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Resumen

El presente trabajo se divide principalmente en dos partes. En la primera, abordamos en
profundidad el Teorema de representacion de Riesz y ciertas propiedades de regularidad
de medidas de Borel positivas. FEste teorema asegura la existencia de una medida que
permite obtener una representacion integral para un funcional lineal positivo definido sobre
funciones de soporte compacto en espacios de Haudorff localmente compacto. A partir de
este teorema es posible dar una construccion diferente, no constructiva, de la medida de
Lebesgue.

En la sequnda parte del trabajo mnos centramos en el andlisis de la transformacion de
Fourier, primero en los espacios de Lebesque L*(R) y L*(R) y luego en la clase de Schwartz
S(R). Estudiamos las principales propiedades de la convolucion y probamos el Teorema
de inversion y el Teorema de Plancherel. Asimismo, se analiza el comportamiento de la
transformacion de Fourier sobre el espacio de funciones de Schwartz en R, destacando el
hecho de que es una biyeccion en S(R).

Se concluye este trabajo dando dos aplicaciones de la transformacion de Fourier en el
campo de la fisica: la resolucion de la ecuacion del calor y una formulacion matemdtica
del principio de incertidumbre de Heisenberg.

Palabras clave: Medida de Borel, teorema de Riesz, funcional lineal, transformada de Fou-
rier, medida de Lebesgue, espacio LP, espacio de Schwartz.



Abstract

The present work is mainly divided in two parts. In the first we deal in great detail with
the Riesz’s representation Theorem and certain properties enjoyed by positive Borel mea-
sures. The latter theorem asserts the existence of a measure representing a given positive
linear functional defined in the space of compactly supported functions on locally compact
Hausdorff spaces via integration. This allows us to present a non constructive proof of the
existence of Lebesgue measure.

In the second we focus on Fourier Analysis. First we introduce the Lebesgue spaces
L' (R) and L? (R) and the Schwartz space S (R). After introducing the convolution and
studying its main properties we give the inversion Theorem for the Fourier transform as
well as Plancherel’s Theorem. Moreover, we analyze the behavior of the Fourier transform
on the Schwartz space highlighting the fact that it is a bijection on it.

We conclude this memoir by giving some applications of the Fourier transform to Phy-
sics: the solution to the heat equation and a mathematical formulation of Heisenberg un-
certainty principle.

Keywords: Borel measure, Riesz’s Theorem, Linear functional, Fourier transform, Lebes-
gue measure, LP spaces, Schwartz space.
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Prélogo

Distintos factores han motivado la realizacién de este trabajo, pero quizas el mas
destacado sea la gran relevancia que tienen la medida de Lebesgue y la Transformacién
de Fourier en distintos d&mbitos de las matemadticas y esta tultima en el campo de las
aplicaciones. Los alumnos del grado en matematicas tienen su primer contacto con la teoria
de la medida en la asignatura de Anadlisis IV, que se imparte en el sexto cuatrimestre y
cuyo contenido desarrolla la integracién en varias variables siempre desde el punto de vista
de la integral de Riemann. Luego se continda en la asignatura optativa “Anadlisis Real y
Funcional” donde ya se hace un estudio més amplio y se introduce la medida de Lebesgue
desde un punto de vista constructivo.

Por otro lado, la transformacién de Fourier es quizds una de las herramientas maés
utilizadas en las aplicaciones. En la asignatura optativa “Anadlisis espectral de datos”solo
se aborda desde un punto de vista practico, y no existe ninguna otra donde se haga un
minimo estudio tedrico.

En este trabajo titulado “Medida de Lebesgue y Transformacion de Fourier” pretendemos
completar y cubrir aquellos tépicos relativos a estos dos temas que no fueron abordados
en las asignaturas del grado.

Aunque las cuestiones novedosas se encuentran en la segunda parte de cada uno de
los dos capitulos que conforman la memoria, hemos dedicado la primera parte de ambos
a recordar los conceptos de Teoria de la medida, espacios LP y espacios de Hilbert que se
necesitan para probar los resultados fundamentales del trabajo, tales como el Teorema de
representaciéon de Riesz, su utilizacién para dar un nuevo método de construccién de la
medida de Lebesgue y la extension de la Transformacion de Fourier, inicialmente definida
para funciones en L!(R) a funciones de L?(R).

Por ltimo senalar que con el fin de facilitar la lectura del trabajo, haciéndolo lo mas
autosuficiente posible, en el sentido de que requiriese la menor informacién externa para
su comprension, hemos incluido la prueba de aquellos resultados “basicos”, que no fueron
vistos en el grado, o que solo fueron enunciados sin demostracién. Es por ello que el nimero
de paginas es superior al recomendado para la elaboracion de estos trabajos. No obstante,
creemos que la parte “novedosa”se cine a las recomendaciones establecidas, por lo que
esperamos que no suponga ningun perjuicio.



Capitulo 1

Medida de Lebesgue

1.1. Introduccién

En esta primera seccién mostramos un breve repaso de algunos conceptos topolégicos
y de Teoria de la medida que estan presentes a lo largo del trabajo y que hemos extraido
de [2], [3] ¥ [4], principalmente. A fin de conseguir que este resumen no se convierta en
una mera enumeracién de definiciones, proposiciones y teoremas, desarrollaremos algunas
demostraciones que no se han visto a lo largo de los estudios del Grado.

El problema de la medida surge de la necesidad de calcular longitudes, areas y voltime-
nes. Desde El Papiro de Mosct (1800 a.C.), uno de los documentos egipcios més antiguos
conocidos, se encuentran problemas de cdlculo de volimenes y dreas. Sin embargo, es en
el libro de Euclides (300 a.C.) “Los elementos”, donde se encuentran las primeras demos-
traciones de dichos calculos.

Durante 2000 afios no hubo importantes avances, hasta que en 1883 G. Cantor (1845-
1918) diera la primera definicién de medida m(A) de un conjunto arbitrario acotado A C
R™. Mas tarde, en 1887, G. Peano (1858-1932) estudié qué conjuntos eran medibles y
defini6 la medida exterior de un conjunto.

Sin embargo, estas definiciones no eran muy rigurosas pues, por ejemplo con ellas, el
conjunto de los racionales no era medible. Fue entonces cuando E. Borel (1871-1956) con-
sider6 la aditividad numerable para sus medidas, dando también una definicién razonable
de conjuntos de medida nula.

Finalmente, la relacion entre la aditividad numerable y la integracién, fue lo que per-
miti6 a Lebesgue (1875-1941) obtener resultados importantes en la teoria de la integracién
abstracta, tal como el teorema fundamental sobre el paso al limite de la integral.

1.2. Conceptos fundamentales
o-algebras
Sea € un conjunto arbitrario. Denotamos por P(2) al conjunto de partes de {2.

Definicién 1.2.1. Una coleccion A C P(S2) es o-dlgebra en ), si verifica las siguientes
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propiedades:
1. Qe A
2. FEs cerrada por paso al complementario: A € A= A° € A.
3. Es cerrada para uniones numerables: {A, 152, C A= Uy, An € A.

Definicién 1.2.2. El par (2,A), donde Q es un conjunto y A una o-dlgebra de 2, se
denomina espacio medible y los elementos de A conjuntos medibles.

Pasamos ahora a la definicién de o-algebra de Borel. Observamos que existen similitu-
des entre las definiciones de o-algebra y topologia.

Recordamos que 7 C P(2) es una topologia si:
1. 0,QeT.
2. Dados Ay, ..., A, € T, entonces N} A; € T.

3. Dada una familia arbitraria {A;},.; € T, se tiene que 4UIA1- eT.
1€

A (Q,7T) se le denomina espacio topoldgico, y a sus elementos conjuntos abiertos.

Definicion 1.2.3. Liamamos o—dlgebra de Borel a la generada por los abiertos de un es-
pacio topoldgico (2, T). La denotaremos por o(T) = B(Q2) y a sus elementos los llamamos
borelianos.

Ejemplo 1.2.4. Los abiertos y cerrados son borelianos y si el espacio es Hausdorff, en-
tonces los compactos, al ser cerrados, también lo son.

Proposicién 1.2.5. Las siguientes familias generan la o-dlgebra de Borel B(R™):
(a) C1 = {(a1,b1) X ... X (an,by), con a;,b; € R;i=1,....n},
(b) Co = {(a1,b1] x ... x (an,by], con a;,b; e Ryi=1,...,n},

(c) C3={Hpy={(z1,....,xn) 1 i <b, para algin 1 <i<n}, beR}.

1.2.1. El concepto de medida

Definicién 1.2.6. Una medida positiva u en un espacio medible (2, A), es una funcion
no neqgativa

p: A—[0,00]
verificando:

(a) u(0) = 0.
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(b) p es numerablemente aditiva, es decir, dada una sucesion de conjuntos {Ap}>°, C A
disjuntos dos a dos y tal que U A, € A (inmediato si A es o-dlgebra) se cumple

que
o0 o0
" <U An> => (A,
n=1 n=1
Si la condicion (b) solo se da en el caso de sucesiones finitas, diremos que la medida es

aditiva.

Definicion 1.2.7. Una medida es o-finita si existe una sucesion de conjuntos medibles y
disjuntos {An}o2 ¢, tal que U2 1A, = Q y u(A,) < oo, para cada n € N.

n=1>

Definicién 1.2.8. La terna (2, A, 1), donde p es una medida positiva sobre la o-dlgebra
A de Q, se llamard espacio de medida.

Definicién 1.2.9. Un espacio de medida (2, A, ) se dird completo si para cada BCA,
con Ae Ay u(A) =0, se tiene que B € A.

Definicién 1.2.10. Sean p una medida sobre una o-dlgebra A y E € A. Cuando decimos
que cierta propiedad P se verifica en casi todo punto de E (abreviadamente, c.t.p. de E)
significa que eziste un conjunto N € A tal que N C E, u(N) =0 y P se verifica para
todos los puntos de E'\ N.

A continuacién mostraremos algunas propiedades que verifican las medidas.
Proposicién 1.2.11. Sea (2, A, pi) un espacio de medida. Se tiene que:
1. u(B) =pu(BNA)+pn(BNA°), A, B e A.
Si A C B, entonces p(B\ A) = u(B) — n(A), A,B € A.
Si A C B, entonces u(A) < u(B), A, B € A.
w(AUB)+ u(ANB) =pu(A)+ u(B), A,B € A.

SR

Si Ay, ..., A, € A, n €N, entonces

p(ArU. . UA,) < p(Ar)+...+p(4,), neN
6. Sea {An}o2 | una sucesion creciente en A. Entonces j(Ay) — p(US, Ay), cuando
n — 0.

7. Si {Ap}02 es una sucesion decreciente en A y (A1) < oo, entonces ju(Ay) —
n(N 1 Ay), cuando n — oco.

Definicién 1.2.12. Sean (X, M) y (Y,N) espacios medibles, diremos que la funcién
f:X =Y es (M,N)—medible si para todo E € N, se tiene que f~'(E) € M.

Salvo que se mencione otra cosa, si f : (X, M) — C, se dice que f es medible si es
(M, Borel)-medible.
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1.2.2. Funciones simples e integracion de funciones no negativas
Recordemos que, dado un conjunto X, la funcién caracteristica de un subconjunto
A C X se define como
() 1, sixeA,
XA\T) = .
0, sixz ¢ A.

Definicion 1.2.13. Toda funcion s compleja en un espacio de medida X cuyo rango
es finito se denomina funcion simple. Entre ellas encontramos las funciones simples no
negativas, cuyo rango es un subconjunto finito de [0,00).

Si s es una funcion simple y {aj}?zl son los distintos valores que toma, para cierton € N,

entonces es facil ver que
n
5= E QXA
i=1

donde A; ={x € X : s(x) =a;},i=1,...,n.

Teorema 1.2.14. Sean X un espacio medible y f : X — [0, 00| una funcion medible en
X. Entonces existe una sucesion de funciones simples {sn}>2, sobre X que cumplen:

(a) 0<s1<sy< .. < f.
(b) sn(z) — f(x), cuando n — oo, para todo x € X.

Demostracion. Sea §, = 27", n € N. Para cadan € N y ¢t € R, existe un unico entero
k = ky(t) verificando kd,, <t < (k + 1)d,. Definimos las siguientes funciones:

kn(t)0,, si0<t<n,
wn<t>={ o, stO<t<n, g

n, sin<t<oo.

En la figura siguiente presentamos la grafica de las funciones v, para n = 1, 2.

N N

1l V, 4 vV,

1/2__ [— 1/2__ -—

v

] %ol 2

N\N-

Para cada n € N, 1, es una funcién de Borel creciente en [0,00). Ademds, de la
definicién de ¥, n € N, y la eleccién de ky,(t), n € N, t € R, se tiene que

Uy <t, t€[0,00) yt—0, <, tel0,n].

Por otro lado, {¢,,}72, es una sucesién creciente de funciones, es decir, 0 < ¢); < )9 < ...
En efecto, sea n € N. Distinguimos tres casos.
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En el primero, suponemos que ¢t > n+ 1. En este caso 1, (t) = ny ¥p4+1(t) = n+1, con
lo que ¥, (t) < ¥p41(t). En segundo lugar, si n <t < n + 1 entonces, ¢, (t) = n y como
Yn+1 €s creciente en [0, 00)

¢n+1(t) > wn+1(n) =n= wn(t)

Por dltimo, consideramos 0 < t < n y k, € N tal que k,6, < t < (k, + 1)d,. Ahora

bien, el intervalo [g—z, kgil) podemos subdividirlo en dos intervalos I; = [;,ﬁfl, 22’“$$1)
I, = [%;fll, 2;“;:?), de modo que t € I; o bien t € I (ver dibujo).

I, I,

2%k, 2"k 2'(kAD)

Sit € I, entonces P (t) = Yni1(t) = 5%, y si t € I, n(t) = 52 y Pnya(t) = 32iE v por

tanto, wn(t) < "vanrl (t)
Por otro lado, {,(t)}5°, converge puntualmente a ¢, para todo t € [0, 00). Fijamos

t > 0ye > 0. Elegimos ng € N de modo que 27™ < ¢yt < ng. Sea kg € N tal que

te [2’%00, kg;gl) Por tanto, ya que 1, (t) < 1, (t) < t, cuando n > ng, podemos escribir

ko ko +1 ko 1
20 S g gm Tgw S5 MET0

|t (t) — t‘ =t—n(t) <t-— wno(t) =1—

Consideramos las funciones s, = ¢, o f, n € N, que son medibles en X pues ¢, y f lo
son. Ademads, por lo que hemos establecido antes, satisfacen (a) y (b).
Observamos que se trata de funciones simples. Sean n € Ny xz € X. Si f(x) > n,

entonces € A" = f~n,00) y sp(z) =n, ysi f(z) € [2%, ’;—nl), para algin i =0, ..., 2"n—
1, entonces z € A; = f1[55, ) v s, (x) = 27". Luego,
27n—1

]
8($) = Z QTXAZ +nxan, z€X.

i=1
Ul

Definicién 1.2.15. Consideramos un espacio de medida (X, A, p). Sea s : X — [0,00)
una funcion simple medible. Si s = ;" | aixa,, a; € [0,00), A; € A, i =1,...,n, definimos

la integral de s como
/ sdp =3 aip(4y).
X i=1

Si f: X — [0,00] es una funcion medible, se define la integral fX fdp mediante

/deuzsup/Xsdu, (1.1)

donde el supremo se toma sobre todas las funciones simples s tales que 0 < s < f.
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En los resultados siguinetes X representa un espacio de medida (X, A4, u).

Proposicién 1.2.16. Sean f,g : X — [0,00]| funciones medibles en X. Entonces, se
cumplen las siguientes propiedades:

(a) [ycfdu=c [y fdu, ¢>0.
(b) fx(f+g)dﬂzfxfdﬂ+fxgdu.
(c) Si f <g, entonces [ fdu < [y gdp.

Los siguientes resultados son de gran utilidad en el estudio de la teoria de la medida,
a la hora de intercambiar el limite con la integral.

Teorema 1.2.17 (Teorema de la Convergencia Mondtona). Sea { fr }nen una sucesion de
funciones medibles sobre X y supongamos que:

(a) 0 < fi(x) < fa(z) < ..., para todo x € X,
(b) fu(z) — f(x), n — oo, para todo x € X.

Entonces, se verifica que f es medible y

lim fndu / lim fndu:/ fdu.
XTL—)OO X

n—oo
Como consecuencia de este teorema se obtienen los siguientes resultados.

Proposicién 1.2.18. Sea f, : X — [0, 00], una funcion medible para cadan € N, y

:ifn(x)a reX.
n=1

/X fduzg /X Fudp.

Proposicién 1.2.19. Sea {E,}2°, una sucesion de conjuntos medibles en X, tal que

Z p(En) < o0
n=1

Entonces, casi todos los puntos x € X estin a lo sumo en una cantidad finita de los
conjuntos {En}o

Entonces,

Lema 1.2.20 (Lema de Fatou). Sea f, : X — [0,00] una funcion medible en X, para
todo n € N. Entonces

/ (hmlnffn du<hm1nf/ fndt.
X

n—oo
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1.2.3. Integracion de funciones complejas

El concepto de integracién puede extenderse a funciones complejas. Para ello conside-
ramos el siguiente espacio de funciones. A lo largo de este apartado, al igual que antes,
consideramos (X, A4, 1) un espacio de medida.

Definicién 1.2.21. Se define L' (i) como la coleccion de todas las funciones complejas f

medibles en X tales que
/ | fldp < .
X

Nétese que al ser f medible, lo es |f|, y la anterior integral estd bien definida. A los
elementos de L!(u) los llamamos funciones integrables Lebesgue (con respecto a ).

Definicion 1.2.22. Sea f = u + iv, donde u y v son funciones medibles reales. Si f €
LY(u), se define

/fdu ::/ udu+i/ vdp ::/ u+d,u—/ u_du+i/ v+du—i/ v odp,  (1.2)
X b's X X X X b's

donde h* y h™ representan la parte positiva y negativa de la funcién h, respectivamente,
esto es, ut(xr) = max{u,0} y v~ () = —min{u,0}.

+

Nétese que v, u~,v" y v~ son funciones medibles reales no negativas y, en consecuen-

cia, las integrales a la derecha en (1.2) se definen segun (1.1).

Teorema 1.2.23. Supongamos que f,g € L'(u), y o y B € C. Entonces of + Bg € L' (p)
)

[+ syin=a [ sau+5 [ gan (1.3)

Demostracion. Debido a la medibilidad de f y g, se tiene que a.f + 8¢ también es medible.
Ademas,

/ af + Bgldu < |of / Fldu+ 18 / lgldy < oo,
X X X
por lo que af + g € L(u).

Sea ahora h = f + g, donde suponemos que f y ¢ son funciones reales en L'(u).
Entonces,
W —hm=f"=f"+g" —g,

esto es,
Wt 4+ f~+g =fT+gt+h.

Por la Proposicién 1.2.16 (b), se tiene que

/h+du+/f_d,u—|—/g_du:/f+du+/g+du+/h_du,
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y como estas integrales son finitas,

[rdn= [wau= [wdu= [ rrau- [ raus [gtan- [gdu= [ faus [ gan

En el caso de que f y g sean funciones complejas, de la definicién (1.2) y lo que hemos

establecido se obtiene que
/(f+g)dﬂ= /fdu+/gdu-

Para terminar de probar (1.3) veamos que [afdp =« [ fdu, o € C. Pongamos f = u+iv,
para u,v funciones medibles reales.

Si a > 0, la propiedad se sigue por la Proposicién 1.1 (a). Lo demostramos para a« = —1.
Para ello escribimos

[-tan= [ayran= [pan= [ ran [ rrau=- [ sau

Y si @ =i, entonces if = —v—+iuy
/(if)d,u:/(—v)du+i/udu: —/vdu+i/udu:i/fdu.
Teniendo en cuenta estos casos y la linealidad de la suma se obtiene (1.3). O

Otro resultado de gran interés que permite intercambiar el limite y la integral es el si-
guiente.

Teorema 1.2.24 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea {fy}nen una sucesion de
funciones complejas medibles sobre X tal que existe

lim f,(x) = f(x),

n—oo

para todo x € X. Supongamos ademds que para cierta funcion g € L' (u) se verifica
|fo(z)| < g(x), ze€X, neN

Entonces f € L'(u) y
lim fndu:/ fdpu.
X X

n—oo

1.2.4. Integracion como funcional lineal y preliminares topolégicos

En esta seccién abordaremos algunos conceptos mas especificos como el de espacio
vectorial complejo o funcional lineal, para posteriormente introducir algunas nociones to-
poldgicas y asi dar paso a la demostracion del Teorema de Riesz. La importancia de este
teorema radica en que constituye la base de una forma de construccién de la medida de
Lebesgue.
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Espacio vectorial complejo y funcional lineal

Definicion 1.2.25. Un espacio vectorial complejo es un conjunto V a cuyos elementos
llamamos vectores, y en el cual hay definidas dos operaciones, la adicion y la multiplicacion
por escalar, cumpliendo las siguientes propiedades:

» A cada x,y € V le corresponde un vector x +y € V tal que

r+y=y+ax,z,ycV.
r+(y+z2)=(@+y) +z 2,92V,

Eziste un unico vector 0 tal que x + 0 = x, para todo x € V.

o ™ =~

4. Para cada x € V, eziste un inico vector —x tal que, x + (—x) = 0.
» A cadax €V y « escalar complejo, se le asocia el vector ax € V de forma que
1. lx=x,z€V.
2. a(fz) = (af)x, z €V, a,p €C.
3. alx+y)=ar+ay, x,yeV, acC.
4. (a+pB)x=ax+px,zeV, a,pcC.

Una transformacién lineal de un espacio vectorial V' en otro V7, es una aplicacién de V'
en Vi que cumple

Alax + By) = aAz + BAy, =z,ye X, o, €C. (1.4)

Definicion 1.2.26. Un funcional lineal A es una funcion compleja A : V. — C que
satisface (1.4).

En el Teorema 1.2.23 vimos que L'(u) es un espacio vectorial, para cualquier medida
positiva u, y ademés

Fo A = [t

es un funcional lineal.
De manera similar, si g es una funcién medible acotada, la aplicacion

f—>Ag(f)=/ngdu

es también un funcional lineal en L' (u).

Otro ejemplo de funcional lineal es el siguiente: Sea C(I) el conjunto de todas las
funciones complejas continuas en I = [0, 1]. Como la suma de dos funciones continuas es
continua y también lo es todo multiplo escalar de una funcién continua, C'(I) es un espacio
vectorial. Si definimos A como

1
Af = /0 f@)dz,  fe (),
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donde la integral se considera en el sentido ordinario de Riemann, entonces A es un fun-
cional lineal en C(I). Ademas, es positivo pues, Af > 0 cuando f > 0.

Como veremos, una forma de construir la medida de Lebesgue se basa en el funcional
lineal anterior de acuerdo a la siguinete observacién. Consideramos un intervalo (a,b) C I,
y la clase C de funciones f € C(I), tales que 0 < f < len Iy f(z) = 0, para todo
x & (a,b). Tenemos pues que, Af < b—a para cada f € C, pero podemos elegir f de forma
que A f se acerque a b—a cuanto queramos. De esta manera, la longitud del intervalo (a, b)
estd intimamente relacionada con los valores del funcional A.

Este procedimiento, considerado desde un punto de vista mas general, nos lleva al
Teorema de Riesz, que veremos mas adelante y que establece que

A todo funcional lineal positivo A en C(I), le corresponde una medida de Borel
positiva y finita p tal que

Af = /I fdu, fe ).

Preliminares topoloégicos

El Teorema de Riesz se estudiard en un marco muy general, y la existencia de la
medida de Lebesgue se deducira como un caso particular. Para ello, son esenciales ciertas
propiedades topolégicas en R™ como la compacidad local y algunos resultados previos.

Definicion 1.2.27. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que es localmente compacto si
todo punto de X tiene un entorno cuya clausura es compacta.

Un ejemplo de espacio localmente compacto es R".

Teorema 1.2.28. Sean X un espacio de Hausdorff, K C X compacto yp € K¢. Entonces
existen conjuntos abiertos U y W tales quep e U, K CW y UNW = ().

Demostracion. Sea q € K C X. Como X es Hausdorfl, se tiene que existen conjuntos
abiertos Uy y V, tales que pe Uy, g € Vy y Us NV, = 0.

Ademsis, K C UzekVy. Ya que K es compacto podemos encontrar qi, ¢, ...,qn € K,
tales que K C V,, U...UV, .

Tomando U =U,, N...NU,, y W =V, U...UV,,, obtenemos el resultado. O

Teorema 1.2.29. Sea {K,}aca una coleccion de subconjuntos compactos de un espacio
de Hausdorff X tal que NpeaKo = 0. Entonces, alguna subcoleccion finita de {Ky}aca
tiene también interseccion vacia.

Demostracion. Sea V, = K&, o € A. Ya que K,, a € A, es cerrado, V,, es un conjunto
abierto en X. Consideramos K; un elemento cualquiera de {Ky}acAa-

Como Npea Ky = 0, se tiene que
(ﬂaeAKa)c = UaGAKg = UaGAVa = X.

Luego, K1 C UacaVa. Ademas, como K7 es un subconjunto compacto, existe una
coleccién finita {V4, }I' ; de forma que Ky C Vo, U...UV,, = (NI Ky, )¢ .
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Entonces, N}, K, C Ky, por tanto,
KiNKy, N..NK,, =0
O

Teorema 1.2.30. Supongamos que U es un abierto en un espacio de Hausdorff localmente
compacto X, y K C U, con K compacto. Entonces, existe un abierto V con clausura
compacta tal que

Kcvcvcu

Demostracion. Por hipdtesis, X es localmente compacto. Por tanto, para cada p € K
existe un entorno B, tal que su clausura, Fp, es compacta. Luego, K C Upcx B), y como
K es compacto, podemos encontrar un subrecubrimiento finito de K, es decir, K C B, N
...N By, = G, para ciertos pi,...p, € K. Ya que G C By, y By, es compacto, G también
lo es.

Si U = X, consideramos V = G. Es claro que V es abierto y al ser V C By, N...N B, C
Bipl, entonces V es compacto.

Supongamos ahora que U # X. Denotamos por C al complementario de U. Por el
Teorema 1.2.28, para cada punto p € C' = U°¢ C K¢, existe un abierto W), tal que K C W,
yp & W -

Consideramos la familia de conjuntos {K, = C NG N Wp},ec. Observamos que K,
p € C, es compacto pues K, C G, K, es cerrado y G es compacto. Ademds, Npec K, = 0,
esto es,

K¢= U{CUG UW,

=X.
pECp peC p}

En efecto, sea x € X. Entonces, o bien € U y, entonces x € C° =U, o bien z € U, y, en
tal caso, z € C C K¢y x ¢ W,, esto es, T € W,".
Aplicando el Teorema 1.2.29, existe un ntimero finito de puntos p1, .., p, € C tales que
" K, =0, Luego,

CNGNW, N..0nW,, =0. (1.5)

El conjunto V- =GN W, N...NW,, tiene las propiedades deseadas. En efecto, en primer
lugar V es abierto pues es interseccién finita de conjuntos abiertos. Ademéas, K C V ya
que K C Gy K C Wy, i=1,...n. P, Por dltimo, ya que

V=GnW,, Nn.nW,, CcGNW, n..nW,, CQG,
y G es compacto, también V lo es. Ademas, se tiene por (1.5) que
Vcee=u.
O

Recordamos a continuacién el concepto de funcién semicontinua superior e inferiormen-
te y damos algunos ejemplos.
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Definicién 1.2.31. Sea f una funcion real ( o real extendida) definida en un espacio
topoldogico X . Diremos que:

- f es semicontinua inferiormente si f~*(a, 00| es abierto en X.
- f es semicontinua superiormente si f~1[—00,a) es abierto en X.
Una funcion real es continua si y solo si es semicontinua inferior y superiormente.

Los ejemplos mas sencillos de funciones semicontinuas superior e inferiormente vienen
dados por las funciones caracteristicas.

Proposicién 1.2.32. (a) Las funciones caracteristicas de conjuntos abiertos son semi-
continuas inferiormente.

(b) Las funciones caracteristicas de conjuntos cerrados son semicontinuas superiormente.

(¢) El supremo de una coleccion de funciones semicontinuas inferiormente es semiconti-
nuo superiormente. El infimo de una coleccion de funciones semicontinuas superior-
mente es semicontinuo superiormente.

Demostracion. Las propiedades (a) y (b) son consecuencia inmediata de la definicién. Asi,
si f = xa, con A C X abierto, y g = xr, con F' C X cerrado, se tiene que

X, sia<0, 0, sia <0,
fHoayo0] =< A, si0<a<l, g l-—o0,a)={ F°% si0<a<l,
0, sia>1, X, sia>1.

Establecemos ahora la primera afirmaciéon de (c¢). La segunda se sigue analogamente.
Sea {fs}sea una coleccién arbitraria de funciones semicontinuas inferiormente y f(z) =
supfeca(z), x € X. De la igualdad

n

fHa,00] ={z: f(z)>a}= ULEJA{x : folz) >a), a€eR,

ya que f,1(a,00], a € R, es abierto para todo o € A, se deduce que {z : f(x) > a},
a € R, es abierto. Luego, f es semicontinua inferiormente. O

Definicion 1.2.33. El soporte de una funcion compleja f definida en un espacio topolégico
X es la clausura del conjunto {x € X : f(x) # 0}.

Denotamos por C.(X) al conjunto de todas las funciones complejas definidas en X, que
son continuas y con soporte compacto. Nétese que C.(X) es un espacio vectorial pues la
suma de funciones complejas continuas es continua, asi como el producto por escalares de
funciones continuas. Ademds, el soporte de f + g estd en la unién del soporte de f y el
soporte de g, y la unién finita de compactos es compacta.

Teorema 1.2.34. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y wuna funcion continua.
Si K es un subconjunto compacto de X, entonces f(K) es compacto en Y.
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Demostracion. Consideramos un compacto K C X. Sea {V,}4ec4 un recubrimiento abier-
to de f(K), entonces, {f1(Va)}aeca es un recubrimiento abierto de K pues f es conti-
nua. Como K es compacto, podemos encontrar un subrecubrimiento finito tal que K C
(Vo) non f7Y(Va,), para ciertos as, ..., ap, € A, y por tanto

f(K)C Vo, NNV,
y obtenemos que f(K) es compacto. O

Corolario 1.2.35. FEl recorrido de toda funcion f € C.(X) es un subconjunto compacto
del plano complejo.

Demostracion. Basta observar que si f € C.(X) y K es el soporte de f, entonces f(X) C
J(K) U {0}, O

Introducimos la siguiente notacién que facilitard la escritura del Lema de Urysohn que
utilizaremos principalmente en la prueba del Teorema de Riesz.

» Escribimos K < f para indicar que K es compacto, f € Co(X), 0 < f < 1y
flz)y=1,z€ K.

» Usamos f < V para indicar que V es abierto, f € C.(X), 0 < f <1, y el soporte de
festden V.

La expresion K < f < V significa que se verifican las dos propiedades anteriores a la
vez, lo que en términos de funciones caracteristicas, quiere decir que f es continua y
xk < f<xv.

El siguiente resultado sera fundamental en lo que sigue.

Proposicién 1.2.36 (Lema de Urysohn). Supongamos que X es un espacio de Haus-
dorff localmente compacto, V abierto en X y K C V, siendo K compacto. Entonces, existe
una funcion f € Co(X) tal que K < f < V.

Demostracion. Tenemos que probar que K < f <V para cierta funcién f.
Sea {r;}22; una enumeracién de los racionales en (0, 1), de modo que 11 =0y rp = 1.
Por el Teorema 1.2.30, podemos encontrar un conjunto abierto V., tal que K C V., C
V., CV,y otro conjunto abierto V;, de forma que K C V;, CV,, CV,, CV, CV.
Aplicamos de nuevo el Teorema 1.2.30 a V;,, y V;,, y encontramos V,., abierto tal que

Viy C Vi CViy C V.

Procedemos ahora inductivamente. de la siguiente forma: supongamos que hemos elegido
Viis Vigy .. Vy,, de modo que

V;, €V, cuando r; <rj.

Para construir V,, ,,, primero elegimos en el conjunto {ry,r2,...,r,} los valores r; y r;

verificando: 7; < 41 < 7r; y tde modo que r; y r;, son los valores méximo y minimo,
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respectivamente, que satisfacen esta propiedad. Entonces usando de nuevo el Teorema

1.2.30 para VTJ y Vi, llegamos a que existe un abierto V. ., tal que

Vi CVipir CViy C Vo

n+1 n+1

De esta forma hemos obtenido una sucesién de abiertos {V; },cqnjo,1) verificando:
(Pa) KCViy Vo CV,

(Pb) V, es compacto, para cada r € QN [0, 1],

(Pc) Sir < s, entonces Vs C V., 7,5 € QN [0, 1].

Para cada r € QN [0, 1] definimos las siguientes funciones:

r, six eV, 1, sizeVy,
fr(m) = { y gs(x) = {

0, en otro caso. s, en otro caso.

y consideramos
f= sup fr y g= finf
reQnlo,1] s€QnI0,1]
En virtud de la Proposiciéon 1.2.32 se puede ver que f es semicontinua inferiormente y ¢
semicontinua superiormente. Asimismo, es claro que 0 < f < 1y que f(x) =1, z de K,
pues K C V, para todo r € Q N[0, 1], en particular » = 1, con lo que

flx)= sup fr(x)=1, zekK.
reQnio,1]

También se cumple que el soporte de f estd en Vg, pues fuera de este conjunto toma
el valor cero, y por tanto el soporte estd en V.

Por tdltimo, para ver que f es continua, es suficiente establecer que f = g, pues toda
funcién semicontinua superior e inferiormente es continua.
Prueba de que f < g: Para demostrar esto, basta ver que f, < gs, para cualesquiera
r,s € QNJ0,1]. Sean r,;s € QN [0, 1].

Si r < s, entonces es claro, por la definiciéon de f. y gs que

frx) <r<s<gs(z), zeX.
).

Js
Supongamos que para algiun x € X se tiene que f(z) < g(z). Entonces, podemos encontrar
dos racionales 7, s en [0, 1] de manera que

Por otro lado, en el caso de que s <r,siz ¢V, f.(x) =0 < g5(x) y, si x € V., aplicando
(Pc) se llega a que V. C V5 y, entonces f.(x) =r <1 = gs(z

f(z) <ro<so<g(z).

Ahora bien, como f(x) < rg, se tiene que f,,(z) < ro, por lo que x ¢ V,,. De manera
andloga, gs,(x) > so y entonces, gs,(r) > sp, y de la definicién de gs,, se sigue que
gso(z) =1, con lo que = € V;,. Llegamos asi a un absurdo pues Vs, C V;,, al ser rg < 8.

Se concluye, por tanto, que f = g y, entonces f es continua. O
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Teorema 1.2.37. Supongamos que Vi,...,V, son subconjuntos abiertos de un espacio
Hausdorff X localmente compacto, K es compacto y K C V1 U...UV,,. Entonces, existen
funciones hy < Vi, para i = 1,...,n, tales que hi(z) + ... + hy(x) = 1, para todo x € K.

Al conjunto {hy, ..., hy,} se le denomina particion de la unidad sobre K subordinada al
recubrimiento {V1, ..., V,,}.

Demostracion. Sea x € Ky V;_ un abierto de la familia {V;}!' ;, tal que z € V;,. Aplicando
el Teorema 1.2.30 al compacto {x} y al abierto V;_, podemos encontrar un entorno abierto
de x, W,, con clausura compacta y tal que W, C V;,. Luego, K C UgzexgW,, v, por la
compacidad de K, existen zy,...,z, € K tales que K C W, U...UW,, .

Para cada 1 < ¢ < n, denotamos por H; al conjunto

H; = {U;W,, : W, C Vi,

Notese que H;, © = 1,...,n, es compacto por ser uniéon finita de conjuntos compac-
tos. Teniendo en cuenta el lema de Urysohn (Proposicién 1.2.36), para cada i = 1,...,n,
podemos encontrar una funcién g; tal que

H; < g; < Vi.
Definamos ahora,
hl = 91,
ha = (1-g1)g2,
b = (1=g1)(1—9g2)-(1 — gn-1)9n-

Veamos que {h;}}"; es la familia de funciones que cumple las condiciones del teorema.
Primero observamos que h; < V;, i = 1,...,n. En efecto, sea i = 1,...,n. Como 0 < g; < 1,
es claro que 0 < h; < 1. Ademads, como el soporte de h; estd contenido en el soporte de g;,
entonces sop h; € V;.

Y, por udltimo probamos que h; + ho + ... + b, = 1, en K. Procediendo por induccién
se puede demostrar que

hid-thy=1-(1-g)1—g2) - (1—gn) (1.6)

En efecto, para k = 1, hy = 1—(1—g;). Si suponemos que se tiene para k € {1,...,n—1},
entonces podemos escribir

hi+- o+ hepr=1-1-9g1)1—g2) (L —gp—1) + (1 —91)(1 —g2)-.(1 — gr—1) 9%k
=1-(1—-g1)(1—g2) (1 —gk)
Sea x € K C U H;. Entonces existe ¢ € 1,...,n de manera que x € H; y, entonces

gi(x) = 1. Por tanto, de (1.6) se deduce que hq(z) + ho(x) + ... + hy(z) = 1.
O
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1.3. Teorema de representacion de Riesz

1.3.1. Teorema de Riesz

En el apartado 1.2.4 vimos que dado un espacio de medida (X, M, 1), sobre el conjunto
de las funciones medibles complejas en X siempre se puede definir, usando la integral, un
funcional lineal y positivo. El Teorema de representacién de Riesz nos muestra que en
ciertos espacios topolédgicos existe una reciprocidad de la situacion anterior, es decir, todo
funcional lineal positivo definido sobre L!(1) admite una representacién integral referida
a la medida de Borel asociada al espacio topoldgico.

Teorema 1.3.1 (Teorema de representacién de Riesz). Sea X un espacio de Haus-
dorff localmente compacto, y sea A un funcional lineal positivo sobre C.(X). Entonces,
existe una o-dlgebra M en X que contiene a todos los borelianos de X, y una unica
medida positiva u en M que representa a A en el siguiente sentido:

(a) Af = [ fdp para cada f € Co(X), y que ademds verifica las siguientes propiedades:
(b) p(K) < oo, para cada conjunto compacto K de X.
(c) p(E)=if{u(V): E CV,Vabierto}, para cada E € M.

(d) w(E) =sup{p(K): K C E, K compacto}, cuando E es un abierto o bien E € M con
w(E) < co.

(e) (X, M,pun) es un espacio de medida completo, esto es, si E € M, ACFE y u(F) =0,
entonces A € M.

Demostracion. Empezaremos probando la unicidad de p. Sean pq y e dos medidas posi-
tivas sobre M verificando las propiedades (a), (b), (¢), (d) y (e) del teorema.

A la vista de las propiedades (¢) y (d), se tiene que p queda determinada en M por sus
valores sobre los conjuntos compactos de X. Por tanto, basta probar que uj(K) = ua(K),
para todo compacto K C X.

Sean K C X compacto y € > 0. De (b) se obtiene que p2(K) < co. Ademds, de (c),
pa(K) = inf{u2(V): K CV, V abierto}

y entonces, por definicion de infimo, existe un conjunto abierto V de X con K C V tal
que p2(V) < po(K) +e.

Por el lema de Urysohn (Proposicién 1.2.36), existe una funcién f € C.(X) tal que

K < f < V. Si xa representa la funcién caracteristica sobre el conjunto A, entonces se
tiene yx < f < xv, v, teniendo en cuenta que p1 y pg cumplen (a), podemos escribir

MI(K):/XXKd,Ul S/de/n=Af=/deu2§/XXVdu2=u2(V)-
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Luego, p1(K) < po(K) + e. La arbitrariedad de & conduce a que p1(K) < ps(K), e
intercambiando los papeles de p; y o se obtiene también que po(K) < py(K). Se concluye
entonces que g, = g sobre los compactos de X.

Construimos ahora la o-algebra M y la medida p. Para cada conjunto abierto V' de X,
definimos

p(V) =sup{Af : f<V}.

Si Vi vy V5 son abiertos tales que V) C Vs, entonces, ya que
{f-f=wnrc{f: f=<v}

se sigue que (V1) < p(V2). Luego, se cumple que, cuando E es abierto,

u(E) =inf{u(V): ECV, V abierto}.

Esto permite extender la definicién de u sobre cualquier subconjunto £ C X de la siguiente
manera:

w(E) =inf{u(V): ECV, V abierto}.

Denotamos por Mg la clase constituida por los conjuntos £ C X que verifican:
uwE) <o v wp(E)=sup{u(K): K C E, K compacto}.
y definimos la clase M como :
M={ECX: ENK € Mp, para todo compacto K}

Probamos ahora que p y M tienen las propiedades requeridas en el teorema.

Observamos, en primer lugar que p > 0, por ser A un funcional lineal positivo. Ademas,
1 es mondtona. Basta observar que si A C B C X, se tiene que

{V abierto : BC V} C {V abierto : A C V}
y entonces,
w(A) =inf{u(V): ACV, Vabierto } <inf{u(V): B CV,V abierto } = u(B).

Como consecuencia, si F C X y u(E) =0, se tiene que u(K) =0, K C E compacto, por
lo que E € Mp. También se deduce que E € M, pues u(E N K) = 0, K compacto y por
tanto, EN K € Mp.

Queda demostrado asi, que la medida p verifica la propiedad (e) y también la (¢) por
definicién.

Dividimos el resto de la prueba en varios pasos.
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PASO 1. Sean Eq, E», E3, ... subconjuntos arbitrarios de X. Se cumple que

p (U Ez) <> (). (1.7)
i=1 =1

Demostracion. En primer lugar probamos que pu(Vy U Vo) < pu(Vy) + pu(V2), cuando Vi y
V5 son conjuntos abiertos de X.

Elegimos una funcién g € C.(X) tal que ¢ < V; U V. Sea K el soporte de g, por
el Teorema 1.2.37, existen funciones hi, he € C.(X) tales que h; < Vj,i = 1,2 y
hi(z) + ho(x) =1, z € K.

Nétese que h;g € Co(X), 0 < hijg <1y sop(hig) CV;, i = 1,2, esto es, hig < V;, i =
1,2. Ademads, g = h1g + hag.
Por tanto, ya que u(V;) =sup{Af : f < V;}, i =1,2, se tiene

Ag = A(h1g) + A (heg) < p(V1) + p(Va).
Hemos probado que
p(ViuVe) =sup{Ag : g < V1 UVa} < pu(Vi) + p(V2). (1.8)

A continuacién establecemos la desigualdad (1.7). Observamos que basta probarla cuan-
do pu(E;) < oo, i € N.
Sea € > 0, ya que pu(E;) = inf{u(V): E; CV, V abierto}, i € N, para cada i € N existe
un conjunto abierto V; tal que F; CV; y

u(Vi) < p(E;) +27"%, i=1,2,3,...

Consideramos V = [J;2, V;, v elegimos una funcién f < V. Como el soporte de f es com-
pacto, existe n € N de modo que sop(f) C V3 U...UV,, y por tanto, f < V1 U...UV,.

Aplicando induccién a lo demostrado al comienzo de la prueba y teniendo en cuenta
que p(ViU...UV,) =sup{Ag : ¢ < V1 U...UV,} y la propiedad (1.8), podemos escribir

A < (ViU UV,) € Vi) + o+ (Vi) < S (u(Ey) +277¢)
=1

o0 o0 ) o0
< S uE)+eY 2 =S (B +es
i=1 i=1 i=1

La arbitrariedad de f conduce a que (V) < 322, u(E;) + ¢, y ya que U2 E; C V,
por la monotonia de p se sigue que

f (U Ez> <u(V) <) ulE) +e.
=1 i=1

Como ¢ puede ser elegido arbitrariamente pequenio, obtenemos asf la propiedad (1.7). O
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PASO 2. Si K es compacto, entonces K € Mp y u(K) =inf {Af: K < f}. Esto implica
la afirmacion (b) del teorema.

Demostracion. Sea K C X un conjunto compacto. Veamos en primer lugar que K € Mp.
Es claro, al ser K compacto, que

u(K) = sup{u(K’), K’ € K, K'compacto}
pues el supremo se alcanza cuando K’ = K.

Mostramos ahora que p(K) < oo. Sean f € C.(X) tal que K < fy a € (0,1).
Definimos el conjunto

Va={zeX: f()>a}=["((a,0))
Notese que V, es un conjunto abierto por ser la antiimagen de un intervalo abierto por

una funcién continua. Ademas, como f(x) = 1 > «, para todo = de K, se tiene que K C V.

Sea g < Vy,se tiene que ag(x) < f(z), para todo x de X. En efecto, si x € V,, g(z) <1
y, por tanto, ag(z) < a < f(x). Cuando = ¢ V,, entonces g(x) = 0 y, se tiene que
ag(z) =0 < f(x). Luego ag < f, para cualquier funcién g < V.

Ya que A es lineal y positivo, se obtiene que
p(Va) =sup{Ag: g < Va} <o 'Af
Como p es mondtona podemos entonces escribir
W(K) < p(Va) < o~ 'Af

y, haciendo tender a a 1, concluimos que pu(K) < Af < oo.
Por dltimo, veamos que

p(K)=mf{Af: K< f} (1.9)

Ya hemos probado que u(K) < Af, cuando K < f.
Sea ¢ > 0. Ya que pu(K) = inf{u(V) : K C V,Vabierto}, podemos encontrar V abierto tal
que K CVy
p(V) < p(K) +¢
Por el lema de Urysohn (Proposicién 1.2.36), existe f € C.(X) tal que K < f < V. Se
tiene entonces que

Af (V) =sup{Ag: g <V} <u(K)+e
y se concluye (1.9). O

PASO 3. Para cada conjunto abierto V., u(V) =sup{u(K) : K C V, K compacto}. Por
tanto, M contiene a todo conjunto abierto con u(V') < oo.
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Demostracion. Sea V un abierto de X. Basta establecer la siguiente propiedad:

Sea a € R, tal que u(V) > «. Entonces, existe K C V compacto tal que
wWK) >«

De esta propiedad, si u(V') = oo, también se tiene que sup{u(K) : K C V, Kcompacto} =
o0y, en el caso u(V) < oo, podemos, fijado € > 0, tomar o = u(V') — € para llegar a que
w(K) > u(V), para algin compacto K C V. Luego, se concluye que

u(V) =sup{u(K) : K CV, K compacto}

Veamos entonces que se cumple la propiedad. Como pu(V) = sup{Af : f < V} > «q,
podemos encontrar f < V tal que Af > a. Sea K el soporte de f. Se tiene que K es un
compactoy K C V.

Observamos que si W es un abierto tal que K C W, entonces f < W y, entonces

(W) =sup{Ag:g < W} > Af

Ya que p(K) = inf{u(W) : K C W, Wabierto}, se obtiene que u(K) > Af y, por tanto,
uw(K) > a. La propiedad queda asi establecida. ]

PASO 4. Sea E=\J;° E;, E;e Mp,ieN, y E;NE; =0, i,j € N, i # j. Entonces,
oo
W(E) =S ().
=1

Ademds, si p(E) < oo, entonces también E € Mp.

Demostracion. Primero probamos que (K U K2) = p(K1) + p(Ks), para cualesquiera
dos conjuntos compactos, K1 y Ko, disjuntos.

Fijamos un € > 0. Ya que X es un espacio de Hausdorff y K1 N Ky = (), existe un
abierto V tal que K1 C V y Ko NV = (. Por el lema de Urysohn (Proposicién 1.2.36),
podemos encontrar una funcién f tal que K; < f < V. Notese que, entonces, f = 0 en Ks.

Por otro lado, K7 U K3 es un conjunto compacto, por ser unién finita de conjuntos
compactos. Entonces, por el Paso 2,

,U(Kl U KQ) = inf{Ag cKG UKy < g}
y podemos elegir una funcién g tal que K1 UKy < gy Ag < (K3 U Ks) + €.

Observamos que K1 < fgy Ko < (1 — f)g. Luego, de nuevo por el Paso 2 y por la
linealidad de A, podemos escribir

(K1) + p(K2) < A(fg) + A((1— f)g) = Ag < pu(K1 UK2) + ¢
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Como ¢ puede tomarse arbitrariamente pequeiio, se tiene que
H(KL) + p(K2) < (K, U K)

lo que, junto con el Paso 1, muestra la propiedad enunciada. Se sigue, por induccién, que

o (0) S50 »”

cuando {K;}!" | es una familia de compactos disjunta.

Para el caso en que £ = U2, E;, E; € Mp, observamos primero que si p(E) = oo,
entonces, por el Paso 1

oo
S (B = p(E) = o0
i=1

y se satisface, por tanto, la igualdad del Paso 4.

Supongamos que u(F) < oo y sea € > 0. Para cada i € N, como F; € Mp, existe un
subconjunto compacto H; C E; tal que

w(H;) > p(E;) — 27 . (1.11)

Ademés, H; N Hj =0, i # j, pues {E;}ien es una familia de conjuntos disjuntos.
Denotamos por K,,, n € N, el compacto K,, = H; U...U H,,. Entonces, teniendo en cuenta
la monotonia de p y las propiedades (1.10) y (1.11) se sigue que

n n

W(E) > p(Ky) = p(H) > > p(E;)—e,neN. (1.12)
=1 =1

Haciendo n — oo y € — 0, se obtiene que
o0
p(E) > p(E),
i=1
y teniendo en cuenta el Paso 1, concluimos que

w(EB) =S u(E).
=1

Para terminar, supongamos que u(E) < oo, queremos ver que entonces E € Mp. Para
ello, fijamos € > 0. Nuestro objetivo es encontrar un compacto K C E de modo que

W(E) — & < p(K).
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Ya que, como hemos visto, > -2, u (E;) = p(E) < oo, se tiene que

n(E)

IA

N
> () +e
=1

para algin N € N. Luego, teniendo en cuenta (1.12) (con § en lugar de €), se concluye

que
N
£
W(E) <> u(E) + 5 SHEN) +e
=1

para cierto compacto Ky. O

PASO 5. Si E € Mp ye > 0, existe un compacto K y un abierto V tales que K C E CV
yu(V\K) <e.

Demostracion. Como E € Mp, u(E) =sup{u(K), K C E, K compacto} < oo y, por otro
lado, u(E) = inf{u(V) : E C V,V abierto}. Por tanto, existen K compacto y V abierto,
K C E CV tales que
€ €
pV) = 5 <ulE) <p(K) + 5.
Ademés, ya que V\ K = VNKC es abierto y u(V\K) < (V) < u(E)+5 < oo, aplicando
el Paso 3, se sigue que V' \ K € Mp.

Finalmente, por los Pasos 4 y 2

H(E) + p(V\ K) = (V) < p(E) + 5 < p(K) +e.

Luego, u(V\ K) < e. O
PASO 6. Si A, B € Mp, entonces A\ B, AU B, y AN B pertenecen a Mp.

Demostracion. Sean A, B € Mp. Veamos primero que A\ B € Mp. Sea ¢ > 0. Ya que
A, B € Mp, existen K7 y K5 compactos y Vi v Vo abiertos tales que K1 € A C V4,
KQCBCV2>y/’L(‘/Z\Kl)<€7’L:17 2.

Se observa que, p(A\ B) < u(A) < oco. Ademas,
Ki\Va CA\BCVi\ K2 C (V1 \ K1) U(Kyp\Va)U (V2 K2)
y entonces, por el Paso 1,
p(AN\ B) < p(Vi\ K1) + p(E1\ Vo) + p(Va \ Ka) < (K1 \ Vo) + 2¢. (1.13)

Ahora bien, K7 \ V5 es un subconjunto compacto de A\ B pues, K7 \ Vo C K, siendo K;
compacto y K1 \ Va cerrado. Entonces (1.13) nos dice que

u(A\ B) =sup{u(K): K C (A\ B), K compacto}
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y concluimos que A\ B € Mp.

Por otro lado, como AU B = (A \ B) U B, el Paso 4 conduce a que
u(AU B) = pu(A\ B) + u(B),

y, puesto que A\ By B € Mp, se tiene que u(A U B) < co. De nuevo el Paso 4 permite
concluir que AU B € Mp.

Por ultimo, escribiendo AN B = A\ (A\ B) y teniendo en cuenta que A, A\ B € Mp,
se obtiene que AN B € Mp. O

PASO 7. M es una o-dlgebra sobre X que contiene a todos los borelianos.

Demostracion. Veamos que M es una o-algebra: (1) X € M pues X N K = K, para
cualquier compacto K y por el Paso 2 sabemos que K € Mp.

(2) Si A € M, entonces A¢ € M. En efecto, sean A € M y K un compacto. Sabemos
por el Paso 2 que K € Mp y ademas AN K € Mp pues A € M.

Teniendo en cuenta que
ANK =K\ (ANK)

se concluye, usando el Paso 4, que A¢ € M.

(3) Sea A =U® Ay, A, € M, n € N. Entonces, A € M. En efecto, consideramos un
compacto K y definimos la familia de conjuntos disjuntos { B, }°° ; siguiente:

B = AINK
By = AQﬁK\Bl

B, = A,NK\(BiU..UBy_1), n>2

Observamos que A, N K € Mp,n € N, por ser A, € Mp.
Ademss, aplicando el Paso 6, se obtiene que B,, € Mg, n € N.

Podemos escribir,

o0
AUK = | ] B,
n=1
y por el Paso 4, teniendo en cuenta que pu(A N K) < p(K) < oo, se concluye que
ANK € Mg, y por tanto, A € M.

Para establecer que M contiene a los borelianos, basta ver que contiene a los subcon-
juntos cerrados de X. Sean C' C X cerrado y K C X compacto. Ya que CNK C K
y C N K es cerrado, se tiene que C' N K es compacto y de esta forma, por el Paso 2,
CNK e Mp. ]
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PASO 8. Mp consiste precisamente en los conjuntos E € M tales que u(E) < oco. Esto
implica la afirmacion d) del teorema.

Demostracion. Sean E € Mp y K compacto. Usando los Pasos 2 y 6 se obtiene que
ENK e Mgy, por tanto, £ € M.

Para demostrar la otra inclusién, supongamos que £ € M y p(E) < oco. Tomemos
e > 0, por definicién de p(F), existe un conjunto abierto V'O E tal que u(V) < u(E) +e¢.
Por tanto, u(V) < oo, y por el Paso 3, V € Mp.
Teniendo en cuenta el Paso 5, existe un conjunto compacto K y un abierto V' tales que
KcVcV yuV\K)<u(V'\K)<e.

Por otro lado, como F N K € Mp, existe un conjunto compacto H C E N K con
WENK) < u(H)+e.
Ademés, E=(ENK)U(E\K) C (ENK)U(V\ K), luego
w(E) < w(ENK) +p(V\K) < p(H) + 2.

Luego, u(E) =sup{u(H') : H C E, H compacto} y, por tanto, F € Mp.

PASO 9. i es una medida en M.

Demostracion. Sean Eq, Es, ... € M conjuntos disjuntos dos a dos tales que p(E;) < oo,
i € N. Entonces, aplicando el Paso 8, F; € Mg, i € Ny el Paso 4 conduce a que

I (U Ez) => uE),
=1 =1

con lo que queda probada la aditividad numerable.
Supongamos ahora que existe un ig tal que p(E;,) = co. Se tiene entonces que »_—; u(E;) =
00. Ademds, como E;, C [J;2, E; entonces u (o, E;) = 0o y se sigue que

1 (U Ez) => WE).
i=1 i—1
O

PASO 10. Para toda f € Co(X), Af = [ fdu. Esto prueba el apartado (a) y completa
la demostracion.

Demostracion. Por la linealidad del funcional, es suficiente probarlo para funciones reales
pues, si f es compleja y escribimos f = u+14v, para ciertas funciones reales u y v, entonces

Af:Au+iAU:/ udu—i—i/ vdu:/(u+iv)du=/ fdp.
X s X X
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Ademas, basta demostrar la desigualdad

Af < / fdu, paracada f € C.(X),
b's

pues una vez probada, —Af = A(—f) < [ (=f)du = — [y fdp y se llega a que Af >
Jx fp.

Sea K el soporte de una funcién real f € C.(X). Como f es continua, por el Corolario
1.2.35, su rango f(K) va a estar contenido en un intervalo cerrado y acotado [a, b].

Elegimos ¢ > 0, n € Ny {y;}l", de manera que yop < a < y; < ... < yp, = b, y

Yi — Yi—1 < E.
Pongamos
Ei={reX:y1<f(z)<y}nK, i=1,2.n.

Como f es continua, es medible Borel, pues la imagen inversa de un abierto es abierto.
Entonces {E;}_; es una familia de conjuntos Borel disjuntos dos a dos y cuya unién es
K. Basta observar que E; = fY((y;i_1,ui])NK,i=1,...n,y que

U B f (o) NK =K.
=1

Para cada i = 1, ..., n, existe un conjunto abierto W; D F; tal que
€
(W) < p(E;) + o
Sea V; = W; N f~((—o0,y; +¢€)), i = 1,...,n. Observamos que, para cada i = 1,...,n,
Vi es abierto, por ser W; abierto y f continua. Ademads, u(V;) < p(W;) < u(E;) + =y

f(z) < y; + ¢, para todo z € V.

Como K = U E; C U ,V;, por el Teorema 1.2.37, existen funciones h; < V;, i =
1,...,n, tales que ;" ; h; = 1 en K. Por tanto, f = ;" h;f, y como K < 1, por el Paso

p(K) <A <Zn: hi) = zn:Ahi.
i=1 i=1

Ya que para cada i = 1,...,n, h;f < (y; +¢€)h; y se tiene que y; —e < y;—1 < f(z), x € E;,
entonces

I

n

Af =Y Ahif) < (i +e)Ahi = (lal +yi + e)Ah; — |a] Y Ah
=1

=1 =1 =1

<> (lal +yi + (Vi) — alp(K),
=1
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pues u(V;) =sup{Af: f < V;} y por el Paso 2, —u(K) > —>"" | Ah;.

Por tanto,

n

AP < 3 (lal 4 9+ (B + ) = () = 3 (0l +22) + y: = )l

~ lalu(K) + = > (lal + v + ) = > (s — ()

&
+2eu(K) + — Z;wnl +yi+e),
1=

pues K = Ej y p(K) =31 w(E;).

Finalmente, como sabemos que

Z(yi—s)u(Ei) :;/Ei(yi—s)du < ;/E fdu

i=1
se concluye

Af < /deu—ks[Q,u(K)—F la| + b+ €],

ya que Y ;" y; < ny; = nb, y como ¢ es arbitrario se tiene la desigualdad.

1.3.2. Propiedades de regularidad de medidas de Borel

En la demostraciéon del Teorema de Riesz se prueba que p es regular exterior, sin
embargo, la regularidad interior sélo fue demostrada para aquellos E € 9 tal que u(E) <
oo y para los subconjuntos abiertos. Los teoremas siguientes refuerzan las hipotesis del de
Riesz para hacer que éste nos proporcione una medida regular. Comenzamos recordando
el concepto de medida regular.

Definicion 1.3.2. Llamamos medida de Borel sobre X a toda medida p definida sobre la
o—dlgebra de Borel de un espacio Hausdorff X localmente compacto.

- Si la media p es positiva, se dice que un boreliano E C X es reqular exterior o reqular
interior si verifica las propiedades (c) o (d) del teorema 1.3.1 respectivamente.

- Si todo boreliano de X es regular interior y exterior, decimos que p es regular.

Definicion 1.3.3. Diremos que un conjunto E es o—compacto si es union numerable de
conjuntos compactos. Un conjunto E en un espacio de medida, con medida i, tiene medida
o—finita si es union numerable de conjuntos E; con u(E;) < oo.
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Por ejemplo en el teorema de Riesz (Teorema 1.3.1), cada o—compacto tiene medida
o—finita. Ademas, si F € 9 y E tiene medida o—finita, entonces E es regular interior.

Para ver esto, observemos que la primera parte del ejemplo se demuestra facilmente
pues, sea E € 9 un conjunto o —compacto, £ = K; U...U K, U ..., con K; compactos,
como se tiene que p(K;) < oo por teorema 1.3.1 (b), E tiene medida o—finita.

Para la segunda parte, sabemos por el teorema de Riesz que si u(FE) < oo, E es regular
interior. Supongamos pues, que u(E) = co. Como E es o — finito, podemos escribirlo
como unién numerable de conjuntos F; tales que u(FE;) < oo. Reescribiéndolo a E = UD;,
donde

Dy = E;

Dy = Es\D;

D; = Eg\(Dl U DQ)

D, = En\(Dl Uu...u Dn—l)

con pu(D;) < ooy D; N Dj = () para i # j. Se tiene entonces que pu(E) = .2, p(D;).

Queremos ver que u(E) = sup{u(K) : K C E, Kcompacto} = oo. Para ello, sea M > 0,
debemos encontrar un compacto K C FE tal que u(K) > M. Como pu(E) = >"2, w(D;) =
o0, dado M, existe n € N tal que > ;" | pu(D;) = p (U, D;) > M. Ya que U D; es de
medida finita, es regular interior y esto implica que dadoe > 0con 0 < e < p (U D;)—M,
existe un compacto K C U, D; C E tal que

WUy Dy) — & < (K.

Por tanto,
p(K) > (Uil D;) — e > p(Uis, D;) — p(Uiny D;) + M.

Esto quiere decir que,
sup{u(K): K C FE, K compacto} = oo
coincidiendo con p(FE) = oo, y por tanto E es regular interior.

Teorema 1.3.4. Supongamos que X es un espacio de Hausdorff localmente compacto y
o—compacto. St M y p son como las descritas en el teorema 1.3.1, entonces tienen las
stguientes propiedades:

a) Si E € M ye >0, entonces existe un conjunto cerrado F y un conjunto abierto V
tales que F C ECV yu(V\F) <e.

b) 1 es una medida de Borel reqular sobre X .

c) Si E € M, existen conjuntos A y B tales que A = F, (unién numerable de cerrados) y
B = G5 (interseccion numerable de abiertos) y A C E C B con u(B\ A) = 0.
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Demostracion. Para la demostracién del apartado (a), partimos de que X es o —compacto,
por lo que lo podemos escribir como X = K7 U Ko U ..., donde cada K,, es compacto.
Sean F € M y e > 0, por el teorema 1.3.1 b), se tiene que u(K, N E) < u(K,) < oo, y
ademads existen conjuntos abiertos V,, D K, N E tales que por la propia definicién de p

€
w(Vo) < p(Ka N E) + 557
Por tanto,
£
w(Vo) = w(Kn N E) < 55
' €
n(Va\(Kn N E)) < o T 1,2,3...

Sea ahora V = UV, entonces V' \ E C U(V,, \ (K, N E)), con lo que

€ €
p(VAE) <) p(Va\(K,NE)) <> il = 5
Hacemos lo mismo ahora para F° € M. Existiran conjuntos abiertos W, tales que W,, D

K, N E°€y verificando
€

2n+1 .

p(Wn \ (Kn N E9)) <
Llamando W = UW,,, obtenemos al igual que antes, que u(W \ E¢) < 5. Si denotamos
F = W€ conjunto cerrado, se tiene que FF C E'y E\ F =W \ E° con lo cual

p(VAE) <5,  wE\F)<

£
2

| ™

Sumando ambas expresiones, concluimos que
WV \ E)+ u(B\ F) < e
Y finalmente, por la aditividad numerable de p,
p(VAE)U (E\F)) = p(V\F) <e.

Para probar (b), por el teorema de representacién de Riesz (Teorema 1.3.1 ¢) y d)),
tenemos que todo boreliano ¥ C X es regular exterior, y todo abierto F y todo F € M
con p(FE) < oo es regular interior. Para que la medida p sea Borel regular, todo boreliano
E con u(FE) = oo tiene que ser regular interior. Consideremos pues, un conjunto £ € M
con p(E) = oco. Por el apartado a), dado € > 0, existe un cerrado F' y un abierto V tales
que FCECVyuV\F)<e.

Por otro lado, todo conjunto cerrado F es o — compacto pues, F = U2, (F N K;) y
FNK,; CK;, siendo K; compacto y F'N K; cerrado, con lo que F' N K; es compacto. Por
tanto, F' tiene medida o — finita, con lo que es regular interior. Ademas, podemos escribir
FE de la siguiente manera

E=FU(E\F),
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y obtenemos que p(F) = u(F) + w(E\F). Pero E\F C V\F y por tanto
W(B) < pu(F) +e,

siendo entonces p(F') = oo.
Finalmente, como F' es regular interior u(F') = sup{u(K), K compacto, K C F'} = o0
yvyaque K CFCFE

sup{u(K), K compacto, K C E} = 0o

que coincide con p(FE) = oo, siendo entonces E regular interior.

Por dltimo, para demostrar (c), basta aplicar a) con ¢ = %, j=1,2,3,... y asi obtenemos
conjuntos cerrados Fj y abiertos V; cumpliendo que F; C E C Vj}, con u(V; — Fj) < %
Llamemos A = UF; y B = NVj. Entonces, A C ¥ C B, siendo A un F, y B un Gj, que
verifican

p(B\A) < p(Vj\ Fj)
para todo j =1,2,..., pues B\ A C V; \ Fj. Haciendo j — oo, u(B\ A) = 0. O

Una consecuencia directa de ¢) es que cada E € 9 es la unién de un Fj, y un conjunto
de medida nula, ya que si A C E' C B, se tiene que E = AU (E\A), A= F, y u(E\A) <
u(B\A) = 0.

Teorema 1.3.5. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto, donde cada abierto
es o—compacto. Sea \ cualquier medida de Borel positiva sobre X tal que \(K) < oo para
todo compacto K. Entonces A es reqular.

Demostracion. Pongamos Af = [ fdX, con f € Ce(X). Como

‘/X fdA‘ < /K |f1dA < CA(K),

siendo K el soporte de f, que es compacto, y A\(K) < oo para todo compacto, se tiene
que A es un funcional lineal positivo sobre C.(X). Ademds, existe una medida regular p
satisfaciendo las conclusiones del teorema 1.3.4 de manera que

Af = /X fdr = /X fdu, f e Cu(X).

Probaremos que A = p, y asi A es una medida regular.

Sea V un abierto de X, como cada abierto es o — compacto, podemos expresar V'
como V = UK, para ¢ = 1,2, .., siendo los conjuntos K; compactos. Para cada K; C V,
aplicando el lema de Urysohn (1.2.36), podemos elegir funciones f; tales que K; < f; < V.

Sea entonces, g, = max(fi, fa, ..., fn), sabemos que g, € C.(X) pues f; € C.(X) para
todo i, ademds, como el soporte de cada f; estden V, fi(x) = lparaz € K; y0 < fi(z) <1
para z € V, tendremos que la sucesién de funciones g, tiende a la funcién caracteristica
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Convergencia Monétona, y de esta forma

de V, xv(x), para todo x € X y g, < gn+1. Podemos aplicar entonces el Teorema de la

AV) = /de)\:/ lim gpdX\ = lim [ gpd\
X xn

n—0o0 n—oo X

= lm [ gadp= / xvdp = pu(V) (1.14)
con lo que probarfamos que para todo abierto V; A y u coinciden.

Sea entonces F un boreliano de X (pues ambas medidas estan definidas en o—algebras
de Borel), y tomemos € > 0. Como p satisface las condiciones del teorema 1.3.4, existe un
conjunto cerrado F' y un conjunto abierto V, tales que F C E C V,y u(V \ F) < €. Por
tanto, u(V) < u(F)+e < u(E) + ¢, pues F C E.

Por otro lado, como V' \ F =V N F¢ V y F€ son abiertos y la interseccién finita de
abiertos es abierta, V' \ F' es abierto, y por (1.14)

AVAF) = (VA F) <e,

con lo que
AV)<ANF)+e< AE)+e.

Tenemos pues las condiciones siguientes
ANE) < AMV) = (V) < u(E) +e

W(E) < (V) = \(V) < A(E) + e
Se concluye que |A(E) — u(E)| < e y al ser € arbitrario, pu(E) = A(E). O

1.3.3. Otra forma de definir la medida de Lebesgue

En este apartado veremos como la existencia de la medida de Lebesgue sigue como
un caso particular del Teorema de Representacién de Riesz y aunque la prueba no es
constructiva (ver [1]) resulta muy interesante.

Sea R el espacio euclideo k-dimensional formado por todos los puntos z = (C1,C2y - Cr),
donde (; son numeros reales, que presentan las siguientes propiedades:

Siz=(&,8,..8), y=(m,m2,...,Mk), ¥ & es un numero real, = + y y ax estan defi-
nidos por

T+ Yy = (51 + 771752 + 2, 75’6 + 77/6)7 ar = (0451704527 ...,O[fk)

A un conjunto definido de la siguiente forma

W:{m:ai<§i<ﬂi,1§i§k} (1.15)
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y a los conjuntos obtenidos de reemplazar < por <, se les denomina k — celdas, y su
volumen viene definido por

k
vol (W) = [](8i — ) (1.16)
i=1
Sea a € RF y § > 0, al conjunto
Q(a;0)={z: ;<& <a;+6, 1<i<k} (1.17)

se le denomina 0 — caja con esquina en a, donde a es un vector de la forma a = (aq, ...ax)

Teorema 1.3.6. Para todo n = 1,2,3,... definimos P, como el conjunto de todos los
x € Ry cuyas coordenadas son multiplos enteros de 27™. Y llamamos €2, a la coleccion
de todas las 27" — cajas con esquinas en P, definidas como en (1.17). Q,, cumple las
siguientes propiedades:

a) Dado n fijo, cada x € R¥ pertenece a una y sélo una caja de Q.
b) Sean Q € ., Q' € Q, y1r < n, se tiene que Q' C Q 6 Q' NQ = 0.

c) Si Q € ., entonces su volumen es vol(Q) = 27"%; y si n > r, el conjunto P, tiene
ezactamente 2"k puntos en Q.

d) Todo subconjunto no vacio de R¥ es union disjunta de cajas pertenecientes a Q3 U Qs U
Qs U ...

Demostracion. Comenzaremos probando el apartado (a) en R pues, sabemos que todo
elemento ); de €2, se puede expresar como

Qi = [Ki27™ (K +1)27") x ... x [ki27", (ki +1)27™)

y dado = = (z1,...,7;) € R¥, bastarfa probar que z; pertenece a una y sélo una caja de
Q, en R.
Es claro que
R= ] [m2™", (m+1)27")
meZ
y queremos probar que dado un z € R, x pertenece solamente a una caja, es decir, que
existe una m € 7Z tal que
m27" <z < (m+1)27".

Pero como x2™ € R y sabemos que todo real se encuentra entre dos enteros consecutivos,
nuestra m serd la que cumpla
m<x2" <m-+1.

y como las cajas son disjuntas tendriamos a) para k = 1. El caso general sigue facilmente.
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(b) Supongamos que @' N Q # 0, donde en R, Q' = [k27",(k +1)27") vy Q =
[m2~", (m+1)27"). El intervalo mayor, de longitud 27", lo podemos subdividir en interva-
los de longitud 27". Adema4s, los extremos de () pertenecen a P, pues m2~" = m2"~"27"
y (m+1)27" = (m +1)2"7"27", donde m2"~" y (m + 1)2"~" son numeros enteros. Con
lo cual, se tiene que dar que Q' C Q.

(c) Por la definicién de €, y del volumen de una k — celda (1.16), vol(Q) = (277)*.
Para la segunda parte, como n > r, 27" < 27", y por tanto, pensando en R, podemos di-
vidir el intervalo mayor de longitud 27", en subintervalos de longitud 27". Asi, obtenemos
271"
27%

= 27" puntos de P, en Q, y por tanto, en R¥ tendremos 2("~"* puntos.

(d) Sea V un abierto, entonces para cada x € V existe una bola abierta contenida en
V, por tanto x € Q C V para algiun @ en {2, para un cierto n. Con esto se tiene que V es
la unién de todas las cajas contenidas totalmente en V' y que pertenecen a algin 2,,.

Ahora partiendo de esta coleccion de cajas, seleccionamos las que pertenecen a {2
y estdn contenidas totalmente en V', eliminando las de €23,{23,... que caigan en alguna
de las cajas ya seleccionadas. De la coleccién resultante, elegimos ahora las cajas de o
contenidas en V', y eliminamos las de 23, {4, .. que caigan en alguna de las seleccionadas.
Procediendo de esta manera, y teniendo en cuenta los apartados (a) y (b), tenemos lo que
queriamos demostrar. ]

A continuacién probamos el Teorema que nos da la existencia de la medida de Lebesgue
en R¥.

Teorema 1.3.7. Existe una medida positiva completa m definida sobre una o-dlgebra 9N
en R¥ | que cumple las siguientes propiedades:

a) m(W) = vol(W), para toda k — celda W.

b) M contiene a todos los borelianos de R*, de forma mds precisa, E € I si y solo si
existen conjuntos Ay B de R* tales que A C E C B, siendo A unidn numerable de
cerrados Fy y B interseccion numerable de abiertos G, con m(A\ B) = 0. Ademds,
m es reqular.

¢) m es invariante por traslaciones, esto es,
m(E + ) = m(E)
para todo E € M y todo = € RF.

d) Si p es una medida de Borel positiva e invariante por traslaciones sobre R* tal que
u(K) < oo para todo compacto K, entonces existe una constante ¢ tal que p(E) =
em(E), para todo boreliano E de RF.

e) Para cada transformacion lineal T de RF en R*, encontramos un nimero real A(T) tal
que
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para cada E € M. Ademds particularizando, siT es una rotacion se tiene que m(T(E)) =

Los elementos de M son los conjuntos medibles Lebesque en R, y m es la medida de
Lebesgue.

Demostracion. Sea f una funcién compleja sobre R* con soporte compacto, definimos
Anf=2"F3" f(z), n=1,2 3,..
TEP,

donde P, esta definido como en el Teorema 1.3.6.

Ahora supongamos que f € C.(X) siendo f real, y W es una k — celda abierta tal
que contiene al soporte de f que es compacto por definicién. Entonces, se tiene que f es
uniformemente continua por ser una funcién continua definida en un compacto, esto es,
dado € > 0, existe un § > 0 tal que si |z — y| < 0, entonces |f(z) — f(y)| < e.

0
Podemos tomar un entero N tal que diag(Q) = v227V < > donde Q es una 27N —caja,
y 27N < dist(sop(f),0W), y existen funciones, con soportes en W, g(x) = minf(y) y

yeQ;
h(z) = max f(y), siendo x € Q; € Qy, y con soporte en W, que verifican:
yeQ;
1) Son constantes en cada caja Q; de Qp,
m g<f<h,
1) h — g < ¢ (continuidad uniforme de f).

Sea n > N, por la propiedad 1.3.6(c) y teniendo en cuenta I)

Avg =2 37 g(a) = 27 VB (g(a1) + .+ glas)), (1.18)
€PN

donde Py = {x1,...,z;}, y por otro lado

Mg =27 3" gly) = 2720 NE N g(2)) = Ang (1.19)
yeP, j=1

Por tanto, haciendo lo mismo con la funcién h, podemos escribir
Ang=MAg < Apf < Ayh=Anh
Los limites superior e inferior de A, f difieren a lo sumo en evol(W), pues

m A, f —lim A, f < Ay (h — g) (1.20)

An(h—g) <27V 3" e=c27M N 1 <evol(W) (1.21)
€ PnyNW ze PyNW
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y como € es arbitrario, ambos limites coinciden con lo que existe el limite

Af = lim Anf, fe€ C.(RF) (1.22)

Claramente A es un funcional lineal positivo sobre C.(R¥). De hecho, como se ha visto en
la asignatura de Analisis IV del grado, Af es la integral de Riemann de f en R y se ha
llevado a cabo la construccién anterior para no tener que recurrir a ningun teorema sobre
integales de Riemann en varias variables.

Definimos entonces m y 9t como la medida y o-algebra asociada a dicho funcional dadas
por el Teorema de Representacién de Riesz y ya que, por dicho teorema m es completa al
ser R* un espacio o-compacto, podemos aplicar el Teorema 1.3.4 y la propiedad b) queda
probada.

Sea W una celda abierta definida como en el teorema 1.3.6 y F, la unién de todas las
cajas de (. cuyas clausuras estan en W. Por el lema de Urysohn, podemos elegir funciones
f- tales que E,. < f. < W,y pongamos g, = max{fi,..., fr}.

Por un lado tenemos que, si @; u @; u---u @7{ = E,, para todo n > r se cumple que

Mnfr = 2770 ) fr@ =2 Y1

x€EP, z€EP,NE,
_ —nk
= 2 1+...+ 1
2€PaNQT 2€PunQ?

2—nkj2(n—r)k — j2—7"k — UOZ(ET)

y haciendo n — oo, Af, > vol(E,).

Por otro lado, sabemos que existe ng € N tal que sop(g,) € UQ ,y para todo n > ny,
€
QW

Angr = 2—n0k2(no—n)k Z gr(l“) — 2—nok Z 2(n0—n)kgr(x)
zePy zE€PpNsop(gr)

— gnok Z 1< Z vol(Q) < vol(W)
€ PpgNsop(gr) QEQn, @
QCwW
QnNsop(gr)#D

—
N

(1) se tiene pues P, tiene 2("~"0)* puntos en cada caja de Q. La tltima desigualdad
(2) es cierta ya que las cajas ) son disjuntas por el teorema 1.3.6 (a). Haciendo ahora
n — 00, Ag, < vol(W). Ademas, Af, < Ag, por la monotonia del funcional ya que f, < g,
y asi hemos obtenido que

vol(E,) < Af, < Agy < vol(W)

y tomando r — oo, tenemos que vol(E,) — vol(W).



36 Raquel Gonzélez Farina

Ahora bien, como g, es una sucesién mondétona creciente, podemos aplicar el teorema
de la Convergencia Mondtona y de este modo

lim Ag, = lim /grdm = /h’mgrdm = /dem =m(W), paratodox € R*.
T—00 rT—>00

Por tanto, al tener que Ag, — vol(W) y Ag, — m(W), m(W) = vol(W) para toda celda
abierta W. Ademads, toda k—celda se puede expresar como interseccién de una sucesion
decreciente de k—celdas abiertas, por ejemplo en R, tenemos que [a,b] = (02 (a—1,b+1)
y esto demuestra el apartado (a) para R, ya que

, 1 1 , 1 1
vol([a,b]) = nh_}ngo vol(a — o b+ ﬁ) = nh_}ngo m(a — - b+ E) = m([a, b]).
Esto se generaliza, de modo natural, para dimensiones superiores.

Para demostrar los restantes apartados se usara la siguiente propiedad:

Si A\ es una medida de Borel positiva sobre R¥ y \(E) = m(E) para toda caja E, lo
mismo se tiene para cualquier conjunto abierto E, pues por el teorema 1.3.6 (d) todo
conjunto abierto es unidn numerable disjunta de cajas. Ademds, como las medidas A\ y
m son regulares (Teorema 1.3.5), para todo conjunto boreliano E, también se da que
ANE) =m(E), pues en particular E es reqular interior.

Para probar que m es invariante por traslaciones, fijamos un z € R¥ y definimos ANE) =
m(E + ). X es una medida pues verifica que A\()) = m(0) + ) = 0 y es numerablemente
aditiva ya que si E; € M con E; N E; =0, i # 7,

o0

MU En) = m(Up2 En + 2) = m(Upy (Bn +2)) = > m(En+x) = > A(En)
n=1 n=1

Por el apartado (a), A(E) = m(E + x) = vol(E + z) = vol(E) = m(FE) para todas las
cajas, luego m(E) = m(FE + z) para todo boreliano E.

Para el caso general, E € 9, por el apartado (b) existen conjuntos Ay B en RF tales que
ACE C Bym(B\A) =0, esto implica que m(A) = m(B). Queremos ver que para todo
E € M se verifica que m(E + x) = m(FE). En efecto, como A C E C By m(A) = m(B),
entonces A(A) = A(B) = m(A) = m(B) = m(FE). Ademés, como A+ C E+xC B+z
y m((B+x)\(A+z)) =m((B\A4) + z) = m(B \ A) = 0, obtenemos

AE) =m(E +2) = m(A+ ) = A\(A) = \(B) = m(E)

Supongamos ahora que p es una medida de Borel invariante por traslaciones tal que
u(K) < oo para todo compacto K. Sea Qo una caja de lado 1 y pongamos ¢ = u(Qo).
Como por el teorema 1.3.6 (a) y (c), Qo es unién disjunta de 2"% 27" —cajas que son
trasladadas unas de otras se tiene,

2" (@) = 1(Qo) = em(Qo) = 2""'m(Q), para toda 27" — caja Q.

Comotodo abierto es unién disjunta de cajas de ;3 U Q9 U ... (teorema 1.3.6 (d)), u(E) =
cm(E) para todo abierto E C R¥. Con esto (d) queda probado.
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Pasemos ahora a demostrar el apartado (e). Sea T': R¥ — R una aplicacién lineal. Si
el rango de T es un subespacio Y de R* de dimensién inferior, entonces m(Y) =0,y como
T(E) C Y se tiene que m(T'(E)) =0y el A(T) buscado es A(T) = 0.

Por otro lado, si las dimensiones fueran iguales, tendriamos que T es una aplicacién
uno a uno de R* en R¥, y por tanto es invertible, siendo su inversa también lineal. Como
estamos en dimensién finita, lineal implica continua, con lo que se tiene que T es biyectiva
y continua, con inversa continua. En definitiva, T es un homeomorfismo de R* en R¥, con
lo que se cumple que para cada boreliano E, T(F) es boreliano, y podemos definir una
medida positiva de Borel p sobre R¥ como

n(E) = m(T(E)).
Ahora bien, por la linealidad de T' y ya que m es invariante por traslaciones,
W(E +2) = m(T(E + ) = m(T(E) + Ta) = m(T(E)) = (E)

y p es también invariante por traslaciones. Ademds, p(K) < oo para todo compacto K
pues, u(K) =m(T(K)) < oo por ser T(K) compacto al ser 7' un homeomorfismo, y por
estar m definida como en el Teorema 1.3.1 (Teorema de Riesz). Podemos ahora aplicar la
propiedad (d) a p, obteniendo que u(E) = em(E), y por tanto

m(T(E)) = cm(E)

siendo entonces ¢ = A(T).

Se ha demostrado la primera parte de (e) para todo boreliano E, faltaria probarla para
todo E € M. Sea E € M, por el apartado (b) existen A, B borelianos tales que A C B C C
y m(A) = m(B) = m(E). Por un lado, es ficil ver que m(T(A)) = m(T(B)) = ecm(E)
pues, por el apartado (e) para los conjuntos borelianos A y B,

Ademas, T'(A) C T(E) C T(B), con lo que m(T(A)) = m(T(E))
do finalmente que m(T'(E)) = em(E).

Por dltimo, para determinar A(7) debemos conocer m(T(E))/m(FE) para algin con-
junto E tal que 0 < m(FE) < oo. Para el caso de una rotacién, si E es la bola unidad en
R* T(E) = E, luego A(T) = 1y m(T(E)) = m(E). O

m(T(B)). Concluyen-

1.3.4. Propiedades de continuidad de funciones medibles

A la hora de construir las medidas de Borel y en particular, la medida de Lebesgue, las
funciones continuas han jugado un papel fundamental. Podemos entonces pensar en una
posible conexién entre funciones continuas y funciones medibles.

Asumiremos que i es una medida definida en un espacio Hausdorff X localmente com-
pacto, con las mismas propiedades que establece el Teorema 1.3.1.

Recordemos en primer lugar el concepto de funcién simple.
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Definicion 1.3.8. Toda funcion s compleja en un espacio de medida X cuyo rango es
finito se denomina funcion simple. Ademds, si ai, o, ...,a, son los distintos valores que
toma una funcion simple s, definiendo los conjuntos A; = {x : s(x) = a;}, se cumple que

n
s = Z QX A,
=1

Teorema 1.3.9 (Teorema de Lusin). Sea f una funcion compleja medible sobre X tal
que f(x) =0 siz ¢ A, donde p(A) < oo y e > 0. Eziste entonces una funcion g € C.(X)
tal que

(o f(2) # g(@)}) < e (1.23)

Es mds, podemos tomarla de forma que
suplg(z)| < sup|f(z)]. (1.24)
reX zeX

Demostracion. En primer lugar asumiremos que 0 < f(z) < 1 y que A es un conjunto
compacto. Asociamos a f, por ser medible, una sucesién de funciones simples {s, } definidas
como en la prueba del Teorema 1.2.14, y tomamos t1 = $1 y t, = Sp, — Sp—1 para n =
2,3,4, ...

Observamos que 2™, es la funcién caracteristica de un conjunto 7;,, C A que es medible
y cuya medida es finita. Esto se ve facilmente pues, 0 < f < 1, y tomando f(x) €
[ g i+l ), al dividir este intervalo en dos, cada uno de longitud 2=, obtenemos que

2(n_1))2n71
la funcién t, = t 1 valor =+ 2ifl il 1 ot binterval
a tuncion t, = sp — Sp—1 toma el valor 57 en [Qnﬂ, 5n ), y cero en el otro subintervalo.

De esta manera, el conjunto 7}, es el formado por la imagen inversa de f, evaluada en los
intervalos donde 2"¢,, es uno.

Ademsds, se cumple

f(z) = Ztn(x), z e X.
n=1

Fijamos un abierto V tal que A C V, siendo V compacto. Existen entonces conjuntos
compactos K, y abiertos V,, tales que K, C T, CV,, C V y u(V,,— K,) < 27 "¢, y tenemos
que, por el lema de Urysohn, existen funciones h,, tales que K,, < h,, < V,,. Definimos la
funcién g como sigue

glz) = 27 hy(x), z€X.
n=1

Como esta serie converge uniformemente y las funciones h,(z) son continuas, se tiene
que g es continua. Ademads, debido a que el soporte de todas las h,, estd contenido en V/,
el soporte de g estd contenido en V, y en particular en V.

Ya que h,(z) = 1, para todo = € K,,, 0 < h,(x) < 1, para todo z € V,,, h,, es cero
fuera de V;,, y ademas, 2"t,(x) = 1 en T}, se verifica que 27"h,,(z) = t,(z) en K, y fuera
de V,,. Con lo cual, se tiene que g(z) = f(x), excepto en U(V,, \ K,,) siendo

UV \ ) £ 3 (Ve \ ) <D o =<
n=1

n=1
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Por consiguiente, se ha demostrado el teorema para conjuntos A compactos y para fun-
ciones medibles accotadas. En el caso de que A no sea compacto, basta considerar que si
1(A) < oo, entonces A contiene un conjunto compacto K tal que u(A\ K) < ¢ para e > 0
dado.

En el caso general, est es, si f es una funcién medible compleja consideramos B,, =
{z : |f(x)] > n}. Observamos que B,y; C B, y NB, = 0, ademds u(B;) < ooy
por consiguiente u(B,) — 0 (ver proposicién 1.2.11 7)). Se tiene entonces que, f coincide
con la funcién acotada (1 — xp,)f, salvo en B,. Llamando a la anterior funcién g, es
decir, g = (1 — xB,)f, como B, es un conjunto cuya medida tiende a cero, aplicando el
razonamiento anterior tenemos probada la primera parte del teorema.

Para la segunda parte, consideremos R = sup{|f(z)|: = € X}, y definamos 1) como
sigue
z, si|z| <R,
Z) =
Vi) {ﬁz, si |z| > R.

Entonces, ¢ es una aplicaciéon continua que lleva todo el plano complejo en el disco de
radio R. Sea ahora g una funcién verificando (1.23), entonces g1 = 1 o g, verifica (1.23) y
(1.24). O

Corolario 1.3.10. Supongamos que se satisfacen las hipdtesis del teorema de Lusin y
que —1 < f < 1. Entonces, eziste una sucesion de funciones {gn} tal que g, € C.(X),
—l<gn<1ly
f(x) = lim gn(x) c.t.p. (1.25)
n—oo

Demostracion. Por el Teorema 1.3.9 (Teorema de Lusin), a cada natural n le corresponde
una funcién g,(z) € C.(X) con sup|g,| < sup|f| <1, y por tanto |g,| < 1. Cumpliendo
reX

zeX

ademds que u(E,) < 27" donde E, es el conjunto de todos los puntos z tales que f(z) #
g(x).

o
Ahora bien, como Z w(Ey,) < oo, por teorema 1.2.19, casi todo = pertenece a lo sumo

n=1
a un numero finito de conjuntos E,, obtenemos que para estos x, f(z) = gn(x) para n
suficientemente grande, con lo que (1.25) queda probado. O

Teorema 1.3.11. (Teorema de Vitali-Carathéodory) Supongamos que f € L'(u)
real y € > 0. Existen funciones u y v sobre X tales que, u < f < v, siendo u semicon-
tinua superiormente y acotada superiormente, y v semicontinua inferiormente y acotada
inferiormente. Ademds, verifican

/X(v—u)du <e.

Demostracion. Asumimos que f > 0 y no idénticamente nula. Como f es el limite puntual
de una sucesiéon de funciones simples s,,, f es la suma de las funciones simples t,, = s, —8,,_1
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(tomando sy = 0), y ademas, t, es una combinacién lineal de funciones caracteristicas,
existen conjuntos F; (no necesariamente disjuntos) y constantes ¢; > 0 tales que

flz) = ZCiXEi(ZC), xr e X.
i—1

Integrando f resulta
X i=1

Esta serie converge pues f € L(u), con lo que /  fdp < oo. Ademds, existen conjuntos
compactos K; y abiertos V; verificando que K; C E; C V; v

cu(Vi\ K;) <277, i=1,2,3, ... (1.26)

Definamos las funciones v y u de la siguiente manera

o0 N
v=) cixv, u=) XK
i=1 i=1
con N elegido de forma que

Z ci,u(Ei) <

N+1

. (1.27)

| M

Obsérvese que v es semicontinua inferior pues el conjunto {z : v(z) > a} es abierto al
ser v combinacién lineal de funciones carateristicas de conjuntos abiertos. Sin embargo,
u es continua superiormente pues es combinacién lineal de funciones caracteristicas de
conjuntos compactos y al considerar el conjunto {z : u(x) < a} se tiene que es abierto.
Ademas, u < f < v pues K; C E; C V; y se cumple que

N 00
veuo= ) el - XKD+ Y v
1=1 N+1
[e.9] o0
= ci(xvi = Xrk;) + Z CiXE;» (1.28)
i=1 N+1

entonces tomando integrales y aplicando (1.26) y (1.27) tenemos que

[ w—wdn = S entVi-K)+ 3 culB)
=1

N+1

IN

> ol 4 5=¢ (1.29)
=1

Con lo que hemos probado el teorema para toda funcién real f > 0. Para probar el caso
general consideramos f = f*— f~. Como f* y f~ son positivas, se ha probado que existen
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funciones wu; semicontinuas superiormente y v; semicontinuas inferiormente para ¢ = 1,2,
tales que up < fT < wy, ug < f~ < g, y verificando

/ (v — w)dp < =3 i=1,2.
« 2

Definimos u = u; — v9 y v = v1 — ue9, siendo u semicontinua superior por serlo uy y —va, y
v semicontinua inferior por serlo v1 y —us. Ademds se cumple que u < f < v. Concluimos
lo siguiente:

/X(U—U)dﬂ = /X(Ul—uz)dﬂ—/x(ul—vz)du
= /X(Ul—ul)dqu/(UQ—UQ)duS

X

+ - =c (1.30)

DO ™
N ™



Capitulo 2

La transformacion de Fourier

2.1. Introduccion

En el capitulo anterior se defini6 el espacio L' (1), como el espacio de aquellas funciones

que verifican
/ |fldp < .
X

El hecho de que ciertas funciones que no estan en L!(u)dpu, verifiquen que una potencia
positiva si lo esté, motiva la introduccién de los llamados espacios LP(u). Ademds como
para p = 2, L?(u) es un espacio de Hilbert y es este espacio con el que mis vamos a
trabajar, en este capitulo empezaremos recordando algunas de las propiedades basicas de
los espacios LP y de los espacios de Hilbert y al igual que en el primer capitulo probaremos
aquellos resultados que no se han visto en los estudios del grado.

2.2. Breve introduccion a espacios L” y Hilbert

2.2.1. Espacios L?

Antes de dar una definicién precisa de espacio LP, enunciamos algunas propiedades de
funciones convexas.

Definicién 2.2.1. Sea ¢ : (a,b) — 00, con —o00 < a < b < 00. @ es convexa si cumple
que

(1 =Nz + Ay) < (1 - Np(x) + Ap(y)
stempre que a < x < b, a <y <by0O<A<1.

Esta definicion es equivalente a decir que

p(t) = p(s) _ o) = o(t) (2.1)
t—s T u-—t

siempre que a < s <t < u <b.

42
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En efecto, sia < s <t < u < b, tenemos que t = (1 — \)s+ Au, y despejando, A =
Como ¢ es convexa, ¢(t) < (1 — N)p(s) + Ap(u). Por tanto,

p(t) —e(s) _ plu) = @(s)
t—s - u—S

Desarrollando la dltima expresién obtenemos el resultado.
pt) —o(s) o plu) —e(t) | o) = ¢(s)

t—s - U—3S w— s
wlt) ~ele)) [tis a uiS] = W
()~ o) == < o) - o)

Teorema 2.2.2 (Desigualdad de Jensen). Sea p una medida positiva sobre una o-
dlgebra M en § tal que u(Q) = 1. Si f es una funcion real en L*(n), a < f(x) < b, para
todo x de Q y si ¢ es convexa en (a,b), entonces

w(/gfdu> S/Q(wf)du

Demostracion. En primer lugar, nétese que la segunda integral tiene sentido pues, al ser
(p convexa, es continua y la composicién de una funcién continua con una funcién medible
es medible.

Sea t = fQ fdup € R. Se tiene que a < t < b por monotonia de la integral pues, sabemos
que a < f(z) < b e integrando,

/adu</f d,u</bdu

Es decir, au(Q) < t < u(Q), siendo bu ()

Si = sup M entonces 8 no es mayor que ninguno de los cocientes de la parte
a<s<t
derecha de (2.1) con lo que el supremo esta definido. Se sigue que,
Pt) —¢(s) o 5 2(w) —o(®)
t—s - u—1t

Despejando llegamos a que ¢(s) > ¢(t) + B(s — t) y o(u) > ¢(t) + S(u — t). Llamando
u = s, se da la desigualdad para a < s < b. En particular, haciendo s = f(z)

p(f(x)) = @(t) + B(f(z) = 1)

para todo x € Q. Es decir, o(f(z)) — ¢(t) — B(f(x) —t) > 0, donde todos los elementos
son integrables. Integrando la anterior expresién en 2, tenemos

/Q(wo fdp — /QsO(t)du - B (/Q fdu — /Qtdﬂ) >0 (2.2)
o0 Dz ot0) [ = oo = ¢ ( / fdu> (23
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Definicion 2.2.3. Decimos que p y q numeros reales positivos son un par de exponentes
conjugados si p+ q = pq, o equivalentemente ]% =+ % =1.

Teorema 2.2.4. Sea X un espacio de medida, con medida @ y sean p y q exponentes
conjugados con 1 < p < oco. Si f y g son funciones medibles sobre X, con rango en [0, 00|,

se verifica 1
[ gaan<{ [ fpdu} { [ an’

conocida como desigualdad de Holder, y

(sl s{ )+ ()

conocida como desigualdad de Minkowsk:.
La desigualdad de Schwarz se obtiene al hacer p = q = 2.

=

Pasemos a la definicién de espacio LP.

Definicion 2.2.5. Sea 0 < p < o0. Si f es una funcion compleja medible sobre X,
definimos la LP-norma de f como

1
oo P
111={ [ f@pam ) 1< <o
Y llamamos LP(p) al conjunto de todas las funciones f verificando que || f||, < oc.

Si u es la medida de Lebesgue sobre R¥, escribimos LP(RF), en lugar de LP(u).

Definicién 2.2.6. Supongamos que g : X — [0,00| es una funcién medible. Denotamos
por S al conjunto de todos los reales a tales que

(g™ (v, 00])) = 0.

Si S =10, hacemos f = 0o. Si S # (), hacemos B = inf S. Ademds, como

g™ (8,00 = Gg ((5+1.])

y la union contable de conjuntos de medida nula tiene medida nula, observamos que 5 € S.
Llamamos B al supremo esencial de g, y si f es una funcion compleja medible sobre X,
definimos la norma infinito de f, || f|lco, como el supremo esencial de |f|. El conjunto
L*>(p) denotard la coleccion de funciones f para las cuales se verifica que ||f||c < 00.

Incluimos también la siguiente desigualdad, conocida como desigualdad integral de Min-
kowski, que serd de gran utilidad en el estudio de la transformacién de Fourier en LP(R).
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Proposicién 2.2.7. Sean (X, p) y (Y,n) dos espacios de medida o-finita y f una funcion
medible en X x Y. Para cada p € [1,00), se tiene que

< / 1 Cow) o dn ().
Le(un) Y

Teorema 2.2.8. Sea el espacio de medida (X, M, ), con u medida positiva. LP(u) es un
espacio métrico completo, para 1 < p < oco.

y)dn(y)

Demostracion. Comenzaremos probéndolo para 1 < p < 0o. Sea { f, }nen una sucesién de
Cauchy en LP(u), es decir, para todo € > 0, existe Ny tal que para todo n,m > Ny, se
tiene que || f, — fim||p < €. Existe entonces una subsucesion { fy,, }°; de { f }nen de manera

que
1 .
Hfm+1 - fni”p < ?’ 1=1,2,...,
1

en efecto, sea £ = 3, existe un N; tal que si n,m > Ny, entonces ||fm — fall, < 3.
Elegimos n; > N;. Para ¢ = 2%, existe un Ny, que podemos elegir mayor que ni, tal que
si n,m > Ny, entonces || fr, — fullp < 2% Tomamos entonces ny > No y en general para
€ = 22-%, existird un N;y1, que podemos tomar mayor que n;, tal que si n,m > N; 1,
entonces || fr — fullp < 2,% Tomamos entonces n;11 > Njt1, tenemos asi que,

1
ani+l - fnsz < ?

ya que n;+1 > n; > N;. Hagamos
k
gk:Z‘fni+1 _fnz” 9_2|fm+1 fnl
i=1
Como || frpy = frillp < 22, tenemos que, por la desigualdad de Minkowski,

k k
1
p i=1 i=1

y aplicando el lema de Fatou, se sigue que

/ gPdu :/ lim infg}, < h’minf/ gr <1
X X k—o00 k—o00 X

esto es, |lg|l, < 1y esto implica que |g(x)| < 0o c.t.p., es decir, tenemos dos conjuntos A
y B tales que AUB =X, u(B) =0y g(z) < oo en A. Considerando

Hngp = fm'+1 - fm’

k
Jr (@) = oy (2) + Z(fni-i-l = Jni)s
=1

para k — o0, la serie converge absolutamente para todo = de A. Denotemos por f(z) a
la suma de dicha serie. En B tomamos f(z) = 0, y veamos que f = lim f, en LP(u).
n—oo
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Tomamos € > 0, por ser f, una sucesion de Cauchy, existe un N tal que si n,m > N,
entonces || fn, — fm|| < €. Luego, para todo m > N, el lema de Fatou prueba que

[ dim = gl = [ 15~ g
X k—00 X
< h'minf/ | frp — fml|Pdp = lminf|| f,, — frllb < &P (2.4)
k—oo Jx k—o0

Hemos probado entonces que

(I) f - fm err

() felP,yaque f=(f—fn)+ fin, ¥ (f = fin), fn € LP

(1) lim f, = f en LP(u)

Para el caso p = oo, el procedimiento es més sencillo. Sea {f,}neny € L%°(u) una
sucesién de Cauchy en L°°(u). Denotemos por Ay = {z € X : |fu(®)] > ||felloo} ¥
Bpn ={z € Xt [fu(z) = fu(@)] > [[fm — fallsc}. Como u(Ag) =0y p(Bmy) = 0, para

todo k,m,n=1,2,..., si
(o]

E= |J (4 UBnn),

k,mmn=1
entonces 1 (E) = 0 por ser un conjunto numerable.
En X\ E, |fn(x) = fm(®)| < ||fn— fmllco- Como {f,} es de Cauchy en L>°(u), tenemos
quesiz € X \ E, {fn(x)} es de Cauchy en C y existe nh_{rolofn(x) = f(x).
Faltaria probar que f € L>®(u) y nh_)n(r)lo fn = fen L>®(u). Tomemos ¢ > 0. Existe un N
tal que si m,n > N, entonces || f, — fm|lco < 5. Para todo m > N y tomando n tal que
n> Ny |f(z)— fu(z)] < §, se sigue que

(@) = @) < |f (@) = ful@)| + |fale) = fnl@)| < 5 + 5 =< (2:5)
para todo € X \ E. Asi, si definimos f(z) =0 en F, tenemos que f — f,, € L*(u), por
tanto f € L*(u) y por (2.5), fn, — f en L>®(u). O

Si analizamos cuidadosamente la demostracién del teorema anterior, tenemos el si-
guiente resultado que relaciona la convergencia en norma de una sucesiéon en LP con la
convergencia puntual de cierta subsucesion.

Teorema 2.2.9. Sean 1 < p < oo y {fn} una sucesion de Cauchy en LP(u) con limite
f. Entonces {f,} tiene una subsucesion que converge puntualmente a f(x) en casi todo
punto.

Demostracion. Basta considerar en el teorema anterior la subsucesién dada por

k
fr (@) = fny(z) + Z(fnﬁ-l = fni)

=1

ya que f(z) = zlg(r)lofm (x) en casi todo punto. O
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Teorema 2.2.10. Sea S la clase constituida por las funciones f medibles complejas y
stmples tales que

p({zr e X :s(x) #0}) < oo.
Se tiene que S es denso en LP(u), 1 < p < oo.

Demostracion. Veamos primero que S C LP(p). Sea s € S, entonces

n
S = Z QX A; s
i=1

para ciertos o € C, A; medibles, i = 1,2, ...,n. Se tiene que
n n 1
Isllp < D lailllxally = Y el (1(A:)
i=1 i=1

Si a; = 0 para todo 4, entonces ||s||, = 0y si a; # 0 para algin i, entonces A; C {x :
s(x) # 0} y por tanto u(A;) < p({z : s(x) # 0}) < co. En ambos casos se tiene que
l|s|lp < oo, luego S C LP(p).

Sean f € LP(u) y € > 0. Queremos ver que existe s € S tal que ||s — f||, < . En primer
lugar, suponemos que f > 0. Por el Teorema 1.2.14, existen {s,}">; funciones simples
tales que

(1) 0<s1<s2<..<f

() f(z) =sp(x),ze X

n—o0

Veamos que s, € S, n € N. Fijamos n € N. Observamos que s, € LP(u), en efecto, ya
que 0 < s, < f, entonces [|sy|lp < || f]lp < oo.
Ademads, si s, = Zfil QX A; s

N

lsally = 3 el (u(A))7 < o0 (2.6)

i=1

pues ||sp ||, < co. Por tanto,

p({z:sp(z) #0}) =p UAi:ai#O,iEI gZu(Ai)<oo (2.7)
icl el
a; #0 a; #0
por (2.6).
Hemos visto que {s,}>2; C S. Mostramos ahora que lim s, = f en LP(u). Escribimos,
n—oo
usando el Teorema de la convergencia dominada,

s £l =t [ Jsu(a) = £ Pdita) =

lim
n—oo
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Estamos en condiciones de aplicar dicho teorema pues si G, () = |sp(x)— f(z)|P, se cuample
que h;m Gn(z) = 0 por (II). Ademés, |Gy (z)| < (2|f(z)|)? € LY (), ya que f € LP(u).

Supongamos ahora que f es real. Podemos escribir f como f = f* — f~, siendo
f=max{f,0} > 0y f~ = —min{f,0} > 0, con f*, f~ & LP(u), pues f € LP(y).
Aplicando lo visto anteriormente, existen {s,}5° 1, {r,}5>,; C S, tales que lim s, = f
n—o0

y limr, = f~ en LP(u). Tomando t, = s, — 7y, tenemos que lim t, = f en LP(u) y
n—oo n— o0
t, € S pues
{z:sp(z) —rp(z) #0} C{x : sp(x) #0}U{z: rp(z) # 0}

con lo cual

iz s sa(@) = ralz) # 01) < p({e < su(2) £ 0)) + p({e < rue) £ 0}) < oo

Por ultimo, si f es compleja, escribimos f = u + iv y aplicamos el resultado para
funciones reales a u y v. Existen {u,}72; v {v,}52; sucesiones de S tales que

lun = ullp — o0, flon —vllp — o0

Tomando, f, = u, + iv,, n € N, se tiene que h;m fn = f en LP(u). Ademss, f, € S,
n € N, ya que
p{z: fo(@) #0}) < p({z:un(@) #0}) + p ({22 vp(a) # 0}) < oo
O

Teorema 2.2.11. Sean X wun espacio Hausdorff localmente compacto y p una medida
sobre una o-dlgebra M, verificando las propiedades del teorema de representacion de Riesz
(Teorema 1.3.1). Entonces, para p € [1,00), C.(X) es denso en LP(u).

Demostracion. Sea S la clase del teorema anterior, y consideramos f € LP(u) y € > 0.
Por el teorema 2.2.10, existe s € S tal que ||s — f||, < €. Tenemos que s es una funcién
compleja medible que cumple que

i (fa: s(@) #0)) < oo

Por el teorema de Lusin (1.3.9), existe una funcién g € C.(X) de modo que

p({z:g(x) #s(@)}) <e
y ademas
19lloc = suplg(x)| = sup|s(z)| = ||s]|
zeX zeX

Llamando Q = {x € X : g(z) = s(x)}, se tiene que p (X \ Q) < ey g(x) = s(z), x € Q.
Por tanto,

I = sl

[ 9@ = s@Pduto) = [ Jola) = st@Pdute) (28)
\Q
< @lslln (X \ D) < (2lsllcPe 29)
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Esto es,
lg = sllp < 267 Isll
Luego,
1f = gllp < If = sllp + lls = gllp < &+ 267 [lsllso
La arbitrariedad de £ permite concluir la prueba. ]

2.2.2. Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert son una generalizacion, incluso infinito-dimensional, de los espa-
cios euclideos. Esto les permite disponer de propiedades tales como ortogonalidad, unido
a su caracteristica fundamental de completitud. Sea H un espacio vectorial complejo,
definimos a continuacién un producto interior en él.

Definicién 2.2.12. Un producto interior es una aplicacion tal que a cada par (x,y) €
H x H le asocia un nimero complejo (x,y) de manera que

1. {y,x) = (x,y), v,y € H,

2. (@+y,2) =(z,2) +{y,2), v,y,2 € H,
3. (ax,y) = alz,y), a €C, z,y€ H,
4. {(x,x) >0, para todo x € H,

5. (x,z) =0 si y solo si x = 0.

En H asociado a un producto interior podemos definir
lz|| = \/(z,z), z € H
que es una norma ya que verifica las siguientes propiedades:
1. ||z|| =0siysdlosiz=0,
2. [loz] = afl=]],
3. [l +yll < llll + llyll
para todo z,y € H y a € C. Luego si en H definimos la métrica, d, asociada a esta norma,

d:HxH — R{

tenemos un espacio métrico que si ademas es completo respecto a la topologia inducida
por la métrica, lo llamaremos Hilbert.

Definicion 2.2.13. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interior,
completo en la topologia definida por la métrica asociada a la norma definida a partir del
producto interior.
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Algunos ejemplos de espacios de Hilbert reales son R con el producto interior (x,y) = zy

y R" con (z,y) = > iy &mi, siendo = = (§1,---,&,) ey = (m1,-+- ,mn) . En cuanto a
espacios de Hilbert complejos, encontramos C con el producto interior (z,w) = zw y C"
con (z,y) = > 1, &M;, con e y definidos como antes. Otro ejemplo es el espacio L*(p).
Sea (X, M, ) con p medida positiva. L2(u1) es un espacio de Hilbert con producto interior
definido por

(f.9) = /X Jgdu, f.g€ L()

y cuya norma viene dada por

{/X\flzdu}%={/xffdu}%-

Proposicién 2.2.14 (Desigualdad de Schwarz). Sean z,y € H, se tiene que

(z,9) < ll=l[llyl

Teorema 2.2.15. Para y € H fijo, las aplicaciones

T = (z,y), v —(y,z), = |z

’l
son continuas en H.

Teorema 2.2.16. Si M es un subespacio de H, entonces M también es subespacio

Demostracién. Tenemos que ver que si x,y € M, entonces x +y € M y quesia € Cy
x € M, entonces ax € M. Supongamos que x,y € M, luego existen sucesiones {z, }nen €
{Yn}nen contenidas en M tales que z, — x e y, — y en H. Por tanto, si consideramos
Tn + Yn € M, tenemos que

lim (z, +yp) = limz,, + limy, =x+y

n—00 n—00 n—00
y  +y € M. De manera anédloga se demuestra para ou. ]
Ortogonalidad

Si (x,y) = 0, para x,y € H, diremos que z es ortogonal a y y lo denotamos = L y.
Ademds, como (z,y) = 0, implica (y,z) = 0, la relacién L es simétrica.

Definicion 2.2.17. Sea x € H, definimos el ortogonal de x en H como
et ={yeH:z 1y}
Definicion 2.2.18. Sea M subespacio de H, definimos el espacio ortogonal de M por
M+ ={yeH:z Ly, para todo x € M}

Proposicion 2.2.19. Sea x € H, se verifican las siguientes propiedades:
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1. zt es subespacio cerrado de H,
2. Si M es un subespacio de H, entonces M+ también es un subespacio de H.

Demostracion. (1) Claramente 0 € 2. Sean y, z € =+, tenemos que
(y+2,2) =(y,2) + (z,2) =0
y por tanto x 4+ y € z . Ademas, sean a € C, y € ==,

(ay,z) = afy,z) =0

con lo que ay € zt.

Por otro lado, la aplicacién ¢(-) = (z,-) es continua de H en C y 2+ = ¢~ 1({0}), y
como {0} es cerrado en C, 2 es cerrado en H.

Para probar (2), tenemos que

M+t = n ot
xeM

v la intersecciéon de subespacios es subespacio. O
Proposicién 2.2.20. Si S es un subespacio cerrado de H, entonces H = S @ S*.

Teorema 2.2.21. Si S es un subespacio de H, entonces S+ = {0} si y sélo si S es denso
en H.

Demostracion. Supongamos que S es denso en H, es decir, S = H y veamos que S+ = {0}.
Sean x € S+ ey € H. Como S es denso en H, existe una sucesién {y,} C S tal que

lim y,, = y en H. Luego,

n—o0

(z,y) = (2, lm y,) = Il (z,yn) =0

y entonces * = 0. Observemos que en la dltima igualdad utilizamos la continuidad de

<:L' ) > _ —_
Para probar la otra inclusién, queremos ver que S = H. Ya que S es un subespacio
cerrado de H, podemos escribir

H=S&5"
Ademés, como S C S, esto implica que St cst= {0}, con lo cual St = {0}yyH=S. O
Definicién 2.2.22. Un subconjunto numerable {e}32 | de H se llama ortonormal si

1, sik=I,
(ex,er) = .
0, sik=#I.

Proposicién 2.2.23 (Pitdgoras). Sean f,g € H tales que f L g, entonces ||f + g||*> =
L1+ llgl?.
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Demostracion. Aplicando propiedades del producto interior tenemos que

If +9l*=(f+g.f+9) = (£./) +{f.9) +{g.f) + {9.9) = IfI* + gl
pues (f,g) = 0= (g, f) por ser f y g ortogonales. O

Proposicion 2.2.24. Si {e,}?2, es ortonormal en H y f = > }'_, arer, entonces

n
FI7 = lawl?
k=1

Demostracion. Si f = Zi:l areg, aplicando Pitdgoras
I£17 = llarer||* + [laze2||* = af + a3
y aplicando sucesivamente Pitdgoras se obtiene el resultado. O

Teorema 2.2.25. Para un conjunto {ej}?‘;l ortonormal en H, los siguientes enunciados
son equivalentes:

(1) Combinaciones lineales finitas de elementos de {e;}32, son densas en H,
(2) Si feH vy (fej) =0 para todo j, entonces f =0,

(8) Si f € HySn(f) = Z]kV:1 axer, donde ar, = (f,er), entonces Sy(f) — f enla

N—oo
norma de H,

(4) Si ar = (f, ex), entonces || f||*> = S5, |ax|?.

Demostracion. Probaremos que (1) = (2), (2) = (3), (3) = (4) y finalmente (4) = (1).
En primer lugar, asumimos (1) y veremos que se da (2). Sea f € H tal que (f,e;) =0

para todo j. Por (1) existe una sucesién {g,}7>,, donde cada g, es combinacién lineal

finita de elementos de {e,}22, es decir, g, = ZjeA aje; con A finito, tal que g, — f

en H. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que

AP =1 1= 1 = gn) + (L) = [ F =gl < IFIILS = gnll

donde se ha usado que (f, gn) = (f,>_;c4a5€;) = 0.

Tomando limites para n — oo en H, tenemos que ||f — gn|| — 0, y llegamos a que
0 <||f||* <0, por tanto f = 0.

Supongamos ahora que se verifica (2). Para f € H, definimos Sy(f) = Z}ngd aier,
donde ay, = (f, e). Primero probaremos que Sy (f) converge a un elemento g € H.

La definicién de ay implica que (f — Sy(f)) L Sn(f) ya que

N

(f = Sn().Sn() = (FSN() = (Sn(f), Sn () = D_{franer) = [[Sn ()]

k=1
N N

= D @lfier) =Y lax* =0
k=1 k=1
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Luego, si consideramos f = (f — Sn(f)) + Sn(f), por Pitdgoras
N
IFIP = 11F = Sn(OIP + SN AP = 11 = Sn(OIP+ D larl,
k=1

esto implica que S0, |ag|? < || £]|?, para todo N. Por tanto, haciendo N tender a infinito,
la serie > 72 | |ax|? converge y obtenemos la desigualdad de Bessel

o
> larl < L1
k=1

Como Y322, |ax|? converge, Sy = Zi\;l lar|? converge. Por tanto, Sy es de Cauchy
es decir, para todo € existe No tal que para todo M, N > Ny, supongamos M > N, se
verifica que S0 1 lag|* < €% De aqui deducimos que {Sn(f)}3_; es una sucesién de
Cauchy en H ya que para todo e, tomando M y N como antes se tiene que,

M M
1S (f) = SnOIP =1 D arerl> = D faxl* <€
k=N-+1 k=N+1

Luego, como {Sn(f)}3_; es de Cauchy en H, espacio de Hilbert, se tiene que la sucesién
converge a un elemento g € H.
Veamos que f = g, para ello consideramos f — g. Observemos que

(f —g,ej) =0, para todo j.

En efecto, fijamos j y consideramos N suficientemente grande, tal que j < N, entonces
(f=Sn(f)es) = (fre) = (Sn(f) ej) = (fre)) Zakek,e]

N
= (fre)) =D arler,ej) = (f.e;) —a; =a; —a; =0
k=1
Tenemos pues que (f — Sn(f),e;) =0y como la aplicacién (-, e;) : H — C es continua

Jim (7, Sn(f).¢5) =0

(f—g,e5) =(f - A}fLHOOSN(f%eﬁ = ]\}llnm(f — SNn(f),ej) =0

para todo j. Finalmente por (2), f — g = 0.
Pasamos a probar (3) = (4). Hemos visto que,

N
IFIZ = 1Lf = S (O + IS8 (HIP = 11f = S (DI + D lawf?
k=1
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Tomando ahora limites a ambos lados cuando N — oo, y utilizando (3), es decir, ||f —

Sn(f)]| = 0 se obtiene (4)
N

IFI7 =D lawl?

k=1
Por tltimo, falta ver que (4) implica (1). Debemos probar que si f € H, entonces existen
{fn}F—1, [n combinacién lineal finita de elementos de {ej}32, tal que A}l’m fn = fen
—00

H.
Basta considerar (4) en

N
1f =S (DI = 1A =D laxf?
k=1

pues, tomando limite para N — oo en ambos lados, tenemos que

. _ 2 _ 2 2 _
At 17 = S = 1P = 3 =

Lema 2.2.26. Supongamos que

(a) X eY son espacios métricos, siendo X completo,

(b) f: X =Y es continua,

(c) X tiene un subconjunto denso Xy sobre el cual f es una isometria,
(d) f(Xo) es denso en Y. Entonces, f es una isometria de X sobre Y.

Demostracion. Sea yp € Y tal que yo ¢ f(X). Como f(Xo) es denso en Y, existe
{Yntnen C f(Xo), es decir, y, = f(z,) con z, € Xp, tal que y, — yo. Esto es,
f(zy) — yoenY.
n—oo
Luego, {f(zn)}nen es una sucesién de Cauchy, y como f es isometria en Xy y {z,} C
Xy, tenemos que

dX(xn') xm) = dY(f(xn>v f(xm>

y por tanto, {z, }nen es una sucesién de Cauchy en X. Ademads, como X es espacio métrico
completo, existe un xg tal que z, — x¢ en X. Como f es continua

Tim f(zn) = f(xo)

y por unicidad del limite en Y, f(z9) = yo con lo que f es sobre.

Faltaria probar que f es isometria, es decir, si a,b € X, entonces d(f(a), f(b)) = d(a,b).
Sia,b € Xy, por ¢) ya estaria probado. Supongamos que a,b € X\ Xy, por densidad de Xj,
existen sucesiones {ay, }nen, {bn tnen C Xo tales que a, — ay b, — ben Xy f(a,) — f(a)
¥ F(bn) = f(B) en Y.
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Fijado ¢ > 0, existen ng tal que para todo n > ng dx(as,a) < §, n1 tal que para todo
n > ny dx(bp,b) < 5, na tal que para todo n > ng dx(f(an), f(a)) < § y n3 tal que
para todo n > n3 dx (f(bn), f(b) < 5. Tomemos Ny = max{ng,n1,n2,n3} y sea n > No,
obtenemos asi que

d(a,b) < d(a,ay) + d(an,b) < d(a,a,) + d(an,by) + d(b,,b) < d(ay,b,) +¢
y de manera andloga

d(f(an), f(bn)) < d(f(a), (b)) +€

Por tanto, como f es isometria en Xg y ay, b, € Xo,
d(a,b) < d(an,bn) + € = d(f(an), f(bn)) + & < d(f(a), (b)) + 2¢
Y de forma similar, se obtiene la desigualdad
d(f(a), f(b)) < d(a,b) + 2¢

Concluimos entonces que d(a,b) = d(f(a), f(b)). O

2.3. La transformacién de Fourier en L'(R) y L?(R)

En esta seccion analizamos los principales aspectos relativos a la transformacién de
Fourier para funciones en los espacios de Lebesgue L!'(R) y L?(R), de los que destacamos
el teorema de inversién y la igualdad de Plancherel.

Estos espacios de Lebesgue, definidos en la seccién anterior, seran considerados a partir
de ahora respecto a la medida m, la medida de Lebesgue dividida por /27, principalmente
para que los resultados tengan una apariencia mas simplificada. Ya que esto no supone una
diferencia esencial, seguiremos denotando por || f||, la norma-L,, de la funcién f respecto
a la medida m. La mayor parte de los resultados que se presentan en esta seccién fueron
extraidos de [3] y [5].

2.3.1. La convolucion

La operacién de convolucion, como veremos mas adelante, juega un papel importante
en la teorfa de la transformacién de Fourier y es por ello que recogemos algunos resultados
sobre dicha operacién.

Definicion 2.3.1. Sean f y g dos funciones medibles Lebesgue en R. Se define la convo-
lucion de f * g mediante

+oo
(f*g)(x) = / f@ - W)e)dm(y), = €R,

—00

stempre y cuando la integral sea convergente.



56 Raquel Gonzélez Farina

Notese que la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue conduce a que
frg=gx*f.

Para cada y € R consideramos la funcion trasladada f, como f,(z) = f(z —y), z € R.
La siguiente propiedad resulta 1til en lo que sigue.

Proposicién 2.3.2. Sean 1 <p < oo y f € LP(R). La aplicacion y — f, es una aplicacion
uniformemente continua de R en LP(R).

Demostracion. Fijamos € > 0. Como f € LP(R), el Teorema 2.2.11 garantiza la existencia
de una funcién continua g con soporte en un intervalo acotado [—A, A], (A > 0), tal que

If —gllp <e. (2.10)

Ya que g es uniformemente continua en R, existe § € (0, A) de manera

o) - a0l < (L25)e, Js—ti <

Luego, si |s — t| < J, se tiene que

+o00 A+4méx{s,t}
/ 9(z — 5) — gz — D)Pdim(z) = / g(x — 5) — gz — DPdm(z)
—o0 —A+min{s,t}

A+méx{s,t} p eP (2A 5) p (2 11)
<& r < o to) <& '
3A —A+min{s,t} 34

b

pues (24 4 0)/(3A) < 1. Por tanto, ||gs — ¢¢||, < €, cuando [s — t| < 4.

Por otro lado, teniendo en cuenta que la medida de Lebesgue es invariante por traslacio-
nes se tiene que ||h|, = ||hyllp, ¥ € R, cuando h € LP(R). Por tanto, usando la desigualdad
de Minkowski, se sigue de (2.10) y (2.11) que

1fs = fellp < 1fs = gsllp + 195 = gellp + lge = Fell
=10 = 9)sllp + llgs = gellp + 1g = Flelly < 3, [s =] <4,

lo que nos dice que la aplicacién y — f, es uniformemente continua de R en LP(R). ]

Proposicién 2.3.3. Sean f € L'(R) y g € LP(R), para algin 1 < p < oco. Entonces
fxg e LP(R). Ademds, ||f * gllp < [ fl1llgllp-

Demostracion. El caso p = oo se sigue trivialmente pues

“+oo

|(f * g)(@)| = [(g * f)(2)| S/ [fW)llg(z = y)ldm(y) < llglloll fll1, = €R.

—00

Sip € [1,00), usamos la desigualdad de Minkowski integral (ver Proposicién 2.2.7) para
obtener

+00 +oo
IIf*gIIsz | Wt -vim)|| < [ 1wllaladnt) = 1515l

P —0o0
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Introducimos ahora unas funciones auxiliares que seran de gran utilidad en la prueba
del teorema de inversién. Sea h la funciéon dada por

2 1
h(z) = | = ——— R.
(z) \/;x2 +1’ ve

Para cada A > 0 definimos hy(z) = A h(z/)), x € R. Nétese que entonces

2 A

y se tiene que

/+°0 ha(z)dm(xz) =1, X >0. (2.13)

—0o0

En efecto, para cada A > 0,

+oo 2 fe’e) A 2 ) b
/ ha(x)dm(z) = 7T/O mdﬁc = p bil?oo arctan (X> =1.

—0o0

Ademés h € LP(R), 1 < p < o0, pues

/+OO dz <2/OO L (1<p<oo) 1 1
—_— ——dx =, < 00 sup ——— = 1.
R I S P Yookl

Otra propiedad que verifican las funciones hy, A > 0, es la siguiente:

ha(z) = /+OO e MeleiEam(¢), =z eR. (2.14)

En efecto, sea A > 0. Se tiene que

00 0 00
He) = /+ e MG g () = (/ +/+ >e/\£|eiz£dm(§)
:/OO e (e 4 e dm (¢ \/7/ Scos(z€)d¢, xR
0

Resolvemos esta iltima integral por el método de integracién por partes y llegamos a

que
2 _)\Esm nY:
I(x) =1/— bh? sin(z€)e "d¢
T 0——+o00

&=b 2 2
_ \/5)‘ lim [_€_A€C()S(x§):| _ /\7[(1») = 2 A )\2I(x), r € R.

T T btoo rr? oz

De aqui, se obtiene que

2 A
I(x):\/;MZhA($)7 $€R7
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con lo que (2.14) queda establecido.

Un primer resultado de convergencia que involucra a las funciones {hy}~¢ es el si-
guiente.

Proposicién 2.3.4. Sea g € L>(R). Se tiene que

lim (g * hy)(z) = g(),

A—0t

para aquellos x € R donde g es continua.

Demostracion. Sea x € R tal que g es continua en z. En virtud de (2.13), podemos escribir
+o0o
(9 m)@) —9(e) = [ lgla 1) — g@)ln(w)dm(y)
+oo
= i/_ l9(z —y) — g(2)]h (%) dm(y)
+oo
_ / [9(z — As) — g(@)]h(s)dm(s), A > 0.

—00

Teniendo en cuenta que g € L*°(R), para cada A > 0,
lg(z = As) — g(x)]h(s)] < 2||glloch(s), s€R.

Ademas,

lim [g(x — As) — g(z)]h(s) =0, seR.

A—0+
Luego, podemos aplicar el Teorema de la convergencia dominada (nétese que h € L}(R))
para concluir que

lim (g * hy)(z) = g(x).
lim (g x)(2) = o(x)
Veamos que ademads se tiene convergencia en el espacio LP(R), cuando p € [1,00).

Proposicién 2.3.5. Sea 1 < p < oo. Para cada f € LP(R), se satisface que
lim x hy — =0.
Jim 1+ = 7y

Demostracion. Sea f € LP(R). Sabemos que hy, A > 0, es una funcién en LI(R), para
todo 1 < ¢ < oo. Luego si tomamos g = p’ (el exponente conjugado de p), y aplicamos la
desigualdad de Hoélder se puede ver que (f * hy)(x) < oo, z € R.

Al igual que antes, usando (2.13), escribimos

+oo
(f * o) (&) — () = / @ —y) - f@)ha(y)dm(y), =R

— 00
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Aplicando la desigualdad de Jensen (Teorema 2.2.2) a la funcién convexa ¢(z) = zP
obtenemos

(F * ha) (@) — )P < / T \f@—y) - f@)Pha)dm(y), zER.

— 00

Entonces por el Teorema de Fubini,

+o0 +o0o
1 s — fI < / ha(y) / @ —y) — (@) Pdm(z)dm(y)

+o0
= [ 1= S @) 219
Sea g(y) = ||fy — flb, y € R. Esta funcién es claramente acotada y, en virtud de la

Proposicion 2.3.2, continua en R. Entonces, ya que

+o0

15 by — 12 < / g(W)ha(W)dm(y) = (g% h)(0),

—0o0

la Proposicién 2.3.4 nos permite concluir que
lim xhy — fl[P < lim (g% hy)(0) = g(0) =0,
i [[f b~ £} < lim (g5 ha)(0) = 9(0)
vy queda asi establecido el resultado. O

2.3.2. La transformacién de Fourier en L'(R)

Definicién 2.3.6. Sea f € L'(R). Se define su transformada de Fourier mediante

“+o00
7o) = / f@)e & dm(x), €€R. (2.16)
—OoQ

Recogemos en primer lugar algunas caracteristicas basicas relativas a la transformacién
de Fourier. Estas propiedades se fundamentan por un lado, en que la medida de Lebesgue es
invariante por traslaciones y, por otro, en el hecho de que la aplicacién p(x) = ¢, x € R,
es lo que se conoce como caréicter del grupo aditivo R, esto es, ¢ es un homeomorfismo
del grupo aditivo R en el grupo multiplicativo de los nimeros complejos de médulo 1

(lp(@)] =1y ez +y) = e(x)e(y), z,y € R).
Proposicién 2.3.7. Sea f € L'(R). Se verifican las siquientes propiedades:
(a) Sea g(x) = e f(x), x € R, con a € R. Entonces §(&) = f(€ — ), £ € R.

(b) Sea g(x) = f(z — @), x € R, con a € R. Entonces §(&) = e (&), € € R.

o~

(c) Sig(x) = f(5), r €R, con A >0, entonces g(§) = A\f(X), § € R.

~

(d) Sig(z) = f(—z), x € R, entonces g(&) = f(§), £ € R.
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(e) Sean g € L*(R) y h = f x g, entonces h=7F3.

(f) Sig(x) = —izf(z), r €R, y g € L'(R), entonces f es diferenciable y (f)’ =7.

— —~

(g9) Si f es una funcion C* a trozos tal que f' € L*(R), entonces (f')(&) = i&f(€), € € R.

Demostracion. (a) se sigue inmediatamente de la definicién de la transformacién de Fou-
rier. Asimismo las propiedades (b) y (¢) se prueban facilmente usando que m es invariante
por traslaciones y dm(Az) = Adm(z), A > 0.

(d) Escribimos f = u + iv, donde u y v son funciones reales. Entonces,

+oo ) +oo )
g(¢) = / (u(—z) — iv(—x))e “Tdm(z) = / (u(z) — iv(x))e dm(z)

—00 —00

+00 -
= / (u(z) +iv(x))e~%dm(x) = f(£), £€R.

—00

(€) Observamos en primer lugar que, en virtud de la Proposicién 2.3.3, f x g € L'(R).
Luego,

~ +oo . +oo
e = [ e [ e pgldm(dn(a), ¢ <R

—0o0 —00
Cambiando el orden de integracién y usando que m es invariante por traslaciones tenemos
que

W= [ o [ s -y e miyim(y)

—+00 . —+00 ) R
- / o Sdm(y) [ flw)e € dm(u) = GOTE), €eR.

(f) Sea g(x) = —ixf(x), x € R. Podemos escribir
F) = J©) _ [ pmies (e 21

Nuestro objetivo es aplicar el Teorema de la convergencia dominada. Para ello consi-
el g ueR, u#0. Se tiene que

u )

deramos la funcién p(x,u) =

lm oz, u) = %(e_mu)m:o =—iz, zekR

Luego, podemos afirmar que, para cada z € R, la funcién ¢(z,-) estd acotada en R y
ademads se tiene que,

efi:vu _

2
sup |¢(z,u)| < sup — + sup
ueR w1 (Ul <t

’<C(1+|x!).
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Ya que f y xf son funciones en L!(R), aplicando el Teorema de la convergencia domi-
nada se concluye que

~

~ +oo )
7€) = 1im (”)g” = [ il (e - glam()

n—¢ n —0o M€

+oo ) +oo .
= / —izf(x)e " dm(z) = / g(z)e *dm(z) =g(&), R

— 00 —00

Nota 2.3.8. Realmente aplicamos el Teorema de la convergencia dominada considerando
cualquier sucesion {ny }nen que converge a &, £ € R, para obtener que

~

o ) =FO _ [ e
tim KT [ i fa)e o).

n—00 oo

Y dado que esto es cierto para toda sucesion {n,}nen que tomemos, se obtiene que

imM +Oofix z)e % dm(x
1 T [ ciap@e (o).

n—¢ n— —00

(9) Teniendo en cuenta el Teorema fundamental del cdlculo

+/ f'(tdt, zeR,
0

Jin 1) =50+ [ 1

Luego, lim, . f(z) existe y es finito. Ademds como f € L!(R) este limite ha de ser cero.
Por tanto, integrando por partes, podemos escribir

y ya que f' € L*(R),

+o00 ) B
(f)(E) Z/ f(x)e ®@dm(z) = lm f(z)e 1590]

a,b—~+o00

+m - o~
vig [ flaye dm(a) = igfle), ¢ R
O

Analizamos a continuacién el comportamiento de la transformaciéon de Fourier sobre
L'(R). Recordamos que el espacio Cy(R) estd constituido por aquellas funciones f conti-
nuas que se anulan en el infinito, esto es, para cada € > 0, existe un compacto K C R, de
manera que |f(z)| <e, v ¢ K.

Teorema 2.3.9. Sea f € LY(R). Entonces f € Co(R) y Hf”oo <|Ifll1-
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Demostracion. Probamos en primer lugar que f € Cy. Sea £ € R y consideramos una
sucesion {&, }nen tal que &, — £, cuando n — co. Se tiene que

[f(&n) = F(E)] < / |[f(@)l[e™"® — e |dm(z), neN.

—00

De nuevo estamos en condiciones de aplicar el Teorema de la convergencia dominada, pues
|f(@)lle” ™" — e ™7 < 2| f(2)], = €R,

y f € L'(R). Entonces,

0< lim [F(&) ~ F(©) < / F(@)] lm e — 7 dm(z) = 0.

o n—00

La arbitrariedad en la sucesién {&, },en conduce a que f es continua en R.
Por otro lado, anadiendo el término e™ = —1 se tiene que

for=- [ swesemam) - - [ " @) D ()

—0o0 —00

=— /+OO f(:v — g)e_igxdm(a:),

—00

pues la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones.
Podemos entonces escribir

276 - | - [f(cc) — (- z)} e dm(z), €ER,

y, por tanto,

~ +0o0 T
@1 < [ |- 1(a= ) dma) =1 - £l er
—0o0
Por la Proposicién 2.3.2, la aplicacién y — f, es uniformemente continua de R en L'(R).
Luego,
i — fz|l1 =0
Jm. If = fzlli =0,
y concluimos que f(f ) — 0, cuando § — oo.
Por tltimo es claro que ||f|loco < [|f]]1, pues

[flloo = sup | f(€)] < Sup/ |f(@)lle™ "% dm(x) = ||f]]1-
£eR £eER J—0
O

Abordamos ahora el resultado central de esta seccidén: el Teorema de inversion. Para
ello haremos uso de las funciones {h)} > introducidas anteriormente (ver (2.12)).
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Teorema 2.3.10 (Teorema de inversién). Sea f € L'(R) tal que fe LY(R). Conside-

ramos la funcion
+00

~

g(z) = F(&e™dm(E), x€R.

—00

Entonces, g € Cy y f = g salvo en un conjunto de medida nula.
Nota 2.3.11. Ndtese que si ademds f es continua en R, entonces f(x) = g(x), z € R.

Demostracion. En primer lugar observamos que g(x) = (f)A(—x), z € R. Luego, ya que
f € LY(R) el Teorema 2.3.9 nos dice que g € Cp.

Consideramos ahora las funciones hy, A > 0, definidas por (2.12). La Proposicién 2.3.5
nos dice que

lim xhy— f|li =0,

Jim [ f o+ hy — f]

y entonces, el Teorema 2.2.9 asegura la existencia de una sucesién {\, }nen tal que A\, —
0", cuando n — oo, y

lim (f % hy, )(z) = f(x), ct.p. xeR. (2.17)

n—o0

Por otro lado, por (2.14) podemos escribir

+oo - )
(P = [ e FQetdm(). ek

—0o0

Entonces, se tiene que

+o0 R .
lim (f * hy, )(z) = / lim el f(€)eiedm(¢) = g(z), = eR. (2.18)
n—oo _ n—00

En este ultimo célculo hemos usado el Teorema de la convergencia dominada, lo cual es
posible pues observamos que, para todo n € N, le=AnlEl f(€)e €| < F(€)], € € R, y tenemos
que f € L*(R). Ademés,

lim e M8l f(£)et = F(€)e™, € eR.

n—o0

De (2.17) y (2.18) se deduce que f(z) = g(x), para c.t.p. z € R. O

Por dltimo presentamos el siguiente teorema de unicidad para la transformacién de
Fourier en L!(R).

Teorema 2.3.12 (Teorema de unicidad). Sea f € L'(R) tal que ]?(5) =0,¢eR
Entonces f(x) =0 c.t.p. z € R.

Demostracion. Ya que f € L'(R) y, obviamente también f, el Teorema de inversién con-

duce a que
—+00

flz) = FO)e™dm(&) =0, ct.p. z€R.

—00
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2.3.3. La transformacién de Fourier en L?(R)

En esta secciéon veremos cémo se entiende la transformacién de Fourier en el espacio
L?(R). Observamos que L?(R) ¢ L'(R) (basta considerar, por ejemplo, la funcién f(z) =
(1+ |z))7!, 2 € R, que estd en L2(R) pero no en L'(R)). Luego, la Definicién 2.3.6 no es
vélida, en general, para funciones de L?(R), pues no podemos asegurar que la integral sea
convergente.

Para dar una definicién adecuada haremos uso del hecho de que L*(R) N L?(R) es denso
en L2(R) y que éste es un espacio de Hilbert con el producto interior dado por

+o0 .
(f.9) = / f@)g@dm(z), f.g € I*(R).

— 00

Teorema 2.3.13. (Teorema de Plancherel) A cada f € L?(R) podemos asociarle una
funcién F(f) € L3(R), verificando las siguientes propiedades:

(a) Si f € L*(R) N L?(R), entonces F(f) = 7
(b) Para toda f € L*(R), se cumple que || F(f)||2 = | f|2-
(¢c) La aplicacién f — F(f) es un isomorfismo (Hilbert) de L* en si mismo.

(d) Para cada A >0, sean 4 y ¥4 las funciones dadas por

A ' A ‘
oal€) = / @) dn(a), EER, Y val) = / F(D©Edm(©), a e R

Se tiene que ||pa — F(f)ll2 — 0 y ||va — fll2 — 0, cuando A — co.

Demostracion. Comenzamos probando la siguiente propiedad:

I fll2 = Hsz, cuando f € LY(R) N L(R). (2.19)

Sea f € LY(R) N L?(R). Denotamos por f(z) = f(—x), x € R, y consideramos g = f * f.
Entonces,

400 —+oco 7
o(x) = / f(& — ) F—g)dm(y) = / @+ )T @dm@) = (far f), z€R,

—0o0 —0o0

donde f,, z € R, representa la funcién trasladada f,(u) = f(u — 2), u € R.

La funcién g es continua en R. Basta tener en cuenta que g(z) = Tyo f_;, v € R, donde
T es el funcional definido en L?*(R) mediante T¢(h) = (h, f), h € L*(R).

T} es continua en L?(R) pues

e ()] < 1 ) < (IRll2llfll2, € LP(R).

Asimismo, la Proposicién 2.3.2, garantiza que f_,, ¢ € R, es una funcién continua de R
en L%(R). Luego g es continua en R.
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Ademads estd acotada, pues en virtud de la desigualdad de Schwarz

9@)| < f-all2llfll2 = 113, = €R.

Entonces, si hy, A > 0, viene dada por (2.12), usando la Proposicién 2.3.4 se llega a
que

(9% hx)(0) = g(0) = [I£1I5. (2.20)

Por otro lado, teniendo en cuenta (2.14) y la Proposicién 2.3.7 (d) y (e),

lim
A—0t

“+o00

@@= [ gam@nt) = [ e gean(e)

+o00 = +00 ~
_ /_ e NEF(€)F(€)dm(€) = /_ e Ml F(©)Pdm(€).

e} e}

Sea (Ap)nen una sucesion decreciente y convergente a 0. Para cada £ € R, la sucesion

on(©) = {1 ()12}

es creciente. Luego, aplicando el Teorema de la convergencia mondtona se llega a que

nEN’

+oo - +oo
i [ e = [ i) dm) = 1713
Como esta propiedad es valida para cualquier sucesién (A, )nen como la tomada se obtiene
que

~

i (g h)(0) = 113 (221)

De (2.20) y (2.21) se deduce entonces (2.19).

Nuestro proximo objetivo es establecer la propiedad de densidad siguiente:
el espacio Y = {f : f € L'(R) N L3(R)} es denso en L(R). (2.22)

Nétese, en primer lugar, que Y C L?(R), pues como acabamos de probar, si f € L'(R) N
L2(R), entonces | ls = |1 f]l2

Ya que L?(R) es un espacio de Hilbert, de acuerdo con el Teorema 2.2.21 basta ver que
Y+ = {0}.

Sea w € L%(R) tal que w € Y*. Entonces (g,w) =0, g€ Y.

Fijamos & € R. Para cada A > 0, consideramos la funcién gy(§) = hx(& — &), € € R.
Veamos que gy € Y, A > 0. Por (2.14) podemos escribir

n©= [ o) = e ), €<R(>0)

—0o0

siendo Hy(z) = e M*l 2 € R, A > 0. Y en virtud de la Proposicién 2.3.7 (a),

an(§) = eifOLHA(S), ¢eR.
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De esta forma, si vemos que Gy(z) = €% Hy(z), = € R, A > 0, es una funcién en
LY(R)NL2(R), quedard probado que gy € Y, A > 0. Y, efectivamente, G, € L'(R)NL?(R),
A > 0, pues

+oo
Galp= [ e Pdm(z) <00, p=1,2
Consideremos el operador F : L'(R) N L2(R) — Y/, tal que
F(f)y=7F feL'R)NL*R).

Por el Teorema 2.3.12, F es una biyeccién entre L'(R) N L*(R) e Y, verificando | F(f)||2 =
[ £l2-

Este operador se puede extender a todo L?(R), como una isometria de L?(R) en si
mismo, como veremos a continuacién (ver Lema 2.2.26).

Sea f € L?(R). Ya que L'(R) N L?(R) es denso en L?(R) (nétese que C.(R) C L'(R)N
L*(R) y segtin vimos en el Teorema 2.2.11, C(R) es denso en L?(R)), podemos encontrar
una sucesion (fp)nen € L'(R) N L2(R) tal que f, — f, cuando n — oo, en L?(R).

Sea gn, = F(fn) = fn, n € N. La sucesién (gn)nen es de Cauchy en L?(R). En efecto,
basta observar que,

lgm = gnll2 = 1F(fm = f)ll2 = [ fm = fall2, m,n €N.

Luego, como L?(R) es un espacio completo, existe g € L?(R) tal que g, — g, cuando
n — oo, en L?(R). Definimos F(f) = g, obteniéndose una extensién de F a L%(R).

Veamos que esta extensién es sobre. Sea g € L?(R). Ya que Y es denso en L?(R),
encontramos una sucesion (gn)neny C Y tal que g, — g, cuando n — oo, en L?*(R). Ya
que g, € Y, n € N, existe una sucesién (fn)neny € L*(R) N L2(R) tal que f, = gn, n € N.
Razonando como antes se llega a que (f,,)nen es de Cauchy en L?(R) y, por tanto, existe
f € L?(R) tal que f, — f, cuando n — oo, en L?(R).

Entonces

F(f)= lim f, = lim g, =g,
n—o0 n—oo
entendiendo los limites en L%(R).
Establecemos ahora que F es una isometria en L2(R). Por (2.19) sabemos que || F(f)||2 =
| f|l2, cuando f € LY(R) N L?(R).
Por otro lado, supongamos que f € L?(R) \ L*(R) y sea (fn)nen C LY(R) N L2(R), tal
que

lim f, = f

n—oo
en L?(R). Se tiene que,

IF() 2 = [ m F(f)llo = 1 [IF(Fa)l = Yo [ full = [1£]1>

En la segunda y quinta igualdad hemos usado la continuidad de la norma, y (2.19) en la
cuarta.
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A partir de ahora denotaremos por F a la extensién F. De esta forma hemos estable-
cido (a) y (b).

Veamos la propiedad (¢). Recordemos que un isomorfismo entre espacios de Hilbert es
una aplicacién lineal y sobre que conserva el producto interior. Es claro, por cémo se ha
definido F, que es un operador lineal. Para probar que conserva el producto interior, basta
utilizar la identidad de polarizacién, dada por

(fr9) = i(l!f#fﬂl% = If =gl +illf +iglz =il f —igl3), f.g€ L*(R).

Ya que [|F(f)ll2 = [|f]l2, f € L*(R), se obtiene que (f,g) = (F(f), F(9)), f.g € L*(R).

Por 1tltimo, establecemos (d). Sea f € L%(R). Para cada A > 0 denotamos por x4 la
funcién caracteristica del intervalo [—A, A].
Ya que fy F(f) € L?(R) se tiene que

Ixaf = fla—0 vy [IxaF(f) = F()ll2 —0,

cuando A — +o0.
Por otro lado, xaf vy xaF(f) € LY(R) N L?(R), A > 0. Luego,

pa(€) = (xaf) (&) = F(xaf)(), E€R, A>0,

Ya(@) = (XaF(f)) (=2) = F(xaF(f))(~2), z€R, A>0.

De (b) se sigue entonces que

loa —F(llz = I1F(xaf = Hllz = lIxaf — fll2-

y usando el Teorema de inversién (Teorema 2.3.10)

[Ya = fllz = 1F(a) = F(Hll2 = IxaF () = F(Hll2, A>0.

Luego, o4 — F(f) y ¥4 — f, cuando A — oo, en L*(R). O
Corolario 2.3.14. Sea f € L*(R) tal que F(f) € L*(R). Entonces

+oo
flzx) = F(H)(©)e®dm(€), ctp. zeR.

—00

Demostracion. Por el Teorema 2.3.13 (d) sabemos que f = limg_,o 14, entendiendo la
igualdad en L?(R). Pero como F(f) € L*(R),

+o0

A
F(f) (&)™ dm(&) = F(f)(©)e ™ dm(€).

i = I
Al At = .

Luego, f(z) = [T2° F(f)(€)ei™dm(€), en c.t.p. x € R. O
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Hacemos una tultima observacién. Mientras que la transformacién de Fourier de una
funcién en L!(R) esté determinada en cada punto mediante la férmula (2.16), la transfor-
macién de Fourier de una funcién en L?(R) se define de forma tinica como un elemento del
espacio de Hilbert L?(R), pero como funcién puntual, f(f ) solamente esta determinada en
casi todo punto £ € R.

2.4. La transformacién de Fourier sobre S(R)

En esta secciéon analizamos el comportamiento de la transformacion de Fourier sobre
un espacio particular de funciones, el conocido como espacio de Schwartz.

2.4.1. La clase de Schwartz S(R)

El espacio de Schwartz en R esté constituido por aquellas funciones ¢ € C*°(R) tales
que, para todo k,¢ € NU {0} ,

Vie(¢) == sup |x
T€ER

Lo <

Cuando se tiene esta propiedad se dice que ¢ y todas sus derivadas son funciones de rdpido
decrecimiento.

Es claro que S(R) es un espacio vectorial sobre C y que es cerrado bajo la derivacién.
También es cerrado para la multiplicacién por polinomios. Basta observar que si ¢ € S(R)
y P es un polinomio, entonces

dﬁ ¢ /¢ dffr
ilP@o] =3 (1) P ol Z@(w v, LeN,

r=0

para ciertos polinomios @,, r =0, ..., {.

Un primer ejemplo de funcién en la clase de Schwartz es la funcién gaussiana, que toma
la forma f(z) = e~%*", a > 0. Para ver que, efectivamente, es una funcién en S(R), vamos
a probar que, para cada £ € N,

d@
W(e_‘”z) = Pg(x)e_‘mz, xr € R,

donde P, es un polinomio de grado £. Y para ello, procedemos por induccién. Para ¢ = 1,
es claro que P(x) = —2ax. Suponemos que la propiedad es cierta para un cierto £ € N.
Entonces, podemos escribir

d“_l —az? d —az? - d —az?
(e ) = [P(z)e " ] = e deE( x) = 2azPy(x)| = Ppyr(x)e™ ",

siendo Py un polinomio de grado ¢ + 1.
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Observamos que el espacio C°(R) de las funciones infinitamente derivables con soporte
compacto estd contenido en la clase de Schwartz. Las conocidas como funciones bump

pertenecen a este grupo y son utilizadas en muchas aplicaciones.
Dados a,b € R, con a < b, se definen como

¢a,b(x) = 6_1/(x_a)6_1/(b_x)X(a,b) (.T), r e R.

Es claro que ¢, es una funcién de soporte compacto y de clase C*° en R\ {a,b}.
También es infinitamente diferenciable en a y b. Analizamos el caso x = a (para z = b el

razonamiento es andlogo).
En primer lugar establecemos que, para cada £ € N,
d@

W[e—l/(x—a)] _ e—l/(a:—a)P£<

1

r—a

), x # a,

para cierto polinomio P;.
Procedemos, como antes, por induccién. Tenemos que P;(z) = 22, pues

R I VI

dx (x —a)?’ z7a

Supongamos ahora que (2.23) se verifica para ¢ € N. Entonces

df-i-l —1/(z—a d —1/(z—a 1
demq:me P ﬂ

= ¢ V/(z=a) [($ _1a)2pz<x i a) a (z —1(1)2 <%PZ) <

— e p (), v ra

donde Ppy1(z) = 22[Py(z) — P)(x)].
De (2.23) se sigue que, para cada ¢ € N,

dﬁ

lim —[e” /@] = lim 671/(:’”*“)&( ! ): lim e 'Py(t) =0,

a—a+ dzt r—a™t r—a t—4-o00

y esta propiedad permite establecer que
l

lim —;
z—a™t dxf[

¢a,b($)] = 07

lo que nos dice que ¢, es infinitamente diferenciable en z = a.

(2.23)

En muchos de los resultados que veremos en lo que sigue, utilizaremos el hecho de que
la clase de Schwartz esté contenida en el espacio LP(R), para 1 < p < co. En efecto, sean

¢ € S(R) ype[l,00). Podemos escribir
400 +o00 72 )P +00
[ otpan = [ I 4y < o6+ vzt |

—00

o (4P —eo (L a2)P

< 0.
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El caso p = oo es trivial.

Se tiene ademéds que la clase de Schwartz es densa en LP(R), cuando p € [1,00), hecho
que establecemos en el siguiente apartado haciendo uso de la convolucién (ver Proposicién
2.4.3).

2.4.2. La convolucién en S(R)

Sean ¢,¢ € S(R). Ya que ¢, € L*(R), sabemos por la Proposicién 2.3.3 que ¢ * 1 €
L'(R). Realmente podemos establecer un resultado més preciso.

Proposicién 2.4.1. Para cada ¢, € S(R) se tiene que ¢ x 1 € S(R).

Demostracion. Sean ¢, € S(R) y £ € N. Afirmamos que

4

Lol = (& gqs)w}() R (2.24)

En efecto, podemos escribir
Ao = [ [ s —vwon] = [ Lot -
- [ (dd‘m)( Dy = (50) 5 v(a), @ eR

El intercambio de la derivada y la integral en la segunda igualdad se justifica pues, al ser
o,v € S(R), se tiene que

+00 dé +00
|| (o) =0 iy <2000 [ iy <o, 2
Por otro lado, si ® y ¥ € S(R), entonces
Ve0(® * ¥) = sup [z]¥|® * ¥(z)] < oco. (2.25)

zeR

Para probar esto escribimos

k oo _ k B
|| |‘I>*‘I’(w)\§/ (lz =yl + [yD)*|P(z — y)[|¥(y)|dy

<02/ & — y"|®(x — )|yl [ U () dy < oo,

pues ®, U € S(R), S(R) es cerrado por productos de polinomios y S(R) C L'(R).
Luego por (2.24), (2.25) y el hecho de que S(R) es cerrado por derivacién se concluye

que
0

Vit (@ * ) = Y0 <(CZ:Z¢) * w) < o00.
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Nota 2.4.2. Podemos seguir la misma prueba para establecer que ¢ x g € S(R) cuando
¢ € S(R) y g es una funcién acotada con soporte en un conjunto acotado.

Haciendo uso de la convolucién vamos a probar, como habiamos mencionado, que S(R)
es un espacio denso en LP(R), p € [1,00).

Proposicién 2.4.3. Sea p € [1,00). La clase de Schwartz es densa en LP(R).

Demostracion. Sean f € LP(R) y € > 0. Por el Teorema 2.2.11 existe g € C.(R) tal que

3

— <
lo = fllp < 5

Luego, para probar el resultado basta encontrar ¢ € S(R) de modo que ||¢ — g, < /2.
Sea ¢ la funcién bump dada por

o(@) = e/

X(-11)(z), z€R,
donde « es la constante para la cual [ p(z)dz = 1.
Para cada § > 0, denotamos por s a la funcién

ps(x) = %@(%), r € R,

y consideramos ¢5 = g * s, 6 > 0.

Ya que p5 € S(R), 6 > 0, y g es una funcién en C.(R), por la Nota 2.4.2, se tiene que
¢s € S(R), d > 0.

El argumento en la prueba de la Proposicién 2.3.5 puede seguirse en este caso para
obtener que

lim — =0.
Jim 165~ g1l

Luego, podemos encontrar § > 0, de modo que |¢5 — g|l, < €/2 y con ello, la prueba se
termina. 0

2.4.3. La transformacién de Fourier en S(R)

En la segunda seccién de este capitulo analizamos la transformada de Fourier en L!(RR).
Ya que S(R) C LY(R) las propiedades alli vistas también se cumplen para S(R). Sin
embargo, las caracteristicas de las funciones de la clase de Schwartz permiten mejorar el
comportamiento de sus transformadas de Fourier, como veremos en este apartado.

La funcién gaussiana juega un papel importante en el anélisis de Fourier. Una propiedad
util que verifica es que su transformada de Fourier es también una funcién gaussiana.

Proposicién 2.4.4. Sea a > 0. La transformada de Fourier de f(x) = e~ g € R,

~

viene dada por (&) = (2a)V2e€*/(40) ¢ ¢ R,

Observamos que si a = 1/2, entonces f = f
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Demostracion. Consideramos la funcién

R too
FO=fO = [ e i@, ¢er

—0o0

En primer lugar observamos que F(0) = (2a)~/2. En efecto,

—+o00
—a:c dm — \/7/ —ax dm
\/27r /

e U 71/2d 1/2
\/ﬂ V2ra \ﬁ

Ademss, teniendo en cuenta la Proposicién 2.3.7 (f), (9), y que f'(z) = —2axf(x), z € R,
se tiene que

F1(&) = -

F(€) = iz} (€) = S fe=-2

- fl©) = —5-F(E), ¢eRr

L
2a 2a

Entonces, F' satisface la ecuacién diferencial de primer orden

ey £
YO+ 5y©) =0, (e

cuya solucién viene dada por y(§) = y(0)6*£2/(4“). Luego, ya que F'(0) = 1/v/2a se concluye
que

1 - a
F(§):Ee €/ da), £eR

O

Establecemos a continuacién como se comporta la transformacion de Fourier sobre la
clase de Schwartz.

Teorema 2.4.5. La transformacion de Fourier es una aplicacion biyectiva de S(R) en s
mismo.

Demostracion. Sea ¢ € S(R). Veamos en primer lugar que g/g € S(R). Usando las propie-
dades (f) y (g) en la Proposicién 2.3.7, para cada k, ¢ € N, podemos escribir

kdz

£ el

k
3e) = (=)' ato(e) = (-1 (L [29]) (©).

Ya que S(R) es un espacio cerrado por derivacién y multiplicacién de polinomios, la funcién
Lla'6) € S(R) € L} (R). Por tanto,

Ve(9) = sup dx < oo0.

£eR

e db0)< [ |mitoiw
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Por otro lado, ya que ¢ € S (R) el teorema de inversién (Teorema 2.3.10) conduce a que
+oo .
0@ = [ dOedm©), ek (2.26)

Consideramos los operadores F y F* definidos en S(R) mediante F(¢)(§) = $(§) y
F(6)(€) = 6(—£), £ € R, para cada ¢ € S(R).

La igualdad (2.26) nos dice que F*oF = Id y ya que ambos operadores solo se diferen-
cian en el signo de la exponencial, también se tiene que F o F* = Id. Como consecuencia
se concluye que F es una aplicacién biyectiva sobre S(R) cuya inversa es F*. 0

2.4.4. Algunas aplicaciones

Una de las propiedades fundamentales que tiene la transformacion de Fourier es que
intercambia la derivacién y la multiplicacién por polinomios (ver Proposicién 2.3.7 (f),
(9)). Este hecho permite resolver multiples ecuaciones en derivadas parciales. Entre ellas
se encuentra la ecuacién del calor, que analizamos a continuacién.

Consideramos una vara infinita, que representamos por la recta real, en la que inicial-
mente la temperatura se distribuye segtin f(z). Queremos conocer la temperatura u(x,t)
que hay en el punto = € R, en el instante ¢ > 0.

La funcién u verifica entonces la ecuacion en derivadas parciales conocida como ecuacion
del calor que viene dada por

0 0?

con la condicién inicial u(z,0) = f(z).
En el siguiente teorema se garantiza la existencia de una solucién para la ecuacién del
calor cuando f € S(R).

x,t), (x,t) € R x (0,00),

Teorema 2.4.6. Sea f € S(R). Consideramos u(z,t) = f* Wy(x), (z,t) € R x (0,00),
donde Wy es el nicleo del calor dado por

o—a?/(41)
Wyz)=———, z€R, t>0.

V2t

Se tiene que:
(i) u € C*(R x (0,00)) y satisface la ecuacion del calor.

(i7) lim u(z,t) = f(x), uniformemente en x € R.
t—0+t

(iii) lim w(x,t) = f(z), en L?(R).
t—0+t

Demostracion. Aplicando la transformacién de Fourier y usando la Proposiciones 2.4.4 y
2.3.7 (¢), tenemos que

~ ~

e, t) = FOWiE) = f(&)e ™, (£,t) € R x (0,00).
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El teorema de inversién (Teorema 2.3.10) nos lleva a que

+oo 5 .
u(z,t) :/ f(©e e dm(E), (z,t) € R x (0,00).

—00

Ya que ]?E S(R), podemos derivar bajo el signo integral y obtenemos asi que

QU(CL’J) = _/+Oo F(©)€Ze " e dm(¢)

Bt .
Foo 5 . 5?2
= [ ROt () = ulat), (o) € Rx (0,00)

que nos da (). Né6tese que realmente u € C*°(R x (0, 00)).
Establecemos ahora (ii). Como vimos en la demostracién de la Proposicién 2.4.4,

+00 1 +00 5
Wi(z)dr = — e/ Way =2x, t>0.
Wa)de = /_oo

— 0o
Luego, podemos escribir

—+00

u(z,t) — f(x) =/ [(f(z —y) = f(@)]Wi(y)dm(y), (x,t) € R x (0, 00).

—0o0
Por otro lado se tiene que f es uniformemente continua en R. En efecto, sea € > 0.
Como f € S(R) se verifica que

sup [z f(z)] = co.
z€eR

Sea R > 4cp/e. Se tiene que
If(z)] < o <—=<-, |z|>R. (2.27)

Por otro lado, como f es continua en R, es uniformemente continua en [—R, R], y podemos
entonces encontrar 1 > 0 tal que

F@) = F )l < 5,

Teniendo en cuenta (2.27) y (2.28) podemos concluir que

T,y € [_R7 R]a |:17 - y| <. (228)

f(x) = fy)l <e, |z—yl<n.

Entonces, teniendo en cuenta que [ Wi(y)dy = V2, t > 0,y que la funcién g(z) = ze ",
z € R, es acotada en R, se llega a que

lu(z,t) — f(z)| < e ) Wi(y)dm(y) + 2| flloo ) Wi(y)dm(y)
y|<n y|>n

00 o—y?/(4t)

- d
n  Vart Y
oo
§e+cx/i/ Zé’swcx/i, (z,t) € R x (0,00),
n

<&+ 2 flloo
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y, por tanto, para t suficientemente pequeno,

sup |u(z,t) — f(z)| < e.
z€R

Finalmente probamos (i7i). Observamos que podemos aplicar la igualdad de Plancherel
(ver Teorema 2.3.13(b)) para obtener que

—~ +oo —
lu(- ) — FI3 = 1aC. ) — FI3 = / FORITAE) — 1Pdm(e)
+oo 5
— / FOPIE — 12dm(e).

Veamos que esta ultima integral tiende a 0 cuando ¢ — 0". Sea € > 0.
Ya que f € S(R) C L2(R) y |e %" — 1| < 2, podemos encontrar N > 0 tal que

/ FOPRIeE — 1P2dm(e) <
|§|>N

| ™

Por otro lado, usando el teorema del valor medio, se tiene que

3

—~ 2 —t§2_ 2d iy 2 2 2d 2 E 2 £
[ FOF afame) < s 1FOR [ etae < onit <5, 2 52

Tomando t < (¢/(2C))"/2, concluimos que ||u(-,t)—f|l2 < €,y (iii) queda establecido. [J

Terminamos este trabajo describiendo el fenémeno conocido como principio de incerti-
dumbre de Heisenberg que puede ser formulado en términos de la relacién de una funcién
y su transformada de Fourier.

En la teoria de la mecanica cudntica este principio nos dice que es imposible determi-
nar simultdneamente la posicién y el momento de una particula. La forma de abordarlo
matematicamente es la siguiente. Supongamos que un electrén viaja por la recta real.

A la hora de encontrar la posicién de la particula, ésta no se determina con un punto
de R sino mediante la probabilidad de que se encuentre en un determinado intervalo (a, b).
Para ello se considera una funcién ¢ que asumimos en S(R) y tal que [|[2 = 1. De esta
forma, la probabilidad de que la particula se localice en el intervalo (a,b) viene dada por

b
[ 10t Pam().

Adem3ds podemos hablar de la esperanza de la posicion de la particula, que es la mejor
estimacién para dicha posicién y que viene dada por

+oo
= [ alp)Pdn()

—00

El concepto de incertidumbre se determina con la varianza relativa a la esperanza y
que toma la forma

+oo
7= [ @2 dm(a),

— 00
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Observamos que si ¥ estd muy concentrada cerca de T, entonces la varianza es pequena,
porque esencialmente la contribucién a la integral se da para valores de x cerca de x. Por
el contrario, si 1 no estd concentrada en torno a la esperanza, el valor de la varianza es
grande y, en consecuencia, la incertidumbre seria también relativamente grande.

Estas nociones de esperanza e incertidumbre relativas a la posicién, se tienen también

para el momento de la particula. La probabilidad de que el momento pertenezca al intervalo
(a,b) es

b o~
/ 15(E) Pdm(©),

v la esperanza y varianza para el momento vienen dadas, respectivamente, por

e= [ Taioran© vor= [ €@ Pme)

— —o0
El principio de incertidumbre de Heisenberg se puede enunciar entonces como sigue.
Teorema 2.4.7. Sea ¢ € S(R) tal que ||¢||2 = 1. Para cada xo,& € R se tiene que

([ w—ms@panta)) ([ e eiderante ) >

—0o0 —0o0

1
T (2.29)
La igualdad es cierta si, y solo si, () = Ae*B“”z, r€R, con B>0y A?=+2B.

Demostracion. Integrando por partes y teniendo en cuenta que ¢ € S(R) se tiene que

+oo +oo
1= [ T @Pdn() =~ [ el 6@,

—0o0 —0o0

Ahora, escribimos |¢(z)|? = ¥(z)y(z), € R, y usamos la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, la igualdad de Plancherel y la Proposicién 2.3.7 (g) para llegar a que

+00 o _, +00 o _,
1=~ / [z (2) () + 2 ()¢ (2)]dm(z) = ‘ /_ [z (2)(x) + atp(2) (2)]dm(z)

<2 [Tt <2 ([ atvern) ([ werme)
—2(f h |x|2|w<x>\2dm<x>)l/2 (f h |@<5>|2dm<f>)1/2 = 20z lalle Bl

De esta forma queda establecido (2.29) para xg = {n = 0. Ademas, segin las estimacio-
nes vistas, si se tiene la igualdad, entonces debemos tener también una igualdad cuando
aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, esto es,

(/7 bveweiane) = [ eserane [ e@kne,

— — —00

lo cual se cumple cuando ¢'(x) = Bxip(x), © € R, para alguna constante (.
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Entonces, 1 es una solucién de la ecuacién diferencial y/(z) = Bry(x), z € R, cuya
solucion es y(z) = y(0)ef*/2, z € R. Como 1 € S(R), la funcién ¢ (z) toma la forma
¥(z) = Ae~B* | z € R, para ciertas constantes A € C y B > 0. La condicién |[¢||» = 1
nos dice que |A|> = /2B, pues

2 A2 [ n n
lol = 2AL [ mar gy AR [ g, - JAP

Var Jo -~ V2rB Jo V2B

Por tltimo cuando z¢ y & € R, basta considerar ¢(x) = e 40%)(z + x¢), © € R.
Entonces,

~

B(€) = e0EH0(e 1 &), €eR,

y, se obtiene que,

400 +00 +oo
/ () Pdm(x) = / (@ + z0) Pdm(z) = / (& — 0)2 () P (),

— 00 —0o0

+oo +oo +oo —~
/ £8(©)2dm(€) = / €€ + &) Pdmi(€) = / (€ — &0)2(B(€)Pdm(€).

— - —00

Aplicando la desigualdad que probamos para el caso o = 0, § = 0, se consigue (2.29)

para el caso general.
O]
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