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Introduccion

El principio de correspondencia de Bohr establece que la teoria cuéantica debe reproducir los resul-
tados de la fisica clasica en el limite de grandes nimeros cuanticos. Asi, considerando a la Mecéanica
Cuéntica como una teoria mas general que la Mecénica Clésica, esta Gltima debe emerger de la primera
en el limite semiclésico 7 — 0.

Los intentos de establecer una conexion entre las teorias cuantica y clasica han contribuido al desar-
rollo de métodos semiclasicos que, por una parte, pretenden proporcionar aproximaciones a magnitudes
cuanticas en términos de ingredientes clasicos y, por otra, constituyen una manera de conseguir entender
los procesos cuanticos en si mismos, proporcionando una descripcidn mas intuitiva de los mismos.

Los métodos WKB, basados en desarrollos asintbticos de magnitudes cuanticas en potencias de #,
proporcionan una aproximacion semiclasica de las autofunciones cuéanticas para sistemas monodimen-
sionales. A pesar de disfrutar de la ventaja de ser muy simples, estas aproximaciones sufren un problema
de divergencia en las causticas, por lo que deben ser acompafiadas de procedimientos extra de ajuste en
los puntos de retroceso (las llamadas “formulas de conexion”).

El primer intento de proporcionar una aproximacion semiclésica al propagador cuantico se debe a
Van Vleck [Van28], que expresa esta magnitud cuantica en términos de la accion de trayectorias clasicas.

La conexion entre las mecanicas cuantica y clasica se presenta de forma natural en la formulacion
de la mecénica cuantica por integrales de camino de Feynman [Fey48]. En este caso, el propagador
cuantico se expresa en términos de una integral que involucra una lagrangiana clasica y considera todos
los caminos posibles que conectan los puntos inicial y final. Este formalismo resulta bastante adecuado
para conseguir aproximaciones semiclasicas de las amplitudes de transicion cuanticas, en las que la
integral de camino se eval(a por el método de fase estacionaria.

Otra forma de abordar el problema de la correspondencia cuantico-clasica consiste en tratar de definir
la mecénica cuantica en un espacio de fases mediante el uso de funciones de distribucion [Hil84, Bal84,
Lee95]. La principal ventaja de este método radica en el tratamiento de ecuaciones que involucran fun-
ciones escalares, y no operadores. Sin embargo, la no commutatividad de los operadores cuanticos impi-
de definir de forma Gnica la funcion de distribucion en el espacio de fases, de manera que es posible
asociar distintas representaciones o simbolos a un operador dependiendo del esquema de ordenacion de
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operadores utilizado.

Existe una representacion especialmente indicada para establecer comparaciones entre las teorias
cuantica y clasica, que es la representacion de estados coherentes. Estos estados fueron inicialmente in-
troducidos [Sch26] como los estados cuanticos “mas clasicos posibles” del oscilador arménico, esto es,
estados con la minima incertidumbre permitida por el principio de indeterminacion de Heisenberg, que
al evolucionar a lo largo de la trayectoria clasica no se deforman con el paso del tiempo, manteniendo su
coherencia (de ahi su nombre). Sin embargo, estos estados pueden generalizarse y definirse matematica-
mente para cualquier sistema cuantico a partir de las propiedades de su grupo dinamico asociado. Una
de las principales ventajas que proporciona esta formulacion radica en que el espacio de los parametros
que caracterizan un estado coherente posee dos estructuras geométricas: una estructura compleja y una
estructura simpléctica, que los relacionan respectivamente con las dinamicas cuantica y clasica. Esta va-
riedad actlla como espacio de fases para el sistema cuantico, permitiendo establecer una conexion entre
la dindmica cuéntica y la dindmica (en general compleja) en esta variedad.

Es posible formular una aproximacion de tipo WKB para la funcién de onda en la representacion de
estados de Bargmann (definidos como estados coherentes no normalizados). En este formalismo desa-
parecen los problemas de divergencias en las causticas que presenta la formulacion WKB en la repre-
sentacion de coordenadas, y las funciones obtenidas son uniformes.

Un formalismo dependiente del tiempo posibilita la obtencion de una aproximacion semiclasica al
propagador cuantico. Puesto que los estados coherentes forman una base que es sobrecompleta, la res-
olucion de la identidad no es Unica, existiendo por tanto una gran variedad de propagadores semiclasicos
basados en estados coherentes. La mayoria de estas aproximaciones estan basadas en extensiones al es-
pacio de fases del formalismo de integrales de camino. Pueden obtenerse no obstante aproximaciones
validas al propagador desde una formulacion WKB dependiente del tiempo.

Tanto en el formalismo WKB como en el de integrales de camino, las expresiones obtenidas involu-
cran el calculo de trayectorias complejas que cumplen ciertas condiciones de contorno para los instantes
final y el inicial. Los problemas técnicos para encontrar tales trayectorias han motivado los intentos por
transformar este problema en un problema de valores iniciales (las conocidas IVR, Initial Value Repre-
sentation).

Un procedimiento alternativo para estudiar las conexiones entre la mecanica cuantica y la clasica
consiste en la evolucion semiclasica de paquetes de onda gaussianos [Hel91, Lit86b]. Estas técnicas
constituyen en realidad una version de la teoria WKB en el espacio de fases y han resultado ser ex-
tremadamente (tiles en la evaluacion aproximada de autovalores cuanticos a través de la conexion entre
dinamica (funciones de correlacion) y espectro.

La validez general del principio de correspondencia entra en dificultades cuando la dinamica clasica
muestra comportamiento cadtico. Si la teoria cuantica, mas fundamental que la mecénica clésica, debe
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reproducir los resultados clasicos en el limite # — 0, es necesario explicar como surge el caos clasico
en el limite semiclésico a partir de la ausencia de caos en la dindmica cuéntica o, en sentido inverso,
explicar como se produce la supresion cuantica de caos. En este contexto, ha habido un mayor nimero
de estudios encaminados a cuantizar semiclasicamente sistemas clasicamente cabticos que en el sentido
inverso: tratar de derivar una dindmica clésica ca6tica a partir de la dindmica cuéantica. El estudio del Caos
Cuantico debe forzosamente apelar a las técnicas semiclasicas para tratar de hacer uso de la informacion
de la dinamica clasica ca6tica y relacionarla con los objetos cuanticos en estudio. Asi, las formulas de
traza de Gutzwiller [Gut67, Gut69, Gut70, Gut71] tratan de extraer informacién acerca del espectro
cuantico a partir de una enumeracion completa de las 6rbitas periédicas del sistema clasico.

En este trabajo se ha desarrollado un formalismo que pone de manifiesto la idoneidad de los estados
de Bargmann para obtener una aproximacion de determinados objetos cuanticos (funcién de onda, propa-
gador, espectro) debido a la estructura compleja intrinseca que posee esta representacion. Los calculos
se han llevado a cabo en sistemas monodimensionales, en los que resulta mas sencillo comprobar los
resultados comparandolos con los ya existentes en la literatura. En algunos casos la generalizacion de
resultados a sistemas N-dimensionales es directa, mientras que en otros no lo es tanto, no sélo por la
complicacion del célculo en si, sino porque debe aludirse al tipo de dindmica cléasica subyacente: inte-
grable o hiperbdlica. Con el desarrollo del formalismo en una dimension, queda abierto el problema para
su generalizacion a sistemas multidimensionales.

En el Capitulo 1 se presenta un resumen del formalismo de estados coherentes y de estados squeezed.
Se muestra la estructura algebraica asociada a los mismos, asi como la representacion matricial de dicho
algebra. Se presentan brevemente algunas funciones de distribucion definidas en el espacio de fases aso-
ciado a los estados coherentes (la representacion R, la Q, la P, la de Wigner y la de Husimi, asi como
algunas representaciones generalizadas). Finalmente, se describe el llamado D-algebra, o algebra difer-
encial asociado a los operadores a'y a' en la representacion de estados coherentes. Es necesario indicar
que puede accederse al contenido de este capitulo en la literatura, y ha sido incluido en esta memoria
para hacerla autocontenida.

En el Capitulo 2 se desarrolla una aproximacion para la funcién de onda mediante una generalizacion
del método WKB a la representacion de Bargmann, tanto en un formalismo estacionario como dependi-
ente del tiempo. En el formalismo estacionario se obtiene una expresion para la funcion de onda que es
uniforme, y las condiciones de cuantizacion para la energia son consecuancia de imponer una condicion
de analiticidad a la funcién compleja obtenida. Un procedimiento analogo para la funcién de onda de-
pendiente del tiempo conducira a una aproximacion semiclasica para el propagador cuantico en términos
de la accion de trayectorias complejas, asi como de su estabilidad. El uso de resoluciones de la iden-
tidad generalizadas en la representacion de Bargmann permitira obtener una expresion integral para el
operador de evolucion en forma de representacion de valores iniciales (IVR).
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En el Capitulo 3 se deriva una aproximacion uniforme a la funcion de onda en la representacion
de coordenadas mediante el uso de transformaciones unitarias, asi como no unitarias para ciertos ca-
sos limite. La expresion obtenida permite obtener la funcion de onda a partir de la integracion de una
trayectoria clasica a un periodo del movimiento, para el caso de sistemas ligados. Un procedimiento
similar permitird obtener las autofunciones de un hamiltoniano cuéntico, asi como las condiciones de
cuantizacion, a partir de informacion puramente clasica.

En el Capitulo 4, haciendo uso de la expresion semiclasica para el propagador obtenida en el Capitulo
2, se obtiene una aproximacion semiclésica para la densidad de estados de un sistema cuéntico, repro-
duciendo la formula de Gutzwiller para la traza del operador de Green en una dimension. La aplicacion
practica a un sistema de doble pozo permite poner de manifiesto la idoneidad de los estados de Bargmann
para describir fendbmenos cuanticos como el tunneling gracias a la inherente estructura compleja de los
mismos.

El Capitulo 5 muestra un esquema de aproximacion diferente para aproximar el propagador cuantico.
A partir de un ansatz de estado coherente generalizado para la funcion de onda se obtienen, mediante un
procedimiento variacional, las ecuaciones de evolucién para los parametros que caracterizan el paquete
coherente. Se analiza en detalle el orden en 7 de las correcciones a esta aproximacion, y se demuestra
que, en el limite semiclasico, el método variacional permite reproducir la expresion semiclasica del
propagador obtenida mediante un formalismo WKB en el Capitulo 2.

Finalmente se presenta una seccion de Conclusiones y Perspectivas, en la que, ademas de discutir
los principales resultados de este trabajo, se describe cualitativamente la posible generalizacion de estos
métodos para el caso de sistemas N-dimensionales.

Se incluyen también tres Apéndices en los que se describen, respectivamente, la obtencion de la
funcidon normal asociada a un operador simétrico, la aproximacion de fase estacionaria para el caso de
integrales complejas y el método WKB.



Capitulo 1

Formalismo de estados coherentes

1.1. Estados coherentes

Los estados coherentes del oscilador armoénico, |a), o estados de Glauber [Gla63a, Gla63b, Gla63c],
se definen como los autoestados del operador de aniquilacién del oscilador arménico, esto es:

ala)=d|a), (1.1)

donde el autovalor G es un nimero complejo. Esta variable incluye una dependencia con 7 que conviene
hacer explicita, de forma que escribiremos la ec. (1.1) como

ala) = Y2a |a). (1.2)

Estos estados pueden escribirse en términos de los estados de Fock o estados nimero, |n), como:

_ gl 9T
a) = e n 1.3a
) el (1.3)
_ o—lapjon < (@)"
o = e —(n|, 1.3b
(al > i (1.3)
donde se ha tenido en cuenta la actuacion de los operadores de creacion a' y aniquilacion a, dada por

a|n)=+n[n-1)
a'[ny=+vn+1|n+1).

Las ecs. (1.3) muestran que la distribucion de probabilidad de fotones en un estado coherente viene dada
por una distribucion de Poisson
2 _ 0" oz _ ()"
P(n) = [(n|o)|= = TS lol” = e ), (1.4)
donde |a|? = aa* es el nimero medio de fotones:

A\ — it |a|?
(n) = () = (afa’ala) = —-, (1.5)
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siendo i = a'a el operador niimero, que actlia como
A|n) =n|n).

Las ecs. (1.3) demuestran asimismo que el estado coherente correspondiente a a = 0 es el estado funda-
mental del oscilador, |0), definido por a |0) = 0.

Los estados coherentes pueden construirse mediante la aplicacion al estado de vacio de un operador
unitario llamado operador desplazamiento, denotado por Iﬁ(a, o*). [NOTA: A lo largo de todo este traba-
jo los operadores seran denotados por un acento circunflejo, con la Gnica excepcion de los operadores de
creacion y destruccion, a' y a]. Asi, teniendo en cuenta que un estado de Fock puede obtenerse mediante
la aplicacion sucesiva del operador de creacion a' al estado fundamental |0),

alm
In) = 7 0), (1.6)
la ec. (1.3a) puede escribirse como
|a) = e~ lal/2h gh™/2aal gy 1.7)

Ahora bien, teniendo en cuenta que e*”‘fl/z“*a|0) =|0) (ya que el operador de destruccion a aniquila el
vacio y por tanto todas las potencias de a contenidas en la exponencial e~h "0"a gan cero al aplicarlas
al estado |0), excepto el término de orden més bajo, que es la unidad), afiadir este término a la expresion
(1.7) no cambia el resultado, de forma que ésta puede reescribirse como

la) = o—lal?/2h gh~Y2aal efhfl/za*a|0>_ (1.8)

Este producto de operadores exponenciales puede reordenarse haciendo uso de las relaciones de Baker-
Campbell-Hausdorff (BCH):

P CIRm12 Atk 512 L o* qal
gla'—a*a _ o—|G|°/2 gGa’ g—a*a _ 4[6]7/2 g—a*a gda’ (1.9

Esta formula,! generalmente llamada formula de “desenredo” (del inglés disentangling), resulta ex-
tremadamente (til a la hora de calcular valores esperados de productos de operadores exponenciales,

1En [Mes83] y [Lou90] puede verse la demostracion de Glauber de este teorema. Este resultado se obtiene de la aplicacion
directa de un caso particular del teorema de Baker-Hausdorff de teoria de grupos [Nor80], segln el cual si Ay B son dos
operadores que no commutan entre si y que satisfacen las condiciones

[A7 [A7 B]] = [Bv [Av B” =0,

entonces se cumple la identidad

A+B _ oA oB o~ 3[AB] _ oB oA o1[AB]

€ =e'e
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como se vera en los proximos capitulos. La férmula BCH permite escribir el estado coherente (1.8)
como
o) = el A(@a'~a"a) 0y = B(q, a*)|0), (1.10)

donde
D(a,a*) = eh/A(@a'—a%a) (1.11)

es el mencionado operador desplazamiento. Puesto que este operador es unitario
Df(a,0*) = D(—a,—a*) = D~ Ha,a*),
el estado coherente (1.10) estd normalizado correctamente:
(ala) = (0|B' (o, 0") B(at, 0*)|0) = (0]0) = 1.

La expresion (1.10) permite interpretar el estado coherente como una forma desplazada del estado fun-
damental del oscilador arménico, como puede verse a partir de la actuacion del operador Iﬁ(a,u*) sobre
los operadores ay a': 2

. . a
D'(a,0*) aD(a,0*) = a+— 1.13a
(a,a*) a D(a,a%) N (1.13q)
D(a,0*) a' D(a,a*) = aT-l-a—*. 1.13b
(a,0%) a’ D(a,a”) 7 (1.13b)

Los estados coherentes no son estados ortogonales. El producto escalar de dos estados coherentes
puede obtenerse facilmente a partir de las expresiones (1.3) como

nm
_ a—la2/2n—|B2 /2R )
que, debido a la ortonormalidad de los estados |n), se reduce a
<G‘B> = 97%(|q|2+|p’|2)+%a*3_ (114)

(Este resultado puede obtenerse asimismo escribiendo (a|B) = (0|D'(a,a*)D(B,*)|0) y haciendo uso
de las relaciones BCH, lo que confirma la equivalencia de las definiciones de estado coherente como au-
toestado del operador de aniquilaciéon [ec. (1.2)] y como desplazamiento del estado de vacio [ec. (1.10)]).
El mbédulo al cuadrado de este producto escalar viene dado por

alB)|? = 5O PF, (1.15)

2Estas propiedades pueden demostrarse haciendo uso de las relaciones BCH y del teorema que establece que si A y B son
dos operadores que no commutan y & es un parametro, entonces
g2 &

e Be A =B+ E[A,B] + SiAABI+ A A AB] 4+, (1.12)

paraA=a', B=ay & =a. [Lou90, Scu97]
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Este resultado muestra que dos estados coherentes |a) y |B) tienden a ser aproximadamente ortogonales
para valores de o y B que sean suficientemente diferentes, esto es, en el limite |a — 3| > 1. El hecho
de que los estados coherentes no formen un conjunto ortogonal parece haber sido el motivo por el que
durante bastante tiempo (desde que fueron propuestos por Schrodinger [Sch26] en 1926 como los estados
clasicos del oscilador arménico hasta que Glauber y Sudarshan [Gla63a, Gla63b, Gla63c, Sud63] los
retomaron para su aplicacion a la 6ptica cuantica en 1963) no fueron usados como vectores de base
para el desarrollo de estados arbitrarios. Sin embargo, la ortogonalidad, a pesar de ser una propiedad
conveniente para un conjunto de estados de base, no es necesaria. De hecho, los estados coherentes

forman un continuo bidimensional de estados que son sobrecompletos, cumpliendo la relacion de cierre

[Gla63a] ,
//dﬁ“m)(m _1 (1.16)

Esta integral esta extendida a todo el plano complejo a, y el elemento de volumen (real) viene dado por
d’a =d(Re a) d(Im a). (1.17)

(Este resultado puede comprobarse escribiendo el estado |a) en la representacion de los estados de Fock
y llevando a cabo la integral en el plano complejo en coordenadas polares). La no ortogonalidad de los
estados coherentes hace que la resolucion de la identidad en términos de ellos no sea Unica. La expresion
(1.16) es una de ellas, y puesto que los estados coherentes estan etiquetados por un indice continuo en un
espacio de Hilbert que tiene una base contable, forman un conjunto sobrecompleto. Como consecuencia
de ello, cualquier estado coherente puede desarrollarse en términos de los demas:

2

Escribiendo los operadores aya' en términos de los observables canonicamente conjugados Gy p

segln las ecuaciones de transformacion

_ - PA . t_ & (A_iA
a—\/z—h(qu) ;o a —m(q ip) (1.19)

N h T . A h T
q_\/;(a +a) ; p_l\/;(a —a), (1.19b)

puede comprobarse que las varianzas de los operadores G y p en el estado coherente |a) son iguales:

093 = {al(d— (@)l = () — (@ =5 (1.200)
@) = (al(p— (Pha)?la) = (e — (P)2 =5, (1.200)
donde (§)q Y (P)a denotan los valores medios de los observables Gy p en el estado |a):
{@)a = (aldla) =q (1.21a)
(P)a = (alpla) = p, (1.21b)
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con qy p definidos por

7( *+a) (1.22a)
7

De esta forma, el producto de las desviaciones cuadraticas medias de Gy f

/'\

—a). (1.22b)

. . K
Ao APa = 5 (1.23)

toma el valor minimo permitido por el principio de indeterminacién de Heisenberg. Esto permite definir
los estados coherentes como estados de minima incertidumbre, de forma que la funcion de onda asociada
con un estado |a) en la representacion de coordenadas (asi como en la representacion de momentos) es un
paquete de ondas gaussiano [Coh77], y puede obtenerse a partir del estado fundamental ¢p del oscilador
armonico mediante
Wa(X) = @o(x— (G)) ek (Plo* e,

donde e« = e(a?~0%)/4 — g=759P s yun factor de fase global que puede omitirse. Esta relacion indica
que la funcion de ondas del estado coherente |a) puede obtenerse a partir de la funcion del estado
fundamental |0) simplemente trasladando la variable x en una cantidad (G)y y multiplicandola por la
exponencial oscilante e «*/%_Escribiendo explicitamente @, obtenemos una funcioén correspondiente a
un paguete de ondas gaussiano centrado en (G)q = q modulado por una onda plana ei{P)aX/n — giPX/h:

1 7(X*<‘i>a)2+i(A) X+i0 1 Ay qY2a by i
W(x) — e \ 203 alPlaX B = o= gp(x—0) "+ 5 PX—350P (1.24)
(2m(ag)3)™ ()4
La evolucion temporal de un estado coherente |og) del oscilador arménico H = hw(ata+1/2) viene
dada por
_  —ift/R —laol?/2h e—iEnt/h
) = e ag) —e oo/ s i)
- 2 aff g inat -
e—l(u)t/Z e—|ao| /Zﬁz Yo~ | ) —Ioot/ZlaO e—lu)t),

N

donde se ha tenido en cuenta la relacion (1.3a). Los valores medios de las cuadraturas Gy p en el estado
|a(t)) estan dados por

(@)a(t) = V2 Re (0p €7'") = go COS &t + posin (1.25a)
(B)a(t) = v2Im (0o &) = pocoswt — gosin . (1.25b)

Estos resultados son similares a las ecuaciones de evolucion de las variables clasicas asociadas a la

posicion y al momento del oscilador arménico clasico monodimensional. Por otra parte, las desviaciones
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cuadréticas medias de dichos observables son independientes del tiempo y siguen tomando los valores
A§ = Ap = +/h/2 dados por (1.20). Esto significa que la anchura del paquete no cambia con el tiempo,
y la funcién de onda

1 i (= @a V2 i sy i
Wy (x,t) = ()7 emiwt/2 o ( Z(Aq)t) + 5 {P)ar x+i6q

mantiene la forma gaussiana a lo largo del tiempo, puesto que

. 1 (e’
okl =[x~ (@l = ()

Es decir, los estados coherentes son estados cuanticos de incertidumbre minima que evolucionan sigu-
iendo el movimiento clésico del oscilador arménico. Esta fue la motivacion original de Schrédinger para
proponer tales estados. En general puede decirse que para un sistema cuyo hamiltoniano sea lineal en
los operadores {a,a’,A = a'a, f}, si el estado inicial es un estado coherente (incluyendo el caso a = 0,
que corresponderia al estado de vacio |0)), entonces el estado a un tiempo t posterior seguiré siendo
coherente. Este estado evolucionara siguiendo una trayectoria clasica y, puesto que las desviaciones
cuadraticas medias AG y Ap son iguales entre si y constantes, el paquete de ondas no se deformaréa a lo
largo de dicha evolucion. Por este motivo, los estados coherentes suelen recibir el nombre de estados
cuasiclasicos y proporcionan un marco natural en el que discutir la conexion entre la mecéanica cuantica
y la clésica.

Cuando /& — 0 (0 bien cuando |a| toma un valor muy grande), las amplitudes de oscilacion de ()« (t)
y (P)a(t), dadas por (1.25), son mucho mayores que A§ y Ap. Eligiendo un valor de |a| suficientemente
grande es posible obtener una dindmica cuantica para la que la posicién y el momento del oscilador
estén tan bien definidas como se desee. De esta forma, cuando 2 — 0 0 |a| > 1, un estado coherente |o)
describira de forma bastante exacta la dinamica de un oscilador arménico macroscopico, para el que la
posicion y el momento (asi como la energia) pueden ser consideradas magnitudes clasicas.

1.2. Estados squeezed

Los estados coherentes no son los Unicos estados de incertidumbre minima que existen. De hecho, la
condicion
. R
AG AP = > (1.26)
para las cuadraturas § y p define una familia de estados de incertidumbre minima a la cual pertenecen
los estados coherentes como un caso particular en el que la incertidumbre en ambas cuadraturas es la

misma, esto es, AG = Ap = /h/2, como se indica en la Fig. (1.1). 3

3Las distintas definiciones en las cuadraturas del campo que aparecen en la literatura difieren entre si en constantes, dando
lugar a diferentes expresiones para la condicion de incertidumbre minima. En la siguiente tabla se muestran las definiciones
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Ap

2) o N

~2)"” Aq

Figura 1.1: Representacion de la hipérbola definida por AG Ap = h/2. La region a la derecha de la curva cor-
responde a los estados fisicamente realizables. El punto A§ = Ap = y/h/2 corresponde a un estado coherente,
mientras que el resto de la curva corresponde a los estados squeezed.

Para el resto de estados que cumplen la condicion (1.26), la incertidumbre en una de las cuadraturas
disminuye a costa del aumento en la otra. Estos estados se denominan estados squeezed. Su nombre,
introducido por primera vez por Hollenhorst [Hol69] (en inglés “squeeze” significa “deformar”, “ex-
primir” o “retorcer”, entre otras cosas), se debe a que si se representan en el plano complejo asociado
a las cuadraturas G y p las incertidumbres de un estado coherente [ver Fig. (1.2)], se tendra un circu-
lo (el circulo de incertidumbre) centrado en (a) = a y de radio AG = Ap = \/h/—2 mientras que si se
hace lo mismo para un estado squeezed, este circulo se vera deformado en una elipse, debido a que la
incertidumbre en una de las cuadraturas es mayor que en la otra, como se vera a continuacion.

Los estados squeezed pueden ser generados mediante el operador unitario denominado operador de
squeezing:

$(v,v*) = ezlvava) (1.27)

introducido por Stoler [Sto70], de forma que un estado squeezed puro se define como
[v) = S(v,v")|0).

La accion del operador de squeezing sobre los operadores a' y a puede evaluarse mediante la aplicacion

mas usuales, asi como las incertidumbres para un estado coherente |a).

Cuadraturas Commutacion | Incertidumbre Heisenberg
a=aj +iay a1 =3(al +a) [a,8] =5 | Day=Aap =3 | Aaghay =
al =a; —iay a,=5(a'—a)
a=3(x+ixy) | x=a +a X1, %] =20 | Axp=Dxp=1 | AxgAxp=1
al=5s(xi—ix) | xx=i(@"—a)
a=5(q+ip) [a=@+a) | [ap=i |Ag=8p=_5 | AgAg=;
a'=-(q-ip) | p= j5(a"-a)
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directa de la formula (1.12), obteniéndose las relaciones

A A sinhy/vv*

ST(v,v*) a’ S(v,v*) =coshvw*a' +v'Z—>—a (1.28a)
vV VV*
~ - sinh y/vv*
$T(v,v*) a$(v,v*) = v——— a' + coshv/vv* a. (1.28b)
VVv*
Escribiendo el parametro de squeezing en forma polar, v = re'?, estas ecuaciones toman la forma

ST(r,p) a" S(r,@) = coshr a’ + e “sinhra (1.29a)
ST(r, ) a S(r,@) = e'®sinhr a’ + coshr a. (1.29b)

Puede introducirse una tercera notacion definiendo los parametros

inhy/v* . .

=AMV _ cioginhr (1.30a)
VVV*

inhv/vv* 0 :

s+ =y IV oioginny (1.30b)
VVV*
¢ = coshv/vww* = coshr = /14 ss*, (1.30c)
en funcién de los cuales las ecs. (1.29) se escriben

S(s,s*)a’ $(s,5*) =ca' +s*a (1.31a)
ST(s,s*)aS(s,s*) =sa' +ca. (1.31b)

Definiendo unas nuevas cuadraturas (X,Y) relacionadas con (G, p) por una rotacion en un angulo
@/ 2:

X+i¥ = (§+ip) e 92 =+/2nae %2, (1.32)
se puede comprobar que
STr,) (X +iY)S(r,) =X e"+iV e". (1.33)

Este resultado indica que el operador de squeezing aten(la una de las cuadraturas rotadas, al tiempo que
amplifica la otra. El grado de atenuacion o amplificacion viene determinado por r = |v|, por lo que este
parametro recibe el nombre de factor de squeezing.

Los estados squeezed mas generales, que llamaremos estados coherente-squeezed o estados squeezed
generalizados se generan aplicando al vacio un squeezing seguido de un desplazamiento, esto es

o, v) = D(a,a*) S(v,v*)|0). (1.34)

La accion conjunta de los operadores de desplazamiento y de squeezing sobre a' y a vendréa dada por

*

$'(r,@)D' (a,0*) a’ D(a,a*)S(r, ) = coshr a’ +e Psinhr a+ \O;ﬁ (1.35a)
§'(r, @)D" (a,0%) a D(a,a*)$(r, @) = e®sinhr a’ +coshr a+ —=. (1.35b)

Vh
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Asimismo, las cuadraturas se transforman como
S'DTGDS = \/g [(coshr +e'?sinhr) a + (coshr +e"?sinhr) a] +q (1.36a)
S'D' pDS = i\/g [(coshr —e'®sinhr) a" — (coshr —e~"%sinhr) a] + p, (1.36b)

donde qy p vienen dados por (1.22). Por otra parte, la transformacion de las cuadraturas rotadas X y Y
viene dada por

S'(r,@)D'(a,a*) X D(a,a*)S(r,¢) = X e +X (1.37a)
ST(r,)D(a,0*) Y D(ar,0*)S(r,0) =Y e "+, (1.37b)

donde X eY estan definidos por
X +iY = (q+ip) e 92,

esto es

X = qcos(@/2) + psin(g/2)
Y = pcos(®/2) —qgsin(@/2).

Los valores esperados de las cuadraturas (G, p) asi como del operador nimero fi en un estado coherente-
squeezed |a,v) vendran dados por

N . P 016t8 T (a1 A D810 — L o
5 — N AT At BEIY — ()
(Blav = (@vlav) =it/ 30867 2680 = (e )= p
A = f x0T m_ k2 (q2+p2)
(May = (o,v[a'alo,v) =ss"+ —— =sinh*r + = = sinh*r + ——.—
lo que, con algo de algebra, conduce a las varianzas
(B%)%, = (R¥)ap — (X)2
— g«aT ei(P/Z_I_aefi(P/Z)Z)a,v _ g(<aT ei(P/Z +ae7i¢/2>a’v)2 _ g e2r (1.383.)
(V)30 = (Pay = (V)ay
= _g«aT el®/2 _ ae—i¢/2)2>a’v + §(<a’r el0/2 _ ae—i(P/Z)aN)Z _ g e—2r (1.38b)

Se observa por tanto que un estado squeezed generalizado tiene incertidumbres distintas para las cuadrat-
uras rotadas X e Y, de forma que su producto sigue siendo minimo [ec. (1.23)]:

(BX) g (A )ag = 5- (1.39)
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Tal y como hemos indicado, el circulo de incertidumbre para el estado coherente |a) se transforma en
una elipse cuyos ejes principales caen a lo largo de los ejes X e Y y cuyos radios principales vienen dados
por AX y AY, como se indica en la Fig. (1.2).

p p
Im(a) Aq N y
*
A
i 912 *
q
b\( ¢/2
Re (0) ﬁ q
(c)

(@ (b)

Figura 1.2: (a): Circulo de incertidumbre para un estado coherente, D(a, a*)|0), obtenido desplazando el circulo
de incertidumbre asociado al estado de vacio |0) en una magnitud dada por a. (b): Elipse de incertidumbre para un
estado squeezed puro, §(v,v*)|0), obtenida deformando el circulo de incertidumbre del estado |0). La rotacion de
los ejes de la elipse viene dada por la fase ¢ del parametro de squeezing, v = r €'®, mientras que la magnitud de la
deformacion viene determinada por el modulo r. (c): Elipse de incertidumbre para un estado coherente-squeezed
D(a,a*) §v,v*)|0).

Los estados squeezed fueron introducidos en Optica cuantica por la necesidad de disminuir el ruido
producido en los interferometros utilizados para detectar ondas gravitacionales [Cav81]. Las dos fuentes
fundamentales de ruido que determinan la sensibilidad de tales interferometros son, por una parte, las
fluctuaciones en el nimero de fotones salientes y, por otra, las fluctuaciones en la presion de radiacion
en los espejos. Las responsables en Gltima instancia de estas indeterminaciones son las fluctuaciones de
punto cero (o fluctuaciones de vacio) del campo electromagnético, al superponerse a la luz laser que entra
al interferébmetro. De esta forma, si se consigue que lo que entre en el interferdbmetro no sea el estado de
vacio, sino un estado squeezed, esto es, un estado cuyas fluctuaciones en una cuadratura sean inferiores
a las fluctuaciones de punto cero (0 a las de cualquier estado coherente), mientras que las fluctuaciones
en la otra cuadratura son mayores, se conseguira disminuir el error en el cbmputo del nimero de fotones
a expensas de aumentar el error en la presion de radiacion, o viceversa.

Por otra parte, debido a que el ruido cuantico inherente a los haces de luz limita fuertemente la
capacidad de transmitir informacion de los haces opticos, la utilizacion de estados squeezed supone
una forma de reducir este ruido, aumentando la incertidumbre en la cuadratura que no esté involucrada
en el proceso de transmision de la informacion. En este sentido, el principal campo de aplicacion de
estos estados esta en las comunicaciones Opticas y en los experimentos de “no demolicién cuéntica”
[Cav80, Wal83, Mil83] que han sido disefiados para la deteccion de ondas gravitacionales.
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Finalmente, hemos de mencionar ciertos estados de incertidumbre minima con fluctuaciones distintas
en las dos cuadraturas, que bajo ciertas condiciones son equivalentes a los estados squeezed. Son los
Ilamados estados coherentes de dos fotones (ECDF), introducidos por Yuen en 1976 [Yue76]. En general,
los estados coherentes de dos fotones se diferencian de los estados coherentes en varios aspectos: no sélo
son generados por diferentes procesos de fotones, sino que ademas tienen propiedades estadisticas y
propiedades de coherencia distintas. Basicamente, los estados coherentes se generan a partir de procesos
estimulados de un solo fotdn, mientras que los ECDF se obtienen a partir de procesos estimulados de dos
fotones para dos fotones del mismo modo, de ahi su hombre.

Los ECDF se construyen de la siguiente manera: Consideremos el operador definido por
b=pa+Aa, (1.40)
donde p y A son un par de c-nimeros tales que
W =A% =1, (1.42)
A partir de la propiedad (1.41) se deduce que b y bt cumplen la siguiente relacion de commutacion:
[b,b" = 1.

El cambio de variables de (a,a’) a (6,6*) dado por (1.40) es una transformacién canonica, puesto que
deja invariante la relacion de commutacion [a,a’] = [6, BT] = 1. Segln von Neumann [Von31], una trans-
formacion canonica puede representarse mediante una transformacion unitaria, esto es

b=UaU", (1.42)

siendo U un operador unitario. Esta transformacion hace que las propiedades del operador b sean muy
similares a las del operador a. Los ECDF se definen como los autovalores del operador b, esto es

bIB)g = i Y/?B|B)s. (1.43)

Hemos seguido la notacion de Yuen, en la cual la dependencia del ECDF con los parametros gy A ha
sido suprimida en |)4 aunque, de forma similar a los estados coherentes, hemos preferido hacer explicita
la dependencia del autovalor con 7. Se observa que para A = 0 el estado |B)4 es un estado coherente
ordinario. En lo sucesivo supondremos implicitamente que A # 0. La ec. (1.42) permite obtener un ECDF
a partir de un estado coherente mediante

B)g =U|B), (1.44)
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siendo |B) un autoestado de a.* Asi pues, las propiedades de los estados |B)4 son paralelas a las de los
estados coherentes |B). Por ejemplo, un estado |)4 puede obtenerse a partir del estado de vacio

|B)g = Dg(B,B")[0)g (1.45)
mediante un operador desplazamiento dado por
Ijg(Ba B*) = eﬁfl/z(BBT—B* 6)’

siendo
|0)g =U10). (1.46)

Los estados coherentes de dos fotones son completos

2
]S 1Balpl=1 (1.47)

y su producto escalar viene dado por

g B2 182
R 2h  2h

o(BIB)g=e

Para estudiar la relacion existente entre los estados coherentes de dos fotones y los estados squeezed
tratados anteriormente, notemos en primer lugar que el operador U definido en (1.42) es un operador de
squeezing S(r,@) con

U= coshr (1.48a)
A = —e“sinhr, (1.48Db)

lo que puede verse a partir de la identificacion de los coeficientes de a' y a en las transformaciones

b=Ual' = Xa'+pa

S(rr@ aS'(r,g) = —e®sinhra’+coshra.
Asimismo, el estado de vacio (1.46) para un ECDF es un estado squeezed puro:

[0)g = S(v,v*)[0) = |v),

“Este resultado puede obtenerse facilmente escribiendo la ec. (1.43) como
UaU'|p)g=h"?p|B)g.
Operando con U a la izquierda obtenemos la relacion
aU'|p)g=h"2pU"|B)g,

que define a 0T|B)g como un autoestado del operador a con autovalor A=/2p. Identificando 0T|B>g con el estado coherente
IB) (que cumple a|B) = A~1/2B|B)) se tiene el resultado (1.44).
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con v = re'? dado por (1.48). De esta forma, reescribiendo el operador Iﬁg(B, B*) en (1.45) en funci6n de
a' y a se tiene

~

A X —1/208,1 &t p-1/2p+&a8t
Blg = Dg(B,B)[0)g =g PSR §(r, ) o)
ehfl/ZB(cosh ra’ —e~"sinhra)—h~1/2B*(—e'®sinhra’+coshra) é(r ©)[0)
-1/2 T *a\__p—1/20% T ~
_ eﬁ, B(pa'+A*a)—h~+/<B*(Aa' +pa) S(r, (p)|0>

BB N B2 §( 1, ) 0)

D(a,a*) S(r,9)[0), (1.49)

donde (r,) cumplen las condiciones (1.48) y a viene dado por

o = Bu— B*A. (1.50)

De esta forma, hemos encontrado el estado squeezed equivalente para el estado coherente de dos fotones
dado. Puesto que (1.50) es una transformacion con determinante unidad, la relacion de cierre (1.47)
indica que los estados squeezed generalizados forman una base completa:

//d%am,v)(a,w =1 (1.51)

Por otra parte, hemos de tener en cuenta que, segin la ec. (1.44), un ECDF viene dado por

IBg = S(r,9)|B) = S(r,9) D(B,B")|0), (152)

esto es, un estado coherente de dos fotones se obtiene desplazando primero el vacio y luego aplicando un
squeezing. Este es el procedimiento inverso utilizado para definir un estado squeezed generalizado. Am-
bos procedimientos son equivalentes si los parametros de desplazamiento y squeezing estan relacionados
segln las condiciones (1.48) y (1.50), esto es,

o = Bcoshr + B*e®sinhr. (1.53)

Este resultado puede comprobarse sin mas que comparar la transformacion de a' y a bajo los operadores
Dy S en uno u otro orden. Asi, las transformaciones $'D (a',a) DS vienen dadas por (1.35), mientras
que para el orden inverso se tiene

B*coshr+PBe @sinhr

Vh

Bcoshr + B*e®sinhr
7 .

Es evidente que el resultado de ambas transformaciones coincide si se cumple la condicién (1.53). Este

D' (B,B*)S'(r,@) a' S(r,@®D(B,B*) = coshra’ +e @sinhra+

DY (B,B*)ST(r,@) aS(r,®D(B,B*) = e®sinhra’ +coshra+

resultado indica que el desplazamiento total producido al deformar primero el vacio y desplazarlo de-
spués (como sucede al generar los estados coherentes-squeezed) no es el mismo que el que se produce



14 FORMALISMO DE ESTADOS COHERENTES

en el caso inverso, esto es, desplazando primero el vacio para deformarlo a continuacion (como es el
caso de los ECDF). En el primer caso, el desplazamiento total viene dado por a/+/A y a*/+/h, mientras
que en el segundo este desplazamiento total depende no sélo de los parametros del desplazamiento, sino
también de los del squeezing.

Finalmente, puede comprobarse que los ECDF son estados de incertidumbre minima. Para ello, debe
tenerse en cuenta la transformacion de las cuadraturas § y p, dada por

D'(B,B*)S"(r,9) 4S(r, ) D(B,B*)

\/g [(coshr +€'®sinhr) a + (coshr +e~"sinhr) a]
B*(coshr 4 e'®sinhr) + B(coshr 4 e~ '®sinhr)
V2
DT (B,B*)S'(r,0) pS(r,PD(B,B*) = i\/g[(coshr—ei“’sinh r)a’ — (coshr —e~"®sinhr) a]

B*(coshr — e®sinhr) — B(coshr — e~ '®sinhr)

V2

(1.54q)

(1.54b)

Por otra parte, las cuadraturas rotadas definidas por (1.32) se transforman como

D'(B,B")S"(r,@) X S(r, @) D(B,B*) = "X + € (qp cos(9/2) + pgsin(9/2))
D(B,B*)ST(r,9) Y S(r,)D(B,B*) =e Y +e " (pgcos(9/2) — gpsin(9/2)) ,

donde qg y pg son las cuadraturas clasicas asociadas a [3, esto es

qu%ms)
ps—ﬁ(ﬁ*—ﬁ)
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En un ECDF, se tienen los siguientes valores esperados:

@y = \/§<OIDT(B, B)S'(rg) (@' +a) S(r,9)D(B,B")|0)

sinhr _ ; i
= qpcoshr+——(e"“p* +e™'9
Op 7 (e™B B)

(B)g = i\/§<0|5T(B,B*)§T(f,(P) (a"—a) S(r,@)D(B,p")[0)
SinNr, oos i
\/E (e(pB —€ (pB)
(g = (0|B7(B,B")ST(r,¢) a'aS(r,9)D(B,B*)[0) = sinh?r
+ % [|B[?(sinh? r + cosh?r) + B2e~*?sinhrcoshr + B*2e'?sinhrcoshr]

= pgcoshr—i

R Ao 4 o : » R . .
(R)g = /501D (B,B")S" (r,9) (¢/%%a" +¢%a) S(r, ) D(B, B)[0)
1 r(ai®/2nx* —ig/2
= —¢'(e +e
7 (¥ B)
R B . s , B . R .
(g = iy/50D"(B,B)S' () (€%a" —e7'%%a) S(r,9)D(B,B")|0)
i : .
— ' el(p/Z *_e—l(p/Z ]
73 Ca® B)
Puede comprobarse que el valor de las varianzas de X e Y en un ECDF coincide con los resultados (1.38),
esto es
(B%)3 = (R)3 — (X2)g = 5 & (1.552)
. R R o
(@Y)g=(V)g—(V2)g =577, (1.55b)

1.3. Estructura algebraica de los estados coherentes
1.3.1. Representacion matricial

A pesar de haber sido definidos como los autoestados del operador de aniquilacion del oscilador
armonico, los estados coherentes no estan restringidos Unicamente a este sistema. El trabajo de Perelo-
mov [Per72] y Gilmore [Gil72, Gil74a, Gil94b, Gil75] a principios de los afios setenta permitio conectar
los estados coherentes con el grupo dinamico asociado a cada problema fisico. Por ejemplo, cuando
se incluyen los operadores de creacion, de destruccion, la identidad y el operador nimero de fotones
como generadores del grupo, se sabe que el sistema del oscilador armonico posee el grupo dindmico de
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Heisenberg-Weyl H,. Zhang et al [Zha90] han propuesto un método para construir los estados coherentes
basado en una correspondencia con el espacio coset geométrico H (4)/U (1) Q U(1).

Las propiedades dindmicas de un sistema cuantico vienen determinadas de forma completa por el
hamiltoniano y el espacio de Hilbert de dicho sistema. En dptica cuantica se estudia el hamiltoniano de
un sistema en interaccion con el campo electromagnético, dado por

(B) (B)
R o ot
A = th(alak + %sc(()ﬁ) + %ykg (ﬁak + Waﬁ) , (1.56)

donde hux es la energia del modo del campo k, y yig son los coeficientes de acoplamiento entre el
sistema atomico y el campo electromagnético. Una de las suposiciones cruciales que se ha hecho para
construir este hamiltoniano es que cada uno de los N atomos (etiquetado por el indice ) es un sistema
de dos niveles y por lo tanto sus variables dinamicas son los operadores usuales de spin {oéﬁ) , OSP),O(_B)}.
Normalmente se considera constante la fuerza de acoplamiento, esto es, yig = Y. Si se considera el sistema
atbmico como una fuente clasica (esto es, se tratan los operadores de spin (® como c-nimeros), el

hamiltoniano (1.56) puede reducirse a

B) B
R o (o
AF = ZhwaﬁakJrZ(scéB))erZ(( + >ak+< >aﬁ>
B kB

VN vN
= Zhoq( aﬁawg ()\k(t) al +AL(t) ak) +K
= Zﬂkﬂrx, (1.57)
donde K es una constante y
Y = hoxalac+A(t) af + N (t) a
= Ao+ Fin. (1.58)

En esta expresion, Hy representa el campo electromagnético libre (o el oscilador arménico libre) y Hin
describe la interaccion entre el campo electromagnético y la fuente externa dependiente del tiempo. De
esta forma, el sistema Optico puede verse como un sistema de oscilador armoénico en un campo externo.

Como se ha dicho, Zhang et al [Zha90], partiendo del hamiltoniano semiclasico (1.58) construyen
los estados coherentes de una forma muy compacta y elegante, haciendo uso de un método de teoria
de grupos. En esta seccion expondremos Unicamente los resultados con utilidad practica que facilitan
el célculo de valores esperados de productos de operadores, y remitimos a la Ref. [Zha90] para una
descripcion mas detallada de dicho método.

Los procesos denominados “de un fotdbn” que tienen lugar en la generacion experimental de los esta-
dos coherentes, estan gobernados por un operador hamiltoniano escrito en términos de los operadores del
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oscilador armoénico a, a' y i = a’a que, junto al operador identidad I, cumplen las siguientes relaciones

de commutacion:
,a]=-a ; [a',i]=0 (1.59)

Los operadores {A,a’,a, f} son los generadores del grupo de Lie conocido como grupo de Heisenberg-
Weyl Hy. Las relaciones de commutacion (1.59) determinan la estructura de un algebra de Lie que deno-
tamos por hy [Gil74a].

Asimismo, en la generacion de los estados squeezed puros a partir de una fuente clasica se inducen
procesos “de dos fotones” descritos por un hamiltoniano del tipo

o 1
H = ho (a*a+ E) FAo(t) a2+ A3 (1) a2 (1.60)

N 2 . . . . ,
Los operadores {fi+ %,a* ,a2} generan el algebra de Lie su(1,1). Si consideramos el caso mas general
de estados coherentes-squeezed, el hamiltoniano de tal proceso contiene términos lineales y cuadraticos
ena'ya,y tiene la forma

A 1
A = hw (aTaJr 5) + fu(t) &' + f7 (1) a+ fa(t) a'? + (1) &% (1.61)

En esta expresion, la dependencia temporal de las funciones fi(t) y f,(t) gobierna la secuencia en la

que tienen lugar los procesos de formacion del estado coherente y de squeezing. Los seis operadores
~ 2 o . o

{Ai+ %,aT ,a2,a’, a, 1}, que cumplen las relaciones de commutacion

,a’]=2a" ; [n,a?] = —2a2

[a,a’]=2a" ; [a',a?]=—2a (1.62)

% =0 ;: [@20=0

ademas de las dadas por (1.59), generan el algebra (no semisimple) hg. El algebra de dos fotones es un
subalgebra del algebra simpléctica sp(4).

Los elementos de matriz de los operadores de hg pueden calcularse facilmente en la base de estados
de Fock |n). Sin embargo, los calculos computacionales pueden simplificarse significativamente si se
utiliza una representacion matricial fiel®> de hg que sea menor que la representacion de estados de Fock.

5Una representacion es fiel si el homomorfismo que define dicha representacion es ademas un isomorfismo, esto es, se trata
de una correspondencia uno a uno en la que la inversa esta bien definida y existe.
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En este caso, la representacion fiel mas pequefia consiste en matrices 4 x 4. Esta representacion matricial

viene dada explicitamente por

A+1/2—5Mp—Maz ; [— —2My
aTZ — 2My3 aT — Moy — Mys (163)
az — —2|V|32 , ad— —M31 — M42,

de forma que

0 0 0 0

. 1 ~ +2 2 t _ r n 2R 0
Mg n(n+§)+6l+Ra +La“+ra'+la| = VR TR (1.64)
-2 -l -r 0

Esta representacion es Gtil para llevar a cabo productos de operadores exponenciales, como sucede al
integrar ecuaciones del movimiento, pero no tiene una utilidad directa para calcular elementos de matriz
en el espacio de Hilbert. La representacion matricial de los elementos del algebra hg vienen dadas por:

0 0 0 0) 00 0 0

o 0o 00| | n 10 0 o0

M@l =1 "3 0 00| * M:l@1=] 00 0 o

0 —100 00 -1 0

0 0 00 000 0)

0 0 00 0020

2 . t2

Mg [al=1 o 5 9 o | * Mula®=| ¢ ¢ ¢ 0 (1.65)

0 0 00 0000

00 0 0) 0 000

1 01 0 0] . [ o000

M“ﬁ[“i]_ 00 —1o|  Mll=| 5 00

00 0 0 2000

La utilidad de esta representacion matricial se pone de manifiesto a la hora de obtener una serie de
teoremas de “desenredo” como el teorema BCH. Asi, un operador de evolucién unitario general U (t)
puede escribirse de diversas maneras. Una de ellas es como una superposicion lineal de los elementos
del algebra de Lie hg:

U(t) =exp [n”(t) (ﬁ + %) TR @ (1) al +L"(t) a2 +1"(t) a+ 8" (1) T . (1.66)

En la representacion matricial 4 x 4, la exponencial de la ec. (1.64) puede calcularse explicitamente,
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dando como resultado la matriz

M, [eq"(t)(ﬁ+%)+R"(t) at? ety al +L7(t) 2217 (t) a+8' (1) r] _ (1.67)
1 0 0
eNN—I ( _VII'” ) eN 0 |
28 (1" ) N ( _rlll,, ) (1" )t 1
donde
(%),
siendo

eN = Icosh9+Nsmehe,

02 — r]//2 _AL"R"
Otra manera de escribir el operador de evolucion, més til a la hora de hacer célculos con estados

squeezed en comunicaciones Opticas, consiste en escribirlo como producto de tres operadores exponen-

ciales separados, en la forma

U(t) = exp (ra’ +la) exp (RaJr2 + La2) exp (r](ﬁ + %) - éf) :

La representacion matricial 4 x 4 viene dada por

M, [eraT+|aeRaT2+La2en(ﬁ+%)+6f] _ (1.68)
1 0 0 0
r cosh Be" 2RSMOe—N 0
—1 —2L sithBen cosh@e™" 0

—25 —leNcosh@+2Lrsh8en  _re=Mcosh®— 2RISNEe

En particular, la representacion matricial de los operadores de desplazamiento y squeezing vendra dada

por
1 0 0 0
~ % L T_ * a \/ﬁ 1 O O
M [B(cta%)] = M [e7 "] = o(*//\/f_i o 1 o (169)
0 a"/vh —-a/Vh 1
1 0 0 0
* inh *
Me [V = M, [ed(va?-va?) 0 coshy/wv VS'”\/%V 0
o [S(v,V7)] = Mg | o sy .
v vvoas coshv/vw* 0
0 0 0 1
1 0 0 0 1000
_ | 0 coshr e®sinhr 0 0c s O
- 0 e @sinhr coshr 0 |~ | 0 s ¢ O (1.70)
0 0 0o 1 0001
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Una tercera forma de escribir el operador de evolucion unitario, y que es particularmente conveniente
para los célculos de dindmica molecular, consiste en el producto de tres operadores exponenciales en or-
denacién normal, esto es, con todos los operadores de aniquilacion situados a la derecha, los de creacion
a la izquierda y los operadores diagonales en el centro:

U(t) = exp (R’aJr2 + r’aT> exp (r]’(ﬁ + %) + 6’f> exp(L'a?+1'a). (1.72)

La representacion matricial 4 x 4 también puede obtenerse mediante simple multiplicacion matricial, y
viene dada por

M, [eR’aTZH’aTen’(ﬁ+%)+6’feL’a2+l’a] _ (1.72)
1 0 0 0
r' —2Rl'e™" eV —4L'R'e" 2Re™ 0
—'e=" —2l'e™" e 0

28 +rle™ —lI'42rLle™ —rle" 1
La utilidad del método de teoria de grupos se pone de manifiesto al poder convertir las ecuaciones

de movimiento hamiltonianas en ecuaciones para los parametros del grupo. Asi, las ecuaciones de
movimiento para el operador de evolucion unitario

i%ﬂ(t,to) =H(t) U(t,to) (1.73)

con condiciones iniciales
U (to,to) =T, (1.74)

son de hecho ecuaciones de movimiento para un elemento, U (t,to), del grupo He, ya que el hamiltomiano
H (t) de laec. (1.61) es un elemento del &lgebra de Lie hg. Como consecuencia, estas ecuaciones pueden
integrarse dentro del grupo mismo, bien en la representacion unitaria que actla en el espacio de Hilbert,
como es el procedimiento habitual en mecanica cuantica, o bien en cualquier otra representacion fiel.
En este (ltimo caso, elegir la representacion mas pequefia posible, dada por la ec. (1.64), supone una
simplificacion considerable, ya que las ecuaciones de movimiento son entonces

.0 - n -

IaMhe [U (tatO)] = Mhe [H (t)] ) Mhs [U (tatO)] ) (175)
con la condicion inicial

Mg [U (to, to)] = la- (1.76)

La integracion matricial puede llevarse a cabo numéricamente, y al cabo de un tiempo t, la matriz 4 x 4
resultante tiene la forma

1 0 0
Mz Mz Mg
M3z M3z Mg
Ma1 Mgz Mgz

Mh, [U(t,t0)] = (1.77)

— O O O



1.3 Estructura algebraica de los estados coherentes

El calculo de elementos de matriz y valores esperados de operadores se facilita mediante el uso de los
teoremas de “desenredo”. Estos pueden utilizarse para construir funciones generatrices para los valores
esperados de un operador. Asf, el valor esperado de un operador A en el estado |¥(t)) = U (t,t)|0) puede
escribirse como

(B = (00" (10) AU L10)0) = 5. (010 (1) ¢ G )0} . (1789

Si bien el elemento de matriz del término de la izquierda depende de la eleccion de la representacion
(por ejemplo, el espacio de Fock), el producto de operadores en la parte de la derecha es sin embargo
independiente de la representacion, y por lo tanto puede llevarse a cabo en cualquier representacion fiel,
por ejemplo en la dada por (1.72).

U'(t,t) e U(t,t) —» M L[U(t1)]-M [evA] M [U(t,t)]
! \

eRaTz+raTer](ﬁ+%)+6feLa2+la “ M [eR’aTz-f—r’aT] ‘M [en’(ﬁ+%)+5’f] M [eL’a2+I’a]

El calculo se lleva a cabo en la direccion de las flechas, y el resultado es una expresion valida en cualquier
representacion, en particular en el espacio de Fock. En general, si definimos la matriz N como el resultado
del producto matricial

M2 [0(t,t)] - M [eVA] M[U(t,t)] =N,

el valor esperado en la ec. (1.78) vendra dado por

N31(¥N43(¥) —Nug (y))

(00" (t,to) € U (t,1)[0) = Nag(y) /2 e (“¥t (1.79)

1.3.2. Propiedades geométricas. Desarrollos en el espacio de Hilbert

Las propiedades de los estados coherentes tienen una interpretacion dentro del formalismo de teoria
de grupos que resulta bastante (til. Con respecto a las propiedades geomeétricas, es conveniente sefialar
que la definicion |a) = D(a, a*)|0) establece una correspondencia biunivoca entre los estados coherentes
|a) y los puntos en el plano complejo a. Esta aplicacion es continua, es decir, para cualquier € dado, existe
un & tal que

|la) — o) <& sijoa—d'|<E. (1.80)

Estas distancias estan determinadas con respecto a las métricas intrinsecas, esto es, la métrica en la parte
izquierda de la ec. (1.80) esta determinada a partir del producto interno en el espacio de Hilbert, mientras
que la de la parte derecha esta determinada a partir de la métrica en el plano complejo.

El espacio en el que act(a el operador Iﬁ(a,u*) es un espacio complejo con una métrica diagonal,
en el que la medida viene dada por du = da da*. Este espacio debe tener por tanto una estructura
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la>

Plano a complejo

Figura 1.3: Correspondencia entre los estados coherentes |a) y los puntos en el plano complejo a.

simpléctica.b Con el cambio de variables (1.22)

1 .
« 1 .

la expresion estandar para la bi-forma es w? = dqg A dp, donde el simbolo A denota producto exterior. La
estructura simpléctica asociada a los estados coherentes proporciona un espacio de fases para un sistema
mecénico hamiltoniano. Esta propiedad tiene consecuencias tan importantes como la conservacion del
volumen en el espacio de fases (teorema de Liouville). 7 Es importante notar que la estructura simpléctica
viene determinada por la estructura topologica del grupo dinamico asociado a los estados coherentes.
Asi, los campos vectoriales hamiltonianos en una variedad simpléctica forman un algebra de Lie., y la
operacion en este algebra es el corchete de Poisson. En el espacio de fases complejo a, el corchete de
Poisson de dos funciones u y v definidas en dicho espacio se escribe como

ou ov ov ou
fal = —i a5 1.82
{f.0} I(aa oo* O 60(*)’ (1.82)

que en términos de las variables canénicas q y p toma la forma clasica [Gol80]

Juov oOvou
{f’g}_ﬁa_p_ﬁﬁ' (1.83)

6Una estructura simpléctica sobre una variedad diferenciable de dimension par M2" es una forma diferencial de grado dos
(o bi-forma), w?, cerrada y no degenerada sobre M2", esto es, tal que

dw’ =0 (formacerrada) yV&=#0 3n: wz(E, n) # 0 (forma no degenerada),

con §,n € TMy (donde TMy es el espacio tangente a M en x). El par (Mzn,ooz) recibe el nombre de variedad simpléctica.

"Efectivamente, el flujo fasico de un campo vectorial hamiltoniano (definido como un campo vectorial correspondiente a la
diferencial de una funcion Ilamada funcion hamiltoniana) preserva la estructura simpléctica del espacio de fases [Arn89].Dicho
de otra forma, la forma w? que define la estructura simpléctica es un invariante integral de un flujo fasico hamiltoniano. Ademas,
puesto que cada una de las formas (&?)? = w? A &%, (0?)% = &P A w? A WP, etc. son invariantes integrales del flujo fasico
hamiltoniano, si definimos los elementos de volumen en M2" como (wz)”, podemos concluir que el flujo fasico hamiltoniano
preserva el volumen (teorema de Liouville).

8Un 4lgebra de Lie es un espacio vectorial L, junto a una operacion L x L — L bilineal antisimétrica (que denotamos por
[, 1) que satisface la identidad de Jacobi: [[A, B],C] +[[B,C],A] +[[C,A],B] = 0.
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Estas propiedades geométricas y la propiedad de sobrecompletitud (1.16) permiten desarrollar cualquier
estado arbitrario | W) en términos de los estados coherentes. El desarrollo del estado |W) en la base com-
pleta de los estados de Fock

afm
W) = chln) = chﬁ 0}, (1.84)

con ¥, |cn|? = 1, permite definir una funcion f(z) como

Zn
f(z) = ;cn\/ﬁ.

La condicibn de normalizacién sobre los coeficientes ¢, hace que esta serie converja para todos los z

(1.85)

finitos, y por tanto la funcién f(z) es analitica en todo el plano z complejo. Proyectando la ec. (1.84)
sobre la base de estados coherentes, se tiene

(a|W) = ch a|o>—e\°\ 12 £ (o),

donde se ha tenido en cuenta la expresion (1.3b). Esto permite escribir el desarrollo del vector de estado
|¥) en la base de estados coherentes como

// o) (| W) = //d“ ~la/2h £ (o) o). (1.86)

Existe por tanto una correpondencia (nica entre las funciones f(a*) que desempefian el papel de ampli-
tudes de desarrollo en (1.86) y los vectores |W) que describen el estado del sistema.

Como ya se ha mencionado, una interesante consecuencia de la no ortogonalidad de los estados
coherentes es que éstos no son linealmente independientes entre si, como pasaria con los miembros de un
conjunto ortogonal completo. De esta forma, cualquier estado coherente puede ser expresado linealmente
en términos de todos los demas, segln se ha indicado en (1.18).

La base de estados coherentes permite desarrollar no sélo cualquier estado del espacio de Hilbert,
sino también cualquier operador cuantico en funcion de ellos. En la base de estados de Fock, un operador
genérico A puede expresarse en términos de sus elementos de matriz Anm = (n|A|m) mediante

aT”\O)<O|a (1.87)

A= Z|n (n|Ajm)(m| = ZAnm

Haciendo uso de esta expresion de A para calcular el elemento de matriz que conecta los estados cohe-
rentes (o] y |B) se tiene

(@lAIB) = S Ann OB (a10y(0[B) = A(a*, B) ezt (lal+BR), (1.88)

nm h(“+m)n!m!

donde la funcion 4(a*,B) se define como la doble serie

A(a*,B) = Amn ﬂ, (1.89)

nm A(+mM)nim!
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que converge en los planos complejos a* y B y representa por tanto una funcién analitica de ambas
variables. Esta funcion determina de forma completa el desarrollo del operador A en la base de estados
coherentes, que puede escribirse como

A= ][]0 ap @

_ /// d2adB ez (*F+B0) o) 2(a*,B) (B]. (1.90)

Todas estas expresiones pueden simplificarse adoptando una forma para la normalizacién de estados
coherentes distinta de la convencional. Se introducen asi un nuevo tipo de estados coherentes que deno-
taremos por |a) llamados estados de Bargmann [Bar61] o estados coherentes no normalizados, definidos
por

o) =er|a). (1.91)

El producto escalar de estos estados puede obtenerse a partir de la expresion (1.14) para (a|B) y viene
dado por

(alp) =er P, (1.92)
Bargmann introduce un elemento de medida dado por

2
du(a) = T2 e,

= (1.93)

de manera que, con estos cambios, todas las gaussianas y los factores Tt: de las expresiones anteriores
quedan absorbidos en la notacion, simplificandose considerablemente. Asi por ejemplo, el desarrollo
(1.86) de un vector de estado en la base de estados de Bargmann puede escribirse como

W= [[Sere 1@ = [ i@ fa) ),

mientras que la representacion del operador A en el espacio de fases, dada por (1.90), toma la forma

A = //// dzads w (PR | A (a, B) (B

[/ aute du (®) |a)A(a",B)(B)
con 4(a*,a’) = (alAla’).

En este trabajo se obtendran expresiones semiclasicas de magnitudes cuanticas en la representacion

de estados de Bargmann {|a)}. No obstante, hemos preferido no hacer uso de la medida de Bargmann
dp(a) dada por (1.93), de manera que mantendremos los términos gaussianos que aparecen en la expre-
siones integrales.
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1.3.3. Distribuciones en el espacio de fases

El conocimiento que tenemos de la condicion de un sistema cuantico raras veces es suficientemente
explicito en la préactica como para permitir su especificacion por un estado cuantico. En su lugar, debemos
describirlo en términos de una mezcla estadistica de estados expresada mediante un operador densidad
p(t) definido como

p(t) = Z P | WPk (1)) (Wi (1) = Z Pk Px(t), (1.94)

donde los coeficientes py representan las probabilidades de encontrar al sistema en el estado |W(t)) y
cumplen ¥ px = 1. En términos de este operador, el valor medio de un observable B en el instante t
viene dado por la traza

(B)(t) = Tr{p(t) B}. (1.95)

El operador densidad es un operador positivo, y la conservacion de la probabilidad impone la condicién
Trp=1. (1.96)

Finalmente, la evolucién temporal de este operador puede obtenerse a partir de la ecuacion de Schridinger,

y viene dada por la llamada ecuacion de von Neumann, también llamada ecuacion cuéntica de Liouville:

2600 = 2 1AW,p0)] 1.97)

En mecanica estadistica clasica, la evolucion temporal de un sistema de muchas particulas puede

analizarse estudiando la evolucion en el espacio de fases de una funcién densidad p(p,q;t). La inter-

pretacion probabilistica de esta funcion permite evaluar el promedio de una variable dindmica B(p,q)
mediante la integral

(B)(1) =/ dp dqg B(p,q) p(p,q:t) (1.98)

extendida a todo el espacio de fases cléasico (p,q) accesible al sistema. La formulacion de la mecénica
cuantica en el espacio de fases [Bal84, Hil84, Lee95] pretende utilizar un lenguaje parecido al de la
mecanica estadistica clasica, con lo que se consigue establecer una comparacion cuantico-clasica de una
manera muy directa. Su principal ventaja radica en el tratamiento de ecuaciones que involucran funciones
escalares, y no operadores. El objetivo consiste en encontrar unas funciones B(p,q) y F(p,q;t) asociadas
a los operadores By p, respectivamente, de forma que el valor medio (1.95) pueda obtenerse de forma
exacta mediante una integral analoga a (1.98):

B)(©) =Tr{p(5,6:0) B(5.0)} = [ [ dpdaF(p.it) B(p.0). (1.99)

La funcion B(p,q), llamada simbolo o representacion del operador B en el espacio de fases (p,q), se
obtiene reemplazando los operadores p y G en la expresion de B por las variables clasicas p y q. Es
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evidente que no existe una manera Unica de definir una funcion de distribucion F(p,q;t) en el espacio de
fases cuantico, debido a la no commutatividad de los operadores cuénticos y debido en Gltima instancia
al principio de indeterminacion de Heisenberg, que establece la imposibilidad de definir una funcion de
probabilidad en un punto (p,q) del espacio de fases.® La eleccion de una funcion de distribucion u otra
no es una simple cuestiobn de gusto, y dependera, como veremos, del tipo de problema a estudiar. De
hecho, en muchos casos el conseguir 0 no una descripcion adecuada del fendbmeno a estudiar depende
en gran medida de la funcion de distribucion elegida. Por ejemplo, en &ptica cuantica habitualmente es
necesario evaluar valores esperados de productos de operadores ordenados de forma normal, por lo cual
suele hacerse uso de la funcion de distribucion de Glauber-Sudarshan. Por otro lado, en la descripcion en
el espacio de fases de procesos de colision suele utilizarse la funcion de Wigner. Finalmente, el estudio de
la evolucion temporal de sistemas cuanticos con analogo clasico caético puede llevarse a cabo siguiendo
la evolucion en el espacio de fases de la funcion de Husimi, cuyo comportamiento es mucho mas regular
y su estructura mucho mas suave que la funcién de Wigner. En cualquier caso, sea cual sea la funcién de
distribucion utilizada, el valor medio (1.99) no dependera de dicha eleccion, y debera coincidir para las
distintas elecciones de B(p,q) y de F(p,q;t).

Las funciones de distribucion cuanticas F(p,q;t) no pueden considerarse como distribuciones de
probabilidad en un sentido estricto, ya que pueden tomar valores negativos (con la excepcion, como ver-
emos, de la distribucion Q y la de Husimi). Por este motivo se suele referir a ellas en términos de distribu-
ciones de cuasiprobabilidad. A pesar de esto, y puesto que la formulacion de la mecénica cuéantica en el
espacio de fases tiene como principal ventaja proporcionar un marco en el que los fenbmenos cuanticos
puedan interpretarse en términos clasicos y se ponga de manifiesto la correspondencia cuantico-clasica,
es conveniente que estas distribuciones de “cuasiprobabilidad” compartan todas las propiedades posibles
con las distribuciones de probabilidad clasicas. Algunas de las propiedades que la funcion de distribucion

9por ejemplo, supongamos que deseamos calcular el valor esperado del operador el&4+1NP, siendo & y n constantes arbi-
trarias. Segln la ec. (1.99), la funcion de distribucion F(p,q;t) deberia satisfacer la ecuacion

Tr {p e't4+nPy — //dp dg F(p,g;t) e'a+P,
Si, por otra parte, quisiéramos calcular el valor esperado de otro operador elé8eiNP_ obtendriamos
Tr {p e} = [ [dpdqF(p,q;t) e,

Comparando estas dos expresiones vemos que las funciones de distribucion F y F no pueden ser la misma, ya que, como
sabemos, los dos operadores exponenciales no son iguales, estando relacionados por la relacion BCH

QiEGHIND _ oiE oinp gihEn/2.

La dificultad radica en que no existe una forma (nica de asignar un operador cuantico a una funcion cléasica de variables
conjugadas dada. En este ejemplo, a pesar de que la funcion escalar e&9*+NP pueda escribirse igualmente como eié%iP, las
expresiones correpondientes para los commutadores, e/&4+nP y eifd ¢iNP ng son equivalentes, debido a que los operadores § y
p no commutan.
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F(p,q;t) deberia cumplir son las siguientes:
(i) Que sea bilineal en W.
(ii) Que sea real para todos los valores de ¢, p y t.
(iii) Que sea no negativa.
(iv) Que cumpla las distribuciones marginales cuanticas correctas, esto es, que satisfaga las propiedades

[ epF (a0 = @pla) (1.100)
[ daF(p.c0) = (plplp) (1.101)
0 bien, en el caso de un estado puro,
/dp F(p,a;t) =[¥(a,1)[? (1.102)
[ daF(p.a) = [¥(p.0F, (1.103)

donde LTJ(p,t) es la funcién de onda en el espacio de momentos:

P(p,t) = \/%ﬁ/dq W(q,t) e PR, (1.104)

Las funciones de distribucion méas usuales cumplen s6lo algunas de estas propiedades. Por ejemplo, las
distribuciones Q y de Husimi son positivas, pero no cumplen las distribuciones marginales, mientras que
la funcion de Wigner, cumple la propiedad (iv) pero tiene el inconveniente de tomar valores negativos.
Esto hace que no exista una funcion de distribucién que sea estrictamente “mejor” que las demas; por el
contrario, como se ha mencionado, cada una de ellas resulta adecuada en la descripcion de distinto tipo

de fendbmenos cuanticos.

La representacion R

El desarrollo en el espacio de fases para los operadores dado por (1.90) hace uso de una resolucién
de la identidad no diagonal, y permite definir la Illamada representacién R del operador densidad. En
esta representacion, el operador p se expresa de forma Gnica en términos de una funcién analitica de dos
variables complejas, % (a*,3), como

b - ////dz"dz ) aloIB) (B
_ / / / / d°a d2 R (a*,B) ezt (aP+1BR) () (1.105)

R(@",B) — (alplp) o787 _ 5 o, SB" (1.106)
fm A(+mnim!

donde
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La normalizacion del operador densidad, ec. (1.96), impone la siguiente condicion sobre la funcion

R(a*,B):
1 — ////dz_ai R (a*,B) ez (9P+1BP) (Blar)

— ////dz_o‘i R (o, B) e 7 (AP +BE-Ba), (1.107)

Puesto que R (o*,B) es una funcion entera de la variable o*, segin indica el desarrollo (1.106), puede
calcularse la integral en el plano complejo a, de forma que la condicion de normalizacion sobre R se
reduce a 1°

//_ R(a*,a) enlal? — 1 (1.108)

La funcion K (a*,a’) es analitica en a* y a’ (y por consiguiente no singular) y por definicion es no-
positiva. La ec. (1.108) muestra que la normalizacion de esta funcion incluye un factor de peso gaus-
siano. Por estas razones, esta funcién no puede tener una ecuacion de tipo Fokker-Planck o cualquier
interpretacion directa como cuasiprobabilidad.

La representacion P

La representacion R dada por la ec. (1.105), si bien constituye una expresion muy general para el
operador densidad, no es imprescindible para la descripcion de los campos de radiacion usuales en 6pti-
ca cuantica. De hecho, una gran mayoria de ellos pueden ser descritos mediante una reduccién de la
expresion (1.105) a su forma diagonal. La llamada representacién P o de Glauber-Sudarshan, introduci-
da de forma independiente por estos autores [Gla63c, Sud63] ha sido ampliamente utilizada en 6ptica
cuantica, y en ella el operador densidad se escribe como

2
p=[[ L ) 2, a) (al, (1.109)

donde P(a*,a) es la representacion P de la matriz densidad o la funcion de distribucion P del operador
densidad.

En esta representacion, el promedio estadistico de un operador E§(a, a') con ordenacion normal o
de Wick (esto es, con todos los operadores de creacion a' situados a la izquierda de los operadores de

10Este resultado puede demostrarse a partir de la relacion

d?a
elya—lal®)/h o n
[ e
0, en general,

2 2
/dﬁa eVa—lal)/h £ (q*) = f(y").



1.3 Estructura algebraica de los estados coherentes

29

aniquilacion a)
cNoa™mam, (1.110)

n,m

puede obtenerse facilmente como

Baa) =Tr (8 =Tr [ [ 48 jyria,a)(alBlaat)
= //i P(a*,a) (a|B(a,a’)|a) //—fP a*,a) Bg(a*,a), (1.111)
donde
Bo(a*,a) = (a|B(a,a’)|a) = chm —(n+m)/2 n gm (1.112)

es la funcién normal asociada al operador BN(a, a'), también llamada simbolo Q del operador B. (La
justificacion del subindice Q seré& dada en el siguiente apartado). Formalmente, la funcion 2(a*, a) puede
escribirse como

f(aia)ﬂr{ﬁ&j% ) 8= —a).

y puede obtenerse como la transformada de Fourier de la funcibn caracteristica con ordenacion normal
Xn(Nn):
. N yraarny/n
2(a',a) = [[Tle xn (), (1113)
donde
Xn(n) = Tr {p e e~ vi?).

La condicion (1.96) proporciona la condicion de normalizacion para la funcion 2(a*,a):

Trp=Tr //d% |a)P(a*, o) (a ://d% P(a*,a) =1. (1.114)

Tanto Glauber [Gla63c] como Sudarshan [Sud63] mostraron que la representacion P existe para una
amplia clase de operadores densidad. De hecho, Klauder [Kla65] ha demostrado que dicha representacion
P existe para cualquier operador densidad p siempre que se le permita ser una funcion generalizada
suficientemente singular. La ec. (1.111) indica que la funcion ?(a*,a) podria ser interpretada como una
distribucién de probabilidad para las variables a y a*, en el sentido de que las medias de productos de
operadores con ordenacién normal son momentos simples de P(a*,a):

ZCnm a™ a ZC ”+m/2//—£l’a o) oM a™,

Sin embargo, esta interpretacion probabilistica no es siempre correcta, ya que los operadores de proyec-
cion |a)(a| con los que P(0*,a) estd asociada no son ortogonales entre si para distintos valores de a y
o*. Segln hemos visto, [ec. (1.15)], dos estados coherentes |a) y |B) son aproximadamente ortogonales
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cuando |a — B| > 1, esto es, cuando sus paquetes de onda no se solapan entre si. En estos rangos de los
pardmetros o y a*, la funcion 2(a*,a) varia lentamente y podré ser interpretada en un sentido aproxi-
mado como una densidad de probabilidad. Existen, sin embargo, ciertos estados cuanticos para los que
P(a*,a) puede tomar valores negativos o volverse altamente no singular, por ejemplo ciertos estados
del campo de radiacion. Para estos campos no existe una descripcion clasica y 2(a*,a) no puede ser
interpretada como una distribucion de probabilidad clasica.

Se puede demostrar que la representacion P para un estado coherente |0) viene dada simplemente
por un punto en el espacio de fases:

P(a*,a) = A d® (0 — ap) = 1 3(a — ap) d(a* — af). (1.115)

Sin embargo, para un estado de Fock |n) no existe una forma funcional para la funcion P, y la solucion
viene dada en términos de derivadas de funciones delta:

P(a* hn+1e|0|2/h 02 n6(2) — hn+l e|a|2/h azn Pe) o(a* 1.116
(0%, a) = A" —— (W) (0) = A o g O(@)3(a7). (1.116)

Para n > 0, esta claro que este resultado no es una funcién definida positiva, de modo que un estado
nimero no tiene una representacion P bien definida. En general, cuando la distribucion de fotones pn, €s
mas estrecha que la distribucion de Poisson, como es el caso de los estados de Fock, la funcion P(a*, o)
tiene un mal comportamiento. Este es el precio que debe pagarse por, digamos, forzar la fisica cuantica
a tener un formato clasico, esto es, por utilizar la funcion ?(a*,a) en lugar de R (a*,a’). Esta expresion
formal es un ejemplo del tipo de funcion generalizada propuesta por Klauder y Sudarshan.!!

La representacion Q

La representacion Q [Gla65, Meh65] del operador densidad se define simplemente como sus ele-
mentos de matriz diagonales en un estado coherente puro:

Q(a, a) = (a|p|a). (1.117)

[Es frecuente encontrar un factor 1/1ten otras definiciones de la funcion de distribucion Q, de la misma
forma que suele definirse la funcion P como [d?a/k|a)®P(a*,a){a|, sin el factor Tt que aparece en
(5.76a)]. Esta funcion puede escribirse como

a oF
- a R
Vi Vh
11En general, operador densidad puede expresarse como una serie infinita del tipo p = S nmCnm|N){m|, donde los coeficientes

Cnm SON complejos. Puede obtenerse una expresion formal del operador densidad en funcién de este tipo de términos utilizando
el resultado (1.116). Klauder y Sudarshan demostraron que la expresion resultante converge.

Q(a*,a) = Tr {p &( )&(—= —a")}, (1.118)
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y obtenerse como transformada de Fourier de una funcién caracteristica con ordenacién antinormal
Xa(n):

Q(a’,a) // elma—am/hy, (), (1.119)
con
Xa(n) =Tr {pe Vi % evi™}. (1.120)

En esta representacion, el promedio estadistico de un operador E§(a, a') con ordenacion antinormal,
esto es, tal que todos los operadores de creacion estan situados a la derecha de los operadores de destruc-
cion

B(a,a') = Z choata™, (1.121)

viene dado por

(e ah) =Tr (p8ta ) =Tr [ [ i) (e il
//_Q;P o, ) {alpla) //—% a*,a) Q(a,a), (1.122)

donde Bp(a*, ) es la representacion P del operador B:

// |o) Be(a*,a) (al,

también llamada simbolo P del operador B, dado por
Z Cnm n+m an a*m

De esta forma, comparando las ecs. (1.111) y (1.122), se observa que el valor medio del observable
B puede ser evaluado en el espacio de fases como una combinacion de las representaciones P y Q,
haciendo uso de la distribucion P(a*,a) si escribimos B en forma normal, o bien mediante Q (a*,a) si
lo escribimos en forma antinormal:

2 2
B)=Tr{p é}z//%“ P(a*,a) Bo(a*,a) =//%°‘ Q(a*,a) Be(a*,a). (1.123)

(Por supuesto, el operador B puede escribirse alternativamente en forma normal o antinormal sin mas
que hacer uso sucesivas veces de la relacion de commutacion [a,a’] = 1).

La funcion Q tiene la ventaja de existir para estados para los que no existe la funcion Py, a diferencia
de ésta (y, como veremos, también de la de Wigner), es siempre positiva. Por supuesto, estd normalizada

//—Qa a)=1 (1.124)

a la unidad
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y, ademas, esté acotada por

Q(a*,0) <1 (1.125)
En este sentido, su interpretacion como densidad de probabilidad es méas directa que la de la funcion P.
La funcion Q para un estado coherente |0g) viene dada por una gaussiana centrada en d:

Q(a,a) = |(a]a)|? = eIo—a0F /A, (1.126)

Para un estado de Fock |n) se tiene

. al2e—lal?/a
Qo) = [(almf? = 19 (1.127)

A diferencia de la funcion P para un estado de Fock, la funcién Q se comporta de forma adecuada.

La distribucion de Wigner

De la misma manera en que hemos obtenido las distribuciones P y Q como transformadas de Fouri-
er de las funciones caracteristicas con ordenacion normal Xn(n) y antinormal xa(n), respectivamente,
podemos definir la distribucion de Wigner, W(a*,a), [Wig32, Wig71] en términos de una funcibn car-
acteristica con ordenacion simétrica, xs(n) mediante

2
wiee,a) = [ [ Loy m), (1128)
donde
Xs(n) = Tr {per M@ T2y (1.129)

La funcion de Wigner puede utilizarse para evaluar valores esperados de operadores Bs(a, a') orde-
nados simétricamente:

(B%(a,ah)) = Tr {p B3(a,a")} ://d%“ W(a*,a) B (a*,0), (1.130)

donde B3 (0*,a) es el llamado simbolo de Weyl del operador BS(a,a’), dado por la inversa de la conocida
transformacion de Weyl [Wey27]*2. La expresion (1.130), a diferencia de la ec. (1.123), es una expresion

12por “ordenacion simétrica” queremos indicar ordenacion de acuerdo a la regla de asociacion de Weyl. Una de las formas
de enunciarla consiste en escribir todas las posibles ordenaciones de los monomios a"a*™ y luego considerar el promedio de
todos ellos. Otra manera de definir el llamado operador de Weyl Ay correspondiente a una funcion clasica A(q, p) consiste en
desarrollar esta funcion como una integral de Fourier

A(a,p) = / / do dt c(o, T) e/ (OHTP),

de forma que el operador de Weyl asociado viene dado por

Aw(d,p) = [ [ dodre(o,m)eCaHd),
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diagonal, en el sentido de que el calculo de valores esperados de un operador se obtiene dentro de la
misma representacion, y no como combinacion de dos distintas.

Historicamente, la funcion de Wigner fue la primera distribucion de cuasiprobabilidad, introducida
por E. P. Wigner en 1932 [Wig32]. La formulacion original fue llevada a cabo en el espacio de fases
ordinario (p,q) y en ella W(p,q;t) se define como

) L —inp nh o _na
W(p,q;t) = 2n/ome (a+ S 1p(t)a— 10 (1.131)
En el caso de un estado puro, p(t) = |W(t))(W(t)| y esta funcion se escribe como
)= L —inp (g NP nh
W(p,q;t) = 2n/dne Wi (a— 50 W+ 50 (1.132)
0 bien, escribiendo x = nh/2,
W(p,q;t) = %/dn e 2XP/R (g — x,t) W(q+x,1). (1.133)
La funcion de Wigner esta acotada por
1
<= 1.134
WPl < = (1.134)
y cumple las distribuciones marginales correctas:
[ dp W(p.ait) = (@lpv]a) = W@ (1.135)
/dq W(p,q;t) = (p|p(t)|p) = |¥(p,t)|?, (1.136)

donde las segundas igualdades se cumplen para el caso de un estado puro. Esta Gltima propiedad ha
convertido a la funcién de Wigner en una de las distribuciones mas utilizadas en una amplia variedad
de problemas fisicos, a pesar de tener el inconveniente de no cumplir con el requerimiento de ser una
funcion definida positiva [Lei98].

La funcion de Wigner para un estado coherente |ag) viene dada por la gaussiana

2
W(a,0") =~ e la—aof (1.137)
mientras que para un estado nimero |n) toma la forma
2 4
W(e,o') = ~(~1)" e w0 Lo (o), (L.138)

donde L, es el polinomio de Laguerre de orden n. Vemos que esta funcion de Wigner claramente toma

valores negativos.

La relacion entre A(g,p) y Aw, dada por la inversa de la transformacion de Weyl, coincide precisamente con la prescripcion
dada por Wigner:

i S A S
A@P) = [ dse™/hig—21Aulg+ ).

En la practica, el simbolo de Weyl de un operador A(q, p) se obtiene escribiendo A(q, p) en el orden dado por la regla de
asociacion de Weyl y reemplazando G por qy p por p.
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Conexion entre las distribuciones P, Q y de Wigner. La funcion de distribucion de Husimi

Como hemos indicado, la utilizacion de una funcion de distribucion u otra debe conducir a los mis-
mos resultados en el calculo de valores esperados de operadores cuanticos. Puede demostrarse que la

relacion existente entre las funciones caracteristicas con ordenacién normal, antinormal y simétrica

/2 xa(n) = xs(n) = e~/ Xy (n) (1.139)

proporciona las siguientes conexiones entre las funciones de distribucion en las representaciones P, Q y

de Wigner:
Q(a,0*) = 2//% e 710 qp(of o) (1.140a)
W(a,a*) = 2//% e a9 p(o o) (1.140b)
Q(a, %) ://% e 7@ p(q! a™). (1.140c)

Asi, la funcion Q se obtiene al “suavizar” la funcion de Wigner con un paquete de ondas gaussiano co-
rrespondiente a un estado coherente, y a su vez la funcion de Wigner se obtiene a partir de la convolucion
de la funcion P con un paquete gaussiano. En otras palabras, el proceso de suavizado con un paquete de
ondas gaussiano proporciona un puente de transicion desde la funcion P a la de Wigner, y finalmente a
la funcion Q. Puesto que el efecto que tiene este suavizado gaussiano es el de eliminar o por lo menos
reducir las fluctuaciones rapidas de una distribucion, puede entenderse por qué la funcién P es singular
la mayoria de las veces, mientras que la funcion Q es de estas distribuciones la que muestra un compor-
tamiento mas regular. Sin embargo, es importante resaltar que, a pesar de este suavizado gaussiano, las
tres funciones de distribucion 2, Q y W contienen la misma cantidad de informacion fisica relevante,
puesto que son capaces de proporcionar el valor esperado de cualquier operador cuantico arbitrario aso-
ciado a una magnitud fisicamente observable. Asi pues, aparentemente no se produce ninguna pérdida
de informacion fisicamente significativa mediante el proceso de suavizado gaussiano.

La ec. (1.140a) permite definir una clase mas general de funciones de distribucion definidas a partir
de un suavizado gaussiano de la funcion de Wigner, que incluyen a la funcién Q como un caso especial.
Se trata de la funcion de Husimi [Hus40, Raj83], obtenida a partir de la convolucion de la funcion de
Wigner con un paquete de ondas gaussiano de minima incertidumbre, @qp, esto es, tal que Aq Ap = 7/2.
La ec. (5.76b) permite escribir la funcion de Husimi como

Fu (0, 0%) = (@yp|Pl@yp), (1.141)

0 bien, para el caso de un estado puro:

T (a,a*) = [(@gp|W)[%. (1.142)
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Esta convolucion de la funcion de Wigner con una gaussiana tiene el efecto de eliminar las violentas os-
cilaciones que muestra 7/ (a,a*), dando como resultado una funcién # (a,a*) que no solo muestra un
comportamiento mucho mas regular y una estructura mas suave que la anterior, sino que tiene la ventaja
de tomar siempre valores no negativos [Car76]. Estas propiedades permiten una mejor descripcion de la
correpondencia entre las dindmicas cuantica y clasica, sobre todo en sistemas cuanticos cuyo analogo
clasico es cadtico, debido a la complicada estructura del espacio de fases clasico en estos sistemas, con
zonas regulares correspondientes al movimiento integrable en los toros KAM rodeadas de un mar ca6tico
en el que oOrbitas homoclinicas conectan puntos hiperbélicos. Para estos sistemas, la formulacion en el
espacio de fases constituye una herramienta muy instructiva para la comparacion cuantico-clésica, al pro-
porcionar una representacion visual de la evolucion de las funciones de distribucion mediante curvas de
nivel. EI motivo por el que el uso de funciones de Husimi en el estudio de sistemas dinamicos no lineales
se ha extendido tanto en los Gltimos afios [Tak85, Tak86a, Tak86b, Tak89] se debe a que la funcién de
Wigner para estos sistemas muestra patrones muy complicados que se deben a las fuertes oscilaciones
que sufre esta funcion, mientras que la funciéon de Husimi muestra por lo general una estructura mucho
mas simple, siendo mas facil de interpretar fisicamente. El hecho de que no se pierda informacion en la
convolucion de la funcién de Wigner se debe a que este suavizado gaussiano tiene la misma naturaleza
que el coarse-graining involucrado en los procesos observacionales cuanticos [Oco83, Tak89]. En las
observaciones cuanticas no se pueden resolver estructuras a una escala mas fina que la permitida por el
principio de indeterminacion de Heisenberg. Son precisamente estas variaciones tan finas (de orden %)
las que se eliminan al suavizar la funcién de Wigner con un paquete de ondas de minima incertidumbre.
Hemos de hacer hincapié en que la formulacion en el espacio de fases de la mecanica cuantica no involu-
cra ninguna aproximacion, y los valores esperados de observables cuéanticos calculados con cualquiera
de las funciones de distribucién propuestas son resultados exactos.

Finalmente, notese que las relaciones integrales (1.140) entre las funciones de distribucion en el
espacio de fases pueden expresarse también en forma diferencial como

2

W(a,a*) = e~ 2 daow Q(a,a*) (1.143a)
2

P(a,0*) = e~ 2 zow W(a,a) (1.143b)
2

P(a,a*) = e e Q(a,0). (1.143c)

Otras funciones de distribucion

Las funciones de distribucién que hemos mostrado son las més relevantes en el contexto de la 6ptica
cuantica, donde los operadores suelen venir dados en términos de los operadores de creacion y destruc-
cion del oscilador armoénico. Las distribuciones P, Q y de Wigner son adecuadas para el calculo de valores
esperados de operadores A(a, a') con ordenacion normal, antinormal y simétrica, respectivamente, y la
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base de estados coherentes es la base mas natural en la que llevar a cabo el calculo de estos valores
esperados. (Estos tres tipos de ordenacion corresponden a dos ordenaciones extremas (la normal y la
antinormal) y una intermedia (la simétrica), aungue en general existe toda una familia de funciones de
distribucion diferentes para las distintas formas de escribir un mismo operador cuantico). En general,
cuando los operadores estan escritos en funcion de los operadores posicion § y momento p, seran conve-
niente otro tipo de distribuciones, dependiendo de la ordenacion de estos operadores. Asi, para productos
de operadores " p™ con ordenacion estandar (esto es, productos en los que todas las potencias del opera-
dor § preceden a las del operador f), es conveniente la funcion de distribucion con ordenacion estandar,
Fs(q, p;t) [Meh64], dada por

1 R .
75(apit) = 5~ [ dn (a-+nifpla) e .

La funcion de distribucion con ordenacion antiestandar (también conocida como funcién de Kirkwood
o0 de Rihaczek) [Kir33, Rih68] en la que los operadores § se sitlan a la derecha de los operadores p, se
define como

1 R .
Fas(d, pit) = ﬁ/dn (alpla—nh) e™"P.
Las distribuciones estandar y antiestandar son complejas conjugadas entre si:
[Fs(a, pi1)]" = Fas(a, pit)
y cumplen las distribuciones marginales correctas, esto es:
/dp Fs(a, pit) = /dp Fas(a, pit) = W(a,t)[?
/dq Fs(a, pit) = /dq Fas(a, pit) = | P(p,t) %

Por (ltimo, mostraremos una funcién de distribucion no diagonal conocida como distribucidn P gene-
ralizada. Esta funcion, al igual que la representacion R, utiliza un desarrollo en operadores de proyeccion
sobre estados coherentes no diagonal, y se define como [Dru80]

- o) {B"]
b= | 0u@.B) ey P(@B) (1144)

donde la integral se lleva a cabo en un dominio de integracion D y p(a, ) es la medida de integracion.
La eleccion de esta medida permite definir diferentes clases de representaciones posibles. El operador de
proyeccion |o)(B*|/(B*|a) es analitico en o'y B. La condicion de normalizacion para p conduce a una
condicion de normalizacion para 2 (a,3) dada por

|, duteB)2(@,p) =1
D
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De esta forma, P(a, ) es normalizable y puede demostrarse que da lugar a ecuaciones de Fokker-Planck
[Wal94]. La definicion dada por (1.144) conduce a distintas representaciones dependiendo de la eleccion
de la medida de integracion. Asi, una posible eleccion viene dada por

du(a, B) = & (a* — B) d’a dB,

que corresponde a la representacion P diagonal de Glauber-Sudarshan definida en (5.76a). Otra eleccion
da lugar a la representacion P compleja:

du(a, B) = da dp. (1.145)

Aqui a y [ son variables complejas que se integran a lo largo de contornos individuales C y C'. Esta
representacion en particular puede tomar valores complejos, de forma que en ningln sentido puede tener
ninguna interpretacion fisica como una distribucion de probabilidad. Sin embargo, puede resultar una
representacion extremadamente (til, dando resultados exactos para muchos problemas y observables
fisicos. Por Gltimo, una tercera eleccion da lugar a la representacion P positiva:

du(a, B) = d?a d?p. (1.146)

Esta representacion permite que a y [ varien de forma independiente a lo largo de todo el plano complejo.
Se ha demostrado [Dru80] que la funcion P(a, ) siempre existe para un operador densidad fisico y
siempre puede elegirse de forma que sea positiva (de ahi el nombre de esta representacion). Esto significa
que P(a,B) tiene todas las propiedades de una probabilidad genuina.

Para todas las elecciones de la medida p(a,p), el valor esperado de un operador con ordenacion
normal a’ ™a" vendra dado por

(@ ") = [ du(a,B) B 2(ctB) (1.147)

1.3.4. D-algebra

Una de las aplicaciones mas (tiles de los estados coherentes consiste en la posibilidad de transformar
ecuaciones para operadores en ecuaciones diferenciales para c-nimeros. La actuacion de los operadores
ay a' sobre los estados coherentes,

ala) =1 Y2aja) ; (ala’ =K"Y2a%(al (1.148a)
a'la) = r /2 (%—i—ﬁa—a) lo) ; (ala=HhY? <%+haa*> (al, (1.148b)

permite definir el llamado D-algebra [Gil75], que establece una correspondencia entre observables
cuanticos y formas diferenciales, de manera que éstos actian como operadores diferenciales en el espacio
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de los estados coherentes. Asi, el D-algebra asocia a los operadores a'y a' unos operadores diferenciales
lineales de primer orden dados por

D'a) = K Y%a (1.149a)

ity _ st (9° 0
D@y = h (2+ﬁaa), (1.149b)

de modo que las ecs. (1.148) se escriben

aa) =D'(@)la) ; (afa’ =[D'(a)] (o] = D(@")(al
a'la) =2'@@)ja) ;  (ala=[D'(@")] (o] = DY(a)(al.

(Los superindices d,i denotan simplemente derecha e izquierda, respectivamente). EI D-algebra de un
operador A arbitrario se define como

Ala) = D'(A)|a)

(alA = °(A)(al.
Obviamente, las formas diferenciales D9(A) y D'(A) satisfacen la relacion adjunta:
DU A) = [D'(A)].
Puesto que para el producto de dos operadores A y B se cumple la relacion
AB|a) = D'(A)D'(B)|a), (1.150)

la forma diferencial de un operador arbitrario que esté escrito en términos de los operadores a 'y a'
podra obtenerse a partir de la forma diferencial fundamental de dichos operadores, dada por (1.149).

Por otra parte, el proyector de estado coherente |a)(a| proporciona una base en términos de la cual
puede desarrollarse la mayoria de los operadores. Existe también un D-algebra para los proyectores,
definida por

Ala)(a| = D'(A)|a)(al (1.151a)
la)(a|A = D' (A)|a)(al, (1.151b)

tal que

~A 7%
D (A) = [@' (A)] .
Asimismo, un teorema similar al (1.150) para los proyectores

AB|a)(a| = D' (A)D'(B) o) (al
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permite escribir la forma diferencial de un operador arbitrario a partir de la forma diferencial fundamental
de los operadores a y a', definida en el caso de proyectores como

D'a) = h2a (1.152a)
p@h = r? (a*+h%>, (1.152b)
esto es
ala)(a| = K Y2a]a)(al (1.153a)
lo)(ala” = A Y2a*|a)(q] (1.153b)
allo)(a| = A2 <a*+ha%>\a)(a| (1.153c)
lo)(ala = K2 <a+haz*>\a)(a|. (1.153d)

Se puede demostrar que la representacion del D-algebra preserva las relaciones de commutacion de
los respectivos operadores:

[D'(a),D'(@"] = 1, [D'(a),D'@N] =1, etc.
[D'(a),D%(@")] = O.
En general:
[D'(A), D (B)] = D'([A,B])
[D(A), D! (B)] = —D([A,B)).

Estas formas diferenciales se simplifican para los estados de Bargmann |a) definidos por (1.91), y
vienen dadas por

ala) =k 2ala) ; (ala’ =ArY2a*(a (1.154a)
0 0
Tl — 51/2 . 1/2
a'la)=nh ao(|0() ; (ala=h 3 (al. (1.154b)

Para el caso de los proyectores, se tiene

ala)(al = Y2alo)(a| ;  |a)(alat =AY 2a* |o)(al (1.155a)
aT|a)(a\:h1/za%|0()(a| ; |a)(a\a:h1/2%|a)(a\. (1.155b)

La utilidad del D-algebra se pone de manifiesto al calcular la evolucion del operador densidad en
cualquiera de las representaciones mencionadas en el apartado anterior. Asi, la ecuacion cuantica de
Liouville (1.97) determinara la evolucion temporal de las funciones 2, Q y ‘W segln

9p P
{E}T,Q’W i {[H.01} . g - (1.156)
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donde los subindices denotan estas tres representaciones. Puesto que el operador H viene dado en funcion
de los operadores ay a', el commutador [H ,P] presente en esta ecuacion indica que hemos de evaluar la
transformacion de productos del tipo ap, a'p, pa'y pa' en estas representaciones. Es sencillo comprobar
que las formas diferenciales asociadas a estos productos en la representacion P vienen dadas por:

ap «— K Y?aP(a,a)

0
ta -1/2 * *
ap «— h (a h—aa>?(a,a)

0
A —1/2 - *
pa «— & (a h—aa*> P(a,a")

pal «— K Ya* P(a,a%),

en la representacion Q:

0
A —1/2
ap h (a+haa*

—
a'p «— mY2a* Qa,a*)

—

—

) Qe

hY2a Q(a,a*)

0
—1/2 * v *
h (a +haa) Q(a,a™),

y en la de Wigner:

h o
A —1/2 o *
ap «<— h (a+20a*>‘W(a,a)
ho
ta —1/2 x I *
a'p +— h (a 2_60(> W(a,a*)
h o
A —1/2 _ *
pa +— h (0( 260(*)‘1/1/(01,01)
pa’ +— H/2 o W(a,a*)
2 0a ’



Capitulo 2

LLa funcion de onda en la representacion de
Bargmann

En el capitulo precedente hemos introducido los estados de Bargmann {|a)} como estados cohe-
rentes no normalizados. Estos estados proporcionan un formalismo en el que resulta bastante adecuado
introducir aproximaciones semiclasicas a la funcion de onda cuantica. Una de las razones por las que
esta formulacion es ventajosa se basa en las propiedades geométricas del espacio de los parametros que
etiquetan un estado coherente, puesto que corresponde a una variedad en la que esté definida una estruc-
tura simpléctica. Esta variedad actia como un espacio de fases para el sistema, aungque en general su
estructura es mas complicada que la del espacio de fases usual en sistemas mecanicos. Sin embargo, la
principal ventaja que proporciona la representacion de Bargmann radica en sus propiedades de analitici-
dad que, como veremos en capitulos posteriores, serd lo que permita construir aproximaciones globales
y uniformes para la funcién de onda semiclasica.

La mayoria de los procedimientos semiclasicos involucran desarrollos asintoticos de magnitudes
cuanticas en potencias de A, considerado desde este punto de vista como un parametro perturbativo. De
esta forma, el limite semiclasico de la magnitud cuéantica en cuestion se obtiene mediante el limite # — 0.
Por supuesto, la constante de Planck es una constante fisica finita, con dimensiones de accién, de manera
que este limite debe ser considerado como un limite formal, y ha de entenderse como “situaciones en las
que el cociente adimensional entre una magnitud clasica con dimensiones de accion dividido por 7 es
muy grande”.

El procedimiento que seguiremos para obtener una aproximacion a la funcion de onda en la rep-
resentacion de Bargmann (tanto en el caso estacionario como en el dependiente del tiempo) parte de
una expresion para la funcion de onda similar al ansatz usual en la teoria WKB, W = A e'S/" con la
diferencia de que, si bien en la teoria WKB las funciones A y S son funciones reales [ver Apéndice C],

LEI limite clasico de una teoria cuantica no siempre se obtiene a partir de este limite. Los llamados desarrollos 1/N permiten
obtener el limite clésico de una teoria cuantica cuando un cierto parametro N, que puede ser la dimension del espacio, o de la
representacion del grupo, etc. tiende a infinito.
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en el formalismo de estados de Bargmann estas funciones son complejas. De hecho, sera el requeri-
miento de analiticidad de la funcion de onda obtenida el que imponga las condiciones de cuantizacion
para la energia. Desarrollando A y S en potencias de % y sustituyendo estos desarrollos en la ecuacion
de Schrédinger (estacionaria o dependiente del tiempo, dependiendo del caso), obtendremos una jerar-
quia de ecuaciones para los distintos drdenes de A. La aproximacion semiclasica consistira en truncar el
desarrollo de W en el orden dominante de .

Como se ha mencionado en la seccion (1.3.3), la no commutatividad de los operadores cuanticos
impide asignar a una funcion clasica como la funcion de Hamilton # un (nico operador hamiltoniano
cuantico H. Existen de hecho multitud de operadores cuanticos correspondientes a esta funcion, si bi-
en las diferencias entre ellos se vuelven despreciables a medida que el pardmetro 7% va haciéndose mas
pequefio. De todos los operadores hamiltonianos posibles, estamos interesados especialmente en los que
presentan los tres tipos de ordenacion cuantica siguientes: los casos extremos de ordenacién normal (o
de Wick) y antinormal, asi como un caso intermedio de ordenacion simétrica (o de Weyl). Estos difer-
entes esquemas de cuantizacion conduciran a distintas expresiones para la aproximacion semiclasica a
la funcién de onda. Como consecuencia, el requerimiento de analiticidad de la funcion de onda obtenida
proporcionara una condicion de cuantizacion para la energia que dependera de la ordenacion elegida. En
cualquier caso, el formalismo que proponemos proporciona una manera sistematica de obtener aproxi-
maciones semiclasicas con independencia de la ordenacion utilizada para los operadores.

Trataremos inicialmente la aproximacion a la funcién de onda en el formalismo estacionario, y a
continuacion aplicaremos un procedimiento similar para obtener la funcion de onda dependiente del
tiempo, lo que permitira obtener una aproximacion semicléasica para el operador de evolucion cuéntico.

2.1. La funcion de onda estacionaria

En la representacion de los estados de Bargmann, la funcion de onda |%) puede escribirse, en general,

de forma exacta como

W(a*) = (a|W) = A(a*) ens@), (2.1)

A diferencia de lo que sucede en la teoria WKB, en esta representacion la amplitud A(a*) y la fase

S(a*) son funciones complejas de la variable a*. Una aproximacion semiclésica a W(a*) involucra un
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desarrollo de estas funciones en potencias (pares) 2 de A:

A(a*) — A(O) (a*) + hz A(Z) (a*) + h4 A(4) (a*) + - (223.)
S(G*) _ S(O)((X*) + hZ 8(2)(0*) +h4 8(4)(0*) SR (2.2b)

La proyeccion de la ecuacion de Schrodinger estacionaria
H|W) =E |W¥) (2.3)
en la base de estados de Bargmann se escribe
(aH|W) = E (a|W). (2.4)

Consideraremos inicialmente el caso de operadores hamiltonianos con ordenacién de Wick o normal
(esto es, escritos de forma que todos los operadores de aniquilacion se sitlan a la derecha de los opera-
dores de creacion), que pueden expresarse de forma genérica como el siguiente desarrollo en potencias
del parametro hY/2:

H= z Com n+m )/2 aJrn (2.5)

con coeficientes c,m € R, en general. EI D-algebra asociada a los estados de Bargmann [ec. (1.154)]
establece una correspondencia entre los operadores ay a' y unos operadores diferenciales que permiten
escribir la ecuacion de Schradinger (2.4)

ZC n+m )/2 0(|aT” m|l.|J) (qu_,>

como

Z n+m /2h n/2 *nhm/Z d™ ((X‘W) (G|LIJ)7
& do*m

esto es
hm *N dm LIJ *\ __ E LIJ *
%cnm o e (a*) = (0*).

2En general, es suficiente considerar solo las potencias pares de % para que la funcién W(a*) pueda escribirse como un
desarrollo completo en todas las potencias de k. En efecto,

W=AeSYh (A(O) +1h2AD 4 pAA@ .. ) o (SO(a*)+r2S2) (a*)+h*S) (a*)+)

A0)giS? /ARSI +iR S+ +R2ADeiS/A

. 2 2312 )
_ p0ghs? <1+ih3(2>+ %S(Z)ﬁ...) (1+ih3s<4>+%3<4>2+---> oL B2AQ)EISI

_ A(O)eigo)/h+ihA(0)S(2)eig0)/h+O(h2)
WO L@ L2 @@ ...
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Escribiendo W(a*) en la forma dada por la ec. (2.1)
m *nﬂ #\ aaS(a*)] _ *\ a1 S(a*)
%cnm r"a o [A(a )en ] =E [A(a ) er ] (2.6)
y sustituyendo los desarrollos en potencias de % para A(a*) y S(a*) dados por las ecs. (2.2), obtendremos
una jerarquia de ecuaciones al identificar los términos correspondientes a las sucesivas potencias de 7.
La identificacion de términos correspondientes al orden %° en la ec. (2.6) conduce a la igualdad

O g\
chm a*" <|L(G)> —E.

& do*

)

Esta ecuacion puede escribirse en la forma

. .dSO) (a*)
definiendo la funcion clasica
alH o
H(a*,a') = (((|]|70|’)) = Z Chm 0™ (2.8)
nm

como la funcidén normal asociada al operador hamiltoniano (2.5) [ver Apéndice A]. (Esta funcion clasica
se corresponde con el simbolo Q del operador H(aT,a); la odenaci6bn normal de H(aT,a) hace que
Ho(a*,a') = H(a*,a’) sea independiente de 7). Reconocemos en la expresion (2.7) la ecuacion de
Hamilton-Jacobi estacionaria para la accion S(%)(a*). Definiendo la variable compleja y como

.dS© (a*)
Y= IW’ (29)
la ecuacion de Hamilton-Jacobi (2.7) toma la forma

nm

Esta relacion define implicitamente a y como una funcién multivaluada de la variable compleja o* y de
la energia E de forma que, inviertiendo algebraicamente la ec. (2.10), la accion S() (a*) puede integrarse
como

SO () = —i / " Ve () dor, (2.11)

Para que esta accion esté bien definida, debera ser independiente del camino de integracion elegido en el
plano complejo que conecte un punto inicial arbitrario con el punto a*. Las posibles singularidades (bien
sean polos, puntos de rama, etc.) que presente la funcion y(a*,E) deberan tener una contribucion nula a
la integral. De esta manera, la funcion S(®) (a*) sera analitica Gnicamente para determinados valores de

la energia E. Esta restriccion determinara las condiciones de cuantizacion semiclasica para la energia.
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Identificando los términos de orden % en la igualdad (2.6) obtenemos

. { dA© () (_dsw)(a*))“
z Chm O m i
& da* da*

m—2
m(m—1) , 0y ouy ; @280 (a*) (.S (a*) B
+ — A% (a*)i 452 I =0.

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion por 2A(%) (a*), definiendo

o(a*) = A©% (o) (2.12)

y teniendo en cuenta las ecs. (2.92a) y (2.8), se tiene:
dp( °)

Vn 2

0 - Cnma*nm

= chmdd* [mym a*”p chmmym a p(a™)

d [0#(a",y)
da* oy

—y" +chma*”m(m 1)p(a )

do*

0231 (a*,y)

y(a*)} SR, @13

Esta relacion tendria la forma de una ecuacion de continuidad en régimen estacionario para un fluido con
densidad p(a*) si no fuera por el Gltimo término de la derecha. Este término, como veremos, no aparece
en el caso de que partamos de un hamiltoniano con ordenacion simétrica. Escribiendo la funcién p(a*)

como
|(p(0( )

*\ —
p(a ) = 69—[(0(* V)
oy
donde ¢ € C es una constante arbitraria, y sustituyendo esta expresion en la ec. (2.13) se obtiene una

ecuacion diferencial para la fase @(a*):

dp(a*)  .0%#H(a*y) 1

do* —  dardy 9H(a*y)’ (214)
oy
que al ser integrada permite escribir p(a*) como
a* 2 a*/ ”
\ ¢ I e gy 4
PO) = Sty © '
oy
y por tanto el factor de amplitud A (a*) como
o 825(a* ) 1 da*
CII 2 f a9 a7 (o™ y) a
Ay = —— B (2.15)

(aﬂg:/*,v) ) 172 ©



LA FUNCION DE ONDA EN LA REPRESENTACION DE BARGMANN

(No es necesario especificar las constantes de integracion ¢” = ¢ 1/2

, puesto que afectan Gnicamente a la
normalizacion de W(a*), y pueden ser reabsorbidas en una constante genérica A’ después de que hayan
sido llevadas a cabo todas las aproximaciones deseadas).

Las expresiones para la accion S(© (a*) y la amplitud A (a*) dadas respectivamente por (2.11) y

(2.15) conducen a una aproximacion para la funcién de onda en la representacion de Bargmann dada por

W(a*) ~ A (o) ens? (@)

%fu* 3241 olr*’.v 1 —
3aToy s y) * I
_ N e o* oy gy 2Y) e%fﬂ VE(G !) da I’ (216)
ost(ary) \ M2
oy

siendo AL una cierta constante de normalizacion.

Puede comprobarse que si se parte de un operador I3|(aT,a) ordenado de forma antinormal (esto es,
de forma que todos los operadores de creacion a' se sitien a la derecha de los operadores de destruccion
a) se obtiene como resultado:

W(a*) ~ AO(a*) ers?(@)

N R P da
do*fay  9H(a¥ ) 1 ra* */ *!
= — € oy er /" ye(o)da™, (2.17)
oz(ay) \ Y/
dy

Como vemos, este resultado difiere del obtenido para un hamiltoniano en forma normal en el signo de la
fase de A (a*).

Analizaremos en Gltimo lugar el caso en que el operador hamiltoniano de partida presente ordenacio6n
de Weyl o simétrica. Asi pues, consideremos que H viene dado por una combinacion simetrizada de
operadores Gy p:

H=Y dum s {p"q"}, (2.18)
n,m

donde S denota ordenacion de Weyl. En el Apéndice A se demuestra que un operador escrito de esta
forma tiene una funcion normal asociada dada por

3 _ (U“:”U) _ (0) f y* EOZ}[(O)(G*,G) 2
(alH|a) = ) H (", 0) + > ourda + O(h9)
= }[(0)(0(*,0()—I—g}[(l)(a*,O()JrO(hz), (2.19)

donde #(%)(a*,a) es el hamiltoniano clasico correpondiente al operador H:

HO(a*,a) =Y dun p"q" = S d/ o™ (2.20)
rgn nm mzm nm
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y los coeficientes d,, en (2.20) estan relacionados con los d,m, en (2.18) a través de los parametros que
definen la transformacion (p,q) — (a*,a).> Como la ec. (2.19) indica, los simbolos asociados a los
operadores cuanticos pueden, con toda generalidad, contener “correcciones cuanticas” dependientes de
%i. Por este motivo denominamos “hamiltoniano clésico” al término de orden cero # (9. [En el caso
particular de que el operador H esté ordenado de forma normal, el desarrollo (2.19) se reduce al término
de orden mas bajo, 49, tal como indica la ec. (2.8)]. Este desarrollo permite expresar el operador
hamiltoniano H de una manera formal como

H:H“’MZH“M---, (2.21)
donde los operadores H(© y H(®) son tales que
@A) o) e
@a) 9
@HY0) ). 2HO(a%,a)
(ala) HE(o o) = do*da

Teniendo en cuenta la forma de # (%) (a*,a), podremos escribir # () (a*,a) como

2 q1(0) (y*
% =% dypnm o™t amL (2.22)
n,m

Y haciendo uso del Teorema 2 del Apéndice A, podremos obtener la forma de los operadores H(® y H(®)
a partir de las expresiones (2.20) y (2.22):

HO = $d/ A2 aMa" (2.23a)
n,m
AO = vd! 5% tnma™ tam (2.23b)

con lo que el operador hamiltoniano (2.21) podra escribirse como

N ;oMM 4N 1 ;3 0m =1 m-1,
H—%dnmﬁz a' a +2r§ndnmh2 nma' “a" 4. (2.24)

3En general, si las ecuaciones que definen esta transformacion son

p=a;0* +axa

g=bhi0*+hoa,
el hamiltoniano clésico en términos de las variables a y a* podra escribirse como
}[(O)(a*7a) = zdnmp z dnm ala +a2G) (blo( —|—b2(})
_ *N— k : m—l em=1 |
= z (zk'n— Ka O()(%I!m—l)!bl a b2a>
_ nim! al- K kbm—l bl *MH—k—1 ket

_ " ag™
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El procedimiento que estamos siguiendo para obtener la aproximacion de W(a*), en el que man-
tenemos control de todos los términos que intervienen en cada orden de £, hace que sea suficiente con
tener la forma explicita de H© y H®) en (2.24), puesto que estamos interesados en las dos primeras
ecuaciones que se obtienen al sustituir H en la ecuacion de Schrodinger (2.4) (a saber, las ecuaciones
correspondientes a los 6rdenes /° y 7%). Por este motivo no es relevante conocer la forma explicita que
tengan los términos de orden superior en el desarrollo (2.24), siendo importante el hecho en si de poder
escribir H como una serie en potencias de %. Asi pues, escribiendo la ecuacion de Schrodinger (2.4) para
el hamiltoniano (2.24)

n+m 1 —
(a] [Z d/ A2 al" am+§ d' B nma™ tam . || W) = E (a|W)
n,m

puede procederse de la misma manera que para el caso de operadores hamiltonianos escritos en forma
normal. El &lgebra diferencial asociada a los estados de Bargmann permite escribir esta ecuacién como

Zdl hma*n dm +Ezdl hmnma*n—l dmil 4.
G dom 2 &7 da*m-1

W(a*) = E W(a*).

Finalmente, escribimos la funcion W(a*) en la forma (2.1)

m m—1

d - 1 d
d! Mo A(G*) elS(a )/h 4= d! ™ nm G*nfl
3 dim [ |+3 3 dim

*) @iS(@*)/R| 4 ...
da*n dd*m_l [A(G ) e ] +

—E [A(a*) eiS(a*)/ﬁ]
(2.25)

y sustituimos los desarrollos de A(a*) y S(a*) en potencias de / dados por (2.2). Puede verse que los
términos de orden #° de esta ecuacion son los mismos que se tenian en el caso de un hamiltoniano escrito

 oon (1959
& dnm(X IT — E, (226)

de forma que se tiene de nuevo la ecuacion de Hamilton-Jacobi estacionaria para el hamiltoniano clésico
HO) (a*,a) definido por (2.20):

en forma normal:

do*

0 (g*
ﬂ@<mJ§—QJ>ZE, (2.27)

lo que permite integrar la accion S(© (a*) como una expresion analoga a la dada por la ec. (2.11).

La diferencia con el caso anterior aparece al identificar los terminos de orden £ de la expresion (2.25),
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debido al término extra que proviene de H () (a*,a). Asi, a este orden se tiene

dA© (a*) (i ds(© (a*) ) o N m(m—1) AO ()i d2s(® (a*) (i ds© (a*) > e

dl a*n m
mzm nm do* do* 2 do*? do*

1 nma*n 1A )( ) |M " =0
+3 Zm do* e
(2.28)

Multiplicando esta expresion por 2A(©) (a*) y haciendo uso de las definiciones de p(a*) y y dadas por
(2.12) y (2.92a), respectivamente tendremos

( * dy -2 I xN=1 * -1
Zdnma Mg y”1 +Zdnma m(m—1)p(a )da*\/“ +%dnma nmp(a*)y"

_Zdnmd . myml *n( )]:

do*
(2.29)

Comparando las ecs. (2.13) y (2.29), observamos que para el caso de un hamiltoniano con ordenacién
simétrica no aparece el termino en derivadas segundas de #/(?), obteniéndose directamente una ecuacion
que tiene la forma de ecuacion de continuidad en régimen estacionario para un fluido con densidad p(a*).
Por supuesto, esta interpretacion es puramente formal, puesto que la funcion p(a*) es una funcién com-
pleja, al haber sido definida como A©?(a*), y no como |A© (a*)[2 = A®© (a*)A©*(a*), no pudiendo
ser interpretada por lo tanto como una densidad de probabilidad. A partir de la ec. (2.29) obtenemos la

expresion para p(a*):
c

p(C(*) = GH(O)(G*,V)
oy
y de ahi la amplitud A© (a*):
/
AO(a*) = C—, 2.30
( (aﬂ-[(OJ(a*,y) ) 1/2 (2:30)
oy
con lo que la aproximacion para la funcion de onda toma la forma
W(O(*) ~ A(O)(G*) e%S(O)(G*) — le e%fu* Ve (0*) d(:(*” (231)
(ay{w) (cx*,y)) /
oy

siendo A una constante de normalizacion.

Como se ha mencionado anteriormente, de la misma manera que es posible asociar distintos opera-
dores cuanticos a una misma funcion clasica, la inversa también se cumple: existen distintos simbolos
“clasicos” correspondientes a un operador cuantico dado. Puesto que cada simbolo presenta una depen-
dencia distinta con el parametro perturbativo #, las expresiones obtenidas para la aproximacion de W(a*)
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son diferentes para cada ordenacion cuantica (ecs. (2.16), (2.17) y (2.31) para las ordenaciones normal,
antinormal y simétrica, respectivamente). No obstante, puede demostrarse que cualquiera de ellas con-
stituye una aproximacion asint6tica a la funcién de onda que es correcta en el limite # — 0, para lo cual
basta tener en cuenta la relacion que existe entre los simbolos Q, Py ‘W de un operador [ecs. (1.143)],

dada por
2
soay) = eF sy~ (1450 ) sy(any)
’ ’ 2 da*ay ’
Hp(a*y) = e*%%}&v(a* y) ~ 1—E i +--- | Hy (a*,y).
’ ’ 2 da*ay ’

De esta forma, es posible obtener una expresion unificada para la aproximacion a la funcion de onda,

dada por
9\[ %fﬂ* 32'}&(7?"@ S ST
do*ay 9 (a* .y 1 pa* ) !
W)~ ———=—e oy er /" ye(a)da” (2.32)

(a}&(()z*,v) ) 1/2

donde el subindice x denota los posibles simbolos Q, P 0 W asociados al operador hamiltoniano, y la
constante K es tal que

1, six=qQ
K= 0, six=wW . (2.33)
-1, six=?

La ec. (2.32) es una expresion asintotica para la funcion de onda valida para cualquier esquema de
ordenacion utilizado al construir el operador hamiltoniano H, siempre que el simbolo # utilizado cor-
responda a la forma Q, P o W, y K venga dado por (2.33).

La presente formulacion pone de manifiesto la utilidad de combinar las técnicas de la teoria WKB
con las ventajas del formalismo de estados de Bargmann. La principal ventaja radica en la general-
izacion de los resultados de la WKB al plano complejo, obteniéndose de esta manera aproximaciones
para la funcion de onda que son uniformes. La teoria semiclasica WKB esta formulada generalmente
para hamiltonianos de la forma H = p%/2+V (G) y proporciona una solucion asintotica a la ecuacion de
Schrédinger estacionaria HWY = EW, valida cuando % — 0, dada por

W)~ — 1 Ly et/ (2.34)
(%)
ope

donde pg = p(q,E) es una rama de la curva de energia clasica

Hy (d,p) =E.

Esta aproximacion (cuya analogia formal con ec. (2.31) es debida a que la ordenacién de Wey!l es similar
en las representaciones de Schrodinger y de Bargmann) presenta un grave problema de divergencia en las
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causticas, y requiere procedimientos extra de ajuste en los puntos de retroceso (las conocidas formulas
de conexibn) [ver Apéndice C]. Este problema desaparece en el formalismo de estados de Bargmann,
debido a que la variedad compleja en la que estos estados estan definidos actlia como espacio de fases
para el sistema, en el que las trayectorias clasicas no presentan causticas gracias al teorema de Liouville.
Esta ausencia de divergencias en las aproximaciones dadas por (2.16) y (2.31) constituye una de las
principales ventajas de la formulacion de Bargmann, en la que las soluciones WKB son automaticamente
globales y uniformes, sin que se requiera ningn mecanismo de ajuste de soluciones. Voros [Vor89]
y simultdneamente Kurchan, Leboeuf y Saraceno [Kur89], han hecho uso de estas propiedades para
proponer aproximaciones globales a la funcion de onda en el formalismo de estados coherentes.

Im (a*)

a*
C,
ﬁ \\ Re (a*)
o
a

Figura 2.1: Posibles caminos de integracion para la determinacion de la funcion W(a*). La accion en el punto o*
debera ser independiente del camino elegido para evaluar la accion.

Otra diferencia entre las representaciones de Schrodinger y Bargmann radica en que, en esta (ltima,
la seleccion de autovalores no se obtiene imponiendo a la autofuncion la condicion de ser de cuadra-
do integrable (es decir, restringiendo su crecimiento en el infinito), sino imponiendo una condicion de
analiticidad. Asi, la aproximacion global para un sistema descrito por un hamiltoniano simétrico, dada
por (2.31)

WY(a*) ~ Ll/z e /7 ve (o) da” (2.35)

(%)
OVe

debera ser univaluada con independencia del camino de integracion elegido para evaluar la accion. Es
decir, si la integral de accion en (2.35) se evalla desde el punto (arbitrario) o hasta a* a lo largo de un
camino (7, la funcion W(a*) resultante no debera diferir de la que se obtiene al evaluar la integral a lo
largo del camino & [Fig. (3.2)]. Para que la funcion W(a*) permanezca univaluada cuando se efectiia
una vuelta a lo largo de la curva cerrada ¢ formada por C1 y (&, €S necesario que este contorno encierre
las singularidades de la funcion (en general multivaluada) ye (0*). Por otra parte, deben tenerse en cuenta
los cambios de signo que puede sufrir el prefactor (dado por una raiz cuadrada) a lo largo de este camino,
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de forma que la condicion para que la funcion (2.35) sea analitica vendra dada por
1 . .
ﬁ?{ Ve (0*) da* — ivit= 27un, (2.36)
c

con n entero. El parametro v (conocido como winding number (nimero de rotacion o nimero de vueltas)
de la funcion 0#/dy) es un pardmetro topologico que da cuenta de los cambios de signo que presenta
el gradiente 0 /dye a lo largo del circuito C, y depende en cada caso de la geometria del sistema. La
condicion (2.36) puede escribirse como

= —ijfcyEn(a*) do* = 2mA(n + %), (2.37)
y proporciona los autovalores E,, siempre que la integral en (2.37) pueda invertirse. Esta condicion corre-
sponde a la condicion de cuantizacion WKB (que generaliza las antiguas reglas de cuantizacion de Bohr-
Sommerfeld) si identificamos el parametro v con el indice de Maslov. Este indice es igual al nimero
de veces que 0q/dp es positivo menos el nimero de veces que es negativo al dar una vuelta a lo largo
de de una curva cerrada. 4 Para un hamiltoniano en forma normal, la funcion de onda (2.16) incluye un
término exponencial extra en el prefactor, dado por la fase @(a*), que modifica el termino de Maslov en
la cuantizacion de la energia.

La condicion de cuantizacion (2.37) se obtiene para el caso de sistemas ligados tales que las singu-
laridades presentadas por la funcion yg (0*) se limiten a un polo simple o dos puntos de rama, de manera
que siempre sea posible construir caminos cerrados que encierren estas singularidades. Para sistemas no
ligados que presenten un Gnico punto de rama no es posible definir un camino de integracion cerrado que
rodee dicho punto, y la funcion de onda obtenida serd una funcion univaluada para cualquier valor de la
energia. En cualquiera de los casos, la funcion de onda estara definida de forma univoca en todo el plano
complejo de a*, excepto en los cortes de rama existentes.

Para sistemas en los que yg (0*) posea una estructura de singularidades més compleja (por ejemplo,
cuatro puntos de rama), es imposible obtener una funcién de onda que sea univaluada a partir de un
Unico camino de integracion. En general, en la expresion (2.35) debera incluirse una suma sobre las
diferentes ramas fisicas del problema, de manera que la soluciébn vendra dada por una combinacion
lineal de soluciones tal que la funcidn de onda resultante sea analitica:

W(a*) ~ N b e b (2.38)

- ramas (3%(0*,\0)1/2
OVe

La eleccion de todos estos caminos de integracion posibles es complicada, y la generalizacion de (2.35)
para sistemas con mayor nimero de grados de libertad se dificulta considerablemente.

4En un sistema de N dimensiones, este indice cuenta el nimero de puntos de retroceso que presenta la proyeccion del k-
ésimo circuito irreducible Iy del toro Iy en el espacio de coordenadas, es decir, el nimero de lugares en los 'y en los que el toro
es “normal” al espacio de coordenadas. El indice de Maslov da cuenta asimismo del nimero de custicas atravesadas a lo largo
del circuito. [Ver, por ejemplo, [Ber78, 0z088]].
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Un ejemplo: El oscilador armoénico unidimensional

El hamiltoniano clasico de una particula de masa m = 1 que ejecuta un movimiento armonico simple
de frecuencia w viene dado por
2
1
H, = % + szqz = woa*, (2.39)

donde las variables (g, p) y (a,0*) estan relacionadas mediante las ecuaciones de transformacion

i
a = + —
\/pr
af = @ ——i
2q /pr'

Existen distintos operadores hamiltonianos cuanticos correspondientes a la funcién clasica (2.39), de-
pendientes del esquema de ordenacion elegido:

HN(a',a) = fhwa'a (2.41a)
HA(a",a) = hwaa' (2.41b)
1S(at hw t S S W N e

H3@a'a) = 7(a a+aa') = hw a'at :7+§oozq ) (2.41c)

donde los superindices N, Ay S denotan ordenacion normal, antinormal y simetrizada, respectivamente,
y los operadores Gy p se relacionan con los operadores de creacion a' y destruccion a mediante la
transformacion

De la misma manera, cada uno de los tres operadores HN, HA y HS tiene asociados a su vez distintos
simbolos definidos en el espacio de fases (g, p) del oscilador arménico (que puede identificarse con el
plano complejo de la variable a segdn la transformacion (2.40)). Es sencillo comprobar [ver Apéndice
A] que los simbolos Q, Py W de cada uno de ellos vienen dados por:

hw
N * * S
= waa aa waa*
Hy = w % Wao* +hw Hy = +— >
hw
HY =wao* —hw  HE=wao*  Hp =waa* -5

hw
}W:wau*—7 Hf = waa* + 52 7§ = waa*.

Por supuesto, todos ellos comparten el mismo limite semiclasico, dado por H; = waa*.
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Consideremos el operador HS construido segin el esquema de cuantizacion de Weyl-Wigner. La
funcion de onda (2.32) con Kk =0y x =W viene dada por

WS () ~ Ll eh s wanyaa _ N et (2.42)
(aﬂﬁ(a*,v)) /2 (car+)1/2
oy

puesto que la ecuacion de Hamilton-Jacobi A (0*,y) = waa* = E, que define la curva de energia,
puede ser invertida facilmente, definiendo ye (0*) = E/(wo*) como una funcion singular de la variable
compleja a*. La integral que aparece en (2.42) se lleva a cabo a lo largo de un camino de integracion
en el plano complejo a*, y para que la funcion WS(a*) permanezca univaluada, este contorno debe ser
tal que rodee la singularidad existente en el origen a* = 0+ i0. Asimismo debera tenerse en cuenta el
cambio de signo sufrido por la funcién bivaluada que se encuentra en el denominador, cuando a lo largo
del camino de integracion se pasa de una a otra de las hojas de Riemann asociadas a la funcién compleja
raiz cuadrada. Asi pues, eligiendo como contorno de integracion la curva de energia definida por la elipse
wao* = E, la funcion semiclasica (2.42) vendra dada por

LIJS(G*) ~ (a*)fl/Z e%lnc(* ~ (C(*)

Elm
N

Esta funcion es analitica Gnicamente si la potencia de a* es un nimero entero, lo que conduce a la

condicion de cuantizacion para la energia del oscilador arménico:

1

La correspondiente autofuncion tiene la forma
WS (a*) ~ (a*)", (2.43)

que es un resultado exacto para la funcion de ondas del oscilador arménico. ° Es decir, la formulacion
WKB en la representacion de Bargmann proporciona no sblo un resultado exacto para las autoenergias
del oscilador armbnico (como sucede en la teoria WKB tradicional), sino que ademas conduce a una
expresion exacta y uniforme de las autofunciones. La eleccion (x = W,k = 0) en este caso se debe
exclusivamente a que de esta forma se consigue una simplificacion de los calculos, pero es sencillo
comprobar las elecciones (x = Q,k = 1) o (x = P,k = —1) conducen al mismo resultado.

SEfectivamente, la ecuacion de Schrédinger H|W) = E|W) en la representacion de Bargmann

* a l E *
hw(a aa*+§> Y(a*)=EW(a*)

proporciona los autovalores Ep = hw(n + 1/2) para W(a*) = (a*)".



2.1 La funcion de onda estacionaria 55

Para el operador HN = hwata con ordenacion normal, la eleccion x = Q y k = 1 en (2.32) conduce

a la siguiente aproximacion para la funcion de ondas:
* azfg(u*’,y)

1 fa 1
N 2 Ba*’ay_ 3.”-IQN (a*’ )
oy

W) o~ — ¢ ¢

*/

e% fa* VE(U*’) da*

puesto que ag*y}gﬂ (a*,y) = w. En este caso, la condicion de analiticidad conduce a la condicion de
cuantizacién

EéN) = nhw.

Este mismo resultado se obtiene eligiendo (x =W,k = 0) o (x = P,k = —1). Anédlogamente, para el
operador HA = hwaa' con ordenacion antinormal, eligiendo x = Py k = —1 se tiene

1 po* 527@(““6/) 1 !
_?f ¥ oy orB(a* ) da «
qJA(a*) ~ L e }[Pay e% fa ye (a*') da*
o7 (ay) | /2
oy
* */
— Le(f%+%)fa d[?*l

y la correspondiente condicién para la energia viene dada por
EP = hw(n+1),

resultado que se obtiene igualmente para (x =W,k =0) 0 (x=Q,k = —1).

Estos resultados muestran cobmo en el caso particular del oscilador arménico, debido a que los simbo-
los Q, P y W difieren (inicamente en constantes, la aproximacion semiclasica a la funcion de onda para
un operador hamiltoniano determinado (HN, H” o bien HS) es exactamente la misma sea cual sea el
simbolo utilizado. Para un sistema genérico, estas aproximaciones, si bien son asintoticamente equiva-
lentes, diferiran entre si. Dependiendo del sistema particular, la utilizacién de una representacion u otra
proporcionard una descripcion mas o menos adecuada del tipo de fendbmeno a estudiar.



LA FUNCION DE ONDA EN LA REPRESENTACION DE BARGMANN

2.2. Formalismo dependiente del tiempo

La obtencion de una magnitud cuantica de tanta importancia como es el operador de evolucion U (t)
en términos de ingredientes clasicos ha sido el objetivo de numerosos estudios. El primer intento por
incorporar los estados coherentes en la determinacion semiclasica del propagador cuantico corresponde
a Heller [Hel75, Hel76, Hel77]. Weissman [Wei82], extendiendo el trabajo de Miller [Mil74], simpli-
fica considerablemente los resultados de Heller al explotar las propiedades canonicas de las variables
clasicas asociadas a los estados coherentes. Klauder [Kla79, Kla87] obtiene una expresion semiclasica
para el propagador haciendo uso de un formalismo de integrales de camino en la representacion de esta-
dos coherentes. En general, la mayoria de las aportaciones posteriores a los propagadores semiclasicos
continuan en esta linea, haciendo uso de una aproximacion de fase estacionaria dentro del formalismo de
integrales de camino (ver Kuratsuji y Suzuki [Kur80], Xavier y de Aguiar [Xav96] o el detallado trabajo
de Baranger et al [Bar01]).

En esta seccion expondremos una derivacion alternativa del propagador, que toma como punto de
partida una aproximacion WKB de la solucion general de la ecuacion de Schridinger dependiente del
tiempo en la representacion de estados coherentes. Este método (que ya hemos empleado para obtener
una aproximacion a la funcién de onda estacionaria) proporciona de forma inmediata los elementos de
matriz del operador de evolucion. Tal y como sucedia en el caso estacionario, las expresiones obtenidas
son diferentes para las distintas ordenaciones elegidas de los operadores cuanticos.

Estos elementos de matriz de U (t) entre estados coherentes definen la forma Q (o representacion
Q) del propagador. Sin embargo, resulta mas Gtil obtener la llamada representacion  generalizada,
al proporcionar una resolucion del propagador en estados coherentes. Esta forma 2 generalizada, que
puede derivarse mediante aproximaciones de fase estacionaria, conduce de manera natural a una rep-
resentacion de valores iniciales (IVR, del inglés Initial Value Representation) del propagador, para la
cual Gnicamente se requieren trayectorias definidas por sus condiciones iniciales. Como veremos, estas
expresiones corresponden con los resultados de Solari [Sol86] y de Herman-Kluk [Her84].

2.2.1. Lafuncion de onda dependiente del tiempo

Para obtener una aproximacion semiclasica a la funcién de onda dependiente del tiempo en la rep-
resentacion de Bargmann procederemos de manera analoga a como hicimos en el caso estacionario,
partiendo del ansatz WKB:

W(ar,t) = (a|W(t)) = A(a*,t) erns@D), (2.44)
La proyeccion de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

ih%N’(t)) = H|W¥(t)) (2.45)
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sobre los estados coherentes {|a)} tiene la forma:

(ol = \‘P( )) = (a|H[W(L). (2.46)

Trataremos por simplicidad el caso de operadores hamiltonianos que no dependen explicitamente del
tiempo. Comenzaremos por operadores con ordenacion normal [ec. (2.5)]:

H= ZC R(TM/2 gtngm (2.47)

en cuyo caso la ecuacion de Schrodinger (2.46) podré escribirse como
. 6
IFL ZC n+m )/2 0(|aT” m‘LP( ))
El algebra diferencial asociada a los estados de Bargmann permite escribir esta ecuacion como

0 om
ii—W(o*,t) = M ——W(a*,t).
Ihat (G ’ ) %Cnmﬁ a aa*m (G ) )

Siguiendo los pasos dados en el caso estacionario, podemos escribir la funcion W(a*,t) en la forma dada
por (2.44):

m

iﬁ%[ A(a*,t) e ] zcnm A o aZ*m [A(a ) ens@” 0]. (2.48)

La obtencion de una aproximacion semiclésica para W(a*,t) pasa por permitir un desarrollo de la am-
plitud A(a*,t) y de la fase S(a*,t) en series de potencias de %

Aa*t) = AQ@*,t) +#2 A@(a*,t) + B AW (a*,t) + - -- (2.49)
s(a*,t) = SO@a*t)+r2S@ " t)+r* SW(a*t) +---, (2.49b)
de manera que sustituyendo estos desarrollos en la ec. (2.48) e identificando los términos correspondien-

tes a las mismas potencias de &, se obtiene una jerarquia de ecuaciones para cada orden de . Igualando

los términos de orden 7° tenemos la expresion
m
05 (a*,t) o [959(ax,1)
_ - N7 Crom OF —_ 7
ot ,Zn o da* ’

que, haciendo uso de la definicion (2.8) para la funcion clasica # (a*,a’), podemos escribir como

959 (a*,1) 059\ _
S +}[< = | =o. (2.50)

Esta expresion es la ecuacion de Hamilton-Jacobi para S(®)(a*,t). En el contexto de la teoria clasica
de Hamilton-Jacobi, S(® (a*,t) es la llamada funcion principal de Hamilton, y la ecuacion en derivadas
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parciales (2.50) puede ser integrada haciendo uso del método de las caracteristicas. En este método, la
evolucién temporal de la funcion de onda viene descrita por una variable dindmica que denotamos por
&* = &*(1), tal que para T =t se cumple & = a*. La derivada total de S (a*,t) con respecto al tiempo
puede escribirse como

ds@(a*,t)  dSO (& 1) oSO (&r,t) | aSO(& 1),

dt  dt - a T o &
_ * as(O) (E?at) as(o)(zrat) T %
— _-{]_[ (Et ) I aa{ﬁ + asz Et
= —H(E,n) —iné, (2.51)

donde en la segunda igualdad hemos hecho uso de la ec. (2.50), mientras que en la tercera hemos intro-

ducido una nueva variable,
_ 080 1)

ne = T’ (2.52)

como una funcion bien definida de &; y de t. Para poder integrar la ec. (2.51), hemos de conocer como
varia n; a lo largo de la direccion E;* (que por ahora es arbitraria). Esta variacion vendra dada por

- d (50,0 . 00sOE | PSOEY ;.
N = i— | —5— | =i - i o &
dt 0&; ot 0§ 0&;
— 65—[({{“, r]t) i a'{]{(zikant) ant azs(o)(aiat) E*
& |, one g 08 gz
—Ii +1 , 2.53
g |y 0&? Nt g “ (259

donde hemos tenido en cuenta que # (&;,n:) depende también de &; a través de n;. Para que esta evolu-
cion sea independiente de 925() /0&;?, podemos elegir E;‘ (que hasta ahora es arbitraria) de tal forma que
el término entre paréntesis en (2.53) se anule. De esta forma, la accion S( (£¥,t) podra ser calculada a
lo largo de una trayectoria especifica (§3,n+) integrando las ecuaciones diferenciales

_ 2.54a

ET anr E% ( )

i = —i ZLCend | (2.54b)
aET Nt

correspondientes a las ecuaciones clésicas de Hamilton para las variables dinamicas (&3,n+). Estas ecua-
ciones estan sujetas a las condiciones de contorno
9SO (&,0 i
N = 1200 o) 2.559)
08
&t = a’. (2.55b)
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Asi pues, la ecuacion (2.51) podré ser integrada a lo largo de las caracteristicas (&;,nt), obteniéndose
SOy = SOE,0+ [ [~2(&n)~inik]ar (2.56)
= SO(g,0) —ina’ +inogs + [ A (E ) +iEAdd, (280

donde el paso de una expresion a otra se lleva a cabo evaluando por partes la integral
t. t
/0 Ne&s dT=na™ —no&p —/0 &N dt

y teniendo en cuenta la condicion de contorno (2.55b). El valor inicial de la variable &; determinara el
valor inicial de la accion, S (EO, 0), y éstas, a su vez, determinaréan al valor de n a tiempo T = 0, segiin
indica la ec. (2.55a). Todos estos valores iniciales dependeran del estado inicial |%(0)) que se elija. Como
vemos, el método de las caracteristicas permite resolver la ecuacion en derivadas parciales de Hamilton-
Jacobi (2.50) para la evolucion de la funcion principal de Hamilton S(%)(a*,t) integrando un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones de Hamilton (2.54), que incrementan la fase inicial

(0)(23,0) en una integral evaluada a lo largo de una trayectoria en la variedad compleja asociada a la
variable a*, que actla como espacio de fases para el sistema.

Analicemos a continuacion los términos correspondientes al orden 7 en la ec. (2.48):

—1
A (a* 1) o ) 0AOaxt) [0SO (a*,1) "
R DX T O G

n,m

m—2
MM —1) ), s 119250 (a%,t) .85 (a,1)
— A% (a*,t)i 352 i 3" .

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion por 2A(%) (a*,t), definiendo

p(a*,t) = AO%(a* 1) (2.58)

y escribiendo n(a*,t) = i94-S© (a*,t), se tiene:

-ap(a*at) _ *N Op(u*,t) m—1 *N ar]
i 3 = ancnma m o n +;ncnm0( m(m—1)p(a* t)aa
— 0 m—1*n * _ m—1,~*n—1 *
= n%cnm 3 (Mn™ ~ap(a”, )] nzmmn na*"*p(a*,t)
0 [0H(a%n) . H(o*,n)
— o | S et - T o).

Definiendo un campo de velocidades complejo como

* i9.+SO) (*
oot 0H[a*,n = é?]qs (a ,t)]’ (2.59)
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esta ecuacion se escribe finalmente como

dp(a*t) 0 _0°H (a*,n)

ot +oaqr PELOVOL Y =15

p(a*,t). (2.60)

Esta expresion tendria la forma de una ecuacion de continuidad si no fuera por el término en derivadas
segundas de # (a*,n) que aparece en el segundo miembro de la igualdad (y que debe calcularse con-
siderando a* y n como variables independientes). Podemos definir una nueva funcion p(a*,t) que ab-
sorba dicho término

p(a*,t) = p(a*,t) e () (2.61)

con una correccion a la fase F(a*,t) dada por
' o2 (&, N1)
F(a* t z/ il CiEL LV 2.62
(o) 0o 0&ion (2.62)
donde la integral se lleva a cabo a lo largo de la trayectoria clasica compleja que satisface las condiciones
de contorno (2.55). De esta manera, la ec. (2.60) se escribe como

. N 2 * ) .
[6(0‘*’0 e—IF(Ol ) V(G*,t)] =1 %(gr;n) |5(O(*,t) e—|F(a ,t)’

2 ~ ok —iF(o*t) 0
ot [p(a ye ] + oa*

y con algo de algebra intermedia conduce finalmente el resultado deseado:

p(ar,t) 9
a " oar

[p(a,t) v(a™, )] = 0. (2.63)

Esta expresion tiene la forma de una ecuacion de continuidad para un fluido con densidad p(a*,t) y un
campo de velocidades complejo dado por (2.59).

Como ya se ha indicado en el caso estacionario, la funcion p(a*,t), por definicion, es una funcion
compleja, no interpretable por tanto como una densidad de probabilidad (ni siquiera la funcion p(a*,t)
es definida positiva, por haber sido definida como el cuadrado de A(®) (a*,t) y no como |AQ) (a*,t)]2). No
obstante, el hecho de que cumpla una ecuacién de continuidad como la ec. (2.63) proporciona una ventaja
evidente, y es la posibilidad de conocer p(a*,t) (y por tanto p(a*,t) y, en definitiva, A©(a*,t)) en
cualquier instante de tiempo a partir de las trayectorias clasicas del sistemas. Efectivamente, la ecuacion
de continuidad (2.63), al ser una ecuacion de conservacion

P(&; 1) 88 = P(&0,0) 3o,
permite escribir la densidad a tiempo t en términos de la densidad en el instante inicial t = 0 como
p(a*,t) = P(E,t) = I'P(&5,0) = I *p(&5,0),

donde J es el jacobiano

J(o*,t) = 08¢

=5 (2.64)
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y donde hemos tenido en cuenta que las funciones py p coinciden at = 0 [ecs. (2.61) y (2.62)]. Asi pues,
A0 (o, 1) e R0 = 37IA 5, 0),

de donde
A (a* 1) = AO)(g5,0) 3722 g2F (") (2.65)

El valor inicial A(%)(£%,0), al igual que sucede con el de la accion, dependera del estado inicial |W(0)).

Hemos de indicar que, puesto que la ecuacién de continuidad permite obtener una solucion para el
cuadrado de A(%(a*,t), y no para la amplitud misma, la expresion resultante es una funcion compleja
bivaluada (dada por una raiz cuadrada). La determinacion tanto de la accion S (a*,t) como de la am-
plitud A% (a*,t) se esté llevando a cabo a partir de la integracion de las caracteristicas de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi, de manera que los sucesivos cambios de signo de la raiz (esto es, los sucesivos pasos
de una a otra de las hojas de la superficie de Riemann asociada a la funcion bivaluada p'/2(&;,t)) a lo
largo de la integracion daran lugar a la aparicion de una fase de +1ten la expresion final para la ampli-
tud A (a*,t) y por tanto en la aproximacion semiclasica de W(a*,t). Esta fase, como veremos, sera el
origen de la aparicion de un indice de Maslov en las expresiones semiclasicas de la densidad de estados
y de una energia de punto cero en la cuantizacion de la accion. Por el momento consideraremos que esta
fase esta incluida en el término jacobiano J=1/2 y no la mostraremos explicitamente hasta que no sea
necesario.

Los resultados (2.57) y (2.65) permiten escribir la aproximacion semiclasica para la funcién de onda
dependiente del tiempo en la representacion de estados de Bargmann como:

Yo, t) = AQ (a*, 1) eh SV (@

. 2 * X .
= AO(gx,0) 312 g2 o O gk SO0+ [~ ne)-ink e

_ W(Es,0) JY2 giF(arp e R ) il (2.66)
donde
W(&s,0) = A (&2, 0) 5 (&0)/ (2.67)

dependera del estado inicial considerado, y todos los términos en (2.66) estan evaluados a los largo de la
trayectoria clasica compleja que satisface las condiciones de contorno (2.55).

Como se ha indicado anteriormente, la forma de la aproximacion semiclésica para W(o*,t) depende
de la ordenacion escogida para el operador hamiltoniano. La expresion (2.66) ha sido obtenida para un
operador con ordenacién normal. El caso de ordenacion de Weyl o simétrica sufre ligeras variaciones
debido, como hemos visto, a las correcciones cuanticas presentes en el simbolo de Weyl # [ec. (2.19)],
que introducen modificaciones en las ecuaciones obtenidas para los siguientes 6rdenes en 7. Asi, la
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ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo (2.46), con H = H(© + 2 H() 4. 'en este caso toma

la forma
.0 m N om * lS(C("‘,t)
il [A(a 1) eh ] Zdnmh o [A(a 1) eh ]
1 I £m xN—1 om! Ls(axt)
Erzndnmh nma W [A(O( t) ] + ,

donde los coeficientes d.", corresponden al desarrollo de la funcion # () (a* a) definida en (2.20).

La identificacion de términos del orden 7#° conduce a la misma ecuacion obtenida en el caso de
hamiltonianos en forma normal, ya que a este orden solo intervienen contribuciones de H(© [ec. (2.23a)].
Se tiene por tanto la igualdad

0) (or* ©(g* 1)\ " 0) (o*
_08%(a ,t): g am ias (a*,t) _ 4/(0) a*,ias (a*,t) ’
ot o da da

n

esto es:

765(0)53*’” 4+ 20 (a*, iias(ogéf’t)) 0.
Es decir, obtenemos la ecuacion de Hamilton-Jacobi para S(9(a*,t) en la que interviene la funcion
clasica #(%), que es el término de orden cero en el desarrollo de la “funcién normal asociada” al operador
H. La expresion para la accion viene, pues, dada por (2.56), en la que interviene un hamiltoniano clésico
dado por # (9,

Es en el orden % donde aparecen las contribuciones de H(1), puesto que en este caso se tiene la
igualdad

-1
A0 (o 1) ) A0t [asO@r )"
ot =2 Qo™ qm da* " oo

_ 2¢(0) ((y* ©) (qx 11\ ™2
b MM 1) 0 g ;80 (ias (a ,t))

o0a*2 oa*

m—-1
Z d! nma*"tAO) (a* t) ( M) .

I\>I|—\

Ja*

Como es habitual, multiplicamos esta igualdad por 2A(%) (a*,t) y consideramos las definiciones de
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p(a*,t) y de n(a*,t), obteniéndose
.ap(a*,t) _ I kN ap(a*,t) m—1 I N _ * aﬂ m—2
i P = andnma m o n +andnma m(m—1)p(a ’t)aa*
+ Zdn’mO(*”’lnmp(O(*,t)r]”“‘1
— m 1. *n *
= 3 o "™ "p(a )]
_ 0 [0#P(a%,n) :
= I [T p(a*,t)|.
a*
La definicion (2.59) conduce finalmente a
w (o) v(a*,)] = 0. (2.68)

En este caso se obtiene directamente una ecuacion de continuidad para p(a*,t), y el termino en derivadas
segundas de #(© que aparecia en el caso de un hamiltoniano en forma normal [ec. (2.60)] ha sido
cancelado gracias a la contribucion de #(1). De esta forma, los pasos que siguen a la ec. (2.63) conducen
a la expresion

AO(a,t) = AO(g5,0) 312,

con J dado por (2.64).
Asi pues, en el caso de un operador hamiltoniano con ordenacion simétrica la aproximacion semi-
clasica para la funcién de onda dependiente del tiempo viene dada por

W(a*,t) ~ AQ(a,t) ers? @D
— AO(E,0) 37Y/2 e# 8O @ 0+ [-HO @ no) —incdien]

—  W(E;,0) 3712 ek B[O @ ne)—inegi e (2.69)

Al comparar las ecs. (2.66) y (2.69) se observa que la Gnica diferencia entre las aproximaciones para
operadores escritos en forma normal o en forma simetrizada radica en la aparicion o no, respectivamente,
del término exp(iF /2). Un anélisis analogo al que hemos llevado a cabo permite comprobar que para el
caso de la ordenacion antinormal se obtiene una expresion en la que interviene el término exp(—iF /2).

La inclusién o no de este término en las aproximaciones semiclésicas al propagador cuantico ha
sido objeto de algunas discusiones. Si bien Baranger et al [Bar01] reivindican su incorporacion a las
expresiones semiclasicas que proponen, la aproximacion de Solari [Sol86], diez afios anterior, ya lo
incluia. La razon de que esta fase no aparezca en las aproximaciones de estados coherentes habituales
propuestas por Heller [Hel75] y otros [Kay94, Her84] se debe simplemente a que estos autores hacen uso
de operadores hamiltonianos con ordenacion de Weyl (aunque en ocasiones no se indique explicitamente)
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y, como hemos visto, en este caso este término no aparece. A pesar de la aparente arbitrariedad en la
aparicion o no de exp(+iF /2), el procedimiento sistemético que hemos seguido da cuenta de todos
los terminos que aparecen en cada orden de 7 para cada uno de los esquemas de ordenacién cuéntica
utilizados.

Los resultados obtenidos para las distintas ordenaciones pueden condensarse en una expresion com-
pacta escribiendo

W(a*,t) ~ W(ES,0) I71/2 e3KF(@* 1) o Jo[—74(&tn0)—ine&] dr. (2.70)

donde K viene dada por (2.33) y el hamiltoniano clasico #4 corresponde a la representacion Q, P o ‘W del
operador H considerado. De la ec. (2.70) puede extraerse una doble conclusion: por una parte, pone de
manifiesto el hecho de que, para un mismo hamiltoniano clasico, los diferentes esquemas de cuantizacion
conducirén a distintas aproximaciones para W(a*,t) y, como veremos, a distintas formas del propagador
semiclasico. Por otra parte, la expresion (2.70) es valida para cualquier operador hamiltoniano cuéntico,
con independencia de la ordenacion que posea, siempre que se haga uso del simbolo Hq, Hp 0 Hy con
el valor adecuado de K prescrito por (2.33).

Consideremos como ejemplo el caso del oscilador arménico monodimensional, con un hamiltoniano

escrito en forma simetrizada como

A hw 1
AS = 7(aTaJraaT) = W <aTa+ 5) (2.71)

y un estado de Fock |n) como estado inicial. En este caso, las trayectorias vienen dadas por las ecuaciones
de Hamilton (2.54), que para g (£*,n) = w&*n se escriben

=iwé;
E-T arh_ & ET
T aET . T
y se integran como
& =g5e"
Nt =No eor,

Las condiciones iniciales compatibles con las condiciones de contorno (2.55) corresponden a

Nno = 0

E.Ek) — o e—i(.d:.
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La funcion de onda inicial en la representacion de Bargmann viene dada por

*N
var’

de forma que A© (a,0) O o*" y S(% (aj,0) = 0. Con estos resultados, la aproximacion a la funcion de

WY(a*,0) = (ajn) =

onda puede escribirse como
LIJ(C(*,t) ~ W(G*,O) e—i(n+1/2)(.d ~ e—i(n+1/2)(.0t’
expresion que coincide con el resultado exacto.

2.2.2. Elementos de matriz del operador de evolucion

La linealidad de la ecuacion de Schrédinger (2.45) permite describir la correspondencia entre el
estado cuéntico inicial definido por el vector de estado |W(0)) y el estado a tiempo t mediante un operador
lineal U (t) en la forma

[W(1)) =U(1)|¥(0)). (2.72)

Este operador, llamado operador de evolucién temporal, es unitario y satisface asimismo la ecuacion de
Schrodinger:

i () =H(@)U(t).
ot
Esta ecuacion, junto a la condicion inicial
U(0) =1,

puede escribirse como la ecuacion integral

~ ~ i t ~ ~

O(t)=1- 'ﬁ/ AE) () o, 2.73)

0

que para el caso de operadores hamiltonianos independientes del tiempo (que es el que nos ocupa) puede
resolverse como ©
U (t) = eHt/n, (2.74)

6Si el operador H depende del tiempo pero los hamiltonianos a distintos tiempos commutan entre si, la solucion formal de
(2.73) se escribe como o
U(t) — =% JoH() dt”

mientras que si los H’s a distintos tiempos no commutan, la solucién mas general viene dada por una serie de Dyson:

~ L2 7\ ot t th—1 n ~ ~
uit)=I1+ — /dt/dt---/ dtn H(ty) H(t2) - --H(tn),
® n;(ﬁ) [t [ do [ dt () A() - Fit)
gue simbdlicamente puede escribirse en términos del operador de ordenacion temporal de Dyson, T, como

G)=T [e—%fo‘”(t’) dt’] , t>0.
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La expresion (2.74) para el operador de evolucion es independiente de la representacion. Sus elemen-
tos de matriz tienen una importante interpretacion en términos de amplitud de transicion. Asi proyectando
la ec. (2.72) en la representacion de posiciones, por ejemplo, se tiene

W(g,t) = (g¥(t) = (qU(1)w(©) /dq (ald (O)1a") (' |%(0))

= [ do K(@.t:d,0) W(d,0) @75)
donde hemos hecho uso de la relacion de cierre [ dq |q)(q| = I. El kernel de la ec. (2.75),
K(a,t:q',0) = (alU (1)q), (2.76)

recibe el nombre de propagador cuantico. / De esta manera, la evolucion temporal de la funcion de
ondas queda completamente definida si se conoce K(q,t;q’,0) y si W(q',0) esta dada inicialmente, lo
que es un reflejo de la naturaleza causal de la mecanica cuantica. El solapamiento (q,t|q’,0) identifica la
amplitud de probabilidad de que una particula preparada en t = 0 con un autovalor para la posicién dado
por g’ sea encontrada a un tiempo posterior t en g. De esta forma, puede interpretarse como la amplitud
de transicion de una particula en un punto espacio-temporal (q’,0) a otro punto espacio-temporal (q,t).

En la representacion de Bargmann, el propagador cuantico viene definido segin

War 1) // (@0 (1) |B><B|w<>>eﬂﬂ*/ﬁ—//dB (a°,:B,0) W(B",0),

donde
K(a*,t;B,0) = (a|U(t)[B) e PF"/7.

Laaproximacion semiclésica a la funcion de onda en la representacion de Bargmann, W(a*,t) = (a|¥(t)),
permite obtener una aproximacion semiclasica a este propagador cuantico. Efectivamente, como hemos
indicado, las expresiones (2.66) y (2.69) dependen del estado inicial |%¥(0)) a partir del cual evoluciona
la funcion de onda. El caso particular en el que el estado inicial es un estado de Bargmann, |%(0)) = |B),
es especialmente interesante, puesto que estas expresiones proporcionaran una aproximacion a los ele-

mentos de matriz del operador de evolucion entre dos estados coherentes:

(a|W(t)) = (ald (1) W(0)) = (a|U (1)|B) = W(o*, B,t) = W(E .o, ),
"Estrictamente, el propagador retardado se define como
K(g,t;d',0) = (qlU (1)) O(t),

donde O(t) es la funcion de Heaviside (O(t) =1sit> 0,y O(t) =0 si t < 0). Notese sin embargo que la ec. (2.75) se cumple
incluso parat < 0, en cuyo caso puede introducirse un propagador avanzado que seria distinto de ceroﬂsc’)lo parat < 0. De la
misma manera, es posible definir unos operadores de evolucion hacia adelante o hacia atras mediante U (t) = £0(£t)U (t).
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donde hemos mostrado la dependencia de la funcién de onda con la condicion inicial 3. En este caso los
valores iniciales de la amplitud y la fase pueden obtenerse teniendo en cuenta que parat = 0 se tiene

W(ar,p,00 = AQ(a*,p,0) eSO/
(alw(0)) = (a|B) = =P/,

de donde

Oa*,B,0) = 1

9(*,B,0) = —ia*p.
La condicion de contorno (2.55a) permite identificar
.95 (a*,B,0
No = I—ga* B.0) = . (2.77)

Es decir, al fijar el estado inicial como un estado coherente |B) se determina asimismo el valor que toma
la variable compleja n ent = 0, que en este caso particular sera independiente del valor de &. (Notese
sin embargo que este estado inicial no proporciona ninguna informacion acerca del valor inicial de la
variable &7, es decir, &5 permanece aln indeterminada). Asi pues, el propagador en la representacion de
Bargmann puede aproximarse por

A * —1/2 ) .y * tad)
(alu(t)|B) «~ <g§%> 3% Jo —agan; ¢ e%ﬂtﬂ +4 Jol— (& no)+Hig M1 ]dt (2.78)
OE* 71/2 t 9274 (&% nt) Mgt 1pesy ipt ¥ ine&;
(azt ) 5% Jo “agsons 0T o 2BE+3 o [*}[X(E“”T)*'”TET]M, (2.79)
0

donde k cumple (2.33).

Como vemos, la obtencién del elemento de matriz (a|U (t)|B) conlleva la integracion de dos variables
complejas independientes, &3 y ny, de las que tenemos informacion parcial en los instantes inicial y final;
esto es, en T = 0 conocemos el valor de la variable ng (dado por ), pero el valor de &g esta indeterminado
(y es distinto de *), mientras que en el instante final T =t lo que conocemos es el valor de &; (dado por
a*), pero no el valor de n; (que en general sera distinto de (a*)*).

Encontrar las trayectorias complejas que cumplan este tipo de condiciones de contorno mixtas a dos
tiempos generalmente no es sencillo.8 Por este motivo ha habido intentos de transformar este problema
mixto a dos tiempos en un problema de valores iniciales, en el que se conozca el valor de ambas vari-
ables a tiempo inicial, puesto que en este caso la trayectoria clasica que contribuye estd univocamente

8De hecho, dificultad se incrementa a medida que aumenta el nimero de dimensiones del problema, ya que en el caso de
que la dinamica clasica subyacente sea cabtica el nimero de trayectorias que contribuyen al llamado “problema de la bsqueda
de raices” puede ser extremadamente grande (aparte del hecho de que el método de blsqueda tendria que enfrentarse a la alta
inestabilidad de las trayectorias respecto a pequefias variaciones en las condiciones iniciales).
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T=0~< ™ 1=t

n,=p N
E*O E;:a*

Figura 2.2: Condiciones de contorno de la trayectoria compleja requerida para evaluar el elemento de matriz

(ald (1)[B).

determinada. Este método (conocido como IVR, del inglés Initial Value Representation) ha sido utilizado
tanto en el formalismo de estados coherentes (Klauder [Kla87], Herman y Kluk [Her84], Kay [Kay94],
Grossmann [Gro98]) como en la representacion de coordenadas (Campolieti y Brumer[Cam98], Miller
[Mil70, Mil74], Levit y Smilansky [Lev77]). Una revision y clasificacion de las aproximaciones semi-
clasicas basadas en paquetes de onda gaussianos, derivadas de un formalismo de integrales de camino en
estados coherentes (expresadas tanto en forma de problemas con condiciones de contorno mixtas o como
representaciones de valores iniciales) puede encontrarse en [Gro99].

Se han obtenido expresiones para el elemento de matriz del operador de evolucion analogas a (2.79)
desde un formalismo de integrales de camino de Feynman para el calculo del propagador [Kur80]. En
este formalismo, el propagador (a\e—“q/’im) se evalUa subdividiendo el intervalo temporal (0,t) en N
intervalos de longitud € =t/N e insertando N — 1 veces la relacion de cierre para los estados coherentes
entre dos intervalos adyacentes. El paso al continuo a través de los limites N — oo, € — O debe llevarse
a cabo con especial cuidado, considerando las expresiones continuas adecuadas que finalmente daran
lugar al término exp(iF /2) en el elemento de matriz del propagador. Baranger el at [Bar01], asi como
Castro Neto y Caldeira [Cas90] y Klauder [Kla86, Kla87], aluden a las condiciones de contorno mixtas
para introducir, quizas de una manera que pudiera parecer artificial, los términos necesarios para obtener
un resultado correcto. Schulman [Sch81], por el contrario, no da cuenta del término exp(iF /2), aunque
intuye que su apariciobn esta relacionada con el problema de ordenacién de los operadores cuanticos. El
motivo de que la introduccion de estos términos extra pueda resultar ad hoc al evaluar el elemento de
matriz (a|U (t)|B) tiene que ver con la normalizacion de los estados coherentes, debido a los términos
gaussianos que provienen del solapamiento (a|B) = exp (—(|a|?+|B|?)/(2R) +a*B/RK). En la repre-
sentacion de Bargmann (estados coherentes no normalizados) los célculos se simplifican considerable-
mente, y las gaussianas que los relacionan con los estados coherentes [|a) = exp(—|a|2/2h)|a)] pueden
afladirse después de haber obtenido el elemento de matriz (a|U (t)|B). En este sentido, el método de So-
lari [Sol86], basado en estados de Bargmann, proporciona un resultado mas directo que los anteriores. Es
importante sefialar que en todos los métodos semicléasicos propuestos para obtener el elemento de matriz
del operador de evolucion entre dos estados coherentes, tanto en el formalismo de integrales de camino
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como en la generalizacion de la teoria WKB en la representacion de Bargmann, las aproximaciones se Il-
evan a cabo evaluando las integrales involucradas mediante la aproximacion de fase estacionaria. En este
sentido, el algoritmo que hemos propuesto tiene la ventaja no so6lo de simplificar de manera considerable
los calculos, sino de proporcionar una expresion para el propagador de una manera directa, sin pasar por
la aproximacion de fase estacionaria. Hasta donde sabemaos, esta forma de proceder no ha sido empleada
anteriormente.

2.2.3. Aproximacion semiclasica al operador de evolucion

Los elementos de matriz del operador de evolucion dados por (2.78) definen la representacion Q del
operador del evolucion:

Ug(o,B,t) = %.

En la presente seccion obtendremos una expresion integral para el operador U (t) asumiendo una repre-
sentacion P generalizada para éste, dada por

~ . [ dada*

Ot) = [ o (@00 [8)(al, (2.80)

donde & esta relacionada con o y a* a través de una aplicacion dependiente del tiempo.
Como sabemos, la no-ortogonalidad de los estados coherentes es responsable de que éstos formen
una base que es sobrecompleta. La forma 2 para el operador identidad tiene la forma

- d’a d’a .
i — ad _ i —aa /h_ 281
[[aal= [ [ il 28)
Insertando esta relacion de cierre a cada lado del operador de evolucion, éste puede escribirse como
] d?a o [ BB _ppsn i
O) = [ [ S e/ [ [ 22 /M o) (a0 ©)B)(BI @2.82)

Estas integrales estan definidas en un espacio complejo en el que existe una estructura simpléctica, y la
bi-forma que la define constituye una medida d?a que es real y viene dada por d?a = d(Rea) d(Ima)
(en este parrafo, lo que digamos para las variables a, a* debera aplicarse igualmente a las variables [3,
*). Una de las ventajas mas interesantes que presenta la representacion de Bargmann consiste en la
posibilidad de poder extender estas integrales a una variedad compleja con una métrica diagonal definida
por du = da do* en la que las variables a y a* en general son independientes, es decir, no estan rela-
cionadas por conjugacion compleja. (No obstante, en cualquier momento tenemos la libertad de elegir
las variables o y a* de forma que si sean complejas conjugadas entre si, esto es, (0*)* = a). De esta
forma, la ec. (2.82) puede escribirse como

. dado* [ dBdp* . ——
00= . S | G I0@OQ BBl e e (283)
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donde los caminos de integracion Iy o+, SON curvas parametrizadas por las variables reales del espacio
de fases q y p. En estas superficies, las variables o y a* son complejas conjugadas entre si. En el caso de
que el integrando de (2.83) sea una funcion holomorfa (analitica) de las variables a y a*, estos contornos
podran deformarse dependiendo de las condiciones de convergencia del kernel de (2.83) para valores
asintéticamente grandes de |[Re a| y |[Re a*|. °

La aproximacion semiclésica obtenida para (a|U (t)|B) cumple el requerimiento de analiticidad exigi-
do para poder llevar a cabo esta deformacion. Como se ha indicado, la evaluacion de este elemento de
matriz requiere resolver un problema con condiciones de contorno mixtas a dos tiempos. Para poner de
manifiesto el hecho de que la variable (3 hace referencia al estado inicial y a* al final, es conveniente

9por ejemplo, el solapamiento entre dos estados de Bargmann puede obtenerse insertando la relacion de cierre segiin

B do da* —aa‘/h _/ dado® gea/n —aa*/n .oty/n
B =Bl [ G e = [ G e/,

Puesto que el integrando es una funcion analitica, puede llevarse a cabo una deformacion de los contornos I o+ . Escribiendo
la variable a en la forma o = y+ pe'®, podemos elegir para la otra variable a* un camino de integracion g+ definido por a* =
re=® con 0 < r <y lamisma fase 6 que a. La integracion a lo largo de este camino da lugar a la funcion / eB"%/% /(a —vy),
que tiene un polo en a = y. De esta manera, la integral en a restante, dada por

do ePa/h
Ma ﬁ a,y '

(Bly) =

debera llevarse a cabo a lo largo de un camino ' que encierre esta singularidad. Eligiendo este camino como el circulo de
radio p y centro en a =y se llega al resultado correcto:

efra/h
_ [ _ — oP'v/h
(Bly) = Res{a =y} = lim (a —y) a—y =&

donde Res denota el residuo del polo a =y. Otra eleccion posible de los caminos I'q o+ Viene dada por

1 .
Of—ﬁ(quIpHx

1 H *
a :ﬁ(qflp)ﬂ,

donde gy p son parametros reales, y X y {* dos constantes complejas. Puesto que en este caso los caminos son independientes
de By, en realidad lo que se tiene es una resolucion de la identidad diferente:

~ da da* x 7%
— [ 2T (o + ) (a+x)/R

De hecho, la eleccion o = qy o* = —ip conduce a otra forma interesante de resolucion de la identidad:
& dgdp ipa/h R
[= [ S=2e™ /Mg ip.

De esta manera, una expresion generalizada para la resolucion de la identidad, mas general que la dada por (2.81), tendra la
forma
N dn d&* _g-
M= o em¥n/h 2.84
Mhee 2T (&l (2.84)

que sera valida para determinada eleccion de los caminos I'y, ¢., siendo n y &* dos variables complejas independientes.
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realizar un cambio en la notacién, escribiendo el nicleo de la ec. (2.83) como
(al0 (1)1B) = A (a*, B, 1) e#5”(@"BY — A&7 g, t) ST M0, (2.85)

con A9 y S(9 dados por (2.65) y (2.56), respectivamente, con lo que el operador de evolucion (2.83) se
escribe

iy = (909 fdnodBt 0 g 1SOE 00) (| g-0& /h-NoB* /A
0) = [ St [ TR lo) ACE o, 1) e S 6 (g e (289

La mayoria de las expresiones semiclasicas propuestas para el operador de evolucion involucran
aproximaciones a integrales con un kernel del tipo e[/ mediante procedimientos conocidos como
método de fase estacionaria o de steepest-descent (maxima pendiente de descenso) [Ble75]. Estas aprox-
imaciones son validas en el limite semiclasico & — 0, en el cual la funcion exponencial presenta fuertes
oscilaciones y las contribuciones a la integral pueden reducirse a las de los puntos g; en los que la fase es
estacionaria, esto es, d4.5[q¢] = 0. En este caso aplicaremos este método para obtener una aproximacion
a las integrales en & y no que intervienen en (2.86), por lo que escribimos esta integral como

~ . dO( dB* da?‘ dr]o (0) « i<p(§*,f]o;t)
00= [ i, o 1A Moy i g, @287)
con
®(&,no;t) = SO (&, no, t) +ia&; +inof*, (2.88)

donde la notacion para @(&;,no;t) indica que las variables o y 3* se consideran fijas al realizar la integral.
Estrictamente hablando, ninguno de los nombres anteriores es del todo correcto en nuestro caso, puesto
que la funcioén ¢, al ser compleja, no es una “fase” en sentido estricto. Por otra parte, el término steepest-
descent hace referencia a una interpretacion geomeétrica para el caso de una Unica variable compleja. El
término méas adecuado es el de método de saddle-point o punto de silla. En cualquier caso, haremos uso
de una generalizacion del método de fase estacionaria a integrales de variable compleja, desarrollando
hasta segundo orden la fase @(&{,no;t) en torno a los puntos estacionarios, definidos por 0g: @= 0y,9=0,
y evaluando las integrales gaussianas de forma exacta [ver Apéndice (B)]. Debe tenerse en cuenta que al
evaluar la integral por este método, la variedad I'¢; ,, debe deformarse de forma que incluya los puntos
estacionarios del exponente. Como Gltimo apunte hemos de hacer notar que la exponencial eiF(@"1)/2 que
aparece en el prefactor A(®) no ha sido incluida en la fase ¢ que hemos de hacer estacionaria puesto que
se trata de un término clasico que no depende de 7 y por tanto no produce oscilaciones en el limite # — 0.

El célculo de las derivadas de @ con respecto a &;° y no involucra la evaluacion de las derivadas de la
accion S (&#,no,t) con respecto a estas variables. A continuacion abriremos un paréntesis para obtener
estas derivadas. Las condiciones de contorno mixtas para la evaluacion de (a|U(t)|B) permiten definir
como variables independientes las dos variables que estan fijas en los extremos, esto es, g =Py & = a*,
ademas del tiempo t, mientras que 3* y a deben entenderse como funciones de estas tres variables. De
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esta manera, variaciones infinitesimales dno, 8¢; y & en cada una de estas variables independientes
induciran variaciones df3* y da en las variables * y o, asi como variaciones en la propia trayectoria. La
correspondiente variacion en la accion SO (&#,no,t), dada por (2.56), sera:

t+ot _r]_[
o _ _ _
oS i&5 ®nNo —ino 8&; +/ [ OET 6 e

+ [-oE ) - ing] 8. (2:89)

Mo — P& N — in; 882 | dt

Evaluando por partes la integral

t+3t t+3t
/0 Ne 6% dt = n 8E* |5+ — /0 e 887 dt

se observa que el limite inferior de la integral en T no cambia, mientras que para evaluar el limite superior
debe tenerse en cuenta que la variacion en &* se debe no solo a la propia variacion de esta variable, sino
a la variacion inducida por el cambio de t at + dt, con lo que

3. . t+3t
/0 e 82 dt = g (88 — £73t) — g B85 — /O e OE? dr.

De esta forma, la variacion inducida en la accion, ec. (2.89), vendra dada por
t+ot
850 = - [T (G -ine) sk (G it ) one o
0 0&}
—i&g Ono — ing 8& — H(&f,nt) Ot. (2.90)

La primera linea de la ec. (2.90) indica que aquellas trayectorias para las que se satisfacen las ecuaciones

de Hamilton
R oAy
T aE?
'E* a'q_[(ztan‘[)
' N«

tienen una accion S(%) estacionaria cuando las variables independientes &5, no y t se mantienen fijas. Para
estas trayectorias podemos obtener las derivadas de S(% respecto a dichas variables teniendo en cuenta

la relacion
68(0) *’ ,t i as(O) *’ ,t
O(&r no,t) = % 5§t+% Mo
t flot ° &t
(0)(zx*
" w ot. (2.91)
E:‘ﬂo
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Identificando términos en (2.90) y (2.91), obtenemos finalmente las derivadas deseadas: °

H aS(O) (Era r]Oat)

nt = Ia—EEk (292&)
. 9SO (&F,no, 1)

)2 S0 2.92b

&o oo ( )
3S(O(&* no,t

gy = LD (2929

La Gltima de estas igualdades corresponde a la ecuacion de Hamilton-Jacobi (2.50).

Una vez obtenidas las derivadas de la accion, podemos cerrar el paréntesis abierto y obtener los
valores (&{°,n) que hacen que la fase de la integral en &; y no en (2.87) sea estacionaria. Estos valores
son tales que

a(p(aiksangﬁt) _ as(o)(zr’nmt)

+ia=—int+ia=0

0&; B o&¢
0p(&°, N5, t) OSO(E N0 | i o o
= +ip* = —i§y+ip* =0,
ano ano B EO B
esto es:
n = a (2.93a)
& = B (2.93b)

Como sabemos, la evaluacion del elemento de matriz (a|U (t)|B) requiere determinar la trayectoria com-
pleja {&,N;0 <1 <t} que cumple las condiciones de contorno

*

& = «a
no = B
Cuando se integra sobre todos los posibles valores de no y &, el método de saddle point selecciona

Unicamente aquellas trayectorias tales que ny = a y &; = B*. (Recordemos que esta integral ha sido
calculada manteniendo fijos los valores de a y 3*).

10Existe otra manera de obtener estas derivadas, que consiste en escribir la aproximacion para el elemento de matriz de U ()
como (a|U(1)|B) = (W(—1)|B) = W*(a*,,B,—t), es decir, considerando la evolucion hacia atras en el tiempo del estado final
|a) y su solapamiento con el estado inicial |B). EI procedimiento a seguir seria el mismo que el descrito en la seccion (2.2.1),
proyectando la ecuacion compleja conjugada a la de Schrédinger, —ih%<w(t)| = (W(t)|AT = (W(t)|H, sobre los estados de
Bargmann

4n§cwnm>=<wanﬁmx

escribiendo W* (B, —t) como A(B, —t)exp (iS(B,—t)/k), y desarrollando A'y S en potencias de %. La ecuacion obtenida para el
orden A° corresponde a una ecuacion de Hamilton-Jacobi de la forma

35O (B,1) osO@ph o)
at”{('as’B =°

que permite definir la variable a* como a* =i9dS/dp [ec. (2.92b)].
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En la aproximacion de la integral (2.87) por el método de fase estacionaria interviene el determinante
de la matriz de derivadas segundas de la fase @(&;',no,t). Estas derivadas se reducen a las derivadas se-
gundas de la accion S(© que, como veremos, pueden escribirse en términos de los elementos de la matriz
de estabilidad del sistema. Teniendo en cuenta que vamos a efectuar sucesivos cambios de variables hasta
obtener el resultado final, es conveniente mostrar explicitamente las integrales gaussianas que hemos de
evaluar. Asi, la expresion (2.87) puede aproximarse por

j dne d&g 0 i (8% o
Ut) ~ / ) A * No,t e r & Noit)
“ mg2m|W) (&, M0,t) (&

(& gt
BE{BQO

Bz(p( ¥ noit
S

S

. 20X nt
(/ dE; dng o | oigo £
S -
-

i e (2.94)

&no
En la integral gaussiana de (2.94) efectuaremos un primer cambio de variables: & — &G. Las derivadas
segundas de la fase que aparecen en el exponente se reducen a las derivadas segundas de S(9(&¥,no,t).
Con el cambio de variables mencionado, se tiene:

3s(© 3s(0 ggx _
* = * Ei =—I ntMZZ
I3 . o0& 0¢;
S 0s© 95 ggr |
= = Z 4 = —i & —inMa,
M|, ono T agong oMM
0

mientras que las derivadas segundas tendran la forma

SR
aar]zoscg(:g = i %MZZ = —i M11Mp,
aa;ssa(:])o = g;g - gg’é M1 = —i (1+Mi2Ma1) = —i M1 Mz
aj)in(g) = i g—rr]];Mﬂ = —1 M1 My;.

En estas relaciones, M;; denotan los elementos de la matriz de estabilidad generalizada, M, que relaciona
pequefios desplazamientos de la trayectoria clasica compleja en torno al punto inicial a tiempo T =0 con
los desplazamientos a tiempo T =t:

Ne \ _ o les 0 Ing No \ _ No
(& )=| = | (5 )=m(5) (299
g 0%,
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Esta matriz es simpléctica y por tanto su determinante es la unidad: *
detM = M1 Moo — M12My1 = 1. (296)

En estas condiciones, la integral gaussiana que aparece en (2.94) viene dada por

/ dEO dno aEt i {%? 0 +@ﬂo Zg:*ségoioﬂ :| M (det D)il/z
My 200 ot |© 2 ’

donde el téermino My, corresponde al jacobiano de la transformacion &; — &g y la matriz D esta dada por

9%s©@ 9?50
D— 982 0gono |< M12M22  M11Mg; )

9250 9250 M11M M11M
Lo o 11M22 11M21
0Nod&y anZ

cuyo determinante vale
detD = —M11 M2 (M21M12 — M11 M) = M11 My,

segln la propiedad (2.96). Con estos resultados, la integral (2.94) se escribe:
j dny g5 (M2 2 ) L& o)
O(t) = /r e () A& o, e ]y &

dnt dEEk) _1/2 Kftaﬂ(Ede 1 zx i gr(Ex I
750 (g aggone U @7 No&g+ Jol—H(&7,Ne)+i&TNe]dT 297
/rm . 2 (M11) Ne) (€l (2.97)

Un @ltimo cambio de variables nt — no (con el consiguiente término de jacobiano dn:/dno = Mi1)
conduce a la expresion final para el operador de evolucion semiclésico:

) no d&5 (0N ™% il SO dnot f it g
U(t)_/rno,is 2\ ano me Nt (&l,  (2.98)

donde los valores de & y de no proporcionan la condicion de contorno a un mismo tiempo para la
trayectoria genérica compleja.

Como caso particular, podemos elegir ", e« como la variedad del espacio de fases en la que &5 = a*
es la compleja conjugada de ng = a, y las trayectorias son reales. En este caso, U (t) tiene la forma de
representacion P generalizada dada por la ec. (2.80), es decir

0= [ [ S tele, o, 1) el (2.99)

con un kernel dado por

aC( / ta}{arar) _ e N I
Up (a0, 1) = (ﬁ) § i a dagag i1 o(at an) Hiogaddr (2.100)

11Esta propiedad es un reflejo de la propiedad de preservacion de area que cumple un flujo hamiltoniano, consecuencia
directa del teorema de Liouville.
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Solari [Sol86] ha obtenido este resultado para hamiltonianos con ordenacion normal haciendo uso de una
aproximacion diferente. Los elementos de matriz entre estados |q) del operador (2.99) para el caso de
un hamiltoniano con ordenacion simétrica conduce a la representacion semiclasica de Herman-Kluk del
propagador [Her84].

Esta forma © del operador de evolucién proporciona una representacion de valores iniciales (IVR)
para el propagador, en la que las trayectorias que intervienen quedan determinadas por condiciones dadas
Unicamente en el instante inicial. Deformando convenientemente la variedad de integracion, estas trayec-
torias pueden hacerse complejas, de forma que en lugar de la ec. (2.99), se tendria una representacion
IVR mas general, dada por (2.98), en la que ng y &g son variables complejas independientes.

Existe una clase diferente de representacion 1VR semiclasica, propuesta por Heller, basada en una
aproximacion a la funcion de onda dada por un paquete de onda gaussiano. En la Frozen Gaussian Ap-
proximation [Hel81] (FGA, o aproximacion de gaussiana “congelada”), la funcién de onda se aproxima
por una superposicion de paquetes gaussianos, cada uno de los cuales esta centrado en una trayectoria
clasica y tiene una fase dada por la integral de accion clasica a lo largo de dicha trayectoria, evolucio-
nando en el tiempo sin distorsionar su forma. (El propagador de Herman-Kluk [Her84] entra dentro de
esta categoria de aproximaciones FGA). En la Thawed Gaussian Approximation [Hel75, Hel76] (TGA
0 aproximacion de gaussiana “derretida”), se aproxima el paquete de ondas por una (nica gaussiana.
Truncando el desarrollo del potencial en torno al centro instantaneo del paquete a orden cuadratico, se
encuentra que el paquete evoluciona manteniendo la forma gaussiana (puesto que a cada instante de
tiempo el paquete siente un potencial armonico), si bien cambia de anchura y adquiere una fase igual a
la integral de accion a lo largo del camino clasico. En la Generalized Gaussian Wave Packet Dynamics
(GGWPD) [Hub88] se efectia una extension de la dinamica de paquetes de onda gaussianos a un espacio
de fases complejo, y se obtienen los elementos de matriz del propagador en una “representacion mixta”:
(q)U (t)|g), donde |g) es un estado gaussiano.

Es posible derivar estas aproximaciones a partir del formalismo WKB en la representacion de Bargmann
que hemos desarrollado. Sin embargo, pospondremos esta demostracion hasta el Capitulo 5. En este
capitulo obtendremos una aproximacion a la funcién de onda mediante un método variacional que, en el
limite semiclasico, reproduce la aproximacion (2.78) para el propagador en estados coherentes. En ese
contexto resulta mas intuitivo derivar los resultados de Heller y, como consecuencia, mostrar la equiva-
lencia de ambos tipos de aproximacion.

Conviene indicar que este procedimiento de “complexificacion de las variables de posicion y mo-
mento” ha sido utilizado anteriormente en diversas aproximaciones semiclasicas al propagador (Klauder
[Kla79], Kuratzuji y Mizobuchi [Kur81a, Kur81b], asi como Blaizot y Orland [Bla81]). Sin embargo,
esta extension a variable compleja resulta mucho més natural en el formalismo de estados de Bargmann,

debido a su naturaleza compleja intrinseca. En el Capitulo 4 se pondran de manifiesto las ventajas de esta
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estructura compleja mediante el uso de trayectorias complejas en la descripcion de fendbmenos puramente

cuanticos como el tunneling.



Capitulo 3

Aproximaciones uniformes

3.1. Aproximacion uniforme a la funcion de onda independiente del tiem-
po

Los problemas de divergencia en las causticas que presenta la aproximacion WKB constituyen un
importante inconveniente para su uso en aplicaciones practicas [Mil53]. Asi, en los puntos que separan
las regiones clasicamente permitidas y clasicamente prohibidas, la aproximacion “explota”, y las expre-
siones para la funcibn de onda se vuelven incorrectas. Aunque en principio es posible remediar este
problema ajustando de forma suave distintas expresiones semiclasicas que son validas localmente en
distintas regiones del espacio (tal y como propone Maslov [Mas81, Del86]), esto requiere estar pasando
de una a otra representacion mixta de coordenadas y momentos.

Es altamente deseable por tanto obtener una expresion semiclasica para la funcién de onda que sea
globalmente uniforme, esto es, que sea valida para todos los puntos del espacio y que sea uniformemente
exacta en el limite clasico. Se han propuesto diversas aproximaciones para la funcién de onda indepen-
diente del tiempo dentro del formalismo de estados coherentes [Hel81, Her84, Lit85, McD85, Kla86,
Lit86a, Lit86b, Kur89, Vorg9].

En este capitulo derivaremos la aproximacion semiclasica uniforme para la funcion de ondas prop-
uesta por Zor y Kay [Zor96] haciendo uso de transformaciones unitarias, asi como de la aproximacion
a la funcién de onda en la representacion de Bargmann descrita en el capitulo anterior. Esta expresion
uniforme viene dada por

l'IJ(X) — N/dt Ct e[_%(x_Qt)2+%pt(X_qt)+%f(; pTQT dT:I’ (31)

donde p; y g son el momento y la coordenada en el tiempo t para la trayectoria clasica correspondiente
al estado cuéntico |W). El factor prexponencial esté definido por

Ce = (P — 2iMe) /2, (32)
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en el que la fase de la raiz cuadrada se ha elegido de tal manera que C; sea una funcion continua de t.
La integracion temporal se realiza a lo largo de un periodo del movimiento (0, T) si el sistema es ligado,
y se extiende hasta infinito si no lo es. En el caso mas sencillo, A es una constante arbitraria, finita y
positiva; para un caso mas general, puede elegirse como una funcién arbitraria de t compleja, analitica,
que satisfaga Re A > 0y |A| < co. Para un sistema ligado, adicionalmente se ha de cumplir que A sea una
funcion periddica con periodo T. Finalmente, A’ es una constante de normalizacion.

Esta aproximacion cumple las siguientes propiedades:

(i) Eligiendo adecuadamente el pardmetro A, es una representacion exacta de W(x) para sistemas
cuyos hamiltonianos sean funciones como méximo cuadréaticas de los momentos y las coordenadas.

(i) Se reduce a la expresion original WKB cuando la integral se aproxima por el método de fase
estacionaria.

(iii) Se reduce asimismo a la expresion WKB en el limite A — co.

(iv) En el limite A — 0 corresponde a la transformada de Fourier de la funcion de onda WKB en la
representacion de momentos.

Es importante sefialar que las funciones de onda obtenidas en los casos limite A — 0y A — oo no
son aproximaciones uniformes. Para el caso A — oo, la funcion de onda obtenida deja de ser vélida en
las causticas, donde X; se anula. En el limite A — 0, esta pérdida de validez es mas global, debido a las
singularidades que la funcion de onda en la representacion de momentos presenta donde p; es cero.

Para valores intermedios de A, la aproximacion permanece valida en todos los puntos, y puede ser
utilizada para cualquier valor de x (incluso en regiones clasicamente prohibidas, a pesar de estar constru-
ida en términos de trayectorias (qt, pt) clasicas). El procedimiento de Maslov para producir un resultado
globalmente uniforme consistiria en multiplicar las funciones de onda originales por funciones de ajuste,
que lo que hacen esencialmente es eliminar las singularidades, aplicar las expresiones modificadas para
los casos A = 0 y A = oo en sus respectivas regiones de validez, y unir los resultados de forma suave. La
expresion (3.1), sin embargo, evita la introduccion de estas funciones de ajuste, tener que estar cambiando
de representaciones y ajustando las funciones de onda: al ser una expresion que interpola las representa-
ciones de coordenadas y momentos, evita el problema de las causticas que, como se ha indicado, por lo
general limita la validez de estas representaciones.

A continuacion procederemos a obtener el resultado (3.1) para la funcién de onda en la representacion
de coordenadas haciendo uso de la aproximacion semiclasica para la funcién de onda en la representacion
de Bargmann desarrollada en el capitulo anterior. Para ello introducimos una transformacion unitaria T,
definiendo una funcion W' tal que |W) = T|¥), de forma que

2
W00 = (%) = 199 = [ [ STl elw) e, 33

donde hemos insertado la relacion de cierre para los estados de Bargmann. Comenzaremos por repro-
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ducir el resultado (3.1) para un valor de A independiente del tiempo, lo que puede conseguirse mediante
un operador T correspondiente a un squeezing. (Los casos extremos A — 0 y A — oo seran tratados
posteriormente mediante un procedimiento analogo, pero haciendo uso de operadores no unitarios, que
denotaremos por To y Te, respectivamente). Para ello es conveniente definir una funcion @ (x) dada por

correspondiente a la representacion en coordenadas del “estado de Bargmann generalizado” 'I°|or) (que
denotamos asi por analogia con un estado coherente generalizado S|a) = SD|0)). Definiendo W' (a*) =
(a|¥') como la representacion en estados de Bargmann del estado |¥'), la expresion (3.3) puede es-
cribirse como

//— g (x) W' (0*) e~ /A, (3.9)

Como sabemaos, estas integrales pueden extenderse a una variedad (una variedad bidimensional en un
espacio tetradimensional complejo) en la que o y a* son variables complejas independientes haciendo
uso de una resolucién de la identidad mas general dada por (2.84). De esta forma, la aproximacion (3.4)
puede escribirse como

_ da da* I ( ¥\ a—00* /B
W= [ S el wae it

donde la variedad I'q o~ puede parametrizarse por variables reales, segin se indico en la seccion (2.2.3).
Calculemos en primer lugar la funcion ®q(x). Por definicion de los estados coherentes no normal-
izados |a), esta funcion puede escribirse en términos del operador (no unitario)

dy = eh 7ad’
de forma que
|C() = dA(1|O)7
con lo que la funcion @4 (x) vendréa dada por
o (x) = (x|T|a) = (T dal0). (35)

Para obtener esta funcion es necesario saber como quedan transformados los operadores de creacion
y destruccion, a' y a, bajo la accion de do y T. El operador dq actGa de la siguiente manera:

dytaldy=a" ; dya'd;l=a' (3.6)
AR a A a a
d-'ady=a+— ; dyadil=a——. 3.6b
a a \/f_i a a \/ﬁ ( )

Por otra parte, la actuacion del operador de squeezing

T(v,v*) = p2(vava?) (3.7)
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(que por ser unitario cumple T -1 = TT) sobre ay a' viene dada por las ecs. (1.31):

Tra'f=ca'+s*a ; Ta' f'=ca’—-s*a (3.8a)

TfaT=sa'+ca ; TaT'=-sa'+ca, (3.8b)

donde los parametros s, s* y ¢ se relacionan con los parametros de squeezing originales v y v* mediante
las relaciones (1.30). Dado que estamos trabajando en la representacion de coordenadas, es conveniente

escribir los operadores ay a' en funcion de los operadores de cuadratura G y p definidos en (1.19), puesto
que en esta representacion su actuacion viene dada por

(A1) = X (X19) 392)
(XBI) = i = (:]). (390)

De esta forma, las ecuaciones de transformacion (3.8) se escriben:

A 1 . ~ - .

faft = E[(C_S)G+I(C+S) pl=cqG+cCpp (3.10a)
A 4 oa 1 . . - ~
Ta' Tl = o= lc=s) a=i(c+s") pl=c;a+c; . (3.10D)

0 = (x|a|0) = (x|T dy aj0) = (x|T d

0
— Cq |th & - ﬁ q)
donde hemos hecho uso de las ecs. (3.6), (3.10) y (3.9). Integrando esta ecuacion se tiene
Jieq 2

Pa(x) = A &7 (i) & g ¢ 0 iy (311)

donde A es una constante de integracion dependiente de . Esta constante puede obtenerse derivando
®y (X) con respecto a a. A partir de la definicion (3.5) se tiene:

0Pq (X) _ i & aa'/vh _i £t joa'/vVh o+ Tt
o = (x|Te |0) = \/_(x|Ta e |0) = \/_(x|Ta T dg |0)
c* IR ch
= (4T do|0) + —% (x|p T da0)
\/_ \/_
[y ivhe 2
7 —ivhc} b 35 | Pa¥);
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y sustituyendo el resultado (3.11):

aCDq(X) _ Ca : " 0 —zg—gpxz—f—ﬁax
Sy = [\/EX_I\/ﬁCpGX NG e b

1 CqCp Cpl
= |—=|(chi—— ) x+——| Dg(X).
[\ﬁi(q Cp) Jrhcp ()
Integrando esta ecuacion para el caso particular x = 0 obtenemos

P (x = 0) = A" e 57/ h%) = 2(,

segln la ec. (3.11). La constante A"’ queda determinada por el valor que toma ®4(x) cuando a y x son
cero, que puede ser arbitrariamente elegido como 1:

N = ®y_o(x=0) = 1.
Obtenemos finalmente la siguiente expresion para ®q(x):

[or i i
P a?_ Icq X2+ i ox

q)q (X) —e 2hep 2hep h\/ﬁCp , (312)

donde las constantes c, i (k= g, p) estan definidas en las ecuaciones de transformacion (3.10). *

Una vez obtenida la funcion ®q(x), resta obtener la forma de W'(a*) = (a|W¥') que interviene en
la integral (3.4). Debe tenerse en cuenta que |W') no es autofuncion del hamiltoniano original H, sino
de este hamiltoniano transformado por T. Esto puede verse directamente escribiendo la ecuacion de
Schrédinger H|W) = E|W), esto es, HT |W') = ET|W) y operando con el operador TT a la izquierda:

TTHTW)=ETTT|¥),

es decir,
H'|W) = E|W).

1puede comprobarse que en el caso en que la transformacion T sea una transformacion de squeezing definida segin a =
(G4 1p)/V2h, la ec. (3.12) corresponde al paquete de ondas asociado a un estado coherente generalizado. Efectivamente,
definiendo @}, (x) como

D (x) = (x|S]a) = (x[S|a) e/ 2R) = @y (x) e~/ (2H),
sustituyendo cq = 1/v/2h 'y cp = i/+/2h en la expresion (3.12) para ®q (X) se tiene

2 R

V2 aa*
/ _ o - Yrax—%
cDa(x)_e 2R 2R TR ",

que con el cambio de variables o = (q+ip)/+/2 se escribe
() = e~ 7 @97+ Px= 2P

Este es el resultado obtenido en (1.24) para la funcién de ondas de un estado coherente en la representacion de coordenadas.
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Esta ecuacion define a |4') como autoestado del operador H' = TTHT con el mismo autovalor E que |W).
Considerando el caso de operadores hamiltonianos escritos como combinacion simetrizada de operadores
Gy P, la aproximacion a la funcion W' (a*) vendra dada por (2.32), con la eleccion Kk =0y x =W:

W(at) = (W)~ eh T e

()™

, (3.13)

donde #, corresponde al simbolo de Weyl asociado al operador transformado H' = TTHT y la variable
Ve (0*) se obtiene invirtiendo la ecuacion clésica de Hamilton-Jacobi estacionaria, 74, (a*,y = idq-S' (0 (a*)) =
E. Es importante indicar que la dependencia de la expresion (3.13) con la transformacion de squeezing
T esta dada en las variables a* y y, como veremos posteriormente.

De esta manera, la aproximacion (3.4) para la funcién de ondas en la representacion de coordenadas
se escribe en la forma

B da da* 1%y a—0a* /R
W) = /r S D) W(a) e

do do* 1 1 po* NP
~ — Py(X) —mM8M8M8M—— eﬁf Ve (o) do*' — £ oo 3.14

/Fa,a* 21 0(( ) (67'(/'\/(0*,\/))1/2 ’ ( )
OYe

con @ (x) dada por (3.12). El siguiente paso para obtener una aproximacion de W(x) consiste en evaluar
la integral en a* por el método de fase estacionaria (o0 saddle point). Para ello escribimos dicha integral

como ;
G* 1 i *
I(a) = er®@ )’
(@) V2T (6%(,(0(*,y))1/2
oYe
donde

a*
oo*) = —i/ ve (o) da*' +iaa*.
Esta integral se evalla manteniendo constante el valor de a, de forma que la variedad I ¢ o+ €n la que
se lleva a cabo la integral (3.14) debera deformarse para que, para cada valor de a elegido, el camino
de integracion pase por los puntos de fase estacionaria, que denotaremos por aj. Estos puntos vienen
definidos por la condicion

op(a*)

oo*

— —iye (o) +ia =0,

o*=az
esto es

Ye(og) = a.
Es decir, los Gnicos valores de o* que contribuyen a la integral son aquéllos para los que yg (a*) coincide
con a (que ha sido mantenida fija en la evaluacion de la integral). La derivada segunda de la fase para la
condicion estacionaria vendra dada por

Ogar) | ove(ar) | 0a _ 0x _inp
oa*2 oa* Jo*  Aa* ’
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donde esta derivada se eval(a a energia E constante. Aplicando la formula (B.11) para la aproximacion
de saddle point a la integral 1 (o) se tiene

1 1 1 pad(a) */ ® 1wk
1(a) ~ er 7 a(a™) da*'—zaag qity/4
(@ (amm;,a))l/z (aa)l/z
oa oo*
De esta forma, ignorando las fases y constantes que no dependan de a, la funcién de onda (3.14) se
escribe
Yoo ~ [ da——Pa) ekt e o faa;, (3.15)
o (974 (02.0) o0 \M/?
da oa*

Es importante tener en cuenta que tras la aproximacion de la integral en a* por el método de fase
estacionaria, el integrando de la ec. (3.15) ya no es necesariamente una funcion analitica de la variable a,
y por lo general presentara singularidades (ya sea en forma de polos, puntos de rama, etc.). Precisamente
estas singularidades ayudan a evaluar la integral, puesto que el camino de integracion I ¢ debera elegirse
de manera que dichas singularidades no se crucen. 2 Esto hace que, en general, la eleccion de este
camino de integracion sea bastante complicada, puesto que para ello debe tenerse informacion de todos
los detalles de la estructura analitica de la funcion a integrar.

Este problema se simplifica considerablemente si se elige como camino de integracion la trayectoria
clasica a energia E, que para el caso de sistemas ligados es una orbita cerrada en el espacio de fases. Esta
eleccion garantiza que las singularidades del problema sean rodeadas, y de hecho son estas singularidades
las que proporcionan una contribucién no nula a la integral (3.15). Por otra parte, a lo largo de este
camino de integracion particular las variables o y a* son complejas conjugadas entre si. Esta trayectoria
clasica en el espacio o puede parametrizarse por una variable t, de forma que la integral frd da f(a)
puede escribirse, para el caso de sistemas ligados, como fOT dt Cé—‘t" f(ay) = fOT dt a; f(a;), donde T es el
periodo de la orbita clasica, y para sistemas no ligados, como [*dt @& f(ay). De esta manera, hemos
introducido la dindmica temporal en el problema estacionario, y las variables a y a* (ahora variables
dindmicas) evolucionan acorde a las ecuaciones clasicas de Hamilton

N -a}(/(l(a:aat)
N
t
'*_-a}(/(l(a#aat)
at_lT.

Diferenciando la ecuacion de Hamilton-Jacobi 74}, (a*,a) = E = #, (a;,a;) con respecto a o; y tenien-
do en cuenta que en la ec. (3.15) a es considerada funcion de a*, se tiene

0% (o, 0n) , 0y (ai o) da _

Jaf 00, Jday

?

2Como se sabe, un corolario del teorema de Cauchy establece que si una funcién compleja f(z) es analitica dentro de una
region limitada por un contorno cerrado ¢, entonces la integral fzzf f(z)dz, a lo largo de cualquier contorno dentro de C depende
s6lo de z; y z;. Como consecuencia de este corolario, es posible deformar un contorno sin que cambie el valor de la integral,
siempre que el contorno no cruce ninguna singularidad del integrando durante la deformacion.
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de donde
LGN .
oa . ooy _ap
a(]{" 6}%(0{700 G{k )
adt

La integral (3.15) podré escribirse por tanto como
X) ~ / dt (61))Y/2 g, (x) e AaC 4 St &t (3.16)

donde la integral se extiende en general a lo largo de una trayectoria clasica. En el caso de sistemas
ligados, la trayectoria es cerrada y la integral (3.16) debe extenderse de 0 a T, mientras que para sistemas
no ligados el dominio de integracion viene dado por el intervalo (—oo,+c0). Esta expresion es valida
para cualquier operador T utilizado (incluso, como veremos, para operadores que no sean unitarios). La
dependencia con esta transformacion se encuentra no solo en la funcion ®4(x) = (x|T |a), sino en las
variables (ag,a;) puesto que, como se ha indicado, W' (a*) corresponde a la representacion en estados
de Bargmann de un autoestado del hamiltoniano transformado por T, esto es, H'.

Para el caso que nos ocupa, en el que T es un operador unitario de squeezing, las ecuaciones de
transformacion (3.10) inducen el siguiente cambio de variables:

ar = VE(cqgq+cppr) (3.17a)
af = Vi(c;a+c;p) (3.17b)

Sustituyendo la expresion que hemos obtenido para @4 (X) [ec. (3.12)], se tiene

icg
0~ [dt (@) e g o~ 75 4 g R+ o (3.18)

b

que junto con el cambio de variables (3.17) y un poco de algebra intermedia conduce a

°peg Icq\2>qz+(ﬁ_w>pz
W(x) /dt (Cq G +Cp P)"/% e (ch AVARANC A

% e[(cqcp*CqCp)Qt pt*mx +thth+gptx+(cpC§quC’,§)fé PrqrdT]

A partir de las definiciones en (3.10)

c —L(c—s) c*—i(c—s*)
T V2h R RVY
i —i
Chp=——(C+S , Ch=——(c+s"
p \/Z_h( ) p \/Z_ﬁ( )
puede comprobarse que CpC — CqCp = (c? —ss*)i/h =i/, con lo que

X) /dt : +C_q- 2 ez}ii‘,i(x Gt)*+ 5 P (X—0)+ ; Jo Pediedt
Pt cht
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Definiendo el parametro )
iCq
2¢,

?

podemaos escribir finalmente la aproximacion para la funcién de onda estacionaria en la representacion
de coordenadas en la forma

W(x) =~ N /@ dt (P — 2ingy) 2 el R0 @ HipOca) g fo pededt] (3.20)

donde D = [0,T] para sistemas ligados y (—co,+00) para sistemas no ligados. Hemos obtenido asi la
expresion de Zor y Kay (3.1) para un valor de A independiente del tiempo. Este par@metro depende de la
transformacion de squeezing utilizada:

c—s 1 —isinh(2r)sin(®)
2(c+s)  2[cosh(2r)+sinh(2r)cos(@)]’

(3.21)

(donde hemos escrito s = sinhr e'®y ¢ = coshr) y cumple los requisitos impuestos:

1
~ 2[cosh(2r) + sinh(2r) cos(¢)] >0
\/1+sinh?(2r)sin?(@)
Al = 2[cosh(2r) +sinh(2r) cos(¢)] =

Re A

Conviene hacer algunos comentarios acerca de la metodologia seguida para obtener la aproximacion
uniforme (3.20). Al haber hecho uso de una resolucion generalizada de la identidad en estados de
Bargmann, la funcién de onda W(x) queda expresada como una doble integracion en las variables inde-
pendientes a* y a. Como se vera en la proxima seccion, si esta doble integracion se aproxima mediante
el método de saddle point, se obtiene la expresion WKB para W(x), que no es uniforme. Sin embargo,
es posible conseguir una aproximacion que sea globalmente uniforme aproximando una de las integrales
(por ejemplo, la de a*) y evaluando la integral restante (en o) en principio de forma exacta. Realmente
esta Gltima integral no ha sido calculada aln. De hecho, la principal ventaja de este método consiste en
sustituir la integracion compleja en la variable a (con la complicacion intrinseca en cuanto a eleccion
de caminos de integracion adecuados) por una integracion a lo largo de un periodo de la orbita (real)
clasica. Por otra parte, los célculos se llevan a cabo en una variedad compleja en la que o y a* son
variables complejas independientes y es al final, cuando se elige como camino de integracion la trayec-
toria clasica, cuando se regresa de nuevo al espacio de fases clasico, en el que a y a* son complejas
conjugadas entre si.

Un ejemplo: el oscilador armoénico  Como se ha indicado, para una eleccion adecuada del parametro A
la formula de Kay constituye una representacion exacta de W(x) para sistemas cuyos hamiltonianos sean

funciones como maximo cuadréaticas de las coordenadas y los momentos. A continuacién demostraremos
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que para el caso del oscilador armonico esta eleccién corresponde a la transformacion unitaria de squeez-
ing T dada por la definicion de los operadores ¢y p del oscilador arménico, esto es:

Tafl=c
ad+ \/271
Ta'Ti=c g+cp ,/ -
cgd+cy,p= o

Para esta transformacion se tiene c¢q = c§ = \/w/2h y ¢, = —cj, = i/+/2hw, lo que corresponde a una
eleccion del parametro A dada por A = icq/(2¢p) = w/2.
Como se ha visto, la funcion W(x) viene dada por

B dada* 1%y a—aat/h
w(x)_/rm S B (X) W(a) e (3.22)

En esta expresion W (o*) corresponde a la autofuncion del hamiltoniano H = hw(ata+ 1/2) transfor-
mado por T, esto es, H' =T HTT = p?/2+ w?G2/2. En el Capitulo 2 hemos obtenido la expresion para
dicha funcioén, dada por (2.43):

W(a") = (a]¥') ~ (a)",
con lo que la ec. (3.22) viene dada por

- da Py (x) 1(a), (3.23)

donde
I(at) z/ do* (a*)" e~/ (3.24)
ru*( )

Evaluemos en primer lugar esta integral de forma exacta. Eligiendo el camino de integracion I 4«(q)
de forma que a* = re®®®, con 0 < r < oy B(a) = —arg(a) se tiene
on . o h (E\"
I(a) = (=A ”—/ da* e /P —(p—Z = (= n! 3.25
@ =CM'5a (~h"sm==(=) . (3.25)
donde el término en el infinito se anula debido a la eleccion del camino I +. Teniendo en cuenta que para
esta transformacion la funcion @, (x) dada por (3.12) tiene la forma

W2 V20
ﬁx+ 3 ax

®g(x) = ([T |a) = ez~ (3.26)

la ec. (3.23) se escribe ]

W(x) ~ hzr: e #

x2 g2y Y204y 1
/radaezr» R oL (3.27)

El contorno de integracion Iy debe elegirse de forma que rodee el polo de orden n+ 1 existente en el
origen o = 0+ 0. Con el cambio de variables a = {+/2#, la integral en (3.27) viene dada por

142, V20 1 1 7240 /By 1 2mi
f““”+h”mﬁzﬁﬁwf“ez+ﬂkﬁﬁ @mmRS“ 0

o 10" [ _p 1 @
: —C42/%x] _ b
= a2 Maan e ] 2 )n/2 o (\/;X>
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donde hemos tenido en cuenta que exp(—Z? + 22z) es una funcion generatriz para Hy(z), el polinomio de
Hermite de grado n. Sustituyendo este resultado en (3.27), se obtiene finalmente la siguiente expresion
uniforme para la funcion W(x):

W(x) ~ e~ 5% H, ( %x) . (3.28)

Esta funcidn coincide, salvo una constante de normalizacion, con la expresion exacta para las autofun-
ciones del oscilador armonico.

Es interesante ver el resultado que se obtiene cuando la integral (3.24) no se eval(a de forma exacta,
sino mediante la aproximacion de saddle point. Escribiendo esta integral como

I(a) = /dd* g ha*—aa*/h — /da* e%(p(q*)’
con
@0o*)=nhIna*—aa*,

el valor de a* estacionario tal que dq+=@(a5) =0, con @(a*) = nkIna* — aa* viene dado por ai = ni/a.
Teniendo en cuenta que la derivada segunda de ¢ para este valor de a* es

0°@(ay) nh a?

302~ o R

aplicando la formula de fase estacionaria (B.9) se llega al resultado:

I(a) ~v2mn"e™" (g) n+1.

Esta expresion conduce al resultado exacto (3.25) en el limite asintotico n — oo en el que es aplicable la
formula de Stirling para n!, esto es, en el limite semiclasico.
El mismo resultado debe obtenerse al hacer uso de la ec. (3.16) para W(x):

T = * A~
W(x) ~ /0 dt (G) /2 D, (x) @7 G+ oaedi d (3.29)

donde las trayectorias clasicas estan descritas por

O = —i% = —iw0
i = 122000 g,
con Hy (0*,0) = waa*, esto es:
o = g e

af = op e,
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Con &g, (x) dada por (3.26), la ec. (3.29) se escribe:

apQ, i 2
+ Oho) +‘/,?L°’uoxe |mt_t21_he 2imt

© T
W(X) ~ (—icog)L/2 e 0% eE_th/ dte ( (3.30)
0

La condicion de analiticidad de W'(a*) corresponde a la condicion de cuantizacion E, = iw(n+1/2) =
wapag, por lo que la integral en (3.30) viene dada por

T ) ’
/ dt eimnt+@aoxe*'“‘f% g~ 2wt

El cambio de variables e = z~" hace que esta integral se escriba:

H _a2
Lj[dz n]:i—l e IR0,
w/ 1z

mientras que un segundo cambio de variables z = {v/2h /0 conduce a

(%N fg L 12+2\/§xz_ﬂ(ﬂ>n (\/Q)
w(«/ﬁ) ]{dzznﬂe =i Lz ) Pl 3)

Sustituyendo este resultado en (3.30) e incluyendo todas las constantes en una constante de normalizacion

W(x) = AezX H, (\/%x> . (3.31)

Estos resultados indican que para la eleccion particular A = w/2, la aproximacion uniforme propuesta

genérica A(, se tiene

reproduce (salvo constantes de normalizacion) el resultado exacto para la funcion de onda del oscilador
armonico.

3.1.1. Loscasos limite A — 0y A — oo: Transformaciones no unitarias

Como se ha mencionado, la aproximacion (3.1) deja de ser uniforme en los casos limite A — 0y
A — oo. En la presente formulacion, el valor de A depende de los parametros (r,@) de la transforma-
cion unitaria T utilizada. Estamos interesados por tanto en saber a qué condiciones asintoticas de estos
parametros corresponden los valores extremos A — 0y A — co. Es sencillo comprobar que el primer
limite corresponde a unos parametros de squeezing dados por r — o y @ = 0, mientras que el segundo
viene dado por un squeezing tal que r - oy @=Tu 3

3Demostracion: Segln la definicion A = icq/(2cp) el caso limite A — 0 corresponde a una transformacion de squeezing tal
_ |<p r —r _ |<p r_ a—€ _
que cqg— 0, esto es, \/_h(c s) —0, o bien \/_(coshr sinhr) — 0, es decir 2\/_ (e"+e e'(e" —e~®)) — 0. Para =

0 se tiene ﬁe—r — 0, de donde r — +oo. (El valor @ = 1tpuede descartarse, ya que corresponderia ae” — 0, es decir, r — —oo.

Esta condicion es incompatible con la definicion de r como modulo del parametro de squeezing v y, por tanto, como magnitud
positiva. Puede comprobarse que otras elecciones de la fase ¢ conducen asimismo a valores de r no definidos. Asi por ejemplo,
para @ = Tt/2 se tiene f (e +e " —i(e —e r)) — 0, y no existe ningln valor de r positivo que cumpla simultaneamente

las condiciones (e"+e™") — 0y (e" —e™") — 0.) Por otra parte, cp = r(c—y—s) f (e" +e " +e®e —e")) para =0
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Estos resultados extremos pueden obtenerse también mediante un procedimiento similar al que
hemos desarrollado, pero en el que se hace uso de operadores T no unitarios. Estas transformaciones
no unitarias no podran obtenerse como casos limite de transformaciones que si lo son, como es la trans-
formacion de squeezing.

CasoA =0

El procedimiento para obtener la funcion de onda W(x) en el limite A — 0 es analogo al caso genérico
en el que A es una constante finita positiva, salvo el hecho de que en este caso haremos uso de una trans-
formacion que no sera unitaria. ;Como elegir este operador? Pretendemos encontrar una transformacion
To no unitaria que cambie G por a™ y p por a (salvo constantes), de manera que un operador hamilto-
niano de la forma H = p?/2 4V () quede transformado como H' = (k; a)2/2+V (k; a'), con k; € C.
La forma de las ecuaciones de transformacion que definen las cuadraturas (1.19) da una idea de como
debemos elegir la manera en que Ty actia. Denotando por by b' los operadores a 'y a', respectivamente,
transformados por To

bt = fofl a' fo
b = T,tat,
definimos la transformaciéon como
1 o~y
t t
cta' = —(b'+b
1 \/E( )
i o~ s
c,a = —(b'=b),
2 \/E( )
donde ¢y y ¢, son constantes complejas a determinar. Inviertiendo estas ecuaciones obtenemos
A 1 .
bt = %(cl a' —icy a) (3.32a)
A 1 .
b = %(cl a'+icy a), (3.32b)

esto es " : :
1 .
(E’ >:_<Cl .'°2><a>z|v|°(a>. (3.33)
b V2 \ ¢ i a a
Una transformacion de la forma (3.33) s6lo puede conseguirse con un operador que sea cuadratico en a

y a', esto es, que tenga la forma
T (e,¢) = elEa+e'a) (3.34)

toma el valor — e ue, para r — oo, tiende a +-ico. Vemos pues gue el caso A — 0 corresponde a la eleccion r — 4-co =0.
V2R

El caso A — oo se analiza de forma similar. Para este limite se tiene que cp — 0, es decir, ﬁ (er +e "4+ ei"’(er —e™' )) — 0.

En este caso la eleccion de ¢ compatible con un valor positivo de r es ¢ = 11, lo que conduce al limite Lme—r — 0, que se
cumple para r — +oo. El coeficiente cq, para @ =Tty r — +oo, tiende a infinito, y por tanto el limite A — oo corresponde a la
eleccionr — +oy @=T1U
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donde las variables € y €' en principio no son complejas conjugadas entre si, puesto que este operador
T no necesariamente es unitario. Las propiedades de la matriz de transformacion M para un operador
genérico T de este tipo, definida por

t /sinh @ t t
sy a \s_ [ cosh® —2e'>G= a '\ _ a
T ( a )T B ( 2508 cosh a )J=Mla ) (3:35)

(donde 62 = —4e¢’) permitiran determinar las constantes c1,» definidas en (3.32). Puede comprobarse
facilmente que la matriz M es una matriz simpléctica (esto es, cumple MAM = A, donde M denota la

matriz traspuesta de M, y A es la matriz antisimétrica A = ( )) y por tanto su determinante

-1 0
es la unidad. Ademas, sus elementos diagonales son iguales entre si. Imponiendo estas propiedades a la
matriz M dada por (3.33), podran determinarse los valores de c1 y ¢,. Asi, las condiciones detM® = 1
y Mgl = Mgz imponen, respectivamente, las igualdades icic, =1y ¢; = icy. La eleccibn arbitraria de
c1 = 1 impone para el coeficiente ¢, el valor ¢, = —i. La transformacion To que hemos definido actia

por tanto de la siguiente manera:

1+

T, tal Ty = %(a —a) (3.36a)
T, taTy = i(a’r +a). (3.36b)
° V2

En funcion de las cuadraturas § y p definidas por (1.19), estas ecuaciones de transformacion se escriben

en la forma
Totalfy = i(a’r —a)= -t p (3.37a)
V2 Vh
~ ~ 1 1
Tlafy = —=@'+a)=—4. 3.37b

La representacion matricial de estos operadores en el algebra hg permite obtener la transformacion en

orden inverso:

A A 1
Toa' T, = —(a'+a)=— 3.38a
ToaTy! = i(—a* +a)= i p. (3.38b)
V2 Vh
Asimismo, puede verse como se transforman las cuadraturas §y f bajo To:
§ = T1qTy=1/" [i(ahani(ata)] — Vha' (3.393)
0 21v2 V2
po= T, lpTo=i E[i(ata)—i(a*—a)] =—-ivha (3.39h)
= T, AW 7 . :
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De esta forma, tal como se pretendia, hemos conseguido una transformacién que cambia (salvo con-
stantes) § por a’ y p por a (a diferencia del operador de squeezing, que transforma tanto § como p en
una combinacion de ay a'). Mas adelante se pondra de manifiesto la utilidad de esta transformacion.

Por (ltimo, la forma explicita del operador Ty puede determinarse identificando la matriz M° de la
transformacion (3.33) con la matriz M genérica (3.35):

cosh® —25'M> 1 (1 —1)
: 6 =— , 3.40
(28% cosh® 2\l 1 (340)
lo que conduce a

1

cosh8=—

V2

sinh@ -1

—2¢ =—

6 V2

2€Si”he_i

0 V2

A partir de las dos Gltimas igualdades se tiene € = €’, con lo que 6 = \/—4¢e€’ = 2i¢. La relacion entre las
funciones hiperbo6licas y las trigonométricas permite escribir las igualdades anteriores como

cosh(2ig) = cos(2¢) = %
) sinh(2ie)  isin(2e) 1
2 1 /2

de donde 2& = 11/4, esto es, € = 11/8. El operador Ty tiene, pues, la forma:
Ty = es @+ (3.41)

. A —T(at2 4 a2 A
Este operador es claramente no unitario, puesto que T, = e (@ +2") 2 {1,

Una vez definida la transformacion simpléctica no unitaria T, podemos proceder aplicando el método
desarrollado anteriormente:

Wi = | d;?; (dToloy(@lw) e/ = [ 099 () Wi(a) e/ (3.42)
Mo o¢

donde ahora ®q (x) = (x|To|a) = (x|To dy |0) y W (a*) = (a|W), siendo |W') autoestado del hamiltoniano
transformado por To, esto es, H' = T, *A T

Comenzaremos aplicando la misma técnica del apartado anterior para calcular ®4(x). Asi, haciendo
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uso de las ecs. (3.38), (3.6) y (3.9b) podemos escribir

0 = (xalo) = (x|To dy a0) = (x|To dy a dz™ T4* To dq0)

~ A q4a oA o A A A A

= (x|ToaTy ! Todg|0) — N {x|To Ty * To d|O)

i I a
= —({X|p Tpdg|0) — —= Dy (X

\/’—i<|p 0 da|0) N a(X)

0 a
Integrando esta ecuacion obtenemos
Dy (X) = Ng €%, (3.44)

donde AL es una constante de integracion que puede obtenerse derivando @4 (x) con respecto a a:

0% (X) B 0 ~ aaT/\/ﬁ B 1 st qa’r/ﬁ
) oY) — Ty al e g
1 e e s 1 X
= —=(x[Toa" T To dal0) = 3 (X|G To da|0) = - Pa(x). (3.45)
Vh h h

En el caso particular de x = 0 se tiene dq Py (X = 0) =0, es decir, Py (x = 0) = const = A, segin (3.44).
Puesto que @4 (x = 0) es constante para variaciones de o, podemos elegir dicha constante como el valor
que toma en particular para o = 0, que arbitrariamente tomamos como ®q_o(x = 0) = 1. Tenemos, pues,
la siguiente expresion para ®q (x):

ax

Dy (x) =e*. (3.46)

Introduciendo este resultado en la ec. (3.42) obtenemos una expresion para W(x) como una doble
integral en a y en a*. De nuevo, la integral en o* puede evaluarse de forma aproximada mediante el
método de saddle point. La integral en a restante puede evaluarse eligiendo como camino de integracion
la trayectoria clasica. Al parametrizar esta integral por un tiempo t, quedara reducida, para el caso par-
ticular de sistemas ligados, a una integral extendida a lo largo de un periodo T de la 6rbita. (Para el caso
de sistemas no ligados la integral se extiende hasta infinito). Este resultado conduce a la expresion (3.16)
que, como hemos mencionado, es valida para cualquier transformacién T, puesto que la dependencia con
ésta se encuentra tanto en la funcion @4 (x) como en las variables o, o;. En este caso, las ecuaciones de
transformacion de ay a' bajo Ty (3.38) hacen que el cambio de variables adecuado sea el siguiente:

ag = ip (3.47a)
af = G, (3.47h)



3.1 Aproximacion uniforme a la funcion de onda independiente del tiempo

95

con lo que la ec. (3.16) se escribe
l'IJ(X) ~ /dt dt 1/2 qJ(X (X) e*%ala?+%féqrd¥ dt
~ /dt 1/2 en“t X—0F )+ fy arGide
~ N / dt ()2 ehP—a0+ £ i 048)

donde hemos ido absorbiendo las fases y constantes en una constante genérica A\(.

El resultado (3.48) corresponde a la expresion de Zor y Kay (3.1) para un valor de A = 0. La pérdida
de uniformidad de esta aproximacion se pone de manifiesto al calcular la funcién de ondas en la rep-
resentacion de momentos. Para el caso particular de un sistema ligado, transformando Fourier W(x) se
tiene:

+oo y
W(p) dx e P W(x)

1
7l
~ +°°dX e%ipx/ dt (p )1/2 ehpt(x qt)+ fo prdqdt

—00

T o
= / dt 3(p— pr) (Pr)Y/? e Pt Jo Pededt
0
T , -
= / dt 3(p — py) ()42 7 Poto— Jodredt
0

= e;JpOQO/dd_Fi dp; 8(p— pt) (pt)l/Z /™ a(p) dp
o L oehnacedy | 1
VP V=P

1 iqu(’)d’ efi.r[/2 i " dp’ ifp (’)d’
~ ——eflm<(P)AP L T ax fa(P) AP o7 Jon 0> (P) dP

VP
efin/4

el/ / i ’ rodirp 4 /
~ 9\[[ er Joma<(P)dp’ L =~ offa(e) dp’ o7 o 0> (P) dp :
VP VP

ek $A(P) dp’ o7 S a5 () dpf

bl

donde q<(p) y g=(p) corresponden a las ramas “menor” y “mayor” de q(p), respectivamente, y hemos

elegido po como pm, el valor minimo del momento, para el que p = 0 [ver Fig. (3.1)]. La condicion de

analiticidad para la funcion W (o*) impone la condicion de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld para la

accion §q(p) dp = 2ma(n+1/2) [ec. (2.37)], de donde

e—iTy4
VP

eiiif;fm%(P')dp'] ) (3.49)

Unicamente en el caso de que el hamiltoniano presente simetria par respecto a x, se cumplira que gs(p) =
—0<(p), y laec. (3.49) tendra la forma

WY(p) ~ % sin [;+% pp q<(p) dp’} . (3.50)
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La ec. (3.49) corresponde a la expresion WKB de la funcion de ondas en la representacion de momentos,

y muestra la divergencia de W(p) en los puntos en los que p es cero.

Ao q

Figura 3.1: Trayectoria en el espacio de fases para un sistema ligado. A lo largo de un periodo del movimiento,
para un valor de p dado existen dos valores de g correspondientes. La integral desde py hasta p puede hacerse a lo
largo de las dos ramas g« (p) 0 g (p) a lo largo de las cuales p es mayor 0 menor que cero, respectivamente.

Este resultado pone de manifiesto una de las principales ventajas de la presente formulacién en
términos de operadores no unitarios: el cambio de variables (3.47) constituye una manera natural de
llevar a cabo la complexificacion de las variables de posicion y momento que normalmente se efectiia
para obtener las formulas de conexion de la teoria WKB (ver Apéndice C). En el procedimiento para
obtener W(x) a través del presente método se hace uso de la aproximacion semiclésica para W’'(a*). Las
condiciones de analiticidad impuestas sobre esta funcion hacen que en la expresion WKB para LIT(p)
dada por (3.49) se obtengan directamente los coeficientes correspondientes a las distintas ramas de la
funcion q(p), sin tener que apelar a las formulas de conexion.

A pesar de las singularidades mostradas por kIT(p), la funciébn de ondas en la representacion de posi-
ciones puede normalizarse:

+oo
/_ dx W(x) W* (x)

+o0 T T . .
= |N|2/ dX/ / dt dt’ (pt pt,)l/Z e%x(pt'—pt) e%(pt’Qt’_tht)
— 0 JO
X eih f(;’ pTQTdT_% Jo Prédr

T T i ' o
= |A(J? 2 /O /O dt dt’ 5(pe — pr) (pr pu)V/2 e L(Pro—Pa) Pt prtct]

= |N*2m / T / Tardr XE Y (5, py) 2 e [(pvse Pt mand— ]
0o Jo Pt

= A2 zm/T dt () Y2 (po)Y/2 e [(Pa—Pia)+[g prctedt—f5 prchat]
0

= |NJ?2mhT.
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De esta forma, la condicion |W(x)|? = 1 permite escribir la constante de normalizacion A’ como una

funcion del periodo clasico T:
1

A = 2THT
Otra de las ventajas que presenta el uso del operador no unitario Ty se pone de manifiesto en la
transformacion de hamiltonianos expresados en la forma H = K () +V (), puesto que en estos casos el
término cinético viene dado como maximo por una potencia cuadréatica de p. De esta forma, puesto que
To transforma G en a y p en a, salvo constantes, un hamiltoniano dado por

A f)z
=5 +V()
2
quedara transformado bajo Ty como
1A= VI Ly (vhal) -

A’ —h, 21V (Vhah, (3.51)

2
y la correspondiente funcion clésica en la representacion de estados coherentes vendra dada por
(a|H|lo) _ —a?
(o)~ 2
La ventaja de este tipo de transformacion simpléctica radica en que la ecuacion de Hamilton-Jacobi

H' (o*,y = i04-5"®) (a*)) = E para este problema

y2

- +V(a) =E

H'(a*,a) = FV(aY). (3.52)

permite escribir y en términos de a* simplemente como una raiz cuadrada:
Ye(0*) =iy/2[E =V (0*)] =i po+, (3.53)

donde hemos definido pg- = 1/2[E —V (a*)]. En la ec. (3.53) se ha elegido para y(a*) una de las ramas
de la raiz cuadrada, que sera la que haga que W' (a*) satisfaga las condiciones fisicas adecuadas (esto
es, decaimiento asintotico de la funcion de onda en la region clasicamente inaccesible). Esta funcion no
esta definida en el corte de rama, y vendra dada por

W) ~ el 1 et 1 2(E V(@) do
(67—@%\({0*,\/))1/2 [2(E—V(G*))]1/4
E
1 i ro* %/
~ enl R (354)
a*

donde hemos prescindido de fases y constantes. Sustituyendo este resultado, asi como la expresion (3.46)
para Py (X) en la ec. (3.42) se tiene

dadao* 1 1 Wy, i o "
W(X) ~ : eROAU—AT) 7 [T paw do 3.55
() /ra,,,* 2mhi /Po ( )




APROXIMACIONES UNIFORMES

A continuacion demostraremos que la aproximacion WKB para la funcion de onda puede recuperarse si
se evalla esta doble integral, en o* y en a, por el método de fase estacionaria. Escribiendo esta integral
como

dado* 1 i .
W(x) ~ A¥0,07) .
) /r TR, (3.50)

con
a*
@(a,a") E—ia(x—a*)+/ P da™.

Las condiciones de fase estacionaria

op(a,a*) . . _
e —i(x—0*)=0
op(a,a* .

W) = ot per =0

establecen como valores criticos de o y a* (que denotamos por o y a?) los valores

a; = X (3.57a)

Por otra parte, la matriz de derivadas segundas, evaluadas en la condicion de fase estacionaria, viene

o Gals  Guar ) 0 i 0 i
D * — S S = . _ * — . _ y
aa ( Goals  Qurarls ( i Poi d\ggi ) S i pxl d\(/jS(X)

y su determinante es igual a la unidad. La condicion (3.57a) indica que x esta situado en el corte de rama,

dada por

y por tanto la integral (3.56) vendra dada por la combinacion

W(x) ~ L e%fxpxrdX'JrLe“pxdx*%ﬁpﬂdx’, (3.58)

v/Px —Px
donde px = 1/2[E —V(x)]. Teniendo en cuenta la condicion de cuantizacion § px dx = 21ti(n+1/2), se
tiene

L irpear &
v Px v Px
im/4 . —iT/4 ;
[e'“/ er J Pe A _ ﬂ o7 /Py dX’]

W(x) ~ o7 I pa O

2
2

VPx VPx

N %_ sin [;% /prldx’}. (3.59)

Reconocemos en esta expresion la aproximacion WKB para la funcién de ondas. Por supuesto, el mismo

resultado se obtiene aproximando la integral temporal en (3.48) por el método de fase estacionaria, puesto
que éste es independiente del orden en que se lleven a cabo las integrales. A continuacion ilustraremos
el método que hemos desarrollado con algunos ejemplos sencillos.
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El potencial lineal Como ejemplo de un sistema no ligado, consideremos el caso simple en que el
potencial venga dado por la funcion lineal V (6) = /2. Al transformar H = (% +§)/2 con el operador
To, el hamiltoniano H’ = (—ka? ++/ha') /2 tiene como funcion clésica asociada #' = (—a? 4 a*)/2.
En este caso la ec. (3.55) tiene la forma

LIJ(X) ~ / da dq* 1 e%ﬂ(qu*)ﬂ‘% fa* P da*
ra,u* 2T[h,| \/ pq*
N / da dq* 1 oF [a(x—a)+i [ V2E=a da”] ‘
Moo 2Tthi (2E _ C(*)l/4

(3.60)

Puesto que este potencial escala con la energia puede elegirse E = 0 y considerar que la accion en el
punto inicial en el que se eval(a la integral [ pq« da* es cero, de forma que

dada* 1 Lla(x—a)—2a*¥?2]
Y0~ [ g et .

(Recordemos que estamos interesados Gnicamente en la dependencia funcional con a y a* del inte-

grando, y todas las fases o constantes que aparezcan en el desarrollo se incluiran en una constante de
normalizacion final).

En primer lugar obtendremos una expresion uniforme para la funcién de onda aproximando la in-
tegral en a* por fase estacionaria y evaluando la integral en a de forma exacta. Para ello escribimos la
ec. (3.61) como

da ax
qJ.xN/ e% 1(a), 3.62
Unlf( ) \/Z—T[’:Ll ( ) ( )
donde
d(]* 1 i *
I(a) = ern®a’)
(o) V21 axl/4
con
@a*) =ioaa* +i =z o*3/2,
La condicion de fase estacionaria
og(a*) —iatia*2 =0
oo*
proporciona como valor critico a*/2 = —a. La derivada segunda de ¢(a*) evaluada en o
*p(a3) _ 10*71/2 _ =i _ *ead) | s
902 2°° 20 ~ | 9da*2
conduce a una aproximacion de la integral 1(a) dada por
1 1 Lol ) i 1,3
() ~ er®05)=i8/2 o= 35"
) ( 62([)(0(*) )1/2 0;1/4
ac(*z
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Sustituyendo este resultado en (3.62) se tiene
1 a3
wmnuyw/ﬁaeﬂW—Tl (3.63)
r
Esta integral puede evaluarse de forma exacta teniendo en cuenta la definicion de la integral de Airy

Ai = i +°°d eiXy+%y3
Iw—mfwy :

segln la cual

iaxy+iby® 4., _ iax(3b)~1/3s+i % ds _ —1/3 p: a
/e dy /e 37(3b)1/3 21(3b) "/ A 7(3b)1/3x

para a,b € R. Con el cambio de variables o = i p, la ec. (3.63) puede escribirse finalmente como
® . 03
Wit (9 ~ [ dpeRPHE) = ag ai(-21%).

El camino de integracion I elegido en (3.63) corresponde por tanto al camino a lo largo del eje imaginario
del plano a. Se comprueba asi que para la eleccion particular de A = 0 esta aproximacion proporciona la
solucion exacta para la funcion de onda en el potencial lineal.

El mismo resultado se obtiene haciendo uso de la expresion uniforme (3.48), en la que la funcion de
onda se eval(a haciendo uso de informacion puramente clasica. Asi, las trayectorias correspondientes al
hamiltoniano clasico #y (p,q) = (p? +q)/2, obtenidas a partir de las ecuaciones clasicas de Hamilton

0Hy (p,q)

qziz

ap
0Hy (p,q) 1

ST T2
vienen dadas por

t2

QtZQO‘FpOt—Z

_g !
Pt = Po >

Eligiendo qo = po = 0y sustituyendo en (3.48) se tiene
Wx) ~ /w dt e7h 05 )44 (500
~ /Oo dt ez X =Rt

~ Ai (h*2/3x) ,

donde, por tratarse de un sistema no ligado, la integral en el tiempo se extiende hasta infinito.



3.1 Aproximacion uniforme a la funcion de onda independiente del tiempo 101

Segln se ha indicado, la aproximacion de la doble integral (3.61) por fase estacionaria conduce a la
expresion WKB para la funcion de ondas, con las correspondientes formulas de conexion. En efecto, los
puntos criticos as, ai de la integral

doada* 1
Foge 21U a+1/4

W(X) ~ er @),

donde (o, 0*) = —iax + iaa* + i2a*/2

0a@(0s,0F) = 0g=@(0s,0%) = 0, es decir

, u v S ue cu
corresponden a aquellos valores de o y a* que cumplen

a; = X (3.64a)
at? = _q.. (3.64b)

La matriz de derivadas segundas viene dada por

y su determinante es la unidad. La férmula de saddle point conduce a la siguiente aproximacion a la

funcion de onda como suma sobre las soluciones estacionarias:

1 1y f 2 q*3/2
V) ~ 3 g eh (i, (3.65)

S

Supongamos en primer lugar que x < 0. Teniendo en cuenta que x es real, la condicion (3.64b) hace
que of =re’® = re*™ = —r = x. Para ® = 11, segiin (3.64b) se tiene as = —ir'/2, mientras que para = —Tt
se tiene o = irl/2. Sustituyendo en (3.65) obtenemos

e [ﬁe;(ngewz) ﬁe% )
r-=e r1/4g—
~ % [ei(%ﬂ/z,?) —|—e*i(%r3/2*?)] ’
r
2 2 3, W
~ =7 COS | I —— ). 3.66

Para valores positivos de x se cumple a; = x =r, de donde a5 = —r1/2_ La funcion de onda en esta region
vendra dada por
1 2.3
W) ~ gz et (3.67)

Los resultados (3.66) y (3.67) conducen a la siguiente formula de conexion:

Wwks(X) ~ i cos (X2 =F) , x=—[x<0
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El oscilador arménico Para un potencial arménico V (§) = G2/2, el hamiltoniano H = (p2 + G2)/2
se transforma bajo Ty como H' = i (—a? 4 a'?)/2, con una funcion clasica asociada dada por ' =
(—a? 4 a*2)/2. La funcion de onda en la representacion de Bargmann viene dada, segn (3.54), por

YY) ~ ﬁe%fﬂ*(ﬁ—a*’z)”da*’
E—a
N 1 %[%(2Efq*2)1/27iEIn(iu*+(2Ef°‘*2)1/2)]_ (3.68)

A continuacibn analizaremos las condiciones bajo las que la funcion (3.68) es analitica, lo que deter-
minard las condiciones de cuantizacion de la energia. Este estudio conlleva un analisis de las funciones
multivaluadas

f1(2) = (2E — 2%)%/?
fo(2) = (2E — 2%)Y/*
f3(z) = eV"9@) ye C.

(
(

La superficie de Riemann asociada a la funcion f1(z) tiene dos hojas, y el corte de rama puede elegirse
como la linea que une los dos puntos de rama z.. = ++/2E, tal como se indica en la Fig. (3.2), de forma
que la funcion permanecera univaluada a lo largo de un camino que rodee ambos puntos, sin cruzar el
corte de rama.* Los puntos de rama de la funcion f,(z) son los mismos que los de f;(z), pero en este
caso es necesario dar dos vueltas a lo largo de un camino que rodee a z, = ++/2E para no cambiar de
rama, ya que la superficie de Riemann correspondiente a esta funcion tiene 4 hojas. ° Por otra parte,
la funcion logaritmica f(z) = In(z —zp) tiene un punto de rama en z = z,, y la superficie de Riemann
asociada tiene infinitas ramas, de manera que sucesivas vueltas alrededor de este punto iran produciendo
cambios de rama sin que se llegue nunca al valor original de la funcion. © Para que la funcion f3(z) sea
analitica, la constante y ha de ser un nimero entero, y=n € N, de forma que f3(z) = e"""(9(2) = g(z)".
" (Notese que la condicion de analiticidad la imponemos a la funcion exponencial en f3(z), y no a la

4Nbtese que una vuelta alrededor de cada punto de rama si produce un cambio de rama de la funcion. Asi, si escribimos
f1(z) = (2E — 22)%2 = (v/2E — 2)Y/2(\/2E +2)*/2, nombrando v/2E —z = r1e'®% y v/2E +2 = rpe'® tendremos fy(z) =
(ryrp)1/2¢i(81+82)/2 i partimos del punto z = zg, al dar una vuelta (en sentido positivo) alrededor de z; = v/2E, la funcion
cambia de signo: £\ (z9) = (ryrp)1/2 el((B1+2M+82)/2 — _ (1 1,)1/2 i(8:+82)/2 = £ (7). Una vuelta alrededor de z, = —v/2E
producira el mismo efecto, mientras que una vuelta alrededor de ambos puntos de rama dejara a la funcion invariante: fl(l)'(zo) =
(ryrp)Y/2ei(Br+219/26i(824+2M/2 — (1) 1)) 1/2¢101/2¢i82/2 — §(z4), sin que tenga lugar ningln salto de rama.

5En este caso, si f5(29) = (r1r,)/4ei(®:+02)/4 al dar una vuelta en tormo a z = v/2E y z = —/2E obtenemos £\ (z) =
(rirp) Y4l (Br+210/46i(842m/4 — _ (1) r,)1/4¢i(®1+82)/4 — _£,(z4), mientras que al dar dos vueltas volvemos al valor inicial de
la funcion: £7)(z0) = (ryrp)/4ei(B1H4m)/4ei (G410 /4 _ £, (7).

SEscribiendo z —zp, = re'®, la funcion f(z) = In(z—z,) se escribe f(z) = Inr+i. Partiendo del valor f(zg) = Inry + 6y,
las sucesivas vueltas en torno a zy, daran los valores f(1)(z) = Inrg +i(8g +21), @ (29) = Inrg + (6 + 4™), etc... sin que se
obtenga de nuevo el valor f(zp).

"De hecho, la “funcion potencia” se define como z& = e@"Z, de forma que, cuando o es racional (o = p/d, con py q enteros
y q # 0) esta funcion coincide con zP (para g > 0) o con ( <¥zP)~! (para q < 0) y tiene g ramas. Para o irracional, la funcion
potencia es infinitamente multivaluada.
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funcion logaritmica, que bajo ninguna condicion podra ser univaluada).

Im (2)

C

| R
=y

N Y

Figura 3.2: Puntos de rama z. = ++/2E asociados a las funciones f1(z) = (2E — 22)%?y f,(2) = (2E — 2)Y*.
El corte de rama elegido se indica en negrita. Una vuelta a lo largo de los caminos 1 0 (> produce un cambio
de rama en ambas funciones. Una vuelta a lo largo del camino ¢ deja invariante la funcion f1(z), mientras que es
necesario dar dos vueltas a lo largo de ¢ para que f»(z) permanezca univaluada.

Estamos interesados en saber bajo qué condiciones la funcion compleja
W) = 1 o 25 2(2E=22) Y2+ & In[iz+(2E—22)/?]
(2E — 22)/*
permanece univoca al dar una vuelta alrededor de los puntos z = ++/2E. Escribiendo v/2E —z = r1e!®:
Y V2E 4+ = r,e'®, si inicialmente la funcion vale

. . .01+6;
W(z) = ;Meﬁ(m—ﬁe'el)(nrz)”ze' 2

i 217192
(r1r2)1/4el 7

. .01+6:
% In (i(\/ZE—rle'el)-1—(r1r2)1/2 e'¥>
e

- ] :01+86 .
1 e#(ﬁ_rle'el)(rlrz)l/z e'%-}—%ln(R Ele)
-01+6o ?
(rirp)i/4 e~

al dar una vuelta alrededor de z = ++/2E a lo largo del contorno ¢ mostrado en la Fig. (3.2) esta funcion

tomara el valor

- 0142m+6,+21
SLTeEa el

1 i (8142 1/2 g
Wt A (V/2E —r1101+2M) (1, 1) /2 ¢
( )(ZO) B 2T By 21 eZh( ' )(nr2)
(rrp)t4e™ e —

= W(z)e MR,

+E In(Rei®+21)

8 Para que la funcion W(x) sea holomorfa, el valor de W) (zq) debera coincidir con W(zo), debiendo

satisfacerse por tanto la condicion
e—iTH—%ZTu' _ gi2nm

8Notese que el argumento del logaritmo, cuando 8; y ©, cambian a 81 + 21Ty 6, + 27T permanece invariante: i(v2E —
. . TE e . . 0146 .
r1el (@2 4 (111,)1/261 E5EE (/2B 11e1®) + (r1rp) /261 77 = R €l A esto hay que afiadir el cambio de fase de

2t que sufre el logaritmo al dar una vuelta alrededor de £+/2E.
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De esta manera se obtiene la condicion de cuantizacion (exacta)

1
En_h<n+§>

para la energia del oscilador arménico a partir de una condicion de analiticidad impuesta a la funcién de
onda W (a*). Esta funcion esta definida en todo el plano complejo de a*, excepto en el corte de rama.
En la determinacion de W'(a*) interviene la integral de accion fo‘(’g da* (2E — a*?)1/2, evaluada a
lo largo de un camino de integracion desde un punto arbitrario ag. EI problema de la eleccion de este
camino se reduce en definitiva al problema de la eleccion del signo de la raiz cuadrada. En otras palabras,
debe elegirse una de las hojas de la superficie de Riemann correspondiente a la funcion (2E — a*2)1/2
y permanecer en ella a lo largo del camino de integracion, de forma que dicha funcién continle siendo
univaluada, sin cruzar el corte de rama (que hemos definido de forma arbitraria como la linea que une los
dos puntos de rama ++/2E). La eleccion de los cortes de rama de una funcién multivaluada no es (nica,
9y esta eleccion determina el tipo de solucién que se obtiene. La solucion aceptable fisicamente debe
satisfacer unas condiciones de contorno adecuadas, y decaer en las regiones clasicamente prohibidas.
Puede comprobarse que el signo de la raiz compatible con estas condiciones de contorno es el positivo.
La funcion de ondas en representacion de coordenadas vendra dada por

B da da* 10y a—aat/h
W) = /r S Ba(X) W(a) e

N / da da* 1 3 {a(x—a*)+if;’g (ZE—O(*’Z)I/2 da*’] ' (3.69)
ra’u*

2mhi (2E —G*2)1/4 ¢

Como se ha visto, la aproximacion de esta doble integral por el método de saddle point conduce a la
expresion WKB de la funcién de ondas:

X
WWKB(x) = N [;Jr%/ V/2E, — X2 dx’]

(2E, —x?)1/4

Cuando se efectlia esta aproximacion de la integral, los contornos de integracion I' o o se deforman,
pero no de cualquier manera, puesto que la condicion de fase estacionaria (3.57), que para el oscilador
armoénico viene dada por a = iv/2E — a*2, impone una relacion entre ambas deformaciones. Esto es, la
eleccion de un contorno para la integral en a* (por ejemplo, el que se muestra en la Fig. (3.2)) determina
de forma univoca el camino de integracion que ha de elegirse para a (éste tendré que rodear los puntos
de rama existentes en a = ﬂ:i\/Z_E).

9Dado que las lineas de rama siempre unen los puntos de rama, que siempre aparecen en pares, y teniendo en cuenta que
para la funcion (2E — a*z)l/z, o* — o0y a* — —oo son también puntos de rama, podrian haberse elegido igualmente como
cortes de rama las lineas que unen £+/2E con oo, respectivamente.
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Este ejemplo pone de manifiesto la diferencia mostrada por las funciones W’'(a*) segin se haga uso
de una transformacion unitaria T o no unitaria To. En el primer caso, segiin hemos visto, la expresion
obtenida para la funcion de onda es uniforme. (En particular, la eleccion de un operador T tal que A = w/2
proporciona un resultado exacto (salvo contantes de normalizacion) para las autofunciones del oscilador
armonico). Por el contrario, para la transformacion no unitaria To correspondiente a A = 0 la expresion
que se obtiene para W(x) muestra divergencias en los puntos en que pyx = 0.

Esta diferencia se aprecia en el tipo de caminos de integracion que deben elegirse para evaluar la
funcion W' (a*). Mientras que para la transformacion unitaria con A = w/2 estos caminos deben rodear
una singularidad en forma de polo simple en el origen, hemos visto que para la transformacion no unitaria
con A = 0 la estructura de singularidades se complica, apareciendo cortes de rama que debe evitarse
cruzar a lo largo del camino de integracion.

Las ecuaciones clasicas de movimiento para el hamiltoniano #' = (—a? 4 a*2) /2 vienen dadas por

OH! (a*,a) -
=—-i———~ =—ia
oo*
. 0H'(a*,a) .
=i——* = —iq,
oa

que para el cambio de variables o = i p, a* = g corresponden a las ecuaciones de Hamilton

04 (q, p)

op
974(q, p)

=== "=p

aq

con H'(q,p) = (p?+q?)/2. La formula de Kay en la representacion de momentos viene dada por la
ec. (3.50):

W)~ I sin| 3+ [T ap)].

donde g~ (p) corresponde a la rama de la funcion g = q(p,E) en la que p es positiva, esto es, la rama
q = —+/2E — p? [ver Fig. (3.3)]. La expresion WKB en la representacion de momentos tiene pues la

forma

R e
W ~ ————sin|-—= 2E — p2dp’

N L [mp 5 . p Em

~ (2E—p2)1/4 sin T E-p hsm £ 2h |

que muestra divergencias en los puntos p = ++/2E.
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an
%\\/qm q

-,

Figura 3.3: Trayectoria en el espacio de fases para el oscilador armonico definida por g + p? = 2E. La rama
g<(p) = —+/2E — p? corresponde a la semicircunferencia izquierda, y en la figura gm = pm = v/2E.

Caso A — «

Por altimo, analizaremos el otro caso extremo de la aproximacion (3.1), correspondiente al limite en
el que el parametro A tiende a infinito. De manera anéloga al caso A — 0, haremos uso de una transfor-
macion simpléctica no unitaria, con la diferencia de que la actuacion de este operador sera precisamente
la contraria al caso anterior, esto es, definiremos un operador T., que, salvo constantes, transformara §

por ay f por a’. Definiendo los operadores by b* como

BT = fglanm

o

= 'I:m_la'lcoo,

1 A ~
—(b"-b)=cya"
2
Invirtiendo estas ecuaciones se tiene:
~ 1 .
bt = %(cla— ica’)
~ 1 .
b = %(Cla—}—ICzaT),

es decir,

fml(aT>wa(§T>:i(_.icz cl)(aT)EM“’(aT>.
a b N7 icoc ¢ a a
Por los mismos argumentos que se aplican al caso A — 0, la matriz M* cumple las propiedades

detM® =1

(o] (o]
M11 = M22a
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de donde
C1C2 =1
CL=—iC
Eligiendo c; = 1 se tiene ¢, = i. La definicion de los operadores § y p permite escribir la accion del
operador T., como
T.la T = i(a’r +a)= = g (3.70a)
V2 Vi
T.laTe = _—1(aT —a)= i P, (3.70b)
V2 Vi
0 bien, actuando en orden inverso:
Toa T,1 = i(aJr —a)= il p (3.71a)
B V2 Vh
A 1 1
ToaTyl = —(a'+a)=—4. 3.71b
ﬁ( ) 7 (3.71b)

§d=T;14T. = g[%(aT—ka)—%(aT—a)]: hia (3.72a)
P=T1pTe = i\/é[%(aﬁ+a)+%(aT—a)]:i\/i_iaT. (3.72b)

La comparacion de las ecs. (3.39) y (3.72) muestra que las actuaciones de los operadores Ty y Te SON
opuestas: mientras que el primero transformaba § en a' y p en a, este Gltimo hace precisamente lo
contrario.

Siguiendo en mismo procedimiento que para To, puede obtenerse la forma explicita del operador T,

. s . = 12 2 .
teniendo en cuenta que corresponde a un operador con la forma genérica T = e +€2°|dentificando las
matrices de transformacion asociadas a cada uno de estos operadores

cosh® —2¢/S98\ 1 /1 1
2¢S008 coshe )~ 2 \ -1 1

y comparando esta igualdad con la ec. (3.40) podemos observar que los operadores Ty y To, difieren en el
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signo del exponente: 0
T, =7 @) (3.73)

(Hemaos de hacer notar que, por tratarse de operadores que no son unitarios, estas transformaciones no
tienen la interpretacion geométrica que tiene un operador de squeezing. Es decir, Ty y T no corresponden
a rotaciones que difieren en un angulo +1, puesto que su efecto no es el de producir una deformacion
finita del circulo de incertidumbre, como sucede con el operador unitario de squeezing. Mas adelante
discutiremos acerca de la utilidad y posible interpretacion de estos operadores no unitarios).

El limite A — oo de la funcion de onda (3.1) en la representacion de momentos se obtiene a partir de
la transformada de Fourier:

— 1 Foo i
W(p) = — dx e% P Y(x

(®) v - (0

- / dx e Px / Gt (P — 202 o0+ PO+ e

- \/—/ dt (Pt — 2ihcc) "/ e Pt Jo Pt g (1), (3.74)

donde la integral I(t) esta dada por
.(t)E/“"dxeht(x a0+ ix(pmp) _ [ T0 B fa(pp)
o0 t

La funcibn (3.74) se escribe entonces

[ (B aig) " et parr o
I t t T™T 5
\/_

y su valor asintético en el limite A; — oo es:

—_ T .
W(p) N/ dt (d)*/? e % 0P+ Jo Préedt (3.75)
0

Podemos obtener este resultado aplicando el mismo método que hemos seguido en casos anteriores,
pero esta vez en la representacion de momentos. Asi, la funcion de onda W(p) podréa escribirse como

Pp) = (plv) = (plful¥) = [ / (p[ Tl (a W) 00"/t

da da* _
= /r —r @a(p) W(a) e/, (3.76)

- -y 2 12 2 .
10_a matriz de transformacion para un operador T = e €@ viene dada por

( cosh®  —2¢'sinné )
inh@ ,
ZSSm

cosh®
con B2 = —4ee’. Escribiendo € = —y 'y € = —V, puede verse que la matriz de transformacion asociada al operador T/ =
e=(R+Ya) sorg
inh®
cosh® 2y si®
—2ySth® - coshg )

con 82 = —4gg’ = —4yy.
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La funcién ®q(p) = (p|Te|a) se obtiene de la manera habitual, teniendo en cuenta que

~

0 = (plaj0) = (p|Te du @|0) = (p|Teo dur @ dy* Tos ! Teo dar|0)
~ ~ A o~ o A A A oA A~ o~
= <p|TwaTo:1Tm a|0>_ﬁ<p|-rooda (;lTo:leda|0>
1 P a A a
= ﬁﬂoquw aIO)—%@\deaIO)
1

donde en la segunda linea hemos hecho uso de la ec. (3.6), en la tercera la ec. (3.71) y en la Gltima hemos
tenido en cuenta que la actuacion del operador G en la representacion de momentos viene dada por i 0.
Integrando esta ecuacion diferencial obtenemos

Po(p) = AG e P, (3.77)

siendo AL una constante de integracion, en general dependiente de a. Como hemos hecho en casos
anteriores, esta constante puede ser determinada derivando ®4(p) con respecto a a:

aaa(p) 9 £ eoa'/Vh 1 £t j0at VA
== - Too = Too
da 3o PlTe €7 YH10) = 2 {p[Tr & €% /420)
1, o o pege oo - e
= (/e a’ T T daf0) = 2(plp T da[0)
i =
= qu)a(p)-
Sustituyendo en esta ecuacion la expresion (3.77) para ®q(p) se tiene
0N
.

de donde A4 es una constante independiente de a que podemos tomar como A, = 1. La funcion d?a(p)
viene dada por tanto por
g (p) = 7. (3.78)
(En la representacion de coordenadas, la funcion correspondiente es singular, como puede verse trans-
formando Fourier (3.78):

dp e*™ @y (p dp e P09 2 \/21 5(x — a1). (3.79)

1 [t 1 [t
@a() = —= | ) ==
V21t J - V21t J e
La expresion obtenida para ®4(x) no sblo debe ser interpretada en términos de distribucion, sino que
existen dificultades para interpretar esta funcién delta, que daria una contribucién no nula para valores
de a en el eje real, anulandose en el resto del plano complejo).
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La funcion W' (a) = (a|¥') corresponde a la autofuncion |W') del hamiltoniano transformado H' =
To' H T en la representacion de Bargmann. Para un hamiltoniano de la forma H = p?/2 4V (§), las

ecuaciones de transformacion (3.72) hacen que H’ venga dado por

A = ("faT) +V(Vha) = aT2-|-V(\/_a)

La ecuacion de Hamilton-Jacobi #’ (a*,y: i06-S' (o* )) = E se escribe en este caso

—0*2
2
y, a diferencia del caso anterior, no es posible obtener una expresion explicita para yg (0*). En cualquier

+V(y)=E

caso, la expresion genérica para W'(a) vendra dada por la ec. (3.13), con lo que la ec. (3.76) se escribe

— do do* — 1 1 po* PP
U ~ - = el yve(@)dar—foor
(p) - 2T alP A (0 y) 1/2
( Y )

Esta expresion es completamente analoga a la ec. (3.14), y pueden darse los mismos pasos que condu-
jeron a la ec. (3.16), a saber: aproximacion de la integral en a* por el método de fase estacionaria, elec-
cion de la trayectoria clasica como camino de integracion para la integral en a restante, y parametrizacion
de dicha integral por el tiempo t. De esta forma, llegamos a una expresion analoga a la ec. (3.16):

= N/T ot (dt)l/Z ®a(p) e~ H OO 4 fo ol ot
0

que, para 5a(p) dada por (3.78) se escribe

_ N/T it (Go)/? enap-fai+h oo (3.80)
0
El cambio de variables (a¢,0f) — (qi, pt) estd determinado por las ecuaciones de transformacion
(3.72):
Ot = Q
of = —ip,
con lo que la ec. (3.80) se escribe
Y(p) ~ /T dt () @ 7 0P+ 4 GtPi— Jo O e dT
0
~ exloPo /T dt (G)Y/2 e7 P+ Jo pedr ot (3.81)
0
donde hemos evaluado la integral por partes
/thrpr dt = qepy —qoloo—/ot PrCr dT.

La ec. (3.81) coincide con la expresion asintética (3.75), con lo que hemos conseguido obtener el
limite A — oo de la expresion uniforme (3.1) mediante el uso de la transformacion simpléctica no unitaria

T.. Es sencillo comprobar que este limite recupera de nuevo el resultado WKB para la funcién de onda.
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Transformaciones no unitarias

El procedimiento que hemos mostrado permite obtener una aproximacion uniforme para la funcion
de ondas mediante el uso de operadores unitarios. Como se ha visto, la expresion resultante viene dada
en términos de un parametro A dependiente de la transformacion de squeezing utilizada. Existen dos
valores extremos de esta constante (a saber, A — 0y A — oo) para los que la expresion resultante deja de
ser uniforme, y se corresponden con valores limite del parametro de squeezing (r oy @=00@=Tg
respectivamente).

Ahora bien, hemos visto que estos casos limite pueden obtenerse también haciendo uso de operadores
To v T que no son unitarios. Es evidente que estos operadores no podran obtenerse como limites del
operador unitario de squeezing T . Esto es sencillo de comprobar teniendo en cuenta como acttian dichos
operadores sobre ay a':

Ta fT=cia+cepp ; Toa' To'=7-d4 ; Tua' Tot=—1p
£ - P P T P S-S a

Para encontrar los valores extremos del operador T tales que su efecto sobre, por ejemplo, a sea el mismo
que el de Ty, hemos de determinar los valores de r y @tales que Cq—0ycp— ﬁ Segln las definiciones
(3.19), esto corresponde a

(coshr —e"®sinhr) — 0

S
=t

V2h

A partir de la primera condicion obtenemos

coshr +e®sinhr) —

SI-

coshr

gl® — =
sinhr’

y, sustituyendo en la segunda, se tiene

i i
——2coshr - —

V2h VA

es decir, coshr — 1/\/§ = 0,707 < 1. No existe ningln valor de r que cumpla esta condicion. Es sencillo
demostrar que se obtiene el mismo resultado si se pretende que el efecto del operador T sobre a sea el
mismo que el de T.. 1* Este resultado es bastante 16gico si se tiene en cuenta que no debe existir ning(in
valor del parametro de una transformacion unitaria para el cual esa transformacion deje de ser unitaria.

11Ccomparando de nuevo el efecto de ambos operadores sobre a, vemos que tendria que cumplirse que Cq — ﬁ y cp—0,
es decir:
coshr —e'®sinhr) —

Sl-

L
V2h
~L_(coshr +&®sinhr) - 0,

V2h
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Por otra parte, hemos de hacer notar que en este método hemos trabajado con estados |W') definidos
como |W) = T|W). En el caso general, cuando T es unitario, la ecuacion de valores propios H'|W') =
E|W') define a |¥') como un autoestado de H' = TTHT con el mismo autovalor E que la funcion orig-
inal |W). Sin embargo, para el caso de los operadores no unitarios fo,w el hamiltoniano transformado
'fojjlfl'fojw no es hermitico, y |4 debe ser definida como autofuncion a la derecha del operador H'.

El hecho de que las funciones |%') no sean funciones de cuadrado integrable y no pertenezcan por
tanto al espacio de Hilbert no les resta utilidad. Esto mismo sucede con los estados de cuadratura |q) y
|p), que aun siendo estados cuya norma es infinita, proporcionan una base adecuada en la que representar
las funciones de onda.

Asi pues, el formalismo que hemos seguido permite obtener los casos extremos A — 0y A — o
a través de dos procedimientos distintos: uno desde dentro del espacio de Hilbert, haciendo uso de un
operador unitario de squeezing T y considerando los valores limites del parametro que define la transfor-
macion; y otro desde fuera del espacio de Hilbert, mediante transformaciones simplécticas no unitarias.
En el primer caso, cabe preguntarse qué sentido tiene considerar una transformacion de squeezing con
r — oo, Al aplicar una transformacion de squeezing a un estado coherente, se modifica la incertidumbre
en p o en g, de forma tal que se siga cumpliendo la relacion de indeterminacion minima Aq Ap = /2.
Un caso extremo en que el parametro del squeezing tiende a infinito correponderia a una deformacion
infinita del paquete de ondas en una de las cuadraturas, esto es, se tendria maxima certidumbre en una
de ellas a costa de no tener ninguna informacion acerca de la otra. En este sentido, los estados |q) y |p)
corresponden a estos casos extremos.

lo que conduce a las condiciones
—coshr

sinhr

i

coshr — 1 =0,707 < 1.

V2
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3.2.  Aproximacion uniforme a las autofunciones. Condiciones de cuanti-
zacion

Las autofunciones de un hamiltoniano H independiente del tiempo pueden obtenerse a partir de
la dindmica de un estado inicial no estacionario arbitrario |%(0)) mediante transformacién Fourier del
estado |W(t)). En la representacion de posiciones, esta relacion viene dada por

+oo . T .
o(x,E) = / dt B2 Wix,t) = lim [ dt e®V/PW(x 1), (3.82)

=0 /_ ¢

donde ¢(x,E) es una funcion que contiene singularidades a las autoenergias del hamiltoniano, y tiene la
forma 12 5, c, dn(x) 8(E — En).

De esta manera, es posible conseguir una aproximacion a los autoestados de H con independencia del
método semiclasico utilizado para propagar |%¥(0)), simplemente extrayéndolo de la dinamica mediante
transformacion Fourier. (Por simplicidad, consideraremos el caso en que no existen degeneraciones).

A continuacion describiremos un procedimiento que permitira obtener al mismo tiempo las autofun-
ciones y las condiciones de cuantizacion para la energia de un sistema cuantico a partir de informacion
puramente clasica, mediante la evolucién temporal de una Unica trayectoria clasica.

Para obtener la funcion de onda W(x,t) seguiremos el método desarrollado en la seccion anterior,
haciendo uso de un operador unitario T dado por (3.7) tal que |W(t)) = T|W¥'(t)), de forma que

v = w0 =TI = [ [ G el oe o
- /rau*%%(x) Vi e, (3.83)

donde ®q(x) = (x|T|a) ha sido obtenida en el caso estacionario y viene dada por (3.12). La fun-
cion W (a*,t) = (a|W'(t)) corresponde a la proyeccion en estados de Bargmann de la funcion |W'(t)),
solucion de la ecuacion de Schrddinger dependiente del tiempo para el hamiltoniano transformado
A =T -1AT:

ifi %W'(t)) =H'|W(t)). (3.84)

12 Asi, en la base de estados de Fock, por ejemplo, se tiene

Wixt) = x|WE) = K0 0)]90) = (xleH/"w(0))
Z(x|e_”‘”/h|n) n|w(o )_ZCn On(x) e~ 1Bt/

n

con ¢y = (n|W(0)) y dn(x) = (x|n), de donde

T .
lim dt elEt/h LP(X,t) = C ||m / dt e i(E—En t/h C
Z n On( z n On(

23|n[(E —En)1]
T [ 1 E—
Z Cn ¢n E - En)-

En

2
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(Notese que la dependencia temporal se encuentra exclusivamente en la funcion de onda |W'(t)), esto es,
estamos considerando que los parametros que definen el squeezing no dependen del tiempo). 3 Haremos
uso de la aproximacion semiclésica para W'(a*,t) desarrollada en el capitulo anterior para un operador
hamiltoniano escrito como una combinacion simetrizada de operadores § y p. Tomaremos como estado
inicial |¥(0)) un estado de Bargmann |B3). De esta forma, especificando la dependencia con este estado
inicial, la funcion W'(a*,3,t) vendréa dada por el elemento de matriz (2.78):

V(@B = WE N0 = @0/ O]B) = A& no,t) er* M0
£\ —1/2 .
0 e ENa 4 3[4y (& n0)+HiE A dt (3.85)
0¢&; ’

donde hemos elegido K = 0 en la ec. (2.78) por tratarse de un hamiltoniano con ordenacion simétrica,
y &5, ng son dos variables complejas independientes sujetas a las condiciones de contorno &; = a*,
No = B. #y, es el término de orden cero de la funcion normal asociada al operador H’, y hemos denotado
por 0’(t) el operador de evolucion correspondiente al hamiltoniano transformado H’. La funcion (3.83)
vendré dada por tanto por

da do* .
~ -7 ,Bt) —oaa*/h
LIJ(Xat) — /ra’u* 1t qj(l( ) ( Ba ) ) (386)
y transformando Fourier esta expresi(’)n se tiene la funcion ¢(x,E) definida en (3.82):
_ iEt/h
d(x,E) = TI|%rro1o dte W(x,t)
da da* 10 .
o iEt/h ') (a* Bt) g—0a*/h
= lim 7Tdte /r - @) A0 e Bt o .
(3.87)

El siguiente paso en la aproximacién consiste en evaluar las integrales en t y en o* mediante el
método de fase estacionaria, por lo que escribimos (3.87) como

0(x,E) = lim dt/ d“d“ = () A 0@, ) ek, (3.88)

T—00

131a ecuacion de Schrodinger para |W(t))

0 -
ih 5 [9(0)) = R[¥(D)

se escribe

ih % ['I:|l+”(t))] =HT|W(t)),

de forma que es necesario considerar que T no depende del tiempo para poder escribir

y por tanto
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con
o(a*,t) =Et+5'O(a*t) +iaa*. (3.89)

Los valores estacionarios de t y a*, que denotaremos por ts y aZ, respectivamente, se obtienen a partir
de las condiciones
ap(a*,t) 0S'9) (a*, 1) , .9S'0) (o, 1)

opa*,t) oSOty ..
W = T-I—IG——Im-HG—O,

donde hemos hecho uso de la definicion (2.52) para n; y de la ecuacion de Hamilton-Jacobi dependiente
del tiempo (2.50). Estas condiciones son, por tanto:

Hy(ag,ny,) =E (3.90a)
Mg, = Q. (3.90b)

Si el estado de Bargmann inicial |B) se elige de forma que #, (B*,B) = E, donde B* es la compleja

T
B

ﬁno: \
/ \ \ / 1
\ \\ / I
\ ~ o ’// I
\\ T- -7 //

\ p

@ (b)

Figura 3.4: (a): Curvas de energia reales en el plano complejo n. En general, la trayectoria que conecta no = 3
con ny, = O serd una trayectoria compleja con energia E. (b): Eleccion del estado de Bargmann inicial |B) y del
punto a sobre la superficie de energia real 3, (B*,B) = E.

conjugada de ng = 3, entonces es posible determinar § = 3* como una funcion bien definida de By de
la energia E. Las condiciones iniciales (no, &) quedan entonces completamente especificadas, y el valor
de t estacionario correspondera al tiempo ts que tarda en evolucionar el punto ng =3 al punto ¢, =a alo
largo de una trayectoria. Esta trayectoria en general sera compleja, puesto que la variable a en general no
tiene por qué estar situada sobre la superficie de energia (real) definida por #4;, (B*,B) = E. [Fig. (3.4-a)]
La conservacion de la energia a lo largo de esta trayectoria viene dada, segin (3.90), por

Hyy (a3, 0) = E = 74 (§ = B*,no = B).- (3.91)
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El valor estacionario a quedara determinado por la propia dinamica de esta trayectoria compleja, que
llevara el valor de &7 a & = ag.

El problema se simplifica si se elige a de forma que esta trayectoria sea la trayectoria real (clasica)
a energia E. [Fig. (3.4-b)] Si esta Orbita tiene un periodo T, en general se tendran distintos tiempos esta-
cionarios correspondientes a las sucesivas vueltas que vayan dandose a lo largo de la trayectoria y que
vuelvan a conectar no = 3 con n, = a, dados por ts +nT, con n € N. Puesto que la aproximacion de fase
estacionaria involucra una suma sobre todas las condiciones estacionarias, la integral (3.88) podra aprox-

imarse por

6(,E) _nm/ dt/ d“d“ o () A'O) (0" 1) @R

T
~ dmn:Z_N - \/(;G—rrhi a(X) A0 (a2t + nT) en @G LHT) (et D) =42 (3.92)
donde ¢ corresponde a la trayectoria clasica a energia E. (Es importante indicar que estamos con-
siderando el caso de sistemas con una estructura sencilla, con un Gnico punto de equilibrio (por ejemplo
un oscilador arménico), en los que la inversion de la ecuacion Hy (§5,B) = E permite obtener &F en
términos de By E como una funcion compleja univaluada. Para otro tipo de sistemas con una estructura
mas complicada (por ejemplo un potencial de doble pozo), habria que incluir una suma sobre las distintas
ramas de la funcion multivaluada §§ = &5(B, E), y la solucion vendria dada como una combinacion lineal
de las distintas soluciones correspondientes a las diferentes elecciones de trayectorias (complejas) que
lleven no = B hasta ny, = a).
Dado que el Gltimo paso en la obtencion de ¢(x,E) consistird en parametrizar la integral en o por
el tiempo ts, en la evaluacion tanto de D como de @en (3.92) expresaremos las variables o y af como
funciones dependientes de t. La matriz de derivadas segundas en (3.92) viene dada por

ot2 Jtoa* ot2 otogf
(o) Pgla*t) 325'O(gr 1) azs'<0)(£;,t) )
otoo* o002 otag; 082

Peart)  Pg(ar) P*SO(Er ) 02O (E L)
S

S

donde el subindice s denota evaluacion en la condicion de fase estacionaria. La evaluacion del determi-
nante de esta matriz requiere algo de algebra. Asi, por una parte se tiene

aZSI (E* ) _ 2 _}(N E aSI (Eta) _a%(z?ant)%
oo e g - one ot
B 628' (E* )
= & otos;

donde en la primera igualdad hemos hecho uso de la ecuacion de Hamilton-Jacobi dependiente del tiempo
(2.50), mientras que en la Gltima hemos tenido en cuenta la ecuacion de evolucion para &; [ec. (2.54a)].
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El determinante de la matriz D vendra dado por

. 32510 @250 ( g2510) 2 525100) . PS0) @250
g oe?  \owoe ) T awogr o ag? T o |

detD = (3.93)

Por otra parte, la derivada cruzada de S'(©) con respecto a & y at puede escribirse como

2@ 9 o (& ias'<0) 0L (&N 0y (&, ny) o
otos; 0%} T3 o&f one &
. -E*azs'((’)
= —I — —_—,
L

donde hemos tenido en cuenta la ecuacion de Hamilton para n; [ec. (2.54b)]. Sustituyendo este resultado
en la expresion entre corchetes que aparece en la ec. (3.93), tenemos

Esta derivada segunda de S'(¥) puede expresarse en términos de los elementos de la matriz de estabilidad
M dada por (2.95) si tenemos en cuenta que la energia se conserva a lo largo de la trayectoria, esto es,

7, (&F,nt) = Hy, (€5,No)- De esta forma,

0?s'® 9 - _ 0y (&5,N0) 085 .\ q
otoEr o [_%V(Emn())] = _67&662{* = —INoMy;

y el determinante de D se escribe finalmente como
. . . —1 - . -1 o . -1
detD = (NoNt My,') = Golit,4nT My; = Golt, M3y (3.94)

Por otra parte, la fase ¢ que aparece en (3.92), teniendo en cuenta las ecs. (3.85) y (3.89), asi como
las condiciones de fases estacionaria (3.90), viene dada por

Q&S ts+nT) = E(ts+nT) — 10 nT Of 17
ts+nT . .
+ /0 [—Hy (aF, o) +iafo] dT+i Ot 4n7 Of ynT

. ts+nT .
= i / oz dt.
0

Con estos resultados, la expresion (3.92) se escribe

N— o0

N )
OOGE)~ lim S [ dat, @, (x) A0 (g, t+nT) en AGEHT) (det D) /2
n=—nN"Tc

N

~ lim Z
N_mon:—N rcI

—-1/2

dow. @ ac‘E“s+nT / o6 M=t -1/2 2T azrd

O, Py (X) 30k (G0 e, M2;') € .
0

(3.95)
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Como se ha indicado anteriormente, existe una ambigiiedad en la eleccion del signo de la raiz cuadra-
da que aparece en el prefactor A’(%)(a*,t) que no hemos mostrado explicitamente. Es el valor absoluto
de este término el que se simplifica con el elemento M5, proviniente del determinante de D, restando un
término e~" = (—1)" que da cuenta del signo de A’(%). Ir sumando sobre los sucesivos valores de n, esto
es, ir dando vueltas a lo largo de la trayectoria clasica, correponde a ir pasando alternativamente de una a
otra de las hojas de la superficie de Riemann asociada a la funcion bivaluada (9o} /dag)~/2. Esto hace
que la ec. (3.95) se escriba como

, 1 Ny et i
(I)(X,E) ~ ||m dats CDatS (X) —_— Z e r Jo UTaTdT e IT'IT[. (396)
N—oo /T vV C(Oats n=—N
Teniendo en cuenta que
—1 pts+nT _x —1 pls ~xp N —1 pnT % H
+ b arodt eh Jo? azazdt eh Jo OfigQritdt
n=—N n=—N

N
—1 s e —n (T :
— @ Joarardt e7 Jo UﬂtsawtsdT’

n=—N
donde se ha hecho uso de la condicion de periodicidad 4
Of =0fp7 =0for =+ =0f4qr (3.979)
Ot = Oty T = Oggor = *++ = QggnT, (3.97b)
la ec. (3.96) se escribe
O(X,E) ~ lim / dot, | P, (x)% g7 Jo oot % @7 Jo Byt linins T ginmr| (3.98)
N—eo /g ) \/M n=N

Puesto que la accion calculada a un periodo T de la trayectoria no depende del punto inicial a elegido para
evaluarla, por tratarse de una trayectoria cerrada en el espacio de fases (como indican las condiciones de
periodicidad (3.97)), la suma en n de (3.98) puede salir fuera de la integral en a, teniéndose finalmente:

N
‘ =0 (Tt Bt dT o—inTe 1 =L 1t gy dt
d(X,E) ~ lim g7 Jo Ot Ot g dog, g, (X) ———— e 7 Jo 0
( ) ) N_won:ZN o s (th( ) \/(Tats
N . )
= lim § e®h Ghdudt gy (y) (3.99)
N—>oon:_N

14Efectivamente, para una funcion f genérica se tiene

JTEtHtdt = ) ftts)dt+ 7T te)dt+ 3 f(E+te)dt -+ [RLyr F(t+ts)dt
Jo [F(t+ts) + F(t+T +1ts) + F(t+2T +ts) +---+ f(t+ (n—1)T +t5)] dt
nfo f(t+ts)dt,

siempre que se cumpla la condicion de periodicidad

f()y=f(t+T)=---=f(1+nT).
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Como ya se ha indicado, la integral I(x) en la variable a, evaluada a lo largo de la trayectoria clésica
I"c1, puede ser parametrizada por el tiempo ts:

e h S of o dt

1
thS qqus (X)

') el v OO,

T da 1
= / dts —= Py, (X) e Jo ot
0 dts s

V4 ants

Renombrando ts como t y sustituyendo la expresion para la funcion ®q(x) = (x|f |o) dada por (3.12), se

T o TR I LI 7 .-
I(x) = / dt /% e 7 Of —2hcp +h\fcp arx eTl faazaqdt
0 0

1 * *
groly (T ) b2 a2 agx— Loar+1 flogatde
_ / Gt (i) M/2 @7 Zhep* T gy OO RO oo (3.100)

tiene

bl

donde se ha evaluado por partes la integral que aparece en el exponente. Esta es la expresion que aparece
en la aproximacion uniforme para la funcién de onda estacionaria [ec. (3.18)]. El cambio de variables
(ag,af) — (qt, pt) para la transformacion de squeezing dado por (3.17):

o = Vh(cqq+cpp) (3.1012)
of = Vh(cia+chp) (3.101b)

y los célculos intermedios que siguen a la ec. (3.18) conducen al resultado
1/2 —icy i
9~ ) o (pt - ﬁc‘n) A 0o R
0 Cp

salvo constantes. Definiendo el parametro A como cq/cp, = —2iA, obtenemos el resultado (3.20) para la

funcién de onda estacionaria:;
T . _
X) ~ / dt (P — 2iAGy) Y2 e A0 W5 a)+ fo pedhedt
0

Sustituyendo este resultado en (3.99), obtenemos finalmente la siguiente expresion para la transfor-
mada de Fourier de W(x,t):

N . -
¢(X1E) ~ Nllm z e%nf(;raatsarﬁsdtemn

N—>oo

X

/ "t (b — 2iAG) Y2 e KO- a0+ boa) | e
0

= N“m z f / dt pt 2|}\qt)1/2e ;\z(x )’ + %(X QI)+ fopTQTdT

N—>oo

(3.102)
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Analicemos el limite de la serie que aparece en esta expresion. Como se ha mencionado, la accién
evaluada en un periodo T de la trayectoria no depende del punto inicial elegido para calcularla, de forma
que la integral que interviene en el exponente de la funcion que hemos denotado como f(n), esto es,

T ) t+T )
/ 07 Orqt AT = / ozay dt, (3.103)
0 t

mantiene su valor independientemente del de ts. Con el cambio de variables (3.101) podemos escribir

-1 t+T . —|C |2 |C ‘2
5[ et dr— =g —?) — (. — p)
t+T
—  CuCp(Qt+T Pr+T — Gt Pr) — (CqCp — C4Cp) /t PrGy dt. (3.104)
Las condiciones de periodicidad (3.97) para a; y o; se traducen en unas condiciones similares para g; y
pt que hacen que los tres primeros términos de la derecha en la ec. (3.104) se anulen. Teniendo en cuenta,
ademas, la relacion cqcy —cjcp = —i/h, la integral anterior puede escribirse como
—1 4T
n

donde St = tff” p<Gcdt = § p dq es la accion a lo largo de una trayectoria cerrada de periodo T. De

. i i
o0 dt = ﬁ/t POt drzﬁST,

esta manera, la funcion f(n) definida en (3.102) puede escribirse como
f(n) =7 Jo Otailiendt g—inm _ ei”(s%_”)
y por tanto

. N . in( 3T -1t . N in(3T —nt
l\ll—rgon:Z_N f(n)zlj[pwn:z_Ne (% ):1+2d@wn;Ree (%)

=Re 1+2,\!'|_r>‘r1o 1_ei(s%—n)

Esta funcion vale cero, excepto para aquellos valores de la energia tales que la accion de la érbita de

() _ o (5 o | sin(F -1 (3.105)
: .

—cos (3 —m)

periodo T a dicha energia sea tal que St/h — 1= 2mTt, para m entero. Es decir, al ir dando sucesivas
vueltas a lo largo de la trayectoria clasica se van produciendo interferencias constructivas y destructivas,

de forma que Gnicamente para aquellos valores de la accion que cumplan la condicién de cuantizacion
1
St =2mh (m + 5) (3.106)

se tiene un resultado distinto de cero en la aproximacion a la autofuncion. La suma de la serie (3.105)
puede escribirse formalmente haciendo uso de la formula de Poisson °

St—j)= S €™ =14+ 2cos(2rkt), (3.107)
2 2 2

j:700 k=—o0

15Debe tenerse en cuenta que el término en el infinito en (3.105) se anula debido a que en la transformada de Fourier (3.82)
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es decir:
f(n) = 6[————m].
n:Z_m m:Z_m 2mh 2
Esta expresion puede escribirse como una suma de deltas en energias teniendo en cuenta la relacion
(0S1(E))(0E) =T (E), y laidentidad d(x —xo) = | f'(x)| [ f (x)], donde X es el Gnico cero de la funcion
f(Xo) = 0 en el intervalo considerado, de modo que
Z f(n) = TE m:z—oo O(E —Ep), (3.108)

N=—o0
con Ep, definidos por
1
St(Em) =21 (m+ 5) )

Con estos resultados, la expresion final que determina las autofunciones ¢ m(x) del hamiltoniano H
viene dada por

2]

BE)= S cm(E.B) O(E — En) Om(x)

me=o
B miw cn(E,B) 3(E —En) /OT(E) dt (P — 2iAcy)"/? e RO RO a L fopedie

donde los coeficientes complejos ¢, (E,B) dependeran de la energia elegida E a través del periodo T

[ec. (3.108)] y del estado inicial |¥(0)) = |B) [ec. (3.100)].

De esta forma, es posible obtener una aproximacion a las autofunciones ¢ n(x) de un hamiltoniano
simplemente eligiendo un paquete coherente a una energia determinada e integrando la trayectoria clasica
correspondiente hasta el periodo de una 6rbita a esa energia. Este formalismo dependiente del tiempo ha
permitido determinar mediante un mismo procedimiento tanto las autofunciones como las condiciones

de cuantizacion.

debe incluirse un parametro imaginario €, que eventualmente tendera a cero, y que asegure la convergencia de la integral, esto
es:

T . .
W(x,E) = lim lim [ dt e EHEOUVR gy 1),
£—=0T—o / ¢
De esta manera es posible asegurar que integrales como
/ dt e/ E=En/R — o 3(E — En)

estén bien definidas.



Capitulo 4

Aproximacion semiclasica a la densidad de
estados

El conjunto de autovalores {En} del operador hermitico H puede representarse mediante la funcion
densidad de estados:

p(E) = T B(E — En).

Esta funcion esta codificada en el llamado operador resolvente G(z), escrito en términos de la variable
compleja z y del operador H en la forma

z—H
El operador de Green, §(E), definido como la transformada de Laplace del operador de evolucion cuanti-
coU(t) = exp(—iHt/h),

1 = - 1 o -
§E) = lim — [ dte®/ms/m () = lim / dt el(E+is=F)t/n
g( ) e—0t Ih‘/o ( ) =0+ |h 0
e~0tE+i1e—H

(donde hemos introducido una pequefia constante € > 0 para asegurar la existencia de la integral) se
relaciona con el operador resolvente mediante el limite *

§(E) = lim G(E +ig).
e—0t
La traza del operador de Green viene dada por

g(E)=Trg(E) = lim 1

_—. 4.1
s—>O+ZE—}—I€—En (4.1)

1En general, se definen los operadores de Green “hacia adelante” o “hacia a}rés”, §+(E), segt’m se calculen las transformadas
de Laplace de los operadores de evolucion “hacia adelante” o “hacia atras”, U+ (t) = £0O(t)U (t), donde ©(t) es la funcion de
Heaviside. Hemos elegido el operador de Green correspondiente a la propagacion hacia adelante en el tiempo, esto es, §+(E).
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Se trata de una traza formal, ya que por lo general esta suma es divergente. La expresion (4.1) indica que
las autoenergias aparecen como polos de la funcion g(E). Teniendo en cuenta la identidad

1 1
lim — =P — ¢ FITOX
g—0+ X i€ {x}:F ),

donde P denota la parte principal de Cauchy, puede obtenerse una relacion entre la densidad de estados

y el operador de Green, esto es, una relacion entre la densidad de estados y el operador resolvente:
1 -1 R
E)=YOdE—-E)=—ImTr§(E) = — lim Im Tr G(E + ig). 4.2
P(E) = 3 B(E ~En) = - IMTrg(E) = = fim Im Tr G(E +ie) (4.2)

Es en este sentido por lo que decimos que el operador resolvente codifica la densidad de estados. Una
aproximacion semiclésica a la traza de §(E) proporcionaré una aproximacion al espectro de autoenergias
del sistema cuantico en cuestion.

En este capitulo obtendremos una aproximacion semiclasica para esta traza expresada en términos
de las orbitas periddicas del sistema clasico (formula de Gutzwiller), haciendo uso de la aproximacion
semiclasica al propagador basada en trayectorias complejas. Veremos como en sistemas cuyo potencial
presente mas de un minimo (como el doble pozo) el uso de trayectorias complejas es esencial para dar
cuenta de los efectos de tunneling.

En la representacion de estados coherentes, la traza del operador de Green puede obtenerse como la
transformada de Laplace de la traza del operador de evolucion:

Trg(E) = %/o dt e/ Trd(t)

En esta representacion, la traza puede expresarse como

A da*d A .
TOw= [ G @onp e @3)

donde hemos llevado a cabo la extension habitual de las integrales haciendo uso de la resolucion gene-
ralizada de la identidad (2.84). La obtencion de una expresion semiclasica para la densidad de estados
pasa por aplicar una serie de aproximaciones en la evaluacion de la traza del operador de Green. El pro-
cedimiento a seguir serd muy similar al llevado a cabo en el capitulo anterior para la obtencion de las
autofunciones ¢,(x). En primer lugar, haremos uso de la aproximacion semiclésica para la amplitud de
transicion (a|U (t)|B) dada por (2.78):

Q0018 ~ AO (o B.) eSO B/ _ AO)(E* 1y 1) oS E No)/A
( | ()|B) ( aB? ) (EtanOa )

23y Yz ik s 1343
_ ( > e ME" 4 Sl (& ) HiEd ] 0T (44)
9t

donde para simplificar los calculos hemos considerado un sistema descrito por un operador H con or-
denacion simétrica (k = 0 en (2.78) y A correspondiente al simbolo de Weyl del operador H). Las
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trayectorias complejas {&¥,n:;0 < t <t} requeridas para evaluar el elemento de matriz (4.4) son solu-
cion de las ecuaciones de Hamilton clésicas para #(&*,n) y cumplen las condiciones de contorno a dos
tiempos

& =a

No = B.

Asi pues, una primera aproximacion a la traza de §(E) vendréa dada por:

cEy o 2 [T SiEtR / dno d&f ) (0) (g i) (& o)/ g—noks /A
Trg(E)_ih/O dt e o AO) (&7, no,t) eSO E ook /A (4.5)

Una aproximacion ulterior consiste en evaluar las integrales en t y en &; por el método de fase
estacionaria. Los puntos de fase estacionaria vienen dados por aquellos valores de t y &; (que denotamos
por ts y &, respectivamente) para los que se anulan las derivadas primeras de la fase

O(&,t) = Et+ SO, tino) +inoks, (4.6)
es decir

ot N ot

OQ(&f,t) 9SO (&, t;no) | L
= +ino = —in+ino =0,

09D _ E+as<°><zr,t;no>:E_%(Er ias<°><zr,t;no>>zo
S

donde n¢ = idg: S (&7, t). Estas condiciones son por lo tanto

E H (&SNt (4.72)

N, = No=B. (4.7b)

La condicion (4.7b) indica que las Orbitas que intervienen en la evaluacion de la integral en &;* de (4.5)
son orbitas periodicas. 2 Por otra parte, la energia se conserva a lo largo de la trayectoria en cualquier
instante de tiempo. En particular, parat = ts se tiene, segln (4.7a):

}[(Ezants) =E= '{]{(E;:ksar]O) = }[(Eéar]O)a

de donde puede concluirse que
&, = &o- (4.7¢)

ZNotese que en el caso de que las trayectorias sean reales, para que una orbita sea periodica es necesario que se cumpla no
solo que gt = gp (condicion para orbitas cerradas), sino ademas p; = po. Para el caso de trayectorias complejas, la condicion
Nt = No es suficiente para que la orbita sea peribdica.
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Esta condicion proporciona el valor estacionario del tiempo, ts, identificandolo con el periodo de la orbita
periddica. Las condiciones (4.7b) y (4.7¢) indican que el método de fase estacionaria selecciona como
trayectorias que contribuyen a las integrales en &; y en t en (4.5) las oOrbitas periodicas del sistema que
existen a energia E. Es importante indicar que para que la dindmica compleja descrita sea fisicamente
admisible, es necesario que tanto en el instante inicial como en el instante ts la trayectoria se encuentre
en la misma rama de la funcion multivaluada &* = &*(3,E). La eleccion de dicha rama se lleva a cabo de
acuerdo a consideraciones fisicas, de forma que se satisfagan las condiciones de contorno adecuadas.

Para aplicar la formula de fase estacionaria a la integral (4.5) es necesario evaluar el determinante
de la matriz D de derivadas segundas de la fase @(&;,t). En (3.94) se obtuvo una expresion para este
determinante a partir del calculo de las derivadas segundas de la accion. Este mismo resultado puede
obtenerse aplicando una metodologia diferente, interpretando el determinante

SO tne) SO i) b gk
_ E* 651 =i g A
Mt at og ot

como el correspondiente al jacobiano de la transformacion canonica (n:,E) — (&f,t), manteniendo con-

H a(ntaEan()))
detD=idet| =——1——].

En la formula de fase estacionaria interviene, ademés del término (detD) /2 procedente de la evalu-

stante ng, que denotamos como

acion de la integral gaussiana, un término (ggg) procedente del factor de amplitud A (&F,t;no). El

producto de ambos términos puede expresarse en funcién de los jacobianos de transformaciones sucesi-
&tno

detD (g;g) = idet(%((gtt’,E, no))>det( an’t ﬂo;) =i det (%)
N idet( ((t nt,noo))>det( EQ;EEZ;) 2

Teniendo en cuenta que una variacion infinitesimal de la variable &g induce un cambio en la energia dado

vas:

por
ot — O7180:00) ger i e (4.10)
JE;
la igualdad
5r]t ont
SN = 585 =0
og; 0

establece una relacion de proporcionalidad entre d&j y ot, de forma que la variacion (4.10) puede es-
cribirse como
E =i ”t 3,
azo
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de donde o
oE _ _j Mol
ot om”
ag;
El producto (4.9) podra escribirse por tanto como:
aa;*) .. (am)—l (am> .
detD = det det det = . 4.11

Este resultado es general, y por supuesto coincide con el obtenido en (3.94). No obstante, la utilidad de
este procedimiento para obtener el producto (4.9) mediante un producto de los jacobianos de sucesivas
transformaciones candnicas se pone de manifiesto en el tratamiento analitico de sistemas multidimen-
sionales, puesto que en ese caso puede hacerse uso de las reglas de multiplicacion de los determinantes
jacobianos para obtener un resultado similar a (4.11).

En la integral (4.5) interviene el inverso de la raiz cuadrada del producto (4.11):

_1y2 0% e _1)2

(detD) P =(NoNt) '~ (4.12)
08

Este producto es una magnitud compleja, y es importante dar cuenta no s6lo de su médulo, sino de la fase

acumulada a lo largo de la 6rbita periddica. A partir de (4.8) es sencillo comprobar que inicialmente

este producto viene dado por

L (08 0 —if o
(detD_g)) 2 (6—20) _ det 1/2( e ) — (o)™, (413)
0
con lo que al cabo del tiempo estacionario ts se tendra
1/2 OE? e ; 1 i(2 2
(detDy—i,)) ™/ (5) = (o) e, (4.14)
0

con v entero.
Por Gltimo, la fase @ dada por (4.6) evaluada en la condicién de fase estacionaria viene dada por

<P(E?s,ts) = Ets+S(°)(EZ,ts;no)+iﬂoEEZ
ts . .
= Et—i&ny +/0 [—H (&, Ne) +1&N] dT+ino&;
5
— i g
0

donde se han tenido en cuenta las condiciones (4.7a) y (4.7b). La integral (4.5) puede por tanto aproxi-

marse como:

Tr§(E)

1R

1 _ _
ﬁz/rdno A (€2t 1) X&)/ (det D) /2
S

— 1 1 —iTvs iflszﬁ]rdl'
— ﬁZ/rcjr]o%e eF Jo . (4.15)
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Esta suma se extiende sobre las soluciones estacionarias del problema, es decir, es una suma sobre todas
las Orbitas periddicas del sistema. El pardmetro entero v corresponde al indice de Maslov de la érbita
periddica (que en general da cuenta del nimero de causticas atravesadas a lo largo de la 6rbita). Como se
ha dicho anteriormente, es importante tener en cuenta que tras la aproximacion de las integralesen &; y t
de (4.5) por el método de fase estacionaria, el integrando de la integral en ng restante no necesariamente
es una funcion analitica de la variable compleja ng. El camino de integracion I en (4.15) debera elegirse
por lo tanto de forma que las singularidades del integrando queden incluidas dentro de él.

La eleccion de estos caminos de integracion no esta determinada Gnicamente por consideraciones
geomeétricas, sino también fisicas, puesto que dicha eleccion debe ser capaz de extraer la mayor can-
tidad de informacion posible relevante del problema. De esta manera, dependiendo del sistema que se
considere, esta deformacion podra llevarse a cabo de forma que las trayectorias que intervengan estén
localizadas en regiones accesibles clasicamente (trayectorias reales), o bien se incluyan, mediante contin-
uacion analitica, trayectorias complejas en las zonas clasicamente prohibidas, permitiendo la descripcion
de fendbmenos puramente cuanticos como el tunneling.

Existe una contribucion a la traza del operador de Green procedente de los tiempos infinitesimalmente
cortos. Dado que t = 0 es una de las soluciones estacionarias y coincide con uno de los limites de
integracion de la integral temporal en la transformada de Laplace, su contribucion debera ser evaluada
de forma separada. El origen del problema de las llamadas 6rbitas de longitud cero para sistemas de mas
de una dimension radica en el hecho de que las soluciones a tiempo t = 0 no son aisladas, y su inclusién
origina divergencias en la parte real de la traza del operador de Green. En general, la contribucion de
estas Orbitas da lugar a una descomposicion de la traza de §(E) en dos términos,

Trg(E) = TrGo(E) + Tr Gosc (E), (4.16)

el primero procedente de la contribucion de orbitas de longitud infinitesimalmente corta y el segundo
proviniente de la contribucion de 6rbitas mas largas. Esta separacion para la traza del operador de Green
conduce a su vez a una descomposicion similar de la densidad de estados,

P(E) = Po(E) + Posc(E) = P(E) + Posc(E),

donde p(E) es el valor medio de la densidad de estados y posc(E) da cuenta de las fluctuaciones en torno
a la densidad de estados media.

Al final de este capitulo mostraremos la forma general de esta contribucion de orbitas de longitud
cero en el formalismo de estados de Bargmann a partir de una expresion general para el propagador
semiclasico a tiempos infinitesimalmente cortos.

Densidad de estados semiclasica para un potencial de pozo simple Trataremos inicialmente el caso
mas simple de un sistema con un Gnico punto de equilibrio descrito por un potencial de pozo simple
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como el que se muestra en la Fig. (4.1), en el que a cada energia existe una (nica orbita peri6dica
con periodo real T (E). Este sistema simple constituye un ejemplo ilustrativo en el que se obtienen las

V(X)

Figura 4.1: Ejemplo de potencial sencillo para el que existe una (nica orhita periodica a una energia E dada, y
dos puntos de retroceso, X.

condiciones de cuantizacion WKB. Puesto que cualquier repeticion de una orbita periodica es asimismo
una orbita periodica, el tiempo estacionario en la ec. (4.15) sera un maltiplo entero del periodo, esto es,
ts = mT (E). La contribucion de t = 0 corresponde al valor m = 0, y seré evaluada se forma separada.
El factor e~™s = (—1)"s que aparece en esta integral da cuenta del cambio de signo que sufre el factor
de amplitud A© cada vez que se completa una vuelta (se pasa de una hoja a otra en la superficie de
Riemann asociada a la funcion bivaluada raiz cuadrada). La contribucion oscilatoria a la traza de §(E)
vendra dada, segln (4.15) por:

—|mT[ - mT(E &nedt
Tr Gosc (E ﬁ Z /dr]O e
En la exponencial que aparece en esta integral interviene la accion de la orbita periddica, definida por
-1

E)_.. i
7 Enedt = EST(E)-
Dado que el valor de esta accion no depende del punto inicial elegido para calcularla, este término puede
salir de la integral en no, de forma que podemos escribir finalmente

Tr Goso(E) = o Z oM g Sy (E /dr]o — (4.17)

El contorno de integracion I puede deformarse de manera que pase por los puntos de fase estacionaria,
es decir, elegimos las trayectorias periddicas como caminos de integracion. Esta integral en g puede
ser parametrizada por el tiempo (real) t, de forma que la integral se reduce finalmente al periodo (real)

) dno
/dn— / Wt%_T(E).

de la orbita:
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La ec. (4.17) se escribira por tanto como
(E) & S1(E)
Tr Gosc (E) =~ —h Z ( ) (4.18)

La contribucion de t = 0 a la integral que se ha evaluado por fase estacionaria viene dada por 1/2 del
término que corresponderia a m = 0 en la suma (4.18):

Asi pues, la expresion final para la traza del operador de Green corresponde a la formula de la traza de
Gutzwiller para el caso monodimensional [Gut67, Gut69, Gut71]:

Trg(E) = Trgo(E )+Trgosc( )
T(E s1(®)
TIE) § (o) @19

1

Multiplicando la parte imaginaria de esta expresion por —1/7tse obtiene, segln indica la ec. (4.2), la
siguiente expresion para la densidad de estados:

P(E) = po(E)+ posc(E)
T(E) TE)

e + 7 mZlcos [m (—TH— ?)] .

Haciendo uso de la formula de Poisson (3.107) esta expresion puede escribirse en la forma

T(E) & St(E) 1
p(E) ~ 5 n:zwé[ o 2| (4.20)
y teniendo en cuenta la relacion €
0St(E)

se obtiene finalmente la expresion genérica para la densidad de estados:
E)~ Y o(E —E,), (4.21)
Z n

donde las autoenergias E,, son los ceros de los argumentos de las funciones delta en (4.20), esto es:

o —n+2.

De esta forma, el tratamiento basado en trayectorias reales para el caso de un pozo simple de potencial
conduce a las condiciones de cuantizaciobn WKB para la accion:

St(En) = 21 (n+%> .
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Densidad de estados semiclasica para el potencial de doble pozo Hemos mostrado el caso mas
sencillo de un potencial con un (nico minimo, para el cual la densidad de estados viene dada por la
contribucibn de sucesivas repeticiones a lo largo de una Gnica 6rbita periédica con periodo real situada
en el pozo de potencial. Para sistemas no tan simples cuyos potenciales presenten varios minimos, un
tratamiento basado (nicamente en trayectorias reales s6lo consideraria las orbitas periddicas situadas
en las regiones clasicamente accesibles, y la aproximacion semiclasica obtenida no podria dar cuenta
del fenbmeno de paso a través de barreras de potencial mediante tunneling. Este tipo de fendbmenos
puramente cuanticos pueden ser descritos mediante un procedimiento de continuacion analitica a una
dindmica compleja. Una de las principales ventajas que proporciona la formulacion de estados coherentes
se basa precisamente en su naturaleza compleja intrinseca, gracias a la cual esta extension de la dinamica

real a una dindmica compleja se produce de manera natural.

V(X)

AN
N

o

Figura 4.2: Potencial V(x) = —x?/4 +x*/(64D). Los puntos de retroceso clasicos corresponden a x = +ay +b.
Se ha elegido E = 0 justo en la energia de la barrera de potencial.

Consideremos un sistema con un potencial simétrico con dos minimos descrito por un operador
hamiltoniano convenientemente escalado en la forma

/\2 A2 A /\
Aan=2v@=2-4+ 5 (422)

donde el parametro adimensional D da cuenta aproximadamente del nimero de dobletes existentes para
energias inferiores a la energia de la barrera de potencial. Mediante el cambio de variables habitual
G=+/h/2(@" +a), p=i/h/2(a’ —a) (correspondiente a la transformacion de H bajo un operador de
squeezing unltarlo), este operador se escribe en términos de a'y a’ como

? ? R,

K2 32
H'(a',a) = ——a™+ ——a™Pa+ ——a™a’+ ——a'a’ a
( ) 256D + 64D + 128D 128D RTS) 64D + 256D 256D

— 2 2 _ 2 2
+ (ﬂ+ 3 )a”+(h+£>aTa+(ﬂ+ il >a2+§+ @3

8 128D 64D 8 128D 8 256D
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La funcion clésica asociada a este operador proporciona unas ecuaciones de movimiento cuyas solu-
ciones muestran una estructura analitica bastante complicada. Una forma de simplificar el problema
consiste en aplicar al operador H una transformacién no unitaria T, como la introducida en (3.72) que
transforma G en vhay penivia':

. s 4 ne  —h —h h h2
Iiat )y = F-1 _ ot _tat2_ T2, A4
H'@'a) =T A= —-a +V (Vha) 5t - et ol (4.24)
Este operador, bastante mas sencillo que (4.23), tiene asociado un hamiltoniano clasico dado por
|:|'|I’]) _E.*Z _E.*Z I’]2 I’]4
',]_[l * = (€-| — \V/ — L LN
La evolucion clasica de las variables complejas n y &* esta gobernada por las ecuaciones de Hamilton:
1(Tx
0&;
Tx aﬂ,(&:ant) _ —Nt r]:T;
& o= | o, =i 5 + 16D (4.25b)

El punto de partida para la obtencion de la aproximacion semiclasica a la densidad de estados del
doble pozo es la expresion para la traza del operador de Green dada por la ec. (4.15):

A 1 1 i =1 pls zx
Trg(E) ~ Z/rdno aoe s g% Jo &xne T (4.26)

Como se ha dicho anteriormente, es necesario analizar con precaucion la estructura analitica del inte-
grando para poder llevar a cabo la deformacion del camino de integracion I” en el plano complejo. A
partir de la conservacion de la energia a lo largo de la trayectoria clasica

_ _E*Z r]2 r]4
e — Z—l—

E=— 64D

&* puede expresarse como una funcion de la variable n en la forma

.« . [n*—16Dn2—64DE

lo que permite escribir la accion en la ec. (4.26) como

Y N N | \/n4—16Dn2—64DE_i
7/0 & Nidt= ?/yz dn —:Fﬁ/ydn 32D = ﬁso.p., (4.28)

donde el signo = corresponde a una eleccion + en (4.27), y el contorno de integracion y se extiende a
lo largo de una 6rbita periddica. Esta funcion debe permanecer univaluada a lo largo del camino de inte-
gracion. La eleccion de una u otra rama de la funcion (4.27) viene determinada por el criterio fisico de que
la traza del operador de Green debe decaer exponencialmente en las regiones clasicamente prohibidas.

Esta eleccion determinara el sentido de los contornos de integracién, como veremaos a continuacion.
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Figura 4.3: Contorno de integracion elegido para —D < E < 0. Se muestran los puntos de rama n; (i = 1.,4),
asi como los cortes de rama en linea negrita. El trazo continuo o discontinuo corresponde al paso de una a otra hoja
de la superficie de Riemann asociada a la funcién compleja (4.27).

Eligiendo E = 0 justo en la parte superior de la barrera de potencial [fig. (4.2)], la estructura de
singularidades de la funcion (4.27) sera diferente para energias positivas o negativas.

Comenzaremos estudiando los estados situados por debajo de la barrera de potencial, con energias
—D < E < 0. En este caso, la funcion (4.27) presenta cuatro puntos de rama situados en el eje real, dados
por

nlz\/8D1+\/1+E/D . no=1/8D(1— /I +E/D)
—_\/sD(1—\ITE/D) ; ni=-1/8D(1++/1+E/D).

La deformacion del contorno de integracion I debera llevarse a cabo rodeando estas singularidades

y atendiendo a los siguientes criterios fisicos: Por una parte, como se ha indicado, la traza de §(E) debe
decaer en las regiones clasicamente prohibidas, lo que significa que en estas regiones las acciones de
las Orbitas peribdicas, dadas por (4.28) deben ser imaginarias y estar definidas en el semiplano superior
de la accibn. Por otra parte, integrando la ecuacion de movimiento para n¢, dada por (4.25a), se tiene la
siguiente expresion para el tiempo:

. f dn 32D e
/dt_—l/z*(n) = 7i /ydr] \/n4_16Dn2_64DE =to—it;, (4.29)

donde el signo F corresponde a una eleccion + en (4.27). El criterio consiste en imponer la condicién

de que, a lo largo del camino de integracion, la funcién (4.29) debe ser tal que su parte real tg sea
positiva y mondtonamente creciente en las regiones clasicamente accesibles, permaneciendo t; constante
3 mientras que t; debe ser positiva y mondtonamente creciente en las regiones clasicamente prohibidas,
permaneciendo constante tg.

3puede suceder que la parte imaginaria aumente al ir por una de las hojas de la superficie de Riemann y decrezca al regresar
por la otra, de manera que después de un ciclo haya permanecido constante de forma neta.
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Por otra parte, la eleccion de la rama fisica de la funcion (4.27) de acuerdo con los criterios expuestos
determinara el sentido en el que se lleva a cabo la integracion. Debe tenerse en cuenta que cada vez que
se rodea una de las singularidades debe afiadirse un factor de fase cuyo signo depende del sentido de
integracion. En la Fig. (4.3) se muestra el camino de integracion fundamental utilizado en la evaluacion
de la integral (4.28), en el que, partiendo de, por ejemplo, el pozo 1, la trayectoria pasa una vez por la
barrera, llega al pozo 2, rebota en el punto de retroceso, atraviesa de nuevo la barrera y regresa al pozo de
partida, completando un ciclo. A lo largo de este recorrido es necesario ir pasando de una a otra hoja de la
superficie de Riemann asociada a la funcion (4.27) para que se cumplan los criterios impuestos sobre la
accion (4.28) y el tiempo (4.29) en cada una de las regiones, y la funcion &*(n) permanezca univaluada.

En la traza del operador de Green dada por (4.26) interviene una suma sobre todas las érbitas periodi-
cas. Deben considerarse todos los contornos de integracion posibles que no sean equivalentes, esto es,
que no puedan deformarse de forma continua entre si sin que se pase por una de las singularidades del
integrando. Puesto que estas singularidades se encuentran en el eje real, estos caminos podran elegirse
de forma que estén sobre el eje real, excepto en un entorno infinitesimal de los puntos de rama.

Asi pues, la integral en n que aparece en (4.26) podra evaluarse descomponiendo la integral en n
en una suma de integrales extendidas a tres regiones 'y, ', y 'y correspondientes a las trayectorias
periddicas que tienen su inicio y su fin en cada uno de los dos pozos y en la barrera, respectivamente.
Denotando por S; y Sy las acciones (reales) de las orbitas peri6dicas a energia E en cada uno de los
pozos, Yy por iSy la accion (imaginaria) de una oscilacion de ida y vuelta bajo la barrera de potencial, la
traza del operador de Green §(E) puede escribirse suma sobre todas las trayectorias que comienzan en
cualquiera de estas tres regiones, conteniendo todas las combinaciones posibles de ciclos en cada region:

Tr Gose(E) ~ = { 2 [Ii(_ei&/h)l(_esb/h) i(_eisz/h)k] rbdnor']_lo

o0 o ]
_@iS1/Ryn _pa=S/ _piS1/ _piS2/ i
by (e [( ) 5 (eI 3 (e ﬁ)k] [ o

1

o o o0 o ]
_ QiS2/Ry\n _ a—Sp/h _ aiS1/hyl _ aiS2/hyk
£ (e )J;[( I3 (-6 3 (e )] oot b

n=1

El primero de los términos de (4.30) incluye las trayectorias que comienzan y terminan bajo la barrera de
potencial, mientras que los dos Gltimos contabilizan las 6rbitas que tienen su inicio y final en cada uno de
los dos pozos. [En el Apéndice 2 al final de este capitulo se muestra cdmo se obtiene la ec. (4.30)]. Como
se ha hecho anteriormente, las integrales en (4.30) pueden ser parametrizadas por el tiempo. Denotando
por T, y Ty los periodos (reales) de las 6rbitas a energia E en cada uno de los pozos, y por —iTy el periodo
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de la 6rbita bajo la barrera, la ec. (4.30) se escribe

Tr Gosc(E) =~ % {_in ng [Ii(_eisl/h)l(_e—sb/h) ki(_eisz/h)k].

00 00 . ]
+ T Z (_eisl/h)n % [(_e—sb/h) (_eisl/h)l Z (_eisz/h)k]
n=1 ]=

M

| k=0
+ T Z (_eisz/h)n % [(_esb/h) z(_eisl/h)l Z (_eisz/h)k:| ) (4.31)
n=1 = 1=0 k=0

Conviene indicar que muchas de las trayectorias que intervienen en la suma (4.31) son topol6gicamente
equivalentes, pero se contabilizan de forma distinta, ya que cada o6rbita ird multiplicada por un factor
temporal diferente (T1, T, 0 —iT,) dependiendo de la region en que se considere que tiene su inicio. Por
otra parte, es importante indicar que, si bien los contornos de integracion dependen de la eleccion que se
haga de los cortes de rama (que por supuesto no es (inica, puesto que podrian elegirse como la linea a que
une n3 y N2 en la Fig. (4.3) y las lineas que unen ni y n4 con 4o y —oo, respectivamente), sin embargo
el resultado (4.31) es independiente de como hayan sido elegidos dichos cortes.
Efectuando las sumas de las series que aparecen en (4.31) se tiene
1| —TeeSt/h —TpelSe/h — (T) 4 T,)elC1+52)/h 4 jT e So/h

Tr QOSC(E) ~ E (1+ei51/ﬁ)(1+ei82/h) +e—Sb/ﬁ

Este es el resultado correspondiente a la parte oscilatoria de la traza del operador de Green (las sumas
principales se extienden desde n = 1 hasta infinito, es decir, se da al menos una vuelta en cada uno de los
pozos). De nuevo, la contribucion de las orbitas de longitud cero se obtiene facilmente como la mitad de
los términos correspondientes a n = 0, esto es:

Tr o(E) = 7T1+2Ti2h_ T
La expresion completa para la traza de §(E) sera por tanto

T+ T, —iTy

- 2ih
1 —TyeiSt/h — TpeiSe/h _ (T; 4 T)ei(S1+52)/h 4 jT e=So/h .32
ih (1+ei51/h)(1+ei82/h) 4+ e=S/h . .

Segln indica la ec. (4.1), las autoenergias del sistema deben obtenerse como polos de la traza del
operador de Green, con residuos igual a la unidad. Teniendo en cuenta las relaciones

BT, =12 ; -7, (4.33)
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la parte oscilatoria de la traza (que es la que presenta polos a las autoenergias E,,, puesto que el termino
de orbitas de longitud cero no proporciona ninguna informacion acerca de la posicion de los picos en la
densidad de estados) puede escribirse como una derivada logaritmica en la forma
% [(1+ei81/h)(1+ei82/h) _|_e—Sb/h]

(1+ei81/ﬁ)(1+ei82/h) +e_sb/ﬁ’

= Zin[res/mat e pesi]. (39

Esta relacion indica que los polos de expresion (4.32) son, aproximadamente, las autoenergias del sis-

Tr gOSC (E)

tema, y sus residuos son aproximadamente iguales a la unidad.

Una forma alternativa de obtener la expresion (4.34) para la traza consiste en asignar un codigo
simbolico a las 6rbitas periédicas que comienzan y terminan en cada una de las tres regiones corres-
pondientes a los dos pozos y la barrera. Con un alfabeto 4 formado exclusivamente por dos simbolos,
A4 ={1,2}, es posible identificar de forma Unica cada una de las trayectorias que intervienen en la suma
(4.31) mediante una secuencia especifica de estos simbolos. Por ejemplo, la 6rbita fundamental mostrada
en laFig. (4.3), correspondiente a una trayectoria que parte del pozo 1, atraviesa la barrera, pasa al pozo 2,
rebota en el punto de retroceso, atraviesa de nuevo la barrera, entra al pozo 1, rebota en el punto de retro-
ceso Yy regresa al punto inicial, viene determinada por la secuencia 12211. Esta dinamica simbdlica puede
codificarse de forma compacta en el grafo de Markov representado en la Fig. (4.4). Cualquier itinerario
generado por la dindmica simbolica, con independencia de su longitud, corresponde a un camino en este
grafo. Las transiciones permitidas vienen dadas por la matriz de conectividad [Eck93]:

_eiS1/ﬁ ie_sb/(zh)
T= ( ie—So/(2h)  _giS2/h ) (4.35)

El grafo representado en (4.4) presenta dos nodos y cuatro enlaces, cada uno de los cuales esta asociado
a los elementos de la matriz de conectividad. La traza (4.34) puede escribirse en términos de la matriz
(4.35) en la forma

0 0

In[det(l1 —T)], (4.36)

4Efectivamente, si la funcion

2i(E
Trg(E) = "'i(E()) = aiEln[f(E)]

tiene un polo en E = Ep, desarrollando f(E) en torno al mismo

of(E
(E)=fE+ T e+
E ek,
podemos escribir
2 f(E
Trg(E) ~ o€ () ~ 1

af (E)

E |e_g,
puesto que f(En) = 0. Truncando, pues, el desarrollo de f(E) en torno al polo hasta orden lineal en E, el residuo del polo Ep
es aproximadamente la unidad.

(E—E,) E-En’
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donde Z es una funcion zeta dinamica que presenta polos en las posiciones de los autovalores de H.

O 20

Figura 4.4: Grafo de Markov con 2 nodos y 4 enlaces correspondiente a la matriz de conectividad (4.35).

Para entender el contenido fisico del resultado (4.34), resulta instructivo examinarlo en un caso es-
pecifico, como es el doble pozo simétrico. Puesto que en este caso se tiene Ty = T, = T, asi como
S; =S, =S, laec. (4.32) se reduce a

Trg(E)

s _9TaiS/h _ 9Tai2S/h | T a—So/h
NN [ 2Te 2Tei?S/h 4 iT.e ] .37

2ih if (1+€8/h)2 4 g=So/h
Las integrales para el calculo de los periodos y las acciones que intervienen en esta traza son analiticas,
y vienen dadas por [Gra94]

s = = [ an/@ 00 —b7) = =S (e BPIE(M) ~ 26K (n)]
= s [ ol )0 ) = LB (@ BIE(E) - (-~ BK ()
) NS =kl
b D e R
donde
a’ = 8D(1+/1+E/D)

O

N

I

©

O
/N TN

1~ VItE/D)

E':_

y donde K(A) y E(A) son las integrales elipticas completas de primer y segundo tipo, respectivamente,
definidas como

/n/z de
0 y/1—A2sin’8
/2
EQ) — / d6 v/1— AZsine.
0
En la Fig. (4.5) se muestra la densidad de estados semiclasica para el potencial de doble pozo con

D = 4. Se comparan los resultados con los que se obtienen al diagonalizar H en una base de osciladores

armonicos.
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Figura 4.5: Comparacion de resultados para la densidad de estados semiclasica y cuantica (espectro de barras) en

el potencial V (x) = —x?/4 +x*/(64D).

Un aproximacion adicional permite obtener el desdoblamiento de niveles cuasidegenerados predicho

por la teoria WKB. Para ello puede procederse de forma perturbativa considerando como orden cero el

caso en que la barrera de potencial es muy alta y el problema se reduce al estudio de la degeneracion en

dos pozos simples. Para ello introducimos un parametro perturbativo, €, que eventualmente igualaremos

a la unidad, de forma que la condicién para un polo [ver ec. (4.37)] puede escribirse como

[1+e5E] 2 g2 o Sh(EN/A

7

esto es
14 eSE/A _ L g g=Sn(En)/2h,

Desarrollando la autoenergia en potencias de &,
En=E" +eEY +2EP +..

puede desarrollarse la accion en torno al orden mas bajo, Eé"), como

_ a0y, 0S L0, , 10
S(En) = S(En")+ 3E, Er(lo)(En En")+5 5EZ |0

- (0) 1, 2@), 10T 5 ()2

~ SED)+T (sEn +e2E] >+2aEnS E

(En —

(4.38)

(4.39)
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0Sp (0)y2
3E, (En En ) +

2
(En—E) + L 95
E(O)

Sb(En) = Sb(Er(lo))+ 0 EOEZ
En

1R

1 OT
n

donde hemos conservado (inicamente los términos hasta el orden €2. Sustituyendo estos desarrollos en la
ec. (4.38) se tiene
11 ehSEY) ghTEER 4ol oy el

2
~ S E( ) T_b £E(1)+£2E(2) LﬂszE(l)
+icenr b(”)ez( )e4hBE no

esto es
2 .
Is(E®) (1), 2p@y_ T° 2p(1)? I OT 5_(1)2
l+4enr (1+hT(eE +€°En”) 2h28 En 1+2h6EnS En
T T2 19T
~ o(E) (1), 22 (1) 10T 2
+igeT S <1+2h(sEn +&En)+ 87128 ’Eq )(1+4h 3E En ) (4.40)

Las sucesivas correcciones a las autoenergias pueden obtenerse identificando los coeficientes correspon-
dientes a las mismas potencias de € en la ec. (4.40). De esta forma, igualando los términos correspon-
dientes al orden £° tenemos

14e#SEY) —o (4.41)

de donde obtenemos la condicién que ha de satisfacer la aproximacion de orden cero:

S(E\) = 2w (n + %) . (4.42)

Asi pues, la aproximacion mas baja, que consiste en considerar dos pozos simples degenerados, pro-
porciona las condiciones de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld, y el estado de energia mas baja en esta
aproximacion adquiere la energia de punto cero adecuada.

Identificando los términos correspondientes al siguiente orden en € obtenemos la igualdad

1+e% ( ) (1+ hTE( )) — +ij eg—éSb(E,(,O)),

que, teniendo en cuenta la condicion (4.41), permite despejar E,gl) como
ED = 41 gsulezn. (4.43)
T
obteniéndose de esta forma la expresion WKB para el splitting de los niveles:

E ~E© i? G

donde hemos tomado € =1 en la ec. (4.39).
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Para estimar la validez de esta aproximacion, es necesario ir a un orden superior en el desarrollo de
€y obtener una estimacion del término Er(]z). Identificando pues los términos de orden €2 en la ec. (4.40)
y teniendo en cuenta la condicién (4.41) obtenemos la igualdad
FOT _2 i), T2 o2 0o o) sy )2
— By - —TEY 4+ =By = £ —TyE e (B )28, 4.44
topzen T (4.44)
Esta expresion indica que E,gz) debe ser una magnitud compleja. Identificando entonces las partes real e
imaginaria en esta igualdad se tiene

2 h (ROT s EOn s Q)
3 _—ﬁ(?a—E—Tb s /n i Jogsue®n, (4.45)

Estos resultados muestran que la aproximacion semiclasica proporciona un espectro continuo, puesto
que la expresion dada por (4.37) no puede presentar polos para valores reales de la energia. ° Esta es una
limitacion de la aproximacion semiclasica, que desplaza los polos de la funcion de Green, apartando-
los del eje real. La correccion de segundo orden (4.45) es la misma para los dos niveles desdoblados.
Ademaés, la parte imaginaria de Eéz) (que da cuenta de la anchura de la “resonancia” y cuya negatividad
garantiza el decaimiento temporal de la misma) permite una resolucion adecuada del splitting, teniendo
en cuenta que Im E{2 ~ exp (—Sb(E,go))/h) frente a ESY ~ exp (—Sb(Eéo))/(Zh)). En la tabla (4.1) se
comparan los resultados obtenidos mediante esta aproximacion perturbativa, E,, ~ Eé") + E,gl) + E,ﬁz) con
los autovalores (reales) cuanticos. Estos resultados reflejan el hecho de que la aproximacioén perturbativa
llevada a cabo es valida para Sy, > 7, es decir, no es una buena aproximacion para los dobletes que estan
proximos a la barrera de potencial.

El uso de trayectorias complejas para describir el fenébmeno de tunneling a través de una barrera
de potencial ha sido ampliamente utilizado en fisica. Como es sabido, en las regiones clasicamente
prohibidas las ecuaciones de movimiento clasicas pueden extenderse mediante continuacién analitica a

tiempos imaginarios, y el problema es dinamicamente equivalente al estudio del potencial invertido. ©

SEfectivamente, la condicion para un polo, dada por
1+eh —je=S/h (4.46)

indica que la circunferencia centrada en 1 con radio unidad representada por 1+ e'S/” solo puede intersectar al punto e~%/% en
el eje imaginario cuando este Gltimo término es cero, esto es, cuando se desprecia el efecto de la barrera de potencial.
6Efectivamente, los cambios de variable

t — it
p — —ip
q — ¢

en las ecuaciones clasicas de movimiento de un sistema hamiltoniano con H = p?/2+V (q),

dg _oH odp oH  dv(g)

d — op " dt oq dq ’
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Cuantico Semiclasico Perturbativo Error absoluto
-3.5081111 —3,50607012 —3,07980891 x 10~%" | -0.00204098
-3.50811109 | —3,50607012 —i3,07980891 x 10~%" | -0.00204097
-2.55935453 | —2,55677181 —i1,55507276 x 10712 | -0.00258272
-2.55935315 | —2,55677046 —i1,55507276 x 10712 | -0.00258269
-1.67109818 | —1,6676916 —i1,24780681 x 1008 -0.00340658
-1.67098132 | —1,66757508 —i1,24780681 x 10~% | -0.00340624
-0.863037287 | —0,857459295 —i2,58906331 x 10~% | -0.005577992
-0.858090445 | —0,852437506 — i2,58906331 x 10~% | -0.005652939
-0.210912181 | —0,197516725 —i0,011489924 -0.013395456
-0.126060107 | —0,103867603 —i0,011489924 -0.022192504
0.290398316 | 0,291298465 — i0,00553330199 -0.000900149
0.597963855 | 0,592894188 — i0,000304156498 0.005069667
0.995546017 | 0,99241686 —i1,17432691 x 10~% 0.003129157
1.41452763 | 1,41227437 —i3,55691616 x 107 0.00225326
1.86389423 | 1,86208854 — i8,94072024 x 10~%° 0.00180569
2.33769048 | 2,33627901 —i1,9251569 x 10~1° 0.00141147
2.83418802 | 2,83293774 —i3,64317198 x 10~12 0.00125028
3.35163401 | 3,35054687 —i6,15592322 x 1014 0.00108714
3.88869984 | 3,88767777 —i9,42356016 x 1016 0.00102207

Cuadro 4.1: Autovalores del doble pozo correspondientes al valor D = 4. Los valores cuanticos han sido obtenidos
diagonalizando el hamiltoniano (4.22) en una base de autoestados del oscilador arménico con una frecuencia
convenientemente optimizada. Se muestran asimismo los autovalores complejos Ep, ~ Er(,o) + E,(ﬁ) + Er(12) obtenidos
mediante la aproximacion perturbativa (4.39) y el error relativo entre el valor cuantico y la parte real del resultado

perturbativo.
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Miller [Mil74] asocia las trayectorias de tunneling con puntos de silla en el plano complejo del tiempo
y con singularidades en el potencial para ciertos valores complejos de las coordenadas. Los resultados
semiclasicos obtenidos son mejores para energias clasicas mucho menores que la barrera de potencial,
donde contribuye una Gnica “rama” de tunneling, mientras que cerca de la barrera clasica la situacion se
complica. En [Mil79] puede encontrarse una descripcion por orbitas periodicas del tunneling en el doble
pozo incluyendo trayectorias complejas. La aproximacion propuesta por Bender et al [Ben78] para la
funcion de Green en la representacion de integrales de camino proporciona un resultado para el espectro
de energia cuantico acorde con los resultados WKB. Esta aproximacion incluye también el efecto de
trayectorias complejas en las regiones clasicamente prohibidas.

Otros estudios [McL72] contemplan el uso de una continuacion analitica a tiempos complejos para
la evaluacion semiclasica de la funcion de Green en el formalismo de integrales de camino. El resultado
es independiente del camino elegido para determinar la integral de camino de Feynman.

La utilidad del uso de trayectorias complejas no se limita a la descripcion semiclasica del pa-
S0 a través de barreras de potencial, sino del llamado tunneling dinamico, que conecta regiones en-
ergéticamente accesibles pero dindmicamente separadas. Si bien en el caso monodimensional el tunnel-
ing dindmico no tiene forma de aparecer, en el caso de sistemas con mayor nimero de grados de libertad
el uso de trayectorias complejas en el espacio de configuraciones ha resultado til para tratar de describir
este tipo de fendbmenos [Tak95].

Estas extensiones a una dindmica compleja en la descripcion de fenébmenos de paso a través de
barreras aparece de forma natural en la representacion de Bargmann debido a su estructura compleja
intrinseca. El estudio del deep tunneling constituye un llamativo ejemplo en el que esta idoneidad de los
estados coherentes para servir de puente entre las dindmicas cuantica y clasica se pone de manifiesto.

Hasta ahora hemos analizado los niveles con energias inferiores a la energia de la barrera de potencial.
Para completar el estudio de la densidad de estados del doble pozo es necesario llevar a cabo un analisis
similar para los estados situados por encima de la barrera de potencial. En el caso en que E > 0, la
estructura de singularidades que presenta la funcion (4.27) varia respecto a la disposicion de los puntos
de rama a lo largo del eje real que se tenia para energias negativas. En este caso, existen dos puntos de
rama situados en el eje real del plano n y otros dos en el eje imaginario:

N1 =-i\/8D(-14y/I4+E/D) ; ny=—1/8D(1+/1+E/D)
n3=i\/8D(—1+\/1+E/D) : r]4=\/8D(1+\/1+E/D).

hace que estas ecuaciones se transformen en

dg’ dp’ d
=P i o= & [—V(d)]. (4.47)

La ec. (4.47) permite considerar las soluciones clésicas en la region clasicamente prohibida como las soluciones (con tiempo
imaginario) correspondientes al potencial invertido —V (q').
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Esto hace que el contorno de integracion elegido para calcular la integral (4.28) cambie por completo,
puesto que debe incluir los puntos de rama que caen en el eje imaginario. En la Fig. (4.6) se muestra
el camino de integracion fundamental elegido para el que se cumple el criterio segln el cual la parte
real del tiempo dado por (4.29) debe crecer en las regiones del camino de integracién que caen en el
eje real del plano n, mientras que es la parte imaginaria del tiempo la que crece cuando el camino de
integracion incluye al eje imaginario. La traza del operador de Green [ec. (4.26)] se obtiene como una

i }
~
=
~

Figura 4.6: Contorno de integracion fundamental elegido para E > 0. Los cortes de rama se indican en linea
negrita. El trazo continuo o discontinuo corresponde al paso de una a otra hoja de la superficie de Riemann asociada
a la funcion compleja (4.27).

suma sobre todas las Orbitas periédicas obtenidas como combinaciones de este camino fundamental.
Cuantificar la suma de todas las érbitas posibles tal como hicimos para los estados por debajo de la
barrera de potencial es una tarea bastante complicada. Sin embargo, puede obtenerse una expresion para
Tr §(E) haciendo uso del codigo simbolico mencionado anteriormente. En este caso, el alfabeto tiene 4
simbolos, 4 = {1,2,3,4} y el correspondiente grafo de Markov, con 4 vértices o nodos, se muestra en la
Fig. (4.7). La matriz de conectividad viene dada por

0 0 je—Si/h jeS1/(2h) giSr/(2h)
M — 0 0 iefS|/(2h) eiSR/(Zh) ieiSR/h
— ie—S|/ﬁ ie—5|/(2ﬁ) eiSR/(Zﬁ) 0 0 s
ie75|/(2h) eiSR/(Zﬁ) ieiSR/ﬁ, 0 0

donde 2Sg y 2Tr denotan, respectivamente, la accion y el periodo (reales) de una trayectoria a lo largo
del eje real desde n4 hasta n, y de vuelta a n4 en la Fig. (4.6), mientras que i2S, e i2T, denotan la accién
y periodo (imaginarios) de una trayectoria en el eje imaginario desde n; hasta ns y de nuevo a n;. El
elemento de matriz M;; corresponde al término de accion de una trayectoria que parte del nodo i-ésimo y
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llega al nodo j-ésimo, con el correspondiente factor de fase asociado. Los términos diagonales nulos de
la matriz M son un reflejo de una regla gramatical de este codigo, que impide la repeticion de un mismo
simbolo en la secuencia que describe la orbita periddica. La traza del operador de Green podréa escribirse

1

Figura 4.7: Grafo de Markov con 4 nodos correspondiente a la matriz de conectividad M dada por (4.35).

en términos de la funcion zeta dinamica como

. 0 0
Trdosc(E) = a—EInZ:a—EIn[det(l—M)]
_ 0 —Si/h QiSR/B | a2iSr/B | a—2S1/R
= a—Eln[1+2e eR/M e +e ]

1 _ —S|/ﬁ, iSR/ﬁ_ ZiSR/h 1 —25|/ﬁ,
_ 3 [(IT| TR)e e Tre +1T,e ] (4.48)

in 1+ 2e-S1/hgiSe/h 4 g2iSr/h 4 g—251/h

De nuevo las integrales para obtener las acciones y el periodo son analiticas y vienen dadas en funcion
de las integrales elipticas completas por:

SR = \/%/Oadx\/(az—xz)(szrBz):LD%\/BZJraZ[BZK(G)—(BZ—aZ)E(G)}

32
a dx 1
Ts = 213D /O \/(aZ—x2)(x2+BZ):2\/32[)7\/827%“0)
s = \/%/Ode\/(aerxZ)(Bz_xz):\/%%\/ 2182 [a?K(3) — (® — BY)E(S)]
B dx 1
T, — 2V/32D /O \/(a2-|-x2)(BZ—x2):2\/32D\/ﬁ|<(6)’
donde

a® = 80 (1+/1+E/D)
D (

B2 = 8 —1+\/1+E/D):—b2
5 - a

~ VaZ+B?
s _ B

VaZz+B2
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El término de la traza correspondiente a las orbitas de longitud cero viene dado por

. 2Tr—2iTy _ Tr—iT|
Trgo(E) = - = — .
0E) =% in
En la Fig. (4.5) se muestran los resultados cuéntico y semiclésico para un valor de D = 4 para estados
proximos a la barrera de potencial.
De forma analoga al caso de estados por debajo de la barrera, es posible introducir de forma pertur-
bativa el efecto de la barrera de potencial mediante el parametro €, de forma que la condicion para un

polo se escribe como

14 2ge SIEN/R gISREn)/R 4 o2iSR(En)/R 4 g2 g=251(En)/h — g, (4.49)

Desarrollando las autoenergias en potencias de € segin (4.39), desarrollando a su vez las acciones Sg y
S en torno al orden mas bajo, E,ﬁo), y teniendo en cuenta las relaciones

0% _ . . 05

O—E_ R O_E:_TI’

al sustituir estos desarrollos en (4.49) se podran obtener las sucesivas correcciones a las autoenergias
igualando los términos con las mismas potencias de €. Asi, la ecuacion para el orden £° proporciona la
condicion que debe cumplir la aproximacion de orden cero, Er(]o):

1 + G%SR(E"(‘O)) = Oa

es decir:
1
SR(E\) = (n+ 5) . (4.50)
Los términos de orden € proporcionan la siguiente correccion, dada por
e = (—1) TE e SIE)/n. (4.51)
R

mientras que a partir de la igualdad de términos de orden €2 se obtiene

e = -2 (ﬁaﬁ - 2TI> e2siE/n_j 1 o2s €
212 \ Tr OE 2TR

La comparacion de estos resultados con los cuanticos se muestra en la tabla (4.1). lgual que en el caso
anterior, los resultados semiclasicos son mas exactos para estados alejados de la barrera de potencial,
como corresponde al limite de grandes nimeros cuanticos.

Este analisis pone de manifiesto como la inclusion de trayectorias complejas es necesaria no s6lo
para describir adecuadamente los fendmenos de tunneling a través de la barrera de potencial, sino para
determinar de forma completa el espectro de un sistema cuantico. Aparentemente, podria pensarse que
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para energias superiores a la energia de la barrera del doble pozo el espectro vendria dado por una suma
sobre todas las repeticiones posibles de orbitas periddicas reales que rebotan en los puntos de retroceso
clasicos. El resultado corresponderia al orden cero de la aproximacion perturbativa anterior, esto es, se
obtendrian las autoenergias Eéo) dadas por (4.50). La inclusién de trayectorias complejas corrije esta
aproximacion, obteniéndose un espectro aproximado dado por E,, ~ Er(lo) + Er(ll) + Eéz), con Eéz) y Er(lz)
dados por (4.51) y (4.52), respectivamente.

Apéndice 1: Funcion de Green a tiempos cortos

La contribucion de las orbitas de longitud cero a la traza del operador de Green puede obtenerse a
partir de la forma del propagador semiclésico para tiempos infinitesimalmente cortos. Si en la expresion
(2.78) para el propagador en la representacion de Bargmann

- +\ 172 t 827(E 1) L N
(@0 (t)|B) ~ (géto ) o H U8 GRS T S n)+iE ] o (452)

aproximamos la solucion por su desarrollo hasta términos lineales en el tiempo:
& =+ &t
Nt = No+No &t,

el factor prexponencial podré& aproximarse por

_ ~1/2 B
(65{*> 1/2 . an 5 (1+ 02}&(30,”0) 6t) 1/2 N e?azﬁﬁﬁi’,}’ﬁ) 5

mientras que la accion, hasta orden &t, vendra dada por

1 NN B 1., o 1,0
%(ﬂ0+r]05t)a —ﬁf}"[x((x aB)ét_ﬁ(Eo‘FEoét)noétN %0( B—ﬁf]‘[x(a ,B) ot

donde se ha desarrollado #(&f,n:) en torno a FH(&5,Mno) Y se han tenido en cuenta las condiciones de
contorno & = a*, no = 3. (Notese que en este caso se tiene una solucion Gnica dada por las condiciones
iniciales no =B, {5 ~ a* — é;; ot). Asi pues, para tiempos cortos el propagador podra escribirse como

_i 029 (a* ) P of(a* B) a*
(|0 (Bt)|B) ~e? dwar O ook aurap O gja"P—j 7h(a" B8 (4.53)

Teniendo en cuenta las relaciones

* _ ho 9 * _ 0 *
%(G B) = 1+§aa*aB+"':| Hy (o, B) = |:1+haa*aB+"' Hp(a*,B),

puede comprobarse que la ec. (4.53) tanto para las elecciones (x =W,k =0), (x=Q,k = 1) como (x =

P,k = —1), conduce al siguiente resultado para el propagador U (3t) = Uy (t) a tiempos infinitesimalmente
cortos:
(alUo(t)|B) ~ 7 *a( )t gre, (4.54)
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con independencia de la ordenacion utilizada (normal, antinormal o simétrica).
Este resultado corresponde a la representacion en estados de Bargmann del propagador a tiempos
cortos:

@U@)IB) = (aler ¥|B) ~ (al [1 - A 6t] 1B) = P/" — st (a B) Ot e P/
~ e¥B/h g7 Ho(arp)dt
donde se han tenido en cuenta las definiciones #o(a*,B) = (a|H|B)/(a|B) y (a|B) = exp(a*B/%).
De esta forma, la traza del operador de evolucion a tiempos cortos vendra dada por
~ o dd* dB ~ —G*B/ﬁ dO(* dB ’—i%(a*,B)t
000 = | S @B e [

y la correspondiente traza del operador de Green:

T ) ~
Tro(E) = i/ dt =/ Tr Uy (t)

N / / do* dB HE—t(a” Bt
ih Mo

donde T es un tiempo pequefio, menor que el periodo clasico.  La densidad de estados vendra dada por
la parte imaginaria de esta expresion:

1 i 1 [ do* dp
PIE) = I TrG(E) ~ o [t [ S cosl(E — sl B)Y/A

_ 1 / "t / Me%w—%(a*,s)}t
zm —T FBG*

}/ da* d.[3 sin[(E — Ho(a*,B)) r/h]. (4.55)
TUrge 210 E — Ho(o*,B)
En el limite £ — 0 esta funcion tiende a la densidad de Thomas-Fermi semiclasica:

da*d
mE)~ [ G (4.56)

para cualquier valor finito de T.
El resultado (4.55) corresponde a llevar a cabo una convolucion de la densidad de estados clasica
pci (E) con una funcion sinusoidal si se tiene en cuenta que esta ecuacion puede escribirse como

Po(E) = zm/ /rwda dB FHE—H(a* Bt F(t)

00
= (puNE)= [ pale) E-) e
—00
"Téngase en cuenta que hemos descompuesto la traza del operador de Green como
Tr§(E) = 7/ dt eEVATr Uit / dt eEV/ATr Ug (1) / dt eEV/ATr U 1)

= Trgo(E)+Trgosc(E )
conT < T,donde T es el periodo clasico.
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donde F(t) es una funcion ventana definida como

1, sit<t<rt
() = { 0, enotrocaso ’

f(E) es su transformada inversa de Fourier:

f(E) = %/_Zdt eE/RE(t) = S'”(E[Eﬂ

y la densidad de estados clésica p¢(E) viene dada por

pcl

da* dB %E Hoy(o* Bt _ da* dB _ *
=5 [ d o = o Ol %l B).

Apéndice 2: Demostracion de la ec. (4.30)

La traza del operador de Green viene dada por la ec. (4.26):

~ 1 1 ok =1 pls gx -
Trg(E) ~ o Z/rdno Ao s @ Jo' & AT, (4.57)

Como se ha indicado, la integral en n puede descomponerse en una suma de integrales extendidas a tres

regiones, I'1, [, y 'y correspondientes a las Orbitas periddicas que comienzan y terminan en los pozos 1

y 2y en la barrera, respectivamente. Denotemos por S1, S; € iSy las acciones de una oscilacion de ida 'y

vuelta a energia E en cada una de esas tres regiones.

Consideremos en primer lugar las trayectorias que comienzan bajo la barrera. Partiendo de un punto

situado en la barrera y regresando a él tras haber dado todas las vueltas posibles en cada uno de los pozos

se tiene la siguiente contribucion:

_e—Sb/h d (_eisl/h)| d (_eiSZ/h)k = _e—Sb/h Zl ZZ-
2,

Si en lugar de dar una vuelta en la barrera se dan dos, se tiene:

2
e Si/2n 5, (e So/2hy 5, g5/ 5, (_g~Su/2n) 5, — [21 (—e~So/hy Ez] _

Asi pues, la contribucion de las trayectorias que comienzan y terminan en la zona de la barrera de

potencial vendra dada por

i [ _o=So/h ZZ]” _ i [i(_ei&/ﬁ)l(_e_sb/h)
e 2

n=1
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y el correspondiente término en la traza del operador de Green (4.57) sera

1

c | < iS:/hyl (_g=So/h o [ aiS2/hyk ’ 1
z[; (e 3 (- )] [ano - (4.58)

Consideremos a continuacion las trayectorias que empiezan y terminan en uno de los pozos, por
ejemplo, el pozo 1. Es posible realizar infinitas oscilaciones en este pozo sin pasar por la barrera, y la
contribucibn sera:

Z (—eisl/h)n = 0;.
n=1

La contribucion de una 6rbita que comienza y termina en el pozo 1y que da una vuelta en la barrera sera:

8

i(_eisl/h)ne—sb/Zh i(_eisz/h)k(_e—sb/Zh) (_eisl/h)l — 0.1(_e—5b/h)zl .
k=

n=1

Si da dos vueltas en la barrera:
2
o e S/ s, (_efsb/zh) s e S/ s, (_efsb/zh) 5, =0y [(—e’sb/h)Zl 22] ’

y en general la suma de todas las 6rbitas que tengan su inicio y su fin en el pozo 1 vendra dada por

Glji[(_e_sb/h)zl zZ]j :ng(_eisl/h) i[ _gS/hy Ii eiS:/hy Iki ey ]J

La correspondiente contribucion a la traza (4.57) sera:

(o] (o] [0 (o] j
_iSt/hyn e/ o (iSRS [ aiS2 /BN 1
n;( e™t/™) JZO[( e )I;( e )k;( e )] rldno o (4.59)

El resultado para las trayectorias que comienzan y terminan en el pozo 2 es analogo a (4.59) permu-
tando Sy por S,:

j
00 . 00 ] 1

_giS2/Ayn —e~%/M) efSi/ny! elS2/hyk dno —. 4.60
X )J;[( )3 (e z [ dno - (4.60)

n=1 =0 =

La suma de las expresiones (4.58), (4.59) y (4.60) corresponde a la ec. (4.30).



Capitulo 5

Aproximaciones variacionales

En este capitulo se presenta una aproximacion a la funcién de onda de un sistema cuantico obteni-
da mediante un procedimiento variacional, tanto en un formalismo estacionario como dependiente del
tiempo. En ambos casos, a partir de un ansatz de estado coherente generalizado para la funcién de onda,
sera posible determinar los parametros de los que ésta depende imponiendo una condicion de extremo
para cierto funcional.

En el formalismo estacionario se pretende obtener una aproximacién al estado fundamental del sis-
tema definiendo este funcional como el valor esperado del operador hamiltoniano en dicho estado. Un
desarrollo asint6tico de las soluciones variacionales en potencias de 7 permitira obtener estos parametros
en el limite semiclasico. Los resultados variacionales constituyen una optimizacion de los semiclasicos,
e incluyen el efecto de fluctuaciones cuanticas que el limite semiclasico es incapaz de recoger, siempre
y cuando estos efectos supongan correcciones pequefias a los resultados semiclasicos.

En el formalismo dependiente del tiempo la aproximacion de la funcién de ondas por un paquete
gaussiano permite asociar al sistema cuantico un espacio de fases definido por el espacio de los paramet-
ros de la gaussiana. La condicion de extremo para el funcional de Dirac conducira a unas ecuaciones
de evolucion para los parametros que definen el centro de la gaussiana asi como para los que definen su
anchura. En general, estas ecuaciones diferenciales son no lineales y acopladas. En el limite semiclasico
ambas evoluciones se desacoplan, y generalizando la dindmica a un espacio de fases complejo es posible
obtener una expresion semiclasica para la evolucion de un estado de Bargmann en términos de trayecto-
rias complejas que cumplen unas ecuaciones de Hamilton generalizadas. Para una eleccion determinada
de los parametros iniciales, es posible reproducir los resultados de la Thawed Gaussian Approximation
de Heller evaluada en términos de una trayectoria real. Puede demostrarse asimismo que las correcciones
a dicha aproximacion son de O(%%/?). A partir de la evolucion semiclasica de un estado de Bargmann
puede obtenerse una expresion integral para el operador de evolucion en forma de representacion de val-
ores iniciales (IVR) que es correcta hasta O(%). Con esta expresion se reproduce el resultado obtenido
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en el Capitulo 2 para el propagador semiclasico en la representacion de Bargmann, al tiempo que se
demuestra el grado de correccion de dicha aproximacion. Finalmente, se discuten las diferencias entre
los resultados variacionales y semiclasicos ilustrando el método con un ejemplo de un medio Kerr.

5.1. Meétodo variacional estacionario

Para un sistema cuantico conservativo, es posible obtener la ecuacion de Schrodinger estacionaria
H|W) = E|W) (5.1)

a partir de un principio variacional considerando el valor esperado del hamiltoniano,

1 _ (WHW)
(H) = g = EY,
(W)
como un funcional de la funcion de onda de prueba W. La condicion de que (W|W) sea constante permite
redefinir el funcional como

MW =(W|(H-E)|W), (5.2)

en el que E es considerado un multiplicador de Lagrange asociado a la condicion de normalizacion de
la funcion W. Cuando W es un autoestado de H, esto es, cuando se satisface la ecuacion de Schrédinger
(5.1), el funcional I'[W] es estacionario. Efectivamente, una variacion infinitesimal ¥ en el vector de
estado induce un cambio en el funcional I'[W] dado por

W = T[W+3W]-T[W]
= (WHOW|H|W+3W) — E(W+3W|W+ W) — (W|H|W) + E(W|W)
= (3YW|(H —E)|W) + (W|(H —E)|8W) + O(8¥?). (5.3)

Despreciando los términos de orden superior en dY¥, la ec. (5.3) indica que el funcional I'[W] es esta-
cionario, es decir, 8" [W] = 0, para cualquier variacion arbitraria 3% cuando |W) es un autoestado de H
con autovalor E.

Consideremos un sistema cuantico genérico descrito por un operador hamiltoniano que por conve-
niencia escribimos con ordenacion normal

H(a' a) = Y cij pli+D/2 gTigi, (5.4)
1]

Una primera aproximacion al estado fundamental 6ptimo |q) de este sistema consiste en construirlo

permitiendo desplazamientos y deformaciones del estado de vacio |0), esto es, aproximarlo como un

estado coherente generalizado

|g0) = D(at,a") S(v,v*)[0), (5.5)
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donde Iﬁ(a, a*)y §(v,v*) son los operadores unitarios de desplazamiento y de squeezing definidos por

B(a,a%) = e eal a2
?

$(v,v*) = ez(va®-va’),
Con esta funcion de prueba, el funcional (5.2) se escribe

o] = (@l (H(@'a)-E)lw

= (O\ST(V v )DT( a,a*) H( a) D(a,a%)$(v,v*)|0) —E, (5.6)
donde hemos tenido en cuenta que los operadores f)(a,a*) y §(v,v*) son unitarios. Puesto que cono-
cemos la accion que tienen estos operadores sobre a y a', dada por las ecs. (1.13) y (1.28), podemos
aplicar estas transformaciones a cada uno de los términos del operador H (a,a’) en (5.6). De esta forma,
el hamiltoniano transformado H’ = $TDTH DS puede escribirse como un desarrollo en potencias de al y
a cuyos coeficientes dependen de los parametros de las transformaciones D(a,a*) y $(v,v*) utilizadas.
Haciendo uso sucesivas veces de la relacion de commutacion [a,a’] = 1, podremos reordenar el resultado
en forma normal, obteniendo finalmente

A'(a,a*,v,v*;a",a) = $T(v,v*)D(a,a*) A(a',a) D(a,a*)S(v,v*)
= H(a,0%,v,v*) +Hio(a,0%,v,v*) a’ + Hf, (a,a%,v,v*) a
+ HéO(a7a*7V7V*) aTZ + Hil(a7a*7V7V*) aTa+ H(I)Z(aa G*,V,V*) a2 +--
= 5 Hjj(a,0%,v,v%) allal. (5.7)
1]
(Hemos denotado el término independiente de este desarrollo como Hy en lugar de Hg, para simplificar

la notacion). De esta forma, el valor esperado en el funcional (5.6) se reduce al término independiente
del desarrollo (5.7):

[q] = (0|H(a,a*,v,v*;a",a)|0) — E = Hj(a,a*,v,v*) —E. (5.8)

La definicion del estado de prueba @y segin (5.5) permite identificar las variaciones &qp en términos
de variaciones infinitesimales da, da*, dv, dv* de los parametros del desplazamiento y el squeezing, de
forma que, hasta infinitésimos de primer orden, la variacion en el funcional vendra dada por

oHy(a, 0%, v,v*) 60+0H6(C(,(X*,V,V*)
oa oo*
oHy(a, 0*,v,v*) 6V+6H(’,(a,a*,v,v*)
ov ov*

oa*

ol @] =

BV e (5.9)
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La condicion de extremo O [gp] = O se reduce a las condiciones

oHg(a, 0%, v,v*)

- -0 (5.10a)
aHé(aég:v,V*) _0 (5.10b)
aH(’)(G,g}*,V,V*) 0 (5.10c)
OHé(Gb(\X;,VaV*) _o. (5.10d)

Es posible llevar a cabo una transformacion de las variables complejas del desplazamiento (a,a*) y
del squeezing (v,v*) a las variables reales (q, p) y (r,®) escribiendo a en forma cartesiana y & en forma
polar, esto es

S U
azﬁ(qﬂp) , at= ﬂ(q ip) (5.11a)
v=re® ; vi=re (5.11b)

Teniendo en cuenta las relaciones
0 _1(0 0y . 0 _1/0 .0
da  2\doq ap/) ' adox 2\9q ap

9 _gigf(0 10 . 0 (0 10
o or rop) ' ovr or rog)’

las condiciones variacionales (5.10) con respecto a los huevos parametros de desplazamiento (g, p) y de
squeezing (r, @) se escriben

!

76H0(qa’qp’r’ ) _o (5.12a)
!

7OH°(%’§’“ Y _o (5.12b)
!

76H0(qa’f’r’ ) _o (5.12c)

0Hy(9,p,1 @) _

S T (5.12d)

Otra eleccion posible de las variables de squeezing, mas (til para el uso del algebra matricial asociada
a los estados coherentes, viene dada por

_, Sinhviver (5.13a)
VV*

g =y S VIV (5.13b)
VV*

€ = coshvvv*, (5.13c¢)
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con la condicibn de ligadura

= /14 ss*, (5.14)

La existencia de esta ligadura invita a introducir en el funcional (5.8) un multiplicador de Lagrange A en
la forma

o] = Hy — E — A(c? —ss*), (5.15)

con lo que las condiciones de extremo para este nuevo funcional vienen dadas por

oH,
— +As* =0
3s + AS
oH}

AS =
6*+ s=0
oH;
3% —2Ac=0.

A partir de la (ltima ecuacién puede obtenerse la expresion del multiplicador A:

de forma que las ecuaciones variacionales (5.10c-5.10d) se escriben

oHp  s* 0H)

ds ' 2c ac (5.162)
oHy s oHy
& toc a0 =0 (5.16b)

Es posible obtener una expresion general para el termino independiente H)(a, a*,v,v*) del hamilto-
niano transformado (5.7) teniendo en cuenta que

H5(a,a*,s,5%,¢) ZC R(M/200|8T(s,5*) D" (a,a*) a™a™ D(a, a*)S(s,s*)|0)

ontm T o
= chm HWZW (087 (s,5*)D (0, 0*) e %2 D(ar,a*)S(s,5*)|0) o
_ ZC p(n+m)/2 on+m [ess*00*+%s*coz+%sc0*2+h*1/2a*o+h*1/20(0*]
G dgnag*m =00
(n+m)/2 ontm * * *
= chm h W [g(G,C( 1$,57,C,0,0 )]'0:0*:07 (5-17)
nm

)

donde hemos definido la funcién generatriz g(a,0*,s,s*,c;0,0*) como

* % loxnn2 1 %2 —1/2 —1/2 *
g(d,d*,S,S*,C;O',G*) = ess 00*+55*C0°+5SC0* +h a*o+h ao* (5.18)
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Las derivadas de Hj pueden evaluarse en términos de esta funcion generatriz * como

oH,
da

oH,
oo*

oHg
0s

oH}
0s*

oH,
Jc

+

an+m
p(n+m)/2

nzm Crm da"9g*M

an+m—1

p(n+m—1)/2

2.cm M aonag -1
an+m

da"go*m
an+m—1

do"—1og*m

an+m

do"oog*m

Cnmh(n+m)/2

nm
Cnmh(n+m71)/2n
n,m
G (M2

n,m

> CrmANTM/2 {nms*

n,m

an+m72
ao'n—lao'*m—l

C an+m 2
1)260”60*”‘ 2 [9(
on+m

da"go*m

m(m—
Cnmh(n+m)/2
n,m

> CmA(NTM/2 {nms

nm

n+m-—2

C an+m—2

n(n— 1)§W [Q(y,Y",s,s*,¢,0,0%)]

n *M
i ac"dg*m

2
chmh(n+m)/2{ (n_ ) on+m-
n,m
S an+m 2

MM =15 dgragrm-2 19

don1ag7m 1 9

do"—290*

[hfl/zc*g(a,a*,s,s*,c; o, 0*)]
[g(a,0*,s,s*,¢;0,0%)]
[Ffl/zog(a, a*,s,s*,c;o, 0*)]
[9(a,a*,s,s*,¢c;0,0%)]
[(s*oo* + go*z)g(a,a*,s,s*,c; o, 0*)]
[g(a,0%,s,5%,¢;0,0")]| g_gr—
a,0*,s,s*,c;0,0%)]

[(soo* + %oz)g(a, a*,s,s*,c;o, 0*)]

n+m
ZCnmh(“+m 29 [ ~s*0% + so )g(a,a*,s,s*,c;o,o*)]
s
2

m

a,0%,s,s*,c;0,0%)]

a,0%,s,5%,¢;0,0")]|g_gr—

[g(a7a*’s’s*7c;0’ 0*)]

(5.19a)

(5.19b)

(5.19¢)

(5.19d)

(5.19)

Es interesante comprobar que las condiciones de extremo (5.10) son equivalentes a las condiciones:

Hi, (o, 0%, v,v*) =

(5.20a)
(5.20b)
(5.20c)
(5.20d)

Lpara otra eleccion de los parametros de squeezing como la dada por (5.11b) es posible definir una funcién generatriz
equivalente, con la forma

g(a,a*,r,x;0,0") =¢

o0* sinh? r+ 1 (026X +0*2eX)+h~Y/2a* o+h~2ac*
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donde Hi’j (a,a*,v,v*) son los coeficientes del desarrollo (5.7). Efectivamente, una variacion infinitesi-
mal oa, da*, dv y dv* de los parametros del desplazamiento y el squeezing producird una variacion en
el funcional (5.6) que, hasta primer orden, podemos escribir como

3 [@w] =~ (O]H§(3a, 3a*,dv,dv*;a’,a)|0) — (O|H’(a,a*,v,v*;a",a)|0), (5.21)
donde hemos definido

H.(3a,80*,3v,8v*;a",a) = ST(dv,dv*)D'(8a,3a*) H'(a,a*,v,v*;a’,a) D(3a,da*)S(3v, 5v*)
1(dvra?-dva') 4k e ~1/2(30*a—daa') A e R~Y2(3aa’—50*a )eé(éva'(zfév a?)

~ ( 6v*a 6v aT2> (f+ h1280* a— h Y280 aT> H'

X

( +r Y250 al — B1/28a* a) <f+ %éva”—%év*az)

N A A 1 A 1 A
~ R — K Y?8a[a’, A"+ hY?80* [a,A"] — 5OV [a'?, A" + 5V [a%, A"l + 0(30%,3v?).
(5.22)

El algebra de los estados coherentes permite obtener la forma genérica de los commutadores que inter-
vienen en (5.22) teniendo en cuenta la expresion para el operador H' dada por la ec. (5.7):

A oH’ o
[aT,H’] = - = H!_(a,a*’v’v*)JaTlaJ—l
da g "
= —Hp —Hy; ' — 2Hg, a— Hyp @™ — 2H, aTa— 3Hp; a® — -
A oH’
[a,H] = —= H! (a,a*,v,v*) ialtal
’ aa g i Vo
= Hio+2H}a +Hij a+3Hj a2 +2H) a'a+ Hj, a2 + -
[@"%,H] = —ZH(j(a,a*,v,v*)(zjaTi+1aj—1+j(j_1) a'lai=?)
I7J

= —2Hg;—2(Hfy +Hip) a' —6Hgz a
—2(Hi; 4 Hb,) a™ —2(2H{, 4+ 3H{5) a’a — 12H{, a® — - --

% HT = Hij(a,a%,v,v*) (2ia"tal 4 - 1) a"a))
I’J
= 2Hjy+6H5a +2(Hiy+Hj) a

+12H}g a™ +2(2Hz0 + 3H3;) a'a+2((Hiy + Hpp) @ + -+

Al tomar el valor esperado en el vacio de la expresion para Hg(éa,éu*év,év*;aT,a), la ordenacion
normal hace que los (nicos términos que sobrevivan sean los términos independientes de estos commu-
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tadores:
(O[@a",Hj0) = —Hg(a,a%,v,v*) (5.23)
(0l[a,H"]|0) = Hip(a,a*,v,v*) (5.23b)
(0][a™,A"j0) = —2Hg,(a, 0%, v,v¥) (5.23¢)
(0|[a%, A0y = 2H5(a,0*,v,v*), (5.23d)
con lo que la variacion (5.21) vendra dada por
3] = Hy(a,a*,v,v*)+ A Y28a Hyy (a,0%,v,v*) + F Y280 Hig(a,o*,v,v*)
+ OV Hfp(a,0%,v,v*) + 8v* Hyg(a,a*,v,v*) +--- — H)(a,a*,v,v*). (5.24)

Esta expresion permite identificar

oHg(a,a*,v,v*)
da

oHy(a,0*,v,v*)
oda*

oHg(a,a*,v,v*)
ov

oHy(a, 0%, v,v*)
ov*

= H(I)l(aaa*avav*)

= Hjp(a,a*,v,v*)

= H(I)Z(aaa*ava\)*)

= Hyy(a,0*,v,v*),

con lo que queda demostrada la equivalencia entre el conjunto de condiciones (5.10) y (5.20). Es impor-
tante notar que esta equivalencia es valida s6lo si el estado que se optimiza es el nivel fundamental del
sistema. En general, la optimizacion de un nivel excitado requiere un formalismo analogo, pero el estado
de prueba debera construirse en términos de unos operadores diferentes a D y S. Volveremos a este punto
mas adelante.

Esta equivalencia permite relacionar el problema de optimizacion del estado fundamental del sistema
con la suposicion de cierta estructura para el hamiltoniano transformado H’, ya que al eliminar los
términos lineales y cuadraticos en a' y a este operador describe un oscilador arménico perturbado de la
forma

H'=Hj+Hjala+ 5 Hfjalal =Hi,+W, (5.25)

i+]>3
donde la perturbacion W incluye términos como minimo de orden ctbico en a’ y a. De esta mane-
ra, escribir el estado fundamental del sistema en términos de un desplazamiento y una deformacion
del estado de vacio | o) ~ D(a,a*)S(v,v*)|0) corresponde a aproximar H’ ~ H.,... Las correcciones a
esta aproximacion pueden determinarse por medio de la teoria de perturbaciones cuantica estacionaria

estandar, analizando el efecto que tienen los términos clbicos, cuarticos, etc. de W sobre la aproximacion
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armonica. EI método variacional proporciona una eleccion de este oscilador arménico optimizada respec-
to al que se obtiene en el limite semiclasico, como veremos a continuacion.

Por otra parte, desde un punto de vista practico, la equivalencia entre las condiciones de extremo
(5.10) y (5.20) tiene la ventaja de proporcionar un algoritmo sencillo para calcular los valores de {a,a*,v,v*}
que optimizan el estado fundamental: partiendo del hamiltoniano original H, se aplican las transforma-
ciones de desplazamiento y de squeezing, se reordena el resultado en forma normal y se determinan los
valores de los parametros de estas transformaciones que anulan los términos lineales y cuadraticos en a’

y a del hamiltoniano transformado H’.

5.1.1. Limite semiclasico

El método variacional contiene como un caso extremo el limite semiclasico A — 0. Los términos

dominantes en & de las derivadas (5.19) vienen dados por

aHé(a,g;,s,s*,c) ~ gncnm ma* o™t = 76}[205’0) (5.26a)
aHé(a’g;S’S*’C) ~ rZﬂcnm na*"laM= 76}[52:’0() (5.26b)
OH, (0, o(;’;,s,s*, ‘) ~ hrzncnm [nms*u*“*lo(m*1 +m(m—1) %a*“amfz]

= 5 [s* azg(g;a) 2"2}2(;*’“)] (5.26c)
aHé(a,g:*,s,s*, 9 . hgncnm [nmsu*”_lo(m‘1 +n(n— 1)%0(*”_20(”‘]

_— [sazgg(g;d) gazfggﬁ,a)] (5.260)
aHé(a’(;Z’S’S*’ 9 . hgncnm [n(n - 1)%0(*”—20({“ +m(m— l)ga*”am—z]

. [% az}gfﬁ:’ L 202}2(32*,0()] : (5.26¢)

donde
H(a*,a) = Z Com a*M ™ (5.27)

n,m

)

es una funcion clasica (la funcion hamiltoniana clasica) correspondiente al orden mas bajo en el desarrol-
lo en 7 de Hy. Puesto que hemos considerado operadores hamiltonianos escritos en ordenacion normal,
esta funcion corresponde a la forma Q del hamiltoniano, #o(a*,a) = (a|H(a',a)|a). Por lo tanto, en el
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limite # — 0 las condiciones variacionales (5.10) vienen dadas por

0H (o*,a)

= —0 (5.28a)

w o (5.28)
N A2 . 2 * ¥2 32 *

2 32 * 2 * *\ 92 *

%a };(52 Q) 0 gg(ga;a) (g %) % 0. (5.284)

Las dos primeras ecuaciones indican que los valores dptimos del desplazamiento en la aproximacion
semiclasica corresponden a las configuraciones de equilibrio clasicas. De esta manera, considerando el
desarrollo de Maclaurin

Bf(a,a*) H(a',a) D(a,a*) = A(a + A Y20*, a+ A 2a)

2 * * *
_ a(at,a) —k OO ) | g OFON,Q) oy e OF(OT,0)

2 oJaoda* oo* oa
hPH(o*0) t, BoPH(a*,a) , h*H(a*0) 4y 3/2

donde k toma el valor 1, 0 6 —1 para ordenaciones normal, simétrica o antinormal, respectivamente, es
inmediato comprobar que anular los términos lineales en a' y a corresponde a elegir una transforma-
cion de desplazamiento tal que H = D' H D corresponda al desarrollo del hamiltoniano en torno a las
posiciones de equilibrio clasicas dq H = 0q+ H = 0 [ecs. (5.28a-5.28b)]. Asi, se tiene:

HS =D (a,0%) H(a',a) D(a,a*)

. h 0%H (0*,a)
= H(a a)—K3 d0d0*
Bo*H(a*,a) +, RBO*H(o*,a) , 0°H(o*a) [ 4. 1 32
R R e e R A T (a“z)“)(h )
= HE+ 0o(r%?). (5.30)

I—A||’3a corresponde al hamiltoniano de un oscilador arménico para un estado squeezed, y los términos de

orden /3/2 son considerados una perturbacion. Puede aplicarse una transformacion de squeezing S para
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obtener la frecuencia de este oscilador. De esta forma:

$'(s,s") Hp S(s,s") = §'(s,5°)D' (0,0") H(a',a) D(a,a")S(s,s")
02 * 2 2 *
= H(o*,a)+ [(1+Zss K) gg(ga;a) tes? }g(az L) tost? }gf;(kz,a)]

h 0( ,a)  ,0%%H(a*,q) 2H(a*,0)] 1,
3 [ Lre o T a0aar
ki 62}[ 0(* 2 02H (0%, ) L02H (a*,0)] ,
+ 2[ +S da*? 2 dada* }a
62}[(01 ) L 0°H(a*, ) W 02H (a0 4 32
+ 71[03760(2 +cs —oq? + (1+2ss )760(60(* ]aa+ O(r¢).  (5.31)

Los parametros (s,s*) (asi como ¢ = /1 +ss*) de esta transformacion deben ser tales que anulen los
términos cuadraticos del hamiltoniano transformado. Es posible demostrar que el sistema de ecuaciones
que se obtiene al igualar a cero los términos en a'? y en a2 en (5.31) es equivalente al sistema de ecua-
ciones (5.28¢-5.28d).2 Para esta eleccion de los parametros del desplazamiento y del squeezing se tiene
entonces el siguiente hamiltoniano transformado:

§'(s,s")D"(a,0*) H(a',a) D(a,0)S(s,s)
0°H (o*,a) JrCsaz}[((x*,oo . L0024 (a*,q)
daoa* da? da*2

2 (o*,a)] 4 32
W] aa+ O(h )

= }[(0(*,0()+§ [(1+25$* —K)

GH(a) | 0P (ara)
* ﬁ[ N T T
= H 4+ hoa'a+ O(R?)

= A/ WS, (5.32)

arm

+ (14 2ss*)

La diferencia entre el método variacional y la aproximacion semiclasica radica en la eleccién de
esta aproximacion armoénica. La aproximacion semiclasica considera los autoestados centrados en las
configuraciones estaticas de equilibrio clasicas y con una anchura relacionada con las derivadas segundas
de . La aproximacion variacional optimiza este oscilador armonico de orden cero, incluyendo términos
que permiten dar cuenta de fluctuaciones cuanticas que “ajustan” mejor el estado de prueba en torno a
las posiciones de desplazamiento 6ptimas (que difieren de las configuraciones de equilibrio clésicas en
téerminos de orden #).

Zpyede demostrarse que ambos sistemas de ecuaciones conducen a las relaciones

62}[(0( ,a) g L02H (a*,0)
da? da*2
%4 (a*,a) 1 <1+235*> 0°H(a*,a)

doda* 2\ cst 902
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En ambos casos la teoria de perturbaciones estacionaria permitira obtener las correcciones tanto a las
autoenergias como a los autoestados de la aproximacion arménica. Podemos obtener una estimacion del
orden de estas correcciones teniendo en cuenta que tanto W en (5.25) como W en (5.32) son de orden
%%/2, con lo que la correccion a los autoestados vendra dada por

(or |W|<I>

W) = 10n) + 3 “Eg—po[90)* 4o ~ [6n) + O(RY/%), (5.33)

r#n

mientras que la correccion a las autoenergias sera del orden

_ e W @) 2
o= E0+ (0alW[on) + 3 G B

r#n

4o~ O(R) + O(H2) + - . (5.34)

Estas expresiones deben restringirse en principio al caso n = 0, puesto que este método ha sido desarrol-
lado para proporcionar una aproximacion variacional al estado fundamental del sistema cuéntico.

5.1.2. Transformaciones de contacto

Hemos visto que aproximar el estado fundamental de un sistema cuéntico permitiendo nicamente
traslaciones y deformaciones del estado de vacio mediante la aplicacion, respectivamente, de los opera-
dores de desplazamiento D(a, a*) y de squeezing §(v,v*), corresponde a anular los términos lineales y
cuadraticos del hamiltoniano transformado STDTHDS. De esta forma, la optimizacion del valor esperado
(@o|H|@) con un estado de prueba dado por |gg) ~ D(a,a*)S(v,v*)|0) es equivalente al estudio de un
oscilador arménico con una perturbacion de orden %3/2. (Por supuesto, para hamiltonianos cuadraticos
esta aproximacion es exacta, puesto que la transformacion con Dy S proporcionara un hamiltoniano que
seguira siendo cuadréatico). Si quisiera aumentarse el grado de correccion de la aproximacion arménica
podria incluirse en el estado de prueba un operador unitario U; definido por

Us(v1,v) = e/ na®-vied), (5.35)

El mismo procedimiento que condujo a la equivalencia de las condiciones variacionales (5.10) y (5.20)
puede aplicarse en este caso para demostrar que el problema de optimizacion con |@o) = D(a,a*)S(v,v*)Us (v1,Y;)|0)
respecto a los parametros {a, a*,v,v*,yi,Y;} es equivalente a anular los términos lineales, cuadraticos
(términos en a2 y a?) y clbicos (términos en a'® y a3) del hamiltoniano transformado U, $TDT A BSU;,
cuando éste se expresa en forma normal. De esta manera se produce una optimizacion de la aproximacion
armonica, puesto que las correcciones vendran dadas en este caso por términos de orden %2
Es posible por tanto conseguir una aproximacion al estado |@g) cada vez més exacta incluyendo en
el ansatz variacional una serie de transformaciones unitarias de la forma

@) = D(cr,a*) S(v,v*) U (1,¥3) - Un(¥n: V) 10), (5.36)
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donde
S(o,0f) = eh Miualaa) (5.37a)
S(w,v*) = ezlvatva) (5.37b)
O(y,vp) = eMnatuia) (5.37¢)
Un(yn,vp) = e "na™ ™), (5.37d)
En este caso, el funcional que se desea hacer estacionario viene dado por
] = {GolA @) — E = (0]A™]0) —E = H" — E, (5.38)
donde H (denotado asi en lugar de H00 ) es el término independiente del desarrollo
HO = Ul (v, ¥p)--U; (1,11 ( v )BT (ar,a%) A B(at, a*)S(v,v*)Us (Y1, Y1) - - Un (¥ns V)
= U] (vn,va) UJ (v1,v1) HO U1 (v1,¥3) - Un (¥, ¥3)
= ZH (0, 0%V, V¥, y1, Ve, -+, Yo, V) @'l (5.39)

1)

Los valores 6ptimos de los parametros {a,a*,v,v*,y1,Yi, -+ ,Yn, Y5} para los que I'[go] es estacionario

corresponden entonces a las soluciones del sistema de ecuaciones

aHén)(U,a*,V,V*,yhﬁ, Tt aynayr:)

=0
oa
aHén)(aaa*ava\)*aylay]*_a“';ynayrk]) -0
Ja*
OHén)(O(,O(*,V,V*,yl,y{,---,yn,y,‘;) - 0
OVh
OHén)(O(,O(*,V,V*,VlaV{a"',VnaVﬁ) -0
ovi

Puede demostrarse que este sistema es equivalente al siguiente:

Hl(g)(O(,O(*,V,V*,w,V{,---,yn,vrﬁ) = 0
Hég)(a,a*,VaV*,Vla\ffa"',Vn,Vﬁ) =0

HISTZ’O(G,G*,V,V*’VJ_’Y{’---,yn,yrk]) =0
Hé?r])+2(a,a*,V,V*,y1,y{,---,yn,W]) = 0.

(5.40a)

(5.40b)

(5.40c)

(5.40d)

(5.41a)
(5.41b)

(5.41¢)
(5.41d)
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La actuacion de las dos primeras transformaciones, Iﬁ(a,a*) y §(v,v*), sobre el operador H puede
calcularse de forma exacta dentro del formalismo de estados coherentes-squeezed, puesto que al ser
lineales o cuadraticos en a' y a puede hacerse uso de la representacion matricial del algebra hg asociada
a los operadores {fi+ 1,a'?,a?,a',a,1}. Esto permite obtener todos los términos del operador H(®) =
R’ = STDTADS. Por el contrario, para el resto de operadores Uy, escritos en términos de ak*+2 y afk+2,
existe el problema de que la transformacion Ok‘lﬁﬂk no puede obtenerse de forma exacta, con lo que el
funcional (5.38) que ha de hacerse extremal debe obtenerse de forma aproximada.

Una manera de obtener de forma aproximada el operador transformado H(™ definido en (5.39) con-
siste en hacer uso del llamado método de las transformaciones de contacto. Este procedimiento, intro-
ducido por primera vez en la fisica por Van Vleck [Van29, Jor34], consiste en reemplazar el operador
hamiltoniano original por otro equivalente pero mas simple. Utilizamos el término “equivalente” en un
sentido estricto segn el cual ambos hamiltonianos estan conectados por una transformacion unitaria, de
forma que tanto el espectro de autovalores como la normalizacion de las autofunciones se preservan. A
continuacion explicaremos de forma breve este método siguiendo el formalismo descrito en [Pap82] para
el calculo de los estados vibro-rotacionales de moléculas poliatomicas.

Supongamos que partimos de un hamiltoniano H que puede desarrollarse en una serie convergente
en potencias de un parametro A (que podemos considerar varia entre 0 y 1):

A = Flo -+ APy +A2Fp - (5.42)

Aplicando a H una primera transformacion de contacto dada por el operador U; tenemos:

HO =0, 1A U =e M e (5.43)

donde T; es un operador hermitico (en principio arbitrario), y por tanto U; es un operador unitario.
Desarrollando la exponencial del operador U;, podemos escribir

2

2
RO = (1—m‘1—)‘ —

. 5 . A2
2T12—|----)H(1-|-|)\T1— 2T12+---).

Sustituyendo en esta expresion el desarrollo (5.42) del hamiltoniano H, podemos agrupar los términos
con iguales potencias de A, con lo que el operador transformado H(®) se escribe

o :lqél)+)\|:|1(1)+;\2|2|2(1)+..., (5.44)
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donde
A = Fo
AN = Ay =Ty, Ao
e il Ay — S LA
H” = H2_|[T17H1]_E[Tla[TlaHO]]
A A LA A 1. - - (PSP
Hél) = H3_|[T15H2]_E[Tla[TlaHl]]+§[T1’[T1’[T1’HO]”
T T A S
N AL N R
n—m
Asi pues,
“O oA ot Me o N oo
H = H_|}\[T1’H]_7[T1,[T1,H]]—i-?[Tl,[Tl,[Tl,H]]]+"‘
) S R .
= A+ Y [T fy e [T, AT (5:45)
= G

n
En el contexto del calculo de la energia de los estados vibro-rotacionales moleculares, el criterio de
eleccion del operador hermitico T1 que aparece en (5.43) se establece teniendo en cuenta el hecho de
que, para el hamiltoniano original (5.42), los términos de orden superior Hy, Hy, etc. tienen elementos de
matriz tanto diagonales como no diagonales en la representacion de las autofunciones de Hy. Sin embar-
go, tras haber aplicado la transformacion de contacto dada por Uy, se obtiene un operador hamiltoniano
H® tal que no solo H{Y, sino también (" es diagonal en la representacion de autofunciones de H{"

[ec. (5.44)].
Este procedimiento puede repetirse aplicando una segunda transformacion de contacto sobre H(®):

H@ = 02—1 AW g, = e—INT2 (1) giNTo _ o—INTo o—iATy [ giATL gIA°T2 (5.46)
Desarrollando U, en potencias de A y teniendo en cuenta el desarrollo (5.45) para H(1), se tiene
@ =A@+ AP +22A2 4. (5.47)

donde los primeros términos de este desarrollo vienen dados por

AD = A,

|_A|1(2) _ Hl(l)

AP = A —i[f,, Ayl

A = At A

AP = AP =ilfe AP - 31T T2, Aol
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Vemos que, con esta segunda transformacion, {2 + AR + A2A? = Ay + ARY 4+ A2A?) es ahora
diagonal en la representacion que diagonaliza Ho +AH1(1).

Todas estas sucesivas transformaciones de contacto pueden conseguirse aplicando una Gnica trans-
formacion U dada por el producto
U=U,U;---U,_1 U, (5.48)

donde
U, = e, (5.49)

De esta forma, los operadores transformados

[0 — o IA"Th (1) gid"T (5.50)
pueden obtenerse mediante la formula iterativa

o o
Ak — A1) | Z Z ;_')\kl—i—m [T [Ties -+, [T, Bl -+ 11 (5.51)
: —_——

El método de las transformaciones de contacto proporciona, por tanto, un algoritmo para evaluar de
forma aproximada el hamiltoniano H(™ definido en (5.39). En el problema que nos ocupa, el parametro
perturbativo corresponde a A = %1/2, y el operador U, en (5.49) se escribe como (5.37d):

U, = et (5.52)

donde
f,=yham? —yrat? (5.53)

es un operador tal que —if, = T, es hermitico. 3

Como se ha mencionado, en el contexto del calculo de los estados roto-vibracionales de moléculas
poliatémicas el criterio de eleccion de los operadores hermiticos T, se basa en conseguir que a medida
que van aplicandose las sucesivas transformaciones, se vayan obteniendo operadores que son diagonales
hasta ordenes en A cada vez mayores. En nuestro caso, la eleccion de los parametros vy, Y, que inter-
vienen en los operadores f,, se basa en la exigencia de estabilidad variacional. Esto es, los parametros
Y1,Y;, * ,Yn, Vs de las sucesivas transformaciones Uy, ---,U, (ademas de los parametros a, a*, vy v* de
las transformaciones D y §), deben ser tales que se anulen los términos lineales, cuadraticos, cibicos,
etc. en a' y a del hamiltoniano transformado H(™ (entendiendo por anular los “términos clbicos”, por
ejemplo, los coeficientes de a™ y a3 en el desarrollo de H(™, y no los términos en a'?a o a'a?).

En cuanto a la forma que hemos elegido para los operadores f,,, debemos hacer notar que, puesto que
los operadores U, han de ser unitarios, la aparicion de un operador a™ en f,_, impone necesariamente

3Efectivamente, puesto que £} =y;; a2 —y,a™*2 = —f,,, el operador Ty, = —if, cumple T =i}l = T, luego T, es hermitico.
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la inclusion de a" para mantener la normalizacion del estado |@o). # Por otra parte, el hecho de que estos
operadores incluyan Gnicamente términos del tipo a™ y a", y no la combinacion completa de productos
a''al tales que i+ j = n, se debe a que el método variacional que hemos desarrollado optimiza el esta-
do fundamental del sistema, con lo que la inclusion de estos términos adicionales no aportaria nuevas
condiciones para la construccion variacional del estado |@). (EI argumento es el mismo por el que no in-
cluimos un término a’a en el operador de squeezing S. Si deseara optimizarse por ejemplo el primer nivel
excitado |®1), la construccion variacional del mismo a partir de una serie de operadores actuando sobre
|1) si deberia incluir un operador de la forma exp(n a'a), de manera que al establecer las condiciones de
extremo para el funcional correspondiente se obtendria una condicion variacional que debe cumplir el
parametro ). Esto no sucede en el caso del nivel fundamental, e incluir un operador exp(na'a) en el esta-
do de prueba no aporta ninguna condicion variacional para el parametro n). En general, la aproximacion
de cualquier autoestado del hamiltoniano podria obtenerse desarrollando un método anélogo al presente.
Dado que los operadores utilizados para construir el estado de prueba tendrian una estructura diferente a
los operadores Un(yn,y*n) dados por (5.52), las condiciones de optimizacion respecto a los parametros y,
serian equivalentes a otro tipo de condiciones sobre el hamiltoniano transformado, diferentes en general
a las condiciones (5.41).

El método de las transformaciones de contacto puede emplearse de dos maneras diferentes. Por una
parte, puede utilizarse para conseguir una aproximacion de la funcién de prueba variacional, escribien-
do |gn) = D(a,a*) S(v,v*) Ui (y1,¥:) -+ - Un(yn, V) |0) y desarrollando en serie de potencias de A = h%/2
cada uno de los operadores Uk(yk) hasta un orden determinado. (Si se mantienen los términos de cada
desarrollo hasta la potencia A™ = i™/2, el error cometido sera del orden A™ 1 = K(M+1)/2) Para esta fun-
cion de prueba, pueden determinarse de forma exacta las condiciones variacionales que determinan los
parametros estacionarios.

Por otra parte, dada la funcion de prueba |@o) = D(a,a*) S(v,v*) Us(y1,¥:) - - Un(yn, i) |0), puede
hacerse uso de la formula iterativa (5.51) para obtener una aproximacion de las condiciones varia-
cionales, anulando los términos lineales, cuadraticos, etc. del hamiltoniano transformado H®) hasta
el orden A™ = A™/2 deseado. A pesar de que el orden de las correcciones en este caso también sea
A+ — p(M+1)/2 e primer método proporcionara mejores resultados que el segundo, por tratarse de un
procedimiento plenamente variacional.

4Asi por ejemplo, la definicion de un estado coherente |a) requiere en principio inicamente la intervencion de un operador
at en la forma e—09"/2k gh~/20a" |0y = R(a,a*)|0), donde el operador R no es unitario. Si se pretende definir el estado |a)
mediante la aplicacion de un operador unitario al vacio, entonces debe incluirse un término en a (que no modifica el resultado
anterior, puesto que a|0) = 0), de forma que

|G> _ e_aa*/zﬁ eh’l/ZGaT e—ﬁ’l/za*a|0> _ eh—l/Z(a al—a* a)|0> = 6(0,0*)|0>,

donde D(a,a*) es unitario.
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5.1.3. Unejemplo: el oscilador cuartico

A continuacion aplicaremos este método al caso particular del oscilador cuartico, descrito por un

operador hamiltoniano de la forma
A2

h= Zp_m +01A %+ 02B §°, (5.54)

donde o (i = 1,2) pueden tomar los valores +1 para dar cuenta de las distintas formas del potencial,
como se muestra en la Fig. (5.1), si bien centraremos nuestra atencion en los casos que presentan mayor
interés fisico, como son el pozo simple (g, = 0o = +1) y el doble pozo (o; = —0» = —1). Una aprox-
imacion al estado fundamental de este sistema vendra dada por un estado squeezed generalizado, esto
es:

|®o) =~ D(q,p) S(r,9)/0), (5.55)

donde las variables del desplazamiento, (g, p), y del squeezing, (r,®), estan definidas por (5.11).

3 0.4

0.2

2
0

1
-02

0 -0.4
2 - -

0.4 0

V(q) *2 -1
0
-0.2 -z

-0.4

Il
&

Qo

Figura 5.1: Potencial V(q) = 01 ¢?+ 02", para las posibles combinaciones de 01, = +1.

La simetria que presenta este hamiltoniano (por ser cuadratico en p) permite considerar deforma-
ciones del paquete de ondas Unicamente a lo largo de los ejes de las cuadraturas § y p. Puesto que un
valor de @ corresponde a una rotacion de @/2, [ec. (1.33)] bastar& con tomar @ igual a 0 o a Tt para de-
scribir estas deformaciones. Si se elige @ = 0, quedara como (nico parametro de squeezing el factor de
squeezing r, y el caso (= Ttpodra incluirse permitiendo que este factor r pueda tomar valores negativos.
Asi pues, la simetria del problema hace posible reducir el nimero de parametros necesarios para definir
la deformacién del paquete, quedando r como (nica variable de squeezing.

Es posible demostrar que si en el hamiltoniano (5.54) se llevan a cabo las transformaciones habituales
del oscilador armbnico de masa my frecuencia w

[ .
G=1/5 —@+a) ; p=i

e —a) (5.56a)

i 5 § 5, 5.56b
2h, v 2Emw P 2h, f V2Emw P ( )
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el resultado corresponde a llevar a cabo una transformacion de squeezing sobre el operador h con un
operador §(r, @) tal que @= 0y un factor de squeezing r definido por

mw=e 2" (5.57)

Es decir, la frecuencia w puede considerarse como el nuevo parametro de squeezing para la transforma-
cion §T(w) h §(w) (la masa m interviene en (5.57) s6lo como una constante). Si a continuacion se aplica
al hamiltoniano resultante una transformacion de desplazamiento que reemplaza a’ por a' +a*/v/Ay a
por a+ a/+/h, esto es, si se desplaza el paquete gaussiano de anchura w, es necesario que la transforma-
cion (a,a*) — (g, p) incluya asimismo una dependencia con la frecuencia si se desea que las variables
(g, p) identifiquen el centro del paquete en el espacio de fases:

1

= o' +a) ; =iy/— (" —a 5.58a

a= (@ +a) i p=iy/ e~ (5552
mow 1 mw 1

A=/ qti——e—p ; Q' =4/ q—i . 5.58b

V2 O e P 2 9 Vama " (5:5%)

Este procedimiento, en el cual el operador h se transforma primero por un squeezing y después
por un desplazamiento, corresponde a aproximar el estado fundamental del sistema por un estado co-
herente de dos fotones (ECDF), |@)) = S(w)D(q', p')|0) [ver ec. (1.52)], puesto que debe tenerse en
cuenta el orden en el que act(ian los operadores D y S sobre el hamiltoniano en el calculo de (cp()|ﬁ|<p(,) =
(0|DT (o, p')ST (w) h S(w)D(q, p')|0). Sin embargo, el método variacional que hemos desarrollado utiliza
una aproximacion del estado fundamental dada por un estado coherente generalizado, |go) = D(q, p)S(w)|0)
[ec. (5.55)], generado mediante un procedimiento inverso al que se requiere para crear un ECDF. Puede
demostrarse que las ecuaciones de transformacion (5.58) corresponden a una eleccion de las variables
(9, p') tal que los estados |qo) y @) son equivalentes, al cumplirse la condicion (1.53). °

SEfectivamente, considerando la definicion de las cuadraturas Gy f mas simple, dada por

d:\/g(aWa)
p= i\/g(aT _a)a

la transformacion de estos operadores primero con D y después con S viene dada, sustituyendo @= 0 en (1.36), por:

oA R “a h 1, R
$'(NB' (g, af) 4D (ay, af)$(r) = \/;er(aJr +a)+ ﬁ(al +ar)=e'd+aq (5.59a)

S A “e . |h _ (. ra
§1(B* (o1, a1) §B(az, af)8(r) = iy [ 5" (@' —a) + %(al—an —e"p+py, (5.59b)

donde g1 y p;1 estan definidas por
1

o1 =— i 5.60a
1 ﬁ(QH- P1) (5.60a)

of = %(ql —ipy). (5.608)
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El hamiltoniano (5.54) puede ser convenientemente escalado definiendo unos nuevos operadores Q

y P como
5_ [t 1/4A_\/§A
o= /Eem =2 g (5.66)
s JEam)p=1,/B 5
P_\/;(Am) P=2\m P (5.67)
con
Bh

tales que cumplen la relacién de commutacion

[Q.P] = 7 [d,p] = . (5.69)

Es decir, una de las cuadraturas se amplifica, al tiempo que la otra se aten(ia. (Las cuadraturas rotadas, denotadas por X e Y en
(1.32), coinciden en el caso @= 0 con §y f). El desplazamiento total en los operadores § y p viene dado por las variables g1

Yy p1, y no depende del squeezing. Los parametros gy y p1 (0 01 y a3) identifican por tanto la posicion del centro del paquete
gaussiano en el espacio de fases. El parametro que da cuenta del squeezing puede ser redefinido identificando

mw=e 7, (5.61)

donde m interviene sélo como una constante y w es la nueva variable de squeezing. De esta forma, las ecs. (5.59) se reescriben
como

AN h

tAT 4 _ t

S'D'gDS = me(a +a)+0; (5.62a)
BT DS = i h%”(aﬁ—a)-i—m. (5.62b)

Analogamente, la transformacion de §y p bajo Dy $ aplicados en orden inverso viene dada por las ecs. (1.54), que para ¢ =0
tienen la forma

(02, 0)8'(0) 450820 = /e @ +a)+ b @ va)

1/%0(5 +a)+ j‘%ﬂ (5.63)

D' (az,a3)ST(r) pS(r)D(ag,a3) = i\/g e (@' —a)+ é e " (a5 —ay)
= iy h%"(a* —a) + ppvm, (5.63b)

donde hemos hecho uso de la definicion (5.61) y las variables (g2, p2) han sido dgfinidas de forma analoga a (5.60). En este
caso, el desplazamiento total de las cuadraturas depende no solo de las variables de D(az,a3), sino también de la nueva variable
de squeezing, w. Las transformaciones (5.62) y (5.63) coinciden si se cumplen las condiciones

Il

dQ2
P2vMw= py, (5.65)

que corresponden a la condicion (1.53) para ¢ = 0. De esta manera, puede verse que la definicion de las cuadraturas cuanticas
segin (5.56) corresponde a transformar primero con un squeezing y después con un desplazamiento, pero al definir las cuadrat-
uras cléasicas como (5.58) se cumplen las condiciones (5.64) y se consigue que las variables (g, p) identifiquen el centro del
paquete en el espacio de fases.
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En funcion de estos observables puede obtenerse un nuevo operador hamiltoniano escalado dado por
52

B - P N2 N4

El estado fundamental de este nuevo hamiltoniano podra aproximarse optimizando convenientemente el

A

valor esperado de H respecto a unos nuevos parametros de desplazamiento y de squeezing. El squeezing
podra llevarse a cabo mediante un cambio de variables analogo a (5.56), con una frecuencia escalada Q:

A € T
Q= \/E(a +a) (5.71a)
5 i@ @ —a) (5.71b)

Por otra parte, la actuacion del operador desplazamiento sobre a' y a puede escribirse en términos de
unas nuevas variables a 'y o*

D' (@,a*) a' D(@,a*) =a' + —

NG
a
%7

D'(a,0*)aD(@,a*) =a+
definidas por
~ 1
a=
2
1

@ = Z-(Q-iP).

La aplicacion del método variacional al operador H [ec. (5.70)] proporcionara los valores ptimos de

(Q+iP)

N

los parametros {Q, P, Q} que guardan la siguiente relacion con los pardmetros {q, p, w} del hamiltoniano
original h [ec. (5.54)]:

Q = (%)Mw (5.72a)
1/2
Q - Jﬁ( §q>=(%‘”> (M) q (5.720)
1 {1 /B B\*? 1
P = ﬁ(ﬂ ap)i(@) (Amyere P 720

donde se han puesto de manifiesto las sucesivas transformaciones de squeezing: una dada por Q y otra
por .

Asi pues, a continuacion formularemos el método variacional para encontrar una aproximacion varia-
cional al estado fundamental del sistema (5.70). El parametro € definido en (5.68), que tiene una depen-
dencia lineal con f, hace las veces de parametro perturbativo para este nuevo problema. Esto permi-

tiré expresar las soluciones de las ecuaciones variacionales como un desarrollo en serie de potencias de
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€, conduciendo a una aproximacion semiclasica de las mismas para los 6rdenes dominantes en € (o lo

que es lo mismo, en 7).

En primer lugar, el cambio de variables (5.71) (correspondiente a una transformacion de squeezing

con una deformacion controlada por Q) permite escribir el hamiltoniano (5.70) en forma normal como

A a sQ ols 30,¢2 eQ o018 30,¢?
SYQ)H S === a'a
@ Q) = ZQ + 4Q? 2 + Q + Q2
£Q crls 30262\ 1, sQ o1 302€%\
a a
( LToY ) AR ToRATo:
0,€2 14 0,€? 13 30,¢€? 2.2 0,€2 t 0,€2
a aa a'“a ata® + - a%.
+ 4Q?2 + Q2 + 2Q2 Ttz Q2 + 4Q?

A continuacion, este hamiltoniano se transforma con un operador desplazamiento reemplazando a por

a+(Q+iP)/v/2eya' pora’+(Q—

tiene:

B'(Q,P)S'(Q) H(a'

donde

Hy(Q,P,Q)

HiO(Qa P7 Q)

H0(Q,P,Q)
H11(Q,P,Q)
H(Q,P,Q)
Hz (Q,P,Q)
Hio(Q,P,Q)
H31(Q,P,Q)

HéZ (Qa Pa Q)

A . i+j=
,2) S(Q)B(Q,P) =H'(Q,P,Q;a",a) z Hj(Q,P,Q) aal,
i+]=0

_ P2Q o Q o0, 30, 30,€2
= Qe [4+E+FQ PToy
= Hll (Q,P,Q)

V2 2 2
Y [I§PQ+ 1\/_Q+ \/_02 ] 83/2%(2

Q 01 302 30282
= HL(Q,PQ) =
OZ(Qa ) ) 8|: 4 ZQ QZQ ZQZ

e[g+2+ 207 + 228
His(Q,P,Q) = £3/2 % o
Hi,(Q,P,Q) = S/Z%
Hoa(Q,P,Q) = %822
Hi5(Q,P,Q) = 05_‘22

30,¢?

202

iP)/+/2¢. Volviendo a reordenar el resultado en forma normal, se

(5.73)

(5.743)

(5.74b)

(5.74¢)
(5.74d)

(5.74¢)
(5.74f)
(5.74g)
(5.74h)

(5.74i)
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Las soluciones optimas {Qs, Ps, Qs} del sistema

0Q s
oP .
0Q s
corresponden a las soluciones del sistema
H10(Qs,Ps, Qs) =0 (5.75a)
Ho1(Qs,Ps, Qs) =0 (5.75b)
H0(Qs; Ps,Qs) =0, (5.75¢)
esto es:
PQ 20 305¢
\/E[ 323+ “Qs+ ZQS iQs =0
\/2_|: 2 + Q QZ Qs QZ QS =0
Qs 01 302 30'28 B
8[ 4 ZQS Q2 Qs+ 2(23_ =0

Separando las partes real e imaginaria de las dos primeras ecuaciones, este sistema puede escribirse como

ivV2ePQs = 0 (5.76a)

2
2v/26 Qs % s QS 3028 — 0 (5.76b)

S
Qs (o)1 30'2 305¢
= 0. :
s[ +ZQS 2Qs 293] (5.76¢)
Puesto que Q # 0, la ec. (5.76a) proporciona la solucion

Ps =0, (5.77)

esto es, ps = 0, segdin (5.72c). Es decir, el estado fundamental del operador h puede construirse median-
te un desplazamiento del estado de vacio dado por un parametro a real. Una de las soluciones de la
ec. (5.76b) es Qs =0, en cuyo caso la ec. (5.76c¢) tiene la forma de una ecuacion clbica para Qg

Q.® —201Q¢ — 60, = 0, (5.78)
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cuyas soluciones vienen dadas por

Qq = %AW +20,071/3 (5.79a)
Qp = —%Alﬁ —o AR i? (%AW —201A_1/3) (5.79b)
Qy = —%Alﬁ —o A3 - i? (%A”S —201A1/3) , (5.79¢)
donde
A= B10ge + 3/ 2403 + 729032, (5.80)

La otra solucion de la ec. (5.76b) viene dada por

o0 3
20'2 2’

/ Qs+3
Qs=+ _Glozfs"‘e' (5.82)

En este caso, la ecuacion clbica para la frecuencia

Q= (5.81)

esto es,

Q2 +401Q5+ 120, =0 (5.83)
tiene como soluciones:
Qq = %/\1/3 — 40y NYB (5.843)
Qyp = —%/\1/3 + 20N 3 + i? (%/\1/3 +401/\_1/3> (5.84b)
Qp = —%/\1/3 + 20, Y3 — i? (%/\1/3 +401/\1/3> , (5.84c)

con

N = —1620,¢ + 64/480° + 72903¢2. (5.85)
1 2

En las Figs. (5.2) y (5.3) se muestra el cambio cualitativo de las soluciones Qg para Qs =0y Qs #
0, respectivamente, cuando el pardmetro € varia desde € = 0 hasta € = 1,0. Antes de analizar estos
resultados, evaluaremos los valores 6ptimos de Q, P y Q que se obtienen en el limite semiclasico € — 0.
Los parametros variacionales pueden desarrollarse en potencias del parametro perturbativo €:

— QO+SQ1+£2Q2+"' (5863.)
Py+ P, +€2P, +--- (5.86b)
Q = Qu+eQi+€Qp+---. (5.86c)

'U
I
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Al sustituir estos desarrollos en las ecuaciones variacionales (5.76) y truncar la serie al orden dominante

en € se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

iV2ePQy = 0 (5.87a)
2v/2€ Qg (g—z + ZQ%ZQg) — 0 (5.87b)
e (—%JFZO—SOJF%%) — o, (5.870)
cuyas soluciones vienen dadas por
{Po=0, Qo =0, Qo =0} (5.884)
{Po=0,Q =0, Qf =20} (5.88b)
{Po —0,Q2=— 0102290, Qo = 0} (5.88¢)
{Po —0,Q%= —0102290, Q%= —401} . (5.88d)
(De hecho, la solucion Ps = 0 [ec. (5.77)] es valida para todos los érdenes, esto es, P =P = ... =0).

Tanto en el caso Qp = 0 como Qg # 0 se ha afiadido la tercera solucion Qg = 0, que se obtiene como
limite de las soluciones variacionales (5.79) y (5.84) cuando € — 0.

Estos valores de {Py,Qq,Qo} para el sistema H corresponden a los siguientes valores de {Po,qo, 00}
en el sistema original h:

{pPo=0,00=0, wp =0} (5.89a)
20:A
{po=0,qo=0,wo=i ni} (5.89h)
{po =0, g5 = —Glzc;ZA, Wy = 0} (5.89¢)
010%A 40,A
{poZO,qﬁz— o5 W= } (5.89d)

En las Figs. (5.2) y (5.3) se muestra la variacion de los valores optimos de Q correspondientes
respectivamente a la soluciéon Qg = 0 [frecuencias dadas por (5.79)] y a las soluciones Qs # 0 [frecuencias
dadas por (5.84)], para una variacion del parametro € entre 0 y 1. Cada panel corresponde a una eleccion
de 012 = +1, y en un recuadro se muestra la correspondiente forma del potencial V (Q) = o1 Q%+ 0, Q%
Los puntos marcados con un circulo corresponden a las soluciones variacionales para € = 0, esto es, las
soluciones semiclasicas.

Los resultados para el pozo simple V (Q) = 2+ Q* se muestran en (5.2-a) y (5.3-a). Para la solu-
cion Q = 0, los valores semiclasicos para la frecuencia son Qo = 0y Qg = ++/2. De éstas, solo la
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2.0 2.0
(a) (b)
1.0 4t 110
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(©) (d)
1.0 F 4t 110
o
E oo} 4t 400
-1.0 - \/\/ m 4 -10
-2.0 S — -2.0
~1.0 0.0 1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0
Re Q,

Figura 5.2: Variacion de las frecuencias Qs dptimas dadas por (5.79) para la solucion (Ps= 0,Qs = 0) en un rango
de € = 0 hasta € = 1,0. Los puntos marcados con un circulo corresponden a los valores iniciales para € = 0 de cada
una de las soluciones de la ecuacion clbica. Se muestran los resultados para (2): 01 = 02 =1, (b): 01 = —02 =1,
(c): 01 = —02 = —1y (d): 01 = 02 = —1. En los recuadros se representa el potencial V (q) = 01 g? 4+ 02q"* en cada
caso.

solucion positiva (correspondiente a wy = \/M) corresponde a una configuracion estable y determi-
na la anchura de un paquete situado en la posicion de equilibrio qo = 0. [En las unidades del proble-
ma original, el paquete coherente de prueba viene dado en representacion de posiciones por ®g(x) =
(%")1/4 e~ 2 (—0’+%PX_ Para las soluciones de equilibrio p = q = 0 se escribe simplemente como

mw

Py (x) = (%’)1/4 e~ 2], El valor Qg = 0 debe descartarse, ya que conduce a la solucion ®p(x) = 0. Por
otra parte, un valor negativo de la frecuencia corresponde a una solucion no admisible fisicamente puesto
que la funcibn de ondas en ese caso no es de cuadrado integrable. EI método variacional proporciona una
solucion Qg real y positiva que va aumentando a medida que crece el valor de €, como cabe esperar.
La aparicion de soluciones negativas y el comportamiento de las mismas al variar € son un reflejo de
lo que sucede en el caso 01 = —0, = 1, como se vera a continuacion. Por otra parte, semiclasicamente
se obtienen soluciones de extremo en las posiciones definidas por Q3 = —Qo/2, con Qo = +2i. Estos

valores complejos para Qg dificilmente pueden ser interpretados fisicamente.

Las soluciones para V(Q) = Q2 — O* se muestran en (5.2-b) y (5.3-b). Clasicamente para Q = 0 se
obtienen las mismas frecuencias dptimas que para el potencial anterior. Esto es debido a que la aproxi-
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4.0 I 4.0
3.0 B - 1 3.0
L@ (b)
2.0 r B - 120
1.0 B r 1 1.0
0.0 B - 1 0.0
-1.0 B - 4 -1.0
-2.0 B = -2.0
-3.0 U B - M -3.0
-4.0 : : -4.0
-2.0 -1.0 0.0 1.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
2.0 2.0
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-1.0 B - -1.0
20 \/\/ PR T PR /\ 2.0
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Re Q

Figura 5.3: Variacion de las frecuencias Qs ptimas dadas por (5.84) para la solucion (Ps= 0,Qs # 0) en un rango
de € = 0 hasta € = 1,0. Los puntos marcados con un circulo corresponden a los valores iniciales € = 0 de cada una
de las soluciones de la ecuacion clbica. Se muestran los resultados para (a): 01 = 02 =1, (b): 01 = —02 =1, (¢):
01 =—02= -1y (d): 01 = 02 = —1. En los recuadros se representa el potencial V(Q) =01 QZ + 02 (54 en cada
caso.

macion semiclasica se limita a centrar el autoestado con frecuencia Qg en la configuracion de equilibrio
Qo = 0. Es decir, semiclasicamente se mantiene Gnicamente informacion local del término cuadratico
del potencial sin posibilidad de distinguir entre un sistema y otro. EI método variacional, por el con-
trario, si es sensible a estas diferencias y es capaz de dar cuenta de algunos efectos cuanticos al incluir
la posibilidad de variar el valor de €. Las soluciones variacionales para Qs = 0 muestran el siguiente
comportamiento: Para € = 0 las frecuencias vienen dadas por Qs = 0y Qs = ++/2. Al aumentar el valor
de € existen dos frecuencias reales positivas (correspondientes a las lineas punteada y a trazos, respec-
tivamente, en la Fig. (5.2-b)). (Existe ademas una solucion real negativa, que hemos descartado por no
corresponder a una solucion localizada). La mayor de las frecuencias reales positivas corresponde a la
anchura de un paquete estrecho localizado en el fondo del pozo de potencial, mientras que la frecuen-
cia mas pequefia corresponderia a la anchura de un paquete mas ancho, que se extenderia sobre las dos
barreras de potencial. La primera solucion es mas estable que la segunda y por tanto mejor desde un
punto de vista variacional. A medida que se incrementa el valor de ¢, la frecuencia mayor va dismin-

uyendo y la menor aumentando, y ambos paquetes conviven hasta un determinado valor de €, dado por
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€= \/W = 0,18144 [ver ec. (5.80)]. A partir de este valor de €, estos dos paquetes ya no “caben”
en el pozo, las frecuencias adquieren una parte imaginaria y pasan a ser complejas conjugadas entre si.
Dada la definicion del parametro perturbativo € = (BA)/(A%/2m1/2), aumentar el valor de € puede enten-
derse como modificar la forma del potencial dando mas peso al término cuartico frente al cuadrético, o
bien disminuir la masa m, o bien aumentar #, es decir, hacer “mas cuantico” el sistema. Cuanticamente,
sabemos que este potencial no sostiene estados ligados, y los estados metaestables correspondientes a
resonancias decaen mas rapidamente a medida que aumenta el valor de 7. Este decaimiento no se refleja
en la solucién variacional hasta un determinado valor umbral de €: para valores bajos de € parece ten-
erse informacion (nicamente del término cuadrético del potencial, y el método variacional asume que
pueden existir estados ligados proporcionando frecuencias reales y positivas para los paquetes centrados
en Q = 0. Sin embargo, a partir de un valor umbral de € se detecta de manera brusca la posibilidad de
decaer, y se produce una bifurcacion en las frecuencias 6ptimas con la aparicion de frecuencias comple-
jas. Este cambio brusco en el comportamiento de las soluciones es consecuencia de las limitaciones de
la aproximacion del estado de prueba por un estado coherente-squeezed. ©

El caso del potencial de doble pozo, con o; = —0, = —1, se representa en (5.2-¢) y (5.3-¢). En
este caso, las soluciones clasicas para Qg = 0 vienen dadas por Qp = 0y Qg = +iv/2. Descartando las
soluciones nula y negativa, esto indica que la aproximacién semiclasica Gnicamente muestra la existen-
cia de un punto de equilibrio inestable en Qo = 0, lo que da cuenta de las resonancias existentes en el
doble pozo debidas a la barrera de potencial, pero no proporciona una solucion real y positiva para la
frecuencia de un paquete asociado a un estado ligado. Como se observa en la Fig. (5.2-c), el método
variacional, por el contrario, no s6lo proporciona valores reales y positivos para la frecuencia, sino que
ademas admite soluciones que para € = 0 son imaginarias puras y van adquiriendo parte real negativa a
medida que € aumenta. Estos pares de soluciones conjugadas podrian dar cuenta de estados de Siegert
[Sei91, Pes94]. Si nos fijamos en las soluciones para Qs # 0 en el sistema de doble pozo, mostradas

6Como puede apreciarse en la Fig. (5.2), los casos (a) y (b), para los que o1 = +1, presentan una estructura de soluciones
relacionadas por una simetria de reflexion. SegQn se ha visto, la aparicion de frecuencias complejas con parte real positiva puede
interpretarse para el caso (b) en términos de resonancias. La aparicion de soluciones complejas (pero con parte real negativa,
no admisibles fisicamente) para el potencial de pozo simple se debe a que ambos sistemas estan relacionados por una rotacion
de 11/2 en las coordenadas. Asi, el hamiltoniano h@ = %1 +AG2+BG*, que en representacion de posiciones act(ia como el
operador
2 32
h(@ = %a% +A2+Bq?,

bajo la transformacion q' = q e'® se escribe
2 2 2 A2
ray _ —P° e 0 28 2, 4B 4 _ 20 (P70 2 gt o200
h om e aq,2+Ae gc+Be ""q e om aq,24—Aq +Bg-e ,

y para 6 = 11/2 se tiene

ROV e AP SEPYA ()
- 2m 9’2 q “)= ’

Lo mismo sucede cuando o1 = —1, para los casos (c) y (d).
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en la Fig. (5.3-¢), vemos que en este caso, las soluciones semiclasicas vienen dadas por Qo = +2, y
las posiciones Optimas para el centro del paquete corresponden a Qg = i\/QT/Z. Eligiendo la frecuen-
cia positiva como la fisicamente aceptable, las posiciones de equilibrio corresponden a Q¢ = +1. (La
frecuencia negativa proporciona configuraciones estables en Qo = =i, dificilmente interpretables fisica-
mente). Variacionalmente se obtienen soluciones con frecuencia positiva en cada uno de los pozos del
potencial. (Estas soluciones proporcionan de hecho soluciones mas estables para valores bajos de € que
la solucion Qg real para Q = 0, como veremos al evaluar la energia del nivel fundamental para este po-
tencial). EI comportamiento en cada uno de los pozos es similar al descrito anteriormente: para valores
bajos de € se tienen dos soluciones reales en el pozo (la de mayor frecuencia corresponde a la solucién
maés estable), y a partir de un valor umbral de € (dado por € = /48/729 = 0,2566, ver ec. (5.85)) estas
frecuencias reales se convierten en frecuencias complejas conjugadas. Esta bifurcacion corresponde a la
deteccion del método variacional de posibilidad de tunneling al otro pozo de potencial.

Finalmente, las soluciones para el potencial V(Q) = —0O? — O* se muestran en (5.2-d). En este caso
los pares de frecuencias complejas con parte real positiva dan cuenta de resonancias existentes encima
de la barrera. Las otras configuraciones de equilibrio variacionales ademas de Qs = 0 corresponden a
valores de Q complejos, sin sentido fisico. (Existen soluciones reales para Q, pero corresponden a valores
negativos de Q, que hemos descartado).

Estos resultados ponen de manifiesto la utilidad del método variacional, no tanto (o no s6lo) como un
procedimiento para obtener una aproximacion al estado fundamental del sistema, sino como un método
de anélisis de estabilidad lineal cuantico. El procedimiento clasico consiste en buscar los valores 6ptimos
de gy p que identifican el centro del paquete en el espacio de fases. El analisis de la estabilidad viene de-
terminado por la frecuencia asociada a cada una de las configuraciones de equilibrio encontradas, puesto
que, segun indica la ec. (5.32), la frecuencia de la aproximacion armonica esta directamente relacionada
con las derivadas segundas del hamiltoniano clasico. El procedimiento variacional va mas alla al incluir
en el tratamiento las fluctuaciones cuanticas. A medida que € (0 &) aumenta, se va pasando de un analisis
local del problema a un analisis mas global. Los cambios cualitativos en las soluciones variacionales
indican que este método es capaz de detectar efectos puramente cuanticos. (Hemos visto por ejemplo
que la aparicion de soluciones complejas para la frecuencia esta asociada a la descripcion de estados
cuanticos metaestables de los que el método clasico es incapaz de dar cuenta). Este comportamiento es
compatible con el coarse graining del espacio de fases que se produce para valores finitos de 7, que
es responsable de la pérdida de detalle de la estructura fina del espacio de fases clasico. Este método
variacional es especialmente Gtil para el analisis de estabilidad de sistemas de muchos grados de libertad.
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Correcciones a la aproximacion armonica

Como se ha dicho anteriormente, las condiciones variacionales (5.75), al anular los términos lineales
y cuadraticos en a' y a del hamiltoniano transformado H’, dejan a éste en la forma

H' = H)(Qs, Ps, Qs) + H11 (Qs, Ps, Qs) a'a

H3o(Qs, Ps, Qs) a™ + -+ + Hgg(Qs, P, Qs) °

Hio(Qs, Ps, Qs) a™ 4 -+ + Hga(Qs, P, Qs) a°

= Hjpy+W, (5.90)

donde

FIE;I’m = HCI)(QSa PsaQS) + Hil(QSa PSa QS) aTa
_ &Qs 018 30,€ o7 30%¢ 4

- 4 T2, W (Q_s ) Qs Qg Qs

eQs 018 60%¢ 30,¢€?

+ T+QS QZQS Q2

a'a (5.91)

s una aproximacion armonica del potencial en torno a las soluciones variacionalmente dptimas mientras
que W, que incluye los términos ctbicos y cuarticos en a' y a de (5.90)

W = Hio(Qs,Ps,Qs) @™ + -+ Hyg(Qs, Ps, Qs) &°
+ Hig(Qs;Ps, Qs) @™+ + Hy (Qs, Ps, Qs) & (5.92)
es considerado como una perturbacion a la primera aproximacion Harm Las modificaciones que W pro-
duce en los niveles de energia y en los autoestados de H.,,, pueden ser tratadas convenientemente me-

diante la teoria de perturbaciones cuantica estandar.
Asi pues, las autoenergias del operador (5.91), definidas por

Hamln) = E3™n), (5.93)
vienen dadas por

€Q 018 60,€ 1 30,¢€? 1
Earm — ©24s - =< [ n
n ( 2 Tt QS QZ QS) ( 2) + Qg +4 QS+ QS

En particular, la energia del nivel fundamental n = 0 en la aproximacién armoénica vendra dada por

eQs o1t 30'28 30,62 O01,., Oy 4
4 ZQS 2 QS 4Q§ +Q3 QS+Q§ Q-

Para la solucién Qg = 0 esta expresion se escribe

Earm

_sQS+01£ 30,62  3eQs O1€
Q=017 "4 "20, 402 = 8 ' 4Qy

Earm

(5.94a)
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donde Qs viene dada por (5.79), mientras que para las soluciones Qs # 0 [ec. (5.82)] la energia del nivel
fundamental a orden cero viene dada por

Q. 01 30,2 1  3Q, o 1
gam _ &S _ _ - _ - 5.94b
QA0 4y 2Q2 40, 8 2Qs 4o, (5.940)

con Qg dada por (5.84).
Es posible obtener de forma perturbativa las autoenergias E,, del operador H’ dado por (5.90)

|'A|I|Wn) = En|W¥n) (5.95)

haciendo uso de la formula (5.34). Las correcciones a la energia del nivel fundamental producidas por la
perturbacion W vienen dadas por: 7

|(r|W|0) 2
arm <O|W|0 + ; W

(4WV]0)[2  |(3] [0}
4eQq 3eQq
— arm __ 6Hli0 _ 2HI§O
0 eQ,  €Qs
33 4¢? 2
895 Q5 S?

1R

Eo

garm _

ES™ — (5.96)
donde se ha tenido en cuenta que
Earm Earm -r €QS

Asi pues, para la solucion Qs = 0 la energia del nivel fundamental en la aproximacion armonica se ve
corregida por la contribucion del nivel 4, obteniéndose el resultado

0 3
30, 01) 3¢ (5.97a)

Eofocor =€ — 4 — ) — —=
0{Q:=0} ( 8 ' 4Q,) 8Q%’
En general, los (inicos elementos de matriz no nulos de W asociados a |¢n) vienen dados por

(OnlW|on) = Hip(dnla™a?|4n) =

(OnealW(dn) = Hig(dnrala™(on) = Higr/(N+1)(n+2)(n+3)(n+4)
(b4 |dn) = Hig(dnsala™|dn) = Hyov/(n+1)(n+2)(n+3)
(dne2lW(dn) = Hi(dnrzla™aldpn) =Hi nv/(n+1)(n+2)
(dns1M|on) = Hpy(dnsala’ a|¢) Hy nvn+1
{ 1
{ 1
< I
(

Hj, n(n—1)

I

On-1W(dn) = Hip(0n- 1|a 2|6n) = Hi, (n—1)y/n

On 2W[on) = His(0n 2[a’a®|gn) =Hi3 (n—2)/n(n-1)
On3W(on) = Hgz(dn_3[a’|dn) = Hozy/n(n—1)(n—2)
On-aW[dn) = Hog(dn-sla’|dn) = Hgsy/n(n—1)(n—2)(n—3).
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con Qg dada por (5.79), mientras que para Qs # 0 debe afiadirse, ademas, la contribucion del nivel 3:

. . 30 o0 201£2+45£3 1
0Q#0} =%\ "8 T 20, ) " 0,0f " 8QF 40,

con Qg dada por (5.84). Debemos hacer notar que no es posible mostrar explicitamente la dependencia

(5.97b)

total de estas expresiones con el parametro € debido a que las soluciones Qg en cada caso contienen una
dependencia implicita con €.

Estas expresiones constituyen una aproximacion a los autovalores del operador H' y proporcionan
unos valores escalados de las energias. Mediante los cambios de variable (5.72) pueden obtenerse las
autoenergias del operador i original:

3hws 01AR 3B2R°

=0 = g TImw  8mic
. _ 8wy 01AE | 201ABR? N 45B°R° A
0a#0 = T8 T 2mey | opmiwd | 8mfwE  40,B’

donde ws en uno y otro caso vienen dados por (5.79) y (5.84), respectivamente, teniendo en cuenta la
relacion (5.72a) entre Q y w.

Las autofunciones |W,) de H’, que en primera aproximacion vienen dadas por los autovectores |n)
de H.,.,, puede obtenerse de manera aproximada afiadiendo correcciones segtn la formula perturbativa
(5.33). Para el caso del nivel fundamental se tiene:

(r\|0)
W) ~ |0 1L b A
| O) | >+r§O Egrm_E?rm“)
0'28\/6 2\/§O’2€1/2Q
S S

Es decir, el estado fundamental en Qs = 0 se obtiene como una superposicion lineal de los estados
estacionarios |0) y |4) del oscilador arménico H!,., mientras que para las soluciones Qs # 0 interviene
ademas el estado |3), lo que tiene sentido si se tiene en cuenta que las funciones impares del oscilador
armonico presentan nodos en g = 0.

Correcciones a la aproximacion armonica: limite semiclasico

Segln se ha visto, las ecuaciones variacionales semiclasicas (5.87) anulan los términos lineales y
cuadraticos de H’ para el orden dominante en €. Esto hace que dicho operador venga dado por:

H'® = Hp(Qo,Po, Qo) + Hio(Qo,Po, Qo) a’ + Hg; (Qo, Po, Qo) a

H30(Qo, Po, Qo) a™ + Hi4(Qo, Po, Qo) a"a-+ H,(Qo, Po, Qo) &%
H20(Qo, Po, Qo) a™ + - 4 Hg3(Qo, Po, Qo) &°

Hio(Qo, Po, Qo) @™ + -+ -+ Hg4(Qo, Po, Qo) a*. (5.99)

+ o+ 4+
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Como puede verse, los terminos lineales y cuadraticos no han sido eliminados del todo, quedando aln

los términos que no han sido incluidos en las ecuaciones variacionales semicléasicas (5.87):

~ ~ 3v/20,€%/2
H10(Qo,P0,Q0) = Hg;(Qo,Po,Q0) = Tﬁ
0
_ - 30,¢2
H20(Qo,Po,Q0) = Hg2(Qo,Po, Qo) = ETR
0

Por el mismo procedimiento seguido anteriormente, es posible considerar una aproximacion armonica de
H’s¢ e incluir el resto de términos en una perturbacion que corrija dicha aproximacion. Hemos de sefialar
que la descomposicion de H'S® como “orden cero” + “perturbacion” no es (nica. En la teoria de pertur-
baciones cuantica, al separar H = Ho +W es necesario que los elementos de matriz de W sean mucho
menores que los de Ho (0 mas precisamente, que los elementos de matriz de W sean mucho menores que
las diferencias entre los autovalores de Hp). En la aproximacion semiclasica que estamos considerando,
el criterio para elegir Hy (que notaremos por ﬁ;sr‘;n) se basa en la eleccion del mejor oscilador armonico
posible que pueda construirse a partir de la informacién que se tiene al aproximar las soluciones varia-
cionalmente optimas {Qs, Ps, Qs} por Q ~ Qg, P ~ Py y Q ~ Q. De esta forma, el operador H's® dado
por (5.99) podra descomponerse como

H ISC H 1sC + WSC

arm

donde
e, = HEC + HiY aTa (5.100)
PO Qo Qo (o)1 30'2 SQO 0'18 60'28 +

Como se ve, no hemos elegido la aproximacion armonica H;S;gn como Hy+ Hj; a'a (tal y como se hizo

en (5.91)), sino que para ser consecuentes con la aproximacion semiclasica hemos escrito

H H/sc_l_ﬁ/
Hiy = HIY +Hyy,

donde Hg*® y H;¥° estan definidos en (5.100) mientras que

. 30,¢?
Hl = —=_—
0= 402
~ 30,¢€?
!
Hll - QZ I

por ser de orden €2, pasan a formar parte de la perturbacion W [ver ec. (5.103)]. En otras palabras,

H{(Qo, Po, Qo) es la energia que hemos optimizado semiclasicamente, y da una estimacion de (0|D'(Q,P)ST(Q)H

HS

(Q
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que es correcta hasta O(g?). 8

Asi pues, los autovalores del operador (5.100), definidos por
Haln) = EF™|n),
vendran dados por

P2Q0 O1 02 eQy 018 605¢ 1
garmsc _ 70 2 4 Zret N2 n+=1).
n 2 +QOQ°+QZQ°+ >t " Q? Q%] \"t3

Para el nivel fundamental, se tiene

P2Q, o lo Qo 018 30%¢
garmsc _ "0 12, Yénd =240 HlE 2_
0 7 T, W T %t g, T Q2 %
Para la solucion Qg = 0 se tiene
€Qq
EgrmSC{Qozo} - T, (5102&)

con Qo = £++/207, mientras que para la solucion Qg = ++/—0102Q0/2 se tiene

. Qo 1
Q40 = 3 g,

Egrmsc

(5.102b)

con Qo = ++/—40;. Es decir, para las soluciones Qg # 0 se afiade o se sustrae (dependiendo del signo
de 0,) la energia correspondiente a la altura de la barrera (0 pozo, segln el caso) de potencial.

Estos resultados son corregidos al incluir el efecto de la perturbacion W¢, dada por

Wsc

H4(Qo, Po, Qo) + H1o(Qo, Po, Qo) a' + Fig; (Qo, Po, Qo) @
HJ(Qo, Po, Qo) @' + Hi; (Qo, Po, Qo) a'a+ F»(Qo, Po, Qo) a2
H20(Qo, Po, Qo) a™ + - 4+ Hg(Qo, Po, Qo) @°

Hi0(Qo, Po, Qo) a™ + -+ + Hg,(Qo, Po, Qo) a*.

+ + +

De esta forma, las autoenergias E ¢ del operador H'¢

|_‘|ISC|qJ>sc — ESCNJ)SC

. - . P2Q
8podria pensarse en tomar como orden cero en HE* Gnicamente los términos que no dependen de €, esto es, 5= + g—tQ% +

%%Qé, pero es una eleccion peor, puesto que no proporciona una energia de punto cero para Qo = 0 (y para Qg # 0 se reduce
simplemente al factor —1/(405)). Por otra parte, para obtener una estimacion de (0|D'(Q,P)ST(Q)AS(Q)D(Q,P)|0) que
incluya términos de orden €2, tendrian que haberse obtenido las soluciones variacionales hasta orden , esto es, tendriamos que
conocer Qq, P1 y Q1 en (5.86).
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pueden obtenerse mediante la formula (5.34). Para el caso del nivel fundamental se tiene °

2 |(r|Wse|0) 2
Egc ~ Egrmsc + <O|WSC‘O) + Z Earmsc _ EarmSC
r£0 =0 r
— EZ™C 4 (O|Wc|0) — |[(4W/E0) 2 [(3IWSC|0)[2  [(2WC[0) 2 [(1Ve¢0)[?
0 4£Qq 3eQo 2eQ £Qo

— Earmsc ﬁ/_______
0 +Ho Qo Qo €Qy €Qp

30267 21e3  22¢? Q2
40, 8Q5 QF ¥

Egrmsc

donde se ha tenido en cuenta que E§™* — E3'™ = —reQq. De esta manera, para la solucion Qo =0 la
energia del nivel fundamental no solo se ve corregida, como en el caso variacional, por el nivel 4, sino
que interviene también el nivel 2, obteniéndose:

. _€Qq  3o,¢2 2163
EO {Qo=0} = T + 8—0'1 - 8—9(5), (5103&)

con Qo = +£+/207, mientras que para la solucion Qo = £1/—0102Q0/2 hay contribucion no sblo del

nivel 3, sino del 1;
eQy 1 o,e2 21€

ESC = — - 5.103b
0{QA ™ 2 40, " 201 8Q’ ( )
con Qq = ++/—403. En las unidades del sistema original se tiene

50 _ hoy N 30,Br°  215°
0{=0} " 2 7 8oA  8miug’

con wy = +4/201A/m, y

o _hoy A2 +ogBh2 21B%R3
0{®#0} ~ 2 40,B ' 2mo,A 8m4wy’

9En este caso, los Gnicos elementos de matriz no nulos de W asociados al estado |¢n) son

(&n]W*|9n
Oy W [on
Ony3|W|dn
Ony2| W |dn

) = Hy+Hjn+Hpn(n-1)
( ) = HpV(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

( ) = Hzpv(+1)(n+2)(n+3)

( ) = HpV(n+1)(n+2)+Hyny/(n+1)(n+2)
<¢n+1|wsc|¢n> = Hio\/m+Héln\/m
(On-1|W=|$pn) = Hoiv/N+Hip(n—1)y/n
( )
( )
( )

On2W=on) = Hgpv/n(n—1)+Hiz(n—2)y/n(n—1)
= Hig/n(n—1)(n—2)

= HiVn(-1)(n-2)(n-3).

On_3W=|$pn
On_aW=|$pn
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para o = £+4/—01A/(20,B), con wy = £+4/—40;A/m.

En cuanto al vector de estado, la expresion perturbativa (5.33) proporciona la siguiente aproximacion

para |Wo)*:

I’|WSC|0
|l'|JO>SC = + ; Earmsc Earmsc‘ )

026v/6 . 2V/3 0281/2Qo|3>_ 3ﬂ028|2>_ 3v20,€1/2Q
803 303 403 Q3

|0y — |1). (5.104)

Es decir, para Qo = 0 el estado fundamental se escribe como una combinacion lineal de los estados |0),
|2) y |4) del oscilador arménico, mientras que las soluciones Qg = £+/—0102Q0/2 tienen contribucion
de los estados |0), |1), |2), |3) v |4).

Ele

0.7 I I I I
0 .

0.2 0.4 0.6 0.8 1
12 — ‘ ‘ ‘
1
(E-e)le o35 L 1
06 | S~ T \\\\\ ——————— e i
y T =
// o RN N
/ s
04 L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.4: Variacion de la energia del nivel fundamental del pozo simple (arriba) y del doble pozo (abajo) para
una variacion de € desde 0 hasta 1. En el caso del pozo simple se representan los resultados para la solucién Qs =0,
mientras que en el doble pozo se representan las soluciones tanto para Qs = 0 como para Qs # 0. El resultado
cuantico se representa con una linea continua negra, mientras que los resultados variacional y semicléasico se
muestran con lineas punteadas (aproximacion arménica) o a trazos (correcciones perturbativas) cuya equivalencia
de colores se indica en el texto.

En la Fig. (5.4) se muestran los resultados para la energia del nivel fundamental del pozo simple
(recuadro superior) y del doble pozo (recuadro inferior) obtenidas tanto a partir del método variacional
como del limite semiclasico. En ambos casos (variacional y semiclasico) se muestra el resultado de
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la aproximacion armonica y las correcciones perturbativas. El célculo de la energia variacional se ha
realizado para la solucion de frecuencia real. Estos resultados se comparan con el resultado cuéntico
obtenido al diagonalizar el hamiltoniano H en una base de autoestados {|n)} del oscilador arménico,
[6%/(2m) + 1mGPG2] [n) = (n+ 3)h&In). La frecuencia de este oscilador armonico es arbitraria, y se ha
elegido como el valor 6ptimo semiclasico, &= /2. Se ha representado en el eje de ordenadas el valor
de E /¢ para poder apreciar mejor las diferencias entre los distintos resultados.

Para el caso del pozo simple [Fig. (5.4)-arriba] se han representado las soluciones variacional y semi-
clasica para Q = 0. Se observa que la aproximacion semiclasica (lineas verdes a puntos y a trazos para
las soluciones arménica y perturbativa, respectivamente) es valida Gnicamente para valores muy bajos
del parametro €, mientras que el acuerdo entre el resultado variacional y el cuantico es excelente. Puede
apreciarse que la sobrestimacion de la energia del nivel fundamental proporcionada por la aproximacion
armonica variacional (linea violeta punteada) es corregida por las perturbaciones (linea violeta a trazos),
obteniéndose un resultado mas ajustado al resultado cuantico exacto (linea negra continua). No obstante,
el error en la aproximacion aumenta con € (desde un valor practicamente nulo para € = 0 hasta un error
absoluto de 0,0017 para € = 1).

En el caso del doble pozo [Fig. (5.4-abajo)] se ha representado el valor de (E —eg)/¢ frente a ¢,
donde ep = —1/4 es el valor minimo de la energia en el fondo de los pozos (se ha tomado el cero de
energia en lo alto de la barrera de potencial). En este caso no hemos representado la solucién semiclasica
para Qo = 0, puesto que corresponde al valor Qg = 0 [ver Fig. (5.2-c)] y no representa una solucién
fisicamente aceptable. Los resultados variacionales (lineas violeta a puntos y a trazos para las soluciones
armonica y perturbativa, respectivamente) muestran buen acuerdo con la solucién cuantica excepto para
valores bajos de €. Esto es debido a que para este rango de valores de € la solucion variacional mas
estable corresponde a Qs # 0. Como puede observarse en la Fig. (5.3-c), existe un rango de valores de
€ (comprendido entre 0 y 0,2566) para el que existen frecuencias reales positivas en cada uno de los
pozos. La solucion de frecuencia mayor es mas estable que la de frecuencia menor, y es la que se ha
elegido para representar (en color verde) la energia variacional en la Fig. (5.4-abajo). En color magenta
se representa la solucion semiclasica, que para Q # 0 si es aceptable fisicamente, al corresponder a un
valor de Qg = 2 real y positivo. La linea punteada horizontal con valor igual a la unidad corresponde a la
solucion armonica semiclasica dada por EZ™* = €Q/2 — 0,/4 = € — 1/4, mientras que al afiadirse las
correcciones perturbativas se tiene la linea magenta a trazos. Las soluciones variacionales (linea verde
punteada para la aproximacion arménica y linea verde a trazos para las correcciones) mejoran estos
resultados aproximandolos al resultado cuantico. Debe tenerse en cuenta que para valores bajos de € el
tunneling a través de la barrera de potencial da lugar a la existencia de un doblete asociado a las funciones
de onda simétrica y antisimétrica en los pozos. La energia variacional (lineas verde) se aproxima al valor

medio de la energia del doblete, representada por una linea continua azul en la Fig. (5.4). A medida que
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aumenta el valor de € la energia del doblete va aumentando. Al llegar al valor € = 0,2566, que es cuando
se produce la bifurcacion en las frecuencias variacionales, conviertiéndose en complejas, el doblete de
hecho ya no existe. (En la figura puede apreciarse un cambio brusco en la solucion variacional para este
valor de €). En ese momento las posiciones Qs de equilibrio pasan de ser reales a complejas, y debe
elegirse como solucién variacional mas estable la asociada a Q = 0 (representada por las lineas de color
violeta en la figura: linea punteada para la aproximacion armonica y linea a trazos para las correciones
perturbativas). La transicion de una solucion a otra no puede producirse de forma suave, puesto que se
trata de paquetes distintos. Por otra parte, puede observarse que el acuerdo para la solucion Q = 0 no
es tan bueno como en el caso del pozo simple, debido a que para el doble pozo Q¢ = 0 es una solucién
clasicamente inestable.

Estos resultados ponen de manifiesto la utilidad del método variacional como herramienta de opti-
mizacion de los resultados semiclésicos, consecuencia de una mejor eleccion de la aproximacién arménica
del problema. Sin embargo, esta optimizacion sera mas efectiva en los casos en que la aproximacion
semiclasica proporcione un resultado que sea fisicamente aceptable. En cierta manera, la efectividad del
método variacional requiere la existencia de una dindmica semiclasica subyacente que soporte los resul-
tados variacionales. Esto es debido a que la solucion clésica es el orden cero sobre el que se desarrolla el
método variacional. Cuando no exista una solucion aceptable clasicamente, los resultados variacionales
deberan ser valorados de forma cualitativa, mas que cuantitativa, interpretando los cambios en las solu-
ciones como un reflejo de efectos cuanticos.
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5.2. Meétodo variacional dependiente del tiempo

En la seccibn anterior hemos aproximado el estado fundamental de un sistema cuantico optimizando
la energia respecto a los parametros de los que depende la funcién de onda de prueba utilizada (en nuestro
caso, un paquete gaussiano asociado a un estado squeezed generalizado). Por supuesto, un procedimiento
analogo dependiente del tiempo nos permitira obtener una aproximacion a la evolucion temporal de la
funcidn de onda, y con ello una aproximacion semiclasica al propagador cuantico. Este procedimiento
variacional toma como base la accion de Dirac [Dir30],

r— / dt (W(b)|(ird, — F)|W(D), (5.105)

de forma que la condicion &I = 0 frente a variaciones independientes de |W(t)) y (¥(t)| (o bien de
las partes real e imaginaria de W(x,t), puesto que son campos conjugados) da lugar a la ecuacion de
Schrodinger y a su compleja conjugada, respectivamente. La accion I se anula cuando se eval(a para el
estado cuéntico verdadero |W)(t). La evolucion temporal de |W)(t) puede aproximarse haciendo que ésta
tenga lugar a través de la dindmica de un conjunto de parametros ¢; = ({1;,{2;, - ). Asi, por ejemplo,
si hacemos que |W) sea una gaussiana, {; representara los parametros de esta gaussiana. De esta forma,
al sistema cuantico en cuestion puede asociarse un sistema hamiltoniano clasico en el que el espacio
de fases puede identificarse con el espacio de los parametros. En general, la bondad de la aproximacion
dependera del grado de exactitud con que el movimiento verdadero pueda ser representado por el conjun-
to de parametros elegido. Este esquema de aproximacion, generalmente llamado Principio Variacional
Dependiente del Tiempo (PVDT) [Dir30, Kla63, Jac79, Kra81, Kan81], constituye un procedimiento sis-
tematico para asociar la dindmica de un sistema cuéntico con un espacio de fases clasico. Dicho método
supone una alternativa al método usual, en el cual los calculos cuanticos llevados a cabo en el espacio
de Hilbert son proyectados sobre el espacio de fases clasico mediante la utilizacion de “simbolos” (tales
como el simbolo P, Q o de Weyl para operadores con ordenacién normal, antinormal o simétrica, re-
spectivamente, y otras distribuciones en el espacio de fases de las que se ha hablado en el Capitulo 1).
El hecho de que esta técnica parta directamente del operador hamiltoniano cuantico sin hacer ninguna
referencia al sistema clasico, y ademas pueda aplicarse incluso a sistemas que no tienen una dindmica
clasica bien definida, ha hecho que algunos autores se refieran a ella como una dindmica semicuantica
[Zha93, Pat94a, Pat94b, Zha95], que incluye a las dinamicas clasica y semiclasica como limites espe-
ciales o truncamientos de la misma.

Los paquetes de onda gaussianos presentan ciertas propiedades que los hacen bastante adecuados
para ser utilizados como funciones de prueba en el TDVP. Por una parte, puesto que la transformada de
Fourier de una gaussiana es asimismo una gaussiana, tienen un buen comportamiento en el espacio de

fases. Por otra, su dindmica puede parametrizarse de forma sencilla por las variables (c-nimeros) que es-
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pecifican su centroide y su anchura. Ademas, debido a que forman un conjunto sobrecompleto, cualquier
funcidn de onda arbitraria puede desarrollarse en términos de gaussianas (aungue sea un nimero infinito
de ellas). Estas propiedades han hecho que el uso de tales funciones en métodos variacionales basados
en el TDVP se haya extendido a distintos campos de la fisica, desde las teorias de campo medio usadas
en fisica nuclear o en teoria cuantica de campos [Kov89, Min97] hasta la quimica cuantica, aplicandose
a problemas tales como la propagacion de solitones [Cru00], oscilaciones y ondas no lineales [Whi74]
0 scattering en sistemas de fermiones [Dro95]. Todos estos métodos son conocidos con nombres co-
mo aproximacion variacional gaussiana dependiente del tiempo, 0 ansatz de estado coherente-squeezed.
[Jac79, Raj83, Pat94a, Pat94b, Coo86, Hel75, Hel 76, Lit86a, Lit86b, Liud8a, Liu98b].
Hemos elegido como funciones de prueba estados coherentes generalizados de la forma

[W)(t) = e D(ay,0f) S(vi,v7)|0), (5.106)

siendo D y S los operadores de desplazamiento y squeezing, respectivamente, y @ una cierta fase (en
principio compleja) que habra que determinar. De este modo, la evolucion temporal de la funcion de on-
da vendra determinada por la evolucion del conjunto de parametros {ay,d;, Vi, V¢, @, @ }. (Los valores
iniciales {0, 0, Vo, V5, @, @} de estas variables pueden elegirse como aquéllos que optimizan el prob-
lema estacionario, siguiendo el procedimiento descrito en la seccion anterior). Como sabemos, la condi-
cion de extremo para el funcional ' conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange para una lagrangiana

L(0,Vt,@; O, Vi, @) definida por

t " N . A "
r— [Ca (0[S (v, vi) D' (o, o )e ¥ (ikd, — F)e'®D(ay, a; ) S(ve, Vi) |0)
th

to ..
L dt L(Gtaat*thaVEka(ﬂa(ﬁk;dtadfa\-’t,\-’ﬁ(ﬂa(ﬁk)- (5.107)
1

Efectivamente, variaciones infinitesimales &(;, &¢; en los pardmetros ¢; = (0,07, Vi, Vi, @&, @), { =
(dt,d{,\')t,\');‘,ig,iq*) tales que &y, = 8¢;, = 0, producen una variacion en la accion I que, hasta primer
orden en &y, 8¢y, viene dada por

tz . . t2 :
a—,r:/ﬁ dtL(Zt+5Zt;Zt+5Zt)_/tl dt L(Z2,)

t L L -
- [ <a—5<t+a—.6zt+--->
t

1 azt aZt
t2 0L doL

~ [Tateg (=202
t . (aZt dt OZt>

donde hemos escrito 6Zt = %6& y al realizar la segunda integral por partes hemos tenido en cuenta que
los términos de superficie se anulan debido a las condiciones de contorno &¢;, = 8;, = 0. Puesto que
ol =0 para cualquier valor de dt y d(;, esta condicién de extremo corresponde al conjunto de ecuaciones
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de Euler-Lagrange (EEL):

oL _dor _
0 dtaz,
esto es:

0L doL 0L d oL

dor dtaa 0 : oo — aadf = (5.1084a)

0L doL 0L doL

v iz =° : v d o~ 0 (5.108b)

0L doL 0L doL

o0 G " , il (5.108c)

La lagrangiana definida en (5.107), para un operador hamiltoniano escrito en forma normal como
H(a,a") = § com ATM/2 M QM (5.109)
n,m

viene dada por

N T N A
£ = O8]Bu¢™ (1A ) B0

A

= iR(0|S

Ve,VE T a,

B —i 0 iR~ q i(@— * *
b Dl e a(e“ﬂDm,q{svt,v{)|0)—e'(<ﬂ %) Hi (o, 0, vi,vF),  (5.110)

donde temporalmente escribiremos Dy, o = D (0, 0¢) Y Sy ve = S(Vt,Vf) para simplificar la notacion, y
donde Hj(ay,of, Vi, V) (denotado asi en lugar de Hy,) es el término de orden més bajo del desarrollo

H,(at’ O‘t*th,Vt*;a, aT) = S\-Et,vt* D:rlt,(lt* H (a7 aT) Dﬂuat*SVtth* = Z Hilj(ataa;:kavt,v?) aTIaJ' (5111)
)

Definiendo el operador HPS mediante
0 /s 8 _A 2 DS
5t (Dot Suvi) = DaaSuve H, (5.112)

podemos escribir la derivada temporal de la ec. (5.110) como

F B . L . N, R A
5t B DaarSune) = 1@ 8% Do o Suv + €% 5 (Dot Suevg)
= iéﬂ ei(p( [A)Oft,at* SAVuVi“ + ei(p( I:A)Oft,Ofik SAVt,Vt*HDS
= e®Dg, q:Suve (i@ +HD), (5.113)

con lo que la lagrangiana (5.110) toma la forma

L(Zta Zt)
= in(0S],

Vt,Vf

D;t,a?‘e_iwem [’\)Ut,a?‘s\vt:\’f‘ (I(ﬂ + FIDS) |O> o ei((p(—qf) Hé(ata O‘Ekthth*)

= ei(q}—(ﬁ") [Ih (I(P( + H(?S(at,af,vt,vf;dt,df,\'/t,\)f)) - Hé(at,a{“,vt,v{“)] ) (5-114)
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donde

HES (e, of , v, Vi Gy, OF, v, Vi) = (0[HPS|0) (5.115)

es el término independiente del operador HPS (que igualmente denotamos de esta forma en lugar de H&
para simplificar la notacion). Este operador, definido en (5.112), viene dado por

HPS = ST(vy,vy) 8S(ve, Vi) + ST (ve,vf) DT (o, o) 8D (ay, o) S(ve, Vi), (5.116)

y para obtener una expresion del mismo resulta Gtil hacer uso de la representacion matricial del alge-
bra hg asociada a los operadores {fi + %,a*z,az,aT,a, f}. Es conveniente indicar que en lo sucesivo el
squeezing vendra descrito bien por las variables (vi,V;) o bien por las variables (st,s;), relacionadas en-
tre si mediante (5.13), de manera que emplearemos indistintamente la notacion S(st,s;) o S(vt, Vi) segiin
convenga. De esta forma, la matriz asociada a HPS vendra dada por

M[APS] = MIS(=st,=s{)]- M[S(5, )]
+ M[S(=st,—5{)]- M[D(—ar, —af)] - M[D (&, 67)] - M[S(st,57)],

esto es:
Lo o oy (DLl 0O
MIF0S] = 0 V1+sst —St 0 2/1+sst *t .
0 -t Vitsst 0 0§ SR )
0 0 0 1 o o Zvloﬂtst 0

0 0 0 —of/Vh o /Vh
0 0 0 1 0 0 0
y a/vhE 0 0 0 VIF+sst St 0
a/vVh 0 0 0 st T+sst 0
0 a/vh —a/Vh 0 0 0 1

(5.117)

Teniendo en cuenta las representaciones matriciales de los elementos de hg dadas por (1.65), el operador
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HDS tiene la forma

s 1 1
HPS = 2h(atat atat)+z(stst—stst)
1 /. ) 1 . .
+ ﬁ(at\/1+sts;‘—sta;*)aT+ﬁ(—O(t*\/1+sts;*+st*0(t)a
N <S't\/1+StSE"_ sses s )aTZ
2 414555  A/1+5SF
1 0 ot
+ z(stst—stst)aa
33 /1 ¥ S*S'* S*ZS'
+ (—St TS S L )az. (5.118)
2 d1+sst  4V/1+sst

Asi pues, la lagrangiana (5.114) se escribe:

L&, &) = @) [in (iq + HYS (ar, a7, 5,873 6, 67, 81,87) ) — Ho (0, af,5t,57)]

= ell@-d) [—hm+§(atat—atat)+z(stst—stst)—Hé(at,at,st,st) - (5.119)

El término independiente Hy(o, a5, st,s¢) del hamiltoniano transformado (5.111) puede obtenerse ha-
ciendo uso de la funcion generatriz definida en (5.18):

Ho(ar,af,st,57,¢t) = ZC RM2(0[ST (s, 7)D (o, af ) a™a™ D(aw, o )S(s,57)[0)

n+m
S e an— D' (o, o) €% €7@ D(a, o) S(st,57) [0
3 oo B0 0081 0) ' () (@, )30
_ chm pnm)/2 mm [ests;*oo*-l—%s{*ct02+%stct0*2+ﬁ*1/2a§‘0+ﬁ*1/2m0*]
i do"gg*m 0=0*=0
= S Cm plomyz 9" [9(0tt, 0F 51,575 Ct; 0, 0)] | g_geo - (5.120)
G dg"9g*M 0=0"=

En esta expresion hemos hecho uso de la variable c; definida por ¢; = cosh+/vV{ y relacionada con los
parametros del squeezing s y s; a través de la ecuacion de ligadura

Ct =145t (5.121)

La existencia de esta ligadura permite introducir un multiplicador de Lagrange A y definir una nueva

lagrangiana, Z, relacionada con la anterior mediante

L=L—-\(cE—s5). (5.122)
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Las EEL (5.108a-5.108b) para esta nueva lagrangiana vienen dadas por

af .‘;';f’ - %a;*(('n - @) (5.123a)
o = —ig;‘é — %at(('n - @) (5.123h)
§ = %%’;0 ~Asieo= (- i) (5.123¢)
§ = _Tz' %:gfl’ + %ixste—‘(‘ﬂ—‘ﬁ*) - %st(ig — ). (5.123d)

La EEL para c; no es una ecuacion diferencial, sino una ecuacion algebraica a partir de la cual puede
obtenerse el multiplicador de Lagrange A:

_ . !
- 2_; i) %_':to, (5.124)

lo que permite simplificar las ecuaciones (5.123c-5.123d) como

W 2i0Hy isfoHy i, - -
§ = T +ﬁc_ta_ct_§5t (@—q) (5.1253)

—2i0H) Qs OH) i

= — =20 “g(q—q). 5.125b
% hoas  ho a2 @9 (5.1250)
Las EEL para @ y ¢ dan lugar a la misma ecuacion diferencial:
S B NP I a1
G=q¢ :ﬁ(atat_Gtat)+Z(StSt_StSt)_ﬁH(l)a (5.126)

con lo que podemos concluir que la variable ¢ es real (como por otra parte indica el hecho de que la
parte derecha de la igualdad en (5.126) es real). 1° Es conveniente introducir el cambio de variables

b = ha, (5.128)

10 es un factor de fase globaJ que debe incluirse siempre que se trate un problema variacional dependiente del tiempo. Asi,
en general, si £ = (W|(ik0y —H)|W;) es la lagrangiana asociada a la funcion |W;), la lagrangiana para |W;) = |W;) ft, siendo
ft una funcion compleja de t, vendra dada por

L= (W|(ihdy — )WL) = iR(We| £ fe| W) + IR(We | £ fde | W) — (W] fF A f | W) = iR ES f+ £ f L.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange 0x L' — adfa;(L’ =0 parax = fi, f*
infi=cf* ; —infi=Lf, (5.127)

pueden integrarse obteniéndose » »
ft:e%féﬁdt’ : ft*:e%'fr}ﬁdt'_

Por lo tanto, la forma mas general de una funcion que satisfaga un problema variacional dependiente del tiempo viene dada por

it ' H
W) = W) e L < |y €19,
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de forma que la aproximacion al estado (5.106) puede escribirse como
|W(t)) = D(ay, ;) S(vg,v;) e®/A, (5.129)
y la ecuacion para la variable dinamica (real) ¢; toma la forma

i | P
by = (atat—atat)—kz(stst—stst)—H(’). (5.130)

N —

Esta fase consta de dos partes: una de ellas consiste en el Gltimo término, que da cuenta de la evolucion
temporal y es una fase dindmica, que puede escribirse como

t
od = —/ H5 (o, af, s, 8%) dt. (5.131)
0

La otra parte puede verse como la diferencia entre la fase total y la fase dinamica, y puede entenderse
como una fase geométrica:

it » in ot N
¢tg: 5/0 (GTGT_GTGT) dT+Z/) (STST_STST) dr. (5'132)

El primer término de esta fase geométrica sobrevive en el limite clasico, y es una expresion generalizada
de la fase de Bohr-Sommerfeld [ p dg. Puede demostrarse que corresponde con la version clésica de
Aharonov-Anandan de la fase de Berry [Lit88]. El segundo término esta relacionado con la estabilidad
lineal y es posible identificarlo con la fase de Maslov.

Las ecuaciones anteriores se simplifican para dar finalmente

. .OH)
£o= 5.133
Oy Iaat ( a)
. 0Hg
o = — 5.133b
t laat* ( )
. 2i0H; i sfoHy
= = —= 5.133
iy h 0sc  hc ac ( )
Coiamt i ,
s — 210 isidH, (5.133d)

h 0sf hc dc

De esta manera, las ecuaciones de movimiento para un hamiltoniano genérico (5.109) quedan completa-
mente especificadas, puesto que las derivadas de Hy pueden determinarse a partir de la expresion (5.120):
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oH!
60(t

oH,
oaf

oH,
05t

oH,
os;

OH,
¢

CmATTM/2 o [frl/?o*g(on ar,st,st,Ct; 0 0*)]
nm aonao-*m P ’ T 0=0*=0
+m—1
cnmh(“““_l)/zmL [9(a,0f,5,5F,¢t;0,0%)]| g (5.134a)
& do"9dg*M— 1 IR SR SR SR S g 0=0*=0
c h(n+m)/27‘9n i [h—l/Zog(a ay,S,S¢,Ct; O 0*)]
nm " dohgg*m bR LA 0=0*=0
+m-1
cnmh(”m_”/zn& [9(at, OF,St,5F, ¢, 0,0%)]| g (5.134b)
& dg"—19g*m [ A SR R St 0=0*=0
chmh(n+m)/2 n+m [(8:00-*4—&\)*2)9(01; ok St g* ;0 0—*)]
& dohog*m 2 PTT R R 0=0*=0
S Comh (M2 nmst"Lmi2 [9(at, 07, St,57,Ct; 0, 0)] | ogr—o
& ao'n—lao'*m—l ’ b ’ 0=0"=
Ct an+m—2
mm—1)——————[g(a,af £, Ct;0,0" 5.134c
( )2 ao.nao_*m_z [g( t5 Ot , St, St , Gt )] o—0v—0 ( )
chmh(n+m)/260"60*m [(stoo +§toZ)g(at,at,st,st,ct;o,o )] oot
n,m =0"=
-2
S camhM™/2 S nms o [9(a, of, 5, 5¢, ¢ 0,0%)]|
2 nm taon—lac*m—l t M9t 9, M Yy 0=0*=0
)% T lahvt )
N(N—1) - 5= [0\, ¥, St, 8¢, &t; 0,07 } (5.134d)
2 90"200 ‘ o=g*=0
chmh(”m)/z o (ES{“GZ-I—EStG*Z)g((Xt af,s,s5,C; 0,0%)
n,m 0g"9o*™ Y 0=0*=0
ont+m- 2
c h(”+m)/2{n(n 1)St ———[g(o, s, 87, 6 0,0%)]
mzm o 2 do"-290*™m 0% =50
St on+m- 2
m(m—1)-————[g(a,a{,s,S;,C; 0,0 . 5.134e
( )zao.nao.*m z[g( ty Ut s9ty9r 5Lt )]00*0 ( )

Puede demostrarse, de manera analoga al caso estacionario, que la resolucién del sistema de ecua-

ciones variacionales de Euler-Lagrange (5.108) es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones:

Foo(Z; %) =0 (5.135a)

Fio(Z;%) =0 (5.135b)
ot (8; &) =0 (5.135¢)
Foo(8;4) =0 (5.135d)
Fo2(Z: &) =0, (5.135¢)
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donde ﬁij(Zt;Zt) son los coeficientes del desarrollo

ﬁ(zt,Zt;a,aT) = e ST (v,v)D (o, ) (H(a,a’) —ind;) e®D(ay,o7)S(ve, Vi)
= 3 Hij(@:g)alal. (5.136)

Para ello, consideremos la accion de Dirac (5.105), escrita como

r=| % it £(8,2) = / dt (0/A (2, Z;a,a1)(0), (5.137)
1

donde & = (0, OF, Vi, Vi, @, @), & = (G, OF, Vi, VE, @, @) Y H viene dado por (5.136). Al inicio de

este capitulo se ha mostrado como variaciones infinitesimales en los parametros (; y Zt inducen una

variacion inifitesimal en esta acci6n, de manera que la condicién oI = 0 conduce a las EEL. Pueden

obtenerse unas ecuaciones variacionales equivalentes teniendo en cuenta que el efecto de estas pequefias

variaciones puede obtenerse aplicando una transformacion infinitesimal al operador ﬁ de forma que

Hs = ST(dv;,dvy) DT (B, dag) e %% H e D(dar, day) S(dvy, dvy)
a3 (dvi a2—dva’?) oh2(da; a—dora') o—ide |f|’ @l 80 gh /2(daca’ 307 @) o3 (Bural?—dv; a?)

~ (T4 ova— 0w a”) (T+ 5280 2~ 280 ") (1~ i5gh) H

X

(1+id@) (f+ rY25a.a — B 25a; a) (f+ %Ewt a2 — %Bv{“ az)
~ H4idsaH —idgH — iY280,al, H] + h /2807 a, H]—%évt[a” L]+%6vt*[a2,li]+---,

donde hemos despreciado los términos de orden superior en 8(;. El correspondiente efecto de estas
variaciones en la lagrangiana vendra dado por tanto por

— L5 = (0|H5|0)
= Hoo +i8@Hoo — i 3@ Hoo + i~ Y/28aHoy + i~ /280 Hig + dviHop + Vi Hao + - -+,

donde hemos hecho uso de las ecs. (5.23) aplicadas al operador H. Como consecuencia de esta transfor-

macion infinitesimal, la accion sufira una variacion dada por

o = /dtLa—/dtL /dt ~(0H5/0) + (0]Fi[0))

/ dt —i 8@ Floo + i 861 Floo — h~/280tFloy — i~ /250 Fizo — dviFigp — 7 ﬁzo) .

La condicién I' = 0 para cualquier variacion &¢; conduce al sistema de ecuaciones (5.135).
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5.2.1. El propagador semiclasico

El método variacional dependiente del tiempo contiene a la dinamica semiclasica como uno de sus
limites (limite 7 — 0). Para obtener las ecuaciones de evolucion semiclésicas de los parametros varia-
cionales ¢; es necesario determinar el orden dominante (en %) de los desarrollos (5.134). Estos vienen

dados por:
aHé(at,gi,tst,st*,Ct) o %Cnmmat an- 1_65{(002,%)
aHé(at’g;FSt’S?’ct) ~ ZCnmna*” ! P’zia%goik’at)
aH(I)(Gt,(;t;StaSEk,Ct) N h%cnm [nmSE*at*" 1™ 4 m(m — 1)2a?na{n 2]

N CR DT (G
% 00001} 2 oaf
aH(I)(ataaEkaStasEkaCt)
0s¢

Ct
~ £y Cm [nmsta;*" Lo 1+n(n—1)20(;*n zat]
nm

5 O?H (af,on) | o 0°H(af, o)
. da oo 2 da*2

aHé(at,af,St,S:,Ct)
aCt

s;
~ B Ccm [n(n—l)za{"” 2af" + m(m — 1)20(t all 2]
nm

. st 0% (af,0n) | st OPH(of o)
2 da;? 2 da? ’
donde #(of,a;) es una funcion clésica correspondiente al orden mas bajo del desarrollo (5.120) de
HS = (0|STDTHDS|0), dado por
H(ay, o) =S Com 0" O (5.138)

n,m
Asi pues, en el limite semiclasico las ecuaciones de movimiento para los parametros que determinan el
estado de prueba |W(t)) vienen dadas por

= Mff;t’“t) (5.139)
& = %‘Zo‘t) (5.139)
. [ 28(; azﬂ;g:,at) +25t022{a(;;‘a}at) .\ (C Sztz )%‘ig“t)] (5.139d)

Estas ecuaciones indican que en el limite semiclasico la evolucion de los parametros del desplaza-

miento y del squeezing es independiente, puesto que las ecuaciones en (a, ;) y (St,S;) e desacoplan.
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Las variables o; y af (“variables promedio™), que especifican el centroide del paquete gaussiano, siguen
una evolucion clésica gobernada por las ecuaciones de Hamilton. Por otra parte, la evolucion de las vari-
ables sy y sf (“variables de fluctuacion”), como veremos, esta directamente relacionada con la estabilidad
lineal clésica, y da cuenta de la deformacion del paquete de ondas.

En el Capitulo 2 se obtuvo una expresion semiclasica para el operador de evolucion en forma de
IVR (representacion de valores iniciales). Es posible obtener esta forma a partir del limite semiclasico
del método variacional a través de una generalizacion del mismo en la que se construye el estado de
prueba mediante operadores no unitarios. A continuacion comprobaremos que para un caso particular
es posible reproducir los resultados de la Thawed Gaussian Approximation (TGA) propuesta por Heller
[Hel75, Hel76], y analizaremos en detalle el orden de correccion de dicha aproximacion.

Consideremos pues un estado de Bargmann inicial, |[3), y evaluemos su evolucion U (t)|B). Paraello,
podemos hacer uso de un operador desplazamiento generalizado (en general no unitario) y escribir

INo) = gho&s/2h ﬁ(no’zs)m) = gNo&s/2h efrl/z(noaﬁié a)|0>’ (5.140)

donde & es una variable compleja arbitraria. Unicamente en el caso de que &g sea complejo conjugado de
No, el operador Iﬁ(no,Eg) sera unitario. Para la evolucion del estado |3) proponemos el siguiente ansatz:

U(t) =D, &) U'(1), (5.141)

es decir, suponemos que este estado evoluciona acorde a un operador desplazamiento (no unitario) de-
pendiente del tiempo, y “el resto” de la evolucion la incluimos en principio en un operador 0'(t) que
habré& que determinar. (\Meremos que podra escribirse como un squeezing generalizado y una cierta fase,
como una generalizacion de la aproximacion (5.106)). Esta aproximacion esta sujeta a las condiciones
iniciales
U'(0) = eMd/2ry

No = B

&o arbitrario.
Sustituyendo la expresion (5.141) en la ecuacién de evolucion para U (t), dada por i U (t) = FIU(t), se
tiene la siguiente ecuacion de evolucion para U’(t):

dU’(t)
dt

dd(n, &)1

ifi m U'(t) = A5t U'(t).  (5.142)

= | DNy, &) B D(N, &) — i DL (g, &)

El primer término de I:||’3(t) en (5.142), teniendo en cuenta las propiedades del operador desplazamiento,
se escribe como

DY(n, &) H(a',a) D(ne, &) = A@" + Y2 a+ A Y/2ny). (5.143)
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Y llevando a cabo un desarrollo de Maclaurin de este operador se tiene

(@' +rY% a+r )
B PH (& ne) L2 O (&, Ne) L2 OA &)

= H(E ) —K
(&1 =K 35 —gran, ot; an:
BOPHENN) g hRHEN) o PHEN (. 1 2

donde el parametro k toma los valores 1, —1 o O para ordenaciones normal, antinormal o simétrica,
respectivamente, del operador H. Esta expresion es un desarrollo en potencias de 1/2 del operador
transformado D—*H D, y en el término de O(%%?) esta incluida una suma de productos de tres o més
operadores de creacion y aniquilacion.

El segundo término de HJ(t) en (5.142) viene dado por

dD(ne, &)

D (&) =k

= 5 (&N —&n) + int/2nca’ —int/2E a, (5.145)
lo que hace que el operador Ifll’3 se escriba como

o h O H(&; Nt
Fo() = 2E M) — K5 ~Jean,
)

P (m —ir'h> al 4 L2 (M +i,‘gg> a+ROt) + 0(%/?), (5.146)

— S(ER &)

o0& ont
donde
A0y BOPHE ) 1o BPHE N o, PH(E M ( t 1)
H'’t) = ——+——= - h————" - ]. 5.147
s (1) 2 o082 a4 2 on? a+ 310! a'a+ 3 ( )

Los parametros &; y n: de la transformacion de desplazamiento pueden elegirse de manera que los
términos de orden h1/2 en I3|5, que son lineales en los operadores a' y a, se cancelen. Esta condicion
conduce a las ecuaciones de Hamilton (5.139a-5.139b):

== ge (5.1484)
e (5.148h)

Es decir, asumir que la evolucion de U’ tiene lugar de acuerdo a un hamiltoniano HE, que no contiene
términos lineales en a' y a corresponde a suponer que los parametros del desplazamiento evolucionan
acorde a las ecuaciones de Hamilton.

Si este operador U’ se escribe ahora como

~

U'(t) = S(ve, 1) R(py) % U"(t) = e a—hia®) gpr(a'a+d) gite (g ), (5.149)
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donde §(vt, H:°) es un operador de squeezing generalizado (no unitario a no ser que v; y i sean complejos
conjugados entre sf), la ecuacion de evolucion para el operador “restante” U” (t) vendré dada por

ih dU;;(t) = [RHp0) S M (e, 1) (HB (1) + e — AR (1)) S(ve, 1) R(pr)] U" (1)
=[R2 (00 7 (ve ) AP (v ) R(pr)] 0710
= o, (5.150)

donde HSR(t) esta definido tal que

| @

(S(ve, 1) R(pr)) = HER (1) (S(vi, 1) R(pr)) - (5.151)

(=)

t

Este operador puede obtenerse haciendo uso de la representacion matricial del algebra hg para la expre-
sion

HSR — 8§14 SRR 1S, (5.152)
por un procedimiento similar al seguido para obtener el operador HPS en (5.112). Llevando a cabo los

productos matriciales correspondientes, se obtiene una matriz de la forma

0 0 0 0
5 0 My My 0 11 ™ M
SRT _ 22 23 _ T * M23 t21 _ V32 2
M, [H>R] = 0 My Mg 0 | = MzzMns [a a+2]+ 5 Mg [a™] 5 M, [a°], (5.153)
0 0 0 0
de donde

- 1, .. . . 1
HSR(t) = (E(stsf—stst*‘)+pt(1+25tst*)) (aTa+§>
28 —SESF + 5SS to (=28 + %% —sstS . 2
— /1+sst) a —piSiy/1+s8F ) a
+ ( a/Tiss PtSt + StS¢ + a/TEss PtS; + StS¢
1
= H;R (aTa+ §)+H§§ a2 + HR a2, (5.154)

donde s; y s; estan definidos como

sinh /v
Vit
sinh/Vipf
VVik

(y en general no son variables conjugadas puesto que v; y ;i no lo son).

St =V (5.155a)

* %
— Mt

(5.155h)

Teniendo en cuenta que los términos lineales del operador I—A||’3 han sido anulados, el operador HPSR
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en (5.150) tiene la forma
HPSR(t) = H ()+h¢t ihHSR()
(}[ K3 T — Etnt éfﬂt)JrhllJt)Jr(h%tE;—ithf) (aTaJr%)
+ ( Herer — iﬁHzSS{) aT2+<§%tm—ihH§§> a’ + O(R%/?)
H

1
DSR+HDSR (aTa—i—E

) FHRSR a2 L HDSR 92 4 o(13/2). (5.156)

Al transformar este operador con Sy R, haciendo uso de nuevo del algebra matricial y después de algunas
manipulaciones algebraicas se tiene:

A”(t) = R~(pr) S71(ve, 1) FPSR(t) S(ve, 1) R(pr)
1
= HPR+ [HER (14 258) + 20/ s (st HER + 5t HE) | (aTaJrg)

n [ —zpt< HPSR, /T T st + P HESR + DSR(l_'_StSEk))] at?
n [eZPt (st HDSR. /T ¥ sest + 2 HDSR - HOSR (1+stst*))] a2+ O(13/?). (5.157)

Los parametros {Wx, Vi, s, Pt} en el operador (5.149) pueden elegirse de forma que este operador
H”(t), que gobierna la evolucion de U” (t), contenga, como minimo, términos de O(%%/?). Se demuestra
que para que los términos en a2 y a2 se anulen, los parametros de §(vt, W) deben ser tales que cumplan
las ecuaciones de evolucion

_ s\ O2H (57, RH(Er, 2 92 3 (&7,

s = | (o 30) ot TRt R TR e

5 = [ st 927 (&) o5, 0> (&, 1) ( StSt ) azﬂ(zg,qt)] .
2c;  on? ont0&; 2¢ g}

Estas ecuaciones corresponden precisamente a las ecs. (5.139¢-5.139d), con s; y s;* definidas por (5.155).

(5.158b)

La cancelacion del término en (a’a+-1/2) proporciona la ecuacion de evolucion del parametro py:

=it PH(E.N) | S PH(E N azfazt*,m)]
2 o072 0g7 0N

(5.159)

Y finalmente, anulando el término independiente de H”(t) se obtiene la ecuacion diferencial para la fase
P
K 62}[ i

2 onog; T 2n &N &no), (5.160)

. 1
W= —ﬁ}[(zt*aﬂt)

que se integra directamente como

i i 1 R K oo
Y = —ﬁﬁt Ne+ ﬁaonﬁ‘ ﬁ/o [—AH (&7 n0) +1&N] dT+ > F(&no, 1), (5.161)
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donde
t 025‘[ *’
F (& No,t) = /0 7&%“:“) dr. (5.162)
T
Es importante notar que el operador

0% () = S(ves ) R(py) = e3 (e —hia) gor(alat) (5.163)

cumple la ecuacion de evolucion

1.(0)

! dusdt O _aOn i, (5.164)

donde I:Is(o) (t) viene dado por (5.147). La matriz asociada a este operador en el &lgebra hg viene dada por

0 0 0 0
~(0) aaZg{ 62}2[ 0
M, [AE] (©) = T T (5.165)
ont on:0g;
0 0 0 0
y de forma similar, la matriz correspondiente al operador 05(0) (t) esta dada por
1 0 0 0
inh6 ,—p¢
~(0) 10 co_sh B ef v —3'”& e 0
Mhe [Us ] (t) - 0 “t* smethel Pt COShet e=Pt ’ (5.166)
0

0 0 1

con 67 = p? + vyl En esta representacion matricial, la ecuacion de evolucion (5.164) se escribe

i %Mhe [0 © = M [AL] ©) - M, [0°] O, (5.167)

con la condicion inicial My, [US(O)] (0) = I (matriz identidad).
La forma de la matriz Mp, [H§O)] indica que la ec. (5.167) es precisamente la ecuacion de evolucion

para la matriz de estabilidad asociada a la trayectoria compleja {&,n¢; 0 < T < t}, solucion de las
ecuaciones de Hamilton (5.148). 1! Por lo tanto, M, [US(O)] (t) es la matriz fundamental de estabilidad

dada por
1 0 0 0
N | 0 & &
M, [08%] (1) = . B (5.170)
o0&
0 0 0 1
11 Efectivamente, dado un sistema dinamico descrito por las ecuaciones diferenciales
. O0H
Nt = _IE =fy (5.168)
. 0H
f=i=— = fg,
& ont &

es importante caracterizar la estabilidad lineal, que controla la forma en que las perturbaciones infinitesimales evolucionan en



204 APROXIMACIONES VARIACIONALES

De esta forma, los parametros vy, b y pr en (5.166) pueden ser determinados a partir del conocimiento
de esta matriz, de forma equivalente a la integracion de las ecuaciones (5.158-5.159).
Asi pues, la ecuacion diferencial

ifi %0”(0 = H"(t) U" (1), (5.171)

junto a la condicion incial
U"(0) = eNodo/2k | (5.172)

pueden condensarse en la ecuacion integral
- ciop ~ 0 U -
U"(t) = eNoto/2h | — - / H"(t) 0" (1) dr, (5.173)
0

cuya solucién general vendra dada por una serie de Dyson debido a la dependencia temporal del operador
H”. Puesto gue, por construccion, el orden mas bajo en H" es K3/2, el factor A en el denominador de
(5.173) hace que el orden dominante en el operador U” sea h%/2. Asi, en general U” vendra dado por el

desarrollo perturbativo
U = eModo/2h [ /20 (1/2) ... (5.174)

Con estos resultados, la evolucion de un estado de Bargmann |3) puede aproximarse por
(1) =0 (0)]B) = e D(e, &) S(ve, ) R(py) [ 1086/ T4+ 5202 ... ] o)
= B A0 HA RN B (1, &) S(vi, ) R(py) [T+ ORY2)] [0)
— e Rl HE N g R E 0D B, £5) GLY [r+ O(hl/z)] 0y, (5.175)

donde todas las magnitudes que intervienen estan evaluadas en términos de la trayectoria compleja
{&:Nv; 0 <t <t} que satisface las ecuaciones de Hamilton (5.148) con ng = By &G arbitrario, asi como

el tiempo. Asi, una trayectoria que se desvie una cantidad infinitesimal de la trayectoria de referencia cumple:

. of, af, 2H 2H
( Bt >_ ng” aafa? ( ant >__i o o5 ( an >=—inm(t)( an )
* - * * * - 02 H H * - * I
% M % ok T T onog %% %

donde Hgin(t) suele recibir el nombre de matriz dindmica. Puesto que esta ecuacion es lineal, su solucién puede expresarse

como o
ne AN
6”1 _ (?I’]:) aE% 6”0 =Uu (t) 6”0
o ) | & & oy )T 8 3y )’

ono  0&;
donde Us(t) es la matriz fundamental o matriz de estabilidad, dada por

Us(t) — T eflf(; Hdin(T) d'l',

donde T exp fé(-)d'[ denota una exponencial con ordenacién temporal, esto es, una serie de Dyson. La matriz fundamental
obedece por tanto a la ecuacion de evolucion

| 2U(t) = Hain(t)- Us(t). (5.169)

La construccion de la matriz fundamental requiere la integracion simultanea de las ecuaciones (5.168) y (5.169).
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en términos de la estabilidad de dicha trayectoria. Por lo tanto, para cada eleccion de &g, se tendra una
forma diferente para el termino dominante en la ec. (5.175).

La Thawed Gaussian Approximation de Heller corresponde a la eleccion particular &5 = * =ng, que
proporciona una trayectoria real en el espacio de fases. En este formalismo se asume, como en este caso,
una forma gaussiana para el paguete de ondas, y los parametros que la caracterizan evolucionan en el
tiempo. La evolucion de estos parametros no se obtiene de forma variacional, sino por sustitucion directa
de la funcién de onda de prueba en la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, desarrollando el
potencial en serie de Taylor en torno al centro instantaneo del paquete y truncando este desarrollo hasta
orden cuadrético. De esta manera, puesto que a cada instante de tiempo el paquete “siente” un potencial
armonico, mantiene la forma gaussiana. Este truncamiento del potencial en orden cuadrético corresponde
a las condiciones variacionales (5.139). Como hemos comprobado, el error en esta aproximacion es de
O(KY?). En general, el limite 7 — 0 de una expresion presenta mayores problemas de convergencia si
las correcciones son de orden :%/2 que si son de orden £, de forma que para que una aproximacion sea
aceptable semiclasicamente, es conveniente que sea exacta hasta O(%). Como veremos a continuacion,
la aproximacion al operador de evoluciéon cumplira este requisito.

El resultado (5.175) puede utilizarse para evaluar el elemento de matriz

(U ()|B) = /20D (y,a*) U (t)[B), (5.176)

donde yes arbitrario. El termino O(/i/2) restante tiene una contribucion dominante de la forma /2 G¥/?) (a', a,a'®, a™a
donde 03(1/2) es una funcion lineal de estos operadores. 2 Teniendo en cuenta (5.175) podemos escribir

(0|0 (t)|B) = %5+ F < EFE Mo+ 4 L= (& no)+iE ] do
x [(B7H(y,a) B(ne,&) U (0/0) + (015 (v, @) B(ne, &) U< 1) (208 + 0(m) ) 0)]
El término proporcional a A'/2 puede eliminarse mediante una eleccion adecuada del parametro arbitrario

& De esta manera, si se elige de forma que & = a* (también podria elegirse y = n¢, aunque esta
condicion no se requiere) y teniendo en cuenta que

us
1 a5+ (0 +E) ¥+ 3 (0 )

e 3
VUz ’

donde hemos denotado por Ujj el elemento (i, j) de la matriz M, [03,(0)] (t), se obtiene

(0[5 (y,a*) D(nt, &) UV (1)[0) =

1
/U s

. ~(1/2 _— . . . .
12Nbtese que en general en Us( /2) habra términos lineales en af y a que proceden de las commutaciones necesarias para
ordenar en forma normal los términos clbicos.

(@|U (t)|B) = e*z 3 F (0 1)+ 5 0Nt Jo[—H (& 1) +igine] dt [ + 572000210y + o(h) | -
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Teniendo en cuenta la forma mencionada para el operador 05(1/2), el termino proporcional a #1/2 se anula.
De hecho, todos los términos en el desarrollo (5.174) de U” en potencias de %:!/2 correspondientes a
potencias de la forma //2, con j impar, se anulan al evaluar su valor esperado en el vacio, al estar escritos
como suma de términos que involucran el producto de un nimero impar de operadores de creacion y de
destruccion. De esta manera, se recupera el resultado obtenido mediante el método WKB generalizado
para el propagador en estados de Bargmann:

(aU(®)|B) = (g;g) e K3F (0" BY) @0t Jol = (& i) +igind] dr O(h). (5.177)

Hemos de hacer hincapié en que el ansatz (5.175) no constituye una aproximacion para el opera-
dor de evolucién en si mismo, puesto que depende del estado inicial considerado, a saber, un estado de
Bargmann. Lo que se ha obtenido es una aproximacion para la evolucién temporal de un paquete gaus-
siano. Por supuesto, los paquetes coherentes no consituyen las condiciones iniciales mas generales en las
que se pueda estar interesado. Sin embargo, cualquier condicion inicial arbitraria |¥(0)) puede represen-
tarse como una combinacion lineal de estados coherentes, y éstos pueden propagarse individualmente. 13
De esta forma, haciendo uso de una resolucion de la identidad de los estados coherentes dada por

r dno d&§g ¢
= — 220 g=&no/A , 5.178
| no) & (5178)

asi como de la forma asintética (5.175) para la evolucion semiclasica de un estado de Bargmann, puede
obtenerse la siguiente forma IVR para el operador de evolucion:

; Ao 885 _cin0n 5
VORY 0 & 51/ O 1)]no) Bo
Moo 21hi

dno 08 —#&N0 a2k & Mt 3 Jo[—H(ELNO)HEN] dTHKIF (&) S ~(0)
~ e T it 5 D * U t O )
/rn A ¢ e " ? (N, &) Us 7 (1)[0) (&o|

(5.179)

A partir del analisis del error en (5.175) podria decirse que el error en esta aproximacion es O(hY/?).
Sin embargo, al llevar a cabo la integracion sobre (infinitos) estados coherentes individuales, las correc-
ciones de orden /1/2 de cada una de las propagaciones individuales se cancela. Esto puede comprobarse
utilizando la resolucion integral del operador U(t) dada por (5.179) para evaluar el elemento de matriz
(a]U (t)|B). Si la integracion se aproxima mediante el método de fase estacionaria, las condiciones de
fase estacionaria vendran dadas por & = o* y no = [3 que, como hemos visto, son precisamente las
condiciones para que se cancelen los términos de O(%*/?). Esta demostracion se muestra a continuacion.

13En la aproximacion de Heller la evolucion temporal esta incluida en los parametros de la gaussiana, mientras que en la
aproximacion (5.175) la dependencia temporal esta puesta en los operadores. Una ventaja de esta aproximacion es que el estado
inicial no necesariamente tiene que ser gaussiano.
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El elemento de matriz de U (t) vendré dado por

(alu®)Ip)
N / dno d&5 . Lesno o A it h - H(En0) +iE] drrk SF(E
r e 2THi
Nno-&y
X (0]D 1 (y,a*) B(n:, &) UL (1)[0) (Z0lB)
L ociFgn (Ne.80) (5.180)

/ dnt dEo 1
Mgy 2T0U ‘g% VU3,

donde hemos hecho uso del resultado (5.177), hemos llevado a cabo un cambio de variables ng — nt y
hemos definido la fase total S(n¢,&;) como

1 1

_a* - *

50N+ &P,
(5.181)

donde Uy denotan los elementos de la matriz de estabilidad (5.170). En primer lugar aproximaremos la

S(nt,&p) = h/ H(EN) — ”]rEr] dT_ﬁEtnt+2hU23(U33) Y—a*+&)7+

integral en n; por el método de saddle point. La condicion estacionaria viene dada por

Sl L% 1028 [ Zoa*=0 5.182
FL ant 26 hEt + hu ? ( )

esto es:
& = o, (5.183)

Desarrollando la fase en torno al punto estacionario hasta orden cuadratico se tiene:

i i i [0SO 9s(0 ggx i 0250 azs 0%
Yo _ teo P[0T t 1 t 2., ...
BT R +h(am+azr on: ) "2 | on7 g (am) oni
i 1| o0& (082
_ 0, — [_YSt S S 1 t 2 ...
A an: U3;(USs) (am) N2+ (5.184)

Puesto que la integral en n; se evalGa considerando la variable &§ constante, las variaciones en n; y en &

6r]t _ U232 U253 5“0
(6&:)‘(U§2 up )L o ) (5.185)

8 = U3, (U3,) 'on:. (5.186)

pueden relacionarse mediante

de donde

De esta forma, la fase (5.184) puede aproximarse por
1

i i _ _
ﬁS = ES(O) 27?,[ U5, (Usy) 1 +U35(Us3) 1 (U5)%(U3,) 2] ANE+ -+
i 1 _
= ﬁS() 2hU32(U22) ?(U%) "t anf, (5.187)
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donde hemos tenido en cuenta que la matriz de estabilidad es simpléctica y su determinante es la unidad:
U5,U3; —U35US, = 1. La integral (5.180) puede aproximarse por tanto por

A dég 1 _1/2 KIF L is0)(gx _ _qy-1/2
alU(t ~ 0 (us US,)~1/2 ex2F owS7 (&) U (US,)2(US,) L
(alU(t)[B) r56\/2—rrhi( 2) " (Uss) U5,(U3) 2(U3s) 7Y
dao 1/2 KiF —s<°
Us,) 12 ez (&) (5.188)
Voo Vi
donde
_S Eo 77,/ H(EL,Ne) — |r]rEr] dT"'ﬁEoB- (5.189)

Esta integral restante puede aproximarse asimismo por fase estacionaria. La condicion de saddle point
viene dada por

i S (EO) 1 1,
- % __ﬁr]0+ﬁB_O, (5.190)
es decir;
No = B. (5.191)

En este caso el desarrollo de la fase S(9) en torno al punto estacionario viene dado por

|68 (Eo) x '623 (Eo)

SV E) = %SSO)(ES) B OEO AT aE*Z 88" 4+
= - _ 100 g2y
= 3% @) -5 aez o0 T (5.192)

Dado que la anterior integral en n; ha fijado el valor de &; (segun la condicion estacionaria &; = a*), las
variaciones de &j y de ng pueden relacionarse mediante

5nt - Ufz U§3 6“0
( 0 )‘<U§2 g, )\ & ) (5.193)

3o = —U33(Us,) ™+ 8&5,. (5.194)

de donde

La fase se escribe entonces como

i 1
+SO(85) = 55 (€) + 57 Uss(U3) ™ 865 (5195)

y la integral gaussiana conduce al resultado

a i o(0) zx _ _]_/2
(aU (1) [B) ~ (Us) 2 e¥2F enSo (%) U3 (US) Y| (5.196)
esto es:
- oL 71/2 f“’ﬂ(ET”T)dr e el e L
(aU)|B) ~ (OEE"> agont 90 g Jo[~H(E o) —ine&;] T+ £ E5B
0
08\ M2 g BN g 1 g e s de
~ (aa*> e K2 Jo ~aggone eﬁfo[* (&,N0)+i&N] di+ 7o Nt (5.197)
0
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Asi pues, tal como deseabamos demostrar, la aproximacion de las integrales por fase estacionaria
proporciona las condiciones & = o* y no = P que, tal como hemos visto, son las condiciones necesarias
para cancelar las correcciones de orden %1/2 en las propagaciones de cada estado coherente individual.
La expresion integral (5.179) proporciona por tanto una aproximacion VR al operador de evolucion que
es correcta hasta orden 4. Cuando los contornos de integracion I"g: ,, se eligen en el espacio de fases real
(de forma que ng = &p), y se usa el simbolo de Weyl para el operador hamiltoniano (lo que corresponde
a la eleccion k = 0), la ec. (5.179) proporciona la representacion 1VR de Heller del propagador.

[En la Frozen Gaussian Approximation (FGA) propuesta por Heller [Hel81] la funcion de onda se
aproxima mediante una superposicion de paquetes gaussianos. Cada uno de ellos esta centrado en una
trayectoria clasica (que coincide con los valores medios de posicion y momento) y tiene una fase dada
por la integral de accion clasica a lo largo del camino de dicha trayectoria, evolucionando en el tiempo sin
distorsionar su forma. La deformacion global del paquete de ondas se debe a una “correlacion colectiva”
existente en la superposicion de las distintas gaussianas constituyentes. Es de suponer que esta super-
posicion de paquetes coherentes destruye asimismo los errores (que, tal como hemos demostrado, son de
orden %1/2) en las evoluciones de los estados individuales, proporcionando una aproximacion semiclasica
correcta hasta O(h).]

Se han propuesto distintas representaciones integrales en forma de 1VR del operador de evolucion
que proporcionan aproximaciones semiclasicas equivalentes del propagador cuantico. Existen diferen-
cias entre las aproximaciones basadas en gaussianas que mantienen fija la anchura del paquete (como
el caso de la aproximacion propuesta por Herman y Kluk (HK) [Her84]), y las que permiten que el pa-
quete “respire” modificando su anchura (tal es el caso de la aproximacion de Baranger et al [Bar01],
que para el caso de una Gnica trayectoria corresponde a la Thawed Gaussian Approximation (TGA) de
Heller [Hel75]). Aparentemente, los resultados numéricos de las aproximaciones basadas en gaussianas
“congeladas” (frozen Gaussians) se asemejan mas a los resultados cuanticos que los proporcionados
por la TGA. Algunas modificaciones ad hoc de la TGA producen una mejora de los resultados aprox-
imandolos a los de HK, al tratar de eliminar el decaimiento temporal del parametro que da la anchura
de la gaussiana, bien tomando raices de orden superior de este parametro, o bien calculandolo en térmi-
nos de la frecuencia de una aproximacion armoénica global de la dinamica (global en el sentido de que
las trayectorias individuales son propagadas utilizando la dindmica no lineal, al contrario que la aproxi-
macion gaussiana de Tomsovic y Heller [Tom93], que hace uso de un desarrollo local del potencial hasta
segundo orden) [Har04]. Sin embargo, una explicacion mas fundamental que justifique la validez de un
tipo de aproximaciones frente a otra y que fundamente el deterioro de la aproximacion a tiempos largos
asi como la rapida pérdida de conservacion de la norma adn no ha sido dada.

En esta seccion hemos analizado el grado de exactitud de la aproximacion dada por (5.175) para la
evolucion de un estado coherente, determinando el orden de sus correcciones como O(%/2). Asimismo,
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hemos comprobado que la forma integral IVR (5.179) para el operador de evolucion proporciona una
expresion para el propagador en la representacion de Bargmann, dada por (5.197), que es correcta hasta
O(h), reproduciendo los resultados obtenidos en el Capitulo 2 mediante una generalizacion del método
WKB a una dinamica compleja. Cabe preguntarse por el orden de las correcciones que incluye el método
variacional frente a su limite semiclésico. Es decir, si la evolucion del estado coherente |3) se aproxima

por

|WY(1)) = e/ D(Br, BY)S(vt, i) [0)
— o Jol b (BB BB+ (siSrsSt) —Hp(Br i suist)] dt ohMA(Bral B @) gf (veal?—vi az)|0>, (5.198)

donde las variables B¢, 3}, St,S; evolucionan acorde a las ecuaciones variacionales “completas” (5.133) y
Hg viene dado por (5.120), en general puede decirse que esta aproximacion sera méas exacta que la que se
obtiene al considerar nicamente los términos dominantes en la evolucion de las variables B+, B}, St,St,
dada por las ecs. (5.139), en las que las ecuaciones diferenciales para las “variables promedio” (B+,3;)
estan desacopladas de las ecuaciones para las “variables de fluctuacion” (s¢,s:), y el orden més bajo de
Hy(Br, By, st, S5 ) viene dado por el hamiltoniano clasico # (B+, B%):

|WSC(1)) = o Jo[5(BiBe—BeB:) -+ (s1$c—s18) — H(Bu.By)] dT ghV2(Bral —Bra) o3 (veal2—v; )0). (5.199)

Sin embargo, no es posible determinar el grado de correccion de la ec. (5.198) respecto a (5.199). Esto es
debido a que el método variacional esta intimamente ligado a un desarrollo asintético semiclasico, y para
aumentar el grado de exactitud de la aproximacion habria que modificar el estado de prueba, incluyendo,
ademas de los operadores D y $, una serie de operadores unitarios On(ynt) definidos por

Un (Yo, Vo) = € Onea ™5™, (5.200)
de forma que la funcion de onda a tiempo t pueda aproximarse por
V() = /" Dlo, o) S(vi, Vi) Us(Yags Vie) -+ U, Yo 10)- (5.201)

Si mantenemos la aproximacion incluyendo sélo D y S como en (5.198), es de esperar que los re-
sultados variacionales constituyan una optimizacion de los semiclasicos, puesto que la evolucion de los
parametros variacionales se lleva a cabo mediante unas ecuaciones diferenciales que incluyen términos
de orden superior en A. Ahora bien, esto es asi siempre y cuando las dindmicas variacional y semiclasica
sean cualitivamente semejantes. En el caso de que difieran de forma significativa, habra que considerar
los resultados variacionales con cierta reserva, puesto que puede darse el caso de que los efectos mostra-
dos sean un artefacto del método, y sean las propias correcciones las que introduzcan estos efectos
esplreos en la dindmica. En este sentido, algunos autores [Bal01, Coo94, Co098] cuestionan la existen-

cia fisica real del llamado “caos semicuantico”, término con el que se conoce el fendbmeno segln el cual
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el acoplamiento entre un sistema cuéantico y uno clasico puede inducir una dinamica ca6tica del estado
cuantico en su espacio de Hilbert. Este término se reserva para el caso en que ni el sistema clasico ni el
cuantico serian caoticos por si mismos, y el caos aparece como resultado del acoplamiento entre ellos.
14 Este fenomeno aparece en los casos en los que el sistema en estudio es separable en una parte que se
trata clasicamente y otra cuanticamente, por ejemplo, cualquier sistema cuantico que de forma natural
pueda dividirse en un subsistema rapido (cuantico) y uno lento (clasico) mediante la aproximacion de
Born-Oppenheimer [BIu94], o un &tomo (cuantico) en interaccién con un campo en una cavidad (clasica)
[Mil83, Eid86]. En el presente caso, la dindmica clasica correspondiente a la evolucion de las variables
del desplazamiento (o, a;) se ve afectada por las fluctuaciones cuénticas introducidas por las variables
de squeezing (st,s;). Por lo tanto, es de suponer que para valores muy bajos de 7 tanto el método varia-
cional como el semiclasico reproduzcan de forma aproximada la evolucion cuantica, constituyendo el
primero una optimizacion de los resultados del segundo. Sin embargo, para valores mayores de £ los
resultados de ambos métodos no so6lo diferiran entre si, sino que en cualquier caso ambos dejaran de

constituir una buena aproximacion a la evolucion del estado.

5.2.2. Meétodo variacional de Demkov

En las secciones precedentes hemos obtenido una aproximacion a la funcién de onda a partir de un
principio variacional, lo que ha permitido expresar de forma integral el operador de evolucién como
un promedio sobre las propagaciones individuales de infinitos estados coherentes, y de ahi obtener sus
elementos de matriz mediante una integracion por fase estacionaria. Existe un método, propuesto por
Demkov [Dem63, Mur95], para calcular directamente las amplitudes de transicion

Toa = (a|U (11, t0)|B) (5.202)

de forma variacional. La propia construccion del método permite introducir de forma natural operadores
no unitarios, como hemos hecho anteriormente, para poder dar cuenta de las condiciones de contorno
del problema. En general, denotando por W.. las funciones de onda exactas y por ®.. las funciones de
prueba, que difieren de las exactas en una variacion de primer orden

Py (t) = Wi (t) +0WL(D), (5.203)
las condiciones de contorno que se imponen son las siguientes:

(@) = (Waltr)] = (o (5.2043)
O_(t)) = |%-(to)) =IB). (5.204b)

14No debe confundirse este término con el de “caos cuantico” (o “caologia cuantica”, segin ha definido Berry [Ber89]), que
es el estudio de fendbmenos semiclasicos caracteristicos de sistemas cuyo analogo clasico muestra comportamiento cadtico.
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La expresion variacional para la amplitud de transicion viene dada por

To = (@4 (O () + / dt (@ (t) ( ih%) (1)), (5.205)

que debe ser estacionaria frente a variaciones de las funciones de prueba @ sujetas a las condiciones
de contorno (5.204). Notese que para los autoestados exactos del hamiltoniano H, el segundo término de
(5.205) se anula, y la expresion variacional para Tg, se reduce a la expresion exacta (5.202).

Una variacion infinitesimal d®. en las funciones de prueba tendra como consecuencia una variacion
en TV dada por

BTy = (B0 () + (@4 ()80 (1)) + 1 [ 6t 8@ QA (1)
- [a|eonigie-0)+@. 015 10-0)]

= (@[50 (1)) — - /tfdt6<¢+<t)|ﬁ|¢_<t>>

! gt (30, (1) ( / dt ( cp+()|—5q> ), (5.206)

to
donde se ha tenido en cuenta la primera condicion de contorno, (d® (ts)| = 0 [ec. (5.204a)]. Evaluando
por partes la Gltima integral en (5.206) se tiene:

e = (@:t)fE0- () -1 [ d s ORI 1)~ [ dt G, 0]0-(0)

to

= (@2 1)[B0- 1)) - (@4 ()50 () - [ at (0. )50 (0)]

- t:dt<6q>+<>|H|¢ -3 [ dt @ Rise_)
/ dt (3, (t)|d_( / dt (&, (1)|5D_ (1)), (5.207)

donde ahora se ha tenido en cuenta la segunda condicion de contorno, |3®_(tp)) = 0 [ec. (5.204b)]. 1°
Esta variacion puede escribirse como

5Ty, = %i/t:f dt (50, (t)| (H - ih%) o) | it (@, (1) ( ih%) 3O_()), (5.208)

151 a inclusion del término (P (ts)|P_(tf)) en el funcional (5.205) que quiere hacerse estacionario se justifica por el tipo
de condiciones de contorno a dos tiempos que tiene el problema. Si este funcional se hubiera definido simplemente como

r= /I:f dt (®, ()] (Fi —ih%) |®_(1)),

al llevar a cabo variaciones infinitesimales en ®4 se tendria

s = [t s, ()R (1) |h/ dt (50 (t)|d_( |h/ dt <D+()|at§cb_(t))

to

[A] +[B] + [C].
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donde el simbolo <5/6t indica que la derivada temporal debe aplicarse a lo que se encuentra a la izquierda
de este operador, en este caso (P (t)|. Si Ty es estacionario, entonces 8T, = 0 para cualquier variacion
arbitraria de (@, (t)| y de |®_(t)). De esta manera, y puesto que las variaciones de ®_ estan sujetas a
condiciones de contorno diferentes, habran de cumplirse dos ecuaciones diferentes correspondientes a
las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL d oL
o~ E = 0 (5.209)
oL d oL
0. dad " (6210
para la lagrangiana
L={(D(1)] (H — ih%) |D_(t)). (5.211)

Aplicaremos el método variacional de Demkov para obtener una aproximacion al elemento de matriz
(0(|0 (tr,to)|B). Dado que estamos tratando con sistemas para los que H es independiente del tiempo, el
operador de evolucion U (ts,to) depende solo de la diferencia t; —to. Puede elegirse entonces, con toda
generalidad, el instante inicial como ty = 0y el instante final como t; =t. Las funciones ®.. de prueba a
un tiempo T vendran dadas por

@ (1))
(@ (1)]

i B *\ & * i -1/ t_zx 1 t2_ %
€% D(nr, &) S(vr, 1)[0) = e e (me'~Eia) g (vea e’ g
(0[e™% §2 (v, i) DA (N, &) = (0]e % @7 (e wia) ™ (mneal Eia)

Es importante notar que en estas expresiones las variables complejas (N, &), (v, Ut ), asi como (@, @)
no son complejas conjugadas entre si, es decir, estamos proponiendo un operador de evolucion gue no es
unitario. Esta extension de la dinamica a operadores que no pertenecen al espacio de Hilbert se justifica
por el tipo de condiciones de contorno a dos tiempos que presenta el problema de la determinacion de
(alU(t)|B), y es anéloga a las generalizaciones a trayectorias complejas que hemos propuesto para la

Evaluando la integral [C] por partes, se tiene

o = [ s, wIAIe-©)-in [ ot (50 0o 1)

i [<¢+(tf)|6q>_<tf>>7<q>+(to>|6¢_(to>>f / " it (o, (5o (1))

El término (P (tp)|dP_(tp)) se anula debido a la condicion de contorno (5.204b), y es precisamente para cancelar el término
(D (t)[0P_(t)) por lo que se incluye (P (ts)|P_(ts)) en el funcional. Dado que

(@4 (t1)|®—(tr)) = (. (t0)|U U P_(t0)) = (P4 (to) |P—(t0)),

podia haberse elegido (P4 (to)|P_(to)) como término adicional al funcional I, en cuyo caso tendria que evaluarse la integral
[B] por partes para cancelar el término (3 (to)|P—_(to)) (que no se anula con las condiciones de contorno (5.204)). Es por
tanto la existencia de condiciones de contorno mixtas a dos tiempos lo que obliga a incluir un término adicional en el funcional
que desea hacerse estacionario.
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aproximacion del operador de evolucion en la representacion de Bargmann. Las condiciones de contorno

|P_(1=0)) = |B) (5.212a)
(Pr(t=t)] = (a] (5.212b)
fijan el valor de algunos de los parametros en los tiempos inicial y final. Asi, para T = 0 se tiene
ID_(1=0)) = |B)=el Pa|0) =gt /Ba’ g=h VBa|gy — gBB"/(2h) gh V/*(Ba’—Ba)

—  el® gh*(noa"—&5a) e%(VOaTz_uéaz)m),

de donde
no = B (5.213a)
vg = 0 (5.213b)
. no&y  BE
[0 n = o (5.213c¢)

quedando indeterminados los parametros &7 y pg. Analogamente, en el instante final
(@ (t=t)] = (a]=(0| ehfl/zcx*a = (0| e—hfl/zaaT ehfl/zcx*a = (0| ehfl/z(—aau—a*a) a—0a*/(2h)

— <0|e_i(ﬂ* e%l(vtatz_ufaz) eﬁ’l/z(—ﬂtaT-FE?a),

de donde
& = o (5.214a)
i o= 0 (5.214b)
o - & _me

quedando en este caso indeterminados los valores de las variables n; y vi. Como vemos, tanto en el
instante inicial como en el final, las fases @y @* quedan determinadas “a medias”. En estas condiciones,
la amplitud de transicion se obtiene haciendo estacionario el funcional (5.205), dado por

T[;ld = <0|e_i@§_1(\’tall{k)lj_l(ntaE?)emlj(ntaﬁ)é(\’taUr)|0>
1 g B A~ 0 ([0 *\& *
b o a0 e )80 (- in - ) €Dl £SO
: 1t T
= el(mi(ﬁk)‘l‘ﬁ/odTL(nraE:,VraU:,(Pr,(P}k;nraE:aVraUra(Pra(Pr)- (5215)

La forma funcional de esta lagrangiana esta dada por la ec. (5.114) (con un cambio de signo respecto a
ésta debido a las diferentes definiciones de los funcionales I y TBVG), esto es:

L= eila-®) [Hé(zt)_ih(ic'n+Hg>S(zt;Zt))]

= 0 g2+ - S(E ) - (575 -5 (5.216
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donde H{,(¢;) viene dado por (5.120) y la evolucion de las variables {; = {n«, &, St,S; } asi como ¢; y @
viene determinada por las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange, analogas a (5.133). [Notese
que las variables (a,a;) en (5.133) corresponden en este caso a las variables (n+,&;), asi como (s, s;)
estan definidas por (5.155) en términos de las variables (v, L;)]. Los pardmetros @ y @ cumplen la
misma ecuacion diferencial

By = 5 (&~ &) + 1 (55— 5&) — H (5.217)

lo que hace que el término de la lagrangiana en (5.215) se cancele y que la amplitud de transicion Té’q

venga dada por
@U@)[B) = 6@ ®) =g7F folsis—sesp)dr ek Jo[~HO (&% 50,50+ (Ee—e€)] di— g e
— o Jo(stSi=seSt) dt o Jo[ ~Ha(Ne.&r 5.8t +igr] dr— 5 BE

= e JolsismsiS) 0T o f Jo[—HG (Mg sus)—inedd] du g BE— e (5.218)

sujeta a las condiciones de contorno (5.213) y (5.214). Esta expresion, en el limite semiclasico, de-
bera coincidir con la expresion (5.177).

5.2.3.  Unejemplo: el medio Kerr

El método que hemos expuesto puede aplicarse al estudio del fendbmeno 6ptico no lineal conocido
como efecto Kerr. [Imo85, Yur86, Kit86, Wal94] Este efecto, por el cual el campo de radiacién sufre
una modulacion de la fase que depende de la propia intensidad de la radiacion, tiene lugar en medios no
lineales (a los que suele llamarse medios Kerr) que tienen una susceptibilidad no lineal de tercer orden
[Imo85]. Estos medios poseen por tanto un indice de refraccion que es proporcional a la intensidad del
campo. El hamiltoniano para el campo eléctrico (con un Gnico modo) en el medio Kerr puede escribirse
como

A = fip aTa+h§ a'?a? = Hy + Fig, (5.219)

donde wy es la frecuencia de la radiacion y el parametro de anarmonicidad x es real y proporcional a la
susceptibilidad no lineal de tercer orden x () asi como al indice de refraccion no lineal n, del medio Kerr
[Imo85]. 16

161_a susceptibilidad X es un parametro fenomenolégico que incluye una dependencia lineal con £, dada por

huin
= “’62 Iy (5.220)
CEQNSAT

En esta expresion, ng y n, son las partes lineal y no lineal, respectivamente, del indice de refraccion del medio, y la onda que
viaja a través del medio Kerr (supuesta plana, monocromatica y polarizada) es tratada como una secuencia de paquetes de onda
localizados, moviéndose a una velocidad v = c¢/ng (siendo c la velocidad de la luz en el vacio). € es la constante dieléctrica del
vacio (relacionada con la constante dieléctrica del medio mediante € = n%so), A es el area de una seccion transversal del haz
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Para establecer una analogia entre las descripciones clasica y cuantica de este sistema, es conve-
niente estudiar la evolucion de observables como a' y a en la imagen de interaccion o de Dirac. Dicha
representacion se obtiene mediante la aplicacion de una transformacion unitaria To(t) generada por Ho y
definida por

A~

To(t) = e~ Hot/h = g-iwoalat, (5.221)

En esta imagen, los operadores de creacion y aniquilacion a' y a (independientes del tiempo en la repre-
sentacion de Schrodinger) vienen dados por

al (t) = T (1) ' To(t) = eiva’@t gt g iwwa’at _ Hf giont (5.222a)

ay(t) = T/ (1) a To(t) = ewa'at g g iowa’al _ ot (5.222h)

mientras que el operador hamiltoniano (5.219) tiene la forma
dfg' () -
To(t
G oM
= eM/2 Ay + Ay) e Mot/ — Ao Tl (1) To (1)
_ eiﬁot/h |:|K efil:lot/h

= el af) = hda%a? = . (5.223)

~

H

Ty (t) A To(t) +in

Vemos que ésta es una imagen de interaccion en el sentido de que el movimiento libre generado por el
hamiltoniano no perturbado Hy ha sido omitido. Puesto que [Ho, HK] = 0, el hamiltoniano en la imagen
de interaccion se reduce simplemente a Hg.

Para obtener la evolucion los operadores a;r (t) y a(t) es conveniente pasar a la imagen de Heisenberg.
Asi, las ecuaciones de movimiento son las ecuaciones de Heisenberg:

daf(t) 1

— = [a'(t),Ak] = ix a'(t)a(t) a(t) (5.224a)
RO 2 fa, Acl = ~ixa ) aa0). (5.2240)

Puesto que el operador nimero de fotones i = a'a es una constante del movimiento, ya que [A, F|] =0,
la estadistica del nimero de fotones es invariante temporal:

a'(t)a(t) =a'a=An. (5.225)

optico y T es la longitud temporal de cada paquete. El indice de refraccion dependiente de la intensidad puede expresarse como
1
n(|Z[2) = no+ 5zl EP,
donde E es una amplitud de campo compleja definida por E(z,t) = %E(z,t)ei(kz‘“’ot) +c.c., siendo k = wy/v una constante

de propagacion. Mas adelante sera necesario escribir de forma explicita esta dependencia de la susceptibilidad x con h para
obtener de forma correcta el limite clasico de las expresiones cuénticas que obtengamos.
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La integracion de las ecuaciones (5.224) da como resultado

al(t) = a'(0) Xt = af gixa'at (5.226a)

a(t) = a(0) e~ Xt — g g=ixa'at, (5.226b)

Este resultado indica que el campo experimenta un cambio de fase que es proporcional al nimero de
fotones.
Supongamos que el estado inicial (esto es, el campo a la entrada del medio Kerr) es un estado coher-

ente |a) = D(a,a*)|0). La amplitud media a un tiempo t posterior (esto es, la excitacion coherente del
campo a la salida del medio Kerr) vendra dada por

(ala(t)]a) = \/% (05" (a, 0) e X% B(a,a)|0)
a
NG

Este valor esperado puede calcularse teniendo en cuenta la propiedad

0|B (a,a*) e~ X' P(qr, o*) eXa'at g—ixa'at |y (5.227)

e—ixa*at f(a, aT) eianfat _ f(eixt a, e—ixt aT)’

que, para el caso del operador desplazamiento, se escribe
efixaTat |j((1 a*) ei)(aTat _ efixaTat ehfl/z(aala*a) ei)(anat
, =
eﬁfl/z((l e—ixt gt _g* eixt a)

—1/2 Ty ~
o el ei8) = B(ay, ).

donde hemos definido

o =ae Xt
af = a* eXt,
De esta forma, la ec. (5.227) se escribe
ot a A PN w\ —iyal
(@lat)lo) = ) = 7016 a,0) B ) e %) (5.22)

Haciendo uso de las relaciones BCH el producto de operadores en esta expresion puede reordenarse de

forma conveniente, de manera que al tomar valor esperado en el vacio se tiene

at) =ae~F 1" — g e=2/5 sin*(x/2)=1 15 sinGx) (5.229)
Para tiempos cortos, xt < 1, podemos aproximar

_laf o jlaly
a(t) ~ae XX (5.230)
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Este resultado refleja dos efectos: Por una parte, la exponencial compleja da cuenta de la rotacion que
experimenta la amplitud media, dada por |a|?xt/A. Este es el cambio de fase no lineal mencionado ante-
riormente. Por otra parte, se observa un decaimiento de la amplitud a tiempos cortos que va cuadratica-
mente con el tiempo. Este decaimiento es debido a que el efecto Kerr transforma las fluctuaciones en
intensidad que tiene el estado coherente inicial en fluctuaciones de fase [Wal94].

A pesar de este decaimiento en la amplitud media, la ec. (5.229) indica que para xt = 211 la am-
plitud recupera su valor inicial, dado por a. Este es un ejemplo de recurrencia cuantica que no tiene
lugar clasicamente, y es debido en Gltima instancia a la naturaleza discreta que tiene la distribucion del
nimero de fotones para un campo cuantizado. De hecho, puede comprobarse que para xt = 1tel sistema
evoluciona a un estado que es una superposicion coherente de estados coherentes:

W(xt = 1) = \% [€4ia) ¢4 —ia))]. (5.231)

(Este fendbmeno seria muy dificil de observar experimentalmente, ya que los valores tipicos de X re-
queririan tiempos de interaccion enormemente grandes, lo que en la practica significa longitudes de
interaccion extremadamente largas. Por otra parte, la disipacion dificulta en gran medida la observacion
de tal superposicion de estados coherentes en un medio Kerr [Wal94].)
El célculo de la evolucion del valor medio del observable a'(t) conduce a la expresion compleja
conjugada de la ec. (5.229):
o (t)
Vi
Las ecs. (5.229) y (5.232) permiten escribir

= (ala’ (t)]a) = 2 e~ (-, (5.232)

S

la(t)]2 = a(t) a* (t) = ao* e 2% (Lcosxt), (5.233)

Las fluctuaciones que se producen cuanticamente en la amplitud del campo, con recurrencias a tiem-
pos dados por xt = 2nT, asi como el decaimiento cuadratico que se produce a tiempos cortos, dado
por

a(t)a*(t) ~ aa* e~ X, (5.234)

no tienen lugar clasicamente. A tiempos muy cortos, las dindmicas cuantica y clasica coinciden, y
para que el limite clasico (h — 0) de la expresion (5.234) sea correcto, es necesario que el parametro
fenomenol6gico x incluya una dependencia con %. Ya hemos mencionado la existencia de esta dependen-
cia [ec. (5.220)], asi que en adelante la mostraremos explicitamente definiendo el parametro y mediante
X = 4hy (donde el factor 4 se incluye por conveniencia). En funcion de este parametro se obtiene el limite
clasico correcto de la ec. (5.234):

a(t)o*(t) ~ aa* e"0@ 8y g,

h—0

(5.235)
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resultado que indica la ausencia de fluctuaciones en la dindmica clasica.
Si no hubiéramos pasado a imagen de interaccion, habriamos obtenido el resultado
la?

a(t) = o et (1—e ) (5.2364)
. a 2 i
a*(t) = a* elent (e (5.236b)

En este sentido, vemos que pasar de la imagen de Schrodinger a la imagen de interaccion es equivalente a
hacer una transformacion a un sistema rotante con frecuencia wy. Esta frecuencia desaparece no obstante
al calcular el producto |a(t)|? = a(t)a*(t), obteniéndose el mismo resultado que el dado en (5.233).

El método variacional proporcionara unas ecuaciones diferenciales que rigen la evolucion de los
parametros de desplazamiento y squeezing. Para poder establecer una comparacion entre los resultados
cuantico y variacional, es conveniente obtener la expresion de las ecuaciones diferenciales cuanticas, que
se obtienen derivando las ecuaciones (5.236) con respecto al tiempo:

a(t) = —iwp a(t) — idylaj? e M q(t)
O*(t) = iwp a* (t) + idyla)? e“M a*(t).

El cambio de variables

a=—=(q+i 5.237a
f(q p) ( )
1

o =—(q—i 5.237b
ﬁ(q p) ( )

permite obtener las ecuaciones diferenciales para las variables q y p:
G(t) = wo p+2y(q” + p°) pcos(4hivt) —2y(g* + p?) gsin(4hyt) (5.2384a)
P(t) = —woq—2y(a® + p*) qcos(4hvt) — 2y(g” + p?) psin(4hyt), (5.238b)

cuyas soluciones vienen dadas por

2. 02 2 2
qt) = e zn (1-cos(4hn)) [cos (q ;;ip sin(4hyt)> (gcos wpt + psin aot)

+ ( sm 4hyt)> (pcos wyt —qsinooot)] (5.239a)
— (1 cos(4hyt)) q2+ p2 : e
pit) = cos |~ sin(4hyt) | (pcoswot — gsinwyt)
o>+ p°
— sin ( oF sin(4hyt)> (gcosuxt + psin ooot)] . (5.239b)

El operador hamiltoniano cuantico

H = hwa'a+2kr?yaa? = (hwy — 2h%y)a'a+ 2h%y(a'a)?
hoy 3

1 2 A 2 A
= S(en—am)(@+ 59+ 2 (6 + 697 - 0+ Sy, (5.240)
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donde se ha escrito el campo en términos de las cuadraturas Gy p

1
a=——(G+ip 5.241a
1
-|‘- A~ PN
a'=——=(G—1ip), 5.241b
tiene asociada la siguiente funcion clasica en el formalismo de estados coherentes:
alH|a
Hey = < ((|1|o|() ) _ wp a0* 4 2yala*? = —(*2)0 (@* + p?) + \E/ (9% + p?)2. (5.242)

Las ecuaciones diferenciales que se obtienen tomando el limite 7 — 0 en las ecuaciones cuanticas (5.238)
corresponden a las ecuaciones de Hamilton para el hamiltoniano clasico H:

0H

G=wop+2y(q+p’)p="3 = (5.243a)
. 9
p=—woq—2y(q’+p’)q= —%, (5.243b)

lo que convierte a q y p en variables canonicas conjugadas. A partir de estas ecuaciones puede compro-
barse como la magnitud

= 2@+ ) (5.244)

es una constante del movimiento, puesto que su corchete de Poisson con el hamiltoniano clésico es cero:

d|_6|. a|._a|a%| ol 0Hy o .
a—%(H‘%p—a—qw—a—pwZ{lv’%l}—qq—i‘pp—o-

En funcion de esta constante del movimiento, las ecuaciones (5.243), escritas como
G=(wp+4yl) p=wp (5.2453)
p=—(wo+4yl)g=-wq (5.245b)
pueden integrarse facilmente dando como resultado

Ot = 0o COS Lt + Po Sin wt (5.246a)
Pt = Po COS Wt — o Sin wit. (5.246h)

La periodicidad en la dinamica de las variables conjugadas q y p invita a efectuar una transformacion
canodnica a variables de accion-angulo, (J,0). La variable de accion J se define como

1
1= 7{ oda, (5.247)

donde la integral se lleva a cabo a lo largo de un ciclo del movimiento. A partir de las soluciones (5.246)
puede comprobarse como la constante de movimiento | definida en (5.244) corresponde a la variable de
accion, puesto que

2w 2w
ZmEfpdq:/ p(']dt:w/ p? dt = 1(q} + p§) = 21d. (5.248)
0 0
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En estas nuevas variables, el hamiltoniano es s6lo funcion de la accion, de modo que la ec. (5.242) se
escribe

H (J) = wpd + 2y, (5.249)

La evolucion de J y 0 viene dada por las ecuaciones canbnicas

- 0y (d)

J = R 0 (5.250a)

6 = Mg'J(J) = wp +4yJ = w(J), (5.250b)
que son facilmente integradas como

J = const= %(q% +pp)

a(t) w(J)t+ 6o = (o +4yJ)t + 6o,

siendo w(J) la frecuencia caracteristica del movimiento.
Todos los calculos que hemos realizado pueden repetirse para el caso en que el estado inicial sea un

estado coherente-squeezed, |as) = D(a, a*) S(s,s*)|0), en lugar de un estado coherente puro |a). En este
caso el valor esperado del operador a(t) [ec. (5.226)] vendra dado por

(asa(t)|as) = (0|S'(s,s*) D (o, 0*) e~ X@'2 3 B(a, a*)$(s,5%)|0), (5.251)

donde X = 4Aay, como sabemos, aunque mantendremos la notacion de x para simplificar las expresiones.
Este producto de operadores puede evaluarse haciendo uso de la representacion matricial del algebra hg
escribiendo esta expresion como

(asla(t)|as) = a% (0$"(s,s*) D' (0, 0*) e X2t gha B(qr, ¢*) §(s,5*)|0) . (5.252)
|_,|:

Con algo de algebra puede demostrarse que este valor esperado viene dado por

aeXt — (ass* — a*sy/I+ss%) (1 —elx)
\/ﬁ(eZixt (1 + SS*) _ SS*)3/2
aa*(eixt _ e2ixt)
B (€2Xt (1 + s5*) — ss*)}
(oa*ss* — (a*2s + 0?s*)v/1T+s5*) (1 — 26Xt 4 e2X)
i (e2Xt (14 ss*) —s5*)

(osfa(t)as) =

X exp [—iooot +2ixt+

(5.253)

X exp [—

Es sencillo comprobar como para el caso s = s* = 0 se recupera la expresion (5.229), mientras que para
t = 0 se obtiene el resultado (correcto)

(as|ajas) = (0| (saT +v/1+ss*a+ (5.254)

a o
ﬁ) 0=
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Método variacional

Una vez obtenida la evolucion dinamica cuantica de |a(t)\2, asi como su limite clasico, podemos
comparar estos resultados con los que se obtienen al aplicar el método variacional dependiente del tiempo
al medio Kerr. Asi, si la aproximacion a la evolucion de un estado coherente inicial se escribe

(W(t)) ~e®/" Doy, ar) S(st,57)|0), (5.255)

las ecuaciones diferenciales para los parametros o, oy, s; y S; se obtienen al plantear las ecuaciones de
Euler-Lagrange para la lagrangiana £ asociada al operador hamiltoniano (5.240), dada por

L=L—NcE—ss5)
i . . ih, .. )
= —hd+ E(at*at —oay) + Z(St*st —st87) — Hoo (0t 5t) — A(Cf — sts7)

T | \ \

=l 5 (070 — 00 + - (55— si8) — ooy — hupssy - 2yalar?

—  AR%ys?si? — 8hya Oy sis; — 2hyalsyc, — 2hyor2sc — 2h2ysisyc?

— AC? —ss). (5.256)

Estas ecuaciones vienen dadas por:

o = —iwpog — diyolay — 8ikyoyss; — difiyoyscy (5.257a)
af = iwpa +4iyoiay + 8ikyo;ss; -|-4ihyats;*ct (5.257b)
. . - -, stst . ap?s?
St = —2iups — 161yooy's; — 4iyo; ¢ — 2|y — 2y c
t
—  20ihys?s; — Aifys;C? (5.257¢)
sk H H * ok H St t H GIZS?Z
§ = 2iws + 16iyacofs; + 4iyoy ct+2|y + 2iy c
t
+  20ifysi?s; + 4ikys; c2. (5.257d)

La oscilacion con frecuencia wy puede eliminarse trabajando en la imagen de interaccion que, como
se ha mencionado, equivale a hacer una transformacion de las variables {a,a;,s;,S; } a unas nuevas
variables {ay{, 0}, s{,s'} definidas por:

af = o el

* * y—iapt
of = ofe

st = s edot
s = s eTAwl

Este cambio de variables corresponde por tanto a una rotacion de frecuencia wg para las variables del
desplazamiento (o, 0;) y una rotacion de frecuencia 2wy para las variables del squeezing (st,s;). Es
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inmediato observar cobmo con esta transformacion desaparecen los términos de estas ecuaciones que

contienen wy. Renombrando las variables con prima como variables sin primar, las ecuaciones (5.257)

se escriben
ar = —4iyala; —8ihyoyss; — 4ifiya;sic (5.258a)
af = AdiyoyZag + 8ikyoysisy + 4ihyoysyc (5.258D)
. . o, _afsist . ar?s? I L,
S = —16iyocofs —4iyogc — 2iy s —2iy c — 20ihyse sy — 4iRystC; (5.258¢c)
t t
. . i _af?sst . ads? N . )
¢ = 16iyoiafsy +4iyoiec, + 2iy c + 2iy c + 20iRys; “st + 4ihysicy.  (5.258d)
t t

La ecuacion de Euler-Lagrange para la variable ¢, = +/1+5stSf permite obtener la expresion para el

multiplicador de Lagrange:
h I
A= —Ngzg
Ct Ct
A partir de estas ecuaciones es immediato comprobar que existen dos magnitudes conservadas en

a;2s, — 2h2ystsy . (5.259)

este problema. Una de ellas por supuesto es la energia, dada por

Hy = (W(1)[H|W(t)) = (0IS" (st,7) D' (o, ) H D(or, of ) S(st,5¢)(0)

= W0QF + 2y o + Aoopsts; + 8ly0l O 57

+ 2hyalsy /14 siSt + 2hy02s /14 58 + 2h2ysesy + 6hi2ysPsy2. (5.260)

(La comprobacion es directa, sin mas que derivar esta ecuacion con respecto al tiempo y sustituir las
expresiones para Qi, a;, S y §; dadas por (5.257)). La otra magnitud conservada es el valor esperado del
operador nimero A = a'a:

_d oraf

d S £\ A * 3 *\ & * *
E<O|ST(StaSt ) DT(ataat ) aTa D(ataat ) S(Stast )|0> - dt (T +stst )
1. Cev e o
= ﬁ(omt + 0:a7) + 5S¢ + 5S¢ = 0.
Denotaremos por J, esta constante del movimiento (multiplicada por 7 por conveniencia):
Jy=h(W(t)|aTa|W(t)) = ayaf +hsst = const. (5.261)

En el limite 7 — 0 las ecuaciones diferenciales (5.258) se desacoplan. Las ecuaciones para a; y of

a = —diyofo]
af = diyaiioy
pueden integrarse directamente y el resultado puede escribirse en términos de la constante de movimiento
J = aaf
o = oe 4 (5.262a)

af = o*etv (5.262b)
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Notese que en este limite la constante de movimiento Jy, se reduce a J, segin puede verse en (5.261).
Asimismo, la otra constante de movimiento, H}, dada por (5.260), corresponde en este limite a la energia
clasica: H = wy 010 4 2ya?o;? = wy J 4 2yJ2. Las ecuaciones diferenciales para s; y s; vendran dadas
por

2a ¥ %22
. . . _alssy . a
§ = —16|stt—4|y0(t2ct—2|y&—2|yt—St
Ct Ct
*2 o, o* 2ox2
. . . _asst .«
§F = 16|stf+4|yut*2ct+2|ytTS”+2|y ‘CSt
t t

Puede llevarse a cabo un cambio de variables, y pasar del conjunto de pardmetros complejos {a,a*,s,s*}
a un conjunto de parametros reales {0q, Pa,Js, Ps} Mediante las ecuaciones de transformacion

1 .

of = %(qq—klpq) (5.2633)
. 1 .

o = ng—mw (5.263b)
St = Ost+ips (5.263c)
S = Gs—ips. (5.263d)

En funcion de estas nuevas variables, las ecuaciones diferenciales (5.257) tienen la forma

o Pa + 2YPa (G2 + p3) + 87iypa (62 + p?)

+  4hY(0a Ps — Pals) \/m

— oo — 2V (93 + P2) — 8hyda (02 + p2)

—  4hY(QuGs + PaPs)y/ 1+ a2 + p?

. 2y
ds = 2wops+8yps(a’ + p2) + m(q(ﬁ — Pg)dsPs

4
+ 2 Gupa(1+G2+2p2) -+ Ahyps + 24fyps(cZ + p2)

/14 0% + p?
2y

Ps = —2wols—8yds(q5 + P3) — m(l‘ﬂqg +pd) (a5 — P3)
S S

Qo

Pa

4y

m% PadsPs

— 4hiygs — 24hygs (g2 + p2).
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Por otra parte, la energia (5.260) se escribe 1’

o y
Hp = =7 (da+Pa) + 5

+  2hyy/ 1+ 02+ p2(G30s — PAUs + 20aPaPs) + 212Y(02 + p2) + B12Y(q2 + pZ).

(05 + P5)? + hun(as + pl) +4hy(95 + p3) (a2 + pd)

(5.266)

El limite 7 — O en estas nuevas variables conduce a los resultados clésicos dados anteriormente.
Por una parte, el término dominante en H/, dado por (5.266) corresponde al hamiltoniano clésico #
[ec. (5.242)]:

T = (6% + PR) + 3 (6 + P2)? = I + 2% (5.267)
17Es importante indicar que las ecuaciones de transformacion (5.263), si bien definen (qq, pq) como variables canonicas
conjugadas, no sucede lo mismo para el par de variables (gs, ps). Las ecuaciones diferenciales (5.257) pueden escribirse como

. _OH) ] . OH)
a=-—i 3" ; a* = |W (5.264a)
2i 0H)) «  2i0Hp
=—— ; =——. .264
h 0s* ' h 0s (5.264b)
Si se lleva a cabo un cambio de variables mediante las ecuaciones de transformacion
Ot =K(Ga+ipa) ;  Af =K(da—ipa) (5.265a)
St = K’ (q3+ |§s) ) S;‘ = K’ (q’sf iﬁs), (5265b)
donde K y K’ son constantes reales, el conjunto de ecuaciones (5.264) podra escribirse como
.1 oHj ) .1 oHy
fa = 52 9P T 90
- 1 0Hy ] . 1 oHp
9=z ops T Thezage

Si se desea que los pares de variables (qqa, Pa) ¥ (s, Ps) Sean variables canénicas, su evolucion temporal debe regirse por las
ecuaciones de Hamilton. Esto hace que las constantes K y K’ sean tales que

1 1
A T
con lo que el cambio de variables (5.265) vendra dado por

Q= (Gtib) i o= (G ipa)

t= /2 (o + 1Pa ) t = V2 (o — 1Pa
1 1

st = ——(Gs+ip. ; st = —(Gs—ips)-
t \/ﬁ(QS Ps) t \/ﬁ(QS Ps)

Con esta transformacion, tanto las variables (qq, pa) como (s, fis) son variables candnicas. Ahora bien, para que estas Gltimas
puedan seguir siendo interpretadas como variables de squeezing, no deben depender de A. (El operador f)(a,a*) produce un
desplazamiento en el espacio de fases cuya magnitud depende del valor de # utilizado para teselar el espacio de fases. Por este
motivo hemos dejado explicita esa dependencia escribiendo el operador como D(a,a*) = exp(h~Y/2(aa’ —a*a)), y por tanto
las variables clasicas o y a* no dependen de %. Sin embargo, el operador de squeezing deforma el circulo de incertidumbre
convirtiéndolo en una elipse cuya rotacion respecto a los ejes de cuadratura viene determinada por el parametro de squeezing.
Esta rotacion no debe depender del valor de £.) Por este motivo, la transformacion (5.263c-d) para las variables de squeezing se
lleva a cabo mediante un par de variables (g, ps) relacionadas con (s, fis) por (ds = Gs/V'h, ps = Ps/V'k). De esta manera, se
sacrifica la ventaja de tratar con variables canonicas conjugadas frente a la exigencia de interpretar fisicamente estas variables
como un squeezing. Por otra parte, la ausencia de una dependencia de £ en la transformacion (5.263c-d) permite obtener de
forma correcta el limite semiclasico del problema variacional, como se vera a continuacion.
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Las ecuaciones de evolucion para los parametros del desplazamiento vienen dadas por las ecuaciones de

Hamilton:
. 07
Ga = GoPa+2yPa(d+pE) =3 "
Pa
. 0
Pa = —QbQG_Zan(qg‘i‘pczx)E a}él
Ju

que, en funcion de la constante de movimiento J = (g2 + pZ)/2, se escriben en la forma

do = (Wo+4Y))pa=wpPqg

Pa = —(wo+4yJ)da =wQq,

y se integran como
Qat = Jog COS WX + Pag Sin ot (5.268a)
Pat = PagCOS WL — Qgq Sin wt. (5.268b)

Las magnitudes J y w corresponden, respectivamente, a la variable de accion (5.247) y a la frecuencia
clasica del movimiento (5.250) definidas en el formalismo de variables de accion-angulo.
Por otra parte, las ecuaciones clasicas (no lineales) para las variables de squeezing vienen dadas por:
2y

s = 2(%+8V3)ps+m(qg—p§)%ps
dy
m%pa(l‘i‘qg‘FZpg) (5.269)
. 2y 2 22 2
ps = _2(wo+8yJ)qs—m(l+2qs+ps)(qa—pa)
S S
dy

(5.269b)

m% PadsPs-

A continuacién se muestran los resultados de la evolucion temporal del cuadrado del valor esperado
de la amplitud del campo, |(a(t))|> = (ala(t)|a)(ala’(t)|a) = a.0f /A, tanto para el calculo cuantico
exacto como para la aproximacion variacional, asi como para el limite semiclasico. El problema puede
escalarse convenientemente redefiniendo el parametro temporal como 6 = 4Ayt. (En imagen de interac-
cion, la ecuacion de Schrédinger id|W) = 2hya'?a?|W) podra escribirse como idg|W) = 1/2a2a?|W),
lo que es equivalente a una eleccion de y= £/4). Se ha elegido wy = 0. Para la evolucion cuéntica de la
amplitud del campo, la ec. (5.233) indica que para tiempos cortos (6 < 1) se tiene

l(a(t))|2 ~ne"® ~n(1-n@?), (5.270)

donde n = (W(0)|a’a|¥(0)) = (aja’aja) = aa* /A es el nimero de fotones en el instante inicial, de
donde
n—|(a(t))|? ~n’e2. (5.271)
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Figura 5.5: Calculo de (n— |(a(8))|?)/(n?6?) para distintos valores del nimero de fotones inicial n = aa*/A.
Se representan los resultados cuantico (linea continua), variacional (linea a trazos) y semiclésico (linea punteada)
hasta un tiempo final 8; dado por nBs = 21t

En la Fig. (5.5) se ha representado el valor cuantico (linea continua) de (n— [(a(t))|?)/(n?6?) frente a
nB hasta un tiempo final correspondiente al periodo de una oscilacion clésica, que segin (5.250b) viene
dado por T = 21/ = 211/ (4Yd) = 211/ (4YRN), esto es, hasta un tiempo final 81 = 4AyT = 211/n. Para este
tiempo, la diferencia (5.271) toma el valor n— |(a(t))|? ~ 412 independientemente del nimero de fotones
n que presente el estado coherente en el instante inicial, siempre que este nimero sea suficientemente
grande, puesto que la condicion 8¢ < 1 para que la aproximacion (5.271) sea valida corresponde an > 1.

Variacionalmente, la conservacion del valor esperado del operador nimero de fotones implica que
(W(t)|aTa|W(t)) = arof /h+sisf = const = apay/h = n, puesto que estamos considerando el caso en el
que el estado inicial es un estado coherente puro e inicialmente el squeezing es nulo. En consecuencia,
la magnitud n — a0y /k da cuenta de la evolucion temporal de sis;. Es decir, inicialmente el nimero
medio de fotones viene completamente determinado por los parametros del desplazamiento, mientras
que al ir evolucionando el estado se va produciendo una transferencia de un modo a otro de manera que
ni 00f Ni ¢S se mantienen constantes por separado, pero si la suma a.o; + 2s:S;. En la Fig. (5.5) se ha
representado el valor de (n — oo} /%) /(n?6?) en linea a trazos.

Finalmente, se ha evaluado el valor de s;s;, esto es, el valor de n — aa; /A en el limite semiclésico,
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en el que las ecuaciones de evolucion de los parametros del desplazamiento (¢, 0;) se desacoplan de
las ecuaciones para el squeezing. En este caso, la magnitud a:a; /% si es constante de movimiento, y
determinar la evolucion de las variables (st,s;) es equivalente a integrar la ecuacion de evolucion de la
matriz de estabilidad del sistema. El resultado se muestra en la Fig. (5.5) con linea punteada.

Los resultados mostrados en la Fig. (5.5) indican, por una parte, que cuanto mayor sea el nimero de
fotones del estado coherente inicial, la aproximacién variacional serd capaz de reproducir la dinamica
cuantica por méas tiempo. La aproximacion del resultado cuéntico a tiempos cortos dada por (5.271) es
valida siempre que n—|{(a(t))|?> < n. El método variacional, al estar basado en un desarrollo perturbativo,
asume que el efecto del squeezing sera menor que el del desplazamiento, de forma que en la conservacion
de a;af /h+stS; = n es necesario que la magnitud s;s; sea pequefia en relacion a a;o;. (En la Fig. (5.6) se
observa que, efectivamente, (n— a0 /%)/n=ss*/n < 1, lo que por otra parte indica que la transferencia
de un modo a otro no es completa). Por este motivo la aproximacion variacional podra dar cuenta de la
dindmica cuéantica Gnicamente a tiempos muy cortos, puesto que fuera de este rango se dejan de cumplir
las condiciones de validez del propio método. Por otra parte, tal como se ha escalado el problema, el
limite semicléasico 7 — 0 corresponde al limite n — o de grandes nimeros cuéanticos. Los resultados
muestran que en este limite la aproximacion semiclasica a tiempos cortos proporciona un resultado que
se ajusta a la dindmica cuéntica incluso mejor que la aproximacion variacional. [Ver la gréafica superior
para n = 50000].

Al disminuir el valor de n, esto es, a medida que aumenta el valor de %, ambas descripciones (varia-
cional y semiclasica) dejan de ser validas. A pesar de esto, el método variacional es capaz de describir el
decaimiento exponencial inicial del valor esperado de la amplitud del campo, |{a(t))|?, si bien no puede
llegar a reproducir el colapso que tiene lugar cuanticamente. 8 La aproximacion semiclasica es incapaz
de describir este decaimiento, puesto que a;0; se mantiene constante a lo largo de la evolucion clésica.

En general, la aproximacion variacional descansa en un desarrollo perturbativo de las soluciones,
cuyo orden dominante corresponde a la solucion semiclésica. Para dar validez a los resultados propor-
cionados por el método variacional es necesario que éstos no difieran cualitativamente de la dinamica
semiclasica. Las deformaciones en el paquete debidas a las anarmonicidades del potencial son dificiles

18E] decaimiento completo de la amplitud cuantica no puede reproducirse variacionalmente a partir de la evolucién de un
Unico estado coherente. Sin embargo, es posible obtener el valor esperado del operador a(t) haciendo uso de las funciones de
distribucion en el espacio de fases:

2
<a>(t)://d% (o%,a;t) @, (5.272)

donde se ha tenido en cuenta que el simbolo P asociado al operador a viene dado por a. Puede obtenerse una expresion analitica
para la funcion Q(a*,a) de un estado coherente-squeezed haciendo uso de la representacion matricial del algebra hg asociada
a los estados coherentes:

Qat,a5t) = (alp(t)]a) = [(a|W(t))[* = [(O]B" (c)B(at)S(s1) |0}
1 e%l(afm)(a*fat*ﬂm[((x—cx‘)zs;‘+(a*fa;)zs.]

/1 +5t5¢ ’

(5.273)
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de describir Gnicamente con un paquete coherente-squeezed.

Accidentalmente, el método variacional es capaz de reproducir varias oscilaciones de la amplitud
del campo cuantica para valores muy bajos de n, como se muestra en la Fig. (5.6). Esto es debido a que
los autoestados del oscilador arménico son autoestados para el medio Kerr, descrito por H = Ho +k HZ,
donde Hg es el hamiltoniano libre del oscilador arménico. Para un valor muy bajo de aa*, el estado
inicial |W(0)) = |a) = D(a,a*)|0) es practicamente el estado fundamental del sistema (esto es, el estado
fundamental del oscilador armonico) apenas desplazado:

W(0)) = D(a)|0) = f+h‘1/2(aaT—a*a)+%(aaT_a*a)2+... 10)

* 2
= (1—%”0)+h—1/2a|1>+‘2/—f;a2\2)+---. (5.275)

Seran suficiente dos parametros para describir bien la evolucion temporal de este estado (que den cuenta
respectivamente de aeE1t/2y de a2 e'E2t/%), es decir, la expresion |W(t)) ~ D(ay, of )S(st,s¢)|0) sera una
buena aproximacion a la evolucion del estado coherente |a), siempre que o sea suficientemente pequefio
como para poder truncar el desarrollo (5.275) hasta segundo orden.

Esta validez del método variacional para valores tan bajos de n no es general, y se da en el medio Kerr
debido a que el estado inicial puede desarrollarse perturbativamente en torno al estado fundamental del
oscilador armdnico, que es el estado fundamental del sistema Kerr. En la Fig. (5.6) se ha representado
el valor de (n—|{a(t))|?)/n para la evolucion cuantica (linea continua), variacional (linea a trazos) y
semiclasica (linea punteada). Se observa que la aproximacion variacional es capaz de reproducir varias
oscilaciones cuanticas para valores muy bajos de n. En este caso, se esta lejos del limite semiclasico, y
el valor de s;s; Unicamente puede describir un crecimiento cuadratico inicial, sin posibilidad de producir
oscilacion alguna.

con lo que el valor esperado (5.272) viene dado por la integral

(0000~ )+ g ()P + (0~ s

@ = nm//

dqadpa ipg) @2 (GG )+ (Pa—Pe;)’]
- // QQ+|pa)62h Qo —ay Pa — Pay
n\/m

[(0la—ay )20 = (Pa—Poy )20 +2(Ga— qut)(pa—pat)pg]}

« e 1+q3 21+ R+

, (5.274)

con el cambio de variables (5.263). En este caso, es de esperar que al evaluar esta integral se produzcan interferencias destruc-
tivas entre todos los estados coherentes que intervienen, y pueda reproducirse el decaimiento esperado en (a)(t).
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Figura 5.6: Calculo de (n— |(a(B)}|?)/n para distintos valores del nimero de fotones inicial n = aa*/A. Se
representan los resultados cuantico (linea continua), variacional (linea a trazos) y semiclasico (linea punteada).



Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha puesto de manifiesto la idoneidad de la representacion de Bargmann como un
marco adecuado en el que llevar a cabo aproximaciones semiclasicas de objetos cuéanticos. La principal
ventaja de esta representacion radica en las propiedades geométricas que posee el espacio de parametros
complejos que representa el conjunto de estados coherentes. La estructura simpléctica asociada a esta
variedad compleja permite interpretarla como un espacio de fases para el sistema cuéntico. Por este
motivo los estados coherentes desempefian un papel tan importante en el estudio de la correspondencia
cuantico-clasica y en la derivacion de aproximaciones semiclasicas.

Otra ventaja importante de esta representacion es consecuencia de su estructura compleja analitica,
que proporciona la base matematica adecuada para llevar a cabo aproximaciones de saddle point. Esta
estructura compleja intrinseca de la representacion de Bargmann hace posible incluir trayectorias com-
plejas en el formalismo semiclésico sin tener que recurrir a una complexificacion ad hoc de la dindmica
clésica.

A continuacion se resumen los principales resultados obtenidos en este trabajo:

= Aplicando un formalismo WKB en la representacion de Bargmann se ha obtenido una aproxi-
macioén a la funcion de onda que es uniforme y no singular en la region clasicamente permitida
del espacio de fases. La expresion obtenida es diferente para cada esquema de ordenacion cuanti-
ca elegido y no presenta los problemas de divergencia en las causticas que sufre la aproximacion
WKB en la representacion de coordenadas.

= Las condiciones de cuantizacion para la energia se obtienen imponiendo una condicion de analiti-
cidad a la funcion compleja uniforme W(a*).

= Un formalismo analogo dependiente del tiempo ha conducido a una aproximacién semiclésica para
la funcion W(a*,t). La eleccion particular de un estado de Bargmann como estado inicial conduce
a una aproximacion semiclasica para el propagador cuantico que requiere para su determinacion
la integracion de una trayectoria compleja que evoluciona acorde a unas ecuaciones de Hamil-
ton generalizadas y sometida a unas condiciones de contorno a dos tiempos (inicial y final). La
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amplitud de transicién se escribe en términos de la accién de dicha trayectoria compleja, asi co-
mo de su estabilidad lineal. Se ha presentado una expresion unificada para los distintos esquemas
de ordenacion cuantica posibles. El resultado coincide con las expresiones semiclasicas para el
propagador obtenidas por otros autores a partir de un formalismo de integrales de camino en esta-
dos coherentes. A diferencia de éstas, la presente aproximacion ha sido derivada de forma directa,
sin hacer uso de la aproximacion de fase estacionaria.

A partir de esta aproximacion para el propagador, y utilizando una resolucion generalizada de la
identidad en la representacion de Bargmann, se ha obtenido una expresion integral del operador de
evolucion en forma de distribucion P generalizada. Esta resolucion del propagador, derivada a par-
tir de una aproximacion de saddle point, constituye una representacion de valores iniciales (IVR),
en la que las trayectorias estan determinadas por condiciones dadas (nicamente en el instante ini-
cial. Para una eleccion particular de la variedad de integracion, las trayectorias que intervienen en
la IVR son reales, y los elementos de matriz del operador de evolucion en la representacion de
coordenadas proporcionan la expresion de Herman-Kluk del propagador.

Se ha desarrollado un método basado en el uso de operadores unitarios para obtener una expresion
globalmente uniforme para la funcion de onda independiente del tiempo en la representacion de
coordenadas. Esta aproximacion requiere la integracion de una Gnica trayectoria clasica a lo largo
de un periodo de la 6rbita clésica para el caso de sistemas ligados y depende de un parametro A
relacionado directamente con la transformacion unitaria empleada. La aproximacion de la integral
por el método de saddle point conduce a la expresion WKB de la funcion de onda, con la con-
siguiente aparicion de singularidades. Esta pérdida de uniformidad se consigue asimismo para los
valores limite A — 0 y A — o, que conducen respectivamente a las funciones WKB en la rep-
resentacion de momentos y coordenadas. Se han obtenido expresiones para estos casos extremos
mediante un procedimiento analogo al anterior haciendo uso de transformaciones no unitarias.

Un formalismo similar dependiente del tiempo ha permitido extraer de la dinamica las autofun-
ciones mediante transformacion Fourier. En este caso se ha hecho uso de una transformacion uni-
taria independiente del tiempo, y mediante la integracion de una (nica trayectoria clasica ha sido
posible obtener tanto las autofunciones ¢,(x) como las condiciones de cuantizacion para la en-
ergia.

Se ha obtenido una aproximacion para la traza del operador de Green que involucra una suma sobre
todas las orbitas peri6dicas del sistema. Para potenciales simples con un dnico punto de equilibrio,
las Orbitas que intervienen son reales, y la expresion correspondiente para la traza del operador
de Green viene dada por la formula de la traza de Gutzwiller para el caso monodimensional. La
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correspondiente densidad de estados en este caso conduce a las condiciones de cuantizacion para
las acciones clasicas dadas por la teoria WKB. No obstante, es en el caso de potenciales que
presentan varios minimos donde se ponen de manifiesto las ventajas de la naturaleza compleja
de la representacion de Bargmann. En este caso, la suma sobre érbitas periddicas se extiende no
sOlo a las trayectorias reales existentes en las regiones clasicamente accesibles del sistema, sino
también a orbitas complejas en las zonas clasicamente prohibidas, permitiendo la descripcion de
fendmenos puramente cuanticos como el tunneling. Un procedimiento perturbativo adicional ha
permitido obtener el desdoblamiento de niveles predicho por la teoria WKB para un potencial de
doble pozo simétrico.

= Se ha desarrollado un método para obtener el estado fundamental de un sistema cuantico mediante
un procedimiento variacional que, partiendo de un ansatz de estado coherente-squeezed para la
funcion de onda, determina los valores 6ptimos de los parametros que minimizan la energia del
nivel fundamental. Se ha presentado una manera alternativa de obtener las ecuaciones variacionales
para estos parametros, imponiendo cierta estructura para un operador hamiltoniano transformado
por los operadores que intervienen en el estado de prueba. Este método puede ser considerado co-
mo un método de analisis de estabilidad cuantico, que va mas alla del analisis clasico al incorporar
en el formalismo las fluctuaciones cuanticas. Asimismo se han analizado posibles optimizaciones
de la aproximacion de estado coherente generalizado, incluyendo operadores de orden superior en
el estado de prueba.

= La aplicacion de un método de aproximacion variacional gaussiana dependiente del tiempo ha
posibilitado estudiar la dinamica de un sistema cuantico en un espacio de fases clasico definido
como el espacio de los parametros que definen la gaussiana. Asumiendo que la evolucién de un
estado coherente puede aproximarse por |W(t)) ~ D(ay, o )S(st,s)|0), se han obtenido las ecua-
ciones diferenciales que rigen la evolucion de los parametros que identifican tanto el centroide de
la gaussiana como su deformacion. En el limite semiclasico, ambas evoluciones se desacoplan y
las variables promedio (o, 0;) evolucionan acorde a las ecuaciones clésicas de Hamilton, mientras
que las variables de fluctuacion (st,s;) siguen una evolucion determinada por la estabilidad lineal
de las trayectorias clasicas. Llevando a cabo una generalizacion a una dinamica compleja, hemos
obtenido una aproximacion para la evolucién de un estado de Bargmann en el limite semiclasico,
U(t)|B). Para una eleccion particular de los parametros iniciales, se obtiene una aproximacion en
términos de trayectorias reales que corresponde a la Thawed Gaussian Approximation propuesta
por Heller. Hemos puesto de manifiesto que el error de esta aproximacion es O(%/2). A partir de
este resultado se ha obtenido una expresion integral en forma de IVR para el operador de evolucion

mediante el uso de una adecuada resolucion de la identidad. Esta forma IVR, diferente a la forma
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P generalizada obtenida mediante el formalismo WKB, constituye una representacion de valores
iniciales asintotica que es correcta semiclasicamente: si se utiliza para evaluar el elemento de ma-
triz (0(|U(t)\[3) aproximando las integrales correspondientes por el método de saddle point, las
correciones de orden 11/2 de cada una de las propagaciones individuales se cancelan, y se obtiene
un resultado valido hasta O(%). Este resultado coincide con la expresion del propagador obtenida
mediante el formalismo WKB en la representacion de Bargmann.

Perspectivas: Aplicacion a sistemas multidimensionales

En esta memoria hemos presentado diversas aproximaciones semiclasicas en la representacion de
Bargmann para sistemas en una dimension. Estos sistemas resultan apropiados para comprobar el fun-
cionamiento de las técnicas descritas y en ellos resulta mas sencillo llevar a cabo los calculos analiticos
que conducen a dichas aproximaciones. No obstante, sin duda son los sistemas de mayor nimero de
grados de libertad los que presentan un mayor interés fisico, no s6lo porque constituyen sistemas mas
realistas, sino porque ofrecen nuevas posibilidades de comportamiento dinamico respecto a los sistemas
de un grado de libertad.

Algunos de los resultados obtenidos en el caso monodimensional son directamente generalizables
a sistemas con N grados de libertad. Este es el caso del propagador semiclasico en la representacion
de Bargmann, o de la resolucion del operador de evolucion en forma de IVR. En estos casos la gen-
eralizacion es directa, si bien debe tenerse especial cuidado al llevar a cabo los sucesivos cambios de
variables, haciendo uso de las reglas de productos de determinantes jacobianos.

Otros resultados dificilmente pueden ser generalizados, como sucede con el procedimiento WKB
para construir la funcion de onda estacionaria en la representacion de Bargmann, como se obtuvo en la
seccion (2.1). En este caso, la eleccion de los caminos de integracion adecuados para evaluar la integral
de accion compleja N-dimensional resulta inviable, pues estos caminos deben rodear las singularidades
presentadas por la funcion yg (a*), donde y y o* son vectores con componentes complejas yi y o,
respectivamente (k=1,--- ,N).

La extension al caso N-dimensional de la densidad de estados debe apelar necesariamente al tipo de
dindmica clasica subyacente. Cuando esta dinamica es hiperbolica, la formula de la traza de Gutzwiller
proporciona una descripcion del espectro cuantico en términos de las orbitas periddicas aisladas e inesta-
bles del sistema clasico correspondiente. En el caso de sistemas integrables, el ansatz de Berry-Tabor
relaciona la densidad de estados con los toros resonantes. Es posible derivar las formulas de Gutzwiller y
de Berry-Tabor dentro del formalismo de estados de Bargmann. Remitimos a [Mar04] para una descrip-
cion detallada de esta generalizacion.



Apéndice A

Funcion normal asociada a un operador
simétrico

Cualquier funcion f(a,a’) de los operadores bosonicos a y a', que satisfacen la relacion de com-
mutacion [a,a’] = 1, se define por su desarrollo en series de potencias de estos operadores, que en
general tendra la forma

Z Z f(l aam™a'm...a", (A1)

donde I,m,... son enteros positivos o cero. Siempre podemos utilizar repetidas veces la relacion de
commutacion aa" —a'a = 1 para reordenar los operadores a y los a' entre ellos. Si lo hacemos de tal
forma que todos los operadores a en cada término de la suma quedan a la derecha de los a', se dice
entonces que la funcion f esta ordenada de forma normal, y podemos escribirla como

faah)=fM@ah =y " afal, (A.2)
I
donde los coeficientes del desarrollo, fi(j”) son independientes de ay a'.

Otra alternativa consiste en commutar todos los a a la izquierda de los a', de forma que la misma
funcion f pueda escribirse como

f(a,a’) = f*(a,a") :Zf,a ala'l. (A.3)

Se dice entonces que la funcién se encuentra en forma antinormal. En general, f 75 fIJ , mientras que
f(a,a’) = fM(a,a") = f@(a,a"). (A.4)

Puesto que las formas normal y antinormal de una funcion que puede desarrollarse en serie de poten-
cias son (nicas, podemos establecer una correspondencia biunivoca entre (" (a,a’) [o f(® (a,a)]y las
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funciones ordinarias f(™(a,a*) [o f® (a,a*)] de la variable compleja a. Esta correspondencia sera de
gran utilidad a la hora de obtener la forma normal (o antinormal) de una funcion f(a,a’) sin tener que
Ilevar a cabo “a mano” el procedimiento de la reordenacion de operadores, que en ocasiones puede resul-

tar bastante tedioso. Con este fin definimos el operador ordenacion normal, A que actla reemplazando
a* por ht/2a’ y a por h1/2a, con todos los a' a la izquierda de los a:

ﬁ[{aia*"} —r¥allal. (A.5)
Este operador (lineal) cumple las siguientes propiedades:
ﬂ{cf(”)(a,a*)} = cfW(aa") (A.6)
ﬁ[{ﬂ(”)(a,a*) + FZ(”)(O(,O(*)} = f"@a,a")+ " (a,a" (A7)
N{c} = cf (A8)
AN = 1, (A.9)

donde ¢ € C es cualquier constante compleja, I es el operador identidad y ﬁ[*l es el operador que
transforma la funcion de operadores f (a,a’) en una funcion ordinaria f(N)(a,a*) de la variable compleja
a, reemplazando a por A~Y/2a y a' por A~1/2a* de forma que

AHallal} = h7 ool (A.10)

Este operador cumple asimismo las siguientes propiedades:

fﬂ[*l{cf(“)(a,aT)} = ¢ f"(a,a*) (A.11)
A" @a)+ " @ah} = {70+ {7V (a) (A12)
A el = c (A.13)

Por lo tanto, para obtener la funcion F(N)(a,a*) debe escribirse primero f(a,a') en forma normal y
luego reemplazar a por h~Y/2a y a' por i~1/2a*.
De forma similar puede definirse un operador 71 que se aplica a operadores ordenados antinormal-

mente mediante

—(i+i)

27'{da"} = n7z oo (A.14)
at {c A (a, aT)} = cfAa,a%) (A.15)
%%W@ﬂﬁﬂmw::@@m+WQm (A.16)

2 Hcl} = (A.17)
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Y definiendo 4 como el inverso de 4—1:

22 '=2"172=1, (A.18)

{ *J} = K7alall (A.19)

a1t { )(a,a’) } = c¢fA(a,a%) (A.20)

ﬁl‘l{f( J@a")+ 1M (a,al } = f™a,a) + f¥(a,0%) (A.21)
i} = ¢ (A.22)

De nuevo, 4 reemplaza o por ht/2a, a* por hl/2a’ y coloca todos los a' a la derecha de los a.

Una ordenacion intermedia entre la normal y la antinormal es la llamada ordenacion simetrizada.
De forma analoga a los casos anteriores, puede definirse un operador de ordenacién simetrizada, S que,
aplicado a una funcion clasica de o y a* permite obtener un operador deay a'

f®)(a,a") = 3{1?(3)(0(,01*)} (A.23)

y su actuacion es tal que reemplaza o por /2a, a* por h/2a’ y toma el promedio de todas las posibles
ordenaciones de estos operadores.

Para poder establecer una relacion entre las distintas funciones clésicas asociadas a un operador
cuantico es necesario enunciar los siguientes teoremas:

Teorema 1: La funcion normal asociada, f( (a,0*), esta dada por el elemento de matriz diagonal
de f(a,a') en la representacion de estados coherentes:

f(a,a%) = (af (a,a)]a) = Tr[[o)(a|f (a,a")], (A.24)

donde aja) = A~/2ala). A la funcion normal asociada f(™ (a,a*) se le denomina representacion Q del
operador f(a,a'), que denotamos por %o (o, 0*).
Teorema 2: Una funcion f(a,a’) puede ponerse en forma normal por medio de

t(a,a") = A {{a|f(a,a")|a) } = 9\[{ (h_l/za-l-hl/zag h- 1/20(*)-1}, (A.25)

donde (5120 + K23, h~Y/2a*) se obtiene reemplazando a por h~Y/2a + kl/2 94+ y af por h=1/2a*
en el desarrollo en serie de potencias original de la funcion f(a,a’). Notese que si f esta ya en forma

normal se tiene simplemente

f(N) (hl/za—l-hl/Z%,hl/za*) 1= F(N)(hfl/za’hfl/za*) = 7Q(h71/20(’h71/2a*)’ (A.26)
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puesto que todos los términos [ /20 + /i'/2 d,-)] aparecerén a la derecha y (9q+)-1=0.
Teorema 3: Cualquier funcion f(a,a’) que se comporte adecuadamente puede ser representada por

la integral

fla,a’) = f®@a’) = /%‘“\axm @ (0,0%) = ﬁl{f(a)(d,a*)}, (A27)

donde f®(a,a*) es la funcion antinormal asociada. Este teorema establece que el operador de orde-
nacion antinormal es equivalente al operador integral [ d%ﬂa)(a\. A la funcion f(®(a,a*) se le denom-
ina representacion  del operador f(a,a'), denotada por %p (a1, a*).

Teorema 4: La forma antinormal de f(a,a') puede obtenerse mediante

£@)(a,a") = {f(h‘l/zahl/z hl/z"’) 1}
da

2
_ [4d |0()<0(|f( 1/20(,h1/20(*—h1/26%)-1, (A.28)

donde f(A/2a,h 2a* — K'/204) se obtiene a partir del desarrollo en serie de potencias original de
f(a,a'), reemplazando cada a por i~*/2a y cada a' por A~Y/2a* — h1/2 d,. Notese que si f ya esta en
forma antinormal, entonces

.F h—l/za h—l/Z hl/Z 0 — Z f(a i _hi ] 1
’ 1 da

1]
zf., B2 alat) = f@(a,0%) = Fo(a,a”), (A29)

puesto que (0qy) -1 = 0. Este teorema es el analogo al Teorema 2 para la ordenacion antinormal.

Teorema 5: La forma simetrizada de f(a,a’) puede obtenerse mediante
- h? 9 2 9
(s) Ty — -1/2 —1/2 %
f®(a,a") S{f ((h a+— > 3 ~—), (A “a 5 aa)> 1}, (A.30)

donde f((A~Y2a+ h'/2/20q-,h~?a* — h/2/2d,) se obtiene reemplazando a por h~/2a + 1it/2 /2 -
ya' por i~/2a* — h1/2/2 d, en el desarrollo en serie de potencias original de la funcion f(a,a’).

A continuacion expondremos la demostracion de la ec. (2.19) para la funcion normal asociada a
un operador H expresado como una combinacion simetrizada de operadores Gy p. Consideraremos en

primer lugar un caso sencillo con una funcién de la forma

f(a,a") = "% (cia’ +ca)"(dra’ +dpa)™ = prg™, (A.31)
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donde hemos hecho uso de las transformaciones 1

o}

r/?(dia" + d,a) (A.32)
R/2(cia’ + coa). (A.33)

ey
Il

En este caso, haciendo uso de (la inversa del) Teorema 2, se tiene

f)(a,a*) = (a|f (a,a")|a)
n m
_ gy [clﬁ_l/za*-i-Cz (h_l/za_l_hl/za%*)] [dlh_l/Zq*+d2 (h—l/za+h1/2a%>«=>]

B N 0 (n) . 0

= [clo( ) (a+haa*)] [clo( +C (a+haa*>}

duo +dp (a2 )| ™ |dyat +d (o 12 (A34)
! 2 da* ! 2 dax )|’ '

Estamos interesados en recopilar los términos de orden %% y i* de este desarrollo. No es dificil ver que

X

el termino de orden cero esta dado por
£V (@, 0%) = (cra* + co0)" (dya* + dpat)™ = p"g™, (A.35)
donde qy p son las variables clasicas definidas por

q = dio*+da (A.36)
p = cia*+co0. (A.37)

Consideremos a continuacion los términos de orden £. Por una parte, la contribucion de los términos
que provienen de p" sera:

n—1
e nin-1) .,
cic2 y (n—j)p" 2qm = 0102u p"2q™. (A.38)
=1 2
De forma analoga, los que proceden de §™ contribuiran con
m—1
. _ m(m—1 _
a3 (= 0" =y M (A39)
=
mientras que los términos cruzados daran
codynmp" 1ML, (A.40)
LEn general esta transformacion tiene la forma
4 = dial+doa
p = ClaT+62a,

pero es preferible mostrar la dependencia explicita con % de los coeficientes &, di (i=1,2) para simplificar la notacion posterior.
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Uniendo estas contribuciones tendremos

nn—1) ,_
2 p

fl(”)(a,a*) = €10y

_1) nm-2

m(m
2qm+d1dz%p q

+ cydynm pn—1qm—1

2
") 45 od BT (g
2 0o da* Ag?

qm),

(A.41)

donde hemos tenido en cuenta las ecuaciones de transformacion (A.36) y (A.37), de forma que podemos

_ lopap & o,

200 0a* op?
opaq *
+ 90 do* aqap(p

escribir
f"(a,0*) = p"q"
Llopap & 109 9g
+ 2aaaa*ap2(pq )+26aaa*
+  O(h?).

Es sencillo comprobar que en el caso de una funcion dada por f(a,a’)

02 op dq 02
aqz(pq )+ o0

similar, salvo los términos cruzados, que vendran dados por

41 0Ogdp @
d m—1,n-1 __
200MMQ" P = ooy Oqap(q p")-
De esta forma, un operador de la forma
~ 1 o
U=2(p"q"+4"p")

tendra como funcion normal asociada

U (a,a*) =

9p 99
da do*
donde

1 =

N =

es el término de orden cero de (a|U|a).
Consideremos a continuacion un operador del tipo

En este caso, la funcion normal asociada tiene la forma
VWa,a*) = |cia*+c; (

x |dia*+ds (a+h

[ 0
x |cia*4cy (0(+h

4 B[P op &
da do* ap?
aq ap\ &
Jda oa*

— ﬁkqm

2
(0, 99499 9°
da do* ag?2

(0) 2
305 ¢ }—I—O(h ),

(P"q"+q™p") = p"q"

p.

0
)] [cla +Cz< +haa*

0 0
)} [dm rorfasnd

cloa*+c(a+h 9
1 2 a(]*

nM
Jda oa* aqap(p ")

(A.42)

= G™p" se obtiene un resultado

(A43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)
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Contabilizando los términos que dan contribucion al orden #, después de algunas manipulaciones alge-

braicas tenemos:

k(k—1
Vl(n)(a,a*) — ey ( )pk—qupI_,’_czdlkmpk—lqm—lpl

2
m(m—1
+ CzC]_kI pk_lqmp|_1+d2d1 ( > )pkqm—Zpl

I(1-1
+ d201|mpkqm_lpl_l+0201 ( > )pkqmpl—Z

1 1
- Eclcg(k-|— D(k+1—1)p<—2g™ + zdldzm(m —1)p*tgn—2
+  m(cadik+dacyl)pH—2gmL. (A.49)

Si k+1 = n, puede verse que los dos primeros términos de (A.49) corresponden a los dos primeros de la
ec. (A.41). El Gltimo término sera:

m (cada(n— 1) +dacsl) p"~Hg™* (A.50)

Es en este punto donde consideramos la condicion de que el operador V sea una combinacion simetrizada
de operadores Gy P, esto es, consideramos todas las combinaciones posibles de k y | tales que k+1=n.
Si esto es asi, se tiene la suma

n—1

My (Cod1(n—1)+dacel) p"~'g™
=1

n(n—1 n(n—1
= m<02d1 ( > )‘l‘dZCl%) p g™t

1
= Smn(n—1)(Cats +daCy) p"~igm-L. (A.51)

La combinacion simetrizada de operadores supone sumar sobre todas las posibles ordenaciones de dichos
operadores y dividir por el nimero de combinaciones utilizadas. En este caso, habria que dividir por un
factor (n — 1), lo cual conduce al resultado (A.45). 2

Asi pues, un operador hamiltoniano H que esté escrito en términos de los operadores § y p com-
binados de forma simetrizada tendra como funcién normal asociada en la representacion de estados

2En el caso de que hubiéramos considerado un operador de la forma G p"G!, habriamos obtenido el resultado

Secan(n—1) p"2gt 4 Shda(i+j)(i+]- 1)p"g"H 72 4 n(codyi+ dacy j)p" gL,

de forma que, sumando sobre todas las posibles combinaciones de i y j tales que i+ j = m y dividiendo por (m — 1), habriamos
obtenido el mismo resultado:

n—-2.m nym-2

1 1 1
5e1c2n(n—1)p"?qM+ Sdydom(m —1)p"q +§nm(Czd1+dzcl)p”‘1q””-
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coherentes:

dp dp * _ () dq 0q &
op @ d0q 0 02

! (a_g ba- +0_gaap*) aoap” " @ p)] + 0, (A52)

donde la funcion clasica #(°)(q, p) se obtiene al sustituir en el operador H(G, ) G por q 'y p por p.

71 (q,p)

(@lflo) = 5%+ |

Teniendo en cuenta las relaciones

0  0qg0 0dpo
da  dadq *aa ap (A.53)
0 090 0dp 0

da*  da* dq oo ap’ (A-54)

podemos escribir

3 _ 0 [0q0H  opox

dada* ~ da [60(* 3q " o a—p}
_ 090 [0q 0 Opodr]| 0Opd [dq 0 Op o
~ dadq [60(* aq ' da* a—p] da ap [60(* aq aa*a—p}

_ 0909 % 0p 0p PH (09 9p  dp 09 ') O°H
~ dada* a2 ' 00 da* Ap? da da*  da da* ) 9qop’
De esta forma, la ec. (A.52) puede escribirse como

1 02HO) (o, a%)

1 — (0) * e 2
(@lfo) = #O(a,0)+ 577 ALL) L o)
— 1+E 0 + ... _‘]—[(0)(0 a*) (A.55)
N 2 dada* T '

donde A (a,a*) es una funcion ordinaria de o y a* independiente de 7 que tiene la forma de la funcion
hamiltoniana clésica, obtenida al reemplazar en el operador H(a,a’) a por a/v/A y a' por a*/v/h.
Queda por tanto demostrada la ec. (2.19). Generalizando la notacion, esta ecuacion establece la relacion
existente entre los simbolos Q y W asociados a un operador genérico H:

2
(0, 0) = (1+§$+---)m<a,a*). (A56)

Es interesante notar que el término en derivadas cruzadas que aparece en la ec. (A.52) se anula para
una transformacion

a = kig+kop (A.57)
of = kig+kip (A.58)

que cumpla
kik; +kik, =0, (A.59)
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en cuyo caso la ec. (A.52) se escribe

h ky 02 k3 02
=l-— =+ 2= . A.60
#(0.P) = 1= g (g + oz ) | H@p) (A50)
Esto sucede para la transformacion usual en el oscilador arménico (con masa unidad, m = 1) H = %2 +
16?G? = hw(a'a+ %), dada por
w i
a = —q+—= A.61
() i
- s
para la cual la condicion (A.59) se lee % (—i+1i) =0. El simbolo de Weyl para este operador viene dado
por
— 2/(0) PP L,
Hu (0, p) = HO(q,p) = 5 + 56707, (A.63)
y la ec. (A.52) proporciona como funcién normal asociada de H (o simbolo Q) el resultado
hiw (0> 1 0° PP 1 ,, hw
Ho(d,p) = [1+T<a—p2+@a—qz)]%v(q,p)—7+§®2q t5 (A.64)

(Notese que en este caso la serie (A.52) puede truncarse a este orden, puesto que las derivadas superiores
de #y son nulas). En términos de las variables (o, a*) se tiene 3

Hy (a,0") = waa*, (A.65)
mientras que
. ko0 o ., hw
Ho(a,a*) = <1+§W)%\,(a,a ) = waa +5 (A.66)

como puede comprobarse directamente a partir de la definicion Ho (o, a*) = (a|H|a).

3Notese que el operador H tal como esté escrito corresponde a una combinacion simetrizada de operadores a y a', puesto
que H = hw(aTa+ 3) = *(a'a+aa’).



Apéndice B

La aproximacion de fase estacionaria

Muchas aproximaciones semiclasicas estan basadas en la evaluacion de integrales N-dimensionales
del tipo

I(A) = / dVx f(x) eMo)

para valores asintoticamente grandes del parametro real A, donde las funciones f(x) y @(x) son reales
y monovaluadas. Por lo general, el parametro A se corresponde con 1/#, con lo que consideraremos el
desarrollo asintotico de la integral

I(h) = /de (x) er %) (B.1)

en el limite 2 — 0. Por simplicidad consideraremos en primer lugar el caso unidimensional, y gener-
alizaremos el resultado al caso N-dimensional.

Supongamos que X = Xs Sea un punto en el que la derivada ¢/ (x) no se anule. Existira entonces un
pequefio entorno Uy, de xs en el que ¢(x) varie al ir cambiando x. Para valores pequefios de #, la variacion
en @/ es rapida, de forma que las partes real e imaginaria de exp(i@/#) oscilan fuertemente en torno a
cero. Si consideramos la integral extendida a este entorno,

L (F)= [ dx f(x)en®®,
Uss
podemos aproximar la funcion f(x) por f(xs), de forma que, para valores pequefios de 7, las rapidas
oscilaciones de exp(i@/k) producen cancelaciones que, a su vez, tienden a disminuir el valor de la integral
Iy (7).

Supongamos ahora que la derivada ¢ (x) se anule en x = x;. En este caso, independientemente de lo
pequefia que sea &, existird un entorno Uy, de x = xs en el cual @/A no varia rapidamente. (EIl entorno
Uy, se reduce al punto x = xs en el limite # — 0.) De esta forma, cuando x va variando a lo largo del
entorno Uy, exp(i@/h) ya no oscila rapidamente, y por tanto no tienen lugar las cancelaciones anteriores.
Podemos decir que el valor de la integral 1(%), para valores pequefios de £, dependeré principalmente del



246 LA APROXIMACION DE FASE ESTACIONARIA

comportamiento de las funciones f(x) y @(x) cerca de los puntos en los que ¢/(x) es cero, denominados
puntos estacionarios de (x).

Supondremos que las funciones f(x) y @(x) son suficientemente suaves como para poder llevar a cabo
las operaciones que haremos a continuacion, esto es, que f(x) € C(—o0,+0), P(x) € C2(—00,+), y que
@ (x) se anula Gnicamente en el punto x = Xs, con @’(xs) # 0. Por simplicidad, supondremos asimismo
que f(xs) # 0. Desarrollando en serie de Taylor la funcion @(x) en torno al punto estacionario x = Xs, la
integral (B.1) se escribe como

1(R) = [ 0x 1) eblorrio e ni ],

donde hemos tenido en cuenta la condicion de fase estacionaria @' (xs) = 0. Considerando que la funcion
f(x) varia lentamente en torno a xs en comparacion con la funcion exponencial, podemos quedarnos
con el orden dominante en el desarrollo de la amplitud, y truncar el desarrollo de la fase en el orden
cuadratico, de forma que la integral se aproxima por

I(R) = f(xs) e%(p(xs)/dx ez () (%)%,

Esta integral gaussiana es una integral de Fresnel que puede evaluarse explicitamente. La aproximacion
a la integral es, por tanto:

(B.2)

i 1/2 in
.(h)zf(xs)e%)( o ) e,

@’ (Xs)|
donde el parametro i da cuenta del signo positivo/negativo de la derivada segunda ¢” (xs). La expresion
(B.2) se conoce como formula de fase estacionaria y al procedimiento analitico que nos ha conducido a
su determinacion se le denomina método de fase estacionaria [Ble75]. Si generalizamos este método a
mas dimensiones, los puntos estacionarios xs son aquéllos que cumplen la condicion

0
a—Xi(P(X)

X=Xs

Estos puntos estacionarios son simples, de forma que el determinante de la matriz (simétrica) D(xs) de
derivadas segundas de la fase evaluadas en la condicién de fase estacionaria, cuyos elementos de matriz

vienen dados por
2

Dij(xs) = mq’(x)

X=Xg
coni,j=1,...,N, cumple
detD(xs) # 0.

Esta matriz interviene en el desarrollo de la fase @(x) hasta segundo orden, y eligiendo un sistema de co-
ordenadas adecuado que diagonalice D, la integral N-dimensional (B.1) puede aproximarse por integrales
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de Fresnel monodimensionales. La formula de fase estacionaria en este caso es la siguiente:

I(h) = 3 (2m)N/?| det D(xs)| /£ (xs) e 00%)+ Fsigb(xs)

Xs

donde la suma se extiende sobre todos los puntos estacionarios xs de @(x), y la prescripcion sig denota
la signatura de la matriz D, esto es, el nimero de autovalores positivos menos el nimero de autovalores
negativos. En ocasiones esta formula se escribe en funcién solo del nimero de autovalores negativos
n(xs) de la matriz D(xs):
I(h) Y (2rii)V/?] det D(xs)| /21 (xs) e ®0e)=Enle), (B.3)
Xs

La formula de fase estacionaria se utiliza en las aproximaciones semiclasicas siempre que la matriz D
en (B.3) no tenga autovalores nulos. El caso de autovalores cero requeriria ir mas alla de la aproximacion
gaussiana, lo que significa que el desarrollo de Taylor de la fase se truncaria incluyendo términos de
tercer orden, lo cual da lugar a aproximaciones de las integrales en términos de funciones de Airy. (\er
[Ble75, Cvi] para mas detalles).

A lo largo de este trabajo haremos uso en varias ocasiones de aproximaciones de integrales de vari-
able compleja por el método de fase estacionaria. Los resultados (B.2) y (B.3) no pueden extrapolarse
directamente al caso de funciones complejas, y debe tenerse especial cuidado con las condiciones de
convergencia de las integrales. Asi pues, supongamos que extendemos la integral

1) = / dx £ (x) M)

fuera del eje real y queremos obtener una aproximacion de
1) = / dz f(z) 900 (B.4)
r

para valores de A > 1. Por supuesto, el valor de la integral dependera del comportamiento del integrando
a lo largo del camino de integracion I". Sin embargo, restringiremos el problema al caso de funciones
f(z) y ¢(z) que sean analiticas. Sea zo un extremo de @(z), es decir, un punto tal que ¢(zo) = 0. Este
punto critico no corresponde con un maximo o un minimo de la funcion ¢(z), sino con un punto de silla
(0 un saddle) de dicha funcion. *

LEfectivamente, si @(z) = @(x +iy) = u(x,y) +iv(x,y) es analitica, se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann
u_ov v
ox ady ' ay  ox’
de donde 5 )
0 d
o, 70
oxs oy
Si zg es un extremo de (z), entonces 0x@(zg) = dy@®(zo) = 0, y la condicion dxx@(zo) = —dyy@(zp) hace que @ no pueda tener
un maximo o un minimo en zo (un maximo requeriria que se cumplieran al mismo tiempo las condiciones dxxu < 0y dyyu < 0).
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Desarrollando ¢(z) en torno al saddle z, se tiene
1 1
D) = @z0)+ 59 (20)(2-20)"+5;0"(20) (2= 20)* + -
= Q)+ |0/ (20)] €% (224, (85)
2

donde hemos introducido &, como la fase de @’(zp). Supondremos que la derivada tercera y superiores
tienen un efecto despreciable en el comportamiento asintético de e*®2, lo cual es una buena suposicion
siempre que la derivada segunda no se anule en el punto critico: ¢”(zo) # 0. De esta manera, elegimos el
camino de integracibn que pasa por zg, escribiendo

z=120+¢"%
de forma que dz = e'®dp. A lo largo de este camino, la funcion ¢(z) debe tomar la forma

1
®(2) :(P(Zo)—z |qf’(zo)\p2+.--, (B.6)
que debe coincidir con la ec. (B.5). Comparando ambas expresiones se tiene que cumplir

g% 2002 — _ 02 _ gimy2

de donde se obtiene el angulo 6 del camino de integracion:
el _ a—ido/2+iTy2_
El camino es por tanto:
7— 179 = e 1%0/2H2p (B.7)
Una vez elegido el camino de integracion, la integral (B.4) puede aproximarse restringiendo el inter-

valo de integracion al segmento —p; < p < p1:

o ,
I(\) ~ f(z0) e“”(zt’)/p1 eifdp e 219 (@)e”, (B.8)
—P1

La naturaleza altamente localizada de la gaussiana garantiza que la integral sea independiente de los
limites +p;. Para ello, este parametro debe ser mayor que la anchura de la gaussiana, es decir:

2
VA9 (20)[

El cambio de variables t = p+/A|@"(zo)| permite escribir la integral (B.8) como

IA) =~ f(zo) &%) e / PO o e
~ 0)e e e
—p1y/N@ /A (20)]

p1>

; 21
— f(z e)\(p(zo) eue et
(%) N @)
— f(zo) €M) Lefiéo/ZJrin/z’ (B.9)

M@’ (z0)]
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donde hemos evaluado la integral gaussiana sustituyendo los limites de integracion por =+co.
Como caso particular, nos interesara obtener la aproximacion de integrales de la forma

da
V 2Tthi

En este caso, A@(z) = iy(a) /A, y denotando el saddle por oy podemos desarrollar

f(a) eH/n

1(h) =

eib(a)/h e%UJ(GOHﬁw”(ao)(a—ao)zq—---
—  erW(e0)+ 5 (U (ao)] e e (a—ag)?+-

— ehW(C0)+ 75w (ao)| €% €2 ZOp7 ..

donde a =g +epy So denota la fase de @’ (ayp). Eligiendo el camino de integracion de forma que

iW(@)/h _ g3 W(a0)— 7 W (c0) PP+
?

se tiene
el® — iT/4 g i%0/2, (B.10)

Podemos aproximar entonces

/da f(q) eillJ(U)/ﬁ ~ f(ao) eillJ(Uo)/ﬁ 72“}1 eiT[/4 e_iSO/Z’

W (ato)|
de donde
da - ; 1 i3
Ner f(a) eW@/P ~ f () e'Wo)/ﬁm e 1%/2, (B.11)

Es importante tener en cuenta que la fase 6 que determina el camino de integracion esta definida
en el intervalo 0 < 6 < 21t para dar cuenta de todas las direcciones posibles del contorno elegido. Las
ecs. (B.7) o (B.10) indican que la fase &, de la derivada segunda esta definida en el intervalo 0 < &g < 41T

La generalizacion de esta formula al caso N-dimensional

I(A) = /n 'z 1() @ (B.12)

requiere elegir los caminos de integracion que pasen por los N saddles zjo (con i = 1,...,N), definidos
segin d,,@(zp) = 0. Aplicando una transformacion de variables adecuada que diagonalice la matriz de
derivadas segundas, esta integral multidimensional podra factorizarse en N integrales monodimension-
ales, cada una de las cuales podra aproximarse segln la formula (B.9). La integral (B.12) podra aproxi-

marse pues por

1(\) ~ 2_” N2 f A(2)o 1 iNT[/2—izj60j/2 B 13
( )_Z (z0) |DetD|1/2 € , (B.13)
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donde D es la matriz de derivadas segundas Djj; = afi’zj(p(zo), y do; denota la fase de cada derivada
segunda. En el caso de que el integrando sea una funcién que varie con el tiempo, la fase total acumulada
de la derivada segunda, &=y ; &, debera ser determinada modulo 41t

En particular, la integral bidimensional siguiente puede aproximarse como

da d|3 elW(a,B)/h el 1 i
B/h ~ f(a W(aoBo)/h _ ~=  o—i(81+8,)/2 B.14
/ra /rB 21hi (do, o) & \DetD|1/2 ’ (B19

donde &;» son las fases de los autovalores de la matriz 2 x 2 de derivadas segundas de (ao,Bo). En
[Del02] se analiza el método de saddle-point para integrales de Laplace multidimensionales en el caso

de que los contornos de integracion tengan fronteras.



Apéndice C

La aproximacion WKB a la funcion de
onda

El método WKB constituye un procedimiento de calculo aproximado de niveles y funciones de onda,
propuesto de forma independiente y casi simultanea por G. Wentzel y L. Brillouin en 1926, y mejorado
posteriormente por H. A. Kramers. Al estar basado en parte en técnicas matematicas desarrolladas por
Jeffreys, también es conocido como aproximacion WKBJ [Mor53].

Consideremos la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para una particula de masa m
sometida a un potencial V(q):

72

— 5o 0PW(a) +V (@) W(q) = E W(a). (1)

Una solucidn de esta ecuacion podra escribirse, de forma general, como
i
W(q) = Aei®®,
en cuyo caso la ec. (C.1) es completamente equivalente a la ecuacion

a2 (0) + 5= (0S())? 4V (@) ~E =0, €2

La solucion S(q) de la ec. (C.2) depende del valor del pardmetro %, que en general serd pequefio com-
parado con las acciones tipicas del problema. Admitiendo un desarrollo formal de S(q) en potencias de
h,

S(a) = %h” Sn(9) = So(d) +h S1(q) +h? S2(q) + -+, (C.3)
n=
se obtendra una ecuacion para cada orden de # al sustituir el desarrollo (C.3) en la ec. (C.2). El método

WKB permite obtener los dos primeros términos de este desarrollo (es decir, un término mas alla de la

aproximacion clasica) en el caso monodimensional.
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Asi pues, se trata de resolver las ecuaciones basicas

d®W(q) pi(a)

qu - h2 l'I'J(q) =0, si V(q) >E (C4a)
2 2
: ;:gq) + p%(zq) W(a) =0, siV(q) <E (C.4b)

correspondientes a la ecuacion de Schrddinger (C.1), donde

p1(q) = v/2m[V(q) - E] (C.52)
P2(d) = v/2m[E -V (q)] (C.5b)

estan definidas de forma que sean siempre variables reales.
Para el caso en que V (q) > E, la sustitucion de

W(q) = Aers@ (C.6)

en la ec. (C.4a) proporciona el equivalente monodimensional de la ec. (C.2):

d? d 2
in dz(zq) - ( fj((f)) — p¥(a) =0. )
Sustituyendo el desarrollo de S(q)
S(a) = So(q) + 1 S1(q) +A* S(q) +--- (C.8)

en (C.7) obtenemos las siguientes ecuaciones para los drdenes mas bajos en h:

2
- (B2) g o %)
mdzjég‘” - 2dsgéq) dsééq) 0, (C.9b)

que al ser integradas proporcionan las soluciones:
H q ! !/
So(a) = +i [ dq’ pa(d)
h

S1(a) = i;ln p1(a),

donde se han omitido las constantes de integracion, que pueden ser absorbidas en el coeficiente A. (El
punto inicial de la integral en So(q) es arbitrario). De esta forma, a este orden de aproximacion la funcion
de onda quedara expresada como una combinacion lineal de las funciones exponenciales:

W (q) = —oE_ h /0 na@), (C.10)

v/ p1(9)
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De forma similar, en el caso en que V (q) < E, la ecuacion diferencial a resolver es

in9°S@ (dS(q)

2
2 _

Al sustituir en esta ecuacion el desarrollo (C.8), la identificacion de los términos de orden A conduce a la
misma ecuacion para Sy (q) obtenida en (C.9b), mientras que para el orden 1° se obtiene

- (%): p3(q) =0,

que se integra como

So(q) =+ / qdq’ p2(q').

La aproximacion semiclasica para la funcion de onda vendra dada en este caso por una combinacion de
las funciones oscilatorias

B:t :EL qd/ U
Yo(q)=———e g S da’ pa(d) (C.11)
* v/ P2(q)

llamadas soluciones basicas WKB.

La exactitud de estas soluciones puede ser evaluada comparando la magnitud de los términos suce-
sivos Sp y /S; en la serie (C.8) para S. Puede demostrarse que la expresion (C.8) no corresponde en gener-
al a una serie convergente, sino que se trata de un desarrollo asintético valido para # — 0. En laec. (C.11),
la funcion p(q) = /2m[E —V (q)] desempefia el papel de un momento “local” de la particula, por lo
que la exponencial es esencialmente exp [+ ipmedio (9)g]. Por otra parte, puesto que |W(q)|? ~ 1/|p(q)|
debe representar la densidad de probabilidad de hallar a la particula en el punto g, parece légico que en el
limite semiclasico sea inversamente proporcional a la velocidad de la particula en ese punto. La solucion
(C.11) seré valida para aquellos valores de q para los que se cumpla [So(q)| > A [S1(q)| > R? [S2(0)].
En términos de la longitud de onda local reducida, }\_(q) = h/p(q), la desigualdad 7 |S1(q)/So(q)| < 1
se satisfara si y solo si

1 |dA(q)
2‘ dq ‘<<1’

lo que indica que la aproximacion dada por (C.11) sera aceptable Gnicamente en aquellas regiones en
las que )\_(q) cambie muy poco al variar la posicion g. A la inversa, en las cercanias de los puntos de
retroceso, caracterizados por p(q) = 0y que separan las zonas permitidas y prohibidas del movimiento
clasico a energia E, la longitud de onda asociada )\_(q) varia de forma muy rapida. La rotunda divergencia
mostrada por las funciones W, en dichos puntos limitan la validez de las soluciones basicas WKB a
regiones alejadas de los puntos de retroceso.

Asi pues, la aproximacion WKB para la funcion de onda en la region comprendida entre dos puntos
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de retroceso adayacentes, pero lejos® de éstos, vendra dada por

A+ 1 qdl ! A, 1 qdl ! .
W) = ——etn /WP 4 _—— e /A P@) siv(g) >E (C.12a)
v/ P1(q) v/ P1(q)
B et [hdd pa(o) B e—r Jldd P(d)  sjv(q) <E, (C.12b)

=750 020

donde p1(q) y p2(q) vienen dadas por (C.5) y AL, B son constantes arbitrarias.

Para que el método WKB resulte (til, es preciso encontrar una forma de relacionar entre si los dis-
tintos pares de constantes arbitrarias que aparecen en cada una de las zonas delimitadas por el potencial
V(q). Para ello, lo que se hace es suponer que la funcién V(q) — E tiene un cero simple en el punto de
retroceso g = (g, de forma que en un entorno de este punto el potencial puede aproximarse de forma
lineal como

V() ~E —a(qg—do), (C.13)
siendo a una constante (finita) positiva. Resolviendo la ecuacion de Schrddinger de forma exacta en cada
una de las regiones en las que se supone que la aproximacion (C.13) es valida, imponiendo la continuidad
de la funcién de onda y de sus primeras derivadas en el punto de retroceso y conectando asintéticamente
las funciones en las regiones en que q tiende a oo, se obtienen las siguientes formulas de conexion: 2

A _ 1 qu ! ! 2A 1 q ! i Tt
W) = ———e 7 Jg0dd pa(d) __y W(q) = ——= cos (— dg’ p2(q') — = (C.14a)
v/ p1(0) p2(q) hi Joo 4
Asinn L1 %4y o, (o A 1 ra m
W(g) = et Jg0dd pu(d) . W(q) = ——— Cos (— dq’ p2(q) — - + r]> , (C.14b)
p1(0) V(@) e 4

para E >V (q) si q < qo. Para el caso en que E <V (q), con q > qo se tiene

2A 1 o Tt A _1ra da’ (qr)
W(q) = ——= cos (—/ da’ p2(q’) — —) — YY) = ——— e mlp 4P (C.15a)
p2(a) hJq 4 v/ p1(q)

q i ! !
W(q) = 2 oo (3 dg p2(q') — g+ n) — W(q) = ASIND o Sy o palel) (C.15b)

v/ P2(q) hiJq p1(a)

Ipor “lejos” se entiende que estas soluciones son asintoticamente validas en el sentido de que pueden ser utilizadas a una
distancia de varias longitudes de onda del punto de retroceso mas cercano, siempre que la longitud de onda sea una funcion que
varie lentamente, como suele ser el caso.

2|_a obtencion de estas formulas es un problema de cierta complejidad mateméatica que puede llevarse a cabo a través de
diversos métodos. En algunos casos se pretende pasar de una zona a otra por el punto de retroceso a través del plano complejo.
La solucion propuesta por Langer [Lan37] tiene en cuenta el hecho de que, por una parte, las funciones (C.14) son multivaluadas
en la region en torno al punto de retroceso, que se presenta como una singularidad, mientras que por otra parte, las soluciones
de la ecuacion de Schrodinger son funciones univaluadas. Puesto que la aproximacion de una funcion univaluada por una
multivaluada puede mantenerse (nicamente en una region restringida, la formulacion del método WKB debera necesariamente
involucrar el fendmeno de Stokes. (Langer propone una solucion basada en funciones de Bessel en la que este fendmeno puede
ser obviado. No obstante, si se desea recuperar la expresion tradicional para las formulas de conexion [ecs. (C.14)] haciendo
uso de desarrollos asintoticos de las funciones de Bessel, si es necesario apelar a este fendbmeno).

Una continuacion de este método debida a Silverstone [Sil85] proporciona una version de las formulas de conexion basada en
la propiedad de sumabilidad en sentido Borel que muestran los desarrollos asintoticos de las funciones de Airy. El punto clave
consiste en tener en cuenta que la region clasicamente prohibida cae en una linea de Stokes. La solucion exponencialmente
creciente real tiene un desarrollo WKB explicitamente complejo, mientras que el desarrollo WKB exponencialmente creciente
explicitamente real representa una solucion compleja. (Ver [Sil85] y un resumen en [Gal78] para mas detalles).
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La validez de estas férmulas requiere que sinn # 0. Es importante hacer constar que estas formulas son
correctas solo en el sentido indicado por las flechas. 2

Figura C.1: Potencial V(q) cuyos puntos de retroceso son g— y ¢+ a la energia E.

El método WKB permite obtener una formula aproximada para las energias correspondientes a los
estados ligados por un pozo unidimensional. Supongamos un potencial V (q) como el de la figura (C.1),
que presenta solo dos puntos de retroceso, q— y g+, a la energia E. En la zona | y lejos del punto de
retroceso g, la aproximacion a la funcion de onda del estado ligado de energia E viene dada por

v/ P1(9) ,

pues la normalizabilidad de los estados ligados prohibe la presencia de la exponencial creciente. Hacien-
do uso de las formulas de conexion se tiene

2A 1 ra T
Y, = —— cos <—/ dg’ pg(q')——>

! p2(a) hJq 4

2A 1 %+ T

= ——=cos| = [ dq p2(q)— +n), (C.16)
p2(a) <h q 4
con
Tt 1 79+
=577 dg p2(q)

Si se cumpliera que sinn # 0, las formulas de conexion (C.14) implicarian la existencia de una amplitud
exponencialmente creciente en la region I11. La condicién de estado ligado exige por lo tanto que se
cumpla que sinn = 0, esto es:

. 1 9+ 1L
sm<ﬁ . dg pz(q)—z) =0,

3Asi por ejemplo, el caracter unidireccional de la formula de conexion (C.14a) se debe a que un pequefio error en la fase del
coseno podria originar un angulo n ~ O(k) que automaticamente daria lugar a exponenciales crecientes en la zona prohibida,
que resultarian dominantes frente a la exponencial decreciente. Es frecuente en la literatura utilizar indiscriminadamente estas
relaciones sin tener en cuenta el sentido de las flechas, lo que podria en principio conducir a resultados incorrectos.
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de donde ]
/ " dq /2m[E —V(q)] = hnt (n + %) : (C.17)
q-

siendo n un entero mayor o igual que cero. Reciprocamente, si se cumple la ec. (C.17), las funciones
WKB exponencialmente decrecientes en las zonas | y 11 conducen a una @nica solucién WKB en la
zona |1, salvo una constante multiplicativa, como puede verse a partir de las formulas de conexion.

La ec. (C.17) constituye una expresion de una de las reglas de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld en
la vieja teoria cuantica:

2/qq+dq\/2m[E—V(q)] :h(n+%). (C.18)
La parte izquierda de (C.18) corresponde a la integral a lo largo de un ciclo completo del movimiento
(de g— a g4 y de vuelta a g—) del momento /2m[E —V(q)]. La parte derecha es el valor cuéntico de la
integral de fase, con nimeros cuénticos semienteros en lugar de enteros.

De esta manera, el método WKB permite obtener las condiciones de cuantizacién para un sistema
cuantico imponiendo las condiciones de contorno adecuadas para las funciones (C.12), que deben mostrar
un decrecimiento exponencial en los limites 4-co.

La forma de la solucion (C.16) permite mostrar facilmente que n se corresponde con el nimero de
nodos de la funcion de onda WKB entre los puntos de retroceso. Puesto que, como hemos comentado,
las soluciones WKB son validas Gnicamente a una distancia de varias longitudes de onda a partir de los
puntos de retroceso, podemos deducir que la aproximacion sera buena sélo si los puntos de retroceso
distan entre si varias longitudes de onda, o bien si n es grande en comparacién con la unidad. Esto
confirma la interpretacion semiclasica del método WKB, puesto que se espera que proporcione mejores
resultados en el limite clasico de grandes nimeros cuanticos.

Sin embargo, la aproximacion WKB ofrece resultados bastante buenos para los estados mas bajos en
muchos sistemas. Como caso extremo se tiene el del oscilador arménico, V (q) = %mwzqz, para el cual
se obtienen resultados que son exactos para todos los niveles cuanticos. En efecto, puesto que los puntos
de retroceso para este sistema vienen dados por g+ = ++/2E /(mw?), la integral (C.17) tiene el valor

+4/2E/(ma?)
dq 4/2m [E - }moﬂqZ] = E—T[
—+/2E/(ma?) 2 W

La condicion de cuantizacion impuesta por la ec. (C.17) proporciona unos valores para la enegia dados

1

que coinciden, para cualquier n > 0, con el resultado cuéantico exacto.

por

4Hemos de hacer notar que si en la expresion (C.18) se sustituye (n+1/2) por n, se obtiene la regla de cuantificacion de
SWI (Sommerfeld-Wilson-Ishiwara). (No es por tanto tan sorprendente que los niveles energéticos de la vieja teoria cuéntica
coincidan, aproximadamente, con los que resultan de resolver la ecuacion de Schrodinger).
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Conviene indicar por (ltimo un procedimiento debido a Maslov [Mas81] que se enfrenta al problema
de la divergencia de la aproximacion WKB en los puntos de retroceso tratando de evitar los farragosos
calculos que conducen a las formulas de conexion. La idea consiste en evitar la singularidad que suponen
los puntos de retroceso en la representacion de coordenadas cambiando a la representacion de momentos
mediante la transformada de Fourier

— 1 i
Y(p)= —— / dge #9 W(q),

(p) Ve (a)
continuar en esta representacion hasta el siguiente punto de retroceso y volver de nuevo a la repre-
sentacion de coordenadas mediante

W(q) = \/Ziﬁ/dq e 9P W(p).

Estas integrales se evallan de forma aproximada mediante el método de fase estacionaria [ver Apéndice

(B)], obteniéndose finalmente _ _
erS(@)-7
W(q) = QI (C.19)
con S(q) = [%dq’ p(q'). Este resultado se obtiene para el caso de un potencial con pendiente finita. En
el caso de una pared infinita (billares), la funcion de onda debe anularse en la pared, de forma que la
fase extra en (C.19) es —1ten lugar de —11/2. La condicion de cuantizacion se obtiene exigiendo que la

funcidn de onda calculada después de un periodo completo sea univaluada, de donde

%7{ o(q) dg = 2n<n n g) , (C.20)

donde m corresponde al nimero de puntos de retroceso del potencial. Puede encontrarse una descripcion
detallada del procedimiento de uniformizacion de Maslov y Fedoriuk [Mas81] en [Del86].
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