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5.1.3. Un ejemplo: el oscilador cuártico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

5.2. Método variacional dependiente del tiempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

5.2.1. El propagador semiclásico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

5.2.2. Método variacional de Demkov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

5.2.3. Un ejemplo: el medio Kerr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

Conclusiones y perspectivas 231
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Introducción

El principio de correspondencia de Bohr establece que la teorı́a cuántica debe reproducir los resul-

tados de la fı́sica clásica en el lı́mite de grandes números cuánticos. Ası́, considerando a la Mecánica

Cuántica como una teorı́a más general que la Mecánica Clásica, esta última debe emerger de la primera

en el lı́mite semiclásico
� � 0.

Los intentos de establecer una conexión entre las teorı́as cuántica y clásica han contribuido al desar-

rollo de métodos semiclásicos que, por una parte, pretenden proporcionar aproximaciones a magnitudes

cuánticas en términos de ingredientes clásicos y, por otra, constituyen una manera de conseguir entender

los procesos cuánticos en sı́ mismos, proporcionando una descripción más intuitiva de los mismos.

Los métodos WKB, basados en desarrollos asintóticos de magnitudes cuánticas en potencias de
�
,

proporcionan una aproximación semiclásica de las autofunciones cuánticas para sistemas monodimen-

sionales. A pesar de disfrutar de la ventaja de ser muy simples, estas aproximaciones sufren un problema

de divergencia en las cáusticas, por lo que deben ser acompañadas de procedimientos extra de ajuste en

los puntos de retroceso (las llamadas “fórmulas de conexión”).

El primer intento de proporcionar una aproximación semiclásica al propagador cuántico se debe a

Van Vleck [Van28], que expresa esta magnitud cuántica en términos de la acción de trayectorias clásicas.

La conexión entre las mecánicas cuántica y clásica se presenta de forma natural en la formulación

de la mecánica cuántica por integrales de camino de Feynman [Fey48]. En este caso, el propagador

cuántico se expresa en términos de una integral que involucra una lagrangiana clásica y considera todos

los caminos posibles que conectan los puntos inicial y final. Este formalismo resulta bastante adecuado

para conseguir aproximaciones semiclásicas de las amplitudes de transición cuánticas, en las que la

integral de camino se evalúa por el método de fase estacionaria.

Otra forma de abordar el problema de la correspondencia cuántico-clásica consiste en tratar de definir

la mecánica cuántica en un espacio de fases mediante el uso de funciones de distribución [Hil84, Bal84,

Lee95]. La principal ventaja de este método radica en el tratamiento de ecuaciones que involucran fun-

ciones escalares, y no operadores. Sin embargo, la no commutatividad de los operadores cuánticos impi-

de definir de forma única la función de distribución en el espacio de fases, de manera que es posible

asociar distintas representaciones o sı́mbolos a un operador dependiendo del esquema de ordenación de
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operadores utilizado.

Existe una representación especialmente indicada para establecer comparaciones entre las teorı́as

cuántica y clásica, que es la representación de estados coherentes. Estos estados fueron inicialmente in-

troducidos [Sch26] como los estados cuánticos “más clásicos posibles” del oscilador armónico, esto es,

estados con la mı́nima incertidumbre permitida por el principio de indeterminación de Heisenberg, que

al evolucionar a lo largo de la trayectoria clásica no se deforman con el paso del tiempo, manteniendo su

coherencia (de ahı́ su nombre). Sin embargo, estos estados pueden generalizarse y definirse matemática-

mente para cualquier sistema cuántico a partir de las propiedades de su grupo dinámico asociado. Una

de las principales ventajas que proporciona esta formulación radica en que el espacio de los parámetros

que caracterizan un estado coherente posee dos estructuras geométricas: una estructura compleja y una

estructura simpléctica, que los relacionan respectivamente con las dinámicas cuántica y clásica. Esta va-

riedad actúa como espacio de fases para el sistema cuántico, permitiendo establecer una conexión entre

la dinámica cuántica y la dinámica (en general compleja) en esta variedad.

Es posible formular una aproximación de tipo WKB para la función de onda en la representación de

estados de Bargmann (definidos como estados coherentes no normalizados). En este formalismo desa-

parecen los problemas de divergencias en las cáusticas que presenta la formulación WKB en la repre-

sentación de coordenadas, y las funciones obtenidas son uniformes.

Un formalismo dependiente del tiempo posibilita la obtención de una aproximación semiclásica al

propagador cuántico. Puesto que los estados coherentes forman una base que es sobrecompleta, la res-

olución de la identidad no es única, existiendo por tanto una gran variedad de propagadores semiclásicos

basados en estados coherentes. La mayorı́a de estas aproximaciones están basadas en extensiones al es-

pacio de fases del formalismo de integrales de camino. Pueden obtenerse no obstante aproximaciones

válidas al propagador desde una formulación WKB dependiente del tiempo.

Tanto en el formalismo WKB como en el de integrales de camino, las expresiones obtenidas involu-

cran el cálculo de trayectorias complejas que cumplen ciertas condiciones de contorno para los instantes

final y el inicial. Los problemas técnicos para encontrar tales trayectorias han motivado los intentos por

transformar este problema en un problema de valores iniciales (las conocidas IVR, Initial Value Repre-

sentation).

Un procedimiento alternativo para estudiar las conexiones entre la mecánica cuántica y la clásica

consiste en la evolución semiclásica de paquetes de onda gaussianos [Hel91, Lit86b]. Estas técnicas

constituyen en realidad una versión de la teorı́a WKB en el espacio de fases y han resultado ser ex-

tremadamente útiles en la evaluación aproximada de autovalores cuánticos a través de la conexión entre

dinámica (funciones de correlación) y espectro.

La validez general del principio de correspondencia entra en dificultades cuando la dinámica clásica

muestra comportamiento caótico. Si la teorı́a cuántica, más fundamental que la mecánica clásica, debe
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reproducir los resultados clásicos en el lı́mite
� � 0, es necesario explicar cómo surge el caos clásico

en el lı́mite semiclásico a partir de la ausencia de caos en la dinámica cuántica o, en sentido inverso,

explicar cómo se produce la supresión cuántica de caos. En este contexto, ha habido un mayor número

de estudios encaminados a cuantizar semiclásicamente sistemas clásicamente caóticos que en el sentido

inverso: tratar de derivar una dinámica clásica caótica a partir de la dinámica cuántica. El estudio del Caos

Cuántico debe forzosamente apelar a las técnicas semiclásicas para tratar de hacer uso de la información

de la dinámica clásica caótica y relacionarla con los objetos cuánticos en estudio. Ası́, las fórmulas de

traza de Gutzwiller [Gut67, Gut69, Gut70, Gut71] tratan de extraer información acerca del espectro

cuántico a partir de una enumeración completa de las órbitas periódicas del sistema clásico.

En este trabajo se ha desarrollado un formalismo que pone de manifiesto la idoneidad de los estados

de Bargmann para obtener una aproximación de determinados objetos cuánticos (función de onda, propa-

gador, espectro) debido a la estructura compleja intrı́nseca que posee esta representación. Los cálculos

se han llevado a cabo en sistemas monodimensionales, en los que resulta más sencillo comprobar los

resultados comparándolos con los ya existentes en la literatura. En algunos casos la generalización de

resultados a sistemas N-dimensionales es directa, mientras que en otros no lo es tanto, no sólo por la

complicación del cálculo en sı́, sino porque debe aludirse al tipo de dinámica clásica subyacente: inte-

grable o hiperbólica. Con el desarrollo del formalismo en una dimensión, queda abierto el problema para

su generalización a sistemas multidimensionales.

En el Capı́tulo 1 se presenta un resumen del formalismo de estados coherentes y de estados squeezed.

Se muestra la estructura algebraica asociada a los mismos, ası́ como la representación matricial de dicho

álgebra. Se presentan brevemente algunas funciones de distribución definidas en el espacio de fases aso-

ciado a los estados coherentes (la representación R , la Q , la P , la de Wigner y la de Husimi, ası́ como

algunas representaciones generalizadas). Finalmente, se describe el llamado D-álgebra, o álgebra difer-

encial asociado a los operadores a y a† en la representación de estados coherentes. Es necesario indicar

que puede accederse al contenido de este capı́tulo en la literatura, y ha sido incluido en esta memoria

para hacerla autocontenida.

En el Capı́tulo 2 se desarrolla una aproximación para la función de onda mediante una generalización

del método WKB a la representación de Bargmann, tanto en un formalismo estacionario como dependi-

ente del tiempo. En el formalismo estacionario se obtiene una expresión para la función de onda que es

uniforme, y las condiciones de cuantización para la energı́a son consecuancia de imponer una condición

de analiticidad a la función compleja obtenida. Un procedimiento análogo para la función de onda de-

pendiente del tiempo conducirá a una aproximación semiclásica para el propagador cuántico en términos

de la acción de trayectorias complejas, ası́ como de su estabilidad. El uso de resoluciones de la iden-

tidad generalizadas en la representación de Bargmann permitirá obtener una expresión integral para el

operador de evolución en forma de representación de valores iniciales (IVR).



4 INTRODUCCIÓN

En el Capı́tulo 3 se deriva una aproximación uniforme a la función de onda en la representación

de coordenadas mediante el uso de transformaciones unitarias, ası́ como no unitarias para ciertos ca-

sos lı́mite. La expresión obtenida permite obtener la función de onda a partir de la integración de una

trayectoria clásica a un periodo del movimiento, para el caso de sistemas ligados. Un procedimiento

similar permitirá obtener las autofunciones de un hamiltoniano cuántico, ası́ como las condiciones de

cuantización, a partir de información puramente clásica.

En el Capı́tulo 4, haciendo uso de la expresión semiclásica para el propagador obtenida en el Capı́tulo

2, se obtiene una aproximación semiclásica para la densidad de estados de un sistema cuántico, repro-

duciendo la fórmula de Gutzwiller para la traza del operador de Green en una dimensión. La aplicación

práctica a un sistema de doble pozo permite poner de manifiesto la idoneidad de los estados de Bargmann

para describir fenómenos cuánticos como el tunneling gracias a la inherente estructura compleja de los

mismos.

El Capı́tulo 5 muestra un esquema de aproximación diferente para aproximar el propagador cuántico.

A partir de un ansatz de estado coherente generalizado para la función de onda se obtienen, mediante un

procedimiento variacional, las ecuaciones de evolución para los parámetros que caracterizan el paquete

coherente. Se analiza en detalle el orden en
�

de las correcciones a esta aproximación, y se demuestra

que, en el lı́mite semiclásico, el método variacional permite reproducir la expresión semiclásica del

propagador obtenida mediante un formalismo WKB en el Capı́tulo 2.

Finalmente se presenta una sección de Conclusiones y Perspectivas, en la que, además de discutir

los principales resultados de este trabajo, se describe cualitativamente la posible generalización de estos

métodos para el caso de sistemas N-dimensionales.

Se incluyen también tres Apéndices en los que se describen, respectivamente, la obtención de la

función normal asociada a un operador simétrico, la aproximación de fase estacionaria para el caso de

integrales complejas y el método WKB.



Capı́tulo 1

Formalismo de estados coherentes

1.1. Estados coherentes

Los estados coherentes del oscilador armónico, �α � , o estados de Glauber [Gla63a, Gla63b, Gla63c],

se definen como los autoestados del operador de aniquilación del oscilador armónico, esto es:

a �α ��� α̃ �α ��� (1.1)

donde el autovalor α̃ es un número complejo. Esta variable incluye una dependencia con
�

que conviene

hacer explı́cita, de forma que escribiremos la ec. (1.1) como

a �α ��� ��� 1 	 2α �α ��
 (1.2)

Estos estados pueden escribirse en términos de los estados de Fock o estados número, � n � , como:

�α ��� e
�
�α � 2 	 2 � ∑

n

αn� �
nn!

� n � (1.3a)

�
α ��� e

�
�α � 2 	 2 � ∑
n

�
α ��� n� �

nn!

�
n ��� (1.3b)

donde se ha tenido en cuenta la actuación de los operadores de creación a† y aniquilación a, dada por

a � n ��� � n � n � 1 �
a† � n ��� �

n � 1 � n � 1 ��

Las ecs. (1.3) muestran que la distribución de probabilidad de fotones en un estado coherente viene dada

por una distribución de Poisson

P
�
n �
��� � n �α ��� 2 � �α � 2n

�
nn!

e
�
�α � 2 �

�
n � n
n!

e
��� n � � (1.4)

donde �α � 2 � αα � es el número medio de fotones:

�
n � � �

n̂ � � �
α � a†a �α ��� �α � 2

� � (1.5)
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siendo n̂ � a†a el operador número, que actúa como

n̂ � n ��� n � n ��


Las ecs. (1.3) demuestran asimismo que el estado coherente correspondiente a α � 0 es el estado funda-

mental del oscilador, � 0 � , definido por a � 0 ��� 0.

Los estados coherentes pueden construirse mediante la aplicación al estado de vacı́o de un operador

unitario llamado operador desplazamiento, denotado por D̂
�
α � α ��� . [NOTA: A lo largo de todo este traba-

jo los operadores serán denotados por un acento circunflejo, con la única excepción de los operadores de

creación y destrucción, a† y a]. Ası́, teniendo en cuenta que un estado de Fock puede obtenerse mediante

la aplicación sucesiva del operador de creación a† al estado fundamental � 0 � ,

� n ��� a†n�
n!
� 0 ��� (1.6)

la ec. (1.3a) puede escribirse como

�α ��� e
�
�α � 2 	 2 � e ��� 1

�
2α a† � 0 ��
 (1.7)

Ahora bien, teniendo en cuenta que e
� ��� 1

�
2α � a � 0 � � � 0 � (ya que el operador de destrucción a aniquila el

vacı́o y por tanto todas las potencias de a contenidas en la exponencial e
� ��� 1

�
2α � a dan cero al aplicarlas

al estado � 0 � , excepto el término de orden más bajo, que es la unidad), añadir este término a la expresión

(1.7) no cambia el resultado, de forma que ésta puede reescribirse como

�α ��� e
� �α � 2 	 2 � e ��� 1

�
2α a†

e
� ��� 1

�
2α � a � 0 ��
 (1.8)

Este producto de operadores exponenciales puede reordenarse haciendo uso de las relaciones de Baker-

Campbell-Hausdorff (BCH):

eα̃ a† � α̃ � a � e
�
� α̃ � 2 	 2 eα̃ a†

e
� α̃ � a � e

� α̃ � 2 	 2 e
� α̃ � a eα̃ a† 
 (1.9)

Esta fórmula,1 generalmente llamada fórmula de “desenredo” (del inglés disentangling), resulta ex-

tremadamente útil a la hora de calcular valores esperados de productos de operadores exponenciales,

1En [Mes83] y [Lou90] puede verse la demostración de Glauber de este teorema. Este resultado se obtiene de la aplicación
directa de un caso particular del teorema de Baker-Hausdorff de teorı́a de grupos [Nor80], según el cual si A y B son dos
operadores que no commutan entre sı́ y que satisfacen las condiciones

�
A � � A � B ���
	 �

B � � A � B ���
	 0 �
entonces se cumple la identidad

eA � B 	 eA eB e 
 1
2 � A � B � 	 eB eA e

1
2 � A � B ���
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como se verá en los próximos capı́tulos. La fórmula BCH permite escribir el estado coherente (1.8)

como

�α ��� e ��� 1
�
2 � α a† � α � a � � 0 � � D̂

�
α � α � ��� 0 ��� (1.10)

donde

D̂
�
α � α � � � e � � 1

�
2 � α a† � α � a � (1.11)

es el mencionado operador desplazamiento. Puesto que este operador es unitario

D̂† � α � α � �
� D̂
� � α � � α � �
� D̂

� 1 � α � α � ���

el estado coherente (1.10) está normalizado correctamente:

�
α �α ��� �

0 � D̂† � α � α � � D̂ � α � α � ��� 0 ��� �
0 � 0 ��� 1 


La expresión (1.10) permite interpretar el estado coherente como una forma desplazada del estado fun-

damental del oscilador armónico, como puede verse a partir de la actuación del operador D̂
�
α � α � � sobre

los operadores a y a†: 2

D̂† � α � α � � a D̂
�
α � α � ��� a � α� � (1.13a)

D̂† � α � α � � a† D̂
�
α � α � ��� a† � α �� � 
 (1.13b)

Los estados coherentes no son estados ortogonales. El producto escalar de dos estados coherentes

puede obtenerse fácilmente a partir de las expresiones (1.3) como

�
α � β ��� e

�
�α � 2 	 2 � � � β � 2 	 2 � ∑
n � m

�
α � � n βm� �
n � m n! m!

�
n �m ���

que, debido a la ortonormalidad de los estados � n � , se reduce a

�
α � β ��� e

� 1
2 � � �α � 2 � � β � 2 ��� 1� α � β 
 (1.14)

(Este resultado puede obtenerse asimismo escribiendo
�
α � β � � �

0 � D̂† � α � α ��� D̂ � β � β ����� 0 � y haciendo uso

de las relaciones BCH, lo que confirma la equivalencia de las definiciones de estado coherente como au-

toestado del operador de aniquilación [ec. (1.2)] y como desplazamiento del estado de vacı́o [ec. (1.10)]).

El módulo al cuadrado de este producto escalar viene dado por

� � α � β ��� 2 � e
� 1� �α � β � 2 
 (1.15)

2Estas propiedades pueden demostrarse haciendo uso de las relaciones BCH y del teorema que establece que si A y B son
dos operadores que no commutan y ξ es un parámetro, entonces

eξABe 
 ξA 	 B � ξ
�
A � B ��� ξ2

2!

�
A � � A � B ����� ξ3

3!

�
A � � A � � A � B �������
	�	�	 � (1.12)

para A 	 a†, B 	 a y ξ 	 α. [Lou90, Scu97]
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Este resultado muestra que dos estados coherentes �α � y � β � tienden a ser aproximadamente ortogonales

para valores de α y β que sean suficientemente diferentes, esto es, en el lı́mite �α � β ��� 1. El hecho

de que los estados coherentes no formen un conjunto ortogonal parece haber sido el motivo por el que

durante bastante tiempo (desde que fueron propuestos por Schrödinger [Sch26] en 1926 como los estados

clásicos del oscilador armónico hasta que Glauber y Sudarshan [Gla63a, Gla63b, Gla63c, Sud63] los

retomaron para su aplicación a la óptica cuántica en 1963) no fueron usados como vectores de base

para el desarrollo de estados arbitrarios. Sin embargo, la ortogonalidad, a pesar de ser una propiedad

conveniente para un conjunto de estados de base, no es necesaria. De hecho, los estados coherentes

forman un continuo bidimensional de estados que son sobrecompletos, cumpliendo la relación de cierre

[Gla63a] ���
d2α
π

� �α � � α � � 1 
 (1.16)

Esta integral está extendida a todo el plano complejo α, y el elemento de volumen (real) viene dado por

d2α
�

d
�
Re α � d

�
Im α ��
 (1.17)

(Este resultado puede comprobarse escribiendo el estado �α � en la representación de los estados de Fock

y llevando a cabo la integral en el plano complejo en coordenadas polares). La no ortogonalidad de los

estados coherentes hace que la resolución de la identidad en términos de ellos no sea única. La expresión

(1.16) es una de ellas, y puesto que los estados coherentes están etiquetados por un ı́ndice continuo en un

espacio de Hilbert que tiene una base contable, forman un conjunto sobrecompleto. Como consecuencia

de ello, cualquier estado coherente puede desarrollarse en términos de los demás:

�α ���
���

d2α �
π

� �α � � � α � �α ��� ��� d2α �
π

� �α � � e
� 1

2 � � �α � 2 � �α � � 2 � � 1� αα � � 
 (1.18)

Escribiendo los operadores a y a† en términos de los observables canónicamente conjugados q̂ y p̂

según las ecuaciones de transformación

a � 1�
2

�
�
q̂ � ip̂ � ; a† � 1�

2
�
�
q̂ � ip̂ � (1.19a)

q̂ ��� �

2

�
a† � a � ; p̂ � i � �

2

�
a† � a ��� (1.19b)

puede comprobarse que las varianzas de los operadores q̂ y p̂ en el estado coherente �α � son iguales:

�
∆q̂ � 2α � �

α � � q̂ � � q̂ � α � 2 �α ��� �
q̂2 � α � � q̂ � 2α �

�

2
(1.20a)

�
∆ p̂ � 2α � �

α � � p̂ � � p̂ � α � 2 �α ��� �
p̂2 � α � � p̂ � 2α �

�

2
� (1.20b)

donde
�
q̂ � α y

�
p̂ � α denotan los valores medios de los observables q̂ y p̂ en el estado �α � :

�
q̂ � α � �

α � q̂ �α ��� q (1.21a)
�
p̂ � α � �

α � p̂ �α ��� p � (1.21b)
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con q y p definidos por

q
� 1�

2

�
α � � α � (1.22a)

p
� i�

2

�
α � � α ��
 (1.22b)

De esta forma, el producto de las desviaciones cuadráticas medias de q̂ y p̂

∆q̂α ∆ p̂α �
�

2
(1.23)

toma el valor mı́nimo permitido por el principio de indeterminación de Heisenberg. Esto permite definir

los estados coherentes como estados de mı́nima incertidumbre, de forma que la función de onda asociada

con un estado �α � en la representación de coordenadas (ası́ como en la representación de momentos) es un

paquete de ondas gaussiano [Coh77], y puede obtenerse a partir del estado fundamental φ0 del oscilador

armónico mediante

Ψα
�
x ��� φ0

�
x � � q̂ � α � e

i� � p̂ � αx eiθα �
donde eiθα � e

� α � 2 � α2 � 	 4 � e
� i

2 � qp es un factor de fase global que puede omitirse. Esta relación indica

que la función de ondas del estado coherente �α � puede obtenerse a partir de la función del estado

fundamental � 0 � simplemente trasladando la variable x en una cantidad
�
q̂ � α y multiplicándola por la

exponencial oscilante ei � p̂ � αx 	 � . Escribiendo explı́citamente φ0 obtenemos una función correspondiente a

un paquete de ondas gaussiano centrado en
�
q̂ � α � q modulado por una onda plana ei � p̂ � αx 	 � � eipx 	 � :

Ψ
�
x ��� 1�

2π
�
∆q̂ � 2α � 1 	 4

e
��� x ��� q̂ � α

2 � ∆q̂ � α � 2 � i� � p̂ � αx � iθα � 1�
π

� � 1 	 4 e
� 1

2 � � x � q � 2 � i� px � i
2 � qp 
 (1.24)

La evolución temporal de un estado coherente �α0 � del oscilador armónico Ĥ � �
ω
�
a†a � 1 � 2 � viene

dada por

�α � t � � � e
� iĤt 	 � �α0 �
� e

� �α0
� 2 	 2 � ∑

n

αn
0� �
nn!

e
� iEnt 	 h � n �

� e
� iωt 	 2 e

�
�α0
� 2 	 2 � ∑

n

αn
0 e
� inωt

� �
nn!

� n � � e
� iωt 	 2 �α0 e

� iωt ���

donde se ha tenido en cuenta la relación (1.3a). Los valores medios de las cuadraturas q̂ y p̂ en el estado

�α � t � � están dados por

�
q̂ � α � t ���

�
2 Re 	 α0 e

� iωt 
 � q0 cosωt � p0 sinωt (1.25a)
�
p̂ � α � t ���

�
2 Im 	 α0 e

� iωt 
 � p0 cosωt � q0 sin ωt 
 (1.25b)

Estos resultados son similares a las ecuaciones de evolución de las variables clásicas asociadas a la

posición y al momento del oscilador armónico clásico monodimensional. Por otra parte, las desviaciones
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cuadráticas medias de dichos observables son independientes del tiempo y siguen tomando los valores

∆q̂ � ∆ p̂ ��� � � 2 dados por (1.20). Esto significa que la anchura del paquete no cambia con el tiempo,

y la función de onda

Ψα
�
x � t ��� 1�

π
� � 1 	 4 e

� iωt 	 2 e
��� x � � q̂ � αt

2 � ∆q̂ � � 2 � i� � p̂ � αt x � iθα

mantiene la forma gaussiana a lo largo del tiempo, puesto que

�Ψα
�
x � t ��� 2 � � φ0

�
x � � q̂ � αt � 2 � 1�

π
� e
� 1

2
� x ��� q̂ � αt

∆q̂ � 2




Es decir, los estados coherentes son estados cuánticos de incertidumbre mı́nima que evolucionan sigu-

iendo el movimiento clásico del oscilador armónico. Esta fue la motivación original de Schrödinger para

proponer tales estados. En general puede decirse que para un sistema cuyo hamiltoniano sea lineal en

los operadores � a � a† � n̂ � a†a � Î � , si el estado inicial es un estado coherente (incluyendo el caso α � 0,

que corresponderı́a al estado de vacı́o � 0 � ), entonces el estado a un tiempo t posterior seguirá siendo

coherente. Este estado evolucionará siguiendo una trayectoria clásica y, puesto que las desviaciones

cuadráticas medias ∆q̂ y ∆ p̂ son iguales entre sı́ y constantes, el paquete de ondas no se deformará a lo

largo de dicha evolución. Por este motivo, los estados coherentes suelen recibir el nombre de estados

cuasiclásicos y proporcionan un marco natural en el que discutir la conexión entre la mecánica cuántica

y la clásica.

Cuando
� � 0 (o bien cuando �α � toma un valor muy grande), las amplitudes de oscilación de

�
q̂ � α

�
t �

y
�
p̂ � α � t � , dadas por (1.25), son mucho mayores que ∆q̂ y ∆ p̂. Eligiendo un valor de �α � suficientemente

grande es posible obtener una dinámica cuántica para la que la posición y el momento del oscilador

estén tan bien definidas como se desee. De esta forma, cuando
� � 0 o �α � � 1, un estado coherente �α �

describirá de forma bastante exacta la dinámica de un oscilador armónico macroscópico, para el que la

posición y el momento (ası́ como la energı́a) pueden ser consideradas magnitudes clásicas.

1.2. Estados squeezed

Los estados coherentes no son los únicos estados de incertidumbre mı́nima que existen. De hecho, la

condición

∆q̂ ∆ p̂ �
�

2
(1.26)

para las cuadraturas q̂ y p̂ define una familia de estados de incertidumbre mı́nima a la cual pertenecen

los estados coherentes como un caso particular en el que la incertidumbre en ambas cuadraturas es la

misma, esto es, ∆q̂ � ∆ p̂ � � � � 2, como se indica en la Fig. (1.1). 3

3Las distintas definiciones en las cuadraturas del campo que aparecen en la literatura difieren entre sı́ en constantes, dando
lugar a diferentes expresiones para la condición de incertidumbre mı́nima. En la siguiente tabla se muestran las definiciones
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(h/2)
1/2

∆p

∆q(h/2)
1/2

Figura 1.1: Representación de la hipérbola definida por ∆q̂ ∆p̂ � ��� 2. La región a la derecha de la curva cor-
responde a los estados fı́sicamente realizables. El punto ∆q̂ � ∆p̂ ��� ��� 2 corresponde a un estado coherente,
mientras que el resto de la curva corresponde a los estados squeezed.

Para el resto de estados que cumplen la condición (1.26), la incertidumbre en una de las cuadraturas

disminuye a costa del aumento en la otra. Estos estados se denominan estados squeezed. Su nombre,

introducido por primera vez por Hollenhorst [Hol69] (en inglés “squeeze” significa “deformar”, “ex-

primir” o “retorcer”, entre otras cosas), se debe a que si se representan en el plano complejo asociado

a las cuadraturas q̂ y p̂ las incertidumbres de un estado coherente [ver Fig. (1.2)], se tendrá un cı́rcu-

lo (el cı́rculo de incertidumbre) centrado en
�
a � � α y de radio ∆q̂ � ∆ p̂ � � � � 2, mientras que si se

hace lo mismo para un estado squeezed, este cı́rculo se verá deformado en una elipse, debido a que la

incertidumbre en una de las cuadraturas es mayor que en la otra, como se verá a continuación.

Los estados squeezed pueden ser generados mediante el operador unitario denominado operador de

squeezing:

Ŝ
�
ν � ν � ��� e

1
2
� ν a†2 � ν � a2 � � (1.27)

introducido por Stoler [Sto70], de forma que un estado squeezed puro se define como

� ν ��� Ŝ
�
ν � ν � ��� 0 ��


La acción del operador de squeezing sobre los operadores a† y a puede evaluarse mediante la aplicación

más usuales, ası́ como las incertidumbres para un estado coherente �α � .
Cuadraturas Commutación Incertidumbre Heisenberg

a 	 a1 � ia2 a1 	 1
2 � a† � a 	 �

a1 � a2 ��	 i
2 ∆a1 	 ∆a2 	 1

2 ∆a1 ∆a2 	 1
4

a† 	 a1 
 ia2 a2 	 i
2 � a† 
 a 	

a 	 1
2 � x1 � ix2 	 x1 	 a† � a

�
x1 � x2 ��	 2i ∆x1 	 ∆x2 	 1 ∆x1 ∆x2 	 1

a† 	 i
2 � x1 
 ix2 	 x2 	 i � a† 
 a 	

a 	 1�
2 � q � ip 	 q 	 1�

2 � a† � a 	 �
q � p � 	 i ∆q 	 ∆p 	 1�

2
∆q ∆q 	 1

2

a† 	 i�
2 � q 
 ip 	 p 	 i�

2 � a† 
 a 	
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directa de la fórmula (1.12), obteniéndose las relaciones

Ŝ† � ν � ν � � a† Ŝ
�
ν � ν � �
� cosh

�
νν � a† � ν � sinh

�
νν ��

νν � a (1.28a)

Ŝ† � ν � ν � � a Ŝ
�
ν � ν � �
� ν

sinh
�

νν ��
νν � a† � cosh

�
νν � a 
 (1.28b)

Escribiendo el parámetro de squeezing en forma polar, ν � r eiφ, estas ecuaciones toman la forma

Ŝ† � r� φ � a† Ŝ
�
r� φ � � cosh r a† � e

� iφ sinh r a (1.29a)

Ŝ† � r� φ � a Ŝ
�
r� φ ��� eiφ sinh r a† � cosh r a 
 (1.29b)

Puede introducirse una tercera notación definiendo los parámetros

s
�

ν
sinh

�
νν ��

νν � � eiφ sinh r (1.30a)

s � � ν � sinh
�

νν ��
νν � � e

� iφ sinh r (1.30b)

c
�

cosh
�

νν � � cosh r � �
1 � ss � � (1.30c)

en función de los cuales las ecs. (1.29) se escriben

Ŝ† � s � s � � a† Ŝ
�
s � s � �
� c a† � s � a (1.31a)

Ŝ† � s � s � � a Ŝ
�
s � s � �
� s a† � c a 
 (1.31b)

Definiendo unas nuevas cuadraturas
�
X̂ � Ŷ � relacionadas con

�
q̂ � p̂ � por una rotación en un ángulo

φ � 2:

X̂ � iŶ � �
q̂ � ip̂ � e

� iφ 	 2 � � 2
�

a e
� iφ 	 2 � (1.32)

se puede comprobar que

Ŝ† � r� φ � � X̂ � iŶ � Ŝ � r� φ � � X̂ er � iŶ e
� r 
 (1.33)

Este resultado indica que el operador de squeezing atenúa una de las cuadraturas rotadas, al tiempo que

amplifica la otra. El grado de atenuación o amplificación viene determinado por r � � ν � , por lo que este

parámetro recibe el nombre de factor de squeezing.

Los estados squeezed más generales, que llamaremos estados coherente-squeezed o estados squeezed

generalizados se generan aplicando al vacı́o un squeezing seguido de un desplazamiento, esto es

�α � ν ��� D̂
�
α � α � � Ŝ

�
ν � ν � ��� 0 ��
 (1.34)

La acción conjunta de los operadores de desplazamiento y de squeezing sobre a† y a vendrá dada por

Ŝ† � r� φ � D̂† � α � α � � a† D̂
�
α � α � � Ŝ � r� φ ��� cosh r a† � e

� iφ sinh r a � α �� � (1.35a)

Ŝ† � r� φ � D̂† � α � α � � a D̂
�
α � α � � Ŝ � r� φ ��� eiφ sinh r a† � cosh r a � α� � 
 (1.35b)
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Asimismo, las cuadraturas se transforman como

Ŝ†D̂† q̂ D̂Ŝ � � �

2

� 	 cosh r � eiφ sinh r 
 a† � 	 cosh r � e
� iφ sinh r 
 a ��� q (1.36a)

Ŝ†D̂† p̂ D̂Ŝ � i � �

2

� 	 cosh r � eiφ sinh r 
 a† � 	 cosh r � e
� iφ sinh r 
 a � � p � (1.36b)

donde q y p vienen dados por (1.22). Por otra parte, la transformación de las cuadraturas rotadas X̂ y Ŷ

viene dada por

Ŝ† � r� φ � D̂† � α � α � � X̂ D̂
�
α � α � � Ŝ � r� φ ��� X̂ er � X (1.37a)

Ŝ† � r� φ � D̂† � α � α � � Ŷ D̂
�
α � α � � Ŝ � r� φ ��� Ŷ e

� r � Y � (1.37b)

donde X e Y están definidos por

X � iY
� �

q � ip � e
� iφ 	 2 �

esto es

X
�

qcos
�
φ � 2 � � psin

�
φ � 2 �

Y
�

pcos
�
φ � 2 � � qsin

�
φ � 2 ��


Los valores esperados de las cuadraturas
�
q̂ � p̂ � ası́ como del operador número n̂ en un estado coherente-

squeezed �α � ν � vendrán dados por

�
q̂ � α � ν � �

α � ν � q̂ �α � ν ��� � �

2

�
0 � Ŝ†D̂† � a† � a � D̂Ŝ � 0 ��� 1�

2

�
α � α � ��� q

�
p̂ � α � ν � �

α � ν � p̂ �α � ν ��� i � �

2

�
0 � Ŝ†D̂† � a† � a � D̂Ŝ � 0 ��� i�

2

�
α � � α �
� p

�
n̂ � α � ν � �

α � ν � a†a �α � ν � � ss � � αα �
� � sinh2 r � �α � 2

� � sinh2 r �
�
q2 � p2 �

2
�

lo que, con algo de álgebra, conduce a las varianzas

�
∆X̂ � 2α � ν �

�
X̂2 � α � ν � � X̂ � 2α � ξ

�
�

2

� �
a† eiφ 	 2 � a e

� iφ 	 2 � 2 � α � ν �
�

2

� �
a† eiφ 	 2 � a e

� iφ 	 2 � α � ν � 2 �
�

2
e2r (1.38a)

�
∆Ŷ � 2α � ν �

�
Ŷ 2 � α � ν � � Ŷ � 2α � ν

� �
�

2

� �
a† eiφ 	 2 � a e

� iφ 	 2 � 2 � α � ν �
�

2

� �
a† eiφ 	 2 � a e

� iφ 	 2 � α � ν � 2 �
�

2
e
� 2r 
 (1.38b)

Se observa por tanto que un estado squeezed generalizado tiene incertidumbres distintas para las cuadrat-

uras rotadas X̂ e Ŷ , de forma que su producto sigue siendo mı́nimo [ec. (1.23)]:

�
∆X̂ � α � ξ � ∆Ŷ � α � ξ �

�

2

 (1.39)
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Tal y como hemos indicado, el cı́rculo de incertidumbre para el estado coherente �α � se transforma en

una elipse cuyos ejes principales caen a lo largo de los ejes X̂ e Ŷ y cuyos radios principales vienen dados

por ∆X̂ y ∆Ŷ , como se indica en la Fig. (1.2).

∆Y

∆X

/2φ

X

Y
p

q φ /2

Y

X

q

p

αq∆

Re (α)

Im (α)

∆pα

(b) (c)(a)

Figura 1.2: (a): Cı́rculo de incertidumbre para un estado coherente, D̂ � α � α ����� 0 � , obtenido desplazando el cı́rculo
de incertidumbre asociado al estado de vacı́o � 0 � en una magnitud dada por α. (b): Elipse de incertidumbre para un
estado squeezed puro, Ŝ � ν � ν ����� 0 � , obtenida deformando el cı́rculo de incertidumbre del estado � 0 � . La rotación de
los ejes de la elipse viene dada por la fase φ del parámetro de squeezing, ν � r eiφ, mientras que la magnitud de la
deformación viene determinada por el módulo r. (c): Elipse de incertidumbre para un estado coherente-squeezed
D̂ � α � α ��� Ŝ � ν � ν ����� 0 � .

Los estados squeezed fueron introducidos en óptica cuántica por la necesidad de disminuir el ruido

producido en los interferómetros utilizados para detectar ondas gravitacionales [Cav81]. Las dos fuentes

fundamentales de ruido que determinan la sensibilidad de tales interferómetros son, por una parte, las

fluctuaciones en el número de fotones salientes y, por otra, las fluctuaciones en la presión de radiación

en los espejos. Las responsables en última instancia de estas indeterminaciones son las fluctuaciones de

punto cero (o fluctuaciones de vacı́o) del campo electromagnético, al superponerse a la luz láser que entra

al interferómetro. De esta forma, si se consigue que lo que entre en el interferómetro no sea el estado de

vacı́o, sino un estado squeezed, esto es, un estado cuyas fluctuaciones en una cuadratura sean inferiores

a las fluctuaciones de punto cero (o a las de cualquier estado coherente), mientras que las fluctuaciones

en la otra cuadratura son mayores, se conseguirá disminuir el error en el cómputo del número de fotones

a expensas de aumentar el error en la presión de radiación, o viceversa.

Por otra parte, debido a que el ruido cuántico inherente a los haces de luz limita fuertemente la

capacidad de transmitir información de los haces ópticos, la utilización de estados squeezed supone

una forma de reducir este ruido, aumentando la incertidumbre en la cuadratura que no esté involucrada

en el proceso de transmisión de la información. En este sentido, el principal campo de aplicación de

estos estados está en las comunicaciones ópticas y en los experimentos de “no demolición cuántica”

[Cav80, Wal83, Mil83] que han sido diseñados para la detección de ondas gravitacionales.
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Finalmente, hemos de mencionar ciertos estados de incertidumbre mı́nima con fluctuaciones distintas

en las dos cuadraturas, que bajo ciertas condiciones son equivalentes a los estados squeezed. Son los

llamados estados coherentes de dos fotones (ECDF), introducidos por Yuen en 1976 [Yue76]. En general,

los estados coherentes de dos fotones se diferencian de los estados coherentes en varios aspectos: no sólo

son generados por diferentes procesos de fotones, sino que además tienen propiedades estadı́sticas y

propiedades de coherencia distintas. Básicamente, los estados coherentes se generan a partir de procesos

estimulados de un solo fotón, mientras que los ECDF se obtienen a partir de procesos estimulados de dos

fotones para dos fotones del mismo modo, de ahı́ su nombre.

Los ECDF se construyen de la siguiente manera: Consideremos el operador definido por

b̂
�

µ a � λ a† � (1.40)

donde µ y λ son un par de c-números tales que

� µ � 2 � � λ � 2 � 1 
 (1.41)

A partir de la propiedad (1.41) se deduce que b̂ y b̂† cumplen la siguiente relación de commutación:

�
b̂ � b̂† � � 1 


El cambio de variables de
�
a � a† � a

�
b̂ � b̂† � dado por (1.40) es una transformación canónica, puesto que

deja invariante la relación de commutación
�
a � a† � � �

b̂ � b̂† � � 1. Según von Neumann [Von31], una trans-

formación canónica puede representarse mediante una transformación unitaria, esto es

b̂ � Û a Û† � (1.42)

siendo Û un operador unitario. Esta transformación hace que las propiedades del operador b̂ sean muy

similares a las del operador a. Los ECDF se definen como los autovalores del operador b̂, esto es

b̂ � β � g � � � 1 	 2β � β � g 
 (1.43)

Hemos seguido la notación de Yuen, en la cual la dependencia del ECDF con los parámetros µ y λ ha

sido suprimida en � β � g aunque, de forma similar a los estados coherentes, hemos preferido hacer explı́cita

la dependencia del autovalor con
�
. Se observa que para λ � 0 el estado � β � g es un estado coherente

ordinario. En lo sucesivo supondremos implı́citamente que λ �� 0. La ec. (1.42) permite obtener un ECDF

a partir de un estado coherente mediante

� β � g � Û � β ��� (1.44)
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siendo � β � un autoestado de a.4 Ası́ pues, las propiedades de los estados � β � g son paralelas a las de los

estados coherentes � β � . Por ejemplo, un estado � β � g puede obtenerse a partir del estado de vacı́o

� β � g � D̂g
�
β � β � ��� 0 � g (1.45)

mediante un operador desplazamiento dado por

D̂g
�
β � β � � � e ��� 1

�
2 � β b̂† � β � b̂ � �

siendo

� 0 � g � Û � 0 ��
 (1.46)

Los estados coherentes de dos fotones son completos���
d2β
π

� � β � gg
�
β � � 1 (1.47)

y su producto escalar viene dado por

g
�
β � β � � g � e

β � β �� ��� β � 22 � ��� β � � 22 � 


Para estudiar la relación existente entre los estados coherentes de dos fotones y los estados squeezed

tratados anteriormente, notemos en primer lugar que el operador Û definido en (1.42) es un operador de

squeezing Ŝ
�
r� φ � con

µ � cosh r (1.48a)

λ � � eiφ sinh r� (1.48b)

lo que puede verse a partir de la identificación de los coeficientes de a† y a en las transformaciones

b̂
�

Û a Û† � λ a† � µ a

Ŝ
�
r� φ � a Ŝ† � r� φ � � � eiφ sinh r a† � cosh r a 


Asimismo, el estado de vacı́o (1.46) para un ECDF es un estado squeezed puro:

� 0 � g � Ŝ
�
ν � ν � ��� 0 ����� ν ���

4Este resultado puede obtenerse fácilmente escribiendo la ec. (1.43) como

Û a Û† � β � g 	�� 
 1 � 2β � β � g �
Operando con Û† a la izquierda obtenemos la relación

a Û† � β � g 	�� 
 1 � 2β Û† � β � g �
que define a Û† � β � g como un autoestado del operador a con autovalor � 
 1 � 2β. Identificando Û† � β � g con el estado coherente
� β � (que cumple a � β � 	�� 
 1 � 2β �β � ) se tiene el resultado (1.44).
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con ν � r eiφ dado por (1.48). De esta forma, reescribiendo el operador D̂g
�
β � β � � en (1.45) en función de

a† y a se tiene

� β � g � D̂g
�
β � β � ��� 0 � g � e � � 1

�
2βŜa†Ŝ† � � � 1

�
2β � ŜaŜ†

Ŝ
�
r� φ ��� 0 �

� e ��� 1
�
2β � cosh ra† � e � iφ sinh ra � � ��� 1

�
2β � � � eiφ sinh ra† � cosh ra � Ŝ

�
r� φ ��� 0 �

� e ��� 1
�
2β � µa† � λ � a � � ��� 1

�
2β � � λa† � µa � Ŝ

�
r� φ ��� 0 �

� e � � 1
�
2 � βµ � β � λ � a† � � � 1

�
2 � β � µ � βλ � � a Ŝ

�
r� φ ��� 0 �

�
D̂
�
α � α � � Ŝ

�
r� φ ��� 0 ��� (1.49)

donde
�
r� φ � cumplen las condiciones (1.48) y α viene dado por

α � βµ � β � λ 
 (1.50)

De esta forma, hemos encontrado el estado squeezed equivalente para el estado coherente de dos fotones

dado. Puesto que (1.50) es una transformación con determinante unidad, la relación de cierre (1.47)

indica que los estados squeezed generalizados forman una base completa:� �
d2α
π

� �α � ν � � α � ν � � 1 
 (1.51)

Por otra parte, hemos de tener en cuenta que, según la ec. (1.44), un ECDF viene dado por

� β � g � Ŝ
�
r� φ ��� β ��� Ŝ

�
r� φ � D̂

�
β � β � ��� 0 ��� (1.52)

esto es, un estado coherente de dos fotones se obtiene desplazando primero el vacı́o y luego aplicando un

squeezing. Este es el procedimiento inverso utilizado para definir un estado squeezed generalizado. Am-

bos procedimientos son equivalentes si los parámetros de desplazamiento y squeezing están relacionados

según las condiciones (1.48) y (1.50), esto es,

α � βcosh r � β � eiφ sinh r
 (1.53)

Este resultado puede comprobarse sin más que comparar la transformación de a† y a bajo los operadores

D̂ y Ŝ en uno u otro orden. Ası́, las transformaciones Ŝ† D̂
�
a† � a � D̂ Ŝ vienen dadas por (1.35), mientras

que para el orden inverso se tiene

D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � a† Ŝ
�
r� φ � D̂ � β � β � ��� cosh r a† � e

� iφ sinh r a � β � cosh r � βe
� iφ sinh r� �

D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � a Ŝ
�
r� φ � D̂ � β � β � ��� eiφ sinh r a† � cosh r a � βcosh r � β � eiφ sinh r� � 


Es evidente que el resultado de ambas transformaciones coincide si se cumple la condición (1.53). Este

resultado indica que el desplazamiento total producido al deformar primero el vacı́o y desplazarlo de-

spués (como sucede al generar los estados coherentes-squeezed) no es el mismo que el que se produce
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en el caso inverso, esto es, desplazando primero el vacı́o para deformarlo a continuación (como es el

caso de los ECDF). En el primer caso, el desplazamiento total viene dado por α � � �
y α � � � �

, mientras

que en el segundo este desplazamiento total depende no sólo de los parámetros del desplazamiento, sino

también de los del squeezing.

Finalmente, puede comprobarse que los ECDF son estados de incertidumbre mı́nima. Para ello, debe

tenerse en cuenta la transformación de las cuadraturas q̂ y p̂, dada por

D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � q̂ Ŝ
�
r� φ � D̂ � β � β � ��� � �

2

� 	 cosh r � eiφ sinh r 
 a† � 	 cosh r � e
� iφ sinh r 
 a �

� β � � cosh r � eiφ sinh r � � β
�
cosh r � e

� iφ sinh r ��
2

(1.54a)

D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � p̂ Ŝ
�
r� φ � D̂ � β � β � ��� i � �

2

� 	 cosh r � eiφ sinh r 
 a† � 	 cosh r � e
� iφ sinh r 
 a �

� β � � cosh r � eiφ sinh r � � β
�
cosh r � e

� iφ sinh r ��
2


 (1.54b)

Por otra parte, las cuadraturas rotadas definidas por (1.32) se transforman como

D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � X̂ Ŝ
�
r� φ � D̂ � β � β � �
� erX̂ � er 	 qβ cos

�
φ � 2 � � pβ sin

�
φ � 2 � 


D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � Ŷ Ŝ
�
r� φ � D̂ � β � β � ��� e

� rŶ � e
� r 	 pβ cos

�
φ � 2 � � qβ sin

�
φ � 2 � 
 �

donde qβ y pβ son las cuadraturas clásicas asociadas a β, esto es

qβ � 1�
2

�
β � � β �

pβ � i�
2

�
β � � β ��
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En un ECDF, se tienen los siguientes valores esperados:

�
q̂ � g � � �

2

�
0 � D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � � a† � a � Ŝ

�
r� φ � D̂ � β � β � ��� 0 �

� qβ cosh r � sinh r�
2

�
eiφβ � � e

� iφβ �
�
p̂ � g � i � �

2

�
0 � D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � � a† � a � Ŝ

�
r� φ � D̂ � β � β � ��� 0 �

� pβ cosh r � i
sinh r�

2

�
eiφβ � � e

� iφβ �
�
n̂ � q � �

0 � D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � a†a Ŝ
�
r� φ � D̂ � β � β � ��� 0 ��� sinh2 r

� 1
�

� � β � 2 � sinh2 r � cosh2 r � � β2e
� iφ sinh r cosh r � β � 2eiφ sinh r cosh r �

�
X̂ � g � � �

2

�
0 � D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � � eiφ 	 2a† � e

� iφ 	 2a � Ŝ
�
r� φ � D̂ � β � β � ��� 0 �

� 1�
2

er � eiφ 	 2β � � e
� iφ 	 2β �

�
Ŷ � g � i � �

2

�
0 � D̂† � β � β � � Ŝ† � r� φ � � eiφ 	 2a† � e

� iφ 	 2a � Ŝ
�
r� φ � D̂ � β � β � ��� 0 �

� i�
2

e
� r � eiφ 	 2β � � e

� iφ 	 2β ��


Puede comprobarse que el valor de las varianzas de X̂ e Ŷ en un ECDF coincide con los resultados (1.38),

esto es

�
∆X̂ � 2g �

�
X̂ � 2g �

�
X̂2 � g �

�

2
e2r (1.55a)

�
∆Ŷ � 2g �

�
Ŷ � 2g �

�
Ŷ 2 � g �

�

2
e
� 2r � (1.55b)

lo que permite incluir a los ECDF en la familia de estados de mı́nima incertidumbre, al cumplir

�
∆X̂ � g � ∆Ŷ � g �

�

2



1.3. Estructura algebraica de los estados coherentes

1.3.1. Representación matricial

A pesar de haber sido definidos como los autoestados del operador de aniquilación del oscilador

armónico, los estados coherentes no están restringidos únicamente a este sistema. El trabajo de Perelo-

mov [Per72] y Gilmore [Gil72, Gil74a, Gil94b, Gil75] a principios de los años setenta permitió conectar

los estados coherentes con el grupo dinámico asociado a cada problema fı́sico. Por ejemplo, cuando

se incluyen los operadores de creación, de destrucción, la identidad y el operador número de fotones

como generadores del grupo, se sabe que el sistema del oscilador armónico posee el grupo dinámico de
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Heisenberg-Weyl H4. Zhang et al [Zha90] han propuesto un método para construir los estados coherentes

basado en una correspondencia con el espacio coset geométrico H
�
4 � � U �

1 ��� U
�
1 � .

Las propiedades dinámicas de un sistema cuántico vienen determinadas de forma completa por el

hamiltoniano y el espacio de Hilbert de dicho sistema. En óptica cuántica se estudia el hamiltoniano de

un sistema en interacción con el campo electromagnético, dado por

Ĥ � ∑
k

�
ωka†

kak � ∑
β

εσ
� β �
0 � ∑

k � β
γkβ

�
σ
� β �
��
N

ak � σ
� β ���
N

a†
k � � (1.56)

donde
�

ωk es la energı́a del modo del campo k, y γkβ son los coeficientes de acoplamiento entre el

sistema atómico y el campo electromagnético. Una de las suposiciones cruciales que se ha hecho para

construir este hamiltoniano es que cada uno de los N átomos (etiquetado por el ı́ndice β) es un sistema

de dos niveles y por lo tanto sus variables dinámicas son los operadores usuales de spin � σ � β �
0 � σ � β �

� � σ � β �� � .
Normalmente se considera constante la fuerza de acoplamiento, esto es, γkβ � γ. Si se considera el sistema

atómico como una fuente clásica (esto es, se tratan los operadores de spin σ � β � como c-números), el

hamiltoniano (1.56) puede reducirse a

ĤF � ∑
k

�
ωk a†

kak � ∑
β

�
εσ

� β �
0 � � γ∑

k � β

� �
σ
� β �
� ��
N

ak �
�
σ
� β �� ��
N

a†
k �

� ∑
k

�
ωk a†

kak � ∑
k � λk

�
t � a†

k � λ �k
�
t � ak � � κ

� ∑
k

ĤF
k � κ � (1.57)

donde κ es una constante y

ĤF
k � �

ωk a†
kak � λk

�
t � a†

k � λ �k
�
t � ak

�
Ĥ0 � Ĥint 
 (1.58)

En esta expresión, Ĥ0 representa el campo electromagnético libre (o el oscilador armónico libre) y Ĥint

describe la interacción entre el campo electromagnético y la fuente externa dependiente del tiempo. De

esta forma, el sistema óptico puede verse como un sistema de oscilador armónico en un campo externo.

Como se ha dicho, Zhang et al [Zha90], partiendo del hamiltoniano semiclásico (1.58) construyen

los estados coherentes de una forma muy compacta y elegante, haciendo uso de un método de teorı́a

de grupos. En esta sección expondremos únicamente los resultados con utilidad práctica que facilitan

el cálculo de valores esperados de productos de operadores, y remitimos a la Ref. [Zha90] para una

descripción más detallada de dicho método.

Los procesos denominados “de un fotón” que tienen lugar en la generación experimental de los esta-

dos coherentes, están gobernados por un operador hamiltoniano escrito en términos de los operadores del
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oscilador armónico a, a† y n̂ � a†a que, junto al operador identidad Î, cumplen las siguientes relaciones

de commutación:

�
n̂ � a† � � a† ;

�
n̂ � Î � � 0

�
n̂ � a � � � a ;

�
a† � Î � � 0 (1.59)

�
a � a† � � Î ;

�
a � Î � � 0 


Los operadores � n̂ � a† � a � Î � son los generadores del grupo de Lie conocido como grupo de Heisenberg-

Weyl H4. Las relaciones de commutación (1.59) determinan la estructura de un álgebra de Lie que deno-

tamos por h4 [Gil74a].

Asimismo, en la generación de los estados squeezed puros a partir de una fuente clásica se inducen

procesos “de dos fotones” descritos por un hamiltoniano del tipo

Ĥ � �
ω � a†a � 1

2 � � λ2
�
t � a†2 � λ �2

�
t � a2 
 (1.60)

Los operadores � n̂ � 1
2 � a†2 � a2 � generan el álgebra de Lie su

�
1 � 1 � . Si consideramos el caso más general

de estados coherentes-squeezed, el hamiltoniano de tal proceso contiene términos lineales y cuadráticos

en a† y a, y tiene la forma

Ĥ � �
ω � a†a � 1

2 � � f1
�
t � a† � f �1

�
t � a � f2

�
t � a†2 � f �2

�
t � a2 
 (1.61)

En esta expresión, la dependencia temporal de las funciones f1
�
t � y f2

�
t � gobierna la secuencia en la

que tienen lugar los procesos de formación del estado coherente y de squeezing. Los seis operadores

� n̂ � 1
2 � a†2 � a2 � a† � a � Î � , que cumplen las relaciones de commutación

�
n̂ � a†2 � � 2a†2

;
�
n � a2 � � � 2a2

�
a � a†2 � � 2a† ;

�
a† � a2 � � � 2a (1.62)

�
a†2 � Î � � 0 ;

�
a2 � Î � � 0

además de las dadas por (1.59), generan el álgebra (no semisimple) h6. El álgebra de dos fotones es un

subálgebra del álgebra simpléctica sp
�
4 � .

Los elementos de matriz de los operadores de h6 pueden calcularse fácilmente en la base de estados

de Fock � n � . Sin embargo, los cálculos computacionales pueden simplificarse significativamente si se

utiliza una representación matricial fiel5 de h6 que sea menor que la representación de estados de Fock.

5Una representación es fiel si el homomorfismo que define dicha representación es además un isomorfismo, esto es, se trata
de una correspondencia uno a uno en la que la inversa está bien definida y existe.
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En este caso, la representación fiel más pequeña consiste en matrices 4 � 4. Esta representación matricial

viene dada explı́citamente por

n̂ � 1 � 2 � M22 � M33 ; Î � � 2M41

a†2 � 2M23 ; a† � M21 � M43 (1.63)

a2 � � 2M32 ; a � � M31 � M42 �

de forma que

Mh6

�
η
�
n̂ � 1

2
� � δÎ � Ra†2 � La2 � ra† � la � ������ 0 0 0 0

r η 2R 0
� l � 2L � η 0
� 2δ � l � r 0

�	��
 (1.64)

Esta representación es útil para llevar a cabo productos de operadores exponenciales, como sucede al

integrar ecuaciones del movimiento, pero no tiene una utilidad directa para calcular elementos de matriz

en el espacio de Hilbert. La representación matricial de los elementos del álgebra h6 vienen dadas por:

Mh6

�
a � ������ 0 0 0 0

0 0 0 0
� 1 0 0 0
0 � 1 0 0

�	��
 ; Mh6

�
a† � ������ 0 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 � 1 0

�	��

Mh6

�
a2 � ������ 0 0 0 0

0 0 0 0
0 � 2 0 0
0 0 0 0

�	��
 ; Mh6

�
a†2 � ������ 0 0 0 0

0 0 2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

�	��
 (1.65)

Mh6

�
n̂ � 1

2
� ������ 0 0 0 0

0 1 0 0
0 0 � 1 0
0 0 0 0

�	��
 ; Mh6

�
Î � ������ 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
� 2 0 0 0

�	��
 

La utilidad de esta representación matricial se pone de manifiesto a la hora de obtener una serie de

teoremas de “desenredo” como el teorema BCH. Ası́, un operador de evolución unitario general Û
�
t �

puede escribirse de diversas maneras. Una de ellas es como una superposición lineal de los elementos

del álgebra de Lie h6:

Û
�
t ��� exp

�
η � � � t � � n̂ � 1

2 � � R � � � t � a†2 � r � � � t � a† � L � � � t � a2 � l � � � t � a � δ � � � t � Î � 
 (1.66)

En la representación matricial 4 � 4, la exponencial de la ec. (1.64) puede calcularse explı́citamente,
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dando como resultado la matriz

Mh6 � eη � � � t � � n̂ � 1
2 � � R � � � t � a†2 � r � � � t � a† � L � � � t � a2 � l � � � t � a � δ � � � t � Î � � (1.67)

������
1 0 0

eN � I
N � r � �

� l � � � eN 0

� 2δ � ��� 	 � l � � � r � � 
 eN � I � N
N2 � r � �

� l � � � 	 � l � � � r � � 
 eN � I
N 1

�	����
 �
donde

N � � η � � 2R � �
� 2L � � � η � � � �

siendo

eN � I cosh θ � N
sinh θ

θ
�

θ2 � η � � 2 � 4L � � R � � 

Otra manera de escribir el operador de evolución, más útil a la hora de hacer cálculos con estados

squeezed en comunicaciones ópticas, consiste en escribirlo como producto de tres operadores exponen-

ciales separados, en la forma

Û
�
t ��� exp 	 ra† � la 
 exp � Ra†2 � La2 � exp � η

�
n̂ � 1

2
� � δÎ � 


La representación matricial 4 � 4 viene dada por

Mh6 � era† � laeRa†2 � La2
eη � n̂ � 1

2 � � δÎ � � (1.68)

���� 1 0 0 0
r coshθeη 2R sinhθ

θ e
� η 0

� l � 2L sinhθ
θ eη cosh θe

� η 0
� 2δ � leη cosh θ � 2Lr sinhθ

θ eη � re
� η cosh θ � 2Rl sinhθ

θ e
� η 1

�	��
 

En particular, la representación matricial de los operadores de desplazamiento y squeezing vendrá dada

por

Mh6

�
D̂
�
α � α � � � � Mh6 � e 1� � � αa† � α � a � � ������ 1 0 0 0

α � � �
1 0 0

α � � � �
0 1 0

0 α � � � � � α � � �
1

�	��
 (1.69)

Mh6

�
Ŝ
�
ν � ν � � � � Mh6 � e 1

2
� νa†2 � ν � a2 � � � �����

1 0 0 0

0 cosh
�

νν � ν sinh � νν �� νν � 0

0 ν � sinh � νν �� νν � cosh
�

νν � 0

0 0 0 1

�	���

� ���� 1 0 0 0

0 cosh r eiφ sinh r 0
0 e

� iφ sinh r cosh r 0
0 0 0 1

�	��
 � ���� 1 0 0 0
0 c s 0
0 s � c 0
0 0 0 1

�	��
 
 (1.70)
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Una tercera forma de escribir el operador de evolución unitario, y que es particularmente conveniente

para los cálculos de dinámica molecular, consiste en el producto de tres operadores exponenciales en or-

denación normal, esto es, con todos los operadores de aniquilación situados a la derecha, los de creación

a la izquierda y los operadores diagonales en el centro:

Û
�
t ��� exp � R � a†2 � r � a† � exp � η � � n̂ � 1

2
� � δ � Î � exp 	 L � a2 � l � a 
 
 (1.71)

La representación matricial 4 � 4 también puede obtenerse mediante simple multiplicación matricial, y

viene dada por

Mh6 � eR � a†2 � r � a†
eη � � n̂ � 1

2 ��� δ � ÎeL � a2 � l � a � � (1.72)

���� 1 0 0 0
r � � 2R � l � e � η � eη � � 4L � R � e � η � 2R � e � η � 0
� l � e � η � � 2L � e � η � e

� η � 0
� 2δ � � r � l � e � η � � l � � 2r � L � e � η � � r � e � η � 1

�	��
 

La utilidad del método de teorı́a de grupos se pone de manifiesto al poder convertir las ecuaciones

de movimiento hamiltonianas en ecuaciones para los parámetros del grupo. Ası́, las ecuaciones de

movimiento para el operador de evolución unitario

i
∂
∂t

Û
�
t � t0 �
� Ĥ

�
t � Û

�
t � t0 � (1.73)

con condiciones iniciales

Û
�
t0 � t0 �
� Î � (1.74)

son de hecho ecuaciones de movimiento para un elemento, Û
�
t � t0 � , del grupo H6, ya que el hamiltomiano

Ĥ
�
t � de la ec. (1.61) es un elemento del álgebra de Lie h6. Como consecuencia, estas ecuaciones pueden

integrarse dentro del grupo mismo, bien en la representación unitaria que actúa en el espacio de Hilbert,

como es el procedimiento habitual en mecánica cuántica, o bien en cualquier otra representación fiel.

En este último caso, elegir la representación más pequeña posible, dada por la ec. (1.64), supone una

simplificación considerable, ya que las ecuaciones de movimiento son entonces

i
∂
∂t

Mh6

�
Û
�
t � t0 � � � Mh6

�
Ĥ
�
t � ��� Mh6

�
Û
�
t � t0 � ��� (1.75)

con la condición inicial

Mh6

�
Û
�
t0 � t0 � � � I4 
 (1.76)

La integración matricial puede llevarse a cabo numéricamente, y al cabo de un tiempo t, la matriz 4 � 4

resultante tiene la forma

Mh6

�
Û
�
t � t0 � � � ���� 1 0 0 0

M21 M22 M23 0
M31 M32 M33 0
M41 M42 M43 1

�	��
 
 (1.77)
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El cálculo de elementos de matriz y valores esperados de operadores se facilita mediante el uso de los

teoremas de “desenredo”. Éstos pueden utilizarse para construir funciones generatrices para los valores

esperados de un operador. Ası́, el valor esperado de un operador Â en el estado �Ψ � t � ��� Û
�
t � t0 ��� 0 � puede

escribirse como

�
Â ��� �

0 � Û† � t � t0 � Â Û
�
t � t0 ��� 0 ��� ∂

∂γ
�
0 � Û† � t � t0 � eγÂ Û

�
t � t0 ��� 0 �

�
�
�
γ � 0


 (1.78)

Si bien el elemento de matriz del término de la izquierda depende de la elección de la representación

(por ejemplo, el espacio de Fock), el producto de operadores en la parte de la derecha es sin embargo

independiente de la representación, y por lo tanto puede llevarse a cabo en cualquier representación fiel,

por ejemplo en la dada por (1.72).

Û† � t � t0 � eγÂ Û
�
t � t0 � � M

� 1
�
Û
�
t � t0 � � � M � eγÂ �

� M
�
Û
�
t � t0 � �

� �

eRa†2 � ra†
eη � n̂ � 1

2 � � δÎeLa2 � la � M � eR � a†2 � r � a† �
� M � eη � � n̂ � 1

2 � � δ � Î �
� M � eL � a2 � l � a �

El cálculo se lleva a cabo en la dirección de las flechas, y el resultado es una expresión válida en cualquier

representación, en particular en el espacio de Fock. En general, si definimos la matriz N como el resultado

del producto matricial

M
� 1

�
Û
�
t � t0 � � � M � eγÂ �

� M
�
Û
�
t � t0 � � � N �

el valor esperado en la ec. (1.78) vendrá dado por

�
0 � Û† � t � t0 � eγÂ Û

�
t � t0 ��� 0 � � N33

�
γ � � 1 	 2 e

1
2
� N31 � γ � N43 � γ �

N33 � γ � � N41
� γ � � 
 (1.79)

1.3.2. Propiedades geométricas. Desarrollos en el espacio de Hilbert

Las propiedades de los estados coherentes tienen una interpretación dentro del formalismo de teorı́a

de grupos que resulta bastante útil. Con respecto a las propiedades geométricas, es conveniente señalar

que la definición �α � � D̂
�
α � α � ��� 0 � establece una correspondencia biunı́voca entre los estados coherentes

�α � y los puntos en el plano complejo α. Esta aplicación es continua, es decir, para cualquier ε dado, existe

un δ tal que
�
� �α � � �α � � ���� δ si �α � α � � � ε 
 (1.80)

Estas distancias están determinadas con respecto a las métricas intrı́nsecas, esto es, la métrica en la parte

izquierda de la ec. (1.80) está determinada a partir del producto interno en el espacio de Hilbert, mientras

que la de la parte derecha está determinada a partir de la métrica en el plano complejo.

El espacio en el que actúa el operador D̂
�
α � α � � es un espacio complejo con una métrica diagonal,

en el que la medida viene dada por dµ � dα dα � . Este espacio debe tener por tanto una estructura
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α

αPlano      complejo

Figura 1.3: Correspondencia entre los estados coherentes � α � y los puntos en el plano complejo α.

simpléctica.6 Con el cambio de variables (1.22)

α � 1�
2

�
q � ip � (1.81a)

α � � 1�
2

�
q � ip ��� (1.81b)

la expresión estándar para la bi-forma es ω2 � dq � dp, donde el sı́mbolo � denota producto exterior. La

estructura simpléctica asociada a los estados coherentes proporciona un espacio de fases para un sistema

mecánico hamiltoniano. Esta propiedad tiene consecuencias tan importantes como la conservación del

volumen en el espacio de fases (teorema de Liouville). 7 Es importante notar que la estructura simpléctica

viene determinada por la estructura topológica del grupo dinámico asociado a los estados coherentes.

Ası́, los campos vectoriales hamiltonianos en una variedad simpléctica forman un álgebra de Lie.8, y la

operación en este álgebra es el corchete de Poisson. En el espacio de fases complejo α, el corchete de

Poisson de dos funciones u y v definidas en dicho espacio se escribe como

� f � g � � � i � ∂u
∂α

∂v
∂α � �

∂v
∂α

∂u
∂α � � � (1.82)

que en términos de las variables canónicas q y p toma la forma clásica [Gol80]

� f � g � � ∂u
∂q

∂v
∂p

� ∂v
∂q

∂u
∂p

 (1.83)

6Una estructura simpléctica sobre una variedad diferenciable de dimensión par M2n es una forma diferencial de grado dos
(o bi-forma), ω2, cerrada y no degenerada sobre M2n, esto es, tal que

dω2 	 0 (forma cerrada) y � ξ �	 0 � η : ω2 � ξ � η 	��	 0 (forma no degenerada) �
con ξ � η � TMx (donde TMx es el espacio tangente a M en x). El par � M2n � ω2 	 recibe el nombre de variedad simpléctica.

7Efectivamente, el flujo fásico de un campo vectorial hamiltoniano (definido como un campo vectorial correspondiente a la
diferencial de una función llamada función hamiltoniana) preserva la estructura simpléctica del espacio de fases [Arn89].Dicho
de otra forma, la forma ω2 que define la estructura simpléctica es un invariante integral de un flujo fásico hamiltoniano. Además,
puesto que cada una de las formas � ω2 	 2 � ω2 � ω2, � ω2 	 3 � ω2 � ω2 � ω2, etc. son invariantes integrales del flujo fásico
hamiltoniano, si definimos los elementos de volumen en M2n como � ω2 	 n, podemos concluir que el flujo fásico hamiltoniano
preserva el volumen (teorema de Liouville).

8Un álgebra de Lie es un espacio vectorial L, junto a una operación L � L 	 L bilineal antisimétrica (que denotamos por� � � ) que satisface la identidad de Jacobi:
���
A � B � � C ��� ���

B � C � � A ��� ���
C � A � � B � 	 0.
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Estas propiedades geométricas y la propiedad de sobrecompletitud (1.16) permiten desarrollar cualquier

estado arbitrario �Ψ � en términos de los estados coherentes. El desarrollo del estado �Ψ � en la base com-

pleta de los estados de Fock

�Ψ ��� ∑
n

cn � n ��� ∑
n

cn
a†n�

n!
� 0 ��� (1.84)

con ∑n � cn � 2 � 1, permite definir una función f
�
z � como

f
�
z ��� ∑

n
cn

zn� �
nn!


 (1.85)

La condición de normalización sobre los coeficientes cn hace que esta serie converja para todos los z

finitos, y por tanto la función f
�
z � es analı́tica en todo el plano z complejo. Proyectando la ec. (1.84)

sobre la base de estados coherentes, se tiene

�
α �Ψ ��� ∑

n
cn

α � n� �
nn!

�
α � 0 � � e

� �α � 2 	 2 � f
�
α � ���

donde se ha tenido en cuenta la expresión (1.3b). Esto permite escribir el desarrollo del vector de estado

�Ψ � en la base de estados coherentes como

�Ψ ���
���

d2α
π

� �α � � α �Ψ � �
���

d2α
π

� e
�
�α � 2 	 2 � f

�
α � ���α ��
 (1.86)

Existe por tanto una correpondencia única entre las funciones f
�
α � � que desempeñan el papel de ampli-

tudes de desarrollo en (1.86) y los vectores �Ψ � que describen el estado del sistema.

Como ya se ha mencionado, una interesante consecuencia de la no ortogonalidad de los estados

coherentes es que éstos no son linealmente independientes entre sı́, como pasarı́a con los miembros de un

conjunto ortogonal completo. De esta forma, cualquier estado coherente puede ser expresado linealmente

en términos de todos los demás, según se ha indicado en (1.18).

La base de estados coherentes permite desarrollar no sólo cualquier estado del espacio de Hilbert,

sino también cualquier operador cuántico en función de ellos. En la base de estados de Fock, un operador

genérico Â puede expresarse en términos de sus elementos de matriz Anm � �
n � Â �m � mediante

Â � ∑
nm
� n � � n � Â �m � � m ��� ∑

nm
Anm

1�
n!m!

a†n � 0 � � 0 � am 
 (1.87)

Haciendo uso de esta expresión de Â para calcular el elemento de matriz que conecta los estados cohe-

rentes
�
α � y � β � se tiene

�
α � Â � β ��� ∑

nm
Anm

α � n βm� � � n � m � n!m!

�
α � 0 � � 0 � β � � A

�
α � � β � e � 1

2 � � �α � 2 � � β � 2 � � (1.88)

donde la función A
�
α � � β � se define como la doble serie

A
�
α � � β ��� ∑

nm
Anm

α � n βm� � � n � m � n!m!
� (1.89)
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que converge en los planos complejos α � y β y representa por tanto una función analı́tica de ambas

variables. Esta función determina de forma completa el desarrollo del operador Â en la base de estados

coherentes, que puede escribirse como

Â �
�������

d2α
π

�
d2β
π

� �α � � α � Â � β � � β �

�
�������

d2α
π

�
d2β
π

� e � 1
2 � � �α � 2 � � β � 2 � �α � A

�
α � � β � � β ��
 (1.90)

Todas estas expresiones pueden simplificarse adoptando una forma para la normalización de estados

coherentes distinta de la convencional. Se introducen ası́ un nuevo tipo de estados coherentes que deno-

taremos por �α � llamados estados de Bargmann [Bar61] o estados coherentes no normalizados, definidos

por

�α � � e
�α � 2
2 � �α ��
 (1.91)

El producto escalar de estos estados puede obtenerse a partir de la expresión (1.14) para
�
α � β � y viene

dado por
�
α � β ��� e

1� α � β 
 (1.92)

Bargmann introduce un elemento de medida dado por

dµ
�
α � � d2α

π
� e � 1� �α � 2 � (1.93)

de manera que, con estos cambios, todas las gaussianas y los factores π
�

de las expresiones anteriores

quedan absorbidos en la notación, simplificándose considerablemente. Ası́ por ejemplo, el desarrollo

(1.86) de un vector de estado en la base de estados de Bargmann puede escribirse como

�Ψ ���
� �

d2α
π

� e � 1� �α � 2 f
�
α � ���α � �

� �
dµ
�
α � f

�
α � � �α ���

mientras que la representación del operador Â en el espacio de fases, dada por (1.90), toma la forma

Â �
�������

d2α
π

�
d2β
π

� e � 1� � �α � 2 � � β � 2 � �α � A � α � � β � � β �
�

�������
dµ
�
α � dµ

�
β � �α � A � α � � β � � β ���

con A
�
α � � α � ��� �

α � Â �α � � .
En este trabajo se obtendrán expresiones semiclásicas de magnitudes cuánticas en la representación

de estados de Bargmann � �α � � . No obstante, hemos preferido no hacer uso de la medida de Bargmann

dµ
�
α � dada por (1.93), de manera que mantendremos los términos gaussianos que aparecen en la expre-

siones integrales.
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1.3.3. Distribuciones en el espacio de fases

El conocimiento que tenemos de la condición de un sistema cuántico raras veces es suficientemente

explı́cito en la práctica como para permitir su especificación por un estado cuántico. En su lugar, debemos

describirlo en términos de una mezcla estadı́stica de estados expresada mediante un operador densidad

ρ̂
�
t � definido como

ρ̂
�
t ��� ∑

k

pk �Ψk
�
t � � � Ψk

�
t ��� � ∑

k

pk ρ̂k
�
t ��� (1.94)

donde los coeficientes pk representan las probabilidades de encontrar al sistema en el estado �Ψk
�
t � � y

cumplen ∑k pk � 1. En términos de este operador, el valor medio de un observable B̂ en el instante t

viene dado por la traza �
B̂ � � t ��� Tr � ρ̂ � t � B̂ � 
 (1.95)

El operador densidad es un operador positivo, y la conservación de la probabilidad impone la condición

Tr ρ̂ � 1 
 (1.96)

Finalmente, la evolución temporal de este operador puede obtenerse a partir de la ecuación de Schrödinger,

y viene dada por la llamada ecuación de von Neumann, también llamada ecuación cuántica de Liouville:

d
dt

ρ̂
�
t ��� 1

i
�

�
Ĥ
�
t ��� ρ̂ � t � � 
 (1.97)

En mecánica estadı́stica clásica, la evolución temporal de un sistema de muchas partı́culas puede

analizarse estudiando la evolución en el espacio de fases de una función densidad ρ
�
p � q; t � . La inter-

pretación probabilı́stica de esta función permite evaluar el promedio de una variable dinámica B
�
p � q �

mediante la integral �
B � � t ���

���
dp dq B

�
p � q � ρ

�
p � q; t � (1.98)

extendida a todo el espacio de fases clásico
�
p � q � accesible al sistema. La formulación de la mecánica

cuántica en el espacio de fases [Bal84, Hil84, Lee95] pretende utilizar un lenguaje parecido al de la

mecánica estadı́stica clásica, con lo que se consigue establecer una comparación cuántico-clásica de una

manera muy directa. Su principal ventaja radica en el tratamiento de ecuaciones que involucran funciones

escalares, y no operadores. El objetivo consiste en encontrar unas funciones B
�
p � q � y F

�
p � q; t � asociadas

a los operadores B̂ y ρ̂, respectivamente, de forma que el valor medio (1.95) pueda obtenerse de forma

exacta mediante una integral análoga a (1.98):

�
B̂ � � t ��� Tr � ρ̂ � p̂ � q̂; t � B̂

�
p̂ � q̂ � � �

� �
dp dq F

�
p � q; t � B

�
p � q ��
 (1.99)

La función B
�
p � q � , llamada sı́mbolo o representación del operador B̂ en el espacio de fases

�
p � q � , se

obtiene reemplazando los operadores p̂ y q̂ en la expresión de B̂ por las variables clásicas p y q. Es
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evidente que no existe una manera única de definir una función de distribución F
�
p � q; t � en el espacio de

fases cuántico, debido a la no commutatividad de los operadores cuánticos y debido en última instancia

al principio de indeterminación de Heisenberg, que establece la imposibilidad de definir una función de

probabilidad en un punto
�
p � q � del espacio de fases.9 La elección de una función de distribución u otra

no es una simple cuestión de gusto, y dependerá, como veremos, del tipo de problema a estudiar. De

hecho, en muchos casos el conseguir o no una descripción adecuada del fenómeno a estudiar depende

en gran medida de la función de distribución elegida. Por ejemplo, en óptica cuántica habitualmente es

necesario evaluar valores esperados de productos de operadores ordenados de forma normal, por lo cual

suele hacerse uso de la función de distribución de Glauber-Sudarshan. Por otro lado, en la descripción en

el espacio de fases de procesos de colisión suele utilizarse la función de Wigner. Finalmente, el estudio de

la evolución temporal de sistemas cuánticos con análogo clásico caótico puede llevarse a cabo siguiendo

la evolución en el espacio de fases de la función de Husimi, cuyo comportamiento es mucho más regular

y su estructura mucho más suave que la función de Wigner. En cualquier caso, sea cual sea la función de

distribución utilizada, el valor medio (1.99) no dependerá de dicha elección, y deberá coincidir para las

distintas elecciones de B
�
p � q � y de F

�
p � q; t � .

Las funciones de distribución cuánticas F
�
p � q; t � no pueden considerarse como distribuciones de

probabilidad en un sentido estricto, ya que pueden tomar valores negativos (con la excepción, como ver-

emos, de la distribución Q y la de Husimi). Por este motivo se suele referir a ellas en términos de distribu-

ciones de cuasiprobabilidad. A pesar de esto, y puesto que la formulación de la mecánica cuántica en el

espacio de fases tiene como principal ventaja proporcionar un marco en el que los fenómenos cuánticos

puedan interpretarse en términos clásicos y se ponga de manifiesto la correspondencia cuántico-clásica,

es conveniente que estas distribuciones de “cuasiprobabilidad” compartan todas las propiedades posibles

con las distribuciones de probabilidad clásicas. Algunas de las propiedades que la función de distribución

9Por ejemplo, supongamos que deseamos calcular el valor esperado del operador eiξq̂ � iηp̂, siendo ξ y η constantes arbi-
trarias. Según la ec. (1.99), la función de distribución F � p � q;t 	 deberı́a satisfacer la ecuación

Tr � ρ̂ eiξq̂ � iηp̂ � 	
���

dp dq F � p � q;t 	 eiξq � iηp �

Si, por otra parte, quisiéramos calcular el valor esperado de otro operador eiξq̂eiηp̂, obtendrı́amos

Tr � ρ̂ eiξq̂eiηp̂ � 	
���

dp dq F̃ � p � q;t 	 eiξq � iηp �

Comparando estas dos expresiones vemos que las funciones de distribución F y F̃ no pueden ser la misma, ya que, como
sabemos, los dos operadores exponenciales no son iguales, estando relacionados por la relación BCH

eiξq̂ � iηp̂ 	 eiξq̂ eiηp̂ ei � ξη � 2 �

La dificultad radica en que no existe una forma única de asignar un operador cuántico a una función clásica de variables
conjugadas dada. En este ejemplo, a pesar de que la función escalar eiξq � iηp pueda escribirse igualmente como eiξqeiηp, las
expresiones correpondientes para los commutadores, eiξq̂ � iηp̂ y eiξq̂ eiηp̂ no son equivalentes, debido a que los operadores q̂ y
p̂ no commutan.
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F
�
p � q; t � deberı́a cumplir son las siguientes:

(i) Que sea bilineal en Ψ.

(ii) Que sea real para todos los valores de q, p y t.

(iii) Que sea no negativa.

(iv) Que cumpla las distribuciones marginales cuánticas correctas, esto es, que satisfaga las propiedades�
dp F

�
p � q; t � � �

q � ρ̂ � q � (1.100)�
dq F

�
p � q; t ��� �

p � ρ̂ � p ��� (1.101)

o bien, en el caso de un estado puro, �
dp F

�
p � q; t �����Ψ � q � t ��� 2 (1.102)�

dq F
�
p � q; t � ��� Ψ̃ � p � t ��� 2 � (1.103)

donde Ψ̃
�
p � t � es la función de onda en el espacio de momentos:

Ψ̃
�
p � t ��� 1�

2π
�

�
dq Ψ

�
q � t � e

� ipq 	 � 
 (1.104)

Las funciones de distribución más usuales cumplen sólo algunas de estas propiedades. Por ejemplo, las

distribuciones Q y de Husimi son positivas, pero no cumplen las distribuciones marginales, mientras que

la función de Wigner, cumple la propiedad (iv) pero tiene el inconveniente de tomar valores negativos.

Esto hace que no exista una función de distribución que sea estrictamente “mejor” que las demás; por el

contrario, como se ha mencionado, cada una de ellas resulta adecuada en la descripción de distinto tipo

de fenómenos cuánticos.

La representación R

El desarrollo en el espacio de fases para los operadores dado por (1.90) hace uso de una resolución

de la identidad no diagonal, y permite definir la llamada representación R del operador densidad. En

esta representación, el operador ρ̂ se expresa de forma única en términos de una función analı́tica de dos

variables complejas, R
�
α � � β � , como

ρ̂ �
����� �

d2α
π

�
d2β
π

���α � � α � ρ̂ � β � � β �

�
����� �

d2α
π

�
d2β
π

� �α � R �
α � � β � e � 1

2 � � �α � 2 � � β � 2 � � β ��� (1.105)

donde

R
�
α � � β �
� �

α � ρ̂ � β � e
1

2 � � �α � 2 � � β � 2 � � ∑
nm

ρnm
α � n βm� � � n � m � n!m!


 (1.106)
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La normalización del operador densidad, ec. (1.96), impone la siguiente condición sobre la función

R
�
α � � β � :

1 �
� ��� �

d2α
π

�
d2β
π

� R
�
α � � β � e � 1

2 � � �α � 2 � � β � 2 � � β �α �

�
� ��� �

d2α
π

�
d2β
π

� R
�
α � � β � e � 1� � �α � 2 � � β � 2 � β � α � 
 (1.107)

Puesto que R
�
α � � β � es una función entera de la variable α � , según indica el desarrollo (1.106), puede

calcularse la integral en el plano complejo α, de forma que la condición de normalización sobre R se

reduce a 10 ���
d2α
π

� R
�
α � � α � e � 1� �α � 2 � 1 
 (1.108)

La función R
�
α � � α � � es analı́tica en α � y α � (y por consiguiente no singular) y por definición es no-

positiva. La ec. (1.108) muestra que la normalización de esta función incluye un factor de peso gaus-

siano. Por estas razones, esta función no puede tener una ecuación de tipo Fokker-Planck o cualquier

interpretación directa como cuasiprobabilidad.

La representación P

La representación R dada por la ec. (1.105), si bien constituye una expresión muy general para el

operador densidad, no es imprescindible para la descripción de los campos de radiación usuales en ópti-

ca cuántica. De hecho, una gran mayorı́a de ellos pueden ser descritos mediante una reducción de la

expresión (1.105) a su forma diagonal. La llamada representación P o de Glauber-Sudarshan, introduci-

da de forma independiente por estos autores [Gla63c, Sud63] ha sido ampliamente utilizada en óptica

cuántica, y en ella el operador densidad se escribe como

ρ̂ �
� �

d2α
π

� �α � P
�
α � � α � � α ��� (1.109)

donde P
�
α � � α � es la representación P de la matriz densidad o la función de distribución P del operador

densidad.

En esta representación, el promedio estadı́stico de un operador B̂
�
a � a† � con ordenación normal o

de Wick (esto es, con todos los operadores de creación a† situados a la izquierda de los operadores de

10Este resultado puede demostrarse a partir de la relación

�
d2α
π � e � γ � α 
 �

α
� 2 � � � α � n 	 γ � n �

o, en general, �
d2α
π � e � γ � α 
 �

α
�
2 � � � f � α � 	 	 f � γ � 	 �
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aniquilación a)

B̂
�
a � a† �
� ∑

n � m
cN

nm a†n am � (1.110)

puede obtenerse fácilmente como

�
B̂
�
a � a† � ��� Tr � ρ̂ B̂

�
a � a† � � � Tr

���
d2α
π

� �α � P � α � � α � � α � B̂ � a � a† �

�
� �

d2α
π

� P
�
α � � α � � α � B̂ � a � a† ���α � �

� �
d2α
π

� P
�
α � � α � BQ

�
α � � α ��� (1.111)

donde

BQ
�
α � � α � � �

α � B̂ � a � a† ���α � � ∑
n �m

cN
nm

� � � n � m � 	 2 α � n αm (1.112)

es la función normal asociada al operador B̂N � a � a† � , también llamada sı́mbolo Q del operador B̂. (La

justificación del subı́ndice Q será dada en el siguiente apartado). Formalmente, la función P
�
α � � α � puede

escribirse como

P
�
α � � α ��� Tr � ρ̂ δ

� α �� � � a† � δ
� α� � � a � � �

y puede obtenerse como la transformada de Fourier de la función caracterı́stica con ordenación normal

χN
�
η � :

P
�
α � � α ���

� �
d2η
π

� e
� η � α � α � η � 	 � χN

�
η ��� (1.113)

donde

χN
�
η �
� Tr � ρ̂ e

1� � ηa†

e
� 1� � η � a � 


La condición (1.96) proporciona la condición de normalización para la función P
�
α � � α � :

Tr ρ̂ � Tr

���
d2α
π

� �α � P � α � � α � � α � �
� �

d2α
π

� P
�
α � � α ��� 1 
 (1.114)

Tanto Glauber [Gla63c] como Sudarshan [Sud63] mostraron que la representación P existe para una

amplia clase de operadores densidad. De hecho, Klauder [Kla65] ha demostrado que dicha representación

P existe para cualquier operador densidad ρ̂ siempre que se le permita ser una función generalizada

suficientemente singular. La ec. (1.111) indica que la función P
�
α � � α � podrı́a ser interpretada como una

distribución de probabilidad para las variables α y α � , en el sentido de que las medias de productos de

operadores con ordenación normal son momentos simples de P
�
α � � α � :

∑
n �m

cN
nm
�
a†n am ��� ∑

n �m
cN

nm
��� � n � m � 	 2

� �
d2α
π

� P
�
α � � α � α � n αm 


Sin embargo, esta interpretación probabilı́stica no es siempre correcta, ya que los operadores de proyec-

ción �α � � α � con los que P
�
α � � α � está asociada no son ortogonales entre sı́ para distintos valores de α y

α � . Según hemos visto, [ec. (1.15)], dos estados coherentes �α � y � β � son aproximadamente ortogonales
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cuando �α � β � � 1, esto es, cuando sus paquetes de onda no se solapan entre sı́. En estos rangos de los

parámetros α y α � , la función P
�
α � � α � varı́a lentamente y podrá ser interpretada en un sentido aproxi-

mado como una densidad de probabilidad. Existen, sin embargo, ciertos estados cuánticos para los que

P
�
α � � α � puede tomar valores negativos o volverse altamente no singular, por ejemplo ciertos estados

del campo de radiación. Para estos campos no existe una descripción clásica y P
�
α � � α � no puede ser

interpretada como una distribución de probabilidad clásica.

Se puede demostrar que la representación P para un estado coherente �α0 � viene dada simplemente

por un punto en el espacio de fases:

P
�
α � � α ��� �

δ
� 2 � � α � α0 � � �

δ
�
α � α0 � δ

�
α � � α �0 ��
 (1.115)

Sin embargo, para un estado de Fock � n � no existe una forma funcional para la función P, y la solución

viene dada en términos de derivadas de funciones delta:

P
�
α � � α ��� � n � 1 e

�α � 2 	 �
n!

� ∂2

∂α∂α � � n

δ
� 2 � � α � � � n � 1 e

�α � 2 	 �
n!

∂2n

∂αn∂α � n δ
�
α � δ � α � ��
 (1.116)

Para n � 0, está claro que este resultado no es una función definida positiva, de modo que un estado

número no tiene una representación P bien definida. En general, cuando la distribución de fotones ρnn es

más estrecha que la distribución de Poisson, como es el caso de los estados de Fock, la función P
�
α � � α �

tiene un mal comportamiento. Este es el precio que debe pagarse por, digamos, forzar la fı́sica cuántica

a tener un formato clásico, esto es, por utilizar la función P
�
α � � α � en lugar de R

�
α � � α � � . Esta expresión

formal es un ejemplo del tipo de función generalizada propuesta por Klauder y Sudarshan.11

La representación Q

La representación Q [Gla65, Meh65] del operador densidad se define simplemente como sus ele-

mentos de matriz diagonales en un estado coherente puro:

Q
�
α � � α ��� �

α � ρ̂ �α ��
 (1.117)

[Es frecuente encontrar un factor 1 � π en otras definiciones de la función de distribución Q, de la misma

forma que suele definirse la función P como
�

d2α � � �α � P � α � � α � � α � , sin el factor π que aparece en

(5.76a)]. Esta función puede escribirse como

Q
�
α � � α ��� Tr � ρ̂ δ

� α� � � a � δ
� α �� � � a† � � � (1.118)

11En general, operador densidad puede expresarse como una serie infinita del tipo ρ̂ 	 ∑nm cnm � n ��� m � , donde los coeficientes
cnm son complejos. Puede obtenerse una expresión formal del operador densidad en función de este tipo de términos utilizando
el resultado (1.116). Klauder y Sudarshan demostraron que la expresión resultante converge.
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y obtenerse como transformada de Fourier de una función caracterı́stica con ordenación antinormal

χA
�
η � :

Q
�
α � � α ���

� �
d2η
π

� e
� η � α � α � η � 	 � χA

�
η ��� (1.119)

con

χA
�
η �
� Tr � ρ̂ e

� 1� � η � a e
1� � ηa† � 
 (1.120)

En esta representación, el promedio estadı́stico de un operador B̂
�
a � a† � con ordenación antinormal,

esto es, tal que todos los operadores de creación están situados a la derecha de los operadores de destruc-

ción

B̂
�
a � a† �
� ∑

n � m
cA

nm an a†m � (1.121)

viene dado por

�
B̂
�
a � a† � ��� Tr � ρ̂ B̂

�
a � a† � � � Tr

� �
d2α
π

� �α � BP
�
α � � α � � α � ρ̂

�
���

d2α
π

� BP
�
α � � α � � α � ρ̂ �α ���

���
d2α
π

� BP
�
α � � α � Q

�
α � � α ��� (1.122)

donde BP
�
α � � α � es la representación P del operador B̂:

B̂ �
���

d2α
π

� �α � BP
�
α � � α � � α ���

también llamada sı́mbolo P del operador B̂, dado por

BP
�
α � � α ��� ∑

n �m
cA

nm
��� � n � m � 	 2 αn α � m 


De esta forma, comparando las ecs. (1.111) y (1.122), se observa que el valor medio del observable

B̂ puede ser evaluado en el espacio de fases como una combinación de las representaciones P y Q,

haciendo uso de la distribución P
�
α � � α � si escribimos B̂ en forma normal, o bien mediante Q

�
α � � α � si

lo escribimos en forma antinormal:

�
B̂ ��� Tr � ρ̂ B̂ � �

���
d2α
π

� P
�
α � � α � BQ

�
α � � α ���

� �
d2α
π

� Q
�
α � � α � BP

�
α � � α ��
 (1.123)

(Por supuesto, el operador B̂ puede escribirse alternativamente en forma normal o antinormal sin más

que hacer uso sucesivas veces de la relación de commutación
�
a � a† � � 1).

La función Q tiene la ventaja de existir para estados para los que no existe la función P y, a diferencia

de ésta (y, como veremos, también de la de Wigner), es siempre positiva. Por supuesto, está normalizada

a la unidad ���
d2α
π

� Q
�
α � � α ��� 1 (1.124)
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y, además, está acotada por

Q
�
α � � α ��� 1 
 (1.125)

En este sentido, su interpretación como densidad de probabilidad es más directa que la de la función P.

La función Q para un estado coherente �α0 � viene dada por una gaussiana centrada en α0:

Q
�
α � � α ��� � � α �α0 ��� 2 � e

�
�α � α0
� 2 	 � 
 (1.126)

Para un estado de Fock � n � se tiene

Q
�
α � � α ����� � α � n ��� 2 � �α � 2ne

�
�α � 2 	 �
�

nn!

 (1.127)

A diferencia de la función P para un estado de Fock, la función Q se comporta de forma adecuada.

La distribución de Wigner

De la misma manera en que hemos obtenido las distribuciones P y Q como transformadas de Fouri-

er de las funciones caracterı́sticas con ordenación normal χN
�
η � y antinormal χA

�
η � , respectivamente,

podemos definir la distribución de Wigner, W
�
α � � α � , [Wig32, Wig71] en términos de una función car-

acterı́stica con ordenación simétrica, χS
�
η � mediante

W
�
α � � α ���

���
d2η
π

� e
� η � α � α � η � 	 � χS

�
η ��� (1.128)

donde

χS
�
η �
� Tr � ρ̂ e

1� � � ηa† � η � a � � 
 (1.129)

La función de Wigner puede utilizarse para evaluar valores esperados de operadores B̂S � a � a† � orde-

nados simétricamente:

�
B̂S � a � a† � �
� Tr � ρ̂ B̂S � a � a† � � �

� �
d2α
π

� W
�
α � � α � BS

W
�
α � � α ��� (1.130)

donde BS
W

�
α � � α � es el llamado sı́mbolo de Weyl del operador B̂S � a � a† � , dado por la inversa de la conocida

transformación de Weyl [Wey27]12. La expresión (1.130), a diferencia de la ec. (1.123), es una expresión

12Por “ordenación simétrica” queremos indicar ordenación de acuerdo a la regla de asociación de Weyl. Una de las formas
de enunciarla consiste en escribir todas las posibles ordenaciones de los monomios ana � m y luego considerar el promedio de
todos ellos. Otra manera de definir el llamado operador de Weyl ÂW correspondiente a una función clásica A � q � p 	 consiste en
desarrollar esta función como una integral de Fourier

A � q � p 	 	
���

dσ dτ c � σ � τ 	 ei � σq � τp � �
de forma que el operador de Weyl asociado viene dado por

ÂW � q̂ � p̂ 	 	
���

dσ dτ c � σ � τ 	 ei � σq̂ � τp̂ � �
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diagonal, en el sentido de que el cálculo de valores esperados de un operador se obtiene dentro de la

misma representación, y no como combinación de dos distintas.

Históricamente, la función de Wigner fue la primera distribución de cuasiprobabilidad, introducida

por E. P. Wigner en 1932 [Wig32]. La formulación original fue llevada a cabo en el espacio de fases

ordinario
�
p � q � y en ella W

�
p � q; t � se define como

W
�
p � q; t � � 1

2π

�
dη e

� iηp � q � η
�

2
� ρ̂ � t ��� q � η

�

2
��
 (1.131)

En el caso de un estado puro, ρ̂
�
t �
���Ψ � t � � � Ψ � t ��� y esta función se escribe como

W
�
p � q; t ��� 1

2π

�
dη e

� iηp Ψ � � q � η
�

2
� t � Ψ

�
q � η

�

2
� t � (1.132)

o bien, escribiendo x � η
� � 2,

W
�
p � q; t � � 1

π
�

�
dη e

� 2ixp 	 � Ψ � � q � x � t � Ψ
�
q � x � t ��
 (1.133)

La función de Wigner está acotada por

�W �
p � q ��� � 1

π
� (1.134)

y cumple las distribuciones marginales correctas:�
dp W

�
p � q; t � � �

q � ρ̂ � t ��� q � ���Ψ � q � t ��� 2 (1.135)�
dq W

�
p � q; t � � �

p � ρ̂ � t ��� p ����� Ψ̃ � p � t ��� 2 � (1.136)

donde las segundas igualdades se cumplen para el caso de un estado puro. Esta última propiedad ha

convertido a la función de Wigner en una de las distribuciones más utilizadas en una amplia variedad

de problemas fı́sicos, a pesar de tener el inconveniente de no cumplir con el requerimiento de ser una

función definida positiva [Lei98].

La función de Wigner para un estado coherente �α0 � viene dada por la gaussiana

W
�
α � α � ��� 2

π
e
� 2� �α � α0

� 2 � (1.137)

mientras que para un estado número � n � toma la forma

W
�
α � α � ��� 2

π
� � 1 � n e

� 2� �α � 2 Ln
� 4

� �α � 2 ��� (1.138)

donde Ln es el polinomio de Laguerre de orden n. Vemos que esta función de Wigner claramente toma

valores negativos.

La relación entre A � q � p 	 y ÂW , dada por la inversa de la transformación de Weyl, coincide precisamente con la prescripción
dada por Wigner:

A � q � p 	 	
�

ds eips � � � q 
 s
2
� ÂW � q � s

2
� �

En la práctica, el sı́mbolo de Weyl de un operador Â � q̂ � p̂ 	 se obtiene escribiendo Â � q̂ � p̂ 	 en el orden dado por la regla de
asociación de Weyl y reemplazando q̂ por q y p̂ por p.
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Conexión entre las distribuciones P, Q y de Wigner. La función de distribución de Husimi

Como hemos indicado, la utilización de una función de distribución u otra debe conducir a los mis-

mos resultados en el cálculo de valores esperados de operadores cuánticos. Puede demostrarse que la

relación existente entre las funciones caracterı́sticas con ordenación normal, antinormal y simétrica

e
�η � 2 	 2 � χA

�
η ��� χS

�
η ��� e

� �η � 2 	 2 � χN
�
η � (1.139)

proporciona las siguientes conexiones entre las funciones de distribución en las representaciones P, Q y

de Wigner:

Q
�
α � α � �
� 2

� �
d2α �
π

� e
� 2� �α � � α � 2 W

�
α � � α � � � (1.140a)

W
�
α � α � �
� 2

���
d2α �
π

� e
� 2� �α � � α � 2 P

�
α � � α � � � (1.140b)

Q
�
α � α � �
�

���
d2α �
π

� e
� 1� �α � � α � 2 P

�
α � � α � � ��
 (1.140c)

Ası́, la función Q se obtiene al “suavizar” la función de Wigner con un paquete de ondas gaussiano co-

rrespondiente a un estado coherente, y a su vez la función de Wigner se obtiene a partir de la convolución

de la función P con un paquete gaussiano. En otras palabras, el proceso de suavizado con un paquete de

ondas gaussiano proporciona un puente de transición desde la función P a la de Wigner, y finalmente a

la función Q. Puesto que el efecto que tiene este suavizado gaussiano es el de eliminar o por lo menos

reducir las fluctuaciones rápidas de una distribución, puede entenderse por qué la función P es singular

la mayorı́a de las veces, mientras que la función Q es de estas distribuciones la que muestra un compor-

tamiento más regular. Sin embargo, es importante resaltar que, a pesar de este suavizado gaussiano, las

tres funciones de distribución P , Q y W contienen la misma cantidad de información fı́sica relevante,

puesto que son capaces de proporcionar el valor esperado de cualquier operador cuántico arbitrario aso-

ciado a una magnitud fı́sicamente observable. Ası́ pues, aparentemente no se produce ninguna pérdida

de información fı́sicamente significativa mediante el proceso de suavizado gaussiano.

La ec. (1.140a) permite definir una clase más general de funciones de distribución definidas a partir

de un suavizado gaussiano de la función de Wigner, que incluyen a la función Q como un caso especial.

Se trata de la función de Husimi [Hus40, Raj83], obtenida a partir de la convolución de la función de

Wigner con un paquete de ondas gaussiano de mı́nima incertidumbre, φqp, esto es, tal que ∆q ∆p � � � 2.

La ec. (5.76b) permite escribir la función de Husimi como

FH
�
α � α � �
� �

φqp � ρ̂ � φqp ��� (1.141)

o bien, para el caso de un estado puro:

FH
�
α � α � �
��� � φqp �Ψ ��� 2 
 (1.142)
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Esta convolución de la función de Wigner con una gaussiana tiene el efecto de eliminar las violentas os-

cilaciones que muestra W
�
α � α � � , dando como resultado una función H

�
α � α � � que no sólo muestra un

comportamiento mucho más regular y una estructura más suave que la anterior, sino que tiene la ventaja

de tomar siempre valores no negativos [Car76]. Estas propiedades permiten una mejor descripción de la

correpondencia entre las dinámicas cuántica y clásica, sobre todo en sistemas cuánticos cuyo análogo

clásico es caótico, debido a la complicada estructura del espacio de fases clásico en estos sistemas, con

zonas regulares correspondientes al movimiento integrable en los toros KAM rodeadas de un mar caótico

en el que órbitas homoclı́nicas conectan puntos hiperbólicos. Para estos sistemas, la formulación en el

espacio de fases constituye una herramienta muy instructiva para la comparación cuántico-clásica, al pro-

porcionar una representación visual de la evolución de las funciones de distribución mediante curvas de

nivel. El motivo por el que el uso de funciones de Husimi en el estudio de sistemas dinámicos no lineales

se ha extendido tanto en los últimos años [Tak85, Tak86a, Tak86b, Tak89] se debe a que la función de

Wigner para estos sistemas muestra patrones muy complicados que se deben a las fuertes oscilaciones

que sufre esta función, mientras que la función de Husimi muestra por lo general una estructura mucho

más simple, siendo más fácil de interpretar fı́sicamente. El hecho de que no se pierda información en la

convolución de la función de Wigner se debe a que este suavizado gaussiano tiene la misma naturaleza

que el coarse-graining involucrado en los procesos observacionales cuánticos [Oco83, Tak89]. En las

observaciones cuánticas no se pueden resolver estructuras a una escala más fina que la permitida por el

principio de indeterminación de Heisenberg. Son precisamente estas variaciones tan finas (de orden
�
)

las que se eliminan al suavizar la función de Wigner con un paquete de ondas de mı́nima incertidumbre.

Hemos de hacer hincapié en que la formulación en el espacio de fases de la mecánica cuántica no involu-

cra ninguna aproximación, y los valores esperados de observables cuánticos calculados con cualquiera

de las funciones de distribución propuestas son resultados exactos.

Finalmente, nótese que las relaciones integrales (1.140) entre las funciones de distribución en el

espacio de fases pueden expresarse también en forma diferencial como

W
�
α � α � �
� e

� �
2

∂2
∂α∂α � Q

�
α � α � � (1.143a)

P
�
α � α � ��� e

� �
2

∂2
∂α∂α � W

�
α � α � � (1.143b)

P
�
α � α � �
� e

� � ∂2
∂α∂α � Q

�
α � α � ��
 (1.143c)

Otras funciones de distribución

Las funciones de distribución que hemos mostrado son las más relevantes en el contexto de la óptica

cuántica, donde los operadores suelen venir dados en términos de los operadores de creación y destruc-

ción del oscilador armónico. Las distribuciones P, Q y de Wigner son adecuadas para el cálculo de valores

esperados de operadores Â
�
a � a† � con ordenación normal, antinormal y simétrica, respectivamente, y la
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base de estados coherentes es la base más natural en la que llevar a cabo el cálculo de estos valores

esperados. (Estos tres tipos de ordenación corresponden a dos ordenaciones extremas (la normal y la

antinormal) y una intermedia (la simétrica), aunque en general existe toda una familia de funciones de

distribución diferentes para las distintas formas de escribir un mismo operador cuántico). En general,

cuando los operadores están escritos en función de los operadores posición q̂ y momento p̂, serán conve-

niente otro tipo de distribuciones, dependiendo de la ordenación de estos operadores. Ası́, para productos

de operadores q̂n p̂m con ordenación estándar (esto es, productos en los que todas las potencias del opera-

dor q̂ preceden a las del operador p̂), es conveniente la función de distribución con ordenación estándar,

FS
�
q � p; t � [Meh64], dada por

FS
�
q � p; t ��� 1

2π

�
dη

�
q � η

� � ρ̂ � q � e
� iηp 


La función de distribución con ordenación antiestándar (también conocida como función de Kirkwood

o de Rihaczek) [Kir33, Rih68] en la que los operadores q̂ se sitúan a la derecha de los operadores p̂, se

define como

FAS
�
q � p; t � � 1

2π

�
dη

�
q � ρ̂ � q � η

� � e
� iηp 


Las distribuciones estándar y antiestándar son complejas conjugadas entre sı́:

�
FS
�
q � p; t � � � � FAS

�
q � p; t �

y cumplen las distribuciones marginales correctas, esto es:�
dp FS

�
q � p; t � �

�
dp FAS

�
q � p; t �����Ψ � q � t ��� 2�

dq FS
�
q � p; t ���

�
dq FAS

�
q � p; t � ��� Ψ̃ � p � t ��� 2 


Por último, mostraremos una función de distribución no diagonal conocida como distribución P gene-

ralizada. Esta función, al igual que la representación R, utiliza un desarrollo en operadores de proyección

sobre estados coherentes no diagonal, y se define como [Dru80]

ρ̂ �
�

D
dµ
�
α � β � �α �

�
β � ��

β � �α � P
�
α � β ��� (1.144)

donde la integral se lleva a cabo en un dominio de integración D y µ
�
α � β � es la medida de integración.

La elección de esta medida permite definir diferentes clases de representaciones posibles. El operador de

proyección �α � � β � � � � β � �α � es analı́tico en α y β. La condición de normalización para ρ̂ conduce a una

condición de normalización para P
�
α � β � dada por�

D
dµ
�
α � β � P � α � β � � 1 
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De esta forma, P
�
α � β � es normalizable y puede demostrarse que da lugar a ecuaciones de Fokker-Planck

[Wal94]. La definición dada por (1.144) conduce a distintas representaciones dependiendo de la elección

de la medida de integración. Ası́, una posible elección viene dada por

dµ
�
α � β � � δ2 � α � � β � d2α d2β �

que corresponde a la representación P diagonal de Glauber-Sudarshan definida en (5.76a). Otra elección

da lugar a la representación P compleja:

dµ
�
α � β � � dα dβ 
 (1.145)

Aquı́ α y β son variables complejas que se integran a lo largo de contornos individuales C y C � . Esta

representación en particular puede tomar valores complejos, de forma que en ningún sentido puede tener

ninguna interpretación fı́sica como una distribución de probabilidad. Sin embargo, puede resultar una

representación extremadamente útil, dando resultados exactos para muchos problemas y observables

fı́sicos. Por último, una tercera elección da lugar a la representación P positiva:

dµ
�
α � β ��� d2α d2β 
 (1.146)

Esta representación permite que α y β varı́en de forma independiente a lo largo de todo el plano complejo.

Se ha demostrado [Dru80] que la función P
�
α � β � siempre existe para un operador densidad fı́sico y

siempre puede elegirse de forma que sea positiva (de ahı́ el nombre de esta representación). Esto significa

que P
�
α � β � tiene todas las propiedades de una probabilidad genuina.

Para todas las elecciones de la medida µ
�
α � β � , el valor esperado de un operador con ordenación

normal a† man vendrá dado por

�
a† man ���

�
D

dµ
�
α � β � βmαn P

�
α � β ��
 (1.147)

1.3.4. D-álgebra

Una de las aplicaciones más útiles de los estados coherentes consiste en la posibilidad de transformar

ecuaciones para operadores en ecuaciones diferenciales para c-números. La actuación de los operadores

a y a† sobre los estados coherentes,

a �α ��� � � 1 	 2α �α � ;
�
α � a† � � � 1 	 2α � � α � (1.148a)

a† �α ��� ��� 1 	 2 � α �
2
� � ∂

∂α � �α � ;
�
α � a � ��� 1 	 2 � α

2
� � ∂

∂α � � �
α ��� (1.148b)

permite definir el llamado D-álgebra [Gil75], que establece una correspondencia entre observables

cuánticos y formas diferenciales, de manera que éstos actúan como operadores diferenciales en el espacio
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de los estados coherentes. Ası́, el D-álgebra asocia a los operadores a y a† unos operadores diferenciales

lineales de primer orden dados por

D i � a � � � � 1 	 2α (1.149a)

D i � a† ��� � � 1 	 2 � α �
2
� � ∂

∂α � � (1.149b)

de modo que las ecs. (1.148) se escriben

a �α ��� D i � a ���α � ;
�
α � a† � �

D i � a � � � � α � � Dd � a† � � α �
a† �α ��� D i � a† ���α � ;

�
α � a � �

D i � a† � � � � α � � Dd � a � � α ��


(Los superı́ndices d � i denotan simplemente derecha e izquierda, respectivamente). El D-álgebra de un

operador Â arbitrario se define como

Â �α � � D i � Â ���α �
�
α � Â � Dd � Â � � α ��


Obviamente, las formas diferenciales D d � Â � y D i � Â � satisfacen la relación adjunta:

Dd � Â �
� �
D i � Â � � � 


Puesto que para el producto de dos operadores Â y B̂ se cumple la relación

ÂB̂ �α ��� D i � Â � D i � B̂ ���α ��� (1.150)

la forma diferencial de un operador arbitrario que esté escrito en términos de los operadores a y a†

podrá obtenerse a partir de la forma diferencial fundamental de dichos operadores, dada por (1.149).

Por otra parte, el proyector de estado coherente �α � � α � proporciona una base en términos de la cual

puede desarrollarse la mayorı́a de los operadores. Existe también un D-álgebra para los proyectores,

definida por

Â �α � � α � � D l � Â ���α � � α � (1.151a)

�α � � α � Â �
Dr � Â ���α � � α ��� (1.151b)

tal que

Dr � Â ��� � D l � Â � � � 

Asimismo, un teorema similar al (1.150) para los proyectores

ÂB̂ �α � � α � � D l � Â � D l � B̂ ���α � � α �
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permite escribir la forma diferencial de un operador arbitrario a partir de la forma diferencial fundamental

de los operadores a y a†, definida en el caso de proyectores como

D l � a � � ��� 1 	 2α (1.152a)

D l � a† ��� � � 1 	 2 � α � � � ∂
∂α � � (1.152b)

esto es

a �α � � α � � ��� 1 	 2α �α � � α � (1.153a)

�α � � α � a† � � � 1 	 2α � �α � � α � (1.153b)

a† �α � � α � � � � 1 	 2 � α � � � ∂
∂α � �α � � α � (1.153c)

�α � � α � a � ��� 1 	 2 � α � � ∂
∂α � � �α � � α ��
 (1.153d)

Se puede demostrar que la representación del D-álgebra preserva las relaciones de commutación de

los respectivos operadores:

�
D i � a ��� D i � a† � � � 1 � �

D l � a ��� D l � a† � � � 1 � etc.
�
D i � a ��� Dd � a† � � � 0 


En general:

�
D i � Â ��� D i � B̂ � � � D i � �

Â � B̂ � �
�
Dd � Â ��� Dd � B̂ � � � � Dd � �

Â � B̂ � ��

Estas formas diferenciales se simplifican para los estados de Bargmann �α � definidos por (1.91), y

vienen dadas por

a �α ��� ��� 1 	 2α �α � ;
�
α � a† � ��� 1 	 2α � � α � (1.154a)

a† �α ��� � 1 	 2 ∂
∂α

�α � ;
�
α � a � � 1 	 2 ∂

∂α �
�
α ��
 (1.154b)

Para el caso de los proyectores, se tiene

a �α � � α � � � � 1 	 2α �α � � α � ; �α � � α � a† � � � 1 	 2α � �α � � α � (1.155a)

a† �α � � α � � � 1 	 2 ∂
∂α

�α � � α � ; �α � � α � a � � 1 	 2 ∂
∂α � �α �

�
α ��
 (1.155b)

La utilidad del D-álgebra se pone de manifiesto al calcular la evolución del operador densidad en

cualquiera de las representaciones mencionadas en el apartado anterior. Ası́, la ecuación cuántica de

Liouville (1.97) determinará la evolución temporal de las funciones P , Q y W según�
∂ρ̂
∂t � P � Q � W

� 1
i

��� �
Ĥ � ρ̂ ���

P � Q � W � (1.156)
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donde los subı́ndices denotan estas tres representaciones. Puesto que el operador Ĥ viene dado en función

de los operadores a y a†, el commutador
�
Ĥ � ρ̂ � presente en esta ecuación indica que hemos de evaluar la

transformación de productos del tipo aρ̂, a†ρ̂, ρ̂a y ρ̂a† en estas representaciones. Es sencillo comprobar

que las formas diferenciales asociadas a estos productos en la representación P vienen dadas por:

a ρ̂ � � ��� 1 	 2α P
�
α � α � �

a† ρ̂ � � ��� 1 	 2 � α � � � ∂
∂α � P

�
α � α � �

ρ̂ a � � � � 1 	 2 � α � � ∂
∂α � � P

�
α � α � �

ρ̂ a† � � � � 1 	 2α � P
�
α � α � ���

en la representación Q:

a ρ̂ � � ��� 1 	 2 � α � � ∂
∂α � � Q

�
α � α � �

a† ρ̂ � � � � 1 	 2α � Q
�
α � α � �

ρ̂ a � � � � 1 	 2α Q
�
α � α � �

ρ̂ a† � � ��� 1 	 2 � α � � � ∂
∂α � Q

�
α � α � ���

y en la de Wigner:

a ρ̂ � � ��� 1 	 2 � α �
�

2
∂

∂α � � W
�
α � α � �

a† ρ̂ � � � � 1 	 2 � α � �
�

2
∂

∂α � W
�
α � α � �

ρ̂ a � � � � 1 	 2 � α �
�

2
∂

∂α � � W
�
α � α � �

ρ̂ a† � � � � 1 	 2 � α � �
�

2
∂

∂α � W
�
α � α � ��




Capı́tulo 2

La función de onda en la representación de
Bargmann

En el capı́tulo precedente hemos introducido los estados de Bargmann ���α � � como estados cohe-

rentes no normalizados. Estos estados proporcionan un formalismo en el que resulta bastante adecuado

introducir aproximaciones semiclásicas a la función de onda cuántica. Una de las razones por las que

esta formulación es ventajosa se basa en las propiedades geométricas del espacio de los parámetros que

etiquetan un estado coherente, puesto que corresponde a una variedad en la que está definida una estruc-

tura simpléctica. Esta variedad actúa como un espacio de fases para el sistema, aunque en general su

estructura es más complicada que la del espacio de fases usual en sistemas mecánicos. Sin embargo, la

principal ventaja que proporciona la representación de Bargmann radica en sus propiedades de analitici-

dad que, como veremos en capı́tulos posteriores, será lo que permita construir aproximaciones globales

y uniformes para la función de onda semiclásica.

La mayorı́a de los procedimientos semiclásicos involucran desarrollos asintóticos de magnitudes

cuánticas en potencias de
�

, considerado desde este punto de vista como un parámetro perturbativo. De

esta forma, el lı́mite semiclásico de la magnitud cuántica en cuestión se obtiene mediante el lı́mite
� � 0.

Por supuesto, la constante de Planck es una constante fı́sica finita, con dimensiones de acción, de manera

que este lı́mite debe ser considerado como un lı́mite formal, y ha de entenderse como “situaciones en las

que el cociente adimensional entre una magnitud clásica con dimensiones de acción dividido por
�

es

muy grande”. 1

El procedimiento que seguiremos para obtener una aproximación a la función de onda en la rep-

resentación de Bargmann (tanto en el caso estacionario como en el dependiente del tiempo) parte de

una expresión para la función de onda similar al ansatz usual en la teorı́a WKB, Ψ � A e iS 	 � , con la

diferencia de que, si bien en la teorı́a WKB las funciones A y S son funciones reales [ver Apéndice C],

1El lı́mite clásico de una teorı́a cuántica no siempre se obtiene a partir de este lı́mite. Los llamados desarrollos 1 � N permiten
obtener el lı́mite clásico de una teorı́a cuántica cuando un cierto parámetro N, que puede ser la dimensión del espacio, o de la
representación del grupo, etc. tiende a infinito.
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en el formalismo de estados de Bargmann estas funciones son complejas. De hecho, será el requeri-

miento de analiticidad de la función de onda obtenida el que imponga las condiciones de cuantización

para la energı́a. Desarrollando A y S en potencias de
�

y sustituyendo estos desarrollos en la ecuación

de Schrödinger (estacionaria o dependiente del tiempo, dependiendo del caso), obtendremos una jerar-

quı́a de ecuaciones para los distintos órdenes de
�

. La aproximación semiclásica consistirá en truncar el

desarrollo de Ψ en el orden dominante de
�

.

Como se ha mencionado en la sección (1.3.3), la no commutatividad de los operadores cuánticos

impide asignar a una función clásica como la función de Hamilton H un único operador hamiltoniano

cuántico Ĥ. Existen de hecho multitud de operadores cuánticos correspondientes a esta función, si bi-

en las diferencias entre ellos se vuelven despreciables a medida que el parámetro
�

va haciéndose más

pequeño. De todos los operadores hamiltonianos posibles, estamos interesados especialmente en los que

presentan los tres tipos de ordenación cuántica siguientes: los casos extremos de ordenación normal (o

de Wick) y antinormal, ası́ como un caso intermedio de ordenación simétrica (o de Weyl). Estos difer-

entes esquemas de cuantización conducirán a distintas expresiones para la aproximación semiclásica a

la función de onda. Como consecuencia, el requerimiento de analiticidad de la función de onda obtenida

proporcionará una condición de cuantización para la energı́a que dependerá de la ordenación elegida. En

cualquier caso, el formalismo que proponemos proporciona una manera sistemática de obtener aproxi-

maciones semiclásicas con independencia de la ordenación utilizada para los operadores.

Trataremos inicialmente la aproximación a la función de onda en el formalismo estacionario, y a

continuación aplicaremos un procedimiento similar para obtener la función de onda dependiente del

tiempo, lo que permitirá obtener una aproximación semiclásica para el operador de evolución cuántico.

2.1. La función de onda estacionaria

En la representación de los estados de Bargmann, la función de onda �Ψ � puede escribirse, en general,

de forma exacta como

Ψ
�
α � � � �

α �Ψ ��� A
�
α � � e

i� S � α � � 
 (2.1)

A diferencia de lo que sucede en la teorı́a WKB, en esta representación la amplitud A
�
α � � y la fase

S
�
α � � son funciones complejas de la variable α � . Una aproximación semiclásica a Ψ

�
α � � involucra un
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desarrollo de estas funciones en potencias (pares) 2 de
�
:

A
�
α � ��� A

� 0 � � α � � � � 2 A
� 2 � � α � � � � 4 A

� 4 � � α � � � � � � (2.2a)

S
�
α � ��� S

� 0 � � α � � � � 2 S
� 2 � � α � � � � 4 S

� 4 � � α � � � � � � 
 (2.2b)

La proyección de la ecuación de Schrödinger estacionaria

Ĥ �Ψ ��� E �Ψ � (2.3)

en la base de estados de Bargmann se escribe

�
α � Ĥ �Ψ ��� E

�
α �Ψ ��
 (2.4)

Consideraremos inicialmente el caso de operadores hamiltonianos con ordenación de Wick o normal

(esto es, escritos de forma que todos los operadores de aniquilación se sitúan a la derecha de los opera-

dores de creación), que pueden expresarse de forma genérica como el siguiente desarrollo en potencias

del parámetro
� 1 	 2:

Ĥ � ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 a†nam � (2.5)

con coeficientes cnm � �
, en general. El D-álgebra asociada a los estados de Bargmann [ec. (1.154)]

establece una correspondencia entre los operadores a y a† y unos operadores diferenciales que permiten

escribir la ecuación de Schrödinger (2.4)

∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2 � α � a†nam �Ψ ��� E

�
α �Ψ �

como

∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 � � n 	 2α � n � m 	 2 dm

dα � m
�
α �Ψ ��� E

�
α �Ψ ���

esto es

∑
n �m

cnm
� mα � n dm

dα � m Ψ
�
α � �
� E Ψ

�
α � ��


2En general, es suficiente considerar sólo las potencias pares de � para que la función Ψ � α � 	 pueda escribirse como un
desarrollo completo en todas las potencias de � . En efecto,

Ψ 	 A eiS � � 	
�
A � 0 � � � 2A � 2 � � � 4A � 4 � � 	�	 	�� e

i� � S � 0 � � α � � � � 2S � 2 � � α � � � � 4S � 4 � � α � � �	� � � 	
	 A � 0 �

eiS � 0 � � � � i � S � 2 � � i � 3S � 4 � �	� � � � � 2A � 2 �
eiS � � �
	�	�	

	 A � 0 �
e

i� S � 0 ��
 1 � i � S � 2 � � � i � 	 2
2!

S � 2 � 2 �
	�	�	�� 

1 � i � 3S � 4 � � � i � 3 	 2

3!
S � 4 � 2 � 	�	 	�� 	�	�	 � � 2A � 2 �

eiS � � � 	 	�	

	 A � 0 �
eiS � 0 � � � � i � A � 0 �

S � 2 �
eiS � 0 � � � � O � � 2 	

� Ψ � 0 � � � Ψ � 1 � � � 2 Ψ � 2 � �
	�	�	 �
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Escribiendo Ψ
�
α � � en la forma dada por la ec. (2.1)

∑
n �m

cnm
� mα � n dm

dα � m � A � α � � e
i� S � α ��� � � E � A � α � � e

i� S � α ��� � (2.6)

y sustituyendo los desarrollos en potencias de
�

para A
�
α � � y S

�
α � � dados por las ecs. (2.2), obtendremos

una jerarquı́a de ecuaciones al identificar los términos correspondientes a las sucesivas potencias de
�

.

La identificación de términos correspondientes al orden
� 0 en la ec. (2.6) conduce a la igualdad

∑
n �m

cnm α � n
�

i
dS

� 0 � � α � �
dα � � m

� E 


Esta ecuación puede escribirse en la forma

H

�
α � � idS

� 0 � � α � �
dα � � � E (2.7)

definiendo la función clásica

H
�
α � � α � � � �

α � Ĥ �α � ��
α �α � � � ∑

n �m
cnm α � nα � m (2.8)

como la función normal asociada al operador hamiltoniano (2.5) [ver Apéndice A]. (Esta función clásica

se corresponde con el sı́mbolo Q del operador Ĥ
�
a† � a � ; la odenación normal de Ĥ

�
a† � a � hace que

HQ
�
α � � α � � � H

�
α � � α � � sea independiente de

�
). Reconocemos en la expresión (2.7) la ecuación de

Hamilton-Jacobi estacionaria para la acción S
� 0 � � α � � . Definiendo la variable compleja γ como

γ
�

i
dS

� 0 � � α � �
∂α � � (2.9)

la ecuación de Hamilton-Jacobi (2.7) toma la forma

∑
n � m

cnm α � nγm � E 
 (2.10)

Esta relación define implı́citamente a γ como una función multivaluada de la variable compleja α � y de

la energı́a E de forma que, inviertiendo algebráicamente la ec. (2.10), la acción S
� 0 � � α � � puede integrarse

como

S
� 0 � � α � ��� � i

�
α �

γE
�
α � � � dα � � 
 (2.11)

Para que esta acción esté bien definida, deberá ser independiente del camino de integración elegido en el

plano complejo que conecte un punto inicial arbitrario con el punto α � . Las posibles singularidades (bien

sean polos, puntos de rama, etc.) que presente la función γ
�
α � � E � deberán tener una contribución nula a

la integral. De esta manera, la función S
� 0 � � α � � será analı́tica únicamente para determinados valores de

la energı́a E . Esta restricción determinará las condiciones de cuantización semiclásica para la energı́a.
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Identificando los términos de orden
�

en la igualdad (2.6) obtenemos

∑
n � m

cnm α � n ���� m
dA

� 0 � � α � �
dα �

�
i
dS

� 0 � � α � �
dα � � m � 1

� m
�
m � 1 �

2
A
� 0 � � α � � i

d2S
� 0 � � α � �

dα � 2
�

i
dS

� 0 � � α � �
dα � � m � 2 ���� � 0 


Multiplicando ambos miembros de la ecuación por 2A
� 0 � � α � � , definiendo

ρ
�
α � � � A

� 0 � 2 � α � � (2.12)

y teniendo en cuenta las ecs. (2.92a) y (2.8), se tiene:

0 � ∑
n � m

cnmα � nm
dρ
�
α � �

dα � γm � 1 � ∑
n � m

cnmα � nm
�
m � 1 � ρ � α � � dγ

dα � γm � 2

� ∑
n � m

cnm
d

dα �
�
mγm � 1α � nρ

�
α � � � � ∑

n � m
cnm m γm � 1 n α � n � 1ρ

�
α � �

� d
dα �

�
∂H

�
α � � γ �

∂γ

�
�
�
�
α �

ρ
�
α � � � � ∂2H

�
α � � γ �

∂α � ∂γ
ρ
�
α � ��
 (2.13)

Esta relación tendrı́a la forma de una ecuación de continuidad en régimen estacionario para un fluido con

densidad ρ
�
α � � si no fuera por el último término de la derecha. Este término, como veremos, no aparece

en el caso de que partamos de un hamiltoniano con ordenación simétrica. Escribiendo la función ρ
�
α � �

como

ρ
�
α � � � c

∂H � α � � γ �
∂γ

eiφ � α � � �

donde c ��� es una constante arbitraria, y sustituyendo esta expresión en la ec. (2.13) se obtiene una

ecuación diferencial para la fase φ
�
α � � :
dφ
�
α � �

dα � � � i
∂2H

�
α � � γ �

∂α � ∂γ
1

∂H � α � � γ �
∂γ

� (2.14)

que al ser integrada permite escribir ρ
�
α ��� como

ρ
�
α � ��� c �

∂H � α � � γ �
∂γ

e 	 α � ∂2H � α � ��
 γ �
∂α � � ∂γ

1
∂H � α � � 
 γ �

∂γ

dα � �
y por tanto el factor de amplitud A

� 0 � � α � � como

A
� 0 � � α � ��� c � �

� ∂H � α � � γ �
∂γ � 1 	 2 e

1
2 	 α � ∂2H � α � ��
 γ �

∂α � � ∂γ
1

∂H � α � � 
 γ �
∂γ

dα � �

 (2.15)
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(No es necesario especificar las constantes de integración c � � � c � 1 	 2, puesto que afectan únicamente a la

normalización de Ψ
�
α � � , y pueden ser reabsorbidas en una constante genérica N después de que hayan

sido llevadas a cabo todas las aproximaciones deseadas).

Las expresiones para la acción S
� 0 � � α ��� y la amplitud A

� 0 � � α � � dadas respectivamente por (2.11) y

(2.15) conducen a una aproximación para la función de onda en la representación de Bargmann dada por

Ψ
�
α � ��� A

� 0 � � α � � e
i� S � 0 � � α � �

� N

� ∂H � α � � γ �
∂γ � 1 	 2 e

1
2 	 α � ∂2H � α � � 
 γ �

∂α � � ∂γ
1

∂H � α � � 
 γ �
∂γ

dα � �
e

1� 	 α � γE
� α � � � dα � � � (2.16)

siendo N una cierta constante de normalización.

Puede comprobarse que si se parte de un operador Ĥ
�
a† � a � ordenado de forma antinormal (esto es,

de forma que todos los operadores de creación a† se sitúen a la derecha de los operadores de destrucción

a) se obtiene como resultado:

Ψ
�
α � ��� A

� 0 � � α � � e
i� S � 0 � � α � �

� N

� ∂H � α � � γ �
∂γ � 1 	 2 e

� 1
2 	 α � ∂2H � α � � 
 γ �

∂α � � ∂γ
1

∂H � α � � 
 γ �
∂γ

dα � �
e

1� 	 α � γE
� α � � � dα � � 
 (2.17)

Como vemos, este resultado difiere del obtenido para un hamiltoniano en forma normal en el signo de la

fase de A
� 0 � � α ��� .

Analizaremos en último lugar el caso en que el operador hamiltoniano de partida presente ordenación

de Weyl o simétrica. Ası́ pues, consideremos que Ĥ viene dado por una combinación simetrizada de

operadores q̂ y p̂:

Ĥ � ∑
n �m

dnm S � p̂n q̂m ��� (2.18)

donde S denota ordenación de Weyl. En el Apéndice A se demuestra que un operador escrito de esta

forma tiene una función normal asociada dada por

�
α � Ĥ �α ���

�
α � Ĥ �α ��

α �α � � H
� 0 � � α � � α � �

�

2
∂2H � 0 � � α � � α �

∂α � ∂α
� O

� � 2 �
�

H � 0 � � α � � α � �
�

2
H � 1 � � α � � α � � O

� � 2 ��� (2.19)

donde H � 0 � � α � � α � es el hamiltoniano clásico correpondiente al operador Ĥ:

H � 0 � � α � � α ��� ∑
n �m

dnm pnqm � ∑
n � m

d �nm α � nαm (2.20)
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y los coeficientes d �nm en (2.20) están relacionados con los dnm en (2.18) a través de los parámetros que

definen la transformación
�
p � q � � �

α � � α � .3 Como la ec. (2.19) indica, los sı́mbolos asociados a los

operadores cuánticos pueden, con toda generalidad, contener “correcciones cuánticas” dependientes de
�

. Por este motivo denominamos “hamiltoniano clásico” al término de orden cero H � 0 � . [En el caso

particular de que el operador Ĥ esté ordenado de forma normal, el desarrollo (2.19) se reduce al término

de orden más bajo, H � 0 � , tal como indica la ec. (2.8)]. Este desarrollo permite expresar el operador

hamiltoniano Ĥ de una manera formal como

Ĥ � Ĥ
� 0 � �

�

2
Ĥ

� 1 � � � � � � (2.21)

donde los operadores Ĥ
� 0 � y Ĥ

� 1 � son tales que
�
α � Ĥ � 0 � �α ��

α �α � � H
� 0 � � α � � α �

�
α � Ĥ � 1 � �α ��

α �α � � H
� 1 � � α � � α ��� ∂2H � 0 � � α � � α �

∂α � ∂α



Teniendo en cuenta la forma de H � 0 � � α � � α � , podremos escribir H � 1 � � α � � α � como

∂2H � 0 � � α � � α �
∂α � ∂α

� ∑
n �m

d �nm n m α � n � 1 αm � 1 
 (2.22)

Y haciendo uso del Teorema 2 del Apéndice A, podremos obtener la forma de los operadores Ĥ
� 0 � y Ĥ

� 1 �

a partir de las expresiones (2.20) y (2.22):

Ĥ
� 0 � � ∑

n �m
d �nm

� n � m
2 a†n am (2.23a)

Ĥ
� 1 � � ∑

n �m
d �nm

� n � m
2
� 1 n m a†n � 1

am � 1 � (2.23b)

con lo que el operador hamiltoniano (2.21) podrá escribirse como

Ĥ � ∑
n � m

d �nm
� n � m

2 a†n
am � 1

2 ∑
n � m

d �nm
� n � m

2 n m a†n � 1
am � 1 � � � � 
 (2.24)

3En general, si las ecuaciones que definen esta transformación son

p 	 a1α � � a2α
q 	 b1α � � b2α �

el hamiltoniano clásico en términos de las variables α y α � podrá escribirse como

H � 0 � � α � � α 	 	 ∑
n � mdnm pnqm 	 ∑

n � mdnm � a1α � � a2α 	 n � b1α � � b2α 	 m

	 ∑
n � mdnm

�
n

∑
k � 0

n!
k! � n 
 k 	 ! an 
 k

1 α � n 
 k ak
2 αk � �

m

∑
l � 0

m!
l! � m 
 l 	 ! bm 
 l

1 α � m 
 l bl
2 αl �

	 ∑
n � m

n

∑
k � 0

m

∑
l � 0

dnm
n!m!

k!l! � n 
 k 	 ! � m 
 l 	 ! an 
 k
1 ak

2 bm 
 l
1 bl

2 α � m � n 
 k 
 l αk � l

� ∑
n � md �nm α � nαm �
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El procedimiento que estamos siguiendo para obtener la aproximación de Ψ
�
α � � , en el que man-

tenemos control de todos los términos que intervienen en cada orden de
�

, hace que sea suficiente con

tener la forma explı́cita de Ĥ
� 0 � y Ĥ

� 1 � en (2.24), puesto que estamos interesados en las dos primeras

ecuaciones que se obtienen al sustituir Ĥ en la ecuación de Schrödinger (2.4) (a saber, las ecuaciones

correspondientes a los órdenes
� 0 y

� 1). Por este motivo no es relevante conocer la forma explı́cita que

tengan los términos de orden superior en el desarrollo (2.24), siendo importante el hecho en sı́ de poder

escribir Ĥ como una serie en potencias de
�

. Ası́ pues, escribiendo la ecuación de Schrödinger (2.4) para

el hamiltoniano (2.24)

�
α ��� ∑

n �m
d �nm

� n � m
2 a†n

am � 1
2 ∑

n �m
d �nm

� n � m
2 n m a†n � 1

am � 1 � � � ��� �Ψ ��� E
�
α �Ψ �

puede procederse de la misma manera que para el caso de operadores hamiltonianos escritos en forma

normal. El álgebra diferencial asociada a los estados de Bargmann permite escribir esta ecuación como

� ∑
n � m

d �nm
� mα � n dm

dα � m �
1
2 ∑

n � m
d �nm

� m nm α � n � 1 dm � 1

dα � m � 1 � � � ��� Ψ
�
α � ��� E Ψ

�
α � ��


Finalmente, escribimos la función Ψ
�
α ��� en la forma (2.1)

∑
n � m

d �nm
� mα � n dm

dα � n � A � α � � eiS � α � � 	 � � � 1
2 ∑

n � m
d �nm

� m nm α � n � 1 dm � 1

dα � m � 1 � A � α � � eiS � α � � 	 � � � � � �

� E � A � α � � eiS � α � � 	 � �
(2.25)

y sustituimos los desarrollos de A
�
α � � y S

�
α � � en potencias de

�
dados por (2.2). Puede verse que los

términos de orden
� 0 de esta ecuación son los mismos que se tenı́an en el caso de un hamiltoniano escrito

en forma normal:

∑
n � m

d �nmα � n
�

i
dS

� 0 � � α � �
dα � � m

� E � (2.26)

de forma que se tiene de nuevo la ecuación de Hamilton-Jacobi estacionaria para el hamiltoniano clásico

H � 0 � � α � � α � definido por (2.20):

H
� 0 �

�
α � � idS

� 0 � � α � �
dα � � � E � (2.27)

lo que permite integrar la acción S
� 0 � � α � � como una expresión análoga a la dada por la ec. (2.11).

La diferencia con el caso anterior aparece al identificar los términos de orden
�

de la expresión (2.25),
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debido al término extra que proviene de H � 1 � � α � � α � . Ası́, a este orden se tiene

∑
n �m

d �nmα � n ���� m
dA

� 0 � � α � �
dα �

�
i
dS

� 0 � � α � �
dα � � m � 1

� m
�
m � 1 �

2
A
� 0 � � α � � id2S

� 0 � � α � �
dα � 2

�
i
dS

� 0 � � α � �
dα � � m � 2 � ��

� 1
2 ∑

n �m
d �nmnmα � n � 1A

� 0 � � α � �
�

i
dS

� 0 � � α ���
dα � � m � 1

� 0 

(2.28)

Multiplicando esta expresión por 2A
� 0 � � α � � y haciendo uso de las definiciones de ρ

�
α � � y γ dadas por

(2.12) y (2.92a), respectivamente, tendremos

∑
n �m

d �nmα � nm
dρ
�
α � �

dα � γm � 1 � ∑
n �m

d �nmα � nm
�
m � 1 � ρ � α � � dγ

dα � γm � 2 � ∑
n � m

d �nmα � n � 1nmρ
�
α � � γm � 1

� ∑
n �m

d �nm
d

dα �
�
mγm � 1α � nρ

�
α � � � � d

dα � � ∂H � 0 � � α � � γ �
∂γ

�
�
�
�
�
α �

ρ
�
α � � � � 0 


(2.29)

Comparando las ecs. (2.13) y (2.29), observamos que para el caso de un hamiltoniano con ordenación

simétrica no aparece el término en derivadas segundas de H � 0 � , obteniéndose directamente una ecuación

que tiene la forma de ecuación de continuidad en régimen estacionario para un fluido con densidad ρ
�
α ��� .

Por supuesto, esta interpretación es puramente formal, puesto que la función ρ
�
α � � es una función com-

pleja, al haber sido definida como A
� 0 � 2 � α � � , y no como �A � 0 � � α � ��� 2 � A

� 0 � � α � � A � 0 � � � α � � , no pudiendo

ser interpretada por lo tanto como una densidad de probabilidad. A partir de la ec. (2.29) obtenemos la

expresión para ρ
�
α � � :

ρ
�
α � �
� c

∂H � 0 � � α � � γ �
∂γ

y de ahı́ la amplitud A
� 0 � � α � � :

A
� 0 � � α � ��� c �

� ∂H � 0 � � α � � γ �
∂γ � 1 	 2 � (2.30)

con lo que la aproximación para la función de onda toma la forma

Ψ
�
α � ��� A

� 0 � � α � � e
i� S � 0 � � α � � � N

� ∂H � 0 � � α � � γ �
∂γ � 1 	 2 e

1� 	 α � γE
� α � � � dα � � � (2.31)

siendo N una constante de normalización.

Como se ha mencionado anteriormente, de la misma manera que es posible asociar distintos opera-

dores cuánticos a una misma función clásica, la inversa también se cumple: existen distintos sı́mbolos

“clásicos” correspondientes a un operador cuántico dado. Puesto que cada sı́mbolo presenta una depen-

dencia distinta con el parámetro perturbativo
�

, las expresiones obtenidas para la aproximación de Ψ
�
α � �
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son diferentes para cada ordenación cuántica (ecs. (2.16), (2.17) y (2.31) para las ordenaciones normal,

antinormal y simétrica, respectivamente). No obstante, puede demostrarse que cualquiera de ellas con-

stituye una aproximación asintótica a la función de onda que es correcta en el lı́mite
� � 0, para lo cual

basta tener en cuenta la relación que existe entre los sı́mbolos Q , P y W de un operador [ecs. (1.143)],

dada por

HQ
�
α � � γ � � e

�
2

∂2
∂α � ∂γ HW

�
α � � γ ��� � 1 �

�

2
∂2

∂α � ∂γ
� � � � � HW

�
α � � γ �

HP
�
α � � γ � � e

� �
2

∂2
∂α � ∂γ HW

�
α � � γ ��� � 1 �

�

2
∂2

∂α � ∂γ
� � � � � HW

�
α � � γ ��


De esta forma, es posible obtener una expresión unificada para la aproximación a la función de onda,

dada por

Ψ
�
α � ��� N

� ∂Hx
� α � � γ �
∂γ � 1 	 2 e

κ
2 	 α � ∂2Hx � α � ��
 γ �

∂α � � ∂γ
1

∂Hx � α � � 
 γ �
∂γ

dα � �
e

1� 	 α � γE
� α � � � dα � � � (2.32)

donde el subı́ndice x denota los posibles sı́mbolos Q, P o W asociados al operador hamiltoniano, y la

constante κ es tal que

κ � �� � 1 � si x � Q
0 � si x � W

� 1 � si x � P

 (2.33)

La ec. (2.32) es una expresión asintótica para la función de onda válida para cualquier esquema de

ordenación utilizado al construir el operador hamiltoniano Ĥ, siempre que el sı́mbolo Hx utilizado cor-

responda a la forma Q, P o W , y κ venga dado por (2.33).

La presente formulación pone de manifiesto la utilidad de combinar las técnicas de la teorı́a WKB

con las ventajas del formalismo de estados de Bargmann. La principal ventaja radica en la general-

ización de los resultados de la WKB al plano complejo, obteniéndose de esta manera aproximaciones

para la función de onda que son uniformes. La teorı́a semiclásica WKB está formulada generalmente

para hamiltonianos de la forma Ĥ � p̂2 � 2 � V
�
q̂ � y proporciona una solución asintótica a la ecuación de

Schrödinger estacionaria ĤΨ � EΨ, válida cuando
� � 0, dada por

Ψ
�
q � � 1

� ∂HW
∂pE

� 1 	 2 e
i� 	 q p � q � � E � dq � � (2.34)

donde pE � p
�
q � E � es una rama de la curva de energı́a clásica

HW
�
q � p ��� E 


Esta aproximación (cuya analogı́a formal con ec. (2.31) es debida a que la ordenación de Weyl es similar

en las representaciones de Schrödinger y de Bargmann) presenta un grave problema de divergencia en las
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cáusticas, y requiere procedimientos extra de ajuste en los puntos de retroceso (las conocidas fórmulas

de conexión) [ver Apéndice C]. Este problema desaparece en el formalismo de estados de Bargmann,

debido a que la variedad compleja en la que estos estados están definidos actúa como espacio de fases

para el sistema, en el que las trayectorias clásicas no presentan cáusticas gracias al teorema de Liouville.

Esta ausencia de divergencias en las aproximaciones dadas por (2.16) y (2.31) constituye una de las

principales ventajas de la formulación de Bargmann, en la que las soluciones WKB son automáticamente

globales y uniformes, sin que se requiera ningún mecanismo de ajuste de soluciones. Voros [Vor89]

y simultáneamente Kurchan, Leboeuf y Saraceno [Kur89], han hecho uso de estas propiedades para

proponer aproximaciones globales a la función de onda en el formalismo de estados coherentes.

0

α

α*

*

α *Re (    )

α*Im (    )

C2

C1

Figura 2.1: Posibles caminos de integración para la determinación de la función Ψ � α � � . La acción en el punto α �
deberá ser independiente del camino elegido para evaluar la acción.

Otra diferencia entre las representaciones de Schrödinger y Bargmann radica en que, en esta última,

la selección de autovalores no se obtiene imponiendo a la autofunción la condición de ser de cuadra-

do integrable (es decir, restringiendo su crecimiento en el infinito), sino imponiendo una condición de

analiticidad. Ası́, la aproximación global para un sistema descrito por un hamiltoniano simétrico, dada

por (2.31)

Ψ
�
α � � � N

� ∂HW
� α � � γ �

∂γE
� 1 	 2 e

1� 	 α � γE
� α � � � dα � � � (2.35)

deberá ser univaluada con independencia del camino de integración elegido para evaluar la acción. Es

decir, si la integral de acción en (2.35) se evalúa desde el punto (arbitrario) α �0 hasta α � a lo largo de un

camino C1, la función Ψ
�
α ��� resultante no deberá diferir de la que se obtiene al evaluar la integral a lo

largo del camino C2 [Fig. (3.2)]. Para que la función Ψ
�
α � � permanezca univaluada cuando se efectúa

una vuelta a lo largo de la curva cerrada C formada por C1 y C2, es necesario que este contorno encierre

las singularidades de la función (en general multivaluada) γE
�
α � � . Por otra parte, deben tenerse en cuenta

los cambios de signo que puede sufrir el prefactor (dado por una raiz cuadrada) a lo largo de este camino,
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de forma que la condición para que la función (2.35) sea analı́tica vendrá dada por

1
���

C
γE
�
α � � dα � � iνπ � 2πin � (2.36)

con n entero. El parámetro ν (conocido como winding number (número de rotación o número de vueltas)

de la función ∂H � ∂γ) es un parámetro topológico que da cuenta de los cambios de signo que presenta

el gradiente ∂H � ∂γE a lo largo del circuito C , y depende en cada caso de la geometrı́a del sistema. La

condición (2.36) puede escribirse como

S
� � i �

C
γEn

�
α � � dα � � 2π

� �
n � ν

2
��� (2.37)

y proporciona los autovalores En siempre que la integral en (2.37) pueda invertirse. Esta condición corre-

sponde a la condición de cuantización WKB (que generaliza las antiguas reglas de cuantización de Bohr-

Sommerfeld) si identificamos el parámetro ν con el ı́ndice de Maslov. Este ı́ndice es igual al número

de veces que ∂q � ∂p es positivo menos el número de veces que es negativo al dar una vuelta a lo largo

de de una curva cerrada. 4 Para un hamiltoniano en forma normal, la función de onda (2.16) incluye un

término exponencial extra en el prefactor, dado por la fase φ
�
α � � , que modifica el término de Maslov en

la cuantización de la energı́a.

La condición de cuantización (2.37) se obtiene para el caso de sistemas ligados tales que las singu-

laridades presentadas por la función γE
�
α � � se limiten a un polo simple o dos puntos de rama, de manera

que siempre sea posible construir caminos cerrados que encierren estas singularidades. Para sistemas no

ligados que presenten un único punto de rama no es posible definir un camino de integración cerrado que

rodee dicho punto, y la función de onda obtenida será una función univaluada para cualquier valor de la

energı́a. En cualquiera de los casos, la función de onda estará definida de forma unı́voca en todo el plano

complejo de α � , excepto en los cortes de rama existentes.

Para sistemas en los que γE
�
α � � posea una estructura de singularidades más compleja (por ejemplo,

cuatro puntos de rama), es imposible obtener una función de onda que sea univaluada a partir de un

único camino de integración. En general, en la expresión (2.35) deberá incluirse una suma sobre las

diferentes ramas fı́sicas del problema, de manera que la solución vendrá dada por una combinación

lineal de soluciones tal que la función de onda resultante sea analı́tica:

Ψ
�
α � � � ∑

ramas

N

� ∂HW
� α � � γ �

∂γE
� 1 	 2 e

1� 	 α � γE
� α � � � dα � � � (2.38)

La elección de todos estos caminos de integración posibles es complicada, y la generalización de (2.35)

para sistemas con mayor número de grados de libertad se dificulta considerablemente.

4En un sistema de N dimensiones, este ı́ndice cuenta el número de puntos de retroceso que presenta la proyección del k-
ésimo circuito irreducible Γk del toro Ik en el espacio de coordenadas, es decir, el número de lugares en los Γk en los que el toro
es “normal” al espacio de coordenadas. El ı́ndice de Maslov da cuenta asimismo del número de cáusticas atravesadas a lo largo
del circuito. [Ver, por ejemplo, [Ber78, Ozo88]].
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Un ejemplo: El oscilador armónico unidimensional

El hamiltoniano clásico de una partı́cula de masa m � 1 que ejecuta un movimiento armónico simple

de frecuencia ω viene dado por

Hc � p2

2
� 1

2
ω2q2 � ωαα � � (2.39)

donde las variables
�
q � p � y

�
α � α � � están relacionadas mediante las ecuaciones de transformación

α � � ω
2

q � i�
2ω

p

α � � � ω
2

q � i�
2ω

p 


Existen distintos operadores hamiltonianos cuánticos correspondientes a la función clásica (2.39), de-

pendientes del esquema de ordenación elegido:

ĤN � a† � a � � �
ω a†a (2.41a)

ĤA � a† � a � � �
ω aa† (2.41b)

ĤS � a† � a � �
�

ω
2

�
a†a � aa† �
� �

ω � a†a � 1
2 � � p̂2

2
� 1

2
ω2q̂2 � (2.41c)

donde los superı́ndices N, A y S denotan ordenación normal, antinormal y simetrizada, respectivamente,

y los operadores q̂ y p̂ se relacionan con los operadores de creación a† y destrucción a mediante la

transformación

a � � ω
2

� q̂ � i�
2

�
ω

p̂

a† � � ω
2

� q̂ � i�
2

�
ω

p̂ 


De la misma manera, cada uno de los tres operadores ĤN , ĤA y ĤS tiene asociados a su vez distintos

sı́mbolos definidos en el espacio de fases
�
q � p � del oscilador armónico (que puede identificarse con el

plano complejo de la variable α según la transformación (2.40)). Es sencillo comprobar [ver Apéndice

A] que los sı́mbolos Q , P y W de cada uno de ellos vienen dados por:

H N
Q � ωαα � H A

Q � ωαα � � �
ω H S

Q � ωαα � �
�
ω
2

H N
P � ωαα � � �

ω H A
P � ωαα � H S

P � ωαα � �
�
ω
2

H N
W � ωαα � �

�
ω
2

H A
W � ωαα � � � ω

2 H S
W � ωαα � 


Por supuesto, todos ellos comparten el mismo lı́mite semiclásico, dado por Hc � ωαα � .
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Consideremos el operador ĤS construido según el esquema de cuantización de Weyl-Wigner. La

función de onda (2.32) con κ � 0 y x � W viene dada por

ΨS � α � ��� N

� ∂H S
W
� α � � γ �

∂γ � 1 	 2 e
1� 	 α � γE

� α � � � dα � � � N�
ωα � � 1 	 2 e

E� ω 	 α � dα � �
α � � � (2.42)

puesto que la ecuación de Hamilton-Jacobi H S
W

�
α � � γ � � ωαα � � E , que define la curva de energı́a,

puede ser invertida fácilmente, definiendo γE
�
α � ��� E � � ωα � � como una función singular de la variable

compleja α � . La integral que aparece en (2.42) se lleva a cabo a lo largo de un camino de integración

en el plano complejo α � , y para que la función ΨS � α � � permanezca univaluada, este contorno debe ser

tal que rodee la singularidad existente en el origen α � � 0 � i0. Asimismo deberá tenerse en cuenta el

cambio de signo sufrido por la función bivaluada que se encuentra en el denominador, cuando a lo largo

del camino de integración se pasa de una a otra de las hojas de Riemann asociadas a la función compleja

raiz cuadrada. Ası́ pues, eligiendo como contorno de integración la curva de energı́a definida por la elipse

ωαα � � E , la función semiclásica (2.42) vendrá dada por

ΨS � α � ��� �
α � � � 1 	 2 e

E� ω lnα �
�
�
α � � E� ω

� 1
2 


Esta función es analı́tica únicamente si la potencia de α � es un número entero, lo que conduce a la

condición de cuantización para la energı́a del oscilador armónico:

En � �
ω � n � 1

2 � 


La correspondiente autofunción tiene la forma

ΨS � α � ��� �
α � � n � (2.43)

que es un resultado exacto para la función de ondas del oscilador armónico. 5 Es decir, la formulación

WKB en la representación de Bargmann proporciona no sólo un resultado exacto para las autoenergı́as

del oscilador armónico (como sucede en la teorı́a WKB tradicional), sino que además conduce a una

expresión exacta y uniforme de las autofunciones. La elección
�
x � W � κ � 0 � en este caso se debe

exclusivamente a que de esta forma se consigue una simplificación de los cálculos, pero es sencillo

comprobar las elecciones
�
x � Q � κ � 1 � o

�
x � P� κ � � 1 � conducen al mismo resultado.

5Efectivamente, la ecuación de Schrödinger Ĥ �Ψ � 	 E �Ψ � en la representación de Bargmann

� ω 

α � ∂

∂α � � 1
2
� Ψ � α � 	 	 E Ψ � α � 	

proporciona los autovalores En 	�� ω � n � 1 � 2 	 para Ψ � α � 	 	 � α � 	 n.
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Para el operador ĤN � �
ωa†a con ordenación normal, la elección x � Q y κ � 1 en (2.32) conduce

a la siguiente aproximación para la función de ondas:

ΨN � α � � �
N

� ∂H N
Q
� α � � γ �

∂γ � 1 	 2 e

1
2 	 α � ∂2H N

Q � α � � 
 γ �
∂α � � ∂γ

1
∂H N

Q � α � � 
 γ �
∂γ

dα � �
e

1� 	 α � γE
� α � � � dα � �

� N�
ωα � � 1 	 2 e

�
1
2 � E� ω � 	 α � dα � �

α � � �
puesto que ∂2

α � γH N
Q

�
α � � γ � � ω. En este caso, la condición de analiticidad conduce a la condición de

cuantización

E
� N �
n � n

�
ω 


Este mismo resultado se obtiene eligiendo
�
x � W � κ � 0 � o

�
x � P� κ � � 1 � . Análogamente, para el

operador ĤA � �
ωaa† con ordenación antinormal, eligiendo x � P y κ � � 1 se tiene

ΨA � α � � �
N

� ∂H A
P
� α � � γ �

∂γ � 1 	 2 e

� 1
2 	 α � ∂2H A

P � α � � 
 γ �
∂α � � ∂γ

1
∂H A

P � α � � 
 γ �
∂γ

dα � �
e

1� 	 α � γE
� α � � � dα � �

� N�
ωα � � 1 	 2 e

� � 1
2 � E� ω � 	 α � dα � �

α � �
y la correspondiente condición para la energı́a viene dada por

E
� A �
n � �

ω
�
n � 1 ���

resultado que se obtiene igualmente para
�
x � W � κ � 0 � o

�
x � Q � κ � � 1 � .

Estos resultados muestran cómo en el caso particular del oscilador armónico, debido a que los sı́mbo-

los Q, P y W difieren únicamente en constantes, la aproximación semiclásica a la función de onda para

un operador hamiltoniano determinado (ĤN , ĤA o bien ĤS) es exactamente la misma sea cual sea el

sı́mbolo utilizado. Para un sistema genérico, estas aproximaciones, si bien son asintóticamente equiva-

lentes, diferirán entre sı́. Dependiendo del sistema particular, la utilización de una representación u otra

proporcionará una descripción más o menos adecuada del tipo de fenómeno a estudiar.
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2.2. Formalismo dependiente del tiempo

La obtención de una magnitud cuántica de tanta importancia como es el operador de evolución Û
�
t �

en términos de ingredientes clásicos ha sido el objetivo de numerosos estudios. El primer intento por

incorporar los estados coherentes en la determinación semiclásica del propagador cuántico corresponde

a Heller [Hel75, Hel76, Hel77]. Weissman [Wei82], extendiendo el trabajo de Miller [Mil74], simpli-

fica considerablemente los resultados de Heller al explotar las propiedades canónicas de las variables

clásicas asociadas a los estados coherentes. Klauder [Kla79, Kla87] obtiene una expresión semiclásica

para el propagador haciendo uso de un formalismo de integrales de camino en la representación de esta-

dos coherentes. En general, la mayorı́a de las aportaciones posteriores a los propagadores semiclásicos

continuan en esta lı́nea, haciendo uso de una aproximación de fase estacionaria dentro del formalismo de

integrales de camino (ver Kuratsuji y Suzuki [Kur80], Xavier y de Aguiar [Xav96] o el detallado trabajo

de Baranger et al [Bar01]).

En esta sección expondremos una derivación alternativa del propagador, que toma como punto de

partida una aproximación WKB de la solución general de la ecuación de Schrödinger dependiente del

tiempo en la representación de estados coherentes. Este método (que ya hemos empleado para obtener

una aproximación a la función de onda estacionaria) proporciona de forma inmediata los elementos de

matriz del operador de evolución. Tal y como sucedı́a en el caso estacionario, las expresiones obtenidas

son diferentes para las distintas ordenaciones elegidas de los operadores cuánticos.

Estos elementos de matriz de Û
�
t � entre estados coherentes definen la forma Q (o representación

Q ) del propagador. Sin embargo, resulta más útil obtener la llamada representación P generalizada,

al proporcionar una resolución del propagador en estados coherentes. Esta forma P generalizada, que

puede derivarse mediante aproximaciones de fase estacionaria, conduce de manera natural a una rep-

resentación de valores iniciales (IVR, del inglés Initial Value Representation) del propagador, para la

cual únicamente se requieren trayectorias definidas por sus condiciones iniciales. Como veremos, estas

expresiones corresponden con los resultados de Solari [Sol86] y de Herman-Kluk [Her84].

2.2.1. La función de onda dependiente del tiempo

Para obtener una aproximación semiclásica a la función de onda dependiente del tiempo en la rep-

resentación de Bargmann procederemos de manera análoga a como hicimos en el caso estacionario,

partiendo del ansatz WKB:

Ψ
�
α � � t � � �

α �Ψ � t � � � A
�
α � � t � e

i� S � α ��� t � 
 (2.44)

La proyección de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

i
� ∂

∂t
�Ψ � t � ��� Ĥ �Ψ � t � � (2.45)
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sobre los estados coherentes � �α � � tiene la forma:

i
� �

α � ∂
∂t
�Ψ � t � � � �

α � Ĥ �Ψ � t � ��
 (2.46)

Trataremos por simplicidad el caso de operadores hamiltonianos que no dependen explı́citamente del

tiempo. Comenzaremos por operadores con ordenación normal [ec. (2.5)]:

Ĥ � ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 a†nam � (2.47)

en cuyo caso la ecuación de Schrödinger (2.46) podrá escribirse como

i
� �

α � ∂
∂t
�Ψ � t � � � ∑

n �m
cnm

� � n � m � 	 2 � α � a†nam �Ψ � t � ��


El álgebra diferencial asociada a los estados de Bargmann permite escribir esta ecuación como

i
� ∂

∂t
Ψ
�
α � � t ��� ∑

n �m
cnm

� m α � n ∂m

∂α � m Ψ
�
α � � t ��


Siguiendo los pasos dados en el caso estacionario, podemos escribir la función Ψ
�
α � � t � en la forma dada

por (2.44):

i
� ∂

∂t � A � α � � t � e
i� S � α ��� t � � � ∑

n �m
cnm

� m α � n ∂m

∂α � m � A � α � � t � e
i� S � α � � t � � 
 (2.48)

La obtención de una aproximación semiclásica para Ψ
�
α � � t � pasa por permitir un desarrollo de la am-

plitud A
�
α � � t � y de la fase S

�
α � � t � en series de potencias de

�

A
�
α � � t � � A

� 0 � � α � � t � � � 2 A
� 2 � � α � � t � � � 4 A

� 4 � � α � � t � � � � � (2.49a)

S
�
α � � t � � S

� 0 � � α � � t � � � 2 S
� 2 � � α � � t � � � 4 S

� 4 � � α � � t � � � � � � (2.49b)

de manera que sustituyendo estos desarrollos en la ec. (2.48) e identificando los términos correspondien-

tes a las mismas potencias de
�
, se obtiene una jerarquı́a de ecuaciones para cada orden de

�
. Igualando

los términos de orden
� 0 tenemos la expresión

� ∂S
� 0 � � α � � t �

∂t
� ∑

n �m
cnm α � n

�
i
∂S

� 0 � � α � � t �
∂α � � m

�

que, haciendo uso de la definición (2.8) para la función clásica H
�
α � � α � � , podemos escribir como

∂S
� 0 � � α � � t �

∂t
� H

�
α � � i∂S

� 0 � � α � � t �
∂α � � � 0 
 (2.50)

Esta expresión es la ecuación de Hamilton-Jacobi para S
� 0 � � α � � t � . En el contexto de la teorı́a clásica

de Hamilton-Jacobi, S
� 0 � � α � � t � es la llamada función principal de Hamilton, y la ecuación en derivadas
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parciales (2.50) puede ser integrada haciendo uso del método de las caracterı́sticas. En este método, la

evolución temporal de la función de onda viene descrita por una variable dinámica que denotamos por

ξ �τ � ξ � � τ � , tal que para τ � t se cumple ξ �t � α � . La derivada total de S
� 0 � � α � � t � con respecto al tiempo

puede escribirse como

dS
� 0 � � α � � t �

dt
� dS

� 0 � � ξ �t � t �
dt

� ∂S
� 0 � � ξ �t � t �

∂t
� ∂S

� 0 � � ξ �t � t �
∂ξ �t ξ̇ �t

� � H

�
ξ �t � i∂S

� 0 � � ξ �t � t �
∂ξ �t � � ∂S

� 0 � � ξ �t � t �
∂ξ �t ξ̇ �t

� � H
�
ξ �t � ηt � � iηt ξ̇ �t � (2.51)

donde en la segunda igualdad hemos hecho uso de la ec. (2.50), mientras que en la tercera hemos intro-

ducido una nueva variable,

ηt
�

i
∂S

� 0 � � ξ �t � t �
∂ξ �t � (2.52)

como una función bien definida de ξ �t y de t. Para poder integrar la ec. (2.51), hemos de conocer cómo

varı́a ηt a lo largo de la dirección ξ̇ �t (que por ahora es arbitraria). Esta variación vendrá dada por

η̇t � i
d
dt

�
∂S

� 0 � � ξ �t � t �
∂ξ �t � � i

∂
∂t

∂S
� 0 � � ξ �t � t �
∂ξ �t � i

∂2S
� 0 � � ξ �t � t �
∂ξ � 2t

ξ̇ �t

� � i
∂H

�
ξ �t � ηt �

∂ξ �t
�
�
�
�
ηt

� i
∂H

�
ξ �t � ηt �

∂ηt

�
�
�
�
ξ �t

∂ηt

∂ξ �t � i
∂2S

� 0 � � ξ �t � t �
∂ξ � 2t

ξ̇ �t

� � i
∂H

�
ξ �t � ηt �

∂ξ �t
�
�
�
�
ηt

� ∂2S
� 0 � � ξ �t � t �
∂ξ � 2t

�
∂H

�
ξ �t � ηt �

∂ηt

�
�
�
�
ξ �t
� iξ̇ �t � � (2.53)

donde hemos tenido en cuenta que H
�
ξ �t � ηt � depende también de ξ �t a través de ηt . Para que esta evolu-

ción sea independiente de ∂2S
� 0 � � ∂ξ � 2t , podemos elegir ξ̇ �t (que hasta ahora es arbitraria) de tal forma que

el término entre paréntesis en (2.53) se anule. De esta forma, la acción S
� 0 � � ξ �t � t � podrá ser calculada a

lo largo de una trayectoria especı́fica
�
ξ �τ � ητ � integrando las ecuaciones diferenciales

ξ̇ �τ � i
∂H

�
ξ �t � ητ �

∂ητ

�
�
�
�
ξ �τ

(2.54a)

η̇τ � � i
∂H

�
ξ �τ � ητ �

∂ξ �τ
�
�
�
�
ητ

� (2.54b)

correspondientes a las ecuaciones clásicas de Hamilton para las variables dinámicas
�
ξ �τ � ητ � . Estas ecua-

ciones están sujetas a las condiciones de contorno

ητ � 0 � i
∂S

� 0 � � ξ �0 � 0 �
∂ξ �0

� η0
�
ξ �0 � (2.55a)

ξ �τ � t � α � 
 (2.55b)
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Ası́ pues, la ecuación (2.51) podrá ser integrada a lo largo de las caracterı́sticas
�
ξ �t � ηt � , obteniéndose

S
� 0 � � α � � t � � S

� 0 � � ξ �0 � 0 � �
�

t

0
� � H

�
ξ �τ � ητ � � iητξ̇ �τ � dτ (2.56)

� S
� 0 � � ξ �0 � 0 � � iηtα � � iη0ξ �0 �

�
t

0

� � H
�
ξ �τ � ητ � � iξ �τη̇τ

� dτ � (2.57)

donde el paso de una expresión a otra se lleva a cabo evaluando por partes la integral�
t

0
ητξ̇ �τ dτ � ηtα � � η0ξ �0 �

�
t

0
ξ �τ η̇τ dτ

y teniendo en cuenta la condición de contorno (2.55b). El valor inicial de la variable ξ �τ determinará el

valor inicial de la acción, S
� 0 � � ξ �0 � 0 � , y éstas, a su vez, determinarán al valor de η a tiempo τ � 0, según

indica la ec. (2.55a). Todos estos valores iniciales dependerán del estado inicial �Ψ � 0 � � que se elija. Como

vemos, el método de las caracterı́sticas permite resolver la ecuación en derivadas parciales de Hamilton-

Jacobi (2.50) para la evolución de la función principal de Hamilton S
� 0 � � α � � t � integrando un conjunto de

ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones de Hamilton (2.54), que incrementan la fase inicial

S
� 0 � � ξ �0 � 0 � en una integral evaluada a lo largo de una trayectoria en la variedad compleja asociada a la

variable α � , que actúa como espacio de fases para el sistema.

Analicemos a continuación los términos correspondientes al orden
�

en la ec. (2.48):

i
∂A

� 0 � � α � � t �
∂t

� ∑
n �m

cnmα � n �� � m
∂A

� 0 � � α � � t �
∂α �

�
i
∂S

� 0 � � α � � t �
∂α � � m � 1

� m
�
m � 1 �

2
A
� 0 � � α � � t � i∂2S

� 0 � � α � � t �
∂α � 2

�
i
∂S

� 0 � � α � � t �
∂α � � m � 2 � �� 


Multiplicando ambos miembros de la ecuación por 2A
� 0 � � α � � t � , definiendo

ρ
�
α � � t � � A

� 0 � 2 � α � � t � (2.58)

y escribiendo η
�
α � � t � � i∂α � S � 0 �

�
α � � t � , se tiene:

i
∂ρ
�
α � � t �
∂t

� ∑
n � m

cnmα � nm
∂ρ
�
α ��� t �

∂α � ηm � 1 � ∑
n �m

cnmα � nm
�
m � 1 � ρ � α � � t � ∂η

∂α � ηm � 2

� ∑
n � m

cnm
∂

∂α �
�
mηm � 1α � nρ

�
α � � t � � � ∑

n �m
mηm � 1nα � n � 1ρ

�
α � � t �

� ∂
∂α �

�
∂H

�
α � � η �

∂η

�
�
�
�
α �

ρ
�
α � � t � � � ∂2H

�
α � � η �

∂α � ∂η
ρ
�
α � � t ��


Definiendo un campo de velocidades complejo como

v
�
α � � t � � i

∂H
�
α � � η � i∂α � S � 0 �

�
α � � t � �

∂η
� (2.59)
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esta ecuación se escribe finalmente como

∂ρ
�
α � � t �
∂t

� ∂
∂α �

�
ρ
�
α � � t � v � α � � t � � � i

∂2H
�
α � � η �

∂α � ∂η
ρ
�
α � � t ��
 (2.60)

Esta expresión tendrı́a la forma de una ecuación de continuidad si no fuera por el término en derivadas

segundas de H
�
α � � η � que aparece en el segundo miembro de la igualdad (y que debe calcularse con-

siderando α � y η como variables independientes). Podemos definir una nueva función ρ̃
�
α � � t � que ab-

sorba dicho término

ρ̃
�
α � � t � � ρ

�
α � � t � e

� iF � α � � t � � (2.61)

con una corrección a la fase F
�
α � � t � dada por

F
�
α � � t � �

�
t

0

∂2H
�
ξ �τ � ητ �

∂ξ �τ∂ητ
dτ � (2.62)

donde la integral se lleva a cabo a lo largo de la trayectoria clásica compleja que satisface las condiciones

de contorno (2.55). De esta manera, la ec. (2.60) se escribe como

∂
∂t � ρ̃ � α � � t � e

� iF � α � � t � � � ∂
∂α � � ρ̃ � α � � t � e

� iF � α � � t � v
�
α � � t � � � i

∂2H
�
α � � η �

∂α � ∂η
ρ̃
�
α � � t � e

� iF � α � � t � �

y con algo de álgebra intermedia conduce finalmente el resultado deseado:

∂ρ̃
�
α � � t �
∂t

� ∂
∂α �

�
ρ̃
�
α � � t � v

�
α � � t � � � 0 
 (2.63)

Esta expresión tiene la forma de una ecuación de continuidad para un fluido con densidad ρ̃
�
α � � t � y un

campo de velocidades complejo dado por (2.59).

Como ya se ha indicado en el caso estacionario, la función ρ̃
�
α � � t � , por definición, es una función

compleja, no interpretable por tanto como una densidad de probabilidad (ni siquiera la función ρ
�
α � � t �

es definida positiva, por haber sido definida como el cuadrado de A
� 0 � � α � � t � y no como �A � 0 � � α � � t ��� 2). No

obstante, el hecho de que cumpla una ecuación de continuidad como la ec. (2.63) proporciona una ventaja

evidente, y es la posibilidad de conocer ρ̃
�
α � � t � (y por tanto ρ

�
α � � t � y, en definitiva, A

� 0 � � α � � t � ) en

cualquier instante de tiempo a partir de las trayectorias clásicas del sistemas. Efectivamente, la ecuación

de continuidad (2.63), al ser una ecuación de conservación

ρ̃
�
ξ �t � t � δξ �t � ρ̃

�
ξ �0 � 0 � δξ �0 �

permite escribir la densidad a tiempo t en términos de la densidad en el instante inicial t � 0 como

ρ̃
�
α � � t ��� ρ̃

�
ξ �t � t ��� J

� 1ρ̃
�
ξ �0 � 0 ��� J

� 1ρ
�
ξ �0 � 0 ���

donde J es el jacobiano

J
�
α � � t � � ∂ξ �t

∂ξ �0 � (2.64)
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y donde hemos tenido en cuenta que las funciones ρ̃ y ρ coinciden a t � 0 [ecs. (2.61) y (2.62)]. Ası́ pues,

A
� 0 � 2 � α � � t � e

� iF � α � � t � � J
� 1A

� 0 � 2 � ξ �0 � 0 ���

de donde

A
� 0 � � α � � t ��� A

� 0 � � ξ �0 � 0 � J
� 1 	 2 e

i
2 F � α � � t � 
 (2.65)

El valor inicial A
� 0 � � ξ �0 � 0 � , al igual que sucede con el de la acción, dependerá del estado inicial �Ψ � 0 � � .

Hemos de indicar que, puesto que la ecuación de continuidad permite obtener una solución para el

cuadrado de A
� 0 � � α � � t � , y no para la amplitud misma, la expresión resultante es una función compleja

bivaluada (dada por una raiz cuadrada). La determinación tanto de la acción S
� 0 � � α � � t � como de la am-

plitud A
� 0 � � α � � t � se está llevando a cabo a partir de la integración de las caracterı́sticas de la ecuación de

Hamilton-Jacobi, de manera que los sucesivos cambios de signo de la raiz (esto es, los sucesivos pasos

de una a otra de las hojas de la superficie de Riemann asociada a la función bivaluada ρ̃1 	 2 � ξ �t � t � ) a lo

largo de la integración darán lugar a la aparición de una fase de
�

π en la expresión final para la ampli-

tud A
� 0 � � α � � t � y por tanto en la aproximación semiclásica de Ψ

�
α � � t � . Esta fase, como veremos, será el

origen de la aparición de un ı́ndice de Maslov en las expresiones semiclásicas de la densidad de estados

y de una energı́a de punto cero en la cuantización de la acción. Por el momento consideraremos que esta

fase está incluı́da en el término jacobiano J
� 1 	 2 y no la mostraremos explı́citamente hasta que no sea

necesario.

Los resultados (2.57) y (2.65) permiten escribir la aproximación semiclásica para la función de onda

dependiente del tiempo en la representación de estados de Bargmann como:

Ψ
�
α � � t ��� A

� 0 � � α � � t � e
i� S � 0 � � α � � t �

� A
� 0 � � ξ �0 � 0 � J

� 1 	 2 e
i
2 	 t

0
∂2H � ξ �τ 
 ητ �

∂ξ �τ∂ητ
dτ

e
i�

�
S � 0 � � ξ �0 � 0 ��� 	 t

0

� � H � ξ �τ � ητ � � iητξ̇ �τ � dτ �

� Ψ
�
ξ �0 � 0 � J

� 1 	 2 e
i
2 F � α � � t � e

i��� t0 � � H � ξ �τ 
 ητ � � iητξ̇ �τ � dτ � (2.66)

donde

Ψ
�
ξ �0 � 0 ��� A

� 0 � � ξ �0 � 0 � eiS � 0 ��� ξ �0 � 0 � 	 � (2.67)

dependerá del estado inicial considerado, y todos los términos en (2.66) están evaluados a los largo de la

trayectoria clásica compleja que satisface las condiciones de contorno (2.55).

Como se ha indicado anteriormente, la forma de la aproximación semiclásica para Ψ
�
α � � t � depende

de la ordenación escogida para el operador hamiltoniano. La expresión (2.66) ha sido obtenida para un

operador con ordenación normal. El caso de ordenación de Weyl o simétrica sufre ligeras variaciones

debido, como hemos visto, a las correcciones cuánticas presentes en el sı́mbolo de Weyl H [ec. (2.19)],

que introducen modificaciones en las ecuaciones obtenidas para los siguientes órdenes en
�

. Ası́, la
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ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (2.46), con Ĥ � Ĥ
� 0 � � �

2 Ĥ
� 1 � � � � � , en este caso toma

la forma

i
� ∂

∂t � A � α � � t � e
i� S � α ��� t � � � ∑

n �m
d �nm

� mα � n ∂m

∂α � n � A � α � � t � e
i� S � α � � t � �

� 1
2 ∑

n �m
d �nm

� mnmα � n � 1 ∂m � 1

∂α � m � 1 � A � α � � t � e
i� S � α � � t � � � � � � �

donde los coeficientes d �nm corresponden al desarrollo de la función H � 0 � � α � � α � definida en (2.20).

La identificación de términos del orden
� 0 conduce a la misma ecuación obtenida en el caso de

hamiltonianos en forma normal, ya que a este orden sólo intervienen contribuciones de Ĥ
� 0 � [ec. (2.23a)].

Se tiene por tanto la igualdad

� ∂S
� 0 � � α � � t �

∂t
� ∑

n � m
d �nmα � n

�
i
∂S

� 0 � � α � � t �
∂α � � m �

H
� 0 �

�
α � � i∂S

� 0 � � α � � t �
∂α � � �

esto es:

∂S
� 0 � � α � � t �

∂t
� H

� 0 �
�

α � � i∂S
� 0 � � α � � t �
∂α � � � 0 


Es decir, obtenemos la ecuación de Hamilton-Jacobi para S
� 0 � � α � � t � en la que interviene la función

clásica H � 0 � , que es el término de orden cero en el desarrollo de la “función normal asociada” al operador

Ĥ. La expresión para la acción viene, pues, dada por (2.56), en la que interviene un hamiltoniano clásico

dado por H � 0 � .

Es en el orden
�

donde aparecen las contribuciones de Ĥ
� 1 � , puesto que en este caso se tiene la

igualdad

i
∂A

� 0 � � α � � t �
∂t

� ∑
n � m

d �nmα � n ���� m
∂A

� 0 � � α � � t �
∂α �

�
i
∂S

� 0 � � α � � t �
∂α � � m � 1

� m
�
m � 1 �

2
A
� 0 � � α � � t � i∂2S

� 0 � � α � � t �
∂α � 2

�
i
∂S

� 0 � � α � � t �
∂α � � m � 2 � ��

� 1
2 ∑

n �m
d �nmnmα � n � 1A

� 0 � � α � � t �
�

i
∂S

� 0 � � α � �
∂α � � m � 1




Como es habitual, multiplicamos esta igualdad por 2A
� 0 � � α � � t � y consideramos las definiciones de
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ρ
�
α � � t � y de η

�
α � � t � , obteniéndose

i
∂ρ
�
α � � t �
∂t

� ∑
n � m

d �nmα � nm
∂ρ
�
α ��� t �

∂α � ηm � 1 � ∑
n �m

d �nmα � nm
�
m � 1 � ρ � α � � t � ∂η

∂α � ηm � 2

� ∑
n � m

d �nmα � n � 1nmρ
�
α � � t � ηm � 1

� ∑
n � m

d �nm
∂

∂α �
�
mηm � 1α � nρ

�
α � � t � �

� ∂
∂α � � ∂H � 0 � � α � � η �

∂η

�
�
�
�
�
α �

ρ
�
α � � t � � 


La definición (2.59) conduce finalmente a

∂ρ
�
α � � t �
∂t

� ∂
∂α �

�
ρ
�
α � � t � v

�
α � � t � � � 0 
 (2.68)

En este caso se obtiene directamente una ecuación de continuidad para ρ
�
α � � t � , y el término en derivadas

segundas de H � 0 � que aparecı́a en el caso de un hamiltoniano en forma normal [ec. (2.60)] ha sido

cancelado gracias a la contribución de H � 1 � . De esta forma, los pasos que siguen a la ec. (2.63) conducen

a la expresión

A
� 0 � � α � � t ��� A

� 0 � � ξ �0 � 0 � J
� 1 	 2 �

con J dado por (2.64).

Ası́ pues, en el caso de un operador hamiltoniano con ordenación simétrica la aproximación semi-

clásica para la función de onda dependiente del tiempo viene dada por

Ψ
�
α � � t � � A

� 0 � � α � � t � e
i� S � 0 ��� α � � t �

� A
� 0 � � ξ �0 � 0 � J

� 1 	 2 e
i�

�
S � 0 � � ξ �0 � 0 � � 	 t

0

� � H � 0 ��� ξ �τ � ητ � � iητξ̇ �τ � dτ �

� Ψ
�
ξ �0 � 0 � J

� 1 	 2 e
i� 	 t

0

� � H � 0 � � ξ �τ � ητ � � iητξ̇ �τ � dτ (2.69)

Al comparar las ecs. (2.66) y (2.69) se observa que la única diferencia entre las aproximaciones para

operadores escritos en forma normal o en forma simetrizada radica en la aparición o no, respectivamente,

del término exp
�
iF � 2 � . Un análisis análogo al que hemos llevado a cabo permite comprobar que para el

caso de la ordenación antinormal se obtiene una expresión en la que interviene el término exp
� � iF � 2 � .

La inclusión o no de este término en las aproximaciones semiclásicas al propagador cuántico ha

sido objeto de algunas discusiones. Si bien Baranger et al [Bar01] reivindican su incorporación a las

expresiones semiclásicas que proponen, la aproximación de Solari [Sol86], diez años anterior, ya lo

incluı́a. La razón de que esta fase no aparezca en las aproximaciones de estados coherentes habituales

propuestas por Heller [Hel75] y otros [Kay94, Her84] se debe simplemente a que estos autores hacen uso

de operadores hamiltonianos con ordenación de Weyl (aunque en ocasiones no se indique explı́citamente)
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y, como hemos visto, en este caso este término no aparece. A pesar de la aparente arbitrariedad en la

aparición o no de exp
� �

iF � 2 � , el procedimiento sistemático que hemos seguido da cuenta de todos

los términos que aparecen en cada orden de
�

para cada uno de los esquemas de ordenación cuántica

utilizados.

Los resultados obtenidos para las distintas ordenaciones pueden condensarse en una expresión com-

pacta escribiendo

Ψ
�
α � � t ��� Ψ

�
ξ �0 � 0 � J

� 1 	 2 e
i
2 κF � α � � t � e

i� 	 t
0

� � Hx
� ξ �τ � ητ � � iητξ̇ �τ � dτ � (2.70)

donde κ viene dada por (2.33) y el hamiltoniano clásico Hx corresponde a la representación Q , P o W del

operador Ĥ considerado. De la ec. (2.70) puede extraerse una doble conclusión: por una parte, pone de

manifiesto el hecho de que, para un mismo hamiltoniano clásico, los diferentes esquemas de cuantización

conducirán a distintas aproximaciones para Ψ
�
α � � t � y, como veremos, a distintas formas del propagador

semiclásico. Por otra parte, la expresión (2.70) es válida para cualquier operador hamiltoniano cuántico,

con independencia de la ordenación que posea, siempre que se haga uso del sı́mbolo HQ, HP o HW con

el valor adecuado de κ prescrito por (2.33).

Consideremos como ejemplo el caso del oscilador armónico monodimensional, con un hamiltoniano

escrito en forma simetrizada como

ĤS �
�

ω
2

�
a†a � aa† ��� �

ω � a†a � 1
2 � (2.71)

y un estado de Fock � n � como estado inicial. En este caso, las trayectorias vienen dadas por las ecuaciones

de Hamilton (2.54), que para H S
W

�
ξ � � η ��� ωξ � η se escriben

ξ̇ �τ � i
∂H S

W

�
ξ �t � ητ �

∂ητ

�
�
�
�
ξ �τ
� iωξ �τ

η̇τ � � i
∂H S

W

�
ξ �τ � ητ �

∂ξ �τ
�
�
�
�
ητ

� � iωητ

y se integran como

ξ �τ � ξ �0 eiωτ

ητ � η0 e
� iωτ 


Las condiciones iniciales compatibles con las condiciones de contorno (2.55) corresponden a

η0 � 0

ξ �0 � α � e
� iωt 
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La función de onda inicial en la representación de Bargmann viene dada por

Ψ
�
α � � 0 ��� �

α � n � � α � n�
n!
�

de forma que A
� 0 � � α �0 � 0 � ∝ α � n y S

� 0 � � α �0 � 0 � � 0. Con estos resultados, la aproximación a la función de

onda puede escribirse como

Ψ
�
α � � t ��� Ψ

�
α � � 0 � e

� i � n � 1 	 2 � ωt
� α � n e

� i � n � 1 	 2 � ωt �

expresión que coincide con el resultado exacto.

2.2.2. Elementos de matriz del operador de evolución

La linealidad de la ecuación de Schrödinger (2.45) permite describir la correspondencia entre el

estado cuántico inicial definido por el vector de estado �Ψ � 0 � � y el estado a tiempo t mediante un operador

lineal Û
�
t � en la forma

�Ψ � t � � � Û
�
t ���Ψ � 0 � ��
 (2.72)

Este operador, llamado operador de evolución temporal, es unitario y satisface asimismo la ecuación de

Schrödinger:

i
� ∂

∂t
Û
�
t ��� Ĥ

�
t � Û

�
t ��


Esta ecuación, junto a la condición inicial

Û
�
0 ��� Î �

puede escribirse como la ecuación integral

Û
�
t ��� Î � i

�

�
t

0
Ĥ
�
t � � Û �

t � � dt � � (2.73)

que para el caso de operadores hamiltonianos independientes del tiempo (que es el que nos ocupa) puede

resolverse como 6

Û
�
t ��� eiĤt 	 � 
 (2.74)

6Si el operador Ĥ depende del tiempo pero los hamiltonianos a distintos tiempos commutan entre sı́, la solución formal de
(2.73) se escribe como

Û � t 	 	 e 
 i��� t
0 Ĥ � t � � dt � �

mientras que si los Ĥ’s a distintos tiempos no commutan, la solución más general viene dada por una serie de Dyson:

Û � t 	 	 Î �
∞

∑
n � 1


 
 i
� � n � t

0
dt1

� t1

0
dt2 	�	�	

� tn � 1

0
dtn Ĥ � t1 	 Ĥ � t2 	 	�	�	 Ĥ � tn 	 �

que simbólicamente puede escribirse en términos del operador de ordenación temporal de Dyson, � , como

Û � t 	 	��
�
e 
 i� � t

0 Ĥ � t � � dt � � � t � 0 �
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La expresión (2.74) para el operador de evolución es independiente de la representación. Sus elemen-

tos de matriz tienen una importante interpretación en términos de amplitud de transición. Ası́ proyectando

la ec. (2.72) en la representación de posiciones, por ejemplo, se tiene

Ψ
�
q � t � � �

q �Ψ � t � � � �
q � Û �

t ���Ψ � 0 � � �
�

dq � � q � Û �
t ��� q � � � q � �Ψ � 0 � �

�
�

dq � K � q � t;q � � 0 � Ψ
�
q � � 0 ��� (2.75)

donde hemos hecho uso de la relación de cierre
�

dq � q � � q � � Î. El kernel de la ec. (2.75),

K
�
q � t;q � � 0 ��� �

q � Û �
t ��� q � ��� (2.76)

recibe el nombre de propagador cuántico. 7 De esta manera, la evolución temporal de la función de

ondas queda completamente definida si se conoce K
�
q � t;q � � 0 � y si Ψ

�
q � � 0 � está dada inicialmente, lo

que es un reflejo de la naturaleza causal de la mecánica cuántica. El solapamiento
�
q � t � q � � 0 � identifica la

amplitud de probabilidad de que una partı́cula preparada en t � 0 con un autovalor para la posición dado

por q � sea encontrada a un tiempo posterior t en q. De esta forma, puede interpretarse como la amplitud

de transición de una partı́cula en un punto espacio-temporal
�
q � � 0 � a otro punto espacio-temporal

�
q � t � .

En la representación de Bargmann, el propagador cuántico viene definido según

Ψ
�
α � � t ���

���
d2β
π

�
�
α � Û �

t ��� β � � β �Ψ � 0 � � e
� ββ � 	 � �

� �
d2β
π

� K
�
α � � t;β � 0 � Ψ

�
β � � 0 ���

donde

K
�
α � � t;β � 0 � � �

α � Û �
t ��� β � e

� ββ � 	 � 


La aproximación semiclásica a la función de onda en la representación de Bargmann, Ψ
�
α � � t ��� � α �Ψ � t � � ,

permite obtener una aproximación semiclásica a este propagador cuántico. Efectivamente, como hemos

indicado, las expresiones (2.66) y (2.69) dependen del estado inicial �Ψ � 0 � � a partir del cual evoluciona

la función de onda. El caso particular en el que el estado inicial es un estado de Bargmann, �Ψ � 0 � �
� � β � ,
es especialmente interesante, puesto que estas expresiones proporcionarán una aproximación a los ele-

mentos de matriz del operador de evolución entre dos estados coherentes:

�
α �Ψ � t � ��� �

α � Û �
t ���Ψ � 0 � � � �

α � Û �
t ��� β � � Ψ

�
α � � β � t ��� Ψ

�
ξ �t � η0 � t ���

7Estrictamente, el propagador retardado se define como

K � q � t;q � � 0 	 	 � q � Û � t 	 � q � � Θ � t 	 �
donde Θ � t 	 es la función de Heaviside (Θ � t 	 	 1 si t � 0, y Θ � t 	 	 0 si t � 0). Nótese sin embargo que la ec. (2.75) se cumple
incluso para t � 0, en cuyo caso puede introducirse un propagador avanzado que serı́a distinto de cero sólo para t � 0. De la
misma manera, es posible definir unos operadores de evolución hacia adelante o hacia atrás mediante Û

�
� t 	 	�� Θ � � t 	 Û � t 	 .
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donde hemos mostrado la dependencia de la función de onda con la condición inicial β. En este caso los

valores iniciales de la amplitud y la fase pueden obtenerse teniendo en cuenta que para t � 0 se tiene

Ψ
�
α � � β � 0 � �

A
� 0 � � α � � β � 0 � eiS � 0 � � α � � β � 0 � 	 �

� �
α �Ψ � 0 � � � �

α � β ��� eα � β 	 � �

de donde

A
� 0 � � α � � β � 0 � � 1

S
� 0 � � α � � β � 0 � � � iα � β 


La condición de contorno (2.55a) permite identificar

η0 � i
∂S

� 0 � � α � � β � 0 �
∂α � � β 
 (2.77)

Es decir, al fijar el estado inicial como un estado coherente � β � se determina asimismo el valor que toma

la variable compleja η en t � 0, que en este caso particular será independiente del valor de ξ �0. (Nótese

sin embargo que este estado inicial no proporciona ninguna información acerca del valor inicial de la

variable ξ �τ , es decir, ξ �0 permanece aún indeterminada). Ası́ pues, el propagador en la representación de

Bargmann puede aproximarse por

�
α � Û �

t ��� β � � � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

e
i
2 κ 	 t

0
∂2Hx � ξ �τ 
 ητ �

∂ξ �τ∂ητ
dτ

e
1� ηtα � � i� 	 t

0 � � Hx
� ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ (2.78)

� � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

e
i
2 κ 	 t

0
∂2Hx � ξ �τ 
 ητ �

∂ξ �τ∂ητ
dτ

e
1� βξ �0 � i� 	 t

0

� � Hx
� ξ �τ � ητ � � iητξ̇ �τ � dτ � (2.79)

donde κ cumple (2.33).

Como vemos, la obtención del elemento de matriz
�
α � Û �

t ��� β � conlleva la integración de dos variables

complejas independientes, ξ �τ y ητ, de las que tenemos información parcial en los instantes inicial y final;

esto es, en τ � 0 conocemos el valor de la variable η0 (dado por β), pero el valor de ξ �0 está indeterminado

(y es distinto de β � ), mientras que en el instante final τ � t lo que conocemos es el valor de ξ �t (dado por

α � ), pero no el valor de ηt (que en general será distinto de
�
α ��� � ).

Encontrar las trayectorias complejas que cumplan este tipo de condiciones de contorno mixtas a dos

tiempos generalmente no es sencillo.8 Por este motivo ha habido intentos de transformar este problema

mixto a dos tiempos en un problema de valores iniciales, en el que se conozca el valor de ambas vari-

ables a tiempo inicial, puesto que en este caso la trayectoria clásica que contribuye está unı́vocamente

8De hecho, dificultad se incrementa a medida que aumenta el número de dimensiones del problema, ya que en el caso de
que la dinámica clásica subyacente sea caótica el número de trayectorias que contribuyen al llamado “problema de la búsqueda
de raı́ces” puede ser extremadamente grande (aparte del hecho de que el método de búsqueda tendrı́a que enfrentarse a la alta
inestabilidad de las trayectorias respecto a pequeñas variaciones en las condiciones iniciales).
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t

η

ξ  = α
0

0ξ*
t

τ = 0 τ =

η  = β t

**

Figura 2.2: Condiciones de contorno de la trayectoria compleja requerida para evaluar el elemento de matriz
� α � Û � t ��� β � .

determinada. Este método (conocido como IVR, del inglés Initial Value Representation) ha sido utilizado

tanto en el formalismo de estados coherentes (Klauder [Kla87], Herman y Kluk [Her84], Kay [Kay94],

Grossmann [Gro98]) como en la representación de coordenadas (Campolieti y Brumer[Cam98], Miller

[Mil70, Mil74], Levit y Smilansky [Lev77]). Una revisión y clasificación de las aproximaciones semi-

clásicas basadas en paquetes de onda gaussianos, derivadas de un formalismo de integrales de camino en

estados coherentes (expresadas tanto en forma de problemas con condiciones de contorno mixtas o como

representaciones de valores iniciales) puede encontrarse en [Gro99].

Se han obtenido expresiones para el elemento de matriz del operador de evolución análogas a (2.79)

desde un formalismo de integrales de camino de Feynman para el cálculo del propagador [Kur80]. En

este formalismo, el propagador
�
α � e � iĤ 	 � � β � se evalúa subdividiendo el intervalo temporal

�
0 � t � en N

intervalos de longitud ε � t � N e insertando N � 1 veces la relación de cierre para los estados coherentes

entre dos intervalos adyacentes. El paso al continuo a través de los lı́mites N � ∞, ε � 0 debe llevarse

a cabo con especial cuidado, considerando las expresiones continuas adecuadas que finalmente darán

lugar al término exp
�
iF � 2 � en el elemento de matriz del propagador. Baranger el at [Bar01], ası́ como

Castro Neto y Caldeira [Cas90] y Klauder [Kla86, Kla87], aluden a las condiciones de contorno mixtas

para introducir, quizás de una manera que pudiera parecer artificial, los términos necesarios para obtener

un resultado correcto. Schulman [Sch81], por el contrario, no da cuenta del término exp
�
iF � 2 � , aunque

intuye que su aparición está relacionada con el problema de ordenación de los operadores cuánticos. El

motivo de que la introducción de estos términos extra pueda resultar ad hoc al evaluar el elemento de

matriz
�
α � Û �

t ��� β � tiene que ver con la normalización de los estados coherentes, debido a los términos

gaussianos que provienen del solapamiento
�
α � β � � exp 	 � � �α � 2 � � β � 2 � � � 2 � � � α � β � � 
 . En la repre-

sentación de Bargmann (estados coherentes no normalizados) los cálculos se simplifican considerable-

mente, y las gaussianas que los relacionan con los estados coherentes [ �α �
� exp
� � �α � 2 � 2

� ���α � ] pueden

añadirse después de haber obtenido el elemento de matriz
�
α � Û �

t ��� β � . En este sentido, el método de So-

lari [Sol86], basado en estados de Bargmann, proporciona un resultado más directo que los anteriores. Es

importante señalar que en todos los métodos semiclásicos propuestos para obtener el elemento de matriz

del operador de evolución entre dos estados coherentes, tanto en el formalismo de integrales de camino
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como en la generalización de la teorı́a WKB en la representación de Bargmann, las aproximaciones se ll-

evan a cabo evaluando las integrales involucradas mediante la aproximación de fase estacionaria. En este

sentido, el algoritmo que hemos propuesto tiene la ventaja no sólo de simplificar de manera considerable

los cálculos, sino de proporcionar una expresión para el propagador de una manera directa, sin pasar por

la aproximación de fase estacionaria. Hasta donde sabemos, esta forma de proceder no ha sido empleada

anteriormente.

2.2.3. Aproximación semiclásica al operador de evolución

Los elementos de matriz del operador de evolución dados por (2.78) definen la representación Q del

operador del evolución:

UQ
�
α � � β � t ���

�
α � Û �

t ��� β ��
α � β � 


En la presente sección obtendremos una expresión integral para el operador Û
�
t � asumiendo una repre-

sentación P generalizada para éste, dada por

Û
�
t ���

�
dα dα �

2π
�

i
UP

�
δt � α � � t � � δt � � α ��� (2.80)

donde δt está relacionada con α y α � a través de una aplicación dependiente del tiempo.

Como sabemos, la no-ortogonalidad de los estados coherentes es responsable de que éstos formen

una base que es sobrecompleta. La forma P para el operador identidad tiene la forma

Î �
���

d2α
π

� �α � � α � �
���

d2α
π

� �α � � α � e � αα � 	 � 
 (2.81)

Insertando esta relación de cierre a cada lado del operador de evolución, éste puede escribirse como

Û
�
t ���

���
d2α
π

� e
� αα � 	 �

� �
d2β
π

� e
� ββ � 	 � �α � � α � Û �

t ��� β � � β ��
 (2.82)

Estas integrales están definidas en un espacio complejo en el que existe una estructura simpléctica, y la

bi-forma que la define constituye una medida d2α que es real y viene dada por d2α
�

d
�
Re α � d

�
Im α �

(en este párrafo, lo que digamos para las variables α, α � deberá aplicarse igualmente a las variables β,

β � ). Una de las ventajas más interesantes que presenta la representación de Bargmann consiste en la

posibilidad de poder extender estas integrales a una variedad compleja con una métrica diagonal definida

por dµ � dα dα � en la que las variables α y α � en general son independientes, es decir, no están rela-

cionadas por conjugación compleja. (No obstante, en cualquier momento tenemos la libertad de elegir

las variables α y α � de forma que sı́ sean complejas conjugadas entre sı́, esto es,
�
α ��� � � α). De esta

forma, la ec. (2.82) puede escribirse como

Û
�
t ���

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i

�
Γβ 
 β � dβ dβ �

2π
�

i
�α � � α � Û �

t ��� β � � β � e � αα � 	 � � ββ � 	 � � (2.83)
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donde los caminos de integración Γα � α � , son curvas parametrizadas por las variables reales del espacio

de fases q y p. En estas superficies, las variables α y α � son complejas conjugadas entre sı́. En el caso de

que el integrando de (2.83) sea una función holomorfa (analı́tica) de las variables α y α � , estos contornos

podrán deformarse dependiendo de las condiciones de convergencia del kernel de (2.83) para valores

asintóticamente grandes de �Re α � y �Re α � � . 9

La aproximación semiclásica obtenida para
�
α � Û �

t ��� β � cumple el requerimiento de analiticidad exigi-

do para poder llevar a cabo esta deformación. Como se ha indicado, la evaluación de este elemento de

matriz requiere resolver un problema con condiciones de contorno mixtas a dos tiempos. Para poner de

manifiesto el hecho de que la variable β hace referencia al estado inicial y α � al final, es conveniente

9Por ejemplo, el solapamiento entre dos estados de Bargmann puede obtenerse insertando la relación de cierre según

� β � γ 	 	 � β �
�

Γα � α �
dα dα �

2π � i �α 	 � α � e 
 αα � � � � γ 	 	
�

Γα � α �
dα dα �

2π � i eβ � α � � e 
 αα � � � eα � γ � � �

Puesto que el integrando es una función analı́tica, puede llevarse a cabo una deformación de los contornos Γα � α � . Escribiendo
la variable α en la forma α 	 γ � ρ eiθ, podemos elegir para la otra variable α � un camino de integración Γα � definido por α � 	
r e 
 iθ, con 0

�
r

� ∞ y la misma fase θ que α. La integración a lo largo de este camino da lugar a la función � eβ � α � � � � α 
 γ 	 ,
que tiene un polo en α 	 γ. De esta manera, la integral en α restante, dada por

� β � γ 	 	
�

Γα

dα
2πi

eβ � α � �
α 
 γ

�

deberá llevarse a cabo a lo largo de un camino Γα que encierre esta singularidad. Eligiendo este camino como el cı́rculo de
radio ρ y centro en α 	 γ se llega al resultado correcto:

� β � γ 	 	 Res � α 	 γ � 	 lı́m
α � γ � α 
 γ 	 eβ � α � �

α 
 γ
	 eβ � γ � � �

donde Res denota el residuo del polo α 	 γ. Otra elección posible de los caminos Γα � α � viene dada por

α 	 1
�

2 � q � ip 	 � χ

α � 	 1
�

2 � q 
 ip 	 � ζ � �
donde q y p son parámetros reales, y χ y ζ � dos constantes complejas. Puesto que en este caso los caminos son independientes
de β y γ, en realidad lo que se tiene es una resolución de la identidad diferente:

Î 	
�

dα dα �
2π � i e 
 � α � � ζ � � � α � χ � � � �α � χ 	 � α � ζ � �

De hecho, la elección α 	 q y α � 	 
 ip conduce a otra forma interesante de resolución de la identidad:

Î 	
�

dq dp
2π � eipq � � � q 	 � ip � �

De esta manera, una expresión generalizada para la resolución de la identidad, más general que la dada por (2.81), tendrá la
forma

Î 	
�

Γη � ξ �
dη dξ �
2π � i e 
 ξ � η � � �η 	 � ξ � � (2.84)

que será válida para determinada elección de los caminos Γη � ξ � , siendo η y ξ � dos variables complejas independientes.
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realizar un cambio en la notación, escribiendo el núcleo de la ec. (2.83) como

�
α � Û �

t ��� β � � A
� 0 � � α � � β � t � e

i� S � 0 ��� α � � β � t � � A
� 0 � � ξ �t � η0 � t � e

i� S � 0 � � ξ �t � η0 � t � � (2.85)

con A
� 0 � y S

� 0 � dados por (2.65) y (2.56), respectivamente, con lo que el operador de evolución (2.83) se

escribe

Û
�
t ���

�
dα dξ �t
2π

�
i

�
dη0 dβ �

2π
�

i
�α � A

� 0 � � ξ �t � η0 � t � e
i� S � 0 � � ξ �t � η0 � t � � β � e � αξ �t 	 � � η0β � 	 � 
 (2.86)

La mayorı́a de las expresiones semiclásicas propuestas para el operador de evolución involucran

aproximaciones a integrales con un kernel del tipo eiS � qt � 	 � mediante procedimientos conocidos como

método de fase estacionaria o de steepest-descent (máxima pendiente de descenso) [Ble75]. Estas aprox-

imaciones son válidas en el lı́mite semiclásico
� � 0, en el cual la función exponencial presenta fuertes

oscilaciones y las contribuciones a la integral pueden reducirse a las de los puntos qs
t en los que la fase es

estacionaria, esto es, ∂qS
�
qs

t
� � 0. En este caso aplicaremos este método para obtener una aproximación

a las integrales en ξ �t y η0 que intervienen en (2.86), por lo que escribimos esta integral como

Û
�
t ���

�
Γα 
 β � dα dβ �

2π
�

i

�
Γξ �t 
 η0

dξ �t dη0

2π
�

i
�α � A

� 0 � � ξ �t � η0 � t � e
i� φ � ξ �t � η0;t � � β ��� (2.87)

con

φ
�
ξ �t � η0; t ��� S

� 0 � � ξ �t � η0 � t � � iαξ �t � iη0β � � (2.88)

donde la notación para φ
�
ξ �t � η0; t � indica que las variables α y β � se consideran fijas al realizar la integral.

Estrictamente hablando, ninguno de los nombres anteriores es del todo correcto en nuestro caso, puesto

que la función φ, al ser compleja, no es una “fase” en sentido estricto. Por otra parte, el término steepest-

descent hace referencia a una interpretación geométrica para el caso de una única variable compleja. El

término más adecuado es el de método de saddle-point o punto de silla. En cualquier caso, haremos uso

de una generalización del método de fase estacionaria a integrales de variable compleja, desarrollando

hasta segundo orden la fase φ
�
ξ �t � η0; t � en torno a los puntos estacionarios, definidos por ∂ξ �t φ � ∂η0φ � 0,

y evaluando las integrales gaussianas de forma exacta [ver Apéndice (B)]. Debe tenerse en cuenta que al

evaluar la integral por este método, la variedad Γξ �t � η0
debe deformarse de forma que incluya los puntos

estacionarios del exponente. Como último apunte hemos de hacer notar que la exponencial e iF � α � � t � 	 2 que

aparece en el prefactor A
� 0 � no ha sido incluida en la fase φ que hemos de hacer estacionaria puesto que

se trata de un término clásico que no depende de
�

y por tanto no produce oscilaciones en el lı́mite
� � 0.

El cálculo de las derivadas de φ con respecto a ξ �t y η0 involucra la evaluación de las derivadas de la

acción S
� 0 � � ξ �t � η0 � t � con respecto a estas variables. A continuación abriremos un paréntesis para obtener

estas derivadas. Las condiciones de contorno mixtas para la evaluación de
�
α � Û �

t ��� β � permiten definir

como variables independientes las dos variables que están fijas en los extremos, esto es, η0 � β y ξ �t � α � ,
además del tiempo t, mientras que β � y α deben entenderse como funciones de estas tres variables. De
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esta manera, variaciones infinitesimales δη0, δξ �t y δt en cada una de estas variables independientes

inducirán variaciones δβ � y δα en las variables β � y α, ası́ como variaciones en la propia trayectoria. La

correspondiente variación en la acción S
� 0 � � ξ �t � η0 � t � , dada por (2.56), será:

δS
� 0 � � � iξ �0 δη0 � iη0 δξ �0 �

�
t � δt

0

�
� ∂H

∂ξ �τ δξ �τ � ∂H
∂ητ

δητ � iξ̇ �τ δητ � iητ δξ̇ �τ � dτ

� � � H
�
ξ �t � ηt � � iηt ξ̇ �t � δt 
 (2.89)

Evaluando por partes la integral�
t � δt

0
ητ δξ̇ �τ dτ � η δξ � � t � δt

0 �
�

t � δt

0
η̇τ δξ �τ dτ

se observa que el lı́mite inferior de la integral en τ no cambia, mientras que para evaluar el lı́mite superior

debe tenerse en cuenta que la variación en ξ � se debe no sólo a la propia variación de esta variable, sino

a la variación inducida por el cambio de t a t � δt, con lo que�
t � δt

0
ητ δξ̇ �τ dτ � ηt

�
δξ �t � ξ̇ �t δt � � η0 δξ �0 �

�
t � δt

0
η̇τ δξ �τ dτ 


De esta forma, la variación inducida en la acción, ec. (2.89), vendrá dada por

δS
� 0 � � �

�
t � δt

0

� � ∂H
∂ξ �τ � iη̇τ � δξ �τ � � ∂H

∂ητ
� iξ̇ �τ � δητ � dτ

� iξ �0 δη0 � iηt δξ �t � H
�
ξ �t � ηt � δt 
 (2.90)

La primera lı́nea de la ec. (2.90) indica que aquellas trayectorias para las que se satisfacen las ecuaciones

de Hamilton

η̇τ � � i
∂H

�
ξ �τ � ητ �

∂ξ �τ
ξ̇ �t � i

∂H
�
ξ �τ � ητ �

∂ητ

tienen una acción S
� 0 � estacionaria cuando las variables independientes ξ �t , η0 y t se mantienen fijas. Para

estas trayectorias podemos obtener las derivadas de S
� 0 � respecto a dichas variables teniendo en cuenta

la relación

δS
� 0 � � ξ �t � η0 � t ��� ∂S

� 0 � � ξ �t � η0 � t �
∂ξ �t

�
�
�
�
�
η0 � t

δξ �t � ∂S
� 0 � � ξ �t � η0 � t �

∂η0

�
�
�
�
�
ξ �t � t

δη0

� ∂S
� 0 � � ξ �t � η0 � t �

∂t

�
�
�
�
�
ξ �t � η0

δt 
 (2.91)
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Identificando términos en (2.90) y (2.91), obtenemos finalmente las derivadas deseadas: 10

ηt � i
∂S

� 0 � � ξ �t � η0 � t �
∂ξ �t (2.92a)

ξ �0 � i
∂S

� 0 � � ξ �t � η0 � t �
∂η0

(2.92b)

� H
�
ξ �t � ηt � � ∂S

� 0 � � ξ �t � η0 � t �
∂t


 (2.92c)

La última de estas igualdades corresponde a la ecuación de Hamilton-Jacobi (2.50).

Una vez obtenidas las derivadas de la acción, podemos cerrar el paréntesis abierto y obtener los

valores
�
ξ � st � ηs

0 � que hacen que la fase de la integral en ξ �t y η0 en (2.87) sea estacionaria. Estos valores

son tales que

∂φ
�
ξ � st � ηs

0 � t �
∂ξ �t � ∂S

� 0 � � ξ �t � η0 � t �
∂ξ �t � iα � � iηt � iα � 0

∂φ
�
ξ � st � ηs

0 � t �
∂η0

� ∂S
� 0 � � ξ �t � η0 � t �

∂η0
� iβ � � � iξ �0 � iβ � � 0 �

esto es:

ηt � α (2.93a)

ξ �0 � β � 
 (2.93b)

Como sabemos, la evaluación del elemento de matriz
�
α � Û �

t ��� β � requiere determinar la trayectoria com-

pleja � ξ �τ � ητ;0 � τ � t � que cumple las condiciones de contorno

ξ �t � α �
η0 � β 


Cuando se integra sobre todos los posibles valores de η0 y ξ �t , el método de saddle point selecciona

únicamente aquellas trayectorias tales que ηt � α y ξ �0 � β � . (Recordemos que esta integral ha sido

calculada manteniendo fijos los valores de α y β � ).
10Existe otra manera de obtener estas derivadas, que consiste en escribir la aproximación para el elemento de matriz de Û � t 	

como � α � Û � t 	 � β 	 	 � Ψ � 
 t 	 � β 	 � Ψ � � α � 
 t � β � 
 t 	 , es decir, considerando la evolución hacia atrás en el tiempo del estado final
�α 	 y su solapamiento con el estado inicial � β 	 . El procedimiento a seguir serı́a el mismo que el descrito en la sección (2.2.1),
proyectando la ecuación compleja conjugada a la de Schrödinger, 
 i � ∂

∂t � Ψ � t 	 � 	 � Ψ � t 	 � Ĥ† 	 � Ψ � t 	 � Ĥ , sobre los estados de
Bargmann


 i � ∂
∂t

� Ψ � t 	 �β 	 	 � Ψ � t 	 � Ĥ � β 	 �
escribiendo Ψ � � β � 
 t 	 como A � β � 
 t 	 exp � iS � β � 
 t 	 � � 	 , y desarrollando A y S en potencias de � . La ecuación obtenida para el
orden � 0 corresponde a una ecuación de Hamilton-Jacobi de la forma

∂S � 0 � � β � t 	
∂t

� H

�
i
∂S � 0 � � β � t 	

∂β
� β � 	 0

que permite definir la variable α � como α � � i ∂S � ∂β [ec. (2.92b)].



74 LA FUNCIÓN DE ONDA EN LA REPRESENTACIÓN DE BARGMANN

En la aproximación de la integral (2.87) por el método de fase estacionaria interviene el determinante

de la matriz de derivadas segundas de la fase φ
�
ξ �t � η0 � t � . Estas derivadas se reducen a las derivadas se-

gundas de la acción S
� 0 � que, como veremos, pueden escribirse en términos de los elementos de la matriz

de estabilidad del sistema. Teniendo en cuenta que vamos a efectuar sucesivos cambios de variables hasta

obtener el resultado final, es conveniente mostrar explı́citamente las integrales gaussianas que hemos de

evaluar. Ası́, la expresión (2.87) puede aproximarse por

Û
�
t � �

�
Γη 
 ξ �0 dηt dξ �0

2π
�
i
�ηt � A � 0 � � ξ �t � η0 � t � e

i� φ � ξ �t � η0;t � � ξ0 �

� �
Γξ �t 
 η0

dξ �t dη0

2π
�

i
e

i
2 �

�
∂2φ � ξ �t 
 η0;t �

∂ξ �t 2 ���� s
ξ �t 2 � ∂2φ � ξ �t 
 η0;t �

∂η2
0

���� s
η2

0 � 2
∂2φ � ξ �t 
 η0;t �

∂ξ �t ∂η0 ���� s
ξ �t η0 � 
 (2.94)

En la integral gaussiana de (2.94) efectuaremos un primer cambio de variables: ξ �t � ξ �0. Las derivadas

segundas de la fase que aparecen en el exponente se reducen a las derivadas segundas de S
� 0 � � ξ �t � η0 � t � .

Con el cambio de variables mencionado, se tiene:

∂S
� 0 �

∂ξ �0

�
�
�
�
�
η0

� ∂S
� 0 �

∂ξ �t
∂ξ �t
∂ξ �0 � � i ηt M22

∂S
� 0 �

∂η0

�
�
�
�
�
ξ �0

� ∂S
� 0 �

∂η0
� ∂S

� 0 �

∂ξ �t
∂ξ �t
∂η0

� � i ξ �0 � i ηtM21 �

mientras que las derivadas segundas tendrán la forma

∂2S
� 0 �

∂ξ �02 � � i
∂ηt

∂ξ �0
M22 � � i M12M22

∂2S
� 0 �

∂η0∂ξ �0 � � i
∂ηt

∂η0
M22 � � i M11M22

∂2S
� 0 �

∂ξ �0∂η0
� � i

∂ξ �0
∂ξ �0

� i
∂ηt

∂ξ �0 M21 � � i
�
1 � M12M21 �
� � i M11M22

∂2S
� 0 �

∂η2
0

� � i
∂ηt

∂η0
M21 � � i M11M21 


En estas relaciones, Mi j denotan los elementos de la matriz de estabilidad generalizada, M, que relaciona

pequeños desplazamientos de la trayectoria clásica compleja en torno al punto inicial a tiempo τ � 0 con

los desplazamientos a tiempo τ � t:

� δηt

δξ �t � � ��� ∂ηt
∂η0

�
�
�
ξ �0

∂ηt
∂ξ �0

�
�
�
η0

∂ξ �t
∂η0

�
�
�
ξ �0

∂ξ �t
∂ξ �0

�
�
�
η0

�	�
 � δη0

δξ �0 � �
M � δη0

δξ �0 � 
 (2.95)
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Esta matriz es simpléctica y por tanto su determinante es la unidad: 11

det M � M11M22 � M12M21 � 1 
 (2.96)

En estas condiciones, la integral gaussiana que aparece en (2.94) viene dada por�
Γξ �0 
 η0

dξ �0 dη0

2π
�

i

�
�
�
�
∂ξ �t
∂ξ �0

�
�
�
� e

i
2 �

�
∂2S � 0 �
∂ξ �02 ξ �02 � ∂2S � 0 �

∂η2
0

η2
0 � 2 ∂2S � 0 �

∂ξ �0∂η0
ξ �0η0 � � M22

�
detD � � 1 	 2 �

donde el término M22 corresponde al jacobiano de la transformación ξ �t � ξ �0 y la matriz D está dada por

D � �� ∂2S � 0 �
∂ξ � 20

∂2S � 0 �
∂ξ �0∂η0

∂2S � 0 �
∂η0∂ξ �0

∂2S � 0 �
∂η2

0

�
 � � i � M12M22 M11M22

M11M22 M11M21 � �

cuyo determinante vale

detD � � M11M22
�
M21M12 � M11M22 ��� M11M22 �

según la propiedad (2.96). Con estos resultados, la integral (2.94) se escribe:

Û
�
t ���

�
Γηt 
 ξ �0 dηt dξ �0

2π
�

i
� M22

M11 � 1 	 2
A
� 0 � � ξ �t � η0 � t � e

i� φ � ξ �t � η0;t � �ηt � � ξ0 �

�

�
Γηt 
 ξ �0 dηt dξ �0

2π
�

i

�
M11 � � 1 	 2 e

i
2 κ 	 t

0
∂2H � ξ �τ 
 ητ �

∂ξ �τ∂ητ
dτ

e � 1� η0ξ �0 � i� 	 t
0 � � H � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ �ηt � � ξ0 � (2.97)

Un último cambio de variables ηt
� η0 (con el consiguiente término de jacobiano ∂ηt � ∂η0

�
M11)

conduce a la expresión final para el operador de evolución semiclásico:

Û
�
t ���

�
Γη0 
 ξ �0 dη0 dξ �0

2π
�

i
� ∂ηt

∂η0 � 1 	 2
e

i
2 κ 	 t

0
∂2H � ξ �τ 
 ητ �

∂ξ �τ∂ητ
dτ

e � 1� η0ξ �0 � i� 	 t
0 � � H � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ �ηt � � ξ0 ��� (2.98)

donde los valores de ξ �0 y de η0 proporcionan la condición de contorno a un mismo tiempo para la

trayectoria genérica compleja.

Como caso particular, podemos elegir Γη0 � ξ �0 como la variedad del espacio de fases en la que ξ �0 � α �
es la compleja conjugada de η0 � α, y las trayectorias son reales. En este caso, Û

�
t � tiene la forma de

representación P generalizada dada por la ec. (2.80), es decir

Û
�
t ���

���
dα dα �

2π
�

i
UP

�
αt � α � � t � �αt � � α ��� (2.99)

con un kernel dado por

UP
�
αt � α0 � t ��� � ∂αt

∂α0 � 1 	 2
e

i
2 κ 	 t

0
∂2H � α �τ 
 ατ �

∂α �τ ∂ατ
dτ

e � 1� α0α �0 � i� 	 t
0 � � H � α �τ � ατ � � iα �τ α̇τ � dτ 
 (2.100)

11Esta propiedad es un reflejo de la propiedad de preservación de área que cumple un flujo hamiltoniano, consecuencia
directa del teorema de Liouville.
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Solari [Sol86] ha obtenido este resultado para hamiltonianos con ordenación normal haciendo uso de una

aproximación diferente. Los elementos de matriz entre estados � q � del operador (2.99) para el caso de

un hamiltoniano con ordenación simétrica conduce a la representación semiclásica de Herman-Kluk del

propagador [Her84].

Esta forma P del operador de evolución proporciona una representación de valores iniciales (IVR)

para el propagador, en la que las trayectorias que intervienen quedan determinadas por condiciones dadas

únicamente en el instante inicial. Deformando convenientemente la variedad de integración, estas trayec-

torias pueden hacerse complejas, de forma que en lugar de la ec. (2.99), se tendrı́a una representación

IVR más general, dada por (2.98), en la que η0 y ξ �0 son variables complejas independientes.

Existe una clase diferente de representación IVR semiclásica, propuesta por Heller, basada en una

aproximación a la función de onda dada por un paquete de onda gaussiano. En la Frozen Gaussian Ap-

proximation [Hel81] (FGA, o aproximación de gaussiana “congelada”), la función de onda se aproxima

por una superposición de paquetes gaussianos, cada uno de los cuales está centrado en una trayectoria

clásica y tiene una fase dada por la integral de acción clásica a lo largo de dicha trayectoria, evolucio-

nando en el tiempo sin distorsionar su forma. (El propagador de Herman-Kluk [Her84] entra dentro de

esta categorı́a de aproximaciones FGA). En la Thawed Gaussian Approximation [Hel75, Hel76] (TGA

o aproximación de gaussiana “derretida”), se aproxima el paquete de ondas por una única gaussiana.

Truncando el desarrollo del potencial en torno al centro instantáneo del paquete a orden cuadrático, se

encuentra que el paquete evoluciona manteniendo la forma gaussiana (puesto que a cada instante de

tiempo el paquete siente un potencial armónico), si bien cambia de anchura y adquiere una fase igual a

la integral de acción a lo largo del camino clásico. En la Generalized Gaussian Wave Packet Dynamics

(GGWPD) [Hub88] se efectúa una extensión de la dinámica de paquetes de onda gaussianos a un espacio

de fases complejo, y se obtienen los elementos de matriz del propagador en una “representación mixta”:�
q � Û �

t ��� g � , donde � g � es un estado gaussiano.

Es posible derivar estas aproximaciones a partir del formalismo WKB en la representación de Bargmann

que hemos desarrollado. Sin embargo, pospondremos esta demostración hasta el Capı́tulo 5. En este

capı́tulo obtendremos una aproximación a la función de onda mediante un método variacional que, en el

lı́mite semiclásico, reproduce la aproximación (2.78) para el propagador en estados coherentes. En ese

contexto resulta más intuitivo derivar los resultados de Heller y, como consecuencia, mostrar la equiva-

lencia de ambos tipos de aproximación.

Conviene indicar que este procedimiento de “complexificación de las variables de posición y mo-

mento” ha sido utilizado anteriormente en diversas aproximaciones semiclásicas al propagador (Klauder

[Kla79], Kuratzuji y Mizobuchi [Kur81a, Kur81b], ası́ como Blaizot y Orland [Bla81]). Sin embargo,

esta extensión a variable compleja resulta mucho más natural en el formalismo de estados de Bargmann,

debido a su naturaleza compleja intrı́nseca. En el Capı́tulo 4 se pondrán de manifiesto las ventajas de esta
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estructura compleja mediante el uso de trayectorias complejas en la descripción de fenómenos puramente

cuánticos como el tunneling.



Capı́tulo 3

Aproximaciones uniformes

3.1. Aproximación uniforme a la función de onda independiente del tiem-
po

Los problemas de divergencia en las cáusticas que presenta la aproximación WKB constituyen un

importante inconveniente para su uso en aplicaciones prácticas [Mil53]. Ası́, en los puntos que separan

las regiones clásicamente permitidas y clásicamente prohibidas, la aproximación “explota”, y las expre-

siones para la función de onda se vuelven incorrectas. Aunque en principio es posible remediar este

problema ajustando de forma suave distintas expresiones semiclásicas que son válidas localmente en

distintas regiones del espacio (tal y como propone Maslov [Mas81, Del86]), esto requiere estar pasando

de una a otra representación mixta de coordenadas y momentos.

Es altamente deseable por tanto obtener una expresión semiclásica para la función de onda que sea

globalmente uniforme, esto es, que sea válida para todos los puntos del espacio y que sea uniformemente

exacta en el lı́mite clásico. Se han propuesto diversas aproximaciones para la función de onda indepen-

diente del tiempo dentro del formalismo de estados coherentes [Hel81, Her84, Lit85, McD85, Kla86,

Lit86a, Lit86b, Kur89, Vor89].

En este capı́tulo derivaremos la aproximación semiclásica uniforme para la función de ondas prop-

uesta por Zor y Kay [Zor96] haciendo uso de transformaciones unitarias, ası́ como de la aproximación

a la función de onda en la representación de Bargmann descrita en el capı́tulo anterior. Esta expresión

uniforme viene dada por

Ψ
�
x ��� N

�
dt Ct e � � λt� � x � qt � 2 � i� pt

� x � qt � � i� 	 t
0 pτq̇τ dτ � � (3.1)

donde pt y qt son el momento y la coordenada en el tiempo t para la trayectoria clásica correspondiente

al estado cuántico �Ψ � . El factor prexponencial está definido por

Ct � �
ṗt � 2iλt q̇t � 1 	 2 � (3.2)
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en el que la fase de la raiz cuadrada se ha elegido de tal manera que Ct sea una función continua de t.

La integración temporal se realiza a lo largo de un periodo del movimiento
�
0 � T � si el sistema es ligado,

y se extiende hasta infinito si no lo es. En el caso más sencillo, λ es una constante arbitraria, finita y

positiva; para un caso más general, puede elegirse como una función arbitraria de t compleja, analı́tica,

que satisfaga Re λ � 0 y � λ � � ∞. Para un sistema ligado, adicionalmente se ha de cumplir que λ sea una

función periódica con periodo T . Finalmente, N es una constante de normalización.

Esta aproximación cumple las siguientes propiedades:�
i � Eligiendo adecuadamente el parámetro λ, es una representación exacta de Ψ

�
x � para sistemas

cuyos hamiltonianos sean funciones como máximo cuadráticas de los momentos y las coordenadas.�
ii � Se reduce a la expresión original WKB cuando la integral se aproxima por el método de fase

estacionaria.�
iii � Se reduce asimismo a la expresión WKB en el lı́mite λ � ∞.�
iv � En el lı́mite λ � 0 corresponde a la transformada de Fourier de la función de onda WKB en la

representación de momentos.

Es importante señalar que las funciones de onda obtenidas en los casos lı́mite λ � 0 y λ � ∞ no

son aproximaciones uniformes. Para el caso λ � ∞, la función de onda obtenida deja de ser válida en

las cáusticas, donde ẋt se anula. En el lı́mite λ � 0, esta pérdida de validez es más global, debido a las

singularidades que la función de onda en la representación de momentos presenta donde ṗt es cero.

Para valores intermedios de λ, la aproximación permanece válida en todos los puntos, y puede ser

utilizada para cualquier valor de x (incluso en regiones clásicamente prohibidas, a pesar de estar constru-

ida en términos de trayectorias
�
qt � pt � clásicas). El procedimiento de Maslov para producir un resultado

globalmente uniforme consistirı́a en multiplicar las funciones de onda originales por funciones de ajuste,

que lo que hacen esencialmente es eliminar las singularidades, aplicar las expresiones modificadas para

los casos λ � 0 y λ � ∞ en sus respectivas regiones de validez, y unir los resultados de forma suave. La

expresión (3.1), sin embargo, evita la introducción de estas funciones de ajuste, tener que estar cambiando

de representaciones y ajustando las funciones de onda: al ser una expresión que interpola las representa-

ciones de coordenadas y momentos, evita el problema de las cáusticas que, como se ha indicado, por lo

general limita la validez de estas representaciones.

A continuación procederemos a obtener el resultado (3.1) para la función de onda en la representación

de coordenadas haciendo uso de la aproximación semiclásica para la función de onda en la representación

de Bargmann desarrollada en el capı́tulo anterior. Para ello introducimos una transformación unitaria T̂ ,

definiendo una función Ψ � tal que �Ψ ��� T̂ �Ψ � � , de forma que

Ψ
�
x � � �

x �Ψ � � �
x � T̂ �Ψ � �
� ��� d2α

π
�
�
x � T̂ �α � � α �Ψ � � e

� αα � 	 � � (3.3)

donde hemos insertado la relación de cierre para los estados de Bargmann. Comenzaremos por repro-
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ducir el resultado (3.1) para un valor de λ independiente del tiempo, lo que puede conseguirse mediante

un operador T̂ correspondiente a un squeezing. (Los casos extremos λ � 0 y λ � ∞ serán tratados

posteriormente mediante un procedimiento análogo, pero haciendo uso de operadores no unitarios, que

denotaremos por T̂0 y T̂∞, respectivamente). Para ello es conveniente definir una función Φα
�
x � dada por

Φα
�
x � � �

x � T̂ �α ���

correspondiente a la representación en coordenadas del “estado de Bargmann generalizado” T̂ �α � (que

denotamos ası́ por analogı́a con un estado coherente generalizado Ŝ �α � � ŜD̂ � 0 � ). Definiendo Ψ � � α � � ��
α �Ψ � � como la representación en estados de Bargmann del estado �Ψ � � , la expresión (3.3) puede es-

cribirse como

Ψ
�
x ���

� �
d2α
π

� Φα
�
x � Ψ � � α � � e

� αα � 	 � 
 (3.4)

Como sabemos, estas integrales pueden extenderse a una variedad (una variedad bidimensional en un

espacio tetradimensional complejo) en la que α y α � son variables complejas independientes haciendo

uso de una resolución de la identidad más general dada por (2.84). De esta forma, la aproximación (3.4)

puede escribirse como

Ψ
�
x ���

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � Ψ � � α � � e

� αα � 	 � �
donde la variedad Γα � α � puede parametrizarse por variables reales, según se indicó en la sección (2.2.3).

Calculemos en primer lugar la función Φα
�
x � . Por definición de los estados coherentes no normal-

izados �α � , esta función puede escribirse en términos del operador (no unitario)

d̂α
�

e ��� 1
�
2αa† �

de forma que

�α ��� d̂α � 0 ���
con lo que la función Φα

�
x � vendrá dada por

Φα
�
x � � �

x � T̂ �α ��� �
x � T̂ d̂α � 0 ��
 (3.5)

Para obtener esta función es necesario saber cómo quedan transformados los operadores de creación

y destrucción, a† y a, bajo la acción de d̂α y T̂ . El operador d̂α actúa de la siguiente manera:

d̂
� 1
α a† d̂α � a† ; d̂α a† d̂

� 1
α � a† (3.6a)

d̂
� 1
α a d̂α � a � α� � ; d̂α a d̂

� 1
α � a � α� � 
 (3.6b)

Por otra parte, la actuación del operador de squeezing

T̂
�
ν � ν � ��� e

1
2

�
ν a†2 � ν � a2 � (3.7)
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(que por ser unitario cumple T̂
� 1 � T̂ †) sobre a y a† viene dada por las ecs. (1.31):

T̂ † a† T̂ � c a† � s � a ; T̂ a† T̂ † � c a† � s � a (3.8a)

T̂ † a T̂ � s a† � c a ; T̂ a T̂ † � � s a† � c a � (3.8b)

donde los parámetros s, s � y c se relacionan con los parámetros de squeezing originales ν y ν � mediante

las relaciones (1.30). Dado que estamos trabajando en la representación de coordenadas, es conveniente

escribir los operadores a y a† en función de los operadores de cuadratura q̂ y p̂ definidos en (1.19), puesto

que en esta representación su actuación viene dada por

�
x � q̂ �Ψ ��� x

�
x �Ψ � (3.9a)

�
x � p̂ �Ψ ��� � i

� ∂
∂x

�
x �Ψ ��
 (3.9b)

De esta forma, las ecuaciones de transformación (3.8) se escriben:

T̂ a T̂ † � 1�
2

�
� �

c � s � q̂ � i
�
c � s � p̂ � � cq q̂ � cp p̂ (3.10a)

T̂ a† T̂ † � 1�
2

�
� �

c � s � � q̂ � i
�
c � s � � p̂ � � c �q q̂ � c �p p̂ 
 (3.10b)

Es posible obtener una ecuación diferencial para Φα
�
x � teniendo en cuenta que

0 � �
x � a � 0 ��� �

x � T̂ d̂α a � 0 ��� �
x � T̂ d̂α a d̂

� 1
α T̂ † T̂ d̂α � 0 �

� �
x � T̂ a T̂ † T̂ d̂α � 0 � � α� �

�
x � T̂ T̂ † T̂ d̂α � 0 �

� cq
�
x � q̂ T̂ d̂α � 0 � � cp

�
x � p̂ T̂ d̂α � 0 � � α� � Φα

�
x �

�
�
cq x � i

�
cp

∂
∂x
� α� � � Φα

�
x ���

donde hemos hecho uso de las ecs. (3.6), (3.10) y (3.9). Integrando esta ecuación se tiene

Φα
�
x ��� Nα e

� i� cp 	 � cqx � α� � � dx � Nα e
� icq

2 � cp
x2 � i

� � � cp
αx � (3.11)

donde Nα es una constante de integración dependiente de α. Esta constante puede obtenerse derivando

Φα
�
x � con respecto a α. A partir de la definición (3.5) se tiene:

∂Φα
�
x �

∂α
� ∂

∂α
�
x � T̂ eαa† 	 � � � 0 ��� 1� �

�
x � T̂ a† eαa† 	 � � � 0 � � 1� �

�
x � T̂ a† T̂ † T̂ d̂α � 0 �

� c �q� �
�
x � q̂ T̂ d̂α � 0 � � c �p� �

�
x � p̂ T̂ d̂α � 0 �

�
�

c �q� � x � i
� �

c �p ∂
∂x
� Φα

�
x ���
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y sustituyendo el resultado (3.11):

∂Φα
�
x �

∂α
�
�

c �q� � x � i
� �

c �p ∂
∂x
� Nα e

� icq
2 � cp

x2 � i
� � � cp

αx

�
�

1� � � c �q �
cqc �p
cp � x � c �pα

�
cp
� Φα

�
x ��


Integrando esta ecuación para el caso particular x � 0 obtenemos

Φα
�
x � 0 ��� N � e c �pα2 	 � 2 � cp � � Nα �

según la ec. (3.11). La constante N � queda determinada por el valor que toma Φα
�
x � cuando α y x son

cero, que puede ser arbitrariamente elegido como 1:

N � � Φα � 0
�
x � 0 ��� 1 


Obtenemos finalmente la siguiente expresión para Φα
�
x � :

Φα
�
x ��� e

c �p
2 � cp

α2 � icq
2 � cp

x2 � i
� � � cp

αx � (3.12)

donde las constantes ck, c �k
�
k � q � p � están definidas en las ecuaciones de transformación (3.10). 1

Una vez obtenida la función Φα
�
x � , resta obtener la forma de Ψ � � α ��� � �

α �Ψ � � que interviene en

la integral (3.4). Debe tenerse en cuenta que �Ψ � � no es autofunción del hamiltoniano original Ĥ, sino

de este hamiltoniano transformado por T̂ . Esto puede verse directamente escribiendo la ecuación de

Schrödinger Ĥ �Ψ ��� E �Ψ � , esto es, ĤT̂ �Ψ � �
� ET̂ �Ψ � � y operando con el operador T̂ † a la izquierda:

T̂ † Ĥ T̂ �Ψ � ��� E T̂ † T̂ �Ψ � ���
es decir,

Ĥ � �Ψ � ��� E �Ψ � ��

1Puede comprobarse que en el caso en que la transformación T̂ sea una transformación de squeezing definida según a 	

� q̂ � i p̂ 	 �
�

2 � , la ec. (3.12) corresponde al paquete de ondas asociado a un estado coherente generalizado. Efectivamente,
definiendo Φ �α � x 	 como

Φ �α � x 	 � � x � Ŝ �α � 	 � x � Ŝ �α 	 e 
 αα � � � 2 � � 	 Φα � x 	 e 
 αα � � � 2 � � �
sustituyendo cq 	 1 �

�
2 � y cp 	 i �

�
2 � en la expresión (3.12) para Φα � x 	 se tiene

Φ �α � x 	 	 e 
 α2

2
� 
 x2

2
� ��� 2� αx 
 αα �

2
� �

que con el cambio de variables α 	 � q � ip 	 �
�

2 se escribe

Φ �α � x 	 	 e 
 1
2
� � q 
 x � 2 � i� px 
 i

2
� pq �

Este es el resultado obtenido en (1.24) para la función de ondas de un estado coherente en la representación de coordenadas.
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Esta ecuación define a �Ψ � � como autoestado del operador Ĥ � � T̂ †ĤT̂ con el mismo autovalor E que �Ψ � .
Considerando el caso de operadores hamiltonianos escritos como combinación simetrizada de operadores

q̂ y p̂, la aproximación a la función Ψ � � α � � vendrá dada por (2.32), con la elección κ � 0 y x � W :

Ψ � � α � � � �
α �Ψ � � � 1

� ∂H �W � α � � γ �
∂γE

� 1 	 2 e
1� 	 α � γE

� α � � � dα � � � (3.13)

donde H �W corresponde al sı́mbolo de Weyl asociado al operador transformado Ĥ � � T̂ †ĤT̂ y la variable

γE
�
α ��� se obtiene invirtiendo la ecuación clásica de Hamilton-Jacobi estacionaria, H �W 	 α � � γ � i∂α � S � � 0 � � α � � 
 �

E . Es importante indicar que la dependencia de la expresión (3.13) con la transformación de squeezing

T̂ está dada en las variables α � y γ, como veremos posteriormente.

De esta manera, la aproximación (3.4) para la función de ondas en la representación de coordenadas

se escribe en la forma

Ψ
�
x � �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � Ψ � � α � � e

� αα � 	 �

�

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � 1

� ∂H �W � α � � γ �
∂γE

� 1 	 2 e
1� 	 α � γE

� α � � � dα � � � 1� αα � � (3.14)

con Φα
�
x � dada por (3.12). El siguiente paso para obtener una aproximación de Ψ

�
x � consiste en evaluar

la integral en α � por el método de fase estacionaria (o saddle point). Para ello escribimos dicha integral

como

I
�
α � �

�
dα ��
2π

�
i

1

� ∂H �W � α � � γ �
∂γE

� 1 	 2 e
i� φ � α � � �

donde

φ
�
α � � � � i

�
α �

γE
�
α � � � dα � � � iαα � 


Esta integral se evalúa manteniendo constante el valor de α, de forma que la variedad Γα � α � en la que

se lleva a cabo la integral (3.14) deberá deformarse para que, para cada valor de α elegido, el camino

de integración pase por los puntos de fase estacionaria, que denotaremos por α �s . Estos puntos vienen

definidos por la condición
∂φ
�
α ���

∂α �
�
�
�
�
α � � α �s

� � iγE
�
α �s � � iα � 0 �

esto es

γE
�
α �s �
� α 


Es decir, los únicos valores de α � que contribuyen a la integral son aquéllos para los que γE
�
α � � coincide

con α (que ha sido mantenida fija en la evaluación de la integral). La derivada segunda de la fase para la

condición estacionaria vendrá dada por

∂2φ
�
α �s �

∂α � 2 � � i
∂γE

�
α �s �

∂α � � � i
∂α
∂α � �

∂α
∂α � e

� iπ 	 2 �
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donde esta derivada se evalúa a energı́a E constante. Aplicando la fórmula (B.11) para la aproximación

de saddle point a la integral I
�
α � se tiene

I
�
α ��� 1

� ∂H �W � α �s � α �
∂α � 1 	 2

1

� ∂α
∂α � � 1 	 2 e

1� 	 α �s � α � α � α � � � dα � � � 1� αα �s eiπ 	 4 


De esta forma, ignorando las fases y constantes que no dependan de α, la función de onda (3.14) se

escribe

Ψ
�
x � �

�
Γα

dα
Φα

�
x �

� ∂H �W � α �s � α �
∂α

∂α
∂α � � 1 	 2 e

1� 	 α �s � α � α � α � � � dα � � � 1� αα �s 
 (3.15)

Es importante tener en cuenta que tras la aproximación de la integral en α � por el método de fase

estacionaria, el integrando de la ec. (3.15) ya no es necesariamente una función analı́tica de la variable α,

y por lo general presentará singularidades (ya sea en forma de polos, puntos de rama, etc.). Precisamente

estas singularidades ayudan a evaluar la integral, puesto que el camino de integración Γα deberá elegirse

de manera que dichas singularidades no se crucen. 2 Esto hace que, en general, la elección de este

camino de integración sea bastante complicada, puesto que para ello debe tenerse información de todos

los detalles de la estructura analı́tica de la función a integrar.

Este problema se simplifica considerablemente si se elige como camino de integración la trayectoria

clásica a energı́a E , que para el caso de sistemas ligados es una órbita cerrada en el espacio de fases. Esta

elección garantiza que las singularidades del problema sean rodeadas, y de hecho son estas singularidades

las que proporcionan una contribución no nula a la integral (3.15). Por otra parte, a lo largo de este

camino de integración particular las variables α y α � son complejas conjugadas entre sı́. Esta trayectoria

clásica en el espacio α puede parametrizarse por una variable t, de forma que la integral
�

Γcl
dα f

�
α �

puede escribirse, para el caso de sistemas ligados, como
� T

0 dt dα
dt f

�
αt ��� � T

0 dt α̇t f
�
αt � , donde T es el

periodo de la órbita clásica, y para sistemas no ligados, como
� � ∞� ∞ dt α̇t f

�
αt � . De esta manera, hemos

introducido la dinámica temporal en el problema estacionario, y las variables α y α � (ahora variables

dinámicas) evolucionan acorde a las ecuaciones clásicas de Hamilton

α̇t � � i
∂H �W � α �t � αt �

∂α �t
α̇ �t � i

∂H �W � α �t � αt �
∂αt



Diferenciando la ecuación de Hamilton-Jacobi H �W � α � � α ��� E � H �W � α �t � αt � con respecto a α �t y tenien-

do en cuenta que en la ec. (3.15) α es considerada función de α � , se tiene

∂H �W � α �t � αt �
∂α �t � ∂H �W � α �t � αt �

∂αt

∂αt

∂α �t � 0 �
2Como se sabe, un corolario del teorema de Cauchy establece que si una función compleja f � z 	 es analı́tica dentro de una

región limitada por un contorno cerrado C , entonces la integral
� z2

z1
f � z 	 dz, a lo largo de cualquier contorno dentro de C depende

sólo de z1 y z2. Como consecuencia de este corolario, es posible deformar un contorno sin que cambie el valor de la integral,
siempre que el contorno no cruce ninguna singularidad del integrando durante la deformación.
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de donde

∂αt

∂α �t �
� ∂H �W � α �t � αt �

∂α �t
∂H �W � α �t � αt �

∂αt

� α̇t

α̇ �t 


La integral (3.15) podrá escribirse por tanto como

Ψ
�
x � �

�
dt
�
α̇t � 1 	 2 Φαt

�
x � e

� 1� αtα �t � 1� 	 t
0 ατα̇ �τ dτ � (3.16)

donde la integral se extiende en general a lo largo de una trayectoria clásica. En el caso de sistemas

ligados, la trayectoria es cerrada y la integral (3.16) debe extenderse de 0 a T , mientras que para sistemas

no ligados el dominio de integración viene dado por el intervalo
� � ∞ � � ∞ � . Esta expresión es válida

para cualquier operador T̂ utilizado (incluso, como veremos, para operadores que no sean unitarios). La

dependencia con esta transformación se encuentra no sólo en la función Φα
�
x � � �

x � T̂ �α � , sino en las

variables
�
αt � α �t � puesto que, como se ha indicado, Ψ � � α � � corresponde a la representación en estados

de Bargmann de un autoestado del hamiltoniano transformado por T̂ , esto es, Ĥ � .
Para el caso que nos ocupa, en el que T̂ es un operador unitario de squeezing, las ecuaciones de

transformación (3.10) inducen el siguiente cambio de variables:

αt � � � �
cq qt � cp pt � (3.17a)

α �t � � � �
c �q qt � c �p pt ��
 (3.17b)

Sustituyendo la expresión que hemos obtenido para Φα
�
x � [ec. (3.12)], se tiene

Ψ
�
x � �

�
dt
�
α̇t � 1 	 2 e

c �p
2 � cp

α2
t
� icq

2 � cp
x2 � i

� � � cp
αtx � 1� αtα �t � 1� 	 t

0 ατα̇ �τ dτ � (3.18)

que junto con el cambio de variables (3.17) y un poco de álgebra intermedia conduce a

Ψ
�
x � �

�
dt
�
cq q̇t � cp ṗt � 1 	 2 e

�
c �pc2

q
2cp
� � cq � 2

2 � q2
t �

�
cpc �p

2
� � cp � 2

2 � p2
t

� e � � cqc �p � c �qcp � qt pt
� icq

2 � cp
x2 � icq� cp

qtx � i� ptx � � cpc �q � cqc �p � 	 t
0 pτq̇τdτ � 


A partir de las definiciones en (3.10)

cq � 1�
2

�
�
c � s � � c �q � 1�

2
�
�
c � s � �

cp � i�
2

�
�
c � s � � c �p � � i�

2
�
�
c � s � �

puede comprobarse que cpc �q � cqc �p �
�
c2 � ss ��� i � � � i � �

, con lo que

Ψ
�
x � �

�
dt � ṗt � cq

cp
q̇t � 1 	 2

e
� icq
2 � cp

� x � qt � 2 � i� pt
� x � qt � � i� 	 t

0 pτ q̇τdτ 
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Definiendo el parámetro

λ
� icq

2cp
�

podemos escribir finalmente la aproximación para la función de onda estacionaria en la representación

de coordenadas en la forma

Ψ
�
x ��� N

�
D

dt
�
ṗt � 2iλq̇t � 1 	 2 e

� � λ� � x � qt � 2 � i� pt
� x � qt ��� i� 	 t

0 pτ q̇τdτ � � (3.20)

donde D � �
0 � T � para sistemas ligados y

� � ∞ � � ∞ � para sistemas no ligados. Hemos obtenido ası́ la

expresión de Zor y Kay (3.1) para un valor de λ independiente del tiempo. Este parámetro depende de la

transformación de squeezing utilizada:

λ � c � s
2
�
c � s � �

1 � isinh
�
2r � sin

�
φ �

2
�
cosh

�
2r � � sinh

�
2r � cos

�
φ � � � (3.21)

(donde hemos escrito s � sinh r eiφ y c � cosh r) y cumple los requisitos impuestos:

Re λ � 1
2

�
cosh

�
2r � � sinh

�
2r � cos

�
φ � � � 0

� λ ��� � 1 � sinh2 � 2r � sin2 � φ �
2

�
cosh

�
2r � � sinh

�
2r � cos

�
φ � � � ∞ 


Conviene hacer algunos comentarios acerca de la metodologı́a seguida para obtener la aproximación

uniforme (3.20). Al haber hecho uso de una resolución generalizada de la identidad en estados de

Bargmann, la función de onda Ψ
�
x � queda expresada como una doble integración en las variables inde-

pendientes α � y α. Como se verá en la próxima sección, si esta doble integración se aproxima mediante

el método de saddle point, se obtiene la expresión WKB para Ψ
�
x � , que no es uniforme. Sin embargo,

es posible conseguir una aproximación que sea globalmente uniforme aproximando una de las integrales

(por ejemplo, la de α � ) y evaluando la integral restante (en α) en principio de forma exacta. Realmente

esta última integral no ha sido calculada aún. De hecho, la principal ventaja de este método consiste en

sustituir la integración compleja en la variable α (con la complicación intrı́nseca en cuanto a elección

de caminos de integración adecuados) por una integración a lo largo de un periodo de la órbita (real)

clásica. Por otra parte, los cálculos se llevan a cabo en una variedad compleja en la que α y α � son

variables complejas independientes y es al final, cuando se elige como camino de integración la trayec-

toria clásica, cuando se regresa de nuevo al espacio de fases clásico, en el que α y α � son complejas

conjugadas entre sı́.

Un ejemplo: el oscilador armónico Como se ha indicado, para una elección adecuada del parámetro λ

la fórmula de Kay constituye una representación exacta de Ψ
�
x � para sistemas cuyos hamiltonianos sean

funciones como máximo cuadráticas de las coordenadas y los momentos. A continuación demostraremos
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que para el caso del oscilador armónico esta elección corresponde a la transformación unitaria de squeez-

ing T̂ dada por la definición de los operadores q̂ y p̂ del oscilador armónico, esto es:

T̂ a T̂ † � cq q̂ � cp p̂ � � ω
2

� q̂ � i�
2

�
ω

p̂

T̂ a† T̂ † � c �q q̂ � c �p p̂ � � ω
2

� q̂ � i�
2

�
ω

p̂ 


Para esta transformación se tiene cq � c �q � � ω � 2
�

y cp ��� c �p � i � � 2
�

ω, lo que corresponde a una

elección del parámetro λ dada por λ � icq � � 2cp ��� ω � 2.

Como se ha visto, la función Ψ
�
x � viene dada por

Ψ
�
x ���

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � Ψ � � α � � e

� αα � 	 � 
 (3.22)

En esta expresión Ψ � � α � � corresponde a la autofunción del hamiltoniano Ĥ � �
ω
�
a†a � 1 � 2 � transfor-

mado por T̂ , esto es, Ĥ � � T̂ Ĥ T̂ † � p̂2 � 2 � ω2q̂2 � 2. En el Capı́tulo 2 hemos obtenido la expresión para

dicha función, dada por (2.43):

Ψ � � α � � � �
α �Ψ � � � �

α � � n �
con lo que la ec. (3.22) viene dada por

Ψ
�
x � � 1

2π
�

i

�
Γα

dα Φα
�
x � I

�
α ��� (3.23)

donde

I
�
α � �

�
Γα � � α � dα � � α � � n e

� αα � 	 � 
 (3.24)

Evaluemos en primer lugar esta integral de forma exacta. Eligiendo el camino de integración Γα � � α �
de forma que α � � r eiθ � α � , con 0 � r � ∞ y θ

�
α ��� � arg

�
α � se tiene

I
�
α ��� � � � � n ∂n

∂αn

�
Γα � � α � dα � e

� αα � 	 � � � � � � n ∂n

∂αn

�

α
� � �

α � n � 1

n! � (3.25)

donde el término en el infinito se anula debido a la elección del camino Γα � . Teniendo en cuenta que para

esta transformación la función Φα
�
x � dada por (3.12) tiene la forma

Φα
�
x � � �

x � T̂ �α ��� e � 1
2 � α2 � ω

2 � x2 �
�

2ω� αx � (3.26)

la ec. (3.23) se escribe

Ψ
�
x � �

� nn!
2πi

e
� ω

2 � x2

�
Γα

dα e � 1
2 � α2 �

�
2ω� αx 1

αn � 1 
 (3.27)

El contorno de integración Γα debe elegirse de forma que rodee el polo de orden n � 1 existente en el

origen α � 0 � i0. Con el cambio de variables α � ζ
�

2
�

, la integral en (3.27) viene dada por

� dα e � 1
2 � α2 �

�
2ω� αx 1

αn � 1 �
1�

2
� � n 	 2 � dζ e

� ζ2 � 2
�

ω� ζx 1
ζn � 1 �

2πi�
2

� � n 	 2 Res
�
ζ � 0 �

� 2πi�
2

� � n 	 2 lı́m
ζ � 0

1
n!

∂n

∂ζn � e � ζ2 � 2
�

ω� ζx � � 2πi�
2

� � n 	 2
1
n!

Hn � � ω
� x � �
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donde hemos tenido en cuenta que exp
� � ζ2 � 2ζz � es una función generatriz para Hn

�
z � , el polinomio de

Hermite de grado n. Sustituyendo este resultado en (3.27), se obtiene finalmente la siguiente expresión

uniforme para la función Ψ
�
x � :

Ψ
�
x � � e

� ω
2 � x2

Hn � � ω
� x � 
 (3.28)

Esta función coincide, salvo una constante de normalización, con la expresión exacta para las autofun-

ciones del oscilador armónico.

Es interesante ver el resultado que se obtiene cuando la integral (3.24) no se evalúa de forma exacta,

sino mediante la aproximación de saddle point. Escribiendo esta integral como

I
�
α ���

�
dα � en lnα � � αα � 	 � �

�
dα � e

1� φ � α � � �

con

φ
�
α � � � n

�
lnα � � αα � �

el valor de α � estacionario tal que ∂α � φ
�
α �s �
� 0, con φ

�
α � � � n

�
lnα � � αα � viene dado por α �s � n

� � α.

Teniendo en cuenta que la derivada segunda de φ para este valor de α � es

∂2φ
�
α �s �

∂α � 2 � � n
�

α � 2s
� � α2

n
� �

aplicando la fórmula de fase estacionaria (B.9) se llega al resultado:

I
�
α ��� �

2πn nn e
� n � �

α � n � 1




Esta expresión conduce al resultado exacto (3.25) en el lı́mite asintótico n � ∞ en el que es aplicable la

fórmula de Stirling para n!, esto es, en el lı́mite semiclásico.

El mismo resultado debe obtenerse al hacer uso de la ec. (3.16) para Ψ
�
x � :

Ψ
�
x � �

�
T

0
dt
�
α̇t � 1 	 2 Φαt

�
x � e � 1� αtα �t � 1� 	 t

0 ατ α̇ �τ dτ � (3.29)

donde las trayectorias clásicas están descritas por

α̇t � � i
∂H �W � α � � α �

∂α � � � iωαt

α̇ �t � i
∂H �W � α � � α �

∂α
� iωα �t �

con H �W � α � � α ��� ωαα � , esto es:

αt � α0 e
� iωt

α �t � α0 eiωt 
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Con Φαt

�
x � dada por (3.26), la ec. (3.29) se escribe:

Ψ
�
x � � � � iωα0 � 1 	 2 e � 1� α0α �0 e � ω

2 � x2

�
T

0
dt e

iω
�
� 1
2 � α0α �0� � t �

�
2ω� α0 xe � iωt � α2

2 � e � 2iωt


 (3.30)

La condición de analiticidad de Ψ � � α � � corresponde a la condición de cuantización En � �
ω
�
n � 1 � 2 ���

ωα0α �0, por lo que la integral en (3.30) viene dada por�
T

0
dt eiωnt �

�
2ω� α0 xe � iωt � α2

2 � e � 2iωt 


El cambio de variables einωt � z
� n hace que esta integral se escriba:

i
ω
� dz

1
zn � 1 e

� α2
0

2 � z2 �
�

2ω� α0xz �

mientras que un segundo cambio de variables z � ζ
�

2
� � α0 conduce a

i
ω

� α0�
2

� � n � dζ
1

ζn � 1 e
� ζ2 � 2

�
ω� xζ � � 2π

ωn!
� α0�

2
� � n

Hn � � ω
� x � 


Sustituyendo este resultado en (3.30) e incluyendo todas las constantes en una constante de normalización

genérica N , se tiene

Ψ
�
x ��� N e � ω

2 � x2
Hn � � ω

� x � 
 (3.31)

Estos resultados indican que para la elección particular λ � ω � 2, la aproximación uniforme propuesta

reproduce (salvo constantes de normalización) el resultado exacto para la función de onda del oscilador

armónico.

3.1.1. Los casos lı́mite λ � 0 y λ � ∞: Transformaciones no unitarias

Como se ha mencionado, la aproximación (3.1) deja de ser uniforme en los casos lı́mite λ � 0 y

λ � ∞. En la presente formulación, el valor de λ depende de los parámetros
�
r� φ � de la transforma-

ción unitaria T̂ utilizada. Estamos interesados por tanto en saber a qué condiciones asintóticas de estos

parámetros corresponden los valores extremos λ � 0 y λ � ∞. Es sencillo comprobar que el primer

lı́mite corresponde a unos parámetros de squeezing dados por r � ∞ y φ � 0, mientras que el segundo

viene dado por un squeezing tal que r � ∞ y φ � π. 3

3Demostración: Según la definición λ � icq � � 2cp 	 , el caso lı́mite λ 	 0 corresponde a una transformación de squeezing tal
que cq 	 0, esto es, 1�

2 � � c 
 s 	 	 0, o bien 1�
2 � � cosh r 
 eiφ sinh r 	 	 0, es decir 1

2
�

2 �
�
er � e 
 r 
 eiφ � er 
 e 
 e 	�� 	 0. Para φ 	

0 se tiene 1�
2 � e 
 r 	 0, de donde r 	 � ∞. (El valor φ 	 π puede descartarse, ya que corresponderı́a a er 	 0, es decir, r 	 
 ∞.

Esta condición es incompatible con la definición de r como módulo del parámetro de squeezing ν y, por tanto, como magnitud
positiva. Puede comprobarse que otras elecciones de la fase φ conducen asimismo a valores de r no definidos. Ası́ por ejemplo,
para φ 	 π � 2 se tiene 1

2
�

2 �
�
er � e 
 r 
 i � er 
 e 
 r 	 � 	 0, y no existe ningún valor de r positivo que cumpla simultáneamente

las condiciones � er � e 
 r 	 	 0 y � er 
 e 
 r 	 	 0.) Por otra parte, cp
� i�

2 � � c � s 	 	 i
2
�

2 �
�
er � e 
 r � eiφ � er 
 e 
 r 	�� para φ 	 0
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Estos resultados extremos pueden obtenerse también mediante un procedimiento similar al que

hemos desarrollado, pero en el que se hace uso de operadores T̂ no unitarios. Estas transformaciones

no unitarias no podrán obtenerse como casos lı́mite de transformaciones que sı́ lo son, como es la trans-

formación de squeezing.

Caso λ � 0

El procedimiento para obtener la función de onda Ψ
�
x � en el lı́mite λ � 0 es análogo al caso genérico

en el que λ es una constante finita positiva, salvo el hecho de que en este caso haremos uso de una trans-

formación que no será unitaria. ¿Cómo elegir este operador? Pretendemos encontrar una transformación

T̂0 no unitaria que cambie q̂ por a† y p̂ por a (salvo constantes), de manera que un operador hamilto-

niano de la forma Ĥ � p̂2 � 2 � V
�
q̂ � quede transformado como Ĥ � � �

k1 a � 2 � 2 � V
�
k2 a† � , con ki � � .

La forma de las ecuaciones de transformación que definen las cuadraturas (1.19) da una idea de cómo

debemos elegir la manera en que T̂0 actúa. Denotando por b̂ y b̂† los operadores a y a†, respectivamente,

transformados por T̂0

b̂† �
T̂
� 1

0 a† T̂0

b̂
�

T̂
� 1

0 a T̂0 �
definimos la transformación como

c1 a† � 1�
2

�
b̂† � b̂ �

c2 a � i�
2

�
b̂† � b̂ ���

donde c1 y c2 son constantes complejas a determinar. Inviertiendo estas ecuaciones obtenemos

b̂† � 1�
2

�
c1 a† � ic2 a � (3.32a)

b̂ � 1�
2

�
c1 a† � ic2 a ��� (3.32b)

esto es � b̂†

b̂ � � 1�
2

� c1 � ic2

c1 ic2 � � a†

a � �
M0 � a†

a � 
 (3.33)

Una transformación de la forma (3.33) sólo puede conseguirse con un operador que sea cuadrático en a

y a†, esto es, que tenga la forma

T̂
�
ε � ε � ��� e

� ε a†2 � ε � a2 � � (3.34)

toma el valor i�
2 � er que, para r 	 � ∞, tiende a � i∞. Vemos pues que el caso λ 	 0 corresponde a la elección r 	 � ∞ y φ 	 0.

El caso λ 	 ∞ se analiza de forma similar. Para este lı́mite se tiene que cp 	 0, es decir, i
2
�

2 �
�
er � e 
 r � eiφ � er 
 e 
 r 	 � 	 0.

En este caso la elección de φ compatible con un valor positivo de r es φ 	 π, lo que conduce al lı́mite i�
2 � e 
 r 	 0, que se

cumple para r 	 � ∞. El coeficiente cq, para φ 	 π y r 	 � ∞, tiende a infinito, y por tanto el lı́mite λ 	 ∞ corresponde a la
elección r 	 � ∞ y φ 	 π.
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donde las variables ε y ε � en principio no son complejas conjugadas entre sı́, puesto que este operador

T̂ no necesariamente es unitario. Las propiedades de la matriz de transformación M para un operador

genérico T̂ de este tipo, definida por

T̂
� 1 � a†

a � T̂ � � cosh θ � 2ε � sinhθ
θ

2ε sinhθ
θ cosh θ � � a†

a � �
M � a†

a � � (3.35)

(donde θ2 � � 4εε � ) permitirán determinar las constantes c1 � 2 definidas en (3.32). Puede comprobarse

fácilmente que la matriz M es una matriz simpléctica (esto es, cumple �MAM � A, donde �M denota la

matriz traspuesta de M, y A es la matriz antisimétrica A
� � 0 1

� 1 0 � ) y por tanto su determinante

es la unidad. Además, sus elementos diagonales son iguales entre sı́. Imponiendo estas propiedades a la

matriz M0 dada por (3.33), podrán determinarse los valores de c1 y c2. Ası́, las condiciones detM0 � 1

y M0
11 � M0

22 imponen, respectivamente, las igualdades ic1c2 � 1 y c1 � ic2. La elección arbitraria de

c1 � 1 impone para el coeficiente c2 el valor c2 � � i. La transformación T̂0 que hemos definido actúa

por tanto de la siguiente manera:

T̂
� 1

0 a† T̂0 � 1�
2

�
a† � a � (3.36a)

T̂
� 1

0 a T̂0 � 1�
2

�
a† � a ��
 (3.36b)

En función de las cuadraturas q̂ y p̂ definidas por (1.19), estas ecuaciones de transformación se escriben

en la forma

T̂
� 1

0 a† T̂0 � 1�
2

�
a† � a � ��� i� � p̂ (3.37a)

T̂
� 1

0 a T̂0 � 1�
2

�
a† � a � � 1� � q̂ 
 (3.37b)

La representación matricial de estos operadores en el álgebra h6 permite obtener la transformación en

orden inverso:

T̂0 a† T̂
� 1

0 � 1�
2

�
a† � a � � 1� � q̂ (3.38a)

T̂0 a T̂
� 1

0 � 1�
2

� � a† � a � � i� � p̂ 
 (3.38b)

Asimismo, puede verse cómo se transforman las cuadraturas q̂ y p̂ bajo T̂0:

q̂ � �
T̂
� 1

0 q̂ T̂0 � � �

2

�
1�
2

�
a† � a � � 1�

2

�
a† � a � � � � �

a† (3.39a)

p̂ � �
T̂
� 1

0 p̂ T̂0 � i � �

2

�
1�
2

�
a† � a � � 1�

2

�
a† � a � � � � i

� �
a 
 (3.39b)
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De esta forma, tal como se pretendı́a, hemos conseguido una transformación que cambia (salvo con-

stantes) q̂ por a† y p̂ por a (a diferencia del operador de squeezing, que transforma tanto q̂ como p̂ en

una combinación de a y a†). Más adelante se pondrá de manifiesto la utilidad de esta transformación.

Por último, la forma explı́cita del operador T̂0 puede determinarse identificando la matriz M0 de la

transformación (3.33) con la matriz M genérica (3.35):

� cosh θ � 2ε � sinhθ
θ

2ε sinh θ
θ coshθ � � 1�

2
� 1 � 1

1 1 � � (3.40)

lo que conduce a

cosh θ � 1�
2

� 2ε � sinh θ
θ

� � 1�
2

2ε
sinh θ

θ
� 1�

2



A partir de las dos últimas igualdades se tiene ε � ε � , con lo que θ
� � � 4εε � � 2iε. La relación entre las

funciones hiperbólicas y las trigonométricas permite escribir las igualdades anteriores como

cosh
�
2iε ��� cos

�
2ε ��� 1�

2

2ε
sinh

�
2iε �

2iε
� isin

�
2ε �

i
� 1�

2
�

de donde 2ε � π � 4, esto es, ε � π � 8. El operador T̂0 tiene, pues, la forma:

T̂0 � e
π
8
� a†2 � a2 � 
 (3.41)

Este operador es claramente no unitario, puesto que T̂
� 1

0 � e � π
8
� a†2 � a2 � �� T̂ †

0 .

Una vez definida la transformación simpléctica no unitaria T̂0, podemos proceder aplicando el método

desarrollado anteriormente:

Ψ
�
x ���

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�
i

�
x � T̂0 �α � � α �Ψ � � e

� αα � 	 � �
�

Γα 
 α � dα dα �
2π

�
i

Φα
�
x � Ψ � � α � � e

� αα � 	 � � (3.42)

donde ahora Φα
�
x � � � x � T̂0 �α ��� �

x � T̂0 d̂α � 0 � y Ψ � � α � � � � α �Ψ � � , siendo �Ψ � � autoestado del hamiltoniano

transformado por T̂0, esto es, Ĥ � � T̂
� 1

0 ĤT̂0.

Comenzaremos aplicando la misma técnica del apartado anterior para calcular Φα
�
x � . Ası́, haciendo
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uso de las ecs. (3.38), (3.6) y (3.9b) podemos escribir

0 � �
x � a � 0 � � �

x � T̂0 d̂α a � 0 ��� �
x � T̂0 d̂α a d̂

� 1
α T̂

� 1
0 T̂0 d̂α � 0 �

� �
x � T̂0 a T̂

� 1
0 T̂0 d̂α � 0 � � α� �

�
x � T̂0 T̂

� 1
0 T̂0 d̂α � 0 �

� i� �
�
x � p̂ T̂0 d̂α � 0 � � α� � Φα

�
x �

�
� � � ∂

∂x
� α� � � Φα

�
x ��
 (3.43)

Integrando esta ecuación obtenemos

Φα
�
x ��� Nα e

αx� � (3.44)

donde Nα es una constante de integración que puede obtenerse derivando Φα
�
x � con respecto a α:

∂Φα
�
x �

∂α
� ∂

∂α
�
x � T̂0 eαa† 	 � � � 0 ��� 1� �

�
x � T̂0 a† eαa† 	 � � � 0 �

� 1� �
�
x � T̂0 a† T̂

� 1
0 T̂0 d̂α � 0 ��� 1

�
�
x � q̂ T̂0 d̂α � 0 ��� x

� Φα
�
x ��
 (3.45)

En el caso particular de x � 0 se tiene ∂αΦα
�
x � 0 � � 0, es decir, Φα

�
x � 0 ��� const � Nα, según (3.44).

Puesto que Φα
�
x � 0 � es constante para variaciones de α, podemos elegir dicha constante como el valor

que toma en particular para α � 0, que arbitrariamente tomamos como Φα � 0
�
x � 0 ��� 1. Tenemos, pues,

la siguiente expresión para Φα
�
x � :

Φα
�
x ��� e

αx� 
 (3.46)

Introduciendo este resultado en la ec. (3.42) obtenemos una expresión para Ψ
�
x � como una doble

integral en α y en α � . De nuevo, la integral en α � puede evaluarse de forma aproximada mediante el

método de saddle point. La integral en α restante puede evaluarse eligiendo como camino de integración

la trayectoria clásica. Al parametrizar esta integral por un tiempo t, quedará reducida, para el caso par-

ticular de sistemas ligados, a una integral extendida a lo largo de un periodo T de la órbita. (Para el caso

de sistemas no ligados la integral se extiende hasta infinito). Este resultado conduce a la expresión (3.16)

que, como hemos mencionado, es válida para cualquier transformación T̂ , puesto que la dependencia con

ésta se encuentra tanto en la función Φα
�
x � como en las variables αt , α �t . En este caso, las ecuaciones de

transformación de a y a† bajo T̂0 (3.38) hacen que el cambio de variables adecuado sea el siguiente:

αt � i pt (3.47a)

α �t � qt � (3.47b)
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con lo que la ec. (3.16) se escribe

Ψ
�
x � �

�
dt
�
α̇t � 1 	 2 Φαt

�
x � e

� 1� αtα �t � 1� 	 t
0 ατα̇ �τ dτ

�

�
dt
�
α̇t � 1 	 2 e

1� αt
� x � α �t � � 1� 	 t

0 ατα̇ �τdτ

� N

�
dt
�
ṗt � 1 	 2 e

i� pt
� x � qt � � i� 	 t

0 pτq̇τdτ � (3.48)

donde hemos ido absorbiendo las fases y constantes en una constante genérica N .

El resultado (3.48) corresponde a la expresión de Zor y Kay (3.1) para un valor de λ � 0. La pérdida

de uniformidad de esta aproximación se pone de manifiesto al calcular la función de ondas en la rep-

resentación de momentos. Para el caso particular de un sistema ligado, transformando Fourier Ψ
�
x � se

tiene:

Ψ̄
�
p � � 1�

2π
�

�
� ∞

� ∞
dx e � i� px Ψ

�
x �

�

�
� ∞

� ∞
dx e � i� px

�
T

0
dt
�
ṗt � 1 	 2 e

i� pt
� x � qt � � i� 	 t

0 pτq̇τdτ

�
�

T

0
dt δ

�
p � pt � � ṗt � 1 	 2 e � i� ptqt � i� 	 t

0 pτq̇τdτ

�
�

T

0
dt δ

�
p � pt � � ṗt � 1 	 2 e � i� p0q0

� i� 	 t
0 qτ ṗτdτ

� e � i� p0q0

�
dt

dpt
dpt δ

�
p � pt � � ṗt � 1 	 2 e

� i� 	 pt q � p � � dp �
�

1�
ṗ

e
i� 	 p

pm q � � p � � dp � � 1� � ṗ
e

i�
�

q � p � � dp � e i� 	 p
pm q � � p � � dp �

�
1�
ṗ

e
i� 	 p

pm q � � p � � dp � � e
� iπ 	 2�

ṗ
e

i�
�

q � p � � dp � e i� 	 p
pm q � � p � � dp � �

� N � eiπ 	 4�
ṗ

e
i� 	 p

pm q � � p � � dp � � e
� iπ 	 4�

ṗ
e

i�
�

q � p � � dp � e i� 	 p
pm q � � p � � dp � � �

donde q � � p � y q � � p � corresponden a las ramas “menor” y “mayor” de q
�
p � , respectivamente, y hemos

elegido p0 como pm, el valor mı́nimo del momento, para el que ṗ � 0 [ver Fig. (3.1)]. La condición de

analiticidad para la función Ψ � � α ��� impone la condición de cuantización de Bohr-Sommerfeld para la

acción � q
�
p � dp � 2π

� �
n � 1 � 2 � [ec. (2.37)], de donde

Ψ̄
�
p � � N � eiπ 	 4�

ṗ
e

i� 	 p
pm q � � p � � dp � � e

� iπ 	 4�
ṗ

e
i� 	 p

pm q � � p � � dp � � 
 (3.49)

Únicamente en el caso de que el hamiltoniano presente simetrı́a par respecto a x, se cumplirá que q � � p � �
� q � � p � , y la ec. (3.49) tendrá la forma

Ψ̄
�
p � � N�

ṗ
sin

�
π
4
� 1

�

�
p

pm

q � � p � � dp � � 
 (3.50)



96 APROXIMACIONES UNIFORMES

La ec. (3.49) corresponde a la expresión WKB de la función de ondas en la representación de momentos,

y muestra la divergencia de Ψ̄
�
p � en los puntos en los que ṗ es cero.

M

m
p

p

q0 q

p

q> (p)q
<

(p)

p

Figura 3.1: Trayectoria en el espacio de fases para un sistema ligado. A lo largo de un periodo del movimiento,
para un valor de p dado existen dos valores de q correspondientes. La integral desde pm hasta p puede hacerse a lo
largo de las dos ramas q � � p � o q � � p � a lo largo de las cuales ṗ es mayor o menor que cero, respectivamente.

Este resultado pone de manifiesto una de las principales ventajas de la presente formulación en

términos de operadores no unitarios: el cambio de variables (3.47) constituye una manera natural de

llevar a cabo la complexificación de las variables de posición y momento que normalmente se efectúa

para obtener las fórmulas de conexión de la teorı́a WKB (ver Apéndice C). En el procedimiento para

obtener Ψ
�
x � a través del presente método se hace uso de la aproximación semiclásica para Ψ � � α � � . Las

condiciones de analiticidad impuestas sobre esta función hacen que en la expresión WKB para Ψ̄
�
p �

dada por (3.49) se obtengan directamente los coeficientes correspondientes a las distintas ramas de la

función q
�
p � , sin tener que apelar a las fórmulas de conexión.

A pesar de las singularidades mostradas por Ψ̄
�
p � , la función de ondas en la representación de posi-

ciones puede normalizarse:�
� ∞

� ∞
dx Ψ

�
x � Ψ � � x �

� �N � 2
�

� ∞

� ∞
dx

�
T

0

�
T

0
dt dt � � ṗt ṗt � � 1 	 2 e

i� x � pt � � pt � e
i� � pt � qt � � ptqt �� e

i� 	 t �
0 pτq̇τdτ � i� 	 t

0 pτ q̇τdτ

� �N � 2 2π
�

�
T

0

�
T

0
dt dt � δ � pt � � pt � � ṗt ṗt � � 1 	 2 e

i� � � pt � qt � � ptqt � � 	 t �
0 pτq̇τdτ � 	 t

0 pτ q̇τdτ �
� �N � 2 2π

�

�
T

0

�
T

0
dt dt � δ

�
t � � t �
ṗt

�
ṗt ṗt � � 1 	 2 e

i� � � pt � qt � � ptqt � � 	 t �
0 pτq̇τdτ � 	 t

0 pτq̇τdτ �
� �N � 2 2π

�

�
T

0
dt
�
ṗt � � 1 	 2 � ṗt � 1 	 2 e

i�
� � ptqt

� ptqt � � 	 t
0 pτq̇τdτ � 	 t

0 pτq̇τdτ �

� �N � 2 2π
�

T 
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De esta forma, la condición �Ψ � x ��� 2 � 1 permite escribir la constante de normalización N como una

función del periodo clásico T :

�N � 2 � 1
2π

�
T



Otra de las ventajas que presenta el uso del operador no unitario T̂0 se pone de manifiesto en la

transformación de hamiltonianos expresados en la forma Ĥ � K
�
p̂ � � V

�
q̂ � , puesto que en estos casos el

término cinético viene dado como máximo por una potencia cuadrática de p̂. De esta forma, puesto que

T̂0 transforma q̂ en a† y p̂ en a, salvo constantes, un hamiltoniano dado por

Ĥ � p̂2

2
� V

�
q̂ �

quedará transformado bajo T̂0 como

Ĥ � � T̂
� 1

0 Ĥ T̂0 �
� � i

� �
a � 2

2
� V

� � �
a† �
� � �

2
a2 � V

� � �
a† ��� (3.51)

y la correspondiente función clásica en la representación de estados coherentes vendrá dada por

H � � α � � α � � �
α � Ĥ � �α ��

α �α � � � α2

2
� V

�
α � ��
 (3.52)

La ventaja de este tipo de transformación simpléctica radica en que la ecuación de Hamilton-Jacobi

H � 	 α � � γ � i∂α � S � � 0 � � α � � 
 � E para este problema

� γ2

2
� V

�
α � ��� E

permite escribir γ en términos de α � simplemente como una raiz cuadrada:

γE
�
α � �
� i � 2

�
E � V

�
α � � � � i pα � � (3.53)

donde hemos definido pα �
� � 2

�
E � V

�
α � � � . En la ec. (3.53) se ha elegido para γ

�
α � � una de las ramas

de la raiz cuadrada, que será la que haga que Ψ � � α � � satisfaga las condiciones fı́sicas adecuadas (esto

es, decaimiento asintótico de la función de onda en la región clásicamente inaccesible). Esta función no

está definida en el corte de rama, y vendrá dada por

Ψ � � α � � �
1

� ∂H �W � α � � γ �
∂γE

� 1 	 2 e
1� 	 α � γE

� α � � � dα � �
�

1
�
2
�
E � V

�
α � � � � 1 	 4 e

i� 	 α � � 2 � E � V � α � � � � 1
�
2 dα � �

�
1�
pα �

e
i� 	 α � pα � � dα � � � (3.54)

donde hemos prescindido de fases y constantes. Sustituyendo este resultado, ası́ como la expresión (3.46)

para Φα
�
x � en la ec. (3.42) se tiene

Ψ
�
x � �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
1�
pα �

e
1� α � x � α � � � i� 	 α � pα � � dα � � 
 (3.55)
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A continuación demostraremos que la aproximación WKB para la función de onda puede recuperarse si

se evalúa esta doble integral, en α � y en α, por el método de fase estacionaria. Escribiendo esta integral

como

Ψ
�
x � �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
1�
pα �

e
i� φ � α � α � � � (3.56)

con

φ
�
α � α � � � � iα

�
x � α � � �

�
α �

pα � � dα � � 

Las condiciones de fase estacionaria

∂φ
�
α � α ���
∂α

� � i
�
x � α � ��� 0

∂φ
�
α � α � �
∂α � � iα � pα � � 0

establecen como valores crı́ticos de α y α � (que denotamos por αs y α �s ) los valores

α �s � x (3.57a)

αs � ipα �s � ipx 
 (3.57b)

Por otra parte, la matriz de derivadas segundas, evaluadas en la condición de fase estacionaria, viene

dada por

Dαα �
� � φαα � s φαα � � s

φα � α � s φα � α � � s � �
�

0 i

i
� 1
pα �

dV � α ���
dα �

�
�
�
s
� �

�
0 i

i
� 1
px

dV � x �
dx

� �
y su determinante es igual a la unidad. La condición (3.57a) indica que x está situado en el corte de rama,

y por tanto la integral (3.56) vendrá dada por la combinación

Ψ
�
x � � 1�

px
e

i� 	 x px � dx � � 1� � px
e

i�
�

px dx � i� 	 x px � dx � � (3.58)

donde px
� � 2

�
E � V

�
x � � . Teniendo en cuenta la condición de cuantización � px dx � 2π

� �
n � 1 � 2 � , se

tiene

Ψ
�
x � �

1�
px

e
i� 	 x px � dx � � e

� iπ 	 2
�

px
e � i� 	 x px � dx �

� N � eiπ 	 4
�

px
e

i� 	 x px � dx � � e
� iπ 	 4
�

px
e � i� 	 x px � dx � �

�
N�

px
sin

�
π
4
� 1

�

�
x

px � dx � � 
 (3.59)

Reconocemos en esta expresión la aproximación WKB para la función de ondas. Por supuesto, el mismo

resultado se obtiene aproximando la integral temporal en (3.48) por el método de fase estacionaria, puesto

que éste es independiente del orden en que se lleven a cabo las integrales. A continuación ilustraremos

el método que hemos desarrollado con algunos ejemplos sencillos.
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El potencial lineal Como ejemplo de un sistema no ligado, consideremos el caso simple en que el

potencial venga dado por la función lineal V
�
q̂ ��� q̂ � 2. Al transformar Ĥ � �

p̂2 � q̂ � � 2 con el operador

T̂0, el hamiltoniano Ĥ � � � � �
a2 � � �

a† � � 2 tiene como función clásica asociada H � � � � α2 � α � � � 2.

En este caso la ec. (3.55) tiene la forma

Ψ
�
x � �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
1�
pα �

e
1� α � x � α � � � i� 	 α � pα � � dα � �

�

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
1�

2E � α � � 1 	 4 e
1� � α � x � α � � � i 	 α � � 2E � α � � dα � � � 
 (3.60)

Puesto que este potencial escala con la energı́a puede elegirse E � 0 y considerar que la acción en el

punto inicial en el que se evalúa la integral
� α � pα � � dα � � es cero, de forma que

Ψ
�
x � �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
1

α � 1 	 4 e
1�

�
α � x � α � � � 2

3 α � 3
�
2 � 
 (3.61)

(Recordemos que estamos interesados únicamente en la dependencia funcional con α y α � del inte-

grando, y todas las fases o constantes que aparezcan en el desarrollo se incluirán en una constante de

normalización final).

En primer lugar obtendremos una expresión uniforme para la función de onda aproximando la in-

tegral en α � por fase estacionaria y evaluando la integral en α de forma exacta. Para ello escribimos la

ec. (3.61) como

Ψuni f
�
x � �

�
dα�
2π

�
i

e
αx� I

�
α ��� (3.62)

donde

I
�
α ���

�
dα ��
2π

�
i

1

α � 1 	 4 e
i� φ � α � � �

con

φ
�
α � � � i αα � � i

2
3

α � 3 	 2 

La condición de fase estacionaria

∂φ
�
α � �

∂α � � iα � iα � 1 	 2 � 0

proporciona como valor crı́tico α �s 1 	 2 � � α. La derivada segunda de φ
�
α ��� evaluada en α �s

∂2φ
�
α �s �

∂α � 2 � i
2

α �s
� 1 	 2 � � i

2α
� �

�
�
�
∂2φ

�
α �s �

∂α � 2
�
�
�
� eiδ

conduce a una aproximación de la integral I
�
α � dada por

I
�
α ��� 1

� ��� ∂2φ � α � �
∂α � 2

�
�
� � 1 	 2

1

α �s 1 	 4 e
i� φ � α �s � � iδ 	 2

� e
� 1

3 � α3 
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Sustituyendo este resultado en (3.62) se tiene

Ψuni f
�
x � �

�
Γ

dα e
1� � αx � α3

3 � 
 (3.63)

Esta integral puede evaluarse de forma exacta teniendo en cuenta la definición de la integral de Airy

Ai
�
x � � 1

2π

�
� ∞

� ∞
dy eixy � i

3 y3 �

según la cual �
eiaxy � iby3

dy �
�

eiax � 3b � � 1
�
3s � i s3

3
ds�

3b � 1 	 3 � 2π
�
3b � � 1 	 3Ai � a�

3b � 1 	 3 x �
para a � b � �

. Con el cambio de variables α � i p, la ec. (3.63) puede escribirse finalmente como

Ψuni f
�
x � �

�
∞

� ∞
dp e

1� � i px � i p3

3 � � N Ai
� ��� 2 	 3x ��


El camino de integración Γ elegido en (3.63) corresponde por tanto al camino a lo largo del eje imaginario

del plano α. Se comprueba ası́ que para la elección particular de λ � 0 esta aproximación proporciona la

solución exacta para la función de onda en el potencial lineal.

El mismo resultado se obtiene haciendo uso de la expresión uniforme (3.48), en la que la función de

onda se evalúa haciendo uso de información puramente clásica. Ası́, las trayectorias correspondientes al

hamiltoniano clásico HW
�
p � q � � �

p2 � q � � 2, obtenidas a partir de las ecuaciones clásicas de Hamilton

q̇ � ∂HW
�
p � q �

∂p
� p

ṗ � � ∂HW
�
p � q �

∂q
� � 1

2
�

vienen dadas por

qt � q0 � p0t � t2

4

pt � p0 � t
2



Eligiendo q0 � p0 � 0 y sustituyendo en (3.48) se tiene

Ψ
�
x � �

�
∞

� ∞
dt e � it

2 � � x � t2
4 � � i� 	 t

0
� � τ

2 � 2dτ

�

�
∞

� ∞
dt e � i

2 � xt � i
24 � t3

� Ai � � � 2 	 3x � �
donde, por tratarse de un sistema no ligado, la integral en el tiempo se extiende hasta infinito.
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Según se ha indicado, la aproximación de la doble integral (3.61) por fase estacionaria conduce a la

expresión WKB para la función de ondas, con las correspondientes fórmulas de conexión. En efecto, los

puntos crı́ticos αs, α �s de la integral

Ψ
�
x � �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
1

α � 1 	 4 e
i� φ � α � α � � �

donde φ
�
α � α � � � � iαx � iαα � � i 2

3 α � 3 	 2, corresponden a aquellos valores de α y α � que cumplen

∂αφ
�
αs � α �s �
� ∂α � φ

�
αs � α �s ��� 0, es decir

α �s � x (3.64a)

α �s 1 	 2 � � αs 
 (3.64b)

La matriz de derivadas segundas viene dada por

Dαα � � � 0 i
i i

2αs
�

y su determinante es la unidad. La fórmula de saddle point conduce a la siguiente aproximación a la

función de onda como suma sobre las soluciones estacionarias:

Ψ
�
x � � ∑

s

1

α �s 1 	 4 e
1�
�
αsx � αsα �s � 2

3 α �s 3
�
2 � 
 (3.65)

Supongamos en primer lugar que x � 0. Teniendo en cuenta que x es real, la condición (3.64b) hace

que α �s � reiθ � re
�

iπ � � r � x. Para θ � π, según (3.64b) se tiene αs � � ir1 	 2, mientras que para θ � � π

se tiene αs � ir1 	 2. Sustituyendo en (3.65) obtenemos

Ψ
�
x � �

�
1

r1 	 4eiπ 	 4 e
1�
� � 2

3 r3
�
2ei3π

�
2 � � 1

r1 	 4e
� iπ 	 4 e

1�
� � 2

3 r3
�
2e � i3π

�
2 � �

�
1

r1 	 4 � ei
�

2
3 � r3

�
2 � π

4 � � e
� i
�

2
3 � r3

�
2 � π

4 � � �
�

2

r1 	 4 cos � 2
3

� r3 	 2 � π
4 � 
 (3.66)

Para valores positivos de x se cumple α �s � x � r, de donde αs � � r1 	 2. La función de onda en esta región

vendrá dada por

Ψ
�
x � � 1

r1 	 4 e � 2
3 � r3

�
2 
 (3.67)

Los resultados (3.66) y (3.67) conducen a la siguiente fórmula de conexión:

ΨW KB
�
x � �

�
2� x � 1 � 4 cos 	 2

3 � � x � 3 	 2 � π
4

 � x � � � x � � 0

1
x1
�
4 e � 2

3 � x3
�
2 � x � 0 
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El oscilador armónico Para un potencial armónico V
�
q̂ � � q̂2 � 2, el hamiltoniano Ĥ � �

p̂2 � q̂2 � � 2
se transforma bajo T̂0 como Ĥ � � � � � a2 � a†2 � � 2, con una función clásica asociada dada por H � �� � α2 � α � 2 � � 2. La función de onda en la representación de Bargmann viene dada, según (3.54), por

Ψ � � α � � �
1�

2E � α � 2 � 1 	 4
e

i� 	 α � � 2E � α � � 2 � 1
�
2

dα � �
�

1�
2E � α � 2 � 1 	 4

e
i� � α �

2

�
2E � α � 2 � 1

�
2 � iE ln � iα � � � 2E � α � 2 � 1 � 2 � � 
 (3.68)

A continuación analizaremos las condiciones bajo las que la función (3.68) es analı́tica, lo que deter-

minará las condiciones de cuantización de la energı́a. Este estudio conlleva un análisis de las funciones

multivaluadas

f1
�
z ��� �

2E � z2 � 1 	 2
f2
�
z ��� �

2E � z2 � 1 	 4
f3
�
z ��� eγ ln � g � z � � � γ � � 


La superficie de Riemann asociada a la función f1
�
z � tiene dos hojas, y el corte de rama puede elegirse

como la lı́nea que une los dos puntos de rama z � � � �
2E, tal como se indica en la Fig. (3.2), de forma

que la función permanecerá univaluada a lo largo de un camino que rodee ambos puntos, sin cruzar el

corte de rama.4 Los puntos de rama de la función f2
�
z � son los mismos que los de f1

�
z � , pero en este

caso es necesario dar dos vueltas a lo largo de un camino que rodee a z � � � �
2E para no cambiar de

rama, ya que la superficie de Riemann correspondiente a esta función tiene 4 hojas. 5 Por otra parte,

la función logarı́tmica f
�
z � � ln

�
z � zb � tiene un punto de rama en z � zb y la superficie de Riemann

asociada tiene infinitas ramas, de manera que sucesivas vueltas alrededor de este punto irán produciendo

cambios de rama sin que se llegue nunca al valor original de la función. 6 Para que la función f3
�
z � sea

analı́tica, la constante γ ha de ser un número entero, γ � n ��� , de forma que f3
�
z ��� en ln � g � z � � � g

�
z � n.

7 (Nótese que la condición de analiticidad la imponemos a la función exponencial en f3
�
z � , y no a la

4Nótese que una vuelta alrededor de cada punto de rama sı́ produce un cambio de rama de la función. Ası́, si escribimos
f1 � z 	 	 � 2E 
 z2 	 1 � 2 	 �

�
2E 
 z 	 1 � 2 �

�
2E � z 	 1 � 2, nombrando

�
2E 
 z � r1eiθ1 y

�
2E � z � r2eiθ2 tendremos f1 � z 	 	

� r1r2 	 1 � 2ei � θ1 � θ2
� � 2. Si partimos del punto z 	 z0, al dar una vuelta (en sentido positivo) alrededor de z1 	 �

2E , la función

cambia de signo: f � 1 �
1 � z0 	 	 � r1r2 	 1 � 2 ei � � θ1 � 2π � � θ2

� � 2 	 
 � r1r2 	 1 � 2 ei � θ1 � θ2
� � 2 	 
 f � z0 	 . Una vuelta alrededor de z2 	 
 �

2E

producirá el mismo efecto, mientras que una vuelta alrededor de ambos puntos de rama dejará a la función invariante: f � 1 � �
1 � z0 	 	

� r1r2 	 1 � 2ei � θ1 � 2π � � 2ei � θ2 � 2π � � 2 	 � r1r2 	 1 � 2eiθ1 � 2eiθ2 � 2 	 f � z0 	 , sin que tenga lugar ningún salto de rama.
5En este caso, si f2 � z0 	 	 � r1r2 	 1 � 4ei � θ1 � θ2

� � 4, al dar una vuelta en torno a z 	 �
2E y z 	 
 �

2E obtenemos f � 1 �
2 � z0 	 	

� r1r2 	 1 � 4ei � θ1 � 2π � � 4ei � θ2 � 2π � � 4 	 
 � r1r2 	 1 � 4ei � θ1 � θ2
� � 4 	 
 f2 � z0 	 , mientras que al dar dos vueltas volvemos al valor inicial de

la función: f � 2 �
2 � z0 	 	 � r1r2 	 1 � 4ei � θ1 � 4π � � 4ei � θ2 � 4π � � 4 	 f2 � z0 	 .

6Escribiendo z 
 zb 	 reiθ, la función f � z 	 	 ln � z 
 zb 	 se escribe f � z 	 	 lnr � iθ. Partiendo del valor f � z0 	 	 ln r0 � iθ0,
las sucesivas vueltas en torno a zb darán los valores f � 1 � � z0 	 	 lnr0 � i � θ0 � 2π 	 , f � 2 � � z0 	 	 lnr0 � i � θ0 � 4π 	 , etc... sin que se
obtenga de nuevo el valor f � z0 	 .

7De hecho, la “función potencia” se define como zα 	 eα ln z, de forma que, cuando α es racional (α 	 p � q, con p y q enteros
y q �	 0) esta función coincide con q

�
zp (para q � 0) o con � � q

�
zp 	 
 1 (para q � 0) y tiene q ramas. Para α irracional, la función

potencia es infinitamente multivaluada.
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función logarı́tmica, que bajo ninguna condición podrá ser univaluada).

z+z−

C2

C1

C

Im (z)

Re(z)

Figura 3.2: Puntos de rama z � � ��� 2E asociados a las funciones f1 � z � � � 2E � z2 � 1 � 2 y f2 � z � � � 2E � z2 � 1 � 4.
El corte de rama elegido se indica en negrita. Una vuelta a lo largo de los caminos C1 o C2 produce un cambio
de rama en ambas funciones. Una vuelta a lo largo del camino C deja invariante la función f1 � z � , mientras que es
necesario dar dos vueltas a lo largo de C para que f2 � z � permanezca univaluada.

Estamos interesados en saber bajo qué condiciones la función compleja

Ψ
�
z ��� 1�

2E � z2 � 1 	 4 e
i

2 � z � 2E � z2 � 1
�
2 � E� ln

�
iz � � 2E � z2 � 1

�
2 �

permanece unı́voca al dar una vuelta alrededor de los puntos z � � �
2E . Escribiendo

�
2E � z

�
r1eiθ1

y
�

2E � z
�

r2eiθ2 , si inicialmente la función vale

Ψ
�
z0 � � 1�

r1r2 � 1 	 4 ei
θ1 � θ2

4

e
i

2 � � � 2E � r1eiθ1 � � r1r2 � 1
�
2 ei

θ1 � θ2
2

� e
E� ln

�
i � � 2E � r1eiθ1 � � � r1r2 � 1

�
2 ei

θ1 � θ2
2 �

� 1�
r1r2 � 1 	 4 ei θ1 � θ2

4

e
i

2 � � � 2E � r1eiθ1 � � r1r2 � 1
�
2 ei

θ1 � θ2
2 � E� ln � R eiθ � �

al dar una vuelta alrededor de z � � �
2E a lo largo del contorno C mostrado en la Fig. (3.2) esta función

tomará el valor

Ψ
� 1 � � z0 � � 1�

r1r2 � 1 	 4 ei
θ1 � 2π � θ2 � 2π

4

e
i

2 � � � 2E � r1ei � θ1 � 2π � � � r1r2 � 1
�
2 ei

θ1 � 2π � θ2 � 2π
2 � E� ln � R ei � θ � 2π � �

�
Ψ
�
z0 � e

� iπ � E� 2πi 

8 Para que la función Ψ

�
x � sea holomorfa, el valor de Ψ � 1 � � z0 � deberá coincidir con Ψ

�
z0 � , debiendo

satisfacerse por tanto la condición

e
� iπ � E� 2πi � ei2nπ 


8Nótese que el argumento del logaritmo, cuando θ1 y θ2 cambian a θ1 � 2π y θ2 � 2π permanece invariante: i �
�

2E 

r1ei � θ1 � 2π � 	 � � r1r2 	 1 � 2ei θ1 � 2π � θ2 � 2π

2 	 i �
�

2E 
 r1eiθ1 	 � � r1r2 	 1 � 2ei θ1 � θ2
2 � R eiθ. A esto hay que añadir el cambio de fase de

2π que sufre el logaritmo al dar una vuelta alrededor de �
�

2E .
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De esta manera se obtiene la condición de cuantización (exacta)

En � � � n � 1
2 �

para la energı́a del oscilador armónico a partir de una condición de analiticidad impuesta a la función de

onda Ψ � � α � � . Esta función está definida en todo el plano complejo de α � , excepto en el corte de rama.

En la determinación de Ψ � � α � � interviene la integral de acción
� α �

α �0 dα � � � 2E � α � � 2 � 1 	 2, evaluada a

lo largo de un camino de integración desde un punto arbitrario α �0. El problema de la elección de este

camino se reduce en definitiva al problema de la elección del signo de la raiz cuadrada. En otras palabras,

debe elegirse una de las hojas de la superficie de Riemann correspondiente a la función
�
2E � α � 2 � 1 	 2

y permanecer en ella a lo largo del camino de integración, de forma que dicha función continúe siendo

univaluada, sin cruzar el corte de rama (que hemos definido de forma arbitraria como la lı́nea que une los

dos puntos de rama
� �

2E). La elección de los cortes de rama de una función multivaluada no es única,
9 y esta elección determina el tipo de solución que se obtiene. La solución aceptable fı́sicamente debe

satisfacer unas condiciones de contorno adecuadas, y decaer en las regiones clásicamente prohibidas.

Puede comprobarse que el signo de la raiz compatible con estas condiciones de contorno es el positivo.

La función de ondas en representación de coordenadas vendrá dada por

Ψ
�
x � �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � Ψ � � α � � e

� αα � 	 �

�

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
1�

2E � α � 2 � 1 	 4
e

1�
�
α � x � α � � � i 	 α �

α �0
�
2E � α � � 2 � 1 � 2 dα � � � 
 (3.69)

Como se ha visto, la aproximación de esta doble integral por el método de saddle point conduce a la

expresión WKB de la función de ondas:

ΨWKB
n

�
x ��� N�

2En � x2 � 1 	 4 sin

�
π
4
� 1

�

�
x � 2En � x � 2 dx � �

� N
� �

2n � 1 � � � x2 � 1 	 4 sin

�
π
4
� x

2
� � �

2n � 1 � � � x2 � i � n � 1
2 � ln � ix � � �

2n � 1 � � � x2 � � 

Cuando se efectúa esta aproximación de la integral, los contornos de integración Γα � α � se deforman,

pero no de cualquier manera, puesto que la condición de fase estacionaria (3.57), que para el oscilador

armónico viene dada por α � i
�

2E � α � 2, impone una relación entre ambas deformaciones. Esto es, la

elección de un contorno para la integral en α � (por ejemplo, el que se muestra en la Fig. (3.2)) determina

de forma unı́voca el camino de integración que ha de elegirse para α (éste tendrá que rodear los puntos

de rama existentes en α � �
i
�

2E).

9Dado que las lı́neas de rama siempre unen los puntos de rama, que siempre aparecen en pares, y teniendo en cuenta que
para la función � 2E 
 α � 2 	 1 � 2, α � 	 ∞ y α � 	 
 ∞ son también puntos de rama, podrı́an haberse elegido igualmente como
cortes de rama las lı́neas que unen �

�
2E con � ∞, respectivamente.
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Este ejemplo pone de manifiesto la diferencia mostrada por las funciones Ψ � � α � � según se haga uso

de una transformación unitaria T̂ o no unitaria T̂0. En el primer caso, según hemos visto, la expresión

obtenida para la función de onda es uniforme. (En particular, la elección de un operador T̂ tal que λ � ω � 2
proporciona un resultado exacto (salvo contantes de normalización) para las autofunciones del oscilador

armónico). Por el contrario, para la transformación no unitaria T̂0 correspondiente a λ � 0 la expresión

que se obtiene para Ψ
�
x � muestra divergencias en los puntos en que px � 0.

Esta diferencia se aprecia en el tipo de caminos de integración que deben elegirse para evaluar la

función Ψ � � α � � . Mientras que para la transformación unitaria con λ � ω � 2 estos caminos deben rodear

una singularidad en forma de polo simple en el origen, hemos visto que para la transformación no unitaria

con λ � 0 la estructura de singularidades se complica, apareciendo cortes de rama que debe evitarse

cruzar a lo largo del camino de integración.

Las ecuaciones clásicas de movimiento para el hamiltoniano H � � � � α2 � α � 2 � � 2 vienen dadas por

α̇ � � i
∂H � � α � � α �

∂α � � � iα �

α̇ � � i
∂H � � α � � α �

∂α
� � iα �

que para el cambio de variables α � i p, α � � q corresponden a las ecuaciones de Hamilton

ṗ � � ∂H � � q � p �
∂p

� � q

q̇ � ∂H � � q � p �
∂q

� p �

con H � � q � p � � �
p2 � q2 � � 2. La fórmula de Kay en la representación de momentos viene dada por la

ec. (3.50):

Ψ̄
�
p � � N�

ṗ
sin

�
π
4
� 1

�

�
p

pm

q � � p � � dp � � �
donde q � � p � corresponde a la rama de la función q � q

�
p � E � en la que ṗ es positiva, esto es, la rama

q � � � 2E � p2 [ver Fig. (3.3)]. La expresión WKB en la representación de momentos tiene pues la

forma

Ψ̄
�
p � �

N�
2E � p2 � 1 	 4 sin

�
π
4
� 1

�

�
p

� � 2E
� 2E � p � 2 dp � �

�
N�

2E � p2 � 1 	 4 sin

�
π
4
� p

2
� � 2E � p2 � E

� sin
� 1 p�

2E
� Eπ

2
� � �

que muestra divergencias en los puntos p � � �
2E.
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p

−p

q

p

m

−q qm

m

m

Figura 3.3: Trayectoria en el espacio de fases para el oscilador armónico definida por q2 � p2 � 2E. La rama
q � � p � � � � 2E � p2 corresponde a la semicircunferencia izquierda, y en la figura qm � pm � � 2E.

Caso λ � ∞

Por último, analizaremos el otro caso extremo de la aproximación (3.1), correspondiente al lı́mite en

el que el parámetro λ tiende a infinito. De manera análoga al caso λ � 0, haremos uso de una transfor-

mación simpléctica no unitaria, con la diferencia de que la actuación de este operador será precisamente

la contraria al caso anterior, esto es, definiremos un operador T̂∞ que, salvo constantes, transformará q̂

por a y p̂ por a†. Definiendo los operadores b̂ y b̂† como

b̂† �
T̂
� 1

∞ a† T̂∞

b̂
�

T̂
� 1

∞ a T̂∞ �

se trata de encontrar las constantes c1, c2 tales que

1�
2

�
b̂† � b̂ ��� c1 a

i�
2

�
b̂† � b̂ �
� c2 a† 


Invirtiendo estas ecuaciones se tiene:

b̂† � 1�
2

�
c1 a � ic2 a† �

b̂ � 1�
2

�
c1 a � ic2 a† ���

es decir,

T̂
� 1

∞ � a†

a � T̂∞
� � b̂†

b̂ � � 1�
2

� � ic2 c1

ic2 c1 � � a†

a � �
M∞ � a†

a � 

Por los mismos argumentos que se aplican al caso λ � 0, la matriz M∞ cumple las propiedades

detM∞ � 1

M∞
11 � M∞

22 �
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de donde

c1c2 � i

c1 � � i c2 


Eligiendo c1 � 1 se tiene c2 � i. La definición de los operadores q̂ y p̂ permite escribir la acción del

operador T̂∞ como

T̂
� 1

∞ a† T̂∞ � 1�
2

�
a† � a � � 1� � q̂ (3.70a)

T̂
� 1

∞ a T̂∞ � � 1�
2

�
a† � a � � i� � p̂ � (3.70b)

o bien, actuando en orden inverso:

T̂∞ a† T̂
� 1

∞ � 1�
2

�
a† � a � � � i� � p̂ (3.71a)

T̂∞ a T̂
� 1

∞ � 1�
2

�
a† � a � � 1� � q̂ 
 (3.71b)

Asimismo, la transformación de los operadores de cuadratura q̂ y p̂ viene dada por

q̂ � � T̂
� 1

∞ q̂ T̂∞ � � �

2

�
1�
2

�
a† � a � � 1�

2

�
a† � a � � � � �

a (3.72a)

p̂ � � T̂
� 1

∞ p̂ T̂∞ � i � �

2

�
1�
2

�
a† � a � � 1�

2

�
a† � a � � � i

� �
a† 
 (3.72b)

La comparación de las ecs. (3.39) y (3.72) muestra que las actuaciones de los operadores T̂0 y T̂∞ son

opuestas: mientras que el primero transformaba q̂ en a† y p̂ en a, este último hace precisamente lo

contrario.

Siguiendo en mismo procedimiento que para T̂0, puede obtenerse la forma explı́cita del operador T̂∞

teniendo en cuenta que corresponde a un operador con la forma genérica T̂ � eεa†2 � ε � a2
. Identificando las

matrices de transformación asociadas a cada uno de estos operadores

� cosh θ � 2ε � sinhθ
θ

2ε sinhθ
θ cosh θ � � 1�

2
� 1 1
� 1 1 �

y comparando esta igualdad con la ec. (3.40) podemos observar que los operadores T̂0 y T̂∞ difieren en el
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signo del exponente:10

T̂∞ � e � π
8
� a†2 � a2 � 
 (3.73)

(Hemos de hacer notar que, por tratarse de operadores que no son unitarios, estas transformaciones no

tienen la interpretación geométrica que tiene un operador de squeezing. Es decir, T̂0 y T̂∞ no corresponden

a rotaciones que difieren en un ángulo
�

π, puesto que su efecto no es el de producir una deformación

finita del cı́rculo de incertidumbre, como sucede con el operador unitario de squeezing. Más adelante

discutiremos acerca de la utilidad y posible interpretación de estos operadores no unitarios).

El lı́mite λ � ∞ de la función de onda (3.1) en la representación de momentos se obtiene a partir de

la transformada de Fourier:

Ψ̄
�
p ��� 1�

2π
�

�
� ∞

� ∞
dx e � i� px Ψ

�
x �

� N�
2π

�

�
� ∞

� ∞
dx e � i� px

�
T

0
dt
�
ṗt � 2iλt q̇t � 1 	 2 e � λt� � x � qt � 2 � i� pt

� x � qt � � i� 	 t
0 pτq̇τdτ

� N�
2π

�

�
T

0
dt
�
ṗt � 2iλt q̇t � 1 	 2 e � i� ptqt � i� 	 t

0 pτq̇τdτ I
�
t ��� (3.74)

donde la integral I
�
t � está dada por

I
�
t � �

�
� ∞

� ∞
dx e � λt� � x � qt � 2 � i� x � pt

� p � � π
�

λt
e
� � pt � p � 2

4 � λt
� i� qt

� pt
� p � 


La función (3.74) se escribe entonces

Ψ̄
�
p ��� N�

2

�
T

0
dt � ṗt

λt
� 2iq̇t � 1 	 2

e
� � pt � p � 2

4 � λt
� i� qt p � i� 	 t

0 pτq̇τdτ �
y su valor asintótico en el lı́mite λt

� ∞ es:

Ψ̄
�
p � �

�
T

0
dt
�
q̇t � 1 	 2 e � i� qt p � i� 	 t

0 pτq̇τdτ 
 (3.75)

Podemos obtener este resultado aplicando el mismo método que hemos seguido en casos anteriores,

pero esta vez en la representación de momentos. Ası́, la función de onda Ψ̄
�
p � podrá escribirse como

Ψ̄
�
p ��� �

p �Ψ ��� �
p � T̂∞ �Ψ � �
� ��� d2α

π
�
�
p � T̂∞ �α � � α �Ψ � � e

� αα � 	 �
�

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�
i

Φ̄α
�
p � Ψ � � α � � e

� αα � 	 � 
 (3.76)

10La matriz de transformación para un operador T̂ 	 eεa†2 � ε � a2
viene dada por
 coshθ 
 2ε � sinhθ

θ
2ε sinhθ

θ coshθ
� �

con θ2 	 
 4εε � . Escribiendo ε 	 
 γ y ε � 	 
 γ � , puede verse que la matriz de transformación asociada al operador T̂ � 	
e 
 � γa†2 � γ � a2 �

será 
 coshθ 2γ � sinhθ
θ
 2γ sinhθ

θ coshθ
� �

con θ2 	 
 4εε � 	 
 4γγ � .
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La función Φ̄α
�
p � � �

p � T̂∞ �α � se obtiene de la manera habitual, teniendo en cuenta que

0 � �
p � a � 0 ��� �

p � T̂∞ d̂α a � 0 ��� �
p � T̂∞ d̂α a d̂

� 1
α T̂

� 1
∞ T̂∞ d̂α � 0 �

� �
p � T̂∞ a T̂

� 1
∞ T̂∞ d̂α � 0 � � α� �

�
p � T̂∞ d̂α d̂

� 1
α T̂

� 1
∞ T̂∞ d̂α � 0 �

� 1� �
�
p � q̂ T̂∞ d̂α � 0 � � α� �

�
p � T̂∞ d̂α � 0 �

� 1� �

�
i

� ∂
∂p

� α � Φ̄α
�
p ���

donde en la segunda lı́nea hemos hecho uso de la ec. (3.6), en la tercera la ec. (3.71) y en la última hemos

tenido en cuenta que la actuación del operador q̂ en la representación de momentos viene dada por i
�

∂ p.

Integrando esta ecuación diferencial obtenemos

Φ̄α
�
p ��� Nα e � i� αp � (3.77)

siendo Nα una constante de integración, en general dependiente de α. Como hemos hecho en casos

anteriores, esta constante puede ser determinada derivando Φ̄α
�
p � con respecto a α:

∂Φ̄α
�
p �

∂α
� ∂

∂α
�
p � T̂∞ eαa† 	 � � � 0 ��� 1� �

�
p � T̂∞ a† eαa† 	 � � � 0 �

� 1� �
�
p � T̂∞ a† T̂

� 1
∞ T̂∞ d̂α � 0 ��� � i

�
�
p � p̂ T̂∞ d̂α � 0 �

� � i
� p Φ̄α

�
p ��


Sustituyendo en esta ecuación la expresión (3.77) para Φ̄α
�
p � se tiene

∂Nα

∂α
� 0 �

de donde Nα es una constante independiente de α que podemos tomar como Nα � 1. La función Φ̄α
�
p �

viene dada por tanto por

Φ̄α
�
p ��� e � i� αp 
 (3.78)

(En la representación de coordenadas, la función correspondiente es singular, como puede verse trans-

formando Fourier (3.78):

Φα
�
x ��� 1�

2π
�

�
� ∞

� ∞
dp e

i� px Φ̄α
�
p ��� 1�

2π
�

�
� ∞

� ∞
dp e

i� p � x � α � ?� � 2π
�

δ
�
x � α ��
 (3.79)

La expresión obtenida para Φα
�
x � no sólo debe ser interpretada en términos de distribución, sino que

existen dificultades para interpretar esta función delta, que darı́a una contribución no nula para valores

de α en el eje real, anulándose en el resto del plano complejo).



110 APROXIMACIONES UNIFORMES

La función Ψ � � α � � �
α �Ψ � � corresponde a la autofunción �Ψ � � del hamiltoniano transformado Ĥ � �

T̂
� 1

∞ Ĥ T̂∞ en la representación de Bargmann. Para un hamiltoniano de la forma Ĥ � p̂2 � 2 � V
�
q̂ � , las

ecuaciones de transformación (3.72) hacen que Ĥ � venga dado por

Ĥ � � �
i
� �

a† � 2
2

� V
� � �

a ��� � �

2
a†2 � V

� � �
a ��


La ecuación de Hamilton-Jacobi H � 	 α � � γ � i∂α � S � � 0 � � α � � 
 � E se escribe en este caso

� α � 2
2

� V
�
γ ��� E

y, a diferencia del caso anterior, no es posible obtener una expresión explı́cita para γE
�
α � � . En cualquier

caso, la expresión genérica para Ψ � � α � vendrá dada por la ec. (3.13), con lo que la ec. (3.76) se escribe

Ψ̄
�
p � �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φ̄α

�
p � 1

� ∂H � 0 � α � � γ �
∂γE

� 1 	 2 e
1� 	 α � γE

� α � � � dα � � � 1� αα � 


Esta expresión es completamente análoga a la ec. (3.14), y pueden darse los mismos pasos que condu-

jeron a la ec. (3.16), a saber: aproximación de la integral en α � por el método de fase estacionaria, elec-

ción de la trayectoria clásica como camino de integración para la integral en α restante, y parametrización

de dicha integral por el tiempo t. De esta forma, llegamos a una expresión análoga a la ec. (3.16):

Ψ̄
�
p ��� N

�
T

0
dt
�
α̇t � 1 	 2 Φ̄α

�
p � e

� 1� αt α �t � 1� 	 t
0 ατα̇ �τ dτ

que, para Φ̄α
�
p � dada por (3.78) se escribe

Ψ̄
�
p ��� N

�
T

0
dt
�
α̇t � 1 	 2 e � i� αt p � 1� αtα �t � 1� 	 t

0 ατα̇ �τ dτ 
 (3.80)

El cambio de variables
�
αt � α �t � � �

qt � pt � está determinado por las ecuaciones de transformación

(3.72):

αt � qt

α �t � � i pt �
con lo que la ec. (3.80) se escribe

Ψ̄
�
p � �

�
T

0
dt
�
q̇t � 1 	 2 e � i� qt p � i� qt pt

� i� 	 t
0 qτ ṗτ dτ

� e
i� q0 p0

�
T

0
dt
�
q̇t � 1 	 2 e � i� qt p � i� 	 t

0 pτq̇τ dτ � (3.81)

donde hemos evaluado la integral por partes�
t

0
qτ ṗτ dτ � qt pt � q0 p0 �

�
t

0
pτq̇τ dτ 


La ec. (3.81) coincide con la expresión asintótica (3.75), con lo que hemos conseguido obtener el

lı́mite λ � ∞ de la expresión uniforme (3.1) mediante el uso de la transformación simpléctica no unitaria

T̂∞. Es sencillo comprobar que este lı́mite recupera de nuevo el resultado WKB para la función de onda.
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Transformaciones no unitarias

El procedimiento que hemos mostrado permite obtener una aproximación uniforme para la función

de ondas mediante el uso de operadores unitarios. Como se ha visto, la expresión resultante viene dada

en términos de un parámetro λ dependiente de la transformación de squeezing utilizada. Existen dos

valores extremos de esta constante (a saber, λ � 0 y λ � ∞) para los que la expresión resultante deja de

ser uniforme, y se corresponden con valores lı́mite del parámetro de squeezing (r � ∞ y φ � 0 o φ � π,

respectivamente).

Ahora bien, hemos visto que estos casos lı́mite pueden obtenerse también haciendo uso de operadores

T̂0 y T̂∞ que no son unitarios. Es evidente que estos operadores no podrán obtenerse como lı́mites del

operador unitario de squeezing T̂ . Esto es sencillo de comprobar teniendo en cuenta cómo actúan dichos

operadores sobre a y a†:

T̂ a† T̂ † � c �q q̂ � c �p p̂ ; T̂0 a† T̂
� 1

0 � 1� � q̂ ; T̂∞ a† T̂
� 1

∞ � � i� � p̂

T̂ a T̂ † � cq q̂ � cp p̂ ; T̂0 a T̂
� 1

0 � i� � p̂ ; T̂∞ a T̂
� 1

∞ � 1� � q̂ 

Para encontrar los valores extremos del operador T̂ tales que su efecto sobre, por ejemplo, a sea el mismo

que el de T̂0, hemos de determinar los valores de r y φ tales que cq
� 0 y cp

� i� � . Según las definiciones

(3.19), esto corresponde a

1�
2

�
�
cosh r � eiφ sinh r � � 0

i�
2

�
�
cosh r � eiφ sinh r � � i� � 


A partir de la primera condición obtenemos

eiφ � cosh r
sinh r

�

y, sustituyendo en la segunda, se tiene

i�
2

� 2cosh r � i� � �

es decir, cosh r � 1 � � 2 � 0 � 707 � 1. No existe ningún valor de r que cumpla esta condición. Es sencillo

demostrar que se obtiene el mismo resultado si se pretende que el efecto del operador T̂ sobre a sea el

mismo que el de T̂∞. 11 Este resultado es bastante lógico si se tiene en cuenta que no debe existir ningún

valor del parámetro de una transformación unitaria para el cual esa transformación deje de ser unitaria.

11Comparando de nuevo el efecto de ambos operadores sobre a, vemos que tendrı́a que cumplirse que cq 	 1� � y cp 	 0,

es decir:
1

�
2 � � cosh r 
 eiφ sinh r 	 	 1

�
�

i
�

2 � � cosh r � eiφ sinh r 	 	 0 �
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Por otra parte, hemos de hacer notar que en este método hemos trabajado con estados �Ψ � � definidos

como �Ψ � � T̂ �Ψ � � . En el caso general, cuando T̂ es unitario, la ecuación de valores propios Ĥ � �Ψ � � �
E �Ψ � � define a �Ψ � � como un autoestado de Ĥ � � T̂ †ĤT̂ con el mismo autovalor E que la función orig-

inal �Ψ � . Sin embargo, para el caso de los operadores no unitarios T̂0 � ∞ el hamiltoniano transformado

T̂
� 1

0 � ∞ĤT̂0 �∞ no es hermı́tico, y �Ψ � � debe ser definida como autofunción a la derecha del operador Ĥ � .
El hecho de que las funciones �Ψ � � no sean funciones de cuadrado integrable y no pertenezcan por

tanto al espacio de Hilbert no les resta utilidad. Esto mismo sucede con los estados de cuadratura � q � y

� p � , que aun siendo estados cuya norma es infinita, proporcionan una base adecuada en la que representar

las funciones de onda.

Ası́ pues, el formalismo que hemos seguido permite obtener los casos extremos λ � 0 y λ � ∞

a través de dos procedimientos distintos: uno desde dentro del espacio de Hilbert, haciendo uso de un

operador unitario de squeezing T̂ y considerando los valores lı́mites del parámetro que define la transfor-

mación; y otro desde fuera del espacio de Hilbert, mediante transformaciones simplécticas no unitarias.

En el primer caso, cabe preguntarse qué sentido tiene considerar una transformación de squeezing con

r � ∞. Al aplicar una transformación de squeezing a un estado coherente, se modifica la incertidumbre

en p o en q, de forma tal que se siga cumpliendo la relación de indeterminación mı́nima ∆q ∆p � � � 2.

Un caso extremo en que el parámetro del squeezing tiende a infinito correponderı́a a una deformación

infinita del paquete de ondas en una de las cuadraturas, esto es, se tendrı́a máxima certidumbre en una

de ellas a costa de no tener ninguna información acerca de la otra. En este sentido, los estados � q � y � p �
corresponden a estos casos extremos.

lo que conduce a las condiciones

eiφ 	 
 cosh r
sinh r

cosh r 	 1
�

2
	 0 � 707 � 1 �
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3.2. Aproximación uniforme a las autofunciones. Condiciones de cuanti-
zación

Las autofunciones de un hamiltoniano Ĥ independiente del tiempo pueden obtenerse a partir de

la dinámica de un estado inicial no estacionario arbitrario �Ψ � 0 � � mediante transformación Fourier del

estado �Ψ � t � � . En la representación de posiciones, esta relación viene dada por

ϕ
�
x � E ���

�
� ∞

� ∞
dt eiEt 	 � Ψ

�
x � t � � lı́m

τ � ∞

�
τ

� τ
dt eiEt 	 � Ψ

�
x � t ��� (3.82)

donde ϕ
�
x � E � es una función que contiene singularidades a las autoenergı́as del hamiltoniano, y tiene la

forma 12 ∑n cn ϕn
�
x � δ

�
E � En � .

De esta manera, es posible conseguir una aproximación a los autoestados de Ĥ con independencia del

método semiclásico utilizado para propagar �Ψ � 0 � � , simplemente extrayéndolo de la dinámica mediante

transformación Fourier. (Por simplicidad, consideraremos el caso en que no existen degeneraciones).

A continuación describiremos un procedimiento que permitirá obtener al mismo tiempo las autofun-

ciones y las condiciones de cuantización para la energı́a de un sistema cuántico a partir de información

puramente clásica, mediante la evolución temporal de una única trayectoria clásica.

Para obtener la función de onda Ψ
�
x � t � seguiremos el método desarrollado en la sección anterior,

haciendo uso de un operador unitario T̂ dado por (3.7) tal que �Ψ � t � � � T̂ �Ψ � � t � � , de forma que

Ψ
�
x � t � � �

x �Ψ � t � � � �
x � T̂ �Ψ � � t � ��� � � d2α

π
�
�
x � T̂ �α � � α �Ψ � � t � � e

� αα � 	 �
�

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � Ψ � � α � � t � e

� αα � 	 � � (3.83)

donde Φα
�
x � � �

x � T̂ �α � ha sido obtenida en el caso estacionario y viene dada por (3.12). La fun-

ción Ψ � � α � � t � � �
α �Ψ � � t � � corresponde a la proyección en estados de Bargmann de la función �Ψ � � t � � ,

solución de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para el hamiltoniano transformado

Ĥ � � T̂
� 1ĤT̂ :

i
� ∂

∂t
�Ψ � � t � ��� Ĥ � �Ψ � � t � ��
 (3.84)

12Ası́, en la base de estados de Fock, por ejemplo, se tiene

Ψ � x � t 	 	 � x �Ψ � t 	 � 	 � x � Û � t 	 �Ψ � 0 	 � 	 � x � e 
 iĤt � � �Ψ � 0 	 �
	 ∑

n
� x � e 
 iĤt � � � n ��� n �Ψ � 0 	 � � ∑

n
cn ϕn � x 	 e 
 iEnt � � �

con cn
� � n �Ψ � 0 	 � y ϕn � x 	 � � x � n � , de donde

lı́m
τ � ∞

� τ


 τ
dt eiEt � � Ψ � x � t 	 	 ∑

n
cn ϕn � x 	 lı́m

τ � ∞

� τ


 τ
dt ei � E 
 En

� t � � 	 ∑
n

cn ϕn � x 	 lı́m
τ � ∞

2sin
� � E 
 En 	 τ �
E 
 En

� ∑
n

cn ϕn � x 	 δ � E 
 En 	 �
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(Nótese que la dependencia temporal se encuentra exclusivamente en la función de onda �Ψ � � t � � , esto es,

estamos considerando que los parámetros que definen el squeezing no dependen del tiempo). 13 Haremos

uso de la aproximación semiclásica para Ψ � � α � � t � desarrollada en el capı́tulo anterior para un operador

hamiltoniano escrito como una combinación simetrizada de operadores q̂ y p̂. Tomaremos como estado

inicial �Ψ � 0 � � un estado de Bargmann � β � . De esta forma, especificando la dependencia con este estado

inicial, la función Ψ � � α � � β � t � vendrá dada por el elemento de matriz (2.78):

Ψ � � α � � β � t ��� Ψ � � ξ �t � η0 � t ��� �
α � Û � � t ��� β � � A � � 0 � � ξ �t � η0 � t � e

i� S � � 0 � � ξ �t � η0 � t �

� � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

e
1� ηt α � � i� 	 t

0 � � H �W � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ � (3.85)

donde hemos elegido κ � 0 en la ec. (2.78) por tratarse de un hamiltoniano con ordenación simétrica,

y ξ �τ , ητ son dos variables complejas independientes sujetas a las condiciones de contorno ξ �t � α � ,
η0 � β. H �W es el término de orden cero de la función normal asociada al operador Ĥ � , y hemos denotado

por Û � � t � el operador de evolución correspondiente al hamiltoniano transformado Ĥ � . La función (3.83)

vendrá dada por tanto por

Ψ
�
x � t � �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � A � � 0 � � α � � β � t � e

i� S � � 0 ��� α � � β � t � e
� αα � 	 � � (3.86)

y transformando Fourier esta expresión se tiene la función ϕ
�
x � E � definida en (3.82):

ϕ
�
x � E ��� lı́m

τ � ∞

�
τ

� τ
dt eiEt 	 � Ψ

�
x � t �

� lı́m
τ � ∞

�
τ

� τ
dt eiEt 	 �

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � A � � 0 � � α � � β � t � e

i� S � � 0 � � α � � β � t � e
� αα � 	 � 


(3.87)

El siguiente paso en la aproximación consiste en evaluar las integrales en t y en α � mediante el

método de fase estacionaria, por lo que escribimos (3.87) como

ϕ
�
x � E ��� lı́m

τ � ∞

�
τ

� τ
dt

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � A � � 0 � � α � � t � e

i� φ � α � � t � � (3.88)

13La ecuación de Schrödinger para �Ψ � t 	 �
i � ∂

∂t
�Ψ � t 	 � 	 Ĥ �Ψ � t 	 �

se escribe

i � ∂
∂t

�
T̂ �Ψ � � t 	 ��� 	 ĤT̂ �Ψ � � t 	 � �

de forma que es necesario considerar que T̂ no depende del tiempo para poder escribir

i � T̂
∂
∂t
�Ψ � � t 	 � 	 ĤT̂ �Ψ � � t 	 �

y por tanto

i � ∂
∂t
�Ψ � � t 	 � 	 T̂ †ĤT̂ �Ψ � � t 	 � � Ĥ � �Ψ � � t 	 � �
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con

φ
�
α � � t � � E t � S � � 0 � � α � � t � � iαα � 
 (3.89)

Los valores estacionarios de t y α � , que denotaremos por ts y α �s , respectivamente, se obtienen a partir

de las condiciones

∂φ
�
α � � t �
∂t

� E � ∂S � � 0 � � α � � t �
∂t

� E � H �W �
α � � i∂S � � 0 � � α � � t �

∂α � � � E � H �W �
α � � ηt ��� 0

∂φ
�
α � � t �

∂α � � ∂S � � 0 � � α � � t �
∂α � � iα � � iηt � iα � 0 �

donde hemos hecho uso de la definición (2.52) para ηt y de la ecuación de Hamilton-Jacobi dependiente

del tiempo (2.50). Estas condiciones son, por tanto:

H �W � α �s � ηts �
� E (3.90a)

ηts � α 
 (3.90b)

Si el estado de Bargmann inicial � β � se elige de forma que H �W � β � � β � � E , donde β � es la compleja

η0 = β= E(β, β)H’
αη  =ts

*

η  = β
0 �����
��������
���

= EH’α=η
t s

(a) (b)

    )β

Figura 3.4: (a): Curvas de energı́a reales en el plano complejo η. En general, la trayectoria que conecta η0 � β
con ηts � α será una trayectoria compleja con energı́a E. (b): Elección del estado de Bargmann inicial � β � y del
punto α sobre la superficie de energı́a real H �W � β � � β � � E.

conjugada de η0 � β, entonces es posible determinar ξ �0 � β � como una función bien definida de β y de

la energı́a E . Las condiciones iniciales
�
η0 � ξ �0 � quedan entonces completamente especificadas, y el valor

de t estacionario corresponderá al tiempo ts que tarda en evolucionar el punto η0 � β al punto ηts � α a lo

largo de una trayectoria. Esta trayectoria en general será compleja, puesto que la variable α en general no

tiene por qué estar situada sobre la superficie de energı́a (real) definida por H �W � β � � β �
� E . [Fig. (3.4-a)]

La conservación de la energı́a a lo largo de esta trayectoria viene dada, según (3.90), por

H �W � α �s � α ��� E � H �W � ξ �0 � β � � η0 � β ��
 (3.91)
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El valor estacionario α �s quedará determinado por la propia dinámica de esta trayectoria compleja, que

llevará el valor de ξ �0 a ξ �ts � α �s .

El problema se simplifica si se elige α de forma que esta trayectoria sea la trayectoria real (clásica)

a energı́a E . [Fig. (3.4-b)] Si esta órbita tiene un periodo T , en general se tendrán distintos tiempos esta-

cionarios correspondientes a las sucesivas vueltas que vayan dándose a lo largo de la trayectoria y que

vuelvan a conectar η0 � β con ηts � α, dados por ts � nT , con n � � . Puesto que la aproximación de fase

estacionaria involucra una suma sobre todas las condiciones estacionarias, la integral (3.88) podrá aprox-

imarse por

ϕ
�
x � E ��� lı́m

τ � ∞

�
τ

� τ
dt

�
Γα 
 α � dα dα �

2π
�

i
Φα

�
x � A � � 0 � � α � � t � e

i� φ � α � � t �

� lı́m
N � ∞

N

∑
n � � N

�
Γcl

dα�
2π

�
i

Φα
�
x � A � � 0 � � α �s � ts � nT � e

i� φ � α �s � ts � nT � � detD � � 1 	 2 � (3.92)

donde Γcl corresponde a la trayectoria clásica a energı́a E . (Es importante indicar que estamos con-

siderando el caso de sistemas con una estructura sencilla, con un único punto de equilibrio (por ejemplo

un oscilador armónico), en los que la inversión de la ecuación H �W � ξ �0 � β � � E permite obtener ξ �0 en

términos de β y E como una función compleja univaluada. Para otro tipo de sistemas con una estructura

más complicada (por ejemplo un potencial de doble pozo), habrı́a que incluir una suma sobre las distintas

ramas de la función multivaluada ξ �0 � ξ �0
�
β � E � , y la solución vendrı́a dada como una combinación lineal

de las distintas soluciones correspondientes a las diferentes elecciones de trayectorias (complejas) que

lleven η0 � β hasta ηts � α).

Dado que el último paso en la obtención de ϕ
�
x � E � consistirá en parametrizar la integral en α por

el tiempo ts, en la evaluación tanto de D como de φ en (3.92) expresaremos las variables αt y α �t como

funciones dependientes de t. La matriz de derivadas segundas en (3.92) viene dada por

D �
�

∂2φ � α � � t �
∂t2

∂2φ � α ��� t �
∂t∂α �

∂2φ � α � � t �
∂t∂α �

∂2φ � α ��� t �
∂α � 2

�
s

� �� ∂2S � � 0 ��� ξ �t � t �
∂t2

∂2S � � 0 ��� ξ �t � t �
∂t∂ξ �t

∂2S � � 0 ��� ξ �t � t �
∂t∂ξ �t

∂2S � � 0 ��� ξ �t � t �
∂ξ �t 2

�

s

�

donde el subı́ndice s denota evaluación en la condición de fase estacionaria. La evaluación del determi-

nante de esta matriz requiere algo de álgebra. Ası́, por una parte se tiene

∂2S � � 0 � � ξ �t � t �
∂t2

�
�
�
�
�
ξ �t

� ∂
∂t

� � H �W �
ξ �t � i∂S � � 0 � � ξ �t � t �

∂ξ �t � � ����
�
ξ �t
� � ∂H �W � ξ �t � ηt �

∂ηt

∂ηt

∂t

� � ξ̇ �t ∂2S � � 0 � � ξ �t � t �
∂t∂ξ �t �

donde en la primera igualdad hemos hecho uso de la ecuación de Hamilton-Jacobi dependiente del tiempo

(2.50), mientras que en la última hemos tenido en cuenta la ecuación de evolución para ξ �t [ec. (2.54a)].
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El determinante de la matriz D vendrá dado por

detD � � ξ̇ �t ∂2S � � 0 �
∂t∂ξ �t

∂2S � � 0 �
∂ξ �t 2 �

�
∂2S � � 0 �
∂t∂ξ �t � 2

� � ∂2S � � 0 �
∂t∂ξ �t � ξ̇ �t ∂2S � � 0 �

∂ξ �t 2 � ∂2S � � 0 �
∂t∂ξ �t � 
 (3.93)

Por otra parte, la derivada cruzada de S � � 0 � con respecto a ξ �t y a t puede escribirse como

∂2S � � 0 �
∂t∂ξ �t � ∂

∂ξ �t � � H �W �
ξ �t � i∂S � � 0 �

∂ξ �t � � � � ∂H �W � ξ �t � ηt �
∂ξ �t � ∂H �W � ξ �t � ηt �

∂ηt

∂ηt

∂ξ �t
� � iη̇t � ξ̇ �t ∂2S � � 0 �

∂ξ �t 2 �

donde hemos tenido en cuenta la ecuación de Hamilton para ηt [ec. (2.54b)]. Sustituyendo este resultado

en la expresión entre corchetes que aparece en la ec. (3.93), tenemos

detD � ∂2S � � 0 �
∂t∂ξ �t iη̇t 


Esta derivada segunda de S � � 0 � puede expresarse en términos de los elementos de la matriz de estabilidad

M dada por (2.95) si tenemos en cuenta que la energı́a se conserva a lo largo de la trayectoria, esto es,

H �W � ξ �t � ηt �
� H �W � ξ �0 � η0 � . De esta forma,

∂2S � � 0 �
∂t∂ξ �t � ∂

∂ξ �t
� � H �W � ξ �0 � η0 � � � � ∂H �W � ξ �0 � η0 �

∂ξ �0
∂ξ �0
∂ξ �t � � iη̇0M

� 1
22

y el determinante de D se escribe finalmente como

detD � 	 η̇0η̇t M
� 1
22



s � α̇0α̇ts � nT M
� 1
22 � α̇0α̇ts M

� 1
22 
 (3.94)

Por otra parte, la fase φ que aparece en (3.92), teniendo en cuenta las ecs. (3.85) y (3.89), ası́ como

las condiciones de fases estacionaria (3.90), viene dada por

φ
�
ξ �s � ts � nT � � E

�
ts � nT � � i αts � nT α �ts � nT

�
�

ts � nT

0

� � H �W � α �τ � ατ � � iα �τα̇τ � dτ � i αts � nT α �ts � nT

� i

�
ts � nT

0
α �τ α̇τ dτ 


Con estos resultados, la expresión (3.92) se escribe

ϕ
�
x � E ��� lı́m

N � ∞

N

∑
n � � N

�
Γcl

dαts Φαts

�
x � A � � 0 � � α �s � ts � nT � e

i� φ � α �s � ts � nT � � detD � � 1 	 2

� lı́m
N � ∞

N

∑
n � � N

�
Γcl

dαts Φαts

�
x � � ∂α �ts � nT

∂α �0 � � 1 	 2 	 α̇0 α̇ts M
� 1
22

 � 1 	 2

e � 1� 	 ts � nT
0 α �τ α̇τdτ 


(3.95)
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Como se ha indicado anteriormente, existe una ambigüedad en la elección del signo de la raiz cuadra-

da que aparece en el prefactor A � � 0 � � α � � t � que no hemos mostrado explı́citamente. Es el valor absoluto

de este término el que se simplifica con el elemento M22 proviniente del determinante de D, restando un

término e
� inπ � � � 1 � n que da cuenta del signo de A � � 0 � . Ir sumando sobre los sucesivos valores de n, esto

es, ir dando vueltas a lo largo de la trayectoria clásica, correponde a ir pasando alternativamente de una a

otra de las hojas de la superficie de Riemann asociada a la función bivaluada
�
∂α �t � ∂α �0 � � 1 	 2. Esto hace

que la ec. (3.95) se escriba como

ϕ
�
x � E � � lı́m

N � ∞

�
Γcl

dαts Φαts

�
x � 1

� α̇0α̇ts

N

∑
n � � N

e � 1� 	 ts � nT
0 α �τ α̇τdτ e

� inπ 
 (3.96)

Teniendo en cuenta que

N

∑
n � � N

e � 1� 	 ts � nT
0 α �τ α̇τdτ � e � 1� 	 ts

0 α �τ α̇τdτ
N

∑
n � � N

e � 1� 	 nT
0 α �τ � ts α̇τ � ts dτ

� e � 1� 	 ts
0 α �τ α̇τdτ

N

∑
n � � N

e � n� 	 T
0 α �τ � ts α̇τ � ts dτ �

donde se ha hecho uso de la condición de periodicidad 14

α �t � α �t � T � α �t � 2T � � � � � α �t � nT (3.97a)

α̇t � α̇t � T � α̇t � 2T � � � � � α̇t � nT � (3.97b)

la ec. (3.96) se escribe

ϕ
�
x � E � � lı́m

N � ∞

�
Γcl

dαts � Φαts

�
x � 1

� α̇0α̇ts

e � 1� 	 ts
0 α �τ α̇τdτ

N

∑
n � � N

e � n� 	 T
0 α �τ � ts α̇τ � ts dτ e

� inπ � 
 (3.98)

Puesto que la acción calculada a un periodo T de la trayectoria no depende del punto inicial α elegido para

evaluarla, por tratarse de una trayectoria cerrada en el espacio de fases (como indican las condiciones de

periodicidad (3.97)), la suma en n de (3.98) puede salir fuera de la integral en α, teniéndose finalmente:

ϕ
�
x � E � � lı́m

N � ∞

N

∑
n � � N

e � n� 	 T
0 α �τ � ts α̇τ � ts dτ e

� inπ

�
Γcl

dαts Φαts

�
x � 1

� α̇0α̇ts

e � 1� 	 ts
0 α �τα̇τdτ

�
lı́m

N � ∞

N

∑
n � � N

e � n� 	 T
0 α �τ � ts α̇τ � ts dτ e

� inπ I
�
x ��
 (3.99)

14Efectivamente, para una función f genérica se tiene
� nT

0 f � t � ts 	 dt 	 � T
0 f � t � ts 	 dt � � 2T

T f � t � ts 	 dt � � 3T
2T f � t � ts 	 dt �
	�	�	 � � nT

� n 
 1 � T f � t � ts 	 dt

	 � T
0

�
f � t � ts 	 � f � t � T � ts 	 � f � t � 2T � ts 	 �
	�	�	�� f � t � � n 
 1 	 T � ts 	 � dt

	 n
� T

0 f � t � ts 	 dt �
siempre que se cumpla la condición de periodicidad

f � τ 	 	 f � τ � T 	 	 	 	�	 	 f � τ � nT 	 �
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Como ya se ha indicado, la integral I
�
x � en la variable α, evaluada a lo largo de la trayectoria clásica

Γcl , puede ser parametrizada por el tiempo ts:

I
�
x � �

�
Γcl

dαts Φαts

�
x � 1

� α̇0α̇ts

e � 1� 	 ts
0 α �τ α̇τdτ

�
�

T

0
dts

dαts

dts
Φαts

�
x � 1

� α̇0α̇ts

e � 1� 	 ts
0 α �τ α̇τdτ 


Renombrando ts como t y sustituyendo la expresión para la función Φα
�
x � � �

x � T̂ �α � dada por (3.12), se

tiene

I
�
x � �

�
T

0
dt � α̇t

α̇0
e

c �p
2 � cp

α2
t
� icq

2 � cp
x2 � i

� � � cp
αtx

e � 1� 	 t
0 α �τ α̇τdτ

� e
1� α0α �0�

α̇0

�
T

0
dt
�
α̇t � 1 	 2 e

c �p
2 � cp

α2
t
� icq

2 � cp
x2 � i

� � � cp
αtx � 1� αtα �t � 1� 	 t

0 ατα̇ �τdτ � (3.100)

donde se ha evaluado por partes la integral que aparece en el exponente. Esta es la expresión que aparece

en la aproximación uniforme para la función de onda estacionaria [ec. (3.18)]. El cambio de variables�
αt � α �t � � �

qt � pt � para la transformación de squeezing dado por (3.17):

αt � � � �
cq qt � cp pt � (3.101a)

α �t � � � 	 c �q qt � c �p pt

 (3.101b)

y los cálculos intermedios que siguen a la ec. (3.18) conducen al resultado

I
�
x � �

�
T

0
dt � ṗt � cq

cp
q̇t � 1 	 2

e
� icq
2 � cp

� x � qt � 2 � i� � x � qt ��� i� 	 t
0 pτq̇τdτ �

salvo constantes. Definiendo el parámetro λ como cq � cp
� � 2iλ, obtenemos el resultado (3.20) para la

función de onda estacionaria:

I
�
x � �

�
T

0
dt
�
ṗt � 2iλq̇t � 1 	 2 e

� λ� � x � qt � 2 � i� � x � qt � � i� 	 t
0 pτ q̇τdτ 


Sustituyendo este resultado en (3.99), obtenemos finalmente la siguiente expresión para la transfor-

mada de Fourier de Ψ
�
x � t � :

ϕ
�
x � E � � N lı́m

N � ∞

N

∑
n � � N

e � n� 	 T
0 α �τ � ts α̇τ � tsdτ einπ

� �
T

0
dt
�
ṗt � 2iλq̇t � 1 	 2 e

� λ� � x � qt � 2 � i� � x � qt � � i� 	 t
0 pτq̇τdτ

� N lı́m
N � ∞

N

∑
n � � N

f
�
n �
�

T

0
dt
�
ṗt � 2iλq̇t � 1 	 2 e

� λ� � x � qt � 2 � i� � x � qt ��� i� 	 t
0 pτq̇τdτ 


(3.102)
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Analicemos el lı́mite de la serie que aparece en esta expresión. Como se ha mencionado, la acción

evaluada en un periodo T de la trayectoria no depende del punto inicial elegido para calcularla, de forma

que la integral que interviene en el exponente de la función que hemos denotado como f
�
n � , esto es,�

T

0
α �τ � t α̇τ � t dτ �

�
t � T

t
α �τα̇τ dτ � (3.103)

mantiene su valor independientemente del de ts. Con el cambio de variables (3.101) podemos escribir

� 1
�

�
t � T

t
α �τ α̇τ dτ � � � cq � 2

2

�
q2

t � T � q2
t � � � cp � 2

2

�
p2

t � T � p2
t �

� c �qcp
�
qt � T pt � T � qt pt � � � cqc �p � c �qcp �

�
t � T

t
pτq̇τ dτ 
 (3.104)

Las condiciones de periodicidad (3.97) para αt y α �t se traducen en unas condiciones similares para qt y

pt que hacen que los tres primeros términos de la derecha en la ec. (3.104) se anulen. Teniendo en cuenta,

además, la relación cqc �p � c �qcp � � i � �
, la integral anterior puede escribirse como

� 1
�

�
t � T

t
α �τ α̇τ dτ � i

�

�
t � T

t
pτq̇τ dτ

� i
� ST �

donde ST
� � t0 � T

t0 pτq̇τdτ
� � p dq es la acción a lo largo de una trayectoria cerrada de periodo T . De

esta manera, la función f
�
n � definida en (3.102) puede escribirse como

f
�
n � � e � n� 	 T

0 α �τ � t α̇τ � tdτ e
� inπ � e

in � ST� � π �
y por tanto

lı́m
N � ∞

N

∑
n � � N

f
�
n ��� lı́m

N � ∞

N

∑
n � � N

e
in � ST� � π � � 1 � 2 lı́m

N � ∞

N

∑
n � 1

Re e
in � ST� � π �

� Re

��
1 � 2 lı́m

N � ∞

e
i � ST� � π � � e

i � N � 1 � � ST� � π �
1 � e

i � ST� � π �
��
� Re � isin 	 ST� � π 


1 � cos 	 ST� � π 
 � 
 (3.105)

Esta función vale cero, excepto para aquellos valores de la energı́a tales que la acción de la órbita de

periodo T a dicha energı́a sea tal que ST � � � π � 2mπ, para m entero. Es decir, al ir dando sucesivas

vueltas a lo largo de la trayectoria clásica se van produciendo interferencias constructivas y destructivas,

de forma que únicamente para aquellos valores de la acción que cumplan la condición de cuantización

ST � 2π
� � m � 1

2 � (3.106)

se tiene un resultado distinto de cero en la aproximación a la autofunción. La suma de la serie (3.105)

puede escribirse formalmente haciendo uso de la fórmula de Poisson 15

� ∞

∑
j � � ∞

δ
�
t � j �
�

� ∞

∑
k � � ∞

ei2πkt � 1 �
∞

∑
k � 1

2cos
�
2πkt ��� (3.107)

15Debe tenerse en cuenta que el término en el infinito en (3.105) se anula debido a que en la transformada de Fourier (3.82)
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es decir:
∞

∑
n � � ∞

f
�
n � �

∞

∑
m � � ∞

δ
�

ST

2π
� � 1

2
� m � 


Esta expresión puede escribirse como una suma de deltas en energı́as teniendo en cuenta la relación�
∂ST

�
E � � � ∂E � � T

�
E � , y la identidad δ

�
x � x0 � � � f � � x ��� δ �

f
�
x � � , donde x0 es el único cero de la función

f
�
x0 ��� 0 en el intervalo considerado, de modo que

∞

∑
n � � ∞

f
�
n ��� 2π

�

T
�
E �

∞

∑
m � � ∞

δ
�
E � Em ��� (3.108)

con Em definidos por

ST
�
Em ��� 2π

� � m � 1
2 � 


Con estos resultados, la expresión final que determina las autofunciones ϕm
�
x � del hamiltoniano Ĥ

viene dada por

ϕ
�
x � E ���

∞

∑
m � � ∞

cm
�
E � β � δ

�
E � Em � ϕm

�
x �

�
∞

∑
m � � ∞

cm
�
E � β � δ

�
E � Em �

�
T � E �

0
dt
�
ṗt � 2iλq̇t � 1 	 2 e

� λ� � x � qt � 2 � i� � x � qt � � i� 	 t
0 pτq̇τdτ �

donde los coeficientes complejos cm
�
E � β � dependerán de la energı́a elegida E a través del periodo T

[ec. (3.108)] y del estado inicial �Ψ � 0 � ����� β � [ec. (3.100)].

De esta forma, es posible obtener una aproximación a las autofunciones ϕm
�
x � de un hamiltoniano

simplemente eligiendo un paquete coherente a una energı́a determinada e integrando la trayectoria clásica

correspondiente hasta el periodo de una órbita a esa energı́a. Este formalismo dependiente del tiempo ha

permitido determinar mediante un mismo procedimiento tanto las autofunciones como las condiciones

de cuantización.

debe incluirse un parámetro imaginario ε, que eventualmente tenderá a cero, y que asegure la convergencia de la integral, esto
es:

Ψ � x � E 	 	 lı́m
ε � 0

lı́m
τ � ∞

� τ


 τ
dt ei � E � iε � t � � Ψ � x � t 	 �

De esta manera es posible asegurar que integrales como
� ∞


 ∞
dt ei � E 
 En

� t � � 	 2π � δ � E 
 En 	
estén bien definidas.



Capı́tulo 4

Aproximación semiclásica a la densidad de
estados

El conjunto de autovalores � En � del operador hermı́tico Ĥ puede representarse mediante la función

densidad de estados:

ρ
�
E �
� ∑

n
δ
�
E � En ��


Esta función está codificada en el llamado operador resolvente Ĝ
�
z � , escrito en términos de la variable

compleja z y del operador Ĥ en la forma

Ĝ
�
z � � �

z � Ĥ � � 1 � 1

z � Ĥ



El operador de Green, ĝ
�
E � , definido como la transformada de Laplace del operador de evolución cuánti-

co Û
�
t ��� exp

� � iĤt � � � ,

ĝ
�
E � � lı́m

ε � 0 � 1
i

�

�
∞

0
dt eiEt 	 � � εt 	 � Û

�
t ��� lı́m

ε � 0 � 1
i

�

�
∞

0
dt ei � E � iε � Ĥ � t 	 �

� lı́m
ε � 0 � 1

E � iε � Ĥ
�

(donde hemos introducido una pequeña constante ε � 0 para asegurar la existencia de la integral) se

relaciona con el operador resolvente mediante el lı́mite 1

ĝ
�
E �
� lı́m

ε � 0 � Ĝ
�
E � iε ��


La traza del operador de Green viene dada por

g
�
E � � Tr ĝ

�
E � � lı́m

ε � 0 � ∑
n

1
E � iε � En


 (4.1)

1En general, se definen los operadores de Green “hacia adelante” o “hacia atrás”, ĝ � � E 	 , según se calculen las transformadas
de Laplace de los operadores de evolución “hacia adelante” o “hacia atrás”, Û � � t 	 	 � Θ � t 	 Û � t 	 , donde Θ � t 	 es la función de
Heaviside. Hemos elegido el operador de Green correspondiente a la propagación hacia adelante en el tiempo, esto es, ĝ � � E 	 .
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Se trata de una traza formal, ya que por lo general esta suma es divergente. La expresión (4.1) indica que

las autoenergı́as aparecen como polos de la función g
�
E � . Teniendo en cuenta la identidad

lı́m
ε � 0 � 1

x
�

iε
� P

�
1
x ��� iπδ

�
x ���

donde P denota la parte principal de Cauchy, puede obtenerse una relación entre la densidad de estados

y el operador de Green, esto es, una relación entre la densidad de estados y el operador resolvente:

ρ
�
E � � ∑

n
δ
�
E � En �
� � 1

π
Im Tr ĝ

�
E �
� � 1

π
lı́m

ε � 0 � Im Tr Ĝ
�
E � iε ��
 (4.2)

Es en este sentido por lo que decimos que el operador resolvente codifica la densidad de estados. Una

aproximación semiclásica a la traza de ĝ
�
E � proporcionará una aproximación al espectro de autoenergı́as

del sistema cuántico en cuestión.

En este capı́tulo obtendremos una aproximación semiclásica para esta traza expresada en términos

de las órbitas periódicas del sistema clásico (fórmula de Gutzwiller), haciendo uso de la aproximación

semiclásica al propagador basada en trayectorias complejas. Veremos cómo en sistemas cuyo potencial

presente más de un mı́nimo (como el doble pozo) el uso de trayectorias complejas es esencial para dar

cuenta de los efectos de tunneling.

En la representación de estados coherentes, la traza del operador de Green puede obtenerse como la

transformada de Laplace de la traza del operador de evolución:

Tr ĝ
�
E �
� 1

i
�

�
∞

0
dt eiEt 	 � Tr Û

�
t �

En esta representación, la traza puede expresarse como

Tr Û
�
t ���

�
Γα � 
 β dα � dβ

2π
�

i

�
α � Û �

t ��� β � e
� α � β 	 � � (4.3)

donde hemos llevado a cabo la extensión habitual de las integrales haciendo uso de la resolución gene-

ralizada de la identidad (2.84). La obtención de una expresión semiclásica para la densidad de estados

pasa por aplicar una serie de aproximaciones en la evaluación de la traza del operador de Green. El pro-

cedimiento a seguir será muy similar al llevado a cabo en el capı́tulo anterior para la obtención de las

autofunciones ϕn
�
x � . En primer lugar, haremos uso de la aproximación semiclásica para la amplitud de

transición
�
α � Û �

t ��� β � dada por (2.78):

�
α � Û �

t ��� β � � A
� 0 � � α � � β � t � eiS � 0 ��� α � � β � t � 	 � � A

� 0 � � ξ �t � η0 � t � eiS � 0 � � ξ �t � η0 � t � 	 �

� � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

e
1� ηtα � � i� 	 t

0 � � H � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ � (4.4)

donde para simplificar los cálculos hemos considerado un sistema descrito por un operador Ĥ con or-

denación simétrica (κ � 0 en (2.78) y H correspondiente al sı́mbolo de Weyl del operador Ĥ). Las



125

trayectorias complejas � ξ �τ � ητ;0 � τ � t � requeridas para evaluar el elemento de matriz (4.4) son solu-

ción de las ecuaciones de Hamilton clásicas para H
�
ξ � � η � y cumplen las condiciones de contorno a dos

tiempos

ξ �t � α �
η0 � β 


Ası́ pues, una primera aproximación a la traza de ĝ
�
E � vendrá dada por:

Tr ĝ
�
E � � 1

i
�

�
∞

0
dt eiEt 	 �

�
Γξ �t 
 η0

dη0 dξ �t
2π

�
i

A
� 0 � � ξ �t � η0 � t � eiS � 0 ��� ξ �t � η0 � t � 	 � e

� η0ξ �t 	 � 
 (4.5)

Una aproximación ulterior consiste en evaluar las integrales en t y en ξ �t por el método de fase

estacionaria. Los puntos de fase estacionaria vienen dados por aquellos valores de t y ξ �t (que denotamos

por ts y ξ �s , respectivamente) para los que se anulan las derivadas primeras de la fase

φ
�
ξ �t � t � � E t � S

� 0 � � ξ �t � t;η0 � � i η0ξ �t � (4.6)

es decir

∂φ
�
ξ �t � t �
∂t

� E � ∂S
� 0 � � ξ �t � t;η0 �

∂t
� E � H

�
ξ �t � i∂S

� 0 � � ξ �t � t;η0 �
∂ξ �t � � 0

∂φ
�
ξ �t � t �

∂ξ �t � ∂S
� 0 � � ξ �t � t;η0 �

∂ξ �t � iη0 � � iηt � iη0 � 0 �

donde ηt
�

i∂ξ �t S
� 0 � � ξ �t � t � . Estas condiciones son por lo tanto

E � H
�
ξ �s � ηts � (4.7a)

ηts � η0 � β 
 (4.7b)

La condición (4.7b) indica que las órbitas que intervienen en la evaluación de la integral en ξ �t de (4.5)

son órbitas periódicas. 2 Por otra parte, la energı́a se conserva a lo largo de la trayectoria en cualquier

instante de tiempo. En particular, para t � ts se tiene, según (4.7a):

H
�
ξ �ts � ηts �
� E � H

�
ξ �ts � η0 ��� H

�
ξ �0 � η0 ���

de donde puede concluirse que

ξ �ts � ξ �0 
 (4.7c)

2Nótese que en el caso de que las trayectorias sean reales, para que una órbita sea periódica es necesario que se cumpla no
sólo que qt 	 q0 (condición para órbitas cerradas), sino además pt 	 p0. Para el caso de trayectorias complejas, la condición
ηt 	 η0 es suficiente para que la órbita sea periódica.
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Esta condición proporciona el valor estacionario del tiempo, ts, identificándolo con el periodo de la órbita

periódica. Las condiciones (4.7b) y (4.7c) indican que el método de fase estacionaria selecciona como

trayectorias que contribuyen a las integrales en ξ �t y en t en (4.5) las órbitas periódicas del sistema que

existen a energı́a E . Es importante indicar que para que la dinámica compleja descrita sea fı́sicamente

admisible, es necesario que tanto en el instante inicial como en el instante ts la trayectoria se encuentre

en la misma rama de la función multivaluada ξ ��� ξ � � β � E � . La elección de dicha rama se lleva a cabo de

acuerdo a consideraciones fı́sicas, de forma que se satisfagan las condiciones de contorno adecuadas.

Para aplicar la fórmula de fase estacionaria a la integral (4.5) es necesario evaluar el determinante

de la matriz D de derivadas segundas de la fase φ
�
ξ �t � t � . En (3.94) se obtuvo una expresión para este

determinante a partir del cálculo de las derivadas segundas de la acción. Este mismo resultado puede

obtenerse aplicando una metodologı́a diferente, interpretando el determinante

detD � det �� ∂2S � 0 � � ξ �t � t;η0 �
∂ξ �t 2

∂2S � 0 � � ξ �t � t;η0 �
∂ξ �t ∂t

∂2S � 0 ��� ξ �t � t;η0 �
∂t∂ξ �t

∂2S � 0 ��� ξ �t � t;η0 �
∂t2

�
 � i det

�
∂ηt
∂ξ �t

∂ηt
∂t

∂E
∂ξ �t

∂E
∂t

� (4.8)

como el correspondiente al jacobiano de la transformación canónica
�
ηt � E � � �

ξ �t � t � , manteniendo con-

stante η0, que denotamos como

det D
�

i det � ∂
�
ηt � E;η0 �

∂
�
ξ �t � t;η0 � � 


En la fórmula de fase estacionaria interviene, además del término
�
detD � � 1 	 2 procedente de la evalu-

ación de la integral gaussiana, un término � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

procedente del factor de amplitud A
� 0 � � ξ �t � t;η0 � . El

producto de ambos términos puede expresarse en función de los jacobianos de transformaciones sucesi-

vas:

detD � ∂ξ �t
∂ξ �0 � �

i det � ∂
�
ηt � E;η0 �

∂
�
ξ �t � t;η0 � � det � ∂

�
ξ �t ; t � η0 �

∂
�
ξ �0; t � η0 � � � i det � ∂

�
ηt � E;η0 �

∂
�
ξ �0 � t;η0 � �

� i det � ∂
�
E;ηt � η0 �

∂
�
t;ηt � η0 � � det � ∂

�
ηt ; t � η0 �

∂
�
ξ �0; t � η0 � � 
 (4.9)

Teniendo en cuenta que una variación infinitesimal de la variable ξ �0 induce un cambio en la energı́a dado

por

δE � ∂H
�
ξ �0 � η0 �

∂ξ �0 δξ �0 � i η̇0 δξ �0 � (4.10)

la igualdad

δηt � ∂ηt

∂t
δt � ∂ηt

∂ξ �0 δξ �0 � 0

establece una relación de proporcionalidad entre δξ �0 y δt, de forma que la variación (4.10) puede es-

cribirse como

δE � i η̇0
� η̇t
∂ηt
∂ξ �0

δt �
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de donde
∂E
∂t

� � i
η̇0 η̇t

∂ηt
∂ξ �0




El producto (4.9) podrá escribirse por tanto como:

detD � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � det

�
η̇0 η̇t � det � ∂ηt

∂ξ �0 � � 1

det � ∂ηt

∂ξ �0 � � η̇0 η̇t 
 (4.11)

Este resultado es general, y por supuesto coincide con el obtenido en (3.94). No obstante, la utilidad de

este procedimiento para obtener el producto (4.9) mediante un producto de los jacobianos de sucesivas

transformaciones canónicas se pone de manifiesto en el tratamiento analı́tico de sistemas multidimen-

sionales, puesto que en ese caso puede hacerse uso de las reglas de multiplicación de los determinantes

jacobianos para obtener un resultado similar a (4.11).

En la integral (4.5) interviene el inverso de la raiz cuadrada del producto (4.11):

�
detD � � 1 	 2 � ∂ξ �t

∂ξ �0 � � 1 	 2
� �

η̇0 η̇t � � 1 	 2 
 (4.12)

Este producto es una magnitud compleja, y es importante dar cuenta no sólo de su módulo, sino de la fase

acumulada a lo largo de la órbita periódica. A partir de (4.8) es sencillo comprobar que inicialmente

este producto viene dado por

�
detD � t � 0 � � � 1 	 2 � ∂ξ �0

∂ξ �0 � � 1 	 2
� det

� 1 	 2 � 0 � iη̇0

� iη̇0 0 � � �
η̇0 � � 1 � (4.13)

con lo que al cabo del tiempo estacionario ts se tendrá

�
detD � t � ts � �

� 1 	 2 � ∂ξ �ts
∂ξ �0 � � 1 	 2

� �
η̇0 � � 1 e

� i � 2νπ � 	 2 � (4.14)

con ν entero.

Por último, la fase φ dada por (4.6) evaluada en la condición de fase estacionaria viene dada por

φ
�
ξ �ts � ts � � E ts � S

� 0 � � ξ �ts � ts;η0 � � i η0ξ �ts
� E ts � i ξ �ts ηts �

�
ts

0

� � H
�
ξτ � ητ � � i ξ �τη̇τ

� dτ � i η0ξ �ts
� i

�
ts

0
ξ �τ η̇τ dτ �

donde se han tenido en cuenta las condiciones (4.7a) y (4.7b). La integral (4.5) puede por tanto aproxi-

marse como:

Tr ĝ
�
E � �

1
i

� ∑
s

�
Γ

dη0 A
� 0 � � ξ �s � ts;η0 � eiφ � ξ �s � ts � 	 � � detD � � 1 	 2

� 1
i

� ∑
s

�
Γ

dη0
1

η̇0
e
� iπνs e � 1� 	 ts

0 ξ �τ η̇τ dτ 
 (4.15)
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Esta suma se extiende sobre las soluciones estacionarias del problema, es decir, es una suma sobre todas

las órbitas periódicas del sistema. El parámetro entero νs corresponde al ı́ndice de Maslov de la órbita

periódica (que en general da cuenta del número de cáusticas atravesadas a lo largo de la órbita). Como se

ha dicho anteriormente, es importante tener en cuenta que tras la aproximación de las integrales en ξ �t y t

de (4.5) por el método de fase estacionaria, el integrando de la integral en η0 restante no necesariamente

es una función analı́tica de la variable compleja η0. El camino de integración Γ en (4.15) deberá elegirse

por lo tanto de forma que las singularidades del integrando queden incluidas dentro de él.

La elección de estos caminos de integración no está determinada únicamente por consideraciones

geométricas, sino también fı́sicas, puesto que dicha elección debe ser capaz de extraer la mayor can-

tidad de información posible relevante del problema. De esta manera, dependiendo del sistema que se

considere, esta deformación podrá llevarse a cabo de forma que las trayectorias que intervengan estén

localizadas en regiones accesibles clásicamente (trayectorias reales), o bien se incluyan, mediante contin-

uación analı́tica, trayectorias complejas en las zonas clásicamente prohibidas, permitiendo la descripción

de fenómenos puramente cuánticos como el tunneling.

Existe una contribución a la traza del operador de Green procedente de los tiempos infinitesimalmente

cortos. Dado que t � 0 es una de las soluciones estacionarias y coincide con uno de los lı́mites de

integración de la integral temporal en la transformada de Laplace, su contribución deberá ser evaluada

de forma separada. El origen del problema de las llamadas órbitas de longitud cero para sistemas de más

de una dimensión radica en el hecho de que las soluciones a tiempo t � 0 no son aisladas, y su inclusión

origina divergencias en la parte real de la traza del operador de Green. En general, la contribución de

estas órbitas da lugar a una descomposición de la traza de ĝ
�
E � en dos términos,

Tr ĝ
�
E �
� Tr ĝ0

�
E � � Tr ĝosc

�
E ��� (4.16)

el primero procedente de la contribución de órbitas de longitud infinitesimalmente corta y el segundo

proviniente de la contribución de órbitas más largas. Esta separación para la traza del operador de Green

conduce a su vez a una descomposición similar de la densidad de estados,

ρ
�
E �
� ρ0

�
E � � ρosc

�
E �
� ρ̄

�
E � � ρosc

�
E ���

donde ρ̄
�
E � es el valor medio de la densidad de estados y ρosc

�
E � da cuenta de las fluctuaciones en torno

a la densidad de estados media.

Al final de este capı́tulo mostraremos la forma general de esta contribución de órbitas de longitud

cero en el formalismo de estados de Bargmann a partir de una expresión general para el propagador

semiclásico a tiempos infinitesimalmente cortos.

Densidad de estados semiclásica para un potencial de pozo simple Trataremos inicialmente el caso

más simple de un sistema con un único punto de equilibrio descrito por un potencial de pozo simple
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como el que se muestra en la Fig. (4.1), en el que a cada energı́a existe una única órbita periódica

con periodo real T
�
E � . Este sistema simple constituye un ejemplo ilustrativo en el que se obtienen las

E

V(x)

xxx_ +

Figura 4.1: Ejemplo de potencial sencillo para el que existe una única órbita periódica a una energı́a E dada, y
dos puntos de retroceso, x � .

condiciones de cuantización WKB. Puesto que cualquier repetición de una órbita periódica es asimismo

una órbita periódica, el tiempo estacionario en la ec. (4.15) será un múltiplo entero del periodo, esto es,

ts � mT
�
E � . La contribución de t � 0 corresponde al valor m � 0, y será evaluada se forma separada.

El factor e
� iπνs � � � 1 � νs que aparece en esta integral da cuenta del cambio de signo que sufre el factor

de amplitud A
� 0 � cada vez que se completa una vuelta (se pasa de una hoja a otra en la superficie de

Riemann asociada a la función bivaluada raiz cuadrada). La contribución oscilatoria a la traza de ĝ
�
E �

vendrá dada, según (4.15) por:

Tr ĝosc
�
E � � 1

i
�

∞

∑
m � 1

e
� imπ

�
Γ

dη0
1

η̇0
e � 1� 	 mT � E �

0 ξ �τ η̇τ dτ

En la exponencial que aparece en esta integral interviene la acción de la órbita periódica, definida por

� 1
�

�
T � E �

0
ξ �t η̇t dt

� i
� ST

�
E ��


Dado que el valor de esta acción no depende del punto inicial elegido para calcularla, este término puede

salir de la integral en η0, de forma que podemos escribir finalmente

Tr ĝosc
�
E � � 1

i
�

∞

∑
m � 1

e
� imπ e

i� mST
� E �
�

Γ
dη0

1
η̇0

 (4.17)

El contorno de integración Γα puede deformarse de manera que pase por los puntos de fase estacionaria,

es decir, elegimos las trayectorias periódicas como caminos de integración. Esta integral en η0 puede

ser parametrizada por el tiempo (real) t, de forma que la integral se reduce finalmente al periodo (real)

de la órbita: �
Γ

dη0
1

η̇0
�
�

T � E �

0

dη0

dt
dt

1
η̇0

� T
�
E ��
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La ec. (4.17) se escribirá por tanto como

Tr ĝosc
�
E � � T

�
E �

i
�

∞

∑
m � 1

e
im � � π � ST � E �� � 
 (4.18)

La contribución de t � 0 a la integral que se ha evaluado por fase estacionaria viene dada por 1 � 2 del

término que corresponderı́a a m � 0 en la suma (4.18):

Tr ĝ0
�
E � � T

�
E �

2i
� 


Ası́ pues, la expresión final para la traza del operador de Green corresponde a la fórmula de la traza de

Gutzwiller para el caso monodimensional [Gut67, Gut69, Gut71]:

Tr ĝ
�
E � � Tr ĝ0

�
E � � Tr ĝosc

�
E �

�
T
�
E �

2i
� � T

�
E �

i
�

∞

∑
m � 1

e
im � � π � ST � E �� � 
 (4.19)

Multiplicando la parte imaginaria de esta expresión por � 1 � π se obtiene, según indica la ec. (4.2), la

siguiente expresión para la densidad de estados:

ρ
�
E ��� ρ0

�
E � � ρosc

�
E �

�
T
�
E �

2π
� � T

�
E �

π
�

∞

∑
m � 1

cos

�
m �
� π � ST

�
E �

� � � 

Haciendo uso de la fórmula de Poisson (3.107) esta expresión puede escribirse en la forma

ρ
�
E � � T

�
E �

2π
�

∞

∑
n � � ∞

δ
�
ST
�
E �

2π
� � 1

2
� n � � (4.20)

y teniendo en cuenta la relación
∂ST

�
E �

∂E
� T

�
E �

se obtiene finalmente la expresión genérica para la densidad de estados:

ρ
�
E � � ∑

n
δ
�
E � En ��� (4.21)

donde las autoenergı́as En son los ceros de los argumentos de las funciones delta en (4.20), esto es:

ST
�
En �

2π
� � n � 1

2



De esta forma, el tratamiento basado en trayectorias reales para el caso de un pozo simple de potencial

conduce a las condiciones de cuantización WKB para la acción:

ST
�
En �
� 2π

� � n � 1
2 � 
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Densidad de estados semiclásica para el potencial de doble pozo Hemos mostrado el caso más

sencillo de un potencial con un único mı́nimo, para el cual la densidad de estados viene dada por la

contribución de sucesivas repeticiones a lo largo de una única órbita periódica con periodo real situada

en el pozo de potencial. Para sistemas no tan simples cuyos potenciales presenten varios mı́nimos, un

tratamiento basado únicamente en trayectorias reales sólo considerarı́a las órbitas periódicas situadas

en las regiones clásicamente accesibles, y la aproximación semiclásica obtenida no podrı́a dar cuenta

del fenómeno de paso a través de barreras de potencial mediante tunneling. Este tipo de fenómenos

puramente cuánticos pueden ser descritos mediante un procedimiento de continuación analı́tica a una

dinámica compleja. Una de las principales ventajas que proporciona la formulación de estados coherentes

se basa precisamente en su naturaleza compleja intrı́nseca, gracias a la cual esta extensión de la dinámica

real a una dinámica compleja se produce de manera natural.

−a −b b a

E

−D

x

V(x)

Figura 4.2: Potencial V � x � � � x2 � 4 � x4 � � 64D � . Los puntos de retroceso clásicos corresponden a x � � a y
�

b.
Se ha elegido E � 0 justo en la energı́a de la barrera de potencial.

Consideremos un sistema con un potencial simétrico con dos mı́nimos descrito por un operador

hamiltoniano convenientemente escalado en la forma

Ĥ
�
q̂ � p̂ ��� p̂2

2
� V

�
q̂ ��� p̂2

2
� q̂2

4
� q̂4

64D
� (4.22)

donde el parámetro adimensional D da cuenta aproximadamente del número de dobletes existentes para

energı́as inferiores a la energı́a de la barrera de potencial. Mediante el cambio de variables habitual

q̂ � � � � 2
�
a† � a � , p̂ � i � � � 2

�
a† � a � (correspondiente a la transformación de Ĥ bajo un operador de

squeezing unitario), este operador se escribe en términos de a y a† como

Ĥ � � a† � a ���
� 2

256D
a†4 �

� 2

64D
a†3a � 3

� 2

128D
a†2a2 �

� 2

64D
a†a3 �

� 2

256D
a4

� � � 3
�

8
� 3

� 2

128D � a†2 � � �

4
� 3

� 2

64D � a†a � � � 3
�

8
� 3

� 2

128D � a2 �
�

8
� 3

� 2

256D

 (4.23)
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La función clásica asociada a este operador proporciona unas ecuaciones de movimiento cuyas solu-

ciones muestran una estructura analı́tica bastante complicada. Una forma de simplificar el problema

consiste en aplicar al operador Ĥ una transformación no unitaria T̂∞ como la introducida en (3.72) que

transforma q̂ en
� �

a y p̂ en i
� �

a†:

Ĥ � � a† � a � � T̂
� 1

∞ Ĥ T̂∞ � � �

2
a†2 � V

� � �
a ��� � �

2
a†2 �

�

4
a2 �

� 2

64D
a4 
 (4.24)

Este operador, bastante más sencillo que (4.23), tiene asociado un hamiltoniano clásico dado por

H � � ξ � � η � � �
ξ � Ĥ � �η ��

ξ �η � � � ξ � 2
2

� V
�
η �
� � ξ � 2

2
� η2

4
� η4

64D



La evolución clásica de las variables complejas η y ξ � está gobernada por las ecuaciones de Hamilton:

η̇τ � � i
∂H � � ξ �τ � ητ �

∂ξ �τ � iξ �τ (4.25a)

ξ̇ �τ � i
∂H � � ξ �τ � ητ �

∂ητ
� i � � ητ

2
� η3

τ
16D � (4.25b)

El punto de partida para la obtención de la aproximación semiclásica a la densidad de estados del

doble pozo es la expresión para la traza del operador de Green dada por la ec. (4.15):

Tr ĝ
�
E � � 1

i
� ∑

s

�
Γ

dη0
1

η̇0
e
� iπνs e � 1� 	 ts

0 ξ �τ η̇τ dτ 
 (4.26)

Como se ha dicho anteriormente, es necesario analizar con precaución la estructura analı́tica del inte-

grando para poder llevar a cabo la deformación del camino de integración Γ en el plano complejo. A

partir de la conservación de la energı́a a lo largo de la trayectoria clásica

E � � ξ � 2
2

� η2

4
� η4

64D

ξ � puede expresarse como una función de la variable η en la forma

ξ � � η �
� � � η4 � 16Dη2 � 64DE
32D

� (4.27)

lo que permite escribir la acción en la ec. (4.26) como

� 1
�

�
ts

0
ξ �τ η̇τ dτ � � 1

�

�
γ
ξ � dη � �

1
�

�
γ
dη � η4 � 16Dη2 � 64DE

32D
� i

� So � p �
� (4.28)

donde el signo � corresponde a una elección
�

en (4.27), y el contorno de integración γ se extiende a

lo largo de una órbita periódica. Esta función debe permanecer univaluada a lo largo del camino de inte-

gración. La elección de una u otra rama de la función (4.27) viene determinada por el criterio fı́sico de que

la traza del operador de Green debe decaer exponencialmente en las regiones clásicamente prohibidas.

Esta elección determinará el sentido de los contornos de integración, como veremos a continuación.
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ηIm 

Reη234 η ηη 1η

Figura 4.3: Contorno de integración elegido para � D
�

E
� 0. Se muestran los puntos de rama ηi (i � 1 � � 4),

ası́ como los cortes de rama en lı́nea negrita. El trazo continuo o discontinuo corresponde al paso de una a otra hoja
de la superficie de Riemann asociada a la función compleja (4.27).

Eligiendo E � 0 justo en la parte superior de la barrera de potencial [fig. (4.2)], la estructura de

singularidades de la función (4.27) será diferente para energı́as positivas o negativas.

Comenzaremos estudiando los estados situados por debajo de la barrera de potencial, con energı́as

� D � E � 0. En este caso, la función (4.27) presenta cuatro puntos de rama situados en el eje real, dados

por

η1 � � 8D
�
1 � � 1 � E � D � ; η2 � � 8D

�
1 � � 1 � E � D �

η3 � � � 8D
�
1 � � 1 � E � D � ; η4 � � � 8D

�
1 � � 1 � E � D ��


La deformación del contorno de integración Γ deberá llevarse a cabo rodeando estas singularidades

y atendiendo a los siguientes criterios fı́sicos: Por una parte, como se ha indicado, la traza de ĝ
�
E � debe

decaer en las regiones clásicamente prohibidas, lo que significa que en estas regiones las acciones de

las órbitas periódicas, dadas por (4.28) deben ser imaginarias y estar definidas en el semiplano superior

de la acción. Por otra parte, integrando la ecuación de movimiento para ηt , dada por (4.25a), se tiene la

siguiente expresión para el tiempo:�
dt � � i

�
dη

ξ � � η � � � i

�
γ
dη

32D
η4 � 16Dη2 � 64DE

�
tR � itI � (4.29)

donde el signo � corresponde a una elección
�

en (4.27). El criterio consiste en imponer la condición

de que, a lo largo del camino de integración, la función (4.29) debe ser tal que su parte real tR sea

positiva y monótonamente creciente en las regiones clásicamente accesibles, permaneciendo t I constante
3, mientras que tI debe ser positiva y monótonamente creciente en las regiones clásicamente prohibidas,

permaneciendo constante tR.

3Puede suceder que la parte imaginaria aumente al ir por una de las hojas de la superficie de Riemann y decrezca al regresar
por la otra, de manera que después de un ciclo haya permanecido constante de forma neta.
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Por otra parte, la elección de la rama fı́sica de la función (4.27) de acuerdo con los criterios expuestos

determinará el sentido en el que se lleva a cabo la integración. Debe tenerse en cuenta que cada vez que

se rodea una de las singularidades debe añadirse un factor de fase cuyo signo depende del sentido de

integración. En la Fig. (4.3) se muestra el camino de integración fundamental utilizado en la evaluación

de la integral (4.28), en el que, partiendo de, por ejemplo, el pozo 1, la trayectoria pasa una vez por la

barrera, llega al pozo 2, rebota en el punto de retroceso, atraviesa de nuevo la barrera y regresa al pozo de

partida, completando un ciclo. A lo largo de este recorrido es necesario ir pasando de una a otra hoja de la

superficie de Riemann asociada a la función (4.27) para que se cumplan los criterios impuestos sobre la

acción (4.28) y el tiempo (4.29) en cada una de las regiones, y la función ξ � � η � permanezca univaluada.

En la traza del operador de Green dada por (4.26) interviene una suma sobre todas las órbitas periódi-

cas. Deben considerarse todos los contornos de integración posibles que no sean equivalentes, esto es,

que no puedan deformarse de forma continua entre sı́ sin que se pase por una de las singularidades del

integrando. Puesto que estas singularidades se encuentran en el eje real, estos caminos podrán elegirse

de forma que estén sobre el eje real, excepto en un entorno infinitesimal de los puntos de rama.

Ası́ pues, la integral en η que aparece en (4.26) podrá evaluarse descomponiendo la integral en η

en una suma de integrales extendidas a tres regiones Γ1, Γ2 y Γb correspondientes a las trayectorias

periódicas que tienen su inicio y su fin en cada uno de los dos pozos y en la barrera, respectivamente.

Denotando por S1 y S2 las acciones (reales) de las órbitas periódicas a energı́a E en cada uno de los

pozos, y por iSb la acción (imaginaria) de una oscilación de ida y vuelta bajo la barrera de potencial, la

traza del operador de Green ĝ
�
E � puede escribirse suma sobre todas las trayectorias que comienzan en

cualquiera de estas tres regiones, conteniendo todas las combinaciones posibles de ciclos en cada región:

Tr ĝosc
�
E � � 1

i
�

�
∞

∑
n � 1

� ∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � n �
Γb

dη0
1

η̇0

�
∞

∑
n � 1

� � eiS1 	 � � n
∞

∑
j � 0

� � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l
∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � j �
Γ1

dη0
1

η̇0

�
∞

∑
n � 1

� � eiS2 	 � � n
∞

∑
j � 0

� � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l
∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � j �
Γ2

dη0
1

η̇0

� �� 
 (4.30)

El primero de los términos de (4.30) incluye las trayectorias que comienzan y terminan bajo la barrera de

potencial, mientras que los dos últimos contabilizan las órbitas que tienen su inicio y final en cada uno de

los dos pozos. [En el Apéndice 2 al final de este capı́tulo se muestra cómo se obtiene la ec. (4.30)]. Como

se ha hecho anteriormente, las integrales en (4.30) pueden ser parametrizadas por el tiempo. Denotando

por T1 y T2 los periodos (reales) de las órbitas a energı́a E en cada uno de los pozos, y por � iTb el periodo
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de la órbita bajo la barrera, la ec. (4.30) se escribe

Tr ĝosc
�
E � � 1

i
�

�
� iTb

∞

∑
n � 1

� ∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � n

� T1

∞

∑
n � 1

� � eiS1 	 � � n
∞

∑
j � 0

� � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l
∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � j

� T2

∞

∑
n � 1

� � eiS2 	 � � n
∞

∑
j � 0

� � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l
∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � j � �� 
 (4.31)

Conviene indicar que muchas de las trayectorias que intervienen en la suma (4.31) son topológicamente

equivalentes, pero se contabilizan de forma distinta, ya que cada órbita irá multiplicada por un factor

temporal diferente (T1, T2 o � iTb) dependiendo de la región en que se considere que tiene su inicio. Por

otra parte, es importante indicar que, si bien los contornos de integración dependen de la elección que se

haga de los cortes de rama (que por supuesto no es única, puesto que podrı́an elegirse como la lı́nea a que

une η3 y η2 en la Fig. (4.3) y las lı́neas que unen η1 y η4 con � ∞ y � ∞, respectivamente), sin embargo

el resultado (4.31) es independiente de cómo hayan sido elegidos dichos cortes.

Efectuando las sumas de las series que aparecen en (4.31) se tiene

Tr ĝosc
�
E � � 1

i
� � � T1eiS1 	 � � T2eiS2 	 � � � T1 � T2 � ei � S1 � S2 � 	 � � iTbe

� Sb 	 ��
1 � eiS1 	 � � � 1 � eiS2 	 � � � e

� Sb 	 � � 

Este es el resultado correspondiente a la parte oscilatoria de la traza del operador de Green (las sumas

principales se extienden desde n � 1 hasta infinito, es decir, se da al menos una vuelta en cada uno de los

pozos). De nuevo, la contribución de las órbitas de longitud cero se obtiene fácilmente como la mitad de

los términos correspondientes a n � 0, esto es:

Tr ĝ0
�
E �
� T1 � T2 � iTb

2i
� 


La expresión completa para la traza de ĝ
�
E � será por tanto

Tr ĝ
�
E �
� Tr ĝ0

�
E � � Tr ĝosc

�
E �

�
T1 � T2 � iTb

2i
�

� 1
i

� � � T1eiS1 	 � � T2eiS2 	 � � � T1 � T2 � ei � S1 � S2 � 	 � � iTbe
� Sb 	 ��

1 � eiS1 	 � � � 1 � eiS2 	 � � � e
� Sb 	 � � 
 (4.32)

Según indica la ec. (4.1), las autoenergı́as del sistema deben obtenerse como polos de la traza del

operador de Green, con residuos igual a la unidad. Teniendo en cuenta las relaciones

∂Si

∂E
� Ti � � i � 1 � 2 � ;

∂Sb

∂E
� � Tb � (4.33)
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la parte oscilatoria de la traza (que es la que presenta polos a las autoenergı́as En, puesto que el término

de órbitas de longitud cero no proporciona ninguna información acerca de la posición de los picos en la

densidad de estados) puede escribirse como una derivada logarı́tmica en la forma

Tr ĝosc
�
E � �

∂
∂E

� �
1 � eiS1 	 � � � 1 � eiS2 	 � � � e

� Sb 	 � ��
1 � eiS1 	 � � � 1 � eiS2 	 � � � e

� Sb 	 �
� ∂

∂E
ln � � 1 � eiS1 	 � � � 1 � eiS2 	 � � � e

� Sb 	 � � 
 (4.34)

Esta relación indica que los polos de expresión (4.32) son, aproximadamente, las autoenergı́as del sis-

tema, y sus residuos son aproximadamente iguales a la unidad. 4

Una forma alternativa de obtener la expresión (4.34) para la traza consiste en asignar un código

simbólico a las órbitas periódicas que comienzan y terminan en cada una de las tres regiones corres-

pondientes a los dos pozos y la barrera. Con un alfabeto A formado exclusivamente por dos sı́mbolos,

A � � 1 � 2 � , es posible identificar de forma única cada una de las trayectorias que intervienen en la suma

(4.31) mediante una secuencia especı́fica de estos sı́mbolos. Por ejemplo, la órbita fundamental mostrada

en la Fig. (4.3), correspondiente a una trayectoria que parte del pozo 1, atraviesa la barrera, pasa al pozo 2,

rebota en el punto de retroceso, atraviesa de nuevo la barrera, entra al pozo 1, rebota en el punto de retro-

ceso y regresa al punto inicial, viene determinada por la secuencia 12211. Esta dinámica simbólica puede

codificarse de forma compacta en el grafo de Markov representado en la Fig. (4.4). Cualquier itinerario

generado por la dinámica simbólica, con independencia de su longitud, corresponde a un camino en este

grafo. Las transiciones permitidas vienen dadas por la matriz de conectividad [Eck93]:

T � � � eiS1 	 � i e
� Sb 	 � 2 � �

i e
� Sb 	 � 2 � � � eiS2 	 � � 
 (4.35)

El grafo representado en (4.4) presenta dos nodos y cuatro enlaces, cada uno de los cuales está asociado

a los elementos de la matriz de conectividad. La traza (4.34) puede escribirse en términos de la matriz

(4.35) en la forma

Tr ĝosc
�
E �
� ∂

∂E
lnζ � ∂

∂E
ln

�
det
�
I � T � � � (4.36)

4Efectivamente, si la función

Tr ĝ � E 	 	
∂

∂E f � E 	
f � E 	 	 ∂

∂E
ln

�
f � E 	 �

tiene un polo en E 	 En, desarrollando f � E 	 en torno al mismo

f � E 	 	 f � En 	 � ∂ f � E 	
∂E

�
�
�
�
E � En

� E 
 En 	 � 	�	 	

podemos escribir

Tr ĝ � E 	��
∂

∂E f � E 	
∂ f � E �

∂E

�
�
�
E � En

� E 
 En 	
�

1
E 
 En

�

puesto que f � En 	 	 0. Truncando, pues, el desarrollo de f � E 	 en torno al polo hasta orden lineal en E, el residuo del polo En

es aproximadamente la unidad.
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donde ζ es una función zeta dinámica que presenta polos en las posiciones de los autovalores de Ĥ.

21

Figura 4.4: Grafo de Markov con 2 nodos y 4 enlaces correspondiente a la matriz de conectividad (4.35).

Para entender el contenido fı́sico del resultado (4.34), resulta instructivo examinarlo en un caso es-

pecı́fico, como es el doble pozo simétrico. Puesto que en este caso se tiene T1 � T2
�

T , ası́ como

S1 � S2
�

S, la ec. (4.32) se reduce a

Tr ĝ
�
E � � 2T � iTb

2i
� � 1

i
� � � 2TeiS 	 � � 2Tei2S 	 � � iTbe

� Sb 	 ��
1 � eiS 	 � � 2 � e

� Sb 	 � � 
 (4.37)

Las integrales para el cálculo de los periodos y las acciones que intervienen en esta traza son analı́ticas,

y vienen dadas por [Gra94]

S � 2�
32D

�
a

b
dx � �

a2 � x2 � � x2 � b2 ��� 2�
32D

a
3

� �
a2 � b2 � E � η � � 2b2K

�
η � �

Sb � 4�
32D

�
b

0
dx � �

a2 � x2 � � b2 � x2 ��� 4�
32D

a
3

� �
a2 � b2 � E � ξ � � � a2 � b2 � K � ξ � �

T � 2
�

32D

�
a

b

dx

� � a2 � x2 � � x2 � b2 � � 2
�

32D
1
a

K
�
η �

Tb � 4
�

32D

�
b

0

dx

� � a2 � x2 � � b2 � x2 � � 4
�

32D
1
a

K
�
ξ ���

donde

a2 � 8D � 1 � � 1 � E � D �
b2 � 8D � 1 � � 1 � E � D �
η �

�
a2 � b2

a

ξ � b
a

y donde K
�
λ � y E

�
λ � son las integrales elı́pticas completas de primer y segundo tipo, respectivamente,

definidas como

K
�
λ ���

�
π 	 2

0

dθ
� 1 � λ2 sin2 θ

E
�
λ � �

�
π 	 2

0
dθ � 1 � λ2 sin2 θ 


En la Fig. (4.5) se muestra la densidad de estados semiclásica para el potencial de doble pozo con

D � 4. Se comparan los resultados con los que se obtienen al diagonalizar Ĥ en una base de osciladores

armónicos.



138 APROXIMACIÓN SEMICLÁSICA A LA DENSIDAD DE ESTADOS

−1 −0.75 −0.5 −0.25 0 0.25 0.5 0.75
E

0

20

40

60

80

ρ(E)

Figura 4.5: Comparación de resultados para la densidad de estados semiclásica y cuántica (espectro de barras) en
el potencial V � x � � � x2 � 4 � x4 � � 64D � .

Un aproximación adicional permite obtener el desdoblamiento de niveles cuasidegenerados predicho

por la teorı́a WKB. Para ello puede procederse de forma perturbativa considerando como orden cero el

caso en que la barrera de potencial es muy alta y el problema se reduce al estudio de la degeneración en

dos pozos simples. Para ello introducimos un parámetro perturbativo, ε, que eventualmente igualaremos

a la unidad, de forma que la condición para un polo [ver ec. (4.37)] puede escribirse como

� 1 � eiS � En � 	 � � 2 � � ε2 e
� Sb

� En � 	 � �

esto es

1 � eiS � En � 	 � � �
iε e

� Sb
� En � 	 2 � 
 (4.38)

Desarrollando la autoenergı́a en potencias de ε,

En � E
� 0 �
n � ε E

� 1 �
n � ε2 E

� 2 �
n � � � � (4.39)

puede desarrollarse la acción en torno al orden más bajo, E
� 0 �
n , como

S
�
En ��� S

�
E
� 0 �
n � � ∂S

∂En

�
�
�
�
E � 0 �n

�
En � E

� 0 �
n � � 1

2
∂2S
∂E2

n

�
�
�
�
E � 0 �n

�
En � E

� 0 �
n � 2 � � � �

� S
�
E
� 0 �
n � � T � εE

� 1 �
n � ε2 E

� 2 �
n � � 1

2
∂T
∂En

ε2E
� 1 �
n

2 � � � �
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Sb
�
En � � Sb

�
E
� 0 �
n � � ∂Sb

∂En

�
�
�
�
E � 0 �n

�
En � E

� 0 �
n � � 1

2
∂2Sb

∂E2
n

�
�
�
�
E � 0 �n

�
En � E

� 0 �
n � 2 � � � �

� Sb
�
E
� 0 �
n � � Tb � εE

� 1 �
n � ε2 E

� 2 �
n � � 1

2
∂Tb

∂En
ε2E

� 1 �
n

2 � � � � �

donde hemos conservado únicamente los términos hasta el orden ε2. Sustituyendo estos desarrollos en la

ec. (4.38) se tiene

1 � e
i� S � E � 0 �n � e

i� T � εE � 1 �n � ε2E � 2 �n � e
i

2 � ∂T
∂En

ε2E � 1 �n
2

�
�

i ε e � 1� Sb
� E � 0 �n � e

Tb
2 � � εE � 1 �n � ε2E � 2 �n � e

1
4 �

∂Tb
∂E ε2E � 1 �n

2

�

esto es

1 � e
i� S � E � 0 �n � � 1 � i

� T
�
εE

� 1 �
n � ε2E

� 2 �
n � � T 2

2
� 2 ε2E

� 1 �
n

2 � � 1 � i
2

�
∂T
∂En

ε2E
� 1 �
n

2 �
�
�

i ε e � 1� Sb
� E � 0 �n � � 1 � Tb

2
�
�
εE

� 1 �
n � ε2E

� 2 �
n � � T 2

b

8
� 2 ε2E

� 1 �
n

2 � � 1 � 1
4

�
∂Tb

∂E
ε2E

� 1 �
n

2 � 
 (4.40)

Las sucesivas correcciones a las autoenergı́as pueden obtenerse identificando los coeficientes correspon-

dientes a las mismas potencias de ε en la ec. (4.40). De esta forma, igualando los términos correspon-

dientes al orden ε0 tenemos

1 � e
i� S � E � 0 �n � � 0 � (4.41)

de donde obtenemos la condición que ha de satisfacer la aproximación de orden cero:

S
�
E
� 0 �
n �
� 2π

� � n � 1
2 � 
 (4.42)

Ası́ pues, la aproximación más baja, que consiste en considerar dos pozos simples degenerados, pro-

porciona las condiciones de cuantización de Bohr-Sommerfeld, y el estado de energı́a más baja en esta

aproximación adquiere la energı́a de punto cero adecuada.

Identificando los términos correspondientes al siguiente orden en ε obtenemos la igualdad

1 � e
i� S � E � 0 �n � � 1 � i

� TE
� 1 �
n � � �

i e � 1
2 � Sb

� E � 0 �n � �

que, teniendo en cuenta la condición (4.41), permite despejar E
� 1 �
n como

E
� 1 �
n � � �

T
e
� Sb

� E � 0 �n � 	 2 � � (4.43)

obteniéndose de esta forma la expresión WKB para el splitting de los niveles:

En � E
� 0 �
n

� �

T
e
� Sb

� E � 0 �n � 	 2 � �

donde hemos tomado ε � 1 en la ec. (4.39).
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Para estimar la validez de esta aproximación, es necesario ir a un orden superior en el desarrollo de

ε y obtener una estimación del término E
� 2 �
n . Identificando pues los términos de orden ε2 en la ec. (4.40)

y teniendo en cuenta la condición (4.41) obtenemos la igualdad

� i
2

�
∂T
∂E

E
� 1 �
n

2 � i
� TE

� 2 �
n � T 2

2
�

2 E
� 1 �
n

2 � � i
2

� TbE
� 1 �
n e

� Sb
� E � 0 �n � 	 2 � 
 (4.44)

Esta expresión indica que E
� 2 �
n debe ser una magnitud compleja. Identificando entonces las partes real e

imaginaria en esta igualdad se tiene

E
� 2 �
n � �

�

2T 2 � �

T
∂T
∂E

� Tb � e
� Sb

� E � 0 �n � 	 � � i
�

2T
e
� Sb

� E � 0 �n � 	 � 
 (4.45)

Estos resultados muestran que la aproximación semiclásica proporciona un espectro continuo, puesto

que la expresión dada por (4.37) no puede presentar polos para valores reales de la energı́a. 5 Esta es una

limitación de la aproximación semiclásica, que desplaza los polos de la función de Green, apartándo-

los del eje real. La corrección de segundo orden (4.45) es la misma para los dos niveles desdoblados.

Además, la parte imaginaria de E
� 2 �
n (que da cuenta de la anchura de la “resonancia” y cuya negatividad

garantiza el decaimiento temporal de la misma) permite una resolución adecuada del splitting, teniendo

en cuenta que Im E
� 2 �
n � exp � � Sb

�
E
� 0 �
n � � � � frente a E

� 1 �
n � exp � � Sb

�
E
� 0 �
n � � � 2 � � � . En la tabla (4.1) se

comparan los resultados obtenidos mediante esta aproximación perturbativa, En � E
� 0 �
n � E

� 1 �
n � E

� 2 �
n con

los autovalores (reales) cuánticos. Estos resultados reflejan el hecho de que la aproximación perturbativa

llevada a cabo es válida para Sb � �
, es decir, no es una buena aproximación para los dobletes que están

próximos a la barrera de potencial.

El uso de trayectorias complejas para describir el fenómeno de tunneling a través de una barrera

de potencial ha sido ampliamente utilizado en fı́sica. Como es sabido, en las regiones clásicamente

prohibidas las ecuaciones de movimiento clásicas pueden extenderse mediante continuación analı́tica a

tiempos imaginarios, y el problema es dinámicamente equivalente al estudio del potencial invertido. 6

5Efectivamente, la condición para un polo, dada por

1 � eiS � � 	 i e 
 Sb � � (4.46)

indica que la circunferencia centrada en 1 con radio unidad representada por 1 � eiS � � sólo puede intersectar al punto e 
 Sb � � en
el eje imaginario cuando este último término es cero, esto es, cuando se desprecia el efecto de la barrera de potencial.

6Efectivamente, los cambios de variable

t 	 
 it �
p 	 
 ip �
q 	 q �

en las ecuaciones clásicas de movimiento de un sistema hamiltoniano con H 	 p2 � 2 � V � q 	 ,
dq
dt

	 ∂H
∂p

	 p ;
dp
dt

	 
 ∂H
∂q

	 
 dV � q 	
dq

�
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Cuántico Semiclásico Perturbativo Error absoluto
-3.5081111 � 3 � 50607012 � i 3 � 07980891 � 10

� 17 -0.00204098
-3.50811109 � 3 � 50607012 � i 3 � 07980891 � 10

� 17 -0.00204097
-2.55935453 � 2 � 55677181 � i 1 � 55507276 � 10

� 12 -0.00258272
-2.55935315 � 2 � 55677046 � i 1 � 55507276 � 10

� 12 -0.00258269
-1.67109818 � 1 � 6676916 � i 1 � 24780681 � 10

� 08 -0.00340658
-1.67098132 � 1 � 66757508 � i 1 � 24780681 � 10

� 08 -0.00340624
-0.863037287 � 0 � 857459295 � i 2 � 58906331 � 10

� 05 -0.005577992
-0.858090445 � 0 � 852437506 � i 2 � 58906331 � 10

� 05 -0.005652939
-0.210912181 � 0 � 197516725 � i 0 � 011489924 -0.013395456
-0.126060107 � 0 � 103867603 � i 0 � 011489924 -0.022192504
0.290398316 0 � 291298465 � i 0 � 00553330199 -0.000900149
0.597963855 0 � 592894188 � i 0 � 000304156498 0.005069667
0.995546017 0 � 99241686 � i 1 � 17432691 � 10

� 05 0.003129157
1.41452763 1 � 41227437 � i 3 � 55691616 � 10

� 07 0.00225326
1.86389423 1 � 86208854 � i 8 � 94072024 � 10

� 09 0.00180569
2.33769048 2 � 33627901 � i 1 � 9251569 � 10

� 10 0.00141147
2.83418802 2 � 83293774 � i 3 � 64317198 � 10

� 12 0.00125028
3.35163401 3 � 35054687 � i 6 � 15592322 � 10

� 14 0.00108714
3.88869984 3 � 88767777 � i 9 � 42356016 � 10

� 16 0.00102207

Cuadro 4.1: Autovalores del doble pozo correspondientes al valor D � 4. Los valores cuánticos han sido obtenidos
diagonalizando el hamiltoniano (4.22) en una base de autoestados del oscilador armónico con una frecuencia
convenientemente optimizada. Se muestran asimismo los autovalores complejos En � E

�
0 �

n
� E

�
1 �

n
� E

�
2 �

n obtenidos
mediante la aproximación perturbativa (4.39) y el error relativo entre el valor cuántico y la parte real del resultado
perturbativo.
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Miller [Mil74] asocia las trayectorias de tunneling con puntos de silla en el plano complejo del tiempo

y con singularidades en el potencial para ciertos valores complejos de las coordenadas. Los resultados

semiclásicos obtenidos son mejores para energı́as clásicas mucho menores que la barrera de potencial,

donde contribuye una única “rama” de tunneling, mientras que cerca de la barrera clásica la situación se

complica. En [Mil79] puede encontrarse una descripción por órbitas periódicas del tunneling en el doble

pozo incluyendo trayectorias complejas. La aproximación propuesta por Bender et al [Ben78] para la

función de Green en la representación de integrales de camino proporciona un resultado para el espectro

de energı́a cuántico acorde con los resultados WKB. Esta aproximación incluye también el efecto de

trayectorias complejas en las regiones clásicamente prohibidas.

Otros estudios [McL72] contemplan el uso de una continuación analı́tica a tiempos complejos para

la evaluación semiclásica de la función de Green en el formalismo de integrales de camino. El resultado

es independiente del camino elegido para determinar la integral de camino de Feynman.

La utilidad del uso de trayectorias complejas no se limita a la descripción semiclásica del pa-

so a través de barreras de potencial, sino del llamado tunneling dinámico, que conecta regiones en-

ergéticamente accesibles pero dinámicamente separadas. Si bien en el caso monodimensional el tunnel-

ing dinámico no tiene forma de aparecer, en el caso de sistemas con mayor número de grados de libertad

el uso de trayectorias complejas en el espacio de configuraciones ha resultado útil para tratar de describir

este tipo de fenómenos [Tak95].

Estas extensiones a una dinámica compleja en la descripción de fenómenos de paso a través de

barreras aparece de forma natural en la representación de Bargmann debido a su estructura compleja

intrı́nseca. El estudio del deep tunneling constituye un llamativo ejemplo en el que esta idoneidad de los

estados coherentes para servir de puente entre las dinámicas cuántica y clásica se pone de manifiesto.

Hasta ahora hemos analizado los niveles con energı́as inferiores a la energı́a de la barrera de potencial.

Para completar el estudio de la densidad de estados del doble pozo es necesario llevar a cabo un análisis

similar para los estados situados por encima de la barrera de potencial. En el caso en que E � 0, la

estructura de singularidades que presenta la función (4.27) varı́a respecto a la disposición de los puntos

de rama a lo largo del eje real que se tenı́a para energı́as negativas. En este caso, existen dos puntos de

rama situados en el eje real del plano η y otros dos en el eje imaginario:

η1 � � i � 8D
� � 1 � � 1 � E � D � ; η2 � � � 8D

�
1 � � 1 � E � D �

η3 � i � 8D
� � 1 � � 1 � E � D � ; η4 � � 8D

�
1 � � 1 � E � D ��


hace que estas ecuaciones se transformen en

dq �
dt � 	 p � ;

dp �
dt � 	 
 d

dq � � 
 V � q � 	 � � (4.47)

La ec. (4.47) permite considerar las soluciones clásicas en la región clásicamente prohibida como las soluciones (con tiempo
imaginario) correspondientes al potencial invertido 
 V � q � 	 .
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Esto hace que el contorno de integración elegido para calcular la integral (4.28) cambie por completo,

puesto que debe incluir los puntos de rama que caen en el eje imaginario. En la Fig. (4.6) se muestra

el camino de integración fundamental elegido para el que se cumple el criterio según el cual la parte

real del tiempo dado por (4.29) debe crecer en las regiones del camino de integración que caen en el

eje real del plano η, mientras que es la parte imaginaria del tiempo la que crece cuando el camino de

integración incluye al eje imaginario. La traza del operador de Green [ec. (4.26)] se obtiene como una

−−−

−−−

−−−
−

Im

−−
η

Re η

ηη

η

η

2

1

4

3

−

Figura 4.6: Contorno de integración fundamental elegido para E � 0. Los cortes de rama se indican en lı́nea
negrita. El trazo continuo o discontinuo corresponde al paso de una a otra hoja de la superficie de Riemann asociada
a la función compleja (4.27).

suma sobre todas las órbitas periódicas obtenidas como combinaciones de este camino fundamental.

Cuantificar la suma de todas las órbitas posibles tal como hicimos para los estados por debajo de la

barrera de potencial es una tarea bastante complicada. Sin embargo, puede obtenerse una expresión para

Tr ĝ
�
E � haciendo uso del código simbólico mencionado anteriormente. En este caso, el alfabeto tiene 4

sı́mbolos, A � � 1 � 2 � 3 � 4 � y el correspondiente grafo de Markov, con 4 vértices o nodos, se muestra en la

Fig. (4.7). La matriz de conectividad viene dada por

M � ���� 0 0 i e
� SI 	 � i e

� SI 	 � 2 � � eiSR 	 � 2 � �
0 0 i e

� SI 	 � 2 � � eiSR 	 � 2 � � i eiSR 	 �
i e
� SI 	 � i e

� SI 	 � 2 � � eiSR 	 � 2 � � 0 0
i e
� SI 	 � 2 � � eiSR 	 � 2 � � i eiSR 	 � 0 0

�	��
 �
donde 2SR y 2TR denotan, respectivamente, la acción y el periodo (reales) de una trayectoria a lo largo

del eje real desde η4 hasta η2 y de vuelta a η4 en la Fig. (4.6), mientras que i2SI e i2TI denotan la acción

y periodo (imaginarios) de una trayectoria en el eje imaginario desde η1 hasta η3 y de nuevo a η1. El

elemento de matriz Mi j corresponde al término de acción de una trayectoria que parte del nodo i-ésimo y
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llega al nodo j-ésimo, con el correspondiente factor de fase asociado. Los términos diagonales nulos de

la matriz M son un reflejo de una regla gramatical de este código, que impide la repetición de un mismo

sı́mbolo en la secuencia que describe la órbita periódica. La traza del operador de Green podrá escribirse

42

3

1

Figura 4.7: Grafo de Markov con 4 nodos correspondiente a la matriz de conectividad M dada por (4.35).

en términos de la función zeta dinámica como

Tr ĝosc
�
E � � ∂

∂E
lnζ � ∂

∂E
ln

�
det
�
I � M � �

� ∂
∂E

ln � 1 � 2 e
� SI 	 � eiSR 	 � � e2iSR 	 � � e

� 2SI 	 � �
� 2

i
� � � iTI � TR � e

� SI 	 � eiSR 	 � � TR e2iSR 	 � � iTI e
� 2SI 	 �

1 � 2 e
� SI 	 � eiSR 	 � � e2iSR 	 � � e

� 2SI 	 � � 
 (4.48)

De nuevo las integrales para obtener las acciones y el periodo son analı́ticas y vienen dadas en función

de las integrales elı́pticas completas por:

SR � 2�
32D

�
a

0
dx � �

a2 � x2 � � x2 � B2 ��� 2�
32D

1
3
� B2 � a2

�
B2K

�
σ � � � B2 � a2 � E � σ � �

TR � 2
�

32D

�
a

0

dx

� � a2 � x2 � � x2 � B2 � � 2
�

32D
1�

B2 � a2
K
�
σ �

SI � 2�
32D

�
B

0
dx � �

a2 � x2 � � B2 � x2 �
� 2�
32D

1
3
� a2 � B2

�
a2K

�
δ � � � a2 � B2 � E � δ � �

TI � 2
�

32D

�
B

0

dx

� � a2 � x2 � � B2 � x2 � � 2
�

32D
1�

a2 � B2
K
�
δ ���

donde

a2 � 8D � 1 � � 1 � E � D �
B2 � 8D � � 1 � � 1 � E � D � � � b2

σ � a�
a2 � B2

δ � B�
a2 � B2






145

El término de la traza correspondiente a las órbitas de longitud cero viene dado por

Tr ĝ0
�
E �
� 2TR � 2iTI

2i
� � TR � iTI

i
� 


En la Fig. (4.5) se muestran los resultados cuántico y semiclásico para un valor de D � 4 para estados

próximos a la barrera de potencial.

De forma análoga al caso de estados por debajo de la barrera, es posible introducir de forma pertur-

bativa el efecto de la barrera de potencial mediante el parámetro ε, de forma que la condición para un

polo se escribe como

1 � 2 ε e
� SI

� En � 	 � eiSR
� En � 	 � � e2iSR

� En � 	 � � ε2 e
� 2SI

� En � 	 � � 0 
 (4.49)

Desarrollando las autoenergı́as en potencias de ε según (4.39), desarrollando a su vez las acciones SR y

SI en torno al orden más bajo, E
� 0 �
n , y teniendo en cuenta las relaciones

∂SR

∂E
� TR ;

∂SI

∂E
� � TI �

al sustituir estos desarrollos en (4.49) se podrán obtener las sucesivas correcciones a las autoenergı́as

igualando los términos con las mismas potencias de ε. Ası́, la ecuación para el orden ε0 proporciona la

condición que debe cumplir la aproximación de orden cero, E
� 0 �
n :

1 � e
2i� SR

� E � 0 �n � � 0 �

es decir:

SR
�
E
� 0 �
n ��� π

� � n � 1
2 � 
 (4.50)

Los términos de orden ε proporcionan la siguiente corrección, dada por

E
� 1 �
n � � � 1 � n

�

TR
e
� SI

� E � 0 �n � 	 � � (4.51)

mientras que a partir de la igualdad de términos de orden ε2 se obtiene

E
� 2 �
n � �

�

2T 2
R

� �

TR

∂TR

∂E
� 2TI � e

� 2SI
� E � 0 �n � 	 � � i

�

2TR
e
� 2SI

� E � 0 �n � 	 � 


La comparación de estos resultados con los cuánticos se muestra en la tabla (4.1). Igual que en el caso

anterior, los resultados semiclásicos son más exactos para estados alejados de la barrera de potencial,

como corresponde al lı́mite de grandes números cuánticos.

Este análisis pone de manifiesto cómo la inclusión de trayectorias complejas es necesaria no sólo

para describir adecuadamente los fenómenos de tunneling a través de la barrera de potencial, sino para

determinar de forma completa el espectro de un sistema cuántico. Aparentemente, podrı́a pensarse que
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para energı́as superiores a la energı́a de la barrera del doble pozo el espectro vendrı́a dado por una suma

sobre todas las repeticiones posibles de órbitas periódicas reales que rebotan en los puntos de retroceso

clásicos. El resultado corresponderı́a al orden cero de la aproximación perturbativa anterior, esto es, se

obtendrı́an las autoenergı́as E
� 0 �
n dadas por (4.50). La inclusión de trayectorias complejas corrije esta

aproximación, obteniéndose un espectro aproximado dado por En � E
� 0 �
n � E

� 1 �
n � E

� 2 �
n , con E

� 2 �
n y E

� 2 �
n

dados por (4.51) y (4.52), respectivamente.

Apéndice 1: Función de Green a tiempos cortos

La contribución de las órbitas de longitud cero a la traza del operador de Green puede obtenerse a

partir de la forma del propagador semiclásico para tiempos infinitesimalmente cortos. Si en la expresión

(2.78) para el propagador en la representación de Bargmann

�
α � Û �

t ��� β � � � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

e
i
2 κ 	 t

0
∂2Hx � ξ �τ 
 ητ �

∂ξ �τ∂ητ
dτ

e
1� ηt α � � i� 	 t

0 � � Hx
� ξ �τ � ητ ��� iξ �τ η̇τ � dτ (4.52)

aproximamos la solución por su desarrollo hasta términos lineales en el tiempo:

ξ �t � ξ �0 � ξ̇ �0 δt

ηt � η0 � η̇0 δt �
el factor prexponencial podrá aproximarse por

� ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

�

�
1 � ∂ξ̇ �0

∂ξ �0 δt � � 1 	 2
� � 1 � i

∂2Hx
�
ξ �0 � η0 �

∂ξ �0∂η0
δt � � 1 	 2

� e � i
2

∂2Hx � α � 
 β �
∂α � ∂β δt �

mientras que la acción, hasta orden δt, vendrá dada por

1
�
�
η0 � η̇0 δt � α � � i

� Hx
�
α � � β � δt � 1

�
�
ξ �0 � ξ̇ �0 δt � η̇0 δt �

1
� α � β � i

� Hx
�
α � � β � δt �

donde se ha desarrollado Hx
�
ξ �t � ηt � en torno a Hx

�
ξ �0 � η0 � y se han tenido en cuenta las condiciones de

contorno ξ �t � α � , η0 � β. (Nótese que en este caso se tiene una solución única dada por las condiciones

iniciales η0 � β, ξ �0 � α � � ξ̇ �0 δt). Ası́ pues, para tiempos cortos el propagador podrá escribirse como

�
α � Û �

δt ��� β � � e � i
2

∂2Hx � α � 
 β �
∂α � ∂β δt e

i
2 κ ∂2Hx � α � 
 β �

∂α � ∂β δt e
1� α � β � i� Hx

� α � � β � δt 
 (4.53)

Teniendo en cuenta las relaciones

HQ
�
α � � β ���

�
1 �

�

2
∂2

∂α � ∂β
� � � � � HW

�
α � � β ���

�
1 � � ∂2

∂α � ∂β
� � � � � HP

�
α � � β ���

puede comprobarse que la ec. (4.53) tanto para las elecciones
�
x � W � κ � 0 � , � x � Q � κ � 1 � como

�
x �

P� κ � � 1 � , conduce al siguiente resultado para el propagador Û
�
δt � � Û0

�
t � a tiempos infinitesimalmente

cortos: �
α � Û0

�
t ��� β � � e � i� HQ

� α � � β � t e
1� α � β � (4.54)
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con independencia de la ordenación utilizada (normal, antinormal o simétrica).

Este resultado corresponde a la representación en estados de Bargmann del propagador a tiempos

cortos:

�
α � Û �

δt ��� β � � �
α � e � i� Ĥ δt � β ��� �

α �
�
1 � i

� Ĥ δt � � β �
� eα � β 	 � � i
� HQ

�
α � � β � δt eα � β 	 �

� eα � β 	 � e � i� HQ
� α � � β � δt �

donde se han tenido en cuenta las definiciones HQ
�
α � � β ��� �

α � Ĥ � β � � � α � β � y
�
α � β ��� exp

�
α � β � � � .

De esta forma, la traza del operador de evolución a tiempos cortos vendrá dada por

Tr Û0
�
t ���

�
Γβ 
 α � dα � dβ

2π
�

i

�
α � Û0

�
t ��� β � e

� α � β 	 �
�

�
Γα 
 α � dα � dβ

2π
�

i
e � i� HQ

� α � � β � t �
y la correspondiente traza del operador de Green:

Tr ĝ0
�
E � � 1

i
�

�
τ

0
dt eiEt 	 � Tr Û0

�
t �

�
1
i

�

�
τ

0
dt

�
Γβ 
 α � dα � dβ

2π
�

i
e

i� �E � HQ
� α � � β � � t �

donde τ es un tiempo pequeño, menor que el periodo clásico. 7 La densidad de estados vendrá dada por

la parte imaginaria de esta expresión:

ρ0
�
E ��� � 1

π
Im Tr ĝ0

�
E ��� 1

π
�

�
τ

0
dt

�
Γβ 
 α � dα � dβ

2π
�

i
cos

� �
E � HQ

�
α � � β � � t � � �

� 1
2π

�

�
τ

� τ
dt

�
Γβ 
 α � dα � dβ

2π
�

i
e

i� � E � HQ
� α � � β � � t

� 1
π

�
Γβ 
 α � dα � dβ

2π
�

i
sin

� �
E � HQ

�
α � � β � � τ � � �

E � HQ
�
α � � β � 
 (4.55)

En el lı́mite
� � 0 esta función tiende a la densidad de Thomas-Fermi semiclásica:

ρ0
�
E ���

�
Γβ 
 α � dα � dβ

2π
�

i
δ

�
E � HQ

�
α � � β � � (4.56)

para cualquier valor finito de τ.

El resultado (4.55) corresponde a llevar a cabo una convolución de la densidad de estados clásica

ρcl
�
E � con una función sinusoidal si se tiene en cuenta que esta ecuación puede escribirse como

ρ0
�
E ��� 1

2π
�

�
∞

� ∞
dt

�
Γβ 
 α � dα � dβ

2π
�

i
e

i� � E � HQ
� α � � β � � t F

�
t �

� �
ρcl � f � � E � �

�
� ∞

� ∞
ρcl
�
ε � f

�
E � ε � dε �

7Téngase en cuenta que hemos descompuesto la traza del operador de Green como

Tr ĝ � E 	 	 1
i �

� ∞

0
dt eiEt � � Tr Û � t 	 �

1
i �

� τ

0
dt eiEt � � Tr Û0 � t 	 � 1

i �

� ∞

τ
dt eiEt � � Tr Û � t 	

� Tr ĝ0 � E 	 � Tr ĝosc � E 	 �
con τ � T , donde T es el periodo clásico.
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donde F
�
t � es una función ventana definida como

F
�
t ���

�
1 � si τ � t � τ
0 � en otro caso

�

f
�
E � es su transformada inversa de Fourier:

f
�
E �
� 1

2π
�

�
∞

� ∞
dt eiEt 	 � F

�
t ��� sin

�
Eτ � � �
πE

y la densidad de estados clásica ρcl
�
E � viene dada por

ρcl
�
E �
� 1

2π
�

�
∞

� ∞
dt

�
Γβ 
 α � dα � dβ

2π
�
i

e
i� � E � HQ

� α � � β � � t �
�

Γβ 
 α � dα � dβ
2π

�
i

δ
�
E � HQ

�
α � � β � � 


Apéndice 2: Demostración de la ec. (4.30)

La traza del operador de Green viene dada por la ec. (4.26):

Tr ĝ
�
E � � 1

i
� ∑

s

�
Γ

dη0
1

η̇0
e
� iπνs e � 1� 	 ts

0 ξ �τ η̇τ dτ 
 (4.57)

Como se ha indicado, la integral en η puede descomponerse en una suma de integrales extendidas a tres

regiones, Γ1, Γ2 y Γb correspondientes a las órbitas periódicas que comienzan y terminan en los pozos 1

y 2 y en la barrera, respectivamente. Denotemos por S1, S2 e iSb las acciones de una oscilación de ida y

vuelta a energı́a E en cada una de esas tres regiones.

Consideremos en primer lugar las trayectorias que comienzan bajo la barrera. Partiendo de un punto

situado en la barrera y regresando a él tras haber dado todas las vueltas posibles en cada uno de los pozos

se tiene la siguiente contribución:

� e
� Sb 	 � ∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l
∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � � e
� Sb 	 � Σ1 Σ2 


Si en lugar de dar una vuelta en la barrera se dan dos, se tiene:

e
� Sb 	 2 � Σ2

� � e
� Sb 	 2 � � Σ1 e

� Sb 	 2 � Σ2
� � e

� Sb 	 2 � � Σ1 � � Σ1
� � e

� Sb 	 � � Σ2
� 2 


Ası́ pues, la contribución de las trayectorias que comienzan y terminan en la zona de la barrera de

potencial vendrá dada por

∞

∑
n � 1

� Σ1
� � e

� Sb 	 � � Σ2
� n �

∞

∑
n � 1

� ∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � n

�



149

y el correspondiente término en la traza del operador de Green (4.57) será

∞

∑
n � 1

� ∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � n �
Γb

dη0
1

η̇0

 (4.58)

Consideremos a continuación las trayectorias que empiezan y terminan en uno de los pozos, por

ejemplo, el pozo 1. Es posible realizar infinitas oscilaciones en este pozo sin pasar por la barrera, y la

contribución será:
∞

∑
n � 1

� � eiS1 	 � � n � σ1 


La contribución de una órbita que comienza y termina en el pozo 1 y que da una vuelta en la barrera será:

∞

∑
n � 1

� � eiS1 	 � � ne
� Sb 	 2 � ∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � � e
� Sb 	 2 � �

∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l � σ1
� � e

� Sb 	 � � Σ1 Σ2 


Si da dos vueltas en la barrera:

σ1 e
� Sb 	 2 � Σ2

� � e
� Sb 	 2 � � Σ1 e

� Sb 	 2 � Σ2
� � e

� Sb 	 2 � � Σ1 � σ1 � � � e
� Sb 	 � � Σ1 Σ2

� 2 �

y en general la suma de todas las órbitas que tengan su inicio y su fin en el pozo 1 vendrá dada por

σ1

∞

∑
j � 0

� � � e
� Sb 	 � � Σ1 Σ2

� j �
∞

∑
n � 1

� � eiS1 	 � � n
∞

∑
j � 0

� � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l
∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � j




La correspondiente contribución a la traza (4.57) será:

∞

∑
n � 1

� � eiS1 	 � � n
∞

∑
j � 0

� � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l
∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � j �
Γ1

dη0
1

η̇0

 (4.59)

El resultado para las trayectorias que comienzan y terminan en el pozo 2 es análogo a (4.59) permu-

tando S1 por S2:

∞

∑
n � 1

� � eiS2 	 � � n
∞

∑
j � 0

� � � e
� Sb 	 � �

∞

∑
l � 0

� � eiS1 	 � � l
∞

∑
k � 0

� � eiS2 	 � � k � j �
Γ2

dη0
1

η̇0

 (4.60)

La suma de las expresiones (4.58), (4.59) y (4.60) corresponde a la ec. (4.30).



Capı́tulo 5

Aproximaciones variacionales

En este capı́tulo se presenta una aproximación a la función de onda de un sistema cuántico obteni-

da mediante un procedimiento variacional, tanto en un formalismo estacionario como dependiente del

tiempo. En ambos casos, a partir de un ansatz de estado coherente generalizado para la función de onda,

será posible determinar los parámetros de los que ésta depende imponiendo una condición de extremo

para cierto funcional.

En el formalismo estacionario se pretende obtener una aproximación al estado fundamental del sis-

tema definiendo este funcional como el valor esperado del operador hamiltoniano en dicho estado. Un

desarrollo asintótico de las soluciones variacionales en potencias de
�

permitirá obtener estos parámetros

en el lı́mite semiclásico. Los resultados variacionales constituyen una optimización de los semiclásicos,

e incluyen el efecto de fluctuaciones cuánticas que el lı́mite semiclásico es incapaz de recoger, siempre

y cuando estos efectos supongan correcciones pequeñas a los resultados semiclásicos.

En el formalismo dependiente del tiempo la aproximación de la función de ondas por un paquete

gaussiano permite asociar al sistema cuántico un espacio de fases definido por el espacio de los parámet-

ros de la gaussiana. La condición de extremo para el funcional de Dirac conducirá a unas ecuaciones

de evolución para los parámetros que definen el centro de la gaussiana ası́ como para los que definen su

anchura. En general, estas ecuaciones diferenciales son no lineales y acopladas. En el lı́mite semiclásico

ambas evoluciones se desacoplan, y generalizando la dinámica a un espacio de fases complejo es posible

obtener una expresión semiclásica para la evolución de un estado de Bargmann en términos de trayecto-

rias complejas que cumplen unas ecuaciones de Hamilton generalizadas. Para una elección determinada

de los parámetros iniciales, es posible reproducir los resultados de la Thawed Gaussian Approximation

de Heller evaluada en términos de una trayectoria real. Puede demostrarse asimismo que las correcciones

a dicha aproximación son de O
� � 1 	 2 � . A partir de la evolución semiclásica de un estado de Bargmann

puede obtenerse una expresión integral para el operador de evolución en forma de representación de val-

ores iniciales (IVR) que es correcta hasta O
� � � . Con esta expresión se reproduce el resultado obtenido
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en el Capı́tulo 2 para el propagador semiclásico en la representación de Bargmann, al tiempo que se

demuestra el grado de corrección de dicha aproximación. Finalmente, se discuten las diferencias entre

los resultados variacionales y semiclásicos ilustrando el método con un ejemplo de un medio Kerr.

5.1. Método variacional estacionario

Para un sistema cuántico conservativo, es posible obtener la ecuación de Schrödinger estacionaria

Ĥ �Ψ ��� E �Ψ � (5.1)

a partir de un principio variacional considerando el valor esperado del hamiltoniano,

�
Ĥ ���

�
Ψ � Ĥ �Ψ ��

Ψ �Ψ � � E
�
Ψ � �

como un funcional de la función de onda de prueba Ψ. La condición de que
�
Ψ �Ψ � sea constante permite

redefinir el funcional como

Γ
�
Ψ � � �

Ψ � � Ĥ � E ���Ψ ��� (5.2)

en el que E es considerado un multiplicador de Lagrange asociado a la condición de normalización de

la función Ψ. Cuando Ψ es un autoestado de Ĥ, esto es, cuando se satisface la ecuación de Schrödinger

(5.1), el funcional Γ
�
Ψ � es estacionario. Efectivamente, una variación infinitesimal δΨ en el vector de

estado induce un cambio en el funcional Γ
�
Ψ � dado por

δΓ
�
Ψ � � Γ

�
Ψ � δΨ � � Γ

�
Ψ �

� �
Ψ � δΨ � Ĥ �Ψ � δΨ � � E

�
Ψ � δΨ �Ψ � δΨ � � � Ψ � Ĥ �Ψ � � E

�
Ψ �Ψ �

� �
δΨ � � Ĥ � E ���Ψ � � � Ψ � � Ĥ � E ��� δΨ � � O

�
δΨ2 ��
 (5.3)

Despreciando los términos de orden superior en δΨ, la ec. (5.3) indica que el funcional Γ
�
Ψ � es esta-

cionario, es decir, δΓ
�
Ψ � � 0, para cualquier variación arbitraria δΨ cuando �Ψ � es un autoestado de Ĥ

con autovalor E .

Consideremos un sistema cuántico genérico descrito por un operador hamiltoniano que por conve-

niencia escribimos con ordenación normal

Ĥ
�
a† � a ��� ∑

i � j
ci j

� � i � j � 	 2 a†ia j 
 (5.4)

Una primera aproximación al estado fundamental óptimo � φ0 � de este sistema consiste en construirlo

permitiendo desplazamientos y deformaciones del estado de vacı́o � 0 � , esto es, aproximarlo como un

estado coherente generalizado

� φ0 ��� D̂
�
α � α � � Ŝ

�
ν � ν � ��� 0 ��� (5.5)
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donde D̂
�
α � α � � y Ŝ

�
ν � ν � � son los operadores unitarios de desplazamiento y de squeezing definidos por

D̂
�
α � α � �
� e � � 1

�
2 � α a† � α � a �

Ŝ
�
ν � ν � ��� e

1
2
� ν a†2 � ν � a2 � 


Con esta función de prueba, el funcional (5.2) se escribe

Γ
�
φ0

� � �
φ0 � 	 Ĥ � a† � a � � E 
 � φ0 �

� �
0 � Ŝ† � ν � ν � � D̂† � α � α � � Ĥ

�
a† � a � D̂

�
α � α � � Ŝ � ν � ν � ��� 0 � � E � (5.6)

donde hemos tenido en cuenta que los operadores D̂
�
α � α ��� y Ŝ

�
ν � ν ��� son unitarios. Puesto que cono-

cemos la acción que tienen estos operadores sobre a y a†, dada por las ecs. (1.13) y (1.28), podemos

aplicar estas transformaciones a cada uno de los términos del operador Ĥ
�
a � a† � en (5.6). De esta forma,

el hamiltoniano transformado Ĥ � � Ŝ†D̂† Ĥ D̂Ŝ puede escribirse como un desarrollo en potencias de a† y

a cuyos coeficientes dependen de los parámetros de las transformaciones D̂
�
α � α � � y Ŝ

�
ν � ν � � utilizadas.

Haciendo uso sucesivas veces de la relación de commutación
�
a � a† � � 1, podremos reordenar el resultado

en forma normal, obteniendo finalmente

Ĥ � � α � α � � ν � ν � ;a† � a � � Ŝ† � ν � ν � � D̂† � α � α � � Ĥ
�
a† � a � D̂

�
α � α � � Ŝ � ν � ν � �

� H �0 � α � α � � ν � ν � � � H �10
�
α � α � � ν � ν � � a† � H �01

�
α � α � � ν � ν � � a

� H �20
�
α � α � � ν � ν � � a†2 � H �11

�
α � α � � ν � ν � � a†a � H �02

�
α � α � � ν � ν � � a2 � � � �

� ∑
i � j

H �i j

�
α � α � � ν � ν � � a†ia j 
 (5.7)

(Hemos denotado el término independiente de este desarrollo como H �0 en lugar de H �00 para simplificar

la notación). De esta forma, el valor esperado en el funcional (5.6) se reduce al término independiente

del desarrollo (5.7):

Γ
�
φ0

� � �
0 � Ĥ � � α � α � � ν � ν � ;a† � a ��� 0 � � E � H �0 � α � α � � ν � ν � � � E 
 (5.8)

La definición del estado de prueba φ0 según (5.5) permite identificar las variaciones δφ0 en términos

de variaciones infinitesimales δα, δα � , δν, δν � de los parámetros del desplazamiento y el squeezing, de

forma que, hasta infinitésimos de primer orden, la variación en el funcional vendrá dada por

δΓ
�
φ0

� � ∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂α

δα � ∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂α � δα �

� ∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂ν

δν � ∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂ν � δν � � � � � 
 (5.9)
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La condición de extremo δΓ
�
φ0

� � 0 se reduce a las condiciones

∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂α

� 0 (5.10a)

∂H �0 � α � α � � ν � ν ���
∂α � � 0 (5.10b)

∂H �0 � α � α � � ν � ν ���
∂ν

� 0 (5.10c)

∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂ν � � 0 
 (5.10d)

Es posible llevar a cabo una transformación de las variables complejas del desplazamiento
�
α � α � � y

del squeezing
�
ν � ν � � a las variables reales

�
q � p � y

�
r� φ � escribiendo α en forma cartesiana y ξ en forma

polar, esto es

α � 1�
2

�
q � ip � ; α � � 1�

2

�
q � ip � (5.11a)

ν � r eiφ ; ν � � r e
� iφ 
 (5.11b)

Teniendo en cuenta las relaciones

∂
∂α

� 1�
2

� ∂
∂q
� i

∂
∂p � ;

∂
∂α � �

1�
2

� ∂
∂q
� i

∂
∂p �

∂
∂ν

� e
� iφ � ∂

∂r
� i

r
∂

∂φ � ;
∂

∂ν � � eiφ � ∂
∂r
� i

r
∂

∂φ � �

las condiciones variacionales (5.10) con respecto a los nuevos parámetros de desplazamiento (q � p) y de

squeezing
�
r� φ � se escriben

∂H �0 � q � p � r� φ �
∂q

� 0 (5.12a)

∂H �0 � q � p � r� φ �
∂p

� 0 (5.12b)

∂H �0 � q � p � r� φ �
∂r

� 0 (5.12c)

∂H �0 � q � p � r� φ �
∂φ

� 0 
 (5.12d)

Otra elección posible de las variables de squeezing, más útil para el uso del álgebra matricial asociada

a los estados coherentes, viene dada por

s � ν
sinh

�
νν ��

νν � (5.13a)

s � � ν � sinh
�

νν ��
νν � (5.13b)

c � cosh
�

νν � � (5.13c)
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con la condición de ligadura

c � � 1 � ss � 
 (5.14)

La existencia de esta ligadura invita a introducir en el funcional (5.8) un multiplicador de Lagrange λ en

la forma

Γ
�
φ0

� � H �0 � E � λ
�
c2 � ss � ��� (5.15)

con lo que las condiciones de extremo para este nuevo funcional vienen dadas por

∂H �0
∂s

� λs � � 0

∂H �0
∂s � � λs � 0

∂H �0
∂c

� 2λc � 0 


A partir de la última ecuación puede obtenerse la expresión del multiplicador λ:

λ � 1
2c

∂H �0
∂c

�

de forma que las ecuaciones variacionales (5.10c-5.10d) se escriben

∂H �0
∂s

� s �
2c

∂H �0
∂c

� 0 (5.16a)

∂H �0
∂s � �

s
2c

∂H �0
∂c

� 0 
 (5.16b)

Es posible obtener una expresión general para el término independiente H �0 � α � α � � ν � ν � � del hamilto-

niano transformado (5.7) teniendo en cuenta que

H �0 � α � α � � s � s � � c ��� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 � 0 � Ŝ† � s � s � � D̂† � α � α � � a†nam D̂

�
α � α � � Ŝ � s � s � ��� 0 �

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m
�
0 � Ŝ† � s � s � � D̂† � α � α � � eσa†

eσ � a D̂
�
α � α � � Ŝ � s � s � ��� 0 �

�
�
�
σ � σ � � 0

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � ess � σσ � � 1
2 s � cσ2 � 1

2 scσ � 2 � ��� 1
�
2α � σ � ��� 1

�
2ασ � � ���

σ � σ � � 0

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m
�
g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � � σ � σ � � 0 � (5.17)

donde hemos definido la función generatriz g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � como

g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � ess � σσ � � 1

2 s � cσ2 � 1
2 scσ � 2 � � � 1

�
2α � σ � � � 1

�
2ασ � 
 (5.18)
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Las derivadas de H �0 pueden evaluarse en términos de esta función generatriz 1 como

∂H �0
∂α

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � ��� 1 	 2σ � g � α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � ���
σ � σ � � 0

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 1 � 	 2m

∂n � m � 1

∂σn∂σ � m � 1

�
g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � � σ � σ � � 0 (5.19a)

∂H �0
∂α � � ∑

n � m
cnm

� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � � � 1 	 2σg
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � ���

σ � σ � � 0

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 1 � 	 2n

∂n � m � 1

∂σn � 1∂σ � m
�
g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � � σ � σ � � 0 (5.19b)

∂H �0
∂s

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � � s � σσ � � c
2

σ � 2 � g � α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � ���
σ � σ � � 0

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2

�
nms � ∂n � m � 2

∂σn � 1∂σ � m � 1

�
g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � � σ � σ � � 0

� m
�
m � 1 � c

2
∂n � m � 2

∂σn∂σ � m � 2

�
g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � �

�
�
�
�
σ � σ � � 0 � (5.19c)

∂H �0
∂s � � ∑

n � m
cnm

� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � � sσσ � � ct

2
σ2 � g � α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � ��

�
σ � σ � � 0

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2

�
nms

∂n � m � 2

∂σn � 1∂σ � m � 1

�
g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � � σ � σ � � 0

� n
�
n � 1 � c

2
∂n � m � 2

∂σn � 2∂σ �
�
g
�
γ � γ � � s � s � � c;σ � σ � � �

�
�
�
�
σ � σ � � 0 � (5.19d)

∂H �0
∂c

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m
� � 1

2
s � σ2 � 1

2
sσ � 2 � g � α � α � � s � s � � c;σ � σ � � � ����

σ � σ � � 0

� ∑
n � m

cnm
� � n � m � 	 2

�
n
�
n � 1 � s �

2
∂n � m � 2

∂σn � 2∂σ � m
�
g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � �

�
�
�
�
σ � σ � � 0

� m
�
m � 1 � s

2
∂n � m � 2

∂σn∂σ � m � 2

�
g
�
α � α � � s � s � � c;σ � σ � � �

�
�
�
�
σ � σ � � 0 � 
 (5.19e)

Es interesante comprobar que las condiciones de extremo (5.10) son equivalentes a las condiciones:

H �10
�
α � α � � ν � ν � ��� 0 (5.20a)

H �01
�
α � α � � ν � ν � ��� 0 (5.20b)

H �20
�
α � α � � ν � ν � ��� 0 (5.20c)

H �02
�
α � α � � ν � ν � �
� 0 � (5.20d)

1Para otra elección de los parámetros de squeezing como la dada por (5.11b) es posible definir una función generatriz
equivalente, con la forma

g � α � α � � r� χ;σ � σ � 	 	 eσσ � sinh2 r � 1
4 � σ2e � iχ � σ � 2eiχ � � � � 1 � 2α � σ � � � 1 � 2ασ � �
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donde H �i j

�
α � α � � ν � ν � � son los coeficientes del desarrollo (5.7). Efectivamente, una variación infinitesi-

mal δα, δα � , δν y δν � de los parámetros del desplazamiento y el squeezing producirá una variación en

el funcional (5.6) que, hasta primer orden, podemos escribir como

δΓ
�
φ0

� � �
0 � Ĥ �δ � δα � δα � � δν � δν � ;a† � a ��� 0 � � � 0 � Ĥ � � α � α � � ν � ν � ;a† � a ��� 0 ��� (5.21)

donde hemos definido

Ĥ �δ � δα � δα � � δν � δν � ;a† � a � � Ŝ† � δν � δν � � D̂† � δα � δα � � Ĥ � � α � α � � ν � ν � ;a† � a � D̂
�
δα � δα � � Ŝ � δν � δν � �

� e
1
2
� δν � a2 � δν a†2 � e � � 1

�
2 � δα � a � δα a† � Ĥ � e � � 1

�
2 � δα a† � δα � a � e

1
2
� δν a†2 � δν � a2 �

� � Î � 1
2

δν � a2 � 1
2

δν a†2 � � Î � � � 1 	 2δα � a � � � 1 	 2δα a† � Ĥ �� � Î � � � 1 	 2δα a† � � � 1 	 2δα � a � � Î � 1
2

δν a†2 � 1
2

δν � a2 �
� Ĥ � � � � 1 	 2δα

�
a† � Ĥ � � � � � 1 	 2δα � �

a � Ĥ � � � 1
2

δν
�
a†2 � Ĥ � � � 1

2
δν � �

a2 � Ĥ � � � O
�
δα2 � δν2 ��


(5.22)

El álgebra de los estados coherentes permite obtener la forma genérica de los commutadores que inter-

vienen en (5.22) teniendo en cuenta la expresión para el operador Ĥ � dada por la ec. (5.7):

�
a† � Ĥ � � � � ∂Ĥ �

∂a
� � ∑

i � j
H �i j

�
α � α � � ν � ν � � j a†ia j � 1

� � H �01 � H �11 a† � 2H �02 a � H21 a†2 � 2H �12 a†a � 3H �03 a2 � � � �
�
a � Ĥ � � � ∂Ĥ �

∂a† � ∑
i � j

H �i j
�
α � α � � ν � ν � � i a†i � 1a j

� H �10 � 2H �20 a† � H �11 a � 3H �30 a†2 � 2H �21 a†a � H �12 a2 � � � �

�
a†2 � Ĥ � � � � ∑

i � j
H �i j

�
α � α � � ν � ν � � 	 2 j a†i � 1a j � 1 � j

�
j � 1 � a†ia j � 2 


� � 2H �02 � 2
�
H �01 � H �12 � a† � 6H �03 a

� 2
�
H �11 � H �22 � a†2 � 2

�
2H �02 � 3H �13 � a†a � 12H �04 a2 � � � �

�
a2 � Ĥ � � � ∑

i � j
H �i j

�
α � α � � ν � ν � � 	 2i a†i � 1a j � 1 � i

�
i � 1 � a†i � 2a j 


� 2H �20 � 6H �30 a† � 2
�
H �10 � H �21 � a

� 12H �40 a†2 � 2
�
2H �20 � 3H �31 � a†a � 2

� �
H �11 � H �22 � a2 � � � � 


Al tomar el valor esperado en el vacı́o de la expresión para Ĥ �δ � δα � δα � δν � δν � ;a† � a � , la ordenación

normal hace que los únicos términos que sobrevivan sean los términos independientes de estos commu-
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tadores:

�
0 � �

a† � Ĥ � � � 0 ��� � H �01
�
α � α � � ν � ν � � (5.23a)

�
0 � �

a � Ĥ � � � 0 ��� H �10
�
α � α � � ν � ν � � (5.23b)

�
0 � �

a†2 � Ĥ � � � 0 ��� � 2H �02
�
α � α � � ν � ν � � (5.23c)

�
0 � �

a2 � Ĥ � � � 0 ��� 2H �20
�
α � α � � ν � ν � ��� (5.23d)

con lo que la variación (5.21) vendrá dada por

δΓ
�
φ0

� � H �0 � α � α � � ν � ν � � � � � 1 	 2 δα H �01
�
α � α � � ν � ν � � � � � 1 	 2 δα � H �10

�
α � α � � ν � ν � �

� δν H �02
�
α � α � � ν � ν � � � δν � H �20

�
α � α � � ν � ν � � � � � ��� H �0 � α � α � � ν � ν � ��
 (5.24)

Esta expresión permite identificar

∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂α

� H �01
�
α � α � � ν � ν � �

∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂α � � H �10

�
α � α � � ν � ν � �

∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂ν

� H �02
�
α � α � � ν � ν � �

∂H �0 � α � α � � ν � ν � �
∂ν � � H �20

�
α � α � � ν � ν � ���

con lo que queda demostrada la equivalencia entre el conjunto de condiciones (5.10) y (5.20). Es impor-

tante notar que esta equivalencia es válida sólo si el estado que se optimiza es el nivel fundamental del

sistema. En general, la optimización de un nivel excitado requiere un formalismo análogo, pero el estado

de prueba deberá construirse en términos de unos operadores diferentes a D̂ y Ŝ. Volveremos a este punto

más adelante.

Esta equivalencia permite relacionar el problema de optimización del estado fundamental del sistema

con la suposición de cierta estructura para el hamiltoniano transformado Ĥ � , ya que al eliminar los

términos lineales y cuadráticos en a† y a este operador describe un oscilador armónico perturbado de la

forma

Ĥ � � H �0 � H �11 a†a � ∑
i � j � 3

H �i j a†i a j � Ĥ �arm � Ŵ � (5.25)

donde la perturbación Ŵ incluye términos como mı́nimo de orden cúbico en a† y a. De esta mane-

ra, escribir el estado fundamental del sistema en términos de un desplazamiento y una deformación

del estado de vacı́o � φ0 � � D̂
�
α � α ��� Ŝ � ν � ν ����� 0 � corresponde a aproximar Ĥ � � Ĥ �arm. Las correcciones a

esta aproximación pueden determinarse por medio de la teorı́a de perturbaciones cuántica estacionaria

estándar, analizando el efecto que tienen los términos cúbicos, cuárticos, etc. de Ŵ sobre la aproximación
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armónica. El método variacional proporciona una elección de este oscilador armónico optimizada respec-

to al que se obtiene en el lı́mite semiclásico, como veremos a continuación.

Por otra parte, desde un punto de vista práctico, la equivalencia entre las condiciones de extremo

(5.10) y (5.20) tiene la ventaja de proporcionar un algoritmo sencillo para calcular los valores de � α � α � � ν � ν � �
que optimizan el estado fundamental: partiendo del hamiltoniano original Ĥ, se aplican las transforma-

ciones de desplazamiento y de squeezing, se reordena el resultado en forma normal y se determinan los

valores de los parámetros de estas transformaciones que anulan los términos lineales y cuadráticos en a†

y a del hamiltoniano transformado Ĥ � .
5.1.1. Lı́mite semiclásico

El método variacional contiene como un caso extremo el lı́mite semiclásico
� � 0. Los términos

dominantes en
�

de las derivadas (5.19) vienen dados por

∂H �0 � α � α � � s � s � � c �
∂α

� ∑
n �m

cnm m α � n αm � 1 � ∂H
�
α � � α �

∂α
(5.26a)

∂H �0 � α � α � � s � s � � c �
∂α � � ∑

n �m
cnm n α � n � 1 αm � ∂H

�
α � � α �

∂α � (5.26b)

∂H �0 � α � α � � s � s � � c �
∂s

�
� ∑

n � m
cnm � nms � α � n � 1αm � 1 � m

�
m � 1 � c

2
α � nαm � 2 �

� �
�
s � ∂2H

�
α � � α �

∂α∂α � � c
2

∂2H
�
α � � α �

∂α2 � (5.26c)

∂H �0 � α � α � � s � s � � c �
∂s � �

� ∑
n � m

cnm � nmsα � n � 1αm � 1 � n
�
n � 1 � c

2
α � n � 2αm �

� �
�
s
∂2H

�
α � � α �

∂α∂α � � c
2

∂2H
�
α � � α �

∂α � 2 � (5.26d)

∂H �0 � α � α � � s � s � � c �
∂c

�
� ∑

n � m
cnm

�
n
�
n � 1 � s �

2
α � n � 2αm

t � m
�
m � 1 � s

2
α � nαm � 2 �

� �
�
s �
2

∂2H
�
α � � α �

∂α � 2 � s
2

∂2H
�
α � � α �

∂α2 � � (5.26e)

donde

H
�
α � � α � � ∑

n �m
cnm α � n αm (5.27)

es una función clásica (la función hamiltoniana clásica) correspondiente al orden más bajo en el desarrol-

lo en
�

de H �0. Puesto que hemos considerado operadores hamiltonianos escritos en ordenación normal,

esta función corresponde a la forma Q del hamiltoniano, HQ
�
α � � α �
� �

α � Ĥ � a† � a ���α � . Por lo tanto, en el
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lı́mite
� � 0 las condiciones variacionales (5.10) vienen dadas por

∂H
�
α � � α �

∂α � � 0 (5.28a)

∂H
�
α � � α �

∂α � � 0 (5.28b)

� c
2
� ss �

4c � ∂2H
�
α � � α �

∂α2 � s � ∂
2H

�
α � � α �

∂α∂α � � s � 2
4c

∂2H
�
α � � α �

∂α � 2 � 0 (5.28c)

s2

4c
∂2H

�
α � � α �

∂α2 � s
∂2H

�
α � � α �

∂α∂α � � � c
2
� ss �

4c � ∂2H
�
α � � α �

∂α � 2 � 0 
 (5.28d)

Las dos primeras ecuaciones indican que los valores óptimos del desplazamiento en la aproximación

semiclásica corresponden a las configuraciones de equilibrio clásicas. De esta manera, considerando el

desarrollo de Maclaurin

D̂† � α � α � � Ĥ
�
a† � a � D̂

�
α � α � �
� Ĥ

�
a† � � � 1 	 2α � � a � � � 1 	 2α �

� H
�
α � � α � � κ

�

2
∂2H

�
α � � α �

∂α∂α � � � 1 	 2 ∂H
�
α � � α �

∂α � a† � � 1 	 2 ∂H
�
α � � α �

∂α
a

�
�

2
∂2H

�
α � � α �

∂α � 2 a†2 �
�

2
∂2H

�
α � � α �

∂α2 a2 �
�

2
∂2H

�
α � � α �

∂α∂α �
�
aa† � a†a � � O

� � 3 	 2 ��� (5.29)

donde κ toma el valor 1, 0 ó � 1 para ordenaciones normal, simétrica o antinormal, respectivamente, es

inmediato comprobar que anular los términos lineales en a† y a corresponde a elegir una transforma-

ción de desplazamiento tal que Ĥ �D � D̂† Ĥ D̂ corresponda al desarrollo del hamiltoniano en torno a las

posiciones de equilibrio clásicas ∂αH � ∂α � H � 0 [ecs. (5.28a-5.28b)]. Ası́, se tiene:

Ĥ �D � D̂† � α � α � � Ĥ
�
a† � a � D̂

�
α � α � �

� H
�
α � � α � � κ

�

2
∂2H

�
α � � α �

∂α∂α �
�

�

2
∂2H

�
α � � α �

∂α � 2 a†2 �
�

2
∂2H

�
α � � α �

∂α2 a2 � � ∂2H
�
α � � α �

∂α∂α � � a†a � 1
2 � � O

� � 3 	 2 �
�

Ĥ � aD � O
� � 3 	 2 ��
 (5.30)

Ĥ � aD corresponde al hamiltoniano de un oscilador armónico para un estado squeezed, y los términos de

orden
� 3 	 2 son considerados una perturbación. Puede aplicarse una transformación de squeezing Ŝ para
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obtener la frecuencia de este oscilador. De esta forma:

Ŝ† � s � s � � Ĥ �D Ŝ
�
s � s � �
� Ŝ† � s � s � � D̂† � α � α � � Ĥ

�
a† � a � D̂

�
α � α � � Ŝ � s � s � �

� H
�
α � � α � �

�

2

� �
1 � 2ss � � κ � ∂

2H
�
α � � α �

∂α∂α � � cs
∂2H

�
α � � α �

∂α2 � cs � ∂
2H

�
α � � α �

∂α � 2 �
�

�

2

�
s2 ∂2H

�
α � � α �

∂α2 � c2 ∂2H
�
α � � α �

∂α � 2 � 2cs
∂2H

�
α � � α �

∂α∂α � � a†2

�
�

2

�
c2 ∂2H

�
α � � α �

∂α2 � s � 2 ∂2H
�
α � � α �

∂α � 2 � 2cs � ∂2H
�
α � � α �

∂α∂α � � a2

� �
�
cs

∂2H
�
α � � α �

∂α2 � cs � ∂
2H

�
α � � α �

∂α � 2 � � 1 � 2ss � � ∂
2H

�
α � � α �

∂α∂α � � a†a � O
� � 3 	 2 ��
 (5.31)

Los parámetros
�
s � s � � (ası́ como c � �

1 � ss � ) de esta transformación deben ser tales que anulen los

términos cuadráticos del hamiltoniano transformado. Es posible demostrar que el sistema de ecuaciones

que se obtiene al igualar a cero los términos en a†2 y en a2 en (5.31) es equivalente al sistema de ecua-

ciones (5.28c-5.28d).2 Para esta elección de los parámetros del desplazamiento y del squeezing se tiene

entonces el siguiente hamiltoniano transformado:

Ŝ† � s � s � � D̂† � α � α � � Ĥ
�
a† � a � D̂

�
α � α � � Ŝ � s � s � �

� H
�
α � � α � �

�

2

� �
1 � 2ss � � κ � ∂

2H
�
α � � α �

∂α∂α � � cs
∂2H

�
α � � α �

∂α2 � cs � ∂
2H

�
α � � α �

∂α � 2 �
� �

�
cs

∂2H
�
α � � α �

∂α2 � cs � ∂
2H

�
α � � α �

∂α � 2 � � 1 � 2ss � � ∂
2H

�
α � � α �

∂α∂α � � a†a � O
� � 3 	 2 �

�
H sc � �

ωsc a†a � O
� � 3 	 2 �

�
Ĥ � sc

arm � Ŵ sc 
 (5.32)

La diferencia entre el método variacional y la aproximación semiclásica radica en la elección de

esta aproximación armónica. La aproximación semiclásica considera los autoestados centrados en las

configuraciones estáticas de equilibrio clásicas y con una anchura relacionada con las derivadas segundas

de H . La aproximación variacional optimiza este oscilador armónico de orden cero, incluyendo términos

que permiten dar cuenta de fluctuaciones cuánticas que “ajustan” mejor el estado de prueba en torno a

las posiciones de desplazamiento óptimas (que difieren de las configuraciones de equilibrio clásicas en

términos de orden
�

).

2Puede demostrarse que ambos sistemas de ecuaciones conducen a las relaciones

s
∂2H � α � � α 	

∂α2 	 s � ∂2H � α � � α 	
∂α � 2

∂2H � α � � α 	
∂α∂α � 	 
 1

2

 1 � 2ss �

cs � � ∂2H � α � � α 	
∂α2

�
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En ambos casos la teorı́a de perturbaciones estacionaria permitirá obtener las correcciones tanto a las

autoenergı́as como a los autoestados de la aproximación armónica. Podemos obtener una estimación del

orden de estas correcciones teniendo en cuenta que tanto Ŵ en (5.25) como Ŵ sc en (5.32) son de orden
� 3 	 2, con lo que la corrección a los autoestados vendrá dada por

�Ψn ��� �ϕn � � ∑
r �� n

�
ϕr �Ŵ �ϕn � sc

E0
n � E0

r
�ϕr � sc � � � � ���ϕn � � O

� � 1 	 2 ��� (5.33)

mientras que la corrección a las autoenergı́as será del orden

En � E0
n �

�
ϕn �Ŵ �ϕn � � ∑

r �� n

� � ϕr �Ŵ �ϕn ��� 2
E0

n � E0
r

� � � � � O
� � � � O

� � 2 � � � � � 
 (5.34)

Estas expresiones deben restringirse en principio al caso n � 0, puesto que este método ha sido desarrol-

lado para proporcionar una aproximación variacional al estado fundamental del sistema cuántico.

5.1.2. Transformaciones de contacto

Hemos visto que aproximar el estado fundamental de un sistema cuántico permitiendo únicamente

traslaciones y deformaciones del estado de vacı́o mediante la aplicación, respectivamente, de los opera-

dores de desplazamiento D̂
�
α � α � � y de squeezing Ŝ

�
ν � ν � � , corresponde a anular los términos lineales y

cuadráticos del hamiltoniano transformado Ŝ†D̂†ĤD̂Ŝ. De esta forma, la optimización del valor esperado�
φ0 � Ĥ � φ0 � con un estado de prueba dado por � φ0 � � D̂

�
α � α � � Ŝ � ν � ν ����� 0 � es equivalente al estudio de un

oscilador armónico con una perturbación de orden
� 3 	 2. (Por supuesto, para hamiltonianos cuadráticos

esta aproximación es exacta, puesto que la transformación con D̂ y Ŝ proporcionará un hamiltoniano que

seguirá siendo cuadrático). Si quisiera aumentarse el grado de corrección de la aproximación armónica

podrı́a incluirse en el estado de prueba un operador unitario Û1 definido por

Û1
�
γ1 � γ �1 �
� eh1

�
2 � γ1 a†3 � γ �1 a3 � 
 (5.35)

El mismo procedimiento que condujo a la equivalencia de las condiciones variacionales (5.10) y (5.20)

puede aplicarse en este caso para demostrar que el problema de optimización con � φ0 ��� D̂
�
α � α ��� Ŝ � ν � ν ��� Û1

�
γ1 � γ �1 ��� 0 �

respecto a los parámetros � α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � es equivalente a anular los términos lineales, cuadráticos

(términos en a†2 y a2) y cúbicos (términos en a†3 y a3) del hamiltoniano transformado Û†
1 Ŝ†D̂† Ĥ D̂ŜÛ1,

cuando éste se expresa en forma normal. De esta manera se produce una optimización de la aproximación

armónica, puesto que las correcciones vendrán dadas en este caso por términos de orden
� 2.

Es posible por tanto conseguir una aproximación al estado � φ0 � cada vez más exacta incluyendo en

el ansatz variacional una serie de transformaciones unitarias de la forma

� φ0 ��� D̂
�
α � α � � Ŝ

�
ν � ν � � Û1

�
γ1 � γ �1 � � � � Ûn

�
γn � γ �n ��� 0 ��� (5.36)
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donde

D̂
�
α � α � ��� e � � 1

�
2 � αa† � α � a � (5.37a)

Ŝ
�
ν � ν � ��� e

1
2
� νa†2 � ν � a2 � (5.37b)

Û1
�
γ1 � γ �1 ��� e � 1

�
2 � γ1 a†3 � γ �1 a3 � (5.37c)

...

Ûn
�
γn � γ �n ��� e � n

�
2 � γn a†n � 2 � γ �n an � 2 � 
 (5.37d)

En este caso, el funcional que se desea hacer estacionario viene dado por

Γ
�
φ0

� � �
φ0 � Ĥ � φ0 � � E

� �
0 � Ĥ � n � � 0 � � E � H

� n �
0 � E � (5.38)

donde H
� n �
0 (denotado ası́ en lugar de H

� n �
00 ) es el término independiente del desarrollo

Ĥ
� n � �

Û†
n

�
γn � γ �n � � � � Û†

1

�
γ1 � γ �1 � Ŝ† � ν � ν � � D̂† � α � α � � Ĥ D̂

�
α � α � � Ŝ � ν � ν � � Û1

�
γ1 � γ �1 � � � � Ûn

�
γn � γ �n �

�
Û†

n
�
γn � γ �n � � � � Û†

1

�
γ1 � γ �1 � Ĥ

� 0 � Û1
�
γ1 � γ �1 � � � � Ûn

�
γn � γ �n �

� ∑
i � j

H
� n �
i j

�
α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n � a†ia j 
 (5.39)

Los valores óptimos de los parámetros � α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n � para los que Γ
�
φ0

� es estacionario

corresponden entonces a las soluciones del sistema de ecuaciones

∂H
� n �
0

�
α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n �

∂α
� 0 (5.40a)

∂H
� n �
0

�
α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n �

∂α � � 0 (5.40b)

...

∂H
� n �
0

�
α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n �

∂γn
� 0 (5.40c)

∂H
� n �
0

�
α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n �

∂γ �n � 0 
 (5.40d)

Puede demostrarse que este sistema es equivalente al siguiente:

H
� n �
10

�
α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n � � 0 (5.41a)

H
� n �
01

�
α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n � � 0 (5.41b)

...

H
� n �
n � 2 � 0

�
α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n � � 0 (5.41c)

H
� n �
0 � n � 2

�
α � α � � ν � ν � � γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n � � 0 
 (5.41d)
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La actuación de las dos primeras transformaciones, D̂
�
α � α � � y Ŝ

�
ν � ν � � , sobre el operador Ĥ puede

calcularse de forma exacta dentro del formalismo de estados coherentes-squeezed, puesto que al ser

lineales o cuadráticos en a† y a puede hacerse uso de la representación matricial del álgebra h6 asociada

a los operadores � n̂ � 1
2 � a†2 � a2 � a† � a � Î � . Esto permite obtener todos los términos del operador Ĥ

� 0 � �
Ĥ � � Ŝ†D̂†ĤD̂Ŝ. Por el contrario, para el resto de operadores Ûk, escritos en términos de ak � 2 y a†k � 2,

existe el problema de que la transformación Û
� 1
k ĤÛk no puede obtenerse de forma exacta, con lo que el

funcional (5.38) que ha de hacerse extremal debe obtenerse de forma aproximada.

Una manera de obtener de forma aproximada el operador transformado Ĥ
� n � definido en (5.39) con-

siste en hacer uso del llamado método de las transformaciones de contacto. Este procedimiento, intro-

ducido por primera vez en la fı́sica por Van Vleck [Van29, Jor34], consiste en reemplazar el operador

hamiltoniano original por otro equivalente pero más simple. Utilizamos el término “equivalente” en un

sentido estricto según el cual ambos hamiltonianos están conectados por una transformación unitaria, de

forma que tanto el espectro de autovalores como la normalización de las autofunciones se preservan. A

continuación explicaremos de forma breve este método siguiendo el formalismo descrito en [Pap82] para

el cálculo de los estados vibro-rotacionales de moléculas poliatómicas.

Supongamos que partimos de un hamiltoniano Ĥ que puede desarrollarse en una serie convergente

en potencias de un parámetro λ (que podemos considerar varı́a entre 0 y 1):

Ĥ � Ĥ0 � λ Ĥ1 � λ2 Ĥ2 � � � � 
 (5.42)

Aplicando a Ĥ una primera transformación de contacto dada por el operador Û1 tenemos:

Ĥ
� 1 � � Û

� 1
1 Ĥ Û1 � e

� iλT̂1 Ĥ eiλT̂1 � (5.43)

donde T̂1 es un operador hermı́tico (en principio arbitrario), y por tanto Û1 es un operador unitario.

Desarrollando la exponencial del operador Û1, podemos escribir

Ĥ
� 1 � � � 1 � iλT̂1 � λ2

2
T̂ 2

1 � � � � � Ĥ � 1 � iλT̂1 � λ2

2
T̂ 2

1 � � � � � 


Sustituyendo en esta expresión el desarrollo (5.42) del hamiltoniano Ĥ, podemos agrupar los términos

con iguales potencias de λ, con lo que el operador transformado Ĥ
� 1 � se escribe

Ĥ
� 1 � � Ĥ

� 1 �
0 � λĤ

� 1 �
1 � λ2Ĥ

� 1 �
2 � � � � � (5.44)
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donde

Ĥ
� 1 �
0 � Ĥ0

Ĥ
� 1 �
1 � Ĥ1 � i

�
T̂1 � Ĥ0

�

Ĥ
� 1 �
2 � Ĥ2 � i

�
T̂1 � Ĥ1

� � 1
2

�
T̂1 � �

T̂1 � Ĥ0
� �

Ĥ
� 1 �
3 � Ĥ3 � i

�
T̂1 � Ĥ2

� � 1
2

�
T̂1 � �

T̂1 � Ĥ1
� � � i

3!

�
T̂1 � �

T̂1 � �
T̂1 � Ĥ0

� � �

...

Ĥ
� 1 �
n � Ĥn �

n � 1

∑
m � 0

� � i � n � m�
n � m � !

�
T̂1 � �

T̂1 � � � � � �
� ��� �

n � m

T̂1 � Ĥm
�
� � �

� � 


Ası́ pues,

Ĥ
� 1 � � Ĥ � iλ

�
T̂1 � Ĥ � � λ2

2

�
T̂1 � �

T̂1 � Ĥ � � � iλ3

3!

�
T̂1 � �

T̂1 � �
T̂1 � Ĥ � � � � � � �

� Ĥ �
∞

∑
n � 1

� � iλ � n
n!

�
T̂1 � �

T̂1 � � � � � �
� ��� �

n

T̂1 � Ĥ �
� � �

� � 
 (5.45)

En el contexto del cálculo de la energı́a de los estados vibro-rotacionales moleculares, el criterio de

elección del operador hermı́tico T̂1 que aparece en (5.43) se establece teniendo en cuenta el hecho de

que, para el hamiltoniano original (5.42), los términos de orden superior Ĥ1, Ĥ2, etc. tienen elementos de

matriz tanto diagonales como no diagonales en la representación de las autofunciones de Ĥ0. Sin embar-

go, tras haber aplicado la transformación de contacto dada por Û1, se obtiene un operador hamiltoniano

Ĥ
� 1 � tal que no sólo Ĥ

� 1 �
0 , sino también Ĥ

� 1 �
1 es diagonal en la representación de autofunciones de Ĥ

� 1 �
0

[ec. (5.44)].

Este procedimiento puede repetirse aplicando una segunda transformación de contacto sobre Ĥ
� 1 � :

Ĥ
� 2 � � Û

� 1
2 Ĥ

� 1 � Û2
�

e
� iλ2T̂2 Ĥ

� 1 � eiλ2T̂2 � e
� iλ2T̂2 e

� iλT̂1 Ĥ eiλT̂1 eiλ2T̂2 
 (5.46)

Desarrollando Û2 en potencias de λ y teniendo en cuenta el desarrollo (5.45) para Ĥ
� 1 � , se tiene

Ĥ
� 2 � � Ĥ

� 2 �
0 � λ Ĥ

� 2 �
1 � λ2 Ĥ

� 2 �
2 � � � � � (5.47)

donde los primeros términos de este desarrollo vienen dados por

Ĥ
� 2 �
0 � Ĥ0

Ĥ
� 2 �
1 � Ĥ

� 1 �
1

Ĥ
� 2 �
2 � Ĥ

� 1 �
2 � i

�
T̂2 � Ĥ0

�

Ĥ
� 2 �
3 � Ĥ

� 1 �
3 � i

�
T̂2 � Ĥ � 1 �

1
�

Ĥ
� 2 �
4 � Ĥ

� 1 �
4 � i

�
T̂2 � Ĥ � 2 �

1
� � 1

2

�
T̂2 � �

T̂2 � Ĥ0
� �

...
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Vemos que, con esta segunda transformación, Ĥ
� 2 �
0 � λĤ

� 2 �
1 � λ2Ĥ

� 2 �
2 � Ĥ0 � λĤ

� 1 �
1 � λ2Ĥ

� 2 �
2 es ahora

diagonal en la representación que diagonaliza Ĥ0 � λĤ
� 1 �
1 .

Todas estas sucesivas transformaciones de contacto pueden conseguirse aplicando una única trans-

formación Û dada por el producto

Û � Û1 Û2 � � � Ûn � 1 Ûn � (5.48)

donde

Ûn � eiλnT̂n 
 (5.49)

De esta forma, los operadores transformados

Ĥ
� n � � e

� iλnT̂n Ĥ
� n � 1 � eiλnT̂n (5.50)

pueden obtenerse mediante la fórmula iterativa

Ĥ
� k � � Ĥ

� k � 1 � �
∞

∑
l � 1

∞

∑
m � 0

il

l!
λkl � m �

T̂k � �
T̂k � � � � � �

� ��� �

l

T̂k � Ĥm
�
� � �

� � 
 (5.51)

El método de las transformaciones de contacto proporciona, por tanto, un algoritmo para evaluar de

forma aproximada el hamiltoniano Ĥ
� n � definido en (5.39). En el problema que nos ocupa, el parámetro

perturbativo corresponde a λ � � 1 	 2, y el operador Ûn en (5.49) se escribe como (5.37d):

Ûn � eλn t̂n � (5.52)

donde

t̂n
�

γn a†n � 2 � γ �n an � 2 (5.53)

es un operador tal que � it̂n
�

T̂n es hermı́tico. 3

Como se ha mencionado, en el contexto del cálculo de los estados roto-vibracionales de moléculas

poliatómicas el criterio de elección de los operadores hermı́ticos T̂n se basa en conseguir que a medida

que van aplicándose las sucesivas transformaciones, se vayan obteniendo operadores que son diagonales

hasta órdenes en λ cada vez mayores. En nuestro caso, la elección de los parámetros γn, γ �n que inter-

vienen en los operadores t̂n se basa en la exigencia de estabilidad variacional. Esto es, los parámetros

γ1 � γ �1 � � � � � γn � γ �n de las sucesivas transformaciones Û1 � � � � � Ûn (además de los parámetros α, α � , ν y ν � de

las transformaciones D̂ y Ŝ), deben ser tales que se anulen los términos lineales, cuadráticos, cúbicos,

etc. en a† y a del hamiltoniano transformado Ĥ
� n � (entendiendo por anular los “términos cúbicos”, por

ejemplo, los coeficientes de a†3 y a3 en el desarrollo de Ĥ
� n � , y no los términos en a†2a o a†a2).

En cuanto a la forma que hemos elegido para los operadores t̂n, debemos hacer notar que, puesto que

los operadores Ûn han de ser unitarios, la aparición de un operador a†n en t̂n � 2 impone necesariamente

3Efectivamente, puesto que t̂†
n 	 γ �n an � 2 
 γna†n � 2 	 
 t̂n, el operador T̂n

� 
 it̂n cumple T̂ †
n 	 it̂†

n 	 T̂n, luego T̂n es hermı́tico.
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la inclusión de an para mantener la normalización del estado � φ0 � . 4 Por otra parte, el hecho de que estos

operadores incluyan únicamente términos del tipo a†n y an, y no la combinación completa de productos

a†ia j tales que i � j � n, se debe a que el método variacional que hemos desarrollado optimiza el esta-

do fundamental del sistema, con lo que la inclusión de estos términos adicionales no aportarı́a nuevas

condiciones para la construcción variacional del estado � φ0 � . (El argumento es el mismo por el que no in-

cluimos un término a†a en el operador de squeezing Ŝ. Si deseara optimizarse por ejemplo el primer nivel

excitado �Φ1 � , la construcción variacional del mismo a partir de una serie de operadores actuando sobre

� 1 � sı́ deberı́a incluir un operador de la forma exp
�
η a†a � , de manera que al establecer las condiciones de

extremo para el funcional correspondiente se obtendrı́a una condición variacional que debe cumplir el

parámetro η. Esto no sucede en el caso del nivel fundamental, e incluir un operador exp
�
ηa†a � en el esta-

do de prueba no aporta ninguna condición variacional para el parámetro η). En general, la aproximación

de cualquier autoestado del hamiltoniano podrı́a obtenerse desarrollando un método análogo al presente.

Dado que los operadores utilizados para construir el estado de prueba tendrı́an una estructura diferente a

los operadores Ûn
�
γn � γ �n � dados por (5.52), las condiciones de optimización respecto a los parámetros γn

serı́an equivalentes a otro tipo de condiciones sobre el hamiltoniano transformado, diferentes en general

a las condiciones (5.41).

El método de las transformaciones de contacto puede emplearse de dos maneras diferentes. Por una

parte, puede utilizarse para conseguir una aproximación de la función de prueba variacional, escribien-

do � φ0 � � D̂
�
α � α ��� Ŝ

�
ν � ν ��� Û1

�
γ1 � γ �1 � � � � Ûn

�
γn � γ �n ��� 0 � y desarrollando en serie de potencias de λ � � 1 	 2

cada uno de los operadores Ûk
�
γk � hasta un orden determinado. (Si se mantienen los términos de cada

desarrollo hasta la potencia λm � � m 	 2, el error cometido será del orden λm � 1 � � � m � 1 � 	 2). Para esta fun-

ción de prueba, pueden determinarse de forma exacta las condiciones variacionales que determinan los

parámetros estacionarios.

Por otra parte, dada la función de prueba � φ0 � � D̂
�
α � α ��� Ŝ

�
ν � ν � � Û1

�
γ1 � γ �1 � � � � Ûn

�
γn � γ �n ��� 0 � , puede

hacerse uso de la fórmula iterativa (5.51) para obtener una aproximación de las condiciones varia-

cionales, anulando los términos lineales, cuadráticos, etc. del hamiltoniano transformado Ĥ
� k � hasta

el orden λm � � m 	 2 deseado. A pesar de que el orden de las correcciones en este caso también sea

λm � 1 � � � m � 1 � 	 2, el primer método proporcionará mejores resultados que el segundo, por tratarse de un

procedimiento plenamente variacional.

4Ası́ por ejemplo, la definición de un estado coherente �α � requiere en principio únicamente la intervención de un operador

a† en la forma e 
 αα � � 2 � e � � 1 � 2αa† � 0 � � R̂ � α � α � 	 � 0 � , donde el operador R̂ no es unitario. Si se pretende definir el estado �α �
mediante la aplicación de un operador unitario al vacı́o, entonces debe incluirse un término en a (que no modifica el resultado
anterior, puesto que a � 0 � 	 0), de forma que

�α � 	 e 
 αα � � 2 � e � � 1 � 2αa†
e 
 � � 1 � 2α � a � 0 � 	 e � � 1 � 2 � α a† 
 α � a � � 0 � � D̂ � α � α � 	 � 0 � �

donde D̂ � α � α � 	 es unitario.
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5.1.3. Un ejemplo: el oscilador cuártico

A continuación aplicaremos este método al caso particular del oscilador cuártico, descrito por un

operador hamiltoniano de la forma

ĥ � p̂2

2m
� σ1A q̂2 � σ2B q̂4 � (5.54)

donde σi (i � 1 � 2) pueden tomar los valores
�

1 para dar cuenta de las distintas formas del potencial,

como se muestra en la Fig. (5.1), si bien centraremos nuestra atención en los casos que presentan mayor

interés fı́sico, como son el pozo simple (σ1 � σ2 � � 1) y el doble pozo (σ1 � � σ2 ��� 1). Una aprox-

imación al estado fundamental de este sistema vendrá dada por un estado squeezed generalizado, esto

es:

�Φ0 � � D̂
�
q � p � Ŝ

�
r� φ ��� 0 ��� (5.55)

donde las variables del desplazamiento,
�
q � p � , y del squeezing,

�
r� φ � , están definidas por (5.11).
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Figura 5.1: Potencial V � q � � σ1 q2 � σ2 q4, para las posibles combinaciones de σ1 � 2 � � 1.

La simetrı́a que presenta este hamiltoniano (por ser cuadrático en p̂) permite considerar deforma-

ciones del paquete de ondas únicamente a lo largo de los ejes de las cuadraturas q̂ y p̂. Puesto que un

valor de φ corresponde a una rotación de φ � 2, [ec. (1.33)] bastará con tomar φ igual a 0 o a π para de-

scribir estas deformaciones. Si se elige φ � 0, quedará como único parámetro de squeezing el factor de

squeezing r, y el caso φ � π podrá incluirse permitiendo que este factor r pueda tomar valores negativos.

Ası́ pues, la simetrı́a del problema hace posible reducir el número de parámetros necesarios para definir

la deformación del paquete, quedando r como única variable de squeezing.

Es posible demostrar que si en el hamiltoniano (5.54) se llevan a cabo las transformaciones habituales

del oscilador armónico de masa m y frecuencia ω

q̂ � � �

2mω
�
a† � a � ; p̂ � i � m

�
ω

2

�
a† � a � (5.56a)

a � � mω
2

� q̂ � i
1�

2
�

mω
p̂ ; a† � � mω

2
� q̂ � i

1�
2

�
mω

p̂ � (5.56b)
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el resultado corresponde a llevar a cabo una transformación de squeezing sobre el operador ĥ con un

operador Ŝ
�
r� φ � tal que φ � 0 y un factor de squeezing r definido por

mω
�

e
� 2r 
 (5.57)

Es decir, la frecuencia ω puede considerarse como el nuevo parámetro de squeezing para la transforma-

ción Ŝ† � ω � ĥ Ŝ
�
ω � (la masa m interviene en (5.57) sólo como una constante). Si a continuación se aplica

al hamiltoniano resultante una transformación de desplazamiento que reemplaza a† por a† � α ��� � �
y a

por a � α � � �
, esto es, si se desplaza el paquete gaussiano de anchura ω, es necesario que la transforma-

ción
�
α � α � � � �

q � p � incluya asimismo una dependencia con la frecuencia si se desea que las variables�
q � p � identifiquen el centro del paquete en el espacio de fases:

q � 1�
2mω

�
α � � α � ; p � i � mω

2

�
α � � α � (5.58a)

α � � mω
2

q � i
1�

2mω
p ; α � � � mω

2
q � i

1�
2mω

p 
 (5.58b)

Este procedimiento, en el cual el operador ĥ se transforma primero por un squeezing y después

por un desplazamiento, corresponde a aproximar el estado fundamental del sistema por un estado co-

herente de dos fotones (ECDF), � φ �0 � � Ŝ
�
ω � D̂ � q � � p � ��� 0 � [ver ec. (1.52)], puesto que debe tenerse en

cuenta el orden en el que actúan los operadores D̂ y Ŝ sobre el hamiltoniano en el cálculo de
�
φ �0 � ĥ � φ �0 �
��

0 � D̂† � q � � p � � Ŝ† � ω � ĥ Ŝ
�
ω � D̂ � q � � p � ��� 0 � . Sin embargo, el método variacional que hemos desarrollado utiliza

una aproximación del estado fundamental dada por un estado coherente generalizado, � φ0 ��� D̂
�
q � p � Ŝ � ω ��� 0 �

[ec. (5.55)], generado mediante un procedimiento inverso al que se requiere para crear un ECDF. Puede

demostrarse que las ecuaciones de transformación (5.58) corresponden a una elección de las variables�
q � � p � � tal que los estados � φ0 � y � φ �0 � son equivalentes, al cumplirse la condición (1.53). 5

5Efectivamente, considerando la definición de las cuadraturas q̂ y p̂ más simple, dada por

q̂ 	
�
�
2 � a† � a 	

p̂ 	 i

�
�
2 � a† 
 a 	 �

la transformación de estos operadores primero con D̂ y después con Ŝ viene dada, sustituyendo φ 	 0 en (1.36), por:

Ŝ† � r 	 D̂† � α1 � α �1 	 q̂ D̂ � α1 � α �1 	 Ŝ � r 	 	
�
�
2

er � a† � a 	 � 1
�

2 � α �1 � α1 	 	 erq̂ � q1 (5.59a)

Ŝ† � r 	 D̂† � α1 � α �1 	 p̂ D̂ � α1 � α �1 	 Ŝ � r 	 	 i

�
�
2

e 
 r � a† 
 a 	 � i
�

2 � α �1 
 α1 	 	 e 
 r p̂ � p1 � (5.59b)

donde q1 y p1 están definidas por

α1 	 1
�

2 � q1 � ip1 	 (5.60a)

α �1 	 1
�

2 � q1 
 ip1 	 � (5.60b)
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El hamiltoniano (5.54) puede ser convenientemente escalado definiendo unos nuevos operadores Q̂

y P̂ como

Q̂ � � ε
�
�
Am � 1 	 4 q̂ � � B

A
q̂ (5.66)

P̂ � � ε
�
�
Am � � 1 	 4 p̂ � 1

A
� B

m
p̂ � (5.67)

con

ε
� B

�

A3 	 2 m1 	 2 � (5.68)

tales que cumplen la relación de commutación

�
Q̂ � P̂ � � ε

�
�
q̂ � p̂ � � i ε 
 (5.69)

Es decir, una de las cuadraturas se amplifica, al tiempo que la otra se atenúa. (Las cuadraturas rotadas, denotadas por X̂ e Ŷ en
(1.32), coinciden en el caso φ 	 0 con q̂ y p̂). El desplazamiento total en los operadores q̂ y p̂ viene dado por las variables q1
y p1, y no depende del squeezing. Los parámetros q1 y p1 (o α1 y α �1) identifican por tanto la posición del centro del paquete
gaussiano en el espacio de fases. El parámetro que da cuenta del squeezing puede ser redefinido identificando

mω � e 
 2r � (5.61)

donde m interviene sólo como una constante y ω es la nueva variable de squeezing. De esta forma, las ecs. (5.59) se reescriben
como

Ŝ†D̂† q̂ D̂Ŝ 	
�
�

2mω � a† � a 	 � q1 (5.62a)

Ŝ†D̂† p̂ D̂Ŝ 	 i

�
� mω

2 � a† 
 a 	 � p2
� (5.62b)

Análogamente, la transformación de q̂ y p̂ bajo D̂ y Ŝ aplicados en orden inverso viene dada por las ecs. (1.54), que para φ 	 0
tienen la forma

D̂† � α2 � α �2 	 Ŝ† � r 	 q̂ Ŝ � r 	 D̂ � α2 � α �2 	 	
�
�
2

er � a† � a 	 � 1
�

2
er � α �2 � α2 	

�
�
�

2mω � a† � a 	 � q2�
mω

(5.63a)

D̂† � α2 � α �2 	 Ŝ† � r 	 p̂ Ŝ � r 	 D̂ � α2 � α �2 	 	 i

�
�
2

e 
 r � a† 
 a 	 � i
�

2
e 
 r � α �2 
 α2 	

� i

�
� mω

2 � a† 
 a 	 � p2
�

mω � (5.63b)

donde hemos hecho uso de la definición (5.61) y las variables � q2 � p2 	 han sido definidas de forma análoga a (5.60). En este
caso, el desplazamiento total de las cuadraturas depende no sólo de las variables de D̂ � α2 � α �2 	 , sino también de la nueva variable
de squeezing, ω. Las transformaciones (5.62) y (5.63) coinciden si se cumplen las condiciones

q2�
mω

	 q1 (5.64)

p2
�

mω 	 p1 � (5.65)

que corresponden a la condición (1.53) para φ 	 0. De esta manera, puede verse que la definición de las cuadraturas cuánticas
según (5.56) corresponde a transformar primero con un squeezing y después con un desplazamiento, pero al definir las cuadrat-
uras clásicas como (5.58) se cumplen las condiciones (5.64) y se consigue que las variables � q � p 	 identifiquen el centro del
paquete en el espacio de fases.
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En función de estos observables puede obtenerse un nuevo operador hamiltoniano escalado dado por

Ĥ
� B

A2 ĥ � P̂2

2
� σ1 Q̂2 � σ2 Q̂4 
 (5.70)

El estado fundamental de este nuevo hamiltoniano podrá aproximarse optimizando convenientemente el

valor esperado de Ĥ respecto a unos nuevos parámetros de desplazamiento y de squeezing. El squeezing

podrá llevarse a cabo mediante un cambio de variables análogo a (5.56), con una frecuencia escalada Ω:

Q̂ � � ε
2Ω

�
a† � a � (5.71a)

P̂ � i � εΩ
2

�
a† � a ��
 (5.71b)

Por otra parte, la actuación del operador desplazamiento sobre a† y a puede escribirse en términos de

unas nuevas variables �α y �α �

D̂† �
�α � �α � � a† D̂

�
�α � �α � �
� a† � �α ��

ε

D̂† �
�α � �α � � a D̂

�
�α � �α � �
� a � �α�

ε
�

definidas por

�α � 1�
2

�
Q � iP �

�α � � 1�
2

�
Q � iP ��


La aplicación del método variacional al operador Ĥ [ec. (5.70)] proporcionará los valores óptimos de

los parámetros � Q � P� Ω � que guardan la siguiente relación con los parámetros � q � p � ω � del hamiltoniano

original ĥ [ec. (5.54)]:

Ω � � m
A � 1 	 2

ω (5.72a)

Q � �
Ω

� � B
A

q � � � Bω
A � 1 	 2 � m

A � 1 	 4
q (5.72b)

P � 1�
Ω

�
1
A
� B

m
p � � � B

ω � 1 	 2 1�
Am � 3 	 4 p � (5.72c)

donde se han puesto de manifiesto las sucesivas transformaciones de squeezing: una dada por Ω y otra

por ω.

Ası́ pues, a continuación formularemos el método variacional para encontrar una aproximación varia-

cional al estado fundamental del sistema (5.70). El parámetro ε definido en (5.68), que tiene una depen-

dencia lineal con
�

, hace las veces de parámetro perturbativo para este nuevo problema. Esto permi-

tirá expresar las soluciones de las ecuaciones variacionales como un desarrollo en serie de potencias de
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ε, conduciendo a una aproximación semiclásica de las mismas para los órdenes dominantes en ε (o lo

que es lo mismo, en
�

).

En primer lugar, el cambio de variables (5.71) (correspondiente a una transformación de squeezing

con una deformación controlada por Ω) permite escribir el hamiltoniano (5.70) en forma normal como

Ŝ† � Ω � Ĥ Ŝ
�
Ω ��� εΩ

4
� σ1ε

2Ω
� 3σ2ε2

4Ω2
� � εΩ

2
� σ1ε

Ω
� 3σ2ε2

Ω2 � a†a

� ��� εΩ
4
� σ1ε

2Ω
� 3σ2ε2

2Ω2 � a†2 � �
� εΩ
4
� σ1ε

2Ω
� 3σ2ε2

2Ω2 � a2

� σ2ε2

4Ω2 a†4 � σ2ε2

Ω2 a†3a � 3σ2ε2

2Ω2 a†2a2 � σ2ε2

Ω2 a†a3 � σ2ε2

4Ω2 a4 


A continuación, este hamiltoniano se transforma con un operador desplazamiento reemplazando a por

a � � Q � iP � � � 2ε y a† por a† � � Q � iP � � � 2ε. Volviendo a reordenar el resultado en forma normal, se

tiene:

D̂† � Q � P � Ŝ† � Ω � Ĥ
�
a† � a � Ŝ

�
Ω � D̂ � Q � P � � Ĥ � � Q � P� Ω;a† � a ���

i � j � 4

∑
i � j � 0

H �i j
�
Q � P� Ω � a†ia j � (5.73)

donde

H �0 � Q � P� Ω ��� P2Ω
2

� σ1

Ω
Q2 � σ2

Ω2 Q4 � ε
�
Ω
4
� σ1

2Ω
� 3σ2

Ω2 Q2 � � 3σ2ε2

4Ω2 (5.74a)

H �10
�
Q � P� Ω ��� H �01

� � Q � P� Ω �
� ε1 	 2 � i � 2

2
PΩ � σ1

�
2

Ω
Q � 2

�
2σ2

Ω2 Q3 � � ε3 	 2 3
�

2σ2

Ω2 Q (5.74b)

H �20
�
Q � P� Ω ��� H �02

�
Q � P� Ω �
� ε

�
� Ω

4
� σ1

2Ω
� 3σ2

Ω2 Q2 � � 3σ2ε2

2Ω2 (5.74c)

H �11
�
Q � P� Ω ��� ε

�
Ω
2
� σ1

Ω
� 6σ2

Ω2 Q2 � � 3σ2ε2

Ω2 (5.74d)

H �30
�
Q � P� Ω ��� H �03

�
Q � P� Ω �
� ε3 	 2

�
2σ2

Ω2 Q (5.74e)

H �21
�
Q � P� Ω ��� H �12

�
Q � P� Ω �
� ε3 	 2 3

�
2σ2

Ω2 Q (5.74f)

H �40
�
Q � P� Ω ��� H �04

�
Q � P� Ω �
� σ2ε2

4Ω2 (5.74g)

H �31
�
Q � P� Ω ��� H �13

�
Q � P� Ω �
� σ2ε2

Ω2 (5.74h)

H �22
�
Q � P� Ω ��� 3σ2ε2

2Ω2 
 (5.74i)
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Las soluciones óptimas � Qs � Ps � Ωs � del sistema

∂H �0 � Q � P� Ω �
∂Q

�
�
�
�
s
� 0

∂H �0 � Q � P� Ω �
∂P

�
�
�
�
s
� 0

∂H �0 � Q � P� Ω �
∂Ω

�
�
�
�
s
� 0

corresponden a las soluciones del sistema

H �10
�
Qs � Ps � Ωs ��� 0 (5.75a)

H �01
�
Qs � Ps � Ωs ��� 0 (5.75b)

H �20
�
Qs � Ps � Ωs ��� 0 � (5.75c)

esto es:

�
2ε
�
i
PsΩs

2
� σ1

Ωs
Qs � 2σ2

Ω2
s

Q3
s � 3σ2ε

Ω2
s

Qs � � 0

�
2ε
�
� i

PsΩs

2
� σ1

Ωs
Q � 2σ2

Ω2
s

Q3
s � 3σ2ε

Ω2
s

Qs � � 0

ε
�
� Ωs

4
� σ1

2Ωs
� 3σ2

Ω2
s

Q2
s � 3σ2ε

2Ω2
s
� � 0 


Separando las partes real e imaginaria de las dos primeras ecuaciones, este sistema puede escribirse como

i
�

2ε PsΩs � 0 (5.76a)

2
�

2ε Qs

�
σ1

Ωs
� 2σ2

Ω2
s

Q2
s � 3σ2ε

Ω2
s
� � 0 (5.76b)

ε
�
� Ωs

4
� σ1

2Ωs
� 3σ2

Ω2
s

Q2
s � 3σ2ε

2Ω2
s
� � 0 
 (5.76c)

Puesto que Ω �� 0, la ec. (5.76a) proporciona la solución

Ps � 0 � (5.77)

esto es, ps � 0, según (5.72c). Es decir, el estado fundamental del operador ĥ puede construirse median-

te un desplazamiento del estado de vacı́o dado por un parámetro α real. Una de las soluciones de la

ec. (5.76b) es Qs � 0, en cuyo caso la ec. (5.76c) tiene la forma de una ecuación cúbica para Ωs

Ωs
3 � 2σ1Ωs � 6σ2ε � 0 � (5.78)
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cuyas soluciones vienen dadas por

Ωs1 � 1
3

∆1 	 3 � 2σ1∆
� 1 	 3 (5.79a)

Ωs2 � � 1
6

∆1 	 3 � σ1∆
� 1 	 3 � i

�
3

2
� 1

3
∆1 	 3 � 2σ1∆

� 1 	 3 � (5.79b)

Ωs3 � � 1
6

∆1 	 3 � σ1∆
� 1 	 3 � i

�
3

2
� 1

3
∆1 	 3 � 2σ1∆

� 1 	 3 � � (5.79c)

donde

∆ � 81σ2ε � 3 � � 24σ3
1 � 729σ2

2ε2 
 (5.80)

La otra solución de la ec. (5.76b) viene dada por

Q2
s � � σ1Ωs

2σ2
� 3ε

2
� (5.81)

esto es,

Qs � � � � σ1σ2Ωs � 3ε
2


 (5.82)

En este caso, la ecuación cúbica para la frecuencia

Ω3
s � 4σ1Ωs � 12σ2ε � 0 (5.83)

tiene como soluciones:

Ωs1 � 1
3

Λ1 	 3 � 4σ1Λ
� 1 	 3 (5.84a)

Ωs2 � � 1
6

Λ1 	 3 � 2σ1Λ
� 1 	 3 � i

�
3

2
� 1

3
Λ1 	 3 � 4σ1Λ

� 1 	 3 � (5.84b)

Ωs3 � � 1
6

Λ1 	 3 � 2σ1Λ
� 1 	 3 � i

�
3

2
� 1

3
Λ1 	 3 � 4σ1Λ

� 1 	 3 � � (5.84c)

con

Λ � � 162σ2ε � 6 � 48σ3
1 � 729σ2

2ε2 
 (5.85)

En las Figs. (5.2) y (5.3) se muestra el cambio cualitativo de las soluciones Ωsi para Qs � 0 y Qs ��
0, respectivamente, cuando el parámetro ε varı́a desde ε � 0 hasta ε � 1 � 0. Antes de analizar estos

resultados, evaluaremos los valores óptimos de Q, P y Ω que se obtienen en el lı́mite semiclásico ε � 0.

Los parámetros variacionales pueden desarrollarse en potencias del parámetro perturbativo ε:

Q � Q0 � ε Q1 � ε2 Q2 � � � � (5.86a)

P � P0 � ε P1 � ε2 P2 � � � � (5.86b)

Ω � Ω0 � ε Ω1 � ε2 Ω2 � � � � 
 (5.86c)
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Al sustituir estos desarrollos en las ecuaciones variacionales (5.76) y truncar la serie al orden dominante

en ε se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

i
�

2ε P0Ω0 � 0 (5.87a)

2
�

2ε Q0 � σ1

Ω0
� 2σ2

Ω2
0

Q2
0 � � 0 (5.87b)

ε ��� Ω0

4
� σ1

2Ω0
� 3σ2

Ω2
0

Q2
0 � � 0 � (5.87c)

cuyas soluciones vienen dadas por

� P0 � 0 � Q0 � 0 � Ω0 � 0 � (5.88a)� P0 � 0 � Q0 � 0 � Ω2
0 � 2σ1

� (5.88b)�
P0 � 0 � Q2

0 � � σ1σ2Ω0

2
� Ω0 � 0 � (5.88c)�

P0 � 0 � Q2
0 � � σ1σ2Ω0

2
� Ω2

0 � � 4σ1 � 
 (5.88d)

(De hecho, la solución Ps � 0 [ec. (5.77)] es válida para todos los órdenes, esto es, P0 � P1 � � � � � 0).

Tanto en el caso Q0 � 0 como Q0 �� 0 se ha añadido la tercera solución Ω0 � 0, que se obtiene como

lı́mite de las soluciones variacionales (5.79) y (5.84) cuando ε � 0.

Estos valores de � P0 � Q0 � Ω0 � para el sistema Ĥ corresponden a los siguientes valores de � p0 � q0 � ω0 �
en el sistema original ĥ:

� p0 � 0 � q0 � 0 � ω0 � 0 � (5.89a)�
p0 � 0 � q0 � 0 � ω0 � � � 2σ1A

m � (5.89b)�
p0 � 0 � q2

0 � � σ1σ2A
2B

� ω0 � 0 � (5.89c)�
p0 � 0 � q2

0 � � σ1σ2A
2B

� ω2
0 � � 4σ1A

m � 
 (5.89d)

En las Figs. (5.2) y (5.3) se muestra la variación de los valores óptimos de Ω correspondientes

respectivamente a la solución Qs � 0 [frecuencias dadas por (5.79)] y a las soluciones Qs �� 0 [frecuencias

dadas por (5.84)], para una variación del parámetro ε entre 0 y 1. Cada panel corresponde a una elección

de σ1 � 2 � �
1, y en un recuadro se muestra la correspondiente forma del potencial V

�
Q � � σ1 Q2 � σ2 Q4.

Los puntos marcados con un cı́rculo corresponden a las soluciones variacionales para ε � 0, esto es, las

soluciones semiclásicas.

Los resultados para el pozo simple V
�
Q̂ � � Q̂2 � Q̂4 se muestran en (5.2-a) y (5.3-a). Para la solu-

ción Q � 0, los valores semiclásicos para la frecuencia son Ω0 � 0 y Ω0 � � �
2. De éstas, sólo la
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Figura 5.2: Variación de las frecuencias Ωs óptimas dadas por (5.79) para la solución � Ps � 0 � Qs � 0 � en un rango
de ε � 0 hasta ε � 1 � 0. Los puntos marcados con un cı́rculo corresponden a los valores iniciales para ε � 0 de cada
una de las soluciones de la ecuación cúbica. Se muestran los resultados para (a): σ1 � σ2 � 1, (b): σ1 � � σ2 � 1,
(c): σ1 � � σ2 � � 1 y (d): σ1 � σ2 � � 1. En los recuadros se representa el potencial V � q � � σ1 q2 � σ2 q4 en cada
caso.

solución positiva (correspondiente a ω0 � � 2A � m) corresponde a una configuración estable y determi-

na la anchura de un paquete situado en la posición de equilibrio q0 � 0. [En las unidades del proble-

ma original, el paquete coherente de prueba viene dado en representación de posiciones por Φ0
�
x � �

	 mω
π � 
 1 	 4

e
� mω

2 � � x � q � 2 � i� px. Para las soluciones de equilibrio p � q � 0 se escribe simplemente como

Φ0
�
x ��� 	 mω

π � 
 1 	 4
e
� mω

2 � x2
]. El valor Ω0 � 0 debe descartarse, ya que conduce a la solución Φ0

�
x � � 0. Por

otra parte, un valor negativo de la frecuencia corresponde a una solución no admisible fı́sicamente puesto

que la función de ondas en ese caso no es de cuadrado integrable. El método variacional proporciona una

solución Ωs real y positiva que va aumentando a medida que crece el valor de ε, como cabe esperar.

La aparición de soluciones negativas y el comportamiento de las mismas al variar ε son un reflejo de

lo que sucede en el caso σ1 ��� σ2 � 1, como se verá a continuación. Por otra parte, semiclásicamente

se obtienen soluciones de extremo en las posiciones definidas por Q2
0 � � Ω0 � 2, con Ω0 � �

2i. Estos

valores complejos para Q0 difı́cilmente pueden ser interpretados fı́sicamente.

Las soluciones para V
�
Q̂ � � Q̂2 � Q̂4 se muestran en (5.2-b) y (5.3-b). Clásicamente para Q � 0 se

obtienen las mismas frecuencias óptimas que para el potencial anterior. Esto es debido a que la aproxi-
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Figura 5.3: Variación de las frecuencias Ωs óptimas dadas por (5.84) para la solución � Ps � 0 � Qs �� 0 � en un rango
de ε � 0 hasta ε � 1 � 0. Los puntos marcados con un cı́rculo corresponden a los valores iniciales ε � 0 de cada una
de las soluciones de la ecuación cúbica. Se muestran los resultados para (a): σ1 � σ2 � 1, (b): σ1 � � σ2 � 1, (c):
σ1 � � σ2 � � 1 y (d): σ1 � σ2 � � 1. En los recuadros se representa el potencial V � Q̂ � � σ1 Q̂2 � σ2 Q̂4 en cada
caso.

mación semiclásica se limita a centrar el autoestado con frecuencia Ω0 en la configuración de equilibrio

Q0 � 0. Es decir, semiclásicamente se mantiene únicamente información local del término cuadrático

del potencial sin posibilidad de distinguir entre un sistema y otro. El método variacional, por el con-

trario, sı́ es sensible a estas diferencias y es capaz de dar cuenta de algunos efectos cuánticos al incluir

la posibilidad de variar el valor de ε. Las soluciones variacionales para Qs � 0 muestran el siguiente

comportamiento: Para ε � 0 las frecuencias vienen dadas por Ωs � 0 y Ωs � � �
2. Al aumentar el valor

de ε existen dos frecuencias reales positivas (correspondientes a las lı́neas punteada y a trazos, respec-

tivamente, en la Fig. (5.2-b)). (Existe además una solución real negativa, que hemos descartado por no

corresponder a una solución localizada). La mayor de las frecuencias reales positivas corresponde a la

anchura de un paquete estrecho localizado en el fondo del pozo de potencial, mientras que la frecuen-

cia más pequeña corresponderı́a a la anchura de un paquete más ancho, que se extenderı́a sobre las dos

barreras de potencial. La primera solución es más estable que la segunda y por tanto mejor desde un

punto de vista variacional. A medida que se incrementa el valor de ε, la frecuencia mayor va dismin-

uyendo y la menor aumentando, y ambos paquetes conviven hasta un determinado valor de ε, dado por
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ε � � 24 � 729 � 0 � 18144 [ver ec. (5.80)]. A partir de este valor de ε, estos dos paquetes ya no “caben”

en el pozo, las frecuencias adquieren una parte imaginaria y pasan a ser complejas conjugadas entre sı́.

Dada la definición del parámetro perturbativo ε � �
B

� � � � A3 	 2m1 	 2 � , aumentar el valor de ε puede enten-

derse como modificar la forma del potencial dando más peso al término cuártico frente al cuadrático, o

bien disminuir la masa m, o bien aumentar
�

, es decir, hacer “más cuántico” el sistema. Cuánticamente,

sabemos que este potencial no sostiene estados ligados, y los estados metaestables correspondientes a

resonancias decaen más rápidamente a medida que aumenta el valor de
�

. Este decaimiento no se refleja

en la solución variacional hasta un determinado valor umbral de ε: para valores bajos de ε parece ten-

erse información únicamente del término cuadrático del potencial, y el método variacional asume que

pueden existir estados ligados proporcionando frecuencias reales y positivas para los paquetes centrados

en Q � 0. Sin embargo, a partir de un valor umbral de ε se detecta de manera brusca la posibilidad de

decaer, y se produce una bifurcación en las frecuencias óptimas con la aparición de frecuencias comple-

jas. Este cambio brusco en el comportamiento de las soluciones es consecuencia de las limitaciones de

la aproximación del estado de prueba por un estado coherente-squeezed. 6

El caso del potencial de doble pozo, con σ1 � � σ2 � � 1, se representa en (5.2-c) y (5.3-c). En

este caso, las soluciones clásicas para Q0 � 0 vienen dadas por Ω0 � 0 y Ω0 � �
i
�

2. Descartando las

soluciones nula y negativa, esto indica que la aproximación semiclásica únicamente muestra la existen-

cia de un punto de equilibrio inestable en Q0 � 0, lo que da cuenta de las resonancias existentes en el

doble pozo debidas a la barrera de potencial, pero no proporciona una solución real y positiva para la

frecuencia de un paquete asociado a un estado ligado. Como se observa en la Fig. (5.2-c), el método

variacional, por el contrario, no sólo proporciona valores reales y positivos para la frecuencia, sino que

además admite soluciones que para ε � 0 son imaginarias puras y van adquiriendo parte real negativa a

medida que ε aumenta. Estos pares de soluciones conjugadas podrı́an dar cuenta de estados de Siegert

[Sei91, Pes94]. Si nos fijamos en las soluciones para Qs �� 0 en el sistema de doble pozo, mostradas

6Como puede apreciarse en la Fig. (5.2), los casos (a) y (b), para los que σ1 	 � 1, presentan una estructura de soluciones
relacionadas por una simetrı́a de reflexión. Según se ha visto, la aparición de frecuencias complejas con parte real positiva puede
interpretarse para el caso (b) en términos de resonancias. La aparición de soluciones complejas (pero con parte real negativa,
no admisibles fı́sicamente) para el potencial de pozo simple se debe a que ambos sistemas están relacionados por una rotación

de π � 2 en las coordenadas. Ası́, el hamiltoniano ĥ � a � 	 p̂2

2m � A q̂2 � B q̂4, que en representación de posiciones actúa como el
operador

ĥ � a � 	 
 � 2

2m
∂2

∂q2 � A q2 � B q4 �
bajo la transformación q � 	 q eiθ se escribe

ĥ � a � � 	 
 � 2

2m
e 
 2iθ ∂2

∂q � 2 � A e 
 2iθ q � 2 � B e 
 4iθ q � 4 	 e 
 2iθ 
 
 � 2

2m
∂2

∂q � 2 � A q � 2 � B q � 4 e2iθ � �

y para θ 	 π � 2 se tiene

h � a � � 	 
 
 
 � 2

2m
∂2

∂q � 2 � A q � 2 
 B q � 4 � 	 
 ĥ � b � �

Lo mismo sucede cuando σ1 	 
 1, para los casos (c) y (d).
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en la Fig. (5.3-c), vemos que en este caso, las soluciones semiclásicas vienen dadas por Ω0 � �
2, y

las posiciones óptimas para el centro del paquete corresponden a Q0 � � � Ω0 � 2. Eligiendo la frecuen-

cia positiva como la fı́sicamente aceptable, las posiciones de equilibrio corresponden a Q0 � �
1. (La

frecuencia negativa proporciona configuraciones estables en Q0 � �
i, difı́cilmente interpretables fı́sica-

mente). Variacionalmente se obtienen soluciones con frecuencia positiva en cada uno de los pozos del

potencial. (Estas soluciones proporcionan de hecho soluciones más estables para valores bajos de ε que

la solución Ωs real para Q � 0, como veremos al evaluar la energı́a del nivel fundamental para este po-

tencial). El comportamiento en cada uno de los pozos es similar al descrito anteriormente: para valores

bajos de ε se tienen dos soluciones reales en el pozo (la de mayor frecuencia corresponde a la solución

más estable), y a partir de un valor umbral de ε (dado por ε � � 48 � 729 � 0 � 2566, ver ec. (5.85)) estas

frecuencias reales se convierten en frecuencias complejas conjugadas. Esta bifurcación corresponde a la

detección del método variacional de posibilidad de tunneling al otro pozo de potencial.

Finalmente, las soluciones para el potencial V
�
Q̂ ��� � Q̂2 � Q̂4 se muestran en (5.2-d). En este caso

los pares de frecuencias complejas con parte real positiva dan cuenta de resonancias existentes encima

de la barrera. Las otras configuraciones de equilibrio variacionales además de Qs � 0 corresponden a

valores de Q complejos, sin sentido fı́sico. (Existen soluciones reales para Q, pero corresponden a valores

negativos de Ω, que hemos descartado).

Estos resultados ponen de manifiesto la utilidad del método variacional, no tanto (o no sólo) como un

procedimiento para obtener una aproximación al estado fundamental del sistema, sino como un método

de análisis de estabilidad lineal cuántico. El procedimiento clásico consiste en buscar los valores óptimos

de q y p que identifican el centro del paquete en el espacio de fases. El análisis de la estabilidad viene de-

terminado por la frecuencia asociada a cada una de las configuraciones de equilibrio encontradas, puesto

que, según indica la ec. (5.32), la frecuencia de la aproximación armónica está directamente relacionada

con las derivadas segundas del hamiltoniano clásico. El procedimiento variacional va más allá al incluir

en el tratamiento las fluctuaciones cuánticas. A medida que ε (o
�
) aumenta, se va pasando de un análisis

local del problema a un análisis más global. Los cambios cualitativos en las soluciones variacionales

indican que este método es capaz de detectar efectos puramente cuánticos. (Hemos visto por ejemplo

que la aparición de soluciones complejas para la frecuencia está asociada a la descripción de estados

cuánticos metaestables de los que el método clásico es incapaz de dar cuenta). Este comportamiento es

compatible con el coarse graining del espacio de fases que se produce para valores finitos de
�
, que

es responsable de la pérdida de detalle de la estructura fina del espacio de fases clásico. Este método

variacional es especialmente útil para el análisis de estabilidad de sistemas de muchos grados de libertad.
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Correcciones a la aproximación armónica

Como se ha dicho anteriormente, las condiciones variacionales (5.75), al anular los términos lineales

y cuadráticos en a† y a del hamiltoniano transformado Ĥ � , dejan a éste en la forma

Ĥ � � H �0 � Qs � Ps � Ωs � � H �11
�
Qs � Ps � Ωs � a†a

� H �30
�
Qs � Ps � Ωs � a†3 � � � � � H �03

�
Qs � Ps � Ωs � a3

� H �40
�
Qs � Ps � Ωs � a†4 � � � � � H �04

�
Qs � Ps � Ωs � a4

�
Ĥ �arm � Ŵ � (5.90)

donde

Ĥ �arm
�

H �0 � Qs � Ps � Ωs � � H �11
�
Qs � Ps � Ωs � a†a

� εΩs

4
� σ1ε

2Ωs
� 3σ2ε2

4Ω2
s
� � σ1

Ωs
� 3σ2ε

Ω2
s � Q2

s � σ2

Ω2
s

Q4
s

�
�
εΩs

2
� σ1ε

Ωs
� 6σ2ε

Ω2
s

Q2
s � 3σ2ε2

Ω2
s
� a†a (5.91)

es una aproximación armónica del potencial en torno a las soluciones variacionalmente óptimas mientras

que Ŵ , que incluye los términos cúbicos y cuárticos en a† y a de (5.90)

Ŵ � H �30
�
Qs � Ps � Ωs � a†3 � � � � � H �03

�
Qs � Ps � Ωs � a3

� H �40
�
Qs � Ps � Ωs � a†4 � � � � � H �04

�
Qs � Ps � Ωs � a4 (5.92)

es considerado como una perturbación a la primera aproximación Ĥ �arm. Las modificaciones que Ŵ pro-

duce en los niveles de energı́a y en los autoestados de Ĥ �arm pueden ser tratadas convenientemente me-

diante la teorı́a de perturbaciones cuántica estándar.

Ası́ pues, las autoenergı́as del operador (5.91), definidas por

Ĥ �arm � n ��� Earm
n � n ��� (5.93)

vienen dadas por

Earm
n � � εΩs

2
� σ1ε

Ωs
� 6σ2ε

Ω2
s

Q2
s � � n � 1

2 � � 3σ2ε2

Ω2
s

� n � 1
4 � � σ1

Ωs
Q2

s � σ2

Ω2
s

Q4
s 


En particular, la energı́a del nivel fundamental n � 0 en la aproximación armónica vendrá dada por

Earm
0 � εΩs

4
� σ1ε

2Ωs
� 3σ2ε

Ω2
s

Q2
s � 3σ2ε2

4Ω2
s
� σ1

Ωs
Q2

s � σ2

Ω2
s

Q4
s 


Para la solución Qs � 0 esta expresión se escribe

Earm
0 � Qs � 0 � � εΩs

4
� σ1ε

2Ωs
� 3σ2ε2

4Ω2
s
� 3εΩs

8
� σ1ε

4Ωs
� (5.94a)
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donde Ωs viene dada por (5.79), mientras que para las soluciones Qs �� 0 [ec. (5.82)] la energı́a del nivel

fundamental a orden cero viene dada por

Earm
0 � Qs �� 0 � �

εΩs

4
� σ1ε

Ωs
� 3σ2ε2

2Ω2
s
� 1

4σ2
� 3εΩs

8
� σ1ε

2Ωs
� 1

4σ2
� (5.94b)

con Ωs dada por (5.84).

Es posible obtener de forma perturbativa las autoenergı́as En del operador Ĥ � dado por (5.90)

Ĥ � �Ψn �
� En �Ψn � (5.95)

haciendo uso de la fórmula (5.34). Las correcciones a la energı́a del nivel fundamental producidas por la

perturbación Ŵ vienen dadas por: 7

E0 � Earm
0 � � 0 �Ŵ � 0 � � ∑

r �� 0

� � r �Ŵ � 0 ��� 2
Earm

0 � Earm
r

� Earm
0 � � � 4 �Ŵ � 0 ��� 2

4εΩs
� � � 3 �Ŵ � 0 ��� 2

3εΩs

� Earm
0 � 6H � 240

εΩs
� 2H � 230

εΩs

� Earm
0 � 3ε3

8Ω5
s
� 4ε2

Ω5
s

Q2
s � (5.96)

donde se ha tenido en cuenta que

Earm
0 � Earm

r � � r εΩs 

Ası́ pues, para la solución Qs � 0 la energı́a del nivel fundamental en la aproximación armónica se ve

corregida por la contribución del nivel 4, obteniéndose el resultado

E0 � Qs � 0 � � ε � 3Ωs

8
� σ1

4Ωs � � 3ε3

8Ω5
s
� (5.97a)

7En general, los únicos elementos de matriz no nulos de Ŵ asociados a �ϕn � vienen dados por

� ϕn �Ŵ �ϕn � 	 H �22 � ϕn � a†2a2 �ϕn � 	 H �22 n � n 
 1 	
� ϕn � 4 �Ŵ �ϕn � 	 H �40 � ϕn � 4 � a†4 �ϕn � 	 H �40

�
� n � 1 	 � n � 2 	 � n � 3 	 � n � 4 	

� ϕn � 3 �Ŵ �ϕn � 	 H �30 � ϕn � 3 � a†3 �ϕn � 	 H �30

�
� n � 1 	 � n � 2 	 � n � 3 	

� ϕn � 2 �Ŵ �ϕn � 	 H �31 � ϕn � 2 � a†3a �ϕn � 	 H �31 n
�
� n � 1 	 � n � 2 	

� ϕn � 1 �Ŵ �ϕn � 	 H �21 � ϕn � 1 � a†2a �ϕn � 	 H �21 n
�

n � 1

� ϕn 
 1 �Ŵ �ϕn � 	 H �12 � ϕn 
 1 � a†a2 �ϕn � 	 H �12 � n 
 1 	 �
n

� ϕn 
 2 �Ŵ �ϕn � 	 H �13 � ϕn 
 2 � a†a3 �ϕn � 	 H �13 � n 
 2 	 �
n � n 
 1 	

� ϕn 
 3 �Ŵ �ϕn � 	 H �03 � ϕn 
 3 � a3 �ϕn � 	 H �03

�
n � n 
 1 	 � n 
 2 	

� ϕn 
 4 �Ŵ �ϕn � 	 H �04 � ϕn 
 4 � a4 �ϕn � 	 H �04

�
n � n 
 1 	 � n 
 2 	 � n 
 3 	 �
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con Ωs dada por (5.79), mientras que para Qs �� 0 debe añadirse, además, la contribución del nivel 3:

E0 � Qs �� 0 � � ε � 3Ωs

8
� σ1

2Ωs � � 2σ1ε2

σ2Ω4
s
� 45ε3

8Ω5
s
� 1

4σ2
� (5.97b)

con Ωs dada por (5.84). Debemos hacer notar que no es posible mostrar explı́citamente la dependencia

total de estas expresiones con el parámetro ε debido a que las soluciones Ωs en cada caso contienen una

dependencia implı́cita con ε.

Estas expresiones constituyen una aproximación a los autovalores del operador Ĥ � y proporcionan

unos valores escalados de las energı́as. Mediante los cambios de variable (5.72) pueden obtenerse las

autoenergı́as del operador ĥ � original:

e0 � qs � 0 � � 3
�
ωs

8
� σ1A

�

4mωs
� 3B2 � 3

8m4ω5
s

e0 � qs �� 0 � � 3
�
ωs

8
� σ1A

�

2mωs
� 2σ1AB

� 2

σ2m3ω4
s
� 45B2 � 3

8m4ω5
s
� A2

4σ2B
�

donde ωs en uno y otro caso vienen dados por (5.79) y (5.84), respectivamente, teniendo en cuenta la

relación (5.72a) entre Ω y ω.

Las autofunciones �Ψn � de Ĥ � , que en primera aproximación vienen dadas por los autovectores � n �
de Ĥ �arm, puede obtenerse de manera aproximada añadiendo correcciones según la fórmula perturbativa

(5.33). Para el caso del nivel fundamental se tiene:

�Ψ0 � � � 0 � � ∑
r �� 0

�
r �Ŵ � 0 �

Earm
0 � Earm

r
� r �

� � 0 � � σ2ε
�

6
8Ω3

s
� 4 � � 2

�
3σ2ε1 	 2Qs

3Ω3
s

� 3 ��
 (5.98)

Es decir, el estado fundamental en Qs � 0 se obtiene como una superposición lineal de los estados

estacionarios � 0 � y � 4 � del oscilador armónico Ĥ �arm, mientras que para las soluciones Qs �� 0 interviene

además el estado � 3 � , lo que tiene sentido si se tiene en cuenta que las funciones impares del oscilador

armónico presentan nodos en q � 0.

Correcciones a la aproximación armónica: lı́mite semiclásico

Según se ha visto, las ecuaciones variacionales semiclásicas (5.87) anulan los términos lineales y

cuadráticos de Ĥ � para el orden dominante en ε. Esto hace que dicho operador venga dado por:

Ĥ � sc � H �0 � Q0 � P0 � Ω0 � � �H �10
�
Q0 � P0 � Ω0 � a† � �H �01

�
Q0 � P0 � Ω0 � a

� �H �20
�
Q0 � P0 � Ω0 � a†2 � H �11

�
Q0 � P0 � Ω0 � a†a � �H �02

�
Q0 � P0 � Ω0 � a2

� H �30
�
Q0 � P0 � Ω0 � a†3 � � � � � H �03

�
Q0 � P0 � Ω0 � a3

� H �40
�
Q0 � P0 � Ω0 � a†4 � � � � � H �04

�
Q0 � P0 � Ω0 � a4 
 (5.99)
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Como puede verse, los términos lineales y cuadráticos no han sido eliminados del todo, quedando aún

los términos que no han sido incluidos en las ecuaciones variacionales semiclásicas (5.87):

�H �10
�
Q0 � P0 � Ω0 � � �H �01

�
Q0 � P0 � Ω0 �
� 3

�
2σ2ε3 	 2
Ω2

0

Q0

�H �20
�
Q0 � P0 � Ω0 � � �H �02

�
Q0 � P0 � Ω0 �
� 3σ2ε2

2Ω2
0




Por el mismo procedimiento seguido anteriormente, es posible considerar una aproximación armónica de

Ĥ � sc e incluir el resto de términos en una perturbación que corrija dicha aproximación. Hemos de señalar

que la descomposición de Ĥ � sc como “orden cero” + “perturbación” no es única. En la teorı́a de pertur-

baciones cuántica, al separar Ĥ � Ĥ0 � Ŵ es necesario que los elementos de matriz de Ŵ sean mucho

menores que los de Ĥ0 (o más precisamente, que los elementos de matriz de Ŵ sean mucho menores que

las diferencias entre los autovalores de Ĥ0). En la aproximación semiclásica que estamos considerando,

el criterio para elegir Ĥ0 (que notaremos por Ĥ � sc
arm) se basa en la elección del mejor oscilador armónico

posible que pueda construirse a partir de la información que se tiene al aproximar las soluciones varia-

cionalmente óptimas � Qs � Ps � Ωs � por Q � Q0, P � P0 y Ω � Ω0. De esta forma, el operador Ĥ � sc dado

por (5.99) podrá descomponerse como

Ĥ � sc � Ĥ � sc
arm � Ŵ sc �

donde

Ĥ � sc
arm

�
H � sc

0 � H � sc
11 a†a (5.100)

� P2
0 Ω0

2
� σ1

Ω0
Q2

0 � σ2

Ω2 Q4
0 � ε � Ω0

4
� σ1

2Ω0
� 3σ2

Ω2
0

Q2
0 � �

�
εΩ0

2
� σ1ε

Ω0
� 6σ2ε

Ω2
0

Q2
0 � a†a 
(5.101)

Como se ve, no hemos elegido la aproximación armónica Ĥ � sc
arm como H �0 � H �11 a†a (tal y como se hizo

en (5.91)), sino que para ser consecuentes con la aproximación semiclásica hemos escrito

H �0 � H � sc
0 � �H �0

H �11
�

H � sc
11 � �H �11 �

donde H � sc
0 y H � sc

11 están definidos en (5.100) mientras que

�H �0 � 3σ2ε2

4Ω2

�H �11
� 3σ2ε2

Ω2 �

por ser de orden ε2, pasan a formar parte de la perturbación Ŵ sc [ver ec. (5.103)]. En otras palabras,

H � sc
0

�
Q0 � P0 � Ω0 � es la energı́a que hemos optimizado semiclásicamente, y da una estimación de

�
0 � D̂† � Q � P � Ŝ† � Ω � ĤŜ

�
Ω � D̂ Q P 0
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que es correcta hasta O
�
ε2 � . 8

Ası́ pues, los autovalores del operador (5.100), definidos por

Ĥ � sc
arm � n ��� Earm

n
sc � n ���

vendrán dados por

Earm
n

sc � P2
0 Ω0

2
� σ1

Ω0
Q2

0 � σ2

Ω2 Q4
0 �
�
εΩ0

2
� σ1ε

Ω0
� 6σ2ε

Ω2
0

Q2
0 � � n � 1

2 � 


Para el nivel fundamental, se tiene

Earm
0

sc � P2
0 Ω0

2
� σ1

Ω0
Q2

0 � σ2

Ω2 Q4
0 � εΩ0

4
� σ1ε

2Ω0
� 3σ2ε

Ω2
0

Q2
0 


Para la solución Q0 � 0 se tiene

Earm
0

sc
� Q0 � 0 � � εΩ0

2
� (5.102a)

con Ω0 � � �
2σ1, mientras que para la solución Q0 � � � � σ1σ2Ω0 � 2 se tiene

Earm
0

sc
� Q0 �� 0 � � εΩ0

2
� 1

4σ2
� (5.102b)

con Ω0 � � � � 4σ1. Es decir, para las soluciones Q0 �� 0 se añade o se sustrae (dependiendo del signo

de σ2) la energı́a correspondiente a la altura de la barrera (o pozo, según el caso) de potencial.

Estos resultados son corregidos al incluir el efecto de la perturbación Ŵ sc, dada por

Ŵ sc � H̃ �0 � Q0 � P0 � Ω0 � � H̃ �10
�
Q0 � P0 � Ω0 � a† � H̃ �01

�
Q0 � P0 � Ω0 � a

� H̃ �20
�
Q0 � P0 � Ω0 � a†2 � H̃ �11

�
Q0 � P0 � Ω0 � a†a � H̃ �02

�
Q0 � P0 � Ω0 � a2

� H �30
�
Q0 � P0 � Ω0 � a†3 � � � � � H �03

�
Q0 � P0 � Ω0 � a3

� H �40
�
Q0 � P0 � Ω0 � a†4 � � � � � H �04

�
Q0 � P0 � Ω0 � a4 


De esta forma, las autoenergı́as E sc
n del operador Ĥ � sc

Ĥ � sc �Ψ � sc � Esc
n �Ψ � sc

8Podrı́a pensarse en tomar como orden cero en H � sc
0 únicamente los términos que no dependen de ε, esto es, P2

0 Ω0
2 � σ1

Ω0
Q2

0 �
σ2
Ω2 Q4

0, pero es una elección peor, puesto que no proporciona una energı́a de punto cero para Q0 	 0 (y para Q0 �	 0 se reduce

simplemente al factor 
 1 � � 4σ2 	 ). Por otra parte, para obtener una estimación de � 0 � D̂† � Q � P 	 Ŝ† � Ω 	 ĤŜ � Ω 	 D̂ � Q � P 	 � 0 � que
incluya términos de orden ε2, tendrı́an que haberse obtenido las soluciones variacionales hasta orden ε, esto es, tendrı́amos que
conocer Q1, P1 y Ω1 en (5.86).
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pueden obtenerse mediante la fórmula (5.34). Para el caso del nivel fundamental se tiene 9

Esc
0 � Earm

0
sc � � 0 �Ŵ sc � 0 � � ∑

r �� 0

� � r �Ŵ sc � 0 ��� 2
Earm

0
sc � Earm

r
sc

� Earm
0

sc � � 0 �Ŵ sc � 0 � � � � 4 �Ŵ sc � 0 ��� 2
4εΩ0

� � � 3 �Ŵ sc � 0 ��� 2
3εΩ0

� � � 2 �Ŵ sc � 0 ��� 2
2εΩ0

� � � 1 �Ŵ sc � 0 ��� 2
εΩ0

� Earm
0

sc � �H �0 � 6H � 240

εΩ0
� 2H � 230

εΩ0
� �H � 220

εΩ0
� �H � 210

εΩ0

� Earm
0

sc � 3σ2ε2

4Ω0
� 21ε3

8Ω5
0

� 22ε2

Ω5
0

Q2
0 �

donde se ha tenido en cuenta que Earm
0

sc � Earm
r

sc � � rεΩ0. De esta manera, para la solución Q0 � 0 la

energı́a del nivel fundamental no sólo se ve corregida, como en el caso variacional, por el nivel 4, sino

que interviene también el nivel 2, obteniéndose:

Esc
0 � Q0 � 0 � � εΩ0

2
� 3σ2ε2

8σ1
� 21ε3

8Ω5
0

� (5.103a)

con Ω0 � � �
2σ1, mientras que para la solución Q0 � � � � σ1σ2Ω0 � 2 hay contribución no sólo del

nivel 3, sino del 1:

Esc
0 � Q0 �� 0 � � εΩ0

2
� 1

4σ2
� σ2ε2

2σ1
� 21ε3

8Ω5
0

� (5.103b)

con Ω0 � � � � 4σ1. En las unidades del sistema original se tiene

esc
0 � q0 � 0 � �

�
ω0

2
� 3σ2B

� 2

8σ1A
� 21

� 3

8m4ω5
0

�

con ω0 � � � 2σ1A � m, y

esc
0 � q0 �� 0 � �

�
ω0

2
� A2

4σ2B
� σ2B

� 2

2mσ1A
� 21B2 � 3

8m4ω5
0

�

9En este caso, los únicos elementos de matriz no nulos de Ŵ sc asociados al estado �ϕn � son

� ϕn �Ŵ sc �ϕn � 	 H̃ �0 � H̃ �11n � H �22n � n 
 1 	
� ϕn � 4 �Ŵ sc �ϕn � 	 H �40

�
� n � 1 	 � n � 2 	 � n � 3 	 � n � 4 	

� ϕn � 3 �Ŵ sc �ϕn � 	 H �30

�
� n � 1 	 � n � 2 	 � n � 3 	

� ϕn � 2 �Ŵ sc �ϕn � 	 H̃ �20

�
� n � 1 	 � n � 2 	 � H �31n

�
� n � 1 	 � n � 2 	

� ϕn � 1 �Ŵ sc �ϕn � 	 H̃ �10

�
n � 1 � H �21n

�
n � 1

� ϕn 
 1 �Ŵ sc �ϕn � 	 H̃ �01
�

n � H �12 � n 
 1 	 �
n

� ϕn 
 2 �Ŵ sc �ϕn � 	 H̃ �02

�
n � n 
 1 	 � H �13 � n 
 2 	 �

n � n 
 1 	
� ϕn 
 3 �Ŵ sc �ϕn � 	 H �03

�
n � n 
 1 	 � n 
 2 	

� ϕn 
 4 �Ŵ sc �ϕn � 	 H �04

�
n � n 
 1 	 � n 
 2 	 � n 
 3 	 �
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para q0 � � � � σ1A � � 2σ2B � , con ω0 � � � � 4σ1A � m.

En cuanto al vector de estado, la expresión perturbativa (5.33) proporciona la siguiente aproximación

para �Ψ0 � sc:

�Ψ0 � sc � � 0 � � ∑
r �� 0

�
r �Ŵ sc � 0 �

Earm
0

sc � Earm
r

sc � r �

� � 0 � � σ2ε
�

6

8Ω3
0

� 4 � � 2
�

3σ2ε1 	 2Q0

3Ω3
0

� 3 � � 3
�

2σ2ε
4Ω3

0

� 2 � � 3
�

2σ2ε1 	 2Q0

Ω3
0

� 1 ��
 (5.104)

Es decir, para Q0 � 0 el estado fundamental se escribe como una combinación lineal de los estados � 0 � ,
� 2 � y � 4 � del oscilador armónico, mientras que las soluciones Q0 � � � � σ1σ2Ω0 � 2 tienen contribución

de los estados � 0 � , � 1 � , � 2 � , � 3 � y � 4 � .
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Figura 5.4: Variación de la energı́a del nivel fundamental del pozo simple (arriba) y del doble pozo (abajo) para
una variación de ε desde 0 hasta 1. En el caso del pozo simple se representan los resultados para la solución Qs � 0,
mientras que en el doble pozo se representan las soluciones tanto para Qs � 0 como para Qs �� 0. El resultado
cuántico se representa con una lı́nea continua negra, mientras que los resultados variacional y semiclásico se
muestran con lı́neas punteadas (aproximación armónica) o a trazos (correcciones perturbativas) cuya equivalencia
de colores se indica en el texto.

En la Fig. (5.4) se muestran los resultados para la energı́a del nivel fundamental del pozo simple

(recuadro superior) y del doble pozo (recuadro inferior) obtenidas tanto a partir del método variacional

como del lı́mite semiclásico. En ambos casos (variacional y semiclásico) se muestra el resultado de
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la aproximación armónica y las correcciones perturbativas. El cálculo de la energı́a variacional se ha

realizado para la solución de frecuencia real. Estos resultados se comparan con el resultado cuántico

obtenido al diagonalizar el hamiltoniano Ĥ en una base de autoestados � � n � � del oscilador armónico,�
p̂2 � � 2m � � 1

2 mω̃2q̂2 � � n �
� �
n � 1

2 �
�

ω̃ � n � . La frecuencia de este oscilador armónico es arbitraria, y se ha

elegido como el valor óptimo semiclásico, ω̃ � �
2. Se ha representado en el eje de ordenadas el valor

de E � ε para poder apreciar mejor las diferencias entre los distintos resultados.

Para el caso del pozo simple [Fig. (5.4)-arriba] se han representado las soluciones variacional y semi-

clásica para Q � 0. Se observa que la aproximación semiclásica (lı́neas verdes a puntos y a trazos para

las soluciones armónica y perturbativa, respectivamente) es válida únicamente para valores muy bajos

del parámetro ε, mientras que el acuerdo entre el resultado variacional y el cuántico es excelente. Puede

apreciarse que la sobrestimación de la energı́a del nivel fundamental proporcionada por la aproximación

armónica variacional (lı́nea violeta punteada) es corregida por las perturbaciones (lı́nea violeta a trazos),

obteniéndose un resultado más ajustado al resultado cuántico exacto (lı́nea negra continua). No obstante,

el error en la aproximación aumenta con ε (desde un valor prácticamente nulo para ε � 0 hasta un error

absoluto de 0 � 0017 para ε � 1).

En el caso del doble pozo [Fig. (5.4-abajo)] se ha representado el valor de
�
E � e0 � � ε frente a ε,

donde e0 � � 1 � 4 es el valor mı́nimo de la energı́a en el fondo de los pozos (se ha tomado el cero de

energı́a en lo alto de la barrera de potencial). En este caso no hemos representado la solución semiclásica

para Q0 � 0, puesto que corresponde al valor Ω0 � 0 [ver Fig. (5.2-c)] y no representa una solución

fı́sicamente aceptable. Los resultados variacionales (lı́neas violeta a puntos y a trazos para las soluciones

armónica y perturbativa, respectivamente) muestran buen acuerdo con la solución cuántica excepto para

valores bajos de ε. Esto es debido a que para este rango de valores de ε la solución variacional más

estable corresponde a Qs �� 0. Como puede observarse en la Fig. (5.3-c), existe un rango de valores de

ε (comprendido entre 0 y 0 � 2566) para el que existen frecuencias reales positivas en cada uno de los

pozos. La solución de frecuencia mayor es más estable que la de frecuencia menor, y es la que se ha

elegido para representar (en color verde) la energı́a variacional en la Fig. (5.4-abajo). En color magenta

se representa la solución semiclásica, que para Q �� 0 sı́ es aceptable fı́sicamente, al corresponder a un

valor de Ω0 � 2 real y positivo. La lı́nea punteada horizontal con valor igual a la unidad corresponde a la

solución armónica semiclásica dada por E arm
0

sc � εΩ0 � 2 � σ2 � 4 � ε � 1 � 4, mientras que al añadirse las

correcciones perturbativas se tiene la lı́nea magenta a trazos. Las soluciones variacionales (lı́nea verde

punteada para la aproximación armónica y lı́nea verde a trazos para las correcciones) mejoran estos

resultados aproximándolos al resultado cuántico. Debe tenerse en cuenta que para valores bajos de ε el

tunneling a través de la barrera de potencial da lugar a la existencia de un doblete asociado a las funciones

de onda simétrica y antisimétrica en los pozos. La energı́a variacional (lı́neas verde) se aproxima al valor

medio de la energı́a del doblete, representada por una lı́nea continua azul en la Fig. (5.4). A medida que
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aumenta el valor de ε la energı́a del doblete va aumentando. Al llegar al valor ε � 0 � 2566, que es cuando

se produce la bifurcación en las frecuencias variacionales, conviertiéndose en complejas, el doblete de

hecho ya no existe. (En la figura puede apreciarse un cambio brusco en la solución variacional para este

valor de ε). En ese momento las posiciones Qs de equilibrio pasan de ser reales a complejas, y debe

elegirse como solución variacional más estable la asociada a Q � 0 (representada por las lı́neas de color

violeta en la figura: lı́nea punteada para la aproximación armónica y lı́nea a trazos para las correciones

perturbativas). La transición de una solución a otra no puede producirse de forma suave, puesto que se

trata de paquetes distintos. Por otra parte, puede observarse que el acuerdo para la solución Q � 0 no

es tan bueno como en el caso del pozo simple, debido a que para el doble pozo Q0 � 0 es una solución

clásicamente inestable.

Estos resultados ponen de manifiesto la utilidad del método variacional como herramienta de opti-

mización de los resultados semiclásicos, consecuencia de una mejor elección de la aproximación armónica

del problema. Sin embargo, esta optimización será más efectiva en los casos en que la aproximación

semiclásica proporcione un resultado que sea fı́sicamente aceptable. En cierta manera, la efectividad del

método variacional requiere la existencia de una dinámica semiclásica subyacente que soporte los resul-

tados variacionales. Esto es debido a que la solución clásica es el orden cero sobre el que se desarrolla el

método variacional. Cuando no exista una solución aceptable clásicamente, los resultados variacionales

deberán ser valorados de forma cualitativa, más que cuantitativa, interpretando los cambios en las solu-

ciones como un reflejo de efectos cuánticos.
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5.2. Método variacional dependiente del tiempo

En la sección anterior hemos aproximado el estado fundamental de un sistema cuántico optimizando

la energı́a respecto a los parámetros de los que depende la función de onda de prueba utilizada (en nuestro

caso, un paquete gaussiano asociado a un estado squeezed generalizado). Por supuesto, un procedimiento

análogo dependiente del tiempo nos permitirá obtener una aproximación a la evolución temporal de la

función de onda, y con ello una aproximación semiclásica al propagador cuántico. Este procedimiento

variacional toma como base la acción de Dirac [Dir30],

Γ �
�

dt
�
Ψ
�
t ��� � i �

∂t � Ĥ ���Ψ � t � ��� (5.105)

de forma que la condición δΓ � 0 frente a variaciones independientes de �Ψ � t � � y
�
Ψ
�
t ��� (o bien de

las partes real e imaginaria de Ψ
�
x � t � , puesto que son campos conjugados) da lugar a la ecuación de

Schrödinger y a su compleja conjugada, respectivamente. La acción Γ se anula cuando se evalúa para el

estado cuántico verdadero �Ψ � � t � . La evolución temporal de �Ψ � � t � puede aproximarse haciendo que ésta

tenga lugar a través de la dinámica de un conjunto de parámetros ζt
� �

ζ1t � ζ2t � � � � � . Ası́, por ejemplo,

si hacemos que �Ψ � sea una gaussiana, ζt representará los parámetros de esta gaussiana. De esta forma,

al sistema cuántico en cuestión puede asociarse un sistema hamiltoniano clásico en el que el espacio

de fases puede identificarse con el espacio de los parámetros. En general, la bondad de la aproximación

dependerá del grado de exactitud con que el movimiento verdadero pueda ser representado por el conjun-

to de parámetros elegido. Este esquema de aproximación, generalmente llamado Principio Variacional

Dependiente del Tiempo (PVDT) [Dir30, Kla63, Jac79, Kra81, Kan81], constituye un procedimiento sis-

temático para asociar la dinámica de un sistema cuántico con un espacio de fases clásico. Dicho método

supone una alternativa al método usual, en el cual los cálculos cuánticos llevados a cabo en el espacio

de Hilbert son proyectados sobre el espacio de fases clásico mediante la utilización de “sı́mbolos” (tales

como el sı́mbolo P, Q o de Weyl para operadores con ordenación normal, antinormal o simétrica, re-

spectivamente, y otras distribuciones en el espacio de fases de las que se ha hablado en el Capı́tulo 1).

El hecho de que esta técnica parta directamente del operador hamiltoniano cuántico sin hacer ninguna

referencia al sistema clásico, y además pueda aplicarse incluso a sistemas que no tienen una dinámica

clásica bien definida, ha hecho que algunos autores se refieran a ella como una dinámica semicuántica

[Zha93, Pat94a, Pat94b, Zha95], que incluye a las dinámicas clásica y semiclásica como lı́mites espe-

ciales o truncamientos de la misma.

Los paquetes de onda gaussianos presentan ciertas propiedades que los hacen bastante adecuados

para ser utilizados como funciones de prueba en el TDVP. Por una parte, puesto que la transformada de

Fourier de una gaussiana es asimismo una gaussiana, tienen un buen comportamiento en el espacio de

fases. Por otra, su dinámica puede parametrizarse de forma sencilla por las variables (c-números) que es-
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pecifican su centroide y su anchura. Además, debido a que forman un conjunto sobrecompleto, cualquier

función de onda arbitraria puede desarrollarse en términos de gaussianas (aunque sea un número infinito

de ellas). Estas propiedades han hecho que el uso de tales funciones en métodos variacionales basados

en el TDVP se haya extendido a distintos campos de la fı́sica, desde las teorı́as de campo medio usadas

en fı́sica nuclear o en teorı́a cuántica de campos [Kov89, Min97] hasta la quı́mica cuántica, aplicándose

a problemas tales como la propagación de solitones [Cru00], oscilaciones y ondas no lineales [Whi74]

o scattering en sistemas de fermiones [Dro95]. Todos estos métodos son conocidos con nombres co-

mo aproximación variacional gaussiana dependiente del tiempo, o ansatz de estado coherente-squeezed.

[Jac79, Raj83, Pat94a, Pat94b, Coo86, Hel75, Hel76, Lit86a, Lit86b, Liu98a, Liu98b].

Hemos elegido como funciones de prueba estados coherentes generalizados de la forma

�Ψ � � t ��� eiφt D̂
�
αt � α �t � Ŝ

�
νt � ν �t ��� 0 ��� (5.106)

siendo D̂ y Ŝ los operadores de desplazamiento y squeezing, respectivamente, y φt una cierta fase (en

principio compleja) que habrá que determinar. De este modo, la evolución temporal de la función de on-

da vendrá determinada por la evolución del conjunto de parámetros � αt � α �t � νt � ν �t � φt � φ �t � . (Los valores

iniciales � α0 � α �0 � ν0 � ν �0 � φ0 � φ �0 � de estas variables pueden elegirse como aquéllos que optimizan el prob-

lema estacionario, siguiendo el procedimiento descrito en la sección anterior). Como sabemos, la condi-

ción de extremo para el funcional Γ conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange para una lagrangiana

L
�
αt � νt � φt ; α̇t � ν̇t � φ̇t � definida por

Γ �
�

t2

t1
dt
�
0 � Ŝ† � νt � ν �t � D̂† � αt � α �t � e � iφ �t � i �

∂t � Ĥ � eiφt D̂
�
αt � α �t � Ŝ

�
νt � ν �t ��� 0 �

�
�

t2

t1
dt L

�
αt � α �t � νt � ν �t � φt � φ �t ; α̇t � α̇ �t � ν̇t � ν̇ �t � φ̇t � φ̇ �t ��
 (5.107)

Efectivamente, variaciones infinitesimales δζt , δζ̇t en los parámetros ζt
� �

αt � α �t � νt � ν �t � φt � φ �t � , ζ̇t
�

�
α̇t � α̇ �t � ν̇t � ν̇ �t � φ̇t � φ̇ �t � tales que δζt1 � δζt2 � 0, producen una variación en la acción Γ que, hasta primer

orden en δζt , δζ̇t , viene dada por

δΓ �
�

t2

t1
dt L

�
ζt � δζt ; ζ̇t � δζ̇t � �

�
t2

t1
dt L

�
ζt ; ζ̇t �

�
�

t2

t1
dt � ∂L

∂ζt
δζt � ∂L

∂ζ̇t
δζ̇t � � � � �

�

�
t2

t1
dt δζt � ∂L

∂ζt
� d

dt
∂L
∂ζ̇t � �

donde hemos escrito δζ̇t � d
dt δζt y al realizar la segunda integral por partes hemos tenido en cuenta que

los términos de superficie se anulan debido a las condiciones de contorno δζt1 � δζt2 � 0. Puesto que

δΓ � 0 para cualquier valor de dt y δζt , esta condición de extremo corresponde al conjunto de ecuaciones



5.2 Método variacional dependiente del tiempo 191

de Euler-Lagrange (EEL):
∂L
∂ζt

� d
dt

∂L
∂ζ̇t

� 0 �
esto es:

∂L
∂αt

� d
dt

∂L
∂α̇t

� 0 ;
∂L
∂α �t �

d
dt

∂L
∂α̇ �t � 0 (5.108a)

∂L
∂νt

� d
dt

∂L
∂ν̇t

� 0 ;
∂L
∂ν �t �

d
dt

∂L
∂ν̇ �t � 0 (5.108b)

∂L
∂φt

� d
dt

∂L
∂φ̇t

� 0 ;
∂L
∂φ �t �

d
dt

∂L
∂φ̇ �t � 0 
 (5.108c)

La lagrangiana definida en (5.107), para un operador hamiltoniano escrito en forma normal como

Ĥ
�
a � a† ��� ∑

n �m
cnm

� � n � m � 	 2 a†n am (5.109)

viene dada por

L � �
0 � Ŝ†

νt � ν �t D̂†
αt � α �t e

� iφ �t � i
� ∂

∂t
� Ĥ � eiφt D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t � 0 �

�
i

� �
0 � Ŝ†

νt � ν �t D̂†
αt � α �t e

� iφ �t ∂
∂t

	 eiφt D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t 
 � 0 � � ei � φt
� φ �t � H �0 � αt � α �t � νt � ν �t ��� (5.110)

donde temporalmente escribiremos D̂αt � α �t
�

D̂
�
αt � α �t � y Ŝνt � ν �t

�
Ŝ
�
νt � ν �t � para simplificar la notación, y

donde H �0 � αt � α �t � νt � ν �t � (denotado ası́ en lugar de H �00) es el término de orden más bajo del desarrollo

Ĥ � � αt � α �t � νt � ν �t ;a � a† � � Ŝ†
νt � ν �t D̂†

αt � α �t Ĥ
�
a � a† � D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t � ∑

i � j
H �i j

�
αt � α �t � νt � ν �t � a†ia j 
 (5.111)

Definiendo el operador ĤDS mediante

∂
∂t

	 D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t 
 � D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t ĤDS � (5.112)

podemos escribir la derivada temporal de la ec. (5.110) como

∂
∂t

	 eiφt D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t 
 � iφ̇t eiφt D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t � eiφt
∂
∂t

	 D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t 

� iφ̇t eiφt D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t � eiφt D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t ĤDS

� eiφt D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t 	 iφ̇t � ĤDS 
 � (5.113)

con lo que la lagrangiana (5.110) toma la forma

L
�
ζt � ζ̇t �
� i

� �
0 � Ŝ†

νt � ν �t D̂†
αt � α �t e

� iφ �t eiφt D̂αt � α �t Ŝνt � ν �t 	 iφ̇t � ĤDS 
 � 0 � � ei � φt
� φ �t � H �0 � αt � α �t � νt � ν �t �

� ei � φt
� φ �t � �

i
� 	 iφ̇t � HDS

0
�
αt � α �t � νt � ν �t ; α̇t � α̇ �t � ν̇t � ν̇ �t � 
 � H �0 � αt � α �t � νt � ν �t � � � (5.114)
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donde

HDS
0
�
αt � α �t � νt � ν �t ; α̇t � α̇ �t � ν̇t � ν̇ �t � �

�
0 � ĤDS � 0 � (5.115)

es el término independiente del operador ĤDS (que igualmente denotamos de esta forma en lugar de H DS
00

para simplificar la notación). Este operador, definido en (5.112), viene dado por

ĤDS � Ŝ† � νt � ν �t � ∂t Ŝ
�
νt � ν �t � � Ŝ† � νt � ν �t � D̂† � αt � α �t � ∂t D̂

�
αt � α �t � Ŝ

�
νt � ν �t ��� (5.116)

y para obtener una expresión del mismo resulta útil hacer uso de la representación matricial del álge-

bra h6 asociada a los operadores � n̂ � 1
2 � a†2 � a2 � a† � a � Î � . Es conveniente indicar que en lo sucesivo el

squeezing vendrá descrito bien por las variables
�
νt � ν �t � o bien por las variables

�
st � s �t � , relacionadas en-

tre sı́ mediante (5.13), de manera que emplearemos indistintamente la notación Ŝ
�
st � s �t � o Ŝ

�
νt � ν �t � según

convenga. De esta forma, la matriz asociada a ĤDS vendrá dada por

M
�
ĤDS � � M

�
Ŝ
� � st � � s �t � �

� M
�
Ŝ
�
ṡt � ṡ �t � �

� M
�
Ŝ
� � st � � s �t � �

� M
�
D̂
� � αt � � α �t � �

� M
�
D̂
�
α̇t � α̇ �t � �

� M
�
Ŝ
�
st � s �t � � �

esto es:

M
�
ĤDS � ������ 1 0 0 0

0
�

1 � sts �t � st 0
0 � s �t

�
1 � st s �t 0

0 0 0 1

�	��
 ������
0 0 0 0
0 ṡts �t � st ṡ �t

2
�

1 � sts �t ṡt 0

0 ṡ �t ṡts �t � st ṡ �t
2
�

1 � sts �t 0

0 0 0 0

�	����

� ���� 1 0 0 0

0
�

1 � st s �t � st 0
0 � s �t

�
1 � sts �t 0

0 0 0 1

�	��
 ���� 1 0 0 0
� αt � � �

1 0 0
� α �t � � �

0 1 0
0 � α �t � � �

αt � � �
1

�	��

� ���� 0 0 0 0

α̇t � � �
0 0 0

α̇ �t � � �
0 0 0

0 α̇ �t � � � � α̇t � � �
0

�	��
 ���� 1 0 0 0
0

�
1 � sts �t st 0

0 s �t
�

1 � sts �t 0
0 0 0 1

�	��

� ���� 0 0 0 0

M21 M22 M23 0
M31 M32 � M22 0
M41 M31 � M21 0

�	��
 (5.117)

� M22M
�
n̂ � 1

2
� � M41

2
M

�
Î � � M31M

�
a � � M21M

�
a† � � M23

2
M

�
a†2 � � M32

2
M

�
a2 � 


Teniendo en cuenta las representaciones matriciales de los elementos de h6 dadas por (1.65), el operador
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ĤDS tiene la forma

ĤDS � 1
2

�
�
α �t α̇t � αt α̇ �t � � 1

4

�
s �t ṡt � st ṡ �t �

� 1� � � α̇t � 1 � sts �t � st α̇ �t � a† � 1� � � � α̇ �t � 1 � sts �t � s �t α̇t � a

� � ṡt
�

1 � sts �t
2

� st s �t ṡt

4
�

1 � st s �t �
s2
t ṡ �t

4
�

1 � st s �t � a†2

� 1
2

�
s �t ṡt � st ṡ �t � a†a

� � � ṡ �t
�

1 � sts �t
2

� st s �t ṡ �t
4
�

1 � sts �t �
s � 2t ṡt

4
�

1 � sts �t � a2 
 (5.118)

Ası́ pues, la lagrangiana (5.114) se escribe:

L
�
ζt � ζ̇t ��� ei � φt

� φ �t � �
i

� 	 iφ̇t � HDS
0
�
αt � α �t � st � s �t ; α̇t � α̇ �t � ṡt � ṡ �t � 
 � H �0 � αt � α �t � st � s �t � �

� ei � φt
� φ �t �
�
� �

φ̇t � i
2

�
α �t α̇t � αt α̇ �t � � i

�

4

�
s �t ṡt � st ṡ �t � � H �0 � αt � α �t � st � s �t � � 
 (5.119)

El término independiente H �0 � αt � α �t � st � s �t � del hamiltoniano transformado (5.111) puede obtenerse ha-

ciendo uso de la función generatriz definida en (5.18):

H �0 � αt � α �t � st � s �t � ct �
� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 � 0 � Ŝ† � st � s �t � D̂† � αt � α �t � a†nam D̂

�
αt � α �t � Ŝ

�
st � s �t ��� 0 �

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m
�
0 � Ŝ† � st � s �t � D̂† � αt � α �t � eσa†

eσ � a D̂
�
αt � α �t � Ŝ

�
st � s �t ��� 0 �

�
�
�
σ � σ � � 0

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � ests �t σσ ��� 1
2 s �t ctσ2 � 1

2 stctσ � 2 � ��� 1
�
2α �t σ � ��� 1

�
2αtσ � � ���

σ � σ � � 0

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m
�
g
�
αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � � σ � σ � � 0 
 (5.120)

En esta expresión hemos hecho uso de la variable ct definida por ct � cosh
�

νt ν �t y relacionada con los

parámetros del squeezing st y s �t a través de la ecuación de ligadura

ct
� � 1 � sts �t 
 (5.121)

La existencia de esta ligadura permite introducir un multiplicador de Lagrange λ y definir una nueva

lagrangiana, L̃ , relacionada con la anterior mediante

L̃ � L � λ 	 c2
t � sts �t 
 
 (5.122)
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Las EEL (5.108a-5.108b) para esta nueva lagrangiana vienen dadas por

α̇ �t � i
∂H �0
∂αt

� i
2

α �t
�
φ̇t � φ̇ �t � (5.123a)

α̇t � � i
∂H �0
∂α �t �

i
2

αt
�
φ̇t � φ̇ �t � (5.123b)

ṡ �t � 2i
�

∂H �0
∂st

� 2i
� λs �t e

� i � φt
� φ �t � � i

2
s �t
�
φ̇t � φ̇ �t � (5.123c)

ṡt � � 2i
�

∂H �0
∂s �t � 2i

� λst e
� i � φt

� φ �t � � i
2

st
�
φ̇t � φ̇ �t ��
 (5.123d)

La EEL para ct no es una ecuación diferencial, sino una ecuación algebraica a partir de la cual puede

obtenerse el multiplicador de Lagrange λ:

λ � � 1
2ct

ei � φt
� φ �t � ∂H �0

∂ct
� (5.124)

lo que permite simplificar las ecuaciones (5.123c-5.123d) como

ṡ �t � 2i
�

∂H �0
∂st

� i
�

s �t
ct

∂H �0
∂ct

� i
2

s �t
�
φ̇t � φ̇ �t � (5.125a)

ṡt � � 2i
�

∂H �0
∂s �t � i

�
st

ct

∂H �0
∂ct

� i
2

st
�
φ̇t � φ̇ �t ��
 (5.125b)

Las EEL para φt y φ �t dan lugar a la misma ecuación diferencial:

φ̇t � φ̇ �t � i
2

�
�
α �t α̇t � αt α̇ �t � � i

4

�
s �t ṡt � st ṡ �t � � 1

� H �0 � (5.126)

con lo que podemos concluir que la variable φt es real (como por otra parte indica el hecho de que la

parte derecha de la igualdad en (5.126) es real). 10 Es conveniente introducir el cambio de variables

ϕt
� �

φt � (5.128)

10φt es un factor de fase global que debe incluirse siempre que se trate un problema variacional dependiente del tiempo. Ası́,
en general, si L 	 � Ψt � � i � ∂t 
 Ĥ 	 �Ψt � es la lagrangiana asociada a la función �Ψt � , la lagrangiana para �Ψ �t � 	 �Ψt � ft , siendo
ft una función compleja de t, vendrá dada por

L � 	 � Ψ �t � � i � ∂t 
 Ĥ 	 �Ψ �t � 	 i � � Ψt � f �t ḟt �Ψt � � i � � Ψt � f �t ft∂t �Ψt � 
 � Ψt � f �t Ĥ ft �Ψt � 	 i � f �t ḟt � f �t ftL �

Las ecuaciones de Euler-Lagrange ∂xL � 
 d
dt ∂ẋL � 	 0 para x 	 ft � f �t

i � ḟ �t 	 L f �t ; 
 i � ḟt 	 L ft � (5.127)

pueden integrarse obteniéndose

ft 	 e
i� � t

0 L dt � ; f �t 	 e
� i� � t

0 L dt � �
Por lo tanto, la forma más general de una función que satisfaga un problema variacional dependiente del tiempo viene dada por

�Ψ �t � 	 �Ψt � e
i� � t

0 L dt � � �Ψt � eiφt �
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de forma que la aproximación al estado (5.106) puede escribirse como

�Ψ � t � ��� D̂
�
αt � α �t � Ŝ

�
νt � ν �t � eiϕt 	 � � (5.129)

y la ecuación para la variable dinámica (real) ϕt toma la forma

ϕ̇t � i
2

�
α �t α̇t � αt α̇ �t � � i

�

4

�
s �t ṡt � st ṡ �t � � H �0 
 (5.130)

Esta fase consta de dos partes: una de ellas consiste en el último término, que da cuenta de la evolución

temporal y es una fase dinámica, que puede escribirse como

ϕd
t � �

�
t

0
H �0 � ατ � α �τ � sτ � s �τ � dτ 
 (5.131)

La otra parte puede verse como la diferencia entre la fase total y la fase dinámica, y puede entenderse

como una fase geométrica:

ϕg
t � i

2

�
t

0

�
α �τ α̇τ � ατα̇ �τ � dτ � i

�

4

�
t

0

�
s �τ ṡτ � sτṡ �τ � dτ 
 (5.132)

El primer término de esta fase geométrica sobrevive en el lı́mite clásico, y es una expresión generalizada

de la fase de Bohr-Sommerfeld
�

p dq. Puede demostrarse que corresponde con la versión clásica de

Aharonov-Anandan de la fase de Berry [Lit88]. El segundo término está relacionado con la estabilidad

lineal y es posible identificarlo con la fase de Maslov.

Las ecuaciones anteriores se simplifican para dar finalmente

α̇ �t � i
∂H �0
∂αt

(5.133a)

α̇t � � i
∂H �0
∂α �t (5.133b)

ṡ �t � 2i
�

∂H �0
∂st

� i
�

s �t
ct

∂H �0
∂ct

(5.133c)

ṡt � � 2i
�

∂H �0
∂s �t � i

�
st

ct

∂H �0
∂ct


 (5.133d)

De esta manera, las ecuaciones de movimiento para un hamiltoniano genérico (5.109) quedan completa-

mente especificadas, puesto que las derivadas de H �0 pueden determinarse a partir de la expresión (5.120):
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∂H �0
∂αt

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � � � 1 	 2σ � g � αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � ���
σ � σ � � 0

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 1 � 	 2m

∂n � m � 1

∂σn∂σ � m � 1

�
g
�
αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � � σ � σ � � 0 (5.134a)

∂H �0
∂α �t � ∑

n �m
cnm

� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � ��� 1 	 2σg
�
αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � ��

�
σ � σ � � 0

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 1 � 	 2n

∂n � m � 1

∂σn � 1∂σ � m
�
g
�
αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � � σ � σ � � 0 (5.134b)

∂H �0
∂st

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � � s �t σσ � � ct

2
ν � 2 � g � αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � ���

σ � σ � � 0

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2

�
nms �t ∂n � m � 2

∂σn � 1∂σ � m � 1

�
g
�
αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � � σ � σ � � 0

� m
�
m � 1 � ct

2
∂n � m � 2

∂σn∂σ � m � 2

�
g
�
αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � �

�
�
�
�
σ � σ � � 0 � (5.134c)

∂H �0
∂s �t � ∑

n �m
cnm

� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m � � st σσ � � ct

2
σ2 � g � αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � ���

σ � σ � � 0

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2

�
nmst

∂n � m � 2

∂σn � 1∂σ � m � 1

�
g
�
αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � � σ � σ � � 0

� n
�
n � 1 � ct

2
∂n � m � 2

∂σn � 2∂σ �
�
g
�
γt � γ �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � �

�
�
�
�
σ � σ � � 0 � (5.134d)

∂H �0
∂ct

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2 ∂n � m

∂σn∂σ � m
� � 1

2
s �t σ2 � 1

2
st σ � 2 � g � αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � � ����

σ � σ � � 0

� ∑
n �m

cnm
� � n � m � 	 2

�
n
�
n � 1 � s �t

2
∂n � m � 2

∂σn � 2∂σ � m
�
g
�
αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � �

�
�
�
�
σ � σ � � 0

� m
�
m � 1 � st

2
∂n � m � 2

∂σn∂σ � m � 2

�
g
�
αt � α �t � st � s �t � ct ;σ � σ � � �

�
�
�
�
σ � σ � � 0 � 
 (5.134e)

Puede demostrarse, de manera análoga al caso estacionario, que la resolución del sistema de ecua-

ciones variacionales de Euler-Lagrange (5.108) es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones:

�H00
�
ζt ; ζ̇t ��� 0 (5.135a)

�H10
�
ζt ; ζ̇t ��� 0 (5.135b)

�H01
�
ζt ; ζ̇t ��� 0 (5.135c)

�H20
�
ζt ; ζ̇t ��� 0 (5.135d)

�H02
�
ζt ; ζ̇t �
� 0 � (5.135e)
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donde �Hi j
�
ζt ; ζ̇t � son los coeficientes del desarrollo

ˆ�H
�
ζt � ζ̇t ;a � a† � �

e
� iφ �t Ŝ† � νt � ν �t � D̂† � αt � α �t � 	 Ĥ � a � a† � � i

�
∂t

 eiφt D̂

�
αt � α �t � Ŝ

�
νt � ν �t �

� ∑
i � j

�Hi j
�
ζt ; ζ̇t � a†i a j 
 (5.136)

Para ello, consideremos la acción de Dirac (5.105), escrita como

Γ �
�

t2

t1
dt L

�
ζt � ζ̇t ��� �

�
t2

t1
dt
�
0 � ˆ�H � ζt � ζ̇t ;a � a† ��� 0 ��� (5.137)

donde ζt
� �

αt � α �t � νt � ν �t � φt � φ �t � , ζ̇t
� �

α̇t � α̇ �t � ν̇t � ν̇ �t � φ̇t � φ̇ �t � y ˆ�H viene dado por (5.136). Al inicio de

este capı́tulo se ha mostrado cómo variaciones infinitesimales en los parámetros ζt y ζ̇t inducen una

variación inifitesimal en esta acción, de manera que la condición δΓ � 0 conduce a las EEL. Pueden

obtenerse unas ecuaciones variacionales equivalentes teniendo en cuenta que el efecto de estas pequeñas

variaciones puede obtenerse aplicando una transformación infinitesimal al operador ˆ�H, de forma que

ˆ�Hδ
�

Ŝ† � δνt � δν �t � D̂† � δαt � δα �t � e
� i δφ �t ˆ�H ei δφt D̂

�
δαt � δα �t � Ŝ

�
δνt � δν �t �

� e
1
2
� δν �t a2 � δνt a†2 � e ��� 1

�
2 � δα �t a � δαt a† � e

� i δφ �t ˆ�H ei δφt e ��� 1
�
2 � δαt a† � δα �t a � e

1
2
� δνt a†2 � δν �t a2 �

� � Î � 1
2

δν �t a2 � 1
2

δνt a†2 � � Î � � � 1 	 2δα �t a � � � 1 	 2δαt a† � � 1 � i δφ �t � ˆ�H� �
1 � i δφt � � Î � � � 1 	 2δαt a† � � � 1 	 2δα �t a � � Î � 1

2
δνt a†2 � 1

2
δν �t a2 �

�
ˆ�H � i δφt

ˆ�H � i δφ �t ˆ�H � ��� 1 	 2δαt
�
a† � ˆ�H � � ��� 1 	 2δα �t

�
a � ˆ�H � � 1

2
δνt

�
a†2 � ˆ�H � � 1

2
δν �t

�
a2 � ˆ�H � � � � � �

donde hemos despreciado los términos de orden superior en δζt . El correspondiente efecto de estas

variaciones en la lagrangiana vendrá dado por tanto por

� Lδ
� �

0 � ˆ�Hδ � 0 �
� �H00 � i δφt �H00 � i δφ �t �H00 � � � 1 	 2δαt �H01 � � � 1 	 2δα �t �H10 � δνt �H02 � δν �t �H20 � � � � �

donde hemos hecho uso de las ecs. (5.23) aplicadas al operador ˆ�H. Como consecuencia de esta transfor-

mación infinitesimal, la acción sufirá una variación dada por

δΓ �
�

dt Lδ �
�

dt L �
�

dt � � � 0 � ˆ�Hδ � 0 � � � 0 � ˆ�H � 0 � �
�

�
dt � � i δφt �H00 � i δφ �t �H00 � � � 1 	 2δαt �H01 � � � 1 	 2δα �t �H10 � δνt �H02 � δν �t �H20 � 


La condición δΓ � 0 para cualquier variación δζt conduce al sistema de ecuaciones (5.135).
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5.2.1. El propagador semiclásico

El método variacional dependiente del tiempo contiene a la dinámica semiclásica como uno de sus

lı́mites (lı́mite
� � 0). Para obtener las ecuaciones de evolución semiclásicas de los parámetros varia-

cionales ζt es necesario determinar el orden dominante (en
�

) de los desarrollos (5.134). Éstos vienen

dados por:

∂H �0 � αt � α �t � st � s �t � ct �
∂αt

� ∑
n �m

cnm m α � nt αm � 1
t

� ∂H
�
α �t � αt �

∂αt

∂H �0 � αt � α �t � st � s �t � ct �
∂α �t � ∑

n �m
cnm n α � n � 1

t αm
t
� ∂H

�
α �t � αt �

∂α �t
∂H �0 � αt � α �t � st � s �t � ct �

∂st
�

� ∑
n � m

cnm � nms �t α � n � 1
t αm � 1

t � m
�
m � 1 � ct

2
α � nt αm � 2

t
�

� �
�
s �t ∂2H

�
α �t � αt �

∂αt ∂α �t � ct

2
∂2H

�
α �t � αt �

∂α2
t

�
∂H �0 � αt � α �t � st � s �t � ct �

∂s �t �
� ∑

n � m
cnm � nmst α � n � 1

t αm � 1
t � n

�
n � 1 � ct

2
α � n � 2

t αm
t

�
� �

�
st

∂2H
�
α �t � αt �

∂αt ∂α �t � ct

2
∂2H

�
α �t � αt �

∂α � 2 �
∂H �0 � αt � α �t � st � s �t � ct �

∂ct
�

� ∑
n � m

cnm

�
n
�
n � 1 � s �t

2
α � n � 2

t αm
t � m

�
m � 1 � st

2
α � nt αm � 2

t �
� �

�
s �t
2

∂2H
�
α �t � αt �

∂α � 2t
� st

2
∂2H

�
α �t � αt �

∂α2
t

� �
donde H

�
α �t � αt � es una función clásica correspondiente al orden más bajo del desarrollo (5.120) de

H �0 � �
0 � Ŝ†D̂†ĤD̂Ŝ � 0 � , dado por

H
�
α �t � αt ��� ∑

n � m
cnm α � nt αm

t 
 (5.138)

Ası́ pues, en el lı́mite semiclásico las ecuaciones de movimiento para los parámetros que determinan el

estado de prueba �Ψ � t � � vienen dadas por

α̇ �t � i
∂H

�
α �t � αt �

∂αt
(5.139a)

α̇t � � i
∂H

�
α �t � αt �

∂α �t (5.139b)

ṡ �t � i

� � ct � st s �t
2ct � ∂2H

�
α �t � αt �

∂α2
t

� 2s �t ∂2H
�
α �t � αt �

∂αt ∂α �t � s � 2t

2ct

∂2H
�
α �t � αt �

∂α � 2t
� (5.139c)

ṡt � � i

�
s2
t

2ct

∂2H
�
α �t � αt �

∂α2
t

� 2st
∂2H

�
α �t � αt �

∂αt ∂α �t � � ct � st s �t
2ct � ∂2H

�
α �t � αt �

∂α � 2t
� 
 (5.139d)

Estas ecuaciones indican que en el lı́mite semiclásico la evolución de los parámetros del desplaza-

miento y del squeezing es independiente, puesto que las ecuaciones en
�
αt � α �t � y

�
st � s �t � se desacoplan.
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Las variables αt y α �t (“variables promedio”), que especifican el centroide del paquete gaussiano, siguen

una evolución clásica gobernada por las ecuaciones de Hamilton. Por otra parte, la evolución de las vari-

ables st y s �t (“variables de fluctuación”), como veremos, está directamente relacionada con la estabilidad

lineal clásica, y da cuenta de la deformación del paquete de ondas.

En el Capı́tulo 2 se obtuvo una expresión semiclásica para el operador de evolución en forma de

IVR (representación de valores iniciales). Es posible obtener esta forma a partir del lı́mite semiclásico

del método variacional a través de una generalización del mismo en la que se construye el estado de

prueba mediante operadores no unitarios. A continuación comprobaremos que para un caso particular

es posible reproducir los resultados de la Thawed Gaussian Approximation (TGA) propuesta por Heller

[Hel75, Hel76], y analizaremos en detalle el orden de corrección de dicha aproximación.

Consideremos pues un estado de Bargmann inicial, � β � , y evaluemos su evolución Û
�
t ��� β � . Para ello,

podemos hacer uso de un operador desplazamiento generalizado (en general no unitario) y escribir

�η0 �
� eη0ξ �0 	 2 � D̂
�
η0 � ξ �0 ��� 0 � � eη0ξ �0 	 2 � e ��� 1

�
2 � η0 a† � ξ �0 a � � 0 ��� (5.140)

donde ξ �0 es una variable compleja arbitraria. Únicamente en el caso de que ξ �0 sea complejo conjugado de

η0, el operador D̂
�
η0 � ξ �0 � será unitario. Para la evolución del estado � β � proponemos el siguiente ansatz:

Û
�
t ��� D̂

�
ηt � ξ �t � Û � � t ��� (5.141)

es decir, suponemos que este estado evoluciona acorde a un operador desplazamiento (no unitario) de-

pendiente del tiempo, y “el resto” de la evolución la incluimos en principio en un operador Û � � t � que

habrá que determinar. (Veremos que podrá escribirse como un squeezing generalizado y una cierta fase,

como una generalización de la aproximación (5.106)). Esta aproximación está sujeta a las condiciones

iniciales

Û � � 0 � � eη0ξ �0 	 2 � Î

η0 � β

ξ �0 arbitrario 


Sustituyendo la expresión (5.141) en la ecuación de evolución para Û
�
t � , dada por i

� ˙̂U
�
t ��� Ĥ Û

�
t � , se

tiene la siguiente ecuación de evolución para Û � � t � :
i

� dÛ � � t �
dt

�
�
D̂
� 1 � ηt � ξ �t � Ĥ D̂

�
ηt � ξ �t � � i

�
D̂
� 1 � ηt � ξ �t � dD̂

�
ηt � ξ �t �
dt

� Û � � t � � Ĥ �D � t � Û � � t ��
 (5.142)

El primer término de Ĥ �D � t � en (5.142), teniendo en cuenta las propiedades del operador desplazamiento,

se escribe como

D̂
� 1 � ηt � ξ �t � Ĥ

�
a† � a � D̂

�
ηt � ξ �t ��� Ĥ

�
a† � � � 1 	 2ξ �t � a � � � 1 	 2ηt ��
 (5.143)
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Y llevando a cabo un desarrollo de Maclaurin de este operador se tiene

Ĥ
�
a† � ��� 1 	 2ξ �t � a � ��� 1 	 2ηt �
� H

�
ξ �t � ηt � � κ

�

2
∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂ξ �t ∂ηt
� � 1 	 2 ∂H

�
ξ �t � ηt �

∂ξ �t a† � � 1 	 2 ∂H
�
ξ �t � ηt �

∂ηt
a

�
�

2
∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂ξ � 2t
a†2 �

�

2
∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂η2
t

a2 � � ∂2H
�
ξ �t � ηt �

∂ηt ∂ξ �t � a†a � 1
2 � � O

� � 3 	 2 ��� (5.144)

donde el parámetro κ toma los valores 1, � 1 o 0 para ordenaciones normal, antinormal o simétrica,

respectivamente, del operador Ĥ. Esta expresión es un desarrollo en potencias de
� 1 	 2 del operador

transformado D̂
� 1 Ĥ D̂, y en el término de O

� � 3 	 2 � está incluida una suma de productos de tres o más

operadores de creación y aniquilación.

El segundo término de Ĥ �D � t � en (5.142) viene dado por

i
�

D̂
� 1 � ηt � ξ �t � dD̂

�
ηt � ξ �t �
dt

� i
2

�
ξ �t η̇t � ξ̇ �t ηt � � i

� 1 	 2 η̇t a† � i
� 1 	 2 ξ̇ �t a � (5.145)

lo que hace que el operador Ĥ �D se escriba como

Ĥ �D � t ��� H
�
ξ �t � ηt � � κ

�

2
∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂ξ �t ∂ηt
� i

2

�
ξ �t η̇t � ξ̇ �t ηt �

� � 1 	 2 � ∂H
�
ξ �t � ηt �

∂ξ �t � iη̇t � a† � � 1 	 2 � ∂H
�
ξ �t � ηt �

∂ηt
� iξ̇ �t � a � Ĥ

� 0 �
s
�
t � � O

� � 3 	 2 ��� (5.146)

donde

Ĥ
� 0 �
s
�
t ���

�

2
∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂ξ � 2t
a†2 �

�

2
∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂η2
t

a2 � � ∂2H
�
ξ �t � ηt �

∂ηt∂ξ �t � a†a � 1
2 � 
 (5.147)

Los parámetros ξ �t y ηt de la transformación de desplazamiento pueden elegirse de manera que los

términos de orden
� 1 	 2 en Ĥ �D, que son lineales en los operadores a† y a, se cancelen. Esta condición

conduce a las ecuaciones de Hamilton (5.139a-5.139b):

η̇t � � i
∂H

�
ξ �t � ηt �

∂ξ �t (5.148a)

ξ̇ �t � i
∂H

�
ξ �t � ηt �

∂ηt

 (5.148b)

Es decir, asumir que la evolución de Û � tiene lugar de acuerdo a un hamiltoniano Ĥ �D que no contiene

términos lineales en a† y a corresponde a suponer que los parámetros del desplazamiento evolucionan

acorde a las ecuaciones de Hamilton.

Si este operador Û � se escribe ahora como

Û � � t ��� Ŝ
�
νt � µ �t � R̂

�
ρt � eiψt Û � � � t � � e

1
2
� νt a†2 � µ �t a2 � eρt

�
a†a � 1

2 � eiψt Û � � � t ��� (5.149)
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donde Ŝ
�
νt � µ �t � es un operador de squeezing generalizado (no unitario a no ser que νt y µ �t sean complejos

conjugados entre sı́), la ecuación de evolución para el operador “restante” Û � � � t � vendrá dada por

i
� dÛ � � � t �

dt
� �

R̂
� 1 � ρt � Ŝ

� 1 � νt � µ �t � 	 Ĥ �D � t � � �
ψ̇t � i

�
ĤSR � t � 
 Ŝ

�
νt � µ �t � R̂

�
ρt � � Û � � � t �

� �
R̂
� 1 � ρt � Ŝ

� 1 � νt � µ �t � ĤDSR Ŝ
�
νt � µ �t � R̂

�
ρt � � Û � � � t �

�
Ĥ � � � t � Û � � � t ��� (5.150)

donde ĤSR � t � está definido tal que

∂
∂t

	 Ŝ � νt � µ �t � R̂
�
ρt � 
 � ĤSR � t � 	 Ŝ � νt � µ �t � R̂

�
ρt � 
 
 (5.151)

Este operador puede obtenerse haciendo uso de la representación matricial del álgebra h6 para la expre-

sión

ĤSR � ˙̂S Ŝ
� 1 � Ŝ ˙̂R R̂

� 1 Ŝ
� 1 � (5.152)

por un procedimiento similar al seguido para obtener el operador ĤDS en (5.112). Llevando a cabo los

productos matriciales correspondientes, se obtiene una matriz de la forma

Mh6

�
ĤSR � ������ 0 0 0 0

0 M22 M23 0
0 M32 M33 0
0 0 0 0

�	��
 � M22Mh6

�
a†a � 1

2
� � M23

2
Mh6

�
a†2 � � M32

2
Mh6

�
a2 � � (5.153)

de donde

ĤSR � t ��� � 1
2

�
st ṡ �t � ṡts �t � � ρ̇t

�
1 � 2st s �t � � � a†a � 1

2 �
� � 2ṡt � s2

t ṡ �t � sts �t ṡt

4
�

1 � sts �t � ρ̇tst � 1 � sts �t � a†2 � � � 2ṡ �t � s � 2t ṡt � sts �t ṡ �t
4
�

1 � sts �t � ρ̇ts �t � 1 � sts �t � a2

�
HSR

11 � a†a � 1
2 � � HSR

20 a†2 � HSR
02 a2 � (5.154)

donde st y s �t están definidos como

st � νt
sinh

�
νt µ �t�

νt µ �t (5.155a)

s �t � µ �t sinh
�

νt µ �t�
νt µ �t (5.155b)

(y en general no son variables conjugadas puesto que νt y µ �t no lo son).

Teniendo en cuenta que los términos lineales del operador Ĥ �D han sido anulados, el operador ĤDSR
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en (5.150) tiene la forma

ĤDSR � t � � Ĥ �D � t � � �
ψ̇t � i

�
ĤSR � t �

� � H � κ
�

2
Hηtξ �t �

i
2

�
ξ �t η̇t � ξ̇ �t ηt � � �

ψ̇t � � 	 �
Hηt ξ �t � i

�
HSR

11

 � a†a � 1

2 �
� � �

2
Hξ �t ξ �t � i

�
HSR

20 � a†2 � � �

2
Hηt ηt � i

�
HSR

02 � a2 � O
� � 3 	 2 �

�
HDSR

0 � HDSR
11 � a†a � 1

2 � � HDSR
20 a†2 � HDSR

02 a2 � O
� � 3 	 2 ��
 (5.156)

Al transformar este operador con Ŝ y R̂, haciendo uso de nuevo del álgebra matricial y después de algunas

manipulaciones algebraicas se tiene:

Ĥ � � � t � � R̂
� 1 � ρt � Ŝ

� 1 � νt � µ �t � ĤDSR � t � Ŝ
�
νt � µ �t � R̂

�
ρt �

� HDSR
0 � � HDSR

11
�
1 � 2st s �t � � 2 � 1 � sts �t � st HDSR

02 � s �t HDSR
20 � � � a†a � 1

2 �
� � e � 2ρt � st HDSR

11 � 1 � sts �t � s2
t HDSR

02 � HDSR
20

�
1 � st s �t � � � a†2

� � e2ρt � s �t HDSR
11 � 1 � sts �t � s � 2t HDSR

20 � HDSR
02

�
1 � sts �t � � � a2 � O

� � 3 	 2 ��
 (5.157)

Los parámetros � ψt � νt � µ �t � ρt � en el operador (5.149) pueden elegirse de forma que este operador

Ĥ � � � t � , que gobierna la evolución de Û � � � t � , contenga, como mı́nimo, términos de O
� � 3 	 2 � . Se demuestra

que para que los términos en a†2 y a2 se anulen, los parámetros de Ŝ
�
νt � µ �t � deben ser tales que cumplan

las ecuaciones de evolución

ṡt � i

� � ct � st s �t
2ct � ∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂η2
t

� 2s �t ∂2H
�
ξ �t � ηt �

∂ηt∂ξ �t � s � 2t

2ct

∂2H
�
ξ �t � ηt �

∂ξ � 2t
� (5.158a)

ṡt � � i

�
s2
t

2ct

∂2H
�
ξ �t � ηt �

∂η2
t

� 2st
∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂ηt∂ξ �t � � ct � sts �t
2ct � ∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂ξ � 2t
� 
 (5.158b)

Estas ecuaciones corresponden precisamente a las ecs. (5.139c-5.139d), con st y s �t definidas por (5.155).

La cancelación del término en
�
a†a � 1 � 2 � proporciona la ecuación de evolución del parámetro ρt :

ρ̇t � � i

�
st

2ct

∂2H
�
ξ �t � ηt �

∂η2
t

� s �t
2ct

∂2H
�
ξ �t � ηt �

∂ξ � 2t
� ∂2H

�
ξ �t � ηt �

∂ηt∂ξ �t � 
 (5.159)

Y finalmente, anulando el término independiente de Ĥ � � � t � se obtiene la ecuación diferencial para la fase

ψt :

ψ̇t � � 1
� H

�
ξ �t � ηt � � κ

2
∂2H

∂ηt∂ξ �t �
i

2
�
�
ξ �t η̇t � ξ̇ �t ηt ��� (5.160)

que se integra directamente como

ψt � � i
2

� ξ �t ηt � i
2

� ξ �0η0 � 1
�

�
t

0

� � H
�
ξ �τ � ητ � � iξ �τη̇τ

� dτ � κ
2

F
�
ξ �t � η0 � t ��� (5.161)
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donde

F
�
ξ �t � η0 � t � �

�
t

0

∂2H
�
ξ �τ � ητ �

∂ξ �τ∂ητ
dτ 
 (5.162)

Es importante notar que el operador

Û
� 0 �

s
�
t � � Ŝ

�
νt � µ �t � R̂

�
ρt �
� e

1
2
� νt a†2 � µ �t a2 � eρt

�
a†a � 1

2 � (5.163)

cumple la ecuación de evolución

i
dÛ

� 0 �
s
�
t �

dt
� Ĥ

� 0 �
s
�
t � Û

� 0 �
s
�
t ��� (5.164)

donde Ĥ
� 0 �
s
�
t � viene dado por (5.147). La matriz asociada a este operador en el álgebra h6 viene dada por

Mh6 � Ĥ � 0 �
s

� � t ��� �����
0 0 0 0

0 ∂2H
∂ξ �t ∂ηt

∂2H
∂ξ � 2t

0

0 � ∂2H
∂η2

t
� ∂2H

∂ηt∂ξ �t 0

0 0 0 0

�	���
 � (5.165)

y de forma similar, la matriz correspondiente al operador Û
� 0 �
s
�
t � está dada por

Mh6 � Û � 0 �
s

� � t ��� ����� 1 0 0 0
0 cosh θt eρt νt

sinhθt
θt

e
� ρt 0

0 µ �t sinhθt
θt

e
� ρt cosh θt e

� ρt 0
0 0 0 1

�	���
 � (5.166)

con θ2
t � ρ2

t � νtµ �t . En esta representación matricial, la ecuación de evolución (5.164) se escribe

i
d
dt

Mh6 � Û � 0 �
s

� � t ��� Mh6 � Ĥ � 0 �
s

� � t � � Mh6 � Û � 0 �
s

� � t ��� (5.167)

con la condición inicial Mh6 � Û � 0 �
s

� � 0 ��� Î (matriz identidad).

La forma de la matriz Mh6 � Ĥ � 0 �
s

� indica que la ec. (5.167) es precisamente la ecuación de evolución

para la matriz de estabilidad asociada a la trayectoria compleja � ξ �τ � ητ ; 0 � τ � t � , solución de las

ecuaciones de Hamilton (5.148). 11 Por lo tanto, Mh6 � Û � 0 �
s

� � t � es la matriz fundamental de estabilidad

dada por

Mh6 � Û � 0 �
s

� � t ��� �����
1 0 0 0
0 ∂ηt

∂η0

∂ηt
∂ξ �0 0

0 ∂ξ �t
∂η0

∂ξ �t
∂ξ �0 0

0 0 0 1

�	���
 
 (5.170)

11Efectivamente, dado un sistema dinámico descrito por las ecuaciones diferenciales

η̇t 	 
 i
∂H
∂ξ �t

� fη (5.168)

ξ̇ �t 	 i
∂H
∂ηt

� fξ � �
es importante caracterizar la estabilidad lineal, que controla la forma en que las perturbaciones infinitesimales evolucionan en



204 APROXIMACIONES VARIACIONALES

De esta forma, los parámetros νt , µ �t y ρt en (5.166) pueden ser determinados a partir del conocimiento

de esta matriz, de forma equivalente a la integración de las ecuaciones (5.158-5.159).

Ası́ pues, la ecuación diferencial

i
� d

dt
Û � � � t ��� Ĥ � � � t � Û � � � t ��� (5.171)

junto a la condición incial

Û � � � 0 ��� eη0ξ �0 	 2 � Î (5.172)

pueden condensarse en la ecuación integral

Û � � � t ��� eη0ξ �0 	 2 � Î � i
�

�
t

0
Ĥ � � � τ � Û � � � τ � dτ � (5.173)

cuya solución general vendrá dada por una serie de Dyson debido a la dependencia temporal del operador

Ĥ � � . Puesto que, por construcción, el orden más bajo en Ĥ � � es
� 3 	 2, el factor

�
en el denominador de

(5.173) hace que el orden dominante en el operador Û � � sea
� 1 	 2. Ası́, en general Û � � vendrá dado por el

desarrollo perturbativo

Û � � � eη0ξ �0 	 2 � Î � � 1 	 2 Û
� 1 	 2 � � � � � 
 (5.174)

Con estos resultados, la evolución de un estado de Bargmann � β � puede aproximarse por

�Ψ � t � ��� Û
�
t ��� β ��� eiψt D̂

�
ηt � ξ �t � Ŝ

�
νt � µ �t � R̂

�
ρt � � eη0ξ �0 	 2 � Î � � 1 	 2 Û

� 1 	 2 � � � � � � � 0 �
� e

1
2 � ξ �t ηt � i� 	 t

0 � � H � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ � κ i
2 F � ξ �t � η0 � t � D̂

�
ηt � ξ �t � Ŝ

�
νt � µ �t � R̂

�
ρt � � Î � O

� � 1 	 2 � � � 0 �
� e

1
2 � ξ �t ηt � i� 	 t

0 � � H � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ � κ i
2 F � ξ �t � η0 � t � D̂

�
ηt � ξ �t � Û

� 0 �
s � Î � O

� � 1 	 2 � � � 0 ��� (5.175)

donde todas las magnitudes que intervienen están evaluadas en términos de la trayectoria compleja

� ξ �τ � ητ;0 � τ � t � que satisface las ecuaciones de Hamilton (5.148) con η0 � β y ξ �0 arbitrario, ası́ como

el tiempo. Ası́, una trayectoria que se desvı́e una cantidad infinitesimal de la trayectoria de referencia cumple:


 δη̇t

δξ̇ �t � 	
��

∂ fη
∂ηt

∂ fη
∂ξ �t

∂ fξ �
∂ηt

∂ fξ �
∂ξ �t

�� 
 δηt

δξ �t � 	 
 i

��
∂2H

∂ξ �t ∂ηt

∂2H
∂ξ � 2

t


 ∂2H
∂η2

t

 ∂2H

∂ηt∂ξ �t

�� 
 δηt

δξ �t � � 
 i Hdin � t 	 
 δηt

δξ �t � �

donde Hdin � t 	 suele recibir el nombre de matriz dinámica. Puesto que esta ecuación es lineal, su solución puede expresarse
como 
 δηt

δξ �t � 	
��

∂ηt
∂η0

∂ηt
∂ξ �0

∂ξ �t
∂η0

∂ξ �t
∂ξ �0

�� 
 δη0
δξ �0

� � Us � t 	 
 δη0
δξ �0

� �

donde Us � t 	 es la matriz fundamental o matriz de estabilidad, dada por

Us � t 	 	 � e 
 i � t
0 Hdin � τ � dτ �

donde � exp
� t

0 � 	 	 dτ denota una exponencial con ordenación temporal, esto es, una serie de Dyson. La matriz fundamental
obedece por tanto a la ecuación de evolución

i
d
dt

Us � t 	 	 Hdin � t 	 	 Us � t 	 � (5.169)

La construcción de la matriz fundamental requiere la integración simultánea de las ecuaciones (5.168) y (5.169).
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en términos de la estabilidad de dicha trayectoria. Por lo tanto, para cada elección de ξ �0, se tendrá una

forma diferente para el término dominante en la ec. (5.175).

La Thawed Gaussian Approximation de Heller corresponde a la elección particular ξ �0 � β � � η �0, que

proporciona una trayectoria real en el espacio de fases. En este formalismo se asume, como en este caso,

una forma gaussiana para el paquete de ondas, y los parámetros que la caracterizan evolucionan en el

tiempo. La evolución de estos parámetros no se obtiene de forma variacional, sino por sustitución directa

de la función de onda de prueba en la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo, desarrollando el

potencial en serie de Taylor en torno al centro instantáneo del paquete y truncando este desarrollo hasta

orden cuadrático. De esta manera, puesto que a cada instante de tiempo el paquete “siente” un potencial

armónico, mantiene la forma gaussiana. Este truncamiento del potencial en orden cuadrático corresponde

a las condiciones variacionales (5.139). Como hemos comprobado, el error en esta aproximación es de

O
� � 1 	 2 � . En general, el lı́mite

� � 0 de una expresión presenta mayores problemas de convergencia si

las correcciones son de orden
� 1 	 2 que si son de orden

�
, de forma que para que una aproximación sea

aceptable semiclásicamente, es conveniente que sea exacta hasta O
� � � . Como veremos a continuación,

la aproximación al operador de evolución cumplirá este requisito.

El resultado (5.175) puede utilizarse para evaluar el elemento de matriz

�
α � Û �

t ��� β ��� eγα � 	 2 � � 0 � D̂ � 1 � γ � α � � Û
�
t ��� β ��� (5.176)

donde γ es arbitrario. El término O
� � 1 	 2 � restante tiene una contribución dominante de la forma

� 1 	 2 Û
� 1 	 2 �

s
�
a† � a � a†3 � a†2a � a†a2 a3 ,

donde Û
� 1 	 2 �

s es una función lineal de estos operadores. 12 Teniendo en cuenta (5.175) podemos escribir

�
α � Û �

t ��� β ��� e
γα �
2 � �

ξ �t ηt
2 � � κ i

2 F � ξ �t � η0 � t � � i� 	 t
0 � � H � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ� � � 0 � D̂ � 1 � γ � α � � D̂

�
ηt � ξ �t � Û

� 0 �
s
�
t ��� 0 � � � 0 � D̂ � 1 � γ � α � � D̂

�
ηt � ξ �t � Û

� 0 �
s
�
t � � � 1 	 2Û

� 1 	 2 �
s � O

� � � � � 0 � � 

El término proporcional a

� 1 	 2 puede eliminarse mediante una elección adecuada del parámetro arbitrario

ξ �0. De esta manera, si se elige de forma que ξ �t � α � (también podrı́a elegirse γ � ηt , aunque esta

condición no se requiere) y teniendo en cuenta que

�
0 � D̂ � 1 � γ � α � � D̂

�
ηt � ξ �t � Û

� 0 �
s
�
t ��� 0 � � 1

� U s
33

e
1

2 �
Us

23
Us

33

� � α � � ξ �t � 2 � 1
2 � � � α ��� ξ �t � � γ � ηt ��� 1

2 � � α � ηt
� γξ �t � �

donde hemos denotado por U s
i j el elemento

�
i � j � de la matriz Mh6 � Û � 0 �

s
� � t � , se obtiene

�
α � Û �

t ��� β ��� eκ i
2 F � α ��� t � � 1� α � ηt � i� 	 t

0 � � H � ξ �τ � ητ ��� iξ �τ η̇τ � dτ � 1

� U s
33

� � 1 	 2 � 0 � Û � 1 	 2 �
s � 0 � � O

� � � � 

12Nótese que en general en Û � 1 � 2 �

s habrá términos lineales en a† y a que proceden de las commutaciones necesarias para
ordenar en forma normal los términos cúbicos.
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Teniendo en cuenta la forma mencionada para el operador Û
� 1 	 2 �

s , el término proporcional a
� 1 	 2 se anula.

De hecho, todos los términos en el desarrollo (5.174) de Û � � en potencias de
� 1 	 2 correspondientes a

potencias de la forma
� j 	 2, con j impar, se anulan al evaluar su valor esperado en el vacı́o, al estar escritos

como suma de términos que involucran el producto de un número impar de operadores de creación y de

destrucción. De esta manera, se recupera el resultado obtenido mediante el método WKB generalizado

para el propagador en estados de Bargmann:

�
α � Û �

t ��� β ��� � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

eκ i
2 F � α � � β � t � e

1� α � ηt � i� 	 t
0 � � H � ξ �τ � ητ ��� iξ �τ η̇τ � dτ � O

� � ��
 (5.177)

Hemos de hacer hincapié en que el ansatz (5.175) no constituye una aproximación para el opera-

dor de evolución en sı́ mismo, puesto que depende del estado inicial considerado, a saber, un estado de

Bargmann. Lo que se ha obtenido es una aproximación para la evolución temporal de un paquete gaus-

siano. Por supuesto, los paquetes coherentes no consituyen las condiciones iniciales más generales en las

que se pueda estar interesado. Sin embargo, cualquier condición inicial arbitraria �Ψ � 0 � � puede represen-

tarse como una combinación lineal de estados coherentes, y éstos pueden propagarse individualmente. 13

De esta forma, haciendo uso de una resolución de la identidad de los estados coherentes dada por

Î �
�

Γη0 
 ξ �0 dη0 dξ �0
2π

�
i

e
� ξ �0η0 	 � �η0 � � ξ0 ��� (5.178)

ası́ como de la forma asintótica (5.175) para la evolución semiclásica de un estado de Bargmann, puede

obtenerse la siguiente forma IVR para el operador de evolución:

Û
�
t ���

�
Γη0 
 ξ �0 dη0 dξ �0

2π
�
i

e
� ξ �0η0 	 � Û

�
t ���η0 � � ξ0 �

�

�
Γη0 
 ξ �0 dη0 dξ �0

2π
�

i
e
� 1� ξ �0η0 e

1
2 � ξ �t ηt � i� 	 t

0 � � H � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ � κ i
2 F � ξ �t � t � D̂

�
ηt � ξ �t � Û

� 0 �
s
�
t ��� 0 � � ξ0 ��


(5.179)

A partir del análisis del error en (5.175) podrı́a decirse que el error en esta aproximación es O
� � 1 	 2 � .

Sin embargo, al llevar a cabo la integración sobre (infinitos) estados coherentes individuales, las correc-

ciones de orden
� 1 	 2 de cada una de las propagaciones individuales se cancela. Esto puede comprobarse

utilizando la resolución integral del operador Û
�
t � dada por (5.179) para evaluar el elemento de matriz�

α � Û �
t ��� β � . Si la integración se aproxima mediante el método de fase estacionaria, las condiciones de

fase estacionaria vendrán dadas por ξ �t � α � y η0 � β que, como hemos visto, son precisamente las

condiciones para que se cancelen los términos de O
� � 1 	 2 � . Esta demostración se muestra a continuación.

13En la aproximación de Heller la evolución temporal está incluida en los parámetros de la gaussiana, mientras que en la
aproximación (5.175) la dependencia temporal está puesta en los operadores. Una ventaja de esta aproximación es que el estado
inicial no necesariamente tiene que ser gaussiano.
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El elemento de matriz de Û
�
t � vendrá dado por

�
α � Û �

t ��� β �
�

�
Γη0 
 ξ �0 dη0 dξ �0

2π
�
i

e
� 1� ξ �0η0 e

1
2 � ξ �t ηt � i� 	 t

0 � � H � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ � κ i
2 F � ξ �t � t �� �

0 � D̂ � 1 � γ � α � � D̂
�
ηt � ξ �t � Û

� 0 �
s
�
t ��� 0 � � ξ0 � β �

�
�

Γηt 
 ξ �0 dηt dξ �0
2π

�
i

1
�
�
�
∂ηt
∂η0

�
�
�

1

� U s
33

eκ i
2 F e

i� S � ηt � ξ �0 � � (5.180)

donde hemos hecho uso del resultado (5.177), hemos llevado a cabo un cambio de variables η0
� ηt y

hemos definido la fase total S
�
ηt � ξ �0 � como

i
� S
�
ηt � ξ �0 �
� i

�

�
t

0
� � H

�
ξ �τ � ητ � � iητξ̇ �τ � dτ � 1

� ξ �t ηt � 1
2

� U s
23
�
U s

33 � � 1 � � α � � ξ �t � 2 � 1
� α � ηt � 1

� ξ �0β �
(5.181)

donde U s
i j denotan los elementos de la matriz de estabilidad (5.170). En primer lugar aproximaremos la

integral en ηt por el método de saddle point. La condición estacionaria viene dada por

i
�

∂S
�
ηt � ξ �0 �
∂ηt

�
�
�
�
ξ �0
� � 1

� ξ �t � 1
� α � � 0 � (5.182)

esto es:

ξ �t � α � 
 (5.183)

Desarrollando la fase en torno al punto estacionario hasta orden cuadrático se tiene:

i
� S � i

� S
� 0 � � i

�

�
∂S

� 0 �

∂ηt
� ∂S

� 0 �

∂ξ �t
∂ξ �t
∂ηt

� δηt � i
2

� � ∂2S
� 0 �

∂η2
t
� ∂2S

� 0 �

∂ξ � 2t
� ∂ξ �t

∂ηt � 2 � δη2
t � � � �

� i
� S

� 0 � � 1
2

� ��� ∂ξ �t
∂ηt

� U s
23
�
U s

33 � � 1 � ∂ξ �t
∂ηt � 2 � δη2

t � � � � 
 (5.184)

Puesto que la integral en ηt se evalúa considerando la variable ξ �0 constante, las variaciones en ηt y en ξ �t
pueden relacionarse mediante

� δηt

δξ �t � � � U s
22 U s

23
U s

32 U s
33 � � δη0

0 � � (5.185)

de donde

δξ �t � U s
32
�
U s

22 � � 1δηt 
 (5.186)

De esta forma, la fase (5.184) puede aproximarse por

i
� S � i

� S
� 0 � � 1

2
�

� � U s
32
�
U s

22 � � 1 � U s
23
�
U s

33 � � 1 � U s
32 � 2

�
U s

22 � � 2 � δη2
t � � � �

� i
� S

� 0 � � 1
2

� U s
32
�
U s

22 � � 2 � U s
33 � � 1 δη2

t � (5.187)
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donde hemos tenido en cuenta que la matriz de estabilidad es simpléctica y su determinante es la unidad:

U s
22U

s
33 � U s

23U
s
32 � 1. La integral (5.180) puede aproximarse por tanto por

�
α � Û �

t ��� β � �

�
Γξ �0

dξ �0�
2π

�
i

�
U s

22 � � 1 � U s
33 � � 1 	 2 eκ i

2 F e
i� S � 0 � � ξ �0 � �

�U s
32
�
U s

22 � � 2 � U s
33 � � 1

�
�
� 1 	 2

�
�

Γξ �0
dξ �0�
2π

�
i

�
U s

32 � � 1 	 2 eκ i
2 F e

i� S � 0 � � ξ �0 � (5.188)

donde
i

� S
� 0 � � ξ �0 ��� i

�

�
t

0
� � H

�
ξ �τ � ητ � � iητξ̇ �τ � dτ � 1

� ξ �0β 
 (5.189)

Esta integral restante puede aproximarse asimismo por fase estacionaria. La condición de saddle point

viene dada por
i

�
∂S

� 0 � � ξ �0 �
∂ξ �0 � � 1

� η0 � 1
� β � 0 � (5.190)

es decir:

η0 � β 
 (5.191)

En este caso el desarrollo de la fase S
� 0 � en torno al punto estacionario viene dado por

i
� S

� 0 � � ξ �0 � � i
� S

� 0 �
0

�
ξ �0 � � i

�
∂S

� 0 �
0

�
ξ �0 �

∂ξ �0
δξ �0 � i

2
�

∂2S
� 0 �
0

�
ξ �0 �

∂ξ � 20

δξ � 20 � � � �

� i
� S

� 0 �
0

�
ξ �0 � � 1

2
�

∂η0

∂ξ �0 δξ � 20 � � � � 
 (5.192)

Dado que la anterior integral en ηt ha fijado el valor de ξ �t (según la condición estacionaria ξ �t � α � ), las

variaciones de ξ �0 y de η0 pueden relacionarse mediante

� δηt

0 � � � U s
22 U s

23
U s

32 U s
33 � � δη0

δξ �0 � � (5.193)

de donde

δη0 � � U s
33
�
U s

32 � � 1 δξ �0 
 (5.194)

La fase se escribe entonces como

i
� S

� 0 � � ξ �0 ��� i
� S

� 0 �
0

�
ξ �0 � � 1

2
� U s

33
�
U s

32 � � 1 δξ � 20 (5.195)

y la integral gaussiana conduce al resultado

�
α � Û �

t ��� β � � �
U s

32 � � 1 	 2 eκ i
2 F e

i� S � 0 �0
� ξ �0 � �

�U s
33
�
U s

32 � � 1
�
�
� 1 	 2 � (5.196)

esto es:

�
α � Û �

t ��� β � � � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

e
κ i

2 	 t
0

∂2H � ξ �τ 
 ητ �
∂ξ �τ∂ητ

dτ
e

i� 	 t
0

� � H � ξ �τ � ητ � � iητ ξ̇ �τ � dτ � 1� ξ �0β

� � ∂ξ �t
∂ξ �0 � � 1 	 2

e
κ i

2 	 t
0

∂2H � ξ �τ 
 ητ �
∂ξ �τ∂ητ

dτ
e

i� 	 t
0 � � H � ξ �τ � ητ � � iξ �τ η̇τ � dτ � 1� α � ηt 
 (5.197)
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Ası́ pues, tal como deseábamos demostrar, la aproximación de las integrales por fase estacionaria

proporciona las condiciones ξ �t � α � y η0 � β que, tal como hemos visto, son las condiciones necesarias

para cancelar las correcciones de orden
� 1 	 2 en las propagaciones de cada estado coherente individual.

La expresión integral (5.179) proporciona por tanto una aproximación IVR al operador de evolución que

es correcta hasta orden
�

. Cuando los contornos de integración Γξ �0 � η0
se eligen en el espacio de fases real

(de forma que η0 � ξ0), y se usa el sı́mbolo de Weyl para el operador hamiltoniano (lo que corresponde

a la elección κ � 0), la ec. (5.179) proporciona la representación IVR de Heller del propagador.

[En la Frozen Gaussian Approximation (FGA) propuesta por Heller [Hel81] la función de onda se

aproxima mediante una superposición de paquetes gaussianos. Cada uno de ellos está centrado en una

trayectoria clásica (que coincide con los valores medios de posición y momento) y tiene una fase dada

por la integral de acción clásica a lo largo del camino de dicha trayectoria, evolucionando en el tiempo sin

distorsionar su forma. La deformación global del paquete de ondas se debe a una “correlación colectiva”

existente en la superposición de las distintas gaussianas constituyentes. Es de suponer que esta super-

posición de paquetes coherentes destruye asimismo los errores (que, tal como hemos demostrado, son de

orden
� 1 	 2) en las evoluciones de los estados individuales, proporcionando una aproximación semiclásica

correcta hasta O
� � � .]

Se han propuesto distintas representaciones integrales en forma de IVR del operador de evolución

que proporcionan aproximaciones semiclásicas equivalentes del propagador cuántico. Existen diferen-

cias entre las aproximaciones basadas en gaussianas que mantienen fija la anchura del paquete (como

el caso de la aproximación propuesta por Herman y Kluk (HK) [Her84]), y las que permiten que el pa-

quete “respire” modificando su anchura (tal es el caso de la aproximación de Baranger et al [Bar01],

que para el caso de una única trayectoria corresponde a la Thawed Gaussian Approximation (TGA) de

Heller [Hel75]). Aparentemente, los resultados numéricos de las aproximaciones basadas en gaussianas

“congeladas” (frozen Gaussians) se asemejan más a los resultados cuánticos que los proporcionados

por la TGA. Algunas modificaciones ad hoc de la TGA producen una mejora de los resultados aprox-

imándolos a los de HK, al tratar de eliminar el decaimiento temporal del parámetro que da la anchura

de la gaussiana, bien tomando raı́ces de orden superior de este parámetro, o bien calculándolo en térmi-

nos de la frecuencia de una aproximación armónica global de la dinámica (global en el sentido de que

las trayectorias individuales son propagadas utilizando la dinámica no lineal, al contrario que la aproxi-

mación gaussiana de Tomsovic y Heller [Tom93], que hace uso de un desarrollo local del potencial hasta

segundo orden) [Har04]. Sin embargo, una explicación más fundamental que justifique la validez de un

tipo de aproximaciones frente a otra y que fundamente el deterioro de la aproximación a tiempos largos

ası́ como la rápida pérdida de conservación de la norma aún no ha sido dada.

En esta sección hemos analizado el grado de exactitud de la aproximación dada por (5.175) para la

evolución de un estado coherente, determinando el orden de sus correcciones como O
� � 1 	 2 � . Asimismo,
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hemos comprobado que la forma integral IVR (5.179) para el operador de evolución proporciona una

expresión para el propagador en la representación de Bargmann, dada por (5.197), que es correcta hasta

O
� � � , reproduciendo los resultados obtenidos en el Capı́tulo 2 mediante una generalización del método

WKB a una dinámica compleja. Cabe preguntarse por el orden de las correcciones que incluye el método

variacional frente a su lı́mite semiclásico. Es decir, si la evolución del estado coherente � β � se aproxima

por

�Ψv � t � ��� eiϕt 	 � D̂ � βt � β �t � Ŝ
�
νt � ν �t ��� 0 �

� e
i� 	 t

0

�
i
2
� β �τ β̇τ

� βτβ̇ �τ � � i �
4
� s �τ ṡτ

� sτṡ �τ � � H �0 � βτ � β �τ � sτ � s �τ � � dτ e � � 1
�
2 � βt a† � β �t a � e

1
2
� νt a†2 � ν �t a2 � � 0 ��� (5.198)

donde las variables βτ � β �τ � sτ � s �τ evolucionan acorde a las ecuaciones variacionales “completas” (5.133) y

H �0 viene dado por (5.120), en general puede decirse que esta aproximación será más exacta que la que se

obtiene al considerar únicamente los términos dominantes en la evolución de las variables βτ � β �τ � sτ � s �τ ,

dada por las ecs. (5.139), en las que las ecuaciones diferenciales para las “variables promedio”
�
βτ � β �τ �

están desacopladas de las ecuaciones para las “variables de fluctuación”
�
sτ � s �τ � , y el orden más bajo de

H �0 � βτ � β �τ � sτ � s �τ � viene dado por el hamiltoniano clásico H
�
βτ � β �τ � :

�Ψsc � t � ��� e
i� 	 t

0

�
i
2
� β �τ β̇τ

� βτβ̇ �τ � � i �
4
� s �τ ṡτ

� sτ ṡ �τ � � H � βτ � β �τ � � dτ e ��� 1
�
2 � βt a† � β �t a � e

1
2
� νt a†2 � ν �t a2 � � 0 ��
 (5.199)

Sin embargo, no es posible determinar el grado de corrección de la ec. (5.198) respecto a (5.199). Esto es

debido a que el método variacional está ı́ntimamente ligado a un desarrollo asintótico semiclásico, y para

aumentar el grado de exactitud de la aproximación habrı́a que modificar el estado de prueba, incluyendo,

además de los operadores D̂ y Ŝ, una serie de operadores unitarios Ûn
�
γnt � definidos por

Ûn
�
γnt � γ �nt ��� e � n

�
2 � γnt a†n � 2 � γ �nt an � 2 � � (5.200)

de forma que la función de onda a tiempo t pueda aproximarse por

�Ψ � t � ��� eiϕt 	 � D̂
�
αt � α �t � Ŝ

�
νt � ν �t � Û1

�
γ1t � γ �1t � � � � Ûn

�
γnt � γ �nt ��� 0 ��
 (5.201)

Si mantenemos la aproximación incluyendo sólo D̂ y Ŝ como en (5.198), es de esperar que los re-

sultados variacionales constituyan una optimización de los semiclásicos, puesto que la evolución de los

parámetros variacionales se lleva a cabo mediante unas ecuaciones diferenciales que incluyen términos

de orden superior en
�

. Ahora bien, esto es ası́ siempre y cuando las dinámicas variacional y semiclásica

sean cualitivamente semejantes. En el caso de que difieran de forma significativa, habrá que considerar

los resultados variacionales con cierta reserva, puesto que puede darse el caso de que los efectos mostra-

dos sean un artefacto del método, y sean las propias correcciones las que introduzcan estos efectos

espúreos en la dinámica. En este sentido, algunos autores [Bal01, Coo94, Coo98] cuestionan la existen-

cia fı́sica real del llamado “caos semicuántico”, término con el que se conoce el fenómeno según el cual
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el acoplamiento entre un sistema cuántico y uno clásico puede inducir una dinámica caótica del estado

cuántico en su espacio de Hilbert. Este término se reserva para el caso en que ni el sistema clásico ni el

cuántico serı́an caóticos por sı́ mismos, y el caos aparece como resultado del acoplamiento entre ellos.
14 Este fenómeno aparece en los casos en los que el sistema en estudio es separable en una parte que se

trata clásicamente y otra cuánticamente, por ejemplo, cualquier sistema cuántico que de forma natural

pueda dividirse en un subsistema rápido (cuántico) y uno lento (clásico) mediante la aproximación de

Born-Oppenheimer [Blu94], o un átomo (cuántico) en interacción con un campo en una cavidad (clásica)

[Mil83, Eid86]. En el presente caso, la dinámica clásica correspondiente a la evolución de las variables

del desplazamiento
�
αt � α �t � se ve afectada por las fluctuaciones cuánticas introducidas por las variables

de squeezing
�
st � s �t � . Por lo tanto, es de suponer que para valores muy bajos de

�
tanto el método varia-

cional como el semiclásico reproduzcan de forma aproximada la evolución cuántica, constituyendo el

primero una optimización de los resultados del segundo. Sin embargo, para valores mayores de
�

los

resultados de ambos métodos no sólo diferirán entre sı́, sino que en cualquier caso ambos dejarán de

constituir una buena aproximación a la evolución del estado.

5.2.2. Método variacional de Demkov

En las secciones precedentes hemos obtenido una aproximación a la función de onda a partir de un

principio variacional, lo que ha permitido expresar de forma integral el operador de evolución como

un promedio sobre las propagaciones individuales de infinitos estados coherentes, y de ahı́ obtener sus

elementos de matriz mediante una integración por fase estacionaria. Existe un método, propuesto por

Demkov [Dem63, Mur95], para calcular directamente las amplitudes de transición

Tβα � �
α � Û �

t f � t0 ��� β � (5.202)

de forma variacional. La propia construcción del método permite introducir de forma natural operadores

no unitarios, como hemos hecho anteriormente, para poder dar cuenta de las condiciones de contorno

del problema. En general, denotando por Ψ � las funciones de onda exactas y por Φ � las funciones de

prueba, que difieren de las exactas en una variación de primer orden

Φ � � t ��� Ψ � � t � � δΨ � � t ��� (5.203)

las condiciones de contorno que se imponen son las siguientes:

�
Φ �

�
t f ��� � �

Ψ �
�
t f ����� �

α � (5.204a)

�Φ � � t0 � � � �Ψ � � t0 � �
��� β ��
 (5.204b)

14No debe confundirse este término con el de “caos cuántico” (o “caologı́a cuántica”, según ha definido Berry [Ber89]), que
es el estudio de fenómenos semiclásicos caracterı́sticos de sistemas cuyo análogo clásico muestra comportamiento caótico.
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La expresión variacional para la amplitud de transición viene dada por

T v
βα �

�
Φ �

�
t f ���Φ � � t f � � � 1

i
�

�
t f

t0
dt
�
Φ �

�
t ��� � Ĥ � i

� ∂
∂t � �Φ � � t � ��� (5.205)

que debe ser estacionaria frente a variaciones de las funciones de prueba Φ � sujetas a las condiciones

de contorno (5.204). Nótese que para los autoestados exactos del hamiltoniano Ĥ, el segundo término de

(5.205) se anula, y la expresión variacional para Tβα se reduce a la expresión exacta (5.202).

Una variación infinitesimal δΦ � en las funciones de prueba tendrá como consecuencia una variación

en T v
βα dada por

δT v
βα � �

δΦ �
�
t f ���Φ � � t f � � � � Φ �

�
t f ��� δΦ � � t f � � � 1

i
�

�
t f

t0
dt δ

�
Φ �

�
t ��� Ĥ �Φ � � t � �

�
�

t f

t0
dt

� �
δΦ �

�
t ��� ∂

∂t
�Φ � � t � � � � Φ �

�
t ��� ∂

∂t
� δΦ � � t � � �

� �
Φ �

�
t f ��� δΦ � � t f � � � i

�

�
t f

t0
dt δ

�
Φ �

�
t ��� Ĥ �Φ � � t � �

�
�

t f

t0
dt
�
δΦ �

�
t ��� Φ̇ � � t � � �

�
t f

t0
dt
�
Φ �

�
t ��� ∂

∂t
δΦ � � t � ��� (5.206)

donde se ha tenido en cuenta la primera condición de contorno,
�
δΦ �

�
t f ����� 0 [ec. (5.204a)]. Evaluando

por partes la última integral en (5.206) se tiene:

δT v
βα � �

Φ �
�
t f ��� δΦ � � t f � � � i

�

�
t f

t0
dt δ

�
Φ �

�
t ��� Ĥ �Φ � � t � � �

�
t f

t0
dt
�
δΦ �

�
t ��� Φ̇ � � t � �

�
� �

Φ �
�
t f ��� δΦ � � t f � � � � Φ �

�
t0 ��� δΦ � � t0 � � �

�
t f

t0
dt
�
Φ̇ �

�
t ��� δΦ � � t � � �

� � i
�

�
t f

t0
dt
�
δΦ �

�
t ��� Ĥ �Φ � � t � � � i

�

�
t f

t0
dt
�
Φ �

�
t ��� Ĥ � δΦ � � t � �

�
�

t f

t0
dt
�
δΦ �

�
t ��� Φ̇ � � t � � �

�
t f

t0
dt
�
Φ̇ �

�
t ��� δΦ � � t � ��� (5.207)

donde ahora se ha tenido en cuenta la segunda condición de contorno, � δΦ � � t0 � � � 0 [ec. (5.204b)]. 15

Esta variación puede escribirse como

δT v
βα
� � i

�

�
t f

t0
dt
�
δΦ �

�
t ��� � Ĥ � i

� ∂
∂t � �Φ � � t � � � i

�

�
t f

t0
dt
�
Φ �

�
t ���

�
Ĥ � i

���∂
∂t � � δΦ � � t � ��� (5.208)

15La inclusión del término � Φ � � t f 	 �Φ 
 � t f 	 � en el funcional (5.205) que quiere hacerse estacionario se justifica por el tipo
de condiciones de contorno a dos tiempos que tiene el problema. Si este funcional se hubiera definido simplemente como

Γ 	
� t f

t0
dt � Φ � � t 	 � 
 Ĥ 
 i � ∂

∂t
� �Φ 
 � t 	 � �

al llevar a cabo variaciones infinitesimales en Φ � se tendrı́a

δΓ 	
� t f

t0
dt δ � Φ � � t 	 � Ĥ �Φ 
 � t 	 � 
 i �

� t f

t0
dt � δΦ � � t 	 � Φ̇ 
 � t 	 � 
 i �

� t f

t0
dt � Φ � � t 	 � ∂∂t

δΦ 
 � t 	 �
� �

A ��� �
B ��� �

C � �
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donde el sı́mbolo �∂ � ∂t indica que la derivada temporal debe aplicarse a lo que se encuentra a la izquierda

de este operador, en este caso
�
Φ �

�
t ��� . Si Tαβ es estacionario, entonces δTαβ � 0 para cualquier variación

arbitraria de
�
Φ �

�
t ��� y de �Φ � � t � � . De esta manera, y puesto que las variaciones de Φ � están sujetas a

condiciones de contorno diferentes, habrán de cumplirse dos ecuaciones diferentes correspondientes a

las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L
∂Φ �

� d
dt

∂L
∂Φ̇ �

� 0 (5.209)

∂L
∂Φ � �

d
dt

∂L
∂Φ̇ � � 0 (5.210)

para la lagrangiana

L � �
Φ �

�
t ��� � Ĥ � i

� ∂
∂t � �Φ � � t � ��
 (5.211)

Aplicaremos el método variacional de Demkov para obtener una aproximación al elemento de matriz�
α � Û �

t f � t0 ��� β � . Dado que estamos tratando con sistemas para los que Ĥ es independiente del tiempo, el

operador de evolución Û
�
t f � t0 � depende sólo de la diferencia t f � t0. Puede elegirse entonces, con toda

generalidad, el instante inicial como t0 � 0 y el instante final como t f � t. Las funciones Φ � de prueba a

un tiempo τ vendrán dadas por

�Φ � � τ � � � eiφτ D̂
�
ητ � ξ �τ � Ŝ

�
ντ � µ �τ ��� 0 ��� eiφτ e � � 1

�
2
�
ητa† � ξ �τa � e

1
2

�
ντa†2 � µ �τa2 � � 0 �

�
Φ �

�
τ ��� � �

0 � e � iφ �τ Ŝ
� 1 � ντ � µ �τ � D̂

� 1 � ητ � ξ �τ �
�
�
0 � e � iφ �τ e � 1

2

�
ντa†2 � µ �τa2 � e � � 1

�
2
� � ητa† � ξ �τa � 


Es importante notar que en estas expresiones las variables complejas
�
ητ � ξ �τ � ,

�
ντ � µ �τ � , ası́ como

�
φτ � φ �τ �

no son complejas conjugadas entre sı́, es decir, estamos proponiendo un operador de evolución que no es

unitario. Esta extensión de la dinámica a operadores que no pertenecen al espacio de Hilbert se justifica

por el tipo de condiciones de contorno a dos tiempos que presenta el problema de la determinación de�
α � Û �

t ��� β � , y es análoga a las generalizaciones a trayectorias complejas que hemos propuesto para la

Evaluando la integral
�
C � por partes, se tiene

δΓ 	
� t f

t0
dt δ � Φ � � t 	 � Ĥ �Φ 
 � t 	 � 
 i �

� t f

t0
dt � δΦ � � t 	 � φ̇ 
 � t 	 �


 i �
�
� Φ � � t f 	 � δΦ 
 � t f 	 � 
 � Φ � � t0 	 � δΦ 
 � t0 	 � 


� t f

t0
dt � Φ̇ � � t 	 � δΦ 
 � t 	 ��� �

El término � Φ � � t0 	 � δΦ 
 � t0 	 � se anula debido a la condición de contorno (5.204b), y es precisamente para cancelar el término
� Φ � � t f 	 � δΦ 
 � t f 	 � por lo que se incluye � Φ � � t f 	 �Φ 
 � t f 	 � en el funcional. Dado que

� Φ � � t f 	 �Φ 
 � t f 	 � 	 � Φ � � t0 	 � Û 
 1Û �Φ 
 � t0 	 � 	 � Φ � � t0 	 �Φ 
 � t0 	 � �
podı́a haberse elegido � Φ � � t0 	 �Φ 
 � t0 	 � como término adicional al funcional Γ, en cuyo caso tendrı́a que evaluarse la integral�
B � por partes para cancelar el término � δΦ � � t0 	 �Φ 
 � t0 	 � (que no se anula con las condiciones de contorno (5.204)). Es por

tanto la existencia de condiciones de contorno mixtas a dos tiempos lo que obliga a incluir un término adicional en el funcional
que desea hacerse estacionario.
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aproximación del operador de evolución en la representación de Bargmann. Las condiciones de contorno

�Φ � � τ � 0 � � � � β � (5.212a)
�
Φ �

�
τ � t ��� � �

α � (5.212b)

fijan el valor de algunos de los parámetros en los tiempos inicial y final. Ası́, para τ � 0 se tiene

�Φ � � τ � 0 � � � � β ��� e ��� 1
�
2βa† � 0 ��� e ��� 1

�
2βa†

e
� ��� 1

�
2β � a � 0 ��� eββ � 	 � 2 � � e ��� 1

�
2 � βa† � β � a � � 0 �

� eiφ0 e � � 1
�
2
�
η0a† � ξ �0a � e

1
2

�
ν0a†2 � µ �0a2 � � 0 ���

de donde

η0 � β (5.213a)

ν0 � 0 (5.213b)

iφ0 � η0ξ �0
2

� � βξ �0
2

� � (5.213c)

quedando indeterminados los parámetros ξ �0 y µ �0. Análogamente, en el instante final

�
Φ �

�
τ � t ��� � �

α � � �
0 � e ��� 1

�
2α � a � �

0 � e � ��� 1
�
2αa†

e ��� 1
�
2α � a � �

0 � e ��� 1
�
2 � � αa† � α � a � e

� αα � 	 � 2 � �
� �

0 � e � iφ �t e � 1
2
� νta†2 � µ �t a2 � e ��� 1

�
2 � � ηta† � ξ �t a � �

de donde

ξ �t � α � (5.214a)

µ �t � 0 (5.214b)

iφ �t � ηt ξ �t
2

� � ηtα �
2

� � (5.214c)

quedando en este caso indeterminados los valores de las variables ηt y νt . Como vemos, tanto en el

instante inicial como en el final, las fases φ y φ � quedan determinadas “a medias”. En estas condiciones,

la amplitud de transición se obtiene haciendo estacionario el funcional (5.205), dado por

T v
βα � �

0 � e � iφ �t Ŝ
� 1 � νt � µ �t � D̂ � 1 � ηt � ξ �t � eiφt D̂

�
ηt � ξ �t � Ŝ

�
νt � µ �t ��� 0 �

� 1
i

�

�
t

0
dτ
�
0 � e � iφ �τ Ŝ

� 1 � ντ � µ �τ � D̂ � 1 � ητ � ξ �τ � � Ĥ � i
� ∂

∂τ � eiφτD̂
�
ητ � ξ �τ � Ŝ

�
ντ � µ �τ ��� 0 �

�
ei � φt

� φ �t � � 1
i

�

�
t

0
dτ L

�
ητ � ξ �τ � ντ � µ �τ � φτ � φ �τ ; η̇τ � ξ̇ �τ � ν̇τ � µ̇ �τ � φ̇τ � φ̇ �τ ��
 (5.215)

La forma funcional de esta lagrangiana está dada por la ec. (5.114) (con un cambio de signo respecto a

ésta debido a las diferentes definiciones de los funcionales Γ y T v
βα), esto es:

L � ei � φt
� φ �t � � H �0 � ζt � � i

� � iφ̇t � HDS
0
�
ζt ; ζ̇t � � �

� ei � φt
� φ �t �
�
H �0 � ζt � � �

φ̇t � i
2

�
ξ �t η̇t � ηt ξ̇ �t � � i

�

4

�
s �t ṡt � st ṡ �t � � � (5.216)
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donde H �00

�
ζt � viene dado por (5.120) y la evolución de las variables ζt

� � ητ � ξ �τ � sτ � s �τ � ası́ como φτ y φ �τ
viene determinada por las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange, análogas a (5.133). [Nótese

que las variables
�
ατ � α �τ � en (5.133) corresponden en este caso a las variables

�
ητ � ξ �τ � , ası́ como

�
st � s �t �

están definidas por (5.155) en términos de las variables
�
νt � µ �t � ]. Los parámetros φτ y φ �τ cumplen la

misma ecuación diferencial

�
φ̇t � i

2

�
ξ �t η̇t � ηt ξ̇ �t � � i

�

4

�
s �t ṡt � st ṡ �t � � H �0 � (5.217)

lo que hace que el término de la lagrangiana en (5.215) se cancele y que la amplitud de transición T v
βα

venga dada por

�
α � Û �

t ��� β � � ei � φt
� φ �t � � e � 1

4 	 t
0
� s �t ṡτ

� sτ ṡ �τ � dτ e
i� 	 t

0

� � H �0 � ητ � ξ �τ � sτ � s �τ � � i
2
� ξ �τ η̇τ

� ητξ̇ �τ � � dτ � 1
2 � ηtα �

� e � 1
4 	 t

0
� s �τ ṡτ

� sτṡ �τ � dτ e
i� 	 t

0

� � H �0 � ητ � ξ �τ � sτ � s �τ � � iξ �τ η̇τ
� dτ � 1

2 � βξ �0

� e � 1
4 	 t

0
� s �τ ṡτ

� sτṡ �τ � dτ e
i� 	 t

0

� � H �0 � ητ � ξ �τ � sτ � s �τ � � iητξ̇ �τ � dτ � 1
2 � βξ �0 � 1� ηtα � � (5.218)

sujeta a las condiciones de contorno (5.213) y (5.214). Esta expresión, en el lı́mite semiclásico, de-

berá coincidir con la expresión (5.177).

5.2.3. Un ejemplo: el medio Kerr

El método que hemos expuesto puede aplicarse al estudio del fenómeno óptico no lineal conocido

como efecto Kerr. [Imo85, Yur86, Kit86, Wal94] Este efecto, por el cual el campo de radiación sufre

una modulación de la fase que depende de la propia intensidad de la radiación, tiene lugar en medios no

lineales (a los que suele llamarse medios Kerr) que tienen una susceptibilidad no lineal de tercer orden

[Imo85]. Estos medios poseen por tanto un ı́ndice de refracción que es proporcional a la intensidad del

campo. El hamiltoniano para el campo eléctrico (con un único modo) en el medio Kerr puede escribirse

como

Ĥ � �
ω0 a†a � � χ

2
a†2a2 � Ĥ0 � ĤK � (5.219)

donde ω0 es la frecuencia de la radiación y el parámetro de anarmonicidad χ es real y proporcional a la

susceptibilidad no lineal de tercer orden χ � 3 � ası́ como al ı́ndice de refracción no lineal n2 del medio Kerr

[Imo85]. 16

16La susceptibilidad χ es un parámetro fenomenológico que incluye una dependencia lineal con � , dada por

χ 	 � ω2
0n2

cε0n2
0Aτ

� (5.220)

En esta expresión, n0 y n2 son las partes lineal y no lineal, respectivamente, del ı́ndice de refracción del medio, y la onda que
viaja a través del medio Kerr (supuesta plana, monocromática y polarizada) es tratada como una secuencia de paquetes de onda
localizados, moviéndose a una velocidad v 	 c � n0 (siendo c la velocidad de la luz en el vacı́o). ε0 es la constante dieléctrica del
vacı́o (relacionada con la constante dieléctrica del medio mediante ε 	 n2

0ε0), A es el área de una sección transversal del haz
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Para establecer una analogı́a entre las descripciones clásica y cuántica de este sistema, es conve-

niente estudiar la evolución de observables como a† y a en la imagen de interacción o de Dirac. Dicha

representación se obtiene mediante la aplicación de una transformación unitaria T̂0
�
t � generada por Ĥ0 y

definida por

T̂0
�
t � � e

� iĤ0t 	 � � e
� iω0 a†at 
 (5.221)

En esta imagen, los operadores de creación y aniquilación a† y a (independientes del tiempo en la repre-

sentación de Schrödinger) vienen dados por

a†
I

�
t � � T̂ †

0

�
t � a† T̂0

�
t ��� eiω0a†at a† e

� iω0a†at � a† eiω0t (5.222a)

aI
�
t � � T̂ †

0

�
t � a T̂0

�
t �
� eiω0a†at a e

� iω0a†at � a e
� iω0t � (5.222b)

mientras que el operador hamiltoniano (5.219) tiene la forma

ĤI
�

T̂ †
0

�
t � Ĥ T̂0

�
t � � i

� dT̂ †
0

�
t �

dt
T̂0
�
t �

� eiĤ0t 	 � � Ĥ0 � ĤK � e
� iĤ0t 	 � � Ĥ0 T̂ †

0

�
t � T̂0

�
t �

� eiĤ0t 	 � ĤK e
� iĤ0t 	 �

� � χ
2

a†2
I

�
t � a2

I
�
t ��� � χ

2
a†2a2 � ĤK 
 (5.223)

Vemos que ésta es una imagen de interacción en el sentido de que el movimiento libre generado por el

hamiltoniano no perturbado Ĥ0 ha sido omitido. Puesto que
�
Ĥ0 � ĤK

� � 0, el hamiltoniano en la imagen

de interacción se reduce simplemente a ĤK .

Para obtener la evolución los operadores a†
I

�
t � y aI

�
t � es conveniente pasar a la imagen de Heisenberg.

Ası́, las ecuaciones de movimiento son las ecuaciones de Heisenberg:

da† � t �
dt

� 1
i

�
�
a† � t ��� ĤK

� � iχ a† � t � a � t � a � t � (5.224a)

da
�
t �

dt
� 1

i
�

�
a
�
t ��� ĤK

� � � iχ a† � t � a � t � a � t ��
 (5.224b)

Puesto que el operador número de fotones n̂ � a†a es una constante del movimiento, ya que
�
n̂ � Ĥ � � 0,

la estadı́stica del número de fotones es invariante temporal:

a† � t � a � t ��� a†a � n̂ 
 (5.225)

óptico y τ es la longitud temporal de cada paquete. El ı́ndice de refracción dependiente de la intensidad puede expresarse como

n � �E � 2 	 	 n0 �
1
2

n2 �E � 2 �
donde E es una amplitud de campo compleja definida por E � z � t 	 	 1

2 E � z � t 	 ei � kz 
 ω0t � � c � c � , siendo k 	 ω0 � v una constante
de propagación. Más adelante será necesario escribir de forma explı́cita esta dependencia de la susceptibilidad χ con � para
obtener de forma correcta el lı́mite clásico de las expresiones cuánticas que obtengamos.
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La integración de las ecuaciones (5.224) da como resultado

a† � t ��� a† � 0 � eiχn̂t � a† eiχa†at (5.226a)

a
�
t ��� a

�
0 � e

� iχn̂t � a e
� iχa†at 
 (5.226b)

Este resultado indica que el campo experimenta un cambio de fase que es proporcional al número de

fotones.

Supongamos que el estado inicial (esto es, el campo a la entrada del medio Kerr) es un estado coher-

ente �α � � D̂
�
α � α � ��� 0 � . La amplitud media a un tiempo t posterior (esto es, la excitación coherente del

campo a la salida del medio Kerr) vendrá dada por

�
α � a � t ���α � � α� �

�
0 � D̂† � α � α � � e

� iχa†at D̂
�
α � α � ��� 0 �

� α� �
�
0 � D̂† � α � α � � e

� iχa†at D̂
�
α � α � � eiχa†at e

� iχa†at � 0 ��
 (5.227)

Este valor esperado puede calcularse teniendo en cuenta la propiedad

e
� iχa†at f

�
a � a† � eiχa†at � f

�
eiχt a � e � iχt a† ���

que, para el caso del operador desplazamiento, se escribe

e
� iχa†at D̂

�
α � α � � eiχa†at � e

� iχa†at e � � 1
�
2 � αa† � α � a � eiχa†at

� e ��� 1
�
2 � αe � iχt a† � α � eiχt a �

�
e ��� 1

�
2 � αt a† � α �t a � � D̂

�
αt � α �t ���

donde hemos definido

αt
�

α e
� iχt

α �t � α � eiχt 


De esta forma, la ec. (5.227) se escribe

�
α � a � t ���α � � α

�
t �� � � α� �

�
0 � D̂† � α � α � � D̂

�
αt � α �t � e

� iχa†at � 0 ��
 (5.228)

Haciendo uso de las relaciones BCH el producto de operadores en esta expresión puede reordenarse de

forma conveniente, de manera que al tomar valor esperado en el vacı́o se tiene

α
�
t ��� α e

� αα �� � 1 � e � iχt � � α e
� 2 �α � 2� sin2 � χt 	 2 � � i �α � 2� sin � χt � 
 (5.229)

Para tiempos cortos, χt � 1, podemos aproximar

α
�
t � � α e

� �α � 2
2 � χ2t2 � i �α � 2� χt 
 (5.230)
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Este resultado refleja dos efectos: Por una parte, la exponencial compleja da cuenta de la rotación que

experimenta la amplitud media, dada por �α � 2χt � �
. Este es el cambio de fase no lineal mencionado ante-

riormente. Por otra parte, se observa un decaimiento de la amplitud a tiempos cortos que va cuadrática-

mente con el tiempo. Este decaimiento es debido a que el efecto Kerr transforma las fluctuaciones en

intensidad que tiene el estado coherente inicial en fluctuaciones de fase [Wal94].

A pesar de este decaimiento en la amplitud media, la ec. (5.229) indica que para χt � 2π la am-

plitud recupera su valor inicial, dado por α. Este es un ejemplo de recurrencia cuántica que no tiene

lugar clásicamente, y es debido en última instancia a la naturaleza discreta que tiene la distribución del

número de fotones para un campo cuantizado. De hecho, puede comprobarse que para χt � π el sistema

evoluciona a un estado que es una superposición coherente de estados coherentes:

�Ψ � χt � π � �
� 1�
2 � eiπ 	 4 � iα � � e

� iπ 	 4 � � iα � � 
 (5.231)

(Este fenómeno serı́a muy difı́cil de observar experimentalmente, ya que los valores tı́picos de χ re-

querirı́an tiempos de interacción enormemente grandes, lo que en la práctica significa longitudes de

interacción extremadamente largas. Por otra parte, la disipación dificulta en gran medida la observación

de tal superposición de estados coherentes en un medio Kerr [Wal94].)

El cálculo de la evolución del valor medio del observable a† � t � conduce a la expresión compleja

conjugada de la ec. (5.229):

α � � t �� �
� �

α � a† � t ���α � � α �� � e
� αα �� � 1 � eiχt � 
 (5.232)

Las ecs. (5.229) y (5.232) permiten escribir

�α � t ��� 2 � α
�
t � α � � t ��� αα � e

� 2 αα �� � 1 � cosχt � 
 (5.233)

Las fluctuaciones que se producen cuánticamente en la amplitud del campo, con recurrencias a tiem-

pos dados por χt � 2nπ, ası́ como el decaimiento cuadrático que se produce a tiempos cortos, dado

por

α
�
t � α � � t ��� αα � e

� αα �� χ2t2 � (5.234)

no tienen lugar clásicamente. A tiempos muy cortos, las dinámicas cuántica y clásica coinciden, y

para que el lı́mite clásico (
� � 0) de la expresión (5.234) sea correcto, es necesario que el parámetro

fenomenológico χ incluya una dependencia con
�

. Ya hemos mencionado la existencia de esta dependen-

cia [ec. (5.220)], ası́ que en adelante la mostraremos explı́citamente definiendo el parámetro γ mediante

χ
�

4
�

γ (donde el factor 4 se incluye por conveniencia). En función de este parámetro se obtiene el lı́mite

clásico correcto de la ec. (5.234):

α
�
t � α � � t � � αα � e

� αα � 16 � γt2 � � αα � �
��� 0

(5.235)
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resultado que indica la ausencia de fluctuaciones en la dinámica clásica.

Si no hubiéramos pasado a imagen de interacción, habrı́amos obtenido el resultado

α
�
t ��� α e

� iω0t � �α � 2� � 1 � e � i4 � γt � (5.236a)

α � � t ��� α � eiω0t ���α � 2� � 1 � ei4 � γt � 
 (5.236b)

En este sentido, vemos que pasar de la imagen de Schrödinger a la imagen de interacción es equivalente a

hacer una transformación a un sistema rotante con frecuencia ω0. Esta frecuencia desaparece no obstante

al calcular el producto �α � t ��� 2 � α
�
t � α � � t � , obteniéndose el mismo resultado que el dado en (5.233).

El método variacional proporcionará unas ecuaciones diferenciales que rigen la evolución de los

parámetros de desplazamiento y squeezing. Para poder establecer una comparación entre los resultados

cuántico y variacional, es conveniente obtener la expresión de las ecuaciones diferenciales cuánticas, que

se obtienen derivando las ecuaciones (5.236) con respecto al tiempo:

α̇
�
t ��� � iω0 α

�
t � � i4γ �α � 2 e

� i4 � γt α
�
t �

α̇ � � t ��� iω0 α � � t � � i4γ �α � 2 ei4 � γt α � � t ��

El cambio de variables

α � 1�
2

�
q � ip � (5.237a)

α � � 1�
2

�
q � ip � (5.237b)

permite obtener las ecuaciones diferenciales para las variables q y p:

q̇
�
t ��� ω0 p � 2γ

�
q2 � p2 � pcos

�
4

�
γt � � 2γ

�
q2 � p2 � qsin

�
4

�
γt � (5.238a)

ṗ
�
t ��� � ω0 q � 2γ

�
q2 � p2 � qcos

�
4

�
γt � � 2γ

�
q2 � p2 � psin

�
4

�
γt ��� (5.238b)

cuyas soluciones vienen dadas por

q
�
t � � e

� q2 � p2

2 � � 1 � cos � 4 � γt � �
�
cos � q2 � p2

2
� sin

�
4

�
γt � � �

qcos ω0t � psinω0t �

� sin � q2 � p2

2
� sin

�
4

�
γt � � �

pcos ω0t � qsinω0t � � (5.239a)

p
�
t � � e

� q2 � p2

2 � � 1 � cos � 4 � γt � �
�
cos � q2 � p2

2
� sin

�
4

�
γt � � �

pcos ω0t � qsinω0t �

� sin � q2 � p2

2
� sin

�
4

�
γt � � �

qcos ω0t � psinω0t � � 
 (5.239b)

El operador hamiltoniano cuántico

Ĥ � �
ω0 a†a � 2

� 2γ a†2a2 � � �
ω0 � 2

� 2γ � a†a � 2
� 2γ

�
a†a � 2

� 1
2

�
ω0 � 4

�
γ � � q̂2 � p̂2 � � γ

2

�
q̂2 � p̂2 � 2 �

�
ω0

2
� 3

2
� 2γ � (5.240)
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donde se ha escrito el campo en términos de las cuadraturas q̂ y p̂

a � 1�
2

�
�
q̂ � ip̂ � (5.241a)

a† � 1�
2

�
�
q̂ � ip̂ ��� (5.241b)

tiene asociada la siguiente función clásica en el formalismo de estados coherentes:

Hcl �
�
α � Ĥ �α ��

α �α � � ω0 αα � � 2γα2α � 2 � ω0

2

�
q2 � p2 � � γ

2

�
q2 � p2 � 2 
 (5.242)

Las ecuaciones diferenciales que se obtienen tomando el lı́mite
� � 0 en las ecuaciones cuánticas (5.238)

corresponden a las ecuaciones de Hamilton para el hamiltoniano clásico Hcl :

q̇ � ω0 p � 2γ
�
q2 � p2 � p

� ∂Hcl

∂p
(5.243a)

ṗ � � ω0 q � 2γ
�
q2 � p2 � q � � ∂Hcl

∂q
� (5.243b)

lo que convierte a q y p en variables canónicas conjugadas. A partir de estas ecuaciones puede compro-

barse cómo la magnitud

I
� 1

2

�
q2 � p2 � (5.244)

es una constante del movimiento, puesto que su corchete de Poisson con el hamiltoniano clásico es cero:

dI
dt
� ∂I

∂q
q̇ � ∂I

∂p
ṗ � ∂I

∂q
∂Hcl

∂p
� ∂I

∂p
∂Hcl

∂q
� � I � Hcl � � q q̇ � p ṗ � 0 


En función de esta constante del movimiento, las ecuaciones (5.243), escritas como

q̇ � �
ω0 � 4γI � p

�
ω p (5.245a)

ṗ � � � ω0 � 4γI � q
� � ω q (5.245b)

pueden integrarse fácilmente dando como resultado

qt � q0 cosωt � p0 sinωt (5.246a)

pt � p0 cosωt � q0 sin ωt 
 (5.246b)

La periodicidad en la dinámica de las variables conjugadas q y p invita a efectuar una transformación

canónica a variables de acción-ángulo,
�
J � θ � . La variable de acción J se define como

J � 1
2π
� p dq � (5.247)

donde la integral se lleva a cabo a lo largo de un ciclo del movimiento. A partir de las soluciones (5.246)

puede comprobarse cómo la constante de movimiento I definida en (5.244) corresponde a la variable de

acción, puesto que

2πJ
� � p dq �

�
2π 	 ω

0
p q̇ dt � ω

�
2π 	 ω

0
p2 dt � π

�
q2

0 � p2
0 � � 2πI 
 (5.248)
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En estas nuevas variables, el hamiltoniano es sólo función de la acción, de modo que la ec. (5.242) se

escribe

Hcl
�
J �
� ω0J � 2γJ2 
 (5.249)

La evolución de J y θ viene dada por las ecuaciones canónicas

J̇ � � ∂Hcl
�
J �

∂θ
� 0 (5.250a)

θ̇ � ∂Hcl
�
J �

∂J
� ω0 � 4γJ

�
ω
�
J ��� (5.250b)

que son fácilmente integradas como

J � const � 1
2

�
q2

0 � p2
0 �

θ
�
t � � ω

�
J � t � θ0 � �

ω0 � 4γJ � t � θ0 �

siendo ω
�
J � la frecuencia caracterı́stica del movimiento.

Todos los cálculos que hemos realizado pueden repetirse para el caso en que el estado inicial sea un

estado coherente-squeezed, �αs � � D̂
�
α � α � � Ŝ � s � s � ��� 0 � , en lugar de un estado coherente puro �α � . En este

caso el valor esperado del operador a
�
t � [ec. (5.226)] vendrá dado por

�
αs � a � t ���αs � � �

0 � Ŝ† � s � s � � D̂† � α � α � � e
� iχa†at a D̂

�
α � α � � Ŝ � s � s � ��� 0 ��� (5.251)

donde χ � 4
�

γ, como sabemos, aunque mantendremos la notación de χ para simplificar las expresiones.

Este producto de operadores puede evaluarse haciendo uso de la representación matricial del álgebra h6

escribiendo esta expresión como

�
αs � a � t ���αs � � ∂

∂µ

�
0 � Ŝ† � s � s � � D̂† � α � α � � e

� iχa†at eµa D̂
�
α � α � � Ŝ

�
s � s � ��� 0 �

�
�
�
µ � 0


 (5.252)

Con algo de álgebra puede demostrarse que este valor esperado viene dado por

�
αs � a � t ���αs � � α eiχt � � αss � � α � s � 1 � ss � � � 1 � eiχt �� � �

e2iχt
�
1 � ss � � � ss � � 3 	 2� exp

�
� iω0t � 2iχt � αα � � eiχt � e2iχt �

� �
e2iχt

�
1 � ss � � � ss � � �� exp � � 	 αα � ss � � � α � 2s � α2s � � � 1 � ss � 
 � 1 � 2eiχt � e2iχt �

� �
e2iχt

�
1 � ss � � � ss � � � 
 (5.253)

Es sencillo comprobar cómo para el caso s � s � � 0 se recupera la expresión (5.229), mientras que para

t � 0 se obtiene el resultado (correcto)

�
αs � a �αs � � �

0 � � sa† � � 1 � ss � a � α� � � � 0 ��� α� � 
 (5.254)
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Método variacional

Una vez obtenida la evolución dinámica cuántica de �α � t ��� 2, ası́ como su lı́mite clásico, podemos

comparar estos resultados con los que se obtienen al aplicar el método variacional dependiente del tiempo

al medio Kerr. Ası́, si la aproximación a la evolución de un estado coherente inicial se escribe

�Ψ � t � ��� eiϕt 	 � D̂
�
αt � α �t � Ŝ

�
st � s �t ��� 0 ��� (5.255)

las ecuaciones diferenciales para los parámetros αt , α �t , st y s �t se obtienen al plantear las ecuaciones de

Euler-Lagrange para la lagrangiana �L asociada al operador hamiltoniano (5.240), dada por

�L � L � λ
�
c2

t � sts �t �
� � �

ϕ̇t � i
2

�
α �t α̇t � αt α̇ �t � � i

�

4

�
s �t ṡt � st ṡ �t � � H �00

�
αt � st � � λ

�
c2

t � sts �t �
� � �

ϕ̇t � i
2

�
α �t α̇t � αt α̇ �t � � i

�

4

�
s �t ṡt � st ṡ �t � � ω0αtα �t � �

ω0st s �t � 2γα2
t α � 2t

� 4
� 2γs2

t s � 2t � 8
�

γαt α �t st s �t � 2
�

γα2
t s �t ct � 2

�
γα � 2t st ct � 2

� 2γst s �t c2
t

� λ
�
c2

t � sts �t ��
 (5.256)

Estas ecuaciones vienen dadas por:

α̇t � � iω0αt � 4iγα2
t α �t � 8i

�
γαt st s �t � 4i

�
γα �t st ct (5.257a)

α̇ �t � iω0α �t � 4iγα � 2t αt � 8i
�

γα �t st s �t � 4i
�
γαt s �t ct (5.257b)

ṡt � � 2iω0st � 16iγαt α �t st � 4iγα2
t ct � 2iγ

α2
t st s �t
ct

� 2iγ
α � 2t s2

t

ct

� 20i
�

γs2
t s �t � 4i

�
γst c

2
t (5.257c)

ṡ �t � 2iω0st � 16iγαt α �t s �t � 4iγα � 2t ct � 2iγ
α � 2t st s �t

ct
� 2iγ

α2
t s � 2t

ct

� 20i
�

γs � 2t st � 4i
�

γs �t c2
t 
 (5.257d)

La oscilación con frecuencia ω0 puede eliminarse trabajando en la imagen de interacción que, como

se ha mencionado, equivale a hacer una transformación de las variables � αt � α �t � st � s �t � a unas nuevas

variables � α �t � α � �t � s �t � s � �t � definidas por:

α �t � αt eiω0t

α � �t � α �t e
� iω0t

s �t � st e2iω0t

s � �t � s �t e
� 2iω0t 


Este cambio de variables corresponde por tanto a una rotación de frecuencia ω0 para las variables del

desplazamiento
�
αt � α �t � y una rotación de frecuencia 2ω0 para las variables del squeezing

�
st � s �t � . Es
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inmediato observar cómo con esta transformación desaparecen los términos de estas ecuaciones que

contienen ω0. Renombrando las variables con prima como variables sin primar, las ecuaciones (5.257)

se escriben

α̇t � � 4iγα2
t α �t � 8i

�
γαt st s �t � 4i

�
γα �t st ct (5.258a)

α̇ �t � 4iγα � 2t αt � 8i
�

γα �t st s �t � 4i
�

γαt s �t ct (5.258b)

ṡt � � 16iγαt α �t st � 4iγα2
t ct � 2iγ

α2
t st s �t
ct

� 2iγ
α � 2t s2

t

ct
� 20i

�
γs2

t s �t � 4i
�

γst c
2
t (5.258c)

ṡ �t � 16iγαt α �t s �t � 4iγα � 2t ct � 2iγ
α � 2t st s �t

ct
� 2iγ

α2
t s � 2t

ct
� 20i

�
γs � 2t st � 4i

�
γs �t c2

t 
 (5.258d)

La ecuación de Euler-Lagrange para la variable ct
� �

1 � st s �t permite obtener la expresión para el

multiplicador de Lagrange:

λ � �
�

γ
ct

α2
t s �t �

�
γ

ct
α � 2t st � 2

� 2γst s �t 
 (5.259)

A partir de estas ecuaciones es immediato comprobar que existen dos magnitudes conservadas en

este problema. Una de ellas por supuesto es la energı́a, dada por

H �0 � �
Ψ
�
t ��� Ĥ �Ψ � t � ��� �

0 � Ŝ† � st � s �t � D̂† � αt � α �t � Ĥ D̂
�
αt � α �t � Ŝ

�
st � s �t ��� 0 �

� ω0αt α �t � 2γα2
t α � 2t � �

ω0st s �t � 8
�
γαt α �t st s �t

� 2
�

γα2
t s �t � 1 � sts �t � 2

�
γα � 2t st � 1 � sts �t � 2

� 2γst s �t � 6
� 2γs2

t s � 2t 
 (5.260)

(La comprobación es directa, sin más que derivar esta ecuación con respecto al tiempo y sustituir las

expresiones para α̇t , α̇ �t , ṡt y ṡ �t dadas por (5.257)). La otra magnitud conservada es el valor esperado del

operador número n̂ � a†a:

d
dt

�
0 � Ŝ† � st � s �t � D̂† � αt � α �t � a†a D̂

�
αt � α �t � Ŝ

�
st � s �t ��� 0 ��� d

dt

� αt α �t
� � sts �t �

� 1
�
�
α̇t α �t � αt α̇ �t � � ṡts �t � st ṡ �t � 0 


Denotaremos por Jv esta constante del movimiento (multiplicada por
�

por conveniencia):

Jv
� � �

Ψ
�
t ��� a†a �Ψ � t � ��� αt α �t � �

sts �t � const 
 (5.261)

En el lı́mite
� � 0 las ecuaciones diferenciales (5.258) se desacoplan. Las ecuaciones para αt y α �t

α̇t � � 4iγ α2
t α �t

α̇ �t � 4iγ α � 2t αt

pueden integrarse directamente y el resultado puede escribirse en términos de la constante de movimiento

J
�

αt α �t
αt � α e

� 4iγJt (5.262a)

α �t � α � e4iγJt 
 (5.262b)
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Nótese que en este lı́mite la constante de movimiento Jv se reduce a J, según puede verse en (5.261).

Asimismo, la otra constante de movimiento, H �0, dada por (5.260), corresponde en este lı́mite a la energı́a

clásica: H � ω0 αt α �t � 2γ α2
t α � 2t � ω0 J � 2γ J2. Las ecuaciones diferenciales para st y s �t vendrán dadas

por

ṡt � � 16iγJst � 4iγα2
t ct � 2iγ

α2
t st s �t
ct

� 2iγ
α � 2t s2

t

ct

ṡ �t � 16iγJs �t � 4iγα � 2t ct � 2iγ
α � 2t st s �t

ct
� 2iγ

α2
t s � 2t

ct



Puede llevarse a cabo un cambio de variables, y pasar del conjunto de parámetros complejos � α � α � � s � s � �
a un conjunto de parámetros reales � qα � pα � qs � ps � mediante las ecuaciones de transformación

αt � 1�
2

�
qα � ipα � (5.263a)

α �t � 1�
2

�
qα � ipα � (5.263b)

st � qs � ips (5.263c)

s �t � qs � ips 
 (5.263d)

En función de estas nuevas variables, las ecuaciones diferenciales (5.257) tienen la forma

q̇α � ω0 pα � 2γpα
�
q2

α � p2
α � � 8

�
γpα

�
q2

s � p2
s �

� 4
�

γ
�
qα ps � pαqs � � 1 � q2

s � p2
s

ṗα � � ω0qα � 2γqα
�
q2

α � p2
α � � 8

�
γqα

�
q2

s � p2
s �

� 4
�

γ
�
qαqs � pα ps � � 1 � q2

s � p2
s

q̇s � 2ω0 ps � 8γps
�
q2

α � p2
α � � 2γ

� 1 � q2
s � p2

s

�
q2

α � p2
α � qs ps

� 4γ
� 1 � q2

s � p2
s

qα pα
�
1 � q2

s � 2p2
s � � 4

�
γps � 24

�
γps

�
q2

s � p2
s �

ṗs � � 2ω0qs � 8γqs
�
q2

α � p2
α � � 2γ

� 1 � q2
s � p2

s

�
1 � 2q2

s � p2
s �
�
q2

α � p2
α �

� 4γ
� 1 � q2

s � p2
s

qα pαqs ps � 4
�

γqs � 24
�

γqs
�
q2

s � p2
s ��
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Por otra parte, la energı́a (5.260) se escribe 17

H �0 � ω0

2

�
q2

α � p2
α � � γ

2

�
q2

α � p2
α � 2 � �

ω0
�
q2

s � p2
s � � 4

�
γ
�
q2

α � p2
α �
�
q2

s � p2
s �

� 2
�

γ � 1 � q2
s � p2

s

�
q2

αqs � p2
αqs � 2qα pα ps � � 2

� 2γ
�
q2

s � p2
s � � 6

� 2γ
�
q2

s � p2
s � 2 


(5.266)

El lı́mite
� � 0 en estas nuevas variables conduce a los resultados clásicos dados anteriormente.

Por una parte, el término dominante en H �0, dado por (5.266) corresponde al hamiltoniano clásico Hcl

[ec. (5.242)]:

Hcl � ω0

2

�
q2

α � p2
α � � γ

2

�
q2

α � p2
α � 2 � ω0J � 2γJ2 
 (5.267)

17Es importante indicar que las ecuaciones de transformación (5.263), si bien definen � qα � pα 	 como variables canónicas
conjugadas, no sucede lo mismo para el par de variables � qs � ps 	 . Las ecuaciones diferenciales (5.257) pueden escribirse como

α̇ 	 
 i
∂H �0
∂α � ; α̇ � 	 i

∂H �0
∂α

(5.264a)

ṡ 	 
 2i
�

∂H �0
∂s � ; ṡ � 	 2i

�
∂H �0
∂s

� (5.264b)

Si se lleva a cabo un cambio de variables mediante las ecuaciones de transformación

αt 	 κ � qα � ipα 	 ; α �t 	 κ � qα 
 ipα 	 (5.265a)

st 	 κ � � q̃s � i p̃s 	 ; s �t 	 κ � � q̃s 
 i p̃s 	 � (5.265b)

donde κ y κ � son constantes reales, el conjunto de ecuaciones (5.264) podrá escribirse como

q̇α 	 1
2κ2

∂H �0
∂pα

; ṗα 	 
 1
2κ2

∂H �0
∂qα

˙̃qs 	 1
� κ � 2 ∂H �0

∂ p̃s
; ˙̃ps 	 
 1

� κ � 2 ∂H �0
∂q̃s

�

Si se desea que los pares de variables � qα � pα 	 y � q̃s � p̃s 	 sean variables canónicas, su evolución temporal debe regirse por las
ecuaciones de Hamilton. Esto hace que las constantes κ y κ � sean tales que

1
2κ2 	 1

� κ � 2 	 1 �
con lo que el cambio de variables (5.265) vendrá dado por

αt 	 1
�

2 � qα � ipα 	 ; α �t 	 1
�

2 � qα 
 ipα 	
st 	 1

�
� � q̃s � i p̃s 	 ; s �t 	 1

�
� � q̃s 
 i p̃s 	 �

Con esta transformación, tanto las variables � qα � pα 	 como � q̃s � p̃s 	 son variables canónicas. Ahora bien, para que estas últimas
puedan seguir siendo interpretadas como variables de squeezing, no deben depender de � . (El operador D̂ � α � α � 	 produce un
desplazamiento en el espacio de fases cuya magnitud depende del valor de � utilizado para teselar el espacio de fases. Por este
motivo hemos dejado explı́cita esa dependencia escribiendo el operador como D̂ � α � α � 	 	 exp � � 
 1 � 2 � αa† 
 α � a 	 	 , y por tanto
las variables clásicas α y α � no dependen de � . Sin embargo, el operador de squeezing deforma el cı́rculo de incertidumbre
convirtiéndolo en una elipse cuya rotación respecto a los ejes de cuadratura viene determinada por el parámetro de squeezing.
Esta rotación no debe depender del valor de � .) Por este motivo, la transformación (5.263c-d) para las variables de squeezing se
lleva a cabo mediante un par de variables � qs � ps 	 relacionadas con � q̃s � p̃s 	 por � qs 	 q̃s �

�
� � ps 	 p̃s �

�
� 	 . De esta manera, se

sacrifica la ventaja de tratar con variables canónicas conjugadas frente a la exigencia de interpretar fı́sicamente estas variables
como un squeezing. Por otra parte, la ausencia de una dependencia de � en la transformación (5.263c-d) permite obtener de
forma correcta el lı́mite semiclásico del problema variacional, como se verá a continuación.
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Las ecuaciones de evolución para los parámetros del desplazamiento vienen dadas por las ecuaciones de

Hamilton:

q̇α � ω0 pα � 2γpα
�
q2

α � p2
α � � ∂Hcl

∂pα

ṗα � � ω0qα � 2γqα
�
q2

α � p2
α � � ∂Hcl

∂qα

que, en función de la constante de movimiento J
� �

q2
α � p2

α � � 2, se escriben en la forma

q̇α � �
ω0 � 4γJ � pα

�
ω pα

ṗα � � � ω0 � 4γJ � qα
�

ω qα �
y se integran como

qαt � qα0 cosωt � pα0 sinωt (5.268a)

pαt � pα0 cosωt � qα0 sin ωt 
 (5.268b)

Las magnitudes J y ω corresponden, respectivamente, a la variable de acción (5.247) y a la frecuencia

clásica del movimiento (5.250) definidas en el formalismo de variables de acción-ángulo.

Por otra parte, las ecuaciones clásicas (no lineales) para las variables de squeezing vienen dadas por:

q̇s � 2
�
ω0 � 8γJ � ps � 2γ

� 1 � q2
s � p2

s

�
q2

α � p2
α � qs ps

� 4γ
� 1 � q2

s � p2
s

qα pα
�
1 � q2

s � 2p2
s � (5.269a)

ṗs � � 2
�
ω0 � 8γJ � qs � 2γ

� 1 � q2
s � p2

s

�
1 � 2q2

s � p2
s �
�
q2

α � p2
α �

� 4γ
� 1 � q2

s � p2
s

qα pαqs ps 
 (5.269b)

A continuación se muestran los resultados de la evolución temporal del cuadrado del valor esperado

de la amplitud del campo, � � a � t � ��� 2 � �
α � a � t ���α � � α � a† � t ���α � � αtα �t � �

, tanto para el cálculo cuántico

exacto como para la aproximación variacional, ası́ como para el lı́mite semiclásico. El problema puede

escalarse convenientemente redefiniendo el parámetro temporal como θ
�

4
�

γt. (En imagen de interac-

ción, la ecuación de Schrödinger i∂t �Ψ � � 2
�

γa†2a2 �Ψ � podrá escribirse como i∂θ �Ψ � � 1 � 2a†2a2 �Ψ � ,
lo que es equivalente a una elección de γ � � � 4). Se ha elegido ω0 � 0. Para la evolución cuántica de la

amplitud del campo, la ec. (5.233) indica que para tiempos cortos (θ � 1) se tiene

� � a � t � ��� 2 � n e
� nθ2

� n
�
1 � nθ2 ��� (5.270)

donde n
� �

Ψ
�
0 ��� a†a �Ψ � 0 � � � �

α � a†a �α � � αα � � �
es el número de fotones en el instante inicial, de

donde

n � � � a � t � ��� 2 � n2 θ2 
 (5.271)
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Figura 5.5: Cálculo de � n � � �
a � θ � ��� 2 � � � n2θ2 � para distintos valores del número de fotones inicial n � αα � � � .

Se representan los resultados cuántico (lı́nea continua), variacional (lı́nea a trazos) y semiclásico (lı́nea punteada)
hasta un tiempo final θ f dado por nθ f � 2π.

En la Fig. (5.5) se ha representado el valor cuántico (lı́nea continua) de
�
n � � � a � t � ��� 2 � � � n2θ2 � frente a

nθ hasta un tiempo final correspondiente al periodo de una oscilación clásica, que según (5.250b) viene

dado por T � 2π � ω � 2π � � 4γJ � � 2π � � 4γ
�

n � , esto es, hasta un tiempo final θ f � 4
�

γT � 2π � n. Para este

tiempo, la diferencia (5.271) toma el valor n � � � a � t � ��� 2 � 4π2 independientemente del número de fotones

n que presente el estado coherente en el instante inicial, siempre que este número sea suficientemente

grande, puesto que la condición θ f � 1 para que la aproximación (5.271) sea válida corresponde a n � 1.

Variacionalmente, la conservación del valor esperado del operador número de fotones implica que�
Ψ
�
t ��� a†a �Ψ � t � ��� αt α �t � � � st s �t � const � α0α �0 � � �

n, puesto que estamos considerando el caso en el

que el estado inicial es un estado coherente puro e inicialmente el squeezing es nulo. En consecuencia,

la magnitud n � αt α �t � �
da cuenta de la evolución temporal de st s �t . Es decir, inicialmente el número

medio de fotones viene completamente determinado por los parámetros del desplazamiento, mientras

que al ir evolucionando el estado se va produciendo una transferencia de un modo a otro de manera que

ni αt α �t ni st s �t se mantienen constantes por separado, pero sı́ la suma αt α �t � �
sts �t . En la Fig. (5.5) se ha

representado el valor de
�
n � αt α �t � � � � � n2θ2 � en lı́nea a trazos.

Finalmente, se ha evaluado el valor de st s �t , esto es, el valor de n � αt α �t � �
en el lı́mite semiclásico,
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en el que las ecuaciones de evolución de los parámetros del desplazamiento
�
αt � α �t � se desacoplan de

las ecuaciones para el squeezing. En este caso, la magnitud αt α �t � �
sı́ es constante de movimiento, y

determinar la evolución de las variables
�
st � s �t � es equivalente a integrar la ecuación de evolución de la

matriz de estabilidad del sistema. El resultado se muestra en la Fig. (5.5) con lı́nea punteada.

Los resultados mostrados en la Fig. (5.5) indican, por una parte, que cuanto mayor sea el número de

fotones del estado coherente inicial, la aproximación variacional será capaz de reproducir la dinámica

cuántica por más tiempo. La aproximación del resultado cuántico a tiempos cortos dada por (5.271) es

válida siempre que n � � � a � t � ��� 2 � n. El método variacional, al estar basado en un desarrollo perturbativo,

asume que el efecto del squeezing será menor que el del desplazamiento, de forma que en la conservación

de αt α �t � � � sts �t � n es necesario que la magnitud st s �t sea pequeña en relación a αt α �t . (En la Fig. (5.6) se

observa que, efectivamente,
�
n � αtα �t � � � � n � ss ��� n � 1, lo que por otra parte indica que la transferencia

de un modo a otro no es completa). Por este motivo la aproximación variacional podrá dar cuenta de la

dinámica cuántica únicamente a tiempos muy cortos, puesto que fuera de este rango se dejan de cumplir

las condiciones de validez del propio método. Por otra parte, tal como se ha escalado el problema, el

lı́mite semiclásico
� � 0 corresponde al lı́mite n � ∞ de grandes números cuánticos. Los resultados

muestran que en este lı́mite la aproximación semiclásica a tiempos cortos proporciona un resultado que

se ajusta a la dinámica cuántica incluso mejor que la aproximación variacional. [Ver la gráfica superior

para n � 50000].

Al disminuir el valor de n, esto es, a medida que aumenta el valor de
�

, ambas descripciones (varia-

cional y semiclásica) dejan de ser válidas. A pesar de esto, el método variacional es capaz de describir el

decaimiento exponencial inicial del valor esperado de la amplitud del campo, � � a � t � ��� 2 , si bien no puede

llegar a reproducir el colapso que tiene lugar cuánticamente. 18 La aproximación semiclásica es incapaz

de describir este decaimiento, puesto que αt α �t se mantiene constante a lo largo de la evolución clásica.

En general, la aproximación variacional descansa en un desarrollo perturbativo de las soluciones,

cuyo orden dominante corresponde a la solución semiclásica. Para dar validez a los resultados propor-

cionados por el método variacional es necesario que éstos no difieran cualitativamente de la dinámica

semiclásica. Las deformaciones en el paquete debidas a las anarmonicidades del potencial son difı́ciles

18El decaimiento completo de la amplitud cuántica no puede reproducirse variacionalmente a partir de la evolución de un
único estado coherente. Sin embargo, es posible obtener el valor esperado del operador a � t 	 haciendo uso de las funciones de
distribución en el espacio de fases:

� a � � t 	 	
���

d2α
π � Q � α � � α;t 	 α � (5.272)

donde se ha tenido en cuenta que el sı́mbolo P asociado al operador a viene dado por α. Puede obtenerse una expresión analı́tica
para la función Q � α � � α 	 de un estado coherente-squeezed haciendo uso de la representación matricial del álgebra h6 asociada
a los estados coherentes:

Q � α � � α;t 	 	 � α � ρ̂ � t 	 �α � 	 � � α �Ψ � t 	 � � 2 	 � � 0 � D̂† � α 	 D̂ � αt 	 Ŝ � st 	 � 0 � � 2
	 1

π
�

1 � st s �t
e
� 1� � α 
 αt

� � α � 
 α �t � � 1
2
� �

1 � st s �t
�

� α 
 αt
� 2s �t � � α � 
 α �t � 2st � � (5.273)



5.2 Método variacional dependiente del tiempo 229

de describir únicamente con un paquete coherente-squeezed.

Accidentalmente, el método variacional es capaz de reproducir varias oscilaciones de la amplitud

del campo cuántica para valores muy bajos de n, como se muestra en la Fig. (5.6). Esto es debido a que

los autoestados del oscilador armónico son autoestados para el medio Kerr, descrito por Ĥ � Ĥ0 � κ Ĥ2
0 ,

donde Ĥ0 es el hamiltoniano libre del oscilador armónico. Para un valor muy bajo de αα � , el estado

inicial �Ψ � 0 � �
� �α � � D̂
�
α � α � ��� 0 � es prácticamente el estado fundamental del sistema (esto es, el estado

fundamental del oscilador armónico) apenas desplazado:

�Ψ � 0 � ��� D̂
�
α ��� 0 � �

�
Î � ��� 1 	 2 � αa† � α � a � � 1

2
�
�
αa† � α � a � 2 � � � � � � 0 �

� �
1 � αα �

2
� ��� 0 � � � � 1 	 2α � 1 � �

�
2

2
� α2 � 2 � � � � � 
 (5.275)

Serán suficiente dos parámetros para describir bien la evolución temporal de este estado (que den cuenta

respectivamente de αeiE1t 	 � y de α2 eiE2t 	 � ), es decir, la expresión �Ψ � t � � � D̂
�
αt � α �t � Ŝ

�
st � s �t ��� 0 � será una

buena aproximación a la evolución del estado coherente �α � , siempre que α sea suficientemente pequeño

como para poder truncar el desarrollo (5.275) hasta segundo orden.

Esta validez del método variacional para valores tan bajos de n no es general, y se da en el medio Kerr

debido a que el estado inicial puede desarrollarse perturbativamente en torno al estado fundamental del

oscilador armónico, que es el estado fundamental del sistema Kerr. En la Fig. (5.6) se ha representado

el valor de
�
n � � � a � t � ��� 2 � � n para la evolución cuántica (lı́nea continua), variacional (lı́nea a trazos) y

semiclásica (lı́nea punteada). Se observa que la aproximación variacional es capaz de reproducir varias

oscilaciones cuánticas para valores muy bajos de n. En este caso, se está lejos del lı́mite semiclásico, y

el valor de st s �t únicamente puede describir un crecimiento cuadrático inicial, sin posibilidad de producir

oscilación alguna.

con lo que el valor esperado (5.272) viene dado por la integral

� a � � t 	 	 1

π
�

1 � st s �t

� �
d2α
π � α e

� 1� � α 
 αt
� � α � 
 α �t � � 1

2
� �

1 � st s �t
�

� α 
 αt
� 2s �t � � α � 
 α �t � 2st �

	 1

π � 1 � q2
st
� p2

st

���
dqα dpα

2π � � � qα � ipα 	 e
� 1
2
� � � qα 
 qαt

� 2 � � pα 
 pαt
� 2 �

� e
1

2
� �

1 � q2
st � p2

st

�
� qα 
 qαt

� 2qst 
 � pα 
 pαt
� 2qst � 2 � qα 
 qαt

� � pα 
 pαt
� pst ��� � (5.274)

con el cambio de variables (5.263). En este caso, es de esperar que al evaluar esta integral se produzcan interferencias destruc-
tivas entre todos los estados coherentes que intervienen, y pueda reproducirse el decaimiento esperado en � a � � t 	 .
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Figura 5.6: Cálculo de � n � � �
a � θ � ��� 2 � � n para distintos valores del número de fotones inicial n � αα � � � . Se

representan los resultados cuántico (lı́nea continua), variacional (lı́nea a trazos) y semiclásico (lı́nea punteada).



Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha puesto de manifiesto la idoneidad de la representación de Bargmann como un

marco adecuado en el que llevar a cabo aproximaciones semiclásicas de objetos cuánticos. La principal

ventaja de esta representación radica en las propiedades geométricas que posee el espacio de parámetros

complejos que representa el conjunto de estados coherentes. La estructura simpléctica asociada a esta

variedad compleja permite interpretarla como un espacio de fases para el sistema cuántico. Por este

motivo los estados coherentes desempeñan un papel tan importante en el estudio de la correspondencia

cuántico-clásica y en la derivación de aproximaciones semiclásicas.

Otra ventaja importante de esta representación es consecuencia de su estructura compleja analı́tica,

que proporciona la base matemática adecuada para llevar a cabo aproximaciones de saddle point. Esta

estructura compleja intrı́nseca de la representación de Bargmann hace posible incluir trayectorias com-

plejas en el formalismo semiclásico sin tener que recurrir a una complexificación ad hoc de la dinámica

clásica.

A continuación se resumen los principales resultados obtenidos en este trabajo:

Aplicando un formalismo WKB en la representación de Bargmann se ha obtenido una aproxi-

mación a la función de onda que es uniforme y no singular en la región clásicamente permitida

del espacio de fases. La expresión obtenida es diferente para cada esquema de ordenación cuánti-

ca elegido y no presenta los problemas de divergencia en las cáusticas que sufre la aproximación

WKB en la representación de coordenadas.

Las condiciones de cuantización para la energı́a se obtienen imponiendo una condición de analiti-

cidad a la función compleja uniforme Ψ
�
α � � .

Un formalismo análogo dependiente del tiempo ha conducido a una aproximación semiclásica para

la función Ψ
�
α � � t � . La elección particular de un estado de Bargmann como estado inicial conduce

a una aproximación semiclásica para el propagador cuántico que requiere para su determinación

la integración de una trayectoria compleja que evoluciona acorde a unas ecuaciones de Hamil-

ton generalizadas y sometida a unas condiciones de contorno a dos tiempos (inicial y final). La
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amplitud de transición se escribe en términos de la acción de dicha trayectoria compleja, ası́ co-

mo de su estabilidad lineal. Se ha presentado una expresión unificada para los distintos esquemas

de ordenación cuántica posibles. El resultado coincide con las expresiones semiclásicas para el

propagador obtenidas por otros autores a partir de un formalismo de integrales de camino en esta-

dos coherentes. A diferencia de éstas, la presente aproximación ha sido derivada de forma directa,

sin hacer uso de la aproximación de fase estacionaria.

A partir de esta aproximación para el propagador, y utilizando una resolución generalizada de la

identidad en la representación de Bargmann, se ha obtenido una expresión integral del operador de

evolución en forma de distribución P generalizada. Esta resolución del propagador, derivada a par-

tir de una aproximación de saddle point, constituye una representación de valores iniciales (IVR),

en la que las trayectorias están determinadas por condiciones dadas únicamente en el instante ini-

cial. Para una elección particular de la variedad de integración, las trayectorias que intervienen en

la IVR son reales, y los elementos de matriz del operador de evolución en la representación de

coordenadas proporcionan la expresión de Herman-Kluk del propagador.

Se ha desarrollado un método basado en el uso de operadores unitarios para obtener una expresión

globalmente uniforme para la función de onda independiente del tiempo en la representación de

coordenadas. Esta aproximación requiere la integración de una única trayectoria clásica a lo largo

de un periodo de la órbita clásica para el caso de sistemas ligados y depende de un parámetro λ

relacionado directamente con la transformación unitaria empleada. La aproximación de la integral

por el método de saddle point conduce a la expresión WKB de la función de onda, con la con-

siguiente aparición de singularidades. Esta pérdida de uniformidad se consigue asimismo para los

valores lı́mite λ � 0 y λ � ∞, que conducen respectivamente a las funciones WKB en la rep-

resentación de momentos y coordenadas. Se han obtenido expresiones para estos casos extremos

mediante un procedimiento análogo al anterior haciendo uso de transformaciones no unitarias.

Un formalismo similar dependiente del tiempo ha permitido extraer de la dinámica las autofun-

ciones mediante transformación Fourier. En este caso se ha hecho uso de una transformación uni-

taria independiente del tiempo, y mediante la integración de una única trayectoria clásica ha sido

posible obtener tanto las autofunciones ϕn
�
x � como las condiciones de cuantización para la en-

ergı́a.

Se ha obtenido una aproximación para la traza del operador de Green que involucra una suma sobre

todas las órbitas periódicas del sistema. Para potenciales simples con un único punto de equilibrio,

las órbitas que intervienen son reales, y la expresión correspondiente para la traza del operador

de Green viene dada por la fórmula de la traza de Gutzwiller para el caso monodimensional. La
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correspondiente densidad de estados en este caso conduce a las condiciones de cuantización para

las acciones clásicas dadas por la teorı́a WKB. No obstante, es en el caso de potenciales que

presentan varios mı́nimos donde se ponen de manifiesto las ventajas de la naturaleza compleja

de la representación de Bargmann. En este caso, la suma sobre órbitas periódicas se extiende no

sólo a las trayectorias reales existentes en las regiones clásicamente accesibles del sistema, sino

también a órbitas complejas en las zonas clásicamente prohibidas, permitiendo la descripción de

fenómenos puramente cuánticos como el tunneling. Un procedimiento perturbativo adicional ha

permitido obtener el desdoblamiento de niveles predicho por la teorı́a WKB para un potencial de

doble pozo simétrico.

Se ha desarrollado un método para obtener el estado fundamental de un sistema cuántico mediante

un procedimiento variacional que, partiendo de un ansatz de estado coherente-squeezed para la

función de onda, determina los valores óptimos de los parámetros que minimizan la energı́a del

nivel fundamental. Se ha presentado una manera alternativa de obtener las ecuaciones variacionales

para estos parámetros, imponiendo cierta estructura para un operador hamiltoniano transformado

por los operadores que intervienen en el estado de prueba. Este método puede ser considerado co-

mo un método de análisis de estabilidad cuántico, que va más allá del análisis clásico al incorporar

en el formalismo las fluctuaciones cuánticas. Asimismo se han analizado posibles optimizaciones

de la aproximación de estado coherente generalizado, incluyendo operadores de orden superior en

el estado de prueba.

La aplicación de un método de aproximación variacional gaussiana dependiente del tiempo ha

posibilitado estudiar la dinámica de un sistema cuántico en un espacio de fases clásico definido

como el espacio de los parámetros que definen la gaussiana. Asumiendo que la evolución de un

estado coherente puede aproximarse por �Ψ � t � � � D̂
�
αt � α �t � Ŝ

�
st � s �t ��� 0 � , se han obtenido las ecua-

ciones diferenciales que rigen la evolución de los parámetros que identifican tanto el centroide de

la gaussiana como su deformación. En el lı́mite semiclásico, ambas evoluciones se desacoplan y

las variables promedio
�
αt � α �t � evolucionan acorde a las ecuaciones clásicas de Hamilton, mientras

que las variables de fluctuación
�
st � s �t � siguen una evolución determinada por la estabilidad lineal

de las trayectorias clásicas. Llevando a cabo una generalización a una dinámica compleja, hemos

obtenido una aproximación para la evolución de un estado de Bargmann en el lı́mite semiclásico,

Û
�
t ��� β � . Para una elección particular de los parámetros iniciales, se obtiene una aproximación en

términos de trayectorias reales que corresponde a la Thawed Gaussian Approximation propuesta

por Heller. Hemos puesto de manifiesto que el error de esta aproximación es O
� � 1 	 2 � . A partir de

este resultado se ha obtenido una expresión integral en forma de IVR para el operador de evolución

mediante el uso de una adecuada resolución de la identidad. Esta forma IVR, diferente a la forma
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P generalizada obtenida mediante el formalismo WKB, constituye una representación de valores

iniciales asintótica que es correcta semiclásicamente: si se utiliza para evaluar el elemento de ma-

triz
�
α � Û �

t ��� β � aproximando las integrales correspondientes por el método de saddle point, las

correciones de orden
� 1 	 2 de cada una de las propagaciones individuales se cancelan, y se obtiene

un resultado válido hasta O
� � � . Este resultado coincide con la expresión del propagador obtenida

mediante el formalismo WKB en la representación de Bargmann.

Perspectivas: Aplicación a sistemas multidimensionales

En esta memoria hemos presentado diversas aproximaciones semiclásicas en la representación de

Bargmann para sistemas en una dimensión. Estos sistemas resultan apropiados para comprobar el fun-

cionamiento de las técnicas descritas y en ellos resulta más sencillo llevar a cabo los cálculos analı́ticos

que conducen a dichas aproximaciones. No obstante, sin duda son los sistemas de mayor número de

grados de libertad los que presentan un mayor interés fı́sico, no sólo porque constituyen sistemas más

realistas, sino porque ofrecen nuevas posibilidades de comportamiento dinámico respecto a los sistemas

de un grado de libertad.

Algunos de los resultados obtenidos en el caso monodimensional son directamente generalizables

a sistemas con N grados de libertad. Este es el caso del propagador semiclásico en la representación

de Bargmann, o de la resolución del operador de evolución en forma de IVR. En estos casos la gen-

eralización es directa, si bien debe tenerse especial cuidado al llevar a cabo los sucesivos cambios de

variables, haciendo uso de las reglas de productos de determinantes jacobianos.

Otros resultados difı́cilmente pueden ser generalizados, como sucede con el procedimiento WKB

para construir la función de onda estacionaria en la representación de Bargmann, como se obtuvo en la

sección (2.1). En este caso, la elección de los caminos de integración adecuados para evaluar la integral

de acción compleja N-dimensional resulta inviable, pues estos caminos deben rodear las singularidades

presentadas por la función γE

�
α � � , donde γ y α � son vectores con componentes complejas γk y α �k ,

respectivamente (k � 1 � � � � � N).

La extensión al caso N-dimensional de la densidad de estados debe apelar necesariamente al tipo de

dinámica clásica subyacente. Cuando esta dinámica es hiperbólica, la fórmula de la traza de Gutzwiller

proporciona una descripción del espectro cuántico en términos de las órbitas periódicas aisladas e inesta-

bles del sistema clásico correspondiente. En el caso de sistemas integrables, el ansatz de Berry-Tabor

relaciona la densidad de estados con los toros resonantes. Es posible derivar las fórmulas de Gutzwiller y

de Berry-Tabor dentro del formalismo de estados de Bargmann. Remitimos a [Mar04] para una descrip-

ción detallada de esta generalización.



Apéndice A

Función normal asociada a un operador
simétrico

Cualquier función f
�
a � a† � de los operadores bosónicos a y a†, que satisfacen la relación de com-

mutación
�
a � a† � � 1, se define por su desarrollo en series de potencias de estos operadores, que en

general tendrá la forma

f
�
a � a† �
� ∑

l

� � � ∑
n

f
�
l � m � 
 
 
 � n � a†lama†r

� � � an � (A.1)

donde l � m � 
 
 
 son enteros positivos o cero. Siempre podemos utilizar repetidas veces la relación de

commutación aa† � a†a � 1 para reordenar los operadores a y los a† entre ellos. Si lo hacemos de tal

forma que todos los operadores a en cada término de la suma quedan a la derecha de los a†, se dice

entonces que la función f está ordenada de forma normal, y podemos escribirla como

f
�
a � a† � � f

� n � � a � a† �
� ∑
i � j

f
� n �

i j a†ia j � (A.2)

donde los coeficientes del desarrollo, f
� n �

i j son independientes de a y a†.

Otra alternativa consiste en commutar todos los a a la izquierda de los a†, de forma que la misma

función f pueda escribirse como

f
�
a � a† � � f

� A � � a � a† ��� ∑
i � j

f
� a �

i j aia† j 
 (A.3)

Se dice entonces que la función se encuentra en forma antinormal. En general, f
� n �
i j �� f

� a �
i j , mientras que

f
�
a � a† �
� f

� n � � a � a† ��� f
� a � � a � a† ��
 (A.4)

Puesto que las formas normal y antinormal de una función que puede desarrollarse en serie de poten-

cias son únicas, podemos establecer una correspondencia biunı́voca entre f
� n � � a � a† � [o f

� a � � a � a† � ] y las
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funciones ordinarias f̃
� n � � α � α � � [o f̃

� a � � α � α � � ] de la variable compleja α. Esta correspondencia será de

gran utilidad a la hora de obtener la forma normal (o antinormal) de una función f
�
a � a† � sin tener que

llevar a cabo “a mano” el procedimiento de la reordenación de operadores, que en ocasiones puede resul-

tar bastante tedioso. Con este fin definimos el operador ordenación normal, N̂ que actúa reemplazando

α � por
� 1 	 2a† y α por

� 1 	 2a, con todos los a† a la izquierda de los a:

N̂ � αiα � j � � � i � j
2 a† jai 
 (A.5)

Este operador (lineal) cumple las siguientes propiedades:

N̂ � c f̃
� n � � α � α � � � � c f

� n � � a � a† � (A.6)

N̂ � f̃
� n �

1

�
α � α � � � f̃

� n �
2

�
α � α � � � � f

� n �
1

�
a � a† � � f

� n �
2

�
a � a† � (A.7)

N̂ � c � � c Î (A.8)

N̂ N̂
� 1 � 1 � (A.9)

donde c � � es cualquier constante compleja, Î es el operador identidad y N̂ � 1 es el operador que

transforma la función de operadores f
�
a � a† � en una función ordinaria f̃

� N � � α � α � � de la variable compleja

α, reemplazando a por
� � 1 	 2α y a† por

� � 1 	 2α � de forma que

N̂
� 1 � a†ia j � � � � � i � j �

2 α � iα j 
 (A.10)

Este operador cumple asimismo las siguientes propiedades:

N̂
� 1 � c f

� n � � a � a† � � � c f̃
� n � � α � α � � (A.11)

N̂
� 1 � f

� n �
1

�
a � a† � � f

� n �
2

�
a � a† � � � f̃

� n �
1

�
α � α � � � f̃

� n �
2

�
α � α � � (A.12)

N̂
� 1 � c Î � � c 
 (A.13)

Por lo tanto, para obtener la función f̃
� N � � α � α � � debe escribirse primero f

�
a � a† � en forma normal y

luego reemplazar a por
� � 1 	 2α y a† por

� � 1 	 2α � .
De forma similar puede definirse un operador Â � 1 que se aplica a operadores ordenados antinormal-

mente mediante

Â
� 1 � aia† j � � � � � i � j �

2 αiα � j (A.14)

Â
� 1 � c f

� A � � a � a† � � � c f̃
� A � � α � α � � (A.15)

Â
� 1 � f

� A �
1

�
a � a† � � f

� A �
2

�
a � a† � � � f̃

� A �
1

�
α � α � � � f̃

� A �
2

�
α � α � � (A.16)

Â
� 1 � c Î � � c 
 (A.17)
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Y definiendo Â como el inverso de Â � 1:

ÂÂ
� 1 � Â

� 1Â � 1 � (A.18)

puede utilizarse para obtener un su actuación sobre una función de α y α � es tal que

Â � αiα � j � � � i � j
2 aia† j (A.19)

Â
� 1 � c f

� A � � a � a† � � � c f̃
� A � � α � α � � (A.20)

Â
� 1 � f

� A �
1

�
a � a† � � f

� A �
2

�
a � a† � � � f̃

� A �
1

�
α � α � � � f̃

� A �
2

�
α � α � � (A.21)

Â
� 1 � c Î � � c 
 (A.22)

De nuevo, Â reemplaza α por
� 1 	 2a, α � por

� 1 	 2a† y coloca todos los a† a la derecha de los a.

Una ordenación intermedia entre la normal y la antinormal es la llamada ordenación simetrizada.

De forma análoga a los casos anteriores, puede definirse un operador de ordenación simetrizada, Ŝ que,

aplicado a una función clásica de α y α � permite obtener un operador de a y a†

f
� s � � a � a† �
� Ŝ � f̃

� s � � α � α � � � (A.23)

y su actuación es tal que reemplaza α por
� 1 	 2a, α � por

� 1 	 2a† y toma el promedio de todas las posibles

ordenaciones de estos operadores.

Para poder establecer una relación entre las distintas funciones clásicas asociadas a un operador

cuántico es necesario enunciar los siguientes teoremas:

Teorema 1: La función normal asociada, f̃
� n � � α � α � � , está dada por el elemento de matriz diagonal

de f
�
a � a† � en la representación de estados coherentes:

f̃
� n � � α � α � ��� �

α � f � a � a† ���α ��� Tr
� �α � � α � f � a � a† � � � (A.24)

donde a �α ��� � � 1 	 2α �α � . A la función normal asociada f̃
� n � � α � α ��� se le denomina representación Q del

operador f
�
a � a† � , que denotamos por FQ

�
α � α ��� .

Teorema 2: Una función f
�
a � a† � puede ponerse en forma normal por medio de

f
� n � � a � a† �
� N̂ � � α � f � a � a† ���α � � � N̂

�
f̃ � � � 1 	 2α � � 1 	 2 ∂

∂α � �
� � 1 	 2α � � � 1 � � (A.25)

donde f̃
� � � 1 	 2α � � 1 	 2 ∂α � � � � 1 	 2α � � se obtiene reemplazando a por

� � 1 	 2α � � 1 	 2 ∂α � y a† por
� � 1 	 2α �

en el desarrollo en serie de potencias original de la función f
�
a � a† � . Nótese que si f está ya en forma

normal se tiene simplemente

f̃
� N � � � � 1 	 2α � � 1 	 2 ∂

∂α � �
� � 1 	 2α � � � 1 � f̃

� N � � � � 1 	 2α � � � 1 	 2α � � � FQ
� � � 1 	 2α � � � 1 	 2α � ��� (A.26)
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puesto que todos los términos
� � � 1 	 2α � � 1 	 2 ∂α � � � aparecerán a la derecha y

�
∂α � � � 1 � 0.

Teorema 3: Cualquier función f
�
a � a† � que se comporte adecuadamente puede ser representada por

la integral

f
�
a � a† �
� f

� a � � a � a† ���
�

d2α
π

� �α � � α � f̃ � a � � α � α � �
� Â � f̃
� a � � α � α � � � � (A.27)

donde f̃
� a � � α � α � � es la función antinormal asociada. Este teorema establece que el operador de orde-

nación antinormal es equivalente al operador integral
� d2α

π � �α �
�
α � . A la función f̃

� a � � α � α � � se le denom-

ina representación P del operador f
�
a � a† � , denotada por FP

�
α � α � � .

Teorema 4: La forma antinormal de f
�
a � a† � puede obtenerse mediante

f
� a � � a � a† ��� Â

�
f̃ � � � 1 	 2α � � � 1 	 2α � � � 1 	 2 ∂

∂α � � 1 �
�

�
d2α
π

� �α � � α � f̃ � � � 1 	 2α � � � 1 	 2α � � � 1 	 2 ∂
∂α � � 1 � (A.28)

donde f̃
� � � 1 	 2α � � � 1 	 2α � � � 1 	 2∂α � se obtiene a partir del desarrollo en serie de potencias original de

f
�
a � a† � , reemplazando cada a por

� � 1 	 2α y cada a† por
� � 1 	 2α �
� � 1 	 2 ∂α. Nótese que si f ya está en

forma antinormal, entonces

f̃ � ��� 1 	 2α � ��� 1 	 2α � � � 1 	 2 ∂
∂α � � 1 � ∑

i � j
f
� a �

i j
� � � i � j �

2 αi � α � � � ∂
∂α � j

� 1

� ∑
i � j

f
� a �
i j

� � � i � j �
2 αiα � j � f̃

� a � � α � α � ��� FP
�
α � α � ��� (A.29)

puesto que
�
∂α � � 1 � 0. Este teorema es el análogo al Teorema 2 para la ordenación antinormal.

Teorema 5: La forma simetrizada de f
�
a � a† � puede obtenerse mediante

f
� s � � a � a† ��� Ŝ

�
f̃

�
� ��� 1 	 2α �

� 1 	 2
2

∂
∂α � ���

� ��� 1 	 2α � �
� 1 	 2

2
∂

∂α
� � � 1 � � (A.30)

donde f̃
� � � � 1 	 2α � � 1 	 2 � 2∂α � � � � 1 	 2α � � � 1 	 2 � 2∂α � se obtiene reemplazando a por

� � 1 	 2α � � 1 	 2 � 2∂α �
y a† por

� � 1 	 2α � � � 1 	 2 � 2 ∂α en el desarrollo en serie de potencias original de la función f
�
a � a† � .

A continuación expondremos la demostración de la ec. (2.19) para la función normal asociada a

un operador Ĥ expresado como una combinación simetrizada de operadores q̂ y p̂. Consideraremos en

primer lugar un caso sencillo con una función de la forma

f
�
a � a† ��� � n � m

2
�
c1a† � c2a � n � d1a† � d2a � m � p̂nq̂m � (A.31)
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donde hemos hecho uso de las transformaciones 1

q̂ � � 1 	 2 � d1a† � d2a � (A.32)

p̂ � � 1 	 2 � c1a† � c2a ��
 (A.33)

En este caso, haciendo uso de (la inversa del) Teorema 2, se tiene

f̃
� n � � α � α � ��� �

α � f � a � a† ���α �
� � n � m

2

�
c1

��� 1 	 2α � � c2 � ��� 1 	 2α � � 1 	 2 ∂
∂α � � � n �

d1
� � 1 	 2α � � d2 � � � 1 	 2α � � 1 	 2 ∂

∂α � � � m

�
�
c1α � � c2 � α � � ∂

∂α � � � � n �
� � �

�
c1α � � c2 � α � � ∂

∂α � � �� �
d1α � � d2 � α � � ∂

∂α � � � � m �
� � �

�
d1α � � d2 � α � � ∂

∂α � � � 
 (A.34)

Estamos interesados en recopilar los términos de orden
� 0 y

� 1 de este desarrollo. No es difı́cil ver que

el término de orden cero está dado por

f̃
� n �

0

�
α � α � �
� �

c1α � � c2α � n � d1α � � d2α � m � pnqm � (A.35)

donde q y p son las variables clásicas definidas por

q � d1α � � d2α (A.36)

p � c1α � � c2α 
 (A.37)

Consideremos a continuación los términos de orden
�

. Por una parte, la contribución de los términos

que provienen de p̂n será:

c1c2

n � 1

∑
j � 1

�
n � j � pn � 2qm � c1c2

n
�
n � 1 �

2
pn � 2qm 
 (A.38)

De forma análoga, los que proceden de q̂m contribuirán con

d1d2

m � 1

∑
j � 1

�
m � j � pnqm � 2 � d1d2

m
�
m � 1 �

2
pnqm � 2 � (A.39)

mientras que los términos cruzados darán

c2d1 nm pn � 1qm � 1 
 (A.40)

1En general esta transformación tiene la forma

q̂ 	 d̃1a† � d̃2a
p̂ 	 c̃1a† � c̃2a �

pero es preferible mostrar la dependencia explı́cita con � de los coeficientes c̃i � d̃i � i 	 1 � 2 	 para simplificar la notación posterior.



240 FUNCIÓN NORMAL ASOCIADA A UN OPERADOR SIMÉTRICO

Uniendo estas contribuciones tendremos

f̃
� n �

1

�
α � α � � � c1c2

n
�
n � 1 �

2
pn � 2qm � d1d2

m
�
m � 1 �

2
pnqm � 2

� c2d1 nm pn � 1qm � 1

� 1
2

∂p
∂α

∂p
∂α �

∂2

∂p2

�
pnqm � � 1

2
∂q
∂α

∂q
∂α �

∂2

∂q2

�
pnqm �

� ∂p
∂α

∂q
∂α �

∂2

∂q∂p

�
pnqm ��� (A.41)

donde hemos tenido en cuenta las ecuaciones de transformación (A.36) y (A.37), de forma que podemos

escribir

f̃
� n � � α � α � ��� pnqm

� �
�
1
2

∂p
∂α

∂p
∂α �

∂2

∂p2

�
pnqm � � 1

2
∂q
∂α

∂q
∂α �

∂2

∂q2

�
pnqm � � ∂p

∂α
∂q

∂α �
∂2

∂q∂p

�
pnqm � �

� O
� � 2 ��
 (A.42)

Es sencillo comprobar que en el caso de una función dada por f
�
a � a† � � q̂m p̂n se obtiene un resultado

similar, salvo los términos cruzados, que vendrán dados por

d2c1 nmqm � 1 pn � 1 � ∂q
∂α

∂p
∂α �

∂2

∂q∂p

�
qm pn ��
 (A.43)

De esta forma, un operador de la forma

Û � 1
2

�
p̂nq̂m � q̂m p̂n � (A.44)

tendrá como función normal asociada

U
� n � � α � α � � � U

� 0 � �
�

2

�
∂p
∂α

∂p
∂α �

∂2

∂p2 U
� 0 � � ∂q

∂α
∂q

∂α �
∂2

∂q2 U
� 0 �

� � ∂p
∂α

∂q
∂α � �

∂q
∂α

∂p
∂α � � ∂2

∂q∂p
U � 0 � � � O

� � 2 ��� (A.45)

donde

U � 0 � � 1
2

�
pnqm � qm pn �
� pnqm (A.46)

es el término de orden cero de
�
α � Û �α � .

Consideremos a continuación un operador del tipo

V̂ � p̂kq̂m p̂l 
 (A.47)

En este caso, la función normal asociada tiene la forma

V
� n � � α � α � � �

�
c1α � � c2 � α � � ∂

∂α � � � � k �
� � �

�
c1α � � c2 � α � � ∂

∂α � � �� �
d1α � � d2 � α � � ∂

∂α � � � � m �
� � �

�
d1α � � d2 � α � � ∂

∂α � � �� �
c1α � � c2 � α � � ∂

∂α � � � � l �
� � �

�
c1α � � c2 � α � � ∂

∂α � � � 
 (A.48)
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Contabilizando los términos que dan contribución al orden
�
, después de algunas manipulaciones alge-

bráicas tenemos:

V
� n �

1

�
α � α � � � c2c1

k
�
k � 1 �

2
pk � 2qm pl � c2d1 km pk � 1qm � 1 pl

� c2c1 kl pk � 1qm pl � 1 � d2d1
m
�
m � 1 �

2
pkqm � 2 pl

� d2c1 lm pkqm � 1 pl � 1 � c2c1
l
�
l � 1 �

2
pkqm pl � 2

� 1
2

c1c2
�
k � l � � k � l � 1 � pk � l � 2qm � 1

2
d1d2m

�
m � 1 � pk � lqm � 2

� m
�
c2d1k � d2c1l � pk � l � 1qm � 1 
 (A.49)

Si k � l � n, puede verse que los dos primeros términos de (A.49) corresponden a los dos primeros de la

ec. (A.41). El último término será:

m
�
c2d1

�
n � l � � d2c1l � pn � 1qm � 1 (A.50)

Es en este punto donde consideramos la condición de que el operador V̂ sea una combinación simetrizada

de operadores q̂ y p̂, esto es, consideramos todas las combinaciones posibles de k y l tales que k � l � n.

Si esto es ası́, se tiene la suma

m
n � 1

∑
l � 1

�
c2d1

�
n � l � � d2c1l � pn � 1qm � 1

� m � c2d1
n
�
n � 1 �

2
� d2c1

n
�
n � 1 �

2 � pn � 1qm � 1

� 1
2

mn
�
n � 1 � � c2d1 � d2c1 � pn � 1qm � 1 
 (A.51)

La combinación simetrizada de operadores supone sumar sobre todas las posibles ordenaciones de dichos

operadores y dividir por el número de combinaciones utilizadas. En este caso, habrı́a que dividir por un

factor
�
n � 1 � , lo cual conduce al resultado (A.45). 2

Ası́ pues, un operador hamiltoniano Ĥ que esté escrito en términos de los operadores q̂ y p̂ com-

binados de forma simetrizada tendrá como función normal asociada en la representación de estados

2En el caso de que hubiéramos considerado un operador de la forma q̂i p̂nq̂ j, habrı́amos obtenido el resultado

1
2

c1c2n � n 
 1 	 pn 
 2qi � j � 1
2

d1d2 � i � j 	 � i � j 
 1 	 pnqi � j 
 2 � n � c2d1i � d2c1 j 	 pn 
 1qi � j 
 1 �
de forma que, sumando sobre todas las posibles combinaciones de i y j tales que i � j 	 m y dividiendo por � m 
 1 	 , habrı́amos
obtenido el mismo resultado:

1
2

c1c2n � n 
 1 	 pn 
 2qm � 1
2

d1d2m � m 
 1 	 pnqm 
 2 � 1
2

nm � c2d1 � d2c1 	 pn 
 1qm 
 1 �
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coherentes:

�
α � Ĥ �α ��� H

� 0 � � q � p � �
�

2

�
∂p
∂α

∂p
∂α �

∂2

∂p2 H
� 0 � � q � p � � ∂q

∂α
∂q

∂α �
∂2

∂q2 H
� 0 � � q � p �

� � ∂p
∂α

∂q
∂α � �

∂q
∂α

∂p
∂α � � ∂2

∂q∂p
H � 0 � � q � p � � � O

� � 2 ��� (A.52)

donde la función clásica H � 0 � � q � p � se obtiene al sustituir en el operador Ĥ
�
q̂ � p̂ � q̂ por q y p̂ por p.

Teniendo en cuenta las relaciones

∂
∂α

� ∂q
∂α

∂
∂q
� ∂p

∂α
∂

∂p
(A.53)

∂
∂α � � ∂q

∂α �
∂
∂q
� ∂p

∂α �
∂

∂p
� (A.54)

podemos escribir

∂2H
∂α∂α � � ∂

∂α

�
∂q

∂α �
∂H
∂q

� ∂p
∂α �

∂H
∂p
�

� ∂q
∂α

∂
∂q

�
∂q

∂α �
∂H
∂q

� ∂p
∂α �

∂H
∂p
� � ∂p

∂α
∂

∂p

�
∂q

∂α �
∂H
∂q

� ∂p
∂α �

∂H
∂p
�

� ∂q
∂α

∂q
∂α �

∂2H
∂q2 � ∂p

∂α
∂p
∂α �

∂2H
∂p2 � � ∂q

∂α
∂p
∂α � �

∂p
∂α

∂q
∂α � � ∂2H

∂q∂p



De esta forma, la ec. (A.52) puede escribirse como

�
α � Ĥ �α ��� H

� 0 � � α � α � � �
�

2
∂2H � 0 � � α � α � �

∂α∂α � � O
� � 2 �

� � 1 �
�

2
∂2

∂α∂α � � � � � � H � 0 � � α � α � ��� (A.55)

donde H � 0 � � α � α ��� es una función ordinaria de α y α � independiente de
�

que tiene la forma de la función

hamiltoniana clásica, obtenida al reemplazar en el operador Ĥ
�
a � a† � a por α � � �

y a† por α � � � �
.

Queda por tanto demostrada la ec. (2.19). Generalizando la notación, esta ecuación establece la relación

existente entre los sı́mbolos Q y W asociados a un operador genérico Ĥ:

HQ
�
α � α � ��� � 1 �

�

2
∂2

∂α∂α � � � � � � HW
�
α � α � ��
 (A.56)

Es interesante notar que el término en derivadas cruzadas que aparece en la ec. (A.52) se anula para

una transformación

α � k1 q � k2 p (A.57)

α � � k �1 q � k �2 p (A.58)

que cumpla

k1k �2 � k �1k2 � 0 � (A.59)
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en cuyo caso la ec. (A.52) se escribe

HQ
�
q � p ���

�
1 �

�

8k �1k2
� k1

k2

∂2

∂p2
� k �2

k �1
∂2

∂q2 � � � � � � HW
�
q � p ��
 (A.60)

Esto sucede para la transformación usual en el oscilador armónico (con masa unidad, m � 1) Ĥ � p̂2

2 �
1
2 ω2q̂2 � �

ω 	 a†a � 1
2

 , dada por

α � � ω
2

q � i�
2ω

p (A.61)

α � � � ω
2

q � i�
2ω

p � (A.62)

para la cual la condición (A.59) se lee 1� 2

� � i � i ��� 0. El sı́mbolo de Weyl para este operador viene dado

por

HW
�
q � p � � H � 0 � � q � p ��� p2

2
� 1

2
ω2q2 � (A.63)

y la ec. (A.52) proporciona como función normal asociada de Ĥ (o sı́mbolo Q ) el resultado

HQ
�
q � p � �

�
1 �

�
ω
4

� ∂2

∂p2 �
1

ω2

∂2

∂q2 � � HW
�
q � p ��� p2

2
� 1

2
ω2q2 �

�
ω
2

 (A.64)

(Nótese que en este caso la serie (A.52) puede truncarse a este orden, puesto que las derivadas superiores

de HW son nulas). En términos de las variables
�
α � α � � se tiene 3

HW
�
α � α � �
� ωαα � � (A.65)

mientras que

HQ
�
α � α � �
� � 1 �

�

2
∂2

∂α∂α � � HW
�
α � α � �
� ωαα � �

�
ω
2
� (A.66)

como puede comprobarse directamente a partir de la definición HQ
�
α � α � ��� �

α � Ĥ �α � .

3Nótese que el operador Ĥ tal como está escrito corresponde a una combinación simetrizada de operadores a y a†, puesto
que Ĥ 	�� ω �

a†a � 1
2 � 	 � ω

2 � a†a � aa† 	 .



Apéndice B

La aproximación de fase estacionaria

Muchas aproximaciones semiclásicas están basadas en la evaluación de integrales N-dimensionales

del tipo

I
�
λ �
�

�
dNx f

�
x � eiλφ � x � �

para valores asintóticamente grandes del parámetro real λ, donde las funciones f
�
x � y φ

�
x � son reales

y monovaluadas. Por lo general, el parámetro λ se corresponde con 1 � �
, con lo que consideraremos el

desarrollo asintótico de la integral

I
� � ���

�
dNx f

�
x � e

i� φ � x � (B.1)

en el lı́mite
� � 0. Por simplicidad consideraremos en primer lugar el caso unidimensional, y gener-

alizaremos el resultado al caso N-dimensional.

Supongamos que x � xs sea un punto en el que la derivada φ � � x � no se anule. Existirá entonces un

pequeño entorno Uxs de xs en el que φ
�
x � varı́e al ir cambiando x. Para valores pequeños de

�
, la variación

en φ � �
es rápida, de forma que las partes real e imaginaria de exp

�
iφ � � � oscilan fuertemente en torno a

cero. Si consideramos la integral extendida a este entorno,

Ixs

� � ���
�

Uxs

dx f
�
x � e

i� φ � x � �

podemos aproximar la función f
�
x � por f

�
xs � , de forma que, para valores pequeños de

�
, las rápidas

oscilaciones de exp
�
iφ � � � producen cancelaciones que, a su vez, tienden a disminuir el valor de la integral

Ixs

� � � .
Supongamos ahora que la derivada φ � � x � se anule en x � xs. En este caso, independientemente de lo

pequeña que sea
�

, existirá un entorno Uxs de x � xs en el cual φ � �
no varı́a rápidamente. (El entorno

Uxs se reduce al punto x � xs en el lı́mite
� � 0.) De esta forma, cuando x va variando a lo largo del

entorno Uxs , exp
�
iφ � � � ya no oscila rápidamente, y por tanto no tienen lugar las cancelaciones anteriores.

Podemos decir que el valor de la integral I
� � � , para valores pequeños de

�
, dependerá principalmente del
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comportamiento de las funciones f
�
x � y φ

�
x � cerca de los puntos en los que φ � � x � es cero, denominados

puntos estacionarios de φ
�
x � .

Supondremos que las funciones f
�
x � y φ

�
x � son suficientemente suaves como para poder llevar a cabo

las operaciones que haremos a continuación, esto es, que f
�
x � � C

� � ∞ � � ∞ � , φ
�
x � � C 2 � � ∞ � � ∞ � , y que

φ � � x � se anula únicamente en el punto x � xs, con φ � � � xs � �� 0. Por simplicidad, supondremos asimismo

que f
�
xs � �� 0. Desarrollando en serie de Taylor la función φ

�
x � en torno al punto estacionario x � xs, la

integral (B.1) se escribe como

I
� � ���

�
dx f

�
x � e

i�
�
φ � xs ��� 1

2 φ � � � xs � � x � xs � 2 � � � �

� �

donde hemos tenido en cuenta la condición de fase estacionaria φ � � xs �
� 0. Considerando que la función

f
�
x � varı́a lentamente en torno a xs en comparación con la función exponencial, podemos quedarnos

con el orden dominante en el desarrollo de la amplitud, y truncar el desarrollo de la fase en el orden

cuadrático, de forma que la integral se aproxima por

I
� � ��� f

�
xs � e

i� φ � xs �
�

dx e
i

2 � φ � � � xs � � x � xs � 2 


Esta integral gaussiana es una integral de Fresnel que puede evaluarse explı́citamente. La aproximación

a la integral es, por tanto:

I
� � ��� f

�
xs � e

i� φ � xs � � 2π
�

� φ � � � xs ��� � 1 	 2
e

µiπ
4 � (B.2)

donde el parámetro µ da cuenta del signo positivo/negativo de la derivada segunda φ � � � xs � . La expresión

(B.2) se conoce como fórmula de fase estacionaria y al procedimiento analı́tico que nos ha conducido a

su determinación se le denomina método de fase estacionaria [Ble75]. Si generalizamos este método a

más dimensiones, los puntos estacionarios xs son aquéllos que cumplen la condición

∂
∂xi

φ
�
x �

�
�
�
�
x � xs

� 0 � � i � 1 � 
 
 
 � N 


Estos puntos estacionarios son simples, de forma que el determinante de la matriz (simétrica) D
�
xs � de

derivadas segundas de la fase evaluadas en la condición de fase estacionaria, cuyos elementos de matriz

vienen dados por

Di j
�
xs ��� ∂2

∂xi∂x j
φ
�
x �

�
�
�
�
x � xs

�

con i � j � 1 � 
 
 
 � N, cumple

detD
�
xs � �� 0 


Esta matriz interviene en el desarrollo de la fase φ
�
x � hasta segundo orden, y eligiendo un sistema de co-

ordenadas adecuado que diagonalice D, la integral N-dimensional (B.1) puede aproximarse por integrales
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de Fresnel monodimensionales. La fórmula de fase estacionaria en este caso es la siguiente:

I
� � ��� ∑

xs

�
2π

� � N 	 2 � det D
�
xs ��� � 1 	 2 f

�
xs � e

i� φ � xs � � iπ
4 sigD � xs � �

donde la suma se extiende sobre todos los puntos estacionarios xs de φ
�
x � , y la prescripción sig denota

la signatura de la matriz D, esto es, el número de autovalores positivos menos el número de autovalores

negativos. En ocasiones esta fórmula se escribe en función sólo del número de autovalores negativos

n
�
xs � de la matriz D

�
xs � :

I
� � � � ∑

xs

�
2π

�
i � N 	 2 � detD

�
xs ��� � 1 	 2 f

�
xs � e

i� φ � xs � � iπ
2 n � xs � 
 (B.3)

La fórmula de fase estacionaria se utiliza en las aproximaciones semiclásicas siempre que la matriz D

en (B.3) no tenga autovalores nulos. El caso de autovalores cero requerirı́a ir más allá de la aproximación

gaussiana, lo que significa que el desarrollo de Taylor de la fase se truncarı́a incluyendo términos de

tercer orden, lo cual da lugar a aproximaciones de las integrales en términos de funciones de Airy. (Ver

[Ble75, Cvi] para más detalles).

A lo largo de este trabajo haremos uso en varias ocasiones de aproximaciones de integrales de vari-

able compleja por el método de fase estacionaria. Los resultados (B.2) y (B.3) no pueden extrapolarse

directamente al caso de funciones complejas, y debe tenerse especial cuidado con las condiciones de

convergencia de las integrales. Ası́ pues, supongamos que extendemos la integral

I
�
λ ���

�
dx f

�
x � eλφ � x �

fuera del eje real y queremos obtener una aproximación de

I
�
λ ���

�
Γ

dz f
�
z � eλφ � z � (B.4)

para valores de λ � 1. Por supuesto, el valor de la integral dependerá del comportamiento del integrando

a lo largo del camino de integración Γ. Sin embargo, restringiremos el problema al caso de funciones

f
�
z � y φ

�
z � que sean analı́ticas. Sea z0 un extremo de φ

�
z � , es decir, un punto tal que φ � � z0 � � 0. Este

punto crı́tico no corresponde con un máximo o un mı́nimo de la función φ
�
z � , sino con un punto de silla

(o un saddle) de dicha función. 1

1Efectivamente, si φ � z 	 	 φ � x � iy 	 	 u � x � y 	 � iv � x � y 	 es analı́tica, se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann

∂u
∂x

	 ∂v
∂y

;
∂u
∂y

	 
 ∂v
∂x

�
de donde

∂2φ
∂x2 � ∂2φ

∂y2 	 0 �

Si z0 es un extremo de φ � z 	 , entonces ∂xφ � z0 	 	 ∂yφ � z0 	 	 0, y la condición ∂xxφ � z0 	 	 
 ∂yyφ � z0 	 hace que φ no pueda tener
un máximo o un mı́nimo en z0 (un máximo requerirı́a que se cumplieran al mismo tiempo las condiciones ∂xxu � 0 y ∂yyu � 0).
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Desarrollando φ
�
z � en torno al saddle z0 se tiene

φ
�
z � � φ

�
z0 � � 1

2
φ � � � z0 � � z � z0 � 2 � 1

3!
φ � � � � z0 � � z � z0 � 3 � � � �

� φ
�
z0 � � 1

2

�
� φ � � � z0 �

�
� eiδ0

�
z � z0 � 2 � � � � � (B.5)

donde hemos introducido δ0 como la fase de φ � � � z0 � . Supondremos que la derivada tercera y superiores

tienen un efecto despreciable en el comportamiento asintótico de eλφ � z � , lo cual es una buena suposición

siempre que la derivada segunda no se anule en el punto crı́tico: φ � � � z0 � �� 0. De esta manera, elegimos el

camino de integración que pasa por z0, escribiendo

z � z0 � eiθρ

de forma que dz � eiθdρ. A lo largo de este camino, la función φ
�
z � debe tomar la forma

φ
�
z ��� φ

�
z0 � � 1

2

�
� φ � � � z0 �

�
� ρ2 � � � � � (B.6)

que debe coincidir con la ec. (B.5). Comparando ambas expresiones se tiene que cumplir

eiδ0 e2iθρ2 � � ρ2 � eiπρ2 �
de donde se obtiene el ángulo θ del camino de integración:

eiθ � e
� iδ0 	 2 � iπ 	 2 


El camino es por tanto:

z � z0 � e
� iδ0 	 2 � iπ 	 2ρ 
 (B.7)

Una vez elegido el camino de integración, la integral (B.4) puede aproximarse restringiendo el inter-

valo de integración al segmento � ρ1
� ρ � ρ1:

I
�
λ ��� f

�
z0 � eλφ � z0 �

�
ρ1

� ρ1

eiθdρ e
� λ

2
� φ � � � z0 � � ρ2 
 (B.8)

La naturaleza altamente localizada de la gaussiana garantiza que la integral sea independiente de los

lı́mites
�

ρ1. Para ello, este parámetro debe ser mayor que la anchura de la gaussiana, es decir:

ρ1 � 2

� λ � φ � � � z0 ��� 


El cambio de variables t � ρ � λ � φ � � � z0 ��� permite escribir la integral (B.8) como

I
�
λ � � f

�
z0 � eλφ � z0 � eiθ

�
ρ1

�
λ � φ � � �

� ρ1

�
λ � φ � � � dt

� λ � φ � � � z0 ��� e
� t2 	 2

� f
�
z0 � eλφ � z0 � eiθ 2π

λ � φ � � � z0 ���

� f
�
z0 � eλφ � z0 � 2π

λ � φ � � � z0 ��� e
� iδ0 	 2 � iπ 	 2 � (B.9)
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donde hemos evaluado la integral gaussiana sustituyendo los lı́mites de integración por
�

∞.

Como caso particular, nos interesará obtener la aproximación de integrales de la forma

I
� � �
�

�
dα�
2π

�
i

f
�
α � eiψ � α � 	 � 


En este caso, λφ
�
z � � iψ

�
α � � �

, y denotando el saddle por α0 podemos desarrollar

eiψ � α � 	 � � e
i� ψ � α0 � � i

2 � ψ � � � α0 � � α � α0 � 2 � � � �

� e
i� ψ � α0 � � 1

2 � �ψ � � � α0 � � eiδ̃0 eiπ
�
2 � α � α0 � 2 � � � �

� e
i� ψ � α0 � � 1

2 � �ψ � � � α0 � � eiδ̃0 eiπ
�
2 e2iθρ2 � � � � �

donde α � α0 � eiθρ y δ̃0 denota la fase de ψ � � � α0 � . Eligiendo el camino de integración de forma que

eiψ � α � 	 � � e
i� ψ � α0 � � 1

2 � �ψ � � � α0 � � ρ2 � � � � �

se tiene

eiθ � eiπ 	 4 e
� iδ̃0 	 2 
 (B.10)

Podemos aproximar entonces�
dα f

�
α � eiψ � α � 	 � � f

�
α0 � eiψ � α0 � 	 � 2π

�

�ψ � � � α0 ��� eiπ 	 4 e
� iδ̃0 	 2 �

de donde �
dα�
2π

�
i

f
�
α � eiψ � α � 	 � � f

�
α0 � eiψ � α0 � 	 � 1

� �ψ � � � α0 ��� e
� iδ̃0 	 2 
 (B.11)

Es importante tener en cuenta que la fase θ que determina el camino de integración está definida

en el intervalo 0 � θ � 2π para dar cuenta de todas las direcciones posibles del contorno elegido. Las

ecs. (B.7) o (B.10) indican que la fase δ0 de la derivada segunda está definida en el intervalo 0 � δ0 � 4π.

La generalización de esta fórmula al caso N-dimensional

I
�
λ �
�

�
Γ1

� � �

�
ΓN

dNz f
�
z � eλφ � z � (B.12)

requiere elegir los caminos de integración que pasen por los N saddles z i0 (con i � 1 � 
 
 
 � N), definidos

según ∂ziφ
�
z0 � � 0. Aplicando una transformación de variables adecuada que diagonalice la matriz de

derivadas segundas, esta integral multidimensional podrá factorizarse en N integrales monodimension-

ales, cada una de las cuales podrá aproximarse según la fórmula (B.9). La integral (B.12) podrá aproxi-

marse pues por

I
�
λ ��� ∑

z0

� 2π
λ � N 	 2

f
�
z0 � eλφ � z � 0 1

�Det D � 1 	 2 eiNπ 	 2 � i∑ j δ0 j 	 2 � (B.13)
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donde D es la matriz de derivadas segundas Di j � ∂2
zi � z j

φ
�
z0 � , y δ0 j denota la fase de cada derivada

segunda. En el caso de que el integrando sea una función que varı́e con el tiempo, la fase total acumulada

de la derivada segunda, δ � ∑ j δ0 j , deberá ser determinada módulo 4π.

En particular, la integral bidimensional siguiente puede aproximarse como

I
� � ���

�
Γα

�
Γβ

dα dβ
2π

�
i

f
�
α � β � eiψ � α � β � 	 � � f

�
α0 � β0 � eiψ � α0 � β0 � 	 � 1

�Det D � 1 	 2 e
� i � δ1 � δ2 � 	 2 � (B.14)

donde δ1 � 2 son las fases de los autovalores de la matriz 2 � 2 de derivadas segundas de ψ
�
α0 � β0 � . En

[Del02] se analiza el método de saddle-point para integrales de Laplace multidimensionales en el caso

de que los contornos de integración tengan fronteras.



Apéndice C

La aproximación WKB a la función de
onda

El método WKB constituye un procedimiento de cálculo aproximado de niveles y funciones de onda,

propuesto de forma independiente y casi simultánea por G. Wentzel y L. Brillouin en 1926, y mejorado

posteriormente por H. A. Kramers. Al estar basado en parte en técnicas matemáticas desarrolladas por

Jeffreys, también es conocido como aproximación WKBJ [Mor53].

Consideremos la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para una partı́cula de masa m

sometida a un potencial V
�
q � :

�
� 2

2m
∇2Ψ

�
q � � V

�
q � Ψ

�
q �
� E Ψ

�
q ��
 (C.1)

Una solución de esta ecuación podrá escribirse, de forma general, como

Ψ
�
q �
� A e

i� S � q � �

en cuyo caso la ec. (C.1) es completamente equivalente a la ecuación

� i
�

2m
∇2S

�
q � � 1

2m

�
∇S
�
q � � 2 � V

�
q � � E � 0 
 (C.2)

La solución S
�
q � de la ec. (C.2) depende del valor del parámetro

�
, que en general será pequeño com-

parado con las acciones tı́picas del problema. Admitiendo un desarrollo formal de S
�
q � en potencias de

�
,

S
�
q ���

∞

∑
n � 0

� n Sn
�
q ��� S0

�
q � � �

S1
�
q � � � 2 S2

�
q � � � � � � (C.3)

se obtendrá una ecuación para cada orden de
�

al sustituir el desarrollo (C.3) en la ec. (C.2). El método

WKB permite obtener los dos primeros términos de este desarrollo (es decir, un término más allá de la

aproximación clásica) en el caso monodimensional.
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Ası́ pues, se trata de resolver las ecuaciones básicas

d2Ψ
�
q �

dq2 � p2
1

�
q �

�
2 Ψ

�
q � � 0 � si V

�
q � � E (C.4a)

d2Ψ
�
q �

dq2 � p2
2

�
q �

� 2 Ψ
�
q � � 0 � si V

�
q � � E (C.4b)

correspondientes a la ecuación de Schrödinger (C.1), donde

p1
�
q � � � 2m

�
V
�
q � � E � (C.5a)

p2
�
q � � � 2m

�
E � V

�
q � � (C.5b)

están definidas de forma que sean siempre variables reales.

Para el caso en que V
�
q � � E , la sustitución de

Ψ
�
q ��� A e

i� S � q � (C.6)

en la ec. (C.4a) proporciona el equivalente monodimensional de la ec. (C.2):

i
� d2S

�
q �

dq2 � � dS
�
q �

dq � 2

� p2
1
�
q ��� 0 
 (C.7)

Sustituyendo el desarrollo de S
�
q �

S
�
q ��� S0

�
q � � �

S1
�
q � � � 2 S2

�
q � � � � � (C.8)

en (C.7) obtenemos las siguientes ecuaciones para los órdenes más bajos en
�

:

� � dS0
�
q �

dq � 2

� p2
1
�
q ��� 0 (C.9a)

i
� d2S1

�
q �

dq2 � 2
dS0

�
q �

dq
dS1

�
q �

dq
� 0 � (C.9b)

que al ser integradas proporcionan las soluciones:

S0
�
q ��� �

i

�
q

dq � p1
�
q � �

S1
�
q ��� i

�

2
ln p1

�
q ���

donde se han omitido las constantes de integración, que pueden ser absorbidas en el coeficiente A. (El

punto inicial de la integral en S0
�
q � es arbitrario). De esta forma, a este orden de aproximación la función

de onda quedará expresada como una combinación lineal de las funciones exponenciales:

Ψ � � q � � A �
� p1

�
q � e

� 1� 	 q dq � p1
� q � � 
 (C.10)
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De forma similar, en el caso en que V
�
q � � E , la ecuación diferencial a resolver es

i
� d2S

�
q �

dq2 � � dS
�
q �

dq � 2

� p2
2
�
q ��� 0 


Al sustituir en esta ecuación el desarrollo (C.8), la identificación de los términos de orden
�

conduce a la

misma ecuación para S1
�
q � obtenida en (C.9b), mientras que para el orden

� 0 se obtiene

� � dS0
�
q �

dq � 2

� p2
2
�
q ��� 0 �

que se integra como

S0
�
q ��� �

�
q

dq � p2
�
q � ��


La aproximación semiclásica para la función de onda vendrá dada en este caso por una combinación de

las funciones oscilatorias

Ψ � � q � � B �
� p2

�
q � e

� i� 	 q dq � p2
� q � � � (C.11)

llamadas soluciones básicas WKB.

La exactitud de estas soluciones puede ser evaluada comparando la magnitud de los términos suce-

sivos S0 y
�

S1 en la serie (C.8) para S. Puede demostrarse que la expresión (C.8) no corresponde en gener-

al a una serie convergente, sino que se trata de un desarrollo asintótico válido para
� � 0. En la ec. (C.11),

la función p
�
q � � � 2m

�
E � V

�
q � � desempeña el papel de un momento “local” de la partı́cula, por lo

que la exponencial es esencialmente exp
� �

ipmedio
�
q � q � . Por otra parte, puesto que �Ψ � � q ��� 2 � 1 ��� p � q ���

debe representar la densidad de probabilidad de hallar a la partı́cula en el punto q, parece lógico que en el

lı́mite semiclásico sea inversamente proporcional a la velocidad de la partı́cula en ese punto. La solución

(C.11) será válida para aquellos valores de q para los que se cumpla � S0
�
q ��� � � � S1

�
q ��� � � 2 � S2

�
q ��� .

En términos de la longitud de onda local reducida, λ̄
�
q � � � � p

�
q � , la desigualdad

� � S1
�
q � � S0

�
q ��� � 1

se satisfará si y sólo si

1
2

�
�
�
�
dλ̄
�
q �

dq

�
�
�
� � 1 �

lo que indica que la aproximación dada por (C.11) será aceptable únicamente en aquellas regiones en

las que λ̄
�
q � cambie muy poco al variar la posición q. A la inversa, en las cercanı́as de los puntos de

retroceso, caracterizados por p
�
q � � 0 y que separan las zonas permitidas y prohibidas del movimiento

clásico a energı́a E , la longitud de onda asociada λ̄
�
q � varı́a de forma muy rápida. La rotunda divergencia

mostrada por las funciones Ψ � en dichos puntos limitan la validez de las soluciones básicas WKB a

regiones alejadas de los puntos de retroceso.

Ası́ pues, la aproximación WKB para la función de onda en la región comprendida entre dos puntos
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de retroceso adayacentes, pero lejos1 de éstos, vendrá dada por

Ψ
�
q ��� A �

� p1
�
q � e �

1� 	 q dq � p1
� q � � � A �

� p1
�
q � e

� 1� 	 q dq � p1
� q � � � si V

�
q � � E (C.12a)

Ψ
�
q � � B �

� p2
�
q � e �

i� 	 q dq � p2
� q � � � B �

� p2
�
q � e

� i� 	 q dq � p2
� q � � � si V

�
q � � E � (C.12b)

donde p1
�
q � y p2

�
q � vienen dadas por (C.5) y A � , B � son constantes arbitrarias.

Para que el método WKB resulte útil, es preciso encontrar una forma de relacionar entre sı́ los dis-

tintos pares de constantes arbitrarias que aparecen en cada una de las zonas delimitadas por el potencial

V
�
q � . Para ello, lo que se hace es suponer que la función V

�
q � � E tiene un cero simple en el punto de

retroceso q � q0, de forma que en un entorno de este punto el potencial puede aproximarse de forma

lineal como

V
�
q ��� E � α

�
q � q0 ��� (C.13)

siendo α una constante (finita) positiva. Resolviendo la ecuación de Schrödinger de forma exacta en cada

una de las regiones en las que se supone que la aproximación (C.13) es válida, imponiendo la continuidad

de la función de onda y de sus primeras derivadas en el punto de retroceso y conectando asintóticamente

las funciones en las regiones en que q tiende a
�

∞, se obtienen las siguientes fórmulas de conexión: 2

Ψ
�
q ��� A

� p1
�
q � e

� 1� 	 q0
q dq � p1

� q � � � � Ψ
�
q ��� 2A

� p2
�
q � cos � 1

�

�
q

q0

dq � p2
�
q � � � π

4 � (C.14a)

Ψ
�
q � � Asinη

� p1
�
q � e �

1� 	 q0
q dq � p1

� q � � � � Ψ
�
q ��� A

� p2
�
q � cos � 1

�

�
q

q0

dq � p2
�
q � � � π

4
� η � � (C.14b)

para E � V
�
q � si q � q0. Para el caso en que E � V

�
q � , con q � q0 se tiene

Ψ
�
q ��� 2A

� p2
�
q � cos � 1

�

�
q0

q
dq � p2

�
q � � � π

4 � � � Ψ
�
q ��� A

� p1
�
q � e

� 1� 	 q
q0

dq � p1
� q � � (C.15a)

Ψ
�
q ��� A

� p2
�
q � cos � 1

�

�
q0

q
dq � p2

�
q � � � π

4
� η � � � Ψ

�
q ��� Asinη

� p1
�
q � e �

1� 	 q
q0

dq � p1
� q � � 
 (C.15b)

1Por “lejos” se entiende que estas soluciones son asintóticamente válidas en el sentido de que pueden ser utilizadas a una
distancia de varias longitudes de onda del punto de retroceso más cercano, siempre que la longitud de onda sea una función que
varı́e lentamente, como suele ser el caso.

2La obtención de estas fórmulas es un problema de cierta complejidad matemática que puede llevarse a cabo a través de
diversos métodos. En algunos casos se pretende pasar de una zona a otra por el punto de retroceso a través del plano complejo.
La solución propuesta por Langer [Lan37] tiene en cuenta el hecho de que, por una parte, las funciones (C.14) son multivaluadas
en la región en torno al punto de retroceso, que se presenta como una singularidad, mientras que por otra parte, las soluciones
de la ecuación de Schrödinger son funciones univaluadas. Puesto que la aproximación de una función univaluada por una
multivaluada puede mantenerse únicamente en una región restringida, la formulación del método WKB deberá necesariamente
involucrar el fenómeno de Stokes. (Langer propone una solución basada en funciones de Bessel en la que este fenómeno puede
ser obviado. No obstante, si se desea recuperar la expresión tradicional para las fórmulas de conexión [ecs. (C.14)] haciendo
uso de desarrollos asintóticos de las funciones de Bessel, sı́ es necesario apelar a este fenómeno).

Una continuación de este método debida a Silverstone [Sil85] proporciona una versión de las fórmulas de conexión basada en
la propiedad de sumabilidad en sentido Borel que muestran los desarrollos asintóticos de las funciones de Airy. El punto clave
consiste en tener en cuenta que la región clásicamente prohibida cae en una lı́nea de Stokes. La solución exponencialmente
creciente real tiene un desarrollo WKB explı́citamente complejo, mientras que el desarrollo WKB exponencialmente creciente
explı́citamente real representa una solución compleja. (Ver [Sil85] y un resumen en [Gal78] para más detalles).
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La validez de estas fórmulas requiere que sinη �� 0. Es importante hacer constar que estas fórmulas son

correctas sólo en el sentido indicado por las flechas. 3

V(q)

q

E

q q
+−

I II III

Figura C.1: Potencial V � q � cuyos puntos de retroceso son q � y q � a la energı́a E.

El método WKB permite obtener una fórmula aproximada para las energı́as correspondientes a los

estados ligados por un pozo unidimensional. Supongamos un potencial V
�
q � como el de la figura (C.1),

que presenta sólo dos puntos de retroceso, q � y q � , a la energı́a E . En la zona I y lejos del punto de

retroceso q � , la aproximación a la función de onda del estado ligado de energı́a E viene dada por

ΨI
�
q ��� A

� p1
�
q � e

� 1� 	 q �q dq � p1
� q � � �

pues la normalizabilidad de los estados ligados prohı́be la presencia de la exponencial creciente. Hacien-

do uso de las fórmulas de conexión se tiene

ΨII � 2A

� p2
�
q � cos � 1

�

�
q

q �
dq � p2

�
q � � � π

4 �
� 2A

� p2
�
q � cos � 1

�

�
q �

q
dq � p2

�
q � � � π

4
� η � � (C.16)

con

η � π
2
� 1

�

�
q �

q �
dq p2

�
q ��


Si se cumpliera que sinη �� 0, las fórmulas de conexión (C.14) implicarı́an la existencia de una amplitud

exponencialmente creciente en la región III. La condición de estado ligado exige por lo tanto que se

cumpla que sin η � 0, esto es:

sin � 1
�

�
q �

q �
dq p2

�
q � � π

2 � � 0 �
3Ası́ por ejemplo, el carácter unidireccional de la fórmula de conexión (C.14a) se debe a que un pequeño error en la fase del

coseno podrı́a originar un ángulo η � O � � 	 que automáticamente darı́a lugar a exponenciales crecientes en la zona prohibida,
que resultarı́an dominantes frente a la exponencial decreciente. Es frecuente en la literatura utilizar indiscriminadamente estas
relaciones sin tener en cuenta el sentido de las flechas, lo que podrı́a en principio conducir a resultados incorrectos.
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de donde �
q �

q �
dq � 2m

�
E � V

�
q � � � �

π � n � 1
2 � � (C.17)

siendo n un entero mayor o igual que cero. Recı́procamente, si se cumple la ec. (C.17), las funciones

WKB exponencialmente decrecientes en las zonas I y III conducen a una única solución WKB en la

zona II, salvo una constante multiplicativa, como puede verse a partir de las fórmulas de conexión.

La ec. (C.17) constituye una expresión de una de las reglas de cuantización de Bohr-Sommerfeld en

la vieja teorı́a cuántica:

2

�
q �

q �
dq � 2m

�
E � V

�
q � � � h � n � 1

2 � 
 (C.18)

La parte izquierda de (C.18) corresponde a la integral a lo largo de un ciclo completo del movimiento

(de q � a q � y de vuelta a q � ) del momento � 2m
�
E � V

�
q � � . La parte derecha es el valor cuántico de la

integral de fase, con números cuánticos semienteros en lugar de enteros. 4

De esta manera, el método WKB permite obtener las condiciones de cuantización para un sistema

cuántico imponiendo las condiciones de contorno adecuadas para las funciones (C.12), que deben mostrar

un decrecimiento exponencial en los lı́mites
�

∞.

La forma de la solución (C.16) permite mostrar fácilmente que n se corresponde con el número de

nodos de la función de onda WKB entre los puntos de retroceso. Puesto que, como hemos comentado,

las soluciones WKB son válidas únicamente a una distancia de varias longitudes de onda a partir de los

puntos de retroceso, podemos deducir que la aproximación será buena sólo si los puntos de retroceso

distan entre sı́ varias longitudes de onda, o bien si n es grande en comparación con la unidad. Esto

confirma la interpretación semiclásica del método WKB, puesto que se espera que proporcione mejores

resultados en el lı́mite clásico de grandes números cuánticos.

Sin embargo, la aproximación WKB ofrece resultados bastante buenos para los estados más bajos en

muchos sistemas. Como caso extremo se tiene el del oscilador armónico, V
�
q � � 1

2 mω2q2, para el cual

se obtienen resultados que son exactos para todos los niveles cuánticos. En efecto, puesto que los puntos

de retroceso para este sistema vienen dados por q � � � � 2E � � mω2 � , la integral (C.17) tiene el valor�
�
�

2E 	 � mω2 �
� � 2E 	 � mω2 �

dq 2m

�
E � 1

2
mω2q2 � � Eπ

ω



La condición de cuantización impuesta por la ec. (C.17) proporciona unos valores para la enegı́a dados

por

En � �
ω � n � 1

2 � �
que coinciden, para cualquier n

�
0, con el resultado cuántico exacto.

4Hemos de hacer notar que si en la expresión (C.18) se sustituye � n � 1 � 2 	 por n, se obtiene la regla de cuantificación de
SWI (Sommerfeld-Wilson-Ishiwara). (No es por tanto tan sorprendente que los niveles energéticos de la vieja teorı́a cuántica
coincidan, aproximadamente, con los que resultan de resolver la ecuación de Schrödinger).



257

Conviene indicar por último un procedimiento debido a Maslov [Mas81] que se enfrenta al problema

de la divergencia de la aproximación WKB en los puntos de retroceso tratando de evitar los farragosos

cálculos que conducen a las fórmulas de conexión. La idea consiste en evitar la singularidad que suponen

los puntos de retroceso en la representación de coordenadas cambiando a la representación de momentos

mediante la transformada de Fourier

Ψ̄
�
p ��� 1�

2π
�

�
dq e

� i� qp Ψ
�
q ���

continuar en esta representación hasta el siguiente punto de retroceso y volver de nuevo a la repre-

sentación de coordenadas mediante

Ψ
�
q ��� 1�

2π
�

�
dq e

i� qp Ψ̄
�
p ��


Estas integrales se evalúan de forma aproximada mediante el método de fase estacionaria [ver Apéndice

(B)], obteniéndose finalmente

Ψ
�
q ��� e

i� S � q � � iπ
2

� p � q ��� 1 	 2 � (C.19)

con S
�
q � � � q dq � p

�
q � � . Este resultado se obtiene para el caso de un potencial con pendiente finita. En

el caso de una pared infinita (billares), la función de onda debe anularse en la pared, de forma que la

fase extra en (C.19) es � π en lugar de � π � 2. La condición de cuantización se obtiene exigiendo que la

función de onda calculada después de un periodo completo sea univaluada, de donde

1
��� p

�
q � dq � 2π � n � m

4 � � (C.20)

donde m corresponde al número de puntos de retroceso del potencial. Puede encontrarse una descripción

detallada del procedimiento de uniformización de Maslov y Fedoriuk [Mas81] en [Del86].
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