
FUNCIONES DE UN SOLO
DETERMINANTE PROYECTADAS

Y MATRICES DE DENSIDAD

POR

A. HARDISSON
Departamento de Física. Facultad de Ciencias

Universidad de La Laguna



 



En este trabajo se explica con detalle el planteamiento y solución del
problema de las funciones de un solo determinante proyectadas en rela¬
ción con las matrices de densidad. Sirve, pues, como introducción al tra¬
bajo de Hardisson y Harriman, 1967, que, debido a la brevedad de la
publicación, no es lo suficientemente explícito en el fundamento ni en el
desarrollo del tema.



 



Funciones de un solo determinante proyectadas
En el caso más general, una función de un solo determinante de

N electrones puede escribirse como función de N spin-orbitales de un
electrón:

^(*i) = <f+(ri)a(£i) + «Mr.OjSík). (1)

Si cada uno de estos spin-orbitales se restringe a tener un spin puro,
entonces resulta el método de diferentes orbitales para diferentes spines:
DODS, en el que el determinante se escribe:

To = (N)-i det{fl1(r1)«(^) ... «ít(r^)o:(^a)¿i(rlti+1)/3(^u.+1) ... bv(rN){i(£N)}
= JbcI>[o;/'|/3 ]

con ¡x + v = N, <¡? = al...au, bv...bv, Jb es el operador antisimetrizador y
[oH/3v] es el producto de fx factores a seguido de v factores (3. El deter¬
minante T0 es evidentemente una función propia de Sz, con valor propio
\{¡x- v), pero, en general, no es una función propia de S2. La aplicación de
un operador de proyección para obtener un estado de spin puro da:

v

<V=0,Ta = y^Ck(s,m,n)Tk,(3)
k = 0

en donde los Ck(s, m, n) forman un conjunto de coeficientes conocidos

para todos los valores de 5, m y n = \N y Tk es una suma de
determinantes:

Mr
k I\k

Tk=Jb<5>[o^-kl3k\akt3*-k] (4)

representando el símbolo [a'l~k(3k\ la suma de todos los productos de
¡JL factores que tienen ¡x-k spines a y k spines ¡3, como, por ejemplo:

[o!3-1^11 = aa(3 + a[3a + /3ao¿,
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definiéndose \akPv~k] de forma semejante. Los diferentes términos en
cada suma pueden ser considerados en un orden definido, en cuyo
caso:

(i) (;)

ri=EEr»"'' (5)
/=i /'=i

donde Tk¡r es un determinante cuya función de spin es el producto del
término I en [a'l~k/3k\ por el término V en \ak/3v~k].

En <í> se escogen las funciones espaciales de un electrón de acuerdo
con el teorema: del apareamiento, de forma que satisfagan las condi¬
ciones de ortogonalidad:

í a*(r)aj{r)dr= J" bf(r)bj(r)dr=8ij
(6)

J af(r)b¡(r)dr = dfiij; 0 ^ d¿ ^ 1.

Operadores

Una vez fijada la función de onda, 4^, (3), es necesario definir el
operador. La forma más general de un operador de uno y dos electrones,
que es el más usado en Química Cuántica, es la que sigue:

íl = ^ fli + ^ fl¿j
i i < j

= +.f]Siz + fiSi+fjSi-} +
i

+ y^{ffl+(ftjs,z+fítsj++f?r5/-)+(fpiz+ftP¡++fjpi-) + (7>
i<j

+ (ñ-sizsj7 + ffj+si+sj+ + f--si_sj_) + (ft+sizsh. + ftfSi+SjJ +

+ (pSizSj- + frpt-Sjz) + (fpS;+Sj- + fpSi-SjP }»

en donde se ha puesto de manifiesto la parte espacial y la de spin.
Haciendo ahora

F:=Yif's" y (8)
i i < i •
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donde los índices ir, t, k y A. pueden tomar los valores 0, z, +, -.

Además, 5/0=l. Entonces:

n = {F° + Fl + Fl+F-_} + {I™+(F°¿ + F°t+F°z) + (F» + Ft<> + Fz'¡) +

+ (F¡¡-F : i F;:) + (F'+. + F;¡) + (F=: + F' ) + (F%I + F:+)}

Recordemos ahora las relaciones de conmutación:

^¡+] = $/+ > ] = $i- > [^¡'+> S¡'-] = 2s,-,,
(10)

[s¡v> Sj\~\ ~ i 7^~ i

y consideremos los operadores de spin total Sk y S2:

S* =]>/,•«; S2= ^ (11)
i i, i

Es evidente que los conmutadores

y [ShF^] (12)

son independientes de 7r y de r, puesto que estos índices se refieren a
la parte espacial. En la tabla I se dan los conmutadores (12). Las rela¬
ciones de conmutación con S2 se deducen a partir de las relaciones:

s2=s_s++sl+sz
[A + B, C] = [A, B] + [B, C] (13)

[AB, C] = A[B,C] + A[C, B]

utilizando la tabla I.

VALOR MEDIO DE Í1

El valor medio de í! en el estado 4', (3), viene dado por:

OL!íW> i f t
<fl)= ' ' =6)7 (QST0) msT0)dr

<4'|40> J

= co71ÍT!{OsnOs}T0dr (14)

y es, por tanto, proporcional al valor medio de 05Í105 en el estado T0.
En (14) hemos abreviado OPl^) por cos:

<W> = o>5 = (OsT0msT0)dr: nOsT0dr (15)
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ya que 05 es un operador de proyección idempotente, Q2 = QS, con la
propiedad, que utilizaremos seguidamente, de:

S205 = 5(5+1)0,. (16)

Escribamos ahora el operador de aniquilación «normalizado»:

S2 - t(t + 1)
A,= —-— (17)

5(5 + l)-£(f + 1)

y el operador 0S es, en general:

®S=I1A' (18)
í + s

donde t toma todos los valores, excepto s, consistentes con el número
de electrones en el sistema. En (7) los operadores de spin del primer
corchete son de rango cero o uno, y los del segundo corchete de rango
cero, uno o dos. Se sabe que la aplicación de Í1 a una función propia
de S2 —en (14) 0STO es una función de este tipo— producirá componentes
asociados, todo lo más, con 5—1, 5, 5 + 1 para los operadores del primer
corchete en (7), y con 5-2, 5-1, s, 5+1, 5 + 2 para los operadores del
segundo corchete (McWeeny y Mizuno, 1961). Luego, para el primer
corchete de (7) se tiene:

y para los del segundo:

0,O)=A+++, (19)

0J — A , 2 A ; .A , , I A.. ,r 2 (20)

Puesto que T0 es una función propia de Sz, podemos reemplazar 0S
por 0,m=0sOm, una proyección sobre los estados propios de S2 y Sz, y
transferimos los operadores de aniquilación (19) y (20) a la derecha de Í1
en 0SÍ10„ utilizando los conmutadores de S2 con

y con n2=
i i < j

que se encuentran en las tablas II y III, que se han construido con ayuda
de (13) y de la tabla I.

En efecto:

0i»fl1o<"= g-t'-1* g-(*+lX* + 2) noa> (21)
5(5 + 1) — (5 — 1)5 5(5 + 1) — (5 + 1)(5 + 2)
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y sucesivamente se tiene:

o!-1)n10i1)=-
i

4s(s+l)
[iS2 - (s -1 )s] [S2 - (s + 1 )(s + 2)]íl10 (i)

[52Ü! - 2S2ü1(s2 + s+l) + íl,(s4 + 2s3 - s2 - 2s)]0<1} -
4^(5 +1)

1

4s(.s +1)
[S4^ - 2S^iS2 + 1) + fl ,(54 - 252)]0 (i) (22)

donde hemos hecho uso de (16).
Ahora, desarrollando los conmutadores:

[S2, íl1] = 52ü1-íl1S2 = A1

[S2, [S2, Íl1]] = 54n1-2S2Í1]52+Í11S4=B,
(23)

se obtiene finalmente:

0)r»/C\(l) ^ r r> "isa , in C2i i0\O{Bl-2(Aí + 2[llS2} ©r
4s(s+l)

Es interesante hacer notar que si evaluamos la expresión

{S2 - (s - 1)5}{S2 - s{s + 1)}{S2-(s+ 1 )(s + 2) jíljOs °
con ayuda de la tabla II, obtenemos

[Cj - 2Bj -4A,S2]0J°)=O,

lo que nos proporciona una comprobación de dicha tabla.
La expresión (24) se transforma, con ayuda de la tabla II, en:

(24)

OÍ1^©^-
1

4s(s+l)
4En°52 + 4F¡S\ + 2F;S.S+ + 2F¿_S+SZ +

+ 4F+S+(SZ + 1) + 2F+(S2 - S2 - Sz) + 2F+S2 + (25)

+ 4F-S„(SZ -1) + 2F~S2_ + 2E=(S2 - S\ + Sz) 0 (i)

Al reemplazar ahora 0,. por &sm=OsQm, hay que tener en cuenta
que:

SzOsm = rnQsm (26)
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y la expresión (25) se simplifica muchísimo, ya que al aplicar el operador
(91} a T0 no puede resultar ninguna función con valor propio de

Sz distinto de m. Esto hace que, por ejemplo:

FíS+(S;+D=2íiSifESf|Sí (27)

eleve en dos el orden de m y que, por tanto, no haya que considerarlo.
Así resulta:

0^0^= , , 1 „ [4s(s+ l)F°Q + 4m2Fzz + 2mFz+S_ + 2mFz_S+]Q{J,)l =
45(5+1)

o m¿ „ m 7 ,Fl+——— F; + — — (Fz+S_+FÍS+)
5(5 +1) c 25(5 +1)

0

-1
i

= 2

t° m m ífz V * V \''
s(s + l)fiS" 2s(i+l) +

,0 z ra z z

fi + -7—Tn te*+—rr (fisi+si- + fisi-si+) +5(5+1) 25(5+1)

•^(fo+Si-+fe-S/+)

0(1) =

ra

25(5+1)
oí" (28)

I + i

Considerando ahora los términos

i

si i toma el valor correspondiente a un a, 51+5¿_ = 1, y habrá tantos tér¬
minos como alfas, es decir, ¡x. Si i toma el valor correspondiente a un (3,
5,+5¿_ = 0. Por otra parte,

2 fiSi-Si+
i

nos da v términos no nulos, es decir, [x + v = N términos:

(fiSi+Si- + fiSi-Si+) = Yj fi (29)
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Por otra parte:

^ 2 (fZiSi+S¡- + fZiSi-Si+) = 2 2 (fZiSi+Si~ + fZiS'-Si+) =
i j i

V; (f¡Si+S¡_ + f*Sj+Si__ + fZiSi-S¡+ + f¡Sj_Si+) =zj
'</

y, (/"+ftisi+Sj-+Si-sj+)

(30)

En definitiva se tiene:

57)7 ¿ i 1 5/7)
V
Zj

ra

fi+-
?n¿

+ 2
i<j

2s(s+l)' s(s+1)

ra

fiSiz \ +

2s(5 + 1)
if i +fj)(si+sj^ + si_sj+) 0 (i) (31)

Como se ve, el coeficiente de se ha resuelto en un operador de
un electrón y en otro de dos electrones.

Una vez obtenida la expresión de procedemos de la
misma forma para obtener 0^Í12©^:

^5772 i '2^5777
S2-(s-2)(s-l) S2-(s-l)s

5(5+ 1) -(s- 2){s- 1) s(s + 1) - (s - 1)5

S2-(s + 1 )(s + 2) S2- (s + 2)(s + 3)
s(s + 1) - (5 + l)(s + 2) 5-(x + 1) - (s + 2)(s + 3)

1

Í1,0(2)

16í(J+1)[4S(S+1)-3]
[8A2(852 - 3) - 4£2(5S2 - 7) - 10C2 +

+ £>2+16íl2S2(4S2-3)]0Í2) (32)

pudiéndose también comprobar que la aplicación de S2 - s(s +1) a la
expresión anterior produce una identidad nula.

La expresión anterior (32) se puede simplificar por las mismas razo¬
nes aducidas con relación a 0^¿{V,0^ cuando reemplazamos 0S por Qsm:

0(2)Í1 0(2)
5772 ¿ £2 W 5772

1
2s(s+l)[4s(s+l)-3K +

2s(s+l)[4s<s+l)-3]

+ 2m2[4s(s + 1) - 3](F£ + F*¡) + ra[4s(s + 1) - 3](E£ + F%) +

+ ra[4s(s + 1) - 3](E0°i + Ei°0) +

+ 2[2s2(í + l)2 - 4s(s + l)ra2 - s(s + 1) + 6m4]Fg +

49



+ [ - 2s(s + 1)m + 5(5 + 1) + 6m3 - 3m2](F?z + FZZ.)S_ +

+ [ — 25(5 + 1) - 5(5 +1) + 6m3, + 3m2](F?l + FZZJS+ +

+ [52(5 + l)2 + 2s(s + 1 }m2 - 5(5 + 1) - 3m4](Fzz_ + FF+) +

+ [ - 5(5 + 1) + 3m2]Fzz+S2z + [ - 5(5 + 1) + 3m2]Fiz_ S\ +

+ [ - 2^(5 + 1 )m - 5(5 + 1) - 6m3 + 3m2 + 3m](F+~ + F~+)S_ +

+ [ - 2^(5 + 1 )m + 5(5 + 1) - 6m3 - 3m2 + 3m](F+_~ + Fzz)S+ +
+ 4[52(5 + l)2 + 25(5 + l)m2 - 5(5 + 1) - 3m4](Ftr + F~+) +

+ [3s2(s+ I)2+25(5 + l)m2-25(5 + 1) +3m4-3m2](F+i+ Fi+) +

+ [5(5 + l)-3m2](F+- + F~+)S2_+ [s(s+ 1)- 3m2](F+i + Fzt)S2+ +
+ [65(5 + 1 )m-s(s+ 1)- 6m3 + 3m2- 3m](F+~ +F~+)S_ +

+ [65(5-+ 1 )m + 5(5 + 1) - 6m3- 3 m2- 3m](F~_+ + F+~)S+ +

+ [3s2(s+ l)2- 65(5+ l)m2- 25(5 + 1) + 3m4 + 3m2]CF+- +F~t)

= Yi f $ + 25J+ 1) 2 ^^ 2mlSiz + + S¡+Sk~) } +
i<j k

/Oz ,

0(2)

+ fij {2m2sjz + m(Sj_sk+ + sj+sk_)}] +

1

25(5+ l)[4s(s+ 1)- 3] k[̂
1^/¿/{2[2s2(5+l)2-45(5+l)m2-

- 5(5 + 1) + 6m4]5¡j5(', +

+ [ - 25(5 + l)m + 5(5 + 1) + 6m3 - 3m2](5;,5i+5^ + si+sjzsk_) +

+ [ - 25(5 + l)m - 5(5 + 1) + 6m3 + 3m2](sizSj-Sk_ + Si_sjzsk+) +

+ [52(5 + l)2 + 25(5 + l)m2 - 5(5 + 1) - 3m4]Í5¡+5i_ + 5/_Sj+) +

+ [ - 5(5 + 1) + 3m2](5!+5/+5fc_5/_ + Si_Sj_Sk+S;+) } +

+ ft¡~{ 4[s2(.s + l)2 + 25(5 + l)m2 - 5(5 +1) - 3 m4]sizsjz +
+ [352(5 + l)2 + 25(5 + l)m2 - 25(5 + 1) + 3m4 - 3m2]5¿+5y_ +

+ [352(5 + l)2 - 65(5 + l)m2 - 25(5 + 1) + 3??z4 + 3m2]5¿_5/+ +

+ [ - 25(5 + l)m - 5(5 + 1) - 6m3 + 3 m2 + 3m]si+sjzsk_ +

+ [ - 25(5 + l)m + 5(5 + 1) - 6m3 - 3m2 + 3m]5!z5;-_5fe+ +

+ [65(5 + l)m - 5(5 + 1) - 6m3 + 3m2 - 3m]sizsj+sk_ +

+ [65(5 + l)m + 5(5 + 1) - 6m3 - 3m2 - 3m]Si_sjzsk+ +

+ [5(5 + 1) - 3m2](5i+5i+5i_5,_ + 5{_5/_5Jk+5/+) } +

+ fr+{ 4[52(5 +1)2 + 25Í5 + l)m2 - 5(5 + 1) - 3m4]5;-,5/z +

+ [352(5 + l)2 + 25(5 + l)m2 - 25(5 + 1) + 3m4 - 3m2]5¿_5/+ +



+ [3s2(s + l)2 - 6s(s + 1 )m2 - 2s{s + 1) + 3m4 + 3m2]Si+Sj_ +

+ [ - 2s(s + 1 )m - s(5 + 1) - 6ra3 + 3m2 + 3 ?n\sizsj+sk_ +

-i- [- 2s(s+ 1 )m + s(s+ 1) - 6m3 - 3?rz2 + 3m]s¡_s¡zsk+ +

+ [65(5 + 1 )m - s(s + 1) - 6m3 + 3m2 - 3m]si+sjzsk_ +

+ [65(5 + 1 )m + 5(5 + 1) - 6m3 - 3 m2 - 3 m]s:zs¡_sk+ +

,(D[5(5 + 1) - 3m2](sí+S/+Sfc_.S/_ + Si_Sj_Sk+Si+) } 0

En esta fórmula es conveniente expresar los operadores de dos electro¬
nes en términos de los componentes tensoriales irreducibles. A partir de
los nueve componentes tensoriales de segundo orden, que se encuentran
en McWeeny y Mizuno, 1961, sias:p, con a, (3 = x, y, z y después de la fácil
conversión de a, f3 en z, +, -, se encuentran combinaciones lineales que
nos dan bases para las representaciones irreducibles de ©3 en 1, 3, 5 dimen¬
siones : son los conjuntos tensoriales irreducibles de rango cero (invariante),
uno (vector) y dos (tensor), y son los siguientes:

Rango cero:

Rango dos:

rj~\W-l 0 — — " [•S1 + S2- + S1-S2+ + 2SizS2z]

Rango uno:

2 \/3

[S1 + S2--S1.S2+]

Ei =—[Si^-i-— 5i+52J

rr2 1Tj — —

T2= — [5iz52_ + 5!_52J

(34)

T°? =

y'6
2slrS2z — (Si+S2_ + Si_S2+)

r. ■— [5I-52++ 51+52z]

-2 1
T2 =y%%
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con las convenciones de fase de Wigner-Condon-Shortley. De estos opera¬
dores sólo hay que considerar aquellos que dejen invariante la compo¬
nente z del momento angular total, puesto que T0 y QST0 son funciones
propias de Sz con el mismo valor de ra. Es decir, hay que fijarse sola¬
mente en:

TQ 2.S\ZS2Z + 5I + 52_ + Si-_S2+

1 1 SijJ>2- — ^1-^2+

~ 45i;52J-5I+52_ -S{_S2__ (35)

Ahora bien, los operadores de dos electrones fzz, f+~, f~+ están asociados
con los spines Sizs2z, S1+S2-. íi_52+, respectivamente, y se trata de descubrir
qué combinaciones lineales de fzz, f+~, f~+, que llamamos A, B y C, multi¬
plican a los T de (35) y cumplen la identidad:

fZZS\zS2z + f+~Sl + S2- + /_+51_S2+ = A[25j,S2; + Í1 + Í2- + + l +

+ B[Si+s2_-S1_S2+] +

+ C[4sus2, - Sl+s2„ - 5I_52+] (36)

Resuelto el correspondiente sistema de ecuaciones se obtiene:

A = ]r(F- + 2f+- + 2f-*)
O

B
=y (/+"-/-+)

(37)
6

La fórmula (33) contiene unos términos de dos electrones que esquemá¬
ticamente podemos escribir, con valores obvios para R, S y V:

ftt{R} + f+-{S} + f~+{V} (38)

que hay que identificar con los operadores anteriores multiplicados por
factores X, Y, Z, respectivamente:

nR}+r~{ s}+f-+{ v }=-í-</"+2f>-+2f-+)x+
6

+ j (f*~-f-*)Y +

+ ^rV"-f+--f~*)Z (39)6
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El proceso de identificación nos da:

X=2R + S+V] Y = S- V; Z=4R-S-V (40)

Así, después de ordenar términos, la fórmula (33) se convierte en:

&l2Jü2 = Y] \$ st™+ ^ 2 '2m5¿z + Si~Sk+ + +
i < j k

1 0z m Y1
+ ~T~ / ij ~} TV / , (2+ S¡_Sk+ + Sj+S¡c_) +2 5(5 + 1)

+ ~r (fit + 2ft¡ + Vi¡+) (2sizsjz + si+s¡_ + s^sj+) +
o

1
,, , x m

+ tr^/+.~-/~+)o •'«/ 'ü - , n m(si+s¡_-si_s¡+) +2 l> l> 5(5 +1) L

+ ^' (s¡zSj+Sk_ Sj_¡_SjzS¡c_ sizs¡_sk+ + s¡_sjzsk+) +

1
, 5(5+1)-3ra2

6 '' 'i 'i sis + l)[4s(.s +1) - 3]

[s(s + 1) - 3m2](4sizsjz - si+s¡_ - 5/_5y+) - (41)

- V [3(2m - 1 )(sizsj+sk_ + si+sjzsk_) + 3(2ra + 1 )(sizSj_sk+ + Si_sjzsk+)] -z_j
k

^iSi+Sj+Sk—Sl— + Si—Sj—Sk + Sl+) 0 (2)
snt

k,l

Esta fórmula tiene el inconveniente de que, mientras i < /, k y l pueden
tomar cualquier valor. Para conseguir que ¿ < / < A: < Z, se consideran los
diferentes valores de A: y / con respecto a i < j y se van escribiendo los
resultados, obteniéndose:

o<2>n ©(2)= y
sm 7 sm / I f°° + 7 ^773) U'P>ns¡t + r°(l + s,-sí+ + sl+s,_) +

i < j < k <t

+ fij(Si-Sk+ + si+sk_) + (f* + fp X (S;_.Sj+ + si+sh)] +

1 ra
+

o , ^ tfTi2mSiz + ffi1 + Si-Si-1- + 5i+5/-) + f¡$si-sk+ + +2 5(5+1) l> l¡ ,K
1

+ + fp(Sj-Sk+ + S/+S*-) + y if]) + 2f+- + 2f-+){2sizsjz + 5f+5y_ + 51_5/+) +
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772
[(/+- - f7.+)m(sí+Sj_ - Si_sj+) + (/+- - /-+) X2 s(s+ 1)"' l>

X (sizSi-Sj+ + Si_Si+Sjz + S¡zSj+Sj_ + S^SjzSj+ Si+Si_Sjz S¡ZSi_Sj_
— Si+SjzS¡_ — SizSj^Sj+) +

+ (f7. f ¿y^) X (.SizSj+Sk— ^i+^jz^k— SizSj—Sk+ "t" Si_SjzSk+) +
"I" (/1^ f Sk+ Si+Sj_Skz SizSj+Sk_ + Si+Sj+SkJ +

+ (/+" -f-+)(Si-SjzSk+ - Si_Sj+Skz - Si+SjzSk_ + S¿+Sy_S¿,)] +

5(5+ 1) — 3T722
(fzz — f+~ -f~+)[s(s+ 1)- 3 ra2] x'

l] ' IJ l]6S(S+1)[4S(J+1)-3] L
x (4SizSjz - Si+Sj_ - Si_Sj+) - 3[(/j -f+- - f-+){ (2772 - l)(sízS¿_.Sy+ +

+ Si+S¿_Sjz + SizSj+Sj_ + Si+SyzSy_) +

+ (2772 + 1 )(sizS/+Sy_ + Si_S¡+Sjz + SizSj_.Sj+ + Si_SjzSj+) } +

+ (f?j ~ft ~ ft^ ^2m ~ IX^y+^jfc- + si+sjzsk_) +
+ (2ra + l)(sizSj_sk+ + Si_sjzsk+)} +

+ (tk~ ft - fjkt (2m - l)(SizSj-Sk+ + Sl+Sj_Skz) +
+ (2772 + 1 ){sizsj+sk_ + Si_Sj+Skz) } +

+ (f%- ff - /y/K (2m - l)(s¿_ <?/rSfc+ + sf_s/+sfcz) +
+ (2772 + 1 )(si+s¡_skz+ si+sjzsk_)}] - 6[(/J - f+-- f-+) X
X (5¿^_5¿_Sy_f.5y_ + Si_Si±Sj_Sj+ + Si+S{_Sj±Sk_ + Si_Si+Sj_Sk_|_ +

+ Si+Sy+S/_SJfc_ + 5i_Sy_íy+5jk+ + Si+Sy+Sjfc_S/_ + S¿_Sy_S]fc+S/+) +

+ (f?k~ft ~ f7t(Si+Si-SJ-Sk+ + Si-Si+Sj+Sk- + Si+S¡-Sk+Sk_ +

-f- S(_Sj_i_Sk_Sk+ S{_i_Sj_Sk+S[_ + Si—Sj_^SkSi±) -f-

+ttft ~ ft^Si-Sí+Sí-Sk+ + Si+Si-Si+Sk- + Si-Sj+Sk+Sk_ -

+ Si+Sj_Sk_Sk+ + Si_Sj+Sk+Si_ + Si+S¡^Sk_Si+) +

+ (fx -ft - ft)(Si+Si-Sk-Sl+ + Si-Sj+Sk+SiJ) +

+ (ff[ -ft ~ fjt(Si-Si+Sk-Sl+ + Si+Sj_Sk+SiJ) +

+ fftí~ft~ft^Si-Si-Sk+Sl+ + Si+Si+Sk-Sl-)1 0(2)
sm

(42)
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Matrices de densidad

La matriz de densidad de transición, de orden p, entre un estado %
y otro 4L- se escribe, en la normalización de Lówdin:

r^(Xi, X2, ..., Xp|Xj, X2, ..., Xp) —

N\ f T±,(%lt %2> • • %p> %p + li ■ • ■ i i» *^p+l' • *'» %n)

dXp_|_i dxp+2 ... dxN (43)
P

Si se obtiene la matriz de densidad.
Centrando la atención ahora en el valor medio del operador

n — ^ n¿ + ^ (i i¡,
i i <j

se tiene:

4'* | \ íl¿ + ^ n¡j| tydxy ... dxN = J 4'* ^ ílpl'dxx ... dx
i i < j i

+ I 4;* ^ £l¡jxVdxi ... dxN =
</'

--N I 4'*fli4'dx1 ... dxN+ ( ^ ) K^ÍVM^ ...dxN2

= |" VlJ^^ix^x'^dxx + J íl12r(2)(x1, x2\x[, x',)dxi dx2 (44)
donde el símbolo f indica que después de actuar el operador sobre las
variables que no tienen prima, se hace x[ = Xi y x'2=x2 y se efectúa la
integración. Ahora bien, según Mcweeny y Mizuno, 1961, se puede
escribir:

r(I^1|x2)-7++(r1|r'1)Q:(l)a*(r) + y+-(r1|r'1)o:(l)^*(l,) +

+ ,y-+(ri!r'])/3(l)a;*(l') + y (**i|rí)/3(l)/3*(r) (45)
puesto que un operador sobre los spines puede descomponerse de esta
forma escogiendo convenientemente los coeficientes y, que dependen de
las coordenadas espaciales solamente. Se ve fácilmente que, para un
estado en el que el componente z del spin total esté definido, los dos
componentes y+~ y y-+ tienen que anularse. En efecto, si la función de
onda se expande en función de productos de spin, cada uno de los cuales
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contiene el mismo número de factores a y el mismo número de factores ¡3,
la integración sobre los N-I spines que nos da y introduce ceros a
menos que los spines de y se correspondan. Luego:

rw(x1\x'1) = y++a(l)a*(V) + y—f3a)P*(y) (46)

y de la misma forma:

r(2)(xb x2\x\, x,2) = y++++o:(l)Q:(2)Q!*(l,)a:*(2,) + y+~ + ~a(l)f3{2)a*{\')(3*(2') +

+ y-++-(3(l)a(2)a*(V)(3*(2') +y+—+
+ y-+-+y8(l)a:(2)/3*(l>*(2') + y ¡3(l)f3(2)f3*(V)¡3*(2')

(47)

La aplicación de la fórmula (44), si sustituimos T(1) y T(2) por (46) y (47),
respectivamente, da los resultados siguientes, donde ya se ha hecho la
integración sobre el spin. Además, se han agrupado los términos fl2
según las componentes tensoriales irreducibles ya encontradas, realizan¬
do, asimismo, combinaciones lineales de los términos fz0 y f0z, que son
de rango uno. (Véanse las tablas II y III, Hardisson y Harriman, 1967.)

f f\(y++ + y~)drl + f \f\{y++ -y—)dr{ (48)

íl12r(2)(xi, x2\x[, x2)dxldx2 =

= J f^2(y+ + + + + y+- + ~ + y~ + -+ + y )dridr2 +

+ J + f$[2(y++++ - y )]d'rxdr2 +

+ J i(/g - f¡*)[2(y+-+- - y~+~+)]drldr2 +

+ J Ufn+^ + 2fñ+)[2Íy++++ - y+~+~ -y~+~+ +
+ y +y+ + + y~++-)]dr{dr2+ (49)

+ I ¥fJt2~-fu+)(y~++~-y+~~+)dr1dr2 +

i(ff2 ~f\2 ~f~2+)(y++++ -y+-+--y-+-+ +
+ y — y-++- — y+ +)dr{dr

Se ha obtenido el valor medio de fl en el estado 4a, pero se sabe (14)
que este valor medio es proporcional al valor medio de O5Í105 en el
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estado T0. Pero (31) y (42) demuestran que 0(1)Í1 0(1) y 0(2)fl,0(2) seu V / ^ \ / n sm 1 sm j sm 2 sm

pueden escribir abreviadamente:

donde Gh G2, ..., son operadores de uno, dos, ..., electrones, respectiva¬
mente. Luego:

<¥|ÍW> ={ <T0\ap + ap\0(»ro> + <T0\ap + Gf + G<p\Q%T¿> } (52)

y, por consiguiente, se ha obtenido el valor medio de íl en el estado 4*
en función de las matrices de densidad de transición entre el estado T0
y el QST0. Estas matrices de densidad también se pueden expresar en
la forma (45), con las mismas limitaciones que conducen a (46) y
análogas para las matrices de segundo, tercer y cuarto orden.

Aplicando el mismo procedimiento que ha producido las expresio¬
nes (48) y (49) a los operadores G de (31) y (42), se obtendrán las
siguientes fórmulas, designando por las matrices de transición entre
los estados T0 y &ST0, y calculando término a término. Para (31):

={Gp + Gf + Gp }0W

(50)

(51)

(53)

í 771

-r~, TV (/i + í\)(si+si- + Si_s2+)n2)(xi, x2\x\, x')dxldx2 =2s(s+ 1) 1 2 r

(54)

El término en f* se puede escribir:

(55)
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lo que da, en definitiva:

m

2í(S+1) J
m

(f\ + f\)(y?++~ + y£ +)dr1dr2 =

J f\(y+v~~+ + y~++~)dr1dr2 (56)5(5 + 1)

Se tiene, por tanto:

<T0\ap + G^I o<»r0> = f'ñ(yt+ + 7;-)^+

+

' 1 ( 777^ 777

T 1 17(77T)(r-+" y"} + 7(771)(T-+ + y7_) +
+ \^T)(r"* + 'r"~)dri\dri (57)

Para (42) se procede análogamente, aunque los desarrollos son más
largos, obteniéndose una expresión análoga a la (57) para (T0\Gf} + G(32) +
+ G(^|0^To). Comparando ahora la (48) con la (57) y la (49) con la
análoga a la (57), se obtienen las tablas II y III (Hardisson y Harri-
man 1967), en las que se pueden ver los correspondientes componentes
del operador, de la matriz de densidad y de ésta en función de las
matrices de densidad de transición.

Cálculo de las matrices de densidad de transición

Cuando consideramos las matrices de densidad de transición, éstas
están formadas por las obtenidas entre los estados T0 y OsT0 en las
que hay que considerar una suma de integrales entre T0 y los diferentes
Tkn>. En general, si:

¥g=(An)-*{¥?,^f,
(58)

¥&=(An)-*{¥;, ¥*...,¥£}

y las funciones de un electrón tienen integrales de solapamiento:

JWf(x) dx = df (59)
entonces:

^*^hdxi ... dxN = Ag/2 = det {Agft} = det {d^} (60)
siendo posible escribir las matrices de densidad de transición asociadas
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con estos estados en función de ciertos cofactores. Si designamos por
Ag/!(£, u, ...\v,w, al determinante de la matriz obtenida suprimiendo
las filas t, u, ... y las columnas v, w, ... de Ag/I se tiene:

rS<1i1')= 2 E(- (6i)

rgd, 2\v, 2') = i¿j Zj €,„em^(tu\vwn(l'^f (2')^;<1)^(2)

(-l)í+"_1 u > te'«-¡
(_!)<+« u<t ( }

raa,2,3!i' 2-30=

: iV 2 e^^-iturlvwyn*;(1')^*(2')1«*(3')»;(1^(2)^(3)
t,u v,w

r y

(63)y(_iy+"+'-1 tCrCu; uCtCr; r < u < t
e"lr ( (_ iy+u+r r Ct Cu; t Cu Cr; u Cr Ct

r™(l, 2, 3, 4|1', 2', 3', 4') =^-^' x
f,W V, w

x (2)4^(3)^(4') (64)

eturs = (-l)t+ U + r+S-1

s<r<t<u; s<u<rCt; t<u<s<r; t<s<r<u;

r <s <u <t; u < t Cr Cs ; s < t <u <r; r <t <s Cu;

u<r<s <t; u<s <t Cr; t<r <u<s; r<u<tCs;

eturs=(-l)t+U + r+S

s<r<u<t; s < t Cr Cu; uCtCsCr; rCsCtCu;

u Cs Cr Ct; t Cu Cr Cs; s Cu < t Cr; t Cr C s Cu;

r Cu C s Ct; t Cs Cu Cr; r < t Cu Cs; u Cr Ct Cs ;

Puesto que QST0 no es una función normalizada, y las matrices de
transición contienen esta función, hay que considerar la integral de
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normalización:

O CO
av j T;iO;r„di\ ...dx.¡ |* TjV ni. ni Y V cfa, ...dxN =

k=o /=i r=i

(í)(;)
= 2 a'tls, m, n) Ef J 'irdx>

k=0 /=! /' = 1

.(DO
= X X 2 m'n> 4°-t" ,f'r))

fc=0 /=1 /' = 1

y las matrices de densidad de transición entre los estados T0 y OsT0
serán:

r,(l|l') = -—f 2 N)QsT0l\, 2, ...,N)d2...dM =
ü)s J

, ({)(;)
=7~E E E Ci(s' m' n)J 7"0,a'' 2 2 ...d„ =S

k=0 1=1 l'= 1

=-~-2 X Ck<<s, m' n^r° k"' ^1|r) (66)
fc Z V

en donde los signos sumatorios se han abreviado. Igualmente:

r,(i, 211', 2')=¿"E E ECi(s> 2H'.2') <67>5

k I V

r,(l, 2, 311', 2', 3') = ~2 E ECi(i' m' 2' 3lr- 2'- 3') <68)
fc l V

r,(l, 2, 3,411', 2', 3', 4')=^-E E ECi(5' m' ")r««'ü, 2' 3'4|1'> 2'- 3'' 4>)'

t ' (69)

Las funciones de T0 y de TkiV, es decir, las y ty/1 de (58), son:

^0=O0(r)£0(£)
(70)
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cumpliendo estas condiciones:

( a„ l^p^a
<j>o _ Qkir _ (j, 1 /ynp p p tbp fx+l^p^N K/L)

independientemente de k, I, y:

(a l^p^/x, (a
&=l ¡3 fx+l^p^N; = ( (3 según los valores de P> k> l> v (72)
Sustituyendo estos valores en las (61), (62), (63) y (64) se obtienen,

para las (66), (67), (68) y (69):

rT(l|l/)=-i m> ") ^( - l)í+v^?(10Ov(l)^*(r)íftv"'(l)A0'w,'(í|ü) (73)
5

kll' t,v

rT(l, 2|1', 2') =-^"2 ck(s, m, n)^ ^ ei„€vtv<I>*(r)0;(2/)a>v(l>I>w(2) x
kll' t,u v,w

X ^(l')02')f:"Xl)f¿r(2)A«<'(tK|i>«>) (74)

rr(l, 2, 3|1', 2', 3') = -^—V ais, ni, n) V V >»
kll' t,u v,\v

r y

x <í>*(l')<l>*(2')<í>*(3')4>v(l)4\v(2)<t>y(3)

xf;*(l')e(2')í;*(3')e"'(l)C(2)f:"'(3)A»-»''(íw|U«.!,) (75)

I\(l, 2, 3,4(1', 2', 3', 1')=~Yi Ck(s' m' ")2'E'we»« x
6

kll' t,u v,w

r,s y,z

X Of (l')0:(2')9>*(3')^*(4')í>v(l)í>w(2)0y(3)$z(4) x

x ^0*(y)^l*(2,)^0*(3,)^0*{4,)^iíl'(l)^ll'(2)^l'(3)^kzll'(4)A0'kll'(turs\viüijz) (76)

Las matrices de densidad de transición se pueden expresar, lo mismo
que las que no son de transición, en la forma (46), (47) y expresiones
análogas para las de tercer y cuarto orden. Pues bien, comparando estas
expresiones con las (73), (74), (75) y (76) se podrán sacar ciertas conclu¬
siones, puesto que son dos maneras diferentes de expresar las matrices
de densidad de transición. La primera conclusión es que el hecho de
que los spines y £klv sean a o (3 impondrá restricciones en k, l y V.
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Escribamos ahora, con el fin de abreviar la escritura de las (73), (74),
(75) y (76):

r,'(<-i|ri')=
t̂,V

y-i(£|v)=jL(_ iy+v V ck(s, m, n)A0Ml'(t\v) (77)r
(x)s ¿-J

k,l,l'

rM, r2¡r/, r2') = ^ ^ y*itu\vw)<P?ai®:W<t>v(l)<!>w(2)
t,u v,w

yHtu\vw)=-^— 6tuevw Y ck(s, ra, n)A°'kll'(tu\vw) (78)r 2o>c ^
fc,z,¡

/ /

7?(ri, r2, r3\ri, r2, r3/) = ^ ^ÍMrlx
í,IÍ V,W
r y

chf(r)<h„*(2')<h*(3')Ov(l)4>w(2)^(3)

yritur\vwy)=—— ettlrevwy Y cfc(s, ra, w)A°'fca (í«r|rara/) (79)T
OCOS ¿-1 <r»s kir

y?(ri, r2, r3, r4|r/, r2', r3', r4')= ^ ^ y?(turs¡vwi/z) x
V,W

y,z

xOf(l')0*(2')$*(3')0*(4')chv(l)<l>w(2)<Í>,(3)cl>z(4)

yliturs\vwyz) =—J— «Ws€iwyz Y, c*0?, ra, «)A°'fcn'(tars|rara/z) (80)x 24co, ¿-i 0-15
fc/r

donde los determinantes Ao^, Aa-2, ..., son los que, deduciéndose de los
A anteriores, corresponden a la combinación cr, de forma que:

r,(i[i')=2^,(r'|ri')'cr'
cr i

rT(l, 2|1', 2') 7^(rb r2|r/, r2').o"2 (81)
cr2

rt(l, 2,3|1', 2', 3')= 2 TíVi. '2. ^Ir/, r2', r3')-o-3
cr 3

rT(l, 2, 3, 4|1', 2', 3', 4') = ^ r2, r3, r4!r/, r2', r3', r4')-cr4
(Ti
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Se ha conseguido una representación de las matrices de densidad en
la base de las puesto que las y^(ru ... \ r/, ...) están expresadas en
función de ellas. Debido a que las son las a¿ y b¡ (71), la representa¬
ción está hecha en una base que no es ortogonal (6).

Cálculo de

Se puede considerar que los determinantes A0'*"' provienen de las
respectivas matrices A°'fc/r, y estas matrices, a su vez, se pueden escribir
como una especie de productos directos entre la matriz de solapamiento
espacial y las matrices de solapamiento de spin, que son las que varían:

[A°'kll']ij= [d]ij[fs0-ktl']i¡. (82)

La matriz de solapamiento d es independiente de k, I, V y está deter¬
minada por las condiciones de ortogonalidad (6). En el dibujo adjunto se
puede apreciar su forma esquemática, indicándose también las funciones
de spin para uso inmediato. Se ve que la parte central (región entre
las filas y columnas v y ¡x) tiene una diagonal principal constituida por
una sucesión de «/», siendo el resto de dicha región elementos nulos.

Como para que A0Ml' sea diferente de cero es necesario que no haya
una columna o fila constituida por elementos nulos, en la región central
es imperativo que n°'kn' tenga la diagonal principal formada por elemen¬
tos no nulos. Puesto que los spines de T0 en esta región son a, es
necesario que los spines de Tkw sean también a, lo que significa que

de los [^¡^J valores para Z, sólo son aprovechables Esto da para
Tk¡¡' la estructura siguiente: en las v primeras funciones habrá v-k alfas
y k betas.

Las primeras v funciones en T0, asociadas con las v primeras filas
de son a, y las últimas v funciones, asociadas con las últimas
v funciones de Aow/' son /L Puesto que entre las primeras v funciones
de Tku> hay v-k alfas y k betas, cada una de las primeras v colum¬
nas de j\0-kW tendrá un solo elemento no nulo: v-k columnas, corres¬

pondientes a a, iguales a «Z» en la porción izquierda superior y k colum¬
nas iguales a «cZ¿*» en la porción izquierda inferior. En las últimas v
columnas ocurre algo similar: en la parte derecha superior hay v-k
columnas con «cZ¿» y en la derecha inferior k columnas iguales a «Z».

Los efectos combinados de estas restricciones son que hay exacta¬
mente N elementos no nulos en cualquier Aofc/r, cada uno en cada
columna. Si A0 A:n' es diferente de cero, también habrá un elemento no
nulo en cada fila y, por tanto, una posibilidad única para Z', para cada
valor de Z, contribuirá a un término no nulo.
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TKIL'

í'-k «

k f,
"/■ k «*

V- k fi
■ ar

Hemos obtenido un esquema del determinante A0-*"'. Para calcular
su valor se recurre a la fórmula de Laplace:

(83)

donde Aes el determinante obtenido suprimiendo las filas p,q,...,t
y las columnas p', q', ..., f y el Aformado por las filas y colum¬
nas suprimidas. La suma se hace sobre las combinaciones principales k
a fc de los k índices p', q', ..., t', de tal forma que p' <,q' < ... < t',
tomados de 1, 2, 3, ..., N. Los índices p, q, t son fijos. Por último:

s = p + q+... + t
s'= p'+ q'+ ... + t'

Ahora se escoge como índices p, q, ..., t las filas donde se encuentran
las «di*» y «ífp). Como las columnas que hay que suprimir nos tienen
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que dar un determinante no nulo, es fácil darse cuenta de que la única
combinación posible es p'=p; q' = q, ..., t' = t y, por tanto, (-l)s+i'=l:

A(í:l;.:;') Ai;',

filas, donde se encuentran las «df», queda:
Ao.fc»' = (_ l)1+2+-+2fcA(df)A«-) (86)

Como

l + 2+ 3 + ... + 2A: = 2k2 + k, (-l)1+2+-•+» = (_ 1)*

y se obtiene:

A«"' = (-l)1 (87)
i

donde hay k factores |d¿|2 que vienen determinados por el valor de l.
Llamando:

Ai=2 [n|d<|2j (88)
i i

«n donde este Ak viene definido (Hardisson y Harriman, 1967) por:
V V

]j(l+ <?*)=]>} TU*1 (89)
¿=1 k=0

para cualquier valor de x. Luego:
V V

(Os = Yi c¿s> m> n) ^ A°'fcn = YJ ^ ~ m' n^Ak (9°)
k=0 l k=0

ya que V viene condicionado por /.
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Matrices de densidad de transición y resultados

Siguiendo un método muy similar al anterior se evalúan las matrices
de densidad de transición, en función de nuevos parámetros definidos
a partir de las «cZ¿». Estos parámetros y sus combinaciones se encuentran
en Hardisson y Harriman, 1967, tablas V, VIA y VIB.

Este método nos da las componentes de la matriz de densidad de
primer orden y de segundo orden (al utilizar las expresiones 77-81), en
función de los orbitales correspondientes a¡, b¡, que no es una base
conveniente porque no es ortogonal y es difícil de determinar en la
práctica. Por eso se expresan los resultados de la matriz de densidad
de segundo orden en función del conjunto ortogonal de orbitales <£>,-, que
son las funciones propias de la matriz de densidad de carga:

p° — y++ + y— (91)

y que tienen la propiedad de ser iguales en el estado proyectado y en
el no proyectado (Harriman, 1964). La transformación a efectuar es:

<Pi= 1 =r- (<*« + bd; <pjy-,-+i=— 1 (a¿ - bi) (92)
\/2(l + d¡) 2(1 +d¡)

También se demuestra que los «c/f» se obtienen a partir de los corres¬
pondientes valores propios antes de la proyección:

di=—(K—^N-Í+I) (93)

siempre que se ordenen de forma que Xk+l^kk.
Los resultados finales para los componentes de la matriz de densidad

de segundo orden (los de primer orden están expresados en función de
las ab bt en Harriman, 1964) se expresan ahora así:

7r(Ti, r2|r/, r2) = ^ (94)
i. Í
k,l

teniendo en cuenta que, por simetría:

ymi=e¡ykUj=e2ym (95)

donde ei=-l para T\ y +1 para todos los demás; e2— -1 para Vi(-)
y T0! y +1 para todos los demás. Los yijkl se dan en la tabla IV de Hardis¬
son y Harriman, 1967.
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TABLA I

[S^] y [S^F^]

S/u, — Sz 5+ 5_

Fz 0 -F+ F_

F+ F+ 0 — 2FZ
F_ -F_ 2 0

Foz 0 -^o+ F0-
Fzo 0 -^+0 F-o
Fo+ ^o+ 0 -2F0z
F+o *+o 0 ~2Fz0
F0- -F0- 2F0z 0
F-o -F-o 2Fz0 0

Fzz 0 ~(F+Z + FZ+) F-Z + Fz_
F+ + 2T+ + 0 -2(Fz+ + F+z)
F — 2F__ 2(TZ_+F_Z) 0

Fz+ Fz+ -^+ + -2(FZZ-T_+)
F+z F+z ~^+ + -2(Fzz-F+_)
Fz- ~FZ- 2(Fzz—F+_) F__
F_, -F-z 2{Fzz—F_+) F__

F+- 0 2F+Z — 2F,

F-+ 0 2Fz+ ~2F_z



TABLAS II Y III

En estas tablas, cada conmutador es igual a:

y I7* O; VF"\C'r¡¿j K K' ¿j K\ KX
K,7T K,X

7x ,r

respectivamente, donde los coeficientes C son los operadores de spin en la
columna correspondiente opuesta a F^ y F**. Los signos superiores se correspon¬
den, lo mismo que los inferiores.

TABLA II

¿i = [S2,íli] B^[S\ [52, ílj] C\ = [52, [52, [52, Í1J]]

Fz
z

2 4(52- 52 + l) 8(252- 52 + 1)

F± -25_(5z+1) +45_(52+5z + l)
F±

Z
+ 25± — 45±(5z+2) + 85+(52+5z + 2)

+1+1 + 2(52+1) 252- 25Z(5Z+1) + 4(5Z +1)2 +452(25z+3) + 4(5Z+1 )(5Z+2)
F±

+
0 -252+ -452,

En la tabla III, que se da en la página siguiente, faltan los términos siguientes
del conmutador £>2:

F± ± + F± ±
+z z+

2453 (25z+9)
X

F±±
+ + 2454+

Fz_±_ +i?±z
+ -f- + + 2453±(5z+1)
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TABLA III

A2 = [S2, íl2] b2=[s2, [s2, n2]] c2=[52, [52, [52, n2]]] d2=[s2, [51 [52, [51 tt2]]]]

pOz 4- pzO
0z zO

2 4(52-52z + l) 8(252-5^ + 1) ' — 16[54 — 52(52 — 3) —(5^,-1)]
FOz + PzO

0± ±0 + 5_
+

-25_(5Z+1) + 45_(52 + 5, +1) + 85_[±52(5,±2) + (5,±l)]
770+ -I- F±0

Oz zO + 25± — 45±(5,+2) + 85±(52+5, + 2) +165± [+52(5, + 3) + (5,+2)]

po+ 4. p + 0
0± ±0 + 2(5, +1) 2(52 + 52 + 35z 4- 2) + 452(25z + 3) + 4(5Z +1 )(5Z+2) 8[54 + 52(52 + 55, + 5) + (52 + 35, + 2)]

pO+ 4- Í7±0
0+ +0

0 — 252+ -452+ -852+(52 + l)
pzz

zz
4 8(52-52 + 3) 16(852 — 752 + 9) 32[52(452 —752 + 41) + 354 - 2852 + 27]

pzz 4- pzz
z± ±z +s_

+

— 25_(5,+5) + 45_(452 — 352 +105,+17) + 85_[ + 52(75,+36) + 5,(652+125, —43) + 53]

pzz 4- pzz
+ - -+

-1 -2(52-52 + 3) — 4(52 —75z + 9) - 8[52(452—752 + 41) + 354 - 2852z + 27]

1+1+ 1+1+ — 2(25,+ 3) 4(52 + 352 +115, + 9) +4052(5z + 2) + 85z(352 + 2 1 5z + 44) + 216 852(552 + 24521145, +128) + 85,(353z4452 +13 5 5,304) +1296
F±± +JF±±

z± ±z + 2s± — 45±(35,+7) + 45+(552 + 952 +495z+ 68) -165±[52(125,+35) + 5,(352 + 355, +122) +133]

1+1+ + •>1 1+1+ ±2(sz±2) 2(352-52+75z +10) ± 852(45,+11) + 85,(352 + 55, -11) +112 852(952- 52z + 6 35, +113)- 85,(652 + 4252 + 495,+6 7) + 656
FZ± 4-F±z

± ± ± ±
+ 5_

+

— 25_(35,+4) + 25 _ (552 + 952 + 3 35z + 26) + 5_ [ +852(125,+23)+ 245,(52 + 95,+ 21) + 320]

pz± 4-p±z
+ ± ± + ¿*^± 25±(5,+4) + 25±(552 — 352 + 55, + 26) +5±[ + 852(45, + 23) + 85,(352 + 155,-1) + 320]

Fz± 4-F±z
±z z±

2 4(52 — 52 + 25z + 4) + 452(65, + 19) + 45,(652 +115, -19) +104 1652(452-52+295, +54)-165,(352+2152z + 255,+ 32) + 640
Fz± 4-F + z

zz zz
+ 25± -45±(5,+6) + 85+(452- 352 + 45, + 24) + 5_ [1652(±75,+ 43) +165,(652z± 305,-1) +1248]

F%7+K+
z— —z

+ 25_
~

+ 45_(5, + 3) +45_(552 — 352 + 115, +18) + 5 [ +1652(45, +19) +165,(352 + 65, — 22) + 432]

f+-+f- +
zz zz

-4 -8(52-52 + 3) — 16(852 — 752 +9) - 32[52(452- 75, + 41) + 354 - 2852 + 27]

•ti ++ 11 + >11 11 ++ 2 4(52- 52 + 2) 8(552-452 +5) 8[52(552 —852 + 44) + 354 - 2952 + 28]

pzz
± ± 0 0 + 451. (35,+ 4) 851.(452 + 352 ± 155, +13)
+ +

Fzz 0 0 + 1652+(35, + 10) 325^(452+ 352+265, + 55)
p±±+p±±

+ ± ± +
0 0 + 452+(35, + 10) - 852(452 + 352 + 265, + 5 5)

Fz± + F±z
+z z+

0 0 -4452+ -1652^(452 — 352 + 65,+19)
Tz± +T±i±+ +±

0 0 + 25±(352- 352 + 35, + 22) ± 5+[ ± 852(35, ± 20) + 2452 (5,+ 5) + 304]
+l
i+

+++n+ 0 0 -4052, — 852^(752 — 652 + 5, + 37)

n-±+jF±± 0 0 + 452_ (35,+4) - 851. (452 + 352 +155, +13)

ft++f:t
-z z—

0 0 + 45_(352— 352 +95, +16) ± 165_ [±52(35,± 17) + 5,(352 +65,-21) + 26]

~f* " — 4-f-++f+t 0 0 8(352 —352 +4) 8[52(352 —652 + 38) + 354 -2752] + 208


