Universidad
de La Laguna

UlLL
=

FACULTAD DE CIENCIAS DE LA SALUD
SECCION DE FARMACIA

MATEMATICAS Y
EPIDEMIOLOGIA: MODELOS Y
CONCLUSIONES

CURSO 2018/2019

Autora: Yasmina Quintana Cruz

Tutora: Begoina Barrios Barrera



iNDICE

Abstract 3
Resumen 4
1.Introduccidn
1.1 ¢Qué es la epidemiologia y cudles son sus objetivos? 5
1.2 Historia de los modelos epidemioldgicos 7
1.3 Modelizacién matematica 8
2. Modelos epidemioldgicos compartimentales
2.1 Modelo Sl epidémico 9
2.2 Modelo SIS epidémico 11
2.3 Modelo SIR epidémico 14
2.4 Ejemplos de enfermedades actuales modelizadas por S|, SIS, SIR 20
3. Conclusiones 21
4. Referencias Bibliograficas 22




ABSTRACT

Thoroughout this work we will study the history of epidemiological models, the epidemiology
concept and its objectives and several models frequently used in epidemiology. Our goal will be,
in particular, analyze from a mathematical point of view several compartmental deterministic
models and deduce from them useful conclusions. We will focus on the models SI, SIS and SIR
intruduced by Hamer, Mckendrick and Kermack that model current diseases like AIDS, diseases
produced by bacteria and, in general, several viral diseases, such as the flu. It is clear that the
modeling of any disease is necessary for the control of epidemics and, in particular, to evaluate
the efficiency of vaccinations aimed at controlling, or even extinguish, them. This modeling is
done, mostly, through Ordinary Differential Equations (also called abbreviated ODE’s). The
contributions from different authors along the history have been important to study the models
in an optium way establishing for it theorems that allow us to understand them.

Key words: Epidemics, differential equations, mathematical models.



RESUMEN

Alo largo de este trabajo estudiaremos la historia de los modelos epidemiolégicos, el concepto
de la epidemiologia, cudles son sus objetivos y varios modelos epidemioldgicos usados
frecuentemente. Nuestro objetivo sera, en particular, analizar desde un punto de vista
matematico, varios modelos deterministas compartimentales y extraer conclusiones utiles. Nos
centraremos en los modelos SI, SIS, y SIR introducidos por Hamer, McKendrick y Kermack que
modelizan enfermedades actuales como el SIDA, enfermedades producidas por bacterias y, en
general, varias enfermedades viricas, como la gripe. Es claro que la modelizacion de cualquier
enfermedad es necesaria para el control de epidemias y para poder evaluar la eficiencia de las
vacunaciones con la finalidad de controlar, o incluso extinguir, las mismas. Dicha modelizacién
se realiza, en la mayoria de los casos, mediante ecuaciones diferenciales ordinarias
(comunmente llamadas de manera abreviada EDO’S). Las aportaciones de distintos autores a lo
largo de la historia han sido relevantes para poder estudiar los modelos de manera éptima
estableciéndose para ello teoremas que nos permiten comprender los mismos.

Palabras claves: Epidemias, ecuaciones diferenciales, modelos matematicos



1. INTRODUCCION
1.1 ¢QUE ES LA EPIDEMIOLOGIA Y CUALES SON SUS OBJETIVOS?

Se conoce como EPIDEMIOLOGIA al estudio de la ocurrencia de una enfermedad que ataca a un
numero de personas, la distribucién de la misma y los factores determinantes para la
propagacion de ella. De manera simplificada se trata de descubrir quién adquiere la enfermedad
y por qué. El problema fundamental en epidemiologia es que uno o mas infectados se
introducen en una comunidad de individuos con cierto grado de susceptibilidad a la enfermedad
en cuestion. Esto hace que se comience a propagar la enfermedad de los individuos infecciosos
a los susceptibles. V)

Existen varios tipos de epidemiologia:

e Descriptiva: Es la rama de la epidemiologia que describe el fendmeno epidemioldgico
en tiempo, en lugar y persona, cuantificando la frecuencia y distribucién del fenédmeno
mediante medidas de incidencia, prevalencia y mortalidad, con la posterior formulacion
de hipétesis. @

e Analitica: Busca, mediante la observacidn o la experimentacion, establecer posibles
relaciones causales entre factores a los que se exponen personas y poblaciones y las
enfermedades que presentan.

e Experimental: Busca, mediante el control de las condiciones del grupo a estudiar, sacar
conclusiones mas complejas que con la mera observacién no son deducibles. )

Los principales objetivos de la epidemiologia son: ("

> Identificar la etiologia o las causas de la enfermedad y los factores de riesgo que
aumentan la probabilidad de enfermar.

Determinar la extension de la enfermedad.

Estudio de la historia natural de la enfermedad y pronéstico.

Evaluar nuevas medidas preventivas y terapéuticas.

Identificar los cambios en la frecuencia de enfermedad en las poblaciones con el
transcurso del tiempo.

YV VYV

CONCEPTOS IMPORTANTES:

EPIDEMIA: Es un brote de enfermedad temporal mayor de lo usual en una poblacidon. Las

epidemias mas importantes de la historia, segln su impacto en la poblacién son los siguientes:
(1)

v" Viruela: Ha sido |la epidemia que més muertos ha causado en la historia de la humanidad.
Se considera como una de las dos enfermedades que se encuentra totalmente
erradicada, y se conoce, que es un virus que solo afecta a los humanos. El dltimo caso
fue en Somalia en 1977. ©

v' Sarampidn: Al igual que la rubéola o la varicela, es una enfermedad caracteristica por
sus marcas rojizas en la piel y ademas es la segunda mayor causante de pandemia de la
historia. ©

v' Gripe Espafiola: Fue una de las més graves de la historia moderna, y es causada por un
brote de Influenza virus A, del subtipo HIN1.®)



v' Peste negra o bubdnica: Sus principales sintomas son los bubones o ampollas. Fue la
pandemia de peste mas letal de la historia. ©

v/ SIDA (VIH): Actualmente no existe ninguna cura definitiva ni conocida, aunque si
tratamientos para mejorar la calidad de vida de los infectados. ©

v" Tifus: Supone una de las pandemias actuales, el tifus provoca fiebres muy altas.

v Cdlera: Es una de las pandemias que tenemos actualmente, suele matar a los afectados
debido esencialmente a la deshidratacién. ©

Plaga de lustiniano  Tifus | Cotera | H3N2 | £bola |

Fig. Niumero de muertos por epidemias. ¢

ENDEMIA: Es una enfermedad que persiste todo el tiempo en la poblacién. ¥
PREVALENCIA: Es el nimero de casos de una enfermedad en un tiempo dado. ¥
INCIDENCIA: Numero de casos nuevos por unidad de tiempo. !

La PROPAGACION de una infeccién dentro de una poblacién depende tanto de factores
bioldgicos como de factores demograficos, sociales, y econdmicos. Entre los factores bioldgicos
destacan el tipo de agente infeccioso, el modo de transmision de la enfermedad, la
susceptibilidad del huésped al agente patégeno, el periodo de incubacién, el periodo de
infecciosidad y el tipo de inmunidad que confiere el agente infeccioso al huésped.

La siguiente tabla muestra la clasificacion de algunas enfermedades de acuerdo al agente
infeccioso y modo de transmision. Fig. !



agente pers.-pers pers.-med.amb, TCSETV-VECIOT,
varicela dengue
rubcola ~ | encefalitis
influcnza {
poliomiclitis
herpes .
SIDA
bacterias tifoidea plaga
e tuberculosis colera |
neumonia |
meningitis |
protozoarios sifilis amibiasis paludismo |
tripanosomas |
helmintos esquistosoma
filariasis
ONOOCETCOSIS

1.2 HISTORIA DE LOS MODELOS EPIDEMIOLOGICOS

En la mitad del siglo XVIII, se introdujo la inoculacién contra la viruela que consistia en inocular,
con el material tomado de una pustula de viruela de un caso activo a un individuo susceptible
de contraer la enfermedad, con la intencidn de producir en él un ataque ligero. Y una vez que
las persona se recuperaba de la enfermedad adquiria inmunidad permanente. Este es el
antecedente de los modernos y mds confiables métodos de vacunacidn. Pero también tenia sus
riesgos ya que un individuo inoculado podia morir de la enfermedad adquirida, aunque sucedia
raramente. También habia el peligro de provocar brotes epidémicos debido al contacto del
individuo inoculado con otros susceptibles a la enfermedad que lo rodeaban. Esto causé una
gran controversia acerca de la efectividad de este método y los dafios potenciales que podia
producir a la poblacién.

En 1760, Daniel Bernoulli por primera vez usé un modelo matematico para estudiar la difusion
de una enfermedad infecciosa en la poblacién y las ventajas de un programa de vacunacion.
Bernoulli, formulé y resolvié una ecuacidn diferencial y evalud los resultados en términos de las
medidas de control involucradas

Durante la segunda mitad del siglo XIX, los trabajos de Pasteur (1822-1895) y Koch (1843-1910)
fueron decisivos en el comienzo de la nueva ciencia, la epidemiologia tedrica, y los mecanismos
fisicos de la transmision de las enfermedades y con ello, el desarrollo de teorias matemadticas

adecuadas para explicar el fendmeno de la propagacion de una enfermedad en una comunidad.
(1)

La primera contribucion importante a la epidemiologia se debid a los trabajos de Hamer (1906),
quién postulé que una epidemia depende de la tasa de contactos entre individuos susceptibles
e infecciosos. Esto se convirtié en uno de los conceptos mas importantes en epidemiologia
matematica “la ley de accidon de masas”, la cual dice que la tasa a la cual una enfermedad se
propaga es proporcional al nimero de individuos susceptibles por el nimero de individuos
infecciosos. En la misma época, Ronald Ross (1911) formulé el principio de accién de masas para
un modelo continuo. Su trabajo fue pionero sobre la dindmica de la malaria posteriormente
Kermach y McKendrick (1927) establecieron el Teorema del Umbral, el cual afirma que la
introducciéon de un individuo infeccioso a una comunidad no dara lugar a un brote epidémico, a
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menos que la densidad de los susceptibles en la poblacién sobrepase cierta cantidad umbral.
Los trabajos sobre modelos epidémicos de Kermack y McKendrick han tenido una gran influencia
para el desarrollo posterior de modelos matematicos.

1.3 MODELIZACION MATEMATICA

El proceso de difusién de la enfermedad dentro de una poblacién puede estudiarse a partir de,
principalmente, dos tipos de modelos matematicos: !

v DETERMINISTICOS: Se pueden controlar los factores que intervienen en el estudio del
proceso o fendmeno y por tanto se pueden predecir con exactitud sus resultados.

v’ ESTOCASTICOS: No es posible controlar los factores que intervienen en el estudio del
fendmeno y en consecuencia no produce resultados Unicos. Cada uno de los resultados
posibles se genera con una funcidn de probabilidad que le adjudica una probabilidad a
cada uno de éstos.

En este trabajo nos centraremos en los primeros y, mds concretamente, en los modelos
deterministicos compartimentales. Para ello, dividiremos a la poblacién en diferentes clases: *)

4+ SUSCEPTIBLES (S): consistente en todos aquellos individuos que son propensos
a adquirir la infeccion.

4+ INFECCIOSOS (I): compuesta por quienes padecen la enfermedad y pueden
transmitirla.

4+ RECUPERADOS (R): a la que pertenecen individuos restablecidos de la
enfermedad vy, por tanto, inmunes a ella, ya sea temporalmente o de por vida.

Para disefiar un modelo de una enfermedad hay que decidir qué factores se incorporaran
respecto a las caracteristicas de la poblacién afectada, el tipo de enfermedad y el modo de la
salida de los infectados de la poblacién.

Principalmente podemos distinguir entre los siguientes tipos de enfermedades:

= ENFERMEDADES MICROPARASITARIAS: la enfermedad es causada por un virus (como el
sarampion), una bacteria (tuberculosis), o un insecto (malaria).
= ENFERMEDADES MACROPARASITARIOS: la enfermedad es transmitida por un gusano.

En este trabajo nos centraremos en las microparasitarias y mas concretamente en los modelos
SI, SIS, SIR que explicaremos con detalle en el siguiente capitulo.

La principal herramienta para la construccién de modelos son las ecuaciones diferenciales que
son ecuaciones en las que intervienen derivadas de una o mds funciones desconocidas. Es este
trabajo nos centraremos en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO'S) que son aquellas que
contienen las derivadas respecto a una sola variable independiente de varias funciones. El
objetivo al resolver la EDO es determinar el comportamiento de dichas funciones.

Presentamos a continuacién una figura en la que se muestra la importancia del uso de modelos
matematicos en la literatura epidemioldgica ©.
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2. MODELOS EPIDEMIOLOGICOS COMPARTIMENTALES

Los tres modelos que presentaremos con detalle en este trabajo se basan en la Ley de masas
gue nos dice que la velocidad de una reaccién quimica es directamente proporcional a las
concentraciones de los reactivos que forman parte de ella.

2.1 Comenzamos con el MODELO S| EPIDEMICO que es el mas simple de los tres modelos a
explicar. En este modelo en caso de que se enferme un individuo la enfermedad es permanente
por lo que no hay recuperacion. Supondremos ademas que la poblacién es cerrada, es decir, no

hay nacimientos ni fallecimientos naturales de la poblacién y, por tanto

N=poblacion=S + |

Graficamente el modelo Sl puede verse como,

s

Siguiendo la ley de masas, lo anterior puede expresarse mediante la EDO,

as

— =—BS®)I(t) <0,

dt

as. .. . . . .
donde = indica cdmo cambia la cantidad de personas que se pueden infectar y B es la tasa de

infeccion por contactos es decir, la probabilidad en tiempo dt en la un individuo se va a
contagiar. Supondremos ademas que inicialmente hay un nimero So de personas susceptibles,
es decir S(0)= So. De manera equivalente,

S= 4B SOI) >0,



di . . . . .
donde = representa cdmo cambia la cantidad de personas que ya estan infectadas. Del mismo
modo supondremos que hay un nimero lpinicial de infectados, esto es 1(0)= lo.

Si juntamos ambas ecuaciones obtenemos el siguiente sistema de EDO'S de orden 2,

as

—=—BS®I(),S(0) =S,

Z—t[= +B S()I(t),1(0) =lo.

Teniendo en cuenta que N= S(t) + I(t) el sistema anterior se simplifica en

al

=B -1®) 1D,

gue es una ecuacion diferencial de variables separadas que podemos escribir como,

al

(N=I®)) 1) = dt.

Integrando (respecto a | y a t respectivamente) en ambos lados de la ecuacidon obtenemos,

dl
| e =Bt G

donde C es una constante a determinar. Realizando los cdlculos explicitos, es decir,
descomponiendo en fracciones simples, obtenemos,

1 1
N N _
| ; dl+fN_1d1— pt + C.
Esto es,
I
In(m)—Nﬁt+C,
de donde,
I®) _ NBt+C_ (. eNBt

N—I(t)

siendo € = e€ una constante. Despejando finalmente nos queda,

CN eNBt
1(t) = 1+ C-eNBt ~
Sustituyendo ahora t=0 y usando que | (0) = |, es el nimero de infectados que hay inicialmente
obtenemos

b=1(0)=1Fr =  (1+0)Io=CN.

Por tanto,

C(ﬁ_l):l C—) C~: Io ,
I N-Io

Es decir, la solucidn explicita de la funcidn que nos da el nimero de individuos infectados es,

[IoN  Npt NBt
I(t) as N-Io° = Io NeNB
142Nt~ (N-Io)+IpeVAt
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Como sabemos, uno de los objetivos del modelo matematico es predecir el comportamiento de
la enfermedad a largo plazo. Para ello observamos de la férmula anterior que

lim IoNeNBt _ (f) _ LN
t—>00 (N=Ig)+IgeNBt ‘oo Io

yaque lim e*=eco yelvalorde laindeterminacién matematica es facilmente resoluble. Por lo
X—>00

tanto, deducimos que a largo plazo se espera que, el nUmero de infectados sea igual al nUmero
total de individuos de la poblacién.

Lo anterior puede verse claramente en el siguiente grafico obtenido con la programacion
matematica que nos sirve para obtener la solucién al sistema EDO’S anteriormente presentado.
En la grafica observamos que los individuos S (susceptibles) disminuyen y en cambio los de la
clase | (infecciosos) aumentan tal y como dedujimos del analisis del modelo matematico
anterior.

LR raan e oo = Suzpeptibles (S)
-+ Infecciosos (1)

mumerno de individuos (S, 1)

fiempa t

2.2 A continuacién, explicamos el MODELO SIS EPIDEMICO. Este modelo difiere del anterior
porque ahora tenemos en cuenta la recuperacién que no te confiere inmunidad, es decir, un
individuo recuperado puede nuevamente enfermarse. Dicho modelo lo podemos representar
de la siguiente forma:

s

11



Y de nuevo siguiendo la ley de masas lo anterior se puede modelizar como,

L= —SOI® +y ().

dal
dt

= +p SOOI —y I(0).
Como de nuevo estamos bajo las hipdtesis N=S+| se tiene que,
L= p(N-1(D)- 1) =y I(®).
Sacando factor comun, lo anterior puede escribirse como la EDO de variables separadas,
= (B(N = 1(©)-y) I(©).

Resolviendo la ecuacién diferencial de manera similar a como hicimos en el caso del modelo SI
tenemos que,

BN-y
I1(t) = — =
ol

Analizando de nuevo la funcién I(t) podemos predecir si a largo plazo habra o no infectados.
De la forma explicita de dicha funcién observamos que

Y > 0, cuando BN —y >0 (o lo que es lo mismo
/RO-—>1 yaque e~ =0.

0, cuando SN — y <0 (o lo que es lo mismo

tlim 1(t) =

Ro— s 1), usando que e™

Lo anterior puede resumirse en el conocido TEOREMA DEL UMBRAL que afirma, que si Ro>1 hay
epidemia y si Ro <1 no la hay, siendo Ro= By donde BN es la tasa con la cual un individuo
infeccioso en una poblacién del tamafio N contagia a los demas individuos, y 1/y es la esperanza

del tiempo que un individuo permanece infeccioso. Por lo tanto, Ro es el nimero esperado de
contactos infecciosos que realiza un infectado y se le conoce como nimero reproductivo basico.

Para finalizar el estudio de este modelo vemos varios ejemplos para ver de forma grafica lo
explicado anteriormente. Supongamos en todos ellos que N=1000, So= 950, 1o0=50y la velocidad
de propagacion $=0,01.
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» Si y =1 entonces BN —y = (0,01) (1000) - (1) = 900 >0 luego, tal como vimos
anteriormente, sabemos que hay epidemia. Numéricamente la programacién
matematica nos proporciona la siguiente grafica -

T T T T T T T
: Susceptibles
= - Infecciosos
:é
B .
= :
g : ]
2 :
ol : g
L L L L I L L L L
[i] (i 1= 1 1.5 2 25 3 a5 4 4.5 5

1ier|.1|:x:h

» Siy =5 entonces SN —y = (0,01) (1000) —(5) =500 >0 y en este caso, al igual que el
anterior, vamos a tener infectados, aunque en menor cantidad, pero igualmente
estamos ante una epidemia tal y como esperabamos. **)

T v T T T T T X T
— SUSCEpURIeS
. Infecciosos

o

o
:
3
£
3
e

g oo} 1
e

300 .

200 4

100+ R

or -

N M M M L " M L M
0 02 04 06 o8 1 1.2 14 16 18 2
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» Finalmente, si y =20 se tiene que SN —y = (0,01) (1000) —(20) <0y, por el estudio del
modelo, sabemos que en este caso no tenemos epidemia porque el nimero de
infectados se va a cero. La siguiente grafica nos muestra exactamente dicho
comportamiento. %

| p—— Suscepties
- Infecciosos

numeco de indviduos

10048 -4
opF . 4
M M M M " " M i i
o 02 04 08 08 1 1.2 1.4 16 1.8 2
tempo

Como resumen y en comparacion con el modelo anterior observamos que en el modelo SIS
siempre hay recuperacion, pero habrd o no epidemia dependiendo de lo rdpido que sea dicha

., . . , . N
recuperacion. Para ello lo importante es saber el signo de SN — y, o lo que es lo mismo si Ro=ﬂ7

es mayor o menor que uno, tal y como se indica en el Teorema del Umbral.

2.3 Para finalizar explicamos el MODELO SIR EPIDEMICO donde aparece una novedad
importante y es que los individuos infecciosos no pueden ser infectados nuevamente. Esto
genera una clase o compartimento nuevo que denotamos por R que son los recuperados. Estos
individuos se pueden considerar inmunes, muertos o aislados. El diagrama que resumen este
modelo es el siguiente:

En los otros modelos SI, SIS lo que sucedid es que sacamos de forma I(t) y entonces era facil
analizar el lim I(t). Ahora vamos a estudiar el modelo de manera cualitativa. Como en este
t—oo

14



modelo trabajamos con S (susceptibles), I(infectados) y R(recuperados) obtenemos un sistema

de EDO’S de orden tres:

En este caso es claro que,

as _

E - _ﬁSIr S(O)=SO
dl
= =BSI=y1, 1(0)=1o
dR
=yl R(0)=0.

Para el analisis cualitativo del sistema anterior observamos en primer lugar que:

o Esclaroque % < 0 con lo que S(t) es decreciente. Por tanto N > S(0) = S(t)= 0.

56)
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. d . .
o Finalmente observamos que d—i = [(t) (BS —y) puede ser positiva, negativa o cero ya

que (BS —y) puede serlo.

Por lo tanto, vamos a tener dos casos que determinardn el Teorema del Umbral para el modelo
SIR:

1. Si S(0)=So < % entonces S(t) < % porque ya vimos que S(t) es decreciente. Por
tanto % <0y se deduce de ahi que tlim I1(t) = 0.
2. SiS(0) =So > % hay ciertos valores de t tal que S(t) > % por lo que I(t) crecera

pudiéndose formar una epidemia. Sin embargo, no sera endemia ya que, como
sabemos que S(t) es decreciente, existird un tiempo t* tal que S(t) < % sit>t*.

Esto es, I(t) alcanzara un maximo en t* y luego comenzara a decrecer.

Lo anterior se resume en el siguiente grafico:

S|:|]

Si0)

Sie)

Observamos que la linea negra representa el primer caso anteriormente explicado en el que el
tiempo S(t) estd por debajo de % La linea roja ilustra el segundo ya que al principio S(t) esta por

encima de% pero a partir de un momento (que hemos llamado t*) queda por debajo de dicho

valor umbral.

Por eso, en general, el modelo SIR puede ser representado mediante una grafica del siguiente
tipo:1%

16
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Para finalizar observamos que la condicién Sp < % es equivalente a afirmar que Re= Sof/y <1y,
analogamente, So >£ loesa Re=Sof/y >1. Estoda lugar al Teorema del Umbral para el modelo
SIR que puede enunciarse como:

1. SiRe<1, entonces I(t) decrece mondtonamente a cero cuando t > ee,

2. SiRe>1, entonces I(t) comienza a incrementarse, produciéndose una epidemia,

alcanza su maximo y decrece a cero cuando t=> ¢ no creandose endemia
porque la enfermedad se extingue.

Al valor Re se le conoce como nimero reproductivo efectivo.

Al igual que hicimos en el modelo anterior ilustramos lo anterior con tres ejemplos concretos
BN B
_ Re=so_
y Y 14
los siguientes parametros N=1000, S(0)=950, I(0)=50, R(0)=0, 8 =1000.

donde calculamos los valores de Ro= .De nuevo consideraremos una poblacion con

o Siy =1 entonces Re=0,95 >1 (R, =1), de donde sabemos que I(t) decrecera a cero, pero
tras obtenerse un maximo tal y como muestra la grafica *%
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T T T T T T T I I
1000 - ; . ! : ; ; Susceptibles Y
: : : : : : + -+ Infecciosos

= = = Removidos

200

800

700

&00

500

400

mumero de individuos

300
200

100

o Si ¥y =5 entonces de nuevo Re-0,19>1 (Ro= 0,2) y se tiene igualmente un maximo de

infectados, aunque su valor es, [é6gicamente, inferior al del ejemplo anterior: *°)

T T T T T T T I I
000k p p : : - : = Susceptibles |

: : : : : : +oiwo Infecciosos
= = = Hamaovidos

mumerno de individuos

o Finalmente, si ¥ =11 entonces Re= 0,08 <1 (Ro=0,09 <1). Se ve en la grafica que, como
predijimos, en este caso I(t) decrece a 0 desde el principio. *°)
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Observamos que en los tres ejemplos anteriores Roy Re tienen valores muy parecidos. Esto no
es casualidad. Si suponemos que toda la poblacidn es inicialmente susceptible, por ejemplo, S

(0) =N-1, 1 (0) =1 y R (0) =0, entonces Re=((N-1) /N) g es claro que es similar a Ro ya que (N-1) /

N es muy préximo a uno, si N es muy grande. Por lo tanto, observamos que el Teorema del
Umbral para el modelo SIR se puede enunciar para Re 0 para Ro indistintamente.

Queremos enfatizar que la existencia de un umbral para la infecciéon no es tan obvia y fue
omitido por muchos expertos de sanidad publica y de enfermedades infecciosas hasta que se
estudio correctamente de manera matemadtica del modelo. Es qué dicho umbral no puede ser
discernido de un dato, sino que requiere un modelo matematico para obtener su existencia vy,
mas concretamente, un estudio cualitativo de un sistema de EDO’S.

Finalmente comentamos que, usando un analisis matematico de mayor nivel que se sale de los
objetivos de este trabajo, del modelo también se puede deducir que:

v" Los individuos infectados inicialmente crecen o decrecen exponencialmente a la
velocidad (Re-1). Del siguiente grafico se deduce que cada persona infectada, infecta a
tres susceptibles y cada uno de estos infectados infecta a tres mas. Fig.

Generation 0

Ganeratian 1 .
Genoratson 3
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v Para una poblacién inicial completamente susceptible, la fraccion méaxima de individuos
infectados Unicamente es por una funcién de Ro. Mas concretamente,

Imax/N =1- (1/Ro) (1+log Ro).

v" Una pregunta que desconcertd a los expertos en sanidad publica por muchos afios fue
la de averiguar por qué la epidemia termina. Es decir éla epidemia acaba porque no hay
mas individuos susceptibles en la poblacidn? Si fuese asi, S (e2) =0 que no es cierto. Por
tanto, la epidemia termina por la falta de nuevos individuos infectados porque | (e2)=0
y no por la falta de individuos susceptibles.

2.4. EJEMPLOS DE ENFERMEDADES ACTUALES MODELIZADAS POR S, SIS, SIR

Una vez explicados los tres modelos compartimentales, vamos a ver qué tipo de enfermedades
responden a cada uno de estos modelos:

> Elmodelo SI modeliza enfermedades en las que la infeccién es de por vida, como el VIH®

» Parala mayor parte de las enfermedades de transmision sexual (ETS) resulta mas util el
modelo SIS ya que no confieren inmunidad tras la infeccién. Este modelo también sirve
para las producidas por agentes bacterianos, como pueden ser meningitis,
meningocdcica y la peste. ¥

» La mejor manera de modelar las enfermedades infantiles consiste en emplear un
modelo SIR puesto que la infeccidn lleva a una inmunidad vitalicia como es el caso del
sarampion, la rubeola, las paperas o la viruela.
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3. CONCLUSIONES

La mayoria de los modelos que actualmente se estudian para determinar el
comportamiento de enfermedades especificas son mucho mds complicados que los expuestos
en este trabajo pues contemplan una variedad de aspectos que no son cubiertos por los modelos
basicos. En este trabajo hemos considerado que la poblacién es uniforme y se mezcla de manera
homogénea, sin embargo, muchas enfermedades se propagan de distinta manera en diferentes
grupos de la poblacién (como sucede en las enfermedades venéreas) y ademas normalmente la
poblacién no es cerrada. Existen ademds modelos que estudian el fendmeno de propagacién de
una enfermedad no sélo en funcién del tiempo, sino también de la edad de la poblacién
huésped, ya que es claro que para muchas enfermedades la fuerza de la infeccién depende
también de ese factor.

Sin embargo, las simplificaciones realizadas en este trabajo nos han permitido entender
tres de los modelos fundamentales y ademds hemos aprendido que los modelos matematicos
de la epidemiologia no son construcciones abstractas aisladas, sino que existe siempre un marco
tedrico del cual cada modelo en particular se justifica puesto que las hipdtesis con las que es
elaborado provienen de éste y no de la imaginacién de quién lo construye.

En este trabajo hemos puesto de manifiesto como las herramientas matematicas son
fundamentales para predecir el comportamiento de muchas enfermedades a largo plazo, hecho
gue es de gran relevancia para los programas de vacunacion.
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