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Resumen - Abstract

Resumen

En la presente memoria, realizamos una introduccion a métodos numéricos
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. Definimos y caracteriza-
mos los conceptos de estabilidad, consistencia y convergencia de métodos
de un paso.

En particular, presentamos los métodos de tipo Runge-Kutta (RK), una
importante familia de métodos de un paso. A efectos de estudiar el orden
de convergencia de dichos métodos, introducimos la teoria de drboles de
Butcher. Dicha teoria presenta una solucion elegante y natural al proble-
ma de analizar la comparativa entre el desarrollo en serie de potencias de
la solucion del problema y la aprorimacién dada por el método numérico.
En resumen, asociamos grafos a las diferenciales elementales, obtenidas
de las derivadas sucesivas de la solucion, encontrando asi una serie de
condiciones que definen el orden de un método.

Posteriormente, presentamos una serie de condiciones que mos permiten
simplificar la busqueda de métodos de orden superior. Gracias a dichas
condiciones, encontramos nuevas familias de métodos que presentan el
mayor orden con la menor cantidad de etapas. Entre estos métodos se
encuentran los métodos RK implicitos de alto orden, los basados en las
cuadraturas de Gauss, Radau y Lobatto y los métodos RK de colocacion.

Finalmente, para facilitar la implementacion de estos métodos, hemos cen-
trado nuestro interés en aquellos que requieren un menor esfuerzo compu-
tacional, los métodos DIRK y SDIRK. En relacion a los métodos DIRK
se introducen las familias de métodos linealmente implicitos de tipo ROW
y Wy se estudia su consistencia. Para terminar, comparamos en algunos
ejemplos numeéricos el orden de convergencia y la eficiencia de algunos
métodos presentados a lo largo del trabajo.
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Resumen - Abstract

Abstract

In this report, we make an introduction to numerical methods to solve or-
dinary differential equations. We define and characterize the concepts of
stability, consistency and convergence of a one-step method.

In particular, we introduce Runge-Kutta (RK) methods, a celebrated family
of one-step methods. In order to study the convergence of these methods,
we introduce the Butcher tree theory. This theory presents an elegant and
natural solution to the problem of analyzing the comparison between the
development in series of powers of the solution of the problem and the
approximation given by the numerical method. In summary, we associate
graphs with the elementary differentials, obtained from the successive de-
rivatives of the solution, thus finding a series of conditions that define the
order of a method.

Subsequently, we present a series of conditions that allow us to simplify
the search for higher order methods. Thanks to these conditions, we find
new families of methods that present the highest order with the fewest sta-
ges. These methods include high-order implicit RK methods, those based
on Gauss, Radau and Lobatto quadratures, and RK collocation methods.
Finally, to facilitate the implementation of these methods, we have focused
our interest on those that require a less computational effort, DIRK and
SDIRK methods. In relation to DIRK methods, the families of linearly im-
plicit methods of ROW- and W-type are introduced and their consistency
is studied. To finish, we compare on some numerical examples the order
of convergence and the efficiency of some methods presented throughout
the work.
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1

Métodos de un paso. Métodos de tipo
Runge-Kutta.

1.1. Meétodos de un paso: consistencia,
estabilidad y convergencia.

Consideramos el problema de valor inicial (PVI) en ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) de primer orden

y = f(t,y),t €lto,T],y,f € DCR™
{y(to) = Yo (1.1)

siendo D C R™ abierto y convexo.

Para poder garantizar la existencia y unicidad de solucién y(t), definida al menos en
un entorno del punto inicial ¢o, asumiremos que la funcién f(¢,y) verifica las
siguientes hipotesis:

(H1) f € C([to,T) x D).

(HQ) Hf(tvy) - f(t,Z)“ < LHy - Z||7t € [tO7T]7vy:Z €D

En cuyo caso, pondremos f € Cr([to,T] X D), donde L es una constante de Lipschitz
de f (respecto de la variable y) y || - || una norma arbitraria prefijada en R™.

Nota 1.1

1. Bajo las hipétesis (H1)-(H2), el PVI admite solucién tnica y(t) definida al menos
localmente alrededor de t = to. Esta propiedad es consecuencia del Teorema de
Existencia y Unicidad de Cauchy-Peano.

2. A lo largo de la memoria, asumiremos que f € C?([to,T] X D), para algin p > 1
determinado, con el objetivo de estudiar la convergencia de métodos numéricos
para aproximar la solucién exacta de (1.1).

Tomamos una particién de [to, T], to < t1 < ... <ty <tpt1 < ... <ty =T con
hp i=tnt1 — tn, 0 <n < N — 1. Tenemos que si y(t) es solucién (1.1) en el intervalo
[to, T], entonces:

Y(tnt1) = y(tn + hn) = y(tn) + hny/(tn) + O(hi)
= y(t") + h”f(tn7y(tn)) + O(hi)7 hn — O

El método de Euler explicito estd definido por la recurrencia

yn+1:yn+hn'f(tn,yn),n:0,17~~~,N71~
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Desde el punto de vista geométrico, y»41 representa la aproximacién en el tiempo
tn+1 que se obtiene al trazar la recta que pasa por (¢n,yn) con vector director

f(t’”«a yn)

Nota 1.2 Se define el error de discretizacién local en ¢ = t,, como el error que
comete el método tras dar un paso de tamano h,, al partir de la solucién exacta
yn = y(t). Por ejemplo, para el método de Euler,

Utn, hin) = y(tn + hn) = [y(0) + P f (b, y(0))]
Obsérvese que, si asumimos y € C2([to, T]), el error local se puede acotar como sigue
I(t,h)| < .52 con Vs := max |y (¢t
IS = mix g (0]
Nota 1.3 Dado un método numérico que calcula aproximaciones y, a la solucién

exacta y(tn), para 0 < n < N, se denominan errores globales del método a las
cantidades e, = ||y(tn) —yn|, 0 <n < N.

El método de Euler explicito forma parte de una familia de métodos numéricos que
computan una aproximacion y,+1 a la solucién en t,4+1 = t,, + h, utilizando la
aproximacién y, en el punto ¢ = t,,, donde h,, es el tamano de paso. Estos métodos se
denominan métodos de un paso.

Ejemplo 1.1
1. Método de Euler implicito:
Ynt1 =Yn + hn f(tns1,Yns1), Ao =tnpr —tn
2. f-métodos:
Ynt1 =Yn + (1= 0) - hn - f(tn,yn) +0 - ho - f(tn+1,Ynt1), con 0 € [0,1]
3. Regla trapezoidal explicita:
Yni1 = Yn + 2 fltn,yn) + 22 B [t 1, Yn + B f(Ens yn)
4. Regla trapezoidal implicito (f-método con 6 = %)
Ynt1 = Yn + 22 - [f(tn, yn) + F(tnt1, Ynt1)]
5. Regla explicita del punto medio (método de Runge de orden dos):
Ynt1 =Yn + ho - [t + 22 yn + 22 f(tn,yn))
6. Regla implicita del punto medio:
Ynt1 = Yn + ho - [(tn + 22, W#))
7. Método de Heun de orden 3:

Kl = f(t’ndy’ﬂ)
hn hn,

Ko = f(ta + 57 yn + 57 K1)
2hy, 2hy,

K3 = f(tn + T,yn + TKz)

1 3
Ynt1 = Yn + hn - (ZKl + ZK3)
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8. Método de Kutta de orden 4:

Kl :f(tn,yn)
hn hn

K2 = f(tn + —— 5 Yn + 7K1)
2 2
hn hn

K3 = f(tn + o Ynt 7K2)

K4 :f(tn+hn,yn+hnK3)

1 1 1 1
Ynt1l = Yn + hn - (gKl + ng + §K3 + 6K4)

Se puede formular un método de un paso usando la notacién de Henrici [2, Cap. 1]

Yn+1 = Yn + hn : ¢(tn7yn7 hn)
donde ¢(t,y, h) se denomina funcién de incremento del método. El método es
implicito cuando ¢ estd definida implicitamente por f y explicito en caso contrario.
Ejemplo 1.2

1. Euler explicito: ¢(t,y,h) = f(t,y)

2. Runge: ¢(t,y,h) = f(t+ 5,y + 5 f(t,))
3. Euler implicito: ¢(¢,y,h) = f(t+h,y+h- )

Definicién 1.1 Dado el PVI (1.1) verificando las hipétesis (H1)-(H2), el operador de
error local del método de paso h en el punto (¢, z) es:

Llt,z,h] :=y(t + h;t,2z) — [z + h - ¢(¢, 2, h)]

donde y(t + h;t, z) es la solucién exacta de la EDO con valor inicial y(t) =z y ¢ la
funcién incremento del método. Ademds, si z varfa a lo largo de una curva integral, el
error local se puede dar como:

I(t,h) := Llt,y(t), h] = y(t +h) —y(t) = h- o(t,y(t), h)

Ejemplo 1.3 Para el método de Euler explicito:

t+h
It h) =y(t+h) —y(t) —h-y'(t) = /t [y (s) — o' (t)]ds

[[1¢t P < Bo- Sup 1y (s) =o' (Ol = 1 - wn(y')

s—t|<h

donde ws(g) :== sup |lg(z) — g(y)|| es el médulo de continuidad de tamaifio § de la
lz—y|<§
funcién g.

Definicién 1.2 Un método de un paso que verifique las hipétesis (H1)-(H2) se dice

et R
h

consistente si cumple }lbl'r% = 0 uniformemente en t € [to, T], para cualquier
—

curva integral y(t) de la EDO y' = f(¢,y); en otras palabras, cuando
Ve >0,36 >0:0< |h| <&: I, h)|| <e-|h|,Vt€E [to, T

Se puede extender esta definicién cuando f € C?([to,T] X D), en cuyo caso diremos
que el método es consistente de orden p, con p > 1, si para toda curva integral y(t)
existen K, > 0 tales que

Ut I < K - [+, VIA| < 8, Vi € [to, T]
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Ejemplo 1.4 El método de Euler explicito es consistente, puesto que
||@H <wn(y') =0, h—0, Vtclto,T] (¥ es continua). Ademss, si f € C*,
entonces y € C? y el método serfa consistente de orden 1:

I(t,h) = h? - [}(1 —0)y" (t+ 6h)dO = ||I(t,h)]| < 2 - 2.

Teorema 1.1 (Caracterizacién de consistencia).
Sea ¢(t,y,h) € C([to,T] x D x (0,h]) la funcion de incremento de un método de un
paso para el sistema y' = f(t,y). El método es consistente si y solo si

ot y,h) = f(t:y), Vi, y.

Demostracion: Teniendo en cuenta que

ULk — w(E=—yO=h' O [4(4,y(t), h) — f(ty(t))],

%,W = 0, la demostracién es inmediata.

que ¢ es continua, y que lim
h—0

|
Definicién 1.3 Un método de un paso con funcién de incremento ¢ se denomina
estable si existen constantes d, K > 0 tales que para cualquier particién P de [to,T]
con didmetro |P| < ¢ verifica que las secuencias
Yn+1 :yn+hn'¢(tn7ynahn)y n207 (1 2)
yo dado, '
Yn = Yn n * n, 777,7 n n+1, > 5
{?“ Yo+ P §ltn, Gy hon) Fnir, 200 )y (1.3)
Yo = Yo + Mo,

cumplen, para cualquier conjunto de perturbaciones {n; };-V:O, que

1gn = ynll < K- 3 sl 0 < < N
i=

Teorema 1.2. Si la funcidén incremento ¢(t, y,_h) de un método de un paso es
lipschitziana respecto de y en [to, T] x D x (0, h] entonces el método es estable.

Demostracion:
Sea Ly una constante de Lipschitz de ¢ respecto de y. Entonces:

[Gn+1 = ynt1ll < NFn = ynll - (U4 o - L) + [Insa ]| < et =) g — || 4+ [ 7n |
Inductivamente:
15 = yall = lInall + 501 lgny — yooi]|
< ]+ s - et 7t s eholin =) gy — gy
<l + -1l - €2 CEntnt) 4 g o| - ebeltn=in=2) 4 4
+ ] - €m0 g - eoltn e

n
< e TN s, 0<n<N
j=0

Tomando K = eF*(T—t0), llegamos a que el método es estable. |
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Definicién 1.4 Un método de un paso se dice convergente si Ve > 0, 36 > 0 tal que
para toda particién P de [to,T], to < t1 < ... <ty =T, con didmetro |P| < § se
tiene que

max ||y(tn) — <e
méx [ly(tn) — ynll <e,
en otras palabras, un método de un paso sera convergente cuando

If ] tn) — ynl|| = 0.
‘Pl‘rgoogg%vlly( ) = ynll

Definicién 1.5 Sea la EDO y' = f(¢,y) verificando las hipétesis (H1) y (H2) con
f € CF([to,T] x D), para un cierto p > 1. Se dice que un método de un paso es
convergente de orden p, si dada cualquier curva integral y(t) existen K, § > 0, tales
que para toda particién P de [to,T] con |P| < § se tiene que

max [|y(tn) = ynl| < K - h?, con h = |P].
n€

A continuacidn, se establece una relacién entre convergencia, consistencia y
estabilidad para métodos de un paso.

Teorema 1.3. Sea ¢ la funcidn incremento de un método de un paso tal que
o(t,y, h) es continua en [to,T] X D x [0, h] y lipschitziana respecto de y.

1. Si el método es consistente entonces es convergente.
2. Si ademds f € CP([to,T] X D) y el método es consistente de orden p, entonces es
convergente de orden p.

Demostracion:
1. Sea € > 0, por consistencia del método, existe § > 0 tal que para |h| < §,
lli(t, h)|| < - |h|. Sea P una particién de [to,T] con |P| < 6. Entonces

Y(tnt1) = y(tn) + hn - G(tn, y(tn), hn) +1ln, 0<n < N —1

con I, = l(tn, hy). Denotemos dp, := ||y(tn) — yn||, donde {yn}2_q son las soluciones
numéricas dadas por el método:

Yn+1 :yn+hn ¢(tn7y7hn), 0 S n S N -1
Puesto que ¢ es lipschitziana respecto de y:
dnt1 = [[y(tns1) = yngall < (L4 hn - Lo)lly(tn) = yull + ], 0<Sn <N -1
Por tanto:
n—1 N-1
dn < ebolinTin=) o dy g 4 [l || S eFeUn i) 3 1| < ebe T ST ||
j=0 =0

para cada 0 < n < N. Finalmente, como ||/;|| <e-h;, 0<j < N —1,

N—-1
dn S €L¢(T7t0)5 E h,] = (T — t()) . equ(T*tO) e=K -¢.
7=0

Con lo cudl, el método es convergente.
2. La prueba es andloga a la realizada en 1. |
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1.2. Meétodos de tipo Runge-Kutta

A continuacién, se presentan los métodos de tipo Runge-Kuta (RK), una familia de
métodos de un paso. Un método RK de s etapas aplicado al PVI (1.1) para avanzar
con paso h > 0 desde t = tp hasta t1 = to + h computando y1 ~ y(to + h) se define de
la siguiente manera:

Ki=f(to+ci-hyo+h-Y ai; K;), 1<i<s,
s =t (1.4)
y1=yo+h-Zbl-Ki,

i=1
donde Ki,..., Ks € R™ se denominan etapas internas del método. Los coeficientes
{ei}iz1, {bi}i=1 vy {aij}i j=1 definen al método RK. De manera compacta, el método
RK se puede representar mediante la tabla:

ci|ai1 a1z <+ Qs
C2|G21 A22 -+ A2s
__clA
—
Cs|Qs1 As2 *** Ass
‘ b1 by --- bs
que se denomina tabla de Butcher del método, con ¢ := (c1,...,cs)7, A:= (@iz); j=1

y b:= (b1,...,bs)T. Por otro lado, denotaremos e := (1,...,1)7 € R® en el resto de
esta memoria.

Nota 1.4 Puede observarse que, en general, la ecuacién de etapas de un método RK
es un sistema implicito no lineal de dimensién s - m. No obstante, si A es triangular
inferior estricta, la resolucién de la ecuacién de etapas es inmediata, puesto que cada
etapa K; se obtiene explicitamente con las anteriores, y K1 = f(to +c1 - h,y0). En
este caso, el método es explicito.

Ejemplo 1.5 Todos los métodos del ejemplo (1.1) son métodos RK. [1, Sec. 23]

1. Euler explicito: {il:yﬁ(j—o}ﬁ);{l = 0 ?
= . 1|1
2. Euler implicito: {‘51: yj(:(j_og };éjo +h-K) = T
K1 = f(to,yo) 0 O 0
3. O-métodos: ¢ Ko = f(to+h,yo+h-[(1—-0)K1+0Ko]) = 1|/1-0 0
yi=vo+h-[(1-0) Ki+0- K] 1-00
K1 = f(to,yo) 0[0 0
4. Regla trapezoidal explicita: < Ko = f(to + h,yo + h - K1) =1(10
w=ot bl Kb oK) T

5. Regla trapezoidal implicita = 6-método con 0 = %

6. Método de Runge de orden 2 (Regla explicita del punto medio):
K1 = f(t07y0) 0{00
K2 = f(to+ 5,90+ 5 - K1) = 3|5
y1=yo+h- K 01
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— h h 111
7. Regla implicito del punto medio: { f/ilz_yjcj(j—o; %Iyo +3K) = %

8. Heun de orden 3:

9. Kutta de orden 4:

== O
O OO
o O O
—_ o oo
o O OO

Nota 1.5 Podemos expresar un método RK (A, b, c) utilizando las siguientes
formulaciones, equivalentes a (1.4):

Yi=yo+h- 3 aijf(to+ch,Y;), 1<i<s,
5 (1.5)
y1=yo+h- > bif(to+cih,Ys),

i=1

gi:h'f(to—l—cih,yo—FZaij'gj), 1<i<s,
s =t (1.6)
Y1 =Yo + Z bigi,

i=1

Con el siguiente resultado, aseguramos que la ecuacién de etapas (1.4) admite una
unica solucién K; = K;(h), 1 <i < s, para un h suficientemente pequeno.

Teorema 1.4 (Existencia y unicidad de solucién para la ecuacién de etapas
de un método RK).

Sea f: [to,T] Xx D — R™ continua y lipschitz respecto de y, con constante de lipschitz
L,y ho = (L-||A|lec)”" donde A es la matriz de coeficientes del método RK.
Entonces, la ecuacidn de etapas (1.4) admite una solucidn unica:

K; =K;(h), 1<i<s, para |h| < ho.

Ademds, si f € CP([to,T] X D), p > 1,entonces K; = K;(h) € C?(—ho,ho), 1 <i < s.

Nota 1.6 Tenemos que ||Aljoc = sup Hlﬁcﬁ
z#0

n
= mix a;;|, para A € R™*",
oo 1§i§m]§1‘ il

Demostracion:
Definimos los supervectores K = (K7 ,...,KX)T € R*™ y

F(h K) = (f(to+erhyo+h- Y ay k)T, . f(to+eshyyo+h- Y agj K;)T) € RS™,
j=1 j=1

La ecuacién de etapas (1.4) equivale a resolver la ecuacién implicita

K = F(h,K).
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Como consecuencia del Teorema del Punto Fijo, bastard comprobar que F' es
contractiva (respecto a K) para |h| < ho. Considerando la norma en R*™:

VI = max [Vill, V = (WT,...., VI)T, Vi € B™, 1 < < s, tenemos que

Ik, 2 = O O < L] g 1) s (K5 = )1
=

< LAl (s (Sl 1K = K1
siendo la constante de contraccién L - |h| - || Al < 1 por hipétesis (|h| < ho). En
definitiva, el teorema del Punto Fijo asegura la existencia y unicidad de solucién para
K = K(h), si |h] < ho. Ademas, teniendo en cuenta el Teorema de la Funcién
Implicita (en R™*) y la funcién G(h, K) = K — F(h, K), vemos que

= *haz‘j'*f(toJrCi'h,yoJrh' 2 ai;Kj),
j=1

8Kj 8Kj 8y

0K, 0, i#7

identidad de orden m. Asi, %(h =0,K) = Ism, y, en particular, |%(h =0,K)| #0.
El Teorema de la Funcién Implicita permite asegurar entonces que la solucién de

K = F(h, K) tiene por lo menos la misma regularidad que F, esto es,

K = K(h) S Cp(*h(),ho).

y por tanto G (h=0,K) = {Im’ t= , 1 <i,5 <s, siendo I, la matriz

Nota 1.7 Observamos que todos los métodos del ejemplo (1.5) verifican > b; =1y
i=1

S
S aij = ¢, 1<i<s, 0 en notacién vectorial be =1, A-e = ¢. Un método de
=1

interés practico debe cumplir estas dos condiciones, debido al siguiente resultado.

Teorema 1.5. Sea un método RK(A,b,c) verificando A-e = c y b"e = 1. Entonces el
método da la misma solucion numérica para el PVI no auténomo

/ m
y=f(ty), y,feR
1.7
{y(to) =% 7
que sobre el problema auténomo equivalente
r__ m+1
{z(to) ). (18)
t to 1
donde , 20 = ,g(z) = .
(y) 0 (yo) 9(2) (f(my))

Demostracion:
El método RK(A,b,c) aplicado a (1.8) viene dado por:

ZZ:Z()+h Zai]-f(t0+cjh,Zj), 1S2§3,

j=1

z1=2z0+h- Z bif(to + cih, Zi).

i=1
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Usando la formulacién alternativa (1.5). Tomando Z; = (;—; ), 1<i<s,y

()
21 = , tenemos:
Y1

Ti:to+h~zaij'1, 1§Z§S,
j=1
}/i:y0+h'zaijf(7j7)/})v 1<i<s,
j=1
s
t12t0+h'2bi-1,

i=1

yi=yo+h- Y bif(m,Yi),
=1

Dado que Ae =cy bTe=1, 7 =to+cih, 1 <i<s,yt =to+ h. Asi, llegamos a
S
Yi=yo+h- 3 aijf(to+ch,Y;), 1<i<s,
j=1

1 =yo+h- > bif(to+ cih,Ys).
i=1

K3

Por unicidad de solucién para la ecuacién de etapas, esta dltima expresion es la
solucién numérica del método RK (A, b, c) aplicado a (1.7).

Nota 1.8 A continuacién, consideramos el estudio de consistencia y estabilidad de
métodos Runge-Kutta. Como aplicaciéon de los resultados de la seccién 1.1, se
deducira la convergencia de los métodos.

Teorema 1.6. Un método RK(A,b,c) es consistente si y sélo si bTe = 1.

Demostracion:
Dado que la solucién de avance del método RK (A, b, c) es

nn=vyo+h-> bK;,
=1

7

la funcién incremento del método es ¢(t,y,h) = > b;K;, donde K; = K;(¢,y,h),

i=1
1 < < s, son funciones continuas en [to, T] X D X [0, ho], (ver Teorema 1.4). Ademas:

i=1 =1

La consistencia es consecuencia del Teorema 1.1.

S
Teorema 1.7. Sea ¢(t,y,h) = > b;K;(t,y, h) la funcidn incremento de un método
i=1

RK(A,b,c). Entonces ¢ es lipsch;tziana respecto de y en [to, T] x D x [0, ho], para
ho < [L - p(JA])]™!, con constante de lipschitz

Ly=L-[b|" - (I—ho-L-A)"" e,

siendo |b] := (|b1,...,|bs|)", |A] := (|ai;|); j=1, L una constante de lipschitz de f(t,y)
respecto de y, y p(-) el radio espectral de una matriz.
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Corolario 1.1 Si un método RK(A b,c) cumple b”e = 1 entonces es convergente.

Demostracién: (Teorema 1.7)

Pongamos ¢ := ¢(t,y,h) = S b;K; y ¢ := ¢(t,5,h) = > b;K;, donde
i=1 i=1

Ki:f(t+cih7y+h- Zainj), f(z-:f(t—i—cih,y—i—h- Zainj)7 1<71<s.
j=1 j=1

Dado que f es Lipschitz respecto de y:
o —gll < ; |bi - || K — Kif, con

|Ki — Ki|| < L- (Ily—yll +IAl - X las] - 1K; —K]-||> , 1<i<s.
j=
Definiendo AK := (||K1 — K1, ..., ||Ks — Ks||)”, tenemos que
AK < L-[ly =yl -e+[hol| - L-[A]- AK,

esto es (I — hoL|A|)AK < L - ||y — g||e, donde la desigualdad anterior se entiende
componente a componente. Ahora bien, p(ho - L - |A|) = ho - L - p(|A|) < 1 por
hipétesis, y por el teorema de Neumann

I—ho-L-|A| esinversibley [I — ho- L-|A|]7Y = > (ho - L - A"
=0

En particular, [I — ho - L - |A|]™" tiene todas sus componentes no negativas. Por lo
tanto:

AK < L-|ly=gll-(I—ho-L-|A)"" e
Finalmente tenemos que

o=l < [oI" - AK < (L-[b|"(I = ho - L+ |A) ™" - €) - ly — 7.



2

Condiciones de orden de métodos RK.

2.1. Diferenciales elementales y arboles.

Consideramos un sistema diferencial auténomo y' = f(y), vy, f € R™ con f
suficientemente regular. Usando la regla de la cadena, la derivada de un producto y la
simetria de las derivadas parciales, se pueden expresar las derivadas de orden superior
de y en términos de las derivadas de Fréchet de f, [3, Sec. IIL.1] y [4, Sec. 11.2],
y=f(y)

i=rf'wy

v = ()5, 9) + f' )i

y O =159 + 357 W) G, 9) + f )y

Utilizando las expresiones y'? anteriores, tenemos:

y=1r

i=f(f)

v = 1", )+ )

y O = LD 3 D)D)+ F D)+ 1S E )

donde se ha omitido la dependencia de y para evitar sobrecargar la notacién. A cada
término de las expresiones anteriores, se le denomina diferencial elemental.
Denotaremos las diferenciales elementales por F(7), donde 7 representard un grafo,
en forma de “arbol”. Dicho grafo estard asociado a la diferencial elemental.

") \I/ 1S L) = </

Por lo tanto, se asociara a la funcién f con un vértice, y a las derivadas k-ésimas f®
a un vértice del que saldran k ramas.

Definicién 2.1 (Arboles T) . El conjunto de drboles T se define recursivamente de
la siguiente manera:

1. El grafo e con un tnico vértice pertenece a T, y se denota por 7.
2. SiTi,..., T € T, entonces el grafo que se obtiene al injertar 7, ..., 7, a un nuevo
vértice también pertenece a T. Pondremos T = [71,. .., Tn].

y T =[T1,...,7n]
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Ejemplo 2.1 A continuacién se presentan los arboles que existen con 1, 2, 3 y 4
nodos:

qg=1 T0 — @

g=2| T=[r0] <+— f

T =[10,70] — v

qg=3| T=[[n]] +—

qg=4| 7 =[[n]]] +— 5 ; T = [70, T0, T0] <—>W
Y, 7 = [[70], T0] <—>O

Definicién 2.2 Para un drbol 7 € T, la diferencial elemental F'(7) es una aplicacién
F(7) : R® + R" definida recursivamente por F(m0) = f y
F(r)(y) = [ @)FEM)(©), - - Flra)(y)), para 7 = [r1,..., ma].

Definicién 2.3 Llamamos orden del arbol 7 al nimero de vértices de dicho arbol, y
lo denotamos por o(7). Obsérvese que, si T = [11,...,Tn] entonces
o) =1+o(m1)+ ...+ o(mn).

T = [0, T0]]

Definicién 2.4 Se llama cardinal del drbol 7 al coeficiente que acompana a la
diferencial elemental F(7)(y) en la derivada de y de orden o(7) (y“’””). Lo

denotamos por (7).

Ejemplo 2.2 Si 7 = [[ro], 70] entonces 7 = </, con F(r)(y) = f"(f'(f), f),
or) =4y a(r) =3

Nota 2.1 Para un érbol 7 = [71,...,7,] no distinguimos el orden de colocacién de

sus hijos 71,...,7n.

Teorema 2.1. La deriwada de orden q de la solucion exacta y = y(t) satisface

y (o) = X a(r)F(r)(yo), si f € O,

e(T)=q

y si f es analitica en un entorno de yo

y(to +h) = o+ 3 a(7)F(7)(yo) 2

TeT
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Nota 2.2 (Desarrollo en serie de la solucién de un método Runge-Kutta) .
Estudiemos ahora el desarrollo en potencias de h para la solucién de un método RK
en la forma:

gi =h- f(uw), wi=yo+ Y, aijg;, 1 <i<s,
=1

1 =vyo+ > bigi.

i=1
Observamos que qu) lh=o = Z bi ql(q>|h 0. Ahora bien, por la regla de Leibniz para la

derivada enésima de un producto7 tenemos que

90 = - [f(u)]@ + ((11) [f(u)] @V, y para h = 0: ¢\ (no0 = g - [f(ui)]{,".

Aplicando la regla de la cadena:

gi=1- f/(yo)

.91(3)— 2-f (yg)ﬂi o ) )

g =3+ (f"(yo)(ti, i) + f'(yo)(iis))

91" = 4 (£ (wo) (i, s ) +3F(40) i, ) + F'(w0) (™)),

evaluando en h = 0. Teniendo en cuenta que u Z aij g] , se sigue entonces:
gi=f

i =1- (3 aiy)f

Gi=(1 23@%) )
= 2)(2%(2% (1) = (1-2) - (Saua)f (1)
g =(- 3)(2%)(2 as)f"(f.1) + (1-2:3)- (S aan) (1))
ul? = (1- 3)2%@%@%0 ")+ (1-2:3) - (X agagean) /(' (f))

gkl
donde las derlvadas de Frechet de f estan referidas a yo. Asi, en general, por

induccién tenemos que, [3, Sec. II1.1]

9V =0 = 3 (1) $i(7) - a(r) - F(7)(yo),
2 R 1<i<s q>1,
lh=o =" > () xi(7) - (1) - F(7)(30),

e(T)=q

donde la funcién escalar v(7) verifica

{7(70)21
Y(r)=o(r) v(r) v(r2) ... y(Tn), siT=[m1,..., 7],

y se denomina densidad del drbol 7. Por otra parte, los coeficientes ¢; (1) y x:(7)

verifican:
XZ(T) Za23¢]( )a 1§Z§Sa VT€T7

¢i(70) =
(bl(T) X’b(Tl) 'Xi(Tn)7 T = [7-17-“77—71}‘
Denotando X(T) = (Xl(T)7 e 7XS(T)) € Rsa ()ZS(T) = (()bl (T)7 ¢2(T)v te d)n(T))T € RS7

entonces tenemos que:

$(10) = e
S(r) = x(11) ® ... 0 x(7n) = [Ad(T)]® ... o [Ad(ra)], si T=[r,...ma], V)
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donde e denota el producto de vectores componente a componente. Luego, en
definitiva, para la solucién de avance tendremos:

i - =

=yo+ > bi- Z,‘j— Z A(r) - 6i(r) - -a(T)F (7) (w0)))

e(t)=q
e(7)
= yo + Z Z b; (jﬁl(T))(X(T)F(T)(yO)Z(T)!
o(T)
— o+ X wlra(nFE)w) o 22
siendo
w(T) = ’Y(T)bT¢(7’)7 (2.3)

con ¢(7) definida en (2.1). Comparando el desarrollo de la solucién numérica y1 con
el de la solucién exacta del Teorema 2.1, se deduce entonces que un método RK es
consistente de orden p si y solo si

w(t)=1, V7 €T, con o(T) =p, esto es:

b (1) = w(f)’ V7 €T, con o(T) < p.

Ejemplo 2.3 Para el arbol de orden 9 &

d(1) = (AAe) o (Ae) o (A(Ac @ A(Ac e Ae))] = Acece[A(ce Ac®)], con c¢= Ae
(1) =9-(2)-(1)-(5-3) = 270.

2.2. B-series.

Definicién 2.5 El coeficiente de simetria o(7) de un arbol 7 se define de manera
recurrente como

(r1) -l -o(m2) -n2l- ... 0(Tm) - N
SIT =1[T1, ey T1, T2y, T2y e ey Try oo -, T, CON Ty 7 Tj, Vi # §.

Definicién 2.6 Dada una aplicacién a : T U {¢} — R, se llama B-serie a una serie
formal de la forma

Bla,y) = al@y+ X LD F(T)(y)he ™.

Ejemplo 2.4

1. yo se expresa como B-serie tomando a(¢) =1, a(r)=0, VreT.
2. h- f(yo) se expresa como B-serie tomando a(¢) =0, a(r0) =1, a(r) =0,Vr € T,
con o(7) > 2. Observar que o(19) = 1.



2.2 B-series. 15

3. y(to + h) también se expresa como B-serie. En efecto, tenfamos del Teorema 2.1:

ylto+h) =yo+ ¥ S F(7)(yo)h?")
TeT

y, por lo tanto, basta con elegir a(¢) = 1, a(1) = 0<sz)‘,(7) vreT.

4. La solucién de avance de un método RK se expresa como B-serie:

=+ 32 WL OO0 iy 4600, o
Ly oD B bl
a(6) =1, a(r) v L vrer

Teorema 2.2 (Composicién de B-series). Sea a : T'U {¢} — R una aplicacion
cumpliendo a(¢) = 1. Entonces, la correspondiente B-serie insertada en hf(-) es
nuevamente una B-serie. Esto es, h- f(B(a,y)) = B(a',y), donde a’'(¢) =0,
d(r)=1yd(t)=alr) ... a(m), para 7 = [T1,...,Tn].

Demostracion:

Ya que a(¢) = 1, tenemos que B(a,y) =y + O(h), y por lo tanto h - f(B(a,y))
también puede ser desarrollada en serie formal en torno a y. Tenemos que

B(a,y) —y = Z a(r) F(7) (y)hg(T). Entonces

TeT

h'f(B(avy))—h-f(er[ (a,y) —y])
=h- Z ] (m) [B(avy)_yv"wB(a’y)_y}

m>0

_ 1 a(r1) ... al(Tn)  o(r1)+tolrn)
R o S o R

=m L Her o(t1) ... 0(Tn)

S WIF) W), - F(ra) ()]
_ Z Z a(m) ... a(m) . nil-onm! . piter+te(rm)

o(r) -n!l ... o(mh) 1wl m!

m>071,...,Tn €T

‘f‘”“( )[ (m)(®); - Frm)(y)]
) hQ(T)

TET

donde la tultima igualdad es consecuencia de que hay ( ) posibilidades

ny,nN2,...,Nm
para escribir el 4rbol 7 en la forma [r1,..., Tm].

Nota 2.3 Este teorema previo también se puede usar para obtener las condiciones
de orden de un método RK. No obstante, lo usaremos aqui para obtener una
expresién cerrada para el cardinal (7).

Partiendo de la ecuacién de etapas g; = h - f(yo + Zj aijg;), 1 <1i < s, observamos

que g; = B(QE’H y0)7 donde
{ bi(¢) =0, (51(7'0) =1, y por el teorema previo:
$i(7) = (Zaizds(r)) -+ (X aigds(1a)), siT=[r,...,7a].
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En forma vectorial, para (1) = (¢1(7), ..., ds(T)T:
form=c A
¢(r) = [Ap(r)] e... ¢ p(m)], si 7 =[m1,..., Tn].

Por tanto, ¢(7) = ¢ (7). Luego, el desarrollo en B-serie de y; seré:

=+ % P e

e igualando con el desarrollo (2.2): y1 = yo + > . cp %F( )(yo)h?™ | sigue

) -alr) _ 1 _ o

o o) Por lo tanto, a(T)

Nota 2.4 Observar que en el Teorema 2.1 habiamos obtenido para y(to + k) la
B-serie:

que

(t0+h)*yo+z M} F()(yo) - hg()—yo—FZ

Tgﬁm{ o(7)! Tgﬂm%ﬂ

bTo(r)
o(7)

1
y(7)?

y comparando con y1 = yo + Y o F(7)(yo) - h?™) | se deducen nuevamente

las condiciones de oren p: b” ¢(1) = para 1 < o(7) < p.

2.3. Arboles etiquetados.

Sea y;(t) la componente i-ésima de y(t) y considerando nuevamente sus derivadas
sucesivas:
)

yi(to) = filyo) = fi 1

e
) = £ g lolto)) () = SRS

=1

k
j\v/k:%
! (to) = ZULLn+ﬁLn> i i
! 1 1
k
J j k
v (o) = 3 (M ffir SN e f SRS i i
gsk,l
k 1 1
k
D Y
I e+ P e f+ BT AR i i i

Observamos entonces que, inductivamente, fijados ¢ indices i1, 12, . ..,14q, la derivada

g-ésima y( 9 contiene (¢ — 1)! derivadas elementales asociadas a los indices

i1,142,...,1%. En otras palabras, esto nos dice que

- F(7)(yo) - b
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> a(r)=(g-1)!
TeT
o(T)=q
Definicién 2.7 Un érbol etiquetado (o drbol mondtonamente ordenado) de orden
g > 1 es una aplicacién 7 : {1,2,...,q} — {1,2,...,¢} talque 7(1) =1 y 7(¢) < ¢,
Vi € {2,...,q}. Consideramos LTy el conjunto de drboles etiquetados de orden ¢q y
LT = |J LT,. Convenimos que LTy = {¢} y que F(¢)(y0) = yo.

q>1
Ejemplo 2.5
3 5 6
4
4\/12 QUC
v 151,251 v ;:1?:3
4—-1,3—2 ’

3—1,6—>3

Teorema 2.3. La derivada de orden q de la solucidn ezacta y = y(t) estd dada por

y(to) = > F(r)(yo), si f€C,

TELTy

y si f es analitica en un entorno de yo

ylto+h) =g+ > F(r)(yo) 25

TELT

Nota 2.5 Observamos que, para g > 4, existen arboles etiquetados de orden g que
dan lugar a la misma diferencial elemental:

A

SRR T = UL

gkl

S AT = 1))

gkl

Zlff’lf}“fkfz i = f'(f (). f)

3.k,
Nota 2.6 En el conjunto de arboles etiquetados de orden ¢, LTy, definimos la

siguiente relaciéon de equivalencia:

TR <30 :{1,...,¢} = {1,...,q} biyectiva, con o(1) = 1, tal que 1 =0 ' omoo.

(m1)
{1,2,...,q} — {1,2,...,q}
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Asi, tenemos que LTy/R = Ty, conjunto de drboles de orden ¢ sin etiquetar. Ademads,
si [7] € T, entonces a([r]) = #][7], cardinal de la clase de equivalencia.

Ejemplo 2.6 Para ¢=5, 7 = kV, a(t) =43 =6

Proposicién: Si un método RK(A,b,c) tiene orden p, entonces

S [ S ) (- w) Foyw | 2

1
q=p+1 \7€T, a

y(to + h) — yrx (to + h)

donde w(7) se define como en (2.3).

Definicién 2.8 Se denomina término principal de error local del método RK a

RPTY
TPEL(to,h) = TE;H a(r) - (1 —w(7)) F(T)(y0) (]
ppt1
= > (A —w(r) F(r)(yo) (S

TELTH 41

Para comparar métodos del mismo orden (en problemas no stiff) se suele considerar
la norma l2 de los coeficientes de error:

TPEL:ﬁ\/ Y (-w)P=ciy [ © aln) 0-wn)?

TELTp 41 T€Tpt1

Asi, entre métodos del mismo orden se tendra preferencia por métodos con TPEL
pequeno.

Nota 2.7 No se conoce una férmula explicita para el nimero de arboles a4 de orden
q (en Ty). Sin embargo, un resultado debido a Cayley (1857) indica que ([1, p.142] y
4, p.154])

a1 +asx+azz® Fax® +--=1—2)" - (1—g?)72. (1 -2%"%. ...
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2.4. Acotaciéon del error local y global para
métodos RK.

Consideremos el PVI (1.1), con las condiciones necesarias sobre f de modo que la
solucién sea unica. Tomemos ademas un entorno tubular de la solucién:

Ts={(t,y)/ t€[0,T], |ly—y@®)I <d}.
Sea un método RK(A,b), con ¢ = A - e, dado por (1.4). El error local del método RK
es l(t,h) = y(t + h) — yri (t + h;t,y(¢)), donde

yric(t+ hiy(8),8) = y(t) + h - 3 biKq(t, h).

i=1

Teorema 2.4. Si el método RK(A,b) (1.4) es de orden p y f € CP(Ts), entonces
existe h* > 0 tal que

It )| < 22 (Mper + (p+ 1) - 3 [bil M), 0 < h < b*, donde

(p+1)! =
Mpy1 = nﬁx] ly P V@) y My = hn[laf . || &KL 8hP Eit,n)||, 1 <i<s.
te(0,T]
Demostracién:
Para ¢ fijo: y(t + h) = i 7— y O () + hl;# - fol(l — 5)PyP+V (¢t 4 sh)ds, mientras que:

1
K( ) Zvi(l>(t0 +(p 1>0f1—8p1K(tS h)ds 1 <1 <s,

para 0 < h < h*, donde las derivadas de K; son respecto a h. Luego, puesto que el
método tiene orden p,

W+ 1)~y B) = (e + B) - (ym YK h)bz)
1=1
P
<Z 00+ [T gnegs sh)ds>

=0

0) W o @) (s s
(y(t )+ h- ;b {Z Ly (,o)+(p71)!/0 (1 - s LK (1, h)dD

hpt ot 1 - ! 150(p)
= / (1 — )Pyt >(t+sh)ds—p-Zbi/ (1 —s)P L KPP (L, sh)ds| .
p: 0 i—1 0
Por tanto,
+1 S +1
I < 2 | kM S 1000y = 557+ (M + (04 1) - iy 10,0
f

Teorema 2.5 (Convergencia). Con la misma notacion del teorema previo, si un
RK(A,b) tiene orden p y f € CP(Ts), entonces existe h* > 0 tal que para toda P
particion de [0,T] con hmas = |P| < h* se tiene que

C
ly(tn) = ynll < (hmae)” - EE2(e"4T —1), 0<n < N,
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donde Cpt1 = m s (Mpy14+ (p+1)- > |bilMpyi) y Ly es la constante de Lipschitz
=1

de la funcidn incremento del método ¢(t,y,h) en Ts x [0, h*].
Demostracion:
Denotemos y(tn) = § € yn la solucién de avance del RK tras n pasos. Entonces

Yn+1 = Yn + hn¢(tn7yn7 hn)
/ / / L0<n<N-1,
{yn+1 =Yn + hn¢(tn7yn7 hn) + l”+1 ==

siendo ln41 = U(tn, hn), con ||lns1| < RETL - Cpin, 0 < by < B™.
Denotemos e, = ||Jn — Ynll, 0 < n < N. Entonces

En+41 <en+ hnLdz “En t+ Hln+1H = (1 + hnLqﬁ)En + ||ln+1H < ehnL(ﬁgn + ||ln+1H

Por tanto:

en < lall + eP2 Tt Ly | 4 P21, ) 4 BT | 4 e |
= ot [ltalle 6 4+ o alle™ ot 4 e
< Cpyrelotn. [hﬁfllef%tn + Rt LemRetnot 4y the*L‘btl]

< Cpyreetmp? . [hn7167L¢t1z 4Ry pe Lotn-1 4.4 h067L¢t1i|

IN

tn
Lyt —Lyt
Cprie7? ”hfmiz-/ e etdt
0

1 — e—Lotn
= el Cppn B, ( ean ) < P Cz;:l S
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Métodos RK implicitos de alto orden y

de colocacion.

3.1. Condiciones simplificadoras de orden.

Para un método RK(A,b,c) general, introduciremos las siguientes condiciones
simplificadoras:

 B(p):b'd =1,1<5<p

v Cg)rAdT =3, 1< <q

» D(r): (bd™HT = %(b—bcj)T, 1<j<r.
Nota 3.1

1. B(p) equivale a decir que la férmula de cuadratura

1 S
/ f@)dz ~ 3 bif(cs)
0 i=1
tiene grado de precisién p-1. En efecto:

1 5 i— . i .
Jyw' Ttz = bl 1S j<pe f=bTdTh 1< <p.

2. C(q) equivale a decir que las férmulas de cuadratura
/ ’ f(z)dx ~ Zaijf(Cj), 1<i<s.
0 =

tienen grado de precisién g¢-1.

(3.1)

(3.2)

3. Un resultado célebre de J. Butcher (1964) establece que si un método RK cumple
B(p), C(q), D(r), con p<2q+2yp<qg+r+1, entonces el método es de orden

al menos p. En otras palabras, el orden del método es mayor o igual que
min{p,2q + 2,q + r + 1}. Véase el Teorema 3.4.

Nota 3.2 Consideramos un método RK(A,b,c) aplicado a la EDO ¢’ = f(t,y)

}/’i:yn+h'zaijf(tn+cj'h7}/j)7 1<i<s,
j=1

Ynt1 = Yn +h - 3 bif(tn + cih, Y3).

i=1
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Veamos cémo se obtiene esta formulacién a partir de las férmulas (3.1) y (3.2):

tn+h tn+h
Y(tn +h) = y(tn) + / Y (t)dt = y(tn) + / £t (t))dt

n n

=t e [Pt shy(t+ sh)ds

~ y(tn) + h D bif(tn + cihyy(tn + cih)).

i=1

Andlogamente:

Y(tn + cih) = y(ta) + b / " F(tn + shyy(tn + sh))ds

~ y(tn) + hzaijf(tanh, y(tn +cjh)), 1<i<s.
j=1
Se obtiene asf la formulacién de un método RK tal que Y; >~ y(t, + c;h), 1 <i < s. El
siguiente teorema precisa el orden en la aproximacién.

Teorema 3.1. Si el método RK wverifica C(q), entonces las etapas internas del
método {Yi};_, satisfacen:

Yi —y(tn +cih) = O(h"), h =0, 1 <i < s.

Demostracién: Si el método cumple C(q), por el desarrollo de Taylor, tenemos que

y(q) (tn)

p (cih)? + O(RTT).

17
tn
Y(tn + cih) = y(tn) + y' (tn)cih + %(cih)2 +- 4

Por otro lado,
Y(tn) + D aiy (b + cih) = y(tn) + b > ay {y'(ta) + 4" (ta)csh
j=1 j=1

Yy (tn), 2 y D(tn) 1 ra-1 a
g e+ T en) +O(h)}

=ytn)+h- (Z aij - 1> Y (tn) +h° - (Z aij - Cj) y" (tn)
I _1 <Z aij - j > y(q)(tn) + (’)(hq“)

(q

y(tn) +y (tn)61h+ )(Cih)2

(a)
) ey + o+,

Y (b
2!

puesto que, por C(q), Ac/™! = %07, 1 < j < ¢-1. Comparando ambos desarrollos,
llegamos a:

Y(tn + cih) = y(tn) + b Y aig [t + ¢ih,y(tn + ¢;h)) + O(AT), h = 0.
j=1
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Como Y; = y(tn) + h > ai; f(tn + cjh,Y;), restando, tenemos que:
=1

Yi = y(tn + cih) = h- Y as;[f(tn + ¢5,Y5) = ftn + cih, y(tn + c;h))] + ORI,
j=1

y, como f es Lipschitz respecto de y, sigue que Y; — y(t, 4 ¢;h) = O(h9Th), h — 0,
1< <s. | |

Estudiamos ahora cémo se reducen las condiciones de orden si se impone la condicién

C(g).

Teorema 3.2. Si un método RK(A,b,c) cumple C(q) entonces Ap(t) = ﬁcQ(T),
vreT, o(t) <q.
Demostracion: o)
Lo probamos por induccién sobre g. Para ¢ =1, Ag(ro) = A-e=c = CWQ(T;') .
Supongamos cierta la propiedad hasta ¢-1, ¢ > 2, y sea 7 € T tal que o(7) = gq.
Tendremos 7 = [71,7T2,...,7Tn], con o(7;) < q, Vi =1,...,n y, por tanto
AG() = ALAG(m) o+ 0 A0(r)] = A (S wroa S0
T) = T1)@: - @ Tn)| = . ®---@ =
' v(71) Y(7n)
_ Q(T)A o(r)—1 __ Q(T) CQ(T) _ CQ(T)
v(7) y(1) o(r) — (1)
Empleando que y(7) = o(7)y(1) ... - y(a) y o(7) = 14 o(m1) + -+ - + o(7n). u

Corolario 3.1 Sea un RK(A,b,c) cumpliendo C(q) y 7 = [11,T2,...,Tk] con
o(te) < q. Se cumple la condicidn de orden sobre T si y solo si se cumple sobre:

(e(7x))
, — e
T :[7'177'2,~~77'k71,7'07---,7'0};

T T2 Tk—1 Tk T1 T2 Tk—1 Q(Tk)

AN

T

:

Demostracién:

VT H(T) = o(T)v(11) - ... ()b (Ap(r1) ® ... @ Ad(7k))
= o(m)y(T1) -+ oo - y(Th-1) T(A<15(7'1) o.. . 0 AP(Th—1)® CQ(W))
= ()" o(r ') = w(r).

Luego, w(7) = 1 si y solo si w(7') = 1. -

w(7)

Veamos ahora como se simplifican las condiciones de orden bajo la condicién
simplificadora D(r).

Teorema 3.3. Sea un método RK(A,b,c) cumpliendo D(r) y 7' = [11,72, ..., Tk],
(1—-1) ()

=10 T0,...,70l y 7" =11, Tk, T0,...,7T0]. Si se verifican las condiciones de
orden sobre ' y " entonces se verifican sobre T, para cada I=1,...,r.
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T1 T2 Tk

TI T2 Tk /\

Nota 3.3 En la demostracién del teorema usaremos la siguiente propiedad del
n
producto de vectores componente a componente (u ¢ v)Tw = uT (v e w) = 3 wivw;.
i=1
Demostracién del Teorema 3.3:
Para el arbol 7 tenemos:

wlr) = AETG(r) = AT - [A0(r') 0 7] = A7) b T (Ag(r)) =
= () Hb—bec) o) = W7oy - WDpr (o) o ).

V(1) = o(r) - 4(r)-1-1 1= o(r)o(t')y(m) ... y(7w) = Sy = e,
/ T ’
A5 = oY) 20 = 2T -2 = D = olr) = o)
Luego, w(r) = W(ZT) ‘ i:((://; - ﬂ/(lﬂ . % = QTT) cw(r') — @w(T"). De aqui tenemos
que si w(7") =1 = w(r") entonces w(r) = 1. ]

Teorema 3.4 (Butcher). Si un RK(A,b,c) cumple B(p), C(q) y D(r), con
p<2¢+2yp<qg+r+1, entonces el método es de orden p.

Demostracién:

Sea T = [7'1(1)77'2(1), .. 77',(7111)] con o(7) < p. Existe a lo sumo un dnico 4rbol hijo tal que
Q(Tim) > g+ 1 (en caso contrario, tendriamos p > o(7)) > 1+ 2 (¢ + 1)). Luego, por
la reduccién C(q), podemos suponer que 7 es de la forma 7 = [0, 70, ..., 70|, en cuyo

caso se satisface la condicién de orden por B(p), o bien 7 tiene un tnico hijo (de
orden > ¢q + 1 diferente de 79)

e(r)—e(r{)-1

_r 1)
Tf[Tl 5 T0y---570 ]

Ahora bien, o(7) — Q(Tl(l)) — 1< r—1, puesto que si esto no se diera

o(t) — Q(Tl(l)) —1>r=p>o(r)>r+1+ Q(T1(1>) > q+r + 2. Absurdo.
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Luego, por D(r), la condicién de orden sobre 7 se reduce a los drboles

2) (2
7'1(1) = [7’1( ),72( ), .. .,T,(,i)} (para el que Q(Tl(l))) <o(r) vy
o(m)—e(r{M)
= [7-1(2),7-2(2), .. .,7—,(,122?, T0,---,T0 ], con Q(Ti(z)) < Q(Tfl)) < o(T).

. . . ‘ 1 .
El mismo razonamiento se aplica ahora a los arboles 7'1( ) y 7", y, tras aplicar las

reducciones (en algiin momento todos los hijos serdn de orden < ¢), solo quedarén los
arboles de méxima ramificacién [7o, ..., 7] (de orden < p). Para estos drboles, se
satisface la condicién de orden, en virtud de B(p). |

3.2. Meétodos RK implicitos de alto orden.

Lema 3.1 Sea un RK(A,b,c) de s etapas verificando B(p). Entonces p < 2s. En
particular, no existen métodos de s etapas y orden 2s+1.

Demostracion:

Si el método cumpliera B(2s 4 1) entonces, por B(2s), la férmula de cuadratura con
nodos {ci};_, v pesos {b;};_, tendria grado de precisién al menos 2s — 1:

fol ¢($)dl‘ = ébl¢(cl)7 Vd) S HQs—l .

Luego, esta férmula de cuadratura es la cuadratura de Gauss de s nodos, que en
particular, no tiene grado de precisién 2s:

1 s
o(z) = H(m — ) €l :0< / o(x)dz y 0= szd)(cz)
i=1 0 i=1
Por tanto, B(2s + 1) no se puede cumplir. |

Lema 3.2 Sea un RK(A,b,c) de una etapa cumpliendo C(2). Entonces A=0=c y el
método verifica C(q), Vg > 1.

Demostracién: )

Es elemental. Denotando A = (a); tenemos que a[l,c]=[c,5]| =

{a:c oy =a=c=0. |
c-(a—3%)

Lema 3.3 Sea un RK(A,b,c) de s etapas, s > 2, y nodos distintos dos a dos ¢; # ¢;,
Vi # j. St el método cumple C(q) entonces q < s.

Nota 3.4 Un método con nodos distintos dos a dos se dice no confluente, [5, p.186].
Para métodos confluentes la propiedad anterior no tiene por qué ser cierta. Por
ejemplo, para A = {Z :Z}, a#0,yc= [8], se verifica C(q), Vg > 1. No obstante,

este método serfa reducible pues sus etapas son iguales.
Demostracién: Supongamos por reduccién al absurdo que se cumple C(s + 1):

A-cj_IZ%cj,lgjgs—l—l.
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En particular, por C(s): A- [e|c|c®]...|c*7'] = [ 02 | & ] siendo

V = [e[c|c’|- -+ |¢* "] una matriz de tipo Vandermonde regular (pues ¢; # c;,
Vi#§)y M= [c5 15| = Diagle)izy - V - Diag()iz:. Luego,
A = Diag(c;) -V - Diag(+)V ™" est4 definida completamente por los nodos.

Impongamos ahora, la condicién A - ¢ = ?llcs‘*'l. Como {e,c,...,c* '} es base de R

s . s .
tendremos ¢® = '21 PYIRTC AN {Nj—1};_, C R Luego, Tt =cec® = 21 Aj—1- .
j=

Entonces, dado que V - ¢; = ¢/ ™+

A’ = Diag(ci)VDiag(l)V ¢’ = Dmg(cz)VDzag (Z N d )
i
- . o1 A1
= Z)\jlezag(ci)VDzag(f)ej = Z - (ci)Ve;
Jj=1 ! Jj=1
— Y 2 piagle)e = Y0 2
j=1 J Jj=1 J
Igualando A - ¢® = S41_105“:
Xoc+ e 44 %c“ + 2L (e + Arct o Aa1etTh) =
2orc+ Sﬁ_llc doe 2em2e! + 2ol (oe + Aret - Aamre ).
Igualando componentes respecto a la base {e, Cyuns csfl} :
L Ao Ael1 Aot As—i _ _
€.dA ; 8+1 N )\5_)1\70 o )\070
e e = oLy, 1<j<s—1.
j + s ! s+1+s+1 B t=d=8
. Aj—1 Aj—1 .
Mg =0: 2= =24 Aic1=0.1<3<s—-1
Si 1=0 7 S+1:>j1 0,1<j<s
A =0
. . As—1 As—
Si A\o=0, entonces para j=1: A = AL = 0
s+ 1
As—1 =0.

Llegamos entonces en todo caso a que Aj—1 =0, Vj =1,...,s. Pero entonces:

¢=0=0¢=0,Vi=1,...,s. Esto es absurdo, pues ¢; # ¢;, Vi # j).

Lema 3.4 Sea un RK(A,b,c) de s etapas cumpliendo B(s+r), con ¢; # ¢;, Vi # 7,
para algun r, 1 < r <s. Entonces:

(a) C(s) = D(r)

(b) Sib; #0,1<1i<s, entonces D(s)=C(r).

Demostracion: . .
(a) Sea djT = (bed ™ HTA- %(b —becd)T, 1 <j<r, yveamos que d; = 0,Vj.
Consideramos la base {e, [N cs_l} de R’ (¢; # ¢;) y veamos que

df -t =0,Vi=1,...,r, Vk=1,...5
T _ (b.cj—l)TAck—l _ %bTCk—1+%(b.cj)T.ck—1

1 pTdth=1 leCkA + lechA
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[

1 1 1

:77_74—7:0, V':l,...,, k’:].,...7.
I A J " s

(b) Como b; # 0, Vi, y ¢; # cj, Vi # j, {b,boc, .. ,,bocsfl} es base de R® (ver que la
matriz [blbec|---|bec '] = Diag(b;) - [e|c|- - - |c°~'] es regular). Con esto:

(b. Ck’—l)T . [ch—l _ %c]] — (b.ck—l)Tch—l _ %chj-'—k—l

1 BT -1 L7 ik
=_-(b—bec N —— e
o ) :
1 1 1 1 1 1
e -1.. =1
k ] k ]+k j ]+k O,Vj ) y Ty Vk )
Luego, Ac—jfl—%cjzo, Vi=1,...,r. |

Nota 3.5 Por el Teorema 3.4, si un método cumple C(s) y B(s+ ), el orden del
método serd p > min{s+r,2s+2,s+r+ 1} = s+ . En el caso (b) del lema previo,
p>min{s+r2r+2,s+r+1} =min{s+r2r+2}.

Teorema 3.5 (Métodos RK-Gauss o de Butcher-Kuntzmann).

Un RK(A,b,c) de s etapas tiene orden 2s si y sdlo si cumple B(2s) y C(s). Ademds,
eriste un unico método de orden 2s, cuyos nodos son los ceros del s-ésimo polinomio
ortogonal de Legendre en [0,1], Ls(z) = ;’:3 (z® - (z —1)°).

Demostracién:

7 <7 Si el método cumple B(2s), por la demostracién del Lema 3.1 entonces sus
nodos {ci};_, y pesos {b;};_, son los de la correspondiente cuadratura de Gauss. En
particular b; > 0, Vi, ¢; # ¢;, Vi # j (y {ci};_, son las raices de Ls(x)).

Como el método cumple C(s) y ¢; # ¢j, Vi # j entonces por el Lema 3.4 se verifica
D(2s — s) = D(s). Finalmente, por el Teorema 3.4, el orden del método es:

p>min{2s,2s+2,s+s+1} = 2s.

Como p < 2s, sigue que p = 2s.
” =7 Si el método es de orden 2s, en particular cumple B(2s), pues esta condicién
(G—1)

.. , —_——
recoge las condiciones de orden sobre los drboles 7; := [To,. .., 7o)

12 Jl

N

En virtud de B(2s), {bi,ci};_, son los pesos y nodos de la cuadratura gaussiana. En
particular, b; > 0,1 <i<s,y0<c <...<cs <1l. Veamos que el método cumple
C(s). Para ello consideramos arboles de la forma

prei—t = 5 1<) <2

(G-
—— .
Tjl = [’7’1,7’0,.4.77'0]7 1 S],l S S.
La condicién de orden sobre 7j; da: b (/! @ Ac'™) = g, 1 <1 j < s.

La condicién de orden sobre 7;4; da: preati-t = jﬁ, 1<1,7 <s. Luego:
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b (e AT = Lyrgri-r <jl<s,

b e AdT! —

(bo )4 — é) =0, 1<ji<s.

Como {b, bec,...,be 0571} es una base de R® (pues b; # 0, ¢; # ¢;), sigue que
At = %cl, 1<I<s.
Finalmente, obsérvese que la condicién C(s) define univocamente a la matriz A en

términos de los nodos {c;};_; (ci # ¢j, Vi # j):

Afelele?] 17 = [ G |§\ 1<)

c® 2 s—17—1
& . ) ]
=% |3\ e R C LR G

Ejemplo 3.1 Métodos de Gauss de s etapas: B(2s), C(s) y D(s):

= s=1, Regla implicita del punto medio
Li(z) = Z(z(z—1)=22-1=c =1

2 111
B(l):be=1eb =1 =23
:4e=ceoan=a
n s=2
o =1_3
Lao(z) = Z5(2®(x — 1)) = 122° — 122 + 2 = PG
2=3+ %
-1
lc
B(2): b [eld = [1,3] = b7 = (1,1)- <1 C;) =(3:3)
CC% -1 1 1_ V3
CAfeld =[Sl A= | 2|t Zf 1 _17%
C@2): A leld=[dF]= A= 0%2 {102} —<1+¢§ 1
025 4 6 4

3.3. Meétodos RK basados en las cuadraturas
de Radau y Lobatto.

Si se consideran férmulas de cuadratura de s nodos y pesos {ci, bi};_, en [0,1], con
grado de precisién (g.p.) 2s-2 y un nodo fijo en los extremos del intervalo (a la
izquierda ¢1 = 0, o a la derecha ¢, = 1), se obtiene una tnica férmula de cuadratura,
denominada cuadratura de Radau (izquierda o derecha, respectivamente).

1. La cuadratura de Radau izquierda verifica las siguientes propiedades:
Tiene g.p.=2s-2 (en particular, es de tipo interpolatorio, esto es, g.p. > s-1),
bi >0,Vi,0=1c1 <c2<...<cs <1,y sus nodos son las raices del polinomio
Ry (z) = 2 (a® - (- 1)°7Y).

Oxs—1

2. La cuadratura de Radau derecha tiene propiedades analogas, pero con nodos
0<c <c2<...<cs—1<cs=1raices del polinomio

Ri(z) = 2 (2" (z — 1)*).

Oxs—1
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Una vez determinados los nodos, los pesos se obtienen imponiendo que la cuadratura
sea de tipo interpolatorio (es decir, la condicién B(s)).

Nota 3.6 (RK-Radau ITA) . Estdn basados en la cuadratura de Radau derecha
(¢s = 1). Quedan definidos por las condiciones B(2s-1) y C(s). El método verifica
entonces D(s — 1) y es de orden p > 2s-1. Como el tinico método de orden 2s es el de
Gauss, tenemos que p = 2s — 1.

Como ¢; # ¢j, Vi # j, la matriz A queda definida por C(s):

A= [C,§7...7%}-[670,.“70571]71.
Obsérvese que en los métodos Radau ITA la tltima fila de A coincide con b7,
T -1 T ¢ °
e; A-[e,e,..., " =e; .1[0’571'”’§}

(el A)-lee,....c ] = [1,5,...,g]
(el A)-lee,....c" | =b"[e,e,...,c N =el - A=0b".

Ejemplo 3.2 Métodos de Radau IIA de s etapas: B(2s — 1), C(s) y D(s — 1).
1. s=1, Euler implicito

Rf(x)z%(m—l):x—léclzl 111

B(1):bTe=1=b =1 é%

Cl):Ae=c= a1 =0
2. s=2

1
R;<x>:g(m.<%1>2):3x2,4ﬁb{61—3-
z 02:1
bTe=1 by +by =1 by — 8 -
B(3):{bTC:% :>{b1%ib2:% é{bizg,cumphendosebT2:%.

> 91 (11t [2 =2
€2 % 2 11

Nota 3.7 (Métodos RK-Radau IA) . Estdn basados en la cuadratura de Radau
izquierda (¢; = 0) y quedan definidas por las condiciones B(2s — 1) y D(s). El
método verifica ahora C(s — 1) y vuelve a ser de orden p = 2s — 1. Estas condiciones
vuelven a definir univocamente a la matriz A (se obtiene directamente de D(s) pues
{b, b-c,...,b- 0571} es base de R®), y ademds su primera columna es constante e
igual a by A-e; = by - e. En efecto:

| =

(be ™) (Aer —bie) = ~(b—be ) er —bi(bec )" e

S =S

[br —bic)] —b1-b" - I =0, 1<j<s.

Luego, Ae1s = b1 -e.

Ejemplo 3.3 Métodos Radau IA de s etapas: B(2s — 1), D(s) y C(s — 1)
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1. s=1
a=0_ o[1
B(l):be=1=b =1 =

D) :bTA=(b-b)T = biar =bi = ann =1
Observemos que no cumple C(1).

2. s=2
Rz(:r):(%(xz.(x—l)):?)mQ—Qxé{Cl:g
C2 = 3
fble=1 b1 +b2=1 by =1 . T2 1
B(3).{ch:% :>{b1-0+b2 2_1 = by =3 (y se cumple b” ¢” = 3).

fbTA=(b—b-¢)
D(2): {(b.C)T.A:%(bffcm)

La cuadratura de Lobatto se obtiene al fijar ambos extremos, ¢c;1 =0, cs =1, e
imponer grado de precisién 2s — 3. Los ceros de Lobatto (nodos) son las raices del
polinomio

Ls(x) = 68:;22 ((x—1)*"' 2", con s > 2

Los nodos verifican entonces ¢1 =0 < ¢c2 < ... < cs—1 < ¢s = 1. Los pesos se
determinan univocamente imponiendo que la férmula sea de tipo interpolatorio (esto
es, B(s)), de tal suerte que b; > 0, Vi. Los métodos RK basados en la cuadratura de
Lobatto méas populares son los siguientes.

Nota 3.8 (Métodos RK-Lobatto ITIA) . Se obtienen univocamente imponiendo
c1 =0, cs =1, B(2s —2) y C(s). El método verifica ademds D(s — 2) y tiene orden
p = 2s — 2. Del mismo modo que antes, puede comprobarse para estos métodos que

asj =bj, 1 <j<s,yay; =0,1<j<s
Ejemplo 3.4 Método Lobatto IIIA de s etapas: B(2s — 2), C(s) y D(s — 2):

1. s=2, Regla trapezoidal implicita
Cc1 = 0,62 = 1,(111 = ai12 = 0

T, _
B(2) : zTe:_l}:blszZ%

=

2. 5=3 Ly(z) = Z(2* (z —1)°) =42® —62° + 20 = 2 =0,1,1.

Imponiendo B(4) y C(3) se obtiene:

W (Wb W=

Nota 3.9 (Métodos RK-Lobatto IIIB) . Se obtienen exigiendo ¢; =0, ¢s = 1,
B(2s — 2) y D(s). En particular, el correspondiente método de s etapas verifica:

s C(s-2) y orden p=2s — 2.
= g =biyas, 1<i<s

Ejemplo 3.5 Método Lobatto IIIB de s etapas: B(2s — 2), D(s) y C(s — 2).



3.4 Métodos Runge-Kutta de colocacién. 31

s=2 s=3

11
30 §a°
30 § 3
T 66
2 12

6 3

Nota 3.10 (Métodos RK-Lobatto IIIC) . En este caso se impone ¢1 =0, ¢s = 1,

B(2s —2), C(s—1), y Aex = bie. El método resultante cumple D(s — 1), tiene orden

p = 2s — 2 y ademds verifica as; = b;, 1 < j < s.

Ejemplo 3.6 Método de Lobatto IIIC de s etapas: B(2s —2), C(s — 1),y D(s —1).
s=2 s=3

1
2
1
2
2

1
g
6
g
6
G

3.4. Meétodos Runge-Kutta de colocacion.

/ —
Consideremos el PVI {z(gf)):];(t’ v) , Y, f € R™ y s nodos distintos dos a dos

{ci}i_,, ci # ¢j, Vi # j. La colocacidn polinémica en los nodos 7; = tn + ¢; - h,
1 <i < s, consiste en hallar un polinomio u(t) = (ug(t))r—=, de grado < s tal que

ultn) =yn (1) = f(m,u(n)), 1<i<s.

S
Sabemos entonces (por interpolacién polinémica) que u'(¢t) = > f(7i, u(m:)) - Li(¢),
i=1

siendo L;(t) = ] :iTTJ, 1 < < s, los polinomios fundamentales de Lagrange
g=1 "
i

asociados a los nodos {7;};_, . Obsérvese ahora que

u(t) = u(tn) + fttn u'(T)dT = u(ty) + Z::l fri,u(m)) - fttn Li(7)dr.

Se define el método de colocacién como:
Yi=u(n)=ultn+c-h), 1<i<s
Yt = ultn +B) = u(tn) + 3 flbn + i - hyu(tn +ci- b)) - [ Lorydr, B3)

tn
i=1
Veamos que este método (3.3) es un método Runge-Kutta. En efecto, con el cambio

t=tn+0-h signe Li(t) = [| poo—dh= [ (2= =1;(0) donde {L:(0)}i_,
J=1,5# T =La# !
son los polinomios de Lagrange asociados a {¢;};_,. Ahora

£

1
Yn+1 = Yn + h- Zbl . f(tn +c; - h,%), con b; := / ll(G)dG,
0

i=1

siendo
Yi=1yn +h-Zaij < f(tn+c¢i-hY;), 1<i<s, conaj:= / ' 1;(0)de6.
i=1 0

En definitiva, hemos probado el siguiente teorema.



32 3 Métodos RK implicitos de alto orden y de colocacion.

Teorema 3.6. Todo método de colocacion polinémica sobre s nodos distintos ¢; # c;,
Vi # j, es un RK(A,b) de s etapas cuyos coeficientes son

au =[5 1:(0)do, b (:)fol 1;(0)do, 1 <i,j <s, siendo
0 —c; u( . u
. = = <1< = —cj).
1;(6) ]1:11 Pl S S CEE 1<i<s, yn(0) jl}l(t‘) cj)
J#i

Teorema 3.7. Un RK(A,b,c) de s etapas y s nodos distintos dos a dos, ¢; # c;,
Vi # j, es de colocacion si y solo si verifica B(s) y C(s).

Demostracién:

7 = ” Supongamos que el método es de colocacién, entonces:

;aik Aoy ( /ol (e)de) / (Z (6 )da

k=1

:/103‘*%19:5?, 1<ij<s.
0 J

Luego A- 71 = c—.j, 1 <j <s,y se cumple C(s). Del mismo modo, Z by - cf:l =
k=1

_flej*1d0*71<]<s y se cumple B(s).

Ve Supongamos que el método cumple B(s) y C(s). Entonces las férmulas de

cuadratura (3.1) y (3. 2) tienen grado de precisién s-1 (al menos). Tomando
Sox—

f(@) =li(x) = [T —— € Il,_;- Luego

j= 1Ci—C]
J#i

I3 (z)de = Za,kl (ck)fa,]yfo i(z)dx = Zbkl (ck) =b;, 1 <4, <s.

En definitiva, el método es de colocacién. |

Nota 3.11 Por el Teorema 3.4, el orden de consistencia de un RK de colocacién de s
etapas en s nodos distintos verifica (en virtud de B(s), C(s) y D(r), para algin
r>0),p>min{s,2s+2,s+r+ 1} = s. La cuestién ahora es estudiar si se pueden
elegir los nodos {c;};_, convenientemente de modo que el orden sea mayor.

Teorema 3.8. Sean s nodos distintos dos a dos {c;};_, elegidos de forma que

n(z) Lai™t, 1< j<r, conr<s, siendo w(z) = [[(x — ¢;) y el producto interior
=1
fo x)dx. Entonces el método RK de colocacion asociado tiene orden
s+r
Demostracién: Basta con probar que el método cumple B(s + 7). En tal caso, en
virtud del Lema 3.4 y del Teorema 3.4 se cumplirfan C(s) y D(r). Veamos entonces

que la férmula de cuadratura fol (z)dx = Z bi f(cx) tiene grado de precisién
s+r-1. Sea f(x) € [],,,_,- Dividiendo entre 7r( )eTl.:
flx) = qlz )' (z) + R(x), COHRGHS lquHr_l-

Luego fo x)dr = fo m(z)dx + fo x)dr = fo x)dz. Como el método es de

colocacién, Cumple B(s ) y entonces, dado que R e Hkl

I} f(@)de = [} R(z)dz = z beR(ck) = 32 bi - flck). [ |
k=1

Nota 3.12 Los métodos de Gauss, Radau ITA y Lobatto IIIA son ejemplos de
métodos de colocacidn.
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Métodos RK diagonalmente implicitos y
métodos linealmente implicitos.

4.1. Resolucion de la ecuacién de etapas en
métodos RK implicitos. Métodos DIRK.

Sea la ecuacién de etapas (1.6) de un método RK implicito de s etapas:
Ki=h-f(tn +ci-hyyn + Zaij‘Kj), 1<i<s,
j=1

y consideremos K = (K{,...,K7)T e R™* y

En forma compacta, usando el producto de Kronecker A ® B = (a:;B); ;=1 la
ecuacién de etapas queda como:

K=h-Flty-e+h-ce@yn+ (A DNK), e=(1,...,1)" €R*.  (4.1)

Observar que ¢ = (c1,...,¢5)7 y

1 all-ln alsIn Kl
eQyn+(ARNK = | | | Qyn+ 3 =
1 asiln -+ assln K

Yn + D a1y K
j=1

Yn + 2 asj - K
j=1

Nota 4.1 Sabemos que si |h|- L - o(]A|) < 1, siendo L una constante de Lipschitz
para f, entonces (4.1) admite una tnica solucién K. Esta solucién puede, al menos
tedricamente, obtenerse mediante iteracion funcional:

KV —h . Fty-e+hc,e®@yn+ (A DKM, v >0, K9 dado,

esto es, componente a componente:
(1) _ 5 N S W) .
K, =h-fltn+ci-hyn+ 3 aiK;7), 1<i<s,v2>0.
=1

Ademéss

1K = K@D = O |[|K = K“|[) = O - [[|[ K = KO|]), h =0
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La iteracion funcional puede tener interés practico en aquellos problemas en la que L
es moderada (diremos en tal caso que el PVI es no stiff o no rigido). En general, y en
particular si L >>1, el cdlculo efectivo de la solucién (4.1) se lleva a cabo mediante
iteraciones de tipo Newton. Teniendo en cuenta (4.1) definimos

GK):=K—h-F(th-e+hc,e®@yn+ (AR I)K).
El método de Newton sobre el sistema G(K) = 0, queda en la forma
G’(K(”)) . (K(V-H) _ K(”)) — —G(K(”)), v >0,
o bien, introduciendo A®) := K@+ _ g®).

{G/(K(U)) AV = GEY) Ly (4.2)

K@+D .— g0 4 A0

Una eleccién natural posible para KO eg Kfo) =0, 1 <1i <s. Observamos que

G(K) = (G?, . .,G?)T con G; = K; — hf(tn =+ c,-h,yn =+ Z ainj), 1<i<s y
Jj=1

g% =0i5 - Im —h-ai; - J;j, 1 <1i,5 <s, siendo §;; la delta de Kronecker y

entonces

Ji = g—i(tn +ci-hyyn + > aijK;), 1 < i < s. Luego, la matriz jacobiana G’(K) viene
j=1

dada por
Im — ha11 . Jl —ha12J2 e —ha1st
7ha21 . Jl Im — hCLQz . JQ s *hazsjs
G'(K) = . . , , e REMXEm) - (43)
_hasl : Jl _has2 : J2 ot Im - hasst

A efectos de reducir el costo computacional involucrado en (4.2)-(4.3), una
posibilidad consiste en reemplazar J; por J := g—i(tn,yn), 1 <i < s, lo cual da lugar
al método de Newton simplificado (o cuasi-Newton):

KO — ) 4 AW , v20. (44)
La implementacién del esquema iterativo (4.4) tipicamente requiere una
descomposicién LU de la matriz Ins — h(A® J) € RE™XE™) que puede ser
especialmente costosa si la dimensién m del PVI es grande. El esquema (4.4) es
particularmente simple de implementar en el caso de métodos diagonalmente
implicitos (DIRK), para los que a;; = 0, si 5 > ¢. En tal caso, en vez de una
factorizacién LU para la matriz de dimensién ms Is — h(A® J), se reduce el dlgebra
a s factorizaciones LU para las matrices de dimensién m I, — hai;;J, 1 <7 < s.
Especialmente atractivos resultan entonces los métodos simplemente diagonalmente
implicitos (SDIRK) para los que a;; =0, j >4,y ais =7, 1 <1 < s, que solo
requieren una descomposicién LU para la matriz de dimensién m I, — hyJ en cada
paso de la integracién temporal:

I—hyJ 0 - 0 AW G\
—hanJ I—hy -+ 0 A el
. . . . : . = - . , V Z 07

—hlls1J —haszj s I — h’yJ Ag”) GgV)
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o bien, para v > 0,

1—1
I—hyNAY = g™ 4 h. SJAY 1<i<
( ’Y ) 7 [3 + ];10’] j 77'783 (45)

v+1 v v
K = K+ AP,

siendo GE") = Ki(y> —h- fltn+ci-hyyn + > aij ~K§”)), 1<i<s.

j=1

Nota 4.2 Si en el esquema iterativo (4.5) para un método SDIRK aplicado a un
problema auténomo y' = f(y) se fija Ki(o) =0, 1 <13 <s,y el nimero de iteraciones a
v =0, resulta el método (con K; := Ki(l)):

i—1
(I - h’}/J)I(Z = hf(yn) + hJ Z ainj, 1 < ) < S,

j=1

s
Yntl = Yn + 2 bi K.
i=1
Puesto que este método en general solo alcanzard orden de consistencia 1,
introduciendo en f una combinacién lineal adecuada de las etapas previamente
computadas se obtiene la familia de métodos:

i—1 7
Ki=hf(yn+ > aijK;) +hJ 30 ayK;, 1<i<s (au=7v, 1<i<s)
j=1 j=1

S
Ynt+1 = Yn + > biK;.
=1
Este tipo de métodos se conocen como métodos de Rosenbrock-Wanner (o métodos
ROW) y estudiaremos su consistencia, as{ como su extensién a PVIs no auténomos,
en las siguientes secciones.

Teorema 4.1. El orden de consistencia p de un método DIRK(A,b) de s etapas
verifica p < s+ 1.

Demostracién: ,

Y =y
y(0) = o

)

Sea el método DIRK(A,b) aplicado al problema escalar auténomo {

X € C, cuya solucién exacta es y(t) = e - yo, t > 0.

Ki:h-)\[yo—l—Zainj], 1§Z§S,
j=1

J

Y1 = Yo + Z bi K.

=1
Poniendo z := Ah y K = (K1,..., K,)T € C*. Tenemos que,

K = zyoe + zAK o bien I—2A0 _ K e .
pm=yo+bTK —zbT 1 zo | Yo.

Aplicando la regla de Cramer para obtener z - y1:
I—zAe-(zy0) I—zAe det I—2zA+ zebT 0
—2bT 1 (zyo) —zbT 1 —zb7 1

2= T—240] T det(T — 24y Y det(I — 2A)
det —ZbT 1

det [ det [
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det(I — zA + zeb™)

Luego y1 = yo - dot(l — 2A) . Puesto que A € R**® es triangular inferior,
_ T
R(z) := det(l — 2A + zeb) = P (z) es una funcién racional con numerador y
det(I — zA) s

H (1 — zaii)

i=1
denominador de grado menor o igual que s, con s polos reales (%v 1<i<s).
Usando [5, Teorema 4.18 p. 61] sigue que e* — R(z) = O(2*!), con p < s + 1. Asi,
y(h) —y1 =yo - [e* — R(2)] = O(WP*), h — 0, con p < s+ 1. |

4.2. Meétodos linealmente implicitos de tipo
ROW y W.

Consideramos inicialmente un PVI auténomo para una EDO de primer orden:

/
v =) m
, te€t,T], ,feR™. 4.6
{y(to):yo [to, ], v, f (4.6)
Definicién 4.1 Un método de tipo Rosenbrock-Wanner (o ROW) de s etapas
aplicado a (4.6) con paso h > 0 computa una solucién de avance yn11 en ¢t =t, + h
dada por
1—1 @
Ki=h-f(yn + 2 aijKj) + hdn 3 v - Kj, 1<i<s,
=t i=1 (4.7)
Ynt1=Yn + > biK,

j=1

partiendo de la aproximacién de y,, en t = t,, siendo J,, = f'(yn).

La etapa K; del método (4.7) se obtiene, en cada paso de la integracién, resolviendo
un sistema lineal con matriz de coeficientes I — h+;;J,. En particular, resultan
especialmente atractivos aquellos métodos ROW con ~;; = v, 1 < i < s, pues solo se
requiere una factorizacién LU de la matriz I — hyJ, por paso de integracion.
Observamos que el método (4.7) requiere computar J,, = f'(y») en cada paso de la
integracién. Identificaremos al método (4.7) por ROW(A,I',b), siendo A = (avi;)3i j=1
triangular inferior estricta, I" = (74;); j=1 triangular inferior y b = (b;);—; los
coeficientes del método. Nuestro objetivo principal consiste en determinar qué
relaciones deben satisfacer los coeficientes (A, I',b) de modo que el método (4.7) sea
consistente de orden p, esto es, determinar las condiciones de orden para un método
ROW. A efectos de reducir el costo computacional de los métodos de tipo ROW
introducimos a continuacién la clase de métodos W, en los que J, = f'(yn) se
sustituye por una matriz W arbitraria de dimensién m x m.

Definicién 4.2 Un método de tipo W de s etapas aplicado a (4.6) con paso h > 0
desde (tn,yn) genera una solucién de avance yn41 en t = ¢, + h dada por

i—1 1
Ki=h-f(yn+ 3 aijKj) +h- Wy 30 75 K;, 1<i<s,
Jj=1 j=1

s (4.8)
Yn+1 = Yn + > biK;
i=1
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siendo W,, € R™*™ arbitraria. Denotaremos al método (4.8) por W (A, I',b), siendo
A = (aj)i j=1 triangular inferior estricta, I' = (7i;); j=1 triangular inferior y
b= (bi)i-1-

Nota 4.3

1. Obviamente los métodos ROW(A,I',b) (4.7) y W(A,I',b) (4.8) obedecen a una
formulacién andloga en la que la matriz J, = f'(y.) se reemplaza por una matriz
arbitraria W,,. No obstante, se suele considerar en la practica

W, = Jn +O(h), h—0, (4.9)

que es el caso resultante de fijar J,, = J una determinada cantidad de pasos
consecutivos.

2. Abordaremos el estudio de consistencia de los métodos W(A,I",b) (4.8) en
paralelo al estudio de consistencia de los métodos ROW(A,I",b) (4.7). Para un
orden p > 1 dado, esperamos que el nimero de condiciones de orden a satisfacer
por un método W (4.8) sea mayor que para un método ROW (4.7). Estudiaremos
ademas cémo se reduce el nimero de condiciones de orden en un método W
cuando la matriz W, satisface (4.9).

Nota 4.4 Veamos c6mo obtener la formulacién de un método ROW (4.7) aplicado a
un PVI no auténomo

y = f(t,y) m
{y(to):yo .y, fER™. (4.10)

Para ello consideremos el PVI auténomo asociado Y’ = F(Y), con Y = (;) € R™*!

y F(Y):= (f(tl y)) € R™"! esto es, aumentamos el sistema (4.10) con la EDO

t' = 1. El método (4.7) aplicado a Y’ = F(Y') con paso h y valor de arranque

t
Y, = <y:lz ), queda,

“ i—1 ~ N 1 “

Ki:h~F(Yn+Zainj)+h-Jn~Z’yinj, 1<i<s
s J=1 J=1 (4.11)

Yot1 =Y + > b K,
=1

0 0
Ocf(tn,yn) Oy f(tn, yn)
K; = (;; ) eR™! Y, = (Z”Jrl ) € R™*! resulta, igualando componentes en

7 n+1
(4.11):

siendo jn _ F/(Yn) _ < ) c RM+Dx(m+1) pyhiendo

] Ti:h~1+02h,tn+1:tn+2bi~h
=1
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i—1 i—1 7
v Ki=h f(tnt _Zl iy yn + _21 i Kj)+h- -21 Vi (A O f (tns yn) + 0y f (tn yn) - K]
j= J= J=
1<i<s
" Yng1 = Yn o UK.

=1

Se obtiene entonces la formulacién de un método ROW (4.7) aplicado a un PVI no
auténomo (4.10) como

i—1 7
Ki=h-f(tn + aih,yn + 3 i Kj) + h*yi - 8:f(tn, yn) + hdn - 32 7ii Kj, 1 < i < s,
j=1 j=1

Yn+1 = Yn + 2 bi K,
i=1
(4.12)
i—1 i
siendo J,, = %(tn,yn), Yo=Y g, i i= L vigs 1 <i < s,
=1 i=1

Anglogamente, un método W aplicado al PVI no auténomo (4.10) responde a la
formulacién:

i—1 7
Ki=h-f(ta+ai-hyn+ 3 aij - Kj) +h -y wn +h-Wa - 30 i - K,
j=1 j=1
1 <1 <s,
Ynt1 = Yn + 2 biKi,

=1

(4.13)
siendo W,, € R™*™ y w,, € R™ arbitrarios, aunque tipicamente W,, >~ 8y f (tn,yn) ¥y
W >~ Ot f (tny Yn)-

Nota 4.5

1. Observamos que, si en (4.13) se toma w, = 0y W, = 0 entonces se recupera la
formulacién de los métodos de tipo Runge-Kutta explicitos.

2. En [8, p. 133] y [7, p. 288] se definen los métodos W aplicados al PVI no
auténomo (4.10) en la forma (4.13) con w, = 0. Se indica alli que esta eleccién
mejora la estabilidad de los métodos.

Teorema 4.2. El orden de consistencia p de un método ROW(A,I',b) de s etapas
verifica p < s+ 1.

Demostracion:

El método ROW aplicado a 3’ = f(y) = A -y, XA € C, coincide con el método
DIRK(8,b), con 8 = A+ I'. El orden de un método DIRK de s etapas cumple

p < s+ 1 por el Teorema 4.1.

4.3. Consistencia de métodos ROW.

Consideremos el método ROW(A,I',b) de s etapas
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i—1 7
Ki=h-flyo+ > izK;)+h-J- 3 vy ki, 1<40<s,
j=1 Jj=1

. (4.14)
y1:y0+2bi'Ki
i=1
: . v =f) ;
aplicado al PVI auténomo ,y, f € R™ con paso h > 0, siendo
y(to) = yo
J = f'(yo). Tenemos que y(to +h) =yo + > (1) F(7)(y0) - % segin obtuvimos

TeT
en el Teorema 2.1. De modo andlogo al estudio de consistencia realizado para

métodos Runge-Kutta, pretendemos obtener un desarrollo formal en potencias de h
para la solucién de avance y; del método ROW, de tal modo que este desarrollo nos
permita obtener las correspondientes condiciones algebraicas de orden a efectos de
garantizar que

y1 —y(to +h) = O(W"*1),h — 0,
esto es, garantizar que el método ROW sea consistente de orden p (p > 1, p € N).

1—1
Observamos de (4.14) que, para g > 1, denotando u; :=yo + Y ayj - K;, 1 < i <s,
j=1

y§q)\h:o =>b;- Kfq)|h:07 con
i=1

KD = he[f(u:))@ + (‘{) )] @D +he 3 7 KO + (‘11) T KNy

=
i

K90 =q- [f(ui)]gbq;ol) +q-J- ‘21 Yij K]<'q71)|h:0
J

(@ £ (@)
w; " [h=o = 30 aij - K;¥ |n=o.
=1

aplicando la regla de la cadena(puesto que K;|p=o = 0):

KZ~(1)|h=O = f(yo) .
K@ ho=2-f'(yo) M=o +2-J- > 7ij - KJ('1)|h:0
j=1

K hmo =3 (f"(w0) - [ul” [n=0, u{” |n=0) + f'(y0) - u{ |n=0] + 3 J - Zﬂij - K=o
=
K|z =4- {f"'(yO)[ugl)\h:OaU§1)|h:07u§1>|h:0]

3 f" (o) [ |h=o, ul" ln=o] + f(y0) - ug3)|h:0]} F 4T i KO
j=1

i—1
Usando que u£q>|hzo =Y ;- k§q) |h=0, y, & efectos de simplificar notacién,
j=1

entendiendo que las derivadas de K y u; estan evaluadas en h = 0 y las derivadas de
Fréchet de f lo estdn en yo, concluimos denotando B;; = a5 + vi;; y usando
J = ['(yo), que K{ =1 f

i—1

u =1 (X ay) - f

j=1

E® = (1-2) (Do) f/(F) +(1-2) - (Cyig) - J - f=(1-2)- (X Biy) - £(f)
u® =(1-2)- (2 i) (f)

J J
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K® =(1-3) (Zaw)- (Cau)f"(f,)+(1-2:3) (Sa ) FUE)+a-2.
D wbie) I ) = ( 3)- (S -a)- f any <1 2-3)- @ﬂwﬂgk)-f'(f’(f))
(3> = (1-3)(3 ass - ageag) - (S f) + (1:2:8) - (3 iy Bia- ) - S (F' (1)

gkl
En general, por induccién, tenemos que

K== % vm $i(1) - a(r) - F(7)(yo)
@ o . 1<i<s, g¢>1
o= 3 A()-xi(r)-alr) - F(r)(wo)

o(t)=q

)

donde (1) y a(7) representan la densidad y cardinal del drbol 7 (definidos en la
Seccién 2.1) y

- i) =X auds(r), 1<i<s VreT,
3:11, st T =Ty,

= (7)) = iﬂij'd)j(Tl), si T =[n], con o(m1) > 1,
;;Eﬂ)--n-xz'(m),si =, ) 0(mp) > 1,1 <p<m,m>2

De forma matricial x(7) = (x1(7),...,xs(7))T = A- ¢(7), con
A1) = (¢1(7), ..., ¢s(7))T cumpliendo

¢(r0) =e
{ ([r1]) = B - ¢(r ) con B:=A+1I" = (ai; +%ij)i j=1
() =x(r1)e...0x(1n) = [Ad(T1)]@...0 [AD(Tn)], SiT=[T1,...,Tm],m > 2.
(4.15)

Luego, la solucién de avance del método ROW se puede expresar como:

Y1 = Yo +iszl :yo—l—ibi {iql' 'Ki(q)|h:0 hQ}
— ot Zb Z S )-a(r) - F(r)(w0)

" o(r)=q
o(7)
= o+ Y A(E () - alr) - Fr)ao)- o
he(™)
= w0+ 3 ul) aln) FOm) oy

siendo w(7) = (1) - bT - ¢(7) y ¢(7) definida en (4.15).
Comparando los desarrollos en serie para y1 e y(to + h) se obtiene que el método
ROW es consistente de orden p si y solo si:

w(t) =1,Vr €T, o(r) < p,

o bien
brop(r) = ——, VreT, ofr)<p. (4.16)
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4.3 Consistencia de métodos ROW.

Condicién de orden

p

1 f ° bTe = 1

2 £ b7 Be = 1

3 ' F) bre? =3

F ) T % = §

4 1 F) bre® =
P F) b (ce ABe) = L
P D) bBc? = 45
P b Ble = 5

5 FOff f ) bt =1

A1)
IS0,

f1E SN
f1EE 1)
IS 1)

FEE S )

IS 0)

b (ABeec?) =&
b' (At ec) = £
b (AB%ee) = o5

b (ABe)® = g5
b B’ = 55

b B(ABesc) = 15

bTﬁ2C2 — 6710

WAKLHCLICEE | NW<OL ] v

PSS )

Tabla 4.1. Condiciones de orden 5 para un método ROW(A,I",b)

T p4
bﬂe:ﬁ

41

, con ¢ = Ae.
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Considerando (4.15) y (4.16) presentamos en la Tabla 4.1 las condiciones de orden
para un método ROW(A,I',b), donde denotamos f:= A+ T"'yc=A-e.

Observamos que para un mismo orden p, un método RK y un método ROW deben
satisfacer la misma cantidad de condiciones de orden, aunque sean distintas. De
hecho, las condiciones para métodos RK se obtienen poniendo 8 = A en la Tabla 4.1.

Ejemplo 4.1 Métodos ROW de una etapa.

d
y1 = yo + K1 y1 = yo + K1 e ae

ordenpzl,nyeR,’y;é%,ydeordenp:2sify:%,

Elmétoolo{Kl:h'f(yo)’Lh'“Y'J'K1 @{(I—V-h-J)-Iﬁ:h-f(yo)

Ejemplo 4.2 Métodos ROW de dos etapas, con ~v;; =, 1 <7 < 2:

K1 = hf(yo) +vhJ K1
K> = hf(yo + a1 K1) + y21hJJ K1 + vhJ K>
y1 =yo + b1 K1 + b2 Ko

Asumiendo b2 # 0 (pues si no, no se usarfa Ks), el método es de orden p > 2 si

b1:1*b2 b1:1—b2
= 1_ = . 4.17
{ (L=b2)-y+ba-(Bar+7)=3 {@21 = ‘ébzW o = et (4.17)

1_
Estoes, p>2< b =1—0ba, v21 = —a21 + (2b2w7 con by # 0.

Si se imponen las condiciones de orden 3:

2 1
2 1 — 1
by a3 = 3 Q21 2

<~
(1 —b2) -~ +(2"Yﬂ21+'72)'b2:% [a1 =

SNV

42 (4.18)

27ba

De igualar f2; en (4.17)-(4.18) sigue que v* — v + é =0, esto es, v = Siﬁ‘/‘g’.

Se obtienen as{ 4 familias uniparamétricas de métodos de orden 3 (ninguno con
p=4)

_3+V3 _ 1 _ (-7
= 6 R b1 = 1—b2, 21 _iﬁ’ Y21 = —Qi21 + by , con bz#o.
(4.19)
4.4. Consistencia de métodos W.
Consideramos ahora el método W (A, I',b) de s etapas
i—1 i
Ki=h-flyo+ > ai - K;)+h-W-3 7 K;, 1<i<s
i=1 i=1 (4.20)

yi=vyo+ > bi-K;
i=1

K3



4.4 Consistencia de métodos W. 43

r_
aplicado al PVI auténomo {z (t:) ]Zy;o , y,f € R™, con paso h > 0, donde ahora

W € R™*™ es una matriz arbitraria. El estudio de consistencia para el método (4.20)
lo llevaremos a cabo de modo andlogo al caso de métodos ROW. Sin embargo, dado
que W # f'(yo) en general se requerird la introduccién de nuevas diferenciales

elementales (y drboles correspondientes) asociadas a la matriz W. Como en el caso de
i—1

métodos ROW, denotamos wu; :=yo + Y ai; Kj, 1 <i < s. Asi:
j=1

i
K,fq)|h=0 =q- [f(ui)]<q71>|h:0 +q-W- Z Vij ,K](qfl)‘hzo

Wm0 = Y @iy - K@ lo, 1<i<s (4.21)

Yo = 2 bi K ?hzo

para g > 1, siendo Ki(o)\h:o =0, 1 <1i < s. Nuevamente, aplicando la regla de la
cadena:
KM = f(y)

i
K& =2 Plyo) -l +2- W 3 iKY

Jj=

K =3 {7 (o) [ul”, ul™] + £ (yo)ul® b + 30 ZwK(”

Jj=

Ki(4> _ 4{f,,,(yo)[u§1)7ul(.l)7u§1)] +3f”(y0)[u§.2) <1>] + f(y <3)} AW Z %JK(3>

donde Kim, u§’” estan evaluadas en h = 0. Luego, tenemos que (entendlendo que fy
sus derivadas de Fréchet se evaltian en yo):

KD =1-f

w =1 (Say)f

K?=(1- 2)(2%) "N+ Q-2 i)W f
u® = (1-2)( Zaij ) f'(f) +(1'2)(Xlzaij i)W f.

gk J»
Observamos en este punto que, a diferencia de los métodos RK y ROW, aparece una

nueva diferencial elemental W f(yo) asociada a la matriz WW. Asociaremos a esta

diferencia el grafo </ donde el nodo o estard asociado a la matriz W. Veremos a
continuacién que este tipo de nodos solo pueden tener una ramificacién. Esto es
consecuencia de la multiplicacién por W en (4.21).

K = (18) (S o) (Com)f"(F.£) +(1-2:3) - (Sayas) - £(£/(£) +(1-2-3)-
(Zkaij’ij)f,(Wf)+(1‘2‘3)'(Zk’%'jajk) Wy’ (f) (1-2-3)- (Zk%‘ﬂjk)'WQf
u = (1-3)- (2 asagean)- f'(f, £+ (1-2:3)-( T agagean)- f/(f/()+(1-2-3)-

Jrk,l g,k

(Z O‘majk'ykl) f (W f)+(1-2-3)- (Z am%kakl) Wf (H)+(1-2:3)- (Z az]'ng'Ykl)W I

Jrk,l

donde intervienen las siguientes diferenciales y grafos asociados
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[70,70] [[7o]] [[T0]o [[70]]o [[To]o]o
v > D >
5D W) FWE W) WA

Definicién 4.3 El conjunto de arboles TW se define recursivamente como sigue:

1. El grafo e con un tnico vértice pertenece a TW, y lo denotamos por 7o;

2. SiTi,...,7Tm € TW, m > 1, entonces el grafo que se obtiene al injertar 71, ..., Tm
a un nuevo vértice de tipo e también pertenece a TW. Pondremos
T=[T1,...Tne

T1 T2 Tm

s T = [Ty, Tm]e

3. Si 71 € TW entonces el grafo que se obtiene al injertar 7 a un nuevo vértice del
tipo o también pertenece a TW. Pondremos 7 = [71]o.

Nota 4.6

1. El conjunto de arboles T es un subconjunto propio de TW.
2. Las definiciones de orden (o(7)), densidad (y(7)), simetria (o(7)) y cardinal
(a(7)) para drboles 7 € TW son andlogas al caso de drboles 7 € T'. De hecho

14+ o(n)+...+oltm), st T=[T1,...,Tm]e,
(r) = { 1+ o(m), si 7=][m]o,

_fo(m) - v(m) - y(Tm), s T =T, Tmle,
V(7) = S
o(r) - v(m), si 7=I[r]o,
o(r) =

o(m) nil oo oo(Tm) Mmly, T =[T1, T, T2,y T2y ooy Ty o+ - T @,

o(m), si 7=][n]o,
y a(r) = %, V7 € TW. Observar que, dado 7 € TW, esto equivale a definir
o(1), ¥(7), o(7) y a(7) como los correspondientes al drbol 7 € T obtenido de 7
cambiando nodos o por nodos e

Definicién 4.4 Para un drbol 7 € TW, la diferencial elemental F'(7) es una
aplicacién F(7) : R™ — R™ definida recursivamente por F(70)(y) = f(y) vy

) 1 Tm st T=|[T1,...,Tm
F(T)(y):{gv~l£“y()r[§<(y),)(yl} T’i([n])o(.y b (7t mle:

Teniendo en cuenta estos prolegémenos, retomando el desarrollo de (4.21), por
inducciéon podemos escribir

K@ |h—0 = (2): v(7)¢i(1)a(T) F (1) (30),
@ v 1<i<s,
uheo = £ ADNMaF () w0).
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donde para 7 € TW, xi(7) = > auj - ¢j(7), 1 <i<s,y

=1
1, st 7=19
X?(Tl)'«~»'Xi(Tm), st T=[T1,...,Tm]e,

il%‘j%‘(ﬁ% si. 7= [r]o,
i=

Nuevamente, en forma matricial, x(7) = (x1(7),...,xs(7))T = A - ¢(7), y para

O(r) = (91(7),-.. bs(7)) "

S
\]

0) =e¢,
() =x(T1)e...0x(Tm) = [Ap(T1)] @ ... 0 [AP(T)], si T =1I[T1,.-.,Tm]e,
o(r)=T"-o(r ) st T =[7]o.
(4.22)
Ademads, la solucién de avance del método W se escribird entonces como
yi =y + Y, w(ma(r)F(r)(yo)- %, siendo w(T) = v(1)b" ¢(7) ¥ ¢(7) definida
TETW

n (4.22). Comparando entonces los desarrollos en serie para y1 e y(to + h) se obtiene
el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Un método W (4.20), con W arbitraria, es consistente de orden p si y

solo si
b o(1) = 5y, VT ET,
bTé(r) =0, VreTW\T,

con  o(t) <p.

De (4.21) y (4.22), presentamos en la Tabla 4.2 las condiciones de orden para un
método W (A, I',b), siendo ¢ = Ae; observamos en dicha tabla que para alcanzar
orden p = 3 se requieren ahora 8 condiciones de orden, mientras que para p = 4 se
requieren 21 [5, p.116].

orden p [1)2[3[4]5|6 | 7] 8
n? de condiciones de orden‘1‘3‘8‘21‘58‘166‘498‘1540

Ejemplo 4.3 Métodos W de una etapa

Ki=h- f(yo) +h-yWEK,
y1 =1yo + K1

es de orden p = 1, Vy € R. No existen métodos de una etapa y p = 2, pues no se

cumple bT Ae = %

Ejemplo 4.4 Métodos W de dos etapas, con ~v;; =, 1 <7 < 2.

Klzh‘f(y0)+’y-hW~K1
Ko=h-f(yo+ a2 K1) +v21hW K1 + vhWkso , es de orden p > 2 si y solo si
Y1 =yo + b1 K1 + b2 K>

b1 +by=1 = b1:1—b2,

_
|
=
v
o>~
¥
=
VR
2
o
N~
I/~
—_ =
"
Il
o
2
[\V)
=3
|
2
m
7
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Ninguno de estos métodos alcanza orden 3 (en particular, porque Ac = A?e = (8) y
bTAc =0 # é)

Teorema 4.4. El orden de consistencia p de un método W (A, I,b) de s etapas
verifica p < s.

Demostracion:
Sip > s+1, entonces bT A%e = &, Como A € R**® es estrictamente triangular
inferior: A* = 0 y tenemos un absurdo Luego p < s. |

S

PDIRK
Prow
Pw
Tabla 4.3. Orden méaximo alcanzable por los métodos DIRK, ROW y W de s etapas.

NN~
N W W N
DO | | W2

Nota 4.7 No existen métodos W de s = 3 etapas y orden p = 3 [6], siendo W
arbitraria. En dicho trabajo se dan ejemplos de métodos W con s =4y p = 3. En [9,
p. 404] se presenta un ejemplo de método W con s =3 y p = 2.

Nota 4.8 El hecho de que la matriz W en un método W sea una aproximacién
arbitraria al jacobiano exacto J = f’(yo), produce un aumento considerable en el
nimero de condiciones de orden que debe satisfacer para alcanzar un orden de
consistencia p dado. Asi, para una cantidad de etapas s > 3 se espera obtener un
orden de consistencia p < s.

El nimero de condiciones de orden para un método W se reduce ligeramente si se
asume que W = J 4+ O(h), h — 0. Es decir, W es al menos una aproximacién de
primer orden al jacobiano exacto. En este caso, el método W alcanza orden p si y solo
si cumple las condiciones de orden 1 < g < p — 1 para métodos W arbitrarios y las
condiciones de orden para drboles 7 € T, con o(7) = p, del método Rosenbrock
asociado. Por ejemplo, las condiciones de orden p, 1 < p < 4, para un método W, con
W =J+4+ O, h = 0, quedan como sigue

» p=l:bTe=1
= p= 2bTe—1bTﬁe*%
» p=3ble=1, ch—§,bTFe=0,bT2:
. p4bTe—1bc—7,bTFe—O bie? =1, b"Ac=
V' Al'e =b"TAe=b"T%e=0,b"c* =1, b" (ce ABe) =
b p2e = L
24

Doy =

Por lo tanto, el nimero de condiciones de orden 3 y 4 se reduce de 8 a 5 y de 21 a 12,
respectivamente. Con esta simplificacién es posible construir métodos W de 3 etapas
y orden 3.



4.4 Consistencia de métodos W.

Diferencial elemental Arbol

p Condicién de orden
1 f . bTe =1
2 ') S e =1 =T
wWf c/ b'Ire=0
3 7' V| et
() D b Ac = L
W) > bTAll'e =0
WF'(f) > b'TAe =0
W2f > bI'Ir?e=0
a s YW ve=d
IS, f) </ bT(ce Ac) =L
FOF(f 1)) Y bTAC = L
P E D) § P A% = L
F"WF. f) </ bT(ce Al'e) =0
W (f, f) \l/ VI're? =0
F'(f' (W f)) § b A%'e = 0
F'W () § bTAl'c =0
W f'(f'(f)) 5 b'IT'Ac=0
FwW2f) § bT Al%e = 0
W' (W) § bTI'ATe =0
W2F'(f) 5 bV'I2c=0
st § bI'Ire =0

Tabla 4.2. Condiciones de orden 4 para un método W (A, I'b), con ¢ = Ae.

47
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S 1|2(3
Pprar 234
Prow 12]3/4
Py [2|3]3

Tabla 4.4. Orden méximo alcanzable por los métodos DIRK, ROW y W, con W =
J + O(h), de s etapas.

Ejemplo 4.5 Métodos W de una etapa, con W = J + O(h):

{il:y]; Jf%f) +hoyWk , alcanza orden 2 con W = J + O(h), si v = %

Ejemplo 4.6 Métodos W de dos etapas, con W = J + O(h)

Ki=h- f(yo) + hYW K3
Ky =h- f(yo + a21 K1) + v21hW K1 + vhW K, , alcanza orden 3 con
y1 =yo + b1 K1 + b2 K>

W = J+ O(h), siy solo si

b = %,bz = %,am = %,721 = ’72 (3+V3),vy= é - (3 £+/3), esto es, se obtienen dos
métodos de orden 3.

4.5. TIlustraciéon numérica.

Dedicamos el tltimo apartado de esta memoria a ilustrar el orden de convergencia y
comparar la eficiencia de métodos SDIRK, ROW, y W a paso fijo sobre algunos
problemas diferenciales. En concreto consideramos:

1. Las ecuaciones de Euler del sélido rigido [4, p. 277]:

y1="(a—b)y2-ys, (0)=0,
yo =1 —a)ys-y1, w2(0)=1, te0,T], T =20, (4.23)
ys = (0 —Dyr-y2, y3(0) =1,

COna:zl—l-; b:=1 0.51

Visl 151

2. La ecuacién de Kepler para el problema de dos cuerpos [4, p. 9,12]

7" Yy ,
1 :—W7 y1(0)=1—e, 1(0)=0,

" ' y22 , 1+e 7t€[0,T]7T:47{"
Y2 = — 5 sams 42(00=0, 42(0) =

(yi +y3)3/% 1—e’

(4.24)
con e := 0'4.

Los integradores numéricos considerados son

= el método SDIRK de una etapa y orden 2, con v = %, denotado por SDIRK1;

= el método SDIRK de dos etapas y orden 3, con vy = %, denotado por SDIRK2.
[5, p. 97];
= el método ROW de una etapa y orden 2, con v = %, ROW1 (ver Ejemplo 4.1);
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= el método ROW de dos etapas y orden 3, con v = 3+6‘/§, by = % y Qo1 = %,
ROW?2 (ver Ejemplo 4.2);
= el método W de una etapa, con v = % (ver Ejemplos 4.3 y 4.5);

= el método W de dos etapas, con v = % y b2 = % (ver Ejemplos 4.4 y 4.6).

Para cada uno de estos métodos W consideramos dos variantes respecto a la eleccion
de las matrices W que los definen:

1. Wy = f'(y(0)), n > 0, esto es, W,, se toma constante e igual a la matriz
jacobiana de f en el valor inicial. Denotamos a los métodos W de 1 y 2 etapas
resultantes como W1y W2.

2. Wioj+k = f'(y10-5), k=0,...,9, Vj > 0, esto es, W, se actualiza mediante la
matriz jacobiana de f evaluada en la solucién numérica cada 10 pasos
consecutivos. En otras palabras, W,, es constante durante 10 pasos consecutivos.
Denotamos a los métodos W de 1y 2 etapas resultantes como W1(lag = 10) y
W2(lag = 10).

Aplicamos los 8 métodos as{ obtenidos a los problemas (4.23) y (4.24) considerando
redes temporales uniformes con tamaiio de paso h = L, N = 250 - 2, para

N
l=1,2,...,8. En las Figuras 4.2 y 4.4 se muestran los errores de cada método, para
cadal=1,...,8, en comparacién al tiempo de CPU (medido en un procesador intel

core i5 a 2’8 GHZ). En dichas figuras se han incluido rectas con trazo discontinuo con
pendientes respectivas 1, 2 y 3. Estas rectas permiten observar el orden de
convergencia de cada método que coincide con el orden tedrico esperado. Para ambos
problemas, el método W de 2 etapas y orden 3 con jacobiano actualizado cada 10
pasos (W2(lag = 10)) resulta la opcién més eficiente.

—y,
— ¥,
— 50

1¢ va -1 2 vi

Figura 4.1. Componentes y érbita en la ecuacién de Euler (4.23).
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10" =t . . .
10° Eo_ Tl 1
107" k. \\,\ Srse -~ ]
N < .
107 S TR g0 TP el E
107 T
Z10™ 4
|
_5
= 10
=10° | 1
_, [[—#—SDIRK1
10 ——ROWA1 ]
» w1 ~.
10" 5 —6—Wi1(lag=10) 1
10° [| —*—SDIRK2 1
ROW2
107" —B—Ww2 E
11 [L—©—W2(lag=10)
10” :
107° 107 107" 10° 10
cpu (s)

Figura 4.2. Ordenes de convergencia observados

en la ecuacién de Euler (4.23).

y oOrbita en la ecuacién de Kepler
10 < .
\v \'s
10° ST
107" F
10
10°
Ziot L
|
_5
a1
=10° L
_, [[—*—sDIRK1
10" g —©—ROW1
" wi
10 H —6—W1(lag=10)
10°° [| —+—SDIRK2
ROW2
10710 —B—W2
- —Q—WZ(Iag=10? ‘ ‘
10 = -2 —1 o
10 10 10 10 10
cpu (s)

Figura 4.4. Ordenes de convergencia

05 1

(4.24).

observados en la ecuacién de Kepler (4.24).
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l N THIS MANUSCRIPT we give an introduction to numerical meth-

ods to solve ordinary differential equations. To begin with, we
define the concepts of stability, consistency and convergence for
one-step methods. Through the Butcher tree theory we were able
to give a characterization of the conditions that must be met to
increase the convergence of the method. Then, we present some
new methods based on Gauss, Radau and Lobatto quadratures,
and RK collocation methods. We also present some methods that
require less computational effort, the DIRK and SDIRK methods,
as well as ROW and W type methods. Finally, we look for methods
that are also computationally efficient.

1. Introduction

N initial value problem for an ODE is defined as follows:
v = f(t,y),t € [to,T),y, f € D CR™
y(to) = yo
We present, and give examples, of some one-step methods to

solve the previous problem. In particular, the Runge-Kutta meth-
ods:

s
Ki=f(to+ci-hyo+h- Y ajjKj), 1<i<s,
=1
i o)
yi=vo+h- 3 biK;
i=1

ar ap c-- ag
a1 a2 -t a2 o1

s|Asl A2 - Gss
by by -+ b
Table 1: Butcher Table. This table define an RK method.

2. B-series

O give a solution to the problem of finding new methods with
higher order of convergence, we introduce a graph theory, as-
sociating elementary differentials to a graph.

PSS ) — UL e
Table 2: An example of how the graphs are associated to the ele-
mentary diffetential.

Given an application a : TU{¢} — R, a B-series is a formal series
defined as follows

Bla,y) = alo)y + 5 HBF(r)(y)he).
T€T

This is a key deffinition that allows us to describe the conditions
of convergence for an RK method.

3. Order simplifying conditions

HE CONDITIONS obtained with the theory presented before,
can be simplified by the introduction of simplifying conditions,
= B(p): b1 = %, 1<j<p.
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n C(q): Ad— = %(r’, 1<j<q

= D(r): (bt~ = %(b b 1<j<r

Thanks to this, we can find new methods after analyzing the
implications of the conditions previously presented. These allows
the construction of high order implicit methods, such as those
based on Radau-Lobatto quadrature and collocation methods.
Butcher‘s Theorem:

If an RK(A,b,c) verifies B(p), C(q) y D(r), with p < 2¢ + 2 and
p < ¢+ r+ 1, then the order of the method is p.

4. DRIK ROW and W methods.

N ORDER TO simplify the computation, we consider diagonally

implicit Runge-Kutta methods (DIRK) and singly-diagonally im-
plicit R-K methods (SDIRK). To further reduce the computational
cost associated to the staged equation, we also introduce ROW
and W methods.

i—1 i
Ki=h-flyn+ X aijKj) +h-Wy- Y 7Kj, 1<i<s,
= =1

s
Ynt1 = Yn + 2 biK;
=

@)
5. Numerical illustration.

INALLY we give a numerical illustration comparing the order
of convergence of different methods applied to to the Euler
equations of a rigid body,

=(a—"Db)y

J=1 te0.7), T=2, @)

10"
cpu(s)

Figure 1: Observed convergence order in the Euler equation.
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