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Resumen - Abstract

Resumen

Los operadores acotados pueden entenderse como los operadores en
los que la tmagen de todo conjunto acotado es un conjunto acotado.
De forma similar, los operadores compactos son operadores tales que
la imagen de un conjunto acotado es un conjunto cuya clausura es
compacta. Estos operadores exhiben numerosas y tiles propiedades,
aplicables a diversos campos mas alld del andlisis funcional. FEste
trabajo es una introduccion al estudio de los operadores compactos,
exponiendo algunos de los resultados y aplicaciones mas importantes
que tienen los mismos.

Palabras clave: Andlisis funcional — Operadores compactos

—Teoria espectral — Subespacios invariantes — Modelos universales
— Operadores que alcanzan la norma.

Abstract

Bounded operators can be understood as operators where the ran-
ge of every bounded set is a bounded set. In similar way, compact
operators are operators such that the range of every bounded set is
a set which closure is compact. These operators exhibit numerous
and practical properties, applicable to diverse fields beyond functio-
nal analysis. This work is an introduction to the study of compact
operators, presenting some of their most important results and ap-
plications.

Keywords: Functional analysis— Compact operators — Spectral
theory — Invariant subspaces — Universal models — Norm attaining
operators.
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Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar algunas propiedades de los opera-
dores compactos, una clase de operadores en cierto modo similar a las matrices
de dimension finita y que se podria decir que son “pequenos”, refiriéndonos con
“pequeno” a que el operador transforma conjuntos acotados en “conjuntos pe-
quenos”.

El estudio de los operadores compactos nace en 1912 de la mano de D.
Hilbert, como lo que originalmente se denominaban “operadores completamente
continuos”, en un contexto de espacios de Hilbert. Un operador se dice completa-
mente continuo si transforma sucesiones débilmente convergentes en fuertemente
convergentes. El término “operador compacto” y la definicién actual que tienen
estos fueron empleados por primera vez por E. Hille en 1950. En 1913, al ano
siguiente a que D. Hilbert los introdujese, F. Riesz realiza el primer estudio siste-
matico de estos operadores y, en 1930, J. Schauder avanza el trabajo de F. Riesz
con varios resultados sobre la dualidad de los mismos. Por esta razén a la teoria
desarrollada en esta primera etapa se la conoce como teoria de Riesz-Schauder.
Desde entonces se han demostrado como una potente herramienta para resolver
diversos problemas (como por ejemplo el problema del espacio invariante) y co-
mo un objeto de estudio interesante de por si, dadas sus numerosas propiedades.
Una historia mas completa sobre los operadores compactos puede encontrarse
en [4] y [13].

Este trabajo supone una introduccion al estudio de los operadores compac-
tos. Presuponemos que el lector esta familiarizado con conceptos y resultados
del andlisis funcional, tales como “operador acotado”, “principio de acotacion
uniforme”, “funcional” o “espacio de Banach”. La bibliografia basica utilizada
ha sido [2] y [16].

En el primer capitulo definimos los conjuntos compactos y otros concep-
tos relacionados y enunciamos algunas de sus principales propiedades. Especial
atencién se pone en demostrar el Teorema de Ascoli-Arzela, un resultado que
relaciona la compacidad de un conjunto en el espacio de funciones Cx(X), que
definiremos mas adelante, con el de equicontinuidad y acotacién.
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En el segundo capitulo se definen los operadores compactos y se exponen
algunos resultados sobre los mismos. Dos de los resultados mas importantes
que se veran es que en espacios de Hilbert todo operador compacto es limite
de operadores de rango finito y que en espacios reflexivos todos los operadores
compactos alcanzan su norma.

El tercer capitulo es un listado de ejemplos de operadores compactos y no
compactos que consideramos interesantes y tutiles.

El cuarto y ultimo capitulo versa sobre las ricas propiedades espectrales de
los operadores compactos. Fruto de este estudio surgen, entre otros, resultados
como que, dado un operador compacto definido en un espacio normado comple-
jo de dimensién infinita, el espectro estd formado por el 0 y por un conjunto
de autovalores que es finito o es una sucesion que converge a 0 y que el espa-
cio del operador puede descomponerse como suma directa de espacios cerrados
intimamente relacionados con el espectro del operador.

También en el capitulo 4, se da una aplicacién practica a los resultados del
trabajo mediante la resolucién de un problema numérico mediante la implemen-
tacion de un algoritmo en Python. Ademads, se muestra que la distancia de los
operadores compactos a los modelos universales, una importantisima clase de
operadores, es a lo sumo igual a 1. Para finalizar, se vuelve a poner de mani-
fiesto la utilidad de los operadores compactos ofreciendo una solucién parcial al
famoso problema del subespacio invariante, pues todo operador en un espacio
de Banach complejo que conmute con un operador compacto no nulo tiene un
subespacio invariante cerrado y propio.
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Conjuntos Compactos

En este capitulo definiremos lo que es un conjunto compacto y daremos
diferentes caracterizaciones de esta propiedad. Ademas, demostraremos el Teo-
rema de Ascoli-Arzela, un teorema que nos sera util mas adelante. Para ello
estudiaremos brevemente algunas de las propiedades de Ck(X), el conjunto de
funciones continuas definidas en un subconjunto compacto X de un espacio nor-
mado y tomando valores en el cuerpo del espacio K.

1.1. Definiciones y ejemplos

En primer lugar, para definir y estudiar los operadores compactos es nece-
sario entender primero qué es un conjunto compacto. En esta seccion definiremos
la compacidad y algunas propiedades relacionadas y daremos algunos ejemplos
de las mismas.

Nota. En este trabajo, cada vez que nos refiramos a un cuerpo K, este serd R o

C.

Definicién 1.1. Dado un espacio métrico (X,d), se dice que un subconjunto U
de X es:

(i) Compacto si, dado cualquier recubrimiento por abiertos { B;}ie; de U, existe
un subrecubrimiento finito {B;}!, de U.

(ii) Relativamente compacto o precompacto si su clausura U es un conjunto
compacto.

(#ii) Secuencialmente compacto si, para cualquier sucesion (x,)nen contenida
en U, se tiene que existe una subsucesion (x,,)ien contenida en (xp)nen que
converge a un elemento de U.

(iv) Relativamente secuencialmente compacto si su clausura U es un conjunto
secuencialmente compacto.
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(v) Totalmente acotado si, para todo € > 0 existen xi,...,x, € U tales que
{B(z,€)}, es un recubrimiento de U. A la coleccion {x;}I, se le llama
una e-red de U.

Los siguientes ejemplos se consideran elementales y no proporcionaremos prueba
de los mismos.

Ejemplo 1.2. Todo conjunto finito en un espacio métrico es compacto y precom-
pacto.

Ejemplo 1.3. Sea (X,d) un espacio métrico y (z,) una sucesién convergente a
un cierto z € X. Entonces el conjunto {z,, / n € N} U {z} es compacto.

Definicién 1.4. Dada una familia de conjuntos, se dice que tiene la propiedad
de la interseccion finita si toda subfamilia finita de conjuntos no wvacios tiene
interseccion no vacia.

Veamos algunas propiedades bésicas que se obtienen de las definiciones
anteriores.

Proposicion 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico y U un subconjunto de X. Se
tiene que:

1. Si U es compacto, entonces es cerrado y acotado.

2. 51 M es un subconjunto cerrado no vacio de un compacto U, entonces M es
compacto.

3. 81 X es compacto, entonces es separable.

4. 581 X es compacto, entonces toda familia de cerrados F con la propiedad de
la interseccion finita tiene interseccion (\per F # 0.

5. Si para toda familia de cerrados F con la propiedad de la interseccion finita
se tiene que ﬂFefF # (), entonces X es secuencialmente compacto.

6. Si U es relativamente secuencialmente compacto, entonces estd totalmente
acotado.

7. 51 X es secuencialmente compacto, entonces es un espacio métrico completo.

8. 81 U estd totalmente acotado y M es un subconjunto no vacio de U, entonces
M también estd totalmente acotado.

Demostracion. 1. Sea {B(xo,n)}nen un recubrimiento abierto de U con xy € X

fijo. Entonces existe un subrecubrimiento finito { B(x, n;) }1<i<n. Por tanto,
si tomamos n;, como el mayor de estos n;, tenemos que U C Uszl B(zo,n;) =
B(zg,n4,), luego U esta acotado.
Falta ver que U es cerrado, lo que demostraremos comprobando que U C U.
Sea € X\U. Se tiene que {X\B(x,1/n)},>1 es un recubrimiento abier-
to de U. Luego, como U es compacto, existe un subrecubrimiento finito
{X\B(x,1/n;)}*_,. Sea 1/N es el menor de los didmetros de las bolas cerra-
das asociadas a este recubrimiento. Entonces
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U c | JX\B(x,1/n;)} = X\B(x,1/N).

j=1
De donde se obtiene que

UNB(z,1/N) c (X\B(z,1/N))N B(x,1/N) = 0.
Por tanto = ¢ U, es decir, U es cerrado.

. Sea {B;}ier un recubrimiento abierto de M. Entonces {B;};cr U{X\M} es un
recubrimiento abierto de U. Como U es compacto, existe un subrecubrimiento
finito de U. Es decir, existe cierto J C I finito tal que U C J,.; B; U(X\M).
Por tanto, M C UZEJ B;. Luego {B;}ics es un recubrimiento finito por abier-
tos de M contenido en {B;};cr. Con lo que se tiene que M es compacto.

. Para n € N se tiene que {B(x,1/n) / x € X} es un recubrimiento abierto
de X. Por tanto, para cada n natural, existe B, = {B(z;n ,1/n)}i<i<n,
recubrimiento finito de X.

Consideremos A := {z;,, / i,n € N}. Claramente A es un conjunto nume-
rable. Sea ahora zy € X. Entonces, para todo n natural, se tiene que existe
in € N tal que zg € B(x;, n,1/n), puesto que B, es un recubrimiento de X.
Asi, obtenemos que la sucesion (z;, ,)nen converge a xg. Luego zg € Ay, por
tanto, A = X.

. Sea F una familia de cerrados no vacios de X con la propiedad de la inter-
secci6n finita. Consideremos G := {F° / F € F}. Por reduccion al absurdo,
supongamos que F tiene interseccion vacia. Tenemos que

Ue=UF=(NF=r=x.

Geg FeF FeF

Entonces G seria un recubrimiento abierto de X. Consecuentemente exis-
tiria G C G subrecubrimiento finito de X, al ser este compacto. Sea
F={FeF | F°e€g} Nbtese que F' es un conjunto finito, ya que
G’ también lo es. Se tiene que:

N F=(Gr=x=0
FeF' Geg’

Lo cual es absurdo, puesto que contradice la propiedad de la interseccién
finita de F.
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5. Sea (,)n>1 una sucesién en X. Pretendemos demostrar que existe una

subsucesion (z,,) de (x,) que converge a un cierto x € X. Consideremos
Vi .= {xm / m >n}. Claramente, (V},),>; es una sucesién decreciente de
cerrados no vacios, luego es claro que tiene la propiedad de la interseccion
finita. Entonces por hipétesis tiene que tener interseccién arbitraria no va-
cia. Sea x € (), V.. Como para todo natural k, z € Vj,, tenemos que existe
Tp, € Vi tal que d(z,z,,) < 1/k. Por tanto, (x,,)r>1 es una subsucesién de
(zn)n>1 que converge a x € X. Es decir, X es secuencialmente compacto.

Por contrarreciproco. Supongamos que U no es totalmente acotado. Conse-
cuentemente existe un € > 0 para el cual no existe una e-red finita de U.
Veamos entonces que existe una sucesion en U sin subsucesiones convergen-
tes.

Sea 1 € U. Tomamos x5 € U\B(z1,€). Esto es posible porque en caso con-
trario {1} seria una e-red finita de U. Ademés se tiene que por esta misma
razén, { B(z1,€)} U {B(xq,€)} tampoco recubre a U.

Asi, si tenemos definidos z1, ..., x,, tales que {B(x;,€)}1<i<n N0 es un re-
cubrimiento de U y x; ¢ B(zj,¢€) si ¢ # j, podemos definir z,,4+1 como un
elemento cualquiera de U\ |J;_, B(z;,¢). Entonces, como no pueden existir
e-redes finitas de U, se tiene que {B(z;, €)}1<i<n+1 DO es un recubrimiento
de Uy x; ¢ B(xj,€e) sii#j. Yacon la sucesién (x,),en definida, tenemos
que z; ¢ B(xj,€) sii # j, es decir d(x;, xj) > €. Luego, (z,) no puede tener
ninguna subsucesién convergente.

Sea (x,)n>1 una sucesién de Cauchy en X. Como X es secuencialmente com-
pacto, existe una subsucesién de (x,),>1 que converge a un x € X. Recorde-
mos ahora que toda sucesiéon de Cauchy con alguna subsucesién convergente
converge a su vez al mismo elemento que la subsucesion. Por tanto, como
(n)n>1 s sucesion Cauchy, también tiene que converger al mismo z € X.

Sea M C U un conjunto no vacio y € > 0. Como U esta totalmente acotado,
podemos considerar {z,...,2,} una §-red de U. Para cada i con 1 < i < n,
tomamos un y; € M NB(z;, 5) donde la interseccion sea no vacia. Obtenemos
asi y1,...,Ym, con m < n. Siy € M, se tiene que y € M N B(xj, ), para
algin j con 1 < j < m. Luego:

d(y,y;) < d(y,x;) + d(y;, z;) <e. (1.1)

Consecuentemente, {yi, ..., ¥y} es una ered finita de M.
[ |

Notese que de la proposicién anterior se sigue que para que un conjunto sea

compacto es necesario (aunque no suficiente) que sea a su vez cerrado, acotado
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y separable. Ademas, el que todo compacto sea cerrado nos indica a su vez que
todo compacto es precompacto.

1.2. Caracterizaciones y otras propiedades

Ahora que ya tenemos algunas propiedades con las que empezar a trabajar,
es conveniente ver que hay formas equivalentes de entender la compacidad de
un conjunto.

Teorema 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Son equivalentes:

1. X es compacto.

2. X tiene la propiedad de la interseccion finita para cerrados.
3. X es secuencialmente compacto.

4. X es un espacio métrico completo y estd totalmente acotado.

Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) = (3) == (4) se obtienen
inmediatamente aplicando las propiedades (4), (5), (6) y (7), en ese orden, de la
proposicion 1.5.

Veamos (4) = (1). Por reduccién al absurdo. Supongamos que X no es
compacto. Luego, existe un recubrimiento abierto A de X que no tiene ningin
subrecubrimiento finito de X. Vamos a construir una sucesién (z,) en X que
cumpla las siguientes propiedades para todo n natural:

(1) d(@p, Tpyr) < 277HL
(i7) La bola abierta B(z,,2 ") no puede ser recubierta por una familia finita
de conjuntos de A.

Por hipotesis, X esta totalmente acotado, luego existe una 1-red finita de X
Yt .-, Ym- Yaque X C J", B(y;, 1), hay al menos un natural j, con 1 < j <m
tal que B(y;,1) no puede ser recubierto por una subfamilia finita de A. Sea
r1 = y;, siendo j el menor de estos naturales. Entonces x; satisface (i7).
Supongamos ahora que tenemos x1,...,z, puntos de X que cumplen las con-
diciones (i) y (i¢). Por la propiedad (8) de la proposicién 1.5, la bola abierta
B(x,,27""1) estd totalmente acotada y, por tanto, existe {yi,. .., ¥y} una 27"-
red de B(z,,27"1).

Por hipétesis, B(w,,2 ") satisface (ii), luego para al menos un natural j,
1 < j < m, se tiene que B(y;,2™") no puede ser cubierta por una subfamilia
finita de A. Consideremos z,,+1 = y;, donde j es el menor de estos naturales. Ya
que Tpy1 € B(x,,27") la condicién (i) se satisface. Claramente la condicién
(77) también se satisface, por la elecciéon de x,41. Una vez obtenida la sucesién
(x,), se tiene que para m > n:
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d(l’m, xn) S d(xm’ xm—l) + d(£m—17 xm—?) + -+ d(xn—&-la xn)

S 2—m+2 + 2—m+3 + L. + 2—n+1 S Z 2—k — 2—n+2‘
k=n—1

Hemos obtenido que (z,) es una sucesiéon de Cauchy. Como X es un espacio

métrico completo, se tiene que (x,) es convergente en X. Sea x € X el limite

de (z,). Puesto que A recubre a X, se tiene que x € A, para algin A € A.

Ademaés, A es abierto, luego existe r > 0 tal que B(z,r) C A. Ademads, como
T

(z,,) converge a w, se tiene que existe un N natural tal que d(z,,z) < %y
27" < paran > N. Asi que, para y € B(xy,2 V") se tiene que:

d(y,z) < d(y,zy) + d(zy,z) <27V 4 g <r

Por tanto, B(zx,2 V™) C B(z,r) C A € A, lo que contradice la condicién (ii).
Consecuentemente obtenemos finalmente que (4) implica (1). |

Con esta caracterizacion se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 1.7. Sea (X, d) un espacio métrico y U un subconjunto no vacio de
X. Entonces:

1. U es relativamente compacto si y solo si, es relativamente secuencialmente
compacto.

2. 51 X es completo, entonces U es relativamente compacto si y solo si, U estd
totalmente acotado.

Demostracion. La parte (1) se obtiene por el teorema 1.6.

Veamos la parte (2): Por la propiedad (6) de la proposicién 1.5 y el resultado
(1), se tiene de inmediato que si U es relativamente compacto, entonces esté
totalmente acotado. Por otro lado, si U esta totalmente acotado, entonces para
todo € > 0 existe {z1,...,2,} una §-red. Por tanto, U C J;_, B(z;, §). Sea
x € U. Luego, existe 2’ € U tal que d(z,2") < 5. Ademas, como 2" € U, se tiene
que existe x,, € {z1,...,2,} tal que d(z’, 2y,,) < 5. Es decir:

d(z, ) < d(x,2") + d(2', 2,,) < €.

Por tanto, {1,...,z,} es una e-red finita de U, por lo que U est4 totalmente
acotado. Ademéas, como es un conjunto cerrado contenido en un espacio mé-
trico completo es también un espacio métrico completo. Asi, U es completo y
totalmente acotado, luego por el teorema anterior, U es compacto. |

Lema 1.8. La bola cerrada B(0,7) con v >0 es un compacto en (K, d), siendo
d la distancia euclidea.
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Demostracion. Claramente, B(0,r) es cerrado, luego por el teorema 1.6 tenemos
que solo falta ver que esta totalmente acotado. Veamos los dos casos posibles
por separado:

Supongamos que K = R. Entonces, para € > 0, consideramos {z; }?zfn con xj :=
js5, con j € Z'y n > 2%. Claramente, J;__, B(z;,¢) forma un recubrimiento
de B(0,7) = [—r,r], luego {z;}7__, es una ered finita. Por tanto, B(0,r) estd
totalmente acotado.

~ - ~ ~ ~
e W, ", W, " -~
k4 . -~ k4 ~ . -~ d ~
* ’ -~ ’ -~ ’ -~ . . -
. . . . . . . . . .
, , . , . , . A . .

A B v [ “ . .
. . A A A A € A
. ’ Y ‘a Y A A
M M [h [h [N ) )
' } ¥ ¥ y v B
' 4 \ 4 \ 4 \ ¢ \ 4 i
' T2 Pr—1 P To P Tl r T2 I}
' v " " " . L
. . . . M g U
A A . . N . ’
s h ’ s ’ A . \J . ’

. S . S S
. ’ . ’ .
A A . A ’ A * A K .
A ~ . A . hd . N . .
> AR AR AR ‘o’ .
hES Y AN Y AN Pid
i R L - i L - Seaam="

Figura 1.1. e-red finita en R de un intervalo cerrado y acotado.

Veamos ahora el caso K = C. Sea ¢ > 0, como acabamos de ver, [—r, r] estd
totalmente acotado en R. Tomamos los mismos {z_,,...,z,} que usamos para
la e-red finita de [—7,r| en R. Se obtiene que {z; +ix;, € C / —n < j,k <n}es
una e-red finita de A:={a+bi€ C / —r <a,b <r}, como puede observarse
en la siguiente figura:

K ) ) \
A 7 7 r \
] ] L] ' '
) - - --T- - - H
- ~ e - ~a - -~ 1
' .- T e 'f . i
\ R A 1 | .
* v * . .
. o N N N
4 4 X N N
AN AN AN o RS
RS LR LAY BN PR LA
-~ -~ ’ v, -~ A} ’ Al
h . NIRRT o .
. N S TR 1 Pt '
BPt T P . '
H IO b eI L RIS i ek BN i
' . .
Ve A AU A N
b Yo DA ) L)
X x Y N5 N5
tJ >
,\‘ ,“ Y ,\‘ L) L)
I R VAN N
. .. ' ol N ol [} ” .
N ~ N Sl v P 1 . '
' - - LR .~ - H
- - - - !
' ' Ll Ll
\ \ 3 !
. . R . A .
\ \ \
X X S, . ,
. . S ’ ;
. . . . . .
. o o .
~ oy o .

Figura 1.2. e-red finita en C del conjunto A.

Luego, como B(0,7) C A, tenemos que B(0,7) esté totalmente acotado. W

Teorema 1.9 (Borel-Lebesgue). Sea V' un espacio vectorial de dimension
finita sobre el cuerpo K y consideremos d : V x V. — R la distancia euclidea.
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Entonces se tiene que un subconjunto M no vacio de V' es compacto si y sélo si,
M es cerrado y acotado.

Demostracion. En primer lugar, si M es compacto se tiene por el primer apar-
tado de la proposiciéon 1.5 que es cerrado y acotado. Veamos la otra impli-
cacion: Consideremos {ej,...,e,} base de V. Como M esta acotado, se tie-
ne que M C M, = {me;+-+znen €V /) x; € B(0,r)} para algin
r > 0. Luego, si M, es compacto entonces M también, al ser M un subcon-
junto cerrado de M,.. Sea (x,) C M, una sucesién cualquiera. Tenemos enton-
ces que z, = x,(1)e; + -+ + zp(m)em, con (2,(1))ney € B(0,7). Por el lema
anterior, sabemos que B(0,7) es compacto. Luego, tomamos (n;) C N suce-
sion tal que (z,,(1)) converge. Ahora, tomamos (ng) C (n;) subsucesién tal
que (x,,(2)) converge. Nétese que al tener (ny) C (ny) se tiene que (x,,(1)
converge. Repitiendo el proceso m veces, obtenemos finalmente una sucesion
(nm) C (Ngm—1y) C --- C (m) C N tal que (zy,,(1)),...,(2n, (m)) son sucesio-
nes convergentes. Por consiguiente, (z,,,) = x,,, (1)e1 +- - -+, (m)e,, también
converge.

Luego, M, es un conjunto compacto y, consecuentemente, M también lo es. W

Este resultado nos permite dar ejemplos de conjuntos compactos y conjun-
tos que no lo son. Por ejemplo, cualquier bola cerrada en R™ es un compacto,
mientras que, por ejemplo, los niimeros enteros Z no lo son, puesto que no estan
acotados, ni tampoco es compacta ninguna bola abierta.

Una pregunta interesante que puede hacerse, es si efectivamente una bola
cerrada es siempre compacta. El siguiente teorema nos muestra que esto sélo se
da si el espacio es de dimensién finita. Para probar dicho teorema, hara falta
hacer uso del siguiente lema, cuya prueba puede encontrarse en [16, Theorem
11.3.5].

Lema 1.10 (Riesz). Sean X un espacio normado, Y wun subespacio cerrado
propio de X y a un numero real con 0 < a < 1. Entonces existe un x € X con
|z|| =1 tal que d(x,Y") > a.

Teorema 1.11 (Riesz). Sea X un espacio normado. Son equivalentes:

1. La bola cerrada B(0,1) es un compacto.
2. dimX <oo.

Demostracion. La implicacién (2)=-(1) se tiene de inmediato por el Teorema de
Borel-Lebesgue 1.9.

Veamos que (1) implica (2): Supongamos por contrarreciproco que X tiene di-
mensi6n infinita. Consideremos x; un elemento cualquiera no nulo de B(0, 1).
Ahora, por el Lema de Riesz, existe un xo € X con |xq|| = 1 tal que, si Y] es
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el espacio generado por {z1}, ({z1}), se tiene que d(z,,Y7) > 1. Usando reite-
radamente el Lema de Riesz, se obtiene z, como z,, € X con ||z,||=1 tal que,
si Y,,_1 es el espacio ({z1,...2,_1}), se tiene que d(z,,Y,_1) > 3. Claramente,
esto puede hacerse porque los Y,, son subespacios cerrados al ser de dimension
finita y siempre propios porque en caso contrario tendriamos que {x1,...x,} es
un sistema generador de X, lo cual es absurdo, por ser X de dimension infini-
ta. Ademas, (z,) C B(0,1) y (z,) no tiene subsucesiones convergentes, ya que
d(zp, ) > 5 si m # n. Por tanto, B(0,1) no es compacta. [ |

Este teorema nos demuestra, por ejemplo, que la bola unidad cerrada no es
compacta en ¢*(N).

Corolario 1.12. Sea f: X — R continua con X compacto. Entonces f alcanza
el mdximo y el minimo en X.

Demostracion. Como X es compacto, por el teorema anterior, f(X) también lo
es. Por el teorema de Borel-Lebesgue 1.9, sabemos que los compactos en R son
cerrados y acotados. Por tanto, f(X) C [a,b], para ciertos a,b € f(X). Esto es,
existen x1,zo € X tales que f(x1) = ay f(z2) = b. Luego, para todo x € X se

tiene que f(z1) < f(z) < f(x2). u

1.3. Teorema de Ascoli-Arzela

El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema de Ascoli-Arzela, un
resultado que nos caracteriza cudando una familia de funciones definidas sobre
un conjunto compacto es compacta.

A partir de ahora, dado X un espacio métrico y K un cuerpo se denotara

como
Cx(X):={f: X —-K / f escontinua enX},

al espacio de funciones continuas definidas sobre X y con valores en K.

Definicién 1.13 (Continuidad uniforme). Sea f : X — Y wuna aplicacion
continua entre espacios métricos. Se dice que f es uniformemente continua en X
si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que d(f(x1), f(z2)) < € para cualesquiera
x1, X9 tales que d(xy,x9) < 0.

Teorema 1.14. Sea f : X — Y una aplicacion continua entre espacios métricos
con X compacto. Entonces [ es uniformemente continua en X.

Demostracion. Sea e>0. Como f es una aplicacion continua, para todo x € X
existe un d, tal que

(1.2)
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si d(z,y) < &,. Por otra parte, {B(z,%) / z € X} es un recubrimiento abierto
de X. Como X es compacto, existe un subrecubrimiento finito

) )
B =4 ..., B(z,, ==
{ ($1,2), ) (‘7372)}
que recubre a X. Sea § := mm{%,...,‘s%"} ey, Yo € X con d(yp,y2) < 9. Se

tiene que existe ¢ € {1...n} tal que y; € B(z;, %), puesto que dichas bolas
forman un recubrimiento de X. Ademés:

O,
d(zs,y2) < d(zi, ) + d(yr,y2) < 21 +0 < oy,
Por tanto, por (1.2) se tiene que:

d(f(y), f(y2)) < d(f(yr), f(2s)) +d(f(zi), f(ye)) <€

Consecuentemente, f es uniformemente continua. [ |
Proposicién 1.15. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y ||-|| : Cx(X) —
R la norma uniforme definida por || f| = sup{|f(z)] / x € X}. Entonces

(Cx(X), ||-]|) es un espacio de Banach.

Demostracion. Claramente se tiene que Ckx(X) es espacio vectorial sobre K y
que ||-|]| es una norma. Veamos que efectivamente es un espacio completo.
Sea (f,) C Ckx(X) una sucesién de Cauchy. Para cada = € X se tiene que

() = fn ()] < sup{|fu(x) = fm(2)] / @€ X} = |[fu = full,

luego, (fn(x)) C K es una sucesién es de Cauchy para todo z € X. Como K es
un espacio completo, tenemos que (f,(z)) es convergente para cada x € X. Sea
f(z) :=1lim, o fn(z). Es claro que f : X — K es una aplicacién bien definida.
Falta comprobar que es continua y que (f,) converge a ella.

Veamos que f es continua. Sea ¢ > 0. Como f,(x) — f(z), para cualquier

r de X, tenemos que para algin ny € N se tiene que |f(z) — fu,(2)] < §¥

|f(y) = fao(y)| < 5, con 2,y € X. Ademds, tenemos que para todo n € N, f,

es continua. Como X es compacto, tenemos entonces que f,, es uniformemente
continua. Es decir existe cierto dp > 0 para el que |f,,(z) — fu,(y)] < % si

3
d(x,y) < dp. Luego, para z,y con d(z,y) < do:

[f (@) = FW)l = [f (@) = fuo (%) + fao(2) = fro(y) + fro(y) = [(¥)]
< |f(l’) - fno(x)| + |fno(x) - fno(y)l + |fn0(y) - f(y)| < €.

Esto demuestra que f es uniformemente continua y por consiguiente continua.
Finalmente, comprobemos que (f,,) converge a f. Definamos g¢,(x) := |f(x) —
fn(z)|, para todo = € X. Es claro que g, es continua, puesto que f , f, y el
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valor absoluto lo son. Como X es un compacto, g, debe alcanzar el maximo. Sea
zo € X un punto donde g, alcanza dicho méximo. Se tiene que (f,(x¢)) — f(xo)
luego g, (z¢) — 0. Por tanto:

1f = fall = maz{[f(z) — fu(z)| /| = € X} = max{gn(z) /| = € X}
= gn(x0) — 0.

De donde se obtiene finalmente que f,, — f. [ |

La demostracion del siguiente teorema necesita de varios resultados previos que
profundizan las propiedades algebraicas y topolégicas que tiene Ck(X) como
algebra lineal asociativa. Consideramos que esto excede los objetivos de este
trabajo por lo que nos abstendremos de presentarla. Para el interesado, esta
prueba puede encontrarse en [2, Theorem 4.5.12].

Teorema 1.16. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Entonces el espacio
Ck(X) es separable.

Definicién 1.17 (Equicontinuidad). Sea (X, d) un espacio métrico. Un sub-
conjunto A no vacio de Cx(X) se dice equicontinuo en un punto x € X si para
cualquier € > 0 existe un 6 > 0 para el cual |f(z) — f(y)| < € cony € X tal que
d(xz,y) < 0 para toda f € A.

Si A es equicontinuo para todo x € X se dice que A es equicontinuo en X.

Teorema 1.18 (Ascoli-Arzela). Sea (X, d) un espacio métrico compacto. En-
tonces un subconjunto A no vacio de Cx(X) es relativamente compacto si y sélo
si, A es equicontinuo y acotado.

Demostracion. Supongamos que A es relativamente compacto, entonces se tiene
que A esta totalmente acotado y por tanto esta acotado. Veamos que es equicon-
tinuo. Sea € > 0y fi,..., f, una g-red en A. Entonces existen reales positivos
01,...,0, tales que, para r € X:

€
o)

|fe(y) — frlx)| <

3
para d(z,y) < 0. Sea § := min{dy,...,d,}. Puesto que f € A, se tiene que
|f — fill < § para cierto k € {1,...,n}. Consecuentemente, si d(z,y) < 9,
entonces:

1f () = F@) < [f(y) = fe@ + 1fely) = ful@)| + [f(2) = fu(2)]
<2 f = fell + 1 fe(y) — fulz)] <e

Luego, A es equicontinuo en nuestro x arbitrario de X. Por tanto, A es equicon-
tinuo en X.
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Veamos el otro lado de la implicacién, es decir, comprobar que todo conjunto
equicontinuo y acotado en Ck(X) es relativamente compacto. Para ello, consi-
deremos (f,,) una sucesién cualquiera en A y veamos que tiene una subsucesion
convergente. Como X es compacto se tiene por el tercer apartado de la propo-
sicion 1.5 que es también separable. Sea (z,,) una sucesién densa en X. Como
A esta acotado, entonces la sucesion (f,) C A esta acotada. Consecuentemente
la sucesion (f,(z1)) C K esté acotada. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass,
obtenemos que existe ( fY(Ll)) C (fn) tal que la sucesion ( ff(Ll)(xl)) converge. De
igual manera, como A estd acotado, entonces ( f,S”) C A es una sucesion acota-
da. Mediante el mismo razonamiento que el usado antes, obtenemos que existe
( fr(?)) C( f,gl)) tal que la sucesién ( f,SZ)(xg)) converge. Ademaés por ser ( féQ)) sub-
sucesion de ( fél)) tenemos que la sucesion ( f,?)(xl)) converge al mismo punto.
Repitiendo iterativamente este proceso, obtenemos subsucesiones

(fa) D (f) D (fP) > ...

tales que (£ (z;))nen converge para 1 < j < k. Né6tese que ademds de conver-

: k), . . ‘
ger, las sucesiones (fn ' (2;))nen han de converger al mismo valor para cada j, al
ser las sucesiones ( fék))neN subsucesiones de ( F9 ))neN.

Afirmamos que la sucesién ( f,‘f‘)) converge. Para demostrarlo, veamos que es
una sucesiéon de Cauchy. Sea € > 0 y x un punto arbitrario de X. Como A es
equicontinuo, existe un ¢ > 0 tal que para cualquier f € A se tiene que

[f(x) = fy)] <

para todo y € X tal que d(z,y) < 0.

Ahora, como (z,) es una sucesion densa en X, existe ¢t € N tal que d(z,x;) <
d. Ademads, como para cada k > t tenemos que las sucesiones ( f,(lk) (24) ) nen
convergen al mismo punto, entonces la sucesion ( fT(Ln)(xt)) converge. Por lo tanto,
existe un N € N tal que si n,m > N entonces

£ () — £ ()] < §

Por consiguiente, para n,m > N:

3 (@) = ) @) < 1) = (@)l + £ (@) = f ()l + [0 () = £ ()]

<€+€+€_
37373 ¢

De donde obtenemos que || £\ — f™| < e. Con lo cual ( f((:))) es una sucesion

de Cauchy en un espacio de Banach y es por tanto convergente.
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Operadores Compactos

En este capitulo se presentara a los protagonistas de este trabajo, los opera-
dores compactos. Expondremos en primer lugar la definicién y algunas propieda-
des importantes de estos operadores. Luego trataremos brevemente la conocida
como la propiedad de aproximacion, que consiste en si en un espacio de nor-
mado E todo operador compacto puede escribirse como limite de operadores de
rango finito, que son aquellos cuya imagen tiene dimensién finita. Finalmente,
discutiremos cuando un operador compacto alcanza su norma.

2.1. Definiciéon y primeras propiedades

A lo largo de esta seccion, F y F' denotaran espacios normados sobre K.

Definicién 2.1 (Operador compacto). Sea T' : E — F un operador lineal.
Se dice que T es un operador compacto si para toda sucesion acotada (z,) C E
se tiene que la sucesion (Tx,) tiene una subsucesion convergente. Al conjunto
de todos los operadores compactos de E en F se le denotard como K(E,F) vy,
en caso de que E = F, se denotard como K(E).

En el siguiente teorema, se muestra que K (F, F') es un ideal bilateral cerrado
de L(E, F).

Teorema 2.2. Sea T : E — F un operador lineal. Entonces:

(i) Se tiene que T es compacto si y solo si, para todo A C E acotado se tiene
que T'(A) es relativamente compacto.

(ii) Si T(B(0,1)) es relativamente compacto, entonces T es compacto.

(11i) Si T es compacto, entonces es acotado.

(iv) K(E, F) es un subespacio vectorial de L(E, F).

(v) St T es compacto, S € L(F,G) y R € L(G,E) donde G es un espacio
normado sobre K, entonces TR € K(G,F) y ST € K(FE,QG).

(vi) Si E y F' son espacios de Banach entonces K(E, F') es cerrado en L(E, F).
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Demostracion. (i) Supongamos que T es compacto y consideremos A C E

(iid)

acotado y (y,) C T(A). Para cada n, consideramos Tz, € T(A) tal que
lyn, — Txy|| < 1/n. Ahora bien, como (z,) C Ay A estd acotado, entonces
(x,) C A es una sucesién acotada. Consecuentemente, por definicion de ope-
rador compacto, (T'x,) tiene una subsucesion (T'z,,) que converge a cierto
y € F. Por tanto:

Luego (yy, ) converge a y, lo que implica que T'(A) es compacto, es decir, que
T(A) es relativamente compacto. La implicacién reciproca es inmediata.

Supongamos que T(B(0, 1)) es relativamente compacto y sea (z,) C E una
sucesion acotada. Por tanto, para algin r > 0, se tiene que ||z,| < r, para
cualquier n. Entonces (r~'z,) € B(0,1). Luego tenemos que (Tr~'z,) C
T(B(0,1)) y, como este ultimo es relativamente compacto, entonces exis-
te una subsucesion convergente (Tr 'z, ). Por consiguiente, (Tz, ) =
(Trr—tz,, ) = (rTr~'z,,) es una subsucesion convergente de T'(z,,) y se tiene

que 1" es compacto.

Por contrarreciproco, supongamos que 7" no esta acotado. Entonces, para
n=1,2... existe z,, € F tal ||z,]| =1y ||[Tz,| > n. Por tanto, la sucesion
(z,) estd acotada pero (T'x,) no tiene subsucesiones convergentes, luego T’
no es compacto.

Por (ii7) tenemos que K(E, F) C L(E, F). Falta demostrar que K(E, F') es
un espacio vectorial sobre K. Sean T, S € K(FE, F) y a,b € K. Consideremos
(x,) C E acotada. Por definicién, existe (Tx,, ) subsucesion convergente de
(T'zy,). Ahora, (x,,) es también acotada, luego existe (Sw,, ) subsucesion
convergente de (Sw,,). Por tanto, ((a1 + bS)z,, ) = (Taxy, + Sbxy, ) es
una subsucesién convergente de ((a1'+ bS)xy,).

Sea (x,) C G sucesion acotada. Entonces, como R € L(G, F'), tenemos que
(Sx,) es también una sucesién acotada. Luego, (T'Rz,,) tiene una subsucesion
convergente, al ser T' compacto y por tanto T'S es un operador compacto. La
demostracion de la compacidad del operador ST es analoga.

Supongamos que E y F son espacios de Banach y sea (T,,) C K(E,F)
sucesion convergente a cierto T € L(FE, F). Veamos entonces que 7' es un
operador compacto. Sea € > 0 y B la bola unidad cerrada en E. Para cierto
N entero positivo se tiene, que ||[T'— Ty|| < 5, luego, para todo x € B:

€

Tz = Tnall < l|IT - Tnll < 3

(2.1)
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Ahora, por (i), tenemos que T (B) es relativamente compacto y, por el co-
rolario 1.7, estd totalmente acotado. Sea entonces {Inz1,...,Tyx,} una
$-red de Tiy(B). Por tanto, para x € B existe cierto k € {1,...,m} tal que
HTNx — TNQJkH < % Asi:

HTLC — Tka S ||Tl’ — TNQZH + HTN$ — TkaH + HTka — TIITRH < €. (22)

Luego {Tx1,...,Tx,} es una ered de T(B). Esto implica que T'(B) esté
totalmente acotado, por lo que es a su vez relativamente compacto y, por
(17), T es compacto.

Por la definicién de operador adjunto es facil de demostrar que el adjunto de
un operador acotado es a su vez un operador acotado. El siguiente teorema nos
establece una relacién similar con los operadores compactos.

Teorema 2.3 (Schauder). Sea T € L(E, F'). Entonces T € K(E,F) si y solo
si T* € K(F*, E7).

Demostracion. Veamos primero que T* € K(F*, E*). Sea (y;) C B* una suce-
sién, siendo B* la bola unidad cerrada de F™*. Pretendemos demostrar que (7*y%)
tiene una subsucesion convergente, lo que implicaria que 7%(B*) es relativamen-
te compacto y por el segundo apartado del teorema 2.2 que T es compacto.
Sea B la bola unidad cerrada en F' y denotemos Y = T'(B). Como T es compacto
y B esté acotada, entonces Y es un compacto. Denotemos por y |y la restriccién
de y! al conjunto Y y consideremos el conjunto A = {y’ly / n=1,2,...} C
Ck(Y). Pretendemos probar que A es relativamente compacto. Para ello hare-
mos uso del teorema de Ascoli-Arzela 1.18, por lo que tendremos que probar que
el conjunto A es equicontinuo y acotado.

Por un lado, como Y es compacto entonces esta acotado. Luego existe un M > 0
tal que ||y|| < M, para cualquier y € Y. Como los ¢ tienen norma inferior o igual
a 1 tenemos que |y’ (y)| < |ly|| < M, para cualquier y € Y. Por consiguiente, A
estd acotado. Sean yi, 2 € Y yn=1,2,.... Se tiene que:

lyn(y1) = yn ()|l = |un (1 — v2)| < llynllllye — w2l < llyr — vl

Luego A es equicontinuo. Por el teorema de Ascoli-Arzela, tenemos que A es
relativamente compacto, lo que significa que existe una subsucesion (y;ik) de
(y;,) para la cual (y; |y) converge en Cg(Y'). Veamos que (T™y; ) converge en
E*. Sea ¢ > 0. Como (y;, |y) converge, existe un K natural para el cual, si
j,k > K se tiene que ‘y;k (y) — Yn, (y)’ < §, para cualquier y € Y. Por tanto,
recordando que si x € B entonces Tz € Y:

(T"ys, = T, )a| = | T"wi, (@) = Ty, ()] <

* * €
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para todo z € B. Como B es la bola unidad de E, se obtiene que ||7y;, —T"y; || <
e. Asi, (T™y;, ) es una sucesién de Cauchy en el espacio de Banach E* y por tanto
convergente, como queriamos probar.

Demostremos ahora la otra implicacién. Tenemos que T* € K(F*, E*).
Aplicando la implicacién ya demostrada de este teorema, se tiene que T** €
K(E**,F**). Sean ®p : E — E** y ®p : F' — F** las inyecciones candnicas.
Para f € F* y x € X obtenemos:

(T Pp(x)) f = Pp(x)(T"f) = (T" )z = [(Tz) = (Pp(Tx))].

Por consiguiente, T**®(z) = @p(Tx). Consideremos &' : &p(F) — F. Se
obtiene que, T' = &' T**®p. Asi, del quinto apartado del teorema 2.2, obtenemos
que T € K(E, F). [

2.2. La propiedad de aproximacion

Existe una estrecha relacion entre los operadores compactos y los operado-
res de rango finito, es decir, aquellos cuya imagen tiene dimensién finita. Asi, en
esta seccion se demostrard que el limite uniforme de una sucesiéon de operadores
de rango finito es un compacto. Esto plantea la interesante pregunta de si el
reciproco es cierto. Es decir, si para todo operador compacto existe una sucesion
de operadores de rango finito que converja uniformente a él. Los espacios en los
que se cumple esto se dicen que tienen la propiedad de aproximacion. En [5], Per
Enflo demostré que no todos los espacios de Banach cumplen esta propiedad, ni
siquiera los espacios de Banach separables. En esta seccion, demostramos que en
los espacios de Hilbert, en cambio, si se tiene la propiedad de aproximacion. Este
tema serd aqui tratado brevemente, pero en [11] se puede encontrar un estudio
mucho mas profundo del problema.

Definiciéon 2.4. Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador
lineal. Se dice que T es un operador de rango finito o que tiene rango finito si
T(X) tiene dimension finita.

Ejemplo 2.5. Todo funcional lineal y acotado es un operador de rango finito.

Teorema 2.6. Sea T' € L(E,F) un operador de rango finito. Entonces T es
compacto.

Demostracion. Sea A C E acotado. Como T es un operador acotado, entonces
T(A) estd acotado. Ahora, como T(FE) tiene dimensién finita, entonces T(A)
es un subespacio cerrado de F'y por tanto T(A) C T(E). Luego, T(A) es un
conjunto cerrado y acotado en un espacio vectorial de dimensién finita. Por
el teorema de Borel-Lebesgue 1.9, tenemos entonces que T'(A) es compacto.
Consecuentemente 1" es un operador compacto. [ |
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Corolario 2.7. SeaT € L(E, F) donde E o F tienen dimension finita. Entonces
T es compacto.

Demostracion. Si E tiene dimensién finita, se tiene que T'(E) también, al ser T'
lineal. Por otro lado, si F tiene dimension finita entonces T'(E) también, puesto
que T(E) C F. Por tanto, aplicando el teorema anterior, 7' es compacto. [ |

Proposicion 2.8. Sean E y F espacios normados y'T' : E — F un operador
lineal. S T es limite uniforme de una sucesion de operadores de rango finito
entonces 'T' es compacto.

Demostracion. Sea (T,,) C L(E, F) una sucesién de operadores de rango finito
que converge a 1. Por el teorema 2.6, tenemos que todo operador de rango
finito es compacto, por lo que (7,,) C K(E, F). Ademads, por el sexto apartado
del teorema 2.2, tenemos que K(FE, F) es un espacio cerrado. Por tanto, T es
un operador compacto, al ser limite uniforme de una sucesion de operadores
compactos. [

Mas interesante, es el siguiente resultado, que nos da una caracterizacion
de los operadores compactos en los espacios de Hilbert.

Teorema 2.9. Sean E un espacio normado, F un espacio de Hilbert yT : E —
F un operador lineal. Entonces T es compacto si y solo si es limite uniforme de
una sucesion de operadores de rango finito T, : E — F.

Demostracion. La implicacion hacia la izquierda la tenemos por la proposicion
anterior. Demostremos el reciproco. Sea T' € K (FE, F) y B la bola unidad cerrada
en F. Para demostrar que T es limite de una sucesion de operadores de rango
finito, basta con demostrar que para cada € > 0 existe un operador de rango
finito T tal que ||T" — T¢|| < €. Sea € > 0. Como T" es compacto, se sigue que T'(B)
es relativamente compacto. Con lo cual, al ser F' un espacio cerrado, se deduce
del corolario 1.7 que T(B) estd totalmente acotado. Luego, existe yi,...,Yn
una §-red finita de T'(B). Consideremos G el espacio generado por los y; y
Ps : F — G la proyeccion ortogonal de F' en G. Notese que || Pg|| < 1, al ser
P una proyeccion ortogonal en un espacio de Hilbert. Como G tiene dimension
finita, entonces el operador J : E — G definido como J := Pg o T tiene rango
finito. Tomemos ahora un x € B arbitrario y un y; tal que | Tz — y;|| < e. Se
tiene que

Tz — Jz|| < || Tz —y;|| + |ly; — Jz|| = [|[ T2 — y;|| + || Pey; — PaTx||
=Tz — y;ll + IPclllly; — T=l| < A+ [ Pel)lly; — Tzl

SQE:e.
2

Por lo que | T — J|| <.
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Noétese la importancia de que F' sea de Hilbert. Si no fuese el caso, no podriamos
garantizar que la proyeccién tiene norma menor o igual a 1. Dado un subespacio
de dimensién finita N en un espacio de Banach X, uno siempre puede encontrar
un subespacio M tal que M & N = X. Es decir, para cada x € X existen tnicos
m € M yn € N tales que m +n = z. De esta forma se define naturalmente un
operador lineal Py : X — N definido tal que Py(z) = Py(n+m) = n. Es més,
el lema de Auerbach ([10, Proposition 1.c.3]) nos dice que Py es un operador
acotado. El problema es que la cota de la norma que nos da dicho lema viene
en funcién de la dimension del espacio N, concretamente, ||Py|| < dim (N).
Como es facil de comprender, esta cota nos impide realizar calculos como los de
la demostracion anterior.

El siguiente resultado nos dice que en espacios de Banach con una base
de Schauder también es cierto que los operadores compactos son limite de ope-
radores de rango finito. Ademas, da especificamente una construcciéon de una

sucesion de operadores de rango finito que converge a un operador compacto
dado.

Teorema 2.10. Sea T' € K(E), donde E es un espacio de Banach con una base
de Schauder {xi,xs,...}. Representemos cada v € E como x =Y .2, fi(x)z,
donde f; € E* y consideremos P,x := fi(x)xy + -+ + fo(x)x,. Se tiene que
|T — P,T|| — 0. Consecuentemente, en espacios dotados de una base de Schau-
der todo operador compacto es limite de operadores de rango finito. Ademds, si
P¥(z*) converge puntualmente a x* para todo x* € X*, se tiene que

\T—TP,|| — 0 y ||T — P,TP,|]| — 0.

Demostracion. Como (x1,xs,...) es base de Schauder, es claro que P,z —
para todo x € E. Por tanto, P,Tx — Tx para todo x € X. Sea ahora B C E
la bola unidad cerrada. Se tiene que

1T = P.T|| = sup{(T = PT)x / |[zf| <1} =sup{(/ = P)y / y € T(B)}.

Por tanto, si comprobamos que P, converge uniformente a la identidad
en T(B) hemos acabado. En primer lugar, recordemos que como los P, son
proyecciones de una base de Schauder, tenemos que convergen puntualmente a
la identidad. Entonces, para todo x € F, se tiene que

sup{||P.(z)]| / n € N} < oc.

Con lo cual, debido al teorema de Banach-Steinhaus, existe un M > 0 tal que
| P.|] < M, para cualquier n € N. Por otro lado, 7" es un operador compacto,
luego T'(B) es un conjunto relativamente compacto y por tanto, al ser E un
espacio de Banach, T'(B) estd totalmente acotado. Sea ¢ < 0y {y1,...,y,}
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una e-red de T(B). Ahora, como P,y; — y;, para 1 < j < r tenemos que
para cierto n; € N se tiene que si n > n;, entonces ||P,y; —y;|| < e. Para
n > max{ny,...,n,}:

1Py — yll < [1Pa(y — yi) | + 1 Pas — wsll + v — 4
< (LA [Pul)llyysll + 1Puys — w51l < (24 M)e.

Con lo cual, P, converge uniformemente a la identidad en 7'(B).
Supongamos ahora que Pf(z*) — z* para todo 2* € X*. Por el teorema
de Schauder 2.3 tenemos que T™ es un operador compacto. Por tanto:

[T = TP, = (T =TF)"| = [T = B;T"| — 0

por la parte ya demostrada del teorema. Ademaés:
\T - P,TP,||=|T-P,TP,— P, T+ P,T|| <|T—-PRT|+|P.(T—TPF,)]|
<|NT = PT|| + | Palll| T = TRy |

que tiende a cero porque los || P,|| estan acotados y | 17— P, T y ||T — TP,||
tienden a cero. Por lo que queda demostrado. |

2.3. Operadores que alcanzan su norma

Es bien conocida que la norma de un operador T se puede caracterizar como
|T|| = sup,epl|/Tz||, siendo B la bola unidad cerrada. Es interesante preguntarse
cuando dicho supremo es de hecho un maximo. Cuando se da el caso, se dice
que T alcanza su norma. En espacios de dimensién finita es claro que todos los
operadores alcanzan su norma, puesto que B serda un conjunto compacto, pero
como se vera mas adelante esto no siempre se da. En esta seccion estudiaremos la
relacién que existe entre los operadores compactos y los operadores que alcanzan
su norma. Una parte importante de los resultados de esta seccion se basan en la
referencia [3].

Definicién 2.11. Sea T € L(E,F) con E y F espacios normados. Se dice que
T alcanza su norma si para algin x € E con ||| <1 se tiene que ||Tx| = ||T|.

Resulta trivial el hecho de que existen operadores que alcanzan la norma, siendo
la identidad en F un ejemplo obvio. Es por tanto interesante comprobar si hay
de hecho algtin operador que no alcance su norma. El siguiente ejemplo nos
indica que efectivamente es posible.

Ejemplo 2.12. Sea a = (a,) una sucesion positiva real, estrictamente creciente
y convergente a cierto a € R. Consideremos T, : ('(N) — ¢>°(N) definida como
sigue para (z,) € (*(N):

To(xy) = (121, agra, azxs, . . )

Se tiene que T, € L(¢*(N), ¢=(N)) y T, no alcanza su norma.
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Demostracion. Es claro que T, es una aplicacion bien definida y lineal. La con-
tinuidad se obtiene de lo siguiente. Para (x,) € ¢*(N):

[T (@n)]loo = Slé-IN)Oan:EnD < Zan|xn| < az 2| = al| (@)1

neN neN

Con lo cual ||T,|| < a. Consideremos ¢, € ¢*(N) tal que e vale 0 en toda posicion
excepto la k-ésima, donde vale 1. Entonces tenemos que ||(Tnex)||c0 = ax. Esto
significa que ||ex|l;1 = 1 y limg_,o0||Twer|| = a. Hemos por tanto demostrado que
|T,|| = a. Veamos que es imposible que alcance su norma. Sea (z,,) € ¢*(N) tal
que ||(z,)||1 = 1. Resulta inmediato que:

[T (zn) oo = sup(lan@a|) < Zan|xn’ < az |2,| = al|(zn) |1 = a
neN

neN neN

Por lo que T, no alcanza su norma. [ |

Un ejemplo no trivial de un operador que alcanza su norma es el siguiente:

Ejemplo 2.13. Consideremos el espacio normado de funciones reales C'([0, 1]) con
la norma del supremo. Sea L : C([0,1]) — R la aplicacién definida como L(f) :=
fol f(t)dt. Se tiene que L es un operador acotado que alcanza su norma.

Demostracion. En primer lugar, que L es un operador lineal se tiene de inmedia-
to por la linealidad de la integral. Sea ahora f € C([0,1]) con ||f|| = 1. Entonces
|£(#)] <1 para todo t € [0,1]. Por tanto |L(f)| = | [, f(t)dt| < [} |f(t)|dt < 1.
Por consiguiente ||L|| < 1. Consideremos ¢; € C([0,1]) la funcién constante 1.
Se tiene que ||¢1|| = 1y que |L(¢y)| = 1. Consecuentemente, ||L|| = 1y L alcanza
su norma. |

La relacién entre la compacidad de un operador y el hecho de que alcance
su norma es estrecha, si bien algo sutil. Por ello para introducirnos en este
estudio es necesario demostrar algunos resultados sobre la convergencia débil y
la reflexividad en espacios normados.

Definicién 2.14 (Convergencia débil). Sea X un espacio normado y (x,) C
X una sucesion. Se dice que (x,) converge débilmente a cierto x € X si, para
cualquier f € X* se tiene que f(x,) — f(x). La convergencia débil se denota
como T, — x.

Las siguientes son propiedades basicas de la convergencia débil y se es-
tudian en cualquier curso de analisis funcional, por lo que prescindiremos de
demostrarlas.

Proposicién 2.15. Sea X un espacio normado, x,y € X y (z,) C X una
sucesion. Se tiene que:
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1. Si (xy,) converge a x entonces (x,) converge débilmente a x.

2.8t x, = xyx, =y, entonces x =y.

3. 51 X es de dimension finita, entonces (x,) converge a x si y solo si, (z,)
converge débilmente a x.

4. 8ix, —~xyTeLX,Y), entonces Tx, — Tz

Teorema 2.16. Sea X un espacio normado y separable. Entonces toda sucesion
acotada (x}) C X* tiene una subsucesion puntualmente convergente.

Demostracion. En primer lugar, como X es separable, consideremos (z,) C X
una sucesion densa en X. Ademds, como (z}) estd acotada, entonces existe
M > 0 tal que ||z}| < M, para todo n natural. Sea K el cuerpo de X. Como
(x}) esta acotada, luego la sucesion z7(x1) C K esta acotada. Por el teorema de
Bolzano-Weierstrass tenemos que existe una subsucesion (zj, ) de (z}) tal que
(w3 (x1)) converge. Similarmente, (z}, (22)) C K es una sucesién acotada, por
lo que por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe una subsucesion (z;,) de
(z3;,) tal que (2, (72)). Nétese que al ser (x},,) subsucesion de (z}; ) se sigue que
(7, (x1) también converge. Repitiendo iterativamente este proceso obtenemos
subsucesiones
(z3) D (z,,) D (x,) D - ..

n

tales que (z} (z;)) converge para 1 < j < i. Sea ahora x € X arbitrario.
Queremos ver que la sucesion (7 (7)) C K converge. Para ello, demostremos
que es una sucesion de Cauchy. Sea € > 0. Como (x,) es denso en X existe
cierto j € N tal que [|z; — x| < 357 Por otro lado, para 7,5 > j se tiene que
(a7, (z5)) ¥ (27, (z;)) son subsucesiones de la sucesién convergente (z7, (;)). Por

tanto, existe un Ky € N tal que si r, s > K entonces

* *

€
|l’nr(l‘j) - ZEnS(Ij)| < g

Sean p,q > max{j, Ko}. Entonces

|2, () = @, ()] < g, (2) = 2, ()] + [, (25) = 25, (25)] + |, (2) = 25, (25)]

<l Ml =25l + fag, (25) = 27, (@) + [z, [z = 2]

€ € €
<M—+-+M—=c¢c
3M 3 3M

Por consiguiente, (z, ()) es una sucesién de Cauchy en el espacio de Banach
K para todo x € X y por tanto converge.

Definamos ahora z* : X — K tal que 2*(z) = limy_, 7}, (), para todo x € X.
Es claro que x* es una aplicaciéon bien definida y lineal. Veamos que estéa acotada:

|27 ()] = Mm [z, (2)] < M [l [||z]] < Mlz].

k—o00 k—oo
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El siguiente resultado muestra que toda sucesion acotada en un espacio
reflexivo tiene una subsucesién débilmente convergente.

Teorema 2.17. Sea X un espacio reflexivo y (v,) C X una sucesion. Si (z,) C

B(0,7) para algin r > 0, entonces existe una subsucesion (x,, ) C (x,) tal que

T, — x, para algin x € B(0,r).

Demostracion. Sea (z,) C B(0,7) conr > 0y consideremos Xo = ({x1,7s,...}).
Como X es reflexivo y X es un subespacio cerrado de X, tenemos que Xj es
también reflexivo. Sea @ : Xy — X* la inyeccién candnica. Entonces como @
es un homeomorfismo lineal se sigue que Xj* = &(Xy) = @({({x1,29,...})) =
({@x1, Pxs, ... }). Por consiguiente, X}* es separable. Esto implica que a su vez
X es separable.

Recordemos que @ es una isometria, luego que (x,,) sea una sucesion acotada
implica que la sucesién (Pz,) estd acotada. Estamos por tanto en condiciones
de aplicar el teorema anterior. Obtenemos que existe (z,, ) subsucesién de (x,,)
tal que @(x,, ) converge puntualmente a cierto z** € X§*. Por ser X* reflexivo,
tenemos que z** = @(x), para algin x € Xy. Con lo cual, para cualquier z* € X*:

lim z*(x,,) = lm (Px,, )z* = (Pz)z* = 2™ (z).
k—o0 k—o0

Es decir, la sucesion (z,,) converge débilmente a x. Ahora, para cualquier
¥ € X* es claro que |z*(x,,)| < |2*||||znll < ||2¥||r. Luego |z*(z)| =

limy o0 |2 (20, )| < ||2*[|r. De aqui se obtiene finalmente que
[2] = sup{la™(z)] / «" € X*, 7] <1} <7
|

Proposicién 2.18. Sea X un espacio reflexivo. Se tiene que todo funcional
f € X* alcanza su norma.

Demostracion. Supongamos que X es reflexivo y sea f € X*. Consideremos
B C X la bola unidad cerrada. Por definicién de la norma de f, tenemos que
existe una sucesién (z,,) C B tal que |f(z,)| — ||f]|. Por el teorema ante-
rior, tenemos que existe (z,,) subsucesion de (x,) que converge débilmente a
cierto x € X. Consecuentemente, por el apartado 4 de la proposicién 2.15, te-
nemos que f(z,, ) — f(x). Y, por el tercer apartado de la misma proposicién,
tenemos que f(z,,) — f(z). Finalmente, por definicién de (z,), tenemos que

|f (@) = M [f (2, )] = [[F]]-
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La anterior proposicién puede extenderse al siguiente teorema, como de-
mostré Robert C. James en [8, Theorem 5|. Sin embargo, la demostracién de
la implicacion que resta excede los objetivos de este trabajo, asi que no sera
presentada.

Teorema 2.19 (James). Un espacio normado X es reflexivo si y solo si, todo
funcional f € X* alcanza su norma.

Un resultado interesante que se obtiene de este teorema es el que sigue.

Teorema 2.20. Sean X e Y espacios normados. Si todo operador T € L(X,Y)
alcanza su norma, entonces X es reflexivo.

Demostracion. Sea y € Yy f € X*. Consideramos T : X — Y definido tal que
T(z) := f(z)y. Claramente T" € L(X,Y). Luego por hipétesis tenemos que T'
alcanza su norma. Esto implica de inmediato que f alcanza su norma. Luego
todo funcional f € X* alcanza su norma. Por tltimo, obtenemos del teorema de
James 2.19 que X es reflexivo. [ |

Proposiciéon 2.21. Sean X e Y espacios normados con dim Y < oco. Entonces
X es reflexivo si y solo si, todo operador T € L(X,Y) alcanza su norma.

Demostracion. En primer lugar, la implicacién hacia la izquierda se tiene por
el teorema anterior. Veamos la implicacién hacia la derecha. Sea T' € L(X,Y)
arbitrario y consideremos B C X la bola unidad cerrada. Afirmo que T'(B) es
un conjunto compacto. Sea T'(z,,) C T'(B) una sucesién arbitraria con (x,) C B.
Como (x,,) estd acotada y X es reflexivo, tenemos del teorema 2.17 que existe
(n,) C (x,) que converge débilmente a cierto z € B. Por tanto, del cuarto
apartado de la proposicion 2.15, se sigue que T'(z,) — T'(x). Y por el tercer
apartado de la misma proposiciéon, obtenemos que T'(z,) — T'(x).

Con esto, tenemos que T'(B) es un compacto en Y, por lo que por el corolario
1.12, la norma alcanzaria maximo en dicho conjunto. Es decir, existe x € B tal
que [[T(2)]| = [IT- u

Teorema 2.22. Sean X eY espacios normados, T € K(X,Y) y B C X la bola
unidad cerrada. Si X es reflexivo entonces T(B) es un conjunto compacto.

Demostracion. Sea B C X la bola unidad cerrada. Queremos ver que 7'(B) es
compacto. Como B estéd acotado, tenemos que T'(B) es relativamente compacto
por ser T compacto. Por tanto, si demostramos que T'(B) es cerrado hemos
acabado. Sea (T'z,,) C T'(B) una sucesién tal que T'z,, — y para cierto y € Y.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que (z,) C B. Del teorema 2.17 se
obtiene que existe (x,,) subsucesién de (z,) que converge débilmente a cierto
x € B. Por el cuarto apartado de la proposicion 2.15 tenemos que T'x,, — Tx.
Finalmente, por el primer apartado de la misma proposicién, y = Tz € T(B),
puesto que Tz, =~ yy Tz, = Tx. |
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Corolario 2.23. Sean X e Y espacios normados y T € K(X,Y). Si X es
reflexivo, entonces T' alcanza su norma.

Demostracion. La prueba es inmediata por la proposiciéon anterior. [ |
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Ejemplos de Operadores Compactos

En este capitulo, daremos un serie de ejemplos de operadores compactos y
no compactos que consideramos ilustrativos.

3.1. Primeros ejemplos de operadores compactos

Empecemos dando unos primeros ejemplos simples de operadores compac-

tos.

Ejemplo 3.1. Sea T;, : (*(N) — (?(N) definido tal que T, (z1, g, ...) ==
(x1,T2,...,2,,0,0,...). Entonces T, es un operador compacto.

Demostracién. Es claro que T, (¢*(N)) = ({e1,...,e,}) donde ¢; es la sucesion

que vale 1 en la i-ésima posicion y 0 en cualquier otro lado. Entonces, como
la imagen de T, tiene dimensién finita, tenemos por el teorema 2.6 que T es
compacto. [ |

Ejemplo 3.2.Sea o = (a,) € £*°(N). Consideramos para 1 < p el operador
T, : °(N) — (P(N) definido como T, (1, x2,...) = (nx1, aazs,...). Se tiene
que T es un operador compacto si y solo si a converge a 0.

Demostracion. Supongamos que « converge a . Para cada n natural, definimos
el operador T : (7(N) — (P(N) como TS (1,23, ... ) :=

(o1, T, ..., 0y, 0,0, ... ). Se tiene que T(g") es un operador de rango finito.
Por la proposicion 2.8 sabemos que si 7T, (g”) converge uniformemente a T, enton-
ces T, es un operador compacto.

Sea ¢ > 0. Como « converge a 0 existe un N natural tal que |a,| < € sin > N.
Entonces, para = (zj) € (?(N) arbitrario y n > N tenemos que

|Toz = Tl = (0, 0, pansrs Onotnsa - )| < [z, ems, )| = €]

Por consiguiente, ||T, — To(én)H < ¢, es decir, T\ converge a T,.
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Supongamos ahora que « no converge a 0. Entonces existe ¢y > 0 para el
cual hay una sucesion de indices (n;) C N tal que |a,, | > €. Consideremos la
sucesién ¥ C (P(N) definida como z®) = e, . Se sigue que:

HTax(T) - Tax(s)“ = [|Taen, — Toen,|| = lan,en, — an.en,l| = |on,| + |om,| > 26—

Por lo tanto, (T,#*)) no tiene subsucesiones convergentes, al ser ¢y > 0. Conse-
cuentemente, como (:E(k) es una sucesion acotada, T, no es compacto. |

Ejemplo 3.3. Sea a = (v,) una sucesién que converge a cero y p > 1. Entonces
los operadores R,, L, € L(?(N)) definidos de la siguiente como
Lo(xy,29,...,) = (aax2,a373,...) v Ro(T1,22,...,) = (0,121, g9, ... ) son
compactos.

Demostracion. Sea T, el operador definido en el ejemplo anterior. Sean R, L €
L(¢P(N)) los operadores definidos como R(x1,z,...) = (0,21,22,...) y

L(zy,2q,...) = (x9,23,...). Se tiene que R, = RT, y que L, = LT,. Del
ejemplo anterior obtenemos que T, es un operador compacto. Por tanto, por
el quinto apartado de la proposiciéon 2.2, tenemos que R, y L, son operadores
compactos. [ |

3.2. Ejemplos de operadores no compactos

Si bien nos es ttil conocer algunos operadores compactos, igual de conve-
niente es tener ejemplos de operadores que no son compactos.

Ejemplo 3.4. Sea E un espacio normado de dimensién infinita. Entonces la iden-
tidad Ig : F — E no es un operador compacto.

Demostracion. Por el primer apartado del teorema 2.2, tenemos que si existe
algin conjunto acotado en F cuya imagen por I no es relativamente compacta,
entonces Ir no es compacto. Consideremos B la bola unidad cerrada. Tenemos
que Iz(B) = B = B, lo cual no es un conjunto compacto puesto que la dimensién
de E no es finita. Por tanto, Ix(B) no es relativamente compacto y Iz no es un
operador compacto. [ |

Una consecuencia interesante de este ejemplo, es que la sucesion de los T;, defi-
nida en el ejemplo 3.1 no converge en norma puesto que la identidad en ¢*(N)
no es compacta.

Ejemplo 3.5. Sea M, : C(]0,1]) — C([0, 1]) definido como M, f(t) := tf(t). Con-
siderando la norma del méximo en C([0, 1]), se tiene que es un operador acotado
pero no es compacto.
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Demostracion. Claramente M, es un operador acotado. Para ver que no es com-
pacto pensemos en la sucesion (f,) € C([0,1]) definida como f,(t) := t". Se
tiene que || f,.|| = 1 para todo n y que M, f,(t) = t"'. Luego, (M,f,) converge
puntualmente a la funcién f definida como f(t) :=0,si0<t <1y f(1):=1.

Consideremos (M, f,,, ) una subsucesién cualquiera. Como (M, f,,) converge pun-
tualmente a la funciéon f, entonces (M,f,,) también converge puntualmente a
f. Pero una sucesién de funciones continuas que converge puntualmente a una
funcién discontinua no tiene limite uniforme. Por tanto, (M, f,) no tiene subsu-
cesiones convergentes. Como (f,) es una sucesién acotada, se sigue que M; no
es un operador compacto. [ |

Ejemplo 3.6.Sea p > 1. Los operadores R,L € L({’(N)) definidos como
R(xy,z9,...) := (0,21, 29,...)y L(x1,22,...) := (22,23, ...) n0 son compactos.

Demostracion. Supongamos que R o L es un operador compacto. Por el quin-
to apartado del teorema 2.2, tenemos que LR = [ es un operador compacto.
Pero esto contradice el ejemplo 3.4. Por consiguiente, ni R ni L son operadores
compactos. [ |

3.3. Operador integral de Fredholm

Los operadores integrales de Fredholm son una familia de operadores que
suele encontrarse en el estudio de ecuaciones integrales y muy relacionada con
la historia de los mismos. Una propiedad importante de estos operadores es que
son operadores compactos.

Definicion 3.7 (Operador Integral de Fredholm). Sea k una funcion conti-
nua definida en |a,b] x [a,b] — C. Se denomina el operador integral de Fredholm
de nicleo k en C¢([a,b]) a la aplicacion K : Cc(la,b]) — Cc([a,b]) donde

(K F)(s) = / ks, £) (1)

Ejemplo 3.8. Todo operador integral de Fredholm en C¢([a,b]) es compacto.

Demostracion. Una prueba de que K es efectivamente un operador lineal y aco-
tado puede encontrarse en [2, Theorem 6.1.4]. Veamos que es un operador com-
pacto:

Sea K un operador integral de Fredholm en C¢([a,b]) y k su nicleo. Considere-
mos B la bola unidad cerrada en Cg¢([a,b]). Queremos demostrar que K(B) es
relativamente compacto, por lo que por el teorema 2.2 obtendremos que K es
un operador compacto. Para demostrar esto haremos uso del teorema de Ascoli-
Arzela 1.18. En primer lugar, como K es un operador acotado, tenemos que
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K (B) esta acotado. Falta comprobar que es equicontinuo.

Sea f € By e > 0. Como [a,b] X [a,b] es compacto, tenemos que k es uniforme-
mente continua. Luego, existe § > 0 para el cual, para todo sy, s2 € [a,b] tales
que |s; — s3] < § y para cualquier ¢t € [a,b] se tiene que |k(s1,t) — k(s2,1)] <
e(b— a)~!. Por tanto, para sy, sy € [a,b] tales que |s; — s9| < 0 :

Kfoa>—<fo@n=:/"k@hﬂfa>—k@%wfth

b
< [ Ihs1.0) = s ) £(0] e < e

Por lo que K (B) es equicontinuo. |

3.4. Operadores con potencia compacta

Vimos en el teorema 2.2 que al componer cualquier operador con un ope-
rador compacto, el operador resultante es también compacto. Es importante
saber que el reciproco no es cierto. Es decir, aunque tengamos A € L(E,F),
Be L(F,G)y C € K(E,G) tales BA = C esto no significa que A o B tengan
que ser operadores compactos. Un ejemplo de este hecho es el siguiente.

Ejemplo 3.9. Sea m un natural y p > 1. Sea o = (v, la sucesién que vale o, = 0
sin=0 (méd m)y a, =1 en otro caso. Sea L,T,, € L({?(N)) definidos como en
los ejemplos 3.6 y 3.2 respectivamente. Considérese S := LT. Entonces se tiene
que el operador S* no es compacto para 1 < k < m pero S™ es compacto.

Demostracion. En primer lugar, visualicemos como acttiian las potencias del ope-
rador S.

Sz = (129, agxs, .. .)

S?2 = (aqaaxs, apaszy, ... )

S™r = (10 . .. AT, @203« . Qi1 T2, -+ - ) = (0,0,...).

Siendo la ltima igualdad cierta porque en agay.q ... ag, tiene que haber al-
gun multiplo de m independientemente de k. Por tanto, S™ = 0 € K (¢’(N)).

Veamos que las potencias anteriores no son compactas. Sea 1 < k < m y con-
sidérese (€mnik)neny C PP(N) donde e, es la sucesién que vale 1 en la posicion
n-ésima y 0 en el resto. Se tiene que (€,,,1) es una sucesion acotada. Ademas,
Semnik = CmntkCmnii—1- L1ego, S¥e 1 = Qmnit - - - CnskCmn- Por lo tanto,
(S*€mnix) 1O tiene subsucesiones convergentes y por tanto S* no es un operador
compacto. |
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Este capitulo trata algunas importantes propiedades espectrales de los ope-
radores compactos. En primer lugar, dado un operador 7" € K(F), se trataran
las propiedades de los subespacios N (I —T) y R(I — T) y otros subespacios
asociados. Después se especificara como es el espectro de un operador compacto
en un espacio de dimensioén infinita, resaltando el hecho de que este es siempre
o un numero finito de puntos que incluye al 0 o es el propio 0 junto a una su-
cesion de puntos que converge a 0. También se vera una aplicacion practica de
los resultados del trabajo mediante la resoluciéon de un problema numérico. Mas
adelante, se hallard la distancia de los operadores compactos a los operadores de
traslacion, por motivos que seran expuestos mas adelante. Finalmente, veremos
que los operadores compactos proporcionan una respuesta parcial al conocido
problema del subespacio invariante.

4.1. Teoria de Riesz-Schauder

Es sabido que si T € L(E), entonces N (I — T) es un subespacio cerrado
de E'y R(I —T) es un subespacio vectorial. Sin embargo, si 7" es un operador
compacto, podemos garantizar unas propiedades mucho mas interesantes para
estos espacios. A lo largo de esta seccién, E sera un espacio normado de dimen-
sion infinita sobre K y T serd un operador compacto en F. Ademaés, denotaremos
N, =N{I-T)"y R, :=R(I-T)", donde N (I —T)" es el nicleo del operador
(I =T)"y R(I—T)" su imagen.

Lema 4.1. El conjunto N1 = N(I —T) es un subespacio vectorial cerrado de
dimension finita de E.

Demostracion. En primer lugar, como N7 = (I —T)"'({0}) e I — T es continua,
se tiene que N; es cerrado. Consideremos B la bola unidad cerrada en el espacio
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N;. Pretendemos demostrar que B es un conjunto compacto en N, y, por el
teorema de Riesz 1.11, tendriamos que N; es finito dimensional.

Sea (z,,) C B una sucesion cualquiera. ComoN; = N(I-T)={x € E | © =Ta},
entonces tenemos que x,, = Tz, para todo n natural. Pero como 7' es un opera-
dor compacto y (z,) es una sucesién acotada, tenemos que (T'z,) = (z,,) tiene
una subsucesion convergente (x,, ) en el conjunto cerrado B. Luego el limite a
su vez pertenece a B. [ |

Lema 4.2. Sea M C E un subespacio cerrado tal que M NNy = {0}. Entonces
(I —T)|m tiene inversa acotada.

Demostracién. En primer lugar, como M N AN; = {0}, entonces tenemos que
N((I —T)|xm) = {0}. Esto implica que (I —=T)|yy : M — (I —T)M es un
operador biyectivo y, por tanto, tiene un operador inverso.

Por reduccién al absurdo, supongamos que el inverso de (I — T')|p no esta
acotado. Entonces existe una sucesién (x,) C M tal que ||z,|| =1y (I-T)z, —
0. Como T es compacto y (x,) es una sucesién acotada, entonces existe una
subsucesion (T'x,,) convergente. Sea x el limite de tal sucesién. Ahora, z,, =
Txp, + (I —T)xn,, luego limy_,o0 x,, = im0 Ty, + limy oo (L — T2y, = .
Consecuentemente, como (z,,) C M y M es cerrado, entonces x € M. Tenemos
a su vez que 0 = limyoo(I — T)x,, = (I — T)z, asi que z € N;. Por tanto
x € M NN, ={0}. Pero ||z]| = limg_eol|Zn, || =1 # 0, lo cual es absurdo. W

Lema 4.3. El espacio Ry es cerrado.

Demostracion. Sea (y,) C Ry una sucesién convergente a cierto y € E. Aplican-
do el lema anterior, obtenemos que para cierto M > 0 se tiene que para cada
n € N existe z, € E tal que (I — 1)z, = 4y ¥ ||2n] < M||yn||. Como (y,) es
convergente, entonces es una sucesion acotada. Esto implica que (z,,) también lo
es. Consecuentemente (7'z,,) tiene una subsucesion convergente (1'z,, ) ya que T
es compacto. Como z,, = y,, + T'x,,, la sucesién (z,, ) también converge. Sea z el
limite de (x,, ). Entonces (I — 1)z = limg_,oo({ — 1)z, =y, lo que demuestra
que y € Ry. [ |

El siguiente lema sera de utilidad para generalizar los lemas 4.2 y 4.3 a R,

y N,

Lema 4.4. Para cada n € N se tiene que (I —T)* =1 — S, donde S, es un
operador compacto en E.

Demostracion. Aplicando el binomio de Newton:

oo Q- (e

k=0

—I- Ti <Z) (—T)"1=1-8,.
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Donde, como 7" es compacto,entonces S, =T > p_; () (=T)*"! es compacto. B

Teorema 4.5. Los espacios N,, son subespacios cerrados de dimensidn finita de
E y existe un numero natural v para el que se tiene lo siguiente:

1. Ny 1 SNy paran=0,1,... v
2. N, = Npy1 paran =v,0+1,. ..

Demostracion. Del lema 4.1 y de la demostracion del lema 4.4 se obtiene que N,
es cerrado y de dimension finita para todo n. Es inmediato que N,,_; C N, para
todo n € N. Supongamos que para todo n tenemos que N,, # N, .. Entonces
por el lema de Riesz 1.10 para cada n podemos tomar un z, € N,;; tal que
|z, || =1y d(zn,N,) > L. Claramente (z,,) es una sucesion acotada, luego (T'z,,)
tiene una subsucesion convergente. Para £ > m

1
jtl 57
puesto que (I —T)xy+ 2y — (I —T)x,, € No y que N,,_1 C N, para todo n € N.
Esto indica que (T'z,) no tiene subsucesiones convergentes, lo que es absurdo.
Por tanto para algin natural u se tiene que N, = N,41. Sea v el menor de tales
naturales. Veamos que si NV, = N1 entonces N, 1, = Ny4o y por tanto, se
tendria que para todos los naturales mayores que v. Sea x € N, . Entonces
(I = T)x € Nyy1 = N,. Por tanto (I — T)“(I — T)x = (I — T)*"z = 0, luego
r € Nyi1. Esto significa que N, o C N,,1. Por tanto, como ya sabiamos que
Nus1 C Nyso, entonces Ny = Nypo. [

[T = T = e = (I = T)xe + wm — (I = T)am)||

Teorema 4.6. Los espacios R, son subespacios cerrados de E y existe un ni-
mero natural w para el que se tiene lo siquiente:

1. Rp-1 2R, paran=0,1,... w
2. Ry =Rps1 paran =w,w—+1,...

Demostracion. Del lema 4.3 y de la demostraciéon lema 4.4 se obtiene que R,, es
cerrado para todo n. Supongamos que para todo n se tiene que R,, # R,11. Es
inmediato que R,,_1 D R, para todo n € N. Entonces por el lema 1.10 para cada
n podemos tomar un z,, € R, tal que [lz,|| =1y d(z,, Rnt1) > 3. Claramente
(x,) es una sucesién acotada, luego (T'z,) tiene una subsucesion convergente.
Para ¢ > m

1
el 57
puesto que (I —T)xp+ 2y, — (I —T)xpym € Ry y que R,—1 O R, para todon € N,
Esto indica que (T'x,) no tiene subsucesiones convergentes, lo que es absurdo.
Por tanto para algin natural u se tiene que R, = R,+1. Sea w el menor de tales
naturales. Puesto que R,+1 = (I —T)(R,), se tiene de inmediato que si se tiene
para w se tiene todos los naturales mayores que él. [ |

[Twe = Tl = [lee = (I =T+ wm — (I = T)am)|
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Teorema 4.7. Sea w el natural referido en el teorema 4.6. Entonces se tiene
que:

I.Ny@®Ry=FE.

2. T(Ny) CNy y T(Ry) C R

3. (I —=T)|r, tiene inversa acotada.

4. Los numeros v y w de los teoremas 4.5 y 4.6 son iguales.

Demostracion. 1. Sea x € FE. Por el teorema 4.6 tenemos que R, = Rau.
Entonces para cierto y € E:

(I-T)"z=(I-T)*"y.

Luego (I — T)¥(x — (I — T)"y) = 0 y por tanto (z — (I — T)"y) € N,,. De
aqui obtenemos que z = (x — (I = T)"y) + (I — T)"y € Ny + Re.
Supongamos por reduccién al absurdo que existe z € N,, "R, tal que z # 0.
Del teorema 4.6 obtenemos que para todo m > w se tiene que R,, = R,
luego z = (I — T)™u,,, para algiun u,, € E. Por tanto, como z # 0y z € N,
tenemos que u,, € Nw+m Y que U, §é N,,.. Esto contradice al teorema 4.5,
por lo que tenemos un absurdo y consecuentemente N, N R,, = {0}.

2. Por un lado, si w = 0 se tiene que T'(N,,) = T({0}) = 0 C N,. Por otro
lado, si w > 0, entonces

(I —T)(Ny) CNy_1 CNy.

Por lo que

T(Ny) CNy+ (I =T)Ny C N,
Demostrar que T'(R,) C R, es similar, puesto que el teorema 4.6 implica
que (I = T)R,, = R,. Por consiguiente

TRy) CRy+ (I —-T)Ry C Re-

3. Debido a que N,, "R, = {0}, tenemos que N; N R,, = {0}. Entonces, obte-
nemos del lema 4.2, que (I —T)|g, tiene inversa acotada.

4. Sea x € N,,1. Por el primer apartado de este teorema, tenemos que z = y+2z,
para ciertos y € N, y 2z € R,,. Se tiene que:
0= -T)" N e-y)=-1)"2=(I-T)r,)""2

Resultando la tltima igualdad del teorema 4.6. Como el apartado anterior
nos dice que (I — 71|, tiene inversa acotada, entonces es inyectiva. Conse-
cuentemente tenemos que z = 0. Por tanto, x = y € N,,. Esto significa que
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Ny = Nyy1 y por el teorema 4.5 que v < w.
Por otro lado, gracias de nuevo al primer apartado, a las definiciones de v y
w y a que ya sabemos que v < w, obtenemos:

Ry=(I=T)(E) = =T)"Nuw) + I =T)"(Ru)
= ([ =T)"No) + (I = T)"(Ruw) = {0} + Rut
=Ry

Por lo que por el teorema 4.6 se tiene que v = w.
|

Los siguientes son resultados bien conocidos de cualquier curso de algebra lineal,
por lo que prescindiremos de la prueba.

Teorema 4.8. Sea F' un espacio vectorial sobre K y M un subespacio de F. La
relacion ~yr en ' definida como x ~y; y siy solo six—y € M es de equivalencia.
Ademds, el conjunto cociente resultante F/ ~y; es un espacio vectorial sobre K
con las siguientes operaciones:

w cl(x) +cl(y) = cl(x+vy), para todo cl(x),cl(y) € F/ ~ur .
» kxcl(x) = cl(kx), para todo cl(x) € F/ ~n y para todo k € K.

Donde cl(x) denota la clase de equivalencia de x € X.

Definicién 4.9 (Espacio cociente). Sea F' un espacio vectorial y M un subes-
pacio de F. Al conjunto cociente F'/ ~y; se llama espacio cociente de M en F
y se denota como F/M. A las clases de equivalencia cl(x) se las denota como

xz+ M.

Definicién 4.10 (Codimensién). Sea F' un espacio vectorial y M un subes-
pacio de F. Se dice que M tiene codimension finita si existe N C F subespacio
de dimension finita tal que F = M & N. A la dimension de N, se le llama
codimensiéon de M y se denota como codimM.

Lema 4.11. Sean F' un espacio vectorial sobre K y S : F' — F una aplicacion
lineal. Si F tiene dimension finita, entonces

F=N(S) & R(S).
Consecuentemente dim F = dim N(S) + dim R(S).

Lema 4.12. Sea F' un espacio vectorial y M un subespacio de F. Se tiene que
M tiene codimension n si y solo si dim (F/M) = n.

Proposicion 4.13. Sea F' un espacio vectorial finito dimensional y S una apli-
cacidon lineal en F. Entonces codim R(S) = dim N(S).
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Teorema 4.14. Para todo natural n, se tiene que £ = N,, ® R,,. Consecuente-
mente, la codimension de R, es finita y coincide con la dimension de N,,.

Demostracion. Sea n € N y w el nimero usado en el teorema 4.6. Por los
teoremas 4.7 y 4.5, tenemos que £ = N, ® R, y que (I — T)"N,, C No.
Por lo tanto:

Ro=(I—T)"E=(I—-T)"(Ny®Ro) = (I = T)"Nyy & Ro. (4.1)

Por el teorema 4.1, tenemos que la dimensién de N, es finita. Ademds, sabemos
que

NI =T)"n,) =N =T)") = Ny,
puesto que N,, C N,,. Por el lema 4.11 y la igualdad (4.1) se obtiene que:

E=Ny,®Ry=N(I =1)"n,) 8 R(I = T)"|n.,) © R

Luego, R, tiene codimensién finita y codim R,, = dim N,,.
[ |

Definicién 4.15 (Espacio anulador). Sea F' un espacio normado, X un subes-
pacio de F' e Y un subespacio de F*. Se define:

1. El espacio anulador de X como X+ :={z* € F* |/ Vx € X, z*(z) = 0}.
2. El espacio anulador de Y como Y, :={x € F |/ Vz* €Y, z*(x) = 0}.

Noétese que de la definicién se obtiene que X+ e Y| son espacios subespacios
vectoriales cerrados de X* y de X, respectivamente. Ademas Y C (Y, )t y X C
(X1
Teorema 4.16. Sea M un subespacio de un espacio normado E. Entonces exis-
ten isometrias lineales J, : E*/M*+ — M* y Jo : (E/M)* — M* definidas como
SLGUEN:

» (Ji(2* + M)z = a*(x), para 2* € X* yx € M.
w (Jo(2%)x =2 (x+ M), para z* € (E/M)x yx € E.
No consideramos la demostracion de este teorema especialmente interesante

para este trabajo, por lo que no sera presentada en el mismo. De todas formas,
puede encontrarse una demostracién en [2, Theorem 5.4.4, Theorem 5.4.5].

Lema 4.17. Sea E un espacio normado y f € L(E). Entonces R(f)* = N(f*)
y R(f*) = N(f).
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Demostracién. Veamos en primer lugar que R(f)t = N(f*). Es claro que:

vt €R(f)T == a7(y) =0, ¥y € R(f)
— (ffa")x=2"(fx)=0, Ve e E < z" € N(f).

La demostracion de la otra igualdad se realiza de manera similar. [ |
Teorema 4.18. Los espacios N(I—T) y N (I —T*) tienen la misma dimension.

Demostracion.

dim N(I —T) = codim R(I — T, por el teorema ?7?,
=dim EJN(I —T),por el lema 4.12,
=dim (E/N(I —T))*, por ser de dimensién finita,
= dim R(I — T)*, por el teorema 4.16,
= dim N(I — T%),por el lema anterior.

Teorema 4.19. Sea E un espacio normado y T € K(E). Se tiene que N (I —
TYYr=R(I-T*) yque N(I-=T*), =R -T).

Demostracion. Que N (I —T*), = R(I—T) se obtiene por el lema 4.17. Demos-
tremos la otra igualdad. Del mismo lema, obtenemos que N (I—-T) = R(I-T%),.
Por lo tanto, R(I —T*) C (R(I —T*),)* = N(I — T)*. Falta comprobar que
NI —T)r c R(I —T*). En primer lugar:

dim E*/R(I —T") = codim R(I —T"),por el lema 4.12,
=dim N(I —T"),por el teorema 77,
= dim N (I —T),por el teorema 4.18
= dim (N(I —T))*, por ser de dimensién finita,
= dim E*/N(I — T)*, por el teorema 4.16.

Consideremos ahora S : E*/R(I —T*) — E*/N(I — T)* definida como S(z* +
R(I—T%) :=2*+ N —T)*. Como R(I —T*) C N(I —T)* tenemos que
S es una aplicaciéon bien definida, y es inmediato comprobar que es lineal y
sobreyectiva. Ahora, una aplicaciéon lineal y sobreyectiva definida entre dos es-
pacios de dimensién finita que ademas coinciden en dimension es necesariamen-
te inyectiva. Con lo cual N(S) = {0}. Sea ahora z* € N(I — T)*. Entonces
S(x*+R(I—-T*) =a*+N(I—-T)* =0. Luego 2* + R(I —T*) € N(S) = {0}.
Consecuentemente obtenemos que z* € R(I —T*) y que por tanto N'(I —T)*+ C
R(I—T%). |
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4.2. Espectro de un operador compacto

El espectro de un operador es un conjunto que guarda una intensa relacion
con las propiedades del mismo. Siendo asi, se puede esperar que la compacidad
del operador se refleje de algin modo en el espectro. Efectivamente, en esta
seccion demostraremos que el espectro de un operador compacto (en en espacio
de dimensién infinita) es un conjunto que contiene al 0 y el resto de elementos
son un conjunto finito de autovalores o forman una sucesién de autovalores que
converge a 0.

Definicién 4.20. Sea E un espacio normado complejo y T € L(E). Se define al
conjunto resolvente de T, p(T'), como el conjunto de escalares A € C tales que
el operador T — X\ tiene inversa continua y el espacio imagen denso es en E. A
los elementos de p(T') se les llama puntos regulares.

Se define el espectro de T, o(T), como el conjunto nimeros complejos
que no pertenecen a p(T). A los elementos de o(T) se les conoce como puntos
espectrales de T. Ademds, se dice que un A € C es un autovalor de T si no
eziste el operador (T — N\)™t. Si X es un autovalor de T, al espacio N (T — \)
se le conoce como autoespacio asociado a A y a sus elementos se les llama
autovectores asociados a A. Es obvio que si A es un autovalor de T entonces
Aeo(T).

Teorema 4.21. Sea E un espacio normado complejo y T € L(E). Entonces
o(T) es un conjunto compacto no vacio.

Este es un resultado bien conocido y no escribiremos aqui la prueba. Dicha
demostracion se puede encontrar en [16, Theorem V.3.1, Theorem V.3.2].

Lema 4.22. Sea E un espacio normado de dimension infinita y T € K(FE).
Entonces 0 € o(T).

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que 0 € p(T'). Entonces
T es un operador con inversa continua. Es decir, I = T~'T. Por el segundo
apartado del teorema 2.2, tenemos entonces que I es un operador compacto.
Pero esto contradice el resultado obtenido en el ejemplo 3.4. Por tanto, 0 € o(T).

Teorema 4.23. Sea E un espacio normado complejo de dimension infinita y
T e K(E). Si A# 0 es un punto espectral de T, entonces es un autovalor.

Demostracion. Supongamos que A € C\{0} no es un autovalor de 7" Entonces
el operador A — T es inyectivo. Es decir, N(A—T) = N (I —A\~'T) = {0}. Ahora
bien, A™'T" es un operador compacto y por tanto podemos aplicar el teorema
4.7. Esto implica que

= 2A"Dggrmy =T =A"'"T)|g=1-\"'T

tiene inversa acotada. Consecuentemente, A(I — A™!T) = X\ — T también tiene
inversa acotada. Por tanto A ¢ o(T). |
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Corolario 4.24. Sea E un espacio normado complejo de dimension infinita y
T € K(FE). Entonces T y T* tienen los mismos autovalores no nulos y los
autoespacios asociados a un mismo autovalor tienen la misma dimension.

Demostracion. Sea A € C\{0}. Por el teorema anterior, A es un autovalor si
A—T =1 —X"1T no es inyectiva. Es decir, si dimN'(I — A\7'T) # 0. Aplicando
el teorema 4.18 al operador A~!7T", tenemos que

dim N(I = \7'T) = dim N(I — \7'T*) = dim N'(I —T™).

Por tanto A es autovalor de T si y solo si también lo es de T™. Se tiene ademas
que los respectivos autoespacios tienen la misma dimension. [ |

El siguiente teorema (y el correspondiente corolario) nos escribir dividir el
espacio normado F en una suma directa de espacios profundamente relacionados
con el espectro del operador.

Teorema 4.25. Sea E un espacio normado complejo de dimension infinita, T' €
K(E) y A un autovalor no nulo de T. Sea w el natural referido en el teorema
4.7 para el operador compacto \™'T y denotemos N, :== N(I = \7'T)" y R, :=
R(I — A7) Entonces Ty, : Ny = Ny y T|r, : Rw — Ru son operadores
compactos. Ademds, o(T|n,) = {\} vy o(T|r,) = o(T)\{\}.

Demostracion. Por el teorema 4.7 tenemos que tanto 7|y, como T|g, estan
bien definidos. En primer lugar, N, es un espacio de dimensién finita (teo-
rema 4.5). Por otro lado, si (z,) C R, es una sucesiéon acotada, entonces
(T|rytn) = (T'x,) C Ry tiene una subsucesién convergente a un cierto ele-
mento de F, por ser T" compacto. Por el teorema 4.6 el espacio R,, es cerrado,
por lo que ese elemento limite tiene que pertenecer a R,,. Por tanto, T|r,, es un
operador compacto.

Veamos que o(T|y,) = {A}. Para w = 1, se tiene que AT |, = I|n;-
Consecuentemente el tnico autovalor es A. Para w > 2 consideremos S :=
(M|n, — T|n,) vy o un escalar no nulo. Sabiendo que por definicién S = 0,
se tiene lo siguiente:

Ty = iy, = 8Y = (ul, — SO p S
j=1
= (Y w IS (ul |y, — ).

J=1

Lo que demuestra que (A — pu)I|n, — T|n;, = —(l|n;, — S) tiene inversa
acotada. Por tanto, A — u ¢ o(7T) para cualquier g no nulo. Es decir, o(T|r,) C
{A}. Pero como \ es autovalor de T', también lo es de T'|y;,, por definicién de



38 4 Teoria Espectral de los Operadores Compactos

Ny Luego {\} = o(T|n,)-
Falta comprobar que (T, ) = o(T)\{A}. Sea S := T|g, € K(R,). Puesto
que N, tiene dimensién finita y N, ® R,, = FE, entonces R,, tiene dimensién
infinita. Consecuentemente, podemos aplicar el lema 4.22 para ver que 0 € o(7T)
y que 0 € o(S5). Ademads, el teorema 4.23 nos dice que el resto de elementos
tanto de o(T') como de o(S) son autovalores. Es trivial que todo autovalor de S
es también autovalor de 7. Por el teorema 4.7, tenemos que A — T'|g, = A — S
tiene inversa continua, por lo que A ¢ ¢(.S). Por tanto, si demostramos que todo
autovalor no nulo de T' distinto de A\ es un autovalor de S hemos acabado.

Sea p € o(T) un autovalor no nulo y z € F un autovector asociado a .
Entonces (A — T)x = (A — p)z. Por consiguiente

r=A—p) T A-—Tax=-=N—pu) " A=T)"2 € Ry.

Con lo cual, Sz = T|g,x = px y por tanto u € o(S).
[

Corolario 4.26. Sea E un espacio normado complejo de dimension infinita,
T e K(E) y M\, ..., \, autovalores distintos y no nulos de T. Sea N; & R; = F
la descomposicion resultante de aplicar el teorema 4.7 al operador compacto
A M. Entonces se tiene que:

E=Ma& --oN, &M,

donde M es un subespacio cerrado de E tal que T(M) C M. Ademas, o(T|y) =
TN\ A},

Demostracion. En primer lugar, es conveniente notar que N = Nj + -+ +
N, es un espacio de dimensién finita sobre C y por tanto es posible poner
la restriccion T'|y en forma de Jordan. Lo que nos interesa es que la forma
de Jordan nos divide el espacio N como suma directa de subespacios J, =
{reE | (I—-\T|x)»x =0}, donde los X son los autovalores de T|y v ky
sus multiplicidades algebraicas. En el teorema 4.23 vimos que todos los puntos
espectrales no nulos de T son autovalores, luego resulta evidente que los Jy y
los V; son los mismos espacios. Por tanto, tenemos que N = N; @ --- & N,,.
La intencién es demostrar este resultado mediante el teorema anterior, pero si
simplemente lo aplicamos de forma iterativa obtenemos lo siguiente:

E=N &R,
=M EBNLz DRi2
=N ON 2PN 23D Rios

=N &N 2D DNio 2D Ria n
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Donde /\/’1727.,,71- y Rip,.i son los espacios resultantes de aplicar el teorema 4.7

o(T)\{A1,..., A\ }. Si bien la notacién resulta algo engorrosa, se puede observar

que llamando M a Ry2._. , y demostrando que Nis ; = N; hemos terminado.

Procedamos por induccion sobre i. Para ¢ = 1, el resultado es obvio. Supongamos

Queremos demostrar que Nyo ; = N;. En primer lugar, por simple definicién

se sigue que /\/’1,27,,,71- C N;. Sea ahora x € N;. Por hipédtesis, tenemos que:
E=NONo® - BNio1 ®MNia. i BRi2.i

gigesny

Pero hemos demostrado que N = N; @ - - - @& N,,. Por consiguiente, x € Nio ;®
Ria...i- Como z € N, tenemos que (I — \;'T)"z = 0, para algtn r > 0. Con lo
cual, como Ria. i1 =MNia i ®Ria. i, se sigue que

0=I-XN"T)Vz=1-XN"T|r,,

T
Luego z € N2, ;. [

Teorema 4.27. Sea E un espacio normado complejo infinito dimensional. En-
tonces el espectro de un operador compacto T : E — E es un subconjunto
compacto no vacio de C. Ademds, todo punto no nulo del espectro es un punto
aislado.

Demostracion. En primer lugar, como 7' es un operador compacto esta acotado.
Con lo cual podemos aplicar el teorema 4.21 obtener que o(7T) es un compacto
no vacio de C.
Veamos que todos los puntos espectrales no nulos son puntos aislados. Sea
A € o(T) con A # 0. Por el teorema 4.23 tenemos que A es un valor propio.
Aplicando el teorema 4.25, y usando la notacién del mismo, obtenemos que A ¢
o(T|r,,)- Del teorema 4.21 se sigue que o(T'|z,, ) es un cerrado. Por consiguiente,
existe U C K entorno de A tal que U N o(T|r,) = 0. Pero el teorema 4.25 nos
dice que (7|, ) = o(T)\{\}. Asi, se sigue que o(T) NU = {\}. Se concluye
entonces que A es un punto aislado.
[ |

Corolario 4.28. El espectro de un operador compacto es, a lo sumo, un conjunto
numerable.

Demostracion. El caso finito dimensional del teorema es trivial y el caso de
dimensién infinita se obtiene mediante el teorema anterior, sabiendo que en C
no existen conjuntos no numerables donde todos los puntos sean aislados. W
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4.3. Aplicacién. Alternativa de Fredholm y soluciones
aproximadas

La intencién de esta seccion es multiple. En primer lugar, estudiar como
son las soluciones del problema propuesto. En segundo lugar, buscar un método
para, en caso de ser posible, obtener un punto x, arbitrariamente préximo a
la solucion x. Y, en tercer lugar, implementar un algoritmo para resolver dicho
problema dadas ciertas condiciones extra. El contenido de esta seccién se ha
extraido en su mayoria de [9].

Un problema tipico es, dado E un espacio normado sobre K, un operador
compacto T € K(FE) e y € E, encontrar x € F tal que (I —T)z = y. Esto por
ejemplo puede entenderse como resolver un sistema de ecuaciones lineales, si
E = K", o como buscar la solucién de una ecuacion integral, si T" es un operador
integral de Fredholm (ejemplo 3.8).

Antes de nada, enunciemos formalmente el problema a resolver.

Problema 4.29. Sea F un espacio normado sobre Ky 7' € K(F). Dadoy € F,
obtener z € F tal que (I —T)x = y.

El siguiente teorema, que nos informa sobre la naturaleza de las soluciones
del problema 4.29 es en buena medida una generalizacion a espacios normados
del conocido Teorema de la Alternativa de Fredholm.

Teorema 4.30 (Alternativa de Fredholm). Sea E un espacio normado sobre
K yT e K(E). Se tiene que:

1. Se cumple una, y solo una, de las siguientes afirmaciones:
(i) Para todo y € E existe un tinico © € E tal que (I — T)x = y.
(7i) Ezisten soluciones no triviales para (I —T)x = 0. En este caso, el nimero
mdzimo de soluciones linealmente independientes es finito.

2. Existen soluciones no nulas de (I —T)x = 0 si y solo si existen soluciones no
nulas de (I=T*)z* = 0. Ademds, el nimero mdzimo de soluciones linealmente
independientes es el mismo en ambos casos.

3. Para y € E fijo, existe una solucion para (I —T)x =y si y solo si dado
xy, ...,z base del espacio de soluciones de (I —T*)x* =0, se tiene que

ri(y) = 25(y) = --- =2}, (y) = 0.

Ademdas, dada una solucién particular xo de (I —T)x =y, se tiene que todas las
soluciones son de la forma

T =To+ Ty + -+ + Qplp,

donde aq,...,a, € Kyxy,...,x, € E forman una base del espacio de soluciones
de (I —=T)x =0.
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Demostracion. El lector atento intuird que ciertamente no estamos diciendo na-
da nuevo. Este resultado se limita a traducir a un lenguaje mas cémodo resul-
tados anteriores. Véase:

1. Consideremos N'(I — T). Si N(I — T) # {0} estamos en el caso (ii), y
sabemos por el lema 4.1 que N'(I — T) tiene dimensién finita. Si se da que
N(I —T) # {0} imposibilita que se tenga (i), puesto que para y = 0 existen
varias soluciones. En cambio, si N'(I —T) = {0} se tiene que I — T es un
operador inyectivo y por el teorema ?? que £ = R(I —T'), luego es también
sobreyectivo.

2. Equivalente al teorema 4.18.

3. El teorema 4.19 nos dice que N (I —T*); = R(I —T'). Esto implica directa-
mente este apartado.

Por otro lado, sea g solucién de (I-T)x =y, y x1, ..., 2, € E base de N(I-T).
Entonces el punto xg + ayxy + -+ + a,x,, donde ay,...,q, € K, es también
solucion de (I —T')x = y. Reciprocamente, sea x € E solucién de (I —T)x = y.
Entonces (I — T)(x —x9) =y —y = 0, luego © — xg € N(I — T). Por tanto,
r=2x0+ (x —x9) = 29 + qx1 + -+ + x,, para ciertos g, ..., a, € K. [ |

Una forma interesante de pensar en este teorema es considerar que genera-
liza propiedades que ya conocemos de los operadores en espacios de dimensiéon
finita. Consideremos el espacio de dimension finita K", A una matriz cuadrada
sobre K de orden n y f la aplicaciéon lineal asociada a A. Recordemos que se
tiene que lo siguiente:

1. f es inyectiva si y solo si f es sobreyectiva.

2. Ax = 0 tiene soluciones no nulas si y solo si Atz = 0 tiene soluciones no
nulas, donde A’ denota la matriz transpuesta. Esto se debe a que la matriz
A tiene inversa si y solo si A? la tiene también.

3. Az = y si y solo si Ran(A) = Ran(Aly), donde Ran(A) denota el rango de
Ay Aly denota la matriz ampliada. Pero Ran(A) = Ran(Aly) siy solo si y
es combinacion lineal de columnas de A. Esto ultimo es equivalente a decir
que para cualquier funcional lineal g que anule a las columnas de A se tiene

que g(y) = 0.

Aunque quiza de forma algo enrevesada, lo que estamos diciendo es que a los
operadores en espacios de dimension finita les sucede los mismo que describiamos
con el teorema anterior. Es aqui fundamental la hipdtesis de que el operador sea
compacto. El siguiente ejemplo puede resultar ilustrativo.

Ejemplo 4.31. Sea R € L({*(N)) el operador traslacién a la derecha visto en el
ejemplo 3.6. Entonces, para T'= I — R el teorema anterior no se cumple.

Demostracion. El operador R definido como Rz := (0,x1,2,...) es un opera-
dor inyectivo por lo que N(I —T) = N(R) = {0}. Con lo cual no se puede dar
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(77). Ademas, es obvio que la igualdad Rz = (1,0, ...) no se cumple para ningin
x € (*(N). Por tanto no se da (1).

Normalmente aqui se acabaria la demostracion, pero es que ademas tam-
poco se da (2). Como R es inyectivo, tenemos que (I —T)x = Rz = 0 no tiene
soluciones no nulas. En cambio, si se tienen soluciones para (I —7%)z* = 0. Sea
x* € ((*(N))* el funcional definido por z*(z) := 1, para todo z = (x,,) € (*(N).
Entonces tenemos que para cualquier x € £?(N) se tiene que:

(I =T"2")x=a"(I —T)x =2"Rx = 2 (0,21, 22,...) = 0.
Por tanto (I — T*)x* = 0 tiene soluciones no nulas. [

Una vez garantizada la existencia de soluciones, es preciso buscar como
hallarlas. Encontrar una solucién exacta es un problema formidable de por si y
mas alld de nuestras capacidades. Por ello tratamos de encontrar una solucién
aproximada. Es decir, dado € > 0 y un z € E tal que (I — T)z = y buscamos
xo € F tal que ||z — xo|| < e. Para realizar esta labor nos valdremos del siguiente
teorema, cuya prueba puede encontrarse en [9, Theorem 20.1].

Teorema 4.32. Sea E un espacio de Banach y T € K(E) tal que N(I —T) =
{0}. Consideremos Ty € L(E) tal que ¢ := |[(T — Ty)(I —T)7Y|| < 1. Entonces,
para y,yo € E dados, existen unicos x,xy € X tales que

r—Tr =y, o —Txo = 1yo.
Ademds, se tiene que:

I =1)~"|

eyl + lly — wol):

| — ol <
Este teorema nos confirma que de obtener un operador aproximado Tj lo
suficientemente cercano, podemos obtener una “buena solucién” xy, siempre y
cuando seamos capaces de resolver g — Thxg = yo. Con el teorema 2.10 demos-
tramos que es posible obtener un 7 de rango finito y arbitrariamente cercano
a T en espacios dotados de una base de Schauder, y ademas nos da un método
para obtener tales operadores. Lo tinico que resta demostrar es que si Ty es de
rango finito, entonces xo — Toxo = yo puede resolverse explicitamente.

Teorema 4.33. Sea T' € L(E) un operador de rango finito definido como Tx =
filx)xy + -+ fo(2)Tp, con fi € E* y x; € E. Consideremos la matriz

fi(zy) ... fi(zn)
M — . )
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Entonces, paray € E yv = (f1(y),..., fm(y)) se tiene que
x—Tx =1y siysolosiu— Mu=nwv,

dondeu = (f1(x),..., fm(2)) yo = y+uix1+- - ~+UupTy. Ademds, los autovalores
no nulos de M y de T' coinciden.

Demostracion. Sea v —Tx =y y u = (fi(x),..., fm(z)). Entonces

w— Mu=(fi(z) — Z fi@) fi@), ..., fulw) — Z fn(@) fi())

= (fi(z) — fl(z i fi(x)), ., fm(z) — fm(z z;fi(x)))
= (filx) = fi(Tx), ..., fu(z) = fu(Tz)) = (f1(y), - fm(y)) = v

Ademas, es inmediato comprobar que r = y + u1xy + - -+ + Uy Ty, puesto que
r=y+Txz.

Supongamos ahora que u —Mu =vy x = y+uyx;+- -+ Upx,. Entonces:

m

r—Tr=y+ Zuzﬂiz — Zfz(x)% =y-+ Z(Uz — fi(x))z;

=1

=y+ Z(Uz — fily + Zuﬂcz))l’z =y+ Z(Uz —v; — (Mu);)z;
i=1 j=1 i=1

=y+ Z:(vz — ;)T = Y.
i=1

Y de forma similar, es sencillo comprobar que u = (fi(x),..., f;(x)) mediante
u=1v+ Mu.

Veamos ahora que tienen los mismos autovalores no nulos. Sea A # 0.
Mediante la parte que ya hemos demostrado de este teorema y sustituyendo T
por AT e y por 0 obtenemos:

r—AN"Tr=0 < u—\"'"Mu=0.

Con lo cual, A es autovalor de T si y solo si es autovalor de M. |

Con este teorema ya disponemos de todas las herramientas tedricas necesa-
rias para poder implementar un algoritmo para resolver el problema 4.29. Para
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esto precisamos saber que solo dependiendo de “inputs” y “outputs” finitos po-
demos simular un operador de rango finito arbitrariamente préximo al operador
compacto T'. Es aqui donde usamos el teorema 2.10. Concretamente nos interesa
la parte que nos dice que si P, es una proyeccion del espacio de Banach X en
el espacio generado por los primeros n elementos de una base de Schauder de
X, entonces la sucesién de operadores (P,T),en converge en norma a 7. Como
es de esperar, no todos los espacios cumplen con esta propiedad, por lo que nos
limitaremos a trabajar en los espacios P(N), con 1 < p < oo que sabemos que si
la cumplen para la base de Schauder {e;};eny C P(N) donde e; es la sucesién que
vale 1 en la posicién i-ésima y 0 en el resto. Ademas, excluiremos del algoritmo
el caso p = 0o, pues necesitamos conocer la forma de los elementos del espacio
dual P(N)*. Veamos un esquema del procedimiento:

Sea 1 < p < oo. Consideremos y = (y,) € f?(N) una sucesién cualquiera
)

v T € K(((N)) definido como T(z) = T(1, 22, ...) = (fi(z), folz),...), con

x = (71,72,...) ¥ fun € /(N)*, que representaremos como f,(x) = Y77, an;7;.
Ademés, sea P, € L({?(N)) definido tal que P,(z) = (z1,...,2,,0,...). Dado
y € (P(N), vamos a obtener una aproximacién de la soluciéon de:

x—Txr=y.
Esto es, vamos a obtener 2™ € (?(N) tal que sea solucién de:
™ — P, Tz™ = Py.

Esto se debe a que gracias al teorema 2.10 tenemos que P, T' converge en norma
a T. Junto al teorema 4.32 esto implica que lim,,_,o ||z — 2 || = 0. Ademés,
del teorema 4.33, se obtiene que: ™ = P,y + u(™, donde u(™ es el vector que
resuelve

U™ M = ),
siendo M,, = (fi(ej))1<ij<n = (Qij)1<ij<n ¥

v = (fi(Pay))i<icn = O aijyii<icn = My, yn)",
j=1

donde (y1,...,yn)" denota la matriz transpuesta. Luego,

x(n) = (yla"'ayn) + ([_ M)_lM(yl,---,yn)-
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Ejemplo 4.34. En (*(N), consideramos T'(z) := (%(n)xn) ey = (). Por el ejem-
plo 3.2 tenemos que T es compacto. Utilizando el método descrito anteriormente
obtenemos una matriz de la siguiente forma:

0.540302 0 0 ... 0

0  —020807 0 ... 0

M, — 0 0 —0.33000... 0
0 0 0 .. =m

Donde m denota el orden de la matriz usada. Como ejemplo, obtenemos las
siguientes soluciones aproximadas x,, para m = 1,3,18,243 :

7, = (2.17534,0,0,0,0,...)

x5 = (2.17534,0.41388,0.25063, 0,0, . .. )

115 = (2.17534, 0.41388, 0.25063, 0.21489, 0.21202, ...)
Toss = (2.17534,0.41388, 0.25063, 0.21489, 0.21202, ...)

Que los elementos de z,,, no cambien conforme crece m es un resultado esperable,
al ser M,, una matriz diagonal.

Ejemplo 4.35. Sea fP(N), con 1 < p < ooy consideramos T'(z) := (D o, 27 Fxpy1),
donde x = (z1,22,...), ey = (e™™).

En primer lugar, hace falta ver que T es compacto. Consideremos (7,,) C
L(P(N)), tal que Tp,(z) = (O pey 27 @hi1, ooy Do 2772141, 0, ... ) para todo
n. Es claro que los T,, son operadores de rango finito. Ademads, para z € (P(N)
tal que ||z|| = 1 tenemos que

(T = To)|[” = 11(0,..., 0, Z 2 app), I
k=m+1
I DIERHES SO SR
r=m k=r+1 r=m k=r+1

—p(m—1)

—Z? M= sy

Con lo cual, T, converge a T" en norma. Por tanto, al ser (7},,) una sucesion
de operadores de rango finito, tenemos por el teorema 2.8 que T es un opera-
dor compacto. Utilizando el método antes descrito obtenemos una matriz de la
siguiente forma:
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00.250.125 0.0625 ... 2™~ !
0 0 0.1250.0625... 21
00 0 0.0625...2"1

00 O 0 ...2m1
00 O 0O ... 0

Donde m denota el orden de la matriz usada. Param = 1,4, 7,69, 420 obtenemos
las soluciones aproximadas x,, :

2, = (0.36787,0,0,0,0,...)

24 = (0.41110,0.14284,0.05093, 0.01832, 0, . . .)

zs = (0.41149,0.14316,0.05120, 0.01857, 0.00679, ....)
260 = (0.41149,0.14316,0.05121, 0.01858, 0.00679, ....)
Z420 = (0.41149,0.14316,0.05121, 0.01858, 0.00679, ...)

De querer comprobar nuestros resultados, o resolver algiin otro problema
de este tipo, hemos implementado en Python un breve cédigo para ello. El c6-
digo puede ser consultado en este enlace.

Ademas, de no querer instalar Python, puede ejecutarse directamente aqui, aun-
que les avisamos que el rendimiento que se puede obtener en un navegador dista
mucho del ideal.

4.4. Distancia de los modelos universales a los
operadores compactos

Los operadores de traslacion son una clase de operadores que esta intima-
mente relacionada con todos los operadores de un espacio de Hilbert separable.
La razon de esto, como veremos mas adelante, es que todo operador puede es-
cribirse como lo que esencialmente es una parte del adjunto de un operador de
traslacion. Los operadores con esta propiedad normalmente se conocen como
modelos universales. Lo importante es saber que por esto es interesante estable-
cer cuanto distan los operadores compactos de los adjuntos de los operadores
de traslacion. En esta seccién se demostrara que en un espacio de Hilbert sepa-
rable la distancia entre los y los operadores compactos es como mucho 1. Los
resultados de esta seccion fueron obtenidos principalmente de [7].

Definicién 4.36. Sea H un espacio de Hilbert y T € L(H). Se dice que T es:

1. Un operador autoadjunto si T'=T™.

2. Un operador no negativo si para cualquier x € H se tiene que (Tx,xz) > 0.
Se denota como T' > 0. Ademds, si U € L(H), para denotar que U —T es no
negativo se escribe U > T.


https://gist.github.com/PabloRodriguezFlores/2c755b0ffe616c7999fbb023ba5107da
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3. Rafz cuadrada positiva de un operador no negativo U € L(H) si T*> = U y
T >0.

4. Unitariamente equivalente a un operador S € L(G), con G espacio de Hilbert,
si existe un operador U € L(G, H) con U* = U™ tal que T = U*SU.

5. Parte de un operador acotado S € L(G), donde G es un espacio de Hilbert y
H es subespacio de G, si S(H) C H y S|lg=T.

6. Un operador traslaciéon si, dada {e,}n.n base ortonormal de H, se tiene que
Te, = e,i1, para todo n € N.

Para las propiedades que siguen, es necesario demostrar que todo opera-
dor positivo tiene una unica raiz cuadrada positiva. Esta demostracion puede
encontrarse en [15, VII1.4 Theorem].

La siguiente propiedad identifica al adjunto del operador de traslacion como
modelo universal.

Teorema 4.37. SeanT' € L(H), con H espacio de Hilbert separable. Si ||T'|| < 1
y (T™) converge puntualmente a 0, entonces T es unitariamente equivalente a
una parte del adjunto de un operador traslacion.

Demostracion. Supongamos que ||T']| < 1 y que (T™) converge puntualmente
a 0. Buscamos construir un espacio de Hilbert H donde pueda residir nues-
tro operador traslacion. Como 7' es una contraccién, se tiene que el opera-
dor (I — T*Tz,z) = ||z|* — |[Tz|* > 0. Luego I — T*T es no negativo y
tiene una tnica raiz cuadrada S := /I —T*T. Sea G = S(H) y definamos
H = {(z1,29,...) | 7 €Gy Y, cnllzall> < oo}. Se tiene que H es un es-
pacio de Hilbert con el producto interior definido para (z,), (y,) € H como
(), () = Snens(n o). ~

Definimos ahora V : H — R(V) C H como Vx = (Sz, STz, ST?x,...).
Para afirmar que V estd bien definido, solo hace falta garantizar que >, _/|S"z ||
oo, para todo x € H.

SIS a|? = (ST e, ST ')y = (I = T*T)T" 2, T" ')

neN neN neN
= Z(T”’lx,T”’lw) —(T"z,T"x)
neN
= T P = | T]| = ||=]|* = lim | T"]| = [l]* < oc.
N n—00

Esto ultimo porque T tiende puntualmente a 0. Ademas, de esta tltima expresién
se obtiene que |[Vz||* = Y, ylIS"z||* = ||z]|?, luego V' es una isometria y por
tanto una biyeccién. Nuestra intencién es probar que 7' = V*U*|g,V, donde

U € L(H) es el operador traslacién tal que U(zy,2a,...) = (0,21, 29,...). Si
calculamos ahora el adjunto de V, se tiene que para = € H e (y,) € H :
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(2. V" (ya)) = (Var, (ya)) = Y (ST "w,yn) = D (. (T7)" ' Sya)

neN neN

= (2, ) (T")""Sya).

neN

Luego, por la unicidad del operador adjunto, V*(y,) = >,cn(T%)" ' Syn.
Ahora, como (7™) converge puntualmente a 0, se tiene que (7%)"T™z con-
verge puntualmente a 0, puesto que con z,y € H: (lim, ,o(T*)"T"z,y) =
lim,, oo (T2, T™y) = 0. De lo que se obtiene que para z € H:

V'V = Z(Tﬁk)71—15«2Tvn—1a7 _ Z(T*)n—l([ . T*T)Tn_ll'

neN neN
= Z(T*)"_IT"_lx —(T")"T"x = x — lim (T*)"T"x = x.
n—oo
neN

Es decir, V* = V=1 al ser V una biyeccién. Consecuentemente, probar 7' =
V*U*|rv)V, es lo mismo que probar VT = U*|gw)V. Para & € H se tiene que
VTz = (STx,ST?x,...) = U|lgy)Va. Luego VT = U*|gw)V. Ademés, que
U*(R(V)) € R(V) se sigue de esto mismo, puesto que para (z,) € R(V) se
tiene que U*(x,) = VIT'V*(x,) € R(V). |

Proposicion 4.38. Sea T un operador acotado definido en un espacio de Banach
complejo E. Entonces si A € o(T') se tiene que |\| < ||T||.

La demostracién de esta proposicién puede encontrarse en [16, Theorem V.3.1].

El siguiente teorema es el que da sentido a esta secciéon pues nos dice
la distancia de los operadores compactos a los adjuntos de los operadores de
traslacion.

Teorema 4.39. Sea H espacio de Hilbert separable y R : H — H operador tras-
lacion definido como R(x1,xa,...) := (0,21, x9,...) para cierta base ortonormal
(en) C H. Entonces la distancia de R* al espacio K(H) es exactamente 1.

Demostracion. En primer lugar, nétese que R* es un operador de norma 1.
Definamos d := d(R, K(H)). Como el operador 0 es compacto, entonces d <
|R—0| = ||R|| = 1. Veamos el otro lado de la desigualdad. Consideremos un
T € K(f*(N)). Claramente, ||R|| =1y R*R = I. Por tanto, (R*~T)R = I-TR.
Por el teorema 2.2, tenemos que T'R es un operador compacto. Del lema 4.22
obtenemos que 0 € o(T"), porloque TR=1—- ([ —TR) =1 — (R*—T)R no
tiene inversa acotada. Por tanto, 1 € o((R* — T)R). Luego, por la proposicién
anterior, 1 < ||[(R* — T)R)||. Ademas, como || R|| = 1, se sigue que ||(R* — T)R|| <
|R* — T'|| < d. Por consiguiente 1 < d, como queriamos demostrar. |

Notese que una demostraciéon muy similar puede hacerse para demostrar que la
distancia de los operadores de traslacion a los compactos es también igual a 1.
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4.5. Problema del subespacio invariante

El problema del subespacio invariante es uno de los problemas abiertos del
analisis funcional mas conocidos. Esto es probablemente debido a lo sencillo de
su enunciado, el cual dicta asi: Sea H un espacio de Hilbert y A € L(H)\{0},
. Existe G subespacio cerrado y propio de H tal que A(G) C G? Lo cierto es
que esta version del problema ya fue resuelta en espacios de Banach por P. Enflo
en [6], donde dio un contraejemplo a esta afirmacién. Sin embargo, C. J. Read
publicé antes que P. Enflo otro contraejemplo en [14], pero suele considerarse que
P. Enflo fue realmente el primero porque fue el primero en mandar el manuscrito
a revision. El problema fue que su articulo tardé varios anos en publicarse por
la dificultad para revisar su trabajo, por lo que el articulo de C. J. Read terminé
siendo publicado antes. Otra razén por la que se considera que fue P. Enflo quien
resolvio el problema es porque el propio C. J. Read empled ideas y técnicas que
P. Enflo habia expuesto en seminarios durante anos.

Un caso elemental es en el que el operador A tiene un autovalor cualquiera.
En este caso se tiene que el subespacio N (A—A) es propio y cerrado y claramente
AWN(A=A)) Cc N(A—A). Otro caso que merece mencién es que H sea un espacio
no separable. Se tiene que la clausura del espacio generado por la érbita de A,
({x, Ax, A%x,...}) es un espacio invariante no trivial.

Para los operadores compactos, J. von Neumann demostr6 en un trabajo
que nunca llegé a publicar que todo operador compacto tiene un subespacio
invariante cerrado y propio. La primera prueba de este hecho vino de la mano
de N. Aronszajn y K. Smith en [1]. Lo cierto es que con los operadores compactos
puede asegurarse aun mas a este respecto, como muestra el siguiente teorema.
La prueba que se presenta fue obtenida de [12]. Pero antes de ello, precisaremos
de la siguiente definicién y resultado, cuya prueba puede encontrarse en [16,
Theorem V.3.5].

Definicién 4.40 (Radio Espectral). Sea X un espacio de normado complejo
y A € L(X). Se denomina radio espectral de A, r,(A), al siguiente nimero:

ro(A) =sup{|A] / A€ a(A)}.

Proposicién 4.41. Sea X un espacio de normado complejo y A € L(X). Se
tiene que 1, (A) = limy,_, .|| A"

Teorema 4.42 (Lomonosov). Sea H un espacio de Banach complejo y T €
K(H) un operador no nulo. Entonces todo operador S € L(H) que conmute con
T tiene un subespacio invariante cerrado y propio.

Demostracion. Sea T € K(H) no nulo y S € L(H) un operador que con-
muta con 7. Consideremos en primer lugar el caso de que T tiene algin au-
tovalor A. En tal caso, ya hemos visto que N (A — T') es un subespacio in-
variante cerrado y propio de S. Veamos qué pasa en el caso de que T no
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tenga autovalores. En este caso, por el teorema 4.23 y el lema 4.22 tenemos
que o(T) = {0}. Sin pérdida de generalidad, asumamos que 7' tiene nor-
ma 1. Sea zop € H tal que ||[Tzo|| > 1 y sea B(zg,1) la bola unidad ce-

rrada con centro en xy y V := T(B(zg,1)). Claramente 0 no pertenece a
B(x0,1). Veamos que tampoco pertenece a V. Sea y € (B(zo,1)). Se sigue que
[Tyl| = [[Tzo = T(y — wo)l| = 1T 2oll = [[T(y — 2o)[l] = [[Txo]| = 1 > 0. Puesto
que || Txo|| > 1y ||T|| = 1. Por consiguiente, 0 ¢ V = T'(B(zg, 1)).

Para cada y € H definimos M, := {Aye H /| Aec L(H)y AT =TA}.
Es claro que ﬁy es un subespacio invariante y cerrado de S. Luego lo tinico que
queda por comprobar es que es un subespacio propio para algin y € H. Puesto
que T' conmuta consigo mismo y es no nulo se sigue que M, # {0}, cuando
y # 0. Falta comprobar que para algin y # 0 se tiene que M, # H.
Procedamos por reducciéon al absurdo y supongamos que M, es denso pa-
ra todo y # 0. Para A € L(H) tal que AT = TA, definimos Uy =
{ye H | ||JAy —x]| <1} = A7'B(x¢,1). Claramente los U4 son conjuntos
abiertos. Ademds, como M, es denso para cada y € H\{0} existe un operador
acotado B que conmuta con Ty tal que || By — x¢|| < 1. Se sigue que los Uy son
un recubrimiento abierto de V, que es un conjunto compacto por ser clausura de
un conjunto relativamente compacto. Por consiguiente, existen Aq, ..., A,, ope-
radores acotados que conmutan con 7" tales que los Uy, forman un recubrimiento
finito de V. Ahora, T'zy € V, luego para algtn 7; tenemos que T'zg € Uy, . Por

tanto A;, Trg € B(xg,1). Con lo cual TA;, Tzy € V. Este razonamiento puede
repetirse n veces para obtener:

x, =TA; TA; ,...TA,TA; Ty € B(xg,1).

in—1
Recordando que los A; conmutan con 7.

Tpn = AMA . AiQAilTnCUO c E(l’o, ].)

In—1
Por lo que tomando ¢ := max{||A4||, ..., || Amnl| } se tiene que ||z, || < || T™|||zo]|-
Luego, por el teorema anterior, tenemos que Han% < CHT"H% — 0. Obtenemos
que ||z,|| — 0y, como B(zg, 1) es cerrado, que 0 € B(xy,1). Esto es absurdo,
puesto que por definicion [Tzl > 1y ||T] = 1. |
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1. Abstract

OUNDED operators can be understood as operators where the ran-
B ge of every bounded set is a bounded set. In similar way, compact
operators are operators such that the range of every bounded set is a set
which closure is compact. These operators exhibit numerous and prac-
tical properties, applicable to diverse fields beyond functional analysis.
This work is an introduction to the study of compact operators, presen-
ting some of their most important results and applications.

2. Introduction

OMPACT operators were first introduced by D. Hilbert in 1912 known
C as “completely continuous operators”™ The first systematic works we-
re carried out by F. Riesz and J. Schauder in the first decades of the 20th
century in which is now known as Riesz-Schauder theory. Since then,
these operators have proven themselves as a powerful tool to solve many
problems (for example, they provide a partial solution to the famous pro-
blem of the invariant subspace) and as an interesting object of study by
itself, given their numerous properties.

Definition 1 (Compact Operator)

Let E be a normed space and T : E— E be a linear operator. It is
said that T is a compact operator if for every bounded set A C E,
the set T(A) is a compact set. The set of all compact operators in
E is denoted by K(E).

3. Important Results ‘

THE set of all compact operators is, even restraining ourselves to its
algebraic and topologic properties, a set worthy of study.

Theorem 1
Let E be a normed space. Then K(E) is a closed bilateral ideal of
L(E).

One basic example of compact operator are the finite rank operators,
those bounded operators which range has finite dimension. The following
theorem states that every Hilbert space has the approximation property.
Theorem 2

Let H be a Hilbert space and T € L(H). Then T is a compact opera-
tor if and only if it is the uniform limit of a sequence of finite rank
operators Ty, € L(H).

The norm of an operator T is defined by [|T'|| := supj, = [|T]]. It is in-
teresting to know when this supremum is in fact a maximum. This result
links this property (known as attaining its norm) with the compacity of
the operator.

Theorem 3
Let X be a normed space and T € K(X). If X is reflexive, then T
attains its norm.

The spectral theory of compact operators is rich and can result suprising.
The following two theorems are a clear proof of this.

Theorem 4
Let E be a complex normed space of infinite dimension and T €
K(E). Then, for anyn € N, it follows that N'(I —T)" are subspaces
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of finite dimension of E and R(I — T)" are closed subspaces of E
such that:
E=NI-T"&R(I-T)"
Moreover, there is w € N such that:
LNI-TY CNI-T?C---CNUI-T)=N({I-T)wt!
2RUI-TVD2RI-TP2D---2RUI-T) =R(I-T)w+

=

Theorem 5

Let E be a complex normed space of infinite dimension and let
T € K(E). Then the spectrum of T, o(T), is formed by 0 and a set
of eigenvalues. Furthermore, if o(T) has any accumulation point, it
has to be 0.

ications

HERE are numerous applications for compact operators. One of the

most widely known is the next one, which is a partial solution of
the invariant subspace problem, maybe the most famous open problem
in functional analysis.

Theorem 6 (Lomonosov)

Let H be a complex Hilbert space and S € L(H). If S commutes
with any compact operator in K(H), then S has a proper and closed
invariant subspace.

Another application for this class of operators can be found in the reso-
lution of some numerical problems, by applying a generalized version of
the Fredholm alternative. Let 1 < p < oo, y € P(N) and T € K(P(N))
such that 1 ¢ o(7"). A common problem is to find explicitly a sequence
(xn) C LP(N) such that x, — x € (P(N) and 2 — Tz = y.

To this effect, we have implemented an algorithm in Python which, gi-
ven an operator 7" and a vector y, returns an approximated solution. For
example, for the following compact operator 7' (defined as an infinite
matrix) and y € (P(N):

027293974 . el
roj0 0 2782 e™?

00 o0 27 YTl

We obtain (xp), a sequence in ¢P(N) which converges to the solution
x € (P(N) of z — Tz = y. As a sample of the results, we give x, for
n=1,4,8,69,420 :

21 = (0,36787,0,0,0,0,...)

x4 = (0,41110,0,14284, 0,05093,0,01832, 0, . . .)

s = (0,41149,0,14316, 0,05120, 0,01857, 0,00679, ...)
269 = (0,41149,0,14316,0,05121, 0,01858, 0,00679, ...)
2490 = (0,41149, 0,14316,0,05121, 0,01858, 0,00679, ...)
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