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Resumen - Abstract

Resumen

En este trabajo describimos dos formulaciones alternativas para re-
solver dos problemas diferentes que comparten las mismas caracteris-
ticas. Dado un conjunto S de n puntos en el plano, queremos encon-
trar un poligono simple cuyo conjunto de vértices sean exactamente
los n puntos del conjunto S y cuya drea sea mdzxima o minima. Vere-
mos como ambos problemas estan estrechamente relacionados con el
Problema del Viajante de Comercio. Realizamos varios experimentos
para ver con qué modelo (y variante de éste) se obtienen los mejores
resultados. Por ultimo, se comparan los resultados obtenidos con los
ya existentes en la literatura.

Palabras clave: Poligono — Optimizacion — Problema del Viajante
de Comercio — Geometria Computacional.

Abstract

In this work we describe two alternative formulations to solve two
different problems that share the same characteristics. Given a set
S of n points in the plane, we want to find a simple polygon who-
se set of vertices are exactly the n points of the set S and whose
area is maximum or minimum. We will see how both problems are
closely related to the Traveling Salesman Problem. We ran several
experiments to see which model (and its variant) gives the best re-
sults. Finally, the results obtained are compared with those already
existing in the literature.

Keywords: Polygon — Optimization — Traveling Salesman Problem
— Computational Geometry.






Contenido

Agradecimientos .......... ... .. 11
Resumen/Abstract............... i \%
Introduccidn . ... ... . IX
1. Herramientas matemadticas ........... ... .. .. .. .. ... ...... 1
1.1. Definiciones y notaciones. ... ............ ... 1
1.2, Software .. ... 2

2. Problemas de poligonos........... ... .. .. ... .. ... 5
2.1. Problemas de optimizacion de poligonos. ...................... 5
2.1.1. El Problema del Viajante de Comercio................... 6

2.2. Modelos matematicos. . .........co i 7
22. 1. Modelo 1 ... .o 8

2.2.2. Modelo 2 ... 9

2.23. Modelo 3 ... . 11

3. Resultados computacionales ............ ... ... ... ... ... ... 13
3.1. Resultados preliminares . ........ .. ... ... ... . . .. 14
3.2. Resultados finales . ......... ... .. .. 17

A. Apéndice . ... ... .. ... 23
A.1.Implementacién de los modelos . .................. .. ... ...... 23
A2.0tro8 cOAIZOS .« oot 30
Bibliografia ....... ... . 31
Lista de simbolos y abreviaciones ............................... 33






Introduccién

Uno de los problemas que trata la Geometria Computacional es la cons-
truccién de objetos geométricos dado un conjunto de puntos en el plano. Entre
estos objetos se encuentran las triangulaciones de conjuntos de puntos, los dia-
gramas de Voronoi, los poligonos construidos a partir de un conjunto de puntos,
etc.

Este trabajo trata sobre la optimizacién de poligonos simples (i.e., poli-
gonos sin agujeros ni aristas que se crucen) dado un conjunto de puntos que
queremos que coincidan con los vértices de dicho poligono. Lo haremos opti-
mizando el area, siendo ésta méxima o minima, segin convenga. Este tipo de
problemas siempre han sido de interés en la Geometria Computacional pero
han tenido especial relevancia tras el concurso Computational Geometry: Sol-
ving Hard Optimization Problems, celebrado en el ano 2019, y que instaba a los
participantes a resolver este tipo de problemas.

En el capitulo 1 daremos las definiciones y notaciones necesarias para poder
comprender el resto de este escrito. Ademas, hablaremos del software que se ha
utilizado para llevar a cabo esta serie de experimentos.

En el capitulo 2 comenzamos hablando, de manera breve, sobre una serie
de problemas que son de especial interés en el ambito de la Geometria Compu-
tacional y nos expenderemos un poco mas comentando el més famoso de ellos.
Posteriormente, para otros dos problemas, formularemos dos modelos diferentes
para su resolucion.

En la primera parte del capitulo 3 veremos una serie de resultados preli-
minares que se obtuvieron después de realizar varios experimentos anadiendo
y quitando restricciones de refuerzo a cada uno de los dos modelos planteados
generando asi distintas variantes del mismo. Y en la segunda parte, se seleccion6
la mejor combinacién de restricciones que fortalecian cada uno de los modelos y
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se compararon los resultados que obtuvo Ramos et al. en [3].

Finalizaremos este trabajo con las conclusiones y terminaremos esta memo-
ria con un apéndice que contiene el codigo que se ha elaborado para la resolucion
de ambos modelos.
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Herramientas matematicas

El objetivo de este primer capitulo es proporcionar las herramientas tedricas
necesarias para la comprension del resto de este escrito. Para ello, introducimos
algunas definiciones y notaciones. Ademas, también hablaremos del software que
hemos utilizado.

1.1. Definiciones y notaciones

A continuaciéon vamos definir algunos conceptos y sus respectivas notacio-
nes.

Trabajaremos en R? con la distancia euclidea.

Un poligono P esta definido por un conjunto finito de segmentos tales que
los extremos de los segmentos estan conectados por exactamente otros dos seg-
mentos y ningin subconjunto de ellos tiene la misma propiedad. Cada segmento
del poligono se denomina arista y cada extremo de cada segmento se denomina
vértice.

Un poligono P es simple si no hay un par de aristas no consecutivas que
compartan un vértice. Como consecuencia, no hay dos aristas que se superpon-
gan. Un poligono simple divide el plano en dos regiones disjuntas, el interior
(acotada) y el ezterior (no acotada) que estan separadas por el poligono. Defi-
nimos la frontera de un poligono simple P como las aristas mencionadas ante-
riormente. En el resto de este escrito consideramos que P es un poligono simple
formado por la unién de su frontera y su interior. Ademés, denotaremos por
a(P) al area del poligono P (considerando su interior).

Un poligono simple P es convexo si para todo p y g dos vértices de P, el
segmento pq esta contenido en P. A partir de aqui denotaremos los segmentos
Pq de la siguiente forma (p, ¢q). Dado un conjunto de puntos S contenidos en el
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plano, la envolvente convera de S, denotada como CH(S), es el poligono conve-
x0 de menor area que contiene a S. Por convenio, decidimos que la envolvente
convexa de un poligono P viene dada en sentido antihorario.

Para mds conceptos geométricos remitimos al lector a Preparata y Shamos (ver

[1])-

La diagonal de un poligono simple P es un segmento que conecta dos vér-
tices de P y se encuentra en el interior de P. Una triangulacion de P es una
particién de P en triangulos por un conjunto maximo de diagonales. Se cono-
ce que cada triangulaciéon de un poligono con n vértices tiene n—2 tridngulos [2].

Denotamos por S a un conjunto de puntos en el plano y por Eg al con-
junto de aristas cuyos vértices estan en S. Asi, definimos el grafo no dirigido
G = (S, Eg). Ademas, E¢ys) es el conjunto de aristas cuyos vértices estan en la
envolvente convexa del conjunto S.

Sea T un conjunto de triangulos. Diremos que dos triangulos t;,ts € T se
cruzan cuando una arista de t; tiene interseccion con una de las aristas de t,.

Por dltimo, denotamos por A(S), y lo definimos como A(S) = {t =
(4,5,k) = 4,5,k € S;i # j # k} al conjunto de tridngulos cuyos vértices es-
tan en S.

1.2. Software

En primer lugar, vamos a explicar el software que se ha utilizado en la
literatura con la que compararemos los resultados que hemos obtenido y a conti-
nuacion explicaremos el que hemos utilizado para llevar a cabo los experimentos.

En lo que respecta al software usado por Ramos et al. en [3], los algoritmos
fueron implementados en C++ y compilados con GCC 7.5.0. Ademas, todos
los modelos de programacion lineal entera que propusieron fueron resueltos con
CPLEX, version 12.9, mientras que para los calculos geométricos se utilizé la
librerfa CGAL [5], versién 4.13.

Por otra parte, el algoritmo que hemos creado fue implementado en la ver-
sion 3.8 de Python mientras que se han resuelto con dos solucionadores distintos,
CBC y GUROBI, este ultimo con la versiéon 9.5.1. Ademas, hemos utilizado la
versién 5.3.1 de la libreria CGAL.
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C++ es un lenguaje de programaciéon desarrollado en los anos 80 por Bjarne
Stroustrup con la intencién de extender al lenguaje de programaciéon C los
mecanismos necesarios para la manipulacién de objetos.

The CGAL (The Computational Geometry Algorithms Library) Project [6] es
un biblioteca que da acceso a algoritmos geométricos eficientes mediante una
libreria en C++. CGAL se utiliza en areas que requieren computacion geo-
métrica, como pueden ser sistemas de informacién geografica, diseno asistido
por computadora, biologia molecular, imagenes médicas, graficos por orde-
nador y robotica. Esta biblioteca ofrece estructuras de datos y algoritmos
como triangulaciones, operaciones booleanas en poligonos y poliedros, proce-
samiento de conjuntos de puntos, algoritmos para la envolvente convexa, etc.
The CGAL Project esta en continuo desarrollo mediante una comunidad de
desarrolladores en la que trabajan institutos de investigacién, universidades
y empresas. En dicha comunidad se incluye la CGAL Editorial Board, que es
responsable de guiar el desarrollo de la libreria, a los desarrolladores y a la
comunidad de usuarios.

CPLEX es el nombre con el que se conoce a IBM ILOG CPLEX Optimi-
zation Studio [7], un paquete de optimizacion matemadtica para problemas
de programacion lineal, programacion de enteros combinada y programacion
cuadratica. Fue desarrollado por Robert Bixby y vendido comercialmente
desde 1988 por CPLEX Optimization Inc. Este fue adquirido por ILOG en
1997 y posteriormente ILOG fue adquirido por IBM en enero de 2009. En
la actualidad, IBM continta desarrollando CPLEX. Este software tiene una
capa de modelado conocida como Concert Technology [8], la cual proporcio-
na interfaces para los lenguajes de programacién C++, C# y Java. Ademas,
existe una interfaz para lenguaje Python basada en la interfaz de C.

Python [9] es uno de los lenguajes de programaciéon mas utilizados ya que se
caracteriza por la legibilidad de su codigo. Fue creado a principio de los afios
noventa por Guido V. Rossum aunque otras muchas personas han contribui-
do en su desarrollo. La implementaciéon tradicional de Python se denomina
CPython pero también existen otras como, por ejemplo, Jython (es Python
ejecutandose en una méaquina virtual de Java). También existen reempaque-
tados de CPython que por lo general incluyen mas librerias o estan especiali-
zados en una aplicacién en particular como, por ejemplo, WinPython (es una
distribucion cientifica de Python para Windows).

GUROBI [14] es un software especializado en optimizacién matematica que
fue desarrollado por Gurobi Optimization, LLC. Dicha empresa fue funda-
da por Zonghao Gu, Edward Rothberg y Robert Bixby en el afio 2008 y su
nombre se compone por las tres primeras silabas de los apellidos de sus funda-
dores. Es capaz de resolver problemas de programacion lineal, programacion
cuadratica, programacion con restricciones cuadraticas, programacion lineal
entera mixta, programacion cuadratica con enteros mixtos y programacion
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entera mixta con restricciones cuadraticas. Existen interfaces orientadas a
objetos para C++, Java, Microsoft .NET y Python, y una interfaz orientada
a matrices para R, MATLAB, C y Julia.

CBC (COIN-OR Branch and Cut) [13] es un software de cdédigo abierto des-
tinado a la resolucién de problemas de programacion lineal y programacion
entera mixta escrito en C++. Podemos usar este solucionador en Python a
través del software (también de cédigo abierto) OR-Tools.
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Problemas de poligonos

En este capitulo hablaremos de diferentes problemas relacionados con la
optimizacién de poligonos segin cual sea nuestro objetivo y qué queremos op-
timizar. Entre ellos, se encuentran los dos problemas sobre los que se basa este
trabajo y uno de los problemas mas conocidos de la Optimizacién Combinatoria:
el Problema del Viajante de Comercio ( Traveling Salesman Problem - TSP).

2.1. Problemas de optimizaciéon de poligonos

Dos de las estructuras fundamentales de la Geometria Computacional son
los conjuntos de puntos en el plano y los poligonos. Debido a esto, es frecuente
que se planteen distintos problemas para encontrar poligonos que utilicen los
n puntos de un conjunto finito dado, S, como vértices y se esté interesado en
minimizar o maximizar el drea de dicho poligono o la longitud de su frontera.
Ademas, también se hace una distincién entre poligonos en general (los cuales
pueden tener huecos en su interior) y poligonos simples. Es asi como obtenemos
una familia de ocho problemas [12] que optimizan poligonos cuyos vértices estan
en un conjunto de puntos. En la Tabla 2.1 tenemos una descripcién simple de
los ocho problemas relacionados con la optimizacion de poligonos.

Poligono general Poligono simple

Area Frontera Area Frontera
Minimizar | MINAREA | MINFRONT | SMINAREA | SMINFRONT
Maximizar | MAXAREA | MAXFRONT | SMAXAREA | SMAXFRONT

Tabla 2.1. Descripcién general de los ocho problemas.

El miembro mas conocido de esta familia es, sin duda alguna, el SMIN-
FRONT, es decir, el TSP. Sin embargo, en este trabajo vamos a estudiar el
SMINAREA y el SMAXAREA. Crearemos dos formulaciones diferentes con las
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que podremos maximizar y/o minimizar el drea de un poligono simple y com-
pararemos los resultados que hemos obtenido con los que ha obtenido Ramos et
al. en [3].

En la figura 2.1 podemos observar un ejemplo del SMAXAREA cuando tenemos
diez puntos en el plano mientras que en la figura 2.2 tenemos un ejemplo para
el problema SMINAREA con el mismo conjunto de puntos.

4

Figura 2.1. Ejemplo de un poligono simple de drea maxima con 10 puntos.

2.1.1. El Problema del Viajante de Comercio

También conocido como el Problema del Vendedor Viajero o el Problema
del Vendedor Ambulante, entre otras nomenclaturas, el Problema del Viajante
de Comercio es uno de los mas conocidos dentro de la Optimizacion Combi-
natoria. En dicho problema suponemos que un viajante tiene que visitar un
numero finito de ciudades, partiendo de una ciudad en particular y regresando a
la misma ciudad de partida, de tal forma que la distancia recorrida sea la menor
posible y pasando por cada ciudad una tnica vez a excepcion de la ciudad de
partida/llegada.

A pesar de que los origenes de este problema no estan del todo claros, es en
el ano 1857 cuando el matemaético irlandés William R. Hamilton y el matemético
britanico Thomas Kirkman crearon el juego icosiano (icosian game) [11], el cual
consiste en encontrar un camino hamiltoniano por las aristas de un dodecaedro
pasando una tunica vez por cada vértice y que el vértice de partida coincida con
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4

Figura 2.2. Ejemplo de un poligono simple de drea minima con 10 puntos.

el de llegada. No obstante, es en la década de 1930 cuando el matematico Karl
Menger estudia este problema de manera formal por primera vez. Entre los afios
1950 y 1960, George Dantzig, Delbert R. Fulkerson y Selmer M. Johnson [15]
realizaron la primera formulacién matemaética, expresandolo como un problema
de programacién lineal de enteros y resolviéndolo mediante el método de rami-
ficacién y acotacion.

A pesar de que, computacionalmente, es un problema complejo, se conocen
gran cantidad de heuristicas y métodos exactos por lo que es posible resolver
planteamientos concretos desde cien hasta miles de ciudades.

Tiene aplicaciones en la planificaciéon de tareas, la logistica y la fabricacién
de circuitos electronicos, entre otros. También aparece, con algunas modifica-
ciones, en la secuenciacion del ADN. Ademas, segin los diferentes ambitos de
aplicacion del problema, éste puede tener restricciones adiciones como pueden
ser las ventanas de tiempo (TSP with Time Windows) por lo que resulta ser ain
mas complejo.

2.2. Modelos matematicos

En esta seccion se reflejan tres formulaciones diferentes para los problemas
SMINAREA y SMAXAREA. La primera de ellas fue enunciada por Ramos et al.
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[3] v es con ésta con la que vamos a comparar los resultados que hemos obteni-
do, mientras que las dos restantes se han propuesto para la elaboracién de este
trabajo.

A continuacion, describimos las variables de decision con las que trabaja-
remos en estos tres modelos.

» La variable y;, para cada t € A(S), es igual a uno si el tridngulo ¢ esté en la
triangulaciéon solucién.

= La variable wy es igual a uno si ¢t y s son dos triangulos adyacentes en la
triangulacion solucion.

» La variable z;;, para cada i,j € S, es igual a uno si el segmento (7, j) es una
diagonal de la triangulacién solucion.

» La variable x;;, para cada i,j € S, es igual a uno si el segmento (i, j) estd en
el perimetro del poligono.

» Por ultimo, la variable u;, para cada i € S\ {0}, indica la posicién menos
uno del vértice ¢ en la ruta.

En el resto de este escrito, consideraremos que las variables z;; son variables
orientadas.

Adicionalmente a la notacién de A(S) como conjunto de tridngulos que
se pueden formar con los puntos de .S, definimos los siguientes conjuntos. Para
i € S denotamos por A(S,7) al conjunto de tridngulos de A(S) que incluyen a i
como uno de sus vértices. Para t € A(S) denotamos por A(S,t) al conjunto de
tridngulos de A(S) adyacentes a t. Y, para ¢,j € S denotamos por A(S,i,j) al
conjunto de tridngulos de A(S) que tienen a i y j como vértices.

2.2.1. Modelo 1

El modelo que fue propuesto por Ramos et al. en [3] estd basado en la
correspondencia que existe entre una triangulaciéon de un poligono y un arbol
del grafo dual definido de la siguiente forma. Consideremos G' = (A(S5), E) cu-
yo conjunto de nodos A(S) se corresponde con cada posible tridngulo de una
triangulacién de un poligono P, y cada elemento de E se corresponde con dos
triangulos adyacentes.

La formulacién de dicho modelo es la siguiente:

min / max Z asy (2.1)

te A(S)

sujeto a:
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> w=n-2 (2.2)

te A(S)
> wa=n-3 (2.3)
(t,s)€E
yw+ys <1 Vit se A(S) tridangulos incompatibles (2.4)
S ow>1 vies (2.5)
teA(S,i)
Z wis <oy, Ve A(S) (2.6)
SEA(S,t)
Y w, <|UI-1 YU C A(S) (2.7)
t,seU
v €{0,1} Vte A(S) (2.8)

wys € {0,1} ¥t s € A(9),t < s.

El nimero de vértices y aristas en una solucion se imponen en las ecuaciones
(2.2) y (2.3), respectivamente. No van a haber tridangulos que se cruzan debido a
la restriccién (2.4). Que cada punto i € S tenga, al menos, un tridngulo adyacen-
te se garantiza en la restriccién (2.5). La relacion entre los vértices y las aristas
incidentes en ellos viene dada por la restriccién (2.6), donde o = min{d*, 3}, ya
que cada vértice tiene grado, a lo sumo, tres. La restriccion (2.7) garantiza que
no existan subciclos en la solucién. Por tultimo, la integrabilidad de las variables
se garantiza por las restricciones (2.8) y (2.9).

Se aplicaron diversas heuristicas para disminuir el tiempo de resolucion
pero la que mejor resultados obtuvo fue la que sustituy6 la restriccion (2.3) por
la restriccién (2.10), donde (2.10) es una combinacién lineal de las restricciones

(2.2) y (2.3).

We = yy—1 Vies. (2.10)
) >

e€E(A(S,i)) teA(S,9)

2.2.2. Modelo 2

La idea de este segundo modelo es que, dada una triangulacién de un poli-
gono simple P, hay exactamente un tridngulo adyacente a cada lado del poligono
y hay exactamente dos tridngulos adyacentes a cada diagonal. Asi surge esta for-
mulacién alternativa para resolver los problemas SMAXAREA y SMINAREA:

L El conjunto de vértices adyacentes a un vértice dado i € S lo denotamos por N(i), y el grado de 4
esd=| N(i) |.
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min / max Z aty (2.11)
te A(S)
sujeto a:
> y=n-2 (2.12)
teA(S)
v+ ys <1 Vit se A(S) tridngulos incompatibles
(2.13)
> w=2z;+wta; VijES (2.14)
tEA(S,i,5)
T+ x5 +2; <1 Vi,jeS 2.15)
Y awy= Y x=1 Vies (2.16)
JESJF1 JES,jFi
u; > ui+z;—(n—2)1—xy) Vi,jeS,i,j#0,i#j (2.17)
u; >u;+1  si(Z,7) es un segmento de CH(S) (2.18)
0<wu<n—2 YieS (2.19)
y € {0,1} Vt e A(S) (2.20)
v € {01} V(i) € Es (2.21)
zi; € {0,1}  V(i,j) € Eg (2.22)

La restriccion (2.12) dice que una triangulacién contiene exactamente n — 2
tridngulos. Mediante las restricciones (2.13) nos aseguramos de que dos tridngu-
los incompatibles no pueden estar en la misma solucién. Las restricciones (2.14)
y (2.15) son las que fuerzan a que un lado del poligono tiene exactamente un
triangulo adyacente y que una diagonal de la triangulacion del poligono tiene
exactamente dos tridngulos adyacentes. Las restricciones (2.16) y (2.17) son co-
mo las restricciones de grado y conectividad del TSP (ya que un poligono debe
ser una solucién del TSP). Un poligono simple debe respetar el orden en el que
se recorren los vértices de la envolvente convexa, asi podemos anadir las restric-
ciones (2.18). Finalmente, el resto de restricciones corresponde a restricciones
sobre las cotas e integrabilidad de las variables.

Una observacién importante, si buscamos que la soluciéon sea un poligono
simple, es que no puede haber una arista que conecte dos vértices no consecu-
tivos de la envolvente convexa, por lo tanto si i,j5 € CH(S) e ¢ y j son dos
vértices no consecutivos en CH(S), entonces podemos fijar la variable z;; a 0.
Adicionalmente, una arista de la envolvente convexa no puede ser una diagonal,
por lo que sii,7 € CH(S) e iy j son vértices consecutivos de CH(S), entonces
la variable z;; puede fijarse a 0.



2.2 Modelos matemaéticos 11

La restriccion (2.15) puede reforzarse mediante:

Tij + xji + 2ij + T+ T + 20 <1

si (7,7), (k,l) son segmentos que se cruzan

La restriccion (2.17) puede reforzarse mediante:

uj > u;+ x5 — (0= 2)(1 = 245) + (n = 3)xy

La restriccion (2.18) puede reforzarse mediante:

UJZU1+2—£IZ'”

2.2.3. Modelo 3

(2.23)
Vi, j €S, #0,i# 5 (2.24)
si (,7) es un segmento de CH(S) (2.25)

La idea de este tercer modelo es tener en cuenta el area que se forma
entre la envolvente convexa y el poligono. De esta forma vamos a triangular esta

superficie mediante las variables y;.

min / max
sujeto a:
> yw=n—ICH(S)
te A(S)
Y + Ys < 1
Z yr=1—xi; —xy
te A(S,i,7)
Z Yr = 225 + x5 + x5
tEA(S,i.5)

Tij + Ty + 255 < 1

Z Tij = Z T =1
JESJFi JES,JF#

uj > up+ i — (n—2)(1 — xyy)

u; > u; + 1

O0<uy; <n-—2

y: € {0,1}

z. € {0,1}

z. € {0,1}

a(CH(S)) -

(2.26)

(2.27)

Vt, s € A(S) tridngulos incompatibles

(2.28)
V(i,7) € Ecns) (2.29)
V(Z,]) € ES \ ECH(S) (230)
Vijes 2.31)
Vie S 2.32)
Vi,j € 5,4, #0,1# (2.33)
si (4,7) es un segmento de CH(S) (2.34)
VieS (2.35)
vt € A(S) (2.36)
Ve € E(S) (2.37)
Ve € E(S) (2.38)
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La explicacion de las restricciones de este modelo es similar a la del modelo
anterior salvo en algunas restricciones. Ahora, el nimero de triangulos que de-
bemos coger es n— |[CH(S)| como se impone con (2.27). El nimero de tridngulos
adyacentes a una arista de la envolvente convexa es uno si la arista no esta en el
poligono y cero si la arista esta en el poligono, tal y como se impone con (2.29).
Por otro lado, si se trata de otra arista (no en la envolvente convexa), debe haber
un tridangulo adyacente si forma parte del poligono, dos triangulos adyacentes si
es una diagonal de la superficie fuera del poligono, y cero tridngulos adyacentes
en otro caso. Esto se impone con las restricciones (2.30) y (2.31).

En este modelo, al igual que en el anterior, también podemos fijar la varia-
ble z;; a 0 sii,j € CH(S) son dos vértices no consecutivos de CH(S). Ademas,
de manera andloga también podemos fijar la variable z;; a 0 si i, j € CH(S) son
vértices consecutivos de CH(S).

La restriccion (2.33) puede reforzarse mediante:

uj > u;+ x5 — (n=2)(1—xy) + (n—3)ay Vi, j €S,4,j#0,i#j (2.39)
La restriccion (2.34) puede reforzarse mediante:

u; > u; +2—x; si(i,7) es un segmento de CH(S) (2.40)

Las restricciones de refuerzo (2.24) y (2.25) del Modelo 2 son iguales a
las de refuerzo (2.39) y (2.40) del Modelo 3, respectivamente. Se han escrito
de manera tedrica en cada modelo para una mayor completitud teérica de la
formulacién, sin embargo, en la implementacion del cédigo se trataran como dos
restricciones en lugar de cuatro.

El c6digo que se ha creado puede consultarse en el apéndice A.1.
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Resultados computacionales

A modo de introduccién en este tercer capitulo comenzaremos hablando
sobre como hemos obtenido los datos con los que hemos trabajado y cuales son
las caracteristicas de las maquinas que se han utilizado. Luego, presentaremos
los resultados preliminares obtenidos al resolver los mismos problemas pero con
solucionadores diferentes. Y por tltimo, vamos a comparar nuestros mejores re-
sultados con los ya existentes en la literatura.

Se crearon diez instancias (instances) de tamano n, donde n € {10, 15, 20, 25},
usando el mismo software generador! empleado para el concurso CG:SHOP en
el afio 2019, implementado en C++, es decir, se crearon cuarenta instancias en
total. Asimismo, las coordenadas de los puntos en el plano fueron seleccionadas
como numeros enteros pares para que el area de cualquier poligonalizacion sea
también un ntmero entero [10].

» CG:SHOP (Computational Geometry: Solving Hard Optimization Problems)
[4] es una pagina web en la que una o varias personas proponen retos de
optimizacién de Geometria Computacional. En particular, el desafio que se
propuso en el ano 2019 fue organizado por Erik Demaine, Sandor Fekete y
Joseph S. B. Mitchell, y se basé en poligonalizaciones de area 6ptima: dado
un conjunto S de n puntos en el plano, calcular una poligonalizacién simple
de S que tenga area maxima o minima entre todas las poligonalizaciones de S.

La Tabla 3.1 especifica las caracteristicas de las maquinas que se han utili-
zado. La maquina M1 fue empleada por Ramos et al. en [3] y la maquina M2 es
la que hemos utilizado para obtener los resultados que veremos en este capitulo.

! https://gitlab.ibr.cs.tu-bs.de/hip/hip-generators
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Maéaquina CPU Clock RAM
M1 Intel(R) Core(TM) i7-3770 3.9GHz  32GB
M2 Intel(R) Core(TM) i7-2600 34GHz 16GB

Tabla 3.1. Caracteristicas de las maquinas utilizadas.

3.1. Resultados preliminares

En esta seccién presentaremos, mediante tablas, los resultados que hemos
obtenido tras realizar diferentes experimentos bajo ciertas caracteristicas que
explicaremos a medida que vayamos introduciendo cada tabla. Todos los tiem-
pos que aparecen en las tablas estan en segundos y se han redondeado a una
cifra decimal.

En primer lugar, mostramos las Tablas 3.2 y 3.3. En ellas ejecutamos cinco
instancias de tamano quince para los problemas SMAXAREA y SMINAREA
respectivamente. En cada modelo comparamos los tiempos de resolucion de cada
instancia con los solucionadores CBC y GUROBI. Para este experimento se han
ejecutado los Modelos 2 y 3 sin restricciones que los fortalezcan.

Modelo 2 Modelo 3
Instancia | Area | CBC | GUROBI | CBC | GUROBI
nlb5s01 26248 | 157.3 1.9 11.2 0.3
nl15s02 21592 | 200.7 1.4 19.7 0.4
nl5s03 22368 | 229.3 2.0 38.5 0.6
nlb5s04 27324 | 100.0 0.8 9.1 0.5
n15s05 22918 | 495.3 1.3 31.0 0.5
Promedio 236.5 1.5 21.9 0.5

Tabla 3.2. Comparacién de tiempos entre CBC y GUROBI para el SMAXAREA.

Modelo 2 Modelo 3
Instancia | Area | CBC | GUROBI | CBC | GUROBI
n15s01 7668 | 25.3 0.9 180.4 1.0
n15s02 5512 | 573.3 2.1 1786.7 4.2
n15s03 6850 | 209.7 2.3 448.0 1.9
n15s04 7572 | 110.8 1.0 66.9 0.6
n15s05 3764 | 136.1 0.9 152.5 1.5
Promedio 211.0 1.4 526.9 1.8

Tabla 3.3. Comparacién de tiempos entre CBC y GUROBI para el SMINAREA.

Solamente se han ejecutado cinco instancias en cada tabla ya que han sido
suficientes para comprobar que ambos modelos se resuelven de manera méas ra-



3.1 Resultados preliminares 15

pida con el software GUROBI. Se puede observar que dicha diferencia es mucho
mayor en el Modelo 2 que en el Modelo 3 cuando maximizamos y sucede lo

contrario cuando minimizamos, es decir, el tiempo de resolucién es mayor en el
Modelo 3.

Una vez demostrado que el solucionador GUROBI es notablemente mas
eficaz que el solucionador CBC vamos a estudiar qué combinacién de restriccio-
nes de refuerzo proporciona el menor tiempo de resolucion.

Antes de presentar los resultados preliminares, vamos a aclarar como denotare-
mos a estas combinaciones para el Modelo 2:

= V0. Modelo 2 sin restricciones que fortalezcan el modelo, es decir el modelo
formado por (2.12)—(2.22).

» V1. Modelo 2 fortalecido cambiando (2.15) por (2.23).

» V2. Modelo 2 fortalecido cambiando (2.17) por (2.24).

» V3. Modelo 2 fortalecido cambiando (2.18) por (2.25).

» V4. Modelo 2 fijando algunas variables z;; y 2;; a cero, tal y como se describe
en la Secciéon 2.2.2.

= V5. Modelo 2 fortalecido todo lo posible, es decir, incluyendo los cambios de
V1, V2, V3 y V4.

De manera analoga para el Modelo 3 se incluyen las variantes V0, V2, V3,
V4 y V5. En este modelo no existe V1 debido a que no se consiguié implementar
una restriccion similar a la (2.23) del Modelo 2 para este Modelo 3.

Una vez hecha esta aclaracion respecto a la notacion, presentamos las Ta-
blas 3.4 y 3.5. En la Tabla 3.4 se puede ver que, al resolver el problema SMAXA-
REA para instancias de tamano quince, la mejor combinacién de restricciones,
tanto en el Modelo 2 como en el 3, viene dada por la variante V4. Recordemos
que en éstas algunas variables x;; y 2;; han sido fijadas a cero. Tienen unos
tiempos medios de resolucion de 1.5 segundos para el Modelo 2 y 0.5 segundos
para el Modelo 3. También se observa que, para este problema, la variante del
Modelo 3 tiene un tiempo medio de resoluciéon menor que la del Modelo 2.

En la Tabla 3.5 se han resuelto instancias de tamano veinte y para el Mo-
delo 2 se observa que los menores tiempos de resolucion se corresponden con
las variantes V2 y V4. Sin embargo, para el Modelo 3 los menores tiempos se
corresponden con las variantes V3 y V4, mientras que la V2 pertenece a uno de
los mayores.

Por tanto, para resolver el problema SMAXAREA utilizaremos la variante
V4 debido a que presenta una menor variabilidad en los datos.
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Modelo 2 Modelo 3

Instancia | Area | VO V1 V2 V3 V4 V5[V0 V2 V3 V4 V5
n15s01 26248 | 1.6 1.7 15 1.7 13 16|03 0.3 02 02 02
n15s02 21592 | 1.2 1.8 15 24 14 19|04 04 04 05 0.3
n15s03 22368 | 1.9 2.0 1.9 22 20 22|06 0.7 06 06 1.1
n15s04 27324 | 0.8 1.0 0.7 0.8 0.8 09|05 0.8 09 04 0.7
n15s05 22918 | 1.2 3.0 1.2 12 1.0 28|05 04 04 04 04
n15s06 17076 | 3.5 4.0 3.0 28 3.1 39|07 07 05 0.7 0.8
n15s07 19760 | 1.5 26 1.5 1.4 15 22]03 04 05 0.3 03
n15s08 18558 | 1.5 1.8 1.6 19 15 20|09 09 08 0.8 0.6
n15s09 21028 |09 1.0 0.9 1.0 09 15|03 04 03 03 04
n15s10 23562 | 2.0 2.8 2.0 1.9 19 25|07 0.7 06 08 0.6
Promedio 16 22 16 1.7 15 21|05 06 05 05 0.5

Tabla 3.4. Comparacién de tiempos para diferentes restricciones en los Modelos 2 y 3 para el SMAXAREA
con instancias de tamafio quince.

Modelo 2 Modelo 3
Instancia | Area | VO Vi V2 V3 V4 V5 | VO V2 V3 V4 V5

n20s01 22042 | 94.9 119.0 103.6 101.7 84.5 94.7 | 9.8 9.0 6.7 56 7.9
n20s02 24328 | 127.1 107.3 99.7 117.1 859 799 | 4.6 3.1 3.7 5.0 3.1
n20s03 20498 | 60.2 127.6 653 73.0 785 117.0 | 6.5 5.5 18.4 6.8 5.6
n20s04 25420 | 40.2 423 29.1 363 406 54.0 | 4.8 72000 6.4 7.7 5.2
n20s05 24986 | 102.0 131.8 101.5 130.6 106.0 176.5 | 11.8 7.3 8.6 7.7 6.7
n20s06 28060 | 19.9 220 433 450 389 178 | 2.8 4.2 3.7 23 3.6
n20s07 26452 | 133.7 120.0 89.6 96.7 1152 914 |31.1 222 258 325 7200.0
n20s08 24674 | 70.2 398 66.1 67.6 54.7 435 | 4.5 5.4 3.7 3.5 2.8
n20s09 28156 | 103.5 114.0 777 963 86.5 1445 | 5.5 4.1 39 5.8 5.3
n20s10 24102 | 16.1  13.2 176 126 179 195 | 2.3 1.9 25 1.7 2.0

Promedio 76.8 83.7 693 77.7 709 839 | 84 7263 83 7.8 7242

Tabla 3.5. Comparacién de tiempos para diferentes restricciones en los Modelos 2 y 3 para el SMAXAREA
con instancias de tamafio veinte.

En la Tabla 3.6 se presentan los resultados del problema SMINAREA para
instancias de tamano quince. Al igual que ocurre con el problema SMAXAREA,
la variante V4 proporcionan los menores tiempos de resolucion. En este caso, la
variante del Modelo 2 ha concluido con un tiempo medio de 1.2 segundos mien-
tras que la del Modelo 3 lo hizo a los 1.6 segundos. Al contrario de lo que ocurre
con el experimento anterior, en esta ocasion ha sido la variante del Modelo 2 la
que ha proporcionado un tiempo medio menor.

Por otra parte, en la Tabla 3.7 observamos que para el Modelo 2 los menores
tiempos de resolucién se corresponden con las variantes VO y V2, mientras que
para el Modelo 3 se corresponden con las variantes V2 y V4. Debido a que la
variante VO representa en el Modelo 3 uno de los tiempos mas altos y observando
que la variante V4 nos brinda un tiempo medio de resolucién similar al de la
variante V2, por convenio se ha decidido resolver el problema SMINAREA con
la variante V4 para ambos modelos.
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Modelo 2 Modelo 3

Instancia | Area | VO V1 V2 V3 V4 V5|V0 V2 V3 V4 V5
n15s01 7668 | 1.0 1.4 1.0 0.7 06 12|10 1.1 1.4 09 1.0
n15s02 5512 | 2.3 34 22 22 22 32|45 44 47 44 4.2
n15s03 6350 | 2.2 2.2 20 22 1.7 27021 19 21 1.7 14
n15s04 7572 109 1.0 1.1 09 1.0 11|06 06 06 0.5 0.6
n15s05 3764 |09 1.6 09 14 1.1 14]15 15 1.6 09 1.6
n15s06 4622 |11 15 1.1 1.9 08 16[1.0 1.0 1.0 1.0 1.1
n15s07 5092 | 1.0 1.0 10 1.1 1.1 12|11 1.1 1.0 1.0 1.0
n15s08 4202 |14 19 13 16 14 25|18 1.8 1.8 21 1.7
n15s09 7942 | 1.1 1.1 1.0 1.0 09 1.1/0.8 08 0.7 0.8 0.7
nl15s10 4244 |14 25 18 14 14 2832 32 32 28 3.0
Promedio 13 18 13 14 12 19|18 18 1.8 16 1.6

Tabla 3.6. Comparacién de tiempos para diferentes restricciones en los Modelos 2 y 3 para el SMINAREA
con instancias de tamafio quince.

Modelo 2 Modelo 3

Instancia | Area | VO V1 V2 V3 V4 V5 | V0O V2 V3 V4 V5
n20s01 4266 | 27.6 37.8 23.7 30.4 39.0 389 | 1184 745 81.5 74.0 14315
n20s02 5486 | 28.0 21.7 28.0 19.9 27.0 22.6| 10.3 10.3 9.9 10.3 8.1
n20s03 5052 | 17.0 23.9 13.7 30.7 16.2 24.9 | 112.3 102.1 131.2 146.7 113.4
n20s04 5342 | 74 80 101 98 89 12.1| 4.9 4.6 6.4 4.8 4.3
n20s05 5282 | 28.6 43.2 31.1 28.6 26.4 36.6| 112.3 100.3 7200.0 102.9 115.7
n20s06 5846 | 5.8 7.0 51 4.7 46 83 | 5.2 5.4 4.7 4.8 6.3
n20s07 3738 | 104 13.9 95 11.1 102 109 | 9.3 9.4 9.3 9.6 9.3
n20s08 6006 | 18.1 18.6 16.2 156 13.3 14.8| 71.5 842 65.8 59.0 21.6
n20s09 5958 | 16.3 30.5 22.3 259 255 187 |115.8 96.5 142.6 79.6  87.5
n20s10 7338 | 49 6.6 4.8 43 42 7.1 | 4.4 4.4 4.3 3.4 3.4
Promedio 16.4 21.1 164 181 175 195 | 574 492 765.6 494 180.1

Tabla 3.7. Comparacién de tiempos para diferentes restricciones en los Modelos 2 y 3 para el SMINAREA
con instancias de tamafio veinte.

3.2. Resultados finales

Por tltimo, en esta seccion vamos a comparar los resultados que obtuvo
Ramos et al. en [3] con los que hemos obtenido tras realizar diversos experimen-
tos.

En cada una de las tablas que presentaremos a continuacion veremos los
resultados de ejecutar las cuarenta instancias creadas. Ademdas, Ramos et al.
fijaron un tiempo maximo de ejecucién para cada instancia de 10800 segundos
mientras que para este trabajo se ha decidido fijarlo en 7200 segundos. Recor-
demos que, en la seccién anterior, decidimos resolver los Modelos 2 y 3 con la
variante V4 por lo que utilizaremos ésta para realizar dicha comparacion.

En lo que respecta a las areas de los poligonos, todas las que estan refleja-
das en las tablas son 6ptimas pues, tal y como veremos seguidamente, el Modelo
3 ha sido capaz de resolver todas las instancias mencionadas anteriormente con
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optimalidad.

En la Tabla 3.8 presentamos los resultados finales que hemos obtenido pa-
ra el problema SMAXAREA. Respecto al Modelo 1, se observa que el tiempo
medio de resolucion en las instancias de tamano 10 no presenta una variacion
destacable si lo comparamos con los otros dos modelos. Es a partir del tamano
15 cuando comienzan las primeras diferencias. Con tamano 20, hay algunas que
llegan al limite de tiempo establecido mientras que la mayoria de instancias de
tamano 25 no es capaz de resolverlas con optimalidad. Por otra parte, el Modelo
2 es capaz de resolver todas las instancias de tamano 10, 15 y 20 a pesar de
contar con un tiempo maximo de resolucion menor y solamente llega a dicho
limite en tres instancias de tamano 25. Si lo comparamos con el Modelo 3, am-
bos problemas presentan tiempos medios de resolucién similares en los tamafos
10 y 15 pero es a partir del tamano 20 cuando hay un incremento considerable
entre ambos tiempos. Tal y como se puede observar, es el Modelo 3 el que da
mejores resultados pues ha sido capaz de resolver todas las instancias de manera
Optima, sin llegar al tiempo maximo establecido en ningiin momento y con un
tiempo medio visiblemente inferior, en comparacién con los Modelos 1 y 2, en
todas las instancias pero en especial en las de tamato 20 y 25.

Sin embargo, en la Tabla 3.9 no podemos comparar los resultados que he-

mos obtenido con la literatura ya que Ramos et al. en [3] no ejecuté las instancias
para el problema SMINAREA.
Para este problema se puede observar que el modelo que presenta menor tiempo
medio de resolucién es el Modelo 2. A pesar de no ser asi en las instancias de
tamano 10, la diferencia es apenas notable. Lo mismo ocurre con las instancias
de tamafio 15, aunque en este caso ya es el Modelo 2 el que presenta un tiempo
medio menor. Apreciamos que cuanto mayor es el nimero de puntos de cada
instancia, mayor es la diferencia de tiempos entre los Modelos 2 y 3. Notamos
que para el problema SMINAREA todas las instancias se han resulto de manera
optima con ambos modelos.
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Instancia | Area | Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
n10s01 17532 0.7 0.0 0.0
n10s02 12140 0.3 0.0 0.0
n10s03 18296 0.3 0.1 0.1
n10s04 16918 0.4 0.0 0.0
n10s05 18162 0.3 0.1 0.1
n10s06 9832 0.1 0.0 0.0
n10s07 15828 0.3 0.1 0.1
n10s08 17534 0.3 0.1 0.0
n10s09 13900 0.5 0.1 0.0
nl0s10 23282 0.2 0.0 0.0
Promedio 0.4 0.1 0.0
nl5s01 26248 20.8 1.3 0.2
n15s02 21592 12.0 1.4 0.5
n15s03 22368 10.6 1.9 0.7
n15s04 27324 4.6 0.7 0.4
n15s05 22918 5.3 1.0 0.4
n15s06 17076 17.7 3.0 0.7
n15s07 19760 30.1 1.5 0.3
n15s08 18558 7.5 1.5 0.8
n15s09 21028 11.3 0.9 0.3
nl5s10 23562 9.8 1.9 0.7
Promedio 13.0 1.5 0.5
n20s01 22042 | 10800.0 81.3 5.3
n20s02 24328 | 10800.0 81.9 4.6
n20s03 20498 276.3 73.6 6.5
n20s04 25420 364.6 38.3 5.1
n20s05 24986 4785.1 89.5 7.1
n20s06 28060 346.6 37.0 2.2
n20s07 26452 134.8 110.0 30.8
n20s08 24674 584.1 51.3 3.4
n20s09 28156 | 10800.0 82.2 5.4
n20s10 24102 271.1 16.9 1.7
Promedio 3916.3 66.2 7.2
n25s01 26210 | 10800.0 395.8 7.5
n25s02 25412 | 10800.0 507.9 12.8
n25s03 26408 | 10800.0 7200.0 12.9
n25s04 16882 | 10800.0 1291.0 71.8
n25s05 28350 | 10800.0 7200.0 49.9
n25s06 26544 6301.2 144.0 12.9
n25s07 26458 | 10800.0 7200.0 73.6
n25s08 27630 4505.1 294.4 22.7
n25s09 27576 | 10800.0 2249.3 61.0
n25s10 25050 5076.9 157.1 10.9
Promedio 9148.3 2663.9 33.6

Tabla 3.8. Comparacién de tiempos entre los Modelos 1, 2 y 3 para el problema SMAXAREA.
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Instancia | Area | Modelo 2 Modelo 3
n10s01 9096 0.0 0.0
n10s02 2736 0.0 0.0
n10s03 5766 0.1 0.1
n10s04 6882 0.0 0.0
n10s05 2832 0.1 0.1
n10s06 4766 0.0 0.0
n10s07 3276 0.1 0.1
n10s08 5608 0.0 0.0
n10s09 4958 0.1 0.0
nl10s10 8018 0.0 0.0
Promedio 0.1 0.0
nl5s01 7668 0.7 0.9
n15s02 5512 2.1 4.1
n15s03 6850 1.8 1.8
nl5s04 7572 1.0 0.5
n15s05 3764 1.1 0.9
n15s06 4622 0.8 1.1
n15s07 5092 1.0 0.9
n15s08 4202 1.3 2.1
n15s09 7942 0.9 0.8
nl5s10 4244 1.4 2.9
Promedio 1.2 1.6
n20s01 4266 37.6 77.3
n20s02 5486 27.5 10.7
n20s03 5052 16.1 148.2
n20s04 5342 9.0 4.8
n20s05 5282 26.5 86.2
n20s06 5846 4.5 5.0
n20s07 3738 10.4 9.5
n20s08 6006 13.4 59.6
n20s09 5958 26.3 80.1
n20s10 7338 4.2 3.3
Promedio 17.6 48.5
n25s01 6112 77.0 312.3
n25s02 4306 80.1 294.5
n25s03 5116 62.6 395.5
n25s04 3466 286.2 1158.3
n25s05 4056 100.8 5641.0
n25s06 4454 52.9 34.9
n25s07 6902 531.1 1558.9
n25s08 5608 284.7 860.9
n25s09 4592 252.1 2258.3
n25s10 5344 243.1 523.3
Promedio 197.1 1303.8

Tabla 3.9. Comparacién de tiempos entre los Modelos 2 y 3 para el problema SMINAREA.



Conclusiones

Esta memoria describe el problema que consiste en construir un poligono a
partir de un conjunto de puntos en el plano de forma que se optimice (maximice
o minimice) el drea del poligono. También describe tres modelos matematicos
para estos dos problemas denominados SMAXAREA y SMINAREA y muestra
numerosos resultados computacionales.

De los tres modelos, dos de ellos se han propuesto como novedad en es-
ta memoria, llamados Modelo 2 y Modelo 3. Mediante diversos experimentos
realizados se han comparado estos dos modelos y, adicionalmente, se han com-
parado con un tercer modelo ya existente en la literatura, denominado Modelo 1.

De estos resultados computacionales se deduce que los Modelos 2 y 3 son
mejores que el Modelo 1, mejorando ampliamente los tiempos computacionales.
Asimismo se puede concluir que el Modelo 3 es mejor que el Modelo 2 para el
problema SMAXAREA, pero que el Modelo 2 es mejor que el Modelo 3 para el
problema SMINAREA.

Por ultimo, se ha comprobado que todas las instancias fueron resueltas de
forma 6ptima para el problema SMAXAREA con el Modelo 3 y para el problema
SMINAREA con los Modelos 2 y 3.
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Apéndice

En esta secciéon vamos a mostrar el codigo que se ha creado para la reali-
zacion de este trabajo.

A.1. Implementacién de los modelos

En las secciones 2.2.2 y 2.2.3 se encuentran las formulaciones de los Mode-
los 2 y 3 respectivamente. Sin embargo, a la hora de implementarlos no hemos
creado dos codigos por separado sino que lo hemos hecho en un tnico cédigo.

En primer lugar, importamos las librerias que vamos a utilizar.

import random

import numpy as np

import math

import matplotlib.pyplot as plt

from ortools.linear_solver import pywraplp

j from scipy.spatial import ConvexHull, convex_hull_plot_2d

Listing A.1. Celda de cédigo 1

Después definimos un épsilon y creamos una funciéon que lea todos los
datos que contiene cada uno de los ficheros. Para ello, se ha creado una lista
en la que se almacena cada linea del fichero excepto las dos primeras ya que
no proporcionan datos que sean necesarios para el correcto funcionamiento del
codigo. Posteriormente, se declaran todas las variables como globales para poder
usarlas fuera de la funcion. Luego, guardamos en vectores toda la informacién
que nos proporciona cada fichero y se declaran mas variables que nos facilitaran
la implementacion de las restricciones.

EPS = 0.001 # epsilon

def lectura_fichero(nombre_fichero):
lista=[]
lista_limpia=[]
f = open(nombre_fichero, 'r')
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lines =

global
global
global
global
global
global
global
global
global
global
global
global
global
global
global
global
global

f.readlines() # Lee linea a linea

for i in lines:
lista.append (i)

for k in range(2,len(lista)):
limpiar=1listalk].strip('\n').split ()
lista_limpia.append(limpiar)

nP #
nCH #
nT #
nSC #
nTI #

Numero
Numero
Numero
Numero
Numero

de
de
de
de
de

area_CH # Area
S # Conjunto
S0 # Conjunto
T # Conjunto

coord
CH

triangulos

areas
SC

puntos

puntos en la envolvente convexa
triangulos

segmentos que se cruzan
triangulos incompatibles
de la envolvente convexa
de puntos
de puntos sin el punto O
de triangulos

triangulos_incompatibles
triangulos_adyacentes
estaEnCH

nP = int(lista_limpia[0][0])
nCH = int(lista_limpia[0][1])
nT = int(lista_limpia[0][2])
nSC = int(lista_limpia[0][3])
nTI = int(lista_limpia[0][4])
= float(lista_limpial[0][5])

area_CH

# Coordenadas de los puntos
np.zeros ((nP,2))

coord =
first_1

ine =

2

for i in range(nP)
= float(lista_limpial[first_line + i][1])
= float(lista_limpial[first_line + i][2])

coord[i] [0]
coord[i] [1]

# Puntos que forman la envolvente convexa
CH = np.zeros(nCH, dtype = int)

first_1

ine =

2+nP+1

for i in range (nCH)
= int(lista_limpial[first_line + i][1])

CH[i]

# Coordenadas de los triangulos y sus respectivas areas
np.zeros ((nT,3), dtype=int)
np.zeros (nT)
2+nP+1+nCH+1
triangulos_adyacentes=[]
for i in range(nP)
triangulos_adyacentes.append([])

triangu
areas =
first_1

for j in range(nP)

if

los =

ine =

j>i

triangulos_adyacentes[i].append ([])



A.1 Implementacién de los modelos 25

62 for t in range (nT)

63 i = int(lista_limpia[first_line + t][1])

64 j = int(lista_limpial[first_line + t][2])

65 k = int(lista_limpial[first_line + t][3])

66 triangulos[t][0] = i

67 triangulos [t] [1] h)

68 triangulos[t] [2] k

69 areas[t] = float(lista_limpia[first_line + t][4])
70 triangulos_adyacentes [i] [j-i-1].append(t)

71 triangulos_adyacentes[i] [k-i-1].append(t)

72 triangulos_adyacentes [j] [k-j-1].append(t)

7 # Puntos de los segmentos que se cruzan
75 SC = np.zeros((nSC,4), dtype=int)

6 first_line = 2+nP+1+nCH+1+nT+1

77 for i in range (nSC)

78 SC[i][0] = int(lista_limpial[first_line + i][2])

79 SC[i][1] = int(lista_limpia[first_line + i][1])

80 SC[i]1[2] = int(lista_limpia[first_line + i][4])

81 SC[i][3] = int(lista_limpial[first_line + i][3])

82

83 # Vector que nos dice si un punto esta o no en la CH
84 estaEnCH = np.zeros(nP, dtype=int)

85 for i in range(nCH)

86 estaEnCH[CH[i]] = 1

87

88

89 # Triangulos incompatibles

90 triangulos_incompatibles = np.zeros((nTI,2), dtype=int)
91 first_line = 2+nP+1+nCH+1+nT+1+nSC+1

92 for i in range(nTI)
93 triangulos_incompatibles[i] [0]
94 triangulos_incompatibles[i] [1]

int(lista_limpial[first_line + i][1])
int(lista_limpia[first_line + i][2])

95

96 S = range(nP)

97 80 = range(1,nP)
98 T = range(nT)

Listing A.2. Celda de cédigo 2

Se ha creado una funcion que dibuja la solucién en caso de que ésta sea
optima o factible.

1 def dibuja(selected):

2> plt.figure(figsize=(8,8))

3 plt.x1im(0,200)

I plt.ylim(0,200)

5 plt.xlabel("Coordenada X", fontsize='16")
6 plt.ylabel("Coordenada Y", fontsize='16")

8 for i in S

9 plt.plot(coord[i] [0], coord[i][1],'ro"')

10 plt.annotate('%i'%(i), (coord[i]l[0],coord[i][1]+2) ,fontsize='12"',color=
'black')

11 for (i,j) in selected:

12 plt.plot([coord[i] [0],coord[j]1[0]], [coord[i][1],coord[j]1[1]1], 'y-')
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14 plt.show ()
Listing A.3. Celda de cédigo 3

Creamos una funcién a la que le pasaremos los siguientes parametros:

= MAXIMIZE o MINIMIZE segin queramos maximizar o minimizar la funcion
objetivo.

= CBC o GUROBI dependiendo de qué solver queramos utilizar.

= 2 0 3 segin qué modelo vamos a utilizar para resolver las instancias.

» TRUE o FALSE dependiendo de si queremos reforzar el Modelo 2 con la res-
triccién (2.23).

= TRUE o FALSE dependiendo de si queremos reforzar los Modelos 2 o 3 con la
restriccion (2.24).

= TRUE o FALSE dependiendo de si queremos reforzar los Modelos 2 o 3 con la
restriccion (2.25).

= TRUE o FALSE dependiendo de si queremos reforzar los Modelos 2 o 3 fijando
algunas variables a 0.

Definimos las variables, implementamos la funcion objetivo y las distintas restric-
ciones e imprimimos por pantalla si la solucién a la que se ha llegado es éptima
o factible, el area y el tiempo empleado en la resolucion de cada instancia.

1 def modelo(objetive, lp_solver, model, seg_cruzan_fort, rest_u_fort,
pos_u_fort, fijar_var_0):

selected = {}

3 if 1lp_solver == 'GUROBI'

4 solver = pywraplp.Solver('Modelo', pywraplp.Solver.
GUROBI_MIXED_INTEGER_PROGRAMMING)

5 else

6 solver = pywraplp.Solver('Modelo', pywraplp.Solver.
CBC_MIXED_INTEGER_PROGRAMMING)

N}

8 solver.SetTimeLimit (7200000)

10 # Variables de decision

11 y = { (1) : solver.BoolVar('y[%i]' % (i)) for i in T }

12 z = { (i,j) : solver.BoolVar('z[%i,%i]l"' % (i,j)) for i in S for j in S if
i<j }

13 x = { (i,j) : solver.BoolVar('x[%i,%i]l"' % (i,j)) for i in S for j in S if
jr=1i }

14 u=491i : solver.NumVar(0.0, nP-2, 'ul[%il' % i) for i in SO }

16 # Funcion objetivo

17 if objetive == 'Maximize'

18 if model ==

19 solver.Maximize (solver.Sum( areas[t]l*y[t] for t in T ))

20 else

1 solver.Maximize (area_CH - solver.Sum( areas[t]l*y[t] for t in T ))
else

NN N

3 if model == 2
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solver.Minimize (solver.Sum( areas[t]l*y[t] for t in T )) # Maximize o
Minimize
else

solver.Minimize (area_CH - solver.Sum( areas[t]l*y[t] for t in T ))

# Restricciones
# Restriccion 1

if model ==

solver.Add( solver.Sum( y[t] for t in T) == nP - 2 )
else

solver.Add( solver.Sum( y[t] for t in T) == nP - nCH )

# Restriccion 2
solver.Add( y[triangulos_incompatibles[i,0]] + y[
triangulos_incompatibles([i,1]] <= 1 ) for i in range(nTI)]
# Restriccion 3
if model ==
[ solver.Add( solver.Sum( y[t] for t in triangulos_adyacentes[i][j-i
-11) == 2*z[i,j] + x[i,j] + x[j,i] ) for i in S for j in S if i < j 1]
else
[ solver.Add( solver.Sum( y[t] for t in triangulos_adyacentes[CH[i]][CH
[i+1]-CH[i]-1]) == 1 - x[CH[i],CH[i+1]] - x[CH[i+1],CH[il] ) for i imn
range (0,nCH-1) if CH[i] < CH[i+1] 1]
[ solver.Add( solver.Sum( y[t] for t in triangulos_adyacentes[CH[i+1]][
CH[i]-CH[i+1]1-1]1) == 1 - x[CH[i],CH[i+1]1] - x[CH[i+1],CH[i]] ) for i
in range(0,nCH-1) if CH[i] > CH[i+1] ]
if CH[nCH-1] < CHI[O]
solver.Add( solver.Sum( y[t] for t in triangulos_adyacentes [CH[nCH
-111[CH[0]-CH[nCH-1]-1]) == 1 - x[CH[nCH-1],CH[0]] - x[CH[O0],CH[nCH
-111 )
else
solver.Add( solver.Sum( y[t] for t in triangulos_adyacentes[CH[0]] [CH
[nCH-1]-CH[0]-1]) == 1 - x[CH[nCH-1],CH[0]] - x[CH[0],CH[nCH-11] )
# Restriccion 4
if model ==
if seg_cruzan_fort == 0 :
[ solver.Add( x[i,j] + x[j,i] + z[i,j] <= 1 ) for i in S for j in S
if i<j ]
else
[ solver.Add( x[SC[i][0],SC[il[1]] + =x[sSC[il[1],sC[i]l[0]1] + =z[SC[i
100]1,sC[il[11]1 + =x[sc[il[2],sC[i]1([3]1]1 + x[SC[il[3]1,sC[i]1[2]1]1 + z[SCI[i
1[2]1,sC[i]1[3]1] <= 1)

for i in range(nSC) ]

—/

else
[ solver.Add( solver.Sum( y[t] for t in triangulos_adyacentes[i][j-i
-11) == 2x*z[i,j]l + x[i,3j]1 + x[j,i] )
for i in S for j in S if i < j if (estaEnCH[i] == 0 or estaEnCH[j]
== 0) 1]
# Restriccion 5
[ solver.Add( solver.Sum( x[i,j] for j in S if j!=i) == 1 ) for i in S ]
[ solver.Add( solver.Sum( x[j,i] for j in S if j!=i) == 1 ) for i in S ]
# Restriccion 6

if rest_u_fort == 0 :
[ solver.Add( ulj]l >= ulil + x[i,j] - (@P-2)*(1-x[i,j]) ) for i in SO
for j in SO if j!=i ]

else
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63 [ solver.Add( ulj]l >= ulil + x[i,j]l - (@P-2)*(1-x[i,jl) + (aP-3)*x[j,i]
) for i in SO for j in SO if j!=i ]

64 # Restriccion 7

65 if pos_u_fort ==

66 [ solver.Add( ul[CH[i+1]] >= ul[CH[i]] + 1 ) for i in range(1,nCH-1) ]

67 else

68 [ solver.Add( u[CH[i+1]] >= u[CH[i]] + 2 - x[CH[i],CH[i+1]]) for i in
range (1,nCH-1) ]

69 # Restricciones de refuerzo

70 if fijar_var_O != 0

71 [ solver.Add( x[CH[i],CH[j]] == 0 ) for i in range(nCH) for j in range(
nCH) if (i-j > 1 and (i!=nCH-1 or j!=0 )) or (j-i > 1 and (i!=0 or j!=
nCH-1 ))]

72 [ solver.Add( z[CH[i],CH[j]] == 0 ) for i in range(nCH) for j in range(

nCH) if CH[i] < CH[j]]

# Resolvemos el problema

75 global status

76 status = solver.Solve()

77 global tiempo

78 global area_total

79 tiempo = solver.WallTime () /1000

80 area_total = 0

81 if status == pywraplp.Solver.OPTIMAL

82 area_total = solver.Objective(). Value()

83 print('La solucion optima tiene un area de ', area_total, ' y el
problema se ha resuelto en ', tiempo, ' segundos')

84 selected = [(i,j) for i in S for j in S if i'!=j if x[i,j].
solution_value() > EPS]

85 dibuja(selected)

86 elif status == pywraplp.Solver.FEASIBLE

87 area_total = solver.Objective(). Value()

88 print ('La solucion factible tiene un area de ', area_total, ' y el
problema se ha resuelto en ', tiempo, ' segundos')

89 selected = [(i,j) for i in S for j in S if i!=j if x[i,j].
solution_value() > EPS]

90 dibuja(selected)

91 else:

92 print ('Este problema no tiene solucion factible')

Listing A.4. Celda de cédigo 4

Por tultimo, tenemos el programa principal, en el cual se generan todas las
tablas que aparecen en el capitulo 3 y se crea un archivo de texto en el que se
graban los resultados obtenidos tras la ejecucién de todos los ficheros.

1 fichero_resultados = "results.txt"

3 # Programa principal

1 f = open(fichero_resultados, 'a')

5 f.write("Objetivo\tSolver\tModelo\tNombre\tn\tseg_cruzan_fort\trest_u_fort\
tpos_u_fort\tfijar_var_O\tstatus\tTiempo\tArea\n")

6 f.close()

8 # Tablas 3.2 y 3.3
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9 opciones_objetivo = ['Minimize'] # 'Maximize' o 'Minimize'

10 solucionadores = ['GUROBI'] # 'CBC' o 'GUROBI'

11 modelos = [2,3]

12 # tamanios = [10,15,20]

13 tamanios = [15]

14 # semillas = ['0O1','02','03','04','05','06','07','08','09','10"']
15 semillas = ['01','02','03','04','05"']

16 opciones = [ # seg_cruzan_fort, rest_u_fort, pos_u_fort, fijar_var_O
17 [0, 0, 0, 0]
18 ]

# Tablas 3.4 y 3.5

21 # opciones_objetivo = ['Maximize', 'Minimize'] # 'Maximize' o 'Minimize'
it
it

22 solucionadores = ['GUROBI'] # 'CBC' o 'GUROBI'

23 modelos = [2,3]

24 ## tamanios = [10,15,20]

25 # tamanios = [15]

26 # semillas = ['01','02','03','04','05','06"','07"','08','09','10"']
27 # opciones = [ # seg_cruzan_fort, rest_u_fort, pos_u_fort, fijar_var_0
28 # [0, o, 0, 0],

29 # [1, 0, 0, O],

30 # [o, 1, 0, 0],

31 # [o, o, 1, 0l,

32 # [0, o, o, 11,

33 # [1, 1, 1, 1]

34 # ]

35

36 # Tablas 3.6 y 3.7

37 # opciones_objetivo = ['Minimize'] # 'Maximize' o 'Minimize'

38 # solucionadores = ['GUROBI'] # 'CBC' o 'GUROBI'

39 # modelos = [2,3]

40 # tamanios = [10,15,20,25]

41 # semillas = ['01','02','03','04"','05','06"','07"','08','09"','10"']
42 # opciones = [ # seg_cruzan_fort, rest_u_fort, pos_u_fort, fijar_var_O
43 [0, 0, 0, 1]

44 ]

47 for obj in opciones_objetivo
48 for sol in solucionadores

49 for tam in tamanios

50 for s in semillas

51 nombre_fichero = 'n' + str(tam) + 's' + s + '.pre'

52 lectura_fichero(nombre_fichero)

53 print('--------- ' ,nombre_fichero, '--------- D)

54 for m in modelos

55 for opt in opciones

56 print('Solving ' + obj + ' ' + sol + ' model ' + str(m) + ' ' +
str (opt))

57 modelo (obj, sol, m, opt[0], opt[1], opt[2], opt[3])

58 f = open(fichero_resultados, 'a')

59 f.write(obj)

60 f.write("\t")

61 f.write(sol)

62 f.write("\t")
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.write(str(m))
.write("\t")

.write (nombre_fichero)
.write ("\t")
.write(str (nP))
.write("\t")
.write(str (opt [0]1))
.write ("\t")
.write(str (opt[1]1))
.write ("\t")
.write(str(opt[2]1))
.write("\t")
.write(str (opt [3]1))
.write("\t")
.write(str(status))
.write("\t")
.write(str (tiempo))
.write("\t")
.write(str(area_total))
.write("\n")
.close ()

Fh Hh Hh Hh Hh Hh Hh Hh Hh b Hh Hh Hh b Hh Hh Hh Hh e Hh b

Listing A.5. Celda de cédigo 5

A.2. Otros codigos

También se cred un cddigo para ver representada en el plano la envolvente
convexa de un conjunto de puntos.

def dibuja_envolvente(selected):
plt.figure(figsize=(8,8))
plt.x1im(0,200)
plt.ylim(0,200)
plt.xlabel("Coordenada X", fontsize='16")
plt.ylabel("Coordenada Y", fontsize='16")
plt.title('Envolvente convexa \n', fontsize='18")

hull = ConvexHull (coord)

plt.plot(coord[:,0], coord[:,1], 'ro')

for simplex in hull.simplices:
plt.plot(coord[simplex, 0], coord[simplex, 1], 'y-')

for i in S
plt.annotate('%i' %(i), (coord[i][0],coord[i][1]+2) ,fontsize='12"',color=
'black')

plt.show ()

dibuja_envolvente ({})

Listing A.6. Cdédigo para representar la envolvente convexa
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Lista de simbolos y abreviaciones

R2
a(P)

bqg

(P, q)
CH(S)

Ecys)

G = (Sa ES)

A(S)
A(S, 1)

A(S,1,7)

Espacio vectorial

Poligono simple

Area del poligono simple P

Segmento que une los vértices p y q

Segmento que une los vértices p v q

Envolvente convexa de un conjunto de puntos S
Conjunto de aristas cuyos vértices estan en un conjunto
de puntos S

Conjunto de aristas cuyos vértices estan en la envolvente
convexa CH(S)

Grafo no dirigido cuyo conjunto de puntos es S y tiene
a Fg como conjunto de aristas

Conjunto de triangulos

Conjunto de triangulos cuyos vértices estan en S
Conjunto de triangulos cuyos vértices estdn en S'y
tienen a ¢ como uno de sus vértices

Conjunto de triangulos cuyos vértices estan en S'y
tienen a ¢ y a 7 como dos de sus vértices
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Abstract

n this work we will present two alternative formulations to solve two dif-
erent problems that share the same characteristics. Given a set S of n
points in the plane, we want to find a simple polygon whose set of vertices
are exactly the n points of the set S and whose area is maximum or min-
imum. The results obtained are compared with those already existing in
the literature.

1. Introduction

iven a finite set .S of n points in the plane, we want to find a polygon
G whose vertex set is S. We can distinguish two types of polygons:
polygons in general (they can have holes inside) and simple polygons.
Also, we may be interested in maximize and/or minimize its area or the
length of its boundary. This is how we create a family of eight problems
[2] that optimize polygons whose vertices are in a given set of points.

General polygon Simple polygon

Area | Boundary Area Boundary
Minimize | MinArea | MinBound | SMinArea | SMinBound
Maximize | MaxArea| MaxBound | SMaxArea|SMaxBound

Figure 2: Optimal solution for the SMinArea problem with 10 points.

The best known member of this family is the SMinBound, that is, the
Traveling Salesmsn Problem. However, in this work we are going to
study the SMaxArea and the SMinArea problems.

2. Models

he first model that was proposed by Ramos et al. in [1] is based on
the correspondence between a triangulation of a polygon and a tree

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Marzo, 2023

of the dual graph defined as follows. Consider G = (A(S), E) whose set
of nodes A(S) corresponds to cach possible triangle of a triangulation
of a polygon P, and each element of E corresponds with two adjacent
triangles.

The concept of this second model is that, given a triangulation of a
simple polygon P, there is exactly one triangle adjacent to each side of
the polygon and there are exactly two triangles adjacent to each diagonal.

The idea of this third model is to take into account the area that is
formed between the convex hull and the polygon. In this way we will
triangulate this surface using the variables defined in the model.

This is how these alternative formulations emerged to solve the problems
SMaxArea and SMinArea.

3. Computational results

e carried out several experiments to determine which solvers were
the most efficient and which variants of Models 2 and 3 provided
the shortest mean time. It was concluded that both models were more
efficient with the V4 variant when using the GUROBI solver.
Here we compare our best work with the literature [1] for the SMaxArea:

SMaxArea
# Points|Model 1 Model 2 Model 3
10 0.4 0.1 0.0
15 13.0 1.5 0.5
20 3916.3  66.2 7.2
25 0148.3  2663.9  33.6

Clearly Model 3 provides the lowest average resolution time for the
SMaxArea problem. However, we can not compare our results with the
literature for the SMinArea problem because no instances were run for
that problem. Here are the results that we obtained:

SMinArea
# Points| Model 2 Model 3
10 0.1 0.0
15 1.2 1.6
20 17.6 48.5
25 197.1  1303.8

For the SMinArea problem Model 2 provides the best results.

[1]Ramos, N., de Rezende, P. J, y de Souza, C. C. Op-
timal area polygonization problems: Exact solutions through
geometric duality. Computers & Operations Research, volume
145, article 105842. https:/ /\\'Ww.scien(:edirect.com/science/artif
cle/abs/pii/S0305054822001204.

[2] Fekete, S.P., Friedrichs, S., Hemmer, M., Papenberg, M., Schmidt, A.,
v Troegel, J. (2015). Area- and Boundary-Optimal Polygonalization
of Planar Point Sets. EuroCG 2015.
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