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Resumen - Abstract
Resumen

En esta memoria realizamos un estudio teorico de los semigrupos de
operadores lineales y acotados en espacios de Banach, abordando prin-
cipalmente el andlisis de los semigrupos fuertemente continuos. Con-
sideramos primero aspectos generales de los espacios de Banach y de
los operadores lineales y continuos, profundizando en el andlisis de la
resolvente de un operador. Introducimos y tratamos las caracteristicas
fundamentales de los semigrupos uniformemente continuos y los semi-
grupos Cy, estableciendo la relacion con su generador infinitesimal y la
resolvente de éste. Ademds, probamos el Teorema de Hille-Yosida para
semigrupos Cy contractivos, asi como para semigrupos Cy generales, y
analizamos algunas de sus consecuencias. Por tiltimo, presentamos al-
gunos ejemplos concretos que incluyen semigrupos multiplicativos, de
traslacién y de difusion e ilustramos las aplicaciones de la teoria con
la desigualdad de Landau-Kallman-Rota y el problema de Cauchy abs-
tracto.

Palabras clave: Espacio de Banach — Generador infinitesimal — Resol-
vente de un operador — Semigrupos Cy — Semigrupos contractivos —
Semigrupos uniformemente continuos — Teorema de Hille-Yosida.

Abstract

In this report we carry out a theoretical study of the semigroups of linear
and bounded operators in Banach spaces, mainly addressing the analy-
sis of strongly continuous semigroups. We first consider general aspects
of Banach spaces and linear and continuous operators, delving into the
analysis of the resolvent of an operator. We introduce and treat the fun-
damental characteristics of the uniformly continuous semigroups and
the Cy semigroups, establishing the relationship with their infinitesi-
mal generator and its resolvent. In addition, we prove the Hille-Yosida
Theorem for contractive Cy semigroups, as well as for general Cy semi-
groups, and discuss some of its consequences. Finally, we present some
concrete examples that include multiplicative, translation, and diffu-
sion semigroups and illustrate the applications of the theory with the
Landau-Kallman-Rota inequality and the abstract Cauchy problem.

Keywords: Banach space- Infinitesimal generator — Resolvent of an
operator — Cy semigroups — Contractive semigroups — Uniformly con-
tinuous operator — Hille-Yosida Theorem.
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Introduccion

La teoria de semigrupos de operadores lineales en espacios de Banach se ha
convertido en una herramienta fundamental en muchas areas del analisis mate-
matico moderno. Esta teoria surgi6 a partir del estudio abstracto de los modelos
matematicos que explican el comportamiento de gran cantidad de fenémenos na-
turales y fue pionera en proporcionar herramientas del andlisis funcional al estu-
dio de las ecuaciones diferenciales.

Es dificil concretar el momento en el que comenz6 el estudio de los semigru-
pos de operadores, pues aunque el concepto fue formulado y designado en 1904,
un trabajo anterior de 1887 escrito por el matemaético Giuseppe Peano ya revelaba
algunas ideas propias de la teoria. No obstante, podemos decir que es a partir de
los afios 30 del siglo XX cuando los investigadores comenzaron a profundizar en
el andlisis de los semigrupos, al darse cuenta de que podia aplicarse la teoria de
manera directa a las ecuaciones en derivadas parciales, los procesos de Markov y
la teoria ergodica. La publicacion en 1948 de la obra de Einar Hille supuso un im-
pulso al desarrollo de la teoria, contribuyendo en gran medida a €l los trabajos del
matematico Ralph Phillips. Juntos ampliaron y mejoraron el libro original de Hille
lo que deriv6 en la monografia [9] que se convirtié en una obra de referencia pri-
mordial. El trabajo de numerosas escuelas ayud6é de manera sustancial al avance
en este campo como puede atestiguarse en las obras de Davies [2], Goldstein [6] y
Pazy [13]. Hoy en dia la teoria se caracteriza por la aplicacién no solo a las ecuacio-
nes en derivadas parciales o procesos estocdsticos sino también a las ecuaciones
integro-diferenciales, o a la teoria de aproximacion, entre otros.

El objetivo principal de esta memoria es el desarrollo teérico de los concep-
tos mds importantes relativos a los semigrupos de operadores, en particular, a los
semigrupos fuertemente continuos. El estudio realizado permite también abordar
algunas cuestiones concretas donde la teoria es aplicada. Hemos dividido el tra-
bajo en tres capitulos. En el primero de ellos recogemos una serie de conceptos
y resultados propios del andlisis funcional que constituyen los elementos bdsicos
de la teoria y que son necesarios para el estudio en los capitulos posteriores. In-
dicamos que actualmente el Grado de Matematicas tiene una asignatura optativa
de seis créditos ubicada en cuarto curso, Andlisis Funcional, donde se imparten
algunos de los conceptos recogidos en este primer capitulo. Sin embargo, hemos
determinado incluir una parte con estos elementos porque, por un lado, de esta
manera se facilita la lectura del trabajo y por otro, porque, al no cursar la asignatu-
ra optativa de Andlisis Funcional, el estudio de esta materia ha formado parte de la
tarea realizada para la elaboracion de esta memoria.



VIII Introducciéon

En concreto, en este primer capitulo introducimos los conceptos de espacio
normado y espacio de Banach y consideramos algunas de sus propiedades. Asimis-
mo, presentamos los espacios de Lebesgue como ejemplos de espacios de Banach
relevantes. En una segunda seccién abordamos el estudio de los elementos centra-
les de la teoria, los operadores lineales acotados en espacios de Banach. Establece-
mos primero bajo qué condiciones una familia de operadores lineales y acotados
entre espacios normados es un espacio de Banach y mostramos la equivalencia
entre las nociones de continuidad y acotacién. Introducimos luego el concepto de
operador cerrado, damos una caracterizacion en términos de su grafo y demos-
tramos uno de los teoremas importantes en el andlisis funcional: el Teorema del
grafo cerrado. En la ultima seccion analizamos el operador resolvente, elemento
clave en el estudio de los semigrupos. Presentamos algunas de sus propiedades de
las que destacamos aquellas que nos permiten obtener semigrupos contractivos
a partir de semigrupos uniformemente continuos, y aquellos que involucran a los
conocidos como aproximantes de Yosida.

El segundo capitulo constituye el nticleo central del trabajo. En €l se definen
los semigrupos uniformemente continuos y los fuertemente continuos. Después
de mostrar algunas propiedades generales, se introduce el concepto de generador
infinitesimal del semigrupo y se establece la relacién con el mismo, diferenciando
el estudio segtin los casos de continuidad fuerte o uniforme. El resultado principal
de este capitulo es, sin duda, el Teorema de Hille-Yosida. Este puede verse como
una generalizacion de los resultados cldsicos de existencia y unicidad de solucio-
nes de problemas de ecuaciones diferenciales de valor inicial cuando se plantean
en un marco funcional abstracto. Se presenta primero una versién para semigru-
pos contractivos, para después tratar el caso general. Terminamos el capitulo pro-
bando algunos resultados relacionados con el Teorema de Hille-Yosida, sobre el
operador resolvente y las aproximaciones de Yosida.

En el dltimo capitulo ilustramos la teoria estudiada con algunos ejemplos y
aplicaciones particulares. Por un lado, examinamos tres semigrupos concretos, ca-
da uno de los cuales corresponde a un tipo especifico de semigrupo: los semigru-
pos multiplicativos, los semigrupos de traslacion y los semigrupos de difusion. Y
finalizamos el trabajo analizando dos aplicaciones de la teoria. Por un lado, la ge-
neralizacion al contexto de los semigrupos de la conocida como desigualdad de
Landau, de la que se deduce la misma de manera sencilla, y por otro, la conexién
entre los semigrupos Cj y el problema de Cauchy abstracto.

Para el estudio y la elaboracién de este trabajo hemos consultado diversos
textos y articulos que recogemos en el apartado de la bibliografia. Destacamos
principalmente las obras de Engel y Nagel [4], Goldstein [6] y Pazy [13] que se to-
maron como base para el desarrollo del trabajo. A lo largo de la memoria apare-
cen también las referencias que hemos considerado para tratar algunas cuestio-
nes concretas. Asimismo indicamos que el libro de Vera y Alegria [17] ha sido el
elegido para estudiar los fundamentos y herramientas del Anélisis Funcional que
hemos necesitado.
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Operadores lineales en espacios de Banach

En este capitulo analizamos una serie de resultados y propiedades que se en-
cuadran en el contexto del andlisis funcional y que servirdn para el desarrollo de la
teoria en el resto de la memoria.

1.1. Espacios de Banach

Recordamos en primer lugar la nociéon de espacio métrico.

Definicion 1.1. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto no va-
cioyd: X x X — R una aplicacién, llamada distancia o métrica, tal que para todo
x,¥,z€ X, se cumple:

(@) d(x,y)=0.

(b) d(x,y) =0 siysdlo si, x =y (separacion).

(c) d(x,y) =d(y,x) (simetria).

(d) d(x,z) =d(x,y)+d(y, z) (desigualdad triangular).

Sea (X, d) un espacio métrico. Si x € X y r > 0, denotamos por B(x,r) a la
bola abierta de centro x y radio r que viene dada por B(x,r) = {y € X: d(x,y) <
r}. Asimismo, se definen la bola cerrada B(x,r) = {y € X: d(x,y) < r} y la esfera
Sx,r)={yeX:d(x,y)=r}.

Podemos considerar entonces una topologia en X tomando la familia de las
bolas abiertas como una base de la misma. Y ademas, introducir los conceptos de
sucesion convergente y sucesion de Cauchy como sigue.

Definicion 1.2. Sean (X, d) un espacio métrico, (x,) nen Una sucesionen X y x € X.
(i) Se dice que (x,) nen cOnverge a x, y se escribe x,, — x, cuando para todor >0
existe N € N tal que x,, € B(x,r), para todon > N.
(ii) Decimos que (xy) nen es de Cauchy cuando para todo € > 0, existe N € N tal
que d(x,, xm) <€, para todon,m> N.
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Se puede comprobar ficilmente que toda sucesion convergente en un espa-
cio métrico es de Cauchy. Sin embargo, el reciproco no es cierto en general, lo que
lleva a la definicién de completitud, propiedad que verifican por ejemplo, los es-
pacios R”, n € N, cuando se considera la distancia euclidea.

Definicion 1.3 (Fréchet, 1906). Un espacio métrico es completo si toda sucesion de
Cauchy es convergente.

Con respecto ala completitud, una propiedad importante es la siguiente caracteri-
zacion de los subconjuntos de un espacio métrico completo que también verifican
la propiedad de completitud.

Proposicion 1.4. Un subconjunto M de un espacio métrico completo X es completo
siy sélo si M es cerrado en X.

Demostracion. Sea M un subconjunto completo de un espacio métrico completo.
Entonces, para todo x € M, existe {X,}neny € M, tal que x, — x. Pero, como {x,} sen
es convergente, entonces es de Cauchy en M. Por tanto, converge en M, lo que
prueba que x € M.

Reciprocamente, sea M un subconjunto cerrado en X y {x,} ,en Una sucesion
de Cauchy en M. Como X es completo, x,, — x para cierto x € X. Entonces, x € M,
luego usando que M es cerrado en X se deduce que x € M. O

Cuando el espacio X tiene estructura de espacio vectorial sobre un cuerpo K,
cobran especial interés las métricas d que verifican las condiciones:

(a) Invarianza por traslaciones: d(x+a,y +a) = d(x,y), para x, y,a € X.
(b) Homogeneidad: d(ax,ay) =|ald(x,y), paratodo x,ye Xy a e K.

Laimportancia este tipo de métricas reside en que basta conocer el valor de d(x, 0),
para todo x € X, para obtener la distancia entre dos puntos cualesquiera del espa-
cio,yaque d(x,y) =d(x-y,0), x,y € X. Este hecho sugiere la definicién de norma
de un vector x € X mediante || x| = d(x,0).Y de aqui, considerar la nocién axioma-
tica de espacio normado.

Salvo que se especifique lo contrario, en lo que sigue se considerara X un
espacio vectorial sobre el cuerpo K, donde K =R 6 C.

Definicion 1.5. Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Una norma sobre X es
una aplicacion || - ||: X — R que verifica las siguientes propiedades:

(a) No degeneracion: si x € X verifica || x|| = 0, entonces x = 0.
(b) Homogeneidad por homotecias: |ax|| = |al-|x|l, x€ X ya € K.
(c) Desigualdad triangular: || x+ y| < | xll + | yl, x,y € X.

Observamos, en virtud de (b), que ||0]| =0y que || — x|l =||x]||. Por tanto, si || || es
una norma en X, entonces || x|| = 0 siysolo si x = 0. Ademads, usando la desigualdad
triangular, se deduce que || x|| =0, x € X, es decir, | - || : X — [0, 00).
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Es facil ver que dado cualquier espacio normado (X, || - |) podemos encontrar
una métrica asociada ala norma que le da a X estructura de espacio métrico. Basta
definir la métrica d(x,y) = |lx — yll, x, y € X. Sin embargo, en general, el reciproco
no es cierto, es decir, existen espacios métricos (X, d) para los que es imposible
encontrar una norma asociada a d en el sentido anterior. Por ejemplo, si conside-
ramos la métrica discreta dg;s sobre un espacio vectorial X # {0} y ||| es una norma
tal que dgis(x,y) = llx = yl, x, ¥y € X, entonces, cuando x € X \ {0}, tenemos, por un
lado, que ||2x|| = d(2x,0) = 1 y por otro, [|2x|| = 2| x|l = 2d(x,0) = 2.

No obstante, las condiciones comentadas anteriormente de invarianza por
traslaciones y “homogeneidad" para la métrica aseguran la existencia de una nor-
ma asociada a ella, como indicamos en la siguiente proposicion, cuya demostra-
cion es simple.

Proposicion 1.6. Si (X, || - ) es un espacio normado sobre el cuerpo K, la aplicacion
definida por d(x,y) = |lx—yl, x,y € X, es una métrica sobre X que satisface:

(@dx+z,y+2)=dx,y),x,yz€X.
() d(Ax,Ay) =|Al-d(x, ), x,ye X, LeK.

Reciprocamente, si X es un espacio vectorial y (X, d) es un espacio métrico ve-
rificando (a) y (b), entonces la aplicacion | - || definida por || x| = d(x,0), x € X, es
una norma para X.

Teniendo en cuenta esta relacion entre los espacios normados y métricos y
la nocién de completitud dada para espacios métricos, podemos introducir este
concepto también en espacios normados, lo que da lugar a los conocidos espacios
de Banach.

Definicion 1.7. Sea (X, |- ||) un espacio vectorial normado. Se dice que X es un espa-
cio de Banach cuando (X, d) es completo con la métricad(x,y) =x—yl, x,y € X.

Es bien conocido que el espacio R” dotado con la norma euclidea es un es-
pacio de Banach. Es mas, cualquier otra norma que consideremos sobre R", es
equivalente a la euclidea. Recordamos que dos normas |- [l y || - |, en un espacio
X son equivalentes cuando existe ¢ > 1 tal que

1
EIIXIIa <lxllp=clxlzs xeX.

Esta propiedad de equivalencia de las normas se verifica para cualquier espacio
vectorial de dimension finita. De hecho, para estos espacios vectoriales se pueden
obtener algunas otras particularidades como, por ejemplo, su completitud respec-
to a cualquier norma. Estas caracteristicas se pueden derivar del resultado que re-
cogemos a continuacion.

Lema 1.8. Sean (X, || - |) un espacio normado y {ei}ﬁ\il c X una familia finita lineal-
mente independiente. Existe ¢ > 0 tal que para todo a,,...,an € K se verifica que
larer +---+anenl = cllar|+--- +[anl).
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Demostracion. Asumimos que |a;|+--- + |ay|> 0 (en otro caso la desigualdad es
trivial). Basta comprobar entonces que para cierta ¢ > 0 se tiene que

I|Bre1+---+ Bnenll = c,

para cualquier coleccién fy,..., By € K que verifique Zf;l 1Bil=1.

Supongamos por el contrario que para todo m € N, existe { ﬁgm)}ﬁ\i , €K tal que

N am) N m 1
LIBTI=1 Y [ LB el <2
1= i=

Consideramos la sucesion (y,,) men, donde y,;, = Zﬁ\i 1 ,Bg.m) e;. Es claro que y,;;, — 0
cuando m — oo.

Por otro lado, ya que I,BE.’")I <1,i=1,.,Ny meN, se tiene que, para ca-
dai=1,.,N, (,Bg.m))meN es una sucesion acotada. Entonces, cuando i = 1, po-
demos encontrar una subsucesion (,B(ll’m))me,\. de (,B(lm))meN que es convergente,
pongamos a f;. Consideramos ahora la subsucesion de (y;,) men, que denotamos
por (¥1,m) men, constituida por aquellos elementos de la sucesiéon que tienen como
coeficiente en e; los valores de (,B(ll’m))meN.

Partiendo ahora de la sucesion (y1,,) men repetimos el argumento con la su-
cesion de los coeficientes correspondientes a e,. Seguimos el procedimiento, que
es finito, para conseguir una subsucesion (yn, ) men de (¥m) men tal que

N N
N, N,
YNm = Zﬁﬁ e,y Zlﬁﬁ. ™|=1, meN,
i=1 i=1

yparacadai=1,..,N, ﬁEN’m) — B;, cuando m — oo, para ciertos fi,..., Bn, que
cumplen Zﬁ\il |B;] = 1. Si definimos y = B1e; + -+ Bnen, entonces se sigue que
YN,m — ¥, cuando m — oo.

Por unicidad del limite obtenemos que y = 0, pero esto es absurdo pues
Zﬁ.\i 1Bil=1y {ei}ﬁi , es una familia de vectores linealmente independientes. O

Proposicion 1.9. Todo subespacio Y de X de dimensién finita es completo. En par-
ticular, si X es de dimension finita es completo.

Demostracion. Sean (¥,;) men Una sucesion de Cauchyy {e,-}i.\i , una base de Y. Es-
cribimos, paracada meN, y,, =¥V, ag.””ei.

Dado ¢ > 0, sabemos que existe mg € N tal que ||y, — yill <€, m, k= my, y
haciendo uso del Lema 1.8, encontramos ¢ > 0 de manera que

N
k
ey la —aP<llym -yl <e, mk=my.
i=1
Asi, para cada i = 1,..., N, la sucesion (ag.m))meN es de Cauchy en K vy, por tanto,

convergente a cierto «;. Se sigue que el vector y = Zf.\il aie;cY,ylym—yl—0,
cuando m — oo. O
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Otros espacios de Banach relevantes en andlisis son los espacios de Lebesgue.
Dados un espacio de medida (Q, u) y 1 < p < oo se define el espacio L”(Q, u) como
la clase de las funciones f: Q — C medibles tales que || f|, < oo, siendo

1/p
”f”p:(fglflpdﬂ) , 1<p<oo,

I flloo = €sssupgq | | :inf{aeR: p{xeQ:1fx)>a}) :0}.

Observacion 1.10. Es facil comprobar que | - ||, es una seminorma (verifica las pro-
piedades de homogeneidad y desigualdad triangular en la Definicién 1.5). Y en
ciertos casos, como en los espacios ¢” = L”(N, ) donde u representa la medida de
contar, || - ||, es una norma. Pero, en general, esto no es asi. Una forma de conseguir
una norma a partir de | - ||, consiste en considerar que dos funciones son equiva-
lentes cuando son iguales en casi todo punto respecto a p. El espacio cociente que
se obtiene a partir de esta relacion de equivalencia se sigue denotando por L” (Q, u)
y es un espacio normado cuando consideramos la norma ||[f]ll, = || fIl », donde f
es un representante de la clase de equivalencia [ f].

Un hecho importante es que el espacio de Lebesgue (L (Q, ), [ -l1p), 1< p <
oo, es un espacio de Banach (ver, por ejemplo, [14, Theorem 3.11]).

Terminamos esta seccidn presentando la siguiente desigualdad de la que ha-
remos uso en el estudio del semigrupo del calor clasico. Cuando Q =Ry u es la
medida de Lebesgue, escribimos LP(R"), 1 < p < oo, para denotar al correspon-
diente espacio de Lebesgue.

Lema 1.11 (Desigualdad integral de Minkowski). Sean 1 < p <oco y f € LP(R" x
R™). Si [an f(-,y)dy € LP (R™) entonces se tiene que

R

Demostraciéon. Cuando p = oo, el resultado se obtiene de las propiedades de la
integral de Lebesgue, y si p = 1, basta aplicar el Teorema de Fubini ([14, Theorem
8.8]). Consideramos ahora 1 < p < oo y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que f = 0. Denotamos por H la funcién dada por H(x) = fpn f(x,)dy, x e R", y
que, por hipdtesis estd en LP (R"). Aplicando el Teorema de Fubini y la desigualdad
de Holder ([14, Theorem 3.5]), se sigue que

< f LG ydy.
p JR"

||H||Z:fRn|H(x)|p—1H(x)dx:fW (fW|H(x)|”‘1f(x,y)dx dy

<1 [ 1 plpay,

de donde se deduce la desigualdad enunciada. O
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1.2. Operadores lineales acotados

Como ya hemos mencionado los objetos centrales de este trabajo son los se-
migrupos de operadores lineales acotados en espacios de Banach. Dedicamos esta
seccion a analizar algunos aspectos fundamentales relativos a este tipo de opera-
dores.

En esta seccion consideramos (X, || - [l x) e (Y, |- ly) espacios normados. Decimos
que T: X — Y es un operador lineal cuando T(ax; + fx2) = aT(x1) + BT (x2),
x1,X%2 € X, a, B € K. Se denomina funcional lineal cuando Y =K.

Un operador lineal T: X — Y es un operador acotado cuando para cierta ¢ > 0 se
verifica que | Tx|ly < cl x| x, para todo x € X.

Observacion 1.12. Senalamos que esta nocion para la acotacion es diferente al con-
cepto usual de funcién acotada, y que no resulta adecuado en el contexto de las
aplicaciones lineales. Notese que si T es lineal y T(X) es un conjunto acotado en
Y, entonces T = 0. Basta tener en cuenta que en el caso de que exista ¢ > 0 de ma-
nera que | Tx|ly < ¢, x € X, entonces, paracada A €K, [|[T(Ax)|ly <c, x €X, esto es,
ITx|l<clA|™Y, xe Xy A e€K\{0}. Tomando A — oo, se deduce que Tx =0, x € X.

Denotamos por L(X,Y) al conjunto de los operadores lineales y acotados de X
en Y. Cuando X = Y escribimos simplemente L(X). Para T € L(X,Y) se define la
norma de T mediante cualquiera de las siguientes formas equivalentes:

I Tx|ly
ITNLx,y)= sup = sup [[Tx|ly = sup [[Txly.
Ixlxz0 NXlx  jxlx=1 lxlx<1

Con las operaciones naturales de suma y producto por escalares, L(X,Y) es
claramente un espacio vectorial. Veamos que cuando Y es de Banach, entonces
(LX, V), |- llLx,v)) también lo es.

Teorema 1.13. Sean X,Y espacios normados, siendo Y un espacio de Banach. Se
tiene que L(X,Y) con lanormall - || (x,y) es un espacio de Banach.

Demostracion. Es facil comprobar que || - [|(x,y) es una norma para L(X,Y). Vea-
mos que L(X, Y) es completo. Sea {T},} ,en una sucesiéon de Cauchy en L(X, Y).

Fijamos x € X arbitrario. Se tiene que {7}, x},en €s de Cauchy en Y. En efecto,
sea € > 0. Sabemos que para cierto, N € N, [| T, — T, llrx,v) < €, n,m = N (notese
que N es independiente de x). Entonces,

1Thx—Tmxlly <1 Th— Tmllox,vnllxllx <elxllx, n,m=N. (1.1)

Ya que Y es completo, existe y, € Y tal que Tj,x — y,, cuando n —oo,en Y.
Podemos definir entonces el operador T: X — Y mediante Tx = y,, x € X.

Teniendo en cuenta que {T,},en €s una familia de operadores lineales, es evidente

que T es lineal. Para establecer que es acotado, consideramos € =1y N € N tal que



1.2 Operadores lineales acotados 7

1T, — TmliLx,y) <1, n,m = N. En particular, | T, — TnllLx,y) < 1, n = N. Ademas,
Tn es acotado, por lo que existe Cy > 0 tal que || Tyxlly < Cylixllx, x € X.

Por otro lado, dado x € X, elegimos ny €N, ny = N,de modo que || Tx—T, x|y <1.
Y asi, usando (1.1) se deduce que

ITxlly <1 Tx=Tn xlly + 1 Tn, x = Tnxlly + 1 Tnxlly =2+Cn, x€X, [xlx =<1,

y, por tanto, | Tl x,y) <2+ Cn.

Por ultimo, veamos que T, — T, cuando n — oo, en L(X, Y). Sea € > 0. Toman-
doNeNcomoen (l.1)yparacadax€ X, nyeN, ny= N, talque [|[Tx—T, x|y <g,
podemos escribir

I Th—Tllex,vy< sup (ITpx— Ty Xlly + [T, x— Tx|y) <26, n=N.
lxllx=<1

Asi, {T,}nen €S convergente y, por tanto, L(X, Y) es un espacio de Banach. O

Observacion 1.14. Si X es un espacio de Banach de dimension finita, entonces cual-
quier operador T: X — Y lineal es acotado. Basta observar que si B = {ey, ..., e,}
es una base de X, en virtud del Lema 1.8, se tiene que, para cada x € X, siendo
x=XY" ae;con(a;)? | <K, severifica

n n

ITxlly = ) _laillTe;lly = max || Tejlly }_la;l< Cellxlx.

i=1 i=1,.,n i=1
o

Un resultado fundamental es la siguiente relacién entre los conceptos de continui-
dad y acotacion.

Teorema 1.15. Sean X, Y espacios normadosy T: X — Y lineal. Son equivalentes:

(@) T es uniformemente continuo.

(b) T es continuo.

(c) T es continuo en 0.

(d) T acotado.

(e) Para todo subconjunto A c X acotado se tiene que T (A) es acotadoenY .

Demostracion. Es claro que (a) = (b) = (¢). Veamos que (c¢) implica (d). Suponga-
mos que T es continuo en 0 y que T es un operador no acotado. Entonces, para
cada k e N, existe xi € X, x #0, tal que || Txlly > kll x|l x-

Sea 0 < € < 1. Como T es un operador continuo en 0, existe 6 > 0 tal que
ITx|ly <e<1,cuando | x||x < 6. Elegimos ky € N de manera que kal < 0 y consi-

deramos x = . Es claro que || x|lx = kal < 0. Por tanto, || Tx|y < 1, esto es,

xko
kollxiy llx
I Txk, ly < kollxk, ll x, lo que contradice nuestra hipdtesis sobre {xj}en.
Asumamos ahora que se cumple (d). Sean A c X un conjunto acotadoy M >0

tal que || x|lx = M, x € A. Como T es acotado, se tiene que | Txlly < | Tll.x,v)llxll x,
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x € X. Por tanto, |Txlly < MIITllLx,v), X € A, lo que implica que T(A) es un con-
junto acotadoen Y.

Por ultimo, veamos que (e) implica (a). Sean € >0y A= Bx(0,1) c X. Como A
es acotado, se sigue, por hip6tesis, que T(A) es un conjunto acotado en Y. Luego,
existe M >0talque | Tx|ly <M, x€ A.

Consideramos 0 < 6 < 1\%1 Para cualesquiera x;, x; € X tales que [|x; —x2[|x <6
se tiene que % € A, por lo que || T(%) ly < M. La linealidad de T permite
concluir que [|Tx; — Tx2lly < 6M < €. Se prueba asi que T es uniformemente con-
tinuo. O

Otro resultado relevante es la caracterizacion de la existencia de operador
inverso acotado que recogemos a continuacion.

Teorema 1.16. Sean X,Y espacios normadosy T: X — Y un operador lineal. Una
condicién necesaria y suficiente para que exista T~ : T(X) — X y sea acotado es que
para cierta c > 0 se verifique queclx|lx < | Tx|y, x € X.

Demostracion. Supongamos primero que para alguna ¢ > 0 se cumple que c|| x| x <
ITx|ly, x € X. Para que exista T~!, T hade ser un operador inyectivo. Sean x;, x, €
X tales que Tx; = Txy. Lalinealidad de T y la hipotesis considerada implican que
cllxy = x2llx = ITx; — Tx2lly = 0. Luego, x1 = x y se sigue que T es inyectivo.
Que T~ ! es lineal se sigue trivialmente. Y con respecto a la acotacién del operador
inverso, basta observar que para cada y € T(X), existe un tinico x € X tal que x =
T~'y,yqueclxlx <[Txly,porloque [T ylx<c lyly, yeY.

Asumimos ahora que existe T! y que es un operador acotado. Existe en-
tonces M > 0 tal que || T_lyIIX < Mlylly, y € T(X). Luego, para cada x € X,
IT~!Tx| x < M| Tx|ly, de donde se sigue la propiedad con c= M. O

Una clase particular de operadores es la constituida por los operadores ce-
rrados. Sean X, Y espacios normados. Un operador T: D(T) c X — Y lineal se
dice que es cerrado cuando se cumple la siguiente propiedad: si x € X, ye Yy
(xn)52, < D(T) verifican que x, — xy Tx, — y, entonces x € D(T),y Tx = y.

Los operadores cerrados se pueden describir en términos de su grafo. Recor-
damos que el grafo de un operador T : D(T) € X — Y es el conjunto en X x Y dado
por

G(T) ={(x,Tx): xe D(T)}.

Se tiene la siguiente caracterizacion.
Proposicion 1.17. Sea T: D(T) c X — Y un operador lineal entre dos espacios nor-

mados X eY. Entonces, T es cerrado si y solo si el grafo de T es un conjunto cerrado
enXxY.

Demostracion. Supongamos que T es cerradoy (x, y) € G(T). Existe (x,) nen < D(T)
tal que (x,, Tx,) — (x,y), cuando n — oo. Usando que T es cerrado, se deduce que
xeD(T)y Tx=y,estoes, (x,y) € G(T).
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Reciprocamente, sean (x,)}., una sucesion en D(T), x € X, y € Y verificando
que x, — xy Tx, — y. Como G(T) es un conjunto cerrado en X x Y se sigue que
(x,¥) € G(T), porloque xe D(T)y Tx =y, es decir, T es cerrado. O

Terminamos este apartado con uno de los teoremas fundamentales del anali-
sis funcional, el Teorema del grafo cerrado, que establece la relacion entre los ope-
radores cerrados y los continuos.

Sefialamos primero quessi (X, ||| x) e (Y, |-l y) son espacios de Banach, enton-
ces X x Y es un espacio de Banach con la norma definida mediante || (x, y) [ xxy =
Ixllx+lyly, xe X, yeY.

Teorema 1.18 (Grafo cerrado). Sea T: D(T) <€ X — Y un operador lineal entre dos
espacios de Banach X e Y, siendo D(T) un conjunto cerrado en X, entonces T es
cerrado si 'y sélo si T es acotado.

Demostracion. En virtud del Teorema 1.15, si T es acotado se tiene que T es con-
tinuo. Por tanto, se deduce trivialmente, al ser D(T) un conjunto cerrado, que T es
un operador cerrado.

Por otro lado, supongamos que G(T) es cerrado en X x Y, siendo D(T) ce-
rrado en X. De la Proposiciéon 1.4 se sigue que (D(T),[-llx) v (G(T), 1l - lxxy)
son espacios de Banach. Consideramos el operador #: G(T) — D(T) definido
como #(x,Tx) = x, x € D(T). Claramente es lineal y también acotado, pues
I#2(x, TX)llx = Ixllx < llxlx + 1 Txlly = [(x, TX)l xxy, x € D(T). Ademas, # es bi-
yectivo siendo .7~ x = (x, Tx), x € D(T).

Aplicando el Teorema de la aplicacion abierta (ver [1, Theorem II1.5 and Coro-
llary I1.6]) se deduce que #~1 es continuo y, por tanto, acotado. En consecuencia,
para cierto C > 0 se tiene que ||Tx|ly < |xllx + ITxlly = I(x, TX) | xxy < Cllx|x,
x € D(T), obteniendo asi que T es acotado. O

El célculo diferencial e integral clasico se ha extendido al contexto de los ope-
radores, y ha resultado ser una herramienta muy util en diferentes disciplinas, tan-
to desde el punto de vista teérico como en las aplicaciones'. El calculo funcional es
apropiado, por ejemplo, para el cdlculo de soluciones de ecuaciones en derivadas
parciales que modelan problemas importantes en la ciencia y la tecnologia.

En el contexto de esta memoria nos interesa el cédlculo diferencial para fun-
ciones definidas en intervalos de R y con valores en un espacio de Banach (X, || - ||).
Una funcién f: (a, b) — X seré diferenciable en ¢ € (a, b) si existe el limite

limf(t+h)—f(t)

Y
h—0 h = .

en X, esto es, existe f'(f) € X de manera que ||W - '@ —o0,h—o.

L En [7] y en [15, Chap. 5] se recoge un andlisis del calculo diferencial e integral en espacios de Banach.
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En cuanto al célculo integral para funciones Banach-valuadas aparecen di-
versas extensiones en consonancia con las diferentes nociones de integral para las
funciones real-valuadas (ver, por ejemplo, el estudio en [7]). En nuestro trabajo,
basta considerar el concepto de funciones Banach-valuadas que son integrables
en el sentido de Riemann. Sean [a, b] un intervalo acotado en R, X un espacio de
Banachy f:[a, b] — X.Dada una particién P = {a = &, ty, ..., t,—1, b = t,} de [a, D]
se define la suma de Riemann S(B, f) = Z?Zlf(tl?“)(ti —t;_1), siendo tl.* € [ti_1, t;].
Notese que S(B, f) € X. Diremos que f es Riemann-integrable en [a, b] cuando
existe el limite en X de S(B, f), cuando ||P|| — 0. Y en ese caso, el valor de dicho
limite lo denotamos por 7 f(r)dt.

Se verifica quesi f : [a, b] — X es continua, entonces es Riemann-integrable.
También se tiene que si X, Y son espacios de Banach, f : [a, b] — X es Riemann-
integrable y T € L(X,Y), entonces T o f : [a,b] — Y es Riemann-integrable en
la, b] y se tiene que [7(To f)(dt =T’ f(t)do).

1.3. Resolvente de un operador

Esta tltima seccién se dedica a abordar los principales aspectos sobre la re-
solvente de un operador que se necesitan para el andlisis del Teorema de Hille-
Yosida del capitulo 2.

Sean (X, || - [) un espacio normado y A: D(A) € X — X un operador lineal.
Decimos que A € C estd en la resolvente de A, y escribimos A € p(A), cuando A1 - A
es inyectivo, Rec(A] — A) es denso en Xy (AI — A)~!: Rec(AI — A) — D(A) es un
operador continuo. Cuando A ¢ p(A) se dice que A pertenece al espectro de A.

Si A € p(A), definimos el operador resolvente como R(A, A) = (Al — AL

Proposicion 1.19. Sean X un espacio de Banach, A: D(A) — X un operador lineal
yA€p(A). Si A es cerrado, entonces Rec(AI — A) = X. En este caso, R(A, A) € L(X).

Demostracion. Sea x € X. Dado que Rec(AI — A) es denso en X, existe (X,)pen ©
Rec(AI — A) tal que x, — x, cuando n — co. Ademads, para cada n € N, existe z, €
D(A) tal que (A1 — A)z,, = x5, esto es, z, = R(A, A)xj,.

Por hipoétesis, R(A, A) es un operador continuo, y como (x,)}., €s una suce-
sion de Cauchy en X, también lo es la sucesion (z;) ,en < D(A). Luego, la comple-
titud de X implica que existe z € X tal que z,, — z.

Teniendo en cuenta ahora que A es cerrado y, por tanto también Al — A, y
que z, — zy (Al — A)z,, — x, se concluye que z € D(A) y x = (Al — A)z. Asi,
x € Rec(AI — A) y queda establecido que Rec(A] — A) = X. O

Las siguientes propiedades para el operador resolvente resultan muy utiles.

Proposicion 1.20. Sean X un espacio normado, A: D(A) € X — X un operador li-
nealy A, u € p(A). Se tiene:
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(a) AR(A, A)x = R(A, A)Ax, x € D(A).
(b) Ecuacion de la resolvente: R(A, A) — R(u, A) = (u— A)R(A, A)R(u, A).
(©) R(A, A)R(u, A) = R(u, A)R(A, A).

Demostracion. La propiedad en (a) se obtiene facilmente teniendo en cuenta que
RA,A)AI—-A) =14y (ALl -A)R(A, A) = Ix, donde 14y Ix representan a los opera-
dores identidad en Ay en X, respectivamente.
Para probar (b) escribimos R(A, A) = R(A, A)(uI-A)R(u, A) = R(A, A [(u—AV) I+ (AI—-
AR, A) = (L—A)RA, AR, A) + R(u, A).

Es evidente, a partir de (b), que (c) se verifica. O

Proposicion 1.21. Sean (X, | - ) un espacio de Banach, A: D(A) ¢ X — X lineal y
Ao € p(A). Si A € Cverifica|A— AplIIR(Ao, A)llLx) < 1, entonces, L€ p(A) y

R4, A) =Y R(Ao, A* (- DE.
k=0
Observacion 1.22. Aquiy en lo que sigue las series de operadores (resp., de vectores
en X) se entienden como limite en | - || (x) (resp., en X) de las sumas parciales.

Demostracion. Observamos primero que si ||R(Ag, A)llrx) = 0, entonces X = {0},

pues R(Ag, A) es un operador biyectivo de X en D(A). Y este caso es trivial. Asuma-

mos entonces que [|R(Ag, A)llLx) #0ysea A€ C tal que |[A— AplIR(Ao, AllLx) < 1.
Definimos el operador Sy mediante

Sax=Y (Mo—-M*R(Ao, HF*'x, xeX.
k=0
Se tiene que S) es un operador bien definido que pertenece a L(X), pues R(Ag, A) €
L(X) y IA = Aol R(Ag, A)llx) < 1. De hecho se tiene que

(e, 0]
k
ISallLcxo < IR, Al Y. (Ao = IR, Allrix)” -
k=0
Podemos comprobar ademds que S, coincide con el operador resolvente de A.
Basta ver que

AL - A)Syx= (A=) T+ AgI — A)Syx

==Y (- VRN, A*x+ Y (Ao— DFR(Np, AFx=x, x€eX.
k=1 k=0

Y andlogamente, Sy (Al — A)x = x, x € D(A). Luego, L € p(A) y Sy = R(A, A). O

Observacion 1.23. Senalamos que de este resultado se deduce que si (X, || - ||) es un
espacio de Banachy A: D(A) € X — X esun operador lineal, entonces el conjunto
resolvente p(A) es un conjunto abierto en C. Suponiendo p(A) # @ y X # {0} (de lo
contrario, es evidente), se observa que dado Ay € p(A), segtn la Proposicion 1.21,
la bola B(Ag, r) de radio r = || R(Ag, A) IIZ(IX) estd contenida en p(A).
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Recogemos a continuacion una propiedad que utilizaremos en el capitulo 2
para obtener semigrupos contractivos a partir de semigrupos uniformemente aco-
tados.

Proposicion 1.24. Sean (X, || - |) un espacio de Banachy A: D(A) c X — X un ope-
rador lineal. Si (0,00) € p(A) y existe M = 1 tal que

IA"ROA, A lpx, 1y <M, A>0,neN, (1.2)

entonces podemos encontrar una norma | -| en X equivalente a || - | que verifica
|/1R(A, A)|L(X,|-|) <1, A>0.

Demostracion. Para cada p > 0 definimos || - ||, mediante

Ixlly= sup [u"R(u,A"xll, xeX.
neNu{0}

Se tiene que || - ||, es una norma equivalente a || - ||. En efecto, que es norma en X se

deduce facilmente de las propiedades del supremo y de que || - || es una norma en
X.Y usando (1.2) se sigue que

lxll = l°Rw, A)°xll = sup "R, A"xl = llxll, < Mlixl.
neNu{0}

Por otro lado, para cada p > 0,

luR(w, Axll, = sup Ip" 'R, A" 'xll< sup Ip"R, A"xl=lxl, x€X,
neNu{0} neNu{0}

lo que implica que [|[uR(u, A) ||L(X,||.||”) <1,u>0.

Veamos que también se satisface que [[AR(A, A)llrx, EPES 1, cuando 0 < A < . Sea
0<A<pu.Sixe Xyz=R(A, A)x, delaProposicion 1.20 (b), (c) se sigue que

z=R(u, A)x+ (u—A)R(u, ARA, A)x=R(u, A)x+ (L—A)R(u, A)z.
Luego, ya que [|uR(u, A) IIL(X,”.”H) <1, obtenemos

Ixly  (u=A)
Izl < IR A)xl, + (= DR, Azl < T“ + “Tnzup,

y, por tanto, Al zll, < x|y, esto es, A|[R(A, A)x|l, < | xll, x € X, y concluimos que
IAR(A, A) ||L(X,||~||”) <1,cuando0< A < .

Buscamos ahora una norma que satisfaga las propiedades de la proposicion.
Notese que para || - ||, solo hemos podido garantizar la equivalencia con || - || y que
IAR(A, A)”L(X,II«IIN) <1,0< A< M.

Pero se tiene que, para cada x € X, || x|, p > 0, es creciente como funcion de u. Y
ademads estd acotada superiormente por M| x||. Basta observar que si 0 < y; < U,
entonces [|p1 R(uy, A)llex, Il < 1y podemos escribir, paracadaneN,
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I} R(u1, A x|l < I R(u1, A" xll g, = I R, A (@~ R(pr, A" 20,
< Iy ' R(u1, A Xl < < M1l .-

Tomando supremo sobre n € N se obtiene que || x|, < [ xll,, < M|l x|.
Podemos definir

|x| = lim || x|, =supllxll, xe€X.
fi—oo K 0 2
Féacilmente, ya que | - ||, es una norma equivalente a | - ||, se deduce que también
| -] es una norma en X equivalente a || - ||. Ademds, como [[AR(A, A) ”L(Xr”'”u) <1,
0 < A < u, podemos tomar limite cuando p — oo y concluir que para todo A > 0,
IAR(A, A)x| < |x|, x€ X, estoes, [IARA, Alrx,) <1, 1 >0. m]

Como veremos, en el estudio del Teorema de Hille-Yosida aparecen los cono-
cidos como aproximantes de Yosida. Sea X un espacio de Banach y A: D(A) — X
un operador lineal tal que (0,00) < p(A). La familia de aproximantes de Yosida de
A, {A}1>0, esta constituida por los operadores en L(X) definidos mediante

Ay =AARA, A) = A*R(A, A) - AL, A>0. (1.3)

El término “aproximantes" se justifica por el siguiente resultado.
Proposicion 1.25. Sean (X, || -||) un espacio de Banachy A: D(A) € X — X lineal tal
que:

(i) A es cerrado y D(A) es denso en X.

(ii) (0,00) c p(A), YIARA, A)llpix) <1, A >0.

Entonces,
(@) lim ARA,A)x=1x, xe€ X.
A—00

(b) /1lim Ayx=Ax, xe D(A).
Demostracion. (a) Cuando x € D(A) se puede escribir
AR(A,A)x—x=AR(A, A)x—R(A, A) (Al - A)x = R(A, A) Ax.

Luego, de (ii) se sigue que [[AR(A, A)x — x| < %IleII, A > 0, estableciendo asi que
limy_ AR, A)x =x, x€ D(A).

En general, si x € X, como D(A) es denso en X, dado € > 0, podemos encon-
trar y € D(A) tal que ||x — y|l < €. Teniendo en cuenta que [[AR(A, A) |l x) < 1, sigue
que:

IAR(A, A)x = xl = IAR(A, A)(x = )| + IAR(A, A)y =yl + | x =yl
< (AR, Allxy + DIlx =yl + IARA, A)y — yll <2e +IAR(A, A)y — y .
Y como y € D(A), en virtud de lo que habiamos probado podemos concluir que

limy ..o AR(A, A)x = x.
La propiedad (b) es inmediata a partir de (a) y de la Proposiciéon 1.20 (a). O
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Terminamos este capitulo con la siguiente propiedad para los aproximan-
tes de Yosida que usaremos en la prueba de la versién contractiva del Teorema
de Hille-Yosida.

Observacion 1.26. Indicamos que si X es un espacio de Banach y B € L(X), se de-
fine el operador e? mediante la férmula cldsica para la funcién exponencial, es

decir, e = ZZ"ZOB?’;, donde como hemos comentado antes, entendemos la se-
rie como limite en L(X) de las sumas parciales. Observamos que e® € L(X) y
leBllx < e!Blix, También se tiene que e?oef = ePoe? = eA*8, cuando Ay B
conmutan. Ademads, no es dificil ver que la funcién ¢ — e'B es diferenciable en el

sentido indicado al final de la seccién anterior, siendo %etB =e'BB = Be!B,

Proposicion 1.27. Sean X un espacio de Banachy A: D(A) € X — X lineal tal que:
(i) A es cerrado y D(A) es denso en X.
(ii) (0,00) p(A), ¥y ||/lR(ﬂ, A) ”L(X) <1, A>0.

Entonces, para cada x € X existelim_.., e’ x, y es uniformeent € [0,T], T > 0.

Demostracion. Es claro, por (1.3) y las condiciones en (ii), que Ay € L(X), que
| AallLx) <24, A >0,y que ademas,

[ eA/””L(X) =e

Fijamos ahora A, u > 0. En virtud de la Proposicion 1.20 (¢) se tiene que los
operadores Ay y A,J conmutany, en consecuencia, también A,, Aw et y el con-
mutan entre si. Luego, haciendo uso del célculo diferencial e integral en el contexto
de operadores, para cada t > 0, podemos escribir

2 2
—A Hem R, A) “L(x) < e A VIRAANLx) < 1. (1.4)

td
etAAx—etA”x:f — (S ds
0 ds

ds

t
:f [—Aﬂe(t_S)A“eSAAx+e(t_S)A”eSAflA,lx] ds
0

trd d
:f [_(e(t—s)AH)(esA,lx) +e(t—s)Ay_(esA,1x)]ds
0 ds

t
:f e(t_S)A“eSAA(A;Lx—Aux)ds, xeX.
0

Usando (1.4), se sigue que, para cada ¢ =0, ||e“‘1x— e”‘#xll <tlAyx—Ayx|, x € X.
Teniendo en cuenta entonces la Proposicion 1.25 (b) podemos asegurar la existen-
cia de lim)_.o, e’ x, cuando x € D(A). Observamos también que la convergencia
es uniforme para t € [0, T], T > 0. Si x € X, la densidad de D(A) nos dice que dado
€ >0 existe y € D(A) tal que || x — y|l < €. Y entonces,

tAy

tA tA tA tA tA tA tA
e x—eFxl|<ll(e”—e M) (x=pl+lery—e tyll<2e+|e ty—etyl,

de donde se sigue que para x € X existe lim_o, e/ x y es uniforme en t € [0, T,
T>0. O
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Semigrupo de Operadores

Este es el capitulo principal de la memoria. En él analizamos los conceptos y
propiedades mds importantes en relacion a los semigrupos de operadores lineales
y acotados en espacios de Banach. En concreto, nos ocupamos de los semigrupos
fuertemente continuos y los uniformemente continuos. Trataremos primero algu-
nas caracteristicas generales, introducimos el concepto de generador infinitesimal
de un semigrupo y analizamos su relacion con el semigrupo. El resultado central es
el Teorema de Hille-Yosida que caracteriza los semigrupos fuertemente continuos
en términos del generador infinitesimal, estableciendo ademds una conexién con
la resolvente de dicho generador.

Comenzamos introduciendo los conceptos basicos de la teoria.

Definicion 2.1. Sean (X, ||-11) un espacio de Banach y {T;} =0 < L(X). Decimos que la
familia{T} > es un semigrupo de operadores si verifica las siguientes condiciones:

(a) Tp = 1, siendo I el operador identidad.
(b) T;Ts = Tyis, t, s =0 (propiedad de semigrupo).

Un semigrupo se dice que es uniformemente continuo en X silim,_g+ T; = I,
donde el limite se entiende en el espacio (L(X), | - | Lcx))-

El semigrupo es Cy 0 fuertemente continuo en X si, para cada x € X, se tiene
quelim,_ o+ T;x = x. Aqui se considera la convergencia en (X, || - ).

Sefialamos que los términos “uniforme" y “fuertemente" son adecuados a la vista
de la Proposiciéon 2.5 que abordaremos después.

Observacion 2.2. Ya que |Tix—xllx < 1T = Illxollxllx, x € X, es claro que todo
semigrupo uniformemente continuo es también Cj.

A partir de ahora, y siempre que no sea necesario especificar, usaremos el simbolo
| - Il tanto para la norma en X como la correspondiente en L(X). Por el contexto
quedard claro en cada momento la norma considerada.

Nuestro primer resultado da una acotacién para la norma de los operadores
de un semigrupo Cy. En virtud de la Observacién 2.2, también es vdalida para los
semigrupos uniformemente continuos. No obstante, para estos tltimos podemos
tomar M = 1, como se recoge en la Proposiciéon 2.11.



16 2 Semigrupo de Operadores

Teorema 2.3. Sea {T;} ;>0 < L(X) un semigrupo Cy. Existen constantes M 21y w € R
tales que | T;|| < Me%?, t = 0.

Demostraciéon. Observamos en primer lugar que | Tyl = [[I|| = 1, por lo que M ha
de satisfacer M = 1.

Afirmamos que podemos encontrar M = 1y r >0 tales que || ;|| < M, cuando
t € [0, r]. Supongamos por el contrario que esto no es cierto. Entonces, para todo
neN, existe r, >0talque 0 < £, < %, y I T, > n. Hemos encontrado asi una su-
cesion (T;,) nen < L(X) de manera que sup ey | T, | = co. Entonces por el Teorema
de Banach-Steinhauss ([1, Theorem II.1]) existe xp € X tal que sup,,cy I T4, Xoll = oco.
Sin embargo, esto contradice el hecho de que lim;_.¢+ T;xy = xg, pues esto implica
que (77, Xo) nen €S una sucesiéon acotada en X.

Sea ahora t € [0,00). Consideramos M = 1y r > 0 tales que || Ts|| < M, s€ [0, r].
Sit<r, |T:| <M.Seat>r.Elegimos n e Nyye|[0,r) de modo que f = nr +Y.
Entonces, de la propiedad de semigrupo y considerando w = lnTM > 0, se obtiene

que
(n n -y z wt
ITel =1 Tnreyll =1 Tro---0o Tro Ty | < | T "I Tl =M™ M < MMr < Me™".
Hemos llegado asi a que || ;|| < Me%?, t = 0. O

Observacion 2.4. Cuando w = 0 se dice que el semigrupo es uniformemente acota-
do,y si ademds, M = 1, entonces decimos que el semigrupo es contractivo.

Proposicion 2.5. Sean X un espacio de Banach y {1} >0 < L(X) un semigrupo uni-
formemente continuo. La aplicacion t — T; es continua de [0,00) en L(X). Andlo-
gamente, si {T;}>0 es un semigrupo Cy, entonces, para cada x € X, la aplicacion
t— T;x es continua de [0,00) en X.

Demostracion. Demostraremos la propiedad para los semigrupos uniformemente
continuos. El caso Cj se prueba de la misma forma. N6tese también que en ) =0
la funcién es continua por definicion.

Fijamos fy € (0,00). Veamos que la aplicaciéon ¢ — T; es continua en £y por
la derecha. Usando la propiedad de semigrupo, para cada s = ) podemos escribir
[Tty — Tsll = 1 Tty (I = Ts—g) Il = I T, lII1] = Ts—4,1l. Y ya que {T¢}>0 €s un semigrupo
uniformemente continuo se deduce que || Ty, — Ts|l — 0, cuando s — tJ }

Por otro lado haciendo uso del Teorema 2.3 elegimos M = 1y w = 0 tales
que || Tsll < Me™s < Me¥", s € [0, p]. Entonces, procediendo como antes, llegamos
a que || Ty, — Tsll < I Tsl Tyy—s — IIl < Me™™||Ty,—s—Ill, 0 < s < tp. De nuevo por
ser {T;}>o un semigrupo uniformemente continuo en X, se obtiene || T, — Ts|l — 0,
cuando s — ;. O

Terminamos este apartado con la siguiente propiedad para semigrupos Cy que
usaremos en la siguiente seccion.
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Proposicion 2.6. Sean {Ts} s> y {Ss}s=0 dos semigrupos fuertemente continuos en un
espacio de Banach X y D c X un subespacio invariante por {S;}i=¢ (esto es, S;(D) C
D, t =0). Supongamos que las aplicaciones t — T;x y t — S;x son diferenciables
en el intervalo (a, b), para cada x € D. Entonces la aplicaciéon F(s) = T;Ssx, s € (a, b),
es también diferenciable para todox€ D y

4 s =T (i(s )(s0)) + i(T (S ) (50), 50 € (a, D)
ds sodss 0 dssso 0/» 90 y ).
Demostraciéon. Sean x € Dy sy € (a, b). Para h suficientemente pequefio (que ase-
gure que Sp + h € (a, b)) podemos escribir
F(sg+ h) — F(sg) Se+hX =S5 X\ Tsun—
h = s0+h( A ) + h
Ya que t — T,z es diferenciable en sy, para todo z€ D,y S5 x € D, se tiene que

) _d
lim Lo(h, ) = —( T5(S4, ) (50).

Ty,
(SS()x) = Ll(h» x) + LZ(h)x)-

Por otra parte, si denotamos por S’SOx = % (Ssx)(sp), tenemos que

[ L1 (R, x) = Ty (S0 || = [| L1 (B, %) = Ty (S5, ) % Ty (S5, %) ||
SS()+hx_ SSox
h

cuando h es suficientemente pequefio. La continuidad de t — T;x y la diferencia-
bilidad de t — S;x en sy, asi como el Teorema 2.3, permiten concluir que

) B d
}ll_r% Li(h,x) = TSO(%(SSX)(SO))-

< | Tyynl = Sl x|+ 1 Ty (Shy ) = Ty (SL 201,

2.1. Generador infinitesimal de un semigrupo

Como ya hemos comentado los semigrupos constituyen una herramienta po-
tente en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales. Este valor se basa en
la relacién con cierto operador que analizamos en esta seccion.

Definicién 2.7. Sean X un espacio de Banach y{T;} ;>0 < L(X) un semigrupo de ope-
radores Cy. Se llama generador infinitesimal del semigrupo {T}:> al operador li-
neal A: D(A) c X — X, definido por

Tix—x

Ax = lim ,
t—0+ t

. . . z T -
para cada x en su dominio D(A) = {x € X: existe lim ~5—=}.
1—0

El dominio de A, que es un subespacio vectorial de X, es una parte esencial en la
definicion del generador A, por lo que lo correcto seria usar siempre la notaciéon
(A, D(A)). No obstante, por comodidad escribiremos A y asumimos implicitamen-
te que su dominio es el dado por D(A). Hacemos notar que aunque A es un opera-
dor lineal, en general, no tiene por qué ser un operador acotado.
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2.1.1. Semigrupos uniformemente continuos

En esta subseccion establecemos que el generador infinitesimal A de un se-
migrupo uniformemente continuo es un operador acotado. De hecho estos semi-
grupos se describen como operadores exponenciales de la forma {e/4} (.

Teorema 2.8. Sea X un espacio de Banach. Se tiene que:

(a) Si A€ L(X), entonces ('} ;>o es un semigrupo uniformemente continuo en X.
(b) Sean {Tt} =0 < L(X) un semigrupo uniformemente continuo en X y A su genera-
dor infinitesimal. Entonces, A € L(X).

Demostracion. (a) Ya comentamos en la Observacion 1.26 que si A € L(X), enton-
ces e’ € L(X) yademads ||e'?| < e’l4l. Veamos la justificacién de estos hechos con
un poco més de detalle. Sea ¢ = 0. El operador e’/ se define por

nork Ak x

, xeX.
i—o K

edx = lim
n—oo

L k k LPe
Para cada x € X, la sucesiéon (ZZ:O %) neN €8 una sucesion de Cauchy en X, pues
A es un operador acotado y

m ¢k Ak y

>

- K

m k| Al x|

<y

k=n k!

, nmeN, n<m.

La completitud de X asegura la existencia de e’“x. Ademas, IIe[AxII < etlAl x|,

L k“,‘ es convergente

x € X. Notese que de la misma forma se tiene que la serie 377
en L(X), esto es, uniformemente convergente en X.

Por otro lado, {e’4};s¢ satisface las propiedades de semigrupo. Es evidente
que Ty = I. Ademas, la convergencia uniforme de la serie nos permite escribir, para

cadat,s=0,

OOt-m

A A _ 5" 0 00 yMmen
m=0 " n=0 n m=0n=0 M1

00 00 | pMel—m AT 00

IR ol ol L

m_or:mm!(r—m)! rl = \inso

o0
Z t+s)r = elI*94,

De nuevo, usando que A es acotado, se deduce que {e'4},50 es un semigrupo uni-
formemente continuo, pues, para cada ¢ =0,

(o] n

t
> A

n=1

At
e =11l =

< Z;nAn”s r||A||(Z ;uAu”):tnAne"“ I,

n=1 n=0
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lo que implica que || e’ — [|| — 0, cuando t — 0™.
También la acotacién de A conduce a que A es el generador infinitesimal del
semigrupo. Basta observar que

_A” =y A <Ay @nAan——= _ t AJ2eAl > 0.
t = n! = (n=2)!

(b) En este apartado nuestro objetivo es probar que A € L(X). Para ello vamos
a establecer que, para cierto p >0,

T,—1 P !
lim ft :(TP—I)U Tsds) :
0

t—0*

siendo fop Tsds un operador biyectivo con inverso en L(X). Y asi se deduce que
A € L(X). En virtud de la Proposicion 2.5, las integrales se pueden entender en el
sentido Riemann que comentamos al final de la seccion 1.2.

Asi, para cada p > 0 podemos escribir I = % fop Idsy se tiene que

1 [P 1 [P
I [ atso] |2 [t~
P Jo P Jo

Como {T;};>0 es un semigrupo uniformemente continuo, podemos elegir t, > 0
de manera que || T; - I|| < %, t € (0, ). Luego, tomando p = fy se deduce que
II%0 Oto Tsds—1I| < % El Teorema 1.16 asegura entonces la existencia del operador

1 P
s—f I Ts - Illds.
pJo

. 1 . , . .
inverso de [,° Tsds, siendo ademds un operador lineal y acotado. Para concluir la
prueba debemos ver que

T,—1 "
lim — f Teds= Ty — 1.
t—0* 0

De nuevo el célculo integral nos permite escribir

T, -1 to 1 to 1 to 1 o+t 1 t
! f Tst: _f Tt+3ds__f Tst: _f Tst——f Tst, t>0.
t 0 tJo tJo L Jg tJo

No es dificil ver que puesto que {T}} ;>0 €s un semigrupo uniformemente continuo
. . 1 o+t _
se tiene que lim;_ o+ " 1) j Tsds = Ty, p = 0. Entonces, se concluye que
. Ty—1
lim
=0t [

To
f TSdS: Tt()_TO:Tt()_I'
0
O

Alavista de este teorema si { Ty} ;>( s un semigrupo uniformemente continuo
en X, entonces su generador infinitesimal A € L(X). Pero entonces, A también es el
generador infinitesimal del semigrupo uniformemente continuo {e4"} ,~0. De ma-
nera natural cabe preguntarse si ambos semigrupos son o no iguales. La respuesta
es afirmativa, como puede observarse a continuacion.
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Teorema 2.9. Sean X un espacio de Banach y {T;} =0 y {S¢} =0 dos semigrupos uni-
formemente continuos en X con el mismo generador infinitesimal. Entonces, se tiene
que T, =S8: t=0.

Demostracién. Fijamos un fy > 0 arbitrario. De la Proposicion 2.5 y la continuidad
de la norma en L(X), se sigue que las aplicaciones ¢ — || T;|| y £ — [|S;|l, son conti-
nuas de [0,00) en [0,00). Entonces, ambas aplicaciones estan acotadas en [0, #y] y
podemos encontrar Cy > 0 tal que

sup [ T¢llISsll = Co. 2.1
t,s€[0,1]

Por otro lado, si A es el generador infinitesimal de los dos semigrupos, teniendo en
cuenta que se verifica

1 T,—1 Si—1
;||Tt—st||su — 4| +| -4, t>o0,
dado € > 0 podemos elegir 0 < § < ) de manera que
1 £
—NTi =Sl <— 0<i1<0é. (2.2)
t tCo

Sea t € [0, fp]. Elegimos n € N suficientemente grande para que t < nd. De esta
manera, si @ = t/n, usando (2.1), (2.2) y la propiedad de semigrupo se deduce que

n—1
IT: = Sell = Tha = Snall < Y 1 Tin-kyaSka = Tin—k-1)aStk+1all
k=0
n—-1 n—-1
= ” T(n—k—l)a(Toc - Sa)Ska” = ” Ta - Sa” Z ” T(n—k—l)a” ”Ska” <eE.
k:o k:O

Luego, tomando € — 0, se obtiene que || T; — S¢|| = 0. De esta forma, T; = S;, t €
[0, fp]. De la arbitrariedad de ¢, se obtiene que T; = S, £t = 0. O

Como consecuencia de los Teoremas 2.8 y 2.9 se deduce la siguiente caracteriza-
cién de los semigrupos uniformemente continuos en funcién de su generador in-
finitesimal.

Corolario 2.10. Sean X un espacio de Banach y { = {Ts};=0 un semigrupo uni-
formemente continuo en X con generador infinitesimal A. Entonces, A € L(X) y
(= {eAt}t20~

Proposicion 2.11. Sean X un espacio de Banach y {T;} =0 un semigrupo uniforme-
mente continuo en X. Entonces se tiene que:

(a) Existe w = 0 tal que | Ty|| < e™?, t = 0.
(b) La aplicacion t — Ty es diferenciable y se verifica que %T = AT; = T; A, donde
A es el generador infinitesimal del semigrupo {T} 0.
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Demostracion. El Corolario 2.10 nos dice que Ty = et >0, siendo A € L(X) el

generador infinitesimal del semigrupo {T;};»¢. Por tanto, || T;| < !4l £ >0, y ob-

tenemos (a) con w = || A]|.

Probamos ahora (b). Si t = 0, se tiene por definicién de A que % Tt =0 = A. Fijamos

entonces ¢ > 0. Debemos ver que existe limj,_. % en L(X), y que el valor de

este limite es T; A. Nétese que como T; = e'4, se puede asegurar que AT; = T, A.
Usando la propiedad de semigrupo y el apartado (a) se tiene,

Tiin—Ty T, —1 T, —1

- TA|[<IT, Al et —-A|, h>o0,
p : Tl )| — h
y,cuando0< h < t,
Ii =T =1
LT A = T — Al 1 Te-p A= T Al
Tp—1
< pW(t=N) hT_A + | Tr_p A— T Al

Luego, para terminar la prueba basta tener en cuenta que A es el generador infini-
tesimal del semigrupo y que la aplicacién s — T es continua (Proposicion 2.5).
O

2.1.2. Semigrupos fuertemente continuos

Tratamos ahora los semigrupos Cy. En este caso, el generador infinitesimal A
es, en general, un operador no acotado, que esta definido, como veremos en un
subespacio denso de X. Ademas, para recuperar el semigrupo a partir de su gene-
rador vamos a necesitar un tercer objeto, la resolvente de A, cuestién que analiza-
remos en la segunda seccion de este capitulo.

Comenzamos con el siguiente resultado donde se pone de manifiesto que
la continuidad fuerte del semigrupo implica cierta propiedad de diferenciabilidad
para las aplicaciones orbitas, & : t — Tix, x € X.

Proposicion 2.12. Sean X un espacio de Banach, {T;} ;>0 un semigrupo Cy en X, y
A: D(A) c X — X su generador infinitesimal. Entonces, se cumple:
(a) Para x € D(A), se tiene que T;x € D(A)!, y %Ttx =T;Ax = AT;x.

(b) Paraxe X
t+h
lim — Tixds=Tix, t=0.
h—oth J; s !

(c) Parax e X yt =0 se tiene que fot Tsxdse D(A) y
t
A(f Tsxds) =T;x—x.
0

t
Tix—Tsx :f T, Axdu, t,s=0.
N

(d) Para x € D(A),

1 Esto nos dice que D(A) es {Tt};=0-invariante.
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Demostracion. Repitiendo el argumento en la demostracion de la Proposiciéon 2.11
(b), usando en este caso la acotacion dada en el Teorema 2.3 y que
Thx—x

lim =Ax, x€D(A),
h—0t h

se puede demostrar la propiedad en (a).

Sean xp € X y fp = 0. Puesto que la aplicacién t — T;xp es continua, se tiene que
es integrable en sentido Riemann como funcién X-valuada. Ademas, dado € > 0,
existe 6 > 0 tal que || Tsxo— Ty, xoll < €, cuando s € (o, fp+96). Por tanto, para0< h <6
podemos escribir

to+h
Sﬁf | Tsxo— Ty, xollds <&,
I

0

1 to+h
H Tsxods— Ty xo

nlti

de donde se obtiene (b).
La propiedad en (c) quedard probada cuando veamos que

. Iy—1
lim

To

De nuevo usando el cdlculo integral y la propiedad de semigrupo se sigue que

Ty, — 1 [l 1 [l 1 [l
h (fo Tsxods):ﬁfo Th+sx0ds—ﬁf0 Tsxods

h
1 to 1 to+h 1 to
= ﬁfh Tsxods+E‘[ Tsxods—ﬁfo Tsxods
5

0

1 to+h

1 h
=— Txds——f Tsxods.
h . sA0 h 0 SA0

Como el limite cuando k& — 0" del dltimo término es Ty, xo — Xp, (2.3) queda esta-
blecido.

Por ultimo, teniendo en cuenta que T;x — Tsx = St % Tyxdu, x€ X, s, t =0,
de la propiedad (a) se sigue inmediatamente (d). |

Uno de los objetivos en nuestro estudio es encontrar una caracterizacién para los
semigrupos Cy. Veamos en primer lugar la siguiente condicién que es necesaria
para estos semigrupos.

Proposicion 2.13. Sean X un espacio de Banach, {Ty};>¢ un semigrupoCypen X y A
su generador infinitesimal. Entonces, A es un operador cerrado con dominio, D(A),
denso en X.

Demostracion. Que D(A) es denso en X, se sigue de la Proposicién 2.12 (b), (c),
pues para cada x € X, se tiene que x, — X, siendo (x,),en < D(A) la sucesion
dada por
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1/n
xn:nf Tsxds, neN.
0

Veamos que A es un operador cerrado en X. Sean (x,);., < D(A), x,y € X
tales que x,, — x, y Ax, — y, cuando n — oo. Ya que, para cada ¢ = 0, T; es un
operador continuo, se tiene que T;x, — T;xy T:Ax, — Ty, cuando n — oo.

Mads atn, esta convergencia es uniforme en ¢ € [0, T], para cualquier T > 0.
Basta tener en cuenta que si (z;)pen € X v 2 € X entonces por el Teorema 2.3
I Trzn— Tezll < | Tellllzn — 2l < Me™ T ||z, — 2lI, £ € [0, T1.

Haciendo uso entonces de la Proposicién 2.12 (d), para cada t € (0,1) y x €
D(A) se tiene que

Tix—x Tixy, — Xn 1

t 1 t
=lim — = im—f T, Ax ds:—f Tsyds.
- Jm ” o 7 Jg sAXp t ) sy

Aplicando la propiedad (b) de la Proposicion 2.12 se deduce que x € D(A) y Ax =y,
y, por tanto, queda demostrado que A es un operador cerrado. |

Se puede refinar un poco el resultado anterior como indicamos a continuacion. Se
trata de la existencia de un subespacio de D(A) que sigue siendo denso en X2,

Proposicion 2.14. Sean {T;}:>9 un semigrupo Cy en un espacio de Banach X y
A: D(A) c X — X su generador infinitesimal. Entonces, ey D(A") es denso en X.

Demostracion. Aqui, paracadaneN, n=2, D(A") = {xe D(A" 1) : A" lxe D(A)}.
Entonces N,,en D(A™) es un subespacio de D(A). Para establecer que es denso en
X, vamos a probar que existe un subconjunto Y <,y D(A™) denso en X.

Para cada x € X y ¢ € C°(0,00) (funciones de clase C* y soporte compacto en
(0,00)), definimos el elemento de X,

x(p:j; @(s)Tsxds.

Notese que en virtud del Teorema 2.3, [|x, || < fsop(plcp(s)lll Tslllxlds < Cllx]l.
Consideramos el subespacio vectorial generado por estos vectores

Y =({xp: x€X, peC0,00)}).
Comprobamos primero que Y < (,eny D(A™). Sean x € X y ¢ € C°(0,00) con so-
porte en (a,b) < (0,00). Afirmamos que x, € D(A) y que Ax, = x_,. En efecto,
considerando la extension de ¢ al intervalo (—oo,0] como ¢(z) = 0 (n6tese que ya
que @ tiene soporte compacto en (0,00), esta extension sigue siendo de clase C™)
para cada h > 0, podemos escribir

Thxp—Xp 1 © *
M:_(Thf (p(s)nxds—f q)(s)nxds)
h h 0 0

2 Este subespacio es un ejemplo de un “nicleo” para A, es decir, un subespacio denso en D(A) con la norma
del grafo | x|l o = x|l + | Ax|l, x € D(A) (ver Proposicién 3.7).
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1 0o 0o b+h _ _
= 7 (f p(s) Ts+hxds—f @(s) Tsxds) :f and&
0 0 a

Ya que limj,_ ¢+ = —¢'(s) uniformemente en [a, b + 1], dado € > 0, pode-
mos tomar 0 < hy < 1 tal que

@(s—h)—p(s)
h

@(s—h)—@(s) N

P ¢'(s)

sup <g, 0<h<hy.

s€la,b+1]

Por tanto, para todo 0 < h < hy, usando de nuevo el Teorema 2.3, llegamos a que

De esta forma, x, € D(A) y Axy = x_,. Aplicando induccién, se obtiene que
Xp € D(A") y A"xy = X(_1yn,m, siendo @™ € C(0,00), n € N. Concluimos que
Y cNyen D(A™).

Para terminar la demostracion, veamos que Y es denso en X. Supongamos
que no lo es. Como consecuencia del teorema de Hanh-Banach (ver [1, Corolario
1.8]), existe un funcional F lineal y continuo en X que es no nulo y tal que F(y) =0,
y € Y. En particular, para cada x € X y ¢ € C°(0,00) se verifica que F(x,) = 0. Por
tanto, dado x € X, para toda funcién ¢ € CZ°(0,00) se cumple que

R

b+1
sMsIIxIIf e*ds<Ce.
a

(,0("’

me(s)F(Tsx)ds =0,
0

lo que implica que F(Tsx) = 0, para cada s = 0. En particular, F(x) =0, x € X, es
decir, F es el funcional nulo y llegamos a un absurdo. Asi, Y es denso en X. O

Al igual que sucede con los semigrupos uniformemente continuos, si dos se-
migrupos Cy tienen el mismo generador infinitesimal entonces son iguales.

Proposicion 2.15. Sean {T;} ;>0 ¥ {St} =0 dos semigrupos Cy en X con el mismo ge-
nerador infinitesimal. Entonces, T; = S;, para todo t = 0.

Demostracion. Es claro que Ty = Sp. Consideramos entonces ¢ > 0 y supongamos
primero que x € D(A).

Sea F la funcion definida en [0, t] por F(s) = T;—s(Ssx), s € [0, t]. Las Propo-
siciones 2.6 y 2.12 (a) nos permiten escribir F'(s) = —T;_3(ASsx) + T;—s(ASsx) =0,
s€(0,1). Yaque F es continua en [0, f], se concluye que F es constante y, por tanto,
F(0) = F(t),estoes, Trx = S¢x.

Fijamos ahora x € X. Como D(A) es denso en X (Proposicion 2.13) podemos
tomar una sucesion (x,)en < D(A) tal que x, — x en X, n — oco. Sabemos que
T¢x, = Stxn, n € N. La continuidad de los operadores T; y S; aseguran entonces
que Tyx = Syx. O
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2.2. Teorema de Hille-Yosida

Dedicamos este apartado al problema central de esta memoria: caracterizar
aquellos operadores lineales que son generadores infinitesimales de semigrupos
fuertemente continuos, y describir como se genera el semigrupo.

Vimos en la Proposicion 2.13 que si un semigrupo es Cy entonces necesa-
riamente su generador infinitesimal es un operador cerrado con dominio denso.
Por otro lado, un semigrupo {T;};>¢ uniformemente continuo queda totalmente
descrito a partir de su generador infinitesimal A, que es un operador acotado, me-
diante T; = e'4, t = 0.

Si A no es acotado cabe pensar entonces en tratar de encontrar una suce-
sion de operadores acotados (Ay)en, €sperar que exista el limite de e!4n cuando
n — oo, y que éste sea un semigrupo fuertemente continuo. Esta fue una idea de
Yosida que permiti6é encontrar condiciones suficientes para que un operador lineal
cerrado sea el generador de un semigrupo Cp. Estas condiciones fueron estableci-
das independientemente por Hille y Yosida en 1948 y se recogen en el conocido
como Teorema de Hille-Yosida.

Ya que las técnicas de prueba para semigrupos contractivos es mds sencilla,
y los casos generales pueden deducirse de éste, presentamos en primer lugar la
version del Teorema de Hille-Yosida para semigrupos contractivos.

Teorema 2.16 (Hille-Yosida, semigrupos contractivos). Sean X un espacio de Ba-
nachy A: D(A) c X — X un operador lineal. Se tiene que A genera un semigrupo Cy
contractivo siy solo si:

(a) A es cerrado y D(A) es denso en X.

(b) (0,00) € p(A), YIIAR(A, A)ll <1, para cada A > 0.

Demostracion. Supongamos primero que A genera un semigrupo Cy, {T¢} >0, con-
tractivo. Ya vimos en la Proposicién 2.13 que A es entonces cerrado y D(A) es denso
en X. Probemos entonces la condicién (b).

Fijamos A > 0. Definimos el operador

00 b
Syx = f e MTxds=lim | e MT,xds, xeX.
0 b—ooJo
Este operador estéd bien definido como integral impropia en el sentido Riemann.
De hecho, como {T}} ;> es un semigrupo contractivo se cumple

o0 X
||Sm|sf0 e‘“uTsuuxndss¥, x€ X,

y se tiene que |AS, ] < 1.

El objetivo ahora es probar que este operador coincide con la resolvente de A. Para
ello, veamos primero que A conmuta con Sy. Sea x € D(A). Por la Proposiciéon 2.12
(a) se tiene que
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o0 (e,9)
Si(Ax) = f e MT(Ax)ds = f Ale ™M T,x)ds.
0 0
Por otro lado, la integrabilidad Riemann nos permite escribir

n i
> AT, x)

oo b b
f A(e M T,x)ds = lim A(e"*Tx)ds = lim lim (—
0 b ni;3

—00J0 b—oon—00

. b& _jpi
=lim lim [A —Ze Abs; piX]|]-
i
Sea b > 0. Denotamos por z, = %Z?:l e Ay »iX, n € N. De nuevo por la
n

Proposicion 2.12 (a) se verifica que z, € D(A), y ademas, z, — yp = fob e s Tsxds,
Az, — fob A(e M Tyx)ds, n — co. Como A es cerrado, se cumple,
b
yweD(A) v Ayp= f Ale M Tx)ds.
0
Por otro lado, tomando una sucesion (b;,) ,en estrictamente creciente en (0,00) se
tiene que

o0 oo
Vb, — f e M Tyxds y Ayp, — f Ale M Tix)ds.
0 0
Aplicando de nuevo que A es un operador cerrado concluimos que f;° e MToxds =
Srxe D(A) y A(Syx) = f(;’o A(e s Tsx)ds. Por tanto, A(Syx) = Sy (Ax), x € D(A).
Para probar que Sj = R(A, A), debemos ver que (AI—A)S) = IxySy(A[-A) =

Ip(a)- Teniendo en cuenta que T; € L(X), ¢t = 0, yusando la propiedad de semigrupo
podemos escribir

T,(S3x)—S 1 oo 1 [
lim M = lim ZTh (f e_“Tsxds) _Ef e"“Tsxds
0 0

h—0* h h—0*

L [ _4 L [ 4

:hh%l+ﬁ ; e STthds—EfO e M Tsxds
L[ _Aw-n L[ A

= hhg; th e Tyxdu— Efo e “Tsxds
Ah h

_ 1 e"—1 [ -As 1 -As

= h]gg - fh e “Txds— ﬁfo e Y Texds

(0]
:Af e MTxds—x, xeX.
0

En la tltima igualdad hemos usado que limy,_q+ [l e A Toxds = x, 1o que se pue-
de establecer procediendo como en la prueba de la Proposicién 2.12 (b).
Por tanto, AS)x = AS)x—x, x€ X, esto es, (Al — A)Syx = x, x € X. Por otra
parte, como Sj y A conmutan se cumple que Sy (A — A)x = (A - A)Syx, x € D(A).
Continuamos ahora con la segunda parte de la prueba donde establecemos
que (a) y (b) son condiciones suficientes para que A genere un semigrupo Cy con-
tractivo.
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Sea {Ay = LAR(A, A)} >0 la familia de aproximantes de Yosida de A (ver (1.3)). Para
cada A > 0 se tiene que Ay € L(X) y, en virtud del Teorema 2.8 (a), {e!41} 50 es un
semigrupo uniformemente continuo, que ademas es contractivo ((1.4)). Asimismo,
la Proposicién 1.27 nos dice que el limite 1im ., e’41 x existe para todo x € X y
ademads es uniforme en ¢t € [0, T], T > 0. Definimos entonces, para cada ¢ =0,

T;x= lim ey, xeX.
A—o0
Que {T;} =0 < L(X) se sigue facilmente de que et e L(X), A > 0. Mds aun, ya que
{e'} 50 es contractivo y, para cada t = 0, x € X y € > 0 existe 1y > 0 de manera que
| T;x — e Mox| <&, se tiene que || Tyx|| < e+ e Mox|| < e+ x|, yasi, [ T <1, £ =0.
Asimismo, para cada ¢ = 0 se verifica que || T;x — x| < € + IIe”‘on —-x|l, xe€ X, de
donde se deduce que lim;_+ Tyx = x, x € X.
Es claro que Ty = I. Por otra parte, para cada s, t =0, y A > 0 se tiene que

I T (Tsx) — e (e x) || < (T — ") Tyx|| + [l e (Tyx — ¥ x) |

< |I(T; - "M Tyx|| + | Tsx — e x||, x€ X.

Por tanto, paracada s, t =0, T; Tsx = limy _o, e/ e’ x = lim) o, e ™M x = Ty, s x,
x € X. Hemos comprobado asi que {T;};>¢ es un semigrupo Cy contractivo.

Para terminar supongamos que B : D(B) — X es el generador infinitesimal
de {T;}s>0. Veamos que A = B.
Observamos primero que puesto que Tsx = lim_, e x, x € X, uniformemente
ense[0,T], T >0, se sigue que, para cada ¢ > 0, lim) ., fot eSMxds = fot Txds,
xeX.

Sea x € D(A). Haciendo uso de la Proposicion 2.11 (b) tenemos que

etAlx—x:fti(eSAlx)dS:f
0o ds 0

Teniendo en cuenta la contractividad de {4}~ y la Proposicién 1.25 (b), si to-
mamos limite cuando A — oo y consideramos ¢ € [0, 1], obtenemos que

t

eSA‘(A,lx—Ax)ds+f e Axds, 1> 0.
0

t

t
T,x—x:f Ts(Ax)ds, te]0,1].
0

Luego, de la Proposicién 2.12 (b),

. TIix—x
lim

t—0t

=To(Ax) = Ax, xeD(A).

De esta forma, se establece que D(A) < D(B) y Bx = Ax, x € D(A). Por otra par-
te, ya que B es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy contractivo, por lo
establecido en la primera parte de la demostracion se sigue que (0,00) < p(B). En
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particular, 1 € p(B) y por tanto, (I — B) es un operador inyectivo. Sean y € D(B) y
x = R(A,A)(I - B)y. Observamos que x € D(A) (pues Rec(R(A, A)) = D(A)), y que
(I-A)x=(-B)y.Pero Ax = Bx, porlo que (I - B)x = (I — B)y, y se sigue enton-
ces que x = y, y por tanto, y € D(A). Sefialamos finalmente que de acuerdo con la
Proposicion 2.15 el semigrupo {7} >0 que hemos definido es tunico. |

Como fue mencionado, la técnica para probar el Teorema de Hille-Yosida para se-
migrupos Cy generales consiste en reducir el problema al caso contractivo y aplicar
entonces el Teorema 2.16. Los dos resultados que presentamos a continuacion si-
guen esa linea.

Proposicion 2.17. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que {T;} > es un se-
migrupo Cy en X tal que || T;| < e™’, t = 0, para cierto w € R. Entonces, la familia
{St}i=0 donde S; = e W'Ty, t = 0, es un semigrupo Cy contractivo en X. Ademds, si
A es el generador infinitesimal de {1} >0, entonces B = A— w] es el generador de
{St}i=0. Mds atin, A€ p(A) siysélosil— w € p(B).

Demostracién. De las propiedades del semigrupo {7} ;>0 se sigue facilmente que
{S}=0 es un semigrupo de operadores en L(X). Por otro lado, para ¢ € (0, 1), apli-
cando el Teorema del valor medio se obtiene que

—wt —-wt

I1S;x— x|l < e Trx — xll+le” " = 1|l x]| < ™ (I T, x — x|l + tlwl|x), x€ X,

de donde se sigue que {S;};>0 es un semigrupo Cy. Asimismo, [|S;|| < e”W!| T;|| <
e WieWt =1, t >0, esto es, {S;};>0 €S UN semigrupo contractivo.

Comprobamos ahora que B = A— w] es el generador infinitesimal del semi-
grupo {S;} >0, siendo D(B) = D(A). Para ello basta observar que

Spx—x e WhTx—x wh Thx—Xx e Wh_
- —e” + x, xeX,h>0.
h h h h
z -wh £ e h : ;
Luego, ya que limy_.¢+ e =1ylimy_o+ == = —w, se sigue que x € D(B) si

y s0lo si x € D(A), y Bx = Ax— wx, para x € D(B) = D(A), esto es, B=A—-wl.
Esta relacion nos dice que AI— A = (A —w)I - B, por lo que A € p(A) siy so6lo si
A—-wep(B). O

Proposicion 2.18. Sean (X, || - ||) un espacio de Banach y {T;} ;=0 un semigrupo Cy de
operadores en L(X, || - ||) tal que | T¢llrx,1-p < M, t =0, para cierta M = 1. Entonces,
existe unanorma|-| en X equivalentea | - || tal que | T x,.) <1, t=0.

Demostracion. Definimos |- | mediante |x| = sup . | Trxll, x € X. Esta aplicacion
define claramente una norma en X. Asimismo,
lxll =1 Toxll = sup | Texll = |x] < sup | Tell ox, - 1 x Il = Mlixll, xeX,
20 =0
es decir, ambas normas son equivalentes. Por otra parte, usando la propiedad de
semigrupo, para cada ¢ = 0 se tiene que
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|Tix| =sup || TsTrxll = sup | T4 sxll < sup || Tsxl|l = |x].

s=0 s=0 §=0
esto es, |Tt|L(X,|-|) <1,t=0. O

Observacién 2.19. La equivalencia de las normas || - || y | - | de la proposicién ante-
rior asegura que la familia {T;} ;> considerada en L(X, |-|) también es un semigru-
po Cp y con el mismo generador infinitesimal. Basta observar que las propiedades
de semigrupo son propiedades algebraicas, asi que no dependen de la norma. Con
respecto ala condicién Cy y al limite que define al generador infinitesimal, aunque
siinvolucran a las normas, al ser éstas equivalentes se tiene que son independien-
tes de la norma considerada. Como hemos visto, la contractividad, sin embargo, es
una propiedad implicita a la norma.

Ya nos encontramos en condiciones de establecer el Teorema de Hille-Yosida
para semigrupos Cy generales.

Teorema 2.20 (Teorema Hille-Yosida, version general). Sean (X, || - ||) un espacio
de Banachy A: D(A) c X — X un operador lineal. Entonces A genera un semigrupo
Co en X, {Tt} =0, tal que | Tyl < Me%?, t = 0, para ciertas constantes M =1y w = 0 si
y s6lo si:

(a) D(A) es denso en X y A es cerrado.

() (w,00) < p(A) yIIA—w)"RA, A < M, neN, 1> w.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que {7;};>¢ es un semigrupo Cy ge-
nerado por A tal que || T;|| < Me"?, t > 0.

Definimos S; = e” ! Ty, t = 0. Procediendo como en la prueba de la Proposi-
cién 2.17 se sigue que {S;};>0 es un semigrupo Cy en X tal que [|S¢[| <M, t =0,y
que B = A— wI es su generador infinitesimal.

En virtud de la Proposicion 2.18 y de 1a Observacion 2.19 existe una norma |-| en X

equivalente a || - || de manera que {S;} ;>0 es un semigrupo Cy contractivo respecto

a ella, esto es, |S;| < 1, £ = 0, y su generador infinitesimal sigue siendo B. Como

vimos en la prueba de dicha proposicién, podemos considerar la norma dada por
|x| =sup;>o ISexll, x€X,

que satisface, || x|l < |x| < M| x|, x € X.

Por el Teorema de Hille-Yosida contractivo (Teorema 2.16) se sigue, por un
lado, que B es cerrado y D(B) es denso en (X, |+]). La equivalencia de las normas nos
dice que también B es cerrado y D(B) es denso en (X, |- |). Y puesto que A= B+ wI
queda establecido (a).

Por otro lado, también segtn el Teorema 2.16, (0,00) < p(B) y |[uR(u,B)| <1,
> 0. Como las normas son equivalentes, se sigue que . € p(B) siy s6lo si R(u, B) €
L(X, |- ), y por tanto, si y s6lo si R(u+ w, A) € L(X, | - |I). Luego, (0,00) < p(B) siy
solo si (w,00) € p(A). Ademads, paracadau>0yneN,

" R(u, B) x|l < |u"R(u, B)" x| < |uR(u, B)"|x| < |x| < M| xll, x€X,
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de donde se sigue que, paracadane Ny A > w, [(A-w)"R(A, A)"|| < M.
Supogamos ahora que se verifican las condiciones (@) y (b) del teorema. Con-

sideramos el operador B = A— wl. De (a) se sigue que B es un operador cerrado y

D(B) es denso en (X, || - I). Y por (b) se obtiene que (0,00) < p(B) y |[u"R(u, B)"|| <

M, neNypu>0.

Usando ahora la Proposicion 1.24 (ver también su prueba), se tiene que la norma

Il Il en X definida por

llxll = lim |xll,= sup [u"R(u,B)"xl, x€X,
H—o0 neNu{0}

verifica que ||x|| < lllxll < Mllxll, x€ X, y lluR(w, B)ll < 1, para pu > 0.

Como ambas normas son equivalentes, B también es cerrado y D(B) es denso
en (X, I - lID. Luego, podemos aplicar el Teorema 2.16 para inferir que B genera un
semigrupo Cy en (X, ||l -1Il), {S¢}r=0, que es contractivo. Como ambas normas son
equivalentes se tiene que {S} ;> es un semigrupo Cy en (X, |-||) (Observaciéon 2.19).
Ademads, como {S;};>¢ es contractivo respecto ala norma [| |, se sigue que || S; x|l <
IS xll < x|l < M|l x|l, x€ X, estoes ||S;|| <M, t=0.

Entonces, definiendo {T; = e"!S;};0, y procediendo como en la Proposicion
2.17, de las propiedades del semigrupo {S;};>o se deduce que {T; = e"“!S;} ;>0 es
un semigrupo Cy generado por A, y ademas, || T;| = [[e%!S;|| < Me™?, t = 0, lo que
concluye la prueba. O

2.3. Propiedades vinculadas al Teorema de Hille-Yosida

En el enunciado del Teorema de Hille-Yosida se pone de manifiesto la rela-
cién entre tres de los objetos importantes en la teoria: el semigrupo, su generador
infinitesimal y el operador resolvente del generador. Las pruebas del teorema tam-
bién permiten extraer algunas caracteristicas interesantes de estos objetos. Esta
seccion estd dedicada a mostrar algunas de estas propiedades.

Veamos primero el siguiente resultado de aproximacion.

Proposicién 2.21. Sean X un espacio de Banach, {T;} ;=9 un semigrupo Cy en X tal
que | Ty| < Me"?, t =0, para ciertas M =1y w € R, y A: D(A) — X su generador
infinitesimal. Entonces, para cada x € X,

Tix = /1lim elM x, uniformementeen|[0,T], T >0, (2.4)
—00

donde {A)y = AAR(A, A)}r>y es la familia de los aproximantes de Yosida de A.

Demostracion. Asumamos en primer lugar que el semigrupo es contractivo. El
Teorema 2.16 asegura entonces que A es cerrado, D(A) es denso en X, que (0,00)
p(A) y IAR(A,A) |l <1, A > 0. Con estas condiciones, y de acuerdo a la prueba del
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Teorema 2.16, el semigrupo {S;};>¢ definido por S;x =lim}_. ey, xe X, esun
semigrupo Cy contractivo con generador infinitesimal A. También se prob6 que el
limite que lo define es uniforme en [0, T'], T > 0. Luego, en virtud de la Proposicion
2.15 se sigue (2.4), para el caso de semigrupos contractivos.

Consideramos ahora el caso general, esto es, suponemos que el semigrupo
verifica | Ty|| < Me™’, t >0, siendo M > 1y w e R.

Observamos que si w < 0, entonces || T;|| < M y por la Proposicién 2.18 (ver
también Observacion 2.19) podemos encontrar una norma | - | en X que es equi-
valente a la norma original || - | en X y para la cual el semigrupo {T;};>0 es Cyp y
contractivo. Luego, considerando el semigrupo {7;};>9 en (X,|-|), se obtiene que,
paracadaxe X, Trx =lim)_ e x, uniformemente en [0, T], T > 0, entendiendo
el limite respecto a la norma | -|. Ya que las normas |- | y || - || son equivalentes, se
tiene que (2.4) se verifica cuando consideramos el limite con respecto a la norma
-1

Sea ahora w > 0. Consideramos {S;};>¢ definido por S; = e"%!T, t = 0. Co-
mo vimos en la prueba del Teorema 2.20, {S;};>0 es un semigrupo Cp en X tal
que ||S¢ll = M, t =0, siendo B = A— wlI su generador infinitesimal. Entonces, pa-
ra cada x € X, S;x = lim,_, e'BAx, uniformemente en [0, T], T > 0, y, por tanto,
Tx=limy_o e!Br+wh x yniformemente en [0, T], T > 0.

Se puede ver, usando célculos directos, que By + wl = Ay, + H(A), donde H(A) =
(W2I-2wARA+w, A) =2wl— wR2A+ w)R(A + w, A), A > 0. Entonces,

Tyx = lim e/ ArwtHWM) = jim ptA+HA-w) - e x| (2.5)

A—o00 A—o00

uniformemente en [0, T], T > 0. Puesto que H(A — w) y Ay conmutan podemos
escribir, paracadaxe X, r=0y 1> w,

e x — Tyx| < e || x — e A=W || 4 || ! M HA=WD x _ T |

< tl|le! ) e MHAWI (A — w) x| + /M A=)y _Tx||. (2.6)

Teniendo en cuenta el Teorema 2.20 y que Ay = —AI + A2R(A, A), 1 > w, se tiene
que para A > 2w,

2 2 A2 R(A, A" 22
let || = e A P RN < o= ” ' N perets
n=0 n.
wAt
= Mer-w < Me?% < Me*“T, 0<t<T, T>0. 2.7)

Por otro lado, de las expresiones dadas para H(A) se deduce, usando de nuevo
el Teorema 2.20, que | HA) || <2w+2Mw + Muw?A ' <2w+3Mw, cuando 1 > w,
y también que si x € D(A), entonces || H(A)x|| < MA Y w?| x| + 2w|| Ax|). Esta tl-
tima desigualdad nos dice que || H(1)x|| — 0, cuando A — oo, para x € D(A). La
densidad de D(A) permite concluir que también se tiene la convergencia a 0, para
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x € X. Teniendo en cuenta estas estimaciones junto con (2.5) y (2.7), si tomamos
limite cuando A — oo en (2.6) obtenemos que T;x = lim;_.o, /41 x, x € X, unifor-
mementeen [0,T], T > 0. O

Finalizamos mostrando algunas propiedades del operador resolvente asociado a
un semigrupo Cp.

Proposicion 2.22. Sean X un espacio de Banach y {Ty}:>9 un semigrupo Cy en X
verificando que | T¢|| < MeY?t, con M =1, w € R. Entonces, se tiene:

(@){L e C: Red > w} c p(A).

(b) Para todo A € C tal queRel > w, se verifica || (ReA — w)R(A, A)|| < M.

(c) Para cada A € C tal queReA > w yn eN, se cumple

dl’l
ainr

R(A,A)x:f e M—0)"T,xdr, xe€X.
0
(d) Para cada A € C tal queRed > w yn €N, se tiene

R4, A" x=

[e.@]
f e M T xdt, xeX.
(n—D1!Jo
Demostracion. Para probar estas propiedades basta definir, para cada A € C, con
ReA > w, el operador Syx = [5° e MToxds, x € X. Siguiendo el mismo procedi-
miento que en la prueba del Teorema 2.16 se puede probar que Sy, ReA > w, es un
operador en L(X), tal que [|(ReA—w)S, || < My que de hecho, S; = R(A, A), cuando
ReA > w. Asi (@) y (b) quedan probados.

Usando de nuevo que R(A, A) = S, Re A > w, para establecer (c) basta ver que
f0°° | re= A Tixlldt < oo, x € X, y luego aplicar induccion. Y es claro, de las condi-
ciones del semigrupo {T;} =0 que [;° llte M T;xlldt < Ml x| [§° te"®eA~W) gt < oo,
cuando Re A > w.

Por ultimo, haciendo uso de la ecuaciéon de la resolvente (Proposicion 1.20 (b)) se
sigue que

d R(u, A)x—R(A, A)x
—RW\, Ax=1i =
ar i Ax=lim )
paratodo x € X y A € p(A). Procediendo entonces por induccién se obtiene que

—lim R(p, AR, A)x = =R(A, A)?x,
H—

n

RO, A= (-1)"nRA, A 'x, xe€X,Aep(A),

y usando (c) se puede establecer la propiedad en (d). O
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Algunos ejemplos y aplicaciones

En este tltimo capitulo recogemos algunas aplicaciones de la teoria que he-
mos analizado en los capitulos precedentes, y tratamos algunos aspectos de los
mencionados para semigrupos particulares.

3.1. Algunos ejemplos

Dedicamos esta primera seccién a examinar tres ejemplos concretos de se-
migrupos, cada uno de los cuales se incluye dentro de algunos de los tipos de se-
migrupos bésicos en la teoria.

3.1.1. Semigrupos multiplicativos

Estos semigrupos estdn generados por operadores de multiplicacion, y sue-
len resultar muy utiles a la hora de ilustrar un resultado o refutar una conjetura
sobre semigrupos.

Supongamos que para cada t = 0, m; : Q c R” — C es una funcién continua
y acotada, de manera que my(s) =1, s € Q, y mys = mym,. Consideramos Cy(€2)
el conjunto de las funciones continuas en Q que se anulan en el infinito, con la
norma | flleo = supseq 1 f (S, f € Co(€2).

Si X € Cp(Q) es un espacio de Banach se define el semigrupo multiplicati-
vo en X, {T;};>0 mediante T;f = m;f, f € X. Los semigrupos multiplicativos Cy
se pueden describir en términos de una funcién g : Q@ — C continua tal que
sup,.q Re g(s) < oo, mediante thf =eldf, f € X ([4, Proposition I.3.6]) (nétese que
la familia {m; = "9} ;>o, cumple las condiciones anteriores). Comentamos también
que este semigrupo es uniformemente continuo siy sélo si g es una funcién aco-
tada ([4, Proposition 1.3.4]).

Veamos un ejemplo particular. Sea X = @202 el espacio de Banach de
las sucesiones x = (a,)en tales que || x]l2 = (X penlanl®)? < co. Para cada t = 0
definimos T;(ay) nen = (" ay) nen. NOtese que Ty = T;’, para g(n) = —n, neN.
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Es claro que Ty, t = 0, estd bien definido pues |e " a,| < |a,|, n € N, y por

tanto Ty (@) nen € €2, cuando (ay) ey € 2. También es obvio que {T;};>o cumple
las propiedades de semigrupo y que es contractivo.

Para ver que es fuertemente continuo, fijamos x = (@) nen € ¢?. Dado € > 0,
existe ny € N de manera que Z‘,’l‘; +1 la,|? < €2. Por otro lado, como paracadaneN,
lim;_o(e™ " — 1) = 0, podemos elegir § >0 tal que [e "' — 1| < ¢, cuando0< <8y
n=1,...,,ng. De esta manera, cuando 0< t < 9,

no o0
—nt 2 2 211/2
ITex—xl2< () le™™ =11lanl*+4 ) lanl”) " <Ce.
n=1 n=np+1

Comprobamos ahora que el generador infinitesimal del semigrupo {7T;};>¢ es
el operador A: D(A) c X — X definido por A(ay) nen = (—nay) nen, donde (ay) nen €
D(A) con

D(A) = {(an)neN €X: (—nap)pen € X}

Para ello tenemos en cuenta la siguiente propiedad que establecemos en la si-
guiente observacion.

Observacion 3.1. Sean X un espacio normado, y A: D(A) — Xy B: D(B) — X dos
operadores lineales tales que D(B) < D(A) y Aip) = B.Sil € p(A)np(B), entonces
D(A) = D(B) y, en consecuencia, A = B. Para probar esta afirmacion, basta obser-
var que si x € D(A), entonces R(1,B)(I — A)x =z € D(B). Luego, (I - A)x= (- B)=z.
Dado que Ajp) = B se sigue que (I — A)x = (I — A)z, y entonces, como I — A es
inyectivo se ha de cumplir que x = z. Se concluye asi que x € D(B).

Sea B el operador definido en D(B) = {(a;) nen € X: (—nay) nen € X} mediante
B((ap)nen) = (—nay) nen- Afirmamos que si x € D(B), entonces x € D(A) y Ax =
Bx. En efecto, sea x = (an)nen € D(A) tal que Y ,eny n?|ay,|® < co. Ya que la funcién
f(z) = 1=¢* 2z € (0,00), f(0) =1, es acotada en [0,00) (de hecho, |f(z)| <1, z €

z
[0,00)), ¥ que lim,_q+ &1

existen ng e Ny 6 >0 tal que

= —n, n € N, procediendo como antes, dado € > 0,

Tix—x —nt_q

Bx

2 2 © 2 1/2
+n|1a,f+4 Y Ina,?) <Ce, 0<i<6.
2 n=1 n=np+1

Ya que el semigrupo es Cy y contractivo, el Teorema de Hille-Yosida asegura que
(0,00) < p(A). En particular 1 € p(A). Notese que también 1 € p(B). Por tanto,
D(A)=D(B)y A=B.

Por otro lado, de acuerdo con la Proposicién 2.12(a) y ya que el semigrupo
{T¢}i=0 es Cy, sabemos que cuando x € D(A), %Ttx =T;Ax = AT;x, t =0, siendo
Ax = % Tix)1=0, x € D(A). Notese que también para x € X, la aplicacion t — T;x,
x € X, es diferenciable para ¢ > 0.
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Veamos para este caso particular que || % Ttllo < (te)™!, t>0.Sea x = (an) neny UNna
sucesion en #2. Argumentando como antes, se obtiene que % Tix = (-ne ™a,) nen,
cuando ¢ > 0. N6tese que el hecho de que ¢ > 0 permite llegar a esta conclusion so-
lo bajo la hipétesis de que x € £2, pues la sucesién (-ne "' a,) ,en pertenece a £2,
paratodo t >0y x € £

Por otro lado, como la funcion f(z) = ze™**, z € [0,00), tiene un méximo en
zo=1"1 y f(z0) = (te)™!, six = (ay,) pen € €2, se tiene que

zt

d _ 1/2 |x||
H—Ttx" :(Zlne ’”Izlanlz) <— t>0,
de "l T & te

esto es, ||%Tz||2 <(te)™!, t>0.

3.1.2. Semigrupos de traslacion

Otra clase importante de semigrupos se obtienen por traslacion ala derecha o
alaizquierda de funciones definidas en R. En el ejemplo que vamos a tratar consi-
deramos el semigrupo de traslaciones a la izquierda en el espacio de las funciones
uniformemente continuas y acotadas en R.

Sea X el espacio de Banach constituido por las funciones f: R — R acotadas y uni-
formemente continuas en R, con la norma del supremo, || f oo = SUP gl f(X)1.

Para cada ¢ = 0 definimos T; f(x) = f(x+ 1), x € R, para f € X. Se comprueba
facilmente que {T;};>0 es un semigrupo de operadores lineales y acotados en X
que es contractivo. Mds aun, || T;| = 1.

Que es fuertemente continuo sigue de la propiedad de continuidad uniforme
para las funciones en X. En efecto, sea f € X. Como f es uniformemente continua,
dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(y) — f(x)| < &, para |y — x| < 6. Luego, tomando
0<t<d,setiene que [ T;f = flloo = SUpeplf(x+ 1) = f(x)| <&, y por tanto, {T¢} =0
es un semigrupo Cyp en X.

Calculamos ahora el generador infinitesimal de este semigrupo usando de
nuevo la propiedad en la Observacion 3.1.

Sea A el generador infinitesimal del semigrupo de traslacién definido. Una funcién
f estd en D(A) cuando f € X y existe el limite limj,_.+ T“;l_f = limy,_ o+ W
respecto a la norma del supremo.

Consideramos el operador B definido en D(B) = {f € X : existe f'y [’ € X}

mediante Bf = f’. Afirmamos que D(A) = D(B) y que A = B. Para probar este
enunciado veamos que estamos en las condiciones de la Observacién 3.1. En pri-
mer lugar nétese que 1 € p(A) pues {T;};>0 es un semigrupo Cy contractivo y por
tanto, en virtud del Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.16 (b)), (0,00) < p(A).
Por otro lado, 1 € p(B). En efecto, I - B es inyectivo (si f € Xy (I-B) f =0, entonces
f=f estoes, f(x)=f(0)e*, x € R. Pero como f es acotada se ha de cumplir que
f(0) = 0. Luego f = 0). Ademads, con célculos directos se puede comprobar que
(I-B)R(1,B) = Ixy R(1,B)(I - B) = Ip(p), siendo, para cada f € X,
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o0

R(1,B)f(s) = esf e “fwdu, seR.
S

Tenemos, por tanto, que 1 € p(A) N p(B), D(B) € D(A) y Api) = B. Se concluye

que A= By D(A) = D(B), esto es, D(A) = {f € X : existe f'y f' € X}, y Af = f,

feD(A).

Para terminar sefialamos que p(A) = {A € C : ReA > 0}. En efecto, ya que
{Tt} =0 es un semigrupo Cp contractivo, sabemos por la Proposiciéon 2.22 que
{fA e C:Rel >0} < p(A). Veamos que si Rel < 0, entonces A — A no es inyecti-
vo, y asi se obtiene la igualdad que queremos. Sea A € C tal que Re A < 0. Se tiene
que (AJ—A)f =0siysolosi Af = f', lo que equivale a que f(x) = f(0)e!*, x € R.
Pero | f(x)| =1f(0) |eReAr y e R, ysiendo ReA <0, f € X. Luego, podemos encontrar
funciones f € X no nulas de manera que (A — A) f = 0. Por tanto, A € p(A).

3.1.3. Semigrupos de difusién. Semigrupo del calor clasico

Nuestro ultimo ejemplo pertenece a los semigrupos denominados de difu-
sion, que son generados por operadores de la forma

L= Zajk(x)a
Jrk=1

0 xj’
donde o ik Y b; son funciones continuas en R" y la matriz (o j 1) 7 41 €S simétricay
no negativa.
. . 2
El modelo para este tipo de operadores es el Laplaciano, A=Y.?! | 667. Este opera-
k

dor genera el semigrupo del calor clésico, que fue, sin duda, una de las principales
fuentes en el desarrollo de la teoria de semigrupos.

Analizamos en esta seccion el semigrupo del calor en X en dos contextos:
X =Cy(R" y X =LP([R"™), 1 < p < oo. Recordamos que una funcién f pertenece
a la clase Cy(R") si es continua y lim|y|—o f (x) = 0. Sobre Cy(R") consideramos la
norma del supremo. Asimismo, el espacio de Lebesgue LP(R"), 1 < p < oo, esté
constituido por las clases de equivalencia' de las funciones complejas medibles
(Lebesgue) que son p-integrables en R y L*°(R") es el espacio de las funciones
medibles esencialmente acotadas. El espacio L”(R"), 1 < p < 0o, es un espacio de
Banach con la norma | - ||, definida por

1/p
Ifll, = Uw'f(x”pdx) , l<p<oo.

V I flloo = €sssup cpe | f(x)| ([14, Theorem 3.11]).

En nuestro estudio haremos uso del conocido espacio de Schwartz, . (R").
Una funcién f € C*°(R") pertenece a ¥ (R") si es de rapido decrecimiento, esto es,
cuando para cualesquiera a = (ay,...,a,) e N" y m €N, se verifica que

1 Dos funciones son equivalentes si son iguales en casi todo punto.
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I £l m,a = sup (1+|x[)|D® f (x)| < co.

xeR”

Aqui D% = 05, ---a;‘:;;. Observamos que . (R") c Cy(R™) n LP(R™), 1 < p < co. Sobre
el espacio de Schwartz se puede considerar la topologia generada por la familia
{1 m,a} men, aen ([5, Proposition 8.2]), una topologia més fina que la inducida por
LP(R™). Por otra parte, se verifica que . (R") es denso en LP(R"), 1 < p < oo, res-
pecto alanorma || - ||, y denso en Cy (R™) con lanorma | - ||, (ver, por ejemplo, [5,
Theorem 8.17]).
El semigrupo que vamos a analizar es un semigrupo de convolucién pues se
define como Ty =1y T;f = W; = f, t >0, donde W, es el nticleo del calor dado por
I S S
Wt(z)—me r, zeR".
Aqui, * representa la convolucion clésica. Sean f, g dos funciones medibles,
definimos la funcién f * g como

Fro= [ fa-pgmay,
para aquellos x € R" tales que la integral existe. En el caso de que f € L'(R") y
ge LP(R™), 1< p < oo, se tiene que (f * g)(x) existe para casi todo x € R"” y ademas,
f*g e LP(R") ysesatisface la desigualdad de Young, || f+gll, < [ fll11Igll » ([5, §8.7]).
Otro elemento fundamental en nuestro andlisis es la transformacién de Fou-
rier. Dada f € LY(R™), se define su transformada de Fourier, Z ( f), mediante

F(Hm=Ffm) = fR ) fx)e MM ayx, neR"

Recogemos a continuacion algunas propiedades fundamentales relativas a
la transformacion de Fourier que necesitamos en esta seccion. Un estudio mas
profundo se puede encontrar en [5, Capitulo 8].

Enlo que sigue, si @ = (a3, ...,a,) EN"y z = (z1,...,2,) € R", entonces z% y |a|
vienen dados por z% = z{' -+ 2" y || = a1 + - + @p.

Proposicién 3.2. (/5, Theorem 8.22]) Sean f, g € L' (R"). Se satisfacen las siguientes
propiedades:
(@) F(f) € Cop(R"™) (Lema de Riemann-Lebesgue).

(b) Sea a e N" tal que |a| =k, conkeN. Si f € CkR™, Dﬁfe LYR™), paral|fBl<k,y
Dﬁf € Co(R™), cuando |B| < k—1, entonces & (D* f)(n) = 2rin)*f(n),n € R4,

(©)Six“fe LY(R™) para|a| < k, entoncesfe ckrm yD“f: F((-2mix)*f).
d) F(f+g) =f8.
Probamos ahora algunas caracteristicas importantes del nucleo del calor.

Proposicion 3.3. La familia {W}} > verifica las siguientes propiedades:
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(a)[ Wi(z)dz=1, t>0.
Rn

(b) Wiys = Wy x Wy, £, >0 (Chapman-Kolmogorov).
(c) 6tWt =AW, t>0.
(d) FW) ) = e 411 e rn,

2
Demostracion. (a)Seat > 0. Teniendo en cuenta que W;(z) = (4m 1) "2T]}_, e 440,

z=(z1,...,2,) € R", se tiene que

1 -r2 n 1 o0 n
Wi (z)dz = ———— ferr =— 2\/?[ e “u1%qu| =1.
fw 1@ (4nr)"’2( R ) (4nr)"’2( 0 )

Fijamos ahora ¢, s > 0. La prueba de (b) se basa en la siguiente igualdad, que puede
justificarse de manera directa:

2 2 2
X— X t+s S 2
Ll VR ‘ - x‘, x,yeR".
4t 4s 4(t+s) 4ts t+s
Podemos escribir entonces
1 _ 1 sy s )2
Wt(x—y)Ws(y)dy:We (t+s) e ws V" Est gy
R7 ¥4 S n
x2 S
:;/Ze—zllu—ﬂ)f e—%lzlzdz
(4m)"(ts)" R"
1 ol (47[1‘3)”/2 W () RN
— —— t+5) | —— = X), XE€ .
Am)"(rs)"2 [+s s

Laigualdad en (c) nos dice que W; es solucién de la ecuacion del calor homogénea
0:u(x, t) = Au(x, t), x € R", t > 0. Ademads satisface [ u(x,)dx =1, t >0, yes in-
variante respecto a ciertas dilataciones, en concreto, que u(x, t) = A2 (v Ax, A1),
xeR® A, t>0.

Teniendo en cuenta estas condiciones y tomando A = ™1, se sigue que u(x, 1)
ha de ser de la forma u(x, t) = t~"*/2 v(%) para cierta funcién v: R"” — R que veri-
ficala ecuacion 2Av(y) + <y, Vv(y)) + nv(y) =0.

Buscamos entonces soluciones radiales de esta ecuacion, es decir, funciones
de la forma v(y) = w(|yl), y € R", para alguna funcién w: [0,c0) — R. Entonces, w
ha de satisfacer la ecuacion diferencial nw(r) + rw'(r) + 2w" (r) + 2”7_1 w'(r) =0.
Multiplicando por !, esta ecuacién se transforma en (r"w +2r*"'w')’ = 0, esto
es, 2w'(r) = —rw(r), cuya solucién viene dada por w(r) = be"2/4, r € (0,00), para
cierta constante b. Teniendo en cuenta la condicién fRn u(x,t)dx = 1, se obtiene
que b= (4n )~z y de esta forma, u(x, ) = W¢(x), x € R4, ¢t >0, es la solucién bus-
cada (llamada la solucién fundamental de la ecuacion del calor o niicleo de Gauss).

Finalmente, establecemos la propiedad (d). Sean t >0y n = (11,...,n,) € R™.
Observamos que F (W) (n) = 4n 1) "21]}_, 5 (e%’/40)(n,), donde F, representa
la transformacién de Fourier 1-dimensional.



3.1 Algunos ejemplos 39

2
. e s . _u-
Consideramos la funcion gaussiana g(u) = e™ 47, u € R, y denotamos por G su
transformada de Fourier, esto es,

G(ff)=fg(u)e_2”i‘(”du, EeR.
R

Es directo ver que 21g'(u) = —ug(u), u € R. Aplicando la transformacion de Fourier
y usando las propiedades de la Proposicion 3.2 (b)y (c¢) se obtiene que G verifica la
ecuacién diferencial G'(¢) = —87%tEG(E). De esta forma, G(&) = G(0) o4’ [52, ER,
siendo

u2
G(0) :f e wdu=vVAant.
R

Entonces, G(&) = Vante 4" 1%’ ¢ e R, y por tanto, & (W;)(n) = e=4m*tnl? neR™ o

A continuacion vamos a mostrar que {7;};>¢ es un semigrupo Cp en cada uno de
los espacios X que mencionamos al comienzo. Primero debemos verificar que T; €
L(X), t = 0. Es claro que son operadores lineales. Veamos que son acotados en X.

Proposicion 3.4. Supongamos que (X, | -|I) es alguno de los espacios de Banach
(Co®™), |l - lloo) 6 bien (LP([R™), |- 115), 1< p <oo. Paracada t =0, T; € L(X).

Demostracion. Es claro para ¢ = 0. Para cada ¢ > 0, seflalamos en primer lugar que
T esta bien definido, pues por la Proposicion 3.3 (a) se tiene que | T; f(X)| < || f oo,
x € R", cuando f pertenece a Cy(R"). Si f € LP(R"), 1 < p < oo, en virtud de la desi-
gualdad de Holder se sigue que |T; f(xX)| < [ flp Wil pr, x € R", siendo p’ el expo-
nente conjugado de p. En el caso de que p =1 es claro que | T f(X)| < | 11 Wt oos
x € R". Dado que [|[W;]l; < o0, 1 < g < 00, se concluye que | T; f(x)| < oo, x € R", para
cualquier funcioén f € X.

Fijamos ¢ > 0. Veamos ahora que T; € L(X).

Supongamos primero que X = LP(R"), 1 < p < co. Como antes, ya que ||W;|; =
1, en virtud de la desigualdad de Young ([5, §8.7]) podemos asegurar que si f €
LP(R™), entonces Ty f € LPR™) y | T; fllp < IWell1 L fllp = 11 £l -

Consideramos ahora X = (Cy(R"™), || - llso)- Es claro que | T flloo < | fllco, f € Co(R™).
Entonces, basta demostrar que T;(Cy(R™)) < Cy(R").

Noétese que Cy(R") es un subespacio de la clase constituida por las funciones
uniformemente continuas y acotadas en R”. En efecto, dado ¢ > 0, existe R > 0 tal
que |f(x)| < ¢, |x| = R. Por otro lado, como f es continua en R, se tiene que f es
uniformemente continua en K = B(0, R). Entonces, podemos encontrar . > 0 de
manera que | f(x) — f(y)| < € cuando x,y € Ky |x— y| < §.. Deducimos que, para
cualesquiera x, y € R", tales que |x — y| < 0, se tiene que |f(x) — f(y)| < 3¢, pues,
six,y€ K esclaroysix,y ¢ K entonces |f(x) — f(y)] <2¢. Cuando x € K, y ¢ K,
tomamos z € R” tal que |z| = Ry max{|x — z|,|z — y|} < 8¢, entonces

|f(0) = fFWI=If) = fRI+If(2) = f(Y)] < 3e.
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También se tiene que T, f, f € Cy(R"), es uniformemente continua en R”. Bas-
ta tener en cuenta la propiedad (a) de la Proposicion 3.3, que f es uniformemente
continua en R”, y que

Ith(x)—th(y)ISfRn Wi(2)|f(x—2)— f(y—2)ldz, x,yeR"

Veamos para terminar que limy—.o 7 f(x) = 0. Sea € > 0y R > 0 tal que
|f(x)| <&, |x| = R. Entonces, usando de nuevo la Proposiciéon 3.3 (a), llegamos a
que

1T f(x0)| < Wi(x—2)If(2)ldz+ Wi(x-2)|f(2)|dz
|zI<R |22k

< Wi(x—-2)|f(2)ldz+e, xeR".
|z|<R
Observamos ahora que si [x| = 2R y |z| < R entonces |x — z| = |x| = R > 0, y asi,
cuando | x| = 2R obtenemos la estimacion

=R)?2
Wi(x-2)|f(2)ldz < wf—“ oy
|z|<R )’

Por tanto, podemos elegir M = 2R suficientemente grande de manera que
f|z|<R Wi(x —2)|f(2)ldz < €, cuando |x| > M. Y asi, | Ty f (x)| < 2¢, cuando |x| > M.
O

Observacion 3.5. Senalamos que (% (R"), || - | ,), 1 < p < oo, no es un espacio de Ba-
nach, aunque dado que .#(R") < Gy(R") n LP(R"), se cumple que [|T;fl, < | fl p,
fe LR, 1< p<oo. También podemos ver que la clase de Schwartz es invariante
por {T;} >0, esto es, T:(F(R™)) < L (R").

Sean f € (R, a = (ay,...,a,) €eN", me Ny t> 0. Puesto que D*(W; * f)(x) =
(W% D% f)(x), x € R" ([5, Proposition 8.10]), y D f € #(R"), se tiene que

(1+1x) ™ DEW, % ()] wa W, () (L+ Y1+ 1x = y)™|(D ) (x = y)ldy
scf W)Uy +1)dy =Cpa,r <00, xeR",
Rn

para cierta C, o,; que no depende de x € R". Luego, [|W; * f | m,a < oo, por lo que
W f e LR O

Hemos probado que si X = Cy(R") 6 LP(R™), 1 < p < oo, entonces {Tt} ;>0 < L(X) y
I T¢llLix) < 1, t = 0. Por definicion Ty = I y, haciendo uso del Teorema de Fubini y
de la propiedad (b) de la Proposicién 3.3 se obtiene que, para cada ¢, s > 0,

T(Tsf)(x) :fwfw Wi (x-y)Ws(y—2)f(z)dzdy

:f Wilx—z—-u)Ws(u)duf(z)dz
Rn Rn
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=fRn Wiis(x—2) f(2)dz = Tresf(x), xeR™

Esto implica que {7} ;¢ verifica las propiedades de semigrupo.
El dltimo paso serd demostrar que {7} ;>0 es un semigrupo Cyp en X. Lo hace-
mos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.6. {T;};>o es un semigrupo fuertemente continuo y contractivo en X
cuando X = (Co(R"), || - lloo) 0 bien, X = (LP(R"), |- [ 5), 1 < p < co.

Demostracion. Ya hemos visto que {1} ;>0 €s un semigrupo contractivo en X. Asi
que solo queda probar que es Cy.

Consideramos primero X = (Cy(R"), || - loo). Sea f € Cy(R"). Como vimos an-
teriormente, f es entonces uniformemente continua en R”. Por tanto, dado € > 0
existe 6 > 0talque |f(x)—f(y)| <€, cuando |x—y| <. Usando que f[Rn Wi (2)dz =1,
t >0, se sigue que

T f(x) - f(x)] = UR Wt(x—y)(f(y)—f(x))dy‘

ng W, (x =) dy + 21l flleo Wi (x—y)dy
ly—x|<é lx=y|>6

|21
ar

se+2]flleo

—dz, t>0.
lz|>6 (4mt)2

Aplicando el cambio de variables a coordenadas esféricas en R”, se tiene que

1 _ﬁ w”—l o0 _ﬁ _ _ oo _ n_

— e i dz=— f e mr"lgr=2" 1wn—1f2 e “uz tdu.

t2 Jiz1>6 t2 Jo &

Aqui, w,_ representa el drea de superficie de la esfera n-dimensional que viene
dada por

[ [ [ TTsengo gy a0 2n
Wp-1= sen - = .
o o Jo 0 k=1 ¢ ! " I'(n/2)

Teniendo en cuenta que fooo e turldy = I'(n/2) < oo, podemos elegir 1y > 0, de
manera que

[e,0] n 1
ﬁz e Yu2'du<e, 0<t<t.

4t
Luego, IT:f — flloo < cg, para t € (0, fp), con ¢ > 0 independiente de ¢, y se concluye
que {T;} >0 €s un semigrupo fuertemente continuo.
Analizamos ahora la propiedad para X = (LP(R"), || - ), 1 < p < oo. Fijamos
1 < p <ooy consideramos f € L (R").
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Usando de nuevo la propiedad (a) de la Proposicién 3.3 podemos escribir para
cada x € R",

T f(x)— f(x)] = U[R Wt(y)(f(x—y)—f(x))dy‘

= WIf(x=y) - fldy + WIf(x-y) - fx)ldy,
lyl<o B
donde o > 0 es un valor que serd elegido después de manera adecuada. Aplicando
las propiedades de la norma y la desigualdad integral de Minkowski (Lema 1.11),

ITef = flip= | Wi (y) ||f(-—y)—f||pdy+fly|>awt(y) lre=n-£l,dy

ylso

< Wi (y) ||f(-—y)—f||pdy+2||f||p " Wi(y)dy, o>0. (3.1)
yl>o

lylso

Sea £ > 0. Nuestro objetivo es elegir o > 0 adecuado para que || T; f - fl, < €, cuan-
do t € (0, tp), para cierto > 0.

Afirmamos que existe § > 0 tal que ||f(~—y)—f||p < ce cuando |y| < &, para
cierta constante ¢ > 0 independiente de ¢. Para probar este hecho, tenemos en
cuenta primero que C°(R") es denso en L”(R"). Podemos escoger una funcién
ge CP R tal que || f - glp <eysetiene que

IfC==flp=IfC=—gC=Mlp+lIgt——glp+If—glp
<2e+gt-y)-glp yeR"

Por tanto, basta demostrar nuestra afirmacién para las funciones en C°(R"). Su-
pongamos que g € C°(R") y que su soporte estd contenido en B(0, r), para cierto
r > 0. Para cada y € R”, |y| < 1, consideramos la funcién hy(x) = glx—y)—gx),
x € R". Observamos que h,, tiene soporte en B(0,r + 1), y que

|hy (0)| < H(x) = 2[18llooZB(0,r+1) (¥), Xx€R",

para cualquier y € R”, | y| < 1. Nétese que H € L' (R"). Ademés, como g es continua
en R", para cada x € R", se tiene que hy(x) — 0, cuando |y| — 0. De esta forma,
para cualquier sucesion {y,},en en B(0,1) tal que |y,| — 0, n — oo, tenemos, en
virtud del Teorema de la convergencia dominada, que

lim Ig(x—yn)—g(x)lpdx:f lim |hy, (x)|Pdx = 0.
n—00JB(0,r+1) B(0,r+1) "7
Podemos entonces elegir 6 > 0 tal que || g(- —y) — glp<elyl< 0, y nuestra afirma-
cién queda probada.
Tomando entonces o = 6 en (3.1) y haciendo el cambio de variable a coorde-
nadas esféricas en la segunda integral se sigue que
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[e,0] n 1
e “uz" du), t>0.

1 [® _p2
IT,f - £ sc(s+—f e—zr"-ldr) =cle [
=1y 2 Js 52/ (40)
Como antes, podemos tomar # > 0 de manera ||T;f — fl, < ¢, para todo t €
(0, £p). Y asi queda probado que {T}} ;>0 es un semigrupo fuertemente continuo en
(LPR™), 111l p). O

Hemos establecido que {T¢};>9, siendo To = Iy T;f = Wy x f,con f € Xy
X =(Co(R™),I'llo0), 6 X = (LP([R™), |1l ), 1 < p < 00, €s un semigrupo de operadores
lineales y acotados en X fuertemente continuo y contractivo. Segtin el Teorema de
Hille-Yosida (Teorema 2.16) asi como las propiedades en la Proposicion 2.22, si A
es el generador infinitesimal del semigrupo {7;};>o, entonces {A € C:ReA > 0} <
p(A)y IReAR(A,A)| =1, ReA >0, donde || - || representa la norma | - ||, 1 < p < oo,
segun el contexto considerado.

Ademas, por la Proposicion 2.21, se cumple que

T;f = lim eMEAAf - fex,
A—oo

entendiendo este limite en la norma || - || del espacio X correspondiente, siendo
uniforme en [0, T], para cualquier 7 > 0.

Para finalizar esta seccion veamos qué podemos decir del generador infinite-
simal del semigrupo del calor estudiado. Como antes, representamos por (X, || - ||)
cualquiera de los espacios (Co(R"), || - [loo) 0 (LP(R"), ]Il p), 1 < p < 00. Sea (A, D(A))
el generador infinitesimal del semigrupo del calor {77} ;>0 en X. Sabemos que
Wexf-f

t

Af = lim

, feD(A,
t—0*

donde entendemos el limite en la norma | - || del espacio X, siendo D(A) el subes-
pacio de las funciones en X para las que existe este limite.

Veamos que si f € #(R") entonces f € D(A) y Af = Af, donde A es el ope-
rador laplaciano, A=}7'_, Oik. Haremos uso de la transformacion de Fourier, pues
& es un isomorfismo de la clase de Schwartz #(R") en si mismo cuando conside-
ramos la topologia generada por la familia {[| - | ;,a} men,aene ([5, Corollary 8.28]).

Sea f € #(R"). Teniendo en cuenta las propiedades en la Proposicién 3.2 (d)
y la Proposicion 3.3 (d) se sigue que, paratodo t =0, F(T; f)(n) = th, donde

(T B =e " Fm), neRr”,

paracada F € #(R"). N6tese que de acuerdo con la secciéon 3.1.1, (T} ;=0 se trata de
un semigrupo multiplicativo en X, asociado a la funcién q(n) = —-47%|n|?, n € R",
que es continua y verifica sup, cr» Re () = 0.

Vamos a demostrar que, para cada F € .#(R"), se tiene que

—4m*Inl*F@m), neR”, (3.2)

t—0t

T,F(n)—F
lim L (n)t (m _
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en la topologia de la clase .#(R"), esto es, dado € > 0, existe #, > 0 de manera que,
paratodo meNyaeN”,

1— e—47r2 l‘lnl2
(= ai)e < te
t m,a

Es més, puesto que F € .¥(R"), basta probar que dado ¢ > 0, existe fy > 0 tal que
para cualquier a € N, existe m, € N de manera que, paran € R\ {0},

|Dy G| < Ce(L+1InD™, 1€ (0, ), (3.3)

~4n2 tIn|?

con C independiente de € y 7. Aqui, para ¢ > 0, G () = 1=4——— —47[n|?, n € R".
Observamos que, en virtud de la expresion de Gy, t > 0, el problema se reduce a
establecer la estimacion (3.3) en el caso unidimensional.

Sea t > 0.Yaque® |G;()| < Ctn?,n € R, siendo C > 0 independiente de t yn, la

estimacion (3.3) se tiene para a = 0. Asimismo, cdlculos directos conducen a que
G +1G I < C(L+ DA - e )+ m?) <Crd+In°, neR.

Cuando k =3, ;—T;Gt(n) = %j—:k (e~4"™") y usando la férmula de Faa di Bruno ([10])

se tiene que, para ciertas constantes ay,,, meN,0<m < k/2,

d" k-2m .k 1 _—4n?tn?
— G = Z Qg T LTI e,

k
dn 0<m=k/2
meN

Entonces I;—:th(n)I < Ct(1+|n)¥, paraneRy t € (0,1), cuando k = 3. De esta for-
ma queda establecida la estimacion (3.3), y por tanto también la propiedad (3.2).
Teniendo en cuenta entonces que la transformacién de Fourier es un isomorfis-
mo en .¥(R"), y usando de nuevo las propiedades en la Proposiciones 3.2 y 3.3 se
obtiene que

Af = lim

Wex f—f
t—0+ t

=Af, feFR"),
en la topologia de la clase de Schwartz, y asi, también respecto ala norma | - || .
Hemos obtenido una expresion para el generador infinitesimal A para un
subespacio denso en X, en concreto A = A en #(R"). Como ocurre en muchos
ejemplos, identificar completamente el dominio D(A) puede no resultar facil. Para
tratar por ejemplo el caso X = LP(R"") debemos introducir el concepto de derivada
distribucional, lo que no entra dentro de los objetivos de esta memoria. Sin em-
bargo, en estas situaciones, podemos considerar la nocién de niicleo que distingue
entre “pequefios" y “grandes" subespacios de D(A).

2 La funcién gq(x) = (ax—1+e~%%)/(ax?), x € (0,00), (a > 0), es una funcién decreciente en (0,00) tal que
lim,_ g+ 8a(x) = a/2 ylimy_ .o g(x) = 0.
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Decimos que un subespacio D de D(A) es un nticleo para A si D es denso en
D(A) con respecto a la norma del grafo, || x|l 4 = |x]| + | Ax]|.

En nuestro caso, . (R") es un nticleo para el generador infinitesimal A de los
semigrupos (Co(R"), [l - loo) Y (LP®R™), - 1), 1 < p < co. Este hecho se deduce del
siguiente resultado general.

Proposicion 3.7. Sean (X, || - |I) un espacio de Banach y (A, D(A)) el generador infi-
nitesimal de un semigrupo {T;} >0 fuertemente continuo. Supongamos que D es un
subespacio de D(A) que es || - |-denso en X e invariante por el semigrupo {T;}>0.
Entonces D es un niicleo para A.

Demostracion. Sea x € D(A). Veamos que existe una sucesion (z,) ,eny € D de ma-
nera que

lim ||z, —x|=0 y lim ||[Az,— Ax| =0.

n—o0 n—oo

Como D es denso en X, existe (x,),en < D tal que || x, — x|| — 0, cuando n — oo.
Para cada n € N la aplicacion ¢ — T;x, es continua respecto a la norma del grafo.
Basta tener en cuenta que es continua respecto a || - || y que, por la Proposicién
2.12 (a), dado que x, € D(A), se verifica AT;x, = T;Ax,. Entonces, para cada ¢ > 0,
la integral fot Tsxpds, n €N, se define en sentido Riemann, y de esta forma, es un
elemento en la clausura de D, respecto a la norma del grafo.

Por otro lado, se tiene que

lim

t
t—0* Il f fi—o0 0

1 [t ) 1 1 rt
_fo Tsxds—xHA—O y lim H;f Tsxnds—;fo TsxdsHA—O,t>O.

Para el primer limite es suficiente considerar la Proposicién 2.12 (b) y (c) y que
x € D(A), y para el segundo, ademas, que | x, — x|| — 0, cuando n — oco.
Asi, dado € > 0 podemos encontrar ty > 0y ny € N de forma que
1 [l
0—[ Tsxnds—xH <Eg, n=ny.
o Jo A

=l .. =l
Ya que %Ofoto Tex,dse D" ", se concluye que también x € D 4. O

En virtud de este resultado, y puesto que .#(R") es denso en (Cy(R"), || - lloo) ¥
en (LP(®R™), |- 1p), 1 < p < oo, e invariante por el semigrupo (ver Observacion 3.5),
se deduce que .#(R") es un nicleo para el generador infinitesimal A.

3.2. Algunas aplicaciones

En esta tltima seccién analizamos dos cuestiones que ilustran la potencia de
la teoria de semigrupos para abordar algunos problemas.
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3.2.1. Desigualdad de Landau-Kallman-Rota

En 1913 Landau probd la siguiente desigualdad para funciones f € C([0,00)),
dos veces diferenciables,

IF12, < 4l fllooll ' los

que encierra la idea de que si una funcién y su segunda derivada son “pequenas”,
entonces la derivada primera es “pequena”. Dos décadas més tarde Hardy, Landau
y Littlewood extendieron esta desigualdad al considerar |- [ ,, 1 < p < co. De forma
precisa, encontraron que si f : (0,00) — R es una funcion dos veces diferenciable
y f, f" € LP((0,00)), entonces f’' € LP((0,00)) y

LF1 < epll I,

donde la mejor constante ¢, verifica ¢, < 4 y siendo ¢, = 4. En 1939, Kolmogorov
generaliz6 la desigualdad de Landau para funciones definidas en R, mostrando
que, dado m € N, si f es una funciéon m veces diferenciable, entonces, si k € N,
l1<k<n,

IFON% < Com, DIFIZ 11

Kolmogorov también determind las mejores contantes C(m, k) en términos de las
constantes de Favard,

m+1

-1/
, siendo C(m, k) = a;,—a,,

2j+1

1+k/m

400
_;g

En 1970 los matematicos Kallman y Rota ([11]) encontraron la raiz de la desi-
gualdad de Landau y la generalizaron ampliamente al contexto de los semigrupos
contractivos. Como veremos, la desigualdad de Landau se deduce entonces facil-
mente de la propiedad de Kallman y Rota.

Consideramos el resultado de Kallman y Rota para semigrupos uniforme-
mente acotados. Otras extensiones y propiedades en semigrupos Cy bajo diferen-
tes restricciones se pueden encontrar por ejemplo en los trabajos [3], [8] y [12].

Proposicion 3.8. Sean (X, ||-11) un espacio de Banach, {T;} >0 un semigrupo Cy en X,
talque || T¢|| < M, t =0, para cierta M = 1, y A su generador infinitesimal. Se verifica

IAx|1* < 4M?||x|| | A%x|l, x€D(A?). (3.4)

Demostracion. Sea x € D(A?), esto es, x € D(A) y Ax € D(A). Podemos suponer
x # 0, pues en caso contrario la desigualdad es trivial. De la Proposicién 2.12 (a),
(d) se obtiene que

t
Ttx—x:tAx+f (t—s)TsAzxds, t>0.
0
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Luego, despejando y tomando normas se sigue que
IAx]l < p (II Tellllxll + Ml +f0 (t=9NTslIA xIIdS)

1 t
<= (Mnxn lxl +M||Azx||f0 (t—s)ds)

2M| x|l tM| A%x||
< +

, >0.
t 2
Si ||A%x| = 0, entonces se tiene que ||Ax|| < %t”x”, t >0, ypor tanto [|Ax| =0yse
cumple (3.4). Si | A%x]|| # 0, basta tomar ¢ = ZI—]L)C”H’ en la desigualdad anterior y
X
también se deduce (3.4). Notese que este valor de ¢ es el que minimiza la dltima
expresion en la cadena de desigualdades anterior. O

Veamos que la desigualdad de Landau se puede obtener como caso particu-
lar de este resultado. Consideramos el espacio X constituido por las funciones de-
finidas en R que son uniformemente continuas y acotadas, y dotado con la norma
I llco- Sea {Tt} 10 la familia de operadores en L(X) definidos como T; f(x) = f(x+1),
x € R, £ =2 0. En la seccion 3.1.2 vimos que {T};>¢ es un semigrupo fuertemen-
te continuo y contractivo en X, y que su generador infinitesimal A tiene dominio
D(A) ={f € X :existe f'y f' € X} yviene dado por Af = f', f € D(A). Por tanto, de
la Proposicion 3.8 se infiere que si f € X verifica que f” € X, entonces

112, < 4l fllooll £ oo

Si consideramos el semigrupo de traslaciéon en X = LP((0,00)), 1 < p < oo, se obtie-
ne la desigualdad de Hardy-Landau-Littlewood mencionada anteriormente. Asi-
mismo, podemos conseguir otras desigualdades de este tipo con otro semigrupos
contractivos. Por ejemplo, si {T;} ;>0 es el semigrupo del calor clédsico que tratamos
en la seccién 3.1.3y f € Co(R™) es tal que A% f € Cy(R™), entonces

1A flloo < 41 flooll A% fllc-
Delamisma forma, si f yAf € LP(R"), 1 < p < oo, entonces |Af |, <4l fll 1A £l .

Observacion 3.9. En este tipo de desigualdades obtener la mejor constante es una
de las cuestiones que también interesa a los investigadores. La constante 4 que se
ha conseguido en las desigualdades anteriores no es, en general, la mejor cota. Por
ejemplo, Korepa observé (ver [8]) que se tiene la desigualdad anterior con % en

3
lugar de 4, para 1< p <oo, estoes, | I3 < 311 fllpIl f P11 .

3.2.2. Ecuacion de Cauchy abstracta

La teoria de semigrupos y, en particular el Teorema de Hille-Yosida, consti-
tuyen una potente herramienta para abordar ciertos problemas del campo de las
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ecuaciones en derivadas parciales, proporcionando un método eficaz y elegante
para probar la existencia y unicidad de soluciones en problemas que son dificiles
de tratar con los procedimientos clasicos. Para ilustrar este aspecto de los semigru-
pos analizamos el problema de Cauchy abstracto.

Sean X un espacio de Banachy A: D(A) € X — X un operador lineal. Da-
do x € X, el problema de Cauchy abstracto con valor inicial x (ACP) consiste en
encontrar una soluciéon u : [0,00) — X al problema

iu(t) =Au(t), t>0, (3.5)
dt
u(0) = x.

Que u sea solucidn de este problema significa que la aplicacion t — u(t), es con-
tinuamente diferenciable, que u(t) € D(A), t =0, y que se verifica (3.5).

Diremos que el problema esté bien planteado cuando p(A) # @ y, para cada
x € D(A) existe una unica solucién del problema (3.5). Veamos que estar bien plan-
teado supone, ademads de existencia y unicidad, una dependencia continua con el
dato inicial.

Teorema 3.10. Sean X un espacio de Banach y A : D(A) € X — X un operador
lineal cerrado. El problema (ACP) estd bien planteado si, y solo si, A es el generador
infinitesimal de un semigrupo Cy en X.

Demostracion. Supongamos primero que A genera un semigrupo {1;};>o que es
Co en X. Entonces, por el Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.20) y la Proposicion
2.12 (a) se tiene que p(A) # @y, para cada x € D(A), T;x € D(A), t =0, la aplicacién
t — Tyx es diferenciable y

i Tix=T;Ax = AT;Xx. (3.6)
dt

Entonces, u(t) = Tyx, t = 0 es solucion del problema (ACP). Veamos que es Unica,

y de esta forma podemos concluir que el problema esta bien planteado.

Supongamos que v es otra solucion de la ecuacién (ACP). Paracada0<s<t<oo

se tiene que v(s) € D(A) y, en virtud de (3.6),

%Tt_sv(s) = —(% Tu)lu:t—sv(s) + Tt_s% v(s) = —Ti_sAv(s) + Ty_s Av(s) = 0.
Entonces, T;—;v(s) es independiente de s. Considerando s = 0y s = t se obtiene
que T;v(0) = Tov(1), t =0, esto es, Tyx = v(¢) y se infiere que v = u.

Asumimos ahora que el problema (ACP) esté bien planteado. Nuestro objeti-
vo es encontrar un semigrupo Cy en X cuyo generador sea A. Para ello, probamos
en primer lugar que para todo x € X existe una unica solucion débil de (ACP) con
valor inicial x, es decir, existe una tnica aplicaciéon v : [0,00) — X continua tal
que, para cada t =0,
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t t
f v(s)dseDA) y v :x+A(f u(s)ds). (3.7)
0 0

Sea x € X. Ya que p(A) # @, elegimos Ay € p(A) y consideramos y = R(1g, A)x €
D(A). Por hipétesis, existe una tnica solucién de (ACP) con valor inicial y que de-
notamos por uy. Definimos v(#) = (A — A)uy (), t = 0. Veamos que v es la aplica-
cién que estamos buscando.

Es facil ver que v es una solucién débil con valor inicial x. N6tese que

t t t t
f v(s)ds:ﬂtf uy(s)ds—f iuy(s)ds:/lf uy(s)ds—uy(r) +y.
0 0 0 ds 0

Luego, f, v(s)ds e D(A)y, al ser A cerrado,

t t
A(f v(s)ds):/lf Auy(s)ds— Auy (1) + Ay = (AL — A)(uy(£) - y) = v(1) - x.
0 0

Para establecer que v es inica, supongamos que w es otra solucién débil con valor
inicial x. Entonces, u(t) — w(t) = A(fot(u(s) —w(s))ds), t =20y u(0) = w(0). Luego
V() = fot( v(s)—w(s))ds, t =0, es una solucién del problema (ACP)con valor inicial
0. La unicidad de soluciones del problema (ACP) conduce a que V =0, y por tanto,
v = w. Queda establecida asi la propiedad (3.7).

Observamos que de (3.7) se sigue que D(A) es denso en X. En efecto, si x € X, po-
demos tomar v como en (3.7) y x,, = nfol/n v(s)ds, n e N. De esta forma, se cumple
que (x,) peny <€ D(A) y x, — v(0) = x, cuando n — oo.

Por otro lado afirmamos que si (x,) nen € D(A) y Uy, n € N, representa la tinica
solucion del problema (ACP) con valor inicial x,, entonces si x, — 0, n — oo, se
tiene que u, — 0, n — oo, uniformemente en [0, T], para T > 0.

Para probar este hecho fijamos T > 0 y definimos el operador L: X — C([0, T], X)
mediante Lx = v, x € X, siendo v la inica solucién débil con valor inicial x. Aqui,
C([0, T], X) representa el espacio de las funciones continuas definidas en [0, T] y
con valores en X, dotado de la norma del supremo.

Sefialamos que la unicidad de soluciones débiles implica la linealidad de L. Vea-
mos que ademads es un operador cerrado. Sean (x,),en < X, X€ Xy v € C([0, T, X)
tales que x, — xen Xy v, = Lx,, — v en C([0, T], X), cuando n — oco.

Como vy, n €N, es la solucién débil con valor inicial x,, se tiene que fot vy(s)ds,
t =0, esun elemento de D(A). Ademas, ya que v, — v, cuando n — oo, uniforme-
mente en [0, T], para cada ¢ € [0, T] se tiene que [ v,(s)ds — [ v(s)ds, cuando
n — oo. Notese que

t
| [ @ato)= visnds| = thvn = viceom o, nen, eio, 71
0

Sea t € [0, T]. La sucesién (z,) ,en € D(A), donde z,, = fot v,(8)ds, n €N, satisface
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t
zn—>z:f v(s)ds
0
Azp = vp(t) — xp — v(1) — x.

Teniendo en cuenta que A es cerrado concluimos que

t t
f v(s)dse D(A) 'y A(f v(s)ds) =v(t) —x.
0 0

Extendemos ahora la funcién v a (T,00). Para ello, denotamos por w la tinica solu-
cién débil con valor inicial v(T) y definimos v(#) = v(f), t€ [0, T1,y v(t) = w(t — tp),
t > T. De esta forma, v es una funcién continua tal que Lx = v, siendo 7 = v,
t € [0, T]. Se infiere entonces que L es cerrado, y en virtud del Teorema del grafo
cerrado (Teorema 1.18) se tiene que L es acotado. Por tanto, si (x) nen € D(A) ¥ Uy,
n €N, denota la tinica soluciéon del problema (ACP) con valor inicial x,, entonces

lim x, =0—= lim u, =0. (3.8)
n—oo n—oo

Definimos ahora Ty = I, y para cada ¢ > 0, el operador S;x = u,(t), x € D(A),
siendo u, la tnica soluciéon del problema (ACP) con valor inicial x. N6tese que
S;:D(A) — D(A), t=0.

Sea t > 0. Ya que se cumple (3.8), se tiene que el operador S; es lineal y continuo.
Y puesto que D(A) es denso en X, S; admite una extension Ty € L(X) tal que T;x =
Ux(t), x € D(A). La unicidad de soluciones implica que S;isx = S;Ssx, x € D(A),
t,s =0, y por extension también se tiene la propiedad de semigrupo para {7} s>o.
Para demostrar que {T}} ;> es un semigrupo Cy basta probar que lim;_ o+ T;x = x,
x € D(A), y que SUPe(o,1] | Tl < oo, pues D(A) es denso en X. Ya que para cada
x € D(A), Trx = uy(t), t 20, u,(0) = x y la aplicacién ¢t — u,(t) es continua, se
obtiene que lim;_o+ Trx = x, x € D(A).

Por otro lado supongamos que sup,c (o1 I T¢ll = oo, esto es, existe (£,)nen < [0, 1]
tal que ¢, | 0, y | T, | — oo, cuando n — oco. Podemos entonces elegir (x,) zen <
D(A) tal que x, — 0, cuando n — oo, y | Ty, xull = lluy, (£,)]l = 1. Y esto contradice
el hecho de que u,, — 0, cuando n — oo, uniformemente en [0, 1]. Se concluye
entonces que lim;_ o+ T;x = x, x € X.

Para finalizar, veamos que A genera al semigrupo. Sea (B, D(B)) el generador
infinitesimal de {T}};>¢. Es claro que D(A) € D(B) y que Bx = u/.(0) = Ax, x € D(A).
Ademas, Tyx = ux(t) € D(A), x € D(A), esto es, D(A) es invariante por el semigrupo.
Ya que D(A) es denso en X, se sigue que D(A) es denso en D(B) respecto ala norma
del grafo || x|l = x|l + [|Bx|l, x € D(B) (ver Proposicion 3.7)).

Entonces, si x € D(B), podemos encontrar (x,),en < D(A) tal que x, — xy
Bx, = Ax,, — Bx. Como A es cerrado se concluye que x € D(A) y Bx = Ax. Luego
A=B.

O



Bibliografia

[1] BREZIS, H., Andlisis Funcional, Alianza Editorial, Madrid, 1983.

[2] DAVIES, E.B., One parameter semigroups, Academic Press, London, 1980.

[3] DITZIAN, Z., Some remarks on inequalities of Landau and Kolmogorov. Ae-
quationes Mathematicae, 12 (1975), 145-151.

[4] ENGEL, K-]J. y NAGEL, R., A short course on operators semigroups. Springer-
Verlag, New York, 2006.

[5] FOLLAND, G.B., Real Analysis: modern techniques and their applications, 2nd
Edition, John Wiley& Sons, Inc., New York, 1999.

[6] GOLDSTEIN, J.A., Semigroups of linear operators and applications, Oxford
University Press, Oxford, 1985.

[7]1 GORDON, R.A., Integration and differentiation in a Banach space, Thesis
(Ph.D.), University of Illinois, 1987.

[8] HILLE, E., On the Landau-Kallman-Rota inequality. J. Approximation Theory,
6 (1972), 117-122.

[9] HILLE, E. y PHILLIPS, R., Functional analysis and semigroups, Amer. Math.
Soc. Coll. Publ., Vol. 31, Providence, 1957.

[10] JOHNSON, W.P, The curious history of Faa di Bruno’s formula. Amer. Math.
Monthly, 109 (3) (2002), 217-234.

[11] KALLMAN, R.R.yROTA, G., On the inequality || f'||? < 4| f||- Il f"|l. Inequalities,
2 (1970), 187-192.

[12] NICULESCU, C.P.y BUSE, C., The Hardy-Landau-Littlewood inequalities with
less smoothness. J. Inequal. in Pure and Appl. Math , 4 (2003), Article 51, 8 pp.

[13] PAZY, A., Semigroups of linear operators and applications to partial differential
equations. Springer-Verlag, New York, 1983.

[14] RUDIN, W,, Real and complex analysis, Third Edition, McGraw-Hill, New York,
1987.

[15] SIDDIQI, A.H., Applied functional analysis: numerical methods, wavelet
methods and image processing, Marcel Dekker, New York, 2004.

[16] TAIRA, K., Functional analytic techniques for diffusion processes. Springer-
Verlag, Singapore, 2022.

[17] VERA, A. y ALEGRIA, P, Un curso de andlisis funcional: teoria y problemas:
espacios normandos y de Banach, producto interior y espacios de Hilbert, teoria
espectral en espacios normandos, teoria espectral en espacios de Hilbert. AVL,
1997.






Semigroups of operators in Banach spaces

Christian Diaz Bautista
Facultad de Ciencias ¢ Seccién de Matematicas
Universidad de La Laguna
alu0101322162@ull.edu.es

In this report we carry out a theoretical study of the semigroups
of linear and bounded operators in Banach spaces, mainly ad-
dressing the analysis of strongly continuous semigroups. We first
consider general aspects of Banach spaces and linear and con-
tinuous operators, delving into the analysis of the resolvent of an
operator.

We introduce and treat the fundamental characteristics of the uni-
formly continuous semigroups and the C, semigroups, establish-
ing the relationship with their infinitesimal generator and its resol-
vent. In addition, we prove the Hille-Yosida Theorem for contrac-
tive C\y semigroups, as well as for general Cy semigroups, and
discuss some of its consequences.

Finally, we present some concrete examples that include multi-
plicative, translation, and diffusion semigroups and illustrate the
applications of the theory with the Landau-Kallman-Rota inequal-
ity and the abstract Cauchy problem.

1. Introduction

he theory of semigroups of linear operators in Banach spaces

has become a fundamental tool in many areas of modern
mathematical analysis. This theory arose from the abstract study
of mathematical models that explain the behavior of a large num-
ber of natural phenomena and was a pioneer in providing func-
tional analysis tools to the study of differential equations. It was
from the 30s of the XX century when researchers began to delve
into the analysis of semigroups, realizing that the theory could
be applied directly to partial differential equations, Markov pro-
cesses, and ergodic theory. The publication in 1948 of Einar
Hille’s work was a boost to the development of the theory, largely
contributed by the works of mathematician Ralph Phillips. Nowa-
days, the theory is characterized by its application not only to
partial differential equations or stochastic processes but also to
integro-differential equations or approximation theory, among oth-

ers.
2. Linear operators in Banach spaces

e present the fundamental elements of the theory that are

necessary for the development of the next chapter. Specifi-
cally, the concepts of normed space and Banach space are intro-
duced, their main properties are addressed and Lebesgue spaces
are provided as examples of relevant Banach spaces. We also
present the concept of a closed operator, give a characterization
in terms of its graph, and prove one of the important theorems in
functional analysis the Closed Graph Theorem which is stated as
follows.

Closed Graph Theorem Let X and Y be Banach spaces
andlet T: D(T) C X — Y be a linear operator defined on a
closed subspace D(T) C X. Then, T is a closed operator if
and only if T" is a bounded operator.

3. Semigroup of Operators

his chapter is devoted to the study of semigroups of operators
and the Hille-Yosida Theorem. First we treat the most impor-
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tant concepts and properties related to semigroups of bounded
linear operators in Banach spaces.

After showing some general properties, we present some general
characteristics, introduce the concept of infinitesimal generator
of a semigroup, and analyze its relationship with the semigroup.
We present and prove the central result of this chapter, the Hille-
Yosida Theorem for contractive C;; semigroups, which character-
izes contractive strongly continuous semigroups in terms of the
infinitesimal generator and establishes a connection with the re-
solvent of the generator, that we formulate in the following terms.

Hille-Yosida Theorem Let X be a Banach space and let
A: D(A) C X — X be alinear operator. Then, A generates
a contractive Cy semigroup if and only if:

(a) Ais a closed operator and D(A) is dense in X.

(b) (0,00) C p(A) and [[AR(N, A)|| < 1, for every A > 0.

Lastly, we generalize this theorem to general C;; semigroups. The
Hille-Yosida Theorem can be seen as a generalization of the clas-
sical results of existence and uniqueness of solutions to initial
value problems of differential equations when formulated in an
abstract functional framework.

4. Some examples and applications

In this chapter we illustrated the theory studied with some ex-
amples and particular applications. On one hand, we exam-
ined three specific semigroups, each of which corresponds to a
specific type of semigroup: multiplicative semigroups, translation
semigroups, and diffusion semigroups.

We finished the work by analyzing two applications of the theory.
On one hand, the generalization to the context of semigroups of
the well-known Landau inequality, from which it is deduced in a
simple way, and on the other hand, the connection between
semigroups and the abstract Cauchy problem.
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