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Resumen - Abstract

Resumen

Este trabajo tiene cuatro objetivos. El primero es introducir el con-
cepto de los ideales de Fitting y mostrar algunas de sus propiedades,
para ello, se empleardn herramientas de dlgebra conmutativa. El se-
gundo es definir la resultante de dos polinomios con coeficientes en
un anillo conmutativo unitario y demostrar algunas de sus propie-
dades mds relevantes. El tercero es mostrar la relacion que existe
entre los ideales de Fitting y las resultantes y las aplicaciones de
esta relacion, como pueden ser hallar la ecuacion tmplicita de una
curva parametrizada o la resolucion de un sistema de dos ecuaciones
polinomicas. Por dltimo el cuarto objetivo es dar una prueba del Teo-
rema de Bézout haciendo uso de resultantes. Para la prueba de dicho
teorema estudiamos el concepto de multiplicidad de interseccion.

Palabras clave: Presentacion — Modulos — Ideales de Fitting —
Resultantes — FEcuacion implicita — Raices comunes — Teorema de
Bézout.

Abstract

This project has four objectives. The first one is to introduce the con-
cept of Fitting ideals and demonstrate some of their properties, for
which tools from commutative algebra will be employed. The second
one is to define the resultant of two polynomials with coefficients
in a unitary commutative ring and prove some of its most relevant
properties. The third one is to show the relationship between Fitting
ideals and resultants and the applications of this relationship, such
as finding the implicit equation of a parametrized curve or solving
a system of two polynomial equations. The last goal is to provide a
proof of Bézout’s Theorem using the resultants. For the proof of this
theorem, we study the concept of intersection number.

Keywords: Presentation — Modules — Fitting ideals — Resultants
— Implicit equation — Common roots — Bézout Theorem.
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Introduccion

Hans Fitting fue un matemético alemén que nacié el 13 de noviembre
de 1906 en Monchengladbach, Alemania y fallecié el 6 de junio de 1938 en
Konigsberg. De 1925 a 1932, Fitting estudié Matematicas, Fisica y Filosofia en
las universidades de Tiibingen y Gottingen, donde se doctoré en 1932 por sus
trabajos sobre teoria de grupos. Su directora de tesis en Gottingen fue Emmy
Noether. Tras su doctorado, Fitting continué sus investigaciones en los Insti-
tutos Matematicos de las Universidades de Gottingen y Leipzig. Ademas, de
realizar aportaciones fundamentales a la Teoria de Grupos, se dedicé a investi-
gar los ideales de anillos no conmutativos y a estudiar los ideales determinantes
de médulos finitamente generados sobre un anillo conmutativo. En su articulo
de 33 péaginas [4], Fitting introdujo lo que a dia de hoy se denominan ideales de
Fitting.

Los ideales de Fitting son una herramienta de gran ayuda en el contexto
de la teoria de Iwasawa, una interesante area de estudio dentro de la Teoria de
ntimeros (ver [8, Section 2|). Adem4s, estos pueden usarse para computar los de-
nominados polinomios de Alexander, importantes en Teoria de nudos (ver [7]).
Ademas, los ideales de Fitting también son de gran ayuda para hallar soluciones
de un sistema de ecuaciones polinémicas o calcular la ecuacién implicita de una
curva o una superficie parametrizada.

La resultante de dos polinomios con coeficientes en un anillo conmutativo
unitario R es un elemento de R y relaciona las raices de dichos dos polinomios.
Las resultantes se utilizan para resolver sistemas de ecuaciones polinémicas, pa-
ra determinar si existen o no soluciones o para reducir un sistema dado a uno
con menos variables y/o menos ecuaciones.

Esta memoria de fin de Grado estd estructurada en tres capitulos. Para
el desarrollo del primero hemos seguido, fundamentalmente, la referencia [1],
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mientras que el segundo se basa mayormente en [9] y el tltimo en [6].

En el Capitulo 1 se introduce la definiciéon de presentacién de un modulo y
se justifica la existencia de un tipo de presentacion en concreto para R—maodulos
finitamente generados donde R es un anillo noetheriano. Luego, demostramos
algunas propiedades de los ideales generados por los menores de una matriz. Mas
adelante, mostramos las propiedades necesarias para poder probar la buena defi-
nicion de los ideales de Fitting. Finalmente, demostraremos algunas propiedades
de estos ideales.

En el Capitulo 2 primero mostramos algunas propiedades de los determi-
nantes. Luego, introducimos el concepto de resultante y ayudandonos de las
propiedades antes vistas, demostramos propiedades de la resultante. Luego re-
lacionamos lo probado en el Capitulo 1 con las resultantes. Por tltimo, damos
algunas aplicaciones de la resultante.

Finalmente, en el Capitulo 3 empezamos demostrando algunos resultados
sobre polinomios homogéneos haciendo uso de resultantes. Luego damos una
definicién de la multiplicidad de intersecciéon de dos curvas proyectivas en un
punto que generaliza la existente para una curva y una recta, que hace uso de
una parametrizacion de la recta. Terminamos el capitulo probando el Teorema
de Bézout y dando un ejemplo de como hallar los puntos de interseccién de dos
curvas proyectivas complejas usando la resultante.
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Introduccién a los ideales de Fitting

En este capitulo haremos una introduccion a los ideales de Fitting y mos-

traremos algunas de sus propiedades. En buena parte de lo que sigue nos hemos
basado en el libro [1].

1.1. Presentacion de moddulos

En esta seccién estudiaremos las presentaciones de médulos, fundamentales
para dar luego la definicion de los ideales de Fitting.

Definicién 1.1.1 Sean R un anillo conmutativo unitario y M un R—mddulo,
entonces una presentacion (libre) de M es una sucesion exacta de la forma

G2 F Y M —s0

con G y F R—mddulos libres. Si ademds, G y F son libres de rango finito,
entonces la presentacion se dice que es finita. St M tiene una presentacion finita,
entonces diremos que M estd finitamente presentado.

Proposicién 1.1.2 Sean R un anillo conmutativo unitario, M un R—mddulo y
{ma}rca generadores de M. Entonces existe una sucesion exacta de R—mddulos
libres
0— K — @ R M —0
AeA
tal que aey) = my, para todo A € A, donde {ex}rea es la base canonica de

EB R, y ademas, hay una presentacion de M de la forma
AeA

PBr—EPr->M—o. (PS)

ceXr AeA

para cierto X conjunto de indices.



2 1 Introduccién a los ideales de Fitting

Demostracion. Definimos « : @R — M teniendo en cuenta que, para todo

AeA

T € @R, existe un unico {px}tres € R tal que x = ZMAGA porque {ex}rea es

AeA A€A
una base libre del R—mddulo libre @ R. Luego definimos «(z) = Z LTI

AeA AeA
Ademas como M es un R—médulo a(x) € M, para cualquier x € @ Rysix
AeA
=2 € @ R entonces «a(z) = a(z') porque existe un tnico {px}rea C R tal que
AeA

r = Z pxey = o', Por tanto « es aplicacién. Ademds, a es un homomorfismo

AeA
de R—mddulos. En efecto, sean 1,7 € Ry x,y € GB R, entonces, existen unos

AeA
unicos {afaea {mtrea € R tales que z = Zu,\e,\,y = Zme,\. Luego se
. AeA AeA

tiene que

a(riz +ry) = o (7“1 Z HXEX + T2 Z mw) =« (Z(Tlﬂ,\ + TQUA)€A>

AEA AeA AeA
= Z(ﬁm + Tama) M

AeA
por definicion de o y ademas,

ra(z) +raafy) =rn Z PATI + T2 Z TN = Z(ﬁm + T2m) M
AeA AeA AeA
Por tanto, a(riz + ry) = ria(x) + rea(y), para cualesquiera ri,ry € R,y x,y

en @ R. Tenemos entonces que a es homomorfismo. Ademés como el conjunto

A€A
{my}rea genera a M, entonces « es sobreyectiva pues dado m € M, existe

{0 }rea € R tal que m = Z@,\m,\, tomamos z := Zé’,\eA € EBR y se tiene
AeA AeA AeA
que a(z) = m. Sea ahora K := Ker(a) que es un submoédulo del R—mdédulo

@ R. Consideramos,

AeA
0— K-SR M-—0 (SE)
AeA
donde if : K — @ R denota la inclusiéon de K en @ R. La sucesion (SE) es
A€A AeA

exacta pues « es sobreyectiva, Ker(a) = Im(ix) = K y la inclusién i es inyec-
tiva. Ahora, determinaremos una presentacion de M. Sea {k,},cx un conjunto
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de generadores de K y definimos £ : @ R — K como sigue: como @ R esun

oeX ceX
R—modulo libre, para cualquier y € @ R, existe un tinico {w, },ex C R tal que
A<D
Y= Z wyel , donde {e! },cx es la base candnica de @ R. Entonces definimos
oeX oeX
Bly) == Z wyky. Ademas [ es un epimorfismo, se demuestra de forma similar
4P
a lo hecho para «. Asi, obtenemos el siguiente diagrama de R—mddulos
PRt @i
ceX AeA
P

K

donde la fila superior es una presentacion de M ya que a es epimorfismo e
Im(ig o B) = Im(p) = K = Ker(a). O

Corolario 1.1.3 Sean R un anillo conmutativo unitario noetheriano y M un
R—mddulo finitamente generado, entonces existe una presentacion de M de la
forma

R — R" — M — 0 (PF)

para ciertos n,q € N.

Demostracion. Por la Proposicion 1.1.2, sabemos que M tiene una presentacion
del tipo (PS). Siguiendo la notacién de la demostracién de la Proposicién 1.1.2,
se tiene que cada A € Ay cada o € X se corresponden con un generador de M y
K respectivamente. Ademads, por hipdtesis tenemos que M estd finitamente ge-
nerado. Luego consideramos {m;}?_, (n € N\ {0}), un conjunto de generadores
de M. De este modo, /A es un conjunto finito y

K = {(m,?“g,...,rn) e R": Zﬁ'mz‘zo}

=1

es un submodulo del R—médulo R™. Por tltimo, por ser R un anillo noetheriano,
aplicando [10, Corollary 7.22 i)] se tiene que R™ es un R—mddulo noetheriano
y por tanto, K estd finitamente generado. Luego, podemos tomar X' finito. [

Para mas informacién acerca de médulos se puede consultar [10, Chapters 6, 7,
9 and 10].

Nota: Como para cualquier n € N\{0}, R & "

puede definir una presentacién como (PF).

@ R = R"™, en el caso finito se
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Ejemplo 1.1.4 (Construccion de una presentacion finita) Sea el Z—mddulo
M = 7y X Zs X Zs. Para construir una presentacion como en la prueba de
la Proposicion 1.1.2, primero tomamos un conjunto de generadores de M, con-
sideramos por ejemplo, {e;}3_, donde e; = ([1]2,[0]3,[0]5), e2 = ([0]2, [1]3,[0]5)
y ez = ([0, [0]3, [1]5). Definimos o : Z* — M con «(1,0,0) = ey, «(0,1,0)
= ey, @(0,0,1) = e3 y lo extendemos por linealidad. Para 3, primero calculamos
Ker(a) = K (siguiendo la notacion de la Proposicion 1.1.2):

K ={(a,b,c) € Z*: aa,b,c) = 0p}y = {(a,b,c) € Z* : aey + bey + ces = 057}
(a,b,¢) € Z° : [ala = [0]> A [b]s = [0]5 A [d]s = [0]s}
(
(

a,b,c) € Z3 La = 2k1,b23k2,C: 5]€37 kl,kg,kg S Z}

{
{
{(2ky, 3k, 5k3) € Z2 : ki, ko, ks € Z} = ((2,0,0), (0,3,0), (0,0,5)) .

La relacion (2,0,0) se corresponde con la ecuacion 2e; = 0y, asi como (0, 3,0)
se corresponde con 3es = 0y y (0,0,5) con bes = 0pr. Luego, definimos

B: 73 K
(a,b,c) — B(a, b, c) = (2a, 3b, 5¢)

y la extendemos a Z32, i o 8 : Z3 — Z3. De forma matricial,

200
(ix 0 B)(a,b,c) = (abc) 030
005
Ast, tenemos la presentacion de M
73 K 73 2 M — 0. (P1)

Obsérvese que una presentacion de un R—mddulo finitamente generado no tie-
ne por qué ser unica: para construir (P1) elegimos como generadores de K a
(2,0,0),(0,3,0) y (0,0,5) pero podriamos haber anadido el elemento (4,0,0).
De este modo tendriamos otra presentacion de M,

YA S RN Y N
200
030

005
400

donde ix o ' tiene por matriz asociada a

1.2. El ideal generado por los menores de una matriz

En esta seccion estudiaremos el ideal generado por los menores de una
matriz y mostraremos algunas de sus propiedades, que nos seran de utilidad
mas adelante.
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Sean R un anillo conmutativo unitario, A € M,,, ,(R) y r € Z. Denotamos
por I,(A) al ideal de R generado por los menores de orden r de A. Por convenio,
tenemos que

~ [(0), sir > min{m,n}
L’(A)_{ R, sir<0.

Propiedad 1.2.1 Sea R un anillo conmutativo y unitario y A € M, ,(R). Se
tiene que

i) R=1y(A) 2 L,(A) D I(A) 2 -
ii) Si U € (M (R))* entonces I.(U) = R, para todo r < m.

Demostracion. Demostraremos 7). Si B = (by); ;_; € M,(R) es submatriz de A
de tamano r x r,r > 1, y denotamos por B;; la submatriz de B que resulta al
quitar a B la i-ésima fila y la j-ésima columna para cualesquiera i, j € {1,...,r},

se tiene que, calculando el determinante de B por la i-ésima fila,

det(B) = i(—l)”jbijdet(&j) e I_1(A)

J=1

pues det(B;;) € I,_1(A) para todo j = 1,...,r. Pero por definicién, sabe-
mos que [.(A) = ({det(B) : B submatriz de A de tamano r x r}), luego se si-
gue que [,.(A) C I,_1(A), para todo r € Z, y de este modo se deduce 7). Ahora,
demostraremos ). Si U € M,,(R) es una matriz inversible entonces existe
Ut e My(R) tal que UU = U~U ® I, donde I,, denota la matriz iden-
tidad de orden m. Entonces por (x), se sigue que det(U~'U) = det(1,,) luego,
det(UY)det(U) = det(I,,) = 1y por tanto, det(U) € R* y (det(U)) = R.
Concluimos que, I,,,(U) = R y se deduce aplicando i) que I.(U) = R pues
R=1LU)DLU)DLU)D ---21,U)2-- para todo r < m. O

Dada una matriz de tamano p x ¢, ¢ > n, X := (z;;), denotamos su j-ésima
columna por X7. Si I = (iy,...,4,) y J := (j1,...,Jr) son dos tuplas con 1
< <ig<-- <, <pyl1< g <go<---<gr <gq, llamamos

Tiyj ° LTigjy, Ti1 - Tign
Xpp=1 Py Xr=
Lijr =+ Ligjr Lipt - Tipn
ASi7 X5 € MT(R) y Xr € Mr,n(R)

Lema 1.2.2 Sean R un anillo conmutativo unitario, y las siguientes matrices
Ae Mpyn(R),B € M, ,(R),U € (Mp(R))",\V € (My(R))*. Entonces, para
cualquier r € 7, se tiene

i) I,(AB) C I(A)L(B).
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ii) IL(UAV) = I(A).

Demostracion. Para demostrar i), pongamos que A = (a;;) y B = (b;;). Sea C
:=AB.Dado I = (11,...,i,) con 1 <43 <ig <---<i, <my K = (ky,..., k)
con 1 < ky < kg < -+ <k, <p, tenemos que det(Crx) = det(Cly ..., Cry),

pero Cfy = Z Aj“bjaka, para cualquier a € {1,2...,7}, pues en general, si
Ja=1
C = (Cij)izl ..... m; j=1,....ps dado ﬁ € {]., . ,p}, se sigue que cjp = Cljlbl@ + ..

,,,,,

+a;nbng con 1 < j < m. Luego,

aiq Q1n n
CB: b15—|—+ an:Alblﬁ—i_—'_Anan:ZAjbjﬂ
j=1

Am1 Amn

Por tanto, se tiene que

det(CIK) = det (Z Ajllbjjkl? SR Z Ajlrbjrkr> = Z det(A}l, R 7A][T)bj1k1 s bjrkr'
Ji1=1 Jr=1 J

En la dltima suma cada sumando se corresponde con J = (jy,...,J,) donde 1 <

ji < n. Ademaés, si hay dos j; iguales, entonces se tiene que det(AJf, e ,Ag’“) =0

pues dos columnas son iguales, pero si en J no hay elementos repetidos entonces

J es una permutacién de algun H = (hy,...,h.)con 1 < hy < --- < h, < g, asi,

ji = o(h;), con o una permutacién. Si denotamos el signo de la permutacion o
por (—1)7, se tiene que

det(Al, ... Ar) = (=1)°det(Ary)

porque cada vez que permutamos dos columnas de una matriz cuadrada, su
determinante cambia de signo. Pero desarrollando el determinante por filas, ob-
tenemos

det(Bug) = Z(_l)aba(hl)kzl “ Doy )y -

o

Por tanto, det(Crx) = Zdet(AIH)det(BHK) € I.(A)I.(B) ya que para cual-
H

quier H, det(Ary) € I,(A) y det(Buk) € I.(B). Luego, para toda C' € M,.(R)
submatriz de AB, det(C") € I,(A)I.(B) y por tanto, I.(AB) C I,(A)I,(B) y asi
queda demostrado 7).

Ahora para demostrar i), sabemos por la Propiedad 1.2.1 4) que I.(W) = R,
para W = U, U1, V,V~!. Tenemos ademés que

i) 2 veces

L(A)=LU'UAVVY  C LU NHNLUAVIL(V™Y = RI(UAV)R
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i) 2 veces

=IL(UAV) C LU)I(A)I(V)=RI(AR=I.(A).
Luego, se sigue que I,(A) C I, (UAV) C I.(A) y que I[,(UAV) = I.(A). O
Propiedad 1.2.3 Sea R un anillo conmutativo unitario y la matriz por bloques

B
A= (%) con coeficientes en R y donde O denota una matriz nula, entonces

se tiene que para todo r € 7

1(A) = 3 LB)LC).

s+t=r

Demostracion. La prueba es consecuencia de desarrollar el determinante de A
por filas o columnas y fijAndonos en como son los menores de A. O

1.3. Version débil del Lema de Schanuel

En esta seccion introduciremos el concepto de modulo proyectivo y daremos
una prueba de una version simplificada del Lema de Schanuel que nos servira pa-
ra demostrar el Lema de Fitting. Para quien esté interesado, la version completa
del Lema de Schanuel se encuentra en la pagina 35 del libro [1].

Definicién 1.3.1 Sean R un anillo conmutativo unitario y M un R—mddulo.
Se dice que M es proyectivo si dado cualquier diagrama de homomorfismos de

R-mddulos de la forma
M

|s

M”ﬁM/ﬁO

g

donde la fila inferior es una sucesion exacta (g epimorfismo), existe un ho-
momorfismo de R-mddulos h : M — M" tal que el siguiente diagrama es

conmutativo
e

M//TM/éO

es decir, f =goh.
Proposicion 1.3.2 Todo madulo libre es proyectivo.

Demostracion. Sean R anillo conmutativo unitario y los homomorfismos de R-
médulos f: M — M’ g : M" — M’ con g sobreyectiva y M libre. Como M es
libre, podemos considerar una base {e;};e; de M. Usando que g es sobreyectiva
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se tiene que para todo i € I, existe m; € M" tal que f(e;) w g(m!). Luego,

podemos definir h : M — M” tal que si m € M, existe un unico {r;};e; € R
con m = Zriei; h(m) = Zrimgl. Primero, tenemos que probar que h es
iel icl

aplicacion. Para cualquier m € M, h(m) = ang € M" y para cualesquiera
my, me € M tales que m; = my existe un ﬁriieclo {ri}ier € R donde m; = my =
Z rie;. Luego, h(my) = Z r;m; = h(ms). Por tanto, h es aplicacién. Ademas,
icl i€l

h es homomorfismo. En efecto, sean 1,79 € Ry my, mo € M, entonces existen
unos tunicos {\; }ier, {pitier € R tales que my = Z Ai€i, Moy = Z wie;. Luego,

el el

h(rimy +rams) = h <Z(T1>\z‘ + 7“2#1’)62‘) = Z(ﬁ)\i + Topi;)m
icl icl
=1 Z Aimy; + 7o Z pwimy = rih(my) + roh(ms).

el el

También, h(e;) = m!, para todo ¢ € I y aplicando g, se sigue que g(h(e;))
= g(mY), para cualquier i € I y por (*) se tiene que g(h(e;)) = (goh)(e;) = f(ei),
para todo i € I. Luego, por ser {e;}ic; una base de M, se sigue que goh = f'y
que M es proyectivo. ]

Corolario 1.3.3 Para cualquier n € N\{0} y para cualquier anillo conmutati-
vo unitario R, R™ es proyectivo.

Demostracion. Para todo n € N\{0} y para todo anillo conmutativo unitario
R, R™ es libre y por la Proposicion 1.3.2 proyectivo. Il

Si tenemos un anillo conmutativo unitario R y M y N dos R-médulos,
denotamos por M @ N = {m+n:m & M A n & N}. Siahora consideramos
f: My — Myy g: My — M, homomorfismos de médulos denotamos por
f@og: My & Mg — My ® My al homomorfismo tal que si x = my + mg
con m; € M;, i € {1,3}, entonces, (f @ g)(z) := f(m1) + g(ms). Ademds
si f: My — M, g: My — M son homomorfismos de mddulos, entonces
f+g: M & My, — M se define como (f + g)(x) := f(my1) + g(ms) para
cualquier x = my; + my donde m; € M;, 1 <i < 2.

Lema 1.3.4 (Schanuel debll) Sean R un anillo conmutativo unitario y

L P M— 0, L' Uy PP M 0 sucesiones ezactas de R—mddu-
los con Py P’ proyectivos. Entonces el siguiente diagrama
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D1 ps

LePZEpap 2 p— 0 (SD)

Elﬂy Lln/l

Pl —=P@®P —M—0
1p®i 04«

es conmutativo, donde v es un isomorfismo.

Demostracion. Primero, tenemos los siguientes diagramas

P P

La !

P—>M—>0  P—>M—>0

[

donde las filas inferiores son sucesiones exactas por hipétesis y P y P’ son pro-
yectivos. Luego, existen h : P — P’, b’ : P — P homomorfismos tales que
a=ad ohya =aoh'. Consideramos H y H' las matrices asociadas a h 'y h’
respectivamente. Ahora, construimos el siguiente diagrama

1Dl ps

LaPZZpap 2 v o
) 1ar

Pa P M ——0

l/T LlM
POL ——P®P —M——>0
1p®i 0+a

donde 7 y 9 son los homomorfismos de médulos con matrices asociadas

r o) v 2 (al¥)

respectivamente, donde I es la matriz identidad y O es una matriz nula de los
ordenes que corresponda. Ambas matrices tienen inversas y por tanto, 7y 4 son

. . . I1-H
isomorfismos. De hecho, las matrices asociadas a 77!y L son 77! = o 1 )

—H'|1

e (T JON(IlH\ (1| H
r=A T_(—H’I)(OI)_<—H’—H’H+I :

Si denotamos por A y A’ las matrices asociadas a « y o/, respectivamente, se
sigue que la matriz asociada al homomorfismo (0 4 ') o 7y es

I 0 . .
y Al = ( ) Tenemos que la matriz asociada a v := 707! es
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r(5) = (Stren) (3) = o)

Como a=a’'ohyd =aoh’se deduce que A ) ga y A (2) H' A, luego, la

matriz asociada a (04 ') o h es
HA (1) A (x2) A (A
—H'(HAY+ A )]  \-HA+A) \-A+A) \0)’

, es la misma que la

A
[e)
matriz asociada a (0 + o) o 7. Luego, se tiene que (a +0) = (0 + ') o7,
(04+a')oy =1p0(a+0) y el cuadrado de (SD) es conmutativo como queriamos
demostrar. Faltaria por probar que las dos filas del diagrama (SD) son sucesiones
exactas.

Por tanto, la matriz asociada a (a 4 0), que es

» Para fila superior. Observamos que, (« + 0) es sobreyectiva puesto que por
exactitud « lo es (para todo m € M, existe p € P tal que a(p) = m, luego,
para cualquier m € M, existe x := p+ 0pr € P & P’ tal que (a + 0)(x)
= a(p) = m). Y por exactitud también, sabemos que Ker(«) © Im(i), y se
tiene que

Ker(a+0)={p+p € P& P :(a+0)(p+p) =0}
={p+tp ePOP :a(p)=0}={p+p e POP :pe Ker(a)}

Wity e POP peImli)y =Im(i®lp)

» Para la fila inferior razonamos de forma similar. Primero, (0 + o) es sobre-
yectiva puesto que por exactitud o’ lo es (para todo m € M, existe p’ € P’
tal que o/ (p') = m luego, para cualquier m € M, existe x :=0p+p' € P® P’
tal que (0 + o)(z) = o/(p) = m). También por exactitud, sabemos que

Ker(d) v Im(i"), y se tiene que

Ker(0+d)={p+p ePaP :0+d)(p+p) =0}
={p+pePaP . dP)=0={p+p ePdP :p e Ker(d)}
WiprpePaP e lm@))=Im(lpa) O

1.4. El lema de Fitting

En las siguientes paginas daremos la prueba del Lema de Fitting que en-
contramos en [1, Lemma 5.34]. Gracias a este y a lo probado en las tres secciones
anteriores podremos justificar la buena definicién de los ideales de Fitting.
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Lema 1.4.1 (Fitting) Sean R un anillo conmutativo unitario, M un R-mddu-

lo,reZyR"—= R 25 M — 0, R Py R T M~ 0 dos presentacio-
nes de M con A y B matrices asociadas a o y 3 respectivamente. Entonces,

Im—r(A) = IP—T<B)'

Demostracion. Distinguiremos varios casos:

Caso1l: Sim = py pu = m Sea K := Ker(u), se tiene por exactitud que
Im(a) = K y que Im(5) = K, por tanto, Im(a) = Im(B). Pero Im(a) es
el modulo generado por las filas de A, luego, se deduce que cada fila de B es
una combinacién lineal de las filas de A. Por tanto, hay una matriz C' tal que

CA ® B. Sea s := m — r. Dado k, denotaremos por I, a la matriz identidad
de orden k. También denotaremos por O,,, la matriz nula de tamano m X g.

Tomando V := (_I”C OI"q) la matriz de bloques, se tiene que
q
v AY (1 ]0n) (A _ A ® (A
B —c[1, )\B —CA+B 0, )

Luego, se deduce que
A A
t(v(3) (o))

Ademads, V es inversible, de hecho, det(V) = 1. Por tanto, aplicando el Lema

1.2.2 i) se sigue que
t((3) -+ ((s,))

Pero I (( A )) = I;(A), luego, I ((A)) = I;(A). De manera similar se
Oy B

puede probar que I ((A) = I4(B). Para ello, haciendo el mismo razonamien-

B
to que cuando empezamos la prueba de este caso, se tiene que existe una matriz
(I, |-D . A\ (O
D tal que DB = A. Tomando W := (an I ) se sigue que W (B) = (B)

Por el mismo razonamiento que antes se llega a lo que queriamos y se deduce

N LA =1, ((g)) _1.(B)
(%)

Caso 2: Si m = p y hay un isomorfismo v : R — RP tal que mo~vy = pu.
Digamos que v esta representado por la matriz G. Luego,
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RIS R M— 0 (SuEx)

es una presentacion de M pues m es sobreyectiva (ya lo sabiamos) y
Ker(m) = Im(v o a). En efecto, tenemos primero que,

Im(yoa) =~(Im(a)) = y(Ker(n))

porque por exactitud, Im(a) = Ker(u), luego, probar que Ker(mw) = Im(yo a)
es equivalente a demostrar que Ker(mw) = v(Ker(u)). Primero, sea x € Ker(n),
entonces m(x) = 0 y aplicando (x), se sigue que (o~ 1)(z) = 0. Por tanto,
u(y~H(z)) = 0, luego, v (x) € Ker(n) y v(v"'(z)) = x € y(Ker(u)). De este
modo, se deduce que Ker(m) C ~v(Ker(u)).

Ahora, para el otro contenido, sea x € y(Ker(u)). Entonces existe y en R™
tal que = = y(y) con p(y) = 0. Ademas,

m(z) = 7(1(y)) = (o y)(y) = puly) = 0.

Por tanto, x € Ker(m) y v(Ker(u)) € Ker(m). Por ambos contenidos se deduce
que Ker(m) = Im(vy o a), que (SuEx) es exacta y que estamos por tanto ante
una presentacién de M. Aplicando el caso 1 a las presentaciones

ROy R M0y RIS R Ty M0

se tiene que I4(B) = I,(GA). Como G es la matriz asociada a 7, que es iso-
morfismo, sabemos que G es inversible, luego por el Lema 1.2.2 i) se sigue que
I,(GA) = I,(A) y por tanto, I;(B) = I,(A) como queriamos.

Finalmente, en general, como R"™ es proyectivo, para todo n € N\ {0} por
el Corolario 1.3.3, aplicando el Lema 1.3.4 a las presentaciones del enunciado del
lema, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

a®lgp

Rrae R v

| |1

RmeBRq—>Rm@Rp—>M—>O

1Rm

R"® RP —

o equivalentemente,

a®lpp

R 0 (PC2)

(S

(rp— L SR )

].Rm @5 0+TI'

R —=

. : A|O I, O .
Las matrices asociadas a (a«@®1ge) y (1gm @) son <aﬁ) y ( o) B) , matrices

que tienen tamanos (n+p) x (m+p)y (¢+ p) X (m + p) respectivamente. Nos
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damos cuenta que en (PC2) estamos en las hipotésis del caso 2, luego se tiene

que . < < %E)) = L)+ (( 5 O>) |

. : . AlO 1,0 :
Ademas aplicando la Propiedad 1.2.3 a (ﬁ) y ( 0 B> se tiene que

o (i) ) = e @) Tonnr ((G15)) = 108

Por tanto, I,,—.(A) = I,_.(B). O

Definicién 1.4.2 (Ideales de Fitting) Sean R un anillo conmutativo unita-
rio, M un R-mddulo finitamente presentado y r € Z. Tomamos cualquier pre-
sentacion de M de la forma R* = R™ — M — 0, si denotamos por A la
matriz asociada a « (a esta matriz de la conoce como la matriz de la presenta-
cion), definimos el r-ésimo ideal de Fitting de M, Fitt,.(M) por

Fitt, (M) := I,_,(A).

Ndotese que por el Lema 1.4.1 la definicion de los ideales de Fitting no depende
de la presentacion que se tome y que para que un R—mddulo M esté finitamente

presentado basta con que M sea finitamente generado y R sea noetheriano por
la Propiedad 1.1.5.

En lo que sigue, si no se especifica, al referirnos a un médulo M asumiremos
que esta finitamente presentado.

1.5. Propiedades de los ideales de Fitting

En esta seccién presentaremos algunas de las propiedades de los ideales de
Fitting. Las tres siguientes propiedades se encuentran en [1, paginas 40 y 42].

Propiedad 1.5.1 Sea R un anillo conmutativo unitario y M un R-mddulo en-
tonces, se tiene que para cualquier r € Z, Fitt.(M) es finitamente generado,

(0) = Fitt_1(M) C Fitto(M) C Fitty(M) C --- C Fitt,,(M) = R,
Fittp (M) = (0), para todo k < 0 y Fitt,(M) = R, para cualquier w > m.

Demostracion. Por la definiciéon de los ideales de Fitting esta claro que son
finitamente generados y la segunda parte se tiene de la Propiedad 1.2.1 7). O
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Propiedad 1.5.2 Sean R un anillo conmutativo unitario, ay,as,...,a, € R
con {a1) 2 {ag) 2 -+ 2 {an,) y el R-mddulo M = (R/(a1)) & -+ & (R/(am)).
Entonces se tiene que,

Fitt,(M) = (a1 -+ apm_r), para todo 0 <r <m — 1.

Demostracion. Tenemos que {e;}™, es una base de M donde e¢; = (0 + (ay))
+-+ (04 (a;i—1)) + (14 (@) + (0 + {a+1)) + - - -+ (0 + (a,,)). Las relaciones
no redundantes en los {e;}™, son las correspondientes a a;e; = 0, para todo 4
=1,...,m. Podemos tomar como presentacién de M, R™ -5 R™ M0
donde « es el homomorfismo con matriz asociada

a; 0 --- 0
T
00--a,

y B : R™ — M estd definido por (0,0, ...,0, 1 ,0,...,0) = e;, para cualquier
i =1,...,m. Si tomamos una submatriz A’ de A de tamano (m —r) x (m —r)
con determinante no nulo, se tiene que A’ es una matriz diagonal de la forma
A" = diag(a;,)"7" con jiy1 = ji + 1, para todo i € {1,...,m —r — 1}. Puesto
que si hay partes de columnas de A juntas que en A no estan juntas entonces
habria una columna llena de ceros y por tanto, el determinante de A’ seria cero.
Como (ay) C (ay), para cualquier k' > ky j; > i, paratodoi € {1,...,m—r}
entonces, (a;,) C (a;), para cualquier ¢ € {1,...,m — r}. Por tanto, para todo
ie{l,...,m—r}, existe h; € R tal que a;, = h;a;. Luego,

det(A') = aj a5, -~ aj,,_, = (har) - (hnr @) = (H hl) (@1~ amy).
=1

Y asi queda probado que det(A’) € (ajas - - - ay,—,) , para cualquier A’ submatriz
A de tamano (m —r) x (m — r). Por tanto, I,,_.(A) C (a1as - am—,), lo que
equivale a que Fitt, (M) C (ajag -+ ap_r). Pero ademds, como (ajag - - apm_p)
C Fitt,.(M) puesto que ajas -« - @y, € Fitt, (M) ya que si consideramos la sub-
matriz diagonal A’ = diag(a;)*7" de A de orden m —r, det(A’) = a1ay - - - Ay
Por tanto, ajas - apm—r € I_r(A) = Fitt.(M). De este modo, queda demos-
trado que Fitt,(M) = (ajas - aym_p), para todo 0 < r <m — 1. O

Propiedad 1.5.3 Sean R un anillo conmutativo unitario y M un R-mddulo
finitamente generado con {e;}*, conjunto de generadores de M. Si denotamos
por a := Ann(M) al anulador de M, entonces se tiene que

i) aFitt, (M) C Fitt,_1 (M), para todo r > 0.
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ii) a™ C Fitto(M) C a.

Demostracion. Como M puede generarse por m elementos {e;}",, podemos
construir una presentacién de M de la forma R" -~ R™ %5 M — 0 como en
la Proposicién 1.1.3, donde « es un homomorfismo con matriz asociada A. Cada
una de las filas de A se corresponde con una relacién de los {e;}7,. Probemos
i) distinguiendo dos casos para 7.

= Sir > m,entonces r — 1 > m, Fitt,(M) = Fitt,_1(M) = R y trivialmente
se tiene que a C R. Luego,

aFitt,(M) =aR =a C R = Fitt,_1(M)

y por tanto, aF'itt, (M) C Fitt,_,(M).
= Sir <m, entonces sea s :=m —r + 1 > 1. Para cualquier z € a, formamos
la sucesion

Rrtm Joy pm 1y A0, (S1)
con f := «a + xlgm, es decir si y = (y1,---,Yn,21,---,2m) Para ciertos
Yly o v vy Yny 215 - -+, 2m € R, entonces

ﬁx(y) = (Oé + lem) = a(yb s 73/71) + (fEZl, s ,me)-

Hecha esta aclaracién, probemos que la sucesién (S1) es exacta. Para ello,
es suficiente con demostrar que Ker(u) = Im(8;) o lo que es equivalente
por exactitud, Im(a) = Im(B;) (que u es sobreyectiva ya lo tenemos de
antes). Primero, sea 2/ € I'm(«a), entonces existe z = (21,...,2,) € R" tal

que ' = a(z). Tomamos 2’ := (21, ..., 2,,0,™.,0) € R™™ tenemos que
Bo(2) =alz1,. .., 20) + (-0, 2-0) = a(z,...,2,) = a(z) = 2.

Por tanto, 2’ € Im(f,), para cualquier 2’ € Im(«a) e Im(a) C Im(f,).
Ahora para el otro contenido, sea 2’ € I'm([3,) entonces existe

o / / n+m
2= (21, s 2n, 25,20 ) ER

tal que @’ = B(2) = a(z1,...,2n) + (21, ..., 2..). Luego,
p(") = pla(zy, .o oyzn) Fx(zy, .y 20) = plalzr, ooy 2)) +ap(2h, o0y 20)
=(poa)(z,...,2n) +xp(zy,...,2'm).

Pero poa =0 por exactitud y zu(zy,...,2.,) = 0 porque p(z,...,z,) € M
y x € a= Ann(M) y por tanto, u(z') =0+0=0y 2’ € Ker(u). Entonces,
para todo ' € Im(B,),x" € Ker(u) y de este modo queda probado que
Im(B:) € Ker(n) = Im(a). Luego, por los dos contenidos tenemos que

Im(B,) = Ker(u) y que (S1) es una presentacién de M para cualquier x € a.
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z1,,
submatriz B de A (aqui s > 1), podemos construir una submatriz B’ de A de
tamano s x s de este modo: pongamos que no aparece parte de la i-ésima fila

Dado un z € a la matriz asociada a f3, es (A> Dada una (s —1) x (s —1)

. . . A
de A en B para cierto i; formamos la m x s submatriz B” de <xI> con las

mismas columnas de B pero completandolas con los elementos de A de esas
columnas, mas la i-ésima columna de x1,, al final. Finalmente, formamos B’
como la submatriz s X s de B con las mismas filas que B mas la i-ésima fila en
la posicién apropiada. Desarrollando det(B’) por la tltima columna, se tiene
que
det(B') € {xdet(B), —xdet(B)}.

Por construccién, det(B’) € I, ((xf)) = I;(A), luego, det(B') € I;(A).
Por lo tanto, xzdet(B) € I4(A) y como ademéds, © € a es arbitrario e [;_1(A)
estd generado por todos los posibles det(B) con B submatriz (s —1) x (s —1)
de A, se tiene que aF'itt, (M) C Fitt,_1(M) y asi, queda probado i).

Ahora, para demostrar i), primero, aplicando varias veces i) se deduce que
af Fitt, (M) C a" ' Fitt, (M) C --- C Fitt,_4(M).

Por tanto, a*Fitt, (M) C Fitt, (M), para cualesquiera r,k > 0. Luego, en
particular, se tiene que a”Fitt,,(M) C Fitto(M), y teniendo en cuenta que
Fitt,,(M) = R, se sigue que

a™R=a™ C Fitty(M).

Para el segundo contenido de i), dada B una submatriz m x m cualquiera de
A con determinante no nulo, pongamos B = (b;;); j=1,..m. Si denotamos por
{e;}™, la base canénica de R™, entonces, e¢; = p(e}), para todo i € {1,...,m}.
Como cada fila de A se corresponde con una relacién de los {e;}7*, vy las filas

de B son filas de A, se deduce que Z bi;e; = 0, para cualquier ¢ € {1,...,m}

j=1
o matricialmente,
€1 0
Bl:]=1:] (1)
em 0

Sea ahora C' := Adj(B)" la traspuesta de la matriz adjunta de B, entonces por

la regla de Cramer (RC), se tiene que det(B)L,, © op. Multiplicando por la
€1
derecha en ambos lados de la igualdad (x9) por | : | se tiene que:

€m
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el el el 0 0
det(BI, | : |=(CB)| : |=C|B]| : @Weol:|=
Por tanto,
det(B) 0 0--- 0 e1 det(B)e; 0
0 det(B)0--- 0 e det(B)esy 0
0 0 0--- det(B) em det(B)en, 0
Luego, det(B)e; = 0, para todo i = 1,...,m. Ademds, como {e;}", genera M,

es claro que det(B)m' = 0, para cualquier m’ € M. Asi, de la definicién de
anulador se deduce que det(B) € Ann(M) = a. Luego, det(B) € a, para toda B
submatriz m x m de A. Por tanto, se deduce que Fitto(M) = I,,(A) C a. Queda
asi probado el segundo contenido de i1). ([l

Propiedad 1.5.4 Los ideales de Fitting conmutan con la localizacion, es de-
cir, si tenemos R un anillo conmutativo unitario, M un R-mddulo finitamente
generado y S una parte multiplicativamente cerrada de R, entonces dado r € Z,

Fitt,(ST'M) = ST'Fitt,(M).

Demostracion. Podemos considerar R* —%5 R™ 25 M — 0 una presentacion
de M cualquiera, a partir de ella podemos construir una presentacién del (S~ R)-

médulo S™'M. Definimos a, : (ST'R)" — (S7'R)™ con

1 0 0y _ [ «1(1,0,...,0) am(1,0,...,0)
O./*(T,I,. ,I)— -1 ,...,—m 1
0 1 0y al(o’lz-“vo) o (0717“-’0)
(T 1) = (T T
00 1 041(0,0, 71) o (0707 71)
\a*(fafa 7I) < 1 PR = 1
donde (ai,as,...,q,) = a. De este modo, extendiendo «a, por linealidad se

tiene que a, es un homomorfismo. Ahora definimos 3, : (ST'R)™ — S™'M
r rm) — 1 B(1,0,..,0) rm 5(0,0,...,1) . .

como, 6*(i, cee ;) =5 T e Es un simple ejercicio de

escritura ver que 3, es un homomorfismo de (S™!R)-médulos. Construimos asf

la sucesién de (S7!R)-mdédulos
(STIR)" 2 (STLR)™ 25 ST — 0. (S1P)

Para demostrar que (S™'P) es una presentacién de S™'M, hay que probar que
es exacta, es decir, dos cosas:
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i) Im(a,) = Ker(By).
i) Im(B,) = S~'M (= f3, epimorfismo).

N

Demostremos primero i). Sea (..., 2*) € Im(a.), entonces existe (..., %)
en (STIR)" tal que

T "m\ _, 7’_,1 i :ﬁ a1(1,0,...,0) am(1,0,...,0)
potEEEE b sy 5 B PP .

_

luego,

goeeey - -

S1 Sm s 1 s’ 1

donde {e;}7_; es la base candnica de R™. Teniendo en cuenta que por exactitud,
Ker(8) = Im(«), se deduce que

r T, 0 0 0
5* <_177_) :_/1_++_n_:I

S1 Sm

8, ( m) _ i flate)) | Blafen)

Por tanto, (31,...,7=) € Ker(8:) e Im(a.) C Ker(f.). Ahora, para el otro

7 Sm
contenido, sea (Z—i, e Z_Z> € Ker(S,), entonces,

r T'm r1 B(1,0,...,0) rm £(0,0,...,1) 0
Bl =, )=y g B 2
S1 Sm S1 1 Sm 1 1
Luego,
B(s255 - - ST, 8183 "+ * SmT2, ..., 8182+ Sp—1Tm) _ 0
5182 ** S;—1Sm 1
siy solo si, existe u € S tal que u3(S983 -+ ST, S183+ * Sml2, -« -5 8182+ * Sm—1Tm)
= 0 y por tanto, (useSs -+ Sy, US1S3* * * SmT2, - - ., US1Se -+ * Sp_1Tm) € Ker(B).

Pero por exactitud, Ker(5) = Im(a), luego se tiene que
(US283 + * * ST, US1S3 = * * STy« -+, US1S2 * * * Sy_1Tm) € Im(av).

Por tanto, existe (¢1,t2,...,t,) € R™ tal que
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afty,to, ... ty) = (US9S3 -+ ST, US1S3 "+ * T2,y -+ -, S182* * Sp—1Tm)- (%)
Ademads como S es una parte multiplicativamente cerrada de Ry u, s1, S2,. .., Sm
t1 to . tn —1 n :
€ 5, podemos tomar (L ———, —2—. .-+ ) € (ST R)" y se tiene que
t1 to tn 1 t1 1o t,
Qv , e = a | —, =, ..., —
US189 * ** Sy, US189*** Sy, US189 * * * S, US1S9 "+ Sy, 11 1

que por (%), es igual a

1 (u52 Ce ST US89 - - - sm_lrm> <r1 To Tm>

e S,
US1S9 * ** S 1 1 S1 So Sm

Por tanto, (3, 2,...,=) € Im(a.) y Ker(B.) C Im(a.). De estos dos conte-
nidos, se deduce 1).

Probemos ahora ii). Primero, que Im(3,) € S~'M se tiene pues 3, estd
bien definida. Ahora, para el otro contenido, por exactitud tenemos que M
= Im(p). Luego, para cualquier m € M, existe (r1,...,7,) € R™ tal que

m = fB(ry,...,Tm) y por tanto, para todo 2 € S7'M,

m B(re,...,rm)  m1B(1,0,...,0) 4+ - +rpp(0,0,...,1)
s s
rm B5(0,0,...,1 r Tm
p1,0,...,0)  rm SO0, 1) (D).
S 1 S 1 S S
Entonces, para cualquier % € S—IM, = € Im(B,) y por tanto, S=IM C Im(B,).
Luego, se tiene i) y que (S~ P) es una presentaciéon de S~ M. Ahora, por como
hemos construido nuestra presentacién se sigue que si (@;)i<n, j<m €s la matriz
asociada a a entonces (O‘—l”) es la matriz asociada a «,. Asi, para cualquier

i<n, j<m
r € Z, si Fitt,(M) = (aq, . ..,ax), para ciertos ay, . ..,ar € R, entonces
a a
Fitt,(S7'M) = <T1 o Tk>

S~ Fitt,(M) = S~ ay,. .., a;) = {g:SGSAbG (al,...,ak)}

:sES/\rl,...,rkGR}

! +---+T—k %:SGS/\rl,...,rk ER} gFittr(S_lM).
s

Luego, S™'Fitt, (M) C Fitt,(S~*M) y el otro contenido se tiene pues para
todoi € {1,...,k}, % € {¥:s5eSAbe(a,...,a5)} = ST Fitt, (M) y por
tanto, (%, ..., %) = Fitt,(S7*M) C S~'Fitt,(M). De ambos contenidos queda
demostrado lo que queriamos. 0]
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Propiedad 1.5.5 Sean R un anillo conmutativo y unitario y M y M’ dos R-
modulos isomorfos finitamente generados. Entonces, para cualquier r € Z,

Fitt, (M) = Fitt,.(M').

Demostracion. Primero, como M es isomorfo a M’ existe f : M — M’ isomor-
. @ B8 .. .
fismo. Ahora, si tomamos R" — R"™ — M — 0 una presentacion cualquiera

de M, podemos considerar la sucesién R" — R™ % A 5 0. Demostre-
mos que esta es una presentacion de M’. Tenemos primero por exactitud que
Ker(B) = Im(«). Si tomamos x € Ker(f o f3), entonces, f(B(x)) = 0y por
tanto, G(z) € Ker(f). Pero Ker(f) = {0} pues f en particular es un mono-
morfismo. Luego, f(z) = 0y © € Ker(f) = Im(«a). Entonces, se sigue que
Ker(f o p) C Im(a). Reciprocamente, sea z € I'm(a) = Ker(f3), se tiene que
f(x) =0y por tanto,

(f o B)(z) = f(B(z)) = f(0) =0

y € Ker(fop). Luego, Im(a) C Ker(fo[3)y con el otro contenido se deduce
que Im(a) = Ker(f o ). Ahora, que Im(f o ) C M’ es trivial y para el
otro contenido, consideramos un m’ € M’ cualquiera. Por ser f en particular
sobreyectiva, existe m € M tal que m’ = f(m). Ademads, como por exactitud,
es sobreyectiva, sabemos que existe z € R™ tal que f(x) = m. Luego,

m' = f(m) = f(B(x)) = (f o B)(x).

De este modo, se deduce que m’ € Im(f o )y que M’ = Im(f o ). Queda

asi probado que R* -~ R™ PR M 5 0 es una presentaciéon de M’. Por
ultimo, para cualquier r € Z, Fitt,(M) = Fitt,(M’) pues si A es la matriz de
a, Fitt,(M) = IL,,_,(A) = Fitt,(M"). O

Que dos modulos tengan los mismos ideales de Fitting no implica que sean
isomorfos como ilustra el siguiente ejemplo extraido de [3, Example A2.57.].

Ejemplo 1.5.6 Sea K un cuerpo, y consideramos los K|x,y|-mdédulos M y M’
con matrices de presentacion

z 0

’ 0
A=|ya| ya=1Y
Y

0z
0y

ow B

respectivamente. Tenemos que

Fitto(M) = I,(A) = (2%, 2y, v*) y Fitto(M') = L(A") = (2%, 2y, y%) .
Fitty(M) = Ii(A) = (x,y) y Fitty(M') = Li(A") = (x,y) .
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Ademas, Fitt,(M) = Fitty(M') = Klx,y|, para todo k > 2. En resu-
men, Fitt, (M) = Fitt,(M') para todo r € Z. Probemos ahora que M y M’
no son isomorfos. Primero, por la Propiedad 1.5.3 i) con r = 2 se tiene que
Ann(M), Ann(M') C (x,y). Ademds por cdmo es la matriz A', se sigue que
z,y € Ann(M') y por tanto, (z,y) C Ann(M'). De este modo, se deduce que
Ann(M'") = (z,y). Pero, ni x niy estin en Ann(M), es mas, si lo estuvieran
la matriz A tendria que ser igual a A’, por lo que Ann(M) # Ann(M') y M y
M’ no pueden ser isomorfos.

Propiedad 1.5.7 [12, Lemma 15.8.4. (2)]. Sean R un anillo conmutativo y
unitario, M y M’ dos R—mddulos, entonces para todo r € 7Z, se tiene que

Fitt,(M & M')= > Fitt,,(M)Fitt,,(M').

r1+ro=r

Demostracion. Si R* —%s R™ 25 M — 0 y RV = R™ M — 0
son dos presentaciones de M y M’ respectivamente y A es la matriz de o y A’
es la matriz de o/, podemos construir R+ 2% pmtm’ K M a M — 0

AlO
o) A’)' Por tanto,

para cualquier r € Z, Fitt,(M®M') = Iim)—r(B) y si aplicamos la Propiedad
1.2.3, se sigue que

presentacién de M @ M’ con matriz de presentacién B = (

Fitt, M&M)= Y IL,(A)L,(4)

ri+ro=m+m/—r

= > Fittyy, (M)Fittyy_p, (M)
rit+ro=m+m/—r

— 3 Fitt (M) Fittyy_,, (M)
(m—r1)+(m/—r2)=r

= Y Fitty,(M)Fitty, (M').
k1+ko=r

O

Propiedad 1.5.8 [12, Lemma 15.8.7.]. Sean R un anillo conmutativo unita-
rio y M un R—mddulo. Entonces, si M puede ser generado por r elementos,
Fitt,(M) = R y ademds si R es local el reciproco es cierto.

Demostracion. Si M puede ser generado por r elementos, podemos encontrar

una presentacién de M de la forma R? % R’ Py M — 0. Si llamamos A a
la matriz de «, se tiene que A tiene r columnas. Luego, Fitt, (M) = IH(A) = R.
Reciprocamente, supongamos que R es local y Fitt,(M) = R. Primero, m :=

R\ R* es un ideal (maximal) de R. Si consideramos R" —*+ RY s M —0
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una presentacién cualquiera de M, se tiene que M puede ser generado por ¢
elementos. Denotamos por A € M,, ,(R) la matriz de a. Supongamos ahora que
qg =r+ 1, entonces

I,-(A) = L(A) = Fitt,(M) = R,

luego, A tiene una entrada que no estd en m, porque si A tuviera todas sus
entradas en m, [;(A) C m # R. Como A tiene una entrada a € R*, hay un
generador que se puede poner como combinacion lineal de los demads y por tanto
sobra, ya que si {e; };ﬁ C M es el conjunto de generadores de M y la fila en la

que esta a es (ri,l Tig  Tij—1 V41" " riﬂ«“); entonces
Ti1€1 + -+ Tij—1€5-1 + ac; + Tij4+1€5+1 + -+ Tir+1€r41 = 0.

Luego, ae; = — E riker y a tae; = e = E (—a_lri,k)ek. Ahora, si tenemos

ki k£
que ¢ = r + k, para cierto k > 1, aplicando el mismo razonamiento, podemos ir

quitando generadores de uno en uno hasta quedarnos con r. Il
Ejemplo 1.5.9 Sean el anillo local Z) = {% € Q: 21 s} € Q y el Zgy—mddulo
3 = { (Il b, 1) ¢ gy 50 € ZN {0}

s1 7 s2 7 s3
Tomamos como generadores de M ae; = (%, %, %) , ey = (%, %, @)
Y ez = (@, %, %) Una matriz de presentacion de M seria
200
111
_loso
A=13771

Ast, Fitto(M)
2142)y £ e 3

<2—11> C Fitty(M) pero <2 = Z) ya que
claro que Fitt,(M) = Zy y que

1
T () yaque i =5 3

mdas, Fitt,(M) = <$, 21 14§ C Zgoy
Z-1ec(Z) D

|’_‘ Q=

Z(z) si k Z 1

Aplicando la Propiedad 1.5.8, como Fitt,(M) = Zy y Z) es local, se tiene que

M puede ser generado por un tnico elemento. De otra manera, m = Z)\Z2)"

= % €Q:2¢ 3}. Luego, se deduce que %,% ¢ m y de hecho, es,e3 = 0y pues

como %62 =0p vy %63 = 0y se tiene que % %62 =e =0y v % %63 = e3 = 0y.

Por tanto, podemos quitar del conjunto de generadores a ey y es y tomar como
2

matriz de presentacion de M a A" = (I)
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La resultante

En este capitulo estudiaremos la resultante de dos polinomios y mostra-
remos la relaciéon que tienen con los ideales de Fitting que estudiamos en el
Capitulo 1. En gran parte de lo que sigue nos hemos basado en las notas [9].

2.1. Notacién y propiedades

Sea A una matriz cuadrada, entonces, denotamos por A" := Adj(A)" la
traspuesta de la matriz adjunta de A. Tenemos ademads la regla de Cramer
AAN = ANA = (det(A))1. (RC)

Sea R un anillo conmutativo unitario, denotamos por R[T] al anillo de polino-
mios en una variable T y coeficientes en R. Para cualquier N > 0, denotamos
por R[T]™) al conjunto de polinomios de grado menor que N. De este modo,

RIT)™ = {r TN 4TV 2 4oy r; € R, para todo j € {1,...,N}}.

Ast, R[T]™) es un R-médulo libre de rango N y una base es {1,T,..., TN}
Para cualquier sucesién de N polinomios en R[T]®™) de la forma

fq;:TilTN71+fi2TN72+"'+TiN7 Z:177N

consideramos la matriz

11 T2 = TIN
ol T22 *°° TanN

A(fr,. o fn) = o : = (rij)i, j=1,..N
N1 TN2 " I'NN

y su determinante

det(fl, Cey fN) = det(A(fl, ce 7fN))-

De las propiedades de los determinantes se tiene que
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Propiedad 2.1.1 Seai € {1,..., N}, entonces eziste ¢ : R[T|™) — R lineal
con ¢(fi) = det(f1,..., fn).

Demostracion. Si det(fi...., fy) = 0, podemos tomar ¢ = 0. Supongamos que
det(fy...., fn) # 0. Entonces {fi,..., fx} es un conjunto linealmente indepen-
diente en R[T]™) y como el rango del R-médulo libre R[T]™) es N, entonces,

{fi}X¥, es base de R[T]"N). Por tanto, para todo r € R[T]™), existe un tinico
N

{ri}¥ | tal que r = Zrif,- y definimos

=1

N N

p(r) = ridet(fr,..., fn) =det(fr,....fn) Y i

i=1 i=1
que es lineal. O

Propiedad 2.1.2 Sea Sy el conjunto de todas las permutaciones de {1,..., N}.
Entonces para cualquier o € Sy, se tiene que

det(fcr(l)a <o 7f0(N)) = (Sgn(a)) det(flv ] fN)7
donde sgn(o) denota el signo de o.

Demostracion. Cada vez que se permutan dos filas (o columnas) de una matriz
cuadrada su determinante cambia de signo. U

Propiedad 2.1.3 Se tiene que det(T™N=1, TN=2 ... /1) =1.

10---0
01---0

Demostracién. Obsérvese que A(TN=1,....1)=1| .. | =1Iy. O
00---1

Propiedad 2.1.4 Si f; € R[T|"Y) es de grado menor estrictamente que N — 1,
para todo i € {1,..., N} entonces det(fi,..., fn) =0.

Demostracion. Como deg(f;) < N — 1, para todo i € {1,..., N} entonces f;
=0TV 4 rpTN=2 ... 1y, para todo i € {1,..., N} y para ciertos r;; € R.
Luego,

0rg--- mn

0 ro -+ ron
A(fl)"'va): .

Orng -+ TNN

cuya primera columna es nula y concluimos la propiedad. U
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Propiedad 2.1.5 Si R es un dominio de integridad, entonces det(fi,..., fn)
=0 si y solo si, existen r1,79,...,7ny € R no todos nulos tales que r1f1 + 19 fo
+"'+7"NfN:0.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que det(fi,..., fx) = 0, entonces

hay una fila de la matriz A(f,..., fx) que es combinacién lineal de las demaés, y

por tanto, existe un i € {1,..., N} tal que f; = Z r; f; para ciertos r;

JE{L . NIN{i}

€ R. Entonces, 0 = Z rjfj—fiesdecir,0 = r fi+---+rifi+ - -+rnfn,
Je{1,.., NI\{i}

donde r; := —1.

Ahora, supongamos que existen rq,...,ry € R con (r,...,ry) # (0,...,0)

tales que r1f; + -+ rnfn = 0, entonces existe al menos un i € {1,..., N} tal

quer; #0y

rfi= S (#1)

Je{l NN}

Por propiedades de los determinantes tenemos que

det(fi, ..., fict,vifis fivrs- - fn) = ridet(fr, ..., ficis fis figrs -0 ).

Pero det(f1,..., fi_1,7ifi, fix1,---, fn) = 0 porque, por (x;), la fila i-ésima es
combinacién lineal de las otras. Por tanto, r; det(fi,..., fn) =0y como R es
dominio de integridad y r; # 0, se sigue que det(f1,..., fn) =0. O

Propiedad 2.1.6 Se tiene que

TNfl fl
det(flv"'va) :(A(fla'”va))/\
1 In
Demostracion. Por la definicion de A(fi, ..., fx) tenemos que
J1 Nt
: :A(flv"'7fN) (*2)
IN 1

luego, multiplicando por (A(fi,..., fnv))" por la izquierda en ambos lados de
(%2), se sigue que

fl TN—I
(A(fla"'afN))/\ :<A<f1a'-->fN))/\A(f17"'afN)
In 1
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y aplicando la regla de Cramer (RC), se tiene que

(A(fl, c. ,fN))/\A(fl, ey fN) = det(A(fl, c. ,fN)) = d@t(fl, P fN)7

lo que concluye la propiedad. O

Propiedad 2.1.7 Para cualquier polinomio h € R[T|"N), existenry,...,ry € R
tales que det(f1,...,fn)h=rifi+ - +rnfn.

Demostracion. Sea h = hyTV "t + .. + hy € R[T]™). Por la Propiedad 2.1.6 y

multiplicando por la matriz fila (h1 e hN) por la izquierda, se tiene que
det(fl, . ,fN)TN_l f1
(hl"' hN) : = (hl"' hN) (A(fr, - )]
det(fl, Ce ,fN) fN
fi
Entonces (det(fy,..., fn)(mMTN 7+ ---4+hy)) = (rire---ry) | : | donde
fn

(7“1 IOREE rN) = (hl ---hN) (A(f1,---, fn))". Luego, se sigue que
(det(fb ce fN)h) = (Tlfl +eee TNfN)

y por tanto, det(fi,..., fn)h=r1fi+ -+ ryfn. g

2.2. Primeras propiedades de la resultante

En esta seccion mostraremos algunas de las propiedades de la resultante.

Definicién 2.2.1 (Resultante) Sean n,m enteros no negativos tales que n > 0
om > 0. Entonces para cualquier par de polinomios

F(T) = agT"+a T" '+ +an, g(T) =boT" +b,T" " +---+b,, € R[T] (D)
definimos la matriz de Sylvester de f y g
SYlnm(fr9) = AT T2 f, 0 f T g, T 2y, g)
y la resultante de f y g,
Respm(f,g) := det(Syl,.m(f,q)) € R.

La matriz de Sylvester es una matriz cuadrada de orden n+m vy

Sylom(f, ) = AT T2 f, 0000 ), Syluo(f,9) = A(T" g, T ?g, ..., 9).



2.2 Primeras propiedades de la resultante 27

Proposicién 2.2.2 Sean a,b € R, y f y g como en (D). Se tiene

i) Respm(af,bg) =a™b"Res, (f,q).

i) Respm(f,9) = (=1)"""Resmn(g, f).

iii) Resno(f,bo) = by, Resom(ao, g) = ag'

w) Si f € RIT]™ y g € R[T]"™ entonces Res,m(f,g) = 0.

v) Para cualquier h € R[T)™™) existen polinomios u € R[T)™ y v € R[T]™
tales que Res, m(f,9)h = uf + vg.

Demostracion. Primero observemos que

Res,m(af,bg) = det(Syl,m(af,bg))
— det( AT af). T"2(af). ....af, T (bg). T"(bg). ... bg)).

Por propiedades de los determinantes, si un elemento multiplica a toda una fila
(o columna) se puede extraer del determinante multiplicando, luego,

Respm(af,bg) = amb"det(A(Tm’lf, LT g ,g)) = a"b"Res,m(f, g)

y concluimos 7). El apartado ii) es consecuencia de la Propiedad 2.1.2. Por otra
parte, Resno(f,bo) = det(Syl,o(f,bo)) = det(A(T™ by, T" 2by, ..., Thy, bp)).
Razonando como en la prueba de i), se sigue que det(A(T" 'by,...,Thy,bo))
= bpdet(A(T™',...,T,1)) que por la Propiedad 2.1.3 es igual a b} - 1. Luego,
Resp o(f,bo) = bj. Andlogamente, se tiene que

Resg m(ag, g) = det(Sylom(ao, g)) = det(Tm’lao, ..., Tag,ap) = aodet(T"’l, 1)

y nuevamente por la Propiedad 2.1.3 se deduce 7). Ahora, si tomamos f €
R[T)™ y g € R[T)™ entonces, deg(f) < n 'y deg(g) < m. Luego se sigue que
en Syl,.(f,g) la primera columna esta llena de ceros, ya que esa columna se
corresponde con los coeficientes de T ™t en T™=1f ... f T" 1lg,..., gy estos
polinomios como mucho tienen grado n + m —2. Luego, det(Syl,m(f,g9)) =0
y por tanto, Res,..(f,g) = 0 y queda probado iv). Ahora, si consideramos
h € R[T]™™) por la Propiedad 2.1.7 sabemos que existen ci, ..., Cpin € R
tales que

det(T™ Y f, ... . f,T" 'g,...,q9)h (T ) + Z Cmpi(T" 1 g)

I

i=1 i=1
=f i aT™ " +g i T
i=1 i=1

Luego si llamamos u := ¢;T™ ' 4 -+ 4+ ¢, € R[T]™ y v := cpp 1T + - --
+ Cman € R[T)™ se llega a que v) es cierto. O
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Proposicién 2.2.3 Sea R un dominio de integridad. Entonces Respm(f,g) =0
si y sdlo si, existen polinomios u € R[T)™ yv € R[T]™ con (u,v) # (0,0) tales
que uf +vg =0 en R[T].

Demostracion. De la definicién de resultante se tiene que Res,,(f,g) = 0
siy solosi, det(T™'f,....f,T" g,...,9) = 0 y se da por la Propiedad
2.1.5 si, y solo si, existe (af,...,a,,,b...;0,) € R"™™\{(0,...,0)} tal que
AT+ 4a f+ 6T 4+ + 1, g = 0. Luego, queda probado conside-
rando u 1= a/T™ ' +---+a!, € R[T)"™ y v := T+ ...+, € RT|™.
U

Proposicion 2.2.4 Sean R un dominio de factorizacion unica, f = agT™ +
<-4 an, € R[T|,a9 # 0,n > 0y g = bT™+ -+ + by, € R[T|. Entonces,
Resnm(f,g9) =0 si, y solo si, f y g tienen al menos un divisor comin de grado
mayor que cero.

Demostracion. Primero, supongamos que f = u'¢p y g = v'¢ para ciertos
u,v' ¢ € R[T) con deg(¢) > 0, entonces ¢ # 0y comon > 0, f # 0y se
deduce que v # 0. Se tiene ademas que v'f — u'g = v'u'¢p — u'v'¢p = 0 donde
deg(u') < deg(f) = n y por tanto, —u' € R[T]™ y deg(v') < deg(g) < m,
entonces v’ € R[T]™). Luego, como por definicién todo dominio de factorizacién
Unica en particular es un dominio de integridad, aplicando la Proposicion 2.2.3
se deduce que Res,, ,(f,g) = 0. Ahora, supongamos que Res,, ,,,(f,g) = 0. Nue-
vamente, como todo dominio de factorizacion tinica es un dominio de integridad,
aplicando la Proposicién 2.2.3; se tiene que existen u € R[T]"™ y v € R[T]™
con u # 0 o v # 0 tales que uf + vg = 0. Tenemos que v no puede ser 0 porque
si v = 0 entonces se tendria que u # 0y uf +vg=uf =0conu# 0y f #0,
lo cual es absurdo porque estamos en un dominio de integridad. Luego, v # 0

y uf = —vg. Como ademds, ag # 0 entonces deg(f) = n, y por tanto, uno de
los factores irreducibles de f debe dividir a g porque R[T] es un dominio de
factorizacién unica y deg(v) < n = deg(f). O

2.3. La resultante Resy ,(f,g) como polinomio en
coeficientes de f y g

Continuamos con més propiedades de la resultante.

Propiedad 2.3.1 Sean f = agT™ + -+ an,g = bgT™ + - - - + by, € R[T], con
n,m > 0. Si Syl m(f,9) = (¢ij)ij=1,..n+tm, entonces se tiene que

aj,i,sz' JE {2,,z+n}
[) Si 1€ {1,...,m}, Cij =

0, sijé¢{i...,i +n}.
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bj,ier,SZ.jG {Z—m,,Z}

0, sigé¢{i—m,... i}

Demostracion. Es consecuencia de la Definicién 2.2.1. ]

][)SZZ¢ {1,...,m}, Cij =

Definicién 2.3.2 Sea S, ,,, el conjunto de permutaciones de S, 1., definido como
sigue:

i <o(i) <i+n,paratodoi € {1,...,m}
Spm =18 0 € Spim A
k< o(k+m) <k+m,paratodo k € {1,...,n}

Propiedad 2.3.3 Tomando f y g como en la Propiedad 2.3.1, tenemos

Resn,m(fa g) = Z (Sgn(a))ag(l)_l te aa(m)—mba(m-i—l)—l c ba(m+n)—n

O’ESn,m

Demostracion. Por la definicion clasica de determinante y usando la Propiedad
2.3.1 se tiene que

Resn,m(f: g) = Z (59n<0))01,0(1) * Cmdn,o(mAn)

O'GSn+m

- Z (Sgn(o-))aa(l)—l e aa(m)—mba(m—i-l)—l T ba(m+n)—n

0E€ESn,m

Nétese que si 0 € Sy, \Sn.m, por la Propiedad 2.3.1 existe a € {1,...,m+n}
tal que cap(a) = 0y por tanto sgn(c)cieq) - Cogmomim) = 0y si ademds
o € Spm entonces nuevamente por la Propiedad 2.3.1, ¢i501) = o)1, -,
Cm,o(m) = Qo(m)—m> Cm+1,0(m+1) = Do(m+1)=1s - -+ » Cmtn,o(m+n) = Do(min)—n- O

Definicién 2.3.4 Sean A = (Ao, A1,..., Ay) y B = (Bo, By, ..., By) variables
y consideremos

F(A,T) = AgT" + AT ' + -+ An, G(B,T) = ByT™ 4+ ByT" ' +---+ B,

con coeﬁczentes en Z[A B] Z[Ag, Ay, ..., An, By, By, ..., By]. Definimos la

- -

resultante de A y B como Res(A, B) := Resnm(F G). Ahora bien, por la Pro-
piedad 2.3.3 podemos escribir

RGS(/Y, g) = Z (Sgn(a))AU(l)—l o Aa(m)—mBa(m—i-l)—l T Ba(m—i—n)—n' (*3)

0ESh,m

Propiedad 2.3.5 Considerando A B como en la Definicion 2.3.4, la resultan-
te Res(A B) es un polinomio homogéneo en A de grado m y también es un
polinomio homogéneo en B de grado n.
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Demostracion. Es consecuencia de (x3). g

Propiedad 2.3.6 Tomando ff,é como en la Definicion 2.5.4, si ponemos que
peso(A;) = 1, para todo i € {0,1,...,n} y peso(B;) = j, para cualquier j
€ {0,1,...,m}, entonces el peso de cualquier término de Res(A, B) es igual a
mn.

Demostracion. Sea o € Sy € Spim. Como el peso de un producto es la suma
de los pesos de los factores, entonces

peSO(AU(l)—l T Aa(m)—nBU(m+1)—1 U(m+n)—n Zp@SO

m m-+n m

+ Zpeso(Ba(mH)_j) Z —1)+ Z m+j)—j) = Z o(i) — ZZ
1 =1 =1 i=1
m—+n n

(+4) - m—l—n)(m+n—|—1) m(m+1) n(n+1)
Z] o Z ’ ZZ Z 9 2 9
M+mn+M+nm mm+T) —nn+1)  Zmn
2 - Z
donde la igualdad (*4) es cierta ya que o € Sy, 1. O

=mn,

Propiedad 2.3.7 Considerando ff, B como en la Definicion 2.5.4, se tiene que
la resultante Res(/?, é) es una Z-combinacion lineal de monomios de la forma
APAL - AnBP B - .- Bl donde iy + -+ +in = m, jo+ o+ Jm = n, 0
20y 4+ 4 Nip+ 1+ 22+ - -+ M = mn. Ademds, Res(A, B) = ATB" +
+(—=1)" A" B

Demostracion. Por la Propiedad 2.3.5 como Res(ff E) es un polinomio ho-
mogéneo en A de grado m, es claro que g+ -+, = my nuevamente, por
la Propiedad 2.3.5, como Res(A B) es un pohnonno homogéneo en B de gra-
do n, es claro que, jo + j1 + -+ + Jm = n. Ahora, poniendo pesos como en
la Propiedad 2.3.6, se sigue que, peso(AgoAlf e A;"B(J)IOB{1 .-+ BIm) = mn, pero
peso( AP AL - Ain B BI' ... Bim) = Qg+ 1iy +- - - 4+nip +0jo + 11+ - - 4+ M.
Luego, i1 + 2i5 + - - - + ni,, + 71 + 290 + - - - + mJj,, = mn. Por tultimo, los térmi-
nos Ay'Br ., (—=1)" A" B} se corresponden con las permutaciones (1,2,...,m
+n),(n+1,n+2,...,n+m,1,2,...,n) € S,,, respectivamente. O

2.4. La resultante en funcion de las raices

Sean X = (X1,..., Xn), Y = (Y1,...,Y,,) variables y consideremos

f= ﬁ(T — X)) =T" + a)(X)T" " + - + a,(X) € Z[X][T],

=1
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=TI - ¥) = 17+ (T () € 2T

j=1
Lema 2.4.1 Sea Res()z,}?) = Respm(f,9). Entonces

i) Res(X,Y) € Z|X,Y] es un polinomio homogéneo de grado mn.

ii) Res(X,0) = by (Y)" = (=1)™(Y; - - - Y )™

ii) Para todo (i,7) € {1,2,...,n} x {1,2,...,m}, X; =Y, divide a Res(X,Y)
en Z[X, Y.

Demostracion. En primer lugar, consideramos X' = (1,a,(X),. ( X)), Y
= (1,b,(Y),....bw(Y)). Por la Propiedad 2.3.7, sabemos que Res(X’ Y’) es un
Z-combinacién lineal de monomios a; (X )™ ag(X)® - - - a, (X )by (Y )1 - (Y)

con iy + 2ig + -+ 4+ ni, + j1 + 2jo + o + MYy, (t2) mn 'y Res(X’,Y’) =
Respm(f,9) = Res()?,}?) por definicién. Ahora, como f = H(T - Xi)

i=1
=T 4 a1 (X)T"' + -+ + a,(X) es claro que f es el producto de n polino-
mios homogéneos (T' — X;) de grado 1 y por tanto, f es homogéneo de grado n,
luego es claro que deg(a;(X)T™"*) = n, para todo i € {1,...,n} y por tanto,

deg(a;(X)) = i, para cualquier i € {1,...,n}. (x6)
Del mismo modo, se tiene que
deg(bj(i_})) = j, para todo j € {1,...,m}. (%7)

Como los términos de Res(X,Y) son de la forma al()?)“ag()?)i?- o (X)in

b (V)7 -+ by (V)™ su grado es deg(ai (X))iq+- - -+deg(an(X))zn+deg(b1 (Y) i1

oot deg(bm(V))jm 2T iy 2 4o iy 1+ 2y e+ i 2

mn, y de este modo, queda demostrado i). Ahora por definicién, Res()z ,0)
= ReSpm(f,bn(Y)) y aplicando la Proposicién 2.2.2 iii) se tiene que

—

Res(X,0) = by (V)" = [(=1)"V1 -+ V" = (=)™ (Y1 -+ ¥)",

y bu(Y) = (=1)™Y; ---Y,, puesto que como H(T -Y;) =1T"+ by (V)T
j=1

-+ by (Y), se sigue que b,(Y) = (=Y1)(=Y2)--- (=Y,) = (=1)"™Y]

y queda asi probado ii). Por tltimo, por la Proposmlon 2.2.2 U) (t omando h

— 1 € R[T)) sabemos que existen u € R[X,Y][T]™ y v € R[X,Y][T]™ tales
que Resnm(f,g) = Res()z,?) = uf + vg, es decir, Res X 17 uH
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UH(T —Yj). Sustituyendo ahora X; por T' (i = 1,...,n) llegamos a que
j=1

X, — Y, divide a Res()?,?), para todo (7,7) € {1,2,...,n} x {1,2,...,m}, y

queda asi demostrado 7). U

Proposicion 2.4.2 Con la notacion anterior se tiene que

i) Resnm(f,g) = HH (X; —Y)).

i=1 j=1
n

i) Resp o (f, BoT™ + BT + -+ + By) = [ [(BoX]" + BiX[" ™' + -+ By).
i=1

Demostracion. El polinomio (X; — Y;) es primo en Z[X',?], para todo (i,7)

€{1,2,...,n} x{1,2,...,m} y divide a Res(X,Y) = Res,n(f,g) por el Lema

2.4.1 m) Hay en total mny deg(Res(X,Y)) = mn, por tanto, podemos escribir

Res(X,Y) = aHH X; —Y) en Z|X,Y] para cierto a € Z. Sustituyendo 0
i=1 j=1
por Yi,...,Y,, se tiene que Res(X,0) = aHH(—Y}) =a(—1)"(Yy---Y)™,
i=1 j=1

pero por el Lema 2.4.1 i), necesariamente a tiene que ser 1 y por tanto, se
deduce i). Ahora, para probar ii), nétese que en ambos lados de la igualdad son
polinomios homogéneos en B de grado n (deg(BoX"+ B X" ' +.--+B,,) =1
y deg(B;X{) =1, para todo ¢, j, «). Por tanto, es suficiente ver i) para polino-
mios ménicos T™ + ByT™ ! + ... + B,,. Ahora por i) se tiene que

Resp m (ﬁ(T - X)), ﬁ(T — Yj)> — Respm (ﬂ(T - X), T + -+ bm(?))
= ﬁ ﬁ(XZ- —Y;) = ﬁ(X;" o)X b, (Y),

=1 j=1 i=1
con b;(Y) = (=1Ye;(Y) y ¢(Y) = > Yy, -+ Yy, para cual-
1<k1<ko<--<k;<m
quier j € {1,...,m}. Estos polinomios son polinomios simétricos elementales

y cumplen que si tenemos un polinomio ménico factorizado de la forma p(\)
N

(A —Z,) entonces, p(A) = AN +b1(Zy, ..., ZN)NN " 4o bn(Zy, ..., ZN)

—_

(Ver7[2] para mas informacién). Se deduce que

Respm (H(T — X)), T™ + BT 4 + Bm> = [[X+B: X"+ +B,,)

i=1 i=1

como queriamos demostrar. O



2.5 Relacién de la resultante con los ideales de Fitting 33

Corolario 2.4.3 Sean f(T) =ao(T —c1) -+ (T —¢,) y 9g(T) € R[T] con deg(g)
< m. Entonces

Resnm(f,9) = ag' Hg Gi)-

Demostracion. Sea f*(T) = (T — ¢1)---(T — ¢,). Entonces se tiene que
Res,m(f,9) = Res,m(aof*,g), que por la Proposicién 2.2.2 ), es igual a
ag'Res,m(f*, g) v aplicando la Proposicion 2.4.2 i) se concluye el corolario.

0

Corolario 2.4.4 Sean f(T) = ao(T —c1)--- (T — ) y g(T) = bo(T — dy)
(T —d,,) € R[T]. Entonces,

Res,m(f,g) = ag bELHH d;).
7=1

=1

Demostracion. Sean f*(T) = (T —c1)--- (T'—c,) y ¢"(T) = (T'—dy) - - - (T —d,,).
Aplicando la Proposicién 2.2.2 i) se tiene que Res, . (f, 9) = Respm(aof*, bog*)
= al'byResnm(f*,¢*) v usando la Proposicién 2.4.2 i), se deduce lo que
querfamos pues X; = ¢;, para todo ¢ = 1,...,n e Y; = d;, para cualquier j
=1,...,m. O

2.5. Relacion de la resultante con los ideales de Fitting

En esta secciéon relacionaremos la resultante con los ideales de Fitting. Esta
relaciéon la usaremos en la siguiente seccion.

Proposicién 2.5.1 Sean R un anillo conmutativo unitario, f = agT™ +a T *
+ ot an,g = bIT™+ -+ b, € RT| yay € R* 0 by € R*. Entonces si
consideramos el R-mddulo M := R[T]/(f, g), se tiene que

Fitty(M) = (Respm(f, 9)) -

Demostracion. Basta con encontrar una presentacion de M de la siguiente forma
Rrtm Ly prm Ty AL s (PM)

donde la matriz de ¢ sea Syl,m(f,g). Si definimos ¢ como queremos y la
aplicaciéon = : R"™™™ — M tal que w(e;) = T " + (f,g), para todo
i€{l,...,n+m}, donde {e;}*/™ es la base canénica de R"™™ es claro que 1
y 7 son homomorﬁsmos de R—modulos. Veamos que la sucesion (PM) es exacta,
para ello, falta por demostrar

i) Im(y) = Ker(m).
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ii) Im(m) = M (7 es epimorfismo).
Como 9 tiene por matriz asociada a Syl(f, g) se sigue que

(Y(e)) = (ag,aq,...,an,0,...,0) (T 1)
P(es) = (0,a0,a1,...,a,,0...,0) (T™2f)

V(em) =1(0,...,0, dg ,a1,...,a,) (f)
Wemer) = (B0 bs - bs0..,0)  (T"1g) - (*s)
¢(em+2) = (O,bo,bl,...,bm,o...,O) (Tn72g)

\1/J<€m+n>:(0,0,...,0, bOvbla-"vbm) (g)

Demostremos primero 7). Tenemos Im(i) C Ker(m) pues por (xg), para todo
1=1,...,n+m,

() € {TVf+{f,g): j=0,1,.... m—1}U{T9g+(f,g): j=0,1,...,n—1}
vy Tif, Tig € (f,g), para cualquier j € Z" U {0}. Luego se tiene que,
T'f+(f.9)=T'g+(f.9) =0+ (f.9),

para todo j € Z* U {0}, y por tanto, m(¢(e;)) = 0+ (f,g), para cualquier
i € {1,...,n + m}. Luego ¥(e;) € Ker(rm), para todo i € {1,...,n + m}
y por tanto, Im(i) C Ker(m). Ahora, para demostrar el otro contenido, sea

(r1,79y s Tnam) € Ker(m). Se tiene que 7(ry,...,7nem) = 0+ (f, g), es decir,
n—+m n+m
Z r I (f, g) = 0+ (f, g) entonces Z r "™ € (f, g) v por lo tanto,
i=1 i=1

n+m
existen h, k € R[T] tales que Z r "™ = hf+kg. Como h, k € R[T]son dela

. - i=1
forma h = Z h T, k = Z k,T*, para ciertos Ny, Ny > 0, {h}M, {k;}2 C R.

i=0 i=0
No sabemos el grado de h ni de k, pero podemos suponer que N; y Ny son
mayores o iguales que m — 1 y n — 1 respectivamente (en caso de que no lo sean,
habrian h; o k; nulos). Pero teniamos que

n+m
Z r T = hf + kg
i=1
=Hp 1 T f o hof kT g4 F kg (2.1)
n—+m
Como deg (Z r I <n+m—1, deg(f) =n y deg(g) = m, en (2.1) no
i=1

aparecen h,,., ni k, 4, s > 0. Ahora, aplicando
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p: RIT)m — Rgrsm
n+m—1
Z siT" — (Sntm—1sSntm—2,-- - 51, 50)
i=0

a (2.1) se sigue que

(r1iy .o s Tonam) = (hm—1a0, . . ., hyp—1a,,0,...,0)
+ (B - 0, hun—2a0, -+ s 205, 0, ..., 0)
+ -+ (ho-0,...,hg -0, hoag, hoay, .. ., hoay)
+ (kn_1bo, kn_1b1, ..., kn_1b,0,...,0)
+ -+ (0,...,0, kobo, kob, - - ., koby,).

Ademds, por (*g) y como ¢ es homomorfismo se tiene que

(Tlv LR 7rn+m) = hmflw(el) + -+ how(em> + knflw<em+1) + -+ k0w<em+n)
= YP(hm—161 + him—gea + - -+ hom + kn_1€mi1 + - - + kolmin)-

Por tanto, existe 1’ := hy,_1e1 + -+ + hom + kn_1€my1 + -+ + komgn € R*T™
tal que ¥(r') = (r1,...,Tpm). Luego, (ri,...,"im) € Im(y)) y para todo
(T1y s Tnem) € Ker(mw), r € Im(¢). Por tanto, Ker(m) C Im(y) y queda
asi de ambos contenidos probado 7).

Demostremos ahora ii). Que Im(w) C M es consecuencia de la buena
definicién de 7. Para el otro contenido, sea ro + 7T + -+ +ryTY + (f, g) € M.
Podemos suponer que N < m + n — 1 pues de no ser asi, como en f o g
su coeficiente de mayor grado es una unidad (ap € R* 0 by € R*) se pueden
encontrar polinomios h, h' 0 g, ¢’ con deg(h') < n (deg(h') < n—1)odeg(k’) <m
(deg(k') <m—1) tales que ro+- - +ryTY = hf+h org+---+ryTN = kg+ ¥,
lo que equivale a que ro+- - - +ryTN +(f,g) = W+{f, g) org+---+ryT™ +(f, g)
=k + (f, g). Hecha esta aclaracién, se tiene que

7T(07'"7077AN771N717--->T1a700) :7’0+---—|—7’NTN—|—(f,g>.

Ahora, se sigue que para todo r(T) + (f,g) € M, existe ' € R"™™ tal que
7w(r') =r(T) + (f,g), y por tanto, M C Im(x). Luego se tiene i) y que (PM)
es una presentacion de M como queriamos demostrar. 0

Corolario 2.5.2 En las hipdtesis de la Proposicion 2.5.1, Fitto(M) es un ideal
principal.

Proposicién 2.5.3 Sean R un anillo conmutativo unitario, f = agT™ + - --
+ apy g =bgT™ + -+ + by, con ag € R*, m > n, entonces si M = R[T]/(f,g)
existe

RS R Ty M —0

presentacion de M.
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Demostracion. Si {e;}!_; es la base candnica de R™ entonces definimos el homo-
morfismo 7 : R" — M con 7(e;) = T"" + (f,g), para todo i € {1,...,n}y
para definir G, inicialmente, dividimos g entre f (lo podemos hacer pues ay € R*
y m > n) y nos quedamos con el resto (estarifamos buscando un representante
de menor grado de la clase g + (f)), ese resto es un polinomio de la forma

ri(T) =T+ rpT" ™2 4 411, € R[T)

con {ry; };L:l C R. Tomamos como la primera fila de nuestra matriz (7’11 ISPREE rln).
Ahora, dividimos T'g o T'r; entre f y nos quedamos nuevamente con el resto
(estariamos buscando un representante de menor grado de la clase T'g + (f)
=Tr + (f)). Ese resto es un polinomio de la forma

TQ(T) = 7’21Tn71 + T22Tn72 + -t 1o € R[T]

con {ry; }?:1 C R. Consideramos como segunda fila de nuestra matriz (7’21 Tog + - Tgn).
Asf sucesivamente repetimos el proceso hasta hallar r,,(T) = r,; T + r,2 T2
+ -+ 7 € R[T] y quedando la matriz asociada a G de la siguiente forma:

11 712 - Tin

T21 T22 *+* Tan
Mg=1 . .

T"n1Th2 **° Thn

Ahora, veamos que la sucesion R" S R" Ty M — 0 es exacta y por tanto,
una presentacion de M. Tenemos que probar dos cosas:

i) Im(G) = Ker(r).

i) Im(m) = M (7 es epimorfismo).

Probemos primero i), sea i € {1,...,n}, tenemos que G(e;) = (731, ..,"n)
luego, m(G(e;)) = m(rit, ..o, Tin) = T T L+ 10T 2+ -+ 14 +(f, g). Pero por
construccién, rp T+ rpT" 24+ 1y = hf + (T 'g) para cierto h € R[T],
luego, 1y T" ' + rpT™ 2+ - + 14, € (f,g) y por tanto, se sigue que

TilTn71+7"12Tn72+"‘+7"m+<fyg> =0+(f,9).

Luego, m(G(e;)) =0+ (f,9) v G(e;) € Ker(m). Ademas, como G(e;) € Ker(m)
para todo i € {1,...,n}, se deduce que I'm(G) C Ker(m). Ahora para el otro
contenido, sea (1] ...,r") € Ker(n), luego, 7(r},...,r.) = 0+(f, g) y por tanto,
T 441! € (f, g), es decir, existen «, 8 € R[T] tales que r{T™ 1 +---+7/,
= af + Bg. Podemos suponer que deg(5) < n — 1, porque si deg(5) > n — 1,
deg(B) > n, entonces, podemos encontrar gg, 73 € R[T| con deg(rz) < n tales

que B = qgf + s, luego,

af +B8g=af+(qsf +1s)g = (a+qsg)f +rsg.
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Podemos poner que 8 = Sy + ST + - + BTt con By, Bi,. .., Bn1 € R.
Luego,

af+Bg = af+(BotSiT+ 4B, T")g = af +5o(9)+B(Tg)+ - +Bur(T""g).

Pero por construccién, tenemos que T"'g = ¢f + r;, para cualquier i en
{1,...,n} para ciertos qi, qa, ..., qn—1 € R[T]. Luego

af +Bg=af + ol f+r1)+ -+ Bu1(gnf +10)
= (a+ Boqr + Bige + - + Buo1qn) f + Por1 + Bira + -+ + Buo1rn.

Ahora, como af + g =, T" ! +--- 41/, tiene grado menor o igual que n — 1,
el coeficiente de mayor grado ay de f es una unidad, deg(f) = n y deg(Bor1
+ ..o+ Buo1rn) <n— 1 pues deg(r;) <n—1, para todoi € {1,...,n}. Se sigue
que a + Boqi + fi1g2 + - + Ba1¢n = 0 y por tanto,

I = Bory A+ Bira - 4 Bacira

De este modo, si definimos p : R[T]™ — R™ como p(s;T" ' + ... +s,) =
(S1,...,8,) se tiene que p es un homomorfismo de anillos. Ademés se sigue
que p(riT" ' + -+ 7)) = p(Bor1 + -+ + Bn_1rn) y por tanto, (r'1,...,r.)
= Gop(r1) + -+ + Bu_1p(ry). Pero por construccion, se tiene que p(r;) = 1(e;)
para todo ¢ € {1,...,n}. Luego,

(rlla <o ,7";) = 50¢(€1) +-+ ﬁnflw(en) = w(ﬁ()el + 6162 + -+ 5n71€n)-

Por tanto, (r7,...,7.) € Im(yp) y Ker(mw) C Im(). Asi de los dos contenidos
anteriores queda probado 7).

Demostremos ahora ii). Primero, Im(mw) C M es consecuencia de la buena
definicién de 7. Por tltimo, el otro contenido es parecido a la tltima parte de la
prueba de la Proposicién 2.5.1. Por el mismo razonamiento que en ella, todos los
elementos de M se pueden poner como a; 7" ' +ayT" 2+ - -+a, + (f, g). Luego,
m(ay, ag, ... a,) = ;T + - +a, + (f,g) y por tanto, M C Im(m). Queda
asi visto i) y demostrado que R" Sy R "3 M — 0 es una presentacion de
M como queriamos. O

2.6. Aplicaciones

Finalizamos este capitulo con algunas aplicaciones de lo estudiado hasta
ahora.
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2.6.1. Calculo de la ecuacién implicita de una curva parametrizada
por polinomios

T(A) = a A" + -+ ay,
ap\" + + -+ + ap, bp\N™ + - - - + b, € R[A]. Podemos considerar los polinomios
f=aN"+a A"+ 4+ (a, —x),9 =A™ + -+ (b, — y) € R[z,y][\]. Por
la Proposicién 2.2.4, es claro que una ecuacién de € es Res, . (f,g9) = 0.

Sean R un cuerpo y la curva parametrizada € = { con

Ejemplo 2.6.1.1 Sean R=R y

_[z(N) =X =3\ +5
%:{MMZA—L

entonces f:= XN —3X\+ (5 —1z) yg:= A+ (-1 —y). Tenemos

1 -3 5—x 1 -3 5—2
Syloa(fog)=[1-1-y 0O y Resya(f,9) =[1-1—y 0
0 1 —l-y 0 1 —-1-y

—1—-—y O —35—$7__2_____
I B B B S R L e R A

=(-1-y)[-1-y+3]+b—a=(-1-y)2—-y) +5—2=-2+y+y°
2y +5—x=9*—y+3—2x.

Luego, la ecuacion implicita de € es y*> —y + 3 — x = 0. Observamos en este
ejemplo que y(A) tiene grado 1 y la ecuacion obtenida coincide con despejar A
de y(X\) y luego sustituirla en la expresion de x.

Ejemplo 2.6.1.2 Sean R=R y

@ = z(A) =N =3\ +203 + 1 -3
T ly(\) =N A — AN+ 1.

Entonces f =X =3\ + 2 3 + A+ (=3 —2), g := N+ 2 — 4\ + (1 — y), as,

1-3 2 0 1 -3—z O 0
01 -3 2 0 1 -3—z 0
00 1 -3 2 0 1 —3—=x
11 41—y 0 0 0 0
Syl5,3(f7g): 01 1 —4 1_y 0 0 0
00 1 1 -4 1—-y 0 0
000 1 1 -4 1—y 0
000 0 1 1 4 1-y

Podemos calcular el determinante de una matriz de orden 8, pero tenemos
una alternativa usando la Proposicion 2.5.1: si M = R[MN/(f,g), entonces
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Fitto(M) = (Ress3(f,9)) (aqui, R = Rlx,y]). Vamos a calcular Fitto(M),
y para ello, lo que podemos hacer es buscar la matriz de presentacion (de G)
de la Proposicion 2.5.3 (m <> n en este caso). Para ello, primero tenemos que
hacer tres divisiones.

A% —3AT +2X% +0A° +A +(=3—1x) [N+ -+ (1-y
—AAT 607 +(y — DA +A A —4X+10
10X +(y —17)A* +(5 —4y)A +(-3 —1x)
(y —271)A%  4(45 — 4y)A —|—(10y — 13— )

luego, r1(N\) = (y — 27)A? + (45 — 4y)\ + (10y — 13 — z),

(y — 27)A% +(45 — 49)A* +(10y — 13 — )X +0 [N+ N - +(1-y)
(=5y + 72)A7 +(14y — 121 — 2)\ +(y% — 28y +27) (y — 27)

ast, ro(\) = (=by + T2)A? + (14y — 121 — 2)\ + (y> — 28y + 27),

(—=5y + 72)A% +(14y — 121 — 2)A? +(y* — 28y + 27)A  +0 [ X+ X2 =4+ (1—y)
(19y — 193 — 2)AT  +(y% — 48y + 315)A +(—by° + 77y — 72) (—by + 72)

yr3(N) = (19y — 193 — 2) A\ + (y? — 48y + 315) A\ + (—5y* + 77y — 72). Por tanto,
la matriz asociada a G es

y—27 45 — 4y 10y - 13—z
Mg = —oy + 72 14y —x — 121 y? — 28y + 27
19y — 193 —x y?> — 48y + 315 —5y* + 7Ty — 72

y operando, se tiene que det(Mg) = 2% — 432%y + 3272 + 14xy? — 852y — 202y

+ 1596z — y° + Ty* + 10y® — 178y? + 203y + 1945. Luego, como Fitto(M) =
(det(Mg)) = (Ress3(f,9)), la ecuacion de € es det(Mg) = 0.

2.6.2. Calculo de la ecuacién implicita de una curva racional

_ )
T 83 una curva racional con
y(A) = 5®
P1(A), q1(N), p2(A), QQ()\) € R[A]. Definimos los polinomios
f:=p1 — qz € R[z]™[)\ C R[z,y][\] para cierton € Ny
g:=ps — qy € R[y]"™ [\ C R[z,y][)\] para cierto m € N. Entonces
nuevamente, por la Proposicién 2.2.4, una ecuacién implicita de € es
Respm(f,g) = 0. Ademds, como por la Propiedad 2.2.2 1),

Sean R un cuerpoy ¢ =

Respm(f,9) = siRespm(—f, —g) = saRespm(—f,9) = ssRespm(—f, —9)

para ciertos sy, $a, s3 € {1, —1}, podemos tomar indistintamente f y go —f y
—g.0fy—go—fyyg

Ejemplo 2.6.2.1 Tomamos R = R.
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— A2
a) Sea € = =) = TR
YN = v
Tenemos f = (1 —2)A\> —aX —x y g .= —yA\* + (1 — 2y)A\? — y. No po-

demos usar la Proposicion 2.5.3 pues (1 — x) ¢ (R[z,y])*. Para hallar la
ecuacion implicita de € calculamos simplemente Ress4(f, g). Se tiene que

0 1—2 —z —x
0 0O 1—-2 —x —x O
Sylaa(f,9) = 0 0 0 1l—z —7—21

0 —y 0 1—-2y 0 —y

Resau(f,g) = det(Sylaa(f,g)) = x'y? — 22y + x* + 223y — 223 + 222y% +
2?y + 2 — 2zy + y?, y asi, una ecuacion implicita de € es Resy4(f,g) = 0.

A\) = A2
b) Sea € = z(3) AL,
YN = v

enemos = A+ A —2x = — + — — . U, COMo
T f Ntah—ayyg yAt + (1= 29N — y. Aqud,
deg(A — 1) = 1 < 2 = deg(\?), a9 = —1 € (Rlz,y])*, podemos usar la
Proposicion 2.5.3 para no tener que calcular un determinante de orden 6:
—yAt 40A3 (1 —2y)A? +0X —y [ =22 4+azx—=

—ayAT +(1 — 2y + ay) A2 +0X —y AT+ ayh + (=1 + 2y — zy + 2°y)

(1 =2y + 2y — 22y)A? +22yx -y
(—23y + 222y — 2zy + o)\ +(aPy — 2%y + 22y — z — y)

ri(A) = (=23y + 22%y — 2zy + 2)\ + (23y — 22y + 22y — 2 — y)
(—z?’y+2z2y—21‘y+z))\2 +(1‘3y—12y+2zy—z—y))\ +0 ‘—)\2+z)\—z
(—zly + 323y — 327y + 27 + 22y — = — YA +(zTy — 227y + 227y — 2?) (@¥y — 227y + 22y — 1)

yra(N) = (—2ty+ 323y — 32’y + 2% + 20y — x —y) A+ (v'y — 223y + 22%y — 2?).
Luego la matriz asociada a G es:

—23y + 22%y — 2zy + 2y — 2%y + 22y —x —y
Mg = A 3, _ 9.2 2 o 4, _ 9.3 2, .2 |
iy +32°y =3yt + 2y —v—y y—22°y+2°y—=x

det(Mg) = —x? —4aty? + 8x3y? — 8x2y? +day® — y? + 2ty — 223y + Sy — 2xy,
y la ecuacion implicita de € es det(Mg) = 0.

2.6.3. Resolver sistemas de dos ecuaciones polinémicas

Sean K un cuerpoy f :=p(x,y), g := q(z,y) € K[z,y], entonces para resolver

. . =0 .
el sistema de ecuaciones ;_ g Por la Proposicion 2.2.4, calculamos



2.6 Aplicaciones 41

Resy, m(f,g) como polinomio en y (aqui, deg,(f) =n y deg,(g) = m) o como
polinomio en z (aqui, deg,(f) = ny deg.(g) = m). Con la primera opcién, nos
queda un polinomio en z y con la segunda un polinomio en y. Luego ese
polinomio tendra sus raices en K, donde K denota la clausura algebraica de
K, pues nos quedamos con raices de ese polinomio que estén en K, y luego
sustituimos en f y g esos valores de x o y dependiendo de qué opcién hayamos
elegido y nos quedaran dos polinomios en la otra variable y los pares formados
por las correspondientes raices de Res, . (f,g) v las raices comunes de estos
dos polinomios mencionados antes son las soluciones del sistema.

2?2+ —1=0 )
2 +y2—1=0" ast,
f=22+y> -1y g:=a2*+y*—1, vedmoslos como polinomios en x por ejem-
plo. Tenemos que {f,g) = (f, f — g). Entonces (f,g) = (> +9* — 1,4° — 4?).
Como vimos en la Proposicion 2.5.1 la relacion que hay entre la resultante y

Fitto(M) con M = R[yl[z]/{f,9) v {f,g) = (* + 3> — 1,43 — 4?), es claro que
para resolver el sistema es suficiente con calcular primero

Ejemplo 2.6.3.1 Consideramos en R? el sistema {

v—y* 0
3

Res2,0(f7 f = 9) = 0 Y3 — y2 = (93 - ?J2)2 = [y2(y - 1)]2-

Ademds y*(y —1)? = 0 si y sélo si, y € {0,1}. Ahora, aqui no podemos sustituir
los valores de y en f — g porque al no aparecer x, no determinard ningun valor
para esta. Sustituyendo en f, se tiene que

» Siy=0; f(z,y) = f(2,0) =22 —=1=0 si y sélo si, v € {1,—1}. De aqu,
obtenemos las soluciones (1,0), (—1,0).

» Siy=1; f(z,y) = f(x,1) =22 =0 si y sélo si, v = 0. Luego, obtenemos la
solucion (0,1).

Por tanto, el conjunto de soluciones del sistema es {(1,0),(—1,0),(0,1)}.

Ejemplo 2.6.3.2 Sean f(x,y) = y*+ (a112% + a2+ a13)y + (a2120% + g + as3)
y g(z,y) = y? + (b112% + b1ax + b13)y + (ba12% + boox + bag) € R, y] sin factores
en comun, entonces el sistema

{g((;”;/)) :8 (2.6.3.2)

admite un sistema de ecuaciones equivalente de la forma

{ pi(x)y + pa(z) =0
@1 (2)y + g2(x) = 0.

En efecto, usando la Proposicion 2.5.1 y la Proposicion 2.5.3 podemos calcular
un maltiplo de Resso(f, g), considerando f y g polinomios en R[z|[y] como sigue,
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f g
[(a11 — 511)$2 + (a12 — bi2)x + (a13 — b13)]y +[(a21 — b2l)$2 + (a22 — baz)z + (azs — bas)] 1
ri(y) = [(a11 — bi)z? + (a1 — bi2)x + (a13 — big)]y + [(ao1 — ba1)2® + (ags —boo)x
+(ags — bag)]. Ahora, dividimos yri(y) entre g, el cociente es [(a1; —bi1)x? +(arz

— bia)x + (a13 — b13)], y el coeficiente de y en el resto ro(y) es

(a1 — b21)332 + (g2 — bag)x + (az3 — bag)]
(an — bll)x2 + (a2 — b12)$ + (a13 - 513)}(51@2 + b1ox + by3)

pi(z) =
— [
(b3, — aibi)z* + (—anbiz + 2by1b1g — biyags)a®
(
(

a1 — bay + by — a11b1z + 2011613 — arbia — bryaiz)z?

+ +

a2 — bay — a19b13 + 2b12b13 — bi2ai3)x + (a3 — bas — a13b13 + b?g)'
Ademds, el término independiente de ro(y) es

pa(z) :=0—[(a11 — b11)$2 + (a12 — i)z + (a13 — b13)](b21$2 + baox + bo3)
= (—a11bar + biibar)z 4+ (—a11bas + briboy — a12ba1 + biabay )z’
+ (—a11baz + biibag — a12bos + biobas — ayzhar + bisboy )z
+ (—@12b23 + bi2bag — a13bag + bi3bao)x + (—ai3bag + bisbas).
Si llamamos q;(z) := (an — bi)x® +(a — bix)x + (a3 — biz) con i € {1,2},
entonces tenemos que 11 = 1y + @2 y T2 = p1y + pa. Un mailtiplo de Resao(f, g)

q1 g2 q1 42
b1 P2 P1 D2

es , pero = Resy 1(r1,72). Luego anular Resso(f,g) es equivalente

7'1:0

ue se resuelve
Tro = 0 q

a anular Resy 1(r1,m2) y el sistema (2.6.3.2) equivale a {

q1 42

hallando las raices del polinomio
P1 P2

() y sustituyendo en ry o en ry. Es

q1 q2
P1 P2
de ambos sistemas mientras o sea real y no anule a q.

En este enlace https: //www. geogebra. org/ calculator/dhhnuwvfg se
accede a un archivo de GeoGebra que ilustra este ejemplo. (Ver Figura 2.1).

—q2(a)
 q1(a)

claro que si o es una raiz de (x) entonces el par (a ) es solucion

Figura 2.1.


https://www.geogebra.org/calculator/dhhnwvfg

3

El Teorema de Bézout

El objetivo de este capitulo es dar una prueba del Teorema de Bézout
usando resultantes. En la mayor parte de lo que sigue nos hemos basado en [6].

3.1. Preliminares

En esta seccién mostraremos una serie de definiciones y resultados que nos
llevaran a la prueba del Teorema de Bézout.

Lema 3.1.1 Sean K cuerpo, F' y G dos polinomios homogéneos en K|x,y, z]
de grados m y n respectivamente, sin componentes en comun. Entonces se tiene
que

a) €r y 6 se intersecan en un numero finito de puntos.
b) €r y € se intersecan en a lo sumo en mn puntos distintos.

Demostracién. Sean S un punto de P% que no estd ni en 6x ni en é¢ y L una
recta proyectiva que no pasa por S. Consideramos ahora para cada ) € %,
la recta Lg que pasa por () y por S. Ademads, para cada Lg hay un ntimero
finito de puntos {PJQ }?gzl - ‘KLQ de interseccién con ¢ y con %g. Tomamos

{Pz‘}le = U {PJ'Q}fgzr

QeL

Figura 3.1.
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Aplicando [6, Lemma 11.1], podemos suponer que S =(0:0: 1)y L es la
recta z = 0. Tras un cambio de coordenadas, si fuera necesario, podemos escribir

F= Fo(x,y)zm + Fl(l?ay)zmil + 1+ Fm—l(xvy)z + Fm(x7y)
G = Go(x,y)z” + Gl(‘ra y)zn—l +o Gn,1($, y)z + Gn(QT, y)

donde F; y G; son polinomios nulos u homogéneos de grado i, j; en particular,
Fy y Gy son polinomios constantes no nulos puesto que S ¢ €r y S ¢ 6.
Luego un punto Q; = (z; : y; : 0) € €L es la proyeccién de un punto de
intersecciéon P; € € N 6 (ver Figura 3.1), si y solo si, existe zp € K tal que
F(z,y,20) = G(x,y,2) = 0. O equivalentemente, que F' y G como polinomios
en z tengan una raiz comun. Ahora, por la Proposicién 2.2.4 sabemos que lo
anterior es equivalente a que la resultante de F'y G respecto de z verifica que

Res.(F,G) =0.

También sabemos por la Propiedad 2.3.7 que Res,(F,G) = 00 Res,(F,G) es un
polinomio homogéneo de grado mn. Pero como F'y G no tienen componentes
en comun, estamos en la segunda opcién. De esta manera, los puntos @; =
(z; 1 y; - 0) € €L, se corresponden con los ceros (x; : y;) del polinomio homogéneo
Res,(F,G) de grado mn. Luego, el cardinal de € N % es finito y concluimos
el apartado a). Ahora bien, para probar b) hay que tener en cuenta que un
(z; : y;) € Pk tal que Res,(F,G)(x;,y;) = 0 se corresponde con los puntos
(x 1y :2) € 6rN%s tales que (z : y) = (x; : i), y estos pueden ser varios
puntos (ver Figura 3.2).

—
NN

7T
[N

/
N

\
\()/

B e

_

T
L @

Figura 3.2.

Pero como por a) sabemos que € N s es un conjunto finito, se tiene
que existe un nimero finito de rectas {7;}/_; que unen los puntos de €r N 6
en pares (o mas). Ahora, elegimos S que no esté en ninguna de estas rectas
{T;}!_, y procedemos como antes para conseguir una correspondencia biyectiva
entre los ceros Q; = (z; : y;) de Res,(F,G) con los puntos de interseccion de
F con G. Concluimos la prueba del lema teniendo en cuenta que Res,(F,G) es
un polinomio homogéneo de grado mn, y por tanto tiene a lo sumo mn ceros
distintos en P}, que se corresponden a sus factores lineales. ]
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Lema 3.1.2 Sean F,G € Clx,y,z] homogéneos irreducibles sin factores en
comun. Entonces € = 6 si y solo si existe A € C\{0} tal que G = \F.

Demostracion. Primero, supongamos que los conjuntos de ceros F'y GG coinciden.
Sabemos que el conjunto de ceros de cualquier curva en P% es infinito porque C
es un cuerpo infinito. Luego, por el Lema 3.1.1 se sigue que F' y G tienen una
componente en comun y como por hipétesis 'y G son irreducibles, se deduce lo
que queremos, es decir, F' = A\G para cierto A € C\ {0}. Por dltimo, si G = A\F’
para cierto A € C\ {0}, entonces los conjuntos de ceros de F'y G coinciden. [J

Definicién 3.1.3 Sean K cuerpo, ¢, ¢c dos curvas en P2 y P = (z:y: 2) un
punto de P%.. Diremos que 6r y 6 se intersecan adecuadamente en P si F y G
no tienen ninguna componente en comun T tal que P € 61 y P € €rN%q. Asu-
miremos que F y G no tienen factores en comun. Elegimos coordenadas X,Y, Z
tales que (0 : 0 : 1) no estd ni en €r ni en €g ni en ninguna de las rectas que
unen los puntos de interseccion de ambas curvas. Denotamos por R(X,Y) a la
resultante de F' y G con respecto a Z (Resz(F(X,Y,Z),G(X,Y,Z))). Definimos
la multiplicidad de interseccion I(P,F,G) para P = (zq : yo : 20) € P% como
la multiplicidad de (xq : yo) como raiz de R(X,Y'), es decir la multiplicidad de
yoX — xoY como factor de R(X,Y).

Esta nocién no depende de la eleccién de coordenadas (X,Y, Z) (ver [6, Lemma
14.10]). En el caso de que G sea una recta, I(P, F,G) coincide con la multiplici-
dad de sot — tos en F(¢(s,t)) con ¢ una parametrizacién de G y ¢(sg,to) = P.

En efecto, por [6, Lemma 11.1] podemos suponer que P = (1:0:0) y que G es
la recta z = 0. Pongamos que

F(l’,y,2> = Fd(x7y) =+ Fdfl(l.?y)z + e+ FO(xay)zda

donde cada F}, es nulo o un polinomio homogéneo de grado k para cada
ke {0,1,...,d—1,d}. Ademés, se tiene que por la definicién de resultante,

F,Fy q... F1 F

0O 1 ...00
R(z,y) = Res.(F,G) = | : L. | =Fy

0O 0 ... 10

0O 0 ...01

Luego, I(P, F,G) es la multiplicidad de (1 : 0) como cero de Fy(z,y). Pero esto
coincide con la multiplicidad del punto (1 : 0) como cero de F(z,y,0) pues

F(x,y,O) :Fd(xay)—FFdfl(xay)O—i_+F0(x7y)0d:Fd(zay)
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3.2. Prueba del teorema

Enunciamos y demostramos el Teorema de Bézout.

Teorema 3.2.1 (Bézout) Sean F' y G dos polinomios homogéneos en Clx,y, 2]
de grados m y n respectivamente sin factores en comun. Entonces

Y I(P,F.G)=mn.
Pctrnéa
Demostracion. Como Res,(F,G) = R(x,y) es un polinomio homogéneo de grado

mn por la Propiedad 2.3.7, la suma de las multiplicidades de los ceros de R(x,y)
es exactamente mn. Luego, concluimos de la definicién de I(P, F,G).

Ejemplo 3.2.2 Sean F = 2°> +y? — 22 y G = 2y — 22 en Clz,y, z]. Entonces

-1 0 224+¢y*> 0
_ 2 2
Res,(F,G) = _01 01 xoy v —(l)—y =g + oyt — 2y® + 3277 — 223y

0 -1 0 Yy

()6 =6))

Si llamamos t = T y o(t) = th — 23 + 3t* — 2t + 1, se tiene, haciendo uso de

WolframAlpha, que p(t) = (& — t + 12 = (t — a)(t —@)? con a = & + %i.
Luego, se deduce que

Res.(F,G)= |z — (% + ?z) y) (a: — (% — @z) y> :

Si imponemos que Res,(F,G) =0, tenemos dos opciones:

»  Del primer factor no repetido de Res,(F,G) se tiene que x = <% + \/7§Z> Yy

st sustituimos en G = 0 se sigue que (% + ‘/732) y? — 22 =0 lo que equivale a

que ((‘/73 + %z) Yy — z) <<‘/7g + %z) Y+ z) = 0. De este modo, obtenemos que
P o= (%4—‘/75@':1:‘/75—1—%2') y Py = (%—F\/Tgi:l:—\/?g—%i) pertenecen a
Cr NCq.

s De manera andloga con el sequndo factor no repetido de Res,(F,G) se puede
comprobar que P3 1= <% - ‘/732 1 \/73 - %z) y Py = (% — \/7‘3’2 1 —\/7§+%i>
pertenecen a €r N Gg.

Por tanto, 6r N 6g = {P}'_, y por el Teorema 3.2.1 se tiene ademds que
Z I(P,F,G)=2-2=4, luego, I(P;, F,G) = 1 para todo i € {1,2,3,4}.

PeCrNéa



Conclusiones

Primero, en el Capitulo 1 en este trabajo hemos estudiado los ideales de
Fitting y algunas de sus propiedades. Para llegar a probar el Lema de Fitting y
la buena definicién de los mismos hemos tenido que demostrar antes varias pro-
piedades. El estudio de qué condiciones hacen falta para poder asegurar que dos
moédulos finitamente generados con los mismos ideales de Fitting son isomorfos,
es una interesante tarea para hacer como continuacion de este trabajo.

En el Capitulo 2 hemos estudiado las resultantes con el objetivo final de
dar respuesta a problemas como hallar las soluciones de un sistema polinémico o
calcular la ecuacion implicita de una curva parametrizada y hemos relacionado
la resultante con lo probado en el Capitulo 1, lo que simplifica los calculos.

En el Capitulo 3 dimos una prueba del Teorema de Bézout por medio
de la resultante apoyandonos en los resultados obtenidos en el Capitulo 2. Otra
demostracién de este teorema es la que da Bernard Teissier en [11] usando ideales
de Fitting. Completar todos los detalles de dicha prueba podria ser un desarrollo
complementario a este trabajo, tomando como punto de partida los dos primeros
capitulos de esta memoria. Ademas para esta prueba, es imprescindible entre
otras cosas, haber estudiado antes los anillos locales de P{. en un punto z €
P¢ , denotado por Opt . v de P% en un punto y € P% , denotado por Opz 4.
Consideramos que una buena referencia para ellos es [5, Chapter 3 and 4]. Por
ultimo, a modo de ayuda decir que la valoracién v, que se considera en [11, page
577 and 578] es

v, C(P') — ZN\{0}
uT* — k

donde C(P!) es el anillo de fracciones de polinomios homogéneos del mismo
grado, T es el generador del ideal maximal de (’)% 2 ¥ T no divide a u.
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Introduction to the Fitting ideals and the

resultants
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Fitting ideals and resultants are very helpful tools in dealing with
many problems. For example, to find the solutions of a system
of polynomial equations or to calculate the implicit equation of a
parametric curve.

1. Fitting ideals

Definition. Let R be a unitary commutative ring and M an
R—module, then a (free) presentation of M is an exact sequence
of the form ‘

G5 FSM—0
with G and F free R—modules.
Lemma. (Weak version of Schanuel’s lemma). Let R be a unitary
commutative ring and

L-5PSM—o0 'SP Mo
exact sequences of R—modules with P and P’ projective. So the
following diagram
/ / y
L& Pigif & P —0
= M

’ M —

Po LIPTE‘IP ® Poﬁ"u 0
is commutative, where ~ is an isomorphism.
Lemma. (Fiting Lemma). Let R be a unitary commutative

ring, M a R-module, r € Z and R* - R™ £ M — 0,

R? 25 Rp Ty M — 0 two presentations of M with A and B
matrices of o and 3 respectively. Then,

]mfr(A) = Ipfr(B)
where I,.(A) denotes the ideal of R generated by the r-minors of
A.
Definition. (Fitting ideals). Let R be a unitary commutative ring,
M a finitely presented R-module and r € Z. We take any presen-
tation of M of the form R" <% R™ — M —s 0, if we denote by
A the matrix associated to « (this matrix is known as the matrix of
the presentation), we define the r-th Fitting ideal of M by

Fitty(M) := Ly—r(A).

Definition. Let n,m be positive integers. Then for any pair of
polynomials
f(T)=ayT"+...+anand g(T) = byT™ + ...+ by € R[T|
we define the Sylvester’s matrix of f and g
Sylnm(f,g) == AT T 72f, L f T g, T g, g)
and the resultant of f and g,

Respm(f,g) = det(Sylpm(f,9)) € R.

Proposition. Let R be a unique factorization domain, f = agT" +
...+ap € R[T),ap # 0,n > 0and g = byT™ + ... + by, € R[T).
Then, Res,m(f,g) = 0 if, and only if, f and g have at least one
common divisor of degree greater than zero.

Proposition. Let R be a unitary commutative ring, f = a7 +
aT" '+ 4 an,g = bT™+...+by € RT| and ag € R* 0
by € R*. Then, if we consider the R-module M := R[T]/(f, g), we
have that

Fitto(M) = (Resnm(f, 9)) -

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de marzo, 2024

Example. Consider f(z,y) = y* + (aj12° + ajax + a13)y + (ag1z?
+agr+ags) and g(x, y) = v+ (01127 +biow+b1g)y+(bo1 2 +bow+bs)
with no common factors and a;; € R. The system of equations

{ flw,y)=0
g(x,y)=0
admits an equivalent system of equations of the form

{ p1(x)y +paz) =0
q(@)y + go(x) = 0.

3. Bézout Theorem

Lemma. Let K be afield, F and G be two homogeneous polyno-
mials in K[z, y, z] of degrees m and n respectively, with no com-
ponents in common. Then % and 4 intersect at most in mn
different points.

Theorem. (Bézout). Let F' and G be two homogeneous polynomi-
als in C[z,y, z] of degrees m and n respectively without common
factors. Then
Z I(P,F,G) = mn.

PeCrNée
where I(P, F, G) denotes the intersection number.
Example. Let I = 22 + 2 — 22 and G = zy — 2% be two homoge-
neous polynomials in C[z,y, z]. Then

, 1 v3, V3 1)\ (1 V3 301,
%Fﬁ%gf{<§+71,1.7+§Z>,<§+72.1.7f752 .

and by the Bézout Theorem, I(P, F,G) = 1for all P € €r N ¢
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