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Prefacio

Inicié mis estudios de doctorado en el programa Fisica e Informatica en el
curso 2003-04, poco después de haber finalizado la Ingenieria en Informatica,
bajo la direccion de los doctores Fernando Rosa y José M. Rodriguez Ramos.

Ambos directores son doctores en Fisica, especializados en Astrofisica,
concretamente en alta resolucion espacial y en 6ptica adaptativa, adscritos a
las areas de Teoria de la Senal y Comunicaciones; y Tecnologia Electronica,
respectivamente. En el momento de la incorporacion a su grupo de investiga-
cion se contaba con financiacion publica para la investigacion en torno a la
adaptacion e integracion de sensores de frente de onda para la obtencion de
distancias. Dadas las caracteristicas del proyecto abierto, la especializacion
de uno y otro director y del doctorando, las investigaciones en los primeros
anos giran en torno a la aplicacion de las GPUs al tratamiento digital de las
senales provenientes de un sensor de frente de onda. Con idea de, una vez se
concretase el algoritmo mas conveniente, aplicar sobre él los conocimientos
desarrollados en la GPU, y en especial en el aprovechamiento de la velocidad
en el computo de la FFT.

Al finalizar las fases docente e investigadora, sin embargo, redirigimos
la investigacion en pos del algoritmo de obtencién de informacion geométri-
ca, lo que se plasmoé en el proyecto de tesis de fecha Septiembre de 2005.
Practicamente en la misma fecha Ren Ng propone la fotografia por Slice de
Fourier. Donde se confirman las intuiciones en torno a las cuales se venia
trabajando, pero que, como es evidente ya no pueden constituir un tema de
Tesis Doctoral. Por fortuna, y pese a merecer en 2006 la distincion a la mejor
Tesis Doctoral concedida por la «Association for Computing Machinerys, el
trabajo de Ren Ng aiin es susceptible de mejora. Por un lado desde el punto
de vista teorico, algoritmico, y también desde un punto de vista practico, de
la implementacion de la FFT en la que se basa.

El trabajo recogido en la presente memoria se ha desarrollado principal-
mente desde esa fecha hasta principios de 2008. Postergandose su publicacion
con el fin de patentar los principales resultados a los que dio lugar. Véanse
al efecto las patentes [Rodriguez-Ramos 07] y [Rodriguez-Ramos 09].
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Resumen

Las camaras plendpticas preservan las componentes angulares y posicio-
nales de la informacion visual de una escena, aumentando las posibilidades
de procesamiento tras la exposicion respecto a lo ofrecido por una camara
convencional.

En esta tesis se estudia el procesamiento para el enfoque digital, a pos-
teriori, de una imagen plendptica. Este enfoque se puede realizar sobre la
misma ubicacién en que sucederia de tratarse de una camara convencional,
o bien en planos desplazados hacia delante o hacia atras sobre el eje 6ptico,
generando lo que se conoce como un volumen focal de la escena.

Cuando se pretende analizar esta totalidad de planos de reenfoque, en
lugar de solo uno, es conveniente utilizar algoritmos rapidos. Con tal fin surgio
la técnica de fotografia por «slice de Fouriers, que conlleva la transformacion
de la imagen plenéptica 4D al dominio de Fourier, y la posterior conformacion
de planos de imagen 2D reenfocados mediante un procesamiento en el dominio
transformado y posterior inversion.

Esta tesis contribuye a la aceleraciéon de dicho procesado proponiendo
el computo del algoritmo bésico de la transformada réapida de Fourier sobre
hardware masivamente paralelo y de bajo costo, las unidades de procesamien-
to grafico, GPU. Se concluye que la aplicaciéon de la variante de Pease y una
descomposicion adecuada de las bases de computo permite la aceleracion de
la FFT sobre esta plataforma. Esta reduccion en los tiempos de computo se
aplica en el campo de la 6ptica adaptativa, lograndose la recuperacion modal
de la fase del frente de onda de un sensor Hartmann-Shack en una fraccion
del tiempo requerido de realizarse sobre una CPU.

Como atn con la aceleracion lograda con la FFT no se puede garantizar
el procesamiento de un volumen focal en tiempos de adquisicion de video, se
propone un método computacionalmente menos costoso para hallar con una
sola transformacion el volumen focal. Para ello se ha extendido la transfor-
mada discreta de Radon, hasta ahora solo planteada en 2 y 3 dimensiones,
para que partiendo de una imagen plenéptica 4D obtenga directamente como
resultado un volumen focal 3D. El algoritmo que se obtiene reduce méas de
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un 90 % los tiempos del mejor algoritmo disponible hasta el momento.

Adicionalmente se realizan consideraciones sobre la posibilidad de extraer
un mapa denso de distancias al analizar las profundidades en que los distintos
objetos presentes en la escena se enfocan dentro del volumen focal.



Abstract

A plenoptic camera preserves angular and positional information of the
rays composing the light field of a scene. This preservation increases the
chances of image processing after the exposure, with respect to a conventional
camera.

This thesis studies the processing of plenoptic images for digital refo-
cusing. This refocusing can be performed on the same location in which it
would happen on a conventional camera, or in planes displaced forward or
backward along the optical axis, generating what is known as a focal stack
of the scene.

When one tries to analyze the focal stack as a whole, instead of only one
plane, it is convenient to use fast algorithms. For this purpose the slice Fou-
rier photography technique was developed by other authors. It involves the
transformation of the 4D plenoptic image to Fourier domain, and subsequent
formation of 2D images refocused by signal processing on the transformed
domain and inverse transform.

This thesis contributes to the speedup of the aforementioned processing
by adapting the fast Fourier transform algorithm in order to be computed
on a low-cost massively parallel hardware: the graphics processing units,
GPUs. It is concluded that the application of the Pease variant and a proper
decomposition of the bases of computation enables the speedup of Fourier
transform on this platform. The acomplished reduction in computation times
is applied in the field of adaptive optics, achieving the modal recovery of
wavefront phase of a Hartmann-Shack sensor in a fraction of the time required
to perform it on a CPU.

Even using our GPU implementation, Fourier methods for plenoptic pro-
cessing can not guarantee the computation of a focal stack within video
acquisition rates. Therefore we present a less demanding approach to find a
focal stack in a single transformation step. The proposed transform extends
discrete Radon transform, up to now only available for 2 and 3 dimensions,
in order to cope directly with a 4D plenoptic image and to generate its asso-
ciated 3D focal stack, in a single step. Our proposal reduces up to 90 % the
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times achieved by the best algorithm available so far.

Finally, considerations are given on the possibility of extracting a dense
depth map by analyzing the position in which the focusing of the various
objects take place within the focal stack.



Capitulo 1

Introduccion

En el presente capitulo se expondran los motivos que fundamentaron,
y las circunstancias que rodearon, la realizacion de esta investigacion, se
introducira una visiéon general del problema a tratar, y se iniciara la discusion
respecto a qué puntos han centrado nuestra atencién y cémo hicimos para
avanzar en la soluciéon del problema. Por tltimo se expondra como se han
distribuido los contenidos de esta memoria.

En el titulo de esta memoria de Tesis Doctoral se pueden distinguir cuatro
elementos claves. El primero hace referencia a la extraccion de informacion
tridimensional respecto de la conformacién de una escena. Este fue el pro-
blema sobre el que hemos tratado de avanzar con nuestra investigacion. Las
restantes tres partes del titulo constituyen las herramientas sobre las se basa
la solucién propuesta: los sensores plenopticos, mediante los cuales se capta
pasivamente la informacion visual de la escena; el procesado de senales, me-
diante el cual se extrae de la informaciéon plendptica conclusiones respecto a
la forma de la escena observada; y el hardware grafico, mediante el cual se
acelera los computos necesarios.

Para entender qué ha motivado la investigacion realizada es necesario
entender qué significa obtener informacion tridimensional de una escena. Para
ello se presenta la figura 1.1, en la que se muestra una escena y, en el recuadro
interior, su mapa de distancias, en el que se ha estimado la distancia que
separa el punto de observacion de las superficies de los objetos que conforman
la escena.

Obtener un mapa de distancias como el mostrado supone resolver, casi
completamente, el problema de la visiéon por ordenador. David Marr, en su
libro «Vision: A Computational Investigation into the Human Representation
and Processing of Visual Informationy, denominé tal representacion «2.5D
Sketchy, la imagen mental ciclopea que el cerebro humano crea a partir de las
dos imagenes retinianas y a las cuales dota de profundidad principalmente por



2 Introduccion

Figura 1.1: Mapa de distancia por pixel, o «sketch 2.5D», en un simulador
de escenas virtuales. En el recuadro interior se representan en intensidad las
distancias de los distintos puntos de la escena al observador.

«stereopsis», y que se considera el paso previo a la imagen mental plenamente
3D, la que nos permite conocer qué objetos hay en el mundo y dénde se sittan.
Nuestra principal motivaciéon ha sido dar solucion a dicho problema, ya que
lograrlo, siquiera parcialmente, serfa de gran utilidad en muchos campos.

De entre ellos nos hemos centrado en su aplicaciéon al campo de la
«3DTVy. Un campo aun emergente, que concibe un nuevo tipo de televi-
sion. Una donde las iméagenes dejan de ser planas, igual que en su momento
dejaron de ser en blanco y negro, y pasan a estar dotadas de la sensacion
de tridimensionalidad. Para ello es necesario recrear, emitiendo desde una
superficie plana, una informacion visual que sea, a ojos del espectador, in-
distinguible de la que se obtuviese al observar directamente la escena en
cuestion. Quizés recrear esta ilusion es el menor de los problemas implicados:
también es necesario captar, codificar adecuadamente y transmitir esta infor-
maciéon que aporta la componente tridimensional que descartan las cdmaras
y pantallas convencionales. Los avances y el grado de madurez tecnologica
alcanzados en los campos de la tecnologia de representacion 3D autoeste-
reoscoOpica, la codificacion y trasmision de video digital y los algoritmos de
vision por computador implicados, han posibilitado el desembarco de esta
tecnologia en el ambito del hogar.

Curiosamente, para esta aplicacion —que destacaremos del resto, y que
fijara los requisitos de calidad y velocidad con que pretendemos conseguir
dichos mapas de distancia—, no es estrictamente imprescindible disponer
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explicitamente de la informacién geométrica de la escena. Se podria lograr la
ilusién de tridimensionalidad representando una escena a partir de imagenes
de la misma captadas desde diversos puntos de vista, esto es, una repre-
sentacion pura de imagenes, sin informacion geométrica. De esta manera se
conocerfa en origen como varia la escena al cambiar el punto de vista y se
podrian recrear esas ligeras variaciones en destino, haciendo llegar imagenes
diferenciadas y adecuadas a cada uno de los ojos del espectador de tal ma-
nera que se le indujese a pensar que lo que tiene ante si ya no es una imagen
bidimensional plana al uso. Ademaés, y dependiendo del rango de puntos de
vista captados, codificados, transmitidos y recreados se podria permitir cierta
libertad de movimiento del espectador y que la sensacion ilusoria persistiese,
o incluso la presencia simultanea de méas de un observador. Este método de
representacion basado en imégenes es muy exigente en sus requerimientos,
y lo es tanto mas cuanto més crece el nimero de puntos de vista emplea-
dos. Por ejemplo la transmision de 16 puntos de vista como senales de video
sin comprimir de 1280x720 pixeles, con submuestreo cromatico 4:2:0 y 30
fps requeriria unos 4.95 gigabits por cada segundo, algo prohibitivo para las
tecnologias actuales. Por lo tanto, aunque no es necesario si es conveniente,
disponer de informacién geométrica adicional, que permita recrear en destino
esa misma ilusion cuando se dispone de una senal de video convencional a
la que se acompana la informaciéon contenida en el mapa de distancias. Es-
te método de representacion aumenta los requisitos de computo en origen
y destino, pero se disminuye, para el ejemplo anterior, a unos 530 megabits
la tasa de informacién por segundo en el canal de transmision, que ain se
puede rebajar si se consideran menos de 8 bits para codificar las distancias.

Nos hemos marcado como objetivo llegar a implementar en un prototipo
un sistema que pueda alimentar a una pantalla 3D autoestereoscopica con dos
restricciones adicionales muy importantes, a saber, que el sistema ha de estar
compuesto por una soéla cdmara, y que el procesado ha de ser en tiempo real.
El problema, sin estos requisitos adicionales, ya ha sido resuelto. Entiéndase
resuelto en la medida en que atin no siendo univocamente invertible el proceso
de determinacion de las formas tridimensionales a partir de su proyeccion
a imagenes planas, si es posible determinar una, la més apropiada, de las
configuraciones tridimensionales entre aquéllas que pueden dar lugar a la
informacion captada.

1.1. Vision de conjunto

En esta seccion se describe una vision de conjunto del entorno del proble-
ma para asi estar en disposicion de formular la hipétesis en que sustentaremos
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nuestra propuesta de solucion.

Como se ha avanzado, estard fundamentada en el uso de tres tecnologias:
los sensores plenopticos, el procesado de senal y el hardware grafico como
recurso computacional.

1.1.1. El sensor

Se denomina percepcion a la capacidad para conocer nuestro entorno y asf
poder interaccionar con él. Por ejemplo, para desplazarnos hemos de conocer
las estructuras que componen el entorno y los eventos que en él se producen.
Accedemos a dicha informacién captando uno o varios de los tipos de energia
presentes a nuestro alrededor. Con diferencia, la que mas informaciéon nos
aporta es la luz, la radiacion electromagnética en el espectro visible, la cual
captamos con nuestros ojos y que por el complejo proceso de interaccion
ojo-cerebro que supone la vision, termina por facilitarnos la informacién que
requerimos para realizar esa y otras tareas. Replicar este proceso en una
magquina es tremendamente laborioso.

En la primera etapa de este proceso se ha de decidir como captar la in-
formacion, puesto que no viene predeterminado como sucede con el sistema
binocular humano. ;Es lo mas adecuado replicar la configuracién en que se
basa la vision humana? Parece factible, puesto que nosotros «naturalmentey
podemos formar mentalmente ese esbozo 2.5D, trasladar con éxito esa con-
figuracion binocular a una méquina. Sin embargo, la visiéon por ordenador,
pese a haber logrado avances notables, no termina de dar una respuesta de-
finitiva siguiendo esta via. Por este motivo, y unido a él, el objetivo asumido
de que el sistema cuente con una tnica cadmara, conviene revisar la idea de
«energia radiante del entorno», antes de plantear como captarla de la forma
mas adecuada para nuestros fines.

En palabras de Adelson y Bergen, en su articulo de 1992,

«The world is made of three-dimensional objects, but these ob-
jects do not communicate their properties directly to an observer.
Rather, the objects fill the space around them with the pattern of
light rays that constitutes the plenoptic function, and the observer
takes samples from this function. The plenoptic function serves
as the sole communication link between the physical objects and
their corresponding retinal images. It is the intermediary between
the world and the eye.»

En otras palabras, la energia electromagnética es emitida, reflejada y re-
fractada por las superficies de los cuerpos que componen el entorno, relle-
nando el espacio con rayos de luz. Considerados en su conjunto constituyen
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una senal de siete dimensiones. A saber, la posiciéon espacial 3D donde se
ubica el punto de observacion, la direccion 2D angular de observacion, la
longitud de onda y el instante de tiempo. Esta es la informacién disponi-
ble midiendo el flujo de energia radiante, la denominada funcidon plendptica:
P(V;,V,,V.,0,0,\t). Olvidandonos un momento de la longitud de onda,
vemos que nuestro sistema binocular en cada instante de tiempo esta acce-
diendo a dos posiciones determinadas de entre todas las posibles del espacio
de observacion, y desde ellas solo se capta informacién en un rango limitado
de las dos dimensiones angulares que aun restan. Por lo tanto, de toda la
informacion disponible inicialmente, nos quedamos con dos muestras, y ain
limitadas, de la funciéon plenéptica. Dos iméagenes bidimensionales al uso:
P(0, 0) IV =Vo={Vay Vyy Voo }t=to ¥ P (0, 0)[v=v, i=to- '

Las variables que habiamos sacado de la funcién plenéptica se pueden
reincorporar a ella. La componente temporal facilmente: en ese caso habla-
riamos de secuencias de video. En cambio, incorporar mas posiciones de ob-
servacion no es tan sencillo. De esto es de lo que se encargan los denominados
sensores plendpticos. A diferencia de nuestros ojos, y su trasunto artificial,
las caAmaras convencionales, estos sensores captan al menos 4 dimensiones de
la funcién plendptica, obteniendo una variedad de angulos de observacion,
no ya para un punto prefijado, sino para una cantidad de ellos, normalmente
ubicados sobre un plano: ((V;, V,, 0, ¢)|v.=v., t=t-

1.1.2. El procesado

El concebir un sensor tal, ;contribuye a avanzar en el problema central de
la extraccion de la informacién de la escena? Vayamos por pasos. Como vere-
mos al describir los sensores plenopticos, se seguira captando la luz sobre un
sensor 2D, por lo que hemos de llegar a un compromiso al muestrear simul-
taneamente las componentes angulares y espaciales de la funcién plenéptica
4D. Para conocer mas acerca de las unas, se sacrifica la capacidad de conocer
en detalle las otras. Por lo que cambiar el sensor no resulta exactamente en
un aumento de la informaciéon disponible, sino més bien en un cambio en la
naturaleza de la misma. Luego, es de esperar que, sustituido el sistema de
captacion binocular, el procesado a considerar ya no sea la estereovision.

Antes de apuntar como procesar esta senal plendptica 4D, volvamos a un
punto sobre el que se pas6é muy rapidamente: la afirmacion tacita de que los
ojos captan dos muestras puntuales de la senal plendptica. Esto no es asi.

INoétese que lo que estos autores tratan como resolucién angular de la incidencia de ra-
diacion en la funcion plendptica equivale a la resoluciéon espacial en las cAmaras e imagenes
convencionales en las que se define una focal.
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Serfa cierto, si nuestra visién fuera idealmente estenopeica.? Esto es, que el
ojo dejara pasar para cada direcciéon sensada exactamente un rayo de luz. En
cambio, para aumentar la cantidad de luz incidente, la apertura de la pupila
no es puntual.

Una cdmara oscura y una apertura no puntual no dan lugar a la formacion
de imégenes nitidas. Por lo que es necesario contar con un elemento adicional,
encargado del proceso de enfoque. Este papel en el ojo lo juegan la cornea y
el cristalino, y en las camaras fotograficas la lente objetivo. Esta parte 6ptica
se encarga de hacer converger sobre un punto de la superficie fotorreceptora
la luz que provino exclusivamente de un punto del espacio, restableciendo asi
la nitidez de la escena, pero no de toda, sino de aquellas zonas situadas a
una distancia tal sobre el eje 6ptico que la curvatura que presenta el frente
de onda de la luz proviniente de estas zonas al alcanzar la apertura es la
inversa a la curvatura que adopta en ese momento el sistema 6ptico. La luz
proviniente desde esa distancia converge exactamente sobre el sensor, dando
lugar a una imagen enfocada, mientras que la luz proviniente de distancias
mayores o menores a la de enfoque se dispersa sobre el sensor dando lugar a
regiones desenfocadas en la imagen.

Notese que este proceso no requiere el concurso de ambos ojos, y que
existe una componente mecanica, fisiolégica. Son la contraccion o dilatacion
del misculo ciliar las que varian la potencia refractiva del cristalino y, con ello,
la distancia a la cual se enfoca. A este proceso se le denomina acomodacion.
Y da lugar a una de las pistas con las que el cerebro cuenta a la hora de
inferir la distancia a los objetos de la escena.?

Al problema de extraccion de distancias le habiamos anadido dos condi-
cionantes. Que la soluciéon emplease una sola camara y que el procesado fuera
en tiempo real. Llegados a este punto estamos mas cerca de poder enunciar la
hipoétesis sobre la que trataremos de avanzar. Hemos visto que dependiendo
de la curvatura que adopta en cada instante el sistema optomecénico forma-
do por el cuerpo ciliar, la cornea y el cristalino se perciben como enfocados
unicamente aquellos objetos situados a una distancia determinada, pero que,
de cambiar esa curvatura, los objetos enfocados serian otros. Por lo tanto, a

2El pequeiio orificio de las cAmaras que carecen de lentes es el estenopo. Es habitual el
uso del término inglés: «pinholes.

3Cuando el cristalino se encuentra en dilatacion se enfoca al infinito, y la imagen pro-
ducida es nitida para aquellos objetos situados a mas de 6 metros de distancia. La aco-
modacién juega su papel a la hora de determinar distancias més cercanas. Otra pista
preponderantemente fisiolégica, y muy unida a la acomodacion, es la convergencia, la
capacidad para entornar los ojos y hacerlos coincidir sobre objetos cercanos. La conver-
gencia implica hacer uso de ambos ojos, lo mismo que en la «stereopsis», que supone la
pista fundamental, y en la que, en cambio, no existe componente fisiologico.
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la pupila esta llegando la informaciéon necesaria para barrer todo un espacio
de enfoque, y esa informacién no es otra que la funcién plenoptica 4D regis-
trada sobre la superficie de la pupila. Luego, si consideramos que es posible
cuantificar la cantidad de enfoque que tiene una regiéon de una imagen, un
sensor plenoptico puede sustituir a una configuracion binocular a la hora de
estimar a qué distancia esta un cierto objeto. El problema es que seguimos
teniendo un sistema optomecanico realizando la tarea de enfoque, y éste es
selectivo, capaz de ofrecer solamente una imagen enfocada a una distancia
determinada en cada instante de tiempo.*

Por todo ello, reformularemos el problema inicial de extracciéon de dis-
tancias a partir de una sola cadmara/ojo como el problema de procesar digi-
talmente la funcién plenoptica 4D de tal manera que se replique por medios
computacionales el proceso de enfoque que venia jugando un sistema optome-
canico, y se obtenga la solucién no para una distancia determinada, sino para
tantas como el compromiso espacio-angular adoptado en el sensor plenéptico
permita. Ese computo, de ser realizable, ademés ha de serlo conforme a los
requisitos de tiempo que fijamos en nuestro segundo compromiso: el proce-
sado en tiempo real para alimentar a un monitor 3D, lo que pone una cota
temporal méxima de tiempo de computo de 40 ms.

Notese que el proceso de reenfoque es un proceso que no se ve afectado
por la disposicion de los objetos en la escena. Para enfocar a una cierta
distancia basta con «torcer» adecuadamente los rayos. Independientemente
de si hay o no objetos a esa distancia o si existen oclusiones, la imagen
obtenida es «correcta»: es la que se hubiera obtenido de haber dispuesto una
lente y sensor convencional en lugar de un procesado digital sobre un sensor
plenéptico. Haciendo un simil con los procesos involucrados en el estéreo
computacional, podemos decir que el reenfoque es determinista y univoco,
como lo son la rectificacion epipolar o la reconstruccion geométrica para un
emparejamiento dado en el estéreo computacional; a diferencia de ellos, la
eleccion de correspondencias entre pixeles del par de imégenes estéreo y la
estimacion de la superficie de mejor enfoque sobre un rayo del proceso de
vision monocular por enfoque, son ambiguos y no siempre resolubles.

Entraremos en profundidad en este procesamiento en la segunda seccion
del préximo capitulo. Como veremos, este problema ha sido un tema relevante
para la comunidad cientifica mientras se llevo a cabo la presente investigacion
y sobre él se han realizado avances importantes por parte de diversos grupos
de investigacion. Se podria afirmar otro tanto, solo que quizds en menor

4Existe toda una rama dedicada a estimar las distancias de los objetos de una escena
a partir de dos o méas imagenes correspondientes al mismo instante de tiempo aunque
enfocadas a distintas distancias. Para captar tales medidas se suelen usar divisores de haz
y multiples sistemas 6pticos independientes.
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Figura 1.2: Imagen a escala de una GPU y una CPU, ambas de tltima gene-
racion. La GPU esta fabricada en una tecnologia de 65 nm, mientras la CPU
lo esta en 45 nm. La GPU en sus 1.4 billones de transistores implementa
240 nicleos de computo y 316 KB de cache L1+L2. La CPU, un «Dual Core
Itanium 2», cuenta con 24 MB de memoria caché L3, a los que destina 1.5
de sus 1.7 billones de transistores.

medida, de los sensores plenopticos y del hardware grafico.

1.1.3. El recurso computacional

Comencemos por estimar los requerimientos de cémputo del problema
enunciado anteriormente. Tomemos el sensor de luz de mayor resoluciéon que
incorpora actualmente una camara portatil® de video: 12 MPx, unas 4500
lineas verticales.

Teniendo en cuenta que cada pixel del sensor codificard un rayo de la
funcién plenoptica, que se recibirdan cada segundo 25 6 30 imagenes, y que
se consideraran los 3 canales de color, la cantidad de datos a procesar sera
del orden de 10° muestras por segundo. Lo que da idea de lo conveniente
que resultaria que existiese un algoritmo de complejidad lineal o cuasi-lineal.
Puesto que ademéas debemos contemplar que parte del tiempo entre imagenes
sera consumido en las lecturas de datos, transferencias de memoria y el envio
al monitor 3D. Parece que el recurso computacional a emplear, al igual que
el sensor y el procesamiento elegidos, no podra ser uno convencional.

SEl término inglés «hand-heldy es mas especifico que Gnicamente portatil.
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Las tarjetas graficas de nueva generacion, denominadas «Graphical Pro-
cessing Unitsy, GPUs, trasladan al sector de consumo la calidad visual de la
sintesis de imagen tridimensional fotorrealista, esforzandose en permanecer
en tiempos de ejecucion interactiva. La potencia de computo demandada exi-
ge procesar del orden de cientos de millones de vértices y pixeles por segundo.
Las nuevas generaciones de tarjetas graficas no sélo han elevado en varios 6r-
denes de magnitud la potencia computacional de las generaciones previas,
superando con ello en prestaciones a las CPUs, sino que ademaés presentan
un modelo de programacion cada vez més abierto. El salto cuantitativo, en
cuanto a potencia de computo, y el salto cualitativo, en cuanto a libertad de
programacion de los recursos del hardware grafico, han promovido un mar-
cado crecimiento en el sector del ocio informatico, lo que a su vez realimenta
a la industria de hardware para graficos, empujando cada vez mas alla a esta
tecnologia. Asi, el motor grafico que incorpora la tarjeta «NVIDIA GeForce
GTX 280», lanzada al mercado en el verano de 2008, alcanza los 933 Gflo-
p/s8. Este potencial, en un periférico de bajo coste y de uso extendido, ha
llamado la atencién de la comunidad cientifica, que se las ha ingeniado para
realizar computos genéricos sobre una plataforma disenada en principio para
tareas especificas. En la figura 1.2 se aprecian a escala los dos productos més
punteros de una y otra clase.

Su desarrollo como hoy se las conoce se remonta a finales de 2001, aunque
con un punto de inflexién en torno a 2005 y atn otro en 2007. En tan corto
espacio de tiempo han sido aplicadas con éxito en multitud de campos. Entre
ellos el computo de transformadas discretas, el algebra lineal, las ecuaciones
diferenciales, las técnicas multi-grid, la dindmica de fluidos, el crecimiento
cristalino, la planificacion de movimiento, el trazado de rayos, el célculo de
radiosidad, y un largo etcétera.

La diferencia en rendimiento respecto al de arquitecturas convencionales
se logra haciendo predominar las unidades de computo frente a «cachess y
logica de control sobre la superficie del chip. Relajando la complejidad de
la l6gica de programa es posible aprovechar en mayor medida el paralelismo
implicito en cierto tipo de problemas los cuales se pueden beneficiar del uso
de cientos de «coress. Es el caso de la sintesis de imagen tridimensional a
partir de una descripcion geométrica. Cada primitiva geométrica —y pueden
ser millones las que compongan una escena— debe ser proyectada en panta-
lla realizando una serie de transformaciones de punto de vista lo que implica
realizar, para cada vértice e independientemente del resto, las mismas mul-
tiplicaciones de vector-matriz, y sin importar cuél es el orden en que se las
procese.

Frente a los 48 Gflop/s de un «Core 2 Quad» a 3 GHz
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El proceso de adaptarse especificamente a este tipo de problemas desem-
boco en el desarrollo de un tipo de arquitectura, a la cual se denomina «single-
instruction, multiple-thready, SIMT, que segin ha ido evolucionando y ex-
pandiéndose para hibridarse con la mayor generalidad de las arquitecturas
convencionales, ha dado lugar a un recurso computacional muy a tener en
cuenta por los desarrolladores en el ambito del computo cientifico. Este se-
ra el recurso computacional que se escogio estudiar para realizar sobre él el
procesado digital de la funcién plendptica.

1.2. Hipobtesis

Se propone el estudio del procesamiento de senales multidimensionales
focalizado en el desarrollo e implementaciéon de algoritmos que permitan la
obtencion de informacion tridimensional en escenas, utilizando sensores ple-
noépticos y empleando como recurso computacional la tecnologia de las GPUs.

Especificamente se pretende obtener a partir de una funcién plendptica
4D espacio-angular un volumen espacial 3D de imagenes enfocadas, donde
se haga explicito el pardmetro de distancia, z, a lo largo del eje 6ptico. Se
pretende que este algoritmo sea de complejidad lineal o cuasi-lineal con el
tamano de los datos, y que su 6ptima implementacién sobre GPU permita el
procesado en tiempo real.

1.3. Objetivos

Para avanzar en la hipotesis recién enunciada, se plantean los siguientes
objetivos parciales:

1. El dominio del sensor elegido, el estudio de su viabilidad para los ob-
jetivos de la Tesis y su caracterizacion desde el punto de vista de la
teoria de la senal;

2. el estudio de la funcién plendptica y las variaciones que en ésta produ-
cen los cambios de profundidad de los objetos en la escena;

3. vy, el dominio de la tecnologia de la GPU y el procesado de senales —con
un especial énfasis en el computo de la transformada rapida de Fourier,
FFT, u otras anélogas, con el fin de lograr complejidad lineal o cuasi
lineal— sobre esta plataforma tecnolégica;



1.3 Objetivos 11

1.3.1. Ventajas del enfoque adoptado

Nuestra hipotesis presenta una serie de ventajas respecto a otras solucio-
nes:

1. Capacidad de hacer medidas de enfoque pasivo, monocular, determi-
nista y libre de elementos mecanicos, lo que hace abordable el objetivo
del procesado en tiempo real;

2. aprovechamiento novedoso y practico de la creciente resolucion espacial
de los chips sensores de luz;

3. v, el aprovechamiento de la creciente disponibilidad y grado de perfec-
cionamiento de los monitores 3D, mientras se sigue haciendo uso de la
mayor parte de la infraestructura existente en camaras, sus opticas, y
las técnicas de codificacion y transmision de video.

1.3.2. Aplicaciones y objetivos secundarios

Lo que estamos proponiendo es, en otras palabras, la realizacién de to-
mografia del espacio objeto de un sensor. De confirmarse la hipotesis, su
aplicacion en instrumentacion astronémica sobre un sensor de frente de on-
da —muy similar a los sensores plendpticos— permitiria barrer la totalidad
de la atmosfera alli donde las técnicas de dptica multiconjugada tnicamente
permiten la eleccion a priori de unas pocas capas. De demostrarse viable
esta aplicacion, podria ser clave en la caracterizacion y correccion de la per-
turbacién atmosférica.

Pero no sélo permitiria nuevas aplicaciones, sino también reforzar aplica-
ciones bien conocidas aplicando los resultados del tercer objetivo: la obtencién
de un algoritmo de FF'T especialmente adaptado a las peculiaridades de las
GPUs. Asi, el uso de las técnicas de Optica Adaptativa, que se ve limitado
por el tiempo de estabilidad atmosférico, de 10 ms en el rango visible, hace
necesario recurrir a hardware muy especializado para realizar los computos
necesarios en ese margen temporal. El dominio de la tecnologia de la GPU
permitiria la recuperacion del frente de onda para sensores complejos dentro
de estos margenes temporales.

Asimismo, el objetivo de lograr metrologia robusta en interiores no esté ni
mucho menos cenida a su aplicaciéon a 3DTV, sino que sus usos y beneficios
en aplicaciones industriales y biomédicas serian numerosisimos. Por ejemplo
jugaria un papel clave en los sistemas de sustitucion sensorial para invidentes.
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1.4. Organizacién de esta memoria

Las mejoras sugeridas al trabajo de Ren Ng se recogen de manera di-
ferenciada en los capitulos III y IV. En el capitulo III se profundiza en la
implementacion de algoritmos réapidos de la transformada de Fourier, y en
el IV en una propuesta de reenfoque sin pasar por el dominio frecuencial.
Con anterioridad se presentan en el Marco Teérico los conceptos necesa-
rios para entender los aportes propios. En ese capitulo se sittia también una
contribuciéon a medias entre el doctorando y otros miembros del grupo de
investigacion. Con esto se quiere separar lo que es estrictamente autoria del
doctorando, guiado por sus directores de tesis, de lo que es coautoria. Otros
aspectos investigados en el transcurso de la realizacién de esta Tesis son de-
jados en un segundo plano, con el objeto de dotar de coherencia el desarrollo
de la misma, aunque se repasan sucintamente en el apartado Publicaciones
del ultimo capitulo. Igualmente se desatiende el orden temporal de las inves-
tigaciones a la hora de presentar un hilo discursivo coherente.

Los resultados de aplicar las contribuciones desarrolladas a los campos de
la Optica Adaptativa y a la obtencién de mapas de distancia se encuentran
incluidos en los capitulos correspondientes a cada una de las dos contribu-
ciones esenciales de esta Tesis. La presente memoria se cierra con un ultimo
capitulo de Conclusiones.

En los apéndices se ofrece el pseudo-coddigo que permite conocer los de-
talles de implementacion de los algoritmos propuestos.



Capitulo 2

Marco teoérico

Este capitulo hace un repaso de los conceptos en que se sustentard la
solucion propuesta al problema de extraccion de distancias de una escena. Se
comienza incidiendo en el campo de la fotografia computacional y, en parti-
cular, en el concepto de funcién plenéptica y en los sensores plenopticos que
permiten medirla. Se describen los diversos modos de realizacion de cdmaras
de un solo cuerpo que permiten sensar la informaciéon angular que desechan
las camaras convencionales. A continuacion se describe el método de fotogra-
fia por «slice» de Fourier y sus implicaciones. Se propone la transformada
de «focal stack»', como la transformada integral discreta adecuada para el
computo de tal volumen a partir de la funciéon plenéptica 4D. Se hace en-
tonces un repaso breve a las técnicas que permiten evaluar cuan enfocada
esta cada region de una escena a partir de su «focal stacks. Y se concluye el
capitulo repasando la evolucion y estado actual de las GPUs.

2.1. Fotografia computacional

La fotografia computacional es el campo donde converge el uso de la 6ptica
con el del ordenador para aumentar las capacidades de la fotografia conven-
cional. La optica empleada en este tipo de fotografia permite capturar los
rayos de maneras inusuales —por ejemplo, manteniendo la informaciéon an-
gular de la radiancia— y el ordenador permite procesarlos de maneras igual-
mente inusuales.? Con ello se logra «procesar 6pticamente» antes de registrar
los rayos y procesar computacionalmente antes de «revelar» la imagen resul-

!Denominaremos «focal stack» al volumen constituido por las imigenes enfocadas a
distintas distancias sobre el eje 6ptico

2No entraremos en las posibilidades que surgen de modificar la iluminacién de la escena,
que es otro amplio tema de estudio en fotografia computacional.
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Figura 2.1: Camara oscura.

tante. Para asi ensanchar las posibilidades de experimentar nuestro mundo
visual. Ejemplos de esto son las imagenes de apertura sintética, las image-
nes de alto rango dinamico, o las imagenes multiespectrales. Finalmente, se
puede capturar sobre los mismos sensores usados en fotografia convencional,
informacion relevante en torno a la geometria de la escena fotografiada, que
es desechada con los métodos convencionales, y que es de importancia para
nuestro estudio. Por ello abordaremos algunas de las definiciones béasicas de
la fotografia convencional.

Denominamos luz a una parte del espectro de la radiacion electromagné-
tica cuyas longitudes de onda estan comprendidas entre los 380 nm y los 770
nm y que da lugar al concepto de vision.

Ligada a la vision aparece la fotografia. «Escribir con luzy, si atendemos
a su etimologia griega: captar y fijar la sensaciéon que produce la luz sobre
una superficie fotosensible.

Ya Aristoteles en el siglo V a.C. hacia referencia al fenémeno de la «ca-
mera obscuray, aunque ese término fue acunado por Johaness Kepler en su
obra Ad Vitellionem paralipomena de 1604. Al practicar un pequeno orificio,
o estenopo, en un recinto cerrado se obtiene, en la pared interior enfrentada
al orificio, una imagen invertida de los objetos situados en el exterior, como se
ilustra en la figura 2.1. Este fen6meno se explica por la propagacion rectilinea
de la luz. La imagen formada esté constituida por todos aquellos rayos que
van de un punto de la escena a un punto del interior de la caAmara cruzando a
traves del orificio. La idea intuitiva de rayo es comun para explicar la propa-
gacion de la luz. Més formalmente, la 6ptica geométrica define un rayo como
el haz de luz idealmente estrecho que se propaga en linea recta en un medio
homogéneo y cuya direcciéon es perpendicular al avance del frente de onda.
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Figura 2.2: Esquema de una lente convergente.

Atn cuando en esta simplificaciéon no se considera la naturaleza ondulatoria
de la luz, su uso permite explicar de manera sencilla su propagaciéon en au-
sencia de los fenémenos de difraccion e interferencia. Esto es, considerando
exclusivamente las leyes de reflexion y refraccion.

Las dos caracteristicas esenciales en que difiere una camara fotografica
moderna de tales dispositivos son: la capacidad de fijar la imagen por medio
de pelicula quimica o dispositivos fotoeléctricos; y el uso de una lente objetivo
que incrementa el tamano de la apertura, y con ello la luminosidad mientras
se mantiene la nitidez de las imagenes.

Lentes

Una lente es un dispositivo 6ptico de simetria axial idealmente perfecta
que transmite y refracta la luz haciéndola converger o divergir. Se basan en
la ley de refraccion de la luz, o ley de Snell, que a su vez se explica por el
principio de tiempo minimo de Fermat:

La trayectoria que sigue un rayo de luz entre dos puntos es aquella
en la que emplea un tiempo minimo en recorrerla.

Precisamente son la adecuada forma simétrica, a lo largo del eje 6ptico, y el
indice de refraccion del material de fabricacion los que provocan, alargando o
acortando el camino que recorre la luz al atravesarla, que un frente de onda
que incide plano termine convergiendo en un punto de la imagen, o por el
contrario, diverja a partir de ahi. En este trabajo nos hemos interesado por
las lentes convergentes como la mostrada en la figura 2.2.

El comportamiento descrito es el de una lente ideal. Aunque es practica-
mente imposible de lograr con una sola lente, la ingenieria Optica ensambla
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Figura 2.3: Relacion entre apertura y profundidad de enfoque.

grupos de lentes cuyo comportamiento en conjunto se aproxima al ideal, y a
pesar de su complejidad interna pueden ser descritas con unos pocos parame-
tros como son la longitud focal, el indice de apertura, los puntos principales,
etcétera. Las definiciones al respecto se puede encontrar en cualquier libro
que aborde la 6ptica, en especial la geométrica, por ejemplo [Hetch 01]. Para
una vision practica suele ser més conveniente usar un manual de fotografia
como por ejemplo [London 04] o [Can 04]. Tan solo, revisaremos dos concep-
tos de especial significacion para el desarrollo de este trabajo: la profundidad
de campo y la formacién de imagen

Profundidad de campo Area que se encuentra delante y detras de un motivo enfocado en la
que la imagen fotografiada aparece nitida. Dicho de otro modo, la pro-
fundidad de la nitidez hasta la parte delantera y posterior del motivo
donde el desenfoque de imagen en el plano focal se encuentra dentro
de los limites del circulo de confusiéon permisible. La profundidad de
campo varfa en funciéon de la longitud focal del objetivo, el valor de
apertura y la distancia de disparo. La profundidad de campo se obtiene
como:

Profundidad d delant dra
rofundidad de campo delantera = —————
P f2+dFa

dF a?
Profundidad de campo posterior = f?——daFa’

donde f: longitud focal; F: nimero F; d: didmetro del circulo de con-
fusién minimo; y a: distancia desde el primer punto principal hasta el
motivo.
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Figura 2.4: Pirdmides de vision.

Formacién de imagen La imagen que se forma en el interior de una camara es proporcional
a la irradiancia, que equivale a una integral pesada de la radiancia que
atraviesa la lente. Sea Lp(s,t,u,v) la radiancia del rayo que viaja de
la posicion (u,v) del plano de la lente a la posicion (s,t) del plano del
sensor; F' la separacion entre la lente y la superficie fotorreceptora; y
¢ el angulo entre el rayo (s,t,u,v) y la normal al plano del sensor.
Entonces la irradiancia en la posicion (s, t) del sensor es

Ep(s,t) = // %LF(S,t,u, v)cos*(¢)dudv. (2.1)

2.1.1. Funcién plenéptica

Previamente habiamos avanzado las palabras de Adelson y Bergen
[Adelson 91| para introducir el concepto de funcidn plendptica. Cabe con-
siderar también lo que Leonardo da Vinci llamé «pirdmides de vision», y que

se muestran en la figura 2.4, con las que anticipa su teoria de la perspectiva
lineal [Richter 80:

«Fvery body in light and shade fills the surrounding air with in-
finite tmages of itself; and these, by infinite pyramids diffused in
the air, represent this body throughout space and on every side.
FEach pyramid that is composed of a long assemblage of rays in-
cludes within itself an infinite number of pyramids and each has
the same power as all, and all as each. A circle of equidistant
pyramids of vision will give to their object angles of equal size;
and an eye at each point will see the object of the same size.»
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(a) (b) (c)

Figura 2.5: Varios esquemas bésicos para capturar la funcion plenoptica. a)
Camara estenopeica; b) Par estéreo estenopeico; ¢) Paralaje por movimiento;
d) Camara con lente.

Ambos textos inciden en la misma idea de «cuanto puede ser visto», que
no otra cosa significa «plenopticay. Luz proveniente de todos los puntos de
las superficies de los objetos, emitida en todas direcciones y ocupando todo
el espacio: esto es, la totalidad de rayos en la escena.

Se puede estimar cuanta es esa informacién, comenzando por la imagen
més simple: una camara fotografica estenopeica monocromatica ubicada en
un cierto punto. La imagen sensada daria idea de un solo punto de vista, en
un unico instante y promediada sobre todas las longitudes de onda del visible,
esto es, P(x,y), donde P es la intensidad de luz en el punto de coordenadas
x,1, lo que corresponde a un campo de visiéon limitado por las coordenadas
paramétricas. O mas genéricamente P(f,¢), de modo que con dos angulos
se puede alcanzar toda la esfera que circunscribe al punto de observacion.
Si a esto se le aniade el color se obtiene P(6, ¢, \). Que se convierte en una
secuencia al anadir el tiempo: P(6, ¢, A, t). Por ultimo, la totalidad de infor-
macion sensable desde cualquier punto del espacio se describe por medio de
P(pe, Dy, 02,0, 0, A, 1),

Esta funcién 7D es el objeto de estudio en la representacién de escenas
a partir de imagenes, «Image Based Renderings. De hecho la IBR se puede
enunciar como el problema de generar una representacion continua de esa
funcién a partir de un conjunto discreto de muestras de la misma. Es decir,
coOmo muestrarla y como reconstruirla.

En la figura 2.5, tomada de [Adelson 92|, se muestran esquemas simplifi-
cados que posibilitan la captura de la funcién plenéptica. En los casos (a) y
(b) de esa figura de esa figura se encuentran los modos de uso més frecuentes
en los trabajos de vision, en los que, al suponer camaras estenopeicas, en su
configuraciéon monocular o binocular, evitan el problema de la reconstruccion
a partir de las muestras de la funcion. En complejidad ascendente, esta (c)
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Figura 2.6: La radiancia de un objeto rodeado por un recinto 3D no cambia
en el espacio libre exterior a éste.

la captura con movimiento perpendicular al eje 6ptico, que resulta en los
«Epipolar Plane Imagesy estudiados en |Bolles 87|, donde se usa el paralaje
por movimiento para extraer la profundidad de los objetos. En (d) se pone de
manifiesto que al abandonar la captura estenopeica, se tiene, se quiera o no,
un muestreo més amplio de la funcién plenoéptica, tal como si se integraran
las vistas obtenidas en (c). En este caso se supone que el plano de enfoque
recae sobre el vértice més cercano de la figura, con lo que su apariencia desde
todas las vistas es similar y al integrarse su energia no se dispersa, aparecien-
do nitido, en cambio los otros vértices sufririan desenfoque. En el trabajo de
Adelson y Wang se incide sobre este punto para demostrar la viabilidad de
aplicar técnicas de estereovision a partir de una tnica cadmara con una sola
lente. Es el primer trabajo en muestrear explicitamente la funciéon plenéptica
en aras de obtener profundidades.

En las configuraciones vistas hasta ahora se estan realizando las capturas
sobre puntos de observacion que estan alineados o bien son coplanares y no
sobre el volumen completo. Es una cuestion de simplicidad. Lo mismo que lo
es el hecho de, sobre esas lineas o planos, adoptar un muestreo equiespaciado.
Algunos autores dejan mas libertad sobre la situacion desde la que se observa
la escena. Es el caso de [Buehler 01], donde no se impone ninguna restriccion
sobre las posiciones de observacion.
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Figura 2.7: Lightfield parametrizado mediante 2 planos.

Parametrizaciéon discreta con 2 planos

Este ultimo trabajo citado proviene del grupo de Gortler, Szeliski y otros,
de Harvard y Microsoft Research, y son mejoras a su incursiéon pionera en
este campo: el «Lumigraphy |Gortler 96]. Ese mismo afo, y en la misma con-
ferencia, es presentado por Levoy y Hanrahan, de Stanford, el concepto de
«Lightfieldy, |Levoy 96|. En uno y otro trabajo se retoman las ideas de Adel-
son y se simplifica el tratamiento de la funcion plendptica al parametrizarla
como una funcién 4D. Entiéndase que de partida se eliminan las componen-
tes temporal y de color, por lo que restan 5 dimensiones, y solo queda por
eliminar una de las dimensiones espacio-angulares. Esto se logra bajo la su-
posicion de que el objeto, o el observador, se puede confinar en un cubo?
fuera del cual no se permiten oclusiones, como se muestra en la figura 2.6. Si
se permite situar caAmaras libremente en ese espacio libre de oclusiones, éstas
no aportarfan mas informacién de la que puede ser captada si estuvieran
situadas sobre los planos que delimitan ese espacio. En la figura 2.7 el plano
(s,t) es el mismo de la figura 2.6, esto es, corresponde a una de las 6 caras
del cubo en que se confinaba el objeto. Por su parte (u,v) es el plano donde
se situan las cdmaras. Pasamos a hablar asi de una funciéon plendptica 4D
que contiene todo el flujo de luz entre ambas superficies. Estas cuatro dimen-
siones por lo general se expresan en coordenadas cartesianas, P(s,t,u,v), al
usarse una parametrizacion a partir de dos planos —2PP: «two-plane pa-
rameterizations—, aunque son posibles otras parametrizaciones [Gurrea 01].
Cuando en adelante nos refiramos a lightfield estaremos haciendo alusiéon a
este tipo de funciéon plendptica.

En la figura 2.7 también se ilustra la posibilidad de recrear nuevas vistas
alrededor del objeto, que es el objetivo de ambos trabajos. En la practica es

3 Los términos especificos usados en la literatura son «3D bounding box» y «convex
hull».
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Figura 2.8: A la izquierda se observa en linea discontinua el ra-
yo (s,u) que se desea crear por interpolacion con los existentes
(Si—1,Up—1), (Si—1,Up), ... (Sit1,Upt2). Si se conoce una aproximacion de la
geometria de la escena se pueden interpolar rayos mas acordes, aunque no
sean los vecinos més cercanos en el espacio de rayos, mostrado a la derecha.

necesario lidiar con un problema crucial: como interpolar los rayos I(x,y) a
partir de los contenidos en un lightfield discreto.

Las opciones usadas en [Gortler 96| y [Levoy 96] difieren. El «Lumigraphy
hace uso adicionalmente de una aproximacion geométrica del objeto. Con es-
to se propicia que para calcular un nuevo rayo se interpole, no ya de los que
cortan ambos planos (s,t) y (u,v) cerca de donde lo hace el nuevo rayo, sino
a partir de aquellos rayos que cortan con la superficie estimada del objeto
cerca de donde se espera que lo haga el nuevo rayo, como se esquematiza en
la figura 2.8. En el fondo, lo que supone es aceptar que el muestreo regular
del plano (s,t), que proviene de la suposicion inicial del confinamiento del
objeto, desatiende las variaciones en profundidad del mismo y da lugar a que
el muestreo sobre la superficie de éste sea irregular. Por lo tanto, de conocer,
siquiera aproximadamente, la geometria del objeto se puede rebajar la den-
sidad de muestreo de la funcion plenoptica en (s,t) y mantener la calidad
visual de la reconstruccion. Pero se estéd condicionando la solucién del pro-
blema a la bondad de la estimacion de la geometria. El trabajo de Stanford,
por su parte, ignora este hecho y por lo general aminora con sobremuestreo
los artefactos que aparecen, ademéas de proponer que el objeto coincida, en la
medida de lo posible, con el plano teérico de confinamiento. Otros trabajos
posteriores, como veremos seguidamente, desarrollan formalmente el tema
del muestreo plendptico.

Cabe considerar también, aiin en el campo intuitivo, el concepto de «cé-
mara de superficie», Scam, propuesto por Yu y McMillan del MIT, conjun-
tamente con Gortler, en [Yu 04], y que se ilustra en la figura 2.9. En ese
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Figura 2.9: Camara de superficie, scam.

trabajo se reparametrizan los rayos de la funcién plenéptica de tal manera
que se agrupan aquéllos que se cruzan en un punto dado del espacio. Es-
tas agrupaciones de rayos dan idea de la distribuciéon angular de la radiancia,
«Bidirectional Reflectance Distribution Function», BRDF, en esos puntos. Se
puede considerar que, conocidas las BRDFs en torno a los puntos ubicados
sobre el plano (s,t) —que no otra cosa es la funcién plenoptica 4D 2PP—
se pueden conocer las BRDFs de «todos» los puntos del espacio. Analizan-
do la verosimilitud de estas BRDFs se puede estimar la forma de la escena,
aunque para ello se ha de enfrentar un problema anadido: las oclusiones. De
este trabajo a nosotros nos interesa resaltar la posibilidad de realizar esta
reparametrizacion.

Dicho punto se aborda de manera independiente y més detallada en un
trabajo bastante anterior, |[Gu 97|, del que nuevamente es coautor Gortler.
El resultado mas relevante de este trabajo es que en un lightfield el conjunto
de rayos que se cruzan en un punto del espacio, (ps, py,p-), estan contenidos
en un subconjunto afin bidimensional, en un plano, descrito por:

plano(a,b) = (a,b, (1 +1/p.)a — p./p., (1 +1/p.)b — p,/p-). (2.2)

En la figura 2.10 se plasma este resultado para el caso de trabajar en
«flatlandy: un mundo bidimensional que da lugar a una funcién plenoptica
también bidimensional. En este caso, los rayos a traves del punto (zg, z9) de
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Figura 2.10: Rayos que se cruzan en un punto del espacio geométrico (z, z),
se ubican sobre una linea en el espacio de rayos (s, u).

la geometria flatland coinciden en el espacio de rayos sobre una recta cuya
pendiente % esta relacionada con la profundidad del punto, z.

Un trabajo que resulta significativo de cuanto se puede lograr simplemen-
te reparametrizando la funcion plenoptica 4D es la Master Thesis de Isaksen
en el MIT, [Isaksen 00]. Lejos de cenirse a crear nuevas vistas, extiende su
uso para lograr «efectos fotograficos» tales como apertura, enfoque y pro-
fundidad de campo variable, al modificar la manera en que se interpolan
los nuevos rayos, esto es, reparametrizando y realizando integrales pesadas
de la radiancia. Aunque es un compendio excelente de qué es posible hacer,
sin embargo, no profundiza en los aspectos computacionales de los distin-
tos métodos descritos, usando por lo general evaluaciones directas de esas
integrales.

Por ultimo este autor describe como mostrar estos lightfields mediante
autoestereoscopia gracias a un array de microlentes que juega el papel in-
verso al que tendré este elemento en los sensores plenopticos. Como ya se
avanz6, por medios Opticos pasivos es posible captar y recrear una imagen
tridimensional de una escena, a pesar del sobrecoste de procesar los distintos
puntos de vista.

Hemos resenado los avances registrados en el entorno de Gortler. El otro
trabajo simiente del light field rendering, provenia de Stanford, del grupo
de Marc Levoy. Ren Ng, bajo la direccion de este tultimo, es autor de los
trabajos mas significativos para entender la presente Tesis: [Ng 05al, [Ng 05b|
y [Ng 06]. En estos trabajos no solo se logra construir un sensor plenéptico
en un solo cuerpo de camara, sino que ademas se obtiene un algoritmo cuasi-
lineal para el enfoque digital, que se vera en detalle en la seccion 2.2. Veamos
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Figura 2.11: Soporte espectral de una escena de superficies lambertianas en
flatland.

antes otras consideraciones respecto al muestreo de la funciéon plenoéptica.

2.1.2. Muestreo y sensores plenépticos

Los trabajos pioneros en light field rendering para contrarrestar los efectos
de aliasing simplemente sobremuestreaban. Esto implicaba adquirir, alma-
cenar y procesar més datos de los necesarios. A cambio, se eludia evaluar
la tasa de muestreo adecuada, lo cual resulta complicado por la cantidad de
elementos a considerar: la geometria de la escena, la textura de las superficies
de los objetos, las propiedades reflectivas de esas superficies, el movimiento
de los objetos, el niimero y posicion de los puntos de observacion, la resolu-
cion con que se muestrea cada vista, la posicion de la(s) nueva(s) vista(s), la
resolucion de la(s) nueva(s) vista(s), y otros de menor relevancia.

Aunque tedricamente es posible resolver para todas las variantes conside-
radas y la funcién plenéptica 7D, en la practica los distintos autores optaron
por simplificar el problema.

En [Lin 00| se determina, mediante razonamientos geométricos, cual es
la distancia maxima entre las cAmaras en la cual un tnico punto de la ima-
gen atn no produce «doble imagen» al reconstruir mediante interpolaciéon
bilineal.

En [Chan 00] y [Chai 00] el estudio se realiza en el dominio de Fourier,
determinando la tasa de muestreo a partir del ancho de banda del espectro
del lightfield. Las conclusiones a las que se llega presuponen un comporta-
miento lambertiano en las BRDFs de los objetos, y que no existen oclusiones.
Se ilustra en la figura 2.11. A la izquierda se aprecia el razonamiento geomé-
trico que se emplea. En flatland, donde z es la profundidad, ¢ la dimension
donde se ubican las camaras y v el plano de llegada de los rayos ubicado a
la distancia focal f, se tiene que p(t,v) = p(0,v — ’;—Ot) De ahi se infiere que



2.1 Fotografia computacional 25

P
|
|-
|

given # of images

N [ given # of

i”depth layers

# of images
A
# ofimages

Higher
resolution

P

- -
# of depth layers # of depth layers

Figura 2.12: Curvas de tasa 6ptima de muestreo.

el soporte espectral es P(€,Q,) = P’(QJ(S(%QU + ). Esto es, que si el
objeto esta a distancia zy, y la radiancia de esa superficie no varfa angular-
mente, el soporte espectral es una linea recta de pendiente % Luego, sera
la relacion entre la distancia focal y las distancias minima y méxima de la
escena las que delimiten el soporte total de su espectro —sin entrar a consi-
derar cuén complicada es ésta: P'(€,) = F{p(0,v)}—, como se ilustra en la
subfigura central. Conocidos los limites del soporte espectral se pueden fijar
adecuadamente los periodos de muestreo (a la derecha). Adicionalmente se
propone el filtro adecuado para compactar el soporte espectral, aunque para
ello se ha de anadir informacién respecto de la conformacion geométrica de
la escena. Por ultimo, en este trabajo se estudia la relacion entre la fiabilidad
de la aproximacion geométrica de la escena y el niimero de iméagenes que
garantizan la ausencia de aliasing; y la relacion entre la curva resultante y la
resoluciéon de las nuevas vistas. Estos resultados se recogen graficamente en
la figura 2.12.

Un anélisis de mayor profundidad se puede encontrar en [Zhang 03al,
[Zhang 03b] y [Zhang 04|, donde se consideran superficies no lambertianas,
muestreo no uniforme, y se proponen métodos de captura adaptativa.

Hemos visto que nuestros objetivos pasan por conservar la informacion
angular de la radiancia. En la figura 2.13 se muestran sendos montajes que lo
consiguen, pero haciendo uso de varias camaras [Wilburn 02] y [Wilburn 05].
El montaje a la izquierda ubica coplanarmente un array de camaras y las
dirige a un plano focal comun, de este modo se obtiene una funcién plenéptica
4D 2PP. El de la izquierda asume otra parametrizacion, pero es pertinente
porque pone de manifiesto lo complejo de la instalacion. Veremos que se
puede capturar un lightfield de manera menos voluminosa.

Para lograrlo con un solo cuerpo hay que deshacer la presuncién de que
una camara (no estenopeica) integrara la funcion plendptica 4D sobre la aper-
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Figura 2.13: Array de camaras de Stanford

tura 2D produciendo asi una proyeccion 2D. Hace ya mas de un siglo que
se propusieron modos de «no-hacer» esa integracion: la fotografia integral
[Ives 03], |Lippmann 08|, [Roberts 03|. Méas recientemente, diversos autores,
[Adelson 92|, [Ng 05b], [Georgiev 06], [Veeraraghavan 07|, han vuelto sobre
estos trabajos y los han llevado a la préctica en forma de prototipo. El resul-
tado se ha dado en llamar cdmara plendptica, aunque segin Georgiev seria
més adecuado hablar de «fotografia de la radiancia». Este tultimo autor esta-
blece un marco unificador de las distintas propuestas mediante la optica afin
|Georgiev 07al.

En esencia, lo que hay que conseguir es capturar individualmente los
rayos que provienen de distintas direcciones. Como no se cambia el tipo de
sensor: lo que incide sobre un mismo punto se integra, independientemente
de la direccion de la que provino; lo que se ha de hacer es redirigir, hasta
hacerlos incidir sobre distintos pixeles, los rayos provenientes de las distintas
direcciones. En este sentido hay que jugar con la resolucion espacio-angular
de captura: solo se puede ganar en una a costa de la otra.

Camaras estenopeicas

Es esclarecedor analizar como a partir de varias camaras estenopeicas se
puede construir el sensor plendptico més simple. Véase al respecto la figura
2.14, donde en la parte superior izquierda se muestran los rayos caracterizados
por la posicion cartesiana de entrada y salida en los planos (s,t) y (u,v).
Para las siguientes explicaciones es conveniente usar el esquema a su derecha,
donde un rayo se caracteriza por una posicion, ¢, y una pendiente, p, respecto
al eje optico.

La subfigura inferior izquierda representa la idea intuitiva de cAmara obs-
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Figura 2.14: Analisis plen6ptico de una camara estenopeica.

cura: la radiancia de la escena r(q,p), queda reducida en el estenopo a la
porciéon que atraviesa el mismo, 7(0,p). Como se muestra a continuacion,
ayudados de la subfigura derecha, un sensor posicional ubicado en la pared
interior opuesta al estenopo capturaré la distribuciéon angular de la radiancia:
I(q) ~r(0, q).

Para ello se distinguen tres radiancias: r antes de alcanzar el estenopo,
r’ tras atravesarlo y r; al alcanzar la pared opuesta, tras viajar la distancia
t sobre el eje optico. Se tiene que (g, p) = (g, p) (q). Esto es, el estenopo
solo deja pasar infinitesimalmente la luz a su través, en la posicion ¢ = 0.
Tras esto la luz se propaga en linea recta, con lo que al otro lado llega
ri(q,p) = r(q —tp, p)d(q — tp). Por tltimo, la imagen para cada posicion,
integrando angularmente, resulta

10 = [ntandp =1 [rla-tp. D)ot~ tn ey = 0.9,
Si ahora consideramos, en un mundo tridimensional, no una, sino varias
de éstas, ubicadas contiguas sobre una rejilla, se obtendra un array 2D de
imégenes 2D. Estamos ante un sensor plendptico 4D. Y el principio de fun-
cionamiento permite ubicar todas estas «microcamaras obscuras» dentro del
cuerpo de una sola camara, que tiene a su vez una tnica lente objetivo?®. Este

4Para que el sistema funcione correctamente la posicién del estenopo debe variar li-
geramente en funcién de la eccentricidad de cada microcamara, para que todas apunten
al centro de la lente, y asi el punto de corte sobre ésta de los rayos principales desde el
pixel i-ésimo de cada camara coincida. En la proxima subseccién, cAmaras con microlentes,
sucede otro tanto, se ha de incluir una «field lenss adicional, con este mismo propésito.
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Figura 2.15: A la izquierda, esquema de funcionamiento de una microlente;
a la derecha ensamblaje de varias microlentes sobre una CCD.

es el esquema propuesto por [Ives 03| y que inspira a [Adelson 92].

Camaras con microlentes

El montaje con estenopos es de dificil manufactura y sufriria de difraccion,
por lo que es necesario incrementar esa apertura, y por lo tanto recurrir a
lentes (denominadas «microlentesy, por sus dimensiones y por diferenciarlas
de la lente principal de la camara). El principio de funcionamiento para su
uso en sensores plenopticos se esquematiza en la figura 2.15.

Las microlentes se sittian detras de una lente objetivo con igual niime-
ro F. En la subfigura de la izquiera se ilustra como los rayos que la lente
principal enfoca a distancia focal f de las microlentes, éstas los separan po-
sicionalmente, atendiendo a su angulo de incidencia, sobre el sensor ubicado
a distancia f tras ellas. Si se considera una apertura D, la integral de for-
macion de imagen resultaria I(q) = ?T(O, ). Esto es, el efecto es el mismo
que en el caso estenopeico, pero se captaria D veces mas luz.

A la derecha se muestra un esquema del ensamblaje de microlentes y
sensor |Fife 06]. Las microlentes, junto con su seccion de respaldo sobre el
sensor, vendrian a jugar el papel de «macropixeles» de una camara plenoptica
(los arrays 2D interiores de un array 2D externo). Este mismo principio de
funcionamiento es el que rige en [Lippmann 08|, de nuevo en [Adelson 92|, y
en [Ng 05b]. Aunque en este ultimo trabajo se supone que el enfoque, y la
separacion de los rayos, se produce sobre la microlente, no a una distancia f
por delante de ellas.

En un trabajo posterior, Lumsdaine y Georgiev afirman que no es ne-
cesario que el sensor esté ubicado a una distancia focal tras las microlentes
[Lumsdaine 08]. En esa posicion se maximiza la resolucién angular obtenida,
pero se puede sacrificar ésta y obtener mayor resoluciéon espacial si se las
aleja. Aun el lightfield capturado permitiria el reenfoque, aunque no con los
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métodos que veremos a continuacion.

También parte de Georgiev la propuesta de sustituir las microlentes por
combinaciones de prismas y lentes, convergentes y/o divergentes, dando lu-
gar a varios montajes equivalentes al propuesto: [Georgiev 06]. También se
pueden utilizar sistemas 6pticos que permitan posicionar las microlentes en
el interior del objetivo, y reimaginarlas en el interior de la cAmara, con lo que
se posibilita la construccion de objetivos plendpticos intercambiables.

Sensores Shack-Hartmann

El uso de microlentes para intercambiar posiciéon por distribuciéon angu-
lar tiene un precedente en el montaje Shack-Hartmann, propuesto en 1900
por Hartmann, [Hartmann 00|, y construido en 1971 por Shack y Platt,
[Shack 71], y que es uno de los sensores de frente de onda més usado en
el campo de la Optica Adaptativa [Tyson 98]. Su funcién en ese ambito es
medir, indirectamente, la fase de la luz que alcanza la pupila de los teles-
copios situados dentro de la atmosfera terrestre, con el fin de caracterizar y
corregir las aberraciones que ésta introduce y que de otra manera imposi-
bilitaria el total aprovechamiento de la resolucion de los mismos |Rosa 92]
|[Rodriguez-Ramos 97|. Su tunica diferencia respecto a las nuevas cédmaras
plenodpticas es la ausencia de lente en la apertura, puesto que la luz en los te-
lescopios proviene del infinito, y ya llega con frente de onda plano en ausencia
de turbulencia atmosférica.

Camaras heterodinas

Los montajes 6pticos recién analizados logran sensar directamente la dis-
tribucion angular del lightfield al intercambiar los papeles de posicidon y angu-
lo de incidencia. Hay otro tipo de sensores que podriamos denominar indirec-
tos, puesto que codifican mediante mascaras la contribucion angular del haz
de rayos y aunque se produce la integracion, es posible revertirla al decodificar
las contribuciones individuales de cada uno. Nos resultan menos interesantes
que las anteriores, porque anaden mayor complicaciéon al procesado alejan-
dolo del objetivo de tiempo real, si bien logran aprovechar 6ptimamente la
superficie del sensor, pero se incluyen por completitud.

En esta linea van los trabajos de Veeraraghavan, Agrawal y Raskar
del MERL: [Veeraraghavan 07|, [Veeraraghavan 08]; y nuevamente Georgiev:
|Georgiev 07b], [Georgiev 08]. Estan basados en el teorema de la modulacion
en el dominio frecuencial 4D. Crean repeticiones espectrales del lightfield al
hacerlo pasar por una méscara de patrones sinusoidales de alta frecuencia
ubicada convenientemente entre lente y sensor. Luego, operando sobre la
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Demodulafion from Serser Slice

Figura 2.16: A la izquierda se aprecia el espectro limitado en banda de un
lightfield continuo 2D (en flatland). Y cual sera la funciéon de modulacion
empleada: un tren de deltas inclinado y espaciado adecuadamente. En la
subfigura central se aprecia el efecto de la modulacién, y como las altas
frecuencias espaciales del sensor (1D en flatland) estan ocupadas por la in-
formacion angular que de otra manera se hubiera perdido. A la derecha se
muestra el proceso de reconstruccion del espectro del lightfield al reapilar
adecuadamente.

transformada de Fourier de la senal sensada y reapilando las repeticiones
espectrales, logran obtener el lightfield. Ver figura 2.16.

2.2.  Volumen focal

Se puede seguir la traza a la idea de reenfoque a posteriori, por medios
computacionales, en distintos trabajos: [Gu 97|, [Isaksen 00|, [Yu 04]. Era,
sencillamente, una de las nuevas posibilidades que abria la fotografia compu-
tacional. Ademés su utilidad estaba lastrada por dos factores: el aliasing y
el coste computacional.

Los reenfoques a partir de lightfields capturados con multiples camaras
sufrian aliasing debido a la separacion de las mismas. Esto se solvento, de
manera teérica, al comprender adecuadamente los aspectos del muestreo ple-
noéptico. Este problema ademéas desaparece, en la practica, con los montajes
de sensores en un solo cuerpo, y los consiguientes lightfields «continuos».

Tampoco se prestaba inicialmente atenciéon al método 6ptimo de compu-
tar este reenfoque. Se daba por hecho que en la integral y la interpolacion
requeridas primaria el coste de la primera y que seria un coste lineal con el
tamano del lightfield, pero sin posibilidad de reaprovechar computos en el
caso de necesitarse mas de un reenfoque a partir del mismo lightfield. Con lo
cual, para un tamano N x N x N x N y caso de desear obtener N planos
«virtuales» de reenfoque, la complejidad serfa como minimo O(N?).
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Figura 2.17: Reparametrizaciéon de los rayos de un lightfield para ubicarlos
sobre un plano de enfoque virtual. A la izquierda, parametros en la captura:
donde (u,v) y (s,t) son, respectivamente, las coordenadas de corte sobre la
lente y sobre el sensor, y éstos se distancian F. A la derecha disposicién
geométrica de los rayos que permite reenfocar sobre la distancia F’.

2.2.1. Reenfoque digital

En el trabajo de Gu, Gortler y Cohen |Gu 97|, se identifica al conjunto de
rayos que se cruzan en un punto del espacio. Esta misma relacion, ecuacion
2.2, la extrae por semejanza de tridangulos Ren Ng en base a la figura 2.17.

Como consecuencia directa del transporte rectilineo de la luz: el rayo que
atraviesa (u,v) y luego corta en (x—u, y—v) cuando se avanza (1—a«) F' sobre
el eje optico, hay que buscarlo sobre el plano del sensor en (u+ %, v+4¥==).

Luego, esa reparametrizacion tan sencilla nos permite conocer la radiancia
sobre cualquier plano perpendicular al eje 6ptico. Y conocida ésta es posible
recrear la imagen que se formarfa en un sensor ubicado en dicha posicion.
Para ello se replica por métodos computacionales el proceso de formacion de
imagen, integrando angularmente la radiancia incidente sobre cada punto,
segtin describe la ecuacion 2.1. Esto es, se lleva a cabo finalmente el proceso
de integracion que el sensor plenéptico habia pospuesto.

En total, se tiene que la nueva imagen sobre un plano a distancia « F', en
cada posicion (z,y) del sensor vendria dada por

N 1 x 1 Y
PalLel(ey) = [[Letwt -2+ 2 00- 0+ L woydud. @23)
Donde P, es, en la notacién de Ren Ng, el operador de formacion fotografica
y se han desestimado un factor constante ﬁ, asi como el decaimiento de la
radiancia con el coseno elevado a la cuarta potencia del angulo de incidencia,
al no ser relevantes en términos del coste computacional.

Como se ha avanzado, la evaluaciéon mas simple de esta integral —hacerla
equivalente a un sumatorio en el caso discreto y para una interpolaciéon

O(1)— ya supone un coste de O(N*), por plano.
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Con vistas a extraer informacion geométrica a partir de él, deseamos cons-
truir el volumen continuo de planos reenfocados a lo largo del eje 6ptico. Es lo
que denominaremos volumen focal de una escena, en el caso continuo. Reser-
varemos el término més comun en la literatura «focal stack» para referirnos
a la version discreta en z de ese volumen focal. La complejidad de compu-
to de un «focal stack» es funcion del nimero de planos que lo constituyen:
siendo O(N°®) para un volumen de N planos. Una implementacion de esta
complejidad, sobre GPUs, se encuentra en [Meng 07].

Esta complejidad se reduce con el método propuesto en [Ng 05a| a una
complejidad cuasi-lineal, O(N* log, N), para computar hasta O(N?) planos.

2.2.2. Teorema de slice de Fourier

El método se basa en un principio que puede parecer alejado del tema
tratado: el teorema de corte-proyecciéon® en el dominio de Fourier.

Introducido en el campo de la radioastronomia por Bracewell
[Bracewell 56|, y clave en la tomografia computerizada, afirma que un cor-
te unidimensional en el espectro de una senal bidimensional, representa la
transformada de Fourier de la integral de esa senal proyectada en la direc-
cion ortogonal a la direccion del corte.

Sea f(x,y) una senial bidimensional, y p(x) la proyecciéon integral de

f(z,y) sobre el eje x,
- [ty

En ese caso la transformada de Fourier de la sefial bidimensional es
F(ky, ky) = / / fla,y) e 2mihetvin) dpdy

El slice o corte unidimensional de ese espectro a lo largo del eje horizontal
es s(k;) = F(kz,0), que coincide con la transformada de Fourier de p(x)

/ / f T y —2mizky dl’dy
— / |:/ f(x,y) dy] 6_2mxk””d$ — / p(a:) 6_2”ixk1dx.

Esta propiedad, de sencilla demostracion para la proyeccion sobre el eje
x, es igualmente cierta para cualquier otro corte, y ademas se puede gene-
ralizar para mas dimensiones. Es lo que hizo Ren Ng, dando pie al teorema
generalizado de slice de Fourier, ilustrado en la subfigura izquierda en 2.18.

5 Fourier Projection-Slice Theorem, en adelante lo denominaremos teorema de slice de
Fourier.



2.2 Volumen focal 33

N-dim Fourier Transform 4D Fourier Transform
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Figura 2.18: A la izquierda, el teorema generalizado del slice de Fourier. A
la derecha, teorema de la formacion fotografica por slice de Fourier.

En su nomenclatura, Z3 representa la proyeccion integral, que reduce
una sefial N-dimensional® a un espacio M-dimensional integrando sobre las
ultimas N—M dimensiones:

IJ\]\/Hf](ZEl, Ce ,ZL‘M> = /f([L'l, Ce ,ZEN)dZEM_H . dl’N

SN es el operador de slice, que anula las tltimas N—M dimensiones de
M )
una senal N-dimensional:

SV, ... xn) = flo1,...,20,0,...,0).

El operador B, es de forma genérica, un cambio de base de los parame-
tros de la funcion. Ha de existir su inversa, que cumplira B[f](x) = f(B~! x),
cuando se aplique al vector columna de parametros x. Con B~ se represen-
tara a la traspuesta de su inversa.

FN es el operador de transformada de Fourier en N dimensiones.

G v Gy representan a una funciéon N-dimensional y su proyeccion inte-
gral a M dimensiones; mientras que &~ y &M son sus respectivos espectros.

El teorema generalizado de slice de Fourier afirma que

B—T

FN.
BT °

.FMOIAA;OBESA]\/}O

Esto es, si una senal f de dimension N se reparametriza con el operador
B, se le calcula la proyeccion integral a M dimensiones y al resultado se le
transforma al dominio de Fourier, se obtiene el equivalente a calcular primero
la transformada N dimensional, cambiar a la base traspuesta normalizada de
la original y por ultimo realizar el slice a M dimensiones. Ambos caminos se

5Por coincidir con la notaciéon usada por el autor, durante esta seccién se usaré n para
designar el tamano de la entrada, y N y M para la dimensionalidad de los datos antes y
después de aplicar el slice
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Figura 2.19: El transporte de luz equivale a una cizalla, o shear, de la radian-
cia.

ilustran en la subfigura izquierda 2.18, donde también se ha anadido el coste
computacional de aplicar los distintos operadores.

Para llegar de Gy a Gy el coste es O(n’Y) aplicando directamente la
proyeccion integral. Por el otro camino es ligeramente més costoso: implica
O(n" log n) para la transformada de Fourier sobre todas las dimensiones
consideradas + O(n?) para realizar el corte que reduce la dimensionalidad
+ O(nM log n) para la antitransformada desde &,; hasta G};.

Ahora bien, solo recorriendo cada camino una vez’ resulta més costosa la
iltima opciéon. Pero cuando se desea variar tinicamente la reparametrizacion
B, en el primer camino se vuelven a necesitar O(n?Y) computos, mientras que
en el otro, solo se ha de repetir la parte final: O(n™) + O(n™ log n).

2.2.3. Fotografia por slice de Fourier

Podemos reconocer a los operadores recien definidos como los procesos
que recoge la ecuacion 2.3 de formacion fotogréafica sobre un plano a distan-
cia a F'. Asi el proceso de formacion de imagen sobre el sensor equivale a
una proyeccion integral, mientras que trasladar el sensor es el equivalente a
transportar la luz desde el plano de captura, en una operacion geométrica de
cizalla, ver figura 2.19, que queda descrita con el operador

o[z 03] o[ 32]
0 1 @ 0 1
Esta matriz difiere ligeramente de la mostrada en la figura 2.19 porque la
distribucion angular aqui no viene expresada como derivada, sino por el punto
de corte en cartesianas; pero la idea de fondo es la misma: se integrara sobre
las coordenadas w y v; mientras que s y t varfan acorde a u y v en la forma
s~ua+t+zyt~va-+y.

Por lo tanto, la operacién de reenfoque de un lightfield se puede apro-
vechar del teorema generalizado de slice de Fourier, para el caso N = 4y

"Para ser mas precisos recorriéndolos menos de log, n veces.
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M = 2, con solo usar el operador de shear, B,, que hemos visto. En total,

Pu[Lr] = I 0 Bo|Lr] = F 2085 0B,  oF*Lp].
—_———

Ba

Se ilustra en la subfigura derecha 2.18. La alternativa a evaluar directamente
la integral pasa por el dominio de Fourier:

1. Aplicar la transformada 4D de Fourier al lightfield L.
2. Por cada plano de reenfoque que se desee:

a) Cortar B, [Lr](ks, ky) = Lr(aks, aky, (1 —a) ks, (1 —a)ky).

b) Antitrasformar 2D el corte para obtener la imagen E, p(z,y).

Este proceso se ilustra en la figura 2.20, donde se aprecian, de izquierda
a derecha:

o Un lightfield, en su conjunto y ampliado en las subimégenes de cada
microlente. En las ampliaciones se pueden observar las dimensiones
horizontal y vertical de microlente dentro de la imagen en su conjunto,
y dimensiones horizontal y vertical de pixel dentro de una microlente.

o La transformada 4D de Fourier del lightfield, con ampliaciones donde
se aprecian la distribucion frecuencial en las 4 dimensiones.

o Tres posibles slices 2D de la funcion transformada 4D, y la antitrans-
formacion de esos cortes para obtener la imagen fotografica correspon-
diente a distintos planos de enfoque.

Reenfoque digital

La teoria de la fotografia por slice de Fourier presupone senales continuas.
Cuando se aplica el algoritmo anteriormente descrito sobre senales discretas
surgen varios problemas en torno a cémo extraer un corte como el previsto
en el paso 2.a) cuando dejamos de estar en el continuo. Habré que interpo-
lar dichos valores, con la particularidad de que la interpolacion se da en el
dominio transformado.

Dado que el filtro ideal es una sinc infinita y por lo tanto irrealizable, Ren
Ng opta por usar un filtro de Kaiser-Bessel de longitud 2’5, y adicionalmente
premultiplicar en el dominio espacial y sobremuestrear en el transformado,
para contrarrestar los efectos de roll-off y ghosting.
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Inverse 2D

4D Fourier Transform 2D Slice Extraction Fourier Transform

4D Light Field 4D Fourier Transform of 2D Slices of Photographs Focused
Light Field 4D Fourier Transform At Different Depths

Figura 2.20: Fotografia por slice de Fourier. De izquierda a derecha: ima-
gen procedente de un sensor plenoptico; su representacion en el dominio
transformado 4D de Fourier; y el operador slice 2D para obtener, previa
antitransformacion, la imagen reenfocada en distintos planos virtuales.
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Discretizaciéon sobre una rejilla pseudo-polar Otro método basado en
la generalizacion a 4D del teorema de Slice de Fourier para la evaluacion de
las integrales de formacion fotogréfica, pero que difiere del de Ren Ng en cémo
obtener los valores discretos de los coeficientes sobre dichos slices se recoge
en [Nava 08]. En este trabajo se realiza una interpolacion trigonométrica 4D
en el espacio de rayos y una discretizacion del operador integral basado en
una generalizacion de la transformada discreta de Radon |Averbuch 08b].

La clave de esta propuesta es modificar la transformada de Fourier 4D
inicial, desplazando las exponenciales complejas en una cantidad no entera,
de tal manera que los coeficientes se obtengan directamente sobre una rejilla
pseudo-polar [Averbuch 08al, en lugar de la rejilla cartesiana habitual, preci-
samente en aquellas combinaciones frecuenciales que conformaran los slices
a antitransformar. De esta manera en lugar de interpolar los valores del es-
pectro se opta por calcular de antemano aquéllos que nos van a interesar,
trasladando la «fraccionalidad» desde las muestras hasta las exponenciales
complejas, que si se conocen en todo C.

Para obtener un algoritmo réapido se expresa la transformada fraccional
de Fourier [Bailey 91] —al igual que se hace con la chirp-z |Bluestein 70]—
mediante una convolucién, y es ésta la que a su vez se computa recurrien-
do a FFTs. Por ello la complejidad computacional —global— del algoritmo
asociado a esta transformada esta a la par con la que exhibe el algoritmo
propuesto por Ren Ng —si bien es algo mayor por plano —.

Rendimiento El algoritmo propuesto por Ren Ng logra mejorar los tiem-
pos obtenidos mediante evaluacion directa de la integral de formacion fo-
tografica. Aunque dependerd mucho del balance entre resolucién espacial y
angular, puesto que el ahorro del metodo de slice es mayor cuanto mayor sea
la resolucion en el plano angular (u,v). El autor da los siguientes tiempos,
sobre un Pentium IV a 3 GHz y usando para el célculo de la FFT la libreria
FFTW3:

Para un lightfield 256 x 256 x 16 x 16, mediante la evaluacion directa, se
consiguen 1’68 fps usando vecino méas cercano como método de interpolacion,
y 0’13 fps usando interpolaciéon cuadrilineal. Su método en cambio obtuvo
2’84 fps cuando uso un filtro de Kaiser-Bessel de longitud 1’5 sin sobremues-
treo; y bajo a 0’54 fps con longitud 2’5 y sobremuestreo. Pero todo ello a
costa de un preprocesado (el computo inicial de la transformada 4D) que
consume 47 segundos.

Los resultados mejoraron hasta un orden de magnitud los de la evaluacion
de la integral para tamano 128 x 128 x 32 x 32. En ese caso el método espacial
logra 1.63 fps, cuando usa una interpolacion simple, o 0.10 fps, si aplica una
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mejor calidad en la interpolacion. Frente a los 15’58 fps y 2’73 fps del método
frecuencial, con un costo de arranque de 30 segundos.

Lineas abiertas por Ren Ng Ren Ng concluye su trabajo con los siguien-
tes parrafos:

«A very different class of future work might emerge from looking
at the footprint of photographs in the 4D Fourier transform of the
light field. It is a direct consequence of the Fourier Slice Photo-
graphy Theorem that the footprint of all full-aperture photographs
lies on the following 3D manifold in the 4D Fourier space:

(aky, aky, (1—a) ky, (1—a) ky) wherea € [0,00), andk,,k, € R

Two possible lines of research are as follows. First, it might be
possible to optimize light field camera designs to provide greater
fidelity on this manifold, at the expense of the vast remainder
of the space that does not contribute to refocused photographs.
One could also compress light fields for refocusing by storing only
the data on the 3D manifold. Second, photographs focused at a
particular depth will contain sharp details (hence high frequencies)
only if an object exists at that depth. This observation suggests
a simple Fourier Range Finding algorithm: search for regions of
high spectral energy on the 3D manifold at a large distance from
the origin. The rotation angle of these regions gives the depth
(via the Fourier Slice Photography Theorem) of focal planes that
intersect features in the visual world.»

Usaremos ideas distintas a las que ¢l propone, pero para aplicarlas precisa-
mente con las dos finalidades que identifica: compresion y determinacion de
distancias.

2.2.4. Transformada de Radon de d-planos

Asi pues, la fotografia por slice de Fourier — se use una transformada
de Fourier 4D inicial en muestras cartesianas o pseudo-polares —, confian su
velocidad a la eficiencia en el computo de la trasformada rapida de Fourier,
FFT, que es el bloque computacional en que ambos métodos se sustentan. Es-
te algoritmo, y su 6ptima implementacion sobre la plataforma de las GPUs,
sera el tema de estudio en el capitulo 3. También cabe considerar si es po-
sible obtener un algoritmo rapido sin recurrir a la FFT, y por lo tanto sin
salir del dominio espacial. Nos adentraremos en esta cuestién observando la
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trasformada de Radon de d-planos [Radon 17| puesto que, como hemos su-
gerido, las técnicas que conducen a encontrar algoritmos rapidos para dicha
transformada pueden estar muy relacionados con la integral de formacion
fotografica [Averbuch 08a, Averbuch 08b].

La transformada analitica de Radon, SRf(6, p), de una funcién bidimen-
sional f(z,y), (z,y) € R? calcula el conjunto de integrales de linea que
se pueden describir por 6, el angulo de las lineas respecto al eje y, y p, la
distancia al origen. Esto es,

%f(@,p)://f(x,y) d(z cos 0 +y sin 0 — p) dx dy, (2.4)

Esta es la forma en la que se suele definir en el campo de graficos por
ordenador, asociada a la transformada de Hough, donde es clave para el
reconocimiento de formas [Ballard 82]. Ahora bien, el concepto original de
transformada de Radon es mas amplio. Y comprende el estudio de transfor-
madas integrales de la forma

f(6) = /5 f(z) da.

Donde € es un hiperplano d-dimensional, f € R" y f € RY. Por lo tanto la
transformada de Radon en el plano, que da cuenta de las integrales a lo largo
de lineas, es el caso mas sencillo: la transfomada 2-planar sobre un espacio
2-dimensional. También se la denomina «ray» o «z-ray transform», por sus
aplicaciones en imagen médica |Louis 83].

En una de las formas que adopta esta transfomada, reconocemos al ope-
rador fotografico:

%f(S,d):/f(us—l—d, u) du =
//f(ul s1+ dy, ug So+da, uy, ug) duy dug  (2.5)

Nos interesara su estudio porque nos permitira, en el capitulo 4, definir
la «transformada aproximada (rdpida discreta) del focal stacks, aFST. Para
ello hemos de extender el algoritmo que computa la transformada aproxima-
da rapida discreta de Radon, que ya existia para el caso de integrales de linea
en el plano, hasta llegar a integrales de ciertos planos sobre un hipercubo 4-
dimensional. Con ello lograremos dar con algoritmos rapidos cuasi-lineales,
e incluso uno lineal, que no requieren aritmética compleja, al no estar re-
lacionados con los métodos de Fourier. Aplazaremos esta discusion hasta el
capitulo correspondiente.
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Figura 2.21: Geometria del problema de la estereovision. A la izquierda, plan-
teamiento bésico para un par de vistas no vergentes. A la derecha, rectifica-
cion epipolar para convertir en lineas horizontales las zonas de busqueda de
emparejamientos.

2.3. Obtencion de informacion tridimensional

La posibilidad de obtener informacion sobre la posicion de un punto de
una escena en el espacio tridimensional con técnicas pésivas de vision por
computador se fundamenta en el hecho de que dicho punto generara imagen
en un unico par de coordenadas sobre dos cdmaras que lo observan simulta-
neamente desde posiciones distintas, ver figura 2.21. Dadas las dos imégenes
captadas por las cdmaras, si es posible determinar la posicién en que forma
imagen el punto de la escena en cada una de ellas, z y 2’ en el esquema a
la izquierda de la figura, es posible determinar por semejanza de triangulos
la distancia sobre el eje optico como Z = fT'/(x — z'). Mientras este segun-
do paso, la triangulacion, es inmediato, el determinar la correspondencia o
emparejamiento de caracteristicas es un problema ambiguo.

Es conveniente y comin considerar el procedimiento de obtencién de in-
formacion geométrica de una escena compuesto por tres subtareas; las dos
anteriormente citadas, més la calibracion, que es el proceso por el que se de-
termina la geometria externa del sistema de camaras (sus posiciones relativas
y orientacion del punto de vista) e internas (longitud focal, centro 6ptico y
distorsion de la lente). Estos parametros son necesarios para relacionar las
coordenadas expresadas en pixeles de las imagenes con las coordenadas ex-
ternas de la escena. Si por el campo de aplicacién, como en el caso que nos
ocupa, prima conocer la relacion en distancia entre los objetos sobre sus po-
siciones absolutas, esta subtarea no es estrictamente necesaria, bastara con
conocer la disparidad, = — 2.

El conjunto de todas las disparidades entre las dos imégenes es lo que se
conoce como mapa denso de disparidad. Habra puntos en los que no se podré



2.3 Obtencién de informacién tridimensional 41

calcular la disparidad por no ser visibles desde ambas camaras, al estar oclui-
dos. Puesto que la distancia se relaciona directamente con la disparidad por
medio de los parametros de calibracion de las cAmaras, se puede afirmar que
el mapa de disparidad y oclusiones es equivalente al mapa de profundidades
«2.5D» que se esboz6 en la Introduccion.

Cuando se dispone de dos imagenes calibradas, atn se las suele preproce-
sar en lo que se conoce como rectificacion, usando las técnicas de la geometria
epipolar [Hartley 04]. Esto permite proceder como si los ejes opticos de las
dos cadmaras desde las que se tomaron las imagenes estuviésen alineados y la
linea que une los centros de proyeccion de ambas camaras, la linea de base del
sistema, fuera paralela al eje horizontal del sistema de coordenadas. Enton-
ces la bisqueda de correspondencias se reduce a evaluar una linea horizontal
de barrido en las imagenes izquierda y derecha, tras hacer una transforma-
cién homografica de las imégenes capturadas, segiin se esboza en el esquema
derecho de la figura.

No es posible resolver satisfactoriamente el problema de las correspon-
dencias entre pixeles de ambas imagenes cuando existan oclusiones, especu-
laridades o falta de texturas, puesto que conduciran a soluciones ambiguas.
Estos problemas desaconsejan emplear métodos de busqueda locales de em-
parejamientos, aquéllos donde solo se tiene en cuenta el entorno cercano del
pixel que esté siendo evaluado, puesto que, a pesar de ser los mas eficientes
si se considera exclusivammente la velocidad de computo, son propensos a
fallar en los casos mal condicionados anteriormente citados.

Por ello se recurre a métodos globales, mas costosos computacionalmente
pero menos sensibles a ambigiliedades locales, donde las restricciones globales
se expresan como un problema de minimizaciéon de energia, o modelos analo-
gos, como la busqueda del camino de flujo maximo en un grafo. Entre estos
métodos se incluyen los de programacion dindmica, corte de grafos, difusion
y propagaciéon de la confianza. La energfa a minimizar se computa sobre una
métrica tal como la correlacion cruzada normalizada, la suma de diferencias
al cuadrado o la suma de diferencias absolutas de los valores de intensidad
de las imagenes.

Nosotros no realizaremos una investigacion en profundidad en este cam-
po, nos ceniremos a usar uno de los métodos ya existentes, en concreto el
de minimizacién de energia por propagacion de confianza con paso de men-
sajes |Kolmogorov 05| aplicado sobre el volumen focal. Es posible aplicar
ese o algin otro de los métodos habituales de estereovision [Scharstein 02]
pues las métricas que hagamos sobre el volumen focal estan relacionadas
con el computo de la correspondencia de los métodos de multiestereovision
[Schechner 00]. Por otro lado, las caAmaras plenopticas no requieren de los pa-
sos de calibracion, ni rectificacion estéreo. Tampoco del paso de triangulacion
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siempre que nos baste con hallar disparidades en lugar de distancias.

2.4. Hardware grafico

Ren Ng con su algoritmo cuasi-lineal basado en la mejor implementacion
disponible de la FFT —la libreria FFTW3 [Frigo 05]—sobre una tnica CPU
—familia intel 86 a 3 GHz— obtiene los siguientes tiempos: 47 segundos de
preprocesado mas 0’352 s (baja calidad) 6 1’852 s (alta calidad) por plano
para tamafio 2562 x 162, y, 30 s més 64 ms 6 366 ms por plano para tamaiio
1282 x 322,

Lo alejado de estos tiempos, los mejores en la literatura, de nuestro obje-
tivo de tiempo real nos hace plantearnos la busqueda de alternativas, no solo
al algoritmo de computo del focal stack, sino también al empleo de las CPUs
como recurso computacional.

2.4.1. Paralelismo, arquitectura y paradigma de progra-
macion

Para obtener un focal stack a partir de un lightfield se han de procesar
gran cantidad de instrucciones aritméticas con sus consiguientes accesos, de
lectura y escritura, a memoria. El rendimiento que se consiga dependera de
lo rapido que se efectiien ambos: accesos y operaciones.

Las posibilidades de un programador de optimizar las implementaciones
existentes en la literatura son reducidas si se emplea un solo procesador. En
cambio, estas posibilidades aumenta en gran medida cuando se dispone de
muchos procesadores. La optimizacion se consigue paralelizando el algoritmo,
llevando a cabo varias de estas lecturas, operaciones y escrituras simultanea-
mente en las diversas unidades funcionales del recurso computacional.

Como llevar a cabo esta optimizacion por paralelizacion dependeré del
problema y de la maquina dada. Del problema, en tanto que las dependencias
entre resultados intermedios condicionan cuando y cuantos de los computos
se pueden efectuar en paralelo. Mientras que la la eleccion de la maquina, seré
la que fije el niimero de recursos y la manera de proceder para aprovecharlos
al maximo.

El recurso computacional convencional, y que hemos descartado, son los
microprocesadores que usan los ordenadores personales. Su arquitectura sigue
el modelo original, de ejecucién secuencial, de Von Neumann: «instruction
stream basedy», ISB, en la terminologia de [Hartenstein 03]. Pese a la sim-
plicidad de este modelo —un solo hilo de ejecuciéon, una instruccion, ya sea
aritmética o de lectura/escritura, a la vez— su rendimiento en términos de
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flop/W no ha hecho sino aumentar desde que Moore predijo, en 1965, el cre-
cimiento exponencial del niimero de transistores por unidad de superficie en
los chips. Mientras se ha podido aumentar el ntimero de transistores en un
chip, mayor ha sido el rendimiento que se ha logrado con esta arquitectura.

Como en otros muchos problemas de ingenieria, un disefio inicial regular
puede triunfar sobre otras alternativas, en base a razones de indole histérico
o economico. Esta hegemonia «de tradicién-coste» supone con el tiempo una
hegemonia de «disenio», por el nivel de refinamiento que alcanza la eleccion
inicial, y que, ahora si, aguanta la comparaciéon con los disenos alternativos,
los cuales quedan reducidos a nichos del mercado donde el ratio rendimien-
to/coste aun les permite sobrevivir. En el caso que nos ocupa, estas mejoras
incrementales se han concretado en la explotacion de la localidad espacial
y temporal en los accesos a memorias —por medio del uso de jerarquias de
cache— y de la disponibilidad de multiples unidades funcionales para un solo
hilo de ejecucion —por medio de ejecucion especulativa y fuera de orden—.
Dando asi lugar a un modelo hibrido que mantiene al programador ajeno a
las optimizaciones por paralelizacion que permite cada problema particular,
mientras en su interior alberga un alto grado de paralelismo genérico.®

Sin embargo las arquitecturas ISB empiezan a perder esa hegemonia,
puesto que ya no garantizan ni el mejor ratio flop/W, ni el mejor ratio
flop/esfuerzo de programacion [Sutter 05], [Dipert 05]. Las causas hay que
buscarlas en el ¢memory gap», la creciente distancia entre la capacidad bru-
ta de computar, y la capacidad de alimentar las unidades de proceso con
datos que hay que traer y llevar desde memoria. La gréafica 2.22, tomada
de [Owens 05al, que a su vez la recopila del informe [ITRS 03], muestra las
variables mas importantes que afectan al rendimiento de los procesadores
segun la prevision de la propia industria de semiconductores, para la década
2004-2014, coincidiendo su inicio con el de esta Tesis. Mientras el consumo
se mantiene estable, el resto de variables mejoran considerablemente. Pero,
no todas en igual medida. Mientras que la proyeccién para ese periodo indica
una reduccién a la mitad de la latencia de memoria, variables como el ancho
de banda a memoria o el niimero de transistores se multiplican por 10.

Esto tiene importantes repercusiones en una arquitectura que ha de in-
cluir, por cada nueva de unidad de computo, mas espacio de cache y logica
de control. Ademés ese aumento debe ser exponencial para poderse apreciar
un incremento lineal del rendimiento. Esta tendencia es la que ha propiciado

8Esto es una simplificaciéon, por supuesto, los microprocesadores secuenciales, dan la
posibilidad de explicitar el paralelismo a distintos niveles, ya sea usando conjuntos de
instrucciones SIMD especificas para multimedia, bien sea mediante SMP o multithrea-
ding, o, a otro nivel, mediante su agrupaciéon en clusteres o, llevado al extremo, mediante
programacién distribuida.
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Figura 2.22: Evoluciéon prevista del niimero de transistores, velocidad de re-
loj, potencia de computo, ancho de banda de memoria, latencia y consumo
durante el periodo 2004-2014 segtn el [ITRS 03].

que, a dia de hoy, la superficie dedicada a computo no suponga més que una
pequena fraccién en muchos microprocesadores.

1 bill6n de transistores

En 1997 un numero especial de IEEE Computer [Patt 97| pronosticaba
como se afrontaria el diseno de microprocesadores con la futura disponibilidad
de més de 1 billon de transistores®:

Billion-transistor processors will be much as they are today, just
bigger, faster and wider. |...] The current uniprocessor model can
provide sufficient performance and use a billion transistors effec-
tively without changing the programming model or discarding
software compatibility.

9En 2006 Intel rompio la barrera del billén de transistores. Para finales de 2008 anuncia
un chip con 2 billones: un quad-core con 30MB de memoria cache. Cosas del azar, en
la presentacion del mismo, como ejemplo de nuevos campos de aplicaciéon que abriria,
se presento el trabajo de Ren Ng [Kaplan 08]. AMD-ATI y NVIDIA, los dos mayores
fabricantes de GPU han lanzado comercialmente en 2008 chips que rebasan la cifra del
billén de transistores, a pesar de usar tecnologias de fabricacién menos sofisticadas que
Intel.



2.4 Hardware gréfico 45

Control ALU | AW m [T ITTTTTTITTTIT1]
m ([ [[T[TTT[[[TT[]

ALU ALU EI I':
m ([ [[T[TTT[[TTT[]

] J

| J
m [T TITITTTIITTTT]

CPU GPU

Figura 2.23: En verde, espacio dedicado a computo en una CPU y en una

GPU.

En 2004 volverian sobre las predicciones hechas tan solo siete anos antes
[Burger 04]. Las conclusiones fueron las siguientes:

Of seven architectural visions proposed in 1997, none has yet
emerged as dominant. However, as we approach a microarchitec-
tural bound on clock speed, the primary source of improved per-
formance must come from increased concurrency. Future billion-
transistor architectures will be judged by how efficiently they sup-
port distributed hardware without placing intractable demands
on programiners.

Esto es, llegado un punto, para aprovechar plenamente los recursos que
brinda la evolucién en la tecnologia de fabricacion de chips es mas convenien-
te exponer explicitamente el paralelismo intrinseco a los distintos algoritmos
que esperar a que lo descubran y aprovechen los mecanismos genéricos im-
plementados a nivel de compilador o microarquitectura en el modelo ISB. La
alternativa ha de incluir, junto con la arquitectura hardware adecuada, las
herramientas que permiten programarla de manera efectiva.

Esto es lo que ha sucedido con una amplia gama de problemas pertene-
cientes al ambito del computo cientifico, y el binomio hardware/software que
sobrevivia en el nicho de los graficos 3D por ordenador.

La idea mas radical de las GPUs es de una sencillez didfana: dedicar
mas espacio al computo, a costa de detraerlo de caches y control, como se
ilustra en la figura 2.23. Devestidos de estos soportes, propios del modelo
ISB, se puede disponer de cientos de unidades de procesamiento sencillas
en ese billon de transistores. Cuando la carga de computo se reparte en
paralelo sobre centenas de niicleos, en lugar de sobre unos pocos —2, 4 u
8—, los accesos a memoria se solapan en el tiempo, se aumenta el troughput
y se enmascara el problema de la latencia. Los aumentos de rendimiento no
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estan tan condicionados a la capacidad de seguir aumentando la velocidad del
procesador, y la potencia se disipa de manera mas homogénea en la superficie
del chip evitando puntos calientes.

Un modelo tal requiere un sacrificio en la generalidad del procesador, con
lo que no todo tipo de &mbitos de la computacién pueden aprovechar al mé-
ximo esta arquitectura y su paradigma de programacion asociado. Las GPUs,
que se desarrollaron y sobrevivieron como un coprocesador especifico, ahora
que aspiran a extenderse fuera de su ambito, atn lo hacen restringiéndose a
un campo de aplicacién reducido: servir de co-procesador de «supercompu-
tacion» a la CPU. O como se le ha denominado en alguna ocasion: «stream
coprocessory» |Macedonia 03|, [Owens 05al, al erigirse como el representan-
te mas extendido de las arquitecturas que [Hartenstein 03] denomina «data
stream basedy, DSB.

Y se denominara también «stream processing» al paradigma de progra-
macion que surge'” naturalmente de este tipo de arquitectura centradas en el
paralelismo a nivel de datos: por cada dato hay que ejecutar un programa muy
similar; los computos sobre cada dato son en buena medida independientes
de los realizados sobre los otros datos; y el nimero de estos datos-programas
es tan grande como para poder aprovecharse de la existencia de cientos de
procesadores. Este tipo de problemas aparece continuamente en el campo de
procesado de senales, y fue para las aplicaciones de ese campo que se constru-
yeron los primeros «stream processors»: Imagine |[Khailany 01|, y Merrimac
[Dally 03|. Parte de los desarrolladores de los mismos estan vinculados a la
evolucion vivida recientemente por las GPUs [Buck 03a], como también lo
esté el lenguaje Brook [Buck 03b| creado para programar Merrimac.

2.4.2. Evoluciéon de las GPUs

Las actuales GPUs tienen una historia breve. No existian antes de 1999,
o 2001, dependiendo de coémo se acote.

La primera generacion de tarjetas graficas, previas a 1987, no ofrecia po-
tencia de computo para ir mas alla del renderizado de los modelos de alambre
(wireframe); entre 1987 y 1992, se muestran solidos basicos, sombreados con
las técnicas Flat, Phong y Gouraud; con el mapeo de texturas, 1992-2000,
se siembra el campo para llegar a donde estamos hoy; efectos programables,
a partir de 2001; pero sin alcanzar atin los efectos de iluminacién globalll.

10Fn la historia de la computaciéon se puede establecer més que similitudes entre las ac-
tuales GPUs y las Connection Machines, [Hillis 86], y entre los lenguajes de programacion
de la CM-5, el C* [TM Corp. 93], y el actual CUDA [NVIDIA Corp. 07].

1 Aunque estamos a las puertas. NVIDIA recientemente ha mostrado un trazador de
rayos, con algunas limitaciones, que alcanza 30 fps sobre 4 GPUs [Luebke 08].
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Tarjeta ‘ Fecha MTris/s GpiX/S GBytes/s GHz  Pipelines

TNT Feb-99 6

Voodoo3 Abr-99 6

TNT2 Sep-99 9

GeForce 256 Feb-00 15

Radeon Jul-00 30

NVIDIA GeForce3 (NV20) Mar-01 40 0.8 7.36 200 4

Radeon 8500 Aug-01 63 1 9 275 4

NVIDIA GeForced (NV25) Feb-02 136 1.2 10.3 300 4

Radeon 9700 Pro Jul-02 325 2.6 19.8 325 8

GeForceFX (NV30) Feb-03 350 2.0 16 500 4

Radeon 9800 XT Sep-03 412 3.3 23.4 412 8

GeForceFX 5950 (NV38) Oct-03 356 1.9 30.4 475 4

GeForce 6800 (NV40) Abr-04 600 6.4 35.2 400 16

ATI X800 XT May-04 780 8.3 35.8 520 16

GeForce 7800 (G70) Jun-05 - 6.9 40 430 24
“ 7950 GX2 (2xG71) | Jun-06 - 16 76.8 500 2x24
“ 8800 GTX (G80) Nov-06 - 13.8 86.4 575 128
“ 8800 Ultra (G80) May-07 - 14.7 103.7 612 128
“ 9800 GX2 (2xG92) | Mar-08 - 2x9.6 128 600  2x128
“ 9800 GTX (G92) Apr-08 - 10.8 70.4 675 128
“  GTX 280 (GT200) Jun-08 - 19.3 141.7 602 240

Cuadro 2.1: Medidas del rendimiento de las GPUs previas al inicio de esta
Tesis: 1999-2004. Y exclusivamente de los modelos de NVIDIA, desde esa
fecha hasta 2008. Los valores en las columnas corresponden a: capacidad para
transformar poligonos, en millones de triangulos por segundo; capacidad para
colorear/dar salida a pantalla, en gigapixeles por segundo; ancho de banda de
memoria; frecuencia de procesador; y unidades de procesado independiente.
La primera linea horizontal, entre 2000 y 2001, marca el comienzo de la
programabilidad, muy basica al principio, de las GPUs. Desde entonces, hasta
2004, la capacidad de procesado, en término de capacidad de transformacion
geométrica se incremento en un 600 % anual, y, de relleno de pixeles, en un
300 %. Por encima de la prediccion de Moore. Tras la segunda linea horizontal
se recogen los datos propios de los modelos comercializados por NVIDIA
durante la realizacion de esta Tesis.
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Figura 2.24: Evoluciéon del rendimiento de CPUs y GPUs.

En la tabla 2.4.2 se recogen las caracteristicas basicas, en cuanto a ren-
dimiento, de los productos comercializados entre el inicio de la tecnologia en
1999, hasta 2008, marcando el inicio de la programabilidad, en 2001, y el
inicio de esta Tesis, en 2004.

La evolucion de las mismas en tan corto periodo de tiempo —incluso los
articulos germinales de Olano [Olano 98] y Lindholm [Lindholm 01] no dis-
tan méas de una década del presente momento— se aprecia en el curso de
la Universidad de Stanford, disponible en la red Internet en el momento de
edicién de este documento, sobre arquitecturas para el procesado de grafi-
cos en tiempo real, impartido en 2001 [Akeley 01|, y su reedicion en 2007
[Akeley 07].

En la grafica 2.4.2 se observa el despegue en rendimiento de las GPUs,
respecto al exhibido por las CPUs coeténeas, y como mientras que un modelo
parece resignarse a crecer linealmente, el otro podria aprovechar la tendencia
exponencial de Moore en el niimero de transistores para extraer incrementos
de rendimiento también exponenciales. Esa es la causa. La consecuencia es
que en el «informe del estado del arte» del Eurographics’05 [Owens 05b],
se recogen hasta 100 entradas bibliograficas, lo que da cuenta de la sibita
madurez de un campo que la comunidad cientifica no ha dudado en tratar
de aprovechar.
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2.4.3. Programabilidad

No es posible en cambio sintetizar en una grafica los avances producidos
en el apartado de programabilidad de la plataforma.

Antes de 2001, el proceso para mostrar una escena en pantalla consistia
en una serie de pasos prefijados que admitia pocos cambios, que en todo caso
estaban también prefijados. El programador contaba con APIs especificas,
como OpenGL [Segal 03] y DirectX [Microsoft 98] para acceder al pipeline
grafico. Que era una mezcla entre fijo y «configurable». Pero en ningtn caso
reprogramable.

Timidamente, a partir de ese momento se abri6 la posibilidad de realizar
cambios al procesado que sufrian vértices y fragmentos —nombre que reciben
los pixeles mientras se procesan, antes de llegar a pantalla— de una escena
hasta convertirse en una imagen de la misma. Esta programabilidad era a
bajo nivel y venia especificada, para OpenGL!2, en las extensiones al estandar
[OpenGL ARB 01], [OpenGL ARB 02].

La programabilidad a alto nivel llegaria pronto con los lenguajes
GLSL, del conjunto de la industria, [OpenGL ARB 03]; Cg de NVIDIA
[Fernando 03]; y HLSL de Microsoft [Gray 03]; codisenados simultdneamente
y con diferencias minimas entre ellos. Aunque se inclufan cada vez herramien-
tas mas propias de lenguajes genéricos, como el soporte de coma flotante, y la
posibilidad de ejecutar bucles, estos lenguajes seguian estando muy ligados
a la programacion grafica. Y resultaba forzado hacer uso de ellos en otros
ambitos.

El término «GPGPU», acrénimo en inglés de computacion de proposito
genérico sobre GPUs, fue acuniado en 2003 por Harris [Harris 03]'3. Tanto en
esa tesis, como en otras del mismo periodo, como [Purcell 04|, se comienza
a hacer un uso extensivo de las GPUs como recurso computacional, y se
preconiza la adopcion de un nuevo paradigma de computacion que sirva de
marco para la adaptacion y evaluacion de algoritmos en esta plataforma. Este
esfuerzo de formalizacion ha dado frutos en metalenguajes de programacion
como BrookGPU |Buck 04|, que permiten conceptualizar la GPU como un
«stream processory, finalmente desligado de la programacion gréfica.

Otros lenguajes de segunda generacion, aparte del resenado BrookGPU
14" son SHader algebra, de la Universidad de Waterloo [McCool 04], y su

12En DirectX se introduce un lenguaje ensamblador al respecto en la version 8, en 2000.
Los avances en esta rama no se tratan en este trabajo.

IBEse acrénimo da nombre al foro de desarrolladores mas importante sobre esta platafor-
ma. Es un repositorio de articulos, noticias, cursos y conferencias donde se puede rastrear
la evolucion de las GPUs en su uso con fines cientificos [GPGPU 02].

Descendiente del lenguaje Brook que servia para programar 1os «stream processorsy
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evolucion comercial Rapid Mind [Monteyne 08]; o la alternativa de Microsoft,
Accelerator |Tarditi 06].

Todos ellos no dejan de ser metalenguajes que permiten a programado-
res de otras areas aprovechar los recursos de las GPUs escondiéndoles las
interioridades de los lenguajes graficos.

Esta espiral de aumento de generalidad, y menos ligazén con las especi-
ficidades del ambito de graficos por ordenador culmina, actualmente, en el
apartado hardware, con GPUs totalmente orientadas a la high-performance
computing, con las soluciones Tesla [Lindholm 08|, de nVidia, y FireStream
[AMD-ATT 08] de AMD-ATI!®; y, en el apartado software, con los entor-
nos de desarrollo CUDA [NVIDIA Corp. 07|, por NVIDIA, y Stream SDK
[AMD-ATT 07], por AMD-ATT!.

Ademés de las iniciativas de los dos mayores fabricantes de GPUs son
resefiables también: OpenCL [OpenGL-Apple 08] llamada a ser la extension
orientada a computacion de OpenGL (impulsada por Apple); Ct un lenguaje
para multi-cores de Intel [Ghuloum 07]; y Larrabee anunciada como la pri-
mera GPU del fabricante Intel, prevista inicialmente para 2009 [Seiler 08|,
pero parece que finalmente descartada.

2.5. Sumario

En este capitulo se han visto los modos de realizacion de sensores plenopti-
cos para capturar el lightfield de una escena. Se han descrito dos métodos que,
basados en el uso de la transformada rapida de Fourier, consiguen computar
el focal stack de una escena a partir de su lightfield, con una complejidad
computacional cuasi-lineal. Hemos apuntado a la posibilidad de rebajar esta
complejidad, hasta hacerla lineal, extendiendo la transfomada de Radon para
computar la suma a lo largo de ciertos planos en los lightfields entendidos co-
mo hipercubos 4D discretos. También hemos citado una técnica que permite
calcular el mapa de profundidades més probable a partir de un focal stack.

Se han repasado las caracteristicas y evolucion de las GPUs con vistas
a emplearlas como recurso computacional que permita acercar los tiempos
de computo de los distintos algoritmos involucrados a los requerimientos de
tiempo fijados por el objetivo de su visualizaciéon online en displays autoes-
tereoscopicos de formato 2D + depth.

De los distintos lenguajes existentes durante la realizacion de la Tesis

pioneros, disefiados en Stanford [Dally 03], [Khailany 01].
5En 2007 el fabricante de microprocesadores AMD absorbi6 al fabricante de GPUs ATI,
desde entonces esta en el aire el proyecto de procesador hibrido de nombre FUSION.
16Este kit incluye al otro descendiente de Brook: el lenguaje Brook-+.
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emplearemos BrookGPU, y el paradigma de programacion de «stream pro-
cessing», como marco para el estudio de la implementaciéon mas 6ptima de
la FFT en la plataforma de la GPU, el cual es el objeto del capitulo III.

La transformada de complejidad lineal que se obtendra se implementaré,
para su aplicacion a la extraccion de distancias, ya en el capitulo IV, usando
multiples GPUs programadas con el lenguaje CUDA, aparecido a finales de
2007.



Capitulo 3

FFT sobre GPU

Para llegar a una implementacion optimizada de la FFT sobre GPU he-
mos de estudiar antes el problema computacional en si: la FFT; y la méa-
quina —la GPU— y, la abstraccion y el lenguaje elegidos para programarla
—el paradigma de stream processing y como éste se concreta en el lenguaje
BrookGPU—. Un conocimiento exhaustivo de dichos puntos nos permitira
revisar las contribuciones anteriores de otros autores y proponer una mejora
a los mismos.

Este capitulo trata esos puntos en este orden: comenzaremos exponiendo
los trabajos previos que han abordado la implementacion de la FFT en GPU,
profundizaremos en el paradigma de programaciéon que abstrae las GPUs
de su forma actual fundiéndola con el resto de arquitecturas basadas en
paralelismo a nivel de datos: el stream processing [Buck 03a], [Buck 05], antes
de pasar al problema computacional en si y proponer nuestra implementacion.

3.1. Trabajos anteriores

El factor limitante del empleo de la tecnologia de la GPU al procesa-
miento de senales se encuentra en el bajo rendimiento obtenido por las
implementaciones existentes de la Transformada Rapida de Fourier, FFT,
sobre ella. Autores como Moreland [Moreland 03|, Wokla [Wloka 03] o Vio-
la [Viola 04] no logran mejorar el rendimiento de la libreria estandar sobre
CPUs, FFTW [Frigo 05], a la hora de ejecutar este algoritmo, clave en el
procesamiento de senales, pese a lo evidenciado en otros campos de aplica-
cion, donde la GPU si bate ampliamente a la CPU. La raiz del problema
se encuentra en la mala adaptacion del algoritmo de la FFT al paradigma
de «stream processory. Esta «adaptabilidad», como apuntan Fatahalian et
al. [Fatahalian 04|, depende fuertemente de la relacién entre comunicacion
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de datos frente a computo sobre los mismos que requiere cada algoritmo en
concreto, lo que se ha denominado «intensidad aritmética». El algoritmo de
la FFT, especialmente en la variante original de Cooley y Tukey [Cooley 65|
elegida por los autores resenados, presenta una intensidad aritmética baja.

Un trabajo de Kriiger y Westermann, de la Technische Universitat Miin-
chen, para la implementacion eficiente de operadores de algebra lineal so-
bre la GPU [Kriiger 03|, logra un rendimiento entre 12 y 15 veces supe-
rior al del paquete BLAS [Dongarra 02| sobre la CPU. Este buen resul-
tado permite, al mismo grupo de investigacion, implementar la FFT so-
bre GPU con mejor rendimiento basdndose en la posibilidad de formular
el computo de la FFT como una operacion algebraica sobre matrices disper-
sas [Schiwietz 04]. Las distintas formas de expresar la matriz de la Trans-
formada Discreta de Fourier, DF'T, como matriz dispersa da lugar a las
variantes de la FFT [Nussbaumer 82|. Otra teoria unificadora de las va-
riantes de la FFT, basada en productos tensoriales, se documenta en Van
Loan [van Loan 92|. La teoria y formulacién introducida en estos textos es
especialmente poderosa en tanto que permiten construir motores automati-
cos de buisqueda del mejor algoritmo para una arquitectura dada, como es el
caso de SPIRAL [Piischel 05, y la propia FFTW |[Frigo 05].

Otra manera de expresar las variantes de la FFT consiste en descomponer
los indices que aparecen en los sumatorios de la DFT y reducir el niimero de
operaciones haciendo uso de las propiedades de las exponenciales complejas
discretas en un enfoque divide y vencerds. Esta técnica se puede encontrar
en [Swarztrauber 87|.

Una variante que se ha mostrado especialmente eficaz a la hora de ser im-
plementada sobre la GPU es la variante de Pease [Pease 68], como recogen el
articulo de Jansen [Jansen 04] y la implementacion de Horn [Horn 05]!, preci-
samente por como esta variante redistribuye las comunicaciones y operaciones
sobre los datos, de forma més ventajosa que en la variante original. Por ulti-
mo, haciendo uso de las mejoras tecnoldgicas de las GPUs [OpenGL ARB 04],
Sumanaweera y Liu [Sumanaweera 05| logran duplicar en rendimiento a la
FFTW, a pesar de usar la variante de C&T, de demostrado bajo rendimiento
sobre esta plataforma.

También es de destacar la implementacion que el fabricante ATI ha rea-
lizado especificamente optimizada para sus tarjetas en [ATI 03|, y discutido
por Mitchell et al. en [Mitchell 03|. Mas recientemente, AMD-ATT tiene pre-
visto incluir como parte de su AMD Core Math Library for GPUs, AMCL-

GPU, una libreria de FFT para su plataforma StreamComputing, aunque

!Una version inicial de esta implementacién se distribuye como cédigo de ejemplo del
lenguaje BrookGPU.
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de momento no ha sido liberada. Por su parte el fabricante NVIDIA incluye
en CUDA, si bien como c6digo objeto, una libreria FFT especifica para esa
plataforma. También existe una libreria desarrollada por la Universidad de
North Carolina que implementa la FFT 1D |Govindaraju 06].

3.2. Stream processing en GPU: BrookGPU

Las GPUs han estado intimamente ligadas a la sintesis grafica por ordena-
dor, y los métodos y lenguajes propios de ese ambito, hasta que la evolucion
experimentada a nivel hardware ha hecho imprescindible la correspondiente
evolucion en la programabilidad de la plataforma. El codiseno del hardware
—con caracteristicas tanto orientadas a graficos como no especificas de este
ambito—, a la par que la infraestructura software de soporte —igualmente
orientada a graficos, o por contra, de proposito general—, no se ha dado
hasta recientemente con la aparicion de CUDA, Compute Unified Device
Architecture [NVIDIA Corp. 07].

Hasta entonces, para acceder a la potencia de computo subyacente era
necesario dominar las APIs de programacion grafica como OpenGL [Segal 03|
y los lenguajes de programacion a nivel de vértice y pixel (vertex/fragment
programming), tales como Cg [Fernando 03]. Adicionalemente, si se queria
extraer el maximo rendimiento, se debia tener un amplio conocimiento de
las extensiones propias de los distintos fabricantes. Las especificaciones de
estos anadidos, |[Kilgard 04|, superaban en longitud la propia del estandar
[Segal 03].

Antes de la aparicion de CUDA, sin embargo, ya habian surgido iniciativas
como el metalenguaje BrookGPU [Buck 04| que, sobre la capa de programa-
cion especifica para graficos, montaban una abstraccion a més alto nivel que
permitia programar las GPUs escondiendo al desarrollador las interioridades
de la misma.

En este sentido, no solo la programacion de la GPU se desliga de la pro-
gramacion grafica, sino que los desarrolladores pueden centrarse en la eleccion
de los algoritmos mas adecuados al nuevo modelo, y que sean, por tanto, per-
durables entre las distintas generaciones de GPUs, asi como aprovechables
en otras plataformas también basadas en paralelismo de datos, dejando las
peculiaridades de cada una y el gap entre optimizacion y generalidad bajo la
responsabilidad de los desarrolladores de BrookGPU.
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Figura 3.1: Mapeado directo entre strels de entrada y salida. Ilustrado con
dos streams 2D a la entrada, en verde, y otros dos a la salida, en naranja.
El mismo programa, kernel, se ejecuta para cada strel. El computo sobre
la «posicion» marcada por la linea roja es independiente a la coloreada en
azul. Cada instancia de ejecucion correrd en un thread independiente. El uso
de flechas quiere recalcar también la direccionalidad del computo: no hay
streams de lectura/escritura. Si son de entrada, se lee de ellos; y si son de
salida, se escribe en ellos.

3.2.1. Streams y kernels

En este paradigma de programacion las estructuras de datos se denomi-
naran streams y las rutinas que operen sobre las mismas se denominaran
kernels. Un kernel puede tener varios streams de entrada, y, desde la apa-
ricion de la extension Multiple Render Targets, MRT [OpenGL ARB 04],
también puede tener hasta 4 streams a la salida.

Los kernels generan cada elemento del stream de salida operando en los
elementos de los streams de entrada que «mapean» sobre la posicién que
esta siendo computada. Esto es, cuando se esta generando el «elemento de
stream», «strely a partir de aqui, que ocupa la posicion i-ésima del stream de
salida, el kernel tiene en cuenta exclusivamente los strels de entrada posicio-
nados igualmente en i. Este caso de mapeo directo se ilustra en la figura 3.1.

Las entradas de datos a los kernel, pueden ser de otros dos tipos: cons-
tantes escalares y gather streams. Los gather streams violan la regla anterior-
mente enunciada, pudiendo ser consultado su strel i-ésimo desde cualquier
posicion del stream de salida. En cualquier caso, su uso no esta recomen-
dado puesto que, aunque no son necesariamente mas lentos que los streams
de mapeo directo, estos precisamente refuerzan la coherencia de cache en
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los accesos, el cual es un recurso limitado en las GPUs, y determinante del
rendimiento que se obtenga.

Existe también un tipo especial de kernel, los kernels de reduccion, los
cuales combinan, mediante un operador conmutativo, como puede ser la su-
ma, o el operador minimo o maximo, varios strels a la entrada en uno de
salida, cuyo tamano por tanto se ve reducido. Aunque son una herramienta
poderosa conceptualmente, su uso queda igualmente desaconsejado por su
pobre rendimiento.

Los streams pueden ser 1D, 2D y 3D, y cada strel albergar entre 1y 4
floats. Un tamano maximo tipico para un stream 2D es 4096 x 4096.

Las reglas aplicadas por BrookGPU para encajar los distintos tamanos de
los streams participantes en un kernel son esenciales para entender el mapeo
entre strels de entrada y salida, y son las siguientes:

= Si el kernel tiene varios streams de salida, todos ellos han de tener la
misma forma (el mismo nimero de dimensiones y el mismo tamafio en
cada dimension). Y se entiende que esta forma comun, es la forma del
kernel.

= Los streams de entrada han de tener igual niimero de dimensiones que
el kernel.

= Para cada stream de entrada, y para cada dimension individualmente,
se aplican las siguientes reglas para hacer coincidir los tamanos en esa
dimension:

e si el tamano del stream es mayor que la del kernel en un factor
entero IV, tan solo 1 de cada N strels participaré en el kernel. A es-
to se le conoce como striding implicito; e.g. stridey—o{abcd} —

{ac}

e siel tamano del kernel es mayor que la del stream de entrada en un
factor entero NN, cada strel se repite N veces. A esto se le conoce
como repeticion implicita; e.g. repeat(y—o{abcd} — {aabbccdd}

Antes de que estas reglas sean aplicadas, los streams que participan en un
kernel pueden pasar por un operador de dominio. Este operador permite la
seleccion de una region del total del stream, indicando su comienzo y su final;
e.g. domain(siari—2,end—3)1abcd} — {cd}. El operador de dominio modifica la
forma en que el stream al que se aplica es mapeado en ese kernel en particular
sin coste adicional.

Los operadores de dominio pueden verse como la versién explicita con
que el programador puede afectar el comportamiento implicito de las reglas
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de stride y repeticion. Haciendo un uso adecuado de ambas, se pueden lograr
patrones de mapeo mas elaborados que el simple mapeo directo. Por ejemplo,
llamar a un kernel foo con dos streams inX y outY, ambos de la forma N x M,
con los siguientes operadores de dominio:

foo ( domainari—1,0),end=(n+1,m) 110X},

domains—(o,0),e=(n/2,m)10utY } )

primero, afecta a la forma del kernel, que sera la del stream de salida outY:
N/2 x M; esto implica que solo la primera mitad vertical de outY se compu-
tara en el kernel foo; el operador de dominio sobre inX realiza un desplaza-
miento vertical de un elemento, pero no modifica su forma, y por lo tanto,
se vera afectado por un stride implicito que descartara la mitad de las filas,
para asi acomodarse a la forma del kernel; el efecto de este operador es que
sean las filas impares de inX las que participarén en el kernel, en lugar de las
pares, que lo hubieran hecho de no mediar el uso del operador de dominio.

3.2.2. Ejemplo de uso de kernels y streams en BrookG-
PU

Uno de los pasos en el algoritmo de la transformada de Fourier discreta
es el intercambio de aquellos datos cuyas posiciones son la una inversa bit
a bit de la otra. A esta operacion se la conoce como index bit-reversal. La
usaremos para ejemplificar el uso de kernels y streams en BrookGPU.

En el ejemplo, se asume que un strel alberga dos datos complejos que
en la secuencia original son adyacentes Isb, least significant bit, esto es, sus
posiciones solo difieren en el bit menos significativo.

. Como realizaremos la inversion de bits en los indices de una secuencia
1D? Primero, se parte por la mitad la secuencia de tamano N, dando lugar
a dos secuencias de tamano N/2. Considerados aisladamente los indices en
una y otra mitad son iguales tras la particion, cuando antes diferian en el
bit mas significativo, «Most Significant Bity, MSB. En segundo lugar, se in-
tercambian los datos cuyos indices estén invertidos en binario, usando para
ello el mismo patréon de inversion en ambas mitades. Por dltimo, la secuen-
cia final se logra fusionando ambas partes cogiendo alternadamente un dato
desde cada una:

0 4 0 4
0123 4567 — 0123|0123 — 0213|0213 — 04 26 15 37

En términos de streams y kernels la inversion se realiza a dos niveles. El
intercambio de posiciones debidas a la inversion MSB <> [sb se hace separa-
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damente, usando operaciones de stream, del intercambio en el resto de bits,
que se basard en un patron prefijado de gather.

En los siguientes trozos de codigo escrito en BrookGPU, al stream 2D, X,
compuesto por elementos float2 se le aplica un index bit-reversal bidimen-
sional (aunque la idea a aplicar se explicara unidimensionalmente, la extra-
polacion es directa) y a la vez se le empaqueta en un stream Xr de elementos
float4 con la mitad de elementos en horizontal. El stream br contiene el
patron de bit-reversal. Notese el mecanismo para cargar datos a los streams,
y la manera en que las sentencias propias de BrookGPU se insertan en un
codigo C:

float2 X<N,M>, br<N, M/2>; // streams
float4 Xr<N, M/2>;
float2 data_br[N][M/2], data_X[N][M]; // arrays

for (i=0; i < N; i++)
for (j=0; j < M/2; j++) {
data_br[i][j].x = bitReverse(j);
data_br[i][j].v = bitReverse(i);
}
dataRead(br, data_br);
dataRead(X, data_X);

La declaracion del kernel que realiza el index bit-reversal y el empa-
quetado de las dos secuencias recibe 3 argumentos: las dos subsecuencias,
instanciadas como gather streams, y las posiciones precomputadas desde las
cuales se deben traer esas entradas, instanciadas como un stream normal (no
gather).

El codigo del kernel en si tan solo remite los nimeros complejos traidos
desde la primera y segunda mitad del stream original al slot apropiado (.xy
o .zw) del strel de salida:

kernel void reverse(float2 X_0_M2[][],
float2 X M2_M[][],
float2 br<>,
out float4 result<>) {

X_0_M2[br];

X_M2_M[br];

result.xy
result.zw

Los operadores de dominio, aplicado en la llamada al kernel, dividen
horizontalmente el stream X:

reverse(X.domain(int2(0,0), int2(M/2,N)),
X.domain(int2(M/2,0), int2(M,N)),
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br, Xr);

La division se ha logrado haciendo un uso adecuado del operador de
dominio, mientras que la fusion se realizé mediante un kernel que redireccion6
los datos.

3.3. Transformada rapida de Fourier

3.3.1. Dela DFT a la FFT

La transformada discreta de Fourier, F(k), de una secuencia 1D de nu-
meros complejos f(n) de tamano N, se calcula mediante

N—-1
F(ky=>Y_f(n)-Wg", 0<k<N (3.1)
n=0

W;\@]k — e—iQﬂW

Si N = 2" entonces los indices n y k se pueden expresar en binario usando
la funcion de indice I:

no= I 1,Mr2,...,n1,m0) = 2" "Ny + 2" 20,9 + -+ + 20y + ng;
(3.2a)

k=1(k_1,kr_g,.... k1, ko) =2 ko g +27 %ky_o+ -+ 2k + ko (3.2b)

Al sustituir estos indices en la ecuacion (3.1) resulta

Pl 1 ko) —
1 1
Z - Z f(’]’[, Ty no) . W(Qrilnr—l+"'+n0)(2T71kr_1+...+k0) _
ny—1=0 no=0

1 1 | |
F(ery . 1) - Wm0 im0 2h)

nog=0 ny—1=0

Las exponenciales complejas discretas verifican que W2 ? = 1, para todos
los enteros z € Z, y, por tanto, todas las combinaciones 2'n;-27k;, con i+j > r
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se pueden cancelar, obteniéndose el niimero minimo de operaciones. Hemos
llegado ya a la expresion de la transformada discreta rapida de Fourier:

an 77113
Flhnb) = 3 anr e o) - WG

no=0 ny—1=0

n no (37 =1 20k,
= Z Z fnr 1,...7n0) WQr—ﬂco_ 'WQT{SZJ702 ])

no=0 ny—1=0

—_

Cabe considerar como llevar a cabo estos computos de manera eficiente.
Para verlo recurriremos a una secuencia de ejemplo de tamano N = 8, r = 3.
Se comienza cancelando los términos innecesarios:

1

1 1
(22k2+21k1+20k0)(4n2+2n1+n0)
E E E f(ng,ny,mg) - Wy )

no=0n1=0n2=0
1 1 1
4k (4 +2r1+n0)+2k1 (4rs+2n1+n0)+ko (dn2+2n1+ng)
f(n27n17n0)'w8 )
no=0 n1=0 ny=0
1 1
Z Z ko(4na+2n1-+ng) k1(2n1+no) kano
E f ng,nl,no) . WS . W . W2

nog=0n

Ahora se tiene, que el sumatorio interno, con indice ny, se puede colapsar
para dar lugar a una nueva secuencia de datos, FV, que queda en términos
de los restantes indices del dominio de partida, n, y ng, y del nuevo indice
en el dominio transformado, kq:

Fl)(ko,m,no)

ko(4no+2n1+ k1(2n1+
§j§: Ejfnz,nl,no) Wy Fonatanitno) & ypsin(Gnitno) yykan

no=0n1=0 \n2=0

Para llegar a F'(k) esta operacion se ha de repetir r veces, 3 en el ejemplo. En
el caso general, en la etapa [ se realiza la «sustituciéon» de un indice binario
del dominio de partida por uno del dominio transformado: "r—1 —=Fk;_; .
Si continuamos con nuestro ejemplo:

F2) (ko,k1,m0)

~ ™~

1
>3 DT FO (o, na,mo) - WG e,

0=0 \n1=0

3
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a) b) c) d)
no ni no no niy no ny niy no no ni no
\ R v R
ko M1 To nNg™ N1 N2 ko m1 To o™ N1 _N2
4 v /
ko ki no no Mmoo ko ki ko Mo ko~ mno _m
\ v /
ko k1 ko TLO ki ko ko = ki ko k1 % no
kz >kj1< k:o k? kl kO kz kl k[)

Cuadro 3.1: Variantes de la FFT. De izquierda a derecha: a) Variante de
Cooley & Tukey radix-2 con decimacion en frecuencia, y b) con decimacion
en tiempo; ¢) de Stockham; y d) de Pease

1
Z FQ)(]{?[), k’l,no) . W2k2n0

no=0
NS

J/

F3) (ko,k1,k2)

En definitiva se ha reformulado el problema para tratarlo como una transfor-
mada multidimensional, con dimensiones binarias, que luego se han procedido
a transformar independientemente, siguiendo un orden determinado, en un
proceso de varias etapas.

La secuencia finalmente obtenida F*® (kg, k1, k2) no es atin exactamente
la transformada discreta de la secuencia a la entrada. Los indices binarios
una vez transformados han ocupado, en la lista de parametros de la nueva
secuencia a la que daban lugar, la misma posicién que el indice al que susti-
tuian. Por lo que han terminado invertidos respecto a lo deseado, dado que se
transforma 7r—1 —= k;_; , requiriendo, como paso final, una recolocacion:

F<k) — F(kQaklakO) =
= IndexBit Reversal(F® (ko, k1, ks))

El algoritmo descrito corresponde al propuesto por Cooley y Tukey, C&T,
con descomposicion en indices de base-2 (radiz-2). A esta version del algorit-
mo, con el bit-reversal aplicado al final, sobre los indices del dominio trans-
formado, se le denomina «decimation-in-frequency», DIF. En contraposicion
a haberlo realizado inicialmente: «decimation-in-timey, DIT.
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3.3.2. Variantes de la FFT

El orden en que se ha de realizar la transformacion de indices viene
dado por las dependencias en el computo, y es fijo: Nr—1—=Fkq, ...

Y

no—=k,_; . Lo que si se puede alterar, sin alterar el resultado final, es

la «posicion» que ocupa en la secuencia F*~Y el indice binario que «desapa-
rece», n,_;, v por déonde «aparece» en FY el indice k;_;. Estas combinaciones
dan lugar a las variantes de la FFT.

En el cuadro 3.1 se muestran de una manera intuitiva las distintas varian-
tes para una secuencia de tamafno 8. En a) y b) se esquematiza la variante
de Cooley & Tukey [Cooley 65|, y como realiza sustituciones de indice in-
place, por lo que requiere un index bit-reversal que puede ser realizado o bien
al comienzo, DIT, o como paso final, DIF. En c) se muestra la variante de
Stockham [Stockham 66|. La sustitucion de indices es out-of-place, pero a
cambio no necesita una etapa diferenciada de intercambio de indices. De he-
cho, este paso se ha entremezclado con el computo, realizandose, al igual que
aquel, progresivamente. d) Variante de Pease [Pease 68|. Los movimientos de
datos no varian con la etapa: los indices de partida desaparecen de la posi-
cion menos significativa, y el correspondiente indice transformado, aparece
en la més significativa. Existe también la variante de Pease con decimacion
en frecuencia. En ese caso, n,_; ocuparia siempre la posicion maés significativa
de su secuencia, y k;_; la menos significativa.

Las sutiles implicaciones que se desprenden de elegir una u otra varian-
te se entienden mejor si extendemos el indice del sumatorio de una etapa
cualquiera [:

k: l—1 bits

v:r—l1 bits
/_M
l T
F )(kl—la kl—?a s 7k07 no, - - - 7nr—l—1) =

- I-1) ki (T2 2ime)
Z F= (R, v, ne_t) - Wiy =

n,._1=0
ki r—i—=1 ing
[FZ*U(H, v, 0) + F"V(k, v, 1) - W;“H] : I/V2fll+(121° ) (3.3)
16-1 1675;21(11@

Resulta que para computar un elemento de F se requieren dos elementos
de F'~Y. Es mas, dos elementos de IV, correspondientes a k;_; = {0, 1}, pue-

den ser computados con los dos datos de F*~Y n,_; = {0, 1}, y el adecuado
factor de twiddle:
FY0,k,v) =F"Y(k,v,0) + FY(k,v,1) (3.4a)

FY(1,kr,v) = [Fl_l)(li, v,0) — F"Y(k,v, 1)] - twiddle, (3.4b)
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Las ecuaciones anteriores, propias de la variante de Pease, se convierten,
para la de C&T con DIF, en:

FY(k,0,0) =F"Y(k,0,v) + F"Y(k,1,v) (3.5a)
FY(k,1,v) Z[Fl_l)(li, 0,v) — F'"Y(k, 1, V)] - twiddle, (3.5b)

Los dos elementos de cada secuencia FY y F!=1 que participan en es-
tas ecuaciones se denominan nodos duales, y se conoce como mariposa a
la operaciéon que las relaciona. La distancia en memoria, el stride, entre los
dos elementos de partida de una mariposa viene dado por la significancia
del indice binario que desaparece. Mientras que el stride en la secuencia re-
sultado viene dado por la significancia con la que aparece el nuevo indice
transformado.

La primera sustitucion en el esquema C&T DIF, en que ambos indices
aparecen y desaparecen en la posiciéon mas significativa implicara traer pa-
res de datos distanciados N/2 (el peso en la funcion I del indice que esta
siendo transformado), combinarlos usando la exponencial compleja discreta
adecuada, y dejar el resultado en las mismas posiciones que ocupaban los
datos inicialmente, separados N/2 entre si.

En cambio, una sustitucién como las que se dan en la variante de Pease,
donde los indices desaparecen de la posicién menos significativa y aparecen en
la mas significativa, implica reunir datos con un stride unitario, y depositarlos
con un stride méximo. La variante de Stockham distribuye la decimacion
entre todas las etapas.

Tan solo en la variante de Pease los strides antes y después del computo
son independientes de la etapa en la cual nos encontramos. Notese al res-
pecto, en las ecuaciones (3.4) y (3.5), que aunque el nimero de bits en las
subcadenas de indices k, cuanto se ha transformado ya, y v, cuanto resta
por transformar, varfan siempre con la etapa, el hecho de que en la varian-
te de Pease estas subcadenas aparecen juntas la una a la otra, en la forma
K,V, N._, 0 kj_1, Kk, v, por lo que su longitud total permanece constante.

La condiciéon out-of-place de las variantes de Pease y Stockham pueden
ser parcialmente evitadas si el computo se realiza in-place y posteriormente
se recombina adecuadamente:

kl—Q cee k(] no cee Np——1 Nyp—y (36)
%
ki -+ kg Mo - Mypoi—a ki_q

\:/k/\)\/\
kl*l 1—92 PP k‘o no “ e nr_l_l

Esta manera de explicar las variantes de la FF'T difiere de lo expuesto en
[Nussbaumer 82| o [van Loan 92|, si bien todas ellas son notaciones equipo-
tentes. La aqui descrita nos permitira extender a bidimensional el algoritmo
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Figura 3.2: Mariposas de las variantes a) de Cooley&Tukey, y b) de Pease.

propuesto de manera més sencilla que de haber empleado aquellas otras, o la
descripcion grafica habitual de flujo de datos en mariposa, que se muestra en
la figura 3.2. En dicha figura se aprecia como la distancia entre nodos duales
en la variante de C&'T cambia de etapa a etapa, pero no varia entre entrada y
salida: los computos pueden ser realizados in-place. En la variante de Pease,
los computos son out-of-place pero las mariposas tienen un patrén fijo para
todas las etapas: véase como los nodos en violeta siempre se combinan entre
si. Las combinaciones a la entrada son entre nodos cuyas posiciones difieren
en el bit menos significativo, y por contra, a la salida lo son entre vecinos
alejados en el peso del bit mas significativo: N/2. Aunque el patron parezca
mas irregular que en C&T, los movimientos de datos se pueden explicar a
nivel global de manera mas sencilla, como se explicara mas adelante, usando
el coloreado en morado y celeste de los nodos de la tdltima etapa.

3.3.3. Elecciéon de la variante de Pease

La optimalidad de la implementacion que se haga de la FFT sobre el
paradigma de programaciéon de stream dependera de la variante de la FFT
que se escoja. Esta eleccion ha de tener en cuenta los puntos fuertes de las
GPUs mientras evita aquellos aspectos que hacen caer su rendimiento.

Esto hard que pongamos el esfuerzo en mover y operar los datos apro-
vechando la configuracion 4-way SIMD de las GPUs, esto es operando en
streams del tipo float4; empleando mapeo directo, o en su caso operadores
de dominio y reacomodacién implicita, en lugar de gather streams; evitando
los kernels de reduccion; y llevando a cabo en la CPU aquellos computos
imposibles o demasiado costosos para la GPU.

Es conveniente analizar el coste computacional de las distintas variantes
de la FFT del cuadro 3.1 en términos de streams. El stride entre datos en las
variantes de C&T y Stockham dependen de la etapa en curso. Trasladar estos
strides a mapeo de streams, implica necesariamente el uso de gather streams
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Figura 3.3: FFT de multiples secuencias 1D almacenadas como filas de un
stream 2D.

que indiquen para cada etapa y posicion del stream, déonde ir a buscar su nodo
dual. En contraste con este enfoque, la variante de Pease tiene una propiedad
notable: el stride de entrada de su mariposa es unitario e invariante con la
etapa. Esta propiedad permite realizar la operaciéon de mariposa radiz-2 den-
tro de un strel, puesto que dos nimeros complejos, con sus correspondientes
parte real e imaginaria, se pueden almacenar en un strel float4.

De tal manera que para computar una mariposa sobre los dos elementos
de un strel, tan solo es necesario consultar la exponencial compleja adecua-
da, pero ningun otro elemento del stream de datos. Asi, si los resultados se
vuelven a almacenar in-place, se puede aplicar un mapeo directo entre la
secuencia, stream, de entrada y una secuencia de salida, que atin no seria
definitiva. Pero este paso se habria realizado haciendo un aprovechamiento
6ptimo del ancho de banda de memoria de la GPU. El inconveniente es que
restaria realizar la recombinaciéon de los datos, como se adelant6 en el es-
quema (3.6), para llevar los datos, que tras el computo in-place permanecen
Isb-adyacentes, a un stride MSB. La recombinacién se puede llevar a cabo
de manera similar a como se realiza el index bit-reversal, que se puso como
ejemplo en la seccion 3.2.2.

En la subfigura a) de la figura 3.3 se representa la distancia, sobre una fila
del stream, de los nodos cuyas posiciones difieren en el bit menos significativo
o en el mas significativo, least/Most significant bits (Isb, MSB).

En b) se aprecia como dividiremos logicamente un strel float4 en dos
slots: xy y zw. Para realizar una operacion in-place de una mariposa se re-
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quieren los nodos duales, A y B, que comparten un mismo strel, y el co-
rrespondiente factor twiddle W. Las operaciones aritméticas se realizardn con
instrucciones 4-way SIMD.

En ¢) tenemos como se redistribuirén los elementos de una fila del stream
de datos: los vecinos Isb A, B terminan estando a distancia MSB ubicados en
el primer slot de sus correspondientes strels. C y D, que comenzaron ocupando
una columna impar del stream se reubican a los segundos slots de sus strels.

Por tltimo en d) se esquematiza el funcionamiento de la variante de Pease
usando una representacion grafica de los streams y kernels con los que se
realiza el computo. Es conveniente volver sobre la figura 3.2, donde se aprecia
méas claramente que en la subfigura c¢) las implicaciones de esta variante:
so6lo con ella se puede llegar a un mapeo no-gather en todas las etapas,
recurriendo exclusivamente a operadores de dominio a nivel de todo el stream.
Las etiquetas ec y oc en las flechas de entrada a los kernels representan los
operadores de dominio que seleccionan las columnas pares (even columns)
o impares (odd columns). De manera andloga fhh y shh representan a la

seleccion de la primera o segunda mitad horizontal (first/second horizontal
halves).

El punto mas complicado en la implementacion de la FF'T sobre la GPU
es trasladar el flujo de datos de las mariposas al modelo de programacion de
stream. En cambio implementar las mariposas, ecuaciones (3.4), en un kernel
que haga uso del juego de instrucciones 4-way SIMD de las GPUs es trivial.

Tampoco resulta sencillo computar las exponenciales complejas
W(N,n, k,l), puesto que no solo se requiere operar con funciones trigono-
métricas, sino también realizar operaciones a nivel de bit que dependen de
la posicion y de la etapa, y para las que no estaban preparadas las prime-
ras GPUs. Se obtiene un mejor rendimiento si estos factores de twiddle se
precomputan en la CPU, se transfieren luego a la GPU, y se consultan por
mapeo directo en el kernel de mariposa.

Por lo tanto, la variante de Pease tiene varias ventajas a la hora de ser
implementada sobre una GPU, y en general sobre cualquier stream processor,
respecto a las restantes variantes de la FFT. Y ademas, sus desventajas
pueden ser parcialmente aliviadas usando operadores de dominio junto con
kernels redireccionadores, sin computo.
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3.4. Caso unidimensional, multiples secuencias
de tamano regular

Implementar la FFT para secuencias pequenas (por debajo de 1 x 4096)
sobre la GPU no mejora el rendimiento del que son capaces las CPUs por el
uso que éstas hacen de las memorias caché. En cambio el uso de la GPU es
aconsejable si se aumenta el tamano del problema.

Las técnicas anteriormente esbozadas (index-bit-reversal, mariposas in-
place, recombinacion de la salida) computan la FFT 1D cuando se aplican
sobre un stream de tamatno 1 x M. Sin realizar cambio alguno en el algoritmo,
de ser aplicadas a un stream de tamano N x M, donde cada fila del stream
recoge una secuencia 1D de tamano 1 x M, resuelve N FFTs 1D en paralelo.

El diagrama de la subfigura 3.3.d) muestra la relacion entre streams y
kernels que ejecutan una de las logs(M) etapas requeridas. El stream X tiene
tamano N x M /2, después del index bit-reversal y el empaquetado a float4
de la secuencia compleja de entrada.

Cuando X se divide horizontalmente en Xec v Xoc, los streams resultantes
presentan un tamano N x M /4.

Se dispone de dos kernels de mariposa que difieren exclusivamente en el
slot del stream W que consultan: .xy para las columnas pares y .zw para las
impares. De este modo el stream W sera de tamano 1 x M /4.

Después de computar Xec v Xoc se les recombina segin se ilustra en la
subfigura 3.3.¢). Cada strel en la primera mitad horizontal de Y obtiene su
primer slot desde el primer slot en Xe¢, y el segundo slot lo obtiene del primer
slot en Xoc. Esto se realiza en el kernel combineXY (). El kernel combineZW()
combina los segundos slots de Xec v Xoc €n la segunda mitad horizontal de Y.

El stream W cambia con la etapa. Sin embargo, todos los posibles valores
a consultar han de estar disponibles en la primera etapa, mientras que cada
etapa posterior requiere solo la mitad de la etapa que la precede. Por lo que
se pueden computar inicialmente en la CPU, moverse a memoria de la GPU
en el momento inicial y luego realizar en GPU la poda de valores de las
posteriores etapas. La diversidad decreciente en valores de W permite que las
dos ultimas etapas se realizen por kernels simplificados de mariposa que no
consultan W.

3.5. Caso bidimensional, método row-column

Si somos capaces de realizar N FFTs 1D de tamano M en paralelo, esta-
mos a solo un paso de poder realizar transformadas 2D de tamano N x M,
aplicando la propiedad de separabilidad:
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N—-1 M-1
Fly k)= 3" flng,ng) W™ W™, 0<k, <N, 0<k, <M

ny=0ng,=0

N—-1 M—-1 N—-1
=> {Z f(ny,nx)WJ\kf"”} W™ = 3" Fung k) W™ (3.7)

ny=0 (nz=0 ny=0

Fu(my ko)

La FFT 2D de una secuencia de tamano N x M se puede obtener apli-
cando consecutivamente N transformadas 1D a lo largo de las filas y M
transformadas 1D en las columnas.

Si queremos reutilizar exactamente el mismo algoritmo de antes, se nece-
sitaran adicionalmente dos transposiciones de los datos. La primera se aplica
tras computar las N FFTs 1D de tamano 1 x M a lo largo de las filas. La
transposicion reconfigura la secuencia de datos como un stream de tamano
M x N con los datos transformados ocupando lo que ahora son las colum-
nas. Entonces se repite el miltiple computo de las FFTs 1D a lo largo de
filas, simplemente cambiando el tamano de las transformadas, que sera aho-
ra 1 x N. Esto implica realizar pequenos cambios en el stream W, que ha
de tener tamano 1 x max(N, M). Por ultimo, otra transposicion recupera la
forma original de los datos.

El algoritmo se podria reformular para que se ejecutara directamente a
lo largo de las columnas, eliminando la transposiciéon intermedia, pero como
la adyacencia Isb caeria fuera de los limites de un strel el rendimiento seria
inferior.

Luego la tnica pieza nueva para armar el algoritmo 2D es la opera-
cion de transposicion. Dado que hemos optado por confinar dos niimeros
complejos que son Ilsb-adyacentes horizontalmente en un strel float4, cuan-
do realicemos la transposicion vamos a necesitar traer dos strels (que con-
tendran 4 ntumeros complejos), pero de los cuales solo aprovecharemos la
mitad (los 2 nimeros complejos que albergara el strel transpuesto). Esta
operacion necesita obligatoriamente emplear gather streams: algo asi como
XT = XlindexOf(XT).yz], enrevesado por la asimetria del empaquetado a
float4 en horizontal. Con todo, ese recurso sera un mal menor, frente a lo
que representaria parar los computos en la GPU, comunicar los datos a la
CPU, transponer y de nuevo mandar los datos a GPU.

Esta forma de operar para obtener un método 2D a partir de una im-
plementacion 1D, conocido como método row-column, es por el que optan
unanimemente los otros autores que implementan FFTs 2D sobre GPU (y no
son todos, puesto que muchos solo estudian el problema 1D). Esta tendencia
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tiene su razon de ser en las CPUs, pero se demuestran ineficaces sobre la
GPU, por lo que posteriormente daremos un método propiamente bidimen-
sional.

3.6. Caso unidimensional, secuencias grandes
alojadas en 2D

En las CPUs es habitual albergar en una memoria 1D arrays que se redi-
reccionan 2D. En la GPU, orientada a texturas 2D, es més usual el mecanismo
contrario: albergar secuencias que son tratadas logicamente como 1D en un
espacio de direcciones 2D. Si este espacio 2D de direcciones es de tamano
N x M (N filas de longitud M), un dato que ocupe en la disposicion logica
1D la posicién 7, en la disposicion «fisica» 2D se ubicarden [1 / M][1 % M],
donde / es el operador division entera, y % el operador resto de la division
entera, o modulo. O, inversamente, el dato fisicamente en [1][]j], es el dato
logico [i+M+j].

Recurriendo a esta forma de almacenamiento, una secuencia 1D de gran
longitud puede sortear el limite de tamano que impone la GPU a un stream
(méaximo 4096 por dimension). Por ejemplo 262k elementos encajarian en un
stream 2D de tamano 512 x 512.

Bajo estas condiciones, la variante de Pease sigue siendo aplicable, si bien,
la nueva disposicion de los datos ha de ser tenida en cuenta al precomputar
W, y en la etapa de recombinacion.

La subfigura 3.4.a) muestra las implicaciones de tal disposicion en las
adyacencias lsb y MSB, mientras que 3.4.b) contiene las operaciones de stream
que realizan la recombinacion adecuada. En este diagrama, er representa
la seleccion de filas pares (even rows) y or a las impares (odd rows). Las
etiquetas con un nimero seguido de una g seleccionan un cuadrante particular
del stream de escritura. La divisiéon en horizontal y los kernels de mariposa
que dan lugar a los streams Xec v Xoc N0 se incluyen en la figura, por ser
exactamente idénticos a los que aparecen en la subfigura 3.3.d).

Aunque, como en el caso 1D, los valores de los exponentes en W disminuyen
con el avance de las etapas, realizar en GPU la seleccién de cuéles sobreviven,
dada la nueva disposicion 2D, consumiria mas tiempo que suministrar desde
la CPU streams precomputados especificamente para cada etapa, W[1].
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Figura 3.4: Recombinacion en la FFT de una secuencia 1D dispuesta en
un stream 2D. a) La frontera MSB en este caso se encuentra dividiendo
verticalmente el stream. Los elementos ubicados en posiciones con [sb = 0,
tales como A, C, Hy J, terminaran en la primera mitad vertical del stream.
Los elementos inicialmente ubicados en columnas pares, tales como A, B, C
y D se ubicaran en la primera mitad horizontal del stream resultante. b)
Kernels y streams implicados en el paso de recombinacion. Los resultados de
los kernels de mariposa, los streams Xec vV Xoc, S€ Tecombinan en las cuatro
subdivisiones del stream de salida que marcan las combinaciones lsb=0/1
y filas pares/impares. La fase de computo es idéntica a la mostrada en la
primera parte de la subfigura 3.3.d).
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3.7. Caso propiamente bidimensional

Consideremos el problema de realizar la DFT sobre una secuencia 2D
f(ny,n;), pero ahora sobre ambas dimensiones simultaneamente.

N—1 M-1

kl/ny Nz

F(kya k:(:) - Z Z f(nyanx) : WN : WJI\C/[ )
Nny=0n,=0

0<k, <N, 0<k,<M (38)

La secuencia seré en general de tamano N filas x M columnas, pero
empecemos considerando M = N por simplicidad. Como antes, consideramos
N = 2" de tal manera que los indices se pueden descomponer en binario.

La idea que aplicaremos es extender el esquema Pease radiz-2, que plasma
el esquema (3.6) para el caso 1D, para considerar la transformacion simulté-
nea de indices en ambas dimensiones:

kyl_g T ny'rfl’ kjajl_g e /n/xrfl (39)
k;yl_l cee My ]{;g”_1 e Mg,
La transformacion parcial entre etapas del esquema Pease radiz-2-radiz-2

queda como sigue:

ty: I—1bits vy: r—1 bits
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FD kg, vy, 1, g, vy 1) - Wt - W™ twiddlerk, - twiddle,,, (3.10)

16-1 16-1

La transformacién completa requiere r de estas etapas. En cada etapa
dos indices binarios, n,, , y n,, , se reemplazan por k,, , y kg ,. Lo que
antes era valido para nodos duales, sera ahora aplicable a grupos de cuatro
nodos. Aunque los factores twiddle parecen diferentes a los que se llegd para
(3.3), ambos son equivalentes: dependiendo de si sacamos progresivamente
los n y dejamos el sumatorio en k, o al revés, tendremos los twiddles mas
homogéneos en las primeras etapas, o en las tltimas.

La ecuacion previa, 3.10, muestra los cuatro nodos en F'~V) a considerar
para computar un elemento genérico de F¥, cuando consideramos las cuatro
combinaciones posibles de n,_, y n,, ,, obtenemos la mariposa completa que
relaciona cuatro nodos a la salida con cuatro nodos en la entrada:

FY0, 5y, vy, 0, kg, 1) = F7(ky, 1,0, i, 0, 0) 4

-~

A
Fl_l)(,ngy’ Vy, 0, K, Vg, 1) -twiddle,,, + Fl_l)(’%/; Vy, 0, Ke, Ve, 1) 'twiddl€“y+
DY bl
\Fl_l)(/fya Vy, 0, Ke, Ve, 1) 'twiddleﬁy Stwiddley, ; (3.11&)
D

F”(O, Ky, Vy, 1, kg, 1) = A— B - twiddle,,, +

B
C - twiddle,, — D - twiddle,, - twiddle,,; (3.11b)
c D
Fl)(l,ﬁdy,vy , 0,k vp) = A+ B*— C* — D (3.11c)
FY(1, 5y, vy, 1,k vp) = A — B* — C* 4 D (3.11d)

Las ecuaciones a las que hemos llegado suponen el computo a realizar en
los kernels de mariposa. Se muestran resumidamente en la figura 3.5. Es la
extension 2D de la subfigura 3.3.0).

Para poder implementar estas nuevas mariposas de 444 nodos, el hard-
ware subyacente ha de soportar la extension conocida como Multiple Render
Targets, (MRT) [OpenGL ARB 04|, que es la que permite que un kernel dé
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Figura 3.5: Strels involucrados en una mariposa Pease radix-2-radix-2. Los
cuatro nimeros complejos involucrados en el computo se representan por
A, B, C y D. Se almacenan en dos strels adyacentes verticalmente: (z;,v;) y
(x;,yis1). Para llevar a cabo la mariposa in-place se requiere un strel extra
que contenga los factores twiddle apropiadamente precomputados. El compu-
to sigue las ecuaciones (3.11). Los resultados se depositan en dos strels con
la disposicion mostrada a la derecha.

salida a mas de un stream simultaneamente. Por ejemplo, la arquitectura
G80 permite escribir hasta en cuatro. Las mariposas a las que hemos llegado
se alimentan con dos strels de datos float4 a la entrada, y vierten su salida
igualmente a dos strels £loat4, por lo que estamos usando la extension, pero
sin atin explotarla al maximo.

La figura 3.6 muestra la combinacion de steams, kernels y operadores de
dominio que permiten implementar la FFT 2D propuesta. A este nivel, el
mapeo es més parecido al propuesto para secuencias 1D sobre streams 2D
(subseccion 3.6) que al de FFT 2D via transformadas 1D y transposiciones.

En la subfigura a), se ilustran los movimientos de datos que se daran por
la recombinacion Isb,, «— MSDB,,, propia de la variante Pease radiz-2—
radix-2.

La frontera de adyacencia [sb, cae dentro de un strel, se da a nivel de
slot. La vecindad [sb,, en cambio, hay que buscarla a nivel de strel. Estas
distancias marcan las posiciones donde hay que buscar los cuatro nimeros
complejos que entran en una mariposa ¢n-place: un bloque o agrupacion logica
de dos strels situados en filas consecutivas del stream. Asi, en el esquema se
observa un bloque légico A-B-C-D, situado en una columna par, y otro bloque
logico formado por H-I-J-K en una columna inicialmente impar.

Las distancias MSB, y MSB, dividen horizontal y verticalmente al
stream en cuartos, que designaremos 1q, ..., 4. Hemos de procurar que
los elementos que componen un bloque logico finalicen distanciados M SB,
y MSB, entre si.

Para ello, tras la fase de computo in-place se han de combinar pares de
strels transformados en columnas pares (que suministraran los elementos que
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1sb, MSB,
0 1 01

O

1sb

N
A H BT
N/2
c,J DK
M/2
a)

d)

Figura 3.6: FF'T 2D Pease radiz-2-radiz-2 en términos de streams y kernels
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ocupen los slots .xy de salida) e impares (cuyos datos iran a los slots .zw).
Notense las sutiles diferencias con respecto a la subfigura 3.4.a).

En la subfigura b) se muestra lo que se adelanté en la figura 3.5, el
kernel que computa las mariposas in-place se alimenta de tres strels. Los
cuatro datos complejos provienen de dos strels [sb,-adyacentes. Para ello, en
la llamada al kernel se usaran operadores de dominio que dividen el stream
X en filas pares/impares (even/odd rows). Asi los strels que contienen a A-B
y C-D mapean sobre la misma posicion, al igual que sucede con los pares H-I
y J-K.

Los cuatro nimeros complejos resultantes de cada instancia de mariposa
in-place recaeran en sendos strels, sobre streams de tamano mitad, que lla-
maremos Xer v Xor. La extension MRT es necesaria para poder realizar todos
los computos en un tnico kernel.

En la subfigura c¢) se muestra como los kernels de combinacion no reali-
zan computo, pero son necesarios para redistribuir adecuadamente los datos
conforme al esquema en a). A la entrada toman cuatro strels correspondien-
tes a dos bloques logicos, los combinan y llevan a cuatro strels, cada uno en
una porcion del stream Y de salida (que jugard nuevamente el papel de X en
la proxima etapa). Para ello, los dos streams a la entrada, Xer v Xor, se han
de volver a dividir por columnas pares/impares (even/odd columns), mien-
tras que al stream de salida se le han de aplicar los adecuados operadores de
dominio para que cuente como 4 substreams.

En la subfigura d) se resalta el hecho de que el esquema en ¢), tal cual se
ha descrito, no es posible puesto que la extension MRT no permite la escritura
simultanea a diferentes dominios de un mismo stream. Por lo que se propone
un esquema alternativo. La escritura a los 4 cuartos de Y se reemplaza con
dos pasadas del kernel de combinacion sobre uno y otro stream Xep v Xor. LOS
resultados se vuelcan a a la segunda mitad horizontal de Y, y a un stream
auxiliar. Una posterior llamada al kernel copy() pasa esos datos a la mitad
horizontal que falté por escribir en Y.

Esta combinacion de streams y kernels se puede entender mejor ayu-
dandonos de los esquemas 3.7 y 3.8. En la primera de estas figuras, 3.7, se
muestra un stream que contiene una secuencia de 4 x 4 datos complejos, y
como seran los cambios que produzca una etapa de transformacion parcial:
se muestra con distintos colores como se espera que se agrupen logicamente
los nodos a la entrada a las mariposas, sobre el stream X, y como se han de
separar a la salida, sobre Y. Las operaciones de dominio que se esquematizan
en 3.6.¢c) producen el mapeo ilustrado en 3.8, agrupando de tal manera los
datos que permiten la correcta ejecucion de ambos kernels (el de mariposa,
en 3.6.a), y de recombinacion, en 3.6.b)). En esta figura, mas que en ninguna
otra, se hace notoria la relaciéon entre las operaciones de dominio, el mapeo
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Figura 3.7: Disposicion de una secuencia de 4 x 4 nameros complejos (A, B,

., V) empaquetados de dos en dos sobre un stream 2D de tipo float4 y
tamano 4 x 2. En a) se denotan las fronteras de bit menos y mas significativo
en cada dimensién, las cuales marcan las vecindades de datos que forman
parte de una operacion de mariposa a la entrada, y la disposicion que han de
tomar en la secuencia de salida. En b) y c¢) se ilustran con distintos colores
—en b) sobre el stream X de entrada, y en c¢) sobre el stream Y de salida—
los cuatro bloques de datos que participan en las cuatro mariposas por etapa
que requiere un problema de este tamano.

de streams y el paralelismo a nivel de datos.

3.7.1. Caso bidimensional, M! =N

Podemos ahora extender las férmulas propuestas para el caso N x N al
més general N x M.

Esto serd de utilidad en el caso de trabajar con ntiimeros reales. En esa
situacion se puede reducir el espacio consumido en memoria, y el tiempo de
ejecucion, si en vez de trabajar con numeros complejos de fase nula, se opera
con N X N/2 nameros complejos y se aplican los cambios menores que la
hacen equivalente a la transformada real del tamano doble, como se detalla
en, por ejemplo, Proakis and Manolakis [Proakis 96].

Las formulas de los factores twiddle varian ligeramente en este caso. El
otro cambio lo encontraremos en la naturaleza diferenciada de las etapas de
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Figura 3.8: Mapeo de las fases de computo y recombinacédn sobre el stream de
ejemplo de la figura 3.7. En a) se procede a dividir en filas pares (er) e impa-
res (or) al stream X de entrada para alimentar, conjuntamente con el stream
W de twiddles precomputados, el kernel de mariposa. La salida parcial de la
fase de computo va a dos streams: X;. y X:.. En la fase de recombinacion,
b), estas salidas parciales se vuelven a dividir por columnas pares/impares
(ec/oc), dando lugar a las cuatro entradas al kernel de combinacion. Redis-
tribuyendo los datos adecuadamente sobre sus cuatro cuadrantes 1q, ...,
4q se obtiene la salida Y deseada (subfigura 3.7c).
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transformacion. Primero, los datos se transformaran 1D exclusivamente a
lo largo de la dimension de mayor tamano (empleando para ello el método
1D FFT multifila). Esta parte del algoritmo finalizara cuando el ntimero de
indices binarios por transformar en la mayor de las dimensiones se iguale al
numero de indices en que se descompone la dimensién de menor tamano. A
partir de ahi se aplica el método recién explicado que colapsa dos indices por
etapa.

Veamos las formulas de la mariposa para una secuencia que considera-
remos de tamano N = 2", en vertical, pero M = 2"7% en horizontal, con
q = loga(M) —r > 0. Esto es, la dimension horizontal sera 29 veces mayor
que la vertical.

En la primera fase del algoritmo, 1 := 1...q, los indices en vertical
permanecen sin transformar:

Koy : I—1 bits Vo, : T+q—1 bits

——
D —_—
F ( Ty 7k$zf1 krzﬂ”kﬂ?o an"nqutqflfl) -
v (& ~
T bits r+q bits
0,1
’ 1—1 54
E -1 Ny g1 (Zi:02 krz)
F )<ny ? K/O.ryomnx'r+qfl) : W2l e (312)
nzr«&»qfl

Cuando resten r indices binarios en horizontal, se transforman si-
multdneamente con los verticales. La siguiente féormula se aplica para
1 := g+1...g+r:

wytl=1—gbits .14 bits
e ——

k -kyo Toyo- Ty, 1149

1—1—q bits q bits

/_/\ﬂ/_./\ﬁ

kxl_l k$1_2 “kmq kﬂ?q—l ‘-k::vgnmo"nxﬂ-q—l—lj) =

Fl) (kylqul Yi—q—2"

vV NV
Ke: l—1 bits Vg: r+q—I bits
0,1 0,1

I-1)
Do D FUsywy gy Favana, )

Yr_14q "Trqq1

l—q—1 -1
2qrrLyr—Ll—q ( Z 2Zkyi> + nl‘r+q—l ( 2Zkﬂ?1)
=0 1=0

-W.

9l

(3.13)
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3.7.2. Consideraciones acerca de la variante Pease 2D
sobre GPU

El esquema propuesto para llevar a cabo la FFT 2D? tiene las siguientes
implicaciones al implementarse sobre una GPU stream-programada:

= los kernels de mariposa, que previamente operaban sobre 1 strel a la
entrada y a la salida —y con eso les bastaba para contemplar los 2 nodos
duales que participan en una FF'T 1D—, los hemos aumentado para que
ahora den cuenta de los 4 ntimeros complejos que forman la mariposa
2D. Aqui es donde juega su papel la extension MRT, permitiéndonos
aumentar la relaciéon ente operaciones aritméticas y accesos a memoria.
Como se ha adelantado, no pararemos aqui. A continuaciéon el método
se extiende y se hace lo suficientemente general como para atender a
mariposas de tamano 8 (copando asi el limite actual de 4 streams de
salida) o superior (en prevision de mejoras en las arquitecturas GPU).

= el nimero de etapas requerido por un problema de tamano N x N sera
logs(N), donde los métodos row-column empleaban 2logy(N) etapas.
Por lo tanto, aunque ahora los computos son mas elaborados y requieren
kernels de mas instrucciones, mientras aumentamos el niimero de nodos
por mariposa desciende el numero de llamadas a kernel, lo cual nos
beneficia.

= ya no son necesarias las transposiciones. Se han entreverado con el resto
del método.

= las recombinaciones tras el computo —costosas en términos de llamadas
a kernel y por reducir la relaciéon computo/accessos—, permancecen
como el coste a pagar por usar la variante de Pease. Pero al menos
en esta variante se delimita claramente lo que es computo de lo que
son movimientos de datos. Esta division es clave para poder seguir
extendiendo el método, con lo que su sobrecoste se justifica cuanto
méas complicado se vuelve éste. Ademés la recombinaciéon también se
beneficia, aunque en menor medida, del uso de MRT.

En el apéndice A.1 se recoge una seleccion representativa de codigo real
que implementa esta ultima FFT 2D N # M. Es el més elaborado de los
métodos hasta este punto, y guarda un cierto equilibrio entre la complejidad

2A continuacién se extenders para que cope los 4 streams de salida que la extension
MRT permite. Pero la discusion es igualmente pertinente en ese caso, por lo que se adelanta
hasta aqui, donde el esquema atn permanece «razonablemente» claro.
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del codigo y el nimero de técnicas e ideas que éste contiene (la proxima im-
plementacion es notablemente més eficiente, pero también mas complicada).
Muy diferente a como se expresaria el mismo algoritmo en un lenguaje se-
cuencial de alto nivel, el c6digo resultante es bastante reducido, lo que refleja
la alta expresividad que permite el lenguaje BrookGPU. Por tultimo, enfati-
zar que su uso como lenguaje no es imperativo, solo un medio para poder
plantear un algoritmo pleno de significado en el paradigma de stream.

3.8. Caso bidimensional, descomposicién 4-2—
2-4

Para incrementar atin més la intensidad aritmética, reduciendo el nimero
de veces que cada dato se trae de memoria e incrementando el niimero de
operaciones en que participa una vez estd disponible, desarrollaremos un
esquema de FFT 2D que extiende la variante de Pease, de tal manera que
cada mariposa implique al mayor nimero de nodos posible. Actualmente
ese limite viene impuesto por la extension MRT: 1 kernel puede dar salida
hasta 4 streams de tipo float4. Estos 4 strels pueden almacenar 8 ntimeros
complejos, y por tanto, ése sera el tamano de mariposa que busquemos.

En el caso 1D la obtendriamos directamente descomponiendo en base
octal el indice de transformacion (obtendriamos un método radiz-8). Que
seria extrapolable a 2D con solo recurrir a la propiedad de separabilidad: ver
seccion 3.5. Pero resulta mas efectivo trabajar simultdneamente en ambas
dimensiones operando con un enfoque de bases compuestas. Esto es, descom-
poniendo la dimension horizontal en una base distinta a la empleada en la
vertical, pero colapsando ambas simultdneamente.

Si usdramos base 2 para la dimensién y y base 4 para la dimension x
obtendriamos mariposas de 8 nodos, pero con el problema de que solo po-
driamos computar FFTs de tamano 2" x 4". Esto lo subsanaremos haciendo
que las descomposiciones no solo sean en bases compuestas, sino ademas al-
ternadas. Por ejemplo, si a cada etapa que colapse un indice binario en = y
uno cuaternario en y, le sigue una etapa binaria en y y cuaternaria en z, el
desbalance que se produce en una etapa por tener una base mayor en una
que en otra dimension, observado globalmente se compensa, permitiendo pro-
blemas de tamano 2" x 2". Si ampliamos la libertad, no contrarrestando los
desbalances cada dos etapas, podremos operar en cualquier tamano 2" x 29.

Como ademas en la formulaciéon no nos ceniremos a bases 2 y 4, aunque
sean las tnicas necesarias para lograr mariposas de 8 nodos, el método obte-
nido es lo suficientemente general como para que, de cambiar este limite, el
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marco tedrico siga siendo aplicable.

3.8.1. Descomposicién en bases genéricas

Sustituyamos la funciéon de indice de base binaria en (3.2) por:

r—2 r—3
Ny = ](nazrfla Ngp gy s Mgy, nxo) = H dm”r—l”’H dxinr—Q_’_' : '+da:0nx1 +nxo
i=0 =0

(3.14)
capaz de expresar un indice n, en la base de coeficientes indeterminados
{d,,}. Por supuesto (3.14) es equivalente a (3.2) para el caso d,, = 2, para
1=0,...,7—1.

De esta manera es posible expresar la expansion del sumatorio de la etapa
[ de la variante de Pease para una secuencia 2D, en la cual los indices n,,
y Ng,_, se transformen respectivamente en k,, | v k;,_,, y donde n, y kg, v,
ny y ky, han sido descompuestos en bases genéricas {d,, } y {d,,}

Ky: l—1digitos

vy: r—1 digitos Kz Uz
e N — e N
1) e e ——
F (kyzfp kyzfzv " kyov Tygs oo My, 1 kxsz kl"sz ) kﬂ?ov Tzgs -y nxrflfl) -
dy, _;—1dg,._,—1
Fkl)( )
/iy7 Vy7 nyrfl I "<‘;IE7 V(E7 nz,«,l
ny'rfl:O nzrfl:O
-1 i—1 -1 i—1
Mg >izo (H;:O dyj kyi) Na,._; 2izo (H;:o drj kmz)
* W 1—1 * W 1—1 —
[Tizo dy; [Ti=o dx;
dy, ;—1dg._,—1
Flfl)( )
/iy7 V’y7 nyrfl 9 ’%IE7 V(E7 nm,«,l
ny'rfl:O nzrfl:O
-2 i—1 -2 i—1
- Wzizo(r[;:o dyky; )| Prt ke Wzizo(n;:o da; ks, ) ] Mori
YVa ) -1 YVa : -1
Yi-1 [Tizo dy; -1 [Ti=o da;
NS A
vV VvV
twiddle,.iy twiddles,

(3.15)

Esta ecuacion es completamente genérica. Es solo cuando volvemos sobre
nuestro objetivo de maximizar la extension MRT que imponemos que los
indices se han de descomponer con d,,,d,, € {2,4} y d, - d,, < 8. Notese
que estas condiciones no descartan el caso de etapas con coeficientes binarios
coincidentes: radix-2-radix-2. O incluso casos donde se transforma solo a lo
largo de una etapa. Las combinaciones posibles d,,~d,, en una etapa bajo
estas premisas son: (4-2, 24, 2-2, -4, —2).



3.8 Caso bidimensional, descomposicion 4-2—2-4 83

Un problema de tamano 16 x 128 requeriria el uso de todas ellas:

Para lograr la completa generalizacion del método hemos implementado,
en términos de streams y kernels, a partir de la ecuacion (3.15), todas las
combinaciones descritas. Para obtener la maxima eficiencia usaremos bases
que combinen pares de etapas 4-2, 2—4, mientras el tamano que reste por
transformar sea mayor que 8 x 8. Solo entonces se usaran el resto de combi-
naciones.

Vedmos solamente la implementacion del caso d,,
esta combinacion la ecuacion (3.15) se transforma en:

=4yd, , =2 Para

l l

Fl)(kyz—w Ry, Vy; kﬂfz—u KR, Vx) =
Fl_l)("ilﬂ Vy7 07 Rgy, Vg, 0 +
ke
- twiddle,, - Wy '+
k
twiddle,, - W, +
kay_q

)
F™D(ky, vy, 0, gy vy, 1)
)
Ky Vey 1) - twiddle,, - W, - twiddle,, - Wy +
)
)
)

Y Vy7 17 Rz, Vg, 0

twiddle,,? - Wy +

2k kg
twiddle,,? - W, " - twiddle,, - Wy T+

twiddle,, - W, "+
L by Ve, 1) - twiddle,® - W, - twiddle,, - W,y
(3.16)

Donde tenemos los ocho elementos de F'~), resultantes de colapsar ambos
indices de sumatorio n,_, y n,,_,, a considerar en el computo de un elemento
de la secuencia F) con ky, , ¥ ks,_, indeterminados. Cuando también tenemos
en consideracion los indices en k, obtenemos la mariposa que relaciona ocho
nodos a la entrada con ocho nodos a la salida, como sigue:

Fl)(07 K/y7yy7 07 K‘:L"uyx) -

A
F"Y(ky, vy, 0, Ky, Vg, 0)+
B

F'™(ky, vy, 0, Ky, Vg, 1) - twiddle,, +
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> Q

F'(ky, vy, 1, Ka, Vg, 0) - twiddle,, +

D
F'™(ky, vy, 1, kg, v, 1) - twiddley, - twiddle,, +
B
Fl_l)(’fya Vy, 2, Kg, Vg, 0) ~twiddleny2+
F
F"(ky, vy, 2, Ky, v, 1) - twiddle,,? - twiddle,, +
G
F" (5, vy, 3, gy Vi, 0) - twiddle,,® +
H

Y

%lil)(ffy, Vy, 3, Kg, Vg, 1) ~th’ddle,@y3 - twiddle,, (3.17a)

FY0, 5y, vy, 1, kg, 1) = (A=B)+(C—D) + (E—F)+(G—H); (3.17b)
FY(1, Ky, vy, 0, kg, ) = (A+B)+(C+D) - (—i)+(E+F) - (—=1)+(G+H) - i;
(3.17¢)
FY(1, 8y, vy, 1, ke, ve) = (A=B)+(C=D) - (=i)+(E—F) - (=1)+(G—H) - i;
(3.17d)
FY(2,ky,1y , 0,z v) = (A+B)+(C+D) - (~1)+(E+F)+(G+H) - (—1);
(3.17e)
FO(2, 5y, vy, 1, kg, V) = (A=B)+(C—D) - (1) +(E—F)+(G—H) - (—1);
(3.17f)
FY(3,ky, vy, 0, kg, V) = (A+B)+(C+D) - i+ (B+F) - (—1)+(G+H) - (—i);
(3.17¢g)
FU(3,ky, vy, 1, k4, 0s) = (A=B)+(C=D) i+ (E—F) - (=1)+(G—H) - (—i);
(3.17h)

La traducciéon de esas mariposas en codigo de kernel que use el juego
de instrucciones 4-way SIMD de la GPU se presenta en el cuadro 3.2. La
otra parte del problema es como llevar los datos apropiados a los kernels por
medio de operaciones de stream, lo cual ilustramos con las figuras 3.9 y 3.10.
La operativa es similar a la ya descrita para radixz-2-radix-2.

Para las restantes combinaciones de dy,—d,,, se ha de proceder de manera
analoga.
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kernel void butterfly42(float4 AB<>, float4 CD<>,

float4 x0_x
float4 vl_vlx = multComplex2(twiddleXY.zwzw, x0_x);
float4 y2_y2x = multComplex2(twiddleXY.zwzw, vyl ylx); // (tyty, tytytx)

float4 y3_y3x = multComplex2(twiddleXY.zwzw, y2_v2x); // (tytyty, tytyvtytx)
float4 plusMinus = float4(1l, 1, -1, -1);

ABtwiddle
CDtwiddle
EFtwiddle
GHtwiddle

»w B Qao
1}

= ABtwiddle.zwxy
CDtwiddle. zwxy
= EFtwiddle.zwxy
= GHtwiddle.zwxy

float4 EF<>, float4 GH<>,
float4 twiddleXY<>,

out float4 ab<>, out float4 cd<>,
out float4 ef<>, out float4 gh<>) {
float4 ABtwiddle, CDtwiddle, EFtwiddle, GHtwiddle;
float4 p, q, r, s;

float4 pr, qs, pmr, qmsi;

= float4(1l, 0, twiddleXY.x, twiddleXY.y); // (1, tx)

multComplex2(AB, x0_x);

multComplex2(CD, vy1_vy1x);
multComplex2(EF, v2_y2x);
multComplex?2(GH, y3_y3x);

ABtwiddlexplusMinus;
CDtwiddle+plusMinus;
EFtwiddle=plusMinus;
GHtwiddle+plusMinus;

+ o+ + o+

pr =p + r;
as =4qg + s;
pmr = p - r;
VXWZ-S.yXwz)*plusMinus.xwyz;

gmsi= (q.

ab = pr

cd = pmr

ef = pr

gh = pmr
¥

+ as;
+ gmsi;

as;
qgmsi;

// (ty, tytx)

// (1, -1)

Cuadro 3.2: Codigo BrookGPU del kernel que computa la mariposa de Pease
radiz-4-radiz-2 descrita por las ecuaciones (3.17).
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Figura 3.9: Distancias entre los digitos binarios mas y menos significativos en
horizontal, y los digitos cuaternarios mas y menos significativos en vertical,
que determinan la agrupacion de 8 nodos, a la entrada y a la salida, de
dos mariposas de Pease radix-4-radixz-2, sobre columnas par e impar, de un
stream 2D de float4.

ec,vsl \!
~ butterflyd2 (

oc,vsl \!
butterflyd?2 (

oc,vs3

vs: vertical shift

Figura 3.10: Operaciones de stream que realizan simultdneamente la trans-
formacion de un indice binario en horizontal y uno cuaternario en vertical.
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Tiempos de transferencia (ms)
PCI-Express v1.1 PCI-Express v2.0 16x
/N | CPU - GPU | GPU — CPU || CPU - GPU | GPU — CPU
642 0.01 / 0.03 0.05 / 0.11 0.03 / 0.04 0.08 / 0.09
1282 0.06 / 0.09 0.23 / 0.25 0.07 /0.13 0.10 / 0.15
2562 0.18 / 0.73 0.39 / 0.72 0.27 / 0.65 0.25 / 0.48
5122 1.88 / 3.70 1.29 / 2.33 1.48 / 2.70 0.80 / 1.59
10242 7.90 / 15.9 461/ 9.2 5.02 /9.89 3.28 / 6.65

Cuadro 3.3: Tiempos de transferencia de datos CPU-GPU sobre PCI-Express
vl y v2. (datos reales/datos complejos)

3.9. Implementacion y rendimiento

Los siguientes resultados se obtuvieron usando BrookGPU (version 0.4,
CVS actualizado a Marzo 2006), con el entorno de ejecucion OpenGL, sobre
una plataforma Windows XP (no existe soporte para la extension MRT en la
version Linux de BrookGPU). Se usaron dos tarjetas distintas: una GeForce
6800 Ultra (con un motor NVIDIA nv40) y una GeForce 7800 GTX (motor
G70) conectada a la maquina host a traves de un slot PCI-Express con una
placa madre dotada de un chipset nForced. La version del driver grafico fue la
81.98 (actualizada a Febrero de 2006). Para el mejor de nuestros algoritmos
se dan también los tiempos obtenidos con una GeForce 8300 GTX (motor

G80). En este caso el host cambia: serd un equipo con chipset nForce 690i,
PCI-Express 2.0, corriendo GNU/Linux.

Rendimiento observado

Los cuadros 3.3 y 3.4 muestran los tiempos requeridos para ejecutar la
FFT sobre GPU para problemas de diverso tamano. Los tiempos de trans-
ferencia entre GPU y CPU se aislan de los tiempos de computo. Si bien hay
que tener en cuenta que penalizan el uso de la GPU como coprocesador. En
cambio, en algunas aplicaciones en que los datos no han de pasar por la CPU
se pueden ignorar.

Los tiempos de computo se recogen en el cuadro 3.4. El rendimiento
obtenido es similar, independientemente de la organizacion de los datos, para
las tres primeras versiones, las no-MRT. El tiempo requerido para ejecutar
una FFT 1D de tamafio N? dobla el de ejecutar las N FFTs 1D de tamaio
N, porque se realizan el doble de etapas. Las diferencias de tiempo entre la
1D N? y la FFT 2D no-MRT se debe a las trasposiciones.

En cambio el rendimiento que se obtiene, para tamanos de problema 512
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Tiempos de computo (ms)
tipo de FFT: N 1D N 1D N?
GPU: 6800 7800 6800 ‘ 7800
size, N:64 | 0.70 / 0.91 0.67 / 0.85 | 1.67 / 1.83  1.75 / 1.90
128 1 0.97 / 1.26 0.86 / 1.18 | 2.00 / 2.28 2.1 /2.30
256 | 1.48 / 2.75 1.25/1.97 | 2.43 / 4.60 2.6 / 3.15
512 | 48 /9.80 32/6.60| 9.2 /18.9 6.2 / 12.8
1024 | 18.2 / 39.8 124 / 27.3 | 38.5 / 81.0 26.3 / 56.2
tipo de FFT: 1D+1D N x N 2D N x N
GPU: 6800 ‘ 7800 6800 ‘ 7800
size, N:64 | 1.63 / 1.85 1.60 / 1.74 | 0.80 / 0.88 134/ 1.28
128 | 2.04 / 2.04 197 /2.27|1.00/1.12 141/ 1.55
256 | 3.08/ 5.3 2.54/3.83|1.39/2.69 1.86/ 2.16
512|101 /20.7 7.10/13.6 | 57/10.9 417/ 7.50
1024 | 41.9 / 89.8 279 /58.4 | 24.1 / 48.0 17.17 / 32.66

Cuadro 3.4: Tiempos de computo de las implementaciones de los distintos
algoritmos FFT sobre una Geforce 6800 Ultra y una Geforce 7800 GTX,
ambas conectadas a la CPU por un bus PCI-Express. Los tiempos no incluyen
la transferencia inicial de los datos, ni las operaciones de bit-reversal. Los
algoritmos, organizados por columnas, son: N FFTs 1D de tamano N, FFT
1D de tamano N2, FFT 2D de tamanio N x N por row-column, y FFT 2D
de tamanio N x N radiz-2-radiz-2. (datos reales / datos complejos)
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Tiempos de computo (ms)
D. Horn ULL 22-KC | ULL 22-M41 | ULL 4224 FFTW

I N | GTre/co GT:re/co GT:re/co G7/G8 | CPU 3500+
642 | 0.58 / 0.61 1.34 / 1.28 0.90 /0.91 | 1.58 1.43 | 0.05 / 0.11
128% | 0.67 / 0.85 | 141/ 1.55| 1.12/1.01 | 1.69 1.63 | 0.31 / 0.86
2562 | 1.30 / 2.42 | 1.86/ 2.16 | 1.29 /1.54 | 1.78 1.80 | 1.99 / 10.0
5122 | 4.6/ 9.0 | 417/ 7.52| 3.6/ 6.5|4.984.72 | 10.6/43.3
10242 | 18.8 / 38.8 | 17.17 / 32.66 14.8 / 28.0 | 21.8 16.7 | 52.3 / 196

Cuadro 3.5: Tiempos de computo de la FFT 2D sobre secuencias de datos
reales y complejos para las implementaciones libgpufft de D. Horn incluida
en el proyecto BrookGPU-Stanford; nuestras versiones MRT radiz-2-radix-
2, (22-KC:Kernel copy, figura 3.6.¢)) y (22-M41: MRT 4 a 1, figura 3.6.d);
nuestra version que alterna radiz-4—radiz-2 con radiz-2-radiz-4 (4224); y la
libreria FF'TW sobre GPU. En la columna 4224, ambos tiempos corres-
ponden a secuencias de niimeros complejos, a la izquierda ejecutando sobre
una GeForce 7800 GTX, y a la derecha sobre una GeForce 8800 GTX. La
ejecucion sobre la 8800 se realizoé en Linux.

y 1024, es el doble con la version MRT, frente a la no-MRT. Dicho esto, el
tinico beneficio de la version 2D no-MRT es introducir y hacer mas facil de
comprender la mas elaborada version MRT. Los tiempos que se dan para la
version MRT son los obtenidos al aplicar el esquema de la subfigura 3.6.d),
los cuales requieren un kernel adicional de copia respecto al esquema 3.6.¢),
esto se aliviaria si la MRT permitiese la escritura sobre varios dominios del
mismo stream de salida, o incluso si BrookGPU permitiese la copia directa
entre zonas de memoria, en lugar de tener que recurrir a un kernel para
lograrlo.

3.10. Comparativa con otros autores

La mayoria de trabajos de otros autores ponen mas énfasis en la im-
plementacion (que aproveche las tltimas extensiones aparecidas), que en la
seleccion de un algoritmo adecuado a la arquitectura: optando por emplear la
variante de Cooley&Tukey heredada de la CPU. Tan solo unos cuantos, entre
ellos Jansen et al. y Horn, escogen otro algoritmo como punto de partida de
sus implementaciones. Sucede que la discusiéon entre implementaciones, en
lugar de realizarse a nivel algoritmico, estda muy condicionado por el dltimo
modelo de tarjeta en el mercado. En cambio la discusion en torno al algorit-
mo sin mas, puede a menudo resultar intatil, debido al salto no despreciable,
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entre el algoritmo «ideal» y su implementacién condicionada por la tarjeta
grafica subyacente, la version de los drivers, el slot de conexion, e incluso el
sistema operativo.

Ya hemos discutido el porqué de la eleccion de la variante de Pease:
especialmente debido al mejor uso del ancho de memoria, al permitir mapeo
directo de streams. Es el momento de reforzar este argumento:

= La variante escogida es capaz de encontrar los datos que entran a su
mariposa por mapeo directo cuando se usan streams float4. Y es la
unica variante que lo permite: ni la variante de C&T, ni la de Stockham,
ni la de Pease con decimacion en frecuencia propician la agrupacion lsb
durante todas las etapas.

= Los operadores de dominio dividen los streams en zonas logicas de tal
manera que no son necesarias sentencias condicionales en los kernels.
De este modo, ni se traen datos de memoria, ni se realizan cémputos que
luego vayan a ser desechados, como ocurre con las implementaciones de
C&T y Pease inversa3. Tan solo nos sucedia esto en las implementacio-
nes no-MRT, e incluso asi, era una pérdida sobre datos leidos, no sobre
datos computados, y no requeria la evaluacion de ninguna condicional.

= Al aprovechar el empaquetado de los nodos relacionados en una mari-
posa, vy de los factores twiddle, cada dato se lee una sola vez. No existen
computos replicados en distintas zonas del stream.

» La informacion acerca de déonde leer y escribir los datos no es necesaria,
por lo que ni se consulta, ni se computa en un kernel. La recombinacion
de los datos se logra exclusivamente por medio de operaciones a nivel
de stream, lo que significa que se ejecutan a nivel del rasterizador, no
en el procesador de fragmento. El trabajo se encuentra mejor reparti-
do entre las unidades que conforman el pipeline de la GPU. En este
sentido, la variante de C&T se ve perjudicada al necesitar informacion
acerca de donde traer sus datos: lo cual depende de la posicion y de la
etapa. Sumanaweera y Liu lograron rebajar este punto, haciendo uso
de display lists, que permitieron eliminar la dependencia de la etapa:
pero con la variante de Pease, directamente no existe tal dependencia.
Aunque en su trabajo estos tltimos autores indican que su implementa-
cion balancea la carga de trabajo entre el procesador de vértice y el de
fragmento, su codigo no hace uso del primero: sino de display lists que

3Pease con DIF: es la elegida por D. Horn, a pesar de que en su articulo afirma usar
una C&T.
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agrupan bloques de vértices dentro de los cuales el rasterizador inter-
pola las direcciones y los factores twiddle. Es de alguna manera similar
al uso de operaciones de dominio en Pease, pero que tan solo alivia
parcialmente un problema que con la elecciéon de la variante adecuada
simplemente deja de existir.

» Hemos usado la extension MRT de un modo muy distinto a como la
usan Sumanaweera y Liu. Ellos emplean MRT y el modo estéreo de
renderizado (logrando 8 buffers de floatl) para computar simulté-
neamente dos transformadas sobre secuencias independientes, donde la
MRT solo se explota para reusar en ambas FF'Ts las direcciones de las
que leer, y los twiddle.

En el cuadro 3.5 se muestra los tiempos obtenidos por nuestras imple-
mentaciones MRT, tanto radiz-2-radiz-2, como la que alterna descomposi-
ciones 4-2-2-4, asi como los de la implementacion de D. Horn, incluida en el
lenguaje BrookGPU, y los tiempos obtenidos con la libreria FF'TW. Estos
ultimos se obtuvieron para una CPU AMD 3500+ con 512KB de cache-on-
chip. Las versiones GPU se evaluaron con una Geforce 7800 GTX, y para
la implementacion 4-2-2-4, se incluyen adicionalmente los tiempos sobre una
GeForce 8800 GTX.

Para la version MRT radiz-2-radiz-2 se consideran tanto la implementa-
cion del esquema 3.6.d) como el de la subfigura 3.6.¢), en la tercera y cuarta
columna, respectivamente. Los tiempos requeridos son menores para la ver-
sion que escribe sobre varios dominios no solapados del mismo stream de
salida, lo cual no esté permitido a dia de hoy por la extension MRT. Incluso
con ese handicap, nuestra otra implementacion, consume un tercio del tiempo
que requiere la FF'TW para secuencias grandes de nimeros reales, como las
que lleva aparejado el problema del reenfoque fotografico digital, cuando se
considera una tarjeta ya obsoleta como la 7800 GTX.

Para secuencias de complejos, los resultados son incluso mejores, redu-
ciéndose para el tamano 1024 x 1024 a un 17 %, cuando se ejecuta la version
radiz-2-radiz-2, y a un 11 % usando la de bases 4-2, 2-4 alternadas, de nuevo
con la tarjeta 7800 GTX. En el caso de usar una mas actual, la 8800 GTX,
y nuestra mejor implementacion, el tiempo de computo supone tan solo un
8.5 % del consumido en la plataforma CPU+FFTW.

Enfrentando tiempos sobre GPU, nuestra mejor implementacion consume
un 43 % del requerido por la alternativa méas directa, la que trae el propio len-
guaje BrookGPU, medidos en igualdad de condiciones sobre el mismo equipo,
dotado de una 7800 GTX, para las secuencias de 1024 x 1024 complejos.

Otra de las implementaciones sobre GPU mas rapidas en la literatura
en el momento de realizar este trabajo de investigacion, la debida a Suma-
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naweera y Liu, de Siemens Medical Imaging, evaluada sobre una NVIDIA
Quadro FX, lograba ser, en palabras de los autores, dos veces més rapida
que la FFTW, si bien no explicitaban completamente las condiciones en que
enfrentaban ambas implementaciones. Nuestra implementacion, sin conside-
rar el movimiento de datos de carga y descarga a GPU, es cuatro veces més
rapida que la FFTW cuando se ejecuta sobre un motor nv40, seis veces més
rapida sobre una G70, y 10 veces mas rapida sobre una G&0.

Notese también la réapida evolucion entre familias consecutivas del fabri-
cante NVIDIA: los tiempos de ejecucion se redujeron del motor nv40 (Abril
2004) al G70 (Junio 2005) en un 32 %, y de éste al G80 (Noviembre 2006),
en un 23 %.

Hay dos trabajos especialmente relacionados con nuestra propuesta: el
de Jansen et al., que aplica la misma variante, aunque la denominan split-
stream-FFT, y se cifien al problema 1D; y la de Horn et al.*, que implementa
sobre el mismo lenguaje la misma variante pero decimando en frecuencia en
lugar de en tiempo, y sin tomar nunca méas de dos nodos por mariposas: la
multimiensionalidad la lograban aplicando la propiedad de separabilidad.

A diferencia de en estos trabajos, nuestra propuesta establece un marco
teorico donde confluyen el estudio de las distintas variantes de la FFT y el
procesado de streams, a resultas del cual es posible proponer implementacio-
nes especialmente eficientes al trabajar sobre GPUs que permiten multiples
salidas por kernel: aventajando en mas del doble de rendimiento, a la mejor
alternativa sobre GPU; y hasta 10 veces a la mejor alternativa sobre CPU.

Atn con todo, los tiempos en que se incurre para secuencias de millones
de datos, hacen atn inviable su aplicacion al reenfoque digital en tiempo
real, méxime si consideramos que para pasar de las estudiadas 2D a las 4D
que aquel problema requiere atn habria que dar otra pasada, siguiendo la
propiedad de separabilidad de la FF'T. Por ello, posteriormente abordaremos
elestudio del reenfoque fotografico digital sin pasar por el dominio transfor-
mado de Fourier.

Pero la contribucién a la FFT sobre GPU no es en vano. No solo las me-
joras de tiempo conseguidas son considerables, y en un algoritmo clave en un
sinfin de campos de aplicacion, sino que ademés el marco tedrico desarrolla-
do es de aplicaciéon a otras arquitecturas no convencionales: véase al respecto
las aportaciones del autor en el campo de las FPGA [Rodriguez-Ramos 08|,
[Montilla 08]; y sera de gran utilidad en las nuevas arquitecturas y lenguajes
por venir, como los Intel multi-core y Ct, o el planeado AMD Fusion progra-

4Esta misma propuesta fue presentada, con cambios minimos, por un grupo de autores
de diversas universidades, entre ellos Horn, ante el Departamento de Defensa de EE.UU.
en un estudio sobre la viabilidad de realizar DSP sobre GPUs [Owens 05¢].
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mado con Brook-. Mas atin, la rapida evolucion de las GPUs juega a nuestro
favor, por lo que no es descartable que en un futuro préoximo esta misma pro-
puesta algoritmica impulsada por las continuas mejoras del hardware gréafico
alcance para trabajar bajo los tiempos limite que nos hemos fijado.

3.11. Aplicacién a la Optica Adaptativa

Los telescopios de base terrestre ven limitado su rendimiento 6ptico por
las alteraciones que la atmosfera ocasiona en los rayos de luz provenientes
del espacio. A los procedimientos que contrarrestan estas alteraciones se les
conoce como Optica adaptativa y son esenciales para mejorar el aprovecha-
miento de los telescopios de gran didmetro. Estas alteraciones pueden ser
corregidas si se conoce como estan perturbando la imagen que se obtendria
en ausencia de las mismas. Asi, si se sabe que se esta observando un objeto
puntual y sin embargo no se obtiene una imagen acorde del mismo se puede
determinar qué tipo de aberraciones esta sufriendo la imagen por el hecho
de ser observada en esa region del cielo y para ese momento en particular
y corregirlas para obtener una imagen tan nitida como el telescopio en uso
sea capaz de ofrecer, no solo del objeto conocido, sino de otros mas dificiles
de caracterizar y que estén situados en la zona de observacion caracterizada.
Estas alteraciones no son estaticas, por lo que la determinacion de las abe-
rraciones del frente de onda y las medidas necesarias para contrarrestarlas
tiene un periodo de validez corto. Se considera que el tiempo de estabilidad
atmosférica se sitia alrededor de 10 ms para las observaciones en el rango
visible, un poco mas en el infrarrojo.

La medida de la fase de frente de ondas es una medida que se lleva a
cabo indirectamente. Lo que se sensa es el gradiente de fase de un objeto
conocido, por medio de un sensor Shack-Hartmann o anélogo. Estas medi-
das son procesadas hasta conseguir una estimacion de la fase del frente de
onda que a su vez se transforma en actuaciones que ejercidas, tipicamente,
sobre un espejo deformable logran restablecer un frente de onda plano, el
que corresponde a un objeto situado a una distancia infinita. Los sistemas
de 6ptica adaptativa comprenden pues miltiples pasos pero nos centraremos
exclusivamente en el paso de la recuperacion de la fase del frente de ondas.
Este es el paso mas costoso computacionalmente. Actualmente se usan re-
constructores denominados de multiplicacion matriz vector, VMM, por sus
siglas en inglés. Las operaciones requeridas para realizar dicho calculo por los
métodos VMM crece asintoticamente segiin O(N?), siendo N el ntimero de
actuadores. Y el ntimero de estos se espera que se incremente dramaticamen-
te, desde los cientos hasta las decenas de miles de actuadores, a corto plazo
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debido tanto a la implantacion de telescopios de didmetros de mayor tamano
asi como a la implementacion de nuevas aplicaciones de alta resolucion sobre
los ya existentes.

Se han propuesto diversos métodos para conseguir estimar la fase. De-
pendiendo de qué se consigue al aplicar los métodos se distingue entre dos
tipos de recuperadores. Zonales, aquellos donde lo obtenido es directamente
un valor de fase para las distintas zonas, o modales, donde lo que se estiman
son los coeficientes de un conjunto de funciones que aproximan la fase en la
apertura del telescopio.

Aunque existen variedad de razones para elegir entre unos u otros mé-
todos suelen ser mas usados los recuperadores zonales. Son més facilmente
paralelizables lo que permite lograr un rendimiento adecuado con solo au-
mentar el nimero de dispositivos de computo, ya sean estos DSPs, FPGAs
o GPUs. En el pasado ya hemos explorado la posibilidad de implementar
algoritmos zonales sobre hardware FPGA y GPU [Marichal-Hernéndez 05|
usando el algoritmo de Hudgin [Hudgin 77|, aunque modificado para que
funcione para la geometria de un sensor de Shack-Hartmann.

Por su parte, los estimadores modales usan las medidas de los gradientes
para ajustar los coeficientes de una expansion de funciones ortogonales sobre
la apertura. Dichas funciones suelen ser polinomios de Zernike o exponen-
ciales complejas, aunque se pueden dar otras posibilidades dependiendo de
la forma de la pupila. Cuando se usa una pupila anular, lo que es bastante
tipico en astronomia para acortar el tamano del telescopio, la caracteristica
de ortogonalidad de los polinimios de Zernike se pierde, lo que hace que en
ese caso resulte més 6ptimo optar por funciones de Karhunen-Loéve. Para
ambos casos, y para otras bases de polinomios complejos, se puede acelerar
el computo puesto que el kernel de la transformada rapida de Fourier puede
describirlos.

Ahora explicaremos cémo, con la ayuda de las FFTs desarrolladas en este
capitulo, es posible realizar una implementacion sobre GPU de un recupera-
dor modal.

3.11.1. Descripcién de un sensor de Shack-Hartmann

Un sensor de frente de onda de Shack-Hartmann muestrea la amplitud
compleja del campo electromagnético Yiejescope (4, v) con el fin de obtener un
mapa de fases de frente de onda: ¢(u,v) . Esto solo es posible si el muestreo
se realiza con subpupilas dentro del dominio de coherencia de la fase, r,.
Para ello se introduce un array rigido de microlentes que determinan dicho
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ritmo de muestreo. Cada microlente (i,j) produce un punto:

]ij(xay) - | S[wtelescope(u’v)] |2

Los desplazamientos d;; de los centroides de los puntos con respecto a
los centroides de referencia, los que se generarian en una observacion ideal,
son una estimacion proporcional al gradiente de fase media en las subpupilas:

dj =K - %ﬂ“’”’f
or

Donde 7 es la posicion, compuesta por el par (u,v), y K es una constante
que depende de la longitud de onda y de las distancias focales del telescopio,
la lente reimaginadora y las microlentes. A partir de estas estimaciones de
los gradientes de fase se puede recuperar la fase del frente de onda propia-
mente dicha ¢(u, v) usando una expansion sobre polinomios de exponenciales
complejas:

+ -1
Z Qpg Zpg(U, ) Z Upa 37 k) - =3 (ap)

p,q=0 p,g=0

El gradiente en ese caso resulta:

- - Op- Op- -
S(u,v) = Vo(u,v) = 0_Z + a0’ T Z (pg V Zpq
P
Un ajuste minimo cuadratico del error se obtiene considerando la funcion

objetivo:

N
5 0z 0z
F= Z[S(u,v)—zapq( &fq t+ aqu)]
u,v=1 D,q

donde S son los datos experimentales. Los coeficientes, a,q, de la expansion
en polinomios complejos en un reconstructor de fase modal de Fourier se
pueden escribir como:

i-p-§[9*(u,0)] +i-q- F[S5Y(u,v)]

— 3.18
Qpq 2+ g2 ( )

Y finalmente la fase se puede recuperar de los datos de gradientes al
transformar inversamente estos coeficientes:

(u,v) = §[ap] (3.19)
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Por lo tanto, hay implicitas tres transformadas de Fourier en una recu-
peracion modal de la fase. Debido a la méscara anular de los telescopios la
transformada de Fourier introduce grandes frecuencias espaciales que estro-
pean la recuperacion de la fase. Pero se puede evitar usando un rellenado
distinto de cero y compatible con la definicion de gradiente [Poyneer 02] o
por medio de iteraciones de Gerchberg [Roddier 91|, aunque este tltimo im-
plica realizar computos que consumen tiempo en exceso. En cualquier caso
el rendimiento que se obtenga va a depender de lo optimizado que esté el
computo de la FFT sobre el recurso computacional que se emplee.

3.11.2. Recuperacion del frente de onda mediante FFT

Nos centraremos en la implementacion en GPUs de las ecuaciones (3.18)
y (3.19) En la literatura se pueden encontrar otros filtros que reemplazan a la
ecuacion (3.18) dependiendo del tipo de sensor y la geometria de la pupila.
Independientemente de esto, los requisitos computacionales de cualquiera
de los posibles filtros son similares, y despreciables en comparacion con la
carga computacional que suponen las dos transformadas reales directas de la
ecuacion (3.18), y de la transformada compleja inversa de la ecuacion (3.19).

Por lo tanto, nuestra implementacion tendra los siguientes elementos:

1. Simulacion de las perturbaciones atmosféricas y del comportamiento
del sensor Shack-Hartmann para generar las estimaciones de gradiente
STy SY.

2. Expansion de las estimaciones fuera de la mascara anular.

3. Una FFT 2D compleja directa que computa F[S*¥] donde

S = G 4 SV,

4. Recuperar §[S*] a partir de w, y $[5Y] a partir de

BLS™]-8[S**]) x . .
+=—53=—, donde * es el operador complejo conjugado.

5. El filtrado espacial para computar los coeficientes:

_ ip- S[Sz(u’v)] +i-q- S[Sy(u,v)]
P+ ¢

Qpq

6. Una FFT 2D compleja inversa sobre los coeficientes ay,.
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La parte de la que se encarga la GPU comienza en el tercer elemento de la
lista, mientras que los dos puntos anteriores se computan a priori en la CPU.
El punto tercero se puede llevar a cabo directamente con la FFT 2D compleja
propuesta en este capitulo. Para acelerar el proceso las dos transformadas
reales se ejecutan simultaneamente al trabajar sobre una senal compleja que
las contiene a ambas. El cuarto punto es el paso en el que se deshace esa
unioéon, unfolding, para recuperar aisladamente los gradientes transformados
§157] y §1SY]. Esta separacion y el filtrado se llevan a cabo en GPU haciendo
uso de gather streams. La transformada inversa se realiza reusando el codigo
que realiza la transformada directa, aplicando la propiedad:

FXT)

(X)) = size(X)’

La FFT requiere que los factores de twiddle estén precomputados y al-
macenados como streams de solo lectura. Las operaciones de inversion de bit
de indice a realizar en el paso de decimacién requieren el computo a priori de
secuencias de inversion que también se hallan precomputadas y almacenadas
como gather streams. Los pesos del filtro sin embargo se pueden computar
en los kernel en GPU pues solo dependen de la posicion que esta siendo
computada por cada strel.

En estos computos se aplica lo discutido en torno a la subfigura 3.6.d)
y se hace por tanto necesario el uso de streams auxiliares para realizar el
computo dando salida a multiples streams.

3.11.3. Resultados y analisis

Este trabajo se llevo a cabo sobre un PC con una CPU AMD XP 3500+
dotado de 1GB de RAM DDR400 sobre una placa madre que empleaba un
chipset nForce4. El sistema operativo fue Microsoft Windows XP Professional
Edition con SP2. La tarjeta grafica una nVidia GeForce 7800 GTX con 256
MB de RAM. La tarjeta gréafica se conect6 al sistema anfitrion por un bus
PCI-Express 16x. La version del driver nVidia para Windows usada fue la
8198, actualizada en Febrero de 2006.

La GPU se programé usando BrookGPU version 0.4, actualizada al CVS
en Marzo de 2006. Las simulaciones que produjeron los datos de entrada se
programaron con IDL y Octave.

El cuadro 3.6 contiene los tiempos de ejecuciéon requeridos por los dis-
tintos elementos del recuperador de fase. Son tiempos promedios de 1000
ejecuciones. Los tamanos de entrada van desde 64 x 64 subpupilas de reji-
lla de muestreo a 1024 x 1024. Como se observa los computos de la FFT
consumen la mayor parte del tiempo.
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Tarea Tamano de entrada
64 x 64 128 x 128 256 x 256 512 x 512 1024 x 1024

carga de datos a GPU 0’016 0°047 0234 1"750 7625
FFT 2D directa || 1’750/1°578 | 1’984/1°688 | 2'235/1°781 | 5'891/4’984 | 26’313/21°781

Unfolding 0’109 0’109 0’234 0’796 2’922

Filtrado 0’094 0’094 0’188 0’641 2’609

Inversiéon de bit de indice 0’047 0’047 0’188 1’234 8’484
FFT 2D inversa || 1’781/1°609 | 2’000/1°687 | 2’391/1°938 | 7°079/6°234 | 34’578/30°531

Volcado de datos desde GPU 0’078 0’203 0’609 2’312 9’110
Tiempo total || 3'875/3°531 | 4’484/3’875 | 6’079/5°172 | 19°703/17°951 | 91’461 /82’882

Cuadro 3.6: Tiempos de ejecucion en milisegundos de las distintas partes del recuperador de fase. Los tiempos en
negrilla en las filas “FFT 2D directa/inversa” y “Tiempo total” son una estimacion del tiempo que se obtendria si
la extension MRT fuera capaz de dar salida simultanea a dominios no solapados del mismo stream.

98
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Tamano Real Compleja

64 x 64 || 5025 pus | 114’50 us

128 x 128 || 313’00 ps | 811’00 us
256 x 256 || 1’98 ms 5’48 ms
512 x 512 || 995 ms | 24’17 ms

1024 x 1024 || 50’01 ms | 113’42 ms

Cuadro 3.7: Tiempos de computo de la libreria FF'TW 3.1.1 sobre una CPU
AMD XP 3500+, 2211 GHz, con 512 KB cache L2. La FFTW se ejecut6 en
modo paciente para secuencias reales y complejas.

Para un problema de tamano 256 x 256 los tiempos de ejecuciéon con la
implementacion propuesta se encuentran cercanos a los 6 ms, lo que supone
una gran mejora sobre lo que se obtiene con el uso de librerias FFT altamente
optimizadas sobre CPUs de gama alta. También es resaltable que en los
problemas de tamano inferior a 256 x 256 el rendimiento es bajo debido al
costo de configurar y ejecutar los computos en la arquitectura de la GPU, lo
cual introduce una latencia sistemaética por el mayor pipeline de éstas.

Los tiempos para ejecutar una tinica FF'T sobre una CPU usando la libre-
ria FF'TW se muestran en el cuadro 3.7. Se aprecia que incluso sin considerar
los tiempos del filtrado es imposible rebajar el tiempo total del recuperador
por debajo de los 10, 50 y 220 ms para los tamanos 256 x 256, 512 x 512 y
1024 x 1024 respectivamente, en tanto que el recuperador de fase debe realizar
al menos dos FFTs. Sin embargo en los tamanos 64 x 64 y 128 x 128 la FF'TW
ofrece menores tiempos que nuestra implementacion en GPU. Un detalle a
tener en cuenta es que la libreria FFTW tiene la capacidad de trabajar en
doble precisiéon mientras que la GPU no.

Nuestra implementacion en su forma actual se ejecuta sobre el entorno de
tiempo de ejecucion del lenguaje BrookGPU y este a su vez sobre OpenGL.
BrookGPU ademés no esta complentamente optimizado. Por ejemplo la au-
sencia en BrookGPU de una funcién de copia especifica y optimizada entre
streams debe ser tenida en cuenta al analizar el rendimiento obtenido. Los
tiempos en fuente negrilla en el cuadro 3.6 son una estimaciéon de lo que se
podria obtener si se pudiera acceder —dejando de lado los limites que impone,
pero también la abstraccion que brinda BrookGPU-, a las funciones de bajo
nivel especificas para copias entre streams.

Otro aspecto a considerar son los diferentes ritmos de evolucién de
las arquitecturas GPU y CPU. Las tendencias actuales en arquitectura de
computadores|Owens 05a| indican que la GPU y resto de arquitecturas de
stream van a ser capaces de mantener el crecimiento de su poder de computo
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a corto y medio plazo, mientras que las CPUs y el resto de arquitecturas
secuenciales veran como este poder de computo llega a una meseta, debido
al decreciente efecto de mejora sobre las latencias de memoria que produ-
cen los avances en miniaturizacion de circuitos. Por ejemplo en la generacion
previa de tarjetas graficas nVidia, una Geforce 6800 ULTRA, los tiempos
para un tamano 512 x 512 es de 26’60 ms. Esto implica un 25 % de ganancia
observada entre dos tarjetas comercializadas con un ano de diferencia. Esta
ganancia, en el lado de las CPUs, hubiera requerido varias generaciones de
procesadores.

Por tltimo, ambas arquitecturas CPU y GPU, pueden colaborar en el
mismo computador. Lo que esperamos es que en un futuro cercano la GPU,
o su evoluciéon arquitectural, sean los coprocesadores a los que descargar
las tareas de computo mas demandante, mientras que las arquitecturas se-
cuenciales permaneceran como las responsables de la logica de programa y
la entrada/salida. Nuestra propuesta tedrica para amoldar la FFT a una
arquitectura SIMD multithreaded seguramente mantendra su validez en tal
contexto.

Teniendo en cuenta todo lo dicho, es probable que un recuperador para
tamanos 512 x 512, y el biicle completo de AO incluyendo la estimacion de
centroides para un tamano 256 x 256 sean posibles dentro del margen de 5
ms en un futuro cercano con el enfoque colaborativo CPU-GPU.



Capitulo 4

Transformada aproximada del
focal stack, aFST

Comenzaremos con la revision de los trabajos anteriores sobre la transfor-
mada de Radon, los algoritmos para su computo y la relacion con el reenfoque.
Luego revisaremos la formulaciéon de los autores Gotz y Druckmiiller para el
caso 2D, modificandola ligeramente para que resulte posible su extension
al computo sobre dominios de 3 y 4 dimensiones. A continuacién, reducire-
mos el nimero de operaciones de la transformada 4D aDRT, eliminando el
computo de aquellas integrales innecesarias en el problema del reenfoque fo-
tografico digital, a resultas de lo cual podremos finalmente formular nuestra
«transformada aproximada del focal stack», aFST, que, gracias a esta rebaja,
exhibira una complejidad computacional lineal con el tamano del problema.
Detallaremos como realizar transformadas discretas rapidas de Radon para
problemas de tamano no potencia de dos, y concluiremos mostrando cémo
trasladar a algoritmos las transformadas propuestas, que implementaremos
tanto para CPU como para GPU.

4.1. Transformada de Radon, algoritmos rapi-
dos y reenfoque

La transformada analitica de Radon, Rf (0, p), de una funcion f(z,y), con
(z,y) € R?, calcula las integrales de dicha funcién sobre el espacio de lineas

parametrizadas por 6, angulo de las lineas respecto del eje y, y p, distancia
al origen [Radon 17]. Esto es,

%f(@,p)://f(x,y) d(z cos 0 +y sin 0 — p) dx dy, (4.1)
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o, alternativamente, usando la forma «pendiente—desplazamiento» con |s| <
1

Y

Rf(s,d) = /f(u, u s+ d) du, (4.2)

donde s es la pendiente, «slope» y d es el desplazamiento, «displacementy ,
para las regiones con [f| < 7, o lo que es lo mismo, |y| < |z, y

Rf(s,d) = /f(u s+d, u) du, (4.3)

para las regiones con || > 7.

Cuando se trata de dominios discretos, se usaria la transformada discreta
de Radon, DRT |Toft 96]. Para computarla existen algoritmos de compleji-
dad cuasi-lineal. Es el caso de los denominados métodos multiescala, en los
cuales, las integrales de linea se aproximan por sumatorios de los valores en los
nodos —pixeles si hablamos de una imagen— ubicados en la correspondiente
banda de ancho unitario, como proponen Brady, en [Brady 92| y [Brady 98];
Gotz & Druckmiiller en [Gotz 96]; y Brandt & Dym en [Brandt 99]; e ilus-
tramos en la figura 4.1.

La DRT también se puede expresar en términos de la transformada de
Fourier, |Beylkin 87], en ese caso, se obtiene un algoritmo rapido al usar la
FFT como herramienta de computo. De este modo, Averbuch et al. discuten
en [Averbuch 01], [Averbuch 08a] y [Averbuch 08b] cémo computar la DRT
pero ahora manteniendo —al contrario que en las discretizaciones propues-
tas por los otros autores— las propiedades algebraicas de la transformada
analitica.

Para referirnos a las transformadas resultantes de los métodos multies-
cala usaremos el término DRTs «aprozimadas», aDRTs', en tanto que las
suposiciones que conducen a dichos algoritmos no cumplen las propiedades
de la transformada en el continuo. Siguiendo en la linea del computo basa-
do en la FFT pero respetando las propiedades de la transformada analitica,
en [Nava 08] se muestra una propuesta de «transformada ripida discreta del
focal stack» de la que soy coautor.

El objetivo de esta seccion es obtener una version aproximada de la FST
que cumpla con nuestros requerimientos. Para ello utilizaremos métodos mul-
tiescala ya que son suficientemente precisos para las aplicaciones de nuestro
interés, ademés de poder ser computadas rapidamente al no implicar ni mul-
tiplicaciones ni operaciones trigonométricas, siendo mas rapidas que los ba-
sados en FFTs. Diremos también que presentan una transformada inversa

'En adelante, daremos por sobreentendidos los calificativos «discreta» y «rapida» en
aquellas transformadas que califiquemos como «aproximadasy.
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rapida y exacta [Press 06|, lo cual, atn no siendo critico para la discusion
actual, es una ventaja.

Tomaremos como punto de partida el enfoque multiescala 2D de Gotz
y Druckmiiller, G&D en adelante, y nos basaremos en que el operador de
formacion fotografica a partir de un lightfield, ecuacion (2.3), pagina 31, puede
ser visto como un caso particular de la trasformada 4D de Radon en d-planos,
ver seccion 2.2.4, cuando se extiende para computar las integrales de planos
en un hipercubo de la siguiente manera:

%f(.&d) = /f(LIS‘i‘CL Ll) du = //f(u1 Sl—f-dl, U9 Sg—f—dg, Uz, UQ) du1 dUQ

(4.4)
No nos consta que se haya profundizado en el problema de la 4D DRT
con anterioridad a este trabajo. Si existen algoritmos para la DRT 3D usando
ambos enfoques, multiescala y basados en FFT. En las 3D, la transformada
de Radon evalia el conjunto de integrales a través de los planos que cruzan un
volumen. El enfoque multiescala ha sido estudiado por Wu y Brady [Wu 98];
mientras que el basado en Fourier, lo encontramos en Averbuch y Shkolnisky
[Averbuch 03|. Ambos trabajos aprovechan la propiedad de separabilidad de
las transformadas, que permite computar una transformada multidimensional
aplicando repetidamente transformadas sobre un menor ntimero de dimen-
siones: normalmente N transformadas unidimensionales para computar una
transformada N-dimensional.

4.2. Propuesta de modificacion de la 2D aDRT
de G&D

Consideremos la definicion de la DRT aproximada dada por G&D, para
una imagen de tamano N X N, con N = 2" n € Z.

Flsod) =" fFA@), I(w) +ad), (4.5)

u€ezZy
—1 g . . .
donde A(ug, ..., un—1) = Y ., 2'u; traduce un vector de coeficientes binarios
u = (ug,...,u,—1) € Z%, a su correspondiente entero, u € Z; y la funcion

I7: 7% — Z, definida como,
°(u) =0,

[M(ug, .. Up_1) = lfs’/éJ (U, + -+ Up—2)+Up_1 \‘

S+1J (4.6)

2
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determina la  discretizacion de la linea recta y=x5+d, que
aproximamos con la banda de un pixel de ancho que atravie-
sa la imagen a través del conjunto de pixeles con coordenadas

{ (07 d)a Tt ()\(U), l;z(u) +d)7 R (N_17 S+d) }‘2
El sumatorio en u se puede descomponer en multiples sumatorios en in-
dices binarios uo, ..., u,_1, los cuales se pueden resolver de uno en uno, ob-

teniendo el resultado deseado tras n etapas de transformacion parcial:

f(.y) civgs 7 (s.)
0 7 0
Fo(v,d) O fm(v,d) U fr(v,d)

En las etapas intermedias, considerando m el nimero de indices ya trans-
formados, la aDRT parcial resulta

f (3}07 s 7Um—115 Uy - - avn—ll | d) = Z f()\(ll,V) | lg\n(bit—'reve"rsal(!))(u)+d)‘

uezy

v

(4.7)

Donde hemos usado el simbolo | para separar los parametros en f, como en
f(z|y); y reservamos las comas para separar las dimensiones binarias en las
que descomponemos a su vez cada parametro, como en f(xg, z1 | Yo, y1)-
Como veremos posteriormente necesitamos distinguir la pendiente de las
dimensiones espaciales por lo que proponemos dos modificaciones a la nota-
cion de G&D que nos ayudarén en la rebaja del computo. Considérense los
roles de los m indices binarios menos significativos de v, denotados por v, y
los n—m Mas Significativos, V. Es conveniente distinguir entre ellos, en lugar
de considerar que existe un v que los engloba, dado que este v global no es
un parametro que podamos definir geométricamente de manera natural, sino
la mezcla de dos que si lo son: la primera parte, v, contiene la informaciéon
relativa a los bits ya transformados de la pendiente; mientras que Vv repre-
senta a los aiin no transformados en la dimensién espacial, en este caso =z,

2Por mantener la nomenclatura de otros autores no cambiaremos la denominacién del
parametro s, pendiente, si bien para la definicion dada seria méas apropiado usar «ascensos.
Estrictamente hablando, s es el nimero de pixeles que se asciende en vertical al avanzar N
en horizontal, no la pendiente, que vendria dada por: 5. Esta forma de trabajar tiene
la particularidad de que el espacio de llegada del algoritmo es regular en ascensos medidos

sobre el extremo del dominio, no en el angulo de inclinacién de las lineas.
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sobre la que se lleva a cabo la integracion®. Por lo que proponemos trabajar

con f™ compuesto por tres parametros: la pendiente, la franja horizontal y
el desplazamiento vertical.

Notese también que el transformacion de indices desde la variable de inte-
gracion a la pendiente, se da entre posiciones menos significativas en un lado
y Mas Significativas en el otro. Por lo que proponemos que se reubiquen en las
transformadas parciales convenientemente segin van apareciendo de manera
que nos podamos ahorrar la inversion final de bits que describe [Gotz 96].

En resumen, los cambios que introduciremos con respecto a la notacion
usada en (4.7) son: a) denotar la pendiente, antes v, por s; b) distinguir entre
el indice binario de la pendiente que se transformara en la etapa m, s,_m,,
de los ya transformados, o; y ¢) denotar los indices Méas Significativos de la
dimension de integracion, anteriormente v, como nuestra v.

La formula resultante es

S
A

fm(sn_m,’sn_mﬂf. e Sn—1| U, - ./.\, Up_1 | d) =
> fA V)| gy () +d). (4.8)
uezy

Esta parametrizacion de la aDRT 2D parcial, f™, conduce a la siguiente
ecuacion de mapeo entre dos etapas consecutivas,

s: m+1 bits
7\

e ™~

o:m bits v:n—m—1 bits
m+1 - - Ve - d o
f (\Sn—m—ly Sn—my -+ -5 Sn—1 | Um41y - 7Un—1j | ) -
v
n bits

Fro|0,v]d) + f (o |1,V ]d+ sum + o)) (4.9)

segin se detalla en [Gotz 96, seccion IV]. Para proponer la aFST desarrolla-
remos una relacion analoga a ésta, de la cual se puede encontrar la derivacion
en el apéndice B.

4.3. Anailisis 2D y extensiéon a 3D y 4D

Antes de introducir las aDRT para 3D y 4D, analicemos sucintamente
el funcionamiento del método multiescala para el caso 2D. Para mayores
detalles referirse a [Brady 98|.

3En el texto nos referiremos por variable de integracion a la que ejerce de indice del
sumatorio discreto.
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Figura 4.1: Combinacién multiescala de segmentos de linea.

En la figura 4.1, tomada de ese trabajo, observamos como es posible
evaluar todas las lineas* que atraviesan el plano si reducimos inicialmente el
problema hasta llevarlo a su expresion minima, y procedemos luego, poco a
poco, a doblar su tamano. La etapa mas basica es aquella que considera el
plano dividido en franjas de ancho 2 a lo largo de la variable de integracion.

A esa escala, toda «linea discretay —segun la discretizacion fijada me-
diante la ec. (4.6)— que forma parte del haz que cruza por un cierto nodo,
tiene solo dos posibilidades a su paso por éste. Incrementar su pendiente (re-
cuérdese: ascenso), o mantenerla. Esto es, localmente, toda linea que atra-
viesa el nodo (2z,y) incluye a uno de los dos segmentos de linea que ligan
dicho punto con (2z+1,y) y (22+1, y+1). Estos segmentos son las lineas mas
simples posibles —no hay segmentos de menos de 2 nodos—, pero contienen
ya toda la informacién necesaria para resolver el problema a mayor escala.
No hay combinaciéon de nodos vecinos a escala 2 que no haya sido tenida
en cuenta, por lo que es solo cuestion de operar adecuadamente reusando
estos segmentos, para dar lugar a todas las combinaciones de «lineas discre-
tas» a través de 4 nodos. Luego, con las de 4 nodos montar las de 8, y asi
sucesivamente.

Esta idea se plasma formalmente mediante las cuatro ecuaciones que he-
mos visto para el caso 2D, y son las que debemos extender a 3 y 4 dimensiones:

» La definicion analitica, Rf (s, d), ec. (4.2). Que determina cuél sera la
transformada integral en el continuo.

Sobre el plano, la transformada de Radon, evaltia integrales de linea.
En un dominio de mayor dimensionalidad se abre un abanico de po-

4El método que se describe cubre el rango de pendientes [0°: 45°]. Para considerar 180°,
habria que repetir el proceso otras 3 veces modificando adecuadamente la disposiciéon de
los datos, o el algoritmo, para que operase sobre ese rango alterado en +45°, +90° y
+135°.
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Figura 4.2: Sumas involucradas en el computo del valor f3(4,1) sobre una
rejilla 8 x 8.

sibilidades acerca de cuantas y cuéles dimensiones integrar, y cémo
se relacionan las variables de integraciéon con las no integradas. Por
lo que serda importante comenzar definiendo el problema continuo que
aproximaremos.

La transformada aproximada, }(s, d), ec. (4.5); y la transformada par-

cial, f™, ec. (4.8). Donde un sumatorio sustituye a la integral, y donde
las relaciones entre las variables de integracion y las no integradas se
rigen por la funciéon (4.6). Conllevan la division implicita del problema
en «multiples escalas».

Los resultados intermedios, los mismos que ilustra la figura 4.1, no son
otra cosa que la evaluacién parcial de los sumatorios. Asi, en el caso

2D, f! contiene las sumas sobre los segmentos de ancho 2, f?2 sobre los
de ancho 4, etcétera.

El mapeo entre etapas consecutivas, f™ —s f™! ec. (4.9). Las ecua-
ciones anteriores finalmente conducen a ésta, que es la clave del algorit-
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aoso | | | |

y=3 D30 D31 D32 D33
y=2 D20 D21 D22 D23
y=1 D10 D11 D12 D13
y=0 D00 D01 D02 D03
flxly) x=0 x=1 x=2 x=3

Figura 4.3: Iustracion del computo de la 2D aDRT sobre una rejilla 4 x 4.
Arriba a la izquierda) Un dominio 2D con dos lineas continuas sobre las
que deseamos realizar la integracion. Arriba a la derecha) La rejilla 4 x 4
discretizada remarcando los datos que se sumaréan para evaluar las integrales
de linea propuestas. Notese que uno de los datos de la linea amarilla cae
fuera del dominio inicial. Tabla inferior) Los datos 2D como seran tratados
en memoria, accedidos a través de los parametros x e y. Dentro de cada celda
hemos representado los valores discretos, denotandolos como Dxy.

mo, y contiene el modo en que combinar los resultados en cada etapa
para dar lugar a los siguientes.

Por ejemplo, en la figura 4.2 se ilustra cudles son los datos involucrados

en el computo de un tnico elemento, f 3(4,1), sobre una rejilla de tamaro
8 X 8: qué segmentos de tamano 4, y, antes, cudles de tamano 2, contribuyen
a la linea de pendiente 4 que parte de la posicion vertical 1. Volviendo sobre
los resultados intermedios que quedan definidos en las transformadas parcia-
les, ndtese que el namero de franjas horizontales se reduce a la mitad a cada
incremento de m, pero cada una es el doble de ancha. Igualmente se dobla el
méaximo ascenso que puede darse en vertical. Esto se debe a la transferencia
de indices binarios de una a otra dimensién. Inicialmente, no existiran indices
en la pendiente, aparecerdn gradualmente, y finalmente, cuando m=n, solo
quedara pendiente, mientras que la informaciéon horizontal habra desapare-
cido.

Eso si hacemos un anélisis top-down del algoritmo, pero lo que en reali-
dad sucederé es que se correrd sobre un conjunto de muestras discretas y se
calcularan de golpe todas las combinaciones posibles de pendientes y despla-
zamientos. Pasamos a analizar este enfoque bottom-up con la ayuda de las
figuras 4.3 y 4.4 en las que se aplica la 2D aDRT a un escenario atin més
sencillo: una rejilla 4 x 4.

En la primera tabla de la figura 4.4 comenzamos por duplicar el tamano
de los datos en su dimension vertical, d, con la que representaremos el des-
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d=7 Z70 771 772 773
d=6 260 261 262 763
d=5 750 7251 752 753
d=4 Z40 741 742 743
d=3 D30 D31 D32 D33
d=2 D20 D21 D22 D23
d=1 D10 D11 D12 D13
d=0 D00 D01 D02 D03
fowld) v=0 v=1 v=2 v=3
s=0 s=1 s=0 s=1
d=7 770+771 770+781 772+273 772+283
d=6 760+Z61 260+Z71 762+7263 262+7273
d=5 Z250+7Z51 Z50+Z61 7252+753 752+763
d=4 740+741 Z40+751 742+743 742+753
d=3 D30+D31 D30+741 D32+D33 D32+743
d=2 D20+D21 D20+D31 D22+D23 D22+D33
d=1 D10+D11 D10+D21 D12+D13 D12+D23
d=0 D00+D01 D00+D11 D02+D03 D02+D13
fHGslvid) v= v=1
s=0 s=1 s=2 s=3
d=7 [270+271] + [272+273] [270+271] + [282+283] [270+281] + [282+293] [270+281] + [292+Za3]
d=6 [260+261] + [262+263] [260+261] + (272+273] [260+271] + [272+283] [260+271] + (282+293]
d=5 [250+Z51] + [252+Z53] [250+251] + [262+263] [250+261] + [262+273] [250+261] + [272+283]
d=4 [240+241] + [242+243] | (240+241] + [252+753] | (Z404Z51] + [252+263] | [240+Z51] + [262+273]
d=3 [D30+D31] + [D32+D33] = [D30+D31] + [242+243] | [D30+Z41] +[242+753] | [D30+241] + [252+263]
d=2 [D20+D21] + [D22+D23] | [D20+D21] + [D32+D33] | [D20+D31] + [D32+Z43] | [D20+D31] + [242+753]
d=1 [D10+D11] + [D12+D13] = [D10+D11] +[D22+D23] | [D10+D21]+[D22+D33] | [D10+D21] + [D32+243]
d=0 [D00+D01] + [D02+D03] [D00+D01] + [D12+D13] [D00+D11] + [D12+D23] [D00+D11] + [D22+D33]
f?Gsla)

Figura 4.4: Sumas realizadas para computar la 2D aDRT sobre una rejilla
4 x 4. En tres tablas consecutivas se representan los cambios en memoria a
medida que se avanza en las transformadas parciales discretas de Radon. Se
detalla en el texto.

plazamiento, o punto de corte en vertical. Las celdas 00 a la 33 dan acomodo
a los datos originales. Cada celda extra en memoria de rellena con un zero:
son los valores Z40 a Z73. La dimension horizontal la denominaremos v. En
estas tablas continuamos con las dos lineas de ejemplo propuestas en la figura
anterior, resaltando en amarillo las celdas que participan en el computo de

}2(2, 2), v en verde aquellas celdas participes en el computo de }2(0, 0).

En la segunda de las tablas, las celdas se indexan por medio de 3 va-
riables: v, s y d. En este paso del algoritmos se sumaran y almacenaran
adecuadamente, segiin marca la ecuacion (4.9), cada segmento de linea de
dos elementos que surcan la rejilla (ver primer esquema de la figura 4.1). Por
ejemplo, la celda v =0, s = 0, d = 0 almacena la suma de los datos D00 con
D01, y representa el sumatorio sobre el segmento de linea que une dos puntos
de la rejilla a nivel v = 0, la primera de dos subfranjas horizontales, d = 0
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Figura 4.5: Combinaciones entre nodos vecinos en la etapa inicial de la aDRT
en 2, 3 y 4 dimensiones.

puesto que corta el eje vertical a esa altura y s = 0, sin ascender. Cercana a
ella en memoria habra una celda v =0, s = 1, d = 0 que representa el mismo
concepto, salvo por que en ella se asciende en horizontal 1 elemento, y por
lo tanto almacenara la suma de D00 + D11.

En la tercera tabla, los datos son parametrizados nuevamente haciendo
uso de dos variables, s y d, puesto que al haber una sola subfranja horizontal
la variable v se vuelve innecesaria. Esto coincide con lo que esperabamos,

dado que f? constituye la etapa de transformacion final y por tanto el re-
sultado para problemas de tamano 4 x 4. Las celdas en s = 0,d = 0, y
s = 2,d = 2 almacenan el resultado para las dos lineas de ejemplo propues-
tas en la anterior figura. Pero los computos se han realizado para todas las
posibles combinaciones, esto es, barriendo de s = 0a s =3y ded =0 a
d = 7, incluso si varias de estas suman contienen valores nulos, al caer las
lineas que representan total o parcialmente fuera del dominio inicial. Estos
resultados son consecuencia de la aplicacion directa de la formula (4.9). Al
algoritmo se llega simplemente rodeando dicha férmula de una serie de bicles
anidados que evaltan las etapas 0 y 1, y en cada etapa los valores entre 0 y
3 en horizontal (si bien ese rango es compartido entre las variables v y s) y
entre 0 y 7 en vertical.

En la subfigura 4.5a, volvemos a presentar las relaciones entre nodos ve-
cinos en la escala basica del caso 2D, sobre la que se asienta la posibilidad
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de obtener un algoritmo rapido por reutilizaciéon de computos entre etapas.
En la subfigura 4.5b ilustramos los patchs de planos de distintas pendientes
a considerar en una vecindad de 4 nodos como etapa bésica en la evaluaciéon
de todos los posibles planos discretos sobre un volumen 3D. Analogamente,
para el caso 4D, en la subfigura 4.5¢c, y para la definiciéon de transformada de
Radon 4D que daremos en (4.15), representamos las 4 posibilidades iniciales
que se dan al evaluar ciertos planos discretos sobre un hipercubo.

Con esto en mente, procedemos a definir escuetamente las ecuaciones que
rigen las transformadas aproximadas discretas de Radon en 3D y 4D.

4.3.1. Transformada aproximada de Radon en 3D

Las ecuaciones que evalian (aproximadamente) las integrales a lo largo
de los planos descritos por z — x slope, — y slope, — of fset = 0, en un
volumen f(z,y, z), son las siguientes.

En el continuo, definimos la transformada integral

Rf(s1, 52, d) :/f(ula Ug, U S1 + Uz Sy + d) duy dug, (4.10)

cuya aproximacion discreta es

FGil sl d)= 3" 37 Fu)| Mug)| 12 (wy) + 12 (ug) + ). (4.11)

uy EZ" us GZ

Si definimos la solucién hasta la etapa m como

Nm 51 ™ I ‘2
f (81n7m7"'781n71| Vs oo+ 5 V1,4 |
52 V2
r 2n—my " S'n 1 | U2m7"'7v2nfl‘|d):

DD M ur,va) | Mug, va) [T, () + B, (uz) + d), (4.12)

u GZ u2 GZ

la solucién se obtiene aplicando recursivamente el siguiente mapeo entre

etapas.
N o1 Vi
m+1 - Y 7z -
f (Sln7m717 Sly—my 951y | Vlpgrs - Vg |
o2 v2
o\ 7\
7 N S
S2n7m717 S2n7m’ tt 78277,71 | 1)2m+1’ T 7v2 -1 | d) -

~

f™(e1]0,v1]|0o2]0,ve|d)+



112 Transformada aproximada del FS

~

fMo1|1,vi]o2|0,v2)|d+ s + MNo1))+
+ )\(0’2))"‘

[ (o1, viloa|l, va|d +s1,_,_, + Ao1) + 82, _,,_, + A(o2)) (4.13)

n—m-—1

fm<0'1|O,V1’0'2’1,V2‘d+82

n—m-—1

4.3.2. Transformada aproximada de Radon en 4D

Y, equivalentemente, para 4D, definimos,
fﬁf(sl, S9, dl, dg) = /f(ul, Ug, U 81+d1, U9 82+d2) dU1 d’LLQ, (414)

y su aproximacion discreta,

FGsilsaldild) =3 N f(A(ur) | Aug) | 17 (ug) + dy | 17 (ug) + do).

U]_EZ uzGZ
(4.15)
Luego, en la etapa m, la transformada parcial vendra dada por

S1 Vi
~ A\

m N | - ~
f (81n—m7 A 78171,—1 ’ /U]-m’ st 7Uln—1 ‘
S2 V2

7\ 7\
rSQn o Sgn_1‘| V2,5 - Ugn_1\| d1| dg) =

ST S, va) A g, va) [y () + dafily (uz) + d2), (4.16)

ui EZ uz EZ

lo cual conduce al siguiente mapeo.

o1 Vi

~m+1 - - ~ | ~ -\
f (Slnf’mfl7 Slpmy Sl | Vlpgrs -+ -5 U1y |
o2 A%

w2y V| da] do) =

f™o1|0,ve|o2|0,ve|dr | dy)+

59 59

’s
n—m-—17 2p—m

fm(o-]. ‘ 17V1 | 0-2 | 07 V2 ’ dl + Sln—m—l _'_ )\(0-1) ’ d2)+

f™(o1|0,ve|oz |1, va|di|dy+ 59, , + A(o2))+
[ (o1, viloa|l, va|dy + 51, ., + A(o1) |da+ 52, ., + Ao2)) (4.17)

4.3.3. Complejidad computacional de las aDRTs

Las ecuaciones (4.9), (4.13) y (4.17), pueden ser trasladadas directamen-
te a algoritmos que computan las transformadas aproximadas discretas de
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Radon en 2D, 3D y 4D, tal como las hemos definido. Todos estos algoritmos
exhibirdn una complejidad cuasilineal, O(N®log, N), aplicados a problemas
de tamafio N® en b dimensiones. Puesto que requeriran log, N etapas, y, en
cada etapa, se han de realizar un ntimero de operaciones que esté en el orden
del tamafio del problema, N°.

En la primera etapa, es inmediato que para un problema de tamafio N°
habra N’ elementos a considerar. Pero, jcudntos segmentos de dos lineas,
sobre el plano, o patches de 4 nodos, en el cubo y en el hipercubo 4D, par-
ticiparan en la segunda etapa? También N°. Obsérvese graficamente, en las
subfiguras en 4.5, que el dominio de cémputo lo podemos considerar dividi-
do en agrupaciones logicas —los recuadros de fondo gris envolviendo a los
nodos— y que éstos contienen a tantos nodos como posibilidades hay que eva-
luar para esa dimensionalidad del problema: en 2D se agrupan nodos de dos
en dos, y para cada grupo se evaliian 2 segmentos; seran 4 las posibilidades
a evaluar en 3D y 4D, sobre vecindades de 4 nodos. Aunque desde un grupo
se hagan consultas a nodos pertenecientes a otros grupos, esto se compensa
por las consultas, en igual nimero, que el primero recibe del exterior.

Sobre la formula esto es mucho més sencillo de observar: basta con fijarnos

en que en las relaciones f™ — f ™% son transformados indices binarios en
indices binarios, que pasan de unas dimensiones a otras, pero el tamano
del problema en su conjunto permanece constante entre etapas. Empieza,
comienza y termina siendo de tamafio N°.

4.4. Reenfocando digitalmente con wuna 4D

aDRT

Si comparamos el operador fotografico, ec. (2.3), con la recién definida 4D
aDRT, ecuaciones (4.14) y (4.15), observamos que al aplicarse ambas sobre
una entrada 4D, el resultado de la primera constituye un subconjunto del
resultado que se obtiene por medio de la segunda: el espacio 3D que satisface
$1 = So. Tal como la hemos definido la 4D aDRT no es 6ptima en la resoluciéon
del problema de reenfoque fotografico digital, puesto que realiza computos
sobre planos que no estan contenidos en el focal stack.

Para eliminar estos computos innecesarios —cuando sl # s2, los cua-
les son la mayoria— podriamos recurrir a aplicar técnicas de pruning
[Markel 71]. Pero los métodos de pruning en la literatura que tratan con
multiples dimensiones [Knudsen 93| o regiones dispersas [Hu 05|, son mas
complicadas y menos eficientes que lo que podemos obtener. Haremos uso
del aislamiento de las pendientes respecto de los pardmetros espaciales, para
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lens sensor lens sensor

sensor sensory..... \ .

lens lens

/

L 4

Figura 4.6: Efectos sobre el enfoque al evaluar hiperplanos de distintas pen-
dientes sobre un lightfield 4D. Se detalla en el texto.

asi podar de manera efectiva los computos innecesarios.
De modo que la ecuacién continua seria,

in(s, dl, dg) = /f(ul, U2, Uy S+d1, U9 S+d2) du1 dUQ. (418)

Para resolverla proponemos la <«transformada aprorimada del focal
stack», que computa

s di|dy) = D0 FOM ) | Aug) | I (wa) +dy | 12 (ug) +ds). (4.19)

uy €LY uz€ly

La figura 4.6 ilustra el hecho de que, aplicado sobre un lightfield 4D,
la transformada recién definida calcula el focal stack 3D aproximado de la
escena. Existen 4 dimensiones: que corresponden a recorrer vertical y hori-
zontalmente la lente y el sensor. El efecto de reenfoque se puede ver como
una integracion donde ambos pares de dimensiones en vertical y horizontal
varian simultaneamente: la dimension horizontal sobre la lente varia con res-
pecto a la dimension horizontal en el sensor, al mismo ritmo que la vertical
sobre la lente lo hace sobre la vertical del sensor.

Existe una tnica pendiente que relaciona ambos grupos de dimensiones,
y seré proporcional, sobre el focal stack 3D resultante, a la profundidad a
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lo largo del eje 6ptico, z. El papel de las dimensiones horizontal y vertical
sobre el focal stack lo asumiran los desplazamientos horizontal y vertical en
el operador:

aFST
lightfield(xlente |ylente |Isensor |ysensor) — focal‘gtadc(z | x|y)

Los planos de enfoque que ocupan el espacio imagen que en la direcciéon
del sensor se extiende desde éste hacia el infinito —columna izquierda en la
figura 4.6— se logran integrando sobre los hiperplanos definidos por

Tensor = pendiente, - x,.,... + desplazamiento,,

Ysensor = pendiente, - Y.... + desplazamiento,,

cuando la pendiente, € [0,1]; y los planos que van del punto medio interior
del espacio lente—sensor hasta este tltimo —columna derecha salvo diagrama
superior— se obtendran por la integracion a lo largo de

{z,y}..,... = pendiente, - {x,y}, . + desplazamientoy,,,

con pendiente, € [—1,0].

Existen otros dos cuadrantes que podrian ser computados, pero son irre-
levantes para nuestros propositos, en tanto que ocupan el espacio entre el
punto medio interior hacia la lente y més alla de ésta hasta el infinito.

4.5. Transformada aproximada de focal stack

Para la etapa m, definimos la transformada parcial como

~

f™(s]vi|valdi|dy) =

2n—m bits
7 % Y
s:m bits vi:n—m bits va:n—m bits
Nm 7 S % Y 7 % Y
f (Sn—rru ey Sp—1 | Vtlpys o+ 3 V1,1 | V2,53 02, 4 | d1| dg) =

YD ul,vl ) A(uz, va)| g (01) + di| 50 (u2) + da). (4.20)

u1 €25 ugx €Ly’ M

Notese que se trata de una funciéon de dimension 5, y que el tamano
de 3 de estas dimensiones, s, vi vy va, globalmente consideradas, se reduce
segliin avanzan las etapas, lo cual no era el caso para ninguna de las aDRTSs
previamente definidas. Aparte de la reduccion, se sigue cumpliendo el trasvase
de indices entre dimensiones. Asi, cuando m = 0, la dimensién de pendiente,
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s, estara vacia, mientras que las dimensiones espaciales, vy y va, lo estaran
al final del proceso:

m

FOO| ve|va |di|ds) B8 Fm(s|ve|va |di|da) ...
~—— ——
2n bits 2n — m bits
Tm e?z;as n
Fr(slvalvaldilds) =5 Fm(Ls_|0|0]d;|ds)

n bits

Al comenzar la transformacion, f° acomodara a los datos 4D de entra-
da, que seran parametrizados usando 4 dimensiones (puesto que 1 de las
dimensiones estaréa reservada pero atn permanece vacia); a partir de ahi se
transforma usando la parametrizacion 5 dimensional; y finalmente el resulta-
do se maneja como si fuera 3 dimensional (puesto que 2 de las dimensiones
se habran vaciado). Esto no supondra un incremento en la complejidad del
algoritmo, pero si requerird una cuidadosa estrategia de direccionamiento de
memoria.

La definiciéon dada conduce al siguiente mapeo entre etapas consecutivas
de la transformada parcial. Se deriva en el apéndice B.

o Vi A\
o\

}m—}—l(s Ve < N |~ % ~N d d _
n—m—1; Sn—my -+ Sn—1 |U1m+1,- .. vvln,1 | U2m+17‘ .. av2n71 | 1| 2) —

fm(0-| 07V1| 07V2| d1| d2)+

~

[ (o 1,v1] 0, va|[di + spm-1 + A(o)| da)+
[ 0,vi] 1, val di| do + Sp—m—1 + A(o))+
F(e| 1,va| 1, valdi + $pomr + M) | do + S + A(@))  (4.21)

La reduccion en el tamano de los datos se puede apreciar mas facilmente
en esta féormula. Para una combinacién dada de valores o, vy, va, di, v do,

se relacionan dos valores, s, _,,—1 = {0,1}, en f™! con cuatro valores de

f ™. Asi para que apareciera un nuevo indice binario ya transformado en
la pendiente, s,_,,_1, se han colapsado dos, los Mas Significativos, indices

binarios de vy y v en f™. Tras cada etapa se requiere globalmente un bit
menos para direccionar los datos, lo cual indica que su tamano se ha dividido
por dos. Tras n etapas, habra desaparecido una dimensiéon completa.

De este modo, hemos conseguido podar todos aquellos computos que se
requerian anteriormente, ec. (4.17), para lidiar con dos pendientes distintas.
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De no haberla designado en funciéon del problema al que estd orientada,
como aF ST, una denominacion alternativa hubiera sido «/D:3D aDRT», por
su peculiar reduccion de dimensionalidad a lo largo de las etapas.

4.6. Algoritmo de la aF'ST

Hemos considerado como multidimensionales los datos que parti-
cipan en cada una de las transformadas propuestas. Al trasladar
las ecuaciones resultantes a algoritmos, los almacenaremos y direc-
cionaremos como arrays unidimensionales. Por ejemplo, el dato en
™o |1, vi|1,va|di + Sp—m-1+ A(0) | d2 + Sp—m-1 + A(o)) se almacenara
en fm[ sigma + (1 << m)+ (vl << m+1)+ (1 << m+n-m)+ (v2 << m+n-m+1)+

(dl+snml+sigma << m+n-m+n-m)+ (d2+snml+sigma << m+n-m+n-m+n+1)]. Pa-
ra componer esa direccion de memoria, cada parametro ha sido multiplicado
por el tamano de los que le preceden. Notese como estos tamanos dependen
de la etapa en curso, m.

El siguiente pseudo-codigo considera los datos de entrada procedentes de
una camara plenoptica parametrizada en dos planos, con el siguiente orden en
memoria f[xlens, ylens, xsensor, ysensor], donde xlens es el pardmetro
de menor significancia. Por simplicidad consideramos el tamafio N x N X
N x N, con N = 2". Las variables xsensor y ysensor, que corresponden a
dy y dsy, deben extenderse para terminar ocupando 2 X N tal como ocurre en
|G6tz 96).

Haremos uso de dos arrays: fmpl de tamano 1 << n+n+n+l+n+l, y fmpl,
de tamano mitad.

1. Copiese los datos de entrada desde f a fm teniendo en cuenta que el
tercer y cuarto pardmetro en fm han de ocupar el doble de tamano
rellenando con ceros.

2. Apliquese for m := 0 a n-1

= Compnutese cada dato en fmpl a partir de cuatro datos en fm,
tal como indica la ec. (4.21), y usando el direccionamiento que
se describi6 anteriomente. Esto implica la ejecucion de multiples
bicles anidados: for d1 := 0al << n+l, for d2 := 0al << n+l,
for vl := 0al << n-m-1, for v2 := 0al << n-m-1, for sigma
= 0al << myfor snml := 0, 1. Téngase también en cuenta que
los desplazamientos en los parametros d1 y d2 deben comprobarse
para que no se consulten mas alla de sus dominios; esto es, (d1+
snml+sigma) y similares, no deben rebasar 2=N.



118 Transformada aproximada del FS

= Intercambiese los punteros fm y fmpl.

3. El resultado en fm tras la ultima etapa (e intercambio), constituye el
resultado deseado focalStack[z, x, y], de tamano N x 2N x 2N.

4. Un procedimiento andlogo se puede realizar para conseguir la mitad
del focal stack correspondiente a las pendientes negativas. Los despla-
zamientos en los parametros d1 y d2 pasan a ser negativos, v. g. (d1-
snml-sigma). El tamano de esas dimensiones deben doblarse al inicio,
como antes, pero los datos de entrada en lugar de rellenar la mitad
superior del espacio reservado, ocupan la mitad inferior, siendo la su-
perior la que se rellene con ceros. Se introducen sentencias condicionales
para garantizar que estos desplazamientos negativos se mantengan por
encima de 0.

4.6.1. Complejidad computacional

El algoritmo que acabamos de exponer, realiza n pasadas sobre los datos
iniciales, y en cada pasada el tamano de los datos se reduce a la mitad. En
cada una de estas etapas hay que realizar 4 consultas a datos y sumas de
los mismos, por cada dato de la nueva secuencia fmpl; o 2 por cada dato, en
términos del tamano de fm. En total:

2N 2N o« 1
IN'+ o = 2N (14 ) ) AN
=1

Esto es, una complejidad lineal con el tamafio del problema: O(N?).

4.6.2. Tamanos no potencias de 2

Las transformadas que hemos definido, ecuaciones (4.13), (4.17) y (4.21),
y la derivacion de esta ultima en el apéndice B, asumen que el tamano de los
datos de entrada es N x ... X N, y que N es un numero potencia de dos.

Cuando N no es potencia de dos, atin es posible disefiar una transformada
aproximada. Pero se requerira una definicion més general de lineas discretas,
que suplante el papel de la ec. (4.6), en la cual se basan las transformadas
multiescala.

Asumamos que el tamano de datos serd N = by X by X ... X b,_1, ¥
que no necesariamente b; = 2, Vi, tal como era el caso anteriormente: N =
H?;Ol 2 = 2". Si esto es asi, un namero u € [0, N—1] se puede descomponer en
coeficientes u = (ug, . .., u,_1), u; € [0,b] tales que A\(u) = S0 H;;lo bju;.
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U, 0 1 U, 0 1 2
// N //
| -7 || Ls/3)
-7 s o N P j
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Figura 4.7: Definicién recursiva de lineas discretas por medio de una division
a la mitad del dominio y por una division en terceras partes.

Adicionalmente podemos definir un operador de desplazamiento a dere-
cha, v > i, como |u/ (H;;B b;)], y con ese operador calcular los coeficientes
u; como u; = (u > i) % b;, donde % denota el operador resto de la division
entera.

Con todo esto en mente, podemos volver sobre la ecuacion (4.6) y observar
que es la expresion matemaética de la siguiente regla, tal como se ilustra en

la figura 4.7:

si consideramos un dominio dividido en dos mitades de idéntico
tamano, nuestra linea discreta es aquella que cuando alcanza la
mitad del dominio, ha llevado a cabo la mitad del ascenso previs-
to; acerca de como actuar dentro de estas dos mitades, apliquese
recursivamente esta regla.

Asi, en la ec. (4.6) el primer sumando, lf;/;J (ug, - .., Up_o), da cuenta de «den-
tro de estas dos mitades, apliquese la misma regla», mientras que el segundo,
juega el papel de «llevar a cabo la mitad del ascensoy», |(s+ 1)/2], «cuando
se alcanza la mitad del dominio», u,_;. Notese que |(s+1)/2] = [s/2]+s0 =
(s > 1) + so, y que el término +so, refleja la posibilidad de que s sea un
ntmero impar, en cuyo caso este «resto» debe ser «ascendido» en la fronte-
ra entre ambas mitades. Obsérvese también, que esta formula relaciona un
indice binario en la variable de integracion con uno en la pendiente/ascen-
so. Y que la significancia de los indices relacionados en u y s son opuestas:
Up—1—m < Sm.

Por todo ello, podemos redefinir la ec. (4.6) de tal forma que siga expre-
sando la misma idea que se plasmé como «regla escritay, pero sin asumir que
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52815 lz(uo,ul)zul-sl

lg(umuvuz) =Ug'S, Ty (SZ+SI) P
071

111 e - +min(s,u,) 21
110 +u,:(2:s,+s,+s,) . +min(s,u,) 20
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011 : 10
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Figura 4.8: Lineas discretas para N=8 y base binaria; y N=9 con base ter-
naria.

Sm YV Un_1_m han de ser necesarimente indices binarios.

n—1

U(uo, oy tn—1) = 15571 (Uo, - -+, Up—2) + min(u,—1, 50) + (s > Duy—q (4.22)

Como era de esperar, la ec. (4.6) resulta ser la forma simplificada de (4.22)
para el caso N = 2". El resto del ascenso, sy, que previamente se realizaba en
el tinico cambio entre subdominios, u,_; y se expresaba por la multiplicaciéon
de ambos indices binarios, ahora se distribuira haciendo uso de min(u,_1, So).

Trasladar los efectos de esta redefinicion a las ecuaciones de mapeo entre

etapas es directo. Por ejemplo, para el caso 4D:3D, la ec. (4.21) se convierte
en:

Sn—m—1 Eme o
m+1 —N—
f ( Sn—m—1 3 Sn—my---,Sn—1 |
Vi v2
7 - 7 -\ N
Ulm+1, ey U1, | ’Ugm+1, ey U2y | d1| dg) =
bm—1 bm—1

> > el v, val va,, val di + min(vy,,, spomo1) + v1,M0) |

V1,, =0 v2,,=0

dy + min(vy,,, Sp_m—1) + v2,,A(0)) (4.23)
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Figura 4.9: Distribucién de rayos en el interior de una plenoéptica flatland con
8 microlentes y 8 pixeles tras microlente. Se detalla en el texto.

4.7. Interpretacion 6ptica de la aF'ST

Esta secciéon tratara de responder a la pregunta de qué efecto tiene la
discretizacion a la que obliga el empleo de transformadas aproximadas mul-
tiescala sobre el problema fisico de formacién de imagen en una camara ple-
noéoptica. Veamoslo usando una serie de ilustraciones, especialmente las figuras
4.9, 4.13 y 4.15.

4.7.1. Reordenando la imagen plenéptica

La primera de estas figuras representa una idealizacion, en flatland, del
efecto que causan las microlentes sobre la formacién de imagen en cada pixel
del sensor. En el esquema cada linea representa el rayo director de la luz
que incide en un pixel. Los nodos circulares representan a un lado, el mas
estrecho, a cada una de las M = 8 microlentes, que hemos considerado cubren
el sensor, y al otro, més ancho, a cada una de las N = 8 subaperturas en que
se divide la apertura de la lente principal por el hecho de colocar 8 pixeles
tras cada microlente.

La figura sirve indistintamente para representar la separacion de los rayos
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en el interior o en el exterior de la cAmara oscura de una plendptica flatland.
Puesto que el esquema se trasladaria idénticamente fuera de la camara, don-
de los nodos de microlentes se exteriorizan aplicando la ley de lentes finas
hasta un plano z en espacio objeto conjugado del sensor sobre el espacio
imagen. Esta dualidad da pie a dos interpretaciones de la imagen plenoptica
con solo reordenar las muestras®. Tras ser capturada, sin mas procesamiento,
la funcion plendptica 4D sobre un sensor 2D (funcién 2D sobre un sensor 1D
en flatland) sigue el ordenamiento marcado por los pixeles como dimensiones
menos significativas y microlentes como Més Significativas, que puede ser
interpretada, segtin lo que acabamos de ver, como un conjunto de N x N
BRDFs, cada una de tamano M x M muestras, que abarcan el FOV a la
distancia del plano de enfoque de una cadmara convencional. O si se sigue el
orden de pixeles como Mas Significativos y microlentes como menos signifi-
cativas, como una sucesion de M x M imagenes de N x N pixeles, cada una
con un punto de vista ligeramente distinto, cubriendo la apertura de la lente
principal. Ver figuras 4.10 y 4.11.

Cada una de estas imagenes con punto de vista ligeramente distinto se han
generado con una apertura que es solo una fraccion de la de la lente principal:
esta disminucion de la apertura afecta directamente al recorrido de enfoque
que se puede obtener procesando la imagen plenoptica. El computo del focal
stack brindara un conjunto de imagenes que aisladamente presentardn una
profundidad de enfoque propia de la apertura de la lente principal, pero que
en su conjunto barren la profundidad de campo equivalente a las subaperturas
originadas por la inclusion de las microlentes.

Resumiendo, independientemente del orden que sigan, un par de dimen-
siones dan cuenta de resolucion espacial mientras que las otras informan sobre
la distribucién angular de la funcién plenéptica. Para generar el focal stack
se suman convenientemente muestras que, provenientes de detrds de una o
varias microlentes, convergerian sobre un mismo punto dentro (y por lo tanto
también fuera) del cuerpo de la camara plenoptica.

4.7.2. Formacion de imagen en s = 0

El caso mas simple es conseguir la imagen que se formaria a la distancia
de enfoque de una camara convencional, esto es, rehacer el efecto de inte-
gracion angular de la funcién plendptica que propicia la lente principal pero

°Lo que vendria a ser, sobre el esquema flatland, representar la imagen siguiendo la
ordenacion de arriba a abajo de rayos en el mismo orden que llegan al sensor, a la iz-
quierda. O de arriba a abajo, pero segin el orden a la derecha, volviendo sobre el sensor,
a la izquierda, y equivalentemente, sobre el conjugado de éste en espacio objeto, esto es,
barriendo la escena desde distintos puntos de vista.
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Figura 4.10: Detalle e imagen general captada con una plendptica ordenada
segun el orden de pixeles sobre el sensor, lo que se puede interpretar como
una macroimagen conteniendo las BRDFs del plano conjugado.
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Figura 4.11: Detalle e imagen general captada con una plendptica reordenada
para seguir el orden de subaperturas sobre la apertura, dando lugar a un
conjunto de imagenes con diferentes puntos de vista.
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Figura 4.12: DOF comparados de una imagen de subapertura y de la imagen
central del focal stack.

que habiamos logrado posponer con la inclusiéon de las microlentes. Para ello
basta con sumar entre si los pixeles tras cada microlente. El resultado es una
imagen de resolucion N x N, cuyo DOF es el que cabria esperar en una
camara convencional con misma lente objetivo y sin microlentes. Es como si
cada microlente se hubiera convertido en un macropixel, con una SNR M x M
veces mayor que el que habia en cada pixel considerado aisladamente. Esto
equivale al maximo sacrificio de resolucién espacial, que decae consecuente-
mente M x M veces. El efecto, adelantado en los parrafos precedentes, se
puede apreciar en la figura 4.12. A la izquierda se muestra una de las 12x12
imagenes de subapertura de la imagen plenéptica de la figura 4.11, y a su
derecha el resultado de promediar todas las imagenes de subapertura. La
profundidad de enfoque es maxima cuando la relacién senal ruido es minima,
y viceversa. Para contrarrestar el efecto oscurecedor que supone en la imagen
promediada la atenuacion en las imégenes de subaperturas a los extremos,
se muestran ambas imégenes con los histogramas ecualizados. Se observan
patrones repetitivos, especialmente en horizontal, que son debidos al desalie-
namiento de los bordes de las microlentes y los pixeles tras éstas, que obliga
a realizar cierta interpolacion para obtener dimensiones enteras.

Este caso mas simple, ;jcomo se contempla en el algoritmo de la aFST?
Obsérvese la figura 4.8 en la pagina 120. A la izquierda se describe visual-
mente cémo son las lineas discretas en un problema 2D de tamano 8x8. Asi,
para recorrer con pendiente s = 0 el plano, se suman los nodos con indices
cubriendo por entero, de 0 a 7, la dimensién u, sin variar en ningin momen-
to la otra dimension. Esto se repetiria para cada posible desplazamiento d
sobre esa otra dimension. Pues bien, eso es lo que, trasladado al problema
de reenfoque, hemos descrito anteriormente con las frases «sumar entre si
todos los pixeles tras cada microlentey y «promediar todas las imagenes de
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subaperturay: para generar cada pixel, en la posiciéon (i, j), de la imagen de
«pendiente 0» del focal stack, se recorren promediando entre si las muestras
del lightfield cuyas coordenadas posicionales estan fijadas al valor de interés,
(i, j), mientras se consideran libres las de tipo angular. Esto sobre la figu-
ra 4.9 equivale a promediar entre si los rayos que llegan a cada nodo a la
izquierda, lo que representaba a una microlente. La virtud del algoritmo de
la aF'ST, cabe recordar, es brindar conjuntamente con este caso més simple,
la solucién para todo el volumen de enfoque, esto es, para todas las combi-
naciones del parametro s, que se identifica con la profundidad de enfoque y
relaciona dimensiones posicionales con dimensiones angulares del lightfield, y
hacerlo con el minimo ntimero de operaciones.

4.7.3. Formaciéon de imagen combinando rayos de varias
microlentes

Veamos un caso mas interesante: cuando s = 1. La figura 4.8 nos indica
que el comportamiento esperado para esa pendiente es el de recorrer hasta
la mitad del dominio u sin ascender en la otra dimension, y realizar el resto
del recorrido un valor por encima del de partida. Esto interpretado a nivel
de rayos, figura 4.13, implica aunar dos haces, que cruzan, la mitad, por una
microlente y la otra mitad por la microlente vecina. Segin sea vecina a uno
u otro lado, estaremos en lo que en la seccion 4.4, figura 4.6, denominamos
diferentes «cuadrante de reenfoque» o, si se quiere, pendientes positivas y
negativas.

Si para el caso s = 0 deciamos que el punto geométrico del cruce de rayos
era exactamente sobre cada microlente (y su conjugado en espacio objeto),
ahora vemos que, por la manera de actuar del método, ya no se garantiza el
que los rayos coincidan en un tnico punto. Precisamente la aF'ST no insiste
en forzar la coincidencia exacta a base de interpolar rayos, y atun con todo ve-
remos que el focal stack que se obtenga como resultado seré aceptable. Para
apreciar la razon de que esto ultimo se cumple, obsérvese que si considera-
mos el punto de cruce de los rayos mas extremos, simbolizado en la figura
con un rombo gris relleno, como el punto de reenfoque representante de este
desplazamiento d, y procedemos idénticamente para los desplazamiento d+1
y d-1, obteniendo uniones de rayos que representamos por los rombos azul y
verde, entonces los rayos aunados en los distintos desplazamientos cruzan por
zonas excluyentes la linea perpendicular al eje 6ptico a la distancia en que
se ubican los rombos, lo que se simboliza en la figura con los segmentos de
linea rematados en flechas en torno a los rombos verde, gris y azul. Esto es,
en lugar de forzar, por medio de interpolacion, a que los rayos cruzen por el
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s=0
O
O

Figura 4.13: Posiciéon geométrica de los rayos aunados por la aFST en el
reenfoque con parametro s = 1 sobre el problema de tamano 8 x 8 de la
figura 4.9. Se detalla en el texto.
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Figura 4.14: Zonas exclusivas en la 2D aDRT. Se detalla en el texto.

punto «representante», se reconoce que los rayos no cruzan exactamente por
un punto, pero igualmente se les promedia, puesto que si podemos asegurar
que si a esa distancia hay objeto la seleccion de rayos del método estd mues-
treando més o menos adecuadamente la zona en cuestion (y no introduce
rayos indebidos). En conclusion, nos habremos ahorrado las ponderaciones
en atencion a cuénto se aproxima cada rayo en concreto al punto deseado.
Se puede apreciar esto mismo bajo otro punto de vista en la figura 4.14.
Vemos a la izquierda el conjunto de muestras del lightfield de tamano 8x8.
Cada fila se corresponde con los rayos captados tras una misma microlente,
y estos se representan dispuestos en horizontal dentro de cada fila atendien-
do al dngulo de incidencia. Aunque no se ha representado se sobreentiende
un eje horizontal de caracter angular y uno vertical de caracter posicional
sobre el sensor. El operador de formacion fotogréafica equivale a una integral
sobre las muestras angulares, y por lo tanto se puede entender, y es el caso
s = 0, como la proyeccion de las muestras angulares sobre ese eje posicio-
nal, de tal manera que se obtienen 8 valores sobre el sensor, resultantes de
promediar las 8 muestras en cada fila. El caso s = 1 es mas interesante.
En la zona sombreada en gris se ubican las 8 muestras que recorre la linea
«discreta» que impone para esa pendiente y desplazamiento el método de
transformada rapida multiescala, simbolizada con la linea gris de punteado
grueso. La primera mitad de muestras angulares pertenecen a una microlente
y la otra mitad a una microlente adyacente. Si se representan un par de ejes
ligeramente inclinados respecto al par original, pero que igualmente tiene por
origen el centro de las 64 muestras. La inclinacion de los ejes se corresponde
con la inclinacién de la linea que une las dos muestras a los extremos de la
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linea discreta, circulos en gris, y que constituye un nuevo eje angular. Como
hemos reiterado es la pendiente de dicho eje la que determina la distancia
de enfoque en z. Perpendicular a éste esta el eje posicional para la distancia
fijada por la inclinacion anterior. Se puede apreciar que solo las dos muestras
a los extremos se proyectan sobre un mismo punto sobre este eje posicional,
mientras que el resto de muestras se proyectan alrededor de dicho punto, pero
no coincidentes. Ahora bien, lo que el método asegura es que si repitiéramos
estas proyecciones para los conjuntos de muestras que se unen en el computo
de los lineas discretas con desplazamientos inmediatamente anterior y poste-
rior, representados con las lineas verde y azul paralelas al eje angular, cada
conjunto de muestras se reparte una franja del eje posicional sobre la cual no
se proyectan muestras de los conjuntos adyacentes. Los rayos que el método
emplea para cubrir un desplazamiento (posicion) y pendiente (distancia de
enfoque) determinados son siempre los M rayos mas adecuados.

Adicionalmente, notese que ademas de las posiciones en que estos rayos
atravesaran el plano de enfoque, se pueden también prever la distancia y
posicion exacta de los cruces de rayos en la figura 4.9, simbolizados con los
circulos huecos méas pequenos, atendiendo a la zona derecha de la figura
4.14%. Y es que estos cruces coinciden con las posibilidades de unir en linea
recta dos o méas muestras de las 8 que recorre cada linea discreta. En cada
caso los cruces se producirdn a la distancia que determine la pendiente de
la(s) linea(s) de unién, habra tantos cruces a esa distancia como lineas de
unién paralelas se puedan dar y la posicién en que se dan atiende al punto
de proyecciéon sobre el eje posicional de pendiente perpendicular a las lineas
trazadas.

En la figura 4.15 se se ilustra el caso s = 2, en ella se representan los
cruces de rayos por medio de circulos grises huecos. Se representa también,
mediante los tres rombos verde, gris y azul, los puntos de cruce de los rayos
mas extremos de tres lineas discretas de desplazamientos consecutivos, y
rodeando al rombo gris la zona exclusiva de paso sobre esa distancia de los
rayos aunados para esa combinacion, y que se muestran partiendo desde 3
microlentes a razéon de 2, 4 y 2 rayos por microlente, tal como indica la figura
4.8 para s = 2.

Se representan como circulos grandes a las posiciones conjugadas de las
microlentes y se etiquetan con la leyenda s=0. Se representan, no ya los 3 de
interés resaltados en la figura 4.13, sino todos los desplazamientos posibles
a la distancia s=1 y se puede apreciar que su ntimero ha crecido hasta 9,
desde los 8 posibles a la distancia s = 0. Esto se explica porque el método

6El altimo cruce previsto no aparece en la figura 4.9 porque se va fuera de la seccién
de interés representada.
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Figura 4.15: Posicion geométrica de los rayos aunados por la aFST en el
reenfoque con parametro s = 2 sobre el problema de tamano 8 x 8 de la
figura 4.9. Se detalla en el texto.
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incorpora rayos que provendrian de microlentes no contempladas fisicamente
en el sensor —pero que se quisieron simbolizar con las lineas discretas que
deliberadamente exceden al recuadro del lightfield 8x8 de la figura 4.14—,
simplemente contabilizando aportes de nula energia, que no otra cosa son los
rellenos a cero que requiere el algoritmo. Esta misma razon explica la energia
menor en los bordes de las imagenes del focal stack, a menos que se compense
de antemano en razéon del niimero de rayos efectivos que entran a computar
en cada pixel del resultado. En esta compensaciéon se pueden considerar otro
efecto anadido: los aportes aminorados de los rayos en los bordes de las micro-
lentes circulares. Todo esto se puede calibrar con un patrén de compensaciéon
que solo se precalcula una vez y no introduce complejidad computacional al
algoritmo propuesto.

Si se contemplaran todas las posibilidades a la distancia s=2, nos iria-
mos a 10 regiones sobre el sensor a esa distancia. Por el lado de pendientes
negativas, la cuenta de regiones adicionales también se incrementa de esta
manera: una mas para s=-1, dos para s=-2, ...

Esta imagen también recoge que los pixeles del focal stack final estan ali-
neados para dos conjuntos disjuntos, formados por las imagenes a distancia
par e impar. Asi, un rayo a través del focal stack, simbolizado con linea gris
gruesa, va cruzando sobre pixeles (rombos) en las distancias pares y entre
pixeles en las impares. Por ultimo nétese la disposicion de los planos de reen-
foque: progresivamente mas distanciados segtin se incrementa la pendiente.

4.7.4. Cono discreto de desenfoque

Por dltimo consideremos como se distribuye en el focal stack la luz reco-
gida inicialmente tras una tnica microlente. Lo ilustramos con la figura 4.16,
resultado de propagar la luz captada tras una microlente de una plenéptica
con 16216 muestras, a razon de 1 unidad de luz por cada muestra. Esta figura
se repetiria idénticamente en la otra mitad del focal stack. Se aprecia como el
numero de pixeles en el focal stack a los que alcanza la energia, inicialmente
concentrada, aumenta paulatinamente, y como la energia (por razones ob-
vias) no puede tomar valores «no enteros», por lo cual solo se cumple el ideal
—que seria que la energia se dispersara de manera completamente homogé-
nea en cada z— cuando el namero de pixeles iluminados es potencia de 2.
Esto es, en los planos que cumplen 1 + s = 2%, asi cuando s =0, s + 1 = 2°
y tenemos un pixel de valor 256, cuando s = 1, 4 pixeles de valor 64, ...
Lo obtenido, en este sentido, es lo mejor que se puede conseguir sin recurrir
a interpolaciones. Ademaés esta piramide es invariante para una resolucién
angular dada.
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Figura 4.16: Piramide de desenfoque discreto para una resoluciéon angular de
16 x 16 rayos. Abajo, detalle de los primeros ocho planos. Notese que un
rayo que cruce el focal stack, segtin la interpretacion geométrica que hemos
visto, hay que buscarlo en posiciones alternantes en memoria segin la z sea
par o impar: asi el rayo que atraviesa por 256, continta en el segundo plano
entremedias de los 4 valores 64, luego retoma el valor central 64, mas alla
entre 4 valores 16 por la cruz, etc.

Se obtiene una piramide, en lugar de un cono, por usar microlentes rectan-
gulares.
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4.8. Implementacion y rendimiento

Hemos implementado los algoritmos propuestos en C++ y los hemos eje-
cutado en computadoras disponibles comercialmente (2.6 GHz, 1MB cache).
Estas implementaciones no hacen uso de las extensiones de instrucciones mul-
timedia, ni optimizaciones especificas de codigo, ni estrategias de aprovecha-
miento de cache. A pesar de esta falta de optimizacion hemos sido capaces de
computar 31 planos de reenfoque a partir de un lightfield 256 x 256 x 16 x 16
en 2,09 segundos; y 23 planos a partir de un lightfield 292? x 122 en 2,33
segundos, haciendo uso del algoritmo para tamanos no potencia de dos (con
la dimension de lente descompuesta en la base 2 x 3 x 2), o alternativamente,
2,68 segundos con el algoritmo potencia de dos y el lightfield extendido para
ocupar 2922 x 162.

Estos resultados contrastan favorablemente con los tiempos que Ren Ng
da en [Ng 05b]: 47 segundos como tiempo de pre-proceso y adicionalmente
entre 0,35 y 1,85 segundos por plano, dependiendo de la calidad del filtro de
interpolacion. Nuestro algoritmo se ejecuta unas diez veces mas rapido.

Mas aun, hemos implementado también nuestros algoritmos en CUDA
[NVIDIA Corp. 07] y los hemos ejecutado sobre una tarjeta grafica NVIDIA
GeForce 8800 GTX (motor G80). El lightfield de tamatio 256 x 16 se proceso
en 0,26 segundos, mientras que el de tamafio 2922 x 162 llevé 0,36 segundos.

Se montaron dos tarjetas NVIDIA 9800 GX2 sobre una tnica maquina
de escritorio, cada una albergando dos motores GPU G92 y dos bloques
independientes de 512MB de RAM. Se desarroll6 una version multi-GPU
para esta plataforma, incrementando efectivamente el throughput a 4x el de
una tnica G92, si bien el rendimiento de esta GPU individualmente, 0,38s
para procesar el lightfield de 2562 x 162, resulté inferior al logrado con la
G80, lo que parece indicar que nuestra implementacion en su forma actual
esta limitada por el rendimiento en los accesos a memoria, el cual es mas
bajo en el modelo 9800 GX2 que en la placa 8800 GTX. En cualquier caso,
estamos cerca del procesado en tiempo real para una video caAmara plenéptica
a 2 mil lineas por frame y 24 frames por segundo con nuestra implementacion
multi-GPU.

Las imagenes en la figura 4.17 muestran la calidad del efecto de reenfo-
que que la transformada aproximada del focal stack puede lograr a partir de
un lightfield capturado apropiadamente (la escena de ejemplo proviene de la
camara prototipada por Ren Ng, [Ng 05b|, y se descargo de [Meng 07]). Las
imégenes reenfocadas son dificilmente distinguibles, por inspeccién visual o
numéricamente (menos de un 2.5 % de diferencia), de las obtenidas con los
algoritmos en [Ng 05a] y [Nava 08|, a pesar de la menor carga computacional
de este método, lo cual hace especialmente apropiado a nuestro algoritmo
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Figura 4.17: Fila intermedia: dos planos de enfoque a distinta distancia per-
tenecientes a un mismo focal stack, obtenido aplicando la aF'ST a un lightfield
4D. Fila superior: los mismos planos de enfoque obtenidos con la transforma-
da basada en Fourier de la referencia [Nava 08]. Fila inferior: vista detallada
de las iméagenes de la fila intermedia, conteniendo regiones dentro y fuera de
foco.
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de cara a complementar a esos otros, en escenarios donde se desea una pre-
view rapidamente y se permite el ligero sacrificio en calidad. O cuando el
procesado offline no es una alternativa. También, la simplicidad del algorit-
mo propuesto es un punto a su favor a la hora de implementar una solucién
sobre un procesador embebido, uCPU, DSP o FPGA, al no requerir bloques
de computo de FFT, y ni tan siquiera unidades de multiplicacion.

Su mayor desventaja es la inferior calidad que se obtiene y la imposibilidad
de reenfocar en més de 2N — 1 profundidades, las cuales ademés se disponen
en posiciones fijas: que para un lightfield muestreado regularmente, se ubican
muestreando el focal stack densamente comenzando en el plano conjugado a
la pendiente més negativa, y luego progresivamente més espaciados a lo largo
de z.

4.9. Consideraciones sobre la obtencion de ma-
pas de distancia

Con el fin de obtener una estimacion de la distancia de la caAmara a los
objetos en la escena cabe la posibilidad de evaluar el volumen focal enten-
diendo dichos valores como la estimacion del enfoque/desenfoque a lo largo
de z para cada rayo (z,y).

En ese caso, para cada rayo, la mayor probabilidad de alcanzar una super-
ficie se da a la distancia para la cual la medida del enfoque alcanza el valor
méaximo (o valor minimo del desenfoque, dependiendo de como se plantée):

distancia(x,y) = argmax ( enfoque( volumenFocal(x,y, z) ) ) (4.24)

z

Ese seria un método puramente local, donde la estimacion de la distancia
para cada rayo del volumen focal no necesita el concurso de medidas en los
rayos vecinos. Aunque siempre cabe la posibilidad de aplicar un suavizador
de la soluciéon local para atender a la restriccion global de que las escenas
tipicamente no presentan cambios bruscos salvo en los bordes de los objetos.

Si aplicamos dicho método entendiendo el valor del volumen focal directa-
mente como la medida del enfoque, es decir, si consideramos en la ec. (4.24)
la funcion enfoque como innecesaria, enfoque(x) = x, los resultados obteni-
dos no pueden ser buenos, puesto que lo que se va a escoger como plano de
maximo enfoque correspondera en realidad al plano donde la intensidad del
rayo fue maxima. Salvo que cambiemos la forma de trabajar del algoritmo
para que, en lugar de promediar rayos, registre en cada caso la varianza de
los rayos reunidos en los puntos evaluados, no tenemos un estimador valido
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Figura 4.18: Mapa de distancias e imagen de maxima profundidad de campo
usando como método de deteccién del enfoque el maximo valor del volumen
focal.

del desenfoque. En cualquier caso seguiremos adelante con este método para
ejemplificar un mal estimador de distancia.

Para verificar el método discutido y los que posteriormente propongamos
procedemos a crear mapas de profundidad donde representaremos las distan-
cias de los distintos rayos como una intensidad en escala de grises, asignando
valores mas claros a los objetos cercanos y més oscuros segin nos alejemos.
Haciendo uso de los valores de distancia se pueden crear imégenes donde se
maximiza la profundidad de campo percibida, imagenes all-in-focus, por el
método de fusionar todas las zonas detectadas como enfocadas en el volumen
focal sobre una sola imagen. Cada zona de la escena solo se detecta como
enfocada en un plano en concreto y son los pixeles de ese plano de reenfoque
los que se eligen para la fusion.

Los resultados que se obtienen con esta manera de proceder, maximizacion
del volumen focal, se recogen en la figura 4.18. Podemos observar que el mapa
de distancias es claramente incorrecto y asigna a pixeles que pertenecen a la
misma zona de la escena valores de distancia muy dispares. La imagen de
profundidad de campo maximo presenta una especie de fulgor tamizado,
precisamente por elegir los valores maximos del volumen focal.

Hemos de considerar méas datos que los valores del volumen focal en el
rayo de interés. En este caso a la hora de determinar la distancia mas probable
en el rayo (z,y) lo que pasamos a evaluar es un tubo de rayos en torno al de
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interés:

distancia(x,y) = argmax (enfoque( volumenFocal (X,w, )))

p Xe[w ta.m+1 IE+ tar;
¢E[y ta'm+1 y+ta7r27,+1}
(4.25)
De esta manera decidir qué distancia asignar como més probable al rayo
(x,y) implica evaluar ventanas de imagen en torno a dicho rayo en cada plano
de reenfoque, quedandonos con el valor de z que maximize un cierto operador
evaluado sobre las ventanas. Tal como se esquematiza en la figura 4.19.

4.9.1. Enfoque por contraste

Como primer método de evaluacion del enfoque en ventanas en torno al
rayo de interes proponemos considerar la maxima diferencia de color entre
cualesquiera dos pixeles dentro de ventanas rectangulares de ancho 2xtam—+1.
Esto es, en la ecuacion (4.25), consideramos:

ventanty y 1am(2) = volumenFocal (x,, z), (4.26a)
XG[I tam+1 ,$+ ta7r21,+1]

we[y tam+1 y+ta’r‘r21+l]

enfoque (Uentanax,y,tam(z)) = max lp —ql, (4.26b)
p Eventanag, y tam (2),
qc Uentanax,y,tam(z)—{l)}

distancia(x,y) = arg max (enfoque < ventanty, y tam(2) > ) (4.26¢)

z

Probamos a variar el parametro tam entre 1 y 10, y los resultados obte-
nidos se muestran en el cuadro 4.1. Se observa que el valor de tam = 1 ya
conduce a una mejor soluciéon que en el caso de estimador local de méaximo
del volumen focal, pero zonas que claramente deberian tomar el mismo valor
de distancia atn difieren. Segtin se aumenta el valor de tam la soluciéon es
mas uniforme, pero de aumentar en demasia, las zonas de transiciéon entre
planos de disparidad se desdibujan.

Otras zonas mal resueltas son aquellas que corresponden a zonas poco
texturadas, donde por més que crece la ventana sigue sin concretarse el valor
adecuado de distancia. En estas zonas, precisamente por tomar el color del
rayo valores muy similares en todo el recorrido de z, la imagen de maxima
profundidad de campo es correcta atin cuando el mapa denso de distancias
no lo parezca.

Para el ejemplo mostrado el tamano de ventana que mejor compromiso
ofrece entre suavidad en los objetos y respeto de las zonas de borde, y mejor
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Figura 4.19: Un tubo de rayos en el entorno del rayo de interés (z,y). Eva-
luando un cierto operador sobre las ventanas de imagen —de ancho 3 en
el ejemplo— por donde el tubo de rayos corta con cada plano del volumen
focal, obtenemos una funcion del enfoque a lo largo de z para dicho tubo. La
distancia desde la cAmara a los objetos en la escena a través del rayo (z,y)

es aquella que maximiza la medida de enfoque.



4.9 Obtencion de mapas de distancia 139

imagen sintética de maxima profundidad de campo genera, esta entre los
valores tam = 3y tam = 4. Tamanos superiores a éstos presentan artefactos
indeseados en los mapas de distancia.

Como lo que se evalia es la distancia maxima entre dos pixeles de las
ventanas —sin tener en cuenta al resto—, se puede dar el caso de que dos
pixeles muy distanciados en color en un cierto plano sean los que primen en
la eleccién de muchos rayos en la vecindad. Esta elecciéon se extiende muchas
veces hasta el limite impuesto por el tamano de la ventana, con lo que en
los mapas de distancia comienzan a aparecer zonas rectangulares claramente
distinguibles alrededor de los pixeles de alto contraste. Para combatir este
efecto indeseado proponemos un segundo método.

Mapas de Imégenes sintéticas
distancia de méaxima profundidad de campo

R

B .."h-u-i.

1

tam
. T RO L

tam = 2
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Mapas de Imégenes sintéticas

distancia de méxima profundidad de campo
T s Y = '

tam = 3

tam = 4

tam = 5
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Mapas de Imégenes sintéticas
distancia de méaxima profundidad de campo
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Mapas de Imégenes sintéticas
distancia de méxima profundidad de campo

Cuadro 4.1: Mapas de distancias e imagenes de maxima
profundidad de campo usando como método de deteccion
de enfoque el maximo contraste en ventanas de ancho
2 x tam + 1 del volumen focal.

4.9.2. Enfoque evaluado mediante diferencias

Consideremos qué sucede cuando los valores de todos los pixeles de la
ventana influyen en el valor devuelto por la funcién enfoque. Para ello pro-
cedemos como en el método anterior, ecuaciones (4.26), pero modificamos la
funcién enfoque, que queda:

en foque <ventanax,y7tam (z)> =
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> ((diffx (ventanaz,y’tam(z)) + diffy (ventanam,y,tam(z))) ® thamH) )
(4.27)

Donde los operadores diffx y diffy devuelven las diferencias absolutas de
intensidad entre los pixeles de la ventana, bien sea en horizontal o en vertical,
y llevamos a cabo una convolucién con una ventana gaussiana bidimensional
del mismo tamano que los datos.

Los resultados de operar de esta manera son los mostrados en el cuadro
4.2. Ahora los resultados son mas uniformes, y no hay traza de los artefactos
rectangulares que estropeaban los mapas de distancias anteriormente. El ta-
mano mas adecuado pasa a ser cuando tam = 7, pues es para este semiancho
que todos los defectos han sido suavizados, mientras que los perfiles de los
objetos se mantienen.

Mapas de Imégenes sintéticas
distancia de maxima profundidad de campo

o .

Lo e il

tam = 1

R B T oy e e

tam = 2

i




144 Transformada apréximada del FS

Mapas de Imégenes sintéticas
distancia de méxima profundidad de campo

tam = 3

tam = 4

tam = 5
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Mapas de Imégenes sintéticas
distancia de méaxima profundidad de campo

tam = 6

=7

tam

=38

tam
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Mapas de Imégenes sintéticas
distancia de méxima profundidad de campo

tam = 9

tam = 10

Cuadro 4.2: Mapas de distancias e imagenes de maxima
profundidad de campo usando como método de detec-
cién de enfoque el valor acumulado de las diferencias de
intensidad, en horizontal y vertical, entre pixeles de cada
ventana, de ancho 2 x tam + 1, del volumen focal.

En la figura 4.20 se muestran los mejores resultados para ambos métodos,
que se dan para tamanos de ventana diferente. El segundo método propuesto
resuelve la escena de ejemplo de manera satisfactoria salvo por los contornos
de la barbilla de la estatua.
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Figura 4.20: Mejores imagenes de maxima profundidad de campo para los
métodos propuestos. A la izquierda método del contraste con tam = 4, a la
derecha método de las diferencias con tam = 7.



Capitulo 5

Conclusiones

5.1.

Sumario

Se ha propuesto la implementacion de diversos algoritmos de transfor-
mada rapida de Fourier adaptados al paradigma de «stream processings
sobre unidades graficas de proceso: FFT sobre miiltiples vectores 1D
de menos de 4096 elementos, FFT sobre un vector 1D de méas de 4096
elementos, FFT sobre un vector 2D de igual o diferente nimero de filas
que de columnas.

Con dichas implementaciones se logran reducir los tiempos de computo
de las implementaciones més rapidas disponibles en ese momento: un
44 % de reduccion de tiempo de computo respecto de la implementacion
en GPU de la libreria BrookGPU, y 89 % de reduccion de tiempo de
computo respecto de la implementacion FFTW corriendo sobre CPU,

en ambos casos para vectores de niimeros complejos de tamano 1024 x
1024.

Las implementaciones de la FFT sobre GPU se han aplicado al proble-
ma de la recuperacion modal de la fase del frente de onda para sensores
Shack-Hartmann, en una de las primeras aplicaciones efectivas de las
GPUs en la literatura de 6ptica adaptativa.

Se ha propuesto una modificaciéon a los algoritmos de computo de la
transformada discreta de Radon para posibilitar su extension mas alla
de las dos dimensiones, y se han descrito los cambios necesarios para
que trabajen sobre arrays de tamanos no potencia de 2.

Se han derivado los algoritmos de transformada discreta de Radon que

trabajan directamente sobre 3 y 4 dimensiones, sin recurrir a la propie-
dad de separabilidad.
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Conclusiones

= Se ha propuesto el algoritmo de la transformada aproximada de «focal

stacks que, basandose en los algoritmos de la transformada discreta de
Radon, computa directamente un volumen focal 3D a partir de una
imagen plenoptica 4D.

Los tiempos de computo con dicho algoritmo logran una reducciéon del
tiempo de computo de mas del 90 % respecto a los basados en la fo-
tografia por «slice de Fouriery, los mas rapidos hasta el momento, sin
apenas merma en la calidad visual de los resultados obtenidos.

Se ha implementado la transformada propuesta para que corra sobre
miltiples GPUs, lo que permite el procesamiento en tiempo de adqui-
siciéon de video.

Se ha comprobado que el volumen focal permite extraer un mapa denso
de distancia de la escena observada, evaluando cual es el plano de mejor
enfoque de todo el volumen para los distintos objetos.
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Apéndice A

Codigos de ejemplo

A.1. Cédigo BrookGPU de la 2D FFT de ta-
mano N # M

// Codigos de los Kernel
kernel float2 multComplex(float2 A<>, float2 B<>) {
float2 result;
float2 negpos = {-1, 1};
result = A.xx*B.xy+negpos=A.yy+*B.yx;
return result;

}

kernel float4 multComplex2(float4 A<>, float4 B<>) {
float4 result;
float4 negpos = {-1, 1, -1, 1};
result = A.xxzz+*B.xyzw+negpos*A.yyww*B.yxwz;
return result;

// Mariposa en la dimension X
kernel void butterflylD (float4 X<>, float2 W<>,
out float4 output<>) {
float4 negpos4 {1,1,-1,-13%;
float2 negpos2 {-1,1};
output = X.xyxy + negpos4=X.zwzw;
output.zw = output.zz=W+output.ww=W.yx*negpos2;

// Mariposa en 2 dimensiones con multiples salidas
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kernel void butterfly(float4 Xer<>, float4 Xor<>,

float4 WBC<>,
out float4 outXer<>,
out float4 outXor<>) {

float4 negpos={1,1,-1,-1};

float4 BBCC;

float2 DD, WD;

BBCC.xy=Xer.zw;

BBCC. zw=Xor.xvy;

BBCC = multComplex2(BBCC, WBC);

WD = multComplex(WBC.xy, WBC.zw);

DD = multComplex(Xor.zw, WD);

outXer
outXor

Xer.xyxy+BBCC. zwzw+(BBCC.xyxy+DD.XyXy) *negpos;
Xer .xyxy-BBCC. zwzw+(BBCC. xyxy-DD.XyXy) *negpos ;

// Kernel de recombinacion
kernel void combine (float4 X_er_ec<>, float4 X_er_oc<>,
float4 X_or_ec<>, float4 X_or_oc<>,
out float4 resultlg<>,
out float4 result2qg<>,
out float4 result3g<>,
out float4 result4qg<>) {
resultlq.xy = X_er_ec.xy;
resultlqg.zw = X_er_oc.xy;
result2q.xy = X_er_ec.zw;
result2q.zw = X_er_oc.zw;
result3q.xy = X_or_ec.xy;
result3q.zw = X_or_oc.xy;
result4q.xy = X_or_ec.zw;
result4q.zw = X_or_oc.zw;

// Declaracion de los streams
float4 X<N, M/2>; // Datos
float4 outQ<N, M/2>; // Resultados 1 dimensionales

float4 outXer<N/2, M/2>; // Res. intermedios, filas pares
float4 outXor<N/2, M/2>; // Res. intermedios, fil. impares



A.1 Cédigo de la FF'T sobre GPU 157

// Codigo de la transformada: llamadas a Kernels
precalculateTwiddle(); // Prepara WBQs[] y WBCs[]
streamRead(Xreverse, data_X); // Transfiere datos a GPU
bitReverse(Xreverse, br, X); // INDEX BIT REVERSAL en GPU

// Q etapas de transformacion 1D en la dimension mayor
for (1 =1; 1 <= Q; 1++) {
butterflylD(X, WBQ(1l), outQ);
combinelD(outQ, outQ.domain(int2(1, 0), int2(M/2+1, N)),

X.domain(int2(0, 0), int2(M/4, N)),
X.domain(int2(M/4, 0), int2(M/2, N)));

}

// etapas de transformacion 2D en el resto

for (1 = Q+1; 1 <= R; 1++) {

butterfly(X, X.domain(int2(0,1), int2(M/2,N+1)),
WBC(1),
outXer, outXor);
combine(outXer,

outXer.domain(int2(1,0), int2(M/2+1, N/2)),
outXor,
outXor.domain(int2(1,0), int2(M/2+1, N/2)),
X.domain(int2(O0, 0), int2(M/4, N/2)),
X.domain(int2(M/4, 0), int2(M/4, N/2))
X.domain(int2 (0, N/2), int2(M/4, N))
X.domain(int2(M/4, N/2), int2(M/2, N)));

}

// Devuelve los resultados a CPU

streamWrite(X, data_Y);



158 Codigos de ejemplo

A.2. Codigo de la transformada aproximada
del focal stack

tPixel *radonZpositive(tPixel =data, int N, tBase baseM) {

int m;

int j, k, s, t, rho;

int dir_fmpl, dir_fm;

tPixel +fm, =fmpl, =aux;

int M, mbits;

int tamPendiente, tamRecorrido;

int td, sd, rd, msd, mtd, digitoEtapa;
tPixel res;

mbits = baseM.length;
M = productorioBase(baseM);
tamPendiente = 1;

fm = (tPixel =*)calloc(sizeof(tPixel), M= (N+2+*M)«M+(N+2+M));
memcpy(fm, data, sizeof(tPixel) = Mx(N+2xM) =M= (N+2+M));

fmpl = (tPixel *)calloc(sizeof(tPixel),
M+ (N+2+M) «M= (N+2+M) /baseM.d[0]);

// for mbits etapas, variando entre 0 y mbits-1
// cada una computa fAm+l a partir de fAm
for (m = 0; m < mbits; m++) {
extraeMenosSignificativo(&digitoEtapa, &baseM);
tamRecorrido = productorioBase(baseM) ;
for (k = 0; k < N+M; k++) {
for (t = 0; t < tamRecorrido; t++) {
for (j = 0; j < N+M; j++) {
for (s = 0; s < tamRecorrido; s++) {
for (rho = 0; rho < tamPendiente; rho++) {
for (rd = 0; rd < digitoEtapa; rd ++) {
dir_fmpl = ((CCCCCC(Ck
% (tamRecorrido)) + t)
x (N+25M)) + 3)
% (tamRecorrido)) + s)
+* (tamPendiente)) + rho)
%« digitoEtapa) + rd);
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res = 0;
for (td = 0; td < digitoEtapa; td ++) {
mtd = min(td, rd);
for (sd = 0;
((k + tds*rho + mtd) < (N+M))
&&
(sd < digitoEtapa);
sd ++) {
msd = min(sd, rd);
if ((j + sd*rho + msd) < (N+M)) {
dir_fm =
(CCCCCCCCCC((k + tdsrho + mtd)
#* (tamRecorrido)) + t)
%« digitoEtapa) + td)
% (N+2+M)) + (j+sdxrho+msd))
% (tamRecorrido)) + s)
%« digitoEtapa) + sd)
%+ (tamPendiente)) + rho);
// lectura y suma de datos
res += fm[dir_fm];

}
} // for sd
¥} // for td

// escritura del resultado
fmpl[dir_fmpl] = res;
¥} // for rd
} // for rho
} // for j
} // for s
} // for t
} // for k
tamPendiente *= digitoEtapa;
// intercambio de buffer
aux = fm;
fm = fmpl;
fmpl = aux;
} // for m, etapas

free(fmpl);
return fm;
} // radonZpositive
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tPixel =xradonZnegative(tPixel =data, int N, tBase baseM) {

int m;

int j, k, s, t, rho;

int dir_fmpl, dir_fm;

tPixel *fm, +«fmpl, =aux;

int M, mbits;

int tamPendiente, tamRecorrido;

int td, sd, rd, msd, mtd, digitoEtapa;
tPixel res;

mbits = baseM.length;
M = productorioBase(baseM);
tamPendiente = 1;

fm = (tPixel *)calloc(sizeof(tPixel), Mx(N+2xM)«Mx(N+2+M));
memcpy(fm, data, sizeof(tPixel) = Mx(N+2+M)=Mx(N+2+M));

fmpl = (tPixel =)calloc(sizeof(tPixel),
M (N+2+M) =M= (N+2+«M) /baseM.d[0]) ;

// for mbits etapas, variando entre 0 y mbits-1
// cada una computa fAm+l a partir de fAm
for (m = 0; m < mbits; m++) {
extraeMenosSignificativo(&digitoEtapa, &baseM);
tamRecorrido = productorioBase(baseM);
for (k = M; k < N+2xM; k++) {
for (t = 0; t < tamRecorrido; t++) {
for (j = M; j < N+2+M; j++) {
for (s = 0; s < tamRecorrido; s++) {
for (rho = 0; rho < tamPendiente; rho++) {
for (rd = 0; rd < digitoEtapa; rd ++) {
dir_fmpl = ((CCCCCCCCk
* (tamRecorrido)) + t)
x (N42:M)) + )
* (tamRecorrido)) + s)
# (tamPendiente)) + rho)
* digitoEtapa) + rd);
res = 0;
for (td = 0; td < digitoEtapa; td ++) {
mtd = min(td, rd);
for (sd = 0;
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((k - td*rho - mtd) >= M)
&&
(sd < digitoEtapa);
sd ++) {
msd = min(sd, rd);
if ((j - sd*rho - msd) >= M) {
dir_fm =
(((((((((((((k - tdsrho - mtd)
« (tamRecorrido)) + t)
* d1g1toEtapa) + td)
« (N+2=M)) + (j-sdxrho-msd))
* (tamRecorrido)) + s)
« digitoEtapa) + sd)
» (tamPendiente)) + rho);
// lectura y suma de datos
res += fm[dir_fm];

}
} // for sd
} // for td

// escritura del resultado
fmpl[dir_fmpl] = res;
} // for rd
} // for rho
} // for j
} // for s
} // for t
} // for k
tamPendiente *= digitoEtapa;
// intercambio de buffer
aux = fm;
fm = fmpl;
fmpl = aux;
} // for m, etapas
free(fmpl);
return fm;
} // radonZpositive

// El siguiente codigo obvia los detalles de inicializacion,
// recogida de argumentos, lectura y salvado
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int main(int argc, char ==argv) {
/% Los tamafios del lightfield son NxNxMxM
M se descompone en la base baseM =/

initial_size = sizeof(tPixel)=Mx (N+2xM) =M= (N+2:xM);
final_size = sizeof(tPixel)«N«N*(2+M-1);

/+ Lectura a memoria, se han extendido y rellenada con
las dimensiones originalmente de tamanho N =/
struct data3 {unsigned short int r, g, b; };
data3 *buf = (data3 *)malloc(sizeof(data3)*N=M);
for (k = 0; k < N=M; k++) {
fread(buf, sizeof(data3), N=M, fileInput);
for (j = 0; j < N«M; j++) {
data[ ((N+2#M) *M-M+M-1-k) * (N+2+M)*M + MxM + j]l.r =
(float)buf[j].r;
data[ ((N+2xM) *M-M+M-1-k) = (N+2=M) M + M+M + j].g =
(float)buf[j].g;
data[ ((N+2#M) «M-M+M-1-k)* (N+2=M)*M + M=M + j].b =
(float)buf[j].b;
}
3

dataZp=radonZpositive(data, N, baseM);
dataZn=radonZnegative(data, N, baseM);



Apéndice B

Derivacion del mapeo entre
etapas consecutivas de la aF'ST

La ecuacion (4.20), de transformacion parcial hasta la etapa m, expresada
para la etapa m + 1 se convierte en

2n—m—1 bits

Nm-l—l
f"(s|va|ve |di|dy) =

s: m+1 bits
7\

7 N
o:m bits
P —_——N—
fm+1(5n—m—1a Sn—my -+ -5 Sn—1 |
Zjlerl? < U1, | 3)2m+17 s 7U2n711| d1| d2> -
TV Vv
vi:n—m—1 bits vo:n—m—1 bits
Z Z f ul) Vi | )\(Uz, V2)|
ulezm+1 ugeZm+1 n n
I (ay) + di| B (ug) + dy) (B.)

En los indices u; en ambos sumatorios distingamos la parte Mas Signifi-
cativa, u;,, del resto, p;.

fm+1(8n m— 17U|V1|V2|d1’d2>:

Z Z Z Zf ”1’u1m7V1)|A(N27u2mavz>|

“IGZQ’MlmGZ IJ'2GZQU2m€Z
o (B, u1,,) + di lm“ (.Uza u,,) +d) (B.2)

)\(Snf'mflya) )\(Snf'mflya)

De acuerdo a nuestra definicion de lineas digitales, ec. (4.6),

m m A(Sl& 0-) +1
Bireir) (P ) = Uy, )2y (1) + s { 2

?
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aplicando que {’\(SZQS’U)J = Ao) y que LMJ = 5, + A\(o), obtenemos:

ZT(;E,U)(H, Unrs) = l;rza) (p) + uys (Sl5 + A(a’))

que es la formula que relaciona la definicion de lineas digitales para dos
tamafios de dominio consecutivos, 2 y 2™+ poniendo de relieve la influencia
de los indices més (M.S) y menos (Is) significativos de la pendiente y la
variable de integracion. Podemos aplicar este resultado en (B.2), obteniendo

P St 0 | Ve | Va | dy | do) =
oD D0 D FM e, va) | AMpa, u,,, va)
M1€L Yy, €T n2€LT s, €7
lf\%)(#l) + U1, (Sn—m—l + /\(0')) + dy|
oy (H2) + s, (Sn-m—1 + A(0)) +d2) (B.3)

Si expandimos los sumatorios en u;,,, obtenemos

]NcmH(Sn—m—l, o | Vi | V2 | dy | d2) =
Z Z f()\(l‘l’la 07V1)| )\(l‘l’2a 0>V2)|
H1ELY 2 €L

Wioy (1) + di| 15y (2) + d2)+
D) FM a1 va)| Apee, 0, v2))|

p1ELY pa €y
Wiy (1) + di + Sp—m—1 + AN)| [ (2) + d2)+
Z Z f()‘(y'lao7vl)| /\(Mz,l,V2>|
M1ELY p2€Z
lﬁa’)(”’l) + dy | l%y)(ﬂﬁ +dy + Spem—1 + A0))+
Z Z f()‘(ulalavl)’)‘</"'2vlav2)’
B1ELY p2€Zy

ZTZG)(NI) +di + $n-m-1+ A(o)] lfﬁa)(ﬂ»z) +dy+ Sp—m-1 + A(o)) (B4)

Cada sumando de la formula ya ha sido computado previamente, como

valor de f™: nétese que los sumatorios son sobre variables en Z3', y que las
lineas son versiones de la funcion {". Por lo tanto, sustituyéndolos, llegamos
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a la expresion deseada que mapea dos etapas parciales f™ —s f ™1

P Snomer, o | Vi [V dy | dg) =
F (0] 0,v1] 0,va| di| da)+
}m(a'| 1,vi| 0,va|di + Sp_m_1 + Ao)| d2)+
}m(o'| 0,vi| 1, va|di|do + Sp—m—1+ A(o))+
F™(o] 1,ve| 1,va| di + Sum-1+ A(0)| da + Snm1 + N&)) (B.5)
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