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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria analizamos los principales aspectos relacionados con la transformacion
integral de Fourier de funciones definidas en la recta real. Estudiamos algunas propiedades
bdsicas como el Lema de Riemann-Lebesgue, su comportamiento con respecto a algunas
operaciones fundamentales como la derivacion y la convolucién y la existencia de un
sistema ortonormal y completo de autofunciones para el operador integral de Fourier.
Mostramos diferentes condiciones que dan validez a la férmula de inversion, y que, entre
otras cosas, permiten precisar el comportamiento de la transformacién de Fourier sobre la
clase de Schwartz. Hacemos un andlisis de la relacion entre la regularidad de una funcién y
el decaimiento de su transformada de Fourier, incluyendo en este estudio a las funciones que
admiten una extension holomorfa a una banda o a todo el plano complejo y establecemos el
Teorema de Paley-Wiener. Consideramos asimismo el Teorema de Plancherel para funciones
de cuadrado integrable. Entre las aplicaciones que hemos abordado se encuentran el
Principio de incertidumbre de Heisenberg y el Teorema central del limite. Asimismo, usamos
la transformacion integral de Fourier como herramienta para resolver la ecuacion del calor
unidimensional y el problema de Dirichlet en el semiplano. Recogemos también una
prueba de la férmula de sumacién de Poisson y la aplicamos para establecer el Teorema de
Shannon relativo a sefiales de banda limitada.

Palabras clave: Clase de Schwartz — Niicleo de Gauss — Teorema de inversion — Niicleo de
Dirichlet — Teorema de convergencia de Dini — Teorema de Plancherel — Teorema de Paley-
Wiener — Principio de incertidumbre de Heisenberg — Ecuacion de difusion — Ecuacion
de Laplace — Teorema central del limite — Formula de sumacion de Poisson — Teorema de
Shannon — Funciones de Hermite.

Abstract

In this work we analyze the main aspects related to the Fourier integral transformation of
functions defined on the real line. We study some basic properties such as the Riemann-
Lebesgue Lemma, the behavior with respect to some fundamental operations as differentia-
tion and convolution and the existence of a complete orthonormal system of eigenfunctions
for the Fourier integral operator. We show different conditions that give validity to the
inversion formula and which, amongst other things, allow us to specify the behavior of the
Fourier transform on the Schwartz class. We make an analysis of the relationship between
the regularity of a function and the decay of its Fourier transform, including in this study
the functions which extend holomorphically to a horizontal strip or to the whole complex
plane and establish the Paley-Wiener Theorem. We also consider Plancherel Theorem for
square integrable functions. As applications we have dealt with Heisenberg Uncertainty
Principle and the Central Limit Theorem. Likewise, we use the Fourier integral transform
as a tool to solve the unidimensional heat equation and the Dirichlet problem in the half-
plane. We also collect a proof of the Poisson summation formula and apply it to establish
the Shannon Theorem for band limited signals.

Keywords: Schwartz class — Gauss kernel — Inversion theorem — Dirichlet kernel — Dini
convergence Theorem —Plancherel Theorem — Paley-Wiener Theorem — Heisenberg Uncer-
tainty Principle - Difussion equation — Laplace equation — Central Limit Theorem — Poisson
summation formula — Shannon Theorem — Hermite functions.
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Introduccion

El andlisis de Fourier o andlisis arménico constituye un tema cldsico dentro del andlisis matemadtico.
Su origen se remonta al siglo XVIII con el estudio de uno de los problemas del que se ocuparon matemati-
cos de la talla de D’Alembert, Euler y més tarde, Bernoulli: el andlisis de las vibraciones de una cuerda.
Algo mas de 50 anos después, las ideas de Bernoulli fueron consideradas por el matemaético y fisico
francés Jean-Baptiste Joseph Fourier para el estudio de la propagacién del calor en los cuerpos sé6lidos. Su
trabajo fue presentado en 1807 ala Academia de Ciencias de Paris y aunque gener6 controversias y criticas
por parte de sus contemporaneos, sus ideas, plasmadas finalmente en su libro “Théorie analytique de la
Chaleur” publicado en 1822, contribuyeron a la evolucién de diferentes teorias analiticas que contintian
desarrolldndose en la actualidad y que conectan con diferentes campos de las matematicas y de la fisica:
el andlisis real y complejo, la teoria de integracion, la teoria de nameros, las ecuaciones en derivadas
parciales o el procesamiento de sefiales, entre otros.

En el origen de la teoria se sittia la idea de que toda funcién peri6dica se puede descomponer
como suma de funciones trigonométricas. La transformacién integral de Fourier trata de generalizar este
concepto para funciones que no son periédicas. Y ello supone pasar del contexto discreto de las series de
Fourier a un contexto donde el espectro de frecuencias es continuo, lo que contribuye a que el andlisis de
Fourier se pueda extender a campos méas amplios.

Nuestro objetivo en esta memoria es desarrollar los principales conceptos asociados a la transfor-
macion integral de Fourier de funciones definidas en la recta real. Para ello, hemos dividido el trabajo en
tres capitulos, a los cuales hemos afiadido un apéndice con la idea de completar algunas cuestiones que
aparecen a lo largo de la memoria.

En el primer capitulo presentamos los elementos fundamentales que forman parte de la teoria
que se desarrolla en los capitulos siguientes. En concreto, introducimos la clase de las funciones de
répido decrecimiento, la conocida como clase de Schwartz, que juega un papel importante en el estudio
de la transformacién integral de Fourier, en especial por ser el espacio clave que permite la extension
de la teoria al espacio de las funciones de cuadrado integrable. Consideramos también en este primer
capfitulo algunos resultados relativos a los nuicleos de sumabilidad o aproximaciones de la identidad y la
convolucién que resultan esenciales en el andlisis de la formula de inversién y que permiten ademads dar
una prueba del Teorema de aproximacién de Weierstrass que se recoge al final de esta primera parte.

Es en el segundo capitulo donde se introduce la transformacién integral de Fourier y se desarrollan
los aspectos teéricos mds relevantes sobre la misma. Primero, calculamos la transformada de Fourier de
algunas funciones esenciales, analizamos el comportamiento del operador de Fourier frente a ciertas
operaciones como la derivacién y la convolucién y mostramos algunas propiedades analiticas entre las
que figura el Lema de Riemann-Lebesgue. Dedicamos una seccién a estudiar la validez de la férmula de
inversién que permite recuperar una funcién a partir de su transformada, un hecho esencial para el uso
del método de Fourier en la resolucién, por ejemplo, de ecuaciones en derivadas parciales o en procesos
de senales. Abordamos esta cuestion primero haciendo uso de las aproximaciones de la identidad, las
cuales proporcionan los conceptos de convergencia en medias Gaussianas, de Cesaro o Abel y, en un
apartado posterior, utilizando el nticleo de Dirichlet para establecer como resultado principal el Teorema
de convergencia de Dini.

La relacion entre la regularidad de una funcién y el decaimiento en infinito de su transformada de
Fourier se presenta en otra de las secciones del segundo capitulo. Dicho, grosso modo, a mayor regularidad
de la funcién, mayor decaimiento de su transformada. Constatamos este hecho de manera precisa.



VIII Introducciéon

Usando herramientas del andlisis complejo examinamos la transformada de Fourier de aquellas funciones
que se extienden de manera holomorfa a una banda horizontal del plano complejo. Establecemos en
este marco, la relacién entre la extensiéon holomorfa de una funcién y el decaimiento de tipo exponencial
de su transformada de Fourier, y completamos estos resultados con el Teorema de Paley-Wiener que
caracteriza a las funciones cuya transformada de Fourier tiene soporte compacto.

Terminamos el capitulo extendiendo la definicién de la transformacion de Fourier a las funciones
de cuadrado integrable, siendo el resultado central de este apartado el Teorema de Plancherel. Como
comentamos, la clase de Schwartz ocupa un lugar destacado en esta seccién, esencialmente por ser un
espacio denso en L? y por el hecho de que la transformacién de Fourier en .# (R) es una isometria.

El capitulo 3 se dedica a mostrar algunas de las aplicaciones del andlisis de Fourier. Especificamente,
resolvemos la ecuacion del calor en una dimensién y el problema de Dirichlet en el semiplano, mostrando
algunos teoremas de unicidad, desarrollamos el Principio de incertidumbre de Heisenberg y el Teorema
central del limite y demostramos la férmula de sumacién de Poisson. Ademds comprobamos la utilidad
de esta férmula en el calculo de la suma de algunas series, asi como en la prueba del Teorema de Shannon,
que establece como se puede recuperar una sefial a partir de los valores que toma en determinados
puntos.

Finalmente en el Apéndice de la memoria recogemos algunos resultados que complementan
el estudio realizado, bien porque amplian algunos aspectos sobre la transfomacién de Fourier, como
es el caso de los apartados dedicados a las autofunciones para el operador de Fourier y al uso de la
integracién compleja para el cdlculo de la transformada de Fourier de la funcién gaussiana, o bien,
porque constituyen elementos importantes en el desarrollo de la teoria analizada. Es el caso del Teorema
de Fubini, la propiedad del valor medio y la construccion explicita de una funcién “bump”.

Para desarrollar este trabajo nos hemos apoyado en las referencias indicadas en la bibliografia,
considerando no solo las secciones del libro dedicadas a cada tema que estudiamos sino también
examinando los ejercicios propuestos por los autores. Las referencias bésicas en nuestro andlisis fueron
las obras de Folland [4] (capitulo 7), de Pinsky [8] (capitulo 2) y, especialmente, el libro de Stein y Shakarchi
[10] (capfitulo 5). El estudio del Teorema de Paley-Wiener y la transformada de Fourier de las funciones
que se extienden de manera holomorfa al plano complejo se ha realizado, principalmente, a partir del
capitulo 4 en [11], y para el Principio de incertidumbre y el Teorema central del limite hemos tenido en
cuenta ademads los textos de Bruna [2] y Duoandikoetxea [3]. Por dltimo, para la férmula de sumacién de
Poisson y su aplicacién en la prueba del Teorema de Shannon nos apoyamos en el desarrollo hecho en [8,
§4.2].



1

Elementos de la teoria

En este capitulo abordamos aquellos componentes que necesitamos para el andlisis de la transfor-
macién integral de Fourier que se presenta en esta memoria.

La teoria de la transformacién de Fourier en R que encontramos en una amplia bibliografia se
desarrolla en la clase L (R) de las funciones absolutamente integrables en sentido Lebesgue. En este
trabajo, sin embargo, consideramos la integral sobre la recta real en sentido impropio de Riemann, esto
es,

o0 m
f_oof(x)dx: n,l}trllooj;n fdx. (1.1

Esta eleccién estd motivada principalmente por el hecho de que el anélisis en L! (R) necesita de conoci-
mientos en teoria de la medida que, con el plan de estudios vigente hasta el curso actual, el alumnado en
general no ha adquirido. Trabajando en espacios de funciones que poseen un “buen” comportamiento
en el infinito y con el enfoque elegido podemos analizar los principales aspectos de la teoria usando
herramientas conocidas.

Es claro que el limite en (1.1) puede no existir. Basta tomar cualquier funcién constante no nula, o
incluso, la funcién f(x) = 1+|x|, x € R, que converge a 0 en el infinito, pero no con el suficiente decaimiento
para que el valor en (1.1) sea finito.

Podemos asegurar la convergencia de la integral, por ejemplo, para las funciones en el espacio
que denotamos por .# (R) (funciones de decrecimiento moderado), constituido por funciones continuas
tales que para ciertas constantes C, € > 0, se tiene que

C
If(x)l < T xeR.

En efecto, sea f € 4 (R). Para cada n € N, laintegral I, := fon f(x)dx estd bien definida por ser f continua.
Ademaés, para ciertos C, € > 0, podemos escribir

modx mdx Cf1 1 C
|Im—In|SC . WSC . F—; ;—ﬁ Sm nmeN,n<m,

lo que nos asegura que {I,},en €s una sucesiéon de Cauchy en Ry, por tanto, convergente. De la misma
forma se procede con I_,, neN.

Claramente las funciones f(x) = W, x €R, con a > 1, pertenecen a la clase .# (R). También, para
cada a > 0, la funcién exponencial g(x) = e™¢ I¥I x € R, es una funcién de decrecimiento moderado. De
hecho, para cualquier r € R, se tiene que |x|"e~%*l — 0, cuando |x| — co. Es obvio que en el espacio de
las funciones absolutamente integrables en el sentido (1.1), la integracién es un operador lineal. También
es facil comprobar que es invariante por traslaciones, esto es,

ff(x+h)dx=f fx)dx, heR,

y que su comportamiento frente a las dilataciones viene dado por

rfoof(rx)dx=foof(x)dx, r>0.



2 1 Elementos de la teoria

Por otro lado, en el caso de que f sea ademds continua podemos asegurar que

+00
}lirréf |f(x+h) - fx)ldx=0. (1.2)

En efecto, sea f una funcién continua absolutamente integrable en R. Fijamos ¢ > 0. Por ser f una funcién
absolutamente integrable, podemos encontrar rng € N tal que

€
f |f()ldx< -, neN,nz=n.
|x|=n 4
Ademds, cuando | k| < 1, se tiene que

f |f(x+h)|dx=f |f(u)|du§f If(u)ldusf |f(u)|du<£, n=ng+1.
lx|=n lu—hl=n lul=n—|h| lul=n—1 4

Sean eN, n = ny+1. Dado que f es continua en R, es uniformemente continua en el intervalo [-n—1, n+1]
y, por tanto, existe 0 < § <1 de manera que

€
|f(y) —f(x)| <an BYE [-n-1,n+1],|x-yl <6,
de lo que se obtiene, cuando |h| <6,

€
sup | f(x+h) - f(x)| < e

|x|<n

Esta estimacién junto con las anteriores permiten concluir que,

foo fx—h) —f(x)ldxsf

—00 |x|=n

(fCe+ I+ If(x)l)dx+fl G- fwlds<e, h<s,
X|sn
lo que prueba la propiedad.

Analizamos a continuacién una clase de funciones absolutamente integrables que, como veremos,
tiene gran interés en el estudio de la transformacién integral de Fourier.

1.1. Laclase de Schwartz

Se define el espacio de Schwartz en R, . (R), como el conjunto de todas las funciones f € C*°(R),
tales que para todo ¢, k e Nu {0},

Yex(f) —suplxl | f(x)|<oo,

esto es, f ytodas sus derivadas son funciones de decrecimiento répido, y por tanto, . (R) c .4 (R).

Es claro que la clase de Schwartz es un espacio vectorial complejo. Resulta relevante que sea
ademds una clase cerrada bajo diferenciacion (nétese que vy i (f') = yo.x+1(f), k, € € NU{0}) y también
respecto a la multiplicaciéon por polinomios. Para ver esto, basta usar induccién para obtener que

k k dk—l

d d
—FEN =1 fO k- f), keNU{O)

de donde se sigue que si f e L R), entoncesyex(xf) <yes1,k(f)+kyex—1(f) <oo, paracada ¥, k € NU{0}.
Aqui se entlende I f 0yye—1(f)=
Por otro lado, teniendo en cuenta la regla de Leibniz,

dak k (k\d/fd“ig
ﬁ(fg)=2( )— >, keNu{o},

izo\j)dxi dxk=i
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se deduce que fg € .#(R), cuando f, g € & (R), pues en ese caso,

k [k
Yer(fg < Z (].)W,j(f)Yo,k-j(g) <oo, ¢, keNuU{0}.

j=0

Un ejemplo de funcién en la clase de Schwartz que juega un papel relevante en la teoria de la transforma-
ciéon de Fourier es la funcién Gaussiana h,(x) = e’“xz, x €R, (a > 0). Observamos que para cada ¢ € NU{0},
limjx—co |xI€hg(x) =0, por lo que y,,9(h,) < oo. Ademads, dado k € N, se tiene que j—;ha(x) = pr(x) hga(x),

donde py(x) es un polinomio de grado k. Procedemos, para ver esto, por inducciéon. Claramente se

cumple para k = 1 pues %ha(x) = —2axh,(x). Suponemos que se tiene la propiedad para k € Ny,
entonces,
k+1 d
— o 1a(0 = = [Pk ha(0)] = [P () ~ 2axpk (0] ha(X) = pies1 (D ha(x),

siendo py41(x) := pgc(x) —2axpy(x) un polinomio de grado k + 1. Podemos concluir asi que ki, € ¥ (R).

Por otro lado es claro que el conjunto CZ°(R), constituido por las funciones regulares con soporte
compacto, es un subespacio propio de . (R). Dentro de este este espacio se encuentran las conocidas
como funciones bump que resultan muy ttiles en muchas aplicaciones en anélisis. Son funciones b €
C°(R) con soporte en un intervalo [a, b], que verifican que 0<b(x) <1yqueb(x)=1,x€[a+ 6,5 6],
siendo 0 < 6 < (b—a)/2. Enla Seccién A.1 del Apéndice puede verse el desarrollo para la construccién
explicita de una funcién de este tipo.

Por ultimo hacemos notar que la funcién f(x) = e”'¥, aunque es de decrecimiento rapido en
infinito, pues limjy|—.o |x|¥e™1¥ = 0, k e NU {0}, y satisface que

¢ d*
su X' —f(x)]| < oo,
erR,JIc)#O‘ dxkf |

para todo k,¢ € NU {0}, no es una funcién en . (R) puesto que no es diferenciable en el origen. Esta
funcién muestra que la clase de Schwartz estd contenida estrictamente en el espacio .4 (R).

1.2. Aproximaciones de la identidad

De especial interés en el estudio de la transformacién inversa de Fourier son los llamados ntcleos
de sumabilidad o aproximaciones de la identidad. Se dice que una familia {kj} <5 de funciones en R, con
A conjunto discreto o continuo, es una aproximacién de la identidad cuando A — 0, si se verifican las
siguientes condiciones:

+00

(A1) f kpy(x)dx=1, 1€ A;
T oo

(A2) sup[ lky(x)|dx < oo;
A —oo

(A3) Paracadan >0, se tiene que lim lkp(x)|dx =0.
A=0J|x|>n
Una manera habitual de encontrar una aproximacién de la identidad es tomar una funcién K
absolutamente integrable en R tal que ff;o K(x)dx =1, y definir, para cada A > 0, kj(x) = 1g (%). La
familia {k3}1-( es una aproximacion de la identidad cuando A — 0. En efecto, haciendo un cambio de
variable y teniendo en cuenta que K es absolutamente integrable, se tiene que

+00 +00 +00
f k,l(x)dx:f K(f)@: Kwdu=1, A>0,

(o0} —00 /1 /1 —00
+00 +00
sup |kl(x)|dxsf |K(u)|du < oo,
A>0 J—o0 —00
y, paracadan >0,
lim |ky(x)|dx = lim |K(u)|du=0.

A=0J|x|>n A=0Jjul>n/A
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Algunas aproximaciones de la identidad importantes que se obtienen con este método son:

1 P
{Ht(x) = efnxz/t} , cuando ¢t — 0, (nticleo de Gauss o del calor)  (1.3)
\/f t>0
{Pt(x) = m } 0 cuando ¢t — 0, (nticleo de Poisson) (1.4)
sen?(rx) . .
{Fr(x) = X #0, F(0):= r} , cuando r — oo, (nticleo de Féjer) (1.5)
r(mx) >0

. - . . . 2
Estos ntcleos de sumabilidad se generan, respectivamente, a partir de las funciones H(x) = e™™*,

1 .2 . -
tomando A = vt, P(x) = Tii) con A=t,yF(x) = %, x #0,y F(0) = 1, considerando A = r~!.
Observamos que estas funciones son absolutamente integrables en R con integral igual a 1!, pues

2

+oo 1 Ta du T(1/2
f e ™ dx=— Iim e H—= ( )=1,
—oo VT a—+o0 Jg Vu N
too dx . 2arctana
—— = lim —— =1,
oo (14 x2) a—+oo 7

se:

y, considerando la funci6n integral senoidal Si(x) = [;° - du, e integrando por partes podemos escribir

+oo 1 [*1- 2 1 1- 2x) 1% a 2 2
[ roax=— | —J%iﬂdx=—ﬁm(——ﬁfiﬁ +g[sm(”dﬂ=—$umhu.
—00 T Jo X T 62:'520 X £ £ X /2

Para la tltima igualdad puede verse (2.10). Sefialamos, por tltimo, que la importancia de estos nicleos
de sumabilidad radica en el resultado del Teorema 1.3 que se recoge en la siguiente seccion.

1.3. Laconvolucién

Una de las operaciones de gran utilidad en el marco de la transformacién integral de Fourier, como
herramienta teérica y también en aplicaciones, es la convolucién. Dadas dos funciones f y g se define su
convolucién f * g como la funcién dada por

+00
(f*g)(x)zf fx-ygyay, (1.6)

para aquellos x para los que la integral existe. La convolucién, al igual que la multiplicacién ordinaria,
verifica las siguientes propiedades algebraicas:

v frg=8xf;
 fr(gxh)=(f*g) *h
w fr(g+rh)=fxg+fxhc(fxg =(cflxg=[f=*(cg),

donde ce Cy f, g, h satisfacen las condiciones apropiadas para que las integrales correspondientes sean
absolutamente integrables.

Observamos que en el caso especial de que f y g se anulen en (—o00,0), entonces f(x—y) =0,
cuando y > x, y entonces (1.6) se puede escribir como

(f*g)) = fo Foe—gydy.

También notamos que si las funciones f y g tienen soporte compacto, entonces f * g también serd de
soporte compacto. Concretamente, se puede comprobar que si sop f,sop g < [-r, 7], para cierto r > 0,
entonces sop(f *g) < [-2r,2r]. Basta tener en cuenta quesi |x| = 2r e |y| < r, entonces |x—y| = [x|-|y| = r.
En estos casos, si las funciones f y g son Riemann integrables en un intervalo [a,b], la convolucién estard
bien definida para todos los puntos x € [a, b]. No ocurre esto, en general, si las funciones son integrables

1 Esta propiedad puede probarse usando el hecho de que, bajo ciertas condiciones, la integral de una funcién
coincide con el valor de su transformada de Fourier en el origen (ver Observacién 2.11).
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Riemann en sentido impropio. Asi, si f(x) = ﬁ Xonx)ygx) = \/L} X(0,1)(x), tenemos que son funciones
Riemann integrables en sentido impropio, pues las funciones presentan discontinuidades de tipo infinito
en x =1y x =0, respectivamente, y
j‘l dx L dx
— =2,
0

v Jo viex

pero, sin embargo, el valor de la integral en (1.6) para x =1, ff;o fA-ygydy= fol d7 = 00.
Como se muestra en el siguiente resultado, podemos afiadir condiciones sobre las funciones fy g
que aseguran la existencia de (f * g)(x), para todo x € R, y le otorgan ciertas propiedades.?

Proposicion 1.1. Sean f y g dos funciones absolutamente integrables. Si alguna de las funciones f 6 g es
acotada en R, entonces f * g es una funcién acotada en R. Si, ademds la funcién que es acotada es continua
en R, entonces se tiene que f * g es una funcién continua.

Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que |f (x)| < M, para cierta M > 0. Se tiene
entonces que

+0o +00
|(f*g)(x)|st Ig(x—t)ldtsz lg(®)ldt<oo, x€R,

y, por tanto, f * g es una funcién acotada. Si f es ademds continua en R, teniendo en cuenta que f es
acotada y g es absolutamente integrable, y procediendo de la misma forma que en la prueba de (1.2) se
llega a que, para todo x e R,

[fx+h-y) - f(x-Igy)|dy — 0, cuandoh—0,

+00
(f*g)(X+h)—(f*g)(x)| sf (

(oo}

esto es, f * g también es una funcién continua en R. O

Precisamos mds, probando que la convolucién es una operacién cerrada en .4 (R) y en . (R).

Proposicion 1.2. (a) Si f, g € 4 (R), entonces f = g€ M (R).
b) Si f,g e L), entonces f x ge L (R).

Demostracién. (a) Sean f, g dos funciones de decrecimiento moderado. En virtud de la proposicién
anterior f * g es una funcién continua en R. Por otro lado, para ciertas constantes Cyp >0y a > 1, se tiene

C
max{| f (0, 1gx)[} < 1—" xeR.

+|x|4

Observamos ademads que, si |y| < %, entonces [x—y| = x| - |yl = % Podemos escribir entonces,

lgI If(x— I
( )(x)sf +f x=-pllgyld scf —== _q +f =4
I(f * &) (0] (WS;I |y|2;<')|f niigyidy °(|y|s';'1+|x—y|“ y yltl T4y y
<

C +00 +00 C
—_ d - d S » Rr
1+|x|a(f_oo gy |1t y) Trme *€

y, por tanto, f * g€ 4 (R).
(b) Si f, g € #(R), entonces, para cada ¢ € N se tiene que

d’ d’ d’
9@ =(f )@= S )@, xR (.7

Estas identidades se prueban para ¢ = 1 derivando bajo el signo integral, lo cual queda justificado por ser
f'y &' de rapido decrecimiento®. Y reiterando la propiedad se obtiene para cualquier £ € N.

26i f,g € LI([®), entonces f * g no tiene por qué tener sentido puntualmente, pero es valida como funcién de L (R)
y ademds se cumple que || f = gll; < I fll11lgll1 ([6, Theorem 6.10]).

3 Siempre que f sea una funcién diferenciabley f y g verifiquen las condiciones necesarias que permitan derivar
bajo el signo integral, se tiene que f * g es diferenciable y (f * g)' = f’ * g. Luego, f * g es tan regular como lo sea
f o g, incluso aunque el otro factor no tenga propiedades de regularidad.
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Luego, basta probar que dadas f, g € #(R) y £ e NU {0}, se cumple que sup ,cp |x|[|(f * g)(x)| < oco.
Sea £ e NU {0}. Tenemos que

sup legl(f * g)(x)| <sup leelf(x—y)g(y)ldy =< Cysup (Ix—ylf + Iyli)lf(x— nigyidy
xeR xeR

—00 xXeR J—o0
+00 +00
=Cy (w,o(f)f Ig(y)ldy+w,o(g)f If(y)ldy) <oo.
O

Un aspecto en el que la convolucién no se asemeja a la multiplicacién ordinaria es que, mientras
f-1= f, para cualquier f, no existe una funcién g tal que f * g = f, para toda funcién f %. No obstante,
podemos encontrar familias de funciones {k;},-o de manera que f * k) converge a f, cuando A — 0.
Estas familias son, precisamente, las aproximaciones de la identidad que vimos en la seccién anterior.

Teorema 1.3. Sean {k)},~o una aproximacion de la identidad cuando A — 0 y f una funcion absoluta-
mente integrable acotada.

(a) Si f es continua en x, entonceslimy_o(f * ky)(x) = f(x).

(b) Si f es uniformemente continua en R, entonceslimy_o(f * ky)(x) = f(x), uniformemente en R.

Demostracién. (a) Supongamos que f es continua en x y fijamos ¢ > 0. Elegimos 7, > 0 de manera que
|f(x—h) - f(x)| <&, cuando |h| < 1. Teniendo en cuenta la propiedad (A1) para la aproximacién de la
identidad y la acotacién de la funcién f, podemos escribir

S(f +f )|f(x—y)—f(x)||ka(y)|dy
yl<nx  Jlylzns

+00
sgf lkxa(»ldy+C " lky(nldy.
—00 YIZnx

+00
[(f * ka) (%) = f(0)] = U [f(x=y) = f(X)]kr(y)dy

Usando ahora las propiedades (A2) y (A3) para {k} 10, encontramos 0 > 0 tal que
I(f * kp)(x)— f(x)| <Ce, 0<A<by,

y, por tanto, se concluye la propiedad.

(b) En el caso de que la funcién sea uniformemente continua en R, entonces la eleccién de n > 0
en el argumento anterior puede hacerse independiente de x € R, por lo que se sigue ficilmente que la
convergencia de f * k) (x) a f(x) es uniforme. O

Observacién 1.4. Senialamos que si una funcién estd en el espacio Cy(R) de funciones continuas que se
anulan en infinito, esto es, lim|y—.« f(x) = 0, entonces es acotada y uniformemente continua en Ry
estard en las condiciones del apartado (b) del teorema. Es el caso de las funciones en .4 (R) y, por tanto,
de las funciones en la clase de Schwartz.

Cuando la aproximacién de la identidad se genera a partir de una funcién K como en el caso de los
nucleos de Gauss, Poisson y Féjer, podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 1.5. Sea K una funcién absolutamente integrable en R tal que f_t;o K(x)dx=1. Paracada A >0
consideramos la funcién k) (x) = %K(%), x €R. Si f es continua a trozos en R y acotada en R, entonces

/llin%)(f xkp)X)=af(xH+Bf(x7), xeR,

donde o .
oczf Kx)dx y ﬁz[ K(x)dx.
-0 0

Noétese que cuando consideramos los nticleos de Gauss, Poisson y Féjer, se tiene que a = =
puesto que en esos casos la funcién K es par.

1
20

4 La conocida delta de Dirac cumple la propiedad, pero en ese caso la convolucién ha de interpretarse en sentido
distribucional.
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Demostracién. Sea f una funcién continua a trozos en R y consideramos x € R. Ya que para todo 1 >0,
a=[° ki(xdxypB= [y ky(x)dx, se tiene que

+oo +oo
(f * ka)(X)—af(f)—ﬁf(x*):fO (f(x+y)—f(x+))lm(—y)dy+f0 (flx=»-fE Nkandy.
A partir de aqui se puede proceder como en la prueba del Teorema 1.3 (a), para analizar cada una de las
dos integrales y establecer el resultado. O

Terminamos el capitulo dando una prueba del Teorema de aproximacién de Weierstrass donde se
explota el resultado recogido en el teorema anterior.

Teorema 1.6 (Teorema de aproximacion de Weierstrass). Sea f una funcién continua en el intervalo
cerrado y acotado |a, b] c R. Entonces, para cualquier € > 0, existe un polinomio P tal que

sup |f(x)-Px)|<e.

x€la,b)
En otras palabras, podemos aproximar | uniformemente por polinomios.

Demostracion. Fijamos € > 0. Elegimos R>0 de manera que [a, b] < (—R, R) y consideramos una funcién
g continua en R tal que g(x) = f(x), x€ [a, b],y g(x) =0, x &€ (—R, R) (basta definir g en el intervalo [-R, a]
como el segmento lineal que une los puntos (—R,0) y (a, f(a)), esto es, g(x) = f(a)(x+ R)/(a+R),yde
manera andloga, g(x) = f(b)(x—R)/(b—R), x€ [b,R]).

Sea M >0 una cota de la funcion g y {H,(x) = %e‘”xz/ '} =0 el nicleo de Gauss introducido en la
Seccidn 1.2. Ya que {H;} ;> es una aproximacién de la identidad y g es una funcién continua de soporte
compacto, por el Teorema 1.3 (b), g * H; — g, cuando ¢ — 0, uniformemente en R. Por tanto, podemos
elegir 7o > 0 de manera que

sup
xeR

gx)—(g= Hzo)(x)‘ < g (1.8)

Por otro lado, si tenemos en cuenta el desarrollo en serie de potencias de la funcién exponencial,
n . . .
e* =Y, %1, que converge uniformemente en cualquier intervalo cerrado y acotado, podemos encontrar
no € N de manera que

€
sup |Hg(2) - Q(2)l < ——, (1.9)
cel2R2R] 4RM
siendo Q el polinomio de grado 2ny dado por
1 2 (—mgx?/t)"
Q(x) = — M, X€E [R

\/t_O n=0 n!
Definimos el polinomio P := g * Q °. Observamos que si x, y € [~ R, R], entonces x — y € [-2R, 2R].

Luego, en virtud de (1.9) y de que el soporte de g estd contenido en [—R, R], se sigue que

R
‘(g*HrO)(x)—P(x)’sf lgWI|Hyy (x—y)—Q(x—y)|dy <2RM  sup IHto(z)—Q(z)|<£, (1.10)
_R z€[-2R,2R] 2

siempre que x € [-R, R].
Por ultimo, de (1.8) y (1.10) se sigue que

sup |f(0)-P(0= sup 1g0)-PWI< sup (|gl0)-(g+ Hy) ()| +](g* Hy)0) - P)]) <,
x€la,b) x€la,b) x€[-R,R]

con lo que se concluye la prueba. O

5 Notese que, siempre que exista, la convolucién de f con Q(x) = x", n € N, es un polinomio de grado menor o
igual que n.
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La transformacion integral de Fourier en R

Este capitulo constituye la parte fundamental de la memoria. En él abordamos el desarrollo
teérico sobre la transformacién integral de Fourier, y proporcionard el marco en el que se analizaran las
cuestiones que se presentan en el siguiente capitulo.

2.1. Definicién y propiedades basicas

Sea f una funcién absolutamente integrable en R. Definimos su transformada de Fourierf me-
diante

f@E = f > fe ¥ dy, &eR.

Ya que |27 ix‘rl =1, x,¢ € R, la integral converge absolutamente para todo ¢ € Ry de hecho define una
+o00

funcién acotada, pues | f({)| < f | f (x)|dx. Sefialamos también que si f es, ademads, una funcién par,
o0

entonces podemos escribir fen términos de la conocida como transformacién Fourier-coseno, %,
~ oo . . oo
JiG3) :f Fx)(e¥6% 4 72N gy = 2[ f(x)cos@réx)dx =:2F.(f) (&), EeR.
0 0

Andélogamente, cuando f es impar, se obtiene f: —2iZ(f), donde F,(f) representa la transformada de
Fourier-seno

gs(f)(cf)=fo f(x)sen@néx)dx, E€R.

Antes de seguir con el desarrollo teérico, vamos a calcular la transformada de Fourier de algunas
funciones bésicas. Consideramos primero las funciones pares de soporte compacto d,(x) = y(-r,(x) y
fr(x) = =1xDx[-r,n(x), x €R, r > 0. Un calculo directo y una integracién por partes conducen a que,
para¢ #0,

o r
d, (&) = 2[ cos(2néx)dx = sen(j—nrcf)'
0

ol
¢
" 1-cosuré)  sin®(mré)

0 22 (w2

)

R r
&)= 2[ (r —x)cos@néx)dx = ((r - X) sen@mex) _ COS(Z]T&X))
)

mé 2(mé)?

yd,(0) =2, f(0) = 2.
Por otro lado, teniendo en cuenta que, para a >0y b € R, la integral ciclica

(o 9) ax a
N bx)dx = ———,
fo e cos(bx)dx = ———

se obtiene que para p,(x) = e 2", x e R, (£ > 0),

pi (&) :Zfoo e 2 X cos(2méx)dx = EeR. 2.1
0

T2 +&2)
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Otra de las funciones fundamentales en la teoria es la funcién gaussiana h;(x) = e"”xz, xeR, (£>0).
Una técnica que nos permite obtener su transformada de Fourier consiste en encontrar una ecuacién
diferencial que verifique T;. Para ello haremos uso de algunas de las reglas operacionales que recogemos
en la Proposicién 2.2. Fijamos ¢ > 0. Ya que h’t(x) = -2mtxh:(x), x € R, envirtud de (2.2) y (2.3) se tiene

RL&) =2mifh(€) y R = (—2mixh)(©€) = —it(h)(©), E€R.

Ademas,
1
\/; ’
luego, E satisface la ecuacién diferencial tF' (&) + 271 F(&) = 0, con la condicién inicial F(0) = t~'/2. Por
tanto, h;(&) = \/i?e‘”‘(zl ! & e R.Enla Seccién A.2 del Apéndice presentamos otra forma de obtener este

7,(0) = f e gy =
—00

resultado usando otra de las técnicas habituales, la integraciéon compleja.

Este dltimo ejemplo nos permite observar que, cuando t — oo, la funcién &, se va “concentrando”
alrededor del origen, mientras que su transformada toma una forma “més plana”, esto es, la funcién y su
transformada no estdn localizadas en el origen a la vez. Este es un fenémeno general conocido como
Principio de incertidumbre de Heisenberg que se discutiré en la Seccién 3.1. Por otro lado, queremos
sefalar que se obtiene una propiedad de interés cuando t = 1, a saber, la funcién h(x) = e’”xz, xeR,
coincide con su transformada de Fourier. En otras palabras, la funcién & es una autofuncién para la
transformacién integral de Fourier. En la Seccién A.3 se muestra que existe un sistema ortonormal y
completo de autofunciones para este operador, las funciones de Hermite.

Observaciéon 2.1. La importancia de las funciones consideradas arriba reside en su relacién con los
nucleos de Gauss {H;} >0, de Poisson {P;};~¢ y de Féjer {F;},~¢ introducidos en el capitulo anterior ((1.3),
(1.4), (1.5)), y con el nucleo de Dirichlet {D,},s¢ que se define en la Seccién 2.2.2. Nétese que H; = 71\[,
Pt:fa\t,Fr:r’lﬁyDr:c/i;, r,t>0.

Podemos considerar la transformacién de Fourier como el operador lineal & que a cada funcién
absolutamente integrable le hace corresponder su transformada de Fourier. Las propiedades que se
recogen en la siguiente proposicién muestran el comportamiento de este operador respecto a operaciones
bésicas.

Proposicién 2.2. Sea f una funcion absolutamente integrable en R. Se tiene:
(i) (traslacion) Para cada h € R, F[f (- + h)] (&) = 2™ f(&), E e R.
(ii) (factor de fase) Para cada h € R, g[e‘znih'f] &)= f(f +h),{eR. ~
(iii) (dilatacién) Sea f(x) = %f(f), r >0, entonces F[f;)1(§) = f(rf) YFIfr)E) =1f1,©), ¢ eR.
(iv) (derivacién) Si [ es absolutamente integrable en R, entonces

F(fH© =2mitf©), EeR. (2.2)
(v) (multiplicacion por x) Si xf es absolutamente integrable en R, entonces,
F(-2mixf)© = ())©), EeRr. (2.3)

Observamos en estas propiedades ciertas simetrias entre una funcién y su transformada: salvo por ciertos
factores, la traslacion se corresponde con la multiplicacién por un factor de fase, la dilatacién por r en una
funcién se corresponde con la dilatacién por 1/r en su transformada y la diferenciacién se corresponde
con la multiplicacién por x. Esta tltima relacién entre f'y f es la clave que hace de la transformacién de
Fourier una herramienta muy ttil en la teoria de ecuaciones diferenciales.

Demostracién. Las propiedad (i7) se tiene por definicién y las propiedades (i) y (iii) se obtienen fécil-
mente haciendo un cambio de variable en las integrales correspondientes.

Probamos ahora (iv). Supongamos que f’ es absolutamente integrable en R. Para cada n, m € N, inte-
grando por partes se tiene que

f fl(x)e Ziexdx = e‘z’”fxf(x)] +2miE | f)e " dx, EeR.
— —-n

n —-n
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Basta tomar limite cuando n, m — +ooy tener en cuenta que | f(x)| — 0, cuando |x| — oo, para obtener
(iv). Veamos esto ultimo. En virtud del Teorema Fundamental del Calculo

X
f(x)=f(0)+f fl(ndt, xeR,
0

y como [’ es absolutamente integrable en R, se tiene que limy_. ., f(x) < co. Pero el valor de este limite
ha de ser 0, puesto que f es absolutamente integrable en R. El mismo razonamiento se tiene cuando
X — —00.
Establecemos por tltimo (v). Sea g(x) = —27ixf(x), x € R. Veamos que f es diferenciable y que
(&) =8, EeR, esto es, A A
o JEm—F©
h—0 h
Fijamos { e Ry € > 0. Para cada h € R podemos escribir

h

8@, ¢eR

—2mihx _ 1

g = et

7 +2nix)dx.

Como xf es una funcién absolutamente integrable en R, podemos encontrar ng € N tal que,
f lx||f(x)|ldx < €.
|x|>ng

Por otro lado, ya que e* = %O:o z¥/k!, z € C, siendo la serie uniformemente convergente en cualquier

compacto de C, se sigue que

) e—Znihx -1
lim

I + Znix) =0, uniformemente en x € [—ny, ng],
—0

y entonces existe iy > 0 de manera que

e—2nihx -1

sup 7 +2mix| <€, cuando |h| < hy.

[xI<ng

Asimismo, ya que Ieie —-1| =16], 0 € R, (nétese que elf —1=2je02 sen(0/2),y|sen(@)/0] <1, 0 €R), se
tiene que
—2mihx _

¢ +2mix
h

<4rn|x|, heR.

Teniendo en cuenta todas las estimaciones anteriores y que f es absolutamente integrable concluimos
que, cuando | k| < hy,

fE+m-7©
h

-8 SE[ |f(x)|dx+47tf |x|| f(x)|dx < Ce,
|x|<ng |x|>ng

y terminamos asi la prueba. O
El operador & transforma la operacién de convolucién en el producto usual de funciones.
Proposicién 2.3. Sean f, g funciones en ./ (R). Entonces, F (f * g) = F () F (g).!

Demostracién. El Teorema de Fubini (ver Seccién A.4) y un sencillo cambio de variable conducen a

g(f*g)(f)zf [ f(y)g(x—y)e‘zni’fxdydxzf f(y)e_z’”"ryf glx—y)e " Naxdy

= f flye 2mity f gwe M dudy = F(f)(O)F(g)©E), EeR.

O

1 Este resultado y el de la Proposicion 2.5 son ciertos en el caso de que f, g € L1 (R), pues también en este contexto
se verifica el Teorema de Fubini ([12, §3, Chap. 2]).
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Ejemplo 2.4. Como ilustracién veamos como podemos utilizar este teorema (en su version més general,
ver la nota al pie anterior) para estableder la conocida relacién entre las funciones Gamma y Beta:

L'(p)I'(g)

, ,d € (0,00).
T(p+q) p,q € (0,00)

B(p,q) =
oo 1
Recordamos que I'(p) :f e *xPldx,y B(p, q) :f ¥ 11 -x9"tdx, p,q € (0,00).
0 0
Sean p, q € (0,00) y definimos f,(x) = e *xP1 X(0,00)(X), x € R. Esta funcién es absolutamente integrable

(nétese que es no negativa y que su integral en R es precisamente I'(p)). Ademas,

X 0, x<0,
_ _ _ X
(fp*fq)(x)_fo frWfglx=yidy = e_xf yP x-y)tdy, x> 0.
0

Haciendo el cambio de variable y = xu en la integral se sigue que (f, * f4) (x) = B(p, g)e”*xP 471y (0,00) ().
Luego, en virtud de la Proposicién 2.3, se concluye que

L(p)T(q) = F (fp)0)F (fg)(0) = F (fp * fg)(0) = B(p, q)fo e *xP*1 \dx=B(p, T (p+q).

Otra identidad til es la conocida como férmula de multiplicacién que recogemos a continuacion.

Proposicién 2.5. Sean f, g € 4 (R), entonces

f f(x)g(x)dx=f Fmgwdy.

Demostracién. Basta aplicar el Teorema de Fubini (Seccién A.4) considerando la funcién F(x,y) =
fx)ge 2"V, (x,y) € R,

Observacion 2.6. La férmula de multiplicacién se aplica, en particular, al operador de convolucién con
respecto a un nucleo K que viene dado por la transformada de Fourier de cierta funcién k absolutamente
integrable. En concreto, si K(x) = k(—x), x € R, entonces, si f es absolutamente integrable,

+oo

+00 .

(FRw=[ raxepkmdy= [ " FokOeEm g xer, (2.4

—00 —00

Dedicamos el resto de la seccién a analizar ciertas propiedades analiticas que relacionan la regula-

ridad de una funcién con el comportamiento de su transformada de Fourier. Comenzamos viendo que el
operador & lleva las funciones absolutamente integrables en el espacio Cy(R).

Teorema 2.7. Sea f una funcién absolutamente integrable. Se verifica:
(a) f es uniformemente continua y acotada en R.
(b) (Lema de Riemann-Lebesgue) lim ;| .o, f(¢) = 0.

Demostracion. (a) Como ya mencionamos, se tiene claramente que f es acotada. Por otro lado, si se
tiene (b), basta probar la continuidad de f para obtener la continuidad uniforme (ver Observacion 1.4).
No obstante, podemos probar esta condicién directamente. Para ello observamos que

f@+m—ﬂa=fmfuw*m“w*m“—ndm & heR.

Fijamos € > 0. Como f es absolutamente integrable en R, podemos encontrar ny € N de manera que

f |fx)ldx<e.
|x|>ng

Por otro lado, ya que |e’? — 1| < |61, 6 € R, se tiene que |e™ 7/

|h| < €, podemos escribir

—1| = Clhxl, x, h € R. Luego, considerando

+00

suplf(5+h)—f(f)|s(f +f )|f(x)||e‘2”"’”—1|dx525+(:|h|n0f |f(x)|dx < Ce.
ZeR |x[>ng |x|=ng

—00
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La arbitrariedad de € > 0 prueba (a).
(b) Supongamos primero que f es una funcién continua. Aplicando un sencillo cambio de variable
tenemos que
f+°of(x— i)e‘z’”"fxdx =—F@), EeR\{0}
—o0 2¢ ' '

Luego, podemos escribir

i)) 2N g
2§
De (1.2) se deduce entonces que f(f) — 0, cuando |{| — co.

Para el caso general, basta tener en cuenta que si f es absolutamente integrable, entonces dado
2

If @)= ‘%f_:o(f(x)—f(x— s%f:o‘f(x)—f(x—%)‘dx, EER\{0).

€ >0 podemos encontrar una funcién continua g de manera que f [f(x)—gx)|dx<e. m]

Hemos visto que & transforma las funciones absolutamente integrables en elementos de Cy(R), pero no
es una aplicacién sobreyectiva. El siguiente ejemplo tomado de [6, p. 172] lo demuestra.

g ng

Ejemplo 2.8. Consideramos la funcién ¢(&) =¢, €] <1, (&) = e’

18l =

Figura 2.1: Funcion ¢

Claramente es una funcién en Cy(R). Supongamos que existe una funcién f absolutamente integrable tal
que f = ¢. Entonces podemos escribir

—2m§x
f ‘b(‘t)df f flx )f d£dx——21f flx )f Sen(z’”“f) dédx, a>1.
1<|él<a 1<lé|<a

Pero se tiene que,

</J(€) f
ﬁ<|g|<a ‘f(l +1 3] =2In(l +Ina) 0o, cuando a — +oo,

mientras que,

‘21f+oof( )f M dc

senu

+00
<2f |f (x)l|Si@rxa) - sl(an)|dx<cf If(x)ldx<oo, a>1,

o0

X
pues la funcién Si(x) = f du, x € R, es una funcién acotada.
0
Vimos en la Proposicién 2.2 (iv) que si f y f' son funciones absolutamente integrables, entonces
F(f) (&) =2nié f. Por induccion, se sigue que si f y todas sus derivadas hasta orden k son funciones
absolutamente integrables, entonces

@ = @riokf©), ceRr.

Por tanto, del Teorema 2.7 (a), podemos inferir que, para cada k € N, si f, y todas sus derivadas hasta
orden k son funciones absolutamente integrables, entonces

2 Si f es Riemann integrable esta afirmacion se obtiene del hecho de que la integral de f es el limite de sumas de
Riemann. Para el caso de funciones en L! (R) también es cierto, pero requiere de teoria de integracién de Lebesgue
(ver, por ejemplo, [4, Theorems 2.26 and 2.41]).
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@ ¢

|f(f)|5cl+|£|k _1+—|f|k’

EeR. (2.5)

En el caso particular de que f sea una funcién de la clase de Schwartz, se tiene entonces que
a1+ Iflk)lf(f)l < C, ¢ € R, para todo k € N. Podemos asegurar algo més, a saber, que f es también una
funcién en Z(R).

Proposicién 2.9. Sea f € ¥ (R), entonces fe Z([R).

Demostracién. Por ser f una funcién de la clase de Schwartz, f € C*°(R) y se tiene que, para todo m, n €
Nu {0}, las funciones x" f y jx—m f son absolutamente integrables en R.
Sean ¢, k e Nu {0}. Usando (2.2) y (2.3) de manera sucesiva, podemos escribir

_ (2n)k"(9[dd—;(x"f(x))] (§)|, CER.

dr .

l I3
)f ek f
Del Teorema 2.7 (a) se deduce entonces que W,k(f) < 00, V, por tanto, fe Z(R). m]

Como veremos en el Ejemplo 2.20, el resultado anterior para .4 (R) en lugar de la clase de Schwartz
no es cierto. Por otro lado, haciendo uso del teorema de inversion estableceremos que la transformacién
de Fourier es realmente una aplicacion biyectiva en el espacio de Schwartz (Teorema 2.12) y probaremos
un resultado que puede interpretarse como el reciproco de (2.5) (Proposicién 2.21).

2.2. Transformacion inversa de Fourier

Los resultados relativos a las reglas operacionales que relacionan las funciones y sus transformadas
de Fourier serdn de utilidad siempre que sea posible encontrar un modo de volver del campo de las
transformadas al de las funciones, esto es, si existe una férmula de inversion para la transformacién de
Fourier, un procedimieno para recuperar f a partir de f Algunos célculos informales sugieren que esta
férmula de inversion venga dada por

+00
flo= f FQemds, xeR,
—00

pero es necesario analizar la validez de esta férmula. Observamos, en primer lugar que aunque la funcién
f sea absolutamente integrable, no podemos asegurar que flo sea, por lo que la integral puede no
tener sentido. Incluso aunque ffuera absolutamente integrable, no podemos, en general, manipular la
integral sustituyendo f(f) por la integral que la define e intercambiando el orden de integracién, pues
[120 2= gy es divergente.

Es nuestro objetivo en esta seccién analizar como dar sentido a la férmula de inversién, bien consi-
derando ciertas condiciones sobre la funcién f o dando una interpretacion adecuada a la convergencia
de la integral. Hemos optado por dividir el estudio en dos apartados atendiendo a la raiz del método
utilizado para obtener los resultados: el uso o no de aproximaciones de la identidad.

2.2.1. Férmula de inversion y niicleos de sumabilidad.

Una forma de dar validez a la férmula de inversién anterior es multiplicar fpor funciones de “corte”
adecuadas que hagan las integrales convergentes y que, después, en el paso al limite “desaparezcan’.
Unas funciones de corte convenientes son las aproximaciones de la identidad. De las propiedades del
Teorema 1.3 y la Observacién 2.6 obtenemos un primer teorema de inversion.

Teorema 2.10. Sea f una funcién absolutamente integrable, acotaday continua tal que f es absolutamente
integrable. Entonces

+00 - .
fo= f f@e?"*de, xeRr. (2.6)
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Demostracion. Consideramos el ntcleo de Gauss {H;};-o ((1.3)). Haciendo uso de (2.4) (con K(x) =
H;(—x) = H{(x)) se tiene que, para todo ¢ > 0,

+OOA 3
(f * H) (x) = f FOR@©E™ e, xeR, @.7)

Recordamos que H; = T, donde h;(x) = e"”xz, x € R (Observacion 2.1).
Se tiene ademads que

lir(r)l f FER (&) e¥ ¥ q¢ = f fES™*de, xeR. (2.8)
t—0" J—c0 —00

Para ello fijamos € > 0. Ya que f es absolutamente integrable en R, podemos encontrar ny € N de modo
que

[RGIED

Teniendo en cuenta que lim,_.¢(e* —1)/z =1, se sigue que para cualquier intervalo acotado I, existe C > 0
de manera que |e* — 1| < C|z|, z€ I. Entonces, |h(&) — 1| < Cté?, &l < ng, te (0,1). Luego,

‘ f FOM - dé| < Ct f If@)IEdE < Cpyt, te(0,1).
[{l=no [€l<ng
Tomando 0 < t < min{l, €} y uniendo las estimaciones anteriores se obtiene que

‘ f F@(hy(©) - 1)e¥ ¥ de

< (f +f )|f(5)||ht(é> ~ 11d < Cpy 1 +26 < C,
[¢l=ng [&1>ng

y asi (2.8) queda establecido.
El Teorema 1.3 (a) junto con (2.7) y (2.8) permite concluir la prueba. ]

Sila funcion f del teorema es continua a trozos, entonces se obtiene que el valor de la integral en
(2.6) es (f(x*) + f(x7))/2, x € R. La prueba sigue los mismos argumentos anteriores, usando el Teorema
1.5 en lugar del Teorema 1.3.

Observacién 2.11. Seialamos que las funciones {f;};>0, {ps}r>0 ¥ {h¢} >0 consideradas en la primera
seccion de este capitulo verifican las condiciones del Teorema 2.8. No asi la funcién d;, r > 0, dado que
d, no es absolutamente integrable en R. Esta es una circunstancia que marca una diferencia esencial
entre estas familias. Por otro lado, este teorema nos permite establecer de manera sencilla que los
nucleos de Gauss, de Poisson y de Féjer ((1.3), (1.4), (1.5)) tienen integral 1. Basta notar, por ejemplo, que
f_Jrocf H;(&)d¢ = hy(0) = 1. Y de manera andloga con los otros dos nticleos.

Podemos establecer ahora que la transformacion integral de Fourier es un operador biyectivo en la
clase de Schwartz.

Teorema 2.12. La transformacién de Fourier es una aplicacién biyectiva en # (R).

Demostracion. Ya hemos visto en la Proposicion 2.9 que fe Z(R) cuando f € #(R). Por otro lado, la
férmula de inversién del Teorema 2.10 nos dice que, para cada f € ¥ (R),

[0 =F (-, xeR,
de donde se deduce facilmente la biyectividad de la aplicacién. O

Como consecuencia de la férmula de inversién dada, obtenemos el resultado de unicidad siguiente
para la transformacién integral de Fourier.

Corolario 2.13. Si f,ge€ 4 (R) yf: g, entonces f = g.3 Y, por tanto, sif: 0, entonces [ =0.
Otra forma 1til de enunciar este resultado usando la convolucién es la siguiente.

3 En el caso més general donde consideramos funciones en L! (R) esta igualdad se entiende en casi todo punto.
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Corolario 2.14. Sea f € .4 (R). Supongamos que (f * g)(x) =0, x € R, para cierta g € M4 (R), con g # 0.
Entonces, f = 0. En particular, podemos tomar g(x) = e‘xz, xeR.

Demostracién. Basta observar que las hipétesis y la Proposicion 2.3 conducen a que f =0. O

A la vista del Teorema 2.12 y de la férmula de inversién en el Teorema 2.10, la inversa de la
transformacion de Fourier & en .#(R) viene dada por & *(g)(x) := F(g)(—x) = F(g(—))(x), x € R. Es
claro entonces que &* = I, siendo I el operador identidad. Observamos de esta propiedad que, si f
es una autofuncién para & con autovalor A, esto es, fz Af, entonces f = F*(f) = A*f, porlo que los
posibles autovalores deben ser las raices cuartas de la unidad. En la Seccidn A.3 del Apéndice vemos que,
efectivamente, los autovalores para las funciones de Hermite son las raices cuartas de la unidad. También
sefilalamos que la simetria observada en la Proposicion 2.2 se extiende a la operacién de convolucién en
el sentido que se tiene f/:k\g = fg‘ (Proposicién 2.3) y también que f§ = f* g, f,g€ #R), que se deduce
facilmente del teorema de inversion.

Volvamos de nuevo al resultado en el Teorema 2.10 para analizar su prueba. Esta se basa en tres
aspectos: la igualdad en (2.7), el resultado de aproximacién del Teorema 1.3 y la propiedad en (2.8). Es en
esta ultima donde resulta esencial el hecho de que f sea absolutamente integrable. Con respecto a la
igualdad (2.7), se observa que se verifica si f es una funcién absolutamente integrable. Luego, si tenemos
en cuenta los Teoremas 1.3 y 1.5 y la igualdad (2.7) podemos inferir el siguiente resultado.

Teorema 2.15. Sea [ una funcion absolutamente integrable, continua a trozos y acotada en R. Se tiene

FEH+fx)
2 )

+o0o N 5 )
lim f f(&)e ™ 2N g = eR.
t—0" J—co

Si f es uniformemente continua en R, entonces la integral converge a f, uniformemente en R.

Podemos interpretar este resultado como un teorema de inversién donde la convergencia de la integral es
entendida en medias gaussianas. Y ya que (2.7) también se satisface paralos nticleos de Féjer y de Poisson,
se obtienen resultados andlogos donde la funcién 7 (§) = e ™" se sustituye por p; (&) = e27%l en el caso
de Poisson, y por f; (&) = (r =€) x -1 () (y, en este caso, el limite cuando r — +00), para el nicleo de Féjer.
Se habla entonces de convergencia o sumabilidad en sentido Abel o Cesaro, respectivamente. Sin embargo,
cuando consideramos el nticleo de Dirichlet ((2.9)) no podemos seguir los argumentos anteriores, pues
D, no es una funcién absolutamente integrable y, por tanto, {D,},~¢ no es una aproximacién de la
identidad. Este caso lo tratamos en el apartado que sigue.

2.2.2. Férmula de inversién y niicleo de Dirichlet.

Para cada r > 0 definimos la funcién de Dirichlet de orden r, D,, como

sen(2nwrx) 0
Dr(x)={ — 2.9

21, x=0,

(Figura 2.2). Noétese que para cada r >0, D, (x) = rD;(rx), x € R. Se tiene que D,, r > 0, es una funcién

par de clase C*°(R), con infinitos ceros (x; = %, k € Z\0), y con infinitos maximos y minimos localizados

en los puntos x que verifican D, (x) = 2r cos(2nrx) (ver Figura 2.3).

Dy
@(x) =2rcos(2nrx)
D¢

D,

/\/}\/\/ \/\V\\/\ X )
A

Figura 2.2: Nucleos de Dirichlet Figura 2.3: Maximos y minimos de D,
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Pero sin duda una de las propiedades mas caracteristicas de esta funcion es el hecho de que es
integrable en R, pero no absolutamente. De hecho,

+00
f D,(x)dx=1, r>0. (2.10)
—00

Analizamos estos hechos, para lo que basta estudiar el caso r = 1. Que la funcién D; no es absolutamente
integrable se puede ver de la siguiente forma. Para cada n € N, aplicando el cambio de variables ¢ =
27 (x — n) podemos escribir

/”“ Isen(an)Idx_fZ”|sen(t+27rn)|dt_f2” |sen ¢| . 1 f2ﬂ|sent|dt—
n X 0 t+2nn o t+2nn  2n(1+n)Jo a(l+n)

Teniendo en cuenta ademads que D; es continua se obtiene que

ZCZ—’C, nelN,

f"“ |sen(2mx)| dx nooq
0 X k=o 1+

o 2
|sen(2mx)| dx =

de lo que se deduce que f
0 x
Veamos ahora que se tiene (2.10) para r = 1, o lo que es lo mismo, que Si(+oco) = [¢° dx = 7.

Para ello recordamos que D; = dy, siendo d = X1-1,1], (Observacién 2.1), y usamos la igualdad en (2.4)
con f=d, yK=Hy t>0, siendo H; el nicleo de Gauss ((1.3)). En particular cuando x = 0, (2.4) nos
queda

+00
(dy * H)(0) = f Di@©e ™ dE, 1> 0.

Aplicando ahora el Teorema 1.3 (a) se sigue que

+00 0
lim Di(©e ™ dE=dy(0) = 1.
t—0" J—co

Haciendo los cambios de variable r = \/% yz= V't¢ obtenemos
+00 2
lim f D, (2)e "% dz=1,
r—+o0 —c0
o7 i0_ ,-if

y, entonces, si denotamos por g(z) = < xz1=1;(2), z € R, y tenemos en cuenta que senf = £ ;f ,
0 € R, el Lema de Riemann-Lebesgue (Teorema 2.7 (b)) conduce a

1 +00 P NP
lim D,(z)efnzzd =1- lim g(z)sen2nrz)dz=1- lim M =
r—+oo J_1 r—+oo J_ r—oo 21

1.

Ahora escribimos

9 renr 1 1 !
_f senxdx:f D,(z)dzzf Dr(z)(l—e_nzz)dz+f Dr(z)e—nzzdz, r>0,
T Jo X -1 -1 -1

2
1‘2” Xi-1,11(2), z € R, es continua y de soporte compacto,

y observamos que, ya que la funciéon f(z) =
de nuevo por el Lema de Riemann-Lebesgue,

1
limf D, (2)(1-e")dz =0,
-1

r—-+oo
o0
senx T
f dx=—.
0 X 2

Nuestro objetivo ahora es establecer un teorema de inversion que sea vélido para un conjunto de
funciones méas amplio que el considerado en el Teorema 2.10 y donde la funcién de “corte” utilizada sea
X1-rr], €s decir, queremos encontrar condiciones que permitan dar validez a la férmula

y podemos inferir finalmente que
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r R -
f(x)= lim f f&e*m ¥ de,
r—+oo J_.

La propiedad que le pedimos a las funciones para el resultado siguiente es la conocida como
condicion de Dini. Decimos que una funcién f satisface la condicién de Dini en un punto xy cuando
podemos encontrar S € C y § > 0 de manera que

f? |f(x0+t)+f(x0—t)—25|dt<oo
0

; (2.11)

Sefialamos que de existir tal valor de S, éste debe ser tinico. En efecto, si Sy S’ son dos valores verificando

(2.11), entonces
515-8
f | | dt < oo,
0 t

y esta integral es convergente si, y solo si, S=§'.

Teorema 2.16 (Teorema de convergencia de Dini). Sea f una funcion absolutamente integrable verifi-
cando la condicién de Dini (2.11) en un punto xy, para ciertos S € C y § > 0. Entonces

.
. iy 2mixgé _
tin [ Foerotag=s

Nétese que el resultado no afirma que S = f(xp).

Demostracion. Ya que D, = Zi\r, donde d; = y[-rr, Y D, es par, la igualdad (2.4) con K = D, r > 0,
conduce a

r o~ .
F©e* ¥ as = (f+D,)(x), xeR.
-r

Por tanto, basta ver que (f * D;)(x9) — S, cuando r — +oco. De manera anéloga a la demostraci6n del
Teorema 1.5, teniendo en cuenta que D, es una funcién par y que ff;o D (z)dz =1, r >0, escribimos

+0o0 +0o
(f*Dr)(x)_S:f (f(x—y)—S)Dr(y)dy=f0 (fx+y+flx—y)-2S)D:(p)dy, x€R,r>0.
—00
Sea € > 0. Afirmamos que, para cada x € R, podemos encontrar R > 0 de manera que

<g, r=1. (2.12)

fR (fx+y)+ f(x—y)-2S)D:(y)dy

En efecto, sea x € R. Tomando R = 1, y teniendo en cuenta que |D,(y)| <1, y =1, r > 0, se sigue que

*© 2|S| | fT° sent
S] If(x+y)+f(x—y)|dy+L f —dt‘.
R /2 2nrR I

(0]
'fR (fGc+y)+ flx—y)-2S)D,(y)dy
Ya que f es absolutamente integrable en R, f0+°° L;”d t<ooyr =1, seobtiene que, para cierto Ry = 1,

(o) 28 +00 t
/ |f(x+y)+f(x—y)|dy+L f ﬂdt'<5, r=1,
Ro ﬂ 27IrR0 r

yasisellegaa (2.12).
Ahora escribimos

Ry +o0o
(f*Dr)(xo)—S=f0 g(y)sen(any)dy+fR (fx+y+fx—y) —-2S)D,(y)dy,
0

donde g esla funcién

x+yY+flx—y)—2S
gy = L&Y f:y Y o) VER.

Esta funcién es absolutamente integrable porque f lo es, se satisface la condicién de Dini ((2.11)) y su
soporte es compacto. Atendiendo al Lema de Riemann-Lebesgue (Teorema 2.7 (b)) se sigue que

Ro of(— —_ 0
lim A g(y)senrry)dy = rh_{&w =

r—oo

0.

Esto, junto con (2.12), nos dice que podemos encontrar ry > 0 de forma que |(f * D;)(x9) — S| <&, r =710,y
concluimos asi la prueba. O
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Que la funcién f sea absolutamente integrable y continua o continua a trozos no asegura la conver-
gencia de la integral en la férmula de inversién. Sin embargo, si mejoramos un poco el comportamiento
de la funcién obtenemos resultados positivos.

Teorema 2.17. Sea f una funcion absolutamente integrable en R y diferenciable a trozos. Entonces,

o . + -
lim f Feyetrixige = LTI p
r—oo J_, 2
Si la funcién es continua en x, entonces el valor del limite es f(x).
Demostracién. Sea x € R. Consideramos la funcién
X+ -faH+fx-y)-fx7)
gy = ferp-f Ja-p-f xon), YyeER.

y

Por ser f una funcién diferenciable a trozos, se tiene que g también lo es. En el caso del origen, obser-
vamos que lim,_.o+ g(y) = f'(x™) + f'(x7). Asi, g es una funcién acotada en R, por lo que f cumple la
condicién de Dini (2.11) en x para S = (f(x*) + f(x7))/2y § > 0. El Teorema 2.16 conduce al resultado. O

Otra espacio de funciones importante es el conocido como espacio de Hélder Ay, 0 < @ < 1. Sea
0 < a < 1. Decimos que una funcién f € A, cuando

If(0) = f

1/ lAg =11 flloo +§;I; Xyl <oo
Se tiene que Ag = L y que Ag, 0 < a < 1 estd contenido en el espacio de las funciones uniformemente
continuas. También se puede ver que si f es diferenciable y f, f’ son funciones acotadas, entonces
f € Ag, @ €[0,1]. Sehalar que al espacio A también se le llama espacio de Lipschitz. Notese que si f
cumple la condiciéon de Holder para a > 1, entonces f es diferenciable y su derivada es nula, por lo que
f es constante. Ello justifica que se considere solo 0 < @ < 1 en el estudio de los espacios de Holder.
Observamos por tltimo que Ag c Ay, siempre que0<a < f<1.

Para el siguiente resultado es suficiente exigir que f verifique una condicién de Hélder de expo-
nente « local, que claramente verifican las funciones en Ay, a saber: existe C >0y 6 > 0 de manera que
[f(x)= f(»I<Clx—y|% cuando |x - y| < 6.

Teorema 2.18. Sea f una funcion absolutamente integrable en R que satisface una condicion Hélder local
de exponente a € (0, 1]. Entonces

r —~ .
lim f FES™ ¥ de = f(x), xeR.
%)

Demostracion. Sea x € R. Se tiene que, para ciertos C,6 > 0,

Ifx+0)+ flx—D-2f(x)|<Ct% 0<t<§.

Entonces,
o o
x+D)+f(x—-0-2f(x
f [flx+ O+ fe= 1 =2f( ”dtsCf 1“7 dt < oo,
0 t 0
lo que nos sitda en las condiciones del Teorema 2.16 con S = f(x). O

2.3. Decaimiento de la transfomada de Fourier y regularidad

Como ya fue comentado, que existe una relacién entre la regularidad de una funcién y el comporta-
miento en infinito de su transformada de Fourier puede percibirse en la propiedad (i v) de la Proposicién

2.2. Envirtud de (2.2), si f y f’ son funciones absolutamente integrables en R, entonces f(f) = gz(ﬁ;);'f),
¢ #0, que nos dice que If(f)l < %If\’ ¢ € R, pues, como sabemos & (f') es una funcién acotada.

Nos planteamos en esta seccidn la cuestién inversa: ;qué podemos decir de la regularidad de la
funcién si conocemos el comportamiento de su transformada de Fourier?
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No podemos esperar un resultado inverso al anterior, pues que el decaimiento de fen el infinito
sea del orden de |¢| ™! no es suficiente para garantizar que la funcién sea derivable. Basta considerar, por
ejemplo, el niicleo de Dirichlet, que tiene ese decaimiento y es la transformada de una funcién que ni
siquiera es continua (ver Seccién 2.1). Incluso con un decaimiento del orden de |¢|~2, como es el caso de
los ntcleos de Féjer o de Poisson, no se puede asegurar la diferenciabilidad de la funcién f, aunque para
estos ejemplos si se tiene que f es una funcioén continua. Este tltimo hecho no es casual. Como veremos,
si f es continuay acotada'y ftiene un decaimiento en el infinito de orden |¢ |k, siendo k = 2, entonces
podemos concluir que f es de clase C¥"2(R). Incluso se puede precisar algo mas la regularidad de f*~2
ya que, en ese caso, se tiene que es una funcién en la clase de Hélder A4, paratodo0 < a < 1.

Concretamente, con un decaimiento para fdel tipo |¢|'*%, con a € (0, 1), podemos asegurar que
f € Ay. Es el resultado que recogemos a continuacion.

Proposicién 2.19. Sea f una funcién absolutamente integrable, continua y acotada en R tal que, para
cierto0<s<1,

TGIE EeR.

_ <
(L+]Ept+s’

Entonces, f € Ay, paratodo0 < a < s.

Demostracion. Teniendo en cuenta el Teorema 2.10 y la acotacion para f se tiene que, para cada x, h € R,

+00 Zﬂihg‘_l

+00
_ _ 7 2mihs _
If(x+h)— f(x)] ‘f_oo f)(e De oo (LH[EPT*s

Supongamos primero que || = 1. En este caso, usamos que IeiG —1]<2,0 €R.Yaque s> 0, se tiene que,
paratodo x € R,

|f(x+h) f(X)|_Cf WdeCSC”’Ha, a=0, (2.13)

donde la dultima desigualdad se sigue puesto que |h| = 1.
Consideramos ahora 0 < || < 1 (para i = 0 la desigualdad es trivial). En este caso aprovechamos,
como en otras ocasiones, que le® — 1] <160], 6 €R. Asi, para todo x € R, escribimos

it 1| |hg] d§
h v agscl[ Eaes| )
e+ = Foat= ( ¢|>|h)(1+|£|)1+5 ‘= (ms;, A 1ep =t Jsy T ienT

Estimamos cada una de estas integrales. En la primera, teniendo en cuenta que s < 1y que | k| < |h|%,
0<a=<1,llegamos a que

[hg| fm\ ( 1 y\l-s ) ) )
————dé<Clh =Clh||{1+— —1|=<C(h|>+|h) =Cl|h|".
fmsl,g T =0 | s = ol (1 ) (I* +1RD) < ClR

Para la segunda integral procedemos como sigue.
d too d
f —51 < Cf 15 =Clh/’.
>y A+IENTFS e

Luego, cuando |h| <1y x€eR,
If(x+h) - f(x)|<Clh*<Clhl% O<as<s. (2.14)
De (2.13) y (2.14) se concluye que f € Ay, paratodo0<a <s. O

Aprovechamos el resultado de esta proposicién para establecer algo que ya habiamos anticipado:
que, a diferencia de lo que ocurre con la clase de Schwartz, la transformacién de Fourier no lleva el
espacio . (R) en si mismo.

Ejemplo 2.20. Sea ¢ una funcién continua que se anula para |x| = 1, y tal que, ¢(0) =0y ¢(x) = —In"!(|x]),
0<x|= (—le En la Figura 2.4 puede verse un ejemplo de una funcién con tales caracteristicas.

Es claro, por ser una funcién continua de soporte compacto, que ¢ es una funcién de decrecimiento
moderado.
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Figura 2.4: Funci6n ¢

El resultado de la proposicién anterior nos permite ver que @ ¢ .# (R) sin necesidad de encontrar
la transformada de Fourier de la funcién. Supongamos que ¢ € .# (R). Entonces existe s € (0, 1) tal que

P& = EeR.

_ ¢
(L+]Ept+s’

Atendiendo a la Proposicién 2.19, se tiene entonces que ¢ € A4, cuando « € (0, s]. Pero veamos que esto
no es cierto. De hecho ¢ ¢ Ay, para ningtin « € (0, 1]. Supongamos, por el contrario, que existe 0 < @ < 1
de manera que, para cierta C >0,

lp(x+h)—@x)| <Clhl% xheR.

Entonces, tomando x = 0, se tiene que C~! < h*|In k|, para todo & € (0,1/e). Y llegamos asi a un absurdo
pues limy,_o+ h*Inh = 0, para todo a > 0.

Generalizamos ahora el resultado anterior, a la vez que recogemos la relacién entre la regularidad
de una funcién y el decaimiento de su transformada de Fourier.

Proposicién 2.21. Sea f una funcién absolutamente integrable en R.
(a) Sea k € N. Si para cadar =0, ...k, existe ' y es absolutamente integrable, entonces,

@)
@rdk’

HGIE EeR\ {0},

¥ por tanto, | f (&) < C(L+ &N 7K, EeR.
(b) Sean s > 0 y k; el entero no negativo tal que s € (ks, ks + 1]. Supongamos que f es continua, acotaday

C

IfOl= W,

CER. (2.15)

Entonces f tiene derivadas hasta orden ks y f'*s € Ay, para todo 0 < a < s— k. Si s €N se verifica ademds
que f%s e As_k,. Y, en particular, cuando s = ks + 1 se tiene que f pertenece a la clase Cs (R).

Demostracion. (a) Esta propiedad se obtiene de la Proposicién 2.2(iv), procediendo por induccién, y
teniendo en cuenta que la transformada de Fourier de una funcién absolutamente integrable es una
funcién acotada.

(b) De (2.15) y el Teorema 2.10 se sigue que

+oo .,
flo= f FOas, xeR.

Observamos ademads que el comportamiento de fy el hecho de que s — ks > 0 nos permite derivar kg
veces bajo el signo integral puesto que

oo ks F 271X oo |‘f|k$
[2ri&)™s f(&e " ™ |dé<C ————d{<oo, Xx€eR,
f—oo A ¢ —oo (L+[ENLFS ¢
y se sigue que,

+00 - )
() = f @rid)ks f(&)e*" ™ dE, xeR.
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Tenemos asi que f*s es una funcién acotada en R. Ademads, para cada x, i € R podemos escribir

+00 |€|k3|62ﬂlh§ -1

o (L+[ENT*s d

+00 A A
s ety — 15 0] < cf €151 F (11627 11dé < Cf

+00 |82nih-f_1|
s e
—co (1+[EPTts—hs

dé.

Sis¢N, entonces 0 < s— k; < 1, y siguiendo la prueba de la Proposicién 2.19 para s — ks en lugar de s se
obtiene que, paratodo 0 < a < s— ki,

1f%s(x+ h) - f%s(x)| < ClhI%,  x,heR.

SiseN, entonces s = ks + 1 y nuestro argumento se puede utilizar para s, = s— 0, con o € (0,1). Nétese
que ks, = ks, por lo que podemos inferir que

If&s(x+h) - fEs ()] < ClRI%, x,heR,

paratodoOsassg—ks:1—0y0<0<l,estoes,f(ksEAa,Osa<1. m]

2.4. Funciones holomorfas. Teorema de Paley-Wiener

Las herramientas del andlisis complejo resultan muy ttiles para analizar diferentes aspectos
relativos a la transformacién integral de Fourier. En la Seccién A.2 de hecho se utiliza la integraciéon
compleja para el cdlculo de la transformada de Fourier de la funcién gaussiana. En este apartado usamos
estas herramientas para dar precisién al siguiente hecho: la posibilidad de extender una funcién f, que
estd definida inicialmente en la recta real, a una funcién holomorfa estd estrechamente relacionada con
el rapido decrecimiento de su transformada de Fourier.

En este contexto, vamos a introducir una clase de funciones que ayudaré a nuestro propdsito. Para
cada a > 0 sea </, el espacio constituido por las funciones f que verifican las siguientes condiciones:

(A1) f es holomorfa en la banda horizontal S, = {z € C: [Im z| < a};

(A2) Para ciertas constantes C,a > 0,

If(x+iyl< XeR, |yl <a.

1+ |x|t+e’
Esto es, o, es el espacio de funciones holomorfas en S, que tienen decrecimiento moderado en cada
linea horizontal |Im z| = y, uniformemente en |y| < a. Denotamos por < el espacio de las funciones que
pertenecen a </, para algin a > 0.

. _22 .
La funcién f(z) = e™* pertenece a la clase «7,, para todo a > 0, pues es entera y para cualquier 7 > 0

a?

If (x+iy)l= XY <

T X, yeR.

Asimismo, la funcién f(z) = Flzz' (c #0), que tiene polos simples en z = +ci, es una funcién en <7,
siempre y cuando 0 < a < |c]|.

Veamos en primer lugar el comportamiento de la transformada de Fourier para una funcién de
la clase «/. El hecho de que la funcién f sea holomorfa en una banda permite obtener un decaimiento
exponencial en el infinito para f

Proposicién 2.22. Sea f una funcién en </, para algiin a > 0. Entonces, para todo0< b < a,
IF©1=Ce™™, cer.

Demostracién. El caso b = 0 se sigue pues como sabemos f es una funcién acotada. También para
¢ =0la desigualdad es evidente. Asumimos entonces 0 < b < ay ¢ > 0. Consideramos la funcién g(z) =
f(z)e‘z’”‘fz, z€ S,, yparacada R >0, el camino }/Z de la Figura 2.5.

Puesto que g es holomorfa en S, el Teorema de Cauchy nos dice que f ) g(2)dz=0.
Yr
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L 4

N

—-R—ib R-ib
Figura 2.5: Camino )fﬁ,
Afirmamos que las integrales sobre los segmentos verticales convergen a 0 cuando R — oco. En

efecto, sea yﬁ | €l segmento vertical que une —R —iby —R. La estimacion (A2) para f conduce a que para
cierto a >0,

fb g(2)dz
YR

donde la constante C es independiente de ¢{. Andlogamente se tiene para el segmento verticalde R—ib a
R. Por tanto, tomando limite cuando R — oo se obtiene que

C

b . . C b
< —R—ip)e FiR-ID) g < —f e 2l dr < —_—,
.[0 |f( ) | 1+ Rl*a ), 1+ Rl+a

+o00 . .
f©= f flx—ib)e 20t gy, (2.16)
y, asi, de nuevo utilizando (A2), se deduce que

HGIE Ce_znb‘rfJroo ;dx < Ce &bt
- oo 1+|x|1+a - .

Cuando ¢ < 0 procedemos de manera similar, pero considerando el camino simétrico a yﬁ’? en el semiplano
superior. m}

Este resultado pone de manifiesto que cuanto mayor es la banda donde f extiende de manera holomorfa,
el decaimiento de su transformada de Fourier es mayor. Volveremos a abordar esta cuestion en el Teorema
de Paley-Wiener, que describe a aquellas funciones f que presentan el decaimiento “extremo” para su
transformada de Fourier, esto es, las que cumplen que ftiene soporte compacto.

Ahora veamos un resultado parcialmente inverso al presentado en la Proposiciéon 2.22.

Proposicién 2.23. Sea f € .4 (R) tal que f(&) < Ce 2" ¢ € R, para ciertas constantes C,a > 0. Entonces,
f eslarestriccion aR de una funcién holomorfa en la banda Sy, para cualquier0 < b < a.

Demostracion. Del Teorema 2.10 se tiene que
+too .
fo= f f©e*exas, xeR.
—00
Fijamos 0 < b < a. Podemos extender la definicién de f ala banda S, mediante
+oo Ly
Fa= [ foenica zes,
—00

puesto que, teniendo en cuenta las hipétesis sobre f, que |27i6%| = e=27llImz < 27bEI 7 ¢ 5, v que
b < a, se sigue que
+oo . 1)
| IF@enilag<c
oo _

Para cada n € N definimos la funcién

e 2@ bkl gg < oo,

(o0}

n .
Fu@)= | F©e*2dE, zes,,.
—n
Envirtud de [11, Theorem 5.4, Chap. 2], F;;, n €N, es una funcién entera. Ademads,

sup|Fu(2) - F(2)|=C | e 2@ bllge,

zZ€Sy [§1=zn

por lo que F,, converge a F, cuando n — oo, uniformemente en Sy,. El [11, Theorem 5.2, Chap.2] asegura
que F es holomorfa en Sy, lo que nos permite concluir la prueba del teorema. O
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Una consecuencia inmediata es la siguiente.

Corolario 2.24. Supongamos que f € M4 (R) y f(&) < Ce 2" ¢ € R, para ciertas constantes C,a > 0. Si f
se anula en algtin intervalo abierto no vacio, entonces f = 0.

Demostracién. De la Proposicion 2.23 f extiende a una funcién F que es holomorfa en una banda que
contiene a la recta real. Puesto que f = 0 en un intervalo, también F = 0 en dicho intervalo. Tenemos asi
una funcién holomorfa en un abierto y conexo Q que se anula en un conjunto con puntos de acumulacién
en Q. Entonces F =0y, por tanto, f =0 (ver [11, Theorem 4.8, Chap. 2]). O

Queremos indicar que la condicién f € .#(R) se impone para asegurar la validez de la férmula de
inversion. Por tanto, los resultados anteriores son ciertos siempre que se verifique la férmula de inversién
y la estimacién exponencial para la transformada de Fourier.

Terminamos la seccién desarrollando el Teorema de Paley-Wiener, un teorema que completa los
resultados precedentes, pues caracteriza a las funciones f cuya transformada de Fourier es de soporte
compacto.

Teorema 2.25 (Teorema de Paley-Wiener). Sea f € ./ (R). Se tiene que la transformada de Fourierf tiene
soporte en [—M, M], para cierto M > 0, si, y solo si, f admite una extension F al plano complejo que es
enteray tal que |F(z)| < ce?™ld z e,

Demostracion. Supongamos en primer lugar que ftiene soporte en [- M, M]. Entonces f, fe M (R)yel
Teorema 2.10 conduce a

M o~ .
f(x) =f fEF*de, xeR.
-M

Como el rango de integracion es finito, podemos extender esta definicioén a todo el plano complejo
mediante

M .
F(z) = f f&e?é2qe, zec.
-M

De nuevo por [11, Theorem 5.4, Chap. 2] se sigue que F es una funcién holomorfa en todo el plano.
Ademaés se verifica que F(x) = f(x), xeR,y

M . M N
|F(2)| < f 1F(&)le”2mmzge < f If©1e¥™1# de < ce™# zec.
-M -M

Veamos ahora el resutado inverso. Para ello, consideramos tres etapas. En la primera, suponemos que f
admite una extensién F holomorfa en C que verifica

21 M|Im z|

Flal<Ci—— zecC.
F@I=CT Re 2 ©

Probamos que bajo esta condicién, f(f) =0, |{| > M. Consideramos ¢ > M y escribimos, para b > 0,

+00 e

fE= f F(x—ib)e 2m¢(=ib) gy 2.17)
—00

Esta igualdad se obtiene siguiendo la prueba de (2.16) que en este caso resuta valida para todo valor de

b > 0 puesto que F es entera. Entonces, se infiere que

+oo p2nMb-27¢h .
————dx<Ce "M},

fel<c
|f(§)| j;m 1+ xz
Tomando limite cuando b — +oco y teniendo en cuenta que ¢ > M se concluye que f(cf) =0. De forma
anéloga, se deduce que f(£) =0, { < —M. En este caso, se verifica la identidad (2.17) con —b en lugar de b
y se llega a que ~
If &= Ce?™EM, b >o,

lo que permite obtener que ]?(5) =0,{<-M.
En la segunda fase, consideramos para F la condicién siguiente, més débil que la anterior,

|F(z)| < Ce?™Imzl = 7 e, (2.18)
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Supongamos primero ¢ > M. Para cada € > 0 definimos la funcién

Fog)= —& eC oz’
)= ——, ze€C,z#-.
€ (1+iez)? €
Se tiene que
eZnMIIm z| eZnMIIm z|

|Fe(2)| = C Imz<0.

<C ,
|1 —elm z+ ieRe z|? 1+ (Re 2)?

Luego, si denotamos por f; larestriccion de F; a R, atendiendo a lo establecido en la etapa anterior se
cumple que fg(f) =0,e>0.
Por otro lado, podemos escribir
- - +0o
@-Feol= [ | 1)]ax.
—00

(1+iex)?

Es claro que
1
Iim ————-1=0, xeR,
e—0* (1+iex)?
y, ademas, para cada ¢ > 0,

)f(’”(m -1)[=2ifl, xeR.

Teniendo en cuenta que f es absolutamente integrable podemos inferir, usando el Teorema de la conver-
gencia dominada ([12, Theorem 1.13, Chap. 2]), que

lim £:(6) = (&),
e—0*

y se obtiene asi que f(rf) = 0. Argumentando de la misma forma en el semiplano superior y considerando
las funciones G, = F(z)(1 — iez) 2 se deduce que f(&) =0, cuando ¢ < —M.
Finalmente consideramos la condicién para F dada en el enunciado del teorema, esto es,

|F(z)| < Cope?™!#  zecC.

Nuestro objetivo es ver que esta estimacion junto con el hecho de que f es acotada conducen a
una estimacioén para F del tipo (2.18). Esta es la idea que recoge el conocido como Teorema de Phragmén-
Lindeldf y que enunciamos por comodidad al final de la seccién (Teorema 2.26).

Sabemos por hipétesis que f es una funcién acotada, pongamos |f(x)| < B, para cierta B que
podemos tomar por conveniencia mayor que Cy. Sea G la funcién definida por

1 .
G(z) = EF(z)ez’”Mz, zeC.

Esta funcién G satisface las condiciones del Teorema de Phragmén-Lindel6f en el primer cuadrante, Q;.
Efectivamente, es una funcién entera, y satisface

iCol <1, xeR, |G(iy)|s@e2”M'Y'—2”My=951, y=0,
B B B

[G(x)| =

yv1G(2)| = Cy e z e C. Entonces, el Teorema de Phragmén-Lindel6f nos dice que
IG(2)|<1, zeQ,

o lo que es equivalente, |F(z)| < Cle 2" M?| = Ce?™MIm2 7 ¢ (3. Abordamos de la misma forma los otros
tres cuadrantes y llegamos a que
|F(z)| < Ce?™Imzl - zec,

que es la estimaci6n (2.18) que consideramos en la segunda etapa de la prueba. Se concluye entonces
que f(§) =0, 5| = M. O
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Teorema 2.26 (Teorema de Phragmén-Lindelof). Sea F una funcion holomorfa en el sector
/4 b2
S= {zeC.—Z <Argz< Z}

y continua en la clausura de S. Asumamos que |F(z)| < 1 en la frontera del sector, y que para ciertas
constantes C,c >0, |F(z)| < Ce®?, z € S. Entonces, |F(z)| <1, z€S.

La condicién sobre el crecimiento de F es necesaria pues, por ejemplo, la funcién F(z) = e” estd
acotada en la frontera del sector; de hecho, si z = reii%, conr>0,|F(z)|= Ieiirzl = 1. Sin embargo, F no
es acotada en el sector, pues F(x) — +o0, cuando x es real y x — +oo. También indicamos que el sector
del teorema puede rotarse, por ejemplo, al primer cuadrante, que es el modo en que lo hemos utilizado
en la demostracién del Teorema de Paley-Wiener (basta notar que z € Q; si, y solo si, ze™ ies).

2.5. ElTeorema de Plancherel

Hasta aqui hemos considerado la teoria en el contexto de las funciones absolutamente integrables.
Como hemos visto, en este marco general, no existe una simetria entre el espacio de las funciones y
el de sus transformadas. Si que la hay cuando restringimos la transformacién de Fourier a la clase de
Schwartz. En esta seccién queremos encontrar un contexto general donde la transformacién de Fourier
siga presentando esa simetria. Y es aqui donde el espacio de las funciones de cuadrado integrable juega
un importante papel. Una primera dificultad que encontramos es que, a diferencia de lo que ocurre en el
caso de las series de Fourier, el espacio de las funciones de cuadrado integrable no esta contenido en el
espacio de las funciones absolutamente integrables (f(x) = #\xl es un ejemplo de este hecho), por lo
que la integral que define la transformada de Fourier puede ser divergente para una funcién de cuadrado
integrable. En esta seccién analizamos cémo se puede resolver esta situacién.

La clave para ello se encuentra en el hecho de que la transformacién de Fourier es una isometria
en el espacio #(R). Consideramos en .# (R) el producto interior dado por

+00 _
£, 8 =f f(x)gx)dx.

o0

Se verifican las siguientes propiedades para este producto interior:

= (C-linealidad respecto a la primera variable): (af + bg, h) = a{f, h) + b{g,h), a,be C.
» (C-antilinealidad respecto ala segunda variable): (h,af + bg) =a(h, f) + bh,g), a,beC.
= (positividad): (f, f) =0y (f, f) =0si,ysolosi, f=0.

= (propiedad hermitica): (f, g) = (g, f)-
Este producto interior tiene asociada la norma L? en . (R) definida por
+o0 172
112 = (f If(x)lzdx) ,
y cuyas principales propiedades se recogen a continuacion:

= (nodegenerada): || fllo =0 si, ysolosi, f =0.

= (homogeneidad): llafl. =lall fl2, a€C.

(desigualdad triangular): [| f+ gll2 < I fll2 + lIgll2.

» (desigualdad de Cauchy-Schwarz): [{f, g)| < [ fl2lIgll2-

Veamos que la transformacién de Fourier es una isometria (respecto a || - ||2) en la clase de Schwartz.

Proposicion 2.27. Para cada [ € & (R) se tiene IIfII 2=fl2.

Demostracion. Sea f € & (R). Consideramos la funcién g(x) = f(—x), x € R. Por la férmula de inversién y

la Proposicién 2.3 se sigue que
+00

(f % g)(0) = fOg©dc.

Se puede ver facilmente que g(¢) = %, ¢ € R. Ademas, (f * g)(0) = ||f||2, por lo que se infiere que
£z = 1 Fllz- =
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La transformacién % también conserva el producto interior, esto es,
(f.8)=f8, fgesR. 2.19)

Noétese que en el caso de tomar f = g se obtiene que | fll2 = IIfII 2. Para establecer la igualdad (2.19)
tenemos en cuenta el teorema de inversion (Teorema 2.10).

Ejemplo 2.28. Hacemos aqui un breve paréntesis para ilustrar la utilidad de la identidad (2.19) en la

resolucion de integrales. Sabemos que si d; = y(—r,r, r > 0, entonces Zi\,(f) = %?m, ¢ #0, (ver Seccion

2.1). Luego, si a, b > 0 y consideramos las funciones d, y dj, podemos obtener, atendiendo a (2.19) que

f+°0 sen(2mal) sen(2nbé) dé - 2 f+00 , /min{a,b}

1z X—aa) X —bpX)dx=m dx = 27° min{a, b}.

—min{a,b}

—2malx|

Andlogamente, considerando las funciones p,(x) = e y pp(x) = e2mblxl x e R con a,b > 0, y

usando (2.1) se infiere que

foo dé :ﬂ_2[+ooe—2n(a+b)|xldx: T
0o (E2+a®)(E+b%) 2abJ) 2ab(a+b)

De nuevo con nuestra cuestion principal, la idea para definir la transformacién de Fourier de
una funcién en L2(R) (funciones medibles tales que || fll2 < o0) se basa en tomar como punto partida la
transformaciéon & sobre . (R) y usar un procedimiento de paso al limite. Para ello ha de establecerse
primero que las funciones en L?(R) pueden aproximarse por elementos de la clase de Schwartz. El sentido
en el que entendemos esta aproximacion es en la norma L?.

Proposicién 2.29. Sea f € L[2(R) continua y acotada. Existe una sucesion {f,}nen < - R) tal que
If = ful2—0, cuandon— oo.

Demostracion. Fijamos 0 < € < 1. Nuestro objetivo es encontrar una funcién ¢ € .#(R) de manera que
| f—¢ll2 < ce, para cierta ¢ > 0. Elegimos primero ng € N tal que

f If 0 Pdx < €2,
|x|>ng

y consideramos la funcién g(x) = f(x) X[-n,,ne] (x), X € R. Es claro que || f — gll2 < €. Observamos ademads
que la funcién g es continua salvo quizds en +ny. Pero podemos modificar la funcién g ligeramente para
obtener una funcién & continua, de soporte compacto y tal que h(x) = g(x), x € [-ng, nol, y lg — hllo < Ce
(podemos, por ejemplo, definir i = g, en |x| < ng, h =0, cuando |x| = ngp+&,yen ng < |x| < np+e¢
considerar los segmentos de las rectas que la hacen continua).

Laidea en lo que sigue es encontrar una funcién ¢ en la clase de Schwartz de manera que |h—¢|l» <
€,y con ello se termina la prueba. Para ello haremos uso de las aproximaciones de la identidad. Partimos
de una funcién b € C°(R) con soporteen (-1,1) yo = ffocf b(x)dx # 0 (podemos pensar en una funcién
“bump") y definimos la funcién K = %b. Es claro entonces que K es una funcién de clase C*°(R) con
soporte en (—1,1) e integral 1. Podemos generar entonces una aproximacion de la identidad {k;} >0,
mediante

ki(x) = %K(J—:), xeR.

Nétese que, para cada ¢ > 0, k; € C2°(R) y su soporte estd contenido en (—t, t). Entonces, las funciones
h*k;€ CP(R), t>0,y,enel casode que 0 < t <1, sop(h * k;)  (—ng — 2, np +2).

Ya que & es una funcién continua, es uniformemente continua en [—ny — 2, ng +2]. Y en virtud del
Teorema 1.3 (b), se obtiene que (h * k;) (x) — h(x), cuando t — 0%, uniformemente en [—ng — 2, 1y + 2].
Luego, [|h— h * k¢|l — 0, cuando ¢t — 0%, y, por tanto, podemos elegir #, suficientemente pequefio para
que ||k —h * kg ll2 < €. La funcién ¢ = k * k;, es la funcién de la clase de Schwartz que buscamos. ]

Observacién 2.30. Hemos considerado en esta proposicion las hipétesis de continuidad y acotacién para
las funciones, de nuevo, para poder realizar la prueba con herramientas conocidas. La densidad del
espacio de Schwartz en el espacio de Lebesgue L?(R) sigue el mismo esquema de la prueba anterior,
pero para los argumentos de convergencia se utilizan los Teoremas de convergencia dominada y de
convergencia acotada (ver [12, Lemma 1.2, Chap. 5]).
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Ya se retinen las condiciones para dar una buena definicién de la transformada de Fourier de una
funcién en L?(R). El procedimiento que se sigue es el siguiente. Sea f € L?(R). Tomamos una sucesién
{on}nen € F(R), de manera que lim,,—. | f — @, ll2 =0. Ya que ¢, € L(R), n €N, podemos considerar la
sucesion de sus transformadas de Fourier {¢;;} ;en-

Atendiendo a la Proposicion 2.27 se sigue que |9y, — Pmll2 = 19 — @mll2, n,m € N. Y entonces,
{®n}nen €s una sucesion de Cauchy en 2[R y, por tanto, convergente (respecto a || - |2) por ser L%(R) un
espacio completo ([12, Theorem 1.2, Chap. 4]). Se define entonces la transformada de Fourier de f como

Fo(f):= lim @,

donde el limite se entiende en la norma L. Esta definicion es independiente de la sucesion {¢,} nen
considerada. De hecho si {1} ,en €s otra sucesién de funciones en la clase de Schwartz que converge
en L2 ala funcién f, entonces, de nuevo por la Proposicién 2.27, dado € > 0, para n € N suficientemente
grande se tiene que

1Z2(f) = Wnllz < 1F2(f) = @ullz + 1@n = Wnl2 < 1F2(f) = Palla+ lpn = fll2 + 1 f —wnl2 <e.

Con esta definicion se logra ademads que la transformacién %, conserve la norma y el producto
interior. Si f € L2(R) YV {@nlnen € Z(R) tales que || f — @ullo — 0, cuando n — oo, entonces, podemos
escribir

1F2(Nll2 = r}I_I}go @nll2 = nli_I}goH(PnHz = fll2.

De manera andloga se obtiene (2.19) para la transformacion integral ;.

Por otro lado, sabemos que en el espacio de Schwartz, la transformacion inversa & * viene dada
por F*(g)(x) = Z(g)(—x), x € R. Podemos definir el operador 92* sobre L2(R) de la misma forma que
definimos &,. Entonces, dada f € L2(R) Vi{pntnen € L (R) tal que || f — @yl — 0, cuando n — oo, se
tiene que

On=F " F(pn) =FF (pn), neN.

Tomando limite (en sentido L?) cuando n — oo, se llega a que
f=FF () = FF, ().

Una cuestién natural que cabe plantearse es la siguiente. Si f € L'(R) n L?(R), 3se cumple que
Z(f) = Z»2(f)? Larespuesta, como cabe esperar, es afirmativa, pero se debe aclarar como se entiende
esta igualdad, porque & (f) se define puntualmente, mientras que %, (f) se obtiene a partir de una
convergencia en L2.

Para analizar este tema cabe recordar que si f € LY(R) N L2(R), entonces podemos encontrar una
sucesion {¢,}en < & (R), de forma que ¢, — f, cuando n — oo, donde la convergencia se entiende
tanto en L' como en L2. (Si f es continua y acotada, basta seguir la prueba de la Proposicién 2.29 para
establecer que también se tiene la convergencia en L!. El caso general puede verse en [5, Proposition
8.17)).

Por otro lado, puesto que

+o0o

lon(x)—f)ldx=llon—fll1, nEN,

sup |7, () - F(©)] < f
eR -
se tiene que @, converge a f uniformemente en Ry, por tanto, puntualmente. Y de la definicién de %, ()
se tiene que @, converge a % (f) en L2. Luego, existe una subsucesion de {®,},en que converge a f,
en casi todo punto ([9, Theorem 3.12]). De esta forma %, (f) (x) = % (f) (x), en casi todo punto cuando
feLl'(R) NnL*R).
En virtud de todas las observaciones hechas, podemos enunciar el conocido como Teorema de
Plancherel, que asegura en L?(R) la simetria que presenta la clase de Schwartz respecto a .

Teorema 2.31 (Teorema de Plancherel). La transformacion integral de Fourier originalmente definida en
LYR) N L2(R) se extiende de manera tinica a L>(R), como una aplicacion &, biyectiva de L2(R) en si mismo
que verifica

(f,8)=(Fa(N), F2@) ¥ Ifl2=1Fa(l2, f g€ L*®.
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Aplicaciones de la transformada de Fourier

3.1. Principio de incertidumbre de Heisenberg

La teorfa de la transformacién integral de Fourier en L? es de gran utilidad para abordar el conocido
como Principio de incertidumbre, enunciado en 1927 por Heisenberg, uno de los padres de la fisica
cudantica. Este principio afirma que cada particula lleva asociada consigo una onda lo que impone
restricciones en la capacidad para determinar al mismo tiempo su posicién y su velocidad. Se trata de un
fenémeno intrinseco, pues no se puede evitar aunque se mejore el instrumento de medida. A menudo
este principio se cita como uno de los misterios de la mecdanica cuéntica, pero quizas no por el hecho
de la relacion “inversa” entre la localizacién de la variable espacial o temporal y la localizacién de su
espectro de frecuencia, que es una circunstancia comun a cualquier onda, sino por el hecho de que
las particulas se comporten en ciertos aspectos como ondas. Esta relacién “inversa” se puede enunciar
diciendo que es imposible para una sefial que esté limitada en tiempo y en frecuencia, y, esto, en términos
de la transformada de Fourier se describe como la imposibilidad de que una funcién f no nula y su
transformada ftengan ambas soporte compacto.

Una forma de ver esto es la siguiente. Sea f € #(R), con soporte contenido en el intervalo (—a, a) y
definimos la funcién u

F(z) =f f(x)e ?"*%dx, zeC.

a

Observamos que F es una funcién bien definida en todo el plano complejo y, ademads, podemos derivar
bajo el signo integral para ver que F es analitica (ver también [11, Theorem 5.4]). Luego, f es larestriccion
al eje real de una funcién entera, por lo que sus ceros, a menos que f = 0, son puntos aislados. De la
misma forma, usando la férmula de inversion, si fes no nulay tiene soporte en un intervalo, los ceros
de f han de ser puntos aislados. Esta idea de que una funcién y su transformada no pueden estar a la
vez “localizadas” también esta presente en la propiedad de dilatacién vista en la Proposicién 2.2. Si se
compone la funcién f con una contraccién o una dilatacién, se corresponde con una dilatacién o una
contraccion, respectivamente, en f En las Figuras 3.1 y 3.2 se puede apreciar este hecho para la funcién
fx) = e ™ xeR.

—r=1 —r=1
—r=2 —r=2
jM - o
Figura 3.1: Funcio6n f; = f(r-) Figura 3.2: Funcién f;

Recogemos a continuacién la formulacién cuantitativa de este fenémeno sobre . (R).

Teorema 3.1. Sea f una funcién en ¥ (R). Se cumple

[ [ :Olef(x)lzdx) ( [ :OEZIf(E)Izdf) > ( [ :olf(x)lzdx)z.
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La igualdad se verifica si, y solo si, f(x) = Ae‘sz, dondeB>0yAeC.
Demostracién. Para cada —oo < a < b < +00, haciendo una integral por partes, se llega a que

X=
xX=

b x=b b d . b b
[ irotax=xipeor] - [ xatre e = sl a‘ZRe(f *[FOOf (0)dx|.

Tomando a — —coy b — +oo y usando que f es una funcién de la clase de Schwartz, obtenemos
+oo 2 +00 +00
f If (x)] dx:—ZRe(f xf(x)f’(x)dx)szf L% f Ol f (0ldx.
—00 —00 —00
Aplicamos ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Seccién 2.5 para inferir que
+00 +00 1/2 +00 1/2
f If(x)lzdeZ(f lef(x)lzdx) (f If’(x)lzdx) )
—00 —00 —00

Y la prueba de la desigualdad se termina en virtud de la Proposicién 2.27 y la identidad (2.2), puesto que

17, =1 O, =27 7],
Por otro lado, observamos que la igualdad se alcanza si y solo si, se verifican las dos condiciones siguientes:
(a) la desigualdad de Cauchy-Schwarz que hemos utilizado es una igualdad;
(b) Im (ff;o xmf’(x)dx) =0.

Sabemos que la desigualdad de Cauchy-Schwarz es una igualdad si, y solo si, las funciones implicadas
son proporcionales, por lo que para cierta constante ¢ € C, f'(x) = cxf(x), x € R. Y las funciones que
satisfacen esta ecuacion diferencial son de la forma

Fx) = A2, xeR.

Veamos ahora que c es una constante real negativa. Puesto que f es una funcién en el espacio de Schwartz,
es claro que Re ¢ = —2B, para algtin B < 0. Por otro lado, de la condicién (b) se sigue que

2 [ 2 Reox? 2 T 5 _opx?
Ozlm(clAI f x2eReox dx) =|A|*(Im C)f x“e " dx,
—o00 —00

de donde se concluye que Im ¢ = 0. O

Si tomamos la funcién f normalizada, esto es, f +oo) f (0)|2dx=1,el Principio de incertidumbre

—00
toma la forma

+00 +oo 1
( f x2|f(x)|2dx) ( f ézlf(f)lzdf) 2 o (3.1)
o, expresado solo en términos de la funcién f,
+o0o 9 2 +00 9 1
( [ el dx) ( [ i drf) 3 (3.2)

y podemos decir que la igualdad se alcanza cuando f(x) = Ae‘sz, con B >0y Ae C verificando |Al*7 =
2B. Noétese que, en este caso, se tiene que

+oo +00 Al?
1=f |f(x)|2dx:z|A|2f 28 g = ALV
T 0 V2B

Observacién 3.2. Sean f € ¥ (R), talque || fll2 = 1,y xp,¢o € R. Consideramos la funcién g(x) = e‘z’”"(oxf(x+
Xp), x € R. Esta funcién pertenece claramente a la clase de Schwartz, ||gll> = || fll2 = 1, y por las propieda-
des (i) y (ii) de la Proposicion 2.2

g(& = "M FEL gy, EeR.

Entonces, aplicando (3.1) ala funcién g se obtiene una forma més general para el Principio de incerti-
dumbre,

( f oo(x—xo)2|f<x)|2abc)( f Y- foRde) 2 (3.3)

. . 1672’

yla igualdad se alcanza cuando f(x) = Ae?"0%e~Bx=%0)* con B> 0y Ae C tales que |Al*r = 2B.
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El Principio de incertidumbre se puede formular en términos del operador de Hermite L = —dd—; +
x2, que es el analogo al oscilador arménico en mecanica cuantica. Consideramos los operadores Ay A*
definidos sobre .#(R) por
A:i+x y A*:—i+x.
dx dx

Estos operadores A y A* se conocen como operadores de aniquilacién y creacién, respectivamente.
Es facil comprobar que A* es el operador adjunto de A, esto es, (A* f,g) = (f, Ag), f,g € L (R), y que
L-1= A*A, donde I denota el operador identidad.

El Principio de incertidumbre de Heisenberg conduce a que L— I = 0, es decir, que

Lf,H=z 1), feS D).

En efecto, sea f € .#(R) con | f|l2 = 1. Integrando por partes y teniendo en cuenta el comportamiento de
f en el infinito, podemos escribir

+00 _ +00 +00 +00
(Lf f)=- f FOF@dx+ f 2| f()2dx = f P dx+ f 2If () 2dx

o0 o0

= Uf' 2 = Ixf2)? + 20 f l2llxfllz = 21 f 2 lxfllz = 1= 1 £115 = < ).

En la dltima desigualdad de la cadena hemos utilizado (3.2).
Consideramos ahora para cada ¢ > 0 los operadores

A—d+tx A = d+tx
T dx y "7 dx

Como antes, se tiene que A}, t > 0, es el operador adjunto de A; y, por tanto,
(ATALf Y =(Af, Acf) = 1A fIP 20, feS®),

esto es, A} A, = 0 (observamos que ésta es otra forma de establecer que L— I = A* A = 0). El hecho de que
A} A; =2 0 nos permite dar otra demostracién para el Teorema 3.1.

Demostracién alternativa para el Teorema 3.1. Sea f € & (R). Para cada t > 0 se tiene que
ATAf(x)=—f"(x) = tf () + 2x°f(x), X€ER,
por lo que, integrando por partes como antes se sigue que
(AFAL P =115l fl + 2l fl3, >0

Viendo (A} A;f, f) como un polinomio en ¢, y usando que (A; A;f, f) = 0, para todo ¢ > 0, se ha de
cumplir que el discriminante de la ecuacién de segundo grado correspondiente es no positivo, y, por
tanto

IFIE <20 f 20212,
que es la formulacién del Principio de incertidumbre en términos de f del Teorema 3.1. O

Terminamos la seccién volviendo a los origenes del Principio de incertidumbre de Heisenberg
para dar una interpretacién del mismo en el contexto de la mecénica cudntica. Asumimos que nuestra
particula, pongamos un electrén, viaja a lo largo de la recta real. Segtin las leyes de la mecdnica cudntica
este movimiento viene descrito por una funcién de onda f que podemos considerar en el espacio de
Schwartz y que se normaliza en el sentido de que || f |2 = 1. La funcién p(x) = | f(x) 12 se interpreta como
la funcién de densidad que da la probabilidad de que la particula se localice en la posicién x. Asi, la
probabilidad de que el electrén se encuentre en el intervalo (a, b) viene dada por

b
f If (x0)1*dx.
a

Puede que la probabilidad de que el electrén esté en un intervalo dado sea pequeiia, pero la condicién
I fll2 = 1 garantiza que esté en algin lugar de la recta.
Podemos considerar ademas la esperanza, definida por
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+00
x= f x| f (0P dx,

(0 0)
que constituye la mejor estimacion para la posicién de la particula. Pensemos en el caso simple en
que el electrén solo puede encontrarse en un ntimero finito de posiciones en el eje real x1, xz, ..., Xy,
con una probabilidad p; de que la particula esté localizada en la posicion x;, i = 1,...N. Naturalmente,
p1+p2+...+ pn = 1. Sino tenemos mds informacién y debemos elegir una posicién para la particula,
parece que la media ponderada x = Zfi | Xip; seria la adecuada. La definicion de esperanza que se ha
dado representa, entonces, la versiéon continua de esta media discreta.
Lo que va a medir la incertidumbre relativa a la esperanza es precisamente la varianza, dada por

+00
Ax(f) = f (r— B21f () Pdx

Observamos que si f estd muy concentrada alrededor de X, significa que la probabilidad de que x esté
cerca de X, es alta y, entonces el valor de la varianza es pequefio, pues la mayor contribucion a la integral
tiene lugar para valores de x cerca de X, y asi la incertidumbre serd pequena. Por otro lado, si f es una
funcién aplanada, con lo que la distribucién de probabilidad p no estd muy concentrada, entonces en
la integral que define a la varianza entraran en juego valores grandes de (x — X)?, y como resultado, la
incertidumbre puede ser considerable.

Una cuestion a sefalar aqui es que tomar X en la definicién de la varianza es la mejor opcion, pues
es la que da el valor minimo para la incertidumbre. En efecto, si derivamos la funcién

F(2) = f s 2 |f(0)lPdx, zeR,

(no6tese que podemos derivar bajo el signo integral pues f € #(R)) e igualamos la derivada a cero nos
queda z = X como punto critico. Y puesto que F” = 2 > 0, se trata de un minimo.
La transformada de Fourier de la onda f nos da esencialmente la funcién de densidad de probabi-
lidad del momento de la particula. De manera mds precisa, se considera la funcién
* _ RN 6
r'©=—7l;
donde # es la constante de Planck!, y consideramos la funcién de densidad de probabilidad g(¢) =
|f* ()1, £ € R. Observamos que [*> q(E)dé = fl2 = 1.
El andlisis que se hizo antes para la posicién de la particula se tiene de la misma forma para su
momento, de manera que

) cer,

.o 1 +00 =0l f 2
2= [ e-o(5) e
mide la incertidumbre del momento del electron respecto al momento medio
- 1 o .. &2
ey | el fee
La desigualdad (3.3) con xp = Xy o = % nos conduce a la conclusion fisica
h? n?

1672 4
esto es, no podemos precisar, a la vez, la posicién y el momento del electrén.

Ax(PA(f) =

’

3.2. Ecuaciones en derivadas parciales

En esta seccidn utilizaremos la transformacién de Fourier y sus propiedades para resolver dos
problemas clasicos de ecuaciones en derivadas parciales: el problema de difusién del calor (en una varilla
infinita) y el problema de Dirichlet en el semiplano. Como ya mencionamos, una de las propiedades
cruciales de la transformacion integral de Fourier es el “intercambio” entre la derivacién y el producto
por polinomios visto en la Proposicién 2.2. Esta propiedad, junto con la férmula de inversién, va a ser la
clave para resolver estas ecuaciones en derivadas parciales.

! Esta constante relaciona la energia de un fotén E con la frecuencia v de la onda luminica segtin la férmula E = hv
y su valor puede tomarse como 4 = 6.63 x 10~34].s. Cuando la frecuencia se mide en radianes por segundo, es itil
incluir el factor % en la constante h, obteniéndose la conocida como constante de Planck reducida / = %
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3.2.1. Laecuacion del calor

Se calienta una varilla infinita, que suponemos es la recta real, hasta obtener una distribucién
inicial de temperatura dada por la funcién f(x), x € R, y, entonces, dejamos de suministrar calor. La
pregunta natural que se plantea consiste en determinar la distribucién de temperatura en cualquier
instante. Denotamos por u(x, t), la temperatura en el punto x de la varilla y en el instante ¢ > 0. En
ausencia de fuentes de calor, la funcién u satisface la conocida como ecuacién de difusién dada por

ou_ 0

o C o2’ (3.4)

donde c es una constante que depende de las propiedades térmicas de la varilla. Sin pérdida de genera-
lidad, en lo que sigue suponemos que ¢ = 1. En nuestro problema, la funcién u ha de cumplir ademas
la condicién inicial u(x,0) = f(x), siendo f la distribucién de temperaturas a lo largo de la varilla en el
momento inicial.

Supongamos que u € C2(Rx (0,00)) es solucion de la ecuacién de difusién con la condicién u(x,0) =
f(x). Procediendo de manera formal, vamos a trasladar el problema a la transformada de Fourier #(¢, )
en la variable espacial

+00
aeg, 0= f u(x, )e "% dx, ¢eR, t>0.

(o0)

Tomando la transformada de Fourier en la ecuacién (3.4) llegamos a que

Z—L;(E, 0 =-4m*EaE, ), EeR, t>0.

Observamos que, fijando ¢, esta es una ecuacion diferencial ordinaria en la variable ¢ y cuya solucién
viene dada por

A, 0= AQ)e ¢ feR, >0,

para cierta A(¢). También podemos aplicar la transformada de Fourier a la condicién inicial y obtener
i(,0) = f(&), { R, porlo que A({) = f({). Hemos llegado asia que

e D =F©Oe ™ FeR >0,

1 2
y teniendo en cuenta la Proposicién 2.3 y que 97((471 1”2 e_%)(é) = t’fz, la solucién del problema se
puede expresar en términos de la convolucién mediante

ulx,t) = (f =) (x), xeR, t>0,

donde la funcién #; es el niicleo del calor definido por

_a2
e 1, xeR, t>0.

SO (X) =
amt

(Notese que A = Hyyy, siendo Hy el nticleo en (1.3)).
Este procedimiento, aunque carece de rigor matemadtico, nos muestra una posible solucién al
problema. Con las condiciones adecuadas para la funcién f, podemos establecer que efectivamente lo es.

Teorema 3.3. Sean f una funcién absolutamente integrable, continua y acotada, y
ulx,t)=(f*A)(x), xeR, t>0.

Entonces,
(i) La funcion u € C*°(R x (0,00)) es acotada y satisface la ecuacién del calor.
(ii) HI’(I]I u(x, ) = f(x), para cada x € R.
t— +
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Demostracién. Por ser f acotada se tiene que u también lo es. De hecho, si | f(x)| < M, x € R, entonces
+00
Iu(x,t)lst S ()dy=M, xeR, t>0.
—00

Por otro lado, ya que #; € #(R), t > 0, se tiene que, en la regién ¢ > 0, u es una funcién de clase C*®y,
ademds, paracada ke N,
k k
ou_ 9
oxk oxk

La férmula de inversién de Fourier (Teorema 2.10) nos dice que

Fs.

+o00 . o0 Y .
u(x, t) = f a(, t)62n1x€d5 :f f(f)e_‘l”z‘fztezmxfdf.

(o¢]

Puesto que fes una funcién acotaday € SR podemos derivar bajo el signo integral y concluir
que u satisface la ecuacion de difusién y (i) queda asi establecido.

Finalmente, como f es continua y acotada, y {#};>¢ es una aproximacion de la identidad, el
Teorema 1.3 (a) asegura que lim;_ ¢+ u(x, t) = f(x), para todo x e R. O

Observacion 3.4. Sila funcién f del teorema pertenece a la clase de Schwartz podemos precisar algo més
sobre la solucién u. En virtud del Teorema 1.3 (b), se concluye que lim;_ o+ u(x, t) = f(x), uniformemente
en R. También se tiene convergencia en norma 12, estoes, |u(-, ) — fll2— 0, cuando ¢ — 0". En efecto,
para cada ¢ > 0 la funcién u(-, ) es una funcién en . (R) y, haciendo uso de la Proposicién 2.27 obtenemos
que
+00 (o] ~ o 2 .52
[ T reora= [ an - foras= [ IFore T -1k
—00 —00 —00

Fijamos € > 0. Podemos elegir N suficientemente grande para que f5|> N If(g‘) |>dé < €, y entonces, tomar
tp suficientemente pequeno de manera que

-~ £
sup [F@Pe™ ™ _12< =, 0<t=p.
lE1=N N

Entonces se sigue que, para todo 0 < t < 1,

ulx ’x d)(
, 1) — <(C|—

(o.0]

dé + f | f(é)lzdcf) < Ce,
[$I>N

=N

probando la convergencia en norma L?.

De la convergencia uniforme se sigue ademas que si definimos u(x,0) = f(x), x € R, entonces u
es continua en R x [0,00). En efecto, sea xy € R. Fijamos € > 0. Por ser f continua, existe 6 > 0 de manera
que |u(x,0) — u(xg,0)| < &, cuando |x — xo| < 6. Por otro lado, como u(x, ) — u(x,0), cuando ¢t — 0%,
uniformemente en R, podemos elegir £y > 0 tal que

suplu(x, ) —u(x,0)|<e, 0<t<iy.
xeR

Tomando entonces |x — xp| <6 y0 < f < 1 se sigue que |u(x, t) — u(xp, 0)| < 2¢.
También podemos ver que u se anula en el infinito, esto es, |u(x, t)| — 0, cuando |x|+ ¢ — oco. Para
probar esto, observamos por un lado que, ya que f es absolutamente integrable,

C [+ o2 C [+ C
|u(x,t)|sﬁf IFle T dy < ﬁf FWIdys Z= (30 €Rx 000 (3.5)

y, por otro, puesto que la funcién f estd en ¥ (R) y |[x— y| ~ |x|, cuando 2|y| < |x], se tiene que

e’cxz/t FC(x—y)
+ f F -ydy=C +[ — ' d
Lzl fywzcl)l I (x=y)dy ( Vit | Y

=%

Iu(x.t)lsC(

—cx?/t

e 1 +00 e—clet 1
sc( + f Jf}(y)dy)sc( + ) (x, 1) € R x (0,00). (3.6)

Vi 1+ x? Vi 1+ x?
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Por tanto, cuando | x| < ¢, la estimacion (3.5) conduce a que |u(x, £)| — 0, cuando |x|+ t — co, y en
el caso de que | x| = f, podemos usar (3.6) para inferir la propiedad.

Noétese que los mismos argumentos anteriores conducen a que también cuando f € # (R), se tiene
que u = f * A converge uniformemente a f, cuando ¢ — 0", y que se anula en el infinito.

El Teorema 3.3 garantiza la existencia de solucién para la ecuacién del calor con dato inicial f. Pero
esta solucién no es, en general, tinica. Como ilustracién de ello consideramos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.5. Lafuncién u(x, t) = ’—;th(x), (x,1) € Rx(0,00), satisface la ecuacién de difusion ylim,_. o+ u(x, ) =
0, x € R. En efecto, sencillos cdlculos conducen a que

ou X X 07, %u x 027,
5 B 0=z V37 2(x,t) Jﬁ(x)+7 52

y el resultado se sigue del hecho de que #; (x) verifica la ecuacién del calor.
Observamos que esta funcién u no es continua en el origen. Basta con ver que si nos aproximamos
al (0,0) por la parabola x* = 4at, con a > 0, se tiene que

lim u(x, )=
(x,0)—(0,0) 2\/_ (x, tHo 0) t\/_
x*=4at x*=4at
Como podemos comprobar con el siguiente ejemplo, que la funcién u sea continua en R x [0, 00)
sigue siendo insuficiente para garantizar la unicidad de la solucién.

Ejemplo 3.6. Sea u la funcién dada por
2n

o X
)= (¢
u(x, 1) ngoqo ()(Zn)!

, XeR, t=0,

donde ¢ es la funcién definida por ¢(f) = e‘”‘z, t#0,y(0) = 0. Se tiene que ¢ € C®(R) y que ¢ (0) =0,
n € N (esto se puede ver siguiendo la prueba del Lema A.1). Luego, u(x,0) = 0, x € R. Por otro lado, se
tiene que,2 para todo r > 0, existe M > 0 tal que, paracada n e N,

1M1 < M(rzn) . reR

2

Entonces, dado a > 0, tomando r > a“, se sigue que

| x> X 2n+2)! a®"  2M & 2n
(n+1
Z| Ol =M L G rn+1——Z(n+l)(2n+l)(\/_) <oo, lrl=a.

Luego por el criterio M de Weierstrass, la serie a la izquierda de la desigualdad converge uniformemente
para |x| < a, a> 0,y t = 0. De la misma forma se llega a que la serie que define a u también converge
uniformemente en [—a, a] x [0,00). Podemos entonces derivar la serie que define a # término a término,
respecto a x y a t, para comprobar que u satisface la ecuacion del calor,

62u ) ( 2n—2 e} (+1 Zn
— = n _ — n
5z 1) n;q) (D2n@n =17 n;o (t)|(2 i a Zxn, (x0eRx(0,00).

Es claro que u es una solucién no nula. De hecho u(0, 1) = ¢(#) >0, t #0.

Para poder asegurar la unicidad de la solucién del Teorema 3.3 es necesario que la funcién u =
f = A verifique ciertas condiciones, como las que se indican en el siguiente teorema de unicidad.

Teorema 3.7. Sea u una funcioén en C?(R x (0,00)), continua en R x [0,00), que satisface la ecuacioén del
calor con la condicién de frontera u(x,0) = 0. Si u(-, t) € ¥ (R) uniformementeen [0, T], T > 0, esto es, para
cadaT >0,

stek(u) = sup yor(u(, 1)) <oo, ¢£,keNuU{0}, (3.7

0<t<T

entonces u=0.

2 Ver, por ejemplo, [13, Theorem 11.2, p. 48].
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Demostracién. Sea E la funcién “energia"definida mediante

+00
E(n) =f lu(x, Dl*dx, t=0.
—0o0
Veamos que E(f) = 0 para todo t = 0. Es claro que E(f) = 0 y que E(0) = 0, por lo que es suficiente
comprobar que E es una funcién decreciente. Ya que u es solucién de la ecuacion del calor y verifica (3.7)
podemos escribir
dE f‘f rdu
At J-oo

+00 {2

u -
W(X’ Hu(x,dx|, t>0.

— ou
—(x, Dulx, 1)+ ulx, 1) —(x, t)]dx =2Re (f
ot ot

—00
Noétese que hemos podido derivar bajo el signo integral puesto que, para todo T > 0,

+00 | A2
L o)

+00 dx
<00
0x?

o 1+ x2 '

sup

dx < Clst,2(u) + ST,Z,Z(U)]ST,O,O(u)f
0<t<TJ—00 _

De nuevo en virtud de (3.7) se tiene que para cada t > 0, u(, f) se anula en infinito, por lo que si integramos
por partes nos queda

@——ZRe
dr

T Ju ou T du 2
f 2%, 0 22 (x, pydx =—2f (—(x,t)| dx<0.
—c0 OXx 0x —oo 10X

Hemos establecido asi que E(f) es una funcién decreciente y, entonces E = 0, lo que nos permite concluir,
ya que u es una funcién continua, que u(x, ) =0, xR, t = 0. m}

Observaciéon 3.8. Si f € & (R), entonces la funcién u dada por u(x, t) = (f * ) (x), (x,1) € Rx (0,00) y
u(x,0) = f(x), x € R, verifica las condiciones del teorema, por lo que u« es la iinica solucién de nuestro
problema de difusién. En efecto, de acuerdo con el Teorema 3.3 y la Observacién 3.4 sabemos que
u es continua en R x [0,00) y satisface la ecuacién del calor. Veamos que satisface la propiedad (3.7).
Observamos que es suficiente establecer (3.7) para £ e NU {0} y k = 0, puesto que la clase de Schwartz,
como vimos, es cerrada respecto a la derivacién y ademads se cumple (1.7).

Sea £ e NU {0} y T > 0. Sefialamos primero que, puesto que f es una funcién acotada, pongamos
Ifl<M,con M>0,y [*2 7,(x)dx =1, se tiene que

sto0(w) < sup |u(x, )| <M.
xeR,t>0

Consideramos ahora ¢ € N. En este caso, procediendo como en (3.6), podemos escribir

<2

¢ |x|%e r |1 1

sTe0(u) = sup suplx|”|u(x, )| <C sup sup 7 <C sup (t 2 +1) <Cr,
0<t<T xeR 0<t<T xeR Vi (1+1x0) 0<t<T

para cierta constante Cy > 0. En la pendltima desigualdad hemos usado que z"e™* < C, z = 0, para
cualquier r = 0 (en particular para r = g).

Terminamos esta seccién enunciando un teorema de unicidad debido a Tychonoff, que sustituye la
propiedad (3.7) por una condicién de crecimiento exponencial para u. Su demostracién puede encontrar-
se en [13, Theorem 6.1, p.28]. De este teorema se infiere que si f es una funcién absolutamente integrable,
acotada y uniformemente continua (como es el caso de las funciones de decrecimiento moderado),
entonces u(x, t) = (f * ) (x), (x,1) € Rx (0,00) y u(x,0) = f(x), es la tinica solucién del problema de
difusion planteado.

Teorema 3.9. Sea u una funcién en C?(R x (0,00)), continua en R x [0,00) y que satisface la ecuacion del
calor con la condicion de frontera u(x,0) = 0. Supongamos ademds que para ciertas M, a > 0,

lu(x, )] < Me®™, xeR,t>0. (3.8)

Entonces u =0.
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La condicidn (3.8) es 6ptima para la unicidad en el siguiente sentido: si en (3.8) sustituimos x2 por
, con a > 0, entonces es posible encontrar soluciones de la ecuacién del calor continuas hasta la
frontera que son no nulas. En efecto, definimos la funcién u de forma anéloga a la del Ejemplo 3.6,

x2+a

2n

u(x, 1) = Z P (1) —

e’ xeR, t=0,
n=0

donde ¢(1) = e’l”a)((oyoo)(t), t € R, siendo a > 1. Procediendo como en el Lema A.1 se puede ver que
€ C*°(R) y que (n(0) =0, n e NU{0}. Luego u(x,0) =0, x € R. Ademds,> existe 6 € (0, 1) tal que
y g

( iz
" (0)] < (gt)ne 2@, t>0.
Entonces, puesto que (n!)2 <(2n)!, ne NuU{0},
o 1 x2 n 1 x2
(n o - _ _
§ Nl (2 SseE §:On!(—9t) =exp( =5+ o) = Falx 0, xeR 1>0. (3.9

Veamos que F,(x, ) < ec|x|2m, x€R, £ >0, para cierta constante c >0y a =2(a— 1)~L. Paraello, puesto
que la funcién exponencial es creciente basta establecer que, existe ¢ > 0 tal que
1 x?
—— + 2 <c|x]**Y, x€eR,t>0.
2t¢ Ot
Es claro que para x = 0 esta desigualdad se cumple cualquiera que sea el valor de ¢ > 0 y para todo ¢ > 0.
Fijamos x # 0 y consideramos la funcién g, dada por
P LI S
&= "om "o '
Esta funcién es de clase C*°(0,00) y célculos directos conducen a que

a |x? 1 ala+1)  2|x]?
0= z(zar-g) v g0-g5(-GaEr TG o

Ya que a > 1 se sigue que g, presenta un maximo absoluto en fy > 0, tal que 2x? tO“‘l = af. Luego,

1
gx(1) = gx(to) = Zta %:c_x a1,

parac= 2@ T (a—1)(ah)~ a1 > 0.

Hemos establecido asi que la funcién F,(x, t) estd acotada en [ R, R] x (0,00), para cualquier R > 0.
Ademas, de nuevo por ser a > 1, se tiene que lim,_ ¢+ F4(x, f) = 0, uniformemente en |x| < R, con R > 0.
Se deduce entonces, atendiendo a (3.9), que la serie que define a u converge absoluta y uniformemente
en|x| <Ry t>0,yquelim,_ ¢+ u(x, t) = 0, uniformemente en | x| < R. Por tanto, u € C(R x [0,00)).

Por otro lado,

1
e 284 X 2

(2 = go g (—)" = Falx, 1 ((gxt) + ei) :Galx, ), xR, 1>0.
Y, al igual que antes, se tiene que para todo R > 0, G, estd uniformemente acotada en [-R, R] x (0,00). Por
tanto, podemos derivar la serie que define a u término a término y, de la misma forma que en el Ejemplo
3.6 se concluye que u es una funcién no nula que satisface la ecuacién del calor.

De (3.9) se sigue que |u(x, 1)| < Fy(x, 1) < ec|x|2+a, x€R, t>0,s siendo @ = 2(a—1)"L. La arbitrarie-
dad de a > 1 permite concluir que para cualquier a > 0, podemos encontrar una funcién u solucién de la
ecuacion del calor con la condicién u(x,0) = 0, continua hasta la frontera, tal que

2
lulx, )| < Ce™ M XeER, =0,

y que es no nula. Es por ello que decimos que, bajo las condiciones dadas, la estimacién (3.8) es 6ptima
para garantizar la unicidad de la solucién.

3 Ver (7, (3.29b), p. 73] y [13, Theorem 11.1, p. 46]
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3.2.2. Laecuaci6n de Laplace. El problema de Dirichlet en el semiplano

Analizamos en esta seccidn otra de las ecuaciones en derivadas parciales clésicas, la ecuacion de
Laplace. Especificamente, dada cierta funcién f queremos encontrar una funcién u(x, y) de clase C? en
el semiplano superior Ri ={(x,y): x€R, y > 0}, verificando la ecuacién de Laplace

u  d*u

Au=—

o + 6_y2 =0, (x,y)eRx(0,00), (3.10)

y tal que
liral ulx,y)=f(x), xeR.
y_> +

Al operador A se le denomina Laplacianoy a las soluciones de la ecuacién (3.10) funciones armé-
nicas. Esta ecuacion de Laplace también puede verse como un problemas de difusién del calor: dada
una placa bidimensional, representada por el semiplano superior, la difusién del calor viene dada por la
ecuacion bidimensional
ou ®u  0°u
at"c(axZ*'ayZ
donde u(x,y, t) representa la temperatura en el punto (x, y) y en el instante . Cuando el sistema se
encuentra en equilibrio (esto es, cuando % = 0), se obtiene la ecuacion de Laplace. Podemos pensar
ademads que en la frontera (cuando y = 0) la temperatura u se mantiene constante con respecto al tiempo,
siendo su valor u(x,0, t) = f(x).

Al igual que hicimos en la seccién anterior con la ecuacién del calor, vamos a proceder primero for-
malmente para encontrar una solucién a la ecuacién (3.10) con la condicién u(x,0) = f(x). Consideramos
la transformada de Fourier de la funcién u(x, y) respecto a la variable x,

), (x, ) €R?, t>0,

+00 )
¢,y = f u(x,y)e 2"*dx, &eR, y>0,

(o¢]

y usamos la transformacién de Fourier para escribir el problema en términos de #. Derivando dos veces

respecto a y bajo el signo integral y usando la propiedad (2.2) obtenemos
a2 —4n~¢°u(g, y) =0,

que es una ecuacion diferencial de segundo orden en la variable y, y cuya solucién viene dada por:
A, y) = A e¥™ + Be 2k,

Ponemos A({) = 0 porque buscamos funciones acotadas. Por otro lado, la condicién de frontera se
transforma en #(¢,0) = f(£). Y por tanto,

¢, y) = fee 2w,

Usando el Teorema de inversién 2.10 y (2.1) se sigue que, para cada y >0, py(§) = e 2y feR, esla
transformada de Fourier del nucleo de Poisson Py, definido en (1.4). Luego, hemos llegado a que

ulx,y)=(f *P)(x), (x,y)€R},

es una solucién formal de nuestro problema.

Recogemos ahora condiciones que aseguran que efectivamente es solucion al problema de Diri-
chlet planteado. Su prueba sigue los mismos argumentos que la del Teorema 3.3, teniendo en cuenta, en
este caso, que {Py}y~¢ es una aproximacion de la identidad y que Py y 13;, ¥ >0, son funciones en la clase
M (R).

Teorema 3.10. Sean f una funcion absolutamente integrable, continua y acotada, y
u(x,y) = (f* P (x), (x,y) eRi.

Entonces,
(i) La funcién u € C*(R2) es acotada y satisface la ecuacioén de Laplace.
(i) lim u(x,y) = f(x), para cada x € R.
y—0*
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Hacemos también en esta ocasion algunas puntualizaciones sobre este teorema.

= Cuando la funcién f es uniformemente continua entonces, en virtud del Teorema 1.3 (b) la conver-
gencia en (ii) es uniforme, y entonces, si definimos u(x,0) = f(x), x € R, se tiene que u es continua
hasta la frontera.

= Sife 4(R), entonces u se anula en el infinito, esto es, u(x, y) — 0, cuando | x|+ y — oco. En efecto, por
ser f una funcién absolutamente integrable se sigue que

+o00o
_y <&
|(f*Py)(x)|SCf_oo |f(t)|y2+(x_t)2dts " x€R, y>0. (3.11)

Ademds, puesto que |x — t| ~ |x|, cuando 0 < 2¢ < |x| y f € .4 (R) podemos escribir, para cierto € > 0,

y
[(f * Py) ()] Sc(fms"z‘+f|t|>"zc)|f(t)|y2+(x_t)2dt

1 +00o 4 1 +oo )
SC(y+|x|f_oo Fwidrs e [ " py0a]

1 1
<C + , eR, y>0. 3.12
(y+|x| 1+|x|1+8) e @.12)

Usando la estimacién (3.11) cuando |x| < y, y (3.12) cuando y < | x| se sigue que u(x, y) — 0, cuando
|x| +y — oo.

» Cuando f € #(R) podemos asegurar ademds la convergencia de u(-, y) a f, cuando y — 0%, en norma
L?. La Proposicién 2.27 nos dice que

+00 o0 ~ o0 —~ -
f (e, y) = FolRdx = f ) - (&) 2dé = f FOPle 2 Z1Pdg,

y el resultado se concluye usando el procedimiento visto en la Observacién 3.4.
Presentamos también un teorema de unicidad para la solucién de la ecuacién de Laplace.

Teorema 3.11. Sea u una funcién en C?(R2), continua enR x [0,00) tal que satisface la ecuacion de Laplace
enR? y la condicién de frontera u(x,0) = 0. Suponemos ademds que u se anula en el infinito. Entonces,
u=0.

Asi, en el caso de que f € #(R), se tiene que u = (f * P,)(x) es la tnica funcién armonica tal que
u(x,0)=f(x), xeR.

Demostracién. Ya que podemos considerar por separado las partes real e imaginaria de u, sin pérdida
de generalidad suponemos que u es real. Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que
u(xg, yo) >0, para algiin xp e Re yp > 0.

Ya que u se anula en el infinito, existe R > 0 de manera que

u(x,y) <lu(x, y)| < , (x,)€®Rx[0,00)\Djp,

u(xo, yo)
2

donde D;; = {(x, K x%+ y2 <R, y= 0}. Noétese que (xg, o) € D;;. Por otro lado, como u es continua'y D;
es compacto, existe (x, y1) € D; donde u alcanza el méximo, pongamos u(x, y;) = M > 0. Observamos
que y; ha de ser positivo, pues u(xy, y1) = u(xo, yo) > 0 = u(x3,0).

Es claro que u(x,y) < M, (x,y) € D}. Si (x,) € R x [0,00)) \ D}, entonces, u(x,y) <
Luego, u(x, y) < M, para todo (x, y) € R x [0,00).

La propiedad del valor medio para funciones armoénicas (ver Proposicién A.3) nos dice que

ulxo,y0) - M
2

=5

1 2m
u(xl,y1)=2—/ u(xy +rcosf,y; +rsen0)dfd, 0<r<y.
T Jo

Ya que u(xy,y1) = My u(x; +rcos,y; +rsenf) < M,0€10,2n],0 < r < y, se tiene que

1 2n
o u(xy +rcosf,y; +rsen)d0 =M, 0<r<y,
T Jo
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y, por tanto,
21

o (u(x1+rcosf,y; +rsenf)—M)do =0, 0<r<y.
T Jo

La continuidad de u implica entonces que u(x; +rcosf, y; +rsenf) = M, 0 €[0,2n],0 < r < y;. Tomando
limite cuando r — y; y, teniendo en cuenta que u también es continua en el eje real, se concluye que
u(x1,y) = M, para todo punto en la frontera del disco de centro (xj,y1) y radio y;, y en particular,
u(x1,0) = M. Esto contradice el hecho de que u(x;,0) =0. O

Sefialamos por ultimo que la condicién relativa al decaimiento de u en el infinito no se puede
eludir. Si consideramos la funcién u(x, y) = y, claramente es una funcién no nula de clase C* en todo el
plano, satisface la ecuacion de Laplace y se anula en el eje real.

3.3. Teorema central del limite

Uno de los teoremas mds importantes en la teorfa de probabilidad es el Teorema central del limite.
En esta seccion usaremos las propiedades de la transformacion de Fourier para dar una prueba de
este resultado en el contexto de las variables aleatorias absolutamente continuas. Recordamos primero
algunos conceptos bdsicos.

Una densidad de probabilidad en R es una funcién f no negativa tal que ffocf f(x)dx = 1. Asociada
a una densidad existe una medida de probabilidad que asigna a cada conjunto medible E de R la
probabilidad P(E) = [ f(x)dx. Por otro lado, una variable aleatoria X es una funcién medible con
valores reales definida en un espacio de probabilidad. Se dice absolutamente continua cuando esta
determinada por una densidad de probabilidad f en el sentido de que, la probabilidad de que X se
encuentre en el intervalo (a, b) viene dada por

b
Pla<X<b) :f f)dx.
a

La esperanzay la varianza de X se calculan mediante las férmulas

+oo

+00
E(X) = f xf(x)dx, Var(X)= f (x—E(x)* f(x)dx,

oo -
y la denominada funcion caracteristica* de la variable X se define como

3

+00
iEXy _ iéx _F(_
E(e )—f_oo fe*dx=f( —27[).

Decimos que dos variables aleatorias X e Y con densidades f y g son independientes si

b d
P(a<X<b,c<Y<d):f f(x)dxf g(ydy.
a [

El producto f(x)g(y) determina una densidad de probabilidad en R? y permite definir combinaciones de
dos variables aleatorias independientes. Asi, si X, Y son variables independientes,

+00 b-x b
P(a<X+Y<b):ff{( ) b}f(x)g(y)dxdy:f f(x)f g(y)dydx:f (f *g)(ndt,
X,y):a<x+y< o) a-x a

esto es, la variable aleatoria X + Y tiene como densidad de probabilidad f * g. Y esto es lo que necesitamos
en la prueba del teorema.

Teorema 3.12 (Teorema central del limite). Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con
densidad de probabilidad f. Supongamos que X tiene esperanza u y varianza o> finitas. Consideramos
una muestra de tamarfio n de X, es decir, X1, ..., X, son variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas con la misma densidad f. Entonces, la variable

4 Para evitar confusion con la funcién caracteristica y 4 de un conjunto A, que vale 1 en los puntos de Ay 0 fuera,
los probabilistas llaman a esta titima funcién indicatriz.
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X1+ X0+ ..+ Xy —np

Zn
ovn
. . - _ Xi+.tX . . .,
que se obtiene centrando la media muestral X ,, = %, se aproxima a una variable normal estdndar,
esto es,
1 (b _2
lim P(a< Z,<b) = —f e~ 7dx.
n—oo V2 Ja

Xi—

Demostracién. Ya que podemos sustituir X por =& k = 1,..., n, suponemos, sin pérdida de generalidad,

que p =0y o = 1. Tenemos entonces

+0oo +00
f xf(x)dx=0 vy f 2 f(x)dx=1. (3.13)

(o¢]

La densidad de X; +...+ X, es f;, = f * o) f- Entonces,

byn b
Pla<Z,<b)=Plavn< X1+...+Xn<b\/ﬁ)=ff fn(x)dxz\/ﬁf fau(Vnx)dx.
ayn a

Nuestro objetivo es establecer que

b 1 b 2
Ii dx= —f “2dx. 3.14
nggo\/ﬁfa fn(Vnx)dx =, e X (3.14)

Consideramos una funcién ¢ absolutamente integrable. Atendiendo a las Proposiciones 2.3y 2.5yala
propiedad de dilatacién (Proposicién 2.2 (iii)) podemos escribir

+oo

(f(%))"w(f)df.

Las hipétesis (3.13) sobre f yla propiedad (v) en la Proposicién 2.2 conducen a que

+o00
f Vi = " H/an@dx = f

—00

+00
= f(O)Zf fx)dx=1,

+00

» (PO = —Znif xf(x)dx =0,

—00

xzf(x)dx = —47°.

+
—00

= (N =(-2mi)? f
Y usando el desarrollo de Taylor
& & 2122
fl==)=1-
vn n

donde lim,,_., nr(¢, n) = 0. Luego, para cada ¢ € R,

+r(¢,n),

iim (ﬂ%))n =(1%) =exp (,}E{;On(f(%) - 1)) = exp(—anfz + r}i_r&nr(f, n)) =2,

n—oo n n
Ademads, puesto que If(cf)l < ffoo.f’ fx)dx=1,¢(€R,

2 S \n
)f(ﬁ) w(é)(skp(m, 333

Entonces podemos aplicar el Teorema de convergencia dominada ([12, Theorem 1.13]) para inferir que

lim _:O (f(%))nq)(é)d(f: f :e—z”zfzw(adé.

[N}

X

2, x € R. Luego, de nuevo usando la

Como vimos en la Seccién 2.1, e~ = ﬁ(f), donde h(x) = \/szne
Proposicién 2.5, llegamos a que
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e P(x)dx.

+00

. (n) —~

,}glgof_oo Va(f "% ) (Vnn)@(x)dx = \/_f
Para establecer (3.14) a partir de este resultado, debemos elegir ¢ adecuadamente. Si § = y(4,p)

obtendriamos directamente lo que queremos, pero sefialamos que esta eleccién no es correcta pues

entonces ¢ no seria absolutamente integrable. Procedemos entonces con un argumento de aproximacion.

Sea € > 0y consideramos @ = b, una funcién “bump", que valga 1 en (a, b) y con soporte en (a -9, b +9),

siendo 49 < v2me. Tomamos ny € N de manera que

x2

+00 +0o
U Vil \/_x)bg(x)dx——f “T b (x)dx <5 n= ng. (3.15)

Entonces, para todo n = ny,

f \/‘fn(\/‘x)dx<f \/‘fn(fx>be(x)dx<—f e b+

b+6 2 €
d+—f f )‘Zb ax+ -
mf * (aa ebdxts

26 2
2dx+— —<— _de+£
x/ﬁf v2n V27 Ja

Si ahora tomamos @ = a,, una funcién “bump” con valor 1 en el intervalo (a + 6, b—9) y soporte en (a, b),
y np € N de manera que se verifique (3.15) para a,, entonces, si n = ng se tiene que

b +00 +00 )
f \/ﬁfn(\/ﬁx)dxzf Vnfu(vVnx)ag(x)dx = L/ e Ta(dx— <
a V271 J-00 2

X

2 de € 1 b _ﬁd 1 até b P
2 P — 2 _ + —_—
\/ﬁf Ge(D)dx = m[ ¢ tdx \/ﬁ(f fb_a)“f(x) *3

- f _ Jc7 d 25 8 f d
=——| e X————= X—e.
V2n Ja V2 2 V2
Las estimaciones anteriores permiten concluir la demostracién del teorema. O

3.4. Lafo6rmula de sumacion de Poisson. El Teorema de Shannon

La definicién de la transformacion integral de Fourier surgio del interés por obtener una versién
continua de las series de Fourier, aplicable a funciones definidas en toda la recta real. Existe una conexién
importante entre el andlisis de funciones periddicas y el de las funciones definidas sobre R. Este vinculo
se manifiesta en la férmula de sumacién de Poisson a la que dedicamos esta seccion.

Para comenzar es necesario introducir lo que se conoce como periodizacion de una funcién.
Sea f una funcién definida en R. Podemos construir una funcién periédica “sumando” el valor en las
traslaciones de enteros,

Fx)= ) flx+k), xeR,
kez
siempre que la serie sea convergente. Aqui se entiende la convergencia en el sentido de las sumas parciales
simétricas.

Es claro que F es una funcién periédica de periodo 1. Y si la funcién f es de decrecimiento
moderado entonces la serie converge absolutamente, y también uniformemente en cualquier compacto
de R, por lo que, en ese caso, [ es una funcién periédica continua. Observamos asimismo que si f es una
funcién que se anula fuera de un intervalo abierto de longitud 1, entonces F es simplemente la extensién
periddica de f a todalarectareal.

Otra manera de obtener una “versién periédica” de f es considerar la férmula de inversién de
manera discreta, esto es,

F =Y fke*™ ™, xeR,
kez



3.4 Laférmula de sumacion de Poisson. El Teorema de Shannon 43

cuando la serie converge. Puesto que cada una de las exponenciales e?"*k* es periédica de periodo 1,

asi también es F. Y la serie que define a F converge absoluta y uniformemente en todo R siempre que
Y kez If(k)l <00, y en ese caso F es una funcién continua.

La férmula de sumacién de Poisson nos dice que estas dos formas de periodizar una funcién
coinciden, esto es, F = F, o en otras palabras, los coeficientes de Fourier de F vienen dados por los valores
de la transformada de Fourier de f en los enteros.

Proposicién 3.13 (Férmula de sumacion de Poisson). Sea [ una funcién continua e integrable. Supon-
gamos que)_ ez [ (x+k) converge uniformemente en el intervalo [0,1] yY_rcz f (k) converge absolutamente.
Entonces,

Y fx+h =Y fke*™ ™, xeR, (3.16)
kez kez
¥, en particular, tomando x = 0, se obtiene la identidad de Poisson,
Y f=Y fk. (3.17)
kez kez

Demostracién. De las hipotesis se sigue que F y F son funciones continuas. Ademés, la convergencia
uniforme de la serie que define a F permite escribir, para cada m € Z,

1 . 1 . k+1 X +00 . N
f Fx)e 2™ dx =Y | flx+ke "dx= Z f(t)e‘z’”””dtzf fe 7'M ge = f(m).
0 kez Y0 kez —00

Luego, los coeficientes de Fourier de [F vienen dados por {f(m)}mez. Por otro lado, puesto que Y jc7 If(k)l <
oo, la serie de Fourier de F converge uniformemente a F ([10, Corollary 2.3, Chap.2]), de donde se concluye
(3.16). m|

Es claro que las hipétesis de esta proposicion se verifican en el caso de que fy f € 4Z(R) y,
atendiendo a la Proposicién 2.22, también las satisfacen las funciones f que admiten una extensién
holomorfa en la clase «f (ver Seccién 2.4). Queremos apuntar que otra demostracién interesante de
la férmula de sumacién de Poisson para funciones f € o que utiliza la integracién compleja puede
encontrarse en [11, Theorem 2.4, Chap. 4].

La condicién de continuidad para la funcién f que se pide en el teorema es necesaria para obtener
la férmula de sumacién de Poisson. Si consideramos la funcién f(x) = e’”xZ, xeR\Z,y f(x)=0,x€Z,
el lado izquierdo en (3.17) es 0, mientras que Y ez f(k) =Y kez e~ ™% En [1, Theorem 11.24] se establece
una variante de la identidad de Poisson que no exige continuidad para f y en el que se incluye la funcién
¢. Lo enunciamos a continuacion.

Proposicién 3.14. Sea f una funcién no negativa, integrable, creciente en (—oo,0] y decreciente en [0,00).

Entonces, .
k k™ —~
5 f( )Zf( ) _ 5 Fk,

kez kez
siendo las series absolutamente convergentes.

En el resto de la seccién abordamos algunas aplicaciones de la identidad de Poisson. Una pri-
mera utilidad de esta igualdad es el célculo de la suma de algunas series numéricas. Como ejemplo,

consideramos la funcién f(x) = %, x #0, f(0) =1, (ver (1.5)). La transformada de Fourier de esta
funcién viene dada por f(f) =1-1Dx1,1 (&), ¢ R, por lo que, claramente, fy fson funciones de

decrecimiento moderado. Sea a € R\ Z. La identidad (3.16) conduce entonces a

sen?(r(k + a)) 5 1 2
Z—Zzn,estoes,z 5 = 5 .
o  (k+a) e (k+a)?  sen?(na)
1 & 1 n? n2
En particular, si a = Z — , de donde se puede obtener la identidad de Euler Z —.
=0 n+ 28 —n 6

Se puede usar tarnblen (3.17) para dar una demostracién de la identidad de Jacobi para la funcién

2
theta ® definida mediante 9(x) = ¥ keZ e Tkx , x > 0. Basta tener en cuenta que, para cada s > 0, la

5 La funcién theta estd intimamente relacionada con la conocida funcién zeta de Riemann, una funcién relevante
en la teorfa de ntimeros, (ver [10, Chap. 8]) y [11, §2, Chap. 6].
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transformada de Fourier de f(x) = \/Ee‘””2 viene dada por f(cf) = e %,y aplicar la identidad de
Poisson para inferir que

Vs9(s) = 1‘)(%), s>0. (Identidad de Jacobi)

Por tltimo, aplicamos la férmula de sumacién de Poisson para analizar la reconstruccién de una
funcién de banda limitada a partir de los valores que toma en los enteros. Se dice que una funcién es de
banda limitada cuando su transformada de Fourier se anula fuera de un intervalo. Estas funciones son
importantes en teoria de sefiales porque si f () representa a una sefial respecto al tiempo, su transformada
de Fourier f(.f) nos da la informacién de la misma en término de las frecuencias. Y las frecuencias para
una senal se mueven dentro de una banda de valores concreto, marcada por el ancho de banda. La
férmula de inversién nos permite recuperar la sefial conocidas sus frecuencias; asi, para funciones f
adecuadas, si el ancho de banda es A, es decir, ftiene su soporte en (—A, 1), entonces

A ,
f= f Af(aez””fdf.

El teorema de Shannon nos dice que bajo ciertas condiciones podemos recuperar totalmente una sefial
conocidos los valores que toma ésta en determinados puntos.

Teorema 3.15 (Teorema de Shannon). Sea f una funcién absolutamente integrable, continua y acotada
enR. Supongamos que Y ic7 f (k) es absolutamente convergente y que el soporte de la transformada de
Fourier estd contenido en el intervalo (-, 1), con 0 < A < 1/2. Entonces se verifica la fomula de muestreo
de Shannon Gt — )
sen(m(t—
=2, FO=r0 5
Aqui, la serie se define como el limite de las sumas parciales simétricas, y el cociente sen z/ z se entiende
igual a 1 cuando z = 0.

, reR. (3.18)

Demostracion. SealF =) ez f (€ + k) la periodizacion de f Ya que f tiene su soporte en (-1/2,1/2), F
es la extension periddica de ( f )I(— 1LY Y kez f (€ + k) converge uniformemente en cualquier intervalo

acotado. Por otro lado, la férmula de inversion (Teorema 2.10) y la hipoétesis sobre Y. f(k) llevan a que
Y kez If(k)l =Y kez | f (k)| < co. Luego, en virtud de la Proposicién 3.13 aplicada a la funcién f se tiene

= = ; , 11
fO=Y fe+b=Y f-he”* =3 fle ™, te(--,=).
kez kez kez 2’2
De nuevo, la férmula de inversién y el hecho de que la serie }_ <7 f (k) converge absolutamente nos lleva
aque

12 ) 1/2 ) _
f(t) :f f(E)eZH”Edf Zf(k) 2nt'f(t—k)dé-: Zf(k)w’ teR.
-1/2 2

kez -1/ kez n(t-n)
O

Uno no puede esperar que la férmula (3.18) se verifique para una sefial que tenga un ancho de banda
A cualquiera. Consideramos de nuevo la funcién f(#) = Seﬁ%, t #0, f(0) =1, cuya transformada de
Fourier tiene soporte en [—1,1]. Claramente, f se anula para todo k € Z\ {0}, por lo que no se puede
reconstruir f a partir de los valores de f en los enteros.

No obstante, podemos generalizar la férmula de Shannon para una sefial f con un ancho de banda
cualquiera, y entonces, la funcién podré recuperarse a partir de los valores en otros puntos de muestreo,
como se indica a continuacién.

Teorema 3.16. Sea f una funcion absolutamente integrable, continua y acotada en R. Supongamos que
Y rez [ (k) es absolutamente convergente y que el soporte de la transformada de Fourier estd contenido en
el intervalo | - é, %], con A > 0. Entonces,

k sen(n(At k))

(1) = , teR.
/ k;zf A A k)
Demostracion. Basta aplicar el Teorema 3.15 a la funcion g(1) = f(%), reR. m]

Apuntamos finalmente que la distancia % ala que hay que tomar dos muestras consecutivas de f se
llama intervalo de Nyquisty su inverso es la razon de Nyquist.
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A.1. Funciones bump

Construimos en esta secciéon, de manera explicita, una funcién b € C°(R) con soporte en un
intervalo [a,b] talque0<b<1,yb(x)=1,x€[a+6,b—0],con0<6 < %.

Sean [a, b] un intervalo acotado en Ry § > 0 tal que 26 < b—a. Lo primero que hacemos es trasladar
el problema al intervalo [—1, 1]. Para ello consideramos la funcién #(x) = ﬁ (2x—a-Db), x € R. Denotamos
por fp:=t(b—6) = —t(a+ ). Notese que la eleccién de 6 conduce aque 0 < #p < 1.

Nuestro objetivo es encontrar una funcién a € C°(R) tal que, 0 < a <1, a(f) =0, cuando [f| =1
y a(t) = 1, |[t] < fy. De esta forma, definiendo b(x) := a(#(x)), x € R, obtenemos la funcién bump que
buscamos y cuyas derivadas vienen dadas por

k t gk
%b(x) = (%) %a(r(x)), xeR, (keN).
La construccién de la funcién a se basa en el resultado del siguiente lema.

LemaA.l. La funcién ¢(t) = eV r X 0,00 (8), t €R, pertenece a la clase C*(R) y verifica que, para todo
keN,

1
d_k¢(t): Pk(;)(l)m’ t#0,
dik 0, t=0,

donde Py es un polinomio de grado 3k.

Demostracién. Veamos en primer lugar que, para cada k € N, existe un polinomio Pj de grado 3k de
manera que :—;(p(t) = Pk(%)(p(t), cuando ¢ # 0. Procedemos por induccién. Ya que ¢'(¢) = %([)(t), t#0,
es claro que la propiedad se cumple para k = 1. Suponemos que se verifica para k € N. Se sigue que

gggwn:é%@d%ﬁuﬂ:—%Pﬂa¢m+Pda%¢m=Pmdﬂ¢m,r#a

donde Pj41(2) := —zzP;C(z) + 223Pk(z), z € R, es un polinomio de grado 3(k+1).
Establecemos ahora, también por induccién, que ;—;qb(O) =0, k € N. Para ello observamos en
primer lugar que, para todo n €N,

Z2

1 a2 1 ~
,IE(I]LF(I)(I)_ZIEEOZ(Z =0, Y, por tanto, ltlir(l)ﬁ(p(t)—o.

Se sigue de aqui que ¢ es diferenciableen 0y

¢ —$0) _

1
- lim —p(h) =0.

12 14
Vol

k
Suponemos que %({)(0) =0y, entonces se tiene que
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k k
mnfﬁwm—fﬁwm
h—0 h

= ;li_%%Pk(%)mm —0,

dk+l .
esto es, - =7 ¢)(0) existe y vale 0. O
A partir de la funcién ¢ dada en el Lema A.1, generamos la funcién ¢ mediante

P11
PL-1)+Pp(r—19)’

Se observa que el denominador es positivo para todo f € R, pues ¢p(1 — 1) +p(t — ) =0si,ysolosi, t=1y
t < ty, ydado que tj € (0, 1), esto no es posible. Por tanto, 1 € C*°(R). Ademads, como ¢ = 0, es claro que
0 <y < 1. Se cumple también que ¢ (#) =0, t =1y y(f) =1, cuando ¢ < f.

La funcién que buscamos se define entonces en términos de ¥ como a(?) = yw(|z]), t € R. Se
concluye asique 0 < a<1yque a€ C(R). Notese que ademds, a(t) =1, |f| < fp, ya(r) =0, [f| = 1.

w(n) =

A.2. Transformada de Fourier de la funcién gaussiana usando integracion
compleja

Como ilustraciéon del uso de la integracién compleja en el célculo de la transformada de Fourier de
una funcién consideramos el caso de la funcién gaussiana h(x) = e~ Damos asi otra prueba de que
h=h.

Ya vimos que 1(0) = % e ™ dx=1. Fijamos ahora ¢ > 0. Consideramos la funcion f(z) = e,
z € C, que es entera y, por tanto, holomorfa en el interior del camino yg, el rectdngulo de vértices (R, 0),
(R,R+i&), (—R,—R+i&) y(—R,0), orientado en sentido contrario a las agujas del reloj (Figura A.1).

YR4 ¥ A YR2

[\
7

-R YR1 R

Figura A.1: Camino yr

El teorema de Cauchy asegura entonces que

4
h2dz=Y | e™dz=0, R>0,
YR Jj=1YYRj

donde yg j, j = 1,...,4, son los segmentos correspondientes a los lados del rectdngulo. La integral sobre el
. : i .
camino horizontal real yg ; nos da ffR e ™ dx, que converge a 1 cuando R — oo, mientras que sobre el

camino horizontal yg 3 nos queda
—nz? k —(x+i&)? &2 R —nx% —2mix &2
e dz=- e dx=-e e e dx — —e"* h(¢), cuando R — oco.
YR,3 -R -R
Por otra parte, para los segmentos verticales se tiene que

‘([ +/ )e—nzzdz /g (e—n(R+iy)2 _ e—n(—R+iy)2) ldy
YR2 YRa 0

y, por tanto, las integrales sobre estos caminos convergen a 0 cuando R — co. Se obtiene entonces que

r
_ar2 [° a2 _aR?
<2e ”Rf eV dy<Cee ™,
0

0= lim | h(z)dz=1-e""h©),

R—ooJyp

~ -_— 2 2 . z
estoes, h(é) =e m¢° En el caso de que ¢ < 0, se procede andlogamente, considerando el rectangulo
simétrico en el semiplano inferior.
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A.3. Autofunciones para la transformacién de Fourier

Como ya se ha comentado, la funcién gaussiana h(x) = e"”‘z, x € R, verifica h = h. De (2.3), se
sigue ademads que xh=—i(h), y, por tanto, las funciones h y xh son autofunciones para el operador &
(con autovalores 1y —i, respectivamente). El objetivo en esta seccién es encontrar un sistema ortonormal
y completo, en . (R), de autofunciones para .

Para ello, consideramos la familia de las funciones de Hermite b, k € NU {0}, que pueden definirse

. ., . 210 _(x_p)? . . .
a partir de la funcion generatriz G(x, t) = e* 12o=(x=0% + t e R, mediante la identidad

th(x)——G(x 1, xeR, reR. A1)

Esta serie de potencias converge para todo t € R (n6tese que también para ¢ € C) y podemos calcular sus
coeficientes derivando sucesivamente. Se llega entonces a que, para cada k e NU {0},

k k
hr(x) = 6—G(x 0) = (-1)¥e* b2 4 ™), xeR

dx gk
De aqui se sigue que h(x) = e 2Pi(x), x € R, donde Py es un polinomio de grado k. En efecto, ho(x) =
e ¥2 yhi(x) = 2xe %12, Supongamos que es cierto para k € N. Entonces,

d : d
hk+1 (x) — (_1)2k+1 ex2/2_ (e—xZ/th(x)) — _ex2/2_(e—x2pk(x)) — e_X2/2Pk+1(x), xX€ IR,
dx dx
siendo Py.(x) =2xPy(x) — P,’C(x), un polinomio de grado k + 1. Observamos que, entonces, las funciones
de Hermite pertenecen ala clase de Schwartz.
Por otro lado, {hi}kenuio}, €s una familia de autofunciones para el conocido como operador de
d2

Hermite u oscilador armoénico L = —azt x2. De hecho, se verifica

Lbr = 2k + 1)by. A.2)

Podemos establecer este resultado derivando en (A.1) respecto a x y respecto a ¢ para obtener las
siguientes relaciones de recurrencia:
b = 2kb-1 = xby, (A3)

brr1 =2xbr —2kbg_y,

donde entendemos f_; = 0. Eliminando h;_; en estas ecuaciones se obtiene una nueva férmula de
recurrencia

i1 = xbi = b (A.4)
Derivando ahora en (A.4) y considerando (A.3) para k + 1 en lugar de k y de nuevo (A.4) se deduce que
Lbr = (2k+1)b.
Usando la relacién (A.2) se puede ver que {h}renugo; €5 una familia ortogonal en . (R), respecto al
producto escalar usual dado por

+00 _
<f,g>=f fxgxdx, f,ge L R).

Sean n,m € NU{0}, n # m. Teniendo en cuenta (A.2) podemos ver que b —h,b7, =2(m—n)h,bhn,.
Luego, teniendo en cuenta el comportamiento de b en el infinito,

+00

= [02(00},(0) = b (0D}, ()] dx = 0.

2(m—n){bp,hm) = f
Por otro lado, (hy, hk) = 2k k!, k e NU {0}. En efecto, procediendo por induccién, vemos primero que
(ho,hoy = [ e~ dx = /7. Suponemos que se cumple para k € Ny escribimos

k+1

k1 [T 22 d x%/2 d* -x?
Br+1 b = (1) f_oo Brs1(x)e dxk“( )dx—( 1 foc _[bk+1(x)e ]d k(e Ydx
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dk
=(-1) f (B, 1 () + Xbsy (1) € 2 (67 )dx = 2(k + 1)y, ) = VA2 (ke + 1)L,

dxk
lo que establece el resultado. En la pentltima igualdad se ha hecho uso de (A.3) para k+ 1.
Por tultimo, probamos que {§}renugo; €5 un sistema completo, en el sentido de que si f € L (R) y
(f,br) =0, paratodo k € NU{0}, entonces f = 0. Sea f € #(R) verificando (f, hz) =0, para todo k € NU{0}.
De laidentidad (A.1) se obtiene entonces que

+00 +00
= f fX)G(x, dx = exz/zf f(x)e_(x_t)2 dx, paratodoreR.
—00 —0o0

La completitud se sigue del Corolario 2.14.

Definimos ahora la familia de autofunciones para & que buscdbamos. Para cada k € N u {0}
sea hy(x) = 2F12k)~12h,(v27x), x € R. Es claro, en virtud de las propiedades vistas para by, que
{hi}kenuior €5 Un sistema ortonormal y completo en . (R). Veamos que, para cada k € NU {0},

e @) = ()¥hp @), EeR.

Basta ver que se cumple para la funcion hy (x) = hx(v27x), x € R. De la identidad (A.1) y aplicando la
transformacion & se tiene que

o __ gtk +00 . 1
INHGEE eI g2 g g e R ] < - (A.5)
k=0 koo 4

Para justificar el intercambio de la serie con la integral hemos tenido en cuenta que IhA;;(aI <3.2%k,
¢ €R, (ver [8, Lemma 2.4.15]), lo que conduce a que la serie converge uniformemente en R cuando 4|#| < 1,
pues

© 1
|me—|szwm%w,&wm<l
k=0

La integral en (A.5) se puede resolver completando cuadrados en el exponente y haciendo el cambio de
variable u = \/7x — /2t para llegar a

T

+00
_ 2 _ 2 _ :
f e~ Tx +2V2mtx—t’ e 2mfxdx: e
oo T

z2—z\/27zit:g{e—x2}i :etZ—Z\/ZTIit(S—HEZ ETER
(%)

Haciendo uso de (A.1) con x = v27¢ y —it en lugar de ¢ obtenemos que

+00 ) X [es) l’k
- 2V2mtx—t? -2 _ N
‘[_ o X2V 2mta-1? mfxdx_];o(_l) hk(f)y

(e.o]

Comparando los coeficientes de esta serie y la que aparece en la igualdad (A.5) concluimos, como
queriamos ver, que h;:(cf) = (—i)kh;; (£), ¢ € R, esto es, h, k€ NU {0}, es una autofuncién para &, con

autovalor (—i)¥.

A.4. Teorema de Fubini

En las pruebas de las Proposiciones 2.3 y 2.5 fue necesario hacer un intercambio en el orden de
integracién para obtener las propiedades correspondientes. Como se comento, los resultados en estas
proposiciones son ciertos cuando las funciones consideradas est4n en el espacio L' (R), pues se tiene
el Teorema de Fubini para la integral de Lebesgue. Ya que el enfoque en el trabajo es el de la integral de
Riemann, queremos en esta seccion justificar el Teorema de Fubini utilizado.

Proposicién A.2. Sea f una funcién continua en R? tal que, para ciertas constantes C,a >0,

If(x, )] < (x,y) e RZ. (A.6)

L+ (x| +1yh2*+e’

Entonces, la funcioén F dada por



A.5 Propiedad del valor medio 49

F(x)=ff(x,y)dy, XER,
R

es de decrecimiento moderado en R, y se verifica

sz(z)dz=L(Lf(x,y)dy) dx. A7)

Demostracion. Veamos que F € ./ (R). Atendiendo a (A.6) escribimos

dy dy dy
IFxl=C +[ —szcf —2+a+f Tz
yisixl  Jiylzixt) 1+ xl+1yD Iyl=lx) 1+1x] lylzlxl 1+ 1yl

[x] 1
2 + 1 = 1 ’
14 x2F® 14 |x|1t¢ )~ 1+ x|+

xeR. (A.8)
Ademaés, se tiene que
n
F(x) = lim f fx,y)dy=: lim f,(x), uniformemente en R.
n—oo -n n—oo
. . C

En efecto, procediendo como ar}tes se sigue que |F(x)— frn(x)| = f|y|zn [f(x,pldy < Teniar X e R, de
donde se deduce la convergencia uniforme. Por otro lado, observamos que las funciones f;, n € N,
son continuas ya que f es continua y entonces, uniformemente continua en cualquier rectangulo
[-m, m] x [-n, n]. Se tiene entonces que F es limite uniforme de funciones continuas, y, por tanto,

continua. Luego se concluye que F € .4 (R).
Establecemos ahora (A.7). Dado € > 0, elegimos 7y € N de manera que

‘f f(z)dz—] fR)dz
R2 InxI,
donde I, = [-n, n].

Por otro lado, escribimos

[ ) ([ Lo o s

y observamos, teniendo en cuenta (A.8), que

[ Lo L Jrenarad<e([ i [ ) =155
X, x| < - < )
wzndr  Ji, Jiyizn yiay xizn L+ 2% Jig<n 1+01+@ )7 14 p2

Yaque [; ,; f(2)dz=[; [; f(x,y)dydx, se sigue que

[ s@az- [ ([ rwpay)ax

de donde se obtiene (A.7). m|

<€, Nn=n,

=

1+n%

A.5. Propiedad del valor medio

La prueba del Teorema 3.11 recae sobre una propiedad importante para las funciones armoénicas, la
propiedad del valor medio, que nos dice que, bajo ciertas condiciones, el valor de una funcién arménica
en un punto es igual al valor promedio de la funcién sobre cualquier circunferencia centrada en ese
punto. Concretamos los detalles en este apartado y damos una prueba de la propiedad.

Recordamos que una funcién u = u(x, y) es arménica cuando Au = 0, donde

A u 6°u
U=—+—.
0x%  0y?

Para nuestro objetivo es conveniente expresar el operador Laplaciano A en coordenadas polares.
En lo que sigue simplificamos la notaciéon y dada una funcién f = f (¢, s) escribimos f; para referirnos a

% y fis para (fy)s.
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Partimos de la relacién entre las coordenadas polares (r,0) y las cartesianas (x, y),
r?=x% +y2, xsenf = ycos0,

de donde se obtienen, mediante cdlculos directos, las siguientes identidades que necesitamos,

X y ¥ senf X cos6
ry=—=cosl, r,===senf, Oy=—-—==-— , =— = ,
Tr YT r * re r VT2 r
sen?0 cos?0
I'yx =—(senf)0, = , Tyy=(cos0)By = , (A.9)
r r
2 sen(20) 2x sen(20)
Qxx:r—;/rsz, Hyy:—ﬁry:—T.

Ahora consideramos para u el diagrama de arbol usual para aplicar la regla de la cadena.

X

.
u/ Sy
Ny

Sy

Se obtiene u, = u,ry + ugby, y derivando de nuevo respecto a x, y aplicando laregla de la cadena a u, y
up llegamos a

2 2
Uxx = (UrrTx + U0 ) Tx + UrTyx + (UgrTx + UpeOx)Ox + UgOxx = Uy ryt2upg Oy + u999x + U Tyx + UgOyxy.

Célculos totalmente analogos con y en lugar de x conducen a que uyy = urrrf, +2urgryfy + uggef, +
urryy + ugbyy. Luego,

2, .2 2, 92
Uxx + Uyy = Upr (1 + 1) + 29 (TxOx + 1y0)) + g (0% +07) + Uy (rex + Tyy) + g (Oxx + Oyy).

Sustituyendo en esta expresion las identidades dadas en (A.9), se concluye que Uxx + Uyy = Uyy + rLZ Ugg +

Luy, esto es,
A 02+1a+1 0 (A.10)
Tor2 ror  r2oe? '

Proposicién A.3 (Propiedad del valor medio). Sean Q un conjunto abierto en R? y u una funcion de clase
€2(Q) con Au=0enQ. Supongamos que (xo, yo) € Q y que R > 0 es el radio de un disco centrado en (xy, yo)
cuya clausura estd contenida en Q). Entonces,

1 2m
u(xo, yo) =2—f u(xp+rcosf,yo+rsenf)dd, 0<r<R. (A.11)
T Jo

Demostracién. Sea U(r,0) = u(xg +rcos@, yo+rsend), r € [0,R], 8 € [0,27]. Teniendo en cuenta (A.10),
la ecuacién Au =0 conduce a
,0°U  dU  0°U
r -_2 =

+7r—=
arz " or T 002
Definiendo F(r) = % 02” U(r,0)d0, r € [0, R], se sigue que

,0°F  OF 1 (2" 3°U

o [T T 0)ae, 0, R.
Tzt oy T )y gz 90 TEIOR]

La integral se anula puesto que %—g (r,+) es una funcién periédica de periodo 27. Por tanto,
0 ( OF ) 0
r—|(r—1]=0,
or\ or
y, en consecuencia, r%—f es constante. Ya que para r = 0 esta funcién vale 0, se tiene que g—f =0.Asi, F
es constante, y ya que F(0) = u(xy, o), concluimos que F(r) = u(xo, yo), paratodo 0 < r < R, esto es, se
verifica (A.11). a
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Abstract

N this work we analyze the main aspects related to the Fourier integral trans-
formation of functions defined on the real line. We show different conditions
that give validity to the inversion formula which, amongst other things, allow us
to specify the behaviour of the Fourier transform on the Schwartz class. We in-
vestigate the relationship between the regularity of a function and the decay of
its Fourier transform including in this study the functions which extend holomor-
phically to a horizontal strip. As applications we consider Heisenberg Uncer-
tainty Principle and the Central Limit Theorem, collect a proof of the Poisson
summation formula and apply it to establish the Shannon Theorem for band
limited signals. Likewise, we discuss the existence and unicity of solution for
the unidimensional heat equation and the Dirichlet problem in the half-plane.

1. Introduction

OURIER analysis is one of the classic topics in mathematical analysis whose

origin dates back to the 18th century with the study of the vibrating string
problem. However, the foundation of this area is actually attributed to the re-
search on the heat transfer in solid bodies developed by the French mathe-
matician and physicist Jean-Baptiste Joseph Fourier at the beginning of the
19th century. Its work, collected in the book “Théorie analytique de la Chaleur”
published in 1822, is the origin of analytic theories which continue developing
at present in different fields of mathematics and physics.
Briefly, the theory of Fourier series says that any periodic function can be de-
composed as an infinite sum of trigonometric functions. The Fourier integral
transformation tries to generalize this concept for functions that are not peri-
odic. This involves moving from the discrete context of the Fourier series to a
setting where the frequency spectrum is continuous.

2. Outline of the first chapter

HIS chapter is devoted to introduce the main objects and tools we need in
our study. We consider first the Schwartz space .#(R), a class of func-
tions which plays a key role in the extension of the Fourier transform to the 12
space. We also deal with the convolution operation and the approximations to
the identity which we use, mainly, in the study of the inversion formula for the
Fourier transform. The central result in this part is the following.
Theorem Let {kj}1-9 be an aproximation to the identity and f a bounded
absolutely integrable function.
« If fis continuous in x, then lim,_o(f * k2)(x) = f(x).
« If f is uniformly continuous in R, then lim,_., f * ky = f, uniformly in R.
In addition, we take advantage of this theorem and the approximations to the
identity via Gauss kernel to give a proof of the Weierstrass approximation theo-
rem which asserts that any continuous function defined in a closed interval can
be uniformly approximated by a polynomial.

3. Outline of the second chapter

N this chapter we develope the principal theorical aspects of the Fourier inte-

gral transformation. Basic algebraic and analitic properties are given, such
as its behavior with respect to translation, convolution and differentiation or the
Riemann-Lebesgue Lemma, amongst others. Then, we deal with the inverse
Fourier transform: we show conditions that assures we can recover the func-
tion f from its Fourier transforms f. First, we make use of the approximations
to the identity to establish an inversion theorem which allows us to prove that
the Fourier transform is a bijective mapping on . (R), and, in addition, to con-
sider convergence in Gaussian, Cesaro and Abel means. On the other hand,
we study inversion theorems which involve the Dirichlet kernel. In this setting,
our central result is the Dini convergence theorem.

A function f satisfies the Dini condition in x, when there exist Se C and § > 0:

f‘sw
0 t

dt <oo.

Dini convergence theorem Let f be a function absolutely integrable that
satisfies the Dini condition in x,, for certain Se C and § > 0. Then

i "o 2mixeé g _
lim_ f Feemag=s.
Other subject we explain in detail is the relation between the smoothness of a
function and the decay at infinity of its Fourier transform. In broad terms, the

more regularity for f the greater decay of f. We include in this study functions
which can be extended holomorphically to a horizontal strip in the plane; in
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this case, the width of the band is closely related with the exponential decay
of its Fourier transform. We complete this section with the Paley-Wiener the-
orem which characterizes the functions whose Fourier transform has compact
support.

Paley-Wiener theorem Let f be a function of moderate decrease. Then, its
Fourier transform has support in [-M, M], for some M >0, if and only if, f
admits an extension F holomorphic in C such that |F(z)| < Ce*™, ze C.

We finish the chapter with a discussion on the Fourier transform of square in-
tegrable functions. The definition is based on two facts: the Schwartz class is
a dense subspace of L*(R) and the Fourier transform is an isometry on .#(R).
We establish then the Plancherel theorem.

Plancherel theorem The Fourier transform, defined originally on L'(R) n
L*(R), extends uniquely to a bijective map %, from L(R) into itself which
satisfies | fll2 = |.F2(f)llz, f € L*®).

4, Outline of the third chapter

E collect some applications in this chapter. We start establishing the
Heisenberg Uncertainty Principle: each particle has a wave associated
with it which imposes restrictions on the ability to determine its position and
momentum at the same time.
Y

Vi
Uncertainty of the momentum

Uncertainty df the position

fi I\ i Probability Fo Probability
x Voallla N i

Wave function Position

Wave function Momentum
We also use the Fourier transform and its properties to find solutions to the uni-
dimensional heat equation and to the Dirichlet problem in the half plane for the
Laplace equation. Moreover, we show uniqueness theorems for both problems.
A proof of the Central Limit Theorem involving Fourier transform is given and
we finish the chapter wih the Poisson summation formula which provides a
connection between Fourier transforms and Fourier series. We verify the use-
fulness of this formula in the calculus of the sum of some numerical series and
in the proof of the Shannon theorem concerning band limited signals.

Shannon theorem Let f a bounded continuous and absolutely integrable
function. Assume that ¥ ;. f (k) is absolutely convergent and that supp(f) =
[-A/2,A/2], for certain A>0. Then

_ k.sen (n(At—k))
f([)—kng(A) -k °®

5. Outline of the appendix

E add some supplementary results to complete some aspects commented

in the previous chapters. First we give an explicit construction of the so-
called bump functions. These functions are elements in the Schwartz class
with the advantage of having compact support, which makes them a very use-
ful tool in many applications. Likewise, we ilustrate with an example the utility
of the complex integration in the calculus of the Fourier transform of a function
and make an spectral analysis of the Fourier transform showing that it has a
complete orthonormal system of eigenfunctions, the Hermite functions. Finally,
we present proofs for the Fubini theorem and the mean-value Property we used
in the proof of some of the results in the work.
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