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1.4.1 Algebroides de Lie: definición y ejemplos . . . . . . . . 30
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Notación

Todas las variedades que vamos a considerar en esta memoria serán conexas.

Además, si M es una variedad diferenciable, usaremos la siguiente notación:

• C∞(M,R) es el álgebra de funciones reales C∞ sobre M .

• X(M) es el álgebra de Lie de los campos de vectores sobre M .

• Ωk(M) es el espacio de las k-formas sobre M .

• Vk(M) es el espacio de los k-vectores sobre M .



Introducción

Es bien conocido que las variedades simplécticas juegan un papel impor-

tante en la formulación geométrica de la Mecánica Clásica. Una variedad

simpléctica M con forma simpléctica Ω posee un corchete de funciones { , }
definido por

{f, g} = Ω(Xf , Xg)

para f, g ∈ C∞(M,R), donde Xf (respectivamente, Xg) es el campo hamil-

toniano asociado a la función f (respectivamente, g). Aśı, si h es la función

enerǵıa de un sistema hamiltoniano sobre M y f es un observable (esto es,

f ∈ C∞(M,R)) entonces la función {f, h} da la evolución de f a lo largo de

las trayectorias del sistema. El corchete simpléctico { , } es antisimétrico,

satisface la identidad de Jacobi y es una derivación en cada argumento con

respecto al producto usual de funciones. Además, tiene la particularidad de

ser no degenerado en el siguiente sentido:

{f, g}(x) = 0, ∀g ∈ C∞(M,R) ⇒ df(x) = 0.

Sin embargo, el estudio de ciertos sistemas con ligaduras o la reducción de

ciertos sistemas mecánicos con grupos de simetŕıas da lugar a la aparición
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2 Introducción

de corchetes de funciones que tienen la mismas propiedades que el corchete

simpléctico, excepto que, en general, son degenerados. Este hecho motivó la

introducción de una estructura matemática (el corchete de Poisson) que en-

globa, como casos particulares, a los diferentes tipos de corchetes de funciones

que surgen de forma natural en los estudios comentados anteriormente.

Tras la introducción por Poisson del corchete que lleva su nombre, la geome-

tŕıa de Poisson ha sido profundamente estudiada convirtiéndose en un campo

propio de investigación. Aśı, durante los últimos 30 años podemos decir que

ha sido un v́ınculo de conexión entre áreas tan diversas como el análisis

armónico sobre grupos de Lie, las álgebras de Lie infinito dimensionales, la

mecánica de part́ıculas y la mecánica de continuos, la teoŕıa de singularidades,

los sistemas completamente integrables, la cuantificación geométrica,...,etc.

(véase, por ejemplo, [3, 8, 37, 61, 68, 80, 93, 119]).

Una estructura de Poisson sobre una variedad M es un corchete de Lie en

el espacio de funciones reales C∞-diferenciables el cual es una derivación en

cada argumento con respecto al producto usual de funciones. En tal caso

se dice que M es una variedad de Poisson. Las estructuras simplécticas son

estructuras de Poisson. De hecho, una variedad de Poisson está construida

con piezas simplécticas en el sentido de que admite una foliación generalizada,

la foliación simpléctica, cuyas hojas son variedades simplécticas.

Otros ejemplos de estructuras de Poisson, interesantes para la Mecánica, son

las estructuras cosimplécticas [1, 14] y las estructuras de Lie-Poisson [121].

Por otra parte, la estructura de álgebra de Lie en el espacio de las funciones

reales C∞-diferenciables sobre una variedad de Poisson M permite definir

un corchete de Lie de 1-formas que dota al fibrado cotangente T ∗M de una

estructura de algebroide de Lie [35]. Los algebroides de Lie, una generali-

zación natural de las álgebras de Lie y de las distribuciones completamente

integrables, han resultado ser una herramienta matemática importante en re-

cientes aproximaciones geométricas a la Mecánica Clásica y Cuántica (véase

[15, 77, 94, 123]). La estructura de algebroide de Lie sobre el fibrado cotan-

gente de una variedad de Poisson nos permite definir un complejo cuya coho-
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moloǵıa es justamente la cohomoloǵıa de Poisson o de Lichnerowicz-Poisson

introducida por Lichnerowicz en [79].

La cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Poisson también puede ser descrita como

la cohomoloǵıa de un subcomplejo del complejo de Chevalley-Eilenberg a-

sociado con el álgebra de Lie de las funciones diferenciales con el corchete

de Poisson de funciones. Las cocadenas de este subcomplejo son operadores

diferenciables multilineales antisimétricos que son derivaciones en cada uno

de los argumentos respecto al producto usual de funciones.

Otro subcomplejo interesante en la cohomoloǵıa de Chevalley-Eilenberg es

el determinado por las cocadenas 1-diferenciables, esto es, los operadores

diferenciales multilineales antisimétricos de orden 1.

En el caso de una variedad simpléctica M , la cohomoloǵıa de Poisson coincide

con la cohomoloǵıa de De Rham de M . Sin embargo, en general, el cálculo

expĺıcito de la cohomoloǵıa de Poisson es bastante complicado. Algunos

resultados han sido obtenidos para variedades de Poisson regulares y para

estructuras de Lie-Poisson sobre el espacio dual del álgebra de Lie de un

grupo de Lie compacto ([39, 40, 115, 127]).

Las teoŕıas de cohomoloǵıa y homoloǵıa han resultado ser una buena herra-

mienta en el estudio de las variedades de Poisson. Aśı, la cohomoloǵıa de

Poisson ha sido un buen instrumento para obtener obstrucciones a la cuantifi-

cación geométrica o a la cuantificación por deformaciones (véase, por ejemplo,

[116, 125]). La homoloǵıa de Poisson, también llamada homoloǵıa canónica,

fue introducida por Brylinski en [12], aunque ya anteriormente Koszul [69]

hab́ıa considerado el operador de homoloǵıa. Este operador resulta ser el

análogo al operador co-diferencial en el contexto de la geometŕıa Riemania-

na para variedades de Poisson, en el sentido de que permite construir una

teoŕıa de Hodge para este tipo de variedades ([50, 96, 129]). Recientemente,

de forma independiente, Evens, Lu y Weinstein [29], Brylinski y Zuckerman

[13] y Xu [128] han demostrado que la dualidad entre la homoloǵıa y la co-

homoloǵıa de Poisson de una variedad de Poisson M está relacionada con la

anulación de una clase de cohomoloǵıa, la clase modular de M , introducida
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en [124]. Esta clase de cohomoloǵıa ha sido también una herramienta impor-

tante en la clasificación de estructuras de Poisson cuadráticas (estructuras

polinómicas homogéneas de orden 2) sobre un espacio vectorial de dimensión

finita [84].

Aunque las estructuras simplécticas, cosimplécticas y de Lie-Poisson son de

Poisson, existen otras estructuras interesantes para la Mecánica tales como

las de contacto, que no son de Poisson. Las variedades de contacto tienen un

corchete de funciones antisimétrico que satisface la identidad de Jacobi pero

que no es una derivación en cada argumento respecto al producto usual de

funciones. El corchete de una variedad de contacto sólo define un operador

diferencial de primer orden para cada argumento. Este hecho motiva la

introducción de un nuevo tipo de corchetes binarios de funciones sobre una

variedad diferenciable, que constituyen una extensión natural de los corchetes

de Poisson y del corchete asociado a una variedad de contacto: los corchetes

de Jacobi. Aśı, la diferencia esencial entre los corchetes de Jacobi y Poisson

reside en que los primeros no son derivaciones respecto del producto usual de

funciones. Esta propiedad es sustituida por una propiedad más general: el

corchete de Jacobi es un operador diferencial de primer orden. Una variedad

provista de un corchete de este tipo se denomina variedad de Jacobi. Las

variedades de Jacobi fueron introducidas por Lichnerowicz [81].

Una estructura de Jacobi sobre una variedad M es equivalente a una estruc-

tura de álgebra de Lie local (en el sentido de Kirillov [61]) en el espacio de

las funciones reales C∞-diferenciables sobre M .

Además de las variedades de Poisson y de Jacobi, otros ejemplos de va-

riedades de Jacobi son las localmente conforme simplécticas [45, 61]. De

hecho, la presencia de una estructura de Jacobi sobre una variedad implica

la existencia de una foliación generalizada, la foliación caracteŕıstica, cuyas

hojas son variedades de contacto o localmente conforme simplécticas (véase

[24, 45, 61]).

Por otra parte, el fibrado de 1-jets J1(M,R) de una variedad de Jacobi M

admite de forma natural una estructura de algebroide de Lie (ver [60]). Este
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hecho ha permitido recientemente introducir ciertas teoŕıas de homoloǵıa y

cohomoloǵıa [22, 23, 71, 72, 73, 74, 75, 118] para este tipo de variedades. En

el caso de la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi introducida en [75], esta

juega un papel importante en el proceso de cuantificación geométrica de una

variedad de Jacobi aśı como en el problema de existencia de representaciones

de precuantificación sobre un fibrado de ĺınea complejo para una variedad de

Jacobi [75].

La cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi también puede ser descrita como

sigue. Ya que el corchete de Jacobi { , } de una variedad de Jacobi M es

una 2-cocadena 1-diferenciable en el complejo de cohomoloǵıa de Chevalley-

Eilenberg del álgebra de Lie de funciones (C∞(M,R), { , }), podemos con-

siderar la representación de dicha álgebra de Lie sobre śı misma definida por

los campos hamiltonianos. En el caso de una variedad de Poisson esta repre-

sentación coincide con la inducida por el corchete de Poisson. Sin embargo,

en el contexto de una variedad de Jacobi, las cohomoloǵıas que definen es-

tas dos representaciones son diferentes. La cohomoloǵıa del álgebra de Lie

(C∞(M,R), { , }) asociada a la representación de C∞(M,R) sobre śı mismo

definida por el corchete de Jacobi es la cohomoloǵıa de Chevalley-Eilenberg

de la variedad de Jacobi y ha sido estudiada por Guédira y Lichnerowicz en

[45, 79, 81]. En estos trabajos los autores hacen además un estudio detalla-

do de la cohomoloǵıa del subcomplejo del complejo de Chevalley-Eilenberg

determinado por las cocadenas 1-diferenciables.

La cohomoloǵıa determinada por la representación definida por los campos

hamiltonianos, la cohomoloǵıa de H-Chevalley-Eilenberg, fue introducida re-

cientemente por León, Marrero y Padrón en [74, 75]. Como en el caso de la

cohomoloǵıa de Chevalley-Eilenberg de una variedad de Jacobi, uno puede

considerar el subcomplejo 1-diferenciable. La cohomoloǵıa de este subcom-

plejo es justamente la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi.

Por otra parte, recientemente, usando las construcciones de Xu [128], Vais-

man [118] ha introducido la homoloǵıa de Jacobi o de Lichnerowicz-Jacobi

de una variedad M . Esta homoloǵıa es la homoloǵıa del algebroide de Lie
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asociado a M con respecto a una cierta conexión llana en la potencia exte-

rior máxima del fibrado de 1-jets J1(M,R). En este trabajo Vaisman define

la clase modular de M, un elemento del primer grupo de cohomoloǵıa de

Lichnerowicz-Jacobi. La anulación de esta clase de cohomoloǵıa implica dua-

lidad entre la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi y la homoloǵıa de Jacobi.

En otra dirección, Nambu [101] propone en 1973 una generalización de la

Mecánica hamiltoniana sustituyendo el corchete de Poisson por un n-corchete

de funciones en Rn. Posteriormente Takhtajan [108] en 1994 introduce el

concepto de estructura de Nambu-Poisson con el fin de dar un formalismo

axiomático de los n-corchetes considerados por Nambu. El ejemplo canónico

de estructura de Nambu-Poisson de orden n es el que está definido por una

forma de volumen sobre la variedad. De hecho, toda variedad de Nambu-

Poisson induce una foliación generalizada cuyas hojas son puntos o variedades

de Nambu-Poisson asociadas a volúmenes [52] (ver también [36]).

Recientemente, se ha hecho un gran esfuerzo en comprender las propiedades

de la geometŕıa (local y global) de las variedades de Nambu-Poisson, aśı como

conocer en detalle la Mecánica de Nambu (véase, por ejemplo, [2, 36, 43, 52,

53, 54] y las referencias contenidas en estos trabajos). En particular, en [54]

se ha introducido la noción de algebroide de Leibniz, probándose que toda

variedad de Nambu-Poisson tiene asociada una estructura de este tipo. Un

algebroide de Leibniz es una generalización natural de un álgebra de Leibniz,

en el mismo sentido que los algebroides de Lie generalizan a las álgebras de

Lie. La noción de álgebra de Leibniz fue introducida por Loday [86] como una

versión no conmutativa de las álgebras de Lie. La estructura de algebroide

de Leibniz sobre una variedad de Nambu-Poisson nos permite introducir un

complejo, cuya cohomoloǵıa asociada tiene grados infinitos. En esta teoŕıa

de cohomoloǵıa existe una clase de orden 1, la clase modular, introducida

en [54] que es nula para el caso particular de las variedades Nambu-Poisson

volumen.

Por otra parte, una importante generalización de las estructuras de Nambu-

Poisson y de las estructuras de Jacobi, son las estructuras de Nambu-Jacobi
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introducidas en [92]. Se trata de variedades provistas de un n-corchete de

funciones que satisfacen las mismas propiedades de un corchete de Nambu-

Poisson salvo la condición de ser una derivación en cada argumento respec-

to al producto usual de funciones. Esta propiedad es reemplazada por la

condición más general de ser un operador diferencial de primer orden para

cada argumento.

Como ya se indica en el t́ıtulo, el objetivo de esta Memoria Doctoral es el

estudio de diversas teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa para variedades de

Jacobi, Nambu-Poisson y Nambu-Jacobi. También mostraremos condiciones

para las que se tiene dualidad entre las correspondientes teoŕıas de homoloǵıa

y cohomoloǵıa.

La Memoria está dividida en dos grandes bloques. El primero está dedicado

a las estructuras de Jacobi, mientras que el segundo incluye el estudio de las

correspondientes teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa para multicorchetes de

Poisson y Jacobi, esto es, para corchetes de Nambu-Poisson y Nambu-Jacobi.

Un esquema general de la Memoria es el siguiente:

• Primera parte: Teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa para variedades de

Jacobi

– Caṕıtulo 1: Estructuras de Jacobi y algebroides de Lie.- Este es un

caṕıtulo introductorio que contiene algunas generalidades sobre es-

tructuras de Jacobi y algebroides de Lie, recordándose la definición

de ciertas teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa asociadas a estas

estructuras.

– Caṕıtulo 2: Bialgebroides de Lie generalizados triangulares: coho-

moloǵıa y homoloǵıa.- En este caṕıtulo consideremos ciertas teoŕıas

de homoloǵıa y cohomoloǵıa asociadas a un bialgebroide de Lie

generalizado triangular. Este tipo de estructuras fueron introduci-

das recientemente por Iglesias y Marrero en [59] y constituyen una

generalización de los bialgebroides de Lie triangulares en el sen-

tido de Mackenzie y Xu ([89]), (ver también [64]). Como un caso
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particular, recobraremos las teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa

de una variedad de Jacobi descritas en el Caṕıtulo 1.

– Caṕıtulo 3: Cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de una variedad de

Jacobi.- Estudiaremos en este caṕıtulo ciertas propiedades de la

cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi para una variedad de Jacobi.

Aśı mismo, daremos un cálculo expĺıcito de esta cohomoloǵıa para

diferentes ejemplos relevantes de variedades de Jacobi.

– Caṕıtulo 4: Homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de una variedad de

Jacobi.- De forma similar como hicimos en el Caṕıtulo 3, estu-

diaremos en este caṕıtulo ciertas propiedades de la homoloǵıa de

Lichnerowicz-Jacobi para una variedad de Jacobi y realizaremos

un cálculo expĺıcito de esta homoloǵıa para diferentes ejemplos

relevantes de variedades de Jacobi. En cada uno de estos casos

discutiremos la existencia de dualidad entre la cohomoloǵıa de

Lichnerowicz-Jacobi y la homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi.

• Teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa para variedades de Nambu-Poisson y

Nambu-Jacobi

– Caṕıtulo 5: Estructuras de Nambu-Poisson y Nambu-Jacobi. Alge-

broides de Leibniz.- En este primer caṕıtulo de la segunda parte de

la Memoria, se recuerdan algunas nociones y resultados conocidos

sobre estructuras de Nambu-Poisson, Nambu-Jacobi y algebroides

de Leibniz. Además, se construye el algebroide de Leibniz asocia-

do a una variedad de Nambu-Jacobi.

– Caṕıtulo 6: Dualidad y clase modular de una estructura de Nambu-

Poisson.- Introducimos nuevas teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa

para una variedad de Nambu-Poisson que, a diferencia de las

teoŕıas asociadas al algebroide de Leibniz inducido por la estruc-

tura de Nambu-Poisson, no son de grados infinitos. Estudiamos

el problema de dualidad de ambas teoŕıas, usando una clase de

cohomoloǵıa de orden 1, la clase modular.
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– Caṕıtulo 7: Dualidad y clase modular de una estructura de Nambu-

Jacobi.- Finalizamos la Memoria con la construcción de ciertas

teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa para variedades de Nambu-

Jacobi y analizamos el problema de dualidad entre tales teoŕıas.

A continuación, detallaremos de forma más precisa el contenido de cada uno

de estos caṕıtulos.

Comenzamos la Memoria con el Caṕıtulo 1, donde se recuerda la definición de

variedad de Jacobi y se describen diversos ejemplos de variedades de Jacobi

como las variedades de Poisson (incidiendo en las estructuras simplécticas,

cosimplécticas y de Lie-Poisson) aśı como otros ejemplos de estructuras de

Jacobi que no son de Poisson tales como las estructuras de contacto, local-

mente conforme simplécticas o la estructura de Jacobi de la esfera unidad

en un álgebra de Lie real eucĺıdea. A continuación se describe la foliación

caracteŕıstica asociada a una variedad de Jacobi.

Las estructuras de Poisson son ejemplos de estructura de Jacobi pero existe

otra relación entre las estructuras de Jacobi y Poisson. De hecho, si M es

una variedad de Jacobi entonces la variedad producto M × R admite una

estructura de Poisson homogénea que se denomina la Poissonización de M .

En la Sección 1.3 de este caṕıtulo introductorio damos una descripción de

tal estructura sobre M × R.

En la segunda parte de este caṕıtulo (Sección 1.4) recordamos la definición de

algebroide de Lie, aśı como algunos ejemplos interesantes que usaremos a lo

largo de la Memoria. La relación entre los algebroides de Lie y las estructuras

de Jacobi se pone de manifiesto en el hecho de que una estructura de Jacobi

sobre una variedad M tiene asociado un algebroide de Lie en el fibrado de 1-

jets J1(M,R) (véase [60]). De hecho, como probamos en la Proposición 1.4.3,

esta estructura de algebroide de Lie caracteriza la estructura de Jacobi.

Todo algebroide de Lie induce un complejo de cohomoloǵıa. En la Sección

1.4.2 recordamos cómo se define este complejo y describimos la cohomoloǵıa

de Lichnerowicz-Jacobi de una variedad de Jacobi M como la cohomoloǵıa



10 Introducción

inducida por la estructura de algebroide de Lie asociado a la variedad de

Jacobi. También mostraremos una forma alternativa de introducir esta co-

homoloǵıa, usando la representación del álgebra de Lie de las funciones reales

C∞-diferenciables en M sobre śı misma definida por los campos hamiltonia-

nos de M .

Usando una construcción de Xu en [128], Vaisman [118] introduce una teoŕıa

de homoloǵıa para una variedad de Jacobi M . Esta homoloǵıa, que aqúı de-

nominamos homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi, se define como la homoloǵıa

inducida por la estructura de algebroide de Lie asociada a M y relativa a

una cierta conexión llana. En la Sección 1.4.3 recordamos estas construc-

ciones. Además, obtenemos una descripción alternativa de la homoloǵıa de

Lichnerowicz-Jacobi usando la representación inducida por los campos hamil-

tonianos descrita en la anterior sección.

Para finalizar el caṕıtulo, recordamos la construcción de Vaisman [118] de la

clase modular-Jacobi de una variedad de Jacobi, aśı como los resultados que

garantizan dualidad entre la cohomoloǵıa y la homoloǵıa de Lichnerowicz-

Jacobi para variedades de Jacobi con clase modular-Jacobi nula. Además,

usando la definición de la clase modular de un algebroide de Lie arbitrario

([29]), relacionamos la clase modular-Jacobi de una variedad de Jacobi M

con la clase modular del algebroide de Lie asociado a M .

Los bialgebroides de Lie fueron introducidos y estudiados por Mackenzie y

Xu [89] como los invariantes infinitesimales de los grupoides de Poisson. Un

bialgebroide de Lie es un par (A,A∗) tal que A es un algebroide de Lie y el

fibrado dual A∗ también tiene una estructura de algebroide de Lie compatible

en un cierto sentido con la de A. Ejemplos de bialgebroides de Lie son las

biálgebras de Lie [25] o, los pares de la forma (TM, T ∗M), donde M es

una variedad de Poisson y en TM (respectivamente, T ∗M) consideramos

la estructura del algebroide de Lie trivial (respectivamente, cotangente). A

diferencia de lo que ocurre con una variedad de Poisson, el algebroide de Lie

asociado a una variedad de Jacobi M y el fibrado vectorial M ×R→M con

la estructura natural de algebroide de Lie no definen un bialgebroide de Lie.
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Este hecho y algunos ejemplos de estructuras de Jacobi lineales sobre fibrados

vectoriales obtenidas en [58] motivaron la introducción en [59] de la noción de

bialgebroide de Lie generalizado. Un bialgebroide de Lie generalizado es un

par ((A, φ0), (A
∗, X0)), donde A es un algebroide de Lie, φ0 es un 1-cociclo en

la cohomoloǵıa del algebroide de A, A∗ es el fibrado dual de A el cual admite

una estructura de algebroide de Lie y X0 es un 1-cociclo en la cohomoloǵıa

del algebroide de Lie A∗. Además, los algebroides de Lie A y A∗ y los

1-cociclos φ0 y X0 deben satisfacer ciertas condiciones de compatibilidad.

Ejemplos de este tipo de estructuras son los bialgebroides de Lie generalizados

triangulares [59], una generalización de los bialgebroides de Lie triangulares

de Mackenzie y Xu [89]. Si A es un algebroide de Lie sobre una variedad

M con corchete de Schouten [[ , ]], φ0 es un 1-cociclo y P es una bisección

de A tal que [[P, P ]] = 2i(φ0)P ∧ P entonces (A, φ0, P ) es un bialgebroide de

Lie generalizado triangular. En tal caso (ver [59]), el fibrado dual A∗ admite

una estructura de algebroide de Lie de tal forma que ((A, φ0), (A
∗, X0)) es

un bialgebroide de Lie generalizado, donde X0 = −i(φ0)P . Un ejemplo

interesante de este tipo de estructuras es el bialgebroide de Lie generalizado

triangular asociado a una variedad de Jacobi. De hecho, un bialgebroide de

Lie generalizado arbitrario sobre una variedad M induce una estructura de

Jacobi sobre M .

En el Caṕıtulo 2 de la Memoria consideraremos teoŕıas de homoloǵıa y coho-

moloǵıa asociadas con el algebroide de Lie dual A∗ de un bialgebroide de Lie

generalizado triangular (A, φ0, P ). En el caso particular del bialgebroide de

Lie generalizado triangular asociado a una variedad de Jacobi, recobramos

algunas de las teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa descritas en el Caṕıtulo

1. Comenzamos el Caṕıtulo 2 recordando algunas definiciones y resultados

acerca de la teoŕıa de bialgebroides de Lie generalizados introducida en [59].

Dos herramientas fundamentales en esta teoŕıa son la φ0-cohomoloǵıa y el

corchete de φ0-Schouten asociados a un algebroide de Lie y un 1-cociclo φ0.

Estas herramientas son usadas para describir la estructura de algebroide de

Lie sobre el fibrado dual A∗ de un bialgebroide de Lie generalizado triangular

(A, φ0, P ) sobre la variedad M . La presencia de un 1-cociclo X0 en A∗ nos
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permite deformar la diferencial d∗ del algebroide de Lie de A∗ y definir un

nuevo operador de cohomoloǵıa d∗X0 = d∗ + e(X0). Aqúı, e(X0) denota el

producto exterior por X0. Aśı, en la Sección 2.2 obtenemos sobre A∗ dos

teoŕıas de cohomoloǵıa para el algebroide de Lie A∗: la cohomoloǵıa del al-

gebroide de Lie A∗, H∗(A∗) y la X0-cohomoloǵıa de A∗, H∗
X0

(A∗). Además,

en esta sección mostramos la relación entre estas cohomoloǵıas y las coho-

moloǵıas de Lichnerowicz-Jacobi y 1-diferenciables asociadas a la estructura

de Jacobi inducida sobre M .

Estas relaciones nos permiten, en la Sección 2.3, introducir dos operadores

de homoloǵıa d y dX0 sobre Γ(∧∗A∗) = ⊕kΓ(∧kA∗). De hecho, si [[ , ]]∗ es

el corchete de Schouten de A∗, entonces −d y −dX0 son operadores gene-

rantes del álgebra de Gerstenhaber (Γ(∧∗A∗),∧, [[ , ]]∗). Además, usando los

resultados de Xu [128], deducimos que −d y −dX0 definen dos A∗-conexiones

llanas ∇ y ∇X0 sobre ∧nA→M , donde n es el rango de A. Estos hechos nos

permiten definir dos homoloǵıas H∗(A
∗,∇) y H∗(A

∗,∇X0). Finalmente, en

la Sección 2.4, introducimos de forma natural la noción de clase modular de

un algebroide de Lie generalizado triangular (A, φ0, P ) como un elemento del

primer grupo de cohomoloǵıa H1(A∗) y mostramos que su anulación implica

dualidad entre las teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa descritas, esto es,

Hk(A∗) ∼= Hn−k(A
∗,∇), Hk

X0
(A∗) ∼= Hn−k(A

∗,∇X0), para todo k.

Estos resultados generalizan los de [13, 29, 128] acerca de la dualidad en-

tre la homoloǵıa canónica y la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Poisson de una

variedad de Poisson unimodular, los de [65] sobre bialgebroides de Lie trian-

gulares y los de [118] para variedades de Jacobi unimodulares.

El Caṕıtulo 3 está dedicado al cálculo expĺıcito de la cohomoloǵıa de Lichne-

rowicz-Jacobi de diferentes ejemplos relevantes, aśı como al estudio de algu-

nas propiedades significativas de esta cohomoloǵıa. Comenzamos el caṕıtulo,

probando que la cohomoloǵıa es invariante por cambios conformes de la es-

tructura de Jacobi.

En la Sección 3.2, recordamos algunos resultados de Lichnerowicz [80] so-

bre la cohomoloǵıa 1-diferenciable de una variedad de Poisson (en este caso
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la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi y 1-diferenciable coinciden) que nos

permiten relacionar la cohomoloǵıa Lichnerowicz-Jacobi y la cohomoloǵıa

de Lichnerowicz-Poisson de una variedad de Poisson con cohomoloǵıa de

Lichnerowicz-Poisson finita. En el caso particular de una variedad simpléctica

exacta M (la 2-forma simpléctica es exacta) este resultado se traduce en una

relación entre la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de M y la cohomoloǵıa

de De Rham, H∗
DR(M), de M . De hecho, se tiene que

Hk
LJ(M) ∼= Hk

DR(M)⊕Hk−1
DR (M).

Además, estudiamos diversos ejemplos como las variedades simplécticas de

Lefschetz y las nilvariedades simplécticas compactas.

En la Sección 3.2.2 relacionamos la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de

una variedad cosimpléctica M con una cierta cohomoloǵıa introducida en [32]

asociada a la estructura cosimpléctica. Además, damos un ejemplo expĺıcito

donde se muestra que incluso para una variedad cosimpléctica compacta, la

cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi puede ser de dimensión infinita.

Finalizamos el estudio de la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de una va-

riedad de Poisson, computando dicha cohomoloǵıa en un ejemplo de una

estructura de Poisson cuadrática.

La Sección 3.3 está dedicada al estudio de la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-

Jacobi de una variedad de contacto M . En este caso probamos que

Hk
LJ(M) ∼= Hk

DR(M)⊕Hk−1
DR (M).

Nótese que, en general, en una variedad de contacto, la cohomoloǵıa de

Lichnerowicz-Jacobi y la 1-diferenciable no son isomorfas ya que Lichnerowicz

probó en [79] que esta última era trivial.

En la Sección 3.4, estudiamos la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de otros

ejemplos relevantes de variedades de Jacobi: las variedades localmente con-

forme simplécticas. En el caso particular de una estructura globalmente

conforme simpléctica, probamos que esta cohomoloǵıa puede ser descrita en
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términos de la cohomoloǵıa de De Rham. En el caso general, la cohomoloǵıa

de Lichnerowicz-Jacobi está relacionada con una cierta cohomoloǵıa definida

en términos de la diferencial exterior usual y de la 1-forma de Lie. Esta

cohomoloǵıa fue introducida y estudiada por Guédira y Lichnerowicz [45] en

una situación más general cuando se dispone de una 1-forma cerrada ω sobre

una variedad arbitraria M . Nosotros probamos, en esta sección, que si M

es una variedad de Riemann compacta y ω es cerrada, no nula y paralela

respecto de la métrica de Riemann entonces dicha cohomoloǵıa es trivial.

Usando este hecho, deducimos que la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi

de una variedad compacta riemanniana y localmente conforme simpléctica

con 1-forma de Lee no nula y paralela respecto a la métrica de Riemann es

isomorfa a la cohomoloǵıa de De Rham.

Finalizamos el Caṕıtulo 3 con el cálculo de la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-

Jacobi de la esfera unidad Sn−1(g) del álgebra de Lie g de un grupo de Lie

compacto de dimensión n. Esta cohomoloǵıa es descrita en términos de la

cohomoloǵıa del álgebra de Lie relativa a la representación trivial de g sobre

R y de la subálgebra de C∞(Sn−1(g),R) definida por

Inv = {ϕ ∈ C∞(Sn−1(g),R)/Xf (ϕ) = 0, ∀f ∈ C∞(Sn−1(g),R)},

donde Xf es el campo hamiltoniano de la función f asociado a la estructura

de Jacobi definida sobre Sn−1(g).

En las tablas contenidas en la Sección 3.6 se recoge un resumen de los prin-

cipales resultados obtenidos a lo largo del Caṕıtulo 3.

De manera similar a como se hizo en el caṕıtulo anterior, en el Caṕıtulo 4

hacemos un cálculo expĺıcito de la homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi para

los diferentes ejemplos de variedades de Jacobi estudiados en el caṕıtulo

anterior. En cada uno de los casos discutimos el problema de dualidad entre

la cohomoloǵıa y la homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi.

Comenzamos el caṕıtulo probando que la homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi

es también invariante por cambios conformes.
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En la Sección 4.2, primeramente relacionamos la homoloǵıa de Lichnerowicz-

Jacobi con la homoloǵıa canónica de una variedad de Poisson y a conti-

nuación obtenemos la relación expĺıcita entre cohomoloǵıa y homoloǵıa de

Lichnerowicz-Jacobi para los casos particulares de estructuras simplécticas,

cosimplécticas, de Lie Poisson y el ejemplo de estructura de Poisson cuadráti-

ca considerado en el caṕıtulo anterior.

En la Sección 4.3 demostramos que la homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de

una variedad de contacto es trivial. Por tanto, en general, no existe dualidad

entre la homoloǵıa y la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de una variedad

de contacto.

En el caso de una variedad globalmente conforme simpléctica, Vaisman [118]

demuestra que la variedad es unimodular y por tanto, homoloǵıa y co-

homoloǵıa son duales. En el caso general, el cálculo de la homoloǵıa de

Lichnerowicz-Jacobi de una variedad localmente conforme simpléctica M es

bastante complicado. En la Sección 4.4 obtenemos una relación entre esta ho-

moloǵıa y las cohomoloǵıas asociadas a ciertas formas cerradas. Esta relación

nos permite deducir que si M es riemnianna, con 1-forma de Lee no nula y

paralela respecto a la métrica, entonces la homoloǵıa es trivial. Este hecho

y los resultados para este caso de la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi,

implican que, en general, tampoco tenemos dualidad entre la homoloǵıa y la

cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi para una variedad localmente conforme

simpléctica.

En la Sección 4.5 probamos que la esfera unidad de un álgebra de Lie real

unimodular de dimensión finita es una variedad de Jacobi unimodular, lo

que supone que en este caso la homoloǵıa y la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-

Jacobi son duales.

Finalizamos el Caṕıtulo 4 con una tabla resumen de los principales resultados

obtenidos a lo largo del mismo.

El resto de los caṕıtulos de la Memoria están dedicados al estudio de ciertas

teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa para variedades de Nambu-Poisson y

Nambu-Jacobi.
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Iniciamos el Caṕıtulo 5 recordando las nociones de estructuras de Nambu-

Poisson y Nambu-Jacobi y mostrando algunos ejemplos significativos. Tam-

bién describimos la foliación caracteŕıstica asociada a estos tipos de varieda-

des. En la Sección 5.3 presentamos la noción de algebroide de Leibniz y el

algebroide de Leibniz asociado a una variedad de Nambu-Poisson introducido

en [54]. Además, demostramos que esta estructura de algebroide de Leibniz

caracteriza a la estructura de Nambu-Poisson. Otro ejemplo de algebroide de

Leibniz es el asociado a una estructura de Nambu-Jacobi. Para ello, intro-

ducimos la noción de emparejamiento de algebroides de Leibniz y probamos

que una variedad de Nambu-Jacobi tiene dos algebroides de Leibniz em-

parejados que nos permiten construir una nueva estructura de algebroide de

Leibniz. Finalizamos el caṕıtulo recordando cómo se define la cohomoloǵıa

asociada a un algebroide de Leibniz.

El algebroide de Leibniz asociado a una variedad de Nambu-Poisson (respec-

tivamente, Nambu-Jacobi) nos permite introducir una teoŕıa de cohomoloǵıa.

Sin embargo, esta cohomoloǵıa tiene grados infinitos y, por tanto, no es posi-

ble una dualidad tipo Poincaré con alguna teoŕıa de homoloǵıa. Esto motiva

que consideremos en el Caṕıtulo 6 (respectivamente, en el Caṕıtulo 7) un

álgebra de Lie asociada a la variedad de Nambu-Poisson (respectivamente,

Nambu-Jacobi) M y la cohomoloǵıa asociada a una cierta representación

de este álgebra sobre el espacio C∞(M,R), que llamaremos cohomoloǵıa

de Nambu-Poisson (respectivamente, Nambu-Jacobi). En la Sección 6.1.2

(respectivamente, Sección 7.1.2) relacionamos la cohomoloǵıa de Nambu-

Poisson (respectivamente, Nambu-Jacobi) de M con la cohomoloǵıa foliada

inducida por la foliación caracteŕıstica. Veremos que en el caso Nambu-

Poisson (respectivamente, Nambu-Jacobi) regular ambas cohomoloǵıas son

isomorfas. A continuación introducimos en la Sección 6.2 (respectivamente,

Sección 7.2) una teoŕıa de homoloǵıa para una variedad de Nambu-Poisson

(respectivamente, Nambu-Jacobi) orientada. Si M es una variedad orien-

tada, de dimensión n, con forma de volumen ν y Vk(M) es el espacio de

k-vectores sobre M , uno puede considerar de forma natural dos comple-
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jos de homoloǵıa (V∗(M) =
⊕
k

Vk(M), δν) y (V∗(M) ⊕ V∗−1(M), δ(0,ν))

cuyos k-ésimos grupos de homoloǵıa son isomorfos a los espacios Hn−k
DR (M) y

Hn−k
DR (M)⊕Hn−k+1

DR (M). El complejo de homoloǵıa que define la homoloǵıa

canónica de Nambu-Poisson (respectivamente, de Nambu-Jacobi) es un sub-

complejo de (V∗(M), δν) (respectivamente, (V∗(M)⊕V∗−1(M), δ(0,ν))). En el

caso regular, las k-cadenas de este subcomplejo son los elementos de Vk(M)

(respectivamente, Vk(M)⊕Vk+1(M)) que son tangentes a la foliación carac-

teŕıstica.

En la Sección 6.3 (respectivamente, Sección 7.3) se analiza bajo qué condi-

ciones existe dualidad entre estas teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa. Para

ello, consideramos el tensor modular asociado a la estructura Nambu-Poisson

(respectivamente, Nambu-Jacobi) y a la forma de volumen considerada. En-

tonces, demostramos que este tensor define una clase de cohomoloǵıa de orden

1 (la clase modular) en la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson (respectivamente,

Nambu-Jacobi) de M . Esta clase de cohomoloǵıa no depende del volumen

elegido. En el caso de una variedad de Nambu-Poisson (respectivamente,

de Nambu-Jacobi) regular, tenemos que la anulación de esta clase de coho-

moloǵıa es equivalente a la existencia de un volumen básico (respectivamente,

conforme) con respecto a la foliación caracteŕıstica.

Para finalizar la sección demostramos que la anulación de la clase modu-

lar implica, en el caso de una variedad de Nambu-Poisson (respectivamente,

de Nambu-Jacobi) regular, dualidad entre la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson

(respectivamente, Nambu-Jacobi) y la homoloǵıa canónica de Nambu-Poisson

(respectivamente, Nambu-Jacobi).

Además, en la Sección 6.4, consideramos un ejemplo de estructura de Nambu-

Poisson singular y probamos que para esta estructura no existe dualidad entre

las teoŕıas de homoloǵıa y cohomoloǵıa y la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson

no es isomorfa a la cohomoloǵıa foliada.

Finalizamos esta Memoria con las referencias que hemos citado a lo largo

de la misma, aśı como con algunas otras en donde se recogen algunos de los
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resultados que hemos obtenido en ella.



CAṔITULO 1

Estructuras de Jacobi y algebroides de Lie

1.1 Algebras de Lie locales y variedades de

Jacobi. Ejemplos

Esta primera sección del Caṕıtulo 1 contiene algunas generalidades sobre

variedades de Jacobi: definiciones, ejemplos y la descripción de la foliación

caracteŕıstica de una variedad de Jacobi.

1.1.1 Algebras de Lie locales y variedades de Jacobi

Una estructura de Jacobi sobre una variedad n-dimensional M es un par

(Λ, E), donde Λ es un 2-vector y E es un campo de vectores sobre M satis-

faciendo las siguientes propiedades

[Λ,Λ] = 2E ∧ Λ, [E,Λ] = 0. (1.1)

Aqúı [ , ] denota el corchete de Schouten-Nijenhuis ([9, 117]). La variedad

M dotada con una estructura de Jacobi se denomina variedad de Jacobi.

Sobre una variedad de Jacobi (M,Λ, E) podemos definir un corchete de fun-

ciones { , } : C∞(M,R) × C∞(M,R) → C∞(M,R) (el corchete de Jacobi)

19
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dado por

{f, g} = Λ(df, dg) + fE(g)− gE(f), (1.2)

para todo f, g ∈ C∞(M,R).

Este corchete es R-bilineal y satisface las siguientes propiedades:

i) Antisimetŕıa: {f, g} = −{g, f}, para todo f, g ∈ C∞(M,R).

ii) Es un operador diferencial de primer orden en cada argumento, respecto

a la multiplicación ordinaria de funciones:

{fh, g} = f{h, g}+ h{f, g} − fh{1, g}

para todo f, g, h ∈ C∞(M,R).

iii) Identidad de Jacobi:

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

para todo f, g, h ∈ C∞(M,R).

La propiedad ii) puede ser reemplazada por la siguiente relación entre los

soportes de las funciones:

ii′) soporte{f, g} ⊆ (soportef) ∩ (soporteg).

Las propiedades i), ii) y iii) garantizan que el corchete de Jacobi define

una estructura de álgebra de Lie local en el sentido de Kirillov ([61]) sobre

C∞(M,R). Rećıprocamente, una estructura de álgebra de Lie local sobre

C∞(M,R) define un corchete de Jacobi sobre M (ver [45, 61]).

Si el campo de vectores E es idénticamente nulo entonces, { , } es una

derivación en cada argumento y, por consiguiente, { , } define un corchete

de Poisson sobre M . En este caso, (1.1) se reduce a [Λ,Λ] = 0 y (M,Λ)

es una variedad de Poisson. Las variedades de Jacobi y de Poisson fueron

introducidas por Lichnerowicz ([80, 81]; ver además, [9, 24, 45, 61, 116, 121])

.
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1.1.2 Ejemplos de variedades de Jacobi

En esta sección mostraremos algunos tipos de variedades sobre las cuales es

posible definir una estructura de Jacobi.

Ejemplos 1.1.1 1. Variedades de Poisson. Ya hemos visto en la sección

anterior que las variedades de Poisson son las variedades de Jacobi con campo

de vectores E nulo. A continuación describiremos la estructura de Poisson

de algunos ejemplos concretos.

1a) Variedades simplécticas. Una variedad simpléctica es un par (M,Ω),

donde M es una variedad de dimensión par 2m y Ω es una 2-forma cerrada

no degenerada. En este caso, la estructura de Poisson está definida como

sigue

Λ(α, β) = Ω([−1(α), [−1(β)), (1.3)

para α, β ∈ Ω1(M), siendo [ : X(M) → Ω1(M) el isomorfismo de C∞(M,R)-

módulos dado por (ver [80])

[(X) = i(X)Ω. (1.4)

Usando el teorema clásico de Darboux, se deduce que para todo x ∈M existe

un entorno U abierto y existen coordenadas canónicas (q1, . . . , qm, p1, . . . , pm)

en U tales que las expresiones locales de Ω y Λ son

Ω =
m∑
i=1

dqi ∧ dpi, Λ =
m∑
i=1

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
.

1b) Variedades cosimplécticas. Una variedad cosimpléctica (ver [1, 11, 14,

21]) es una terna (M,Φ, η), donde M es una variedad de dimensión impar

2m + 1, Φ y η son una 2-forma cerrada y una 1-forma cerrada, respectiva-

mente, y η ∧ Φm es una forma de volumen.

Si [ : X(M) → Ω1(M) es el isomorfismo de C∞(M,R)-módulos definido por

[(X) = i(X)Φ + (i(X)η)η, (1.5)
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entonces el campo ξ = [−1(η) se denomina el campo de Reeb de M y está

caracterizado por las relaciones

i(ξ)Φ = 0 y i(ξ)η = 1. (1.6)

En particular, tenemos que LξΦ = 0 y Lξη = 0.

Consideramos el 2-vector Λ sobre M definido por

Λ(α, β) = Φ([−1(α), [−1(β)) = Φ([−1(α− α(ξ)η), [−1(β − β(ξ)η)), (1.7)

para todo α, β ∈ Ω1(M). Se tiene que (M,Λ) es una variedad de Poisson.

En coordenadas canónicas (t, q1, . . . , qm, p1, . . . , pm) en M , las expresiones

locales de Φ, η, ξ y Λ son (ver [1, 14])

Φ =
m∑
i=1

dqi ∧ dpi, η = dt, ξ =
∂

∂t
, Λ =

m∑
i=1

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
.

1c) Estructuras Lie-Poisson. Sea (g, [ , ]g) un álgebra de Lie real de di-

mensión n y denotamos por g∗ el espacio vectorial dual de g. Dadas dos

funciones f, g ∈ C∞(g∗,R), definimos {f, g} como sigue. Para cada punto

x ∈ g∗, linealizamos f y g, es decir, tomamos las aplicaciones tangentes df(x)

y dg(x) en x y las identificamos con dos elementos f̂ , ĝ ∈ g. Entonces,

{f, g}(x) = x([f̂ , ĝ]g) ∈ R.

Esta definición no depende de los elementos f̂ y ĝ elegidos y define un corchete

de Poisson. Al corchete {f, g} se le denomina corchete de Lie-Poisson sobre

g∗ de f y g (ver [117, 121]).

Si Λ es el correspondiente 2-vector de Poisson sobre g∗ y (xi) son las coorde-

nadas globales sobre g∗ obtenidas de una base, se tiene

Λ =
1

2

∑
i,j,k

ckijxk
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
, (1.8)

donde ckij son las constantes de estructura de g .
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Una propiedad interesante de esta estructura de Poisson es la siguiente (ver

(1.8))

LAΛ = −Λ, (1.9)

donde A es el campo de vectores radial sobre g∗. Notar que la expresión de

A respecto de las coordenadas (xi) es

A =
n∑
i=1

xi
∂

∂xi
. (1.10)

2. Variedades de Jacobi no Poisson:

2 a) Variedades de contacto. Sea M una variedad de dimensión (2m+1)

y η una 1-forma sobre M . Diremos que el par (M, η) es una variedad de

contacto si la (2m + 1)-forma η ∧ (dη)m es un elemento de volumen (ver

[11, 78, 81]).

Si (M, η) es una variedad de contacto, definimos el 2-vector Λ y el campo de

vectores E como sigue

Λ(α, β) = dη([−1(α), [−1(β)), E = [−1(η),

para todo α, β ∈ Ω1(M), donde [ : X(M) → Ω1(M) es el isomorfismo de

C∞(M,R)-módulos dado por

[(X) = i(X)dη + η(X)η. (1.11)

Entonces, (M,Λ, E) es una variedad de Jacobi. El campo de vectores E es

justamente el campo de Reeb de M y está caracterizado por las relaciones

i(E)η = 1, i(E)dη = 0. (1.12)

Usando el teorema de Darboux generalizado se deduce que, en un entorno de

cualquier punto deM , existen coordenadas canónicas (t, q1, . . . , qm, p1, . . . , pm)

tales que (ver [78, 81])

η = dt−
∑
i

pidq
i, Λ =

∑
i

(
∂

∂qi
+ pi

∂

∂t
) ∧ ∂

∂pi
, E =

∂

∂t
. (1.13)
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2 b) Variedades localmente conforme simplécticas. Una variedad casi sim-

pléctica es un par (M,Ω), donde M es una variedad de dimensión par 2m y

Ω es una 2-forma no degenerada sobre M . Una variedad casi simpléctica se

dice localmente conforme simpléctica (l.c.s.) si para cada punto x ∈M existe

un entorno abierto U tal que d(e−σΩ) = 0, para alguna función diferenciable

σ : U → R (ver, por ejemplo, [45, 114]). Aśı, (U, e−σΩ) es una variedad

simpléctica. Si U = M entonces M es una variedad globalmente conforme

simpléctica (g.c.s.). Una variedad casi simpléctica (M,Ω) es l.(g.)c.s. si y

sólo si existe una 1-forma cerrada (exacta) ω tal que

dΩ = ω ∧ Ω. (1.14)

A la 1-forma ω se le denomina 1-forma de Lee de M . Es obvio que las

variedades l.c.s. con 1-forma de Lee idénticamente cero son justamente las

variedades simplécticas.

Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee ω. Definimos sobre M el

2-vector Λ y el campo de vectores E como sigue

Λ(α, β) = Ω([−1(α), [−1(β)), E = [−1(ω), (1.15)

para α, β ∈ Ω1(M), donde [ : X(M) → Ω1(M) es el isomorfismo de C∞(M,R)-

módulos dado por

[(X) = i(X)Ω. (1.16)

Entonces, (M,Λ, E) es una variedad de Jacobi (ver [45]). Nótese que

LEΩ = 0. (1.17)

Usando el clásico teorema de Darboux se deduce que, en un entorno de cada

punto de M , existen coordenadas canónicas (q1, . . . , qm, p1, . . . , pm) y una

función local diferenciable σ tales que las expresiones locales de Ω, ω, Λ y E

son las siguientes

Ω = eσ
∑
i

dqi ∧ dpi, ω = dσ =
∑
i

(
∂σ

∂qi
dqi +

∂σ

∂pi
dpi),

Λ = e−σ
∑
i

(
∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
), E = e−σ

∑
i

(
∂σ

∂pi

∂

∂qi
− ∂σ

∂qi
∂

∂pi
).

(1.18)
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2 c) La esfera unidad en un álgebra de Lie real eucĺıdea. Sean (g, [ , ]g)

un álgebra de Lie real de dimensión m , < , > un producto escalar sobre g

y g la correspondiente métrica Riemanniana sobre g.

Denotamos por [<,> : g→ g∗ el isomorfismo lineal entre g y g∗ definido por

[<,>(ξ)(η) =< ξ, η >, para todo ξ, η ∈ g. (1.19)

Nótese que en este caso podemos identificar a g con su espacio dual g∗ y aśı

el 2-vector Λ sobre g∗ dado por (1.8) induce una estructura de Poisson sobre

g. Denotaremos también por Λ al 2-vector Poisson sobre g.

Ahora, consideramos sobre g el 2-vector Λ′ y el campo de vectores E ′ dados

por

Λ′ = Λ− A ∧ i(α)Λ, E ′ = i(α)Λ, (1.20)

siendo A el campo radial en g y α la 1-forma métricamente equivalente a A,

esto es, α es la 1-forma definida por α(X) = g(X,A), para todo X ∈ X(g).

De (1.10) se sigue que

α =
1

2
d(‖ ‖2), LAα = 2α, (1.21)

donde ‖ ‖2 : g → R es la función real dada por ‖ ‖2(ξ) = 〈ξ, ξ〉, para todo

ξ ∈ g.

Entonces, usando (1.9) y (1.21) se deduce que

[A,E ′] = E ′ y LE′Λ =
1

2
[[Λ, ‖ ‖2],Λ] = 0.

Estas relaciones nos permiten afirmar que el par (Λ′, E′) induce una estruc-

tura de Jacobi sobre g.

Ahora, si Sm−1(g) = {a ∈ g/‖a‖ = 1} es la esfera unidad en g, las restricciones

Λ y E a Sm−1(g) de Λ′ y E ′, respectivamente, son tangentes a Sm−1(g) y, por

tanto, el par (Λ, E) define una estructura de Jacobi sobre Sm−1(g) (ver [82]).

Para cada ξ ∈ g consideramos la función < ξ, >: Sm−1(g) → R dada por

< ξ, > (η) =< ξ, η > . (1.22)
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Entonces, de (1.8), (1.20) y (1.22), se sigue que

{< ξ, >,< η, >} =< [ξ, η], >, (1.23)

para ξ, η ∈ g, donde { , } denota el corchete de Jacobi sobre Sm−1(g).

Por otra parte, las expresiones del 2-vector Λ′ y del campo de vectores E ′

respecto del sistema de coordenadas global (x1, . . . , xm) sobre g deducido de

una base ortonormal {ξi}i=1,...,m son las siguientes

Λ′ =
∑

i,j,k,h,r

(
1

2
crhjxr−ckijxkxixh)

∂

∂xh
∧ ∂

∂xj
, E ′ =

∑
i,j,k

ckijxkxi
∂

∂xj
, (1.24)

siendo ckij las constantes de estructura de g para la base {ξi}i=1,...,m.

Observación 1.1.2 Si g es un álgebra de Lie compacta de dimensión m

y consideramos un producto escalar 〈 , 〉 invariante bajo la representación

adjunta, entonces el campo de vectores E ′ es nulo, esto es, la estructura

de Jacobi sobre Sm−1(g) es una estructura de Poisson. De hecho, usando

(1.24) deducimos que sobre un álgebra de Lie real g con producto escalar

〈 , 〉, E ′ = 0 si y sólo si ckij = −cikj, para todo i, j, k, lo cual es equivalente a

que 〈 , 〉 sea invariante bajo la representación adjunta. En tal caso, g seŕıa

de tipo compacto.

1.2 La foliación caracteŕıstica de una variedad

de Jacobi

Sea (M,Λ,E) una variedad de Jacobi. Definimos el homomorfismo de C∞(M,R)

-módulos #Λ : Ω1(M) → X(M) por

(#Λ(α))(β) = Λ(α, β), (1.25)

para α, β ∈ Ω1(M). Esta aplicación puede extenderse a un nuevo homomor-

fismo, que denotaremos también por #Λ, del espacio de las k-formas Ωk(M)

en el espacio de los k-vectores Vk(M). En efecto, es suficiente considerar

#Λ(f) = f, #Λ(α)(α1, . . . , αk) = (−1)kα(#Λ(α1), . . . ,#Λ(αk)), (1.26)

para f ∈ C∞(M,R), α ∈ Ωk(M) y α1, . . . , αk ∈ Ω1(M).
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Observación 1.2.1 i) Si M es una variedad simpléctica, entonces #Λ(α) =

−[−1(α) para todo α ∈ Ω1(M), donde [ : X(M) → Ω1(M) es el isomorfismo

definido en (1.4).

ii) Si M es una variedad cosimpléctica con campo de Reeb ξ, entonces

#Λ(α) = −[−1(α) + α(ξ)ξ, para todo α ∈ Ω1(M), donde [ : X(M) → Ω1(M)

es el isomorfismo definido en (1.5).

iii) Si M es una variedad de contacto con campo de Reeb E, entonces

#Λ(α) = −[−1(α)+α(E)E, para todo α ∈ Ω1(M), donde [ : X(M) → Ω1(M)

es el isomorfismo definido en (1.11).

iv) Si M es una variedad l.c.s. entonces #Λ(α) = −[−1(α), para todo

α ∈ Ω1(M), donde [ : X(M) → Ω1(M) es el isomorfismo definido en (1.16).

Por otra parte, si f es una función real C∞ diferenciable sobre una variedad

de Jacobi M , el campo de vectores Xf dado por

Xf = #Λ(df) + fE, (1.27)

se denomina el campo hamiltoniano asociado a f . Nótese que el campo

hamiltoniano asociado a la función constante 1 es justamente E. Un cálculo

directo prueba que (ver [81, 91]):

[Xf , Xg] = X{f,g},

es decir, la aplicación

(C∞(M,R), { , }) → (X(M), [ , ]), f 7→ Xf

es un homomorfismo de álgebras de Lie.

Ahora, para todo x ∈ M , consideramos el subespacio Fx de TxM generado

por todos los campos hamiltonianos evaluados en el punto x. En otras pala-

bras, Fx = (#Λ)x(T
∗
xM) + 〈Ex〉. Ya que F es involutiva, se sigue fácilmente

que F define una foliación generalizada en el sentido de Sussmann ([107]),

la foliación caracteŕıstica de M (ver [24, 45, 61]). Además, la estructura de

Jacobi de M induce una estructura de Jacobi sobre cada una de las hojas de

F . De hecho, si L es la hoja que pasa por el punto x de M y Ex /∈ Im(#Λ)x
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(o equivalentemente, la dimensión de L es impar), entonces L es una varie-

dad de contacto con la estructura de Jacobi inducida. Si por el contrario,

Ex ∈ Im(#Λ)x (o equivalentemente, la dimensión de L es par) entonces L

es una variedad l.c.s. (ver [24, 45, 61]). Si M es una variedad de Poisson

entonces, de (1.25) y (1.27), deducimos que la foliación caracteŕıstica de M

es justamente la foliación simpléctica canónica de M (ver [117, 121]).

Ejemplos 1.2.2 i) En una variedad simpléctica, de contacto o l.c.s. existe

una única hoja de la foliación caracteŕıstica, la propia variedad (ver [24, 45,

61]).

ii) Si (M,Φ, η) es una variedad cosimpléctica, entonces la foliación carac-

teŕıstica (simpléctica) de M es la distribución regular completamente inte-

grable η = 0.

iii) Si g es un álgebra de Lie real de dimensión m entonces la foliación carac-

teŕıstica (simpléctica) de la estructura de Lie-Poisson sobre g∗ está generada

por los campos hamiltonianos de las funciones lineales sobre g∗. Además, si

G es un grupo de Lie conexo, de dimensión m, con álgebra de Lie g y ξ ∈ g,

se sigue que el campo fundamental ξg∗ asociado a ξ, v́ıa la representación

coadjunta de G sobre g∗, coincide con el campo hamiltoniano de la función

lineal ξ : g∗ → R dada por ξ(α) = α(ξ), para todo α ∈ g∗, esto es,

ξg∗ = Xξ.

Aśı, las órbitas de la representación coadjunta son justamente las hojas de

la foliación simpléctica (ver [117, 121]).

Recordamos que la representación coadjunta de G sobre g∗, Ad∗ : G×g∗ → g∗,

está definida por

Ad∗g(α)(ξ) = α((Teτg−1(ξ)))

para g ∈ G, α ∈ g∗ y ξ ∈ g, siendo e el elemento neutro de G y τg−1 : G→ G

el automorfismo interior dado por

τg−1(h) = g−1hg, para h ∈ G.

iv) Si < , > es un producto escalar sobre un álgebra de Lie real g de

dimensión m, entonces g puede ser identificada con el espacio dual g∗, y aśı la
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representación coadjunta induce una acción de G sobre g, la cual denotaremos

por Ãd∗. Esta acción nos permite definir una acción de G sobre la esfera

unitaria Sm−1(g) como sigue

Ad∗ : G× Sm−1(g) → Sm−1(g), (g, ξ) 7→ Ad∗g(ξ) =
Ãd∗g(ξ)

‖Ãd∗g(ξ)‖
. (1.28)

Ahora, si sobre Sm−1(g) consideramos la estructura de Jacobi definida en

la Sección 1.1.2 (Ejemplo 2c)) entonces, usando los resultados de [82], de-

ducimos que el campo fundamental ξSm−1(g) con respecto a la acción Ad∗

asociado a ξ ∈ g coincide con el campo hamiltoniano sobre Sm−1(g) asociado

a la función < ξ, >: Sm−1(g) → R dada por (1.22), esto es,

ξSm−1(g) = X<ξ, >. (1.29)

Este resultado permite probar que las órbitas de la acción Ad∗ son las hojas

de la foliación caracteŕıstica de Sm−1(g) (ver [82] para más detalles) .

1.3 La poissonización de una variedad de Ja-

cobi

Sea (Λ, E) una estructura de Jacobi sobre la variedad M y consideramos

sobre la variedad producto M × R, el 2-vector Λ̃ dado por

Λ̃ = e−t(Λ +
∂

∂t
∧ E),

donde t es la coordenada usual sobre R. Entonces, Λ̃ define una estructura

de Poisson sobre M ×R. La variedad M ×R dotada con la estructura Λ̃, se

denomina la poissonización de la variedad de Jacobi (M,Λ, E) (ver [81]).

Ejemplos 1.3.1 i) La poissonización de una variedad de Poisson. Sea (M,Λ)

una variedad de Poisson. Ya hemos visto que puede ser considerada como

una variedad de Jacobi, donde E = 0. En este caso, la poissonización de

(M,Λ) es la estructura de Poisson Λ̃ = e−tΛ.
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ii) La poissonización de una variedad de contacto. Sea (M, η) una variedad

de contacto de dimensión 2m+1. Si consideramos sobre la variedad producto

M × R, la 2-forma Ω dada por Ω = etdη + etdt ∧ η se sigue que η es una

1-forma de contacto sobre M si y sólo si Ω es una 2-forma simpléctica sobre

M × R (ver [78]).

Denotamos por (Λ, E) la estructura de Jacobi asociada a M y por Λ̃ la

estructura de Poisson de la variedad simpléctica (M × R,Ω). Un cálculo

directo, usando (1.3), demuestra que Λ̃ = e−t(Λ +
∂

∂t
∧ E). Es decir, la

poissonización de la variedad de contacto (M, η) es la variedad simpléctica

(M × R,Ω).

iii) La poissonización de la esfera unidad sobre un álgebra de Lie. Usando los

resultados de [82] , obtenemos que la poissonización de la variedad de Jacobi

(Sm−1(g),Λ, E) (ver el Ejemplo 1.1.1 2c)) es isomorfa a la variedad de Poisson

(g− {0},Λ|g−{0}) (ver el Ejemplo 1.1.1 1b)). De hecho, un isomorfismo entre

estas variedades de Poisson está definido por

F : g− {0} → Sm−1(g)× R, ξ 7→ F (ξ) = (
ξ

‖ξ‖
, ln‖ξ‖). (1.30)

1.4 Algebroides de Lie. Cohomoloǵıa y ho-

moloǵıa

1.4.1 Algebroides de Lie: definición y ejemplos

Sea M una variedad diferenciable y π : A → M un fibrado vectorial sobre

M .

Una estructura de algebroide de Lie sobre π : A → M es un par ([[ , ]], ρ),

donde [[ , ]] : Γ(A)×Γ(A) → Γ(A) es un corchete de Lie sobre el espacio Γ(A)

de las secciones de π : A → M y ρ : A → TM es una aplicación fibrada,

llamada aplicación ancla, tal que, si denotamos también por ρ : Γ(A) →
X(M) el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos inducido por la aplicación

ancla, entonces:

[[X, fY ]] = f [[X, Y ]] + (ρ(X)(f))Y, (1.31)
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para cualesquiera f ∈ C∞(M,R) y X, Y ∈ Γ(A).

A la terna (A, [[ , ]], ρ) se le denomina algebroide de Lie sobre M (ver [88, 105]).

Observación 1.4.1 De la definición de algebroide de Lie, usando la identi-

dad de Jacobi del corchete [[ , ]] y (1.31) deducimos que ρ : (Γ(A), [[ , ]]) →
(X(M), [ , ]) es un homomorfismo de álgebras de Lie, esto es,

ρ([[X, Y ]]) = [ρ(X), ρ(Y )]

para todo X,Y ∈ Γ(A).

Si (A, [[ , ]], ρ) es un algebroide de Lie, el corchete de Lie [[ , ]] sobre las secciones

de A se puede extender al corchete de Schouten [[ , ]] sobre el espacio Γ(∧∗A) =

⊕kΓ(∧kA) de las multisecciones de A de la siguiente forma:

[[X, f ]] = ρ(X)(f),

[[P, P ′]] = (−1)kk
′
[[P ′, P ]],

[[P, P ′ ∧ P ′′]] = [[P, P ′]] ∧ P ′′ + (−1)k
′(k+1)P ′ ∧ [[P, P ′′]], (1.32)

(−1)kk
′′
[[[[P, P ′]], P ′′]] + (−1)k

′k′′ [[[[P ′′, P ]], P ′]] + (−1)kk
′
[[[[P ′, P ′′]], P ]] = 0,

para f ∈ C∞(M,R), X ∈ Γ(A), P ∈ Γ(∧kA), P ′ ∈ Γ(∧k′A) y P ′′ ∈ Γ(∧k′′A).

Observación 1.4.2 La definición del corchete de Schouten que hemos dado

aqúı es la considerada en [117] (ver también [9, 80]). Algunos autores, ver

por ejemplo [29], definen el corchete de Schouten de otra forma. De hecho, la

relación entre el corchete de Schouten [[ , ]]′ en el sentido de [29] y el corchete

de Schouten [[ , ]] en el sentido de [117] es la siguiente

[[P,Q]]′ = (−1)k+1[[P,Q]],

para todo P ∈ Γ(∧kA) y Q ∈ Γ(∧∗A).

Veremos a continuación la relación entre los algebroides de Lie y las álgebras

de Gerstenhaber. Previamente, recordaremos la definición de un álgebra de

Gerstenhaber.
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Sea (A =
⊕

i∈ZA
i,∧) un álgebra graduada, conmutativa y asociativa. Una

estructura de álgebra de Lie graduada [[ , ]] sobre A, es un corchete de Gers-

tenhaber si para todo α ∈ Ai, el endomorfismo [[α, ·]] es una derivación de

grado i− 1 de A. En tal caso (A,∧, [[ , ]]) es un álgebra de Gerstenhaber (ver

[65]).

Si (A, [[ , ]], ρ) es un algebroide de Lie, entonces la terna

(Γ(∧∗A) = ⊕kΓ(∧kA),∧, [[ , ]])

es un álgebra de Gerstenhaber. Aqúı [[ , ]] denota el corchete de Schouten del

algebroide (ver (1.32)). Rećıprocamente, si π : A → M es un fibrado vecto-

rial sobre M y [[ , ]] es un corchete de Gerstenhaber sobre Γ(∧∗A), entonces

[[ , ]] define una estructura de álgebra de Lie sobre Γ(A) y (A, [[ , ]], ρ) es un

algebroide de Lie con aplicación ancla ρ : Γ(A) → X(M) dada por

ρ(X)(f) = [[X, f ]],

para todo X ∈ Γ(A) y f ∈ C∞(M,R) (ver [38, 64, 65, 89]).

Ejemplos 1.4.3 i) El algebroide de Lie de un álgebra de Lie. Un álgebra

de Lie (g, [ , ]g) es el primer ejemplo de algebroide de Lie. En este caso,

consideramos el fibrado vectorial π : g → { un punto }. Las secciones de

este fibrado se identifican con los elementos de g, el corchete del algebroide

es la estructura de álgebra de Lie [ , ]g sobre g y el ancla ρ es la aplicación

nula.

ii) El algebroide de Lie sobre el fibrado tangente de una variedad diferencia-

ble. Sea M una variedad diferenciable. Las secciones del fibrado tangente

TM → M se identifican con los campos de vectores en M , el corchete del

algebroide es el corchete de Lie de campos de vectores y la aplicación ancla

es la identidad en TM .

iii) El algebroide de Lie sobre el fibrado TM ×R→M . Sea M una variedad

diferenciable y π : A → M un fibrado vectorial sobre M . Está claro que

A×R es el espacio total de un fibrado vectorial sobre M . Además, el fibrado

dual a A×R es A∗×R y los espacios Γ(∧r(A×R)) y Γ(∧r(A∗×R)) pueden
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ser identificados con Γ(∧rA)⊕Γ(∧r−1A) y Γ(∧kA∗)⊕Γ(∧k−1A∗), de tal forma

que

(P,Q)((α1, f1), . . . , (αr, fr)) = P (α1, . . . , αr)+
r∑
i=1

(−1)i+1fiQ(α1, . . . , α̂i, . . . , αr),
(1.33)

(α, β)((X1, g1), . . . , (Xk, gk)) = α(X1, . . . , Xk)+
k∑
i=1

(−1)i+1giβ(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk),
(1.34)

para (P,Q) ∈ Γ(∧rA) ⊕ Γ(∧r−1A), (α, β) ∈ Γ(∧kA∗) ⊕ Γ(∧k−1A∗), (αi, fi) ∈
Γ(A∗) ⊕ C∞(M,R) y (Xj, gj) ∈ Γ(A) ⊕ C∞(M,R), con i ∈ {1, . . . , r} y

j ∈ {1, . . . , k}.
Bajo estas identificaciones, las contracciones y los productos exteriores vienen

dados por

i((α, β))(P,Q) = (i(α)P + i(β)Q, (−1)ki(α)Q), si k ≤ r,
i((α, β))(P,Q) = 0, si k > r,
i((P,Q))(α, β) = (i(P )α+ i(Q)β, (−1)ri(P )β), si r ≤ k,
i((P,Q))(α, β) = 0, si r > k,
(P,Q) ∧ (P ′, Q′) = (P ∧ P ′, Q ∧ P ′ + (−1)rP ∧Q′),
(α, β) ∧ (α′, β′) = (α ∧ α′, β ∧ α′ + (−1)kα ∧ β′),


(1.35)

para (P ′, Q′) ∈ Γ(∧r′A)⊕ Γ(∧r′−1A) y (α′, β′) ∈ Γ(∧k′A∗)⊕ Γ(∧k′−1A∗).

Ahora, supongamos que A es el fibrado tangente TM de una variedad cual-

quiera M . En este caso, los espacios Γ(∧r(TM × R)) y Γ(∧k(T ∗M × R))

pueden ser identificados con Vr(M)⊕Vr−1(M) y Ωk(M)⊕Ωk−1(M), respec-

tivamente.

Usando estas identificaciones, mostraremos una estructura natural de alge-

broide de Lie sobre el fibrado vectorial TM × R → M . Si π : TM × R →
TM es la proyección canónica sobre el primer factor y , : (X(M) ⊕
C∞(M,R))2 → X(M)⊕ C∞(M,R) es el corchete dado por

(X, f), (Y, g) = ([X,Y ], X(g)− Y (f)), (1.36)
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para (X, f),(Y, g) ∈ X(M) ⊕ C∞(M,R) ∼= Γ(TM×R), entonces (TM × R,

, , π) es un algebroide de Lie sobre M (ver [88, 102]).

En este caso el corchete de Schouten asociado a este algebroide está dado

por

(P,Q), (P ′, Q′) = ([P, P ′], (−1)k+1[P,Q′]− [Q,P ′]), (1.37)

para (P,Q) ∈ Vk(M)⊕ Vk−1(M) y (P ′, Q′) ∈ Vk′(M)⊕ Vk′−1(M).

iv) El algebroide de Lie de una foliación. Si F es la foliación de una variedad

N y F =
⋃
x∈N

F(x) → N es el correspondiente subfibrado vectorial de TN ,

entonces el triple (F, [ , ], i) es un algebroide de Lie sobre N , donde [ , ], es

el corchete de Lie usual de campos de vectores e i : F → TN es la inclusión.

v) El algebroide de Lie de una variedad de Poisson. Sea (M,Λ) una va-

riedad de Poisson. Entonces el fibrado cotangente T ∗M → M admite una

estructura de algebroide de Lie definida como sigue.

Consideramos el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos

#Λ : Γ(T ∗M) ∼= Ω1(M) → X(M)

dado por (1.25). Es claro que #Λ(α) es tangente a la foliación simpléctica.

Además,

[#Λ(α),#Λ(β)] = #Λ(L#Λ(α)β − L#Λ(β)α− d(Λ(α, β))),

para todo α, β ∈ Ω1(M).

Este resultado sugiere introducir el corchete de 1-formas

[[ , ]]Λ : Ω1(M)× Ω1(M) → Ω1(M)

dado por

[[α, β]]Λ = L#Λ(α)β − L#Λ(β)α− d(Λ(α, β)),

para todo α, β ∈ Ω1(M). Aqúı, L denota el operador derivada de Lie. Este

corchete define una estructura de álgebra de Lie sobre Ω1(M). Más aún,

(T ∗M, [[ , ]]Λ,#Λ) es un algebroide de Lie sobre M (ver [35]; ver además [19,

122]).
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vi) El algebroide de Lie de una variedad de Jacobi. Si (M,Λ, E) es una va-

riedad de Jacobi, el fibrado de 1-jets J1(M,R) ∼= T ∗M ×R→M admite una

estructura de algebroide de Lie definida como sigue.

Consideramos el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos

#̃(Λ,E) : Γ(J1(M,R)) ∼= Ω1(M)× C∞(M,R) → X(M),

dado por

#̃(Λ,E)(α, f) = #Λ(α) + fE. (1.38)

Fácilmente se comprueba que #̃(Λ,E)(α, f) es tangente a la foliación carac-

teŕıstica (nota que #̃(Λ,E)(df, f) = Xf ). Además, si (α, f) ,(β, g) ∈ Ω1(M)×
C∞(M,R), entonces (ver [60])

[#̃(Λ,E)(α, f), #̃(Λ,E)(β, g)] = #̃(Λ,E)(σ, h)

(σ, h) ∈ Ω1(M)× C∞(M,R) dadas por

σ = L#Λ(α)β − L#Λ(β)α− d(Λ(α, β)) + fLEβ − gLEα− i(E)(α ∧ β)

h = Λ(β, α) + #Λ(α)(g)−#Λ(β)(f) + fE(g)− gE(f). (1.39)

Este resultado nos sugiere introducir el corchete

[[ , ]](Λ,E) : (Ω1(M)× C∞(M,R))2 → Ω1(M)× C∞(M,R)

definido por

[[(α, f), (β, g)]](Λ,E) = (σ, h). (1.40)

Este corchete define una estructura de álgebra de Lie sobre Ω1(M)×C∞(M,R)

de tal forma que (T ∗M × R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) es un algebroide de Lie sobre

M (ver [60]).

Nota que (ver (1.2) y (1.39))

[[(df, f), (dg, g)]](Λ,E) = (d{f, g}, {f, g}) (1.41)

para todo f, g ∈ C∞(M,R). Por consiguiente, la aplicación prolongación

j1 : (C∞(M,R), { , }) → (Ω1(M)× C∞(M,R), [[ , ]](Λ,E)) definida por

f 7→ j1(f) = (df, f)



36 Caṕıtulo 1. Estructuras de Jacobi y algebroides de Lie

es un homomorfismo de álgebras de Lie (ver [60]).

En el caso particular en el que (M,Λ) es una variedad de Poisson (es decir,

E = 0) se recobra, por proyección sobre el primer factor, el algebroide de Lie

(T ∗M, [[ , ]]Λ,#Λ) (ver Ejemplo 1.4.3 v)).

El siguiente resultado muestra que el algebroide de Lie asociado a una varie-

dad de Jacobi caracteriza a la estructura de Jacobi.

Proposición 1.4.4 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y sean

Λ y E un 2-vector y un campo de vectores, respectivamente, sobre M . Con-

sideremos la aplicación #̃(Λ,E) : Ω1(M) × C∞(M,R) → X(M) y el corchete

[[ , ]](Λ,E) : (Ω1(M) × C∞(M,R))2 → Ω1(M) × C∞(M,R) definidos como en

(1.38) y (1.40) . Entonces, (M,Λ, E) es una variedad de Jacobi si y sólo si

(T ∗M × R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) es un algebroide de Lie.

Demostración. Supongamos que (T ∗M×R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) es un algebroide

de Lie. Definimos el siguiente corchete de funciones { , } : C∞(M,R) ×
C∞(M,R) → C∞(M,R),

{f, g} = Λ(df, dg) + fE(g)− gE(f). (1.42)

Este corchete es antisimétrico y es un operador de primer orden en cada

argumento con respecto al producto usual de funciones.

Comprobemos que este corchete de funciones cumple la identidad de Jacobi.

Consideramos el campo hamiltoniano asociado a la función f ∈ C∞(M,R)

Xf = #̃(Λ,E)(df, f).

Nota que, para todo g ∈ C∞(M,R),

Xf (g) = {f, g}+ gE(f). (1.43)

Como (T ∗M × R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) es un algebroide de Lie, entonces (ver

Observación 1.4.1)

#̃(Λ,E)[[(df, f), (dg, g)]](Λ,E) = [Xf , Xg]. (1.44)
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Por otro lado, de (1.39) y (1.40), concluimos que

[[(df, f), (dg, g)]](Λ,E) = (d{f, g}, {f, g}).

Por tanto,

[Xf , Xg] = X{f,g}. (1.45)

En particular, [Xf , X1](g) = X{f,1}(g) lo cual implica que (ver (1.43))

E{f, g} = {E(f), g}+ {f, E(g)} (1.46)

es decir, E es una derivación del álgebra de Lie (C∞(M,R), { , }).
Finalmente, de (1.45) se sigue que

Xf (Xg(h))−Xg(Xf (h)) = X{f,g}(h)

y aśı, usando (1.43) y (1.46), obtenemos que

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0,

esto es, { , } satisface la identidad de Jacobi.

�

1.4.2 Cohomoloǵıa de un algebroide de Lie con coefi-
cientes triviales

En esta Sección introduciremos la cohomoloǵıa de un algebroide de Lie con

coeficientes triviales. Para ello, previamente recordaremos la definición de

cohomoloǵıa de un álgebra de Lie con coeficientes en un A-módulo.

Sea (A, [ , ]) un álgebra de Lie real (no necesariamente de dimensión finita)

y sea M un espacio vectorial real con una representación de A sobre M , esto

es, una multiplicación R-bilineal

A×M→M, (a,m) 7→ a ·m,

que satisface

[a1, a2] ·m = a1 · (a2 ·m)− a2 · (a1 ·m), (1.47)
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para a1, a2 ∈ A y m ∈ M. En estas condiciones, una aplicación anti-

simétrica y k-lineal ck : Ak → M se llama una k-cocadena M-valuada.

Estas cocadenas forman un espacio vectorial real Ck(A;M) y el operador

lineal ∂k : Ck(A;M) → Ck+1(A;M) dado por

(∂kck)(a0, . . . , ak) =
k∑
i=0

ai · ck(a0, . . . , âi, . . . , ak) + (1.48)∑
i<j

(−1)i+jck([ai, aj], a0, . . . , âi, . . . , âj, . . . , ak)

define un operador de cohomoloǵıa, esto es, ∂k+1 ◦ ∂k = 0, para todo k.

Por tanto, tenemos los correspondientes espacios de cohomoloǵıa Hk(A;M).

Esta cohomoloǵıa se denomina la cohomoloǵıa del álgebra de Lie A con coefi-

cientes en M, o relativa a la representación de A sobre M (ver, por ejemplo,

[117]).

Ahora, si (A, [[ , ]], ρ) es un algebroide de Lie, se puede definir la representación

del álgebra de Lie (Γ(A), [[ , ]]) sobre el espacio C∞(M,R) dada por

Γ(A)× C∞(M,R) → C∞(M,R)

(X, f) → X · f = ρ(X)(f).

Denotaremos por dA el operador de cohomoloǵıa definido por esta repre-

sentación. Nótese que el espacio de las k-cocadenas que son C∞(M,R)-

lineales, es justamente Γ(∧kA∗), donde A∗ es el fibrado dual de A. Además,

se tiene que dA(Γ(∧kA∗)) ⊆ Γ(∧k+1A∗) (ver (1.48)), para todo k y, por tanto,

se puede considerar el subcomplejo (Γ(∧∗A∗), (dA)|Γ(∧∗A∗)). La cohomoloǵıa

de este subcomplejo es la cohomoloǵıa del algebroide de Lie con coeficientes

triviales y la restricción de dA a Γ(∧∗A∗) es la diferencial del algebroide de

Lie A (ver [88]). Denotaremos los correspondientes espacios de cohomoloǵıa

por H∗(A).

Usando las anteriores definiciones, se sigue que una 1-cocadena φ0∈Γ(A∗) es

un 1-cociclo en el complejo de cohomoloǵıa del algebroide A si y sólo si

φ0[[X,Y ]] = ρ(X)(φ0(Y ))− ρ(Y )(φ0(X)), ∀X, Y ∈ Γ(A). (1.49)
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Por otro lado, si X ∈ Γ(A), entonces se puede introducir la derivada de Lie

por X, como el operador LAX : Γ(∧kA∗) → Γ(∧kA∗) dado por

LAX = i(X) ◦ dA + dA ◦ i(X).

Sean (A, [[ , ]], ρ) y (A′, [[ , ]]′, ρ′) dos algebroides de Lie sobre la variedad M

y ψ : A → A′ un homomorfismo de fibrados vectoriales. Se dice que ψ es

un homomorfismo de algebroides de Lie sobre la identidad si se satisfacen las

siguientes condiciones

i) ρ′ ◦ ψ = ρ

ii) ψ([[X1, X2]]) = [[ψ(X1), ψ(X2)]]
′, para todo X1, X2 ∈ Γ(A).

(1.50)

Se tiene que si ψ : Γ(A) → Γ(A′) es el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos

inducido por ψ : A→ A′, entonces, se pueden considerar los homomorfismos

de C∞(M,R)-módulos ψr : Γ(∧r(A′)∗) → Γ(∧rA∗) y ψr : Γ(∧rA) → Γ(∧rA′)

dados por
ψr(ξr)(X1, . . . , Xr) = ξr(ψ(X1), . . . , ψ(Xr)),

ψr(X1 ∧ . . . ∧Xr) = ψ(X1) ∧ . . . ∧ ψ(Xr),
(1.51)

para todo ξr ∈ Γ(∧r(A′)∗) y X1, . . . , Xr ∈ Γ(A).

Un cálculo directo prueba que

dA ◦ ψk = ψk+1 ◦ dA′ , (1.52)

donde dA (respectivamente, dA′) es el operador de cohomoloǵıa inducido por

la estructura del algebroide de Lie ([[ , ]], ρ) (respectivamente, ([[ , ]]′, ρ′)). Por

tanto, ψ induce un homomorfismo, Ψ : Hk(A′) → Hk(A), entre los corres-

pondientes grupos de cohomoloǵıa (ver [88]).

Ejemplos 1.4.5 i) Para el algebroide de Lie (TM, [ , ], Id), la cohomoloǵıa

del algebroide de Lie con coeficientes triviales es justo la cohomoloǵıa de De

Rham de M , H∗
dR(M).

ii) Para un álgebra de Lie (g, [ , ]g), la cohomoloǵıa del algebroide de Lie

(g, [ , ]g, ρ ≡ 0) se obtiene a partir de la representación trivial

g× C∞(M,R) → C∞(M,R), (a, f) 7→ a · f = 0
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(nota que, en este caso,M es un punto). Entonces el operador de cohomoloǵıa

viene dado por dg : Ck(g, C∞(M,R)) → Ck+1(g, C∞(M,R)) y

dg(ξ)(a0, . . . , ak) =
∑
i<j

(−1)i+jξ([ai, aj], a0, . . . , âi, . . . , âj, . . . , ak),

para ai ∈ g, i = 0, . . . , k. Por tanto, obtenemos que la cohomoloǵıa del

algebroide (g, [ , ]g, ρ ≡ 0) es la cohomoloǵıa del álgebra de Lie g relativa a la

representación trivial de g sobre R.

iii) Para el algebroide de Lie (TM × R, , , π), el fibrado dual a TM × R
es T ∗M ×R y, bajo la identificación Γ(Λk(T ∗M ×R)) ∼= Ωk(M)⊕Ωk−1(M),

la diferencial d̃ del algebroide de Lie (TM × R, , , π) está dada por

d̃(α, β) = (dα,−dβ), (1.53)

para todo (α, β) ∈ Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M). Aśı, Hk(TM × R) ∼= Hk
dR(M)

⊕Hk−1
dR (M), para todo k.

iv) Para una foliación regular F sobre N , la cohomoloǵıa del algebroide aso-

ciado (F =
⋃
x∈N

F(x), [ , ], i) es isomorfa a la cohomoloǵıa foliada de (N,F).

En efecto, comencemos recordando cómo se define esta última cohomoloǵıa

([27, 48, 112, 118]).

Consideremos el espacio Ωk(N,F) de las k-formas sobre N tal que

α(X1, . . . , Xk) = 0

para cualesquiera X1, . . . , Xk vectores tangentes a F . Entonces Ω∗(N,F) de-

termina un subconjunto del complejo de De Rham y, por tanto, la diferencial

exterior induce sobre los C∞(N,R)-módulos Ωr(F) =
Ωr(N)

Ωr(N,F)
un nuevo

operador de cohomoloǵıa dF : Ωk(F) → Ωk+1(F) dado por

dF([α]) = [dα], para todo [α] ∈ Ωk(F).

La cohomoloǵıa H∗(F) del complejo (Ω∗(F), dF) se denomina la cohomoloǵıa

foliada de (N,F) y el operador dF es llamado la diferencial foliada de (N,F).
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Entonces, la aplicación

Πk : Ωk(F) → Ck(Γ(F);C∞(N,R))

definida por

Πk([α])(X1, . . . , Xk) = α(X1, . . . , Xk), (1.54)

para todo [α] ∈ Ωk(F) y X1, . . . , Xk ∈ Γ(F ) es un isomorfismo de C∞(N,R)-

módulos. Este isomorfismo induce un isomorfismo entre la cohomoloǵıa fo-

liada y la cohomoloǵıa del algebroide de Lie (F, [ , ], i).

v) Para el caso del algebroide de Lie asociado a una variedad de Poisson

(M,Λ), las k-cocadenas pueden ser identificadas con los k-vectores sobre M

y, bajo esta identificación, el operador de cohomoloǵıa del algebroide, dΛ,

tiene la siguiente expresión

dΛ : Vk(M) → Vk+1(M), dΛP = −[Λ, P ]. (1.55)

La cohomoloǵıa del algebroide (T ∗M,[[ , ]]Λ,#Λ) es justamente la cohomolo-

ǵıa de Lichnerowicz-Poisson (abreviadamente, LP-cohomoloǵıa) de M (ver

[79]). Denotaremos esta cohomoloǵıa por H∗
LP (M,Λ) o, si no hay peligro de

confusión, por H∗
LP (M).

vi) Para el algebroide de Lie (T ∗M ×R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) de una variedad de

Jacobi (M,Λ, E), bajo la identificación Γ(∧k(TM×R)) ∼= Vk(M)⊕Vk−1(M)

(ver (1.33)), el operador de cohomoloǵıa de este algebroide d(Λ,E) : Vk(M)⊕
Vk−1(M) → Vk+1(M)⊕ Vk(M) está dado por

d(Λ,E)(P,Q) = (−[Λ, P ]+kE∧P+Λ∧Q, [Λ, Q]−(k−1)E∧Q+[E,P ]), (1.56)

para todo (P,Q)∈Vk(M)⊕ Vk−1(M). La cohomoloǵıa resultante, fue intro-

ducida en [74] (ver también [75]) y se denomina cohomoloǵıa de Lichnerowicz-

Jacobi (abreviadamente, LJ-cohomoloǵıa) de M . Denotaremos la LJ-co-

homoloǵıa de M por H∗
LJ(M,Λ, E) o, si no hay peligro de confusión, por

H∗
LJ(M).

Otra forma alternativa de describir esta cohomoloǵıa es la siguiente.
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Si { , } denota el corchete de Jacobi de (M,Λ, E), consideramos la coho-

moloǵıa del álgebra de Lie (C∞(M,R), { , }), relativa a la representación

definida por los campos hamiltonianos, esto es,

C∞(M,R)× C∞(M,R) → C∞(M,R) (f, g) 7→ Xf (g). (1.57)

Esta cohomoloǵıa se denomina cohomoloǵıa de H-Chevalley-Eilenberg de M y

la denotaremos por H∗
HCE(M) (ver [71, 72, 73, 74, 75]). De forma expĺıcita, el

espacio Ck
HCE(M) de las k-cocadenas de H-Chevalley-Eilenberg, es el espacio

vectorial de las aplicaciones k-lineales antisimétricas ck : C∞(M,R) × . . . ×
C∞(M,R) → C∞(M,R) y el operador de cohomoloǵıa ∂HCE del complejo

viene dado por

∂HCEc
k(f0, . . . , fk) =

k∑
i=0

(−1)iXfi
(ck(f0, . . . , f̂i, . . . , fk))+∑

i<j

(−1)i+jck({fi, fj}, f0, . . . , f̂i, . . . , f̂j, . . . , fk)
(1.58)

para todo f0, . . . , fk ∈ C∞(M,R).

Un interesante subcomplejo del complejo H-Chevalley-Eilenberg es el com-

plejo de las cocadenas 1-diferenciables.

Una k-cocadena ck ∈ Ck
HCE(M) se dice que es 1-diferenciable si está definida

por un operador diferencial k-lineal antisimétrico de orden 1.

Si P̃ es un elemento del espacio de todas las k-cocadenas 1-diferenciales

Ck
HCE1−dif (M), entonces, ∂HCEP̃ ∈ Ck+1

HCE1−dif (M). Aśı, podemos consi-

derar el subcomplejo (C∗
HCE1−dif (M), (∂HCE)|C∗

HCE1−dif (M)) del complejo de

H-Chevallely-Eilenberg, cuya cohomoloǵıa H∗
HCE1−dif (M) se denominará la

cohomoloǵıa H-Chevalley-Eilenberg 1-diferenciable de M (ver [74]). Esta co-

homoloǵıa puede ser identificada con la cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi.

En efecto, consideremos los monomorfismos jk :Vk(M)⊕Vk−1(M)→Ck
HCE(M)

dados por

jk(P,Q)(f1, . . . , fk) = P (df1, . . . , dfk)+
k∑
q=1

(−1)q+1fqQ(df1, . . . , d̂f q, . . . , dfk).
(1.59)
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Entonces jk(Vk(M)⊕Vk−1(M)) = Ck
HCE1dif (M), lo cual implica que Vk(M)⊕

Vk−1(M) y Ck
HCE1−dif (M) son isomorfos. Además, usando (1.56), (1.58),

(1.59) y las propiedades del corchete de Schouten-Nijenhuis, se puede probar

que

∂HCE(jk(P,Q)) = jk+1(d(Λ,E)(P,Q)) (1.60)

para todo (P,Q) ∈ Vk(M)⊕Vk−1(M). Concluimos entonces que Hk
LJ(M) es

isomorfo a Hk
HCE1−dif (M), para todo k.

1.4.3 Teoŕıas de homoloǵıa para un algebroide de Lie

En [128] se introduce la noción de operador de homoloǵıa asociado con un

algebroide de Lie A de rango m sobre la variedad M y con una A-conexión

llana sobre ∧mA→M como sigue.

Sea (A, [[ , ]], ρ) un algebroide de Lie sobre M de rango m. Una A-conexión

sobre un fibrado vectorial E →M es una aplicación R-bilineal

∇ : Γ(A)× Γ(E) → Γ(E), (X ,s) 7→ ∇Xs

tal que

∇fXs = f∇Xs, ∇X(fs) = (ρ(X)(f))s+ f∇Xs, ∀f ∈ C∞(M,R).

La curvatura de una A-conexión ∇ puede ser definida, al igual que se hace

para las conexiones usuales, como la aplicación C∞(M,R)-trilinealR : Γ(A)×
Γ(A)× Γ(A) → Γ(A) dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y, Z ∈ Γ(A) . ∇ se dice que es llana si la curvatura de ∇ es

nula.

Cualquier A-conexión sobre ∧mA → M define un operador diferencial D :

Γ(∧kA) → Γ(∧k−1A), cuya expresión local es

D(i(ω)Φ) = (−1)m−k(i(dω)Φ +
m∑
j=1

i((αj ∧ ω))∇Xj
Φ), (1.61)
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donde Φ ∈ Γ(∧mA), ω ∈ Γ(∧m−kA∗), {Xj} es una base local de Γ(A) y {αj}
es la base dual en Γ(A∗). El operador D genera el álgebra de Gerstenhaber

(Γ(∧∗A),∧, [[ , ]]), es decir, para todo U1 ∈ Γ(∧k1A) y U2 ∈ Γ(∧k2A),

[[U1, U2]] = D(U1 ∧ U2)−DU1 ∧ U2 − (−1)k1U1 ∧DU2,

o, equivalentemente,

[[f,X]] = D(fX)− fD(X), [[X, Y ]] = D(X ∧ Y )− (DX)Y + (DY )X,

para f ∈ C∞(M,R) y X,Y ∈ Γ(A).

Además, la conexión ∇ puede ser obtenida desde el operador D. Más pre-

cisamente, se tiene que

∇XΦ = X ∧DΦ, (1.62)

para todo X ∈ Γ(A) y Φ ∈ Γ(∧mA).

De hecho, (1.61) y (1.62) definen una correspondencia biyectiva entre las

A-conexiones sobre ∧mA → M y los operadores lineales D que generan el

álgebra de Gerstenhaber (Γ(∧∗A),∧, [[ , ]]). Bajo esta correspondencia, una

A-conexión llana∇ se corresponde con un operador D de cuadrado cero. Aśı,

una A-conexión llana, ∇, induce un operador de homoloǵıa δ(A,∇) = −D. La

homoloǵıa que resulta H∗(A,∇) es la homoloǵıa del algebroide de Lie A con

respecto a la A-conexión llana ∇.

Si ∇ y ∇′ son dos A-conexiones sobre ∧mA, entonces existe α ∈ Γ(A∗) tal

que

∇′
XΦ = ∇XΦ + α(X)Φ, ∀Φ ∈ Γ(∧mA). (1.63)

Como consecuencia,

D′ −D = i(α), (1.64)

donde D y D′ son sus correspondientes operadores generantes. Además,

(D′)2−D2 = −i(dAα). Aśı, si ∇ y ∇′ son dos A-conexiones llanas, entonces

α ∈ Γ(A∗) es un 1-cociclo. En particular, si α = df , con f ∈ C∞(M,R), se

tiene que Hk(A,∇) ∼= Hk(A,∇′), para todo k (para más detalles, ver [128]).

Supongamos que (A, [[ , ]], ρ) (respectivamente, (A′, [[ , ]]′, ρ′)) es un algebroide

de Lie sobreM de rangom y que ψ : A→ A′ es un isomorfismo de algebroides
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de Lie sobre la identidad (ver (1.50)). Denotamos por ψ1 : Γ(A) → Γ(A′) el

isomorfismo de C∞(M,R)-módulos inducido por ψ. Este isomorfismo puede

ser extendido a un isomorfismo ψr : Γ(ΛrA) → Γ(ΛrA′), definido como en

(1.51).

Además, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.4.6 Sea ∇ (respectivamente, ∇′) una A-conexión llana (res-

pectivamente, una A′-conexión) sobre ΛmA→M (respectivamente, ΛmA′ →
M) tal que ∇ y ∇′ están ψ-relacionadas, es decir,

ψm(∇XΦ) = ∇′
ψ1(X)ψm(Φ), (1.65)

para todo X ∈ Γ(A) y Φ ∈ Γ(ΛmA). Entonces,

ψr ◦D = D′ ◦ ψr+1, (1.66)

donde D (respectivamente, D′) es el operador de homoloǵıa asociado a ∇
(respectivamente, ∇′). Aśı, las homoloǵıas H∗(A,∇) y H∗(A

′,∇′) son iso-

morfas.

Demostración. Denotamos por ψr : Γ(Λr(A′)∗) → Γ(ΛrA∗) el isomorfismo

de C∞(M,R)-módulos dado por (1.51). Un cálculo directo prueba que

ψr(i(ψ
m−r(ω′))Φ) = i(ω′)(ψm(Φ)), (1.67)

para todo ω′ ∈ Γ(Λm−r(A′)∗) y Φ ∈ Γ(ΛmA).

Por tanto, usando (1.52), (1.61), (1.65) y (1.67), deducimos (1.66).

�

Observación 1.4.7 Hay algunas diferencias de signo entre las fórmulas an-

teriores y las dadas en [128]. La razón es la definición del corchete de

Schouten (Observación 1.4.2).

Ejemplos 1.4.8 i) Sea g un álgebra de Lie real de dimensión n. Entonces

∧ng tiene dimensión 1 y obviamente tiene una g-conexión trivial ∇0. Por

tanto, tenemos el operador inducido D0 : ∧∗g → ∧∗−1g de cuadrado cero,
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que genera el corchete de Schouten sobre ∧∗g. Por otro lado, existe otro

operador de homoloǵıa D : ∧∗g→ ∧∗−1g que define la homoloǵıa asociada al

álgebra de Lie g. En general, D es distinto de D0. De hecho (ver [128]), se

tiene que D−D0 = i(ξ0), siendo ξ0 el carácter modular del álgebra de Lie g.

Recordamos que el carácter modular de g es el elemento ξ0 ∈ g∗ definido por

ξ0 : g→ R, ξ 7→ traza(adξ),

donde adξ : g → g es el endomorfismo dado por adξ(η) = [ξ, η], para todo

η ∈ g. Se puede comprobar que ξ0 es un 1-cociclo en la cohomoloǵıa del

álgebra de Lie g. Además, si ξ0 es 0, la homoloǵıa del álgebra de Lie g es

isomorfa a la cohomoloǵıa de g.

ii) Sea (M,Λ) una variedad de Poisson y (T ∗M, [[ , ]]Λ,#Λ) su algebroide

de Lie asociado. En [12, 69] se introduce la homoloǵıa canónica de M ,

Hcan
∗ (M,Λ) (o si no hay peligro de confusión, Hcan

∗ (M)), como la homoloǵıa

asociada al complejo (Ω∗(M) =
⊕

Ωk(M), δΛ), donde el operador δΛ :

Ωk(M) → Ωk−1(M) viene dado por la expresión

δΛ = i(Λ) ◦ d− d ◦ i(Λ). (1.68)

Para obtener este operador, Brylinski [12] considera la homoloǵıa Chevalley-

Eilenberg del álgebra de Lie (C∞(M,R), { , }), donde { , } es el corchete

de Poisson de M . Con el fin de dar una descripción de esta construcción,

previamente recordaremos la definición de la homoloǵıa de un álgebra de Lie

A con coeficientes en un A-módulo (ver, por ejemplo, [16]).

Sea (A, [ , ]) un álgebra de Lie real (no necesariamente de dimensión finita) y

M un espacio vectorial real. Supongamos que existe una aplicación bilineal

A×M→M, (a,m) 7→ a ·m

compatible con el corchete [ , ] en el sentido que satisface la relación (1.47).

Consideramos el espacio vectorial Ck(A;M) definido como el producto ten-

sorial M ⊗ ∧kA, donde ∧∗A es el álgebra exterior de A. A los elemen-

tos de Ck(A;M) les llamaremos k-cadenas M-valuadas. El operador lineal
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δk : Ck(A;M) → Ck−1(A;M) caracterizado por

δk(m⊗ (a1 ∧ . . . ∧ ak)) =
∑

1≤i≤k

(−1)i+1ai ·m⊗ (a1 ∧ . . . ∧ âi ∧ . . . ∧ ak)+∑
1≤i<j≤k

(−1)i+jm⊗ ([ai, aj] ∧ a1 ∧ . . . ∧ âi ∧ . . . ∧ âj ∧ . . . ∧ ak),

satisface que δk−1 ◦ δk = 0, para todo k. Aśı, tenemos definidos los corres-

pondientes espacios de homoloǵıa

Hk(A;M) =
ker{δk : Ck(A;M) → Ck−1(A;M)}
Im{δk+1 : Ck+1(A;M) → Ck(A;M)}

.

Esta homoloǵıa se denomina la homoloǵıa del álgebra de Lie A relativa a la

representación de A sobre M.

En el caso particular en el que consideremos la representación inducida por

la propia estructura de álgebra de Lie, esto es,

A×A → A, (a, a′) 7→ [a, a′],

entonces la homoloǵıa resultante es, la homoloǵıa de Chevalley-Eilenberg de

(A, [ , ]).

Ahora, sean (M,Λ) una variedad de Poisson de dimensión n y { , } el corchete

de Poisson asociado. Consideramos la homoloǵıa de Chevalley-Eilenberg del

álgebra de Lie (C∞(M,R), { , }).
Denotamos por CCE

k (M) el espacio de las k-cadenas en el complejo de ho-

moloǵıa de Chevalley-Eilenberg, por δCE el operador de homoloǵıa y por

HCE
k (M) el k-ésimo grupo de homoloǵıa. Entonces, si f ⊗ (f1 ∧ . . . ∧ fk) ∈

CCE
k (M) = C∞(M,R)⊗ Λk(C∞(M,R))

δCEk (f ⊗ (f1 ∧ . . . ∧ fk) =
∑

1≤i≤k

(−1)i+1{fi, f} ⊗ (f1 ∧ . . . ∧ f̂i ∧ . . . ∧ fk)

+
∑

1≤i<j≤k

(−1)i+jf ⊗ ({fi, fj} ∧ f1 ∧ . . . ∧ f̂i ∧ . . . ∧ f̂j ∧ . . . ∧ fk).

Por otra parte, las aplicaciones antisimétricas y k-multilineales

π̃k : (C∞(M,R))k → Ωk(M), π̃k(f1, . . . , fk) = df1 ∧ . . . ∧ dfk,
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inducen una aplicación πk : CCE
k (M) → Ωk(M) que es localmente suprayec-

tiva. Este hecho nos permite obtener un operador de homoloǵıa δΛ sobre

Ω∗(M) que satisface la siguiente condición

δΛ ◦ πk = πk−1 ◦ δCE.

δΛ es justamente el operador descrito en (1.68) (ver [12] para más detalles).

Se puede probar fácilmente que

#Λ(α)(f) = δΛ(fα)− fδΛ(α),

[[α, β]]Λ = −δΛ(α ∧ β) + δΛ(α) ∧ β − α ∧ δΛ(β),

para cualesquiera f ∈ C∞(M,R) y α, β ∈ Ω1(M). Por tanto, δΛ genera

el corchete de Gerstenhaber sobre Ω∗(M) inducido por el algebroide de Lie

(T ∗M, [[ , ]]Λ,#Λ). Aśı, δΛ se corresponde con una (T ∗M)-conexión llana sobre

∧nT ∗M . Teniendo en cuenta (1.62), esta conexión viene definida por

∇Λ
θ Φ = θ ∧ δΛ(Φ) = −θ ∧ d(i(Λ)Φ),

para todo θ ∈ Ω1(M) y para todo Φ ∈ Ωn(M).

iii) Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi de dimensión n.

El espacio Γ(∧k(T ∗M ×R)) puede ser identificado con Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M)

(ver (1.34)). Bajo esa identificación y si consideramos el algebroide de Lie

asociado a M , (T ∗M × R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)), entonces uno puede introducir

la (T ∗M × R)-conexión llana ∇(Λ,E) sobre ∧n+1(TM × R) definida por (ver

[118])

∇(Λ,E)
(α,f) (0,Φ) = (0, fdi(E)Φ + α ∧ (di(Λ)Φ− ni(E)Φ)), (1.69)

para (α, f) ∈ Ω1(M) ⊕ C∞(M,R) y Φ ∈ Ωn(M). Esta conexión induce el

operador de homoloǵıa δ(Λ,E) : Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M) → Ωk−1(M) ⊕ Ωk−2(M),

dado por

δ(Λ,E)(α, β) = (i(Λ)dα− di(Λ)α+ ki(E)α+ (−1)kLEβ,
i(Λ)dβ − di(Λ)β + (k − 1)i(E)β + (−1)ki(Λ)α).

(1.70)
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con (α, β) ∈ Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M). A esta homoloǵıa la denominaremos la

homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi (abreviadamente, LJ-homoloǵıa) de M .

La LJ-homoloǵıa de M será denotada por HLJ
∗ (M,Λ, E) o, si no hay peligro

de confusión, por HLJ
∗ (M).

Otra descripción alternativa de la LJ-homoloǵıa es la siguiente.

Si { , } denota el corchete de Jacobi de (M,Λ, E), podemos considerar la

homoloǵıa del álgebra de Lie (C∞(M,R), { , }) relativa a la representación

definida por los campos hamiltonianos como en (1.57). Esta homoloǵıa se

denomina la homoloǵıa H-Chevalley-Eilenberg asociada a M . Denotamos por

CHCE
k (M) el espacio de las k-cadenas en el complejo H-Chevalley-Eilenberg,

por δHCE el operador de homoloǵıa y por HHCE
k (M) el k-ésimo grupo de

homoloǵıa. Entonces, si f ⊗ (f1 ∧ . . . ∧ fk) ∈ CHCE
k (M) = C∞(M,R) ⊗

∧k(C∞(M,R)),

δHCE(f ⊗ f1 ∧ . . . ∧ fk) =
∑

1≤i≤k

(−1)iXfi
(f)⊗ (f1 ∧ . . . ∧ f̂i ∧ . . . ∧ fk) +∑

1≤i<j≤k

(−1)i+jf ⊗ ({fi, fj} ∧ f1 ∧ . . . ∧ f̂i ∧ . . . ∧ f̂j ∧ . . . ∧ fk). (1.71)

Por otra parte, la aplicación k-multilineal y antisimétrica π̃k : C∞(M,R) ×
. . .(k . . .× C∞(M,R) → Ωk(M)⊗ Ωk−1(M) definida por

π̃k(f1, . . . , fk) = (df1 ∧ . . . ∧ dfk,
k∑
i=1

(−1)i+kfidf1 ∧ . . . ∧ d̂f i ∧ . . . ∧ dfk)

induce una aplicación lineal πk : CHCE
k (M) → Ωk(M)⊕ Ωk−1(M) caracteri-

zada por

πk(f ⊗ (f1 ∧ . . . ∧ fk)) = (fdf1 ∧ . . . ∧ dfk,
k∑
i=1

(−1)i+kffidf1 ∧ . . . ∧ d̂f i ∧ . . . ∧ dfk)
(1.72)

para todo f ⊗ (f1 ∧ . . . ∧ fk) ∈ CHCE
k (M).

Un cálculo directo, usando (1.2), (1.27), (1.70), (1.71) y (1.72), nos permite

probar que

δ(Λ,E) ◦ πk = πk−1 ◦ δHCE. (1.73)
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Puesto que πk es una aplicación localmente suprayectiva, de (1.73), se sigue

directamente que (δ(Λ,E))2 = 0 y, por tanto, esto nos permite dar una des-

cripción alternativa del operador δ(Λ,E).

Observación 1.4.9 Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi y Ωk
B(M) el es-

pacio de las k-formas básicas con respecto a E, es decir, α ∈ Ωk
B(M) si y sólo

si se tiene que

i(E)α = 0, LEα = 0.

Denotamos por δ̄(Λ,E) el operador de homoloǵıa del subcomplejo del LJ-

complejo que consiste en los pares (0, α), siendo α una forma básica con

respecto a E. Bajo la identificación canónica {0} ⊕ Ωk
B(M) ∼= Ωk

B(M) se

tiene que

δ̄(Λ,E)α = i(Λ)dα− di(Λ)α, para todo α ∈ Ωk
B(M).

El complejo de homoloǵıa (Ω∗
B(M), δ̄(Λ,E)) fue estudiado en [22] y en [23] y

su homoloǵıa asociada se denomina la homoloǵıa canónica de la variedad de

Jacobi M . Este nombre se justifica por el hecho de que si M es una variedad

de Poisson (E = 0), entonces el complejo de homoloǵıa (Ω∗
B(M), δ̄(Λ,0)) es

justamente el complejo canónico introducido por Brylinski [12] (ver también

[69]). Nótese que d◦ δ̄(Λ,E)+ δ̄(Λ,E)◦d = 0 y, por tanto, se puede considerar un

complejo doble y dos sucesiones espectrales asociadas a él. La anulación de

estas sucesiones espectrales en el primer término y otros aspectos relacionados

fueron discutidos en [12, 31, 33, 49, 50, 96, 129]) (para el caso de una variedad

de Poisson) y en [22, 23] (para el caso de una variedad de Jacobi).

1.4.4 La clase modular de un algebroide de Lie orien-
table

Si (A, [[ , ]], ρ) es un algebroide de Lie orientable de rango m sobre una varie-

dad orientable M de dimensión n, se puede introducir la clase modular de A

como sigue (ver [29]). Sea ν ∈ Γ(∧mA∗) una m-sección no nula en todo punto

y sea Φ ∈ Ωn(M) una forma de volumen sobre M . Entonces, definimos la
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sección M(ν,Φ)
A de A∗ →M por

M(ν,Φ)
A (X) = divΦρ(X)− divνX, (1.74)

para todo X ∈ Γ(A), donde divΦρ(X) es la divergencia del campo de vec-

tores ρ(X) con respecto a Φ y divνX es la función sobre M caracteri-

zada por LAXν = (divνX)ν. La sección M(ν,Φ)
A es un 1-cociclo en el com-

plejo de cohomoloǵıa del algebroide de Lie de A y la clase de cohomoloǵıa

MA = [M(ν,Φ)
A ] ∈ H1(A) es la clase modular de A (ver [29]).

Ejemplos 1.4.10 i) Cuando un álgebra de Lie g es considerada como un

algebroide de Lie sobre un punto, su clase modular está dada por el carácter

modular ξ0 ∈ g∗ de g (ver Ejemplo 1.4.8 y [29]).

ii) Sea (M,Λ) una variedad de Poisson orientable de dimensión n y (T ∗M,[[ , ]]Λ,

#Λ) su algebroide de Lie asociado. Consideremos Φ ∈ Ωn(M) una forma de

volumen sobre M y denotamos por VΦ el n-vector sobre M definido por

α1 ∧ . . . ∧ αn = VΦ(α1, . . . , αn)Φ, para todo α1, . . . , αn ∈ Ω1(M).

La divergencia del campo de vectores #Λ(df) respecto a Φ, está caracterizada

por

L#Λ(df)Φ = (divΦ#Λ(df))Φ. (1.75)

Además,

dΛ(i(df)VΦ) = −(divΦ#Λ(df))VΦ. (1.76)

Aśı, usando (1.74), (1.75) y (1.76) concluimos que la clase modular del alge-

broide (T ∗M, [[ , ]]Λ,#Λ) es la clase de cohomoloǵıa

MT ∗M = [2XΦ
Λ ] ∈ H1

LP (M),

donde XΦ
Λ es el campo de vectores caracterizado por

XΦ
Λ (f) = divΦ#Λ(df) (1.77)

para todo f ∈ C∞(M,R) (ver [29]).
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Este campo de vectores es el campo modular de M respecto a Φ. La clase de

cohomoloǵıa definida por el campo de vectores XΦ
Λ en la LP-cohomoloǵıa fue

denominada por Weinstein ([124]) la clase modular-Poisson de (M,Λ).

iii) Sean (M,Λ, E) una variedad de Jacobi orientable de dimensión n y

(T ∗M × R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) el algebroide de Lie asociado a M . Suponga-

mos ν ∈ Ωn(M) una forma de volumen sobre M y denotemos por Vν el

n-vector sobre M definido por

α1 ∧ . . . ∧ αn = Vν(α1, . . . , αn)ν, para todo α1, . . . , αn ∈ Ω1(M).

De (1.38) se obtiene que

Le#(Λ,E)(df,f)ν = (divν#Λ(df) + fdivνE + E(f))ν, (1.78)

y usando (1.35) y (1.56) se deduce que

d(Λ,E)(i(df, f)(0, Vν)) = −(divν#Λ(df)−mE(f) + fdivνE)(0, Vν). (1.79)

Aśı, de (1.74), (1.78) y (1.79) concluimos que la clase modular del algebroide

de Lie (T ∗M × R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) es la clase de cohomoloǵıa

M
T ∗M×R = [(2X ν

(Λ,E) + (1− n)E, 2divνE)] ∈ H1
LJ(M), (1.80)

donde X ν
(Λ,E) es el campo de vectores caracterizado por

L#Λ(df)ν = X ν
(Λ,E)(f)ν (1.81)

para todo f ∈ C∞(M,R).

Finalmente, relacionaremos la clase modular M
T ∗M×R del algebroide de Lie

(T ∗M×R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) de una variedad de Jacobi (M,Λ, E) con la clase

modular de M introducida por Vaisman [118]. Recordemos en primer lugar

la construcción de esta última clase de cohomoloǵıa

En lo siguiente, asumiremos que (M,Λ, E) es una variedad de Jacobi o-

rientable de dimensión n. Una forma de volumen ν sobre M induce una
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(T ∗M ×R)-conexión llana ∇0 sobre ∧n+1(T ∗M ×R) definida de la siguiente

forma

(∇0)(α,f)(0, ν) = (0, 0), para todo (α, f) ∈ Ω1(M)× C∞(M,R).

Entonces, usando (1.35), (1.61), (1.62) y (1.70), tenemos que para todo

(α, f) ∈ Ω1(M)× C∞(M,R),

∇(α,f)(0, ν)− (∇0)(α,f)(0, ν) = (α, f) ∧ δ(Λ,E)(0, ν)

= (0, (fdivνE − nα(E))ν + α ∧ di(Λ)ν),
(1.82)

donde divνE es la divergencia del campo E con respecto a ν, es decir,

LEν = (divνE)ν.

Ahora, sea X ν
(Λ,E) el campo de vectores definido en (1.81).

Usando (1.81) y la relación

i(#Λ(α))ν = −α ∧ i(Λ)ν,

con α ∈ Ω1(M), se sigue que

α(X ν
(Λ,E))ν = L#Λ(α)ν + dα ∧ i(Λ)ν

= α ∧ di(Λ)ν.
(1.83)

Por tanto, sustituyendo (1.83) en (1.82),

∇(Λ,E)
(α,f) (0, ν)− (∇0)(α,f)(0, ν) = (0, (fdivνE + α(X ν

(Λ,E) − nE))ν). (1.84)

Denotamos por D0 el correspondiente operador de homoloǵıa asociado a ∇0.

De (1.61) y (1.84), deducimos que

D −D0 = ı(X ν
(Λ,E) − nE, divνE). (1.85)

El par

Mν
(Λ,E) = (X ν

(Λ,E) − nE, divνE) ∈ X(M)× C∞(M,R) (1.86)
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define un 1-cociclo en el complejo de la LJ-cohomoloǵıa de M , es decir,

d(Λ,E)(Mν
(Λ,E)) = (0, 0) (ver [118]).

Además, la correspondiente clase de cohomoloǵıa M(Λ,E) ∈ H1
LJ(M) no de-

pende de la forma de volumen ν (ver [118]). Esta clase de cohomoloǵıa

M(Λ,E) se denomina la clase modular-Jacobi de M (ver [118]).

La clase modular M(Λ,E) de la variedad de Jacobi (M,Λ, E) no coincide, en

general, con la clase modular M
T ∗M×R del algebroide (T ∗M×R, [[ , ]](Λ,E),

#̃(Λ,E)). De hecho, comparando (1.80) y (1.86) obtenemos que estas clases

de cohomoloǵıa están relacionadas como sigue

M
T ∗M×R = 2M(Λ,E) + (n+ 1)[(E, 0)].

La variedad M se dice que es una variedad de Jacobi unimodular si la clase

modular-Jacobi M(Λ,E) es cero. En tal caso, usando (1.85) y los resultados

de [128] descritos en la Sección 1.4.3, concluimos lo siguiente.

Teorema 1.4.11 [118] Si (M,Λ, E) es una variedad de Jacobi unimodular

de dimensión n entonces

HLJ
r (M) ∼= Hn+1−r

LJ (M)

para todo r ∈ {0, . . . , n+ 1}.

Observación 1.4.12 Sea (M,Λ) una variedad de Poisson orientable.

(i) Denotamos por MΛ la clase modular-Poisson de (M,Λ) (ver Ejemplos

1.4.10 ii)). Se dice que (M,Λ) es una variedad de Poisson unimodular si

MΛ = 0 (para más detalles, ver [124]).

(ii) Sea (Idk, 0) : Hk
LP (M) → Hk

LJ(M) el homomorfismo canónico dado por

(Idk, 0)([P ]) = [(P, 0)], para P ∈ Hk
LP (M).

Como los espacios de las 0-cocadenas en el LP-complejo y en el LJ-complejo

coinciden con C∞(M,R), deducimos que (Id1, 0) : H1
LP (M) → H1

LJ(M) es

un monomorfismo.
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Por otro lado, de (1.77), (1.81) y (1.86), se sigue que

(Id1, 0)MΛ = M(Λ,0),

donde M(Λ,0) es la clase modular de Jacobi de (M,Λ, 0). Por tanto, con-

cluimos que (M,Λ) es una variedad de Poisson unimodular si y sólo si

(M,Λ, 0) es una variedad de Jacobi unimodular.

Observación 1.4.13 Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi orientable y

(M × R, Λ̃) la poissonización de M (ver Sección 1.3).

(i) Supongamos que ν es una forma de volumen sobre M y consideramos en

M × R la forma de volumen

ν̃ = e(n+1)tν ∧ dt,

donde n es la dimensión de M y t es la coordenada usual sobre R. Usando los

resultados de Vaisman (ver las relaciones (3.13) y (3.14) en [118]) deducimos

que el campo modular X eν
eΛ

de (M × R, Λ̃) con respecto a ν̃ es

X eν
eΛ

= e−t(X ν
(Λ,E) − nE + (divνE)

∂

∂t
).

Aśı, de (1.86), concluimos que X eν
eΛ

es cero si y sólo si Mν
(Λ,E) es cero.

(ii) Usando de nuevo los resultados de Vaisman [118], tenemos que si (M,Λ,E)

es una variedad de Jacobi unimodular, entonces (M ×R, Λ̃) es una variedad

de Poisson unimodular. En general, el inverso no es cierto, como veremos en

el Caṕıtulo 4 (ver Sección 4.3 del Caṕıtulo 4).
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CAṔITULO 2

Bialgebroides de Lie generalizados triangulares:
cohomoloǵıa y homoloǵıa

La noción de bialgebroide de Lie generalizado fue introducida por Iglesias y

Marrero [59] como una generalización de la definición de bialgebroide de Lie

en el sentido de Mackenzie y Xu [89]. Una clase importante de bialgebroides

de Lie generalizados son los triangulares. En este caṕıtulo consideraremos

teoŕıas de cohomoloǵıa y homoloǵıa asociadas al algebroide de Lie dual de

un bialgebroide de Lie generalizado triangular. Además, probaremos que la

anulación de una cierta clase de cohomoloǵıa implica la existencia de dualidad

entre estas teoŕıas.

2.1 Bialgebroides de Lie generalizados trian-

gulares

2.1.1 φ0-cohomoloǵıa de un algebroide de Lie

Sean (A, [[ , ]], ρ) es un algebroide de Lie sobre M y φ0 ∈ Γ(A∗) un 1-cociclo

en el complejo de cohomoloǵıa de A con coeficientes triviales. Usando (1.49),

se puede definir una representación ρφ0 : Γ(A)×C∞(M,R) → C∞(M,R) del

57
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álgebra de Lie (Γ(A), [[ , ]]) sobre el espacio C∞(M,R) dada por

ρφ0(X)f = ρ(X)(f) + φ0(X)f, (2.1)

para X ∈ Γ(A) y f ∈ C∞(M,R) (ver [59]). Aśı, se puede considerar la

cohomoloǵıa del álgebra de Lie (Γ(A), [[ , ]]) con coeficientes en C∞(M,R)

y el subcomplejo Γ(∧∗A∗) de las cocadenas que son C∞(M,R)-lineales. El

operador de cohomoloǵıa (dA)φ0 : Γ(∧kA∗) → Γ(∧k+1A∗) de este subcomplejo

se denomina la φ0-diferencial de A. Se tiene que

(dA)φ0(α) = dAα+ φ0 ∧ α, (2.2)

donde dA es la diferencial del algebroide de Lie (A, [[ , ]], ρ). Los correspon-

dientes espacios de cohomoloǵıa lo denotaremos por H∗
φ0

(A) (ver [59]).

Si X es una sección de A → M , la φ0-diferencial nos permite introducir la

φ0-derivada de Lie con respecto a X, (LAφ0
)X : Γ(∧kA∗) → Γ(∧kA∗), como

sigue

(LAφ0
)X = (dA)φ0 ◦ iX + iX ◦ (dA)φ0 . (2.3)

Observación 2.1.1 Si φ0 es un 1-coborde, es decir, si existe f ∈ C∞(M,R)

tal que φ0 = dAf , entonces la aplicación

Γ(∧kA∗) → Γ(∧kA∗), φ 7→ e−fφ,

induce un isomorfismo entre los grupos de cohomoloǵıa Hk(A) y Hk
φ0

(A).

Ejemplos 2.1.2 i) Si ω es una 1-forma cerrada sobre una variedad M , en-

tonces ω es un 1-cociclo para el algebroide trivial (TM, [ , ], Id) y la ω-

diferencial dω : Ωk(M) → Ωk+1(M) tiene la siguiente expresión

dω(α) = dα+ ω ∧ α (2.4)

para todo α ∈ Ωk(M).

Algunos resultados sobre la cohomoloǵıa definida por el operador dω fueron

obtenidos por [45] y [113] (ver también la Sección 3.4 de este caṕıtulo). Estos
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resultados fueron usados en el estudio de las estructuras localmente conforme

Kähler y localmente conforme simplécticas.

ii) Para el algebroide de Lie (TM × R, , , π), la 1-cocadena φ0 = (0, 1) ∈
Ω1(M) ⊕ C∞(M,R) ∼= Γ(T ∗M × R) es un 1-cociclo (ver (1.53)) y la φ0-

diferencial está dada por

d̃(0,1)(α, β) = (dα, α− dβ), (2.5)

para (α, β) ∈ Ωk(M)⊕Ωk−1(M). Nótese que, en este caso, H∗
(0,1)(TM×R) ∼=

{0}, ya que si [(α, β)] ∈ H∗
(0,1)(TM × R), entonces, d̃(0,1)(α, β) = (0, 0), esto

es, dα = 0 y dβ = α. Aśı, si consideramos (β, 0) ∈ Ωk−1(M)⊕ Ωk−2(M), se

tiene que d̃(0,1)(β, 0) = (α, β), con lo cual se deduce que [(α, β)] = [(0, 0)],

para todo [(α, β)] ∈ H∗
(0,1)(TM × R), es decir, H∗

(0,1)(TM × R) ∼= {0}.
iii) Sea (T ∗M×R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) el algebroide de Lie asociado a la variedad

de Jacobi (M,Λ, E). Denotamos por d(Λ,E) la diferencial de este algebroide

de Lie. Bajo la identificación Γ(∧k(TM ×R)) ∼= Vk(M)⊕Vk−1(M) y usando

(1.1) y (1.56), se sigue que X0 = (−E, 0) ∈ X(M)⊕C∞(M,R) ∼= Γ(TM×R)

es un 1-cociclo en la cohomoloǵıa de este algebroide, ya que

d(Λ,E)(−E, 0) = ([Λ, E], 0) = (0, 0).

Entonces, de (1.35), (1.56) y (2.2), se obtiene la siguiente expresión para la

X0-diferencial (d(Λ,E))X0 = (d(Λ,E))(−E,0),

(d(Λ,E))(−E,0)(P,Q) = d(Λ,E)(P,Q) + (−E, 0) ∧ (P,Q)

= (−[Λ, P ] + (k − 1)E ∧ P + Λ ∧Q, (2.6)

[Λ, Q]− (k − 2)E ∧Q+ [E,P ]),

para (P,Q) ∈ Vk(M) ⊕ Vk−1(M). Nótese que (d(Λ,E))(−E,0) es justamente

el operador de cohomoloǵıa del complejo de cohomoloǵıa 1-diferenciable de

Chevalley-Eilenberg de M (ver [45] y [81]). Recordamos que el complejo de

Chevalley-Eilenberg está definido por la representación del álgebra de Lie de

las funciones dada por

C∞(M,R)× C∞(M,R) → C∞(M,R), (f, g) 7→ {f, g}
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para toda f, g ∈ C∞(M,R), donde { , } es el corchete de Jacobi de M .

El complejo 1-diferenciable de Chevalley-Eilenberg es el subcomplejo que

consiste en todas las cocadenas 1-diferenciables (ver Ejemplos 1.4.5 v)).

La identificación entre la cohomoloǵıa H∗
(−E,0)(T

∗M×R) y la cohomoloǵıa 1-

diferenciable de Chevalley-Eilenberg deM se obtiene usando los isomorfismos

jk : Vk(M)⊕ Vk−1(M) → Ck
CE−1dif (M) dados por

jk(P,Q)(f1, . . . , fk) = P (df1, . . . , dfk) +
k∑
q=1

(−1)q+1fqQ(df1, . . . , d̂f q, . . . , dfk)

donde Ck
CE1−dif (M) denota el espacio de todas las k-cocadenas 1-diferenciables.

2.1.2 Corchete de φ0-Schouten de un algebroide de Lie

Sea (A, [[ , ]], ρ) un algebroide de Lie y φ0 ∈ Γ(A∗) un 1-cociclo. Entonces, imi-

tando la definición del corchete de Schouten de dos operadores diferenciales

multilineales de primer orden sobre el espacio de las funciones reales C∞-

diferenciables en una variedad N , (ver [9]), se introduce en [59] el corchete

de φ0-Schouten de una k-sección P y una k′-sección P ′, como la (k+ k′− 1)-

sección dada por

[[P, P ′]]φ0 = [[P, P ′]]+(−1)k+1(k−1)P∧(i(φ0)P
′)−(k′−1)(i(φ0)P )∧P ′, (2.7)

donde [[ , ]] es el corchete de Schouten usual de A. El corchete de φ0-Schouten

satisface las siguientes propiedades:

[[X, f ]]φ0 = ρφ0(X)(f),

[[X,Y ]]φ0 = [[X,Y ]],

[[P, P ′]]φ0 = (−1)kk
′
[[P ′, P ]]φ0 ,

[[P, P ′∧P ′′]]φ0 = [[P, P ′]]φ0∧P ′′+(−1)k
′(k+1)P ′∧ [[P, P ′′]]φ0−(i(φ0)P )∧P ′∧P ′′,

(−1)kk
′′
[[[[P,P ′]]φ0, P

′′]]φ0+(−1)k
′k′′ [[[[P ′′, P ]]φ0 , P

′]]φ0+(−1)kk
′
[[[[P ′, P ′′]]φ0 , P ]]φ0=0,

para f ∈ C∞(M,R), X, Y ∈ Γ(A), P ∈ Γ(∧kA), P ′ ∈ Γ(∧k′A) y P ′′ ∈
Γ(∧k′′A) (ver [59]).

Si X ∈ Γ(A) entonces, usando el corchete de φ0-Schouten, uno puede intro-

ducir la φ0-derivada de Lie de una k-multisección P ∈ Γ(∧kA) con respecto
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a X como sigue

(LAφ0
)XP = [[X,P ]]φ0 .

Ejemplo 2.1.3 Para el algebroide de Lie (TM × R, , , π) y el 1-cociclo

(0, 1) tenemos que el corchete de (0, 1)-Schouten tiene la siguiente expresión

(ver (1.35), (1.37) y (2.7))

(P,Q), (P ′,Q′) (0,1) =([P, P ′]+ (−1)k+1(k − 1)P ∧Q′− (k′− 1)Q ∧ P ′,

(−1)k+1[P,Q′]− [Q,P ′] + (−1)k+1(k − k′)Q ∧Q′).
(2.8)

Nótese que (Λ, E) ∈ Γ(∧2(TM × R)) define una estructura de Jacobi sobre

M si y sólo si (Λ, E), (Λ, E) (0,1) = 0 (ver (1.1) y (2.8)), ya que

(Λ, E), (Λ, E) (0,1) = ([Λ,Λ]− 2E ∧ Λ,−2[E,Λ]).

Además, usando (2.6) y (2.8), obtenemos que la (-E, 0) -diferencial (d(Λ,E))(−E,0)

del algebroide de Lie asociado a una variedad de Jacobi (M,Λ, E) puede ser

descrita en términos del corchete de (0, 1)-Schouten como sigue

(d(Λ,E))(−E,0)(P,Q) = − (Λ, E), (P,Q) (0,1), (2.9)

para todo (P,Q) ∈ Vk(M) ⊕ Vk−1(M). Es notable la similitud entre la

ecuación (2.9) y la expresión de la diferencial del algebroide de Lie asociado

a una variedad de Poisson (ver (1.55)).

2.1.3 Bialgebroides de Lie generalizados triangulares

Sea (A, [[ , ]], ρ) un algebroide de Lie, tal que su fibrado dual, A∗ → M ,

también tiene estructura de algebroide de Lie ([[ , ]]∗, ρ∗) . Recordamos que

el par (A,A∗) es un bialgebroide de Lie ([89]), (ver también [64]) si

dA∗ [[X, Y ]] = LAXdA∗Y − LAY dA∗X

para todo X,Y ∈ Γ(A).

Una clase importante de bialgebroides de Lie son los triangulares cuya defi-

nición es la siguiente.
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Sea (A, [[ , ]], ρ) un algebroide de Lie sobre M . Consideremos P ∈ Γ(∧2A)

una bisección de A satisfaciendo

[[P, P ]] = 0.

Entonces, el par (A,P ) recibe el nombre de bialgebroide de Lie triangular

(ver [89]). Veamos que P nos permite definir una estructura de algebroide

de Lie sobre A∗ de tal manera que el par (A,A∗) es un bialgebroide de Lie.

Denotamos por #P : Γ(A∗) → Γ(A) el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos

dado por

#P (φ) = i(φ)P. (2.10)

Ahora consideramos sobre A∗ la estructura de algebroide de Lie ([[ , ]]∗, ρ∗)

definida por

[[φ1, φ2]]∗ = i(#P (φ1))dAφ2 − i(#P (φ2))dAφ1 + dA(P (φ1, φ2))
ρ∗ = ρ ◦#P ,

}
(2.11)

para todo φ1, φ2 ∈ Γ(A∗). Entonces, el par (A,A∗) es un bialgebroide de Lie.

Ejemplo 2.1.4 Sea (M,Λ) una variedad de Poisson. Consideremos el al-

gebroide de Lie (TM, [ , ], 1TM). Entonces (TM,Λ) es un bialgebroide de

Lie triangular y la estructura de algebroide de Lie inducida sobre T ∗M es la

descrita en el Ejemplo 1.4.3 v).

Observación 2.1.5 Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi. Si consideramos

el algebroide de Lie asociado a M , (T ∗M×R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) y el algebroide

de Lie natural (TM ×R, , , π) sobre TM ×R→M , a diferencia de lo que

ocurre en una variedad de Poisson, (TM×R, T ∗M×R) no es un bialgebroide

de Lie (ver [59, 118]).

Esta observación y algunos ejemplos de estructuras de Jacobi lineales ob-

tenidos en [58] motivaron la introducción en [59] (ver también [44]) de la

definición de bialgebroide de Lie generalizado que recordamos a continuación.

Sea (A, [[ , ]], ρ) un algebroide de Lie sobre M y φ0 ∈ Γ(A∗) un 1-cociclo en la

cohomoloǵıa del algebroide. Asumiremos que el fibrado dual A∗ admite una



2.1.3. Bialgebroides de Lie generalizados triangulares 63

estructura de algebroide de Lie ([[ , ]]∗, ρ∗) y que X0 ∈ Γ(A) es un 1-cociclo

en la cohomoloǵıa de este algebroide. Entonces el par ((A, φ0), (A
∗, X0)) es

un bialgebroide de Lie generalizado sobre M ([59]), si para todo X, Y ∈ Γ(A)

y P ∈ Γ(∧kA)

(dA∗)X0 [[X,Y ]] = [[X, (dA∗)X0Y ]]φ0 − [[Y, (dA∗)X0X]]φ0 ,

(LA∗

X0
)φ0P + (LAφ0

)X0P = 0. (2.12)

Observación 2.1.6 i) (2.12) es equivalente a las condiciones

φ0(X0) = 0, ρ(X0) = −ρ∗(φ0),

(LA∗

X0
)φ0X + [[X0, X]] = 0, para todo X ∈ Γ(A).

(ver [59]).

ii) Cuando los 1-cociclos φ0 y X0 son nulos, se recobra la noción de bialge-

broide de Lie en el sentido de Mackenzie-Xu [89].

iii) Recientemente, Grabowski y Marmo [44] han dado una nueva caracteri-

zación de los bialgebroides de Lie generalizados. Para ello, consideran el

corchete [[ , ]]′φ0
de una k-sección P y una k′-sección P ′ como la (k + k′ − 1)-

sección dada por

[[P, P ′]]′φ0
= (−1)k+1[[P, P ′]]φ0 .

Entonces ((A, φ0), (A
∗, X0)) es un bialgebroide de Lie generalizado si y sólo

si (dA∗)X0 es una derivación con respecto a (
⊕
k

Γk(∧kA), [[ , ]]′φ0
), esto es,

(dA∗)X0 [[P, P
′]]′φ0

= [[(dA∗)X0P, P
′]]′φ0

+ (−1)k+1[[P, (dA∗)X0P
′]]′φ0

,

para todo P ∈ Γ(∧kA) y P ′ ∈ Γ(∧k′A).

Ejemplos de bialgebroides de Lie generalizados son los bialgebroides de Lie

generalizados triangulares cuya definición es la siguiente (ver [59]).

Sea ahora (A, [[ , ]], ρ) un algebroide de Lie sobre M y φ0 ∈ Γ(A∗) un 1-cociclo

en la cohomoloǵıa del algebroide. Además, sea P ∈ Γ(∧2A) una bisección

satisfaciendo

[[P, P ]]φ0 = [[P, P ]]− 2P ∧ i(φ0)P = 0. (2.13)
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La terna (A, φ0, P ) es un bialgebroide de Lie generalizado triangular (nótese

que si φ0 = 0, entonces el par (A,P ) es un bialgebroide de Lie triangular).

Si A∗ → M es el fibrado dual de A, podemos introducir una estructura de

algebroide de Lie sobre A∗, donde el corchete [[ , ]]∗ : Γ(A∗)×Γ(A∗) → Γ(A∗)

y la aplicación ρ∗ : Γ(A∗) → X(M) están definidos por

[[φ1, φ2]]∗ = i(#P (φ1))dφ0φ2 − i(#P (φ2))dφ0φ1 + dφ0(P (φ1, φ2))
ρ∗ = ρ ◦#P

}
Además, X0 = −#P (φ0) ∈ Γ(A) es un 1-cociclo para el algebroide de Lie

(A∗, [[ , ]]∗, ρ∗) y el par ((A, φ0), (A
∗, X0)) es un bialgebroide de Lie generali-

zado (ver [59]).

Ejemplo 2.1.7 Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi. Entonces, (0, 1) ∈
Ω1(M)⊕C∞(M,R) es un 1-cociclo en la cohomoloǵıa del algebroide (TM ×
R, , , π) y el par (Λ, E) ∈ V2(M)⊕X(M) ∼= Γ(∧2(TM ×R)) satisface que

(ver Ejemplos 2.1.3)

(Λ, E), (Λ, E) (0,1) = 0.

Aśı, ((TM×R, , , π), (0, 1), (Λ, E)) es un bialgebroide de Lie generalizado

triangular. En este caso, el algebroide dual es justamente el algebroide de Lie

(T ∗M × R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) asociado a la estructura de Jacobi. De hecho,

usando (1.35), (1.38), (1.40), (2.5) y (2.10), se deduce que

[[(α,f), (β,g)]](Λ,E)=i((#(Λ,E)(α, f)))(d̃(0,1)(β, g))-i((#(Λ,E)(β, g)))(d̃(0,1)(α, f))

+ d̃(0,1)((Λ, E)((α, f), (β, g))),

#̃(Λ,E) = π ◦#(Λ,E),

para todo (α, f), (β, g) ∈ Ω1(M)⊕ C∞(M,R).

2.2 Cohomoloǵıa y bialgebroides de Lie ge-

neralizados triangulares

Sea ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ) un bialgebroide de Lie generalizado triangular. Como

ya indicamos en la sección anterior, sobre el fibrado dual podemos considerar

una estructura de algebroide de Lie ([[ , ]]∗, ρ∗). Denotamos por X0 el cociclo
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X0 = −#P (φ0) ∈ Γ(A) del complejo de cohomoloǵıa asociado al algebroide

(A∗, [[ , ]]∗, ρ∗).

El resultado que probamos a continuación da una expresión expĺıcita de la

diferencial dA∗ y de la X0-diferencial (dA∗)X0 de este algebroide.

Proposición 2.2.1 Sea ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ) un bialgebroide de Lie generali-

zado triangular. Entonces,

dA∗Q = −[[P,Q]] + P ∧ i(φ0)Q− kX0 ∧Q, (2.14)

(dA∗)X0Q = −[[P,Q]]φ0 , (2.15)

para todo Q ∈ Γ(∧kA), donde dA∗ (respectivamente, (dA∗)X0) es la diferencial

(respectivamente, la X0-diferencial) del algebroide de Lie dual (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗)

y X0 = −#P (φ0).

Demostración. Comprobemos previamente (2.15) para secciones de A.

Sean φ, ψ dos secciones de A∗ y X una sección de A. Un cálculo directo,

usando (2.1) y (2.11), prueba que para todo α ∈ Γ(A∗) y para todo f ∈
C∞(M,R)

ρ∗X0(α)(f) = ρφ0(#P (α))(f). (2.16)

Entonces, de (1.48), (2.11) y (2.16), se obtiene que

((dA∗)X0X)(φ, ψ) = ρ∗X0(φ)(ψ(X))− ρ∗X0(ψ)(φ(X))− [[φ,ψ]]∗(X)

= ρφ0(#P (φ))(ψ(X))− ρφ0(#P (ψ))(φ(X))

−i(#P (φ))(dA)φ0ψ − i(#P (ψ))(dA)φ0φ+ (dA)φ0(P (φ, ψ))(X)

= ρφ0(X)(P (φ, ψ)) + ψ([[#P (φ), X]])

− φ([[#P (ψ), X]]),


(2.17)

donde dA es el operador de cohomoloǵıa asociado al algebroide (A, [[ , ]], ρ).

Por otro lado, si LA denota la derivada de Lie del algebroide A, se tiene que

[[Z, i(ω)Q]] = i(Q)(LAZω) + i(ω)[[Z,Q]],
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para ω ∈ Γ(∧kA∗), Q ∈ Γ(∧kA) y Z ∈ Γ(A). Usando esta propiedad y (1.32),

se obtiene que

ρ(X)(P (φ, ψ)) = (LAXψ)(#P (φ))− ψ([[#P (φ), X]])

= −(LAXφ)(#P (ψ)) + φ([[#P (ψ), X]]).

Sustituyendo estas expresiones en (2.17), se deduce que

((dA∗)X0X)(φ, ψ) = −ρ(X)(P (φ, ψ)) + (LAXψ)(#P (φ))

−LAXφ((#P (ψ)) + φ0(X)P (φ, ψ).

Finalmente, usando (2.7) y las propiedades del corchete de Schouten, se

concluye que

((dA∗)X0X)(φ, ψ) = −([[P,X]]− φ0(X)P )(φ, ψ) = −[[P,X]]φ0(φ, ψ).

Para probar (2.15) para cualquier Q ∈ Γ(∧kA) es suficiente proceder por

inducción sobre k y usar el siguiente hecho

(dA∗)X0(R ∧R′) = (dA∗)X0R ∧R′ + (−1)rR ∧ (dA∗)X0R
′ −X0 ∧R ∧R′,

para todo R ∈ Γ(∧rA) y para todo R′ ∈ Γ(∧∗A).

Finalmente, de (2.2), (2.7) y como X0 = −i(φ0)P , se deduce que

dA∗Q = −[[P,Q]] + P ∧ i(φ0)Q− kX0 ∧Q.

�

A continuación relacionaremos la cohomoloǵıa de A y A∗ para un bialgebroide

de Lie generalizado triangular ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ).

Ahora, denotamos por #P : A∗ → A la aplicación fibrada inducida por

el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos #P : Γ(A∗) → Γ(A) y por #k
P :

Γ(∧kA∗) → Γ(∧kA) los homomorfismos caracterizados por

#k
P (φ1∧. . .∧φk) = #P (φ1)∧. . .∧#P (φk), para φ1, . . . , φk ∈ Γ(A∗). (2.18)

Proposición 2.2.2 Sea ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ) un bialgebroide de Lie generali-

zado triangular. Entonces:
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i) La aplicación #P : A∗ → A define un homomorfismo entre los alge-

broides de Lie (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗) y (A, [[ , ]], ρ).

ii) Para todo k, dA∗ ◦#k−1
P = (−1)k−1#k

P ◦ dA.

iii) La aplicación #k
P : Γ(∧kA∗) → Γ(∧kA) induce un homomorfismo entre

los grupos de cohomoloǵıa Hk(A) y Hk(A∗).

Demostración. Con un cálculo simple, usando (2.10) y (2.18), se prueba que

#2
P (γ)(φ, ψ) = γ(#P (φ),#P (ψ)), (2.19)

para γ ∈ Γ(∧2A∗) y φ, ψ ∈ Γ(A∗).

Por tanto, de (1.32), (2.10) y (2.19), obtenemos

1

2
i(α)[[P, P ]] = #2

P (dAα)− [[#P (α), P ]], (2.20)

para todo α ∈ Γ(A∗). Se deduce entonces que

dA∗(#P (α)) = −#2
P (dAα). (2.21)

En efecto, por (2.13) se tiene que 1
2
i(α)[[P, P ]] = X0∧#P (α)−P∧i(φ0)#P (α).

Sustituyendo ahora esta expresión en (2.20), se deduce que

#2
P (dAα) = X0 ∧#P (α)− P ∧ i(φ0)(#P (α)) + [[P,#P (α)]].

Por otra parte, teniendo en cuenta la Proposición 2.2.1,

dA∗(#P (α)) = −[[P,#P (α)]] + P ∧ i(φ0)(#P (α))−X0 ∧#P (α).

Luego, efectivamente se concluye (2.21).

Por tanto, como ρ∗ = ρ ◦#P , (2.21) implica que

#P [[φ, ψ]]∗ = [[#P (φ),#P (ψ)]],

para todo φ, ψ ∈ Γ(A∗). De esta forma queda probado i) .

El apartado ii) se sigue de la relación

#k
P (φ1 ∧ . . . ∧ φk) = #P (φ1) ∧ . . . ∧#P (φk)

y utilizando nuevamente (2.21).



68 Caṕıtulo 2. Bialgebroides de Lie generalizados triangulares: cohom. y hom.

Por último, para probar el apartado iii) es suficiente usar los apartados i) y

ii).

�

Un simple cálculo, usando la Proposición 2.2.2 permite relacionar las coho-

moloǵıas H∗
φ0

(A) y H∗
X0

(A∗).

Proposición 2.2.3 Sea ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ) un bialgebroide de Lie generali-

zado triangular. Entonces:

i) (dA)X0 ◦#k−1
P = −#k

P ◦ dφ0, donde X0 = −#P (φ0).

ii) La aplicación #k
P : Γ(∧kA∗) → Γ(∧kA) induce un homomorfismo entre

Hk
φ0

(A) y Hk
X0

(A∗).

Por otra parte, si (((A, [[ , ]], ρ), φ0), ((A
∗, [[ , ]]∗, ρ∗), X0)) es un bialgebroide

de Lie generalizado sobre M , se puede definir un corchete de Jacobi sobre el

espacio base M como sigue (ver [59])

{f, g} = ((dA)φ0f)((dA∗)X0g) = −((dA)φ0g)((dA∗)X0f),

para todo f, g ∈ C∞(M,R). Este corchete satisface

(dA)φ0({f, g}) = [[(dA)φ0f, (dA)φ0g]]∗. (2.22)

En este caso, la estructura de Jacobi (Λ, E) inducida por { , } está caracteri-

zada por
Λ(df, dg) = dAf(dA∗g), ∀f, g ∈ C∞(M,R)

E = −ρ(X0) = ρ∗(φ0),
(2.23)

(ver [59] para más detalles). En el caso particular de un bialgebroide de Lie

generalizado triangular (A, φ0, P ) se tiene que Λ(df, dg) = P (dAf, dAg), para

todo f, g ∈ C∞(M,R).

Ahora, si (A, [[ , ]], ρ) es un algebroide de Lie sobre M y φ0 ∈ Γ(A∗) es un

1-cociclo en la cohomoloǵıa del algebroide, se puede considerar el homomor-

fismo de C∞(M,R)-módulos, (ρ, φ0) : Γ(A) → X(M)⊕ C∞(M,R) dado por

(ρ, φ0)(X) = (ρ(X), φ0(X)), ∀X ∈ Γ(A).
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Este homomorfismo induce un homomorfismo entre los algebroides de Lie

(A, [[ , ]], ρ) y (TM × R, , , π) el cual denotamos también por (ρ, φ0). Su-

pongamos que (ρ, φ0)
∗ : T ∗M × R → A∗ es el homomorfismo adjunto de

(ρ, φ0).

Proposición 2.2.4 Sea (((A, [[ , ]], ρ), φ0), ((A
∗, [[ , ]]∗, ρ∗), X0)) un bialgebroi-

de de Lie generalizado sobre M . Supongamos que (Λ, E) es la estructura de

Jacobi asociada sobre M . Entonces, la aplicación fibrada (ρ, φ0)
∗ : T ∗M ×

R → A∗ induce un homomorfismo de algebroides de Lie entre (T ∗M ×
R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) y el algebroide de Lie dual (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗).

Demostración. Si (α, f) ∈ Ω1(M) ⊕ C∞(M,R) y dimM = n, entonces,

para cualquier x ∈ M existe un entorno U abierto de x en M , y existen

hi, gi ∈ C∞(M,R), i ∈ {1, . . . , n+ 1}, tal que en U

(α, f) =
n+1∑
i=1

hi(dgi, gi).

Por ello, para probar que ρ∗ ◦ (ρ, φ0)
∗ = #̃(Λ,E), es suficiente demostrar que

(ρ∗ ◦ (ρ, φ0)
∗)(df, f) = #̃(Λ,E)(df, f), para toda f ∈ C∞(M,R).

Ahora bien,

(ρ, φ0)
∗(df, f) = (dA)φ0f. (2.24)

Usando este hecho, (1.38), (2.2) y (2.23), concluimos que

ρ∗((ρ, φ0)
∗(df, f))(g) = ρ∗((dA)φ0f)(g)

= dA∗g(dAf) + ρ∗(fφ0)(g)

= dA∗g(dAf) + fρ∗(φ0)(g)

= Λ(df, dg) + fE(g) = #̃(Λ,E)(df, f)(g),

para todo g ∈ C∞(M,R).

Veamos ahora que (ρ, φ0)
∗ induce un homomorfismo de álgebras de Lie, es

decir,

(ρ, φ0)
∗[[(α, f), (β, g)]](Λ,E) = [[(ρ, φ0)

∗(α, f), (ρ, φ0)
∗(β, g)]]∗.
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De nuevo, es suficiente probar esta igualdad para pares de la forma (df, f) y

(dg, g).

Pero de (1.41), (2.22) y (2.24), se obtiene que

(ρ, φ0)
∗[[(df, f), (dg, g)]](Λ,E) = (ρ, φ0)

∗(d({f, g}), {f, g})
= (dA)φ0({f, g})
= [[(dA)φ0f, (dA)φ0g]]∗
= [[(ρ, φ0)

∗(df, f), (ρ, φ0)
∗(dg, g)]]∗.

�

Usando la Proposición 2.2.4 se deduce el siguiente resultado.

Corolario 2.2.5 Sea (((A, [[ , ]], ρ), φ0), ((A
∗, [[ , ]]∗, ρ∗), X0)) un bialgebroide

de Lie generalizado sobre M . Supongamos que (Λ, E) es la estructura de

Jacobi asociada sobre M y que (ρ, φ0)
k : Γ(∧kA) → Γ(∧k(TM × R)) es

el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos inducido por la aplicación (ρ, φ0) :

Γ(A) → X(M)⊕ C∞(M,R) ∼= Γ(TM × R).

i) Si d(Λ,E) es el operador de cohomoloǵıa del complejo de la cohomoloǵıa

de Lichnerowicz-Jacobi de M y dA∗ es la diferencial del algebroide dual

(A∗, [[ , ]]∗, ρ∗), entonces d(Λ,E) ◦ (ρ, φ0)
k = (ρ, φ0)

k+1 ◦ dA∗.

ii) Si H∗
LJ(M,Λ, E) es la LJ-cohomoloǵıa de (M,Λ, E), entonces la apli-

cación (ρ, φ0)
k induce un homomorfismo entre los grupos de cohomoloǵıa

Hk(A∗) y Hk
LJ(M,Λ, E).

Nótese que (ρ, φ0)(X0) = (ρ(X0), φ0(X0)) = (ρ(X0), 0) = (−E, 0). Por lo

tanto, de (2.2), (2.6) y el Corolario 2.2.5, se concluye lo siguiente

Corolario 2.2.6 Bajo las mismas hipótesis del Corolario 2.2.5, se tiene que:

i) Para todo k, (d(Λ,E))(−E,0) ◦ (ρ, φ0)
k = (ρ, φ0)

k+1 ◦ (dA∗)X0, donde X0 =

−#P (φ0).

ii) Si H∗
1−diff (M,Λ, E) es la cohomoloǵıa 1-diferenciable de Chevalley-

Eilenberg de (M,Λ, E), entonces la aplicación (ρ, φ0)
k induce un homo-

morfismo entre los grupos de cohomoloǵıa Hk
X0

(A∗) y Hk
1−diff (M,Λ, E).



2.3. Homoloǵıa y bialgebroides de Lie generalizados triangulares 71

2.3 Homoloǵıa y bialgebroides de Lie genera-

lizados triangulares

Sea (A, φ0, P ) un bialgebroide de Lie generalizado triangular sobre M . Como

hemos visto en la sección anterior, es posible definir una estructura de alge-

broide de Lie ([[ , ]]∗, ρ∗) sobre el fibrado dual A∗ y, además, M admite una

estructura de Jacobi (Λ, E).

Por otra parte, las cohomoloǵıasH∗
LJ(M,Λ, E) yH∗

1−diff (M,Λ, E) están rela-

cionados con las cohomoloǵıas H∗(A∗) y H∗
X0

(A∗) (ver los Corolarios 2.2.5 y

2.2.6).

A continuación, introduciremos dos homoloǵıas sobre el algebroide de Lie

dual (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗) asociado con el triple (A, φ0, P ). Estas homoloǵıas, como

en el caso de las cohomoloǵıas H∗(A∗) y H∗
X0

(A∗), están relacionadas con las

definidas por las representaciones del álgebra de Lie (C∞(M,R), { , }) sobre

śı misma usando los campos hamiltonianos y el corchete de Jacobi { , } de

M .

Sea entonces ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ) un bialgebroide de Lie generalizado trian-

gular sobre M . Denotamos por (Λ, E) la estructura de Jacobi asociada a

M , por CCE
k (M) el espacio de las k-cadenas en el complejo de homoloǵıa

Chevalley-Eilenberg y H-Chevalley-Eilenberg sobre (M,Λ, E) (ver Sección

1.4.3) y por δ
(Λ,E)
HCE (respectivamente, δ

(Λ,E)
CE ) el operador de homoloǵıa del

complejo H-Chevalley-Eilenberg (respectivamente, Chevalley-Eilenberg).

De forma similar a la construcción del operador de la homoloǵıa canónica

de una variedad de Poisson [12] y del operador de la LJ-homoloǵıa de una

variedad de Jacobi (ver Ejemplos 1.4.8 ii) y iii)), consideramos la aplicación

k-lineal antisimétrica π̃k : C∞(M,R) × . . .(k . . . × C∞(M,R) → Γ(∧kA∗)

definida por

π̃k(f1 ∧ . . . ∧ fk) = (dA)φ0f1 ∧ . . . ∧ (dA)φ0fk.

Esta aplicación induce una aplicación lineal πk : CCE
k (M) → Γ(∧kA∗) carac-

terizada por

πk(f ⊗ (f1 ∧ . . . ∧ fk)) = f(dA)φ0f1 ∧ . . . ∧ (dA)φ0fk.
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Un cálculo directo, usando (2.2) demuestra que si α = (dA)φ0f1 ∧ . . . ∧
(dA)φ0fk, con f1, . . . , fk ∈ C∞(M,R),

(dA)φ0(α) = −(k − 1)φ0 ∧ α. (2.25)

Además, para todo α ∈ Γ(A∗) y β ∈ Γ(∧∗A∗)

i(P )(α ∧ β) = i(#P (α))β + α ∧ i(P )β. (2.26)

Estas fórmulas nos permiten obtener las siguientes relaciones

d ◦ πk = −πk−1 ◦ δ(Λ,E)
HCE , dX0 ◦ πk = −πk−1 ◦ δ(Λ,E)

CE ,

donde d : Γ(∧kA∗) → (∧k−1A∗) y dX0 : Γ(∧kA∗) → (∧k−1A∗) son los opera-

dores definidos por

d(φ) = i(P )dAφ− dAi(P )φ− ki(X0)φ+ φ0 ∧ i(P )φ, (2.27)

dX0(φ) = d(φ)− i(X0)φ. (2.28)

El siguiente resultado prueba que −d y −dX0 son operadores generantes del

álgebra de Gerstenhaber (Γ(∧∗A∗),∧, [[ , ]]∗) con cuadrado cero.

Teorema 2.3.1 Sea ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ) un bialgebroide de Lie generalizado

triangular sobre M . Si d y dX0 son los operadores definidos en (2.27) y (2.28),

respectivamente, entonces −d y −dX0 son operadores generantes del álgebra

de Gerstenhaber (Γ(∧∗A∗),∧, [[ , ]]∗) y

d2 = 0, d2X0
= 0.

Demostración. Usando (1.32), (2.11) y (2.27), se tiene que

d(fφ)− fdφ = −ρ∗(φ)(f) = −[[f, φ]]∗,

para f ∈ C∞(M,R) y φ ∈ Γ(A∗).

Además, de (2.2), (2.11), (2.25), (2.27) y como X0 = −#P (φ0), se sigue que

d(φ ∧ ψ)− (dφ)ψ + (dψ)φ = −[[φ, ψ]]∗,
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para todo φ, ψ ∈ Γ(A∗). Aśı, −d es un operador generante del álgebra de

Gerstenhaber (Γ(∧∗A∗),∧, [[ , ]]∗). Consecuentemente, usando (2.28), que X0

es un 1-cociclo y los resultados de [128] (ver Sección 1.4.3), se tiene que −dX0

es también un operador generante del álgebra de Gerstenhaber (Γ(∧∗A∗),∧,

[[ , ]]∗).

Ahora vamos a probar que d2 = 0.

Denotamos por γ el conmutador de i(P ) y dA, es decir,

γ = [i(P ), dA] = i(P )dA − dAi(P ). (2.29)

Entonces,

γ2 = −i(P )i(X0)dA − dAi(P )i(X0). (2.30)

En efecto, un simple cálculo prueba que

γ2 = i(P )dAi(P )dA − dAi(P )i(P )dA + dAi(P )dAi(P ). (2.31)

Además, como X0 = −#P (φ0) y

[[i(R), dA], i(Q)] = i([[R,Q]]), ∀R,Q ∈ Γ(∧∗A), (2.32)

deducimos que

γi(P )− i(P )γ = [[i(P ), dA], i(P )] = i([[P, P ]])

= i([[P, P ]]φ0)− 2i(X0)i(P ) = −2i(X0)i(P ).
(2.33)

Por otro lado, usando (2.29), se tiene que

γi(P )− i(P )γ = 2i(P )dAi(P )− dAi(P )i(P )− i(P )i(P )dA. (2.34)

Por tanto, de (2.33) y (2.34), se concluye que

i(P )dAi(P ) = −i(X0)i(P ) +
1

2
(dAi(P )i(P ) + i(P )i(P )dA). (2.35)

Aśı, sustituyendo (2.35) en (2.31), se obtiene (2.30).
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Ahora, usando (2.25), (2.27), (2.29), (2.30) y el hecho de que dAφ0 = 0,

deducimos que

d2(φ) = k([[i(X0), dA], i(P )])(φ)− φ0 ∧ (γi(P )− i(P )γ

+2i(X0)i(P ))(φ),
(2.36)

para todo φ ∈ Γ(∧kA∗). Aśı, de (2.32), (2.33), (2.36) y ya que 0 = dA∗X0 =

[[P,X0]], se obtiene que d2 = 0.

Finalmente, usando que d es un operador generante del álgebra de Gersten-

haber (Γ(∧∗A∗),∧, [[ , ]]∗), que d2 = 0, y que X0 es un 1-cociclo para el alge-

broide de Lie (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗), se concluye que d2X0
= 0.

�

Por consiguiente el operador d (respectivamente, dX0) dado en (2.27) (respec-

tivamente, (2.28)) define un complejo de homoloǵıa. De hecho, usando los

resultados de [128] (ver Sección 1.4.3), concluimos que la homoloǵıa definida

por este complejo es la homoloǵıa asociada al algebroide de Lie (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗)

y a la A∗-conexión llana ∇ (respectivamente, ∇X0) dada por (ver (1.62),

(2.26), (2.27) y (2.28))

∇αΦ = −α ∧ dΦ = α ∧ (dAi(P )Φ +mi(X0)Φ− φ0 ∧ i(P )Φ)

= α ∧ (dAi(P )Φ + (m− 1)i(X0)Φ),
(2.37)

∇X0
α Φ = −α ∧ dX0Φ = α ∧ (dAi(P )Φ + (m− 1)i(X0)Φ− φ0 ∧ i(P )Φ)

= α ∧ (dAi(P )Φ +mi(X0)Φ), (2.38)

para todo α ∈ Γ(A∗) y Φ ∈ Γ(∧mA∗), donde m es el rango de A.

2.4 Dualidad, clase modular y bialgebroides

de Lie generalizados triangulares

En esta sección, introduciremos la clase modular para un bialgebroide de Lie

generalizado triangular. Además, estudiaremos el papel que juega esta clase
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de cohomoloǵıa en la dualidad entre las teoŕıas de cohomoloǵıa y homoloǵıa

introducidas en las Secciones 2.2 y 2.3.

Supondremos que (A, [[ , ]], ρ) es un algebroide de Lie orientable de rango m

y sea ν ∈ Γ(∧mA∗) una m-sección no nula en todo punto.

Si φ0 ∈ Γ(A∗) es un 1-cociclo en la cohomoloǵıa de A y P ∈ Γ(∧2A∗) es una

bisección satisfaciendo que [[P, P ]]φ0 = 0, podemos considerar el algebroide

dual (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗) asociado al triple ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ).

Definimos el operador ∗ : Γ(∧kA) → Γ(∧m−kA∗) como sigue

∗Q = i(Q)ν, ∀Q ∈ Γ(∧kA).

Claramente, ∗ es un isomorfismo de C∞(M,R)-módulos. Además, se tiene

que

δ0(∗Q) = (−1)k+1∗(dA∗Q), (δ0)X0(∗Q) = (−1)k+1∗((dA∗)X0Q), (2.39)

donde dA∗ (respectivamente, (dA∗)X0) es la diferencial (respectivamente, la

X0-diferencial) del algebroide de Lie (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗) y δ0 (respectivamente,

(δ0)X0) son los operadores de homoloǵıa asociados a las A∗-conexiones llanas

∇0 (respectivamente, ∇X0
0 ) sobre ∧mA∗ →M caracterizadas por

(∇0)αν = 0, (∇X0
0 )αν = α(X0)ν, (2.40)

para todo α ∈ Γ(A∗). Por tanto, (2.39) implica que

Hk(A∗) ∼= Hm−k(A
∗,∇0), Hk

X0
(A∗) ∼= Hm−k(A

∗,∇X0
0 ), (2.41)

para todo k ∈ {0, . . . ,m}.
Ahora, compararemos la homoloǵıa Hk(A

∗,∇0) (respectivamente, Hk(A
∗,∇X0

0 ))

con la homoloǵıa del algebroide de Lie dual (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗) asociada con la A∗-

conexión llana∇ (respectivamente,∇X0) definida en (2.37) (respectivamente,

(2.38)).

De hecho, usando (2.37), (2.38) y (2.40), se obtiene que

∇αν− (∇0)αν = ∇X0
α ν− (∇X0

0 )αν = α∧ (dAi(P )ν+(m− 1)i(X0)ν), (2.42)
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para todo α ∈ Γ(A∗).

Por otra parte, si LA es la derivada de Lie sobre A, de (2.25), se deduce que

0 = dA(i(P )(α ∧ ν)) = dA(i(#P (α))ν) + dAα ∧ i(P )ν − α ∧ dAi(P )ν

= LA#P (α)ν + dAα ∧ i(P )ν − α ∧ dAi(P )ν

= LA#P (α)ν + i(P )(dAα)ν − α ∧ dAi(P )ν,

0 = i(X0)(α ∧ ν) = α(X0)ν − α ∧ i(X0)ν.

Sustituyendo en (2.42), se concluye que

∇αν − (∇0)αν = ∇X0
α ν − (∇X0

0 )αν

= LA#P (α)ν + (i(P )(dAα) + (m− 1)α(X0))ν.
(2.43)

Ahora, consideramos la sección Mν
(A,φ0,P ) ∈ Γ(A) caracterizada por la con-

dición

α(Mν
(A,φ0,P ))ν = LA#P (α)ν + (i(P )(dAα) + (m− 1)α(X0))ν, (2.44)

para todo α ∈ Γ(A∗). De (2.43) y (2.44), se sigue que

∇αν − (∇0)αν = ∇X0
α ν − (∇X0

0 )αν = α(Mν
(A,φ0,P ))ν, (2.45)

y, como ∇ y ∇0 (respectivamente, ∇X0 y ∇X0
0 ), son A∗-conexiones llanas, se

tiene que Mν
(A,φ0,P ) es un 1-cociclo del algebroide de Lie (A∗, [[ , ]]∗, ρ∗) (ver

la Sección 1.4.3).

Además, usando (1.63), (1.64) y (2.45), se deduce que

d− δ0 = dX0 − (δ0)X0 = −i(Mν
(A,φ0,P )), (2.46)

donde d (respectivamente, dX0) es el operador de homoloǵıa dado en (2.27)

(respectivamente, (2.28)).

La clase de cohomoloǵıa M(A,φ0,P ) = [Mν
(A,φ0,P )] ∈ H1(A∗) no depende de la

sección ν elegida. De hecho, si ν ′ ∈ Γ(∧mA∗) es otra sección no nula en todo

punto, existe f ∈ C∞(M,R), f 6= 0 en todo punto, tal que ν ′ = fν. Podemos
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suponer, sin pérdida de generalidad, que f > 0. Entonces, un cálculo directo,

usando (2.44), demuestra que

Mν′

(A,φ0,P ) = Mν
(A,φ0,P ) + dA∗(lnf).

Definición 2.4.1 La clase de cohomoloǵıaM(A,φ0,P ) = [Mν
(A,φ0,P )] ∈ H1(A∗)

se denomina la clase modular del bialgebroide de Lie generalizado triangu-

lar (A, φ0, P ). El bialgebroide de Lie generalizado triangular se dice que es

unimodular si su clase modular M(A,φ0,P ) es nula.

De (2.41) y (2.46), se concluye

Teorema 2.4.2 Sea (A, [[ , ]], ρ) un algebroide de Lie orientable de rango m,

φ0 ∈ Γ(A∗) un 1-cociclo en la cohomoloǵıa del algebroide y P ∈ Γ(∧2A) una

bisección de A satisfaciendo [[P, P ]]φ0 = 0. Si el bialgebroide generalizado

triangular (A, φ0, P ) es unimodular entonces

Hk(A∗) ∼= Hm−k(A
∗,∇), Hk

X0
(A∗) ∼= Hm−k(A

∗,∇X0),

donde X0 = −#P (φ0), y ∇ (respectivamente, ∇X0) es la A∗-conexión llana

definida en (2.37) (respectivamente, (2.38)).

A continuación, relacionaremos la clase modular del bialgebroide de Lie gene-

ralizado triangular (A, φ0, P ) sobre M con la clase modular de los algebroides

de Lie A y A∗ (ver Sección 1.4.4).

Supongamos que ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ) es un bialgebroide de Lie generalizado

triangular de rango m sobre una variedad orientable M de dimensión n. Sea

ν ∈ Γ(∧mA∗) una m-sección no nula en todo punto y Ω ∈ Ωn(M) una forma

de volumen. Consideramos la sección Vν de ∧mA→ M caracterizada por la

relación

α1 ∧ . . . ∧ αm = Vν(α1, . . . , αm)ν, para todo α1, . . . , αm ∈ Γ(A∗).

Un cálculo directo prueba que

(divVνα)ν = −[[α, ν]]∗, para todo α ∈ Γ(A∗). (2.47)
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Entonces, usando (1.74), (2.44) y de (2.47), se concluye que

#P (M(ν,Ω)
A ) = −M(Vν ,Ω)

A∗ + Ψ = Mν
(A,φ0,P ) − (m− 1)X0 −Ψ′, (2.48)

donde Ψ y Ψ′ son los 1-cociclos del algebroide de Lie (A, [[ , ]], ρ) caracteriza-

dos por las relaciones

α(Ψ)ν = LA#P (α)ν + [[α, ν]]∗, α(Ψ′) = divΩρ(#P (α)) + i(P )(dAα), (2.49)

para todo α ∈ Γ(A∗).

De (2.48), se obtiene que

#P (MA) = −MA∗ + [Ψ] = M(A,φ0,P ) − (m− 1)[X0]− [Ψ′], (2.50)

donde #P : H1(A) → H1(A∗) es el homomorfismo entre H1(A) y H1(A∗)

inducido por la aplicación #P : Γ(A∗) → Γ(A) (ver Proposición 2.2.2).

Estos resultados los sintetizamos en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.3 Sea ((A, [[ , ]], ρ), φ0, P ) un algebroide de Lie generalizado

triangular. Si MA (respectivamente, MA∗) denota la clase modular del alge-

broide de Lie A (respectivamente, del algebroide de Lie dual A∗) y M(A,φ0,P )

es la clase modular del bialgebroide de Lie generalizado triangular (A, φ0, P ),

entonces

#P (MA) = −MA∗ + [Ψ] = M(A,φ0,P ) − (m− 1)[X0]− [Ψ′],

donde Ψ y Ψ′ son 1-cociclos del algebroide (A, [[ , ]], ρ).

Finalmente, si (Λ, E) es la estructura de Jacobi inducida por el bialgebroide

de Lie generalizado triangular (A, φ0, P ) sobre la variedad base M , usando

(2.50), se concluye que

(ρ, φ0)(#P (MA)) = (ρ, φ0)(M(A,φ0,P ))−M(Λ,E) + (m− n− 1)[(E, 0)],

donde (ρ, φ0) : H1(A∗) → H1
LJ(M,Λ, E) es el homomorfismo en cohomoloǵıa

inducido por la aplicación (ρ, φ0) : Γ(A) → Γ(TM×R) ∼= X(M)⊕C∞(M,R)

(ver Corolario 2.2.5) y M(Λ,E) es la clase modular de la variedad de Jacobi

(M,Λ, E).
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Ejemplos 2.4.4 1. Bialgebroides de Lie triangulares. Sea ((A, [[ , ]], ρ), P )

un bialgebroide de Lie triangular sobre M . Entonces (A, φ0 = 0, P ) es un

bialgebroide de Lie generalizado triangular y el fibrado dual A∗ → M de A

admite una estructura de algebroide de Lie ([[ , ]]∗, ρ∗) dada por (2.11).

En este caso X0 = #P (φ0) = 0, la variedad M es Poisson, los operadores

de cohomoloǵıas dA∗ y (dA∗)X0 coinciden y H∗(A∗) = H∗
X0

(A∗). Además, el

operador de homoloǵıa d : Γ(∧∗A∗) → Γ(∧∗−1A∗) definido como en (2.27) es

justamente d = i(P )dA − dAi(P ) = [i(P ), dA].

Si m es el rango de A, la A∗-conexión llana sobre ∧mA∗ → M asociada con

d está dada por ∇αΦ = α ∧ dAi(P )Φ, para todo α ∈ Γ(A∗) y Φ ∈ Γ(∧mA∗)

(ver (2.37)).

Asumiremos ahora, que A es orientable y sea ν ∈ Γ(∧mA∗) una m-sección no

nula en todo punto. Entonces, la sección Mν
(A,0,P ) ∈ Γ(A), que denotaremos

por Mν
(A,P ), está caracterizada por la condición (ver (2.44))

α(Mν
(A,P ))ν = LA#P (α)ν + i(P )(dAα)ν,

para todo α ∈ Γ(A∗) y la clase de cohomoloǵıa M(A,P ) = [Mν
(A,P )] ∈ H1(A∗)

es justamente la clase modular del bialgebroide triangular (A,P ) introducida

en [65]. Además, por el Teorema 2.4.2, se obtiene que si M(A,P ) es cero

entonces Hk(A∗) ∼= Hn−k(A
∗,∇), para todo k. Este resultado también fue

probado en [65].

A continuación consideramos algunos ejemplos particulares.

1a) Variedades de Poisson. Sea (M,Λ) una variedad de Poisson. Si sobre TM

consideramos la estructura de algebroide de Lie trivial ([ , ], Id), entonces el

par (TM,Λ) es un bialgebroide de Lie triangular. Además, la correspondiente

estructura de algebroide de Lie sobre T ∗M es la asociada a la estructura de

Poisson Λ, es decir, [[ , ]]∗ = [[ , ]]Λ y ρ∗ = #Λ. Por tanto, H∗(T ∗M) es la

cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Poisson H∗
LP (M,Λ) de M .

Por otro lado, en este caso, d es justamente el operador de homoloǵıa del com-

plejo de homoloǵıa canónica de M y H∗(T
∗M,∇) es la homoloǵıa canónica

Hcan
∗ (M,Λ) de M .

Además, si M es orientable, la clase modular de (TM,Λ) es justamente la
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clase modular de la variedad de Poisson (M,Λ) (ver (2.44) y Ejemplo 1.4.10

ii)). Como consecuencia, deducimos que si la clase modular de (M,Λ) es

cero entonces Hk
LP (M,Λ) ∼= Hcan

m−k(M,Λ), para todo k. Este resultado fue

probado en [13, 29, 128].

1b) Biálgebras de Lie triangulares. Sea (g, [ , ]g) un álgebra de Lie real de

dimensión n y sea r una solución de la ecuación clásica de Yang-Baxter

sobre g, es decir, r ∈ ∧2g y [r, r]g = 0, donde [ , ]g es el corchete de Schouten

del algebroide de Lie g→ { punto }. El 2-vector r puede ser visto como una

estructura de Poisson algebraica sobre g. Entonces, se puede introducir el

complejo de homoloǵıa

. . .→ ∧k+1g∗
d→ ∧kg∗ d→ ∧k−1g∗ → . . . ,

donde d es el operador dado por d = i(r) ◦ dg − dg ◦ i(r). La homoloǵıa

resultante Hcan
∗ (g, r) es la homoloǵıa canónica algebraica de g asociada a r.

La condición [r, r]g = 0 también implica que el operador dr : ∧kg → ∧k+1g

dado por

dr(Q) = −[r,Q]g,

es de cuadrado cero. Por tanto, tenemos el complejo de cohomoloǵıa

. . .→ ∧k−1g
dr→ ∧kg dr→ ∧k+1g→ . . .

La cohomoloǵıa correspondiente H∗
P (g, r) es la cohomoloǵıa de Poisson alge-

braica de g asociada a r.

Por otra parte, como el par (g, r) es un bialgebroide de Lie triangular, el

espacio dual g∗ admite un corchete de Lie [ , ]g∗ definido en (2.11). Además,

si dg∗ es la diferencial de (g∗, [ , ]g∗), entonces dg∗ = dr y, por tanto, H∗(g∗) =

H∗
P (g, r).

Denotamos ahora porMg ∈ g∗ el carácter modular de (g, [ , ]g) y porM(g,r) ∈
g la clase modular del bialgebroide de Lie triangular (g, r). Mg es la clase

modular del algebroide de Lie g → { punto } (ver Ejemplo 1.4.10 i)). Por

tanto, usando (2.48) y (2.49), probamos que M(g,r) = #r(Mg) + ξ, donde

#r : g∗ → g es el homomorfismo inducido por r y ξ ∈ g está caracterizado
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por la condición φ(ξ) = i(r)(dgφ), para todo φ ∈ g∗. Consecuentemente, si el

vector #r(Mg) + ξ es nulo, deducimos que Hk
P (g, r) ∼= Hcan

n−k(g, r), para todo

k. Un ejemplo particular de esta situación es el siguiente.

Sea (u(2), [ , ]u(2)) el álgebra de Lie del grupo unitario U(2). Entonces, existe

una base {X, Y, Z, T} de u(2) tal que T pertenece al centro de u(2) y

[X,Y ]u(2) = Z, [X,Z]u(2) = −Y, [Y, Z]u(2) = X.

Por tanto, el 2-vector r ∈ ∧2g dado por r = X ∧ T satisface que [r, r]u(2) =

0. Como consecuencia, puesto que u(2) es un álgebra de Lie unimodular y

i(r)(dgφ) = 0, para todo φ ∈ u(2)∗, se concluye que

Hk
P (u(2), r) ∼= Hcan

4−k(u(2), r) ∼= R, para todo k.

Por otra parte, un cálculo directo demuestra que

H i
P (u(2), r) ∼= Hcan

4−i(u(2), r) ∼= R, para i = 0, 4,

Hj
P (u(2), r) ∼= Hcan

4−j(u(2), r)
∼= R2, para j = 1, 2, 3.

2. Variedades de Jacobi. Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi de dimensión

n. Para el algebroide de Lie dual (T ∗M×R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) asociado con el

bialgebroide de Lie generalizado triangular ((TM×R, , , π), (0, 1), (Λ, E)),

el operador de cohomoloǵıa d∗ (respectivamente, (d∗)(−E,0)) coincide con el

operador de la LJ-cohomoloǵıa d(Λ,E) (respectivamente, el operador de la

cohomoloǵıa 1-diferenciable Chevalley-Eilenberg (d(Λ,E))(−E,0)) descrito en

(1.56) (respectivamente, (2.6)).

Por otra parte, el operador de homoloǵıa asociado con la (T ∗M×R)-conexión

llana dado en (2.37) es en este caso el operador de la LJ-homoloǵıa δ(Λ,E)

introducido por Vaisman [118] (ver (1.70)). Usando (1.35), (1.83), (1.86) y

(2.44), deducimos que la clase modular del bialgebroide de Lie generalizado

triangular ((TM×R, , , π), (0, 1), (Λ, E)) coincide con la clase modular de

la variedad de Jacobi (M,Λ, E). En consecuencia, si ∇(Λ,E) es la (T ∗M×R)-

conexión llana sobre ∧n+1(T ∗M × R) dada por (1.69), tenemos el siguiente

resultado.



82 Caṕıtulo 2. Bialgebroides de Lie generalizados triangulares: cohom. y hom.

Teorema 2.4.5 Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi unimodular de di-

mensión n. Entonces

HLJ
k (M) ∼= Hn+1−k

LJ (M)

Hk(T
∗M × R, (∇(Λ,E))(−E,0)) ∼= Hk

1−diff (M),

para todo k ∈ {1, . . . , n+ 1}, donde H∗
LJ(M) (respectivamente, H∗

1−diff (M))

es la LJ-cohomoloǵıa (respectivamente, la cohomoloǵıa 1-diferenciable de Che-

valley-Eilenberg) de M , HLJ
∗ (M) es la LJ-homoloǵıa de M y (∇(Λ,E))(−E,0)

es la (T ∗M × R)-conexión llana sobre ∧n+1(T ∗M × R) →M dada por

(∇(Λ,E))
(−E,0)
(α,f) (0,Φ) = ∇(Λ,E)

(α,f) (0,Φ) + (α, f) ∧ i(−E, 0)(0,Φ)

= (0, fdi(E)Φ + α ∧ (di(Λ)Φ

−(n+ 1)i(E)Φ)).



CAṔITULO 3

Cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi
de una variedad de Jacobi

En este caṕıtulo, haremos un cálculo expĺıcito de la cohomoloǵıa de Lichnero-

wicz-Jacobi de diferentes ejemplos relevantes de variedades de Jacobi. Aśı-

mismo, estudiaremos ciertas propiedades que satisface esta cohomoloǵıa.

3.1 Cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi y

cambios conformes de estructuras de Ja-

cobi

Comenzaremos probando en la primera sección de este caṕıtulo que la LJ-

cohomoloǵıa es invariante por cambios conformes.

Sea (Λ, E) una estructura de Jacobi sobre M . Un cambio conforme de (Λ, E)

es una nueva estructura de Jacobi (Λa, Ea) sobre M definida por

Λa = aΛ, Ea = Xa = #Λ(da) + aE, (3.1)

siendo a una función real, C∞-diferenciable y positiva sobre M (ver [24, 45]).

Hacemos notar que (Λ, E) = ((Λa) 1
a
, (Ea) 1

a
). Además, se tiene el siguiente

resultado.

83



84 Caṕıtulo 3. LJ-cohomoloǵıa de una variedad de Jacobi

Teorema 3.1.1 Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi y (Λa, Ea) un cambio

conforme de la estructura de Jacobi (Λ, E). Entonces,

Hk
LJ(M,Λ, E) ∼= Hk

LJ(M,Λa, Ea),

para todo k. Por tanto, la LJ-cohomoloǵıa es invariante bajo cambios con-

formes de la estructura de Jacobi.

Demostración. Definimos el isomorfismo de fibrados vectoriales φ : T ∗M ×
R→ T ∗M × R de la siguiente forma

φ(αx, λ) = (
1

a(x)
αx + λd(

1

a
)(x),

λ

a(x)
) (3.2)

para todo αx ∈ T ∗xM y λ ∈ R. Nótese que el isomorfismo de C∞(M,R)-

módulos φ1 : Ω1(M)×C∞(M,R) → Ω1(M)×C∞(M,R) inducido por φ está

dado por

φ1(α, f) = (
1

a
α+ fd(

1

a
),
f

a
) = (

1

a
α− f

a2
da,

f

a
) (3.3)

para todo (α, f) ∈ Ω1(M)× C∞(M,R).

Un cálculo directo, usando (1.38), (1.40), (3.1) y (3.2), prueba que

#̃(Λa,Ea) ◦ φ = #̃(Λ,E), φ1[[(α, f), (β, g)]](Λ,E) = [[φ1(α, f), φ1(β, g)]](Λa,Ea)

para todo (α, f), (β, g) ∈ Ω1(M) × C∞(M,R). Aśı, φ define un isomor-

fismo entre los algebroides de Lie (T ∗M × R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) y (T ∗M ×
R, [[ , ]](Λa,Ea), #̃(Λa,Ea)) asociados a las estructuras de Jacobi (Λ, E) y (Λa, Ea),

respectivamente. Por tanto, este isomorfismo induce otro entre los grupos de

cohomoloǵıa (ver Sección 1.4.2), es decir,

Hk
LJ(M,Λ, E) ∼= Hk

LJ(M,Λa, Ea),

para todo k.

�
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3.2 Cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de

una variedad de Poisson

Sea (M,Λ) una variedad de Poisson y d(Λ,0) el operador de la LJ-cohomoloǵıa

asociado a la variedad de Jacobi (M,Λ, 0). Usando (1.56), obtenemos que

d(Λ,0)(P,Q) = (−[Λ, P ] + Λ ∧Q, [Λ, Q]),

para todo (P,Q) ∈ Vk(M)⊕ Vk−1(M).

Denotamos por dΛ el operador de cohomoǵıa de Lichnerowicz-Poisson (ver

(1.55)).

Nótese que dΛ(Λ) = 0, esto es, Λ es un 2-cociclo en el complejo LP de M . Por

tanto, podemos definir el homomorfismo Lk : Hk
LP (M) → Hk+2

LP (M), dado

por

Lk[P ] = [P ∧ Λ],

para todo [P ] ∈ Hk
LP (M). Aqúı H∗

LP (M) denota la cohomoloǵıa de Lichne-

rowicz-Poisson de (M,Λ).

En [80] (ver también [79]), Lichnerowicz ha demostrado la relación entre la

LJ-cohomoloǵıa (la cohomoloǵıa 1-diferenciable de Chevalley-Eilenberg en su

terminoloǵıa) y la LP-cohomoloǵıa de una variedad de Poisson. De hecho, si

dimHk
LP (M) <∞, para todo k, se tiene que

Hk
LJ(M) ∼=

Hk
LP (M)

ImLk−2
⊕ kerLk−1. (3.4)

A continuación, obtendremos algunas consecuencias de estos resultados de

Lichnerowicz y otros autores, para la LJ-cohomoloǵıa de estructuras simpléc-

ticas, cosimplécticas y de Lie-Poisson.

3.2.1 Estructuras simplécticas

Sea (M,Ω) una variedad simpléctica de dimensión 2m. Denotamos por Λ

el 2-vector de Poisson y por #Λ : Ωk(M) → Vk(M) el homomorfismo de
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C∞(M,R)-módulos dado por (1.25) y (1.26). Como, en este caso, #Λ es un

isomorfismo de C∞(M,R)-módulos y

#Λ(dα) = −dΛ(#Λ(α))

para todo α ∈ Ωk(M) (ver [80, 117]), se sigue que #Λ induce un isomorfismo

entre la cohomoloǵıa de De Rham de M , H∗
dR(M), y la LP-cohomoloǵıa. Por

tanto, Hk
dR(M) ∼= Hk

LP (M).

Bajo esta identificación y como #Λ(Ω) = Λ, el homomorfismo Lk : Hk
LP (M) ∼=

Hk
dR(M) → Hk+2

LP (M) ∼= Hk+2
dR (M) está dado por

Lk([α]) = [α ∧ Ω], (3.5)

para todo [α] ∈ Hk
dR(M) y 0 ≤ k ≤ 2m.

Aśı, de (3.4), se tiene

Hk
LJ(M) ∼=

Hk
dR(M)

ImLk−2
⊕ kerLk−1. (3.6)

Por tanto, si br((M) es el r-ésimo número de Betti de M , deducimos que

dimHk
LJ(M) ≤ bk(M) + bk−1(M),

dimHk
LJ(M) ≥ max{bk(M)− bk−2(M), bk−1(M)− bk+1(M)}.

Discutiremos a continuación el comportamiento de algunos ejemplos de va-

riedades simplécticas con respecto a estas desigualdades. En todos los casos

supondremos que M es de tipo finito.

Variedades simplécticas exactas. Si Ω es una 2-forma exacta, entonces

los homomorfismo Lk son nulos y de (3.6), se sigue que

Hk
LJ(M) ∼= Hk

dR(M)⊕Hk−1
dR (M)

(ver [79]). Consecuentemente,

dimHk
LJ(M) = bk(M) + bk−1(M).

En particular, la dimensión de Hk
LJ(M) es un invariante topológico de M ,

para todo k.
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Variedades simplécticas Lefschetz. Una variedad simpléctica (M,Ω) de

dimensión 2m se dice que es una variedad simpléctica Lefschetz si satisface

el teorema fuerte de Lefschetz, es decir, si para todo k, 0 ≤ k ≤ m, el

homomorfismo

∆k = Lk+2(m−k−1) ◦ . . . ◦ Lk+2 ◦ Lk : Hk
dR(M) → H2m−k

dR (M)

[α] 7→ ∆k([α]) = [α ∧ Ωm−k]

es un isomorfismo.

Si (M,Ω) es una variedad simpléctica de Lefschetz, entonces se prueban

fácilmente los dos siguientes hechos:

i) Lk es un monomorfismo, para k ≤ m− 1,

ii) Lk es un epimorfismo, para k ≥ m− 1.

Aśı, se deduce que

bk(M)− bk−2(M) ≤ 0, para k ≥ m+ 1,

bk−1(M)− bk+1(M) ≤ 0, para k ≤ m.

Además, usando (3.6), se tiene que

Hk
LJ(M) ∼=

Hk
dR(M)

ImLk−2
, para k ≤ m,

Hk
LJ(M) ∼= kerLk−1, para k ≥ m+ 1,

(3.7)

lo que implica que

dimHk
LJ(M) = bk(M)− bk−2(M), para k ≤ m,

dimHk
LJ(M) = bk−1(M)− bk+1(M), para k ≥ m+ 1.

Por tanto, la dimensión de Hk
LJ(M) es nuevamente un invariante topológico

de M , para todo k.

Observación 3.2.1 i) Una variedad M dotada con un estructura compleja

J se dice que es Kähler si admite una métrica Riemanniana h compatible

con J y tal que la 2-forma Kähler Ω dada por

Ω(X, Y ) = h(X, JY ),
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es cerrada (ver [62]). En tal caso, Ω define una estructura simpléctica sobre

M . Además, si M es compacta entonces (M,Ω) es una variedad simpléctica

de Lefschetz (ver [126]).

ii) Existen ejemplos de variedades simplécticas Lefschetz que no admiten

estructuras Kähler (ver [18, 30]).

Nilvariedades simplécticas compactas. Sea G un grupo de Lie nilpo-

tente, simplemente conexo de dimensión par y sea Ω̃ una 2-forma simpléctica

invariante a izquierda sobre G. Supongamos que Γ es un subgrupo discreto

de G tal que el espacio cociente de las clases por la derecha Γ\G es una

variedad compacta. Entonces, la 2-forma Ω̃ induce una 2-forma simpléctica

Ω sobre Γ\G y aśı, Γ\G es una nilvariedad simpléctica compacta.

Ahora, denotamos por g el álgebra de Lie sobre G y por H∗(g) la cohomoloǵıa

del álgebra g (ver Ejemplo 1.4.5 ii)).

Definimos el homomorfismo (Lg)
k : Hk(g) → Hk+2(g) por

(Lg)
k[α] = [α ∧ Ω̃g] (3.8)

para [α] ∈ Hk(g), donde Ω̃g : g × g → R es la 2-forma simpléctica sobre g

inducida por Ω̃.

Usando el Teorema de Nomizu [103], tenemos que el homomorfismo canónico

ik : Hk(g) → Hk
dR(Γ\G) es un isomorfismo. Además, de (3.5) y (3.8), se

deduce que

ik+2 ◦ (Lg)
k = Lk ◦ ik

para todo k. Aśı (ver (3.6)),

Hk
LJ(Γ\G) ∼=

Hk(g)

Im(Lg)k−2
⊕ ker(Lg)

k−1. (3.9)

Observación 3.2.2 i) Una nilvariedad simpléctica Lefschetz compacta es

necesariamente un toro (ver [7]).

ii) Si el grupo de Lie G es completamente resoluble, entonces (3.9) sigue

siendo cierto. Esto es debido a que el homomorfismo canónico ik : Hk(g) →
Hk
dR(Γ\G) es también un isomorfismo, para todo k (ver [47]).
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Ejemplos 3.2.3 Sea H el grupo de Heisenberg que consiste de las matrices

reales de la forma  1 x z
0 1 y
0 0 1


con x, y, z ∈ R. H es un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo de

dimensión 3. Denotamos por G el grupo de Lie nilpotente de dimensión 4

definido por G = H × R.

Si t es la coordenada usual sobre R, una base de 1-formas invariantes a

izquierda sobre G está dada por

{α̃ = dx, β̃ = dy, η̃ = dz − xdy, γ̃ = dt}.

Tenemos que

dα̃ = dβ̃ = 0, dη̃ = −α̃ ∧ β̃, dγ̃ = 0. (3.10)

Por tanto,

Ω̃ = α̃ ∧ η̃ + β̃ ∧ γ̃

es una 2-forma simpléctica invariante a izquierda sobre G.

Por otra parte, si Γ̄ es el subgrupo de H que consiste de aquellas matrices en

H con coeficientes enteros, entonces Γ = Γ̄×Z es un subgrupo discreto de G

y el espacio cociente de las clases por la derecha Γ\G = (Γ̄\H)× S1 es una

nilvariedad compacta. De hecho, Γ\G es la variedad de Kodaira-Thurston

(ver [63, 109]).

Las 1-formas α̃, β̃, η̃ y γ̃ sobre G, inducen 1-formas sobre Γ\G que denotare-

mos por α, β, η y γ, respectivamente. Además, usando (3.10) y el Teorema

de Nomizu, se sigue que

H0(g) ∼= H0
dR(Γ\G) = 〈{1}〉,

H1(g) ∼= H1
dR(Γ\G) = 〈{[α], [β], [γ]}〉,

H2(g) ∼= H2
dR(Γ\G) = 〈{[α ∧ η], [α ∧ γ], [β ∧ η], [β ∧ γ]}〉,

H3(g) ∼= H3
dR(Γ\G) = 〈{[α ∧ β ∧ η], [α ∧ η ∧ γ], [β ∧ η ∧ γ]}〉,

H4(g) ∼= H4
dR(Γ\G) = 〈{[α ∧ β ∧ η ∧ γ]}〉.

(3.11)
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Por tanto,

b0(Γ\G) = b4(Γ\G) = 1, b1(Γ\G) = b3(Γ\G) = 3, b2(Γ\G) = 4. (3.12)

En consecuencia, de (3.8), (3.9) y (3.11), se deduce que

dimH0
LJ(Γ\G) = dimH5

LJ(Γ\G) = 1, dimH2
LJ(Γ\G) = 4,

dimH1
LJ(Γ\G) = dimH4

LJ(Γ\G) = 3, dimH3
LJ(Γ\G) = 2.

Aśı que tenemos las siguientes desigualdades (ver (3.12))

max{bk(Γ\G)−bk−2(Γ\G), bk−1(Γ\G)−bk+1(Γ\G)} < dimHk
LJ(M) < bk(Γ\G)

+bk−1(Γ\G), para k = 2, 3.

3.2.2 Estructuras cosimplécticas

Sea (M,Φ, η) una variedad cosimpléctica con campo de Reeb ξ. Denotamos

por [ : X(M) → Ω1(M) el isomorfismo de C∞(M,R)-módulos dado por (1.5).

Entonces [ puede ser extendido a un isomorfismo, que también denotaremos

por [, del espacio Vk(M) en Ωk(M) de la siguiente manera

[(X1 ∧ . . . ∧Xk) = [(X1) ∧ . . . ∧ [(Xk), (3.13)

para todo X1, . . . , Xk ∈ X(M). Además, tenemos que

#Λ(α) = (−1)k[−1(α) + ξ ∧#Λ(i(ξ)α). (3.14)

para todo α ∈ Ωk(M), donde Λ denota la estructura de Poisson asociada a

M .

Ahora consideramos el submódulo Ωk
ξ (M) de Ωk(M) dado por

Ωk
ξ (M) = {α ∈ Ωk(M)/i(ξ)α = 0}

y definimos el operador dξ : Ωk
ξ (M) → Ωk+1

ξ (M) de la siguiente forma

dξα = dα− η ∧ i(ξ)dα, para todo α ∈ Ωk
ξ (M).

dξ es un operador de cohomoloǵıa, esto es, d2
ξ = 0. Aśı, podemos considerar

el correspondiente complejo diferencial (Ω∗
ξ(M), dξ). Denotamos por H∗

ξ (M)

la cohomoloǵıa de este complejo (ver [32]).
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En [73] los autores obtienen una descripción de la cohomoloǵıa de Lichnero-

wicz-Poisson de M en términos de la cohomoloǵıa H∗
ξ (M).

Teorema 3.2.4 Sean (M,Φ, η) una variedad cosimpléctica con campo de

Reeb ξ y Λ la estructura de Poisson asociada. Supongamos que F k : Ωk
ξ (M)⊕

Ωk−1
ξ (M) → Vk(M) es el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos dado por

F k(α, β) = #Λα+ ξ ∧#Λβ.

Entonces:

i) Las aplicaciones F k inducen un isomorfismo de complejos F : (Ω∗
ξ(M),

−dξ) ⊕(Ω∗−1
ξ (M), dξ) → (Vk(M), dΛ), donde dΛ es el operador de la

LP-cohomoloǵıa de M .

ii) Para todo k, 0 ≤ k ≤ dimM , Hk
LP (M) ∼= Hk

ξ (M)⊕Hk−1
ξ (M).

Observación 3.2.5 El homomorfismo inverso a la aplicación F k definida en

el Teorema 3.2.4 está dado por

(F k)−1(P )=((−1)k([(P )−η∧i(ξ)[(P )),(−1)k−1i(ξ)[(P ))∈ Ωk
ξ (M)⊕Ωk−1

ξ (M),

para todo P ∈ Vk(M) (ver [72]).

Usando el Teorema 3.2.4, la Observación 3.2.5, (1.6), (3.4) y (3.13) deducimos

Teorema 3.2.6 Sea (M,Φ, η) una variedad cosimpléctica con campo de Reeb

ξ. Supongamos que Λ es la estructura de Poisson asociada sobre M y que

F
k

: Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M) → Vk(M) ⊕ Vk−1(M) y G
k

: Vk(M) ⊕ Vk−1(M) →
Ωk−1(M)⊕Ωk−2(M) son los homomorfismos de C∞(M,R)-módulos definidos

por

F
k
(α, β) = (F k(α, β), 0), G

k
(P,Q) = (F k−1)−1(Q)

para (α, β) ∈ Ωk(M)⊕ Ωk−1(M) y (P,Q) ∈ Vk(M)⊕ Vk−1(M). Entonces:

i) Las aplicaciones F
k

y G
k

inducen una sucesión exacta de complejos

0 → (Ω∗
ξ(M),−dξ)⊕ (Ω∗−1

ξ (M), dξ)
F→ (V∗(M)⊕ V∗−1(M), d(Λ,0))

G→
G→ (Ω∗−1

ξ (M), dξ)⊕ (Ω∗−2
ξ (M),−dξ) → 0.
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ii) Esta sucesión exacta induce una sucesión exacta larga de cohomoloǵıa

. . .
L

k−2

→ Hk
ξ (M)⊕Hk−1

ξ (M)
F

k
∗→ Hk

LJ(M)
G

k
∗→ Hk−1

ξ (M)⊕Hk−2
ξ (M)

L
k−1

→

L
k−1

→ Hk+1
ξ (M)⊕Hk

ξ (M)
F

k+1
∗→ . . .

donde el homomorfismo conector L
k−1

: Hk−1
ξ (M)⊕Hk−2

ξ (M) → Hk+1
ξ (M)⊕

Hk
ξ (M) está dado por

L
k−1

([α], [β]) = ([α ∧ Φ], [β ∧ Φ])

para ([α], [β]) ∈ Hk−1
ξ (M)⊕Hk−2

ξ (M).

A continuación, aplicaremos el Teorema anterior a un ejemplo particular.

Ejemplo 3.2.7 Sea (M̃, J, h) una variedad compacta Kähler con 2-forma

de Kähler Ω̃ y de dimensión 2m (ver Observación 3.2.1). Consideremos los

homomorfismos L̃k : Hk
dR(M̃) → Hk+2

dR (M̃) definidos por

L̃k[α̃] = [α̃ ∧ Ω̃], para [α̃] ∈ Hk
dR(M̃).

Denotemos por Hk(M̃) el espacio de las k-formas armónicas sobre M̃ . En-

tonces Hk(M̃) ∼= Hk
dR(M̃). Bajo esta identificación y usando el hecho de que

Ω̃ es paralela, se deduce que los homomorfismos L̃k vienen dados por

L̃k(β̃) = β̃ ∧ Ω̃, para β̃ ∈ Hk(M).

Además, se tiene que (ver [42, 126]):

i) L̃k es inyectiva, si k ≤ m− 1,

ii) L̃k es sobre, si k ≥ m+ 1.

Ahora, sea (Φ, η) la estructura cosimpléctica sobre la variedad producto M =

M̃ × R definida por

Φ = pr∗1(Ω̃), η = pr∗2(dt),
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donde pr1 y pr2 son las proyecciones canónicas sobre el primer y segundo

factor, respectivamente. El campo de Reeb ξ de M es

ξ =
∂

∂t

y, usando los resultados de [73], se sigue que

Hk
ξ (M) ∼= Hk

dR(M̃)⊗ C∞(R,R) ∼= Hk(M̃)⊗ C∞(R,R). (3.15)

Por otra parte, denotemos por Lk : Hk
ξ (M) → Hk+2

ξ (M) los homomorfismos

dados por

Lk[α] = [α ∧ Φ].

Entonces, bajo la identificación (3.15), se tiene que Lk está caracterizada por

Lk(α̃⊗ f) = (α̃ ∧ Ω̃)⊗ f, para α̃ ∈ Hk(M̃) y f ∈ C∞(R,R). (3.16)

Aśı:

i) Lk es inyectiva, si k ≤ m− 1,

ii) Lk es sobre, si k ≥ m+ 1.

Por tanto, si k ≤ m, usando el Teorema 3.2.6 se sigue que

Hk
LJ(M) ∼=

Hk
ξ (M)

ImLk−2
⊕
Hk−1
ξ (M)

ImLk−3
∼=

(
Hk
dR(M̃)

ImL̃k−2
⊗ C∞(R,R))⊕ (

Hk−1
dR (M̃)

ImL̃k−3
⊗ C∞(R,R)).

Ahora, supongamos que k ≥ m+ 1. Entonces, de (3.16), se deduce que

kerL
k−1 ∼= ((kerL̃k−1)⊗ C∞(R,R))⊕ ((kerL̃k−2)⊗ C∞(R,R)).

Nota que

kerL̃r ∼= {α̃ ∈ Hr(M̃)/α̃ ∧ Ω̃ = 0}.

Bajo las identificaciones anteriores podemos definir la aplicación lineal sk :

kerL
k−1 → Hk

LJ(M) caracterizada por

sk(α̃⊗ f, β̃ ⊗ g) = [(0, F k−1(fα̃, gβ̃))],
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para α̃ ∈ Hk−1(M̃), β̃ ∈ Hk−2(M̃) y f, g ∈ C∞(R,R). Un cálculo directo

prueba que

G
k

∗ ◦ sk = Id.

Entonces Hk
LJ(M) ∼= KerL

k−1 ⊕Hk
ξ (M)⊕

Hk−1
ξ

ImL
k−2

.

Por tanto, usando el Teorema 3.2.6, concluimos que

Hk
LJ(M) ∼= (kerL̃k−1 ⊗ C∞(R,R))⊕ (kerL̃k−2 ⊗ C∞(R,R)), k ≥ m+ 4

Hm+3
LJ (M) ∼= (kerL̃m+2 ⊗ C∞(R,R))⊕ (kerL̃m+1 ⊗ C∞(R,R))

⊕(
Hm+2
dR (M)

ImL̃m
⊗ C∞(R,R))

Hm+2
LJ (M) ∼= (kerL̃m+1 ⊗ C∞(R,R))⊕ (kerL̃m ⊗ C∞(R,R))

⊕(
Hm+2
dR (M)

ImL̃m
⊗ C∞(R,R))⊕ (

Hm+1
dR (M)

ImL̃m−1
⊗ C∞(R,R))

Hm+1
LJ (M) ∼= (kerL̃m ⊗ C∞(R,R))⊕ (

Hm+1
dR (M)

ImL̃m+1
⊗ C∞(R,R))

⊕(
Hm
dR(M)

ImL̃m−2
⊗ C∞(R,R)).

3.2.3 Estructuras de Lie-Poisson

Sea (M,Λ) una variedad de Poisson exacta, es decir, una variedad M sobre

la que existe un campo de vectores X, tal que

Λ = dΛX = −[X,Λ].

En [80], Lichnerowicz probó que, para este tipo de variedades se tiene

Hk
LJ(M) ∼= Hk

LP (M)⊕Hk−1
LP (M),

para todo k.

Supongamos ahora, que g es un álgebra de Lie real de dimensión n y conside-

ramos la estructura de Lie-Poisson Λ̄ sobre g∗ (ver la Sección 1.1.2). Usando

(1.9), deducimos que (g∗, Λ̄) es una variedad de Poisson exacta. Por lo tanto,

Hk
LJ(g

∗) ∼= Hk
LP (g∗)⊕Hk−1

LP (g∗). (3.17)
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Por otra parte, si g es el álgebra de Lie de un grupo de Lie compacto, en [40]

se prueba que

Hk
LP (g∗) ∼= Hk(g)⊗ Inv, (3.18)

donde Inv es el álgebra de las funciones Casimires sobre g∗, es decir,

Inv = {f ∈ C∞(g∗,R)/Xf = 0}.

Por tanto, de (3.17) y (3.18), concluimos que, para el álgebra de Lie g de un

grupo de Lie compacto, se tiene lo siguiente

Hk
LJ(g

∗) ∼= (Hk(g)⊗ Inv)⊕ (Hk−1(g)⊗ Inv). (3.19)

3.2.4 Una estructura de Poisson cuadrática

Sea Λ la estructura de Poisson cuadrática sobre R2 definida por

Λ = xy
∂

∂x
∧ ∂

∂y
,

donde (x, y) son las coordenadas usuales de R2.

La restricción de Λ al subconjunto abierto

R2 − ({(x, 0)/x ∈ R} ∪ {(0, y)/y ∈ R})

define una estructura simpléctica y los puntos (x, 0), (0, y) con x, y ∈ R, son

puntos singulares. Además, (R2,Λ) no es una variedad de Poisson exacta y

tenemos (ver [99])

H0
LP (R2,Λ) ∼= R, H1

LP (R2,Λ) ∼= R2, H2
LP (R2,Λ) ∼= R2. (3.20)

Usando estos hechos y (3.4) se deduce

H0
LJ(R

2,Λ, 0) ∼= R, H1
LJ(R

2,Λ, 0) ∼= R2,

H2
LJ(R

2,Λ, 0) ∼= R3, H3
LJ(R

2,Λ, 0) ∼= R2.
(3.21)
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3.3 Cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de

una variedad de contacto

En esta sección estudiaremos la LJ-cohomoloǵıa de una variedad de contacto.

Primeramente, obtendremos un resultado general para variedades de Jacobi,

que relaciona la cohomoloǵıa de De Rham y la LJ-cohomoloǵıa.

Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi. Denotamos por #Λ : Ωk(M) →
Vk(M) el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos dado por (1.25) y (1.26).

Entonces, se tiene (ver [72] y [73])

−[Λ,#Λ(α)] + kE ∧#Λ(α) = −#Λ(dα) + #Λ(i(E)α) ∧ Λ,

LE(#Λ(α)) = #Λ(LEα),
(3.22)

para todo α ∈ Ωk(M). Usando (1.1), (1.56) y (3.22), se deduce el siguiente

resultado.

Proposición 3.3.1 Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi y F̃ k : Ωk(M) ⊕
Ωk−1(M) → Vk(M) ⊕ Vk−1(M) el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos

definido por

F̃ k(α, β) = (#Λ(α) + E ∧#Λ(β),−#Λ(i(E)α) + E ∧#Λ(i(E)β)) (3.23)

para todo α ∈ Ωk(M) y β ∈ Ωk−1(M). Entonces, los homomorfismos F̃ k

inducen un homomorfismo de complejos

F̃ : (Ω∗(M),−d)⊕ (Ω∗−1(M), d) → (V∗(M)⊕ V∗−1(M), d(Λ,E)).

Aśı, si H∗
dR(M) es la cohomoloǵıa de De Rham de M , tenemos el correspon-

diente homomorfismo en cohomoloǵıa

F̃ : H∗
dR(M)⊕H∗−1

dR (M) → H∗
LJ(M).

Ahora, sea (M, η) una variedad de contacto y (Λ, E) su estructura de Jacobi

asociada. El isomorfismo de C∞(M,R)-módulos [ : X(M) → Ω1(M) definido

en (1.11) puede ser extendido a una aplicación, que también denotamos por
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[, del espacio de los k-vectores Vk(M) en el espacio de las k-formas Ωk(M)

de la siguiente manera

[(X1 ∧ . . . ∧Xk) = [(X1) ∧ . . . ∧ [(Xk),

para X1, . . . , Xk ∈ X(M). Esta extensión también es un isomorfismo de

C∞(M,R)-módulos. De hecho, se tiene que

#Λ(α) = (−1)k[−1(α) + E ∧#Λ(i(E)(α)), (3.24)

para α ∈ Ωk(M) (ver [73]). Además,

Teorema 3.3.2 Sea (M, η) una variedad de contacto de dimensión 2m+ 1.

Entonces, el homomorfismo

F̃ k : Hk
dR(M)⊕Hk−1

dR (M) → Hk
LJ(M),

descrito en la Proposición 3.3.1, es un isomorfismo para todo k. Aśı, Hk
LJ(M)

∼= Hk
dR(M)⊕Hk−1

dR (M).

Demostración. De (3.23) y (3.24) y de la igualdad

i(E) ◦ [ = [ ◦ i(η),

deducimos que el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos, G̃k : Vk(M) ⊕
Vk−1(M) → Ωk(M)⊕ Ωk−1(M) dado por

G̃k(P,Q) = ((−1)k([(P ) + η ∧ [(Q)− η ∧ [(i(η)P )),

(−1)k−1([(i(η)P )− η ∧ [(i(η)Q)))

es el homomorfismo inverso de F̃ k : Ωk(M)⊕Ωk−1(M) → Vk(M)⊕Vk−1(M).

Por tanto, usando la Proposición 3.3.1, concluimos que

F̃ : (Ω∗(M),−d)⊕ (Ω∗−1(M), d) → (V∗(M)⊕ V∗−1(M), d(Λ,E))

es un isomorfismo de complejos.

�

Observación 3.3.3 En [79], Lichnerowicz probó que la cohomoloǵıa 1-diferenciable

Chevalley-Eilenberg de una variedad de contacto es trivial (comparar este re-

sultado con el Teorema 3.3.2).
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3.4 Cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de

una variedad localmente conforme sim-

pléctica

En esta sección, estudiaremos la LJ-cohomoloǵıa de una variedad l.c.s.

Distinguiremos los dos casos siguientes:

i) El caso particular de una variedad globalmente conforme

simpléctica. Sea (M,Ω) una variedad g.c.s. con 1-forma de Lee ω y sea

(Λ, E) la estructura de Jacobi asociada. Entonces, existe una función real

C∞-diferenciable, f , sobre M tal que ω = df y la 2-forma Ω̄ = e−fΩ es

simpléctica. Denotamos por Λ̄ el 2-vector de Poisson sobre M asociado con

la 2-forma simpléctica Ω̄. Usando (1.3), (1.15) y la Observación 1.2.1 iv), se

deduce que

Λ = e−f Λ̄, E = #Λ̄(d(e−f )).

Aśı, la estructura de Jacobi (Λ, E) es un cambio conforme de la estructura

de Poisson Λ̄ (ver (3.1)). Por tanto, de (3.6) y del Teorema 3.1.1, obtenemos

Teorema 3.4.1 Sea (M,Ω) una variedad g.c.s. de tipo finito con 1-forma

de Lee ω = df . Entonces,

Hk
LJ(M) ∼=

Hk
dR(M)

ImL̄k−2
⊕ kerL̄k−1,

para todo k, donde H∗
dR(M) es la cohomoloǵıa de De Rham de M y L̄r :

Hr
dR(M) → Hr+2

dR (M) es el homomorfismo definido por

L̄r[α] = [e−fα ∧ Ω],

para todo [α] ∈ Hr
dR(M).

Ejemplo 3.4.2 Sea (N, η) una variedad de contacto de tipo finito. Consi-

deramos sobre la variedad producto M = N × R la 2-forma Ω dada por

Ω = (pr1)
∗(dη)− (pr2)

∗(dt) ∧ (pr1)
∗(η), (3.25)
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donde t es la coordenada usual sobre R y (pri) (i = 1, 2) son las proyecciones

canónicas de M sobre el primer y segundo factor, respectivamente. Entonces

(M,Ω) es una variedad g.c.s. con 1-forma de Lee ω = (pr2)
∗(dt). Además,

en este caso, la 2-forma simpléctica Ω̄ = e−tΩ es exacta, lo que implica que

el homomorfismo L̄r es nulo, para todo r. Consecuentemente, usando el

Teorema 3.4.1, se tiene que

Hk
LJ(M) ∼= Hk

dR(M)⊕Hk−1
dR (M) ∼= Hk

dR(N)⊕Hk−1
dR (N).

ii) El caso general. Ahora, estudiaremos la LJ-cohomoloǵıa de una

variedad l.c.s. arbitraria. Primero, obtendremos algunos resultados sobre la

cohomoloǵıa definida por una 1-forma cerrada sobre una variedad diferencia-

ble arbitraria (ver Ejemplos 2.1.2 i)).

Sea M una variedad diferenciable y ω una 1-forma cerrada sobre M .

Denotamos por dω el operador de cohomoloǵıa definido en (2.4) y por H∗
ω(M)

la cohomoloǵıa del complejo (Ω∗(M), dω).

Proposición 3.4.3 Sea M una variedad diferenciable y ω una 1-forma ce-

rrada sobre M . Entonces:

i) El complejo diferencial (Ω∗(M), dω) es eĺıptico. Por tanto, si M es com-

pacta, los grupos de cohomoloǵıa Hk
ω(M) tienen dimensión finita.

ii) Si ω es exacta y f es una función real C∞-diferenciable, tal que ω = df ,

entonces la aplicación

Hk
dR(M) → Hk

ω(M), [α] 7→ [e−fα],

es un isomorfismo. Por tanto, Hk
ω(M) ∼= Hk

dR(M).

Demostración. i) Es fácil comprobar que los operadores diferenciales d y

dω tienen el mismo śımbolo, lo que implica que el complejo (Ω∗(M), dω) es

eĺıptico.

ii) Un cálculo directo prueba este resultado.

�

Si la 1-forma ω no es exacta entonces, en general,

H∗
ω(M) � H∗

dR(M).
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De hecho, probaremos que si M es compacta y ω es no nula y paralela

con respecto a una métrica Riemanniana sobre M , entonces la cohomoloǵıa

H∗
ω(M) es trivial. Primeramente, recordaremos algunos resultados probados

por Guédira y Lichnerowicz [45] que nos serán útiles.

Supongamos que M es una variedad diferenciable compacta de dimensión n,

que ω es una 1-forma cerrada sobre M y que g es una métrica Riemanniana.

Consideramos el campo de vectores U sobre M caracterizado por la condición

ω(X) = g(X,U),

para todo X ∈ X(M).

Denotamos por δ el operador codiferencial dado por (ver [42])

δα = (−1)nk+n+1(? ◦ d ◦ ?)(α), (3.26)

para todo α ∈ Ωk(M), siendo ? el isomorfismo de Hodge. Entonces, definimos

el operador δω : Ωk(M) → Ωk−1(M) por (ver [45])

δω = δ + i(U), (3.27)

donde i(U) es la contracción por el campo de vectores U , es decir (ver [42]),

i(U)(α) = (−1)nk+n ? (ω ∧ ?α), (3.28)

para todo α ∈ Ωk(M).

Ahora, consideramos el producto escalar estándar < , > sobre el espacio

Ωk(M)

< , >: Ωk(M)× Ωk(M) → R, (α, β) 7→< α, β >=

∫
M

α ∧ (?β).

Entonces, es fácil probar que (ver [45])

< dωα, β >=< α, δωβ >,

para α ∈ Ωk−1(M) y β ∈ Ωk(M).
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Aśı, como M es compacta y el complejo (Ω∗(M), dω) es eĺıptico, obtenemos

una descomposición del espacio Ωk(M) como sigue

Ωk(M) = Hk
ω(M)⊕ dω(Ω

k−1(M))⊕ δω(Ω
k+1(M)), (3.29)

donde Hk
ω(M) = {α ∈ Ωk(M)/dω(α) = 0, δω(α) = 0} (ver [45]).

De (3.29), se sigue que

Hk
ω(M) ∼= Hk

ω(M). (3.30)

Ahora, probaremos el resultado enunciado anteriormente sobre la trivialidad

de la cohomoloǵıa H∗
ω(M).

Teorema 3.4.4 Sea M una variedad diferenciable compacta y ω una 1-

forma cerrada sobre M , ω 6= 0. Supongamos que g es una métrica Rie-

manniana sobre M tal que ω es paralela con respecto a g. Entonces, la

cohomoloǵıa H∗
ω(M) es trivial.

Demostración. Como ω es paralela y no nula, se sigue que ‖ω‖ = c, con c una

constante estrictamente positiva. Supondremos, sin pérdida de generalidad,

que c = 1. Nótese que si c 6= 1, se puede considerar la métrica Riemanniana

g′ = c2g y es claro que el módulo de ω respecto a g′ es 1 y que ω es también

paralela con respecto a g′.

Bajo la hipótesis c = 1, tenemos que

ω(U) = 1. (3.31)

Usando que ω es paralela y que U es Killing, obtenemos que (ver (3.26),

(3.28) y [42])

LU = −δ ◦ e(ω)− e(ω) ◦ δ, (3.32)

δ ◦ LU = LU ◦ δ, (3.33)

donde e(ω) : Ωk(M) → Ωk+1(M) es el operador dado por

e(ω)(α) = ω ∧ α, (3.34)

para todo α ∈ Ωk(M).
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De (2.4), (3.26), (3.27), (3.28), (3.31), (3.33) y (3.34), deducimos las siguien-

tes relaciones

dω ◦ i(U) = −i(U) ◦ dω + LU + Id, δω ◦ i(U) = −i(U) ◦ δω, (3.35)

dω ◦ LU = LU ◦ dω, δω ◦ LU = LU ◦ δω, (3.36)

donde Id denota la transformación identidad.

Por otro lado, (3.32) implica que

< LUα, α > = − < α, di(U)α+ i(U)dα >
= − < α,LUα >

para todo α ∈ Ωk(M). Aśı,

< LUα, α >= 0. (3.37)

Ahora, si α ∈ Hk
ω(M), entonces, usando (3.35), obtenemos que

LUα = −α+ dω(i(U)α).

Pero, por (3.36), deducimos que LUα ∈ Hk
ω(M). Por tanto (ver (3.29)),

obtenemos que

LUα = −α.

Consecuentemente, de (3.37), se sigue que α = 0.

Esto prueba queHk
ω(M) = {0}, lo que implica queHk

ω(M) = {0} (ver (3.30)).

�

Ahora, obtendremos algunos resultados que relacionan la LJ-cohomoloǵıa de

una variedad l.c.s. M con su cohomoloǵıa de De Rham y con la cohomoloǵıa

H∗
ω(M), siendo ω la 1-forma de Lee de M .

Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee ω. Supongamos que (Λ, E)

es la estructura de Jacobi asociada a M . El isomorfismo de C∞(M,R)-

módulos [ : X(M) → Ω1(M) definido en (1.16) puede ser extendido a una

aplicación, que también denotamos por [, desde el espacio Vk(M) sobre el

espacio Ωk(M) de la siguiente forma

[(X1 ∧ . . . ∧Xk) = [(X1) ∧ . . . ∧ [(Xk)
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para todo X1, . . . , Xk ∈ X(M). Esta extensión es también un isomorfismo de

C∞(M,R)-módulos. En realidad, se tiene que (ver [73])

#Λ(α) = (−1)k[−1(α) (3.38)

para todo α ∈ Ωk(M), donde #Λ : Ωk(M) → Vk(M) es el homomorfismo

dado en (1.25) y (1.26).

Usando (1.15), (1.25), (1.26) y que #Λ(ω) = −E, obtenemos

#Λ ◦ i(E) = i(ω) ◦#Λ, i(E) ◦ [ = −[ ◦ i(ω). (3.39)

Aśı, de (3.22), (3.38) y (3.39), deducimos que

−[([Λ, P ])+kω∧[(P ) = d([(P ))−i(E)([(P ))∧Ω, LE[(P ) = [(LEP ) (3.40)

para todo P ∈ Vk(M).

Además, probamos el siguiente resultado.

Teorema 3.4.5 Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee ω. Supon-

gamos que (Λ, E) es la estructura de Jacobi asociada sobre M y que F̄ k :

Ωk(M) → Vk(M)⊕ Vk−1(M) y Ḡk : Vk(M)⊕ Vk−1(M) → Ωk−1(M) son los

homomorfismos de C∞(M,R)-módulos definidos por

F̄ k(α) = (#Λα,−#Λ(i(E)α)) y Ḡk(P,Q) = (−1)k(−[(Q) + i(E)[(P ))

para todo α ∈ Ωk(M) y (P,Q) ∈ Vk(M)⊕ Vk−1(M). Entonces:

i) Las aplicaciones F̄ k y Ḡk inducen una sucesión exacta de complejos

0 → (Ω∗(M), d)
F̄→ (V∗(M)⊕ V∗−1(M),−d(Λ,E))

Ḡ→ (Ω∗−1(M),−dω) → 0,

donde d es la diferencial exterior, d(Λ,E) es el operador de la LJ-cohomoloǵıa

y dω es el operador dado en (2.4).

ii) Esta sucesión exacta induce una sucesión larga exacta de cohomoloǵıa

. . .
Lk−2

→ Hk
dR(M)

F̄k
∗→ Hk

LJ(M)
Ḡk
∗→ Hk−1

ω (M)
Lk−1

→ Hk+1
dR (M)

F̄k+1
∗→ . . . ,

donde el homomorfismo conector Lk−1 : Hk−1
ω (M) → Hk+1

dR (M) está definido

por

Lk−1([α]) = [α ∧ Ω]

para todo [α] ∈ Hk−1
ω (M).
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Demostración. Se sigue de (1.15), (1.56), (2.4), (3.22), (3.38), (3.39) y (3.40).

�

Usando el Teorema 3.4.5, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.4.6 Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. de tipo finito con 1-forma

de Lee ω. Supongamos que la dimensión del k-ésimo grupo de cohomoloǵıa

Hk
ω(M) es finita, para todo k. Entonces,

Hk
LJ(M) ∼=

Hk
dR(M)

ImLk−2
⊕ kerLk−1,

donde Lr : Hr
ω(M) → Hr+2

dR (M) es el homomorfismo dado por

Lr([α]) = [α ∧ Ω],

para [α] ∈ Hr
ω(M). En particular, la dimensión de Hk

LJ(M) es finita.

Observación 3.4.7 El Teorema 3.4.1 se obtiene directamente de la Propo-

sición 3.4.3 y del Corolario 3.4.6.

Usando el Teorema 3.4.4 y el Corolario 3.4.6, deducimos además, los siguien-

tes resultados.

Corolario 3.4.8 Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. de tipo finito con 1-forma

de Lee ω, y tal que la dimensión del k-ésimo grupo de cohomoloǵıa Hk
ω(M)

es finita, para todo k. Si la 2-forma Ω es d(−ω)-exacta, es decir, existe una

1-forma η sobre M , tal que Ω = dη − ω ∧ η, entonces,

Hk
LJ(M) ∼= Hk

dR(M)⊕Hk−1
ω (M), para todo k.

Corolario 3.4.9 Sea (M,Ω) una variedad compacta l.c.s. con 1-forma de

Lee ω, ω 6= 0. Supongamos que g es una métrica Riemanniana sobre M tal

que ω es paralela respecto a g. Entonces,

Hk
LJ(M) ∼= Hk

dR(M), para todo k.
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Ejemplo 3.4.10 Sea (N, η) una variedad de contacto compacta y conside-

ramos sobre la variedad producto M = N × S1 la 2-forma Ω definida por

Ω = (pr1)
∗(dη)− (pr2)

∗(θ) ∧ (pr1)
∗(η), (3.41)

siendo θ el elemento de longitud de S1. Entonces, (M,Ω) es una variedad l.c.s.

con 1-forma de Lee ω = (pr2)
∗(θ). Además, si h es una métrica Riemanniana

sobre N , la 1-forma ω es paralela respecto a la métrica Riemanniana g sobre

M dada por

g = (pr1)
∗(h) + ω ⊗ ω.

Aśı, usando el Corolario 3.4.9, deducimos que

Hk
LJ(M) ∼= Hk

dR(M) ∼= Hk
dR(N)⊕Hk−1

dR (N).

3.5 Cohomoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de

la esfera unidad de un álgebra de Lie real

Si g es un álgebra de Lie real de dimensión n dotada de un producto escalar,

< , >, entonces la esfera unidad Sn−1(g) de g admite una estructura de

Jacobi (ver la Sección 1.1.2, Ejemplo 2c)). En esta sección, describiremos la

LJ-cohomoloǵıa de Sn−1(g) para el caso en el que g es el álgebra de Lie de

un grupo de Lie compacto.

Primeramente, probaremos algunos resultados que nos serán útiles en lo suce-

sivo.

Lema 3.5.1 Si ξ ∈ g y ξ̃ : Sn−1(g) × R → R es una función real C∞-

diferenciable dada por

ξ̃(η, t) = et < ξ, η > (3.42)

para todo (η, t) ∈ Sn−1(g)× R, entonces

∂

∂t
(ξ̃) = ξ̃. (3.43)

Además, si {ξi}i=1,...,n es una base de g, se tiene que {dξ̃i}i=1,...,n es una base

global del espacio de las 1-formas sobre Sn−1(g)× R.
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Demostración. (3.43) se obtiene directamente de (3.42).

Por otra parte, sea F : g − {0} → Sn−1(g) × R el difeomorfismo definido en

(1.30). Entonces, deducimos que

ξ̃ ◦ F =< ξ, >

para todo ξ ∈ g, donde < ξ, >: g− {0} → R es la función real dada por

< ξ, > (η) =< ξ, η >,

para todo η ∈ g− {0}. Esto prueba la segunda afirmación de este Lema.

�

Usando el Lema 3.5.1, obtenemos

Lema 3.5.2 Sea P (respectivamente, Q) un k-vector (respectivamente, un

(k−1)-vector) sobre Sn−1(g). Denotamos por ^(P,Q) el k-vector sobre Sn−1(g)×
R dado por

^(P,Q) = e−kt(P +
∂

∂t
∧Q). (3.44)

Si L es el operador derivada de Lie sobre Sn−1(g)× R entonces

L ∂
∂t

^(P,Q) = −k^(P,Q),
∂

∂t
(^(P,Q)(dξ̃1, . . . , dξ̃k)) = 0 (3.45)

para todo ξ1, . . . , ξk ∈ g, donde ξ̃i (i = 1, . . . , k) es la función real C∞-

diferenciable sobre Sn−1(g)× R dada por (3.42).

Ahora describiremos la LJ-cohomoloǵıa de Sn−1(g) cuando g es el álgebra de

Lie de un grupo de Lie compacto y < , > es un producto escalar sobre g

arbitrario.

Teorema 3.5.3 Sea g un álgebra de Lie de un grupo de Lie compacto G de

dimensión n. Supongamos < , > un producto escalar sobre g y consideramos

sobre la esfera unidad Sn−1(g), la estructura de Jacobi inducida. Entonces,

Hk
LJ(S

n−1(g)) ∼= Hk(g)⊗ Inv,

para todo k, donde H∗(g) es la cohomoloǵıa de g relativa a la representación

trivial de g sobre R y Inv es la subálgebra de C∞(Sn−1(g),R) definida por

Inv = {ϕ ∈ C∞(Sn−1(g),R)/Xf (ϕ) = 0, ∀f ∈ C∞(Sn−1(g),R)}.
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Demostración. Denotamos por Ad
∗

la acción de G sobre Sn−1(g) dada por

(1.28). Esta acción induce una representación de g sobre el espacio vectorial

C∞(Sn−1(g),R) dada por

(ξ, ϕ) ∈ g× C∞(Sn−1(g),R) → ξSn−1(g)(ϕ) ∈ C∞(Sn−1(g),R),

siendo ξSn−1(g) el generador infinitesimal con respecto a la acción Ad
∗
, aso-

ciado a ξ ∈ g. Consideramos entonces el complejo de cohomoloǵıa definido

por esta representación, (C∗(g;C∞(Sn−1(g),R)), ∂), y su cohomoloǵıa H∗(g ;

C∞(Sn−1(g),R)) (ver la Sección 1.4.2).

Demostraremos que

Hk
LJ(S

n−1(g)) ∼= Hk(g;C∞(Sn−1(g),R)),

para todo k.

Sea Ck
HCE(Sn−1(g)) el espacio de las k-cocadenas en el complejo H-Chevalley-

Eilenberg de Sn−1(g). Definimos el homomorfismo

µk : Ck
HCE(Sn−1(g)) → Ck(g;C∞(Sn−1(g),R))

por

(µk(ck))(ξ1, . . . , ξk) = ck(< ξ1, >, . . . , < ξk, >) (3.46)

para todo ck ∈ Ck
HCE(Sn−1(g)) y ξ1, . . . , ξk ∈ g, donde < ξj, > (j = 1, . . . , k)

es la función real C∞-diferenciable sobre Sn−1(g) dada por (1.22).

Ahora, consideramos el homomorfismo de C∞(Sn−1(g),R)-módulos

Φk : Vk(Sn−1(g))⊕ Vk−1(Sn−1(g)) → Ck(g;C∞(Sn−1(g),R))

definido por

Φk = µk ◦ jk, (3.47)

donde jk : Vk(Sn−1(g)) ⊕ Vk−1(Sn−1(g)) → Ck
HCE(Sn−1(g)) es la aplicación

dada por (1.59).
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Un cálculo directo demuestra que

(Φk(P,Q))(ξ1, . . . , ξk)(ξ) = P (d < ξ1, >, . . . , d < ξk, >)(ξ)+
k∑
i=1

(−1)i+1 < ξi, ξ > Q(d < ξ1, >, . . . , d \< ξi, >, . . . , d < ξk, >)(ξ)

= (^(P,Q)(dξ̃1, . . . , dξ̃k))(ξ, 0),

(3.48)

para todo (P,Q)∈ Vk(Sn−1(g))⊕Vk−1(Sn−1g)), ξ1, . . . , ξk ∈ g y ξ ∈ Sn−1(g),

donde ^(P,Q) es el k-vector sobre Sn−1(g) × R definido en (3.44) y ξ̃i (i =

1, . . . , k) es la función sobre Sn−1(g)× R dada en (3.42).

Usando (1.23), (1.29), (1.48), (1.58) y (3.46), tenemos que las aplicaciones

µk inducen un homomorfismo entre los complejos

(C∗
HCE(Sn−1(g)), ∂HCE) y (C∗(g;C∞(Sn−1(g),R)), ∂).

Aśı, las aplicaciones Φk inducen un homomorfismo entre los complejos (ver

(1.60) y (3.47))

V∗(Sn−1(g))⊕ V∗−1(Sn−1(g)), d(Λ,E)) y (C∗(g;C∞(Sn−1(g),R)), ∂).

Por otro lado, si Φk(P,Q) = 0 entonces, usando (3.45), (3.48) y el Lema

3.5.1, se obtiene que

0 = ^(P,Q) = e−kt(P +
∂

∂t
∧Q).

Por tanto, P = 0 y Q = 0.

Como consecuencia, la aplicación Φk es un monomorfismo.

Ahora, probaremos que Φk es también un epimorfismo.

Sea ck : g× . . .(k . . .× g→ C∞(Sn−1(g),R) una k-cocadena C∞(Sn−1(g),R)-

valuada.

Definimos un k-vector R sobre Sn−1(g)× R caracterizado por la condición

R(dξ̃1, . . . , dξ̃k)(ξ, t) = ekt(ck(ξ1, . . . , ξk)(ξ)) (3.49)

para todos ξ1, . . . , ξk ∈ g y (ξ, t) ∈ Sn−1(g)× R.
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Por el Lema 3.5.1, deducimos que R está bien definido y, usando (3.43) y

(3.49), obtenemos que

L ∂
∂t
R = 0.

Esto implica que

R = P +
∂

∂t
∧Q, (3.50)

con (P,Q) ∈ Vk(Sn−1(g))⊕ Vk−1(Sn−1(g)).

Además, de (3.44), (3.48), (3.49) y (3.50), deducimos que

Φk(P,Q) = ck.

Por tanto, Φk es un epimorfismo.

Usando estos resultados, concluimos que

Hk
LJ(S

n−1(g)) ∼= Hk(g;C∞(Sn−1(g),R)),

para todo k.

Ahora, si aplicamos un resultado general de Ginzburg y Weinstein (ver el

Teorema 3.5 de [40]; ver también [28]), obtenemos que

Hk(g;C∞(Sn−1(g),R)) ∼= Hk(g)⊗ Inv

donde Inv es el álgebra de las funciones G-invariantes sobre Sn−1(g) con

respecto de la acción Ad
∗
.

Finalmente, de (1.29) y como la foliación caracteŕıstica de Sn−1(g) está ge-

nerada por el conjunto de campos de vectores hamiltonianos

{X<ξ, >/ξ ∈ g},

deducimos que Inv = Inv.

�

Es bien conocido que si g es el álgebra de Lie de un grupo de Lie semisimple

compacto, entonces H2(g) = {0}. Aśı, usando el Teorema 3.5.3, tenemos
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Corolario 3.5.4 Sea g el álgebra de Lie de un grupo de Lie G semisimple,

compacto, de dimensión n. Supongamos que < , > es un producto escalar

sobre g y consideramos sobre la esfera unidad Sn−1(g) la estructura de Jacobi

inducida. Entonces,

H2
LJ(S

n−1(g)) = {0}.

3.6 Tabla resumen: cohomoloǵıa de Lichnero-

wicz-Jacobi

En las siguientes tablas se hace un resumen de los principales resultados

obtenidos a lo largo de las Secciones 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 sobre la LJ-cohomoloǵıa

de los diferentes tipos de variedades de Jacobi.

LJ-cohomoloǵıa de variedades de Poisson

tipo lj-cohomologia observaciones

(M,Ω) simpléctica
de tipo finito Hk

LJ(M) ∼=
Hk

dR(M)
ImLk−2

⊕ kerLk−1 Lr : Hr
dR(M) → Hr+2

dR (M)
[α] 7→ [α ∧ Ω]

M simpléctica exacta
de tipo finito

Hk
LJ(M) ∼= Hk

dR(M)⊕Hk−1
dR (M) dimHk

LJ(M) = bk(M) + bk−1(M)

M2m simpléctica
Lefschetz de tipo

finito

Hk
LJ(M) ∼=

Hk
dR(M)

ImLk−2
, k ≤ m

Hk
LJ(M) ∼= kerLk−1, k ≥ m + 1

dimHk
LJ(M)=bk(M)-bk−2(M)

k ≤ m
dimHk

LJ(M)=bk−1(M)-bk+1(M)
k ≥ m + 1

M = Γ\G
nilvariedad

simpléctica compacta

Hk
LJ(M)∼=

Hk(g)
Im(Lg)k−2

⊕ker(Lg)k−1
g álgebra de Lie de G

Ω̃g : g× g→ R forma simpléctica
inducida

(Lg)r : Hr(g) → Hr+2(g)
[α] 7→ [α ∧ Ω̃g]
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.
LJ-cohomoloǵıa de variedades de Poisson (continuación)

tipo lj-cohomologia observaciones

(M,Φ, η)
cosimpléctica con
campo de Reeb ξ

→ Hk
ξ (M)⊕Hk−1

ξ (M)
F

k
∗→

Hk
LJ(M)

G
k
∗→ Hk−1

ξ (M)⊕Hk−2
ξ (M)

→ . . .
sucesión exacta

F
k

∗([α], [β]) = [(#Λα + ξ ∧#Λβ, 0)]
G

k

∗([(P,Q)]) = (−1)k([[(P )−
η ∧ i(ξ)[(P )],−[i(ξ)[(P )])

L
k

∗([α], [β]) = ([α ∧ Φ], [β ∧ Φ])

M = M̃ ×R
M̃ compacta Kähler

con 2-forma de
Kähler Ω̃

dimM̃ = 2m

Hk
LJ(M) ∼= (kerL̃k−1 ⊗ C∞(R,R))

⊕(kerL̃k−2 ⊗ C∞(R,R))⊕

(
Hk

dR(M)

ImL̃k−2
⊗ C∞(R,R))

⊕(
Hk−1

dR (M)

ImL̃k−3
⊗ C∞(R,R))

L̃k : Hk
dR(M̃) → Hk+2

dR (M̃)
[α̃] 7→ [α̃ ∧ Ω̃]

L̃k es inyectiva si k ≤ m− 1
L̃k es sobre si k ≥ m + 1

Dual de un álgebra
de Lie real g de
dimensión finita

Hk
LJ(g∗) ∼= Hk

LP (g∗)⊕Hk−1
LP (g∗)

Dual de un álgebra
de Lie g de un grupo

de Lie compacto

Hk
LJ(g∗) ∼= (Hk(g)⊗ Inv)⊕

(Hk−1(g)⊗ Inv)
Inv ≡ subálgebra de las

funciones Casimires de g∗

LJ-cohomoloǵıa de variedades de Jacobi y no Poisson

tipo lj-cohomologia observaciones

M contacto Hk
LJ(M) ∼= Hk

dR(M)⊕Hk−1
dR (M)

(M, Ω) g.c.s. de tipo
finito con 1-forma de

Lee ω = df

Hk
LJ(M) ∼=

Hk
dR(M)

ImL̄k−2
⊕ kerL̄k−1 L̄r : Hr

dR(M) → Hr+2
dR (M)

[α] 7→ [e−fα ∧ Ω]
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LJ-cohomoloǵıa de variedades de Jacobi y no de Poisson

(continuación)

tipo lj-cohomologia observaciones

(M, Ω) l.c.s. de tipo
finito con 1-forma de

Lee ω y
dimH∗

ω(M) < ∞

Hk
LJ(M) ∼=

Hk
dR(M)

ImLk−2
⊕ kerLk−1 Lr : Hr

ω(M) → Hr+2
dR (M)

[α] 7→ [α ∧ Ω]

M l.c.s. compacta
con 1-forma de Lee ω
paralela con respecto

a una métrica
Riemanniana

Hk
LJ(M) ∼= Hk

dR(M) dimHk
LJ(M) = bk(M)

Esfera unidad
Sn−1(g) del álgebra
de Lie g de un grupo

de Lie compacto
(dimg = n)

Hk
LJ(Sn−1(g)) ∼= Hk(g)⊗ Inv Inv ≡subálgebra de las funciones

constantes sobre las hojas de la
foliación caracteŕıstica



CAṔITULO 4

Homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi
de una variedad de Jacobi

De forma similar a como se hizo en el caṕıtulo anterior con la cohomoloǵıa, en

este caṕıtulo haremos un cálculo expĺıcito de la homoloǵıa de Lichnerowicz-

Jacobi de diferentes ejemplos de variedades de Jacobi. También estudiaremos

ciertas propiedades de carácter general que satisface esta homoloǵıa.

4.1 Homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi y cam-

bios conformes de estructuras de Jacobi

Demostraremos a continuación que la LJ-homoloǵıa de una variedad de Ja-

cobi también es invariante por cambios conformes.

Teorema 4.1.1 Sea (M,Λ, E) una variedad de Jacobi y (Λa, Ea) un cambio

conforme de la estructura de Jacobi (Λ, E). Entonces

HLJ
k (M,Λ, E) ∼= HLJ

k (M,Λa, Ea),

para todo k. Por tanto, la LJ-homoloǵıa es invariante bajo cambios conformes

de la estructura de Jacobi.

113
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Demostración. Consideramos el isomorfismo de fibrados vectoriales φ : T ∗M×
R→ T ∗M×R dado en (3.2). Como ya vimos en la demostración del Teorema

3.1.1, este isomorfismo de fibrados define un isomorfismo de algebroides de

Lie entre (T ∗M × R, [[ , ]](Λ,E), #̃(Λ,E)) y (T ∗M × R, [[ , ]](Λa,Ea), #̃(Λa,Ea)).

De (1.35), (1.51) y (3.3), obtenemos que

φn+1(0,Φ) = (0,
1

an+1
Φ), (4.1)

para Φ ∈ Ωn(M), donde n es la dimensión de M y φn+1 : Γ(∧n+1(T ∗M ×
R)) → Γ(∧n+1(T ∗M × R)) es el homomorfismo de C∞(M,R)-módulos in-

ducido por φ.

Por otro lado, si ∇(Λ,E) (respectivamente, ∇(Λa,Ea)) es la (T ∗M×R)-conexión

llana sobre ∧n+1(T ∗M ×R) →M definida por (1.69) y asociada a la estruc-

tura de Jacobi (Λ, E) (respectivamente, (Λa, Ea)), entonces, usando (1.69),

(3.3), (4.1) y el hecho de que

i(#Λ(α))Φ = −α ∧ i(Λ)Φ,

probamos que

φn+1(∇(Λ,E)
(α,f) (0,Φ)) = ∇(Λa,Ea)

φ1(α,f) φn+1(0,Φ),

para todo (α, f) ∈ Ω1(M)× C∞(M,R) y Φ ∈ Ωn(M).

Consecuentemente, el resultado se deduce usando la Proposición 1.4.6.

�

4.2 Homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de una

variedad de Poisson

Sea (M,Λ) una variedad de Poisson y δ(Λ,0) (respectivamente, δΛ) el operador

de la LJ-homoloǵıa (respectivamente, de la homoloǵıa canónica) asociado a

M . Entonces

δΛα = i(Λ)dα− di(Λ)α

δ(Λ,0)(α, β) = (δΛα, δΛβ + (−1)ki(Λ)α)
(4.2)
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para todo α ∈ Ωk(M) y β ∈ Ωk−1(M) (ver (1.68) y (1.70)).

Usando (4.2), obtenemos la siguiente relación entre la LJ-homoloǵıa HLJ
∗ (M)

y la homoloǵıa canónica Hcan
∗ (M).

Teorema 4.2.1 Sea (M,Λ) una variedad de Poisson. Supongamos que (0,Idk) :

Ωk−1(M) → Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M) y (π1)k : Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M) → Ωk(M) son

los homomorfismos de C∞(M,R)-módulos dados por

(0, Idk)(β) = (0, β), (π1)k(α, β) = α

para todo α ∈ Ωk(M) y β ∈ Ωk−1(M). Entonces:

(i) Las aplicaciones (0, Idk) y (π1)k definen una sucesión exacta de com-

plejos

0 → (Ω∗−1(M), δΛ)
(0,Id)→ (Ω∗(M)⊕Ω∗−1(M), δ(Λ,0))

π1→ (Ω∗(M), δΛ) → 0

(ii) La sucesión exacta anterior induce una sucesión exacta larga de ho-

moloǵıa

. . .→ Hcan
k−1(M)

(0,Idk)∗→ HLJ
k (M)

((π1)k)∗→ Hcan
k (M)

Λk→ Hcan
k−2(M) → . . .

donde el homomorfismo conector Λk está definido por

Λk[α] = (−1)k[i(Λ)(α)] (4.3)

para todo [α] ∈ Hcan
k (M).

Del Teorema 4.2.1, se deduce el siguiente resultado.

Corolario 4.2.2 Sea M una variedad de Poisson tal que sus grupos de ho-

moloǵıa canónica tienen dimensión finita. Entonces, los grupos de la LJ-

homoloǵıa también tienen dimensión finita y

HLJ
k (M) ∼=

Hcan
k−1(M)

ImΛk+1

⊕ kerΛk,

donde Λr : Hcan
r (M) → Hcan

r−2(M) es el homomorfismo dado por (4.3).

A continuación, obtendremos una relación expĺıcita entre la LJ-homoloǵıa

y la LJ-cohomoloǵıa para los casos particulares de estructuras simplécticas,

cosimplécticas y de Lie-Poisson.
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4.2.1 Estructuras simplécticas

Sea (M,Ω) una variedad simpléctica de dimensión 2m. Si f ∈ C∞(M,R), se

sigue que LXf
Ω = 0 lo que implica que

LXf
(Ω ∧ . . .(m . . . ∧ Ω) = 0.

Aśı, M es una variedad de Poisson unimodular (ver [124]). Usando este

hecho, (3.6), el Teorema 1.4.11 y la Observación 1.4.12, deducimos el siguiente

resultado.

Teorema 4.2.3 Sea (M,Ω) una variedad simpléctica de dimensión 2m. En-

tonces

HLJ
k (M) ∼= H2m−k+1

LJ (M)

para todo k. Además, si M es de tipo finito, tenemos

HLJ
k (M) ∼=

H2m−k+1
dR (M)

ImL2m−k−1
⊕ kerL2m−k, (4.4)

donde H∗
dR(M) es la cohomoloǵıa de De Rham de M y Lr : Hr

dR(M) →
Hr+2
dR (M) es el homomorfismo dado en (3.5).

A continuación aplicaremos los resultados anteriores a algunos ejemplos de

variedades simplécticas.

Variedades simplécticas exactas. Si Ω es una 2-forma exacta, entonces

los homomorfismos Lk son nulos. Por tanto, de (4.4), se obtiene que

HLJ
k (M) ∼= H2m−k+1

dR (M)⊕H2m−k
dR (M).

Variedades simplécticas Lefschetz. Sea (M,Ω) una variedad simpléctica

Lefschetz de dimensión 2m (ver Sección 3.2.1). Entonces, usando (3.7) y

(4.4), se tiene

HLJ
k (M) ∼=

H2m−k+1
dR (M)

ImL2m−k−1
, para k ≤ m,

HLJ
k (M) ∼= kerL2m−k, para k ≥ m+ 1.
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Nilvariedades simplécticas compactas. Supongamos que (Γ\G) es una

nilvariedad simpléctica compacta (ver Sección 3.2.1) y que g es el álgebra de

Lie del grupo de Lie G . Usando (3.9) y (4.4), deducimos que

HLJ
k (Γ\G) ∼=

H2m−k+1(g)

Im(Lg)2m−k−1
⊕ ker(Lg)

2m−k,

donde (Lg)
r son los homomorfismos definidos en (3.8).

4.2.2 Estructuras cosimplécticas

En [33] (ver también [32]) los autores han demostrado que si M es una

variedad cosimpléctica de dimensión 2m+ 1 con campo de Reeb ξ, entonces

la homoloǵıa canónica de M viene dada como sigue

Hcan
k (M) ∼= H2m+1−k

ξ (M)⊕H2m−k
ξ (M), (4.5)

donde H∗
ξ (M) es la cohomoloǵıa del complejo (Ω∗

ξ(M), dξ) introducido en la

Sección 3.2.2. De hecho, este isomorfismo se define como sigue. Consideramos

el operador ?ξ : Ωr
ξ(M) → Ω2m+1−r

ξ (M) dado por

?ξ(α) =
1

m!
i([−1(α))Φm ∧ η.

Se tiene que ?2
ξ = Id y, además, la aplicación

Fk : Hcan
k (M) → H2m+1−k

ξ (M)⊕H2m−k
ξ (M)

definida por

Fk([α]) = ([?ξ(α− η ∧ i(ξ)α)], [?ξ(i(ξ)α)]),

es un isomorfismo de espacios vectoriales. De hecho, el homomorfismo inverso

Gk : H2m+1−k
ξ (M)⊕H2m−k

ξ (M) → Hcan
k (M) está dado por

Gk([α], [β]) = [?ξα+ η ∧ ?ξβ].

Usando estos resultados, el Teorema 4.2.1 y el hecho de que ?ξ ◦ i(Λ) =

i(Λ) ◦ ?ξ, deducimos la siguiente proposición.
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Proposición 4.2.4 Sea (M,Φ, η) una variedad cosimpléctica de dimensión

2m + 1 con campo de Reeb ξ. Entonces, tenemos una sucesión exacta larga

de espacios vectoriales

. . .→ H2m+2−k
ξ (M)⊕H2m+1−k

ξ (M)
Gk−1→ HLJ

k (M)
Fk→

H2m+1−k
ξ (M)⊕H2m−k

ξ (M)
i(Λ)→ H2m+3−k

ξ (M)⊕H2m+2−k
ξ (M) → . . .

donde las aplicaciones Gk−1, F k y i(Λ) están definidas por

Gk−1([α], [β]) = [(0, (Gk−1([α], [β]))],

F k([(α
′, β′)]) = [(?ξ(α

′ − η ∧ i(ξ)α′), ?ξ(i(ξ)α′))],

i(Λ)([α′′], [β′′]) = (−1)k([i(Λ)α′′], [i(Λ)β′′]).

Con el fin de estudiar la dualidad entre la LJ-cohomoloǵıa y la LJ-homoloǵıa,

calcularemos en el siguiente resultado la clase modular de una variedad

cosimpléctica.

Proposición 4.2.5 Sea (M,Φ, η) una variedad cosimpléctica de dimensión

2m+ 1. Entonces M es una variedad de Poisson unimodular.

Demostración. Sea ξ el campo de Reeb de M . Consideramos entonces la

forma de volumen ν = Φm ∧ η. Si f ∈ C∞(M,R), usando que η es una

1-forma cerrada y el hecho de que η(Xf ) = 0 (ver (1.27) y la Observación

1.2.1), se sigue

LXf
η = 0. (4.6)

Por otra parte, de (1.6), (1.7) y (3.14), deducimos

i(Xf )Φ = −df + ξ(f)η.

Aśı,

LXf
Φ = d(ξ(f)) ∧ η. (4.7)

Usando (4.6) y (4.7) concluimos entonces

LXf
ν = 0.
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Aśı, la clase modular-Poisson de M es cero.

�

En consecuencia, por el Teorema 1.4.11, la Observación 1.4.12 y la Proposición

4.2.5 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.6 Sea (M,Φ, η) una variedad cosimpléctica de dimensión 2m+

1 con campo de Reeb ξ. Entonces,

HLJ
k (M) ∼= H2m+2−k

LJ (M), para todo k.

Ejemplo 4.2.7 Sea (M̃, J, h) una variedad compacta Kähler con 2-forma

de Kähler Ω̃ y de dimensión 2m. Consideramos sobre la variedad producto

M = M̃ × R la estructura cosimpléctica (Φ, η) definida por

Φ = pr∗1(Ω̃), η = pr∗2(dt),

donde pr1 y pr2 son las proyecciones canónicas deM sobre el primer y segundo

factor, respectivamente. Entonces, usando el Teorema 4.2.6, deducimos que

(ver Ejemplo 3.2.7)

HLJ
k (M) ∼= (kerL̃2m+1−k⊗C∞(R,R))⊕(kerL̃2m−k⊗C∞(R,R)), k≤m− 2

HLJ
m−1(M) ∼= (kerL̃m+2 ⊗ C∞(R,R))⊕ (kerL̃m+1 ⊗ C∞(R,R))

⊕(
Hm+2
dR (M)

ImL̃m
⊗ C∞(R,R))

HLJ
m (M) ∼= (kerL̃m+1 ⊗ C∞(R,R))⊕ (kerL̃m ⊗ C∞(R,R))

⊕(
Hm+2
dR (M)

ImL̃m
⊗ C∞(R,R))⊕ (

Hm+1
dR (M)

ImL̃m−1
⊗ C∞(R,R))

HLJ
m+1(M) ∼= (kerL̃m ⊗ C∞(R,R))⊕ (

Hm+1
dR (M)

ImL̃m+1
⊗ C∞(R,R))

⊕(
Hm
dR(M)

ImL̃m−2
⊗ C∞(R,R)),

donde L̃r : Hr
dR(M̃) → Hr+2

dR (M̃) son los homomorfismos definidos por

L̃r([α̃]) = [α̃ ∧ Ω̃], para [α̃] ∈ Hr
dR(M̃).
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4.2.3 Estructuras de Lie-Poisson

Sea (g, [ , ]g) un álgebra de Lie real de dimensión n y consideramos sobre el

espacio dual g∗ la estructura de Lie-Poisson Λ̄.

Supongamos que {ξi}i=1,...,n es una base de g y que (xi) son las correspon-

dientes coordenadas globales para g∗. Denotamos por ν̄ la forma de volumen

sobre g∗ dada por

ν̄ = dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

El carácter modular ξ0 de g (ver Ejemplo 1.4.8 i)) induce un campo de vec-

tores constante sobre g∗ que es el campo modular de la variedad de Poisson

(g∗, Λ̄) respecto a la forma de volumen ν̄ (ver [69, 124]). Aśı, si g es unimodu-

lar, es decir, si su carácter modular ξ0 es cero, entonces (g∗, Λ̄) es una variedad

de Poisson unimodular. Por tanto, por el Teorema 1.4.11 y la Observación

1.4.12, tenemos

Teorema 4.2.8 Sea (g, [ , ]g) un álgebra de Lie real unimodular de dimensión

n y consideramos sobre el espacio dual g∗ la estructura de Lie-Poisson. En-

tonces, para todo k se tiene

HLJ
k (g∗) ∼= Hn−k+1

LJ (g∗).

Ahora, usando (3.19), el Teorema 4.2.8 y el hecho de que el álgebra de Lie de

un grupo de Lie compacto es unimodular, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.9 Sea g el álgebra de Lie de un grupo de Lie compacto de

dimensión n y consideramos sobre su espacio dual g∗ la estructura de Lie-

Poisson. Entonces, para todo k,

HLJ
k (g∗) ∼= Hn−k+1

LJ (g∗) ∼= (Hn−k+1(g)⊗ Inv)⊕ (Hn−k(g)⊗ Inv),

donde Inv es el álgebra de las funciones Casimires sobre g∗ y H∗(g) es la

cohomoloǵıa de g relativa a la representación trivial de g sobre R.
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4.2.4 Una estructura de Poisson cuadrática

Sea Λ la estructura de Poisson cuadrática sobre R2 considerada en la Sección

3.2.4, es decir,

Λ = xy
∂

∂x
∧ ∂

∂y
.

El campo modular de (R2,Λ) respecto al volumen estandar ν = dx ∧ dy es

X ν
Λ = x

∂

∂x
− y

∂

∂y
.

Es fácil ver que [X ν
Λ ] 6= 0 en H1

LP (R2,Λ). Por tanto, (R2,Λ) no es una

variedad de Poisson unimodular.

La homoloǵıa canónica de (R2,Λ). Primeramente, calcularemosHcan
2 (R2,Λ).

Supongamos que β = hdx∧ dy es una 2-forma sobre R2, con h ∈ C∞(R2,R).

Tenemos que

δΛβ = −di(Λ)(β) = −d(xyh). (4.8)

De aqúı deducimos que

δΛβ = 0 ⇐⇒ xyh = cte ⇐⇒ h = 0 ⇐⇒ β = 0.

Aśı,

Hcan
2 (R2,Λ) = {0}. (4.9)

Ahora, sea α una 1-forma sobre R2. Se tiene que

δΛα = i(Λ)(dα) = xydα(
∂

∂x
,
∂

∂y
).

Consecuentemente,

δΛα = 0 ⇐⇒ dα = 0 ⇐⇒ α = df, para f ∈ C∞(R2,R).

Esto implica que (ver (4.8))

Hcan
1 (R2,Λ) =

{df/f ∈ C∞(R2,R)}
δΛ(Ω2(R2))

=
{df/f ∈ C∞(R2,R)}

{d(xyh)/h ∈ C∞(R2,R)}
. (4.10)
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En particular, obtenemos que la dimensión de Hcan
1 (R2,Λ) no es finita. De

hecho, si m es un entero arbitrario, m ≥ 1, y

m∑
k=1

λk[dx
k] = 0, con λk ∈ R,

se tiene que
m∑
k=0

λkx
k = xyh,

donde λ0 ∈ R y h ∈ C∞(R2,R). Aśı, concluimos que

m∑
k=0

λkx
k = 0, para todo x ∈ R,

y de aqúı se sigue que λk = 0, para todo k ∈ {0, . . . ,m} (nótese que p(x) =
m∑
k=0

λkx
k es un polinomio de grado ≤ m).

Finalmente, calcularemos Hcan
0 (R2,Λ).

Si γ = fdx+ gdy es una 1-forma sobre R2, deducimos que

δΛγ = i(Λ)(dγ) = xy(
∂g

∂x
− ∂f

∂y
),

lo que implica que

Hcan
0 (R2,Λ) =

C∞(R2,R)

{xy( ∂g
∂x
− ∂f

∂y
)/f, g ∈ C∞(R2,R)}

.

Por otra parte, usando que H2
dR(R2) = {0}, obtenemos la siguiente igualdad

de conjuntos

{xy(∂g
∂x

− ∂f

∂y
)/f, g ∈ C∞(R2,R)} = {xyh/h ∈ C∞(R2,R)}

y, por tanto,

Hcan
0 (R2,Λ) =

C∞(R2,R)

{xyh/h ∈ C∞(R2,R)}
.
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Ahora, consideramos la aplicación R-lineal

ψ : Hcan
0 (R2,Λ) → Hcan

1 (R2,Λ)⊕ R

definida por

ψ([f ]) = ([df ], f(0, 0)), para toda f ∈ C∞(R2,R).

Un cálculo directo demuestra que ψ es un isomorfismo. De hecho, la apli-

cación R-lineal

ζ : Hcan
1 (R2,Λ)⊕ R→ Hcan

0 (R2,Λ)

dada por

ζ([df ], k) = [f − f(0, 0) + k]

es justamente la inversa de ψ.

Consecuentemente,

Hcan
0 (R2,Λ) ∼=

{df/f ∈ C∞(R2,R)}
{d(xyh)/h ∈ C∞(R2,R)}

⊕ R. (4.11)

Observación 4.2.10 De (3.20), (4.9), (4.10) y (4.11), concluimos que

Hcan
i (R2,Λ) � H2−i

LP (R2,Λ),

para i ∈ {0, 1, 2}.

La LJ-homoloǵıa de (R2,Λ). Usando (4.9), (4.10), (4.11) y el Teorema

4.2.1, tenemos que

HLJ
3 (R2,Λ, 0) ∼= Hcan

2 (R2,Λ) = {0}

HLJ
2 (R2,Λ, 0) ∼= Hcan

1 (R2,Λ) =
{df/f ∈ C∞(R2,R)}

{d(xyh)/h ∈ C∞(R2,R)}

HLJ
0 (R2,Λ, 0) ∼= Hcan

0 (R2,Λ) =
{df/f ∈ C∞(R2,R)}

{d(xyh)/h ∈ C∞(R2,R)}
⊕ R.

(4.12)

Demostraremos ahora que

HLJ
1 (R2,Λ, 0) ∼= Hcan

1 (R2,Λ)⊕Hcan
0 (R2,Λ).
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Para ello, consideramos la aplicación R-lineal

ψ̃ : Hcan
1 (R2,Λ)⊕Hcan

0 (R2,Λ) → HLJ
1 (R2,Λ, 0)

dada por

ψ̃([α], [f ]) = [(α, f)]

para todo α ∈ Ω1(R2) y f ∈ C∞(R2,R), con δΛα = 0.

Nótese que si

α′ = α+ δΛβ, f ′ = f + δΛγ,

con β ∈ Ω2(R2) y γ ∈ Ω1(R2), entonces, como H2
dR(R2) = {0}, existe una

1-forma γ̃ sobre R2 satisfaciendo β = −dγ̃ y

δ(Λ,0)(β, γ + γ̃) = (δΛβ, δΛγ).

Aśı,

(α′, f ′) = (α, f) + δ(Λ,0)(β, γ + γ̃).

Esto prueba que la aplicación ψ̃ está bien definida.

Por otra parte, está claro que ψ̃ es un epimorfismo. Además, usando de

nuevo que H2
dR(R2) = {0}, se sigue que ψ̃ es un monomorfismo.

Por tanto (ver (4.10) y (4.11)),

HLJ
1 (R2,Λ, 0) ∼= (

{df/f ∈ C∞(R2,R)}
{d(xyh)/h ∈ C∞(R2,R)}

)2 ⊕ R. (4.13)

Observación 4.2.11 De (3.21), (4.12) y (4.13), concluimos que

HLJ
i (R2,Λ, 0) � H3−i

LJ (R2,Λ, 0), para i ∈ {0, 1, 2, 3}.

4.3 Homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de una

variedad de contacto

Sea (M, η) una variedad de contacto de dimensión 2m + 1. Entonces, ν =

η ∧ (dη)m es una forma de volumen y (ver [118])

Mν
(Λ,E) = (−(m+ 1)E, 0),
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donde (Λ, E) es la estructura de Jacobi asociada a M . Aśı, M no es una

variedad de Jacobi unimodular y por tanto, no es posible aplicar el Teorema

1.4.11. De hecho, en esta sección, demostraremos que la LJ-homoloǵıa de

una variedad de contacto M es trivial.

Primeramente, probamos un resultado que será útil en lo sucesivo.

Lema 4.3.1 Sea (M, η) una variedad de contacto de dimensión 2m+1 y sea

(Λ, E) la estructura de Jacobi asociada a M . Si e(η) : Ωk(M) → Ωk+1(M) y

L̃k : Ωk(M) → Ωk+2(M) son los operadores definidos por

e(η)(α) = η ∧ α, L̃k(α) = α ∧ dη,

entonces,

i(Λ) ◦ e(η) = e(η) ◦ i(Λ), (4.14)

i(Λ) ◦ L̃k − L̃k−2 ◦ i(Λ) = (m− k)Id+ e(η) ◦ i(E), (4.15)

donde Id denota la transformación identidad.

Demostración. Sea x un punto arbitrario deM . Supongamos que (t, q1, . . . , qm,

p1, . . . , pm) son coordenadas canónicas en un entorno abierto U de x satis-

faciendo (1.13).

De (1.13), se sigue que

(i(Λ) ◦ e(η))(α) = (e(η) ◦ i(Λ))(α),

para todo α ∈ Ω∗(U). Esto prueba (4.14).

Por otro lado, si α1, . . . , αk son 1-formas sobre U , entonces un cálculo directo,

usando de nuevo (1.13), demuestra que

(i(Λ) ◦ L̃k − L̃k−2 ◦ i(Λ))(α1 ∧ . . . ∧ αk) = m(α1 ∧ . . . ∧ αk)

−
k∑
i=1

α1 ∧ . . . ∧ αi−1 ∧ [
m∑
j=1

(αi(
∂

∂qj
+ pj

∂

∂t
)dqj + αi(

∂

∂pj
)dpj)]∧

αi+1 ∧ . . . ∧ αk = (m− k)(α1 ∧ . . . ∧ αk) + (e(η) ◦ i(E))(α1 ∧ . . . ∧ αk).

De aqúı se obtiene (4.15). �
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Ahora, probamos el resultado anunciado al comienzo de esta sección, acerca

de la LJ-homoloǵıa de una variedad de contacto.

Teorema 4.3.2 La LJ-homoloǵıa de una variedad de contacto es trivial.

Demostración. Sea (M, η) una variedad de contacto de dimensión 2m + 1 y

δ(Λ,E) el operador de la LJ-homoloǵıa.

Si α (respectivamente, β) es una k-forma (respectivamente, una (k−1)-forma)

sobre M tal que

δ(Λ,E)(α, β) = (0, 0),

entonces, usando (1.12), (1.70) y el Lema 4.3.1, deducimos que

(α, β) = δ(Λ,E)(
η ∧ α
m+ 1

,
η ∧ β
m+ 1

).

Por tanto, HLJ
k (M) = {0}.

�

4.4 Homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de una

variedad localmente conforme simpléctica

Como en la Sección 3.4 del tercer caṕıtulo, distinguimos los siguientes casos:

i) El caso particular de una variedad g.c.s. Sea (M,Ω) una variedad

g.c.s. con 1-forma de Lee ω. Entonces , existe f ∈ C∞(M,R) tal que ω = df

y la estructura de Jacobi de M es un cambio conforme de la estructura de

Poisson de M asociada con la forma simpléctica e−fΩ. Aśı, de los Teoremas

3.1.1 , 4.1.1 y 4.2.3, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.4.1 Sea (M,Ω) una variedad g.c.s. de dimensión 2m. En-

tonces,

HLJ
k (M) ∼= H2m−k+1

LJ (M),

para todo k. Además, si M es de tipo finito, tenemos

HLJ
k (M) ∼=

H2m−k+1
dR (M)

ImL̄2m−k+1
⊕ kerL̄2m−k,
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donde H∗
dR(M) es la cohomoloǵıa de De Rham de M y L̄r : Hr

dR(M) →
Hr+2
dR (M) es el homomorfismo dado por

L̄r[α] = ([e−fα ∧ Ω]),

para todo [α] ∈ Hr
dR(M).

Observación 4.4.2 En [118], Vaisman demuestra que una variedad g.c.s.

es una variedad de Jacobi unimodular. Usando este hecho, el Teorema 3.4.1

y el Teorema 1.4.11, podemos también probar el Teorema 4.4.1.

Ejemplo 4.4.3 Sea (N, η) una variedad de contacto de tipo finito. Supon-

gamos que la dimensión de N es 2m − 1 y consideramos sobre la variedad

producto M = N×R la estructura g.c.s. Ω dada en (3.25). Entonces, usando

el Teorema 4.4.1, tenemos

HLJ
k (M) ∼= H2m−k+1

dR (M)⊕H2m−k
dR (M) ∼= H2m−k+1

dR (N)⊕H2m−k
dR (N).

ii) El caso general. Ahora, estudiaremos la LJ-homoloǵıa de una varie-

dad l.c.s. arbitraria.

Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. de dimensión 2m con 1-forma de Lee ω.

Entonces ν = Ωm es una forma de volumen y (ver [118])

Mν
(Λ,E) = [(−(1 +m)E, 0)],

donde (Λ, E) es la estructura de Jacobi asociada a M . Aśı, en general,

M no es una variedad de Jacobi unimodular (ver [118]) y por tanto, no es

posible aplicar el Teorema 1.4.11. De hecho, en esta sección probaremos

que si k ∈ {0, . . . , 2m + 1} entonces, en general, los espacios Hk
LJ(M) y

HLJ
2m−k+1(M) no son isomorfos.

Primeramente, introduciremos una cierta cohomoloǵıa para dar una descripción

expĺıcita de la LJ-homoloǵıa de M .

Consideramos las 1-formas cerradas ω0 y ω1 sobre M definidas por

ω0 = −mω, ω1 = −(m+ 1)ω. (4.16)
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Denotamos por H∗
ω0

(M) y por H∗
ω1

(M) las cohomoloǵıas de los complejos

(Ω∗(M), dω0) y (Ω∗(M), dω1), donde dω0 y dω1 son los operadores diferenciales

con cuadrado cero dados por (ver (2.4) y (3.34))

dω0 = d+ e(ω0), dω1 = d+ e(ω1). (4.17)

Ahora, sea d̃ : Ωk(M)⊕Ωk−1(M) → Ωk+1(M)⊕Ωk(M) el operador diferencial

definido por

d̃(α, β) = (dω1α− Ω ∧ β,−dω0β). (4.18)

Usando (1.14), se sigue que d̃2 = 0. Aśı, podemos considerar el complejo

. . .→ Ωk−1(M)⊕Ωk−2(M)
d̃→ Ωk(M)⊕Ωk−1(M)

d̃→ Ωk+1(M)⊕Ωk(M) → . . .

Denotamos por H̃∗(M) la cohomoloǵıa de este complejo.

De (4.17) y (4.18), deducimos el siguiente resultado que relaciona H̃∗(M)

con las cohomoloǵıas H∗
ω0

(M) y H∗
ω1

(M).

Proposición 4.4.4 Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee ω.

Supongamos que (Idk, 0) : Ωk(M) → Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M) y (π2)
k : Ωk(M) ⊕

Ωk−1(M) → Ωk−1(M) son los homomorfismos de C∞(M,R)-módulos defini-

dos por

(Idk, 0)(α) = (α, 0), (π2)
k(α, β) = β,

para α ∈ Ωk(M) y β ∈ Ωk−1(M). Entonces:

(i) Las aplicaciones (Idk, 0) y (π2)
k inducen una sucesión exacta de com-

plejos

0 → (Ω∗(M), dω1)
(Id,0)→ (Ω∗(M)⊕Ω∗−1(M), d̃)

π2→ (Ω∗−1(M),−dω0) → 0.

(ii) Esta sucesión exacta induce una sucesión exacta larga de cohomoloǵıa

. . .
−Lk−2

→ Hk
ω1

(M)
(Idk,0)∗→ H̃k(M)

((π2)k)∗→ Hk−1
ω0

(M)
−Lk−1

→ Hk+1
ω1

(M)

(Idk+1,0)∗→ . . . ,
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donde el homomorfismo conector −Lk−1 está definido por

(−Lk−1)[α] = [−α ∧ Ω], (4.19)

para todo [α] ∈ Hk−1
ω0

(M).

Ahora, de la Proposición 4.4.4, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4.5 Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee ω y tal

que los grupos de cohomoloǵıa Hk
ω0

(M) y Hk
ω1

(M) tienen dimensión finita,

para todo k. Entonces, el grupo de cohomoloǵıa H̃k(M) también tiene di-

mensión finita, para todo k, y

H̃k(M) ∼=
Hk
ω1

(M)

ImLk−2
⊕ kerLk−1,

donde Lr : Hr
ω0

(M) → Hr+2
ω1

(M) es el homomorfismo dado en (4.19).

Usando (4.16), (4.17), la Proposición 3.4.3, el Teorema 3.4.4 y el Corolario

4.4.5, probamos los siguientes resultados.

Corolario 4.4.6 Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee ω, tal

que las dimensiones de los grupos de cohomoloǵıa Hk
ω0

(M) y Hk
ω1

(M) son

finitas, para todo k. Supongamos que Ω es d(−ω)-exacta, es decir, que existe

una 1-forma η sobre M , satisfaciendo

Ω = dη − ω ∧ η.

Entonces, para todo k, tenemos

H̃k(M) ∼= Hk
ω1

(M)⊕Hk−1
ω0

(M).

Corolario 4.4.7 Sea (M,Ω) una variedad compacta l.c.s. con 1-forma de

Lee ω 6= 0. Supongamos que g es una métrica Riemanniana sobre M tal que

ω es paralela respecto a g. Entonces, la cohomoloǵıa H̃∗(M) es trivial.
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Ahora, estudiaremos la relación entre la LJ-homoloǵıa de una variedad l.c.s.

M y la cohomoloǵıa H̃∗(M).

Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. de dimensión 2m con 1-forma de Lee ω.

Denotamos por (Λ, E) la estructura de Jacobi asociada a M y por #Λ :

Ωk(M) → Vk(M) el isomorfismo de C∞(M,R)-módulos dado por (1.25) y

(1.26).

Definimos el operador estrella ? : Ωk(M) → Ω2m−k(M) por

?α = (−1)ki(#Λ(α))
Ωm

m!
(4.20)

para todo α ∈ Ωk(M).

Lema 4.4.8 Si α es una k-forma sobre M entonces:

(i) ?(?α) = α.

(ii) (i(E) ◦ ?)(α) = (−1)k(? ◦ e(ω))(α).

(iii) (LE ◦ ?)(α) = (? ◦ LE)(α).

(iv) (i(Λ) ◦ ?)(α) = ?(α ∧ Ω).

Demostración. (i) Sean (q1, . . . , qm, p1, . . . , pm) coordenadas en un subcon-

junto abierto U de M tal que

ω = dσ, Ω = eσ
∑
i

dqi ∧ dpi, Λ = e−σ
∑
i

(
∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
),

donde σ : U → R es una función real C∞-diferenciable sobre U (ver (1.18)).

Consideramos sobre U la 2-forma simpléctica

Ω̄ = e−σΩ =
∑
i

dqi ∧ dpi. (4.21)

Denotamos por ?̄ : Ωk(U) → Ω2m−k(U) el operador estrella inducido por Ω̄,

es decir,

?̄α = (−1)k(i(#Λ̄(α))
Ω̄m

m!
,
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donde Λ̄ es la estructura de Poisson asociada a Ω.

En [12] (ver también [76]), Brylinski demuestra que

?̄2 = Id. (4.22)

Por otro lado, usando (1.18), (1.25), (1.26), (4.20) y (4.21), tenemos que

?α = e(m−k)σ?̄α, para todo α ∈ Ωk(U). (4.23)

Aśı de (4.22) y (4.23), se sigue que ?2(α) = α para todo α ∈ Ωk(M). Esto

prueba (i).

Usando (1.15), (3.38) y (4.20), deducimos (ii).

De (1.17), (4.20) y la segunda relación de (3.22), obtenemos que (iii) es

cierto.

Finalmente, (iv) se sigue directamente usando (4.20) y el hecho de que

#Λ(Ω) = Λ.

�

El operador ?̄ inducido por una forma simpléctica Ω̄ en una variedad M

satisface la siguiente relación (ver [12])

?̄(δΛα) = (−1)k+1d(?̄α),

para todo α ∈ Ωk(M), donde δΛ es el operador de la homoloǵıa canónica

(ver (1.68)). Por tanto, procediendo como en la demostración de la primera

parte del Lema 4.4.8 y usando dicho Lema deducimos el siguiente resultado.

Lema 4.4.9 Si α es una k-forma sobre M , se tiene

?(i(Λ)dα− di(Λ)α) = (−1)k+1(d(?α)− (m− k+1)e(ω)(?α)−Ω∧ i(E)(?α)).

Ahora, aplicando los Lemas 4.4.8 y 4.4.9, obtenemos la relación anunciada

entre la LJ-homoloǵıa de M y la cohomoloǵıa H̃∗(M).
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Teorema 4.4.10 Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. de dimensión 2m y con

1-forma de Lee ω. Supongamos que (Λ, E) es la estructura de Jacobi aso-

ciada a M y que φ̃k : Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M) → Ω2m−k+1(M) ⊕ Ω2m−k(M) es el

isomorfismo de C∞(M,R)-módulos definido por

φ̃k(α, β) = (?β, i(E)(?β)− ?α),

donde ? es el operador estrella dado en (4.20). Si δ(Λ,E) es el operador de la

LJ-homoloǵıa de M y d̃ es el operador diferencial definido en (4.18) entonces,

φ̃k−1(δ
(Λ,E)(α, β)) = (−1)kd̃(φ̃k(α, β)),

para todo (α, β) ∈ Ωk(M)⊕ Ωk−1(M). Aśı,

HLJ
k (M) ∼= H̃2m−k+1(M).

Usando el Teorema 4.4.10 y los Corolarios 4.4.5, 4.4.6 y 4.4.7, deducimos las

siguientes consecuencias.

Corolario 4.4.11 Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. de dimensión 2m, con 1-

forma de Lee ω y tal que los grupos de cohomoloǵıa Hk
ω0

(M) y Hk
ω1

(M) tienen

dimensión finita, para todo k. Entonces,

HLJ
k (M) ∼=

H2m−k+1
ω1

(M)

ImL2m−k−1
⊕ kerL2m−k,

donde Lr : Hr
ω0

(M) → Hr+2
ω1

(M) es el homomorfismo dado en (4.19).

Corolario 4.4.12 Sea (M,Ω) una variedad l.c.s. de dimensión 2m con 1-

forma de Lee ω y tal que la dimensión de los grupos de cohomoloǵıa Hk
ω0

(M)

y Hk
ω1

(M) es finita, para todo k. Supongamos que Ω es d(−ω)-exacta, es decir,

que existe una 1-forma η sobre M que cumple

Ω = dη − ω ∧ η.

Entonces,

HLJ
k (M) ∼= H2m−k+1

ω1
(M)⊕H2m−k

ω0
(M),

para todo k.
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Corolario 4.4.13 Sea (M,Ω) una variedad compacta l.c.s. con 1-forma de

Lee ω, ω 6= 0. Supongamos que g es una métrica Riemanniana sobre M

tal que ω es paralela con respecto a g. Entonces, la LJ-homoloǵıa de M es

trivial.

Observación 4.4.14 Nótese que bajo las mismas hipótesis que en el Coro-

lario 4.4.13, tenemos que Hk
LJ(M) ∼= Hk

dR(M), para todo k.

Ejemplo 4.4.15 Sea (N, η) una variedad de contacto compacta de dimensión

2m−1. Consideramos sobre la variedad producto M = N ×S1 la estructura

l.c.s. Ω dada en (3.41). Entonces, usando el Corolario 4.4.13, se sigue que la

LJ-homoloǵıa de M es trivial.

4.5 Homoloǵıa de Lichnerowicz-Jacobi de la

esfera unidad de un álgebra de Lie real

En esta última sección del Caṕıtulo 4 daremos una descripción expĺıcita de

la LJ-homoloǵıa de la esfera unidad del álgebra de Lie real de un grupo de

Lie compacto. Para ello, probaremos que la esfera unidad de un álgebra de

Lie real unimodular es una variedad de Jacobi unimodular.

Teorema 4.5.1 Sea g un álgebra de Lie real unimodular de dimensión n.

Supongamos que < , > es un producto escalar sobre g y consideramos sobre

la esfera unidad Sn−1(g) la estructura de Jacobi inducida. Entonces Sn−1(g)

es una variedad de Jacobi unimodular. Aśı,

HLJ
k (Sn−1(g)) ∼= Hn−k

LJ (Sn−1(g)),

para todo k.

Demostración. Sean (xi)i=1,...,n las coordenadas globales para g obtenidas de

una base ortonormal {ξi}i=1,...,n de g.

Consideramos la forma de volumen ν̄ sobre g definida por

ν̄ = dx1 ∧ . . . ∧ dxn.
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Denotamos por [< , > : g → g∗ el isomorfismo lineal entre g y g∗ dado en

(1.19) y por Λ̄ la estructura de Poisson sobre g inducida por la estructura de

Lie-Poisson sobre g∗ y por el isomorfismo [< , >.

Supongamos que (xi)i=1,...,n son las coordenadas globales para g∗ obtenidas

de la base {ξi}i=1,...,n. Como [∗< , >(dx1∧ . . .∧dxn) = ν̄, se sigue que el campo

modular X ν̄
Λ̄

de (g, Λ̄) con respecto a ν̄ es cero (ver la Sección 4.2.2).

Ahora, consideramos la (n− 1)-forma ν sobre Sn−1(g) definida por

ν =
n∑
i=1

(−1)n−i < ξi, > d < ξ1, > ∧ . . . ∧ \d < ξi, > ∧ . . . ∧ d < ξn, >,

donde < ξj, >: Sn−1(g) → R es la función real dada por (1.22). Entonces,

si F : g− {0} → Sn−1(g)× R es el difeomorfismo definido en (1.30), con un

cálculo directo probamos que

(F−1)∗(ν̄|g−{0}) = entν ∧ dt. (4.24)

Por tanto, ν es una forma de volumen sobre Sn−1(g), y, usando (4.24), la

Observación 1.4.13 y el hecho de que el campo modular de (g− {0}, Λ̄|g−{0})

con respecto a ν̄|g−{0} es cero, deducimos que

Mν
(Λ,E) = (0, 0),

siendo (Λ, E) la estructura de Jacobi de Sn−1(g). Nótese que F es un iso-

morfismo Poisson entre (g− {0}, Λ̄|g−{0}) y la poissonización de Sn−1(g) (ver

el Ejemplo 1.3.1 iii)).

�

De los Teoremas 3.5.3 y 4.5.1, concluimos

Teorema 4.5.2 Sea g el álgebra de Lie de un grupo de Lie compacto de

dimensión n. Supongamos que < , > es un producto escalar sobre g y con-

sideramos sobre la esfera unidad Sn−1(g), la estructura de Jacobi inducida.

Entonces,

HLJ
k (Sn−1(g)) ∼= Hn−k

LJ (Sn−1(g)) ∼= Hn−k(g)⊗ Inv
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para todo k, donde H∗(g) es la cohomoloǵıa de g relativa a la representación

trivial de g sobre R y Inv es la subálgebra de C∞(Sn−1(g),R) definida por

Inv = {ϕ ∈ C∞(Sn−1(g),R)/Xf (ϕ) = 0, para f ∈ C∞(Sn−1(g),R)}.

4.6 Tabla resumen: homoloǵıa de Lichnero-

wicz-Jacobi

En las siguientes tablas se resumen los principales resultados obtenidos a lo

largo del Caṕıtulo 4 sobre la LJ-homoloǵıa y su relación con la LJ-cohomoloǵıa

de diferentes tipos de variedades de Jacobi.

LJ-homoloǵıa de variedades de Poisson

tipo lj-homologia clase
modular

observaciones

(M2m, Ω)
simpléctica

de tipo finito

HLJ
k (M) ∼= H2m+1−k

LJ (M)

∼=
H2m+1−k

dR (M)
ImL2m−k+1

⊕ kerL2m−k
0

Lr : Hr
dR(M) → Hr+1

dR (M)
[α] 7→ [α ∧ Ω]

(M2m+1, Φ, η)
cosimpléctica HLJ

k (M) ∼= H2m+2−k
LJ (M) 0

M = M̃ ×R

M̃ compacta
Kähler, con
2-forma de
Kähler Ω̃

dimM̃ = 2m

HLJ
k (M) ∼= (kerL̃2m+1−k ⊗ C∞(R,R))

⊕(kerL̃2m−k ⊗ C∞(R,R))

⊕(
H2m+2−k

dR (M)

ImL̃2m−k
⊗ C∞(R,R))

⊕(
H2m+1−k

dR (M)

ImL̃2m−1−k
⊗ C∞(R,R))

0

L̃r : Hr
dR(M̃) → Hr+2

dR (M̃)

[α̃] 7→ [α̃ ∧ Ω̃]

L̃r inyectiva si r ≤ m− 1
L̃r sobre si r ≥ m + 1.
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LJ-homoloǵıa de variedades de Poisson (continuación)

tipo lj-homologia clase
modular

observaciones

Dual de un
álgebra de Lie g
unimodular de
dimensión n

HLJ
k (g∗) ∼= Hn−k+1

LJ (g∗) 0

Dual del álgebra
de Lie g de un
grupo de Lie

compacto (dim
g = n)

HLJ
k (g∗) ∼=

Hn−k+1
LJ (g∗) ∼= (Hn−k+1(g)⊗

Inv)⊗ (Hn−k(g)⊗ Inv)
0

Inv ≡subálgebra de las
funciones Casimires de g∗

LJ-homoloǵıa de variedades de Jacobi no Poisson

tipo lj-homologia clase
modular

observaciones

M2m+1 contacto HLJ
k (M) = {0} [(−(m+1)E, 0)]

6= 0

E ≡campo de Reeb

(M2m, Ω) g.c.s. de
tipo finito con
1-forma de Lee

ω = df

HLJ
k (M) ∼=

H2m+1−k
dR (M)

ImL̄2m−k−1
⊕ kerL̄2m−k

0
L̄r : Hr

dR(M) → Hr+2
dR (M)

[α] 7→ [e−fα ∧ Ω]

(M2m, Ω) l.c.s.
con 1-forma de

Lee ω y
dimH∗

ωi
(M) < ∞

(i = 0, 1)

HLJ
k (M) ∼=

H2m+1−k
ω1

(M)
ImL2m−k−1

⊕ kerL2m−k

[(−(m+1)E, 0)]
Lr : Hr

ω0
(M) → Hr+2

ω1
(M)

[α] 7→ [α ∧ Ω]
ω0 = −mω,
ω1 = −(m + 1)ω
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LJ-homoloǵıa de variedades de Jacobi no Poisson (continuación)

tipo lj-homologia clase
modular

observaciones

M2m l.c.s.
compacta con

1-forma de Lee ω
paralela con

respecto a una
métrica

Riemanniana

HLJ
k (M) = {0} [(−(m+1)E, 0)]

6= 0

Esfera unidad
Sn−1(g) del

álgebra de Lie g
de un grupo de Lie

compacto
(dimg = n)

HLJ
k (Sn−1(g)) ∼=

Hn−k
LJ (Sn−1(g)) ∼=

Hn−k(g)⊗ Inv

0
Inv ≡subálgebra de las

funciones constantes sobre
las hojas de la foliación

caracteŕıstica
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CAṔITULO 5

Estructuras de Nambu-Poisson y de Nambu-Jacobi.
Algebroides de Leibniz

5.1 Estructuras de Nambu-Poisson

En esta primera sección del Caṕıtulo 5 recordaremos la noción de variedad

de Nambu-Poisson y mostraremos algunos ejemplos. Además, describiremos

la foliación caracteŕıstica asociada a este tipo de estructuras.

5.1.1 Variedades de Nambu-Poisson. Ejemplos

Sea M una variedad diferenciable de dimensión n.

Un corchete de Nambu-Poisson de orden m (m ≤ n) sobre M (ver [108])

es una aplicación m-lineal {, . . . , } : C∞(M,R) × . . .(m . . . × C∞(M,R) →
C∞(M,R) satisfaciendo las siguientes propiedades:

(1) Antisimetŕıa: si f1, . . . , fm ∈ C∞(M,R) entonces

{f1, . . . , fm} = (−1)ε(σ){fσ(1), . . . , fσ(m)},

para todo σ ∈ S(m), donde S(m) es el grupo de las permutaciones de orden

m y ε(σ) es la paridad de la permutación σ.

139
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(2)Regla de Leibniz: si f1, g1, f2, . . . , fm ∈ C∞(M,R) entonces

{f1g1, f2, . . . , fm} = f1{g1, f2, . . . , fm}+ g1{f1, f2, . . . , fm}.

(3)Identidad Fundamental: si f1, . . . , fm−1, g1, . . . , gm ∈ C∞(M,R) entonces

{f1, . . . , fm−1, {g1, . . . , gm}} =
m∑
i=1

{g1, . . . , {f1, . . . , fm−1, gi}, . . . , gm}.

Dado un corchete de Nambu-Poisson {, . . . , }, podemos definir un m-vector

Λ, como sigue

Λ(df1, . . . , dfm) = {f1, . . . , fm},

para f1, . . . , fm ∈ C∞(M,R). Al par (M,Λ) se le denomina variedad de

Nambu-Poisson de orden m.

El siguiente teorema describe la estructura local de los corchetes de Nambu-

Poisson de orden m, con m ≥ 3.

Teorema 5.1.1 [2, 36, 52, 92, 100] Sea M una variedad diferenciable de

dimensión n. El m-vector Λ, 3 ≤ m ≤ n, define una estructura de Nambu-

Poisson sobre M si y sólo si para todo x ∈M , con Λ(x) 6= 0, existen coorde-

nadas locales (x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn) alrededor de x tal que

Λ =
∂

∂x1
∧ . . . ∧ ∂

∂xm
.

Ejemplos 5.1.2 i) Sea M una variedad orientada n-dimensional y elegimos

una forma de volumen ν sobre M . Entonces, podemos considerar el siguiente

corchete de Nambu-Poisson {, . . . , }ν definido por la fórmula

df1 ∧ . . . ∧ dfn = {f1, . . . , fn}νν.

Denotaremos por Λν la estructura de Nambu-Poisson de orden n dada por

este corchete.

De hecho, si (M,Λ) es una variedad de Nambu-Poisson de orden n y de

dimensión n, tal que Λ 6= 0 en todo punto, entonces existe una forma de

volumen ν sobre M tal Λ = Λν .
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ii) Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m ≥ 3 y sea f ∈
C∞(M,R). Entonces i(df)Λ define una estructura de Nambu-Poisson sobre

M de orden m−1 (ver [52]). De hecho en [43] se prueba que las variedades de

Nambu-Poisson pueden ser definidas inductivamente usando la construcción

descrita en este ejemplo. Más concretamente, ellos demuestran que si m ≥ 3

y Λ es un m-vector sobre una variedad M , entonces Λ define una estructura

de Nambu-Poisson de orden m sobre M si y sólo si las contracciones i(df)Λ

definen una estructura de Nambu-Poisson sobre M de orden m−1, para todo

f ∈ C∞(M,R).

Por otra parte, puesto que una 1-forma cerrada es localmente exacta, se

tiene que si (M,Λ) es una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m ≥ 3,

y θ es una 1-forma cerrada sobre M , entonces i(θ)Λ es una estructura de

Nambu-Poisson de orden m− 1 sobre M .

Si ahora consideramos la estructura de Nambu-Poisson Λν de orden n aso-

ciada con un volumen ν sobre una variedad orientada M de dimensión n

(ver Ejemplo i)) y una 1-forma θ sobre M , entonces usando el Teorema 5.1.1

podemos probar fácilmente que (M, i(θ)Λν) es una estructura de Nambu-

Poisson si y sólo si θ es una 1-forma cerrada.

5.1.2 La foliación caracteŕıstica de una variedad de
Nambu-Poisson

Describiremos a continuación la foliación caracteŕıstica asociada a una varie-

dad de Nambu-Poisson.

Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden m y sea k un entero

tal que k ≤ m.

Si ∧k(T ∗M) (respectivamente, ∧m−k(TM)) denota el fibrado vectorial de las

k-formas (respectivamente, (m − k)-vectores) entonces Λ induce un homo-

morfismo de fibrados vectoriales #k
Λ : ∧k(T ∗M) → ∧m−k(TM) definido de la

siguiente forma

#k
Λ(β) = i(β)Λ(x), (5.1)

para β ∈ ∧k(T ∗xM) y x ∈ M , donde i(β) es la contracción por β. Denota-
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mos también por #k
Λ : Ωk(M) → Vm−k(M) el homomorfismo de C∞(M,R)-

módulos dado por

#k
Λ(α)(x) = #k

Λ(α(x)), (5.2)

para toda α ∈ Ωk(M) y x ∈M .

Observación 5.1.3 Es claro que la aplicación #k
Λ : Ωk(M) → Vm−k(M)

induce un isomorfismo de C∞(M,R)-módulos #
k

Λ :
Ωk(M)

ker#k
Λ

→ #k
Λ(Ωk(M))

definido por

#
k

Λ([α]) = #k
Λ(α), (5.3)

para todo [α] ∈ Ωk(M)

ker#k
Λ

.

Ahora, sean f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R). Definimos el campo de vectores

XΛ
f1...fm−1

como sigue

XΛ
f1...fm−1

= #m−1
Λ (df1 ∧ . . . ∧ dfm−1). (5.4)

XΛ
f1...fm−1

es el campo hamiltoniano asociado a las funciones f1, . . . , fm−1.

De la identidad fundamental, se sigue que los campos hamiltonianos son

automorfismos infinitesimales de Λ, es decir,

LXΛ
f1...fm−1

Λ = 0, (5.5)

para todo f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R). Si m ≥ 3, (5.5) implica que (ver [54])

L#m−1
Λ (α)Λ = (−1)m#m

Λ (dα)Λ, (5.6)

para todo α ∈ Ωm−1(M).

Nótese que (5.6) no es cierta para m = 2.

Definición 5.1.4 Un punto x de una variedad de Nambu-Poisson (M,Λ) de

orden m ≥ 3 se dice que es regular si Λ(x) 6= 0. Si todos los puntos de M

son regulares, entonces, la variedad de Nambu-Poisson (M,Λ) es regular.
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Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m ≥ 3, y conside-

ramos la distribución caracteŕıstica D sobre M , dada por

x ∈M → D(x) = #m−1
Λ (∧m−1(T ∗xM))

= 〈{XΛ
f1...fm−1

(x)/f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R)}〉 ⊆ TxM.

Entonces, D define una foliación generalizada sobre M cuyas hojas son o

bien puntos o bien variedades m-dimensionales dotadas con una estructura

Nambu-Poisson inducida por una forma de volumen (ver [52]).

Usando el Teorema 5.1.1, deducimos el siguiente resultado.

Proposición 5.1.5 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson regular de

orden m, con 3 ≤ m, y de dimensión n. Entonces:

(i) D define una foliación sobre M de dimensión m.

(ii) Para todo k ∈ {0, . . . ,m}, ker#k
Λ (respectivamente, #k

Λ(∧k(T ∗M))), es

un subfibrado vectorial de ∧k(T ∗M) → M (respectivamente, ∧m−k(TM) →

M) de rango

(
n
k

)
−
(

m
k

)
(respectivamente,

(
m
k

)
), y el homomorfismo

#k
Λ : ∧k(T ∗M) → ∧m−k(TM) induce un isomorfismo de fibrados vectoriales

#
k

Λ :
∧k(T ∗M)

ker#k
Λ

→ #k
Λ(∧k(T ∗M)).

(iii) Las secciones C∞(M,R)-diferenciables del fibrado vectorial #k
Λ(∧k(T ∗M))

→M son los (m− k)-vectores sobre M que son tangentes a D.

Observación 5.1.6 i) La notación #
k

Λ está justificada por el siguiente he-

cho.

El espacio de las secciones C∞(M,R)-diferenciables de
∧k(T ∗M)

ker#k
Λ

→M (res-

pectivamente, #k
Λ(∧k(T ∗M))→ M) puede ser identificado con

Ωk(M)

ker#k
Λ

(res-

pectivamente, #k
Λ(Ωk (M))) de tal forma que el correspondiente isomorfismo

de C∞(M,R)-módulos inducido por #k
Λ es justamente la aplicación #

k

Λ :
Ωk(M)

ker#k
Λ

→ #k
Λ(Ωk(M)) dada por (5.3).
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ii) Recordamos que un (m− k)-vector P sobre M es tangente a D si

i(α(x))(P (x)) = 0,

para todo x ∈ M y para todo α(x) ∈ D0(x), donde D0(x) es el anulador de

D(x) en T ∗xM . Nótese que D0(x) = ker((#1
Λ)|T ∗xM), para todo x ∈M .

5.2 Estructuras de Nambu-Jacobi

En esta sección, de forma similar a como se hizo para variedades de Nambu-

Poisson en la anterior, recordaremos la noción de variedad de Nambu-Jacobi

mostrando algunos ejemplos y describiremos la foliación caracteŕıstica aso-

ciada a este tipo de estructuras.

5.2.1 Variedades de Nambu-Jacobi. Ejemplos

Sea M una variedad diferenciable de dimensión n. Un corchete de Nambu-

Jacobi de orden m (m ≤ n) sobre M (ver [92]) es una aplicación m-lineal

{, . . . , } : C∞(M,R) × . . .(m . . . × C∞(M,R) → C∞(M,R) que satisface las

siguientes propiedades:

i)Antisimetŕıa: si f1, . . . , fm ∈ C∞(M,R) entonces

{f1, ..., fm} = εσ{fσ(1), ..., fσ(m)},

para todo σ ∈ S(m), donde S(m) es el grupo de las permutaciones de orden

m y εσ es la paridad de la permutación σ.

ii) {, ..., } es un operador diferencial de primer orden sobre M con respecto

a cada argumento: si f1, g1, f2, . . . , fm ∈ C∞(M,R) entonces

{f1g1, f2, ..., fm} = f1{g1, f2, ..., fm}+ g1{f1, f2, ..., fm} − f1g1{1, f2, ..., fm}.

iii)Identidad Fundamental: si f1, . . . , fm−1, g1, . . . , gm ∈ C∞(M,R) entonces

{f1, ..., fm−1, {g1, ..., gm}} =
m∑
i=1

{g1, ..., gi−1, {f1, ..., fm−1, gi}, gi+1, ..., gm}.
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Dado un corchete de Nambu-Jacobi, {, . . . , }, podemos definir un m-vector

Λ y un (m− 1)-vector � sobre M como sigue:

�(df1, ..., dfm−1) = {1, f1, ..., fm−1},

Λ(df1, ..., dfm) = {f1, ..., fm}+
m∑
i=1

(−1)ifi{1, f1, ..., f̂i, ..., fm},

para todo f1, ..., fm ∈ C∞(M,R). Al triple (M,Λ,�) se le denomina varie-

dad de Nambu-Jacobi. Nótese que si � = 0, entonces (M,Λ) es una variedad

de Nambu-Poisson de orden m (ver Sección 5.1). Además se tiene que si

(M,Λ,�) es una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m ≥ 3, entonces

Λ y � son estructuras de Nambu-Poisson sobre M de órdenes m y m − 1,

respectivamente (ver [92]).

Definición 5.2.1 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi. Diremos

que un punto x de M es regular si Λ(x) 6= 0 y �(x) 6= 0.

El siguiente teorema describe la estructura local de un corchete de Nambu-

Jacobi de orden m, m ≥ 3, en un entorno de un punto regular.

Teorema 5.2.2 [92] Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de or-

den m, con m ≥ 3, y de dimensión n. Entonces, en un entorno de cada

punto regular x ∈ M , existen coordenadas locales (x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn)

alrededor de x tal que

Λ =
∂

∂x1
∧ . . . ∧ ∂

∂xm
y � =

∂

∂x1
∧ . . . ∧ ∂

∂xm−1
.

Ejemplos 5.2.3 i) Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden

m, con m ≥ 3, y de dimensión n y sea θ una 1-forma cerrada sobre M .

Entonces (Λ, i(θ)Λ) es una estructura de Nambu-Jacobi de orden m sobre M

(ver [53]).

En particular, si M es una variedad orientada de dimensión n y Λν denota la

estructura de Nambu-Poisson definida por una forma de volumen ν sobre M

(ver Ejemplo 5.1.2 i)), (M,Λν , i(θ)Λν) es una variedad de Nambu-Jacobi de

orden n, donde θ es una 1-forma cerrada sobre M . De hecho, (Λν , i(θ)Λν) es
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una estructura de Nambu-Jacobi si y sólo si θ es una 1-forma cerrada sobre

M (ver [53, 92]).

ii) Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m ≥ 3, (res-

pectivamente, una variedad simpléctica de orden 2). Entonces (0,Λ) es una

estructura de Nambu-Jacobi de orden m + 1 (respectivamente, de orden 3)

sobre M (ver [53]).

5.2.2 La foliación caracteŕıstica de una variedad de
Nambu-Jacobi

Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m ≥ 3, y sean

f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R). Introducimos el campo de vectores hamiltoniano

Xf1...fm−1 sobre (M,Λ,�) asociado a las funciones f1, . . . , fm−1 como sigue

Xf1...fm−1 = XΛ
f1...fm−1

+
m−1∑
i=1

(−1)i−1fiX
�

f1...f̂i...fm−1
. (5.7)

donde XΛ
f1...fm−1

(respectivamente, X�

f1...f̂i...fm−1
) es el campo hamiltoniano

de la estructura de Nambu-Poisson Λ (respectivamente, �) asociado a las

funciones f1, . . . , fm−1 (respectivamente, f1, . . . , f̂i, . . . , fm−1).

Los campos hamiltonianos generan una foliación generalizada F sobre M ,

la foliación caracteŕıstica de (M,Λ,�), cuyo espacio caracteŕıstico en cada

punto x ∈M es

TxF = #m−1
Λ (∧m−1(T ∗xM)) + #m−2

�
(∧m−2(T ∗xM))

donde #m−1
Λ (respectivamente, #m−2

�
) es el homomorfismo de fibrados vec-

toriales definido como en (5.1) (ver [53]).

Si L es la hoja de F que pasa por x, entonces, (Λ,�) induce una estructura

de Nambu-Jacobi (ΛL,�L) sobre L tal que (ver [53]):

i) Si Λ(x) 6= 0 entonces L tiene dimensión m, ΛL es una estructura de

Nambu-Poisson de orden m asociada a una forma de volumen sobre L y

existe una 1-forma cerrada θL tal que �L = i(θL)ΛL.

ii) Si Λ(x) = 0 y �(x) 6= 0, entonces L tiene dimensión m − 1 y ΛL = 0.

Además se tiene:
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(a) Si m > 3, entonces �L es una estructura de Nambu-Poisson de orden

m− 1 asociada a una forma de volumen sobre L.

(b) Si m = 3, entonces �L es una estructura simpléctica sobre L.

iii) Si Λ(x) = 0 y �(x) = 0, entonces L = {x} y la estructura de Nambu-

Jacobi inducida es la trivial.

5.3 Algebroides de Leibniz y cohomoloǵıa

5.3.1 Algebroides de Leibniz

En [54] se ha introducido la noción de algebroide de Leibniz, una generali-

zación natural de la noción de algebroide de Lie. De hecho, los algebroides

de Leibniz pueden considerarse como la versión no conmutativa de los alge-

broides de Lie. Comenzaremos esta sección recordando su definición. Poste-

riormente mostraremos que toda variedad de Nambu-Poisson tiene asociado

un algebroide de Leibniz.

Primeramente, recordamos la definición de un álgebra de Leibniz real (ver

[20, 85, 86, 87]). Una estructura de álgebra de Leibniz a la izquierda sobre un

espacio vectorial g es una aplicación R-bilineal { , } : g× g→ g satisfaciendo

la identidad de Leibniz a la izquierda, es decir,

{a1, {a2, a3}} − {{a1, a2}, a3} − {a2, {a1, a3}} = 0, (5.8)

para a1, a2, a3 ∈ g. En tal caso, al par (g, { , }) se denomina un álgebra de

Leibniz a la izquierda.

Además, si se requiere la condición de antisimetŕıa, entonces (g, { , }) es

un álgebra de Lie. En este sentido, un álgebra de Leibniz es la versión no

conmutativa de un álgebra de Lie.

Observación 5.3.1 De igual forma puede definirse un álgebra de Leibniz a

la derecha sustituyendo (5.8) por

{a1, {a2, a3}′}′ − {{a1, a2}′, a3}′ + {{a1, a3}′, a2}′ = 0.
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Nótese que si (g, { , }) es un álgebra de Leibniz a la izquierda entonces el

corchete { , }′ : g× g→ g dado por

{a1, a2}′ = {a2, a1}

define una estructura de álgebra de Leibniz a la derecha.

Ahora, la noción de algebroide de Leibniz puede ser introducida de la misma

forma que la de algebroide de Lie.

Definición 5.3.2 Una estructura de algebroide de Leibniz a la izquierda so-

bre un fibrado vectorial diferenciable π : A→M es un par formado por una

estructura de álgebra de Leibniz a la izquierda [[ , ]] sobre el espacio Γ(A) de

las secciones globales de π : A → M y un morfismo de fibrados vectoria-

les ρ : A → TM , llamado aplicación ancla, tal que la aplicación inducida

ρ : Γ(A) → Γ(TM) = X(M) satisface la siguiente relación:

[[s1, fs2]] = f [[s1, s2]] + ρ(s1)(f)s2. (5.9)

Al triple (A, [[ , ]], ρ) se le denomina algebroide de Leibniz sobre M .

Observación 5.3.3 Como consecuencia de la compatibilidad entre la apli-

cación ancla y el corchete de Leibniz, se obtiene que la aplicación ancla es

un homomorfismo de álgebras de Leibniz, es decir:

ρ[[s1, s2]] = [ρ(s1), ρ(s2)] (5.10)

Observación 5.3.4 En lo que sigue, si no se especifica el término derecha o

izquierda, entenderemos que un álgebra de Leibniz es un álgebra de Leibniz

a la izquierda.

5.3.2 Ejemplos de algebroides de Leibniz

A continuación mostraremos algunos ejemplos de algebroides de Leibniz.

i) Algebroides de Lie. Es evidente que un algebroide de Leibniz (A, [[ , ]],

ρ) sobre M es un algebroide de Lie si y sólo si su corchete de Leibniz [[ , ]]

sobre Γ(A) es antisimétrico.
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ii) Algebroide de Leibniz sobre A × R, con A algebroide de Lie (ver

[120]). Sea (A, [[ , ]]A, ρA) un algebroide de Lie sobre M . Consideramos el

corchete [[ , ]]
A×R sobre el espacio Γ(A×R) de las secciones del fibrado vec-

torial A× R→M × R definido por

[[(X, f), (Y, g)]]
A×R = ([[X,Y ]]A, ρA(X)(g))

para (X, f), (Y, g) ∈ Γ(A) × C∞(A,R) ∼= Γ(A × R). Si ρ
A×R : Γ(A × R) →

X(M) es la aplicación dada por

ρ
A×R(X, f) = ρA(X)(f), para (X, f) ∈ Γ(A)× C∞(A,R),

entonces (A× R, [[ , ]]
A×R, ρA×R) es un algebroide de Leibniz sobre M .

iii) álgebras de Leibniz. Las álgebras de Leibniz son los algebroides de

Leibniz con espacio base un punto. En este caso el ancla es la aplicación

idénticamente nula.

iv) algebroides de Courant (ver [120]). Un algebroide de Courant

([83, 106]) es un fibrado vectorial A → M con una forma bilineal simétrica

no degenerada ( , ) sobre el fibrado, un corchete (no necesariamente anti-

simétrico) [[ , ]] sobre Γ(A) y una aplicación fibrada ρ : A→ TM tal que las

siguientes propiedades se satisfacen:

1. [[e1, [[e2, e3]]]] = [[[[e1, e2]], e3]] + [[e2, [[e1, e3]]]].

2. ρ[[e1, e2]] = [ρ(e1), ρ(e2)].

3. [[e1, fe2]] = f [[e1, e2]] + ρ(e1)(f)e2.

4. ([[e1, e1]], e2) =
1

2
ρ(e2)(e1, e1).

5. ρ(e1)[[h1, h2]] = ([[e1, h1]], h2) + (h1, [[e1, h2]]).

Las propiedades 1, 2 y 3 implican que los algebroides de Courant son ejemplos

particulares de algebroides de Leibniz.

v) Un algebroide de Leibniz asociado a una variedad de Nambu-

Poisson. ([54]) Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden m,
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3 ≤ m, y de dimensión n. Consideramos el corchete [[ , ]]Λ : Ωm−1(M) ×
Ωm−1(M) → Ωm−1(M) de (m− 1)-formas definido por

[[α, β]]Λ = L#m−1
Λ (α)β + (−1)m#m

Λ (dα)β (5.11)

para todo α, β ∈ Ωm−1(M).

Entonces, (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) es un algebroide de Leibniz (ver [54]).

En particular, tenemos que

#m−1
Λ ([[α, β]]Λ) = [#m−1

Λ (α),#m−1
Λ (β)] (5.12)

para todo α, β ∈ Ωm−1(M).

Nótese que si (M,Λ) es una variedad de Poisson, entonces podemos con-

siderar el corchete de 1-formas definido como en (5.11). Sin embargo, este

corchete, en general, no es un corchete de Leibniz.

La estructura de algebroide de Leibniz ([[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) asociada a una variedad

de Nambu-Poisson (M,Λ) de orden m, m ≥ 3, caracteriza la estructura de

Nambu-Poisson en el siguiente sentido.

Proposición 5.3.5 Sean M una variedad diferenciable de dimensión n y m

un entero, con 3 ≤ m ≤ n. Sea Λ un m-vector sobre M . Consideramos

la aplicación #m−1
Λ : Ωm−1(M) → X(M) y el corchete [[ , ]]Λ : Ωm−1(M) ×

Ωm−1(M) → Ωm−1(M) definidos como en (5.2) y (5.11), respectivamente.

Entonces, (M,Λ) es una variedad de Nambu-Poisson si y sólo si (∧m−1(T ∗M),

[[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) es un algebroide de Leibniz.

Demostración.

Supongamos que (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) es un algebroide de Leibniz.

Definimos el siguiente corchete de funciones {, . . . , } : C∞(M,R)× . . .m) . . .×
C∞(M,R) → C∞(M,R),

{f1, . . . , fm} = Λ(df1, . . . , dfm). (5.13)

Este corchete es antisimétrico y es una derivación en cada uno de sus argu-

mentos.
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A continuación, comprobaremos que este corchete de funciones cumple la

identidad fundamental. Para ello, consideramos los campos hamiltonianos

Xf1...fm−1 = #m−1
Λ (df1 ∧ . . . ∧ dfm−1),

con f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R).

Nota que

Xf1...fm−1(f) = {f1, . . . , fm−1, f}.

Ya que (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) es un algebroide de Leibniz entonces

#m−1
Λ [[df1 ∧ . . . ∧ dfm−1, dg1 ∧ . . . ∧ dgm−1]]Λ = [Xf1...fm−1 , Xg1...gm−1 ]. (5.14)

Por otra parte, de (5.11) deducimos que

[[df1 ∧ . . . ∧ dfm−1, dg1 ∧ . . . ∧ dgm−1]]Λ =
m−1∑
i=1

dg1 ∧ . . . ∧ d{f1, . . . , fm−1, gi}∧

∧ . . . ∧ dgm−1.

Por tanto,

#m−1
Λ ([[df1 ∧ . . . ∧ dfm−1, dg1 ∧ . . . ∧ dgm−1]]Λ)(gm) =

m−1∑
i=1

Xg1...gi−1{f1,...,fm−1,gi}gi+1...gm−1(gm) =

m−1∑
i=1

{g1, . . . , gi−1, {f1, . . . , fm−1, gi}, . . . , gm−1, gm}.

(5.15)

Haciendo uso de (5.14) y (5.15), concluimos

{f1, . . . , fm−1, {g1, . . . , gm}} =
m∑
i=1

{g1, . . . , gi−1, {f1, . . . ,

fm−1, gi}, gi+1, . . . , gm−1, gm},

esto es, {, . . . , } satisface la identidad fundamental. En consecuencia, (M,Λ)

es una variedad de Nambu-Poisson.

�
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Por otra parte, en general, el corchete definido en (5.11) no es antisimétrico

y consecuentemente el algebroide de Leibniz (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) no

es un algebroide de Lie. En [54] se caracteriza cuándo este algebroide de

Leibniz es un algebroide de Lie sobre una variedad orientada. De forma más

precisa se prueba que sobre una variedad orientada M de dimensión n, n ≥ 3,

las únicas estructuras no nulas de Nambu-Poisson de orden m mayor que 2

sobre M para las cuales el algebroide de Leibniz (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ )

es un algebroide de Lie son aquellas definidas por n-vectores no idénticamente

nulos.

vi) Otro algebroide de Leibniz asociado a una estructura de

Nambu-Poisson. ([46]) Sea (M,Λ) una variedad n-dimensional de Nambu-

Poisson de orden m, 2 ≤ m, y de dimensión n. Consideramos el corchete

[[ , ]]′Λ : Ωm−1(M)× Ωm−1(M) → Ωm−1(M) de (m− 1)-formas definido por

[[α, β]]′Λ = L#m−1
Λ (α)β − i(#m−1

Λ β)dα (5.16)

para todo α, β ∈ Ωm−1(M).

Entonces (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]′Λ,#
m−1
Λ ) es un algebroide de Leibniz (ver [46]).

También en este caso, este algebroide de Leibniz caracteriza la estructura de

Nambu-Poisson en el sentido de que si consideramos sobre una variedad M ,

de dimensión n, el corchete de (m−1)-formas [[ , ]]′ definido como en (5.16) a

partir de unm-vector Λ, entonces Λ induce una estructura de Nambu-Poisson

sobre M si y sólo si ([[ , ]]′Λ,#
m−1
Λ ) induce una estructura de algebroide de

Leibniz sobre el fibrado vectorial ∧m−1T ∗M →M (ver [46]).

vii) Emparejamiento de algebroides de Leibniz. Recordemos, en

primer lugar, la noción de representación de un álgebra de Leibniz sobre un

espacio vectorial.

Una representación de un álgebra de Leibniz a izquierda, (g, { , }) sobre un

espacio vectorial real V , es un par de aplicaciones R-bilineales ϕ1 : g×V → V

y ϕ2 : V × g→ V satisfaciendo las siguientes propiedades (ver [86])

ϕ1({a1, a2},m) = ϕ1(a1, ϕ1(a2,m))− ϕ1(a2, ϕ1(a1,m)),

ϕ2(m, {a1, a2}) = ϕ2(ϕ2(m, a1), a2) + ϕ1(a1, ϕ2(m, a2)),

ϕ2(ϕ2(m, a1), a2) + ϕ2(ϕ1(a1,m), a2) = 0.
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Sea (A, [[ , ]], ρ) un algebroide de Leibniz sobre un variedad M y sea E un

fibrado vectorial sobreM . Supongamos que el par (ϕ1 : Γ(A)×Γ(E) → Γ(E),

ϕ2 : Γ(E) × Γ(A) → Γ(E)) es una representación del álgebra de Leibniz

(Γ(A), [[ , ]]) sobre Γ(E). Entonces, (ϕ1, ϕ2) es una representación de Leibniz

de A sobre E si

ϕ1(s, fr) = fϕ1(s, r) + ρ(s)(f)r, ϕ2(r, fs) = fϕ2(r, s),

para todo s ∈ Γ(A), r ∈ Γ(E) y f ∈ C∞(M,R).

En el caso particular en el que (A, [[ , ]], ρ) sea un algebroide de Lie sobre M

y ϕ : Γ(A) × Γ(E) → Γ(E) sea una representación de A sobre E (ver [88]),

entonces el par (ϕ, ϕ̃) define una representación de Leibniz de A sobre E,

donde ϕ̃ : Γ(E)× Γ(A) → Γ(E) es la aplicación dada por ϕ̃(r, s) = −ϕ(s, r),

para todo s ∈ Γ(A) y r ∈ Γ(E). Por tanto, la noción de representación de

un algebroide de Leibniz sobre un fibrado vectorial puede ser vista como una

generalización de la noción de representación de un algebroide de Lie sobre

un fibrado vectorial.

La siguiente definición es una extensión a algebroides de Leibniz de la defi-

nición de emparejamiento de álgebras de Lie y de emparejamiento de alge-

broides de Lie (ver [66, 90, 97]).

Definición 5.3.6 Dos algebroides de Leibniz (A1, [[ , ]]1, ρ1) y (A2, [[ , ]]2, ρ2)

sobre M se dice que están emparejados si la suma de Whitney A = A1⊕A2 de

los fibrados vectoriales tiene una estructura de algebroide de Leibniz ([[ , ]], ρ),

tal que A1 y A2 son subalgebroides de Leibniz de A.

Usando la identificación Γ(A1 ⊕ A2) ∼= Γ(A1)⊕ Γ(A2), la definición anterior

implica que

ρ(s1, s2) = ρ1(s1) + ρ2(s2) y [[si, s
′
i]] = [[si, s

′
i]]i,

para todo si, s
′
i ∈ Γ(Ai), i ∈ {1, 2}. Además, si Πi : Γ(A1 ⊕ A2) ∼= Γ(A1) ⊕

Γ(A2) → Γ(Ai) es la correspondiente proyección, entonces, de la identidad

de Leibniz, se deduce que las aplicaciones

ϕjik : Γ(Ai)⊕ Γ(Ak) → Γ(Aj), ϕjik(si, sk) = Πj([[si, sk]]),
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con i, k, j ∈ {1, 2}, i 6= k, definen una representación de Leibniz (ϕ1
21, ϕ

1
12)

de A2 sobre A1 y una representación de Leibniz (ϕ2
12, ϕ

2
21) de A1 sobre A2.

Además, usando que ρ : (Γ(A), [[ , ]]) → (X(M), [ , ]) es un homomorfismo de

álgebras de Leibniz, se tiene que

[L1] ρi(ϕ
i
ik(si, sk)) + ρk(ϕ

k
ik(si, sk)) = [ρi(si), ρk(sk)], para todo i, k ∈ {1, 2},

i 6= k.

Por otra parte, la igualdad [[s, [[s′, s′′]]]] − [[[[s, s′]], s′′]] − [[s′, [[s, s′′]]]] = 0, para

todo s, s′, s′′ ∈ Γ(A), implica que

[L2] [[si, ϕ
i
ik(s

′
i, sk)]]i − [[s′i, ϕ

i
ik(si, sk)]]i = ϕiik([[si, s

′
i]]i, sk)− ϕiik(si, ϕ

k
ik(s

′
i, sk))

+ ϕiik(s
′
i, ϕ

k
ik(si, sk))

[L3] [[si, ϕ
i
ki(sk, s

′
i)]]i − [[ϕiik(si, sk), s

′
i]]i = ϕiki(sk, [[si, s

′
i]]i)− ϕiik(si, ϕ

k
ki(sk, s

′
i))

+ ϕiki(ϕ
k
ik(si, sk), s

′
i)

[L4] [[ϕiki(sk, si), s
′
i]]i + [[si, ϕ

i
ki(sk, s

′
i)]]i = ϕiki(sk, [[si, s

′
i]]i)− ϕiik(si, ϕ

k
ki(sk, s

′
i))

− ϕiki(ϕ
k
ki(sk, si), s

′
i)

para i, k ∈ {1, 2}, i 6= k. Nótese que,

[[(s1, s2), (s
′
1, s

′
2)]] = ([[s1, s

′
1]]1 + ϕ1

12(s1, s
′
2) + ϕ1

21(s2, s
′
1),

[[s2, s
′
2]]2 + ϕ2

12(s1, s
′
2) + ϕ2

21(s2, s
′
1)).

De hecho, un cálculo directo demuestra la siguiente caracterización de alge-

broides de Leibniz emparejados.

Teorema 5.3.7 Dos algebroides de Leibniz (Ai, [[ , ]]i, ρi), i ∈ {1, 2}, están

emparejados si y sólo si, existen dos representaciones de Leibniz, (ϕ2
12, ϕ

2
21)

y (ϕ1
21, ϕ

1
12) de A1 sobre A2 y de A2 sobre A1 verificando las relaciones [L1],

[L2], [L3] y [L4].

A continuación, probaremos que una variedad de Nambu-Jacobi tiene aso-

ciados dos algebroides de Leibniz los cuales están emparejados.

Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m ≥ 3. Se tiene

que (ver [92])

LX�f1...fm−2

Λ = 0, LXΛ
f1...fm−1

� = (−1)m−1#1
Λ(d(�(df1, . . . , dfm−1))), (5.17)
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para todo f1,. . . ,fm−1∈C∞(M,R), dondeXΛ
f1...fm−1

(respectivamente,X�

f1...fm−2
)

es el campo hamiltoniano de las funciones f1, . . . , fm−1 (respectivamente,

f1, . . . , fm−2) respecto a la estructura de Nambu-Poisson Λ (respectivamente,

�).

Por otra parte, del Teorema 5.2.2, se sigue que

#m−2
�

(β) ∧ Λ = 0, #m−1
Λ (α) ∧� = (−1)m−1(i(α)�)Λ, (5.18)

para todo α ∈ Ωm−1(M) y β ∈ Ωm−2(M). Aśı, usando (5.17) y (5.18), se

deduce que

L#m−1
Λ (α)� = (−1)m−1(#1

Λ(d(#m−1
�

(α)))−#m
Λ (dα)�),

L#m−2
�

(β)Λ = (−1)m−1#m−1
�

(dβ)Λ.
(5.19)

Además, como

[#m−1
Λ (α),#m−2

�
(β)] = i(β)(L#m−1

Λ (α)�) + #m−1
�

(L#m−2
Λ (α)β)

y

[#m−2
�

(β),#m−1
Λ (α)] = i(α)(L#m−2

�
(β)Λ)+#m−1

Λ (L#m−2
�

(β)α),

usando (5.19), se concluye que

[#m−1
Λ (α),#m−2

�
(β)] = #m−1

Λ (ϕ1
12(α, β)) + #m−2

�
(ϕ2

12(α, β)),

[#m−2
�

(β),#m−1
Λ (α)] = #m−1

Λ (ϕ1
21(β, α)),

}
(5.20)

donde ϕ1
12 : Ωm−1(M)×Ωm−2(M) → Ωm−1(M), ϕ1

21 : Ωm−2(M)×Ωm−1(M) →
Ωm−1(M) y ϕ2

12 : Ωm−1(M) × Ωm−2(M) → Ωm−2(M) son las aplicaciones

dadas por

ϕ1
21(β, α) = L#m−2

�
(β)α+ (−1)m−1#m−1

�
(dβ)α,

ϕ1
12(α, β) = (−1)m−1d(#m−1

�
(α)) ∧ β,

ϕ2
12(α, β) = L#m−1

Λ (α)β + (−1)m#m
Λ (dα)β.

 (5.21)

Entonces se tiene el siguiente resultado.
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Proposición 5.3.8 (i) El par (ϕ1
21, ϕ

1
12) define una representación del alge-

broide de Leibniz (∧m−2(T ∗M), [[ , ]]�,#
m−2
�

) sobre el fibrado vectorial ∧m−1(T ∗M)

→M.

(ii) Si ϕ2
21 : Ωm−2(M)×Ωm−1(M) → Ωm−2(M) es la aplicación idénticamente

nula, el par (ϕ2
12, ϕ

2
21) define una representación del algebroide de Leibniz

(∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) sobre el fibrado vectorial ∧m−2(T ∗M) →M.

Demostración: (i) En [54] (ver relación 3.10) se prueba que para cualquier

estructura de Nambu-Poisson Λ sobre M se satisface la siguiente relación

#m
Λ (d[[α, α′]]Λ) = #m−1

Λ (α)(#m
Λ (dα′))−#m−1

Λ (α′)(#m
Λ (dα)). (5.22)

De (5.11), (5.21) y (5.22), se obtiene que

ϕ1
21([[β, β

′]]�, α) = ϕ1
21(β, ϕ

1
21(β

′, α))− ϕ1
21(β

′, ϕ1
21(β, α))

y

ϕ1
12(α, [[β, β

′]]�) = ϕ1
12(ϕ

1
12(α, β), β′) + ϕ1

21(β
′, ϕ1

12(α, β
′)).

Por otra parte, usando (5.21) y la identidad de Leibniz, tenemos

ϕ1
12(ϕ

1
12(α, β), β′) + ϕ1

12(ϕ
1
21(β, α), β′) = 0.

(ii) Es una consecuencia directa de (5.11), (5.21) y (5.22) .

�

Podemos entonces construir la estructura de algebroide de Leibniz asociada

a una variedad de Nambu-Jacobi.

Teorema 5.3.9 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m,

m ≥ 3. Los algebroides de Leibniz (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) y (∧m−2(T ∗M),

[[ , ]]�,#
m−2
�

) asociados a las estructuras de Nambu-Poisson Λ y �, respecti-

vamente, están emparejados y si ([[ , ]](Λ,�), #̃
m−1
(Λ,�)) es la estructura de alge-

broide de Leibniz inducida sobre el fibrado vectorial ∧m−1(T ∗M)⊕∧m−2(T ∗M)

→M, se tiene que
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#̃m−1
(Λ,�)(α, β) = #m−1

Λ (α) + #m−2
�

(β),

[[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�) = ([[α, α′]]Λ + (−1)m−1d(#m−1
�

(α)) ∧ β′+
(−1)m−1#m−1

�
(dβ)α′ + L#m−2

�
(β)α

′, [[β, β′]]�

+ L#m−1
Λ (α)β

′ + (−1)m#m
Λ (dα)β′).


(5.23)

Demostración: Usando (5.20) deducimos que las representaciones de Leibniz

(ϕ1
21, ϕ

1
12) y (ϕ2

12, ϕ
2
21) satisfacen la propiedad [L1]. Ahora, de (5.11), (5.19)

and (5.21), obtenemos que

ϕ1
12([[α, α

′]]Λ, β) = (−1)m−1d(#m−1
Λ (α)(#m−1

�
(α′))−#m−1

�
(L#m−1

Λ (α)α
′)) ∧ β

−d((#m
Λ (dα))(#m−1

�
(α′))) ∧ β,

lo que implica que (ver (5.11) y (5.21)),

[[α, ϕ1
12(α

′, β)]]Λ − [[α′, ϕ1
12(α, β)]]Λ = ϕ1

12([[α, α
′]]Λ, β)− ϕ1

12(α, ϕ
2
12(α

′, β))

+ϕ1
12(α

′, ϕ2
12(α, β)).

Aśı, como ϕ2
21 es la aplicación idénticamente nula, se tiene que la relación

[L2] se satisface.

De forma similar, usando de nuevo (5.11), (5.19) y (5.21), se prueba que las

relaciones [L3] y [L4] también se verifican. Consecuentemente, del Teorema

5.3.7 y la Proposición 5.3.8, se deduce el resultado.

�

Veremos a continuación que el algebroide de Leibniz asociado a una variedad

de Nambu-Jacobi caracteriza a la estructura de Nambu-Jacobi.

Proposición 5.3.10 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y

m un entero, 3 ≤ m ≤ n. Sean Λ y � un m-vector y un (m − 1)-vector,

respectivamente sobre M . Consideramos la aplicación #̃m−1
(Λ,�) : Ωm−1(M) ⊕

Ωm−2(M) → X(M) y el corchete [[ , ]](Λ,�) : (Ωm−1(M) ⊕ Ωm−2(M))2 →
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M) definidos como en (5.23). Entonces (M,Λ,�) es una

variedad de Nambu-Jacobi si y sólo si (∧m−1(T ∗M)⊕∧m−2(T ∗M), [[ , ]](Λ,�),

#̃m−1
(Λ,�)) es un algebroide de Leibniz.



158 Caṕıtulo 5. Estructuras de NP y de NJ. Algebroides de Leibniz

Demostración. Supongamos que Λ (respectivamente, �) es un m-vector (res-

pectivamente, un (m−1)-vector) sobre M y que (∧m−1(T ∗M)⊕∧m−2(T ∗M),

[[ , ]](Λ,�), #̃
m−1
(Λ,�)) es un algebroide de Leibniz. Definimos el siguiente corchete

de funciones {, . . . , } : C∞(M,R)× . . .m) . . .× C∞(M,R) → C∞(M,R),

{f1, . . . , fm} = Λ(df1, . . . , dfm)+
m∑
i=1

(−1)i−1fi�(df1, . . . , d̂fi, . . . , dfm).
(5.24)

Este corchete es antisimétrico y define un operador diferencial de primer

orden respecto a cada argumento.

A continuación, comprobaremos que este corchete de funciones cumple la

identidad fundamental.

Para ello, consideramos los elementos sf1...fm−1 definidos por

sf1...fm−1 = (df1 ∧ . . . ∧ dfm−1,
m−1∑
i=1

(−1)i−1fidf1 ∧ . . . ∧ d̂fi ∧ . . . ∧ dfm−1),

(5.25)

y los campos asociados

Xf1...fm−1 = #̃m−1
(Λ,�)(sf1...fm−1). (5.26)

Usando (5.24) se sigue que

Xf1...fm−1(f) = {f1, . . . , fm−1, f}+ (−1)mf�(df1, . . . , dfm−1). (5.27)

Como (∧m−1(T ∗M)⊕∧m−2(T ∗M), [[ , ]](Λ,�), #̃
m−1
(Λ,�)) es un algebroide de Leib-

niz entonces

#̃m−1
(Λ,�)[[sf1...fm−1 , sg1...gm−1 ]](Λ,�) = [Xf1...fm−1 , Xg1...gm−1 ].

Por otra parte, de (5.23) concluimos que

[[sf1...fm−1 , sg1...gm−1 ]](Λ,�) =
m−1∑
i=1

sg1...gi−1{f1,...,fm−1,gi}gi+1...gm−1 .
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Por tanto,

[Xf1...fm−1 , Xg1...gm−1 ](gm) =
m−1∑
i=1

Xg1...gi−1{f1,...,fm−1,gi}gi+1...gm−1(gm).

En particular,

[Xf1...fm−1 , Xg1...gj−11gj+1...gm−1 ](gj) =
m−1∑
i=1

Xg1...gj−11gj+1...gi−1{f1,...,fm−1,gi}gi+1...gm−1(gj),

lo cual implica que (ver (5.27))

{f1, . . . , fm−1,�(dg1, . . . , dgm−1)} =
m−1∑
i=1

�(dg1, . . . , dgi−1, d{f1, . . . , fm−1, gi}, dgi+1, . . . , dgm−1)+

{g1, . . . , gm−1,�(df1, . . . , dfm−1)}.

(5.28)

Finalmente, usando (5.27) y (5.28), deducimos que

{f1,. . ., fm−1,{g1,. . ., gm}}=
m∑
i=1

{g1,. . ., gi−1,{f1,. . ., fm−1, gi}, gi+1,. . ., gm−1, gm}

esto es, el n-corchete de funciones {, . . . , } satisface la identidad fundamental.

�

5.3.3 Cohomoloǵıa de un algebroide de Leibniz

Sea (A, [[ , ]], ρ) un algebroide de Leibniz sobre una variedad M . Para cada

k ∈ N, consideramos el espacio vectorial

Ck(Γ(A);C∞(M,R)) = {ck : Γ(A)× . . .(k. . .×Γ(A)→C∞(M,R)/ckes k-lineal}

y el operador ∂ : Ck(Γ(A);C∞(M,R)) → Ck+1(Γ(A);C∞(M,R)) definido

por

∂ck(s0, . . . , sk) =
k∑
i=0

(−1)iρ(si)(c
k(s0, . . . , ŝi, . . . , sk))

+
∑

0≤i<j≤k

(−1)i−1ck(s0, . . . , ŝi, . . . , sj−1, [[si, sj]], sj+1, . . . , sk),
(5.29)
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para ck ∈ Ck(Γ(A);C∞(M,R)) y s0, . . . , sk ∈ Γ(A).

Entonces, se sigue que ∂2 = 0. La cohomoloǵıa resultante se llama la coho-

moloǵıa del algebroide de Leibniz de A. Esta cohomoloǵıa también se puede

describir como la definida por la representación

Γ(A)× C∞(M,R) → C∞(M,R), (s, f) 7→ ρ(s)(f).

Nótese que aunque ck ∈ Ck(Γ(A);C∞(M,R)) sea antisimétrica (respecti-

vamente, C∞(M,R)-lineal), en general, ∂ck no es antisimétrica (respectiva-

mente, C∞(M,R)-lineal).

Ejemplos 5.3.11 i) Si (A, [[ , ]], ρ) es un algebroide de Lie, la cohomoloǵıa

de A (ver Sección 1.4.2) es justamente la cohomoloǵıa del subcomplejo de las

co-cadenas antisimétricas y C∞(M,R)-lineales del complejo de cohomoloǵıa

de A como algebroide de Leibniz.

ii) Sea (g, [ , ]) un álgebra de Leibniz a izquierda de dimensión finita. En-

tonces, el par ([ , ], ρ) define una estructura de algebroide de Leibniz sobre el

fibrado vectorial g → {punto}, donde ρ es la aplicación idénticamente nula.

En este caso, el espacio de las k-cocadenas en el correspondiente complejo de

cohomoloǵıa es

Ck(g;R) = {ck : g× . . .(k . . .× g→ R/ck es k-lineal}

y el operador coborde ∂ : Ck(g;R) → Ck+1(g;R) está definido por

(∂ck)(s0, . . . , sk) =
∑

0≤i<j≤k

(−1)i−1ck(s0, . . . , ŝi, . . . , sj−1, [si, sj], sj+1, . . . , sk).

La cohomoloǵıa resultante es la cohomoloǵıa de g relativa a la representación

trivial de g sobre R (ver [85, 86, 87]).

iii) Sean (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m ≥ 3 y

(∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) el correspondiente algebroide de Leibniz. En-

tonces el operador de cohomoloǵıa está dado por

∂ck(α0, . . . , αk) =
k∑
i=0

(−1)i#m−1
Λ (αi)(c

k(α0, . . . , α̂i, . . . , αk))

+
∑

0≤i≤j≤k

(−1)i−1ck(α0, . . . , α̂i, . . . , αj−1, [[αi, αj]]Λ, αj+1, . . . , αk),
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para todo α0, . . . , αk ∈ Ωm−1(M).

iv) Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m ≥ 3 y

(∧m−1(T ∗M) ⊕ ∧m−2(T ∗M), [[ , ]](Λ,E), #̃
m−1
(Λ,E)) el correspondiente algebroide

de Leibniz. Entonces, el operador de cohomoloǵıa está dado por

∂ck((α0, β0), . . . , (αk, βk)) =
k∑
i=0

(−1)i#̃m−1
(Λ,E)((αi, βi))(c

k((α0, β0), . . . ,
\(αi, βi), . . . , (αk, βk)))

+
∑

0≤i≤j≤k

(−1)i−1ck((α0, β0), . . . ,
\(αi, βi), . . . ,

(αj−1, βj−1), [[(αi, βi), (αj, βj)]](Λ,E), (αj+1, βj+1), . . . , (αk, βk)),

para todo (α0, β0), . . . , (αk, βk) ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M).

Observación 5.3.12 Las cohomoloǵıas de los algebroides de Leibniz de una

variedad de Nambu-Poisson y de una variedad de Nambu-Jacobi tienen gra-

dos infinitos.
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CAṔITULO 6

Dualidad y clase modular de
una estructura de Nambu-Poisson

6.1 La cohomoloǵıa de Nambu-Poisson

Como hemos visto en el Caṕıtulo 5, el algebroide de Leibniz asociado a

una variedad de Nambu-Poisson nos permite introducir una teoŕıa de coho-

moloǵıa, la cohomoloǵıa del algebroide de Leibniz. Sin embargo, esta co-

homoloǵıa tiene grados infinitos y, por tanto, una dualidad tipo Poincaré

con alguna teoŕıa de homoloǵıa no es posible. Con el fin de obtener una

teoŕıa de cohomoloǵıa para variedades de Nambu-Poisson sin este problema,

introducimos a continuación un álgebra de Lie asociada a la variedad de

Nambu-Poisson.

6.1.1 Un álgebra de Lie asociada a una variedad de
Nambu-Poisson

Si (g, [ , ]) es un álgebra de Leibniz, definimos su centro, Z(g), como el núcleo

de la representación adjunta

ad : g→ End(g), x 7→ [x, ·].

163
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Fácilmente se comprueba que el espacio cociente g/Z(g), dotado con el corchete

inducido, es un álgebra de Lie (ver [20]).

En el caso particular de una variedad de Nambu-Poisson (M,Λ) de orden m,

m ≥ 3, tenemos que el centro del álgebra de Leibniz (Ωm−1(M), [[ , ]]Λ) es el

espacio

Z(Ωm−1(M)) = {α ∈ Ωm−1(M)/[[α, β]]Λ = 0,∀β ∈ Ωm−1(M)}

y que (Ωm−1(M)/Z(Ωm−1(M)), [[ , ]]∼Λ) es un álgebra de Lie, donde

[[ , ]]∼Λ :
Ωm−1(M)

Z(Ωm−1(M))
× Ωm−1(M)

Z(Ωm−1(M))
→ Ωm−1(M)

Z(Ωm−1(M))

es el corchete inducido sobre
Ωm−1(M)

Z(Ωm−1(M))
, esto es,

[[[α], [β]]]∼Λ = [[[α, β]]Λ], (6.1)

para todo [α], [β] ∈ Ωm−1(M)/Z(Ωm−1(M)).

El siguiente resultado da una descripción expĺıcita del centro de (Ωm−1(M),

[[ , ]]Λ).

Proposición 6.1.1 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden m,

con m ≥ 3. Entonces, el centro del álgebra (Ωm−1(M),[[ , ]]Λ) es el C∞(M,R)-

módulo

ker#m−1
Λ = {α ∈ Ωm−1(M)/#m−1

Λ (α) = 0}.

Demostración. Si α es una (m − 1)-forma sobre M tal que #m−1
Λ (α) = 0

entonces, de (5.11), se sigue que

[[α, β]]Λ = (−1)m#m
Λ (dα)β, (6.2)

para todo β ∈ Ωm−1(M).

Por otra parte, usando (5.6), tenemos que

0 = L#m−1
Λ (α)Λ = (−1)m#m

Λ (dα)Λ.

Aśı, deducimos que #m
Λ (dα) = 0. Consecuentemente, [[α, β]]Λ = 0 (ver (6.2)).
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Rećıprocamente, supongamos que α es una (m− 1)-forma sobre M tal que

[[α, β]]Λ = 0, para todo β ∈ Ωm−1(M).

Si f ∈ C∞(M,R), entonces (ver (5.9))

0 = [[α, fβ]]Λ = f [[α, β]]Λ + #m−1
Λ (α)(f)β = #m−1

Λ (α)(f)β,

para cualquier β ∈ Ωm−1(M). Por tanto, #m−1
Λ (α)(f) = 0, para cualquier

f ∈ C∞(M,R). Aśı, concluimos que #m−1
Λ (α) = 0.

�

Consecuentemente, si (M,Λ) es una variedad de Nambu-Poisson de orden m,

m ≥ 3, el espacio cociente

Ωm−1(M)/Z(Ωm−1(M)) = Ωm−1(M)/ker#m−1
Λ

es un C∞(M,R)-módulo dotado con un corchete antisimétrico [[ , ]]∼Λ dado

por (6.1) que satisface la identidad de Jacobi y la siguiente propiedad

[[[α], f [β]]]∼Λ = f [[[α], [β]]]∼Λ + #m−1
Λ (α)(f)[β]

para cualesquiera [α], [β] ∈ Ωm−1(M)/ker#m−1
Λ y f ∈ C∞(M,R).

Además, usando (5.12) obtenemos que la aplicación #̃m−1
Λ :

Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

→

X(M) definida por

#̃m−1
Λ ([α]) = #m−1

Λ (α)

induce un homomorfismo entre las álgebras de Lie (
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

, [[ , ]]∼Λ) y

(X(M), [ , ]).

Observación 6.1.2 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson regular de

orden m, con m ≥ 3.

(i) Usando las anteriores propiedades y la Proposición 5.1.5, deducimos que

el triple

(
∧m−1(T ∗M)

ker#m−1
Λ

, [[ , ]]∼Λ , #̃
m−1
Λ )
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es un algebroide de Lie sobre M .

(ii) Ahora si D es la foliación caracteŕıstica de M , entonces el algebroide

de Lie (
⋃
x∈M

D(x) = #m−1
Λ (∧m−1(T ∗M)), [ , ], i) asociado a la foliación D (ver

Ejemplos 1.4.3 iv)) es isomorfo al algebroide (
∧m−1(T ∗M)

ker#m−1
Λ

, [[ , ]]∼Λ , #̃
m−1
Λ ) (ver

Proposición 5.1.5).

6.1.2 La cohomoloǵıa de Nambu-Poisson y la coho-
moloǵıa foliada

Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m ≥ 3. Como ya

hemos visto en la Sección 6.1.1, el espacio cociente
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

es un álgebra

de Lie con el corchete de Lie [[ , ]]∼Λ dado por (6.1).

Además, usando (5.12), podemos comprobar fácilmente que C∞(M,R) es un

(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

)-módulo relativo a la representación

Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

× C∞(M,R) → C∞(M,R), ([α], f) 7→ (#m−1
Λ (α))(f).

Aśı, se puede considerar el complejo de cohomoloǵıa definido por esta repre-

sentación(
C∗(

Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)) =
⊕
k

Ck(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)), ∂NP

)
,

donde el espacio de las k-cocadenas Ck(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)) está formado

por las aplicaciones C∞(M,R)-lineales antisimétricas

ck :
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

× . . .(k . . .× Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

→ C∞(M,R)
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y el operador de cohomoloǵıa ∂NP viene dado por

∂NP c
k([α0],. . . ,[αk])=

k∑
i=0

(−1)i(#m−1
Λ (αi))(c

k([α0],. . . ,[̂αi], . . . , [αk]))

+
∑

0≤i<j≤k

(−1)i−1ck([α0], . . . ,[̂αi],. . . ,[αj−1], [[[αi, αj]]Λ], [αj+1], . . . , [αk]),
(6.3)

para todo ck ∈ Ck(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)) y [α0], . . . , [αk] ∈
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

.

La cohomoloǵıa de este complejo se llama cohomoloǵıa de Nambu-Poisson y

se denota por H∗
NP (M).

Observación 6.1.3 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden

m,m ≥ 3. Consideramos el complejo de cohomoloǵıa (C∗(Ωm−1(M);C∞(M,R)),

∂) asociado al algebroide de Leibniz (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ). La proyección

natural p : Ωm−1(M) → Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

nos permite definir los homomorfismos

de C∞(M,R)-módulos

pk : Ck(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)) → Ck(Ωm−1(M);C∞(M,R)), ck 7→ pk(ck),

siendo pk(ck) : Ωm−1(M) × . . .(k . . . × Ωm−1(M) → C∞(M,R) la aplicación

dada por

pk(ck)(α1, . . . , αk) = ck([α1], . . . , [αk]).

Un cálculo directo, usando (5.29) y (6.3), demuestra que estos homomorfis-

mos inducen un homomorfismo entre los complejos (C∗(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)),

∂NP ) y (C∗(Ωm−1(M);C∞(M,R)), ∂). Por tanto, tenemos el correspondiente

homomorfismo en cohomoloǵıa

p∗ : H∗
NP (M) → H∗(Ωm−1(M);C∞(M,R)).

Además, como el espacio de las 0-cocadenas en ambos complejos es C∞(M,R),

entonces

p1 : H1
NP (M) → H1(Ωm−1(M);C∞(M,R))

es un monomorfismo.
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Ahora, usando el isomorfismo de C∞(M,R)-módulos

#̃m−1
Λ :

Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

→ #m−1
Λ (Ωm−1(M)), #̃m−1

Λ ([α]) = #m−1
Λ (α),

relacionaremos la cohomoloǵıa Nambu-Poisson con la cohomoloǵıa foliada de

(M,D), donde D es la foliación caracteŕıstica de M .

En primer lugar recordamos cómo se define la cohomoloǵıa foliada de (M,D).

Consideramos el espacio Ωk(M,D) de las k-formas α sobre M tal que

α(X1, . . . , Xk) = 0, para todo X1, . . . , Xk ∈ #m−1
Λ (Ωm−1(M)).

De (5.12), se sigue que si α ∈ Ωk(M,D), entonces dα ∈ Ωk+1(M,D). Deno-

tamos ahora por Ωk(D) el C∞(M,R)-módulo
Ωk(M)

Ωk(M,D)
. Entonces, la dife-

rencial exterior induce un operador de cohomoloǵıa dD : Ωk(D) → Ωk+1(D)

dD([α]) = [dα], para [α] ∈ Ωk(D). (6.4)

La cohomoloǵıa resultante H∗(D) es la cohomoloǵıa foliada de (M,D) y el

operador dD es la diferencial foliada de (M,D). Nótese que si M es una

variedad de Nambu-Poisson regular, H∗(D) es justamente la cohomoloǵıa

foliada usual de (M,D) (ver Ejemplo 1.4.5 iv)).

Por otra parte, tenemos

Proposición 6.1.4 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de orden

m, con m ≥ 3. Entonces,

Ωk(M,D) = ker#k
Λ,

para todo k ∈ {0, . . . ,m}. Aśı,

#k+1
Λ (dα) = 0,

para todo α ∈ ker#k
Λ.
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Demostración. Supongamos que α∈Ωk(M,D). Probaremos que #k
Λ(α)(x)=0,

para todo x ∈M .

Distinguimos dos casos:

(i) Si Λ(x) = 0, es claro que #k
Λ(α)(x) = 0.

(ii) Si Λ(x) 6= 0 entonces, usando el Teorema 5.1.1, deducimos que existen

coordenadas locales (x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn) en un entorno abierto U de x

tal que

Λ =
∂

∂x1
∧ . . . ∧ ∂

∂xm
.

Ahora, consideramos una (m− 1)-forma βi sobre M satisfaciendo

#m−1
Λ (βi)(x) =

∂

∂xi |x
,

para todo i ∈ {1, . . . ,m}. Como α ∈ Ωk(M,D), se sigue que

α(#m−1
Λ (βi1), . . . ,#

m−1
Λ (βik)) = 0,

para todo 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m. Aśı,

αx(
∂

∂xi1 |x
, . . . ,

∂

∂xik |x
) = 0.

Esto implica que #k
Λ(α)(x) = 0. Por tanto, Ωk(M,D) ⊆ ker#k

Λ.

La demostración de la inclusión ker#k
Λ ⊆ Ωk(M,D) es similar usando de

nuevo el Teorema 5.1.1.

�

Para relacionar la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson de una variedad de Nambu-

Poisson (M,Λ) de orden m, m ≥ 3, con la cohomoloǵıa foliada de (M,D),

introducimos los monomorfismos de C∞(M,R)-módulos

ĩk : Ωk(D) → Ck(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)), [α] 7→ ĩk([α]) = ψ[α], (6.5)

donde ψ[α] :
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

× . . .(k . . . × Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

→ C∞(M,R) es la aplicación

dada por

ψ[α]([α1], . . . , [αk]) = α(#̃m−1
Λ ([α1]), . . . , #̃

m−1
Λ ([αk])). (6.6)
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Un cálculo directo, usando (5.12), (6.3), (6.4), (6.5) y (6.6), prueba que

ĩk+1 ◦ dD = ∂NP ◦ ĩk.

Por tanto, las aplicaciones ĩk inducen un monomorfismo entre los complejos

(Ω∗(D), dD) y (C∗(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)), ∂NP ).

Denotaremos por

ĩk : Hk(D) → Hk
NP (M)

el correspondiente homomorfismo en cohomoloǵıa.

A continuación, consideraremos el caso particular en el que la estructura

Nambu-Poisson Λ es regular. En tal caso, el triple

(
∧m−1(T ∗M)

ker#m−1
Λ

, [[ , ]]∼Λ , #̃
m−1
Λ

)
es un algebroide de Lie sobre M (ver la Observación 6.1.2) y la cohomoloǵıa

de este algebroide de Lie es justamente la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson de

M . Además,

(#
m−1

Λ )k ◦ ĩk = Πk,

donde (#
m−1

Λ )k :Ck(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R))→Ck(#m−1
Λ (Ωm−1(M));C∞(M,R))

es el isomorfismo de C∞(M,R)-módulos inducido por el isomorfismo de fibra-

dos vectoriales #
m−1

Λ :
∧m−1(T ∗M)

ker#m−1
Λ

→ #m−1
Λ (∧m−1(T ∗M)) (ver Proposición

5.1.5) y Πk : Ωk(D) → Ck(#m−1
Λ (Ωm−1(M));C∞(M,R)) es el isomorfismo de

C∞(M,R)-módulos dado por (1.54). Aśı, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 6.1.5 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson regular de or-

den m, con m ≥ 3. Entonces, los homomorfismos de C∞(M,R)-módulos

ĩk : Ωk(D) → Ck

(
Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)

)
inducen un isomorfismo de complejos

ĩ∗ : (Ω∗(D), dD) → (C∗
(

Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

;C∞(M,R)

)
, ∂NP ).

Aśı, la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson de M es isomorfa a la cohomoloǵıa

foliada de (M,D), es decir,

Hk(D) ∼= Hk
NP (M), para todo k.
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6.2 Una homoloǵıa asociada a una variedad

de Nambu-Poisson orientada

Sean M una variedad orientada, de dimensión n y ν ∈ Ωn(M) una forma de

volumen sobre M . Denotamos por [ν : Vk(M) → Ωn−k(M) el isomorfismo

de C∞(M,R)-módulos dado por

[ν(P ) = i(P )ν, (6.7)

para todo P ∈ Vk(M).

Usando este isomorfismo y la diferencial exterior d podemos definir un ope-

rador de homoloǵıa δν como sigue

δν = [−1
ν ◦ d ◦ [ν : Vk(M) → Vk−1(M). (6.8)

Nótese que

δν(X) = divνX, (6.9)

para X ∈ X(M), donde divνX es la divergencia del campo de vectores X con

respecto a ν, es decir, es la función real sobre M que satisface

LXν = (divνX)ν. (6.10)

La homoloǵıa asociada al complejo (V∗(M), δν) se denota por Hν
∗ (M) y es

dual de la cohomoloǵıa de De Rham de M , es decir,

Hν
k (M) ∼= Hn−k

dR (M).

Por tanto, Hν
∗ (M) no depende de la forma de volumen elegida.

Para obtener una expresión expĺıcita del operador δν , probaremos el siguiente

lema que será útil en lo sucesivo.

Lema 6.2.1 Sean M una variedad orientada, de dimensión n y ν una forma

de volumen sobre M . Entonces, para todo P ∈ Vk(M) y X ∈ X(M), tenemos

LX[ν(P ) = [ν(LXP ) + (divνX)[ν(P ). (6.11)
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Demostración. Si k = 0 o k = 1, la relación (6.11) se obtiene usando (6.7),

(6.10) y las propiedades del operador derivada de Lie.

Procediendo por inducción sobre k, deducimos que (6.11) es cierta para

cualquier k-vector descomponible. Aśı, (6.11) es también cierta para cualquier

k-vector.

�

Ahora, usando este lema probaremos el siguiente resultado.

Proposición 6.2.2 Sean M una variedad orientada, de dimensión n y ν

una forma de volumen sobre M . Entonces

i(α)δν(P ) = divν(i(α)(P )) + (−1)ki(dα)P, (6.12)

para todo P ∈ Vk(M) y α ∈ Ωk−1(M).

Demostración. Procederemos por inducción sobre k.

Si k = 1, (6.12) es una consecuencia inmediata de (6.9) y (6.10).

Ahora, asumiremos que (6.12) es cierta para P ∈ Vk−1(M) y α ∈ Ωk−2(M)

y demostraremos que (6.12) también es cierta para un k-vector P descom-

ponible

P = X1 ∧ . . . ∧Xk,

con X1, . . . , Xk ∈ X(M). De (6.8),

d([ν(P )) = d(i(Xk)([ν(X1 ∧ . . . ∧Xk−1)))

= LXk
[ν(X1 ∧ . . . ∧Xk−1)

−i(Xk)[ν(δν(X1 ∧ . . . ∧Xk−1)).

(6.13)

Ahora, usando la hipótesis de inducción, tenemos

i(β)(δν(X1 ∧ . . . ∧Xk−1)) =

=
k−1∑
j=1

(−1)j+k−1divν(β(X1, . . . , X̂j, . . . , Xk−1)Xj)

+ (−1)k−1dβ(X1, . . . , Xk−1),
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para todo β ∈ Ωk−2(M). Aśı, se deduce que

(−1)k−1δν(X1 ∧ . . . ∧Xk−1) =
k−1∑
j=1

(−1)j(divν(Xj))X1 ∧ . . . ∧ X̂j ∧ . . . ∧Xk−1

+
∑

1≤i<j≤k−1

(−1)i+j[Xi, Xj] ∧X1 ∧ . . . ∧ X̂i ∧ . . . ∧ X̂j ∧ . . . ∧Xk−1.

(6.14)

Sustituyendo (6.14) en (6.13), y usando el Lema 6.2.1, obtenemos que

(−1)kd([ν(P )) = [ν(
k∑
i=1

(−1)i(divνXi)X1 ∧ . . . ∧ X̂i ∧ . . . ∧Xk

+
∑

1≤i<j≤k

(−1)i+j[Xi, Xj] ∧X1 ∧ . . . ∧ X̂i ∧ . . . ∧ X̂j ∧ . . . ∧Xk).

Consecuentemente,

(−1)kδν(P ) =
k∑
i=1

(−1)i(divν(Xi))X1 ∧ . . . ∧ X̂i ∧ . . . ∧Xk

+
∑

1≤i<j≤k

(−1)i+j[Xi, Xj] ∧X1 ∧ . . . ∧ X̂i ∧ . . . ∧ X̂j ∧ . . . ∧Xk.
(6.15)

Por otra parte, para todo α ∈ Ωk−1(M), se tiene

(−1)kdivν(i(α)(P ))+i(dα)(P )=
k∑
i=1

(−1)iα(X1, . . . , X̂i,. . . ,Xk)divνXi

+
∑

1≤i<j≤k

(−1)i+jα([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk).
(6.16)

Por tanto, de (6.15) y (6.16), concluimos que (6.12) es cierta para P = X1 ∧
. . .∧Xk y para todo α ∈ Ωk−1(M). Finalmente, usando este resultado, es fácil

probar que (6.12) es cierto para todo P ∈ Vk(M) y para todo α ∈ Ωk−1(M).

�

Seguidamente, describiremos un interesante subcomplejo del complejo (V∗(M),

δν), cuando M es una variedad de Nambu-Poisson.
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Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson de dimensión n y de orden m,

con 3 ≤ m ≤ n. Para todo k ∈ {1, . . . ,m}, consideramos el subespacio de

Vk(M) dado por

Vkt (M,Λ) = {P ∈ Vk(M)/i(α)(P ) = 0, para todo α ∈ ker#1
Λ}. (6.17)

Asumiremos que V0
t (M,Λ) = C∞(M,R).

Nótese que si M es una variedad de Nambu-Poisson regular, Vkt (M,Λ) es

justo el espacio de los k-vectores sobre M que son tangentes a la foliación

caracteŕıstica (ver la Proposición 5.1.5). Por tanto,

Lema 6.2.3 Sea M una variedad de Nambu-Poisson regular de orden m,

con m ≥ 3. Entonces

Vkt (M,Λ) = #m−k
Λ (Ωm−k(M)), (6.18)

para todo k ∈ {0, . . . ,m}.

Observación 6.2.4 Si M es una variedad de Nambu-Poisson arbitraria de

orden m, con m ≥ 3, tenemos que

#m−k
Λ (Ωm−k(M)) ⊆ Vkt (M,Λ), para todo k ∈ {0, . . . ,m}.

En general, (6.18) no es cierto. En efecto, supongamos que M es una varie-

dad orientada de dimensión n ≥ 3 y que ν es una forma de volumen sobre

M . Consideremos f ∈ C∞(M,R) una función tal que f−1(0) 6= ∅. Denota-

mos por Λν la estructura Nambu-Poisson regular inducida por la forma de

volumen ν (ver el Ejemplo 5.1.2 i)). Entonces, el n-vector Λ = fΛν define

una estructura de Nambu-Poisson singular de orden n sobre M . Además,

un cálculo directo prueba que Vkt (M,Λ) = Vk(M), para todo k ∈ {0, . . . , n}.
Por otra parte, es claro que si P ∈ #n−k

Λ (Ωn−k(M)) y x ∈ f−1(0) entonces

P (x) = 0. Por tanto,

#n−k
Λ (Ωn−k(M)) 6= Vkt (M,Λ) = Vk(M),

para todo k ∈ {0, . . . , n}.
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A continuación, probaremos que si M es una variedad orientada de Nambu-

Poisson de orden m, con m ≥ 3, y ν es una forma de volumen sobre M ,

entonces (V∗t (M,Λ) =
⊕

k=1,...,m

Vkt (M,Λ)) es un subcomplejo del complejo

(V∗(M), δν).

Proposición 6.2.5 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson orientada

de orden m, con m ≥ 3, y ν una forma de volumen sobre M . Entonces

δν(Vkt (M,Λ)) ⊆ Vk−1
t (M,Λ),

para todo k ∈ {1, . . . ,m}.

Demostración. Sea α una 1-forma sobre M tal que α ∈ ker#1
Λ. Si P ∈

Vkt (M,Λ) entonces, por (6.12), tenemos

i(α)δν(P )(α1, . . . , αk−2) = divν(i(α ∧ α1 ∧ . . . ∧ αk−2)(P ))

+(−1)ki(d(α ∧ α1 ∧ . . . ∧ αk−2)(P )),
(6.19)

para todo α1, . . . , αk−2 ∈ Ω1(M).

Como α ∈ ker#1
Λ y P ∈ Vkt (M,Λ), obtenemos que

i(α ∧ α1 ∧ . . . ∧ αk−2)(P ) = i(α1 ∧ . . . ∧ αk−2)(i(α)(P )) = 0,

i(d(α ∧ α1 ∧ . . . ∧ αk−2))(P ) = i(α1 ∧ . . . ∧ αk−2)(i(dα)(P ))

−i(d(α1 ∧ . . . ∧ αk−2))(i(α)(P ))

= i(α1 ∧ . . . ∧ αk−2)(i(dα)(P )).

(6.20)

Ahora, probaremos que i(dα)(P)=0, lo que demuestra que δν(P)∈Vk−1
t (M,Λ)

(ver (6.19) y (6.20)).

Es claro que el k-vector P induce dos aplicaciones antisimétricas y C∞(M,R)-

lineales

P̃ :
Ω1(M)

ker#1
Λ

× . . .(k . . .× Ω1(M)

ker#1
Λ

→ C∞(M,R),

P : #1
Λ(Ω1(M))× . . .(k . . .×#1

Λ(Ω1(M)) → C∞(M,R)
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de tal forma que

P (α1, . . . , αk) = P̃ ([α1], . . . , [αk]) = P (#1
Λ(α1), . . . ,#

1
Λ(αk)), (6.21)

para todo α1, . . . , αk ∈ Ω1(M). Además, es fácil probar que P es un operador

local, es decir, que si U es un subconjunto abierto de M y Q1 ∈ #1
Λ(Ω1(M))

es tal que (Q1)|U ≡ 0 entonces

P (Q1, Q2, . . . , Qk)|U ≡ 0,

para todo Q2, . . . , Qk ∈ #1
Λ(Ω1(M)).

Ahora, denotamos por R el conjunto de los puntos regulares de Λ, esto es,

R = {x ∈M/Λ(x) 6= 0}.

R y su exterior, Ext(R), son subconjuntos abiertos de M . Además, es obvio

que

P (#1
Λ(α1), . . . ,#

1
Λ(αk))|Ext(R) ≡ 0,

para todo α1, . . . , αk ∈ Ω1(M). Aśı, de (6.21), deducimos que

P (y) = 0, para todo y ∈ Ext(R).

Esto implica que

i(dα)(P )|Ext(R) ≡ 0. (6.22)

Por otra parte, el m-vector Λ induce una estructura de Nambu-Poisson regu-

lar de orden m sobre R. Por tanto, por el Lema 6.2.3, obtenemos que existe

una (m− k)-forma β sobre R tal que

#m−k
Λ (β(y)) = P (y), para todo y ∈ R.

Consecuentemente, si y ∈ R

i(dα(y))(P (y)) = i(β(y))(#2
Λ(dα(y))),

y, por la Proposición 6.1.4, se sigue que

i(dα)(P )|R ≡ 0. (6.23)
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Finalmente, de (6.22), (6.23), por continuidad, concluimos que i(dα)(P ) = 0.

�

Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson orientada de ordenm, conm ≥ 3,

y sea ν una forma de volumen sobre M . Entonces, la Proposición 6.2.5 nos

permite introducir el complejo de homoloǵıa

. . .→ Vk+1
t (M,Λ)

δν→ Vkt (M,Λ)
δν→ Vk−1

t (M,Λ) → . . .

A este complejo le denominaremos el complejo canónico de Nambu-Poisson

de (M,Λ). La homoloǵıa de este complejo se denota por HcanNP
∗ (M) y es

llamada la homoloǵıa canónica de Nambu-Poisson de M .

Proposición 6.2.6 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson orientada

de orden m, con m ≥ 3. La homoloǵıa canónica de Nambu-Poisson no

depende de la forma de volumen elegida.

Demostración. Si ν y ν ′ son dos formas de volumen sobre M , entonces existe

f ∈ C∞(M,R), tal que f 6= 0 en todo punto y

ν ′ = fν. (6.24)

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f > 0.

Definimos los isomorfismos de C∞(M,R)-módulos

Ψk : Vkt (M,Λ) → Vkt (M,Λ) P 7→ 1

f
P,

para todo k ∈ {0, . . . ,m}. Un cálculo directo, usando (6.7), (6.8) y (6.24),

demuestra que

δν′ ◦Ψk = Ψk−1 ◦ δν .

Por tanto, las aplicaciones Ψk inducen un isomorfismo de complejos

Ψ∗ : (V∗t (M,Λ), δν) → (V∗t (M,Λ), δν′).

�
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6.3 Dualidad y clase modular de una variedad

de Nambu-Poisson

6.3.1 La clase modular de una variedad de Nambu-
Poisson

En esta sección analizaremos bajo qué condiciones existe una dualidad en-

tre la homoloǵıa canónica de Nambu-Poisson y la cohomoloǵıa de Nambu-

Poisson de una variedad de Nambu-Poisson (M,Λ). Una herramienta funda-

mental en este estudio es la clase modular de (M,Λ) que fue introducida en

[54]. Recordamos su definición.

Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson orientada, de dimensión n y de

orden m, con 3 ≤ m ≤ n, y sea ν una forma de volumen sobre M .

Consideramos la aplicación Mν
Λ : C∞(M,R) × . . .(m−1 . . . × C∞(M,R) →

C∞(M,R) definida por

Mν
Λ(f1, . . . , fm−1) = divν(Xf1...fm−1), (6.25)

para f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R). Entonces, Mν
Λ es una aplicación (m − 1)-

lineal, antisimétrica y es una derivación en cada argumento con respecto al

producto usual de funciones. Aśı, Mν
Λ induce un (m− 1)-vector sobre M , el

tensor modular, que también denotamos por Mν
Λ (ver [26, 54]).

Además, la aplicación

Mν
Λ : Ωm−1(M) → C∞(M,R), α 7→ i(α)Mν

Λ (6.26)

define un 1-cociclo en el complejo de la cohomoloǵıa de Leibniz asociado con

el algebroide de Leibniz (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) y su clase de cohomoloǵıa

MΛ = [Mν
Λ] ∈ H1(Ωm−1(M);C∞(M,R)) no depende de la forma de volumen

elegida. Esta clase de cohomoloǵıa se denomina clase modular de (M,Λ) (ver

[54]) .

El siguiente resultado prueba que el (m − 1)-vector Mν
Λ define también un

1-cociclo en el complejo de cohomoloǵıa de Nambu-Poisson.
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Proposición 6.3.1 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson, de dimen-

sión n, orientada y de orden m, con 3 ≤ m ≤ n, y sea ν una forma de

volumen sobre M . Entonces, la aplicación

M̃ν
Λ :

Ωm−1(M)

ker#m−1
Λ

→ C∞(M,R), [α] 7→ i(α)Mν
Λ, (6.27)

define un 1-cociclo en el complejo de cohomoloǵıa de Nambu-Poisson de

(M,Λ). Además, su clase de cohomoloǵıa M̃Λ = [M̃ν
Λ] ∈ H1

NP (M) no de-

pende de la forma de volumen elegida.

Demostración. Sea α una (m − 1)-forma sobre M . Entonces, usando la

Proposición 6.2.2, tenemos

divν(#
m−1
Λ (α)) = i(α)δν(Λ) + (−1)m−1#m

Λ (dα). (6.28)

Aśı, de (6.25), (6.28) y la Proposición 6.2.2, se sigue que

Mν
Λ = δν(Λ). (6.29)

Ahora, usando (6.28), (6.29) y la Proposición 6.1.4, deducimos que la apli-

cación M̃ν
Λ está bien definida.

Por otra parte, como Mν
Λ define un 1-cociclo en el complejo de cohomoloǵıa

de Leibniz asociado al algebroide de Leibniz (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) en-

tonces

i([[α, β]]Λ)Mν
Λ = #m−1

Λ (α)(i(β)Mν
Λ)−#m−1

Λ (β)(i(α)Mν
Λ),

para todo α, β ∈ Ωm−1(M). Por tanto, concluimos que (ver (6.3)),

∂NPM̃ν
Λ([α], [β])=#m−1

Λ (α)(i(β)Mν
Λ)−#m−1

Λ (β)(i(α)Mν
Λ)−i([[α, β]]Λ)Mν

Λ =0.

Finalmente, como la clase modular de M no depende de la forma de vo-

lumen elegida, deducimos que lo mismo también es cierto para la clase de

cohomoloǵıa M̃Λ ∈ H1
NP (M).

�
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Observación 6.3.2 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson orientada

de orden m, m ≥ 3 y sea p∗ : H∗
NP (M) → H∗(Ωm−1(M);C∞(M,R)) el

homomorfismo inducido entre la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson y la coho-

moloǵıa del algebroide de Leibniz (∧m−1(T ∗M), [[ , ]]Λ,#
m−1
Λ ) (ver la Obser-

vación 6.1.3). Entonces, un cálculo directo, usando (6.26) y (6.27), prueba

que

p1(M̃Λ) = MΛ.

Aśı, como p1 : H1
NP (M) → H1(Ωm−1(M);C∞(M,R)) es un monomorfismo,

se sigue que la clase modular de (M,Λ) es nula si y sólo si M̃Λ = 0.

Para una variedad de Nambu-Poisson regular, tenemos el siguiente resultado,

el cual relaciona la anulación de la clase modular con la existencia de un

volumen básico respecto a la foliación caracteŕıstica.

Teorema 6.3.3 Sea (M,Λ) una variedad regular de Nambu-Poisson, orien-

tada, de orden m y de dimensión n, con 3 ≤ m ≤ n. Entonces la clase

modular de (M,Λ) es nula si y sólo si, existe un volumen básico con respecto

a la foliación caracteŕıstica D, es decir, si existe µ ∈ Ωn−m(M) tal que µ 6= 0

en cada punto de M y

i(XΛ
f1...fm−1

)µ = 0, LXΛ
f1...fm−1

µ = 0,

para f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R).

Demostración. Sea ν una forma de volumen sobre M y supongamos que la

clase modular de M es nula. Entonces, existe f ∈ C∞(M,R) tal que

Mν
Λ = (−1)m−1#1

Λ(df).

Por tanto,

Mν
Λ(df1, . . . , dfm−1) = Xf1...fm−1(f). (6.30)

Tomando la forma de volumen ν ′ = e−fν y usando (6.10), (6.25) y (6.30),

deducimos que

Mν′

Λ = 0. (6.31)
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Ahora, consideramos la (n − m)-forma µ = i(Λ)(ν ′) = [ν′(Λ). Entonces,

µ 6= 0 en todo punto de M y

i(XΛ
f1...fm−1

)µ = [ν′(Λ ∧XΛ
f1...fm−1

) = 0.

Además, de (5.5), (6.25), (6.31) y el Lema 6.2.1 concluimos que

LXΛ
f1...fm−1

µ = LXΛ
f1...fm−1

[ν′(Λ)

= [ν′(LXΛ
f1...fm−1

Λ) + (divν′X
Λ
f1...fm−1

)[ν′(Λ) = 0.

Rećıprocamente, supongamos que existe un volumen básico µ con respecto a

D. Entonces,

i(XΛ
f1...fm−1

)µ = 0, LXΛ
f1...fm−1

µ = 0, (6.32)

para f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R).

Sea D =
⋃
x∈M

D(x) → M el subfibrado vectorial de TM → M asociado a

D y α̃ la sección del fibrado vectorial ∧mD∗ → M definida como sigue. Si

X1, . . . , Xm ∈ Γ(D), α̃(X1, . . . , Xm) ∈ C∞(M,R) es la función caracterizada

por

X1 ∧ . . . ∧Xm = α̃(X1, . . . , Xm)Λ.

Ahora, extendemos α̃ a una m-forma α sobre M tal que

α(X1, . . . , Xm) = α̃(X1, . . . , Xm),

para X1, . . . , Xm ∈ Γ(D). Es claro que

i(Λ)α = 1. (6.33)

Si ν es la forma de volumen sobre M dada por

ν = α ∧ µ,

de (6.32) y (6.33), tenemos que

[ν(Λ) = µ. (6.34)



182 Caṕıtulo 6. Dualidad y clase modular de una estructura de NP

Aśı, usando (6.25), (6.32), (6.34), el Lema 6.2.1 y el hecho de que µ 6= 0 en

todo punto, concluimos que

Mν
Λ = 0.

�

Ejemplos 6.3.4 (i) Supongamos que N y Ñ son variedades orientadas y

que ν (respectivamente, µ) es una forma de volumen sobre N (respectiva-

mente, sobre Ñ). Denotamos por Λν la estructura de Nambu-Poisson sobre

N inducida por la forma de volumen ν (ver el Ejemplo 5.1.2). Λν define una

estructura de Nambu-Poisson regular sobre la variedad producto M = N×Ñ
y, por el Teorema 6.3.3, se sigue que la clase modular de (M,Λν) es cero. De

hecho, un cálculo directo prueba que Mν∧µ
Λν

= Mν
Λν

y, por tanto, (ver [54]),

Mν∧µ
Λν

= 0. De la misma forma, para una función f ∈ C∞(Ñ ,R) con ceros,

fΛν define una estructura singular de Nambu-Poisson sobre la variedad pro-

ducto M y

Mν∧µ
fΛν

= fMν∧µ
Λν

+ (−1)m−1i(df)(Λν) = 0.

(ii) Sea (g, [ , ]g) el álgebra de Lie simple de dimensión 3 con base {ξ, η, σ}
satisfaciendo

[ξ, η]g = −2η, [ξ, σ]g = 2σ, [η, σ]g = ξ.

Consideramos un grupo de Lie G simple, no compacto, simplemente conexo

tal que el álgebra de Lie de G sea (g, [ , ]g). De la base {ξ, η, σ} se puede

obtener una base de campos de vectores invariantes a izquierda {X̃, Ỹ , Z̃}
sobre G y si {α̃, β̃, γ̃} es la base dual de 1-formas, tenemos que

dα̃ = γ̃ ∧ β̃, dβ̃ = 2α̃ ∧ β̃, dγ̃ = −2α̃ ∧ γ̃.

Ahora, supongamos que S es un subgrupo discreto de G tal que el espacio

N = S \G de las clases a derecha es una variedad compacta (ver la Sección 4

del Caṕıtulo II de [4]). Entonces, los campos {X̃, Ỹ , Z̃} (respectivamente, las

1-formas {α̃, β̃, γ̃}) inducen una base global {X,Y, Z} de campos de vectores

sobre N (respectivamente, una base global {α, β, γ} de 1-formas sobre N) y

dα = γ ∧ β, dβ = 2α ∧ β, dγ = −2α ∧ γ.
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Denotamos por Λ el 3-vector sobre la variedad producto M = N × S1 dado

por

Λ = X ∧ Z ∧ E,

donde E es el campo dual del elemento de longitud de S1. Es fácil probar

que Λ define una estructura de Nambu-Poisson regular de orden 3 sobre M .

La distribución caracteŕıstica D de (M,Λ) es la foliación sobre M dada por

β = 0. Aśı, D es transversalmente orientable y la clase de Godbillon-Vey de

D es la clase en la cohomoloǵıa de De Rham [α∧γ∧β] (para la definición de

la clase de Godbillon-Vey de una foliación transversalmente orientable, ver

[110], pp. 29 y 30; ver también [41]). Es claro que [α∧γ∧β] 6= 0 y, por tanto,

concluimos que no es posible encontrar un volumen básico con respecto a D
(ver [110], p. 50). Consecuentemente, del Teorema 6.3.3, deducimos que la

clase modular de (M,Λ) no es nula.

Observación 6.3.5 Sea M una variedad orientada, de dimensión n y D una

foliación orientada sobre M de dimensión m, 3 ≤ m ≤ n. Supongamos que

D =
⋃
x∈M

D(x) → M es el subfibrado vectorial de TM → M asociado a D

y que Λ es una sección global del fibrado vectorial ∧mD → M , con Λ 6= 0

en todo punto. Entonces, Λ define una estructura de Nambu-Poisson regular

de orden m sobre M y la foliación caracteŕıstica de (M,Λ) es exactamente

D. Como M es una variedad orientada, la foliación D es transversalmente

orientable. Aśı, si la clase de Godbillon-Vey de D no es nula, se sigue que la

clase modular de (M,Λ) tampoco es nula.

6.3.2 Dualidad entre la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson
y la homoloǵıa canónica de Nambu-Poisson

Si M es una variedad de Nambu-Poisson orientada de orden m, con m ≥ 3,

y ν es una forma de volumen sobre M , probaremos que, bajo ciertas condi-

ciones, se puede definir un interesante subcomplejo del complejo de homoloǵıa

(V∗(M), δν). Además, si la clase modular de M es nula, demostraremos que
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existe una dualidad entre la homoloǵıa de este subcomplejo y la cohomoloǵıa

foliada de (M,D), donde D es la foliación caracteŕıstica de (M,Λ).

Teorema 6.3.6 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson orientada de

orden m, con m ≥ 3, y ν una forma de volumen sobre M . Entonces:

(i) #∗
Λ(Ω∗(M)) =

m⊕
k=0

(#m−k
Λ (Ωm−k(M))) define un subcomplejo del com-

plejo de homoloǵıa (V∗(M), δν) si y sólo si Mν
Λ ∈ #1

Λ(Ω1(M)).

(ii) Si #∗
Λ(Ω∗(M)) es un subcomplejo de (V∗(M), δν), entonces la homoloǵıa

de este subcomplejo no depende de la forma de volumen elegida.

(iii) Si la clase modular de (M,Λ) es nula entonces #∗
Λ(Ω∗(M)) define un

subcomplejo del complejo de homoloǵıa (V∗(M), δν) y

H̃canNP
k (M) ∼= Hm−k(D),

para todo k ∈ {0, . . . ,m}, donde H∗(D) es la cohomoloǵıa foliada de

(M,D) y H̃canNP
∗ (M) denota la homoloǵıa del complejo (#∗

Λ(Ω∗(M)), δν).

Demostración. (i) De (6.12), (6.28) y (6.29), tenemos que

i(α)δν(#
k
Λ(β)) = divν(#

m−1
Λ (β ∧ α)) + (−1)m−k#m

Λ (β ∧ dα)

= i(α)(i(β)Mν
Λ + (−1)m−1#k+1

Λ (dβ)),

para todo α ∈ Ωm−k−1(M) y β ∈ Ωk(M). Aśı,

δν(#
k
Λ(β)) = (−1)m−1#k+1

Λ (dβ) + i(β)Mν
Λ. (6.35)

Por tanto, δν(#
k
Λ(Ωk(M)) ⊆ #k+1

Λ (Ωk+1(M)) para todo k ∈ {0, . . . ,m} si y

sólo si Mν
Λ ∈ #1

Λ(Ω1(M)).

(ii) Sea ν ′ otra forma de volumen sobre M . Entonces, existe una función

f ∈ C∞(M,R), tal que f 6= 0 en todo punto y ν ′ = fν. Podemos suponer,

sin pérdida de generalidad, que f > 0. Aśı, consideramos los isomorfismos

Ψk : #k
Λ(Ωk(M)) → #k

Λ(Ωk(M)), P 7→ 1

f
P.
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Como δν′ ◦ Ψk = Ψk−1 ◦ δν , se sigue que los complejos (#∗
Λ(Ω∗(M)), δν) y

(#∗
Λ(Ω∗(M)), δν′) son isomorfos.

(iii) Si la clase modular de M es nula, existe f ∈ C∞(M,R) tal que (ver

(5.29))

Mν
Λ = #1

Λ((−1)m−1df). (6.36)

Consecuentemente, por (i), se deduce que #∗
Λ(Ω∗(M)) define un subcomplejo

de (V∗(M), δν).

Por otra parte, usando la Proposición 6.1.4, podemos definir los isomorfismos

de C∞(M,R)-módulos

hk : Ωm−k(D) =
Ωm−k(M)

ker#m−k
Λ

→ #m−k
Λ (Ωm−k(M)), hk([α]) = e−f#m−k

Λ (α).

De (6.26), (6.35) y (6.36) se sigue que hk ◦ dD = (−1)m−1δν ◦ hk+1, donde

dD es la diferencial foliada de (M,D). Aśı, las aplicaciones hk inducen un

isomorfismo entre el grupo de cohomoloǵıa Hm−k(D) y el grupo de homoloǵıa

H̃canNP
k (M).

�

Usando los Teoremas 6.1.5, 6.3.3 y 6.3.6, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 6.3.7 Sea (M,Λ) una variedad de Nambu-Poisson regular orien-

tada de orden m, con m ≥ 3. Si existe un volumen básico respecto a la

foliación caracteŕıstica D de (M,Λ) entonces

Hk
NP (M) ∼= Hk(D) ∼= HcanNP

m−k (M),

para todo k ∈ {0, . . . ,m}.

6.4 Un ejemplo: Una estructura de Nambu-

Poisson singular

Consideramos sobre R3 el 3-vector definido por

Λ = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

∂

∂x1

∧ ∂

∂x2

∧ ∂

∂x3

, (6.37)
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donde (x1, x2, x3) denotan las coordenadas usuales sobre R3. El 3-vector Λ

define una estructura de Nambu-Poisson singular de orden 3 sobre R3. Sea

ν la forma de volumen dada por

ν = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Un cálculo directo prueba que

Xx1x2 = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

∂

∂x3

,

Xx1x3 = −(x2
1 + x2

2 + x2
3)

∂

∂x2

,

Xx2x3 = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

∂

∂x1

,

y por tanto (ver (6.25)),

Mν
Λ = 2x3

∂

∂x1

∧ ∂

∂x2

− 2x2
∂

∂x1

∧ ∂

∂x3

+ 2x1
∂

∂x2

∧ ∂

∂x3

.

Ahora, si la clase modular de (R3,Λ) fuera nula entonces existiŕıa f ∈
C∞(R3,R) tal que

i(α)Mν
Λ = #2

Λα(f),

para todo α ∈ Ω2(R3). Particularizando con las 2-formas dx1 ∧ dx2, dx1 ∧
dx3, dx2 ∧ dx3 deduciŕıamos que

2xj = (x2
1 + x2

2 + x2
3)
∂f

∂xj
, para todo j = 1, 2, 3. (6.38)

Entonces,

f
|R

3
−{(0,0,0)}

= ln(x2
1 + x2

2 + x2
3) + c, con c ∈ R.

Sin embargo, esto no es posible porque f ∈ C∞(R3,R). Aśı, la clase modular

de (R3,Λ) es no nula.

Ahora, probaremos que no existe dualidad entre la cohomoloǵıa Nambu-

Poisson y la homoloǵıa canónica de Nambu-Poisson de (R3,Λ). En realidad,

demostraremos que

H1
NP (R3) � HcanNP

2 (R3).
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En primer lugar, calculamos H1
NP (R3). Para ello, procederemos como sigue.

Puesto que ker#2
Λ = {0}, entonces

Ω2(R3) ∼= #2
Λ(Ω2(R3)) = {(x2

1 + x2
2 + x2

3)X/X ∈ X(R3)}.

Este hecho implica que se pueden identificar las co-cadenas c1 : #2
Λ(Ω2(R3)) →

C∞(R3,R) del complejo de cohomoloǵıa de Nambu-Poisson con las 1-formas

sobre R3 usando el isomorfismo

Φ : C1(Ω2(R3);C∞(R3,R)) → Ω1(R3), (c1 : Ω2(R3) → C∞(R3,R)) 7→ α

tal que α(X) = c1(β), donde #2
Λ(β) = (x2

1 + x2
2 + x2

3)X.

Bajo esta identificación el primer grupo de la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson

H1
NP (R3) es el espacio cociente

{α ∈ Ω1(R3)/(x2
1 + x2

2 + x2
3)dα− d(x2

1 + x2
2 + x2

3) ∧ α = 0}
{(x2

1 + x2
2 + x2

3)dg/g ∈ C∞(R3,R)}
. (6.39)

Ahora, consideramos el conjunto

G = {g ∈ C∞(R3−{(0, 0, 0)})/(x2
1+x2

2+x2
3)
∂g

∂xi
∈ C∞(R3,R), ∀i ∈ {1, 2, 3}}

y la aplicación lineal

T : G → H1
NP (R3)

definida por T (g) = [(x2
1 + x2

2 + x2
3)dg]. Es claro que el núcleo de esta

aplicación es el espacio C∞(R3,R). Además, T es un epimorfismo. De hecho,

si [α] ∈ H1
NP (R3), de (6.39), deducimos que en R3 − {(0, 0, 0)}

d

(
α

x2
1 + x2

2 + x2
3

)
= 0.

Pero esto implica que existe g ∈ C∞(R3 − {(0, 0, 0)},R) tal que

α

x2
1 + x2

2 + x2
3

= dg

y, por tanto,

T (g) = [α].
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Aśı,
G

C∞(R3,R)
∼= H1

NP (R3). (6.40)

Ahora, probaremos que el espacio cociente
G

C∞(R3,R)
es isomorfo a R.

Para ello, usaremos los siguientes lemas (una demostración del primer lema

puede ser encontrada en [99]).

Lema 6.4.1 [99] Sean P,Q dos polinomios de grado m, (m ≥ 1) en las

indeterminadas x1 y x2 tal que satisfacen

(x2
1 + x2

2)(
∂P

∂x2

− ∂Q

∂x1

) = 2(Px2 −Qx1).

Entonces existen dos polinomios P̃ , Q̃ de grado m− 2 tal que P y Q pueden

expresarse de la siguiente forma:

P = ax1 + bx2 + (x2
1 + x2

2)P̃ , Q = bx1 + ax2 + (x2
1 + x2

2)Q̃,

donde a, b son constantes reales y
∂P̃

∂x2

=
∂Q̃

∂x1

.

Lema 6.4.2 Sean A,B y C tres polinomios de grado m, (m ≥ 1) en las

indeterminadas x1, x2, x3 tal que satisfacen

(x2
1 + x2

2 + x2
3)(

∂A

∂x2

− ∂B

∂x1

) = 2(Ax2 −Bx1),

(x2
1 + x2

2 + x2
3)(

∂A

∂x3

− ∂C

∂x1

) = 2(Ax3 − Cx1),

(x2
1 + x2

2 + x2
3)(

∂B

∂x3

− ∂C

∂x2

) = 2(Ax3 − Cx2).


(6.41)

Entonces existen tres polinomios Ã, B̃ y C̃ de grado m− 2 tal que A, B y C

pueden expresarse de la siguiente forma:

A = ax1 + (x2
1 + x2

2 + x2
3)Ã,

B = ax2 + (x2
1 + x2

2 + x2
3)B̃,

C = ax3 + (x2
1 + x2

2 + x2
3)C̃.


donde a es una constante real y

∂Ã

∂x2

=
∂B̃

∂x1

,
∂Ã

∂x3

=
∂C̃

∂x1

y
∂B̃

∂x3

=
∂C̃

∂x2

.
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Demostración. Basta probar que el resultado es cierto en el caso en que A,

B y C son polinomios homogéneos. Si m = 1, es claro que A = ax1, B = ax2

y C = ax3. Si m ≥ 2 procederemos como sigue.

Los polinomios A y B pueden escribirse como

A(x1, x2, x3) =
m∑
k=0

xk3Ak(x1, x2), B(x1, x2, x3) =
m∑
k=0

xk3Bk(x1, x2),

donde Ai(x1, x2) y Bi(x1, x2) (i = 0, . . . ,m) son polinomios homogéneos en

las indeterminadas x1, x2.

De la primera igualdad de (6.41) deducimos que

(x2
1 + x2

2)(
∂Ai
∂x2

− ∂Bi

∂x1

) = 2(Aix2 −Bix1), i ∈ {0, 1}, (6.42)

y para todo r ∈ {2, . . . ,m},

(x2
1 + x2

2)(
∂Ar
∂x2

− ∂Br

∂x1

) + (
∂Ar−2

∂x2

− ∂Br−2

∂x1

) = 2(Arx2 −Brx1). (6.43)

Usando (6.42) y el Lema 6.4.1 obtenemos que existen Ã0, Ã1, B̃0 y B̃1 poli-

nomios en las indeterminadas x1, x2 tal que

Ai = (x2
1 + x2

2)Ãi, Bi = (x2
1 + x2

2)B̃i,
∂Ãi
∂x2

=
∂B̃i

∂x1

,

para i = 0, 1.

Ahora, de estos hechos y de (6.43), tenemos que

(x2
1 + x2

2)(
∂(A2 − Ã0)

∂x2

− ∂(B2 − B̃0)

∂x1

) = 2x2(A2 − Ã0)− 2x1(B2 − B̃0).

Aplicando de nuevo el Lema 6.4.1 deducimos que existen Ã2 y B̃2 polinomios

en las indeterminadas x1 y x2 tal que

A2 = Ã0 + (x2
1 + x2

2)Ã2, B2 = B̃0 + (x2
1 + x2

2)B̃2

con
∂Ã2

∂x2

=
∂B̃2

∂x1

.
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Procediendo de forma similar, obtenemos una sucesión de polinomios Ã0, . . .,

Ãm, B̃0, . . . , B̃m en las indeterminadas x1 y x2 tal que

Ai = (x2
1 + x2

2)Ãi, Bi = (x2
1 + x2

2)B̃i,

Ar = Ãr−2 + (x2
1 + x2

2)Ãr, Br = B̃r−2 + (x2
1 + x2

2)B̃r,

para i = {0, 1} y para r ∈ {2, . . . ,m}. Aśı, los polinomios A y B tienen las

siguientes expresiones

A = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

m∑
k=0

xk3Ãk, B = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

m∑
k=0

xk3B̃k.

Con el mismo procedimiento también deducimos que el polinomio C puede

ser escrito como

C = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

m∑
k=0

xk1C̃k,

donde C̃k son polinomios en las indeterminadas x2 y x3.

�

Este último Lema nos permite obtener el resultado ya anunciado.

Proposición 6.4.3 El espacio cociente
G

C∞(R3,R)
es isomorfo a R.

Demostración. Si g ∈ G, tenemos que las funciones reales C∞ diferenciables

sobre R3

g1 = (x2
1 + x2

2 + x2
3)
∂g

∂x1

, g2 = (x2
1 + x2

2 + x2
3)
∂g

∂x2

, g3 = (x2
1 + x2

2 + x2
3)
∂g

∂x3

,

satisfacen

(x2
1 + x2

2 + x2
3)(

∂g1

∂x2

− ∂g2

∂x1

) = 2(x2g1 − x1g2),

(x2
1 + x2

2 + x2
3)(

∂g1

∂x3

− ∂g3

∂x1

) = 2(x3g1 − x1g3),

(x2
1 + x2

2 + x2
3)(

∂g2

∂x3

− ∂g3

∂x2

) = 2(x3g2 − x2g3).


(6.44)
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Entonces, para cualquier m ≥ 2 consideramos los desarrollos de Taylor de

orden m + 1 en el origen de las funciones g1, g2, g3. Denotamos dichos

desarrollos como g1 = Am + R1,m, g2 = Bm + R2,m y g3 = Cm + R3,m donde

Am, Bm y Cm son polinomios de grado m que satisfacen las condiciones del

Lema 6.4.2 y Ri,m son los restos.

Sea [k(x1, x2, x3)](0,0,0) el desarrollo formal de Taylor en el origen de k ∈
C∞(R3,R). Entonces, existe a ∈ R tal que

(g1(x1, x2, x3)− ax1)(0,0,0) = (x2
1 + x2

2 + x2
3)A(x1, x2, x3),

(g2(x1, x2, x3)− ax2)(0,0,0) = (x2
1 + x2

2 + x2
3)B(x1, x2, x3),

(g3(x1, x2, x3)− ax3)(0,0,0) = (x2
1 + x2

2 + x2
3)C(x1, x2, x3),


donde A(x1, x2, x3), B(x1, x2, x3) y C(x1, x2, x3) son adecuadas series de po-

tencias. Usando el teorema de Borel tenemos que existen α, β, γ ∈ C∞(R3,R)

tal que
(α(x1, x2, x3))(0,0,0) = A(x1, x2, x3),
(β(x1, x2, x3))(0,0,0) = B(x1, x2, x3),
(γ(x1, x2, x3))(0,0,0) = C(x1, x2, x3).


Nótese que los desarrollos formales de Taylor en el origen de las funciones

α1 = g1 − ax1 − (x2
1 + x2

2 + x2
3)α,

β1 = g2 − ax2 − (x2
1 + x2

2 + x2
3)β,

γ1 = g3 − ax3 − (x2
1 + x2

2 + x2
3)γ,

son nulos. Por tanto,
α1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

,
β1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

y
γ1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

son

funciones C∞-diferenciables sobre R3.

Consideraremos ahora h1, h2, h3 ∈ C∞(R3,R) definidas por

h1 = α+
α1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)
,

h2 = β +
β1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)
,

h3 = γ +
γ1

(x2
1 + x2

2 + x2
3)
.

Entonces, usando (6.44) y el hecho de que

gi = axi + (x2
1 + x2

2 + x2
3)hi, i = 1, 2, 3,



192 Caṕıtulo 6. Dualidad y clase modular de una estructura de NP

obtenemos las igualdades siguientes

∂h1

∂x2

− ∂h2

∂x1

=
∂h1

∂x3

− ∂h3

∂x1

=
∂h2

∂x3

− ∂h3

∂x2

= 0. (6.45)

Por tanto,

dg =

(
3∑
i=1

gi
x2

1 + x2
2 + x2

3

dxi

)
|R

3
−{(0,0,0)}

=

=

(
d(
a

2
ln(x2

1 + x2
2 + x2

3)) +
3∑
i=1

hidxi

)
|R

3
−{(0,0,0)}

.

(6.46)

Por otra parte, usando (6.45) deducimos que h1dx1 + h2dx2 + h3dx3 es una

1-forma cerrada sobre R3 y como H1
dR(R3) = {0}, concluimos que existe

ψ ∈ C∞(R3,R), tal que h1dx1 +h2dx2 +h3dx3 = dψ. Sustituyendo en (6.46),

tenemos que

g − a

2
ln(x2

1 + x2
2 + x2

3) = ψ
|R

3
−{(0,0,0)}

+ c, con c ∈ R.

Consecuentemente

[g] = [
a

2
ln(x2

1 + x2
2 + x2

3)], con a ∈ R.

Esto finaliza la demostración.

�

De (6.40) y la Proposición 6.4.3, deducimos el siguiente resultado.

Proposición 6.4.4 Sea Λ la estructura de Nambu-Poisson sobre R3 dada

por (6.37). Entonces

H1
NP (R3) ∼= R.

Observación 6.4.5 En [98] el autor ha generalizado el resultado anterior

para gérmenes en 0 de m-vectores Λ = f
∂

∂x1

∧ . . . ∧ ∂

∂xm
sobre Rm o Cm,

donde f es un polinomio cuasihomogéneo de codimensión finita. De hecho,

en este art́ıculo son calculados todos los grupos de cohomoloǵıa de Nambu-

Poisson para este tipo de estructuras.



6.4. Un ejemplo: Una estructura de Nambu-Poisson singular 193

Por otra parte, como ker#1
Λ = {0}, se sigue que

Vkt (R3,Λ) = Vk(R3),

para todo k. Aśı, la homoloǵıa canónica de Nambu-Poisson de (R3,Λ) es dual

de la cohomoloǵıa de De Rham. En particular , HcanNP
2 (R3) ∼= H1

dR(R3) =

{0}.
Esto implica que H1

NP (R3) � HcanNP
2 (R3), y por tanto, no se tiene dualidad

entre la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson y la homoloǵıa canónica de Nambu-

Poisson.

Observación 6.4.6 (i) Si #r
Λ : Ωr(R3) → V3−r(R3), r = 1, 2, 3, es el ho-

momorfismo inducido por la estructura de Nambu-Poisson Λ sobre R3, en-

tonces, es claro que #r
Λ es un monomorfismo. Por tanto, si D es la foliación

caracteŕıstica de (R3,Λ), tenemos que la cohomoloǵıa foliada de (R3,D) es

isomorfa a la cohomoloǵıa de De Rham. En particular H1
NP (R3) � H1(D) =

{0}. Consecuentemente, la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson y la cohomoloǵıa

foliada no son isomorfas.

(ii) Un cálculo directo prueba que Mν
Λ /∈ #1

Λ(Ω1(R3)). Aśı, #∗
Λ(Ω∗(R3)) =⊕

k=0,...,3

#k
Λ(Ωk(R3)) no es un subcomplejo del complejo de homoloǵıa (V∗(R3),

δν) (ver el Teorema 6.3.6).
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CAṔITULO 7

Dualidad y clase modular de
una estructura de Nambu-Jacobi

7.1 Cohomoloǵıa de Nambu-Jacobi

La estructura de algebroide de Leibniz asociada a una variedad de Nambu-

Jacobi descrita en el Caṕıtulo 5 (ver (5.23)), nos permite definir un operador

diferencial de cuadrado cero cuya cohomoloǵıa, en general, tiene grados in-

finitos. Para solventar este problema, en el caso de una variedad de Nambu-

Poisson, en el Caṕıtulo 6 consideramos un álgebra de Lie inducida por la es-

tructura del algebroide de Leibniz asociada a la variedad de Nambu-Poisson.

Este álgebra de Lie nos permite construir una nueva cohomoloǵıa de grados

finitos, la cohomoloǵıa de Nambu-Poisson.

Con el fin de obtener un análogo de esta cohomoloǵıa para estructuras de

Nambu-Jacobi, consideramos diversas álgebras de Lie inducidas por la es-

tructura de algebroide de Leibniz asociada a la variedad de Nambu-Jacobi.

195
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7.1.1 Algunas álgebras de Lie asociadas a una variedad
de Nambu-Jacobi

Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de ordenm,m ≥3 y (∧m−1(T ∗M)

⊕∧m−2 (T ∗M), [[ , ]](Λ,�), #̃
m−1
(Λ,�)) el algebroide de Leibniz asociado a la estruc-

tura (Λ,�) (ver Teorema 5.3.9). De forma análoga al caso de una estruc-

tura de Nambu-Poisson, podemos considerar el centro del álgebra de Leibniz

(Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M), [[ , ]](Λ,�)), esto es,

Z(Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)) = {(α, β) ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)/

[[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�) = (0, 0),∀(α′, β′) ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)}.

Con el fin de dar una definición expĺıcita de esta álgebra de Lie consideramos

el siguiente homomorfismo de fibrados vectoriales (sobre la identidad de M)

#m−1
(Λ,�) : ∧m−1(T ∗M)⊕ ∧m−2(T ∗M) → TM × R (7.1)

(α, β) → (#̃m−1
(Λ,�)(α, β), (−1)m−1#m−1

�
(α)).

Denotaremos también por #m−1
(Λ,�) : Ωm−1(M)⊕Ωm−2(M) → X(M)×C∞(M,R)

al correspondiente homomorfismo de C∞(M,R)-módulos.

Veremos a continuación que este homomorfismo de fibrados vectoriales induce

un homomorfismo entre el algebroide de Leibniz (∧m−1(T ∗M)⊕∧m−2(T ∗M),

[[ , ]](Λ,�), #̃
m−1
(Λ,�)) y el algebroide de Lie (TM ×R, , , π) (ver Ejemplo 1.4.3

iii)).

Proposición 7.1.1 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de orden

m, con m ≥ 3. El homomorfismo de fibrados vectoriales definido en (7.1)

induce un homomorfismo de algebroides de Leibniz entre el algebroide de

Leibniz asociado a la estructura de Nambu-Jacobi y el algebroide de Lie

(TM × R, , , π).

Demostración. En primer lugar veamos que #m−1
(Λ,�) es un homomorfismo de

álgebras de Leibniz, es decir,

#m−1
(Λ,�)([[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�)) = #m−1

(Λ,�)(α, β),#m−1
(Λ,�)(α

′, β′) , (7.2)
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para (α, β), (α′, β′) ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M).

De (5.11) y (5.19) deducimos que

#m−1
�

([[α, α′]]Λ) = #m−1
Λ (α′)(#m−1

�
(α))−#m−1

Λ (α)(#m−1
�

(α′)). (7.3)

Además, usando que � es una estructura de Nambu-Poisson y que, por tanto,

se satisface (5.6), obtenemos fácilmente

i(L#m−2
�

(β)α
′)� = #m−2

�
(β)(#m−1

�
(α′)) + (−1)m#m−1

�
(α′)#m−1

�
(dβ). (7.4)

Por otro lado, como #̃m−1
(Λ,�) es un homomorfismo de algebroides de Leibniz,

#̃m−1
(Λ,�)([[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�)) = [#̃m−1

(Λ,�)(α, β), #̃m−1
(Λ,�)(α

′, β′)]. (7.5)

Entonces, (1.36), (5.23), (7.1), (7.3), (7.4) y (7.5) nos permiten probar que

(7.2) se satisface.

Finalmente, de (7.1) deducimos que

π ◦#m−1
(Λ,�) = #̃m−1

(Λ,�).

Aśı, #m−1
(Λ,�) es un homomorfismo de algebroides de Leibniz.

�

A continuación, como ya anunciamos anteriormente, damos una descripción

expĺıcita del centro del álgebra de Leibniz (Ωm−1(M)⊕Ωm−2(M), [[ , ]](Λ,�)).

Proposición 7.1.2 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de or-

den m, m ≥ 3. Entonces, el centro del álgebra de Leibniz (Ωm−1(M) ⊕
Ωm−2(M), [[ , ]](Λ,�)) es el conjunto

(#m−1
(Λ,�))

−1({0} × R) = {(α, β) ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)/

#m−1
Λ (α) = −#m−2

�
(β), d(#m−1

�
(α)) = 0}.

Demostración. Sean α y β una (m− 1)-forma y una (m− 2)-forma sobre M

respectivamente, tales que #m−1
(Λ,�)(α, β) ∈ {0} × R, esto es,

#m−1
Λ (α) + #m−2

�
(β) = 0 y d(#m−1

�
(α)) = 0. (7.6)
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Entonces, de (5.11), (5.23) y (7.6) se sigue que

[[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�) = (−1)m(#m
Λ (dα)−#m−1

�
(dβ))(α′, β′), (7.7)

para todo (α′, β′) ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M).

Por otro lado, usando (5.6), (5.19) y (7.6), tenemos que

0 = L#m−1
Λ (α)Λ + L#m−2

�
(β)Λ = (−1)m(#m

Λ (dα)−#m−1
�

(dβ))Λ,

0 = L#m−1
Λ (α)�+ L#m−2

�
(β)� = (−1)m(#m

Λ (dα)−#m−1
�

(dβ))�.

Aśı, deducimos que #m
Λ (dα)−#m−1

�
(dβ) = 0. Consecuentemente (ver (7.7)),

[[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�) = 0,

para todo (α′, β′) ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M).

Rećıprocamente, supongamos que α y β son una (m−1)-forma y una (m−2)-

forma sobre M , respectivamente, tales que

[[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�) = (0, 0), para todo (α′, β′) ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M).

Si f ∈ C∞(M,R) entonces (ver (5.9))

(0, 0) = [[(α, β), f(α′, β′)]](Λ,�) = f [[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�)

+#̃m−1
(Λ,�)(α, β)(f)(α′, β′) = #̃m−1

(Λ,�)(α, β)(f)(α′, β′),

para cualquier (α′, β′) ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M). Por tanto,

#̃m−1
(Λ,�)(α, β)(f) = 0,

para todo f ∈ C∞(M,R). Aśı, concluimos que

#̃m−1
(Λ,�)(α, β) = 0. (7.8)

Por otro lado, de (5.23), tenemos que

(0, 0) = [[(α, β), (0, β′)]](Λ,�) = ((−1)m−1d(#m−1
�

(α)) ∧ β′,

[[β, β′]]� + L#m−1
Λ (α)β

′ + (−1)m#m
Λ (dα)β′),
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para todo β′ ∈ Ωm−2(M). En consecuencia, d(#m−1
�

(α)) ∧ β′ = 0 para todo

β′ ∈ Ωm−2(M), esto es,

d(#m−1
�

(α)) = 0. (7.9)

Finalmente, (7.8), (7.9) y la conexidad de M implican que

#m−1
(Λ,�)(α, β) = (#̃m−1

(Λ,�)(α, β), (−1)m−1#m−1
�

(α)) ∈ {0} × R.

�

Observación 7.1.3 El conjunto Z(Ωm−1(M)⊕Ωm−2(M)) = (#m−1
(Λ,�))

−1({0}×
R) no es, en general, un C∞(M,R)-módulo. En efecto, si lo fuese, para cada

(α, β) ∈ (#m−1
(Λ,�))

−1({0} × R) se tendŕıa que

f(α, β) ∈ (#m−1
(Λ,�))

−1({0} × R), ∀f ∈ C∞(M,R).

Esto es, #m−1
�

(α) es constante y f#m−1
�

(α) seŕıa constante para cualquier

f ∈ C∞(M,R). Luego, #m−1
�

(α) = 0, es decir, α ∈ ker#m−1
�

.

Corolario 7.1.4 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m,

con m ≥ 3. Entonces

ker#m−1
(Λ,�) ⊆ Z(Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)) ⊆ ker#̃m−1

(Λ,�). (7.10)

Además, ker#m−1
(Λ,�) es la subálgebra de Leibniz maximal contenida en Z(Ωm−1(M)

⊕Ωm−2(M)) que es un C∞(M,R)-módulo.

Demostración. (7.10) es una consecuencia inmediata de la Proposición 7.1.2.

Supongamos que A es una subálgebra de Leibniz contenida en Z(Ωm−1(M)

⊕Ωm−2(M)) que es un C∞(M,R)-módulo. Entonces A ⊆ ker#m−1
(Λ,�). En

efecto, si (α, β) ∈ A y f ∈ C∞(M,R), entonces

f(α, β) ∈ A ⊆ Z(Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)) = (#m−1
(Λ,�))

−1({0} × R),

para cualquier f ∈ C∞(M,R). Aśı, #̃m−1
(Λ,�)(α, β) = 0 y #m−1

�
(α) = 0 (ver

(7.1) y Observación 7.1.3). Por tanto, (α, β) ∈ ker#m−1
(Λ,�). �
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Consecuentemente, si (M,Λ,�) es una variedad de Nambu-Jacobi de orden

m, m ≥ 3, el espacio cociente

Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

es un C∞(M,R)-módulo dotado con un corchete antisimétrico [[ , ]]∼(Λ,�) dado

por

[[[(α, β)], [(α′, β′)]]]∼(Λ,�) = [[[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�)], (7.11)

para todo [(α, β)], [(α′, β′)] ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

. Este corchete satisface

la identidad de Jacobi y la siguiente propiedad

[[[(α, β)], f [(α′, β′)]]]∼(Λ,�) = f [[[(α, β)], [(α′, β′)]]]∼(Λ,�)+#̃m−1
(Λ,�)(α, β)(f)[(α′, β′)],

para cualesquiera [(α, β)], [(α′, β′)] ∈ Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

y f ∈ C∞(M,R).

Nota que este corchete está bien definido ya que si (α, β) ∈ ker#m−1
(Λ,�) en-

tonces (ver Proposición 7.1.1)

#m−1
(Λ,�)([[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�)) = #m−1

(Λ,�)(α, β),#m−1
(Λ,�)(α

′, β′) = (0, 0).

Además, la aplicación

#̄m−1
(Λ,�) :

Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

→ X(M)

dada por

#̄m−1
(Λ,�)([(α, β)]) = #̃m−1

(Λ,�)(α, β),

está bien definida e induce un homomorfismo de álgebras de Lie entre

(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

, [[ , ]]∼(Λ,�)) y (X(M), [ , ]).

Observación 7.1.5 i) Si (M,Λ,�) es una variedad regular de Nambu-Jacobi

de orden m, m ≥ 3, entonces usando el Teorema 5.2.2 podemos deducir

fácilmente que

ker#m−1
(Λ,�) = Z(Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)) = ker#̃m−1

(Λ,�).
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Además,

(
∧m−1(T ∗M)⊕ ∧m−2(T ∗M)

ker#m−1
(Λ,�)

, [[ , ]]∼(Λ,�), #̄
m−1
(Λ,�)),

es un algebroide de Lie sobre M .

ii) Si (M,Λ) es una estructura de Nambu-Poisson de orden m, m ≥ 3,

entonces

ker#m−1
(Λ,0) = Z(Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)) = ker#̃m−1

(Λ,0) = ker#m−1
Λ ⊕ Ωm−2(M)

y por tanto,

∧m−1(T ∗M)⊕ ∧m−2(T ∗M)

ker#m−1
(Λ,�)

∼=
∧m−1(T ∗M)

ker#m−1
Λ

.

Aśı, el álgebra de Lie (
∧m−1(T ∗M)⊕ ∧m−2(T ∗M)

ker#m−1
(Λ,0)

, [[ , ]](Λ,0)) es isomorfa al

álgebra de Lie (
∧m−1(T ∗M)

ker#m−1
Λ

, [[ , ]]∼Λ) descrita en la Sección 6.1.1.

7.1.2 La cohomoloǵıa de Nambu-Jacobi de una varie-
dad de Nambu-Jacobi

Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m ≥ 3. Como ya

hemos visto en la sección precedente, el espacio cociente
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

,

con el corchete inducido (ver (7.11)), es un álgebra de Lie. Además, usando el

hecho que #̃m−1
(Λ,�) es un homomorfismo de álgebras de Lie, podemos compro-

bar fácilmente que C∞(M,R) es un (
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

)-módulo relativo

a la representación

Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

× C∞(M,R) → C∞(M,R)

([(α, β)], f) 7→ #̃m−1
(Λ,�)(α, β)(f).
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Por tanto, podemos considerar el complejo de cohomoloǵıa definido por esta

representación

(C∗(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

;C∞(M,R)) =⊕
k

Ck(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

;C∞ (M,R)), ∂NJ),

donde el espacio de las k-cocadenas Ck(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

;C∞ (M,R))

consiste en las aplicaciones antisimétricas C∞(M,R)-lineales

ck : (
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

)×. . .(k . . .×(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

) → C∞(M,R)

y el operador de cohomoloǵıa ∂NJ está dado por

∂NJc
k([(α0, β0)], . . . , [(αk, βk)])=

k∑
i=0

(−1)i#̃m−1
(Λ,�)(αi, βi)(c

k([(α0, β0)],

. . . , \[(αi, βi)], . . . , [(αk, βk)])+∑
0≤i<j≤k

(−1)i−1ck([(α0, β0)], . . . ,
\[(αi, βi)], . . . , [(αj−1, βj−1)],

[[[(αi, βi), (αj, βj)]](Λ,�)], . . . , [(αk, βk)]).

(7.12)

A la cohomoloǵıa de este complejo la llamaremos cohomoloǵıa de Nambu-

Jacobi de M y la denotamos por H∗
NJ(M).

Observación 7.1.6 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi de orden

m, m ≥ 3 y (C∗(Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M);C∞(M,R)), ∂) el complejo de coho-

moloǵıa asociado al algebroide de Leibniz (∧m−1(T ∗M)⊕∧m−2(T ∗M), [[ , ]](Λ,�),

#̃m−1
(Λ,�)). La proyección natural p :Ωm−1(M)⊕Ωm−2(M) →Ωm−1(M)⊕Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

nos permite definir los homomorfismos de C∞(M,R)-módulos

pk :Ck(
Ωm−1(M)⊕Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

;C∞(M,R)) →Ck(Ωm−1(M)⊕Ωm−2(M);C∞(M,R))
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ck 7→ pk(ck),

donde

pk(ck)((α1, β1), . . . , (αk, βk)) = ck([(α1, β1)], . . . , [(αk, βk)]).

Un cálculo directo, usando (5.29) y (7.12) demuestra que este homomorfismo

induce un homomorfismo de cohomoloǵıa

p∗ : H∗
NJ(M) → H∗(Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M);C∞(M,R)).

A continuación, relacionaremos la cohomoloǵıa de Nambu-Jacobi de una va-

riedad de Nambu-Jacobi (M,Λ,�) de orden m, m ≥ 3, con la cohomoloǵıa

foliada asociada a su foliación caracteŕıstica.

Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi, de dimensión n y de orden m,

con 3 ≤ m ≤ n. Denotamos por #̃k
(Λ,�) : Ωk(M) ⊕ Ωk−1(M) → Vm−k+1(M)

y #k
(Λ,�) : Ωk(M)⊕Ωk−1(M) → Vm−k+1(M)⊕Vm−k(M) los homomorfismos

de C∞(M,R)-módulos dados por

#̃k
(Λ,�)(α, β) = #k

Λ(α) + #k−1
�

(β),

#k
(Λ,�)(α, β) = (#̃k

(Λ,�)(α, β), (−1)m−k#k
�
(α)).

}
(7.13)

Proposición 7.1.7 Si (α, β) ∈ Ωk(M)⊕Ωk−1(M) es tal que #k
(Λ,�)(α, β) =

(0, 0), entonces

#k+1
(Λ,�)(d̃(α, β)) = (0, 0),

donde d̃ es la diferencial del algebroide de Lie (TM × R, , , π).

Demostración. Definimos los siguientes subconjuntos abiertos de M

R1 = {x ∈M/Λ(x) 6= 0} y R2 = {x ∈M/�(x) 6= 0}.

Nota que

R = (R1∩R2)∪(Int(M−R1)∩R2)∪(Int(M−R2)∩R1)∪(Int(M−(R1∪R2)))

es un subconjunto denso de M , por tanto, es suficiente probar que en R

#k+1
(Λ,�)(d̃(α, β)) = (0, 0).
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Si x ∈ R, distinguimos los siguientes casos:

a) x ∈ R1 ∩ R2. En tal caso, ya que (Λ,�) es una estructura regular en el

abierto R1 ∩ R2, tenemos que (ver Teorema 5.2.2), existe un entorno U de

x en R1 ∩ R2 y θ ∈ Ω1(U) cerrada tal que �|U = i(θ)Λ|U . Aśı, la relación

#k
(Λ,�)(α, β) = (0, 0) implica que

#k
Λ(α+ θ ∧ β) = 0

#k+1
Λ (θ ∧ α) = 0

}
(7.14)

en U . Usando (1.53), (7.14), la Proposición 6.1.4 para la estructura de

Nambu-Poisson Λ|R1∩R2 , y el hecho de que θ es una 1-forma cerrada, con-

cluimos fácilmente que #k+1
(Λ,�)(d̃(α, β))(x) = (0, 0).

b) x ∈ R1 ∩ Int(M − R2). La relación #k
(Λ,�)(α, β) = (0, 0) implica que

#k
Λ(α) = 0 en el abierto R1 ∩ Int(M − R2). En consecuencia, usando la

Proposición 6.1.4 para la estructura de Nambu-Poisson Λ|R1∩Int(M−R2) de-

ducimos que #k+1
(Λ,�)(d̃(α, β))(x) = (0, 0).

c) x ∈ R2 ∩ Int(M −R1). La relación #k
(Λ,�)(α, β) = (0, 0) implica que en el

abierto R2 ∩ Int(M −R1)

#k−1
�

(β) = 0 y #k
�
(α) = 0. (7.15)

Aśı, usando (1.53), (7.15) y la Proposición 6.1.4 para la estructura de Nambu-

Poisson Λ|R2∩Int(M−R1), deducimos nuevamente que

#k+1
(Λ,�)(d̃(α, β))(x) = (0, 0).

d) Por último, si x ∈ Int(M −R1 ∪R2), obtenemos fácilmente que

#k+1
(Λ,�)(d̃(α, β))(x) = (0, 0).

Por consiguiente, #k+1
(Λ,�)(d̃(α, β))(x) = (0, 0), para todo x ∈ R.

Finalmente, por continuidad, concluimos que

#k+1
(Λ,�)(d̃(α, β)) = (0, 0).

�
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Este resultado nos permite considerar el complejo de cohomoloǵıa

(
Ω∗(M)⊕ Ω∗−1(M)

ker#∗
(Λ,�)

, d̄),

donde d̄([(α, β)]) = [d̃(α, β)]. Denotamos por H
∗
(M) la cohomoloǵıa de este

complejo.

En el caso regular tenemos que esta cohomoloǵıa es la cohomoloǵıa foliada

asociada a la foliación caracteŕıstica de la estructura de Nambu-Jacobi.

Proposición 7.1.8 Sea (M,Λ,�) una estructura de Nambu-Jacobi regular

de orden m, m ≥ 3. Entonces, si H∗(F) denota la cohomoloǵıa foliada

asociada a la foliación caracteŕıstica F de M ,

Hk(F) ∼= H
k
(M),

para todo k.

Demostración. Nótese que Ωk(M,F) = ker#k
Λ. En efecto, de la regularidad

de (Λ,�) deducimos que para cada punto x de M existe un abierto U , x ∈ U ,

y una 1-forma cerrada θU sobre U tal que

�|U = i(θU)Λ|U . (7.16)

Por otra parte, Ωk(M,F) = Ωk(M,DΛ)∩Ωk(M,D�), donde DΛ y D� son las

foliaciones caracteŕısticas inducidas por las estructuras de Nambu-Poisson Λ

y �, respectivamente. Aśı, usando (7.16) y la Proposición 6.1.4, concluimos

que

Ωk(M,F) = ker#k
Λ. (7.17)

Consideramos los homomorfismos de C∞(M,R)-módulos

φk : Ωk(M) → Ωk(M)⊕ Ωk−1(M),

dados por

φk(α) = (α, 0) para todo α ∈ Ωk(M). (7.18)
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Un cálculo directo prueba que

φk+1 ◦ d = d̃ ◦ φk. (7.19)

Además, (7.14) y (7.16) implican que φk induce un isomorfismo de C∞(M,R)-

módulos

φ̃k : Ωk(F) =
Ωk(M)

ker#k
Λ

→ Ωk(M)⊕ Ωk−1(M)

ker#̃k
(Λ,�)

. (7.20)

Usando este hecho, (7.17) y (7.19) deducimos que

Hk(F) ∼= H
k
(M),

para todo k.

�

Para relacionar esta cohomoloǵıa con la cohomoloǵıa de Nambu-Jacobi de

M introducimos los siguientes homomorfismos de C∞(M,R)-módulos.

ĩk :
Ωk(M)⊕ Ωk−1(M)

ker#k
(Λ,�)

→ Ck(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

;C∞(M,R)), (7.21)

dado por ĩk([(α, β)]) = Ψ[(α,β)], donde

Ψ[(α,β)] :
Ωm−1(M)⊕Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

×. . .k). . .×Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

→ C∞(M,R),

es la aplicación definida por

Ψ[(α,β)]([(α1, β1)], . . . , [(αk, βk)]) =

i(#m−1
(Λ,�)(αk, βk)) . . . i(#

m−1
(Λ,�)(α1, β1))(α, β).

(7.22)

Un cálculo simple usando (1.53), (7.12), (7.13), (7.21) y (7.22), demuestra

que

ĩk+1 ◦ d̄ = ∂NJ ◦ ĩk.

Por tanto, las aplicaciones ĩk inducen un monomorfismo entre los complejos

(
Ω∗(M)⊕ Ω∗−1(M)

ker#∗
(Λ,�)

, d̄) y (C∗(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

;C∞(M,R)), ∂NJ). De-

notaremos por ĩk : H
k
(M) → Hk

NJ(M) el correspondiente homomorfismo en

cohomoloǵıa.
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A continuación, consideraremos el caso particular en que la estructura de

Nambu-Jacobi es regular. Nótese que entonces ker#m−1
(Λ,�) = ker#̃m−1

(Λ,�) (ver

la Observación 7.1.5) y que el triple (
∧m−1(T ∗M)⊕ ∧m−2(T ∗M)

ker#m−1
(Λ,�)

, [[ , ]]∼(Λ,�),

#
m−1

(Λ,�)) es un algebroide de Lie sobre M (ver la Observación 7.1.5) cuya

cohomoloǵıa es la cohomoloǵıa de Nambu-Jacobi de M . Además, usando

(1.35), (1.54), (7.20) y (7.22), deducimos que

ψk ◦ ik ◦ φ̃k = Πk,

donde ψk : Ck(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#̃m−1
(Λ,�)

;C∞(M,R)) → Ck(#̃m−1
(Λ,�)(Ω

m−1(M)⊕

Ωm−2(M)); C∞(M,R)) es el isomorfismo de C∞(M,R)-módulos inducido

por el isomorfismo de fibrados vectoriales
∧m−1(T ∗M)⊕ ∧m−2(T ∗M)

ker#̃m−1
(Λ,�)

→

#̃m−1
(Λ,�)(∧

m−1(T ∗M) ⊕ ∧m−2(T ∗M)), φ̃k : Ωk(F) → Ωk(M)⊕ Ωk−1(M)

ker#̃k
(Λ,�)

es

el isomorfismo de C∞(M,R)-módulos definido en (7.20) (ver (7.18)) y Πk :

Ωk(F) → Ck(#̃m−1
(Λ,�)(Ω

m−1(M)⊕Ωm−2(M);C∞(M,R))) es el isomorfismo de

C∞(M,R)-módulos dado en (1.54).

Aśı, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 7.1.9 Sea (M,Λ,�) una variedad regular de Nambu-Jacobi de or-

den m, m ≥ 3. Entonces, los homomorfismos de C∞(M,R)-módulos

ĩk :
Ωk(M)⊕ Ωk−1(M)

ker#k
(Λ,�)

→ Ck(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

;C∞(M,R)),

inducen un isomorfismo de complejos

ĩ∗ : (
Ω∗(M)⊕ Ω∗−1(M)

ker#∗
(Λ,�)

, d̄) → (C∗(
Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

;C∞(M,R)), ∂NJ).

Aśı, la cohomoloǵıa de Nambu-Jacobi de M es isomorfa a la cohomoloǵıa

H
∗
(M) y a la cohomoloǵıa foliada H∗(F), esto es,

Hk(F) ∼= H
k
(M) ∼= Hk

NJ(M), para todo k.



208 Caṕıtulo 7. Dualidad y clase modular de una estructura de NJ

7.2 Una homoloǵıa asociada a una variedad

de Nambu-Jacobi

Sea M una variedad orientada de dimensión n y sea ν ∈ Ωn(M) una forma de

volumen sobre M . Denotamos por [(0,ν) : Vk(M)⊕Vk−1(M) → Ωn−k+1(M)⊕
Ωn−k(M) el isomorfismo de C∞(M,R)-módulos dado por

[(0,ν)(P,Q) = i((P,Q))(0, ν) = (i(Q)ν, (−1)ki(P )ν)

= ([ν(Q), (−1)k[ν(P )).
(7.23)

Usando este isomorfismo y la diferencial d̃ definida en (1.53), podemos con-

siderar el siguiente operador de homoloǵıa

δ(0,ν) = [−1
(0,ν) ◦ d̃ ◦ [(0,ν) : Vk(M)⊕ Vk−1(M) → Vk−1(M)⊕ Vk−2(M). (7.24)

La homoloǵıa asociada al complejo (V∗(M)⊕V∗−1(M), δ(0,ν)) la denotaremos

por H
(0,ν)
∗ (M).

Nota que, de (1.53), (7.23) y (7.24),

δ(0,ν)(X, f) = divνX, (7.25)

para cualquier (X, f) ∈ X(M)⊕ C∞(M,R) y que

δ(0,ν)(P,Q) = (δν(P ), δν(Q)), (7.26)

para todo (P,Q) ∈ Vk(M)⊕Vk−1(M), donde δν es el operador de homoloǵıa

definido en (6.8).

Aśı, H
(0,ν)
∗ (M) ∼= Hν

∗ (M) ⊕ Hν
∗−1(M) y por tanto, la homoloǵıa H

(0,ν)
∗ (M)

es dual a la cohomoloǵıa H
∗
(M) ∼= H∗

dR(M) ⊕ H∗−1
dR (M), lo que implica

que H
(0,ν)
∗ (M) no depende de la forma de volumen elegida. A continuación,

daremos una expresión más expĺıcita de δ(0,ν).

Proposición 7.2.1 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi, de di-

mensión n, orientada y de orden m, m ≥ 3. Para todo (α, β) ∈ Ωk−1(M)⊕
Ωk−2(M) y para todo (P,Q) ∈ Vk(M)⊕ Vk−1(M) se tiene que

i((α, β))δ(0,ν)(P,Q) = δ(0,ν)(i((α, β))(P,Q)) + (−1)ki(d̃(α, β))(P,Q). (7.27)
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Demostración. (1.35) y (7.26) implican que

i((α, β))δ(0,ν)(P,Q) = i(α)δν(P ) + i(β)δν(Q). (7.28)

Por otra parte,

δ(0,ν)(i((α, β))(P,Q)) = δν(i(α)P ) + δν(i(β)Q). (7.29)

Restando (7.28) y (7.29) y usando la Proposición 6.2.2, deducimos (7.27).

�

Para todo k ∈ {1, . . . ,m} consideramos el subespacio de V∗(M)⊕ V∗−1(M)

dado por

Vkt (M,Λ,�) = {(P,Q) ∈ Vk(M)⊕ Vk−1(M)/

i((θ, f))(P,Q) = (0, 0),∀(θ, f) ∈ ker#1
(Λ,�)}.

Supondremos que V0
t (M,Λ,�) = C∞(M,R).

Si � = 0, entonces ker#1
(Λ,�) = ker#1

Λ ⊕ C∞(M,R) y, por tanto,

Vkt (M,Λ, 0) = Vkt (M,Λ)⊕ Vk−1
t (M,Λ), (7.30)

donde Vkt (M,Λ) es el espacio vectorial definido en (6.17) asociado a la es-

tructura de Nambu-Poisson Λ.

Si (Λ,�) es una estructura de Nambu-Jacobi de orden m, m ≥ 3, deducimos

fácilmente que

#m−k
(Λ,�)(Ω

m−k(M)⊕ Ωm−k−1(M)) ⊆ Vkt (M,Λ,�). (7.31)

La igualdad, en general, no es cierta (ver Observación 6.2.4 y (7.30)).

Sin embargo, en el caso particular de una variedad de Nambu-Jacobi regular

tenemos el siguiente resultado.

Lema 7.2.2 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi regular, de orden

m, m ≥ 3, entonces

(#m−k
(Λ,�))(Ω

m−k(M)⊕ Ωm−k−1(M)) = Vkt (M,Λ,�).
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Demostración. De la regularidad de M deducimos que, para todo punto

de M , existe un entorno U , tal que la estructura (Λ,�) está definida en ese

entorno como (Λ, i(θ0)Λ), donde θ0 es una 1-forma cerrada en U (ver Teorema

5.2.2).

Veamos entonces que Vkt (U,Λ,�) ⊆ #m−k
(Λ,�)(Ω

m−k(U)⊕ Ωm−k−1(U)).

Sea (P,Q) ∈ Vkt (U,Λ,�). Nótese que

ker#1
(Λ,�) = {(θ, f) ∈ Ω1(U)⊕C∞(U,R)/θ+fθ0 ∈ ker#1

Λ y θ∧θ0 ∈ ker#2
Λ}.

Entonces, para todo θ ∈ ker#1
Λ, se tiene que (θ, 0) ∈ ker#1

(Λ,�) y, por tanto,

i((θ, 0))(P,Q) = (i(θ)P,−i(θ)Q) = (0, 0).

Aśı, P ∈ Vkt (U,Λ). Usando que Λ es una estructura de Nambu-Poisson

regular y el Lema 6.2.3, deducimos que existe α ∈ Ωm−k(U) tal que P =

#m−k
Λ (α).

Por otra parte, es evidente que (θ0,−1) ∈ ker#1
(Λ,�) y, por tanto,

i((θ0,−1))(P,Q) = (i(θ0)P −Q,−i(θ0)Q) = (0, 0),

esto es, Q = i(θ0)P = i(θ0)#
m−k
Λ (α) = (−1)m−k#m−k

�
(α).

Concluimos entonces que

(P,Q) = #m−k
(Λ,�)(α, 0).

�

A continuación, mostraremos que si M es una variedad de Nambu-Jacobi, de

dimensión n, orientada y de orden m, m ≥ 3, y si ν es una forma de volumen

sobre M , entonces (V∗t (M,Λ,�) =
⊕

k=1,...,m

Vkt (M,Λ,�)) es un subcomplejo

del complejo (V∗(M)⊕ V∗−1(M), δ(0,ν)).

Para ello, previamente probaremos el siguiente resultado.

Proposición 7.2.3 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi, de di-

mensión n, orientada y de orden m, con m ≥ 3 y sea ν una forma de

volumen sobre M . Entonces

δ(0,ν)(Vkt (M,Λ,�)) ⊆ Vk−1
t (M,Λ,�), ∀k ∈ {1, . . . ,m}.
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Demostración. Si (θ, f) ∈ ker#1
(Λ,�) y (P,Q) ∈ Vkt (M,Λ,�) entonces, usan-

do (7.27), tenemos que

i((θ, f) ∧ (θ1, f1) ∧ . . . ∧ (θk−2, fk−2))δ(0,ν)(P,Q)

= (−1)ki(d̃((θ, f) ∧ . . . ∧ (θk−2, fk−2)))(P,Q).
(7.32)

Como

d̃((α, β) ∧ (α′, β′)) = d̃((α, β)) ∧ (α′, β′) + (−1)k(α, β) ∧ d̃(α′, β′), (7.33)

para todo (α, β) ∈ Ωk(M)⊕Ωk−1(M) y (α′, β′) ∈ Ω∗(M)⊕Ω∗−1(M), entonces

se tiene

i(θ, f)(δ(0,ν)(P,Q)) = i(d̃(θ, f))(P,Q).

Finalmente, comprobamos que

i(d̃(θ, f))(P,Q) = (0, 0). (7.34)

Para ello consideramos las aplicaciones antisimétricas y C∞(M,R)-lineales

P̃Q :
Ω1(M)⊕ C∞(M,R)

ker#1
(Λ,�)

× . . .× Ω1(M)⊕ C∞(M,R)

ker#1
(Λ,�)

→ C∞(M,R),

PQ :#1
(Λ,�)(Ω

1(M)⊕C∞(M,R))×. . .×#1
(Λ,�)(Ω

1(M)⊕C∞(M,R))→C∞(M,R),

definidas por

i((θ1, f1) ∧ . . . ∧ (θk, fk))(P,Q) = P̃Q([(θ1, f1)], . . . , [(θk, fk)]) =

PQ(#1
(Λ,�)(θ1, f1), . . . ,#

1
(Λ,�)(θk, fk)),

(7.35)

con (θi, fi) ∈ Ω1(M)⊕ C∞(M,R). Entonces PQ es un operador local.

Por otra parte, sean R1 y R2 los siguientes subconjuntos abiertos de M :

R1 = {x ∈M/Λ(x) 6= 0} y R2 = {x ∈M/�(x) 6= 0}.

Denotamos por R al subconjunto denso de M definido por

R = (R1∩R2)∪(Int(M−R1)∩R2)∪(Int(M−R2)∩R1)∪(Int(M−R1∪R2)).
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Para comprobar (7.34) es suficiente demostrar que

i(d̃(θ, f))(P,Q)(x) = (0, 0), para todo x ∈ R.

Distinguimos los siguientes casos:

1) x ∈ Int(M −R1 ∪R2). Ya que (P,Q) ∈ Vkt (M,Λ,�) se deduce que

(P,Q)|(Int(M−R1∪R2) = (0, 0),

y por tanto, i(d̃(θ, f))(P,Q)(x) = (0, 0).

2) x ∈ R1 ∩R2. Tenemos que (Λ,�) en el abierto R1 ∩R2 es una estructura

de Nambu-Jacobi regular. Por tanto, usando el Lema 7.2.2, deducimos que

existe (α, β) ∈ Ωm−k(R1 ∩R2)⊕ Ωm−k−1(R1 ∩R2) tal que

#m−k
(Λ,�)(α, β) = (P,Q),

en R1 ∩R2. En consecuencia, de la Proposición 7.1.7 concluimos que

i(d̃(θ, f))(P,Q)(x) = i(α, β)(#2
(Λ,�)(d̃(θ, f)))(x) = (0, 0).

3) x ∈ R1 ∩ Int(M − R2). Está claro que (P,Q)|R1∩Int(M−R2) ∈ Vkt (R1 ∩
Int(M − R2),Λ) ⊕ Vk−1

t (R1 ∩ Int(M − R2),Λ) y que Λ|R1∩Int(M−R2) es una

estructura de Nambu-Poisson regular. Usando el Lema 6.2.3, tenemos que

existe α ∈ Ωm−k(R1 ∩ Int(M − R2)) y β ∈ Ωm−k+1(R1 ∩ Int(M − R2)) tal

que

#m−k
Λ (α) = P, #m−k+1

Λ (β) = Q

en R1 ∩ Int(M −R2). Por tanto, de la Proposición 7.1.7, obtenemos

i(d̃(θ, f))(P,Q)(x)= i(d̃(θ, f))i(α, β)(Λ, 0)= i(α, 0)(#2
(Λ,�)(d̃(θ, f)))(x)=(0, 0).

4) x ∈ R2 ∩ Int(M −R1). Tenemos que en R2 ∩ Int(M −R1):

ker#1
(Λ,�) = ker#1

�
⊕ {0}

y que

(P,Q)|R2∩Int(M−R1) ∈ Vkt (R2∩Int(M−R1),�)⊕Vk−1
t (R2∩Int(M−R1),�).
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Razonando de forma análoga a 3) con la estructura de Nambu-Poisson regular

�|R2∩Int(M−R1) deducimos que

i(d̃(θ, f))(P,Q)(x) = (0, 0).

En definitiva, hemos demostrado que i(d̃(θ, f))(P,Q) = (0, 0).

�

Consideramos

δ
(1−m)
(0,ν) : V∗(M)⊕ V∗−1(M) → V∗−1(M)⊕ V∗−2(M)

el operador definido por

δ
(1−m)
(0,ν) (P,Q) = δ(0,ν)(P,Q) + (−1)k−1(1−m)(Q, 0), (7.36)

para todo (P,Q) ∈ V∗(M)⊕ V∗−1(M).

Fácilmente se prueba que δ
(1−m)
(0,ν) es un operador de homoloǵıa. Nótese que

δ
(1−m)
(0,ν) (P,Q) = [−1

(0,ν) ◦ d̃1−m ◦ [(0,ν),

donde d̃1−m : Ω∗(M) ⊕ Ω∗−1(M) → Ω∗+1(M) ⊕ Ω∗(M) es el operador de

cohomoloǵıa definido por

d̃1−m(α, β) = d̃(α, β) + (1−m)(0, α)

= d̃(α, β) + (1−m)(0, 1) ∧ (α, β),

para todo (α, β) ∈ Ω∗(M)⊕ Ω∗−1(M).

Como consecuencia de la Proposición 7.2.3 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 7.2.4 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi orientada de

orden m, con m ≥ 3 y ν una forma de volumen sobre M . Entonces

δ
(1−m)
(0,ν) (Vkt (M,Λ,�)) ⊆ Vk−1

t (M,Λ,�).

Demostración. Sea (P,Q) ∈ Vkt (M,Λ,�). Entonces

δ(0,ν)(P,Q) ∈ Vk−1
t (M,Λ,�).
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Veamos que (Q, 0) ∈ Vk−1
t (M,Λ,�).

Nótese que para todo (θ, f) ∈ ker#1
(Λ,�) se tiene que i(θ, f)(P,Q) = (0, 0).

Por tanto, i(θ)Q = 0 (ver (1.35)). Entonces (Q, 0) ∈ Vk−1
t (M,Λ,�) ya que

i(θ, f)(Q, 0) = (i(θ)Q, 0) = (0, 0). �

Tenemos entonces el complejo de homoloǵıa

. . .
δ
(1−m)
(0,ν)→ Vk+1

t (M,Λ,�)
δ
(1−m)
(0,ν)→ Vkt (M,Λ,�)

δ
(1−m)
(0,ν)→ Vk−1

t (M,Λ,�)
δ
(1−m)
(0,ν)→ . . .

al que llamamos complejo canónico de Nambu-Jacobi de (M,Λ,�). Su ho-

moloǵıa la denotaremos por HcanNJ
∗ (M).

Con razonamientos análogos a los de la Proposición 6.2.6 deducimos que esta

homoloǵıa no depende de la forma de volumen elegida.

7.3 Dualidad y clase modular de una variedad

de Nambu-Jacobi

Como en el caso de las estructuras de Nambu-Poisson, una clase de coho-

moloǵıa en el complejo de Nambu-Jacobi de una variedad de Nambu-Jacobi

M , (la clase modular de Nambu-Jacobi) juega un papel importante en el

estudio de la dualidad entre la homoloǵıa canónica de Nambu-Jacobi y la

cohomoloǵıa de Nambu-Jacobi de M .

A continuación, introducimos esta clase de cohomoloǵıa y estudiaremos al-

gunas de sus propiedades.

7.3.1 Clase modular de una variedad de Nambu-Jacobi

Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi, de dimensión n, orientada

y de orden m, con 3 ≤ m ≤ n y sea ν una forma de volumen sobre M .

Consideramos la aplicación

Mν
(Λ,�) : C∞(M,R)× . . .(m−1 . . .× C∞(M,R) → C∞(M,R)

definida por

LXf1...fm−1
ν = Mν

(Λ,�)(f1, . . . , fm−1)ν, (7.37)
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para todo f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R). Mν
(Λ,�) actúa como un operador di-

ferencial de primer orden en cada uno de sus argumentos. De hecho, de

(5.7) se tiene que Mν
(Λ,�) define la sección del fibrado vectorial ∧m−1(TM)⊕

∧m−2(TM) →M

(Mν
Λ,Mν

�
) + (−1)m(m− 1)(�, 0) ∈ Vm−1(M)⊕ Vm−2(M), (7.38)

donde Mν
Λ (respectivamente, Mν

�
) es el tensor modular definido por la es-

tructura de Nambu-Poisson Λ (respectivamente, �).

Proposición 7.3.1 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi, de di-

mensión n, orientada y de orden m, con 3 ≤ m ≤ n y sea ν una forma de

volumen sobre M . Entonces Mν
(Λ,�) define un 1-cociclo en el complejo de co-

homoloǵıa asociado con el algebroide de Leibniz (∧m−1(T ∗M)⊕∧m−2(T ∗M),

[[ , ]](Λ,�), #̃
m−1
(Λ,�)). Además, la clase de cohomoloǵıa resultante no depende del

volumen elegido.

Demostración. En [54] se prueba que para una estructura de Nambu-Poisson

Λ sobre M

L#Λ(α)ν = (i(α)Mν
Λ + (−1)m−1#m

Λ (dα))ν

para cualquier α ∈ Ωm−1(M). Usando este hecho para las estructuras de

Nambu-Poisson Λ y � obtenemos que (ver (1.35))

Le#m−1
(Λ,�)

(α,β)ν = (i(α, β)(Mν
Λ,Mν

�
) + (−1)m−1#̃m

(Λ,�)(d̃(α, β)))ν. (7.39)

Por otra parte, (5.19) y (5.23) implican que

#̃m
(Λ,�)(d̃([[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�))) = #̃m−1

(Λ,�)(α, β)(#m
(Λ,�)(d̃(α

′, β′))

−#̃m
(Λ,�)(α

′, β′)(#m
(Λ,�)(d̃(α, β))),

para todo (α, β), (α′, β′) ∈ Ωm−1(M) ⊕ Ωm−2(M). Aśı, el par (Mν
Λ,Mν

�
)

define un 1-cociclo en el complejo de cohomoloǵıa asociado al algebroide de

Leibniz (∧m−1(T ∗M)⊕ ∧m−2(T ∗M), [[ , ]](Λ,�), #̃
m−1
(Λ,�)).
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Además, usando (5.6), (5.11) y (5.19) deducimos que (�, 0) es también un

1-cociclo. Por tanto, Mν
(Λ,�) define un 1-cociclo en la cohomoloǵıa de Leibniz

de (∧m−1(T ∗M)⊕ ∧m−2(T ∗M), [[ , ]](Λ,�), #̃
m−1
(Λ,�)).

Finalmente, veamos que la clase de cohomoloǵıa de Mν
(Λ,�) no depende de la

forma de volumen elegida.

Sea ν ′ otra forma de volumen sobre M . Entonces existe f ∈ C∞(M,R),

f 6= 0 en todo punto, tal que ν ′ = fν. Podemos suponer, sin pérdida de

generalidad, que f > 0. Aśı se tiene que (ver (7.39)),

i((α, β))((Mν′

Λ ,Mν′

�
)) = i((α, β))((Mν

Λ,Mν
�
)) + #̃m−1

(Λ,�)(α, β)(lnf).

lo cual implica que

(Mν′

Λ ,Mν′

�
) = (Mν

Λ,Mν
�
) + ∂(lnf).

En consecuencia, Mν′

(Λ,�) y Mν
(Λ,�) definen la misma clase de cohomoloǵıa.

�

Esta clase de cohomoloǵıa se denomina la clase modular de (M,Λ,�).

Observación 7.3.2 Si � = 0 entoncesMν
(Λ,�) = (Mν

Λ, 0) y la clase modular

de la variedad de Nambu-Jacobi (M,Λ, 0) es la imagen de la clase modular

de la variedad Nambu-Poisson (M,Λ) a través del monomorfismo

Ψ : H1(∧m−1(T ∗M)) → H1(∧m−1(T ∗M)⊕ ∧m−2(T ∗M))

[P ] 7→ [(P, 0)],

donde H1(∧m−1(T ∗M)) (respectivamente, H1(∧m−1(T ∗M) ⊕ ∧m−2(T ∗M)))

es el primer grupo de cohomoloǵıa del algebroide de Leibniz asociado a la

estructura de Nambu-Poisson Λ (respectivamente, la estructura de Nambu-

Jacobi (Λ, 0)).

Veamos a continuación que Mν
(Λ,�) define también un 1-cociclo en la coho-

moloǵıa de Nambu-Jacobi. En efecto, sea

M̃ν
(Λ,�) :

Ωm−1(M)⊕ Ωm−2(M)

ker#m−1
(Λ,�)

→ C∞(M,R)
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[(α, β)] 7→ i(α, β)Mν
(Λ,�).

Esta aplicación está bien definida. De hecho, si (α, β) ∈ ker#m−1
(Λ,�) entonces,

i((α, β))(�, 0) = 0 (ver (1.35)) y, de (7.27) y la Proposición 7.1.7, obtenemos

i((α, β))δ(0,ν)(Λ,�) = δ(0,ν)(#
m−1
(Λ,�)(α, β))

+(−1)m#m
(Λ,�)(d̃(α, β)) = (0, 0).

Por otra parte, (6.29), (7.26) y (7.38) implican que

Mν
(Λ,�) = δ(0,ν)(Λ,�) + (−1)m(m− 1)(�, 0). (7.40)

Aśı, i((α, β))Mν
(Λ,�) = 0.

Proposición 7.3.3 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi, de di-

mensión n, orientada y de orden m, con 3 ≤ m ≤ n y sea ν una forma de

volumen sobre M . Entonces la aplicación M̃ν
(Λ,�) define un 1-cociclo en el

complejo de cohomoloǵıa de Nambu-Jacobi de (M,Λ,�). Además, su clase

de cohomoloǵıa M̃(Λ,�) = [M̃ν
(Λ,�)] ∈ H1

NJ(M) no depende de la forma de

volumen elegida.

Demostración. Como Mν
(Λ,�) define un 1-cociclo en el complejo de la coho-

moloǵıa de Leibniz asociado al algebroide (∧m−1(T ∗M)⊕∧m−2(T ∗M), [[ , ]](Λ,�),

#̃m−1
(Λ,�)), entonces

i([[(α, β), (α′, β′)]](Λ,�))Mν
(Λ,�) = #m−1

(Λ,�)(α, β)(i((α′, β′))Mν
(Λ,�))

−#m−1
(Λ,�)(α

′, β′)(i((α, β))Mν
(Λ,�)),

para todo (α, β), (α′, β′) ∈ Ωm−1M) ⊕ Ωm−2(M). Aśı, ∂NJ(M̃
ν
(Λ,�)) = 0 (ver

(7.12)).

Finalmente, como la clase de cohomoloǵıa definida por Mν
(Λ,�) no depende

de la forma de volumen elegida, deducimos que M̃(Λ,�) no depende tampoco

de la forma de volumen.

�
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Observación 7.3.4 Sea (M,Λ,�) una variedad de Nambu-Jacobi. Razo-

nando como en el caso de una variedad de Nambu-Poisson (ver Observa-

ciones 6.3.2 y 7.1.6), deducimos fácilmente que la clase modular de (M,Λ,�)

es nula si y sólo si M̃(Λ,�) = 0

Para una variedad de Nambu-Jacobi regular, la anulación de la clase modular

es equivalente a la existencia de un volumen conforme respecto a la foliación

caracteŕıstica.

Teorema 7.3.5 Sea (M,Λ,�) es una variedad de Nambu-Jacobi regular de

orden m ≥ 3. Entonces, la clase modular M(Λ,�) es nula si y sólo si existe

µ ∈ Ωn−m(M) tal que µ 6= 0 en todo punto de M y

i(Xf1...fm−1)µ = 0 y LXf1...fm−1
µ = (1−m)�(df1, . . . , dfm−1)µ,

para todo f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R).

Demostración. Supongamos que la clase modular M(Λ,�) es nula y sea ν una

forma de volumen sobre M . Entonces, existe f ∈ C∞(M,R) tal que

Mν
(Λ,�)(f1, · · · , fm−1) = Xf1···fm−1(f), (7.41)

para f1, · · · , fm−1 ∈ C∞(M,R).

Consideramos ahora la forma de volumen ν ′ = e−fν. De (7.37) y (7.41),

tenemos que

Mν′

(Λ,�) = 0. (7.42)

Sea µ la (n−m)-forma definida por µ = i(Λ)ν ′. Usando que Λ∧Xf1...fm−1 = 0

deducimos fácilmente que

i(Xf1...fm−1)µ = 0.

Por otra parte, de (7.42), se sigue que

LXf1...fm−1
µ = i(LXf1...fm−1

Λ)ν ′. (7.43)
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Además, de (5.5), (5.7) y (5.17) tenemos que

LXf1...fm−1
Λ =

m−1∑
i=1

(−1)i−1+m#1
Λ(dfi) ∧X�

f1...f̂i...fm−1
.

Esta relación y el hecho de que Λ ∧X�

f1...f̂i...fm−1
= 0 implican que

LXf1...fm−1
Λ = −(m− 1)�(df1, . . . , dfm−1)Λ. (7.44)

Sustituyendo (7.44) en (7.43) deducimos que

LXf1...fm−1
µ = (1−m)�(df1, . . . , dfm−1)µ.

Rećıprocamente, supongamos que existe un volumen conforme con respecto

a la foliación caracteŕıstica F , es decir, que existe µ ∈ Ωn−m(M) tal que

µ(x) 6= 0, para todo x ∈M , y

i(Xf1...fm−1)µ = 0 y LXf1...fm−1
µ = (1−m)�(df1, . . . , dfm−1)µ, (7.45)

para todo f1, . . . , fm−1 ∈ C∞(M,R). Veamos entonces que Mν
(Λ,�) = 0.

Sea F =
⋃
x∈M

F(x) → M el subfibrado vectorial de TM → M asociado a F

y sea α̃ la sección del fibrado vectorial ∧mF ∗ → M definida como sigue. Si

X1, . . . , Xm ∈ Γ(F ), α̃(X1, . . . , Xm) ∈ C∞(M,R) está caracterizada por

X1 ∧ . . . ∧Xm = α̃(X1, . . . , Xm)Λ.

Extendemos α̃ a una m-forma α sobre M , tal que

α(X1, . . . , Xm) = α̃(X1, . . . , Xm),

para X1, . . . , Xm ∈ Γ(F ). Se tiene entonces que

i(Λ)α = 1,

y como consecuencia, si tomamos la forma de volumen ν = α∧µ, obtenemos

que µ = i(Λ)ν (ver (7.45)).
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Finalmente, usando (7.45), tenemos que

(1−m)�(df1, . . . , dfm−1)µ = LXf1...fm−1
µ

= i(LXf1...fm−1
Λ)ν +Mν

(Λ,�)(f1, . . . , fm−1)µ.

Además, ya que LXf1...fm−1
Λ = (1−m)�(df1, . . . , dfm−1)Λ (ver (7.44)), con-

cluimos que Mν
(Λ,�) = 0.

�

7.3.2 Dualidad entre la cohomoloǵıa de Nambu-Jacobi
y la homoloǵıa canónica de Nambu-Jacobi

Sea M una variedad orientada de Nambu-Jacobi de orden m, con m ≥ 3 y ν

una forma de volumen sobre M . Como en el caso de una estructura Nambu-

Poisson, probaremos que si la clase modular de la estructura de Nambu-

Jacobi es cero, podemos definir un subcomplejo de (V∗(M)⊕V∗−1(M), δ
(1−m)
(0,ν) )

cuya homoloǵıa en el caso regular, es dual de la cohomoloǵıa foliada asociada

a la foliación caracteŕıstica de la estructura Nambu-Jacobi.

A continuación, relacionaremos la cohomoloǵıa H
∗
(M) (ver Sección 7.1.2)

con la homoloǵıa de un cierto subcomplejo de (V∗(M)⊕ V∗−1(M), δ
(1−m)
(0,ν) ).

Teorema 7.3.6 Sean (M,Λ,�) una variedad orientada de Nambu-Jacobi de

orden m, con m ≥ 3, y ν un volumen sobre M . Entonces:

(i) #∗
(Λ,�)(Ω

∗(M) ⊕ Ω∗−1(M)) define un subcomplejo del complejo de ho-

moloǵıa (V∗(M)⊕ V∗−1(M), δ
(1−m)
(0,ν) ) si y sólo si

Mν
(Λ,�) ∈ #1

(Λ,�)(Ω
1(M)⊕ C∞(M,R)).

(ii) Si #∗
(Λ,�)(Ω

∗(M)⊕Ω∗−1(M)) es un subcomplejo de (V∗(M)⊕V∗−1(M),

δ
(1−m)
(0,ν) ), entonces la homoloǵıa de este subcomplejo no depende del vo-

lumen elegido.

(iii) Si la clase modular de (M,Λ,�) es nula, entonces #∗
(Λ,�)(Ω

∗(M) ⊕
Ω∗−1(M)) define un subcomplejo del complejo de homoloǵıa (V∗(M)⊕
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V∗−1(M), δ
(1−m)
(0,ν) ) y la homoloǵıa de este subcomplejo, H̃canNJ

∗ (M), es

dual de la cohomoloǵıa del complejo (
Ω∗(M)⊕ Ω∗−1(M)

ker#∗
(Λ,�)

, d̄).

Demostración. (i) Por (7.27) tenemos

i((α, β))(δ(0,ν)(#
k
(Λ,�)(γ, ρ))) = δ(0,ν)(#

m−1
(Λ,�)((γ, ρ) ∧ (α, β)))+

(−1)m−k#m
(Λ,�)((γ, ρ) ∧ d̃(α, β)),

(7.46)

para todo (γ, ρ) ∈ Ωk(M)⊕ Ωk−1(M) y (α, β) ∈ Ωm−k−1(M)⊕ Ωm−k−2(M).

Aplicando de nuevo (7.27) se deduce

i((γ, ρ) ∧ (α, β))δ(0,ν)(Λ,�) = δ(0,ν)(#
m−1
(Λ,�)((γ, ρ) ∧ (α, β)))

+(−1)m#m
(Λ,�)(d̃((γ, ρ) ∧ (α, β))).

Sustituyendo esta expresión en (7.46) y usando (7.33) y (7.40) concluimos

que

i((α, β))(δ(0,ν)(#
k
(Λ,�)(γ, ρ))) = i((α, β))[i((γ, ρ))(Mν

(Λ,�))

+(−1)m(1−m)i((γ, ρ))(�, 0)

−(−1)m#k+1
(Λ,�)(d̃(γ, ρ))].

Esto es,

δ
(1−m)
(0,ν) (#k

(Λ,�)(γ, ρ)) = (−1)m−1#k+1
(Λ,�)(d̃(γ, ρ)) + i(γ, ρ)(Mν

(Λ,�)). (7.47)

De lo que resulta que Mν
(Λ,�) ∈ #1

(Λ,�)(Ω
1(M) ⊕ C∞(M,R)) si y sólo si

#∗
(Λ,�)(Ω

∗(M)⊕Ω∗−1(M)) es un subcomplejo de (V∗(M)⊕V∗−1(M), δ
(1−m)
(0,ν) ).

(ii) Sea ν ′ otra forma de volumen sobre M . Entonces, existe una función

f ∈ C∞(M,R), tal que f 6= 0 en todo punto y ν ′ = fν. Podemos suponer,

sin pérdida de generalidad, que f > 0. Consideramos los isomorfismos

Ψk : #k
(Λ,�)(Ω

k(M)⊕ Ωk−1(M)) → #k
(Λ,�)(Ω

k(M)⊕ Ωk−1(M))
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(P,Q) 7→ 1

f
(P,Q).

Como δ
(1−m)
(0,ν′) ◦Ψk = Ψk−1 ◦ δ(1−m)

(0,ν) , se sigue que los complejos

((#∗
(Λ,�)(Ω

∗(M)⊕ Ω∗−1(M)), δ
(1−m)
(0,ν) ) y ((#∗

(Λ,�)(Ω
∗(M)⊕ Ω∗−1(M)), δ

(1−m)
(0,ν′) )

son isomorfos.

(iii) Si la clase modular es cero, entonces existe f ∈ C∞(M,R) tal que

Mν
(Λ,�) = (−1)m−1#1

(Λ,�)(df, 0). (7.48)

Por tanto, usando (i), obtenemos que #∗
(Λ,�)(Ω

∗(M) ⊕ Ω∗−1(M)) define un

subcomplejo del complejo de homoloǵıa (V∗(M)⊕ V∗−1(M), δ
(1−m)
(0,ν) ) .

Por otra parte, consideramos los siguientes isomorfismos de C∞(M,R)-mó-

dulos

ϕk :
Ωm−k(M)⊕ Ωm−k+1(M)

ker#k
(Λ,�)

→ #m−k
(Λ,�)(Ω

m−k(M)⊕ Ωm−k−1(M))

[(α, β)] 7→ e−f#m−k
(Λ,�)(α, β).

Usando (7.47) y (7.48), obtenemos que

δ
(1−m)
(0,ν) ◦ ϕk = (−1)m−1ϕk−1 ◦ d̄.

Luego, efectivamente las aplicaciones ϕk definen un isomorfismo de comple-

jos.

�

Entonces los Teoremas 7.1.9, 7.3.5, 7.3.6 y el Lema 7.2.2 nos permiten con-

cluir lo siguiente.

Corolario 7.3.7 Sea (M,Λ,�) una variedad orientada de Nambu-Jacobi

regular de orden m, m ≥ 3. Si existe un volumen conforme respecto a la

foliación caracteŕıstica F de (M,Λ,�), entonces

Hk
NJ(M) ∼= Hk(F) ∼= HcanNJ

m−k (M).
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[52] R. Ibáñez, M. de León, J.C. Marrero, D. Mart́ın de Diego: Dynamics

of generalized Poisson and Nambu-Poisson brackets, J. Math. Phys.,

38 (5) (1997), 2332-2344.
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mogénes de contact ou localement conformément symplectiques, J.

Math. Pures et Appl., 65 (1986), 193-224.

[83] Z-J Liu, A. Weinstein, P. Xu: Manin triples for Lie bialgebroids, J.

Diff. Geom., 45 (3) (1997), 547-574.

[84] Z.J. Liu, P. Xu: On quadratic Poisson structures, Letters in Math.

Phys., 26 (1) (1992), 33-42.

[85] J.L. Loday: Cyclic Homology, Grund. Math. Wissen., 301, Springer

Verlag (1992).

[86] J.L. Loday: Une version non commutative des algèbres de Lie: les
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symplectique et mécanique (Seminaire sud-rhodanien de géométrie).
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