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Notacion

Todas las variedades que vamos a considerar en esta memoria seran conexas.

Ademas, si M es una variedad diferenciable, usaremos la siguiente notacion:
o C°(M,R) es el dlgebra de funciones reales C* sobre M.
e X(M) es el dlgebra de Lie de los campos de vectores sobre M.
o QF(M) es el espacio de las k-formas sobre M.

e VE(M) es el espacio de los k-vectores sobre M.



Introduccidon

Es bien conocido que las variedades simplécticas juegan un papel impor-
tante en la formulacién geométrica de la Mecanica Clasica. Una variedad
simpléctica M con forma simpléctica € posee un corchete de funciones { , }

definido por
{f,9} = QX Xy)

para f,g € C*°(M,R), donde X (respectivamente, X,) es el campo hamil-
toniano asociado a la funcién f (respectivamente, g). Asi, si h es la funcién
energia de un sistema hamiltoniano sobre M y f es un observable (esto es,
f € C*®(M,R)) entonces la funcién {f, h} da la evolucién de f a lo largo de
las trayectorias del sistema. El corchete simpléctico { , } es antisimétrico,
satisface la identidad de Jacobi y es una derivacion en cada argumento con
respecto al producto usual de funciones. Ademas, tiene la particularidad de
ser no degenerado en el siguiente sentido:

{f,g}(x) =0, Vg € C*(M,R) = df(x)=0.

Sin embargo, el estudio de ciertos sistemas con ligaduras o la reduccién de

ciertos sistemas mecanicos con grupos de simetrias da lugar a la aparicion
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de corchetes de funciones que tienen la mismas propiedades que el corchete
simpléctico, excepto que, en general, son degenerados. Este hecho motivo la
introduccién de una estructura matematica (el corchete de Poisson) que en-
globa, como casos particulares, a los diferentes tipos de corchetes de funciones

que surgen de forma natural en los estudios comentados anteriormente.

Tras la introduccion por Poisson del corchete que lleva su nombre, la geome-
tria de Poisson ha sido profundamente estudiada convirtiéndose en un campo
propio de investigacion. Asi, durante los tltimos 30 anos podemos decir que
ha sido un vinculo de conexién entre areas tan diversas como el analisis
armoénico sobre grupos de Lie, las dlgebras de Lie infinito dimensionales, la
mecanica de particulas y la mecanica de continuos, la teoria de singularidades,
los sistemas completamente integrables, la cuantificacion geométrica,...,etc.
(véase, por ejemplo, [3, 8, 37, 61, 68, 80, 93, 119]).

Una estructura de Poisson sobre una variedad M es un corchete de Lie en
el espacio de funciones reales C'*°-diferenciables el cual es una derivacién en
cada argumento con respecto al producto usual de funciones. En tal caso
se dice que M es una variedad de Poisson. Las estructuras simplécticas son
estructuras de Poisson. De hecho, una variedad de Poisson esta construida
con piezas simplécticas en el sentido de que admite una foliacion generalizada,
la foliacién simpléctica, cuyas hojas son variedades simplécticas.

Otros ejemplos de estructuras de Poisson, interesantes para la Mecanica, son
las estructuras cosimplécticas [1, 14] y las estructuras de Lie-Poisson [121].

Por otra parte, la estructura de algebra de Lie en el espacio de las funciones
reales C'*°-diferenciables sobre una variedad de Poisson M permite definir
un corchete de Lie de 1-formas que dota al fibrado cotangente T*M de una
estructura de algebroide de Lie [35]. Los algebroides de Lie, una generali-
zacion natural de las algebras de Lie y de las distribuciones completamente
integrables, han resultado ser una herramienta matemaética importante en re-
cientes aproximaciones geométricas a la Mecédnica Clasica y Cudntica (véase
[15, 77, 94, 123]). La estructura de algebroide de Lie sobre el fibrado cotan-
gente de una variedad de Poisson nos permite definir un complejo cuya coho-
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mologia es justamente la cohomologia de Poisson o de Lichnerowicz-Poisson
introducida por Lichnerowicz en [79].

La cohomologia de Lichnerowicz-Poisson también puede ser descrita como
la cohomologia de un subcomplejo del complejo de Chevalley-Eilenberg a-
sociado con el dlgebra de Lie de las funciones diferenciales con el corchete
de Poisson de funciones. Las cocadenas de este subcomplejo son operadores
diferenciables multilineales antisimétricos que son derivaciones en cada uno

de los argumentos respecto al producto usual de funciones.

Otro subcomplejo interesante en la cohomologia de Chevalley-Eilenberg es
el determinado por las cocadenas 1-diferenciables, esto es, los operadores

diferenciales multilineales antisimétricos de orden 1.

En el caso de una variedad simpléctica M, la cohomologia de Poisson coincide
con la cohomologia de De Rham de M. Sin embargo, en general, el calculo
explicito de la cohomologia de Poisson es bastante complicado. Algunos
resultados han sido obtenidos para variedades de Poisson regulares y para
estructuras de Lie-Poisson sobre el espacio dual del dlgebra de Lie de un
grupo de Lie compacto ([39, 40, 115, 127]).

Las teorias de cohomologia y homologia han resultado ser una buena herra-
mienta en el estudio de las variedades de Poisson. Asi, la cohomologia de
Poisson ha sido un buen instrumento para obtener obstrucciones a la cuantifi-
cacién geométrica o a la cuantificacién por deformaciones (véase, por ejemplo,
[116, 125]). La homologia de Poisson, también llamada homologia canénica,
fue introducida por Brylinski en [12], aunque ya anteriormente Koszul [69]
habia considerado el operador de homologia. Este operador resulta ser el
andlogo al operador co-diferencial en el contexto de la geometria Riemania-
na para variedades de Poisson, en el sentido de que permite construir una
teorfa de Hodge para este tipo de variedades ([50, 96, 129]). Recientemente,
de forma independiente, Evens, Lu y Weinstein [29], Brylinski y Zuckerman
[13] y Xu [128] han demostrado que la dualidad entre la homologia y la co-
homologia de Poisson de una variedad de Poisson M estd relacionada con la
anulacion de una clase de cohomologia, la clase modular de M, introducida
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en [124]. Esta clase de cohomologia ha sido también una herramienta impor-
tante en la clasificacion de estructuras de Poisson cuadréticas (estructuras
polinémicas homogéneas de orden 2) sobre un espacio vectorial de dimensién
finita [84].

Aunque las estructuras simplécticas, cosimplécticas y de Lie-Poisson son de
Poisson, existen otras estructuras interesantes para la Mecanica tales como
las de contacto, que no son de Poisson. Las variedades de contacto tienen un
corchete de funciones antisimétrico que satisface la identidad de Jacobi pero
que no es una derivaciéon en cada argumento respecto al producto usual de
funciones. El corchete de una variedad de contacto sélo define un operador
diferencial de primer orden para cada argumento. Este hecho motiva la
introduccién de un nuevo tipo de corchetes binarios de funciones sobre una
variedad diferenciable, que constituyen una extension natural de los corchetes
de Poisson y del corchete asociado a una variedad de contacto: los corchetes
de Jacobi. Asi, la diferencia esencial entre los corchetes de Jacobi y Poisson
reside en que los primeros no son derivaciones respecto del producto usual de
funciones. Esta propiedad es sustituida por una propiedad mas general: el
corchete de Jacobi es un operador diferencial de primer orden. Una variedad
provista de un corchete de este tipo se denomina variedad de Jacobi. Las

variedades de Jacobi fueron introducidas por Lichnerowicz [81].

Una estructura de Jacobi sobre una variedad M es equivalente a una estruc-
tura de &lgebra de Lie local (en el sentido de Kirillov [61]) en el espacio de

las funciones reales C'°°-diferenciables sobre M.

Ademas de las variedades de Poisson y de Jacobi, otros ejemplos de va-
riedades de Jacobi son las localmente conforme simplécticas [45, 61]. De
hecho, la presencia de una estructura de Jacobi sobre una variedad implica
la existencia de una foliaciéon generalizada, la foliacién caracteristica, cuyas
hojas son variedades de contacto o localmente conforme simplécticas (véase
[24, 45, 61]).

Por otra parte, el fibrado de 1-jets J'(M,R) de una variedad de Jacobi M
admite de forma natural una estructura de algebroide de Lie (ver [60]). Este
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hecho ha permitido recientemente introducir ciertas teorias de homologia y
cohomologia [22, 23, 71, 72, 73, 74, 75, 118] para este tipo de variedades. En
el caso de la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi introducida en [75], esta
juega un papel importante en el proceso de cuantificacién geométrica de una
variedad de Jacobi asi como en el problema de existencia de representaciones
de precuantificacion sobre un fibrado de linea complejo para una variedad de
Jacobi [75].

La cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi también puede ser descrita como
sigue. Ya que el corchete de Jacobi { , } de una variedad de Jacobi M es
una 2-cocadena 1-diferenciable en el complejo de cohomologia de Chevalley-
Eilenberg del algebra de Lie de funciones (C*°(M,R),{ , }), podemos con-
siderar la representacion de dicha algebra de Lie sobre si misma definida por
los campos hamiltonianos. En el caso de una variedad de Poisson esta repre-
sentacién coincide con la inducida por el corchete de Poisson. Sin embargo,
en el contexto de una variedad de Jacobi, las cohomologias que definen es-
tas dos representaciones son diferentes. La cohomologia del dlgebra de Lie
(C*(M,R),{, }) asociada a la representaciéon de C*°(M,R) sobre si mismo
definida por el corchete de Jacobi es la cohomologia de Chevalley-Eilenberg
de la variedad de Jacobi y ha sido estudiada por Guédira y Lichnerowicz en
[45, 79, 81]. En estos trabajos los autores hacen ademds un estudio detalla-
do de la cohomologia del subcomplejo del complejo de Chevalley-Eilenberg
determinado por las cocadenas 1-diferenciables.

La cohomologia determinada por la representacién definida por los campos
hamiltonianos, la cohomologia de H-Chevalley-Eilenberg, fue introducida re-
cientemente por Leén, Marrero y Padrén en [74, 75]. Como en el caso de la
cohomologia de Chevalley-Eilenberg de una variedad de Jacobi, uno puede
considerar el subcomplejo 1-diferenciable. La cohomologia de este subcom-

plejo es justamente la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi.

Por otra parte, recientemente, usando las construcciones de Xu [128], Vais-
man [118] ha introducido la homologia de Jacobi o de Lichnerowicz-Jacobi
de una variedad M. Esta homologia es la homologia del algebroide de Lie
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asociado a M con respecto a una cierta conexion llana en la potencia exte-
rior méxima del fibrado de 1-jets J'(M,R). En este trabajo Vaisman define
la clase modular de M, un elemento del primer grupo de cohomologia de
Lichnerowicz-Jacobi. La anulacién de esta clase de cohomologia implica dua-
lidad entre la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi y la homologia de Jacobi.

En otra direccién, Nambu [101] propone en 1973 una generalizacién de la
Mecéanica hamiltoniana sustituyendo el corchete de Poisson por un n-corchete
de funciones en R". Posteriormente Takhtajan [108] en 1994 introduce el
concepto de estructura de Nambu-Poisson con el fin de dar un formalismo
axiomatico de los n-corchetes considerados por Nambu. El ejemplo canénico
de estructura de Nambu-Poisson de orden n es el que esta definido por una
forma de volumen sobre la variedad. De hecho, toda variedad de Nambu-
Poisson induce una foliacién generalizada cuyas hojas son puntos o variedades
de Nambu-Poisson asociadas a volumenes [52] (ver también [36]).

Recientemente, se ha hecho un gran esfuerzo en comprender las propiedades
de la geometria (local y global) de las variedades de Nambu-Poisson, asi como
conocer en detalle la Mecdnica de Nambu (véase, por ejemplo, [2, 36, 43, 52,
53, 54] y las referencias contenidas en estos trabajos). En particular, en [54]
se ha introducido la nocién de algebroide de Leibniz, probandose que toda
variedad de Nambu-Poisson tiene asociada una estructura de este tipo. Un
algebroide de Leibniz es una generalizacién natural de un algebra de Leibniz,
en el mismo sentido que los algebroides de Lie generalizan a las algebras de
Lie. La nocién de dlgebra de Leibniz fue introducida por Loday [86] como una
version no conmutativa de las algebras de Lie. La estructura de algebroide
de Leibniz sobre una variedad de Nambu-Poisson nos permite introducir un
complejo, cuya cohomologia asociada tiene grados infinitos. En esta teoria
de cohomologia existe una clase de orden 1, la clase modular, introducida
en [54] que es nula para el caso particular de las variedades Nambu-Poisson

volumen.

Por otra parte, una importante generalizacién de las estructuras de Nambu-
Poisson y de las estructuras de Jacobi, son las estructuras de Nambu-Jacobi
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introducidas en [92]. Se trata de variedades provistas de un n-corchete de
funciones que satisfacen las mismas propiedades de un corchete de Nambu-
Poisson salvo la condicion de ser una derivacion en cada argumento respec-
to al producto usual de funciones. Esta propiedad es reemplazada por la
condicién mas general de ser un operador diferencial de primer orden para

cada argumento.

Como ya se indica en el titulo, el objetivo de esta Memoria Doctoral es el
estudio de diversas teorias de homologia y cohomologia para variedades de
Jacobi, Nambu-Poisson y Nambu-Jacobi. También mostraremos condiciones
para las que se tiene dualidad entre las correspondientes teorias de homologia

y cohomologia.

La Memoria esta dividida en dos grandes bloques. El primero esta dedicado
a las estructuras de Jacobi, mientras que el segundo incluye el estudio de las
correspondientes teorias de homologia y cohomologia para multicorchetes de

Poisson y Jacobi, esto es, para corchetes de Nambu-Poisson y Nambu-Jacobi.

Un esquema general de la Memoria es el siguiente:

e Primera parte: Teorias de homologia y cohomologia para variedades de

Jacobi

— Capitulo 1: Estructuras de Jacobi y algebroides de Lie.- Este es un
capitulo introductorio que contiene algunas generalidades sobre es-
tructuras de Jacobi y algebroides de Lie, recorddandose la definicién
de ciertas teorias de homologia y cohomologia asociadas a estas

estructuras.

— Capitulo 2: Bialgebroides de Lie generalizados triangulares: coho-
mologia y homologia.- En este capitulo consideremos ciertas teorias
de homologia y cohomologia asociadas a un bialgebroide de Lie
generalizado triangular. Este tipo de estructuras fueron introduci-
das recientemente por Iglesias y Marrero en [59] y constituyen una
generalizacion de los bialgebroides de Lie triangulares en el sen-
tido de Mackenzie y Xu ([89]), (ver también [64]). Como un caso
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particular, recobraremos las teorias de homologia y cohomologia
de una variedad de Jacobi descritas en el Capitulo 1.

— Capitulo 3: Cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de una variedad de
Jacobi.- Estudiaremos en este capitulo ciertas propiedades de la
cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi para una variedad de Jacobi.
Asi mismo, daremos un calculo explicito de esta cohomologia para

diferentes ejemplos relevantes de variedades de Jacobi.

— Capitulo 4: Homologia de Lichnerowicz-Jacobi de una variedad de
Jacobi.- De forma similar como hicimos en el Capitulo 3, estu-
diaremos en este capitulo ciertas propiedades de la homologia de
Lichnerowicz-Jacobi para una variedad de Jacobi y realizaremos
un calculo explicito de esta homologia para diferentes ejemplos
relevantes de variedades de Jacobi. En cada uno de estos casos
discutiremos la existencia de dualidad entre la cohomologia de

Lichnerowicz-Jacobi y la homologia de Lichnerowicz-Jacobi.

e Teorias de homologia y cohomologia para variedades de Nambu-Poisson y
Nambu-Jacobi

— Capitulo 5: Estructuras de Nambu-Poisson y Nambu-Jacobi. Alge-
broides de Leibniz.- En este primer capitulo de la segunda parte de
la Memoria, se recuerdan algunas nociones y resultados conocidos
sobre estructuras de Nambu-Poisson, Nambu-Jacobi y algebroides
de Leibniz. Ademas, se construye el algebroide de Leibniz asocia-

do a una variedad de Nambu-Jacobi.

— Capitulo 6: Dualidad y clase modular de una estructura de Nambu-
Poisson.- Introducimos nuevas teorias de homologia y cohomologia
para una variedad de Nambu-Poisson que, a diferencia de las
teorias asociadas al algebroide de Leibniz inducido por la estruc-
tura de Nambu-Poisson, no son de grados infinitos. Estudiamos
el problema de dualidad de ambas teorias, usando una clase de

cohomologia de orden 1, la clase modular.
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— Capitulo 7: Dualidad y clase modular de una estructura de Nambu-
Jacobi.- Finalizamos la Memoria con la construcciéon de ciertas
teorias de homologia y cohomologia para variedades de Nambu-

Jacobi y analizamos el problema de dualidad entre tales teorias.

A continuacién, detallaremos de forma mas precisa el contenido de cada uno

de estos capitulos.

Comenzamos la Memoria con el Capitulo 1, donde se recuerda la definicién de
variedad de Jacobi y se describen diversos ejemplos de variedades de Jacobi
como las variedades de Poisson (incidiendo en las estructuras simplécticas,
cosimplécticas y de Lie-Poisson) asi como otros ejemplos de estructuras de
Jacobi que no son de Poisson tales como las estructuras de contacto, local-
mente conforme simplécticas o la estructura de Jacobi de la esfera unidad
en un algebra de Lie real euclidea. A continuacién se describe la foliacion

caracteristica asociada a una variedad de Jacobi.

Las estructuras de Poisson son ejemplos de estructura de Jacobi pero existe
otra relacion entre las estructuras de Jacobi y Poisson. De hecho, si M es
una variedad de Jacobi entonces la variedad producto M x R admite una
estructura de Poisson homogénea que se denomina la Poissonizacion de M.
En la Seccion 1.3 de este capitulo introductorio damos una descripcion de
tal estructura sobre M x R.

En la segunda parte de este capitulo (Seccion 1.4) recordamos la definicién de
algebroide de Lie, asi como algunos ejemplos interesantes que usaremos a lo
largo de la Memoria. La relacion entre los algebroides de Lie y las estructuras
de Jacobi se pone de manifiesto en el hecho de que una estructura de Jacobi
sobre una variedad M tiene asociado un algebroide de Lie en el fibrado de 1-
jets JH(M,R) (véase [60]). De hecho, como probamos en la Proposicién 1.4.3,

esta estructura de algebroide de Lie caracteriza la estructura de Jacobi.

Todo algebroide de Lie induce un complejo de cohomologia. En la Seccién
1.4.2 recordamos cémo se define este complejo y describimos la cohomologia
de Lichnerowicz-Jacobi de una variedad de Jacobi M como la cohomologia
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inducida por la estructura de algebroide de Lie asociado a la variedad de
Jacobi. También mostraremos una forma alternativa de introducir esta co-
homologia, usando la representacion del algebra de Lie de las funciones reales
C*-diferenciables en M sobre si misma definida por los campos hamiltonia-
nos de M.

Usando una construccién de Xu en [128], Vaisman [118] introduce una teoria
de homologia para una variedad de Jacobi M. Esta homologia, que aqui de-
nominamos homologia de Lichnerowicz-Jacobi, se define como la homologia
inducida por la estructura de algebroide de Lie asociada a M y relativa a
una cierta conexién llana. En la Seccion 1.4.3 recordamos estas construc-
ciones. Ademas, obtenemos una descripcion alternativa de la homologia de
Lichnerowicz-Jacobi usando la representacion inducida por los campos hamil-

tonianos descrita en la anterior seccién.

Para finalizar el capitulo, recordamos la construccién de Vaisman [118] de la
clase modular-Jacobi de una variedad de Jacobi, asi como los resultados que
garantizan dualidad entre la cohomologia y la homologia de Lichnerowicz-
Jacobi para variedades de Jacobi con clase modular-Jacobi nula. Ademas,
usando la definicién de la clase modular de un algebroide de Lie arbitrario
([29]), relacionamos la clase modular-Jacobi de una variedad de Jacobi M
con la clase modular del algebroide de Lie asociado a M.

Los bialgebroides de Lie fueron introducidos y estudiados por Mackenzie y
Xu [89] como los invariantes infinitesimales de los grupoides de Poisson. Un
bialgebroide de Lie es un par (A, A*) tal que A es un algebroide de Lie y el
fibrado dual A* también tiene una estructura de algebroide de Lie compatible
en un cierto sentido con la de A. Ejemplos de bialgebroides de Lie son las
bidlgebras de Lie [25] o, los pares de la forma (T'M,T*M), donde M es
una variedad de Poisson y en TM (respectivamente, T*M) consideramos
la estructura del algebroide de Lie trivial (respectivamente, cotangente). A
diferencia de lo que ocurre con una variedad de Poisson, el algebroide de Lie
asociado a una variedad de Jacobi M y el fibrado vectorial M x R — M con
la estructura natural de algebroide de Lie no definen un bialgebroide de Lie.
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Este hecho y algunos ejemplos de estructuras de Jacobi lineales sobre fibrados
vectoriales obtenidas en [58] motivaron la introduccion en [59] de la nocion de
bialgebroide de Lie generalizado. Un bialgebroide de Lie generalizado es un
par ((A, ¢o), (A*, Xo)), donde A es un algebroide de Lie, ¢ es un 1-cociclo en
la cohomologia del algebroide de A, A* es el fibrado dual de A el cual admite
una estructura de algebroide de Lie y Xy es un 1-cociclo en la cohomologia
del algebroide de Lie A*. Ademas, los algebroides de Lie A y A* y los
1-cociclos ¢g y Xy deben satisfacer ciertas condiciones de compatibilidad.
Ejemplos de este tipo de estructuras son los bialgebroides de Lie generalizados
triangulares [59], una generalizacién de los bialgebroides de Lie triangulares
de Mackenzie y Xu [89]. Si A es un algebroide de Lie sobre una variedad
M con corchete de Schouten [ , |, ¢o es un 1-cociclo y P es una biseccién
de A tal que [P, P] = 2i(¢o)P A P entonces (A, ¢g, P) es un bialgebroide de
Lie generalizado triangular. En tal caso (ver [59]), el fibrado dual A* admite
una estructura de algebroide de Lie de tal forma que ((A, ¢y), (A*, Xo)) es
un bialgebroide de Lie generalizado, donde Xy = —i(¢9)P. Un ejemplo
interesante de este tipo de estructuras es el bialgebroide de Lie generalizado
triangular asociado a una variedad de Jacobi. De hecho, un bialgebroide de
Lie generalizado arbitrario sobre una variedad M induce una estructura de
Jacobi sobre M.

En el Capitulo 2 de la Memoria consideraremos teorias de homologia y coho-
mologia asociadas con el algebroide de Lie dual A* de un bialgebroide de Lie
generalizado triangular (A, ¢g, P). En el caso particular del bialgebroide de
Lie generalizado triangular asociado a una variedad de Jacobi, recobramos
algunas de las teorias de homologia y cohomologia descritas en el Capitulo
1. Comenzamos el Capitulo 2 recordando algunas definiciones y resultados
acerca de la teoria de bialgebroides de Lie generalizados introducida en [59].
Dos herramientas fundamentales en esta teoria son la ¢y-cohomologia y el
corchete de ¢p-Schouten asociados a un algebroide de Lie y un 1-cociclo ¢.
Estas herramientas son usadas para describir la estructura de algebroide de
Lie sobre el fibrado dual A* de un bialgebroide de Lie generalizado triangular
(A, ¢o, P) sobre la variedad M. La presencia de un 1-cociclo X, en A* nos
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permite deformar la diferencial d, del algebroide de Lie de A* y definir un
nuevo operador de cohomologia d.x, = d. + e(Xp). Aqui, e(Xy) denota el
producto exterior por Xy. Asi, en la Seccién 2.2 obtenemos sobre A* dos
teorias de cohomologia para el algebroide de Lie A*: la cohomologia del al-
gebroide de Lie A%, H*(A*) y la X,-cohomologia de A*, Hy (A*). Ademads,
en esta secciéon mostramos la relacion entre estas cohomologias y las coho-
mologias de Lichnerowicz-Jacobi y 1-diferenciables asociadas a la estructura
de Jacobi inducida sobre M.

Estas relaciones nos permiten, en la Seccion 2.3, introducir dos operadores
de homologia v y vy, sobre T'(A*A*) = @,I'(AFA*). De hecho, si [, ]. es
el corchete de Schouten de A*, entonces —d y —dy, son operadores gene-
rantes del dlgebra de Gerstenhaber (I'(A*A*), A, [, ]«). Ademds, usando los
resultados de Xu [128], deducimos que —o y —dx, definen dos A*-conexiones
llanas V y V*° sobre A"A — M, donde n es el rango de A. Estos hechos nos
permiten definir dos homologias H,(A*, V) y H,(A* V*°). Finalmente, en
la Seccion 2.4, introducimos de forma natural la nocién de clase modular de
un algebroide de Lie generalizado triangular (A, ¢g, P) como un elemento del
primer grupo de cohomologia H'(A*) y mostramos que su anulacién implica
dualidad entre las teorias de homologia y cohomologia descritas, esto es,

H*(A*) =2 H,_x(A*,V), HY (A") = H, (A", V), para todo k.

Estos resultados generalizan los de [13, 29, 128] acerca de la dualidad en-
tre la homologia candnica y la cohomologia de Lichnerowicz-Poisson de una
variedad de Poisson unimodular, los de [65] sobre bialgebroides de Lie trian-

gulares y los de [118] para variedades de Jacobi unimodulares.

El Capitulo 3 esta dedicado al célculo explicito de la cohomologia de Lichne-
rowicz-Jacobi de diferentes ejemplos relevantes, asi como al estudio de algu-
nas propiedades significativas de esta cohomologia. Comenzamos el capitulo,
probando que la cohomologia es invariante por cambios conformes de la es-

tructura de Jacobi.

En la Seccién 3.2, recordamos algunos resultados de Lichnerowicz [80] so-
bre la cohomologia 1-diferenciable de una variedad de Poisson (en este caso
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la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi y 1-diferenciable coinciden) que nos
permiten relacionar la cohomologia Lichnerowicz-Jacobi y la cohomologia
de Lichnerowicz-Poisson de una variedad de Poisson con cohomologia de
Lichnerowicz-Poisson finita. En el caso particular de una variedad simpléctica
exacta M (la 2-forma simpléctica es exacta) este resultado se traduce en una
relacion entre la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de M y la cohomologia
de De Rham, H},p(M), de M. De hecho, se tiene que

Hy ,(M) 2= Hpp(M) © Hpp (M).

Ademas, estudiamos diversos ejemplos como las variedades simplécticas de
Lefschetz y las nilvariedades simplécticas compactas.

En la Seccion 3.2.2 relacionamos la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de
una variedad cosimpléctica M con una cierta cohomologia introducida en [32]
asociada a la estructura cosimpléctica. Ademas, damos un ejemplo explicito
donde se muestra que incluso para una variedad cosimpléctica compacta, la
cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi puede ser de dimensién infinita.

Finalizamos el estudio de la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de una va-
riedad de Poisson, computando dicha cohomologia en un ejemplo de una

estructura de Poisson cuadratica.

La Seccién 3.3 estd dedicada al estudio de la cohomologia de Lichnerowicz-
Jacobi de una variedad de contacto M. En este caso probamos que

H,(M) 2= Hpp(M) & Hpp (M).

Notese que, en general, en una variedad de contacto, la cohomologia de
Lichnerowicz-Jacobi y la 1-diferenciable no son isomorfas ya que Lichnerowicz
probé en [79] que esta ultima era trivial.

En la Seccién 3.4, estudiamos la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de otros
ejemplos relevantes de variedades de Jacobi: las variedades localmente con-
forme simplécticas. En el caso particular de una estructura globalmente

conforme simpléctica, probamos que esta cohomologia puede ser descrita en
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términos de la cohomologia de De Rham. En el caso general, la cohomologia
de Lichnerowicz-Jacobi esta relacionada con una cierta cohomologia definida
en términos de la diferencial exterior usual y de la 1-forma de Lie. Esta
cohomologia fue introducida y estudiada por Guédira y Lichnerowicz [45] en
una situacion mas general cuando se dispone de una 1-forma cerrada w sobre
una variedad arbitraria M. Nosotros probamos, en esta seccion, que si M
es una variedad de Riemann compacta y w es cerrada, no nula y paralela
respecto de la métrica de Riemann entonces dicha cohomologia es trivial.
Usando este hecho, deducimos que la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi
de una variedad compacta riemanniana y localmente conforme simpléctica
con 1-forma de Lee no nula y paralela respecto a la métrica de Riemann es

isomorfa a la cohomologia de De Rham.

Finalizamos el Capitulo 3 con el calculo de la cohomologia de Lichnerowicz-
Jacobi de la esfera unidad S™ '(g) del dlgebra de Lie g de un grupo de Lie
compacto de dimensién n. Esta cohomologia es descrita en términos de la
cohomologia del algebra de Lie relativa a la representacién trivial de g sobre
R y de la subélgebra de C*(S"!(g),R) definida por

Inv = {p € C*(5"(g),R)/ X () =0, Vf €C™(S"(a),R)},

donde Xy es el campo hamiltoniano de la funcién f asociado a la estructura
de Jacobi definida sobre S™"!(g).

En las tablas contenidas en la Seccién 3.6 se recoge un resumen de los prin-

cipales resultados obtenidos a lo largo del Capitulo 3.

De manera similar a como se hizo en el capitulo anterior, en el Capitulo 4
hacemos un célculo explicito de la homologia de Lichnerowicz-Jacobi para
los diferentes ejemplos de variedades de Jacobi estudiados en el capitulo
anterior. En cada uno de los casos discutimos el problema de dualidad entre
la cohomologia y la homologia de Lichnerowicz-Jacobi.

Comenzamos el capitulo probando que la homologia de Lichnerowicz-Jacobi

es también invariante por cambios conformes.
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En la Seccion 4.2, primeramente relacionamos la homologia de Lichnerowicz-
Jacobi con la homologia canénica de una variedad de Poisson y a conti-
nuacion obtenemos la relacion explicita entre cohomologia y homologia de
Lichnerowicz-Jacobi para los casos particulares de estructuras simplécticas,
cosimplécticas, de Lie Poisson y el ejemplo de estructura de Poisson cuadrati-
ca considerado en el capitulo anterior.

En la Seccién 4.3 demostramos que la homologia de Lichnerowicz-Jacobi de
una variedad de contacto es trivial. Por tanto, en general, no existe dualidad
entre la homologia y la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de una variedad
de contacto.

En el caso de una variedad globalmente conforme simpléctica, Vaisman [118]
demuestra que la variedad es unimodular y por tanto, homologia y co-
homologia son duales. FEn el caso general, el cdlculo de la homologia de
Lichnerowicz-Jacobi de una variedad localmente conforme simpléctica M es
bastante complicado. En la Seccion 4.4 obtenemos una relacion entre esta ho-
mologia y las cohomologias asociadas a ciertas formas cerradas. Esta relacion
nos permite deducir que si M es riemnianna, con 1-forma de Lee no nula y
paralela respecto a la métrica, entonces la homologia es trivial. Este hecho
y los resultados para este caso de la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi,
implican que, en general, tampoco tenemos dualidad entre la homologia y la
cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi para una variedad localmente conforme

simpléctica.

En la Seccién 4.5 probamos que la esfera unidad de un algebra de Lie real
unimodular de dimension finita es una variedad de Jacobi unimodular, lo
que supone que en este caso la homologia y la cohomologia de Lichnerowicz-
Jacobi son duales.

Finalizamos el Capitulo 4 con una tabla resumen de los principales resultados
obtenidos a lo largo del mismo.

El resto de los capitulos de la Memoria estan dedicados al estudio de ciertas
teorias de homologia y cohomologia para variedades de Nambu-Poisson y
Nambu-Jacobi.
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Iniciamos el Capitulo 5 recordando las nociones de estructuras de Nambu-
Poisson y Nambu-Jacobi y mostrando algunos ejemplos significativos. Tam-
bién describimos la foliacién caracteristica asociada a estos tipos de varieda-
des. En la Seccién 5.3 presentamos la nocién de algebroide de Leibniz y el
algebroide de Leibniz asociado a una variedad de Nambu-Poisson introducido
en [54]. Ademds, demostramos que esta estructura de algebroide de Leibniz
caracteriza a la estructura de Nambu-Poisson. Otro ejemplo de algebroide de
Leibniz es el asociado a una estructura de Nambu-Jacobi. Para ello, intro-
ducimos la nociéon de emparejamiento de algebroides de Leibniz y probamos
que una variedad de Nambu-Jacobi tiene dos algebroides de Leibniz em-
parejados que nos permiten construir una nueva estructura de algebroide de
Leibniz. Finalizamos el capitulo recordando cémo se define la cohomologia
asociada a un algebroide de Leibniz.

El algebroide de Leibniz asociado a una variedad de Nambu-Poisson (respec-
tivamente, Nambu-Jacobi) nos permite introducir una teoria de cohomologia.
Sin embargo, esta cohomologia tiene grados infinitos y, por tanto, no es posi-
ble una dualidad tipo Poincaré con alguna teoria de homologia. Esto motiva
que consideremos en el Capitulo 6 (respectivamente, en el Capitulo 7) un
algebra de Lie asociada a la variedad de Nambu-Poisson (respectivamente,
Nambu-Jacobi) M y la cohomologia asociada a una cierta representacién
de este dlgebra sobre el espacio C*°(M,R), que llamaremos cohomologia
de Nambu-Poisson (respectivamente, Nambu-Jacobi). En la Seccién 6.1.2
(respectivamente, Seccién 7.1.2) relacionamos la cohomologia de Nambu-
Poisson (respectivamente, Nambu-Jacobi) de M con la cohomologia foliada
inducida por la foliacién caracteristica. Veremos que en el caso Nambu-
Poisson (respectivamente, Nambu-Jacobi) regular ambas cohomologias son
isomorfas. A continuacién introducimos en la Seccién 6.2 (respectivamente,
Seccién 7.2) una teoria de homologia para una variedad de Nambu-Poisson
(respectivamente, Nambu-Jacobi) orientada. Si M es una variedad orien-
tada, de dimensién n, con forma de volumen v y V¥(M) es el espacio de
k-vectores sobre M, uno puede considerar de forma natural dos comple-
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jos de homologia (V*(M) = @Vk(M),é,,) y V(M) & V*"Y(M),d0.))
k

cuyos k-ésimos grupos de homologia son isomorfos a los espacios Hg}f’(]\/[ )y
H g}f“(M ) D Hg;{k“(M ). El complejo de homologia que define la homologia
canénica de Nambu-Poisson (respectivamente, de Nambu-Jacobi) es un sub-
complejo de (V*(M),d,) (respectivamente, (V*(M) @& V* (M), d0.))). En el
caso regular, las k-cadenas de este subcomplejo son los elementos de V(M)
(respectivamente, V*(M) @ V¥+1(M)) que son tangentes a la foliacién carac-

teristica.

En la Seccién 6.3 (respectivamente, Seccién 7.3) se analiza bajo qué condi-
ciones existe dualidad entre estas teorias de homologia y cohomologia. Para
ello, consideramos el tensor modular asociado a la estructura Nambu-Poisson
(respectivamente, Nambu-Jacobi) y a la forma de volumen considerada. En-
tonces, demostramos que este tensor define una clase de cohomologia de orden
1 (la clase modular) en la cohomologia de Nambu-Poisson (respectivamente,
Nambu-Jacobi) de M. Esta clase de cohomologia no depende del volumen
elegido. En el caso de una variedad de Nambu-Poisson (respectivamente,
de Nambu-Jacobi) regular, tenemos que la anulacién de esta clase de coho-
mologia es equivalente a la existencia de un volumen bésico (respectivamente,

conforme) con respecto a la foliacién caracteristica.

Para finalizar la seccién demostramos que la anulacién de la clase modu-
lar implica, en el caso de una variedad de Nambu-Poisson (respectivamente,
de Nambu-Jacobi) regular, dualidad entre la cohomologia de Nambu-Poisson
(respectivamente, Nambu-Jacobi) y la homologia canénica de Nambu-Poisson

(respectivamente, Nambu-Jacobi).

Ademas, en la Seccion 6.4, consideramos un ejemplo de estructura de Nambu-
Poisson singular y probamos que para esta estructura no existe dualidad entre
las teorias de homologia y cohomologia y la cohomologia de Nambu-Poisson
no es isomorfa a la cohomologia foliada.

Finalizamos esta Memoria con las referencias que hemos citado a lo largo

de la misma, asi como con algunas otras en donde se recogen algunos de los



18 Introduccién

resultados que hemos obtenido en ella.



CAPITULO 1

Estructuras de Jacobi y algebroides de Lie

1.1 Algebras de Lie locales y variedades de
Jacobi. Ejemplos

Esta primera seccién del Capitulo 1 contiene algunas generalidades sobre
variedades de Jacobi: definiciones, ejemplos y la descripcion de la foliacion
caracteristica de una variedad de Jacobi.

1.1.1 Algebras de Lie locales y variedades de Jacobi

Una estructura de Jacobi sobre una variedad n-dimensional M es un par
(A, E), donde A es un 2-vector y E es un campo de vectores sobre M satis-
faciendo las siguientes propiedades

A A]=2EAA,  [BA]=0. (1.1)

Aqui [, ] denota el corchete de Schouten-Nijenhuis ([9, 117]). La variedad
M dotada con una estructura de Jacobi se denomina wvariedad de Jacobi.

Sobre una variedad de Jacobi (M, A, E) podemos definir un corchete de fun-
ciones { , } : C°(M,R) x C®°(M,R) — C>®(M,R) (el corchete de Jacobi)

19
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dado por

{f,9} = Aldf,dg) + fE(g9) — gE(f), (1.2)
para todo f,g € C*°(M,R).
Este corchete es R-bilineal y satisface las siguientes propiedades:

i) Antisimetria: {f, g} = —{g, f}, para todo f,g € C>°(M,R).

i7) Esun operador diferencial de primer orden en cada argumento, respecto

a la multiplicacién ordinaria de funciones:

{fh.g} = f{h. g} + M{f. g} — FR{1, 9}
para todo f,g,h € C*(M,R).

i1i) Identidad de Jacobi:

{f g h}}+{g.{h. f}} +{h.{f.9}} =0
para todo f,g,h € C*(M,R).

La propiedad i) puede ser reemplazada por la siguiente relacién entre los

soportes de las funciones:

it") soporte{f,g} C (soportef) N (soportegq).

Las propiedades i), ii) y iii) garantizan que el corchete de Jacobi define
una estructura de dlgebra de Lie local en el sentido de Kirillov ([61]) sobre
C*(M,R). Reciprocamente, una estructura de algebra de Lie local sobre
C>°(M,R) define un corchete de Jacobi sobre M (ver [45, 61]).

Si el campo de vectores E es idénticamente nulo entonces, { , } es una
derivacién en cada argumento y, por consiguiente, { , } define un corchete
de Poisson sobre M. En este caso, (1.1) se reduce a [A,A] = 0y (M,A)
es una wariedad de Poisson. Las variedades de Jacobi y de Poisson fueron
introducidas por Lichnerowicz ([80, 81]; ver ademds, [9, 24, 45, 61, 116, 121})
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1.1.2 Ejemplos de variedades de Jacobi

En esta seccion mostraremos algunos tipos de variedades sobre las cuales es
posible definir una estructura de Jacobi.

Ejemplos 1.1.1 1. Variedades de Poisson. Ya hemos visto en la seccion
anterior que las variedades de Poisson son las variedades de Jacobi con campo
de vectores F nulo. A continuacion describiremos la estructura de Poisson
de algunos ejemplos concretos.

la) Variedades simplécticas. Una variedad simpléctica es un par (M, Q),
donde M es una variedad de dimension par 2m y €2 es una 2-forma cerrada
no degenerada. En este caso, la estructura de Poisson esta definida como
sigue

Ao, B) = Q0 (@),07(8)), (1.3)

para «, 3 € QY (M), siendo b : (M) — Q' (M) el isomorfismo de C*°(M, R)-
modulos dado por (ver [80])

H(X) = i(X)Q. (1.4)

Usando el teorema clasico de Darboux, se deduce que para todo x € M existe
un entorno U abierto y existen coordenadas canénicas (¢*, ..., ¢™, p1,-- -, Pm)
en U tales que las expresiones locales de €2 y A son

Q=Y "d¢ Adp;, A= A

i=1

1b) Variedades cosimplécticas. Una variedad cosimpléctica (ver [1, 11, 14,
21]) es una terna (M, ®,n), donde M es una variedad de dimensién impar
2m + 1, ® y n son una 2-forma cerrada y una 1-forma cerrada, respectiva-
mente, y n A ™ es una forma de volumen.

Sib:x(M)— QY (M) es el isomorfismo de C*°(M, R)-médulos definido por

P(X) = i(X)® + (((X)n)n, (1.5)
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entonces el campo & = b7!(n) se denomina el campo de Reeb de M vy estd

caracterizado por las relaciones

i€)e=0 y iEn=1. (1.6)

En particular, tenemos que L =0y Len = 0.

Consideramos el 2-vector A sobre M definido por

A, B) = @~ (@),07(8)) = 2~ (a — a(&)n), b~ (8 = BE)M), (1.7)

para todo «, 3 € QY(M). Se tiene que (M, A) es una variedad de Poisson.

En coordenadas canénicas (t,q',...,¢™, p1,...,pm) en M, las expresiones
locales de @, n, £ y A son (ver [1, 14])
@zidqi/\dpi, n = dt, 522, :zm:
— ot — (’J?pZ
lc) Estructuras Lie-Poisson. Sea (g, |, ],) un algebra de Lie real de di-

mensién n y denotamos por g* el espacio vectorial dual de g. Dadas dos
funciones f,g € C*(g*,R), definimos {f, g} como sigue. Para cada punto
x € g%, linealizamos f y g, es decir, tomamos las aplicaciones tangentes df (x)

y dg(x) en z y las identificamos con dos elementos f , g € g. Entonces,

~

{f,9}(z) = 2([f,9]) € R

Esta definicion no depende de los elementos f y g elegidos y define un corchete
de Poisson. Al corchete {f, g} se le denomina corchete de Lie-Poisson sobre
g" de fyg (ver [117, 121]).

Si A es el correspondiente 2-vector de Poisson sobre g* y (;) son las coorde-
nadas globales sobre g* obtenidas de una base, se tiene

0
&EJ

(1.8)

Z]
Z]k

donde cfj son las constantes de estructura de g .
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Una propiedad interesante de esta estructura de Poisson es la siguiente (ver

(1.8))
LA = —A, (1.9)

donde A es el campo de vectores radial sobre g*. Notar que la expresion de

A respecto de las coordenadas (x;) es

(2

- 0
A:ing. (1.10)
i=1

2. Variedades de Jacobi no Poisson:

2 a) Variedades de contacto. Sea M una variedad de dimensién (2m +1)
y n una l-forma sobre M. Diremos que el par (M,n) es una variedad de
contacto si la (2m + 1)-forma n A (dn)™ es un elemento de volumen (ver
11, 78, 81]).
Si (M, n) es una variedad de contacto, definimos el 2-vector A y el campo de

vectores ' como sigue

Ao, B) = dn(b~"(a),b71(B)), E=5"(n),

para todo «, 3 € Q' (M), donde b : (M) — QY(M) es el isomorfismo de
C*(M,R)-médulos dado por

(X)) = i(X)dn + n(X)n. (1.11)

Entonces, (M, A, E) es una variedad de Jacobi. El campo de vectores E es

justamente el campo de Reeb de M y esta caracterizado por las relaciones
i(E)n =1, i(E)dn = 0. (1.12)

Usando el teorema de Darboux generalizado se deduce que, en un entorno de
cualquier punto de M, existen coordenadas canénicas (¢, q, ..., ¢™ p1,. .., Pm)
tales que (ver [78, 81])

. 0 0
n:dt—Zpidq’, A= Z 3p EIE' (1.13)
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2b) Variedades localmente conforme simplécticas. Una variedad casi sim-
pléctica es un par (M, ), donde M es una variedad de dimensién par 2m y
) es una 2-forma no degenerada sobre M. Una variedad casi simpléctica se
dice localmente conforme simpléctica (l.c.s.) si para cada punto x € M existe
un entorno abierto U tal que d(e~72) = 0, para alguna funcién diferenciable
o : U — R (ver, por ejemplo, [45, 114]). Asi, (U,e 7)) es una variedad
simpléctica. Si U = M entonces M es una variedad globalmente conforme
simpléctica (g.c.s.). Una variedad casi simpléctica (M,Q) es l.(g.)c.s. siy
s6lo si existe una 1-forma cerrada (exacta) w tal que

dQ = w A Q. (1.14)

A la 1-forma w se le denomina 1-forma de Lee de M. Es obvio que las
variedades l.c.s. con 1-forma de Lee idénticamente cero son justamente las
variedades simplécticas.

Sea (M, 2) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee w. Definimos sobre M el

2-vector A y el campo de vectores E como sigue
Aa, B) = Q07 (@), 271 (9)), E=5"(w), (1.15)

parac, 3 € QY(M), donde b : (M) — Q' (M) es el isomorfismo de C°°(M, R)-
modulos dado por
H(X) = i(X). (1.16)

Entonces, (M, A, E) es una variedad de Jacobi (ver [45]). Nétese que
LpQ = 0. (1.17)

Usando el clasico teorema de Darboux se deduce que, en un entorno de cada
punto de M, existen coordenadas canénicas (q',...,¢™, p1,...,pm) y Una
funcion local diferenciable o tales que las expresiones locales de 2, w, Ay F

son las siguientes

Q:eUqui/\dpi, w:dU:Z(aadqi—i- aadpi),

— g’ Op;

R =00 8 90 D (1.18)
A=e Z(f)q"/\api)’ B ;(%iaqi_@qi@pi)'

%
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2¢) La esfera unidad en un dlgebra de Lie real euclidea. Sean (g, , |4)
un algebra de Lie real de dimensién m , < , > un producto escalar sobre g
y g la correspondiente métrica Riemanniana sobre g.

Denotamos por b. - : g — ¢* el isomorfismo lineal entre g y ¢g* definido por

e~ (€)(n) =< &1 >, paratodo &7 €. (1.19)

Notese que en este caso podemos identificar a g con su espacio dual g* y asi
el 2-vector A sobre g* dado por (1.8) induce una estructura de Poisson sobre
g. Denotaremos también por A al 2-vector Poisson sobre g.
Ahora, consideramos sobre g el 2-vector A’ y el campo de vectores E’ dados
por

N =A—-ANi(a)A, E' =i(a)A, (1.20)
siendo A el campo radial en g y a la 1-forma métricamente equivalente a A,
esto es, a es la 1-forma definida por a(X) = g(X, A), para todo X € X(g).
De (1.10) se sigue que

1
o= 5d(|| ||2), Lo = 20, (1.21)

donde || ||> : g — R es la funcién real dada por || ||*(€) = (£, €), para todo
e

Entonces, usando (1.9) y (1.21) se deduce que

AE)=E y LpK=<[K ]2, =0,

1
2
Estas relaciones nos permiten afirmar que el par (A’, E’) induce una estruc-
tura de Jacobi sobre g.

Ahora, si S™1(g) = {a € g/||a]| = 1} es la esfera unidad en g, las restricciones
Ay EaS™1(g) de Ny E', respectivamente, son tangentes a S™1(g) y, por
tanto, el par (A, F) define una estructura de Jacobi sobre S™ 1 (g) (ver [82]).

Para cada & € g consideramos la funcién < £, >: S™ !(g) — R dada por

<& >m)=<&n>. (1.22)
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Entonces, de (1.8), (1.20) y (1.22), se sigue que

{<& >,<n, >}=<[n], >, (1.23)

para &,n € g, donde { , } denota el corchete de Jacobi sobre S™~!(g).
Por otra parte, las expresiones del 2-vector A’ y del campo de vectores E’
respecto del sistema de coordenadas global (x1,. .., z,,) sobre g deducido de

una base ortonormal {&;};—1. ., son las siguientes

1 r k a a k 3
N= > (§Chjxr_cijxkxi$h)a_%/\a_xja E = Zcijxkxia—%, (1.24)

i,7,k,h,r .5,k

siendo ij las constantes de estructura de g para la base {&;}i—1. .

Observacién 1.1.2 Si g es un algebra de Lie compacta de dimension m
y consideramos un producto escalar ( , ) invariante bajo la representacion
adjunta, entonces el campo de vectores E’ es nulo, esto es, la estructura
de Jacobi sobre S™!(g) es una estructura de Poisson. De hecho, usando
(1.24) deducimos que sobre un algebra de Lie real g con producto escalar
(,), E'=0siy solo si cfj = —czj, para todo i, j, k, lo cual es equivalente a
que ( , ) sea invariante bajo la representacién adjunta. En tal caso, g seria
de tipo compacto.

1.2 La foliacion caracteristica de una variedad
de Jacobi

Sea (M,A,E) una variedad de Jacobi. Definimos el homomorfismo de C°(M,R)
-médulos #4 : QY(M) — x(M) por

(#4()(B) = Ae, B), (1.25)

para a, 8 € QY(M). Esta aplicacién puede extenderse a un nuevo homomor-
fismo, que denotaremos también por #,, del espacio de las k-formas QF (M)

en el espacio de los k-vectores V¥(M). En efecto, es suficiente considerar

#a() = f #al@)(ar,...,ar) = (=) a(#alon), ..., #alar)), (1.26)
para f € C®(M,R),a € Q*(M) y ay, ..., a5 € QH(M).
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Observacion 1.2.1 i) Si M es una variedad simpléctica, entonces #, (a) =
—b~1(a) para todo a € QY(M), donde b : (M) — QY (M) es el isomorfismo
definido en (1.4).

ii) Si M es una variedad cosimpléctica con campo de Reeb &, entonces
#r(a) = =) + a(§)E, para todo o € QY (M), donde b : x(M) — QY (M)
es el isomorfismo definido en (1.5).

iii) Si M es una variedad de contacto con campo de Reeb E, entonces
#r(a) = = () +a(E)E, para todo o € Q' (M), donde b : (M) — Q' (M)
es el isomorfismo definido en (1.11).

iv) Si M es una variedad l.c.s. entonces #,(a) = —b~'(a), para todo
a € QYM), donde b : (M) — Q' (M) es el isomorfismo definido en (1.16).

Por otra parte, si f es una funcién real C'*° diferenciable sobre una variedad

de Jacobi M, el campo de vectores X; dado por

X; = #aldf) + fE. (1.27)

se denomina el campo hamiltoniano asociado a f. Noétese que el campo
hamiltoniano asociado a la funcién constante 1 es justamente E. Un célculo
directo prueba que (ver [81, 91]):

[Xf7Xg] = X{rg}
es decir, la aplicacion
(C=(M,R),{, }) = (x(M),[,]), f= Xy

es un homomorfismo de algebras de Lie.

Ahora, para todo x € M, consideramos el subespacio F, de T, M generado
por todos los campos hamiltonianos evaluados en el punto x. En otras pala-
bras, F, = (#a)(Ti M) + (E,). Ya que F es involutiva, se sigue facilmente
que F define una foliacién generalizada en el sentido de Sussmann ([107]),
la foliacion caracteristica de M (ver [24, 45, 61]). Ademds, la estructura de
Jacobi de M induce una estructura de Jacobi sobre cada una de las hojas de
F. De hecho, si L es la hoja que pasa por el punto z de M y E, & Im(#4)s
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(o equivalentemente, la dimensién de L es impar), entonces L es una varie-
dad de contacto con la estructura de Jacobi inducida. Si por el contrario,
E, € Im(#4). (o equivalentemente, la dimensién de L es par) entonces L
es una variedad l.c.s. (ver [24, 45, 61]). Si M es una variedad de Poisson
entonces, de (1.25) y (1.27), deducimos que la foliacién caracteristica de M

es justamente la foliacidn simpléctica candnica de M (ver [117, 121]).

Ejemplos 1.2.2 ¢) En una variedad simpléctica, de contacto o l.c.s. existe
una unica hoja de la foliacién caracteristica, la propia variedad (ver [24, 45,
61]).

i1) Si (M, ®,n) es una variedad cosimpléctica, entonces la foliacién carac-
teristica (simpléctica) de M es la distribucién regular completamente inte-
grable n = 0.

i1i) Si g es un dlgebra de Lie real de dimensién m entonces la foliacién carac-
teristica (simpléctica) de la estructura de Lie-Poisson sobre g* esta generada
por los campos hamiltonianos de las funciones lineales sobre g*. Ademads, si
G es un grupo de Lie conexo, de dimension m, con algebra de Lie gy £ € g,
se sigue que el campo fundamental £, asociado a &, via la representacion
coadjunta de G sobre g*, coincide con el campo hamiltoniano de la funcion
lineal € : g* — R dada por £(a) = a(£), para todo o € g¥, esto es,

fg* - XE

Asi, las érbitas de la representacién coadjunta son justamente las hojas de
la foliacién simpléctica (ver [117, 121]).
Recordamos que la representacion coadjunta de G sobre g*, Ad* : G xg* — g*,
esta definida por

Ady () (§) = a((Tery-1(£)))
para g € G, o € g" y £ € g, siendo e el elemento neutrode Gy 7,1 : G — G

el automorfismo interior dado por

7-1(h) =g 'hg, para he€QG.

iv) Si < , > es un producto escalar sobre un dlgebra de Lie real g de

dimensién m, entonces g puede ser identificada con el espacio dual g*, y asi la
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representacion coadjunta induce una accién de GG sobre g, la cual denotaremos
por Ad*. Esta accién nos permite definir una acciéon de G sobre la esfera

unitaria S™!(g) como sigue

AT G x 5™ g) = S e, (9,€) o ATy (€) = ol (1 g)

[Ad*4(E)]

Ahora, si sobre S™!(g) consideramos la estructura de Jacobi definida en

la Seccién 1.1.2 (Ejemplo 2¢)) entonces, usando los resultados de [82], de-
ducimos que el campo fundamental {gm-1,) con respecto a la accion Ad*
asociado a £ € g coincide con el campo hamiltoniano sobre 5™~ (g) asociado
ala funcién < ¢, >: S™7!(g) — R dada por (1.22), esto es,

§Smfl(g) - )(<€7 > (129)

Este resultado permite probar que las érbitas de la accién Ad* son las hojas
de la foliacién caracteristica de S™~!(g) (ver [82] para méas detalles) .

1.3 La poissonizacion de una variedad de Ja-
cobi

Sea (A, F) una estructura de Jacobi sobre la variedad M y consideramos

sobre la variedad producto M x R, el 2-vector A dado por

~ 0
A=e¢'A+=AE
A+ o AE),
donde t es la coordenada usual sobre R. Entonces, A define una estructura
de Poisson sobre M x R. La variedad M x R dotada con la estructura K, se

denomina la poissonizacion de la variedad de Jacobi (M, A, E) (ver [81]).

Ejemplos 1.3.1 i) La poissonizacion de una variedad de Poisson. Sea (M,A)
una variedad de Poisson. Ya hemos visto que puede ser considerada como
una variedad de Jacobi, donde £ = 0. En este caso, la poissonizacion de
(M, A) es la estructura de Poisson A = e A.
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i1) La poissonizacion de una variedad de contacto. Sea (M,n) una variedad
de contacto de dimension 2m+1. Si consideramos sobre la variedad producto
M x R, la 2-forma Q dada por Q = e'dn + e'dt A n se sigue que 7 es una
1-forma de contacto sobre M si y solo si ) es una 2-forma simpléctica sobre
M x R (ver [78]).

Denotamos por (A, E) la estructura de Jacobi asociada a M y por A la
estructura de Poisson de la variedad simpléctica (M x R, Q). Un calculo

directo, usando (1.3), demuestra que A = e~(A + P A E). Es decir, la
poissonizacién de la variedad de contacto (M, n) es la variedad simpléctica
(M xR, Q).

iii) La poissonizacion de la esfera unidad sobre un dlgebra de Lie. Usando los
resultados de [82] , obtenemos que la poissonizacién de la variedad de Jacobi
(S™1(g), A, E) (ver el Ejemplo 1.1.1 2¢)) es isomorfa a la variedad de Poisson
(8 — {0}, Ajg—{0y) (ver el Ejemplo 1.1.1 1b)). De hecho, un isomorfismo entre
estas variedades de Poisson estd definido por

§

F:g—{0} — 8" (a) xR, §HF(€)=(H§”,

Inflgl). (1.30)

1.4 Algebroides de Lie. Cohomologia y ho-
mologia

1.4.1 Algebroides de Lie: definicion y ejemplos

Sea M una variedad diferenciable y m : A — M un fibrado vectorial sobre
M.

Una estructura de algebroide de Lie sobre m : A — M es un par ([, [, p),
donde [,] : T'(A) xI'(A) — T'(A) es un corchete de Lie sobre el espacio I'(A)
de las secciones de m : A — M y p: A — TM es una aplicacién fibrada,
llamada aplicacion ancla, tal que, si denotamos también por p : I'(A) —
%(M) el homomorfismo de C*°(M,R)-mdédulos inducido por la aplicacién

ancla, entonces:

[X, /YT = FIX YT+ (p(X) ()Y, (1.31)
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para cualesquiera f € C*°(M,R) y X,Y € I'(A4).
Alaterna (A, [, ], p) sele denomina algebroide de Lie sobre M (ver [88,105]).

Observacién 1.4.1 De la definicion de algebroide de Lie, usando la identi-
dad de Jacobi del corchete [, | y (1.31) deducimos que p : (I'(A),[,]) —

(x(M),[,]) es un homomorfismo de dlgebras de Lie, esto es,

p([X,Y]) = [p(X), p(Y)]
para todo X,Y € I'(A4).
Si(A,[,],p) es un algebroide de Lie, el corchete de Lie [, | sobre las secciones

de A se puede extender al corchete de Schouten [ , | sobre el espacio I'(A*A) =
@r(A*A) de las multisecciones de A de la siguiente forma:

[X, f1 = p(X)(f),

[P, P'] = (1) [P, P],

[P,P'AP"]=[P,P]AP + (-1)"* D p AP, P"], (1.32)
(—1)M[[P, P'], P"] + (=¥ ¥'[[P", P], P'] + (—1)*'[[P', P"], P] = 0,

para f € C(M,R), X € D(A), P € T(A*A), P’ e T(AF A) y P” € T(AF' A).

Observacién 1.4.2 La definicién del corchete de Schouten que hemos dado
aqui es la considerada en [117] (ver también [9, 80]). Algunos autores, ver
por ejemplo [29], definen el corchete de Schouten de otra forma. De hecho, la
relacién entre el corchete de Schouten [, ]" en el sentido de [29] y el corchete
de Schouten [, ] en el sentido de [117] es la siguiente

[P.QI = (-D)*'[P,Ql,
para todo P € T'(A*A) y Q € T(A*A).

Veremos a continuacion la relacién entre los algebroides de Lie y las dlgebras
de Gerstenhaber. Previamente, recordaremos la definiciéon de un algebra de
Gerstenhaber.
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Sea (A =D, 7, A?,A) un algebra graduada, conmutativa y asociativa. Una
estructura de dlgebra de Lie graduada [, ] sobre A, es un corchete de Gers-
tenhaber si para todo a € A‘, el endomorfismo [a, -] es una derivacién de
grado i — 1 de A. En tal caso (A, A, [,]) es un dlgebra de Gerstenhaber (ver
[65]).

Si(A,[,],p) es un algebroide de Lie, entonces la terna

(T(A*A) = @xl(A"A), A [L])

es un algebra de Gerstenhaber. Aqui [, ]| denota el corchete de Schouten del
algebroide (ver (1.32)). Reciprocamente, si 7 : A — M es un fibrado vecto-
rial sobre M y [,] es un corchete de Gerstenhaber sobre I'(A*A), entonces
[,] define una estructura de dlgebra de Lie sobre T'(A) y (A, [,],p) es un
algebroide de Lie con aplicacién ancla p : I'(A) — x(M) dada por

p(X)(f) = X, f1,
para todo X € I'(4) y f € C*(M,R) (ver [38, 64, 65, 89]).

Ejemplos 1.4.3 @) El algebroide de Lie de un dlgebra de Lie. Un &lgebra
de Lie (g,[,],) es el primer ejemplo de algebroide de Lie. En este caso,
consideramos el fibrado vectorial © : g — { un punto }. Las secciones de
este fibrado se identifican con los elementos de g, el corchete del algebroide
es la estructura de dlgebra de Lie [, ], sobre g y el ancla p es la aplicacién
nula.

i1) El algebroide de Lie sobre el fibrado tangente de una variedad diferencia-
ble. Sea M una variedad diferenciable. Las secciones del fibrado tangente
TM — M se identifican con los campos de vectores en M, el corchete del
algebroide es el corchete de Lie de campos de vectores y la aplicacién ancla
es la identidad en T'M.

i1i) El algebroide de Lie sobre el fibrado TM xR — M. Sea M una variedad
diferenciable y m : A — M un fibrado vectorial sobre M. Esta claro que
A X R es el espacio total de un fibrado vectorial sobre M. Ademas, el fibrado
dual a A xR es A* x R y los espacios I'(A"(A x R)) y I'(A"(A* x R)) pueden
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ser identificados con ['(A"A)BT(A™LA) y T(AFA*) T (AF1A*), de tal forma

que

(P7 Q)((a17f1)7 cey (@r,fr)) = P(Oél, .. .,Oér)—{—

S ) Qe ay), )
(0, B)(X1,91), -y Xk ) = a(Xy, ..., Xp)+

S - 1.34)

S (=1)Mgp(X, . X X, (

para (P,Q) € T(NA) @ T(AN"T1A), (o, ) € T(AYA*) & D(AMTAY), (a4, fi) €
['(A*) & C*(M,R) vy (Xj,9;) € I'(A) & C*(M,R), con i € {1,...,r} vy
Jjged{l,... .k}

Bajo estas identificaciones, las contracciones y los productos exteriores vienen

dados por

i((a, )P, Q) = (i(@) P +14(8)Q. (—1)*i(a)Q), si k<7, )
Z((Oé,ﬁ))(P,Q) :()7 si k>7’,
((P.Q)(a.8) = (Pl +i(QB.(<1/i(PIB), s r<k {0
Z<<P7 Q))(a76> =0, sir>k, '
(PO NP,Q)=(PANP, QNP +(-1)"PNQ),

(@, B) A (o, ) = (ana, A"+ (=D)fanf), )

para (P, Q") e T(A"A) @ T(A"TA) y (o, B) € T(AF A*) @ T(AF~1A%).
Ahora, supongamos que A es el fibrado tangente T'M de una variedad cual-
quiera M. En este caso, los espacios ['(A"(TM x R)) y T(AF(T*M x R))
pueden ser identificados con V" (M) @ V'~ (M) y QF(M) & QF 1 (M), respec-
tivamente.

Usando estas identificaciones, mostraremos una estructura natural de alge-
broide de Lie sobre el fibrado vectorial TM xR — M. Siw:TM xR —
TM es la proyeccién canénica sobre el primer factor y [, ] : (%(M) @
C>®(M,R))* — 2(M) & C°(M,R) es el corchete dado por

(X, 1), (V.9)) = (X, Y], X(9) = Y(f)), (1.36)
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para (X, f),(Y,9) € (M) & C=(M,R) = I'(TM xR), entonces (TM x R,
[, ],7) es un algebroide de Lie sobre M (ver [88, 102]).

En este caso el corchete de Schouten asociado a este algebroide esta dado
por

[(P7Q)7 (P/a Q,)] = ([P7 P/]7 (_1)k+1[P7 Q/] - [Qa P/D? (137)

para (P, Q) € VX(M) @ VE-{(M) y (P, Q') € V(M) & V¥~ (M).
iv) El algebroide de Lie de una foliacion. Si F es la foliacién de una variedad
Ny F = U F(x) — N es el correspondiente subfibrado vectorial de T'N,

TEN
entonces el triple (F,[, ],7) es un algebroide de Lie sobre N, donde [, |, es

el corchete de Lie usual de campos de vectores e ¢ : FF — T'N es la inclusién.
v) El algebroide de Lie de una variedad de Poisson. Sea (M,A) una va-
riedad de Poisson. Entonces el fibrado cotangente T*M — M admite una
estructura de algebroide de Lie definida como sigue.

Consideramos el homomorfismo de C*°(M, R)-médulos

#a D(T"M) = QYM) — %(M)

dado por (1.25). Es claro que #,(«) es tangente a la foliacién simpléctica.

Ademas,

[#a (), #4(B)] = #a(La@)B — Lyaya — d(A(e, B))),

para todo «, 3 € Q' (M).
Este resultado sugiere introducir el corchete de 1-formas

[,]a: QY (M) x QY M) — QY(M)

dado por
ﬂa/a 6]]1\ = E#A(a)ﬁ - E#A(ﬁ)a - d(A(Oj’ ﬂ)))

para todo a, 8 € Q'(M). Aqui, £ denota el operador derivada de Lie. Este
corchete define una estructura de dlgebra de Lie sobre Q'(M). Mas atin,
(T*M, [, ]a,#a) es un algebroide de Lie sobre M (ver [35]; ver ademads [19,
122]).
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vi) El algebroide de Lie de una variedad de Jacobi. Si (M, A, E) es una va-
riedad de Jacobi, el fibrado de 1-jets J*(M,R) =2 T*M x R — M admite una
estructura de algebroide de Lie definida como sigue.

Consideramos el homomorfismo de C*°(M, R)-mdédulos

#up) : T(J'(M,R)) = Q' (M) x C*(M,R) — %(M),

dado por B

#.m) (., f) =#a(a) + [E. (1.38)
Facilmente se comprueba que %E(A, m)(a, f) es tangente a la foliacién carac-
teristica (nota que %E(A,E)(df, f) = X;). Ademds, si (a, f),(8,9) € Q' (M) x
C*(M,R), entonces (ver [60])

Hmy (@ f), #m) (8, 9)] = #am (0, h)

(o,h) € QY(M) x C°°(M,R) dadas por
o= LyymbB—Lpyp—dMa, 8)) + fLeB — gLpa —i(E)(a A B)
h= A8, o) +#a(a)(g) — #a(B)(f) + fE(g) — gE([)- (1.39)

Este resultado nos sugiere introducir el corchete
[ lam : (M) x C*(M,R))* — Q'(M) x C*(M,R)

definido por
[[(avf)a(ﬁag)H(A,E) = (U, h) (140)

Este corchete define una estructura de algebra de Lie sobre Q! (M) xC> (M, R)
de tal forma que (T*M x R, [, [ 5), #(A7E)) es un algebroide de Lie sobre
M (ver [60]).

Nota que (ver (1.2) y (1.39))

[(df, f). (dg. 9)]ae) = (d{f, 9}, {], 9}) (1.41)

para todo f,g € C*°(M,R). Por consiguiente, la aplicacién prolongacién
jl : (Coo(Mv R)v { ) }) - (QI(M) X COO(Mv R)v [[ ) ]](A,E)) definida por

fe= 3 (f) = (df. f)
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es un homomorfismo de algebras de Lie (ver [60]).

En el caso particular en el que (M, A) es una variedad de Poisson (es decir,
E = 0) se recobra, por proyeccién sobre el primer factor, el algebroide de Lie
(T*M, [, |a,#n) (ver Ejemplo 1.4.3 v)).

El siguiente resultado muestra que el algebroide de Lie asociado a una varie-

dad de Jacobi caracteriza a la estructura de Jacobi.

Proposicion 1.4.4 Sea M una variedad diferenciable de dimension n y sean
A y E un 2-vector y un campo de vectores, respectivamente, sobre M. Con-
sideremos la aplicacion #(A,E) QN M) x C®(M,R) — (M) y el corchete
[ e = (Y (M) x C=(M,R))* — Q' (M) x C°(M,R) definidos como en
(1.38) y (1.40) . Entonces, (M, A\, E) es una variedad de Jacobi si y sélo si
(T*"M xR, [, Ja.E), #(A,E)) es un algebroide de Lie.

Demostracion. Supongamos que (T*M xR, [, [a,r), %E(A,E)) es un algebroide
de Lie. Definimos el siguiente corchete de funciones {,} : C*(M,R) x
(M, R) — C=(M,R),

{f,9} = Aldf,dg) + fE(g) — gE(f). (1.42)

Este corchete es antisimétrico y es un operador de primer orden en cada
argumento con respecto al producto usual de funciones.
Comprobemos que este corchete de funciones cumple la identidad de Jacobi.

Consideramos el campo hamiltoniano asociado a la funcién f € C*°(M,R)

Xi = #wp(df, f).
Nota que, para todo g € C*°(M,R),
Xy(g9) ={f. g} + gE(f). (1.43)

Como (T*M x R, Ha]](A,E)y%’Z(A,E)) es un algebroide de Lie, entonces (ver
Observacién 1.4.1)

#Fnl(df, 1), (dg, 9)]am = [X7, X,). (1.44)
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Por otro lado, de (1.39) y (1.40), concluimos que

Por tanto,
(X, Xgl = Xif.g}- (1.45)

En particular, [Xy, X1](g) = X{r13(g) lo cual implica que (ver (1.43))
E{f, 9} ={E(f), g} +{, E(9)} (1.46)

es decir, F es una derivacién del algebra de Lie (C*(M,R),{ , }).
Finalmente, de (1.45) se sigue que

Xp(Xg(h)) = Xo(Xy(h)) = Xiygy(h)
y asi, usando (1.43) y (1.46), obtenemos que

{f 49,01} +{g.4h, f1} +{h.{f, 93} =0,

esto es, { , } satisface la identidad de Jacobi.
[

1.4.2 Cohomologia de un algebroide de Lie con coefi-
cientes triviales

En esta Seccion introduciremos la cohomologia de un algebroide de Lie con
coeficientes triviales. Para ello, previamente recordaremos la definiciéon de
cohomologia de un algebra de Lie con coeficientes en un A-mdédulo.

Sea (A, [ , ]) un algebra de Lie real (no necesariamente de dimensién finita)
y sea M un espacio vectorial real con una representacion de A sobre M, esto

es, una multiplicacién R-bilineal
AXM— M, (a,m) — a-m,

que satisface
la1,as]-m =ay - (ag-m) —as - (ay - m), (1.47)
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para aj,as € Ay m € M. En estas condiciones, una aplicacién anti-
simétrica y k-lineal c* : AF — M se llama una k-cocadena M-valuada.
Estas cocadenas forman un espacio vectorial real C*(A; M) y el operador

lineal 0% : C*(A; M) — C*1(A; M) dado por

k
(0" (ag, ..., ar) = Zai ~ag, .., ap) (1.48)
=0
> (=1 HMas, a5) a0, ., ar)
i<j

define un operador de cohomologia, esto es, 9! o ¥ = 0, para todo k.
Por tanto, tenemos los correspondientes espacios de cohomologia H*(A; M).
Esta cohomologia se denomina la cohomologia del dlgebra de Lie A con coefi-
cientes en M, o relativa a la representacion de A sobre M (ver, por ejemplo,
[117]).

Ahora, si (A, [, ], p) es un algebroide de Lie, se puede definir la representacién

del algebra de Lie (I'(A), [, ]) sobre el espacio C*°(M,R) dada por
I'(A) x C*(M,R) — C*(M,R)

(X, f) = X f = p(X)(f).

Denotaremos por d4 el operador de cohomologia definido por esta repre-
sentacién. Notese que el espacio de las k-cocadenas que son C°°(M,R)-
lineales, es justamente I'(A*A*), donde A* es el fibrado dual de A. Ademas,
se tiene que d (I (A*A*)) C T (AL A*) (ver (1.48)), para todo k y, por tanto,
se puede considerar el subcomplejo (I'(A*A*), (da)ir(a=a+)). La cohomologia
de este subcomplejo es la cohomologia del algebroide de Lie con coeficientes
triviales y la restriccion de dy a ['(A*A*) es la diferencial del algebroide de
Lie A (ver [88]). Denotaremos los correspondientes espacios de cohomologia
por H*(A).

Usando las anteriores definiciones, se sigue que una 1-cocadena ¢g€T'(A*) es
un 1-cociclo en el complejo de cohomologia del algebroide A si y sélo si

Pl X, Y] = p(X)(90(Y)) = p(Y)(¢0(X)), VXY € T'(A). (1.49)
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Por otro lado, si X € I'(A), entonces se puede introducir la derivada de Lie
por X, como el operador L5 : T'(A¥A*) — T'(AFA*) dado por

Ly =1i(X)ods+daoi(X).

Sean (A,[,],p) v (A,[,],p) dos algebroides de Lie sobre la variedad M
y ¢ : A — A" un homomorfismo de fibrados vectoriales. Se dice que ¥ es
un homomorfismo de algebroides de Lie sobre la identidad si se satisfacen las

siguientes condiciones

i) povp=p

g (1.50)
it)  P([X1, Xa]) = [v(X4),¥(X2)], paratodo X, Xy € I'(A).

Se tiene que si ¢ : I'(A) — I'(A’) es el homomorfismo de C*°(M, R)-médulos
inducido por ¢ : A — A’, entonces, se pueden considerar los homomorfismos
de C*°(M,R)-médulos ¢" : T'(A"(A)*) — T(AN"A*) y ¢ : T(ANTA) — T'(ATA')

dados por
¢T<§T>(X17 s aXr) = fr(¢(X1)7 s ’¢(Xr>)a

(1.51)
Vr(Xa A ANXD) = 0(X) AL AY(X),
para todo £" € T'(A"(A)*) y Xq,..., X, € T'(A).
Un célculo directo prueba que
dAO¢k :ka—’—IOdA/7 (152)

donde d4 (respectivamente, d /) es el operador de cohomologia inducido por
la estructura del algebroide de Lie ([ , ], p) (respectivamente, ([ , |, p’)). Por
tanto, ¢ induce un homomorfismo, ¥ : H*(A’) — H*(A), entre los corres-

pondientes grupos de cohomologia (ver [88]).

Ejemplos 1.4.5 i) Para el algebroide de Lie (T'M, [ , |, Id), la cohomologia
del algebroide de Lie con coeficientes triviales es justo la cohomologia de De
Rham de M, H},(M).

i1) Para un dlgebra de Lie (g, [, |4), la cohomologia del algebroide de Lie

(g, , ]q» o = 0) se obtiene a partir de la representacion trivial

g x C°(M,R) - C*(M,R), (a,f)—a-f=0
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(nota que, en este caso, M es un punto). Entonces el operador de cohomologia
viene dado por d, : C*(g, C®(M,R)) — C**1(g,C>(M,R)) y

dy(&)ao, ... ax) = Y (=) e(lai, a5, a0, ., -y, ag),
i<j

para a; € g, ¢« = 0,...,k. Por tanto, obtenemos que la cohomologia del
algebroide (g, [, ], p = 0) es la cohomologia del dlgebra de Lie g relativa a la
representacion trivial de g sobre R.
iii) Para el algebroide de Lie (TM x R,[ , ],7), el fibrado dual a TM x R
es T*M x Ry, bajo la identificacién T'(A¥(T*M x R)) = QF(M) & Q*1(M),
la diferencial d del algebroide de Lie (TM x R, [ , ],7) estd dada por

d(a, B) = (dov, —dB), (1.53)

para todo (o, ) € QF(M) @ QY (M). Asi, H*(TM x R) = HE, (M)
@HYH (M), para todo k.
iv) Para una foliacién regular F sobre N, la cohomologia del algebroide aso-

ciado (F' = U F(x),],],7) es isomorfa a la cohomologia foliada de (IV, F).

TEN
En efecto, comencemos recordando cémo se define esta tltima cohomologia

(127, 48, 112, 118]).

Consideremos el espacio Q%(N, F) de las k-formas sobre N tal que
o()(b...,)QQ =0

para cualesquiera X7, ..., X} vectores tangentes a F. Entonces Q*(N, F) de-

termina un subconjunto del complejo de De Rham y, por tanto, la diferencial

Q' (N
exterior induce sobre los C*°(N,R)-moédulos 2" (F) = —Qr(jif j)—“)

operador de cohomologia dr : QF(F) — Q¥ 1(F) dado por

un nuevo

dr([a]) = [da], paratodo [a] € QF(F).

La cohomologia H*(F) del complejo (Q*(F), dz) se denomina la cohomologia
foliada de (N, F) y el operador dx es llamado la diferencial foliada de (N, F).
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Entonces, la aplicacién
" : QF(F) — C*(T(F); C*(N,R))

definida por
Hk([a])<X177Xk) :a(Xlaan)7 (154)

para todo [a] € QF(F) y Xi,..., X} € ['(F) es un isomorfismo de C*(N, R)-
modulos. Este isomorfismo induce un isomorfismo entre la cohomologia fo-
liada y la cohomologia del algebroide de Lie (F, [, ],1).

v) Para el caso del algebroide de Lie asociado a una variedad de Poisson
(M, A), las k-cocadenas pueden ser identificadas con los k-vectores sobre M
y, bajo esta identificacién, el operador de cohomologia del algebroide, dj,

tiene la siguiente expresion
dy : VE(M) — VMM, d\P = —[A, P]. (1.55)

La cohomologia del algebroide (T*M,[ , [a,#a) es justamente la cohomolo-
gia de Lichnerowicz-Poisson (abreviadamente, LP-cohomologia) de M (ver
[79]). Denotaremos esta cohomologia por H; (M, A) o, si no hay peligro de
confusién, por Hj p(M).

vi) Para el algebroide de Lie (T*M xR, [, (a,5), %E(A,E)) de una variedad de
Jacobi (M, A, E), bajo la identificacién T'(A*(TM xR)) = V*(M) e V*1(M)
(ver (1.33)), el operador de cohomologfa de este algebroide d(a g) : V¥(M) &
VEZL(M) — VF(M) & V¥(M) estd dado por

diae) (P, Q) = (=[A, Pl +EEAP+ANQ, A, Q| —(k—1)EAQ+[E, P]), (1.56)

para todo (P, Q)€ V*(M) @& V*1(M). La cohomologia resultante, fue intro-
ducida en [74] (ver también [75]) y se denomina cohomologia de Lichnerowicz-
Jacobi (abreviadamente, LJ-cohomologia) de M. Denotaremos la LJ-co-
homologia de M por Hj ;(M,A, E) o, si no hay peligro de confusién, por
Hy, (M),

Otra forma alternativa de describir esta cohomologia es la siguiente.
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Si {, } denota el corchete de Jacobi de (M, A, E), consideramos la coho-
mologia del élgebra de Lie (C*°(M,R),{, }), relativa a la representacion

definida por los campos hamiltonianos, esto es,
(M, R) x C=(M,R) — C=(M,R) (f,9) > Xp(g).  (L57)

Esta cohomologia se denomina cohomologia de H-Chevalley-Filenberg de M y
la denotaremos por Hj;p(M) (ver 71,72, 73, 74, 75]). De forma explicita, el
espacio C% (M) de las k-cocadenas de H-Chevalley-Eilenberg, es el espacio
vectorial de las aplicaciones k-lineales antisimétricas ¢* : C°(M,R) x ... x
C>®(M,R) — C*(M,R) y el operador de cohomologia dycr del complejo
viene dado por

k
aHCECk<f0,...,fk) :Z(—l)ZXfl(Ck(fo,,fz,,fk))—f‘
o (1.58)
Z (_1)Z+]Ck({fi7fj}7f07'"7fi7“'7fj7"'7fk)

i<j

para todo fo,..., fr € C°(M,R).

Un interesante subcomplejo del complejo H-Chevalley-Eilenberg es el com-
plejo de las cocadenas 1-diferenciables.

Una k-cocadena cf € C% (M) se dice que es I-diferenciable si estd definida
por un operador diferencial k-lineal antisimétrico de orden 1.

Si P es un elemento del espacio de todas las k-cocadenas 1-diferenciales
Chopi—aip(M), entonces, OucpP € C’ZZIEl_dif(M). Asi, podemos consi-
derar el subcomplejo (Chepy—aif (M), (OncE)|(Cye 4 ) del complejo de
H-Chevallely-Eilenberg, cuya cohomologia Hy;cpy g (M) se denominard la
cohomologia H-Chevalley-Filenberg 1-diferenciable de M (ver [74]). Esta co-
homologia puede ser identificada con la cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi.
En efecto, consideremos los monomorfismos 5% : V¥(M)® V1 (M) — C o p (M)

dados por
FP,Q) Sy fi) = Pldfr, ..., dfy)+

(O™ Qs ). 1Y)

WE

1

q
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Entonces j*(V¥(M)OV* (M) = Clcpiai;(M), lo cual implica que V*(M )@
VFU(M) vy Clepi_aip(M) son isomorfos. Ademas, usando (1.56), (1.58),
(1.59) y las propiedades del corchete de Schouten-Nijenhuis, se puede probar
que

Onc(j"(P,Q)) = "' (dp) (P, Q)) (1.60)

para todo (P, Q) € V¥(M) @& VE~1(M). Concluimos entonces que H¥ ;(M) es
isomorfo a Hjjopyg:¢(M), para todo k.

1.4.3 Teorias de homologia para un algebroide de Lie

En [128] se introduce la nocién de operador de homologia asociado con un
algebroide de Lie A de rango m sobre la variedad M y con una A-conexion
llana sobre A A — M como sigue.

Sea (A, [,],p) un algebroide de Lie sobre M de rango m. Una A-conexion
sobre un fibrado vectorial £ — M es una aplicacion R-bilineal

V:T'(A) x['(E) = T'(F), (X,s) — Vxs
tal que
Vixs=[fVxs, Vx(fs)=(p(X)(f))s+ fVxs, VfeC®(MR).

La curvatura de una A-conexién V puede ser definida, al igual que se hace

para las conexiones usuales, como la aplicacién C*° (M, R)-trilineal R : I'(A) x
['(A) x I'(A) — I'(A) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — VixyZ,

para todo X,Y,Z € I'(A) . V se dice que es llana si la curvatura de V es
nula.

Cualquier A-conexién sobre AN™A — M define un operador diferencial D :
[(AFA) — T(AF1A), cuya expresién local es

D(i(w)®) = (—1)™ Z (a; Aw))Vy, @), (1.61)
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donde ® € T'(A™A),w € T(A™*A*), {X,} es una base local de I'(A) y {a;}
es la base dual en I'(A*). El operador D genera el dlgebra de Gerstenhaber
(C(A*A), A, [,]), es decir, para todo U; € ['(AMA) y Uy € T(AR2A),

[U1, U] = D(Uy AUy) — DUy AUy — (=1)F1Uy A DU,
o0, equivalentemente,
[f, X] = D(fX) - fD(X), [X,Y]=DXANY)—-(DX)Y + (DY)X,

para f € C*°(M,R) y X, Y € T'(A).
Ademas, la conexion V puede ser obtenida desde el operador D. Mas pre-
cisamente, se tiene que

Vx®=XANDo, (1.62)

para todo X € I'(A) y & € I'(A™A).
De hecho, (1.61) y (1.62) definen una correspondencia biyectiva entre las
A-conexiones sobre A"™A — M y los operadores lineales D que generan el
algebra de Gerstenhaber (I'(A*A),A,[,]). Bajo esta correspondencia, una
A-conexion llana V se corresponde con un operador D de cuadrado cero. Asi,
una A-conexion llana, V, induce un operador de homologia § 4,vy = —D. La
homologia que resulta H,(A, V) es la homologia del algebroide de Lie A con
respecto a la A-conexion llana V.
Si V 'y V' son dos A-conexiones sobre A™A, entonces existe a € I'(A*) tal
que

Vi®=Vx®+a(X)®, V&ecl(A"A). (1.63)

Como consecuencia,

D' — D =i(a), (1.64)

donde D y D’ son sus correspondientes operadores generantes. Ademas,
(D")? — D? = —i(daa). Asi, si V y V' son dos A-conexiones llanas, entonces
a € T'(A*) es un 1-cociclo. En particular, si o = df, con f € C*(M,R), se
tiene que Hy(A, V) = Hi(A, V'), para todo k (para mds detalles, ver [128]).
Supongamos que (A, [ , |, p) (respectivamente, (A',[ , |, p')) es un algebroide
de Lie sobre M de rango my que ¢ : A — A’ es un isomorfismo de algebroides
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de Lie sobre la identidad (ver (1.50)). Denotamos por #; : I'(A) — I'(A’) el
isomorfismo de C*°(M, R)-mddulos inducido por 9. Este isomorfismo puede
ser extendido a un isomorfismo v, : I'(A"A) — T'(A”A’), definido como en
(1.51).

Ademas, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.4.6 Sea V (respectivamente, V') una A-conezion llana (res-
pectivamente, una A'-conezion) sobre N A — M (respectivamente, A" A" —

M) tal que V y V' estan 1-relacionadas, es decir,
Um(Vx®) = Vi, x)¥m(P), (1.65)
para todo X € I'(A) y & € I'(A™A). Entonces,
0D =D oy, (1.66)

donde D (respectivamente, D') es el operador de homologia asociado a ¥V
(respectivamente, V'). Asi, las homologias H.(A,V) y H.(A', V') son iso-

morfas.

Demostracion. Denotamos por ¢" : I'(A"(A")*) — ['(A"A*) el isomorfismo
de C*°(M,R)-mdédulos dado por (1.51). Un calculo directo prueba que

(i (W) @) = (W) (Y (D)), (1.67)

para todo w’ € I'(A™"(A)*) y © € I'(A™A).
Por tanto, usando (1.52), (1.61), (1.65) y (1.67), deducimos (1.66).
|

Observacion 1.4.7 Hay algunas diferencias de signo entre las férmulas an-
teriores y las dadas en [128]. La razén es la definicién del corchete de
Schouten (Observaciéon 1.4.2).

Ejemplos 1.4.8 i) Sea g un algebra de Lie real de dimensién n. Entonces
A"g tiene dimension 1 y obviamente tiene una g-conexién trivial V. Por

tanto, tenemos el operador inducido Dy : A*g — A*"!g de cuadrado cero,
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que genera el corchete de Schouten sobre A*g. Por otro lado, existe otro
operador de homologia D : A*g — A* g que define la homologia asociada al
algebra de Lie g. En general, D es distinto de Dy. De hecho (ver [128]), se
tiene que D — Dy = i(&y), siendo & el cardcter modular del dlgebra de Lie g.
Recordamos que el caracter modular de g es el elemento &, € g* definido por

g — R, & — traza(ady),

donde ad¢ : g — g es el endomorfismo dado por ade(n) = [, n], para todo
n € g. Se puede comprobar que & es un l-cociclo en la cohomologia del
algebra de Lie g. Ademas, si & es 0, la homologia del algebra de Lie g es
isomorfa a la cohomologia de g.

i1) Sea (M,A) una variedad de Poisson y (T*M, [, ]Ja,#a) su algebroide
de Lie asociado. En [12, 69] se introduce la homologia candnica de M,
H™ (M, A) (o si no hay peligro de confusién, H{*"(M)), como la homologia
asociada al complejo (Q2*(M) = @ QF(M),5*), donde el operador §* :
QF (M) — QF=Y(M) viene dado por la expresién

A =i(A)od—doi(N). (1.68)

Para obtener este operador, Brylinski [12] considera la homologia Chevalley-
Eilenberg del élgebra de Lie (C*°(M,R),{,}), donde {,} es el corchete
de Poisson de M. Con el fin de dar una descripciéon de esta construccion,
previamente recordaremos la definicién de la homologia de un dlgebra de Lie
A con coeficientes en un A-mdédulo (ver, por ejemplo, [16]).

Sea (A, [, ]) un élgebra de Lie real (no necesariamente de dimensién finita) y
M un espacio vectorial real. Supongamos que existe una aplicaciéon bilineal

AXx M — M, (a,m)—a-m

compatible con el corchete [, ] en el sentido que satisface la relacién (1.47).
Consideramos el espacio vectorial Ci(A; M) definido como el producto ten-
sorial M ® A*A, donde A*A es el algebra exterior de A. A los elemen-
tos de Cx(A; M) les llamaremos k-cadenas M-valuadas. El operador lineal
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O : Cr(A; M) — Cr_1(A; M) caracterizado por

Srm@ (ar A Aap)) = > (=) a;-m@ (ar A Aa AL Aag)+
1<i<k
S (=) me (laa] Aar A Nag A Na AL A ay),
1<i<j<k
satisface que d,_1 o 0 = 0, para todo k. Asi, tenemos definidos los corres-
pondientes espacios de homologia

ker{oy : Cr(A; M) — Cr_1(A; M)}

Hp(A;M) =

Esta homologia se denomina la homologia del dlgebra de Lie A relativa a la
representacion de A sobre M.
En el caso particular en el que consideremos la representacion inducida por

la propia estructura de algebra de Lie, esto es,
Ax A— A, (a,a") — [a,d],

entonces la homologia resultante es, la homologia de Chevalley-FEilenberg de
(-A’ [ ) ])

Ahora, sean (M, A) una variedad de Poisson de dimensién ny { , } el corchete
de Poisson asociado. Consideramos la homologia de Chevalley-Eilenberg del
algebra de Lie (C*(M,R),{, }).

Denotamos por CFE(M) el espacio de las k-cadenas en el complejo de ho-

5% el operador de homologia y por

mologia de Chevalley-Eilenberg, por
HSEM) el k-ésimo grupo de homologfa. Entonces, si f @ (fi A... A fi) €

COE(M) = C=(M,R) @ A¥(C*>(M,R))

OCE(f@ (AN A= D (DM fY@ (A AN A f)

1<i<k

+ 3 )RS AN ANF AN F A A ).

1<i<j<k

Por otra parte, las aplicaciones antisimétricas y k-multilineales

Te: (CO(MR)* — QY(M),  T(fr,... fo) = dfi A Adfy,
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inducen una aplicacién m, : CEF(M) — QF(M) que es localmente suprayec-
tiva. Este hecho nos permite obtener un operador de homologia 6* sobre

O (M) que satisface la siguiente condicién
oM oy, = mp_q 0 69F.

6A es justamente el operador descrito en (1.68) (ver [12] para mds detalles).

Se puede probar facilmente que
#a(@)(f) = 6*(fa) — f6*(a),

[, B]a = —6%(a A B) + 6% (a) A B — a A6 (B),

para cualesquiera f € C®°(M,R) y o, € Q'(M). Por tanto, §* genera
el corchete de Gerstenhaber sobre (M) inducido por el algebroide de Lie
(T*M, [, ]a,#a). Asi, 6* se corresponde con una (T M )-conexién llana sobre
A"T*M. Teniendo en cuenta (1.62), esta conexién viene definida por

Vyd =0 AN D) = —0 Ad(i(A)D),

para todo 6 € Q'(M) y para todo ® € Q"(M).

iii) Sea (M, A, ) una variedad de Jacobi de dimension n.

El espacio I'(A®(T*M xR)) puede ser identificado con QF(M) @ QF1(M)
(ver (1.34)). Bajo esa identificacién y si consideramos el algebroide de Lie
asociado a M, (T"M x R, [, e, #(A,E)L entonces uno puede introducir
la (T*M x R)-conexién llana VF) sobre A"1(TM x R) definida por (ver
18]

v

5)(0,8) = (0, fdi( E)® + a A (di(A)® — ni(E)®)), (1.69)

Wy

para (a, f) € QY (M) ® C®(M,R) y ® € Q"(M). Esta conexién induce el
operador de homologia 0*E) : QF(M) @ QF1(M) — QF1(M) @ QF2(M),
dado por

SOE)N(a, B) = (i(A)da — di(N)a + ki(E)a + (=1)*Lgp,

. . 4 . (1.70)
i(N)dB — di(N)B + (k —1)i(E)3 + (=1)*i(A)a).
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con (a,3) € QF(M) @ Q¥ 1(M). A esta homologia la denominaremos la
homologia de Lichnerowicz-Jacobi (abreviadamente, LJ-homologia) de M.
La LJ-homologia de M sera denotada por HX/(M, A, E) o, si no hay peligro
de confusién, por HX(M).

Otra descripcién alternativa de la LJ-homologia es la siguiente.

Si {, } denota el corchete de Jacobi de (M, A, E), podemos considerar la
homologia del édlgebra de Lie (C*°(M,R),{ , }) relativa a la representacién
definida por los campos hamiltonianos como en (1.57). Esta homologia se
denomina la homologia H-Chevalley-Filenberg asociada a M. Denotamos por
CHCOE(M) el espacio de las k-cadenas en el complejo H-Chevalley-Eilenberg,
por §7CF el operador de homologia y por HEF(M) el k-ésimo grupo de
homologfa. Entonces, si f @ (fi A ... A fy) € CHOF(M) = C>*°(M,R) ®
N (C(M,R)),

PR AN N =D (XN S AA L AfA A S+

1<i<k

S PR Ufn Y NAN L ANFALAfALAR). (LT
1<i<j<k
Por otra parte, la aplicacién k-multilineal y antisimétrica 7 : C°(M,R) x
LE X O®(MLR) — QF(M) ® QF1(M) definida por
k

Tulfin - i) = (A N> (DR fdfy AN df AN )
i=1
induce una aplicacién lineal 7y : CHEF(M) — QF(M) & QF1(M) caracteri-

zada por

(fR(fiN...Af) = (fdfi A... Ndfy,
k

S0 fdfy A Adf A A dS)
i=1
para todo f @ (fi A... A fir) € CHCE(M).
Un célculo directo, usando (1.2), (1.27), (1.70), (1.71) y (1.72), nos permite
probar que

(1.72)

SME) oy =y 0 61CF, (1.73)
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Puesto que 7, es una aplicacién localmente suprayectiva, de (1.73), se sigue
directamente que (64#))2 = 0 y, por tanto, esto nos permite dar una des-

cripcién alternativa del operador ().

Observacién 1.4.9 Sea (M, A, F) una variedad de Jacobi y Q%(M) el es-
pacio de las k-formas bésicas con respecto a E, es decir, a € Q% (M) si y sélo
si se tiene que

i(E)a =0, Lo =0.

Denotamos por 6™¥) el operador de homologia del subcomplejo del LlJ-
complejo que consiste en los pares (0,«), siendo « una forma bésica con
respecto a F. Bajo la identificacién canénica {0} & Q% (M) = Q% (M) se
tiene que

SME) oy = i(A)do — di(A)a, para todo o € Q% (M).

El complejo de homologfa (€25 (M), 0ME)) fue estudiado en [22] y en [23] y
su homologia asociada se denomina la homologia candnica de la variedad de
Jacobi M. Este nombre se justifica por el hecho de que si M es una variedad
de Poisson (E = 0), entonces el complejo de homologia (2% (M), 50 es
justamente el complejo candnico introducido por Brylinski [12] (ver también
[69]). Nétese que dod™#) +5AF)od = 0y, por tanto, se puede considerar un
complejo doble y dos sucesiones espectrales asociadas a él. La anulacion de
estas sucesiones espectrales en el primer término y otros aspectos relacionados
fueron discutidos en [12, 31, 33, 49, 50, 96, 129]) (para el caso de una variedad
de Poisson) y en [22, 23| (para el caso de una variedad de Jacobi).

1.4.4 La clase modular de un algebroide de Lie orien-
table

Si (A,[, ], p) es un algebroide de Lie orientable de rango m sobre una varie-
dad orientable M de dimensién n, se puede introducir la clase modular de A
como sigue (ver [29]). Sea v € I'(A"™A*) una m-seccién no nula en todo punto
y sea @ € "(M) una forma de volumen sobre M. Entonces, definimos la
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seccion M(A”’q)) de A* — M por
MU (X)) = divep(X) — div, X, (1.74)

para todo X € I'(A), donde divgp(X) es la divergencia del campo de vec-
tores p(X) con respecto a ® y div, X es la funciéon sobre M caracteri-
zada por L4v = (div,X)v. La seccién /\/lff;’q)) es un l-cociclo en el com-
plejo de cohomologia del algebroide de Lie de A y la clase de cohomologia
My = [ME:’(I))] € H'(A) es la clase modular de A (ver [29]).

Ejemplos 1.4.10 i) Cuando un &lgebra de Lie g es considerada como un
algebroide de Lie sobre un punto, su clase modular esta dada por el caracter
modular &, € g* de g (ver Ejemplo 1.4.8 y [29]).

i1) Sea (M, A) una variedad de Poisson orientable de dimension ny (I"*M,[ , ]a,
#) su algebroide de Lie asociado. Consideremos ® € Q"(M) una forma de
volumen sobre M y denotamos por Vg el n-vector sobre M definido por

ag A Nay = Velag,. .., a,)®, para todo ay, ..., a, € Q' (M).

La divergencia del campo de vectores #, (df ) respecto a @, esta caracterizada
por

Ly an® = (diva#a(df))®. (1.75)
Ademss,

da(i(df )Va) = —(diva#4(df))Ve. (1.76)

Asi, usando (1.74), (1.75) y (1.76) concluimos que la clase modular del alge-
broide (T*M,[ , Ja,#a) es la clase de cohomologia

My = [2X7] € Hp(M),
donde X es el campo de vectores caracterizado por
XX (f) = diva#a(df) (1.77)

para todo f € C*°(M,R) (ver [29]).
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Este campo de vectores es el campo modular de M respecto a ®. La clase de
cohomologia definida por el campo de vectores X¥ en la LP-cohomologfa fue
denominada por Weinstein ([124]) la clase modular-Poisson de (M, A).

iii) Sean (M, A, F) una variedad de Jacobi orientable de dimensién n y
(T*M xR, [, [a,m), #(A,Eﬁ el algebroide de Lie asociado a M. Suponga-
mos v € "(M) una forma de volumen sobre M y denotemos por V, el

n-vector sobre M definido por
arA...Nay =V, (a1,...,an)v, paratodo ay,...,a, € QY(M).
De (1.38) se obtiene que

L3 mar.n? = (div#a(df) + fdiv, B+ E(f))v, (1.78)

y usando (1.35) y (1.56) se deduce que
dap) (i(df, )(0,V))) = =(divy#a(df) — mE(f) + fdiv, E)(0,V,).  (1.79)

Asi, de (1.74), (1.78) y (1.79) concluimos que la clase modular del algebroide
de Lie (T"M xR, [, l(a,E), #.E)) s la clase de cohomologfa

MR = (X gy + (1 —n)E, 2div, E)] € Hp ;(M), (1.80)
donde X(K ) €8 el campo de vectores caracterizado por

Linan? = Xa,p) (v (1.81)
para todo f € C(M,R).

Finalmente, relacionaremos la clase modular M...,, g del algebroide de Lie
(T*"M xR, [, Ja,5), %E(A,E)) de una variedad de Jacobi (M, A, E) con la clase
modular de M introducida por Vaisman [118]. Recordemos en primer lugar
la construccién de esta tltima clase de cohomologia

En lo siguiente, asumiremos que (M, A, E) es una variedad de Jacobi o-
rientable de dimension n. Una forma de volumen v sobre M induce una
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(T*M x R)-conexién llana Vj sobre A" (T*M x R) definida de la siguiente

forma
(Vo)(a,n)(0,v) = (0,0), paratodo (o, f) € Ql(M) x C°(M,R).

Entonces, usando (1.35), (1.61), (1.62) y (1.70), tenemos que para todo
(a, f) € QYM) x C*(M,R),

V(Oé,f)(ov V) - (VO)(a,f)(Ov V) = (av f) N 5(A7E)(07 V)

(1.82)
= (0, (fdiv,E — na(E))v + a A di(A)v),

donde div, F es la divergencia del campo E con respecto a v, es decir,
Lrv = (div, E)v.

Ahora, sea X} p el campo de vectores definido en (1.81).

Usando (1.81) y la relacion
i#a(@) = —a A i(A,
con o € QY (M), se sigue que

Xy gV = E#A(a.)u + da Ni(A)v (1.83)

= aAdi(A)v.

Por tanto, sustituyendo (1.83) en (1.82),
Vi (0,1) = (Vo) ia.n)(0,7) = (0, (fdiv, E + a(Xf, gy — nE)w).  (1.84)

Denotamos por Dy el correspondiente operador de homologia asociado a V.
De (1.61) y (1.84), deducimos que

D — Dy = Z(X(IZ,E) —nE, div,E). (1.85)
El par
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define un 1-cociclo en el complejo de la LJ-cohomologia de M, es decir,
d(AE)(Ml(/A,E)) = (0,0) (ver [118]).

Ademés, la correspondiente clase de cohomologia M gy € H} (M) no de-
pende de la forma de volumen v (ver [118]). Esta clase de cohomologia
Ma,p) se denomina la clase modular-Jacobi de M (ver [118]).

La clase modular M, gy de la variedad de Jacobi (M, A, E) no coincide, en
general, con la clase modular M., g delalgebroide (T"MxR,[, [, g),
#(A,E)). De hecho, comparando (1.80) y (1.86) obtenemos que estas clases
de cohomologia estan relacionadas como sigue

MR = 2M@p) + (n+ 1)[(E,0)].

La variedad M se dice que es una variedad de Jacobi unimodular si la clase
modular-Jacobi M s g) es cero. En tal caso, usando (1.85) y los resultados

de [128] descritos en la Seccién 1.4.3, concluimos lo siguiente.

Teorema 1.4.11 [118] Si (M, A, E) es una variedad de Jacobi unimodular

de dimension n entonces
HP (M) = Hp =" (M)
para todo r € {0,...,n+ 1}.

Observacién 1.4.12 Sea (M, A) una variedad de Poisson orientable.

(7) Denotamos por M, la clase modular-Poisson de (M, A) (ver Ejemplos
1.4.10 4i)). Se dice que (M, A) es una variedad de Poisson unimodular si
My =0 (para mas detalles, ver [124]).

(ii) Sea (Id*,0): H¥ (M) — HY;(M) el homomorfismo canénico dado por

(1d",0)([P]) = [(P,0)], para P € Hip(M).

Como los espacios de las 0-cocadenas en el LP-complejo y en el LJ-complejo
coinciden con C*(M,R), deducimos que (Id',0) : H}p(M) — H} (M) es

un monomorfismo.
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Por otro lado, de (1.77), (1.81) y (1.86), se sigue que
(-[d17 O)MA - M(A,U)a

donde My 0) es la clase modular de Jacobi de (M, A,0). Por tanto, con-
cluimos que (M, A) es una variedad de Poisson unimodular si y sélo si
(M, A,0) es una variedad de Jacobi unimodular.

Observaciéon 1.4.13 Sea (M, A, E) una variedad de Jacobi orientable y
(M x R, A) la poissonizacién de M (ver Seccién 1.3).
(7) Supongamos que v es una forma de volumen sobre M y consideramos en

M x R la forma de volumen
U= et A dt,

donde n es la dimensién de M y t es la coordenada usual sobre R. Usando los
resultados de Vaisman (ver las relaciones (3.13) y (3.14) en [118]) deducimos

que el campo modular X/g de (M x R, /N\) con respecto a U es

XY = e (X g —nE+ (dw,,E)%).

Asi, de (1.86), concluimos que X/;f es cero si y solo si Ml(/A,E) es cero.

(#7) Usando de nuevo los resultados de Vaisman [118], tenemos que si (M,A,E)
es una variedad de Jacobi unimodular, entonces (M x R, K) es una variedad
de Poisson unimodular. En general, el inverso no es cierto, como veremos en
el Capitulo 4 (ver Seccién 4.3 del Capitulo 4).
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CAPITULO 2

Bialgebroides de Lie generalizados triangulares:
cohomologia y homologia

La nociéon de bialgebroide de Lie generalizado fue introducida por Iglesias y
Marrero [59] como una generalizacién de la definicién de bialgebroide de Lie
en el sentido de Mackenzie y Xu [89]. Una clase importante de bialgebroides
de Lie generalizados son los triangulares. En este capitulo consideraremos
teorias de cohomologia y homologia asociadas al algebroide de Lie dual de
un bialgebroide de Lie generalizado triangular. Ademas, probaremos que la
anulacion de una cierta clase de cohomologia implica la existencia de dualidad

entre estas teorias.

2.1 Bialgebroides de Lie generalizados trian-
gulares
2.1.1 ¢p-cohomologia de un algebroide de Lie

Sean (A, [, ], p) es un algebroide de Lie sobre M y ¢y € I'(A*) un 1-cociclo
en el complejo de cohomologia de A con coeficientes triviales. Usando (1.49),
se puede definir una representacion pg, : I'(4) x C*°(M,R) — C*°(M,R) del

57
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algebra de Lie (I'(A), [, ]) sobre el espacio C*°(M,R) dada por

Poo(X)J = p(X)(f) + do(X) ], (2.1)

para X € I'(A) y f € C®(M,R) (ver [59]). Asi, se puede considerar la
cohomologia del algebra de Lie (I'(A),[, ]) con coeficientes en C*(M,R)
y el subcomplejo T'(A*A*) de las cocadenas que son C* (M, R)-lineales. El
operador de cohomologfa (da)g, : [(AFA*) — (A1 A*) de este subcomplejo
se denomina la ¢g-diferencial de A. Se tiene que

(da)gy (@) = dac + ¢ N av, (2.2)

donde d4 es la diferencial del algebroide de Lie (A, [, ], p). Los correspon-
dientes espacios de cohomologfa lo denotaremos por Hj (A) (ver [59]).
Si X es una secciéon de A — M, la ¢p-diferencial nos permite introducir la
¢o-derivada de Lie con respecto a X, (£ )x : [(A*A*) — T'(AFA*), como
sigue

(£5,)x = (da)g, 0 ix +ix o (da)g. (2.3)

Observacion 2.1.1 Si ¢, es un 1-coborde, es decir, si existe f € C°(M,R)
tal que ¢g = daf, entonces la aplicacion

F(/\kA*) — F(/\kA*), b e o,
induce un isomorfismo entre los grupos de cohomologia H*(A) y HE (A).

Ejemplos 2.1.2 ¢) Si w es una 1-forma cerrada sobre una variedad M, en-
tonces w es un l-cociclo para el algebroide trivial (TM,[ , ],1d) y la w-
diferencial d,, : Q*(M) — QFL(M) tiene la siguiente expresién

dy(a) =da+wANa (2.4)

para todo a € QF(M).
Algunos resultados sobre la cohomologia definida por el operador d, fueron
obtenidos por [45] y [113] (ver también la Seccién 3.4 de este capitulo). Estos
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resultados fueron usados en el estudio de las estructuras localmente conforme
Kahler y localmente conforme simplécticas.

ii) Para el algebroide de Lie (I'M x R, [ , ],7), la 1-cocadena ¢, = (0,1) €
QY M) & C*(M,R) = T'(T*M x R) es un l-cociclo (ver (1.53)) y la ¢p-
diferencial esta dada por

dion(, ) = (do, o = dp), (2.5)
para (a, 3) € Q¥(M)@ Q"1 (M). Nétese que, en este caso, H ,\(T'M xR) =
{0}, ya que si [(a, B)] € HEko,1)(TM x R), entonces, c?(o’l)(a,ﬂ) = (0,0), esto
es, da =0y df = a. Asi, si consideramos (3,0) € Q¥ (M) & QF2(M), se
tiene que 67(071)(5,0) = (a, 3), con lo cual se deduce que [(«,3)] = [(0,0)],
para todo [(a, 3)] € Hy, ;) (TM x R), es decir, Hy, ,,(TM x R) = {0}.
ii1) Sea (T* M xR, [, J(a,5), %Z(A,E)) el algebroide de Lie asociado a la variedad
de Jacobi (M, A, E). Denotamos por d( gy la diferencial de este algebroide
de Lie. Bajo la identificacion T'(A*(TM x R)) = VF(M)® V*1(M) y usando
(1.1) y (1.56), se sigue que Xy = (—F,0) € x(M)®C>®(M,R) = T'(TM xR)
es un l-cociclo en la cohomologia de este algebroide, ya que

d(A,E)<_E>0) = ([Av E]’()) = (070)

Entonces, de (1.35), (1.56) y (2.2), se obtiene la siguiente expresién para la
Xo-diferencial (dia,g))x, = (da,B))(—E,0;

(dinp))(-e0)(P,Q) = dap(P,Q)+ (—E,0)A(PQ)
= (-[A,P]|[+(k—1DEANP+AANQ, (26)
A Q] —(k—=2)EANQ+[E, P),

para (P,Q) € V¥(M) @ VE"1(M). Noétese que (dap))(—E0) es justamente
el operador de cohomologia del complejo de cohomologia 1-diferenciable de
Chevalley-Filenberg de M (ver [45] y [81]). Recordamos que el complejo de
Chevalley-Eilenberg estd definido por la representacion del algebra de Lie de
las funciones dada por

C*(M,R) x C*(M,R) — C*(M,R), (f,9) —{f g}
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para toda f,g € C°(M,R), donde { , } es el corchete de Jacobi de M.
El complejo 1-diferenciable de Chevalley-Eilenberg es el subcomplejo que
consiste en todas las cocadenas 1-diferenciables (ver Ejemplos 1.4.5 v)).
La identificacion entre la cohomologia H (*_ £,0) (T*M xR) y la cohomologia 1-

diferenciable de Chevalley-Eilenberg de M se obtiene usando los isomorfismos
7 VR(M) @ V1 (M) — CE gy 5,(M) dados por

(), Qdf, . df gy - dfy)

W

FP,Q)(frs- - fu) = Pldfy, ..., dfi) +

1

q

donde C¥py_ 4 (M) denota el espacio de todas las k-cocadenas 1-diferenciables.

2.1.2 Corchete de ¢)-Schouten de un algebroide de Lie

Sea (A, [, ], p) un algebroide de Lie y ¢y € I'(A*) un 1-cociclo. Entonces, imi-
tando la definicién del corchete de Schouten de dos operadores diferenciales
multilineales de primer orden sobre el espacio de las funciones reales C>°-
diferenciables en una variedad N, (ver [9]), se introduce en [59] el corchete
de ¢g-Schouten de una k-secciéon Py una k'-secciéon P’, como la (k+ k' — 1)-
seccion dada por

[P, Pl = [P, P)+(=1)" (k=1) PA(i(¢o) P') — (K = 1) (i(do) P)AP', (2.7)

donde [ , ] es el corchete de Schouten usual de A. El corchete de ¢p-Schouten
satisface las siguientes propiedades:

[X, flso = pso(X)(f),

[X, V] = [X.V],

[[P Pl]](bo - ( 1)kklﬂp/7p]]¢ov

[P, P'AP"] 4y = [P, P']py AP+ (=1)¥ VP A[P, P"] g, — (i(¢0) P) AP AP,
( ) kﬂ[[ﬂpapl]]cbov P//]]¢0+(_1)k/kll[[ﬂpl/7 P]]d)ovPlﬂ¢0+(_1)kk/[[[[P/7PH]]d’ovPﬂ¢o:07
para f € C®(M,R),X,Y € T(A),P € T'(A*A),P" € T'(A\FA) y P" ¢
(AR A) (ver [59]).

Si X € I'(A) entonces, usando el corchete de ¢g-Schouten, uno puede intro-
ducir la ¢g-derivada de Lie de una k-multiseccién P € T'(A*A) con respecto
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a X como sigue
(*Cgo)XP = [[Xv PH¢0'

Ejemplo 2.1.3 Para el algebroide de Lie (TM x R, [, ],7) y el 1-cociclo
(0,1) tenemos que el corchete de (0, 1)-Schouten tiene la siguiente expresion
(ver (1.35), (1.37) y (2.7))

[(P.Q), (P".@)0ny=(P. P+ (=1)* (k= )P A Q"= (K= 1)Q A P!
(DR, QT =@, P+ (=D (k = K)Q A Q).

Nétese que (A, E) € T(A?(TM x R)) define una estructura de Jacobi sobre
M siy sélosi [(A, E), (A, E)]o1) =0 (ver (1.1) y (2.8)), ya que

(2.8)

(A, E), (A, E)]o1) = ([A,A] —2E A A, —2[E, A]).

Ademas, usando (2.6) y (2.8), obtenemos que la (-£, 0) -diferencial (dx,g)  £,0)
del algebroide de Lie asociado a una variedad de Jacobi (M, A, E') puede ser

descrita en términos del corchete de (0, 1)-Schouten como sigue

(dnp))(e0)(P.Q) = —[(A, E), (P.Q)) 0., (2.9)

para todo (P,Q) € V¥(M) @ V*'(M). Es notable la similitud entre la
ecuacion (2.9) y la expresion de la diferencial del algebroide de Lie asociado
a una variedad de Poisson (ver (1.55)).

2.1.3 Bialgebroides de Lie generalizados triangulares

Sea (A,[,],p) un algebroide de Lie, tal que su fibrado dual, A* — M,
también tiene estructura de algebroide de Lie ([, ]+, p«) . Recordamos que
el par (A, A*) es un bialgebroide de Lie ([89]), (ver también [64]) si

da[X,Y] = L3daY — L3da-X

para todo X,Y € I'(A).
Una clase importante de bialgebroides de Lie son los triangulares cuya defi-

nicion es la siguiente.
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Sea (A,[, ],p) un algebroide de Lie sobre M. Consideremos P € T'(A?A)
una biseccién de A satisfaciendo

[P, P] = 0.

Entonces, el par (A, P) recibe el nombre de bialgebroide de Lie triangular
(ver [89]). Veamos que P nos permite definir una estructura de algebroide
de Lie sobre A* de tal manera que el par (A, A*) es un bialgebroide de Lie.
Denotamos por #p : I'(A*) — I'(A) el homomorfismo de C*°(M, R)-médulos
dado por

#p(0) = i(¢)P. (2.10)

Ahora consideramos sobre A* la estructura de algebroide de Lie ([, ., ps)
definida por

61, 6o = i<#p<¢1>>dm2—z‘<#P<¢2>>dA¢1+dA<P<¢h¢2>>} (2.11)
px = po#p, .

para todo ¢, ¢2 € I'(A*). Entonces, el par (A, A*) es un bialgebroide de Lie.

Ejemplo 2.1.4 Sea (M, A) una variedad de Poisson. Consideremos el al-
gebroide de Lie (T'M, [, ], 17ra). Entonces (T'M,A) es un bialgebroide de
Lie triangular y la estructura de algebroide de Lie inducida sobre T*M es la
descrita en el Ejemplo 1.4.3 v).

Observacion 2.1.5 Sea (M, A, E') una variedad de Jacobi. Si consideramos
el algebroide de Lie asociado a M, (T*M xR, [ , [,5), %E(A,E)) y el algebroide
de Lie natural (TM xR, [ , ],7) sobre TM xR — M, a diferencia de lo que
ocurre en una variedad de Poisson, ("M xR, T*M x R) no es un bialgebroide
de Lie (ver [59, 118]).

Esta observacion y algunos ejemplos de estructuras de Jacobi lineales ob-
tenidos en [58] motivaron la introduccién en [59] (ver también [44]) de la
definicién de bialgebroide de Lie generalizado que recordamos a continuacion.
Sea (A, [, ], p) un algebroide de Lie sobre M y ¢y € I'(A*) un 1-cociclo en la
cohomologia del algebroide. Asumiremos que el fibrado dual A* admite una
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estructura de algebroide de Lie ([, ]« ps) v que X € T'(A) es un 1-cociclo
en la cohomologia de este algebroide. Entonces el par ((A4, ¢o), (A%, Xo)) es
un bialgebroide de Lie generalizado sobre M ([59]), si para todo X,Y € I'(A)
y P eT(AFA)

(dA*>X0 [[X’ Y]] = [[X’ (dA*)XOY]]d)o - [[Yv (dA*)XoX]]¢07
(L%,)s0 P + (L5,)x, P = 0. (2.12)

Observacién 2.1.6 i) (2.12) es equivalente a las condiciones

¢o(Xo) = 0, p(Xo) = —p:(d0),
(L%)g0X + [Xo, X] =0, paratodo X €T(A).
(ver [59]).

i1) Cuando los 1-cociclos ¢y y X son nulos, se recobra la nocién de bialge-
broide de Lie en el sentido de Mackenzie-Xu [89].

i11) Recientemente, Grabowski y Marmo [44] han dado una nueva caracteri-
zacién de los bialgebroides de Lie generalizados. Para ello, consideran el
corchete [, [}, de una k-seccién Py una k'-seccién P’ como la (k + k" — 1)-

seccion dada por
HP’ Pl]]iﬁo = (_1)k+1[[P7 Plﬂ(ﬁo'

Entonces ((A, ¢o), (A%, Xo)) es un bialgebroide de Lie generalizado si y sélo

si (da+)x, es una derivaciéon con respecto a (EB T*(ARA), T T4,), esto es,
k

(da)xo [P PTy, = [(da)xo P PTyy + (1) [P, (da ) x, Pl
para todo P € T(AFA) y P/ € T(AF A).

Ejemplos de bialgebroides de Lie generalizados son los bialgebroides de Lie
generalizados triangulares cuya definicién es la siguiente (ver [59]).

Sea ahora (A, [, ], p) un algebroide de Lie sobre M y ¢y € I'(A*) un 1-cociclo
en la cohomologia del algebroide. Ademds, sea P € I'(A%2A) una biseccién

satisfaciendo
[P, Pls, = [P, P] — 2P Ai(¢o)P = 0. (2.13)
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La terna (A, ¢g, P) es un bialgebroide de Lie generalizado triangular (ntese
que si ¢p = 0, entonces el par (A, P) es un bialgebroide de Lie triangular).
Si A* — M es el fibrado dual de A, podemos introducir una estructura de
algebroide de Lie sobre A*, donde el corchete | , . : ['(A*) x I'(A*) — I'(A4%)
y la aplicacién p, : I'(A*) — x(M) estén definidos por

[91, @als = i(Fp(d1))dg, P2 — i(Fp(D2))dpe D1 + dg, (P(P1, $2)) }
P« = poifp

Ademas, Xo = —#p(¢o) € I'(A) es un 1l-cociclo para el algebroide de Lie
(A5 T, |+, p+) v el par ((A, ¢o), (A*, X)) es un bialgebroide de Lie generali-
zado (ver [59]).

Ejemplo 2.1.7 Sea (M, A, E) una variedad de Jacobi. Entonces, (0,1) €
QY(M) @ C>=(M,R) es un 1-cociclo en la cohomologia del algebroide (7'M x
R,[, ],m) yelpar (A, E) € V2(M)@x(M) = T(A*(TM x R)) satisface que
(ver Ejemplos 2.1.3)

[(A, E), (A, E)l(0.1) = 0.

Ast, (TM xR,[, ],7),(0,1),(A, E)) es un bialgebroide de Lie generalizado
triangular. En este caso, el algebroide dual es justamente el algebroide de Lie

(T*M x R, [, J(a,E), #a,E)) asociado a la estructura de Jacobi. De hecho,
usando (1.35), (1.38), (1.40), (2.5) y (2.10), se deduce que

[e.f). (B.90nm=i(Fam (@ /) (don (8, 9)-i((#a.p) (8. 9)) (don (@ f)
_ +doy (A, E)((, 1), (8, 9))),

#(A,E) =To #(A,E)v

para todo («, f), (3,9) € Q' (M) & C>(M,R).

2.2 Cohomologia y bialgebroides de Lie ge-
neralizados triangulares
Sea ((A,], ], p), ¢o, P) un bialgebroide de Lie generalizado triangular. Como

ya indicamos en la seccion anterior, sobre el fibrado dual podemos considerar
una estructura de algebroide de Lie ([ , ], p«). Denotamos por Xj el cociclo
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Xo = —#p(¢o) € I'(A) del complejo de cohomologia asociado al algebroide

(A% T D pe)-
El resultado que probamos a continuaciéon da una expresion explicita de la
diferencial d4- y de la Xo-diferencial (da-)x, de este algebroide.

Proposicién 2.2.1 Sea ((A,], ], p), o, P) un bialgebroide de Lie generali-
zado triangular. Entonces,

da-Q = =[P, Q) + P Ni(¢o)Q — kXo N Q, (2.14)

(dA*)XoQ = _HPv Q]](bov (2'15)

para todo Q € T'(A*A), donde d - (respectivamente, (da+)x,) es la diferencial
(respectivamente, la Xo-diferencial) del algebroide de Lie dual (A*, [, ]« p«)

y Xo = —#r(d0).

Demostracion. Comprobemos previamente (2.15) para secciones de A.
Sean ¢, 1) dos secciones de A* y X una secciéon de A. Un céalculo directo,
usando (2.1) y (2.11), prueba que para todo o € I'(A*) y para todo f €
C*(M,R)

Pexo (@) (f) = oo (Fp())(f)- (2.16)

Entonces, de (1.48), (2.11) y (2.16), se obtiene que

((da)xo X) (0, 0) = pux@NP(X)) = puxo( N D(X)) = [0:0]LX) )
= Poo(#2(0))((X)) = pgo (# (1)) (9(X))
—i(#p(P))(da)ot — W(#p())(da)so® + (da)so (P(, 1)) (X)
= Pao(X)(P(9,9)) + ¥([#r(0), X])
— o([#p), XD, )

(2.17)

donde d4 es el operador de cohomologia asociado al algebroide (A, [ , ], p).

Por otro lado, si £4 denota la derivada de Lie del algebroide A, se tiene que

[Z,i(w)Q] = i(Q)(Lzw) +i(w)[Z,Q],
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paraw € ['(A*A*),Q € T(A*A) y Z € T'(A). Usando esta propiedad y (1.32),
se obtiene que

p(X)(P(p,9) = (LxV)(#p(8) — ¢([#r(0), X])
= —(Lx0)F#r () + o([#r(¥), X]).

Sustituyendo estas expresiones en (2.17), se deduce que

(da)x, X)(d,00) = —p(X)(P(¢,1)) + (L3¥)(F#p(0))
—LL(Fp()) + ¢o(X) P(¢, 7).

Finalmente, usando (2.7) y las propiedades del corchete de Schouten, se

concluye que

((dar)x, X)(@,0) = =([P, X] = ¢o(X) P) (¢, ¥) = =[P, X], (¢, ).

Para probar (2.15) para cualquier Q € I'(AFA) es suficiente proceder por
induccién sobre k y usar el siguiente hecho

(da)xy(RAR) = (dpa<)x,RAR + (—=1)"RA (da)x, R — Xo N\RA R,

para todo R € I'(A"A) y para todo R € T'(A*A).
Finalmente, de (2.2), (2.7) y como Xy = —i(¢y) P, se deduce que

da-Q = =[P, Q] + P Ni(¢o)Q — kXo N Q.

[ |
A continuacién relacionaremos la cohomologia de A y A* para un bialgebroide
de Lie generalizado triangular ((4, [ , ], p), ¢o, P).
Ahora, denotamos por #p : A* — A la aplicaciéon fibrada inducida por
el homomorfismo de C*°(M,R)-médulos #p : ['(A*) — ['(A) y por #5 :

['(A*A*) — T(AFA) los homomorfismos caracterizados por

HE (DI AdR) = #p(d1)A. . A#p(dr), para ¢, ..., ¢ € T(A%). (2.18)

Proposicién 2.2.2 Sea ((A,[, ], p), ¢o, P) un bialgebroide de Lie generali-
zado triangular. Entonces:
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i) La aplicacion #p : A* — A define un homomorfismo entre los alge-
broides de Lie (A*, [, |+, p«) v (A, [, ], p)-

i1) Para todo k, da- o 451 = (=1)F 145 o dy.

iit) La aplicacion #% : T(A*A*) — T(A*A) induce un homomorfismo entre
los grupos de cohomologia H*(A) y H*(A*).

Demostracién. Con un célculo simple, usando (2.10) y (2.18), se prueba que

#p(1)(0,9) = 7(#p(0), #p(¥)), (2.19)
para v € T'(A?A*) y ¢,¢ € T'(A*).
Por tanto, de (1.32), (2.10) y (2.19), obtenemos

Li@)[P, P] = #3(dsa) ~ [#(a). P, (2:20)

para todo o € T'(A*). Se deduce entonces que

da-(#p(a)) = —#p(dac). (2.21)

En efecto, por (2.13) se tiene que 3i(a)[P, P] = XoA#p(a)—PAi(¢o)#p(a).
Sustituyendo ahora esta expresion en (2.20), se deduce que

#p(dacr) = Xo N tp(a) = P Ni(¢o)(#p(@)) + [P #p(e)].

Por otra parte, teniendo en cuenta la Proposicion 2.2.1,

da-(#p()) = =[P, #p(@)] + P Ni(¢o)(#p(a)) = Xo A #p(a).
Luego, efectivamente se concluye (2.21).
Por tanto, como p, = po #p, (2.21) implica que

#rlo, v]. = [#rp(0), #p ()],

para todo ¢, € I'(A*). De esta forma queda probado i) .
El apartado i) se sigue de la relacién

HE (DL A N G) = Hp(d1) A A FHp(dr)

y utilizando nuevamente (2.21).
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Por dltimo, para probar el apartado i) es suficiente usar los apartados i) y

[ |
Un simple calculo, usando la Proposicién 2.2.2 permite relacionar las coho-
mologias H} (A) y Hy, (A").

Proposicién 2.2.3 Sea ((A,],],p), ¢o, P) un bialgebroide de Lie generali-
zado triangular. Entonces:

Z) (dA)Xo © #]163_1 - _#’;—" o d¢07 donde XO - _#P(¢O)

i1) La aplicacion #% : T(A*A*) — T(A*A) induce un homomorfismo entre

Por otra parte, si (((A4,[, ],p), ®0), (A*, [, ]« p«), Xo)) es un bialgebroide
de Lie generalizado sobre M, se puede definir un corchete de Jacobi sobre el

espacio base M como sigue (ver [59])

{9} = ((da)go f)((da-) x09) = —((da) gy 9) ((da+) xo.f),

para todo f,g € C*°(M,R). Este corchete satisface

(dA)¢o({f7 g}) = [[(dA)¢of7 (dA)%g]]*' (2'22)

En este caso, la estructura de Jacobi (A, E) inducida por { , } estd caracteri-

zada por
A(df,dg) = daf(da-g), Vf,g€ C®(MR)

E = —p(Xo) = p+(¢0),

(ver [59] para mas detalles). En el caso particular de un bialgebroide de Lie

(2.23)

generalizado triangular (A, ¢y, P) se tiene que A(df,dg) = P(daf,dag), para
todo f,g € C*(M,R).

Ahora, si (A, [, ],p) es un algebroide de Lie sobre M y ¢g € T'(A*) es un
1-cociclo en la cohomologia del algebroide, se puede considerar el homomor-
fismo de C*° (M, R)-médulos, (p, ¢g) : I'(A) — x(M) & C*(M,R) dado por

(P, $0)(X) = (p(X), $o(X)), VX e T'(A).
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Este homomorfismo induce un homomorfismo entre los algebroides de Lie
(A, ],p) y (TM xR, [, ],7) el cual denotamos también por (p, ¢g). Su-
pongamos que (p,¢g)* : T*"M x R — A* es el homomorfismo adjunto de

(P, do)-

Proposicién 2.2.4 Sea (((A, [, ],0), ¢0), (A%, ]+, p«), Xo)) un bialgebroi-
de de Lie generalizado sobre M. Supongamos que (A, E) es la estructura de
Jacobi asociada sobre M. Entonces, la aplicacion fibrada (p, ¢o)* : T*M x

R — A* induce un homomorfismo de algebroides de Lie entre (T*M x
R, [, lam),#n.r) y el algebroide de Lie dual (A*, [, ]+, ps)-

Demostracién. Si (a, f) € QYM) & C®°(M,R) y dimM = n, entonces,
para cualquier x € M existe un entorno U abierto de x en M, y existen
hi,gi € C*°(M,R), 1 € {1,...,n+ 1}, tal que en U

n+1

(a, f) = Z hi(dgia gi)-

Por ello, para probar que p, o (p, ¢)* = %E(A, E), es suficiente demostrar que

(p* 0 (p7 ¢0)*)(df> f) = #(A,E) (dfa f)7 para toda f € COO<M> R)
Ahora bien,

(ps d0)"(df, [) = (da)go f- (2.24)
Usando este hecho, (1.38), (2.2) y (2.23), concluimos que
ps((ps d0)"(df, 1))(9) = pe((da)sof)(9)
= da-g(daf) + p«(fo)
= da-g(daf)+ fp.«(o)
= A(df,dg) + [E(9) = #.m)(df, ) (9),

(9)
(9)
para todo g € C*(M,R).

Veamos ahora que (p, ¢p)* induce un homomorfismo de algebras de Lie, es
decir,

(0, ¢0)"[(, 1), (B, 9)la.ey = [(ps 0)" (@, 1), (p; 60)* (5, )]
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De nuevo, es suficiente probar esta igualdad para pares de la forma (df, f) y

(dg, 9).
Pero de (1.41), (2.22) y (2.24), se obtiene que

(p, ¢0)*[(df, £), (dg, 9)](a.p) (p, ¢0)*(d({f,9}),{f 9})
(da)go({f59})

= [(da)gof: (da)gog]-
[(p, d0)* ( 1), (p, d0)*(dg, 9)]»-

Usando la Proposicién 2.2.4 se deduce el siguiente resultado.

Corolario 2.2.5 Sea (((A, [, ],p), ¢0), (A%, [, ]« p«), Xo)) un bialgebroide
de Lie generalizado sobre M. Supongamos que (A, E) es la estructura de
Jacobi asociada sobre M y que (p,¢o)¥ : T(AFA) — T(A¥(TM x R)) es
el homomorfismo de C*°(M,R)-mddulos inducido por la aplicacion (p, ¢o) :
['(A) —» x(M)® C®(M,R) =T(TM x R).

i) Sid,g) es el operador de cohomologia del complejo de la cohomologia
de Lichnerowicz-Jacobi de M y da- es la diferencial del algebroide dual

(A*7[[ ) H*HO*), entonces d(A,E) ) (,07 ¢0)k — (p7 ¢0)k+1 o dA*~

it) Si Hf (M, A, E) es la LJ-cohomologia de (M, A, E), entonces la apli-
cacion (p, go)* induce un homomorfismo entre los grupos de cohomologia
( *) Y HEJ(Mv A> E)

Noétese que (p, ¢0)(Xo) = (p(Xo), po(Xo)) = (p(Xp),0) = (—E£,0). Por lo
tanto, de (2.2), (2.6) y el Corolario 2.2.5, se concluye lo siguiente

Corolario 2.2.6 Bajo las mismas hipotesis del Corolario 2.2.5, se tiene que:

i) Para todo k, (dap))(-r0 © (p, ¢0)" = (p, d0)* ' o (da)x,, donde Xo =
—#p(do)-

ii) Si HY 4;¢¢(M, A\, E) es la cohomologia 1-diferenciable de Chevalley-
Eilenberg de (M, A, E), entonces la aplicacion (p, ¢o)* induce un homo-
morfismo entre los grupos de cohomologia Hf(O(A )y HY dgirf (M, A E).
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2.3 Homologia y bialgebroides de Lie genera-
lizados triangulares

Sea (A, ¢p, P) un bialgebroide de Lie generalizado triangular sobre M. Como
hemos visto en la seccién anterior, es posible definir una estructura de alge-
broide de Lie ([, ]+, p«) sobre el fibrado dual A* y, ademds, M admite una
estructura de Jacobi (A, E).

Por otra parte, las cohomologias Hj ;(M, A, E) y Hy 4, ;(M, A, E) estan rela-
cionados con las cohomologias H*(A*) y Hy (A*) (ver los Corolarios 2.2.5 y
2.2.6).

A continuacion, introduciremos dos homologias sobre el algebroide de Lie
dual (A*, [, ]+, p«) asociado con el triple (A, ¢o, P). Estas homologias, como
en el caso de las cohomologias H*(A*) y Hy (A*), estdn relacionadas con las
definidas por las representaciones del dlgebra de Lie (C*(M,R),{ , }) sobre
si misma usando los campos hamiltonianos y el corchete de Jacobi { , } de
M.

Sea entonces ((A,[, ], p), ¢o, P) un bialgebroide de Lie generalizado trian-
gular sobre M. Denotamos por (A, E) la estructura de Jacobi asociada a
M, por CSE(M) el espacio de las k-cadenas en el complejo de homologfa
Chevalley-Eilenberg y H-Chevalley-Eilenberg sobre (M, A, E) (ver Seccién
1.4.3) y por 5%&? (respectivamente, (5(CAI§E)) el operador de homologia del
complejo H-Chevalley-Eilenberg (respectivamente, Chevalley-Eilenberg).

De forma similar a la construccién del operador de la homologia candnica
de una variedad de Poisson [12] y del operador de la L.J-homologia de una
variedad de Jacobi (ver Ejemplos 1.4.8 i) y iii)), consideramos la aplicacion
k-lineal antisimétrica 7, : C°(M,R) x ...* .. x C®(M,R) — I'(AFA*)
definida por

Te(fu N A i) = (da)gofr Ao A (da) g i

Esta aplicacién induce una aplicacién lineal m;, : CSF (M) — T'(AFA*) carac-
terizada por

ﬂ'k(f &® (fl VANPIAN fk)) = f(dA)¢0f1 VANPRAN (dA)qSofk-
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Un calculo directo, usando (2.2) demuestra que si @ = (da)gof1 A ... A
(dA)¢0fk7 con fl, RN fk - COO(M, R),

(da)go () = —(k — 1) A . (2.25)

Ademas, para todo o € I'(A*) y § € I'(A*A¥)

i(P)(a A B) = i(#p(a))8 + a Ai(P)B. (2.26)
Estas formulas nos permiten obtener las siguientes relaciones
Doﬂk:—ﬁk—105$£;), 0x, Oﬂk:—ﬂk—105(cAE’E)7

donde v : T(AFA*) — (AF1A*) y oy, : T(A*A*) — (A*"1A*) son los opera-

dores definidos por
() = i(P)da¢ — dai(P)p — ki(Xo)¢ + ¢o N i(P)o, (2.27)

x,(9) = 2(¢) — i(Xo)o. (2.28)

El siguiente resultado prueba que —o y —ox, son operadores generantes del
algebra de Gerstenhaber (I'(A*A*), A, [, ]«) con cuadrado cero.

Teorema 2.3.1 Sea ((A,[,],p), b0, P) un bialgebroide de Lie generalizado
triangular sobre M. Sid yovx, son los operadores definidos en (2.27) y (2.28),

respectivamente, entonces —v y —dx, son operadores generantes del dlgebra

de Gerstenhaber (I'(AN*A*), A, [, ]+) ¥
»* =0, %, = 0.
Demostracion. Usando (1.32), (2.11) y (2.27), se tiene que

3(fo) — foo = —p(d)(f) = =1}, o]

para f € C®°(M,R) y ¢ € I'(A*).
Ademas, de (2.2), (2.11), (2.25), (2.27) y como Xy = —#p(¢o), se sigue que

2@ A1) — (D) + (0Y)d = —[, ¢,
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para todo ¢,1 € I'(A*). Asi, —0 es un operador generante del algebra de
Gerstenhaber (I'(A*A*), A, [, ]+). Consecuentemente, usando (2.28), que X

es un 1-cociclo y los resultados de [128] (ver Seccién 1.4.3), se tiene que —dx,

es también un operador generante del dlgebra de Gerstenhaber (I'(A*A*), A,

[ 1.

Ahora vamos a probar que 2% = 0.

Denotamos por 7 el conmutador de i(P) y da, es decir,
v = [i(P),da] = i(P)d4 — d4i(P).

Entonces,
7 = —i(P)i(Xo)da — dai(P)i(Xo).

En efecto, un simple céleulo prueba que
7 = i(P)dai(P)da — dai(P)i(P)da + dai(P)di( P).
Ademés, como Xo = —#p(do) ¥
[i(R), da], i(Q)] = i([R, Q]), VR,Q € I'(A\"A),

deducimos que

Vi(P) —i(P)y = [[i(P),da],i(P)] = i([P, P])

— i([P, Play) — 20(Xo)i(P) = —2i( Xo)i(P).

Por otro lado, usando (2.29), se tiene que

~i(P) — i(P)y = 2i(P)d4i(P) — dAi(P)i(P) — i(P)i(P)d..
Por tanto, de (2.33) y (2.34), se concluye que

H(P)dAi(P) = ~i(X0)i(P) + 5 (dai(PYi(P) + i(P)i(P)da).

Asi, sustituyendo (2.35) en (2.31), se obtiene (2.30).

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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Ahora, usando (2.25), (2.27), (2.29), (2.30) y el hecho de que da¢pg = 0,
deducimos que
(¢) = k([[i(Xo),da],i(P)])(¢) — do A (vi(P) —i(P)y
+2i(X0)i(P))(9),
para todo ¢ € T(A*A*). Asi, de (2.32), (2.33), (2.36) y ya que 0 = d-Xo =

[P, X,], se obtiene que 2? = 0.

Finalmente, usando que v es un operador generante del dlgebra de Gersten-

(2.36)

haber (T'(A*A*), A, [, ]+), que 9* = 0, y que Xj es un l-cociclo para el alge-
broide de Lie (A*, [, ], ps), se concluye que 2%, = 0.

[
Por consiguiente el operador » (respectivamente, vx,) dado en (2.27) (respec-
tivamente, (2.28)) define un complejo de homologia. De hecho, usando los
resultados de [128] (ver Seccién 1.4.3), concluimos que la homologia definida
por este complejo es la homologia asociada al algebroide de Lie (A*, [, ]«, ps)
y a la A*-conexién llana V (respectivamente, V*0) dada por (ver (1.62),
(2.26), (2.27) v (2.28))

Vo® = —aAod =aA (dai(P)P +mi(Xe)® — ¢ Ai(P)D) 27
= a A (d4i(P)® + (m — 1)i(X,)®), '
VYD = —anox,®=aA (dsi(P)® + (m — 1)i(Xo)® — ¢ A i(P)D)
= a A (dai(P)P + mi(Xy)P), (2.38)

para todo o € T'(A*) y ® € ['(A"™A*), donde m es el rango de A.

2.4 Dualidad, clase modular y bialgebroides
de Lie generalizados triangulares

En esta seccion, introduciremos la clase modular para un bialgebroide de Lie
generalizado triangular. Ademas, estudiaremos el papel que juega esta clase
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de cohomologia en la dualidad entre las teorias de cohomologia y homologia
introducidas en las Secciones 2.2 y 2.3.

Supondremos que (4, [, ], p) es un algebroide de Lie orientable de rango m
y sea v € I'(A™A*) una m-seccién no nula en todo punto.

Si ¢9 € I'(A*) es un 1-cociclo en la cohomologia de A y P € T'(A2A*) es una
biseccién satisfaciendo que [P, P]s, = 0, podemos considerar el algebroide
dual (A*, [, ]+, p«) asociado al triple ((A, [, ], p), ¢o, P).

Definimos el operador * : [(AFA) — I'(A™ % A*) como sigue

«Q = i(Q)v, VQ € T(AFA).

Claramente, * es un isomorfismo de C*°(M,R)-médulos. Ademds, se tiene

que

0o(+Q) = (=1)"'x(da-Q), (d0)x, (+Q) = (1) ((da+)x, @), (2.39)

donde da- (respectivamente, (da«)x,) es la diferencial (respectivamente, la
Xp-diferencial) del algebroide de Lie (A*,[, ], p«) v 0o (respectivamente,
(d0)x,) son los operadores de homologia asociados a las A*-conexiones llanas

Vo (respectivamente, V?O) sobre AN™A* — M caracterizadas por
(Vo)av =0, (V5)ar = a(Xo)v, (2.40)
para todo o € T'(A*). Por tanto, (2.39) implica que
HE(AY) 2 Hy (A, Vo), HA(A) 2 Hy f(A5,V50),  (2.41)

para todo k € {0,...,m}.

Ahora, compararemos la homologia Hy(A*, V) (respectivamente, HyA*, V)
con la homologia del algebroide de Lie dual (A*, [ , ], p«) asociada con la A*-
conexion llana V (respectivamente, VX0) definida en (2.37) (respectivamente,
(2.38)).

De hecho, usando (2.37), (2.38) y (2.40), se obtiene que

Vo — (Vo)av = VXU — (V5o = a A (d4i(P)v + (m —1)i(Xo)v), (2.42)
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para todo a € I'(A*).
Por otra parte, si £# es la derivada de Lie sobre A, de (2.25), se deduce que

0 = da(i(P)(anv)) = da(i(#p(a))v)+daa Ni(P)v —a Adai(P)v
= Eip(a)l/—l—dAa/\i(P)l/—aAdAz'(P)y
EQP(Q)V +i(P)(dac)v — a A dai(P)v,

0 = i(Xo)(aAv) = a(Xo)v —aNi(Xo)r.
Sustituyendo en (2.42), se concluye que
Vor — (Vo)a¥ = VXou — (Vi) v
= Ly ¥+ (((P)(daa) + (m — 1)a(Xo))v. (243)

Ahora, consideramos la seccién Ms go.p) € I'(A) caracterizada por la con-

dicién
(M4 0.0V = £ip(a)y + (i((P)(dacy) + (m — 1)a(Xo))v, (2.44)
para todo o € I'(A*). De (2.43) y (2.44), se sigue que
Vv — (Vo)aV = VXU — (Vi) ov = (M4 0.9V (2.45)

y, como V y Vj (respectivamente, VX0 y Vé( %), son A*-conexiones llanas, se
tiene que M, , py es un 1-cociclo del algebroide de Lie (A*, [, J«, ps) (ver
la Seccion 1.4.3).

Ademds, usando (1.63), (1.64) y (2.45), se deduce que

0 — 0o = 0x, — (00)xy = —i(M{44,.p)); (2.46)

donde o (respectivamente, vy,) es el operador de homologia dado en (2.27)
(respectivamente, (2.28)).

La clase de cohomologia M 4,4,p) = [M{4 4, p)] € H'(A*) no depende de la
secci6én v elegida. De hecho, si v/ € I'(A™A*) es otra seccién no nula en todo
punto, existe f € C*°(M,R), f # 0 en todo punto, tal que v/ = fr. Podemos
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suponer, sin pérdida de generalidad, que f > 0. Entonces, un célculo directo,
usando (2.44), demuestra que

Moy = M{ago,p) + da-(Inf).
Definicién 2.4.1 La clase de cohomologia M 4,4,,p) = [M{, 4, p)] € H'(A")
se denomina la clase modular del bialgebroide de Lie generalizado triangu-
lar (A, ¢o, P). El bialgebroide de Lie generalizado triangular se dice que es

unimodular si su clase modular M4 4, p) €s nula.
De (2.41) y (2.46), se concluye

Teorema 2.4.2 Sea (A, [, ], p) un algebroide de Lie orientable de rango m,
b9 € T'(A*) un 1-cociclo en la cohomologia del algebroide y P € T'(AA) una
biseccion de A satisfaciendo [P, Py, = 0. Si el bialgebroide generalizado
triangular (A, ¢o, P) es unimodular entonces

H*(A*) = H,,_,(A*, V), HY (A*) = H, (A%, V),

donde Xo = —#p(o0), y V (respectivamente, VX°) es la A*-conerion llana
definida en (2.37) (respectivamente, (2.38)).

A continuacién, relacionaremos la clase modular del bialgebroide de Lie gene-
ralizado triangular (A, ¢g, P) sobre M con la clase modular de los algebroides
de Lie Ay A* (ver Seccién 1.4.4).

Supongamos que ((A, [, ], ), ¢o, P) es un bialgebroide de Lie generalizado
triangular de rango m sobre una variedad orientable M de dimensién n. Sea
v € I'(A™A*) una m-seccién no nula en todo punto y 2 € Q*(M) una forma
de volumen. Consideramos la seccion V,, de A"™A — M caracterizada por la

relacion
ag Ao AN =V, (aq,. .. )y, paratodo a,...,q, € T'(A").
Un célculo directo prueba que

(divy,0)v = —[a, V], paratodo « € I'(A"). (2.47)
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Entonces, usando (1.74), (2.44) y de (2.47), se concluye que
#p(MYY) = MY U= MYy — (m =1 Xg— T, (2.48)

donde ¥ y ¥ son los 1-cociclos del algebroide de Lie (A, [, |, p) caracteriza-

dos por las relaciones
a(W)y = ,CAP(Q)V + [, V]s,  a(¥') = divop(#p(a)) + i(P)(dac), (2.49)

para todo o € I'(A*).
De (2.48), se obtiene que

#p(Ma) = —Myus + V] = Map0,p) — (m — 1)[Xo] — [¥], (2.50)

donde #p : H'(A) — H'(A*) es el homomorfismo entre H'(A) y H*(A*)
inducido por la aplicacién #p : I'(A*) — I'(A) (ver Proposicién 2.2.2).
Estos resultados los sintetizamos en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.3 Sea ((A,[, ],p), do, P) un algebroide de Lie generalizado
triangular. Si M4 (respectivamente, M 4+ ) denota la clase modular del alge-
broide de Lie A (respectivamente, del algebroide de Lie dual A*) y Ma g, p)
es la clase modular del bialgebroide de Lie generalizado triangular (A, ¢, P),
entonces

#p(Ma) = =Ma- + [V] = Mago,p) — (m = 1)[Xo] — [¥],
donde W y V' son 1-cociclos del algebroide (A,[ , ], p)-

Finalmente, si (A, E') es la estructura de Jacobi inducida por el bialgebroide
de Lie generalizado triangular (A, ¢g, P) sobre la variedad base M, usando

(2.50), se concluye que

(p, @0)(F#r(Ma)) = (p, d0)(M(a60,7) — M) + (m —n —1)[(E,0)],

donde (p, ¢o) : HY(A*) — H} ;(M, A, E) es el homomorfismo en cohomologfa
inducido por la aplicacion (p, ¢g) : ['(A) — T'(TM xR) = (M) & C>(M,R)
(ver Corolario 2.2.5) y Ma g) es la clase modular de la variedad de Jacobi
(M,\,E).
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Ejemplos 2.4.4 1. Bialgebroides de Lie triangulares. Sea ((A,[,],p), P)
un bialgebroide de Lie triangular sobre M. Entonces (A, ¢g = 0, P) es un
bialgebroide de Lie generalizado triangular y el fibrado dual A* — M de A
admite una estructura de algebroide de Lie ([ , ], p«) dada por (2.11).

En este caso Xo = #p(¢py) = 0, la variedad M es Poisson, los operadores
de cohomologias da- y (da-)x, coinciden y H*(A*) = Hy (A*). Ademas, el
operador de homologia v : ['(A*A*) — T'(A*71A*) definido como en (2.27) es
justamente d» = i(P)da — dai(P) = [i(P), da].

Si m es el rango de A, la A*-conexion llana sobre A" A* — M asociada con
v estd dada por V,® = a A dui(P)®, para todo a € T'(A*) y & € T'(A™AY)
(ver (2.37)).

Asumiremos ahora, que A es orientable y sea v € I'(A"™A*) una m-seccién no
nula en todo punto. Entonces, la seccion M{, ; py € I'(A), que denotaremos

por ./\/l(” AP estd caracterizada por la condicién (ver (2.44))
My p))v = Ly v +i(P)(dac)y,

para todo a € I'(A") y la clase de cohomologfa M4 p) = [M{, p)] € H'(A¥)
es justamente la clase modular del bialgebroide triangular (A, P) introducida
en [65]. Ademads, por el Teorema 2.4.2, se obtiene que si M4 py es cero
entonces H¥(A*) = H, ,(A*, V), para todo k. Este resultado también fue
probado en [65].

A continuacion consideramos algunos ejemplos particulares.

la) Variedades de Poisson. Sea (M, A) una variedad de Poisson. Sisobre T'M
consideramos la estructura de algebroide de Lie trivial (| , |, /d), entonces el
par (T'M, A) es un bialgebroide de Lie triangular. Ademas, la correspondiente
estructura de algebroide de Lie sobre T* M es la asociada a la estructura de
Poisson A, es decir, [, ]« = [, Ja v p« = #a. Por tanto, H*(T*M) es la
cohomologia de Lichnerowicz-Poisson H; (M, A) de M.

Por otro lado, en este caso, v es justamente el operador de homologia del com-
plejo de homologia canénica de My H,(T*M,V) es la homologia canénica
He™ (M, A) de M.

Ademas, si M es orientable, la clase modular de (7'M, A) es justamente la
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clase modular de la variedad de Poisson (M, A) (ver (2.44) y Ejemplo 1.4.10
i1)). Como consecuencia, deducimos que si la clase modular de (M, A) es
cero entonces H¥p(M,A) = H®™, (M, A), para todo k. Este resultado fue
probado en [13, 29, 128].

1b) Bidlgebras de Lie triangulares. Sea (g,[, |;) un élgebra de Lie real de
dimensiéon n y sea r una solucién de la ecuacion clasica de Yang-Baxter
sobre g, es decir, r € A*g y [r,7], = 0, donde [, |, es el corchete de Schouten
del algebroide de Lie g — { punto }. El 2-vector r puede ser visto como una
estructura de Poisson algebraica sobre g. Entonces, se puede introducir el

complejo de homologia
N Ak—l—lg* l /\kg* i> /\k—lg* .

donde @ es el operador dado por » = i(r) o d, — d, o i(r). La homologia
resultante H"" (g, ) es la homologia candnica algebraica de g asociada a r.
La condicién [r,r], = 0 también implica que el operador d, : A¥g — AFtlg

dado por

es de cuadrado cero. Por tanto, tenemos el complejo de cohomologia
1 dn dy
C— ANTg S AR A

La cohomologia correspondiente H}(g,7) es la cohomologia de Poisson alge-
braica de g asociada a r.

Por otra parte, como el par (g,7) es un bialgebroide de Lie triangular, el
espacio dual g* admite un corchete de Lie [, |;+ definido en (2.11). Ademaés,
si dg+ es la diferencial de (g*, | , ]4+), entonces dg« = d, y, por tanto, H*(g*) =
Hp(g,7).

Denotamos ahora por M, € g* el caracter modular de (g, [ , |;) y por Mg €
g la clase modular del bialgebroide de Lie triangular (g,7). M, es la clase
modular del algebroide de Lie g — { punto } (ver Ejemplo 1.4.10 ¢)). Por
tanto, usando (2.48) y (2.49), probamos que M,y = #,(M,) + &, donde
#, g — g es el homomorfismo inducido por r y £ € g esta caracterizado
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por la condicién ¢(&) = i(r)(d,¢), para todo ¢ € g*. Consecuentemente, si el
vector #,(My) + € es nulo, deducimos que H%(g,7) = H (g, 1), para todo
k. Un ejemplo particular de esta situacion es el siguiente.

Sea (u(2), [, |u2)) el dlgebra de Lie del grupo unitario U(2). Entonces, existe
una base {X,Y, Z, T} de u(2) tal que T pertenece al centro de u(2) y

[X7 Y]u(2) = Za [Xa Z]u(Q) = _Y7 [Y7 Z]u(2) = X.

Por tanto, el 2-vector r € A%g dado por r = X A T satisface que [r, Tlu2) =
0. Como consecuencia, puesto que u(2) es un algebra de Lie unimodular y
i(r)(dg¢) = 0, para todo ¢ € u(2)*, se concluye que

Hp(uw(2),r) = HS (w(2),7) 2R, para todo k.
Por otra parte, un calculo directo demuestra que
Hp(u(2),7) = H{"(u(2),7) £ R, para i=0,4,

Hp(u(2),r) = Hi"(u(2),r) 2 R?, para j=123.
2. Variedades de Jacobi. Sea (M, A, E) una variedad de Jacobi de dimensién

n. Para el algebroide de Lie dual (T*M xR, [, J(a,r), %E(A,E)) asociado con el
bialgebroide de Lie generalizado triangular (TM xR, [ , ],7),(0,1), (A, E)),
el operador de cohomologia d, (respectivamente, (d)(-g,0)) coincide con el
operador de la LJ-cohomologia ds g (respectivamente, el operador de la
cohomologfa 1-diferenciable Chevalley-Eilenberg (d,g))(—£,0)) descrito en
(1.56) (respectivamente, (2.6)).

Por otra parte, el operador de homologia asociado con la (7% M x R)-conexién
llana dado en (2.37) es en este caso el operador de la LJ-homologia ¢%)
introducido por Vaisman [118] (ver (1.70)). Usando (1.35), (1.83), (1.86) y
(2.44), deducimos que la clase modular del bialgebroide de Lie generalizado
triangular (TM xR, [, ],7),(0,1), (A, E)) coincide con la clase modular de
la variedad de Jacobi (M, A, E). En consecuencia, si VINE) esla (T*M x R)-
conexién llana sobre A" (T*M x R) dada por (1.69), tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 2.4.5 Sea (M,A, E) una variedad de Jacobi unimodular de di-
mension n. Entonces

H{? (M) = Hy 7775 (M)

Hi(T*M x R, (VBN (EEO) o Hf—dz’ff(M)a
para todo k € {1,...,n+ 1}, donde Hy ;(M) (respectivamente, Hy 4;;:(M))
es la LJ-cohomologia (respectivamente, la cohomologia 1-diferenciable de Che-

valley-Eilenberg) de M, HX7 (M) es la LJ-homologia de M y (VW F))(=E0)
es la (T*M x R)-conezxidn llana sobre A" (T*M x R) — M dada por

A,E (7E70) — (
(VA op (0.8) = Vv

= (0, fdi(E)® + a A (di(AN)P
—(n+1)i(E)®)).

MB(0,9) + (o, f) Ai(—E,0)(0, ®)



CAPITULO 3

Cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi
de una variedad de Jacobi

En este capitulo, haremos un célculo explicito de la cohomologia de Lichnero-
wicz-Jacobi de diferentes ejemplos relevantes de variedades de Jacobi. Asi-
mismo, estudiaremos ciertas propiedades que satisface esta cohomologia.

3.1 Cohomologia de Lichnerowicz-Jacobiy
cambios conformes de estructuras de Ja-
cobi

Comenzaremos probando en la primera seccién de este capitulo que la L.J-
cohomologia es invariante por cambios conformes.

Sea (A, E') una estructura de Jacobi sobre M. Un cambio conforme de (A, E)
es una nueva estructura de Jacobi (A, E,) sobre M definida por

Ao =al, E,=X,=#a(da)+aFE, (3.1)

siendo a una funcién real, C*°-diferenciable y positiva sobre M (ver [24, 45]).
Hacemos notar que (A, E) = ((Ay)1, (Fq)1). Ademds, se tiene el siguiente
resultado.

33
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Teorema 3.1.1 Sea (M, A, E) una variedad de Jacobi y (A,, E,) un cambio
conforme de la estructura de Jacobi (A, E). Entonces,

HEJ(M7A7E) = HEJ(M’ Aaan)a

para todo k. Por tanto, la LJ-cohomologia es invariante bajo cambios con-

formes de la estructura de Jacobi.

Demostracion. Definimos el isomorfismo de fibrados vectoriales ¢ : T*M x

R — T*M x R de la siguiente forma

Ol ) = (00 + M) (o), 225) (32)

para todo a, € TXM y A € R. Nétese que el isomorfismo de C°(M,R)-
médulos ¢ : QY (M) x C°(M,R) — QY (M) x C=(M,R) inducido por ¢ estd
dado por

or(e ) = (ot fdL3),

para todo (a, f) € QY(M) x C°(M,R).
Un célculo directo, usando (1.38), (1.40), (3.1) y (3.2), prueba que

)= (Ca—<5da,2) (3.3)

im0 d=Hunm ol ), B Dlar = o1l f), 618 )] rw5)

para todo («, f),(8,9) € Q' (M) x C®(M,R). Asi, ¢ define un isomor-
fismo entre los algebroides de Lie (T*M x R, [, ]](A,E),%é(A,E)) y (T*M x
R, [, Jian,B0)s #(AmEa)) asociados a las estructuras de Jacobi (A, E) y (Ag, Ea),
respectivamente. Por tanto, este isomorfismo induce otro entre los grupos de
cohomologia (ver Seccién 1.4.2), es decir,

HE (M, A, E) = HY (M, A, E,),

para todo k.
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3.2 Cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de
una variedad de Poisson

Sea (M, A) una variedad de Poisson y d(a ¢ el operador de la LJ-cohomologia
asociado a la variedad de Jacobi (M, A,0). Usando (1.56), obtenemos que

d(Ap)(P, Q) = (_[A7 P] +A A Q7 [A7Q]>7

para todo (P, Q) € V*(M) & VF=1(M).
Denotamos por dy el operador de cohomogia de Lichnerowicz-Poisson (ver
(1.55)).
Noétese que dy(A) = 0, esto es, A es un 2-cociclo en el complejo LP de M. Por
tanto, podemos definir el homomorfismo L* : Hf,(M) — Hy (M), dado
por

L¥[P] =[P A A],

para todo [P] € Hf,(M). Aqui H; »(M) denota la cohomologia de Lichne-
rowicz-Poisson de (M, A).

En [80] (ver también [79]), Lichnerowicz ha demostrado la relacién entre la
LJ-cohomologia (la cohomologia 1-diferenciable de Chevalley-Eilenberg en su
terminologia) y la LP-cohomologia de una variedad de Poisson. De hecho, si
dimH¥ (M) < oo, para todo k, se tiene que

HE (M
Hy (M) = #(H) @ kerLF71. (3.4)

A continuacién, obtendremos algunas consecuencias de estos resultados de
Lichnerowicz y otros autores, para la LJ-cohomologia de estructuras simpléc-
ticas, cosimplécticas y de Lie-Poisson.

3.2.1 Estructuras simplécticas

Sea (M, ) una variedad simpléctica de dimensiéon 2m. Denotamos por A
el 2-vector de Poisson y por #, : QF(M) — V¥(M) el homomorfismo de
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C*>°(M,R)-médulos dado por (1.25) y (1.26). Como, en este caso, #4 es un
isomorfismo de C*° (M, R)-médulos y

#a(da) = —dp(#a(a))

para todo o € QF(M) (ver [80, 117]), se sigue que #, induce un isomorfismo
entre la cohomologfa de De Rham de M, Hj,(M), y la LP-cohomologia. Por
tanto, Hi (M) = HY ,(M).

Bajo esta identificacion y como #4(Q2) = A, el homomorfismo L* : HY (M) =
HE(M) — HiE2(M) = HEF2(M) estd dado por
L¥([o]) = [a A QY (3.5)
para todo o] € H5,(M) y 0 < k < 2m.
Asi, de (3.4), se tiene
HY (M
Hy (M) = Har(M) @ kerLF1. (3.6)

~ ImLk2
Por tanto, si b.((M) es el r-ésimo niimero de Betti de M, deducimos que
dimHY (M) < b(M) + b (M),
dimHE (M) > max{bpy(M) — by_o(M),bg_1(M) — b1 (M)}.

Discutiremos a continuacién el comportamiento de algunos ejemplos de va-
riedades simplécticas con respecto a estas desigualdades. En todos los casos
supondremos que M es de tipo finito.

Variedades simplécticas exactas. Si (2 es una 2-forma exacta, entonces
los homomorfismo L* son nulos y de (3.6), se sigue que

Hy (M) = Hip(M) & Hyg' (M)
(ver [79]). Consecuentemente,
dimHp (M) = bp(M) + b_1(M).

En particular, la dimensién de H¥ (M) es un invariante topolégico de M,
para todo k.
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Variedades simplécticas Lefschetz. Una variedad simpléctica (M, ) de
dimensién 2m se dice que es una variedad simpléctica Lefschetz si satisface
el teorema fuerte de Lefschetz, es decir, si para todo k, 0 < k < m, el

homomorfismo
AR = [FH2m=k=l) o o 20 [k HEL(M) — H2m R (M)

[o] = A¥([a]) = [ A Q"]

es un isomorfismo.

Si (M,§2) es una variedad simpléctica de Lefschetz, entonces se prueban
facilmente los dos siguientes hechos:

i) L* es un monomorfismo, para k < m — 1,

ii) L* es un epimorfismo, para k > m — 1.

Asi, se deduce que
bp(M) — bp_o(M) <0, para k>m+ 1,
bp—1(M) — br1 (M) <0, para k<m.

Ademas, usando (3.6), se tiene que

HEo (M)
= 22 kE<m
ImpLk-2> PO =T (3.7)

HY (M) = kerL*!, para k>m+1,

Hy ; (M)

lo que implica que

dimH?¥ (M)

be(M) — bp_o(M), para k <m,

(M) = b1 (M), para k>m+1.

Por tanto, la dimensién de H¥ (M) es nuevamente un invariante topolégico
de M, para todo k.

Observacién 3.2.1 i) Una variedad M dotada con un estructura compleja
J se dice que es Kdhler si admite una métrica Riemanniana h compatible
con J y tal que la 2-forma Kéhler 2 dada por

QX,Y) = h(X,JY),
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es cerrada (ver [62]). En tal caso, € define una estructura simpléctica sobre
M. Ademas, si M es compacta entonces (M, () es una variedad simpléctica
de Lefschetz (ver [126]).

i1) Existen ejemplos de variedades simplécticas Lefschetz que no admiten
estructuras Kéahler (ver [18, 30]).

Nilvariedades simplécticas compactas. Sea GG un grupo de Lie nilpo-
tente, simplemente conexo de dimensién par y sea Q una 2-forma simpléctica
invariante a izquierda sobre G. Supongamos que I' es un subgrupo discreto
de G tal que el espacio cociente de las clases por la derecha I'\G es una
variedad compacta. Entonces, la 2-forma Q) induce una 2-forma simpléctica
Q2 sobre I'\G y asi, I'\G es una nilvariedad simpléctica compacta.

Ahora, denotamos por g el algebra de Lie sobre G y por H*(g) la cohomologia
del dlgebra g (ver Ejemplo 1.4.5 ii)).

Definimos el homomorfismo (Ly)* : H*(g) — H**%(g) por

(Lg)k[a] = [a A Qg] (3'8)

para [a] € H*(g), donde Q, : g x g — R es la 2-forma simpléctica sobre g
inducida por Q.

Usando el Teorema de Nomizu [103], tenemos que el homomorfismo candnico
i* © H"(g) — HEn(T\G) es un isomorfismo. Ademds, de (3.5) y (3.8), se
deduce que

"2 o (L)% = LF o i
para todo k. Asi (ver (3.6)),

H*(g)

HE(N\G) 2 s

@ ker(Ly)* 1. (3.9)
Observacién 3.2.2 i) Una nilvariedad simpléctica Lefschetz compacta es
necesariamente un toro (ver [7]).

i1) Si el grupo de Lie G es completamente resoluble, entonces (3.9) sigue
siendo cierto. Esto es debido a que el homomorfismo canénico % : H*(g) —
H*.(P\G) es también un isomorfismo, para todo k (ver [47]).
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Ejemplos 3.2.3 Sea H el grupo de Heisenberg que consiste de las matrices
reales de la forma

1 z z
01 y
0 01
con x,y,z € R. H es un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo de
dimension 3. Denotamos por G el grupo de Lie nilpotente de dimensién 4
definido por G = H x R.

Si t es la coordenada usual sobre R, una base de 1-formas invariantes a

izquierda sobre G estd dada por
{a= dx,/gz dy,n = dz — xdy,y = dt}.

Tenemos que

da=d3=0, di=-anp, dj=0. (3.10)

Por tanto,

Q=aAij+B8AY
es una 2-forma simpléctica invariante a izquierda sobre G.
Por otra parte, si I' es el subgrupo de H que consiste de aquellas matrices en
H con coeficientes enteros, entonces I' = I' x Z es un subgrupo discreto de G
y el espacio cociente de las clases por la derecha I'\G = (I'\H) x S! es una
nilvariedad compacta. De hecho, I'\G es la variedad de Kodaira-Thurston
(ver [63, 109]).
Las 1-formas «, E ,m'y 7 sobre G, inducen 1-formas sobre I'\G que denotare-
mos por «, 3,1 y 7, respectivamente. Ademds, usando (3.10) y el Teorema

de Nomizu, se sigue que

H(g) = Hgp(T\G) = ({1}),

H'(g) = Hyp(T\G) = ({[a],[8], "]},

H?(g) = Hip(T\G) = ({laAnl,[a A [BAn]L[BAA]D), (3.11)
H(g) = Hip(T\G) = ({lanBAnllannAql[8AnAA]Y),
H'(g) = Hyp(T\G) = {lanBAnANE)
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Por tanto,
bo(I\G) = ba(T\G) =1, bi(I\G) = b3(I\G) =3, bo(I'\G) =4.  (3.12)
En consecuencia, de (3.8), (3.9) y (3.11), se deduce que
dimH? ,(T\G) = dimH} ,(T\G) =1, dimH?,(T\G) = 4,
dimH} ;(T\G) = dimH} ,(T\G) =3,  dimH;,;(T'\G) = 2.

Asi que tenemos las siguientes desigualdades (ver (3.12))
maz{bg(P\G)—bg—2(T\G), by—1 (T\G)—b11(T\G) } < dimH} ;(M) < by (T\G)
+bi—1(I'\G), para k = 2, 3.

3.2.2 Estructuras cosimplécticas

Sea (M, ®,n) una variedad cosimpléctica con campo de Reeb . Denotamos
por b : (M) — QY(M) el isomorfismo de C*(M, R)-médulos dado por (1.5).
Entonces b puede ser extendido a un isomorfismo, que también denotaremos
por b, del espacio V¥(M) en QF(M) de la siguiente manera

(XTI A AXE) =b(X) AL AD(XE), (3.13)
para todo Xi,..., Xy € X(M). Ademas, tenemos que
#ala) = (1) (a) +EA#a(i(E)a). (3.14)

para todo a € Q¥(M), donde A denota la estructura de Poisson asociada a
M.
Ahora consideramos el submédulo Qf(M) de Q*(M) dado por

Q (M) = {a € Q" (M) /i(¢)a = 0}
y definimos el operador dg : Qf (M) — Q’g“(]\/[ ) de la siguiente forma
dea =da—n ANi(§)da, paratodo o € Q?(M)

d¢ es un operador de cohomologia, esto es, dg = 0. Asi, podemos considerar
el correspondiente complejo diferencial (€2(M),d¢). Denotamos por HZ (M)
la cohomologia de este complejo (ver [32]).
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En [73] los autores obtienen una descripcién de la cohomologia de Lichnero-
wicz-Poisson de M en términos de la cohomologfa H (M).

Teorema 3.2.4 Sean (M,®,n) una variedad cosimpléctica con campo de
Reeb € y A la estructura de Poisson asociada. Supongamos que F* QIE(M)EB
Q]g_l(M) — V¥(M) es el homomorfismo de C*(M,R)-mddulos dado por

F¥(a, B) = #a0+ € A #4P.
Entonces:

i) Las aplicaciones F* inducen un isomorfismo de complejos F : (Q (M),
—dg) @(Qz_l(M),df) — (V¥(M),dy), donde dy es el operador de la
LP-cohomologia de M.

it) Para todo k, 0 < k < dimM, Hfp(M) = HE(M) & H ' (M).

Observacién 3.2.5 El homomorfismo inverso a la aplicacién F'* definida en

el Teorema 3.2.4 esta dado por

(F})~(P) = (=1 ((P)=nAi(€)b(P)),(~ 1) Mi(€)p(P)) € QE(M)@QE" (M),
para todo P € V¥(M) (ver [72)).

Usando el Teorema 3.2.4, la Observacién 3.2.5, (1.6), (3.4) y (3.13) deducimos

Teorema 3.2.6 Sea (M, ®,n) una variedad cosimpléctica con campo de Reeb
&. Supongamos que A es la estructura de Poisson asociada sobre M vy que
. QM (M) @ QM) — V(M) & VE1(M) y G VE(M) & VY (M) —
QFL(M)®QF2(M) son los homomorfismos de C* (M, R)-mddulos definidos
por

Fop) = (F 0.0, C@PQ=FHQ
para (o, ) € Q¥ (M) @ QF1(M) y (P,Q) € V¥(M) & V*~Y(M). Entonces:

i) Las aplicaciones ol Y G inducen una sucesién ezacta de complejos
0 — (M), ~d) @ (U~ (M), de) = (V'(M) & V=1 (M), din ) =

S QT M), de) @ (9 2(M), —de) — 0.
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i1) Esta sucesion exacta induce una sucesion exacta larga de cohomologia

—k—2 =k —k —k—1
Vo HEOM) @ HEN(M) S HE (M) S HEN (M) @ HEA(M) "
fkfl Ff+1

— HIN(M) @ HE(M) =

donde el homomorfismo conector I H?‘l(M) &> Hf_Q(M) — Hé““(M) ®
HE(M) estd dado por

—k—1

L ([a], 18]) = ([a A L[5 A D))
para ([al, [8]) € HEH(M) @ HE(M).
A continuacién, aplicaremos el Teorema anterior a un ejemplo particular.

Ejemplo 3.2.7 Sea (M ,J,h) una variedad compacta Kéhler con 2-forma
de Kéhler O y de dimensién 2m (ver Observacién 3.2.1). Consideremos los
homomorfismos L* : H¥,(M) — H¥'?(M) definidos por

LFa) =[aAQ), para [a] € HE(M).

Denotemos por H* (]Tj ) el espacio de las k-formas arménicas sobre M. En-
tonces H*(M) = HY,(M). Bajo esta identificacién y usando el hecho de que
Q) es paralela, se deduce que los homomorfismos L* vienen dados por

LF(B)=BAQ, para (€ H(M).
Ademds, se tiene que (ver [42, 126]):
i) L* es inyectiva, si k <m — 1,
i7) L* es sobre, si k > m + 1.

Ahora, sea (¥, n) la estructura cosimpléctica sobre la variedad producto M =
M x R definida por

¢ = p’/’T(Q), n= pT;(dt),
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donde pry y pro son las proyecciones canodnicas sobre el primer y segundo
factor, respectivamente. El campo de Reeb & de M es

0

- ot

y, usando los resultados de [73], se sigue que

S

HE(M) = HY,(M) ® C®(R,R) = H*(M) @ C*(R,R). (3.15)

Por otra parte, denotemos por L¥ : HE(M) — HF*?(M) los homomorfismos
dados por
L*[a] = [a A ®].

Entonces, bajo la identificacién (3.15), se tiene que L¥ estd caracterizada por
Fa®f)=(@rQ) @ f, paa acHY M)y feC®R,R). (3.16)
Ast:
i) LF es inyectiva, si k <m — 1,
ii) L* es sobre, si k > m + 1.

Por tanto, si & < m, usando el Teorema 3.2.6 se sigue que

L HED D

Hi (M) = ImLF—2 ~ ImLF3 —

H* (M H=Y(M

(ﬂ ® C*(R,R)) @ (C”"“fu ® C*(R,R)).
ImILF-2 ImILFk-3

Ahora, supongamos que k > m + 1. Entonces, de (3.16), se deduce que
kerL' ' 2 ((kerL* ') @ C®(R,R)) & ((kerL*2) ® C*(R, R)).

Nota que
kerL" = {a € H"(M)/a A Q= 0}.

Bajo las identificaciones anteriores podemos definir la aplicacién lineal s* :
kerL' ' — HY (M) caracterizada por

@ f,0@g) =0, F*(fa,gd))],
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para & € H’“_I(M), = Hk_Q(M) vy f,g € C°(R,R). Un célculo directo
prueba que

Entonces HE,(M) = KerL'™' @ HE(M) @ e
Por tanto, usando el Teorema 3.2.6, concluir[nosL que
HY (M) = (kerL¥ ' ® C™(R,R)) & (kerL*2 @ C®(R,R)), k > m + 4
HPB3(M) = (kerL™? @ C®(R,R)) @ (ker L™ @ C*(R,R))
Hyp"™ (M)

@(W ® C*(R,R))

(kerL™' @ C(R,R)) & (kerL™ © C*°(R, R))
Hm+2 M Hm+1 M
@( dR ,E ) ®COO(R’R))EB( dRN(_ )
ImLm™ ImLm-1
Hg ' (M)
ImLm+1

® C*(R,R)).

12

Hp™ (M)

® C*(R,R))

1%

HTHY (M) (kerL™ @ C=(R,R)) & ( ® C=(R,R))

Hip(M)

o(—=E -
ImILm—2

3.2.3 Estructuras de Lie-Poisson

Sea (M, A) una variedad de Poisson exacta, es decir, una variedad M sobre

la que existe un campo de vectores X, tal que
A=dyX =—[X,A]
En [80], Lichnerowicz probd que, para este tipo de variedades se tiene
Hy,(M) = Hpp(M) & Hpp' (M),

para todo k.
Supongamos ahora, que g es un algebra de Lie real de dimensién n y conside-
ramos la estructura de Lie-Poisson A sobre g* (ver la Seccién 1.1.2). Usando

(1.9), deducimos que (g*, A) es una variedad de Poisson exacta. Por lo tanto,

Hj,(a") = Hip(") ® Hip' (") (3.17)
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Por otra parte, si g es el dlgebra de Lie de un grupo de Lie compacto, en [40]
se prueba que
HY o (g%) =2 H"(g) ® Inw, (3.18)

donde Inv es el dlgebra de las funciones Casimires sobre g*, es decir,
Inv={f € C*(g",R)/X; =0}.

Por tanto, de (3.17) y (3.18), concluimos que, para el dlgebra de Lie g de un

grupo de Lie compacto, se tiene lo siguiente

HE y(6%) = (HY () © Inv) & (H*() © Ino). (3.19)

3.2.4 Una estructura de Poisson cuadratica

Sea A la estructura de Poisson cuadratica sobre R? definida por

o 0

donde (%) son las coordenadas usuales de R>.

La restriccion de A al subconjunto abierto

R* — ({(z,0)/z e R}U{(0,y)/y € R})

define una estructura simpléctica y los puntos (z,0), (0,y) con z,y € R, son
puntos singulares. Ademés, (R* A) no es una variedad de Poisson exacta y

tenemos (ver [99])
H%P(R2> A) = Ra HiP(R27 A) = R27 H%P(R2> A) = RQ' (32[))
Usando estos hechos y (3.4) se deduce

HY ,(R* A, 0) & R, H} ,(R* A, 0) &2 R?

) ; ) ) (3.21)
H%JGR?A?O)%JR? H%J(R7A7O>gR
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3.3 Cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de
una variedad de contacto

En esta seccion estudiaremos la LJ-cohomologia de una variedad de contacto.
Primeramente, obtendremos un resultado general para variedades de Jacobi,
que relaciona la cohomologia de De Rham y la LJ-cohomologia.

Sea (M, A, E) una variedad de Jacobi. Denotamos por #, : QF(M) —
VE(M) el homomorfismo de C*(M,R)-médulos dado por (1.25) y (1.26).
Entonces, se tiene (ver [72] y [73])

—[A #a(@)] + KE N #a(a) = —Fa(do) + #4(i(E)a) A A,
Li(#a(a)) = #a(Lpa),

para todo a € QF(M). Usando (1.1), (1.56) y (3.22), se deduce el siguiente
resultado.

(3.22)

Proposicién 3.3.1 Sea (M, A, E) una variedad de Jacobi y F* . QF (M) @
QF=Y(M) — VE(M) @ V*="Y(M) el homomorfismo de C*(M,R)-mddulos
definido por

F*(a, 8) = (#a() + E A #4(B), —#a(((E)a) + E A#4(I(E)B))  (3.23)

para todo o € QF(M) y 8 € Q¥ Y(M). Entonces, los homomorfismos F*

inducen un homomorfismo de complejos

F o (0 (M), —d) & (Y (M), d) — (V(M) & VM), dag).

Ast, si Hyp(M) es la cohomologia de De Rham de M, tenemos el correspon-

diente homomorfismo en cohomologia
F i Hyp(M) @ Hiz (M) — Hi (M),

Ahora, sea (M,n) una variedad de contacto y (A, E) su estructura de Jacobi
asociada. El isomorfismo de C*°(M, R)-mdédulos b : (M) — QM) definido
en (1.11) puede ser extendido a una aplicacién, que también denotamos por
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b, del espacio de los k-vectores V*(M) en el espacio de las k-formas QF(M)

de la siguiente manera

DX A A XE) =b(X1) AL AD(XG),

para Xi,..., Xy € %(M). Esta extensién también es un isomorfismo de
C*(M,R)-mo6dulos. De hecho, se tiene que
#a(a) = (=D a) + EAN#46(E)(a)), (3.24)

para o € QF(M) (ver [73]). Ademds,

Teorema 3.3.2 Sea (M,n) una variedad de contacto de dimension 2m + 1.

Entonces, el homomorfismo
F*: Hip(M) & Hjp' (M) — Hf (M),
descrito en la Proposicion 3.3.1, es un isomorfismo para todo k. Asi, HY ;(M)
= Hjp(M) & Hyg' (M),
Demostracion. De (3.23) y (3.24) y de la igualdad
i(E)ob=Dboi(n),
deducimos que el homomorfismo de C*°(M,R)-médulos, G* : V(M) &
VE=L(M) — QF(M) @ QF1(M) dado por
GHP,Q) = ((=DFO(P) +nAbQ) —n Ad(i(n)P)),
(=D 10> P) = n Ab(i(n)@Q)))
es el homomorfismo inverso de F* : QF(M) @ QF1 (M) — VE(M) @ VF—1(M).
Por tanto, usando la Proposicion 3.3.1, concluimos que
F o (Q(M), =d) © (@ (M), d) — (V' (M) @V (M), diag)

es un isomorfismo de complejos.

Observacién 3.3.3 En [79], Lichnerowicz probé que la cohomologia 1-diferenciable
Chevalley-Eilenberg de una variedad de contacto es trivial (comparar este re-

sultado con el Teorema 3.3.2).
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3.4 Cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de
una variedad localmente conforme sim-
pléctica

En esta secciéon, estudiaremos la LJ-cohomologia de una variedad l.c.s.
Distinguiremos los dos casos siguientes:

Z) EL CASO PARTICULAR DE UNA VARIEDAD GLOBALMENTE CONFORME
SIMPLECTICA. Sea (M,Q) una variedad g.c.s. con 1-forma de Lee w y sea
(A, E) la estructura de Jacobi asociada. Entonces, existe una funcién real
C>-diferenciable, f, sobre M tal que w = df y la 2-forma Q = e/ es
simpléctica. Denotamos por A el 2-vector de Poisson sobre M asociado con
la 2-forma simpléctica Q. Usando (1.3), (1.15) y la Observacién 1.2.1 iv), se
deduce que

A=eTN, E=4#z(d(e)).

Asi, la estructura de Jacobi (A, E) es un cambio conforme de la estructura

de Poisson A (ver (3.1)). Por tanto, de (3.6) y del Teorema 3.1.1, obtenemos

Teorema 3.4.1 Sea (M,2) una variedad g.c.s. de tipo finito con 1-forma
de Lee w = df. Entonces,

Hf (M -
Hj]—jJ(M) o —];;Rék—g e kerLk_l,

para todo k, donde H;p(M) es la cohomologia de De Rham de M y L" :
Hin(M) — HiE2(M) es el homomorfismo definido por

L'a] = [eTa A Q)

para todo [o] € H](M).

Ejemplo 3.4.2 Sea (N,n) una variedad de contacto de tipo finito. Consi-
deramos sobre la variedad producto M = N x R la 2-forma € dada por

Q= (pr1)*(dn) = (pr2)"(dt) A (pra)”(n), (3.25)
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donde ¢ es la coordenada usual sobre R y (pr;) (i = 1,2) son las proyecciones
canoénicas de M sobre el primer y segundo factor, respectivamente. Entonces
(M,€Q) es una variedad g.c.s. con 1-forma de Lee w = (pry)*(dt). Ademas,
en este caso, la 2-forma simpléctica Q = e Q) es exacta, lo que implica que
el homomorfismo L" es nulo, para todo r. Consecuentemente, usando el

Teorema 3.4.1, se tiene que
Hi (M) 2 Hip(M) & Hyp' (M) 2 Hyp(N) & Hyp' (N).

ii) EL CASO GENERAL. Ahora, estudiaremos la LJ-cohomologia de una
variedad l.c.s. arbitraria. Primero, obtendremos algunos resultados sobre la
cohomologia definida por una 1-forma cerrada sobre una variedad diferencia-
ble arbitraria (ver Ejemplos 2.1.2 7)).

Sea M una variedad diferenciable y w una 1-forma cerrada sobre M.
Denotamos por d,, el operador de cohomologia definido en (2.4) y por H} (M)
la cohomologia del complejo (2*(M), d,,).

Proposicién 3.4.3 Sea M una variedad diferenciable y w una 1-forma ce-
rrada sobre M. Entonces:

i) El complejo diferencial (Q*(M),d,,) es eliptico. Por tanto, si M es com-
pacta, los grupos de cohomologia H*(M) tienen dimensién finita.

i1) Siw es exacta y f es una funcion real C>-diferenciable, tal que w = df,
entonces la aplicacion

Hip(M) — H{(M), o] = [e7/al,
es un isomorfismo. Por tanto, H*(M) = Hk.(M).

Demostracion. 1) Es fécil comprobar que los operadores diferenciales d y
d,, tienen el mismo simbolo, lo que implica que el complejo (Q*(M),d,,) es
eliptico.

it) Un calculo directo prueba este resultado.

Si la 1-forma w no es exacta entonces, en general,

H (M) % Hyp(M).
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De hecho, probaremos que si M es compacta y w es no nula y paralela
con respecto a una métrica Riemanniana sobre M, entonces la cohomologia
H}(M) es trivial. Primeramente, recordaremos algunos resultados probados
por Guédira y Lichnerowicz [45] que nos seran ttiles.

Supongamos que M es una variedad diferenciable compacta de dimensién n,
que w es una 1-forma cerrada sobre M y que g es una métrica Riemanniana.
Consideramos el campo de vectores U sobre M caracterizado por la condicion

w(X) = g(X, U>7

para todo X € x(M).

Denotamos por ¢ el operador codiferencial dado por (ver [42])
da = (=1)"™ " (x 0 d o %) (), (3.26)

para todo o € Q¥ (M), siendo * el isomorfismo de Hodge. Entonces, definimos
el operador 6, : QF(M) — Q¥Y(M) por (ver [45])

do =6 +14(U), (3.27)
donde i(U) es la contraccién por el campo de vectores U, es decir (ver [42]),
i(U) (@) = (—=1)™ " % (w A %a), (3.28)

para todo a € QF(M).
Ahora, consideramos el producto escalar estandar < , > sobre el espacio
QM)

<, SOQM M) x QF (M) =R, (o, 8) =< a, 8 >—/ a A (xf).

M

Entonces, es facil probar que (ver [45])
<dya,B >=< a,d,0 >,

para o € QF (M) y 3 € QF(M).
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Asi, como M es compacta y el complejo (2*(M),d,,) es eliptico, obtenemos

una descomposicién del espacio QF(M) como sigue
OF(M) = HE(M) @ d, ("1 (M) @ 0,(Q51 (M), (3.29)

donde H* (M) = {a € QF(M)/d,(a) = 0,0, (a) = 0} (ver [45]).
De (3.29), se sigue que
HE (M) 2= HE(M). (3.30)

Ahora, probaremos el resultado enunciado anteriormente sobre la trivialidad
de la cohomologia H*(M).

Teorema 3.4.4 Sea M una variedad diferenciable compacta y w una 1-
forma cerrada sobre M, w # 0. Supongamos que g es una métrica Rie-
manniana sobre M tal que w es paralela con respecto a g. Entonces, la
cohomologia H (M) es trivial.

Demostracion. Como w es paralela y no nula, se sigue que ||w|| = ¢, con ¢ una
constante estrictamente positiva. Supondremos, sin pérdida de generalidad,
que ¢ = 1. Nétese que si ¢ # 1, se puede considerar la métrica Riemanniana
g = c2g vy es claro que el médulo de w respecto a ¢’ es 1 y que w es también
paralela con respecto a ¢'.

Bajo la hipétesis ¢ = 1, tenemos que

w(U) = 1. (3.31)

Usando que w es paralela y que U es Killing, obtenemos que (ver (3.26),
(3.28) y [42])
Ly =—0oe(w)—e(w)od, (3.32)

do £U = EU o 5, (333)
donde e(w) : Q¥(M) — Q*1(M) es el operador dado por

e(w)(a) =wA a, (3.34)

para todo o € QF(M).
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De (2.4), (3.26), (3.27), (3.28), (3.31), (3.33) y (3.34), deducimos las siguien-

tes relaciones
d,oi(U)=—i(U)od,+ Ly +1d, d,01(U)=—i(U) 0y, (3.35)

dwOﬁU :EUOdw, 5wO£U = £U05w, (336)
donde Id denota la transformacién identidad.
Por otro lado, (3.32) implica que

< Lya,a> = — <o, di(U)a+i(U)da >
= —<ao,Lya>

para todo o € QF(M). Asf,
< Lya,a >=0. (3.37)
Ahora, si o € H*(M), entonces, usando (3.35), obtenemos que
Lya=—a+d,i(U)x).

Pero, por (3.36), deducimos que Lya € HE(M). Por tanto (ver (3.29)),
obtenemos que

Lya = —a.

Consecuentemente, de (3.37), se sigue que a = 0.
Esto prueba que H* (M) = {0}, lo que implica que HX(M) = {0} (ver (3.30)).
[
Ahora, obtendremos algunos resultados que relacionan la LJ-cohomologia de
una variedad l.c.s. M con su cohomologia de De Rham y con la cohomologia
H:(M), siendo w la 1-forma de Lee de M.
Sea (M, Q) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee w. Supongamos que (A, E)
es la estructura de Jacobi asociada a M. El isomorfismo de C*°(M,R)-
moédulos b : (M) — QY(M) definido en (1.16) puede ser extendido a una
aplicacién, que también denotamos por b, desde el espacio V¥(M) sobre el
espacio QF(M) de la siguiente forma

WXL A A X =b(X1) AL AD(X)



3.4. LJ-cohomologia de una variedad l.c.s. 103

para todo X7, ..., Xy € 2(M). Esta extension es también un isomorfismo de
C*(M,R)-moédulos. En realidad, se tiene que (ver [73])
#a(0) = (=1 (a) (3.38)

para todo o € Q¥(M), donde #, : QF(M) — V¥(M) es el homomorfismo
dado en (1.25) y (1.26).
Usando (1.15), (1.25), (1.26) y que #4(w) = —FE, obtenemos

#r0i(E) =i(w)o#r, i(E)ob=—boi(w). (3.39)
Ast, de (3.22), (3.38) y (3.39), deducimos que

“b([A, P])+EkwAb(P) = d(b(P))—i(E)(b(P)AQ, Lih(P) = b(LpP) (3.40)
para todo P € VF(M).

Ademas, probamos el siguiente resultado.

Teorema 3.4.5 Sea (M, Q) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee w. Supon-
gamos que (A, E) es la estructura de Jacobi asociada sobre M y que F* :
QF (M) — VE(M) @ VE=Y (M) y G* : VE(M) @ VE=Y (M) — QFY(M) son los
homomorfismos de C*(M,R)-mddulos definidos por

FHa) = (#ac, —#a(i(B)a) y GH(P,Q) = (=1)"(=b(Q) +i(E)(P))

para todo o € QF(M) y (P, Q) € VF(M) & V*=Y(M). Entonces:
i) Las aplicaciones F* y G* inducen una sucesion exacta de complejos

0 — (Q*(M),d) 5 V(M) & V=1 (M), —dp.py) S (M), —d,)) — 0,

donde d es la diferencial exterior, ds gy es el operador de la LJ-cohomologia
y d,, es el operador dado en (2.4).
i1) Esta sucesion exacta induce una sucesion larga exacta de cohomologia

— k+1
Lk 2 F*+

ik ~k —1
B Eh o0 B oEE () S ) T R () S

donde el homomorfismo conector L*=' . HF=1(M) — HE (M) estd definido
por
L ([o]) = [a A Q)

para todo [o] € HX1(M).
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Demostracion. Se sigue de (1.15), (1.56), (2.4), (3.22), (3.38), (3.39) y (3.40).
|

Usando el Teorema 3.4.5, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.4.6 Sea (M,Q) una variedad l.c.s. de tipo finito con 1-forma
de Lee w. Supongamos que la dimension del k-ésimo grupo de cohomologia
HE(M) es finita, para todo k. Entonces,

HY.(M
Hy (M) = #(k_g) @ kerLF1,

donde L™ : H(M) — H*(M) es el homomorfismo dado por
L*([o]) = [a A 02,

para [a] € H'.(M). En particular, la dimension de HY (M) es finita.

Observacién 3.4.7 El Teorema 3.4.1 se obtiene directamente de la Propo-
sicién 3.4.3 y del Corolario 3.4.6.

Usando el Teorema 3.4.4 y el Corolario 3.4.6, deducimos ademas, los siguien-
tes resultados.

Corolario 3.4.8 Sea (M,2) una variedad l.c.s. de tipo finito con 1-forma
de Lee w, y tal que la dimensién del k-ésimo grupo de cohomologia H*(M)
es finita, para todo k. Si la 2-forma Q es d(_,)-ezxacta, es decir, existe una
1-forma n sobre M, tal que Q2 = dn — w A n, entonces,

HY (M) = HE (M) @ HEH (M), para todo k.

Corolario 3.4.9 Sea (M,Y) una variedad compacta l.c.s. con 1-forma de
Lee w, w # 0. Supongamos que g es una métrica Riemanniana sobre M tal

que w es paralela respecto a g. Entonces,

Hy (M) = HE (M), para todo k.
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Ejemplo 3.4.10 Sea (V,7n) una variedad de contacto compacta y conside-
ramos sobre la variedad producto M = N x S! la 2-forma  definida por

2= (pr1)™(dn) — (pr2)"(0) A (pr1)"(n), (3.41)

siendo 6 el elemento de longitud de S'. Entonces, (M, ) es una variedad l.c.s.
con 1-forma de Lee w = (pry)*(#). Ademads, si h es una métrica Riemanniana
sobre N, la 1-forma w es paralela respecto a la métrica Riemanniana g sobre
M dada por

g=(pr1)"(h) +ww.

Asi, usando el Corolario 3.4.9, deducimos que

Hy, (M) = Hgp(M) = Hgp(N) & Hyg ' (N).

3.5 Cohomologia de Lichnerowicz-Jacobi de
la esfera unidad de un algebra de Lie real

Si g es un algebra de Lie real de dimensién n dotada de un producto escalar,
< , >, entonces la esfera unidad S"1(g) de g admite una estructura de
Jacobi (ver la Seccién 1.1.2; Ejemplo 2¢)). En esta seccién, describiremos la
LJ-cohomologia de S™1(g) para el caso en el que g es el dlgebra de Lie de
un grupo de Lie compacto.

Primeramente, probaremos algunos resultados que nos seran 1tiles en lo suce-

sivo.

Lema 3.5.1 Si £ € gy E: S"1g) x R — R es una funcién real C>-

diferenciable dada por

En,t)=¢" <&n> (3.42)
para todo (n,t) € S 1(g) x R, entonces
) -
S@o=¢ (3.43)

..........

global del espacio de las 1-formas sobre S"~'(g) x R.



106 Capitulo 3. LJ-cohomologia de una variedad de Jacobi

Demostracion. (3.43) se obtiene directamente de (3.42).
Por otra parte, sea F : g — {0} — S"!(g) x R el difeomorfismo definido en

(1.30). Entonces, deducimos que

foF=<g, >
para todo £ € g, donde < ¢, >:g— {0} — R es la funcién real dada por

<& > ) =<&n>,
para todo n € g — {0}. Esto prueba la segunda afirmacién de este Lema.

Usando el Lema 3.5.1, obtenemos

Lema 3.5.2 Sea P (respectivamente, QQ) un k-vector (respectivamente, un
(k—1)-vector) sobre S"1(g). Denotamos por (P, Q) el k-vector sobre S™!(g) x
R dado por

(P,Q) = e (P + % AQ). (3.44)

Si L es el operador derivada de Lie sobre S"1(g) x R entonces

P - -
£s(P,Q) = —k(P,Q). S(P.Q)E, ... dG) =0 (3.45)
para todo &i,...,& € g, donde 5 (i = 1,...,k) es la funcion real C*-
diferenciable sobre S"1(g) x R dada por (5.42).

Ahora describiremos la LJ-cohomologia de S"~!(g) cuando g es el dlgebra de
Lie de un grupo de Lie compacto y < , > es un producto escalar sobre g

arbitrario.

Teorema 3.5.3 Sea g un dlgebra de Lie de un grupo de Lie compacto G de
dimensionn. Supongamos < , > un producto escalar sobre g y consideramos

sobre la esfera unidad S™*(g), la estructura de Jacobi inducida. Entonces,
Hy,(S""(9)) = H"(g) @ Inw,

para todo k, donde H*(g) es la cohomologia de g relativa a la representacion
trivial de g sobre R y Inv es la subdlgebra de C*(S" *(g),R) definida por

Inv = {p € C=(5""(q), R)/X;() = 0, Vf € C=(5""(q), R)}.
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Demostracion. Denotamos por Ad la accién de G sobre S"~'(g) dada por
(1.28). Esta accién induce una representacién de g sobre el espacio vectorial
C>(5"(g),R) dada por

(£, p) € 9 x C(S" " (a),R) = Esn-1q)(10) € C(S"(g), R),

siendo {gn-1(y) el generador infinitesimal con respecto a la accion Ad", aso-
ciado a ¢ € g. Consideramos entonces el complejo de cohomologia definido
por esta representacion, (C*(g; C*(S™"1(g),R)),d), y su cohomologia H*(g ;
C>=(S""!(g),R)) (ver la Seccién 1.4.2).

Demostraremos que
Hy (5" (g)) = H*(s; C*(5""'(s), R)),

para todo k.
Sea Ck o p(S™ 1(g)) el espacio de las k-cocadenas en el complejo H-Chevalley-
Eilenberg de 5™ !(g). Definimos el homomorfismo

W* s Clep(S" () — CM(@: C*(5"(9), R))
por

(N &) = P (<&, >0, <& >) (3.46)

para todo ¢ € O op(S" He)) y &1y ..., &k € g, donde < &, > (5 =1,...,k)
es la funcién real C*°-diferenciable sobre S"~!(g) dada por (1.22).

Ahora, consideramos el homomorfismo de C°°(S"~1(g), R)-mddulos
(I)k . Vk(sn—l(g)) D Vk—l(sn—l (g)) N Ck (g7 Coo(sn—l (9)7 R))

definido por
PF = ¥ o 5, (3.47)

donde j* : VF(S""1(g)) & VE1(S"1(g)) — CFop(S"1(g)) es la aplicacién
dada por (1.59).
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Un céalculo directo demuestra que

(‘f’“(P, Q)& &)(€) = P(d <&, >,...,d <&, >)(§)+

(1) <&, 6> QA< &, >,...,d< &, >, d <&, >)E) (3.48)
=1 o _ "
= <<P7 Q)(d£17 s 7d€k>>(£70)7

para todo (P, Q) € V*(S" @)@ VF1(S"g)), &, ..., & €ay £ € S Hq),
donde (1/3,\6) es el k-vector sobre 5"!(g) x R definido en (3.44) y & (i =
1,...,k) es la funcién sobre S""!(g) x R dada en (3.42).

Usando (1.23), (1.29), (1.48), (1.58) y (3.46), tenemos que las aplicaciones

p* inducen un homomorfismo entre los complejos

(Chep(S"(8).0ncE) vy (C*(6:C%(S"(0),R)), D).

Asi, las aplicaciones ®* inducen un homomorfismo entre los complejos (ver

(1.60) v (3.47))
VE(S" (g) @ V(S H0), diaey) v (CF(g;C(S" ' (a),R)), D).

Por otro lado, si ®*(P,Q) = 0 entonces, usando (3.45), (3.48) y el Lema
3.5.1, se obtiene que

—~ o
_ _ okt
0=(P,Q)=ce (P+8t

AQ).

Por tanto, P=0y @ = 0.

Como consecuencia, la aplicacién ®* es un monomorfismo.

Ahora, probaremos que ®* es también un epimorfismo.

Sea cf:gx ... xg— C®(S"'(g),R) una k-cocadena C*(S""'(g), R)-
valuada.

Definimos un k-vector R sobre S"71(g) x R caracterizado por la condicién

R(dEy, .. d&) (6, 8) = e(F (&, &) (9) (3.49)

para todos &i,....&§ € gy (§,1) € 5" (g) x R.
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Por el Lema 3.5.1, deducimos que R estd bien definido y, usando (3.43) y
(3.49), obtenemos que

LoR=0.

ot

Esto implica que

B
R=P+ - AQ, (3.50)

con (P, Q) € VE(S"}(g)) & V(S (a))-
Ademés, de (3.44), (3.48), (3.49) y (3.50), deducimos que

dF(P Q) =

Por tanto, ®* es un epimorfismo.

Usando estos resultados, concluimos que
Hi (8" () = H*(g; C*(S"*(g), R)),

para todo k.
Ahora, si aplicamos un resultado general de Ginzburg y Weinstein (ver el

Teorema 3.5 de [40]; ver también [28]), obtenemos que
H"(g; (5" (), R)) = H"(g) ® Tnv

donde Inv es el dlgebra de las funciones G-invariantes sobre S™"~!(g) con
respecto de la accién Ad”.

Finalmente, de (1.29) y como la foliacién caracteristica de S"7'(g) estd ge-
nerada por el conjunto de campos de vectores hamiltonianos

{Xee 5 /€ € g},

deducimos que Inv = Inv.

[ |
Es bien conocido que si g es el dlgebra de Lie de un grupo de Lie semisimple
compacto, entonces H?(g) = {0}. Asi, usando el Teorema 3.5.3, tenemos
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Corolario 3.5.4 Sea g el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G semisimple,
compacto, de dimension n. Supongamos que < , > es un producto escalar
sobre g y consideramos sobre la esfera unidad S™ ' (g) la estructura de Jacobi

inducida. Entonces,

Hi,(5" () = {0}.

3.6 Tabla resumen: cohomologia de Lichnero-
wicz-Jacobi
En las siguientes tablas se hace un resumen de los principales resultados

obtenidos a lo largo de las Secciones 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 sobre la LJ-cohomologia
de los diferentes tipos de variedades de Jacobi.

LJ-cohomologia de variedades de Poisson

TIPO LJ-COHOMOLOGIA OBSERVACIONES
(M, Q) simpléctica .  HEL(M) o1 L": Hip(M)— HjE*(M)
de tipo finito HE (M) = TmILF—2 ® kerL [a] — [a A Q]

M simpléctica exacta HEJ(M) o HZZCR(M) @ H(’;}gl(M) dime.,(M) = b (M) + b_1(M)
de tipo finito

M2™ simpléctica ! Hlp(M) dimH?E (M) =by, (M )-by_2(M)
HE (M) = ZdBUE) g < Ly 2
Lefschetz de tipo Ls(M) Impk—2 ©="T k<m
finito dimH?¥ ,(M)=bj,_1(M)-b M
HE (M) 2 kerL*', k>m+1 £ k)>’;n1+(1) e (M)
M =T\G H*(g) _ g dlgebra de Lie de G
nilvariedad HEJ(M)gIm(L = Gher(Lg)* ! Qg : g x g — R forma simpléctica
simpléctica compacta ¢ inducida

(Lg)": H"(g) — H"**(g)
[o] = [a A Q]
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LJ-cohomologia de variedades de Poisson (continuacién)
TIPO LJ-COHOMOLOGIA OBSERVACIONES
— k,
(M, ®,n) — HEM) @ HEH(M) S Fo ([, [8]) = [(#aa + £ A #0/5,0)]
cosimpléctica con ik G.([(P,Q)]) = (=D)*(p(P)—
campo de Reeb & H’EJ(M)%Hg_l(M)GBHg_z(M) [ n ] [

sucesion exacta

A€ (P)], =[i(€)b(P)])
) = ([a A D], [BA D))

M= M xR
M compacta Kéhler
con 2-forma de
Kahler €2
dimM = 2m

HE (M) = (kerL*' @ C=(R,R))
@ (kerL*2 @ C>(R,R))®
<H511(M)

ImLFk—2

Hig' (M)

ImLF—=3

® C*(R,R))

a( ® C*(R,R))

LF: Hyp(M) — Hj* (M)
[@] — [a@AQ]
LF es inyectiva si k <m — 1
LF es sobre sik>m+1

Dual de un algebra
de Lie real g de
dimension finita

HE,(g") = Hf p(g") ® Hyp' (g7)

Dual de un algebra
de Lie g de un grupo
de Lie compacto

(H*(g) @ Inv)®
(H*1(g) ® Inv)

HEJ(Q*) =

Inv = subdlgebra de las
funciones Casimires de g*

LJ-cohomologia de variedades de Jacobi y no Poisson

TIPO

LJ-COHOMOLOGIA

OBSERVACIONES

M contacto

Hj (M) = H},(M) o H§§1(M)

(M, Q) g.c.s. de tipo
finito con 1-forma de
Lee w = df

) ~ HZ;R(M)

= W @ kerlikil
m

HE (M

L": Hjp(M) — HyE2(M)

[a] — [e=fa A Q)
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LJ-cohomologia de variedades de Jacobi y no de Poisson

(continuacion)
TIPO LJ-COHOMOLOGIA OBSERVACIONES
(M, Q) Le.s. de tipo .  HEL (M) b1 L": HL(M)— HyE(M)
finito con 1-forma de | Hrs(M)= ImLk—2 ® kerL [a] — [a A Q]
Lee wy
dimH* (M) < oo
M l.c.s. compacta HE (M) = Hr (M) dimH?Y (M) = by (M)
con 1-forma de Lee w
paralela con respecto
a una métrica
Riemanniana
Esfera unidad Hfj(sn_l(g)) ~ gk (9) ® Inv Inv =subdlgebra de las funciones
S™~1(g) del algebra constantes sobre las hojas de la
de Lie g de un grupo foliacion caracteristica
de Lie compacto
(dimg = n)




CAPITULO 4

Homologia de Lichnerowicz-Jacobi
de una variedad de Jacobi

De forma similar a como se hizo en el capitulo anterior con la cohomologia, en
este capitulo haremos un céalculo explicito de la homologia de Lichnerowicz-
Jacobi de diferentes ejemplos de variedades de Jacobi. También estudiaremos
ciertas propiedades de caracter general que satisface esta homologia.

4.1 Homologia de Lichnerowicz-Jacobi y cam-
bios conformes de estructuras de Jacobi

Demostraremos a continuacién que la LJ-homologia de una variedad de Ja-

cobi también es invariante por cambios conformes.

Teorema 4.1.1 Sea (M, A, E) una variedad de Jacobi y (A, E,) un cambio

conforme de la estructura de Jacobi (A, E). Entonces
HY (M, A E) = HY (M, A, E,),

para todo k. Por tanto, la LJ-homologia es invariante bajo cambios conformes
de la estructura de Jacobs.

113
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Demostracion. Consideramos el isomorfismo de fibrados vectoriales ¢ : T M x
R — T*M xR dado en (3.2). Como ya vimos en la demostracion del Teorema
3.1.1, este isomorfismo de fibrados define un isomorfismo de algebroides de
Lie entre (T*M x R, [, Jazy #ap) ¥ (T*M X R [, Jiaw0) F(re0))-

De (1.35), (1.51) y (3.3), obtenemos que

61 (0, D) = (0, an1+1<1>), (4.1)

para ® € Q"(M), donde n es la dimensién de M y ¢,41 : D(A"THT*M x
R)) — T(A"™(T*M x R)) es el homomorfismo de C*°(M,R)-mddulos in-
ducido por ¢.

Por otro lado, si V&) (respectivamente, VAeFa)) es la (T* M x R)-conexién
llana sobre A" (T*M x R) — M definida por (1.69) y asociada a la estruc-
tura de Jacobi (A, E) (respectivamente, (A,, E,)), entonces, usando (1.69),
(3.3), (4.1) y el hecho de que

i(#a(a)® = —a Ni(A)D,
probamos que
A, Aa,Eq
¢n+1(vga7g)(0a (P)) = vfﬁl(aéf))gbn-i-l(o? CI))?

para todo (o, f) € QY(M) x C®°(M,R) y ® € Q*(M).
Consecuentemente, el resultado se deduce usando la Proposicién 1.4.6.
[ |

4.2 Homologia de Lichnerowicz-Jacobi de una
variedad de Poisson

Sea (M, A) una variedad de Poisson y 6‘*?) (respectivamente, §*) el operador
de la LJ-homologia (respectivamente, de la homologia canénica) asociado a
M. Entonces

ra = i(A)da — di(A)a

(4.2)
A0, B) = (§%, 68+ (~1)Fi(A)a)
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para todo o € Q*(M) y 3 € QF1(M) (ver (1.68) y (1.70)).
Usando (4.2), obtenemos la siguiente relacién entre la LJ-homologia HX7 (M)

y la homologia canénica H*"(M).

Teorema 4.2.1 Sea (M,\) una variedad de Poisson. Supongamos que (0,1dy):
QFY (M) — Q¥ (M) @ QY (M) y (7)) : Q¥ (M) & QF1 (M) — QF(M) son
los homomorfismos de C*°(M,R)-mddulos dados por

(Ov[dkxﬁ) = (Ovﬁ>7 (Wl)k(a7ﬁ> =

para todo o € QF(M) y € Q¥1(M). Entonces:

).
(1) Las aplicaciones (0,Idy) y (m1)g definen una sucesion exacta de com-
plejos
0 — (7 (M), 5 (@ (M@ (M), 640) B (2 (M),5Y) = 0

(i) La sucesion exacta anterior induce una sucesion ezvacta larga de ho-
mologia
o H () O HE () TR HEn () 2 HE (M)
donde el homomorfismo conector Ay estd definido por
Axla] = (=1)*[i(A)(a)] (4.3)
para todo (o] € HZ*™(M).
Del Teorema 4.2.1, se deduce el siguiente resultado.

Corolario 4.2.2 Sea M una variedad de Poisson tal que sus grupos de ho-
mologia canodnica tienen dimension finita. Entonces, los grupos de la LJ-

homologia también tienen dimension finita y

Hccm (M)
HLJ M) = k—1
g (M) = -

donde A, : HE" (M) — HE™(M) es el homomorfismo dado por (4.3).

@ kerAy,

A continuacion, obtendremos una relacion explicita entre la LJ-homologia
y la LJ-cohomologia para los casos particulares de estructuras simplécticas,
cosimplécticas y de Lie-Poisson.
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4.2.1 Estructuras simplécticas

Sea (M, ) una variedad simpléctica de dimensién 2m. Si f € C*°(M,R), se

sigue que Lyx,2 = 0 lo que implica que
f
Lx,(QA.."  AQ)=0.

Asi, M es una variedad de Poisson unimodular (ver [124]). Usando este
hecho, (3.6), el Teorema 1.4.11 y la Observacién 1.4.12, deducimos el siguiente

resultado.

Teorema 4.2.3 Sea (M, Q) una variedad simpléctica de dimension 2m. En-
tonces
Hy? (M) = Hy=*(M)

para todo k. Ademds, si M es de tipo finito, tenemos

~ Hap "1 (M)

HE (M) = P ® ker L*™F, (4.4)

donde H}p(M) es la cohomologia de De Rham de M y L™ : Hjp(M) —
H42(M) es el homomorfismo dado en (3.5).

A continuacién aplicaremos los resultados anteriores a algunos ejemplos de
variedades simplécticas.

Variedades simplécticas exactas. Si (2 es una 2-forma exacta, entonces
los homomorfismos L* son nulos. Por tanto, de (4.4), se obtiene que

HE (M) = Hip~H(0M) @ Hip ™ (M),

Variedades simplécticas Lefschetz. Sea (M, 2) una variedad simpléctica
Lefschetz de dimensién 2m (ver Seccién 3.2.1). Entonces, usando (3.7) y
(4.4), se tiene

_ HR R
H' (M) = = st

HE (M) = kerL?mF, para k >m+ 1.

para k <m,
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Nilvariedades simplécticas compactas. Supongamos que (I'\G) es una
nilvariedad simpléctica compacta (ver Seccién 3.2.1) y que g es el dlgebra de
Lie del grupo de Lie G . Usando (3.9) y (4.4), deducimos que

H2m—k+1(g)

HEONG) = o

) /{:er(Lg)2m*k,

donde (L,)" son los homomorfismos definidos en (3.8).

4.2.2 Estructuras cosimplécticas

En [33] (ver también [32]) los autores han demostrado que si M es una
variedad cosimpléctica de dimensién 2m + 1 con campo de Reeb &, entonces
la homologia canénica de M viene dada como sigue

Hi™ (M) = HE™ (M) & HE" (M), (4.5)

donde H(M) es la cohomologfa del complejo (25(M), d¢) introducido en la
Seccion 3.2.2. De hecho, este isomorfismo se define como sigue. Consideramos
el operador x¢ : (M) — ng+1_T(M) dado por

we(0) = —io7 ()8 A

Se tiene que «2 = Id y, ademés, la aplicacién
€ Y

Fyy « H" (M) — HZ™ M) @ HZ"H(M)

definida por
Fi([a]) = (bre(a =n Ai(€)a)], [ (i(§)a)]),
es un isomorfismo de espacios vectoriales. De hecho, el homomorfismo inverso

Gy : HZ™H (M) @ HE (M) — H*™(M) est4 dado por

Gi([a], [8]) = Prear + 1 A %]

Usando estos resultados, el Teorema 4.2.1 y el hecho de que %¢ o i(A) =
i(A) o *¢, deducimos la siguiente proposicién.
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Proposicién 4.2.4 Sea (M, ®,n) una variedad cosimpléctica de dimension
2m + 1 con campo de Reeb . Entonces, tenemos una sucesion exacta larga

de espacios vectoriales

L B2 @ B2 () D e ()
H§m+1—k(M) o Hgm—k(M) i(_A>) H§m+3—k(M) o H§m+2—k<M) -

donde las aplicaciones Gy_1, Fy, yi(A) estin definidas por

Gralal, [8) = [(0,(Gra([el, [B]))].
Fr([(o,8)]) = [xele’ =nAi(§)a’), *e(i(€)a))],
(A", [8") = (DR[N], [(A)B")).
Con el fin de estudiar la dualidad entre la LJ-cohomologia y la LJ-homologia,

calcularemos en el siguiente resultado la clase modular de una variedad

cosimpléctica.

Proposicién 4.2.5 Sea (M, ®,n) una variedad cosimpléctica de dimension
2m + 1. Entonces M es una variedad de Poisson unimodular.

Demostracion. Sea £ el campo de Reeb de M. Consideramos entonces la
forma de volumen v = & An. Si f € C®°(M,R), usando que 7 es una
1-forma cerrada y el hecho de que n(Xy) = 0 (ver (1.27) y la Observacién
1.2.1), se sigue

Lx,n=0. (4.6)

Por otra parte, de (1.6), (1.7) y (3.14), deducimos
i(Xp)® = —df +£(f)n.

Asi,
Lx, @ =d(E(f)) An. (4.7)

Usando (4.6) y (4.7) concluimos entonces

ﬁXfl/ =0.
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Asi, la clase modular-Poisson de M es cero.
[ |
En consecuencia, por el Teorema 1.4.11, la Observacién 1.4.12 y la Proposicion

4.2.5 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.6 Sea (M, ®,n) una variedad cosimpléctica de dimension 2m+

1 con campo de Reeb &£. Entonces,
HE (M) = H 2R (M), para todo k.

Ejemplo 4.2.7 Sea (]\7 ,J,h) una variedad compacta Kéhler con 2-forma
de Kihler O y de dimensién 2m. Consideramos sobre la variedad producto

M = M x R la estructura cosimpléctica (®,n) definida por

d =pri(Q), n=pry(dt),

donde pry y pro son las proyecciones canénicas de M sobre el primer y segundo
factor, respectivamente. Entonces, usando el Teorema 4.2.6, deducimos que
(ver Ejemplo 3.2.7)

HE (M) 2 (kerL*" T *@C=(R,R))& (ker L™ *@C>(R,R)), k<m — 2
HET (M) = (kerL™™2 ® C(R,R)) ® (ker L™ @ C*°(R,R))

Hm+2 M
@(‘m—~<> ® C*(R,R))
ImILm™
HEI(M) = (kerL™™ @ C°(R,R)) @ (kerL™ @ C°(R,R))
Hm+2 M Hm+1 M
@(dR—N() ® C*(R,R)) @ (dR?H ® C*(R,R))
ImLm™ ImLm1
. m—+1
HEL (M) = (kerL™ @ C*(R,R)) ® (M ® C*(R,R))
" ImLm+
H™ (M
@(M ® C*(R,R)),
ImLm—2

donde L" : HgR(M ) — HQEQ(]\AJ ) son los homomorfismos definidos por

(@) =[@anQl, para [a] € Hpp(M).
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4.2.3 Estructuras de Lie-Poisson

Sea (g, [ , ]) un dlgebra de Lie real de dimensién n y consideramos sobre el
espacio dual g* la estructura de Lie-Poisson A.

Supongamos que {;}i=1,.., es una base de g y que (z;) son las correspon-
dientes coordenadas globales para g*. Denotamos por v la forma de volumen

sobre g* dada por
v=dxi N...Ndzx,.

El cardcter modular &, de g (ver Ejemplo 1.4.8 7)) induce un campo de vec-
tores constante sobre g* que es el campo modular de la variedad de Poisson

(g%, A) respecto a la forma de volumen v (ver [69, 124]). Asi, si g es unimodu-
lar, es decir, si su cardcter modular & es cero, entonces (g*, A) es una variedad
de Poisson unimodular. Por tanto, por el Teorema 1.4.11 y la Observacion

1.4.12, tenemos

Teorema 4.2.8 Sea (g, |, ],) un dlgebra de Lie real unimodular de dimension
n y consideramos sobre el espacio dual g* la estructura de Lie-Poisson. En-
tonces, para todo k se tiene

Hy'(a%) = Hi75 (0).

Ahora, usando (3.19), el Teorema 4.2.8 y el hecho de que el dlgebra de Lie de
un grupo de Lie compacto es unimodular, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.9 Sea g el dlgebra de Lie de un grupo de Lie compacto de
dimension n y consideramos sobre su espacio dual g* la estructura de Lie-

Poisson. Entonces, para todo k,
HE (%) = Hp M (g%) =2 (H " (g) @ Inv) @ (H" *(g) @ Inv),

donde Inv es el dlgebra de las funciones Casimires sobre g* y H*(g) es la

cohomologia de g relativa a la representacion trivial de g sobre R.
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4.2.4 Una estructura de Poisson cuadratica

Sea A la estructura de Poisson cuadrética sobre R? considerada en la Seccién
3.2.4, es decir,

0 0
AN=zxy— N —.
Y ow dy
El campo modular de (R?, A) respecto al volumen estandar v = dz A dy es
0 0
XY =0— —y—.
A z&v y@y

Es facil ver que [X%] # 0 en H}p(R* A). Por tanto, (R*, A) no es una
variedad de Poisson unimodular.

La homologia canénica de (R%A). Primeramente, calcularemos Hs(R* A).
Supongamos que (3 = hdx A dy es una 2-forma sobre R?, con h € C*(R? R).

Tenemos que
0"6 = —di(A)(B) = —d(wyh). (4.8)
De aqui deducimos que

AB=0 <= ayh=cte <= h=0 < F=0.

Asi,
H5™(R?, A) = {0}. (4.9)

Ahora, sea a una 1-forma sobre R?. Se tiene que

0 0
A _
M a=i(A)(da) fxyda(ax, ay).

Consecuentemente,
ra=0 < da=0 < a=df, para fecC®R%R).
Esto implica que (ver (4.8))

_{df/feC=®RLR)}  {df/f € C*(R*,R)}

HUEN=TT0 @) (dash)/he O~(ER))

(4.10)
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En particular, obtenemos que la dimensién de H{*(R? A) no es finita. De
hecho, si m es un entero arbitrario, m > 1, y

Zx\k[dxk] =0, con X\ €R,
k=1

se tiene que

y de aqui se sigue que A\ = 0, para todo k € {0,...,m} (nétese que p(z) =

Z M\ez® es un polinomio de grado < m).
k=0
Finalmente, calcularemos H5™(R? A).

Si v = fdx + gdy es una 1-forma sobre R?, deducimos que

. dg Of
= i) = (5L - 5.
lo que implica que
C>(R?* R)

Hcan RQ,A — :
0" (R%,A) {zy(52 - 50)/f,9 € C=(R*R)}

Por otra parte, usando que H2,(R?) = {0}, obtenemos la siguiente igualdad
de conjuntos

89 Of

ley(5 - 6—y)/f,g € C*(R*,R)} = {zyh/h € C*(R*,R)}

y, por tanto,

can (Tp2 — COO(RQ’R)
Hg™(R°, A) = {zyh/h € C=(R* R)}’
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Ahora, consideramos la aplicacién R-lineal
¢ HE"™(R*)A) — HE(R*A) @ R
definida por

Y([f]) = ([df], £(0,0)), paratoda f e C*(R*R).

Un célculo directo demuestra que 1 es un isomorfismo. De hecho, la apli-
cacion R-lineal
C: HE™R?A) @R — HE™(R?,A)

dada por
C(ldf], k) = [f = f(0,0) + K]

es justamente la inversa de .

Consecuentemente,

can (T2 ~ {df/f € COO(RQ’ R)}
Hi™ (R A) = Cayh)jh € 0=, B)}

Observacién 4.2.10 De (3.20), (4.9), (4.10) y (4.11), concluimos que

o R. (4.11)

H™™(R?, A) 2 Hip' (R A),
para i € {0, 1,2}.

La LJ-homologia de (R* A). Usando (4.9), (4.10), (4.11) y el Teorema

4.2.1, tenemos que
HB%J(RQJ A, 0) = HQCan(R27 A) = {0}

LT (T2 ~ can (T2 - {df/fECOO<R2aR)}
HtA0) = RN = Gpnn e cx®LR) (412

L7 (T2 o ppeanim2 Ay Adf/f € C*(R*R)}
Hy (R%,A,0) = Mg (R’A)_{d(xyh)/heooo(RZ,R)}

OR

Demostraremos ahora que

HE(R?A,0) = H™(R%, A) @ HE(R?, A).
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Para ello, consideramos la aplicacién R-lineal
) HE(R?,A) @ HS™(R?, A) — HF(R?, A, 0)

dada por
([, [f]) = [(a, )]
para todo o € QY (R?) y f € C*°(R?* R), con 6*a = 0.
Nétese que si
o =a+68,  f=f+5,
con € Q*(R?) y v € QY(R?), entonces, como H2,(R*) = {0}, existe una
1-forma # sobre R? satisfaciendo = —d7 y

0O,y +7) = (5°5,0%).
Asi,
(o f) = (e, ) + 8B,y + 7).
Esto prueba que la aplicacién zZ estd bien definida.
Por otra parte, estd claro que v es un epimorfismo. Ademas, usando de

nuevo que H2,(R?) = {0}, se sigue que @Z es un monomorfismo.
Por tanto (ver (4.10) y (4.11)),

{df/f € C*(R*R)}
{d(zyh)/h € C=(R*,R)}

Observacién 4.2.11 De (3.21), (4.12) y (4.13), concluimos que

HE(R?)A,0) = ( ) ®R. (4.13)

HM(R* A, 0) 22 HYY(R? A,0), para i€ {0,1,2,3}.

4.3 Homologia de Lichnerowicz-Jacobi de una
variedad de contacto

Sea (M, n) una variedad de contacto de dimensién 2m + 1. Entonces, v =

n A (dn)™ es una forma de volumen y (ver [118])

Myp = (=(m+1)E,0),
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donde (A, E) es la estructura de Jacobi asociada a M. Asi, M no es una
variedad de Jacobi unimodular y por tanto, no es posible aplicar el Teorema
1.4.11. De hecho, en esta seccién, demostraremos que la LJ-homologia de
una variedad de contacto M es trivial.

Primeramente, probamos un resultado que serd 1til en lo sucesivo.

Lema 4.3.1 Sea (M, n) una variedad de contacto de dimension 2m+1 y sea
(A, E) la estructura de Jacobi asociada a M. Sie(n) : Q¥(M) — QFFL(M) y
LF - QF(M) — QF2(M) son los operadores definidos por

e(m(@) =nAa, L*a)=and,
entonces,
i(A) oe(n) = e(n) oi(A), (4.14)
i(A) o LF — LF2 0 i(A) = (m — k)Id + e(n) o i(E), (4.15)
donde Id denota la transformacion identidad.

Demostracidén. Sea z un punto arbitrario de M. Supongamos que (¢,q', ..., ¢™,
P1,---,Pm) son coordenadas canénicas en un entorno abierto U de z satis-
faciendo (1.13).

De (1.13), se sigue que

(i(A) o e(n))(a) = (e(n) o i(A))(a),

para todo o € Q*(U). Esto prueba (4.14).
Por otro lado, si aq, . . ., ag son 1-formas sobre U, entonces un célculo directo,
usando de nuevo (1.13), demuestra que

De aqui se obtiene (4.15). |
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Ahora, probamos el resultado anunciado al comienzo de esta seccién, acerca

de la LJ-homologia de una variedad de contacto.
Teorema 4.3.2 La LJ-homologia de una variedad de contacto es trivial.

Demostracion. Sea (M,n) una variedad de contacto de dimensién 2m + 1y
§ME) el operador de la LJ-homologfa.

Si «v (respectivamente, 3) es una k-forma (respectivamente, una (k—1)-forma)
sobre M tal que

dMB)(a, B) = (0,0),
entonces, usando (1.12), (1.70) y el Lema 4.3.1, deducimos que

_ s 1ha nAB
(,8) =6 (—m+1;m+1)-

Por tanto, HX/ (M) = {0}.
[

4.4 Homologia de Lichnerowicz-Jacobi de una
variedad localmente conforme simpléctica

Como en la Seccion 3.4 del tercer capitulo, distinguimos los siguientes casos:
i) EL CASO PARTICULAR DE UNA VARIEDAD G.C.S. Sea (M, 2) una variedad
g.c.s. con 1-forma de Lee w. Entonces , existe f € C*°(M,R) tal que w = df
y la estructura de Jacobi de M es un cambio conforme de la estructura de
Poisson de M asociada con la forma simpléctica e=/€. Asi, de los Teoremas

3.1.1 ,4.1.1 y 4.2.3, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.4.1 Sea (M,$) una variedad g.c.s. de dimension 2m. FEn-
tonces,

HEI(M) 2 HE (),
para todo k. Ademds, si M es de tipo finito, tenemos

~ Hip " (M)

LJ 7 2m—k
H (M) = T 2T @ kerlL ,
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donde H}p(M) es la cohomologia de De Rham de M y L™ : Hjp(M) —
H2(M) es el homomorfismo dado por

L'fa] = (e”Ta A ),
para todo (o] € Hjp(M).

Observacién 4.4.2 En [118], Vaisman demuestra que una variedad g.c.s.
es una variedad de Jacobi unimodular. Usando este hecho, el Teorema 3.4.1
y el Teorema 1.4.11, podemos también probar el Teorema 4.4.1.

Ejemplo 4.4.3 Sea (N,7n) una variedad de contacto de tipo finito. Supon-
gamos que la dimensién de N es 2m — 1 y consideramos sobre la variedad
producto M = N xR la estructura g.c.s. 2 dada en (3.25). Entonces, usando

el Teorema 4.4.1, tenemos
Hy? (M) 2= Hip =™ (M) @ Hyg ~"(M) = Hig™"*(N) © Hip~"(N).

it) EL CASO GENERAL. Ahora, estudiaremos la LJ-homologia de una varie-
dad l.c.s. arbitraria.
Sea (M,€)) una variedad lc.s. de dimensién 2m con 1l-forma de Lee w.

Entonces v = Q™ es una forma de volumen y (ver [118])
(n,m) = [(=(L+m)E,0)],

donde (A, F) es la estructura de Jacobi asociada a M. Asi, en general,
M no es una variedad de Jacobi unimodular (ver [118]) y por tanto, no es
posible aplicar el Teorema 1.4.11. De hecho, en esta seccién probaremos
que si k € {0,...,2m + 1} entonces, en general, los espacios H¥ (M) y
Hy? . (M) no son isomorfos.

Primeramente, introduciremos una cierta cohomologia para dar una descripcion
explicita de la LJ-homologia de M.

Consideramos las 1-formas cerradas wy y w; sobre M definidas por

Wwp = —1Mmw, wp =—(m+1w. (4.16)
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Denotamos por H} (M) y por H} (M) las cohomologias de los complejos
(Q(M),d,,) y (2(M),d,, ), donde d, y d,, son los operadores diferenciales
con cuadrado cero dados por (ver (2.4) y (3.34))

dyy = d + e(wyp), dy, = d+ e(wr). (4.17)

Ahora, sea d : QF(M)@QF 1 (M) — QFL(M)@QF (M) el operador diferencial
definido por
(e, B) = (duwyor — QA B, —do,y B). (4.18)

Usando (1.14), se sigue que d? = 0. Asi, podemos considerar el complejo

d

S LD (M) S QR (M) QR (M) S QR (M) @ (M) — ...

Denotamos por H*(M) la cohomologia de este complejo.
De (4.17) y (4.18), deducimos el siguiente resultado que relaciona H*(M)
con las cohomologias H} (M) y H} (M).

Proposicién 4.4.4 Sea (M, Q) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee w.
Supongamos que (Id*,0) : QF(M) — QF(M) @ Q¥ 1 (M) y (m)k : QF(M) @
QFY(M) — QFY(M) son los homomorfismos de C*°(M,R)-mddulos defini-
dos por

(1d*,0)(a) = (a,0), (m2)*(ex, B) = B,
para o € QF(M) y 8 € QFY(M). Entonces:

(i) Las aplicaciones (Id*,0) y (m2)* inducen una sucesién eracta de com-

plejos

0 — (2 (M), d,) " (@ (M)eQ (M), d) = (2 (M), —d.,)) — 0.

(17) Esta sucesion exacta induce una sucesion exacta larga de cohomologia

— k -~ T k * - o
S () " R ) HES () T HER ()

w1

(Id*+1,0).
— ..
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donde el homomorfismo conector —L*~1 estd definido por
(=L YH]a] = [~a A, (4.19)
para todo [a] € HE(M).
Ahora, de la Proposicion 4.4.4, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4.5 Sea (M,$2) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee w y tal
que los grupos de cohomologia HE (M) y HE (M) tienen dimension finita,
para todo k. Entonces, el grupo de cohomologia H*(M) también tiene di-
mension finita, para todo k, y

HE, (M)

ﬁk(M) A TTw

= m N> kf@?"Lk_l,
m

donde L" : H., (M) — HLt*(M) es el homomorfismo dado en (4.19).

Usando (4.16), (4.17), la Proposicién 3.4.3, el Teorema 3.4.4 y el Corolario
4.4.5, probamos los siguientes resultados.

Corolario 4.4.6 Sea (M,)) una variedad l.c.s. con 1-forma de Lee w, tal
que las dimensiones de los grupos de cohomologia HE (M) y HE (M) son
finitas, para todo k. Supongamos que ) es d(_,)-ezacta, es decir, que existe
una 1-forma n sobre M, satisfaciendo

Q=dn—wAn.
Entonces, para todo k, tenemos

(M) = HE (M) & HE (M),

Corolario 4.4.7 Sea (M,) una variedad compacta l.c.s. con 1-forma de
Lee w # 0. Supongamos que g es una métrica Riemanniana sobre M tal que
w es paralela respecto a g. Entonces, la cohomologia H*(M) es trivial.
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Ahora, estudiaremos la relacion entre la L.J-homologia de una variedad 1.c.s.
M y la cohomologia H*(M).
Sea (M,€2) una variedad l.c.s. de dimensiéon 2m con l-forma de Lee w.
Denotamos por (A, E) la estructura de Jacobi asociada a M y por #, :
QF(M) — VE(M) el isomorfismo de C*°(M,R)-médulos dado por (1.25) y
(1.26).
Definimos el operador estrella x : Q¥(M) — Q?™=*(M) por
*a = (—1)Fi(#a(a))— (4.20)
para todo o € QF(M).
Lema 4.4.8 Si a es una k-forma sobre M entonces:
(1) *(xa) = a.

(i) (i(E)ox)(a) = (=1)*(x 0 e(w))(e).

(1i1) (Lgox*)(a)=(xoLg)(a).

(1) (i(A) ox)(a) = *(a A Q).

Demostracion. (i) Sean (q',...,q¢™, p1,...,pm) coordenadas en un subcon-

junto abierto U de M tal que

w = do, Q:eUquiAdpi, A:e_”Z(aii /\ai'),

7

donde ¢ : U — R es una funcién real C*°-diferenciable sobre U (ver (1.18)).

Consideramos sobre U la 2-forma simpléctica

Q=eQ=> dg Ndp:. (4.21)

Denotamos por * : QF(U) — Q**(U) el operador estrella inducido por €,

es decir,
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donde A es la estructura de Poisson asociada a €.

En [12] (ver también [76]), Brylinski demuestra que
** = Id. (4.22)

Por otro lado, usando (1.18), (1.25), (1.26), (4.20) y (4.21), tenemos que

(m—k)

*x=e “%a, paratodo «a € QF(U). (4.23)

Asf de (4.22) y (4.23), se sigue que %*(a) = « para todo a € Q¥(M). Esto
prueba (7).

Usando (1.15), (3.38) y (4.20), deducimos (it).

De (1.17), (4.20) y la segunda relaciéon de (3.22), obtenemos que (iii) es
cierto.

Finalmente, (iv) se sigue directamente usando (4.20) y el hecho de que
#A(Q) = A.

El operador * inducido por una forma simpléctica Q en una variedad M

satisface la siguiente relacion (ver [12])
*(6%a) = (=1 d(xa),

para todo a € QF(M), donde §* es el operador de la homologia canénica
(ver (1.68)). Por tanto, procediendo como en la demostracién de la primera

parte del Lema 4.4.8 y usando dicho Lema deducimos el siguiente resultado.
Lema 4.4.9 Si « es una k-forma sobre M, se tiene
*(i(A)da — di(N)a) = (=1)" T (d(xa) — (m — k4 1)e(w)(xa) — QA I(E)(xa)).

Ahora, aplicando los Lemas 4.4.8 y 4.4.9, obtenemos la relaciéon anunciada
entre la LJ-homologia de M y la cohomologia H*(M).
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Teorema 4.4.10 Sea (M,Q2) una variedad l.c.s. de dimension 2m y con

1-forma de Lee w. Supongamos que (A, E) es la estructura de Jacobi aso-
ciada a M y que ¢y, - QF(M) @ Q¥ (M) — Q2 1 (M) @ Q2™ (M) es el
isomorfismo de C*(M,R)-mddulos definido por

¢k<a76) = (*671(E)(*ﬁ) _*a)7

donde x es el operador estrella dado en (4.20). Si 6™F) es el operador de la
LJ-homologia de M y d es el operador diferencial definido en (4.18) entonces,

o1 (08P (o, 8)) = (—1)*d(dn(ev, 8)),
para todo (a, 3) € QF(M) @ QFY(M). Asi,
HE (M) = H>™ (M),

Usando el Teorema 4.4.10 y los Corolarios 4.4.5, 4.4.6 y 4.4.7, deducimos las

siguientes consecuencias.

Corolario 4.4.11 Sea (M,$2) una variedad l.c.s. de dimension 2m, con 1-
forma de Lee w y tal que los grupos de cohomologia HE (M) y HE (M) tienen
dimension finita, para todo k. Entonces,

H2m—k+1<M)
LJ ~Y w1
H (M) = ot

donde L™ : H, (M) — HI(M) es el homomorfismo dado en (4.19).

@ kerL*™F,

Corolario 4.4.12 Sea (M,$2) una variedad l.c.s. de dimension 2m con 1-
. - 7k

forma de Lee w y tal que la dimension de los grupos de cohomologia H, (M)

Y Hfl(M) es finita, para todo k. Supongamos que ) es d(_,)-exacta, es decir,

que existe una 1-forma n sobre M que cumple
Q=dn—wAn.

Entonces,

Hy' (M) = HP (M) & HEP (M),

para todo k.
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Corolario 4.4.13 Sea (M, Q) una variedad compacta l.c.s. con 1-forma de
Lee w, w # 0. Supongamos que g es una métrica Riemanniana sobre M
tal que w es paralela con respecto a g. Entonces, la LJ-homologia de M es

trivial.

Observacion 4.4.14 Notese que bajo las mismas hipotesis que en el Coro-
lario 4.4.13, tenemos que H¥ (M) = HX.(M), para todo k.

Ejemplo 4.4.15 Sea (N, n) una variedad de contacto compacta de dimensién
2m — 1. Consideramos sobre la variedad producto M = N x S* la estructura
l.c.s. 2 dada en (3.41). Entonces, usando el Corolario 4.4.13, se sigue que la

LJ-homologia de M es trivial.

4.5 Homologia de Lichnerowicz-Jacobi de la
esfera unidad de un algebra de Lie real

En esta ultima seccion del Capitulo 4 daremos una descripcion explicita de
la LJ-homologia de la esfera unidad del algebra de Lie real de un grupo de
Lie compacto. Para ello, probaremos que la esfera unidad de un algebra de
Lie real unimodular es una variedad de Jacobi unimodular.

Teorema 4.5.1 Sea g un dlgebra de Lie real unimodular de dimension n.
Supongamos que < , > es un producto escalar sobre g y consideramos sobre
la esfera unidad S™ *(g) la estructura de Jacobi inducida. Entonces S™1(g)

es una variedad de Jacobi unimodular. Ast,
Hi? (8" (g)) 2 Hy 5" (S"(a)),
para todo k.

Demostracidén. Sean (z');—1.._, las coordenadas globales para g obtenidas de

-----

una base ortonormal {&}i=1. ., de g.
Consideramos la forma de volumen  sobre g definida por

v=dx'N...Ndz".
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Denotamos por b. -~ : g — ¢* el isomorfismo lineal entre g y g* dado en
(1.19) y por A la estructura de Poisson sobre g inducida por la estructura de
Lie-Poisson sobre g* y por el isomorfismo b | .

Supongamos que (z;);=1,., son las coordenadas globales para g* obtenidas
de la base {&;}i1,...n- Como bl _(dziA...Adx,) =1, sesigue que el campo
modular X% de (g, A) con respecto a U es cero (ver la Seccién 4.2.2).

Ahora, consideramos la (n — 1)-forma v sobre S™"~!(g) definida por

v=>Y ()" <&, >d<f SALAND<EG SAL A< E, >,
i=1
donde < &, >: S"!(g) — R es la funcién real dada por (1.22). Entonces,
si Flig—{0} — 5" '(g) x R es el difeomorfismo definido en (1.30), con un
calculo directo probamos que

(F_l)*(ﬁ|g_{0}) ="y Adt. (424)

Por tanto, v es una forma de volumen sobre S" !(g), y, usando (4.24), la
Observacién 1.4.13 y el hecho de que el campo modular de (g — {0}, Aj;_0})
con respecto a Uj,_goy es cero, deducimos que

MZ(A,E) = (07 0)7

siendo (A, E) la estructura de Jacobi de S™!(g). Nétese que F' es un iso-
morfismo Poisson entre (g — {0}, Aj;_{0}) ¥ la poissonizacién de S"~!(g) (ver
el Ejemplo 1.3.1 #ii)).

|

De los Teoremas 3.5.3 y 4.5.1, concluimos

Teorema 4.5.2 Sea g el dlgebra de Lie de un grupo de Lie compacto de
dimension n. Supongamos que < , > es un producto escalar sobre g y con-
sideramos sobre la esfera unidad S™'(g), la estructura de Jacobi inducida.
Entonces,

Hy' (8" (g)) = H;M (5" (a) = H"H(a) ® Inw
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para todo k, donde H*(g) es la cohomologia de g relativa a la representacion
trivial de g sobre R y Inv es la subdlgebra de C*(S" (g),R) definida por

Inv = {p € C¥(S" (), R)/X;(p) =0, para f € C=(5"(g), R)}.

4.6 Tabla resumen: homologia de Lichnero-
wicz-Jacobi

En las siguientes tablas se resumen los principales resultados obtenidos a lo

largo del Capitulo 4 sobre la LJ-homologia y su relacién con la LJ-cohomologia

de diferentes tipos de variedades de Jacobi.

LJ-homologia de variedades de Poisson

TIPO LJ-HOMOLOGIA CLASE OBSERVACIONES
MODULAR
HLJ M) = H2’m+1—k M

(327, 0) « (M0 & HLTHM) L7+ (M) — Hy (M
simpléctica H2mAl—k(p 0 [a] — [ A Q]
de tipo finito = [l;::Tn—l(c—&-l) ® kerL*m—Fk
(M2, &, ) LJ ~ pr2m+2—k
cosimpléctica Hy " (M) = HL} (M) 0

HET (M) = (ker L™ H1-F @ 0= (R, R))

_ar - Tro. roAr r4+2/ 7 1
M—MXR ®(kerL2m7k®Coo(R’R)) L 'HdR(M)HHdR (M)
M compacta HIm 27k () - 0 [@] — [a A Q)
Kahler, con a( T : T2m—k ® C*(R,R)) ~
2-forma de 2:?“71@ L i‘nyectiva% sir<m-—1

Kéhler Q2 @(HdR (M) © C*(R,R)) L" sobre si 7 > m+1.

dimM = 2m

Imi2m— 1—k
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LJ-homologia de variedades de Poisson (continuacién)
TIPO LJ-HOMOLOGIA CLASE OBSERVACIONES
MODULAR
Dual de un
algt?bra de Lie g HE (g%) = HZ;kH(g*) 0
unimodular de
dimensién n
Dual del algeb *\ A
ual del dlgebra HL (g%) =
de Lie g de un L,
grupo de Lie ngk—s-l(g*) >~ (H" 1 (g)® Im{ :subalgfeb?a de las*
compacto (dim 0 funciones Casimires de g

g=n)

Inv) ® (H" % (g) ® Inv)

LJ-homologia de variedades de Jacobi no Poisson

TIPO LJ-HOMOLOGIA CLASE OBSERVACIONES
MODULAR
M2m+1 contacto HET (M) = {0} [(—(m+1)E,0)] E =campo de Reeb
#0
(M.Qm,Q)'g.c.s. de HE (M) = L™ Hjp(M) — HyE(M)
tipo finito con 0 [a] = [e=Ta A Q)
1-forma de Lee HZm =R I
w = df Iiffpmfkfl ® ker L2
(M?™,Q) Les. HET (M) = L7 : HY, (M) — HIF2(M)
con 1-forma de [(—(m+1)E,0)] [a] = [ A Q]
Leewy HUQJZ'LH—’“(M) & her[2m-F Wy = —mw,

dimHz, (M) < oo
(i=0,1)

ImL2m—k—1

w; =—(m+ 1w




4.6. Tabla resumen: homologia de Lichnerowicz-Jacobi

137

LJ-homologia de variedades de Jacobi no Poisson (continuacién)

TIPO LJ-HOMOLOGIA CLASE OBSERVACIONES
MODULAR
M?™ lc.s.
compacta con HE (M) = {0} [(~(m+1)E,0)]
1-forma de Lee w
paralela con #0
respecto a una
métrica
Riemanniana
Esfera unidad LJ/an—1 ~ Inv =subélgebra de las
1 Hi (8" (g)) = :
S™1(g) del 0 funciones constantes sobre

algebra de Lie g
de un grupo de Lie
compacto
(dimg =n)

Hy 8 (8" H(g)) =
H" % (g) ® Inv

las hojas de la foliacién
caracteristica
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CAPITULO b

Estructuras de Nambu-Poisson y de Nambu-Jacobi.
Algebroides de Leibniz

5.1 Estructuras de Nambu-Poisson

En esta primera seccién del Capitulo 5 recordaremos la nociéon de variedad
de Nambu-Poisson y mostraremos algunos ejemplos. Ademas, describiremos

la foliacion caracteristica asociada a este tipo de estructuras.

5.1.1 Variedades de Nambu-Poisson. Ejemplos

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n.

Un corchete de Nambu-Poisson de orden m (m < n) sobre M (ver [108])
es una aplicacién m-lineal {,...,} : O°(M,R) x ..." .. x C®°(M,R) —
C*(M,R) satisfaciendo las siguientes propiedades:

(1) Antisimetria: si fi,..., fm € C®(M,R) entonces

{flu SR 7fm} = (_1)6(0){f0(1)7 ceey fa(m)}u

para todo o € &(m), donde &(m) es el grupo de las permutaciones de orden

my (o) es la paridad de la permutacién o.

139
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(2) Regla de Leibniz: si fi, g1, fay .-, fm € C°(M,R) entonces

{flgl:f27"'7fm} = fl{glaf27'"afm}+gl{f17f27-"7fm}-

(3)Identidad Fundamental: si fi,..., f;-1,91, -+, gm € C°(M,R) entonces

(i fmetAgn g} =D Lo Af o oG G}
=1

Dado un corchete de Nambu-Poisson {, ..., }, podemos definir un m-vector

A, como sigue
Adfy,....dfn) ={f1, -, fm}s

para fi,...,fm € C®(M,R). Al par (M,A) se le denomina variedad de
Nambu-Poisson de orden m.

El siguiente teorema describe la estructura local de los corchetes de Nambu-
Poisson de orden m, con m > 3.

Teorema 5.1.1 [2, 36, 52, 92, 100] Sea M wuna variedad diferenciable de
dimension n. El m-vector A, 3 < m < n, define una estructura de Nambu-
Poisson sobre M si y sdlo si para todo x € M, con A(x) # 0, ezisten coorde-

nadas locales (', ..., a™ ™1 ... ") alrededor de x tal que
0 0
A=—AN...N—.
Ox! ox™

Ejemplos 5.1.2 i) Sea M una variedad orientada n-dimensional y elegimos
una forma de volumen v sobre M. Entonces, podemos considerar el siguiente

corchete de Nambu-Poisson {, ..., }, definido por la férmula

AfLA A= {1, fador.

Denotaremos por A, la estructura de Nambu-Poisson de orden n dada por
este corchete.

De hecho, si (M, A) es una variedad de Nambu-Poisson de orden n y de
dimension n, tal que A # 0 en todo punto, entonces existe una forma de
volumen v sobre M tal A = A,.
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it) Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m > 3 y sea f €
C>*(M,R). Entonces i(df)A define una estructura de Nambu-Poisson sobre
M de orden m—1 (ver [52]). De hecho en [43] se prueba que las variedades de
Nambu-Poisson pueden ser definidas inductivamente usando la construccién
descrita en este ejemplo. Més concretamente, ellos demuestran que si m > 3
y A es un m-vector sobre una variedad M, entonces A define una estructura
de Nambu-Poisson de orden m sobre M si y solo si las contracciones i(df)A
definen una estructura de Nambu-Poisson sobre M de orden m — 1, para todo
f e C>(M,R).

Por otra parte, puesto que una 1-forma cerrada es localmente exacta, se
tiene que si (M, A) es una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m > 3,
y 6 es una 1-forma cerrada sobre M, entonces i(f)A es una estructura de
Nambu-Poisson de orden m — 1 sobre M.

Si ahora consideramos la estructura de Nambu-Poisson A, de orden n aso-
ciada con un volumen v sobre una variedad orientada M de dimensién n
(ver Ejemplo i)) y una 1-forma 6 sobre M, entonces usando el Teorema 5.1.1
podemos probar facilmente que (M,i(€)A,) es una estructura de Nambu-

Poisson si y sélo si 6 es una 1-forma cerrada.

5.1.2 La foliacion caracteristica de una variedad de
Nambu-Poisson

Describiremos a continuacion la foliacién caracteristica asociada a una varie-
dad de Nambu-Poisson.

Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson de orden m y sea k un entero
tal que £ < m.

Si AR(T*M) (respectivamente, A™ (T M)) denota el fibrado vectorial de las
k-formas (respectivamente, (m — k)-vectores) entonces A induce un homo-
morfismo de fibrados vectoriales #% : AF(T*M) — A™=*(T M) definido de la

siguiente forma
#1(9) = i(B)A(2), (5.1)

para § € A¥(T:M) y x € M, donde i(3) es la contraccién por 3. Denota-
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mos también por #% : QF(M) — V™ *(M) el homomorfismo de C°°(M, R)-
modulos dado por

#i(0)(@) = #4 (a(2)), (5.2)
para toda o € Q*(M) y z € M.

Observacién 5.1.3 Es claro que la aplicacién #5 : Q¥(M) — Vm=Fk(M)

5 QF(M
induce un isomorfismo de C'*°(M, R)-mddulos #IZ LT (#k) — #(QF (M)
er#h
definido por
—k
#a(la]) = #5X (@), (5.3)
QF(M
para todo [a] € kei#’f\)'
Ahora, sean fi,..., fmo1 € C®°(M,R). Definimos el campo de vectores
XJ/‘\'1~~~fm—1 como sigue
XP o =R N N df). (5.4)
X J/}l fn_, €8 €l campo hamiltoniano asociado a las funciones fi, ..., fm-1.

De la identidad fundamental, se sigue que los campos hamiltonianos son
automorfismos infinitesimales de A, es decir,

f1efm—1
para todo fi,..., fim—1 € C®°(M,R). Sim > 3, (5.5) implica que (ver [54])
Lym-r A = (=1)"# (da)A, (5.6)

para todo a € Q™1 (M).

Nétese que (5.6) no es cierta para m = 2.

Definicién 5.1.4 Un punto = de una variedad de Nambu-Poisson (M, A) de
orden m > 3 se dice que es regular si A(x) # 0. Si todos los puntos de M
son regulares, entonces, la variedad de Nambu-Poisson (M, A) es regular.
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Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m > 3, y conside-
ramos la distribucion caracteristica D sobre M, dada por

reM — D(z)=#T" (A" (TM))
= ({X3} @)/ f1s- s fm1 € C*(M,R)}) C T, M.

1~~~f'm71

Entonces, D define una foliacion generalizada sobre M cuyas hojas son o
bien puntos o bien variedades m-dimensionales dotadas con una estructura
Nambu-Poisson inducida por una forma de volumen (ver [52]).

Usando el Teorema 5.1.1, deducimos el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.5 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson reqular de
orden m, con 3 < m, y de dimension n. Entonces:

(1) D define una foliacion sobre M de dimension m.

(i) Para todo k € {0,...,m}, ker#% (respectivamente, #5(A*(T*M))), es
un subfibrado vectorial de N*(T*M) — M (respectivamente, N™F(TM) —

M ) de rango ( Z )—( ZQ ) (respectivamente, ( 21 )), y el homomorfismo
#k 2 AR(T*M) — N™R(T M) induce un isomorfismo de fibrados vectoriales

—&  AF(T*M)

k k *
L e — FA(N(TTM)).

(4ii) Las secciones C°°(M,R)-diferenciables del fibrado vectorial #% (A*(T*M))
— M son los (m — k)-vectores sobre M que son tangentes a D.

. s . ., 7k L. . .
Observacién 5.1.6 i) La notacién #, estd justificada por el siguiente he-

cho.
NF(T* M)

ker#h
pectivamente, #5 (A*(T*M))— M) puede ser identificado con

El espacio de las secciones C*°(M, R)-diferenciables de — M (res-

Q4(M)
ker#h
pectivamente, #5% (QF (M))) de tal forma que el correspondiente isomorfismo

(res-

de C*(M,R)-médulos inducido por #% es justamente la aplicacién ﬁi :

QF (M
/4367(*#’73 — #5(QF(M)) dada por (5.3).
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i1) Recordamos que un (m — k)-vector P sobre M es tangente a D si

para todo x € M y para todo a(z) € D°(z), donde D°(z) es el anulador de
D(z) en T M. Nétese que DO(x) = ker((#4)r:m), para todo x € M.

5.2 Estructuras de Nambu-Jacobi

En esta seccion, de forma similar a como se hizo para variedades de Nambu-
Poisson en la anterior, recordaremos la nocién de variedad de Nambu-Jacobi
mostrando algunos ejemplos y describiremos la foliacion caracteristica aso-

ciada a este tipo de estructuras.

5.2.1 Variedades de Nambu-Jacobi. Ejemplos

Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Un corchete de Nambu-
Jacobi de orden m (m < n) sobre M (ver [92]) es una aplicacién m-lineal
{,..,}:C®(M,R) x...0m .. x C®°(M,R) — C*(M,R) que satisface las
siguientes propiedades:

i) Antisimetria: si fi,..., fm € C®°(M,R) entonces

s f} = ol foys oo foam) b

para todo o € &(m), donde &(m) es el grupo de las permutaciones de orden
my &, es la paridad de la permutacion o.

i1) {, ..., } es un operador diferencial de primer orden sobre M con respecto
a cada argumento: si f1, g1, fo, ..., fm € C°(M,R) entonces

{f191, 2, "-7fm} = fl{gla Jas s fm} +91{f1, Jas s fm} - f191{1, Jas s fm}'

iii)Identidad Fundamental: si fi,..., f;m-1,91,-- -, gm € C(M,R) entonces

m

{fla e fm*h {917 7gm}} = Z{gh ey Gi—1; {f17 B fmflagi}7gi+17 7gm}

=1
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Dado un corchete de Nambu-Jacobi, {,...,}, podemos definir un m-vector
Ay un (m — 1)-vector OJ sobre M como sigue:

O(dfy, ..., df 1) = {1, f1, ...,fm_n%},
Adfy, o dfn) = {f1y s f} + Z(—l)"fi{l,fl, s fir o s

para todo fi,..., fm € C°(M,R). Al triple (M, A,O) se le denomina varie-
dad de Nambu-Jacobi. Nétese que si O = 0, entonces (M, A) es una variedad
de Nambu-Poisson de orden m (ver Seccién 5.1). Ademds se tiene que si
(M, A,0) es una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m > 3, entonces
A y O son estructuras de Nambu-Poisson sobre M de 6rdenes m y m — 1,
respectivamente (ver [92]).

Definicién 5.2.1 Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi. Diremos
que un punto x de M es reqular si A(x) # 0 y O(x) # 0.

El siguiente teorema describe la estructura local de un corchete de Nambu-

Jacobi de orden m, m > 3, en un entorno de un punto regular.

Teorema 5.2.2 [92] Sea (M,A,0) una variedad de Nambu-Jacobi de or-

den m, con m > 3, y de dimension n. FEntonces, en un entorno de cada

punto reqular x € M, existen coordenadas locales (x',... ™, x™ . .  x")
alrededor de x tal que
0 0 0 0
A=—N...N— =—A...AN—.
Ox? gam Y ox! Ox™m—1

Ejemplos 5.2.3 i) Sea (M,A) una variedad de Nambu-Poisson de orden
m, con m > 3, y de dimensién n y sea 6 una 1-forma cerrada sobre M.
Entonces (A, i(f)A) es una estructura de Nambu-Jacobi de orden m sobre M
(ver [53]).

En particular, si M es una variedad orientada de dimensién n y A, denota la
estructura de Nambu-Poisson definida por una forma de volumen v sobre M
(ver Ejemplo 5.1.2 7)), (M, A,,i(#)A,) es una variedad de Nambu-Jacobi de
orden n, donde # es una 1-forma cerrada sobre M. De hecho, (A,,i(0)A,) es
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una estructura de Nambu-Jacobi si y sélo si 6 es una 1-forma cerrada sobre
M (ver [53, 92]).

ii) Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m > 3, (res-
pectivamente, una variedad simpléctica de orden 2). Entonces (0,A) es una
estructura de Nambu-Jacobi de orden m + 1 (respectivamente, de orden 3)
sobre M (ver [53]).

5.2.2 La foliacion caracteristica de una variedad de
Nambu-Jacobi

Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m > 3, y sean

fiyeoos fme1 € C°(M,R). Introducimos el campo de vectores hamiltoniano
Xty fm_y sobre (M, A,0O) asociado a las funciones fi, ..., f,,—1 como sigue
m—1
Xpogos = X5 o+ ST (5.7)

=1

donde X7 (respectivamente, X' ) es el campo hamiltoniano

frofiofm—1
de la estructura de Nambu-Poisson A (respectivamente, (1) asociado a las
funciones fi, ..., fin—1 (respectivamente, fi,..., fi,..., fm—1)-

Los campos hamiltonianos generan una foliaciéon generalizada F sobre M,
la foliacion caracteristica de (M,A,d), cuyo espacio caracteristico en cada

punto x € M es

ToF = #3 (N HTEM)) + #5H(A AT M)

donde #7~! (respectivamente, #’S’Q) es el homomorfismo de fibrados vec-

toriales definido como en (5.1) (ver [53]).

Si L es la hoja de F que pasa por x, entonces, (A,) induce una estructura
de Nambu-Jacobi (Az,0;) sobre L tal que (ver [53]):

i) Si A(x) # 0 entonces L tiene dimensién m, Ay es una estructura de
Nambu-Poisson de orden m asociada a una forma de volumen sobre L y
existe una 1-forma cerrada 6, tal que [0, = i(6)AL.

ii) Si A(z) = 0y O(x) # 0, entonces L tiene dimensiéon m — 1y A = 0.
Ademas se tiene:
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(a) Sim > 3, entonces Iy, es una estructura de Nambu-Poisson de orden
m — 1 asociada a una forma de volumen sobre L.

(b) Sim = 3, entonces [J;, es una estructura simpléctica sobre L.
iii) Si A(z) =0y O(z) = 0, entonces L = {z} y la estructura de Nambu-
Jacobi inducida es la trivial.

5.3 Algebroides de Leibniz y cohomologia

5.3.1 Algebroides de Leibniz

En [54] se ha introducido la nocién de algebroide de Leibniz, una generali-
zacion natural de la nocion de algebroide de Lie. De hecho, los algebroides
de Leibniz pueden considerarse como la versiéon no conmutativa de los alge-
broides de Lie. Comenzaremos esta seccion recordando su definiciéon. Poste-
riormente mostraremos que toda variedad de Nambu-Poisson tiene asociado
un algebroide de Leibniz.

Primeramente, recordamos la definiciéon de un algebra de Leibniz real (ver
20, 85, 86, 87]). Una estructura de dlgebra de Leibniz a la izquierda sobre un
espacio vectorial g es una aplicacién R-bilineal { , } : g X g — g satisfaciendo

la identidad de Leibniz a la izquierda, es decir,

{ar,{as, a3}} — {{a1, a2}, az} — {az,{a1,a3}} =0, (5.8)

para aj,as,az € g. En tal caso, al par (g,{ , }) se denomina un dlgebra de
Leibniz a la izquierda.

Ademas, si se requiere la condicién de antisimetria, entonces (g,{ , }) es
un algebra de Lie. En este sentido, un algebra de Leibniz es la versién no
conmutativa de un algebra de Lie.

Observacién 5.3.1 De igual forma puede definirse un algebra de Leibniz a
la derecha sustituyendo (5.8) por

{a1, {az, a3}'} — {{ar, a2}, az} + {{a1, a3}, az}’ = 0.
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Noétese que si (g, { , }) es un dlgebra de Leibniz a la izquierda entonces el
corchete { , }' : g x g — g dado por

{ala GQ}, = {CLQ, al}
define una estructura de algebra de Leibniz a la derecha.

Ahora, la nocién de algebroide de Leibniz puede ser introducida de la misma
forma que la de algebroide de Lie.

Definicién 5.3.2 Una estructura de algebroide de Leibniz a la izquierda so-
bre un fibrado vectorial diferenciable m: A — M es un par formado por una
estructura de dlgebra de Leibniz a la izquierda | , | sobre el espacio T'(A) de
las secciones globales de m : A — M y un morfismo de fibrados vectoria-
les p: A — TM, llamado aplicacion ancla, tal que la aplicacion inducida
p:T(A) = T'(TM) =x(M) satisface la siguiente relacion:

[s1, fsa] = fls1, s2] + p(s1)(f)s2. (5.9)

Al triple (A, [, ], p) se le denomina algebroide de Leibniz sobre M.

Observacién 5.3.3 Como consecuencia de la compatibilidad entre la apli-
cacion ancla y el corchete de Leibniz, se obtiene que la aplicacién ancla es
un homomorfismo de algebras de Leibniz, es decir:

plsi, s2] = [p(s1), p(s2)] (5.10)

Observaciéon 5.3.4 En lo que sigue, si no se especifica el término derecha o
izquierda, entenderemos que un algebra de Leibniz es un algebra de Leibniz
a la izquierda.

5.3.2 Ejemplos de algebroides de Leibniz

A continuacién mostraremos algunos ejemplos de algebroides de Leibniz.

i) ALGEBROIDES DE LIE. Es evidente que un algebroide de Leibniz (A, [ , ],
p) sobre M es un algebroide de Lie si y s6lo si su corchete de Leibniz [ | |
sobre I'(A) es antisimétrico.
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i) ALGEBROIDE DE LEIBNIZ SOBRE A X R, con A algebroide de Lie (ver
[120]). Sea (A, [, ]a,pa) un algebroide de Lie sobre M. Consideramos el
corchete [ , ], g sobre el espacio I'(A x R) de las secciones del fibrado vec-
torial A x R — M x R definido por

[(X, 1), (V. 9l ar = (X, Y14, pa(X)(9))

para (X, f),(Y,g) € I'(A) x C*(A,R) =T(AxR). Sip, p:(AxR) —
%(M) es la aplicacion dada por

pAX]R(X7 f) = pA(X>(f)7 para (X7 f) S F(A> X COO(A7R)7

entonces (A xR, [, ], R:P4.R) € un algebroide de Leibniz sobre M.

iii) ALGEBRAS DE LEIBNIZ. Las dlgebras de Leibniz son los algebroides de
Leibniz con espacio base un punto. En este caso el ancla es la aplicacién
idénticamente nula.

iv) ALGEBROIDES DE COURANT (ver [120]). Un algebroide de Courant
([83, 106]) es un fibrado vectorial A — M con una forma bilineal simétrica
no degenerada ( , ) sobre el fibrado, un corchete (no necesariamente anti-
simétrico) [, | sobre I'(A) y una aplicacién fibrada p : A — T'M tal que las

siguientes propiedades se satisfacen:
L. fer, [es,ealll = [Ter, e, es] + ez, [er, es]].
2. pler, es] = [p(er), plea)).
3. fer, feal = fles, el + pler) (Plea.
1 (ler, ], 2) = golea)er, 1)
5. plen)lhns bl = (fex, hul, ho) + (hy, fer, hal).

Las propiedades 1,2 y 3 implican que los algebroides de Courant son ejemplos
particulares de algebroides de Leibniz.

v) UN ALGEBROIDE DE LEIBNIZ ASOCIADO A UNA VARIEDAD DE NAMBU-
Po1sson. ([54]) Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson de orden m,
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3 < m, y de dimensién n. Consideramos el corchete [, Jo : Q™1 (M) x
Q™1 (M) — Q™1 (M) de (m — 1)-formas definido por

[, Bl = Lm0+ (—1)"#7 (da)3 (5.11)

para todo «, 3 € Q" 1(M).
Entonces, (A" Y(T*M),[,]a#% 1) es un algebroide de Leibniz (ver [54]).

En particular, tenemos que

A (s Bla) = [#R (), #1(8)] (5.12)

para todo «, 3 € Q™ Y(M).

Noétese que si (M, A) es una variedad de Poisson, entonces podemos con-
siderar el corchete de 1-formas definido como en (5.11). Sin embargo, este
corchete, en general, no es un corchete de Leibniz.

La estructura de algebroide de Leibniz ([ , ], #4% ') asociada a una variedad
de Nambu-Poisson (M, A) de orden m, m > 3, caracteriza la estructura de

Nambu-Poisson en el siguiente sentido.

Proposicién 5.3.5 Sean M una variedad diferenciable de dimension n y m
un entero, con 3 < m < n. Sea A un m-vector sobre M. Consideramos
la aplicacion #7771 : QY (M) — (M) y el corchete |, Ja : Q™M) x
Q1 (M) — QY M) definidos como en (5.2) y (5.11), respectivamente.
Entonces, (M, \) es una variedad de Nambu-Poisson si y sélo si (N (T*M),

I, 1a, T_l) es un algebroide de Leibniz.

Demostracion.

Supongamos que (A™HT*M),[, Ja, #% ') es un algebroide de Leibniz.
Definimos el siguiente corchete de funciones {,...,}: C®(M,R) x...™ ... x
C>®(M,R) — C*>(M,R),

{fi,- s fm} = Adfr, ..., dfm). (5.13)

Este corchete es antisimétrico y es una derivacion en cada uno de sus argu-

mentos.
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A continuacién, comprobaremos que este corchete de funciones cumple la
identidad fundamental. Para ello, consideramos los campos hamiltonianos

Xpyops = # AN A dfa),

con fi,..., fm_1 € C°(M,R).
Nota que

Xfl.-~fm—l(f) = {f17 s 7fm—17 f}
Ya que (A" Y (T*M), [, Ja, #7°") es un algebroide de Leibniz entonces

P A A dfrydgy A Adgmals = X5 g Xgrgn] (5.14)

Por otra parte, de (5.11) deducimos que

m—1

[dfv Ao ANdfre1,dgi Ao Adgma]a = Z dgi Ao Nd{f1, ..., fne1, GiIN
i=1

A Adgm.
Por tanto,
YA A A1, dg A - A dGma]A) (Gm) =

m—1
Z Xg1-~gi71{f1 ,,,,, fm—l,gi}gi+1...gm_1<gm) =
i=1

(5.15)
m—1
Z{Qh o Giey {1 e, Gis s Gt O )
i=1
Haciendo uso de (5.14) y (5.15), concluimos
{f17 .- ‘mefla {g17 s 7gm}} = Z{gla - i1, {fh )
i=1
fm717 gl}a Jit1y- -+ Gm—1, gm}7
esto es, {, ..., } satisface la identidad fundamental. En consecuencia, (M, A)

es una variedad de Nambu-Poisson.
[ |
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Por otra parte, en general, el corchete definido en (5.11) no es antisimétrico
y consecuentemente el algebroide de Leibniz (A™(T*M), [, Ja, #% ") no
es un algebroide de Lie. En [54] se caracteriza cudndo este algebroide de
Leibniz es un algebroide de Lie sobre una variedad orientada. De forma mas
precisa se prueba que sobre una variedad orientada M de dimension n, n > 3,
las tnicas estructuras no nulas de Nambu-Poisson de orden m mayor que 2
sobre M para las cuales el algebroide de Leibniz (A™ Y(T*M), [, Ja, #3")
es un algebroide de Lie son aquellas definidas por n-vectores no idénticamente
nulos.

Ui) OTRO ALGEBROIDE DE LEIBNIZ ASOCIADO A UNA ESTRUCTURA DE
NAMBU-POISSON. ([46]) Sea (M, A) una variedad n-dimensional de Nambu-
Poisson de orden m, 2 < m, y de dimensiéon n. Consideramos el corchete

[, 04 : QY M) x QY M) — Q™ (M) de (m — 1)-formas definido por
[, BT) = Lym—1(0y0 — i(#38)da (5.16)

para todo a, 3 € Q™ 1(M).

Entonces (A" Y (T*M), [, ]\, #% 1) es un algebroide de Leibniz (ver [46]).
También en este caso, este algebroide de Leibniz caracteriza la estructura de
Nambu-Poisson en el sentido de que si consideramos sobre una variedad M,
de dimensién n, el corchete de (m —1)-formas [ , ]" definido como en (5.16) a
partir de un m-vector A, entonces A induce una estructura de Nambu-Poisson

sobre M si y sélo si ([, 4, #% ') induce una estructura de algebroide de

Leibniz sobre el fibrado vectorial A" 1T*M — M (ver [46]).

vii) EMPAREJAMIENTO DE ALGEBROIDES DE LEIBNIZ. Recordemos, en
primer lugar, la nocion de representacion de un algebra de Leibniz sobre un
espacio vectorial.

Una representacion de un dlgebra de Leibniz a izquierda, (g,{ , }) sobre un
espacio vectorial real V| es un par de aplicaciones R-bilineales ¢y : gxV — V
y o : V x g — V satisfaciendo las siguientes propiedades (ver [86])

©1({a1, az}, m) = pi(ar, p1(az, m)) — @1(az, p1(ar, m)),
pa2(m, {a1, a2}) = pa(pa(m, ar), as) + ¢1(a1, pa(m, az)),
pa(pa(m, ar), az) + pa(p1(ar, m), az) = 0.
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Sea (A,[, ], p) un algebroide de Leibniz sobre un variedad M y sea F un
fibrado vectorial sobre M. Supongamos que el par (p; : I'(A)xI'(E) — ['(E),
wo : I'(E) x I'(A) — T'(FE)) es una representacion del algebra de Leibniz
(I'(A), [, ]) sobre I'(E). Entonces, (¢1,¢2) es una representacion de Leibniz
de A sobre E si

1(s, fr) = for(s,r) + p(s)(f)r,  walr, fs) = fea(r,s),

para todo s € I'(A), r e I'(E) y f € C®(M,R).

En el caso particular en el que (A, [, ], p) sea un algebroide de Lie sobre M
y ¢ : I'(A) x I'(E) — I'(E) sea una representacion de A sobre E (ver [88]),
entonces el par (¢, ) define una representacién de Leibniz de A sobre E,
donde ¢ : T'(E) x I'(A) — T'(E) es la aplicacién dada por @(r, s) = —p(s, 1),
para todo s € I'(A) y r € I'(E). Por tanto, la nocién de representacion de
un algebroide de Leibniz sobre un fibrado vectorial puede ser vista como una
generalizacion de la nocion de representacion de un algebroide de Lie sobre
un fibrado vectorial.

La siguiente definicién es una extensién a algebroides de Leibniz de la defi-

nicion de emparejamiento de algebras de Lie y de emparejamiento de alge-
broides de Lie (ver [66, 90, 97]).

Definicién 5.3.6 Dos algebroides de Leibniz (A1, [, |1, 01) y (As, [, ]2, p2)
sobre M se dice que estan emparejados si la suma de Whitney A = A1® As de
los fibrados vectoriales tiene una estructura de algebroide de Leibniz ([ , |, p),

tal que Ay y Ay son subalgebroides de Leibniz de A.

Usando la identificacién I'(A; @ Ay) = T'(A;) ® I'(As), la definicién anterior
implica que
p(si,s2) = pi(s1) + p2(s2) v [si; si] = [si, 53],

para todo s;,s; € T'(A4;),i € {1,2}. Ademés, si II; : T'(A; @ Ap) 2 T'(4;) @
I'(Ay) — I'(A;) es la correspondiente proyeccién, entonces, de la identidad
de Leibniz, se deduce que las aplicaciones

ol T(A) ®T(Ar) = T(4;),  @l(sise) = Wi([si, si]),
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con i,k,j € {1,2},i # k, definen una representacién de Leibniz (), p1,)
de A, sobre A; y una representacién de Leibniz (p3,, ¢3,) de A; sobre A,.
Ademés, usando que p : (I'(A),[, ]) — (x(M),[, ]) es un homomorfismo de
algebras de Leibniz, se tiene que
[L1] pi(iy(si, sx)) + prl@f(sir s)) = [pi(si), pr(sk)], para todo i, k € {1,2},
Por otra parte, la igualdad [s, [s',s"]] — [[s, '], s"] = [¢, [s,s"]] = 0, para
todo s, ¢, s” € I'(A), implica que
[L2] [si, 055, 5] — [s5, @ik (s, 50)]i = @i ([0, 51l su) — @i (50, Ol (57, 5))
S ACHEACHES)
[L3] [, hils )]s — [k (5is 5n), sili = Gha(sn, [si, 51]i) — (50, Dk (s, 57))
+ (@l (56, 58), 57)
[L4] [} (sn, s0), sidi + [si, 0k (s, s0)]i = (s, [si, sili) — (i, @l (s, 7))
— hi(Phi(sk, 51), 57)
para i, k € {1,2}, i # k. Nétese que,
[(s1,82), (s1,89)] = ([s1,81]1 + @1a(s1, 55) + @iy (52, 51),
[s2, s3]z + ¢ia(s1, 85) + ©31(s2, 51)).
De hecho, un céalculo directo demuestra la siguiente caracterizacion de alge-

broides de Leibniz emparejados.

Teorema 5.3.7 Dos algebroides de Leibniz (A, [, i, pi), © € {1,2}, estan
emparejados si y solo si, existen dos representaciones de Leibniz, (03, 03,)
y (031, 019) de Ay sobre Ay y de Ay sobre Ay wverificando las relaciones [L1],

L2/, L3] y [L4].
A continuacién, probaremos que una variedad de Nambu-Jacobi tiene aso-
ciados dos algebroides de Leibniz los cuales estan emparejados.
Sea (M, A,O) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m > 3. Se tiene
que (ver [92])

£XD A - O, LXA

f1-fm—2 f1fm—1

O = (=)™ " dOdfr, ... dfin-1))), (5.17)
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para todo fi,.. ., fm_1€C(MR), donde X} ;  (respectivamente, X, . )

es el campo hamiltoniano de las funciones fi,..., f,,—1 (respectivamente,
fi, .-, fm—2) respecto a la estructura de Nambu-Poisson A (respectivamente,
O).

Por otra parte, del Teorema 5.2.2, se sigue que
E22B)AN=0, #7 Ha)AO=(=1)"""(i(a)D)A, (5.18)

para todo a € Q™Y (M) y f € Q" 2(M). Asi, usando (5.17) y (5.18), se
deduce que
Lynrod = ()" F#HA(AFHE () — #R (d)D),

5.19
Lpneph = (-1 (A (519

Ademas, como

R @), 8 7(8)] = d(B) (L gns(yD) + # (L g2 B)

[#5_2(5)7 Kb_l(a)] = i(a)(E#S*Q(ﬁ)A)‘i‘#T_l(5#5*2(5)0‘%
usando (5.19), se concluye que

HA @), #572(0)] = #1712, B)) + #8572 (¢1a(a, B)),
m—2 m—1 m_1/ 1 (5.20)
[F#HE (), #1 (a)] = #5 (v21(B, a)),
donde i, : Q™ H(M)xQ™2(M) — Q™Y M), pi, : Q™ 2(M)x Q™Y (M) —
QY M) y @3y« Q" H(M) x Q™M) — Q™ 2(M) son las aplicaciones
dadas por
P (6,a) = E#’D"*?(g)a*'(‘Umfl#g_l(dﬁ)a,
pia(e, ) = (=)™ lA#5 () A B, (5.21)
phala, B) = Lym-1B+ (=1)"#7(da)B.

=

Entonces se tiene el siguiente resultado.
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Proposiciéon 5.3.8 (i) El par (¢4, ¢1,) define una representacion del alge-
broide de Leibniz (N""2(T*M), [, ]o, #52) sobre el fibrado vectorial N™~YT*M)
— M.

(i1) Si 3, : QM (M) x Q™Y (M) — Qm72(M) es la aplicacion idénticamente
nula, el par (p3,,03,) define una representacion del algebroide de Leibniz
(A=Y T*M), [, |a, #3°1) sobre el fibrado vectorial N"~2(T*M) — M.

Demostracion: (i) En [54] (ver relacién 3.10) se prueba que para cualquier
estructura de Nambu-Poisson A sobre M se satisface la siguiente relacion

#1 (dlo, o/Ta) = #37H (@)(#1 (da')) — #77H() (#1 (da)). (5.22)
De (5.11), (5.21) y (5.22), se obtiene que

90%1([[@ 5/]]Da a) = (p%l(ﬁv 90%1<ﬁ/7 a)) — 9051(5/; 90%1(67 a))

90%2(047 [3, H]]D) = 90%2(()012(0475)76/) + 90%1(5/; 90%2(0473))-

Por otra parte, usando (5.21) y la identidad de Leibniz, tenemos

@12(@%2(065)7 6/) + @%2(‘?%1(57 Oé),ﬁ/) = 0.

(77) Es una consecuencia directa de (5.11), (5.21) y (5.22) .

[ |
Podemos entonces construir la estructura de algebroide de Leibniz asociada
a una variedad de Nambu-Jacobi.

Teorema 5.3.9 Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m,
m > 3. Los algebroides de Leibniz (N™ Y (T*M), [, Ja, #%° 1) y (N""3(T*M),
[ 1o EL_2) asociados a las estructuras de Nambu-Poisson A y [, respecti-
vamente, estdn emparejados y si ([, [0, %EZL(DI)) es la estructura de alge-
broide de Leibniz inducida sobre el fibrado vectorial N~ I* M)® A\ HT* M)
— M, se tiene que
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#HoD) (0, 8) = #07 M @) + #572(8), \
[(e, 3), (s B)]amy = ([, /T + (1) Hd(#5 ()) A B+
(1)t 4#E(dB)o +£#m 25 18, 8']o

+ Lym-1)f" + (=1)"# (do) 3).

Demostracion: Usando (5.20) deducimos que las representaciones de Leibniz
(031, 019) v (92, ¢3;) satisfacen la propiedad [L1]. Ahora, de (5.11), (5.19)
and (5.21), obtenemos que

pia(lo, I, B) = (1) HdH#Y (@) F#L (@) =#07 (Lym-1ya)) A B
—d((# (de))(#57 () A B,
lo que implica que (ver (5.11) y (5.21)),
[o, pla(e, B)]a = [ p1a(a B)la = wia([as @'[a, B) — pia(e, pha(e, B))
+o1a(e, pTy(a, B)).

Asi, como 3, es la aplicacién idénticamente nula, se tiene que la relacién

(5.23)

/

[L2] se satisface.
De forma similar, usando de nuevo (5.11), (5.19) y (5.21), se prueba que las
relaciones [L3] y [L4] también se verifican. Consecuentemente, del Teorema
5.3.7 y la Proposicién 5.3.8, se deduce el resultado.

[
Veremos a continuacién que el algebroide de Leibniz asociado a una variedad

de Nambu-Jacobi caracteriza a la estructura de Nambu-Jacobi.

Proposicion 5.3.10 Sea M una variedad diferenciable de dimension n y
m un entero, 3 < m < n. Sean A y O un m-vector y un (m — 1)-vector,
respectivamente sobre M. Consideramos la aplicacion %é?}\_ml) QMY M) @
QM) — x(M) y el corchete [, Jam : (Q*HM) Q" 2(M))? —
Q™Y M) @ Q™2(M) definidos como en (5.23). Entonces (M, A,00) es una
variedad de Nambu-Jacobi si y sélo si (N H(T*M) @A™ 2(T*M), [ , Jao,

N?f\fml)) es un algebroide de Leibniz.
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Demostracidn. Supongamos que A (respectivamente, () es un m-vector (res-
pectivamente, un (m — 1)-vector) sobre M y que (A"} (T*M)&A™*(T*M),

[, lao, #E’}\_Dl)) es un algebroide de Leibniz. Definimos el siguiente corchete
de funciones {,...,} : C*(M,R) x ...™ ... x C*(M,R) — C>(M,R),

{f17 ey fm} - A(dfl, e adfm)+

m

ST(V)TAOWf, L df . df).

=1

(5.24)

Este corchete es antisimétrico y define un operador diferencial de primer
orden respecto a cada argumento.

A continuacién, comprobaremos que este corchete de funciones cumple la
identidad fundamental.

Para ello, consideramos los elementos sy, ., definidos por

m—1
St = AN N> (DT fidfy AN AL A df),
i=1
(5.25)
y los campos asociados
Xf1~~fm—1 = #?}\Tml)(sflmfmA)' (526)

Usando (5.24) se sigue que

Xppotma(F) = s fneas 3+ (GO s dfna). (5:27)

Como (A" HT*M)eN™*(T*M),[ , Jao), #ZZ\_DI)) es un algebroide de Leib-

niz entonces

#?}\Tml) [[Sf1~~-fm—l7 Sgln-gm—l]](/\ﬂ) = [Xfl-ufm—l? Xgl..-gm—l]'
Por otra parte, de (5.23) concluimos que
m—1

=1
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Por tanto,
m—1
[Xf1~~-fm717Xg1-~~gm71](gm) = Z Xg14-.gi—1{f1 ,,,,, fm7119i}9i+1-..gm71(gm)'
i=1

En particular,

[Xf1~~fm—1 ) Xgl-ngjfllngﬁlmgm—l] (gj) =

m—1

=1

lo cual implica que (ver (5.27))
{fh s 7fm*17 D(dgh s 7dgm*1)} =
m—1
Z O(dgis - .- dgioa, d{fr, -, fin-1, 9}, dGis1s - - -y dGim—1)+ (5.28)
=1

{917 -5 gm—1, D(df17 s 7dfm—1)}-
Finalmente, usando (5.27) y (5.28), deducimos que

{fla' © fmflv{gla' . 7gm}}:Z{gla . '7gi717{f17' SRE) fmflmgi}a Gi+1,- - -agmfhgm}
i=1

esto es, el n-corchete de funciones {, ..., } satisface la identidad fundamental.
[

5.3.3 Cohomologia de un algebroide de Leibniz

Sea (A,[, ], p) un algebroide de Leibniz sobre una variedad M. Para cada

k € N, consideramos el espacio vectorial
CHT(A):C(M,R)) = {" : T(A)x...*k. . xT(A)—C>(M,R)/cFes k-lineal}
y el operador 9 : C*(T'(A); C®(M,R)) — C*1(T(A); C°°(M,R)) definido

por

k
O (50, 1) = S (=1)'(s)(F (0,1 ir- - 58)
=0 (5.29)
+ Z (—1)1_1Ck(80,...,§i,...,Sj_l,[[Si,Sj]],Sj+1,...,Sk),

0<i<j<k
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para c® € C*(T'(A); C*°(M,R)) y so,...,s, € I'(A).
Entonces, se sigue que 9> = 0. La cohomologia resultante se llama la coho-
mologia del algebroide de Leibniz de A. Esta cohomologia también se puede

describir como la definida por la representacién
['(A) x C*(M,R) — C*(M,R), (s,.) = p(s)(f)-

Nétese que aunque ¢ € CH(['(A); C*°(M,R)) sea antisimétrica (respecti-
vamente, C°°(M,R)-lineal), en general, OcF no es antisimétrica (respectiva-
mente, C>° (M, R)-lineal).

Ejemplos 5.3.11 i) Si (A,[, ], p) es un algebroide de Lie, la cohomologia
de A (ver Seccién 1.4.2) es justamente la cohomologia del subcomplejo de las
co-cadenas antisimétricas y C'°(M, R)-lineales del complejo de cohomologia
de A como algebroide de Leibniz.

i1) Sea (g,[,]) un dlgebra de Leibniz a izquierda de dimensién finita. En-
tonces, el par ([, ], p) define una estructura de algebroide de Leibniz sobre el
fibrado vectorial g — {punto}, donde p es la aplicacién idénticamente nula.
En este caso, el espacio de las k-cocadenas en el correspondiente complejo de
cohomologia es

CFgR)={c*:gx...* . xg—R/es k-lineal }
y el operador coborde 9 : C*(g; R) — C**1(g;R) estd definido por
(0c®)(s0, ..., 5%) = Z (= 1)1k (50503 86,00, 8521, 86 85] Sjats - - - SE)-
0<i<j<k

La cohomologia resultante es la cohomologia de g relativa a la representacién
trivial de g sobre R (ver [85, 86, 87]).

i7i) Sean (M,A) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m > 3y
(AmYT*M), [, Ja, #%°") el correspondiente algebroide de Leibniz. En-

tonces el operador de cohomologia estd dado por
k

Ock(an, ... ) = Y (1) #R () (c* (oo, .., 8, )

=0
+ Z (_1)@—1016(0[0’ S 76[\2‘, sy O, [[aia aj]]/b C7EE P aak)v
0<i<j<k
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para todo ag, ..., € Q" H(M).

iv) Sea (M,A,0d) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m > 3y
(NN T*M) & A" 2(T*M), [, Jam), #E’}\_El)) el correspondiente algebroide
de Leibniz. Entonces, el operador de cohomologia estd dado por

o ((ao, Bo), - - . (Oék,ﬁk))
S (1 G (aw B)) (00, Bo)s - (@i i), - (o, i)

=0

+ Z zlk ao,ﬂo),~--»(m)7-“’

0<i<j<k

(Oéjfla ﬁjfl)a [[(aia ﬁz)? (aj7 ﬁj)]](A,E)v (aj+17 /8j+1)7 R (aka ﬁk)):
para todo (o, o), - - -, (ag, Br) € Q™1 (M) & Q™ 2(M).
Observaciéon 5.3.12 Las cohomologias de los algebroides de Leibniz de una

variedad de Nambu-Poisson y de una variedad de Nambu-Jacobi tienen gra-
dos infinitos.
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CAPITULO 6

Dualidad y clase modular de
una estructura de Nambu-Poisson

6.1 La cohomologia de Nambu-Poisson

Como hemos visto en el Capitulo 5, el algebroide de Leibniz asociado a
una variedad de Nambu-Poisson nos permite introducir una teoria de coho-
mologia, la cohomologia del algebroide de Leibniz. Sin embargo, esta co-
homologia tiene grados infinitos y, por tanto, una dualidad tipo Poincaré
con alguna teoria de homologia no es posible. Con el fin de obtener una
teoria de cohomologia para variedades de Nambu-Poisson sin este problema,
introducimos a continuacién un algebra de Lie asociada a la variedad de
Nambu-Poisson.

6.1.1 Un Aalgebra de Lie asociada a una variedad de
Nambu-Poisson

Si (g, [, ]) es un élgebra de Leibniz, definimos su centro, Z(g), como el niicleo

de la representacion adjunta

ad : g — End(g), x [z, ]

163
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Fécilmente se comprueba que el espacio cociente g/Z(g), dotado con el corchete
inducido, es un algebra de Lie (ver [20]).

En el caso particular de una variedad de Nambu-Poisson (M, A) de orden m,
m > 3, tenemos que el centro del dlgebra de Leibniz (Q™ (M), [ , Ja) es el
espacio

Z( (M) ={a € Q" H(M)/[a, Bla = 0,Y8 € Q" (M)}

y que (Q™ Y (M) /Z(Qm=Y(M)), [, ]3) es un algebra de Lie, donde

[ ]5: Qm=1(M) " Qm=L(M) . Qm=1(M)
CR T Z@Qmy (M) T Z(QmY (M) Z(Qm (M)
es el corchete inducido sobre %, esto es,
[HO‘]? W]]X = H[a76]]A]7 (61)

para todo [a], [3] € Q™Y M) /Z(Q™1(M)).
El siguiente resultado da una descripcién explicita del centro de (™~ (M),

[ 18-

Proposicién 6.1.1 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson de ordenm,
con m > 3. Entonces, el centro del dlgebra Q™Y (M),[,]a) es el C°(M,R)-

maodulo

kerdiy = {a € Q"N (M) /#7 (a) = 0}

Demostracion. Si a es una (m — 1)-forma sobre M tal que #7 '(a) = 0

entonces, de (5.11), se sigue que

[, Bl = (=1)"#1 (da)3, (6.2)
para todo € Q™ 1(M).

Por otra parte, usando (5.6), tenemos que

0 =Ly (A = (—1)" 45 (da)A.

a)

Asi, deducimos que #7'(da) = 0. Consecuentemente, [a, 5]a = 0 (ver (6.2)).
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Reciprocamente, supongamos que « es una (m — 1)-forma sobre M tal que
[o, B]a =0, paratodo 3 € Q™ YM).
Si f € C*(M,R), entonces (ver (5.9))

0= [o, fBla = flev, Bla + #7 (Q)(f)B = #7 () (f)B,

para cualquier 3 € Q™ '(M). Por tanto, #7 *(a)(f) = 0, para cualquier
f € C®(M,R). Asi, concluimos que #7 '(a) = 0.

[ |
Consecuentemente, si (M, A) es una variedad de Nambu-Poisson de orden m,

m > 3, el espacio cociente
QM) /Z(QTH (M) = QTN (M) Jker#y T

es un C*°(M,R)-médulo dotado con un corchete antisimétrico [, |3 dado
por (6.1) que satisface la identidad de Jacobi y la siguiente propiedad

[la], F1810x = fllad, [BX + #X~ (a)(H)15]

para cualesquiera [a], [3] € Q™ (M) /ker# 'y f € C(M,R).

- mel M
Ademés, usando (5.12) obtenemos que la aplicacién #3 ' : —(_1)
ker#y
X(M) definida por
A ([e]) = #17 (@)
: ) . QY (M)
induce un homomorfismo entre las dlgebras de Lie ( [,1%) ¥

(%(M), [ ]).

Observacién 6.1.2 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson regular de
orden m, con m > 3.

(1) Usando las anteriores propiedades y la Proposicién 5.1.5, deducimos que
el triple

AT M)

~ Jm-—1
ker#T‘l 7[[7]]/\’ A )

(



166 Capitulo 6. Dualidad y clase modular de una estructura de NP

es un algebroide de Lie sobre M.

(73) Ahora si D es la foliacién caracteristica de M, entonces el algebroide

de Lie ( U D(x) = #7 YA HT*M)), [, ],i) asociado a la foliacién D (ver
zeM

AHT*M)

/{367’#;\”_1 7[[ ) ]]X> 7’%7:7\1_1) (Ver

Ejemplos 1.4.3 iv)) es isomorfo al algebroide (

Proposicién 5.1.5).

6.1.2 La cohomologia de Nambu-Poisson y la coho-
mologia foliada

Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson de orden m, m > 3. Como ya
mel(M)

————— es un algebra
ker#

hemos visto en la Seccion 6.1.1, el espacio cociente

de Lie con el corchete de Lie [ , [} dado por (6.1).

Ademas, usando (5.12), podemos comprobar facilmente que C*° (M, R) es un
Qi (M), . L

(=———>—)-médulo relativo a la representacion
ker#}

mel (M)

rort < CYOLR) = CXOLR), ([al. ) = (57 @) ()

Asi, se puede considerar el complejo de cohomologia definido por esta repre-

sentacion

(C*(M. o=, R) = @t ooy R»,aNP) ,

ker#£—t’ . ker#£n—t’
. L YT M) .
donde el espacio de las k-cocadenas C' (W, C*°(M,R)) esta formado
er#ty

por las aplicaciones C'*° (M, R)-lineales antisimétricas

k. QN M) ko QM)

; — X . — — C*(M,R)
ker# ker#
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y el operador de cohomologia dyp viene dado por

—_

Onpc*([og Z )'#x () (e (ool - fo], - o))

=0 (63)
+ Z )" (o - oa]e -l llas, agllal [l - - [ew]),
para todo c* € C’k(zm_#gan) ;C°(M,R)) v (o), ..., o] € Z;—T(Zéwl)'

La cohomologia de este complejo se llama cohomologia de Nambu-Poisson y

se denota por Hxp(M).

Observacion 6.1.3 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson de orden
m, m > 3. Consideramos el complejo de cohomologia (CHQ™~1(M);C(M,R)),
0) asociado al algebroide de Leibniz (A™ 1 (T*M), [ , Ja, #%°*). La proyeccién

Qm— 1
natural p : Q" (M) — ( 1) nos permite definir los homomorfismos
ker# 3\~
de C*°(M,R)-médulos
Q™Y (M
s O O (M R)) - RO ) CFOLR)), e (),

k? #m 1’

siendo p*(c¥) : QMY (M) x ...k . x QY M) — C=(M,R) la aplicacién
dada por

PP() (o, ... on) = F(Jad], ..., [ax)]).
Un célculo directo, usando (5.29) y (6.3), demuestra que estos homomorfis-

Qm=1(M)

C*(M,R
]{f #m 10 ( ))
Onp) y (CH(Q™Y(M); C(M,R)),d). Por tanto, tenemos el correspondiente

homomorfismo en cohomologia

mos inducen un homomorfismo entre los complejos (C(————

p*: Hyp(M) — H* ("1 (M); C*°(M,R)).

Ademas, como el espacio de las 0-cocadenas en ambos complejos es O (M, R),

entonces

p': Hyp(M) — H'(Q™ 1 (M); C*(M,R))

es un monomorfismo.
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Ahora, usando el isomorfismo de C*°(M, R)-médulos

Nmfl_Qm_l(M) m—1/ym—1 Tim—1 _ ym—1
O e Q™ (M)),  #3 ([a]) = #1 (o),

relacionaremos la cohomologia Nambu-Poisson con la cohomologia foliada de
(M, D), donde D es la foliacién caracteristica de M.

En primer lugar recordamos cémo se define la cohomologia foliada de (M, D).
Consideramos el espacio Q¥(M, D) de las k-formas « sobre M tal que

a(Xy,...,X;) =0, paratodo Xi,..., X € #0 Q"1 (M)).
De (5.12), se sigue que si a € Q¥(M, D), entonces da € Q*1(M, D). Deno-

QF(M
tamos ahora por QF(D) el C>°(M,R)-médulo W Entonces, la dife-

rencial exterior induce un operador de cohomologia dp : Q%(D) — QF1(D)
dp([a]) = [da], para [a] € Q*(D). (6.4)

La cohomologia resultante H*(D) es la cohomologia foliada de (M, D) y el
operador dp es la diferencial foliada de (M, D). Notese que si M es una
variedad de Nambu-Poisson regular, H*(D) es justamente la cohomologia
foliada usual de (M, D) (ver Ejemplo 1.4.5 iv)).

Por otra parte, tenemos

Proposicién 6.1.4 Sea (M,A) una variedad de Nambu-Poisson de orden
m, con m > 3. Entonces,

OF(M, D) = kerfth,
para todo k € {0,... ,m}. Asi,
AT (da) =0,

para todo o € kert.
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Demostracion. Supongamos que « € Q¥(M, D). Probaremos que #5 () (x)=0),
para todo x € M.

Distinguimos dos casos:

(i) Si A(x) = 0, es claro que #% (a)(x) = 0.

(i7) Si A(x) # 0 entonces, usando el Teorema 5.1.1, deducimos que existen

coordenadas locales (z!, ..., 2™, ™" ... 2™) en un entorno abierto U de x
tal que
0 0
A=—N...N—.
Oxt ox™
Ahora, consideramos una (m — 1)-forma 3; sobre M satisfaciendo

0
) = 5

para todo i € {1,...,m}. Como a € Q*(M, D), se sigue que

O./( Xl_l(ﬁil)7 SRR Xl_l(ﬂlk)) =0,
para todo 1 < iy < ... < i <m. Asi,
0 0

(67 - ey T =
x((‘?x“ |x’ " Oxk |

Esto implica que #% (a)(z) = 0. Por tanto, Q%(M, D) C ker#k.
La demostracién de la inclusion ker#k C QF(M, D) es similar usando de

nuevo el Teorema 5.1.1.

[ |
Para relacionar la cohomologia de Nambu-Poisson de una variedad de Nambu-
Poisson (M, A) de orden m, m > 3, con la cohomologia foliada de (M, D),
introducimos los monomorfismos de C* (M, R)-mddulos

k. Ok p SN M) “k
i 04(D) — (M o= R)), [o] > P ((0]) = v, (65)
ker#£
Qm-Y(M Qm-H(M
donde 9y : —(_1) x .k x —(_1) — C*°(M,R) es la aplicacién
ker#\ ker#\
dada por

Ya(lenl; - [an]) = a(#R " (), -, #X ([ew))- (6.6)
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Un célculo directo, usando (5.12), (6.3), (6.4), (6.5) y (6.6), prueba que
%k+1 o d’D = 8NP o %k

Por tanto, las aplicaciones * inducen un monomorfismo entre los complejos

(D). o) ¥ (C* (o O, R). O,

Denotaremos por
i* . H¥(D) — H% (M)
el correspondiente homomorfismo en cohomologia.
A continuacién, consideraremos el caso particular en el que la estructura
. . /\m_1<T*M) ~ m—1
Nambu-Poisson A es regular. En tal caso, el triple o T [, 1%, #X4

A
es un algebroide de Lie sobre M (ver la Observacién 6.1.2) y la cohomologia

de este algebroide de Lie es justamente la cohomologia de Nambu-Poisson de
M. Ademas,
(#r oit =11,
am-i(M)

donde Y1 CHL_ oy O (M, R)) = CH G (@ (M))C (M R))

es el isomorfismo de C*°(M, R)-mddulos inducido por el isomorfismo de fibra-

o m—1 T* M

dos vectoriales #, t % LA™Y (T* M) (ver Proposicién
er#ty

5.1.5) y ITF : QF(D) — C*(#H(Qm1(M)); C=(M,R)) es el isomorfismo de

C*>°(M,R)-médulos dado por (1.54). Asi, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 6.1.5 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson reqular de or-
den m, con m > 3. Entonces, los homomorfismos de C*(M,R)-mddulos

m—1
i*QFD) — C* Q—(M_f; C>(M,R)
ker#}!
inducen un isomorfismo de complejos
mel (M)

" @ an) — CUR)) O

ker#tv 1’
Ast, la cohomologia de Nambu-Poisson de M es isomorfa a la cohomologia

foliada de (M, D), es decir,
H*(D) = HY (M), para todo k.



6.2. Una homologia asociada a una variedad de NP orientada 171

6.2 Una homologia asociada a una variedad
de Nambu-Poisson orientada

Sean M una variedad orientada, de dimensién n y v € Q"(M) una forma de
volumen sobre M. Denotamos por b, : V¥(M) — Q"=*(M) el isomorfismo
de C*°(M,R)-médulos dado por

5, (P) = i(P)v, (6.7)

para todo P € V¥(M).
Usando este isomorfismo y la diferencial exterior d podemos definir un ope-
rador de homologia ¢, como sigue

5, =b,todob, : VE(M) — VE1(M). (6.8)

Notese que
0, (X) = div, X, (6.9)

para X € (M), donde div, X es la divergencia del campo de vectores X con
respecto a v, es decir, es la funcién real sobre M que satisface

Lxv = (div,X)v. (6.10)

La homologia asociada al complejo (V*(M),d,) se denota por HY (M) y es
dual de la cohomologia de De Rham de M, es decir,

HY (M) = Hg* (M),

Por tanto, HY(M) no depende de la forma de volumen elegida.
Para obtener una expresion explicita del operador 9, probaremos el siguiente

lema que serd ttil en lo sucesivo.

Lema 6.2.1 Sean M una variedad orientada, de dimension n y v una forma
de volumen sobre M. Entonces, para todo P € V*(M) y X € (M), tenemos
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Demostracion. Si k=0 o k =1, la relacién (6.11) se obtiene usando (6.7),
(6.10) y las propiedades del operador derivada de Lie.

Procediendo por induccién sobre k, deducimos que (6.11) es cierta para
cualquier k-vector descomponible. Asi, (6.11) es también cierta para cualquier

k-vector.
[ |

Ahora, usando este lema probaremos el siguiente resultado.

Proposicion 6.2.2 Sean M una variedad orientada, de dimension n y v

una forma de volumen sobre M. FEntonces
i(@)d,(P) = div,(i(a)(P)) 4 (—1)*i(da) P, (6.12)
para todo P € VE(M) y a € Q¥ Y(M).

Demostracion. Procederemos por induccion sobre k.
Si k=1, (6.12) es una consecuencia inmediata de (6.9) y (6.10).
Ahora, asumiremos que (6.12) es cierta para P € V¥"}(M) y a € Q¥ 2(M)
y demostraremos que (6.12) también es cierta para un k-vector P descom-
ponible

P=X;N...\NXp,

con Xq,..., X, € x(M). De (6.8),
db,(P)) = di(Xg)b, (X1 Ao A Xko1)))
= Lx (X1 Ao AXpq) (6.13)
_Z<Xk)bu(6V(Xl ARERWA Xk—l))'

Ahora, usando la hipétesis de induccién, tenemos

i(B)OXa A A X)) =

N

(=17 i, (B(X1, ..., X, X)) X;)

(]

j=1

+ (=D dB(X, ..., Xeo),
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para todo 3 € Q*2(M). Asi, se deduce que

(—1)k_15 (Xl VANPIRIAN kal) -
fe—

1

D (=1 (div (X)) X1 A AKX A A K

< (6.14)
+ > CDYXG X AXGA AKX AL ANXG A A X
1<i<j<k-1
Sustituyendo (6.14) en (6.13), y usando el Lema 6.2.1, obtenemos que
k AN
(—D)*d(,(P)) = b, (Y (—1)"(div, X)) X1 A ... AXi AL A X
i=1
+ Y (FDMXLXIAXIA L AX AL AX AL A X).
1<i<j<k
Consecuentemente,
k AN
(=1)6,(P) = (1) (div, (X)) X1 A AXG AL A X
=1 R R (6.15)
+ > CDPXGXIAX AL AKX AL AKX A AKX
1<i<j<k
Por otra parte, para todo a € Q*~1(M), se tiene
k AN
(—1)*div, (i(a)(P))+i(da)(P) =Y (1) 'a(Xy,.... X;,. .. . Xp)div, X,
1=1 . (616)
+ Y (D)Ma([X, X X, X X X,
1<i<j<k

Por tanto, de (6.15) y (6.16), concluimos que (6.12) es cierta para P = X; A
..AXy y para todo a € Q*"}(M). Finalmente, usando este resultado, es facil
probar que (6.12) es cierto para todo P € V¥(M) y para todo o € Q¥ 1(M).
[

Seguidamente, describiremos un interesante subcomplejo del complejo (V*(M),

d,), cuando M es una variedad de Nambu-Poisson.



174 Capitulo 6. Dualidad y clase modular de una estructura de NP

Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson de dimensién n y de orden m,
con 3 < m < n. Para todo k € {1,...,m}, consideramos el subespacio de
VE(M) dado por

VE(M,AN) = {P € V¥(M)/i(a)(P) =0, paratodo « € ker#y}. (6.17)

Asumiremos que VP(M,A) = C*(M,R).

Nétese que si M es una variedad de Nambu-Poisson regular, V¥(M,A) es
justo el espacio de los k-vectores sobre M que son tangentes a la foliacion
caracteristica (ver la Proposicion 5.1.5). Por tanto,

Lema 6.2.3 Sea M wuna variedad de Nambu-Poisson reqular de orden m,
con m > 3. Entonces

VE(M,A) = #7778 (@ (M), (6.18)
para todo k € {0,...,m}.

Observacién 6.2.4 Si M es una variedad de Nambu-Poisson arbitraria de
orden m, con m > 3, tenemos que

R QMR(M)) € VE(M,A), paratodo k€ {0,...,m}.

En general, (6.18) no es cierto. En efecto, supongamos que M es una varie-
dad orientada de dimension n > 3 y que v es una forma de volumen sobre
M. Consideremos f € C*°(M,R) una funcién tal que f~1(0) # (). Denota-
mos por A, la estructura Nambu-Poisson regular inducida por la forma de
volumen v (ver el Ejemplo 5.1.2 7)). Entonces, el n-vector A = fA, define
una estructura de Nambu-Poisson singular de orden n sobre M. Ademas,
un célculo directo prueba que VF(M, A) = VE(M), para todo k € {0,...,n}.
Por otra parte, es claro que si P € #% *(Q"*(M)) y = € f~1(0) entonces
P(z) = 0. Por tanto,

AQTE(M)) # VE(MLA) = VM),

para todo k € {0,...,n}.
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A continuacién, probaremos que si M es una variedad orientada de Nambu-
Poisson de orden m, con m > 3, y v es una forma de volumen sobre M,
entonces (Vi (M,A) = @ VE(M, A)) es un subcomplejo del complejo

(V*(M), ).

Proposicién 6.2.5 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson orientada

de orden m, con m > 3, y v una forma de volumen sobre M. Entonces
0, (VE(M, ) € VI (M, ),
para todo k € {1,...,m}.

Demostracidn. Sea a una l-forma sobre M tal que a € ker#}. Si P €
VE(M, A) entonces, por (6.12), tenemos

(), (P)(at,...,o5—2) = divy(ilaNag A...A\ag_2)(P))

(6.19)
+(—1)kl(d(()é VAN [ TANE A Oék_2)<P)),
para todo ay,...,ap_o € QY(M).
Como « € ker#, y P € VF(M,A), obtenemos que
ilaNar Ao ANag—2)(P) = ilan Ao Aag—a)(i(a)(P)) =0,
idlanar Ao Nag—2))(P) = ilag A... Aag—o)(i(da)(P))
(6.20)

)
—i(d(og A ... AN ag_2))(i(a)(P))
= i(lag A A ag_2)(i(da)(P)).

Ahora, probaremos que i(da)(P) =0, lo que demuestra que 6, (P) € VI~ (M,A)
(ver (6.19) y (6.20)).
Es claro que el k-vector P induce dos aplicaciones antisimétricas y C° (M, R)-

lineales

5 QY(M) (* (M)
P'ker#}\x"' "'Xker#}x
Po#(QYM)) x .. B x #L(QY(M)) — C°(M,R)

— C°(M,R),
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de tal forma que

Plar,...,ap) = P(lar],. .. Jow]) = P(#4 (1), ... #4 (), (6:21)

para todo ay, ..., a; € QY(M). Ademss, es facil probar que P es un operador
local, es decir, que si U es un subconjunto abierto de M y Q; € #4(Q'(M))
es tal que (Q1)y = 0 entonces

F(Ql?@% R Qk)|U = 07

para todo Qa, ..., Qr € #4(Q(M)).
Ahora, denotamos por R el conjunto de los puntos regulares de A, esto es,

R = {z € M/A(z) # 0},

R y su exterior, Fxt(R), son subconjuntos abiertos de M. Ademds, es obvio
que

P(# (), ., #a () pas(r) = 0,
para todo ay,...,a, € QY (M). Asi, de (6.21), deducimos que

P(y) =0, paratodo y € Ext(R).

Esto implica que
i(da)(P)par(r) = 0. (6.22)

Por otra parte, el m-vector A induce una estructura de Nambu-Poisson regu-
lar de orden m sobre R. Por tanto, por el Lema 6.2.3, obtenemos que existe
una (m — k)-forma (3 sobre R tal que

" (B(y)) = P(y), paratodo y € R.

Consecuentemente, si y € R

i(da(y))(P(y)) = i(B(y))(#4(da(y))),

y, por la Proposicién 6.1.4, se sigue que

i(da)(P)r = 0. (6.23)
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Finalmente, de (6.22), (6.23), por continuidad, concluimos que i(da)(P) = 0.

[ |
Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson orientada de orden m, con m > 3,
y sea v una forma de volumen sobre M. Entonces, la Proposicién 6.2.5 nos
permite introducir el complejo de homologia

D VR(MLA) 2 VFR(MLA) 2 VN (MLA) =

A este complejo le denominaremos el complejo canonico de Nambu-Poisson
de (M,A). La homologia de este complejo se denota por HENP (M) y es

llamada la homologia candénica de Nambu-Poisson de M.

Proposicién 6.2.6 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson orientada
de orden m, con m > 3. La homologia canonica de Nambu-Poisson no
depende de la forma de volumen elegida.

Demostracion. Si vy v/ son dos formas de volumen sobre M, entonces existe
f e C>®(M,R), tal que f # 0 en todo punto y

V= fu (6.24)

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f > 0.

Definimos los isomorfismos de C*°(M, R)-médulos
Tk VE(M,A) — VE(M,A) P %P,

para todo k € {0,...,m}. Un célculo directo, usando (6.7), (6.8) y (6.24),
demuestra que

8, 0Uk =TF o4

Por tanto, las aplicaciones ¥* inducen un isomorfismo de complejos

v (Vt*(M7 A)75V) - (V:(Mv A)75V/)‘
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6.3 Dualidad y clase modular de una variedad
de Nambu-Poisson

6.3.1 La clase modular de una variedad de Nambu-
Poisson

En esta seccién analizaremos bajo qué condiciones existe una dualidad en-
tre la homologia canénica de Nambu-Poisson y la cohomologia de Nambu-
Poisson de una variedad de Nambu-Poisson (M, A). Una herramienta funda-
mental en este estudio es la clase modular de (M, A) que fue introducida en
[54]. Recordamos su definicion.

Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson orientada, de dimensién n y de
orden m, con 3 < m < n, y sea v una forma de volumen sobre M.
Consideramos la aplicacién MY : C*®(M,R) x ...(m=1 . x C®(M,R) —
C*(M,R) definida por

M?\(flv s 7fm—1) = diUV(Xfl...fm_1)7 (625)

para fi,..., fm-1 € C®(M,R). Entonces, M} es una aplicaciéon (m — 1)-
lineal, antisimétrica y es una derivacién en cada argumento con respecto al
producto usual de funciones. Asi, M¥ induce un (m — 1)-vector sobre M, el
tensor modular, que también denotamos por MX (ver [26, 54]).

Ademas, la aplicacién
ML QPN M) — C®(M,R), «a+ ila)M} (6.26)

define un 1-cociclo en el complejo de la cohomologia de Leibniz asociado con
el algebroide de Leibniz (A™1(T*M), [ , |a, #% ") y su clase de cohomologia
My = [MY] € HY(Q™Y(M); C>(M,R)) no depende de la forma de volumen
elegida. Esta clase de cohomologia se denomina clase modular de (M, A) (ver
[54]) -

El siguiente resultado prueba que el (m — 1)-vector MY define también un
1-cociclo en el complejo de cohomologia de Nambu-Poisson.
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Proposicién 6.3.1 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson, de dimen-
sion n, orientada y de orden m, con 3 < m < n, y sea v una forma de

volumen sobre M. Entonces, la aplicacion

v )

v

Sy — C*(M,R), [ao] = i(a)M], (6.27)

define un 1-cociclo en el complejo de cohomologia de Nambu-Poisson de
(M, A). Ademds, su clase de cohomologia My = [MY] € Hxp(M) no de-

pende de la forma de volumen elegida.

Demostracion. Sea « una (m — 1)-forma sobre M. Entonces, usando la
Proposicién 6.2.2; tenemos

div, (#37 ()) = i(@)d, (A) + (1) #] (da). (6.28)
Asi, de (6.25), (6.28) y la Proposicién 6.2.2, se sigue que
M =0,(A). (6.29)

Ahora, usando (6.28), (6.29) y la Proposicién 6.1.4, deducimos que la apli-
cacion ./\77x esta bien definida.

Por otra parte, como MY define un 1-cociclo en el complejo de cohomologia
de Leibniz asociado al algebroide de Leibniz (A™~Y(T*M), [, Ja, #% ') en-

tonces

i([o, BlA)ME = #XH (@) (((BIME) — #77 (B) (i(a) M),

para todo «, 3 € Q™ 1(M). Por tanto, concluimos que (ver (6.3)),

Onp M5 ([a], [B]) =#7 () (B MR- #7(3) (@) ME)=i([or, B]a) M =0.

Finalmente, como la clase modular de M no depende de la forma de vo-
lumen elegida, deducimos que lo mismo también es cierto para la clase de
cohomologia My € Hyp(M).

[ |
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Observacién 6.3.2 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson orientada
de orden m, m > 3y sea p* : Hyp(M) — H*(Q" Y (M);C*(M,R)) el
homomorfismo inducido entre la cohomologia de Nambu-Poisson y la coho-
mologfa del algebroide de Leibniz (A™ Y (T*M), [, Ja, #% ") (ver la Obser-
vacién 6.1.3). Entonces, un célculo directo, usando (6.26) y (6.27), prueba
que

p'(My) = My,

Asi, como p' : H\p(M) — HY(Q™ ' (M); C*(M,R)) es un monomorfismo,
se sigue que la clase modular de (M, A) es nula si y sélo si My = 0.

Para una variedad de Nambu-Poisson regular, tenemos el siguiente resultado,
el cual relaciona la anulacién de la clase modular con la existencia de un

volumen bésico respecto a la foliacién caracteristica.

Teorema 6.3.3 Sea (M, A) una variedad regular de Nambu-Poisson, orien-
tada, de orden m y de dimension n, con 3 < m < n. Entonces la clase
modular de (M, A) es nula si y sdlo si, existe un volumen bdsico con respecto
a la foliacion caracteristica D, es decir, si existe p € Q"™ (M) tal que pn # 0
en cada punto de M vy

iXR 5o gn=0,  Lxa  p=0,

f1-fm—1

para f1,..., fmo1 € C°(M,R).

Demostracion. Sea v una forma de volumen sobre M y supongamos que la
clase modular de M es nula. Entonces, existe f € C°(M,R) tal que

ML = (=1)" 1A (df).

Por tanto,
My (dfv, ... dfpe1) = Xpy g (). (6.30)

Tomando la forma de volumen v’ = e~/ y usando (6.10), (6.25) y (6.30),
deducimos que
My =0. (6.31)
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Ahora, consideramos la (n — m)-forma pu = i(A)(v') = b, (A). Entonces,
1 # 0 en todo punto de M y

Ademas, de (5.5), (6.25), (6.31) y el Lema 6.2.1 concluimos que

['X}\f wo= ﬁX}\f b”/(A)
= by/(ﬁX}\y“fm,lA) + (diUV’X]/‘\l...fm,l)bV/<A) = 0.

Reciprocamente, supongamos que existe un volumen basico p con respecto a
D. Entonces,

Oy A

i(Xp =0,  Lxr  p=0, (6.32)

f1fm—1
para fi,..., fm_1 € C°(M,R).

Sea D = U D(x) — M el subfibrado vectorial de TM — M asociado a

zeM
D y a la seccién del fibrado vectorial A™D* — M definida como sigue. Si

Xi,.. o, Xm € (D), a(Xy, ..., X;) € C°(M,R) es la funcién caracterizada
por

Ahora, extendemos a a una m-forma « sobre M tal que
a(Xy, .., X)) = a(Xy, ..., X)),
para Xi,...,X,, € I'(D). Es claro que
i(N)a = 1. (6.33)
Si v es la forma de volumen sobre M dada por
vV=a/u,
de (6.32) y (6.33), tenemos que

bu(A) = p. (6.34)
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Asi, usando (6.25), (6.32), (6.34), el Lema 6.2.1 y el hecho de que p # 0 en
todo punto, concluimos que

MY =0.
n

Ejemplos 6.3.4 (i) Supongamos que N y N son variedades orientadas y
que v (respectivamente, p) es una forma de volumen sobre N (respectiva-
mente, sobre N ). Denotamos por A, la estructura de Nambu-Poisson sobre
N inducida por la forma de volumen v (ver el Ejemplo 5.1.2). A, define una
estructura de Nambu-Poisson regular sobre la variedad producto M = N x N
y, por el Teorema 6.3.3, se sigue que la clase modular de (M, A,) es cero. De

hecho, un célculo directo prueba que M/V\C“ =

X, ¥, por tanto, (ver [54]),
MM = 0. De la misma forma, para una funcién f € C>(N,R) con ceros,
fA, define una estructura singular de Nambu-Poisson sobre la variedad pro-
ducto M y

MY = fMEH + (=1)"7i(df)(A) = 0.

(17) Sea (g, [, ]q) el dlgebra de Lie simple de dimensién 3 con base {{,n,0}
satisfaciendo

[fan]g = —2n, [570-]9 = 20, [naa]g =¢.

Consideramos un grupo de Lie GG simple, no compacto, simplemente conexo
tal que el dlgebra de Lie de G sea (g,[, |5). De la base {&,n,0} se puede
obtener una base de campos de vectores invariantes a izquierda {X,Y, 7}

sobre G y si {a, B, ~} es la base dual de 1-formas, tenemos que
da=5ANB, dB=2aApB, dy=-2an7.

Ahora, supongamos que S es un subgrupo discreto de G tal que el espacio
N = S\ G de las clases a derecha es una variedad compacta (ver la Seccién 4
del Capitulo II de [4]). Entonces, los campos {5( Y. Z } (respectivamente, las
1-formas {@, 3,7}) inducen una base global {X,Y, Z} de campos de vectores
sobre N (respectivamente, una base global {«, 3,7} de 1-formas sobre N) y

da=~vANpB, dB=2aANp, dy=-2aN7.
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Denotamos por A el 3-vector sobre la variedad producto M = N x S! dado

por

A=XAZAE,

donde E es el campo dual del elemento de longitud de S. Es facil probar
que A define una estructura de Nambu-Poisson regular de orden 3 sobre M.
La distribucién caracteristica D de (M, A) es la foliacién sobre M dada por
G = 0. Asi, D es transversalmente orientable y la clase de Godbillon-Vey de
D es la clase en la cohomologia de De Rham [ Ay A ] (para la definicién de
la clase de Godbillon-Vey de una foliaciéon transversalmente orientable, ver
[110], pp. 29 y 30; ver también [41]). Es claro que [ AyA ] # 0y, por tanto,
concluimos que no es posible encontrar un volumen basico con respecto a D
(ver [110], p. 50). Consecuentemente, del Teorema 6.3.3, deducimos que la
clase modular de (M, A) no es nula.

Observacién 6.3.5 Sea M una variedad orientada, de dimensiéon n y D una

foliacién orientada sobre M de dimensién m, 3 < m < n. Supongamos que
D = U D(x) — M es el subfibrado vectorial de TM — M asociado a D

zeM
y que A es una seccién global del fibrado vectorial A™"D — M, con A # 0

en todo punto. Entonces, A define una estructura de Nambu-Poisson regular
de orden m sobre M y la foliacién caracteristica de (M, A) es exactamente
D. Como M es una variedad orientada, la foliacién D es transversalmente
orientable. Asi, si la clase de Godbillon-Vey de D no es nula, se sigue que la
clase modular de (M, A) tampoco es nula.

6.3.2 Dualidad entre la cohomologia de Nambu-Poisson
y la homologia canénica de Nambu-Poisson

Si M es una variedad de Nambu-Poisson orientada de orden m, con m > 3,
y v es una forma de volumen sobre M, probaremos que, bajo ciertas condi-
ciones, se puede definir un interesante subcomplejo del complejo de homologia
(V*(M),6,). Ademas, si la clase modular de M es nula, demostraremos que
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existe una dualidad entre la homologia de este subcomplejo y la cohomologia
foliada de (M, D), donde D es la foliacién caracteristica de (M, A).

Teorema 6.3.6 Sea (M,A) una variedad de Nambu-Poisson orientada de
orden m, con m > 3, y v una forma de volumen sobre M. Entonces:

(1) #1(QU(M)) = é( R QMTR(M))) define un subcomplejo del com-
k=0

plejo de homologia (V*(M),d,) siy sélo si MY € #4(Q(M)).

(1) Si#3 (2 (M)) es un subcomplejo de (V*(M),9,), entonces la homologia
de este subcomplejo no depende de la forma de volumen elegida.

(7i1) Si la clase modular de (M, A) es nula entonces #3(2*(M)) define un
subcomplejo del complejo de homologia (V*(M),4,) y

ﬁganNP(M) ~ Hm—k(D)

Y

para todo k € {0,...,m}, donde H*(D) es la cohomologia foliada de
(M, D) y He"NP (M) denota la homologia del complejo (#35(Q*(M)),d,).

Demostracién. (i) De (6.12), (6.28) y (6.29), tenemos que
i(@)0,(#45(8)) = div,(#{ (BN Q) + (=1)"F#{ (B A da)
= (@) (((B)ME + (1) #T(dB)),
para todo o € Q™ (M) y B € QF(M). Asi,

8o (#4(8)) = (=1)" "1 (dB) + i(B) M. (6.35)

Por tanto, &, (#% (QF(M)) C #571(QF+1(M)) para todo k € {0,...,m} siy
s6lo si MY € #4(QH(M)).

(71) Sea V' otra forma de volumen sobre M. Entonces, existe una funcién
f € C>®(M,R), tal que f # 0 en todo punto y v/ = fr. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que f > 0. Asi, consideramos los isomorfismos

UL R QM) — #E(QE (M), P %P.
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Como 6§,y o UF = U*~1 o4, se sigue que los complejos (#3(2*(M)),4,) v
(#1(Q2%(M)), 6,,) son isomorfos.
(737) Si la clase modular de M es nula, existe f € C*°(M,R) tal que (ver
(5.29))

M = A ((=1)"df). (6.36)
Consecuentemente, por (i), se deduce que #3 (2*(M)) define un subcomplejo
de (V*(M),4,).
Por otra parte, usando la Proposicién 6.1.4, podemos definir los isomorfismos
de C*°(M,R)-médulos

_ M) kb (), (o) = e~ # R a).

hi - Q" H(D) = T — FFA
A

De (6.26), (6.35) y (6.36) se sigue que hy o dp = (—=1)™"1§, o hyyq, donde
dp es la diferencial foliada de (M, D). Asi, las aplicaciones hy inducen un
isomorfismo entre el grupo de cohomologfa H™ *(D) y el grupo de homologfa
Hg NP (M),

[

Usando los Teoremas 6.1.5, 6.3.3 y 6.3.6, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 6.3.7 Sea (M, A) una variedad de Nambu-Poisson reqular orien-
tada de orden m, con m > 3. Si existe un volumen badsico respecto a la

foliacion caracteristica D de (M, ) entonces
Hyp(M) = H*(D) = Hy"i'" (M),

para todo k € {0,...,m}.

6.4 Un ejemplo: Una estructura de Nambu-
Poisson singular

Consideramos sobre R? el 3-vector definido por

0 0 0
A= (2] + ]+ 3 .
(:c1+:c2+:c3)axl/\ax2/\ax3, (6.37)
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donde (x1,z9,x3) denotan las coordenadas usuales sobre R3. El 3-vector A
define una estructura de Nambu-Poisson singular de orden 3 sobre R®. Sea

v la forma de volumen dada por
v =dx1 A dxy A dxs.

Un célculo directo prueba que

mez = (x% + iL’% + x?)))@_%g’
X, = —(:102—|—x2—|—:v2)i
T1%3 1 2 3 ax2’
szévs = (:C% + :IZ'% + x%)a_xlv
y por tanto (ver (6.25)),
0 0 0 0 0 0
MY =203— A —— — 209—— AN — + 20— A —

0r1 Oz Or, Oxs Oxy Oxs
Ahora, si la clase modular de (R® A) fuera nula entonces existiria f &
C*>®(R* R) tal que
i() M} = ##1a(f),
para todo a € Q?(R?). Particularizando con las 2-formas dx; A dzy, dxy A

dxsz, dxo A drs deduciriamos que

0
2z; = (27 + a3 + fﬂ%)&—fa para todo j =1,2,3. (6.38)
L
Entonces,
IR (o00y = M@l + a3+ 25) +¢, con c€ER.

Sin embargo, esto no es posible porque f € C*°(R* R). Asi, la clase modular
de (R* A) es no nula.
Ahora, probaremos que no existe dualidad entre la cohomologia Nambu-
Poisson y la homologfa canénica de Nambu-Poisson de (R, A). En realidad,
demostraremos que

Hyp(RY) 2 H" VP (RS).
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En primer lugar, calculamos H} p(R?). Para ello, procederemos como sigue.
Puesto que ker#3 = {0}, entonces

O*(RY) = #3 (V(R?)) = {(a] + 23 + 25) X/ X € x(R%)}.

Este hecho implica que se pueden identificar las co-cadenas ¢! : #3 (Q?(R?)) —
C*®(R* R) del complejo de cohomologia de Nambu-Poisson con las 1-formas

sobre R? usando el isomorfismo
®: CHPA(R?); C=(R*,R)) — Q'(R?), (¢! : *(R?) — C*(R*R)) — «

tal que a(X) = c!(3), donde #3(8) = (23 + 23 + 22) X.
Bajo esta identificacién el primer grupo de la cohomologia de Nambu-Poisson
H} p(R?) es el espacio cociente

{a € Q'R /(22 + 22 + 22)da — d(2? + 22 + 22) Aa = 0}
{(@f + 23 + 23)dg/g € C=(R*, R)} '

(6.39)

Ahora, consideramos el conjunto

G ={gec C™R*—{(0,0, O)})/(az‘%+x§+x§)§j € C=(R* R),Vi € {1,2,3}}

y la aplicacion lineal
T:G — Hyp(R?)

definida por 7 (g) = [(z} + 2% + 23)dg]. Es claro que el niicleo de esta
aplicacion es el espacio C*®°(R* R). Ademés, 7 es un epimorfismo. De hecho,
si [a] € HY, p(R?), de (6.39), deducimos que en R* — {(0,0,0)}

a
d| ——= | =0.
<x%+x%+x§>

Pero esto implica que existe g € C*(R® — {(0,0,0)},R) tal que
«
x4+ a3+ a3

y, por tanto,
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Asi,
g ~
R H} p(R?). (6.40)
Ahora, probaremos que el espacio cociente ————— es isomorfo a R.
p q p =~ ER)

Para ello, usaremos los siguientes lemas (una demostracién del primer lema

puede ser encontrada en [99]).

Lema 6.4.1 [99] Sean P,Q dos polinomios de grado m, (m > 1) en las
indeterminadas x1 y xo tal que satisfacen

.. OP  0Q

(x? + x2>(8_x2 - 8_x1> = 2(Pxy — Qx1).

Entonces existen dos polinomios ﬁ, @ de grado m — 2 tal que P y () pueden
expresarse de la siguiente forma:

P = ax, + bry + (27 + x%)ﬁ, Q = by + avy + (27 + x%)@,
oP  0Q
donde a,b son constantes reales y — = —Q
8:62 8:151

Lema 6.4.2 Sean A, B y C tres polinomios de grado m, (m > 1) en las

indeterminadas x1, 9, T3 tal que satisfacen

0A 0B \
0A oC
oB 0C

Entonces existen tres polinomios g, B Yy C de grado m — 2 tal que A, B y C
pueden expresarse de la siguiente forma:

A = azy+ (22 + 22+ 12)A,
B azs + (23 + a3 + 23) B,

C = azz+ (23 + 25+ 22)C.

9A 9B 9A  aC 0B aC

donde a es una constante real y e 9 9 9w Y e an
2 1 3 1 3 2
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Demostracion. Basta probar que el resultado es cierto en el caso en que A,
B y C son polinomios homogéneos. Si m = 1, es claro que A = azxy, B = ax»
y C' = axs. Si m > 2 procederemos como sigue.

Los polinomios A y B pueden escribirse como
A(z1, 22, x3) E ok A (1, 72), B(x1, 2, x3) E 28 By (21, 72),

donde A;(x1,25) y Bi(x1,22) (i = 0,...,m) son polinomios homogéneos en
las indeterminadas x1, x».

De la primera igualdad de (6.41) deducimos que

0A; 0B,

2 2 o
(‘Tl +x2)(8$2 axl

) = 2(Aizy — Bixy), i€ {0,1}, (6.42)

y para todo r € {2,...,m},
aAT—Q aBr—2

0A, 9B, -

2, 2 _ _ _
(x1+x2>(8x2 o + ( 95 o ) =2(A,xe — Byzy).  (6.43)

Usando (6.42) y el Lema 6.4.1 obtenemos que existen Ao, Ay, By v B poli-

nomios en las indeterminadas xq, x5 tal que

~ ~ dA; OB
A; = (2] +23) A;, B; = (z] + 23)B;, 92, — Oz,
para i =0, 1.
Ahora, de estos hechos y de (6.43), tenemos que
d(Ay — Ay) (B, — B - N
(7 + 23)( (A= 4) OB O>) = 2x9( Ay — Ag) — 221(B2 — By).

8332 (’3x1

Aplicando de nuevo el Lema 6.4.1 deducimos que existen A, y B, polinomios

en las indeterminadas x; y x5 tal que

Ay = Ay + (22 + 22) A, By = By + (2} + 23) B,
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Procediendo de forma similar, obtenemos una sucesién de polinomios Ay, . . .,

A, EO, ceey Em en las indeterminadas x; y x5 tal que
A = (22 + 22 A, B; = (22 + 22)B,,
A=Ay + (22 + 22)A,, B, = B,_y + (z3 + 22)B,,

para i = {0,1} y para r € {2,...,m}. Asi, los polinomios A y B tienen las

siguientes expresiones

A= (x%+x%+x§)2x’§gk, B = (m%+x%+x§)2x’§§k
k=0 k=0
Con el mismo procedimiento también deducimos que el polinomio C' puede

ser escrito como

C = (27 + 25 + 13) Zw’fék,

k=0

donde C} son polinomios en las indeterminadas x5 y x3.

Este ultimo Lema nos permite obtener el resultado ya anunciado.

Proposicion 6.4.3 El espacio cociente es isomorfo a R.

9
C>(R* R)
Demostracion. Si g € G, tenemos que las funciones reales C'*° diferenciables
sobre R3

0 0 0
=i+, m=@Arad )y’ g=Gitd i)y
satisfacen

891 892 )

(x3 + 235+ 95%)(8—932 - 8_x1) = 2(m291 — 1192),
dg1  0dg

(z7 + 23 + $§)(a—x; - 8_:;1)) = 2(w3g1 — 7193), (6.44)
392 a93

(23 + 235 + 133)(8—% - 3—1,2) = 2(x392 — T203). J
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Entonces, para cualquier m > 2 consideramos los desarrollos de Taylor de
orden m + 1 en el origen de las funciones ¢;, g2, ¢g3. Denotamos dichos
desarrollos como ¢1 = A, + Rim, g2 = By + Ram v 93 = Cpy + R3,, donde
A, B,y C,, son polinomios de grado m que satisfacen las condiciones del
Lema 6.4.2 y R, ,, son los restos.

Sea [k(x1,2,23)](0,0,0) €l desarrollo formal de Taylor en el origen de k €
C*(R* R). Entonces, existe a € R tal que

(g1(21, T2, 23) — ax1)(000) = (23 + 23 + 23) Az, 22, 73),
(92(301, T2, 333) - aﬂ?z)(o,o,o) = (55% + 93% + x%)B(ZUL T2, 933)>
(g3(w1, T2, 23) — ax3)(0,00) = (21 + a3 + 23)C(21, 2o, 3),

donde A(x1,x,x3), B(x1,x2,23) v C(x1, 22, x3) son adecuadas series de po-
tencias. Usando el teorema de Borel tenemos que existen a, 3,7 € C™° (R3, R)

tal que
(a1, 2, 23))0,00) = Alw1,22,23),
(B(x1,22,23)) 000 = DB(x1,2,23),
(7($1,I2,$3))(0,0,0) = C($1,$2,I3)-

Nétese que los desarrollos formales de Taylor en el origen de las funciones

ar = g1 —ary — (23 + 223+ 23)a,
i = go—axs— (27 + 235+ 23)0,
Y1 = g3 —ars3— (x% + $% + 51312’))%
son nulos. Por tanto, a1 b n son

@ +a3+13) @ +a3+a3) @+ +153)
funciones C>-diferenciables sobre R?.
Consideraremos ahora hy, hy, hs € C®(R?, R) definidas por

hh = a+— Oé; 2\
(x1+zv2+x3)
B
hy = B+ ,
= P ar gt
hs = v+ L

(21 + 23 + 23)
Entonces, usando (6.44) y el hecho de que

gi = ax; + (43 + 25 + 23)hs,  i=1,2,3,
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obtenemos las igualdades siguientes

Ohy Ohy Ohy 0Ohs Ohy Ohg
A e s ) 4
8:1;2 8$1 81'3 8:1;1 81'3 81‘2 0 (6 5)

Por tanto,

3
_ 9i _
dg - (Z Z'2 + fL'Q + :L.Qd'%z) -
=1 7L T2 s IR®-{(0,0,0)}

5 (6.46)
- (d(gln(ﬁ + a5 +13)) + Z hidxi> r :
IR —{(0,0,0)}

i=1

Por otra parte, usando (6.45) deducimos que hidz; + hodxs + hgdxs es una
1-forma cerrada sobre R* y como H}.(R*) = {0}, concluimos que existe
Y € C°(R? R), tal que hidxy + hodry + hadrs = dip. Sustituyendo en (6.46),

tenemos que

a 2 2 2N ,
g— §ln(x1 +a5+a3) = ¢|R3—{(0,0,0)} +¢, con c€R.

Consecuentemente
lg] = [gln(xf +a5+73)], con a€R.

Esto finaliza la demostracién.

De (6.40) y la Proposicién 6.4.3, deducimos el siguiente resultado.

Proposicién 6.4.4 Sea A la estructura de Nambu-Poisson sobre R® dada
por (6.37). Entonces
HYyp(R%) = R.

Observacién 6.4.5 En [98] el autor ha generalizado el resultado anterior

0 0
para gérmenes en 0 de m-vectores A = f . AN P sobre R™ o C™,
X1 X
donde f es un polinomio cuasihomogéneo de codimensién finita. De hecho,
en este articulo son calculados todos los grupos de cohomologia de Nambu-

Poisson para este tipo de estructuras.
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Por otra parte, como ker#} = {0}, se sigue que
VAR?,A) = VHR?),

para todo k. Asi, la homologia canénica de Nambu-Poisson de (RS, A) es dual
de la cohomologia de De Rham. En particular , Hs®"NP(R?) = H1,(R®) =
{0}.

Esto implica que Hp(R?) 2 H5NP(R?), y por tanto, no se tiene dualidad
entre la cohomologia de Nambu-Poisson y la homologia canénica de Nambu-

Poisson.

Observacién 6.4.6 (i) Si #} : Q"(R*) — V3 (R?), r = 1,2,3, es el ho-
momorfismo inducido por la estructura de Nambu-Poisson A sobre R?, en-
tonces, es claro que # es un monomorfismo. Por tanto, si D es la foliacién
caracteristica de (R*, A), tenemos que la cohomologia foliada de (R* D) es
isomorfa a la cohomologia de De Rham. En particular H}, p(R*) 2 HY(D) =
{0}. Consecuentemente, la cohomologia de Nambu-Poisson y la cohomologia
foliada no son isomorfas.
(44) Un célculo directo prueba que MY ¢ #%(Q'(R?)). Asi, #4(Q*(R%)) =
@ #% (QF(R?)) no es un subcomplejo del complejo de homologfa (V*(R?),

k=0,....3
d,) (ver el Teorema 6.3.6).
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CAPITULO /

Dualidad y clase modular de
una estructura de Nambu-Jacobi

7.1 Cohomologia de Nambu-Jacobi

La estructura de algebroide de Leibniz asociada a una variedad de Nambu-
Jacobi descrita en el Capitulo 5 (ver (5.23)), nos permite definir un operador
diferencial de cuadrado cero cuya cohomologia, en general, tiene grados in-
finitos. Para solventar este problema, en el caso de una variedad de Nambu-
Poisson, en el Capitulo 6 consideramos un algebra de Lie inducida por la es-
tructura del algebroide de Leibniz asociada a la variedad de Nambu-Poisson.
Este algebra de Lie nos permite construir una nueva cohomologia de grados
finitos, la cohomologia de Nambu-Poisson.

Con el fin de obtener un analogo de esta cohomologia para estructuras de
Nambu-Jacobi, consideramos diversas dlgebras de Lie inducidas por la es-
tructura de algebroide de Leibniz asociada a la variedad de Nambu-Jacobi.

195
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7.1.1 Algunas algebras de Lie asociadas a una variedad
de Nambu-Jacobi

Sea (M, A, ) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m >3y (A"~ {T*M)
SANH(T*M), [, liao), #?}\_Dl)) el algebroide de Leibniz asociado a la estruc-
tura (A,0) (ver Teorema 5.3.9). De forma andloga al caso de una estruc-

tura de Nambu-Poisson, podemos considerar el centro del algebra de Leibniz
QM) e Q" 2(M), [, Jam), esto es,

Z(QmH (M) & Q2 (M) = {(, B) € Q"N (M) @ Q" 2(M)/
[(. B), (o, B)](amy = (0,0),¥(c/, §) € Q™1 (M) & Q™~(M)}.

Con el fin de dar una definicién explicita de esta algebra de Lie consideramos
el siguiente homomorfismo de fibrados vectoriales (sobre la identidad de M)

gL AmL TN @ AR(T*M) — TM x R (7.1)

(o, B) = (H# Gy (@ B), (D)™ #57 ().

Denotaremos también por #{} 1y : Q" (M)SQ™ (M) — 2(M)xC>(M,R)
al correspondiente homomorfismo de C*° (M, R)-mé6dulos.

Veremos a continuacion que este homomorfismo de fibrados vectoriales induce
un homomorfismo entre el algebroide de Leibniz (A"~ (T*M) &A™ *(T* M),
Y= %E?}\_Dl)) y el algebroide de Lie (I'M xR, [ , ],7) (ver Ejemplo 1.4.3
iii)).

Proposicién 7.1.1 Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi de orden
m, con m > 3. El homomorfismo de fibrados vectoriales definido en (7.1)
induce un homomorfismo de algebroides de Leibniz entre el algebroide de

Leibniz asociado a la estructura de Nambu-Jacobi y el algebroide de Lie
(TM xR, [, ],7).

Demostracion. En primer lugar veamos que #Z‘\’Dl) es un homomorfismo de
algebras de Leibniz, es decir,

et ([ B), (o o) = 02 (00 B), #0208, (72)
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para (o, 8), (o, §') € Q"1 (M) @ Q™72 (M).
De (5.11) y (5.19) deducimos que

g ([ ola) = #3771 ()(F#E (@) = #7 Ha)FHE (). (T3)

Ademads, usando que [J es una estructura de Nambu-Poisson y que, por tanto,

se satisface (5.6), obtenemos facilmente

i(Lym-2(50 )0 = #52(B)F#A () + (1)"H#E ()57 (dB).  (T4)

Por otro lado, como N?}\_Dl) es un homomorfismo de algebroides de Leibniz,

ooy (L@, 8), (o, ) am) = D (00 B) #0y (o, B8)]. (7.5)

Entonces, (1.36), (5.23), (7.1), (7.3), (7.4) y (7.5) nos permiten probar que
(7.2) se satisface.
Finalmente, de (7.1) deducimos que

m—1 TIm—1
To# (a0 = H(an)

Asi, #ZL\E) es un homomorfismo de algebroides de Leibniz.

[ |
A continuacién, como ya anunciamos anteriormente, damos una descripcion
explicita del centro del dlgebra de Leibniz (Q" 1 (M) & Q™ 2(M), [, Jao)-

Proposicién 7.1.2 Sea (M,A,O0) una variedad de Nambu-Jacobi de or-
den m, m > 3. Entonces, el centro del dlgebra de Leibniz (Q™ (M) &
QM) [, Jamy) es el conjunto

(#02)H{0} < R) = {(a, B) € QM) @ Qm2(M)/
P a) = —#572(8), d#5 (@) = 0},

Demostracion. Sean oy [ una (m — 1)-forma y una (m — 2)-forma sobre M

respectivamente, tales que ?}\_Dl)(a,ﬁ) € {0} x R, esto es,

M) +#ETB) =0y d#5 () =0. (7.6)



198 Capitulo 7. Dualidad y clase modular de una estructura de NJ

Entonces, de (5.11), (5.23) y (7.6) se sigue que

[, B), (o, ))amy = (=)™ (#R (dor) — #5~ (dB)) (o, B), (7.7)

para todo (o, 3") € Q" Y (M) & Q" 2(M).
Por otro lado, usando (5.6), (5.19) y (7.6), tenemos que

0 = Lyma@A+LymopA=(=1)"(#](da) - E%ll(dﬁ))/\,
0 = LymrD+ Lymog = (=1)"F#7 (do) — #g~ (dF))0

Asi, deducimos que #7'(da) — #5871 (dB) = 0. Consecuentemente (ver (7.7)),

[[(a> 6)7 (O/? ﬁ/)H(A,D) = 07

para todo (o/, 3) € Q™ Y (M) & Q™ 2(M).
Reciprocamente, supongamos que « y (3 son una (m—1)-forma y una (m—2)-

forma sobre M, respectivamente, tales que
[(, 8), (&', )] (a0 = (0,0), para todo (o, 3') € Q™M) & Q"*(M).
Si f € C°(M,R) entonces (ver (5.9))
(0,0) = [(e,B), f(e, )] am) = f[[(m B), (&, 8)] o)
+# G (@ B (), B) = #4570 (@, B) (), B),
para cualquier (o, 3) € Q™ 1(M) @ Q"2(M). Por tanto,
#i (@ B)(f) =
para todo f € C*°(M,R). Asi, concluimos que
Ho (0, 8) = 0. (7.8)
Por otro lado, de (5.23), tenemos que

0,0) = [(,5),(0,8)]am = (=)™ 'd(#5 (a)) A B,
[8. 8]0 + ﬁ#xfl(a)ﬁl + (=)™ #} (do) B"),
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para todo 3 € Q™2(M). En consecuencia, d(#% '(a)) A ' = 0 para todo
B e Qm2(M), esto es,
A#2 () = 0. (7.9)

Finalmente, (7.8), (7.9) y la conexidad de M implican que
#ivm (@ B) = F#ig) (@ B), ()" #57H (@) € {0} x R.

Observacién 7.1.3 El conjunto Z(Q™ 1 (M)@Q™2(M)) = ( AD)) L({0}x
R) no es, en general, un C*°(M, R)-médulo. En efecto, si lo fuese, para cada

(a,3) € (#(}, D)) 1({0} x R) se tendria que
fla, B) € (#{xm) ({0} x R), Vf € C*(M,R).

Esto es, #%'(a) es constante y f#7 () serfa constante para cualquier
f € C®(M,R). Luego, #2 () = 0, es decir, o € ker#5 .

Corolario 7.1.4 Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m,

con m > 3. Entonces

ker#\, Dl) CZQ™ Y M) e Q" 3(M)) C ker# (A D) (7.10)

Ademds, ker#?}gml) es la subdlgebra de Leibniz maximal contenida en ZQ™ Y M)
®Q"2(M)) que es un C(M,R)-mddulo.

Demostracion. (7.10) es una consecuencia inmediata de la Proposicién 7.1.2.
Supongamos que A es una subdlgebra de Leibniz contenida en Z(Qm_l(M )
®Q™2(M)) que es un C®°(M,R)-médulo. Entonces A C ker En
efecto, si (a, B) € Ay f € C®(M,R), entonces

)

fla,B) € AC Z(Q"H(M) & Q" (M) = (#{x ) ({0} x R),

para cualquier f € C*(M,R). Asi, %ﬁm’l (o, ) =0 y #07a) = 0 (ver
(7.1) y Observacién 7.1.3). Por tanto, (« ﬁ) € ker#t(y ¢ D) |
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Consecuentemente, si (M, A, ) es una variedad de Nambu-Jacobi de orden

m, m > 3, el espacio cociente
Qm—l(M) P Qm—Q(M)
ker#?};ml)

es un C*°(M, R)-médulo dotado con un corchete antisimétrico [ , [f} ) dado

por

[[(ev, B)], [(e, 8] th my = (e, B), (@, )] (a ), (7.11)

para todo [(a, B)], [(/, )] € Qm_l(iw) @WSZH_Q(M). Este corchete satisface
er#xn)

la identidad de Jacobi y la siguiente propiedad

[, B, £, BNy = FILe B, [0, B Tamy + i (s BY (I, 8],
Q1M @ Q2 (M)

m—1
ker (A.0)

para cualesquiera [(«, )], [(¢/, )] € y f € C*(M,R).

Nota que este corchete esta bien definido ya que si («, ) € ker#z’}gml) en-

tonces (ver Proposicién 7.1.1)

#ine ([, B), (o, B)am) = #ix o) (@ B), #ix 0 (@ 8)] = (0,0).
Ademas, la aplicacién

Qm_l(M) o) Qm—Q(M)
ker#(i o)

ym—1
(CSE)R

dada por
md ([, ) = B (0,8,
estd bien definida e induce un homomorfismo de algebras de Lie entre
Qm=1(pM @D Qm=2(M N
T ODOETOD [ Ty v 200 )).

m—1
ker (A.0)

Observacién 7.1.5 i) Si (M, A, O) es una variedad regular de Nambu-Jacobi
de orden m, m > 3, entonces usando el Teorema 5.2.2 podemos deducir

facilmente que

ker#y 3 = Z(Qm (M) & Q"2 (M)) = kerd3 3.
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Ademas,
/\m—l(T*M) P /\m—Q(T*M)

m—1
ker (A0)

(

es un algebroide de Lie sobre M.
1) Si (M,A) es una estructura de Nambu-Poisson de orden m, m > 3,

entonces
herdtiy gy = Z(Q" (M) Q" (M)) = kerdiy ) = ker# ™ @ Q" (M)

y por tanto,

AN T*M) @ A™2(T*M) AN HT*M)
ker#?}gml) k’e'r#T’l

I

/\mfl(T*M) o) /\mf2(T*M)

m—1

Asi, el édlgebra de Lie ( .
er
(A,0)

1, Tiao) es isomorfa al

AT M)

p— [,]%) descrita en la Seccién 6.1.1.

algebra de Lie (

7.1.2 La cohomologia de Nambu-Jacobi de una varie-
dad de Nambu-Jacobi

Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi de orden m, m > 3. Como ya
Qm—l(M) o) Qm_2(M)

ker !
(A0)
con el corchete inducido (ver (7.11)), es un algebra de Lie. Ademés, usando el

hemos visto en la seccién precedente, el espacio cociente

hecho que 72/2;7\_51) es un homomorfismo de algebras de Lie, podemos compro-
Qm_l(M) @ Qm—Q(M>

m—1

bar facilmente que C*°(M,R) es un ( k
er
(A0)

)-médulo relativo

a la representacion

Q=1 (M) @ Qm2(M)

m—1

ker (A0)

x O%°(M,R) — C(M,R)
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Por tanto, podemos considerar el complejo de cohomologia definido por esta
representacion
Qm=1(M) @ Q™ 2(M)
ker ?/L\’_Dl)
@ Ck(Qm_l(M) o Q" *(M)
k

m—1
ker (A0)

(C( ;C(M,R)) =

;O (M, R)), Ony),

Q-1 (M) & Q™ 2(M)

donde el espacio de las k-cocadenas C¥( — ;C* (M,R))
ker# o)
consiste en las aplicaciones antisimétricas C*°(M, R)-lineales
mel M Qm72 M mel M Qm72 M
o M OXTIM) (ST OXTM) ) oy Ry

ker#?/‘\fml) kzer#’&E)

y el operador de cohomologia dy; esta dado por

O ([(ao, Bo)l, -, [k, Bi)]) :Z(_D”?&E)(% Bi)(c* ([(ao, Bo),

@B lew BDE (719
ST () ([0, Bo)ls - (aw B, - [y, Bi—)],

0<i<j<k

[[(evi, Bi), (. BTyl - - [(aw, Br)]).-

A la cohomologia de este complejo la llamaremos cohomologia de Nambu-
Jacobi de My la denotamos por Hy ;(M).

Observacién 7.1.6 Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi de orden
m, m >3y (C*(Q™" M) ® Q™ 2(M); C>*(M,R)),d) el complejo de coho-
mologfa asociado al algebroide de Leibniz (A1 (T*M)®&A™*(T*M), [, (a0,
o nEe )

m—1
ke (A00)

Najml)). La proyeccién natural p: Q™Y M)@Q™ (M)

nos permite definir los homomorfismos de C*°(M, R)-médulos

QM) @ M)

k. ik
p*CR( —
ker#(Aﬂl)

[C(MR)) — CHQ"(M)@Q™H(M);C>(M, R))
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c* = pf(ch),

donde

pk(ck)((ala ﬁl)v SRR (aka ﬁk:)) = Ck([(ah 61)]7 SRR [(ak’ ﬁk)])

Un célculo directo, usando (5.29) y (7.12) demuestra que este homomorfismo

induce un homomorfismo de cohomologia
P Hi, (M) — (01 (M) & 0 2(M); C=(M,R)).

A continuacién, relacionaremos la cohomologia de Nambu-Jacobi de una va-
riedad de Nambu-Jacobi (M, A,) de orden m, m > 3, con la cohomologia
foliada asociada a su foliacién caracteristica.

Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi, de dimensién n y de orden m,
con 3 < m < n. Denotamos por %U(eAD) L QF(M) @ QF (M) — Yk (M)
Y #any QM) @ QM) — V(M) @ V(M) los homomorfismos
de C*°(M,R)-médulos dados por

#a (e B) = #h (@) + #57(3), }
#i o (@ B) = (FHy oy (0 B), (1) 48 ().

Proposicién 7.1.7 Si (a,3) € Q"(M) ® Q" 1(M) es tal que #{, (o, 5) =

(0,0), entonces

(7.13)

#(iy(d(a. 9) = (0,0),
donde d es la diferencial del algebroide de Lie (TM x R,[ , ], 7).
Demostracion. Definimos los siguientes subconjuntos abiertos de M
Ry ={x e M/A(z)#0} y Ry={xe M/O(x)#0}.
Nota que
R = (RiNRy)U(Int(M—Ry)NRy)U(Int(M —Re)NR)U(Int(M—(R1URy)))

es un subconjunto denso de M, por tanto, es suficiente probar que en R

#(x iy (d(a. 8)) = (0,0).
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Si x € R, distinguimos los siguientes casos:

a) x € Ry N Ry. En tal caso, ya que (A,) es una estructura regular en el
abierto Ry N Ry, tenemos que (ver Teorema 5.2.2), existe un entorno U de
zen RiNRyy 0 e Q' (U) cerrada tal que Oy = i(0)Ajy. Asi, la relacién

](CA,D)(O@6> = (0,0) implica que

#hia+0AB) = 0} (714
Mlona) = 0

en U. Usando (1.53), (7.14), la Proposicién 6.1.4 para la estructura de
Nambu-Poisson A|g,nr,, y el hecho de que ¢ es una 1-forma cerrada, con-
cluimos facilmente que #’(“/tlm)(g(&,ﬁ))(x) = (0,0).

b) x € Ry N Int(M — Ry). La relacién #fA,D)(O"ﬁ) = (0,0) implica que
#%(a) = 0 en el abierto Ry N Int(M — R,). En consecuencia, usando la
Proposicién 6.1.4 para la estructura de Nambu-Poisson Ajr,nrmrr—r,) de-
ducimos que #f;lm)(&v(a,ﬁ))(x) = (0,0).

c) x € RyNInt(M — Ry). La relacién #’(CA,D)(OGB) = (0,0) implica que en el
abierto Ry N Int(M — Ry)

FUB) =0y #E(a)=0. (7.15)

Asi, usando (1.53), (7.15) y la Proposicién 6.1.4 para la estructura de Nambu-

Poisson A|g,nrnt(v—r,), deducimos nuevamente que
d) Por tltimo, si z € Int(M — R; U Ry), obtenemos facilmente que

Por consiguiente, #’(“le)(dv(a,ﬁ))(x) = (0,0), para todo = € R.

Finalmente, por continuidad, concluimos que

#i L (dle, B)) = (0,0).
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Este resultado nos permite considerar el complejo de cohomologia

(M) @ QM) 7
ker#’{A,D) T

(

donde d([(a, 8)]) = [d(a, 3)]. Denotamos por H' (M) la cohomologfa de este
complejo.
En el caso regular tenemos que esta cohomologia es la cohomologia foliada

asociada a la foliacién caracteristica de la estructura de Nambu-Jacobi.

Proposicién 7.1.8 Sea (M, A,0) una estructura de Nambu-Jacobi regular
de orden m, m > 3. Entonces, si H*(F) denota la cohomologia foliada
asociada a la foliacion caracteristica F de M,

HY(F) = H" (M),

para todo k.

Demostracion. Nétese que QF(M, F) = ker#%. En efecto, de la regularidad
de (A, ) deducimos que para cada punto = de M existe un abierto U, z € U,
y una 1-forma cerrada 6y sobre U tal que

Por otra parte, QF(M, F) = QF(M, Dy)NQ*(M, D), donde Dy y D son las
foliaciones caracteristicas inducidas por las estructuras de Nambu-Poisson A
y O, respectivamente. Asi, usando (7.16) y la Proposicién 6.1.4, concluimos
que

QF (M, F) = ker#h. (7.17)

Consideramos los homomorfismos de C*°(M, R)-médulos
br : (M) — QF(M) @ QF (M),

dados por
or(a) = (@,0) para todo o € QF(M). (7.18)
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Un calculo directo prueba que

Gri10d=do ¢y (7.19)

Ademas, (7.14) y (7.16) implican que ¢, induce un isomorfismo de C*° (M, R)-

modulos

- QH(M) | QM) @ (M)

or s QF(F) = = (7.20)
kerdHy ker#ﬁ\ﬂ)
Usando este hecho, (7.17) y (7.19) deducimos que
HH(F) = H' (M),
para todo k.
|

Para relacionar esta cohomologia con la cohomologia de Nambu-Jacobi de
M introducimos los siguientes homomorfismos de C'*°(M, R)-mddulos.

k k—1 m—1 m—2
5, ON@ AN |, Om 00 & a2 0)

ker#’(“AE) ker Z’}\E)

;C*(M,R)), (7.21)

dado por #*([(a, 3)]) = Wi, donde
Qm—l M @Qm_Q M Qm—l M Qm—2 M -
\I’[(aﬁ)]i ( ) — ( )x...k)...x ( ) ( ) — C (M,]R)’
ker#(A’D) ke’r’#(A o)
es la aplicacion definida por
Yiapn([(ar, B1)], - - (o, Br)]) =
i( AD)(Qkaﬁk)) i(#(y oy (a1, B)(a, B).

Un célculo simple usando (1.53), (7.12), (7.13), (7.21) y (7.22), demuestra
que

(7.22)

ik+10d:aNJOik.

Por tanto, las aplicaciones i* inducen un monomorfismo entre los complejos

Q< (M) QY (M) - Q=Y M) Q™ 2(M

FEDER T gy y (o O ETOD. 0% (a1, ). 0. De-
er#(AD ker#(AD

notaremos por i* : " (M) — H¥% ;(M) el correspondiente homomorfismo en

cohomologia.
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A continuacion, consideraremos el caso particular en que la estructura de

Nambu-Jacobi es regular. Noétese que entonces ker E’}\,_Dl) = kerﬁ(&jml) (ver

/\m—l<T*M) e /\m—2(T*M) N
L m—1 ) [[ ) ]](A,D)a
er (A,D)

#ZL\E)) es un algebroide de Lie sobre M (ver la Observaciéon 7.1.5) cuya

la Observacién 7.1.5) y que el triple (

cohomologia es la cohomologia de Nambu-Jacobi de M. Ademas, usando
(1.35), (1.54), (7.20) y (7.22), deducimos que
Yot o gy =11,

Qm—l(M) o) Qm_2(M)
k;er#?}\’_ml)
Om=2(M)); C=(M,R)) es el isomorfismo de C*(M,R)-médulos inducido

/\m—l(T*M) o) /\m—Q(T*M>
— —

ker#?}\’_ml)
QF (M) @ QFY(M)

kerdt iy oy
el isomorfismo de C°(M,R)-médulos definido en (7.20) (ver (7.18)) y II* :
OF(F) — CH(# ) Q1 (M) & Q™2 (M); C(M, R))) es el isomorfismo de
C>°(M,R)-médulos dado en (1.54).
Asi, deducimos el siguiente resultado.

donde 4% : C*( [C(M.R)) — CH#G S (" (M) @

por el isomorfismo de fibrados vectoriales

HODS AT M) & A"TTM)), 1 2 QFF) — es

Teorema 7.1.9 Sea (M, A,0) una variedad regular de Nambu-Jacobi de or-

den m, m > 3. Entonces, los homomorfismos de C*°(M,R)-mddulos

5 (M) @ QM) Q7 (M) ® Q2 (M)

— C* ; C*™(M,R)),
kerdt iy oy ( ker ’(7}\’_51) ( )
nducen un isomorfismo de complejos
~ (M) Y(M) - L QT (MY QT2 (M)
o (PADE TN gy (o UD OB, o 11, R). 1)
e'r’#(A’D) ker (A0

Ast, la cohomologia de Nambu-Jacobi de M es isomorfa a la cohomologia
H (M) y a la cohomologia foliada H*(F), esto es,

HYF)= H (M) = Hy, (M), para todo k.
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7.2 Una homologia asociada a una variedad
de Nambu-Jacobi

Sea M una variedad orientada de dimensién n y sea v € Q" (M) una forma de
volumen sobre M. Denotamos por b, : V¥(M)@ V(M) — Q= F 1 (M) @
Qn=*(M) el isomorfismo de C°°(M, R)-médulos dado por

(00(Q), (=1)",(P)).

Usando este isomorfismo y la diferencial d definida en (1.53), podemos con-

(7.23)

siderar el siguiente operador de homologia
Sow) = bgy 0 d ooy : VE(M) @ VETH (M) — V=1 (M) @ VE=2(M). (7.24)

La homologfa asociada al complejo (V*(M)@V*~ (M), 6(,)) la denotaremos
por H"(0).
Nota que, de (1.53), (7.23) y (7.24),

(5(071,) (X, f) = di’UVX, (725)
para cualquier (X, f) € (M) & C>*(M,R) y que

30, (P, Q) = (3,(P),0,(Q)), (7.26)

para todo (P, Q) € V¥(M) @ V*=1(M), donde 6, es el operador de homologia
definido en (6.8).

Asi, H®(M) =~ HY(M) @& H”_,(M) y por tanto, la homologfa H"") (M)
es dual a la cohomologia H (M) = Hin(M) @ Hiz (M), lo que implica
que Hio’”)(M ) no depende de la forma de volumen elegida. A continuacion,

daremos una expresiéon més explicita de d(,).

Proposicién 7.2.1 Sea (M,A,0) una variedad de Nambu-Jacobi, de di-
mension n, orientada y de orden m, m > 3. Para todo («, 3) € QY M) @
QF2(M) y para todo (P,Q) € V(M) & V¥ (M) se tiene que

i((@, 8))00.) (P, Q) = 60 (i((a, B))(P, Q) + (—1)*i(d(e, B))(P, Q). (7.27)
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Demostracion. (1.35) y (7.26) implican que

i((a, 8))0(0.) (P, Q) = i()0,(P) +1(8)0,(Q). (7.28)
Por otra parte,
S0, (i((e; B)) (P, Q)) = 0, (i) P) + 6, (i(5) Q). (7.29)
Restando (7.28) y (7.29) y usando la Proposicién 6.2.2, deducimos (7.27).
|

Para todo k € {1,...,m} consideramos el subespacio de V*(M) @& V*~1(M)
dado por

VEM, A O) = {(P,Q) € VE(M) @ V1(M)/
Z((eu f))(Pu Q) = (07 0)7v(0a f) S ker#%A,D)}
Supondremos que V) (M, A,00) = C*(M,R).
Si [0 = 0, entonces ker#%AD) = ker#} ® C*(M,R) y, por tanto,
VE(M,A,0) = Vi (M, A) @ V™M (M, A), (7.30)

donde VF(M, A) es el espacio vectorial definido en (6.17) asociado a la es-
tructura de Nambu-Poisson A.

Si (A,0) es una estructura de Nambu-Jacobi de orden m, m > 3, deducimos
facilmente que

H i QM) @ QRN (M)) € V(ML A, D). (7.31)

La igualdad, en general, no es cierta (ver Observacién 6.2.4 y (7.30)).
Sin embargo, en el caso particular de una variedad de Nambu-Jacobi regular

tenemos el siguiente resultado.

Lema 7.2.2 Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi reqular, de orden
m, m > 3, entonces

(#iao) Q" (M) & QmFH (M) = Vi (M, A, D).
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Demostracion. De la regularidad de M deducimos que, para todo punto
de M, existe un entorno U, tal que la estructura (A, ) estd definida en ese
entorno como (A, i(6y)A), donde 6y es una 1-forma cerrada en U (ver Teorema
5.2.2).

Veamos entonces que V£ (U, A,0) C #{3 K QR U) @ QYD)

Sea (P, Q) € VF(U,A,0). Nétese que

ker#%AD) ={(0, f) € Q" U)BC™(U,R)/0+ fOy € ker# v ONOy € ker#3}.
Entonces, para todo 6 € ker#}, se tiene que (6,0) € k’er#%A’D) y, por tanto,

i((0,0))(P, Q) = (i(0) P, —i(0)Q) = (0,0).

Asf, P € VF(U,A). Usando que A es una estructura de Nambu-Poisson
regular y el Lema 6.2.3, deducimos que existe a € Q™ *(U) tal que P =

m—k

A (@)
Por otra parte, es evidente que (6y, —1) € ker#b\’m) y, por tanto,

i((6o, —1))(P, Q) = (i(fo) P — Q, —i(60)Q) = (0,0),
esto es, Q = i(0g) P = i(00)#0 *(a) = (=) FH#2 ().
Concluimos entonces que
(P,Q) = #1375 (,0).
[ |

A continuacién, mostraremos que si M es una variedad de Nambu-Jacobi, de

dimension n, orientada y de orden m, m > 3, y si v es una forma de volumen

sobre M, entonces (V;(M,A,D) @ VE(M, A,0)) es un subcomplejo

del complejo (V*(M) @ V*"H(M), d0.))-
Para ello, previamente probaremos el siguiente resultado.

Proposicién 7.2.3 Sea (M,A,00) una variedad de Nambu-Jacobi, de di-
mension n, orientada y de orden m, con m > 3 y sea v una forma de
volumen sobre M. Entonces

80wy (VE(M, A, 0) CVFH (M, A,O), Vke{l,...,m}
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Demostracion. Si (0, f) € ker#%A’D) v (P, Q) € VFE(M, A,0) entonces, usan-
do (7.27), tenemos que

i((0, f) N (01, f1) Ao A (Ok—2, fr—2))d0) (P, Q)

(7.32)
= (=1)%(d((0, f) A ... A (Bg—a, fr—2))) (P, Q).

Como

d((e, B) A (@, 5)) = d(e. 8) A (@, ) + (=D (e B) Adle, ), (7.33)
para todo (o, 3) € QF(M)®QF 1 (M) y (o/, 3) € Q*(M)®Q (M), entonces

se tiene

i(0, f)(00.) (P, Q)) = i(d(8, [))(P, Q).
Finalmente, comprobamos que

i(d(0, £))(P,Q) = (0,0). (7.34)
Para ello consideramos las aplicaciones antisimétricas y C'°°(M, R)-lineales
— QM *(M,R QY (M °(M,R
pg. YADECTOMER)  VADOCTOER) | ooy )

X ...
ker#%A’D) ker#b\ﬂ)
PQ:#l oy (V' (M)SC= (M, R))x. . x4y 1) (@ (M)BC™(M, R)) - C=(MR),
definidas por

i((00, f1) A A Ok, )P, Q) = PQU(OL, f1)], -, [(Bk, 1)) =
PQ(#{n (01, 1), -+ # a0y (O i),

con (0;, f;) € QY(M) @& C=(M,R). Entonces PQ es un operador local.
Por otra parte, sean R; y Ry los siguientes subconjuntos abiertos de M:

(7.35)

Ry ={x € M/A(x) # 0} y Ry = {x € M/0O(x) # 0}.
Denotamos por R al subconjunto denso de M definido por

R = (RiNRy)U(Int(M — Ry)NRy)U(Int(M — Ry) N Ry)U(Int(M — RiURy)).
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Para comprobar (7.34) es suficiente demostrar que

i(d(8, [))(P,Q)(x) = (0,0), para todo = € R.

Distinguimos los siguientes casos:
1) z € Int(M — Ry U Ry). Ya que (P, Q) € Vi(M,A,0) se deduce que

(P, Q)|(mmt(M~RyuRs) = (0,0),

y por tanto, i(d(0, f))(P,Q)(x) = (0,0).

2) x € Ry N Ry. Tenemos que (A, ) en el abierto Ry N Ry es una estructura
de Nambu-Jacobi regular. Por tanto, usando el Lema 7.2.2, deducimos que
existe (a, 3) € Q™ F(R1 N Ry) ® Q™ * (R, N Ry) tal que

i (@, 8) = (P,Q),

en Ry N Ry. En consecuencia, de la Proposicion 7.1.7 concluimos que

i(d(9, ))(P,Q)(w) = i(av, B)(#1r)(d(6, 1)) () = (0,0).

3) x € Ry N Int(M — R,). Estd claro que (P,Q)rinimt(m-ry) € VF(R1 N
Int(M — Ry),A) ® VI (R N Int(M — Ry),A) y que Ajr,nini(v—ry) €S una
estructura de Nambu-Poisson regular. Usando el Lema 6.2.3, tenemos que
existe a € Q" F(RyNInt(M — Ry)) y B € Q" (R, N Int(M — Ry)) tal
que

A ) =P, A =Q

en Ry N Int(M — Ry). Por tanto, de la Proposicién 7.1.7, obtenemos

i(d(0, N))(P, Q) (x)=i(d(0, f))i(cr, B)(A, 0) =i(c, 0)(#{x 0y (d(0, ) (x)=(0,0).
4) z € Ry Int(M — Ry). Tenemos que en Ry N Int(M — Ry):

ker#(xm) = ker#h @ {0}
Y que

(P, Q)| rontnt(M—ry) € VE(RoNInt(M — Ry), D)@ VI (RoNInt(M — Ry), D).
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Razonando de forma analoga a 3) con la estructura de Nambu-Poisson regular

O gynint(ri—r,) deducimos que

i(d(8, 1)) (P,Q)(x) = (0,0).

En definitiva, hemos demostrado que i(d(6, f))(P,Q) = (0,0).

Consideramos
o VM) @ V00 = V) @ V(M)
el operador definido por

Stomy” (P,Q) = 60, (P,Q) + (=1)* (1= m)(Q,0),  (7.36)
para todo (P, Q) € V*(M) & V' (M).

Facilmente se prueba que 5(%;;71) es un operador de homologia. Noétese que

5(%,/7” (P Q)-b ! Odl —-m bOV)7

donde dy_p, : V(M) & QY (M) — QM) & Q*(M) es el operador de
cohomologia definido por

dym(, )

d(a
d
para todo («a, 3) € Q*(M) & Q1 (M).

Como consecuencia de la Proposicion 7.2.3 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 7.2.4 Sea (M, A,O) una variedad de Nambu-Jacobi orientada de
orden m, con m > 3 y v una forma de volumen sobre M. Entonces

SEEm VRV, A, D)) C VLM, A, D).

(0,v)

Demostracion. Sea (P, Q) € Vi(M,A,0). Entonces

S0, (P, Q) € VL (M, AL D).
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Veamos que (Q,0) € VF=1(M, A, 0).

Nétese que para todo (0, f) € ker#b\ﬂ) se tiene que (0, f)(P,Q) = (0,0).
Por tanto, i(6)Q = 0 (ver (1.35)). Entonces (Q,0) € VF'(M,A,0) ya que
U0, 1)(Q,0) = (1(0)Q, 0) = (0,0). u

Tenemos entonces el complejo de homologia
(1-m) (1-m) (1-m) (1-m)

LW YR A D) Y VE(M, A D) M VM A )

al que llamamos complejo canénico de Nambu-Jacobi de (M, A,O). Su ho-
mologfa la denotaremos por H"NJ (M),

Con razonamientos andlogos a los de la Proposicién 6.2.6 deducimos que esta

homologia no depende de la forma de volumen elegida.

7.3 Dualidad y clase modular de una variedad
de Nambu-Jacobi

Como en el caso de las estructuras de Nambu-Poisson, una clase de coho-
mologia en el complejo de Nambu-Jacobi de una variedad de Nambu-Jacobi
M, (la clase modular de Nambu-Jacobi) juega un papel importante en el
estudio de la dualidad entre la homologia canénica de Nambu-Jacobi y la
cohomologia de Nambu-Jacobi de M.

A continuacién, introducimos esta clase de cohomologia y estudiaremos al-
gunas de sus propiedades.

7.3.1 Clase modular de una variedad de Nambu-Jacobi

Sea (M,A,0) una variedad de Nambu-Jacobi, de dimensién n, orientada
y de orden m, con 3 < m < n y sea v una forma de volumen sobre M.
Consideramos la aplicacién

Mgy C(M,R) x ...t" 1 x C®(M,R) — C*(M,R)

definida por
Lxg g V= M,(/A7D)<f17 oo fmm1), (7.37)
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para todo fi1,..., fm1 € C®(M,R). My gy actiia como un operador di-
ferencial de primer orden en cada uno de sus argumentos. De hecho, de
(5.7) se tiene que M, o, define la seccién del fibrado vectorial ANHTM) &
A2(TM) — M

(MY, ME) + (—=1)™(m — 1)(13,0) € V™ 1(M) @ V™" *(M), (7.38)

donde MY (respectivamente, MY) es el tensor modular definido por la es-

tructura de Nambu-Poisson A (respectivamente, ).

Proposicién 7.3.1 Sea (M,A,0) una variedad de Nambu-Jacobi, de di-
mension n, orientada y de orden m, con 3 < m < n y sea v una forma de
volumen sobre M. Entonces M’(’Aﬂ) define un 1-cociclo en el complejo de co-
homologia asociado con el algebroide de Leibniz (N™ (T*M) @A™ 2(T*M),
= #?}\_Dl)) Ademds, la clase de cohomologia resultante no depende del

volumen elegido.

Demostracion. En [54] se prueba que para una estructura de Nambu-Poisson
A sobre M

Lpr@y = (@M + (=1)" 4] (da))v

para cualquier a € Q™ }(M). Usando este hecho para las estructuras de
Nambu-Poisson A y O obtenemos que (ver (1.35))

Lt = (10, B)ME, ME) + (~1)"F oyl D). (739)

Por otra parte, (5.19) y (5.23) implican que

o (d([(8), (o, ) amy)) = #in iy (a, B)F oy (dle. 3)
— i oy, B) (0 o (dla, B))),

para todo (a, 3),(«/,3') € Q™Y M) & Q™ 2(M). Asi, el par (M}, MY)
define un 1-cociclo en el complejo de cohomologia asociado al algebroide de
Leibniz (A™YT*M) & A" 2(T*M), [, lam. #’(”'}\E)).
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Ademas, usando (5.6), (5.11) y (5.19) deducimos que ([J,0) es también un
1-cociclo. Por tanto, /\/ll(’ AD) define un 1-cociclo en la cohomologia de Leibniz
de (N"H(T*M) & N"HT*M), [, oy, #50)):

Finalmente, veamos que la clase de cohomologia de /\/l(” A0y 1o depende de la
forma de volumen elegida.

Sea v/ otra forma de volumen sobre M. Entonces existe f € C*(M,R),
f # 0 en todo punto, tal que v/ = fr. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que f > 0. Asi se tiene que (ver (7.39)),

(e B)((ME, M) = i((@, ) (M, MB)) + H#{5 5 (e, B)(Inf).

lo cual implica que
(MY, ME) = (M5, M8) +d(Inf).

En consecuencia, /\/l’(’jlxﬂ) y /\/ll(’ AD) definen la misma clase de cohomologia.
[ |

Esta clase de cohomologia se denomina la clase modular de (M, A,O).

Observacién 7.3.2 SilJ = 0 entonces M{, ;) = (M}, 0) y la clase modular
de la variedad de Nambu-Jacobi (M, A,0) es la imagen de la clase modular

de la variedad Nambu-Poisson (M, A) a través del monomorfismo
U H (A Y T*M)) — HY (A HT*M) © N™2(T*M))

[P] = [(P,0)],

donde HY(A™1(T*M)) (respectivamente, H' (A" (T*M) & AN™2(T*M)))
es el primer grupo de cohomologia del algebroide de Leibniz asociado a la
estructura de Nambu-Poisson A (respectivamente, la estructura de Nambu-

Jacobi (A, 0)).

Veamos a continuacién que ./\/l’(’ AD) define también un 1-cociclo en la coho-
mologia de Nambu-Jacobi. En efecto, sea

— QM) @ Qm2(M)

v

e ker#(y o)

— C°(M,R)
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(v, B)] = i(ex, ﬁ)M(VA,IZI)'

Esta aplicacién esté bien definida. De hecho, si («, §) € ker#?}gml) entonces,
i((cr, 8))(3,0) = 0 (ver (1.35)) y, de (7.27) y la Proposicién 7.1.7, obtenemos

i((a, 3))0(0.) (A 0) = G0 (F{r 1y (v, 3))

H=1)"# (3o (d(e, 7)) = (0,0).

Por otra parte, (6.29), (7.26) y (7.38) implican que
M(VA,D) - 5(0,1/) <A7 D) + (_1>m(m - 1)(1:" O) (740)
Asi, Z((O{,/B))MZ(IA’D) — 0

Proposicién 7.3.3 Sea (M,A,0) una variedad de Nambu-Jacobi, de di-
mension n, orientada y de orden m, con 3 < m < n y sea v una forma de
volumen sobre M. Entonces la aplicacion MVZ(A,D) define un I-cociclo en el
complejo de cohomologia de Nambu-Jacobi de (M,A,00). Ademds, su clase
de cohomologia .//\\/l/(A,D) = [//\/IV(VAD)] € Hy;(M) no depende de la forma de
volumen elegida.

Demostracion. Como ./\/lf A) define un 1-cociclo en el complejo de la coho-
mologfa de Leibniz asociado al algebroide (A1 (T*M)®A™2(T*M),[ , a0,

?}\751) ), entonces

i([[(gv ﬁ)a (0/7 ﬁ,)]](Avm))Ml(/A,D) = ?/L\,_Dl)<a7 ﬁ) (i((O/, ﬁ/))Ml(/A,D))
- ?}\7_1) (0/7 ﬁl>(i((a’ ﬁ))'/\/ll(/A,D))’

para todo (a, 3), (o/,3') € Q™M) & Q™ 2(M). Asi, aNJ(]/\Z/-(VA’D)) =0 (ver
(7.12)).

Finalmente, como la clase de cohomologia definida por ./\/lf A,m) DO depende
de la forma de volumen elegida, deducimos que M( A,0) no depende tampoco

de la forma de volumen.
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Observacién 7.3.4 Sea (M, A,0) una variedad de Nambu-Jacobi. Razo-
nando como en el caso de una variedad de Nambu-Poisson (ver Observa-
ciones 6.3.2 y 7.1.6), deducimos facilmente que la clase modular de (M, A, )

es nula si y sélo si Mgy =0

Para una variedad de Nambu-Jacobi regular, la anulacion de la clase modular
es equivalente a la existencia de un volumen conforme respecto a la foliacién

caracteristica.

Teorema 7.3.5 Sea (M,A,0) es una variedad de Nambu-Jacobi reqular de
orden m > 3. Entonces, la clase modular M) es nula si y solo si existe
€ QM) tal que pu # 0 en todo punto de M y

Z.(‘Xfl---fm—l)/”b =0 y £X/'1.4.j'm,1u = (1 - m)D<df17 <. udfm—l)ru’v

para todo fi, ..., frno1 € C°(M,R).

Demostracion. Supongamos que la clase modular M, o) es nula y sea v una
forma de volumen sobre M. Entonces, existe f € C*°(M,R) tal que

MI(jA,D)(fla oy fme1) = X (), (7.41)

para fi,- -, fmo1 € C®(M,R).
Consideramos ahora la forma de volumen v/ = e~/v. De (7.37) y (7.41),

tenemos que

/

Ml(/A7D) - O (742)

Sea p la (n—m)-forma definida por p = i(A)v'. Usando que AAXy, 5, , =0

deducimos facilmente que

i( Xy fr )t = 0.

Por otra parte, de (7.42), se sigue que

‘CXf1---fm71'u = Z‘(EXfl...fmflA)I/' (743)



7.3.1 Clase modular de una variedad de Nambu-Jacobi 219

Ademas, de (5.5), (5.7) y (5.17) tenemos que

m—1

Lxp g A=) (U7 A AXE

=1

Esta relacion y el hecho de que A A XfD1 Gt

Ly, , A=—(m=10)0df,... dfn1)A (7.44)

= 0 implican que

Sustituyendo (7.44) en (7.43) deducimos que

Lx, ;= 1=m)O(dfr, ... dfm 1)

Reciprocamente, supongamos que existe un volumen conforme con respecto
a la foliacién caracteristica F, es decir, que existe p € Q" (M) tal que
wu(x) # 0, para todo = € M,y

(Xpy g =0y Lx, ,  p=1-m)0O(df,... ,dfn1)p, (7.45)

para todo fi,..., fm_1 € C°(M,R). Veamos entonces que My =0.
Sea F' = U F(x) — M el subfibrado vectorial de TM — M asociado a F

zeM
y sea « la seccién del fibrado vectorial A™F* — M definida como sigue. Si

X1, X € T(F), (X, ..., X,,) € C°(M,R) esta caracterizada por
Xi Ao AN X =a(Xy, .., XA

Extendemos o a una m-forma « sobre M, tal que
a(Xy, .., X)) =a(Xy, .o, X)),

para Xi,..., X, € ['(F). Se tiene entonces que

y como consecuencia, si tomamos la forma de volumen v = a A i1, obtenemos
que p = i(A)v (ver (7.45)).
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Finalmente, usando (7.45), tenemos que

(1 —m)8(dfr, ..., dfm-1)0 =Lx, , 1
= Z-(EAXfl...fm_l‘/\)V + Ml(/A,D) (fb ce 7fm71>:u"

Ademas, ya que Lx, , A= (1—-m)O(dfr,...,dfm-1)A (ver (7.44)), con-

fm—1
cluimos que ./\/ll(’AD) = 0.

7.3.2 Dualidad entre la cohomologia de Nambu-Jacobi
y la homologia canénica de Nambu-Jacobi

Sea M una variedad orientada de Nambu-Jacobi de orden m, con m > 3y v
una forma de volumen sobre M. Como en el caso de una estructura Nambu-
Poisson, probaremos que si la clase modular de la estructura de Nambu-
Jacobi es cero, podemos definir un subcomplejo de (V*(M)®V*~1 (M), 58;;”))
cuya homologia en el caso regular, es dual de la cohomologia foliada asociada
a la foliacion caracteristica de la estructura Nambu-Jacobi.

A continuacién, relacionaremos la cohomologia H (M) (ver Seccién 7.1.2)

con la homologia de un cierto subcomplejo de (V*(M) @ V*=1(M), (5(%;@).

Teorema 7.3.6 Sean (M, A,O) una variedad orientada de Nambu-Jacobi de
orden m, con m > 3, y v un volumen sobre M. Entonces:
(1) #am (@ (M) @ Q=Y M)) define un subcomplejo del complejo de ho-
mologia (V*(M) & V"1 (M), 58;@) sty solo si

Minm € #%A,D)(Ql(M) © C*(M,R)).

(i) Si#{y o) (U (M) DY (M)) es un subcomplejo de (V*(M)@V*~H(M),
(58;;”)), entonces la homologia de este subcomplejo no depende del vo-

lumen elegido.

(i11) Si la clase modular de (M,A,0) es nula, entonces #{y o) (2" (M) &
Q=Y (M)) define un subcomplejo del complejo de homologia (V*(M) &
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V*_l(M),(SEé;;n)) y la homologia de este subcomplejo, HE"N7 (M), es

(M) e QY M) -

. ,d).
kerstiam)

dual de la cohomologia del complejo (

Demostracion. (i) Por (7.27) tenemos

i((@, 8)) G0 F#insy (1:0)) = domF#H v (v, 0) A, 8)))+

(=)™ 4% 0y (0, p) A d(ev, B)),

para. todo (7, p) € (M) & B(M) y (a, §) € Ok (M) & Qmk-2(M).
Aplicando de nuevo (7.27) se deduce

i((7,9) A (0, 3)00,) (A, 0) = S0 (#12 (1,0) A (0, 3))
(=10 o (d((, ) A (o, 8)))-

Sustituyendo esta expresion en (7.46) y usando (7.33) y (7.40) concluimos

(7.46)

que
i((a, 8)) (60 (Fay (15 0))) = il B))[E((7, p))(My )
+(=1)"™(1 = m)i((v, p))(O,0)
— (=1L (d(, )],
Esto es,

Somy” Hiaey (1 0)) = (=1 HGEL (A1, ) + i, ) (Mia ). (7.47)

De lo que resulta que M{, 5 € #%A’D)(QI(M) @ C*(M,R)) siy sélo si

#a0) (27 (M) ®Q*~1(M)) es un subcomplejo de (V*(M) @ V*~1(M), 5(%;?)).

(i) Sea 1" otra forma de volumen sobre M. Entonces, existe una funcién
f e C®(M,R), tal que f # 0 en todo punto y v/ = frv. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que f > 0. Consideramos los isomorfismos

TP s 0oy (M) & Q1 (M) — #5025 (M) @ Q" (M)
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1
Como 68;:;1) o Uk = ph-lo 6(%;7)71), se sigue que los complejos

(Fiam (0 (M) & @1 (M),50,1") v (#iam (0 (M) & @1 (M), 5(5,7)

son isomorfos.

(i7i) Si la clase modular es cero, entonces existe f € C*°(M,R) tal que

(o = (1) a gy (df, 0). (7.48)

Por tanto, usando (i), obtenemos que #{, ,(Q2*(M) & Q*'(M)) define un
subcomplejo del complejo de homologia (V*(M) & V*~ (M), 58;?)) :
Por otra parte, consideramos los siguientes isomorfismos de C*°(M, R)-mo6-
dulos
QTR (M) @ QMY (M)
ok ker#t iy o)

oy (M) & QTR (M)

[(Oé, ﬁ)] = eif#?;b\jk) (Oéa ﬁ)
Usando (7.47) y (7.48), obtenemos que
(58;;'1) opr=(—=1)""1pr_10d.
Luego, efectivamente las aplicaciones ¢, definen un isomorfismo de comple-
jos.
[ |

Entonces los Teoremas 7.1.9, 7.3.5, 7.3.6 y el Lema 7.2.2 nos permiten con-

cluir lo siguiente.

Corolario 7.3.7 Sea (M,A,0) una variedad orientada de Nambu-Jacobi
reqular de orden m, m > 3. Si existe un volumen conforme respecto a la

foliacion caracteristica F de (M, A,0), entonces

HE (M) = HYF) = HeN (M),
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