Curso 2004/05
CIENCIAS Y TECNOLOGIAS/7
I.S.B.N.: 84-7756-631-3

FRANCISCO ESPINOSA LARA

Modos de oscilacion en estrellas
con simetria axial

Directores

FERNANDO PEREZ HERNANDEZ
TEODORO ROCA CORTES

SERVICIO DE PURI.ICACIONES
UNIVERSIDAD ‘l“ DE LA LAGUNA

SOPORTES AUDIOVISUALES E INFORMATICOS
Serie Tesis Doctorales



o
=
(=

Resumen

La rotacion juega un papel importante en la estructura y evolucién de las estrellas. La
mayoria de las estrellas con tipos espectrales mas tempranos que el Sol presentan altas
velocidades de rotacién. Por ello, si queremos aplicar las técnicas de la Astrosismologia al
estudio de estas estrellas, debemos comprender cémo afecta la rotacién a las oscilaciones
estelares. En la actualidad, existe una gran cantidad de observaciones de estrellas de tipo
0 Scuti en las cuales se han detectado frecuencias de oscilacién, aunque su estructura no
estd aun bien entendida. Desafortunadamente, hasta la fecha los métodos disponibles para
calcular las oscilaciones en estrellas en rotacién se basan en técnicas perturbativas, las
cuales solamente son vélidas para velocidades de rotacién bajas. El objetivo de esta tesis
doctoral es la elaboracion de un algoritmo matematico y el correspondiente cédigo numérico
(OMASS2d) para calcular los modos acisticos de oscilacién en una estrella cuya estructura
estd fuertemente deformada por la rotacién.

Partiendo de las ecuaciones de los fluidos en un caso de simetria axial y realizando ciertas
aproximaciones (aproximacién de Cowling, oscilaciones acusticas, despreciar la fuerza de
Coriolis) se ha obtenido la ecuacién de oscilaciéon que gobierna el comportamiento de
las perturbaciones adiabdticas en el interior de la estrella. Gracias a las aproximaciones
realizadas, es posible escribir esta ecuacién en términos de una unica variable escalar que
describe las autofunciones. A diferencia del caso sin rotacién (con simetria esférica), la
ecuacion no es separable y es necesario resolver el problema de valores propios en un recinto
bidimensional. Para la resolucién se ha utilizado un método de diferencias finitas implicito,
utilizando el método de Arnoldi implicitamente reinicializado para calcular los valores y
vectores propios de la matriz asociada. Para comprobar la fiabilidad del cédigo se han
realizado varias pruebas en diversos escenarios para los cuales se puede conocer la solucién
de manera independiente, obteniendo en todos los casos resultados satisfactorios.

Utilizando este nuevo cédigo se han calculado los modos de oscilacién para dos conjuntos
de modelos estelares. El primero esta compuesto por modelos estelares con densidad
uniforme, para los que se dispone de una amplia muestra de velocidades de rotaciéon. El
segundo lo componen tres modelos basados en una fisica realista con diferentes velocidades
de rotacién, calculados por A. Claret (Claret, 1999). Para ambos conjuntos se han obtenido
conclusiones similares:

e La rotacion tiene una influencia diferenciada en los modos segin su tipo de simetria
respecto al plano del ecuador. Los modos antisimétricos tienden a aumentar su
frecuencia respecto a los simétricos.

e La estructura de los multipletes (igual n y [) viene determinada principalmente por
dos efectos. Un efecto de compresién, segun el cual la distancia entre las frecuencias
de los modos del multiplete disminuye hacia la parte superior de éste, y un efecto de
apareamiento entre las frecuencias de modos consecutivos de distinta paridad.

e En la aproximacién utilizada, las frecuencias de los modos de igual | y m estan
igualmente espaciadas en frecuencia.

e Se observan fenémenos de acoplamiento entre modos, méas importantes para [ bajo y
n alto, que dificultan en gran medida su clasificacion.
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e La visibilidad de los modos esta fuertemente afectada por el acoplamiento, siendo
frecuente que la estructura superficial de los modos sea diferente a la que poseen en
las zonas maés internas de la estrella.

Todos los efectos descritos son méas importantes en el rango de [ bajo y alta frecuencia,
acentuandose a medida que aumenta la velocidad de rotacion. Estas conclusiones pueden
ser de gran ayuda para la clasificacién de los espectros de oscilaciones observados en estrellas
con velocidades de rotacion elevadas, como por ejemplo las estrellas de tipo § Scuti.



Summary

Rotation plays an important role in the structure and evolution of stars. Most of stars with
spectral types earlier than the Sun present high rotation velocities. For that reason, if we
want to apply the techniques from Asteroseismology to the study of these stars, we must
understand the effect of rotation in stellar oscillations. At the present time, there are many
& Scuti stars whose oscillation frequencies has been detected by ground-based observations,
although its structure is not still well understood. Unfortunately, to date the methods
available for calculating the oscillations spectra in rotating stars are based on perturbative
techniques, which are only valid for low speeds of rotation. The objective of this PhD
thesis is the development of a mathematical algorithm and the corresponding numerical
code (OMASS2d) to calculate the acoustic oscillation modes in a strongly deformed rotating
star.

Starting from the equations of fluids in a case of axial symmetry and making certain
approximations (Cowling approximation, acoustic oscillations, neglect Coriolis force)
the oscillation equation has been obtained that governs the behavior of the adiabatic
perturbations inside the star. With these approximations, it is possible to write this
equation in terms of one scalar variable that describes the eigenfunctions. Unlike the
case without rotation (with spherical symmetry), the equation is not separable and it is
necessary to solve the eigenvalue problem in a bidimensional mesh. An implicit finite
differences method has been used for the resolution, using the implicitly restarted Arnoldi
method to calculate the eigenvalues and eigenvectors of the associate matrix. In order
to verify the reliability of the code several tests have been made in different scenarios for
which the solution can be known in a independent way, obtaining in all the cases satisfactory
results.

Using this new code we have calculated the oscillation modes for two sets of stellar
models. The first is composed of stellar models with uniform density, for which we have a
wide sample of rotation velocities. The second set consist of three models based on realistic
physics with different rotation velocities, calculated by A. Claret (Claret, 1999). For both
sets we have obtained similar conclusions:

e The influence of rotation in the oscillation modes is different according to its type of
symmetry with respect to the plane of the equator. The anti-symmetrical modes tend
to increase their frequency with respect to the symmetrical ones.

e The structure of multiplets (equal n and [) is determined mainly by two effects. An
effect of compression, according to which the distance between the frequencies of the
modes diminishes towards the superior part of the multiplet, and an effect of pairing
between the frequencies of consecutive modes with different parity.

e In the approximation used, the frequencies of the modes of equal [ and m are equally
spaced in frequency.

e We observe the effect of coupling between oscillation modes, more important for low
[ and high n, making difficult their classification.
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e The visibility of the modes is strongly affected by coupling, being frequent that the
superficial structure of the modes is different from which they have in the most internal
zones of the star.

All the described effects are more important for low [ and high frequency. These
conclusions can be helpful for the classification of the spectra of oscillations observed in
stars with high rotation velocities, for example in § Scuti stars.
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Introduccion

| principal objetivo de este trabajo es el estudio de las oscilaciones en estrellas en

rotacién. Con el objeto de proporcionar un marco histérico y técnico sobre los temas
que se abordan en la tesis, durante el transcurso de este capitulo introduciremos brevemente
los conceptos de rotacién y oscilaciones estelares, asi como la relacién entre ellas. Al mismo
tiempo se intentard proporcionar una visién del estado actual de los estudios relacionados
con este campo de investigacién y sus posibles aplicaciones, orientadas a mejorar nuestro
entendimiento de la Fisica estelar, tanto desde el punto de vista teérico como observacional.

1.1 Astrosismologia

Las estrellas son capaces de oscilar en una gran cantidad de modos normales como repuesta
a las pequenas perturbaciones que en ellas se produzcan. La frecuencia de estas oscilaciones
o pulsaciones depende fuertemente de la estructura interna de las estrellas, de forma
que su estudio puede proporcionar una valiosa herramienta para la Fisica estelar. La
Astrosismologia es la rama de la Astrofisica que trata de obtener informacién sobre los
interiores estelares a partir del estudio de las oscilaciones.

Los primeros estudios sobre pulsaciones estelares se refieren a las variables de gran
amplitud, como por ejemplo las cefeidas. Aunque originariamente las variaciones de brillo
fueron atribuidas a efectos geométricos (Campbell, 1901; Russell, 1902), posteriormente se
reconocio que, en la mayoria de los casos, la variabilidad era debida a pulsaciones intrinsecas
de las estrellas. M&s concretamente, las variaciones de las cefeidas pueden ser entendidas
como pulsaciones del modo radial fundamental, en el cual la estrella se expande y se contrae
manteniendo la simetria esférica. En 1914, Shapley se dié cuenta de que el periodo de esta
oscilacién esta relacionado con la escala de tiempo dindmico de la estrella, que depende
unicamente de su densidad media. Sin embargo, fue Sir Arthur Eddington, en 1918, quien
senté las bases de la teoria de oscilaciones lineales radiales y adiabéticas (Eddington, 1918a;
Eddington, 1918b).

El nacimiento de la sismologia moderna lo marca el descubrimiento de la oscilacion
de 5 minutos en el Sol (Leighton et al., 1962). Estas primeras observaciones eran de
corta duracién y estaban limitadas a una pequena regién de la superficie solar. Debido
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Figura 1.1: Representacién gréfica de algunos armoénicos esféricos. El color rojo corresponde a valores
positivos y el azul a valores negativos.

a esto, la oscilacion se interpretd inicialmente como un fenémeno local en la atmésfera
del Sol producido por ondas inducidas por la conveccién (Bahng & Schwarzschild, 1963;
Schatzman & Souffrin, 1967). No fue hasta que los datos con mayor resolucién de Deubner
(1975) y las observaciones de luz integrada sobre todo el disco solar de Claverie et al. (1979)
estuvieron disponibles, cuando la oscilacién de 5 minutos se interpreté como el resultado
de la excitacion de modos normales globales en el Sol, tanto radiales como no radiales.
De hecho, el patréon de frecuencias, con picos regularmente espaciados coincidia bastante
bien con las predicciones tedricas basadas en la teoria asintética de modos actsticos de alto
orden radial (Christensen-Dalsgaard & Gough, 1980).

De acuerdo con la teoria lineal de oscilaciones adiabaticas en estrellas con simetria
esférica, la evolucién temporal de una perturbacion en el interior estelar se puede expresar
como una superposicién de modos normales, cuya distribucién espacial y evolucién temporal
viene dada por una expresién de la forma:

fnlm(ra 97 2 t) = fnl (T)YEm(ea (P)e_iwnlmt7 (11)

donde f es una perturbacién escalar cualquiera (presién, densidad, ... ), w es la frecuencia
asociada al modo normal y r, 8 y ¢ son las coordenadas esféricas habituales. La distribucién
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espacial de los modos de oscilaciéon se puede separar en dos partes, una parte radial,
cuya forma depende de la estructura de la estrella, y una parte angular que viene dada
por los arménicos esféricos Y;™(0,¢) (ver figura 1.1). Los indices n, | y m caracterizan
univocamente a un modo. El indice | se conoce como grado angular y coincide con el
numero de lineas nodales en la superficie de la estrella. El indice m recibe el nombre de
indice azimutal y representa el ntimero de nodos que posee el modo normal en la direccién
axial, siendo en todo caso |m| < [. Por tultimo, al indice n se le denomina orden radial
y estd relacionado con el nimero de nodos en la direccién radial, aunque, para ciertos
modos de oscilacién, ambos valores pueden no coincidir. Los modos con distinto valor de
n y [ tendran, en general, distinta frecuencia, sin embargo las frecuencias de los modos no
dependen del indice azimutal m. Por tanto para un valor de n y [ dado existen 2]+ 1 modos
con idéntica frecuencia.

Los modos de oscilacién se suelen dividir en dos grupos, atendiendo a su naturaleza,
pudiendo ser clasificados como modos p o modos g. Los modos g se producen a frecuencias
bajas, por debajo de la denominada frecuencia de Brunt-Vaisald, que habitualmente se
denota con la letra N. Estan constituidos por ondas internas de gravedad, y se propagan
unicamente en las zonas radiativas de las estrellas. Los modos p se producen a frecuencias
mas elevadas y son de naturaleza acustica. Estos modos son los tnicos que se han podido
detectar en el Sol hasta la fecha.

1.2 Rotacién estelar

Las primeras evidencias de rotacién en una estrella surgieron a comienzos del siglo XVII,
gracias al descubrimiento de las manchas solares. Fue Johannes Fabricius, en 1611, el
primero en documentar el movimiento de las manchas a lo largo del disco solar, que él
interpreté como una consecuencia de la rotacion del Sol. Sin embargo existian detractores de
esta teorfia, encabezados por Christopher Scheiner, quien argumentaba que las manchas eran
pequenos planetas que giraban alrededor del Sol. Galileo Galilei en Istoria e Dimostrazioni
intorno alle Macchie Solari e loro Accidenti, publicada en 1613, presenté sus propias
observaciones, que apoyaban la teoria de rotacion. Galileo observé que las manchas
modificaban su velocidad y su forma cuando se aproximaban al limbo del Sol. Estas
observaciones convencieron a los que apoyaban la hipdtesis de los pequenios planetas y fue
el propio Scheiner quien, en un trabajo publicado en 1630, presento la primera medida del
periodo de rotacién solar de aproximadamente 27 dias, ademés de ser el primero en detectar
la rotacién diferencial al observar que las manchas se movian con diferente velocidad a
distintas latitudes.

La llegada de la espectroscopia significé una revolucién en el estudio de las estrellas.
En 1871, Hermann Vogel demostré que la rotacion del Sol podia ser detectada midiendo
el desplazamiento Doppler relativo de las lineas de absorcién del espectro solar en los dos
extremos del disco. Pocos anos después, en 1877, William de Wiveleslie Abney propuso
un método similar para medir la rotaciéon en estrellas, observando el ensanchamiento de
las lineas espectrales debido al efecto Doppler. Sin embargo, esta idea fue acogida con
escepticismo en su época, ya que se dudaba de su viabilidad. Hubo que esperar hasta
1929, para que Otto Struve y Grigori Shajn midieran la velocidad de rotacién de un cierto
numero de estrellas utilizando esta idea. Para ello desarrollaron un método gréafico por
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el cual ajustaban el contorno observado de la linea espectral a uno calculado aplicando
diferentes cantidades de ensanchamiento Doppler. Estas medidas indicaban que los valores
de la velocidad proyectada (vseni) se situaban en el rango entre 0 y 250 km/s, llegando
ocasionalmente a los 400 Km/s. En 1930, Struve fue el primero en darse cuenta de que
existe una fuerte correlacién entre velocidad de rotaciéon y tipo espectral, de forma que
las estrellas de tipo O, B, A y F temprano suelen mostrar altas velocidades de rotacion,
mientras que en los tipos mas tardios la velocidad de rotacién disminuye de forma drastica.

Tipo espectral M R v Q Piot
(Ms) (Ro) (km/s) (107s7)) (dias)

05 395 17.2 190 1.5 4.85

BO 17.0 7.6 200 3.8 1.91

B5 7.0 4.0 210 7.6 0.96
A0 3.6 2.6 190 10.0 0.73
A5 2.2 1.7 160 13.0 0.56

FO 1.75 1.3 95 10.0 0.73

F5 1.4 1.2 25 3.0 2.42
GO 1.05 1.04 12 1.6 4.55

Tabla 1.1: Velocidades medias de rotacién de estrellas de la secuencia principal.

En la tabla 1.1 se muestran los valores tipicos de la velocidad de rotacion para estrellas
de distinto tipo espectral, asi como otras magnitudes relacionadas (McNally, 1965). En
ella podemos ver que la velocidad ecuatorial es claramente mayor para tipos tempranos,
con un maximo en torno al tipo B5, mientras que las estrellas de tipos mas tardios poseen
velocidades mucho menores. Sin embargo, en lo que se refiere al periodo de rotacién, la
méxima rotacién se desplaza a estrellas de tipo A y F temprano. Existe a su vez cierta
dependencia entre la velocidad de rotacion y la edad de las estrellas de tipo tardio, de forma
que las estrellas mas evolucionadas rotan méas lentamente que las mas jovenes (Fukuda,
1982). Esto se explica debido a que las estrellas de tipo tardio, con envoltura convectiva,
poseen vientos estelares asociados a campos magnéticos y episodios de eyeccion de masa
que ejercen un frenado de la rotacién de la estrella durante su evolucién (Tassoul, 2000).

Como hemos visto, la rotacion es un fendmeno importante para entender la estructura y
evolucién de las estrellas, tanto en las de tipo temprano, que suelen presentar velocidades de
rotacién elevadas, como en las de tipo tardio, cuya evolucion esta claramente influenciada
por la interaccién entre campo magnético y rotaciéon. Para ilustrar la importancia de
la rotacién en funcién del tipo espectral, en la figura 1.2 se muestra el cociente entre la
velocidad angular de rotacion (2) y la velocidad critica (£2.), para la cual la fuerza centrifuga
compensa a la fuerza gravitatoria en el ecuador. En la figura se han utilizado los valores
presentados en la tabla 1.1. Se puede ver que para tipos espectrales F y mas tempranos el
valor de 2 es del orden de {2, lo cual tendra un efecto importante en la estructura de la
estrella.
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Figura 1.2: Cociente entre la velocidad angular de rotacién 2 y la velocidad critica 2. = en funcién

del tipo espectral.

1.3 Sismologia de estrellas en rotacién

La rotacion tiene un efecto importante en la estructura de una estrella y, por tanto, en
la propagacion de las ondas en su interior. Esto tiene como efecto la modificacion de las
frecuencias de oscilacion de la estrella respecto de las que tendria en ausencia de rotacion.

Una primera aproximacién surge al tener en cuenta que los modos que avanzan en la
misma direccién en que rota la estrella (m positivo) verdan incrementada su frecuencia,
mientras que los que avanzan en direccién contraria (m negativo) sufrirdn una disminucién
de la misma. Teniendo en cuenta este efecto, la frecuencia de un modo de oscilacion
determinado vendra dada por:

w = wp + mf2, (1.2)

siendo wg la frecuencia del modo en ausencia de rotacién y €2 la velocidad de rotacién de
la estrella. La consecuencia mds importante derivada de la ecuacién (1.2) es la ruptura de
la degeneraciéon en m presente en los modos sin rotacidon. Sin embargo, esta descripcion
no tiene en cuenta el efecto de la fuerza de Coriolis en las oscilaciones. Un calculo mas
detallado nos da la perturbacion hasta primer orden en €2 de las frecuencias de oscilacion,
de la forma (Cowling & Newing, 1949; Ledoux, 1951):

w = B,mQ, (1.3)

con lo que serfa w = wy + w. El pardmetro (,; se determina a partir de la autofuncién
que describe el modo correspondiente sin rotacion. Esta aproximacion de primer orden sélo
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es valida para estrellas con velocidades de rotacion bajas y rotacién uniforme.
Si consideramos que la estrella posee rotacién diferencial, la aproximacién de primer
orden toma la forma (Hansen et al., 1977; Cuypers, 1980; Gough, 1981):

R
= [ [ K002 0y, (1.4
0 0

donde las funciones K, se denominan kernels y pueden ser calculadas a partir de las
autofunciones de la estrella sin rotacién. La inversiéon de la expresién (1.4) usando las
frecuencias de oscilaciéon observadas en el Sol ha permitido medir de forma directa la
velocidad de rotacién en el interior solar en funcién de la profundidad y la latitud, lo
cual no es posible con ninguna otra técnica de observacién. Usando este procedimiento se
ha observado que el ntcleo del Sol rota como un sélido rigido (Eff-Darwich et al., 2002) y se
ha descubierto la existencia de una regién estrecha donde se produce una gran cizalladura
denominada tacoclina y cuya posicién coincide con la base de la zona de conveccion solar
(Goode & Dziembowsky, 1991; Spiegel & Zahn, 1992).

En la aproximacién de primer orden, los multipletes resultantes son simétricos, sin
embargo, esta simetria desaparece cuando se extiende el calculo hasta segundo orden en {2
(Saio, 1981; Dziembowski & Goode, 1992). En el caso de rotacién uniforme, la correccién
de segundo orden se puede determinar usando la siguiente expresion:

2
w® =27(X, + m2Dn1)%, (1.5)
w
donde el parametro D,,; es responsable de la ruptura de la simetria y el parametro X,;
produce un desplazamiento global del multiplete.

Es posible obtener una correccién de hasta tercer orden utilizando un modelo con
rotacién esfericamente simétrico llamado modelo pseudo-rotante (Soufi et al., 1998). Las
frecuencias calculadas a partir de este modelo incluirdn el efecto de la parte esféricamente
simétrica de la fuerza centrifuga. Para obtener los efectos de la fuerza de Coriolis y la
parte no esféricamente simétrica de la fuerza centrifuga se usa un formalismo de segundo
orden. Debido a que las correcciones obtenidas dependen implicitamente de 3, éste se
considera un método de tercer orden. El efecto de tercer orden predice por primera vez el
acoplamiento entre los modos de oscilacién cuando éstos poseen frecuencias cercanas.

Los métodos anteriores son de naturaleza perturbativa y hacen uso de las autofunciones
obtenidas para un modelo estelar esféricamente simétrico, relacionadas con los armoénicos
esféricos. Sin embargo, estos métodos perturbativos no pueden dar cuenta de forma
completa del achatamiento de las estrellas con velocidades de rotacién elevadas. Este
achatamiento modifica la geometria de la cavidad de resonancia en la que se propagan los
modos, produciendo un acoplamiento importante entre la parte radial y la parte angular de
las autofunciones. Por todo esto, para calcular correctamente las frecuencias de oscilacién en
una estrella en rotacién claramente deformada, es necesario resolver el problema completo
en un recinto bidimensional, lo cual no se ha realizado con éxito hasta la fecha debido a su
complejidad. Este problema constituye el principal objetivo de la presente tesis doctoral, en
la que se calculan las oscilaciones de modelos estelares deformados con rotacién resolviendo
las ecuaciones de los fluidos en un recinto bidimensional bajo ciertas aproximaciones.
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1.4 Astrosismologia de estrellas de tipo 6 Scuti

Las estrellas de tipo d Scuti son estrellas pulsantes situadas en la parte baja de la franja
de inestabilidad de las cefeidas del diagrama HR, en el punto donde ésta intercepta a la
secuencia principal o abandonando la secuencia principal hacia la rama de gigantes. Son
estrellas de masa comprendida entre 1.5 y 2.5 Mg, con tipos espectrales que van desde A2
a F5. Actualmente se conoce un gran nimero de estas estrellas, en el catdlogo revisado
de estrellas § Scuti (Rodiguez et al., 2000), hasta enero de 2000 habian sido incluidas 636
estrellas, muchas de ellas descubiertas recientemente. El catdlogo cuenta ademas con 1149
referencias relacionadas con estrellas § Scuti, lo que demuestra que el estudio de estas
estrellas representa un campo de investigacién bastante activo actualmente.

Las estrellas § Scuti suelen presentar periodos de oscilaciéon entre 0.02 y 0.25 dias
con amplitudes que suelen ser de unas pocas milimagnitudes, lo que hace que puedan ser
detectadas con observaciones fotométricas realizadas desde tierra. Algunas de estas estrellas
son pulsadores puramente radiales, sin embargo, la mayoria oscilan en una gran cantidad
de modos no radiales. Las oscilaciones observadas fotométricamente corresponden a modos
p de bajo grado (I < 3) y orden entre n = 0y n ~ 7 (Breger, 2000), aunque estudios
espectroscopicos han revelado la existencia de modos no radiales de hasta [ = 20 (Kennelly
et al., 1998). Estas estrellas suelen presentar ademds altas velocidades de rotacién, con
valores de la velocidad proyectada (vseni) tipicamente situados entre 100 y 250 km/s, en
muchos casos cercanos a la velocidad critica. Todo esto convierte a las estrellas  Scuti
en el candidato ideal para estudiar la interaccién de la rotacién en los modos normales de
oscilacién.

La observacién de los modos de oscilacién en las estrellas § Scuti ha experimentado
un gran avance en los ultimos anos gracias a la puesta en marcha de campanas de
observacién multisitio, que permiten la observacién de una misma estrella desde varios
lugares, eliminando asi las interrupciones temporales en la curva de luminosidad. Entre
estas campanas podemos destacar DSN (Delta Scuti Network; Breger et al., 1995), STACC
(Small Telescope Array with CCD Cameras; Frandsen et al., 1996), STEPHI (Stellar
Photometry International; Michel et al., 1995) y WET (Whole Earth Telescope; Nather
et al., 1990). De esta forma se han podido detectar un elevado nimero de modos en
algunas estrella, por ejemplo, hasta 34 frecuencias en FG Vir (Breger et al., 1999). Sin
embargo, los estudios encaminados a identificar y clasificar las frecuencias observadas no
han producido resultados concluyentes, en gran parte debido a que la estructura de los
espectros observados no coincide con las predicciones tedricas. Esto es una prueba de
que los métodos perturbativos utilizados actualmente para el calculo de las frecuencias no
funcionan bien para estrellas con altas velocidades de rotacién, como son las  Scuti.

1.5 Motivaciéon y objetivos de este trabajo

La rotacién es un fenémeno muy comun en las estrellas, y que ademds juega un papel
decisivo en su evolucién. El uso de las técnicas astrosismolégicas en estrellas en rotacion
podria suponer un avance importante en nuestro conocimiento de la estructura de estas
estrellas. Hoy en dia se conocen estrellas en rotacion, como son las § Scuti, que oscilan
en una gran cantidad de modos no radiales que ademdas pueden ser observados desde
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tierra con pequenos telescopios. Esto ha hecho que en los dltimos anos surjan numerosas
campanas de observacion dedicadas a este fin, gracias a las cuales hemos obtenido espectros
de oscilacién de un elevado nimero de estrellas. El problema radica en que no disponemos
de ninguna herramienta tedrica efectiva para comprender la estructura de los espectros, ya
que los métodos perturbativos utilizados actualmente no funcionan bien en estrellas con
rotacion elevada. El objetivo de este trabajo es, precisamente, la elaboracién de un cédigo
informatico que nos permita calcular los modos acusticos de oscilaciéon que se producen
en estrellas en rotacién, lo que proporcionara una valiosa herramienta en el campo de la
Astrosimologia.



Ecuacidon de Oscilacion

En el presente capitulo se plantearan las ecuaciones que describen las pequenas
oscilaciones de una estrella con simetria axial. Para ello, en primer lugar (§2.1), se
hard una descripcién del problema a resolver, enunciando las caracteristicas de los objetos
a los que va dirigido. En §2.2 se llevarad a cabo la aproximacién de pequenas oscilaciones
en las ecuaciones de los fluidos para obtener una expresion, en la cual se realizaran ciertas
aproximaciones (§2.3) con el fin de obtener la ecuacién de oscilacién que intentara resolverse
en los proximos capitulos. En §2.3.1 se discutiran las condiciones de contorno que se
aplicardn al problema. Por 1ltimo, en §2.4 se hace un resumen del capitulo.

2.1 Planteamiento del problema

Las estrellas, como cualquier sistema mecanico, responden a las pequenas perturbaciones
que en ellas se producen de diversas maneras: la mayor parte seran amortiguadas, pero
algunas de ellas, las que correspondan con frecuencias de resonancia de la estrella, dardn
lugar a una oscilaciéon que permanecerd excitada durante un periodo mas largo de tiempo.
Nos interesa calcular precisamente estas frecuencias de resonancia.

Para empezar, describiremos las caracteristicas que deben cumplir los objetos a los que
se les aplicard el cédlculo, que son las siguientes:

e Equilibrio hidrostatico. Ma&s concretamente, la estrella se encontrara en situacién
estacionaria, es decir, sus propiedades no deben variar significativamente en la escala
de tiempo de las oscilaciones. Por lo que respecta a la evolucion esto es cierto
practicamente durante toda la vida de las estrellas.

e Simetria axial. La estrella debe poseer un eje de simetria, de forma que sus
propiedades en un plano que corte perpendicularmente a este eje sélo dependen de la
distancia al mismo. De esta forma el problema se reduce a un problema bidimensional.
Noétese que no es necesario que exista simetria respecto al ecuador!.

1Simetria bipolar respecto a un plano perpendicular al eje de simetria axial del objeto.
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e Rotacién rigida. La estrella debe rotar como un sélido rigido (velocidad angular
) constante) en torno a un eje que llamaremos eje de rotacién, siendo éste el unico
movimiento que posea el fluido. El eje de rotacién debe coincidir con el eje de simetria,
lo cual sera el caso mdas normal, ya que es precisamente la rotacién la que hace que
la estrella pierda la simetria esférica.

El segundo supuesto (simetria axial) estard asegurado en la mayoria de las estrellas
aisladas, o bien que posean alguna companera lo suficientemente lejana. El tratamiento
serd valido para cualquier estrella con simetria axial, independientemente de que la pérdida
de simetria esférica sea causada por la rotacion o por cualquier otro fenémeno.

Aunque en general las estrellas pueden poseer rotacién diferencial, se puede esperar que
las variaciones respecto a una rotacién rigida no sean demasiado grandes. La difusién del
momento angular tiende a homogeneizar la rotacién en el interior de las estrellas a lo largo
de su evolucién. Por ejemplo, en el Sol, se ha observado que la rotacién es practicamente
rigida en el interior, mientras que en la envoltura, que si presenta rotacién diferencial, las
desviaciones no son muy superiores al 10 % (Eff-Darwich et al., 2002).

Para representar las oscilaciones se utilizard un sistema de coordenadas esféricas (figura
2.1), en el que la coordenada r representa la distancia al origen de coordenadas o centro?
de la estrella, 6 indica la colatitud medida desde el eje polar y ¢ es el angulo azimutal.

Figura 2.1: Coordenadas esféricas.

Si hacemos coincidir el eje polar (z) con el eje de simetria de la estrella, las magnitudes
que definen la estructura de la estrella en equilibrio seran funcién tinicamente de 7 y 6.

El esquema a seguir para resolver el problema sera el habitual para el calculo de pequenas
oscilaciones. Se plantearan las ecuaciones generales que describen el comportamiento del
fluido en el interior de la estrella, una solucién particular de estas ecuaciones vendra dada
por la estructura de la estrella en equilibrio (modelo estelar). Se perturbard la estructura
en equilibrio introduciéndola en las ecuaciones, que se aproximarian quedandonos con los
términos lineales en la perturbacién. Anadiendo las condiciones de contorno apropiadas,
el problema se reduce a un problema de valores propios. Calculando los valores propios
obtenemos las frecuencias de resonancia (w), mientras que las autofunciones nos daran la
distribuciéon espacial de la perturbacion.

2La definicién de centro no est4 ligada a ninguna consideracién geométrica ni de otra indole. La tnica
restriccion es que se encuentre sobre el eje de simetria.
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2.2 Desarrollo de las ecuaciones

El comportamiento general de los fluidos viene determinado por un conjunto de ecuaciones,
que expresaremos de la siguiente forma (Unno et al., 1989):

e Ecuacién de continuidad o de conservacién de la masa.

(?)i +div(pv) =0 (2.1)
e Ecuacion de movimiento o de conservacion del momento lineal.
ov
pa TPV V)v=—Vp—pVo (2.2)

e Ecuacion de Poisson para el potencial gravitatorio.

A¢ = 4nGp (2.3)

En las ecuaciones anteriores p representa la densidad, p la presion, v la velocidad y ¢
el potencial gravitatorio. Se ha supuesto que el fluido es ideal y que la tunica fuerza de
volumen que existe es la fuerza gravitatoria creada por el propio cuerpo. El modelo estelar
en equilibrio serd una solucién particular de estas ecuaciones para el caso estacionario
(% = 0). En adelante denotaremos las variables referidas al modelo en equilibrio con un
subindice 0. La velocidad en el equilibrio, dado que hemos exigido rotacién rigida, tendra
la forma:

vo (r,0) =Q xr =Qrsenfe, , (2.4)

donde €2 es la velocidad angular y e, es un vector unitario en la direccién azimutal.
Introducimos una pequena perturbacion en el equilibrio, que denotaremos con variables
primadas:

p = pot+p
p = po+p
v = vo+V (2:5)
¢ = ¢o+ ¢

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3) y queddandonos s6lo
con los términos en primer orden de la perturbacion, por considerar que ésta es mucho
menor que la magnitud de la variable correspondiente en el equilibrio®, tenemos que:

/

8—[; +div (p'vo) + div (pov') =0, (2.6)

v/ \%
P05y o (Vo V)V +po (V- V) vo=~Vp' —poV¢' + %p', (2.7)
A¢' = 4xGy, (2.8)

3Esto es cierto para p, p y ¢, sin embargo la condicién para la perturbacién de la velocidad no es v’ < vy,
sino v’ < ¢, siendo ¢ la velocidad del sonido en el medio.
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donde se ha tenido en cuenta que las magnitudes en el equilibrio cumplen (2.1), (2.2) y
(2.3).

Antes de continuar con el desarrollo de las ecuaciones introduciremos algunos conceptos
importantes para el cdlculo. Las simetrias presentes en el problema y la linealidad de las
ecuaciones nos permiten introducir algunos nimeros cuanticos basados en un desarrollo de
Fourier de las soluciones. Los coeficientes de las ecuaciones no dependen del tiempo () ni
de la coordenada azimutal (¢), por lo que podremos expresar una perturbacién cualquiera
(f') como una superposicién lineal de funciones de la forma?:

£ (r,0,0,t) = f(r,0) ' -etme) (2.9)

donde ¢ es la unidad imaginaria, w representa la frecuencia de la oscilaciéon y m, por
continuidad de la solucién, debe ser un nimero entero. De esta forma, las derivadas
temporal y azimutal se reducen a:

af/ / /
—— = —w ;. —=—— =1m 2.10
S =il Go=imf (2:10)
Introduciremos el desplazamiento lagrangiano & (r,t), que representa el desplazamiento
que experimenta un elemento de fluido que en el equilibrio se encontraria en el punto r.
La relacién entre v/ y € no es trivial cuando existe una cierta velocidad en el equilibrio vg.
Empecemos por introducir la perturbacién lagrangiana de la velocidad®:

ov (r,t) = aﬁé;',t) + (vo (r,t) - V)& (r,1) (2.11)

0v (r,t) es la perturbacién de velocidad que tiene un elemento de fluido que en equilibrio
estaria situado en el punto r, y que por tanto se encuentra en r + £. Para calcular la
perturbacién euleriana debemos hallar la velocidad del elemento de fluido que se encuentra
en r (Unno et al., 1989):

of

v/ (r,t) = 6v(r,t) — (&(r,t) - V) vo (r,t), (2.12)
y por tanto:
V=% v Ve (€ Vv (213)

Teniendo en cuenta (2.4) y (2.10) y realizando algunos célculos la expresion (2.13) se
reduce a:

vi=—i(w—mQ)¢ (2.14)
Volvamos ahora a la ecuacién de continuidad (2.6). Usando (2.10) y (2.14):

—iwp’ +voVp + p' divve — i (w — mQ) div (pe€) = 0, (2.15)

4Por conveniencia se usard el mismo simbolo para la perturbacién y para su dependencia en (r,6).
5La perturbacién lagrangiana de la velocidad coincide con la derivada material o lagrangiana del

9 v v

desplazamiento £ to al ti D
esplazamiento respecto a. 1empo — =
P P PO D T ot



2.2 Desarrollo de las ecuaciones 13

y teniendo en cuenta la forma de vg, ecuacién (2.4), vemos que divvg = 0, con lo que:

—i(w—mN) p' —i(w—mQ)div (po&) =0 (2.16)

Introducimos la variable ¢, definida como:

¢ = pok, (2.17)
con lo cual la ecuacién de continuidad toma la formas:
p=—div¢ (2.18)

Continuaremos con la ecuacién de movimiento. Partiendo de (2.7) e introduciendo
(2.14), (2.4) y (2.10):

—pow (w —m)& —ipg (w — m) Qrsend (e, - V) E—

; v (2.19)
—ipo (w =mQ) (§- V) vo = —Vp' — poV¢' + %p’

Desarrollando algunos términos, en particular teniendo en cuenta que:

(e, V)€ = p— (tmé€ 4+ e, x £), (2.20)

(& V)vo = Qe, x &, (2.21)

donde e, es un vector unitario en la direccién axial (eje de rotacién). Sustituyendo éstos
en la ecuacién (2.19), haciendo Q = Qe, e introduciendo (2.17):

—(w=mQ)?*¢ =2 (w—mQ) QA x ¢ =-Vp —poVe + vppop/ (2.22)
0

En la ecuacién de Poisson (2.8) no se introduciran modificaciones.

Las ecuaciones (2.18), (2.22) y (2.8) forman un sistema de 5 ecuaciones escalares con
6 incégnitas (o, p/, ¢’ y las 3 componentes de (), por tanto necesitamos otra ecuacién
para cerrar el sistema. La nueva ecuacién surge de considerar el balance energético en las
oscilaciones. Para ello supondremos que éstas tienen naturaleza adiabatica, es decir que los
elementos de fluido desplazados de su posicién de equilibrio no intercambian calor con el
fluido circundante. Esto es valido en general, ya que el periodo de las oscilaciones sera del
orden de la escala de tiempo dindmica de la estrella (74i,), mucho menor que la escala de
ajuste térmico o de Kelvin-Helmholtz (7k), es decir:

R3 1/2 M —-1/2 R 3/2
Tdin (G]W) = 0.443 <]\4,®> <]%®> horas, (223)

GM? MN\2/ R\ '/ L\!
~ =31x10" [ — — — i 2.24
T RL 3110 (M®> <R®> <L®> anos, (2:24)
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y tomando, para estrellas de la secuencia principal, L o« M* y R oc M.

. M3
Tdin 1.6 x 10712 () (2.25)
TKH Mo

Sin embargo, para frecuencias muy altas, la energia del modo se concentra cerca de la
atmoésfera de la estrella, donde la escala de ajuste térmico se reduce, llegando a ser del
orden o incluso menor que la escala dinamica de tiempo, siendo menos adecuada para estos
modos la hipdtesis de adiabaticidad.

Bajo esta hipétesis, las perturbaciones lagrangianas de la presién (dp) y la densidad
(0p) estaran relacionadas de la siguiente forma:

o _p, %, (2.26)

bo £o

siendo I'y el primer coeficiente adiabéatico:

~ Olnp

— 2.2
! dlnp|, (2.27)

donde el subindice s indica que la derivada se efectiia a entropia (s) constante. La relacién
entre la perturbacién lagrangiana y euleriana de la presién viene dada por®:

Sp=p +& Vpo (2:28)
y andlogamente para la densidad. Usando esta relacién y la definicién de ¢, ecuacién (2.17):
p/
==/ A 2.29
a2 =P TC A, (2.29)

en donde se han introducido las definiciones de ¢? (cuadrado de la velocidad del sonido) y
A, magnitud relacionada con la frecuencia de Brunt-Viisild (N) por N? = Po 1¥po - A.

r
2 = 210 (2.30)
Po
1
A =Vinpy— F—Vlnpo (2.31)
1

SPara un magnitud cualquiera f, la perturbacién lagrangiana se calcula de la forma:

6f(r) = f(r+&) = fo(r),
como f(r+ &) = f(r) + & - Vfo(r) (hasta primer orden en &) y f'(r) = f(r) — fo(r):

3f(r) = f'(xr) + € VSo(r)
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En un fluido en el que no exista gradiente de composicién quimica, la magnitud A estard
relacionada con el gradiente de entropfa de la siguiente forma’:

_XT

A= Vs, (2.32)
CpXp
, . Os .
donde ¢, es el calor especifico a presiéon constante c, = Ta—T y las magnitudes
P
01 ol
Xp = P Yy Xt = 2ap dependen de la ecuacién de estado. Si la composicién
Olnp|p OlnT o

quimica de la estrella no es uniforme, aparecera un término adicional en (2.32) dependiente
del gradiente del peso molecular medio pu.

Resumiendo, el problema queda descrito por el sistema de ecuaciones que se presenta a
continuacién.

p = —div¢

(o mR)PC = 2w - mD) Q¢ =V — oV 4 Ly

/ po (2.33)
v, .
2P +¢-A

A¢' = 4rGp/

Este conjunto de ecuaciones representa el problema completo que deberiamos resolver
para obtener los modos de oscilacion en estrellas con simetria axial. Sin embargo la
resolucion de las ecuaciones tal como se han planteado es bastante compleja, por lo que
se hace conveniente realizar algunas aproximaciones con el objeto de simplificar el calculo.
En concreto nos centraremos en el calculo de los modos de oscilacién acusticos o modos p,
para lo cual efectuaremos las simplificaciones pertinentes, que se detallan en la siguiente
seccion.

"Segtin la teorfa de la termodindmica es posible encontrar una relacién de la forma s = s(p, p), por tanto
podemos escribir:
0s

S
= ——| dl 1
ds alnp'pd np+ Blnp‘pd np
donde
Jds ‘ __ 0Os ‘ alnp’ __ 0Os ‘L
dlnp B dlnp pf)lnp s Olnp 11
Yy
Js _ 0s OlT| _  0Os OInT| dlnp X
Olnp p_ olnT » Olnp p_ olnT » Olnp palnp T_ P xr

de forma que

Xp 1
ds = —c,== [dlnp — —dlIn
pXT < P I p)

y por tanto:

Vs = fcp&A
XT

de donde se obtiene (2.32).
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2.3 Aproximaciones y ecuacién final

Una aproximacién muy utilizada en el cédlculo de pequenas oscilaciones consiste en
despreciar el efecto del desplazamiento de masas en el campo gravitatorio de la estrella
(¢ = 0), conocida con el nombre de aproximacién de Cowling. Esta aproximacién nos
permite agrupar el sistema en una sola ecuacién, eliminando también la ecuacion de Poisson,
que bajo este supuesto carece de sentido. Tras unas sencillas operaciones, el sistema (2.33)
puede ponerse como:

Vo
Po
= —(w-—mQ)*¢ —2i(w—mY) X x¢

¢V (div ¢) + <Vc2 - > dive —?V(¢C-A) =V (¢-A) =

(2.34)

La ecuacién anterior es una ecuacion de valores propios, aunque no esté expresada de la
forma habitual. Sin embargo, introduciendo una nueva magnitud v, obtenemos la ecuacion:

LiC+ Loy = —i (w — mQ) v (235)
v = —i(w—mQ)c¢, (2.36)

que si esta expresada del modo tradicional. Los operadores £1 y L2 se definen como:

Li¢ = AV (dive) + <Vc2 - Vppo> dive =V (¢C-A) -V (¢C-A)  (2.37)
0
Lov = —2QXxv (2.38)

Las ecuaciones (2.35) y (2.36) forman un sistema de 2 ecuaciones vectoriales (6
ecuaciones escalares) de valores propios. En principio deberia ser posible resolverlas
sin necesidad de hacer més aproximaciones, sin embargo el alto ntimero de variables
involucradas y la dificultad de expresar las condiciones de contorno de forma apropiada
aumentan considerablemente la complejidad del problema. Esto nos ha llevado a la decisiéon
de realizar algunas aproximaciones més con el fin de simplificar la ecuacién y posponer la
resolucion exacta de la ecuacién (2.34) para futuros trabajos.

La siguiente aproximacién que utilizaremos serd sustituir la ecuaciéon del balance
energético (2.29) por otra forma mds simple:

p = (2.39)

Para obtener esta expresion hemos despreciado el efecto de los gradientes asociados a la
magnitud A en el balance energético. Esto puede ser valido bajo dos supuestos diferentes.
El primero seria el caso de estratificacion adiabatica, en el cual el gradiente de entropia
se anula y por tanto A = 0 (siempre que el gradiente de composicién quimica no sea
muy importante), lo cual ocurre, por ejemplo, en las zonas convectivas de las estrellas. El
segundo supuesto es que la longitud de onda del modo que queremos calcular sea mucho
menor que la escala de longitud caracteristica de variaciéon de la presion y la densidad en
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el equilibrio, de forma que la onda resultante no “nota” la estratificacion del medio de
forma local. Esto ocurrird cuando la frecuencia sea lo suficientemente alta. Realizando esta
aproximacién (A =~ 0), estamos anulando a su vez la frecuencia de Brunt-Viisala (N), lo
que conlleva la no aparicién de ondas internas de gravedad.

Otra aproximacion que se utilizard serd despreciar el efecto de la fuerza de Coriolis,
ultimo término en (2.34), en las oscilaciones. La fuerza de Coriolis es responsable de las
llamadas ondas inerciales. Al igual que ocurre con las ondas internas de gravedad, la
frecuencia de las ondas inerciales esta siempre por debajo de una cierta cota, que en esta
ocasién viene dada por la velocidad de rotacion de la estrella (£2) (Unno et al., 1989), por
tanto, al igual que en el caso anterior, esta aproximacién solo afectara de forma sustancial
a modos con frecuencias por debajo de la cota.

Teniendo en cuenta estas aproximaciones, la ecuacién (2.34) queda como sigue:

Po

Tomando la divergencia de esta expresion y definiendo ¢ = div (:

AV (div¢) + <V02 - vpo> div¢ = — (w —m)* ¢ (2.40)

A + <2V02 - Vpo) Vi + [ACQ — div <vp°)] b= —(w—m)*Y (2.41)
Po Po
De esta forma hemos reducido el problema a una ecuacién escalar de valores propios,
que depende de una tunica variable v. Anadiendo condiciones de contorno adecuadas, que
se veran en §2.3.1 tendremos el problema completo que se resolvera de forma numérica en
el proximo capitulo.
Es posible recuperar las variables originales a partir de la nueva variable ¥ sin mucho
esfuerzo adicional. Atendiendo a (2.18) es facil ver que:

P (2.42)
Ademads por (2.39):

p == (2.43)

Por tltimo, mediante (2.40) podemos obtener a partir de 1, sin mas que realizar algunas
derivadas, la variable ¢ as{ como el desplazamiento lagrangiano .

¢ = po€ = —% [c2v¢ + <V02 - Vppo) 1/;] (2.44)
0

(w—m8Q)

2.3.1 Condiciones de contorno

El planteamiento no estarda completo hasta que no introduzcamos las condiciones de
contorno que deben cumplir las soluciones. Para expresarlas se supondra que la estrella
no posee atmosfera, o bien ésta es lo suficientemente delgada como para no tomarla en
consideracién (mas adelante se comentard con mayor profundidad este punto). En esta
situacién, los puntos de la superficie de la estrella estaran en contacto directo con el medio
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interestelar circundante y, por lo tanto, deberan estar en equilibrio mecanico, es decir,
mantendran su presién constante e igual a la del medio interestelar. En definitiva, en la
superficie:

op=0 (2.45)

Esta condicién es suficiente para resolver el problema y, por tanto, sera la tinica que se
utilice. Sin embargo, para su uso debemos referirla a la variable . Utilizando la definicién
de perturbacién lagrangiana (2.28):

P +E& - Vpp=0 (2.46)
Introduciendo la variable ¢ (2.17) y la relacién entre p’ y ¢ (2.43):

Po
Si sustituimos la relacién entre ¢ y 1 (2.44) en la expresién anterior:
\Y 1 \Y \Y%
m.v¢+2<vc2_m>.m = (wm) (2.48)
Po c Po Po

Como ya se ha mencionado, esta condicién solamente es valida cuando el espesor de la
atmosfera se puede despreciar. En la practica esto sucedera cuando el modo de oscilacion
resultante no varie significativamente en amplitud en el interior de la atmésfera de la estrella.
Los modos con frecuencia muy alta sufren una amortiguacion importante en la atméfera, y
por tanto no estaran bien caracterizados por esta condicién.

El contorno real del problema es la superficie de la estrella, por lo que deberia ser
suficiente con la condicién desarrollada en el presente capitulo. Sin embargo, debido al
método empleado para integrar las ecuaciones, se hace necesario hacer una consideracién
sobre el comportamiento de las soluciones en el centro y en todo el eje de simetria de la
estrella. La condicion exigida a las soluciones en estos puntos serd solamente que cumplan
la simetria inherente al problema.

2.4 Resumen

A lo largo del presente capitulo se han efectuado una serie de aproximaciones con el fin de
simplificar el problema, las cuales se enumeran a continuacion:

1. Aproximacién de Cowling (¢’ = 0).
2. Adiabaticidad de las perturbaciones.

3. Despreciar el efecto del gradiente de entropia (y de composicién quimica) en equilibrio
en la ecuacién de balance energético (p’ = c2p').

4. Despreciar la fuerza de Coriolis.

5. Suponer una atmésfera delgada (6p = 0).



2.4 Resumen 19

Estas aproximaciones limitan el rango de validez del calculo. La tercera aproximacion
tendra como efecto que en la estrella no se produzcan ondas internas de gravedad, asociadas
con los modos g. Estas ondas se producen en el rango de bajas frecuencias, por debajo
de la frecuencia de Brunt Vaisild (N). En cuanto a la cuarta aproximacion, la fuerza de
Coriolis es la responsable de la aparicién de las llamadas ondas inerciales, ligadas a las ondas
internas de gravedad, y de las ondas de Rossby (modos r), ambas con muy baja frecuencia
por debajo de 22 (Unno et al., 1989). Al eliminar el término de Coriolis ninguno de los
dos tipos de ondas apareceran en los resultados. Estas aproximaciones (3 y 4) establecen
un limite de baja frecuencia por debajo del cual el cdlculo no producira buenos resultados.
Otra consecuencia directa es que solamente apareceran modos p en el cdlculo, que estan
asociados con ondas acusticas.

La aproximacién de adiabaticidad, como se ha apuntado anteriormente, solamente sera
valida cuando el periodo de las oscilaciones sea mucho menor que el tiempo caracteristico
de intercambio de calor (Kelvin-Helmholtz). Esta aproximacién no serd vélida en estrellas
de tipo variable pulsante (Cefeidas, RR Lyrae, etc.), en las que el flujo de calor juega un
papel importante en la oscilacién. Tampoco sera valida, en general, en la atmdsfera de la
estrella, donde el tiempo de Kelvin-Helmholtz disminuye de forma dréstica. Esto tdltimo
serd importante para modos de muy alta frecuencia que muestran variaciones de amplitud
significativas en la zona atmosférica. Algo similar sucede con la aproximacién de atmosfera
delgada (condicién 5), por lo cual estas dos aproximaciones marcardn el limite de alta
frecuencia, por encima del cual el calculo no sera valido.

En resumen, el problema se reduce a resolver la ecuacién:

A + <2vc2 — Vppo) -V + [Acz —div <Vppo>] Y =—(w—mQ)? (2.49)
0 0

con la condicién de contorno:

vpo-vw+12<vc2—vpo> -mwz—(w—mﬁ)% (2.50)
Po c Po Po

La ecuacién (2.49) tiene estructura de ecuacién de ondas, lineal, homogénea y con
coeficientes variables, que junto con la condicién (2.50) forman un problema de valores
propios con valor propio — (w — mQ)Z. Debido a la condicién de contorno no todos los
valores del término (w — mf) darédn lugar a una solucién, sino que existird un conjunto
infinito pero discreto de valores permitidos (autovalores), cada uno ellos asociado a una
autofuncién, ¥, (w;r), que describe la distribucién espacial de la perturbacién. Al conjunto
de una autofuncién y su autovalor correspondiente le llamaremos modo normal de oscilacion.

Aunque no se aprecia a primera vista, los términos de la izquierda de la ecuacién (2.49)
dependen implicitamente de m a través de Ay 8, que como ya se ha visto debe ser un
nimero entero. Debido a esto, en la préactica, se considerara que el autovalor es w, y
por tanto para cada valor de m obtendremos un conjunto distinto de autovalores (w) y
autofunciones.

8La componente en la direccién azimutal de Vi también dependera de m, sin embargo, al hacer el
producto escalar con gradientes de magnitudes en equilibrio del modelo, que no dependen de ¢, ésta
dependencia desaparece.
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Noétese que la frecuencia w es aquella que mediria un observador situado en un sistema
de referencia fijo en el espacio. Sin embargo, la ecuacién (2.49) s6lo depende de w mediante
el término w—mf2, lo cual es l6gico, ya que éste representa la frecuencia de oscilacion propia
medida desde un sistema de referencia que rota con la estrella.



Método de Integracion

En el capitulo anterior se obtuvo la ecuacién diferencial que describe las oscilaciones en
una estrella con simetria axial bajo ciertas aproximaciones. El objetivo del capitulo
que nos ocupa es desarrollar un método para resolver de forma numeérica esta ecuacién. Al
tratarse de una ecuacién en derivadas parciales, en primer lugar, debemos definir la malla
de integracién, lo que se llevara a cabo en §3.1. En §3.2 se explicara el procedimiento a
seguir para integrar numéricamente las ecuaciones, mientras que en §3.3 daremos algunos
apuntes especificos sobre la implementacién del algoritmo. Por tltimo, en §3.4 se presentard
un resumen sobre el contenido del capitulo.

3.1 Malla de integracion

El primer paso en la resoluciéon de una ecuacién diferencial en derivadas parciales es la
definicién de la malla de integracién que se va a utilizar. Con el nombre de malla de
integracion se denomina al conjunto de puntos del espacio (r;;,0;;) en los cuales se evaltian
las diferentes magnitudes que intervienen en la ecuacién.

Antes de proseguir, definiremos una serie de magnitudes con el fin de simplificar la
notacién!:

A = ave_ Yl (3.1)
Po
B = A& —div <vp°> (3.2)
Po

1

C = 5 <vc2 _ Vpo> Vo (3.3)
¢ Po Po

p - YR (3.4)
Po

W = w—mQ (3.5)

No confundir la magnitud A con la definida en (2.31) en la pagina 14.
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Con lo que la ecuacién de oscilacién (2.49) del capitulo 2 queda de la forma:

EAY+ A -V + By = —W?, (3.6)

con la condicién de contorno:
D -Vy+Cy=—-W? (3.7)

3.1.1 Coordenadas de integracién

Las simetrias del problema sugieren el uso de coordenadas esféricas para representar las
variables, sin embargo éstas no permiten una representacion sencilla de la superficie de la
estrella (no esférica). Por tanto, realizaremos un cambio de coordenadas de la siguiente
forma:

e Sea r = S () la curva que contiene todos los puntos de la superficie de la estrella?;
definimos la coordenada v como:

"= SE) (3:8)

de forma que la superficie queda definida por v = 1.

El nuevo sistema de coordenadas no es ortogonal, por lo tanto los vectores unitarios
en la direcciéon de crecimiento de las variables v y 6 no son perpendiculares. Debido a
esto expresaremos los vectores en términos de sus componentes en las coordenadas esféricas
habituales (ver figura 3.1). Esto es:

v (7,0) = v (7,0) e, +vg(7,0) eg, (3.9)

Or 10r

donde e, = I y ey = T

Para obtener una ecuacién que podamos resolver con un método de diferencias finitas,

debemos expresar los operadores diferenciales vectoriales en funcién de derivadas parciales

respecto de las nuevas variables v y 6. Las expresiones que relacionan las derivadas en

funcién de las coordenadas esféricas r y 0 y las derivadas en el nuevo sistema coordenado
se detallan a continuacién:

si son vectores ortonormales.

2Se ha hecho la afirmacién de que la superficie puede describirse por una expresién de la forma r = S (),
lo cual no siempre serd estrictamente cierto. Supongamos, por ejemplo, el caso del objeto de la figura, en el
cual para un unico valor de 6 existen varios valores de r que definen puntos en la superficie. No obstante,
las estrellas reales no poseen superficies tan complejas y, en general, su forma podra ser expresada como

una funcién univaluada de 6.
?‘
7 \8®)
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Figura 3.1: Representacién del cambio de coordenadas.

0 10
| = = 3.10
or 0 S 0y 0> ( )
0 ~S' 0 0
~Z| = 1< = — 3.11
26|, S o, a0l (3:11)
ok 1 62
—| = === 3.12
ar?|, S22, (3.12)
0> 2877 92 0> 28 9| 9 28”% 8"\ 9
o7, = s, aE. s wmee, e F) 5, O
r T e ¥ Ve ol Yo >
0 . . .
donde o representa la derivada parcial con respecto a r manteniendo 6 constante,
"lo
, ds ., d*S ) )
S = 20 y 8" = ——. Usando las expresiones de los operadores vectoriales en coordenadas

esféricas y recordando (2.10), la ecuacién de oscilacién toma la siguiente forma:

9% 9% % B N ) )
Mgy T g TG TG, Tasgy (e rmiany =Wy, (314)

con la condicién de contorno:

9y
06

o 2
£ + B3tp = —W2, (3.15)

Brm— + B2
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donde:
02 8/2
o] = S2<1+82) (3.16)
2
c
25’ ¢?
2 28”7 8" &'cosb A, S84
w= ’y82<2+ S22 S Ssmno] S & (3.19)
2 cos b Ay
a5 = 7’)/282 sen@ +’)/78 (320)
ag = B (3.21)
2
ay = _77282%1129 (3.22)
D, 8Dy
o= - (3.23)
Dy
= == .24
B2 s (3.24)
pz = C (3.25)

3.1.2 Correccién de paso variable

Cuando se utiliza un método de diferencias finitas para resolver una ecuacién diferencial,
es mas sencillo trabajar con una malla de integracién con puntos equiespaciados. Esto
funcionara bien para la coordenada 6, para la cual utilizaremos un paso fijo que denotamos
por hg, con lo que las variables estardn evaluadas en los puntos 6;, que cumplen:

1
9j=<2+j)hg con 7=0,1,...,ng—1 (3.26)

siendo ng = hl el nimero de puntos de la malla en la direccién de 6. Definiendo la malla

de esta forma gvitamos los puntos singulares # = 0 y 8 = m, lo cual no implica una pérdida
de generalidad, como se vera en detalle en §3.2.3, donde se tratara el comportamiento en
la frontera de las soluciones.

Sin embargo, en el caso de la coordenada ~y, utilizar un paso fijo no es una buena idea.
Esto se debe a que los modelos estelares en equilibrio suelen presentar mayor cantidad
de detalle conforme nos acercamos a la superficie. Ademds, a medida que aumenta la
frecuencia, los cruces por cero de los modos p se concentran en las zonas mas externas de
la estrella. Por todo esto, un buen muestreo seria aquel que utilizase un paso més pequeno
en la zona cercana a la superficie que el utilizado en la zona central. Mediante un pequefio
truco podemos utilizar una técnica de resolucién con paso uniforme al mismo tiempo que
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muestreamos correctamente las zonas altas de la estrella. Para ello definimos una variable
auxiliar de la forma:

A=g(7) (3.27)

Para la variable A\ utilizaremos una malla de paso fijo, de forma que si denotamos por
7 al indice que especifica el punto de muestreo se tiene:

i = Ao + ihy, (3.28)

con hy = cte. Si tomamos ¢ como una variable continua, podemos escribir:

dA
hy = — 3.29
= (329)
De la misma forma, podremos definir el paso en la variable v como:
dy 1
hy=—=—=h .
TS AT g % (3.30)
donde ¢’ = M
dy

La forma de h., dependerd de la funcién g (). Escogemos h, de la siguiente forma:

hy = ke (c1 — ) ha, (3.31)

donde k. y ¢ son constantes que determinaremos mas adelante. De esta forma, si k. > 0,
el paso disminuye linealmente con ~y. Si recordamos la definicién de v (3.8), para un angulo
0 dado, ~y es lineal con r, de forma que si r = 0 entonces v = 0 y en la superficie es v = 1.
Con la definicién anterior conseguiremos que hy disminuya cuando nos acerquemos a la
superficie, obteniendo un muestreo méas fino en esa zona.

De las expresiones anteriores podemos ver que:

1
! =—, 3.32
9O = o) (3:32)
y por tanto:
1
A=g(y) = 0 In|c; — 7]+ Ines, (3.33)

(&
donde ¢z es una constante de integracién. Imponiendo que v = 0 cuando A = 0, obtenemos

1
Incy = — Incy. Por tanto:
ke

v =c1 (1 - e_kc’\> (3.34)

Imponiendo ademés que para A = 1 sea v = 1:

1

C1
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10°
k =5
[
k =2
C
k =0
10—3 [
>
e
10" -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y

Figura 3.2: Representacién del paso h. frente a v para distintos valores de k. manteniendo el nimero de
puntos n, = 1000 (hx = 1073). v = 1 representa la superficie de la estrella.

En la figura 3.2 se representa el paso h, frente al valor de 7 para distintos valores de
la constante k., manteniendo el nimero de puntos. Se puede observar que para valores
mayores de k. se produce un muestreo mas fino en las capas mds externas, y dado que
el nimero de puntos se ha de mantener, el paso en el interior se hace mas grande. Para
valores negativos de k. el comportamiento seria precisamente el opuesto, muestreando més
finamente en el interior. De las expresiones (3.34) y (3.35) se puede ver que para el limite
de k. — 0 obtenemos v = A que corresponde a un muestreo de paso fijo.

La relacién entre las derivadas con respecto a «v y las derivadas con respecto a A\ viene

dada por las expresiones siguientes:

o _ 9
oy Jan
2 0?2 0
2 = (QI)QW‘FQHE,

(3.36)

(3.37)
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Para introducir la nueva variable de integracién en las ecuaciones (3.14) y (3.15) basta
con reemplazar v por A y sustituir los coeficientes oy, a3, ayq y (1 por:

o = (). (3.38)
oy = Jgag (3.39)
ay = gas+g'a (3.40)
1 = db (3.41)
La ecuaciéon de oscilacién queda entonces como:
a102¢+a 827,/}_‘_0/ aZw —|—O[/67¢+O[a£+(a +m204)’¢):—W2'l)Z) (342)
Loxz " %002 T Boxa0 T Ttox T P ae T\ ! ’ ‘
con la condicién de contorno:
o N
e e W) = — W2 3.43
51a>\+ﬁ239+53¢ (0 (3.43)
Los puntos de la malla de integracion en la direccién de A vendran dados por:
1. .
)\izg(%):<2+z>h>\ con 1=0,1,...,n,—1 , (3.44)

1 1
donde n, = N + 3 es el numero de puntos. Tomando los puntos de esta forma, evitamos
A

el punto singular » = 0 y hacemos que el tltimo punto A,,_1 = 1 quede sobre la superficie,
permitiéndonos expresar la condicién de contorno en este punto.

En resumen, la malla de integracién vendra dada por los puntos (7, j) de forma que:

UJUZY,ZJ(%,@]‘) con iZO,l,...,nT—l y j:O,l,...,ng—l (3.45)

En la préactica no serd necesario utilizar la variable A de forma explicita. Utilizaremos
las expresiones (3.34) y (3.44) para calcular los puntos ; y sustituiremos los coeficientes
af, af, o)y y (] en las ecuaciones, de forma que, para aproximar las derivadas, podremos
utilizar las expresiones de diferencias finitas correspondientes a un paso fijo e igual a h).

3.2 Meétodo de integracion implicito: Matriz de diferencias finitas

3.2.1 Método de integraciéon

Una vez que hemos definido la malla de integracién que se va a utilizar, el siguiente paso
es definir la estrategia a seguir para llevar a cabo la integraciéon propiamente dicha. En
un principio existen varias posibilidades, de entre las cuales debemos elegir aquella que,
proporcionando buenos resultados, sea més econdémica en cuanto a uso de memoria y tiempo
de proceso, conservando asimismo la maxima simplicidad posible.
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La primera opcién en cuanto a sencillez es utilizar un método explicito. En un método
de este tipo, las derivadas en cada punto se expresan usando los valores de la funcién en
puntos previamente calculados. Esto permite ir calculando la solucién capa por capa hasta
completar todo el dominio de integracién. El autovalor se obtendria mediante un proceso
iterativo, partiendo de una estimacion inicial y perturbandola hasta que se satisfaga la
condicién de contorno.

La otra opcién consiste en plantear un método implicito. En este caso, las derivadas
en un punto pueden depender del valor de la solucién en otro punto no conocido. Estos
métodos dan lugar a un sistema de ecuaciones que ha de ser resuelto de forma conjunta.

La utilizacién de un método explicito para integrar la ecuacién (3.42) plantea varios
problemas que hacen que no sea posible su resoluciéon. En primer lugar, supongamos que
intentamos integrar partiendo del centro de la estrella hacia la superficie. En el caso en
que existe simetria esférica, las distintas componentes de Legendre de la parte angular de
la solucién crecen como 7, siendo ! el orden del polinomio de Legendre correspondiente
P, (cos @) (Christensen-Dalsgaard, 1998), es decir, las componentes con mayor [ crecen a
mayor velocidad. El ruido numérico que se produce en la integracién tiene componentes de
Legendre con [ muy alto, por lo que tendera a amplificarse al integrar las capas sucesivas,
dando lugar a una inestabilidad que imposibilita la resolucion de la ecuacién. Este mismo
problema se ha comprobado que aparece en el caso no esférico. Una forma de intentar
contrarrestar este efecto seria proyectar las ecuaciones sobre polinomios de Legendre y
resolver cada componente por separado, sin embargo, debido a que en nuestro caso no
esférico los coeficientes poseen dependencia angular, aparece acoplamiento entre las distintas
componentes, aumentando en gran medida la complejidad del problema.

Otra posibilidad en la que se hace uso de un método explicito es llevar a cabo la
integraciéon desde la superficie de la estrella. Sin embargo, en este caso, las ecuaciones
se muestran muy sensibles al valor de W = w — mf2, de forma que una pequena desviacion
respecto del valor real provoca una inestabilidad a una cierta profundidad. Esto hecho,
unido a la dificultad de elegir una forma para la solucién en la superficie, hace que este
sistema no sea el mas adecuado.

De lo dicho anteriormente, vemos que se hace necesaria la utilizacién de un método
implicito para resolver la ecuacién. Con un método de este tipo, al utilizar las
aproximaciones de diferencias finitas obtendremos un sistema de ecuaciones lineales, que
ademads dependerd de W, con lo que el problema se reduce a calcular los valores y vectores
propios de una matriz. Para hacernos una idea de la dimension de esta matriz consideremos,
por ejemplo, que utilizamos una malla de integracién con n, = 5000 y ng = 200. La
matriz de diferencias finitas resultante serfa de tamafio 10° x 10°. Sin embargo, aunque
pueda parecer un tamano exagerado, veremos que existen procedimientos para disminuir
sus dimensiones y optimizar su almacenamiento, ademas de algoritmos muy eficientes para
calcular los valores y vectores propios.

3.2.2 Aproximacion de las derivadas

El primer paso para construir la matriz de diferencias finitas es determinar las
aproximaciones que se van a emplear para realizar las derivadas. Para el caso que nos
ocupa se utilizard una representacion simétrica, tal y como se detalla a continuacion:



3.2 Método de integracion implicito: Matriz de diferencias finitas 29

Yit1; — Yi-1j

o B
<m>ij = (3.46)
oY _ Yiir1 — i
((%)ij = ot (3.47)
%  Yig1y — 2055 + iy
<A2>j _ a (3.48)
s _ Wi — 2055 + i
( o )j _ . (3.49)
9% _ Yipgn — Vi — Vi i1 (3.50)
or00 4hy\hg '

Al sustituir estas aproximaciones en las ecuaciones (3.42) y (3.43) obtendremos un
sistema de n, - ng ecuaciones algebraicas, que formaran las filas de la matriz de diferencias
finitas M, de forma que:

Map = —W?) (3.51)

Denotamos con M al elemento de la fila a y columna b de la matriz, que vendra dado
por el coeficiente que multiplica a 1;,;, = ¥ (Vi,,0;,) en la ecuacién evaluada en el punto
(71, 05,), de tal forma que a =iy -ng + j1 y b =12 - ng + jo.

Con esta definicién, la matriz M queda organizada en bloques de tamano ng X ng
formando un estructura tridiagonal. Cada bloque B,y estd asociado al conjunto de
ecuaciones de la capa 7; para todos los valores de 0;.

(Boo) (Bo1) 0 0
(Bio) (Bi1) (Bi2) 0
0 ' 0
0 (Bii-1) (Bi)  (Biit1) 0
0 - - - 0
: : : 0 (Bn,—2n,—3) (Bn,—2n,—2) (Bn,—2n,-1)
0 0 (Buy—1n,—2) (Bay—1n,-1) |

Cada uno de los bloques B;;s tiene a su vez una estructura interna tridiagonal originada
por la aproximacién utilizada para calcular las derivadas en la variable . De esta forma,
la mayor parte de los n%ng elementos de la matriz son nulos, siendo necesario almacenar
lnicamente los, aproximadamente, 9n,ng elementos distintos de cero, con lo que se optimiza
en gran medida el uso de memoria. Siguiendo el ejemplo de la seccién anterior, en el que
utilizabamos una malla con n, = 5000 y ng = 200, el nimero de elementos se reduce de
102 a aproximadamente 9 - 10°.
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3.2.3 Comportamiento en la frontera

La tnica frontera real del problema es la superficie de la estrella, sin embargo debido al
sistema de coordenadas elegido para realizar la integracién, en la practica el contorno del
dominio de integracién se extiende también a otras regiones, que son los polos (0 = 0y
0 = 7) y el centro de la estrella (v = 0). Para realizar la integracién correctamente, primero
debemos estudiar el comportamiento de las soluciones en estos puntos fronterizos. Para ello
haremos uso de las simetrias que posee el problema.

En primer lugar, veremos cémo se comporta la solucién en los polos. Analizaremos el
caso 6 = 0, ya que la extrapolacién para el polo opuesto (§ = 7) es inmediata. El problema
aparece cuando intentamos calcular una derivada angular en el punto (7;, 6p), ya que usando
las aproximaciones de las derivadas de la seccién anterior necesitamos conocer el valor de la
solucién en el punto (v;,0_1), que no pertenece al dominio de integracién. Sabemos que la
solucién debe ser continua y derivable en el punto 8 = 0, ademés conocemos la dependencia
de la solucién con la coordenada ¢:

¥ (7,0,0) = (v,0) ¢ (3.52)

Figura 3.3: Comportamiento de la solucién en el polo.

Si seguimos la solucién a lo largo de un meridiano (ver figura 3.3) y recordamos la
definicién de los puntos 6; (3.26) es inmediato ver que el punto #_; coincide con el punto
Ay para un valor de la coordenada axial igual a ¢ + 7. Por tanto, el valor de la solucién en
ese punto se puede expresar de la forma:

¥ (i, 0-1) = ¥ (31, 00) €™ = (—1)™ 9 (7, 60) , (3.53)

con lo que la derivada angular en el punto (v;,6p) se puede calcular usando la siguiente
expresion:

(8¢>i0 _ i — (=1)" o (3.54)

0 2hg :

y de forma similar podemos expresar la segunda derivada y la derivada mixta.
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El segundo caso que requiere cierta consideracion es el célculo de las derivadas en la
zona central de la estrella. El tratamiento es, en principio, parecido al efectuado en el caso
de los polos, sin embargo existe una dificultad anadida, ya que la solucién es derivable en
el centro respecto de la coordenada r, pero no respecto de la coordenada A, como se vera
mas adelante.

0. 6.
j ]

Figura 3.4: Comportamiento de la solucién en el centro u origen de coordenadas r = 0.

Para estudiar la forma de efectuar la derivada radial en el punto 7y observemos la figura
3.4. Siguiendo una trayectoria radial que cruce el centro de la estrella, vemos que para
realizar la derivada en el punto (rg,6;) = (70,0;) necesitamos usar el valor de la solucién
en los puntos (v1,6;) y (70,7 +6;), el segundo de los cuales no pertenece al dominio de
integracién. Sin embargo, podemos usar las propiedades de simetria del problema para ver
que, de forma similar al caso anterior, se tiene:

¥ (0, ™+ 05) = (=1)" ¥ (0, ™ — 05) (3.55)

Una vez que hemos visto los puntos que debemos utilizar para llevar a cabo la
integracién, atin queda otro problema por resolver. Como ya se ha comentado la solucién
debe ser continua y derivable en el punto r = 0, sin embargo esto es cierto solamente si
la derivacidn se realiza frente a la coordenada r. Debido a la definicién de v = r/S (6), la
métrica asociada a esta coordenada no coincide a uno y otro lado del centro (es decir para
0 = 6; y para § = m — 0;), dando lugar a una discontinuidad en la derivada en el punto
r =0 (ver figura 3.5). Lo mismo se puede decir para la coordenada .

En un pequenio entorno del centro de la estrella, donde podemos considerar que la
coordenada A depende linealmente de r, este hecho se puede caracterizar como una

S(0)
S(m—10)

consideraremos que el paso en la coordenada A entre los puntos (Xg,0;) y (Ao, ™ — 0;) es
igual a:

dilataciéon de la métrica en un factor , que debe ser compensado. Por tanto,

MM = St e (3.56)
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Figura 3.5: Representacion de la variable ¢ a lo largo de la linea marcada en la figura 3.4.

y efectuaremos las derivadas teniendo en cuenta esta correccion.

Noétese que en el caso en que exista simetria respecto al ecuador de la estrella, se puede
tomar el origen r = 0 tal que se cumpla que S (0) = S (7 — ), y por tanto esta correccién
no sea necesaria.

Por dltimo debemos considerar lo que sucede en los puntos que pertenecen a la superficie
de la estrella (i = n, — 1). En estos puntos debemos plantear la ecuacién (3.43),
correspondiente a la condicién de contorno, en lugar de la ecuacién (3.42) utilizada para
los puntos del interior. La ecuacién (3.43) estd expresada de forma que tiene estructura
de ecuacién de valores propios con idéntico autovalor (—W?) al de la ecuacién (3.42), de
manera que se puede introducir directamente en la matriz.

Sin embargo, debido a que no podemos conocer el valor de la solucién en puntos
exteriores a la estrella, no es posible plantear la derivada radial de forma simétrica. Por
tanto, en estos puntos, se utilizara una formulacién alternativa de la derivada:

oY\ g — i
() o -

3.2.4 Proyeccion sobre funciones de Legendre

Existen dos motivaciones principales que nos inducen a llevar a cabo una tultima
modificacion en la matriz de diferencias finitas. En primer lugar la necesidad de reducir,
en la medida de lo posible, el tamano de la matriz, consiguiendo un mayor rendimiento
en cuanto a uso de memoria y tiempo de proceso. La segunda motivacién, y quiza la
mas importante, estd relacionada con la naturaleza de las soluciones que genera la matriz
expuesta en las secciones anteriores.

El problema reside en que aparece un comportamiento andlogo al que ocurre en el caso
en que existe simetria esférica. En este ultimo caso se puede observar que al aumentar
el nimero de nodos de la autofuncién en la direccién radial (n) se produce un incremento
significativo de la frecuencia, mientras que si aumentamos el niimero de nodos en la direccién
angular (), el incremento es notablemente menor. El efecto global es un aumento de la
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densidad de modos por unidad de frecuencia conforme aumentamos ésta. En el caso que nos
ocupa no existe simetria esférica y por tanto no podemos diferenciar a priori los modos segin
su nimero de nodos en la direccién angular. Sin embargo, también aparece un incremento
importante en el nimero de autofunciones conforme aumentamos la frecuencia. A esto
hay que anadir que este incremento en el nimero de modos es debido mayoritariamente a
autofunciones que poseen una gran cantidad de nodos en la direccién angular (a diferencia
del caso con simetria esférica, este niimero de ceros puede ser distinto en cada capa), que
poseeran un gran error debido a la aproximacion de diferencias finitas. Por tanto, debemos
utilizar una representacion que elimine estos modos de las soluciones.

La representacion escogida debe permitirnos diferenciar las funciones que varian de
forma suave con el angulo 0, de aquellas que lo hacen mé&s fuertemente. La base de
funciones mas adecuada para representar la dependencia angular de las autofunciones son
las funciones asociadas de Legendre P/™ (cosf). De esta forma, las autofunciones vendran
expresadas de la forma:

lmax+m_ 1

b0 = Y () B (cosh), (3.58)

l=m

donde el valor de m escogido para la descomposicion coincide con el indice azimutal del
modo de oscilacién definido en (2.9). De esta forma aseguramos que el comportamiento en
los extremos sea el adecuado dadas las condiciones de simetria, continuidad y derivabilidad.

Cabe destacar que en la expresién (3.58) se ha truncado el desarrollo de forma que
s6lo contenga Iy .« términos. Haciendo esto, seremos capaces de eliminar de las soluciones
aquellas autofunciones no deseadas.

La forma de introducir la descomposicién en funciones de Legendre en la resolucion del
problema difiere de otros tratamientos mas usuales, sin embargo es igualmente valido. En
lugar de introducir la expresion (3.58) directamente en las ecuaciones, lo que haremos serd
proyectar la matriz de diferencias finitas M sobre el subespacio S de funciones asociadas
de Legendre P/ (cos ) con [ entre | = m y | = ljjax +m — 1. Para ello definiremos la matriz
de proyeccion P de la siguiente forma:

P (cos ) P, (cos ) . 1 (cosbp)
P (cosby) pm  (costh) --- P, (cosbh)
o , e o L (359)
Py (COS 0”9—1) Pviszrl (COS 0”9—1) T Pvgrngrmfl (COS gne—l)

de forma que para un cierto ~;:

Y (7i,60) VYm (Vi)

(0 (’Y%, 61) ¢m+‘1 (i) (3.60)

W (i By 1) Prgtmt (1)
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La transformacién de la matriz M se lleva a cabo proyectando los bloques By
individualmente de la forma:

BS,y = P7'B; P (3.61)

Los bloques proyectados son todavia de tamano ng x ng. Para completar la proyeccién,
truncamos los bloques BS . dejando Unicamente las primeras lyax filas y lymax columnas.
Colocando los bloques nuevamente en la matriz de diferencias finitas obtenemos la matriz
proyectada MSE cuyo tamano es n,lmax X Nrlmax-

Dado que los elementos de los bloques proyectados B°;; pueden ser todos no nulos, el
niimero total de elementos distintos de cero en la matriz M es aproximadamente 3n,.I2 . .
Continuando con el ejemplo expuesto anteriormente (n, = 5000 y ng = 200) y tomando
Imax = 20 este ntmero desciende de 9-10° a 6 - 105. Como se puede ver, la reduccién
de tamanio no es muy significativa, sin embargo, mediante la proyeccién conseguimos una
mejora notable en la calidad de las soluciones.

Hay que notar que el error en la integracion va a seguir dependiendo del valor de ng. Sin
embargo, este valor no va a influir en el tamafio de la matriz M®. La eleccién del pardmetro
Imax determinara, no sélo la cantidad de autofunciones que apareceran como solucién, sino
también si estan bien caracterizadas. Un modo que contenga componentes angulares con
[ tanto por encima como por debajo de I, podra aparecer en la solucion, pero no estard
correctamente calculado.

3.2.5 Calculo de los autovalores y autofunciones

Llegados a este punto, ya conocemos la forma de la matriz M y estamos en disposicién de
calcular sus autovalores y autofunciones. Para ello debemos resolver la ecuacion de valores
propios, que en lugar de (3.51) es ahora:

MSYS = WS, (3.62)

donde el autovector ¥ estd distribuido de la siguiente forma:

Ym (70)

Qblmaern.zfl (7o)
WS = (3.63)

wm (’an -1 )

| /lz)lmax“l‘m_l (’Y’I’Lr—l) i

Para calcular los valores y vectores propios de la matriz M se utilizard el método de
Arnoldi implicitamente reinicializado (Lehoucq et al., 1996; Radke, 1996; Sorensen, 1995).
La ventaja de este método es que no es necesario calcular de forma conjunta todos los
autovalores de la matriz, sino que es posible calcular un conjunto pequenio de ellos que se
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ajuste a una condicion preestablecida. Esto se consigue reduciendo el problema a otro de
dimensién mucho menor, con lo que se logra una gran eficiencia.

El método de Arnoldi funciona mejor para calcular los autovalores de mayor magnitud.
Por tanto se empleard la estrategia de desplazamiento e inversién (Radke, 1996), que se
describe a continuacién. Supongamos el problema de valores propios:

Mv = Av (3.64)

Queremos calcular los autovalores méas préximos a un cierto valor o. En lugar de
resolver el problema anterior, se calculan los autovalores de mayor magnitud de la matriz
(M —ol )_1 que denotaremos por A. Una vez hecho esto, los autovalores de M se pueden
recuperar con la expresion:

A=XA"1+o (3.65)

En la practica no es necesario invertir la matriz ya que el método de Arnoldi sélo requiere
calcular el producto de ésta por un vector, con lo cual solamente es necesario resolver el
sistema de ecuaciones algebraicas (M —ol)y = .

3.3 Implementacién del cédigo OMASS2d

El algoritmo descrito a lo largo del presente capitulo ha sido implementado en un cédigo
en lenguaje C++ con el nombre de OMASS2d, acrénimo de Oscillation Modes in Axially
Symmetric Stars. En este apartado se describe cémo se han tratado los puntos clave del
algoritmo, indicando a su vez una medida del rendimiento del cédigo.

3.3.1 Generacion de la matriz de diferencias finitas

Tal como se ha explicado en secciones anteriores, la matriz de diferencias finitas tiene una
estructura dispersa formada por bloques cuadrados BS,; de tamafio lyax X lmax. Cada uno
de los bloques se genera por separado, calculando en primer lugar la forma no proyectada
(B;ir) haciendo uso de las aproximaciones de diferencias finitas, que luego se proyecta sobre
el subespacio de funciones asociadas de Legendre siguiendo el método descrito en §3.2.4.
Para realizar la proyeccién de manera eficaz es preciso realizar ciertas manipulaciones.

La proyeccién se lleva a cabo utilizando la siguiente expresién:

B =P 1By P (3.66)

La matriz de proyeccién P estda formada por las funciones asociadas de Legendre
evaluadas en los puntos de la malla y colocadas por columnas. Las funciones de Legendre se
calculan haciendo uso de las formulas de recursién conocidas (Spiegel & Abellanas, 1988).
Para evitar problemas derivados de la precisién finita de los célculos, se normalizan las
2041 (1 —m)!

A7 (I+m)!

La matriz P tiene, en principio, ng X ng elementos, por lo que es necesario calcular

ng funciones de Legendre con [ entre m y m + ng — 1. Para llevar a cabo la proyeccién

funciones mediante el coeficiente
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deberiamos invertir esta matriz, sin embargo, en la practica esto no es necesario. Definimos
la matriz P’, formada por las primeras [y, columnas de P y la matriz P” que contiene las
primeras lyay filas de P71, de forma que:

BS = P"Bjy P’ (3.67)

El bloque B®;; asi calculado tiene lmax X lmax €lementos, por lo que no necesita ser
recortado. Para calcular P”, en primer lugar descomponemos P en el producto de una
matriz ortogonal () y una triangular inferior L:

P=QL, (3.68)

dado que Q es ortogonal, Q~' = Q7 donde el superindice 7 denota la matriz traspuesta.
Definimos L’ formada por las primeras lyax filas y lmax columnas de L y @' formada por la
primeras [« columnas de (). El bloque proyectado vendra dado por la expresion:

L'BSy = Q7B P, (3.69)

donde, tras calcular el término de la derecha de forma directa, podemos obtener el bloque
BS,i» mediante un algoritmo de sustitucién hacia adelante, dado que L’ es triangular inferior.

El ntimero de operaciones necesarias para generar la matriz es proporcional a nrnzlmax.
Tomando n, = 1000, ng = 200 y lnax = 20 el calculo de la matriz de diferencias finitas
requiere aproximadamente 80 s en un PC con procesador Pentium 4 a 2 GHz y 450 Mb de
memoria RAM.

3.3.2 Método de Arnoldi

El algoritmo utilizado para calcular los valores y vectores propios de la matriz es el método
de Arnoldi implicitamente reinicializado (Radke, 1996; Sorensen, 1995). Este método se
basa en la proyeccién sobre subespacios de Krylov para reducir un problema de dimension
n X n a otro equivalente de dimensién k x k con k < n. De esta forma el método permite
calcular un conjunto limitado de autovalores que se ajusten a un determinado criterio
arbitrario.

Supongamos dos matrices A y H (n X n) que cumplen la condicién:

AV =VH, (3.70)

donde V' es una matriz ortogonal (VTV = I). Se dice entonces que A y H son semejantes
y tienen los mismos valores propios, mientras que sus vectores propios estan relacionados
por la expresion:

xqa=Vay (3.71)

Este es el fundamento de la iteracién QR (Radke, 1996), donde H es una matriz de
Hessenberg, en la cual todos los elementos por debajo de la subdiagonal inferior son nulos.
Mediante un proceso iterativo, se transforma la matriz H en una matriz triangular superior,
cuyos autovalores coinciden con los elementos de la diagonal. El método de Arnoldi trabaja
de forma similar, pero truncando la relacién (3.70) de forma que H sea de tamano k X k,
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con lo que V tendra solamente n x k elementos. Para que la relaciéon se cumpla debemos
anadir un término que de cuenta del error cometido:

AV =VH + fel, (3.72)

donde f es un vector columna de k elementos y e; es un vector cuyas componentes son nulas
excepto la componente k-ésima que es igual a 1. Usando un proceso iterativo es posible
conseguir f = 0, de forma que los autovalores de H son a su vez autovalores de A y los
autovectores correspondientes estan relacionados por la expresion (3.71).

En la practica, para agilizar la factorizacién se realizan unas pocas iteraciones del
método QR tras cada iteracion de Arnoldi. De esta forma se consigue la factorizacién
con una media de aproximadamente 10 iteraciones.

n, = 200 | n, =500 | n, = 1000 | n, = 2000
Imax = 10 0.16 s 0.43 s 1.3s 2.2's
12 Mb 25 Mb 40 Mb 90 Mb
Imax = 20 0.31s 1.3s 2.8 8 6.4 s
17 Mb 35 Mb 70 Mb 135 Mb
Imax = 30 0.56 s 2.2's 458 11s
30 Mb 70 Mb 140 Mb 275 Mb
lmax = 40 1.0s 3.2s 7.5s 18 s
50 Mb 120 Mb 235 Mb 470 Mb

Tabla 3.1: Rendimiento del método de Arnoldi en un PC con procesador Pentium 4 a 2 GHz y 450 Mb de
memoria RAM. Se indica el tiempo consumido por autovalor y el consumo maximo de memoria.

Como se apunté anteriormente este algoritmo da mejores resultados al calcular los
autovalores de mayor magnitud. Por ello se utiliza una estrategia de desplazamiento e
inversion, que en un principio requiere la inversiéon de la matriz lo cual seria muy costoso
computacionalmente. Sin embargo, dado que el método solamente requiere el cdlculo del
producto de la matriz por un vector, es posible sustituir la inversién de la matriz por la
resolucion de un sistema de ecuaciones algebraicas. Para ello utilizamos un algoritmo de
eliminacién gaussiana o descomposiciéon LU. La descomposicién LU de una matriz requiere
un esfuerzo computacional considerable, aunque se ha conseguido una implementacién
bastante eficiente basada en el conocimiento de la estructura de la matriz, necesitando
unicamente 0.5 s en un PC con procesador Pentium 4 a 2 GHz y 450 Mb de memoria RAM
para descomponer una matriz 20000 x 20000 (n, = 1000, lynax = 20, 1.2 - 105 elementos no
nulos).

Un problema del método de desplazamiento e inversién se produce cuando la frecuencia
de prueba coincide de forma exacta con un autovalor de la matriz, ya que los valores
propios de la matriz invertida tienden a infinito, impidiendo que se obtenga la convergencia
deseada. Para resolver esto, el cédigo incluye un procedimiento por el cual, si el cdlculo no
ha convergido al cabo de n iteraciones, se modifica ligeramente la frecuencia de partida con
la intencién de hacer que no coincida con ningin autovalor.

El rendimiento de la iteracion de Arnoldi en la maquina citada esta recogido en la tabla
3.1, donde se indica el tiempo empleado por autovalor y el consumo maximo de memoria
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para diferentes situaciones. Los valores de la tabla han sido calculados tomando k& = 10, es
decir, calculando 10 valores propios en cada ejecucién del algoritmo. Los tiempos expresados
en la tabla 3.1 no dependen del valor de ng, que solamente influye en el calculo de la matriz.

3.4 Resumen

A lo largo de este capitulo se ha descrito el procedimiento a seguir para resolver numéri-
camente la ecuacién de las oscilaciones en una estrella con simetria axial planteada en el
capitulo 2. Para llevar a cabo este cometido el primer paso fue definir la malla que se va

a usar para la integracién. Definimos una nueva variable v = , de forma que v =1

o
S(0)
representa todos los puntos de la superficie S (0) de la estrella. A continuacién se hace una
correccion no lineal A = g (v), de forma que un paso constante en la nueva variable A da
lugar a un paso variable en 7y y por tanto en r. Esto nos permite definir de forma sencilla
una malla de integracién cuyos puntos esten més apretados cerca de la superficie o en el
interior segtiin nos convenga. Para la coordenada angular se adopta un paso constante. La

malla de integracion queda pues definida de la siguiente forma:

Yij = ¢ (7, 05) (3.73)
con
1. .
)\i:g('yi):<2+z>h,\ con i=0,1,...,n,—1 (3.74)
y
. .
9j2<2+j>h9 con j=0,1,...,m9—1 (3.75)

Para efectuar la integracién se opta por un método implicito, transformando la ecuacién
diferencial, mediante la aproximacién por diferencias finitas, en un sistema de n, X ng
ecuaciones algebraicas que se pueden expresar en forma matricial. De esta forma el
problema se traduce al calculo de los valores y vectores propios de una matriz, que debido
a su estructura dispersa® se puede almacenar de forma eficiente. Por tltimo se proyecta
la parte angular sobre el subespacio de funciones asociadas de Legendre con [ entre m y
m ~+ lmax — 1. El parametro Iy, determinara entonces el grado maximo de las funciones de
Legendre que pueden contener las soluciones.

Para resolver el problema de valores propios de la matriz se utiliza el método de Arnoldi
implicitamente reinicializado, que es una variacién de la iteracion QR para matrices de
grandes dimensiones.

3Traduccién del término inglés sparse utilizado para matrices con un gran nimero de elementos nulos.
En algunos textos se designan como matrices huecas.



Resumen

Modelo de entrada:
r.0,c2,A,B,C,D

A 4

Interpolacién del modelo en
Estimacion inicial los puntos de la malla ;,0;

de la frecuencia

wo
Y

Generacién de la matriz de
diferencias finitas

Y

Proyeccién de la matriz sobre la base
de funciones de Legendre (Iax)

y

Método de Arnoldi para Y )
calcular k£ autovectores TIteracion del método
y autovalores alrededor de Arnoldi

de wo

Y

Iteracion QR para
acelerar la convergencia

{Convergencia?

Sl

A 4

Calculados k autofunciones y
frecuencias alrededor de wy

Figura 3.6: Esquema del funcionamiento de OMASS2d




Comprobacion del Funcionamiento de

OMASS2d

n el capitulo anterior se desarrollé un cédigo capaz de calcular los modos acusticos

de oscilaciéon en una estrella con simetria axial. El cometido del presente capitulo
serd poner a prueba el funcionamiento de dicho cdédigo. Para ello se plantearan diversos
escenarios de los cuales podamos conocer los resultados de manera independiente, para asi
verificar los obtenidos mediante nuestro codigo OMASS2d.

Empezaremos, en §4.1, calculando los modos de oscilacién en un modelo sin rotacién
con simetria esférica, ya que disponemos de cédigos unidimensionales con los que comparar
los resultados. A continuacién, en §4.2, comprobaremos el funcionamiento del c6digo en un
caso en el que ya no existe simetria esférica, pero que ain es resoluble mediante separacién
de variables. Este es el caso del elipsoide homogéneo. Sin embargo, esta comprobacion no
es completa debido a que las magnitudes en equilibrio del modelo se mantienen constantes
en todos los puntos, anulando los gradientes. Para conseguir un caso mas general, en §4.3,
usaremos los modelos sin rotacién de §4.1, pero desplazando la posicion del centro, de
forma que obtenemos un problema matematico diferente, sin ningin tipo de simetria, salvo
la axial, pero que ha de producir los mismos resultados. Por iltimo, en §4.4 se expondran
las conclusiones del capitulo.

4.1 Caso primero: Modelo con simetria esférica

El codigo desarrollado debe ser capaz de resolver el problema de las oscilaciones en una
estrella con simetria esférica, ya que éste es un caso particular de simetria axial. La
ventaja de resolver este caso mas sencillo es que se conoce sobradamente la naturaleza de las
soluciones que debe producir, por lo que nos permitira verificar el correcto funcionamiento
del cédigo.

Para llevar a cabo el célculo se ha utilizado un modelo del Sol actual (M = 1Mg,
edad=4.52 - 10? afios) sin rotacién, calculado con el c6digo CESAM (Morel, 1993).
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Figura 4.1: Autofunciones 9 (r,0) de un modelo solar con simetria esférica. A la izquierda n = 3, [ = 3,
m = 0,y ala derechan =2, 1=7 m=25. La figura muestra un corte de la autofuncién a lo largo del
meridiano ¢ = 0,7, de forma que el centro corresponde al centro de la estrella y el borde exterior a su
superficie. Las lineas negras representan los nodos de la autofuncién. Se adjunta un cédigo de color que
indica la magnitud normalizada en cada punto.

4.1.1 Dependencia angular

Las ecuaciones que describen las pequenas oscilaciones en una estrella con simetria esférica
son separables en un sistema de coordenadas esféricas. Mientras que la dependencia
radial de las soluciones depende del modelo estelar empleado, la dependencia angular viene
expresada en términos de las funciones propias de la parte angular del operador laplaciano,
es decir, los arménicos esféricos Y;(6, ¢). Esto nos permite clasificar los modos segin el
grado [, cosa que no es posible en un caso general de simetria axial.

Tras calcular diversos modos con nuestro cédigo para distintos valores de m e intervalos
de frecuencia se verifica que la dependencia angular es la correspondiente a armoénicos
esféricos con el valor de m dado. A modo de ejemplo, en la figura 4.1 se representan
2 autofunciones calculadas mediante el cédigo OMASS2d. El diagrama empleado para
dibujar las funciones propias serd el mismo a lo largo de los capitulos sucesivos. En él se
muestra el valor de ¢ (r, §) en un corte a lo largo del plano definido por el meridiano ¢ = 0, 7,
de forma que el centro de la estrella queda en el interior del diagrama, mientras que el borde
exterior se corresponde con la superficie de la estrella. Las lineas negras indican los nodos
(cruces por cero) de la autofuncién. El cddigo de colores empleado para representar los
distintos valores del modo en cada punto se adjunta a la derecha de la figura (salvo posibles
excepciones este serd el codigo empleado en todos los diagramas sucesivos y ya no se volvera
a incluir en las figuras).

El modo de la izquierda de la figura 4.1 ha sido calculado para m = 0 y corresponde a un
n = 3 con [ = 3, como se puede ver los nodos corresponden a lineas de igual r y a lineas de
igual 6, como cabria esperar, ya que el problema es separable en coordenadas esféricas. A la
derecha podemos ver otra autofuncién calculada con m = 5 y que corresponde a un n = 2,
I = 7. Ambas figuras muestran claramente que la dependencia angular es la esperada.
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Figura 4.2: Error relativo en la frecuencia obtenido con el c6digo OMASS2d asociado a la dependecia angular
en funcién de /ng.

Este caso sencillo nos permite ademé&s analizar como afecta el valor de ny al error
cometido en la frecuencia para distintos valores de [. Esto nos dard una estimacién del
nimero de puntos en la direccién de 6 que debemos emplear dependiendo del valor de
Imax que utilicemos. En la figura 4.2 se puede ver el error relativo (¢) cometido en la
determinacién de la frecuencia frente al cociente [/ng. Se han efectuado célculos con ny
entre 100 y 1000 y con [ entre 0 y 50. Para la determinacién del error se ha tomado como
valor exacto de la frecuencia el correspondiente a ng = 2000. Se observa que los puntos se
ajustan a una linea recta en representacion logaritmica. Ajustando la dependencia a una

relacion de potencias se obtiene:
0.40 >
= == 4.1
= (%) (4.1

lo que nos da la siguiente regla para elegir el valor de ng en funcién de la tolerancia requerida
(que supondremos véalido en un caso general de simetria axial):

04l
Ve

Por ejemplo, para Iy, = 20 se obtiene un error e ~ 1073 con ny = 200 puntos. La
dependencia angular del modelo de entrada podria modificar este error, sin embargo es de
esperar que, por lo general, esta modificacion sea pequeiia, por lo que no serd la fuente
dominante del error.

Ny (4.2)
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Vomass — Vadip

Figura 4.3: Logaritmo del error relativo en el cdlculo de la frecuencia log,, e = log,,, frente

Vadip
al grado [ y la frecuencia (en mHz).

4.1.2 Dependencia radial

El analisis de la parte radial de las autofunciones requiere un poco mas de esfuerzo, ya que
para su verificacién necesitamos comparar con los resultados obtenidos mediante otro cédigo
diferente. En nuestro caso se utilizé el Aarhus adiabatic pulsation package (Christensen-
Dalsgaard & Berthomieu, 1991), en adelante ADIPACK, que es un c6digo unidimensional
para calcular las oscilaciones adiab&ticas en una estrella con simetria esférica. El cdlculo
se hizo en la aproximacién de Cowling y tomando como condicién de contorno dp = 0, con
el objeto de que los resultados fueran lo més parecidos posible a los obtenidos mediante el
cédigo OMASS2d. La principal diferencia entre los dos célculos estriba en que el ADTPACK
no desprecia el valor de la frecuencia de Brunt-Viisild (N?).

Para el calculo con OMASS2d se utilizé n, = 2000 puntos, ng = 200 puntos, lnax = 20
y k. = 10 (de forma que el muestreo en r es més fino hacia el exterior de la estrella,
ver ecuacién 3.34), lo cual proporciona una tolerancia relativa en la determinacién de la
frecuencia de ~ 1073. La influencia del valor de ng en la tolerancia se obtiene directamente
de (4.2), mientras que la influencia de n, se obtuvo realizando un estudio de la convergencia
de la solucién para distintos valores de n,..

Vomass — Vadip
Vadip
calculada con OMASS2d (Vomass) ¥ la calculada con ADIPACK (v,agip) para distintos modos.
Los distintos colores representan valores diferentes de log; ¢ frente al grado ! (eje horizontal)

La figura 4.3 muestra la diferencia relativa ¢ =

’, entre la frecuencia

w
y la frecuencia ciclica v = 5 e mHz (eje vertical).

0
En la figura 4.3 podemos distinguir varias regiones en funcién de la magnitud del error
cometido en el calculo de la frecuencia:
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e Zona A (I baja, v baja). Corresponde a la regién en la parte inferior izquierda de la
figura 4.3, donde el error estd por encima de la tolerancia requerida, siendo del orden
de 107! a 1072. Este error es debido mayoritariamente a la aproximacién de N? < w?,
ya que en esta zona los modos penetran muy profundamente hacia el interior del Sol,
donde el valor de N (< 450 pHz) es comparable a las frecuencias de los modos.

e Zona B (n = 0). Estd compuesta por la la linea inferior de la figura. Para valores de
I menores que ~ 15 el error es importante (~ 10~!), mientras que a partir de [ ~ 16
éste se reduce drésticamente a valores dentro de la tolerancia admitida (1073). La
explicacién de este comportamiento radica, como en el caso anterior, en la profundidad
de penetracién de los modos, y por tanto, en la influencia de N2.

e Zona C (I intermedia, v intermedia). En esta zona el error se mantiene siempre
dentro de la tolerancia permitida (1073). Este es el rango en el que, para el modelo
utilizado, funcionan mejor las aproximaciones efectuadas.

e Zona D (v alta). Las discrepancias entre los dos c6digos en esta zona son debidas
principalmente a errores numéricos, que podrian resolverse disminuyendo el paso de
integracion.

En la figura 4.4 se comparan las autofunciones ¢ (r) obtenidas con ambos programas.
Podemos comprobar que, como se ha dicho anteriormente, las discrepancias se localizan en
la zona més interior de la estrella, donde el efecto de N? es importante.

La conclusion que se desprende de este andlisis es que el cédigo desarrollado funciona
de manera correcta, ya que las discrepancias observadas con los resultados del cédigo
ADIPACK se deben unicamente a las aproximaciones efectuadas.

4.2 Caso segundo: Elipsoide homogéneo

Un caso interesante en el que no existe simetria esférica es el del elipsoide homogéneo,
es decir, una cavidad de forma elipsoidal en la que las magnitudes que definen el modelo
(presioén, densidad, ...) son uniformes en el espacio. Bajo estos supuestos, la ecuacién
(2.49) se reduce a una ecuacién de ondas convencional.

CAp = — (w—mN)* Y (4.3)

La ventaja de analizar este caso concreto, es que la ecuacién (4.3) se puede resolver
mediante separacion de variables utilizando coordenadas esferoidales, que son las adecuadas
para este dominio de integracion. Esto nos permite transformar el problema bidimensional
en dos problemas unidimensionales, mas sencillos de resolver. Ademd&s proporciona un
método alternativo cuyos resultados deben coincidir con los que proporciona el cédigo
OMASS2d. Debido a la uniformidad del modelo de entrada, la condicién de contorno
dp = 0 es equivalente a p’ = 0, y por tanto ) = 0 en la superficie —ver (2.43)—.
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Figura 4.4: Comparacién entre las autofunciones (parte radial) calculadas

Zona A: n=2, |=1,v=489 pHz
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Zona C: n=20, |=4,v=3216 pHz
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Zona C: n=10, I=15,v=2240 pHz

y con ADIPACK (linea discontinua).
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con OMASS2d (linea continua)
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En nuestro caso utilizaremos un elipsoide alargado con excentricidad e = 0.5. Las
coordenadas esferoidales alargadas (£, 7, ¢) se definen de la siguiente manera:

z = fV/(E-1)(1-n?)cosey, (4.4)
= fV(€—1)(1—n?)senep, (4.5)
= fé&n, (4.6)

donde f actia como un factor de escala. La ecuacion de ondas expresada en estas
coordenadas tiene la forma:

2 .9 2
0 [(gzl)w]+£7|:(1n2) 8¢:|+(£ § n a¢+k2(§2*7)2)¢:07 (4.7)

o€ o€ ] (@ -1 (1 —?)op?
2
con k? = M f2. Esta ecuacién es separable respecto de las coordenadas & y n:
c
A 2 gy HBmn ()] _ e M _
@ 0Tl (et G R = 0 4
i 2 dSmn (77) 2 2 m? _

donde A, es un autovalor que surge de la separaciéon de variables y se ha hecho la
descomposicién ¥ = Ry, (€) Syun (1) €.

Estas ecuaciones se pueden resolver analiticamente (Abramowitz & Stegun, 1972),
aunque el proceso es bastante tedioso. En nuestro caso la resolucién se hizo de forma
numérica mediante una pequena rutina escrita en MATLAB. Para resolver la ecuacion
relativa a la coordenada 7 se usaron polinomios de Legendre, debido a su caracter angular,
mientras que para la ecuacion en la coordenada & se optdé por un método de integracién
numérico de paso variable.

Se calcularon los modos de oscilacién de un elipsoide homogéneo usando nuestro cédigo
OMASS2d y usando las ecuaciones (4.8) y (4.9). En la figura 4.5 se muestran algunos
ejemplos de los resultados. Se observa que la estructura de la autofuncion coincide bastante
bien en ambos casos, mientras que la diferencia relativa entre las frecuencias se mantiene
del orden de 1073, coincidiendo con la tolerancia exigida en los dos célculos.

4.3 Caso tercero: Desplazamiento del origen de coordenadas en un
modelo esférico (Caso general)

Hasta este momento se ha verificado el correcto funcionamiento del cédigo en casos muy
particulares. En primer lugar se utilizé un modelo con simetria esférica, en el que se
anulan todas las derivadas angulares en el equilibrio, en segundo lugar usamos un modelo
de elipsoide homogéneo, en el que se pierde la simetria esférica, pero anulando todas las
derivadas. En el presente apartado vamos a comprobar la validez de los resultados para
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Amn = 96.76 m =20 A = 28.45 m=20
v=1.891 mHz e=35-10"3 v=1.812mHz e=34-10"3

Amn = 193.56
v =2.960 mHz ¢

A = 34.70 m=1
4.2.1073 v=2.046 mHz e=234-10"3

Figura 4.5: Comparacién de los modos calculados mediante el cédigo OMASS2d (izquierda) y los
calculados resolviendo las ecuaciones de variables separadas (4.8) y (4.9) (derecha). Se muestran los valores

Vsep — Vomass

correspondientes de A,,n, m y la frecuencia v, asi como la diferencia relativa ¢ = entre las

Vsep
frecuencias calculadas usando uno u otro método.

un caso general, usando un modelo en el que no exista ninguna simetria (a excepcién de la
simetria axial) y en el cual las derivadas, tanto radiales como angulares, del modelo no se
anulen.

No es facil encontrar un caso que cumpla las caracteristicas citadas y para el cual ademas
conozcamos de forma independiente los modos de oscilacién. Sin embargo, realizando un
pequeno truco podemos utilizar el modelo solar sin rotacién de §4.1 para fabricar el modelo
deseado. Para ello, en primer lugar realizamos un cambio de coordenadas de la forma:

/

r = =z,
y = v, (4.10)
2 = z+0R,

donde R es el radio solar y § un pardmetro entre -1 y 1. Con esta transformacién
desplazamos el origen de coordenadas a lo largo del eje vertical. En coordenadas esféricas,
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n=1 [=8 m=20 n=23 =0 m=20
v=>5534pHz €=21-10"* v=>5535uHz e=1.1-10"*%

v==623.6 uHz €=6.3-107° v="740.6 yHz e=54-10"*

Figura 4.6: Comparacién de los modos calculados mediante el c6digo OMASS2d para el modelo solar sin
rotacién de §4.1 (derecha) y para el mismo modelo con el origen de coordenadas desplazado a lo largo del
eje vertical (izquierda). Se muestra la clasificacién de cada modo en términos de n, [ y m y su frecuencia v,

, . . . Vsol — Vdes .
asi como la diferencia relativa ¢ = | ——————| entre las frecuencias calculadas usando uno u otro modelo.
Vsol

La “X” en los modos de la izquierda marca la posiciéon del origen de coordenadas.

la transformacion serd la siguiente:

7 = \/r2+ 62R2 + 26 Rr cos 0,

sen 0
tanf) = ———, 411
cosﬁ-i—é;R ( )

v = ¢

Una vez calculadas las nuevas coordenadas de todos los puntos, interpolamos el
modelo sobre una malla regular en 7’ y #’. De esta forma hemos conseguido un modelo
matematicamente distinto, con centro en 7 = 0, es decir, z = —dR, y que carece de
simetria esférica, dado que las magnitudes en equilibrio dependen de ¢’. Sin embargo, los
modos normales y las frecuencias de oscilacion deben ser las mismas que para el modelo solar
con simetria esférica de §4.1, lo cual nos permitird comprobar la validez de los resultados
obtenidos con el codigo OMASS2d.

Para realizar el calculo con este modelo se ha utilizado n, = 2000, ng = 200 y k. = 10
igual que en §4.1, pero aumentando el valor de ln.x a 40. Este aumento es necesario si
queremos reproducir los resultados obtenidos en §4.1, ya que en aquel cdlculo el origen
de coordenadas coincidia con el centro de la estrella, y por tanto, la parte angular de
las autofunciones podia representarse usando un solo polinomio de Legendre con [ bien
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definido. Sin embargo, al desplazar el origen de coordenadas, la dependencia angular serd
mas complicada, lo que hace necesario el uso de polinomios de Legendre de orden | mas
elevado.

Mediante este calculo conseguimos reproducir los mismos resultados que en §4.1, siempre
dentro de los margenes de error admitidos. En la figura 4.6 podemos ver algunas de las
autofunciones calculadas usando ambos modelos, asi como la diferencia relativa en las
frecuencias, que en todo caso se encuentra muy por debajo de la tolerancia requerida (10~3).
La “X” de los modos correspondientes al modelo desplazado de la figura 4.6 representa el
punto escogido como origen de coordenadas.

La prueba efectuada en esta seccién es bastante concluyente, ya que el modelo de entrada
posee todas las complejidades posibles dentro de los limites de la simetria axial. De hecho,
incluso es asimétrico con respecto al ecuador. Por tanto, estos resultados nos permiten
asegurar, con un alto grado de confianza, que el coédigo OMASS2d funciona correctamente.

4.4 Resumen

Durante el transcurso de este capitulo se han realizado varias pruebas del funcionamiento
del cédigo OMASS2d, cuya complejidad se ha ido incrementando sucesivamente. Hemos
visto que los modos calculados usando nuestro cédigo en un caso de simetria esférica,
daban buenos resultados al compararlos con un cédigo unidimensional de probada eficacia,
de acuerdo con las aproximaciones realizadas en las ecuaciones. A continuacién se han
verificado los resultados en casos méds generales de simetria axial, incluyendo el problema
del elipsoide homogéneo, que es separable en coordenadas esferoidales y un modelo sin
rotacién para el cual se ha desplazado el origen de coordenadas.

Por tanto, concluimos que el programa es capaz de calcular correctamente las frecuencias
y los modos normales de oscilacion de una estrella con simetria axial dentro de las
aproximaciones efectuadas en el capitulo 2, por lo que estamos preparados para realizar
un estudio de las propiedades de los modos actsticos de oscilacién en este tipo de estrellas.



Oscilaciones en Modelos Estelares en
Rotacion: Modelos con Densidad Uniforme

Durante los capitulos anteriores se ha desarrollado una herramienta (OMASS2d) para
calcular los modos de oscilacién en estrellas con simetria axial. En los dos capitulos
que siguen se empleara esta herramienta para estudiar las propiedades de las oscilaciones
en un conjunto de modelos estelares con rotacién. Los primeros modelos que usaremos
serdn con densidad uniforme segtin se describe en §5.1. En §5.2 se presentaran, de forma
general, los resultados del calculo. A continuacién, en §5.3, se centrard el estudio en la
ruptura de la degeneracién segin el valor de m y en las propiedades de los multipletes
resultantes. Posteriormente, en §5.4 comentaremos el efecto de acoplamiento entre los
modos, presentando algunos ejemplos. Por tdltimo se efectuard un resumen del capitulo
(§5.5), destacando las caracteristicas mds relevantes de los resultados.

5.1 Modelos con densidad uniforme

Nos interesa estudiar cémo afecta la rotacién a las propiedades de los modos normales
de oscilaciéon en una estrella con simetria axial. Para ello debemos contar con un amplio
conjunto de modelos estelares para diferentes velocidades de rotacién (£2). Debido a que el
célculo de modelos realistas (que en cualquier caso se discutirén en el capitulo 6) es bastante
costoso, se ha optado por utilizar modelos sencillos con densidad uniforme, de forma que
podamos disponer de un muestreo en {2 tan fino como sea necesario.

Resolviendo la ecuacién de Poisson con densidad pg constante, obtenemos el potencial
gravitatorio en el interior de la estrella:

2

Gg = EGpmJ, (5.1)
1
que sumado al potencial centrifugo ¢. = —5927”2 sgn f nos da el potencial total:
¢ = ar? (1+ foPs (cosf)), (5.2)

donde P es un polinomio de Legendre y
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27nGG

« = TR -y (5.3)
. X

f2 = 1% (5.4)
Q2

X = 27Gpn (5.5)

El parametro x es el cociente entre la energia cinética de rotacién y la energia potencial
gravitatoria, por lo que da una idea de la importancia de la rotaciéon en la estructura de
la estrella. Por otra parte, resolviendo la ecuacién de equilibrio hidrostatico obtenemos la
presion:

Po = Pe — PP, (5.6)

siendo p. la presién central, que para una estrella de masa M vendra dada por la expresién
(ver apéndice A):

3M\ /3 1/3
pe= (30) e )0 2= Rl 5.7
En este trabajo, se calculé una serie de modelos con valores de x comprendidos entre
M
0y 0.3, con M =Mgyp)= ﬁ, de forma que el volumen se mantiene constante, e
3T

igual al volumen solar, para todos los modelos. Dado que el valor del coeficiente adiabatico
I'{ no interviene directamente en los modelos, pero si es necesario para el cdlculo de las
oscilaciones, se escogié I'y = 5/3, que corresponde a un valor tipico en los interiores estelares,
uniforme en toda la estrella.

En la figura 5.1 se muestra el achatamiento, es decir, el cociente entre el radio ecuatorial
(Re) y el radio polar (R)) de la estrella, en funcién del valor de x. De esta forma podemos
hacernos una idea de la desviacién con respecto a la simetria esférica que posee cada modelo.

5.2 Efecto de la rotacion en los modos normales

Utilizamos nuestro codigo OMASS2d para calcular los modos normales de oscilacién en
los modelos con densidad uniforme descritos en el apartado anterior. En los resultados se
observa que el acoplamiento es relativamente débil en este tipo de modelos (no ocurrira igual
con los modelos més realistas utilizados en el capitulo siguiente), permitiéndonos realizar
una clasificacién segun el orden n y el grado [ de forma andloga a la que se emplea en el
caso de simetria esférica. Para asignar una clasificacién a un modo concreto nos basaremos
Unicamente en su aspecto, sin tener en cuenta la continuidad de la frecuencia en funcién
de x (esto se explicard con profundidad en la seccién §5.4 dedicada al acoplamiento entre
modos). Para ilustrar este hecho se presentan en la figuras 5.2 y 5.3 algunos ejemplos de
autofunciones para distintas velocidades de rotacion. Vemos que es posible calcular el grado
[ de las autofunciones segin el nimero de nodos que poseen en la superficie, mientras que el
orden n se asigna de la forma usual en un caso de simetria esférica, es decir, por ordenacién



5.2 Efecto de la rotacién en los modos normales 53
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X

Figura 5.1: Achatamiento de un modelo con densidad uniforme para distintas velocidades de rotacién.

de los modos con igual I. Hay que destacar que éste no sera el caso mas general, dado que la
importancia del acoplamiento puede hacer imposible la clasificacion siguiendo este criterio.

En las figuras 5.2 y 5.3 vemos cémo el efecto que tiene la rotacion sobre la estructura de
la autofuncién depende del valor de [. De esta forma, los modos con [ méas alto conservan
una clara semejanza para diferentes velocidades de rotaciéon. Sin embargo, esta semejanza
no es tan evidente en el caso del modo con [ = 0 que, aun manteniendo la ausencia de nodos
en la superficie, comienza a parecerse a un [ = 2 al aumentar la rotacién. Este caracter
selectivo en cuanto al grado [ también se aprecia en la figura 5.4 en la que se representa la
frecuencia normalizada! de los modos con m = 0 en funcién de [ para un caso sin rotacién
(x = 0) y para x = 0.3. La gréfica correspondiente a xy = 0 tiene la apariencia habitual
para un caso de simetria esférica, donde para cada orden n, la frecuencia es una funcién
suave y monotonamente creciente con [. Por el contrario, al aumentar la rotacién vemos
como esta estructura presenta fuertes anomalias para modos con [ bajo, llegando incluso a
producirse cambios en la ordenacién de los modos dentro de cada orden n.

Debido a que el modelo estelar de equilibrio empleado es simétrico respecto del plano
del ecuador, los modos normales presentaran también cierta simetria respecto de este plano.
De esta forma podemos clasificar las autofunciones en simétricas ¢ (r,0) = ¢(r,m —0) y
antisimétricas ¥ (r,0) = —(r,m — ). Los modos simétricos serdn aquellos que tengan un
valor de [ + m par, mientras que los antisimétricos tendran [ 4+ m impar. Si observamos la
figura 5.5, en la que se presenta la frecuencia normalizada de los modos de oscilacion frente
al grado [ para m = 1 (izquierda) y m = 2 (derecha) en un modelo con x = 0.3, junto con

w

W, donde Req es el radio de una esfera con el

1Se define la frecuencia normalizada como o =

mismo volumen que la estrella.
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Figura 5.2: Modos normales en un modelo con densidad uniforme para diferentes velocidades de rotacién. A
la izquierdan =3,1 =0, m =0y aladerechaan =21 =2, m = 0. De arriba a abajo x =0, 0.1, 0.2 y 0.3.
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Figura 5.3: Modos normales en un modelo con densidad uniforme para diferentes velocidades de rotacién. A
laizquierdan = 2,1 =5, m =0y aladerechaan =1,1 =10, m = 0. De arriba a abajo x =0, 0.1, 0.2 y 0.3.
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modelo con densidad uniforme en funcién de I. Se han unido los modos con igual orden n. La figura de
la izquierda corresponde a x = 0 y la de la derecha a x = 0.3. Se aprecia como la rotacién distorsiona la
estructura para [ bajo.

Figura 5.4: Frecuencia normalizada o = de los modos normales axisimétricos (m = 0) de un

la figura 5.4 podemos percibir que los modos antisimétricos ven incrementada su frecuencia
frente a los modos simétricos, siendo este efecto el responsable del rizado que presentan las
lineas de igual orden n para [ bajo. Adem4s, si nos restringimos a los modos dentro de un
solo tipo de simetria, se conserva la ordenacién segin el valor de [ dentro de cada orden.

5.3 Ruptura de la degeneracion en m

En un caso de simetria esférica las frecuencias de los modos normales de oscilacién estan
degeneradas en m, es decir, modos con igual orden n y grado [ tienen la misma frecuencia
independientemente del valor de m. Sin embargo, al introducir la rotacién, la aparicion de
un eje privilegiado de simetria provoca que se rompa esta degeneracién. Existen dos efectos
que contribuyen a la ruptura de la degeneraciéon. El primero de ellos esté relacionado con el
efecto Doppler; dado que una onda con m positivo viaja en el mismo sentido que la rotacién
de la estrella, ésta vera incrementada su frecuencia, ocurriendo lo contrario para el caso
de m negativo. Esta correccién de la frecuencia se conoce como aproximacién de primer
orden? en Q y viene dada por la expresién:

w = wo + mf, (5.8)

siendo w la frecuencia medida por un observador externo fijo en el espacio y wg la frecuencia

propia medida por un observador que rota con la estrella. De esta forma definiremos la

frecuencia propia como wg = w—mf2. Es inmediata la importancia de esta frecuencia ya que
0

2En realidad, la correccién de primer orden es w = wo + BnmS), donde (B, ~ 1. El pardmetro G
aparece debido a la fuerza de Coriolis, cuyo efecto se ha despreciado en el calculo de las oscilaciones, por
tanto consideraremos G, = 1.
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Figura 5.5: Frecuencia normalizada de los modos normales de un modelo con densidad uniforme y x = 0.3
en funcién de [. Se han unido los modos con igual orden n. La figura de la izquierda corresponde a m = 1y
la de la derecha a m = 2. Se observa que los modos antisimétricos (I +m impar) incrementan su frecuencia
frente a los modos simétricos (I + m par).

si nos fijamos en la ecuacién de oscilacién (2.49), el autovalor es precisamente el cuadrado
de la frecuencia propia.

El segundo fenémeno que contribuye a la ruptura de la degeneracién es la variacion de
la frecuencia propia debida a la geometria del modelo estelar. Este es el efecto que mas nos
interesa, dado que se produce como consecuencia de la pérdida de esfericidad y, al contrario
que en el caso del efecto Doppler, su magnitud no seria facil de estimar analiticamente.
Para poder evaluar la importancia de este efecto definiremos un valor de m efectivo de la
forma:

Wnim — Wnlo
Q 9y

donde wy,, es la frecuencia del modo clasificado con n, [, m y wy;g es la frecuencia del modo

correspondiente con m = 0. De esta forma, la frecuencia del modo (n,l,m) viene dada por:

(5.9)

Wnlm = Wnlo + Mer§) (5.10)

La magnitud m¢ solamente estd relacionada con el desdoblamiento de la frecuencia y
no tiene que ver con consideraciones geométricas relacionadas con el niimero de nodos en la
direccién azimutal. Se puede comprobar que si para un modo dado mes = m, su frecuencia
propia es igual a la frecuencia propia del modo correspondiente con m = 0, y por tanto el
unico fenémeno que provoca el desdoblamiento es el efecto Doppler. Si mes # m, el efecto
Doppler no puede dar cuenta por si solo del desdoblamiento, lo que indica una variacién de
la frecuencia propia para distintos valores de m.

Noétese que debido a las aproximaciones utilizadas (en particular despreciar la fuerza de
Coriolis) el operador que aparece en la ecuacién de oscilacién (2.49) no depende del signo
de m de forma que los modos con igual n y [, pero con m de distinto signo tendran la misma
frecuencia propia y por tanto la diferencia entre sus frecuencias sera siempre 2mf2, es decir,
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Figura 5.6: Diferencia entre mer y m de los modos normales frente a la frecuencia normalizada para x = 0.1
(izquierda) y x = 0.3 (derecha). Los valores representan la desviacién respecto de la aproximacién de primer
orden en €.

Mmet(n, [, m) —mee(n, I, —m) = 2m, permitiéndonos centrar el estudio sélo en los modos con
m positivo. No obstante, esto no significa que los multipletes con igual n y [ estén centrados,
es decir, por ejemplo para un [ = 1 las frecuencias correspondientes a m = —1y m =1 se
diferencian en 2(), pero la frecuencia del modo con m = 0 no se encuentra centrada entre
las dos anteriores.

Para medir la importancia de la variacion de la frecuencia propia frente al efecto Doppler
se representa, en la figura 5.6 la diferencia entre los valores de m y mes de los modos de
oscilacién para x = 0.1 (izquierda) y x = 0.3 (derecha) frente a la frecuencia normalizada.
Esta diferencia llega a ser del orden de 1 para y = 0.1, siendo incluso mayor para rotaciones
mas elevadas.

Con el objeto de analizar en detalle las desviaciones respecto de la correccién de primer
orden ajustaremos la diferencia mes —m por una parabola centrada en m = 0, de la forma:

Mef nim — M = _k2,nlm2 + kO,nl; (511)

donde kg y ko son coeficientes a ajustar. La forma general para las frecuencias de los modos
de un multiplete sera por tanto:

Wnim = Wpi + ms) — k?,lemz + TnlmQ7 (512)

donde se han agrupado los residuos del ajuste en el término 7., v se define la frecuencia
intermedia del multiplete w,; = wpio + ko). Los dos ultimos términos de la ecuacién
(5.12) representan las desviaciones respecto de la correccién de efecto Doppler.

Los resultados del ajuste se muestran en las figuras 5.7 (x = 0.1) y 5.8 (x = 0.3).
En la parte de la izquierda se representa el valor del coeficiente ks ,,; en funcién del grado
[ (arriba) y de la frecuencia normalizada o (abajo). En primer lugar se observa que el
coeficiente siempre es positivo, aumentando de valor conforme aumenta la frecuencia y
disminuye el grado [, por lo que el efecto serd méas importante en el rango de [ bajo y n
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Figura 5.7: Resultados del ajuste de la ecuacién (5.11) para x = 0.1. En la parte superior izquierda se
representan los valores del coeficiente k2 ,; en funcién de [, donde se han unido las lineas de igual n. En
la parte inferior izquierda, los valores de k2, en funcién de la frecuencia normalizada, uniendo los modos
de igual I. En la parte derecha se muestran los residuos rni, del ajuste en funcién de [ (arriba) y de la
frecuencia (abajo). Con circulos los residuos correspondientes a modos simétricos y con cruces los asociados
a modos antisimétricos.

alto. Comparando los resultados para y = 0.1 y x = 0.3 se aprecia que existe un ligero
incremento en el valor de ko ,; al aumentar la rotaciéon, pero de forma limitada. El efecto
del término con ks ,,; en la ecuacién (5.12) se traduce en una compresién de las frecuencias
de los modos hacia la parte superior del multiplete, que sera méas importante conforme
aumenta la rotacién.

Otro efecto importante que se puede deducir de los resultados del ajuste proviene del
andlisis de los residuos. En la parte derecha de las figuras 5.7 y 5.8 se representan los residuos
rnm frente a l, en la parte superior, y frente a la frecuencia, en la parte inferior. Los circulos
corresponden a modos simétricos respecto del ecuador y las cruces a modos antisimétricos.
Se observa una clara tendencia de los modos a aumentar o disminuir su frecuencia segin su
caracter antisimétrico o simétrico respectivamente. Esto concuerda con lo expuesto en la
seccién §5.2; donde se afirmaba que los modos antisimétricos incrementaban su frecuencia
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Figura 5.8: Resultados del ajuste de la ecuacién (5.11) para x = 0.3. En la parte superior izquierda se
representan los valores del coeficiente k2 ,; en funcién de [, donde se han unido las lineas de igual n. En
la parte inferior izquierda, los valores de k2, en funcién de la frecuencia normalizada, uniendo los modos
de igual . En la parte derecha se muestran los residuos 7, del ajuste en funcién de [ (arriba) y de la
frecuencia (abajo). Con circulos los residuos correspondientes a modos simétricos y con cruces los asociados
a modos antisimétricos.

respecto de los simétricos. Este efecto es mas importante en el rango de [ bajo y n alto, y
aumenta claramente con la velocidad de rotacién, como se puede ver en las figuras.

Del andlisis del ajuste se extrae que existen dos efectos principales que modifican la
estructura de los multipletes. El primero de ellos produce una compresion de las frecuencias
hacia la parte superior del multiplete, mientras que el segundo afecta de forma diferencial
a los modos segun su tipo de simetria. Para comprobar que este andlisis se refleja en
los resultados, se muestran en la figura 5.9 los ajustes individuales para un conjunto de
multipletes. En linea continua se muestran los ajustes calculados segun la expresién (5.11),
y unidos con linea discontinua se muestran los resultados reales. Vemos que la tendencia
real se puede dividir en dos partes, una de ellas continua en m, que es la que se pretende
ajustar con la pardbola, y un rizado superpuesto debido al comportamiento diferencial de
los modos segiin su simetria. Los multipletes seleccionados reflejan las diferentes situaciones
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Figura 5.9: Ajustes individuales de la estructura de los multipletes. En linea continua los valores del ajuste
y con discontinua los resultados reales. Se aprecia que existe una variacién continua con m, a la que se
superpone un rizado debido al efecto diferenciado de la rotacién sobre modos simétricos y antisimétricos.
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Figura 5.10: Estructura de niveles de los multipletes para distintas velocidades de rotacién. El eje vertical
representa frecuencia normalizada.

que aparecen en los cdlculos. Los dos multipletes de la parte superior se sitiian en el rango
de rotacién moderada (x = 0.1) con n bajo y I no muy bajo, donde el ajuste funciona
razonablemente bien. En la zona media de la figura, se muestran dos situaciones en las que
serfa necesario un término adicional en m? para dar cuenta del comportamiento continuo, asf
como comienza a aparecer un pequeno rizado. En la parte inferior de la figura se muestran
multipletes con rotacion elevada y n alto, en los cuales el rizado comienza a ser dominante.
En estas gréficas se puede observar que el rizado crece con |m| dentro del mismo multiplete,
aunque no es nulo para m = 0. Basdndonos en estos datos podemos emplear la siguiente
expresion genérica para modelizar las frecuencias de los modos dentro de un multiplete:

Wnim = Wpi + msl — fnl(mQ’ Q) - (_1)l+mgnl(m2a Q)a (513)

donde el primer término es la frecuencia intermedia del multiplete y el segundo da cuenta
de la correccién de efecto Doppler. Por tanto la desviacién respecto de la aproximacion
de primer orden viene expresada por los dos términos adicionales. El tercer término,
que denominaremos término de compresién, es siempre positivo y se anula para m = 0.
El dltimo término depende de la simetria del modo y lo denominaremos término de
apareamiento, por razones que se aclarardan mas adelante. Las funciones f,; v g son
definidas positivas, crecientes con 2, n y m? y decrecientes con . Estas dos funciones son



5.3 Ruptura de la degeneracion en m 63

m=5 12
6 - - m=5
m=4 m=4
3 11-
L - m=:
5 E— . — m=3
_ m=2
- m=2 E— S
I 10r
4r _ _ -1 - —
E— " m=1
L m=0
- m=0 9 -
3
o S E— 5 .
m=-1 =
o gl 7 m=-1
2 m=-2
m=-2
- 7k
1+ n=0 T m=s n=3 "
|:5 |=5 m=-4
S 6,
m=-4
o-
m=-5 5r m=-5
L 1 1 1 L L 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
X X

Figura 5.11: Estructura de niveles de los multipletes para distintas velocidades de rotacién. El eje vertical
representa frecuencia normalizada.

continuas y simétricas respecto a m = 0 debido a que la distancia entre el modo (n,l,m) y
el modo (n,l,—m) se ha de mantener constante e igual a 2m(2.

En las figuras 5.10 y 5.11 se muestra la evolucién de la estructura de niveles de varios
multipletes conforme aumenta la velocidad de rotacion. Una caracteristica importante
de los resultados obtenidos es que en ningin caso se altera la ordenaciéon dentro de cada
multiplete, y por tanto, el efecto diferencial sobre los dos tipos de simetria de los modos de
oscilacién se traduce en un apareamiento de éstos, que se acentia al aumentar la velocidad
de rotacién. En la figura 5.10 se presentan dos modos de [ bajo, en los cuales los niveles se
aparean de forma claramente visible, pero debido a la distinta paridad, en el caso del [ =1
el modo correspondiente a m = 0 se aparea con el m = 1, mientras que en el multiplete
correspondiente a [ = 2, éste se aparea con el m = —1. Este apareamiento de los modos
podria haber sido observado en estrellas de tipo ¢ Scuti (Breger & Bischof, 2002).

En la figura 5.11 se muestra un [ = 5 para dos valores distintos de n. Se puede ver que
para el multiplete con n = 0 el unico efecto visible es el de compresién hacia las frecuencias
altas, mientras que para n = 3 el efecto del apareamiento también esta presente. Notese
que la frecuencia del modo n =0, =5, m = —5 se ha representado con un valor negativo
para mayor claridad, sin embargo la frecuencia medida debe ser el valor absoluto (positivo)
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Figura 5.12: Variacién de la estructura de los multipletes en funcién de la velocidad de rotacién (x). De
arriba a abajol = 1,1 =2y [ = 3 con n = 0 (linea continua), n = 1 (discontinua), n = 2 (punteada) y
n = 3 (rayas y puntos).
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de la frecuencia representada®. El cambio de signo de la frecuencia calculada representa
un cambio en el sentido de propagacién de la onda vista desde un sistema de referencia
fijo en el espacio, causado por la superposicién de la velocidad de rotacion de la estrella
(en sentido directo) y la velocidad de propagacion en el sistema propio de la onda con m
negativo (en sentido inverso). Dependiendo de cuial de las dos velocidades sea mayor, la
onda resultante viajard en un sentido o en otro. En cualquier caso, el modo n =0, [ = 5,
m = —5 no estard bien calculado debido a las aproximaciones efectuadas (w > ).

En la muestra analizada, el efecto diferencial de la rotaciéon sobre los modos segiin su
tipo de simetria provoca un apareamiento de los modos dentro de cada multiplete. Sin
embargo no queda claro si las frecuencias de los modos de distinta simetria pueden llegar
a cruzarse, alterando el orden del multiplete. Para analizar esto, se muestra en la figura
5.12 la evolucién de la estructura de varios multipletes conforme aumenta el valor de y.
Da la impresién de que las frecuencias de los modos que se aparean se acercan entre si
asintoticamente, por lo que no parece que vayan a cruzarse. Esto significaria que el orden
de los multipletes permanece inalterado al aumentar la rotacién. Sin embargo, hay que
senialar que este orden se refiere a la frecuencia observada desde un sistema de referencia
fijo en el espacio y no a la frecuencia propia, que es la que aparece en la ecuacién de
oscilacién. Dado que el operador de la ecuacién de oscilacién (2.49) no depende del valor
de €2, si hipotéticamente se pudieran tener dos modelos estelares ficticios idénticos pero con
valores distintos de €2, éstos tendrian las mismas frecuencias propias, y sera el valor concreto
de Q2 el que determine si los frecuencias observadas se cruzan o no. Por tanto concluimos que
el hecho de que no se altere el orden de los multipletes dependera tinicamente del modelo
estelar en equilibrio empleado y no de la ecuacién de oscilacion.

5.4 Acoplamiento de modos

5.4.1 Definicién de acoplamiento: Modos indistinguibles

Para poder comprender el fenémeno del acoplamiento de modos, en primer lugar debemos
definir una serie de conceptos relativos a la naturaleza de las autofunciones en el problema
que nos ocupa. Por lo general un modo se identifica mediante un conjunto de nimeros
cuanticos, en nuestro caso éstos son n, [ y m, aunque también podriamos incluir la frecuencia
w. Sin embargo, no todos estos pardmetros son buenos ntmeros cuanticos, en particular el
orden n y el grado [. En un problema lineal de valores propios cada una de las simetrias
presentes llevara asociado un buen ntimero cuantico. En el caso que nos ocupa las simetrias
existentes y sus buenos nimeros cuanticos asociados son los siguientes:

e Simetria temporal. La ecuaciéon de oscilacién no depende explicitamente del
tiempo, lo que hace que el problema sea invariante frente a traslaciones temporales.
El buen nimero cudntico asociado a la simetria temporal es la frecuencia (w).

e Simetria axial. Esta es la principal restricciéon que se le impone al modelo estelar
en equilibrio. El buen nimero cuantico asociado es el indice azimutal m.

3En este caso sf se producirfa una alteracién del orden del multiplete.
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Figura 5.13: Acoplamiento entre el modo n = 0,1 =4, m = 0 (izquierda) y el modon =1, =0, m =0
(derecha). De arriba a abajo x =0, 0.05, 0.1 y 0.15.
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e Simetria respecto al plano del ecuador. Existen dos posibilidades respecto al
buen niimero cudntico asociado a esta simetria, aunque ambas son equivalentes. La
primera posibilidad es la paridad del modo. Se dice que un modo es par (I par)
cuando ¥(r) = ¥(—r) e impar (! impar) cuando ¥ (r) = —¢(—r). La otra posibilidad
es escoger como numero cuantico el tipo de simetria del modo, definido anteriormente.
Un modo simétrico (I +m par) cumple ¢(r,0) = ¢(r,m — 0), mientras que un modo
antisimétrico (I + m impar) cumple ¢ (r,0) = —¢(r,7m — ). Es facil ver que un modo
par serd simétrico si m es par y antisimétrico si m es impar y de forma equivalente
para los modos impares.

Basandonos en lo expuesto hasta ahora, diremos que dos modos son indistinguibles
cuando todos sus buenos nimeros cuanticos sean iguales, a excepcion de la frecuencia. En
nuestro caso, dos modos con la misma paridad y el mismo valor de m seran indistinguibles.

El acoplamiento es un fenémeno que se produce cuando dos modos indistinguibles poseen
frecuencias proximas entre si . Debido a este acercamiento se produce una interferencia entre
los dos modos de forma que éstos adoptan un caracter hibrido entre las configuraciones que
tendrian si no hubiera acoplamiento.

El grado de acercamiento de las frecuencias necesario para que se produzca acoplamiento
entre dos modos de oscilacién dependera del caso concreto que estemos estudiando. Como
regla general, podemos suponer que el acoplamiento serd més fuerte (es decir, aparecerd
entre modos mas alejados) cuando aumente la velocidad de rotacién, sin embargo también
dependerd en gran medida de la forma de la superficie y la estructura del modelo estelar
empleado.

En el caso de los modelos de densidad uniforme introducidos en el apartado §5.1 el
acoplamiento es bastante débil. Esto nos ha permitido realizar una clasificacién satisfactoria
en las secciones anteriores, pero dificulta el estudio del acoplamiento. Para obtener una serie
de modelos en los que exista un acoplamiento mas fuerte, se perturbaran los modelos de
densidad uniforme. En particular perturbamos el potencial total (5.2), poniéndolo de la
forma:s:

¢ = ar? (1 + foaPs (cos) + f1Py(cosh)), (5.14)

donde Py es el polinomio de Legendre con I =4 y fy = Bfs. Escogemos § = 0.1. El resto
de las magnitudes se calculan de forma idéntica al modelo sin perturbar.

Se han realizado diversos célculos para este tipo de modelos variando la velocidad de
rotacion. En la muestra analizada encontramos dos modos cuyas frecuencias permanecen
préximas conforme aumenta la rotacion, lo cual produce un acoplamiento continuado entre
ellos, como se puede ver en la figura 5.13. Inicialmente, para x = 0, los modos no estan
acoplados, dado que el grado [ es un buen nimero cuantico en el caso de simetria esférica.
Esto nos permite clasificarlos comon =0, =4, m=0yn=1,1 =0, m = 0. Al aumentar
el valor de y comienza a aparecer el acoplamiento de forma progresiva, mezclando las
configuraciones de ambos modos y dificultando su clasificacién. Esto tiene implicaciones
importantes en cuanto a la clasificacién en n y [ de los modos de oscilacién, ya que conforme
se pierde la simetria esférica, la distancia minima para que se produzca acoplamiento se
va haciendo mayor y por tanto existird un mayor nimero de modos acoplados. Esto hace
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Figura 5.14: Cruce prohibido entre el modon =0, =7, m =0y el modon =1, =1, m = 0. Al tratarse
de dos modos indistinguibles entre si, no pueden poseer los dos idéntica frecuencia, por lo que no se produce
una interseccién entre las dos curvas. Sin embargo, se puede apreciar como los modos se acoplan fuertemente
al disminuir la diferencia entre sus frecuencias, intercambiando sus configuraciones después del cruce. Las
curvas representan los valores de las frecuencias de los modos en funcién de la velocidad de rotacién. Se ha
representado la estructura de los modos en diferentes puntos de las curvas.



5.5 Resumen 69

que, aunque la cuenta de modos debe permanecer constante, no sea posible asignar una
clasificacién natural Unica para cada modo.

5.4.2 Acoplamiento por cruces prohibidos

El tipo de acoplamiento de los modos de la figura 5.13 se produce de forma continuada en un
amplio rango de velocidades de rotacién. Sin embargo existe otro tipo de acoplamiento, que
tiene lugar de forma mas puntual. Este acoplamiento esta relacionado con los denominados
cruces prohibidos. Dos modos indistinguibles entre si no pueden tener la misma frecuencia.
Esto tiene una consecuencia importante cuando las frecuencias de dos modos con igual
paridad y valor de m muestran tendencia a cruzarse al aumentar la velocidad de rotacion.
Dado que los dos modos no pueden tener idéntica frecuencia, el cruce no puede llegar a
producirse. Es en este caso cuando hablamos de un cruce prohibido. En las figuras 5.14 y
5.15 podemos ver dos ejemplos de este tipo de cruce. Como se aprecia en las figuras, el cruce
no llega a producirse, aunque, una vez atravesada la zona de maximo acercamiento, los dos
modos intercambian su caracter. Esto hace que, en la préactica, a efectos de clasificacion,
sea mas conveniente suponer que el cruce se ha producido. De esta forma, la clasificacion
no se haria por continuidad en Y, sino en base al aspecto de las autofunciones.

5.5 Resumen

Se han calculado los modos de oscilacién para un conjunto de modelos estelares en rotacion
con densidad uniforme. De los resultados obtenidos se pueden extraer las siguientes
conclusiones:

e En general, cuando no existe acoplamiento, los modos guardan una gran similitud
con los armonicos esféricos, lo cual permite establecer una clasificacién en funcién de
nyl.

e Los modos normales presentan un comportamiento diferenciado segun su tipo de
simetria respecto al ecuador. Los modos antisimétricos tienden a incrementar su
frecuencia por encima de los modos simétricos.

e Los efectos de la rotacién se ven acentuados en el rango de [ bajo y n alto.

e En la muestra analizada, dentro de cada tipo de simetria y de cada orden n se mantiene
la ordenacién de los modos en la direccién creciente de I. Asimismo, también se
mantiene la colocacién en orden ascendente de m dentro de cada multiplete, formado
por los modos de igual n y (.

e En la estructura de los multipletes, formados debido a la ruptura de la degeneracion en
m, se pueden distinguir tres efectos. En primer lugar, el debido al efecto Doppler, que
causa un desdoblamiento equiespaciado de las frecuencias y serd el tinico importante
en el rango de muy bajas velocidades de rotacion. En segundo lugar aparece un
efecto de compresién en la separacion de los modos situados hacia la zona de més
alta frecuencia. Por ultimo se produce un efecto de apareamiento de los modos con
distinto tipo de simetria dentro del multiplete.
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Figura 5.15: Cruce prohibido entre el modon =2, =6, m =0y el modon =4, =0, m = 0. Al tratarse
de dos modos indistinguibles entre si, no pueden poseer los dos idéntica frecuencia, por lo que no se produce
una interseccién entre las dos curvas. Sin embargo, se puede apreciar como los modos se acoplan fuertemente
al disminuir la diferencia entre sus frecuencias, intercambiando sus configuraciones después del cruce. Las
curvas representan los valores de las frecuencias de los modos en funcién de la velocidad de rotacién. Se ha
representado la estructura de los modos en diferentes puntos de las curvas.
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e El acoplamiento entre modos con frecuencias cercanas dificulta la clasificacién de
éstos. Podemos distinguir dos tipos de acoplamiento, que son en realidad dos facetas
del mismo fenémeno. Un acoplamiento continuado, que se produce en un amplio
rango de velocidades de rotacién y un acoplamiento debido a los cruces prohibidos,
que aparece de forma mas puntual.



Oscilaciones en Modelos Estelares en
Rotacion: Modelos Realistas

En el capitulo anterior se estudiaron las propiedades de los modos normales de oscilacién
en un conjunto de modelos en rotaciéon con densidad uniforme. El propdsito de este
capitulo serd comprobar si estas propiedades son aplicables también en el caso de modelos
construidos utilizando una fisica més realista. Ademads intentaremos encontrar técnicas que
nos permitan hacer una clasificaciéon de los modos en términos de n y [.

Empezaremos, en §6.1, describiendo los modelos que van a ser empleados en el cédlculo.
En §6.2 se comprobara si los resultados del capitulo 5 siguen siendo vélidos para estrellas
realistas. En §6.3 estudiaremos el acoplamiento presente en los modos e intentaremos dar
claves para efectuar una clasificacién. A continuacién, en §6.4, trataremos el fenémeno del
equiespaciamiento en frecuencia de los modos de oscilacion. En §6.5 se hard un estudio del
efecto de la rotacion en la visibilidad de los modos. Por ltimo, en §6.6, efectuaremos un
resumen de los resultados mas destacados aparecidos a lo largo del capitulo.

6.1 Modelos estelares en rotacion

Para el desarrollo del presente capitulo se ha utilizado un conjunto de modelos calculados
por A. Claret (Claret, 1999). Se trata de modelos estelares en rotacién calculados
usando la aproximacién cuasiesférica con algunas modificaciones. Se basan en superficies
equipotenciales, en las cuales las magnitudes en equilibrio (presién, densidad, ...) toman
un valor constante en toda la superficie. El potencial total, a partir del cual se calculan los
modelos, tiene en cuenta la deformacion de la estrella, dividiéndose en tres contribuciones:
un potencial esférico, el potencial centrifugo debido a la rotacién y una correcciéon que da
cuenta de la distorsion de la distribucién de masa.

El conjunto consta de tres modelos de 1.8M con velocidades de rotacién diferentes.
Las caracteristicas relevantes de cada modelo se resumen en la tabla 6.1. El modelo 1
corresponde a una estrella sin rotacién y, por tanto, con simetria esférica, mientras que los
modelos 2 y 3 poseen velocidades de rotaciéon importantes, del orden de la velocidad critica
(Q.), para la cual la fuerza centrifuga en el ecuador es igual a la fuerza gravitatoria.
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M(Mg) Q(cd™) Q(uHz) Q/Q. €
Modelo 1 1.8 0 0 0 0
Modelo 2 1.8 1.62 18.8 0.51 0.05
Modelo 3 1.8 2.49 28.8 0.78 0.13
Tabla 6.1: Caracteristicas de los modelos estelares utilizados. De izquierda a derecha: masa en unidades de
masa solar, velocidad de rotacion en ciclos por dia, en pHz y en unidades de la velocidad critica 02 = %7
D

R.— R,

en ultimo lugar el achatamiento € = 7
P

. Re y Ry son el radio ecuatorial y polar respectivamente.

6.2 Propiedades de los modos de oscilacion

Se ha utilizado nuestro cédigo OMASS2d para calcular los modos de oscilaciéon de los
modelos de la seccion anterior con frecuencias entre 0 y 0.5 mHz y grado azimutal m entre
0 y 3. Para realizar el cdlculo se han empleado 2000 puntos en la direccién radial y un valor
de lmax = 40, seleccionando tnicamente los modos con grado [ entre 0 y 19, debido a que
los restantes podrian tener un error apreciable. La tabla completa de los modos calculados
de esta forma se detalla en el apéndice B. Mas adelante se describira un segundo céalculo
realizado para estudiar los modos axisimétricos de mas alta frecuencia.

La clasificacion de los modos en términos de n y [ se ha realizado principalmente
atendiendo a su apariencia, tal como se hizo en el capitulo anterior, sin embargo la
presencia de un intenso acoplamiento entre algunos modos hace necesario el uso de criterios
alternativos para establecer una clasificacién. Esto se detallard en profundidad en la seccién
6.3, por el momento sélo es necesario destacar que el acoplamiento es mas acentuado para
los modos con [ y m muy bajo y en mayor medida para los que tienen [+m par (simétricos).

En los resultados del capitulo 5 se observd que existia un comportamiento claramente
diferenciado de los modos en funcién de su caracter simétrico o antisimétrico, de forma que
los modos antisimétricos (/4 m impar) tienden a aumentar su frecuencia frente a los modos
simétricos (I +m par). Este comportamiento también se observa, en general, en el célculo
actual, como se muestra en la figura 6.1. En esta figura se representa la frecuencia de los
modos en funcién del grado | para diferentes casos, y se observa claramente que existe un
rizado en las curvas de igual orden n para [ bajo. Este hecho nos lleva a pensar que este
comportamiento constituye una propiedad general de los modos de oscilaciéon en estrellas
en rotaciéon. Sin embargo, en el caso de modelos realistas esta regla no es tan estricta,
por ejemplo, en la grafica correspondiente al modelo 3 con m = 0 (abajo a la izquierda)
los modos clasificados con [ = 4 y n entre 0 y 3 muestran un comportamiento diferente,
contrario al descrito. Esto puede ser debido a una clasificacién incorrecta o a algin otro
efecto que no estaba presente en los modelos de densidad uniforme. En todo caso, este
comportamiento irregular solo aparece en modos para los cuales el rizado es muy pequeno.

Una propiedad importante que se aprecia en la figura 6.1 es que las frecuencias de
los modos de igual grado [ estdn practicamente equiespaciadas, al igual que sucede en
una estrella con simetria esférica para frecuencias altas. Aunque el nimero de 6rdenes n
calculados es relativamente bajo como para poder afirmar con rotundidad esta propiedad,
en principio no existe ninguna razén para pensar que este comportamiento no se pueda
extrapolar a 6rdenes mas altos.
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Figura 6.1: Frecuencia de los modos de oscilaciéon frente al grado [. Se han unido los modos con igual orden
n. Arriba a la izquierda los modos correspondientes al modelo 1 con m = 0, a la derecha el modelo 2 con
m = 0, abajo a la izquierda el modelo 3 con m = 0 y a la derecha el modelo 3 con m = 1. Se puede observar
cémo la rotacién afecta de forma diferente a los modos segun su tipo de simetria.

Otro efecto interesante que surgia del calculo de las oscilaciones de un modelo de
densidad uniforme, llevado a cabo en el capitulo 5, estd relacionado con la estructura
de niveles de los multipletes de igual n y . Como ya se explicé el comportamiento
diferenciado de los modos segin su tipo de simetria tenia como consecuencia el apareamiento
de los modos en el interior del multiplete, ya que en éste se alternan modos simétricos
y antisimétricos. Conjuntamente con el apareamiento, también se produce un efecto de
compresion de las frecuencias hacia la parte superior del multiplete. Tras el andlisis de los
resultados del presente capitulo, se observa que este comportamiento también aparece en
los modos normales de los modelos realistas. En la figura 6.2 se muestran varios ejemplos
representativos de estos dos fenémenos. Arriba a la izquierda se muestra el multiplete
correspondiente a n = 2, [ = 1 en donde se aprecia con claridad un apareamiento de los
modos m = 0y m = 1. Arriba a la derecha (n = 3, [ = 3) vemos un multiplete en el que
se combinan los dos efectos de apareamiento y compresién. Abajo a la izquierda (n = 3,
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Figura 6.2: Estructura de niveles de los multipletes para los distintos modelos.
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| = 4) aparece un multiplete! poco afectado de apareamiento pero en el cual el fenémeno de
compresion es significativo. Por ultimo abajo a la derecha se muestra el multiplete n = 4,
[ =1, en el cual el efecto de apareamiento es suficientemente grande para que las frecuencias
de los modos m = 0 y m = 1 lleguen a cruzarse, alterando el orden del multiplete. Esto
no ocurria en los modelos de densidad uniforme, en los cuales daba la impresién de que
las frecuencias de los modos apareados se acercaban asintéticamente sin llegar nunca a
cruzarse. Como ya se discutié en el capitulo 5, el hecho de que llegue a producirse o no el
cruce de las frecuencias dentro del multiplete depende tnicamente del modelo utilizado y
en particular de la relacién entre la estructura del modelo y la velocidad de rotacién. Por
tanto para poder afirmar que el cruce no puede llegar a producirse deberia existir alguna
regla inherente a los modelos estelares en rotacién que condicionase este hecho. Dentro
de nuestros resultados, este cruce solamente se produce en el multiplete n = 4, [ = 1,
mostrado en la figura 6.2, y en mucha menor medida en el n = 3, [ = 1, que corresponden
a los multipletes mas afectados por apareamiento. Esto podria indicar que, en principio, es
posible que se altere el orden de los multipletes, aunque no se puede realizar esta afirmacién
con absoluta certeza, ya que en cualquier caso los modelos estelares empleados surgen de
un calculo aproximado y la diferencia de frecuencias es bastante pequena.

En esta seccion se ha demostrado que los efectos debidos a la rotacion que aparecian en
los modelos de densidad uniforme del capitulo 5 siguen estando presentes en los modelos
realistas de este capitulo. Ademds debemos anadir que, al igual que en el capitulo 5, estos
fenémenos son mas importantes en los modos con [ bajo y n alto. En la secciones siguientes
se hablaréd de las particularidades de los modos de oscilacién en los modelos realistas.

6.3 Acoplamiento y clasificaciéon

En el capitulo 5 vimos que en los modos normales resultantes de los modelos de densidad
uniforme no aparecia acoplamiento, e incluso después de perturbar la estructura el
acoplamiento era relativamente débil. Sin embargo, en los modelos realistas utilizados
en este capitulo, el acoplamiento juega un papel muy importante en la estructura de las
autofunciones, llegando a ser predominante para algunos modos. En los resultados se
observa cierta dependencia entre el acoplamiento y la clasificacién de los modos, de esta
forma los modos menos afectados corresponden a los que tienen [ y m mas alto y n més
bajo. También se observa que los modos simétricos poseen mayor acoplamiento que los
antisimétricos para n, [ y m similares (ver apéndice B).

6.3.1 Modos con [ alto

Entre los modos que menos se acoplan (I alto) a veces puede ocurrir lo que llamaremos
acoplamiento accidental, que corresponderia a los cruces prohibidos del capitulo 5. Ocurre
cuando dos modos indistinguibles (igual simetria e igual m) poseen frecuencias muy cercanas
para una cierta velocidad de rotacién. En las figuras 6.3 y 6.4 se muestran dos ejemplos de
acoplamiento accidental en los modelos 2 y 3.

LEl hecho de que el multiplete no esté completo (faltan los modos m = 4, —4) se debe a que solamente han
sido calculados los modos con m entre 0 y 3, las frecuencias de los modos con m negativo se han obtenido
de la misma forma que en el capitulo 5.
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Figura 6.3: Modos normales (m = 0) correspondientes al modelo 2. Nétese el acoplamiento accidental entre
el modon =2,1=8y el modo n =4, =0 debido a la proximidad de sus frecuencias Av = 0.13 pHz.

n=20 n=1 n=2 n=3 n=2

Figura 6.4: Modos normales (m = 0) correspondientes al modelo 3. Nétese el acoplamiento accidental entre
elmodon=1,1=7y el modo n=2,1=1 debido a la proximidad de sus frecuencias Av = 1.1 uHz.

La figura 6.3 corresponde al modelo 2, en ella podemos ver la serie formada por los
modos con [ = 8 y m = 0 para diferentes valores de n. Los modos n =0,n=1y n =3 no
estan afectados de acoplamiento y su forma recuerda a la de los arménicos esféricos. Sin
embargo, el modo n = 2, [ = 8 estd acoplado con el modo n =4, [ = 0 debido a que ambos
poseen frecuencias muy cercanas (Av = 0.13 pHz). Podemos reconocer el acoplamiento
cuando los dos modos poseen una configuracién con rasgos similares, pero, en cierto modo,
complementarios. En este caso el acoplamiento no es muy pronunciado, sin embargo se
puede detectar por un aumento en el valor de la autofunciéon del modon =2, =8 en la
parte central de la estrella, que no esta presente en el resto de la serie.

La figura 6.4 corresponde al modelo 3 y muestra la serie de modos conl =7y m =0
para distintos ordenes n. El acoplamiento se produce entre el modon = 1,1 = 7 y el
modo n = 2, [ = 1, mostrando ambos un cardcter hibrido. En este caso la diferencia de
frecuencias es Av = 1.1 puHz, que es claramente mayor a la del ejemplo del modelo 2. Esta
es una caracteristica importante del acoplamiento accidental, de forma que la diferencia de
frecuencias necesaria para que éste se produzca es mayor al aumentar la rotacién, haciendo
que este tipo de acoplamiento sea més frecuente en estrellas con mayor velocidad de rotacién.
De la misma forma, se puede apreciar en los resultados que el acoplamiento accidental es
mdés probable entre modos con menor [ y mayor n, siendo méas acentuado cuando los dos
modos involucrados tienen valores de | mas proximos.
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Mod. 2

Mod. 3

Figura 6.5: Modos con [ = 0 y | = 2 afectados por acoplamiento esencial. Los modos de la parte superior
corresponden al modelo 2 y los de la inferior son los equivalentes en el modelo 3. Llamaremos modo A al
modo de la izquierda y modo B al de la derecha.

6.3.2 Modos con [ bajo

Los modos de [ méas bajo pueden verse afectados por el acoplamiento accidental descrito en
la seccién anterior, que ocurre de forma puntual. Sin embargo, a diferencia de los modos
de [ alto, los modos de [ més bajo también se acoplan fuertemente entre si hasta el punto
de modificar su propia naturaleza. Un ejemplo claro es el que involucra a los modos con
l=0yl=2.

En la figura 6.5 se muestran los modos n = 2,1 =0y n =1, | = 2, para el modelo
2 (arriba) y para el modelo 3 (abajo), sin embargo a priori no es posible saber cual de
los modos corresponde a una determinada clasificacién. Por ello, a partir de ahora nos
referiremos al modo de la izquierda como modo A y al de la derecha como modo B. Si
observamos la figura con atencién, veremos que tanto el modo A como el B poseen nodos
en la superficie, en concreto dos nodos entre § = 0y § = w, como corresponderia al [ = 2,
sin embargo, en el centro de la estrella el comportamiento es més parecido al de un [ = 0.
Resulta también curioso que ambos modos sean similares para los dos modelos, lo que
indica que este acoplamiento representa en realidad un cambio en la naturaleza de éstos.
De hecho estos modos son similares a los que uno esperaria ver en un cilindro, siendo los
nodos correspondientes al modo A practicamente verticales y los del modo B horizontales.
Por todo esto, denominaremos a este efecto como acoplamiento esencial.
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Figura 6.6: Estructura de niveles del multiplete n = 1, [ = 2 para los distintos modelos. En linea continua
se muestran los modos no axisimétricos y en discontinua los candidatos para la clasificaciéon n = 1, [ = 2,
m = 0. De acuerdo con el fenémeno de apareamiento el modo A debe ser el clasificado con | = 2, y por
tanto el modo B serd unn=2,1=0, m = 0.

Resulta obvio que el acoplamiento esencial dificulta la clasificacién de los modos si
nos basamos tnicamente en su aspecto, sin embargo para el andlisis de los resultados
se han utilizado diversas técnicas adicionales que nos permiten asignar una clasificacion
objetiva basada en pardametros fisicos. Entre los pardmetros que nos permiten establecer una
clasificacién se encuentran el equiespaciamiento en frecuencia de los modos y la estructura
de los multipletes. En nuestro caso ha sido esta tltima la mas 1til y, por tanto, la que se
ha empleado.

En la figura 6.6 se muestra el multiplete n = 1, [ = 2. Los niveles marcados con linea
continua corresponden a los modos no axisimétricos (m # 0) para los cuales no existe duda
sobre su clasificacién. Los modos A y B de la figura 6.5 se muestran con linea discontinua.
Si suponemos cierto el fenémeno de apareamiento descrito anteriormente, el modo n = 1,
Il = 2, m = 0 deberia aparearse con el m = —1, haciendo que el candidato méas probable
entre los modos A y B a tener [ = 2 es el modo A, con lo cual el modo B seria clasificado
comon=2,1=0,m=0.

Este mismo procedimiento se ha empleado para la clasificacién de los demés modos
afectados por acoplamiento esencial. Mientras que en el modelo 2 los tinicos modos afectados
de forma importante son los l = 0y [ = 2 con m = 0 y cualquier valor de n, para el modelo
3 este tipo de acoplamiento se extiende también a los modos con [ = 4 y, en menor medida,
entre los [ = 1 y [ = 3 aunque solamente para modos con m = 0.
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v =619.6 uHz v ="T48.7 uHz v = 855.6 uHz v = 930.3 puHz

Figura 6.7: Ejemplos de modos con frecuencia por encima de 500 pHz para los cuales no se ha podido
establecer una clasificacién.

Por ultimo cabe destacar que, aunque el acoplamiento esencial es importante sélo para
los modos anteriormente citados, siempre estd presente, haciendo que los modos con [ mas
bajo estén mas deformados que los que poseen un valor de [ més alto, cuya estructura es
practicamente la de un arménico esférico.

6.3.3 Modos con n alto

Para estudiar las propiedades de los modos con frecuencias més elevadas se realizé un
segundo célculo usando el cédigo OMASS2d, llegando a frecuencias de hasta 1 mHz (n ~ 12
para [ = 0). El célculo se hizo con el modelo 3 y unicamente para modos axisimétricos
(m = 0). Lo primero que se observa en los resultados es un aumento claro del acoplamiento
al incrementar la frecuencia, haciendo que los modos dejen de parecerse a los arménicos
esféricos. En la figura 6.7 se muestran algunos ejemplos de modos con frecuencia entre
0.5 y 1 mHz. Es evidente la creciente dificultad a la hora de establecer una clasificacion
satisfactoria para los modos cuando incrementamos la frecuencia, y por tanto, el orden n.

Sin embargo, se observan ciertas series regulares para las cuales si se ha podido establecer
una clasificacién. Este es el caso de la serie de modos con | = 1, que se muestra en la
figura 6.8. Como se puede ver, existe cierta similitud entre los modos de la serie, lo cual,
unido al hecho de que presentan un marcado equiespaciamiento en frecuencia, nos permite
establecer esta clasificacion. En la serie faltan los modos con n entre 7y 11. Esto es debido
a que a partir de n = 7, no existen modos con las mismas caracteristicas para los rangos
de frecuencias adecuados, sin embargo para n = 12 volvemos a encontrar un modo cuya
estructura concuerda con el resto de la serie y que ademas se encuentra en la frecuencia
apropiada, de acuerdo con el equiespaciamiento. Si analizamos con profundidad la serie
de I = 1 de la figura 6.8 veremos que tiene lugar un fenémeno curioso, segin el cual los
modos empiezan a aparecer “descentrados”, de forma que la estructura que al principio se
encontraba en el centro de la estrella para valores bajos de n, aparece contenida dentro de
un toroide alrededor del centro para los modos con n mas alto. Este mismo comportamiento
se produce en otra serie, en este caso la de [ = 4, que se muestra en la figura 6.9. En esta
serie, para n = 4 comienza a aparecer el mismo efecto de descentramiento de los modos,
aunque en este caso existen ciertas diferencias. Por similitud con la serie de [ = 1, los
modos con | = 4 y n > 4 podrian clasificarse como [ = 0, de hecho su aspecto externo
es el de un | = 0, ya que carecen de nodos en la superficie. Sin embargo, como se vera
en §6.4, existe cierta regularidad en la serie en cuanto a equiespaciamiento en frecuencia,
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n=20 n=1 n=2 n=3
v =130.5 pHz v =196.1 uHz v =266.1 uHz v = 338.8 uHz

n=4
v =413.1 uHz v =487.6 uHz v =562.2 uHz v =1008.1 pHz

Figura 6.8: Serie correspondiente a los modos axisimétricos con I = 1. Los modos con n entre 7 y 11 no han
podido ser identificados.

n=1
v =235.1 uHz

@®

= n=>5 n==6 =
v =454.5 uHz v =526.6 uHz v =600.1 uHz v =674.5 uHz

Figura 6.9: Serie correspondiente a los modos axisimétricos con | = 4. Nétese que a partir de n = 4 la
estructura de los modos en la zona mas externa de la estrella es practicamente radial.
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n=1 n=2 n=23 n=4
v =145.4 puHz v =217.1 pHz v =2914 puHz v =365.9 pHz

n=>5 n==~6 n="17 n=2~8
v =441.0 pHz v =508.6 uHz v = 580.0 pHz v =653.6 uHz

n=29 n =10 n=11 n =12
v ="726.5 pHz v =801.5 pHz v =_876.3 uHz v = 950.6 uHz

Figura 6.10: Serie correspondiente a los modos clasificados con [ = 0.

que no existiria si los clasificAramos como | = 0. Esto nos lleva a pensar que lo que ocurre
realmente es que los modos con [ = 4 cambian completamente de caracter al aumentar el
orden n, adquiriendo una estructura marcadamente radial, que normalmente asociariamos
con un [ = 0. Esta estructura se pierde para los modos con n > 7, por lo que no han podido
ser identificados.

En las series de [ = 1 y [ = 4 se observa claramente que existe un equiespaciamiento en
frecuencia de los modos. Basiandonos en este hecho, se ha realizado la clasificacion de los
modos con [ = 0, que se muestran en la figura 6.10. Para ello, en primer lugar se estimaron
las frecuencias que debian tener los modos de la serie mediante un ajuste lineal de los [ = 0
con n bajo clasificados en secciones anteriores (por ejemplo, el modo B de la figura 6.5,
panel inferior, corresponde al n = 2 de la figura 6.10). Teniendo en cuenta esta estimacion,
se escogieron los modos con frecuencia cercana al valor esperado y cuya apariencia fuera
similar a la de los modos anteriores. De esta forma se pudo completar toda la serie de I = 0
dentro del rango de frecuencias en que se realizé el calculo. Un dato importante a destacar
es que, aunque se observa una clara evolucién a lo largo de toda la serie, para valores altos
de n los modos estan lejos de ser radiales. De hecho, muestran un gran ntimero de nodos en
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Figura 6.11: Ajuste lineal de las frecuencias de los modos de oscilacién frente al orden n para distintos
grados [. Se han utilizado los datos descritos en §6.3.3.

la direcciéon angular, incluso en la superficie. Este es otro caso en el que un modo cambia
completamente su caracter al aumentar el orden n.

6.4 Equidistancia de las frecuencias

Durante el presente capitulo se ha mencionado en varias ocasiones el hecho de que los
modos normales de oscilacién con el mismo grado [ y m se hallan igualmente espaciados en
frecuencia. En esta seccién se tratard de ofrecer una justificacion de este fenémeno. Para
ello se utilizaran los resultados del cdlculo efectuado en §6.3.3.

En la figura 6.11 se muestran las frecuencias de los modos clasificados en §6.3.3
frente al orden n. Los modos correspondientes a [ = 0 se representan con circulos, los
correspondientes a [ = 1 con tridngulos y los [ = 4 con cuadrados. Se han realizado ajustes
lineales de las frecuencias en funcién de n para cada grado [, que corresponden a las lineas
continuas de la figura 6.11. Se puede apreciar que las frecuencias se ajustan bastante bien
a una recta. El ajuste realizado es de la forma:

Vpi = a + nAvy, (6.1)

donde Avj; es la pendiente del ajuste y « es la ordenada en el origen, que serd distinta para
cada [. Las pendientes ajustadas son muy similares para las tres series (como se puede
apreciar en la figura 6.11) y sus valores concretos se detallan a continuacién:
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Av(l=0) = 7298 uHz
Av(l=1) = 73.53 uHz (6.2)
Av(l=4) = 73.14 uHz

A la vista de estos resultados, podemos afirmar que los modos de igual grado [ en una
estrella en rotacién estan equiespaciados en frecuencia, al igual que ocurre en una estrella
con simetria esférica en la misma aproximacién. De hecho, las aproximaciones realizadas
para el calculo de las oscilaciones son bastante similares a la aproximacién asintética que
se usa en simetria esférica para el rango de alta frecuencia, lo que nos lleva a pensar que,
aunque en un calculo completo de las oscilaciones podria no existir equiespaciamiento para
los modos con n bajo, este seguird estando presente para modos con n alto.

El comportamiento de los modos de oscilacién en una estrella con simetria esférica en
la aproximacion asintdtica ha sido estudiado con bastante detalle y se sabe que el valor
de Av esta relacionado con el tiempo que tarda una onda de sonido en ir de un punto
en la superficie de la estrella hasta el punto opuesto, pasando por el centro (Christensen-
Dalsgaard, 1998), que se puede calcular como:

R
722/ dr. (6.3)
0

C

donde R es el radio de la estrella y ¢ la velocidad del sonido. En primera aproximacion, el
valor de Av serd simplemente la inversa de 7:

Av = — (6.4)

T

En nuestro caso intentaremos estimar un valor para Av usando un planteamiento
similar. Dado que la estrella en rotacidon que estamos considerando no posee simetria
esférica, obtendremos un valor diferente del tiempo de viaje? 7 para cada valor de 6, donde
0 sera la coordenada angular del punto de la superficie del que parte la onda:

50)
m:2/ dr. (6.5)
0

c
0 cte.

donde S(0) representa la superficie de la estrella y la integral se realiza a lo largo de la linea

) = constante. Los valores de Avy = 7, ! calculados de esta forma se muestran en la figura

6.12. Como se puede apreciar, los valores calculados son del mismo orden de magnitud que

el valor de Av obtenido del ajuste de las frecuencias de los modos ~ 73 pHz.

Sin embargo, atin podemos llevar el cdlculo un poco mas lejos, intentando obtener un
valor promedio de Av. Para realizar el promedio debemos tener en cuenta que los distintos
valores de # no son igualmente probables, por lo que debemos asignar una funciéon peso
adecuada. Para ello supondremos que la superficie de la estrella es esférica (lo cual no
introducira un error significativo), y el peso vendra dado por la superficie cubierta por un
intervalo de 6 cuando variamos el angulo azimutal ¢. En la practica esto se traduce a pesar
los datos con la funcién sen 6:

2del inglés travel time.
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90

0 /4 /2 3mn/4 T

Figura 6.12: Inversa del tiempo de viaje 7y para diferentes valores de 0, donde 0 representa la coordenada
angular del punto de partida de la onda.

/2 0do /2
T= W = / Tp sen 0d0, (6.6)
o sen6df 0
y por tanto:
Av =71 =718 uHz, (6.7)

valor que se ajusta bastante bien al obtenido a partir del ajuste de las frecuencias de los
modos, que estaba en torno a 73 uHz.

6.5 Visibilidad de los modos

Hemos visto que la estructura de los modos en una estrella en rotacién es claramente
diferente a la de una estrella con simetria esférica, lo cual debe influir en su visibilidad.
Cuando se observa una estrella, generalmente se hace sin resolucién espacial, por lo que las
oscilaciones que medimos son en realidad la suma de las contribuciones de todos los puntos
de su superficie. Esto hace que, en el caso de simetria esférica, los modos con un grado [
alto no puedan ser observados debido a que las contribuciones de los distintos puntos se
anulan entre si. Por tanto, es de gran interés para la observacién conocer de qué forma
influye la rotacién en la visibilidad de los modos de oscilacién.

En Astrosismologia se suelen medir las variaciones en brillo de la estrella. Sin embargo,
no es facil obtener una expresién exacta para la perturbacion en intensidad luminica. Por
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ello haremos un pequeno calculo aproximado para intentar relacionar la variacién en flujo
luminoso con la autofuncién .
Supongamos que la estrella emite energia como un cuerpo negro, entonces cumplira:

F =0T, (6.8)

donde F' es el flujo radiativo, T' la temperatura y o la constante de Stefan-Boltzmann. Si
ademads suponemos que el material se comporta como un gas ideal, se cumplira:

kT
p=p—, 6.9)
. (
donde p es la presién, p la densidad, p la masa molecular media y k la constante de

Boltzmann. Diferenciando estas dos expresiones, obtenemos:

dF = 40T3dT (6.10)
dp = EpdT%—ﬁpo (6.11)
It It

Es posible identificar los incrementos diferenciales con las perturbaciones. Si ademds
tenemos en cuenta que, en los modelos utilizados, las magnitudes que caracterizan el modelo
en equilibrio (presién, densidad, ...) se mantienen constantes en toda la superficie de la
estrella, a partir de (6.10) podemos afirmar que:

FlocT en la superficie, (6.12)

es decir, la perturbacién de flujo radiativo en la superficie de la estrella es proporcional a la
perturbacién de temperatura. Ademds, si recordamos (2.39), podemos escribir dp = c%dp,
con lo que (6.11) queda de la forma:

T
(c2 - k> dp="Par (6.13)
I m

de forma que la perturbacién de densidad en la superficie es proporcional a la perturbacién
de temperatura, y por tanto también a la perturbacion en el flujo radiativo. Si ademas
recordamos que p’ = —1, podemos escribir:

F' octp en la superficie, (6.14)

y dado que las perturbaciones se definen salvo una constante multiplicativa, podemos usar
los valores de la autofuncién ¥ (que es la que hemos usado en la representacién de los
modos) en la superficie, para el cdlculo de la visibilidad.

Calcularemos la visibilidad V,,;;,, usando la siguiente expresion:

Js, Unim (r,0) €™n - dS
1 9
2 JsdS
donde n es el vector que define la linea de visién, orientado hacia el observador. La integral
del denominador se extiende a toda la superficie de la estrella y la del numerador a la

Vit = (6.15)



88 Oscilaciones en Modelos Estelares en Rotacion: Modelos Realistas 6.5
05 05 05
%OA %0.4 gOA
=] i) =]
0.3 0.3 203
@ @2 @2
>0.2 >0.2 >0.2
0.1 0.1] 0.1
OO 5 10 15 GO 5 10 15 00 5 10 15

Modelo 1,1 =0, m =20

Modelo 1, i =m/2, m =0

0.5 0.5
304 204
k=] k=]
§0.3 :_§0.3
Q2 Q2
>0.2 >0.2]

0.1 0.1

G0 5 10 15 GO 5 10 15

Modelo 2, =0, m =0

05
504
z
Z0.3
Kz
502

0.1

OO 5 \ 10 15

Modelo 3, i =0, m =20

Modelo 2, i =7m/2, m =0

0.5
%0.4
z
:_§0.3
]
>0.2]

0.1

=

0

o

5 . 10 15

Modelo 3, i =m/2, m =0

Modelo 1,i=n/2, m =1

0 5 . 10 15

Modelo 2, i =7/2, m =1

05
504
©
0.3
2]
50.2
0.1

00 5 . 10 15

Modelo 3,i=m/2, m =1

Figura 6.13: Visibilidad de los modos de oscilacién para los distintos modelos con diferentes dngulos de
inclinacién (¢). Se han unido los puntos de igual n.

superficie de la estrella visible por el observador, es decir, donde n-dS > 0. El término
Unim (1, 0) representa la autofuncién normalizada en la superficie, de modo que cumple:

fS ’&nlm’ZdS -1
s

(6.16)

La forma de los diferenciales de superficie dS y n-dS no es trivial y su calculo se detalla

en el apéndice C.

dS = r’senfy/1+ de@d
- 82 @a

/ /
n-ds =r? [(sen 0— %cos 9) cos pseni + (cos 0+ % sen 0) cos z} sen 0dOdp,

(6.17)

(6.18)
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Figura 6.14: Variacién con el orden n de la visibilidad de los modos [ =0, 2 y 4 con m = 0. Los datos
corresponden al modelo 3 con i = 7/2.

donde el dngulo de visién i estd definido de forma que si ¢ = 0 observamos la estrella desde
el polo y si i = m/2 (caso del Sol), observaremos la estrella desde el ecuador.

En la figura 6.13 se muestra la visibilidad de los modos para cada uno de los tres modelos
en diferentes situaciones. El principal resultado que observamos es que la visibilidad de los
modos con [ alto aumenta al incrementar la velocidad de rotacion. Esto tiene cierta logica,
ya que en un modelo sin rotacién (modelo 1) la simetria presente hace que se produzcan
cancelaciones en las contribuciones de los diferentes puntos de la superficie, lo cual no tiene
por qué suceder cuando se pierde la simetria. Por otra parte, existen modos con [ alto
cuya visibilidad es bastante mayor que la que les corresponderia, esto es debido a que se
acoplan con modos de [ bajo. Con estos resultados, deberfamos esperar que el espectro de
oscilaciones de una estrella en rotacién esté mas poblado que el de una estrella sin rotacion
equivalente. Sin embargo, esto también dependera de la potencia que tenga el modo en
la superficie en relacién con su energia total, cosa que no se ha tenido en cuenta en este
calculo.

Un efecto interesante que podemos destacar es lo que ocurre con algunos modos de [
bajo al aumentar el orden n. En la figura 6.14 se muestra la variacién con n de la visibilidad
de los modos axisimétricos con [ =0, 2 y 4 para el modelo 3 y con un angulo de inclinacién
i = m/2, mientras que en la figura 6.15 podemos ver la estructura de los modos en la
superficie de la estrella. Si nos fijamos en la serie de | = 4, vemos que para los valores
de n mas bajos, la estructura de la autofuncién se corresponde bastante bien con lo que
esperariamos ver en una estrella sin rotacion para [ = 4, sin embargo, al aumentar el valor
de n, las zonas donde la autofuncién es negativa van disminuyendo en amplitud hasta que,
para n = 4, la perturbacién tiene el mismo signo en toda la superficie o, lo que es lo mismo,
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Figura 6.15: Estructura en la superficie de los modos [ =0, 2 y 4 con m = 0 para el modelo 3.

no existen lineas nodales en la superficie. Esto tiene como consecuencia un aumento drastico
en la visibilidad del modo, como se observa en la figura 6.14. En cuanto a los modos con
[ =0yl =2, el efecto es contrario, ya que al aumentar el valor de n van apareciendo mayor
nimero de nodos en la superficie, lo que disminuye claramente su visibilidad al cancelarse
las zonas de amplitud positiva con las que tienen amplitud negativa.

Existe un detalle sobre la figura 6.15 que merece la pena comentar. Como se vio
anteriormente, la clasificacién de los modos I = 0 y | = 2 se efectué de forma que fuera
compatible con la estructura de los multipletes observada en otros modos de oscilacién,
esto es posible ya que los modos con [ = 2 y m # 0 guardan una gran similitud con
los armonicos esféricos correspondientes. Sin embargo, si observamos la estructura de
estos modos en superficie para n muy bajo, parece que la clasificacién mas probable es
precisamente la contraria. La configuracién superficial del modo clasificado como n = 1,
[ = 0 es claramente similar a la del armoénico esférico | = 2, m = 0, por lo que a efectos
observacionales quizd seria mas practico clasificarlo como n = 0, [ = 2, m = 0. Por
otro lado, el modo clasificado con n = 0, [ = 2, m = 0, corresponde a una oscilacién
en la que las zonas de la estrella méas préximas al ecuador se expanden y se contraen de
manera uniforme mientras que la oscilacién es practicamente nula en los polos. Aunque la
configuracién superficial de este modo no es completamente radial, desde el punto de vista
observacional estd mas relacionado con un [ = 0.

Esto es una muestra de la dificultad existente para establecer un criterio adecuado en
la clasificacién de los modos. Aunque una clasificaciéon basada en la apariencia superficial
de la perturbacién podria ser més practica en términos observacionales, no seria de gran
ayuda para describir las propiedades generales de los modos de oscilaciéon. Esto es debido
a que los modos modifican su apariencia externa a medida que aumenta n por efecto del
acoplamiento, con lo que, con este tipo de clasificacion, algunas de las propiedades descritas
a lo largo del capitulo dejarian de verificarse, como por ejemplo el equidistanciamiento de
las frecuencias de los modos de igual [ y m. Por todo esto, consideramos que la clasificacién
efectuada es la mds apropiada para el tipo de analisis realizado en el presente trabajo, ya
que permite establecer una clasificacién tnica para cada modo de oscilacién, aunque en
muchos casos el valor de [ no guarde relacién con la apariencia externa del modo.
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6.6 Resumen

En el presente capitulo hemos estudiado las propiedades de los modos de oscilaciéon en un
conjunto de estrellas en rotacién, cuya estructura se basa en modelos estelares realistas
proporcionados por A. Claret (Claret, 1999). Se ha comprobado que los efectos descritos
en el capitulo 5, para el caso de modelos simples con densidad uniforme, siguen estando
presentes en modelos basados en una fisica méas precisa. Entre estos efectos podemos
destacar el comportamiento de las frecuencias en funcién de su tipo de simetria, de forma
que los modos antisimétricos tienden a tener una frecuencia mas elevada que sus equivalentes
simétricos, y la estructura de los multipletes de igual n y [. En los multipletes se observan
también los efectos de apareamiento y compresion estudiados en el capitulo 5, aunque en
este caso aparece algin multiplete desordenado, que no consideraremos representativo.

En cuanto al acoplamiento de los modos, hemos observado dos tipos diferenciados. El
primero, que denominamos acoplamiento accidental, se produce entre modos que alcanzan
frecuencias muy cercanas para una determinada rotacién, mientras que el segundo tipo,
que denominamos acoplamiento esencial, ocurre para un rango amplio de velocidades de
rotacién y se da entre modos de bajo grado [. También se ha observado que al aumentar
el orden n, el acoplamiento empieza a ser generalizado entre todos los modos, dificultando
en gran medida su clasificacién.

La clasificacion de los modos en términos de n y [ se hace bastante complicada con
velocidades de rotaciéon elevadas. Sin embargo, se han encontrado propiedades de los
modos que pueden servir como una potente herramienta para ayudar a la clasificacién. La
primera de ellas es la estructura de los multipletes, que ya se ha estudiado en profundidad.
La segunda corresponde al hecho de que los modos de igual [ se hayan equiespaciados
en frecuencia, y que la diferencia de frecuencias entre dos modos consecutivos puede ser
estimada de forma andloga a como se hace en el caso de simetria esférica. La clasificacion
asi obtenida es formalmente correcta pero, en muchos casos, no concuerda con la apariencia
del modo. Hemos observado como algunos modos cambian de naturaleza al aumentar el
orden n, por ejemplo, la serie de | = 4, m = 0, comienza a tener una apariencia externa
que corresponderia a un [ = 0, sin embargo si que posee un multiplete asociado.

Se ha visto también que la rotacién hace que aumente, en general, la visibilidad de
los modos. Esto es debido a que, al perder la simetria, no es frecuente que se anulen las
contribuciones de los distintos puntos de su superficie.



Conclusiones y Trabajo Futuro

| presente trabajo puede dividirse en dos partes fundamentales. En la primera parte

se ha desarrollado un método para calcular las oscilaciones en una estrella en rotacién
de forma no perturbativa, es decir, resolviendo el problema en un recinto bidimensional
para poder representar de forma adecuada la geometria de la estrella. Esta primera parte
ha dado como resultado el desarrollo de un cédigo informético (OMASS2d) que realiza
esta tarea. La segunda parte de este trabajo se centra en el cdlculo de las oscilaciones
utilizando distintos modelos estelares en rotacién, cuyo andlisis nos ha permitido obtener
ciertas propiedades que pueden ser importantes para la clasificacién de las frecuencias de
oscilacion observadas en estrellas en rotacién, como por ejemplo estrellas de tipo d Scuti.

El primer paso para calcular las oscilaciones consiste en obtener una ecuacion diferencial
que las caracterice, que llamamos ecuacién de oscilacién. Para intentar simplificar el
problema, se han hecho una serie de aproximaciones que nos han permitido reducir el
sistema de ecuaciones que surge de la mecanica de fluidos a una sola ecuacién de valores
propios para una variable escalar que representa la autofuncion. Para llegar a la ecuaciéon de
oscilacién se ha despreciado la perturbacién en el potencial gravitatorio (aproximacién de
Cowling) y el efecto de la fuerza de Coriolis. Ademés se ha considerado que las oscilaciones
son adiabdticas y solamente se deben a ondas actsticas (se ha despreciado el gradiente de
entropia). Para caracterizar la condicién de contorno en la superficie de la estrella se ha
supuesto que la atmésfera es delgada y por tanto la presién en este punto se debe mantener
constante e igual a la presién del medio circundante. Estas aproximaciones limitan el rango
de validez del cdlculo pero, de forma general, podemos suponer que no son muy restrictivas
para modos con frecuencias mucho mayores que la frecuencia de rotacién de la estrella.
Ademss, el hecho de realizar estas aproximaciones no sélo simplifica el problema a resolver,
sino que también facilita el anélisis de los resultados, permitiéndonos analizar por separado
las contribuciones de los distintos fenémenos que intervienen en la rotacién estelar. La
aportacion méas importante del presente trabajo es que nos permite estudiar el efecto que
tiene la deformacién de la estrella en los modos de oscilacién.

Una vez obtenida la ecuacién de oscilacion, debemos encontrar un método para
resolverla. La principal complicacién existente es que el recinto de integracién es
bidimensional y por tanto son necesarias dos coordenadas independientes para describir la
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autofuncién. Esto se debe a que la ecuacién de oscilacién no es separable, como ocurre en un
caso sin rotacién con simetria esférica. Para resolver la ecuacion se ha utilizado un método
de diferencias finitas, muestreando la solucién en puntos caracterizados por su distancia
al origen de coordenadas (r) y su colatitud (). Debido a la inestabilidad de la ecuacién,
se deben plantear las expresiones de diferencias finitas de forma implicita, obteniendo una
matriz N X N que caracteriza el problema, siendo N el niimero total de puntos en los que se
muestrea el recinto de integracién. La matriz resultante posee grandes dimensiones, por lo
que se ha optado por emplear el método de Arnoldi para su resolucién. Este procedimiento
se ha implementado en el cédigo OMASS2d y ha sido probado en distintos escenarios,
obteniendo en todos los casos resultados satisfactorios.

La segunda parte del trabajo consiste en el cdlculo y posterior andlisis de las oscilaciones
en distintos modelos estelares en rotacién. Para ello se han utilizado dos conjuntos de
modelos. En primer lugar se utilizaron modelos en rotacién con densidad uniforme, cuya
simplicidad nos ha permitido realizar un anélisis exhaustivo de todos los efectos relacionados
con la rotacion que aparecen en el espectro de frecuencias de oscilacién. En segundo
lugar utilizamos modelos realistas calculados por A. Claret (Claret, 1999), obteniendo
conclusiones similares a las obtenidas para el caso de densidad uniforme. Del anélisis
realizado se pueden extraer las siguientes conclusiones:

e Aunque con rotaciones moderadas los modos pueden guardar cierta similitud
con sus equivalentes sin rotacién, para rotaciones elevadas la estructura de las
autofunciones puede verse seriamente afectada, modificando la naturaleza de los
modos y dificultando su clasificacién. Esto es debido al acoplamiento que existe entre
los modos de igual indice azimutal (m) e igual paridad, mas acentuado para modos
con grado | mas bajo y orden n mas alto.

e Podemos dividir los modos de oscilacién en simétricos respecto del ecuador de
la estrella y antisimétricos. Se ha comprobado que ambos grupos muestran
comportamientos diferentes, de forma que los antisimétricos tienden a incrementar
su frecuencia con respecto a los simétricos cuando aumenta la velocidad de rotacion.

e La propiedad anterior tiene un efecto importante en la estructura de los multipletes
de igual n y [, ya que produce un apareamiento de los modos que forman el multiplete.
Otro efecto que se observa en los multipletes es una compresién de la distancia entre
modos hacia la parte superior del espectro.

e En la aproximacion considerada, las frecuencias de los modos con igual [ y m estan
igualmente espaciadas en frecuencia, y su separacién estd relacionada con el tiempo
que tarda una onda de sonido en atravesar la estrella.

De las conclusiones obtenidas hay dos que pueden resultar especialmente importantes
para la clasificacion de las frecuencias observadas en estrellas en rotaciéon. El apareamiento
de las frecuencias de en el interior de los multipletes tiene como consecuencia la aparicién
de frecuencias muy cercanas en el espectro de la estrella, lo cual constituye un rasgo
caracteristico y muy facil de identificar en las observaciones. Ademads, al producirse entre
modos con el mismo grado [, su visibilidad relativa dependera principalmente de efectos



7 95

geométricos, por lo que, salvo en casos extremos, la totalidad del multiplete podra ser visible.
Otro rasgo importante que puede ayudar a la clasificacion de las frecuencias observadas es
el hecho de que los modos de igual [ y m estén practicamente equiespaciados, aunque
esto ultimo podria no ser del todo valido a bajas frecuencias debido a las aproximaciones
efectuadas.

En definitiva, este trabajo constituye un primer paso para entender la naturaleza de
las oscilaciones en estrellas en rotacidon y esperamos que contribuya muy positivamente
en el andlisis de las oscilaciones que se observan en este tipo de estrellas permitiéndonos
conocer mejor su estructura interna y los mecanismos involucrados en la generacién de las
oscilaciones.

Trabajo futuro

El trabajo aqui expuesto nos proporciona una valiosa herramienta para el calculo de las
oscilaciones en estrellas en rotacién. Sin embargo, atin quedan aspectos por mejorar.
En primer lugar, es posible sustituir el método de integracién empleado por otro mejor,
obteniendo un cédigo més rapido y robusto. En segundo lugar, el futuro trabajo deberia
ir encaminado a resolver el problema completo, reduciendo el nivel de aproximacién y
ampliando asi el rango de validez del calculo.

También serfa interesante utilizar las conclusiones de este trabajo para intentar clasificar
las frecuencias de oscilacién observadas en estrellas de tipo & Scuti y comprobar en la
practica los fenémenos estudiados aqui de forma tedrica.



Modelos en Rotacion con Densidad
Uniforme

En el capitulo 5 se utiliz6 una serie de modelos estelares en rotacién con densidad
uniforme. En este apéndice se explica con detalle los pasos a seguir para el calculo
de estos modelos.

Supongamos una estrella en rotaciéon con masa M, velocidad angular €2 y densidad pg
uniforme en toda la estrella. Segiin la ecuacion de Poisson para el potencial gravitatorio
¢4, en el interior de la estrella se debe cumplir:

Agg = 4mGpo (A.1)

Integrando la ecuacién anterior obtenemos:

¢g GPO7”2a (A2)

)

donde se ha supuesto que la estrella posee simetria esférica, despreciando el efecto de la
deformacién de la distribucién de masa en el potencial gravitatorio. Esta aproximacién se
conoce como aproximacién de Roche. Debido a la rotacién, la estrella también posee un
potencial centrifugo:

1
G = —5927"2 sen 0, (A.3)
que sumado al potencial gravitatorio nos da el potencial total ¢:
2 1
O =g+ ¢ = %G,oorz - 5(227"2 sen 6 (A4)

Sea P5(0) el polinomio de Legendre de segundo orden:
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3 1
P = B cos? f — 3 (A.5)
2 1
2
0 = —-P+- A6
cos 312 + 3 (A.6)
2 2
senf = 1-—cos’f=>— =P (A7)
3 3
Introduciendo (A.7) en (A.4) obtenemos:
2 1 1
¢ = éeror2 - §Q2r2 + §QQT2P2 =
21Gpy — 2 0?2
= 7[); ’I"2 + ?T2P2 - (A8)
27Gpo — Q2 0?2
= — 1+ —— P
5\ argp a2
Definimos:
21Gpy — O
o = TP (A.9)
3
QZ
_ A.10
f2 27TG,00 Q2 ( )
de forma que podemos reescribir la ecuacién (A.8) de la forma:
¢ =ar’ (1+ fo) (A.11)
De acuerdo con la ecuacion de equilibrio hidrostético:
Vp+poVep =0 (A.12)
Esta ecuacion puede ser integrada directamente, obteniendo:
P = Pe— pod, (A.13)
siendo p. la presion en el centro de la estrella. Definimos la coordenada a como:
a* =12 (1+ foP), (A.14)
de forma que podemos escribir:
P = pe — poaa’ (A.15)

Nos interesa calcular la masa de la estrella, con el fin de obtener un valor para p.. Para
ello, en primer lugar, debemos definir los limites fisicos de la estrella. Supondremos que la

presién en la superficie de la estrella es nula, por tanto:

0 = p. — paa?,

(A.16)
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con lo que la superficie queda definida por el parametro:

as = |22 (A.17)
poc

La masa se puede calcular mediante la integral de volumen:

M = / podV = po/ av, (A.18)
\%4 \%
donde:
o(r,0
dV = r?sen fdrdfdy = 9(r,6,9) 2 sen fdadfdy (A.19)
9 (a,0,)
Se puede demostrar que el determinante jacobiano de la transformacion viene dado por:
0 1
M’ _or_ (A.20)
9(a,0,9)| da V1+ foPy
con lo que dV queda de la forma:
- (A21)
dV = ————senfdadfdy, 21
(1+ f2P2)*?
y por tanto:
—2 / 2da / _semb (A.22)
= 27pg a .
1 + fQPQ 3/2
Las integrales pueden ser calculadas analiticamente, resultando:
as 3 3/2
/ a2da:a5:13<pc) (A.23)
0 3 poc
y
i sen 0 4
df = , A.24)
/0 (1+ f2P2)*/? VI+f2(2-fo) (

de forma que la masa de la estrella viene dada por la siguiente expresién:

3 1 3/2

4 Pc

M=— (A.25)
3VI+f2(2-f2) (p(l)/?’a)

Invirtiendo esta tltima ecuacion, podemos obtener una expresion para la presion central:

2/3
pe= (20) e o 2= P gl (A.26)

Una vez escogido un valor para M, pg y €2, las ecuaciones (A.14), (A.15) y (A.26), junto
con la definicién de las constantes « y fo definen completamente el modelo estelar.



Resultados del Calculo de las Oscilaciones
en Modelos Realistas

En el presente apéndice se muestran los resultados del calculo de oscilaciones realizado
usando nuestro cédigo OMASS2d para los modelos en rotacién del capitulo 6
proporcionados por A. Claret (Claret, 1999). Las autofunciones estdn ordenadas segin
su grado azimutal m, y para cada valor de m se muestran en orden creciente de frecuencia.
Junto a cada modo se muestra la clasificacion asignada en términos de n, I y m y la
frecuencia correspondiente.

Se emplearon n, = 2000 puntos en la direcién radial y lynax = 40. Para asegurarnos
de que las autofunciones calculadas estan bien caracterizadas con este valor de ., se
realizé un segundo calculo usando lyax = 20 y se seleccionaron los modos que aparecian
simultaneamente en ambos célculos sin variar apreciablemente su estructura.
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Resultados del Célculo de las Oscilaciones en Modelos Realistas

B.1

B.1 Modelo 1 (2 =0 rd/s)
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v=0.313501 mHz
n=0, 1=17, m=0

.
v=0.321182 mHz
n=0, 1=18, m=0

v=0.324501 mHz
n=1, 1=7, m=0

id=0028

.
v=0.328709 mHz
n=0, 1=19, m=0

v=0.337213 mHz
n=2, |1=2, m=0

id=0030

v=0.337677 mHz
n=1, 1=8, m=0

id=0031

1=0.339998 mHz
n=3, 1=0, m=0

id=0032

v=0.350456 mHz
n=1, 1=9, m=0

id=0033

v=0.356550 mHz
n=2, =3, m=0

id=0034

v=0.362875 mHz
n=1, 1=10, m=0

v=0.374129 mHz
n=2, |I=4, m=0

id=0036

v=0.374965 mHz
n=1, I=11, m=0

id=0037

r=0.386753 mHz
n=1, =12, m=0

id=0038

v=0.390731 mHz
n=2, |I=5, m=0

id=0039

r=0.392800 mHz
n=3, I=1, m=0

r=0.398261 mHz
n=1, 1=13, m=0

v=0.406617 mHz
n=2, 1=6, m=0

id=0042

v=0.409509 mHz
n=1, 1=14, m=0

v=0.420515 mHz
n=1, 1=15, m=0

v=0.421923 mHz
n=2, =7, m=0

id=0045

v=0.422592 mHz

n=3, =2, m=0

id=0046

v=0.428349 mHz
n=4, 1=0, m=0

id=0047

v=0.431293 mHz
n=1, =16, m=0

id=0048

v=0.436740 mHz
n=2, |I=8, m=0

v=0.441858 mHz
n=1, =17, m=0




104

Resultados del Célculo de las Oscilaciones en Modelos Realistas

B.1
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Resultados del Célculo de las Oscilaciones en Modelos Realistas

B.1
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v=0.375013 mHz
n=1, 1I=11, m=2

id=0151

v=0.386808 mHz
n=1, 1=12, m=2

id=0152

‘B

O

\‘QQ’

v=0.390745 mHz
n=2, |I=5, m=2

id= 0153

v=0.398324 mHz
n=1, =13, m=2

id=0154

id= 0155

v=0.409580 mHz
n=1, =14, m=2

id= 0156

1/=0.420595 mHz
n=1, =15, m=2

id=0157

-
v=0.421948 mHz
n=2, =7, m=2

id=0158

v=0.422595 mHz
n=3, 1=2, m=2

v=0.431382 mHz
n=1, 1=16, m=2

v=0.436772 mHz
n=2, |I=8, m=2

v=0.441957 mHz
n=1, =17, m=2

id=0162

v=0.444855 mHz

n=3, |I=3, m=2

v=0.452331 mHz
n=1, 1=18, m=2

v=0.462514 mHz
n=1, 1=19, m=2

id=0166

C)D
&2

v=0.464686 mHz
n=3, 1=4, m=2

v=0.465211 mHz
n=2, 1=10, m=2

v=0.478919 mHz
n=2, 1=11, m=2

v=0.483238 mHz
n=3, |I=5, m=2

v=0.492333 mHz
n=2, I=12, m=2

id=0172__

v=0.505475 mHz

n=2, =13, m=2

v=0.179694 mHz

n=0, =3, m=3

id=0174

v=0.191955 mHz

n=0, 1=4, m=3
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v=0.203547 mHz
n=0, 1=5, m=3

v=0.214570 mHz
n=0, 1=6, m=3

v=0.225110 mHz
n=0, =7, m=3

v=0.235231 mHz
n=0, 1=8, m=3

Q
-

. OQ
v=0.244987 mHz
n=0, 1=9, m=3

‘e

id=0180

v=0.254420 mHz
n=0, I=10, m=3

id=0181

v=0.263562 mHz
n=0, I=11, m=3

id=0182

v=0.266842 mHz
n=1, 1I=3, m=3

id=0183

v=0.272443 mHz
n=0, =12, m=3

id=0184

v=0.281084 mHz
n=0, 1=13, m=3

id=0185

v=0.282137 mHz
n=1, |I=4, m=3

v=0.289506 mHz
n=0, I=14, m=3

id=0187

v=0.296797 mHz
n=1, =5, m=3

v=0.297724 mHz
n=0, 1=15, m=3

v=0.305755 mHz
n=0, 1=16, m=3

r=0.310909 mHz
n=1, 1=6, m=3

.
v=0.313611 mHz
n=0, 1=17, m=3

n=0, 1=18, m=3

v=0.324533 mHz
n=1, 1=7, m=3

n=0, 1=19, m=3

id=0195

v=0.337718 mHz
n=1, 1I=8, m=3

id=0196

r=0.350506 mHz

n=1, 1=9, m=3

id=0197

v=0.356557 mHz
n=2, 1=3, m=3

id=0198

v=0.362936 mHz
n=1, 1=10, m=3

id=0199

v=0.374141 mHz
n=2, I=4, m=3
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id=0200
o

v=0.375036 mHz
n=1, =11, m=3

id=0201

v=0.386835 mHz
n=1, =12, m=3

id=0202

v=0.390750 mHz
n=2, |I=5, m=3

v=0.398355 mHz
n=1, 1=13, m=3

id=0204

v=0.406645 mHz
n=2, 1=6, m=3

id=0205

v=0.409615 mHz
n=1, 1=14, m=3

v=0.420634 mHz
n=1, 1=15, m=3

id=0207

id=0208

v=0.431426 mHz
n=1, I=16, m=3

id=0209
o

v=0.436786 mHz
n=2, 1=8 m=3

id=0210

v=0.442005 mHz
n=1, 1=17, m=3

id=0211

v=0.444857 mHz
n=3, 1=3, m=3

v=0.451193 mHz
n=2, 1=9, m=3

id=0213

v=0.452384 mHz
n=1, 1=18, m=3

id=0214

v=0.462572 mHz
n=1, 1=19, m=3

id=0215

v=0.464689 mHz
n=3, I=4, m=3

id=0216

v=0.465233 mHz
n=2, I=10, m=3

id=0217

v=0.478946 mHz
n=2, I=11, m=3

id=0218
a s
e -
\ %
v=0.483244 mHz
n=3, 1=5, m=3

id=0219

id=0220

v=0.500907 mHz

n=3, 1=6, m=3

id=0221

v=0.505511 mHz
n=2, =13, m=3
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B.2 Modelo 2 (2= 1.18-107* rd/s)
id=0000 id=0001 id=0002 id=0003 id=0004

r=0.136920 mHz
n=0, 1=1, m=0

v=0.140926 mHz
n=0, 1=2, m=0

v=0.150730 mHz
n=1, 1=0, m=0

v=0.159085 mHz
n=0, =3, m=0

v=0.169439 mHz
n=0, 1=4, m=0

id=0005

id=0006

id=0007

id=0008

id=0009

v=0.179229 mHz
n=0, 1=5, m=0

v=0.188606 mHz
n=0, 1=6, m=0

"

v=0.197590 mHz
n=0, 1=7, m=0

v=0.206235 mHz
n=0, 1=8, m=0

v=0.206506 mHz
n=1, I=1, m=0

id=0010

id=0011

id=0012

id=0013

id=0014

v=0.212112 mHz
n=1, 1=2, m=0

v=0.214574 mHz
n=0, 1=9, m=0

N

v=0.222643 mHz
n=0, 1=10, m=0

v=0.225907 mHz
n=2, 1=0, m=0

v=0.230464 mHz
n=0, =11, m=0

id=0015

id=0016

id=0017

id=0018

id=0019

v=0.234911 mHz
n=1, 1=3, m=0

r=0.238061 mHz
n=0, =12, m=0

v=0.245450 mHz
n=0, 1=13, m=0

v=0.248263 mHz
n=1, =4, m=0

v=0.252650 mHz
n=0, I=14, m=0

id=0020

id=0021

id=0022

id=0023

id=0024

v=0.259673 mHz

n=0, I=15, m=0

v=0.260876 mHz
n=1, I=5, m=0

v=0.266530 mHz
n=0, I=16, m=0

v=0.273086 mHz
n=1, |I=6, m=0

v=0.273234 mHz
n=0, =17, m=0
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id=0025

—
[N

o
(=)
DO
(=

v=0.278910 mHz
n=2, I=1, m=0

v=0.279792 mHz
n=0, 1=18, m=0

id=0027

v=0.284858 mHz
n=1, 1=7, m=0

id

o
o
[\9)
03]

v=0.286216 mHz

o
—
_
©
=

o

=]

) )

id=0029

v=0.286676 mHz
n=2, 1=2, m=0

id=0030

v=0.296240 mHz
n=1, 1I=8, m=0

-
=
o
o
w
=

v=0.304357 mHz

w
—_
=)
=

o

=]

) )

—
[o
[en}
o
w
(V)

v=0.307269 mHz

—
—
©
=

=]
o

) )

5

o
o
w
w

v=0.312777 mHz

N
—_
w
B

o

=}

) )

id=0034

v=0.317978 mHz
n=1, 1=10, m=0

r=0.328269 mHz
n=2, =4, m=0

e
i
o
o
w
(=)

r=0.328392 mHz
n=1, I=11, m=0

[
i
o
o
w
J

v=0.338538 mHz
n=1, =12, m=0

v=0.342425 mHz
=0

=}
N
o
B
|

y T Y

v=0.348431 mHz
n=1, 1=13, m=0

id=0040

v=0.351439 mHz

n=3, 1=1, m=0

,_..
T
[an)
(e}
=
=

v=0.356199 mHz
n=2, 1=6, m=0

-
iy
o
S
=
)

v=0.358096 mHz
n=1, 1=14, m=0

El-.'
o
eo
=
w

v=0.360944 mHz
=0

w
—
[\

B
I

=}

) )

v=0.367541 mHz
n=1, =15, m=0

id=0045

v=0.369485 mHz

n=2, |I=7, m=0

._
o
o
o
=
>

v=0.376783 mHz

n=1, =16, m=0

._.
o
o
S
=
S|

v=0.382202 mHz
n=4, =0, m=0

&
o
S
=
oo

v=0.382330 mHz
n=2, |I=8, m=0

v=0.385833 mHz
n=1, 1=17, m=0
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id=0050

v=0.389676 mHz
n=3, 1=3, m=0

id=0051

v=0.394701 mHz
n=1, 1=18, m=0

id=0052

v=0.394813 mHz

n=2, 1=9, m=0

id=0053

v=0.403399 mHz
n=1, 1=19, m=0

id=0054

v=0.406967 mHz
n=2, 1=10, m=0

id=0055

v=0.407323 mHz
n=3, 1=4, m=0

id=0056

v=0.418843 mHz

n=2, I=11, m=0

id=0057

v=0.422735 mHz
n=3, 1I=5, m=0

id=0058

v=0.426180 mHz
n=4, I=1, m=0

id=0059

v=0.430439 mHz
n=2, 1=12, m=0

id=0060

v=0.435030 mHz
n=4, 1=2, m=0

id=0061

v=0.438517 mHz
n=3, 1=6, m=0

v=0.441782 mHz
n=2, 1=13, m=0

v=0.452845 mHz
n=3, =7, m=0

id=0064

v=0.452884 mHz
n=2, I=14, m=0

id=0065

v=0.460108 mHz
n=>5, 1=0, m=0

v=0.463757 mHz
n=2, 1=15, m=0

id=0067

v=0.465932 mHz
n=4, 1=3, m=0

id=0068

v=0.466820 mHz
n=3, 1=8, m=0

id=0069

v=0.474409 mHz
n=2, 1=16, m=0

id=0070

v=0.480332 mHz

n=3, 1=9, m=0

v=0.484853 mHz
n=2, I=17, m=0

id=0072

v=0.485034 mHz
n=4, 1=4, m=0

id=0073

v=0.493438 mHz

n=3, =10, m=0

id=0074_

v=0.495093 mHz

n=2, =18, m=0
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id=0075

v=0.500308 mHz
n=>5, I=1, m=0

id=0076

v=0.503389 mHz
n=4, 1=5, m=0

1d=0077

v=0.505142 mHz
n=2, 1=19, m=0

id=0078

n=3, 1=11, m=0

id=0079

v=0.508802 mHz
n=>5, 1=2, m=0

id=0080

v=0.150763 mHz
n=0, I=1, m=1

id=0081

v=0.165430 mHz
n=0, =2, m=1

id=0082

v=0.176996 mHz
n=0, =3, m=1

id=0084

R

v=0.197627 mHz
n=0, 1=5, m=1

v
Q

H
[N

< I
o

[0%0)

t

v=0.207093 mHz
n=0, =6, m=1

id=0086
W%
s o
‘e

r=0.216140 mHz
n=0, =7, m=1

id=0087

v=0.217555 mHz
n=1, 1I=1, m=1

v=0.224825 mHz
n=0, |I=8, m=1

v=0.233197 mHz
n=0, 1=9, m=1

v=0.237731 mHz
n=1, 1=2, m=1

v=0.241287 mHz
n=0, 1=10, m=1

v=0.249128 mHz
n=0, 1=11, m=1

id=0093

v=0.252439 mHz
n=1, |I=3, m=1

v=0.256738 mHz
n=0, I=12, m=1

r=0.264142 mHz

n=0, 1=13, m=1

v=0.266222 mHz
n=1, =4, m=1

v=0.271351 mHz
n=0, 1=14, m=1

v=0.278383 mHz

n=0, 1=15, m=1

id=0099

v=0.279122 mHz
n=1, 1I=5, m=1
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v=0.285250 mHz
n=0, =16, m=1

id=0101

v=0.287584 mHz
n=2, 1I=1, m=1

id=0102

v=0.291473 mHz
n=1, =6, m=1

id=0103

n=0, =17, m=1

id=0104

v=0.298528 mHz

n=0, =18, m=1

id=0105

vr=0.303330 mHz
n=1, I=7, m=1

v=0.304957 mHz
n=0, =19, m=1

id=0107

id=0108

id=0109

v=0.313397 mHz
n=2, I=2, m=1

v=0.314772 mHz
n=1, |I=8, m=1

v=0.325843 mHz
n=1, 1=9, m=1

id=0110

r=0.330031 mHz
n=2, |I=3, m=1

r=0.336583 mHz
n=1, 1I=10, m=1

>
r=0.346010 mHz
n=2, 1=4, m=1

v=0.347025 mHz
n=1, 1I=11, m=1

v=0.357188 mHz
n=1, 1=12, m=1

id=0115

v=0.357276 mHz
n=3, I=1, m=1

v=0.360771 mHz
n=2, 1=5 m=1

v=0.367102 mHz
n=1, 1=13, m=1

v=0.374507 mHz
n=2, 1=6, m=1

v=0.376777 mHz
n=1, 1=14, m=1

v=0.386236 mHz

n=1, =15, m=1

id=0121

v=0.387873 mHz
n=2, =7, m=1

id=0122

v=0.388421 mHz
n=3, 1=2, m=1

v=0.395490 mHz
n=1, =16, m=1

id=0124

v=0.400795 mHz
n=2, =8, m=1
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id=0125

v=0.404550 mHz
n=1, 1=17, m=1

id=0126

v=0.406492 mHz
n=3, |I=3, m=1

id=0127

v=0.413333 mHz
n=2, |1=9, m=1

id=0128

v=0.413430 mHz
n=1, =18, m=1

id=0129

v=0.422135 mHz
n=1, 1=19, m=1

id=0130

v=0.424955 mHz
n=3, I=4, m=1

id=0131

v=0.425541 mHz
n=2, I=10, m=1

id=0132

v=0.429070 mHz
n=4, I=1, m=1

id=0133

v=0.437438 mHz
n=2, 1=11, m=1

v=0.441316 mHz
n=3, 1=5, m=1

v=0.449062 mHz
n=2, 1=12, m=1

v=0.456506 mHz
n=3, |I=6, m=1

v=0.460426 mHz
n=2, =13, m=1

id=0138

v=0.463607 mHz
n=4, 1=2, m=1

v=0.471164 mHz
n=3, |I=7, m=1

n=2, I=14, m=1

id=0141

v=0.481875 mHz
n=4, 1=3, m=1

v=0.482433 mHz
n=2, 1=15, m=1

v=0.485233 mHz
n=3, =8, m=1

v=0.493102 mHz
n=2, =16, m=1

v=0.498805 mHz

n=3, 1=9, m=1

id=0146

v=0.502312 mHz
n=>5, 1=1, m=1

v=0.502689 mHz
n=4, =4, m=1

v=0.503557 mHz
n=2, =17, m=1

id=0149

v=0.180303 mHz

n=0, 1=2, m=2
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id=0150

id=0152

e °
b v

id=0153

OD
QO

C)o Do
‘abp

v=0.243075 mHz
n=0, 1=8, m=2

v=0.250612 mHz
n=1, |I=2, m=2

v=0.251531 mHz
n=0, =9, m=2

v=0.259690 mHz
n=0, =10, m=2

v=0.193598 mHz | v=0.204955 mHz | v=0.215341 mHz | »=0.225060 mHz | v»=0.234271 mHz
n=0, 1=3, m=2 n=0, =4, m=2 n=0, |1=5, m=2 n=0, =6, m=2 n=0, 1=7, m=2
id=0155 id=0157 id=0158 id= 0159

v=0.267580 mHz
n=0, =11, m=2

id=0160

r=0.268186 mHz
n=1, 1=3, m=2

v=0.275234 mHz
n=0, =12, m=2

r=0.282669 mHz
n=0, =13, m=2

id=0163

v=0.282911 mHz
n=1, 1=4, m=2

n—O, =14, m=2

v=0.296436 mHz
n=1, 1=5, m=2

1r=0.296965 mHz
n=0, 1=15, m=2

r=0.303851 mHz
n=0, 1=16, m=2

v=0.309139 mHz
n=1, 1=6, m=2

v=0.310581 mHz
n=0, =17, m=2

r=0.317162 mHz
n=0, =18, m=2

v=0.321237 mHz
n=1, 1=7, m=2

v=0.323606 mHz
n=0, =19, m=2

id=0173

v=0.324387 mHz

n=2, =2, m=2

v=0.332844 mHz

n=1, 1=8, m=2
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id=0175

v=0.344035 mHz
n=1, 1=9, m=2

id=0176

v=0.345374 mHz
n=2, |1=3, m=2

id=0177

v=0.354867 mHz
n=1, =10, m=2

id=0178

v=0.362152 mHz
n=2, 1=4, m=2

id=0179

v=0.365377 mHz
n=1, 1=11, m=2

id=0180

v=0.375600 mHz
n=1, =12, m=2

id=0181
.

e

PCHN
o g
-«

v=0.377515 mHz
n=2, |I=5, m=2

id=0182

v=0.385556 mHz

n=1, =13, m=2

id=0183

v=0.391858 mHz
n=2, 1=6, m=2

id=0184

v=0.395273 mHz
n=1, 1=14, m=2

id=0185

v=0.397528 mHz
n=3, |I=2, m=2

v=0.404762 mHz
n=1, =15, m=2

v=0.405538 mHz
n=2, =7, m=2

v=0.414043 mHz
n=1, =16, m=2

v=0.418672 mHz
n=2, 1=8, m=2

id=0190

v=0.422009 mHz

n=3, 1=3, m=2

v=0.423127 mHz
n=1, 1=17, m=2

v=0.431369 mHz
n=2, 1=9, m=2

v=0.432026 mHz
n=1, =18, m=2

id=0194

»

l i
~

v=0.440682 mHz
n=3, I=4, m=2

N

v=0.440752 mHz
n=1, =19, m=2

id=0196

v=0.443691 mHz

n=2, =10, m=2

v=0.455684 mHz
n=2, I=11, m=2

id=0198

v=0.457830 mHz
n=3, |I=5, m=2

v=0.467380 mHz

n=2, 1=12, m=2
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id=0200

v=0.470548 mHz
n=4, 1=2, m=2

id=0201

v=0.478803 mHz
n=2, =13, m=2

id=0203

v=0.488637 mHz
n=3, |I=7, m=2

id=0204

v=0.489973 mHz
n=2, 1=14, m=2

id=0205

v=0.498117 mHz
n=4, 1=3, m=2

v=0.500903 mHz
n=2, I=15, m=2

id=0207

v=0.502945 mHz
n=3, |I=8, m=2

id=0208

v=0.209077 mHz
n=0, =3, m=3

id=0209

v=0.221497 mHz
n=0, 1=4, m=3

id=0210

v=0.232462 mHz
n=0, 1=5, m=3

v=0.242551 mHz
n=0, 1=6, m=3

v=0.252019 mHz
n=0, =7, m=3

v=0.261002 mHz
n=0, 1=8, m=3

v=0.269596 mHz
n=0, 1=9, m=3

id=0215

v=0.277855 mHz
n=0, 1=10, m=3

id=0216

v=0.282137 mHz
n=1, 1=3, m=3

v=0.285830 mHz
n=0, 1=11, m=3

v=0.293548 mHz
n=0, 1=12, m=3

id=0219

v=0.298541 mHz
n=1, I=4, m=3

id=0220

v=0.301040 mHz

n=0, I=13, m=3

v=0.308322 mHz
n=0, 1=14, m=3

id=0222

v=0.312911 mHz
n=1, 1=5, m=3

v=0.315417 mHz
n=0, I=15, m=3

v=0.322337 mHz
n=0, I=16, m=3
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id=0225

id=0226

.
v=0.329094 mHz

id=0227
J

id=0228

id=0229

0 v=0.335702 mHz | »=0.338619 mHz | v=0.342167 mHz
n=1, 1=6, m=3 n=0, =17, m=3 n=0, =18, m=3 n=1, |I=7, m=3 n=0, 1=19, m=3
id=0231 id=0232 id=0233 id=0234

v=0.350483 mHz
n=1, 1I=8, m=3

v=0.357784 mHz
n=2, =3, m=3

v=0.361863 mHz
n=1, =9, m=3

v=0.372837 mHz
n=1, 1=10, m=3

v=0.376951 mHz
n=2, 1=4, m=3

v=0.383460 mHz
n=1, I=11, m=3

id=0236

1=0.393348 mHz
n=2, =5, m=3

v=0.393770 mHz
n=1, =12, m=3

v=0.403802 mHz
n=1, 1=13, m=3

v=0.408400 mHz
n=2, 1=6, m=3

v=0.413576 mHz

v=0.423119 mHz

v=0.432443 mHz

id=0244

0 v=0.432932 mHz
n=1, 1=14, m=3 n=2, 1=7, m=3 n=1, 1=15, m=3 n=1, =16, m=3 n=3, =3, m=3
id=0249

v=0.441565 mHz
n=1, =17, m=3

v=0.448941 mHz

n=2, =9, m=3

v=0.450499 mHz
n=1, =18, m=3

v=0.454884 mHz

n=3, 1=4, m=3
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id=0250

v=0.459252 mHz
n=1, 1=19, m=3

v=0.461450 mHz
n=2, 1=10, m=3

v=0.473144 mHz
n=3, 1=5, m=3

id=0253

v=0.473590 mHz
n=2, =11, m=3

id=0254

v=0.485401 mHz
n=2, =12, m=3

id=0255

v=0.489806 mHz

n=3, 1=6, m=3

id=0256

v=0.496919 mHz
n=2, 1=13, m=3

id=0257

v=0.505288 mHz
n=3, 1=7, m=3

id=0258

v=0.507462 mHz
n=4, 1=3, m=3

id=0259

v=0.508166 mHz
n=2, =14, m=3
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B.3 Modelo 3 (2= 1.81-10""* rd/s)
id=0000 id=0001 id=0002 id=0003 id=0004

v=0.125081 mHz
n=0, =2, m=0

v=0.130486 mHz
n=0, I=1, m=0

v=0.145458 mHz
n=1, I=0, m=0

v=0.149912 mHz
n=0, 1=3, m=0

v=0.159935 mHz
n=0, 1=4, m=0

id=0005

v=0.167724 mHz

o
—
o
8

o

=]

) )

id=0006

v=0.176277 mHz

o
—
o
=

o

=]

) )

id=0007

v=0.184435 mHz
n=0, I=7, m=0

id=0008

v=0.187744 mHz
n=1, =2, m=0

id=0009

v=0.192429 mHz

5
o
—
o
B

o

) )

,_..
1§
o
o
=
o

v=0.196097 mHz
n=1, =1, m=0

—
iy
o
S
—
—

v=0.200055 mHz
n=0, 1=9, m=0

id=0012

v=0.207522 mHz
n=0, 1=10, m=0

al.-..
o
[an]
‘»—\
w

v=0.214758 mHz
n=0, =11, m=0

-
iy
[an]
]
=
'S

v=0.217086 mHz
n=2, 1=0, m=0

id=0015

v=0.221134 mHz
n=1, 1=3, m=0

id=0016

r=0.221816 mHz
n=0, =12, m=0

v=0.228687 mHz
n=0, 1=13, m=0

id=0018

v=0.235126 mHz
n=1, =4, m=0

id=0019

v=0.235409 mHz
n=0, 1=14, m=0

id=0020

v=0.241950 mHz

n=0, 1=15, m=0

—
(o}
[en}
(=}
[\
—

v=0.244612 mHz
n=1, 1=5, m=0

id=0022
.

v=0.248369 mHz
n=0, =16, m=0

._.
(oW
o
(=]
N
w

v=0.253348 mHz
n=2, =2, m=0

id=0024

v=0.254657 mHz
n=0, 1=17, m=0
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id=0025

v=0.257493 mHz
n=1, 1=6, m=0

id=0026

v=0.260827 mHz
n=0, 1=18, m=0

id=0027

v=0.266100 mHz
n=2, |I=1, m=0

id=0028

v=0.266845 mHz
n=0, 1=19, m=0

id=0029

v=0.267211 mHz
n=1, 1=7, m=0

id=0030

v=0.277605 mHz
n=1, 1=8, m=0

id=0031

v=0.287821 mHz
n=1, 1=9, m=0

id=0032

v=0.291392 mHz
n=3, 1=0, m=0

id=0033

v=0.293489 mHz
n=2, =3, m=0

id=0034

v=0.297907 mHz
n=1, 1=10, m=0

id=0035

v=0.307653 mHz
n=1, =11, m=0

id=0036

r=0.310906 mHz
n=2, =4, m=0

id=0037

r=0.317198 mHz
n=1, =12, m=0

id=0038

v=0.320458 mHz
n=2, |I=5, m=0

id=0039

v=0.322636 mHz
n=3, |I=2, m=0

r=0.326518 mHz
n=1, 1=13, m=0

id=0041

v=0.335612 mHz
n=1, 1=14, m=0

id=0042

v=0.335870 mHz
n=2, 1=6, m=0

id=0043

v=0.338830 mHz
n=3, 1=1, m=0

v=0.344542 mHz
n=1, =15, m=0

id=0045

v=0.346668 mHz

n=2, |I=7, m=0

id=0046

v=0.353297 mHz
n=1, I=16, m=0

id=0047

v=0.359080 mHz
n=2, 1=8, m=0

id=0048

v=0.361877 mHz

n=1, =17, m=0

id=0049

v=0.365871 mHz

n=3, |I=3, m=0
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id=0050

v=0.365942 mHz
n=4, 1=0, m=0

id=0051

v=0.370293 mHz
n=1, 1=18, m=0

id=0052

v=0.371134 mHz
n=2, =9, m=0

id=0053

v=0.378534 mHz
n=1, 1=19, m=0

id=0054

v=0.382312 mHz
n=2, 1=10, m=0

id=0055

v=0.383981 mHz
n=3, 1=4, m=0

id=0056

1=0.393498 mHz
n=2, I=11, m=0

id=0057

v=0.394566 mHz
n=4, =2, m=0

id=0058

v=0.395497 mHz
n=3, 1=5, m=0

id=0059

v=0.404743 mHz
n=2, 1=12, m=0

id=0060

v=0.413051 mHz
n=4, |I=1, m=0

id=0061

v=0.413394 mHz
n=3, 1=6, m=0

v=0.415471 mHz
n=2, 1=13, m=0

e
i
o
o
(=
w

v=0.423884 mHz
n=3, |I=7, m=0

v=0.425995 mHz
n=2, 1=14, m=0

v=0.436280 mHz
n=2, 1=15, m=0

id=0066

v=0.436400 mHz
n=3, 1=8, m=0

id=0067

v=0.439789 mHz
n=4, 1=3, m=0

-
i
o
o
D
oo

v=0.441014 mHz,
n=5, 1=0, m=0

n=2, 1=16, m=0

id=0070

id=0071

@

id=0072

._.
o
=
=]
3
w

v=0.451194 mHz

n=3, 1=9, m=0

v=0.454518 mHz
n=4, 1=4, m=0

v=0.456302 mHz
n=2, =17, m=0

v=0.464040 mHz
n=3, =10, m=0

v=0.466045 mHz

n=2, 1=18, m=0




B.3

Modelo 3 (2 =1.81-10"% rd/s)

125

id=0075

v=0.469375 mHz
n=4, 1=5, m=0

id=0076

v=0.469387 mHz
n=>5, 1=2, m=0

id=0077

v=0.475581 mHz
n=2, 1=19, m=0

id=0078

v=0.476455 mHz
n=3, I=11, m=0

id=0079

@)

v=0.487600 mHz
n=>5, 1=1, m=0

id=0080

v=0.488152 mHz
n=3, I=12, m=0

v=0.490351 mHz
n=4, 1=6, m=0

id=0082

v=0.499061 mHz
n=3, I=13, m=0

id=0083

v=0.500794 mHz

n=4, I=7, m=0

id=0084

v=0.148470 mHz
n=0, I=1, m=1

id=0085

id=0086

&

id=0087

B
OO

id=0088

(o
%

id=0089

D>

v=0.207996 mHz
n=1, 1I=1, m=1

Dv

v=0.212539 mHz
n=0, |I=7, m=1

v=0.220583 mHz
n=0, 1=8, m=1

v=0.228374 mHz
n=0, 1=9, m=1

v=0.164435 mHz | v=0.175507 mHz | »=0.185902 mHz | v=0.195165 mHz | v=0.204086 mHz
n=0, =2, m=1 n=0, |I=3, m=1 n=0, I=4, m=1 n=0, |I=5, m=1 n=0, |1=6, m=1
id=0090 id=0091 id=0094

v=0.230982 mHz
n=1, 1=2, m=1

v=0.235896 mHz

n=0, 1=10, m=1

id=0096

A

v=0.243198 mHz
n=0, I=11, m=1

id=0097

v=0.244929 mHz

n=1, =3, m=1

id=0098

v=0.250296 mHz
n=0, =12, m=1

id=0099

v=0.257210 mHz
n=0, 1=13, m=1
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id=0100

id=0101

id=0102

v=0.259337 mHz
n=1, 1=4, m=1

v=0.263940 mHz
n=0, =14, m=1

v=0.270156 mHz
n=1, |I=5, m=1

id=0103

v=0.270541 mHz
n=0, 1=15, m=1

id=0104

v=0.274246 mHz
n=2, 1=1, m=1

id=0105

id=0106

id=0107

v=0.276973 mHz
n=0, =16, m=1

v=0.283270 mHz
n=0, =17, m=1

v=0.283491 mHz
n=1, I=6, m=1

id=0108

v=0.289434 mHz
n=0, 1=18, m=1

id=0109

v=0.294733 mHz
n=1, 1I=7, m=1

v=0.295513 mHz
n=0, =19, m=1

id=0111

v=0.301535 mHz
n=2, 1=2, m=1

v=0.305597 mHz
n=1, |I=8, m=1

id=0113

v=0.314905 mHz
n=2, |I=3, m=1

v=0.316204 mHz
n=1, 1=9, m=1

v=0.326125 mHz
n=1, 1=10, m=1

1v=0.333586 mHz
n=2, I=4, m=1

v=0.335987 mHz
n=1, I=11, m=1

id=0118

v=0.338320 mHz

n=3, I=1, m=1

v=0.345592 mHz
n=1, 1=12, m=1

v=0.349065 mHz

n=2, 1=5, m=1

id=0121

v=0.354965 mHz

n=1, 1=13, m=1

id=0122

v=0.361188 mHz

n=2, 1=6, m=1

id=0123

v=0.364116 mHz

n=1, 1=14, m=1

id=0124

v=0.373077 mHz

n=1, I=15, m=1
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id=0125

v=0.373655 mHz
n=3, |I=2, m=1

id=0126

v=0.373960 mHz
n=2, |I=7, m=1

id=0127

v=0.381846 mHz
n=1, 1=16, m=1

id=0128

v=0.384159 mHz
n=3, |1=3, m=1

id=0129

v=0.386875 mHz
n=2, 1=8, m=1

id=0130

v=0.390439 mHz
n=1, I=17, m=1

id=0131

v=0.398871 mHz
n=1, =18, m=1

id=0132

=0.398989 mHz
n=2, =9, m=1

id=0133

v=0.407168 mHz
n=1, =19, m=1

id=0134

v=0.407339 mHz
n=3, 1=4, m=1

id=0135

v=0.408417 mHz
n=4, 1=1, m=1

v=0.410766 mHz
n=2, =10, m=1

v=0.421855 mHz
n=2, 1=11, m=1

v=0.424218 mHz
n=3, |I=5, m=1

v=0.432992 mHz
n=2, 1=12, m=1

v=0.437234 mHz
n=3, =6, m=1

v=0.443824 mHz
n=2, 1=13, m=1

v=0.446900 mHz
n=4, I=2, m=1

id=0143

v=0.448000 mHz
n=4, 1=3, m=1

v=0.454399 mHz
n=2, 1=14, m=1

id=0145

v=0.455776 mHz

n=3, =7, m=1

id=0146

v=0.464754 mHz
n=2, I=15, m=1

v=0.465607 mHz
n=3, 1=8, m=1

v=0.474879 mHz
n=2, =16, m=1

v=0.478715 mHz
n=3, 1=9, m=1
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id=0150

v=0.480716 mHz
n=>5, I=1, m=1

id=0151

v=0.480938 mHz
n=4, 1=4, m=1

id=0152

v=0.484815 mHz
n=2, 1=17, m=1

id=0153

v=0.491957 mHz
n=3, 1=10, m=1

id=0154

v=0.494576 mHz
n=2, 1=18, m=1

v=0.497593 mHz

n=4, I=5, m=1

id=0156

v=0.504146 mHz

n=2, I=19, m=1

id=0157

v=0.504578 mHz
n=3, I=11, m=1

id=0158

v=0.184941 mHz
n=0, 1=2, m=2

id=0159

v=0.199424 mHz
n=0, 1=3, m=2

id=0160

r=0.210844 mHz
n=0, |1=4, m=2

id=0161

019,
a8

v=0.221146 mHz

n=0, |I=5, m=2

id=0162

v=0.230568 mHz
n=0, =6, m=2

v=0.239428 mHz
n=0, =7, m=2

id=0164

v=0.247095 mHz
n=1, 1=2, m=2

v=0.247890 mHz
n=0, 1=8, m=2

v=0.255844 mHz
n=0, 1=9, m=2

id=0167
.

Q \¢ e
=g O
O A/
e
v=0.263570 mHz
n=0, 1=10, m=2

id=0168

v=0.267501 mHz
n=1, I=3, m=2

v=0.271012 mHz
n=0, I=11, m=2

v=0.278229 mHz
n=0, =12, m=2

id=0171

v=0.282645 mHz

n=1, 1=4, m=2

id=0172

v=0.285235 mHz
n=0, =13, m=2

v=0.292063 mHz
n=0, 1=14, m=2

v=0.296542 mHz
n=1, 1=5, m=2
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id=0175
4* "

r=0.298698 mHz

n=0, =15, m=2

v=0.305199 mHz
n=0, =16, m=2

id=0177

v=0.308941 mHz
n=1, 1=6, m=2

id=0178

v=0.311555 mHz
n=0, =17, m=2

id=0179

v=0.313709 mHz
n=2, 1=2, m=2

id=0180

v=0.317782 mHz
n=0, =18, m=2

id=0181

v=0.320994 mHz
n=1, =7, m=2

v=0.323852 mHz
n=0, =19, m=2

id=0183

v=0.332271 mHz
n=1, =8, m=2

id=0184

v=0.338335 mHz
n=2, 1=3, m=2

v=0.343077 mHz
n=1, 1=9, m=2

v=0.353405 mHz
n=1, =10, m=2

r=0.355290 mHz
n=2, 1=4, m=2

v=0.363492 mHz
n=1, 1I=11, m=2

v=0.371722 mHz
n=2, =5, m=2

v=0.373265 mHz
n=1, 1=12, m=2

id=0191

r=0.380531 mHz

n=3, 1=2, m=2

v=0.382764 mHz
n=1, 1=13, m=2

v=0.392034 mHz
n=1, 1=14, m=2

id=0195

v=0.399863 mHz

n=2, |I=7, m=2

id=0196

v=0.401071 mHz

n=1, 1=15, m=2

v=0.409926 mHz

n=1, =16, m=2

v=0.410465 mHz

n=3, |I=3, m=2

v=0.412970 mHz
n=2, =8, m=2
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id=0200

v=0.418596 mHz

n=1, I=17, m=2

id=0201

id=0202

id=0203

v=0.425524 mHz
n=2, |1=9, m=2

v=0.427085 mHz
n=1, =18, m=2

v=0.427328 mHz
n=3, =4, m=2

v=0.435397 mHz
n=1, 1=19, m=2

id=0205

v=0.437574 mHz
n=2, I=10, m=2

id=0206

v=0.446339 mHz
n=3, |I=5, m=2

id=0207

v=0.449212 mHz
n=4, |1=2, m=2

id=0208

v=0.449251 mHz
n=2, 1=11, m=2

id=0209

v=0.460362 mHz
n=2, 1=12, m=2

id=0210
/

g
10

.
-

v=0.463068 mHz
n=3, |1=6, m=2

—

v=0.471378 mHz
n=2, =13, m=2

v=0.476665 mHz
n=3, =7, m=2

v=0.482099 mHz
n=2, 1=14, m=2

id=0214
()
=

v=0.483219 mHz
n=4, 1=3, m=2

v=0.490895 mHz
n=3, 1=8, m=2

v=0.492548 mHz
n=2, 1=15, m=2

v=0.498284 mHz
n=4, 1=4, m=2

v=0.502792 mHz
n=2, =16, m=2

id=0219

v=0.221312 mHz
n=0, 1=3, m=3

id=0220

v=0.234758 mHz
n=0, 1=4, m=3

id=0221

v=0.246005 mHz
n=0, 1=5, m=3

id=0222

v=0.256163 mHz
n=0, 1=6, m=3

v=0.265536 mHz
n=0, =7, m=3

id=0224

* ».

O

g W
v=0.274332 mHz
n=0, 1=8, m=3
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id=0225

v=0.282667 mHz
n=0, 1=9, m=3

id=0226

v=0.286056 mHz
n=1, 1=3, m=3

id=0227

v=0.290633 mHz
n=0, 1=10, m=3

id=0228

& 0%

O

g 04
v=0.298298 mHz
n=0, =11, m=3

id=0229

v=0.304788 mHz
n=1, |I=4, m=3

id=0230

v=0.305681 mHz
n=0, I=12, m=3

id=0231

QQ Opﬂ
Q)

4

“& » 4

r=0.312828 mHz
n=0, =13, m=3

id=0232

*w.

r=0.319762 mHz

n=0, I=14, m=3

id=0233

v=0.319913 mHz
n=1, I=5, m=3

id=0234

v=0.326530 mHz
n=0, 1=15, m=3

v=0.333099 mHz
n=0, 1=16, m=3

v=0.333600 mHz
n=1, |I=6, m=3

v=0.339523 mHz
n=0, 1=17, m=3

v=0.345803 mHz
n=0, 1=18, m=3

v=0.346142 mHz
n=1, 1=7, m=3

v=0.351978 mHz
n=0, 1=19, m=3

id=0241

v=0.353501 mHz
n=2, 1=3, m=3

v=0.358004 mHz
n=1, 1=8, m=3

v=0.369235 mHz
n=1, 1=9, m=3

id=0244

v=0.376141 mHz
n=2, =4, m=3

v=0.379988 mHz

n=1, I=10, m=3

v=0.390306 mHz
n=1, 1=11, m=3

id=0247

v=0.393595 mHz

n=2, 1=5, m=3

v=0.400301 mHz

n=1, =12, m=3

v=0.409628 mHz
n=2, =6, m=3
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B.3

id=0250

v=0.409999 mHz
n=1, 1=13, m=3

id=0251

v=0.419420 mHz
n=1, =14, m=3

id=0252

v=0.421502 mHz
n=3, 1=3, m=3

id=0253

v=0.424774 mHz
n=2, =7, m=3

id=0254

v=0.428618 mHz
n=1, 1=15, m=3

id=0255

v=0.437549 mHz
n=1, 1=16, m=3

id=0256

v=0.437931 mHz
n=2, 1=8, m=3

id=0257

v=0.446329 mHz
n=1, 1=17, m=3

id=0258

v=0.448483 mHz
n=3, I=4, m=3

id=0259

v=0.450993 mHz
n=2, 1=9, m=3

id=0260

id=0261

id=0262

id=0263

a N
1D
Nl

id=0264

v=0.454912 mHz | v=0.463332 mHz | v=0.463479 mHz | v=0.467001 mHz | v=0.475489 mHz
n=1, 1=18, m=3 n=1, 1=19, m=3 n=2, 1=10, m=3 n=3, |I=5, m=3 n=2, 1=11, m=3
id=0265 id=0266 id=0267 id=0268 id=0269

v=0.484908 mHz
n=3, =6, m=3

v=0.487108 mHz
n=2, I=12, m=3

v=0.490127 mHz

n=4, 1=3, m=3

v=0.498219 mHz
n=2, 1=13, m=3

v=0.501419 mHz
n=3, 1=7, m=3




Calculo del Elemento Diferencial de
Superficie

Para el cdlculo de la visibilidad de los modos normales de oscilacion realizado en el
capitulo 6 es necesario conocer la forma del elemento diferencial de superficie dS en el
sistema de coordenadas no ortogonales utilizado. Recordando lo expuesto en el capitulo 3,
utilizamos un sistema de coordenadas (v,0',¢’), tal que v = 1 represente la superficie de la
estrella. Siendo (r,0, ¢) las coordenadas esféricas, la transformacién es la siguiente:

r = ~S(¢),
0 = ¢, (C.1)
o = ¢,

donde S(¢’) representa la superficie. Para simplificar la notacién, en adelante no se escribird
explicitamente la dependencia con ' y se denotard con S’ a la derivada de S con respecto
ad.

ds
du

dug,
Figura C.1: Elemento diferencial de superficie.

Nos interesa calcular dS en una superficie de la forma v = constante. Para ello definimos
dos vectores diferenciales (ver figura C.1), en primer lugar duy representa el desplazamiento
en el vector de posicién al movernos una cantidad df’ a lo largo de la linea definida por
(7, ¢') constantes, mientras que du,, representa el desplazamiento producido en el vector de
posicién al movernos una cantidad dy’ a lo largo de la linea (v, 0’) constantes. El elemento
diferencial de superficie puede ser calculado mediante la expresion:
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ds = dlIg/ X duSD/

(C.2)

El vector dS esta definido de forma que su médulo es dS y su direccién es perpendicular
a la superficie. Ademds, en la expresién (C.2), lo hemos elegido de forma que su sentido
sea hacia el exterior de la estrella. Atendiendo a la definicién de los vectores diferenciales

duy y duy, es ficil ver que:

dIIg/ = g;/ d@’
9 Y,
r
du, = — dy’
® 8(pl 0

El vector dr se expresa en coordenadas esféricas de la siguiente forma:

dr = e, dr + reqdfl + rsen fe,dop,

(C.3)

(C.4)

donde e;, eg y e, son vectores unitarios en la direccién de r, 6 y ¢ respectivamente. Usando

esta expresion podemos escribir:

0 00 0
duy = e, (,Tg/ a6 +reg ool df 4 rsenfe, (T;’j e’ (C.5)
v 7! Rl
r 00 Op
duy, =e.—| do +reg—| dyo +rsenfe,——| dy C.6
s 890’ 7,0 8%0’ 7,0 @agol 7,0 ( )
Atendiendo a (C.1):

or , 00 Oy

anr = ’YS ) ans = ]-a ans = O)

90" |, 00|, 90" |, o (c.7)
or 00 Jp '
2wl =0 5 =0 5 =1
8@ y,0 84,0 v,0 890 7,0

y por tanto:
dUQ/ =7 (S/er + Seg) d9/ (CS)
y
du, = ySsen e, dy’ (C.9)
Usando (C.2) y teniendo en cuenta que e, X e, = —€y y €y X e, = e, obtenemos la
expresion para dS.
dS = +’Ssent (Se, — S'ey) do/dy’ (C.10)

Como 6 = 0 y ¢ = ¢, debe ser df/ = df y dy’ = dyp, ademds r = ~S, por lo que

podemos simplificar la notacién escribiendo:

!/

dS = r%senf (er — ieg) dOdy

(C.11)
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El diferencial de superficie escalar dS lo podemos obtener tomando el médulo de la

expresion anterior:
e
dS = ||dS|| = r%senfy /1 + <z dbde (C.12)

Para el calculo de la visibilidad necesitamos también una expresién para la proyecciéon
del vector dS sobre la linea de visién. Denotemos por n el vector que apunta hacia el
observador, que sera perpendicular al plano del cielo. Suponiendo que n esté contenido en
el plano ¢ = 0, definimos el dngulo de visién ¢ de forma que:

n = seniey + cosie, = n,e; + ngey (C.13)

De esta forma, si ¢ = 0 estaremos observando la estrella desde el polo, mientras que si
i = /2, la observamos desde el ecuador (ver figura C.2).

eje de
rotacion

z i

Figura C.2: Definicién del angulo de visién 3.

Para calcular n-dS, necesitamos conocer las componentes de n en coordenadas esféricas.
Sabiendo que:

0 0 0 0
_ —xex + —yey + —zez = sen § cos pex + sen f sen pey, + cos fe, (C.14)

T " or or or
y
10 10 10 10
ey = ;8—2 = ;(%ex + ;O—Zey + ;8—2% = cos f cos pex + cos f sen pey, — senfe,, (C.15)
entonces:
n, = n-ep=senisenfcosp + cosicosb (C.16)

ng = mn-eg=senicosfcosy — cosisenb (C.17)



136 Calculo del Elemento Diferencial de Superficie C

Usando estas expresiones y la forma de dS (C.11), obtenemos:

/! /
n-ds =r? [(sen@ — Sgcos 9> cos psen i + <c0s9 + Sgsen 0) cos 2] senfdfdy (C.18)
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