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Prdlogo

En la actualidad es muy habitual encontrarnos con situaciones econémico-empresariales
en las que se debe abordar un proceso de toma de decisiones bajo ciertos criterios y en
un entorno no totalmente deterministico, en pos de la consecucién de una serie de objetivos
preestablecidos. Son muchos los casos que podriamos citar a modo de ejemplo: tales como la
planificacién de la produccién, la planificacién de comunicaciones, la distribucién de canales
de riego, la distribucién de red eléctrica, la localizacién de determinados recursos econdmicos,
la, administracién de inversiones en carteras de valores, mercados de divisas, etc .... Todos
estos ejemplos podrian ser abordados de forma deterministica, pero estariamos asumiendo
unas hipétesis iniciales, que pudieran ser violadas en la realidad. Con este trabajo intenta-
mos abordar el entorno de incertidumbre que rodea a dichos problemas, por medio de una
disciplina optativa de la Programaciéon Estocéstica, a la que se denomina ”Andlisis de Esce-
narios”. En dicha disciplina se considera que los elementos del proceso de decisién no estan
bajo un entorno de total desconocimiento, sino que se dispone de cierta informacién sobre
las componentes estocésticas de los mismos. Con esta informacién se determinan un niimero
finito de clases representadas cada una de ellas por un valor diferente de las componentes
estocdsticas. Estas clases generan por tanto, diferentes entornos del problema deterministico

a los cuales llamamos Fscenarios.

El objetivo de este trabajo es entre otros, ofrecer una forma de representar la incertidum-
bre de los problemas de optimizacién sobre redes a gran escala. El esquema que seguimos,
consiste en buscar similitudes entre las soluciones de los problemas deterministicos para
cada escenario, que nos permitan construir una politica de decisién conjunta, que minimi-
ce la toma de decisiones erréneas. Caracteristica esta tltima escencial de una politica de

decision robusta.
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Por otra parte, debido a la existencia de una amplia variedad de problemas de opti-
mizacién enmarcados en un ambiente de incertidumbre, nos centramos en los consistentes en
la optimizacién multiperiodo sobre redes a gran escala. Es decir, en aquellos problemas de
optimizacién con decisiones en diversos periodos a través del tiempo, decisiones que estan
enfocadas al flujo que debe circular por una determinada red, ante un entorno de riesgo. La
estructura especifica de este tipo de problemas de flujos en redes, que permite la simplifi-
cacién de muchos algoritmos, es la razén de la eleccién de los mismos. En cuanto al entorno
de incertidumbre, esta monografia se ocupa de aquellos casos, donde la estocasticidad radica

tanto en los coeficientes de la funcién objetivo como en el término independiente del modelo.

Teniendo en cuenta el tipo de problemas que se consideran, es decir, sistemas multi-
periodos, se intenta ademds, que la politica propuesta por el modelo no anticipe todas las
decisiones desde el comienzo, sino que con el paso del tiempo se vaya incorporando infor-
macién al sistema, de manera que la politica vaya siendo propuesta de forma escalonada y
de acuerdo a cada etapa del proceso de decisién. Esto por supuesto conduce a un modelo de
grandes dimensiones. Sin embargo, dicho modelo tiene la ventaja de presentar una estruc-
tura en forma de cuasi-escalera, que podemos explotar con propdsitos computacionales. En
los capitulos dos y tres se formulan dos tipos diferentes de aproximaciones para expresar las
denominadas restricciones de no anticipatividad, asi como los algoritmos a que estas aproxi-
maciones nos conducen para resolver el modelo de la forma més sencilla posible. La primera
aproximacién se la denomina ”Formulacidén con Variables Enganche” o ”Formulacién Com-
pacta” y la segunda ”Formulacién con Restricciones Enganche”, o ”Formulacion Extendida”
(la representacién para este segundo caso es mediante variables divididas). También se pro-
ponen algunos algoritmos, basados en las técnicas de descomposicién como son la de Benders,
la de Dantzig-Wolfe, y la Lagrangiana Aumentada, adaptados a ambas formulaciones, y que

varian segin la aproximacién del modelo a la que se aplica.

Aparte del planteamiento del modelo, y la forma de resolucién expuesta en los capitulos
dos y tres, se explica en el capitulo cuarto la razén del uso de la disciplina de Analisis de
Escenarios y no otra, a la hora de representar la incertidumbre de esta clase de problemas.

Para ello se usa un problema de planificacién de inversiones en una cartera de valores.

A lo largo del trabajo hemos utilizado aproximaciones multietdpicas, no obstante, se
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ha dedicado el quinto capitulo a las denominadas aproximaciones bietdpicas, para aquellos
casos en los que se ha de simplificar, ya que las dimensiones del problema que resulta nos

impedirian la resolucién del mismo.

Por otra parte, en el capitulo seis se muestra una generalizacién de los programas es-
tocasticos vistos en esta memoria, en el sentido de permitir en el modelo una ligazén entre

varias etapas no necesariamente consecutivas.

Por dltimo, se recogen tres aplicaciones reales, a las cuales se aplican las técnicas vistas
en los capitulos dos y tres, para la resolucién de los mismos. En consecuencia, a partir de
los resultados computacionales de estas aplicaciones se realizan algunas comparaciones entre
Jas formulaciones utilizadas, as{ como entre los algoritmos de resolucién aplicados, con los

que concluimos esta memoria.



Capitulo 1
Introduccion



Capitulo 1

Introduccion

1.1 Redes Deterministicas

Como se ha indicado en el prélogo de este trabajo, nuestro interés se centra en los
problemas de optimizacién multiperiodo sobre redes estocésticas a gran escala. Con el fin de
construir el modelo matemdtico que represente tales problemas, partimos de la representacion
genérica que poseen los problemas de programacioén lineal sobre redes deterministicas con

variables acotadas (PL).

Z = min X (1.1)
sa AX = b (1.2)
I < X < u (1.3)

donde
X es el vector columna de variables de decisién, de orden n.
¢ es el vector columna de costos, de orden n.

A es la matriz de incidencia nodo-arco, de orden mxn, para un grafo dirigido G = (V, E),
en el que V es el conjunto de nodos (con m = |V|]), y E es el conjunto de arcos (con n = |E|).
Por tanto, no mas de dos elementos en cada columna de A son distintos de cero, siendo en

este caso 1, el elemento positivo.

b es el vector de recursos de orden m, y por ultimo,

11
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| vy u son los vectores de cotas inferiores y superiores del vector de variables X,

respectivamente.

Por consiguiente, cada arco e ~ (1,7) € E, siendo ¢, j € V los nodos inicio y fin, respecti-
vamente, tendrd asociado los correspondientes valores ¢, [, y e (con [ < Ue). Al mismo
tiempo y sin pérdida de generalidad, se puede suponer que el vector de cotas inferiores de
las variables de decisién es nulo, esto es, | = 0. En caso contrario, se realizaria un ligero

cambio de variables.

El modelo de Programacién Lineal (1.1)-(1.3), se considera como un problema de flujos en
un grafo dirigido, con restricciones sobre los suministros y las demandas. La funcin objetivo
representa el coste total del transporte del flujo a través de los arcos. Como consecuencia,
las ecuaciones (1.2) tendran la estructura de las denominadas ”Ecuaciones de Balance” o
de ”Conservacidn” (1.4), llamadas as{ por modelizar el balance oferta-demanda del flujo en

cada nodo 7 € V. Sean éstas las siguientes:

z Tij — my; Z Ty = bi VieV (14)

je&?’ Jjed;
donde

z;; es el flujo que circula por el arco e ~ (i,7), que debe satisfacer un minimo I, y

un maximo U.

m;; es un multiplicador sobre el arco (3, 4), que representa el resultado, pérdida o ganan-

cia, del flujo que circula por dicho arco.

b; es el aporte exégeno o la demanda exdgena del flujo que se concentra en el nodo %,

segln sea positivo o negativo, respectivamente.

67 C V es el conjunto de nodos inicio de los arcos que llegan al nodo ¢, y

87 C V  es el conjunto de nodos fin de los arcos que salen del nodo 3.
Aunque de forma general los pardmetros mj; del sistema (1.4) pueden tomar valores

arbitrarios, a efectos ilustrativos se supone que dichos multiplicadores mj; valen 1 para todo

(4,1), es decir, se asume que el flujo se conserva en los arcos de la red, que no hay pérdidas ni
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ganancias de éste. Esta simplificacién no afecta al desarrollo metodolégico que se propone

sobre el estudio de la estocasticidad de la funcién objetivo y el término independiente.

1.2 Entorno de Incertidumbre

Dada la complejidad de los problemas que hoy en dia se abordan, el investigador trata de
caracterizarlos de la forma més precisa posible, sin que la complejidad del modelo resultante
obstaculice su resolucién. Esto hace que se afiadan progresivamente nuevas dificultades
sobre los problemas de optimizacién. Asi, hasta hace poco, las componentes de los modelos
que se investigaban, se consideraban totalmente conocidas. No obstante, la mayoria de los
sistemas que se proponen estudiar o analizar, implican algunos niveles de incertidumbre, en
relacién con los valores que pueden tomar determinados pardmetros, o en la disposicion de
ciertos elementos dentro del sistema. Esto es, en los problemas (1.1)-(1.3) de optimizacién
sobre redes, normalmente algiin elemento como la matriz de restricciones A, el vector de
costos ¢, o el vector de recursos b, no se conoce con la suficiente certeza. Véase Dembo
(1991) [12], Escudero (1986) [18], Escudero (1990) [19], Glover, Klingman y Phillips (1992)
(28], Sartenaer (1991) [61], Toint y Tuyttens (1990) [65]. Asi ejemplos de este tipo pueden

encontrarse en muy diversos campos como los siguientes:

1. Planificacién de la Produccién, donde la demanda de los productos b, no es del todo
conocida; o si se trata de un estudio de competencia de productos, su costo de pro-
duccidn seria el pardmetro no deterministico. Véase Escudero, Kamesam, King, y Wets
(1993) [22].

2. La Generacién de Energia Hidroelétrica, en la que la afluencia de agua b, debida por
ejemplo a la Iluvia, tampoco se conoce con exactitud. Véase Alvarez, Cuevas, Escudero,
de la Fuente, Garcia y Prieto (1994)] [3].

3. El Mercado de Divisas, donde los tipos de cambio, los multiplicadores m;; en el modelo,

son los elementos estocasticos. Véase Mulvey y Vladimirou (1989) [51].

4. La Administracién de Inversiones en Carteras de valores, donde los valores aleatorios b,
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corresponden a los factores que describen los activos. Véase Ahn, Escudero, Guignard-
Spielberg, y Jornsten (1993) [2]. Etc ...

Como se puede apreciar el marco de este tipo de modelos es muy amplio, y no lo pode-
mos abordar completamente. Por este motivo este trabajo se ocupa de los problemas cuyo
cardcter estocéstico estd vinculado con el vector de costos ¢, y el término independiente
b. Para dichos casos, necesitamos de una aproximacién que modelice la incertidumbre. La
aproximacién tradicional consiste en establecer supuestos sobre la distribucién que sigue el
pardmetro desconocido, estimar aquellos otros pardmetros de los cuales va a depender dicha
distribucién a partir de los datos histéricos, y desarrollar entonces el modelo estocastico,
que de esta forma contemple la incertidumbre. Sin embargo, esta aproximacion sélo refleja
parte de la informacién que implica el pardmetro desconocido, (la procedente de los datos
histéricos), y en muchas ocasiones, se precisa considerar también otro tipo de informacién
complementaria (como la que se genera en nuevos mercados, nuevos productos, etc ...).
Ademés, dicha aproximacién es muy compleja y no resulta viable actualmente para pro-
blemas de medio y gran tamaifio, como los que nos ocupan. En tales casos, es preferible
emplear la técnica denominada ”Andlisis de Escenarios”, en la cual la incertidumbre se mo-
deliza teniendo en cuenta un histograma de frecuencias de cada pardmetro no deterministico.
Dicha técnica consiste en agrupar por clases, la informacién que se dispone de los elementos
estocasticos, de tal forma que a cada clase le corresponda un determinado valor de dichos
elementos. Como consecuencia de esta clasificacién, se obtienen diferentes entornos del pro-
blema de partida, a los cuales denominamos ”Escenarios”, y para cada escenario se obtiene

un subproblema de optimizacién deterministico.

El siguiente paso consiste en resolver los problemas asociados con cada uno de los es-
cenarios, y examinar la sensibilidad de sus soluciones éptimas. En base a ésto, se intenta
recopilar informacién que permita establecer ciertos méargenes para la solucion, y decidirnos
heuristicamente por una solucién apropiada. Bésicamente consiste en identificar similitudes
entre los valores 6ptimos y las correspondientes soluciones éptimas, que nos lleven a alguna
solucién relativamente préxima a la éptima de cada problema deterministico. Para llevar
a cabo esto, es preciso crear un subconjunto significativo del colectivo de posibles escena-

rios, tal que la muestra elegida represente las condiciones mas heterogéneas que se puedan
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presentar. Con el fin de crear este conjunto de escenarios se han de aplicar algunas de las
disciplinas de la Estadistica de Muestras Multivariantes, como son la Teoria de Muestras,

Los Contrastes de Hipétesis, E1 Anélisis Multivariante, etc.

Debido a que los problemas considerados incluyen una dimensién temporal (es decir, son
sistemas multiperiodos), en lugar de seleccionar directamente los escenarios que constituyen
el problema, se eligen escalonadamente en cada periodo de tiempo entre diferentes alterna-
tivas o posibilidades de los elementos estocésticos del problema, correspondientes a dicho
periodo de tiempo. La eleccién adecuada de un nimero reducido de dichas alternativas en
cada perfodo, es un problema especialmente critico, dado su impacto en el niimero total de

escenarios que resultan, y por tanto, en la dimensién final del problema.

1.3 Formulacién General

Entre las distintas alternativas que se pueden plantear como objetivo del problema, la
méas inmediata es la de obtener aquella solucién, que sea la més favorable en lo relativo al
valor esperado como 6ptimo del problema. En términos de optimizacién, esto se traduce en
minimizar el costo esperado del flujo que circula por la red. Para formalizar esta idea, se
denota por S, el conjunto finito de posibles escenarios, y se reemplazan las componentes del
vector de costos, del término independiente, y del vector de variables del modelo (1.1)-(1.3),

por las siguientes componentes:

¢® vector de costos bajo el escenario s, para s € S.
b*  vector de recursos (término independiente), bajo el escenario s, para s € S.

X?® vector de flujos que circula por la red bajo el escenario s, para s € S.

Ademsis de estos elementos, se necesita conocer las ponderaciones w® que reflejen la im-
portancia relativa de cada escenario s, para s € S, dentro del entorno de incertidumbre, tal
que:

w'>0 VseS y Y w =1 (1.5)
seS
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Estas ponderaciones son elementos muy importantes dentro del modelo, ya que su modi-
ficacién fuera de ciertos limites supondria un modelo significativamente diferente. Por otro
lado, estadisticamente cada ponderacién se puede considerar como la probabilidad de ocu-
rrencia asociada a cada escenario, y se genera también como resultado del estudio necesario

para construir el conjunto de escenarios.

Bajo las consideraciones previas, la formulacién general del modelo se puede desarrollar

como sigue:
min > w(c®)'X* (1.6)
s.a SESAXS =b VseS (1.7)
0<X*<u VseS (1.8)

Cabe sefialar en el modelo anterior (1.6)-(1.8), un aumento tanto del ndmero de restric-
ciones (de m a m|S|), como del nimero de variables (de n a n|S|), respecto al modelo
deterministico (1.1)-(1.3). Sin embargo, dicho aumento no supone una rotura en la estruc-

tura de red que tenia el modelo, sino que el nuevo modelo presenta una red mayor.

1.4 Inmunizacion de Escenarios

El modelo (1.6)-(1.8) se puede descomponer en |S| submodelos de redes independientes,

que tienen la siguiente expresién para cada escenario s € S,

Z%(x) = min (¢®)'X? (1.9)
s.a AXs=1b° (1.10)
0< X5 <u (1.11)

donde
Z*(*) denota el valor éptimo del modelo, y

X* la correspondiente solucién 6ptima.

No obstante, el modelo (1.6)-(1.8) no es robusto, puesto que ofrece una solucién éptima para

cada escenario, en lugar de proponer una solucién que pueda adoptarse considerando todos
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los escenarios pero sin subordinarse a ninguno de ellos. Ante esta situacién, una posible
estrategia alternativa al planteamiento de la seccién anterior, serfa construir una politica de
decisién conjunta a partir de las soluciones que se obtienen para cada escenario. La finalidad
de esta politica es encontrar una solucién, que ademds de ser favorable en relacién con el
valor esperado como el éptimo del problema, ofrezca una cierta garantia de que el error que
se comete no es demasiado grande, si ocurriera uno de los escenarios menos probables. A

dicha politica, se la denomina ”Politica del Minimo Arrepentimiento”.

Son varias las sugerencias que se pueden dar al respecto de esta politica, aunque tal
vez la respuesta més satisfactoria sea buscar aquella solucién, lo mds préxima en forma
ponderada a las soluciones éptimas bajo cada escenario. Véase Dembo (1991) [12]. Este
otro planteamiento se formaliza matemdticamente, minimizando la suma ponderada de las
diferencias positivas entre el valor que toma la funcién objetivo para la soluciéon propuesta, y
el valor para la solucién éptima bajo cada escenario. La solucién resultante de este proceso
se la denomina ”Solucién Robusta”, ya que con ella se intenta eliminar la dependencia de

las condiciones iniciales del problema.

Para representar la biisqueda en cada escenario, se define la parte positiva de un nimero

real arbitrario, r € R, como sigue
(r)+ = max {0,r} (1.12)

A partir de esta definicién y utilizando las ponderaciones w®, la implementacion del
modelo, al cual se hace referencia como modelo de ”Inmunizacidn de Escenarios” (IE), se

puede expresar de la siguiente forma:

min S wl|(¢)'X — 2|} + aH(X.) (1.13)
seS

s.a AX + X =V VseS (1.14)

0<X<u (1.15)

donde

Z%(x) denota la tolerancia de optimalidad (Véase [Jensen y King (1991) [35]), es decir,

Z5(x) = Z°(x) + € (1.16)
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con € > 0 un valor suficientemente pequeno,
d representa una norma paramétrica arbitraria,
a es un factor de ponderacién positivo,
X es el vector solucién robusto,

X es un vector de variables de holgura de orden m, que permite controlar la infactibi-

lidad de la solucién candidata con respecto al escenario s, y por ultimo,

H(X,) es una funcién de penalizacién sobre las soluciones infactibles, que puede tomar

diversas expresiones, (Véase Mulvey, Vanderbei, y Zenios (1991) [50]) entre las que cabe

destacar
H(X,) = nslgstfs (1.17)
H(X) = Yu'e (1.18)
seS
con
e = IX;] (1.19)

Sélo especificamos las diferencias positivas en (1.13), debido a que con ello se evita
penalizar dos veces a aquellas soluciones, que atn siendo infactibles producen un 6ptimo

mejor. No obstante, en el caso particular de que H(X,) tuviese la expresion

HX) = Y (nxsn - zws'nxz’n) (1.20)

seS s'eS

es decir, fuese la varianza de las infactibilidades de la solucién candidata con respecto a
cada escenario, en la funcién objetivo (1.13) se deberdn tener en cuenta tanto las diferencias
positivas como las negativas. Esto es, la funcién objetivo del modelo de Inmunizacién de

Escenarios serfa la siguiente funcién:

min S wl@)X - 2@ + o Nu’ (nx:n - Zws’nxs’n) (1.21)

seS seS s'eS
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Ya que en caso contrario, la varianza podria ser nula para una determinada solucién in-

factible, con lo cual la correspondiente solucién no resultaria penalizada.

Nétese que en el modelo (1.13)-(1.15) la bisqueda de la solucién no se realiza en las
regiones factibles de los distintos escenarios, por ello se utiliza la funcién de penalizacidn.
Esto hace que dicho modelo sea de menores dimensiones. Sin embargo, como se puede
observar, el nimero de elementos no nulos en cada columna de la matriz de condiciones es
superior a dos, luego se rompe la estructura de red que presentaba el modelo determinista
(1.1)-(1.3).

1.5 Politicas No Anticipativas

Como ya se indicé al final de la seccién 1.2, una caracteristica comin de los sistemas es
que son procesos multiperfodos. Por tanto, mas que trabajar con el sistema globalmente,
separamos lo que sucede en cada uno de los distintos periodos de tiempo. Teniendo en cuenta
este hecho, surge la cuestién de si las decisiones a tomar se deben fijar desde un principio
hasta que finalice el proceso, o por el contrario, se las deba permitir variar en periodos de
tiempo posteriores, al ir disponiendo de mds informacién sobre el escenario que ocurre. El
hecho de incluir en un modelo los posibles cambios en la opciones futuras, de forma que se
tengan en cuenta a la hora de tomar una decisién, es uno de los aspectos mds atrayentes de
la Programacién Estocdstica. Ademds, parece légico que en un proceso con varias etapas
de decisién, al comienzo del mismo se fijen las decisiones de la primera etapa, pero no tiene
por que ocurrir lo mismo con las decisiones de las etapas restantes. Segin sea la extension
de los cambios permitidos sobre dichas decisiones, podremos diferenciar entre tres tipos de

modelos:

Modelo de Recurso Simple: En este modelo no se tienen en cuenta para nada las varia-
ciones en la incertidumbre futura. Por tanto, las decisiones a tomar en cualquier etapa
se establecen desde el inicio del proceso, sin darles opcién a algin posible cambio, ain
cuando se disponga de informacién adicional con el paso del tiempo. Este hecho facilita
las cosas en cuanto a la representacién del modelo y resolucién del mismo. Sin embar-

go, hace que el modelo pierda flexibilidad ya que no incorpora la nueva informacién
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que se origina de una etapa a la otra. En consecuencia, las conclusiones que deriben del
modelo pueden alejarse de los resultados reales del sistema, luego habria que tener en
cuenta cierta tolerancia de error. Claros ejemplos de este modelo son la Formulacién
General (1.6)-(1.8), y el modelo de Inmunizacién de Escenarios (1.13)-(1.15).

Modelo de Recurso Parcial: El actual modelo es una situacién intermedia entre antici-
par las decisiones desde una primera etapa, y el poder modificarlas a medida que se
conoce nueva informacién sobre el problema. Es decir, en este caso las decisiones de las
primeras r etapas se determinan al principio, y las decisiones de las etapas restantes

se ajustan a los posibles cambios que se produzcan.

Modelo de Recurso Total: Este dltimo modelo es quizas el mas general, en el sentido que
contempla las posibles fluctuaciones de los elementos desconocidos del problema. En él
todas las decisiones son ajustadas en el tiempo, cuando se consigue nueva informacién

sobre las mismas, excepto las decisiones correspondientes al primer perfodo de tiempo.

Por supuesto la opcion més adecuada es la de un modelo dindmico como es el de Recurso
Total. No obstante, si partimos del supuesto de que cada periodo de tiempo es una etapa de
decisién, esto conlleva un problema en relacién con las dimensiones del modelo resultante. Es
mas, el tamaifio de los modelos crece exponencialmente con el nimero de etapas de decision, e
incluso para un niimero de escenarios moderado, el modelo que se obtiene es bastante grande
(del orden de 25000 restricciones y 75000 variables). Una forma de solventar dicha dificultad
consiste en distribuir los diferentes perfodos de tiempo que forman parte del proceso, en sélo
unas pocas etapas de decision. Es decir, si el modelo estd formado por P periodos de tiempo,
se considera que sélo R < P etapas constituyen el proceso. Siendo R lo suficientemente
pequeiio en relacién con P, pero significativo. Luego a partir de aqui, nétese la diferencia

entre periodos de tiempo y etapas de decisién, aunque haya ocasiones en que coincidan.

Veamos como obtener la representacién matematica del modelo de Recurso Total, sobre
el que se centraran los distintos algoritmos de resolucién del problema. Segin lo indicado
anteriormente, el modelo de Recurso Total busca una politica de decision cuyas decisiones
sean consistentes con la informacién disponible en cada periodo de tiempo dado. Con vistas

a conseguirlo se propone como politica idénea, aquella que se obtiene de incorporar las
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caracteristicas comunes de las soluciones bajo cada escenario individual, y de exigirle ademads,
la siguiente condicién denominada de "No Anticipatividad” o ”Implementabilidad”. Véase
Rockafellar y Wets (1991) [57].

7Si en un modelo con varias etapas existen dos escenarios s y s’ idénticos hasta una etapa
r, entonces en base a la informacidn disponible sobre ellos en dicha etapa 1, se concluye que
los valores de las variables X, deben ser los mismos desde el principio hasta dicha etapa T

inclusive”.

Con esta condicién se garantiza una solucién, que no depende en cualquier etapa, de
la informacién que no se conozca en dicha etapa. Por otra parte, obviamente una politica
efectiva no requiere diferentes lineas de accién en una etapa cualquiera r, en lo relativo a
dos escenarios s y ', si en dicho instante no se puede afirmar cual de los dos escenarios va

a ocurrir. Por tanto, la solucién en cada etapa ha de ser implementable.

Para darle una estructura matemética a la condicién de no anticipatividad, se introduce
la informacién de cada escenario estructurada por etapas, de tal manera que en cada etapa
r se distinge entre un ntimero finito, pero significativo de posibilidades de las componentes
estocdsticas relacionadas con la etapa correspondiente, las cuales reciben el nombre de ”Pers-
pectivas”. No es necesario que dicho nimero de posibilidades sea igual en cada etapa, aunque
asi lo consideremos en esta memoria. Por otro lado, cada perspectiva forma parte de uno
o varios escenarios. En base a esta descomposicién, se puede representar graficamente la
informacién, mediante un drbol de decisién. Como ejemplo hemos considerado el drbol que
recoge la Figura 1.1, en el que se supone que el niimero de etapas de decisién son tres (R = 3),
y se considera también que la etapa 1 incluye sélo el primer periodo de tiempo, la etapa 2
el segundo, y finalmente la etapa 3 contiene todos los perfodos de tiempo restantes (del 3
al P = 12). Cada nodo de la Figura 1.1 representa un instante en el tiempo en el que se
debe tomar una decisién. Una vez seleccionada la decisién correspondiente a una etapa, en
la siguiente etapa se dispone de nueva informacién, que apunta a una serie de posibilidades.
En el ejemplo considerado son tres dichas posibilidades, salvo en la primera etapa que es
una. Cada una de estas posibilidades, que parten de un nodo cualquiera representa una
perspectiva, y cada camino desde el nodo raiz hasta los nodos hojas del drbol representa un

escenario.
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) Perspectiva 2 —— e Egcenario 5

e —— Perspectiva 3 — e FEscenario 6

e —— Perspectival — o FEscenario 7

° Perspectiva 2 —— e Egcenario 8

e —— Perspectiva 3 — e FEscenario 9

Figura 1.1: Relacién entre Escenarios y Perspectivas del Ejemplo 1.1

Si designamos por p; s, la perspectiva en la etapa r que pertenece al escenario s, para todo
s e S, (Véase la Figura 1.1), entonces cualquier escenario 5 estaria formado por el conjunto de
perspectivas p, 3, para todo r = 1, ..., R. Por otra parte, nétese también como en una etapa
dada, los escenarios se consideran indistinguibles, si las perspectivas que forman parte de los
mismos hasta esa etapa coinciden. Por tanto, y para prevenir el que la politica elegida no
viole la condicién de no anticipatividad, cabe esperar que las decisiones que se tomen en una
etapa cualquiera r, sean constantes en lo relativo a aquellos escenarios s, sz, ..., 8¢, en los
cuales se verifica pys, = Pk,s, = Pk,s,> Para todo k =1, 2,...,7. En consecuencia, la politica
6ptima del modelo de Recurso Total (RT) ha de satisfacer dicha condicién. Denotemos
entonces por N el conjunto de soluciones que satisfacen las denominadas restricciones de no

anticipatividad, esto es,

N = {X?/ X’ = Xparatodo s y s' escenarios idénticos hasta la etapa r} ~ (1.22)
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Dependiendo del entorno que se considere para el modelo de Recurso Total, se distingue

entre:

1. El modelo de Recurso Total con la Formulacién General, y
2. El modelo de Recurso Total con Inmunizacién de Escenarios.

Operativamente el primer modelo se consigue simplemente, imponiendo a la solucién

de la Formulacién General la restriccién de no anticipatividad, como muestra el siguiente

modelo:
min Y w’(c’ ¢ (1.23)
seS
s.a AX® =0 VseS (1.24)
X°eN VseS (1.25)
0 < X° <u VseS (1.26)

Mientras que en el segundo caso, se ha de trasladar la bisqueda de la solucién a las regiones
factibles de cada uno de los escenarios, y a la solucién que se obtiene, se le impone la restriccin

de no anticipatividad. En consecuencia, el modelo tendria la siguiente expresion

min Y wil|(c*)'X* — / (*)||d (1.27)
seS

s.a AXS=1b° VseS (1.28)

X*eN VseS (1.29)

0 < X* <u VseS (1.30)

Nétese que en el modelo anterior (1.27)-(1.30), ya no aparece la funcién de penalizacion
en la funcién objetivo, ni el vector de variables de holgura. Ante esto, se podria dudar de la
robustez del modelo. Sin embargo, dada la fuerte aleatoriedad inherente a las ultimas etapas

de decisién hay grandes posibilidades de obtener resultados robustos.

Por otra parte, es preciso mencionar que tanto en el modelo (1.23)-(1.26) como en el

modelo (1.27)-(1.30), las regiones factibles no disponen de la estructura de red, debido a



24 Prélogo

las restricciones de no anticipatividad (1.25). Veremos como tratar este problema en los

capitulos 2 y 3.

1.6 Aproximaciones del Modelo

Ante un modelo de programacién a gran escala como los modelos (1.23)-(1.26) y (1.27)-
(1.30) el procedimiento a seguir es el siguiente. Se intenta mantener la linealidad de la funcion
objetivo al tiempo que se efectdan los cambios necesarios sobre el mismo para reducir sus
dimensiones. Si no fuese posible, la alternativa es conseguir al menos una funcién objetivo
separable. Por otro lado, a veces es mas conveniente sacrificar la linealidad de la funcién
objetivo, para no perder la estructura de red que presenta el modelo. En el caso del modelo
(1.23)-(1.26) la funcién objetivo es lineal. Sin embargo, en el modelo (1.27)-(1.30) debemos
poner especial énfasis en la norma paramétrica d, ya que dependiendo de como sea ésta,
la funcién objetivo y en consecuencia el problema, cambia de manera importante. Segun
las distintas formas que pueda tomar la norma d, distinguimos entre varios modelos que se

exponen a continuacién:

1. Una alternativa para d es la norma L; o norma rectangular. Con ésta se obtiene un
1
problema de programacién como el siguiente, cuya funcion objetivo presenta valores

absolutos.

min Z;'wsl(cs)th — Z°(%) (1.31)

s.a (1.28), (1.29) y (1.30)

2. También se puede considerar la norma euclidea, y en este caso se obtiene entonces un

problema de programacién cuadréatico como el que sigue:
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min 3w 3 (e)' X — 20| (1.32)

seS eeF

s.a (1.28), (1.29) y (1.30)

3. Otra posibilidad consiste en asumir aquella norma d, resultante de aplicar dos normas

de forma secuencial como se indica a continuacion:

(a) En primer lugar se aplica la norma L
rx)l(isn {mas,stﬂ(cs)th — Zs(*)H} (1.33)
sa  (1.28), (1.29) y (1.30)

(b) A continuacién, sea V' el 6ptimo del modelo (1.33), entonces ademas de aplicar la
norma Ly, y como consecuencia del resultado anterior, se incluyen en el modelo

un bloque de restricciones adicionales como se muestra seguidamente:

min Y w’|(¢*)'X® — Z°(x)| (1.34)
seS
sa w(¢)'X® — Z°(x)] <V VseS (1.35)

(1.28), (1.29) y (1.30)

El significado intuitivo de ambos modelos (1.33) y (1.34)-(1.35) es minimizar la mayor
desviacién de la solucién de cada escenario con respecto al valor éptimo, para luego,

resolver el problema sin que las desviaciones superen dicho minimo.

Ahora veamos los distintos modos de resolver los modelos propuestos anteriormente. En
el primer modelo (1.31), es decir, cuando se considera la norma L, se pueden aplicar dos

politicas encaminadas a alcanzar diferentes objetivos.

a).- Con la primera se intenta conseguir que el modelo presente una regién factible con

estructura de red, independientemente de la no linealidad de la funcién objetivo. Para ello se
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aplican determinadas técnicas de descomposicién, como la de Benders, la de Lagrange, la de
Dantzig-Wolfe, etc ... (Véanse los capitulos 2 y 3), en las cuales se eliminan las restricciones
de no anticipatividad (1.29). De esta forma, se divide el modelo original en varios submodelos

de redes de menores dimensiones, aunque con funciones objetivos no lineales.

b).- Mientrés la segunda politica opta por la aproximacién lineal del modelo, al precio de

sacrificar la estructura arborescente de la matriz de condiciones como vemos en la siguiente

representacién:

min Y (ViF+ V) (1.36)

seS
sa w(c)'X® — Z°(x)] = V;f — V7 VseS (1.37)
AXS=b* VseS (1.38)
X*eN VselS (1.39)
0 < X® <u VselS (1.40)
0 < Vi, Vo VseS (1.41)

Esta aproximacién (1.36)-(1.41) se puede resolver directamente como un problema de
programacién lineal aplicando el método del Simplex. No obstante, debido a las dimensiones
de la misma, esto relantizarfa el proceso, por lo que habria que descomponerla. En el capitulo
3 se muestra el desarrollo de la técnica de descomposicién de Benders teniendo en cuenta la

estructura de esta aproximacion.

Del segundo modelo (1.32), es decir, en el caso de la norma euclidea, derivan dos posibles
aproximaciones, una cuadratico separable y la otra lineal. Veamos como son ambas. Si nos
fijamos, al desarrollar el cuadrado en (1.32), los dobles productos de las componentes del
vector de variables X*, para s € S (véase * en (1.42)), nos impiden la separacién de dichas

variables, lo que obstaculiza la descomposicién del modelo.

Swt | Y@M + Y aaXiXy - 22°(x) X aX: + (22| (142)
seS eeE ete' eE ecE

~~
*
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Por ello se recomienda transformar la funcién objetivo en una funcién cuadratico separable
mediante la aproximacién de Stephanopoulus y Westerberg (1975) [63], en la que el producto
de dos reales cualesquiera u y v se puede expresar en funcién de otros dos reales conocidos

u y U, mediante la siguiente relacién:
w = T + ul — w(u — v)? (1.43)

o de manera equivalente

w = Tv + ul — uv (1.44)

Utilizando la aproximacién (1.44), en cada doble producto de las componentes del vector
de variables X *, para todo s € S, cuando se considera como vectores conocidos las soluciones
X’ de los submodelos (1.9)-(1.11) para cada escenario s € S, entonces la funcién objetivo

(1.42) queda de la siguiente forma:

min Y w’ {2(02)2()(5)2 + > EEXXE+ Y et XX,

seS el efe'eE ete eE
- Y eaXXy —22°(0) Y X+ (207 (1.45)
ete eE eeE

Conviene indicar que la aproximacién cuadratica (1.45), es una funcién separable, es
decir, cumple los requisitos necesarios para realizar una descomposicién del modelo por
etapas. Por tanto, esta podria ser una posible via de solucién para el mismo. Sin embargo,

se puede profundizar méas considerando la siguiente aproximacién lineal.

Dado u € R un ntimero real arbitrario, una aproximacién de su cuadrado es la siguiente:
2 ~ =2 — —
v’ = Ut + 2T (v — T (1.46)

donde T representa un ntimero real conocido. Operando tal aproximacién (1.46), se obtiene

la siguiente expresién:

U2

1%

— u + 2uu (1.47)

Aplicando simultdneamente ambas aproximaciones (1.44), y (1.47) sobre las componentes
de los vectores X, para todo s € S, en la funcién (1.42), se consigue la siguiente funcion

lineal:
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min Zws{—2(02)2(72)2 + 23 (@)HX)PXE + > e X X5 +

seS ecE ecE eFe'cE
+ Y qaXiXy - Y XXy - 22°(x) X + [23(*)]2}
ete el efte eE ecF

(1.48)

Para la dltima alternativa propuesta, se aplicaban dos normas secuenciales. Con el fin
de proponer posibles vias de resolucién de los modelos resultantes de estas normas (1.33), y

(1.34)-(1.35), comentamos las ventajas e inconvenientes que presentan los mismos.

El modelo (1.33) tiene una funcién objetivo no lineal y su regién factible presenta estruc-
tura de red, salvo por las restricciones de no anticipatividad. Como consecuencia de estas

observaciones podemos considerar dos alternativas:

a).- Sustituir el modelo por una aproximacién equivalente cuya funcién objetivo sea lineal,

como se ve a continuacién:

min T (1.49)
s.a Vi+ Vo < T VseS (1.50)
w(e)'X® — Z°(x)] = V¥ — V7 VseS (1.51)

AX® =0 VseS (1.52)

X®eN VseS (1.53)

0 < X* <u VseS (1.54)

0 < Vi Vo VseS (1.55)

Nétese que en la aproximacién (1.49)-(1.55) del modelo desaparece por completo la es-
tructura de red. Por tanto, ésta se resuelve directamente mediante las técnicas conocidas de

Programacién Lineal.

b).- Eliminar las restricciones de no anticipatividad de la regién factible del modelo
mediante alguna de las vias que se proponen en los capitulos 2 y 3, para garantizar la

estructura de red y poder asi descomponerlo.
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Por otro lado, el modelo (1.34)-(1.35) tiene una estructura similar a la del modelo (1.31),
salvo por las restricciones (1.35). Sin embargo, sélo se resuelve de una tnica forma, trans-
formandolo en uno lineal, ya que es muy dificil conservar la estructura de red en este caso.

La aproximacién que se propone del mismo es la siguiente:

min SV + V) (1.56)
s.a ‘;S:'S + Vo <V VseS (1.57)
wi(c*)' X — Z°(x)] = Vif — Vo VseS (1.58)
AXS =¥ VseS (1.59)

X¢*eN VseS (1.60)

0 < X°* <u VseS (1.61)

0 < Vi Vo VseS (1.62)

Dicha aproximacion se resuelve aplicando el método del Simplex, aunque la rapidez compu-

tacional de su resolucién se verd sujeta a las dimensiones del problema.
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Capitulo 2

Formulacién Compacta del Modelo

2.1 Representacion

Comenzamos este capitulo mostrando una formulacién del modelo de Recurso Total, a
la cual se denomina ”Formulacion Compacta”. En dicha formulacién se sustituyen aquellas
variables, que son iguales en el modelo debido a la imposicién de las restricciones de no
anticipatividad (1.29), por variables tnicas a las que se denomina ” Variables Enganche”. De
esta manera las restricciones de no anticipatividad no se necesitan implicitamente, lo que
supone una ventaja puesto que de esta manera se reduce el tamao del mismo. Antes de
introducir la Formulacién Compacta, comentamos las caracteristicas mas sobresalientes que
presenta el modelo de Recurso Total (RT), tanto en el caso de Inmunizacion de Escenarios,

como en el caso de la Formulaciéon General:

1. - La matriz A de restricciones presenta una estructura en forma de cuasi-escalera.

2. - Los escenarios difieren los unos de los otros, en los coeficientes de la funcién objetivo

y en el término independiente.
3. - El nimero de variables enganche entre las distintas etapas no es significativo.
Debemos resaltar la estructura de cuasi-escalera del modelo, ya que gracias a ella se
facilita el trabajo de la descomposicién del mismo. Por tanto, retornando al ejemplo de la

31
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Figura 1.1 en que se consideran tres etapas de decisién y nueve escenarios. Los requisitos de
estructurar la informacién por etapas, nos conducen a la particién del conjunto de nodos de
la regién factible V segiin las etapas consideradas, de tal forma que todo nodo pertenece a
una tnica etapa. Se denota entonces por @, el conjunto de nodos que pertenecen a la etapa
r, tal que @, N @, = 0, para cualquier par de etapas r y r’. Bajo el supuesto de que existen
s6lo tres etapas, se tiene que V. = @; U @2 U Q. Simultdneamente a dicha particion,
se divide también el conjunto de arcos E de la regién factible. Como otra simplificacién, se
supone en principio que las variables enganche s6lo se presentan entre etapas consecutivas.
Es decir, el nodo destino de cualquier arco, o bien pertenece a la misma etapa que su nodo
origen, o bien pertenece a la etapa inmediatamente siguiente a la que pertenece su nodo

origen. Teniendo en cuenta esto, se utiliza la siguiente notacion:

R, representa el conjunto de arcos que pertenecen a la etapa r, es decir, cuyos nodos
terminales pertenecen ambos al conjunto Q, es decir, e € R, siy s6losi i, j € Qr,

para e ~ (i,7),y para r = 1, 2, 3.

Ry, representa el conjunto de arcos enganche entre las etapas 1 y 2, tales que e € Ry si

ysolosi i €@ y jeQq, para € ~ (i,7).

Ry representa el conjunto de arcos enganche entre las etapas 2 y 3, tales que e € Rp3 si

ysolosi i €@y y jeQs para e ~ (i,7).

Tal y como se muestra en la Figura 1.1, se considera que el nimero de perspectivas
disponibles en cada etapa son tres, salvo en la primera que sélo hay una. Por consiguiente,
en términos del niimero de etapas y perspectivas que aparecen en dicha Figura 1.1, se par-
ticionan los vectores de variables X* para todo escenario s € S, obteniendo las siguientes

variables que se denotan por Y:
Yy es el vector de variables que pertenecen unicamente a la etapa 1.

Y2 es el vector de variables enganche entre la etapa 1 y la etapa 2, el cual constituye el

final de la etapa 1.

Y; son los vectores de variables que sélo estdn implicados en la etapa 2, para cada pers-

pectivai = 1, 2, 3.
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V2% son los vectores de variables enganche entre la etapa 2 y la etapa 3, para el conjunto

)

de perspectivas i = 1, 2, 3, los cuales vienen a representar el final de la etapa 2.

Y;; son los vectores de variables englobadas total y exclusivamente dentro de la etapa 3,

para cada par de perspectivas ¢, 7 = 1, 2, 3.

Anilogamente a como se hizo con las variables, se particiona por etapas la matriz A,

originando las siguientes submatrices:

Ao es la submatriz de restricciones asociada a la etapa 1, que multiplica al vector de

variables compuesto por Yy, e Y12,

A; es la submatriz de restricciones asociada con la etapa 2 y cada perspectiva ¢, para

i =1, 2, 3, que multiplica al vector de variables formado por Y'?, ¥;, e Y?,y

A7 es la submatriz de restricciones asociada con la etapa 3 y la perspectiva j, para

j = 1, 2, 3, que multiplica al vector de variables compuesto por ¥;?, e Yj;.

Dado que los escenarios difieren los unos de los otros en funcién del vector de costos
y el término independiente, se deduce que varios bloques de la matriz de condiciones A se

repiten, esto es,

Ar = Ay = As
AL = A2 = A

Se realiza ademés otra particién de las matrices Ay, A;, y A7, dividiéndolas en subma-
trices que multiplican a los vectores de variables implicadas en una sola etapa, y submatrices

que multiplican a los vectores de variables enganche, como se muestra a continuacion:
Ao = (Do, Dg?)
A = ( D!? D, DZ) Vi
Al = ( D%, D) Vi, j

ij

de forma que
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Dy, y D§?* representan las submatrices relacionadas con los conjuntos de arcos Ry, y

Ri2, para el conjunto de nodos (), respectivamente.

D!? D, y DZ representan las submatrices relacionadas con los conjuntos de arcos
Ris, Ry, v Ras, para el conjunto de nodos (J;, y cada perspectiva ¢ = 1, 2, 3,

respectivamente.

D?f’, y D;; representan las submatrices relacionadas con los conjuntos de arcos Rps, ¥
R;, para el conjunto de nodos @3, y cada par de perspectivas 7, j = 1, 2, 3,
respectivamente.

También se divide por etapas el correspondiente vector de cotas superiores "u” en
(uo, u'?, u;, u?, uij), paratodo i, j = 1, 2, 3. Se debe tener en cuenta, que dicho vector de
variables de cotas superiores es el mismo para todos los escenarios. Bajo tales circunstancias

se han de verificar las siguientes igualdades.

U = Ug = U3, U1 = Uz = U13, Ul = Uz = U3, U3 = Uz2 = Uss.

Y por iltimo, sean by, b;, y ¥, los términos independientes correspondientes a las
restricciones AX® = b, V s €S, que se obtienen al trasladar sobre b las particiones hechas
sobre A y X°, para la etapa 1, para la etapa 2 y la perspectiva i con 1 = 1, 2, 3, y para

la etapa 3 y la perspectiva j con j = 1, 2, 3, respectivamente.

En funcién de las particiones establecidas sobre las componentes de la regién factible del
modelo de Recurso Total, representamos dicho modelo sustituyendo las restricciones de no

anticipatividad por las correspondientes variables enganche.
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Modelo de Recurso Total Modelo de Recurso Total
con Formulacién General con Inmunizacién de Escenarios
Z = min 3 w'(c’)'V* Z = min 3 w'l(¢)'Y* - Z2@)|" (21)
seS seS
sa DYy + D§*Y*? = b (2.2)
DY + D;Y; + DZY? = b V1 (2.3)

0 < Y < up (2.5)
0 S Y12 S u12 (26)
0 < Y; < w Vi (2.7)
0 < Y2 < uBVi (2.8)
0 < Y < wuy Vij (29)
donde
Ve = (Yo, Y2 Y, V2, V) (2.10)

es el vector de variables, paras = 3(1—1) + j, e, j =1, 2, 3.

A dicha representacién se la denomina ”Formulacidn con Variables Enganche” 6 7For-
mulacién Compacta”. Como se puede apreciar, el conjunto de restricciones (2.2)-(2.4) tiene
estructura de cuasi-escalera, y ésta se utilizara con vistas a la descomposicién del modelo. La
Figura 2.1 muestra méas claramente esta estructura. Véase también la Figura 2.2, resultado

de reordenar las columnas de la matriz de condiciones.
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Figura 2.1: Estructura Cuasi-Escalera de la Formulacién Compacta
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Figura 2.2: Formulacién Compacta Reordenada

by
bl
b2

b3

bl
b2
b3
b
bl
b2

b3



38 Prélogo

2.2 Optimizacion Basada en Submodelos

En este apartado se propone una metodologia para solucionar el modelo, tal y como se
expresa en la formulacién (2.1)-(2.10), para el caso lineal. En un principio, se introduce
un procedimiento computacional que determina una solucién bésica inicial en aquellos casos
donde la funcién objetivo del modelo es lineal (esto es, para el modelo de Recurso Total con
la Formulacién General (1.23)-(1.26), y para la aproximacién lineal del modelo de Recurso
Total con Inmunizacién de Escenarios (1.48)). Por supuesto, bajo la condicién de linealidad
los coeficientes de la funcién objetivo se pueden separar de forma similar a como se ha hecho
con las restantes componentes del modelo, siendo los nuevos coeficientes para cada una de

las etapas los siguientes:

(h07 hé2)
( h,})z, h;, h%‘) Vg
( hZ, h') Vi, j

De esta manera, la funcién objetivo (2.1) se puede expresar como en (2.11) para los

modelos indicados anteriormente, y por consiguiente, separarse por etapas.

Z = minheYy + B2V + N (WY + WEYPE) + > WY (2.11)

i=1,2,3 i,j=1,2,3
Debe hacerse notar, que en el caso en que la estocasticidad del sistema sélo se deba al
término independiente, algunas componentes de los vectores de costos seran iguales entre si,

al igual que ocurria con las submatrices de restricciones A, y el vector de cotas superiores u,
hi = hy =hs A3 = his = h33 Rt =h? = K3
La ventaja de la linealidad de la funcién objetivo (2.11), unido al hecho de que el modelo

presenta una estructura de cuasi-escalera, hace que se pueda descomponer totalmente segin

las distintas etapas en los siguientes submodelos de redes independientes.



Prélogo 39

ETAPA 1:

Py = min{ hoYp + h{?Y'? | DYy + DPFY'? = by,

0< Y <w, 0<VY2<au?

(2.12)

donde (ho, hi?) es el vector de coeficientes de la funcién objetivo, e (Yp, Y'?) el vector

de variables, para los periodos de tiempo que forman parte de la etapa 1.

ETAPA 2:
P, = min{hf?Y? + Y, + hEY? / DPY™ + DY; + DFY? = b,
0 < Y2 <2 0<Y<u 0<LY®2<u® Vi
(2.13)
donde (hi2, h;, h2) es el vector de coeficientes de la funcién objetivo, e (Y%, V;, ¥;**)
es el vector de variables asociados con la perspectiva i del vector de costos y del término

independiente, cuando 7 toma los valores 1, 2, 3, para los perfodos de tiempo en la

etapa 2. Notemos que Y2 pertenece a todos los submodelos P;, parai = 1, 2, 3.

ETAPA 3:

P; = min{hEY? + WY, | DEY® + DiYy, = ¥,

%y

0 <Y®B <wu® 0<Y; <uyl Vi

(2.14)

donde (h23, hi) es el vector de coeficientes de la funcién objetivo, e (¥, Yj;) el
vector de variables asociado con la perspectiva j del vector de costos y del término
independiente, para los perfodos de tiempo en la etapa 3, donde ¢, j = 1, 2, 3.

Nétese que Y2 forma parte de todos los submodelos Pj;, para j = 1, 2, 3.
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La descomposicién del modelo (2.11) sujeto a (2.2)-(2.10), en los submodelos anteriores
Py, P, y P, paratodo i, j, origina un procedimiento cuyo propdsito es el de generar
una solucién inicial ventajosa para resolver el modelo de partida, utilizando el método del
Simplex. La base de este procedimiento al que se denomina ”Procedimiento Acelerado”,
consiste en resolver primero los submodelos relacionados con las etapas més tempranas, y
utilizar sus soluciones en los submodelos de las siguientes etapas. De esta manera, mientras
se resuelve cualquiera de los submodelos (2.13) de la etapa 2, 6 (2.14) de la etapa 3, las
variables enganche entre dos etapas seran iguales a la solucién 6ptima de la etapa una o dos,

respectivamente. El siguiente pseudocédigo describe dicho procedimiento acelerado.
Procedimiento Acelerado

1. Se resuelve Py, y sea (Yo, Y ) la solucién éptima.

2. Se fijan las variables enganche entre la etapa 1 y la etapa 2 a los correspondientes

. . . . —12
valores de la solucién anterior, es decir, se asigna Y2 = Y .

3. Se resuelven los submodelos Py, P, y Ps. Nétese que debido al paso 2, dichos submo-
delos Py, P,, y Ps, se pueden resolver independientemente. Sean (712, Y, ?fg), para

i = 1, 2, 3, las soluciones 6ptimas de los mismos.

4. Se fijan las variables enganche entre las etapas 2 y 3 a los correspondientes valores de

. . . . 23 .
las soluciones anteriores, es decir, se asigna ¥;2> = Y,", paratodo: = 1, 2, 3.

5. Por tltimo, se resuelven los submodelos {Py;}, {Py;}, v {Ps}, para j = 1, 2, 3. Al
fijar las variables enganche en el paso 4, se permite resolver estos submodelos indepen-

dientemente. Sean (7?3, Yij), cond, j = 1, 2, 3, las soluciones éptimas.

6. Con todas las soluciones obtenidas, se genera la siguiente solucién inicial bésica

v T2 v o8
)

(Y07 Y ) Yia Yz ’ Yz]
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no necesariamente factible ! para el modelo de partida (2.2)-(2.10) y (2.11). Sin em-
bargo, dicha solucién sirve como solucién inicial para resolver el modelo, ya que ademads
de conseguirse de una forma rapida, estd préxima a la 6ptima pues verifica muchas de

las restricciones del modelo.

Los modelos (2.13) parai = 1, 2, 3,y los modelos (2.14) para ¢, j = 1, 2, 3, se pueden
resolver mediante el método del Simplex de forma paralela. No obstante, la estrategia del
procedimiento acelerado de fijar las variables enganche a los valores éptimos de las etapas
mds tempranas, origina submodelos muy parecidos en cuanto a su estructura, pero cuya
diferencia radica en el vector de costos y en el término independiente (véanse los submodelos
Py, P y Pi3). Por consiguiente, la resolucién de los mismos también se puede realizar
de forma secuencial, ahorrando muchas iteraciones y tiempo de computacién, teniendo en
cuenta que al resolver uno de ellos se puede partir de la solucién éptima de otro de la misma
etapa ya resuelto previamente. En particular, si la estocasticidad sélo proviene del término
independiente, se tiene que la solucién de P, es solucién inicial factible dual de P, ya que

como se ha dicho

A = Ay = A3 hy = hy = hs, y h% = b2 = b3,

con lo cual, nos sirve como informacion a priori para resolver P,. De forma similar, la
solucién 6ptima de P, es una solucién inicial factible dual para Pj, y se puede utilizar en la
resolucién de P;. Pero ademds, lo mismo se podria aplicar para resolver los submodelos P,

Py, y Pyj paraj = 1, 2, 3, por ser
A1:A2:A3yhl:h2:h3
Es decir, la solucién 6ptima de P;;_; es una solucién inicial factible dual de P;;, paraj = 2, 3,

siempre y cuando, la incertidumbre sélo proceda del término independiente. Atdn mas, la

solucién éptima de P;_;; también es solucién inicial factible dual de F;.

1Puede que la solucién que se consiga no sea factible para el modelo que estudiamos, ya que al fijar las
variables enganche, las restricciones que determinan las regiones factibles de los submodelos no tienen por

que coincidir con las mismas restricciones sin fijar tales variables.
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Figura 2.3: Procedimiento Acelerado
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La Figura 2.3 representa el esquema del procedimiento acelerado descrito anteriormente,
donde las lineas gruesas indican el flujo de informacién que circula entre los submodelos.
Dicha informacién nos posibilita una computacién mas efectiva desde el punto de vista se-
cuencial, pero a la vez limita la extensién del paralelismo entre ellos. La efectividad de la
computacién se refiere a la ventaja que supone partir de la solucién del modelo inmediata-
mente anterior al resolver cualquiera de los submodelos. Sin embargo, otra alternativa es

resolver los submodelos simultdneamente sin contar con dicha informacion.

Una vez se ha obtenido la solucién inicial del modelo, aunque no necesariamente factible,
se podria aplicar el método del Simplex para resolverlo. Sin embargo, nos enfrentamos a
un modelo demasiado grande para resolver directamente, por ello, empleamos el método,

reconocido con el nombre de Sprint de Martin Beale, que pasamos a explicar.

La base de este método consiste en eliminar del modelo global, aquellas variables que se
anulan en el vector solucién obtenido a través del Procedimiento Acelerado y aquellas res-
tricciones que se verifican para tal solucion. De esta forma, el modelo resultante es bastante
més reducido, ya que en dicho vector solucién muchas de las variables son nulas, debido a
las caracteristicas propias del modelo. A continuacién se aplica el método del Simplex y se
obtiene su correspondiente solucién. Para luego comprobar si esta nueva solucién verifica
las restricciones anteriormente eliminadas. Si las satisface, el siguiente paso es calcular los
costes reducidos de aquellas variables que se encuentran fuera del modelo en ese instante, y
si son todos positivos, esa solucién serfa la 6ptima; si hay alguna variable cuyo coste reducido
es negativo, se introduce en el modelo y se vuelve a reoptimizar. A veces incluso no sélo se
introduce una tnica variable sino un subconjunto de ellas, por supuesto con el coste reducido
adecuado. En caso contrario, es decir, si existe alguna restriccién que no se verifica se anade

al modelo y se resuelve otra vez.

Este proceso se repite iterativamente, lo que supone un aumento de las dimensiones
del modelo. Por ello, si al cabo de cierto nimero prudente de iteraciones, se observa que
algunas restricciones han sido verificadas por casi todas las soluciones obtenidas hasta el
momento, entonces se retiran del modelo tales restricciones, para que éste no aumente de-
masiado sus dimensiones durante el proceso. Por otro lado, a pesar de que se han eliminado

aquellas variables que eran nulas para la solucién inicial, es conveniente cada cierto niimero
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de iteraciones comprobar si dichas variables tienen un coste reducido adecuado para incluirlas
en el modelo, independientemente de que hayamos o no encontrado una solucién que verifique
todas las restricciones. También, aquellas otras variables que forman parte del modelo, y que

se anulan en muchas de las soluciones obtenidas durante el proceso, se extraen del mismo.

Como se deduce de la explicacién anterior, este algoritmo se apoya en la solucién de

partida para no trabajar con el modelo en su totalidad.

Hasta ahora el planteamiento de resolucién del problema ha estado enfocado al caso
lineal, ya que es el més sencillo. De hecho, en el primer capitulo vimos como transformar
la mayoria de los modelos resultantes de manera que no se perdiera la linealidad, siempre
que fuera posible. Dichos modelos (1.31), (1.32), (1.33) y (1.34)-(1.35) también se podrian
tratar directamente, pero a diferencia del caso lineal, en estos casos el modelo (2.1)-(2.10)
no se podria descomponer en submodelos de redes independientes tan facilmente. Otra
peculiaridad de los modelos no lineales con los que se trabaja, es que en la funcién objetivo
aparecen valores absolutos, con lo cual dicha funcién no va a ser diferenciable. Por tanto, en
la resolucién directa de los mismos no se puede aplicar algunos de los métodos de gradiente

reducido, de uso més frecuente. Se verd en el capitulo 3 una alternativa para los mismos.

2.3 Descomposiciéon de Benders

En este epigrafe se describe un procedimiento basado en la optimizacién global del modelo
bajo la formulacién compacta para el caso lineal, en el que se personaliza la descomposicién
de Benders. (véase Benders 1962 [4]). Dicha descomposicién consiste en separar el modelo en
dos problemas lineales, uno con un conjunto de restricciones generales, el ”Problema Maes-
tro” y otro con un conjunto de restricciones, que tienen una estructura especifica en forma
de escalera, el ”Problema Auziliar”. A partir de ellos, la idea principal del procedimiento
se basa en el flujo de informacién que circula de un problema a otro y que nos conduce a
alcanzar el 6ptimo. El problema maestro le proporciona un nuevo conjunto de coeficientes
de costo al problema auxiliar, y recibe una nueva fila del conjunto de restricciones basada
en tales coeficientes. Esta separacién facilita el aspecto dimensional, ya que no sélo nos

conduce a dos modelos bastantes mas pequefios, sino que ademds el problema auxiliar,
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debido a su estructura en forma de escalera, se puede descomponer por etapas en submodelos

independientes con estructura de red.

Obsérvese que la formulacién compacta en el caso lineal tiene la propiedad de que fijados
los valores de las variables Y2 e Y23, se pueden obtener los valores 6ptimos de las otras
variables (Yy, Vi, Yi;), mediante la resolucién de un conjunto de subproblemas independien-
tes. Mds adelante se vera como estos subproblemas independientes, preservan la estructura
de red del problema original deterministico. Esta aproximacién permite abordar problemas
cuyo ndmero de escenarios y etapas es muy superior a las dimensiones permitidas por la

optimizacién clasica del modelo global compacto.

Para desarrollar un esquema que permita la descomposicién del modelo (2.2)-(2.10) con
funcién objetivo (2.11) utilizando determinados valores para las variables de enganche, se

considera la siguente formulacién equivalente a dicho modelo

min A2Y2 + S REY® + oY V) (2.15)
1=1,2,3

s.a 0 < Y2 < yl? (2.16)

0 <Y® <u®?® Vi (2.17)

donde se han aislado las variables enganche, tal que el submodelo de las restantes variables

se recoge en la funcién (Y2, Y.2). Esta funcién se expresa de la forma siguiente:

oY, ¥?) = min heY, + Z h;Y; + Z RY;; (2.18)
i=1,2,3 ij=1,2,3

sa DYy = by — D*Y1? (2.19)

DyY; — b — DY — DBY® v (2.20)

DiYy; = ¥ — DZFY? Vi, j (2.21)

0< Y < ug (2.22)

0 < Y; <y Vg (2.23)

0 < Yy < ug Vi, j (2.24)
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Como se ha mencionado anteriormente, una vez fijados ciertos valores para las variables
enganche Y2 ¢ Y2, el problema (2.2)-(2.10) con funcién objetivo (2.11) se convierte en la
unién de un subconjunto de submodelos de redes independientes en las variables Y, Y;, e

Y;;, taly como se puede observar en (2.18)-(2.24).
Continuando con el proceso, se expresa la funcién (Y2, Y;?*) en términos del dual de
(2.18)-(2.24).
@(le’ Yi23) —

= max (b — DY)\ + (b — DPY'? — DEYP)\ +

' B i=1,2,3

+ Y - DEYE)Ny + wfo + Y wbi + Y uiBy (2.25)

,J=1,2,3 i=1,2,3 ,j=1,2,3

sa Did + Bo < ho (2.26)
Dt + B < h Vi (2.27)

D'\ + B < W Vi, j (2.28)

Bos Bi, Bij = 0 (2.29)

En el problema (2.25)-(2.29) las variables que denotamos por el vector A = (g, Ai, Aij),
no tienen restriccién de signo dado que cada variable A se corresponde con una condicion
de igualdad en el problema primal (2.18)-(2.24), situacién que no se da con el vector de

variables 8 = (B, Bi, Bij), donde todas son positivas.

Se asume como condicién inicial, que el problema (2.25)-(2.29) tiene un conjunto de
soluciones factibles no vacio y acotado. Por consiguiente, el valor 6ptimo del mismo, inde-
pendientemente del valor fijado para las variable enganche Y'? e ¥;?* se obtiene para uno
de los puntos extremos de dicho problema. Especificamente, sea (712, 7?3) un punto arbi-
trario dado para las variables enganche, y denotemos por (Xk, _ﬂ_k), parak = 1, 2, 3,...,
los puntos extremos de la regién factible del modelo (2.25)-(2.29), entonces una expresion

alternativa para (¥, Y>°) es:
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o2, 7?) = min Z (2.30)
sa  Z > (b - DEVHN+ Y (b — DPY? — DEVON +
i=1,2,3
; =23\ 7k —k —k —k
+ S - DEYON + wbB, + Y wiB + Y ugBy Y K231)

i,j=1,2,3 i=1,2,3 i,7=1,2,3

Podemos utilizar esta caracterizacién de la funcién objetivo @(712, 7?3) en el problema

(2.15)-(2.17), para obtener el siguiente problema equivalente.

p = min h’Y'? + Y RGY? + Z (2.32)
1=1,2,3
sa (DI + S DEM| Y24 [ Y DEN + Y DENS| YR +Z > e VE
i=1,2,3 i=1,2,3 1=1,2,3

(2.33)

0 < Y2 < yt? (2.34)

0 <Y® < u® Vi (2.35)
donde

~k —k <k —k i~k —k
i=1,2,3 i,j=1,2,3

Es preciso notar que el nimero de puntos extremos en el problema (2.25)-(2.29), y por
tanto, el nimero de condiciones en el problema (2.32)-(2.36) puede ser muy elevado. Esto
hace que no sea viable la obtencién de todos los puntos extremos de (2.25)-(2.29), a pesar
de su estructura en submodelos separables que les proporciona la estructura tipo red de que
dispone, y ademas, aunque fuese posible calcularlos, la resolucién del problema (2.32)-(2.36)

seria imposible debido a sus grandes dimensiones.

En su lugar hemos disefiado un procedimiento que de forma iterativa obtiene los puntos
extremos de (2.25)-(2.29), que se necesitan para la obtencién del valor éptimo de (2.32)-
(2.36).



48 Prélogo

Llamemos a (2.32)-(2.36) ”Problema Maestro” y a (2.25)-(2.29) ”Problema Auziliar”. En
consecuencia, denominaremos ”Problema Maestro Relajado” al siguiente problema (2.37)-
(2.41), donde r representa un subconjunto de puntos extremos del problema auxiliar (2.25)-
(2.29).

p = min B2Y + 3 RRY?® + 6 (2.37)
i=1,2,3
sa (DN + Y DEN| Y2 4+ [ 3 DEXN + ¥ DEX,| VR + 0 > &
i=1,2,3 1=1,2,3 i=1,2,3
conk = 1,2, 3, .7 (2.38)
0 < V2 < ub (2.39)
0 < VB <u® Vi (2.40)

donde

Ex = boxlg -+ Uo—ﬂ_lg + Z (bzXf + ’ltz,—gf) + Z (bO\—Z + UZJBZ) k=1, ..r (241)

i=1,2,3 i,j=1,2,3

Veamos entonces el siguiente algoritmo para resolver el problema (2.15)-(2.17), segtn la

descomposicién de Benders anteriormente indicada.
Algoritmo

Paso 1: Asignar unos valores iniciales a las variables enganche Y'? e Y;*® y hacer & = 1.

Paso 2: Con los actuales valores de las variables enganche, sean estos 72e ??3, se resuelve
el problema auxiliar (2.25)-(2.29). Como resultado de esto, se obtiene el correspon-

diente valor de las variables duales, el punto extremo (Xk, Bk)

Paso 3: Se afiade una condicién de la forma (2.38) para Ay B*.  al problema maestro
relajado (2.37)-(2.41). Se resuelve dicho problema, obteniéndose el valor éptimo de 8,

sea éste 0.
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Paso 4: Sif = 90(712, 7?3), parar. Se ha encontrado la solucién éptima, siendo ésta la

formada por:

- las variables enganche Y2 e Y2 cuyo valor es el obtenido en la tltima ejecucién

del Paso 3,7~ eY ",y

- las variables de cada etapa Yy, Y;, e Yj;, que se obtienen como producto de la
solucién éptima del problema dual (2.25)-(2.29), ya que son las variables duales de las
condiciones de ese problema, y obviamente constituyen la solucién del correspondiente
primal (2.18)-(2.24).

Paso 5: En caso de que § # cp(?lz, 7?3), se hace k = k + 1, y se vuelve al Paso 2, a
resolver el problema auxiliar con los nuevos valores de las variables enganche 77 e
23
Y

;" , obtenidos en la solucién del dltimo problema maestro relajado.

Nétese que los valores de las variables enganche que se utilizan en la funcién <p(712, 7? 3),
al compararla con respecto a f en el paso 4, son los valores éptimos del problema (2.37)-
(2.41) ejecutado en la iteracién inmediatamente anterior a la actual. Por otro lado, se puede
observar que el valor 6ptimo p del problema (2.37)-(2.41), es una cota inferior del valor 6ptimo
p del problema (2.32)-(2.35). Mediante el algoritmo anterior se consiguen cotas inferiores p,

cada vez mds proximas al correspondiente valor 6ptimo p del problema (2.32)-(2.35).

2.4 Andlisis de los Métodos de Punto Interior

Existen muchos métodos basados en puntos interiores que se pueden aplicar para re-
solver el problema (2.1)-(2.10) en el caso lineal. Entre ellos cabe citar el método proyectivo
de Karmakar, los métodos logaritmicos de barrera y sus variantes, el método de prediccion
y correccién de Mehrotra, etc ... Sea la siguiente introduccién a las métodos mas carac-

teristicos.

2.4.1 El Método Proyectivo de Karmakar

El modelo de programacién lineal considerado por Karmakar (véase Karmakar (1984)

[36]) es el siguiente:
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min ¢z (2.42)
sa Az = 0 (2.43)
elr = 1 (2.44)
z >0 (2.45)

donde
A es una matriz de orden mxn
z y ¢ son vectores de orden n y

e es el vector de orden n, todo de unos.

Karmakar asume que el valor 6ptimo del problema (2.42)-(2.45) es c'z* = 0, siendo z*
la solucién del mismo. Es decir, que dicho éptimo se alcanza en el cero. Por otro lado,
fijémonos en que el modelo (2.42)-(2.45) no presenta la forma estandar de los problemas de
programacién lineal como ocurre en (2.55)-(2.57), pero Karmakar demostré que cualquier

problema de programacién lineal se puede expresar en la forma anterior (2.42)-(2.45).

El algoritmo de Karmakar comienza con una estimacién inicial 20 de la solucién de (2.42)-
(2.45), tal que Az® = 0,¢e'z® = 1,y 2% > 0,y se mueve a un nuevo estimador z! mediante
el uso de transformaciones proyectivas.

Sea

D7z

1@ = ops

(2.46)

. . 1 . -
la transformacién proyectiva que desplaza z° al punto — e, siendo D una matriz diagonal
n

definida como sigue:

Se considera asi mismo la matriz B definida por

[AD
B =

et

(2.47)
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. 1 . .
y el vector § de desplazamiento desde — e hacia un nuevo punto &, que se expresa como sigue:
n

§ = 4[I — BYBB") 'B|Dc (2.48)

donde v es un escalar. Por tanto, el nuevo punto factible £ serd

¢ = %e b6 (2.49)

A partir de éste se obtiene el nuevo estimador z', mediante la inversa de la transformacion

proyectiva, es decir,
D¢

et D¢

ot = T7HE) = (2.50)

Karmakar demostré que para una eleccién apropiada de v en (2.48), el algoritmo ob-
tiene el punto 6ptimo z* en (O(nL) iteraciones, siendo L el nimero de bits necesario para

representar las entradas de A y c.

Como ya se indicé, el algoritmo de Karmakar parte de la suposicién de que cz* = 0.Una
forma de conseguir esta suposicién consiste en usar una modificacién de la funcién objetivo
de la que se parte, como ocurre en Todd y Burrell (1986) [64], esto es, si c* es el valor éptimo

de la funcién objetivo se toma en su lugar

~

¢ = dz — celz (2.51)

= (c — c'e)'z

la cual alcanza el valor 6ptimo en 0, puesto que e!z = 1. Todd y Burrel se apoyaron en la
teoria de la dualidad para determinar una sucesién convergente de bajoestimadores para el

valor éptimo c*.

Las dos mayores dificultades para implementar el método original de Karmakar es por un
lado, la necesidad de convertir un modelo de programacién lineal en la forma estdndar en uno
en la forma requerida por Karmakar, lo que supone una pérdida de flexibilidad, y por otro,
el tener que estimar c* en cada iteracién. Ademds, en Powell (1991) [55] se demostré que el
nimero de iteraciones requerido por el algoritmo de Karmakar suele ser significativamente
mayor que el nimero necesario por los métodos logaritmicos de barrera, que se presentan a

continuacion.
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2.4.2 Meétodos Logaritmicos de Barrera

Los métodos logaritmicos de barrera fueron introducidos por Frish (véase Frish (1955)
[25]) y desarrollados por Fiacco y McCormick (véase Fiacco y McCormick (1968) [23]) entre

otros. Inicialmente su atencidén se centraba en problemas no lineales como el que sigue

min  f(z) (2.52)
sa g(z) >0i=1, ..., m (2.53)
donde z = (zy, 29, ..., T,), y transformaban el modelo (2.52)-(2.53) en una conjunto de

problemas no restringidos de la forma

m
min f(z) — Y In gi(z), (2.54)
=1
donde p, es un pardmetro escalar de barrera, que verifica que i, > 0, y ademds, klim up = 0.
—00
El algoritmo general para resolver (2.52)-(2.53), siguiendo los métodos logaritmicos de ba-

rrera, es el siguiente:

Algoritmo
Paso 1: Elegir g > 0,y z°, tal que g;(z°) > Oparatodol < i < m.

Paso 2: Sea 7* = min (f(x) — ey In g,(a:)) :
i=1

Paso 3: Sip; < ¢, entonces parar. En otro caso, tomar pgy; < . Asignar zFt! = zF,

especificar kK = k + 1, e ir al Paso 2.

Fiacco y McCormick demostraron que cuando f(z) y gi(z) cumplen ciertas condiciones
generales, el algoritmo converge a la solucién de (2.52)-(2.53), y el klim e/ g:(35) = A,
— 00

donde ); es el multiplicador de Lagrange éptimo asociado a g;(z) > Oparal < ¢ < m.
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Método Logaritmico Primal de Barrera para Programacién Lineal

En este caso, se parte del modelo de programacién lineal en la forma estdndar

min 'z (2.55)
sa Az = b, (2.56)
z > 0, (2.57)

y se aplica la siguiente transformacién logaritmica:

min ¢z — pYy Inz; (2.58)
=1
s.a Az = b (2.59)

A continuacién se considera el correspondiente lagrangiano de (2.58)-(2.59), que es como
sigue
L(z,y,p) = c'z—p Inz; —y'(Az — ), (2.60)

i=1

v se calculan las condiciones de primer orden para el mismo modelo (2.58)-(2.59),

V.L = c—puXte— Aly = 0, (2.61)
V,L = —Az +b = 0, (2.62)

donde X es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son las variables z; para

1 < j < n, ala cual se denota por Xj cuando ha sido evaluada en la k-ésima iteracién.

Bajo el supuesto de que existe un punto factible estrictamente interior z*, es decir, tal
que z¥ > 0 y Az* = b, el método de Newton se aplica a las condiciones (2.61)-(2.62) para
determinar un estimador mejor de la solucién de (2.55)-(2.57). De esta forma se obtiene la
siguiente direcciéon de bisqueda

AzF = — ;1;XkPXkc + X Pe, (2.63)

donde
P = (I — XpAT(AX?AT)TAXY), (2.64)
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y por consiguiente, el nuevo estimador z**1 vendra dado por

2" = 2F 4 g AL” (2.65)

donde oy es una amplitud de paso apropiada. Lo siguiente es comprobar si el pardmetro de
barrera py es el adecuado, y sino, se reduce a g1 = ppr con 0 < p <1, volviendo a repetir
el proceso con el nuevo pg.1. Es preciso indicar que éste método tiene la ventaja sobre el
algoritmo inicial de Fiacco-McCormick, en que sélo realiza un paso de Newton para cada

valor de p.

Por otro lado, en Gill y otros (1986) [27] se muestra la relacién entre el método anterior y el
método de Karmakar, teniendo en cuenta las direcciones definidas en (2.63) y (2.48). Dichos
autores demostraron que si se aplica el algoritmo con la direccién de busqueda definida en
(2.63)-(2.64) al problema en la forma de Karmakar (2.42)-(2.45), entonces en cada iteraciéon
existe un valor de py, para el cual las direcciones de bisqueda (2.63) y (2.48) son idénticas.
En otro sentido, Gay indicé la forma en la que se puede aplicar el algoritmo de Karmakar
a los problemas en la forma estdndar (2.55)-(2.57) (véase Gay (1987) [26]). Ademds, con la
modificacién de la funcién objetivo mediante bajoestimadores propuesta por Todd-Burrell, se
prueba que el método de Karmakar es un caso especial de los métodos generales logaritmicos
de barrera. Véase Gonzaga (1989) [29] y Shano y Bagchi (1990) [62].

Método Logaritmico Dual de Barrera

Dado el modelo de programacién lineal en la forma estdndar (2.55)-(2.57), su dual se

expresa de la siguiente forma

max by (2.66)
sa ATy < ¢ (2.67)

Afiadiendo las variables de holgura z; con 1 < j < n al modelo (2.66)-(2.67), se obtiene

la forma dual equivalente.
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max by (2.68)
sa ATy + 2z = ¢, (2.69)
23>0 (2.70)

Renegar propuso inicialmente aplicar el método de los centros de Huard al modelo (2.66)-
(2.67), lo que dié lugar a un algoritmo con una complejidad O(y/nL) (véase Renegar (1988)
[56]). Sin embargo, més tarde, se demostr6 que este algoritmo también era un caso especial
de los métodos logaritmicos de barrera (véase Gonzaga (1992) [30]). Esto es, aplicando el
método logaritmico primal de barrera a (2.66)-(2.67), resulta

maxb’y + p> in(c; — ajy), (2.71)
j=1
donde a; es la columna j-ésima de la matriz A, y ¢; el elemento j-ésimo del vector de costos.

Entonces, la condicién de primer orden es

b — pAZ'e = 0, (2.72)

donde Z es la matriz diagonal de orden nxn, cuyos elementos son z; = ¢; — a;-.ry. Aplicando

el método de Newton se obtiene la siguiente direccién

Ay = %(AZ"zAT)‘lb _ (AZ-2AT)AZ e, (2.73)

donde el primer término de (2.73) representa una direccién hacia la optimalidad, y el segundo

es una direccién para centrar la biisqueda en el espacio dual.

Independientemente de los métodos logaritmicos de barrera, Adler y otros introdujeron
una variante dual afin que utiliza la siguiente direccién de bisqueda, (véase Adler y otros
(1989) [1]).

Ay = (AZ72AT)™ ", (2.74)

En cualquier caso, el nuevo estimador de la solucién 6ptima de (2.66)-(2.67) serd,
v = F + oy Ay (2.75)

donde oy es la amplitud de paso y Ay* es la direccién de busqueda (2.73) 6 (2.74), segin

sea el método aplicado, para la k-ésima iteracién.
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Método Logaritmico Primal-Dual de Barrera

Los desarrollos tedricos de los métodos de punto interior primal-dual se recogen en
Megiddo (1989) [47] entre otros, y originalmente fueron desarrollados a partir de un algoritmo
de Kojima y otros (1989) [40]. El algoritmo surge a partir de las condiciones de primer orden
(2.61)-(2.62) del problema primal (2.55)-(2.57), o alternativamente, de aplicar el método
logaritmico de barrera al problema dual (2.68)-(2.70), al cual se han afiadido las variables

de holgura. De esta forma el problema que se plantea es el siguiente:

max bTy + ,uilnzj (2.76)
=1
sa ATy + ; =c, (2.77)
y su correspondiente lagrangiano
L(z,y,p) = by + ,uilnzj - 2T(ATy + 2z — o). (2.78)
=1

Las condiciones de primer orden para (2.78) son

XZe = pe, (2.79)
Az = b, (2.80)
ATy + 2z = ¢ (2.81)

donde X y Z son las matrices diagonales definidas anteriormente, y e es el vector unitario
de orden n. Las condiciones (2.80) y (2.81) son las de optimalidad comunes en programacion
lineal para la factibilidad primal y dual, mientrds que (2.79) es la condicién de complemen-

tariedad en el limite cuando p — 0.
Al igual que anteriormente, el método de Newton se puede aplicar a las condiciones
(2.79), (2.80), y (2.81), resultando
Ay = —(AXZTAT)YTAZ v(p), (2.82)
Az = —AT Ay, (2.83)
Az = Z7(u) — XZ7 Az, (2.84)
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donde v(p) = pe — XZe.

M 0

El método primal-dual presenta dos ventajas. La primera es que dado "z” un punto
factible primal, ”y” un punto factible dual, y siendo ”2” el vector de holgura en (2.81) se
tiene que

Tz — by = 272, (2.85)
Por tanto, dicha relacién (2.85) nos proporciona una buena medida de la aproximacién de la
solucién propuesta a la solucién 6ptima. Una segunda ventaja del método primal-dual es que

permite que las amplitudes de los pasos en los espacios primal y dual sean independientes,

es decir,
"l = ¥ 4+ oAk, (2.86)
= F + oAy, (2.87)
= 2F 4 b AR (2.88)

La implementacién de este algoritmo llevada a cabo por McShane y otros, ha demostrado

que el mismo es muy eficiente en la practica. Véase McShane y otros (1989) [46].

Comparando los métodos primal, dual y primal-dual, es preciso notar que todos consi-
deran una matriz de la forma ADAT, donde D es una matriz diagonal. La forma de D varia
de un método a otro, pero el trabajo computacional no. Dicha matriz es la misma que la
utilizada en el método de Karmakar. En la seccién 2.4.4 veremos la influencia de la forma

de esta matriz ADAT, en la resolucién del problema (2.1)-(2.10) para el caso lineal.

2.4.3 EIl Método de Prediccién-Correccion de Mehrotra

En Lustig y otros (1991) [42] se presenta una variante del algoritmo primal-dual, pero para
problemas con variables acotadas. Este sigue el mismo esquema que los métodos recogidos
en los apartados anteriores. Por otra parte, Mehrotra propone un método de prediccion-
correccién que se obtiene directamente de las condiciones de primer orden (2.79), (2.80), y
(2.81) (véase Mehrotra (1992) [48]). Sustituyendo z + Az, y + Ay,y z + Az en (2.79),

(2.80), y (2.81), respectivamente, se espera entonces que los nuevos estimadores satisfagan
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las siguientes relaciones

(X + AX)(Z + AZ)e = pe, (2.89)
A(z + Az) = b, (2.90)
ATy + Ay) + 2 + Az = ¢ (2.91)

Operando el sistema anterior obtenemos la siguiente expresion

XAz + ZAz = pe — XZe — AXAZe, (2.92)
AAz = b — Arz, (2.93)
ATAy + Az = ¢ — ATy — 2, (2.94)

donde AX y AZ son matrices diagonales de orden nxn, cuyos elementos son Az; y Azj,

respectivamente. Mehrotra propone en primer lugar resolver el sistema afin

XAs + ZA: = — XZe, (2.95)
AAE = b — Az, (2.96)
ATAG + Az = ¢ — ATy — 2z, (2.97)

para luego sustituir los valores de los vectores AZ y AZ obtenidos de dicho sistema (2.95)-
(2.97), en el término AXAZe del vector del lado derecho de (2.92)-(2.94). Ademas sugiere
comprobar la reduccién en la complementariedad (z + apAz)(z + apAZ), donde ap y ap

se eligen de forma que z > 0y z > 0. De esta forma el estimador de Mehrotra es como

b = (mf,—z)Q (%) | (2.98)

§ = (z + apA2) (2 + apAz), (2.99)

sigue

donde

Dicho valor de p serd pequefio cuando la direccién afin produzca un gran decremento en

complementariedad (véanse Lustig y otros (1992) [44] y [45]).
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Figura 2.4: Matriz A de la Formulacién Compacta

2.4.4 Meétodos de Punto Interior aplicados a la Formulacién Com-

pacta

Al aplicar cualquiera de los métodos de punto interior recogidos en los apartados ante-
riores, al modelo (2.1)-(2.10) en el caso lineal, existe el inconveniente de que algunas de las
columnas de la matriz de condiciones A son relativamente densas, lo que dificulta la apli-
cacién de dichos métodos con la Formulacién Compacta. A titulo ilustrativo, veamos donde
radica el problema. Considérese el problema (2.1)-(2.10) en el caso lineal, cuando se expresa
en la forma estdndar (2.55)-(2.57), y su correspondiente dual (2.68)-(2.70).

En cada iteracién de cualquiera de los algoritmos logaritmicos de barrera cuando se

resuelve el modelo (2.55)-(2.57), es preciso resolver el sistema

(ADAY = r (2.100)

para, obtener el valor de d. Tal y como se ha indicado en la seccién anterior, D es una matriz
diagonal positiva, cuya expresién varia dependiendo del método logaritmico aplicado. Es
decir,
X? Método Primal
D = Z~2  Meétodo Dual Afin ,
XZ~' Método Primal-Dual
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ADA!

Figura 2.5: Representacién de (ADA")

En cuanto a la matriz A se refiere, si se observa la Figura 2.4 correspondiente a la Formu-
lacién Compacta se puede ver que la densidad de sus columnas es bastante considerable, lo
que supone que la matriz resultante (ADA*) sea muy densa (véase Figura 2.5), y por tanto,
la resolucién del sistema (2.100) requiera mucho esfuerzo computacional. De aqui, el hecho
de que los métodos de Punto Interior no sean tan efectivos en su aplicacién a la formulacién
compacta del modelo en comparacién con la metodologia del Simplex (véase Lustig y otros
(1991) [43)). Sin embargo, la metodologia de Puntos Interiores es mucho mds eficiente en su
aplicacién a una formulacién equivalente del modelo, denominada Formulacién Extendida
(véase el capitulo 3), donde el tiempo necesario para la resolucién del problema es menor

que el requerido por el método del Simplex.
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Capitulo 3

Formulacién Extendida del Modelo

3.1 Representacion

En este capitulo se recoge una formulacién alternativa del modelo de Recurso Total, cuya
regién factible también dispone de una estructura en forma de cuasi-escalera, aunque algo
mds amplia que la tratada en el capitulo anterior. A pesar de la extensién de la nueva matriz
de condiciones la densidad de sus columnas es menor que la de la Formulacién Compacta.
En esta otra formulacién se desdoblan las variables enganche entre las etapas segin las dis-
tintas perspectivas, y se imponen las condiciones de no anticipatividad. Esto es, se afiaden
las restricciones que fuerzan a estas variables a tomar el mismo valor. Por este motivo, a
esta aproximacién se la denomina ”Formulacidn con Restricciones Enganche” o ”Formu-
lacién Estendida” y como ya se ha indicado, se caracteriza por tener una representacion con

variables divididas.

Retomemos el caso particular con 3 etapas y 9 escenarios planteado en el capitulo 1.
Teniendo en cuenta las caracteristicas del mismo, se muestra en la Figura 3.1 la Formulacion
Extendida, en la cual las variables enganche Y2 e ¥;?® se han dividido segin las distintas
perspectivas de cada etapa. A diferencia de la Formulacién Compacta que utiliza variables
enganche entre las etapas (véase Figura 2.1), en esta otra representacién se usan restric-
ciones enganche entre las variables divididas, para unir bloques de restricciones de etapas

consecutivas (véase Figura 3.1).
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Figura 3.1: Estructura Cuasi-Escalera de la Formulacién Extendida
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Para mayor claridad se utiliza la siguiente notacién de las variables.
Variables Y en (2.1)-(2.10) Variables Y en (3.2)-(3.13)
Yo Yo
Y12 Ybl? Y12
Y; Y;
v v, vy
Y; Yy
coni, j = 1, 2, 3. Segiin esta notacién las variables enganche Y'? e ¥;** se dividen teniendo
en cuenta los escenarios, y mas concretamente las perspectivas, en
Y2 = V"2 i=1,23 e Y =Y parai, j = 1,2 3, (3.1)

respectivamente. Por tanto, las igualdades (3.1) son las condiciones de no anticipatividad
o implementabilidad que se deben agregar al modelo. En consecuencia, la Formulacién con
Restricciones Enganche o Formulacién Extendida del modelo de Recurso Total para ambos

Casos, €s como sigue:
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Modelo de Recurso Total Modelo de Recurso Total
con Formulacién General con Inmunizacién de Escenarios
Zy = miny w'(c)'Y* Zy = min Y wi||(c)Y* - 25()|° (3.2)
seS seS
s.a: DoYy + D(1]2Y012 = by (33)
Y2 Y2 =0 Vi (3.4)
DI?Y!? 4+ DY, + DRYZ =b Vi (3.5)
v vz =0 Vi, J (3.6)
DEYX + DYy =V Vi, j (37)
0 S Yo S Ug (38)
0 < Y2, Y2 < ul?vi (3.9)
0 < Y; < u Vi (3.10)
0 < Y22, vz < uw¥Vvi,j o (3.11)
0 < Vij < ugi Vi, jo (312)
donde
Ye = (YOv Yolz’ 1/1'121 Y;, Yi%)?)a Yi§'37 Yl]) (3'13)

es el nuevo vector de variables, para s

3(i—-1) + 4, e, j = 1,2, 3,y las matrices

de restricciones D son iguales a las de la Formulacién Compacta (2.1)-(2.10).

La funcién objetivo (3.2) en el caso lineal (es decir, para Z; y para la aproximacion lineal

de Z, cuando se utiliza la norma euclidea), se puede separar por etapas de forma andloga a

como se hizo en el capitulo 2, siendo entonces de la siguiente manera:

7 =

min hoYo + hPYQ2 + Y (WY + BEYE) +

> Wy,

i=1,2,3 4,j=1,2,3

(3.14)
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3.2 Descomposicién Lagrangiana Aumentada

3.2.1 Caso General

Las restricciones de no anticipatividad (3.4) y (3.6) constituyen el mayor obstdculo en la
descomposicién de la Formulacién Extendida (3.2)-(3.13). Para solventar este problema se
utiliza una aproximacién, que consiste bdsicamente en la relajacion de las restricciones de no
anticipatividad, y penalizacién de la funcién objetivo mediante un término generalmente no
lineal sobre tales restricciones. De esta manera, se eliminan dichas restricciones (3.4) y (3.6)
de la regién factible del modelo, y se supera parcialmente la dificultad de la descomposicion.
Por tanto, dada la Formulacién Extendida (3.2)-(3.13), se dualiza las citadas restricciones

enganche, siendo el modelo resultante:

- En el caso de la Formulacién General

Dplp) = min Y w'(e)Y® + %2 = T oY+ Y 4V - Y Y+ E(Y?) (3.15)

s€S i=1,2,3 i=1,2,3 i,5=1,2,3

- En el caso de Inmunizacién de Escenarios

Dp(p) = min 3 will(e)V* — 2@+ 0%~ Y AV Y SVE - Y PR )

s €S +=1,2,3 =1,2,3 4,7=1,2,3
(3.16)
s.a: DoYy + Di?yy? = by (3.17)
D¥*Y}? + D;Y; + DFYZ =b Vi (3.18)
DEYZE + DYy =¥ Vi, j (3.19)
0 <Y < ug (3.20)
0 < Yy, Y12 < ul?vi (3.21)
0 < Y; < wu Vi (3.22)
0 < vz,  v® < uBVi, j  (3.23)

0 < Vij < u Vi, g (3.24)
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donde p° pf, p°, y p¥ son los vectores multiplicadores de Lagrange apropiados para las

restricciones enganche Y2 = Y12 e V2 = V7

aconi, jo= 1, 2, 3, respectivamente.

Por tanto, han de verificar la siguiente igualdad:
Po= (3.25)

Pl = | oy Vi =12 3 (3.26)

Mientras que £(Y*) es un término de penalizacién sobre las restricciones relajadas, que se

define como sigue:

P 2 2
() =2 T v - v 2 vk - v (3.27)
i=1,2,3 i,j=1,2,3
siendo p un pardmetro de penalidad positivo o nulo y || || la norma euclidea L;. Esto es,

se penaliza a aquellas soluciones que no verifican las condiciones de no anticipatividad. La
tendencia es elegir un p positivo, en cuyo caso, las funciones (3.15) y (3.16) serian funciones
Lagrangianas Aumentadas. No obstante, en aquellos casos en que el problema original sea

de variables 0 — 1 existe una preferencia por tomar p = 0.
Por otro lado, como la funcién objetivo del modelo (3.15) es lineal se puede expresar de
la siguiente forma:

Dp(p) = min heYy + (B2 + ) Yg2 + 3 [- oYV + hY: + (b + POYE| +
i=1,2,3

+ S (= PP+ WYy + (YY) (3.28)

i,j=1,2,3
con igual significado para los p. En este caso, se intenta eliminar el término cuadratico
de penalizacién propiciado por la funcién £(Y*), para evitar la no linealidad de la funcién
objetivo. La forma mas sencilla de hacerlo es aproximar la funcién £(Y*) mediante una

funcién lineal como se muestra en la siguiente seccion.

Volviendo a la aproximacién Lagrangiana Aumentada (3.15)-(3.24), se tiene que dada

cualquier eleccién de los multiplicadores de Lagrange p, el valor dptimo de dicha aproximacién
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(3.15)-(3.24), Dp,(p), proporciona una cota inferior del valor éptimo de la Formulacién Ex-
tendida (3.2)-(3.13), Z;. Para obtener la cota inferior més fina se tendria que resolver el

problema de optimizacién denominado Lagrangiano dual, que se muestra a continuacion

D; = max {Dpt(p) /peRFcont = 16 2} (3.29)
donde L es el nimero de condiciones enganche en (3.4) y (3.6), y

p= (o, p? Vi, j =123 eR" (3.30)

es el vector de variables duales para las mismas condiciones.

Luego la relacién existente entre los valores de las funciones objetivos en los distintos

modelos es la siguiente:
Dp(p) < D; < Z, parat = 162 (3.31)

Por otro lado, si para alguna eleccién del vector de multiplicadores de Lagrange 7, la
solucién de la aproximacién Lagrangiana Aumentada (3.15)-(3.24), Y, verifica las restric-
ciones de enganche (3.4) y (3.6), entonces Y~ es la solucién de la Formulacién Extendida
(3.2)-(3.13) y 7 es la solucién del Lagrangiano dual (3.29). Como consecuencia, toda
solucién del modelo (3.15)-(3.24), para cualquier valor de p se puede utilizar como base
inicial para resolver la Formulacién Extendida (3.2)-(3.13). Asi mismo, el proceso para re-
solver dicho modelo (3.2)-(3.13) va encaminado a maximizar la funcién dual (3.29), y para
ello, se aplica iterativamente el siguiente algoritmo, basado en la técnica de optimizacién del

subgradiente ya que su funcién objetivo no es diferenciable.

La base del algoritmo consiste en partir de un vector de multiplicadores inicial po, ¥
generar una secuencia de multiplicadores p, para k = 1, 2, 3, ..., de forma que todo
multiplicador en una iteracién dada, se obtiene a partir del multiplicador de la iteracion
previa més un cierto desplazamiento en la direccién del gradiente, determinado por el tamano
de paso oy. La direccién del gradiente viene dada por la distancia entre las variables divididas,

y el tamafio de paso elegido oy, tiene la siguiente expresion:
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> e - vl + S pen - )
i=1,2,3

,7=1,2,3

donde
M. es un escalar elegido entre 0 y 2,
CS es una cota superior del éptimo de la Formulacién Extendida (3.2)-(3.13), y

Dp,(py) es el 6ptimo de la aproximacién Lagrangiana Aumentada construida con el vector

de multiplicadores de Lagrange de la k-ésima iteracion.

Antes de ver el algoritmo considérese la siguiente notacion:
¢ > 0, un valor real lo suficientemente pequeno, es decir, préximo a cero,

pr, el vector de multiplicadores de Lagrange correspondiente a la k-ésima iteracion,

Yo(k) = (Yo(k), Yo2(k), Y;2(k), Yi(k), Y (), Y2 (k), Yy(k)), el vector de variables

solucién de la aproximacién Lagrangiana Aumentada para la la k-ésima iteracion,
or > 0, el tamano de paso de la k-ésima iteracion,

INFTOT(k), lasuma total de la norma al cuadrado de las distancias entre los vectores
de variables divididas para la solucién de la aproximacién Lagrangiana Aumentada
Y*(k), correspondiente a la k-ésima iteracion, es decir,

INFTOT() = | 0 V) - Y2 + 3 [aw - vew]

i=1,2,3 §=1,2,3

(3.33)

SVC(k), lasuma de lanorma al cuadrado de los vectores de variables divididas correspon-
dientes a la solucién de la aproximacién Lagrangiana Aumentada Y*(k), de la k-ésima
iteracion, esto es,

Svew) = IV2@IF+ X (IVPEIP + 1YE®IP) + X IP®I* (3.39)

i=1,2,3 5,j=1,2,3
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Algoritmo

PASO 1: Sea k = 0y fijemos p, = 0.
PASO 2: Resolver Dp,(px) y asignar a
(Yo(k +1), Yo2(k +1), Y2(k+1), Yi(k+1), Y@ (k+1), Y'(k+1), Yi(k+1))
el vector de variables solucién de Dp,(px).
PASO 3: Analizar si
(Yo(k +1), Yo*(k+1), Y;2(k+1), Yi(k+1), Y@(k+1), YiP(k+1), Yy(k+1))

verifica las restricciones enganche del problema (3.2)-(3.13). Esto es, se comprueba si

INFTOT (k + 1)
SVC(k+1)

Si es asi, se ha detectado el punto éptimo, parar. En caso contrario, continuar.

PASO 4: Hacer pi,, = p, + op1 [Yg2(k+1) — V;P(k+1)] parai = 1, 2, 3, siendo
041 el tamafio de paso definido en (3.32), y asignar p,; = D Phs1-
i=1,2,3
PASO 5: Hacer p/., = pf + own [Yi%:‘(k—i-l) - Yi§3(k+1)] parai, j = 1, 2, 3,

siendo oy, el tamafio de paso definido en (3.32), y asignar p};OH = Z pfchrl.
§=1,2,3

PASO 6: Hacer ¥ = k+1 eir al PASO 2.

Debemos indicar que si el modelo (3.2)-(3.13) tiene solucién, el algoritmo anterior con-
verge en un nimero finito de pasos (véase Bertsekas (1992) [5]). Por otra parte, el algoritmo
propone resolver en cada iteracién la aproximacién Lagrangiana Aumentada (3.15)-(3.24), a
la que debemos descomponer debido a sus grandes dimensiones. Tanto la funcién objetivo
(3.15) como la (3.16) son no lineales debido a £(Y®). Sin embargo, el tratamiento dado a
cada una es diferente, ya que en (3.15) sélo es no lineal £(Y®), y en (3.16) también lo es la

propia funcién. Se distingue entre ambos casos:
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—  En el primer caso, la principal dificultad para la descomposicién del modelo (3.15)
(3.17)-(3.24), es la no separabilidad de la funcién cuadratica de penalizacién {(V*). La
solucién méas inmediata para subsanar esto, es fijar p = 0 en (3.27). En dicho caso, la
aproximacién Lagrangiana (3.28) seria lineal y por tanto, separable en las distintas etapas.
En consecuencia, se podria resolver a través de la optimizacién de varios submodelos de redes

independientes de menores dimensiones, como son los siguientes:

Py = min{hYy + (hg’ + p)Yo* / DoYo + Di*¥y? = by,

P, = min{- gV + nY; + (B + pO)Y5 | DPY® + DiY; + DRYH = b,

0<Y2<u? 0<Y<uwu 0<YP<u® Vi

(3.36)

Py = min{- g7V + WY, / DPYZ + DYy =V,

J

(3.37)

Sin embargo, esta idea de fijar p = 0 no es la més adecuada, puesto que entontes se
trataria de una aproximacién Lagrangiana cuya convergencia es mds lenta que la de la
aproximacién Lagrangiana Aumentada. En cualquier caso, esta alternativa no seria viable
para los modelos no lineales (aquellos con funcién objetivo (3.16)), ya que se ven afectados

también por la no separabilidad de la propia funcién objetivo.

— El procedimiento alternativo que se propone, es el siguiente. Sea
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una solucién factible inicial del modelo (3.15)-(3.24), es decir, una solucién éptima de dicho
modelo para un determinado p;. Con esta solucién se puede descomponer el modelo (3.15)-
(3.24), tanto en el caso lineal como en el no lineal, segiin las distintas etapas en los siguientes
submodelos (véanse Dembo (1987) [10]; Escudero (1986) [18]; Toint y Tuyttens (1990) [65];
y Sartenaer (1991) [61]).

Modelo Lineal

Py = min hoYo + (A + )Y + T { > v -7 (3.38)
1=1,2,3
S.a.: .D()YO + DéZYblz = bo, 0 S }/0 < Uog, 0 < 1/012 < ’U,12
P, = min [~ gV + WY + (B3 + POV +
— 2 —
L CIR  EEE A DN R |ovi (3.39)
7=1,2,3

sa: D?Y? + DY; + DEY2 =b;, 0 < VP2 <u? 0<Y, <wy, 0 <Y < u?

Vi, j (3.40)

.. > X 2
P; = min (- p?Y’ + WY) + g Hyfg - Yg?’l

s.a: DZ2]3Y33 + DjY;;j = bj, 0 <Y® < u®, 0 < Yii <
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Modelo no Lineal

d
Lo = min Y wflhoYo + h2YS2 + 3 (WY: + hBYy) + Y WYy — Z°(x)| +
seS i=1,2,3 1,7=1,2,3
0y,12 p 12 1212
+ A+ | Y W - T (3.41)
2 1=1,2,3
sa: DYy + DPPYy2 = by, 0 <Y < w, 0 < Y? < u
d
Li = min w® h()?o + h(1)2Y;-12 + hllfz + hlz(?)/;gg + hj?l'j - ZS(*) —
j=172a3 ]=1,2,3
i i p 12 2 p <5232 .
RO I NN DVl (R e NI
j=1,2,3
(3.42)

sa: D2Y)? + DY, + DBY2 = b, 0 < V2 < w2, 0 <Y, <u, 0< Y < u®

Lij = min w’

—_ — —_ . N d
ho¥o + BEYE + hYs + REYE + 1Y, — 2| -

— pIYB 4+ p |

23 23 2

Y i, 7, (3.43)

8.4 D?jsy;'??’ + DYy =¥, 0<YP < u?, 0 <Yy < oug

donde se considera s = 3(i — 1) + j, en los submodelos (3.41), (3.42) y (3.43). Como se

puede apreciar, la descomposicién anterior es posible gracias a la asignacién de los valores
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de la solucién inicial Y*, a las variables de las etapas distintas a la etapa correspondiente
al submodelo en cuestién. De esta forma, mediante un procedimiento iterativo similar al
algoritmo propuesto anteriormente, se puede llegar a la solucién de (3.15)-(3.24) y también a
la de su Lagrangiano dual (3.29), resolviendo en cada iteracién los submodelos independientes
(3.38), (3.39), v (3.40), 6 (3.41), (3.42), y (3.43), segiin sea el modelo considerado.

El procedimiento de resolucién se resume como sigue. Una vez obtenida la solucion
inicial, se estima un valor de p. Con éste y la solucién se construyen los submodelos inde-
pendientes (3.38), (3.39), y (3.40), o (3.41), (3.42), y (3.43), en funcién del tipo de modelo.
A continuacién, se resuelven dichos submodelos obteniendo una nueva solucion factible para
cada escenario. El siguiente paso es comprobar si dicha solucién verifica las restricciones
enganche. En caso afirmativo, esa es la solucién del problema de partida, la cual se ha de
corresponder con aquel p que maximiza Dp,(p), para t = 1, 6 2, segun sea el caso. Si no
las verifica, se vuelve a repetir el proceso, pero tomando como Y’ 1a solucién obtenida en la
iteracién previa. De esta forma, se consiguen soluciones factibles cada vez mas proximas a
la 6ptima, que se identificard cuando se cumplan las condiciones enganche, es decir, cuando

Y2 sea igual a Y'2 Vi, e Y2 seaiguala ¥;?® Vi, j.

Un hecho importante del procedimiento anterior, es que permite su implementacién en
paralelo a la hora de resolver los submodelos (3.38), (3.39), y (3.40), en el caso lineal y los
submodelos (3.41), (3.42), y (3.43), en el no lineal, debido a que la estructura de descom-

posicién propuesta por etapas es bastante apropiada.

3.2.2 Aproximacién Cuadratico Separable

Otra alternativa de descomposicién de la aproximaciéon Lagrangiana Aumentada en el
caso lineal (3.28), consiste en sustituir la funcién cuadratica de penalizacién £(Y*) por una
funcién cuadratico separable. La aproximacién que se utiliza es la misma que se vié en el
capitulo 1, donde aproximabamos el modelo de Recurso Total con Inmunizacién de Escena-
rios bajo la norma euclidea por una funcién separable, e incluso, por una lineal. Veamosla

ahora en el término de penalizacién que nos ocupa.

Si se desarrolla la norma euclidea L en (3.27), se obtiene:
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2 2
§(Y°) = g- (\/ > (vor — y%;?f) g (\/ > (i — v 2) (3.44)
i=1,2,3 k 4,j=1,2,3

donde y§2, yi2, vZ, e yZ, YV kyVt, representan las componentes de los vectores Y2
Y2 Y23 ng’, respectivamente. Nétese que la expresién anterior (3.44) es una funcién

cuadratica no separable. Para convertirla en separable, desarrollamos primero los cuadrados

de las diferencias de las componentes de los vectores Y2, Y;'2, Y;33, e ¥2° en (3.44).

o _ P
) =5 > (W) + W) - 2ybtyie) +
1=1,2,3 k
+ B (B + @B - By (3.45)
92 35 yzOt yz]t yzOtyzjt '
1,5=

Los dobles productos de dichas componentes impiden la separacién de las variables, pero
ésta se puede realizar haciendo uso de la la aproximacién (1.45) presentada en el capitulo 1.
A partir de la cual el producto de dos reales cualesquiera u y v, se puede expresar en funcion

de otros dos reales conocidos 7 y ¥, como sigue:

w X Uy + ul — UU (3.46)

Utilizamos esta aproximacién (3.46) en cada doble producto yjzy;s dado cualquier k,

y en cada doble producto yZyZ; dado cualquier ¢ (véanse Mulvey y Ruszczynsky (1992)
[49] y Ruszczynsky (1993) [60]), tomando como componentes conocidas las soluciones de los

problemas deterministicos (1.9)-(1.11) bajo cada escenario. De lo que se obtiene la siguiente

aproximacion:
_p _ o
(V) = 3 Y (w)? + WD - 20l — 208 + 2Wowi) +
1=1,2,3 k
p _
+ 3 S (W3 + W5 — WhE — Wk + W) (3.47)
ij=1,2,3 t
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donde se denotan las componentes conocidas con una barra encima. Esta aproximacién de
la funcién £(Y®) es cuadrdtico separable, lo que nos permite descomponer la aproximacién

Lagrangiana Aumentada en los siguientes submodelos de redes independientes.

Lo = min heYy + (h§2 + pO)Y;2 + 1—27

> (wad)” — 2uivi) (3.48)
k

i=1,2,3

sa: DYy + DY? = by, 0 < Yy < wp, 0 < Y2 < wl?

L = min [- oV + hY; + (B + POV +

4P - p _ .
+5 2 (i) - 2Wawlt) + 5 S (W) - 2uiys) Vi (3.49)
k j=1,2,3 t
sa: D2V} + DY; + DBYZ® = b, 0 < V2 <! 0<Y; < u, 0<YP <u?
. p _ -
Ly = min (- pJYEs + hYy) 5 Z( yz]t - 21/@2&%233;) Vi, j (3.50)
t

. 23123 j _ i 23 23 , 5
Estos subproblemas procedentes de la descomposicién tienen una funcién objetivo no
lineal, pero sus dimensiones son mucho menores y se pueden resolver de forma directa.
Adem3s se puede conseguir que sean lineales, aproximando también los cuadrados. Esto es,
sea u € R, un real cualquieray @ e R, un real conocido, se considera la aproximacién (1.48)

vista en el primer capitulo, y que retomamos a continuacion:

w2 — w + 2uu (3.51)
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Si consideramos ambas aproximaciones (3.46) y (3.51) sobre la diferencia de un cuadrado,
se tiene que
(u—v? = -7 +2uu — 0 + 200 — 2Uw —2uT + 2UT (3.52)
y operando resulta la siguiente relacién:
(w—-v)?= —(@+7) + 2w + 2T — Vu + 2(T — T (3.53)

A continuacién aplicamos esta relacién (3.53) a las diferencias al cuadrado de las com-

ponentes de los vectores, lo que origina la siguiente aproximacién lineal de £(Y*)

(v ) = 2 % S (- [@)? + @R + 2miwit

Torbir + 2(Uor — Tie)Yok + 2(Tik — y(lli)yzk) +
i=12,3 k
p _ _
+ 5 2 S (- (@5 + @) + 2057
ij=1,2,3

o + 2 — Vg yior + 2(T55 — yfgt)yzgt)

(3.54)
Utilizando entonces la aproximacién de £(Y*) (3.54), en la funcién objetivo (3.28) del

modelo, éste se puede descomponer de forma andloga a la vista anteriormente, pero en
submodelos esta vez lineales.

— p — —
Py = min heYy + (hy" + P")Ye? + 5 Z(Q(Qék yzll?)yOk) (3.55)
k

i=1,2,3

S.a: D()YE) + Dé21/012 = b(),

0 <Y <u, 0<Y? <l

P, = min [- gV + Y + (B + AO)F] +

__I._

NN

Y (2@ - i) + 5 X X (2w - wak) v (3.56)
k j= t

=1,2,3

sa: DPY)? + DY, + DEY2 = b, 0 < V2 < ' 0 <Y <y, 0 <Y < u?
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Py = min (= FIYE + WYy)

N RS

t

sa: DEYR + DYy =¥, 0<YP <u¥ 0< Y < o

La resolucién de dichos submodelos (3.55), (3.56), y (3.57), también se puede llevar a

cabo de forma concurrente.

Por supuesto, las aproximaciones de £(Y*) (3.47) y (3.54), también se pueden utilizar en
el caso no lineal. Sin embargo, con sélo esto no se podria realizar la descomposicién, puesto
que se tendria que llevar a cabo algin otro tipo de aproximacién adicional, lo cual no seria

muy efectivo.

A continuacién se expone un algoritmo para la resolucién de la Formulacién Extendida
(3.2)-(3.13) en el caso lineal, similar al propuesto en la seccién anterior. La diferencia entre
ambos algoritmos radica en la aproximacién que se utiliza de £(Y*). En el nuevo algoritmo
se resuelve de forma iterativa el modelo (3.15)-(3.24), cuando £(Y*) toma la expresién (3.54)
en lugar de (3.27). En este caso, la descomposicién del modelo en submodelos de redes

independientes no requiere fijar las variables.

Se denota entonces por
e > 0, un valor real lo suficientemente pequeno.

prn el vector de multiplicadores de Lagrange en la n-ésima iteracion,

YVe(n) = (Yo(n), Y§3(n), Y¥(n), Yi(n), Yi$*(n), Y;*(n), Yij(n)), el vector de variables
solucién de la aproximacién Lagrangiana Aumentada correspondiente a la n-ésima

iteracion,
o, el tamafio de paso en la n-ésima iteracién, cuya definicién viene dada por (3.32),

INFTOT(n), la suma total de la norma de las infactibilidades para la solucién de la

n-ésima iteracién Y*(n), que tiene la expresién dada en (3.33) y
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SVC(n), la suma de las normas al cuadrado de los vectores de variables divididas para la

solucién de la n-ésima iteracion Y*(n), (vedse (3.34)).

Algoritmo

PASO 1: Seann = 0,m = 0,y sefijap, = 0.

PASO 2: Resolver los submodelos (1.9)-(1.11), Vs = 3G —1)+4, e4j = 1, 2, 3,y
asignar a
(Yo(n), ¥5*(n), Y*(n), Yi(n), Yig’(n), Y;5(n), Yii(n))

el vector de variables compuesto por las soluciones de dichos submodelos (1.9)-(1.11)
para cada escenario, y como componentes de las variables conocidas V k,yVt, las

siguientes:

T2(m) = y2(n); TE(m) = yi(n); To(m) = ymn); e To(m) = yi(n);

PASO 3: Construir los submodelos (3.55), (3.56), y (3.57), a partir del correspondiente
vector dual p,, y las componentes Fgz(m), Fig(m), Tie(m), Tiz(m)-
PASO 3.1: Resolver dichos submodelos (3.55), (3.56), y (3.57), y asignar a
(Yo(n+1), Yo2(n+1)), (Y;*(n+1), Yi(n+1), Y2 (n+1)), e (Vi (n+1), Yi;(n+1)),

los vectores soluciones de tales submodelos (3.55), (3.56), y (3.57), respectivamen-
te.

PASO 3.2: Si

(Wn+1) - M| < &
(W +1) - FRmM))| < ¢

~— ~ ~— ~—
IA
o

|Wihn+1) = Fu(m)
|@En+1) - 72m)| < «

V kyVt entoncesir al PASO 4. En caso contrario, hacer m = m+1y

continuar.
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PASO 3.3: Asignar
Yoe(m) = yor(n +1);
Vie(m) = yii (n+1);
Vior(m) = yioe(n +1);
Tin(m) = yg(n+1)
VkyVt, yrepetirel PASO 3.
PASO 4: Analizar si

(Yo(n+1), Y2(n+1), ¥;*(n+1), Yi(n+1), Y’ (n+1), Y@ (n+1), Yy(n+1))

verifica las restricciones enganche. Esto es, se comprueba si

INFTOT(n+1)
SVC(n+1)

Si es asi, se ha detectado el punto 6ptimo, parar. En caso contrario, continuar.

PASO 5: Hacer pi,,; = pi + ona[Yg2(n+1) — Y*(n+1)] parai = 1, 2, 3,y asignar
P91+1 = Z pfz—}-l'
i=1,2,3

PASO 6: Hacer p7,; = p9 + 0,u[Y@(n+1) — Y2(n+1)]parai, j = 1, 2, 3,y
asignar pf); = Z Prit1-
i=12,3

PASO 7: Hacern = n+1eiral PASO 3.

Légicamente, la aproximacién (3.54) serd mejor cuanto més préximas estén las variables
W2 u vl e B, Yy ¥t delos valores conocidos T, Tl T © T
respectivamente. En el PASO 3.2 se comprueba si la aproximacién lineal que se utiliza
no se aleja demasiado de £(Y®). De hecho, en cada iteraciéon del algoritmo se toma como
componentes de las variables conocidas, las de la solucién obtenida en la iteracién previa.
Esto hace que el algoritmo conste de dos bloques de iteraciones, uno interior al PASO 3 en
lo que se refiere a la aproximacién de £(Y*), y otro exterior en lo relacionado a la estimacion

de las variables duales.
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Bésicamente lo que hace el algoritmo anterior es lo siguiente. Se parte de la solucién
inicial formada por las soluciones 6ptimas bajo cada escenario. A continuacién con dicha
solucién y con el vector nulo como vector de variables duales, se construyen los submodelos
de redes independientes (3.55), (3.56) y (3.57), y se resuelven. A partir de la solucién que
se obtiene, se comprueba si la aproximacién que se ha utilizado es aceptable. S5i no lo es, se
repite el proceso de construir los submodelos pero con la nueva solucién. En caso contrario,
se comprueba si esta solucién verifica las condiciones enganche. Si es asi, esa es la solucion
del problema de partida, la cual se ha de corresponder con aquel p, que maximiza Dp,(p),
para t = 1, 6 2, segin se trate del modelo lineal o el no lineal. Si no, se estima un nuevo p
a partir de la solucién que se tiene y se vuelve a repetir el proceso, pero ahora considerando

como Y la solucién obtenida en la iteracién anterior.

En los dos algoritmos propuestos se ha tomado una estimacién de las variables duales p
bastante sencilla, pero efectiva. En cualquier caso, el tipo de estimacién que se utilice ha de
ser tal que el método iterativo resultante sea un método suficientemente creciente, es decir,
que al ir cambiando de solucién vayamos aumentando el p en una cantidad considerable para
no relantizar el proceso. Adem4s, la estimacion de p en cada iteracién debe estar cada vez
m4as préxima a su estimacién en la iteracién previa, a medida que disminuye la diferencia

entre las variables divididas.

Por otro lado, la aproximacién (3.54) también presenta ciertas desventajas. Esto es, puede
ocurrir que el bloque de iteraciones interior no converja a la verdadera expresién de £(Y™).
Ya que puede darse el caso que para una determinada solucién Y’ la aproximacién utilizada
esté dentro de unos margenes de confianza no del todo aceptables, pero cerca de serlo. Sin
embargo, al continuar con el proceso y cambiar a otra solucién, la nueva aproximacién que se
utilice, puede ser peor. Una forma de acelerar entonces el proceso de convergencia consiste
en afiadir a la funcién objetivo del modelo una condicién de regién de confianza. Con esta

condicién se intenta que el bucle de iteraciones interior al paso 3 no se cicle.
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3.3 Descomposicion de Benders

3.3.1 Caso Lineal

En esta seccién se recoge la descomposicién de Benders adaptada a la Formulacién Ex-

tendida del modelo (véase Benders (1962) [4]). Siguiendo este esquema de descomposicion se

resuelve la Formulacién Extendida, particionando su correspondiente dual y resolviendo de

forma iterativa una linealizacién externa de esta particién hasta alcanzar el éptimo. Veamos

el desarrollo de tal descomposicién partiendo del modelo en el caso lineal:

Z

i=1,2,3

s.a: DoYy + D§Yy?

Yo

Y012 _ yl2

]

DPY? + DY + DEYE

23 23

g - v

23v23

Di;Yi;
12 12
Yo%, Y

Y;
23 23
Yo' Y;

minheYo + hi2Ye2 + > (BYi + RBYE) + Y WYy

i,j=1,2,3

= bo

+ DiYy = b Vi, j
< o

< u?vi

IN

U; Vi
< uBVi, g

Yij < uj Vi, j

(3.58)

(3.59)
(3.60)
(3.61)
(3.62)
(3.63)
(3.64)
(3.65)
(3.66)
(3.67)

(3.68)

A continuacién se construye el problema dual del modelo anterior, en el cual se denota

por (Wo, Vi, Wi, Vij, Wij, ao, 02, ai?, ai, a2, o}, a;;) el vector de variables duales asociadas

i 35

con las restricciones (3.59)-(3.68) para todo i, j = 1, 2, 3.
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max Woby + MU Wibi + MU S\Qv& +

i=1,2,3 1,j=1,2,3

2
+ apup + Q%:S + M QMMQE -+ M U + M wa:ww + M Q%ﬁwm +

i=1,2,3 i=1,2,3 i=1,2,3 ij=1,2,3
s.a: WoDo + + Qo
S\obmw + MU Vi + + me
=123
— Vi + W,D}2+ + af?
W;D; + + a;
WDE + > Vi + + alf
§=1,2,3
- Vij + S\S.wa + + wa
Wi DI+ + aij
Wo, Vi, Wi, Vii, Wij, sin restricciones
Qgp, wa“ wav o, Qwowq Qw.%, Qg

> i

,j=1,2,3

< ho

< hg?

< 0 Vi

< hi Vi

< B Vi

< 0 Vi,j

< K Vi,
Vi,

> 0 VYi,j
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Obsérvese que dado un valor arbitrario de las variables (V;, V;),

problema de programacion lineal en las variables (Wy, Wi, Wij, aq,

Y i, j, se obtiene un

12 12 23 23
Qg Q7 4, Qgg, Oy, aij)’

V i, j. En particular, este problema tiene una estructura especial en forma de escalera, que

permite su descomposicién en submodelos independientes segin las distintas etapas. Esto

sirve de gran ayuda a la hora de resolverlo. Ademds, las variables (V;, Vij), Y1, j, no apare-

cen en la funcién objetivo, por lo que se puede particionar el problema dual (3.69)-(3.78) de

la siguiente forma, considerando

(Vi, Vij), Vi, j, como el vector denominado de variables

complicantes.
Wob Wbi Wb
(Vi,Vij) SIz'Irllaéstriccién max 0% + 1:23 vt ij§2 3 J +
+ agup + od?ul? + Z attul? + Z aju; +
i=1,2,3 i=1,2,3
+ Y o+ 3 ol 4 3 ayuy (3.79)
i=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3
s.a: WoDo + + Qg < hg (380)
WoD32 + + ad? < hE-> (3.81)
i=1,2,3
W,;D!? + + a}? < V Vi (3.82)
W;D; + + oy < h; Vi (3.83)
WiD% + + o3 < BB - ViVi (3.84)
7=1,2,3
Wi; D} + + aff < Vi Vi, (3.85)
W,‘ij + + a5 < hi Vi,j (3.86)
W, Wi, Wi, sin restricciones Vi,j (3.87)
g, a(%2¢ al}z} Qj, 04123, a%]?‘, aij.>_ 0 V’L,]}(388)
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El modelo (3.79)-(3.88) se puede representar de forma equivalente, sustituyendo el proble-

ma de maximizacién en las variables (Wy, Wi, Wy, ao, a2, ai?, a4, o, o3,

por su correspondiente dual. Tras esta operacién el modelo se transforma en el siguiente:

aij): v 7;7 j7

max {minhoYo + (h}ﬁ -y w) o+ Y vy o+

Vi,Vij) si triccié ] .
( i) sin restriccién =123 =123

i=1,2,3 i=1,2,3 j=1,2,3 i,j=1,2,3 i,5=1,2,3

+ B (hfg - > Vi;i) 5 + Y VRYE 4+ Y WY (3.89)

s.a: DoYy + D32Y012 = by (390)
DI?Y}? + DY; + DFYE =b Vi (3.91)

DEYZP + DiYy; = b Vi, j (3.92)

0 <Y < ug (3.93)
0 < g2, Y2 < u? Vi (3.94)
0 < Y; < wuy Vi (3.95)
0 < v, Y@ < uPVi, j  (3.96)
0 < Vi < uyy Vi, j} (3.97)

Si el conjunto de restricciones (3.90)-(3.97) es no vacio y acotado, entonces el problema
de minimizacién recogido entre llaves alcanza su 6ptimo en un punto extremo de la region
factible del mismo. Esto supondria una ventaja ya que dicho problema se podria expresar en
funcién de sus puntos extremos. Ahora bien, dicha suposicién requiere el cumplimiento de
una serie de restricciones sobre los rayos extremos del espacio factible determinado por (3.90)-
(3.97). Denotando los mencionados rayos extremos por d; = (do, d§?, di?, d;, dig d2?, dij).
cont = 1, 2, 3, ..., q, veamos dichas restricciones:
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hody + (h})? - > v;) i + 3 Vidi? o+ D hidi +

1=1,2,3 1=1,2,3 =1,2,3
+ (hfg -3 V,-j) s+ > Vydd o+ Y Wdy; > 0 (3.98)
i=1,2,3 §=1,2,3 i,j=1,2,3 ,7=1,2,3
v (do, d(1)2, d}Z, di, d?g d??, d,)t con t = 1, 2, .y q (399)

Por tanto, si afiadimos las restricciones (3.98)-(3.99) al modelo (3.89)-(3.97), se garan-
tiza que el problema de minimizacién recogido entre llaves tenga solucién acotada. Siendo

entonces el modelo resultante como sigue.

max {minhoYo + (h32 - > V) i+ > vy o+

(Vi,Vij) sin restriccién i=1,2,3 i=1,2,3

+ 3 hYi o+ Y (hfg -y Vij) v + 3 VYR 4+ ) 7Y (3.100)

i=1,2,3 i=1,2,3 j=1,2,3 1,5=1,2,3 i,j=1,2,3

s.a: DoYp + D{?Yy? = by (3.101)
DY} + DiY; + DEYVF =b Vi (3.102)

DBY2 + DiY,; = ¥ Vi, j (3.103)

0<Y < ug (3.104)
0 < Yy?,  yi? < u? Vi o (3.105)
0 < Y; < wu; Vi o (3.106)
0 < Y22, Y2 < uB Vi, j (3.107)
0 < Yij < wuij Vi, j} (3.108)

sa: hody + (h}f - > m) &+ Y vd* o+ ) hdi +

i=1,2,3 i=1,2,3
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D Vudd

1,5=1,2,3

+ Y Wdy > 0

i,j=1,2,3

(3.109)

V (do, d§?, di*, di, d% d, dij)h con t =1,2,3, .., ¢ (3.110)

Por consiguiente, si la regién factible dada por (3.90)-(3.97) es no acotada, significa que al-
guna de las condiciones (3.98)-(3.99) para un determinado ¢, no se verifica. En consecuencia,
el problema anterior (3.100)-(3.110) seria no factible. En caso contrario, se puede considerar
el problema de minimizacién (3.100)-(3.108), en funcién de sus puntos extremos. Se denota

entonces por ¥, = (Yo, Yy?, Vi, Y, Y23 }/337
extremo arbitrario de la regién factible (3.90)-(3.97) y se expresa el modelo (3.100)-(3.110)

de la siguiente manera.

{min h()}/() + (h(l)2

Z hiYi + Z (h?g -y Vij)

i=1,2,3 i=1,2,3 §=1,2,3

Vij)e con k = 1, 2, 3, ..., p, un punto

max
(Vi,Vij) sin restriccion

+ ) VYR o+

i=1,2,3 i=1,2,3

- Z Vi) Y2

Y2+ S YR+ ) WY, (3111
i,j=1,2,3 i,j=1,2,3

(Yo, Y42, Y2, Vi, Y3 Y2, Yy conk =1,2,3, ., p} (3.112)
sa: hody + | RS2 - Vi| a2 o+ ) Vidi? 4 hid;  +
i=1,2,3 i=1,2,3 i=1,2,3
+ g - Vi | did Y Vudi + 0 X Wdy 2 0 (3.113)
i=1,2,3 §=1,2,3 i,j=1,2,3 i,5=1,2,3
V (do, dy?, di?, di, dF dF, dij)e con t =1,2,3, ., ¢ (3.114)

Resulta obvio que la transformacién del modelo de partida (3.58)-(3.68) en el modelo

(3.111)-(3.114), no modifica su éptimo. Es mds, el éptimo del problema de minimizacién
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(3.111)-(3.112), dado cualquier valor de (V;, Vj;), V i, j, proporciona una cota inferior del
6ptimo del problema de partida (3.58)-(3.68). Teniendo en cuenta esto, y puesto que la
funcién objetivo del modelo (3.111)-(3.114) es no lineal, se aproxima linealmente mediante
la generacién de hiperplanos tangentes que describen la funcién de minimizacién recogida
entre laves. Funcién ésta definida a trozos, lineal y céncava en las variables (V;, V;;), V4, j.

Al problema que se obtiene se le denomina ”Problema Maestro de Benders” PMB.

PMB: max Z (3.115)

sa: Z < hYy + (h}f -3 V;)Yolz + 3 VYR o+ > Y+

i=1,2,3 i=1,2,3 i=1,2,3
23 o 23 - v23 v,
+ B — ST V| YR+ Y VYR o+ Y WY (3.116)
i=1,2,3 j=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3

(Yo, Y32, Y2 Y, VB Y2 Yicon k =1,2,..,p (3117

1 25

hodo + (h}f _ v,-) 2+ Y Vd? o+ Y hdi +

i=1,2,3 i=1,2,3 i=1,2,3

+ (h?f? - Y Vv |dE o+ Y Vyd® + Y Wd; > 0 (3.118)
1=1,2.3

§=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3

V (do, di?, di?, di, dB dZ, dy)y con t = 1,2, .., ¢ (3.119)

Z, Vi y 'V, sinrestricciones V1, j (3.120)

El modelo anterior (3.115)-(3.120) presenta tantas restricciones como puntos extremos
”p” y direcciones extremas ”¢” tenga la regién determinada por las ecuaciones (3.90)-(3.97),
siendo usual un nimero elevado de éstas. Ademas, el calculo de los puntos extremos y de las
direcciones extremas supone un gran trabajo computacional. Por tanto, se podria adoptar
una estrategia de relajacién, y considerar en su lugar un problema maestro de Benders,

que sélo tenga parte de dichas restricciones, es decir, con un nimero reducido de hiperpla-



88 Prélogo

nos tangentes y condiciones de acotacién. Denotemos entonces por (z, V;, Vi]-), V1,7,

la solucién del problema maestro de Benders relajado. En consecuencia, Z serfa una cota

superior del éptimo del problema de partida. Es més, si dicho valor Z verifica

Z < heYy + (h}f - > Vi) 92 o+ Y VYR o+ Y hYio+

i=1,2,3 i=1,2,3 i=1,2,3

. (h?s - % Vij) VE e T VX e ¥ WY G
1=1,2,3

§=1,2,3 ,5=1,2,3 i,j=1,2,3
(Yo, Y2, Y Vi, VB Y2, Yy VE = 1,2, ., p (3122)

5

y se cumplen para los correspondientes (Vi, Vi),V 1, 5, las siguientes condiciones de acotacion

hody + (h})? -y T/‘i> di2 + S Vid? o+ Y hidi +

i=1,2,3 i=1,2,3 i=1,2,3

+ (h?(? - > Vij) a2+ 3 Vyd® 4+ Y KWd; > 0 (3.123)
i=1,2,3

j=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3

A (d(), d(1)2, dlm, di, dzzg dgjg, dij)t Vit= 1, 2, ey g (3124)

entonces coincidirfa con el éptimo del problema de partida. Esto equivale a comprobar, si Z

es menor o igual que el 6ptimo del siguiente problema de programacién lineal
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i

-
o
o
.
i

—
to
w

0 = minhoYy + | R — V| ¥2 4+ V.Y 4+ hY: +
(1] 0 i

i=1,2,3

> (hfg -3 Vij) Y2 + VivE + Y WYy (3.125)

i=1,2,3 j=1,2,3

s.a: DoYo + D§?Yy? = by (3.126)
DY+ DY, + DRYE =b Vi (3.127)

DBYX 4+ DiY,; =V Vi, j (3.128)

0 <Y < wg (3.129)
0 < Yy, Y2 < w2 Vi (3.130)
0 < Y; < u Vi (3.131)
0 < YE, vP < uw®Vi, j  (3.132)
0 < Yij < wiy Vi, j (3.133)

A este problema (3.125)-(3.133) se le denomina ”Subproblema o Problema Auziliar de Ben-
ders”. En dicho Problema Auxiliar el vector de variables

(Yo, Y2, Y2 Y, V2 V3P

i Yig),

representa un punto arbitrario, no necesariamente extremo, de la region factible determinada
por las restricciones (3.90)-(3.97). Se concluye que si Z es menor o igual que el éptimo del
subproblema de Benders (3.125)-(3.133), entonces Z serfa el éptimo del problema (3.58)-
(3.68). Incluso en tal caso, se podria afirmar que Z es igual al 6ptimo de (3.125)-(3.133),
ya que coincidiria con algiin hiperplano tangente (3.121)-(3.122) para algin k. En caso

contrario, pueden ocurrir dos cosas:

1. Que Y, = (Yo, 7(1)2, 732, Y, 7?3 ??33 , Yi;)r sea la solucién del subproblema de

Benders (3.125)-(3.133), y 7 sea mayor que el 6ptimo de dicho subproblema, en cuyo



90 Prélogo

caso se genera la siguiente condicién de optimalidad o hiperplano tangente

Z < hYy + (h}f -3 m)?}f + S WYY o+ Y hY o+

i=1,2,3 i=1,2,3 i=1,2,3

+ 2 (h?f?’ -3 Vij) Y2+ Y VYo 4 Y WY, (3.134)

i=1,2,3 §=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3

y se afiade al problema maestro de Benders relajado actual para su reoptimizacion.

2. La otra posibilidad es que el subproblema de Benders (3.125)-(3.133) sea no acotado.
Siendo d; = (do, 8(1)2, 332, d;, Efj’ E?;', di;); el correspondiente rayo extremo que
indica la direccién en que se produce tal no acotacién. Entonces se anade el siguiente

corte de acotacién al problema maestro de Benders relajado y se reoptimiza.

hody + (h})? -3 w) il + S Vid + Y hdi +

i=1,2,3 i=1,2,3 i=1,2,3

+ > (h?{? -3 V;j) @+ Y Vydo + Y Wd; > 0 (3.135)

i=1,2,3 §=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3

Este proceso iterativo proporciona cotas superiores e inferiores del éptimo del problema
de partida (3.58)-(3.68), en cada iteracién. Se define como cota superior Z el correspondien-
te 6ptimo del problema maestro de Benders relajado en la iteracién [, y como cota inferior 6"
el 6ptimo del subproblema de Benders en dicha iteracién. El proceso finaliza cuando ambas

cotas se igualen. No obstante, cuando
< TOL (3.136)

donde TOL representa la tolerancia o margen de confianza en la resolucién del problema,
se le considera resuelto con la suficiente precisiéon. En este punto, la solucién del problema
original se obtiene como la suma ponderada de los puntos extremos Y, que intervienen en

las restricciones (3.116)-(3.117) del Wltimo problema maestro de Benders relajado. Mientras
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que las ponderaciones son los correspondientes multiplicadores duales no negativos A de

esas mismas restricciones (3.116)-(3.117).

Por otro lado, es preciso mencionar que el subproblema de Benders (3.125)-(3.133), debido
a su estructura se puede descomponer en los siguientes submodelos de redes independientes

cuyas dimensiones son notablemente mds reducidas.
Ly = min heYy + (h}f - Vi) Yy (3.137)
i=1,2,3

sa DoYy + DR2Y{? = by, 0 <Yy < w, 0<Y? < w”

L; = min VY2 o+ Y wmY; + (hgg - Vi:,) Y2 Vi (3.138)
i=1,2,3 i=1,2,3 1=1,2,3 j=1,2,3
sa DR2V2 4+ DY, + DBYE = b, 0 < V2 <w? 0<Y; <wy, 05 V3 < o
L;y = min Y. Viy¥2 + Y WYij Vi (3.139)
i,5=1,2,3 1,j=1,2,3

sa DEYF + DYy =¥, 0< Y@ < u® 0 <Yy < g

Por tanto, en vez de resolver el subproblema de Benders (3.125)-(3.133) directamente,
se resuelven los submodelos (3.137), (3.138), y (3.139), que incluso se podran optimizar en

paralelo para aumentar asi la velocidad de resolucién del problema global.

El algoritmo que recoge el procedimiento de resolucién del problema (3.58)-(3.68), si-
guiendo la denominada técnica de descomposiciéon de Benders anteriormente explicada, es el

siguiente:
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Algoritmo:

PASO 1: Sea! = 0. Buscar una solucién bésica factible o punto extremo del sistema de
ecuaciones (3.90)-(3.97)".

12

PASO 2: Sea Y, = (Yo, Yy, Y,

1 )

23 17

12 — . L :
; Y,;)i dicha solucién, construir el

Yi, Y Yij>
problema maestro de Benders relajado (PMB) con una tnica restriccién de la forma

(3.134) para Y}, y resolverlo.

PASO 3: Sea (Z, V., T/—éj) la solucién del PMB, construir a partir de la misma el subpro-

blema de Benders y resolverlo.
- Si dicho subproblema es acotado, asignar a
7l+1 = (70, 7(1)2> 7;27 Y, 7?(:)3 ??;’ 7ij)l+1
la solucién de dicho subproblema y a 6+! el éptimo del mismo, e ir al PASO 4.

- Si no lo es, afiadir la correspondiente restriccién (3.135) al actual PMB y resolverlo.
Hacer [ = | + 1y repetir el PASO 3.

PASO 4: Si se verifica (3.136) con 7 y 011 entonces parar. 7' serfael 6ptimo del problema

original (3.58)-(3.68) y su solucién seria
y = Y AT
=1,k

donde \; Vi =1, ..., k, son los multiplicadores duales de las restricciones (3.116)-
(3.117) del dltimo problema maestro de Benders relajado. En caso contrario, anadir
la restriccién (3.134) para Y, al actual PMB y resolverlo. Hacer I = | + 1eiral
PASO 3.

El algoritmo anterior nos conduce a la optimalidad del problema, siempre que esté acotada
la regién determinada por (3.90)-(3.97), en un nimero finito de iteraciones, ya que el niimero
de vértices de tal regién serfa finito. A esta técnica de descomposicién también se la denomina
de Generacién de Filas, debido a que en cada iteracién se genera un nuevo corte de acotacion

o corte de optimalidad.

11,a solucién con la que comienza el algoritmo, puede ser la solucién unién de las soluciones bajo cada

uno de los escenarios.
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3.3.2 Aproximacién con Valores Absolutos

En la seccién anterior se propuso una particularizacion de la descomposicién de Benders,
aplicada a la Formulacién Extendida del modelo en el caso lineal, cuya region factible posee
una estructura en forma de cuasi-escalera. En esta seccién se utiliza el mismo esquema de
descomposicién sobre un modelo, en el que mantener la linealidad ha supuesto la pérdida de
la estructura en forma de cuasi-escalera que disponia, al afiadirse nuevas restricciones a éste.
La importancia de esta estructura en forma de cuasi-escalera se debe como se ha indicado, a
que facilita la descomposicién del modelo por etapas, en submodelos de menores dimensiones

y por tanto, mas manejables. Sea el siguiente modelo, planteado en el capitulo 1.

min PUARE A (3.140)
S.2 ws[(cs)tXSsEi Z5(x)] = VF — Vo VseS (3.141)
AX® =0 VseS (3.142)

X¢eN VseS (3.143)

0 < X°* <uw VseS (3.144)

0 < VEH Vo VseS (3.145)

Para expresar este modelo mediante la Formulacién Extendida, en la que se dividen
las variables enganche entre dos etapas, se ha de recurrir a las particiones realizadas en el
capitulo 2 sobre las componentes del modelo de Recurso Total. También se particiona de
forma similar a las restantes particiones, es decir, por etapas, los vectores de variables Vity
V.~ obteniendo los siguientes vectores:

AREN(AR AN AY

(2

Vo= % V5 )

En este caso como se trata de variables artificiales no existen variables enganche entre
dos etapas. Usando entonces la particion anterior ademds de las otras particiones sentaladas,
se construye la Formulacién Extendida del modelo (3.140)-(3.145).
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min Vit + Vg + Y VE V) + Y (Vi + Vi) (3.146)
i=1,2,3 i,j=1,2,3

sa:  hoYo + hp?Yy? + hY; + REYE + WY - (3.147)

R I A A 7 + V= 2O Vi
DoYy + D}*Y§? = bo (3.148)
g2 — Y2 =0 Vi (3.149)
DI*v}*+ D)Y; + DPYZ =b Vi (3.150)
vE - vB =0 Vi j (3.151)
DEY2 4+ DiYy =V Vi, j (3.152)
0 < Yo < ug (3.153)
0 < vz, o vl < u?Vi (3.154)
0 < Y; < u Vi (3.155)
0 < v, vB < uB Vi, j (3.156)
0 < Yij < uij Vi, j (3.157)
Vot Vo, Vit v, Vi, Vi > 0 Yi,j (3.158)

donde Z3G~1+i(x) representa los valores 6ptimos de los subproblemas de redes (1.9)-(1.11)
para cada escenario s = 3(i — 1) + 7, con 4,5 = 1, 2, 3. Para simplificar la metodologia
utilizada, se supone que el conjunto de soluciones que satisfacen las restricciones (3.148),
(3.150) y (3.152)-(3.157) constituyen un conjunto no vacio y acotado. Bajo tal suposicion,
se parte entonces del problema dual de (3.146)-(3.158) cuyas caracteristicas con vistas a
aplicar la técnica de descomposicién de Benders, son mas favorables que las del mismo. Sea

éste el siguiente:



95

Prélogo
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donde
(ﬂj; R07 Si) Ri7 SZ], Rz]7 QOy 321 }27 Qia 12(?7 ?]37 Ql]) VZ) .7
son los vectores de variables duales asociados a las restricciones (3.147)-(3.158).

Nétese que si se asignan determinados valores a los vectores de variables Tj;, S;, v Sij,
V i, j, en el modelo (3.159)-(3.174), se obtiene un problema de programacion lineal en las
variables Ry, R, Ry, Qo, Q¥, @, Qi Q%, QF, y Qi, cuya regioén factible
dispone de una estructura en forma de cuasi-escalera. Como consecuencia inmediata, se fijan
dichas variables a unos valores arbitrarios, teniendo en cuenta por supuesto que los valores
asignados a las variables Tj;, V 4, j, satisfagan las restricciones (3.167)-(3.172), y se separa

el modelo tal y como se muestra a continuacion.
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A pesar de los cambios realizados sobre el problema de partida, los modelos (3.146)-
(3.158) y (3.175)-(3.188) tienen ambos el mismo valor éptimo. Incluso podemos expresar el
modelo (3.175)-(3.188) de forma equivalente, mediante el dual del modelo de maximizacion

recogido entre llaves.

w3 T2 4
i,j=1,2,3

{min - Z Tijh()YO - ( Z Tijh[l)z + Z Sz> Yblz + Z SiYim - Z TijhiY;‘ -

4,j=1,2,3 4,j=1,2,3 1=1,2,3 i=1,2,3 4,j=1,2,3

i,5=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3

—( Yo Tkl o+ Y 5ij> YR+ Y SYPE - Y Tuh'yy (3.189)
i,j=1,2,3

s.a: DYy + D%2Y012 = by (3.190)
DP?*Y}*+ D;Y; + DZBY3 =b Vi (3.191)
DEYE + Diyy; =V Vi, j (3.192)
0 <Y < ug (3.193)
0 < vy2, vy < u?Vi (3.194)
0 < Y; < ug Vi (3.195)
0 < v, Y < uPVi, j (3.196)
0 < Vij < u Vi, j} (3.197)
sa  » Ty < -1 (3.198)

i,§=1,2,3
Ty < —1 Vi (3.199)

§j=1,2,3
Ty; < -1 Vi, j (3.200)

Siy  Sij, Tij, sin restricciones (3.201)



Prélogo 99

Puesto que todo problema de optimizacién sobre una regién no vaciay acotada alcanza su
6ptimo en un punto extremo, el problema de minimizacién (3.189)-(3.197) tendra el suyo en
un punto extremo del poliedro determinado por las restricciones (3.190)-(3.197). Por tanto,
se puede reducir la biisqueda del éptimo de dicho problema (3.189)-(3.197) al conjunto de
sus puntos extremos. Se denota entonces por Y, = (Yo, Yi%, Y}, Y, Vi, Y22, Yij)k,
para k = 1, 2, .., ¢, un punto extremo arbitrario de la regién factible de tal modelo,

transformandose el mismo de la siguiente manera:

1,7=1,2,3 1,7=1,2,3 1=1,2,3 1=1,2,3 ,j=1,2,3

—( > Tyhis + > 5ij> Yid + Y SyYy - D Tyh'Yy (3.202)

,5=1,2,3 1,j=1,2,3 1,§=1,2,3 1,j=1,2,3

v (YE), YE)m) Y;jlza Y:i> Y'i(2)37 }/;37 }/’L])kn k = 17 27 ey 4, (3203)

Por otra parte, resaltemos el hecho de que el modelo (3.189)-(3.201) no es un modelo
lineal. Sin embargo, como el 6ptimo del modelo anterior (3.202)-(3.203) dado cualquier Tj;,
S;, vy Sij, ¥4, j, es una cota inferior del modelo de maximizacién (3.189)-(3.201), una
alternativa para evitar este problema es sustituir el modelo (3.189)-(3.201) por una apro-
ximacién lineal, a base de hiperplanos tangentes que describen la funcién de minimizacién
(3.202) de forma andloga a como se hizo en la seccién anterior. Dicha aproximacion es
el correspondiente ”Problema Maestro de Benders” (PMB) para el modelo actual que nos

ocupa, y se representa como sigue:
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PMB: max Z (3.204)
sa: Z < Z TijZB(i-l)_'_j(*) — Z Tl’jhoﬁ) - Z Tijh(1)2 + Z Si 1/612 + Z SiYiH —
i,j=1,2,3 i,j=1,2,3 1,j=1,2,3 i=1,2,3 i=1,2,3
- Y TyhYi - 3o TuhE o+ Y Sy | YR+ Y. SuYE - Y Tiuh'Yy (3.205)
i,j=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3
v (va Y0127 Yvi127 Y'iv i?):;; }/;2'37 Y;')k, k = 17 2) e g (3206)
> T; < -1 (3.207)
i,j=1,2,3
> Ty < -1 Vi (3.208)
§=1,2,3
Ti; £ —1 Vi, j (3.209)
Si,  Sijy Tij, sin restricciones (3.210)

Debemos tener en cuenta que el nimero ¢ de puntos extremos

Yo = (Yo, Yo%, Y2, Y, Yo', Vi, Yo
es bastante elevado, por consiguiente, el problema maestro de Benders que se genera, es
de grandes dimensiones y su resolucién es casi imposible. Para solventar esta dificultad, se
propone un algoritmo iterativo que en funcién de las necesidades, obtiene un nuevo punto
extremo y en consecuencia, genera una nueva restriccién del problema maestro de Benders,
que incorpora al mismo hasta alcanzar su 6ptimo. Es decir, el algoritmo trabaja con pro-
blemas maestros de Benders relajados, cuyas regiones factibles estdn formadas con parte de
las restricciones determinadas por los puntos extremos anteriores, junto con las restricciones
(3.207)-(3.210). Este proceso de generacién de puntos extremos y por tanto de restricciones,
se detiene de la forma siguiente. Denétese por Z, Ty, Si, y Sij Vi, j, la solucién
del problema maestro de Benders relajado, entonces Z es una cota superior del problema
(3.205)-(3.210), que coincide con el éptimo del mismo si verifica las restricciones (3.205)-

(3.206) para todo valor de k. Por tanto, con la solucién que se obtiene del correspondiente
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problema maestro de Benders relajado en cada iteracién del algoritmo, habrd que comprobar

si verifica o no las siguientes restricciones:

Z < 2 TijZ3(i‘1)+j(*) - Z T,‘jho}’g - ( Z Tijh(l)z + Z -51) Y012

1,j=1,2,3 1,5=1,2,3 ,j=1,2,3 i=1,2,3

+ Siv2 - Y TihYi- ( > Tk + Y EU) P Y SyYE - Y Tyuhyy
. g

i=1,2,3 4,j=1,2,3 =1,2,3 4,7=1,2,3 4,7=1,2,3 4,7=1,2,3
(3.211)
V (Yo, Y2, YA Y, Y, Y3, Y, k=12, ., ¢ (3.212)

Tales restricciones se pueden sustituir por la resolucién del siguiente problema de pro-

gramacién lineal, llamado ”Subproblema de Benders” o ”Problema Auziliar de Benders”

min Z Z?’(’ 1+3(*) - Z T”hOYO - Z Tijh(l)Q + Z S; Y012 +

%,j=1,2,3 4,7=1,2,3 4,7=1,2,3 1=1,2,3
+ gi)/;l2 - Z T,’jhiYi - Z T”hf + Z S” 34 Z S”Y% Z Tijijij
=1,2,3 %,j=1,2,3 4,7=1,2,3 2,7=1,2,3 2,j=1,2,3 4,7=1,2,3
(3.213)
s.a: DoYy + D§2Yy? = by (3.214)
D12Y12+ DY, + D23Y23 =b Vi (3.215)

DBY® + DYy =4 Vi, j (3.216)

0 <Y < wug (3.217)
0 < Y32, vt? < w2V (3.218)
0 < Y; < u Vi (3.219)
0 < vz, Y3 < uBvi, j  (3.220)

0< Yij < uij Vi, j (3.221)
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v la posterior comprobacién de si Z es igual al 6ptimo de (3.213)-(3.221). Se elimina la
posibilidad de que Z sea menor que el ptimo del subproblema de Benders, porque el 6ptimo
del problema maestro de Benders Z, se alcanza en un hiperplano tangente de la forma (3.211)
para algin k. Luego si fuese igual, ese 7 serfa el 6ptimo buscado. En caso contrario, es decir,
si el 6ptimo del correspondiente subproblema de Benders se alcanza en el punto extremo
Y, = (Yo, 7(1)2, 7:2, Y, 7?3, ‘7?;, YY)k, ¥ Z es mayor que dicho éptimo, se genera la
nueva restriccién

z2< Y Tz - Y Tyho¥o - ( S T+ > Si) Yy +

i,j=1,2,3 1,5=1,2,3 i,j=1,2,3 i=1,2,3

w12 N —23 =23 —
+ 3 sV - Y TuhVi- | Y Tuhl + Y. Sy Y+ S o8uY - Y, TulYi
i=1,2,3 i,j=1,2,3 ,j=1,2,3 4,j=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3

(3.222)

que se afiade al problema maestro de Benders relajado actual y se procede de nuevo a la op-
timizacién. Este proceso de generacién de hiperplanos se repite hasta que algin Z coincida
con el éptimo del correspondiente subproblema de Benders. Entonces Z seria el éptimo del
problema de partida (3.140)-(3.145), y su solucién la suma ponderada de los correspondientes
puntos extremos Y}, asociados con las restricciones (3.222) del dltimo problema maestro de
Benders relajado. Las ponderaciones de dicha suma serfan los correspondientes multiplica-

dores duales de las mismas restricciones.

Nétese ademds, la ventaja que presenta el subproblema de Benders (3.213)-(3.221), cuya
estructura en forma de escalera, permite su descomposicién segin las diferentes etapas en

los siguientes submodelos de redes independientes.

L() = min -— Z Tijh()yvo - ( Z Tijh(1)2 + Z —gl) )/012 (3223)

4,7=1,2,3 %,7=1,2,3 1=1,2,3

sa DoYy + D2V = by, 0 < Yy < wy, 0 < Y? < ul?
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L; = min Y S5Y"”? - > TyhY; - ( ST Tyhh + Y Ej) Yi?  (3.224)

i=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3 i,j=1,2,3

sa D2V!2 + DY, + DBY2 = b, 0 < V2 < 0<Y; <, 0<YP < u®

L = min Y, S,YF - Y Tyh'yy (3.225)

1,7=1,2,3 t,7=1,2,3

s.a D,—zf’Yg3 + DYy =¥, 0<YP < u®?, 0 < Yy < uy

Para finalizar esta seccién se describe un algoritmo que resuelve el modelo (3.140)-(3.145),
en el que se recogen las caracteristicas méas importantes de la descomposiciéon de Benders,

que se han desarrollado a lo largo de la misma.

Algoritmo:

PASO 1 Sea k = 0, buscar una solucién bdsica factible o punto extremo de la regién
determinada por las restricciones (3.214)-(3.221).

PASO 2 Sea Y, = (Yo, ?(1)2, 7;2, Y., 7?5’ ) 7?13 , Yij)r dicha solucién, construir el
problema maestro de Benders relajado (3.204)-(3.210), con el inico hiperplano tangente

(3.222) generado por dicho Y, v las restantes restricciones sobre Tj;, y resolverlo.

PASO 3 Sea (Z, Tij, Si, Si;)x la solucién del problema maestro de Benders relajado, cons-

truir  los submodelos (3.223), (3.224) y (3.225) y resolverlos.  Asignar a

— — =12 =12 — 23 23
Yien = Yo, Yy, Y, Yy, Y, Yy,

Yij)k+1 la solucién conjunta de los mismos.
PASO 4 Si se verifica (3.222) para (Z, Ty, S, Sij)k € Y4, entonces Z es el 6ptimo

del problema original (3.140)-(3.145), y su solucién es Y = > AYy, donde
i=1,...,k+1
Y: v A son los puntos extremos y los multiplicadores duales de las correspondientes

restricciones (3.222), Vi = 1, 2, ..., k+ 1, respectivamente.

En caso contrario, afiadir la restriccién (3.222) al actual problema maestro de Benders

relajado y resolverlo. Hacer k = k + 1, e ir al PASO 3.
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3.4 Descomposicién de Dantzig-Wolfe

En esta seccién se desarrolla el esquema de descomposicién de Dantzig-Wolfe (véase
Dantzig-Wolfe (1960) [8]) sobre el modelo de Recurso Total en el caso lineal, cuando éste
se expresa bajo la Formulacién Extendida. A diferencia del esquema basado en la descom-
posicién de Benders que se lleva a cabo sobre el problema dual, esta otra técnica de des-
composicién se aplica directamente sobre el problema primal. No obstante, la estrategia de
ambas descomposiciones es muy similar. En la descomposicién de Dantzig-Wolfe se opera
sobre dos modelos lineales, uno con un conjunto de restricciones generales llamadas restric-
ciones complicantes y otro con un conjunto de restricciones con estructura de escalera que
permite su descomposicién por etapas. Al primero se le denomina Problema Maestro y al
segundo Problema Auziliar. Entre ambos problemas existe un flujo de informacién que nos
aproxima cada vez mas a la solucién del problema original. Esto es, el problema maestro
le da al problema auxiliar un vector de coeficientes de costo y recibe una nueva columna de
la matriz de restricciones basada en dichos coeficientes. Por este motivo este esquema de

descomposicién también se le denomina de Generacién de Columnas.

Retomemos la Formulacién Extendida o Formulacién con Restricciones Enganche pre-

sentada al principio del capitulo:

Z = minhoYo + h§2Yg2 + Y (hYi + BEYE) + Y WYy (3.226)
i=1,2,3 £,7=1,2,3

s.a: DYy + D§2Yy? = by (3.227)

Y2 — Y2 =0 Vi (3.228)

D¥*Y?*+ D;Y; + DY =b Vi (3.229)

0 Vi, j (3.230)

Y- Y
DBY2 4+ Diyy =W Vi, j (3.231)

ij T

0 <Y < ug (3.232)

o
IN

v, v < wl?Vi (3.233)

0 < Y; < u Vi (3.234)
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0 < YE3, v® < u®Vi, j  (3.235)
0 < Yy < uy Vi j o (3.236)

donde
Y* = (Yo, Y2, Y, Y2, Yy) (3.237)

Para simplificar el desarrollo, se supone que el conjunto de restricciones en forma de
escalera, es decir,

X = {DOYO + D§2Y4? = bo (3.238)
D¥Y}*+ D;Y; + DY =b Vi (3.239)

DEY? + DYy = b Vi, j (3.240)

0 <Y < wug (3.241)

0 < Yg2,  Yyr? < ul?Vi (3.242)

0 < Y; < w Vi (3.243)

0 < vE, v23 < uBVi,j  (3.244)

0 < Yij < uy Vi, J’} (3.245)

estd acotado. Bajo tal suposicién y puesto que X es convexo, todo punto de dicho poliedro X
se puede expresar como una combinacién lineal convexa de los puntos extremos del mismo.
Esto es, si se denota por Y7, Y5, ..., Y, dichos puntos extremos y sea Y?® un punto

cualquiera del conjunto X, entonces se tiene que

q

Ve o= Y MY (3.246)
k=1
q

1= > X (3.247)
k=1

M >0 k=12 ...,¢ (3.248)
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Como consecuencia de (3.246)-(3.248), podemos transformar la Formulacién con Restric-
ciones Enganche (3.226)-(3.236) en un nuevo modelo cuyas variables sean A1, Az, ..., Ag,

y al que se denomina ”Problema Maestro”.

q 3 3
Z = min Z{hOYOk + REYRE 4+ S (hiYa + hRYE) + hJYijk} e (3.249)
k=1

=1 1,j=1

q
sar Y (Yof = Yi) A =0 Vi (3.250)
k=1
q
SVER - Y M =0V, (3.251)
k=1
q
D =1 (3.252)
k=1
A >0 E=1,2 ..., ¢ (3.253)

Asi mismo, el nimero de puntos extremos Y}, de la regién X es muy elevado, por lo que se
intenta resolver el problema maestro (3.249)-(3.253) sin determinar explicitamente todos los
puntos extremos. Esto nos conduce a un algoritmo basado en el esquema de descomposicion
de Dantzig-Wolfe, que consiste en introducir un nuevo punto extremo Y’ en el problema,
siempre y cuando su correspondiente ponderacién ), pueda ser pivoteada en la base, es decir,
cuando el coste reducido de ), sea negativo, y por tanto, se pueda introducir en la base.

Veamos a continuacién el desarrollo de éste esquema de descomposicion.

Se parte de una solucién bésica factible A = (Ag, Ay), la cual se puede obtener apli-
cando algunas de las modalidades del método del Simplex, como puede ser el método de
penalizacién o el método de las dos fases. Esto es, en vez de considerar el problema maestro
con todos los puntos extremos de X, se elige uno menos denso, con tantas columnas como
variables )\, haya en la base. Dada la solucién )\, ésta se considera éptima o que debe ser
incrementado el niimero de sus componentes mediante una variable no bésica Ap, segin sea

el signo de su coste reducido.

El coste reducido de cualquier variable no bésica A viene dado por la siguiente expresion:
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3
a(Me) = hoYor + BG'YoP + 3 (Yae + hig¥igy) +
=1
3 ) 3 ) 3 B
+ 3 BV — (Yo - Yo = X (Vi - Y of -y (3.254)

1,j=1 =1 1,7=1

donde (af, a¥, ) es el vector de variables duales de las restricciones del problema maestro
(3.249)-(3.253). La variable candidata para entrar en la base serd aquella con el menor coste

reducido negativo, es decir, aquella A, tal que

Tt (N) = mkin T (M) (3.255)
s.a: z(w) <0 (3.256)

La determinacién directa de la variable ”)\,” es computacionalmente casi imposible, de-
bido a que el nimero g de puntos extremos es muy grande y los puntos extremos Y}, corres-
pondientes a las variables no bésicas g, no se conocen en su totalidad. No obstante, dicha
variable )\, coincide con la ponderacién correspondiente al punto extremo Y}, solucién del

siguiente problema lineal al que se hace referencia como ”Problema Auzxiliar”.
3 .
min hoYy + (h},z -3 a’) Yyt +
i=1

3
+ 3 (@Y + WYy)  (3.257)

1,j=1

£y

=1

3
aiYi12 + hY; + (h%‘ — Zaij) Yi%3
i=1

sa: YieX (3.258)

Nétese que el modelo (3.257)-(3.258) posee la estructura en forma de escalera, que nos
permite su descomposicién en los siguientes submodelos de redes independientes de menores

dimensiones.
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3
P, = min hYy + (h}f - Za’) Y, (3.259)
1=1

sa DoYy + DY = by, 0 < Yy < uy, 0<Y? <ub?

3
P, = min 'Y + hY; + (hfg’ - Zaij) v (3.260)
j=1

sa D2V12 4 DY, + DBYS = b, 0 < V2 < 0< Y <w, 0< Yy < u®

Py = oY + WY (3.261)

sa DEYE + DYy =V, 0<YP <o 0<Yy < oy
Otro aspecto a resaltar de los subproblemas (3.260) para todo 4, y (3.261) para todo i, j,
es que se pueden resolver aplicando técnicas de computacion en paralelo, lo que agiliza la
resolucién del problema auxiliar (3.257)-(3.258). Fijémonos ademds, que la funcién objetivo
del problema auxiliar (3.257)-(3.258), contiene una constante ”7”. Esto no supone ningin
problema, ya que tan sélo bastarfa con inicializar el valor de Z en vez de a 0 como es la

norma habitual, a 7.

Por consiguiente, si el coste reducido de la variable ”\,” asociada con el 6ptimo del
problema auxiliar Y’ es positivo, la solucién actual es éptima. En caso contrario, habra
que introducirla en la base llevando a cabo el correspondiente pivotaje de acuerdo con el
procedimiento del Simplex. Esto implica el que se afiada la columna correspondiente a dicho

punto extremo Y}’ al problema maestro actual. Una vez hecho esto se repite el proceso.

A partir del procedimiento de descomposicién de Dantzig-Wolfe, se presenta el siguiente
algoritmo que resuelve la Formulacién Extendida o Formulacién con Restricciones Enganche
(3.226)-(3.236).
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Algoritmo

PASO 1: Inicializar s = 1. Construir un problema maestro (3.249)-(3.253), con tantas
columnas como restricciones haya, y resolverlo. Sea A; = (Mg, An) la solucién

6ptima del mismo.

PASO 2: Calcular las variables duales (of, o/, ) de las restricciones del actual problema
maestro (3.249)-(3.253).

PASO 3: Con el actual vector (of, o’ ) construir el problema auxiliar (3.257)-(3.258) y

resolverlo. Sea Y;f la solucién del mismo.

PASO 4: Si el coste reducido correspondiente a la ponderacién de Y, © (Ap) > 0, parar.

La solucién bésica factible del actual problema maestro es la éptima.

En caso contrario, actualizar s = s+ 1, anadir la columna correspondiente a tal punto

extremo Y’ al problema maestro actual, y resolverlo. Ir al PASO 2.

Como se puede observar en cada iteracién del algoritmo anterior, el problema maestro
mejora la solucién factible del problema original, mientras que el problema auxiliar revisa
los costes reducidos de las variables no bésicas. Este algoritmo alcanza la solucién en un
niimero finito de pasos, puesto que aunque el niimero de puntos extremos del conjunto X es

elevado, también es finito.

3.5 Metodologia de Puntos Interiores

Si se compara la Formulacién Compacta. (2.1)-(2.10), con la Formulacién Extendida (3.2)-
(3.13), se puede apreciar como ésta tltima formulacién reduce la densidad de las columnas
de la matriz de condiciones. Esto supone una ventaja a la hora de aplicar cualquiera de
los métodos de Puntos Interiores (véase Lusting y otros (1991) [43]), ya que en estos se
ha de resolver de forma iterativa un sistema de ecuaciones de la forma ADA?!, donde D es
una matriz diagonal que varfa en funcién del tipo de método utilizado, y A es la matriz de

condiciones global del modelo (véase seccién 2.4). Obsérvese en la Formulaciéon Extendida del
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Figura 3.2: Matriz A de la Formulacién con Variables Divididas

modelo que al desdoblar las variables enganche entre las etapas segtin los distintos escenarios
e imponer las condiciones de implementabilidad, se reduce la densidad de las columnas de

la matriz de condiciones (véanse las Figuras 3.1 y 3.2).

Por otro lado, la representacién (3.2)-(3.13) aumenta las dimensiones del modelo, lo que
perjudica la aplicacién del método del Simplex, aunque reduce notablemente el esfuerzo
computacional cuando se utilizan los algoritmos de Puntos Interiores. El motivo de ello,
es que los valores no nulos de la matriz de restricciones tienden a estar més en la diagonal
(véanse las Figuras 3.1 y 3.2). De aqui, el que la matriz resultante ADA* no sea demasiado

densa (véase Figura 3.3).
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Por otra parte, una desagregacién maés fuerte a la indicada anteriormente, pero con unas
caracteristicas mas apropiadas para la utilizacién de la metodologia de Puntos Interiores,

consiste en reemplazar las restricciones enganche

YE)12 = Yim € Y;%Js = YZ?‘ Vij =1,2, 3,

por las siguientes restricciones matematicamente equivalentes (véase Figura 3.4)

Y012 — Y'llz
Y2 = Y2Vi = 2, 3,
Y3® = YBVi =123,

Y;’?]:}—l = YZSV] = 27 37
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Justificacién de la metodologia de
analisis de escenarios



Capitulo 4

Justificacion de la Metodologia de

Analisis de Escenarios

4.1 Modelizacion Determinista Anticipativa

Hasta ahora se ha considerado los problemas de optimizacién multiperiodo en redes bajo
incertidumbre, mediante la técnica de ”Andlisis de Escenarios”. Sin embargo, alternativa-
mente a esta estrategia que propone como solucién la més préxima a las soluciones éptimas
de los problemas deterministicos bajo cada uno de los escenarios, se podria tomar como
solucién la del problema deterministico construido a partir del valor medio de los parametros
estocasticos, que determinan cada uno de los escenarios. No obstante esto supondria un in-
conveniente, veamos cual serfa con un caso particular de este tipo de problemas, el de Plani-
ficacién de Inversiones. Asi como las ventajas de utilizar el Andlisis de Escenarios junto con

el principio de No Anticipatividad sobre dicho ejemplo de Planificacién de Inversiones.

Consideremos el problema de planificacién de inversiones en una cartera de valores con

varios activos financieros bajo un entorno de incertidumbre. Utilizando la siguiente notacion:

K, conjunto de activos financieros en los que invertir, es decir, Acciones, Bonos, Letras

del Tesoro, etc.
T, conjunto de periodos anuales que constituyen el horizonte temporal de planificacion.
I, capital inicial disponible para invertir en la cartera de valores.

W, Dbeneficio objetivo del inversor, que se intenta superar o al menos alcanzar al final
del horizonte temporal de planificacién. En esta cantidad se considera la inversion inicial [

mas el propio beneficio de la inversion.
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Se supone que no existe coste de transaccién en la compra-venta de los activos financieros,
y que el inversor valora méas el incremento del beneficio cuando estd por debajo del establecido

W, que el mismo incremento cuando lo supera.

El objetivo del problema consiste en proponer una politica de inversion financiera, que
maximice el beneficio al finalizar el horizonte temporal de planificacién. La forma mds simple
de representar dicha politica, es establecer una funcién de utilidad del beneficio W, la cual
suele ser lineal y definida en intervalos, variando su expresién seguin se supere el umbral W,
o no se alcance. En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran algunos ejemplos de la forma de la

citada funcién de utilidad. En dichas figuras se considera:
p, ponderacién favorable asignada al exceso de beneficio, y

g, penalizacién para el defecto del mismo.

Sean ademds las siguientes componentes del modelo:

T, tasa de rentabilidad al final del periodo de tiempo ¢, por unidad invertida en el

activo financiero k al comienzo de dicho periodo de tiempo, para ke Ky teT
e, exceso de beneficio con respecto al fijado por el inversor W.

d, defecto de beneficio con respecto al fijado por el inversor .
Variables de Decision

%y, capital invertido en el activo financiero k al comienzo del periodo de tiempo ¢, para
keKyteT.



Proélogo 117

Utilidad

\ Beneficio

Figura 4.1: Funcién 1 de Utilidad sobre el Beneficio W

Utilidad

w Beneficio

Figura 4.2: Funcién 2 de Utilidad sobre el Beneficio W
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Objetivo

El objetivo del problema de planificacién de inversiones en una cartera de valores, consiste
en obtener la politica de inversién financiera {zx}, que maximice la utilidad del beneficio
objetivo del inversor, es decir, maximice el exceso de beneficio ponderado y minimice el

defecto de beneficio penalizado. Dicho planteamiento se recoge en el siguiente modelo.

max  pe — qd (4.1)
sar Y xp = I (4.2)

keK
- Z Trkt—1Tkt—1 + Zxkt =0VteTl - {1} (43)

keK keK

Z"'k|T|xk|T| —e+d =W (4.4)

keK
Tit, e, d >0VkeK,teT (4.5)

El conjunto de restricciones del modelo anterior tiene el siguiente significado. La primera
restriccién (4.2) indica que la suma de las cantidades invertidas en cada uno de los activos
financieros en el primer periodo de tiempo, ha de ser igual al capital inicial disponible
para invertir. Las siguientes (|T'| — 1) restricciones, o sea, el bloque de restricciones (4.3),
representa la ecuacién de equilibrio entre el rendimiento total que se obtiene a partir de la
inversién hecha sobre los activos al final de un perfodo de tiempo dado, y la inversion que se
realiza sobre los mismos activos al inicio del siguiente perfodo. La ultima restriccion (4.4)
indica que el beneficio obtenido en el dltimo perfodo del horizonte de planificacion, menos el
exceso de beneficio que se haya producido, o en su caso, més el defecto si no se ha alcanzado,

tiene que coincidir con el beneficio establecido a priori por el inversor.

Ejemplo 4.1: Supongamos el caso de dos activos financieros £ = {1, 2}, tres periodos
de tiempo anuales T = {1, 2, 3}, y los siguientes valores de los pardmetros del modelo:
- inversion inicial I = 55.

- beneficio objetivo W = 80.
- ponderacién del exceso de beneficio p = 1.
- penalizacién del defecto de beneficio ¢ = 4.
Ademds, en la Tabla 4.1 se muestran las tasas de rentabilidad por unidad invertida
en los dos activos financieros (acciones y bonos). Se consideran dos perspectivas, o en la

terminologia de decisién estados de la naturaleza de la tasa de rentabilidad, cada una con

igual probabilidad.
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Tabla 4.1: Parametros del Ejemplo 4.1

Activos Financieros Acciones Bonos
Perspectivas de las Tasas de Rentabilidad
Alta 1.25 1.14
Baja 1.06 1.12
Tasa de Rentabilidad Media 1.155 1.13

Para simplificar el problema se considera que cada nivel de perspectiva se da al mismo

tiempo para ambos activos financieros. Bajo estas condiciones, la Figura 4.3 recoge el arbol

de escenarios y posibles perspectivas de los beneficios en bonos y acciones en cada periodo

de tiempo.

El modelo lineal deterministico construido a partir de la tasa de rentabilidad

recogida en la Tabla 4.1 tiene la siguiente expresion:

1155213 + 113 x93 — e + d

max e — 4d
s.a: r11 + 21
— 1155z — 113221 + T12 + T22
— 1.155 T2 — 1.13 Tog + 13 +
z11, T21, Z12, Z22, z1i3,

Resolviendo dicho problema de programacién lineal se obtiene:
Iy = 55, T2 = 63525, T3 = 73372,

o1 = 0, Ty = 0, Ze3 = 0,

e = 4.74, d =20

Z23,

T23

€,

media

= 55

= 80

Se denominard Valor Medio Deterministico (VM D) al valor éptimo del modelo deter-

ministico construido con la tasa de rentabilidad media. Como se puede ver dicho éptimo

vale VMD = 4.74.

En realidad, si al inversor le recomendasen la politica financiera anterior, dudarfa mucho

de la precisién de las decisiones, ya que sélo se invierte en uno de los activos financieros, por
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t=1 t=2 IT|=3 Escenarios

Alta ‘ 1
Baja

Alt/ @ 2
Alta % Ale ’ ’

Ba]a

\ A
® -

Baja
@ 6
Alta . 7
% @ .

Alta Ba]a

@ Baja

Figura 4.3: Arbol de Escenarios del Problema de Planificacién de Inversiones

tanto, el plan de inversién seria muy arriesgado. De hecho, dicha politica no es la adecuada si
comparamos el valor medio deterministico con el valor medio esperado de la funcién objetivo
cuando tnicamente se invierte en acciones. Independientemente de la inversién que se realice,

el valor medio esperado como 6ptimo del modelo viene dado por la siguiente expresion:

VME = Y w/(¢ — 4d) (4.6)
j=1,...,8
donde
w?, es la probabilidad del escenario j = 1, 2, ...., 8, ¥y
el y di, son el exceso y el defecto del beneficio fijado W, para cada escenario
j =12, ...,8.

Para llevar a cabo la comprobacién anterior se presentan las dos alternativas siguientes:

1.- Inversion sélo en acciones. Sustituyendo por los correspondientes valores del
Ejemplo 4.1 en la expresién dada del valor medio esperado (véase el arbol de escenarios de

la Figura 4.4), se obtiene :
VME = (107.42 — 80)0.125 + (91.1 — 80)0.375 —
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t =1 t = 2 T| = 3 Probabilidades

0.125
Aly

85.94

Alt/a(\@

jy %} Alt/a(
®
0,575

0.375

0.125

Figura 4.4: Arbol de Escenarios con Inversion tnica en Acciones
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t =1 t = 2 || = 3 Probabilidades

81.48 0.125
Alt/a(

|‘Alt/( \@
Alt/a( %} Alt/a(

ONINCH
68.99
%

Figura 4.5: Arbol de Escenarios con Inversién tnica en Bonos

80.05 0.375
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— 4[(80 — 77.25)0.375 + (80 — 65.51)0.125]

Esto es,
VME = —-3.78

Este valor medio esperado VME = —3.78 indica que el beneficio establecido por el in-
versor no se alcanza con probabilidad 1/2. Si se compara dicho valor con el valor medio

deterministico VM D, cuya solucién sélo invierte en acciones, resulta que
VMD = 474 > —-378 = VME

Mientras el primero es positivo y por tanto, indica erréneamente que se supera el beneficio
establecido, el segundo es negativo, lo que indica que no lo alcanza. Luego el modelo no
seria el adecuado.

2.- Inversién sélo en bonos. El 4rbol recogido en la Figura 4.5 muestra las posibili-

dades de este caso. El valor medio esperado como éptimo del problema seria el sigiente:
VME = (81.48 — 80)0.125 + (80.05 — 80)0.375 —

— 4[(80 — 78.65)0.375 + (80 — 77.27)0.125]

Esto es,
VMFE = —-3.186

Como conclusién al analisis efectuado sobre la estrategia de inversién en un tnico activo
financiero, se puede indicar que la estrategia sugerida por el modelo deterministico construido
a partir de la tasa de rentabilidad media no sélo es errénea en la indicacién del resultado
a esperar con el plan de inversién propuesto, sino que incluso el plan opuesto, es decir, la

inversién tnica en bonos en lugar de acciones proporcionaria mejores resultados.

4.2 Modelizacién Determinista No Anticipativa

Otra estrategia que suelen utilizar los inversores consiste en no anticipar completamente
el plan de inversiones desde el primer periodo hasta el dltimo, sino observar lo que sucede
en cada uno de los periodos y en funcién de esto, tomar la decisién més apropiada. Esto
es, dependiendo del grupo de escenarios al que corresponda la perspectiva analizada para
cada periodo de tiempo, se aplica un modelo deterministico construido a partir de las tasas

de rentabilidad medias del mismo tipo que el modelo anterior, pero con diferente inversién
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inicial segin el beneficio obtenido en el periodo previo. Por supuesto, a medida que avanza
el proceso, el modelo que se ejecuta en cada nodo del drbol de escenarios va siendo cada
vez més pequefio, pues el modelo para un periodo dado no considera las decisiones de los
periodos anteriores. A continuacién se utiliza esta estrategia con el Ejemplo 4.1. Sea el
siguiente modelo para el primer perfodo de tiempo, es decir, el correspondiente al nodo 1 de

la Figura 4.3.
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max e — 4d
s.a: 11 + 21 = 55
— 1155 29y — 113 297 + T2 + T9o =0
— 1.155 T12 — 1.13 Too + T3 + I23 =0

1.155 213 + 113293 — ¢ + d = 80

Z11, Z21, T12, Z22, Z13, Zaz, e d >0

cuya solucién es
I = 55, T2 — 63525, T3 = 73372,
To1 = 0, Toy = 0, To3 = 0,

e = 4.74, d =20

En el segundo periodo de tiempo, dependiendo del resultado obtenido, se ejecuta uno
de los dos modelos siguientes. Si al final del primer periodo ha ocurrido la perspectiva de
tasa alta de rentabilidad, el modelo para el segundo periodo, es decir, en el nodo 2 de la

Figura 4.3 seria como sigue:

max e — 4d
s.a: ri1 + Ta21 = 68.75
— 115521, — 113221 + z12 + T2z =0

- 1.155.7,'12 - 1.13 Tos — € + d = 80
z11, Z21, Z12, T2, €, d >0

con la correspondiente solucién
T = 6875, T2 = 79406,
Ty = 0, T = 0,
En el caso de que se cumplan en el primer periodo las perspectivas de tasa baja de renta-

bilidad, el modelo para el segundo periodo, es decir, en el nodo 3 de la Figura 4.3, seria el

siguiente:
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max e — 4d
s.a: r11 + T21 = 583
— 11552y, — 113201 + 12 + To2 =0

— 1.155 12 — 1.13 Tog — € + d = 80

T11, Z21, Z12, Z22, €, d Z 0

cuya solucion es
T11 = 583, T = 6733,

Zo1 = 07 Tog = 0)

e = 0, d = 2.226

En el tercer periodo de tiempo son sélo tres modelos a ejecutar, ya que para este ejemplo

dos coinciden. A continuacién se presentan estos modelos junto con sus soluciones.

En el nodo 4 de la Figura 4.3:
max e — 4d

s.a: 11 + T2 = 85.94
— 1.155 11 — 1.13 To1 + € + d = 80

z11, T21, ) d 2 0

siendo su solucién la siguiente:
r11 = 85.94 e = 19

To1 = 0 d =0
En los nodos 5 y 6 de la Figura 4.3:
max e — 4d

72.88

s.a: 11 + Z21
— 115523 — 113297+ e + d = 80

T11, To1, €, d

v
o
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con la solucién siguiente:
r1; = 72.88 e = 4.17

T91 — 0 d =20
En el nodo 7 de la Figura 4.3:

max e — 4d

S.a: T11 + 21 = 61.8

— 1.155 i1 — 1.13 91 + € + d = 80

Z11, Z21, €, d Z 0
cuya solucién es como sigue:
rn = 61.8 e =0
To1 — 0 d = 8.62

La Figura 4.6 recoge las decisiones no anticipativas correspondientes a los modelos ante-
riores. Estas decisiones son las correspondientes al primer periodo de tiempo de cada modelo.
Como se puede observar, esta estrategia tampoco produce diversificacién en la inversién,

coincidiendo los resultados con los valores esperados si sélo se invirtiera en acciones.
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t =1 t = 2 || = 3 Probabilidades

107.42

@ 0.125

(85.94, 0)

(68.75, 0)

©)

(55, 0/

91.1

0.375

/X

(72.88, 0)

®

AN

®

(58.3, 0)

®

77.25

@ 0.375

/X

(61.8, 0)

VRN

65.51

0.125

RN

Figura 4.6: Arbol Solucién del Modelo Determinista pero No Anticipativo
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4.3 Modelizacién Determinista con Condiciones de Di-
versificacion

Los inversores que basan su estrategia en valores medios de los pardmetros son la mayoria
hoy en dia, sin embargo, ante el riesgo que perciben en la inversién tnica, éstos suelen
imponer unas condiciones para diversificar la inversién. La justificacién de estas condiciones
no suele ser muy rigurosa, como se argumenta mas adelante. Asi por ejemplo, sea la condicion
que exige que la inversién sobre cualquier activo financiero en todo periodo de tiempo, no
supere el 70% de la cuantia total a invertir. Esto se traduce matematicamente, en anadir

las siguientes restricciones al modelo determinista.

gm < 0701 VEkeK (4.7)
T < Z 0.70 The—1 The1 V ke K, y VteT—{1} (4.8)
keK

Por tanto, el modelo de inversiones con cardcter diversificado serfa el siguiente:

max pe — qd (4.9)
s.a; Saw =1 (4.10)

keK
- Z Tht—1Tkt—1 T Z T = 0 VteTl — {1} (411)

keK keK

Z Tk|T|TklT] — € +d =W (4.12)

keK
Tz < 0701 Vke K (4.13)
T < Z 0.70 Tht—1 Thi—1 VkeK y VteT—{1} (4.14)

keK

Tkt e, d >0 VkeK y VteT (4.15)

Para el Ejemplo 4.1, el modelo de inversiones anterior tendria la siguiente expresion:
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max e — 4d

s.a: 11 + 91 = b5
— 1.155zy1 — 113 297 + T12 + Ta2 =0
— 1.155 12 — 1.13 295 + T13 + T3 =0

1.155 213 + 113 x93 — e + d = 80

— 0.808 117 — 0.79 3 + Z12 <0
— 0.808 211 — 0.79 zo3 + Tao <0
— 0.808 212 — 0.79 x99 + 13 <0
— 0.808 z15 — 0.79 x99 + To3 <0

T11 < 385

T21 < 385
Ti1, Ta1, T12, T22, Z13, T3, € d >0

y la solucién del mismo la siguiente:
Ty = 38.5 T2 = 44.143 13 — 50.653

Io1 = 16.5 Tog = 18.97 Toz = 21.767
e = 3.1 d =0

Se puede observar que efectivamente, hay un reparto de la inversién entre los dos activos,
pero no debido a la forma de optimizacién llevada a cabo, sino a las condiciones impuestas
por el inversor para evitar dicho problema. En cualquier caso, el VMD se ha reducido de
4.74 a 3.1. Por otra parte, también hemos de notar que en la practica dichas condiciones no
tienen por que verficarse. De hecho, si nos fijamos en el arbol que recoge la Figura 4.7, vemos
que éstas no se cumplen. Los pares de valores que muestran los nodos del arbol, representan
los beneficios obtenidos en el periodo anterior, e implicitamente la inversién correspondiente
al nuevo periodo para cada uno de los activos. Partiendo de la inversién inicial obtenida
en la solucién del modelo deterministico con condiciones que fuerzan a la diversificacién, y
manteniendo la estrategia de que el beneficio obtenido en cada activo, se reinvierte en el
mismo activo en el siguiente periodo de tiempo, se puede observar que se viola la condicién

de que la inversién en cada activo no supere el 70% del total invertido en la mayoria de los
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t =1 t =2 IT| = 3 Probabilidades

(75.19, 24.44) = 99.63

(7) 0.125

(60.16, 21.44)

(48.12, 18.81) (63.76, 24.01) = 87.77

(2) 0.375
(38.5, 16.5/ W1, 21.0/
@ )
Xo.&, 1% \WZ 23.6) = 77.67
(3) @ 0.375

X&%’ W

(45.85, 23.18) = 69.03

0.125

Figura 4.7: Arbol de Escenarios con Inversién Diversificada
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escenarios que se presentan. Asi por ejemplo, para el caso del nodo 2 de la Figura 4.7, nodo
del segundo periodo de tiempo, se invierte un 48.12 en el primer activo y un 18.81 en el
segundo. Sin embargo, 48.12 ya supera a 46.85 que es el 70% de la inversion total en ese

periodo de tiempo.

Por otra parte el valor medio esperado correspondiente al modelo con condiciones que

fuerzan a la diversificacién es:
VME = (99.63 — 80)0.125 + (87.77 — 80)0.375 —

— 4[(80 — 77.67)0.375 + (80 — 69.03)0.125]

Esto es,
VME = -—3.612

Como vemos dicho valor es negativo, e indica lo contrario que el valor medio deterministico
VMD = 3.1, es decir, no se alcanza el beneficio fijado por el inversor, y en cambio, segiin

el modelo se supera.

De forma anéloga a como se ha descrito para el caso en el que no se fuerza a la diversifica-
cién, en la préctica se replantea la estrategia de inversién, forzando obviamente la condicién
de diversificacién, en cada perfodo de tiempo segin la perspectiva correspondiente, es decir,
se considera el modelo con condiciones de diversificacién no anticipativo. No se muestran los
dos modelos del segundo periodo, ni los cuatro del tercero, dado que el planteamiento es muy
parecido al efectuado anteriormente. Sin embargo, la Figura 4.8 recoge las soluciones de los
mismos, aunque no de forma total, sino solamente las decisiones de los primeros periodos de
tiempo correspondientes a los modelos con condiciones de diversificacién asociados a cada

nodo segin la perspectiva que se observe.



Prélogo 133

t =1 t = 2 IT| = 3 Probabilidades

99.14

(™) 0.125

(57.02, 24.44)

®

(46.85, 20.08)

(38.5, 16 / (50.51, 21.65)
\\15 17.78)

®

87.81

0.375

AN
NN

77.78

@ 0.375

e

(44.74, 19.17)

©®

/\

68.89

0.125

VAR

Figura 4.8: Solucién del Modelo No Anticipativo con Condiciones de Diversificacion
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El valor esperado como 6ptimo bajo esta otra estrategia seria el siguente:
VME = (99.14 — 80)0.125 + (87.81 — 80)0.375 —

— 4[(80 — 77.78)0.375 + (80 — 68.89)0.125]
Esto es,

VME = -3.531

Por supuesto, como se puede ver en los resultados, hay diversificacion en la inversion,
y como se analiza lo que sucede en cada nodo del drbol, los modelos evitan que se violen
las condiciones de diversificacién impuestas. Sin embargo, ésta no es una diversificacion
natural debida al propio modelo, e igualmente se hubiera conseguido una diversificacion de
la inversién, imponiendo otra clase de restricciones que incluso pudieran ser mejores, en el

sentido de que produjesen un valor esperado més adecuado.

4.4 Diversificacién Natural. Andlisis de Escenarios

El planteamiento del problema cuando se aplica Andlisis de Escenarios requiere la si-
guiente notacién:

S, conjunto de escenarios.

G,, conjunto de grupos de escenarios para el perfodo de tiempo ¢, con 7 € T.

S; € S, conjunto de escenarios en el grupo de escenarios 7, para el periodo de tiempo

t,con teGy, vy teTl.

A, conjunto de arcos en el drbol de escenarios, tal que el arco (i,7) € A, siemprey

cuando S; C S;, para i €Gy, jeGya y teT.

ri..  tasa de rentabilidad por unidad invertida en el activo financiero k, al final del

periodo de tiempo ¢ bajo el grupo de escenarios i, para i € Gy Y t€ T.
Variables de Decision

zk,, capital invertido en el activo financiero & al comienzo del periodo de tiempo ¢, para
1eGy, keK, y teTl.
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Ths ®X’%3(\62, d?)
O,
Tka

@O,

Tk2 (637 d3)

Tis @
@\’%3(\64, d*)
@

Tk1

O
The k3 (e, d°)
\@

2
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@
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Figura 4.9: Arbol de Escenarios Generalizado
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Manteniendo la condicién de que si se produce un rendimiento alto o bajo, de uno de
los dos productos financieros, lo es también para el otro, la Figura 4.9 presenta el drbol
de escenarios para el caso particular considerado, con |T| = 3 periodos de tiempo, 2
perspectivas en cada periodo de tiempo, y en consecuencia |S| = 8 escenarios. En dicho

arbol se pueden observar los siguientes subconjuntos:
G1 = {1}, G2 = {1, 2}, y G3 = {1, 2, 3, 4}
S, =8 =112 3, .., 8, para leG
S, = {1,2,3,4}, y S, = {56,7 8 para 1y2eG,
S; = {1,2}, Sy = {3,4}, S; = {5,6}, y S¢ = {7, 8} para 1,2, 3, ydeGj

El modelo de Recurso Total, donde ademds se contempla el principio de No Anticipati-

vidad, toma entonces la siguiente expresién:

max Zwi(piei - q'd") (4.16)
ieS
s.a Zm}cl =17 (4.17)
keK
- Zrit—-lxﬁct—l + mect =0 VieG,jeG/(i,§)eA teT—{1} (4.18)
keK keK
Zri|T|x2|T| —ed +d =W VieGq, jeS; (4.19)
keK
gi,, e, d >0 VieGi, jeS, keK, teT (4.20)

Y sustituyendo en (4.16)-(4.20) los valores de los pardmetros del Ejemplo 4.1 se tiene el

siguiente modelo:
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La solucién del modelo anterior se expresa también mediante un drbol (véase la Fi-
gura 4.10). En cada nodo de decisién (nodo no hoja) se recoge el par de valores (zf;, z%),
esto es, la inversién a realizar en cada activo k y en cada periodo de tiempo ¢. En los
nodos hojas, estos pares de valores representan (e7, d7), es decir, el exceso y el defecto del

beneficio al final del horizonte temporal de planificacién para cada escenario j.
Las ventajas de la solucién del modelo de Recurso Total son bésicamente las siguientes:

— El valor esperado como 6ptimo del modelo de Recurso Total es
(24.8 + 887 + 2x143 — 4x12.16)x0.125 = —1.52,

que es superior al valor medio esperado del modelo deterministico no anticipativo
VME = —3.78, y también al valor medio esperado del modelo deterministico no

anticipativo con condiciones de diversificacién VME = - 3.531.

—» Mediante el modelo de Recurso Total se produce una diversificacién natural de la inver-
sién, (véase la Figura 4.10), mientras que en el modelo deterministico sin condiciones
de diversificacién tanto para el caso anticipativo como para el que no, la solucion se
cifie a la inversién sobre un tnico activo financiero. Por otra parte, en el modelo
deterministico con condiciones de diversificacion, la diversificacién que se produce es

impuesta por el inversor, y no es resultado del modelo utilizado.

— La probabilidad de no alcanzar el beneficio fijado por el inversor en el modelo de Recurso
Total es de 0.125, que es claramente menor que el 0.5, que se producia con las
soluciones de los modelos deterministicos tanto con condiciones de diversificaciéon como

sin ellas.

— En la solucién del modelo de Recurso Total hay un cierto reparto en la inversién inicial
entre ambos activos financieros, sin embargo, se mantiene una fuerte inversion en
acciones z!, = 41.5, frente a z3; = 13.5 que se invierte en bonos. La reaccion
ante las perspectivas del primer periodo de tiempo para el grupo de escenarios i € G2

es la siguiente:
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t =1 t=2 [T =3
(24.8, 0)

(83.8, V@

\?87 0)

(65.1, ZV
(1.43, 0)
\ 714/'@

(41.5, 13.5) @
@

(1.43, 0)

(o, 714/'@
\0 0)

(36.7, 22.4)

N

O 12.16)

Figura 4.10: Arbol Solucién del Modelo de Recurso Total con Escenarios Equiprobables
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1. Si 4 = 1, es decir, si los rendimientos de ambos activos son altos, se arriesga
més en la inversién, apostando més fuerte en acciones z}, = 65.1, que en bonos

T3, = 2.17 en el segundo periodo de tiempo.

2. Si i = 2, es decir, si los rendimientos son bajos, se opta por una cartera mas

conservadora, aumentando la inversién en bonos (2, = 36.7 y x3, = 22.4).

— En el dltimo periodo, las inversiones son sobre un tnico activo en todos los escenarios,
o bien, todo en acciones, o bien, todo en bonos. Esto es, el proceso de optimizacién

seguido conduce a un punto extremo, en el que sélo se efectia un tipo de inversién.

— La principal ventaja del modelo estocstico multiperiodo es que permite una aproxima-

ci6én a la solucién, llevando a cabo tipos de inversiones multiples.

4.5 Recurso Total con Condiciones de Diversificacién

En esta seccién anadimos al modelo de Recurso Total la restriccién de que la inversion
méxima en un activo, en cualquier periodo de tiempo, no supere el 70% de la inversion total.

En este caso el modelo resultante seria:

max Zwi(piei - q¢'d") (4.21)
ieS
s.a: doaiy =1 (4.22)
keK
~ N gy + DT, =0 VieGi, jeGe/ (ij) e A teT—{1} (4.23)
keK keK
Sorlp@hr - € + & =W VieG, jeS (4.24)
ke K
zp < 0701 VkeK (4.25)
xit < 20.70 rit_l Th, 4 VkeK,ieGs1, jeGy/ (i,5) € A, teT — {1} (4.26)
keK
T, efl, d >0 VkeK, ieG jeS, teT (4.27)

Utilizando dicho modelo con el Ejemplo 4.1, se obtiene:
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(14.04, 0)

(54.1, 2&*@
\?3 0)
(19.76, 46.1)

(5.15, 0)
(21.8, y@

00)

(28.87, 26.13) @
@ (5.15, 0)

(21.8, y@
\0 0)
(39.5, 20.36)

(0, 1.25)
(45.6, y@

(0, 10.29)
\

Figura4.11: Arbol Solucién del Modelo de Recurso Total con Restricciones de Diversificacion
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La Figura 4.11 recoge la solucién del modelo de Recurso Total con condiciones de diver-

sificacién. El valor esperado de la funcién objetivo es el siguiente:
(14.04 + 3.3 + 2x5.15 — 4x1.25 — 4x10.29) x 0.125 = —2.315

Dicho resultado es inferior al valor esperado como 6ptimo del modelo de Recurso Total, pero
sin restricciones de diversificacién, -1.52. Adema4s, en la solucién recogida en la Figura 4.11
la probabilidad de que no se alcance el beneficio fijado por el inversor es 0.25, mientras que
en la solucién recogida en la Figura 4.10 dicha probabilidad sélo es 0.125. Lo que indica que

el modelo de Recurso Total sin condiciones de diversificacién es mejor que con ellas.

4.6 Modelo Determinista con Gananacias Ponderadas

Hasta el momento hemos considerado que las perspectivas de los beneficios para cada
activo financiero fuesen equiprobables. Veamos el anélisis del caso en que se asume una cierta

ponderacién de las perspectivas de los beneficios para cada activo (ps, p2) # (1/2, 1/2).

Ejemplo 4.2: Los datosson: k = {1, 2}, T = {1,2,3}, I =55 W = 80,

p = 1, y ¢ = 4. La Tabla 4.2 recoge las tasas de rentabilidad para cada activo financiero.

Tabla 4.2: Pardametros del Ejemplo 4.2

Activos Financieros Acciones Bonos

Perspectivas de la Tasa de Rentabilidad

Alta 1.25 1.14

Baja 1.06 1.12

Tasa de Rentabilidad Ponderada u = 1.25p; + 1.06p, v = 1.14p; + 1.12p,

El modelo deterministico construido a partir de la tasa de rentabilidad ponderada, sin

considerar condiciones de diversificacién, es el siguiente:



144

Prélogo

max e — 4d
s.a: 11 + za
- uzxryy — VT + Ti2 + ZT22
— ux1z — VI + T3 + 23
U T3 + U T3
T11, T21, Z12, 22, T13, 23,

— e + d

e, d

La Tabla 4.3 muestra las soluciones del modelo anterior para algunos valores de p; y

p2. En la misma se denota por VFO el valor de la funcién objetivo. Tal y como se podria

esperar, en ningin caso se produce una diversificacién de la inversién.
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Tabla 4.3: Resultados del Modelo determinista con p; # po

Ejemplos: | 4.3 | 4.4 | 45 | 4.6 | 4.7 | 4.8
P 0.75 | 0.6 | 055 | 045 | 04 | 0.25
P 025 | 04 | 045 | 055 | 0.6 | 0.75
u 1.202 | 1.174 | 1.164 | 1.145 | 1.136 | 1.075
v 1.135 | 1.132 | 1.131 | 1.129 | 1.128 | 1.125

VFO 15.64 | 8.995 | 6.852 | 2.67 | 0.63 |-6.758
e 15.64 | 8.995 | 6.852 | 2.67 | 0.63 | 0
d 0 0 0 0 0 | 1.69
T11 55 55 55 55 55 0
T12 66.13 | 64.57 | 64.05 | 63 | 6248 | 0
13 79.53 | 75.8 | 74.58 | 72.17 | 70.97 | 0
To1 0 0 0 0 0 55
Ta2 0 0 0 0 0 |61.87
To3 0 0 0 0 0 | 69.61
VME 13.798 | 3.841 | 0.138 |-7.927 |-12.319| -6.855
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4.7 Andlisis de Escenarios No Equiprobables

En esta seccién se aborda el modelo de Recurso Total para cada uno de los Ejemplos

4.8-4.8, vistos anteriormente. En la Tabla 4.4 podemos ver las probabilidades w’ de cada

escenario j =1, 2, 3, ..,

probabilidades w’ dependen de las ponderaciones (p1, p2).

Tabla 4.4: Valores de los w’ para los distintos Ejemplos

8, que se asigna a cada uno de ellos. Obsérvese que dichas

Ejemplos: 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8

wt = (p)? 0.421875 | 0.216000 | 0.166375 | 0.091125 | 0.064000 | 0.015625
w? = (p1)?py | 0.140625 | 0.144000 | 0.136125 | 0.111375 | 0.096000 | 0.046875
w? = (p1)%py | 0.140625 | 0.144000 | 0.136125 | 0.111375 | 0.096000 | 0.046875
w* = pi(py)? | 0.046875 | 0.096000 | 0.111375 | 0.136125 | 0.144000 | 0.140625
w® = (p1)?py | 0.140625 | 0.144000 | 0.136125 | 0.111375 | 0.096000 | 0.046875
wS = pi(p2)? | 0.046875 | 0.096000 | 0.111375 | 0.136125 | 0.144000 | 0.140625
w’ = pi(p2)? | 0.046875 | 0.096000 | 0.111375 | 0.136125 | 0.144000 | 0.140625
wd = (pp)? 0.015625 | 0.064000 | 0.091125 | 0.166375 | 0.216000 | 0.421875

De forma general, el modelo de Recurso Total es el siguiente:
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Ejemplo 43: p, = 075 y po = 0.25, Func. Objetivo = 13.79

t =1 =2 |T| =
(27.42, 0)

(85.94, 0/' @
\(1‘1 09, 0)
(68.75, 0) @

@)

(11.09, 0)

(72.87 0/'@
\((3 2.75)
(55, 0) @

(11.09, 0)

72870/'@

\) 2.75)
(/

(0, 2.75)

\\6180/’®

(0, 14.49)
\

Figura 4.12: Arbol Solucién del Modelo de Recurso Total (Ejemplo 4.3)
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Ejemplo 44: p1 = 0.6 y p, = 0.4, Func. Objetivo = 4.495

t =1 t =2 IT| =
(27.42, 0)
8594%@
1109 0)
(68.75, 0)
(6.05, 0)
(27, 4%
0 0)
(55, 0) @
(6.05, 0)

(27, 4y@
\0 0)

(58.3, 0)

(0, 2.75)

(61. 80/’@
(0, 14.49)
\

Figura 4.13: Arbol Solucién del Modelo de Recurso Total (Ejemplo 4.4)
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Ejemplo 4.5: p; = 055 y p2 = 0.45, Func. Objetivo = 1.325

t =1 t =2 IT| =
(27.42, 0)

(85. 940/’ ®
\1 09, 0)
(68.75, 0)

(6.04, 0)
(27, 4&'@

00)

(55, 0) @
(1.43, 0)

0 7143/(@
\0 0)
(45.15, 13.15)

(0, 1.77)
\62590/’@
N 13.66)

Figura 4.14: Arbol Solucién del Modelo de Recurso Total (Ejemplo 4.5)
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Ejemplo 46: p; = 045 y pp = 0.585, Func. Objetivo = — 3.432

t =1 t =2 IT| =
(5.5, 0)

(23.81, %@
\fo 0)
(0, 63.77) @

(1.43, 0)
(o, 7143/-@

00)

(9.78, 45.22) @
@

(1.43, 0)

(0, 7143/'@
\O 0)
(17.03, 43.98)

0 0)
(29.6, 37.65)

\(3 6.39)

Figura 4.15: Arbol Solucién del Modelo de Recurso Total (Ejemplo 4.6)
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Ejemplo 4.7: p; = 04 y p, = 0.6, Func. Objetivo = — 4.436

(1.59, 0)

0.92, 70.55 _~(1)
\0 0)

(0, 62.7)

(0.05, 0)
(o, 7022/,@

0 1.35)

(0, 55) @
@ (0.05, 0)

(o, 7022/(5)

\(3 1.35)
(0, 61.6)
0 0
12.26, 5673

N 3.46)

Figura 4.16: Arbol Solucién del Modelo de Recurso Total (Ejemplo 4.7)
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Ejemplo 4.8: p; = 025 y p, = 0.75, Func. Objetivo = —6.85

t =1 t = 2 7| =
(1.48, 0)

0, 71. 48/' @
\((305 0)
(0, 62.7) @

(0.05, 0)

(0, 7022/'@
(0, 55) Véga

(0.05, 0)

(0, 70 y@
\(o 1.35)
(0, 61.6) @

(0, 1.35)

(0, 68y@
(0, 2.73)
\

Figura 4.17: Arbol Solucién del Modelo de Recurso Total (Ejemplo 4.8)



154 Prélogo

Las Figuras 4.12, 4.13, 4.14, 4.15, 4.16, y 4.17 recogen las soluciones del modelo
de Recurso Total para los distintos valores de p; y po. Noétese que las soluciones de las
Figuras 4.13, 4.14, 4.15,y 4.16 presentan una cierta diversificacion de la inversion entre
los dos activos, al contrario de lo que ocurre en los modelos deterministicos. En cambio, las
estrategias recogidas en las Figuras 4.12 y 4.17 no presentan esta diversificacion. Esto se
debe a que las ponderaciones utilizadas en estos casos (p; = 025 y p» = 0.75 en el
Ejemplo 4.3y p, = 0.75 y p, = 0.25 en el Ejemplo 4.8) son muy diferentes. De hecho, a
medida que las ponderaciones tienden a igualarse, logicamente la dispersion de la inversién

entre los dos activos es mayor, alcanzdndose la maxima dispersién para p; = pz =1 /2.

La Tabla 4.5 recoge el valor de la funcién objetivo del modelo de Recurso Total y el valor
medio esperado del correspondiente modelo determinista para cada ejemplo, con objeto de

poder compararlos.

Tabla 4.5: Resultados de los Ejemplos del Modelo de Recurso Total

Ejemplos: | 4.3 | 4.4 | 45 | 4.6 | 4.7 | 4.8

VFO 13.79 | 4.495 | 1.325 | -3.432 | -4.436 | -6.85

VME 13.79 | 3.841 | 0.138 |-7.927 |-12.319| -6.85

Como era de esperar, se puede ver que VFO = VME para los Ejemplos 4.5 y 4.8 en
los que no hay diversificacién en la inversién ni siquiera cuando se utiliza la metodologia de
Recurso Total, al ser muy grande la diferencia entre las ponderaciones. En cambio, existe
diversificacién en los restantes casos y por este motivo, el valor de la funcién objetivo en el

modelo de Recurso Total es significativamente mayor que el valor medio esperado.
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Capitulo 5
Analisis de Escenarios en Dos Etapas

En los capitulos anteriores, para modelizar el problema estocdstico se consideraba en la
primera etapa un dnico nodo comtiin a todos los escenarios, mientras que en las restantes
etapas habfa un nodo para cada grupo de escenarios (véase el arbol de escenarios de la
Figura 5.1 correspondiente al Ejemplo 1.1). Esta clase de modelos recogen con gran pre-
cisién lo que sucede en el sistema, pero su representacién matemdtica suele ser de grandes
dimensiones y dado que consta de varias etapas se les denomina ”Multietdpicos”. Una al-
ternativa a esta estrategia es considerar un modelo con dos etapas, denominado por ello
Bietdpico, la primera con un tinico nodo comiin a todos los escenarios y la segunda con un
nodo por cada escenario, lo cual reduce considerablemente las dimensiones de dicho modelo.
En los periodos de tiempo I' C P pertenecientes a la primera etapa, se exige que las deci-
siones sean comunes para todos los escenarios. Mientras que las decisiones de los periodos
de tiempo P — I' correspondientes a la segunda etapa, no se anticipan. En dicho caso, el

arbol de escenarios del Ejemplo 1.1 se transformaria en el de la Figura 5.2.

Bajo esta alternativa, la representacién matematica del problema es la siguiente:

min X + Eldh(w)Xy) (5.1)
sa: AnXy = b (5.2)
An (W)X + Ap(w)Xy = b(w) (5.3)
X1, Xy 20 (5.4)
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t=1 t=2 T =3 Escenarios

L] 1

[ ]
w

Figura 5.1: Arbol de Escenarios del Ejemplo 1.1 para el Modelo Multietdpico

donde
X1y X, representan los vectores de decisién de la etapa 1y la etapa 2, respectivamente.

c1, A1z, v by son el vector de costos, la matriz de restricciones, y el vector del término

independiente para las decisiones de la primera etapa.

ca(w), An(w), A(w)y ba(w) son el vector de costos, las matrices de restricciones, y

el vector del término independiente para las decisiones de la segunda etapa.

Las componentes del modelo asociadas con las decisiones de la segunda etapa se descono-
cen en la primera. Esto es, se considera un espacio probabilistico (2, A, P), tal que Ay (w)
con w € €, indica que Ay es una matriz aleatoria que depende del resultado w. La misma in-
terpretacién se da a las restantes componentes Ay (w), b2(w), y co(w). Asimismo, se supone
que el espacio muestral {2 es finito y se representa por S el conjunto de escenarios que origina
dicho espacio muestral. De esta forma, el conjunto de datos (cz(w), Aai(w), Azn(w), ba(w))

constituye el escenario i € S, correspondiente al resultado w.
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t=1 |T| =2 Escenarios

° 1

i\

° ° 5
6
°
7
°
° 8
° 9

Figura 5.2: Arbol de Escenarios del Ejemplo 1.1 para el Modelo Bietdpico

5.1 Representacién Compacta del Modelo Bietapico

Dado el modelo de Recurso Total Bietépico (5.1)-(5.4), se intenta representar de manera
més adecuada para llevar a cabo algtin tipo de descomposicién segiin los diferentes escenarios.
Por este motivo, se repiten las componentes del modelo correspondientes a la segunda etapa

para cada uno de los escenarios, como se muestra a continuacion:

- El vector de decisiones de la segunda etapa X, se transforma en X3}, X3, ..., X3. Es

decir, se considera un vector de decisién distinto para cada escenario i € S.

- El vector de costos relacionado con la segunda etapa cy(w), pasa a ser cj, cZ, ..., c5, donde

cada ¢}, representa el vector de costos correspondiente a la etapa 2y al escenario ¢ € S.

- El vector independiente by (w) se separa en b}, b3, ..., b3, siendo cada bi, el correspondiente

vector independiente bajo el escenario 7 € S.

- Por dltimo, las matrices de condiciones Ag(w), y Az(w), se desdoblan en

1 42 1 42 :
AL, As, ., ALy Agy, ASy, ..., Ao, Tespectivamente.

Atendiendo a las particiones realizadas sobres las componentes del modelo, éste se puede
expresar de la siguiente forma:

min X, +pi(w)edtXs + po(w)edXZ + ... + ps(w)es X3 (5.5)
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sS.a: A11X1 = b1 (56)
AL Xy + AL X3 = b} (5.7)
ALXy + A3, X3 = b (5.8)
X1, X}, X2, ... X5 >0 (5.10)
donde
pi(w) = P{(w)} es la probabilidad del resultado w, o de manera equivalente del

escenario determinado por (ch(w), Ab (w), A4 (w), by(w)), VieS.
X, es el vector de decisién para la etapa 1y

X5 es el vector de decisién para la etapa 2 bajo el escenario ¢, con i ¢ S.

Dicha representacién (5.5)-(5.10) es a la que se conoce con el nombre de ”Representacidn
Compacta Bietdpica” o ”Bloque Angular L-Métrico”. Para solucionar el modelo (5.5)-(5.10),

se suele utilizar el esquema de descomposicién de Benders (véase el capitulo 2).

5.2 Representacién Extendida del Modelo Bietapico

De forma ansloga al proceso multietdpico, otra representacién alternativa tal vez mas
apropiada para la resolucién del modelo, consiste en dividir las variables de la primera
etapa en cada uno de los escenarios y la exigencia posterior de igualdad de las mismas.
La representacién que se obtiene aunque es de mayores dimensiones que la compacta, tiene
una estructura mejor para la descomposicién del modelo en submodelos independientes, uno
por cada escenario. Dicha representacion a la que se denomina ”Representacion Extendida

Bietdpica” es como sigue:
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Las tltimas | S| restricciones del modelo que fuerzan la igualdad entre las variables, son las
denominadas restricciones de no anticipatividad. El problema que se plantea, consiste en la
toma de decisiones para ambas etapas, teniendo en cuenta que las decisiones correspondientes
a los perfodos de tiempo de la primera etapa han de ser iguales para todos los escenarios,

mientras que las de la segunda etapa difieren las unas de las otras para los distintos escenarios.

Sea la siguiente estructuracién de los vectores y las matrices de (5.11)-(5.21):

Ay 0 b "
Ai = ( %1 ) ), bz = ( 1)7 G = ( “ -)a Ty = (m1>7 VieS
51 Ay by Pi(w)CzQ T

A partir de los mismos se construye una representacion mas simplificada de la representacién

extendida del modelo (5.11)-(5.21), como sigue:

min Y cX; (5.22)
€S
X; <0 VieS (5.25)
donde el valor i +1 = [S|+ 1 representa el valor 1. Y la matriz N es una matriz diagonal

definida de la siguiente forma:

N;; = 1 Si el j-ésimo elemento del vector X;, pertenece a la primera etapa
N = { N,j= 0 Siel j-ésimo elemento del vector X, pertenece a la segunda etapa
Nj;;= 0Sit # jJ
A las restricciones (5.24) se las conoce con el nombre de Enlace Redundante Circular.

Desglosando entonces en los distintos escenarios, el modelo queda de la siguiente manera:
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’U(*) = min Cth]_ + CéXQ + -+ C‘tg_le—l + CiXs (526)
s.a: A1X1 = b1 (527)

A2X2 = b2 (528)

Ag1Xs1 = by_y (5.29)

A, X, = b, (5.30)

NX, — NX, =0 (5.31)

NX,1 — NX, =0 (5.32)

- NX; + NX, =0 (5.33)

5.3 Dualizacién de las Restricciones de No Anticipati-

vidad

El problema de minimizacién (5.26)-(5.33) es casi separable en los distintos escenarios,
salvo por las restricciones de implementabilidad o no anticipatividad. El siguiente desarrollo
tiene como objetivo descomponer el sistema de condiciones del modelo en |S| sistemas inde-
pendientes, uno por cada escenario, sin que tengan en comun ninguna variable. Para esto,

sea el siguiente problema dual
v(x) = m?i;l.XU(LDp(ﬂ)) (5.34)
en el que v(LD,(r)) viene dado por el siguiente problema

’U(LDP(’R‘)) =m1anﬁXz + ZTF:(NX@ - NXi+1) +'I[22 ZHNX’L - NXi_HHZ (535)
€S ieS €S
s.a: AX, = b VYieS (5.36)
X; 0

VieS (5.37)

donde

m; son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones de no anticipatividad,

p > 0 esun parametro de penalidad.
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Se puede observar que la funcién objetivo del modelo (5.35)-(5.37) es una funcién cua-

dratica no separable, debido a los términos de penalizacién de la forma:

lz:() — zia ()1 (5.38)

donde z;(j) es el elemento j-ésimo del vector X;. Los términos del producto cruzado se

pueden aproximar en un entorno de un punto conocido (Z;(j), Zi41(j)) por:

zi(Nzir1(§) =~ z:()Zi(G) + T(DTin () — Ti(7)Tira(4) (5.39)

Sustituyendo entonces por (5.39) los dobles productos en cada par de elementos j-ésimos
de los vectores X; y X1, y llevando el resultado a (5.35)-(5.37), el problema original de
minimizacién se puede aproximar por |S| subproblemas independientes en un entorno del
vector de puntos conocidos X. Esto es, el término de penalizacién de la funcién objetivo

(5.35) se aproxima de la siguiente forma:

p p
3 SINX: — Xi)lP = Y 5 (X — Xin)?

ieS s 2
~ g;g EN(X2 - X2, — 2XinX; — 2K X + 2K X)) = (5.40)
= Y (—e'pN(Xipn + Xim)Xi + XIpNX;) + Hy(X) (5.41)
icS
donde
H,(X) = ethNX'if(iH (5.42)
ieS
yXi_l representa f(s para ¢ = 1, mientras que Xi-i—l representa Xl parai = |S].

En consecuencia, el modelo siguiente

w(LD,(r)) = min ¥ (¢ + (1 — m1)'N)X; +’§’ SINX: — NXip|? (5.43)

€S i€S
X; >0 VieS (5.45)
se aproxima por
v(LD,(x, X)) = min 3 (hiX; + X!pNX,)+ H,(X) (5.46)
€S

X; > 0 Vieds (5.48)
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con

hi = ¢ + (m — mio1 — p(Xigx + Xis1))N

De esta manera, el modelo anterior (5.46)-(5.48) se puede descomponer en los siguientes

submodelos independientes, Vi€ S:

LD,(r, X) = minhtX; + X!pNX; (5.49)
S.a: AZXz = bi (550)
X, >0 (5.51)

Teniendo en cuenta la aproximacién (5.46)-(5.48) y los submodelos en que se descompone

la misma, se presenta el siguiente algoritmo para resolver la Formulacién Extendida Bietapica

(5.11)-(5.21).

Se denota por

-a€ (0, 1) una constante y

-0 < e < 1, aquel valor que representa la tolerancia de separacién entre las variables

divididas.
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Algoritmo:

PASO 1: Inicializar
- el contador de iteraciones £ = 0,
_ las variables duales 7F = 0, Vie S,y

- el factor de penalidad p = 0.

Para cada escenario i € S, resolver el siguiente problema lineal:

PASO 2: Si [|X; — X;ull < € VielsS, parar. Se ha alcanzado la optimalidad.

En caso contrario, asignar a p un valor distinto de 0.

PASO 3: Hacer lo siguiente:

- Especificar k = k+ 1.

- Actualizar 7% por 7¥ = 7F' + B*N(X; — Xi1), VieS, siendo B* el tamano

de paso correspondiente a la k-ésima iteracion.
- Asignar X; = X;, VieS.

- Fijar la tolerancia de la aproximacion £k, de forma que &* 2.

PASO 4: Para cada escenario i ¢ S, resolver los subproblemas cuadraticos Lb;(w, X)
(5.49)-(5.51).
PASO 5: Si || X; — Xi|| < &%, VieS, iral PASOT.

PASO 6: Actualizar X « X + a(X — X)eiral PASO 4.

PASO 7: Si || X; — Xipl|l < € VieS, parar. Se ha alcanzado la optimalidad.

En caso contrario, actualizar p e ir al PASO 3.
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Capitulo 6

Generalizacion de Programas

Estocasticos

6.1 Recurso Simple

Sea el siguiente problema deterministico

min 'z (6.1)
sa:Ax = b (6.2)
z >0 (6.3)

donde c es el vector de los coeficientes de la funcién objetivo, A es la matriz de restricciones
(de orden man), b es el término independiente (de orden m) y z es el vector de variables
de decisién (de orden n). Igual que en capitulos anteriores se supone que la estocasticidad
es debida a la incertidumbre que envuelve a los coeficientes de la funcién objetivo ¢, y al
término independiente b. Para simplificar la notacién no se considera la estocasticidad en la

matriz A, pero su introduccién no ofrece ninguna dificultad conceptual.

Sea S el conjunto de escenarios que representan la estocasticidad de los vectores ¢y b,
de manera que h* = (c*,b%) recoge la correspondiente realizaciéon de dichos vectores para el
escenario s, para s € S, y considérese ademds w*, como la probabilidad que el modelizador

asigna a cada escenario s.

Una forma de tratar la incertidumbre y que utilizamos en esta memoria consiste en
obtener la solucién z que mejor se adapta a cada escenario, satisfaciendo simultdneamente
las condiciones de cada uno de ellos. Esto se puede conseguir a través de la denominada
politica de Recurso Simple, contemplada en el primer capitulo y en la que el vector total de

variables de decisién es anticipado desde la primera etapa. Sea entonces el siguiente modelo
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de Recurso Simple, cuyo objetivo es minimizar el valor esperado de la funcién objetivo.

min Y w'c'z (6.4)
seS

sa: Az = bV¥*VselS (6.5)
z >0 (6.6)

Notemos que el valor de cada componente z es tnico e independiente del escenario cuyas

condiciones se han de satisfacer.

6.2 Recurso Total. Variables Enganche Multietapa

Sea R el conjunto de etapas del problema, de manera que cada etapa puede estar formada
por un bloque de condiciones con sus correspondientes variables. Denotemos entonces por z°,
el vector de variables bajo el escenario s, con s € S, y z%, el subvector de z° relacionado con
la etapa r, para s € Sy r € R. Otra alternativa al modelo (6.4)-(6.6) consiste en considerar la
politica de No anticipatividad, que requiere una tnica solucién para las variables correspon-
dientes a la etapa 1 (de tal forma que la solucién para dicha etapa no se subordina a ningin
escenario, pero tiene en cuenta todos ellos), mientras que para cada grupo de escenarios en
las etapas siguientes se obtendrd la correspondiente solucién, que dependerd a su vez de la
solucién obtenida en los grupos de escenarios que pertenecen a las correspondientes etapas
anteriores. Tal planteamiento se basa en el denominado principio de No Anticipatividad de
Rockafellar y Wets (1991) [57], que dice asi:

7Si dos escenarios diferentes s y s’ son idénticos hasta una etapa r, en base a la infor-
macidn disponible sobre ellos en dicha etapa, entonces los valores de las variables x deben
ser los mismos hasta esa etapa v (es decir, z; = xi’ YVt =1, ..., 7,y YreR)"

Con esta condicién se pretende una solucién que en cada etapa no dependa de la in-
formacién que no esté disponible en la misma. Se muestra la Figura 6.1 para aclarar este
concepto. Dicha figura estructura la informacién mediante un arbol, cuyos nodos son los
instantes de tiempo donde se ha de tomar una decisién y los arcos que salen de estos son
las diversas alternativas que pueden suceder una vez tomada tal decisién (de forma que la
informacién relacionada con tales alternativas estd disponible al comienzo de la siguiente
etapa para todos los periodos que forman parte de ella). Teniendo en cuenta esto, cada
camino desde el nodo raiz (nodo correspondiente a la etapa 1) a cualquiera de los nodos ho-
jas (nodos de la tiltima etapa |R|) representa un escenario, lo que equivale a una realizacion
del vector de la funcién objetivo ¢ y del término independiente b, (h* = (¢*, b°%), V s € S).
Para el caso del modelo deterministico el camino seria tinico. En la Figura 6.1 se distinguen

4 etapas. Denotemos por h, el subvector de h® asociado con la etapa r, entonces h; toma
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un tnico valor para todos los escenarios (hl), mientras que las componentes del vector ho
pueden tomar dos valores diferentes (h3 y h3), uno por cada realizacién de la incertidumbre
segtn se corresponde con la segunda etapa. Las componentes del vector hy toman cuatro
valores diferentes cada una, y por ultimo el vector hs puede tomar hasta |S| = 10 valores
diferentes para cada una de sus componentes, siendo éste el nimero total de escenarios.
Para modelizar la condicién de no anticipatividad, se considera en cada etapa 7 € R, las

siguientes definiciones:

G,, conjunto de grupos de escenarios tal que todos los escenarios incluidos en cada grupo
tienen la misma realizacién de la incertidumbre para las etapas, que incluyen la etapa
1 hasta la etapa r. Por ejemplo, G; en la Figura 6.1 estd formado por un dnico grupo
de escenarios (G, = {1}); G2 incluye dos grupos de escenarios tal que cada uno de
ellos consta de 5 escenarios (Go = {1, 2}); G3 estd compuesto por cuatro grupos de
escenarios (G3 = {1, 2, 3, 4}); y G4 estd compuesto por |S| = 10 grupos de escenarios,

cada uno formado por un tnico escenario.

S9, conjunto de escenarios que pertenecen al grupo de escenarios g en la etapa r, siendo
S9 C S, geG,, yreR. Porejemplo, S3 = {3, 4, 5}, en la Figura 6.1.

A partir de estas definiciones el 4rbol de escenarios de la Figura 6.1 queda determinado

mediante la siguiente notacion:
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Figura 6.1: Representacion del Arbol de Escenarios Multietapico
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G, conjunto de nodos en el drbol, de forma que G = UG-,
reR

E, conjunto de arcos dirigidos en el grafo, tal que (I, g) e Esiil ¢ Gy, g€ Gri1y S, C S
y de forma adicional, se define G. = {g e G,11/ (I, g9) € E}.

Como ya indicamos, el principio de no anticipatividad requiere una unica solucion para
cada grupo de escenarios g en la etapa r, es decir, para cada g € G, y cada etapa r € R.
Como consecuencia, el conjunto N que recoge las soluciones que satisfacen las condiciones
de no anticipatividad seria como sigue:

zeN = {22 /22 =z Vs, §eS geG,, yreR} (6.7)

r

Por consiguiente, la versién estocastica con politica de Recurso Total del modelo (6.1)-
(6.3) afiade dichas restricciones de no anticipatividad a su regién factible, siendo de la si-

guiente manera:

min Y w'c'z’ (6.8)
seS

sa: Az® = bP°VseS (6.9)

zeN (6.10)

8 >0 VseS (6.11)

6.2.1 Variables Enganche entre dos Etapas Consecutivas

En esta seccién se supone que las etapas que incluye el problema, tienen sélo una ligazdn a
través de ciertas variables, tal que éstas tienen coeficientes no nulos en condiciones de etapas
consecutivas, de aqui que se las denomine Variables Enganche entre dos Etapas Consecutivas.
En la siguiente seccién se relaja esta restriccién y se permite la conexién entre variables de
varias etapas cualesquiera. Volviendo al caso de variables enganche entre etapas consecutivas,
el modelo (6.8)-(6.11) tiene dos representaciones matematicas, una la Representacién Com-

pacta y otra la Representacion Eztendida.

En la Representacién Compacta se utilizan las condiciones de no anticipatividad (6.7)

para eliminar asi algunas variables del modelo (6.8)-(6.11) y reducir sus dimensiones, de
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manera que s6lo haya un vector de variables por cada grupo de escenarios de cada etapa,
aunque se destruye la estructura especial de las condiciones del modelo deterministico (6.1)-
(6.3), como puede ser una estructura en forma de red, que es muy frecuente. En este caso,

Sea.:

29, el vector de variables con coeficientes no nulos s6lo en las condiciones correspondientes

al grupo de escenarios g de la etapa r, e

y%, las variables enganche entre las etapas consecutivas r y 7 + 1, para el grupo de esce-
narios g € Gy, (es decir, son las variables con coeficientes no nulos en las condiciones

correspondientes a las etapas r y r + 1).

La Representacién Compacta del problema es entonces la siguiente:

min 3 > wi((ad)'zy + (d7)'n") (6.12)
’ reR geGr
sa: Azd — By, + By = ¥VgeG,, reR, dondel: ge G._, (6.13)
zd, yP > 0 VgeG,, reR (6.14)
tal que
wi = Y w’
seS?
¢ = (ad, d9) es el vector de coeficientes de la funcién objetivo asociado con el vector de

variables (z¢, y%), para el grupo de escenarios g de la etapa 7.

/ . . . .
A,, B, v B, son las matrices de condiciones correspondientes a los vectores z9, Yl | e ydo,

respectivamente, y

b? es el término independiente correspondiente al grupo de escenarios ¢ de la etapa r, con
r e R.

Notese que en la restriccién (6.13), las correspondientes componentes de B; son nulas
parar = 1.

La resolucién del modelo (6.12)-(6.14) se puede efectuar directamente mediante la uti-

lizacién del método del Simplex o de alglin método de Puntos Interiores, siempre y cuando
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las dimensiones del mismo lo permitan. Para el caso de modelos de tamafio medio o grande
se podria aplicar el Procedimiento acelerado visto en el capitulo 2, junto con el algoritmo de
eliminacién de filas y columnas (reconocido por Sprint) que trataria de reducirlo, o alterna-

tivamente la metodologia de Descomposicién de Benders.

Por otra parte, en la Representacién Extendida se crean tantas copias de las variables
enganche y% como grupos de escenarios divergen hacia la etapa 7 + 1, a partir del grupo de
escenarios ¢ en la etapa r, es decir, se crearan |G| copias de y?°. Sea entonces yi! para todo
I ¢ GY, la copia de la variable y%° que interviene en las condiciones del subproblema asociado
al grupo de escenarios [ de la etapa r + 1, en lugar de la propia variable y7°. Bajo esta otra
representacién, las condiciones de no anticipatividad se recogen mediante el denominado

esquema de Enlace Circular Redundante que se presenta a continuacion:
yd — yit =0 V1eGY, geG,, reR — {|R|} (6.15)

donde G9° = {0} U GY, y ademds, se considera que:

(1) el superindice [, para [ € GY9" no se refiere técnicamente a un grupo de escenarios en G,

sino exactamente al [-ésimo grupo de escenarios en GY y

(2) [+ 1 se toma como 0 para el caso en que [ = |GY], para poder establecer la condicion

circular.

En base a dichas restricciones (6.15) sea la siguiente Representacién Extendida:

min Y > wi((af)'zd + (d)'yf) (6.16)
"7 reR geGy

s.a: Ayzd — B, yr L+ By? = bWVgeGy, reR, dondel: ge G._, (6.17)

g — yier = 0 VieGY, ge Gy, 7 e R—{|R|} (6.18)

zd, y# > 0 VieG! geG,, reR (6.19)

La forma maés eficiente para resolver el modelo (6.16)-(6.19) consiste en dualizar las res-
tricciones de no anticipatividad (6.18), ademds de penalizarlas en la funcién objetivo del
modelo mediante una funcién cuadritica. De esta manera se obtiene la siguiente Aproxi-

macién Lagrangiana Aumentada.

Dy(w) = min > 3 wi((af)'sf + (@)yr) + > 3 D (W — w)

reR geGr reR—{|R|} 9¢Gr [cG9”
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TR D I s | (6.20)

reR—{|R|} 9 € Gr 9"
sa: Ayzd — B;y,lf’_l + By = b VgeG, reR, dondel: ge G._,(6.21)
zd, y# > 0 VieGI, ge G,y reR (6.22)

donde

pdt es el vector de los multiplicadores de Lagrange asociados con las restricciones de no

anticipatividad (6.15), parage G, yr e R, y
p > 0, el pardmetro de penalidad.

La aproximacién anterior permite descomponer el modelo de partida en tantos submo-
delos independientes como nodos haya en el drbol de escenarios, mediante la técnica de Des-
composicién Lagrangiana Aumentada vista en el capitulo 3. En el ejemplo de la Figura 6.1
son 17 los submodelos que habria que resolver. Aunque pudiera parecer que el nimero de
submodelos es bastante elevado, sus dimensiones son mucho menores en comparaciéon con
las del modelo global y se pueden resolver mediante procesadores en paralelo gracias a la

independencia existente entre los mismos.

Alternativamente se pueden utilizar los esquemas basados en la Descomposicién de Ben-
ders, donde el modelo (6.16)-(6.19) se descompone también, en tantos problemas auxiliares
como nodos del drbol de escenarios. Estos problemas son lineales y la funcién objetivo de
cada uno varia iterativamente dependiendo de los multiplicadores obtenidos por la resolucién

del asf llamado problema maestro; (Vedse el capitulo 3).

6.2.2 Variables Enganche entre Etapas Cualesquiera

Otro grupo de modelos multietdpicos mas general a los considerados anteriormente son
aquellos en los que las variables con elementos no nulos en las condiciones cuyo término
independiente corresponde a una etapa dada, también pertenecen a algunas otras etapas
anteriores a la etapa considerada, es decir, no tan sélo se permiten variables enganche entre
una etapa dada y la siguiente, sino ademés entre etapas no consecutivas, o consecutivas pero

mas de dos etapas.
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Para este nuevo tipo de enfoque del problema consideramos tres tipos diferentes de va-

riables.

x9, vector de variables cuyos coeficientes de la matriz de condiciones son no nulos sélo en

las condiciones correspondientes al grupo de escenarios g € G, y 7 € R.

90 vector de variables enganche entre las etapas consecutivas r y r + 1, para el grupo de

escenarios g € G, y r € R.

29, vector de variables que ademds de tener coeficientes no nulos en las condiciones co-
rrespondientes al grupo de escenarios g € G,, y r € R, tienen también coeficientes
no nulos en las condiciones cuyo término independiente se corresponde a otras etapas

posteriores.

Antes de plantear las distintas formulaciones del problema, sea la siguiente notacion

relacionada con las variables z.

U, conjunto de condiciones en las que sélo intervienen las variables z, es decir, condiciones
de enlace entre varias etapas no necesariamente consecutivas. A dichas condiciones se

las denomina Restricciones de Enlace Multietdpico.

R,, conjunto de etapas a las que pertenecen la variables z con coeficientes no nulos en la
condicién u, V u € U. Se denota asi mismo por r,,, la primera etapa en R, y por T, la

ultima etapa en R,.

Ny, conjunto de nodos en el drbol de escenarios, que pertenecen al camino Hamiltoniano
que va desde un nodo determinado en la etapa r, al nodo g de la etapa 7, para u € U,
Y T, Tu € Ry. Por supuesto, el nodo en la etapa r,, desde el que parte el camino hasta
el nodo g, es tnico y pertenece al conjunto de nodos correspondientes a los grupos de

escenarios G, , mientras que el nodo final g € G7,.

En consecuencia, las restricciones de enlace multietdpico tendran la siguiente repre-

sentacion:
S Dyzf = pf VgeGr, uel, donde k € Ny (6.23)
reRy

tal que
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D, es la matriz de la condicién u asociada a las variables z correspondiente a la etapa r, y

pY es el término independiente de la condicién u para el grupo de escenarios g, donde g
pertenece al conjunto de grupos de escenarios de la dltima etapa 7, de R,, en cuya

condicién la correspondiente variable z tiene coeficientes no nulos.

Es preciso notar que toda condicién u, para u € U, tiene |Gz, | versiones estocdsticas y

para obtenerlas se deben analizar |G, | subarboles del drbol de escenarios.

Para una mayor comprension de las restricciones de enlace multietapico (6.23), hagamos
hincapié en el superindice k del vector de variables 2k, para k € G,. Dicho k representa
un nodo en el arbol de escenarios que pertenece al camino N,, para el nodo final g y la
condicién u. Por supuesto, el nodo k puede pertenecer a més de un conjunto de tipo N,
bien para un g’ distinto en Gz, (con tal que k € Ny 4), o bien para una condicion u' distinta
en U. Esto equivale a decir, que la variable 2* pertenece a més de una restriccién de enlace
multietdpico. De hecho, zF interviene en todas las versiones de la condicién u, V u € U, tal

que:
1. r € R, y ademss,

2. Existe un camino Hamiltoniano que incluye al nodo k y que nace en algin nodo [ con

l € G,y llega hasta g, para g € Gr,.

Asi por ejemplo, considerémos en la Figura 6.2, el conjunto de etapas asociada a la

restriccién u para R, = {2, 3, 4, 5}, entonces se tiene que la variable z} aparece entre

otras restricciones en:
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Figura 6.2: Ejemplo de Arbol de Escenarios Multietdpico para las condiciones u y u'
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Duszt + Dyszi + Duzi + Dyszi =pl,
Dy + Dyszi + Duzi + Dyszi =pl
Dyozt + Dyuszi + Dysz? + Dyszd =pj
Dy2zl + Dyszi + Dwz? + Dyszi =pl,
Dypzd 4+ Dyszi + Duwiz? + Dyszi =D

que como se puede apreciar son todas diferentes versiones de la restriccién u. En este supuesto
la estocasticidad sélo se presenta en el término independiente pJ. Por otra parte, z3 también
aparece en las versiones estocdsticas de la restriccién u', determinada por R,y = {2, 3, 4},

como se muestran a continuacion:

Dyszi + Dyszi + Dyuz; = py
Dyozs + Dyszy + Dyazi =pl

Obviamente, 2} también puede tener elementos no nulos en otras restricciones. Una vez
aclarada la estructura que presentan las restricciones de enlace multietdpico (6.23), veamos

en el caso que nos ocupa, los distintos tipos de formulaciones que se pueden presentar:

3,7 ” N

La Representacién Compacta respecto a las variables ”y”, y ”2” serfa tal vez la mds
adecuada, siempre y cuando sus dimensiones nos permitieran resolverla directamente median-
te algunos de los métodos indicados anteriormente (Simplex, métodos de Puntos Interiores,
etc.), situacién poco frecuente en los casos practicos, ya que el nimero de etapas y de

escenarios suele ser muy elevado. No obstante, su representacion tiene la siguiente forma:

min 5 wd((ad)'af + (@) + (&)'a) (6.24)
Y reR geG,
sa: Azl — Byl + Boy® + Gz = ¥V geG,, reR, dondel: ge G'_, (6.25)
> DyzF = p? VgeGyr, uelU, donde k € Ny, (6.26)
reRy
xd, ydo 28 > 0 VgeG,, reR (6.27)

La Representacién Extendida sélo respecto de las variables "3”, y no respecto de las

variables ”2”, es la siguiente:
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min 3 wg(@)'ad + (@) + (c)'a) (6.2
> 77 reR geGy
s.a: Ayzd — By, + Buy® + Cpz = bV geG,, reR, dondel: ge G!_, (6.29)
3" Dyl = pl VgeGr, uelU, donde k € Ny, (6.30)
reR,
g — y9et = 0 VieGY, geG,, re R—{|R|} (6.31)
zd, Yy 29 > 0 VieGl geG,, TR (6.32)

En el modelo anterior (6.28)-(6.32), se puede observar que la dualizacién de las restric-
ciones de enlace multietapico (6.30), y las de no anticipatividad respecto a las variables
7", (6.31), nos permite obtener una regién factible del modelo compuesta por un sistema
de restricciones independientes por cada grupo de escenarios, o de forma equivalente, por
cada nodo del 4rbol de escenarios. El problema Lagrangiano resultante tiene la siguiente
expresion:

Dy(u, 7) = min 3 S wi((ad) sl + (@)'y + (cf)'20) +

z, Y, 2
Y reR geGr

+ 3> (n) (Z Dyrzfe — pZ) + Y Y Y e - oy +

uel geGr,, reRy reR—{|R|} 9¢Gr 1G3”

LSRN -+ Y T e el (63

uell geGz, reRy reR—{|R|} 9¢G~ leGg*
sa: A,zf — By, + By + Coz® = bV geG,, reR, dondel: ge GL_, (6.34)
zd, yP, 2 > 0 VieG? geG,, reR (6.35)

donde

pd y w9 son los vectores de variables duales para las restricciones (6.30) y (6.31), respecti-

vamente y
p > 0, el pardmetro de penalidad.

Por otra parte, el problema Lagrangiano aumentado (6.33)-(6.35) presenta una grave

dificultad a la hora de su resolucién, ya que la utilizacién del esquema de aproximacién
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propuesto por Stephanopoulus y Westerberg (1975) [63] en los términos cuadraticos de pe-
nalizacién para convertir la funcién objetivo en separable, tiene el inconveniente del nimero
de dobles productos que aparecen en las restricciones de enlace multietdpico, pues es muy
elevado y, por tanto, la solucién que se consigue no es muy adecuada. Por este motivo, se

propone construir la Representaciéon Extendida para ambas variables "y”, y 727, y de esta

forma poder solucionar tal problema.

Veamos entonces como son las restricciones de no anticipatividad para las variables ”2”.
En este caso, se realizan tantas copias de la variables zf° como versiones distintas haya de
entre todas las condiciones u, para u € U, en la que por supuesto intervenga 2%, sea cual
fuese la etapa final 7, ¢ R,. En consecuencia, las restricciones de no anticipatividad no son

otras que la igualdad de tales copias con la variable original, esto es,
290 — 2% =0 V(g,k)eN', reR (6.36)

donde N7, para r € R, recoge las parejas de nodos (g,k) tal que g € Gy, k e Gy, 7" € Ry
r # 7'y ademds, existe u € U con 7’ = T, y g € Ny, Es decir, g y k son dos nodos del arbol
de escenarios tal que existe una condicién u € U, en la que k € Gr, y asi mismo, g € Ny.
Afiadiendo dichas restricciones (6.36) al modelo (6.28)-(6.32) se obtiene la Representacion

Extendida tanto para las variables ”y” como para las variables ”2”.

min 30> wi((a))'z + ()9 + ()'=) (6.37)
Y E reR geGy

s.a: Ayxd — B;yig_l + Byy® + Cpzf = bVgeG,, re R, dondel: ge GL_, (6.38)
S Dyzfe = pf VgeGr, uelU, donde k e N,,  (6.39)

reRy
g — yit = 0 VieGY, geG,, re R—{|R|} (6.40)
29 — 2% =0 V(g9,k) e N', reR (6.41)
zd, yd 2% > 0 VieGY ge G, (9,k) e N, re R (6.42)

De esta forma se pueden aplicar esquemas basados en la Descomposicion Lagrangiana

Aumentada, relajando las restricciones de no anticipatividad de las variables ”y” y las varia-
) yy

bles ”2”, y llevandolas a la funcién objetivo con las correspondientes variables duales, a la vez

que se penalizan las mismas con un término cuadratico de penalizacién. En cuanto a la region

factible del modelo se refiere, al dividir las variables ”z”, se consigue que las restricciones
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(6.39), también sean independientes para cada grupo de escenarios en cada etapa. En este

caso, la representacién del problema Lagrangiano aumentado tiene la expresion:
Dy, ) = min 3 wi((@)'ad + (@) (c)a) +

z, Y, 2

reR geGr
+ > Y (e -y X X ()R - )+
reR—{|R|} 9¢Gr (9" reR (g,k)eNT
p

+ LS S -l 5 2 e - (649)

reR—{|R|} 9¢Gr 19" reR (g,k)eN™
s.a: Ayxd — Bryr L+ Buy® + Cz® = WV geG,, reR, dondel: geGL_ | (6.44)

> Dyzfs = pj VgeGr, uelU, donde k € Ny, (6.45)
TeRy
zd, y# 2% > 0 VieGY ge G, (9,k) e N', 7 e R (6.46)

donde

gty pd son los vectores de variables duales para las restricciones (6.40) y (6.41), respec-

tivamente y
p > 0, el pardmetro de penalidad.

La resolucién de dicho modelo (6.43)-(6.46) se realiza siguiendo el algoritmo propuesto
en el capitulo 3 de esta memoria.

Alternativamente a la utilizacién de esquemas basados en la Descomposicion Lagrangiana,
se puede utilizar la Descomposicién de Benders o la de Dantzig-Wolfe, para la resolucién del
problema expresado mediante la Representacién Extendida, (6.37)-(6.42), que también se

explica en el capitulo 3.
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Capitulo 7

Algunas Aplicaciones de

Programacion Estocastica

7.1 Planificacién de Produccién Via Modelizacién de

Escenarios

La planificacién de la produccién es una de las tareas mas importantes para los encargados
de la manufacturacién en una empresa. El entorno donde se enmarcan las decisiones a
tomar se caracteriza por un ambiente de incertidumbre debido a ciertos pardmetros del
problema. Tal vez, el mds importante de estos pardmetros es la demanda de mercado de
dichos productos.

Los problemas de planificacién de la produccién por lo general suelen ser de dos clases.
El més frecuente consiste en decidir la cantidad a producir, mientras que el segundo tipo es
la planificacién de su uso. Generalmente, los problemas sobre la capacidad de produccion
durante un cierto horizonte temporal de planificacién se resuelven mediante stocks, reservas
adicionales, u otras fuentes alternativas de proveedores. A menudo, la cantidad que se
necesita producir no se puede adquirir en el instante deseado, sin embargo, es posible realizar
acuerdos con otros productores o proveedores, para conseguir los volimenes de venta de la
produccién no anticipados (es decir, desconocidos al principio del proceso). Los modelos que

se muestran en este capitulo, representan un proceso dindmico en un determinado horizonte
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temporal de planificacién.

Tradicionalmente, los modelos de planificacién de produccién desarrollan planes que mini-
mizan los costes de trabajo y mantenimiento del inventario durante un horizonte de tiempo
predefinido y segtin determinados valores fijos de la demanda. En Dzielinski y Gomory
(1965) [14], Florian y Klein (1971) [24] y Lasdon y Terjung (1971) [41] se encuentran al-
gunos ejemplos de estos modelos, donde la demanda se supone conocida y se modeliza de
forma deterministica. Por otra parte, en estos modelos también se considera de forma de-
terministica la capacidad de produccién del sistema, mediante un conjunto de inecuaciones
lineales. Sin embargo, en los tltimos afios se ha producido un aumento del interés por re-
solver el problema de planificacién de produccién con capacidad estocdstica. De hecho se
plantea que la incertidumbre puede ser debida, por un lado al dinamismo estocdstico del
rendimiento y la disponibilidad de las mdquinas, y por otro, a la demanda aleatoria. En mu-
chos trabajos recientes la fabrica se considera como una red de colas, existiendo interacciones

entre el dinamismo estocdstico dentro de la fabrica y la capacidad de la carga.

Zipkin en 1986 (véase Zipkin (1986) [70]) desarrollé un modelo de equilibrio entre la
incertidumbre debida a la demanda y la incertidumbre de los sistemas de produccion, me-
diante un mecanismo de control de inventarios. Kekre y Kekre en 1985 (véase Kekre y
Kekre (1985) [39]) combinan un modelo de planificacién con capacidades, donde se modeliza
explicitamente el trabajo en proceso y el tiempo transcurrido, con un modelo de progra-
macién mateméatica en tiempo discreto con determinadas variaciones de la demanda. En
Graves (1986) [32] y Graves y Fine (1988) [33] se puede observar un modelo de planificacion
a lo largo del tiempo, que permite evaluar la capacidad de carga bajo las condiciones de
variacién de la demanda. Karmakar (véase Karmakar (1987) [37] y (1989) [38]) subraya la
relacién entre la capacidad de carga, el tiempo transcurrido de produccién y el trabajo en
progreso. Eppen y otros en 1989 (véase Eppen y otros (1989) [16]) usan una aproximacion
mediante escenarios como en este trabajo, aunque su interés se centra en el mayor rango de
decisiones a tomar, dependiendo de la facilidad para seleccionar tales decisiones relativas a la
manufacturacién. Bitran y Yanesse en 1984 (véase Bitran y Yanesse (1984) [6]) desarrollaron
aproximaciones deterministicas de un modelo de planificacién no secuencial con capacidades
y analizaron su efectividad cuando la demanda se caracterizaba por una distribucién de

probabilidad estandar.
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En las préximas secciones vemos como modelizar la incertidumbre y el dinamismo de
la demanda de una forma real, y se proporciona una herramienta siguiendo las técnicas
desarrolladas en los capitulos anteriores, para alcanzar un plan de produécién con multiples
fuentes de suministro.

Es frecuente en esta clase de problemas tener una fuente alternativa de suministro. Por
esto consideramos dos fuentes de suministro, una de las cuales se la denomina fuente de
"produccion propia,” y a la otra ”oferta del vendedor”. Se supone que la capacidad de
produccién propia es determinista, aunque se puede generalizar al caso de los modelos de
colas de equilibrio. Por otro lado, se asume que la oferta procedente de la segunda fuente
no tiene capacidad limitada. Por tanto, el problema consiste en determinar ambos planes
de produccién, para multiples productos a lo largo de un horizonte con varios periodos de

tiempo y con incertidumbre asociada a la demanda.

7.1.1 Representacién Deterministica

El objetivo es alcanzar unos planes de produccién y uso de la capacidad equilibrados,
por esto se plantea el problema en un horizonte de tiempo compuesto por varios periodos de
tiempo (por ejemplo varios meses). Dichos planes se revisan al comienzo de cada periodo,
incorporando la tiltima informacién disponible. Dado cualquier periodo de tiempo, se asume
que el exceso de demanda respecto a la produccién propia y el stocks es cubierto por el
vendedor. Esto es, el nivel de produccién fijado por el modelo para cada uno de los periodos
se alcanza en dicho periodo. Para simplificar, supongamos que todos los productos se pueden
fabricar con el mismo conjunto de mdquinas. En cada periodo de tiempo, se intenta satis-
facer la demanda a través de la produccién propia. El objetivo es minimizar el coste total
de mantenimiento del inventario y de produccién del vendedor. Otra posibilidad podria ser
maximizar el valor esperado de la diferencia entre los ingresos totales y el coste correspon-
diente. Sin embargo, consideremos el siguiente modelo de programacién lineal, que se ajusta

al primer objetivo:
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min Z hjtlje + 2 DjtYjt

jEJv teT jf], teT
S.a Ijt-—l — Ijt + Zjt + Yje = djth € J, teT
Zarjxjt < Ky VreR, teT
jeJ
zjt, Ly, e = 0 Vied teT

donde se denota
Conjuntos:

J = conjunto de productos.
T = conjunto de periodos de tiempo.

R = conjunto de maquinas.

Datos Deterministicos:

hj: = coste de mantenimiento del inventario por unidad de producto j, en el periodo de

tiempo t.

pjt = coste por unidad de suministro del producto j procedente de la segunda fuente (el

vendedor) en el periodo de tiempo t.

ar; = nivel de uso de la capacidad de la maquina r que se necesita para producir una unidad

de producto j.

K,; = capacidad de produccién de la maquina r en el perfodo de tiempo t.

I;o = nivel de inventario inicial del producto j.

Variables:

zj; = volumen de produccién propia del producto j en el periodo de tiempo t.

I;; = inventario del producto j al final del periodo de tiempo t.
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y;; = cantidad del producto j procedente de la segunda fuente en el periodo de tiempo t.
Datos Estocasticos:
dj; = demanda del producto j en el periodo de tiempo t.

Este modelo considera importante dos tipos de restricciones. La restriccién de que la ca-
pacidad de las maquinas no se vea superada, y el que la demanda sea satisfecha por alguna

de las fuentes de suministro o el inventario.

7.1.2 Modelos de Planificacién de Produccion Estocastica

En un problema donde el tiempo y la incertidumbre juegan un papel importante, el mo-
delo de decisién se debe disefiar, de manera que el usuario adopte una politica de decisién
con la que pueda responder a aquellos sucesos que se presenten con el paso del tiempo. Si
las demandas de los productos d;; en (7.2) se consideran aleatorias, entonces se ha de tener
en cuenta en el problema dos caracteristicas adicionales. En primer lugar, se debe modelizar
la informacién disponible a los largo del horizonte de tiempo, lo que conlleva a establecer
que tipo de decisiones se han de tomar en cada una de las etapas. Y asi mismo, con el
fin de optimizar la solucién propuesta, se tiene que comparar con otras posibles soluciones.
El modelo de programacién estocastica multietdpico que se propone, permite modelizar la
informacién disponible del problema y mostrar que decisiones estipuladas por el mismo, son
6ptimas con respecto al criterio del arrepentimiento nulo. Con este criterio se pretende que la
solucién propuesta por el modelo, no se aleje demasiado de todas las posibles soluciones que
se obtienen dados los diferentes valores de la demanda. De manera que el arrepentimiento
que se pueda tener si se presenta una determinada demanda y se hubiera propuesto una
solucién no 6éptima, fuera nulo o el menor posible. Teniendo en cuenta esto, el criterio del
arrepentimiento nulo sélo se alcanza si la demanda futura se puede predecir con exactitud.

La decisiones futuras del proceso dependen de los supuestos que se establecen sobre la
disponibilidad de la informacién. Es decir, el instante en que la informacién esta disponible,
y si las decisiones se pueden ajustar a la nueva informacién. Como se vi6 en el capitulo 1,

segiin se permitan los posibles ajustes con respecto a la nueva informacion, se obtendran
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diferentes modelos. Vemos més adelante como es la representacién de dichos modelos para
el problema de planificacién de produccién que nos ocupa.

La incertidumbre asociada con los datos del problema se representa a través de los lla-
mados escenarios. Sea S el conjunto de escenarios, supuesto finito. En el problema de
planificacién de produccién los escenarios surgen a partir de los posibles valores de la de-
manda para cada producto y en cada perfodo de tiempo, es decir, a partir de la distintas

perspectivas de la demanda. Se denota entonces por:

3 = demanda para el producto j en el periodo de tiempo t, bajo el escenario s.

w® = ponderacién asociada al escenario s.

A menudo se usa la demanda media de todos los escenarios en cada periodo de tiempo,

como un estimador de la demanda en ese periodo. Es decir, se usa d;; = dj; en (7.2), donde
Ejt = Zws it
seS
pero obviamente tal aproximacién ignora la variabilidad de la informacién disponible. Ade-
més, de esta forma se obtienen peores resultados computacionales que los obtenidos mediante
los modelos de programacién estocistica multietdpicos (véase la Tabla 7.3).

En los modelos de programacién estocéstica multietdpicos, en los que se usa el Analisis
de Escenarios, lo primero que se hace es resolver los modelos deterministicos (7.1)-(7.4)
tomando dj; = dj;, VseS, y obtener asi las soluciones individuales de cada escenario.
Entonces, a partir de la tabla de soluciones individuales de cada escenario, se propone una
solucién que satisfaga lo mejor posible el criterio del arrepentimiento nulo y que verifique los

requisitos necesarios para conseguir una politica no anticipativa. Para esto se denota por

3, = la produccién éptima del producto j en el periodo de tiempo t bajo el escenario s,

y;; = la produccion 6ptima del producto j procedente de la segunda fuente, en el periodo

de tiempo t bajo el escenario s, e

I}, = la cantidad 6ptima de inventario del producto j al final del periodo de tiempo t bajo

el escenario s.
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Figura 7.1: Arbol de Escenarios para la Demanda de la Produccién

Los requisitos para la no anticipatividad se obtienen a partir del principio de Rockafellar
y Wets (1991) (véase Rockafellar y Wets (1991) [57]), que adaptado a esta aplicacion dice

asi:

Si dos escenarios distintos s y s’ son idénticos hasta el periodo de tiempo 7, teniendo en
cuenta la informacién disponible acerca de ellos en dicho periodo de tiempo 7, se tiene que

¢ ; fah s s’ .8 s’ s s' f 1At
en ese periodo de tiempo 7, las decisiones I?;, y I}, yj, € Y5, ¥ T3, ¥ Ty, deben ser idénticas

Jt
para todo periodo de tiempo t,con1 < ¢t < 7.

Sea el 4rbol de escenarios de la Figura 7.1. Cada camino desde la raiz a las hojas se
corresponde en esta aplicacién con una realizacién de la demanda aleatoria dj,. Fijémonos
en la segunda etapa de decisién, en los tres subconjuntos de escenarios mostrados en el drbol.
En esta etapa, una decisién a tomar es la cantidad de producto j que se debe producir en

el perfodo de tiempo 2. Independientemente del escenario que pueda estar sucediendo, la



188 Prélogo

informacién disponible acerca de cada uno de ellos al comienzo del periodo de tiempo 2 es

idéntica, y por tanto, se imponen las condiciones.

1 _ .2 _ .3

4 _ .5 _ .6

Tip = Tjp = Tjp Je€J, (7.5)
T 8 _— .9

Tip = Tjy = Ty J€J,

Dichas restricciones (7.5) forman parte de las denominadas restricciones de no anticipa-

tividad, que representamos de la siguiente manera
N = {z}/x} = xj't, V sy s idénticos hasta el perfodo de tiempo t, YVt e T, je J}

El conjunto de politicas de produccién no anticipativas se define entonces como sigue
z = (2, seS, jed, teT)eN

Similarmente se escribe
yeN e IeN

para denotar las restricciones de no anticipatividad con respecto a ”y” e ”I”. Véase Wets

(1989) [67] para otro tipo de caracterizacion.

7.1.3 Modelizacién con Recurso Simple

En cada perfodo de tiempo t las variables de decisién z;; e y;; del modelo (7.1)-(7.4)
se las denomina variables control, mientras que las variables inventario I;;, las cuales son
resultantes de las otras, se las denomina variables estado. Supéngase que el decisor especifica
desde el principio y durante el horizonte de tiempo 7, la politica éptima z7, e yj;, no per-
mitiendo cambiar dicha politica en ese horizonte de tiempo 7" aunque se disponga de nueva
informacién. Son muchas las situaciones practicas en las que se aplican los supuestos ante-
riores y en tales casos, el decisor intenta que el inventario satisfaga los cambios producidos

por la aleatoriedad del sistema. El modelo resultante es como sigue:

minZws( Z hi 3, + Z pjtyjt) (7.6)

seS jeJ, teT jed, teT
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sa I, — I + x5 +yje = dy, Vied teT, se§ (7.7)
Zarjmjt < K VreR, teT (7.8)
jeJ

IeN (7.9)
Tjt, Ly yje = 0 Vied teT, se8S (7.10)

Este modelo (7.6)-(7.10) es el denominado modelo de Recurso Simple, ya que los planes de
produccién propia y del vendedor, z;; e y;:, se fijan desde un principio y por tanto, como
resulta obvio, las restricciones de no anticipatividad (7.9) se satisfacen. Por este motivo, en

la Tabla 7.1 se hace referencia al mismo como "x, y-fijo”.

7.1.4 Modelizaciéon con Recurso Total

Este tipo de modelos es el més adecuado de entre todos los basados en escenarios, ya
que en cada etapa las variables de control zj, e y;:, se ajustan a la nueva informacién que
consiga el decisor a lo largo del tiempo. Se le denomina modelo de Recurso Total y su

representacién es la siguiente:

minzws( Yo o hplh + D2 pjtyj-t) (7.11)

seS jed, teT jed, teT
sa If , — I + a5 +yy =djy Vjied teTl, seS (7.12)
> arzy < Ky VreR, teT, seS (7.13)
jeJ
IeN,zeN, yeN, (7.14)
xh, Iy y5p > 0 Vied teT, seS (7.15)

En la Tabla 7.1 a este modelo (7.11)-(7.15) se le llama ”x, y-recurso”. Por otra parte,
la definicién de ajuste (recurso) de la informacién puede diferir ligeramente si se tienen en
cuenta otras circunstancias como ocurre en el modelo (7.16)-(7.20). Asi por ejemplo, en los
modelos vistos hasta ahora, las variables y;; representan las decisiones relacionadas con la
produccién del vendedor, pero si se supone que no hay una fuente alternativa de produccion,

entonces la demanda no siempre se cubriria. Se considera entonces la siguiente notacion:

b, = demanda perdida del producto j en el periodo de tiempo t bajo el escenario s y
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Tabla 7.1: Resumen de la estructura de los modelos
Modelo Variables Control Variables Estado
Nimero Tipo Fijo Recurso
(7.6)-(7.10) | Recurso Simple | x,y - Inventario
(7.11)-(7.15) Recurso Total - X,y Inventario
(7.16)-(7.20) | Recurso Simple X - Inventario, Demanda perdida
(7.21)-(7.29) | Recurso Parcial y X Inventario, Demanda perdida

l;;+ = ingresos por unidad vendida del producto j en el periodo de tiempo t.

El modelo (7.16)-(7.20) representa el caso donde la produccién propia se tiene que anti-

cipar desde el comienzo del horizonte temporal de planificacién; no se permite la produccion

del vendedor y toda la demanda no satisfecha se pierde. Por este motivo se denomina como

"x-fijo” en la Tabla 7.1.

min Zws (

Yo hply + D0 L,

seS jed, teT jed, teT
s s . s __ s
Zarjxjt S Krt
jeJ
IeN,beN,
s s

|

(7.16)
Vied teT, seS (7.17)
VreR, teT (7.18)
(7.19)
Vijed teT, seS (7.20)

Una optimizacién més robusta se consigue sustituyendo en el modelo (7.16)-(7.20), el

término }°, w® 3, L;:b3,, por cualquiera de las siguientes alternativas:

donde

p(élv < a£|s|)
p&r, -5 &)
p(gla s 7§|S|)

max weés
seS

> w,é?

seS

= > w, (55 - Z’wsfs/)z

seS

gs = Zgjtb;t-
7t

s'eS
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La anterior funcién p(&i,...,¢s|) es una funcién de penalizacién de la demanda perdida
bajo cualquier escenario. Aunque esta formulacién introduce la no linealidad al modelo, la
ventaja es que conduce a una solucién que minimiza las infactibilidades primal y dual bajo

cualquier escenario (véase Mulvey y otros (1991) [50]).

7.1.5 Modelizacién con Recurso Parcial

En esta seccién se muestra otro tipo de formulacién del problema, en la que se conside-
ran ciertas restricciones adicionales. La mayor ventaja del nuevo modelo (7.21)-(7.29) es que
permite la existencia de mds de un vendedor, exige que la solucién esté dentro de los limites
de capacidad de los vendedores, y ademds, que el esquema de produccién sea equilibrado.

Para esta nueva representacion se necesita la siguiente notacion:
Datos:

V = conjunto de vendedores.
a;, = capacidad del vendedor v que se necesita para producir una unidad del producto j.
L,, = capacidad disponible del vendedor v en el periodo de tiempo t.

Yy, = parametro de equilibrio de la produccién del vendedor v, es decir, méximo porcentaje
permitido en la desviacién de produccién del vendedor durante dos perfodos consecu-

tivos.
m, = minimo uso de la capacidad del vendedor v, si es elegido como suministrador.

Pjty = coste por cada unidad de suministro del producto j procedente del vendedor v en el

periodo de tiempo t.
Variables:

8 8
xjtv I3

%, ¥ b} representan lo mismo que en los modelos anteriores.

Yyt = cantidad de producto j, que debe producir el vendedor v en el periodo de tiempo ¢.
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5 = { 1 si el vendedor v es elegido como fuente exterior
v

0 en otro caso

B,, = nivel de uso de la capacidad total del vendedor v en el periodo de tiempo ¢.

El problema consiste en decidir al comienzo del horizonte de planificacién, la cantidad a
producir de cada producto y por cada vendedor, tal que el coste esperado de la produccién
de los vendedores y de mantenimiento del inventario sea minimo. En este caso, las variables
control son z$, VjeJ, teT, se S, e yjwVjed, teT, veV, mientras que las variables
estado son I3, (inventario) y b3, (demanda perdida) Vje J, teT, se S. Este modelo
no permite que las variables y;;, se ajusten a la nueva informacién. Esto es debido a que
los vendedores tienen muchos compromisos y no existe flexibilidad a la hora de ajustar los
volimenes de produccién de éstos en cada perfodo de tiempo. Esto hace que se consideren
todos los escenarios posibles de la demanda, se especifique el programa de produccién de
cada vendedor, y a partir de éstos, se ajuste cada mes el volumen de produccién propia

con la nueva informacién disponible. El modelo que se obtiene con este planteamiento es el

siguiente:
minzws( Z h’th;t + Z PjtvYjtv T+ E ljtb;'t) (7.21)
seS jed, teT jed, teT jed, teT
veV
> azs, < Ky YV reR, teT, seS (7.23)
jeJ
B, = Z ivYity < Lty V teT, veV (7.24)
jed, seS
|Bww — Bu—1w| < %B-1p V teT', veV (7.25)
mU(SU S ZBt'u S (ZLW) 61, YV veV (726)
teT teT
IeN,beN, zeN (7.27)
x5, L3y Yitwy b3 = 0 Y jel, teT, veV, seS (7.28)
b, € {0,1} YV veV (7.29)

A dicho modelo se le designa en la Tabla 7.1 como ”x-recurso, y-fijo”. Veamos el sig-

nificado de cada una de las restricciones del mismo. Las ecuaciones de equilibrio entre la
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produccién y la demanda vienen dadas por (7.22). Las restricciones (7.23) y (7.24) impiden
que se supere la capacidad de produccién propia, y la capacidad de produccién de los vende-
dores, respectivamente. Las restricciones (7.25) se encargan de mantener el equilibrio en la
produccién de los vendedores, acotando la desviacién de la produccién de cada vendedor
entre dos perfodos de tiempo consecutivos. Las restricciones (7.26) definen un minimo nivel
de uso de la capacidad del vendedor, tal que si el vendedor no es elegido dicho minimo vale
cero. Estas condiciones (7.26) garantizan de esta forma, que se seleccionen s6lo unos pocos
vendedores. Por 1ltimo, las restricciones de no anticipatividad sobre las variables estado y

control se recogen en (7.27).

7.1.6 Resultados Computacionales

Aunque los modelos que se utilizan en esta aplicacién son lineales, la dimensién de los
problemas a resolver es muy grande. De hecho, algunos de los problemas que se han resuelto
tienen cerca de 25000 restricciones y mas de 75000 variables (véanse las Tablas 7.2 y 7.4).
La ventaja radica en la estructura cuasi-escalera que presentan estos problemas, que tal y
como hemos indicado en los capitulos anteriores, facilita el proceso de resolucién. Véanse
otros algoritmos especializados en Ermoliev y Wets (1990) [17].

La experiencia computacional procede de cuatro grandes problemas. El primero fue
generado a partir de una aplicacién real, mientras que los otros tres son extensiones del
primero. En los ejemplos de prueba se consideran 12 periodos de tiempo. Los escenarios se
han generado a partir de las perspectivas de las demandas establecidas por planificadores
y analistas familiarizados con las mismas. En Danzig y Glynn (1990) [7], Infanger (1989)
[34] y Entrinken e Infanger (1990) [15] se describe la creacién de escenarios en un contexto
diferente. Por otra parte, y ya que el tamaifio de los modelos aumenta con el nimero de
escenarios y el nimero de perfodos de tiempo, consideramos, como vimos de forma general,
un proceso de decisién 3-etdpico de manera que se facilite el manejo de este tipo de modelos,
donde la primera etapa de decisién engloba el periodo de tiempo 1, la segunda etapa el
segundo perfodo de tiempo y los restantes periodos de tiempo (del 3 al 12) se incluyen en la
tercera etapa (véase la Figura 7.1). Ademas, en los ejemplos de prueba todas las perspectivas

y todos los escenarios presentan la misma demanda en la primera etapa de decisién, y salvo
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Tabla 7.2: Dimensiones de los Ejemplos

Ejemplos Productos Perspectivas de la Demanda Numero de Escenarios
P1 23 3
P2 90 3
P3 100 3
P4 100 ) 25
Tabla 7.3: Resultados del Ejemplo P1
Casos Planificacién con Coste Esperado
1 Modelo (7.1)-(7.4), perspectiva 1 de la demanda 1.101.614
2 Modelo (7.1)-(7.4), perspectiva 2 de la demanda 1.111.069
3 Modelo (7.1)-(7.4), perspectiva 3 de la demanda 1.195.786
4 Modelo (7.1)-(7.4), demanda media 1.127.081
5 Modelo (7.6)-(7.10), (x-, y-fijo) 1.210.308
6 Modelo (7.16)-(7.20), (x-fijo) 1.083.441
7 Modelo (7.11)-(7.15), (x-, y-recurso) 1.030.016

en el ultimo ejemplo P4, el nimero de perspectivas de la demanda para las siguientes etapas
es tres (véase la Tabla 7.2). También se considera w® = 1/|S| V s e S, es decir, se asume
que todos los escenarios son igualmente probables.

En la Tabla 7.3 se pueden comparar los costes esperados de los diferentes modelos para
el ejemplo P1. En los casos 5, 6, y 7 el coste esperado es simplemente el valor 6ptimo
de los modelos (7.6)-(7.10), (7.16)-(7.20), y (7.11)-(7.15), respectivamente. Mientras que si
se toman las decisiones teniendo en cuenta un tinico escenario (en los casos 1, 2, y 3), o

con la demanda media (en el caso 4) el coste esperado ”c” se calcula mediante el siguiente

algoritmo.

1. Se denota por z}, la solucién 6ptima de (7.1)-(7.4) construido con la correspondiente
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Tabla 7.4: Dimensiones de los Modelos y Tiempos Computacionales de Resolucién

Modelo (7.6)-(7.10) Modelo (7.16)-(7.20) Modelo (7.11)-(7.15)

Ejemplos m n t m n t m n t

P1 1883 2360 0 1893 4000 0 1975 4650 0
P2 4055 5074 4 4055 8600 | 29 | 4137 12126 | 49*
P3 8097 10148 | 13 8097 17200 |143| 8179 24252 | 153*
P4 25613 | 28000 | 18 | 15613 | 52400 | 7 | 25857 | 76800 | 80

m = numero de restricciones.

n = nimero de variables.
t = tiempo de CPU en segundos en un IBM 3090-400E, VM /CMS.

demanda segun el caso elegido.
2. Se especifica A%, = I;;1 + zj, — dj, para cada combinacién j,t, s.
3. Si A%, > 0, entonces asignar I, = Ajey; = 0.
4. En otro caso, hacer y5, = [Aj|e I}, = 0.

5. Calcular el coste esperado ¢ = Y w’(hl3, + pjeysy)-
jedteT,seS
Nétese en la Tabla 7.3 que la estrategia definida por el modelo de Recurso Total (7.11)-
(7.15) produce el coste esperado mas pequefio, dado que es mas flexible que las otras es-
trategias, sobre todo si lo comparamos con el coste esperado del modelo (7.6)-(7.10), donde
no se permite ningilin ajuste en las variables control, de ahi que la demanda sélo se pueda

satisfacer llevando a cabo grandes inventarios.

En la Tabla 7.4 se muestra las dimensiones de los modelos (7.6)-(7.10), (7.11)-(7.15) y
(7.16)-(7.20) para los cuatro ejemplos y el tiempo de CPU requerido para obtener la solucién
6ptima. La representacién que se utilizo de los modelos fue la Representacién Compacta,

junto con la metodologia del Simplex, salvo en los ejemplos sefialados con un asterisco, donde
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se utilizé la Formulacién Extendida y la metodologia de Puntos Interiores (Método Primal-
Dual de Prediccién-Correccién de Mehrotra). Dadas las dimensiones de los problemas los

tiempos de CPU necesarios se consideran satisfactorios.

7.2 Obtencién de Estrategias Robustas en Planifica-

cion Financiera

7.2.1 Activos Financieros

En esta seccién se proponen varios modelos mixtos 0-1 que representan el comercio de
activos financieros con incertidumbre en las tasas de interés, a lo largo de un horizonte
temporal de planificacién formado por varios periodos de tiempo, que oscila entre 3 y 6
meses.

El valor de mercado de un activo financiero al comienzo de un periodo depende del nimero
de perfodos hasta alcanzar la madurez del activo, de la evolucién de la tasa de interés hasta
el periodo de madurez, de la amortizaciéon de la inversién en los periodos dados, y de un
factor de ponderacién que tiene en cuenta el tipo de activo.

Dado el valor de mercado para cada activo y el efectivo disponible en cada periodo de
tiempo, el objetivo consiste en obtener el volumen de compra y venta de cada activo, que nos
sitde en aquellas posiciones a lo largo del horizonte de planificaciéon que satisfagan ciertas
restricciones 16gicas. Esto es, se intenta maximizar la ganancia total de la inversién al final
del horizonte temporal de planificacién.

Para tomar una decisién correcta se requiere informacién apropiada acerca de los activos
financieros disponibles y su valor de mercado. No obstante, la evolucién de la tasa de interés
a lo largo del horizonte de planificacién no siempre se conoce. Veamos como se modeliza la
incertidumbre asociada a la tasa de interés empleando la técnica de Andlisis de Escenarios.
Comenzemos considerando el modelo deterministico, donde la tasa de interés se supone
totalmente conocida en cada periodo de tiempo. Antes de introducir el modelo, se muestra

la notacién que se utiliza en esta aplicacion:

T = ntimero de periodos de tiempo en el horizonte de planificacién (t).
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I = conjunto de activos financieros (3).

J = conjunto de tipos de activos financieros (7).

I; = conjunto de activos financieros del tipo j. (I € I, NI, =0, j,g¢ed).
T, = perfodo de madurez para el activo 4, parai e I, 1 < Ti.

K; = periodo de emisién del activo i, donde 0 < K; < T;.

Nota: Se supone que el periodo de emisién es nulo, es decir, K; = 0 si el activo fue

emitido antes de que comience el horizonte de planificacion.

C;, = rendimiento del activo 7 al final del periodo 7, para cada K; < 7 < T;.

Nota: Para primas de emisién y descuentos nulos Cj; = 0, para K; < 7 < T;.
r, = tasa de interés en el perfodo de tiempo ¢, con t =1, 2, --- max{T, max{T;}}.
1

f;j = factor de ponderacién para la tasa de interés, que permite el cdlculo del valor de los

activos del conjunto I, j € J.

E;;, = valor actualizado al final del perfodo ¢, por unidad emitida de cualquier activo del

tipo j al final del perfodo 7. Este viene dado por la siguiente expresion:

Eiy = [[ @+ fim)™" parajeJ (7.30)

t<i<t

para 0 < t < 7 < T;. Aunque en este trabajo se supone que el valor por unidad emitida
de cualquier activo es constante, se puede ficilmente extender al caso, donde el valor
por unidad emitida sea una funcién lineal definida a trozos del volumen de comercio.
Sin pérdida de generalidad, podemos considerar que la evolucién del valor por unidad
emitida de los activos pertenecientes a un mismo tipo e igual periodo de retorno de la
inversién 7, es la misma para todos ellos desde el periodo ¢ hasta el periodo dado 7. Por
ejemplo, los bonos del tesoro a 1, 3, y 6 meses con idénticos periodos de amortizacién,
tienen el mismo valor por unidad emitida en cualquier periodo ¢, puesto que la solvencia

y liquidez son idénticas para todos ellos.
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P,; = valor en el mercado por unidad del activo 4 al final del periodo de tiempo ¢. Este se

puede expresar por
P, = Z CiTEjtT’ Z'EIJ‘, jéJ, 0 <t <Tyht <1< T; (731)

t<r<T;

Nota: Py es el precio inicial en el mercado. El factor de ponderacién f; se usa en
(7.30) como un término de ajuste. Este se estima de forma que la evolucién de la tasa
de interés, minimice la diferencia ponderada entre el precio del mercado observado
Py Viel; vy el precio que se obtiene de aplicar las hipétesis esperadas basadas en
(7.30) y (7.31) para todos los tipos de activos en I;. Como alternativa de f;r;, se puede
utilizar la suma f; + r; (véase Zenios (1991) [69]).

Zi = stock inicial del activo 1.
D, = efectivo externo disponible al comienzo del periodo ¢, para 0 < t < T.

N = ndmero méximo de tipos de activos que se pueden mantener en stock en cualquier

momento.
F; = valor de cruce por unidad del activo i, para ¢ € I.

mj; y Mj; = valor minimo y maximo condicionado del activo del tipo j, que se permite
mantener en el periodo de tiempo t, parajeJy 0 < t < T.
—X;; y X, = maximo volumen de compra y de venta permitido del activo 4, al final del

periodo de tiempo ¢, para 0 < t < T; e 1 € I, respectivamente.
7; = coste de transaccion por unidad del activo del tipo j.

P; = Py — v; = precio de venta por unidad del activo i al final del periodo ¢ descontado

el coste de transaccién, para0 < t < T;,iel;y jeJ

P} = Py + v; = precio de compra por unidad del activo ¢ al final del periodo ¢ descontado

el coste de transaccién, para0 < t < T;,iel;y je J.

Variables:
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X}y X; = volumen de compra y venta del activo 7 al final del periodo de tiempo ¢, para

0 <t < Te ice€l,respectivamente.

Z; volumen en stock del activo ¢ al comienzo del periodo ¢, para 0 < ¢t < T.

1si el tipo de activo financiero j es mantenido
dip = en stock en el periodo de tiempo ¢

0 en otro caso

S, = efectivo neto al final del periodo ¢, después del comercio de los activos y el cobro de

sus rendimientos, para 0 < t < T.

El objetivo del problema es conseguir el volumen de comercio X+ y X~, y por consi-
guiente, el stock de los activos Z y el efectivo neto S, a lo largo del horizonte de planificacion,
de manera que se maximice el valor final. Esto es, se maximice el efectivo neto y el valor de
mercado del stock al final del horizonte de planificacién, a la vez que (1) el efectivo disponible
externo en cada periodo no se supere, (2) el volumen de comercio de cada activo y en cada
periodo de tiempo no exceda los valores permitidos, (3) el valor de realizacién de cada tipo
de activo este dentro de los limites permitidos en cada periodo, y (4) el maximo nimero de

activos a mantener en stock en cualquier periodo de tiempo no se supere.

Para facilitar la representacion del modelo se considera el siguiente pardmetro.

pi+ = indice que vale uno en los periodos de comercio del activo ¢, y cero en otro caso, para
1el, vy 0 <t < T

lpara K; < t < T;

pu = { P (7.32)
0 en otro caso
El modelo mixto 0-1 entonces es como sigue:
V() = max Sr + Y puby Zu (7.33)
iel

S.a Zit + X; — X?; = Zjt+1 0<t< T, 1el (734)
Se — Se1 + X [P XE — puPiXy — CuZu) = Dy, 0<t<T (7.35)

1€l
Sr_1 + ZCiTZiT = Sr (736)

1€l
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mjby < Y FiZy < Mjdj 0<t<T, jeJ (7.37)

iel;
> 6 < N, 0<t<T (7.38)

jed

0< Xt <X! 0<X; <X, K<t<T, i (7.39)
;¢ € {0, 1}, 0<t<T, jeJ (7.40)
0 < Za, K; <t<T, il (7.41)
0< S, 0<t<T, (7.42)

Veamos el significado de las restricciones del modelo. En primer lugar, la funcién (7.33)
intenta maximizar el valor final. Las restricciones (7.34) son las ecuaciones de equilibrio
del stock de los activos financieros, mientras que las restricciones (7.35) y (7.36) son las
ecuaciones de equilibrio del flujo de efectivo, en cualquier periodo de tiempo del horizonte
de planificacién. Inicialmente se considera S; = 0. Las restricciones (7.37) controlan el
stock del tipo de activo j, tanto superiormente como inferiormente. Tengamos en cuenta que
la menor diferencia M;; — mj, es mayor que la relajacién del modelo lineal 0-1. En (7.39)
se obliga a que no se mantengan mds activos que los permitidos en cualquier perfodo de
tiempo. Por iltimo las cotas de las variables vienen dadas por (7.40)-(7.42). Este modelo
tiene aproximadamente T'(3 + 3|I| + 2|J|) + 1 restricciones, T(1 + 3|I|) variables continuas
y |J| |T| variables 0-1.

7.2.2 Modelo Estocastico del Mercado Financiero

El valor de mercado por unidad del activo 7, Py, parat > K;, no se conoce principalmente,
debido a la variabilidad de la tasa de interés en el tiempo. Luego, con el modelo estocdstico
multietdpico que se presenta, se intenta conseguir una politica de comercio éptima con
respecto al criterio del arrepentimiento nulo. Esta se podria alcanzar, si se pudiera predecir
perfectamente la evolucién del valor de los activos .

Obviamente, el modelo mixto 0-1 (7.33)-(7.42) es 6ptimo con respecto al criterio de
arrepentimiento nulo, puesto que la tasa de interés se asume perfectamente conocida en todo
momento.

A continuacién modelizamos la incertidumbre que rodea al problema al igual que en la
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aplicacién anterior, via algunos escenarios. Dado S el conjunto de escenarios, en este caso los
escenarios representan las diferentes tasas de interés en cada periodo de tiempo. Denotemos

entonces por

L

2 = valor actualizado en el perfodo ¢, por unidad de produccién de cualquier activo del

tipo j en el perfodo 7, bajo el escenario s para s € S.
w® = ponderacién asociada al escenario s.

7§ = la tasa de interés en el periodo de tiempo ¢, bajo el escenario s para s € S.

Sefialamos la correlacién entre las tasas de interés de un periodo y el siguiente, r§ y 7,4

Teniendo en cuenta dichas tasas, E7,, se puede expresar por

e = I1 U+ fr)™h ged (7.43)

t<i<t

para 0 <t <7 < T; y el valor unitario de mercado del activo financiero ¢, en el periodo de

tiempo t bajo el escenario s, P}, seria como sigue

Py = Y CuEj, (7.44)
t<r<T;
donde 7 € I;, para 0 < t < T;. Fijémonos que P;; = Cj; parat = T,y seS,y P} = P

para todo s, s’ € S, puesto que es el valor de mercado inicial.

Por otro lado, se supone que el efectivo externo disponible D;, se estima con bastante
precision.

Segin hemos visto en el trabajo, el esquema a seguir es resolver el modelo mixto (7.33)-
(7.42) para cada escenario s € S, y obtener las denominadas soluciones de los escenarios
individuales. Denotemos por V*(*) el valor éptimo de (7.33)-(7.42) bajo el escenario s, donde
Py, se sustituye por P5. El objetivo de la politica que se pretende alcanzar es que si estamos
seguros de que el escenario s es el que va a suceder, se pueda entonces implementar la solucién
6ptima del escenario correspondiente al s. A esto es lo que denominamos arrepentimiento
nulo. Dicho arrepentimiento vendria dado por la diferencia entre el valor éptimo de una
politica de comercio propuestay = (X*,X™), y el valor 6ptimo de cada escenario Vs(x).
En otras palabras, el arrepentimiento es la cantidad de dinero que se pierde cuando el

escenario que sucede se revela al decisor, es decir, cuando es conocida perfectamentamente
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la politica 6ptima que se deberfa haber utilizado. Lo ideal es que no se perdiera ningun
dinero en cualquier escenario, pero esto es prcacticamente imposible. Dicho arrepentimiento
es casi siempre no negativo, pero se intenta minimizar.

Denotemos por V*(y) el valor de la funcién objetivo (7.33) para la solucién propuesta,

tal que
Vily) = Sr(y) + Y prPr’Zir(y) (7.45)

iel
donde Sr(y) y Zir(y) representan el efectivo y el stock del activo 4, al final del horizonte
de planificacién, respectivamente, cuando se utiliza la politica de comercio y. Denotemos
también por H*(y) la penalizacién por incumplir la ecuacién de equilibrio del flujo efectivo
(7.35) cuando se usa la politica de comercio y.

Existen distintas formas de expresar el arrepentimiento de una politica de comercio y.

La expresién que usamos es la siguiente:

R(y) = llw(V(y) — VEOI! + [lwH ()| (7.46)

donde w, V(y), H(y), y V(x) son vectores de orden |S|, siendo w?*, V*(y), V*(x), y H*(y)
los mismos elementos pero correspondientes al escenario s para s € S, y d es un norma
paramétrica conveniente como se vié en el capitulo 1.

A continuacién veamos el modelo mixto 0-1, que propone aquella politica de comercio
4"  lo mas préxima a alcanzar el criterio de arrepentimiento nulo. Este modelo es al que se

reconoce como modelo de ”Inmunizacién de Escenarios” (véase Dembo y King (1991) [13]).

d
min Y w* {ST + > prPr’ Zir — Vs(*)] + aH(q)- (7.47)

seS tel
S.a Zit + X; - X; = it+1 0 S t < T, 1el (748)

Se = Ser + 3 [puPXE = puPi*Xy — CuZu| — ¢ = D0<t<T, seS (749)

iel

Sr—1 + >, CirZir = Sy (7.50)
el

TTth(Sjt S ZFzth S théjt O<tST, jGJ (751)
el

> 6 < N, 0<t<T (7.52)

jeJ



Prélogo 203

0< X <X, 0<X; < X,, 0<t<T, il (7.53)
8ir € {0,1} 0<t<T, jeJ (7.54)
0 < Zu, K; <t<T, iel (7.55)
0 < S, 0<t<T (7.56)

donde

d y « son pardmetros positivos,

¢} es una variable sin restriccion que representa la infactibilidad de la ecuacién de equilibrio

del flujo de efectivo, para el periodo ¢ bajo el escenario s (se tiene que g§ = 0, VseS),
H(q)_ es una funcién de penalizacién sobre {(¢j)- V t,s}y

(r)— denota el menor valor parcial de la variable r, tal que
0 para > 0
(r)- =

7.57
|r| en otro caso (7.57)

Notése que el efectivo excedente en el perfodo de tiempo ¢ bajo el escenario s no esta
penalizado. Esto se debe a que las consecuencias de que ¢; > 0 no son tan graves como las
de que ¢; < 0.

Por otro lado, Vs(*) representa la tolerancia de optimalidad (véase Jensen y King, (1991)
[35]) tal que

Vi(x) = V°(x) — ¢ parae > 0 (7.58)

La funcién objetivo (7.47) intenta minimizar el arrepentimiento de la toma de decisiones
de comercio erréneas. Esta se compone de una funcién de penalizacién sobre la menor
infactibilidad parcial de las ecuaciones de equilibrio del flujo de efectivo, y la menor desviacion
parcial esperada del valor final neto éptimo en cualquier escenario.

La principal diferencia entre los modelos (7.33)-(7.42) y (7.47)-(7.56) es el conjunto de
restricciones de equilibrio del flujo de efectivo. Se puede ver que el modelo de Inmunizacion de
Escenarios permite considerar el valor residual (¢;) en cada periodo y para cada escenario, y
el ndmero de restricciones es T'|S|, mientras que en el modelo (7.33)-(7.42) el valor residual es

siempre el mismo para todos los escenarios y el nimero de restricciones es aproximadamente
T(3+ 3|1+ 2|J])+ 1.
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Como ya se indicé en la aplicacién anterior, en Mulvey, Vanderbei y Zenios (1991) [50]
se presenta otro tipo de entorno para una optimizacion robusta, y en particular, sugieren

varias formas de expresar la funcién de penalizacién H(q) como son:

H(¢) = maxgs {wé} (7.59)
H(E) = Y wé
seS
donde,

T-1
£ = Z (‘Its)— (7‘60)

t=1
Normalmente se sustituye ¢f, por ¢;° — ¢;° en (7.49), siendo 0 < ¢;°, ¢;°. De esta

forma &, se expresaria por

T-1
& = D q° (7.61)
t=1

7.3 Planificacion Hidroeléctrica con Incertidumbre en

Las Aportaciones Exdgenas

En esta seccién presentamos una aplicacién del modelo que venimos desarrollando, en
el campo de la direcciéon o planificacion de la generacion de energia hidroeléctrica, teniendo
en cuenta la incertidumbre inherente a los valores de entradas y salidas de agua de la red
considerada. Un tratamiento deterministico del problema proporciona resultados insatisfac-
torios, salvo para horizontes de tiempo muy cortos. Se describe entonces el modelo en base
al andlisis de escenarios, que permite un tratamiento satisfactorio de la incertidumbre de los
datos en problemas de planificacién a medio y largo plazo.

La representacién del modelo que utilizamos es la Formulacién Extendida vista en el
capitulo 3. Dicha formulacién es excesivamente grande dado que estd formada por un sub-
modelo de red por cada escenario, mas una serie de restricciones de enganche. Se considera
mas adecuado aplicar en su descomposicién el método Lagrangiano Aumentado. Veremos
mas adelante los resultados obtenidos mediante dos tipos de implementaciones, una en pa-
ralelo y la otra en secuencial, empleando para ello un grupo de tres estaciones de trabajo.

Los codigos han sido probados sobre datos obtenidos de los embalses de la red de Iberdrola,
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una empresa poseedora del 50% de la capacidad total hidroeléctrica instalada en Espana,

que genera el 40% de la demanda de la energia total.

Comenzamos presentando algunos aspectos generales relacionados con el problema en
cuestién. La planificacién del funcionamiento de un sistema hidrotérmico normalmente se
formula mediante la coordinacién de las componentes termales e hidrailicas del sistema,
teniendo en cuenta cuales son los precios de generacién térmica, para obtener asi el coste
de funcionamiento del sistema. A esto hay que afiadir las restricciones enganche sobre la
satisfaccién de la demanda (véanse Rosenthal (1981) [58], Dembo (1990) [11], Tong y otros
(1989) [66] y Oliveira y otros (1993) [52]).

Debido a la complejidad del problema y la naturaleza de la incertidumbre en varios
elementos del sistema, este proceso de planificacién se divide en dos: los problemas de
planificacién a largo plazo, esto es, con un horizonte de un afio o més, donde la incertidumbre
juega un papel crucial, y los problemas de planificacién a corto plazo, con un horizonte que
va de un dia a una semana, donde la incertidumbre es tratada a través de los resultados
obtenidos a partir del modelo de planificacién a largo plazo. Nos centramos en el tratamiento
eficiente de la incertidumbre dentro del problema de planificacién a largo plazo. Otras
técnicas de descomposicién que tienen notable éxito se pueden encontrar en otros trabajos
como son Pereira y Pinto (1985) [54] Pereira (1989) [53], Dantzig y otros (1989) [9], Rottimg
y otros (1992) [59] y Gorestin y otros (1993) [31]. En la mayor parte de dichos trabajos
se usan aproximaciones basadas en la descomposiciéon de Benders, sin embargo, nosotros

usamos la aproximacién Lagrangiana Aumentada.

En este trabajo se estudia la componente hidrailica del sistema, ya que es la mas direc-

tamente afectada por el entorno de incertidumbre.

7.3.1 Descripcién del Problema Deterministico

El objetivo que se persigue es maximizar la hidroenergia generada a lo largo de un
horizonte de planificacién por un sistema multiembalse. Dicho sistema estd formado por una
red bédsica correspondiente al tramo de un rio, donde los nodos representan los embalses y los

arcos son las secciones del rio que conectan los embalses. Asi mismo, esta red bésica se repite
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en varios segmentos, que se corresponden con los distintos periodos de tiempo (normalmente
semanas), y los mismos se unen por arcos especiales en algunos nodos.

Las variables de decisién del problema de optimizacién son la cantidad de agua a ser
liberada desde cada embalse a su embalse inmediatamente inferior en un periodo dado (co-
rrespondiente al flujo que circula por los arcos en la red basica), y la cantidad de agua a
ser almacenada en los embalses de un periodo al siguiente (flujo que circula por los arcos
especiales que unen los segmentos). Dicha cantidad de agua liberada o de agua almacenada
se conoce en el siguiente periodo de tiempo.

Las restricciones son de dos clases: por un lado, unas ecuaciones lineales que aseguran
el equilibrio del flujo de agua en cada embalse, y por otro, unas cotas simples sobre las
variables. Con dichas cotas se intenta primero asegurar que el agua liberada satisfaga el
torrente deseado para su uso en el riego y la navegacién; en segundo lugar, que la cantidad
de agua liberada desde un embalse dado a cualquiera de sus embalses directamente inferiores
no exceda la capacidad del canal; y por tltimo, que la cantidad de agua almacenada en los
embalses permanezca bajo una cota superior dada, y en caso de exceder tal cota penalizarla.

El objetivo del modelo es por tanto, maximizar una funcién no lineal, generalmente la
generacion de energia hidroeléctrica durante el horizonte de planificacién, o alternativamente,

minimizar el coste de la energia térmica generada.
Para introducir el modelo del que hablamos, se usa la siguiente notacién:
J el conjunto de embalses,
T el conjunto de periodos de tiempo,

W C J corresponde a los embalses de almacenamiento de agua (en consecuencia, J — W es

el conjunto de plantas del recorrido del rio),
E C J es el conjunto de embalses que no se usan para generar hidroenergia y

P; (Q;) es el conjunto de embalses inmediatamente superior (inferior) desde el embalse j.

Variables:
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r1;i la cantidad de agua liberada desde el embalse j al embalse 7 € Q; en el periodo ¢, y

sj; la cantidad de agua almacenada en el embalse j al comienzo del periodo ¢.

Las ecuaciones de equilibrio del flujo de agua en cada embalse y en cada periodo de

tiempo son como sigue:
Sorug — sy + D Tyi o+ Sy = by ViteT, jed (7.62)
ieP; i€Q;
donde b;; es la cantidad de agua exdgena que entra al embalse j en el periodo de tiempo ¢.
Dicha cantidad puede ser negativa, entendiendose entonces como una salida de agua de la
red durante el periodo t. Adem4s se considera que s;; es fijoparat =1yt = |T]|.

Por otra parte, tanto la cantidad de agua que circula por los arcos de las redes basicas en
cada periodo de tiempo, como la que lo hace por los arcos especiales que unen los segmentos
estan acotadas de la forma siguiente:

Lji < 140 < wyi VieQ;, jed, teT (7.63)
my < s, < My VjeW, telT -1 (7.64)

Se denota también por

Ry;; la capacidad del canal (j,7) por el que circula el agua para generar energia, siendo

j € J— E, donde lji < Rtj,' < Uji, Y

T,; una cota superior de la cantidad de agua que se puede almacenar en el embalse j, para

j € W en el periodo de tiempo t.

Puesto que el agua sobrante r4j; — Ryj; no se puede usar en la generacién de hidroenergia,
y ademas, se debe penalizar el exceso de agua almacenada s;; — Ty; en cualquier embalse j,

la funcién objetivo se considera de la siguiente manera:

max Z( Z htji — Z Utj max (O, Stj —th)> (765)

tel' \jeJ—E, ieQ; JjeW

donde hy;; es la hidroenergia generada en el embalse j en el perfodo ¢, que se define como
sigue
htji = Ktji min(nﬁ, Rtji) V te T, j e J — E, 7€ Qj (766)
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con Kyj; una funcién de las variables s para los embalses de J — E,
Ky =~ ftji(st;;, St+1j)> (7-67)

y Uy una funcién de penalizacién sobre el exceso de agua almacenada.

7.3.2 Modelo Estocastico de Generacién de Hidroenergia

Dado el modelo de generacién de energia hidroeléctrica (7.62)-(7.67), éste no contempla
la incertidumbre asociada a las entradas y salidas de agua. Por tanto, modelizamos la
incertidumbre vinculada con tal pardmetro mediante la técnica de andlisis de escenarios.
Esto es, para cada uno de los escenarios pertenecientes al conjunto S, el vector independiente
de (7.62) toma un valor distinto b};. Estos valores se corresponden con las diferentes entradas
y salidas de agua a la red. Considérese también las ponderaciones w?, que el decisor asocia
con cada escenario s € S. Se denota ademds, por r§; la cantidad de agua liberada desde el
embalse j al embalse i € Q;, en el periodo t bajo el escenario s, y por 53, la cantidad de agua
almacenada en el embalse j al comienzo del periodo ¢, bajo el escenario s.

El planteamiento que hemos adoptado hasta ahora en las otras aplicaciones, es proponer
aquella solucién que mejor afronte cada uno de los escenarios, de manera que dicha solucién
este lo mas préxima a la solucién del problema si ocurriese cualquiera de los escenarios, e
incluso el de menor probabilidad, cuyas consecuencias no serian nada favorables para el buen
funcionamiento del sistema (véase Dembo (1991) [12]). Esto se puede alcanzar buscando una
solucién que minimice la diferencia ponderada entre el valor de la solucién propuesta y el
valor de la solucién éptima para cada escenario. Para presentar este modelo, se asume que
la funcién objetivo (7.65) se puede aproximar por alguna funcién polinomial f. Es decir,

f(r,s) ~ max » > hyi — Y, Ugmax (0, s;; — Tij) (7.68)
tel' \jeJ—E, ieQ; jeWw

Otra idea que también se recoge en el modelo, es el concepto de no anticipatividad de
Rockafellar y Wets (1991) (véase Rockafellar y Wets (1991) [57]). Es decir, sélo se anticipan
las decisiones de la etapa 7 = 1, ya que en las restantes etapas podemos volver a analizar los
datos, y percatarnos de que han sido cambiados (algunos escenarios hayan desaparecido, etc).
Por tanto, lo ideal es que el modelo se pueda reoptimizar a lo largo del horizonte temporal de

planificacién. Tal principio de no anticipatividad se representa matematicamente imponiendo
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las siguientes condiciones,

85, = sb (7.69)

7t
para todos los escenarios s y s, que sean idénticos hasta el periodo ¢, siendo ¢ un periodo
de tiempo cualquiera. Segin hemos venido utilizando, sea N el conjunto de soluciones que
satisfacen las denominadas restricciones de no anticipatividad, y sean r° y s* las cantidades de
agua liberada y almacenada, respectivamente en los embalses, bajo el escenario s. Entonces

el modelo de Recurso Total con Inmunizacién de Escenarios seria el siguiente:

min > wi||f(rf,s°) — Z°||% (7.70)
seS

s.a Y Thi — S + Dorh + sy = W VteT, jeld, sel (7.71)

1€Pj 1€Q;
seN (7.72)
liji < i < g VieQj, jed, teT, seS (7.73)
my < sf; < My VijeW, teT -1, seS (7.74)
donde ry = max(0,7), d es una norma paramétrica positiva, y Z° denota la tolerancia de

optimalidad, es decir,
z° =2 + € parae > 0 (7.75)

siendo z* el valor de la solucién éptima para el modelo (7.62)-(7.67) bajo el escenario s, para
s € S. Véase en Escudero y otros (1994) [21] la descripcién de un procedimiento bietépico
para tratar la no linealidad causada por la norma d de la funcién objetivo de (7.70).

El modelo de Recurso Total (7.70)-(7.74) es bastante grande, pero posee la estructura
cuasi-escalera que hemos visto en los capitulos anteriores, lo que facilita la descomposicién
del mismo. Usando la Formulacién Extendida del modelo en la que las condiciones de no an-
ticipatividad aparecen implicitamente y mediante la aproximacién Lagrangiana Aumentada
se consigue descomponer en un conjunto de submodelos de redes cuadréticas independientes

de dimensiones méds reducidas, y asi resolverlo.

7.3.3 Resultados Computacionales

En este apartado se presentan los resultados obtenidos en la implementacién del algo-

ritmo para resolver el modelo de Recurso Total, aplicando la técnica de descomposicion



210 Proélogo

Tabla 7.5: Especificaciones del modelo de Recurso Total. Formulacién Extendida.

Problemas | |S| | # Subprob. m n
red 10-9-6 96 152 1520 | 1928
red 10-9-7 233 385 3850 | 4985
red 10-9-14 | 9235 18448 184480 [258162
red 10-9-30 | 154 3848 38480 | 71572
red 10-9-50 | 154 6928 69280 |130092

red 10-15-14 | 9235 18448 184480 | 368850
red 35-52-12 | 2301 4586 160510 | 318447

red 35-60-6 96 152 5320 | 11080
red 35-60-7 | 233 385 13475 | 28420
red 35-60-10 | 564 1131 39585 | 87705

red 35-60-12 | 2301 4586 160510 { 318447

|S| niimero de escenarios,
1 Subprob. nimero de subproblemas,
m numero de variables, y

n numero de restricciones.

Lagrangiana Aumentada. Una propiedad relevante de la descomposicién utilizada es que
el algoritmo debe resolver un conjunto de subproblemas cuadréticos independientes. Por
consiguiente, un procedimiento razonable para mejorar la eficiencia del algoritmo es resolver
estos subproblemas en paralelo. Por otro lado, se ha desarrollado un cédigo en C, el QPNET,
para solucionar los subproblemas de redes cuadréticas, basado en la aproximacion de Newton
Truncado reducido precondicionado (véanse Dembo (1987) [10], y Escudero (1986) [18]).

Los experimentos computacionales se llevaron a cabo en una red de tres estaciones de
trabajo HP 9000/720-30, ejecutandose sobre HP-UX 9.01. Para los programas escritos en
C, se usé6 el compilador HP-UX ”cc” y el lenguaje en paralelo que se utilizé, fue el PVM
versién 3.1.3.

Los ejemplos se basan en la red de embalses del rio Tajo, procedente de la empresa de
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Tabla 7.6: Resultados Computacionales

SLD PLD
Problemas Iteraciones Tiempo Tiempo
red 10-9-6 910 2:42 1:54
red 10-9-7 726 5:42 2:58
red 10-9-14 1430 8:49:23 4:54:38
red 10-9-30 322 24:08 12:17
red 10-9-50 337 45:08 22:34
red 10-15-14 254 1:33:16 45:48
red 35-52-12 610 4:31:57 2:32:32
red 35-60-6 407 5:47 2:34
red 35-60-7 319 11:21 5:18
red 35-60-10 463 47:39 26:15
red 35-60-12 408 2:51:24 1:31:31

SLD c6digo secuencial.

PLD cédigo en paralelo.

energia espafiola Iberdrola. Esta red estd compuesta por 10 embalses. Por este motivo,
ademés se utilizé otro conjunto de problemas de grandes dimensiones que se obtuvieron de
una red artificial con 35 embalses.

Las funciones de generacién de energia de cada embalse y las cotas de todas las variables
de la red se consiguieron a partir de los datos proporcionados por la empresa. Por otra parte,
las funciones incluidas en los problemas especificos se consideraron lineales. En cuanto a las
entradas y salidas de agua exdgena fueron generadas aleatoriamente.

Los problemas difieren los unos de los otros en el horizonte de tiempo estipulado y en el
niimero de escenarios asociado a cada uno. La notacién "redx-y-z” utilizada en las Tablas 7.5
y 7.6, indica un problema cuya red basica tiene ”x” embalses, ”y” enlaces entre los embalses
y un horizonte temporal con ”z” perfodos de tiempo. El nimero de escenarios y las carac-

teristicas de los problemas de prueba se muestran en la Tabla 7.5. La Tabla 7.6 muestra
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los resultados computacionales del algoritmo tanto para la implementacién secuencial como
para la distribuida. En el caso del entorno distribuido se usa un esquema de equilibrio de la
carga estéatica bastante sencillo. Con éste esquema se minimizan los costes de comunicacion
entre las estaciones de trabajo, pero no se ha alcanzado todavia un equilibrio éptimo.

Los resultados muestran la mejora del algoritmo en los tiempos de ejecucién, cuando
se emplea la implementacién en paralelo, ya que estos tiempos se ajustan rasonablemente
al nimero de estaciones de trabajo usadas, tres para todos los problemas. Estos resulta-
dos confirman las propiedades prometedoras del algoritmo de descomposicién Lagrangiana

Aumentada en un entorno de computacién en paralelo.



Resultados Computacionales

En esta seccién se presentan algunos resultados computacionales, ademés de los ya vistos
en el tltimo capitulo sobre aplicaciones de Programacién Estocéstica. Estos resultados se
han obtenido a partir de la implementacién de algunos de los algoritmos descritos en el
capitulo 3. Nos centramos en la Formulacién Extendida del modelo y no en la Compacta, ya
que ésta a pesar de ser menos reducida es mds manejable y los resultados que proporciona
son mejores. Con el fin de poder realizar comparaciones entre los diferentes algoritmos, se
distingue entre dos bloques de resultados computacionales.

Por un lado, se hace referencia a los cédigos y resultados correspondientes, al algoritmo
basado en la Descomposicién de Benders en el caso lineal y a los algoritmos basados en
el esquema de Descomposicién Lagrangiana Aumentada (tanto para el caso en que se usa
la aproximacién cuadritico separable sobre el término de penalizacién, como para el caso
general), bajo la Formulacién Extendida. También se obtuvieron los resultados sobre los
mismos problemas de prueba para el cédigo correspondiente al algoritmo basado en la Des-
composicién de Dantzig-Wolfe, pero debido a que los resultados eran bastante peores que los
de los otros algoritmos se omitieron de las tablas.

En el segundo bloque de resultados nos centramos en la implementacién del algoritmo de
Descomposicién Lagrangiana Aumentada bajo la Formulacién Extendida, pero esta vez en
comparacién con implementaciones muy eficientes de métodos de Punto Interior como son
LOQO (vedse Vanderbei y Carpenter, 1993 [68]) y OB1 (vedse Lustig, Marsten, y Shanno,
1992 [45]). Dentro de este segundo bloque se ha descartado la experiencia computacional de
las implementaciones basadas en el método del Simplex directamente ya que los resultados

son muy inferiores a los obtenidos con las otras metodologias.

Volviendo a los algoritmos basados en las descomposiciones Lagrangiana Aumentada, de

213



214 Resultados Computacionales

Benders, y de Dantzig-Wolfe, una propiedad relevante de todos ellos es que en determinado
paso del algoritmo (por lo general, el mds caro desde el punto de vista computacional)
se ha de resolver un modelo de grandes dimensiones, cuya solucién se puede descomponer
trivialmente en la solucién de una coleccién de subproblemas de redes independientes. En
estos casos un procedimiento razonable para mejorar la eficiencia de los algoritmos consiste
en resolver dichos subproblemas en paralelo. Por este motivo se ha desarrollado un cédigo en
C, llamado SPNET, que implementa el algoritmo basado en la Descomposicién Lagrangiana
Aumentada para ejecutarlo en un entorno distribuido. La eleccién de implementar este
algoritmo en un entorno paralelo sobre los otros, se debe a que el mismo permite que mayor
cantidad de trabajo se pueda realizar de forma distribuida, mientras que en los otros no es

tan facil llevarlo a cabo y el coste de transmision entre los procesadores es muy elevado.

Por otra parte, mientras que en el algoritmo basado en el esquema de Descomposicién
de Benders se han de resolver subproblemas con estructura de red lineales, en los algoritmos
basado en la Descomposicién Lagrangiana Aumentada se han de resolver subproblemas de
redes cuadriticos. Para resolver dichos subproblemas cuadréticos se utiliza el QPNET,
cédigo en C basado en Newton truncado reducido precondicionado.

En los experimentos computacionales realizados para probar los algoritmos basados en los
diferentes esquemas de descomposicién (Benders, Lagrangiana Aumentada, etc.) se usé una
red formada por tres estaciones de trabajo, dos HP9000/720 y una HP9000/730, ejecutandose
sobre HP-UX 8.05. Para los cddigos escritos en C se utilizé el compilador HP-UX ”cc” y el
lenguaje paralelo que se usé fue el PVM versién 3.1.3.

Tanto en los experimentos relacionados con los algoritmos basados en esquemas de des-
composicién como con los que tratan el modelo de forma directa (métodos de Punto Interior),
se trabaja con un conjunto de problemas de prueba, aunque diferente en cada caso, proce-
dentes de la explotacién de recursos hidricos. Dichos problemas se modelizan mediante la
Formulacién Extendida (3.2)-(3.13) con funcién objetivo lineal (3.14), donde las matrices de
las restricciones se corresponden con la matriz de incidencia nodo-arco de una red bésica
dada (que representa un sistema multiembalse del tramo de un rio) y que se repite en un
cierto niimero de periodos de tiempo. Los pardmetros inciertos son los coeficientes de la
funcién objetivo y del término independiente, y estos han sido generados de forma aleatoria.

Los tamafios de las redes basicas y replicadas de los problemas de prueba para los experi-
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mentos del primer de bloque de resultados computacionales se muestran en la Tabla 7.1. El
nimero de escenarios, el nimero total de subproblemas y el tamano del modelo completo
correspondiente a cada problema de prueba se recogen en la Tabla 7.2

Finalmente la Tabla 7.3 muestra los resultados computacionales para los algoritmos basa-
dos en los esquemas de Descomposiciéon de Benders, y Descomposicién Lagrangiana Aumen-
tada, tanto en su versién secuencial como en su versién distribuida. El criterio de parada
que se siguié en todos los problemas, es que la suma de la infactibilidad normalizada y
la diferencia normalizada entre los valores objetivos primal y dual fuese menor que 107%.
Los tiempos en dicha Tabla 7.3 vienen dados en el formato (hh:min:seg). Los espacios en
blanco en la tabla se corresponden con problemas cuyo tamafio excede la memoria disponible
de las estaciones de trabajo, (16Mb de memoria RAM para las HP/720 y 32MB para la
HP/730). Nétese que la Descomposicién Lagrangiana Aumentada no tiene ningtn problema
de memoria.

Se ve claro en los resultados computacionales que el procedimiento Lagrangiano Aumen-
tado es la mejor eleccién como algoritmo de descomposicién. Los tiempos secuenciales para
el mismo son bastante mas inferiores que los de los otros esquemas de descomposicién y en
cuanto a los tiempos de ejecucién, cuando se ejecuta el cédigo en versién paralela se reducen
drasticamente en funcién del nimero de estaciones de trabajo utilizadas, tres en este caso.

Veamos a continuacién un segundo bloque de resultados computacionales que giran en
torno a la comparacién del algoritmo de Descomposicién Lagrangiana Aumentada con otros
c6digos de progamacién lineal cuyos niveles de eficiencia son bastantes aceptables. La
Tabla 7.4 recoge las dimensiones de las redes basicas y replicadas de los problemas de prueba
considerados, mientras que la Tabla 7.5 recoge el nimero de escenarios, el niimero total de
subproblemas y el tamaiio del modelo completo correspondiente a cada problema de prueba.

En la Tabla 7.6 se muestra la experiencia computacional obtenida mediante la com-
paracién de los diferentes procedimientos para resolver el modelo estocéstico con Recurso
Total bajo la Formulacién Extendida. Los sistemas utilizados han sido: DLA, Descom-
posicién Lagrangiana Aumentada; LOQO y OBL, estos dos tltimos sistemas se corresponden
a implementaciones muy eficientes de métodos de Punto Interior basados en el Primal-Dual.
Se ha efectuado el anélisis computacional en una estacién HP735/125 con 90Mb de memoria

RAM. Los resultados de la Tabla 7.6 indican que el tiempo de ejecucién de la metodologia
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Lagrangiana es superior al requerido por las metodologia basada en Puntos Interiores. Ahora
bien, el incremento del tamafio del problema (fundamentalmente, debido al incremento del
nimero de escenarios) no permite la utilizacién de métodos directos debido a las limita-
ciones de memoria. En cambio la metodologia basada en la Descomposicién Lagrangiana,
Aumentada, aunque precisa de un mayor esfuerzo computacional, proporciona la solucién
del problema. En la tabla se puede observar que practicamente, el 50% de los casos no han
podido ser resueltos por los métodos directos, y que OB1 proporciona mejores resultados
que LOQO para los casos en que la memoria disponible es suficiente. En cualquier caso,
se puede ver que la metodologia Lagrangiana Aumentada resuelve el dltimo problema red

35-50-12 (m = 147316 restricciones y n = 372515 variables) en algo més de 28 minutos.

Como conclusién cabe indicar que a medida que aumentan las dimensiones del proble-
ma (principalmente, el nimero de etapas y el niimero de escenarios, es decir, el cardinal
del conjunto de nodos en el arbol de escenarios), las metodologias directas (Puntos Inte-
riores, Simplex) tienen menos posibilidad de obtener la solucién debida a las limitaciones
de memoria, pues contemplan globalmente el modelo. Veamos a continuacién un segundo
bloque de resultados computacionales que giran en torno a la comparacién del algoritmo
de Descomposicién Lagrangiana Aumentada con otros cédigos de progamacién lineal cuyos
niveles de eficiencia son bastantes aceptables. La Tabla 7.4 recoge las dimensiones de las
redes bésicas y replicadas de los problemas de prueba considerados, mientras que la Tabla 7.5
recoge el nimero de escenarios, el nimero total de subproblemas y el tamafio del modelo

completo correspondiente a cada problema de prueba.

En la Tabla 7.6 se muestra la experiencia computacional obtenida mediante la com-
paracién de los diferentes procedimientos para resolver el modelo estocastico con Recurso
Total bajo la Formulacién Extendida. Los sistemas utilizados han sido: DLA, Descom-
posicién Lagrangiana Aumentada; LOQO y OBI, estos dos 1ltimos sistemas se corresponden
a implementaciones muy eficientes de métodos de Punto Interior basados en el Primal-Dual.
Se ha efectuado el analisis computacional en una estacién HP735/125 con 90Mb de memoria
RAM. Los resultados de la Tabla 7.6 indican que el tiempo de ejecucién de la metodologia
Lagrangiana es superior al requerido por las metodologia basada en Puntos Interiores. Ahora
bien, el incremento del tamafio del problema (fundamentalmente, debido al incremento del

nimero de escenarios) no permite la utilizacién de métodos directos debido a las limita-
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ciones de memoria. En cambio la metodologia basada en la Descomposicién Lagrangiana
Aumentada, aunque precisa de un mayor esfuerzo computacional, proporciona la solucién
del problema. En la tabla se puede observar que practicamente, el 50% de los casos no han
podido ser resueltos por los métodos directos, y que OB1 proporciona mejores resultados
que LOQO para los casos en que la memoria disponible es suficiente. En cualquier caso,
se puede ver que la metodologia Lagrangiana Aumentada resuelve el tltimo problema red
35-50-12 (m = 147316 restricciones y n = 372515 variables) en algo mas de 28 minutos.
Como conclusién cabe indicar que a medida que aumentan las dimensiones del proble-
ma, (principalmente, el nimero de etapas y el nimero de escenarios, es decir, el cardinal
del conjunto de nodos en el drbol de escenarios), las metodologias directas (Puntos Interio-
res, Simplex) tienen menos posibilidad de obtener la solucién debida a las limitaciones de

memoria, pues contemplan globalmente el modelo.
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Tabla 7.1: Especificaciones del problema. Versién determinista.

Red bésica Red Replicada
Problemas m n T m n
red 4-3-7 4 3 7 28 45
red 4-3-10 4 3 10 40 66
red 4-3-30 4 3 | 30 120 206
red 10-9-6 10 9 60 104
red 10-9-7 10 9 70 123
red 10-9-30 | 10 9 | 30 300 560
red 10-9-50 | 10 9 | 50 500 940
red 25-41-5 | 25 | 41 125 305
red 25-41-6 | 25 | 41 150 371
red 25-41-7 25 41 175 437
red 25-41-10 | 25 | 41 | 10 250 635
red 35-60-5 | 35 | 60 175 440
red 35-60-6 | 35 | 60 210 535
red 35-60-7 | 35 | 60 245 630
red 35-60-10 | 35 | 60 | 10 350 915

m = ndmero de restricciones (nodos).

n = ndmero de variables (arcos).

T = nimero de periodos de tiempo.
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Tabla 7.2: Especificaciones del Modelo Determinista Equivalente. Formulacién Extendida

Problemas | |S| | § Subprob. m n nel
red 4-3-7 233 385 1540 | 1765 4454
red 4-3-10 | 3625 6027 24108 | 27689 | 69874
red 4-3-30 154 3848 15392 | 26320 | 53252
red 10-9-6 96 152 1520 | 1928 4806
red 10-9-7 233 385 3850 | 4985 | 12290
red 10-9-30 | 154 3848 38480 | 71572 | 144674
red 10-9-50 | 154 6928 69280 [130920| 261714
red 25-41-5 34 o6 1400 | 2846 6517
red 25-41-6 96 152 3800 | 7632 | 17639
red 25-41-7 | 233 385 9625 | 19585 | 44970
red 25-41-10 | 564 1131 28275 | 60546 | 135167
red 35-60-5 34 56 1960 | 4130 9415
red 35-60-6 96 152 5320 | 11080 | 25485
red 35-60-7 | 233 385 13475 | 28420 | 64960
red 35-60-10 | 564 1131 39585 | 87705 | 195115

|S], niimero de escenarios.

4 Subprob., nimero de subproblemas.
m, nimero de restricciones.

n, nimero de variables.

nel, nimero de elementos no nulos en la matriz de restricciones.
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Tabla 7.3: Resultados Computacionales

SBD SLD PLD
Problemas | Iterac. | Tiempo | Iterac. | QP Iterac. | Tiempo | Iterac. | Tiempo
red 4-3-7 11 1:30 1010 230250 1:55 1010 1:03
red 4-3-10 906 3311299 27:46 906 10:14
red 4-3-30 122 369359 2:49 122 1:13
red 10-9-6 22 2:45 910 140983 2:07 910 1:05
red 10-9-7 726 288569 4:30 726 1:57
red 10-9-30 322 1426657 21:10 322 9:06
red 10-9-50 337 2679177 42:52 337 16:49
red 25-41-5 69 13:42 214 16497 0:37 214 0:17
red 25-41-6 468 83892 3:13 468 1:11
red 25-41-7 266 135442 5:09 266 1:54
red 25-41-10 321 468872 18:20 321 8:43
red 35-60-5 | >80 |> 1:00:00| 167 15775 0:45 167 0:20
red 35-60-6 407 79387 4:04 407 1:37
red 35-60-7 319 166053 8:22 319 3:13
red 35-60-10 463 663010 37:11 463 16:14

SBD, Descomposiciéon de Benders.
SLD, Descomposicién Lagrangiana Aumentada secuencial.
PLD, Descomposicién Lagrangiana Aumentada en paralelo.

QP Iterac. Numero total de iteracién en programacion cuadratica.
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Tabla 7.4: Especificaciones del problema. Version determinista

Red béasica  |Red Replicada
Problemas m n T m n
red 5-6-7 5 6 7 35 72
red 7-6-10 7 6 10 60 123
red 9-10-8 9 10 72 143
red 15-14-8 | 15 | 14 120 217
red 20-19-10 | 20 | 19 | 10 200 370
red 25-24-10 | 25 | 24 | 10 250 465
red 30-45-12 | 30 | 45 | 12 360 870
red 35-50-12 | 35 | 50 | 12 420 985
red 35-50-12 | 35 | 50 | 12 420 985
red 35-50-12 | 35 | 50 | 12 420 985
red 35-50-12 | 35 | 50 | 12 420 985
red 35-50-12 | 40 | 50 | 12 480 | 1040

m = niimero de restricciones (nodos).
n = nimero de variables (arcos).

T = nimero de periodos de tiempo.
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Tabla 7.5: Especificaciones del Modelo Determinista Equivalente. Formulacién Extendida

Problemas | |S| | § Subprob. m n nel
red 5-6-7 75 362 1181 | 1520 3563
red 7-6-10 100 373 8682 | 12621 | 27612
red 9-10-8 100 373 12612 | 14617 | 33615
red 15-14-8 | 200 615 18920 | 29615 | 69620
red 20-19-10 | 300 1926 21615 | 47535 | 128639
red 25-24-10 | 340 2363 29513 | 45113 | 103521
red 30-45-12 | 400 4966 63314 |109523| 292514
red 35-50-12 | 500 9892 98515 |205614| 467515
red 35-50-12 | 400 9914 103123 |237512| 556815
red 35-50-12 | 500 o717 99512 |261613| 606516
red 35-50-12 | 500 3029 78913 |163550| 369820
red 35-50-12 | 500 5120 147316 |372615| 978613

|S|, nimero de escenarios.

4 Subprob., nimero de subproblemas.
m, nimero de restricciones.

n, numero de variables.

nel, nimero de elementos no nulos en la matriz de restricciones.
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Tabla 7.6: Resultados Computacionales

Problemas DLA LOQO OB1
red 5-6-7 25.6 7.3 3.5
red 7-6-10 49.3 24.1 17.3
red 9-10-8 53 27.2 20.5
red 15-14-8 1:37.4 32.5 15.3
red 20-19-10 2:03.6 1:02.7 41.8
red 25-24-10 1:49.2 1:07.9 50.1

red 30-45-12 13:18 - -
red 35-50-12 17:48.4 - -
red 35-50-12 21:00.3 - -
red 35-50-12 18:35.2 - -
red 35-50-12 19:20.3 - -
red 35-50-12 28:15.7 - -
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En esta memoria hemos presentado una metodologia basada en el Andlisis de Escenarios,
para tratar la incertidumbre que rodea la mayor parte de los problemas de optimizacion
multiperfodo sobre redes a gran escala. Nos hemos centrado en aquellos casos, donde la
estocasticidad procede tanto de los coeficientes de la funcién objetivo como del término in-
dependiente del modelo. Por supuesto, hemos justificado la utilizacién de esta metodologia
antes que otras, mediante una aplicacién sobre planificaciéon de inversiones, mostrando las

ventajas e inconvenientes que ésta conlleva.

La politica de decisién que se ha propuesto en este trabajo cumple dos objetivos. Por
un lado minimizar la toma de decisiones erréneas, apoyandonos para ello en la informacién
aportada por los diversos escenarios considerados, y en un segundo plano pero no menos
importante, no anticipar todas las decisiones desde el comienzo, sino que a medida que
transcurre el tiempo se va incorporando la nueva informacién que se disponga al sistema
y entonces se reoptimiza. Por tanto, la metodologia propuesta sélo proporciona soluciones
implementables para los primeros periodos del horizonte de planificacién que asi lo precisen,
sin subordinarse a ningun escenario, pero contemplando simultaneamente todos ellos. Esto
da lugar a un modelo de grandes dimensiones que hemos representado mediante dos formu-
laciones alternativas: la Formulacién Compacta y la Formulacién Extendida. La principal
diferencia entre ambas formulaciones radica en la densidad de las columnas de la matriz de
condiciones. La Formulacién Compacta es de dimensiones més reducida que la Extendida,
pero sus columnas son més densas. Esto se debe a que el enganche entre las etapas en la
Formulacién Compacta se realiza mediante variables iguales, mientras que en la Extendida
dichas variables se dividen y el enganche se produce a través de las restricciones de igualdad

entre tales variables. No obstante, en ambos casos el modelo presenta una estructura en

225



226 Conclusiones

forma de cuasi-escalera, muy apropiada para la descomposicién del mismo.

Hemos propuesto varias formas de resolucién del modelo bajo ambas formulaciones. Asi
para el caso de la Formulacién Compacta se describe un procedimiento (llamado Procedi-
miento Acelerado) para obtener una solucién inicial y a partir de la misma utilizando un
método de eliminacién de filas y columnas, se resuelve el modelo sin necesidad de trabajar
con él de forma global, ya que por lo general el modelo completo es demasiado grande.
De hecho, también se analiza la justificacién por la que los métodos de Puntos Interiores
que trabajan directamente sobre el modelo total no son tan efectivos con esta formulacién.
Ademas, se ofrece un algoritmo basado en el esquema de Descomposicién de Benders, en
el cual se considera como variables complicantes a las variables enganche entre las distintas
etapas.

En cuanto a la Formulacién Extendida se refiere, se han propuesto varios algoritmos,
donde se descompone el modelo en una serie de submodelos de redes independientes. El
primer algoritmo se basa en la metodologia de Descomposicién Lagrangiana Aumentada,
cuya idea bésica es la dualizacién de las restricciones de enganche entre las distintas etapas
y penalizacién de las mismas en la funcién objetivo. También se ofrece para la Formulacion
Extendida un algoritmo que sigue el esquema de Descomposicién de Benders, en el se que con-
sidera como restricciones complicantes las restricciones de enganche. Ademds, se presenta un
procedimiento alternativo de descomposicién, que se apoya en la Descomposicién de Dantzig-
Wolfe. Por iltimo, también se propone para la resolucién del modelo de manera global la
metodologia de Puntos Interiores, que en este caso y debido a la densidad de las columnas de
la matriz de restricciones tiene resultados mas satisfactorios que en la Compacta, aunque en
muchos casos, sobre todo cuando se aumenta el niimero de escenarios y etapas no es posible

llevarla a cabo.

La experiencia computacional que presentamos nos permite observar una mayor eficiencia
en la Descomposicién Lagrangiana Aumentada en comparacién con los otros esquemas de
descomposicién, en cuanto a las necesidades de almacenamiento, tiempos de ejecucion en
problemas a gran escala e incluso, debido a la flexibilidad para su extensién a casos no lineales
y no convexos. Ademds, es la que presenta unos tiempos de ejecucién més préximos a los
tiempos de ejecucién obtenidos con los mejores cddigos de programacién lineal, basados en

Puntos Interiores (OB1 y LOQO) (en los casos en que los problemas tengan las dimensiones
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suficientemente pequefas para que estos cédigos puedan ser utilizados). Por otra parte,
también es la que permite m4s facilmente su implementacién en un entorno distribuido.

Otro aspecto bdsico que se recoge en esta memoria, es el caso particular del modelo
bietdpico, ya que en algunas aplicaciones se ha visto la necesidad de simplificar el mode-
lo, debido al desbordamiento que se produce en sus dimensiones al aumentar el nimero
de etapas. Por ello, se presentan ambas formulaciones del modelo considerando sélo dos
etapas, y se propone un algoritmo de resolucién basado en la descomposicién Lagrangiana
Aumentada ya que es la que mejores resultados ofrece.

Ya por ultimo hemos generalizado el modelo propuesto, relajando la restriccion de sélo
permitir un enganche o acoplamiento entre etapas consecutivas a varias etapas de forma ar-
bitraria. Por supuesto, los modelos resultantes son algo més complicados que los anteriores,
pero su tratamiento sigue las mismas pautas indicadas anteriormente. De hecho, hemos op-
tado por la Descomposicién Lagrangiana Aumentada como la més apropiada en el algoritmo
de optimizacién, aunque no se descarte el uso de las otras. De todas formas, actualmente
este es un tema abierto y, por tanto, una futura linea de investigacion.

Por supuesto, no hemos querido acabar el trabajo sin mostrar la amplia variedad de
dmbitos en que se puede aplicar la Programacién Estocéstica via Andlisis de Escenarios.
Asi, en el dltimo capitulo de esta memoria se muestran tres casos claros donde se utiliza esta
metodologia en tres campos totalmente diferentes, como son Planificacién de la Produccion,

Planificacién Financiera, y Planificacién de la Generacién de Energia Hidroeléctrica.
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