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La Naturaleza es un templo cuyos vivientes pilares
dejan salir a veces confusas palabras;
el hombre pasa a través de bosques de simbolos

que lo observan con miradas familiares.

Charles Baudelaire
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Introduccion

Tradicionalmente, la teoria cuantica de colisiones se ha formulado bajo la pre-
misa de que existe una separacion clara entre las escalas de tiempos y distancias de
la interaccion y de la observacion. Se supone que pueden observarse los resultados
de la colisiéon a distancias y tiempos “asintéticos”, pero que no puede observarse
directamente la colision. Este enfoque esta justificado por los experimentos de haces
moleculares o atémicos convencionales. En ellos se suceden tres etapas: Primero se
preparan las particulas, por ejemplo seleccionando su velocidad o estado interno en
condiciones de alto vacio; en un segundo paso se produce la interaccion; y por iltimo
se estudian los productos mediante detectores situados a distancias macroscépicas
de la zona de colision. La teoria que se emplea para analizar dichos experimentos se
basa en el operador de colisiéon o matriz S. Esta matriz relaciona el primer paso y el
tercero, es decir, los regimenes asintéticos de entrada y salida, pero ignora los deta-
lles del segundo. Por ello, la matriz S es insuficiente para dar cuenta de numerosos
experimentos en los que es precisamente el segundo paso el que se examina directa-
mente, gracias a laseres pulsados en la escala del femtosegundo y a las técnicas que
se engloban dentro de las “espectroscopias del estado de transicién” [1]. Ademés, en
la teoria cinética cuantica de gases, los tratamientos mas precisos deben abandonar
la aproximacion de la “colision completa” y tener en cuenta toda la colision, utili-
zando los operadores de onda de Moller como en la ecuacién de Waldman-Snider y
en su generalizacion para gases moderadamente densos [2]. En cualquier caso, nos
interesa conocer el mecanismo de la colisién y no sélo sus productos, puesto que tal
conocimiento detallado puede servir para modificar o controlar los resultados de la
colision.

En este contexto S. Brouard y J.G. Muga describieron [3, 4] un fendmeno cudnti-

co colisional y transitorio que consiste en un aumento de la probabilidad de detectar
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particulas con un momento lineal superior a uno dado, con respecto al valor permi-
tido dentro del marco de la Mecanica Clasica de acuerdo con la ley de conservacion
de la energia. Este fenomeno serda denominado efecto BM de ahora en adelante.

Conceptos tales como el efecto tunel, las interferencias, o la discretizacion de
los valores propios de ciertos observables son elementos comunes en las ecuaciones
ondulatorias, ya sean cldsicas o cuanticas. El caracter peculiar de estos fenémenos
dentro del contexto de la Mecanica Cuéantica surge debido a que, a pesar de que
ésta es formalmente una teoria ondulatoria, la funciéon de onda describe el estado de
particulas materiales, de acuerdo con el postulado probabilista de Born. El efecto
BM pertenece a una familia de fendmenos en los que parece violarse la ley clasica
de conservacion de la energia.

Posteriormente, hemos encontrado que en determinadas condiciones la cantidad
de norma mas alla del umbral permitido clasicamente adquiere valores numéricos
anormalmente grandes [5]. Estos valores se explican por un nuevo efecto, tan llama-
tivo o méas que el original, por el que determinados valores del momento lineal, y en
particular el momento central del paquete de ondas inicial, se convierten transitoria-
mente en “momentos prohibidos” de la distribucién cuantica debido a un proceso de
interferencia destructiva. El “hueco” asi formado en el centro de la distribucion de
momentos produce un desplazamiento de la norma, que da lugar a la formacién de
unos maximos en torno al cero del momento central. El méaximo correspondiente a
los momentos mas altos es el causante de que se produzca una notable acumulacion
de norma en la zona prohibida clasicamente.

El estudio y descripcién de este fenémeno, asi como de sus posibles realizaciones
experimentales, y de variantes que permitan ampliar o controlar sus aplicaciones
potenciales, etc., constituira el objetivo principal de esta tesis.

El ntucleo central de este capitulo introductorio esta dedicado a describir el efecto

BM, asi como a caracterizar algunas de sus propiedades.

Efecto BM

Sea un colectivo clasico de particulas con masa m moviéndose en una dimension,
el eje z, descrito por la funcién de distribucién en el espacio de fases f (x,p;t). Se
supone que estas particulas interactian por ejemplo con un potencial V(x) que es

no nulo unicamente entre los puntos * = 0 y x = d, y que inicialmente (¢ = 0) el
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colectivo se prepara a la izquierda del potencial con una probabilidad despreciable
de encontrar particulas con momentos negativos. En este caso, el momento de cada
particula a lo largo de su trayectoria, p(t), s6lo puede ser menor o igual que la
cantidad p(0) + p,, donde p(0) es el valor del momento lineal inicial y el momento
adicional, p,, describe la posible conversién de energia potencial en cinética!l,
n= (T e g
Como consecuencia de la ley de conservacion de la energia, la probabilidad de
encontrar al sistema fisico con un momento lineal superior a un valor p + p, en
t > 0 no puede ser mayor que la probabilidad inicial de encontrar un momento

lineal superior a p, esto es,
GUp.t)= [ PG +pot) — PW.0)} i <0, 2)
p

donde P (p/,t) = [°2 f (x,p';t) dz.
La Teoria Cudantica, sin embargo, no permite establecer una cota similar. De
hecho, S. Brouard y J.G. Muga ([3],[4]) han estudiado diversos ejemplos en los que

la cantidad adimensional
Gty = [ {10 o )P — [0 (0, 0) ) df 3)

toma valores positivos, en contradiccién con los resultados esperados para un colec-
tivo cldsico de particulas. En la definicién de G (p, t), ¢ (p,t) es la funcién de onda
en representaciéon de momentos, y describe un estado puro del sistema cuantico
correspondiente.

En la figura 1 se muestra un caso tipico para el que G9(p,t) es positivo. En la
figura se representa la distribucion de momentos en dos instantes de tiempo diferen-
tes: el instante en que se prepara la colision y el instante “central” de la colisién. Los
parametros que describen el estado del sistema y la barrera de potencial se detallan
en el pie de la figura. El efecto BM se manifiesta en un ensanchamiento de la fun-
cién de onda en representacion de momentos con respecto a la distribucion inicial.
Es interesante observar que este ensanchamiento no esta conectado directamente

con un estrechamiento del paquete de ondas en la representacion de posiciones por

!Las variaciones en la energfa cinética, E. = p?/2m, serdn iguales pero de signo opuesto a las
de la energia potencial.
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o
© = ©
T T >

densidad de probabilidad (u.a.)
o
o
T

15 16

p (u.a.)

Figura 1: Mdédulo al cuadrado de la funcién de onda en representacién de momentos
evaluada durante la colisién de un paquete de ondas con un potencial tipo escalén de altura
Vo = 400 u.a. (linea continua). La linea discontinua representa la distribucién de momentos
en el instante inicial, a modo de referencia. Se ha tomado m = 0.5u.a. y h = lu.a. El
momento central del paquete incidente es p. = 11 u.a., inicialmente preparado con anchura
en coordenadas o, = 1u.a., a una distancia x. = —10u.a. del potencial escalén. El estado
inicial corresponde a una Gausiana de minimo produceto de incertidumbres [véase la
ecuacién (23)]. El instante para el que ha sido calculada la probabilidad representada en
la figura es t = 0.46 u.a.

medio de ninguna relacion de incertidumbre porque, de hecho, el paquete de ondas
en posiciones no estd siendo restringido por su dinamica a una regién determinada

del espacio.

Caracter transitorio

Un aspecto importante del efecto BM es su caracter transitorio. Asintética-
mente, antes y después de producirse la colision, se cumplen las desigualdades
G9(p,t — £00) < 0, en correspondencia con el caso clasico. Para justificar este
resultado se pueden utilizar los operadores de Moller,
tHt/h 6—2‘H0t/h (4)

Q, = lim e

t——00
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O = lim eth/h 6—iH0t/h’ (5)

t—o0

que relacionan el estado de colisién, [1(t)), con los estados asintéticos de entrada
(|thent)) v de salida (|¢sa)), que describen el estado del sistema antes y después de

la interaccién respectivamente:

[0(8)) = Qy [thent (1)) (6)
() = Q- [Psar(?)) - (7)

Hy es el Hamiltoniano para el movimiento libre y H = Hy + V' es el Hamiltoniano
completo, que incorpora el potencial de interaccion. Teniendo en cuenta la propiedad
de isometria

OO, =1, (8)

se puede escribir [1hy(t)) = QL |(1)), y utilizando la relacién (6) se obtiene

|¢sal(t>> = S|¢ent(t)>7 (9)

donde S es el operador de colision, que conecta las asintotas de entrada y de salida,
s=q0lq,. (10)

Por otra parte, los operadores de Moller y los Hamiltonianos H y Hj satisfacen las
relaciones de entrelazado,
HOL =QLHy, (11)

0, equivalentemente,

OLH = HQl | (12)
lo que permite demostrar que los operadores S y Hy conmutan,
SHy=Q' Q. Hy=Q HQ, = HQ' Q) = H,S. (13)

Finalmente, debido a que el operador S conmuta con el operador energia cinética
(Hyp), la probabilidad de encontrar momentos p 6 —p (p > 0) se puede decir que es
una constante asintotica, esto es, conserva el mismo valor para los estados asintoticos

de entrada y de salida,

W (p.t = o0) [P+ (-pt = o0) P = (p,t=0)]" (p>0).  (14)
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de manera que para t — oo se verifica

¥ (p,t — 00) | < |4 (p, t = 0) | (p>0), (15)

lo que implica a su vez que G%(p,t) tiende a valores no positivos cuando ¢t — oo, y

demuestra el cardcter transitorio del efecto.

Caracter genérico

Ademas de ser transitorio, el efecto es genérico ([3], [4]), esto es, puede presen-
tarse en cualquier proceso de colision, independientemente de la forma detallada del
potencial de interaccion: Los estados estacionarios del sistema decaen lentamente en
la representacién de momentos debido a una parte principal, siempre presente en
la ecuacion de Lippmann-Schwinger, que va mas alla del maximo valor permitido
clasicamente por la conservacién de la energia?.

Para ilustrar esta propiedad se considero el caso de un sistema fisico cuya dinami-
ca, en una unica dimension espacial, venga gobernada por el Hamiltoniano H =
Hy+V(z), donde el potencial V' (x) tome valores no nulos tnicamente entre los pun-
tosx =0y x =d > 0. La funcién de onda correspondiente a un estado estacionario
|¢p), asociado con una onda plana incidente con momento p’ > 0 a la izquierda del

potencial, tiene como expresién en la representacién de momentos [3]

1 / i(p—p’ /
Wlow) = 5 [1+T @) PP 6 (p—p)+ (16)
L () eilepiln 1
+ oo 1-T@)e ]P(p_p,>+

X %R(p,) [5(p+p’)+%73< )]Jrfc(p;p'),

donde R (p') y T (p') son respectivamente las amplitudes de reflexién y de transmi-

p+p

sién; x (p; p') es la transformada de Fourier de la parte del estado estacionario que
ocupa la regién de interaccion, x (x;p'); y P denota el valor principal de Cauchy.
El término P[1/(p' — p)], asociado con la amplitud de transmision, se extiende des-
de el punto critico p = p’ hasta infinito. Este decaimiento lento, que en general
no es cancelado por ningun otro término, conduce a amplitudes no nulas para va-

lores de p clasicamente prohibidos, puesto que segun lo visto anteriormente, para

2Una consecuencia macroscopica de este fenémeno es la desviacién de la distribucién Maxweliana,
de velocidades observada en [6].
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un colectivo clasico de particulas con momento incidente p’ no pueden existir va-
lores del momento superiores a p = p’ + p,. El tnico término que puede interfe-
rir significativamente con la parte principal en la regiéon de momentos altos seria
X (p:p) = h™ Y2 [& x (z;p) e P*/" dx, pero su contribucién tiende a cero para valo-

res grandes de p, al comportarse como p~! cuando p — oo.

El trabajo de tesis comienza en este punto con un estudio mas sistematico de
algunas de las caracteristicas y dependencias mas relevantes del efecto BM. En este
contexto, hemos determinado una cota superior para el valor de G%(p,t); hemos
estudiado la dependencia del efecto BM con el caracter méas o menos abrupto de
la forma funcional que tiene la barrera de potencial; hemos analizado asimismo la
dependencia del efecto con pardmetros como las alturas de barrera o la anchura
espacial del paquete de ondas; finalmente, hemos planteado sistemas fisicos realistas
sobre los que observar experimentalmente las consecuencias del efecto.

Se ha optado por incluir estos estudios en un capitulo introductorio, que se dedica
principalmente al efecto BM, dejando para el resto de esta memoria la descripcion
de otros fendmenos de interferencia que involucran soélo a un nimero reducido de
contribuciones, y que constituyen el bloque de resultados principales de este trabajo

de tesis.

Cota superior para G9(p,t)

Otro de los puntos que se ha discutido en este contexto es la existencia de una
cota maxima para el efecto BM, aparte de la trivial que conduce a G9(p,t) < 1.

Para esto, se considera el producto de Q(p,t),

Qw.n= [ . 0Pdy. (17)
por la energfa cinética, E, = p?/2m,
o] 1 00
EQp,t) = Ep | e 0 < oo [ Pl 0P (18)

< s [Ty P 0P = (Ha)(0) < (o)t = 0) = (),

En la dltima inecuamon se ha usado la conservacién cudntica del valor promedio de

la energia total del sistema,

(H) = (Ho) + (V) (19)
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que en t = 0, cuando el sistema no se encuentra sometido a la acciéon del potencial,
queda como (H) = (Hy)(t = 0), implicando, segtin (19), que (Hy)(t = 0) > (Hy)(?)

para cualquier instante de tiempo t. Despejando Q(t) en (18), se tiene

Q<2 (20)

p

Restando ahora Q(p,0) y teniendo en cuenta la definicién de G9(p, t), queda

.0 < 0p.0) 1)

p

Este resultado implica, en el caso de una distribucion inicial en momentos simétrica

por ejemplo, que para el momento central p., G4(p,, t) estda acotado por el valor 0.5.

Dependencia de G%(p,t) con el caracter mas o menos abrupto del po-

tencial

Para un paquete de onda Gausiano en colisiéon con una pared infinita, se obtie-
nen valores maximos para G4(p,t) de aproximadamente 0.05 [3]. Sin embargo, este
modelo no permite estudiar colisiones con una componente transmitida de la onda.

La colisién de un estado inicial Lorentziano en representaciéon de momentos con
un potencial tipo delta de Dirac se resolvié analiticamente en [4], donde se examina
la variacién del efecto con la opacidad del potencial y con el momento medio del
paquete incidente. De los célculos realizados en [4] se concluye que la magnitud del
efecto aumenta con la opacidad del potencial, por lo que sus autores sugieren que
para observarlo experimentalmente puede ser conveniente aumentar la opacidad del
potencial efectivo.

En los dos modelos estudiados con detalle en las referencias [3] y [4] el potencial
es siempre discontinuo. En [3] se menciona la realizacién de célculos con potenciales
continuos para los que el efecto se mantiene, pero no se efectiia un estudio sistematico
sobre la importancia que pueda tener la dependencia espacial precisa del potencial,
y en particular su variacién mas o menos brusca.

Para caracterizar esta dependencia de G (p, t), hemos estudiado [5] el movimien-

to de una particula de masa m, en una dimensién, en presencia de un potencial del
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tipo?
Vi) = %{1+tanh[b(x—xo)]}, (22)

donde Vj es la “altura” maxima del potencial, b es un parametro que permite cuan-
tificar la rapidez de cambio desde V = 0 hasta V' = Vj, y xg el punto en el que
estda centrado. El valor del parametro b permite estudiar el comportamiento del
efecto desde el caso b — 0 (potencial suave), hasta el caso b — oo (potencial tipo
escalén).

La funcién de onda en representaciéon de momentos durante la colision, ¥ (p,t),
se calcul6 utilizando el método numérico de propagacién SOM (“Split Operator
Method”), que se describe brevemente en el Apéndice A. Inicialmente, en ¢t = 0,
se asume que el estado del sistema es preparado de acuerdo con una funcion de
onda Gausiana de minimo producto de incertidumbres a la izquierda del potencial,
con una probabilidad despreciable de tener momentos negativos, y sin que solape

apreciablemente con el potencial 4,

(23)

1/4 .
202) / exp [_ o2(p—p.)° ipx.
Th?

zb(p,t:()): < 5 h2 h ’

donde o, es la raiz cuadrada de la varianza en posiciones, p. es el valor medio del
momento incidente, y . el valor medio de la posicion en el instante inicial.

Las figuras 2, 3 y 4 muestran mapas de contorno de G (p,t) en funcién del
momento lineal p y del tiempo para la colisiéon descrita anteriormente y para tres
valores de b representativos de la variacién que se observa en G9. Se observa un
aumento del valor maximo de G4 a medida que se incrementa b, y también como el
maximo valor de G ocurre en instantes de tiempo posteriores, esto ultimo debido
a que al ser mas abrupto el potencial, centrado siempre en la misma posicion, la
particula incidente “siente” el efecto del potencial més tarde cuanto mayor es el valor
de b. La figura 5, por otra parte, muestra el valor maximo de G frente al pardametro
b. El aumento de G es mondtono con b. Sin embargo, el efecto es bastante robusto y

se mantiene para potenciales suaves, como se observa en la seccion siguiente, donde

3Para esta barrera de potencial p, = 0 [véase las ecuaciones (1) y (3)].
4Inicialmente se exige que la norma de la funcién de onda que solapa con el potencial sea inferior
a 1075,



10

INTRODUCCION

0.009 --------
0.007 -
0.005 e
0.003 - ----
0001 - : | : ! ! !
28
12
S
11.5 =)
o
11
10.5

t(u.a)

Figura 2: Mapa de contorno de G%(p,t) (adimensional) en funcién de p y de ¢ (ambas
variables expresadas en unidades atémicas, u.a.). El estado inicial del sistema y la barrera
de potencial se describen en el texto. Se ha tomado b = 2.5u.a., m = 0.5u.a., h = 1 u.a.,
z. = 10u.a., p. = 10u.a., xg = 20u.a., o, = lu.a., y Vp = 400u.a.

se describe el efecto BM para el caso de una colision con una barrera Gausiana.

Dependencia con la altura de la barrera y con la anchura espacial del

paquete de ondas

En [5] hicimos un estudio sistematico de la variacién del efecto BM con diferentes
parametros, tales como la altura de la barrera de potencial o la anchura de la funcién
de onda incidente en representacion de posiciones. Para dar un caracter mas general
al resultado, este andlisis se realizé utilizando dos formas funcionales diferentes de

la barrera de potencial: una Gaussiana,

Vile) = Vyexp [—Q] | (24)

2
20

centrada en xy y con anchura o,, y una barrera cuadrada, Vo (z), definida con la

misma altura, Vj, y con una anchura d¢ tal que las “areas” bajo ambas curvas fueran
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Figura 3: Mapa de contorno de G%(p,t) (adimensional) en funcién de p y de ¢ (u.a.) para
b = 10u.a. (el resto de datos toman valores iguales que en la figura 2).

iguales, con objeto de hacer mas directas las comparaciones entre ambos resultados,

Vc(x) _ {‘/0 si —50/2§ T — 2o < 50/2 (25)

0 en otro caso.

Teniendo en cuenta que [, Vi (z)dx = 27 V0, el valor de d¢ queda fijado en
0c = V2mo,.

En la figura 6 se representa el valor méximo de G4, G¢

max?

en funcion de o, y
de Vj para el caso de la barrera cuadrada. Los valores numéricos que describen el
sistema estan asociados con experimentos realistas propuestos para realizarse con
atomos de Rubidio en interaccién con una haz laser (véase la siguiente seccion).
La elaboracion de los calculos presentados en esta figura requiere un considerable
esfuerzo computacional, puesto que la red de puntos debe ser muy densa, para
conseguir una buena resolucién en momentos, y amplia, para poder tratar estados
muy extendidos espacialmente. De hecho, la figura es mas un muestreo que un mapa
de contorno detallado. La figura 6 permite concluir que, a diferencia de lo que se
habia supuesto tras el estudio numérico del potencial delta, el efecto BM puede
resultar mas importante para condiciones en las que la barrera no es en absoluto

opaca, en particular, para energias netamente superiores a la altura de la barrera,



12

INTRODUCCION

0.03 --------
0.025 -
0.02 e
0.015 ~—---
001 -----
12.75
12.25
11.75 g
)
1125 <
10.75
10.25
I T | I |

t(u.a)

Figura 4: Mapa de contorno de G%(p,t) (adimensional) en funcién de p y de ¢ (u.a.) para
b = 30u.a. (el resto de datos toman valores iguales que en la figura 2).

en las que practicamente todo el paquete de ondas resulta finalmente transmitido.

De hecho, el valor que alcanza G4, 0.24, es muy superior (hasta cinco veces
mayor) que los méximos valores alcanzados en los estudios previos con la pared
infinita y el potencial delta, lo que sugiere que pueda existir algin mecanismo que
justifique estos valores tan altos, como efectivamente se describira en el Capitulo 3.
Este valor se explica porque determinados valores del momento lineal, y en particular
el momento central del paquete de ondas inicial, se convierten transitoriamente en
momentos prohibidos de la distribucion cuéntica debido a un proceso de interferencia
destructiva. Consecuentemente, el minimo formado en el centro de la distribucién
de momentos produce un desplazamiento de la norma, que da lugar a la formacion
de dos maximos en torno al cero del momento central. El maximo correspondiente a
los momentos mas altos es el causante de que se produzca una notable acumulacion

de norma en la zona prohibida clasicamente.

El efecto se amortigua algo para una barrera Gausiana, como se puede apreciar

en la figura 7, pero sigue teniendo un valor numérico muy importante.
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Figura 5: Valor maximo de G4(p,t) (adimensional) en funcién del pardmetro b, que des-
cribe el cardcter mas o menos abrupto del potencial (22). El resto de datos toman valores
iguales que en la figura 2.

Realizaciéon experimental

Los céalculos recogidos en esta memoria se han realizado utilizando dos “juegos de
parametros” principalmente. El primero de ellos, expresado en unidades atémicas,
empleado por ejemplo en las figuras 1 a 4, tiene como objeto ilustrar las diferentes
caracteristicas de los efectos observados.

Por otra parte, es necesario considerar situaciones experimentales realistas que
permitan comprobar las predicciones, controlar el efecto y aplicarlo. En [7] se propuso
utilizar atomos ultrafrios en interaccién con un haz laser que acople dos de sus niveles
de energia para comprobar experimentalmente el fendmeno cudntico descrito (véase
un esquema en la figura 8). Cuando la frecuencia del laser no estd bien sintonizada
con la diferencia de energia entre los niveles atémicos considerados, el efecto del
laser sobre la dindamica de un atomo que incide en su estado de menor energia es

equivalente al de una barrera de potencial real de la forma V(x) ~ hQ?(x)/4A [8]-
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Figura 6: G . (adimensional) frente a o, y Vi evaluado para la colisién de un paquete de

ondas Gausiano inicial (23) contra la barrera cuadrada (25). Se ha tomado m = 1.558 x
10°uw.a., h = lua., p. = 2.85 x 103 w.a., . = 7 x 10°u.a. La barrera de potencial
estd centrada en la posicién zg = 1.2 x 108 u.a., con éc = 2.5 x 10* u.a.

[10], donde () es la frecuencia de Rabi, y A es el desintonizado (diferencia entre
las frecuencias del laser y de la transicién atémica)®. En los sistemas analizados
en esta memoria se ha supuesto que los “ritmos de decaimiento” de los niveles
atémicos relevantes (inversos del tiempo de vida o coeficientes de Einstein), v, son
despreciables o pueden inhibirse. Un estudio mas realista de estos mecanismos de
interferencia deberia incluir posibles pérdidas asociadas con un valor de v no nulo,

pero los resultados no variarian mucho cualitativamente siempre que los niveles

°En estos casos debe verificarse |A + iy| >> E/h, donde 7 es el ritmo de emisién espontdnea
del atomo, y F es la energia asociada con la componente central del momento del paquete de ondas
incidente [10].
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Figura 7: G¢,,. (adimensional) frente a o, y Vi evaluado para la colisién de un paquete

de ondas Gausiano inicial (23) contra la barrera Gausiana (24) de anchura o, = 10* uw.a.
(el resto de datos toman los mismos valores que para la figura 6).

atémicos no fueran tan inestables como para tener que considerar una poblacion
apreciable en niveles atomicos que, ahora si, serian relevantes para el estudio de la
dindmica.

Para observar experimentalmente los efectos cuanticos descritos en esta memoria
es necesario medir la distribucion de momentos durante la colision, lo que se puede
conseguir “apagando” subitamente el potencial en el instante ¢, (durante la coli-
si6n), de manera que la distribucién de momentos quede “congelada” a partir de ese
instante como [¢(p, t.)|?, ya que la evolucion libre posterior no produciria modifica-
ciones en ella (salvo por una fase irrelevante). Esta distribucién puede en principio

medirse utilizando alguna técnica de tiempo de vuelo. Idealmente, el “apagado” del
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PP Y
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Q(x)

Figura 8: Esquema del experimento: Una paquete de ondas que describe un haz de ato-
mos se desplaza a lo largo del eje x en direccidon hacia una regién por donde se propaga
perpendicularme el haz de un ldser con frecuencia wy . La frecuencia de Rabi, (), es una
funcién de x cuyo cuadrado es proporcional a la intensidad del laser, y que se supone que
tiene aproximadamente perfil cuadrado.

potencial tendria que realizarse de forma instantanea puesto que en caso contrario
la distribucién sufriria alguna distorsion.

De hecho, el movimiento de los dtomos ultrafrios es tan lento, del orden de
milimetros por segundo®, que el potencial puede desconectarse en una escala de
tiempos subita con respecto al movimiento atémico. Ademas, se puede dar al poten-
cial una forma casi arbitraria con grosores minimos del orden de las longitudes de de
Broglie de los atomos ultrafrios, que, a estas temperaturas, son del orden de la mi-
cra (107% m). Las distintas formas funcionales para V(x) se consiguen desplazando
rapidamente (con respecto a las velocidades del movimiento atémico) el haz léser,
de manera que el atomo se vea sometido a un potencial promediado temporalmente.
Aunque los efectos analizados en esta memoria se observan independientemente de
la forma detallada del potencial, desde un punto de vista experimentalmente més
préactico resulta conveniente considerar formas funcionales de tipo Gausiano para la
barrera.

Los valores que se eligieron para el segundo juego de parametros de las simu-

laciones corresponden a colisiones de atomos de Rubidio y Cesio ultrafrios [11]. Se

6Los 4tomos de Rubidio, por ejemplo, se han conseguido enfriar hasta temperaturas de 700
nanoKelvin mediante técnicas de enfriamiento por ldser [11].
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supone que los atomos son preparados en un estado puro representado por una
funcién de onda Gausiana de minimo producto de incertidumbres (23). Los valores
concretos de los parametros que describen la colision se especifican en las secciones
correspondientes, aunque en el Apéndice B se presenta una tabla con los intervalos

de valores utilizados en nuestros estudios.

Objetivos del trabajo

El objetivo general de este trabajo es continuar y completar el estudio de la
distribucion de momentos durante la colision cuantica, y el desarrollo en su estruc-
tura de fenémenos interferenciales analogos a los descritos en la Introduccion. En

particular, los objetivos concretos fueron:

= Desarrollar una solucién analitica de la colision de un paquete Gausiano con
una barrera cuadrada. Con ello se pretende superar las dificultades que conlleva
el estudio puramente numérico del efecto y de sus dependencias, en primer

lugar; y poder entender y predecir su importancia, en segundo lugar.

= Estudiar el origen del mecanismo que magnifica el efecto BM observado en las

figuras 6 y 7.

» Tratar de simular numéricamente de manera mas realista situaciones experi-
mentales susceptibles de permitir la observacién y el estudio de estos fenome-

nos. En particular, incluir el efecto de la gravedad en la dindmica del sistema.

» Estudiar la viabilidad de la observacién experimental del efecto mediante co-
lisiones de atomos de Rubidio o Cesio con potenciales efectivos creados por

campos laser que pueden “encenderse” y “apagarse” a voluntad.

» Buscar condiciones que aumenten la magnitud o la duracion del fenémeno de
interferencia. En particular, se analizara el caso de una colision con una doble
barrera cuadrada, que previsiblemente pueda permitir una mejor observacién

y medida del efecto.

Organizacién de la memoria

En el Capitulo 1 de esta memoria se presenta el formalismo que permite descri-

bir de forma compacta los distintos efectos de interferencia que se discuten en esta
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memoria. En el Capitulo 2 se presenta la solucién analitica para la colisién de un
paquete de ondas Gausiano con una barrera cuadrada, lo que permite, por un la-
do, realizar célculos con un pequeno esfuerzo computacional y, por otro, desarrollar
expresiones aproximadas. En el Capitulo 3 se estudia el fenémeno de interferencia
que tiene lugar en el espacio de momentos entre partes de la funcién de onda que
ocupan regiones diferenctes en el espacio de coordenadas. En el Capitulo 4 se pre-
senta el fendmeno de interferencia para un sistema de barreras que permite extender
el efecto en el tiempo y hacerlo més robusto con vistas a una posible observaciéon
experimental y control. En el Capitulo 5 se plantea una analogia entre la observacion
de este fenémeno de interferencia y el que presenta un experimento paradigmatico
para la Teoria Cuédntica como es el de la doble rendija. En el Capitulo 6 se presentan
de manera resumida las principales conclusiones de este trabajo. La memoria pre-
senta finalmente 7 apéndices, que extienden algunos de los desarrollos presentados
en los capitulos anteriores, y una secciéon que recopila la bibliografia més relevante

utilizada para este trabajo.



Capitulo 1

Interferencia en representacién de
momentos: Formalismo

Todos los estudios descritos en esta memoria se basan en diversos efectos cuanti-
cos de interferencia que se ponen de manifiesto mas directamente en la representa-
ciéon de momentos y, como se verd mas adelante, en algunas representaciones de la
mecanica cuantica en el espacio de fases. Para llevar a cabo este analisis de forma
detallada y ordenada, es conveniente presentar en primer lugar el formalismo que
hemos desarrollado y que nos premite englobar varios de estos efectos bajo el mismo
esquema y notacion.

Para esto, consideremos la solucién formal a la ecuaciéon de Schrodinger en re-

presentacion de momentos,

U(p, 1) = (ple™ ™M (t = 0)), (1.1)

que describe el movimiento en una dimensién' de particulas de masa m sometidas a

la accién de un operador Hamiltoniano H, independiente del tiempo, y que incluye

un término de energia cinética y uno de interaccién con una barrera de potencial.
La base de estados estacionarios de colision para este sistema fisico, con valores

propios E' = p?/2m, {|¢y), P € (—00,00)}, se construye imponiendo condiciones

1El estudio se puede generalizar facilmente al caso de dos o tres dimensiones espaciales. En
los siguientes capitulos se estudian sistemas fisicos realistas, donde dtomos moviéndose en dos
dimensiones espaciales interactiian con un haz ldser que se propaga en la direccién perpendicular
a la que inicialmente siguen las particulas. En los casos analizados el estudio del sistema se puede
reducir al de una propagaciéon en una tUnica dimensién espacial, de manera que las ecuaciones
obtenidas en este capitulo pueden aplicarse directamente, sin ninguna extension al caso de mas
dimensiones espaciales.
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de contorno (fuera de la regién del potencial) asociadas con una onda plana incidente
con momento p’ (positivo a la izquierda de la barrera y negativo a la derecha).
Introduciendo la relacién de cierre [ |¢,) (¢| dp = 1 en la ecuacién (1.1),

se tiene s
Upt) = [ (plow)e B Gyl = 0)) dp, (1.2

que representa una combinacion lineal de estados estacionarios, pesados con el térmi-
no (¢ |Y(t = 0)) e F4". Utilizando la ecuacién (6) del capitulo anterior, que en

este caso se escribe
[9p) = Q4 1P) (1.3)
se tiene

(b l(t = 0)) = (p|Q} [¥(t = 0)). (1.4)

Si el estado inicial, definido a tiempo t = 0, se encuentra alejado de la zona de
colisién, la accién de H y Hy sera equivalente, por lo que se verificard que |i)(t =

0)) = Q4 [¢(t =0)), y por lo tanto, teniendo en cuenta la propiedad (8),

(dp|0(t = 0) = (|2} Q [(t = 0)) = (P|[(t = 0)). (1.5)

Este resultado permite concluir que ¢ (p,t) se puede escribir como

o0 = [ plogde (= 0) dy' (1.6

Supondremos también que la contribucién inicial de los momentos negativos en
el paquete de ondas es despreciable. Esto permitira en su momento modificar el
contorno de integracion para resolver la integral en el plano complejo: El elemento
de matriz (p|¢,) se interpretard fuera del semieje positivo como la continuacién
analitica de su expresién en la semirrecta p’ > 0.

La expresién (1.6) explica el aumento en la probabilidad de encontrar momentos
altos en la distribucién cudntica con respecto a la distribucién inicial (efecto BM) en
funcién de un proceso de interferencia (superposicién) de distintas componentes de

Yl . .
iR que se “refuerzan” transitoria-

Y(p',t = 0), pesadas con los términos (p|¢,)e
mente en la regién de momentos mas altos, en contra de lo que clasicamente seria de
esperar. Esta interferencia es un proceso en general muy complicado, ya que implica

a una infinidad de componentes que se suman (integran) para producir ese aumento
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de norma. En algunos casos, sin embargo, la integral (1.6) se puede expresar co-
mo una suma discreta de términos que de forma aproximada puede escribirse, a su
vez, como un sumatorio finito de contribuciones. En estos casos, el origen de ciertos
fenomenos de interferencia puede explicarse de manera clara, como se pondra de
manifiesto en los préximos capitulos, y este conocimiento permite utilizarlos para
reproducir y controlar diversos patrones en la representacién de momentos de la
funcién de onda.

Consideremos ahora la siguiente descomposicién de los estados |¢,) en su re-
presentacién de posiciones, (v|d,) = SN, gi(z;p'). En el caso particular en que
el potencial consista en una asociacién de regiones de potencial constante (barrera
cuadrada, por ejemplo), esta descomposicién puede interesar que se corresponda con

estas regiones, pero no es necesario. En representaciéon de momentos se tiene
N
Plow) = G3:(pi1), (1.7)
=1

donde g;(p; p') = TF [g;(x; p')] y TF denota la transformada de Fourier. Sustituyendo

la ecuacién (1.7) en la expresion (1.6), la funcién de onda total se puede escribir como

N
Y1) =3 eilpi ). (18)
1=1
donde .
el )= [ ap)e TG = )y, i= 1N (1)

Cada sumando en (1.8) estd asociado con una regién espacial bien definida, lo que
permitird poner de manifiesto procesos de interferencia entre partes de la funciéon de
onda en coordenadas que contribuyen de forma muy diferente en una misma region
del espacio de momentos.

En los siguientes capitulos se utilizard esta expresion aplicada a distintos casos
particulares. Estudiaremos situaciones para los que sélo algunos de los sumandos
en (1.8) tienen valores apreciables y las principales caracteristicas de la evolucién
temporal pueden estudiarse de forma sencilla en funcién de unos pocos sumandos
que interfieren constructiva o destructivamente. Ademads, se presentaran técnicas
que permiten evaluar expresiones analiticas para los sumandos mas relevantes en
(1.8) y, por tanto, evitar cdlculos numéricos pesados, asi como obtener expresio-
nes aproximadas con las que “comprender” el origen de algunos de los efectos mas

significativos que se observan en la colisién en representacion de momentos.



Capitulo 2

Colisién de un paquete de ondas
Gausiano con un barrera
cuadrada: solucion analitica

Como ya se comento en el capitulo introductorio, los recursos computacionales
necesarios para efectuar algunos de los calculos de propagaciones descritos son un

factor limitante importante para el estudio.

De hecho, el andlisis de la dinamica de paquetes de onda espacialmente mas
anchos que los utilizados para construir la figura 6, por ejemplo, se hace dificil
mediante el método numérico empleado. Ademas, la mera contemplacion de los
resultados numéricos no permite comprender el fenémeno. Estas dificultades pueden
superarse si se dispone de una expresion analitica que describa la evolucion, y cuya

obtencién serd el objetivo de este capitulo [12].

Un ejemplo paradigmatico de las colisiones cuanticas es una particula de masa
m, representada inicialmente por una funciéon Gausiana de minimo producto de in-
certidumbres, que incide sobre una barrera cuadrada de potencial. A pesar de su
simplicidad, este modelo permite observar y estudiar un elevado ntimero de pro-
blemas y efectos cudnticos de gran interés, tales como el de tuneleo [13]-[19], las
resonancias [20], el efecto Hartman [15],[21]-[25], y el tiempo de retraso o de re-
flexién debido a pozos cuanticos, donde la altura del potencial es negativa [26].
Por otro lado, también ha sido empleado como sistema fisico de referencia sobre
el que comprobar la validez y calidad de diferentes métodos numéricos aproxima-

dos de propagacion [27, 28], para ilustrar y verificar teorias del estado cudntico de
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transicién [29], o para contrastar definiciones y propiedades de distintas magnitudes
introducidas para caracterizar duraciones de procesos cuanticos o, alternativamente,
instantes en que éstos ocurren: el tiempo de llegada, los tiempos de permanencia o

decaimiento, y el comportamiento asintético para tiempos grandes [30]-[32].

Excepto para tratamientos analiticos aproximados [21], la solucién de este modelo
de colisiéon dependiente del tiempo siempre ha sido obtenido por métodos numéri-
cos, usando normalmente transformadas rapidas de Fourier, sistemas tridiagonales,
o combinaciones lineales de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger estacionaria.
Goldberg, Schey, y Schwartz fueron los primeros en resolver el modelo a través de
ecuaciones diferenciales [26]. Mientras que en algunos casos estos métodos pueden
ser adecuados, para otras aplicaciones las aproximaciones numéricas pueden consu-
mir un tiempo desmesurado o incluso resultar inutiles. Es por esto que una solucion
analitica, en términos de funciones conocidas, tiene un gran interés practico. En ge-
neral una solucién analitica no sélo se usa para calcular mas rapidamente; también
tiene el valor de proporcionarnos conocimiento fisico sobre el sistema, frecuentemen-
te al realizar aproximaciones que extraen la contribucion dominante en diferentes
limites, rangos de parametros y regimenes. Existen algunos otros modelos fisicos
de colisiones dependientes del tiempo resolubles: un estado Lorenziano en colision
con (1) un potencial tipo funcién delta [33]-[35], o con (2) un potencial exponencial
separable [35, 36]; y (3) una onda plana “truncada” que incide sobre una barrera
cuadrada [37, 38]. Aunque todos sirven para calcular e ilustrar propiedades particu-
lares de las colisiones, el presente modelo es el tinico que combina simultaneamente
un potencial local, la presencia de resonancias, y un estado fisico inicial del espacio

de Hilbert con momentos finitos.

2.1. Obtencién de la solucién explicita
Estados de colision

Para una barrera de potencial cuadrada de altura V|, centrada en el origen de

coordenadas y con anchura d, los estados de colisién |¢,/) con p’ > 0 se escriben en
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representacion de posiciones como

e®'®/h o R(p)ew/n r < —d/2
(@|dp) = 72 C’(p’)ef'p:/x/h + D(p/)e~#"=/n —d/2<x<d/2 (2.1)
T(p)er=" x> d)2,

donde p” = /p'2 — 2mV}, y se ha dado el valor h~1/2 al coeficiente de la onda plana
incidente, lo que equivale a suponer la normalizaciéon de una delta de Dirac para los
autovectores del Hamiltoniano. Para determinar el valor de los restantes coeficientes,
R(p') (amplitud de reflexién), C(p'), D(p') y T(p') (amplitud de transmisién), se
imponen condiciones de continuidad de la funcién de onda y de su derivada en los
puntos —d/2 y d/2 para cada valor de p/, y se obtiene un sistema algebraico de

cuatro ecuaciones con cuatro incognitas,

i " o -~
e~ P d/2h + ReP d/2h _ Ce™ P d/2h + De'P d/2h

(2

Z-ple—ip’d/2h . ip/R€ipld/2h _ ip/lce—ip”d/2h . ip”Deip”d/Qh (2.
Ceip"d/Qh + De—ip"d/Qh _ Teip’d/Qh (2
(2

. 7 . _in!! . in’
Zpl/cvezp d/2hn Zp”D€ ip"d/2h _ Zp'TeZp d/2h )

La resolucién del sistema conduce a

/

i (2 — 2 sen (p'd/h) e #'d/h
R(p/) — (P p ) ( / )
2Q(p')
/ —i(p’+p")d/2R
iy B
2Q(p')
(1 — P_,',) i’ —=p")d/2h
_ p
2Q(p')

—ip'd/h

T )= (2.6)

donde

Q(p') = cos(p'd/h) — % (2;—/: + %) sen(p”d/h). (2.7)

El estado |¢,/) en representacién de momentos se obtiene a través de una transfor-

macién de Fourier de la expresién (2.1),

1 e
Plov) =715 [ e aloy) da. (2.8)
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Descomponiendo la integracién en regiones se tiene en primer lugar (para el

intervalo con r < —d/2),

1

—d/2 —ipx T —ex
W/_oo e (g Y dr = - lim /d/2 ip-p)a/he=ca gy (2.9)

h e—ot

- "\ 11 % ipp)e/h —ca
+ hR(p>ell>%1+/d/2€ e dx
i [ 6z'(p—p/)d/2h R(p/) ei(p+p’)d/2h

o p—p +ih0" p+p +ih0*

)

donde se ha introducido la exponencial e™*, con ¢ > 0, y a continuacién se ha
tomado el limite ¢ — 0%, para garantizar la convergencia en la integral.
Los dos sumandos en la ultima linea de la ecuaciéon anterior se identificaran a

partir de ahora con las funciones

~ . i eilp—p)d/2h 510
g (pip) = %m (2.10)
i R(p) e'ptp)d/2h

gr (p;p) = — . 2.11

De acuerdo con la notacién introducida en el capitulo 1, g;(z;p") v gr(x;p’) se
definen como h~=1/2 e®'#/h vy p=1/2 R(p/)e~®'*/" respectivamente, para x < —d/2, y
son nulas para x > —d/2.

Para la integracién en el intervalo —d/2 < = < d/2 se tiene

1 d/2 —px/h ZC() —i(p—p""d/2k i(o—p"Vd /2
W/—d/Qe P/t |y de = P p”(e (p—p")d/2h _ i(p—p")d/ )
+ L D (p/) (6_7:(174-])”)11/27’1 . ei(p+p”)d/2h)
2w p + p”
i C(pf
=~ T7p _( p?, sen[(p — p")d/2h]
i D(p
T ap +(p ) sen((p + p")d/2A), (2.12)

donde ahora los dos ultimos sumandos se denotan como

doit) = —= T senl(p— a2 (2.13)
i irf) = — 2O cenl(p + p)d2n), (2.14)

mp+p"
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que son transformadas de Fourier de las funciones g (z; p') = h=/2 C(p')e®"*/" ©(—d /2, d/2)
ygp(z;p) = =2 D(p)e?"*/" ©(—d/2,d/2), respectivamente, donde ©(—d/2, d/2)
es una funcién que vale 1 en el intervalo (—d/2,d/2) y cero fuera de él.
Para x > d/2
1 +oo T (1)) e ilp—p)d/2h
[T e o,y ar = LT
h/2 Jase 2r  p—p —ih0t
= gr(pp), (2.15)
que es la transformada de Fourier de gp(x;p') = h™ 2T (p')e*/" ©(d/2), donde
©(d/2) representa una funcién escalén, que es nula para x < d/2 y vale 1 para

x>d/2.

Las distintas funciones obtenidas se han denotado utilizando el subindice corres-

pondiente al coeficiente I (incidencia, al que se ha dado el valor h~'/?), R, C', D
6 T que la origina. Asi se puede tener una expresiéon compacta para los estados de

colision en representacion de momentos

(plop) = g1 (p;0') + Gr (0: ') + go (0: ") + 9o (03 0') + 91 (03 1), (2.16)

que representa un caso particular de la ecuacion (1.7).

Estado inicial

El estado inicial del sistema se supone que tiene la forma de un paquete de ondas
Gausiano de minimo producto de incertidumbres que se encuentra a la izquierda del
potencial, siendo despreciable el solapamiento con éste. En la representacion de
momentos vendra dado por (23)

26, \ ! exp —6: (p—pe)® iprc
Th? h? ol

wwnﬂwz( (217)

donde J, = 02 es la varianza en posiciones, p, es el valor medio del momento incidente
y z. el valor medio de la posicién en el instante inicial (z. < 0).
Expresion analitica para ¢(p,t)

Sustituyendo las expresiones del estado de colisién (2.16) y del estado inicial

anterior en la ecuacién (1.6),

o) = o [ 3 i) + i ) (2.13)
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+  go )+ dp D) + g7 ()]} dp,

T = <25Z>1/4. (2.19)

wh?

El término ¢(p') en la exponencial viene dado por

con

. 2 / 2 .y .y
/ __Zp/t_ém(p _pc> _prc_lpd_
o) =~ = e - o (2.20)

y las magnitudes “primadas” g, (p;p’) estan definidas a partir de la correspondiente
i (p; ) de acuerdo con la relacién g, (p;p') = —2mi e®' 4" §; (p; p'), por conveniencia
de notacion.

Los términos §}(p;p’), dr(p;p) v 7 (p;p’) presentan polos “estructurales’! de

primer orden [39] en los puntos

— p+ih0* (2.21)

mientras que §i(p;p’) v §p(p;p’) Gnicamente presentan singularidades evitables en
los puntos p’ = £1/p% + 2mVj. Todas estas funciones, salvo g;(p; p’), presentan una
sucesiéon infinita de polos resonantes y anti-resonantes en el cuarto y tercer cuadran-
tes respectivamente, p (j = 1,...,00), que son ceros del término € (p'), ecuacién
(2.7), que entra dividiendo en la expresion para los coeficientes R, C', Dy T (véase
el Apéndice C). Consecuentemente, todos los polos, a excepcion del “polo incidente”
p7, se encuentran en el semiplano complejo negativo.

Para resolver la integral (2.18), se considera el integrando como funcién de la
variable compleja p’ y se deforma el contorno de integracion a lo largo del camino

de maxima pendiente de descenso (véase el Apéndice D). El punto estacionario zy

dé(p') -0

de ¢(p') en el plano complejo es solucién de la ecuacién a

m [Amped? — (x. + d/2) B*t] — i2mh [md, (xc + d/2) + ped.t]

2.22
4m?262 + 121 (2.22)

Zp/ =

'Los polos “estructurales” no se asocian con resonancias, y aparecen como consecuencia de la
representacién elegida.



2.1 Obtencién de la solucién explicita

29

o (p')
dp/2

Las ecuaciones de los caminos de mdxima pendiente de descenso que parten de z,

Por otra parte,

# 0, de manera que z, es un punto de silla sencillo (n = 2).
Z !

vendran dadas por

, , 2tp*h , (2 , (d)2 —x. , (2P ,
= =B (P28 s () o () () - mmlo ] =
(2.23)

donde p!. y p, son las partes real e imaginaria de la variable compleja p’, respec-

tivamente. La ecuacién (2.23) corresponde a una cénica. Utilizando los resultados

descritos en el Apéndice E, la ecuacion anterior en coordenadas homogéneas tiene

la forma
2tp?h 2 /2 —z 2p
/2 /2 c / / c / c 2 /
o — — | - A e 7| —— 7 — 71 =0
(2 -7 ( o ) PP (hQ) + 7} ( S >+pz (h2> m[¢ (p')] =0,
(2.24)
donde la matriz asociada es
2tp2h 1 d/2—zx.
T mé, 2:;;725 20,1
L= d/_zh% ngz % ) (2.25)
25:,;5c % —Im[¢ (p)]

Como su determinante es cero, det(L) = 0, la cénica se dice que es degenerada y

describe dos rectas. Tomando el menor L33 y calculando el determinante,

PR 4 AmPp2o2n?

C

4m2p262h°

d€t(L33) = — < 0, (226)

se comprueba que las dos rectas son reales (p!. y pl son reales), que tienen un punto
comun, el punto de silla z,, y que sus direcciones, que corresponden a las de maxima
pendiente de descenso y ascenso, se obtienen utilizando el teorema 1 del Apéndice
D.

Para determinar las direcciones de maxima pendiente de descenso primero se

evalia ,
*o(p')
dp/2

26, 1 i

Zp/

[4m?202 + 121
P = JENCTS S (2.28)

v = arctg (2;?5 ) + . (2.29)

donde
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Los angulos que definen los caminos de maxima pendiente de descenso son

_ + g  —arctg (%)

o= —"1 = ), (2.30)
_ —arctg (2
I —— ; 5T 2(2’“51) + . (2.31)

A continuacién se deforma el contorno de integracién en (2.18), el eje real, para
obtener la recta en el plano complejo p’, I',y, que sigue el camino de maxima pendiente
de descenso, incluyendo un circulo alrededor de los polos que hayan sido cruzados
al deformar el contorno de integracion.

Se completa ahora el cuadrado en ¢(p') [ecuacién (2.20)] y se realiza el siguiente

cambio de variable
/
_ Pz

=" (2.32)

donde 12
0, . t \

de manera que la integral (2.18) queda expresada en el plano complejo u como

vty = DL [ ) + g )

2T
+ Ge () + Gy () + G (pyu)] e du, (2.34)
donde I s ( 12)
pC X . xC +
== — 2.
/’7 2 < hQ v h )? ( 35)

dh(pyu) = G4 (pp = fu+2y), y T'y serd la transformaciéon del contorno I'y de
acuerdo con el cambio de variable (2.32). En el plano complejo u, el punto de silla
se encuentra en z, = 0, y el camino de maxima pendiente de descenso verifica
Im[—u?] = 0 y coincide con el eje real en el plano u (véase el teorema 1, Apéndice
D). Asi, el cambio de variable anterior transforma el camino de méxima pendiente
de descenso en el plano complejo p’, en la recta real del plano complejo u, yendo
I, desde —oo a 400 e incluyendo un circulo alrededor de los polos cruzados al
deformar el contorno de integracién en el plano complejo p’. El cambio de variable
(2.32) produce una traslaciéon del origen de coordenadas que lleva el punto z, a
z, = 0, y realiza una rotacion, cuantificada por el parametro f, de un angulo de

—% arctg (%), ademas de un cambio de escala.
xr
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Puesto que ¢}, g, 37 YV Gop = G0 + §p son funciones meromorficas con polos
simples, en cada una de ellas es ttil extraer explicitamente la contribucién de las
singularidades. Las contribuciones de los términos de las singularidades dan lugar
a integrales que se identifican con funciones w de diferentes argumentos (véase el
Apéndice F). Las integrales resultantes, una vez sustraidos los términos que condu-
cen a funciones w, no presentan divergencias y se resuelven desarrollando en serie

los integrandos, restos, que denotamos por hgr(u), hep(u) y hy(u). Asi,

. Ri

Pl

grpiu) = —— ”

_ Rr = Rr;j

/ . — J h

gR(pau) U—UR+]2::IU— ]+ R(u)

) > Re;+ Roy
Jeppiu) = AL B S hep(uw)

j=1 u — Uj

. Rr = Rrj

' (pyu) = Ty 2.36
r(p; w) u_uTJerlu_ujJr (u), (2.36)

donde

f_l(p + ih0T — Zp/)
up = fH=p—ih0" — 2,)
f7Hp —ih0" — 2y) (2.37)

ur =

ur =
son los polos “estructurales” [39] expresados en el plano complejo u;
u; = f_l(p;- — 2y) j=1,..,00 (2.38)

son los polos “resonantes” (véase el Apéndice C), también expresados en el plano
complejo u; Ry, Rr y Rr son los residuos de las funciones g (p; u), §x(p; u) v g7 (p; u)
respectivamente, en los puntos u = w7, v = ur y v = up. Finalmente, Rgr;, Rcj,
Rpj v Rr; son los residuos de las funciones §x(p;u), go(p;u), gp(p;uw) v §r(p;u)
respectivamente, en los puntos u = u; (j = 1, ...,00). Los residuos R vienen dados

por

Ry = — L eind/2n
Rp = f—l R(le)ezp’Rd/h eipd/Qh
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R(p)e" " v,

Ry =
! (p +pj + ih0+) f
—2iC (p})e™s" 2hselﬂ[(p P})d/2h]F
Rej = =
—2iD(p})es" 2hsen[(p +p))d/2h]F,
Rp; =

(p + pj) /
RT — f—l T(p/T>€ip/Td/FL e—ipd/QFL
T(p. ez‘p;.d/he—ipd/zhp
Rrj=— (v3) ) ., (2.39)
(p — P = 2h0+) f

donde .
_ Q@)
T dQ(p) /dp' lr=p

Sustituyendo (2.36) en (2.34) e introduciendo la expresién integral de la funcién

(2.40)

w, ecuacién (F.2), la funcién de onda se puede escribir como

,L’T/f _(5 p2/h2)+772 . .
U(p,t) = pral wbe {lew(uj) — imRrw(—ug)

— imRyw(—ur) —ir > [Rrj + Rej + Rpj + Rerjlw(—u;)
j=1

[ Ihnlw) + ho(w) + ho(w) + hr(w)]e™ du}. (2.41)

Las funciones hg, he, hp v hy no presentan divergencias en torno al punto de silla
(u = 0) de sus correspondientes integrales. Para evaluar estas tltimas, por tanto, se
desarrollan las primeras en serie de potencias de u en torno al origen. De esta forma

las integrales pueden expresarse en funcién de su tnico punto critico,

%+. Zmu)m (2.42)

k=0

h(u) = h(0) + 1'(0)u + ... + h™(0)

Este desarrollo converge uniformemente en torno al punto u = 0. Sustituido en
la integral de cualquiera de los restos, el sumatorio puede sacarse de la integral,
quedando una integral resoluble por los métodos ordinarios

/OO hwe ™ du = /Th(u=0)+ i ¥ (u =0 /Oo u—ke_“ du (2.43)

X1 x3x...x(2k—1

) 5 2k
2 25 (28)! h"(u=10)] .

= 7 |h(u=0)+
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Al considerar en este desarrollo un nimero finito de términos se esta obteniendo
una aproximacion asintética de la integral. Deshaciendo el cambio de variable, y
expresando la integral anterior en la variable p’, se tiene

/ h(p) e ) (2.44)
r,

donde W (p') = ¢(p')/\. Para obtener W (p') se expresa ¢(p') [ecuacion (2.20)] de
forma que se pueda sacar factor comin a alguno de los parametros t, d,., p., T, 0 d,
y que se denotan, de forma genérica, por \. Este parametro sera el que dara el
comportamiento asintotico de la integral dependiendo del régimen en el que se pro-
duzca el proceso de colision: para tiempos grandes serd t, para anchuras grandes
del paquete incidente en posiciones, ¢,, para momentos incidentes grandes, p., para
paquetes inicialmente muy alejados del potencial, z., y para anchuras del potencial
grandes, d (véase el Apéndice D). Asi, cuanto mayor sea el valor del pardmetro A
tanto mayor sera la contribucién del punto de silla a la integral, que en la variable
u vendré dada por el término de orden cero de la ecuacién (2.43). Al disminuir el
valor del parametro A, la aproximacién de considerar tnicamente la contribucion
del punto de silla puede no ser suficientemente buena, y se hace necesario incluir

correcciones de drdenes superiores en el desarrollo de la ecuacién (2.43).

2.1.1. Ejemplos

En muchos casos bastan unos pocos términos de la ecuacién (2.41) para pro-
porcionar una muy buena aproximacién al resultado exacto. Si inicamente interesa
el comportamiento asintético para tiempos en los que la colision ya se ha produci-
do, s6lo es necesario considerar los términos estructurales R y 7', asociados con la
reflexion y la transmision, respectivamente, mas unas pocas contribuciones de los
polos resonantes (de nuevo para la reflexién y la transmisién). El nimero de polos
resonantes que es necesario incluir depende de la energia de la colisiéon. Por ejemplo,
en la figura 2.1 se muestra un caso donde tan solo se han usado tres polos reso-
nantes en los términos R y T, y no se han incluido las contribuciones de los restos
correspondientes, hr(u) v hr(u).

Hay circunstancias en las que durante la colisién tnicamente es necesario tener
en cuenta dos términos. Este es el caso de la colisién con una barrera muy opaca, que

puede describirse utilizando los términos estructurales R e I (véase la figura 2.2),
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6 L

WpDI (ua.)

0 ) T T Wy Y
-20,2 -20 -19,8 19,8 20 20,2
Momento (u.a.)

Figura 2.1: [¢(p,t)|?> (en unidades atémicas) en funcién del momento para t = 5 u.a.,
cuando la colisién (contra una barrera de potencial centrada en el origen de coordenadas)
se ha completado. Con trazo continuo se representa la solucién exacta, mientras que con
linea de puntos se representa la contribucién conjunta de los términos estructurales de
reflexién y transmisién y de tres de sus polos resonantes en (2.41). Se ha tomado m = 1,
pe =20, d =25, Vj =188, §, = 100, y z. = —50 (todas las magnitudes estan expresadas
en unidades atémicas).

o el de colisiones de paquetes muy anchos y energéticos, donde basta considerar
los términos I y T'. Este ultimo caso se ha utilizado para explicar el incremento
transitorio, y clasicamente prohibido, de componentes altas del momento lineal como
un efecto de interferencia entre los términos de incidencia y transmisién, como se
describira en el proximo capitulo.

En la figura 2.3 se muestra la distribucién de momentos durante la colision para
un caso muy general (tipico). Los términos estructurales de incidencia, reflexién y
transmision, junto con contribuciones asociadas con tres polos resonantes en la ecua-
cién (2.41), proporcionan una aproximacion bastante buena para la funcién de onda
durante la colisién, aunque la solucion aproximada claramente sobrestima el valor
exacto de los paquetes reflejado y transmitido, y de la region de valores de momento
lineal comprendidos entre 20.3 y 21.0 u.a. La inclusion en la solucién aproximada del
primer término de correccién de la integral de los restos, ecuacion (2.43), conduce a
la obtencién de una curva que en la escala de la figura es indistinguible del resultado

exacto.
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‘\‘\
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-21 -20 -19 19 20 21

Momento (u.a.)

Figura 2.2: [1(p,t)|? (en unidades atémicas) en funcién del momento, para t = 2.5 u.a.,
durante el proceso de colisién. En trazo continuo se representa la solucién exacta, mientras
que con una linea de puntos se representa la contribucién de los términos estructurales
de incidencia y transmisién en (2.41). En unidades atémicas, p. = 20, d = 3, V = 400,

6, = 100, y el paquete de ondas inicial estd centrado 50 unidades atomicas a la izquierda
del centro de la barrera de potencial.

15 W
3
»
Cd
14 ‘.
3
3
o
g
=
05
0 = - 0
21 -20 -9 0 9 20 21

Momento (u.a.)

Figura 2.3: [¢(p,t)|? (en unidades atémicas) en funcién del momento, para t = 2.7 u.a.,
durante el proceso de colisién. Con trazo continuo se representa la soluciéon exacta, mien-
tras que con linea de puntos se representa la contribucién en la expresién (2.41) de los
términos de incidencia, reflexién, transmisién, considerando la contribucién de tres polos
resonantes. Cuando se considera un término de correccién en (2.43), el resultado apro-

ximado es indistinguible del exacto. Para la barrera y el paquete de ondas se usan los
mismos parametros que en la figura 2.1.



Capitulo 3

Interferencia cuantica transitoria
entre incidencia y transmision

3.1. Descripcion de la interferencia

Como ya se comento en el capitulo introductorio, un estudio numérico sistemati-
co de la magnitud del efecto BM en una colisién contra una barrera cuadrada en
funcién de la altura de la barrera de potencial y de la anchura espacial del paque-

te de ondas incidente reveld en [5] valores de G4

4 . muy superiores a los maximos

valores alcanzados en los estudios previos con la pared infinita y el potencial tipo
delta. Los mayores valores se observaron para paquetes de ondas cuya energia cinéti-
ca incidente era muy superior a la altura de la barrera, y con una anchura espacial
0, mucho mayor que la de la barrera. En estas condiciones, la barrera de potencial
es practicamente “transparente”, y casi la totalidad de la onda resulta transmitida.
En este capitulo se describird este régimen, analizando el origen fisico del aumento
espectacular que se observa en la magnitud del fenémeno en términos de una in-
terferencia transitoria entre las componentes incidente y transmitida del paquete de

ondas. Para ello se hard uso de la expresién analitica (2.41),

i’r’f _(6 p2/52)+772 . .
Y(p,t) = o e \9zPe {mew(uI) — imRrw(—ug)

— imRyw(—ur) —im Y [Rrj + Rej + Rpj + Rrjlw(—u;)

J=1

+ / Z [ha(w) + he(u) + hp(w) + hr(u)e™ du}, (3.1)
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obtenida en el capitulo anterior. Esta ecuacién proporciona una solucién dependiente
del tiempo en representacién de momentos para la colision de un paquete de ondas

Gausiano con una barrera cuadrada.

Aproximacion de dos términos

El camino de méxima pendiente de descenso utilizado para escribir la solucion
(3.1) consiste en una linea recta que forma un édngulo —zarctg (fit/2md,) con el ¢je
real p’ y que pasa por el punto de silla z, (2.22).

En los casos que se discuten en este capitulo, el punto de silla se encuentra
proximo al momento central, p., durante la colisién, cuando el paquete de ondas
esta aproximadamente en el centro de la region del potencial (t o~ %) Para coli-
siones de paquetes de onda muy anchos y energéticos, la pendiente de la recta sera lo
suficientemente pequenia como para que al deformar el contorno de integracion a lo
largo del camino de maxima pendiente de descenso el corte de los polos resonantes
del cuarto cuadrante se produzca lejos del eje real, de manera que las resonancias
no jugaran un papel significativo y se podré despreciar el valor de sus residuos (con-
diciones denominadas de “colisién directa”). Andlogamente, al estudiar casos en los
que la funcién de onda es mucho méas extensa que la barrera, se puede despreciar la
contribucion de los términos C'y D. Con las consideraciones anteriores, la solucién

(3.1) se puede aproximar por

Y(p,t) ~ % e‘(‘sng/hQ)*”Q{mRIw(u[) — imMRrw(—ug)
— inRyw(—ur) + /_O:O [he(u) + hr(u))e ™ du } (3.2)

Esta funcién permite calcular G para valores suficientemente grandes de d, con
un esfuerzo computacional reducido. Ademas, (3.2) permitird comprender la razén
por la que el efecto es tan importante para energias por encima de la barrera.

Considerando tnicamente dos términos en cada uno de los desarrollos de los
“restos” [véase la ecuaciéon (2.43)], en la figura 3.1 se muestra G . frente a o,
(8, = 02) para distintos valores de V;. El valor numérico méaximo del efecto es apro-
ximadamente independiente de la posicién inicial del paquete de ondas (z..), aunque
el instante en el que ocurre si varia con ésta. Esto permite obtener la figura a partir

de cuatro calculos independientes, para diferentes intervalos de valores de o,. En
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cada caso se ha utilizado el valor de z. necesario para que la funcién de onda en la
representacion de posiciones no solape inicialmente con el potencial en una cantidad
mayor a 1073, Al coincidir practicamente el instante de efecto méaximo con el tiempo
clasico para el cual el centro del paquete llega al potencial, la distancia recorrida
para obtener el efecto maximo es aproximadamente z.. De esta forma, el realizar
cuatro calculos permite que en cada uno de ellos la relacién entre los valores de
0. vV % sea tal que conduzca a un valor de la pendiente del camino de integracion
suficientemente pequeno y aproximadamente constante, lo que asegura la validez de

la solucién asintética.

0.4
0.35-
0.3-
8025

02+ ,7

;

0.15

0.1-

T T T T T T T T
12 24 36 48 60 72 84 96 108
O'X(X104 u.a.)

Figura 3.1: G4, frente a o, para: Vo = 3.5 x 1072 u.a. (linea de puntos y rayas),
Vo = 7 x 1072 w.a. (linea de trazo continuo), Vo = 1.05 x 107!t w.a. (Iinea de puntos),
Vo = 1.4 x 107 w.a. (linea de trazo discontinuo corto), Vo = 1.75 x 10~ u.a. (Iinea de
trazo discontinuo largo). m = 1.558 x 10°u.a., p. = 2.85 x 1072 u.a. y la barrera, con
anchura d = 2.5 x 10% u.a., estd centrada en el origen de coordenadas. Para valores de o,

desde 9 x 10* u.a. hasta 2.6 x 10° u.a. se ha tomado z. = —1.08 x 106 u.a.; para valores de
o, entre 2.6 x 10° u.a. y 5.5 x 10° u.a. se ha tomado z. = —2.25 x 10 u.a.; para valores de
o, entre 5.5 x 10° w.a. y 8.4 x 10° u.a. se ha tomado z. = —3.35 x 10% u.a. y para valores

de o, comprendidos en el intervalo entre 8.4 x 10°w.a. y 1.14 x 10%u.a. se ha tomado
ze = —4.4 x 108 u.a.
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|2 “exacta”, calculada

La figura 3.2 muestra la distribucién de momentos |¢(p, t)
con el método de propagacién numérico descrito en el Apéndice A para distintos
instantes de tiempo, en el caso de un potencial cuadrado con Vy = 1.025 x 10~ u.a.,
y 0, = 1.04 x 10° u.a., pasando por el instante en el que el efecto es méximo (G4 =
0.27).

Todas las figuras corresponden a situaciones fisicas que describen atomos ul-
trafrios de Rubidio que colisionan con barreras de potencial producidas por campos
laser no sintonizados con respecto a la transicién atémica relevante (véase la Intro-
duccién).

El comportamiento observado no tiene explicacion clasica. Se trata de un paquete
de ondas considerablemente mas ancho que la barrera. En un colectivo de particulas
clasicas con la misma distribucion inicial de momentos y coordenadas, la distribu-
ciéon de momentos se deformaria sélo ligeramente debido a las pocas particulas que
pudieran estar en la region de la barrera, y mantendria el médximo en el momento
medio inicial p.. Ademas, no podria producirse la espectacular aceleracion o decele-
racién asociada con los dos méaximos de la distribucién cuantica. Como se verd, el
minimo central de la distribucién cuantica se debe a una interferencia destructiva,
mientras que los dos méaximos corresponden a una interferencia constructiva entre
términos de incidencia y transmision.

En la figura 3.3 se muestra la distribucién de momentos para la colision repre-
sentada en la figura 3.2 en el instante de maximo efecto, en comparacion con el
resultado aproximado obtenido al despreciar todos los términos en (3.2) excepto el
primero, asociado con la onda incidente, y el tercero, asociado con la transmitida,

de manera que queda
7'/ _ 2 /32 2
G(p 1) = e Ot I ) 4 T(peo(—ur)] = Vry. (33)

Para obtener la expresién anterior se ha sustituido el valor de p/. por p en el residuo
Ry [véase la ecuacién (2.39)]. Esto constituye una muy buena aproximacion para
describir la parte mas relevante de la distribucion de momentos.

El hecho de que la colisién se produzca a energias muy superiores a las de la
barrera justifica el poder despreciar el término de reflexién. También los términos
de los restos pueden despreciarse pues sélo suponen una pequena correccion a los de

incidencia y transmision.
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Figura 3.2: |(p|¢(t))|> para distintos tiempos: ¢ = 0 (linea de puntos y lineas; funcién
de onda libre), t = 2.33 x 103 w.a. (linea continua), ¢t = 2.73 x 103 u.a. (linea a trazos;
instante de la colisién), ¢ = 3.23 x 10'3 uw.a. (linea de puntos), con m = 1.558 x 10° u.a.,
pe=2.85x 102 u.a., 0, = 1.04 x 10° w.a., . = —5.0 x 10° w.a., V5 = 1.025 x 10~ v.a. y
d =25 x 10" u.a.

Como test de consistencia para este resultado, se puede tomar el limite d — 0
de la funcién de onda en momentos, con objeto de tratar de recuperar el caso de
propagacioén libre. Para ello, tendremos en cuenta que cuando d — 0, T'(p) — 1, y
que, como uy ~ ur [véase la ecuacion (2.37)], la relacién entre las funciones w de

argumento de distinto signo queda como [véase la ecuacién (F.3)]

2

w(ur) =2e "1 —w(—ur). (3.4)

Sustituyendo los resultados anteriores en la expresién de la funcién de onda (3.3),

ésta se puede expresar de la forma
(plY(t))g—o =T e~ (8ep2/R2 )4 —u? , (3.5)

donde se ha calculado el limite en p} = p+h0™, con lo que u; = f~1(p} — 2,y) — u

[véase la ecuacion (2.32)]. Deshaciendo el cambio de variable de u a p y sustituyendo
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Figura 3.3: |(p|¢(t))|? (linea continua) y |z/1(OIT)|2 (linea discontinua) para el instante de

tiempo en que se produce el efecto maximo, ¢t = 2.73 x 10 u.a. (Los pardmetros que
describen la colisién son los mismos que para la figura 3.2.)

el valor de 7' [ecuacién (2.19)], se obtiene

Y T ip? —p)?  ipx
Dl = (?) expl ﬂ;;t_éx (p—p)° ip ] ‘ (3.6)

Su médulo es

1/4 N2
ol = (25) o |22 (57)

que coincide con el médulo de la funcién de onda inicial, ecuacién (2.17), tal y como
era de esperar.

En la figura 3.4 se representan los diagramas de Argand de los dos sumandos
en la expresién (3.3). Los diagramas de Argand muestran la parte imaginaria de
una cantidad frente a su parte real a medida que se varia un parametro, en este
caso el momento lineal p, a intervalos regulares. Cada lébulo corresponde a uno
de los sumandos, de manera que lo mas relevante en la figura no es tanto el valor
representado sino las variaciones relativas mostradas por cada lébulo, que se van

a sumar. El “movimiento” para p creciente comienza cerca del origen hacia abajo
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en ambos diagramas. El maximo de la izquierda en la distribucién de momentos de
la figura 3.3 corresponde a la zona en la que los médulos de los 16bulos aumentan
y estan aproximadamente en fase en la parte inferior del diagrama. Después del
movimiento descendente se produce un movimiento aproximadamente circular muy
rapido en el que las dos fases se oponen aproximadamente, y que da lugar al minimo
central. Tras esta interferencia destructiva las dos curvas vuelven a encontrarse en
fase ahora en la zona superior, lo que corresponde al maximo de la derecha en la

distribucion de momentos.

1
o 2 .o. .

o0 o i :
a )
£ ° .
(@)
(.U ° -
g0 ,
[¢]
pud ° *
©
Q— o .
-0.5— ° $s .

-1 I I

-2 -1 0 1 2
parte real

Figura 3.4: Diagramas de Argand del sumando proporcional a w(uy) en la ecuacién (3.3)
(circulos), y del sumando proporcional a w(—ur) (linea de puntos), para el instante en

que se produce el maximo del efecto. (Los pardmetros de la colisién son los de la figura
3.2.)

Este comportamiento se debe esencialmente a las dos funciones w involucradas,
w(uy) y —w(—ur) (se considera la segunda funcién w con un signo menos por
conveniencia para la discusién), como se ve en la figura 3.5, donde se representan
los diagramas de Argand de las dos funciones w por un lado, y de los prefactores

correspondientes, por otro, para valores del momento lineal cercanos al minimo
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central de |1 (p. )% (figura 3.3). Se observa que el efecto de los factores, cuyas fases

o0s
o®
o

/

o

parte imaginaria

\

.
»*
®%eecer

I I I I
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15
parte real

Figura 3.5: Diagramas de Argand de w(uy) (circulos), —w(—uy) (puntos), del factor que
multiplica a w(uy) en la ecuacién (3.3) (linea continua) y del factor que multiplica a
—w(—ur) en la ecuacién (3.3) (linea discontinua). La representacién de estas magnitudes
se hace para el instante de tiempo ¢t = 2.73 x 10'3 u.a. para el que el efecto es maximo (el
resto de datos igual que en la figura 3.2).

permanecen esencialmente constantes en torno a m, es simplemente el de invertir
los dos 16bulos de las funciones w, que proporcionan el movimiento rapido. Este

.. p+ih0t—2z
movimiento se debe al paso de los dos polos estructurales, u; = —F - yur =

% (que sélo se distinguen por un infinitésimo), cerca del punto de silla z, = 0.
El barrido en p, a medida que su valor aumenta, corresponde al movimiento de esta
pareja de polos por el eje real p’ de izquierda a derecha como muestran las figuras
3.6 y 3.7. Por el contrario, el punto de silla y el camino de descenso més réapido no
dependen de p. Teniendo en cuenta que u; y ur son practicamente coincidentes
(ur >~ ur), la ecuacion (F.3) se puede escribir como

2

w(ur) =2 —w(—ur), (3.8)

donde u; = (p} — #,)/f. Esta expresién, junto con los diagramas de Argand mos-
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Figura 3.6: Contorno de integracién en la variable p’ cuando (p < p.).

trados, permiten entender el origen de las caracteristicas mas relevantes de la distri-
bucién de probabilidad en momentos descrita por la ecuacién (3.3) y, en definitiva,
el modo como las interferencias destructivas y constructivas se desarrollan y desa-
parecen a medida que progresa la colision.

La figura 3.8 representa el movimiento del punto de silla en el plano complejo p/
a lo largo del tiempo. El instante “central” de la colision coincide con el cruce del

punto de silla por el eje real p': de acuerdo con la definicién (2.22),

m [Amped? — (x. + d/2) B*t] — i2mh [md, (e + d/2) + pedut]
4m?202 + 121 ’

(3.9)

Zp! =
la parte imaginaria de z, se anula cuando t = % (donde se ha considerado
x. < 0), es decir, cuando el centro de un hipotético paquete libre se encuentra apro-
ximadamente en el borde izquierdo de la barrera, comenzando el proceso de colision.
Para este instante de tiempo, y en las condiciones que consideramos (paquetes de
onda muy energéticos y anchos en coordenadas), se tiene z, = p..

Al encontrarse el punto de silla practicamente en el eje real del plano complejo
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Figura 3.7: Contorno de integracién en la variable p’ cuando (p > p.).

P/, la cantidad p} — zy = p + th0T — z, serd précticamente real para todo p. El

th

angulo —%arctg ( ), que define al camino de maxima pendiente de descenso, es

2moly
muy pequeno, por lo que al dividir entre f apenas aumentara la parte imaginaria
+ih0tT —2 , . . .
de p} — 2y, y por tanto u; = pif"' es practicamente real. Esto implica que la

diferencia entre las dos funciones w(u;) y —w(—ur) es esencialmente una exponencial
real negativa [véase la ecuacién (3.8)], lo que explica el movimiento concertado de las
dos curvas en el diagrama de Argand de la figura 3.4, asi como el hecho de que antes
y después del paso de los polos cerca del punto de silla (z, = 0) las dos funciones w
sean iguales. Las funciones w correspondientes a un mismo valor de p sélo difieren en
una cantidad real, el valor de la mencionada exponencial, una linea horizontal entre
puntos en el diagrama de Argand. Cuando se inicia el movimiento desde el origen
hacia zonas imaginarias negativas del diagrama, los l6bulos son coincidentes debido a
que la exponencial en esta zona tiende a cero. Para estos valores de p, lejos del punto

Pe, €n torno al que se encuentra el punto de silla z,, el argumento de la exponencial,

p+ih0t —z, 2
f

lejos de 2z, ~ p.. Esta regiéon de interferencia constructiva se corresponde con el

—u? = — , toma valores negativos grandes al encontrarse p; = p+ih0"
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Im(z,) (x10” u.a.)

I I I
28.47 28.218 28.49
Re(z,) (x10" u.a.)

Figura 3.8: Movimiento del punto de silla en el plano p’, en funcién del tiempo; m =
1.558 x 10° u.a., p. = 2.85 x 103 w.a., . = —5.0 x 10°w.a. y d = 2.5 x 10* u.a. La linea
de puntos describe una trayectoria descendente a medida que el tiempo transcurre.

maximo que se encuentra a la izquierda de p. en la distribucién de momentos. A
medida que los valores de p se acercan a los de p,, p; = p+ih0" se acerca a 2, ~ p,,
tendiendo el argumento de la exponencial a cero y ésta al valor unidad. En esta regién
la distancia entre los lobulos aumenta hasta su valor maximo, a partir de la cual
empieza nuevamente a disminuir al alejarse p de p.. Este movimiento curvilineo de
separacién y nueva union en los diagramas da lugar a una interferencia destructiva
que se corresponde con el minimo central de la distribucién de momentos. Para
valores en los que p se aleja mucho de p. se repite el comportamiento descrito para
el inicio del movimiento, produciéndose de nuevo una coincidencia entre los 16bulos
(ahora en la zona superior del diagrama) que da lugar, en este caso, al méximo que

se encuentra a la derecha de p. en la distribucién de momentos.

La variacion rapida de la fase de las funciones w al pasar cerca del punto de silla

se sigue de su definicién, ecuacién (F.2). Al pasar uy cerca de u = 0 (debido al movi-

. ph—z .. . . .
miento de p} en u; = = 7 ) y cruzar el eje imaginario del plano u, el denominador es
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esencialmente real y cambia de signo rapidamente, es decir, la fase de las funciones

w varia en 7 en un breve intervalo de momentos, tal y como se ilustra en la figura

3.9 La Oposi(ﬁ/\n de face nor of anla nn evnlica la interferencia destructiva total.

fases (radianes)

[ [
28 28.2 28.4 428.6 28.8 29
p (x10 u.a.)

Figura 3.9: Fases del término asociado con la onda incidente [linea discontinua; primer
sumando en la ecuacién (3.3)], y del término asociado con la onda transmitida [linea
continua; segundo sumando en la ecuacién (3.3)], para Vo = 1.025 x 107 vw.a., o, =
1.04 x 10° w.a. y t = 2.73 x 1013 w.a. (instante de méximo efecto). El resto de datos son los
mismos que en la figura 3.2.

También es necesario que los médulos de los términos de incidencia y transmision
de (3.3) sean iguales. Esta igualdad sélo se consigue transitoriamente, puesto que
antes y después de la colision sélo existe uno de los l6bulos, el de incidencia primero,
y el de transmisién después. A medida que transcurre la colision, el I6bulo incidente
decrece y el de transmision crece, hasta que, durante un cierto intervalo de tiempo,
se equilibran, dando lugar a la cancelacion entre los sumandos con distintos signos,
y a las dos zonas de interferencia constructiva que se observan en la figura 3.2.
Una variacién en la altura de la barrera lleva consigo el giro de los factores de
fase que acompanan a las funciones w y, por consiguiente, a rotaciones relativas de

los dos l6bulos, de manera que una de las dos regiones en fase aumenta mientras
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que la otra disminuye, dando lugar a picos asimétricos. Para ilustrar esto, en la
figura 3.10 se muestran las distribuciones de momentos para el valor del potencial
que produce picos simétricos Vy = 1.025 x 107''w.a., para un potencial menor,
Vo = 1.0x10" " u.a. y para otro mayor Vy = 1.05x107 1 u.a. En las figuras 3.11 y 3.12
se muestran los 16bulos de los diagramas de Argand para el caso Vy = 1.0 x 10~ u.a.

y Vo = 1.05 x 107" u.a., respectivamente. Nétese que los factores de fase que

a1

N w H
| | |

densidad de probabilidael:(o4 u.a.)
|_\
|

I : I \
28 282 284 428.6 28.8 29
p (x10 u.a.)

o

Figura 3.10: |(p|(t))|?> para tres valores del potencial: Vo = 1.0 x 10~ w.a. (linea a
trazos), Vo = 1.025 x 10~ w.a. (Iinea continua) y Vo = 1.05 x 10~ u.a. (linea de puntos);
t =2.73 x 1013 u.a., y el resto de datos son los mismos que en la figura 3.2.

acompanan a las funciones w no dependen del tiempo por lo que la relacién de fase
entre los lobulos es constante para cada eleccion de parametros. Por ello, para una
colision dada las posiciones de los maximos y minimos no varian significativamente
durante el régimen transitorio.

Por 1ltimo, en la figura 3.13 se muestran los l6bulos de incidencia y transmision
en el diagrama de Argand cuando se toma Vp = 1.4 x 10~ u.a., para dos instantes
distintos de tiempo, antes y durante la colisién. Obsérvese la variacion de los tamanos

de los 16bulos durante la colisién. Por otra parte, antes de que se obtenga el efecto
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Figura 3.11: Lébulos de los diagramas de Argand para el caso Vy = 1.0 x 10~ u.a. El
término asociado con la onda incidente se representa con circulos [primer sumando en la
ecuacion (3.3)], y el asociado con la onda transmitida con puntos [segundo sumando en la
ecuacién (3.3)]. t = 2.73 x 103 w.a., y el resto de datos son los mismos que en la figura
3.2.

maximo, y como consecuencia de aumentar el potencial con respecto al caso mas
simétrico (con Vp = 1.025 x 107 u.a.), se observa que el 16bulo de transmisién
esta girado con respecto al de incidencia. El l6bulo de incidencia es mucho mayor
que el de transmisién, como corresponde a este instante en el que ain el grueso
de la colision no ha tenido lugar. Como consecuencia se tiene que la interferencia
destructiva no sera total y el valor minimo no estard tan préximo a cero. Para el
instante de efecto maximo, se observa cémo el 16bulo de transmision sigue girado
con respecto al de incidencia, aunque ahora se han invertido las posiciones de los
16bulos al producirse un cambio de fase. Este cambio de fase global afecta a los dos
16bulos por igual y es debido al término comun que multiplica a las funciones w
en la ecuacién (3.3). En este caso, los médulos si se igualan para un determinado

angulo, dando lugar a una interferencia destructiva total.
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Figura 3.12: Lébulos de los diagramas de Argand para el caso Vy = 1.05 x 10! w.a. El
término asociado con la onda incidente se representa con circulos [primer sumando en la
ecuacion (3.3)], y el asociado con la onda transmitida con puntos [segundo sumando en la
ecuacién (3.3)]. t = 2.73 x 103 w.a., y el resto de datos son los mismos que en la figura
3.2.

En definitiva, para que se produzca una interferencia destructiva completa en
el momento incidente, y de acuerdo con la discusion anterior, es suficiente que se
cumplan una serie de condiciones una vez que se han elegido los parametros del

paquete de ondas inicial:

1. La barrera de potencial debe ser mucho mas estrecha que la anchura del pa-
quete de ondas inicial, con objeto de que la mayor parte posible de la norma
se asigne a las componentes incidente o transmitida y la interferencia sea mas
pronunciada. Asimismo, la altura del potencial debe ser lo suficientemente pe-
queiia para que el valor de la probabilidad de transmisién |T'(p)|* esté préximo

a la unidad; y

2. La altura de la barrera se debe seleccionar de forma que para el momento p.
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Figura 3.13: Lébulos de incidencia y transmisién en diagramas de Argand para el caso
Vo = 1.4 x 107" u.a. Con cuadrados se representan los 16bulos en el instante t = 2.33 x
10" u.a., siendo el de la izquierda el correspondiente a la transmisién. Con puntos se
representan los 1ébulos en el instante ¢ = 2.73 x 10'3 w.a. (instante de efecto méaximo),
siendo el de la izquierda el correspondiente a la incidencia. El resto de datos son los
mismos que en la figura 3.2.

la fase del coeficiente de transmision sea un multiplo impar de 7.

Con respecto a la observacion de este efecto con atomos de Rubidio ultrafrios,
ésta depende de la posibilidad experimental de preparar los estados iniciales apro-
piados. Desconectando el campo laser durante la colision apareceran dos picos en
la distribucion de momentos que para tiempos posteriores, y al desplazarse uno
mas rapido que otro, implicardn una separaciéon visible entre las dos componentes
espaciales correspondientes de la funcién de onda.

Finalmente, el desarrollo de la aproximacién (3.3) se ha realizado para una ba-
rrera cuadrada, por simplicidad, pero su validez es mucho mas amplia, siempre que
se suponga que el potencial sélo toma valores apreciables entre los puntos —d/2 y

d/2. En particular, también se ha observado el efecto para una barrera Gausiana,
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eligiéndola de manera que al truncarla en +d/2 no se altere la colisién. Esto se
ilustra en la figura 3.14, donde para una barrera de potencial Gausiana, y en fun-
cién del momento, se comparan la distribucién exacta de momentos |(p|t(t))[*, y la

2, dada por la ecuacion (3.3).

aproximada W?ﬁ\

(]

o
|
-

N
|

N
|

densidad de probabilidadxo4u.a.)
i P

— -

o

x x x 1
28 28.2 284 286 28.8 29

p (><10'4 u.a.)

Figura 3.14: Distribucién de momentos para una colisién con una barrera de potencial
Gausiana. La funcién de onda incidente estd definida como en la figura 3.2. La altura de
la barrera Gausiana vale Vy = 1.0 x 10~ w.a. y su anchura es ¢ = 1.0 x 10* u.a. Para el
calculo se ha truncado la Gausiana en £d/2, con d = 9.6 x 10 u.a., valor para el cudl la
convergencia se ha comprobado. La curva en trazo continuo representa la solucién exacta,
mientras que en trazo discontinuo se muestra la soluciéon aproximada.

3.2. Descripcion de la interferencia en el espacio
de fases

La interferencia estudiada es fruto de una adecuada preparacion de la colisién en
la representacion de posiciones, aunque sus efectos se manifiestan més notablemente
en la distribucién de momentos. Asi, mientras que para analizar los efectos de la in-
terferencia es suficiente analizar la distribucién de momentos, para tener una vision
clara de las causas que la producen, y de su evolucién, es necesario estudiar la infor-

macién suministrada por la distribucién de posiciones. Hasta ahora, la descripcion
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en cada instante se ha realizado recurriendo a las informaciones parciales suminis-
tradas por cada una de las distribuciones. Para obtener una descripcién mas global,
se utilizan frecuentemente representaciones de la Mecanica Cuantica que contengan
informacion combinada de las representaciones de posiciones y de momentos. Para
ello, se recurre a la descripcion complementaria que proporciona el espacio de fases
cuantico acerca del efecto de interferencia descrito en esta memoria.

La evolucion mecanico-clasica de las variables de posicion y de momento de un
determinado sistema fisico! puede ser descrita por medio de la distribucién de proba-
bilidad en el espacio de fases, f(x,p). Una descripcién andloga del sistema cuantico
equivalente vendria dada a través de distribuciones p,(z,p), que serfa deseable que

cumpliesen las siguientes propiedades:

= Sus distribuciones marginales deberian proporcionar las distribuciones de pro-
babilidad en posiciones y momentos, esto es,

| pua.pdp = P(a) = (alpla) (3.10)

/o:o pq(,p)dz = P(p) = (plplp) , (3.11)

donde p es el operador densidad cuantico, y

= la distribucion no podria ser negativa,
pq(z,p) > 0. (3.12)

El Principio de Incertidumbre cudntico pone de manifiesto una dificultad intrinse-
ca para la mera introduccién en el contexto de la Mecanica Cuantica de un espacio
de fases. Debido a que el estado de una particula no puede tener simultaneamen-
te una posicién y un momento bien definidos no es posible definir la probabilidad
de que una particula se encuentre en la posicién x con momento p. Sin embargo,
si se han definido cuasidistribuciones de probabilidad que han resultado ser de gran
utilidad al proporcionar una descripcién mas intuitiva de los sistemas cuanticos.

En esta seccién se representa el fenémeno de interferencia que nos ocupa a través

de dos de estas cuasidistribuciones: una de ellas sera la proporcionada por la funciéon

'La descripcién que se realiza en este capitulo se refiere a sistemas extendidos espacialmente a
lo largo de una tunica dimension, el eje z, por simplicidad, pero sin que esto suponga una pérdida
de generalidad en las conclusiones.
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de Wigner, que satisface las condiciones (3.10) y (3.11), pero no asi la (3.12), y la
otra serd la proporcionada por la funcién de Husimi, que si bien cumple la condicién

(3.12), no cumple las condiciones (3.10) y (3.11).

3.2.1. Representacion de Wigner

Para una particula en una dimension, la cuasidistribuciéon de Wigner se define a

partir del operador densidad cuantico, p, como

- 1 & Yy Yy ipy/h
pw(x,p) = s /_OO <x 5 p‘x—i— 2> eVl dy . (3.13)
Para un estado puro, p = |¢) (|, pw(z, p) se puede expresar como
1 > ) * ) ipy/h
_ Y Y\ i 14
pw (z,p) 5T /_oow (x 2) Y (a?—l— 2) eV dy (3.14)

donde ¥ (x) = (x|1)) es la funcién de onda que describe al sistema fisico en represen-

tacion de posiciones.
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Figura 3.15: Cuasidistribucién de Wigner, pw (x,p), en funcién de x y de p, evaluada
en el instante ¢ = 0.5 x 103 u.a., anterior a la colisién con una barrera cuadrada de
potencial, V(x). El estado inicial (¢ = 0) consiste en una Gausiana de minimo producto
de incertidumbres centrada en z. = 8.0 x 10° u.a. y con anchura en coordenadas o, =
1.04 x 10° u.a. El momento inicial promedio vale p. = 2.85 x 1073 u.a. La altura de la
barrera es Vy = 5.84 x 1072 u.a. y su posicién y anchura se representan en la figura por
medio de dos lineas verticales paralelas.

Las figuras 3.15 hasta 3.19 representan la cuasidistribucién de Wigner que des-

cribe distintos instantes de la colisién de un dtomo de Cesio (m = 2.423 x 10°uw.a.)
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Figura 3.16: Cuasidistribucién de Wigner, pw (x,p), evaluada para el instante ¢t = 3.7 x
103 u.a., cuando empieza a deformarse por su interaccién con el potencial. Los pardmetros
que describen el sistema y la colisién son los mismos que para la figura 3.15.

moviéndose en una dimensién en presencia de una barrera cuadrada de potencial. El
estado inicial (¢ = 0) consiste en una Gausiana de minimo producto de incertidum-
bres centrada en 2. = 8.0x 10° u.a. y con anchura en coordenadas o, = 1.04 x 10° u.a.
El momento inicial promedio vale p, = 2.85 x 1073 w.a. La altura de la barrera es
Vo = 5.84 x 1072 u.a. y su posicién y anchura se representan en la figura por medio

de dos lineas verticales paralelas.

Las figuras 3.15 y 3.19 describen situaciones asintéticas, antes y después de la
colision respectivamente. En este caso, la probabilidad de transmisién es cercana al
100 %, por lo que la distribucién de Wigner una vez que se ha producido la colisién

aparece simplemente desplazada en posiciones hacia la derecha de la barrera.

La figura 3.16 muestra la cuasidistribucion de Wigner evaluada en un instante
en el que ya ha comenzado la colision, aunque todavia el grueso del paquete de
ondas en la representacion de posiciones se encuentra a la izquierda de la barrera.
En este instante, en la representaciéon de momentos, la interferencia destructiva en
el momento incidente no es total. La distribucién de Wigner presenta dos carac-
teristicas fundamentales: (1) una regién con valores positivos grandes en la zona
central izquierda, y (2) una zona central en la que toma valores negativos. Esta
zona central negativa es responsable de que la distribucion de momentos empiece a

desarrollar un minimo local en torno a p, ~ 2.85 x 1072 u.a. De hecho, el efecto de
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Figura 3.17: Cuasidistribucién de Wigner, pw (x,p), evaluada para el instante ¢t = 4.3 x
10" u.a., en el que la colisién estd en su méxima intensidad. Los pardmetros que describen
el sistema y la colisién son los mismos que para la figura 3.15.

interferencia destructiva se manifiesta en valores negativos para la cuasidistribucion
de Wigner en la zona de la barrera. Para un valor fijo del momento, alrededor de p.,
en la integral de p, a lo largo del eje x [véase la ecuacion (3.11)], que proporciona
la distribucién de momentos, se compensan valores positivos y negativos de p,,, de
manera que en el centro de la distribucién de momentos se desarrolla un minimo
local de probabilidad.

La distribuciéon de Wigner en el instante en el que la interferencia destructiva
es mas clara se muestra en la figura 3.17. En este caso la distribucion muestra sus
méximos valores (positivos) en regiones ligeramente a la izquierda y a la derecha
de la barrera de potencial, y para momentos ligeramente superiores e inferiores al
momento central incidente, donde se producen los méximos de la distribucién de
momentos fruto de la interferencia constructiva. En la regién del espacio ocupada
por la barrera cuadrada, y para los momentos principales del paquete incidente,
la distribucién toma valores negativos (y tienen la méxima amplitud). Para el mo-
mento central, p. ~ 2.85 x 107% u.a., la integral de la distribucién en x produce
un minimo central en la distribucion de momentos. Para que la integral sea nula,
los valores que toma la distribucién de Wigner a la izquierda y a la derecha de
la barrera cuadrada son compensados por los valores negativos que alcanza en la

region de la barrera, produciendo la interferencia destructiva el minimo en la dis-



58

INTERFERENCIA CUANTICA TRANSITORIA ENTRE INCIDENCIA Y

TRANSMISION

0.05 -
0.01
-0.01
-0.05
288 3
=)
I
286 S
X
o
28.4
28.2

70 9 110 VY 150 170 190

X (><1O4 u.a.)

Figura 3.18: Cuasidistribucién de Wigner, pw (x, p), evaluada para el instante ¢t = 5.0 x
10" u.a., cuando la colisién con la barrera de potencial estd finalizando. Los pardmetros
que describen el sistema y la colisién son los mismos que para la figura 3.15.

tribucién de momentos caracteristica de este efecto. Por otra parte, la distribucion
de momentos para valores ligeramente inferiores y superiores al momento central,
en los que estan localizados los picos de la interferencia constructiva, se manifiesta
en valores positivos en la cuasidistribucion de Wigner, que no son cancelados por
ninguna contribucién negativa.

Finalmente, la figura 3.18 muestra la distribucién de Wigner para un instante
en el que la colisién esta finalizando. Esta presenta caracteristicas muy similares a
las que presenta en la figura 3.16, salvo que ahora la region de valores maximos de

la distribucion se encuentra a la derecha de la barrera cuadrada.

3.2.2. Representacion de Husimi

Para el estado de una particula descrito en una dimension por el operador den-

sidad p, la representacién de Husimi se define como

1

donde |z, p) son estados de minimo producto de incertidumbres en el espacio de fase,

que, en la representacién de posiciones, se expresan como

1 (2 —2)2 /452 ipa!
<£E’|£E,p> = We ( )°/4 e'? /h (316)
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Figura 3.19: Cuasidistribucién de Wigner, pw (x,p), evaluada para el instante ¢t = 7.5 x
10" u.a., cuando el paquete de ondas ya ha abandonado la zona de colisién y evoluciona
de nuevo libremente. Los parametros que describen el sistema y la colisién son los mismos
que para la figura 3.15.

Las funciones que conforman esta familia, parametrizadas por medio de s, estan
centradas en el punto (z,p) del espacio de fases, y son distribuciones Gausianas
tanto en posiciones como en momentos, con anchuras a mitad de altura éx = sy
dp = h/2s, respectivamente. Cada eleccién del parametro s conduce a un conjunto
diferente de funciones de la base {|z, p)}. En el limite s — 0 la funcién (3.16) se hace
muy estrecha en posiciones, aproximandose la distribucién de Husimi a la funcién
de onda en posiciones. Alternativamente, haciendo s — oo, pg(z,p) se aproximard a
la funcién de onda en momentos.
Para un estado puro, p = |¢)(¢|, la definicién (3.15) queda como
pnle,p) = 5 (@0} (317)

que, al introducir la relaciéon de cierre en posiciones, se transforma en

2
da’ . (3.18)

puten) = 5| [ (e ple) o)

A efectos de ilustracion se ha tomado en esta memoria el valor s = \/h>/2, de
manera que las incertidumbres en posicion y momentos de los estados de minima
incertidumbre |z, p) sean iguales, dz = dp = \/h/2.

Las figuras 3.20 hasta 3.24 representan la cuasidistribucion de Husimi que des-

cribe distintos instantes de la colisién de un dtomo de Cesio (m = 2.423 x 10°uw.a.)
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Figura 3.20: Cuasidistribucién de Husimi, py (2, p), (con s = \/h/2) en funcién de z y de p,
evaluada en un instante t = 1.2 x 10'3 u.a., anterior a la colisién con una barrera cuadrada
de potencial, V(). La posicién inicial promedio del paquete incidente es z, = 2.3 x 105 u.a.
Los demads parametros que describen el sistema y la colisién son los mismos que para la
figura 3.15.

moviéndose en una dimensién en presencia de una barrera cuadrada de potencial. El
estado inicial (¢ = 0) consiste en una Gausiana de minimo producto de incertidum-
bres centrada en x, = 2.3x10° u.a. y con anchura en coordenadas o, = 1.04x 10’ u.a.
El momento inicial promedio vale p, = 2.85 x 1073 u.a. La altura de la barrera es
Vo = 5.84 x 1072 u.a. y su posicién y anchura se representan en la figura por medio
de dos lineas verticales paralelas.

Las figuras 3.20 y 3.24 describen situaciones asintoticas, antes y después de la
colision respectivamente. En este caso, la probabilidad de transmisién es cercana al
100 %, por lo que la distribucién de Husimi una vez que se ha producido la colisién

aparece simplemente desplazada en posiciones hacia la derecha de la barrera.

La figura 3.21 muestra la cuasidistribucién de Husimi evaluada en un instante
en el que ya ha comenzado la colision, aunque todavia el grueso del paquete de
ondas en la representacion de posiciones se encuentra a la izquierda de la barrera.
En este instante, en la representaciéon de momentos, la interferencia destructiva en
el momento incidente no es total. En la figura se observa la aparicién de valores
significativos de la distribucion de Husimi en la zona de la barrera, en la region de
momentos entre 2.2 x 1072 y 2.4 x 1073 u.a., desplazada hacia zonas inferiores en el

eje de momentos con respecto al paquete incidente. Esto corresponde a la imagen
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Figura 3.21: Cuasidistribucién de Husimi, pg(x,p), (con s = y/h/2) evaluada para el ins-

tante t = 3.7 x 10'3 w.a., cuando empieza a deformarse por su interaccién con el potencial.
Los parametros que describen el sistema y la colisién son los mismos que para la figura
3.20.

clasica del frenado que sufren las particulas al llegar a la zona de la barrera.

La distribucion de Husimi en el instante en el que la interferencia destructiva es
mas clara se muestra en la figura 3.22. La imagen se corresponde con lo que clési-
camente es de esperar. La norma a izquierda y derecha de la barrera esta repartida
aproximadamente por igual, mientras que la componente que se encuentra en la zona

de la barrera tiene momentos ligeramente inferiores y asi se refleja en el gréfico.

La figura 3.23 muestra la distribucion para un instante en el que la colisién
estd finalizando. Esta muestra caracteristicas muy similares a las de la figura 3.21,
salvo que ahora la regién de valores maximos de la distribucion se encuentra a la

derecha de la barrera cuadrada.

En todas estas figuras, y al contrario que en la distribucién de Wigner, hay que
destacar que no se pone de manifiesto la interferencia destructiva que origina el cero
en la distribucién de momentos. Aunque ambas distribuciones son, por supuesto,
igualmente vélidas para representar el estado del sistema en el espacio de fases
cuantico, la distribuciéon de Wigner se muestra 1til para representar la interferencia

destructiva, mientras que para la de Husimi, ésta pasa desapercibida.
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Figura 3.22: Cuasidistribucién de Husimi, pg(x,p), (con s = /h/2) evaluada para el

instante t = 4.3 x 103 uw.a., en el que la colisién estd en su méxima intensidad. Los
parametros que describen el sistema y la colision son los mismos que para la figura 3.20.

3.3. Influencia de la gravedad sobre el efecto de
interferencia

Tal y como se describié en la Introduccion, la observacion experimental del efecto
de interferencia se podria plantear a partir de colisiones de atomos ultrafrios con
barreras de potencial producidas por haces laser no sintonizados con respecto a
ninguna de las transiciones atémicas relevantes.

En las técnicas experimentales més extendidas, los &tomos se dejan caer bajo los
efectos de la gravedad sobre el haz laser, por lo que es necesario analizar el efecto
que pueda tener el campo gravitatorio sobre el desarrollo de la interferencia que se
esta considerando.

La diferencia fundamental respecto a lo ya descrito es que al desplazarse el pa-
quete de ondas que describe al atomo en la misma direccién en la que actia la
gravedad (eje x), éste estard sometido a una aceleracién (véase la figura 3.25). De
esta manera, el momento promedio del paquete deja de ser constante, y aumenta
segun evoluciona la propagacion. El nuevo Hamiltoniano, incluyendo un término de
energia potencial gravitatoria, queda como sigue

H= % +V(z) —mg(z — z.), (3.19)

donde g es la aceleracién de la gravedad, y z. es la posicién inicial promedio del



3.3 Influencia de la gravedad sobre el efecto de interferencia

002
0.015
0.01
0.005 32
- 03
7o =
S 28 5
+ -
X
26 a
24
: 22
20
220 240 260 V) 300 320 340
x(><104 u.a.)
Figura 3.23: Cuasidistribucién de Husimi, pg(x,p), (con s = /h/2) evaluada para el

instante ¢t = 5.0 x 10'3 w.a., cuando la colisién con la barrera de potencial estd finalizando.
Los parametros que describen el sistema y la colisién son los mismos que para la figura
3.20.

paquete de ondas, que se ha tomado como “origen” de energia potencial gravitatoria,
por convenio.

Para que se produzca el efecto de interferencia destructiva responsable del mini-
mo en la distribucién de momentos, es necesario que la fase del coeficiente de trans-
misién valga m para p ~ p.(t.), donde t. es el instante central de la colisién y p. es
el momento promedio del paquete en ese instante. Sin la influencia de la gravedad,
p. es aproximadamente constante para este sistema, de manera que si la condicién
anterior se cumple al prepararse el paquete inicial, también se cumplira en cualquier
otro instante de tiempo, y en particular, para t ~ t.. La acciéon de la gravedad pro-
duce una variacién lineal con el tiempo en el momento central del paquete por lo
que para que se produzca el efecto de interferencia estudiado es necesario preparar
el estado inicial de manera que, teniendo en cuenta la aceleracién que se produce,
ajustando por ejemplo la distancia entre el paquete de ondas y la barrera de poten-
cial, el momento central del paquete en el instante ¢. coincida aproximadamente con
uno de los valores para los que el coeficiente de transmisién tome el valor de 7.

En la figura 3.26 se representa la fase del coeficiente de transmision de la barrera
de potencial cuadrada con Vj = 1.025 x 10~ w.a. en funcién del momento incidente.
Para un paquete inicial con momento central p. ~ 2.85 x 1073 u.a., situado a la

distancia adecuada del centro de colision, el efecto de la gravedad serd el necesario
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Figura 3.24: Cuasidistribucién de Husimi, pg(x,p), (con s = /h/2) evaluada para el

instante ¢ = 7.5 x 1013 u.a., cuando el paquete de ondas ya ha abandonado la zona de
colisién y evoluciona de nuevo libremente. Los parametros que describen el sistema y la
colisién son los mismos que para la figura 3.20.

para desplazar el centro de paquete en momentos hasta el valor de p ~ 3.81 x 1073
u.a. que, como se aprecia en la figura, también tiene un valor préximo a 7w para
la fase asociada. Este resultado haria esperar que en estas condiciones el efecto de
interferencia se produjese como anteriormente, y eso es de hecho lo que se observa

en la figura 3.27.

3.4. Interferencia entre componentes incidente y
transmitida inducida por un laser resonante

A lo largo de este capitulo se han descrito las condiciones que dan lugar al
fenémeno de interferencia entre los términos de incidencia y transmision en la re-
presentacion de momentos, en colisiones con ldseres no resonantes, que actian de
forma efectiva sobre el atomo en su estado fundamental como una barrera de po-
tencial. También es posible disenar experimentos que permiten observar este efecto
de interferencia haciendo uso de laseres en condiciones de resonancia.

Para ilustrar este fendmeno se considera un sistema atémico de dos niveles, |1)
y |2), en interaccién con un laser sintonizado con la transicién entre los dos niveles.
Igual que en los casos descritos anteriormente, el &tomo suponemos que se desplaza

perpendicularmente a la direccién de propagacién del laser.
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Figura 3.25: Esquema del experimento teniéndose en cuenta el efecto de la fuerza de la
gravedad.

La descripcion detallada de la interaccién de un sistema atomico de dos niveles
con un campo de radiaciéon laser se hace en el capitulo 5. En esta secciéon inicamente
vamos a utilizar algunos resultados que avanzamos para describir brevemente el

efecto de interferencia en condiciones de resonancia.

Hemos observado tedricamente que el efecto de interferencia destructiva se produ-
ce en el estado fundamental, |1), para lo que es necesario que si el paquete incidente
se prepara en el estado fundamental, la evolucién del sistema a través del laser deje
al atomo en ese mismo estado con la mayor probabilidad posible. Para ello, una vez
elegida la anchura del perfil cuadrado de intensidad del laser resonante (que, como
en ocasiones anteriores, es necesario que sea mucho menor que la del paquete de on-
das incidente), se buscan los valores apropiados de la frecuencia de Rabi, 2, (véase
el Apéndice G) y, por tanto, de la amplitud del laser. De todos los posibles valores
de Q se ha escogido uno para el que la fase del coeficiente de transmision tenga
un valor proximo a m, siempre que se verifique que la probabilidad de transmision,
|T1(p)|?, esté préxima a la unidad para los momentos representativos del paquete
de ondas incidente. Al tratarse de un laser resonante, esto ultimo estara garantiza-

do para valores de la frecuencia de Rabi no demasiado altos (un laser muy intenso
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Figura 3.26: Fase del coeficiente de transmisién estacionario de una barrera cuadrada de
potencial con altura Vo = 1.025 x 10~ u.a. en funcién del momento incidente p..

aumentaria la probabilidad de reflexién para el dtomo en su estado fundamental).
En la figura 3.28 se muestra la distribucion de momentos asociada a la compo-

nente fundamental, [¢)(!)(p, )|, durante la colisién, calculada tanto de forma exacta

[utilizando la ecuacién (5.109) del capitulo 5], como en la aproximacion que considera

unicamente los términos incidente y de transmision,

1 +oo B
Yirn (p,t) = 5 TF o (@i p) + o (i p) | e E M (f 1 = 0) dp' ¢
(IT) hi/2 o (1)

(3.20)

donde TF representa una transformacion de Fourier,

1 ip'x
Sl w:7/) = e (3:21)
' 1

925‘/ (JJ p) i Tl( ) ip'z/h (3.22)

Los términos de incidencia y transmision capturan el comportamiento esencial y
son suficientes para describir la interferencia con muy buena aproximacién, y la
expresion (3.20) se reduce a la ecuacién (3.3), deducida en la seccién 3.1,

Uiy = l(0) = T e G R ) - Tppu—ur)] (329
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Figura 3.27: Distribucién de momentos para una colisién de un paquete de ondas con una
barrera cuadrada bajo la accién de la gravedad, evaluada en el instante ¢. “central” del
proceso. Los parametros que describen el sistema se describen en el texto.

en la que se sustituye el coeficiente de transmisién 7'(p) por la correspondiente ampli-
tud para la transmisién en el estado [1), T1(p). ’¢?IT) ‘2 se muestra en la figura 3.28 y
describe el efecto de interferencia teniendo en cuenta unicamente la contribucién de
los polos estructurales presentes en los términos de incidencia y transmision. Como
se observa en la grafica, la aproximacién proporcionada por esta expresion es extre-
madamente buena y permite trasladar a esta seccién las conclusiones alcanzadas en

la seccion 3.1.

En la figura 3.29 se representa la fase del coeficiente de transmision para el
sistema en su estado fundamental, T7(p), en funcién del momento, para el valor
de la frecuencia de Rabi seleccionada Q = 4.214 x 1072 u.a. Aunque en la escala
de la figura las variaciones que se observan alrededor de 4.5 x 1072 w.a. y de 1.3 x
10~2u.a. aparecen como discontinuidades, una imagen con mayor resolucién de los
entornos muestra una variacion rapida, continua, de la fase para esos valores del
momento. Sorprende también el amplio intervalo de valores del momento para los
cuales la fase permanece practicamente constante en torno al valor de 7 necesario
para la interferencia. En los casos estudiados en esta memoria la fase del coeficiente

de transmisién asociado con laseres utilizados en condicién no resonante siempre
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densidad de probabilidad1(04 u.a.)
T g

p (><10'4 u.a.)

Figura 3.28: Densidad de probabilidad en el espacio de momentos para el dtomo en
su estado fundamental, |1)™) (p)|?> (linea continua), componentes de incidencia y transmi-
sidn, W)E})T) (p)|> (linea discontinua), y aproximacién para las componentes de incidencia
y transmision |”L/}?IT) (p)|? (linea de puntos). En el texto se describen las expresiones utili-
zadas para estas funciones, que han sido evaluadas para el instante ¢t = 1.89 x 103 u.a.,

con m = 2.423 x 10° uw.a., p. = 6.5 x 102 n.a., 0, = 1.04 x 10° w.a., . = 2.3 x 10%u.a.,
a=279x10%uw.a., b =283 x 10%u.a., Q =4.214 x 10~ 12 n.a.

presenta un rapido crecimiento respecto al momento. El analisis del comportamiento
de la fase del coeficiente de transmision en los laseres resonantes se plantea como

objetivo para futuros trabajos.
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fase de T(p) (radianes)
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Figura 3.29: Fase del coeficiente de transmision para el estado fundamental, 77 (p), en fun-
cién del momento. Los parametros que definen la colisién son los mismos que los utilizados
en la figura anterior.



Capitulo 4

Colision cuantica de un paquete
de ondas con una doble barrera
cuadrada

Si se hace colisionar un paquete de ondas con una barrera de potencial apropia-
da, de acuerdo con las condiciones descritas en el capitulo anterior, y a continuacion
se apaga el potencial en el instante en el que la interferencia es méxima, la supresion
transitoria de la componente central del momento incidente puede ser usada, por
ejemplo, para convertir un paquete de ondas bien definido en momentos, en uno con
una estructura de doble pico, puesto que la evolucién libre posterior no modifica
la distribuciéon de momentos. No obstante, el caracter transitorio del efecto puede
dificultar su observacién, su uso como dispositivo de control del estado de movimien-
to atomico en aplicaciones de Optica cuantica, o sus posibles aplicaciones en teoria

cuantica de la informacion.

Para remediar esta dificultad se ha propuesto anadir una barrera de potencial
extra. Aunque el efecto de interferencia se vuelve méas complejo, de esta forma es
posible incrementar significativamente su duracién, haciéndolo mas robusto y facil

de observar.

Consideremos la colisién con dos barreras cuadradas de alturas V; y V5, locali-

zadas entre © = —d/2 y x = d/2 la primera, y entre x = a y * = b la segunda (se



72

COLISION CUANTICA DE UN PAQUETE DE ONDAS CON UNA DOBLE

BARRERA CUADRADA

asume que b > a > d/2 > 0),

0 si x < —d/2
Vi si —d/2< x < d/2

V(z) =10 si d/2< 2z <a (4.1)
Vs sia<ax<b
0 sixz>b.

P(x)2 /Z

Figura 4.1: Esquema del experimento que describe la colisiéon con dos barreras de poten-
cial.

La colision se puede llevar a cabo disponiendo para cada barrera del haz de un
laser perpendicularmente a la direccién de propagacion de los atomos (véase la figura
4.1). Para los ejemplos numéricos se han elegido valores de los diferentes parametros
que corresponden a situaciones experimentales realistas. De hecho, experimentos
de este tipo con atomos de Rubidio estdn siendo realizados en Canada bajo la
direccién del profesor A. Steinberg [11]. En nuestro caso, hemos considerado dtomos
de Rubidio, con alturas de las barreras correspondientes a las velocidades v; = 1.25
cm/s y ve = 0.92 cm/s, d = 2.65um, a = 20.11um, y b = 21.17pm.

La figura 4.2 muestra la distribucién de momentos para diferentes instantes de

tiempo, antes, durante, y después de la colision. La funciéon de onda inicial consiste
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0.6 - / 0.6 -
@ (b)
0.4 0.4
0.2 0.2 1
0 -

T T 7 0 T T 7
164 167 170 173 176 164 167 170 173 176

WP [((a.m.u.) x (cm/s))]

0.6 0.6 -

(d) -
0.4 4 0.4 |
0.2 | 0.2 |

0 T ‘ ‘ 0 NS —
164 167 170 173 176 164 167 170 173 176
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Figura 4.2: Distribucién de momentos (linea continua) para diferentes instantes de tiempo:
(a) t =19.35 ms, (b) t = 24.19 ms, (¢) ¢t = 29.03 ms, y (d) ¢t = 31.93 ms, durante la colisién
de un atomo de Rb con la estructura de doble barrera descrita en el texto. El paquete
de ondas inicial es una Gausiana de minimo producto de incertidumbres (ecuacién (4.2)).
También se muestra la distribuciéon aproximada de momentos obtenida a partir de la
ecuacién (4.28) (linea discontinua) para cada uno de los valores de ¢.

en una Gausiana de minimo producto de incertidumbres

26m 1/ 6m(p - pc)2 prc
ot =0) = (28] enp | ZLZPE I (12
con valor medio de la posicién z. = —52.92um, velocidad media v, = 2 cm/s, y raiz

de la varianza 6/ = 11um. Los pardmetros del potencial y la energfa cinética media
de las particulas incidentes son tales que finalmente la probabilidad de transmision
del paquete de ondas estd préoxima a la unidad. El comportamiento mas destacable
que se observa en el conjunto de figuras es, de nuevo, la fuerte supresién, observada
durante la colisién cuantica, de una gran cantidad de norma en el centro de la distri-
bucion inicial, la cual tiene una energia bastante superior a la de la barrera. Al igual

que se comento en el capitulo anterior, esta distribucién no deberia distorsionarse
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significativamente durante la colisién de un colectivo de particulas clasicas que se
corresponda con el colectivo cuantico anterior.

Para esta colision, con una estructura de potencial de doble barrera, el maximo
valor obtenido para G9(p,t) fue de 0.32.

0.4

0.3 1

0.2 4

0.1

[Wpb*  [((@m.u.) x (cm/s))]

0 T ==
20 25 30 35 40
time [ms]

Figura 4.3: Valor de la distribucién de momentos para p = p. en funcién del tiempo para
la misma colisién que en la figura 4.2 (linea discontinua), y para la colisién del mismo
paquete de ondas inicial en presencia de la primera barrera de la izquierda tinicamente
(linea continua).

El intervalo temporal durante el cual el momento central incidente es suprimido
por la colisién se incrementa sustancialmente con respecto al caso simple en el que
s6lo se tiene una barrera cuadrada. Esto se observa claramente en la figura 4.3,
donde se representa en funcién del tiempo el valor de |¢(p,t)|* para el momento
central p. en los casos de una doble barrera, y de una tnica barrera. Para el caso de
las dos barreras cuadradas se gana un orden de magnitud en la duraciéon temporal,
teniéndose también que la supresion es mucho mas acusada.

Los resultados anteriores han sido obtenidos por medio del método de propa-
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gacién numérico descrito en el Apéndice A. Para entender la supresion central en
la distribucién de momentos, se recurrira a una solucion analitica aproximada, que

refleje lo esencial del proceso.

4.1. Solucion Analitica

La solucion general de la ecuacién diferencial

d*y(x) /
- 7B~ V() (4.3)

se puede construir a partir de los estados estacionarios del sistema, con energia

2m

+ K% (x) = 0, K? =

E’ = p'?/2m, que se pueden escribir de la forma

Te'=/h 4 Ryew'w/h x < —d/2
1 Cleiplz/h+D1€—ip1x/h, —d/2 S T S d/2
(@lé) = 117 Tye?'®/h 4 Rpe=#*/h /2 <z <a (4.4)
Coem>*/h 4 Dyem2/h g < < b
Tye' =/t x> b,

donde p; = Rk, = /P?% —2mV, pa = hiky = /P2 — 2mVs, y se tomard [ = 1 para
que los autovectores estén normalizados de acuerdo con una delta de Dirac.

La determinacién de los coeficientes se realizard a través del calculo de matrices
de transferencia. Se comienza construyendo un vector general! 1, en cada una de las
regiones del espacio en que se ha dividido el potencial, constituido por la funcién
(x|, ) en una componente, y su derivada con respecto a = en la segunda componente.
Este vector puede expresarse en la region I (z < —d/2) como el producto de una

matriz de exponenciales ©1(x) por un vector qp de coeficientes

ez’p/r/h e—z’p’x/h 1
lI:(i'i’xh i —in'z/h 5 (45)
L e / o / R,

0, de forma més compacta, I = O(z) qr. Andlogamente, para el resto de las regiones

se tiene:

» regién I1 (—d/2 <z <d/2)
ez’plm/h e—iplm/h Cl
Iit = ( i%eiplz/h _z‘%e—iplx/h ) ( D, = O () qur; (4.6)

'Las letras 1 y q, en negrita, denotan vectores bidimensionales, mientras que el simbolo ®
denota una matriz de dimensién 2 x 2.
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» regién [1] (d/2 < x < a)

eip’z/h e—ip’z/h T
1111 = < i—geip/x/h _%6—ip/x/h ng - (_)III(x) qi1r ; (47)

» regién IV (a <z < b)
eipgz/h 6—ip2z/h 02
v = < z%ez'pgz/h _z%e—ipgx/n ) < D, = Orv(z)qrv; (4.8)

» region V (x> b)

6ip’:c/h e—ip’:c/h Ty
IV = ( %eip'z/h %P/e—ip’x/h ) ( 0 = G)V(‘T) qv . (49)

Teniendo en cuenta que Or(z) = Our(z) = Oy(x) = O(x), las condiciones de
continuidad de la funcién de onda y de su derivada primera en los puntos —d/2,

d/2, a y b, se expresan como

O(—d/2)ar = Ou(—d/2)qn (4.10)
Ou(d/2)an = ©(d/2)qm (4.11)
O(a)gm = Orv(a)aqv (4.12)
Ow(b)arv = O()av. (4.13)

Eliminando ahora qrr, qir v qrv de las ecuaciones anteriores, los coeficientes aso-
ciados con la primera y la tltima region se pueden relacionar a través de una matriz

de transferencia T?,

ar = Tlav, (4.14)
donde
T' = ©7'(=d/2)Ou(—d/2)Oun '(d/2) ©(d/2)
X G)_l(a) @1\/(@) G')IV_l(b) @(b)
Ty T )
= . 4.15
( T (1)
Sustituyendo la ecuacién anterior, y las expresiones de gy y qv en (4.14) se obtiene
1
T, = — 4.16
TT 10
Tl
R = 2L (4.17)

Tll
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Una vez obtenido el vector qy, que viene determinado por Ty (4.16), se puede

calcular el vector qry despejandolo en la ecuacién (4.13),

. T2 T2
21 22

y resolviendo el sistema,

T2

Cy = T_E (4.19)
T2

Dy, = T—E (4.20)

Igualmente, despejando qr en la ecuacién (4.12) y sustituyendo la expresién

(4.18) se tiene el sistema

_ _ T3 T3
qmr = © 1(“) Orv(a) Orv l(b) O0)qv = < Tlgl T132 ) qv , (4-21)
21 Lo2

de cuya solucion se obtiene

TS

7 — 1 (4.22

LT )
T3

R, = 2L, (4.23
Tlll )

Por dltimo, despejando gy en la ecuacién (4.11) y sustituyendo (4.21) se obtiene

el sistema

qu = On '(d/2)O(d/2) ® '(a) Ory(a) On'(b) O(b) qv

_ (T T
cuya solucién es

T4

c, = (4.25)
Ty
T4

D, = 2. (4.26)
Ty

Una vez obtenidos los valores de los coeficientes, las funciones g;(z;p’), introdu-

cidas en el Capitulo 1, se pueden identificar con cada uno de los nueve términos de
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(z|¢y), para lo que se etiquetan con el subindice de la amplitud correspondiente. In-
troduciendo estos términos en la ecuacién (1.6), la funcién de onda en representacién

de momentos, para cualquier instante ¢ > 0, vendra dada por
v, t) =2 eilp,t) = > /_ Gipip) e P p(p t = 0) dp', (4.27)

donde g;(p;p’) es la Transformada de Fourier de g;(z;p’). Para las barreras y el
paquete de ondas incidente usado en este capitulo, tres de los términos (el de in-
cidencia, el de transmision total, denotado con el subindice T3, y el “transmitido”
en la regién entre las barreras, denotado con el subindice 7}) son suficientes para

describir aproximadamente la colision,

1?(177 t) = @I(p, t) +on (p7 t) + SOT2(p7 t)‘ (428)

Los términos de reflexién, denotados con subindices R; y R, pueden ser despre-
ciados debido a que las energias del paquete incidente son muy superiores a las de
las barreras. La contribucion de los términos que ocupan la region de las barreras
también puede ser despreciada debido a que la funcién de onda tiene una extension
espacial mucho mayor que la anchura de cada una de las barreras. La validez de
estas aproximaciones se confirma con célculos numéricos realizados con el método
de propagacion descrito en el Apéndice A.

Para dar una expresién aproximada de las integrales o;(p,t) anteriores, y de

manera analoga a como que se hizo en el Capitulo 2, las expresaremos de la forma

- 21 \ wh?

i (26, \Y* %0 /
@i(p, t) —< m) 3 / 3l(p;p)) e?Pdy’ | (4.29)

donde ¢ (p') se elige igual que en la ecuacién (2.20),

.72 2 . .
/ _Zp/ t 5I (p, - pc) Zp,xc Zp/d
o ) 2mh h? h 2h (4.30)

v g (p;p)) = —2mi e g (p;p'). El camino de méxima pendiente de descenso
serd una lfnea recta que forma un dngulo —3jarctg (%it/2md,) con el ¢je real en el

plano p’, y el punto de silla (z,) vendra dado por la ecuacion (2.22)

m [Amped? — (x. + d/2) B*t] — i2mh [md, (x + d/2) + ped.t]
4m?262 + 121 '

(4.31)

Zp/ —
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Las funciones g;(p; p') v g1, (p; '), transformadas de Fourier de g;(x; p') y g1, (z;p')
respectivamente, presentan cada una un polo estructural [39], en p; = p + ih0" el
término incidente, y en p7, = p — ih0" el transmitido, mientras que gp (p;p') v
g1, (p;p') tienen polos resonantes y anti-resonantes, dependientes del potencial, en
el semiplano inferior. Para las condiciones descritas en este capitulo siempre se ve-
rifica que la pendiente de la recta en p’ que corresponde al camino de méxima
pendiente de descenso es lo suficientemente pequenia como para que al deformar el
contorno de integracién a lo largo de este camino, se “corte” a los polos resonantes
del cuarto cuadrante lejos del eje real, pudiéndose despreciar la contribucion de sus
residuos. En otras palabras estamos en las condiciones de “colisién directa”, donde
las contribuciones resonantes de la colision no son significativas. No obstante, la
importancia de las resonancias en el resultado final depende del método usado en
la expansion de la funcion de onda. En la descomposiciéon usada en este trabajo,
y para las condiciones fisicas para las que ocurre el efecto, la contribucién central
esta asociada a polos estructurales mas que a polos resonantes, pero en descomposi-
ciones alternativas, como las series de polos resonantes en el espacio de coordenadas
de Garcia-Calderén y colaboradores [40], el desarrollo se lleva a cabo enteramente
en términos de contribuciones resonantes. Ambos tratamientos tienen en comun el
hecho de que en la colision dominan claramente las energias superiores a las de las
barreras, y por tanto las resonancias de tuneleo no representan ningtin papel en el
efecto.

A continuacién se deforma el contorno de integracion a lo largo del camino de
maxima pendiente de descenso (I'y), y se realizan los cambios de variable oportunos
para identificar las integrales con funciones w. Para el término de incidencia, la

ecuacién (4.29) queda como

7:’7—, - /
er(pt) = 5 | ar(v:p) e?dp’ | (4.32)
1/4
donde 7" = (%) / Y
. . ez’pd/2h
i(pp)=—0 4.33
91 (pi 1) b —p + R0+ (4.33)

El célculo de este término ya se efectud en el Capitulo 2, obteniéndose el resultado
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exacto [véase la ecuacion (2.41)]

pi(p.t) = E " w(uy), (4:34)
donde
X = exp [—(5xpz/h2) + 772] , (4.35)
_ f | 2pc0 »(xc + d/2)
77 - 2 h2 ? h I (436)
y /
up =2 } > (4.37)

Para el término T3, la ecuacion (4.29) conduce a

ory(pt) =7’ /F n,(p; ') € ! dy (4.38)

p

donde

+oo o, L, ,
gr,(p3p) = TF[gr(asp)] = b7 Ta(p) lim | e PR em et !
e— b
—1 T2 (p/)e—i(p—p’)b/h

= i (4.39)

La integral (4.38) se puede calcular aproximadamente sacando el término T5(p’)
fuera de la integral con el valor que toma en el punto de silla (2, =~ p.), To(p.),
puesto que la amplitud de transmisién es practicamente independiente de p’ en el
intervalo en torno al punto de silla, en el que la integral toma valores significativos.

Expresando la integral en la variable u,

~1/2
p/ - Zp/ 5w ot
= —F =\ — 4.40
YT v <h2 o ’ (4.40)
se tiene
2 .
! i +oo oY +z(fu+zp/)(b+d/2)h
e, (p,t) = 2—X e Ty (pe) / du, (4.41)
™ —o0 U — Ur,
donde ,
P, — &p
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Haciendo ahora el cambio de variable

y=u—[5(b)/2, (4.43)
con
By =if(l+d/2)/h, (4.44)
se completa el cuadrado de la exponencial del integrando
2'7_/ ) +o00 6—3/2
o1, (p.1) = 5 € P OO Ty p,) / dy,  (4.45)
™ —oo Y~ Yn,
donde
a(l) = izy(l+d/2)/h, (4.46)
yr, = ur, —B(b)/2. (4.47)

En la nueva variable el punto de silla se corresponde con y = 0, y el camino de
maxima pendiente de descenso se corresponde con la recta real del plano complejo
y (véase el Apéndice D). Esta integral se identifica de forma exacta con una funcién

w (véase el Apéndice F), de manera que

T,X —1 «
2 (]% t) = % e Pb/ el ()+57(1)/4 Tz(pc) w(_yT2>‘ (4-48)

Por otra parte, la ecuacién (4.29) para el término 77 queda como

or,(pt) =7’ /F g (p; ') e ! dy’ (4.49)

P

donde gr, (p; p’) viene dada por
gr(p;p’) = TFlgn(a;p")] =h " Ti(p) / / e~ T T [ ot
d/2

i [ =p)/h _ idp'=p)/2n
m p—=p

A pesar de la ausencia de polos estructurales en el término gr, (p;p’), es ttil escri-
birlo utilizando funciones w, lo que puede hacerse cambiando p infinitesimalmente

a p —ih0" = pf,, y considerando independientemente la contribucién de cada una
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de las dos exponenciales. De esta manera, para cada uno de los términos, p7, se
comportara como un polo estructural. Expresando la integral en la variable u, y

aproximando nuevamente 7} (p) por su valor evaluado en p,

2 .
Z»T/X » oo U +7,(fu+zp/)(a+d/2)h
B = gy e | )
¢ (p: 1) 5 () [6 » p—— u
) +o0 —u2+z’(fu+zp/)d/h
e_ldp/%/ ‘ dul| , (4.51)
—00 U — umn
donde .
— 2
g, = 7 (4.52)

Para completar los cuadrados en las exponenciales de los integrandos se realizan los

siguientes cambios de variable,

ro= u-fa)/2, (4.53)
s = u—fB(d)2)/2 (4.54)

obteniéndose

. iT'x —ipa/h _[o(a)+B2(a)/4] oo e
enpt) = X Ti(po) <e pa/h o /_Oo L
o~ ipd/20 la(d/2)+5%(d/2)/4] / e e ds) ) (4.55)
0 S — Sy
donde

rp, = up — B(a)/2, (4.56)
s, = ur —8(d/2)/2. (4:57)

Los puntos de silla en las nuevas variables se encuentran en r = 0 y s = 0, siendo en
ambos casos los caminos de méxima pendiente de descenso los ejes reales correspon-
dientes en los planos r y s respectivamente (véase el Apéndice D). Introduciendo
ahora lasfunciones w (véase el Apéndice F), la componente 77 se podréd escribir

finalmente como

T,X —1ipa ala 2(a
er(p.t) = S>Tilpo) [ o/ @+ @/ ()

L eind/2h e[a(d/2)+ﬁ2(d/2)/4}w(_STl)} , (4.58)
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La figura 4.2 muestra |1 (p, t)|? dado por la suma de los términos de las ecuaciones
(4.34), (4.48) y (4.58), comparandolo con el resultado exacto, calculado segin el
método de propagacion descrito en el Apéndice A. El acuerdo entre ambos resultados
es excelente para un amplio rango de parametros.

Esta descomposicion permite interpretar la supresion del momento central como
una interferencia destructiva entre el término correspondiente a la componente 77,
procedente de la region entre las barreras, y un término resultado, a su vez, de la
interferencia constructiva entre las componentes incidente (I) y transmitida (75).
Durante la colisién, la fase relativa entre las contribuciones de incidencia y trans-
mision es un multiplo de 27, mientras que la fase relativa de estos dos términos
respecto al tercero, el término que ocupa la region entre las barreras, es un multiplo
impar de 7. Estas diferencias de fases vienen dadas por las amplitudes I, T1(p.),
y Ts(pe), ya que el resto de factores mantienen la misma fase durante la colisién
para p =~ p.. Puesto que para las condiciones de la colisiéon, f es aproximadamen-
te real, 3(1) con argumento real es una cantidad imaginaria pura, y como ademé&s
Zy =~ p. [véase la ecuacion (4.31)], se tiene que los argumentos de las funciones w,
ur, Yr,, Ty, y Sty (ecuaciones (4.37), (4.47), (4.56) y (4.57) respectivamente) son
practicamente imaginarios puros. Por tanto, y expresandolo de manera genérica, es-
tos argumentos verificaran que z* = —z. Teniendo en cuenta la propiedad (F.4), se
tiene la expresion w(z*) = w(—z) = [w(—2)]*, que implica que w(—z) es real. Como

2
*” reales,

w(—z) = 2% —w(z) (ecuacién (F.3)), siendo los términos w(—z) y 2e~
w(z) también serd real. Ademads, estas funciones w también son positivas [41]. Asi,
todas las contribuciones de las funciones w estan en fase al ser los valores de las
funciones w para argumentos imaginarios, reales y positivos.

En cuanto a los factores exponenciales que acompanan a cada funciéon w, se puede
comprobar que éstos tienen la misma fase cuando p ~ p.. Para ello se hard uso de
que Re(zy) =~ p., vy de que, como [(I) es précticamente imaginaria pura, 5(1)* es

aproximadamente real. De esta manera, se tiene

o od
fase e/ zh} = I;h
L P=Pc

fase |e—iPb/hto(b)+5%(b) /4}

P=DPc

fase _6—ipa/h-i—oz(a)-i-ﬁ2 (a)/4

] P=Pc
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Nétese que aunque el término 77 en la ecuacién (4.58) tiene dos contribuciones con
signos opuestos, la primera de ellas, que es proporcional a w(—rz, ), es menor que la
segunda contribucién. Asi, el resultado neto es positivo y el efecto de interferencia
destructiva vendréa determinado por el valor de la amplitud 77 (p.).

Durante la colisién, la norma entre las dos barreras crece inicialmente y después
disminuye. La componente incidente decrece cuando la funcién de onda entra en la
region de las barreras, mientras que la parte transmitida, en fase con la incidente,
aumenta al mismo ritmo. El resultado neto es un méximo en la probabilidad de
presencia en la region entre las barreras que mantiene valores altos durante un
intervalo de tiempo considerable. En la figura 4.4 se muestran frente al tiempo las
partes de la funciéon de onda que interfieren: la que se encuentra a la izquierda de las
barreras, la que esta entre éstas, y la de su derecha. Como se describié anteriormente,
las diferentes partes de la funciéon de onda proporcionan la oposicion de fase que
construye la interferencia durante un cierto intervalo de tiempo, y la separacion
espacial entre las barreras es la que conduce a una perfecta cancelacion entre las
componentes incidente-transmitida y la de la zona de entre las barreras, al igualarse
las normas de las dos partes que interfieren. Notese que el intervalo temporal para el
cual ocurre la cancelacion casi total se extiende sélo los cinco milisegundos centrales

de la figura 4.4 (véase también la figura 4.3).

4.2. Discusion y conclusiones

La selecciéon de los parametros del paquete de ondas incidente y de la barrera es
crucial para producir el efecto de interferencia descrito en este capitulo. No obstante,
una vez se hayan elegido arbitrariamente los parametros del paquete de ondas inicial,
es posible encontrar un conjunto valido para los parametros del potencial siguiendo

un proceso simple:

1. La barrera de la izquierda tiene que ser mucho mas estrecha que el paquete de
ondas inicial, y su altura debe de ser lo suficientemente pequena como para

que la probabilidad de transmision esté proxima a la unidad;
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Figura 4.4: Norma de la funcién de onda a la izquierda de la primera barrera (linea
continua), en la regién entre las dos barreras (linea discontinua), y a la derecha de la
segunda barrera (linea de puntos). Los pardmetros de la barrera y los del paquete de
ondas inicial son los mismos que para la figura 4.2.

2. La altura de la barrera se debe seleccionar de forma que para el momento p.,
la fase del coeficiente de transmisién sea un multiplo impar de 7. Este proceso

conduce al efecto de interferencia destructiva descrito en el capitulo anterior;

3. A una distancia Az de la primera barrera se sitia una segunda barrera, que
debera ser lo suficientemente pequena y estrecha para que al final de la colisién
se tenga una probabilidad de transmision alta. La distancia Ax debera ser del
orden de o menor que la anchura del paquete de ondas inicial, siempre que
ademads sea lo suficientemente grande como para que el valor de 77 apenas sea

modificado por la presencia de la segunda barrera;

4. Fijado un valor para la anchura de la segunda barrera, se modificard su altura

hasta que la fase del coeficiente de transmision, T5(p,), sea un multiplo de 27;
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5. Finalmente, se ajusta la distancia Az hasta obtener una interferencia destruc-

tiva perfecta.

Resumiendo, se ha examinado la interferencia entre tres componentes de un pa-
quete de ondas cuantico, que describe una colisiéon monodimensional de una particula
de masa m con una doble barrera cuadrada. Se observa que transitoriamente se pro-
duce una supresion significativa de la componente central del momento del paquete
de ondas incidente, durante un intervalo temporal que es mayor en un orden de
magnitud que la duracién de la supresién similar encontrada para una sola barre-
ra. Esta estructura de barreras més compleja ayuda a controlar el comportamiento
principal del efecto y hace plausible su observacién experimental. Medidas de la dis-
tribucién de momentos similares a las propuestas en [42, 43, 44] hacen esto posible

desconectando la interaccién laser.



Capitulo 5

Experimento de la doble rendija:
Un nuevo escenario

5.1. Introducciéon

Uno de los experimentos paradigmaticos que ponen de manifiesto algunas de
las peculiaridades de la Teoria Cuantica es el de la doble rendija. Brevemente, este
experimento consiste en enviar una onda de materia a través de una estructura de
doble rendija tras la cual es medida la probabilidad de presencia de las particulas
descritas por la mencionada onda. Como la probabilidad de encontrar a las particulas
es proporcional al médulo al cuadrado de la amplitud de la onda, la pantalla muestra
una estructura de interferencia entre las contribuciones que proceden de las dos
rendijas, que no puede nunca explicarse en funcién de la propagacién de particulas
que atraviesan una u otra rendija de forma excluyente.

De acuerdo con lo presentado y discutido en los capitulos anteriores, la colisién
de un atomo, supuesto sin estructura interna, con una barrera cuadrada en una di-
mensién puede describirse, en determinadas circunstancias!, mediante los términos
de incidencia y de transmision de la funcién de onda, que ya capturan el comporta-

miento esencial de la distribucién de momentos cuantica

W(p, t)|2 = \@D[(p, t) + ¢T(p> t)‘27 (51)

! Circunstancias bastante genéricas por otra parte, y que pueden ser extendidas para sistemas
atémicos con un ntmero arbitrario de niveles de energia, a barreras y funciones de onda incidentes
con diferentes formas, etc. (véase el capitulo introductorio).
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donde
Yi(pt) = Sw(ur), (5.2)
¢T(pa t) = ST(p) w(_uT) ) (53)
y /
¢ = %e—(5zp3/h2)+n2 pipd/2h (5.4)

T(p) es el coeficiente de transmisién, y

+ ’Lh0+ — 2y

up = p—f Loy (5.5)
—1h0t — 2z

ur = pf”. (5.6)

En las condiciones estudiadas de paquetes de onda mucho mas energéticos que la

barrera de potencial,
T(p)| ~1, (5.7)

de manera que el coeficiente de transmision se puede escribir como
T(p) ~ ¥ (5.8)

La diferencia de fase entre los términos incidente, ¢;(p,t), y transmitido, ¥7(p,t),
viene unicamente determinada por la fase del coeficiente de transmision, 6(p). Asi,
eligiendo adecuadamente la barrera cuadrada de potencial de manera que §(p.) = T,
las principales contribuciones de los términos incidente y transmitido se encuentran
en oposicién de fase, y originan una interferencia destructiva entre ellos. Para un
instante de tiempo determinado, ., la interferencia destructiva da lugar en |4 (p, t)|?
a la aparicion de un cero que “prohibe” el momento dominante inicialmente, p..
Simultaneamente, en las cercanias del momento central, un efecto de interferencia
constructiva da lugar a la aparicion de dos maximos, que pueden interpretarse como
asociados con aceleracién y deceleracién observables en la distribucién |4 (p, t)|* en
torno a su momento central p.. En el instante de la colision, t., en el que la interferen-
cia destructiva es practicamente total, el centro del paquete de ondas en coordenadas

se encuentra aproximadamente en el centro de la barrera de potencial. En este ins-

tante, el término de incidencia, ¥;(x,t.) = TF ' [¢;(p,t.)], que se encuentra a la
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izquierda de la barrera, y el de transmisién, ¥r(z,t.) = TF ' [tr(p, t.)], que se en-
cuentra a su derecha, tienen aproximadamente la misma norma. Esta configuracion,
con dos términos de igual norma, oposicion de fase, y separados espacialmente por
la barrera cuadrada, da lugar en la distribucién de momentos |¢(p,t)|? al fenémeno
de interferencia destructiva total en el momento incidente p..

2

Desarrollando la expresiéon de |1(p, t)|* dada por la ecuaciéon (5.1), en el instante

t =1

P(p,te) = |9 (pite)[* = [r(p, te) P+ [9r (0, te) P+ 21001 (ps to) [ (p, te)[cos & . (5.9)

donde el dltimo término es el denominado término de interferencia. § es la diferencia
de fase entre los términos ¥;(p,t.) y ¥r(p,t.), esto es, la fase del coeficiente de
transmisién, que es aproximadamente igual a 7 para p =~ p.. Asi, se obtiene el

minimo en la distribuciéon de momentos caracteristico de este efecto cuantico,

Pq(pcu t6> = \¢I(Pc,tc)\2 + ‘wT(pwtC)F - 2|¢I(pc7tc)||¢T(pcv tC)‘ = 07 (510)

ya que |7 (pe,te)| = |1 (pe, te)| en los casos discutidos en esta memoria.

El comportamiento observado no tiene explicacién clésica: un colectivo de particu-
las clasicas con la misma distribucién inicial de momentos y coordenadas que la del
colectivo cuantico analizado, en colision con una barrera de potencial equivalente,
evoluciona de tal manera que su distribucién de momentos, P(p,t), se deforma
solo ligeramente debido a las pocas particulas que pudieran estar en la regién de la
barrera, y mantiene el maximo en el momento medio inicial, p.. El reducido porcen-
taje de particulas que se encuentra en la zona de la barrera, permite despreciar su
contribucion.

Como ya se ha comentado, el origen de la interferencia observada en la ecuacién
(5.10) se encuentra en la fase m que introduce la barrera sobre la funcién de onda
cuando ésta atraviesa la zona del potencial. Durante la colision, la funcién de onda
se puede descomponer en dos contribuciones, una a la izquierda y otra a la derecha
de la barrera, con momentos centrados, en ambos casos en torno al valor p., pero
que contribuyen a la amplitud de momentos total en p. con una diferencia de fase
relativa de 7, interfiriendo destructivamente. El efecto de atravesar la barrera es
lo que distingue dos componentes, desfasadas, pero que contribuyen en la misma

region de momentos. De manera analoga, en el experimento de la doble rendija las
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dos componentes interfieren en una misma regién del espacio. A diferencia del caso
del experimento de la doble rendija, en esta ocasién el maximo central se traduce
en un minimo.

Notese que, como en el experimento de la doble rendija, cualquier intento de
determinar si las particulas que contribuyen al minimo central se encuentran a la
izquierda o a la derecha del potencial, es de esperar que destruya la interferencia y

conduzca a recuperar una distribucién de momentos proporcional a la suma

11 (p, te) P + o (p. te) %, (5.11)

mas de acuerdo con la intuicion clasica.

(2

N«

v

Figura 5.1: Esquema del experimento describiendo la colisién de un sistema atémico de
dos niveles con dos héces laser perpendiculares a la trayectoria de los atomos.

Para poner esto de manifiesto, asi como para estudiar la analogia que existe con
el experimento de la doble rendija en un contexto mas préximo al de un laboratorio,
se puede disenar el siguiente experimento: al dispositivo propuesto en el capitulo
introductorio (véase figura 8) se le anade un nuevo haz laser, paralelo al primero
y asimismo perpendicular a la trayectoria de la particula. Supondremos que el mo-
vimiento de los dtomos lleva a encontrarse con este laser después de haber sufrido
la colisién con el primero. Se considera ahora un sistema atémico con estructura
interna de la que sélo son relevantes, por estar acoplados a través del nuevo haz

laser, dos de sus niveles de energia, que se denotan por |1) y |2) (véase la figura 5.1).
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El objetivo que tiene anadir un haz laser es el de marcar a las particulas que han
atravesado la regién del potencial, generado éste por el primer laser: supondremos
que los dtomos inciden en el estado fundamental, |1), sobre la regién barrida por el
primer laser y que tras atravesar la barrera de potencial efectiva, el segundo ldser
los bombea hasta su estado excitado con gran eficiencia.

Se considera un primer haz no resonante con la transicién atémica, con un perfil
de intensidad correspondiente a una barrera cuadrada, de manera que cumpla las
condiciones necesarias para que se produzca la interferencia destructiva: el desfase
entre el término de transmisién en la representacién de momentos, w(Tl )(p, t), y el
de incidencia, @b}l)(p, t), vale 7, y durante la colisién la probabilidad de transmisién
es practicamente la unidad?. El segundo ldser se sintoniza perfectamente con la
transicién atémica y se dispone de manera que a la salida de él, el sistema atéomico
se encuentra en el estado excitado |2) con una probabilidad muy alta (véase el
Apéndice G).

La colisiéon con el primero de los haces, suponiendo que el atomo se encuentra
en el estado fundamental, produce el efecto de interferencia en la representacién de
momentos. El segundo haz actiia excitando los &tomos que atraviesan la regién de la
barrera hasta el nivel |2). Esto permite marcar o diferenciar a las particulas que se
encuentran a la derecha de la barrera, en el estado excitado, de las que se encuentran
a su izquierda, en el estado atémico fundamental. La funcién de onda en posiciones

queda como sigue,

(2, )) = W (2,1) [1) + P (2, 1) [2) . (5.12)

En la representacién de momentos se tiene

[W(p,1)) = v (p,0) [1) + 0P () |2) (5.13)

donde
VO (p,t) =TF [0 (z,1)],  (i=1,2). (5.14)
Este proceso destruye la interferencia, como ya se habia avanzado, debido a

que ahora se tiene informacion sobre la localizacién espacial de las particulas que

contribuyan a la probabilidad de encontrar cada valor del momento lineal. Para

2Todo esto para el 4tomo en su estado fundamental, que es donde se estd analizando el proceso
y que es el estado en el que el sistema se mantiene con una mayor probabilidad durante la colision.
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calcular P9(p,t) es necesario sumar las contribuciones del estado que corresponden

a los dos niveles de energia internos (traza), lo que conduce a

Pi(p.t) = [P0 (11) + [6@ O (212) + 2Re {O(p, ) (p,0))* (211))
= WO tP + P (0,0, (5.15)

donde en el ultimo paso se ha eliminado el término de interferencia debido a la
ortogonalidad (distinguibilidad) de los estados |1) y [2).

En resumen, este fenémeno de interferencia se puede describir de manera similar
a como se discute un experimento de la doble rendija, en el que la interaccién con
el sistema en estudio, fruto de la busqueda adicional de informacién, destruye la
interferencia. La particularidad de este caso es que la interferencia se produce en la
distribucion de momentos en vez de la de posiciones.

Para que la discusién anterior sea rigurosa, en (5.13) el término ¢! (p,t) debe
corresponderse con el de incidencia total de la colisién, y el 1(®) (p, ) con el de trans-
mision total. Por esto, y para poder realizar la discusion en detalle, es necesario
obtener una solucién para la funcién de onda (5.13). En ésta, ™M (p,t) y @ (p,t)
deben estar expresadas como la suma de las contribuciones provenientes de las dis-
tintas componentes espaciales, para poder realizar la correspondencia anterior. Esto

se estudiara en el siguiente apartado.

5.2. Solucién semi-analitica

Para fijar conceptos, consideramos atomos de masa m con dos niveles de energia
relevantes, |1) y |2), y cuya dindmica se describe inicialmente en las tres dimensiones,
aunque posteriormente se simplificara el tratamiento teniendo en cuenta un paquete
inicial y frecuencias de los ldseres y de la transicién atémica apropiados (véase la
figura 5.1).

Supondremos que el estado excitado, |2), no decae espontdneamente con una
probabilidad apreciable. Como se muestra en la figura, el atomo se desplaza segin
la direccion del eje x, incidiendo sobre la regién barrida por los haces de dos laseres
independientes entre si, y que se encuentran dispuestos perpendicularmente a la

direccion de propagacion, de forma que el efecto Doppler no desempena ningin

papel.
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El Hamiltoniano semicldsico® que describe el sistema tiene la forma,

2 2 2
p:+py, + 02
Hyp = === 4 Hy — d - [Bpa(r, 1) + Bra(r,#)] (5.16)

donde H 4 es el Hamiltoniano atémico interno, d el operador momento dipolar atémi-
co, y Ep1(r;t) y Epa(r;t) las amplitudes de los ldsers. Tal y como se demuestra en
[45, 46], considerando paquetes de ondas atémicos anchos en la componente perpen-
dicular a la del desplazamiento, y con una eleccién adecuada de parametros, este

Hamiltoniano se puede aproximar por

2
H= 2p—m+HA—d- [Evi(z,t) + Erz2(7,1)] (5.17)

donde a partir de ahora se denota por p el operador momento lineal atémico en
la direccion x de propagacion del paquete de ondas. En los casos presentados en
esta memoria, el primer laser con el que incide el paquete de ondas resulta ser
de manera efectiva una barrera de potencial, que apenas excita poblacion atémica
desde el nivel fundamental (en el que se prepara) al nivel excitado. Este potencial
tiene la forma V(z) = Q% (x)/4AL; [8, 9, 10]. En concreto, debe verificarse que
|Api| >> E/h [10], donde Q;(x) es la frecuencia de Rabi asociada con el primer
laser, Ay es su desintonizado con respecto de la transicién atémica, E es la energia
que tiene la componente central del momento del paquete de ondas, y se ha tomado
como nulo el ritmo de emision espontanea del atomo. Ademads, en esta memoria,
en los casos en los que actiien conjuntamente la barrera cuadrada y el laser, este
ultimo se supone en resonancia. Esto, junto a una adecuada eleccion del resto de
parametros de la colision, hacen que para estos casos la reflexién producida por el
laser en el estado excitado sea despreciable. De este modo se justifica la aproximacion
de sustituir el primer laser por una barrera cuadrada que actia tinicamente en el

estado fundamental:

0 si v < —d/2
V() =X Vo st —d/2< x < d/2 (5.18)
0 si x> d/2.

Si se toma como origen de energias la del estado fundamental |1), el Hamiltoniano

atémico interno se escribe

Hy = hwy |2) (2] (5.19)

3El sistema atémico se describe cudanticamente, mientras que el ldser se describe clasicamente.
Esta descripcién es valida siempre que el niimero de fotones del laser sea muy elevado.
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donde ws es la frecuencia de la transicién |1) — |2).

El operador momento dipolar tendra la forma
d = |1) (1 rer [2) (2] 4 |2) (2| rer [1) (1] = a2 (1) (2] + [2) (1]) , (5.20)

donde rg es el vector de posicion de un electron de valencia épticamente activo
de carga e con respecto al centro de masas del atomo, y se ha tenido en cuenta
que dj; = do; al considerar como reales los elementos de matriz dip = (1]d|2) y
dy; = (2|d|1). En general estos elementos de matriz son complejos, pero sin pérdida
de generalidad se pueden tomar como reales ajustando los factores de fase de los
estados internos. Los elementos diagonales de d son nulos debido a que los estados
propios de Hy (|1) y |2)), se supone que tienen paridad bien definida.
Considerando que el perfil del laser resonante es cuadrado y que esta localizado

entre x = a y x = b, se tendra

0 siz <a
Eps(x,t) = {E(t) sia<x<b (5.21)
0 si x>0,

donde , .
wrt + e—zth

E(t) = BE® cos(wpt) = BO & 5 ,

E© es el vector que representa la amplitud del laser en la direccién de polarizacion

(5.22)

del mismo, y wy, es su frecuencia.
La forma que se supone para los elementos de matriz del operador d permite

escribir el término de interaccién con el campo externo como

—dBuae,) = g [Tl (20 1) 2l + 2) 1]
(5.23)
donde '
0 sl zr<a
0 six >b.

La frecuencia de Rabi, §)p, caracteriza la fuerza del acoplamiento entre el atomo
y el laser. Teniendo en cuenta que las exponenciales et y et estdn asociadas
respectivamente con la absorcién y emisién de fotones, la aproximacion de onda
rotante permite despreciar aquellos términos en la ecuacion (5.23) que impliquen la

absorcién de un foton de energia hwy, acompanada de una transicién del sistema
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atémico del estado |2) al |1); o la emisién de un fotén hwy, acompanada de una
transicion atémica desde |1) a |2). De acuerdo con esta aproximacion el término de

interaccién con el campo externo se expresa como

—d-Ey(z,t) = mf) [12) (1]t + [1)(2]e ™) . (5.25)

En notacién matricial y utilizando la base de estados propios de Hy, |1) = ( 0 )

y|2) = ( (1) ), el Hamiltoniano del sistema se puede expresar como

9 .
o 0 0 nQz) (0 et
H = % + P1V(Z')P1 + < 0 hwg ) + 9 6_2-th 0 5 (526)

donde P; denota el proyector sobre el subespacio asociado con el estado |1), y tiene

la forma (1) 8 en la base utilizada. El término P,V (x)P; queda de la forma

V()
0 0

atémico fundamental.

, v representa la acciéon efectiva del primer laser restringida al estado

Con objeto de eliminar la dependencia temporal del Hamiltoniano en la ecuacién
de Schrodinger, se realiza una transformacion unitaria sobre los vectores de estado
del sistema |W¥),

W) =M|w). (5.27)

La matriz unitaria M de la transformacion tiene la forma
1 0

Para aplicar la transformaciéon, se multiplican por la izquierda ambos lados de la

ecuacion de Schrodringer por la matriz M

zhl\/[%\‘m =MH|¥), (5.29)
y teniendo en cuenta
0 oM 0|w)
(M) = S w) + Mo (530
se obtiene
0 oM

MH|®) = ih | = (M|¥)) - —=|¥)| | (5.31)



96 EXPERIMENTO DE LA DOBLE RENDIJA: UN NUEVO ESCENARIO

esto es,

0 . OM
i (M|®)) = MH|¥) + ih——|¥). (5.32)

Teniendo en cuenta la ecuacién (5.27) se tiene

o - s
h—|UY = H|P .
in o [%) = H|%) (533)

donde

- B )\ p? hQ(x) (0 1 0 0

_ 1 1_
H=MHM —i—zh—atM —2m+P1V(x)P1+ 5 10 + 0 KA |
(5.34)

que no dependen explicitamente del tiempo. A = wy — wy, es la diferencia entre la
frecuencia de la transicién atémica entre los estados fundamental, |1), y excitado
|2), y la frecuencia del laser wy, y se supondra nulo (condiciones de resonancia) en
este caso.

El estado del sistema en cualquier instante de tiempo puede describirse por medio
de

(@ [®(1)) =W (2, )[1) + @ (z, )1 [2) | (5.35)
de manera que

(x[®(t)) = O (@, )]1) + @ (z,1) [2) . (5.36)
Una solucién formal para la ecuacién de Schrodinger (5.33) en la representacion
de posiciones tiene la expresién

(@B (t)) = (z|le T B(t = 0)), (5.37)

donde el estado inicial se escoge con componente nula en el estado atémico excitado,
<ﬂ@a:m>=¢®@¢:onn=¢m@¢:m(é). (5.38)

Los estados estacionarios de colisién, que vamos a denotar por |¢(p'),—) y
|p(p), +), son estados propios de H y forman una base. Asintéticamente, en la repre-
sentacién de coordenadas, lejos de las zonas de interaccion, tienden respectivamente
a h=/2e®'@/h|1) y h=1/2 ¢i'2/7|2) ondas planas con momento bien definido, p’. Intro-
duciendo la relacién de cierre [*2° {|6(p'), =) (6(0'), —| + 6(0'), +) (6(0), +]} dpf =
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1 en la ecuacién (5.37), se tiene

(W (1)) = /_:O<x|€‘im/h{\eb(p’),—)(eé(p’),—|‘i’(t=0)>
+ o), +) (@), +E(t =0))} dp'. (5.39)

Suponiendo que inicialmente nos encontramos en condiciones asintoticas, y que
el estado inicial no solapa significativamente con la barrera cuadrada, siguiendo el
mismo razonamiento que condujo a la obtencién de la ecuacién (1.6), los térmi-
nos del estado inicial expresado en la base de los estados estacionarios de colision,
(), =T (t =0)) y (p(p), +|F(t = 0)), se pueden aproximar respectivamente por
(0, 1)@ (t = 0)) y (¢, 2]®(t = 0)). Este tltimo término serd nulo puesto que segiin
la ecuacién (5.38), (2|®(t = 0)) = 0. Teniendo en cuenta estos resultados en la

ecuacién (5.39)

@) = [ e ), ) 11 = 0)dy

= [T alow), e T B = 0)df (5.40)

—0o0

donde ﬁ[|¢(p’), —) = FE'|l¢(p'),—), con E' = p’2/2m. Por tltimo, para obtener las
funciones de onda de los estados fundamental y excitado en la representacion de

posiciones, se proyecta la ecuacién anterior sobre los estados |1) y |2),

B0 = [ (10, - e T = 0), 1y, (5.41)

—00

. 28(0) = [ (200, ) e TGO = 0), 1y, (542

oo

donde
(1) 1
(2, 1]p(p), —) = ( ¢ (Oﬁp) ) | (5.43)

(z,2|6(p), ) = ( ¢(2’((;’;p’) ) , (5.44)

son los estados estacionarios fundamental y excitado respectivamente. Para (p/[¢)(V) (t =

0), 1) se elige un paquete de ondas Gausiano de minimo producto de incertidumbres
(2.17).
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La ecuacién de Schrodinger estacionaria se escribe como H®, (r) = E'®,(z),
donde H viene dado por la ecuacién (5.34), y ®,(x) por
_ ([ oW (p)
Se obtiene un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas de los estados fun-
damental, M (z; p'), vy excitado, ¢ (x;p'),

+ V() ¢ ;) + ) ¢ (x;p) = E' ¢V (x;p'), (5.46)

2m 0x? 2
—h2 020 (x;p)  hQ(z) () , @ , ' 3 /
5T oz T o ¢ @) +hAYT (aip) = B (wp),  (547)

que haciendo uso de

(@) = %[E’—V(m)], (5.48)
KZ = %[E’—hA], (5.49)

se puede expresar como

0*¢W (2;p) — mQ(x)

02 I o (x;p") + g(x) gb(l)(x;p’) =0, (5.50)
2) (e )
82¢ ;x(fvp> . m%(l’) ¢(1)(x;p/) + k’lg ¢(2)(£E;p/) —0. (551)

En las regiones en las que no actia ninguno de los haces laser, que denotaremos
por: regién I (x < —d/2), regién III (d/2 < = < a) y region V (x > b), las

ecuaciones se desacoplan al ser {)(x) = 0, obteniéndose

62 / / /
a2 M (z;p)) + K7 oM (2;p)) = 0, (5.52)
62 / /! /
5.3 0% (@ 0) + KL ¢ (5 p') = 0, (5.53)

donde R%k? = 2mE' = p2.
Para atomos que inciden desde la izquierda en el estado fundamental, las solu-

ciones de las ecuaciones anteriores en las regiones I, [1] y V seran

1 . "

D) = g (7 R, (5:54)
1 -

Plasp) = 5 Fpe b/, (5.55)

hi/2
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1

Svir(esp) = 7 (Dy ™ /m 4 FyeP i), (5.56)
1 —1 xr
o) = iz Fae rpe/h, (5.57)
1
(1)(1, p/) — WT 6zpm/h’ (558)
1
O (zp) = 17 I Y ePnelh (5.59)

donde p; = Rhk}. Los coeficientes Ry, Dy, Fy, Fy, T} y 15 son funciones de p' y
representan las amplitudes de los términos correspondientes con subindice 1 6 2
segun se trate de los estados atomicos fundamental ¢ excitado respectivamente.
Notese que las expresiones (5.55) y (5.57) tienen la misma forma, debido a que
la barrera de potencial V(x) se supone que no actua sobre el dtomo en su estado
excitado.

En la regién de la barrera cuadrada (—d/2 < = < d/2), que denotaremos como

la region I1, el sistema de ecuaciones compuesto por (5.50) y (5.51) también se

desacopla
9 2 /
Wﬁbn (z;p") + k’v I (:E;p) =0, (5.60)
* o
02 Il(xp)+kL H(xp) 0, (5.61)
con ki2 = 2m[E' — Vp] /h?, y tiene por solucién
1 1 xX —1 xr
o1 (ip) = 7 (AyePve/h g By e/ (5.62)
1 —7 x
o (w:p) = i Fae N, (5.63)

donde pj, = /2m [E' — V.
En la region del laser, que denotaremos por regiéon IV (a < x < b), para resolver

el sistema de ecuaciones se despeja (b?&(x p') en (5.50),

/ h a / /
i) = o (s W 412 dlwn) . 6o
y se sustituye en (5.51),
[ (& )
o | (g Wi + 42 e )| (5.69)
REE (0° )y, e () mr 1y, .,
+mQL <@ Oy (3 ) + K2 gy (a:p) | — 7 w(z;p) =0.
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Operando y reagrupando términos se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto

orden,
84 / / / 82 / / / mQQQ /
S ) + 074 08) S o)+ (107 - ) o), 560

cuyo polinomio caracteristico es

20)2
rt o (K2 KE) %+ (kg k2 — mh2 L) =0. (5.67)

Realizando el cambio de variable

4

rt =i, (5.68)

la solucion del polinomio caracteristico sera

1 2 2 2 12\2 12 1,12 mQQ%
pe =35 —(K" + k) £ \| (K2 + kL)? — 4| kP kL — P . (5.69)

Sustituyendo los valores de k2 y k7 | y operando se llega a

pa = {_(w _hA) + hy /A2 + Q%] . (5.70)

Sea V el potencial efectivo del sistema en la region del laser, dado por la expresion

- hQL (01 0 0
v_—<10>+m<01>, (5.71)

la forma de p4 se puede simplificar teniendo en cuenta que los valores propios de 1%

A= % [m NI Qﬂ , (5.72)

lo que permite escribir (5.70) como

son

20 =), (5.73)

je = oy (2B +2)s) = — .

h2

donde los autovalores Ay representan la energia que intercambia el laser con el atomo.

Deshaciendo el cambio de variable (5.68), r = ,uli/ 2, se tiene finalmente que

r=d=4iqy, (5.74)
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con
2m
q+ = = (B —Xy). (5.75)
La solucién en la region del laser tiene la forma
1 ) . . .
(1) = 1375 (C0 7 - O e - (0 o 4 0@ emir) - (5.76)

Sustituyendo la expresién de ¢>§1V>.(x; p') en la ecuacién (5.64), y operando, se obtiene

32‘; (C(l) Ay et 4 0@ )it 4 0B\ emiarr 4 o) ) e—zqfw) .

(x;p,) = h2HS),
(5.77)
Para obtener los coeficientes del estado fundamental y excitado se plantea el
calculo de las correspondientes matrices de transferencia. Se considera un vector
general* 1 que contenga las componentes de ¢M(z;p'), @ (z;p') v sus derivadas
con respecto a z. Este vector puede expresarse en la region I (z < —d/2) como el

producto de una matriz de exponenciales ®1 por un vector yy de coeficientes

ez’k’x 6—ik’x 0 0 1
0 0 eilez e—ikj;z R,

11 ik ez’k’x —ik! e—z‘k’m 0 0 0 (578)
0 0 ik e*er ikl e~ ikLe £

o, de forma mds compacta, Iy = O(x) y1. Andlogamente para el resto de las regiones

se obtiene:

» regién I1 (—d/2 <z <d/2)

eik@z e—ik@z 0 0 Al
0 0 eilem e_ilem B1
be =1 g ke g emie g 0 o | = ©ul@)ym;
0 0 ik e —ikl e kT F
(5.79)
» regién [1] (d/2 < x < a)
e e 0 0 Dy
0 0 etk e~ kLT F
= e et 0 o | = ©m(®)ym;
0 0 ik e —ikl e~ kT B
(5.80)

4Las letras 1 e y denotan vectores de cuatro dimensiones, mientras que ® denota una matriz
de dimensién 4 x 4.
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» regién IV (a <z < b)

equrm eiq,m e—z’qux 6—iq,z O(l)
20t Jigyw D pia- 22+ —igyw 22 —ig-w (2
Iy = 7 € 7 C T ¢
iq. ela+e iq_ e —iqy el —ig_ et 0(3)
2i)\+q+ iq4+x 2iA_q— iq—x _27L)\+q+ —iqyx _27L)\_q_ —ig_x (4)
ra € ao € ao € mo € ¢
= Ow () yrv; (5.81)
» regién V (z > b)
10 Y
ezk x e ik'z 0 0 Tl
0 it
1 0 0 eszz e ik 0 6 (x)
vV = . i1/ . Lt = AV V-
ik ek'e ik Tk 0 0 15 Y
. 07 . v
0 0 ikh eFrT  —ikh emtkLe 0
(5.82)

Teniendo en cuenta que Op(x) = Omr(zr) = Ov(x) = O(x), las condiciones de
continuidad de la funcién de onda y de su derivada primera en los puntos —d/2,

d/2, a'y b se expresaran como

O(—d/2)y1 = Ou(-d/2)yn (5.83)
Ou(d/2)yn = ©O(d/2)ym (5.84)
O(a)ym = Orv(a)yv (5.85)
Ow(b)ywv = O0)yv. ( )

Eliminando yy1, y1ir € yrv de las ecuaciones anteriores, los coeficientes de la primera

y tltima regién se pueden relacionar por una matriz de transferencia T?,
y1 = Tlyv, (5.87)
donde

T' = ©7'(-d/2)Ou(-d/2)On '(d/2) ©(d/2)
@_1(a) ®1V(a) @IV_I(b) @(b)

X

= . (5.88)
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Sustituyendo la ecuacién anterior y las expresiones de yy e yv en (5.87) se obtiene

un sistema algebraico de ecuaciones, que al resolverlo conduce a

—TL
T = 33 ) (5.89)
' (mm—m%
Tl
T, = 3 ) (5.90)
? (mm—m%
T T — T T
R — (Tl Lot (5.91)
13 +31 11 £33

Tis Ty — Thy Ty

Una vez conocido el vector yy, obtenemos yry despejando en la ecuacién (5.86)

yiv = O '(0)O(b) yy = Vv, (5.93)

y resolviendo el sistema
c = T121 T+ T123 13, (
c® = 1271 + T3 Ty, (5.95
CO® = T +THT, (
CW = T2T +TLT,. (

Despejando yqir en la ecuacién (5.85) y sustituyendo la ecuacién (5.93) se tiene el

sistema
yir = ©7'(a) O (a) Oy (D) B(b) yy = yv. (5.98)

Solucionandolo se tendra
D, = T} T +T5T,, (5.99)

P = T3 +TyT,. (5.100)
(5.101)
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Y por ultimo, despejando g en la ecuacién (5.84) y sustituyendo la ecuacién (5.98)

se obtiene el sistema
yu = @11_1(d/2) ©(d/2) @_l(a) Orv(a) @Il_l(b) ©(b)yv
Ty T Th T
T4 TH T T

Tl oo | (2102
Th Th Th T
cuya solucién es
A = TN+ TL Ty, (5.103)
B, = TH T +TyT,. (5.104)

Asi, como expresién compacta para los estados estacionarios en la representacion

de posiciones se tiene

o asr) = g (0 i)+ ol (i)

+ ¢1H($'p/) + o (@ p) + ¢8)($;p')) ; (5.105)
W) ~ o (6P ) + o )
+ () + () + o (1) (5.106)

Sustituyendo estas ecuaciones de los estados de colisién en las expresiones (5.41) y
(5.42), obtendremos las funciones de onda en posiciones de los estados fundamental

y excitado en funcién de los términos de las distintas regiones

YO0 = i [ (@) + o @) + o) + w8 + o (w:8)
ey (p e = 0)dp', (5.107)

1 00
PO t) = o [ (0@ p) + 0 ) + o) + 6w ) + o (51)
e EYR W (pf t = 0)dp' . (5.108)

Las funciones de onda en la representaciéon de momentos se obtienen calculando la

transformada de Fourier de las anteriores

M (p,t) = h11/2 TF {/oo ( (l)(x P)+ ¢H (z;9") + Cbnl(x p)+ ¢1v(517 p)+ (/b%/l)(x?p/))

e~ M (pf t = 0) dp’} 7 (5.109)
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1 +o0
vOp,t) = 5 TF {/_Oo (65 (2:9) + 617 (2:7) + 6Ty (@: 1) + 7w 1) + 67 (25p))
e EM YW ()t = 0)dp'} . (5.110)

Las ecuaciones (5.109) y (5.110) describen las componentes 1" (p,t) y 3 (p, ) de

la funcién de onda del sistema en (5.13).

5.3. Resultados y discusién

Para los casos descritos en esta memoria, el comportamiento esencial de la fun-
cién de onda durante el proceso de interferencia se describe correctamente conside-

rando unicamente los términos de incidencia y de transmision.

o
o
a

0.04+

0.03+

0.02

0.01+

densidad de probabilidael](o_4 u.a.)

0 \ | \ ! \ ! \
240 250 260 270 280 290 300 310 320

X (><1O4 u.a.)

Figura 5.2: [¢()(x,t)|? (linea continua) y |1[)8i)1)(a:,t)|2 (linea discontinua) frente a x,
evaluadas en ¢t = 1.89 x 10'3 w.a., con m = 2.423 x 10° u.a., p. = 6.5 x 1072 w.a.,
op = 1.04 x 10° w.a., . = 2.3 x 10° u.a. Para este célculo, se ha utilizado una barrera de
potencial con anchura d = 4.0 x 10* u.a., centrada en la posicién zp = 2.81 x 10% w.a. y
con altura Vp = 6.21 x 1072 u.a.

La figura 5.2 muestra la distribucién de posiciones para el caso en que €2, = 0 (el
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segundo ldser se encuentra desconectado), en el instante para el que la interferencia
es maxima. Notese que la norma a la izquierda y a la derecha de la barrera es aproxi-
madamente la misma. A su vez, la norma en la region de la barrera es despreciable,
asi como la interferencia que produce el término reflejado con la parte incidente
de la funcién de onda. Todo esto justifica describir la interferencia utilizando sélo
términos asociados con incidencia y transmision. La figura 5.3 representa la distri-
bucién de momentos correspondiente a la funcién de onda representada en la figura
anterior. Muestra un cero justo en el valor del momento dominante inicialmente, y
a ambos lados de éste, se observan unos picos que corresponden a componentes ace-
leradas y deceleradas de la distribucién de momentos, respecto del caso libre. Este
comportamiento, como ya se describio, es fruto de la interferencia entre los términos

de incidencia y transmision.

I

densidad de probabilidad:(04 u.a.)
N
|

0 T = \ f T
64.4 64.6 64.8 65 65.2 65.4 65.6

p (x10*u.a)

Figura 5.3: [»(M (p, t)|? (linea continua) y |1/18331)(p, t)|? (linea discontinua) frente a p, con
el resto de datos igual que en la figura 5.2.

Las figuras 5.4 y 5.5 muestran las distribuciones de probabilidad en posiciones

para el caso en que se incluye el laser para marcar la componente transmitida cau-
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o
o
a

0.04+

0.03+

0.02

0.01+

densidad de probabilidad](o_4 u.a.)

0 I I I I u I I I
240 250 260 270 280 290 300 310 320
X (><1O4 u.a.)

Figura 5.4: [ (z,1)|? (linea continua) y |1/18§ (z,t)? (Iinea discontinua) frente a z, para
a=283x100ua., b=287x10%u.a., Q; =6.32 x 1072 w.a., A =0, y con el resto de
datos igual que en la grafica 5.2.

sante de la interferencia, pasandola al estado excitado. La figura 5.4 muestra el
estado fundamental, y en él se observa que después del laser no existe componente
transmitida. Una buena aproximacion para este estado es considerar inicamente la
contribucién del término de incidencia, como también se muestra en la grafica. La
figura 5.5 muestra el estado excitado, observandose que solo hay probabilidad de
presencia a partir del laser. Como aproximacion para este estado podemos consider
unicamente el término de transmisién. Las distribuciones de momentos correspon-
dientes, se muestran en las figuras 5.6 y 5.7. En las dos se observa que ha desaparecido
la interferencia, mostrando ambas un tinico pico centrado en el momento dominante
inicialmente. Para obtener la distribucién de probabilidad debemos sumar los re-
sultados de las figuras 5.6 y 5.7. Obviamente, la suma nos daré que la distribucién

presentara un pico en el momento central, sin presencia de interferencia.

En la figura 5.8 se muestra la distribuciéon de momentos del estado excitado

para un tiempo asintético tras la colisién. En el instante en el que la interferencia
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0.04

o
o
¢

0.02+

0.01+

densidad de probabilidaeii(o_4 u.a.)

0 T T T T T T T
240 250 260 270 280 290 300 310 320
X (><104 u.a.)

Figura 5.5: [ (z,t)[? (linea continua) y \ngi)(a:, t)|? (linea discontinua) frente a x, para

a=283x100ua, b=287x10%u.a., Q; =6.32 x 1072 w.a., A =0, y con el resto de
datos igual que en la grafica 5.2.

destructiva es méaxima se desconecta la barrera cuadrada, continuando la colisién
con el segundo laser. Este calculo se realiza con el método numérico de propagacion
que se describe en el Apéndice A. Tras la desconexion, y al transcurrir el tiempo
suficiente, todo el paquete de ondas atraviesa la region del laser, pasando al estado
excitado. De esta forma se pierde la informacién que permite distinguir entre las
particulas que se encontraban a la izquierda de la barrera cuadrada en el estado
fundamental, y las que se encontraban a la derecha de la barrera cuadrada en el
estado excitado. En resumen, la desaparicién o no de la interferencia esta asociada

con que el experimento permita o no respectivamente extraer informacion acerca de

los términos que se superponen.
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=
T

o
ik

densidad de probabilidatal](o4 u.a.)
i

T T T T T T T T I
64.2 644 64.6 64.8 65 65.2 654 65.6 65.8
p (x10* u.a)

Figura 5.6: [¢(!)(p,t)[? (linea continua) y |1,Z)8; (p,t)|? (linea discontinua) frente a p, para

a=283x100ua, b=287x10%u.a., Q; =6.32 x 1072w.a., A =0, y con el resto de
datos igual que en la grafica 5.2.

) o o
*? ? @

o
i

densidad de probabilidad104 u.a.)

T T T T T T T T T
64.2 644 646 648 65 652 654 656 65.8
p (x10 " u.a.)

Figura 5.7: |1/ (p,t)|? (linea continua) y |z/1g)2)(p, t)|? (linea discontinua) frente a p, para

a=283x100u.a., b =287 x10%u.a., Qr =6.32 x 1072uw.a., A =0, y con el resto de
datos igual que en la gréfica 5.2.
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N

w
|

densidad de probabilidaeli(o4 u.a.)
i T

o

x 1 x x T
644 646 648 65 65.2 654 656

p (x10* u.a.)

Figura 5.8: [¢®)(p,t)|? para t = 4.0 x 10'3 w.a., desconectando la barrera cuadrada en
el tiempo t, = 1.89 x 10 u.a., y con a = 2.83 x 106u.a., b = 2.87 x 100uw.a., Q =
6.32 x 1072 w.a., A =0, y con el resto de datos igual que en la gréafica 5.2.



Capitulo 6

Resumen y conclusiones

6.1.

Conclusiones

Se ha estudiado la dependencia del efecto BM con el caracter mas o menos
abrupto del potencial, y con parametros como la altura de barrera y anchu-
ra espacial del paquete de ondas incidente. Se ha observado que el efecto es
muy robusto, y se manifiesta independientemente de la forma detallada del

potencial.

Se ha obtenido una solucién analitica para la colisién de un paquete Gausia-
no con una barrera cuadrada. Esta ha permitido superar las dificultades que

conlleva el estudio puramente numeérico del efecto y de sus dependencias.

Esta solucion describe un sistema paradigmatico en el estudio de los procesos
cuanticos de colision y posibilita la observacion y el estudio en detalle de otro

elevado nimero de problemas y efectos cudnticos de gran interés.

La solucién analitica ha permitido comprender la razén por la que el valor de
G puede aumentar de forma importante para energias por encima de la barre-
ra. Basicamente, se ha encontrado que se debe a una interferencia destructiva
y constructiva entre términos de incidencia y transmision. El cero de la distri-
bucién cuantica, que prohibe el momento dominante inicialmente, se debe a
una interferencia destructiva mientras que los dos nuevos picos corresponden

a una interferencia constructiva.

Para que la interferencia destructiva sea total, se obtuvo que la norma de las
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componentes incidente y transmitida involucradas deben ser iguales, y la fase

del coeficiente de transmisién debe estar proxima a .

A pesar de que la descripcién del efecto de interferencia ha sido realizada
para una barrera cuadrada, su validez es general siempre que se suponga que
el potencial s6lo toma valores apreciables en la regién en la que lo hace la
barrera cuadrada. En particular también se observé el efecto para una barrera

Gausiana.

Una vez fijados los parametros del paquete de ondas inicial, se dio un criterio de
eleccién de los parametros del potencial para que se produzca una interferencia

destructiva completa en el momento incidente.

Se realiz6 un estudio de la interferencia en el espacio de fases cuantico, ob-
teniéndose una descripcién mas global que proporciona informaciéon conjunta
de las representaciones de posiciones, en la que se prepara la colisién, y la de
momentos en la que se manifiestan més notablemente los efetos de la interfe-

rencia.

Se ha representado el estado del sistema en el espacio de fases cuantico me-
diante las cuasidistribuciones de Wigner y Husimi. Mientras que la de Wigner
se mostro 1util para representar la interferencia destructiva, en la de Husimi

ésta no se manifiesta.

También se obtuvo el efecto de interferencia haciendo uso de laseres en con-
diciones de resonancia, en vez de laseres no resonantes que actian de forma
efectiva sobre el atomo como una barrera de potencial. Esto se ilustré conside-
rando un sistema atémico de dos niveles, |1) y |2), en interaccion con un laser

sintonizado con la transicién entre los dos niveles.

Para estos sistemas se observé un amplio intervalo de valores del momento
para los cuales la fase permanece practicamente constante en torno al valor
de 7 necesario para la interferencia. Por el contrario, la fase del coeficiente de
transmision asociado con ldseres utilizados en condicién no resonante siempre

presenta un rapido crecimiento respecto al momento.
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= Puesto que en las técnicas experimentales mas extendidas, los atomos se dejan
caer bajo los efectos de la gravedad sobre el haz laser, se incluyé el efecto de

la gravedad en la dinamica del sistema.

La accion de la gravedad produce una variacion lineal con el tiempo en el mo-
mento central del paquete. Asi, para que se produzca el efecto de interferencia
estudiado, es necesario preparar el estado inicial de manera que, teniendo en
cuenta la aceleracion que se produce, el momento central del paquete en el
instante de la colision coincida aproximadamente con uno de los valores para

los que el coeficiente de transmision tome el valor de .

= Se analiza el caso de una colisién con una doble barrera cuadrada, que in-
crementa en un orden de magnitud la duracién del efecto de interferencia,

haciéndolo mas robusto y facil de observar.

Para las condiciones de colisién directa que nos ocupan en este trabajo, se
ha obtenido una solucién analitica aproximada de la colisiéon de un paquete

Gausiano con una doble barrera cuadrada.

s La solucion anterior permite interpretar el fenémeno de interferencia en la
colisién con una doble barrera cuadrada, como una interferencia destructiva
entre el término correspondiente a la componente incidente de la region entre
las barreras, y un término resultado, a su vez, de la interferencia constructiva

entre las componentes incidente y transmitida.

= Para que la interferencia destructiva sea total en el sistema de la doble barrera
cuadrada, la fase relativa entre las contribuciones de incidencia y transmision
debe ser un multiplo de 27, mientras que la fase relativa de estos dos términos
respecto al tercero, el término que ocupa la region entre las barreras, debe ser
un multiplo impar de 7. Asimismo, las normas de las dos partes que interfieren

deben ser iguales.

= Una vez fijados los parametros del paquete de ondas inicial, se da un criterio de
eleccién de los parametros de la doble barrera cuadrada, para que se produzca

una interferencia destructiva completa en el momento incidente.
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Se ha descrito el fenémeno de interferencia de manera similar a como se discu-
te un experimento de la doble rendija, en el que la interaccion con el sistema
en estudio, fruto de la busqueda adicional de informacién, destruye la interfe-
rencia. La particularidad de este caso es que la interferencia se produce en la

distribucion de momentos en vez de en la de posiciones.

Para las condiciones de colisién directa que nos ocupan en este trabajo, se
ha obtenido una solucién semi-analitica aproximada de la colision con una
barrera cuadrada, seguida de un haz laser perpendicular a la trayectoria de la
particula. El sistema atomico se considera con estructura interna de la que sélo
son relevantes, por estar acoplados a través del haz laser, dos de sus niveles de
energia, teniéndose como estado inicial un paquete Gausiano en el estado de

menor energia.

La solucion anterior permite expresar la funcién de onda como la suma de
las contribuciones provenientes de las distintas componentes espaciales, per-
mitiéndonos describir el fenémeno de interferencia de forma similar a como se

describe el de la doble rendija.

De manera equivalente a lo producido por la doble rendija, en el fenémeno de
interferencia, el efecto de atravesar la barrera es lo que distingue dos compo-
nentes que estan desfasadas pero contribuyen en la misma regién de momentos
dando lugar a la interferencia. A diferencia del maximo central que se tiene
en la distribucion de posiciones en el experimento de la doble rendija, en este

caso tendremos un minimo en la distribucién de momentos.

Como en el experimento de la doble rendija, en el fenémeno de interferencia,
cualquier intento de determinar si las particulas que contribuyen al minimo
central se encuentran a la izquierda o a la derecha del potencial, destruye la
interferencia desapareciendo el minimo y recuperandose una distribucién de

momentos que estd mas de acuerdo con la intuicion clasica.



Apéndice A

Descripcion del método numeérico
de propagacion SOM (Split
Operator Method)

La dificultad para obtener soluciones analiticas de la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo para la gran mayoria de los procesos de colision ha impul-
sado el desarrollo de algoritmos numéricos para resolverla con un minimo esfuerzo
computacional.

El método numérico de propagacion utilizado en el trabajo que se recoge en esta
memoria se fundamenta en una descripcién de la funciéon de onda a partir de sus
valores en una red de puntos dentro de una “caja finita”. Las dimensiones de la caja
deben permitir representar el estado inicial y la colisién sin que la funciéon de onda
llegue a los limites de la red.

El método SOM (Split Operator Method [50]) permite obtener una solucién

aproximada para la ecuacién

., 0
iho, [W(6)) = H[(?)) (A.1)

en funcién del tiempo, construyendo, a partir de |¢(t)), la funcién de ondas para un
tiempo posterior, [1(t + At)), en pasos sucesivos.
En el caso de Hamiltonianos independientes del tiempo, la solucion formal se

podra escribir como

[t + At)) = e Ay (1)) (A.2)
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que, en representacion de momentos, queda

(Pl (t + At)) = (ple 2P (1)) . (A.3)

Para operadores Hamiltonianos que se puedan escribir como la suma de un ope-
rador energia cinética, 7', y un operador de energia potencial, V'(x), el calculo de

e~ AR ) (t)) se basa en la descomposicién [47],

e—iHAt/h ~ e—iTAt/2he—iVAt/he—iTAt/2h ) (A.4)

El error que se comete al aproximar el operador de evolucién temporal por la expre-
sién anterior es del orden O (At?). Para minimizar el error se fragmenta la evolucién
en n pasos, de manera que Ht = H (At), + H (At), +-- -+ H (At), vy el intervalo
At = t/n sea suficientemente pequeno,

n

p—iHt/h _ —iHAt/h —iHAt/R H —iH(tj~t;—1)/h (A.5)

J=1

Para cada paso,
¢ (p’ t + At) ~ <p‘e—iTAt/2he—iVAt/he—iTAt/Qh‘w(t» ) (A6)
Introduciendo las relaciones de cierre en la representacién de posiciones, [72° |x) (z| dz =
1, y de momentos, [T |p') (p/| dp =1,
+o0 +o0 . . .
U (pt+ At = / dx /_ (ple™ TA2M ) (| e VAR ) (pl e T | (8)) dpf

+oo . . +oo
= [ e playe VO gy [ alphe )y, (AT)

— 00

donde ¢(p',t) = i/ At/4mhy, (p',t). La integral en p’ es la transformada de Fourier
de ¢(p',t), ®(x,t) = TF [p(p, )], de manera que

+o0 )
b (pot+ At) = /_ A )\ (a, ) da (A.8)

donde A(xz,t) = e=V@AYR (2 t). Sacando fuera de la integral la exponencial que
depende de la variable p obtenemos nuevamente que la integral resultante en x
es la transformada de Fourier de A(x,t), I'(p,t) = TF [A(z,t)]. Finalmente, como

resultado del primer paso de la evolucion se tiene

Y (p,t+ At) = e P A (p 1) (A.9)
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Una vez obtenido ¥ (p, t + At), se procederd iterativamente para calcular ¢ (p, t + 2At),
¥ (p,t + 3At), etc., hasta completar la evolucién temporal.
Las posiciones se discretizan mediante una red de n, puntos que abarca una

longitud L,. La distancia entre puntos sera
Ar = —. (A.10)

Para los cambios de representacién de posiciones a momentos se utiliza la transfor-
mada rapida de Fourier [48]. A la red de posiciones anterior corresponde una red
discreta de momentos que cubre el intervalo
n
L, =2mh—, (A.11)
L,

donde la resolucién viene dada por

Ap = 257? (A.12)

La antitransformada de esta representacién devolvera la representacion original.

El algoritmo para el calculo de la transformada rapida de Fourier es mas eficiente
cuando n, es el producto de factores primos pequenios. En nuestro caso se toma
ny = 2% k € N. Si n, satisface la ecuacién anterior, entonces el tiempo de calculo
es proporcional a n, log (n,) [48].

Puesto que las longitudes y densidades de puntos en las redes de posiciones y
momentos estan determinados por los parametros L, y n,, es necesario elegir adecua-
damente su valor. En particular para tratar estados muy extendidos espacialmente,
se precisa una red amplia en posiciones (valor de L, grande). Puesto que el esta-
do conjugado en momentos es estrecho, para representarlo la red de puntos debe
ser densa en momentos (Ap pequeno), como efectivamente sucede al tener un L,
grande [ecuacién (A.12)], y de no ser asi, bastarfa con aumentar L,. Al tratarse de
un estado ancho en posiciones, no es necesaria una gran densidad de puntos para
representarlo (Az grande), con lo que no se necesitan valores altos de n, [ecuacién
(A.10)], pudiéndosele dar a éste el minimo valor necesario para que L, contenga el
estado en representacién de momentos.

El tratamiento anterior es valido siempre que no se tenga un potencial poco
extendido espacialmente que requiera una densidad de puntos alta para ser repre-

sentado. En tal caso, en las condiciones anteriores, se aumentaria n, de forma que
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Az disminuya [ecuacién (A.10)], L, aumentara su valor [ecuacién (A.11)] y Ap per-
manecera constante [ecuacion (A.12)], quedando totalmente determinados estado y

potencial, a costa de un mayor esfuerzo computacional debido al aumento de n,.

Generalizacion para el caso de atomos con estructura interna

En particular, estamos interesados en estudiar la evolucién de un sistema de
dos niveles, |1) y |2), que se mueve sometido a la accién del Hamiltoniano (5.34),

H=Hy+ Hj, siendo
2

p
Hy=(|1) (1 2) (2|) — A.13
o= () A[+12) )5, (A.13)
y en donde se ha hecho explicita la actuacion del operador Hamiltoniano sobre los dos
subespacios en que se describe el estado del sistema, el interno y el de translacion.

Para el término de interaccién, utilizando la base {|1), |2)} se tiene

Hy = PV(2)Py + mf’ ( . ) i (g — wy) ( - ) , (A14)

donde se ha hecho la aproximaciéon de considerar la actuacién del potencial V(x)
unicamente sobre el &tomo en el estado fundamental. El razonamiento que hay detras
de esta consideracién es que en la regién donde V' (x) es apreciable nunca habra una
probabilidad significativa de encontrar a la particula en el estado excitado. Notese
que el potencial V' (z) representa el efecto de un haz laser desintonizado sobre el
sistema atémico en su estado fundamental, pero el mismo laser también actia sobre
el estado atémico excitado. Los calculos numéricos realizados concluyen que para las
propagaciones descritas en esta memoria es valido el tratamiento simplificado que
se hace de la interaccién entre el primer laser y el atomo.

En este caso, la ecuacién (A.6) se escribe como
U (p7 t + At) ~ <p‘e_iHOAt/zh@_iHIAt/h@_iHOAt/zh‘\II(t)) : (A15)

donde |¥(t)) = [wM (1)) 1) + |v@(¢))|2). Introduciendo las relaciones de cierre

correspondientes a los vectores propios de H,4, Hy, y Hy respectivamente:

(I +12)2) =1, (A.16)
| (2 g) gl + v e)ael) du =1, (A7)
[ W0+ 22 dp =1, (A1)
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y teniendo en cuenta que el 4tomo se encuentra inicialmente en el estado fundamen-
tal, (p/,2|¥ (t =0)) =0,

W (p,At) = (p[([1){1]+[2)(2]) e A0 /_J:O (|2, g){(x, g + |z, e)(x, e|) e AU gy

“+oo
X/ (I, D', 1]+ [0, 2) (', 2]) e 220 @ (¢ = 0)) dpf

+oo .
= A+ ) 2D e [ [l g) Sy (A9)
+o00 400
x| @l oa ) d + [ e e EOAI ) [ alp)o () dp| da
donde
G(p) = e VAW (p,0),
G(p) = AW, 0),
(A.20)
Vs, (en la regién del potencial)
E,)(z) = { z [(wg —wp) — \/(w2 —wp)?+ Q2J (en la region del laser)
0 (en otro caso),
E.(x) = { a [(w2 —wg) + \/(w2 —wr)? + QQJ (en la regién del laser)
h(wy — wr) (en otro caso),

siendo (g|1) y (e|1) los coeficientes del cambio de base,

2 2
(g1) = { Eh— m en la regién del ldser)

(
(en otro caso),
(

(e]1) = { % en la regién del laser)
1

Las integrales anteriores sobre p’ son transformaciones de Fourier de ¢,(p') y de
Pe('), Dg(x) = TF " [¢4(p)], Pe(x) = TF " [¢e(p')], con lo que

VA = (1] + 20, 20) e B [ (1, g) e BEN 1), )

Ha, €) e E@AM 1), (pf)| da
— 1) e P am [ / J:O<p|x)/\19(x) dr+ [ :O<p|a:)Ale(x) da:} (A.21)

+12) o ip?At/4mh [/+Oo<p|x)Azg(x) dzr + /_J:O<p|x)A28(x) dx} ,

(en otro caso).
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donde
Aig(x) = (1]g) e Pa@RIR (g]1) Dy (),
Ase(z) = (Lle) e PP (e]1) D, (),
Agg(x) = (2|g) e Po@RIR (g]1) Dy (),
Ase() = (2]e) e P20 (e]1) B, (),

siendo los coeficientes del cambio de base

hQ
(1lg) = { (hQ)2 +4E2
1

hQ
(1le) = { (h2)2+4E2
1

2E,
(2lg) = { R
1

2F.
(2]e) = { /(hQ)2+4E2
1

en la regién del léser)
en otro caso),
en la regién del laser)

(
(
(
(en otro caso),
(en la regién del laser)
(

en otro caso),

(en la region del laser)

(en otro caso).

Las integrales resultantes en z son las transformadas de Fourier de A1,(z), Aje(2),

Aoy(2),y Age(). Asi, denotando I',(p) =

TF [Agq(2)] vy Tae(p) =

W (p, At) =~

TF [A1g(2)], Tie(p)
TF [Age(2)] tendremos para el primer paso de la evolucién

e~ AR D, () + Ti(p)] 1) +

= TF [A1e(2)], Tog(p) =

e~ A Do (p) + Tae(p)] 12)

= W (p, At) 1) + @ (p, At) |2) . (A.22)

La funcién de onda tras el siguiente paso temporal, ¥ (p, 2At), se obtiene toman-
do W (p, At) como funcién de onda inicial. De esta manera se reiterard el proceso
hasta completar la evolucion, de manera andloga a como se describio en el apartado

anterior.



Apéndice B

Intervalos utilizados para los
valores de los parametros en las
colisiones

Los valores numéricos de los distintos parametros que describen las colisiones
analizadas en esta memoria varian dentro de los siguientes intervalos aproximada-

mente.

= Raiz de la varianza en posiciones de los paquetes de ondas que describen a los

atomos ultrafrios: (5um, 12um)
» Velocidades promedio de los paquetes de onda: (2cm/s, 6cm/s)
» Anchuras de las barreras de potencial y de los laseres: (1um, 6um)
» Energias de las barreras de potencial: (0uK, 4uK)
» Frecuencias de Rabi en los sistemas atomo-ldser: (25K Hz, 42K Hz)

» Tiempos de colisién: (0 — 35ms)
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Calculo de los polos resonantes de
una barrera cuadrada de potencial

Los polos resonantes se obtienen resolviendo la ecuacién trascendental Q(p’) = 0,
donde €Q(p’) viene definida por la expresion (2.7). Una forma de hacerlo es considerar
explicitamente la dependencia de 2 con la anchura de la barrera, [. Asi, dividiendo
entre sen(p”’l/h), se tiene

_ Z p// p/
Derivando respecto de [

dQ(p',l) 0 (p,l)dp" 00 (p,1)
a oy a o (C.2)

dQ(p’,l)
dl

= 0 se llega a que

dp' .l [aap. D]
al ol op' ‘

donde, imponiendo

(C.3)

La idea es encontrar soluciones para € (p,1) = 0 (véase la ecuaciéon (C.6) més ade-
lante) que se utilicen como condiciones iniciales para la ecuacién diferencial anterior.
La resolucién de la ecuacién diferencial a medida que [ varia hasta el valor que se
haya elegido para la anchura de la barrera de potencial conserva el valor nulo para
Q(p',1), debido a la condicién impuesta en su derivada con respecto a la variable .

Sustituyendo el valor de las derivadas parciales anteriores

d_p' B —2p? (p/2 _ vao>2
dl 20p3 (p? — 2mVy) — il (2mVy)? sen2(p"l/R)

(C.4)
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—d4p'? (p/2 —2mV0)
(2mV())2
de la ecuacion (C.1), finalmente tendremos la ecuacién diferencial

donde, al tener en cuenta la expresién sen?(p”l/h) = que se deduce

dpt = (p” —2mV,)
i~ lp+i2h

(C.5)

Para buscar condiciones iniciales para la integracion se considera que p’ = 0 en la

ecuacion (C.1), obteniéndose que

inTh

lo(p =0) = ————
(¥ =0) BV

n=0,%+1,+2, .. (C.6)

La integracion de (C.5) tiene que realizarse desde los valores iniciales complejos I,,,
hasta el valor [ = d de la anchura de la barrera que se quiera examinar. Como
caminos de integracion se toman lineas rectas en el plano complejo [, para todas
las condiciones iniciales, salvo para el caso n = 0. Para este caso, la recta estaria
contenida en el eje real, y nos conduciria a la obtencion de una solucién imaginaria
pura que no se corresponde con un polo resonante. Para obtener una solucién valida,
se debe elegir un camino de integracion en el que [ tome valores imaginarios. En
particular hemos elegido una circunferencia de radio d, que corta al eje real del
plano complejo [, en el origen y en el punto [ = d, y al imaginario en sus valores

negativos.



Apéndice D

Método de aproximacion de
integrales de la “maxima
pendiente de descenso”

El analisis asintotico es la rama de la matematica que estudia el comportamiento
de funciones cerca o en determinados puntos de sus dominios de definicién [49].

En particular nos interesa aproximar integrales de la forma

) = /C 9(2)eM @ dz (D.1)

donde C' es un contorno en el plano complejo z, siendo g(z) y W(z) funciones
analiticas en una regién D que incluye a C'. Se busca aproximar /() cuando A — oo.

La teoria de funciones complejas y en particular el Teorema Integral de Cauchy
nos permite deformar el contorno de integracién C' siempre que no se pase sobre una
singularidad. En este método se remplaza C' convenientemente por un contorno o
suma de contornos sobre los cuales es factible aproximar (D.1).

Supongamos que W # cte., porque de no ser asi el anélisis asintético de (D.1) es
trivial; ademds separaremos W en partes real e imaginaria, W (z) = u(z, y)+iv(z, y),
con u(z,y) y v(x,y) reales.

Se vera que es importante buscar las curvas en la regiéon D, a lo largo de las
cuales u(z,y) y por tanto | exp[ AW (z)]| son mondtonas. Para ello efectuaremos varias
definiciones.

DEFINICION 1. Sea zy = x( + iyp un punto en D. Una direccién que parta

de 2z a lo largo de la cual u aumenta con respecto a u(xg, yo) se llama direccion de
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ascenso. Una direccién para la cual u disminuye con respecto a su valor en u(zg, yo)
se llama direccion de descenso.

Estas definiciones conducen de forma natural a las siguientes:

DEFINICION 2. Si C' es una curva con direccion de z = 2y al punto z = z;
(no necesariamente finito) tal que su tangente corresponde siempre a una direccién
de ascenso, entonces la curva se llama camino de ascenso. Una curva para la que
su tangente corresponda siempre a una direccion de descenso, se llamara camino de
descenso.

Sera til identificar de entre todos los caminos, aquellos de maxima pendiente
de ascenso y de descenso. Si se elige un camino C' arbitrario tendremos en general
contribucién a la integral en todos los puntos del camino de integracién. Mientras que
si elegimos el camino que partiendo de un punto z = z; sea el de maxima pendiente
de descenso para u(x,y), se concentran todos los valores de la integral en una regién
limitada. El valor maximo de W(z) vendra dado por W (zy), y a partir de este
tendremos un decrecimiento monétono de la funcién. Cualitativamente exp[ AW (z)]
tendra el mismo comportamiento, haciéndose mas patente a medida que aumenta
A. Como ¢g(z) no depende de A el comportamiento descrito también sera vélido para
el producto g(z) exp[AW (z)]. Se observa la evidencia del caracter critico del punto
z = 2. Al final sélo importa el valor de la funciéon W(z) en el entorno del punto
W (zo).

Se puede probar que para algin punto en D que verifica que \yu # 0, la direccién
de maxima pendiente de descenso es Unica y coincide con — 57 u. De igual manera
la direccion de maxima pendiente de ascenso coincide con Sy u.

DEFINICION 3. Una curva cuya tangente en cada punto tiene una direccion de
maxima pendiente de descenso, se llama camino de mdxima pendiente de descenso.
Si la tangente a la curva en cada punto tiene direccién de maxima pendiente de
ascenso, la curva se llama camino de mdzrima pendiente de ascenso.

DEFINICION 4. Un punto z; = x1+1iy; estd en un valle de W (z) con respecto
a zp = To + 1Yo si u(z1,y1) < u(zo, Yo). Andlogamente z; estd en una colina de W (z)
con respecto a zo si u(xy,y1) > u(ze,yo). Si ocurre que u(xy,y1) = u(zo,yo), 21
estd en la frontera entre una colina y un valle de W (z) con respecto a z.

De esta forma, si desde zy nos movemos por un camino de descenso estaremos

en un valle, y si lo hacemos por un camino de ascenso estaremos en una colina.
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Para identificar las curvas de maxima pendiente de ascenso y de descenso se tiene
el siguiente lema:
LEMA 1. Las curvas de maxima pendiente de ascenso o descenso a partir de

un punto zy = xy + iy son las curvas definidas por la ecuacion
Im[W (2)] = Im[W (2)] . (D.2)

Para determinar las direcciones de ascenso o descenso tenemos el siguiente teo-
rema
TEOREMA 1. Supongamos que

AW
= =1,2,...,n—1 D.
E U S R 0.3)

y la primera derivada no nula

d“W] -
- =pe”, p>0. (D.4)
[ dz z=z0

Si tenemos que z — zy = ( € entonces,

s Las direcciones de maxima pendiente de descenso son:

g=—"1(@2p+1) p=0,1,..n—1. (D.5)
n n

s Las direcciones de maxima pendiente de ascenso son:

2
9:—z+ﬁ p=0,1,...,n—1. (D.6)
n n
» Las direcciones de u constante son
1
9:—1+<p+—>z p=0,1,...n—1. (D.7)
n 2)n

Al punto estacionario en el plano complejo, en el cual dW/dz = 0, se le llama
punto de silla. (n—1) es el orden del punto de silla. Para el caso de n = 2 tendremos
un punto de silla “sencillo”.

Para efectuar un estudio detallado del comportamiento de la integral (D.1) cuan-

do A — 00, los pasos a seguir son los siguientes:
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1. Identificar los puntos criticos del integrando. Estos son los puntos inicial y
final del contorno de integracion, los puntos singulares de g(z) o W(z) y los
puntos de silla de W (z).

2. Determinar los caminos de méaxima pendiente de descenso para cada uno de

los puntos criticos.

3. Justificar mediante el teorema integral de Cauchy la deformacién del contorno

original a uno o més de los caminos de méaxima pendiente de descenso.

4. Determinar los desarrollos asintoticos de las integrales que aparecen como

resultado de la deformacién del contorno original vista en el punto anterior.

5. Sumar los desarrollos asintdticos del punto anterior para obtener el desarrollo
asintético de I(N).



Apéndice E

Conicas

En el plano euclideo, diremos que dos rectas siempre se cortan: si no son paralelas,
en un punto finito (punto propio); o si son paralelas, en un punto del infinito (punto
impropio). Todas las rectas paralelas entre si se cortan en el mismo punto del infinito,
por lo que este punto puede servir para definir las direcciones de dichas rectas.

Sea un punto P cuyas coordenadas cartesianas en el plano son (z,y). Por defini-
cién, se llaman coordenadas homogéneas de dicho punto a toda terna (X,Y, Z), tal
que: x = %, y = % En estas coordenadas todos los puntos de la forma (X,Y,0),
a excepcién del (0,0,0), son puntos del infinito, que nos indicaran las diferentes di-
recciones de las rectas paralelas. El punto genérico P (x,,y,) vendra expresado por
cualquiera de las infinitas ternas P (z,k, y,k, k), donde k # 0.

Se llama cdnica al lugar geométrico de puntos P(x,y) reales o imaginarios cuyas

coordenadas satisfacen la ecuacién de segundo grado
a11x2 + a22y2 -+ 2a12xy + 2&13$ + 2a23y -+ a3z = 0 (Clz'j - §R) y (El)

a la que llamaremos, ecuacion general de la conica. Ecuacién que en coordenadas

homogéneas vendra dada por
a11X2 + a22Y2 + a33Z2 + 2(1,12XY + 2(1,13XZ + 2&23YZ = O, (EQ)
y matricialmente por
[r] A{r} =0, (E.3)

donde, [r] es el vector fila y {r} el columna de las coordenadas homogéneas, y A
la matriz asociada a los coeficientes a;; (4,7 = 1,2, 3). Esta ecuacién es una forma

cuadratica de tercer orden.
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CONICAS

Para obtener la composicién de las conicas, de la ecuacién anterior se extrae el

sistema

anX +apY +a3Z2 =0
CL12X + a22Y + CLQgZ =0 (E4)
CL13X + CLQgY + aggz =0

o abreviadamente A{r} = {0}.

Definiremos como punto singular de la cénica C' a todo punto P # (0,0,0),
que sea solucion del sistema (E.4). Para que exista solucién distinta de la (0,0, 0)
debera suceder que |A| = 0. Se dice que la cénica [r] A{r} = 0 es degenerada si
tiene algin punto singular; o lo que es lo mismo, si el determinante de la forma
cuadrética correspondiente |A| es igual a cero. En el caso de que la cénica no tenga
ningin punto singular, o sea |A| # 0, diremos que dicha cénica es no degenerada.

Evidentemente, al verificar los puntos P el sistema A{r} = {0}, perteneceran a
la cénica, pues también satisfacen la ecuacién de ésta, [r] A{r} = 0.

En particular nos ocuparemos de la clasificacion de las conicas degeneradas, que

son las que nos interesan. En estas |A| = 0, por lo que podran presentarse dos casos:

1. Rango de Aigual a 2.- En el sistema (E.4) habra dos ecuaciones independientes,
cuya solucién nos dara un punto singular ) de coordenadas reales. En este caso
la cénica C' = [r] A{r} = 0 se compone de dos rectas, s; y s2, que satisfacen su

ecuacion y ademds se cortan en el punto @), es decir: C' = [r] A{r} = s;s5 = 0.

2. Rango de Aigual a 1.- En el sistema (E.4) hay una sola ecuacién independiente
(recta), existiendo en la cénica, por tanto, infinitos puntos singulares (todos
los de dicha recta). En este caso la cénica C' = [r] A{r} = 0 se compone del

producto de dos rectas coincidentes y reales.

Luego, se tiene que cuando |A| = 0, la cénica degenerada correspondiente se
compone sélo de rectas; dos diferentes si el rango de A es dos (paralelas cuando
As3 = 0), y una recta doble si el rango de A es uno.

Una vez obtenida la composicién de las cénicas degeneradas, hallando la inter-

seccion de éstas con la recta del infinito (Z = 0), las clasificamos segun los puntos
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que tengan en comun. Para ello se debe resolver el sistema:

a1 X2+ anY? + as3Z? + 2015 XY + 203X 7 4+ 2a3YZ = 0 (E.5)

Z =0
equivalente al
an X2+ anY?+2a,XY = 0 (E.6)
Z = 0.
Dividiendo la primera ecuacién por Y?2:
(X)2+2 X =0 (E.7)
ai % a2 % Q22 = U, .
de donde resolviendo la ecuacién cuadratica en (%)
X —2a;13 = \/461122 —4aqia9 —a13 T v/ —A33
— = = . (E.8)
Y 2a11 aii
Siendo, por tanto, los puntos de corte
(X, }/, Z) = (—a12 + —Agg, ai, 0) (Eg)

Con lo cual:
= Si Ag3 > 0, no hay ninguna solucion real.
= Si Az < 0, existen dos soluciones reales.
= Si A3z = 0, hay una solucién real.
De los resultados anteriores, se puede concluir que la clasificacién general de las

conicas degeneradas (|A| = 0) queda como:

Assz < 0: Tendremos dos rectas reales. (E.10)
As3 = 0 : Tendremos dos rectas reales paralelas.
rango 1 : Tendremos unarecta real. (E.11)

Aszz > 0 : Tendremos dosrectas imaginarias.
rango 2



Apéndice F

Funciones w

La funcién w(z) puede definirse mediante la expresién integral [41]

2

w(z) = iA I, (F.1)

TSy u— 2

siempre que el camino de integracién v_ vaya de —oo a 0o y pase por debajo del polo
z. Para cuando se tenga que Imz > 0 se puede tomar como contorno de integracion
el eje real. Si por el contrario Imz < 0 se pude seguir considerando como contorno
al eje real siendo ademads necesario anadir la contribucién del residuo. Para Imz = 0
la integral se convierte en la parte principal més la mitad del residuo. De acuerdo
a estas consideraciones, se puede demostrar que para (F.1) se puede obtener la

siguiente expresiéon conjunta

I " du = imsign[Im(2)|w{= sign[Im(2)]}- (F.2)

—oc0o U — 2
Algunas otras propiedades bésicas que se deducen de (F.1) son

2

w(—z) =2 —w(z), (F.3)

w(z") = [w(=2)]". (F.4)
w(z) tiene el siguiente desarrollo en serie

= (iz)"
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mientras que, asintéticamente, (z — 00),

o X1 x3x---x(2m—1)
w(z) = N 1+mZ:1 22" (F.6)
jarglel] < (F.7)



Apéndice G

Seleccion de la frecuencia de Rabi
en laseres resonantes para ciclos 7w
y 2m

Consideremos el caso en que el atomo descrito por el paquete de ondas incide en
su estado fundamental, |1), sobre la regién barrida por el haz laser. Si a la salida del
laser, el &tomo se encuentra en su estado excitado, |2), se dice que ha experimentado
ciclo 7 (o un valor de un multiplo impar de 7). Igualmente, si el a&tomo resulta de
nuevo en el estado fundamental, habrd experimentado un ciclo 27 (o de un valor
igual a un multiplo par de 7).

Para el caso de un laser resonante, la frecuencia de Rabi, €2, puede elegirse de
manera que al recorrer el &tomo la anchura d barrida por el ldser, el tiempo clasico
empleado sea multiplo entero del periodo del movimiento ciclico que lleva al sistema
atémico desde el nivel fundamental al excitado y de éste nuevamente al fundamental,
(27 /|€?]). La velocidad promedio del paquete de ondas vale p./m (ndtese que en los
casos discutidos en esta memoria el paquete de ondas es suficientemente estrecho en

representacion de momentos), de manera que

e 21 .
d=Le" 5 (j=1,2,3,...n), (G.1)
m ||
y, despejando,
27p. . .
Q.| = =1,2,3,.. . G.2
l=—">i (=123, (G.2)

Si, por el contrario, cuando el atomo sale de la regién del laser se espera que

éste pase al estado excitado, el tiempo que emplee en recorrer la anchura del laser
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debera ser igual a un ntimero impar de semiperiodos

DPe T . .
d=— 27 —1 =1,2,3, .. G.3
m\Qel(] ) (U=123,...n), (G-3)
donde, despejando, se tendra
TPe . .
Q| = (25— 1) (1=1,2,3,...,n). (G.4)

md
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