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INTRODUCCION

En la presente memoria recogemos € trabajo de investigacion realizado en
relacién a problema del disefio de un controlador para €l espejo primario del Gran
Telescopio Canarias. Este, que se encuentra actualmente en fase de construccion, se
convertirg, una vez que ésta finalice, en e telescopio que, junto con el Keck en Hawaii,
posee el espego primario de mayor diametro del mundo (10m). Precisamente debido asu
gran tamafio, es preciso segmentarlo, por lo que se hace imprescindible la
implementacion de algun tipo de politica de control que permita garantizar, en todo

momento, el perfecto alineamiento de las piezas del espgo (segmentos).

Nos encontramos ante un sistema de gran escala, provisto de un alto nimero de
actuadores y sensores, y complejo debido, sobre todo, al fuerte acoplamiento que
presenta. En estas condiciones, disefiar un controlador multivariable, sujeto ademas a
restricciones en cuanto a la frecuencia a la que se puede aplicar e comando, dado el
volumen de informacion que se procesa, y teniendo en cuenta la tecnologia actua de
buses, no resulta una tarea sencilla.

Pero las dificultades con las que nos hemos encontrado no solo tienen que ver
con € disefio de un controlador para el sistema, también hemos tenido que hacer frente
a incontables problemas de tipo numérico. El hecho de que la dindmica del espejo venga
representada por matrices de grandes dimensiones que, ademas, estan mal
condicionadas desde e punto de vista numérico, ha hecho muy complicada la
manipulacién matematica de estas matrices (calculo de lainversa, producto de matrices,
calculo de autovalores, etc.) con la herramienta de programacién que hemos empleado:
e MATLAB.

La busgueda de la mejor estrategia de control para el espejo primario del GTC
nos ha llevado a profundizar en aspectos diversos del control de procesos. Hemos
estructurado la presente memoria en un conjunto de ocho capitulos, en los cuaes se

expone € trabgjo de investigacion que hemos llevado a cabo.
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En e primer capitulo presentamos un estudio que pretende mostrar el
procedimiento mediante € cual se obtiene e modelo dindmico de un sistema complgo,
como es &l espejo primario del Gran Telescopio Canarias (GTC), através del andlisisde
un problema sencillo de dos masas. Asimismo, planteamos € problema del

acoplamiento en el espejo primario del GTC considerando diferentes supuestos.

El segundo capitulo lo hemos dedicado a la descripcion del sistema. En primer
lugar planteamos el modelo dindmico del espgo, que consideramos compuesto por tres
elementos fundamentales: los segmentos, |0s actuadores que nos permiten moverlosy la
estructura sobre la que estan apoyados. Trabgjando con este modelo, y a través del
andlisis de su respuesta tempora y frecuencial, extraemos sus caracteristicas mas
relevantes desde el punto de vista dinamico. Entre ellas destacan |os modos de vibracion
de los distintos componentes del espejo y e fuerte acoplamiento existente en el sistema.
Por Ultimo, presentamos un breve andlisis del ruido y de las incertidumbres en la
dindmica que se prevén en € espejo primario del GTC.

En € capitulo |11 abordamos por primera vez e disefio de un sistema de control
para €l espejo primario del telescopio, prescindiendo, en esta primera aproximacion a
problema, tanto del ruido como de las incertidumbres en la dindmica. Disefiamos para
ello un conjunto de controladores clasicos (controlador integral, accion integral + filtro
y controlador LQR) entre los cuales destaca un controlador por asignacion de polos. Se
propone una estrategia de control local-global. Dicha estrategia consiste en aplicar alos
actuadores dos niveles de comando: un comando global, que se calcula en base a la
informacion suministrada por todos los sensores del sistema, y un comando local, que se
sintetiza a partir de la informacion de tres de |os sensores de cada segmento y, por tanto,

puede aplicarse a una frecuencia mucho mayor que € global.

En un intento de megorar las prestaciones obtenidas con los controladores
implementados en €l capitulo |11, y ante la dificultad de incluir las especificaciones en e
sistema en lazo cerrado en cuanto a rechazo a ruido y estabilidad frente a
incertidumbres en la dinamica en el disefio de un controlador multivariable de tan alta
dimensionalidad, nos planteamos € desacoplo del sistema. Para ello disefiamos un
procedimiento, que presentamos en los capitulos 1V y V, consistente en un cambio en la
base de vectores propios del sistemay que se basa en la multiplicidad del autovalor
correspondiente a la dindmica de los segmentos. Asi, vistos los resultados alcanzados

con los controladores multivariables implementados en el capitulo 111, nuestro objetivo
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es descomponer la planta original en un conjunto de subsistemas con un nimero de
entradas y salidas tan pequefio como sea posible e independientes entre si. De hecho,
con la eleccion adecuada de vectores propios, € sistema acoplado de partida se
transforma en un subsistema MIMO con N entradas y salidas acopladas (siendo N el
nimero de modos de vibracion con que caracterizamos la dinamica de la estructura de
soporte del espgjo) y P-N subsistemas SISO independientes entre si (donde P/3
representa el nimero de segmentos que consideramos). En la parte fina del capitulo V
discutimos los resultados correspondientes al nivel de desacoplo conseguido fara la
planta nominal con distintos valores de Ny P, y diversas variantes en e procedimiento

de obtencion de los nuevos vectores propios.

En e capitulo VI presentamos un estudio de como afecta a desacoplo de las
entradas y salidas del espgjo € hecho de considerar el ruido de proceso, debido a viento
gue incide sobre los segmentos del primario, y las incertidumbres en la dinamica de la

planta.

Ya en € capitulo VII abordamos € disefio de un controlador para € sistema
desacoplado de forma que, por un lado, sea robusto frente a variaciones en la dinamica
de la planta con respecto a la nominal y, por € otro, presente la maxima atenuacion del
ruido tanto en bajas frecuencias como en e modo correspondiente a los segmentos, todo
ello con e mayor ancho de banda posible. Con todo esto, planteamos los controladores
disefiados en base a una estrategia proporcional-integral y discutimos los resultados
obtenidos con cada uno de ellos. La ventgja que tenemos al haber desacoplado el
sistema es que ahora, tomando N=1y P=108, disefiar un controlador para e sistema
completo se reduce a disefiar P controladores SISO de forma totalmente independiente.

Asimismo disefiamos un controlador H, para los subsistemas SISO resultantes del

desacoplo, cuyas prestaciones comparamos con las logradas con los controladores

anteriores.

Por daltimo, en €l capitulo VIII de esta memoria presentamos una descripcién de
una maqueta del espgo primario del Gran Telescopio Canarias. A partir de la
informacion en lazo abierto obtenida con dicha magueta llevamos a cabo el proceso de
modelado de la misma empleando para la identificacion un modelo ARMAX clasico.
Una vez obtenido & modelo, nos planteamos e disefio de un controlador para rechazar
el ruido en laregion de bajas frecuencias y en e modo correspondiente a los segmentos

de la maqueta (26hz). Finalmente, comparamos los resultados obtenidos con los tres
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controladores diseflados para la misma: un controlador integral, un compensador y un
controlador robusto.

Para la obtencion de los resultados que recogemos en estos ocho capitulos
hemos empleado, como ya comentamos, € paguete MATLAB, concretamente las
toolboxes de Control, Identificacion, Control Robusto y Procesamiento de Sefiales.

Hemos hecho uso tanto del MATLAB para Windows como para Linux, en las versiones
52y 6.0.



CAPITULO |

EL MODELO DINAMICO DEL
ESPEJO PRIMARIO DEL GRAN

TELESCOPIO CANARIAS

Un aspecto fundamental en el disefio de un sistema de control para una planta es

el desarrollo de un buen modelo matematico para ésta.

El estudio de un sistema complejo, como es el espejo primario de diez metros de
diametro del Gran Telescopio de Canarias (GTC), requiere el uso de técnicas de
modelado con el objeto de construir una representacion matematica adecuada de la
estructura, el sistema de actuacion y los segmentos que componen el espejo. La técnica
de analisis por elementos finitos es, sin lugar a dudas, una herramienta basica de cara a

generar modelos dinamicos de estructuras complejas [Zienkiewicz, 1994].

En este capitulo nuestro objetivo es presentar, de la forma més clara posible, las
herramientas empleadas en este estudio, asi como el procedimiento mediante el cual se

obtiene un modelo dinamico del primario del GTC.
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1.1. EL PROBLEMA DE LAS DOS MASAS

Una de las principales dificultades que nos encontramos en el desarrollo de un
modelo intuitivo de la dindmica y de las interacciones en el espejo del GTC es el alto
nimero de componentes que se ven mutuamente afectados cuando se aplica al sistema
una perturbacion o una entrada de control [Medwadowski, 1981]. Una forma sencilla de
ver como se obtienen los elementos de las matrices de estado del modelo analitico del
espejo consiste en considerar un sistema sencillo, compuesto por dos masas

interconectadas por un resorte, tal y como mostramos a continuacion:

f2

Segmento

> Actuador

Estructura

Figura 1.1: Representacion del sistema que consideramos en el problema

de las dos masas.

Asi, en la figura 1.1, las variables m, y k, representan la masa y la constante de

rigidez correspondientes a la estructura de soporte del espejo [Medwadowski, 1982].

Por otro lado, m, y k, representan las mismas magnitudes para el segmento del espejo.

Por ultimo, z, y z, son, respectivamente, el desplazamiento de las masas m, y m, con
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respecto a su posicion de equilibrio inercial. Para completar el modelo, suponemos que
dos fuerzas que llamamos f, y f, estan actuando sobre el sistema. El actuador

experimenta un desplazamiento u en respuesta a una entrada de control y el sensor
[Mast, 1983] mide la diferencia entre la posicion real y la deseada para el segmento, es
decir, z, -z, .

Utilizaremos las ecuaciones de estado clasicas:

x=A-x+B-u+V-w

b Cox (1.1)

donde A representa la dindmica del sistema, B es la matriz de entrada de control, C es
la matriz de saliday V' es la matriz de entradas perturbativas.
Ademas, definimos los vectores x, u, w, € y como es habitual:
x es el vector de estados,
u es el vector de entradas de control,

w es el vector de entradas de ruido,

Y V VYV V¥V

y es el vector de salidas.

En lo que sigue, desarrollaremos las ecuaciones diferenciales acopladas que
describen la dinamica del sistema de la figura 1.1, para expresarlas, finalmente, en la

representacion de espacio de estados conforme a la expresion (1.1).

Asi, aplicando que el sumatorio de las fuerzas ejercidas sobre cada una de las
dos masas del sistema de la figura 1.1, incluyendo las fuerzas externas, es igual a la

masa por la aceleracion, podemos escribir que:

{ml'él:_kl'zl_kz'(zl_zz—i—u)_*_ﬂ (12)

m,-Z, ==k, -(z, =z, —u)+ f,
Si las expresamos en forma matricial, tenemos que:
0 m, |z, —k, ky |z /> k,

Por otra parte, sabemos que la ecuaciéon de un oscilador forzado sin

amortiguamiento responde a la siguiente expresion:
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M-3+K-z=f (1.4)

Comparando (1.3) y (1.4), podemos identificar la matriz de masa My de rigidez
K del sistema global a partir de las de los elementos simples en los que lo hemos

dividido como sigue:

m, 0 k,+k, —k,
M= , K = (1.5)
0 m, -k, k,

y los vectores zy f como:

S S EEERE iy o

Para tener una equivalencia completa entre las ecuaciones (1.3) y (1.4), debemos
afiadir a la fuerza externa, representada por el vector f; la fuerza del actuador definida

comao:
4 {_ kz}
fA= u (1.7)

con lo que el cambio en la elongacion u del actuador aparece ahora como un término

forzante en las ecuaciones.

La fuerza del actuador se aplica, como es de esperar en virtud del principio de
accion y reaccion, con la misma intensidad tanto en el segmento del espejo como en el

soporte de la estructura.

Para obtener los modos del sistema de la figura 1.1, que llamaremos w, y w,

hacemos:

Z

z= sen wt

2z
y lo sustituimos en (1.4), obteniendo lo siguiente:

z| , z,
-M-| |(wsenwt+K-| |senwt=0 (1.8)
Zy Z,

donde, dado que los modos de vibracién dependen de la naturaleza del sistema y no de

la fuerza aplicada al mismo, hemos considerado que ésta es nula.
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], y sacando factor

Asi, multiplicando ambos miembros de (1.8) por UZ1| |z2

comun, llegamos a que:
(K — Mw*)senwt =0 (1.9)
o también:
M- M7 K-wsenwt=0=>M"-K-w’l)=0

Como vemos, estamos ante un problema de valores propios, donde las
frecuencias modales del sistema al cuadrado son los autovalores de M~ -K .

Sustituyendo M y K en funcioén de m,, m,, k, y k,, tenemos que:

k, +k
1 2 k2
m
(w,>,w,”) = autovalores !
k2
—k, =
m,

Finalmente, expresamos la ecuacion diferencial de segundo grado en (1.4) en

representacion de espacio de estados. Para ello tomamos dicha ecuacion diferencial:
M-i+K-z=f
y definimos una nueva variable v como:
V=12

con lo que podemos rescribir la ecuacion de segundo grado como:

Z=V

M-v‘+1<-z:f_> v=M"K-z+M". f
z—v=0

Tomando z y v como las variables de estado del sistema:

v Z

V) Z;
X = =

Z Z

Zy Zy

podemos escribir la ecuacion de estados del sistema en forma matricial como:
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_(k1+k2) 1
" 00 ——= k&, | — 0
z, m, 2 z m,
1[0 o k, —k 22+0l{ﬁ}
Z m, 1z m, | f,
Z, 0 0 2, 0 0
101 0 0 | | 0 0 |
y la ecuacion de salida:
21
2, =[0 00 1]
Z
Z

En el caso de considerar un término de amortiguamiento C, la ecuacion

diferencial de segundo grado queda como:

(1.10)

M-v+C-z+K-z=f
z—v=0

y la ecuacién de estados:

o ol S i

1.2. ACOPLAMIENTO ENTRE LOS SEGMENTOS DEL ESPEJO

Acabamos de ver como podemos obtener el modelo dindmico de un sistema muy
sencillo, donde hemos considerado tanto a la estructura del espejo del telescopio como a
uno de sus segmentos como dos masas conectadas por medio de sendos resortes al

soporte y al actuador, respectivamente.

Sin embargo, y tal como quedara de manifiesto en los siguientes capitulos, el
efecto de acoplamiento que se produce entre los distintos segmentos del espejo a través
de la estructura sobre la que se apoyan juega un papel muy importante en la dindmica
del sistema. Para dar cuenta de este efecto y, concretamente, de la influencia que tiene

sobre los modos de la planta, planteamos el siguiente problema.

Consideremos el sistema de la figura 1.2 donde hemos representado los n

segmentos del espejo primario del telescopio como osciladores de masa m, conectados

a una estructura rigida a través de resortes de rigidez k,, i=1,...n. Dicha estructura, que
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consideramos rigida, y con una masa m,, estd a su vez conectada al soporte mediante

otro resorte de rigidez k,,.

n Osciladores

Figura 1.2: Osciladores acoplados a una estructura rigida.

En estas condiciones, planteando las ecuaciones de equilibrio de fuerzas en cada
una de las masas del sistema y resolviendo el problema de autovalores (para obtener los
modos) y el de autovectores (para obtener las formas modales) encontramos que el
modo de vibracion de uno de los segmentos y el correspondiente a la estructura cambian
respecto al que presentan si consideramos cada una de las masas por separado.
Concretamente, empleando los valores numéricos de la masa y la rigidez de la
estructura (considerandola entonces descrita por el primero de sus modos) y los
segmentos del espejo primario del GTC, encontramos que el valor del modo asociado a
la estructura aumenta mientras que el correspondiente al segmento que cambia

disminuye.

El mismo efecto que acabamos de ver con una estructura rigida lo observamos si
consideramos a la estructura del espejo como una parabola fija en los extremos, tal y

como mostramos en la figura 1.3:
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n Osciladores Acoplados

Figura 1.3: Modelo que representa el acoplamiento entre segmentos del espejo primario del Telescopio.

En este caso, a diferencia del anterior, aparecen las posibles deformaciones
elasticas de la estructura (cambios, e incluso la inversion, en la curvatura de la

parabola).

Con esto tenemos que cada uno de los puntos de la pardbola experimentara, en
general, una elongacion distinta. En particular, consideramos una funcién radial de la

forma:

z; = f(r)z,

2 2

siendo f(r)= RR% y donde:

r, representa la distancia del oscilador i-ésimo al centro de la parabola,

R es el radio de la parabola,

z, representa la elongacion del oscilador i-ésimo, y
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z, es la elongacion experimentada por el centro de la pardbola, punto en el que

podemos suponer concentrada toda su masa m, .

Asi, podemos considerar el problema como el ilustrado en la figura 1.4:

n Osciladores Acoplados

// \\

Figura 1.4: Modelo que representa el acoplamiento entre segmentos del espejo primario del Telescopio.

Con esto, si de nuevo planteamos que el sumatorio de las fuerzas aplicadas sobre
cada una de las n+1 masas del sistema de la figura 1.4 es igual a la masa por la

aceleracion, llegamos a las siguientes ecuaciones:

n
myz, +k,yz, —ij(zj —a,z,)=0
Jj=1

mz, +k (z, —a,z,) =0

myz, +k,(z, —a,z,) =0
mzZ +k(z,—a,z,)=0

m,z, +k,(z,—a,z,)=0
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donde hemos utilizado la notacion siguiente:

Si planteamos ahora las ecuaciones matriciales de estado y de salida tomando
como variables de estado, como ya hicimos en el ejemplo de las dos masas, las n+1 z;,

con j=0,1,...n y sus correspondientes derivadas, obtenemos que:

o —(k, +ijaj) - 1 0 - 0 |
7 10 0 - 0 = ko ko [z | m,
P m, g 1
1 k 1 0 ... 0
00 --0 ke, -— 0 : m, 0
m, ’ : Do, :
4 : Zn u
n — + O 0 L .l
Zl (00 -0 k,a, 0 T 2 m,
; m, 0 O 0
Z Z u,
0 0 0 0 0
: : 0 O 0
0 0 0 0 0
_Z’l_ . _Zn
] 0 O 0
00 - 1 0 0 0 | - -

donde hemos tomado como entradas al sistema los comandos aplicados a los segmentos

(Uuyy...tty), ¥

Para obtener los modos del sistema en este caso procedemos de forma analoga a

como lo hicimos en el ejemplo de las dos masas, siendo €stos las raices cuadradas de los

autovalores de M ' - K , es decir:
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ko + 2 k@
= _kl _kz _kn
m,
-k, ﬁ o - 0
(WOZ,WIZ,...WHZ = autovalores m, .
- k,a,, 0O ==X ... 0
m,
k
—ka, 0 0 - n
— mn_

Si realizamos el célculo encontramos para los dos primeros modos, que son los
que cambian debido al acoplamiento de los segmentos a través de la estructura,
practicamente el mismo valor que en el caso de considerar una estructura rigida. Sin

embargo, las formas modales que obtenemos en ambos casos no son las mismas.

Por otro lado, considerar que la estructura sufre deformaciones elasticas también
recoge el efecto de acercamiento o separacion entre los segmentos, algo que en
ocasiones se ilustra colocando resortes imaginarios conectando los segmentos vecinos
entre si. Dado que dichos resortes no existen en la practica, nos ha parecido mas
correcto contemplar esta posibilidad permitiendo que cada punto de la estructura
experimente una elongacion distinta. Recordemos que la estructura estd apoyada en los
extremos, con lo que en funcién de como cambia la curvatura de la parabola debido a
las deformaciones eldsticas que experimenta, los segmentos, ademas de oscilar, se

acercan O s€ separan los unos con respecto a los otros.

Queremos notar que incluir en este problema términos de amortiguamiento C en
los osciladores se reflejaria en las ecuaciones del sistema de la misma forma que en el

ejemplo de las dos masas (ver ecuaciones (1.10) y (1.11)).

En el caso del espejo primario del GTC, tenemos treinta y seis segmentos de
forma hexagonal que se apoyan, cada uno de ellos mediante tres actuadores, a una
estructura flexible. Entonces, estableciendo una analogia con el sistema de dos masas de
la figura 1.1, donde incluimos al actuador, tenemos tres osciladores como los
representados en las figuras 1.2, 1.3 y 1.4, por cada uno de los segmentos. Esto hace un
nimero total de ciento ocho osciladores. Cada uno de ellos presenta idéntica masa,

idéntica constante de rigidez e idéntico coeficiente de amortiguamiento.
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Por otra parte, en el modelo del espejo con el que trabajaremos a partir del
capitulo II, la estructura no viene caracterizada, como en el caso simplificado que
acabamos de ver, por un unico modo de vibracidn, sino a través de sus treinta modos

mas representativos.

1.3. EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

En los sistemas mecdanicos la forma habitual de proceder consiste en dividirlo o
separarlo en sus componentes individuales o ‘elementos’ cuyo comportamiento puede
conocerse sin dificultad para, a continuacion, reconstruir el sistema original y estudiarlo

a partir de dichos componentes.

En mucho casos se obtiene un modelo adecuado utilizando un niimero finito de
componentes bien definidos. A tales problemas se los denomina discretos. En otros, la
subdivision prosigue indefinidamente y el problema sélo puede definirse haciendo uso
del concepto matematico de infinitésimo. Ello nos conduce a ecuaciones diferenciales o
expresiones equivalentes con un numero infinito de elementos implicados. A tales

sistemas se los denomina continuos.

Para vencer la dificultad que presenta la solucion de problemas continuos reales,
ingenieros y matematicos han ido proponiendo a través de los afios diversos métodos de
discretizacion. La aplicaciéon de estos métodos hace necesario efectuar alguna
aproximacion, de tal manera que quepa esperar que €sta se acerque, tanto como se

quiera, a la solucion continua a medida que crezca el nimero de variables discretas.

La discretizacién de problemas continuos ha sido abordada de forma diferente
por matematicos e ingenieros. Los primeros han desarrollado técnicas generales
aplicables directamente a las ecuaciones diferenciales que rigen el problema, tales como
aproximaciones por diferencias finitas, diferentes métodos de residuos ponderados, o
técnicas aproximadas, para determinar puntos estacionarios de funcionales definidos en
la forma apropiada. Los ingenieros, por su parte, suelen enfrentarse al problema mas
intuitivamente, creando una analogia entre elementos discretos reales y porciones finitas
de un dominio continuo. Por ejemplo, en el campo de la mecanica de los sélidos,
McHenry [McHenry, 1943], Hrenikoff [Hrenikoff, 1941] y Newmark [Newmark, 1949]
demostraron al comienzo de la década de los 40 que pueden obtenerse soluciones

razonablemente buenas de un problema continuo sustituyendo pequefias porciones del
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mismo por una distribucion de barras elasticas simples. Més tarde, y en el mismo
contexto, Argyris [Argyris, 1960], Turner y otros [Turner, 1956] demostraron que se
pueden sustituir las propiedades del continuo de un modo mas directo, y no menos
intuitivo, suponiendo que las pequefias porciones del mismo, o elementos, se comportan

de una cierta forma simplificada.

Fue de la posicion de ‘analogia directa’ adoptada por los ingenieros de donde
nacio el término de ‘elemento finito’. Parece que fue Clough [Clough, 1960] el primero
en usar este nombre, que supone el uso preciso de la metodologia general aplicable a los
sistemas discretos. Esto tiene una gran importancia tanto desde el punto de vista
conceptual, ya que permite una mejor comprension del problema, como del numérico,
por cuanto supone el uso de un criterio unificado para abordar gran variedad de

problemas y desarrollar procedimientos generales de calculo.

La idea general del método de los elementos finitos es la division de un continuo
en un conjunto de pequenos elementos interconectados por una serie de puntos llamados
nodos. Las ecuaciones que rigen el comportamiento del continuo regiran también el del
elemento. De esta forma se consigue pasar de un sistema continuo (infinitos grados de
libertad), que es regido por una ecuaciéon diferencial o un conjunto de ecuaciones
diferenciales, a un sistema con un numero finito de grados de libertad cuyo

comportamiento se modela por un sistema de ecuaciones, lineales o no.
En cualquier sistema a analizar podemos distinguir entre:
= Dominio — espacio geométrico donde se va a analizar el sistema.

= Condiciones de contorno — variables conocidas y que condicionan el
cambio del sistema: cargas, desplazamientos, temperaturas, voltaje, focos de

calor,...

= Incognitas — variables del sistema que deseamos conocer después de que las
condiciones de contorno han actuado sobre el mismo: desplazamientos,

tensiones, temperaturas,...

El método de los elementos finitos supone, para solucionar el problema, el
dominio discretizado en subdominios que, como ya comentamos, denominamos
elementos. El dominio se divide mediante puntos (en el caso lineal), mediante lineas (en

el caso bidimensional) o superficies (en el tridimensional) imaginarias, de forma que el
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dominio total en estudio se aproxima mediante el conjunto de porciones en que se
subdivide: los elementos. Estos se definen por un numero discreto de puntos, los nodos,
que conectan entre si los elementos. Sobre estos nodos se materializan las incdgnitas
fundamentales del problema. En el caso de elementos estructurales, estas incognitas son
los desplazamientos nodales, ya que a partir de éstos podemos calcular el resto de
incognitas que nos interesen: tensiones, deformaciones, etc. A estas incognitas se les
denomina grados de libertad de cada nodo del modelo. Los grados de libertad de un

nodo son las variables que determinan el estado y/o posicion del nodo.

Planteando la ecuacion diferencial que rige el comportamiento del continuo para
el elemento, se llega a formulas que relacionan el comportamiento interior del mismo
con el valor que toman los grados de libertad nodales. Este paso se realiza por medio de
unas funciones llamadas de interpolacion, ya que éstas ‘interpolan’ el valor de la

variable nodal dentro del elemento.

El problema se formula en forma matricial debido a la facilidad de manipulacién
de las matrices mediante el ordenador. Conocidas las matrices que definen el
comportamiento del elemento (en el caso estructural, que es el que nos ocupa, seran las
matrices de rigidez, amortiguamiento y masa), se ensamblan y se forma un conjunto de
ecuaciones algebraicas, lineales o no, mediante cuya resolucion obtenemos los valores

de los grados de libertad de los nodos del sistema.

A primera vista no resulta sencillo darnos cuenta de como pueden discretizarse
problemas de este tipo siguiendo el procedimiento existente para casos de estructuras
mas simples. Podemos superar esta dificultad siguiendo los pasos que relacionamos a

continuacion:

1. Dividimos el continuo, mediante lineas o superficies imaginarias, en un

numero de elementos finitos.

2. Suponemos que los distintos elementos estan conectados entre si mediante un
nimero discreto de nodos, situados en sus contornos. Los desplazamientos de
estos nodos son las incognitas fundamentales del problema, tal como ocurre

en el analisis simple de estructuras.

3. Tomamos un conjunto de funciones que definan de manera tinica el campo de
desplazamientos dentro de cada elemento finito en funciéon de los

desplazamientos nodales de dicho elemento.
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4. Estas funciones de desplazamientos definen entonces, de manera Unica, el
estado de deformacion dentro del elemento en funcion de los desplazamientos
nodales. Estas deformaciones, junto con las deformaciones iniciales y las
propiedades constitutivas del material, definen el estado de tensiones en todo

el elemento y, por tanto, también en sus contornos.

5. Determinamos un sistema de fuerzas concentradas en los nodos, tal que
equilibre las tensiones en el contorno y cualesquiera cargas repartidas,

resultando asi una relacion entre fuerzas y desplazamientos.

El procedimiento que acabamos de esbozar se conoce como ‘método de los

desplazamientos’.

Una vez discretizado el continuo, la idea es tomar un conjunto de funciones,
llamadas funciones de interpolacion, que definan de manera tUnica el campo de
desplazamientos dentro del elemento en funcién de los desplazamientos en los nodos

del mismo. Es decir:
fu(x, y,2)}=[N(x,y,2){U}

siendo {U} el vector con los desplazamientos nodales. Una vez conocidos los

desplazamientos en todos los nodos se determinan las deformaciones:
le}=[D}uj
donde [D] es un operador diferencial que depende del problema concreto que estamos
estudiando.
Sustituyendo el valor del desplazamiento, tenemos que:

te}=[pINlUi=[BlU}

donde se obtiene el valor de las deformaciones en funcién de los desplazamientos

nodales.

Aplicando el principio de los trabajos virtuales se llega finalmente a un sistema

de ecuaciones de la forma:

Mot [kl = {P)

donde M, K y P son, respectivamente, la matriz de masa, la matriz de rigidez y la de

cargas nodales.
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Esta forma de proceder es general y permite determinar las matrices elementales

para cualquier tipo de discretizacion.

De cara a la sintesis de las caracteristicas globales del sistema, las matrices M, K
y P se calculan para cada uno de los elementos. Realizando entonces una
transformacion de coordenadas a las llamadas coordenadas unitarias del elemento, las
matrices quedan expresadas en funcion de pardmetros fisicos y geométricos, con lo que
se facilita la integracion numérica. Antes de proceder al ensamblaje de todas las
ecuaciones hay que realizar la transformacion a coordenadas globales con el objeto de

tener todas las matrices formuladas respecto al mismo sistema de coordenadas.

Una vez que se dispone de las matrices y vectores elementales en funcion de las
coordenadas globales, su acoplamiento en el sistema puede realizarse seglin el llamado
método directo, que consiste en sumar la contribucion realizada por los distintos

elementos en cada posicion nodal.

Por ultimo, antes de obtener la solucion al sistema de ecuaciones planteado es
necesario imponer las condiciones de desplazamientos nodales que sean conocidas. El
sistema resultante se puede dividir en dos términos: uno que contenga los
desplazamientos impuestos y otro la incognita. Resolviendo dicho sistema tendremos la
solucion. Como ya comentamos, una vez conocidos los desplazamientos nodales es

posible calcular otro tipo de magnitudes tales como deformaciones, tensiones, etc.

Con todo ello, podemos ver el método de los elementos finitos como un
procedimiento general de discretizacion de los sistemas continuos planteados a través de

expresiones definidas matematicamente.

Tras el analisis del sistema empleando la técnica de elementos finitos, cuyas

lineas basicas acabamos de esbozar, obtenemos un conjunto de frecuencias modales w,

y un conjunto de formas modales ®, , que son los autovectores de la matriz M ™' - K .

Estas formas modales vienen dadas en forma discreta, es decir, como un conjunto de
desplazamientos modales en las direcciones x, y y z, y un conjunto de rotaciones

modales 6,, 6, y 6. en cada uno de los nodos relevantes de la estructura. Ademas de

esto, se obtienen coordenadas y un mapa de la estructura que permite reconstruir los

desplazamientos fisicos en términos de su expansion modal.
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De hecho, los programas de elementos finitos generalmente proporcionan el
valor de la variable incognita en los nodos de los elementos (desplazamientos modales).

La informacion de la que parten incluye, generalmente:

= las coordenadas de los nodos que describen los elementos en que se

particiona el sistema continuo,

= una definicion de cada uno de los elementos (numeracion, qué nodo describe

cada elemento,...)

= una agrupacion de los elementos segin sus propiedades fisicas (material,

seccion, grosor,...)
= el tipo de problema del que se trata (dinamico, estatico,...).

En nuestro caso, el sistema cuyo modelo se obtiene empleando esta técnica
incluye tanto la estructura del espejo primario, como los segmentos que lo componen y

el sistema de actuacion.

Asi, el analisis por elementos finitos parte de las ecuaciones dindmicas del
sistema que puede escribirse en la forma (1.4). Existe una normalizacion de la matriz

de autovectores ¢ tal que:
¢ M-p=1
A partir de esta expresion, y recordando que a partir de (1.9) encontramos que:
M -K-w1=0
obtenemos lo siguiente:
¢" K -¢= [an]

El proceso por el cual se obtiene la matriz ¢ con la ayuda de un ordenador es

complejo y requiere un gran tiempo de computacién que se incrementa de forma no
lineal a medida que el nimero de grados de libertad del sistema aumenta. Ademas, s6lo

los primeros modos se obtienen con un cierto grado de precision.

Para un sistema como el espejo primario del GTC, que contiene unos siete mil
grados de libertad, el coste de un analisis por elementos finitos tal y como lo hemos

planteado resulta prohibitivo.
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Asi, una herramienta potente para el andlisis de estructuras complejas con el
método de los elementos finitos consiste en llevar a cabo un procedimiento de reduccion
del ntimero de ecuaciones algebraicas en (1.4). Este proceso recibe el nombre de
‘condensacion’ o ‘reduccion nodal’. En cualquier caso, el objetivo que se persigue al
llevar a cabo dicha reduccién es que disminuya el numero total de grados de libertad
que se requiere para definir la estructura mecanica y, como consecuencia de ello, la
dimension de las matrices y vectores asociados. Con ello, se obtiene un modelo fisico
de orden inferior que recoge las caracteristicas dindmicas globales mas representativas
del sistema, al tiempo que promedia los detalles finos. Las formas modales asociadas a
frecuencias altas corresponden a los detalles finos de la dindmica de la planta, que
generalmente son poco fiables, lo cual justifica el reducir el orden del sistema fisico.
Una vez que el proceso de reduccion se lleva a cabo, el problema de autovectores es

mas tratable.

Entonces, en el analisis de las subestructuras en las que se particiona el sistema
original, solo se retienen los grados de libertad asociados a los nodos que estardn
conectados con elementos adyacentes, los que soportaran cargas estaticas y los que
representen de manera adecuada los efectos inerciales de cada uno de los elementos.
Cuando se ensamblan todos los elementos los nodos de los contornos se pueden

eliminar en una reduccion posterior.

A modo de resumen, diremos que el sistema ‘celdat+segmentos+actuadores’ del
espejo primario del GTC tiene un numero infinito de modos correspondientes a cada
particula del material. Sin embargo, el uso del método de anélisis por elementos finitos
nos permite reducirlos a un conjunto con un numero finito de elementos: un modo por
cada grado de libertad resultante del proceso de discretizacion. Inicialmente, el modelo
de analisis por elementos finitos del espejo primario del Gran Telescopio Canarias
presenta un numero muy alto de grados de libertad, por lo que se hace necesario llevar a
cabo un proceso de reduccion que nos permite quedarnos con los mas significativos,

entendiendo como tales los que mejor representan la respuesta del espejo.



CAPITULO Il

DESCRIPCION, MODELIZACION

Y ANALISIS DEL SISTEMA

El espejo primario del Gran Telescopio Canarias es un sistema de gran escala
cuyo control activo [Mast, 1981] motivo, en su origen, la realizacion de este trabajo. Por
distintas razones, entre ellas y la mas importante, que su construccidon se prevé que
finalice en el afio 2004, hemos trabajado con un modelo de la planta. Describir este
modelo, asi como las caracteristicas dindmicas del mismo, tanto desde el punto de vista
de la respuesta temporal como del andlisis frecuencial, son el objetivo de este capitulo.
Ademas, nos ha parecido interesante comenzarlo haciendo un breve recorrido por las
razones que originaron el proyecto GRANTECAN Yy las principales lineas del disefio de
su espejo primario, que lo convierten en el mayor telescopio terrestre del mundo, junto

con el Keck en Mauna Kea (Hawai).

II.1. ANTECEDENTES

El proyecto GRANTECAN (GRAN TELESCOPIO CANARIAS) [Alvarez,
1997] tiene una extensa historia. El IAC (Instituto de Astrofisica de Canarias) lleva

planeando la construccion de un gran telescopio para el Observatorio del Roque de los
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Muchachos desde mediados de los afios 80. Los primeros pasos importantes se dieron
en colaboracion con el Royal Greenwich Observatory que llevaron a la propuesta de un
telescopio de ocho metros que seria construido conjuntamente por Espafia y el Reino
Unido; aunque, finalmente, las autoridades britanicas optaron por una colaboracion con

los Estados Unidos en el proyecto GEMINI.

La Astrofisica es una ciencia cuya historia en Espafia es breve, pero cuyo
crecimiento ha sido espectacular. Hace s6lo veinte o veinticinco afios, muy poca gente
trabajaba en este campo, pero actualmente mas de diez grupos estan trabajando en todo
el pais. Hay aproximadamente doscientos miembros espaioles de la International
Astronomical Union (IAU), y la razéon de produccion de astronomos espafioles es

comparable a la de los paises mas avanzados.

El proyecto Gran Telescopio de Canarias fue ideado para satisfacer las
necesidades de mas tiempo de observacion y mayores telescopios por parte de los
astrébnomos espaiioles. Dicho proyecto tiene, ademds ,un gran atractivo tecnoldgico para
la industria nacional. El desarrollo de instrumentacion cientifica no sélo significa estar a
la vanguardia de nuevas dreas de investigacidon, sino que también proporciona

oportunidades a la industria de innovar y agudizar su competitividad.

Il.2. DISENO

El espejo primario del Gran Telescopio Canarias que mostramos de forma
esquematica en la parte superior de la figura 2.1 estd formado por treinta y seis
segmentos hexagonales [Alvarez, 1997]. Tiene un didmetro de diez metros ya que, a
pesar de la intencion inicial de construir un espejo de ocho metros, diversos estudios
realizados concluyeron que para proporcionar un avance significativo en la sensibilidad
(de al menos un orden de magnitud) respecto a los telescopios de cuatro metros

existentes, se requiere un didmetro de, al menos, diez metros.

El diseno inicial del telescopio incluia un espejo primario monolitico, muy en la
linea de muchos proyectos similares que comenzaron a realizarse en la década de los
80. Sin embargo, una revision del proyecto por parte de expertos en este campo
concluyd que era mas adecuado un espejo primario segmentado ya que ofrece

numerosas ventajas, entre las cuales destacamos las siguientes:
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= menor peso total,

= menor coste,

= disponibilidad de huecos,

= facilidad de fabricacion y ensamblaje en el lugar de instalacion,
= facilidad de mantenimiento,

= potencial mejora en las prestaciones oOpticas, ...

Ademas, estudios anteriores llevados a cabo por la Universidad de California
determinaron que fabricar un espejo de diez metros de didmetro a partir de una Unica

pieza de cristal no resulta practico, fundamentalmente por las razones ya aducidas.

A la hora de segmentar un espejo, hay fundamentalmente dos métodos naturales
para hacerlo: anular, con los segmentos dispuestos en anillos circulares; y hexagonal,
pues el hexagono es el poligono regular que puede cubrir una superficie plana con un
perimetro lo mas circular posible. Ambas alternativas fueron estudiadas y se optd por

una segmentacion hexagonal por las siguientes razones:

= Los segmentos con forma hexagonal proporcionan una forma mas circular y,
potencialmente, la mejor explotacion del material empleado para su fabricacion. El
uso de piezas circulares para producir segmentos hexagonales provoca un 20% de
exceso de masa respecto de la que es realmente usada, mientas que para los

segmentos anulares el exceso de masa minimo seria del 57%.

= Los vértices de los segmentos hexagonales tienen un angulo interior de 120°. Los

segmentos anulares tienen vértices de 90°, que son mas dificiles de pulir.

= Cuando el espejo primario es visto desde el infinito, los segmentos aparecen como
hexagonos idénticos. Sin embargo, debido a la curvatura del espejo, los segmentos
reales no serdn hexdgonos regulares. Asi pues, las dimensiones méaximas de los
segmentos interiores seran ligeramente mas pequefas que las de los externos. No
obstante, los segmentos son lo suficiente similares entre si como para que sélo sea
necesario disefiar un tnico soporte. Unicamente seran necesarios pequefios ajustes
de compensacion para los segmentos individuales lo que se conseguira, por ejemplo,

introduciendo pequefias masas adicionales. Esto simplifica significativamente el
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disefio y la produccion de los soportes para los segmentos. En el caso de la
segmentacion anular, por el contrario, los segmentos en cada anillo son lo
suficientemente diferentes como para que se haga necesario un disefio distinto de los

soportes para cada uno de ellos.

Otra cuestion importante es determinar el numero de segmentos a emplear. Para
ello se estudid el impacto de este factor para dieciocho, treinta y seis, y sesenta
segmentos hexagonales concluyendo, finalmente, que treinta y seis era el nimero mas
adecuado. En general, es preferible usar el menor niimero posible de segmentos
atendiendo, principalmente, a la exigencia de una 6ptima calidad de la imagen, puesto

que un menor numero de segmentos implica:

> el uso de un menor numero total de puntos de soporte para la misma desviacion
gravitacional, ya que, para la misma densidad de puntos de soporte por superficie
del espejo y para el mismo grosor, la distorsion gravitacional del soporte es mas

pequefia cuanto mayor es el segmento,
> una correccion de la Optica activa de las figuras de los segmentos mas efectiva,

> un menor numero de unidades para controlar el espejo primario, lo que implica un

menor coste y una mayor fiabilidad,

> una menor longitud total de los huecos entre segmentos, lo que disminuye el area

perdida del espejo primario y, con ello, la emisividad térmica del mismo,

> una menor degradacion de la calidad de la imagen debido a errores de fase entre

segmentos,

> un menor coste de pulido, ya que éste es generalmente mas barato por unidad de

superficie para segmentos de gran tamafo.

Todos los factores que acabamos de mencionar apuntan hacia segmentos
grandes. Sin embargo, el ultimo punto, relativo a la manufactura de los segmentos, es
cierto s6lo mientras no implique la construccion de nuevas instalaciones, en cuyo caso
esta inversion tiende a convertirse en una parte significativa del coste. Por tanto, el
criterio seguido ha sido usar los segmentos mas grandes posibles dentro de la capacidad

de potenciales pulidores a precios razonables. Este limite ha sido establecido en dos
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metros, lo que significa que el menor niumero posible de segmentos que se pueden

emplear es treinta y seis.

En la parte superior de la figura 2.1 se aprecian las dimensiones del espejo
primario en relacion al tamafio de una persona, mientras que en la inferior mostramos
detalles del movimiento del segmento central de un espejo compuesto por solo siete

segmentos hexagonales.

Figura 2.1: Dimensiones del espejo primario del GTC y detalle del movimiento de un segmento.

(Copyright de GRANTECAN, S.A.)

Il.3. DESCRIPCION DEL SISTEMA

Cada uno de los treinta y seis segmentos que conforman el espejo primario del
Telescopio dispone de tres actuadores que permiten el movimiento de los segmentos en
las tres direcciones del espacio, tal y como mostramos en la figura 2.2, y de un sensor

por cada arista que sea comun a dos segmentos, como queda reflejado en la figura 2.3.
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Figura 2.2: Representacion de los actuadores de los segmentos y movimientos que inducen en éstos.

(Copyright de GRANTECAN, S.A.)

Figura 2.3: Representacion de los sensores de posicion del espejo primario del GTC.

(Copyright de GRANTECAN, S.A.)
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Los sensores de posiciéon miden, con gran precision, la separacion relativa entre
dos segmentos adyacentes.

Dependiendo de la posicion que ocupa cada segmento dentro del espejo, los hay
que tienen seis, cinco, cuatro 6 tres segmentos adyacentes. Por tanto, mientras que el
numero de actuadores por segmento es constante e igual a tres, el nimero de sensores
oscila entre tres y seis con lo que, globalmente, el sistema estad dotado con ciento ocho
actuadores y ciento sesenta y ocho sensores de posicion. En la figura 2.4 los
representamos de forma esquematica:

SENSOR DE

POSICION
ACTUADORES

SEGMENTO

SENALES DE LOS
168 SENSORES DE
> POSICION

COMANDOS A
LOS 108
ACTUADORES

Figura 2.4: Sistema de actuacion y sensado del espejo primario del GTC.

Il.4. MODELIZACION DE LA DINAMICA DEL ESPEJO PRIMARIO

El espejo primario del Gran Telescopio Canarias es un sistema de gran escala
[Jamshidi, 1983], [Lunze, 1992]. Su dinamica ha sido modelada en representacion de
espacio de estados con 708 estados, 108 entradas y 168 salidas. Las entradas son, como
queda de manifiesto en la figura 2.4, los comandos que se envian a los actuadores para
mover los segmentos, y las salidas las sefales medidas por los sensores de posicion.
Desde el punto de vista dindmico, el espejo estd compuesto por tres elementos bien

diferenciados [Acosta, 1999], tal y como mostramos en la figura 2.5:
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DINAMICA SEGMENTOS:

DINAMICA
ACTUADORES:
60Hz

DINAMICA ESTRUCTURA:
17Hz

Figura 2.5: Elementos que componen el espejo primario del GTC.

y que son:

a la estructura o celda que soporta el espejo,
o los segmentos,

a los actuadores que mueven los segmentos.

La dinamica de la celda viene descrita por los treinta modos mas representativos,
de entre los cuales destaca el que se encuentra en 174z, tal y como lo reflejamos en la
figura 2.5, por ser el que mayor potencia espectral presenta (ver figura 2.8). En realidad,
no se trata de un modo propio de la estructura, es decir, no aparece si consideramos su
dinamica aisladamente de la de los segmentos, sino que surge como consecuencia del

acoplamiento existente entre ambos elementos.

Los segmentos, por su parte, estan caracterizados todos ellos por una frecuencia
de 28hz en el caso de considerar la dindmica nominal, que es la que presentamos en este

capitulo. Méas adelante introduciremos las incertidumbres que pueden afectar al sistema.

Los actuadores son los que contribuyen con un mayor nimero de estados al
modelo de la planta, al venir caracterizados por un comportamiento tipico de segundo

orden y un retardo en la actuacion. Asi, la respuesta ¢, de un actuador i cuando se le

aplica un comando g; es la siguiente:
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—S‘[q
q9; = 54, (2.1)
1+&, Sy S—z
Wq w
q

siendo:
w, =27 x 60sg ! (frecuencia propia de los actuadores)
&, = %/5 (coeficiente de amortiguamiento)
7, =5ms- 10ms (retardo de los actuadores)

El término exponencial que aparece en el numerador de (2.1) corresponde al
retardo del actuador. Puesto que es un término no lineal y vamos buscando un modelo
que si lo sea, lo sustituimos por la llamada aproximacion de Padé [Friedland, 1996],
que, en general, ofrece resultados satisfactorios. Este método sugiere que la exponencial

sea aproximada de la siguiente manera:

2

- —s+—s*—..

eT=—2 8 (2.2)

2
1+ —s5+—52+...
2 8

Para modelar el retardo de los actuadores truncamos las series tanto del
numerador como del denominador en los términos de segundo orden de modo que

establecemos la siguiente igualdad:

1- L s+ fa g
o = 2 82 (2.3)
v T‘I 2

Volviendo a la funcion de transferencia (2.1), vemos que el denominador es un
término de segundo orden, lo que implica que habrd dos estados de la representacion
interna del sistema asociados al comportamiento oscilatorio de cada uno de los
actuadores. Por otra parte, al tomar la aproximaciéon de Padé¢ y quedarnos con los
términos de segundo orden, habrd otros dos estados asociados al retardo de cada

actuador.
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Con todo esto, los 708 estados de la representacion interna del espejo primario

del GTC son los que siguen:

a—30x1
a—30x1
xe > 108 x1
m xe — 108 x1
X = (2.4)
rl > 108 x1
r2 —> 108 x1

qg —> 108 x1

g —>108x1
siendo:

a : modos dominantes de la estructura que soporta al espejo primario.
a : derivadas temporales de los modos dominantes de dicha estructura.
x,: estados asociados a los segmentos.

m x,: momentos de los segmentos.

r1: 1% estado asociado al retardo de cada cada actuador.
r2: 2° estado asociado al retardo de cada actuador.

g : 1% estado asociado al término de 2° orden de cada actuador.
g : 2° estado asociado al término de 2° orden de cada actuador.

Para entender como hemos obtenido estos cuatro ultimos consideremos el

siguiente diagrama de bloques:

7 g i g
—————)| RETARDO [(— )| DINAMICA DE 2° ORDEN ——)

o, empleando las funciones de transferencia correspondientes:
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2
7 l—zs+T—s2 q: 1 q;
2
» > > 142&, "+ »
1+ES+?S Wq Wq

Por una parte, para obtener la representacion interna asociada al retardo de los

actuadores, tomamos como variables de estado las siguientes:

n=4,-4
”2:"’1"'?‘71‘

lo que nos permite obtener con facilidad la expresion de las derivadas primeras en el

tiempo de 7, y r, en funcidn de éstas y de la entrada g, :

d 8 _
E(”l)—rz FQi
d 8 4 32 _
E(rz) =TTt

0, expresandolo en forma matricial:

8

0 1 -

dt|r, R 3_%
T

Por otro lado, la dinamica de segundo orden se modela tomando como variables

de estado ¢, y ¢,, con lo que sus derivadas primeras en el tiempo vienen dadas por las

siguientes expresiones:

d )
dl‘(qi)_%

d . 2 3 2~
E(qi) =—w.q;— 2~’:qu% W ;i

que, en forma matricial, resultan en:
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4
dt| g

q;

i

0 1
2
q —2 é:q

%

q;

Wq qi

0 |_
2 |9,
Wy

(2.6)

Si expresamos conjuntamente las representaciones en (2.5) y (2.6), obtenemos

que:

h
a\n
dt|q;

4

0 1 0
8 4

T° T

0 0 0
i wj 0 —wj

para cada uno de los actuadores del espejo.

o oy |2
0 Jn| |32
1 q, 7;)2
-25,w, |L4; W7

Q.7)

Las ecuaciones de estado y de salida [Rosenbrock, 1970] que describen el

comportamiento dindmico del sistema completo (708 estados) son las siguientes:

siendo:

030x30
Wk vy
0108x30
ky
010830
0108x30

0108x30

0108><30

]30><30
—C-eV
0108><30
cV
0108><30
0108><30

O108><30

0108><30

+B*U +

030><108

kyT
0108><108

_ks1108><108
0108><108
0108><108

0108><108

0108><108

I
o O O O

030><1
30x1
108x1
108x1
108x1

108x1

1081 _|

O30><108

Syt
mS
1
— i0gx108
m

s
C,
s
__1108><108
my
0108><108
0108><108

OIOSXIOS

0108><108

030x108
0304108
0108108
0108x108

0108x108
8

1108 108
2

0108><108

2
Wq[108><108

030x108
030x108
0108108
0108x108

108108
4

7_1108><108

T

0108><108

0108><108

+D=*U

030><108
—kyT
0108><108
k31108><108
0108><108
0108><108
0108><108

2
_Wq[108><108

(2.8)

030x108
—cSVT
0108108
¢s1108x108
0108108
0108108
Tio8x108

=2&,wyL08x108
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030x108
030108
0108x108

0108x108
B=| (2.9)

—71108x108

32
F1108x108

0108x108

2
Wy L108x108

C=[0168><30 0168><30 M 0168><108 0168><108 0168><108 0168><108 0168><108]

D= 0168><108

siendo el significado de las variables que aparecen en (2.9) el siguiente:

=
=

4

$ 4 4 3 0

V(108 x 30 ): matriz de desplazamientos modales de la celda.
W(30x 30 ): matriz diagonal de frecuencias modales angulares.

C(30x30 ):matriz diagonal de amortiguamientos (¢, =2&w;, & = amortiguamiento
relativo del modo i de la estructura).
kS = 6N/um : rigidez de los soportes de los segmentos.

c = 2000kg/sg : amortiguamiento de los soportes de los segmentos.

m, =180kg: masa del segmento asociado a un soporte (1/3 de la masa de un

segmento).

W, =27 x 60sg~' : frecuencia natural de los actuadores.

& =1 V2 amortiguamiento de los actuadores.

T = 5ms: retardo de los actuadores.
P(108 x1): perturbaciones debidas al viento.

M (168 x108) : matriz de relacion geométrica entre las medidas realizadas por los
sensores del sistema y la posicion de los segmentos.

El diagrama de bloques del sistema en lazo abierto es el que mostramos a

continuacion:
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Perturbaciones

(viento)
P
U | i S
—» Retardo [ Actuador [? Espejo M

Figura 2.6: Diagrama de bloques del sistema en lazo abierto.

En este punto consideramos importante poner de manifiesto que la uUnica
informacion disponible en el sistema real son las medidas suministradas por los 168
sensores. Sin embargo, a partir de esta informacion es posible conocer la posicion de los
segmentos respecto a un plano promedio. Este plano se calcula mediante un ajuste por
minimos cuadrados de la posicion de los segmentos y, en cualquier caso, su situacion
en el espacio queda indeterminada puesto que los tres grados de libertad
correspondientes al solido rigido no se pueden conocer haciendo uso tnicamente de los
datos suministrados por los sensores intersegmento. Las distancias Ax, de los segmentos
respecto a este plano nos informan del grado de alineamiento de los mismos, con lo que,
en la practica, trabajar con estas ciento ocho sefiales en lugar de con las ciento sesenta y
ocho provenientes de los sensores intersegmento no supone una pérdida de informacion

efectiva.

Estas nuevas magnitudes, Ax,, las obtenemos a partir de la informacion de los

sensores intersegmento y de la relacidon geométrica entre éstos y las posiciones

absolutas de los segmentos, como:

Ax, =M

e S—Ax,

*S

siendo:

S(168 x1) : distancias medidas por los 168 sensores intersegmento,
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Ax,(108x1): distancia de los 36 segmentos con respecto a un plano promedio. Se trata

de 108 magnitudes ya que estdn medidas, para cada uno de los segmentos,

en los tres puntos de apoyo de éstos con la estructura que los soporta,

M., (108x168): matriz de transformacion geométrica entre Ax, y S.

Mg .. es en realidad la pseudoinversa de M siendo ésta la matriz que

S— x,—>S?

relaciona la separacion relativa entre segmentos adyacentes, S, con la posicion de los

segmentos, x,(108x1), ahora medida respecto a una referencia fija. Esto es:
S = fo ) * xe

donde M ,; es la misma matriz que en (2.9) llamamos M.

Esta relacion nos permite obtener en simulacion los valores medidos por los

sensores ya que recordemos que las variables x, forman parte del vector de estados del

sistema (ver representacion interna de la planta en (2.8)).

M, ¢ es una matriz singular ya que, teniendo 168 filas y 108 columnas, su

rango es 105, debiéndose esto a los tres grados de libertad del s6lido-rigido. Tal vez lo
entendamos mejor si pensamos que, en realidad, hay un numero infinito de vectores de

posiciones absolutas x,, como infinitos son los planos paralelos a uno dado, que nos

dan idéntica lectura por parte de los sensores.

Es logico entonces que, debido a que la relacion entre x, y los correspondientes

S no es univoca, sea imposible determinar, a partir inicamente de la informacion que
proporcionan los sensores (informacion relativa), la posicion absoluta de los segmentos
del espejo respecto a una referencia fija, para lo cual seria necesario, ademas, conocer el

valor de tres de los elementos de x,. En caso contrario, no es posible establecer una

relacion del tipo:

x, =M

e S—x, * S
sino que debemos introducir las magnitudes que hemos llamado Ax,. Estas nos

proporcionan la misma informacién que los sensores, es decir, el grado de alineamiento
de los segmentos entre si, s6lo que ahora representan, como ya hemos comentado, la

distancia, medida en los mismos puntos que los x,, de los 36 segmentos a un plano
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promedio que calculamos mediante un ajuste por minimos cuadrados. Dicho ajuste

consiste en aplicar la siguiente féormula:

Zplanaia_juste = aO + al * xplanoiq/uste + a2 * yplanoia_juste

donde x son, respectivamente, las coordenadas x e y de los puntos

plano _ajuste > yplam) _ajuste

donde medimos los Ax,, por lo que son cantidades fijas y conocidas; mientras que los

coeficientes a,, a, y a, los obtenemos de la siguiente manera:

Zzi in Zyi N Zzi Zyi
inzi zxiz inyi inz zxizi zxiyi
Zyizi inyi Zyiz Zyi Zyizi Zyiz

a, = a, =
0 det 1 det

N le. Zzi
in lel-z leizi
DI IEATED I

det

siendo:

N in Zyi
det = in inz inyi
PRADIAEDI

y N el nimero de puntos con los que realizamos el ajuste del plano, que en nuestro caso

son 108.

Il.5. ANALISIS DE LA DINAMICA DEL ESPEJO PRIMARIO DEL GTC

A continuacion, llevaremos a cabo un estudio del comportamiento dindmico del

espejo primario del GTC, tanto en el dominio temporal como en el de las frecuencias.
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I1.5.1. Dominio temporal y frecuencial

En la figura 2.7 podemos observar la evolucion del sistema nominal en lazo
abierto en el dominio temporal. En este caso, los segmentos del espejo se sitian

inicialmente en un plano definido por:
actuador n°26 — 4 nm.
actuador n°41 — 5 nm.
actuador n°95 — 6 nm.

y se dejan evolucionar libremente hacia su posicion de equilibrio: el plano (0,0,0).

x 10

Amplitud (m.)

0 0.5 1 1.5 2
Tiempo (sg.)

Figura 2.7: Evolucion de los segmentos del espejo primario en lazo abierto partiendo del plano

(4nm,5nm,6nm).

A la vista de esta figura pareceria que la Unica frecuencia presente en la
respuesta del sistema son los 174z que es el modo debido a la celda. Sin embargo, hay

otra componente en 28hz (el modo correspondiente a los segmentos) que se ve
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enmascarada por la primera, como veremos al analizar la respuesta en frecuencias del

mismo.

Ademas, a la vista de la figura 2.7, observamos que el tiempo de establecimiento
del sistema en lazo abierto, esto es, el tiempo que los segmentos tardan en alcanzar la

posicidn final, en este caso la posicion de equilibrio, es superior a 1 segundo.

Acudimos ahora a la respuesta en frecuencias [Freudenberg, 1988], [Oppenheim,
1983] del espejo que mostramos en la figura 2.8, en la que representamos los valores
singulares en decibelios frente a la frecuencia en hertzios tomando como salida del

sistema las mediciones hechas por los sensores intersegmento:

50

) —
7\
\
-50
[a1]
©
-100
-150
/\x
-200
1 10 20 30 40 50

Frecuencia (hz)

Figura 2.8: Valores singulares del espejo primario del GTC.

En esta figura observamos claramente el modo de 28z, correspondiente a los
segmentos del espejo, asi como una contribucion en 174z debida, como ya comentamos,

al acoplamiento de éstos a través de la estructura.

I1.5.2. Acoplamiento del sistema

El efecto de acoplamiento que existe entre los distintos segmentos a través de la

estructura que los soporta influye de forma decisiva en su comportamiento dinamico.
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0.3

0.2

Amplitud (m.)

1 1.5 2
Tiempo (sg.)

Figura 2.9: Evolucion de los segmentos en lazo abierto cuando solo 3 de ellos parten de fuera del

equilibrio.

En la figura 2.9 representamos la evolucion temporal de los segmentos del
espejo cuando 105 actuadores parten del equilibrio y s6lo 3 (los n® 49, 54 y 102) se
encuentran inicialmente fuera de ella. Queremos hacer notar que, tanto aqui como en lo
que sigue, cuando hablamos de actuadores no nos referimos, a no ser que asi lo
explicitemos, a los dispositivos mecanicos que hacen posible el movimiento del espejo ,
sino a la posicion de los segmentos medidas en los puntos donde se encuentran situados

los actuadores. En esta ocasion hemos tomado concretamente:
actuador n°49 — 0.1 m.
actuador n® 54 — 0.2 m.
actuador n° 102 — 0.3 m.

En esta figura observamos codmo, a pesar de que estos 3 actuadores son los que
presentan mayor amplitud en sus oscilaciones, todos los segmentos oscilan en mayor o
menor medida. La conclusién que podemos extraer de este comportamiento es que,

debido al fuerte acoplamiento existente en el sistema, 3 actuadores son capaces de
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"arrastrar” a los 105 restantes que, de otro modo, no hubieran abandonado la posicion
de equilibrio en la que ya inicialmente se encontraban. Veremos en capitulos posteriores
como este efecto, el acoplamiento entre los segmentos del espejo primario, juega un

papel fundamental en el proceso de disefio del controlador.

I1.6. ANALISIS DEL RUIDO E INCERTIDUMBRES EN EL MODELO

A lo largo de este capitulo hemos presentado el modelo determinista del espejo
primario del Gran Telescopio Canarias. Este es el momento de introducir el ruido y las

incertidumbres en el modelo dindmico que se prevén en el sistema.

I1.6.1. Ruido debido al viento

Es importante caracterizar correctamente el ruido que se prevé que afecte al
espejo primario del GTC, un ruido que estara debido a la accion del viento sobre la
superficie de dicho espejo [Forbes, 1982]. Asi, el espectro de la densidad de potencia
espectral del ruido [Marple, 1987] es:

4
S(f) = bz - F?
1+70.8(f fo)
siendo:
fo=10Hz,
F =6Newton .

Aunque volveremos sobre este aspecto en el capitulo VII, diremos que,

llamando V' (s) a la funcion de transferencia del sistema que colorea el ruido blanco a la

entrada conforme a la distribucion espectral S(f):

Ruido

blanco Vs) D(: 5{

tenemos que la salida de este sistema coincide con la densidad de potencia espectral, es

decir:
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D(f)=S(f)

Si representamos la respuesta en frecuencias del ruido coloreado en la figura
2.10, vemos que la contribucién mas importante se encuentra en la zona de bajas

frecuencias.

30

20

10

dB

-10

-20

-30

-40

-50
- 0 1 2 3
10 10 10 10 10
w(rad/sg)

Figura 2.10: Espectro correspondiente al ruido coloreado que afecta al espejo primario del GTC.

Sin embargo, al tratarse de ruido de proceso, tal y como se refleja en el siguiente

diagrama de bloques:

D(s)
U(s) l+ Y(s)
—> 6(s) ——»

la dindmica del sistema también afecta a la entrada de ruido, lo que significa que
también tendremos que tener en cuenta lo que ocurre en la frecuencia de resonancia de

la estructura y de los segmentos.
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A la hora de analizar el comportamiento de la planta sometida al ruido D(s),

podemos considerar dos situaciones distintas:

» ruido totalmente correlado, donde se supone que el viento incide sobre cada

segmento del espejo con la misma intensidad, y

» ruido totalmente incorrelado, donde se considera una intensidad distinta para cada

uno de los segmentos.

El motivo de analizar estos dos casos extremos es que, en la practica, se espera

encontrar una situacidn intermedia entre ambos.

En las figuras 2.11 y 2.12 representamos el espectro de la respuesta del sistema

en lazo abierto sometido a ruido totalmente correlado e incorrelado, respectivamente.

1.2

Potencia
o
»
—————

30 40 50
Frecuencia (hz)

Figura 2.11: Espectro de la respuesta del sistema sometido a viento totalmente correlado.
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x 10

Potencia

s

O [ AP YAY SN ,& 2 — NS
0 10 20 30 40 50
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Figura 2.12: Espectro de la respuesta del sistema sometido a viento totalmente incorrelado.

En la figura 2.11 observamos como, cuando todos los segmentos se someten a la
misma fuerza del viento, la contribucién mas importante es la que corresponde al modo
dominante en la estructura (17hz). En este caso, los segmentos se mueven como si
formaran parte de un espejo monolitico, razén por la cual no se excita la frecuencia
propia de éstos, que se encuentra en 284z. En la figura 2.12, en cambio, vemos que si se
aplica a cada segmento una fuerza de distinta intensidad si que se excita su modo de
vibraciéon convirtiéndose, junto con las bajas frecuencias, en las dos principales
contribuciones al espectro del sistema. Una contribucion en 17kz también aparece en

esta ocasion.

11.6.2. Incertidumbres en el modelo

En la seccion I1.4 de este capitulo presentamos el valor nominal de los
parametros fisicos que caracterizan el comportamiento dindmico del espejo primario del
Gran Telescopio Canarias. Sin embargo, se espera que dos de estos pardmetros, en

concreto, la constante de rigidez de los soportes de los segmentos (k) y el tiempo de

establecimiento de los actuadores (#, = 2% ), presenten, en el sistema real, una cierta
q

variacion respecto a su valor nominal. Asi:
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> El valor de &, puede variar un +5% en torno al valor nominal: 6x10° N/ um . Esta
variacion sélo es espacial (de unos soportes a otros), no temporal.

» El tiempo de establecimiento 7, de cada actuador es aleatorio tras la aplicacion de

cada comando. Este viene dado por una distribucion uniforme entre 10 y 50ms,
siendo el valor nominal (60/4z)™' ~16.7ms. En este caso la variaciéon es tanto

temporal como espacial.

11.6.3. Especificaciones de los sensores y actuadores

Por ultimo, presentamos las dos especificaciones dan cuenta de la precision de
las senales captadas por los sensores que miden el grado de alineamiento entre

segmentos adyacentes, y de la precision en la actuacion sobre los mismos. Estas son:
» Resolucion de lectura de los sensores: 1.5xnm,

» Resolucion de escritura de los actuadores: 2.5nm.



CAPITULO 1l

CONTROLADOR MULTIVARIABLE
BASADO EN UNA ESTRATEGIA

LOCAL-GLOBAL

En este capitulo presentamos una serie de controladores clasicos multivariables
diseniados en base a una estrategia de control ‘local-global’ con el fin de atenuar lo
maximo posible las oscilaciones naturales del sistema y lograr que los segmentos
recuperen el estado de equilibrio lo mas rapidamente posible tras una perturbacion
espurea. Nuestro principal objetivo es el estudio de la viabilidad de esta estrategia de
control, por lo que no nos planteamos obtener ni rechazo al ruido ni robustez frente a
incertidumbres en la dinamica del espejo. Ambas especificaciones de control las

abordaremos en el capitulo VII.

La idea de combinar dos acciones de control a distinto nivel surge con el objeto
de facilitar la arquitectura de control en el espejo primario del Gran Telescopio Canarias
[Alvarez, 1997]. Debido a la gran cantidad de sensores y actuadores de que esta
provisto este sistema, hay que considerar el problema del tiempo necesario para

procesar tal cantidad de informacion o, en otras palabras, de la frecuencia maxima a la
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que se puede aplicar a la planta la accion de control. En cualquier caso, deberemos
intentar que la tecnologia de buses actuales [Berge, 2001] no imponga limitaciones en
las prestaciones que podemos conseguir con el controlador disefiado, y esto es,

precisamente, lo que pretendemos al introducir la estrategia de control local-global.

Ill.1. ESTRATEGIA LOCAL-GLOBAL

Esta estrategia de control consiste en aplicar al sistema conjuntamente dos
acciones de control a distinto nivel: local y global. Cuando distinguimos entre una y

otra estamos, en realidad, refiriéndonos a lo siguiente:

= El comando que se aplica localmente a cada actuador del espejo se calcula en
base a las lecturas realizadas por los sensores del segmento al que dicho
actuador pertenece. Realmente, sdlo serd necesario hacer uso de las sefiales
provenientes de tres de los sensores del segmento en cuestion ya que, aun en el
caso de que éste disponga de un niimero superior, un cuarto, quinto o sexto

sensor, aporta informacion redundante al controlador local.

Esta accion de control por si sola resulta del todo ineficaz para la consecucion de
nuestro objetivo. Para las distintas estrategias probadas (control proporcional,
compensacion, disefio basado en el Lugar de las Raices, filtrado) los resultados son de
lo més desalentadores ya que, o bien no logramos que el sistema en lazo cerrado sea
estable, o bien no se observa la mas minima atenuacion en las oscilaciones del sistema.

Es por esto por lo que resulta imprescindible aplicar una accion de control global.

= El comando global se calcula a partir de la posicion de los segmentos, la cual es
imposible conocer a nivel local. Si bien se dispone de sensores de posicion en
los propios actuadores, las lecturas que éstos realizan son mucho menos precisas
que las que proporcionan los sensores intersegmento. Por tanto, para poder
conocer con el grado de exactitud necesario las posiciones de los segmentos,
sera necesario acceder a las lecturas de los ciento sesenta y ocho sensores que

miden la separacion relativa entre segmentos adyacentes.

En la figura 3.1 mostramos como actuarian conjuntamente las dos acciones de

control:
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> . snsores Ly, - SENSORES N > D
1 2 36
ALCOCC[/?F — Agzﬂ — e Agj‘l“ —
Vi
CONTROL GLOBAL

Figura 3.1: Esquema de los dos niveles de control: local y global.

Hemos probado distintos controladores globales a baja frecuencia y éstos son los

resultados obtenidos:

Con un controlador integral a 1004z, siendo la constante de integracion K, =20,

la respuesta de los segmentos del espejo es la mostrada en la figura 3.2:

x 10°

Amplitud (m.)
o

0 0.5 1 1.5 2
Tiempo (sg.)

Figura 3.2: Segmentos del espejo con un controlador global integral (ki=20) a 100/z.
Plano Inicial (4nm,5nm,6nm) ---- Plano Final (0,0,0)
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En esta figura observamos cémo los segmentos recuperan el estado de equilibrio
oscilando a la frecuencia de 17hz pero con una amplitud que, si la comparamos con la
de la figura 2.8 (ver capitulo II), ha sufrido una clara atenuacioén respecto a la que

presenta el sistema en lazo abierto, con lo que el tiempo de establecimiento del espejo

disminuye.

Si pretendemos que el espejo alcance un estado consigna, en particular un plano
definido por una posicion dada para tres de los actuadores, la grafica resultante es la que

mostramos a continuacion:

)

N

Amplitud (m.)
w

N

0 0.5 1 1.5 2
Tiempo (sg.)

Figura 3.3: Segmentos del espejo con un controlador global integral (ki=20) a 100/z.
Plano Inicial (0,0,0) ---- Plano Final (4nm,5nm,6nm)

Con el objeto de eliminar las oscilaciones del sistema algo que, como queda de
manifiesto en las figuras 3.2 y 3.3, no conseguimos con un controlador integral,

disefiamos un filtro caracterizado por la funcion de transferencia siguiente:

s+ 2Ews +w?

(s+ éwz‘)z

Gi(s)= égiz )

para cada uno de los actuadores del espejo, donde w, y & son la frecuencia natural de

oscilacion y el coeficiente de amortiguamiento del actuador i, respectivamente.
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La misién de este controlador es cancelar la dinamica propia de los segmentos y

asignarle una nueva tal que la frecuencia de oscilacion & * w; sea, dado que &, tiene un

valor en torno a 0.03, considerablemente mas baja que la frecuencia original. El factor
2 ., .

&” en el numerador de la funcion de transferencia del controlador asegura la

conservacion de la ganancia del sistema en lazo abierto en el estacionario. Combinando
este filtro con un término integral, esto es, implementando una funcién de transferencia

de la forma:

2 2
2.8 +2&ws + w;

G;(s)=¢; s(s + Cfiwi)2

conseguimos que el sistema alcance la misma consigna que en la figura 3.3 sin oscilar,

tal y como se pone de manifiesto en la figura 3.4:

x 10~

Amplitud (m.)

0 1 2 3 4 5
Tiempo (sg.)

Figura 3.4: Segmentos del espejo con un filtro + una acion integral (K, = 0.9 ) a 100Az.
Plano Inicial (0,0,0) ---- Plano Final (4nm,5nm,6nm)
El hecho de simultanear la accion integral con el filtro hace que debamos bajar

el valor de la constante integral K, hasta 0.9 para que el sistema en lazo cerrado no se

inestabilice, debido a lo cual perdemos gran parte de los beneficios de la accion de
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control integral. Asi, el tiempo de establecimiento de los segmentos es

considerablemente mayor que al aplicar inicamente la accion integral.
Podemos concluir que con un controlador global a 1004z es posible atenuar, e

incluso eliminar por completo, las oscilaciones naturales del sistema.

Nuestro objetivo ahora es tratar de combinar la aplicacion de una accidén de
control global con otra local, para aprovechar los beneficios de ambas y tratar asi de que
esta ultima complemente a la primera teniendo en cuenta, sobre todo, que el comando
local lo podemos aplicar a una frecuencia muy superior al global, puesto que se calcula

a partir de un niimero de sefiales muy inferior.

lll.2. CONTROLADOR POR ASIGNACION DE POLOS

El controlador multivariable por asignaciéon de polos que presentamos a
continuacion [Acosta, 1999] ha sido disefiado suponiendo al sistema en condiciones
ideales, es decir, no hemos tenido en cuenta el ruido e incertidumbres en la dinamica del
espejo (que presentamos en el siguiente capitulo), a excepcion de perturbaciones
espureas que sacan a los segmentos de su estado de equilibrio. Responde a una
estrategia de control local-global, obteniéndose el comando segin la expresion

siguiente:

U=-K *S—F*S—K, *x—F, *x 3.1)

siendo:

S(168 x 1) : sefiales provenientes de los 168 sensores,

S(168 x 1) : derivada 1* en el tiempo de las sefiales provenientes de los 168 sensores,
x(708 x 1) : vector de estados del sistema,

x(708 x 1) : derivada 1? en el tiempo del vector de estados del sistema,

K, (108 x168), F;(108 x 168) : pardmetros del controlador local,

K, (108 x708), F, (108 x 708) : parametros del controlador global,

U (108 x 1) : comandos que se aplican a los 108 actuadores.
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Gracias a las simetrias existentes en la planta, obtendremos los parametros del

controlador (K, F,, K, y F,) a partir de dos Unicos escalares que denominaremos v

y v.. En funcion de los valores que asignemos a éstos, tendremos una respuesta u otra

para el sistema en lazo cerrado.

I11.2.1. Analisis de las simetrias del espejo. Influencia sobre la accion de control

local

Es importante llevar a cabo un estudio detallado de las simetrias del espejo
primario del GTC ya que éstas juegan, como veremos a continuacidén, un papel

fundamental en el disefio del controlador por asignacion de polos.

Para realizar este estudio tomamos uno cualquiera de los treinta y seis segmentos
del espejo primario, junto con sus tres actuadores y tres de sus sensores de posicion. La
dinamica del segmento viene descrita, en representacion de espacio de estados, por las

siguientes ecuaciones:

g (18x1) + B
(3x18) *x,, (18 x1)

(18x3)*U,, (3x1)

seg seg

S, (3xD)=C

seg

{xsegas x1) = A, (18x18)*x

donde, tanto las componentes del vector de estados x,,, como las matrices del sistema

(Aseg’Bsegy C

) las extraemos directamente de las correspondientes al sistema
completo. Las tres entradas representan los comandos que se aplican a los actuadores
del segmento, mientras que las salidas corresponden a las mediciones realizadas por los
tres sensores considerados. En la figura 3.5 mostramos los elementos no nulos de la

matriz 4, que, como sabemos, determina la dindmica del segmento, en la que

apreciamos una cierta simetria:
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© ©® N O o b~ W N
T
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
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12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Figura 3.5: Elementos no nulos de la matriz Aseg .

Como consecuencia de las simetrias de las que hablamos, veremos que podemos
alterar la dinamica de cada uno de los segmentos del espejo empleando para ello dos

unicos parametros escalares: v, y v..

El comando local que aplicamos al segmento se calcula, como vimos, a partir de

la informacién suministrada por sus tres sensores, de acuerdo a la expresion siguiente:

U, § Sy
ul 2 _Kl,seg S2 - E,seg * S2 (32)
u; S3 S3

donde tanto K, , como F  son matrices 3x3. A la vista de esta expresion tenemos

l,seg
que en el calculo del comando u,, que aplicamos al actuador que llamaremos ‘1’

(denotarlos por 1, 2 o 3 es totalmente arbitrario a la par que intrascendente para el

estudio que estamos realizando) solo influyen los elementos de la primera fila de K, ,

y F, .,y lomismo podemos decir sobre u,, y u,; y la segunda y tercera fila de estas

seg

matrices, respectivamente.
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La funcion de transferencia del segmento cerrando el lazo con el controlador

local en (3.2) responde a la siguiente expresion:

*C

seg )

H' = (118><18 + Bseg * F},.seg * C;'eg)_1 * (Aseg - Bs *K

seg eg 1,seg

(3.3)
Si hacemos F,, =0,,,, es decir, no empleamos la informacion de las derivadas

de las lecturas de los sensores para el célculo del comando local, la funcién en (3.3)
queda como sigue:

Hseg = Aseg - Bseg * K * Cseg (3 4)

l,seg
Haciendo distinto de cero cualquiera de los elementos de la primera fila de

K los elementos de la matriz H,,, en (3.4) que se ven afectados por tal comando

l,seg ?

son los que mostramos en la siguiente figura:

Figura 3.6a: Elementos afectados de /. haciendo distinta de cero la 1* fila de K| seg *

donde encontramos que los elementos de las tres filas afectadas en H,,, son

linealmente dependientes entre si. Asi, los de la fila 10 son los mismos que los de la fila
7 pero multiplicados por un factor de —800; mientras que los de la fila 16 son también

los de la fila 7 pero multiplicados ahora por un factor de —88.8264. Esto nos permite
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quedarnos con una sola de las tres filas de H,, en la figura 3.6a, por ejemplo la nimero

7.

Dado que las componentes del vector de estados x,, son:

xe,l
xe,Z
xe,3
m X

sVe,l

seg

donde la notacion empleada es la misma que para el sistema completo, y ya que estamos
enviando comando solo al actuador 1, los elementos de las columnas 2y 3 de H,, enla
figura 2.6a representan el acoplamiento que se produce entre los tres actuadores del
segmento y, por tanto, deben ser eliminados por el control local. Por otra parte,

igualaremos el elemento de la fila 7 y la columna 1 de esta matriz al escalar v, para

conseguir la dindmica deseada para el segmento.
Si es la segunda de las filas de K, , la que hacemos distinta de cero, estaremos
actuando sobre el posicionador 2 del segmento. Los elementos de la matriz en lazo

cerrado que se ven afectados en este caso por tal comando son los que mostramos en la

figura 3.6b:
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Figura 3.6b: Elementos afectados de F seg haciendo distinta de cero la 2° fila de K

l,seg *

Si ahora actuamos sobre el posicionador 3, haciendo distintos de cero los

elementos de la tercera fila de X, , los elementos que afectamos en la matriz H,,, son

los siguientes:

Figura 3.6¢: Elementos afectados de /,, haciendo distinta de cero la 3" fila de K seg *
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Los elementos de las figuras 3.6b y 3.6¢c cumplen entre si las mismas relaciones
que los de la figura 3.6a donde, ademas, se mantiene el factor de proporcionalidad entre
ellos. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre en la figura 3.6a, los elementos de
acoplamiento en la 3.6b son los de las columnas 1 y 3 (recordemos que en este caso
actuamos sobre el posicionador 2), y es el elemento de la fila 8 y la columna 2 el que

igualaremos a v, . En la figura 3.6¢, la componente local del controlador por asignacion

de polos debera anular los elementos de las columnas 1y 2, por corresponder a términos
de acoplo entre actuadores, y hacer igual a v, el correspondiente a la fila 9 y la

columna 3.
Si formulamos estas condiciones, tenemos que:

1., (7)) H,,(72) H,,73)|=[ 00]

seg

que es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
(K, (L1).K,,,(12),K,,,(13))
cuya resolucidon nos permite obtener, como vemos, el valor de los elementos de la

primera fila de la matriz K, .
seg

De la misma manera, podemos escribir que:

1., 81 H,(82) H.,@83)|=[0 v, 0]

seg seg

|H,, 0. H,,92) H,03)|=[00v,]

seg seg
que son otros dos sistemas de ecuaciones con los que obtendremos el valor de la

segunda y tercera fila de X, , respectivamente.
Para obtener el parametro F;  en (3.2) procedemos de forma analoga a como

hemos hecho para hallar X, . En primer lugar, hacemos K, =0, en la expresion

l,seg
(3.3) de la matriz en lazo cerrado con el controlador local, con lo que ésta queda como:

H = (118><18 + Bseg * Fvl,seg * C )_1 * Aseg (35)

seg seg
Si hacemos ahora distintos de cero los elementos de la primera, segunda y

tercera filas de F,, encontramos que los elementos que se ven afectados esta vez en

la matriz H,, son los que mostramos en las figuras 3.7a, 3.7b y 3.7¢, respectivamente:
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1+
7 e o o
10 e o o
16 e o o
18 |
1 4 5 6 18

Figura 3.7a: Elementos afectados de H seg haciendo distinta de cero la 1* fila de F, seg *

8 e o o
11 e o o
17 e o o
18 |
1 4 5 6 18

Figura 3.7b: Elementos afectados de /,, haciendo distinta de cero la 2* fila de F; seg
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9 e o o
12 e o o

Figura 3.7¢: Elementos afectados de H seg aciendo distinta de cero la 3* fila de F,’Seg .

Como vemos, las filas coinciden con las de las figuras 3.6a, 3.6b y 3.6¢, pero las
columnas son ahora las 4, 5 y 6 que corresponden a los momentos de los segmentos en
lugar de a su posicion (columnas 1, 2 y 3). De resto, todo lo dicho para X, sigue
siendo valido en este caso, sustituyendo el parametro v, por v, con lo que las

ecuaciones que nos permiten obtener la matriz £, , son las siguientes:

|H,,(7.4) H,, (1.5 H,, (16)]|=[, 00]
|H,,.(84) H,,(85) H,©86)]=[0 v, 0]
|H,,,9.4) H_,, 095 H,,096)]=[00v,]

Este procedimiento lo debemos repetir, tanto para K,  como para F, , para
»seg ,seg

cada uno de los treinta y seis segmentos del espejo primario. Como acabamos de ver, las
dos matrices que definen la componente local del controlador por asignacion de polos y,
en consecuencia, la matriz en lazo cerrado en (3.3) dependen de v, y v, , dos escalares
con los que controlaremos la dindmica del sistema en lazo cerrado. Atendiendo al

objetivo que pretendemos alcanzar con este controlador y que resumimos como que los
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segmentos del espejo alcancen un estado consigna, que generalmente sera el de
equilibrio, en el menor tiempo posible y sin oscilar, los polos del sistema en lazo
cerrado deberan encontrarse sobre el eje real y lo més a la izquierda posible del origen.
En la figura 3.8 representamos en color rojo la posicion de los polos del segmento en

lazo abierto o, lo que es lo mismo, los autovalores de la matriz 4,,. Asignando

distintos valores a v, y v, desplazamos estos polos hasta las posiciones en color azul.
Finalmente, haciendo v, =-1500 y v, =-0.044, conseguimos que los polos del

segmento se sitien en la posicion deseada, representada en color verde.

200
*
150
100 o
” * X
X
o 50 X
E *
° 9 >
E \Y/
o X
o 0 X y
X *
A4.2N0 % ¥
-100 \ VK=¢T90U
-150 ve=-0.044
*
-200
-40 -35 -30 25 -20 -15 -10 -5
Eje Real

Figura 3.8: Evolucion de los polos del segmento al variar el valor de los pardmetros v, y v;..

Asi, acabamos de ver cdmo con una accién de control local logramos, por un
lado, modificar la dindmica de los segmentos de la forma deseada y, por el otro,
eliminar el acoplamiento existente entre los tres actuadores de un mismo segmento.

Sin embargo, al aplicar la accion de control local a todos los segmentos del
espejo nos encontramos con que la planta se inestabiliza. Esto ocurre porque, si bien
hemos eliminado lo que podriamos denominar ‘acoplamiento local’ entre los actuadores

de un segmento, no hemos tenido en cuenta el ‘acoplamiento global’ existente entre los
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distintos segmentos del espejo, que ya se puso de manifiesto en la figura 2.10 (ver
capitulo II).

Es por esto por lo que se hace necesario aplicar, simultdneamente a la local, otra
accion de control a distinto nivel que cancele el acoplamiento global vy,
consecuentemente, sus efectos negativos sobre el comportamiento del sistema en lazo

cerrado.

I11.2.2. Componente global del controlador por asignacion de polos

La componente global del controlador por asignacion de polos viene dada, como

ya vimos, por la expresion:
u, =—K, *x—F, *x (3.6)
El proceso de sintesis de los parametros de esta accion de control, K, y F,,

tiene lugar en dos fases bien diferenciadas:

= En la primera de ellas localizamos los elementos que, al aplicar la accion de
control local, son los responsables de la desestabilizacion del sistema debido al

acoplamiento entre segmentos,
= En la segunda, obtenemos K, y F, de forma que cancelen los elementos
anteriores.

Asi, logramos que, aplicando conjuntamente las acciones de control local y

global que acabamos de ver, el sistema se comporte segin determinan v, y v,

garantizando, al mismo tiempo, la estabilidad de la planta en lazo cerrado.

111.2.2.1. El operador de lifting y de lifting inverso

Consideremos un sistema lineal multivariable discreto con m entradas y p

salidas, siendo éstas:
‘u’ el vector de entradas — mx1
‘y* el vector de salidas — px1
Entonces, G es la matriz de transferencia del sistema, tal que:

v = Gu, siendo v(k)eR” y u(k) e R”
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G esta compuesta por pxm elementos correspondiendo, cada uno de ellos, a la
funcién de transferencia de la salida i (i=1,2...p) con respecto a la entrada j (j=1,2,...m).
Como sabemos, la primera columna de G representa la salida del sistema cuando un
impulso de amplitud unitaria se aplica a la primera de las entradas, la segunda columna
corresponde a la salida obtenida al aplicar el impulso unitario a la segunda entrada, y asi

sucesivamente.

Si expresamos este mismo sistema en su representacion interna en el dominio
discreto:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
(k) = Cx(k) + Du(k)

siendo las dimensiones de las matrices de estado las que siguen:

A—>gxgq
B—>gxm
C—> pxgq
D— pxm

Podemos entonces introducir una matriz [G], que no debemos confundir con la

funcioén de transferencia G, tal que:

[ (0)] [u(0)]
(1) u(l)
¥(2)|=[G]-| u(2)
»(3) u(3)

teniendo en cuenta que, en este caso, cada uno de los elementos de los vectores de
entradas y salidas en el instante £ son, a su vez, vectores de m y p elementos,

respectivamente.

Entonces, empleando las ecuaciones de estado y de salida del sistema, y

tomando x(0)=0, encontramos que la matriz [G] tiene la forma que mostramos:
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D 0 0 0
CB D 0 0
[G]=| caB cB D 0
CA’B CAB CB D

Chen y Francis [Chen, 1995] definen los operadores L y L que denominan
‘operador de lifting’ y ‘operador de lifting inverso’, respectivamente, tales que, dado un

conjunto de muestras de una sefial v a una frecuencia f:
v =1{v(0),v(1),»(2),...}

al aplicarle el operador de lifting, resulta otra sefial w cuyas muestras estan espaciadas

segln una frecuencia f/n:

v(0) v(n)
v(1) v(n+1)

— k4, —
w=L¥*y= , e

vin=1)||v(2n-1)
Como se observa, cada muestra es ahora, en realidad, un vector de n
componentes, que son las muestras de la senal original, v, agrupadas de n en n.

De forma analoga, dada otra sefial  a una frecuencia f/n:

ACRNEAU
n0) || 1)

r,(0) ] [, (1)
se define el operador de lifting inverso, tal que:
s=L"*r=1{,0),...r,(0),7,(),...7,(1), -}
es decir, como aquél que nos permite obtener, a partir de ella, una sefial s de frecuencia
f
A la vista de estas ultimas expresiones tenemos que las matrices

correspondientes a los operadores de lifting y lifting inverso, particularizando para n=2,

son, respectivamente:
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"1 lolo]olo]o] ) "1 olo oo o)
ol1/o]o]o]o 0 1]0 0o 0]~
0o[1]o0l0]0 0 01 0]0 0]~
L=| olojo|1o]o L7- 10 0J0o 1]0 o]
0jojo]o1]0 000 0[1 0]
0lolo]o]o]1 0 0[o olo 1]
N _ N _

Chen y Francis [Chen, 1995] demuestran que al aplicar al sistema los operadores

-1 . .,
Ly L en la forma que mostramos a continuacion:

fin f f fln

la matriz [G] del sistema resultante:
o=L[GLLy =[G,y

es, particularizando para n=2:

D 0 0 0

CB D 0 0

[GL(n:Z)]:L CAB CB D 0 ---|L'=
CA’B CAB CB D

b o 0 0 0 0 | )

CB D 0 0 0 O
CAB CB D 0
CA*B CAB CB D 0 0

CA’B CA’B CAB CB D 0 (-
CA'B CAB | CA’B CAB | CB

! . . . . . _/
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Teniendo en cuenta que, tal y como acabamos de ver, las matrices asociadas a
los operadores de lifting y lifting inverso, L y L', son, en realidad, la matriz identidad,
la matriz [G;] tiene la misma forma que la matriz [G] excepto por el hecho que los
bloques delimitados por las lineas horizontales y verticales se corresponden ahora con
cada elemento de la matriz [G]. Esto se debe a que G, tiene 2m (en general n-m)

entradas y 2p (en general n- p) salidas.

Entonces, podemos escribir que:

D 0
D, =
{@_J
CAB CB ¢, =[ca ¢l
“Bi=lcep cas)”) B=| L
L1 AB

CA’B CA’B
qgm:{ } A, =4

4 3 =
CA°B CA’B
donde A, B;, C; 'y Dy son las matrices de estado correspondientes al sistema Gj.

Asi, empleando la notacion compacta

A
o
tenemos que, para n=2:
4,1 ¢, A ‘ AB B
gL(n=2)" =
B; | D; C D 0
CA CB D

Para un n genérico, la matriz g; queda de la siguiente manera:
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(A4"| 4B 4B . B)

C| D 0 e 0

gi=| CA| CB D -0
CA"'|CA"?B CA"™B - D

- J

De la relacion 4, = A" tenemos que los operadores de lifting y lifting inverso

no alteran el nimero de estados del sistema.

111.2.2.2 Aplicacion al espejo primario del GTC

Vamos a aplicar el formalismo de (L, L) al espejo primario del GTC en lazo

cerrado con el controlador por asignacion de polos, tomando v, =-1500 vy
v, =—0.044, con el objeto de poder llevar a cabo un andlisis de la estabilidad del

sistema considerando que, en general, la planta estd muestreada a una frecuencia f,
mientras que los comandos local y global se aplican a f/n; y f/n,, respectivamente. A

efectos de simplificar el desarrollo que sigue, haremos las siguientes suposiciones:

1. la planta se muestrea a 20004z, la misma frecuencia a la que se aplica la
componente local del controlador por asignaciéon de polos, mientras que la

componente global se aplica a una frecuencia f/n,
2. consideramos que el comando tiene la forma siguiente:

U=-K,*S-K,*x

es decir, a la hora de llevar a cabo la realimentaciéon de la salida del sistema
prescindimos de la informacion de la derivada tanto del estado como de la lectura de

los sensores.

Estamos pues ante un sistema multimuestreo que involucra a dos frecuencias

distintas: f'y f/n.

Empleando los operadores de lifting y lifting inverso podemos expresar todo el
sistema en funcion de una unica frecuencia (f/n). El diagrama de bloques del sistema en

lazo cerrado queda, entonces, como:
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l 0
+ X+ U Vi I\ K
~ . U x ~ ¢
: ) L G L
+ u +
i -
0
S
K; C
K; Sn C

Notese que el hecho de que el comando global se aplica a una frecuencia f/n,
esto es, su valor se actualiza cada n etapas de muestreo de la planta (que estd
muestreada a una frecuencia f), lo reflejamos en el diagrama de bloques anterior
tomando el valor de la salida de la misma en el instante k para el célculo de la
componente global del comando en las etapas k+1,k+2,...k+n. En cambio, para calcular
el comando local (que se aplica a f) en la etapa k+1 se emplea la informacion

suministrada por los sensores del espejo en la etapa k.

Con todo ello, podemos obtener una expresion analitica para la matriz de estados

del sistema en lazo cerrado, 4;., como:
A.=4,+B,MC,
donde M es la matriz que relaciona los comandos (u,,u,,..u,) con las salidas del

sistema G; (»,,),,...y,). Es decir, si tenemos en cuenta lo dicho anteriormente,

podemos escribir que:

u :KIC(O_yl)+Kg(O_yl)=_(KIC+Kg)y1

u, :KIC(O_y2)+Kg(O_y1) = _Kgyl -K,Cy,
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u,=K,CO0-y)+K,(0-y)=-K,y -K,Cy,

con lo que M tiene la forma siguiente:

—~(K,C+K,) 0 - 0
y K, ~K,C -« 0
-K, 0 .. K,.C

Asi, obteniendo los polos del sistema en lazo cerrado, esto es, los autovalores de

A, para distintos valores de n encontramos que:

1. paran=1,2,...10, es decir, fgopa igual a 2000, 1000,...200/z, €l sistema el estable,

mientras que
2. para n>10 (fgopa <200Ahz) el sistema en lazo cerrado es inestable.

Si repetimos el procedimiento descrito tomando ahora otros valores para la
frecuencia de muestreo de la planta, que coincide con la frecuencia del control local,
concretamente 1500, 1000 y 5004z, podemos llevar a cabo la siguiente representacion

en la que también incluimos los datos correspondientes a los 2000/z:

n
A 1 1 1 1
[0 EE— R AR T 4
e
e ——
T A [ L HE—
} } } } >
500 1000 1500 2000 Jiocal(hz)

En el eje de abscisas representamos la frecuencia a la que aplicamos el comando
local, mientras que en el eje de ordenadas representamos el factor n, siendo
Jelobar=Tiocal/n. Los puntos representan el valor més alto de n, esto es, el valor mas bajo de

la frecuencia global, para el que el sistema en lazo cerrado es estable.
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Teniendo en cuenta que n debe ser un nimero entero habida cuenta de como
obtenemos las matrices Ay, Bz, C; y Dy en funcién de 4, B, C'y D, el diagrama anterior
muestra que, independientemente del valor de la frecuencia local, la global tiene en

200Az el valor minimo para el que el sistema en lazo cerrado es estable.

I11.2.3 Resultados obtenidos con el controlador por asignacion de polos

A continuaciéon presentamos los resultados obtenidos en simulacién con el
controlador por asignacion de polos para el sistema ideal tomando v, =-1500 y
v, =—0.044. En las graficas que siguen representamos la evolucion a lo largo del
tiempo de la posicion de los segmentos del espejo primario cuando éstos parten de las
mismas condiciones inciales que en la figura 2.8 (ver capitulo II) y, como en aquélla, la
consigna es la posicion de equilibrio. En todos los casos que mostramos la frecuencia de

la componente local del controlador es 20004z, mientras que la de la componente global

toma distintos valores: 2000, 1000, 500 y 200/z.

X 10_9

Amplitud (m)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Tiempo (sg)

Figura 3.9: Evolucion de los segmentos para una frecuencia local y global de 2000/z.
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x10”

Amplitud (m)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Tiempo (sg)

Figura 3.10: Evolucion de los segmentos para una frecuencia local de 2000/z y una global de 10004z.

Amplitud (m)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Tiempo (sg)

Figura 3.11: Evolucion de los segmentos para una frecuencia local de 2000/z y una global de 5004z.
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x10”

Amplitud (m)

0 0.1 0.2

0.3 0.4 0.5

Tiempo (sg)

Figura 3.12: Evolucion de los segmentos para una frecuencia local de 2000/z y una global de 2004z.

Comparando estas cuatro figuras encontramos que, efectivamente, el control
local elimina por completo las oscilaciones en la respuesta de los segmentos y sélo al
bajar la frecuencia de la accion global a 2004z se observa un rizado minimo. Asimismo,
vemos que el tiempo de establecimiento del espejo se reduce sensiblemente respecto al

del lazo abierto, aunque éste aumenta a medida que disminuye la frecuencia de la

accion global, tal y como se refleja en la siguiente tabla:

Frecuencia del control Tiempo de establecimiento
global (42) (s9)
2000 ~0.32
1000 ~0.35
500 ~0.35
200 ~0.50

Tabla 3.1: Tiempo de establecimiento de los segmentos para distintas frecuencias de la componente

global del controlador por asignacion de polos (frecuencia del control local: 2Khz).
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La frecuencia global no puede ser inferior a 2004z ya que, entonces, la
cancelacion del acoplamiento entre segmentos no es lo suficientemente efectiva como

para evitar la desestabilizacion del sistema al aplicar la accidon de control local.

Aunque no lo hayamos comentado hasta ahora, sabemos que, en general, no es
recomendable incluir en el comando la informacion de la derivada, bien del estado, bien
de la salida del sistema, debido a la amplificacion del ruido que este tipo de términos
introduce en la zona de altas frecuencias. Si bien, segun vimos en el capitulo II, la
contribucion mds importante a la densidad de potencia espectral del ruido que se espera
que afecte a los segmentos del espejo primario del GTC se encuentra en la region de
bajas frecuencias (ver figura 2.10), el hecho de que se trate de ruido de proceso hace
que también debamos prestar atencion a lo que ocurre en la frecuencia propia de los

segmentos (284z). En el capitulo VII volveremos sobre este aspecto.

Por este motivo, es conveniente eliminar tanto de la componente global del
comando correspondiente al controlador por asignacion de polos, como de la local, los

términos que involucran una accion derivativa. Asi, haciendo v, =0, el comando en

(3.1) se simplifica, quedando como sigue:

U=-K, *S—K, *x (3.7)

Si llevamos a cabo la simulacion del sistema eliminando la realimentacion de los

términos en S y x, obtenemos la respuesta que mostramos en la figura 3.13, siendo la

frecuencia local 1KAz y la global 5004z.

Para saber en qué medida se degrada el comportamiento del sistema en lazo
cerrado al eliminar la derivada de la salida y del estado, en la figura 3.14 representamos
la respuesta del sistema obtenida para las mismas frecuencias de control local y global
(1000 y 5004z, respectivamente), cuando el comando aplicado a la planta es el que

aparece en (3.1).
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Amplitud (m)

0.6 0.8 1
Tiempo (sg)

Figura 3.13: Evolucion de los segmentos para una frecuencia local de 1000/z y una global de 5004z

sin realimentar con la derivada del estado y la salida (v -=0).

Amplitud (m)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (sg)

Figura 3.14: Evolucion de los segmentos para una frecuencia local de 10004z y una global de 5004z

realimentando con la derivada del estado y la salida (v, = —0.044 ).



71  Capitulo III: Controlador multivariable basado en una estrategia local-global

Comparando las figuras 3.13 y 3.14 observamos que, como era de esperar, la
respuesta del sistema al realimentar sin la derivada de la salida y del estado no es tan
buena como la que presenta cuando incluimos estos términos. Este empeoramiento en
las prestaciones de la planta se traduce en un mayor tiempo de establecimiento y en el
pequeiio rizado que presentan los segmentos en la figura 3.13. No obstante, podemos
concluir que, incluso haciendo el pardmetro v, igual a cero, el controlador por
asignacion de polos que hemos disefiado presenta unos resultados razonablemente

satisfactorios, como asi lo reflejan los datos que presentamos en la tabla 3.2:

Ve Frecuencia del control Tiempo de
global (42) establecimiento (sg.)
-0.044 500 ~0.35
0 500 ~0.90
-0.044 200 ~0.50
0 200 ~1.00

Tabla 3.2: Tiempo de establecimiento de los segmentos para distintas frecuencias de la componente

global del controlador por asignacion de polos (frecuencia del control local: 1KAz).

Hemos querido aprovechar los resultados obtenidos en estas ultimas
simulaciones para que, conjuntamente con los presentados con anterioridad, nos ayuden
a discutir la efectividad o no de aplicar la estrategia de control local-global en la que se

basan los controladores presentados en este capitulo.

Nuestro objetivo al combinar una accioén de control local con el comando global
es poder aplicar este ultimo a una frecuencia mdas baja de la necesaria si
prescindiéramos del comando local. La frecuencia a la que aplicamos éste puede ser,
por las razones ya comentadas al comienzo de este capitulo, considerablemente mas alta
que la global. Asi, lo ideal seria que, al disminuir la frecuencia global, las prestaciones
del sistema en lazo cerrado empeorasen menos que si es la frecuencia local la que baja.
Es decir, la estrategia de control local-global produciria algun beneficio en su

implementacion si la planta se mostrase mas sensible a la frecuencia de control local
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que a la global. De esta manera, podriamos disminuir esta ultima a costa de aplicar el
comando local a una frecuencia superior (algo que, en principio, no resultaria

problemaético) sin perder prestaciones.

Si analizamos los resultados que mostramos en la tabla 3.1 vemos que,
manteniendo fija la frecuencia local en 20004z, cuando la frecuencia global baja de
2000 a 2004z, el tiempo de establecimiento del sistema aumenta en 0.18 segundos. En
cambio, comparando los datos de las tablas 3.1 y 3.2, encontramos que cuando la
frecuencia local baja de 2000 a 10004z, la respuesta del sistema no experimenta
cambios apreciables, tanto para una frecuencia de control global de 5004z como de

200hz, y siendo v, =—-0.044.

Por tanto, concluimos que el sistema se muestra algo mas sensible a variaciones
en la frecuencia de control global que en la local. No obstante, ambas tienen en 200 y
5004hz, respectivamente, su cota inferior, ya que a partir de las simulaciones realizadas
encontramos que actuando por debajo de estas frecuencias el sistema se vuelve

inestable.

Estos resultados coinciden con los obtenidos a través del analisis de estabilidad
del sistema llevado a cabo en la seccion II1.2.2 empleando las matrices de lifting y

lifting inverso.

Hemos creido interesante presentar la respuesta del sistema que obtenemos para
los valores ‘minimos’ de las frecuencias de control que nos proporcionan estabilidad,

siendo v, =0,y que es la que mostramos en la figura 3.15. Si la comparamos con la

respuesta de la planta cuando tanto el comando local como el global lo aplicamos a
20004z sin realimentar con la derivada del estado y de la salida (ver figura 3.16) vemos
que, basicamente, la disminucion de la frecuencia local y, segiin acabamos de ver, sobre
todo de la global, se traduce en un aumento en el tiempo de establecimiento del sistema

de, aproximadamente, 0.3 segundos.
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Amplitud (m)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (sg)

Figura 3.15: Evolucion de los segmentos para una frecuencia local de 5004z y una global de 2004z

sin realimentar con la derivada del estado y la salida (v - =0).

Amplitud (m)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (sg)

Figura 3.16: Evolucion de los segmentos para una frecuencia local y global de 20004z

sin realimentar con la derivada del estado y la salida (v, =0).

Nuestro proposito ahora es comparar las prestaciones obtenidas con el
controlador por asignacion de polos que acabamos de presentar con las logradas con
una estrategia de control 6ptimo LQR. Para ello aplicamos un controlador global LQR a

una frecuencia de 5004z, donde:
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=>» hemos limitado la influencia de los comandos en el indice de coste de forma que
éstos sean del mismo orden de magnitud que los correspondientes al controlador por
asignacion de polos, donde aplicamos tanto la accion local como la global a la misma

frecuencia (500/4z) que el comando LQR (ver figura 3.19),

=>» dado que el sistema evoluciona desde condiciones iniciales no nulas hasta el estado
de equilibrio, los estados que pesamos son los correspondientes a las posiciones de
los segmentos (x.) y, aunque en mucha menor medida, los correspondientes a los
momentos. En este sentido y como es bien sabido, debemos comentar que cuanto
menor es el factor que pesa la influencia de la velocidad de los segmentos en la
funcién de coste mas rapido es el sistema. Sin embargo, es preciso que este factor sea

distinto de cero para evitar las oscilaciones en la respuesta del sistema.

Para ilustrar este efecto hemos representado en las figuras 3.17 y 3.18, que
mostramos a continuacion, el resultado de la simulacién del sistema con el controlador

LQR a 5004z considerando distintos valores para el parametro F, siendo:

peso de los estados correspondientes a los momentos de los segmentos

peso de los estados correspondientes a las posiciones de los segmentos

Arnplitud(m)

] 0.1 0z 03 04 05 0B 07 08 09 1
Tiempo(sg)

Figura 3.17: Segmentos del espejo con controlador LQR a 5004z, siendo F=10"

Plano Inicial (4nm,5nm,6nm) ---- Plano Final (0,0,0)
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Figura 3.19: Segmentos del espejo con el controlador por asignacion de polos
para una frecuencia local y global de 5004z y v,
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Para hacernos una idea del orden de magnitud de las fuerzas desarrolladas por
los actuadores sobre los segmentos del espejo primario durante las simulaciones que

mostramos en las figuras 3.17-3.19, hemos representado dichas fuerzas:

Fuerza(Mewtons)
Fuerza{Mewtons)

tiempoisg)

tiempa(sg)

Figura 3.20: Fuerzas aplicadas sobre los Figura 3.21: Fuerzas aplicadas sobre los segmentos
segmentos con el controlador LQR a 500/z. con el controlador por asignacion de polos a 5004z.

Como puede verse, las fuerzas en ambos casos son del mismo orden de
magnitud, como asi lo habiamos impuesto en el disefio del controlador LQR. Queremos
ademads poner de manifiesto que en las simulaciones que mostramos en las figuras 3.17-
3.19 los segmentos parten de unas condiciones iniciales en las que se encuentran
separados los unos de los otros distancias que estan en el orden de los nandometros, lo

que justifica unas fuerzas de tan pequefia magnitud.



CAPITULO IV

ESTUDIO DE LAS SIMETRIAS
DE MATRICES DE ESTADO

TIPO GTC

En los capitulos precedentes se ha puesto de manifiesto la complejidad del
sistema que estamos tratando. Su alta dimensionalidad, el numero de entradas y salidas
de que dispone y, sobre todo, el fuerte acoplamiento existente entre los 36 segmentos que
componen el espejo primario del Gran Telescopio Canarias, y que justificaremos a
continuacion, son factores que dificultan el disefio de un controlador multivariable [Patel,
1981], [Skogestad, 1998], [Tamura, 1990], [MacFarlane, 1977], [Kosmatopoulos, 1999],
[Li, 1999]. Es por esto por lo que llevamos a cabo un estudio para el desacoplo de la
dindmica de esta planta, entendiendo como tal el proceso mediante el cual el sistema con
multiples entradas y multiples salidas (MIMO: Multiple Inputs/Multiple Outputs)
interconectadas se transforma en un conjunto de pequefios sistemas, con un numero de
entradas y salidas tan pequefio como sea posible, que no interactan entre si. En
concreto, en este capitulo presentamos una serie de resultados que, en el dominio real,
sientan las bases matemadticas que mas tarde nos permitirdn abordar el desacoplo de la
planta. A continuacion, estos resultados se extienden al dominio complejo, que es el que

nos ocupa.
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IV.1. JUSTIFICACION DEL PROCEDIMIENTO DE DESACOPLO

Para entender hasta qué punto es importante el acoplamiento en el espejo
primario del Gran Telescopio Canarias y justificar asi el disefio de un procedimiento para
el desacoplo del mismo, vamos a hacer uso de una serie de resultados con los que
pretendemos garantizar la estabilidad del sistema en presencia, tanto de los términos de
acoplo, como de incertidumbres en la dinamica [Han, 1996]. Asi, si consideramos la
matriz que contiene Unicamente la dindmica propia de la celda y los segmentos, y que
podemos obtener a partir de la matriz 4 del sistema (ver capitulo II), encontramos que

tiene la forma siguiente:

ON><N IN><N ONxP ONXP
-w’ -C ONxP 0 yp
1
0P><N 0P><N 0P><P _IP><P
mS
CS
OP><N OP><N - ks __IPXP
L mS .

Si afiadimos ahora los elementos de acoplamiento entre las cajas de la diagonal

principal correspondientes a la celda y los segmentos, tenemos que:

0N><N IN><N ONxP 0N><P
2

—w?  —-C  kyT-Sypr Sy

’ m, m,

1
0P><N 0P><N 0P><P —1 PxP
mS
Ky o Sy —k, Ly
L ms s _

e incluyendo, por ultimo, los términos que, afectando a la caja correspondiente a la celda,
dan cuenta del efecto de los actuadores que la conectan con los segmentos, llegamos por

fin a la siguiente matriz:
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I 0N><N s IN><N 0N><P2 0N><P ]
W VTRV +S VY —C-eV'V  kyT =Syt Syt
mS mS mS
1
0P><N Opr OP><P —I PxP
C C
kV % —k, L
L ms ms -

A la vista de esta ultima matriz tenemos que, tanto en los términos de
acoplamiento entre cajas, como en los que dan cuenta de la conexion entre la celda y los
actuadores, interviene la constante de rigidez de los soportes de los segmentos (k;), que
es uno de los parametros fisicos del espejo cuyo valor puede diferir del nominal (ver
capitulo II). Entonces, seria interesante encontrar alguna manera de determinar qué

condicion deben cumplir dichos términos para poder garantizar la estabilidad del sistema.

Intentemos aplicar el “Teorema de Gershgorin”, que es el mas famoso de los
muchos teoremas que indican, de forma aproximada, donde se sitiian los valores propios

de una matriz en el plano complejo, y que enunciamos a continuacion:

El espectro de una matriz 4 de nxn elementos (es decir, el conjunto
de sus valores propios) esta contenido en la union de los siguientes # discos,
D;, en el plano complejo:

D, = zeC:|z—a”.|SZ‘aij‘ (I<i<n)m
Jj=1

J#i

La demostracion del teorema se puede encontrar en cualquier texto

de Analisis Numérico [Kincaid, 1994].

En definitiva, este teorema nos dice que los n valores propios de una matriz A4
estan contenidos es la union de n discos, siendo el radio del disco i-ésimo la suma, en
valor absoluto, de los elementos de la i-ésima fila de la matriz, exceptuando el elemento

de la diagonal principal.

Para garantizar la estabilidad del sistema, deberiamos encontrar que el radio de

los anillos de Gershgorin es estrictamente menor que el valor absoluto de la parte real de



80 Capitulo IV: Estudio de las simetrias de matrices de estado tipo GTC

cada uno de los autovalores de la matriz 4, esto es, los polos del sistema. Sin embargo,
encontramos que el valor de los términos de acoplamiento entre cajas y de los que en la

asociada a la celda dan cuenta del efecto de los actuadores es tan alto (véase que, por

ejemplo, la constante de rigidez tiene un valor nominal k, =6 x10°N /m) que no nos

sirve para ningun tipo de acotacion.

Del Teorema de Gershgorin se deriva otro resultado conocido como el Teorema

de Bauer-Fike [Golub, 1996], que se enuncia de la siguiente manera:

Si x4 esunautovalorde 4+ EeC™ y X' % A* X = D =diag(4,,...,1,),

entonces:

min |4 — 4] <k,(X)|E],

AeA(A)

donde A(A)denota el espectro de A,

|0|| cualquiera de las p-normas y
k,(X) el namero de condicion de la matriz que diagonaliza a 4 y que se

define como:

b, () = ][] m

La demostracion del teorema se puede encontrar en el texto

referenciado.

En este caso tomariamos 4 como la matriz que contiene Unicamente la dinamica
propia de la celda y los segmentos y como E la que contiene los términos de acoplo entre

ambos elementos. Tomando la norma infinito encontramos que:
k,(X)~10° 'y |E|, ~6x10°

Como vemos, la acotacion es ain peor que la obtenida aplicando el Teorema de
Gershgorin y ademas, a diferencia de éste, el Teorema de Bauer-Fike nos da una sola

cota, que ademas es la mas alta, para los n autovalores del sistema.

Noétese que en el caso de emplear algin otro resultado similar, véanse los dvalos

de Cassini, por ejemplo, llegamos a la misma conclusion.
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IV.2. BASES DEL DESACOPLO PARA EL CASO DE UN ESPEJO CON N
MODOS Y P ACTUADORES, SIENDO P>N

En este punto distinguiremos entre una matriz de estados con autovalores reales y

autovalores complejos. Con ello pretendemos presentar los resultados de la manera mas

clara posible.

IV.2.1. Matriz con autovalores reales

Sea una matriz cuadrada de dimension N+P de numeros reales:

1 0 a1
0 A 0 d,
e 0 0 Ay dy
Ay 0 0
Ay C_iN+2t 52Nt 0 A 0
0 0 A 4

donde a,,a,,---d,, son combinaciones lineales de los vectores fila:
t, = (tl,N+l slineas tl,N+P)

L, = (tZ,N+1 sy nias” t2,N+P)

Iy = (tN,N+1 atN,N+2a"'tN,N+P)

ademas, Ezjt denota la traspuesta del vector fila di y A Al,l =1,---P los P valores A4,.

. . . . C .
Consideremos seguidamente el subespacio vectorial £, perteneciente a R"*",

donde AeMR, (siendo R el conjunto de los niimeros reales de dimension D), formado

por los vectores v =(v,,v,,---v,,,) tales que:

v, 0
4.1)
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. C . .
Es decir, £, es el subespacio generado por los vectores propios columna de la

matriz A4.

Consideramos igualmente el subespacio vectorial £, de R"*” formado por los

vectores vV =(v,,v,,--V,,,) tales que:
(Vl Vo VN+P)(A_/1'1N+P):(O 0 - 0) (4.2)
E /IF es, por tanto, el subespacio generado por los vectores propios fila de 4.

F . . T c
En general, E,” no tiene por qué coincidir con E, . De hecho, ambos

subespacios s6lo son iguales en el caso de que 4’ = 4, es decir, en el caso de que 4 sea

simétrica, condicion ésta que no estamos imponiendo a la matriz.

Trasponiendo (4.1) se obtiene que:
vy o el A=A 0y) =0 0 - 0)
es decir, que:
(Vl Vo oo VN+P)(AI_/1'IN+P)=(O o - 0) (4.3)

Si 4 es simétrica, A' = 4 y, por tanto, (4.3) se transforma en (4.2), con lo que

podemos concluir que:
o F c
Asimétrica= E; =E;
Aunque no se cumpla que A’ = A, podemos enunciar el siguiente lema:

LEMA 1.- Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) A es autovalor de 4.

ii) E,S #{0,0,---0)}.

i) E," #{0,0,--0)}.

iv) rango(A—A-1,,,)<N+P.

La equivalencia es clara a partir de (4.1) y (4.2). En ambas expresiones se ve que

si el rango de la matriz (A—A-1,,p ) fuera N+P, tendriamos la solucion trivial:
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E,C =E," ={0,0,--0)}.

Sea ahora W, el subespacio vectorial de R formado por los vectores

v=(v,,v,,"Vy.p) que satisfacen las ecuaciones siguientes:

v, =0

Vy =

0
VNH
|V
ﬁ ﬁﬂ =0
’ (4.4)

VN+P
Vi
v
7 N+2
ty .

V+p

Se trata de un sistema de 2N ecuaciones con N+P incognitas, en el que el rango r

de la matriz asociada al mismo es tal que:
N<r<2N

De esto se infiere que la dimension del subespacio que generan los

Vv=(v,,v,,"Vy,,) que verifican (4.4) estd acotada segun:
(N+P)-2N <dim(WV, )<(N+P)-N
0, lo que es lo mismo:
P-N<dimW, )<P

Llegados a este punto, podemos enunciar las siguientes proposiciones:

PROPOSICION 1.- 4, es autovalorde 4y dim(E, “ "E, ")>P-N.

DEMOSTRACION.- Para demostrar que dim(E i “NE i "y>P~ N veremos primero

que W, gElAC y que W, gEiAF:

1) WlAgElAC si todo vector w=(0,0,--,0,wy,;,Wy.,, Wy, p) de W,

. . C
satisface las ecuaciones de £, =, esto es:
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(A_/lA '1N+P)

que no es mas que la expresion (4.1), particularizando para A =4,

condicién se cumple:

0

W1

Wn+p

0
0
(A=A 1 y.p) =
Wy
WN+P
A=A, 0 e 0 a,
0 A=A, e 0 a, 0
_ 0 0 Ay =2, ay 0
0 0 Wi
ZlN+1[ Z1N+2t T ath 0 0 ‘
: : Wyip
0 0
a '(WN+1,' ’ 'WN+P)t 051?1 '(WN+1,' : 'WN+P)t +- '7IZN '(WN+1,' : 'WN+P)t 0

0

_ c
W =(0,0,---,0, Wy 1, Wy Wy p) € B

W,

U

U

C
QEAA

— t g t g t
dy Wy Waip) || Ot (Wyypot - Wivap) oWty - Wy Wep) 0

0

4.5)

. Veamos si esta
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donde hemos aplicado que, por una parte, tal y como indicamos al comienzo de esta

seccion, los vectores a;,i =1,---N son combinacion lineal de los ?j,j =1,---N, con lo
que los podemos escribir como:
a, =ty + fit, +--y,ty
dy =aN?l + ﬂN;Z + '”7/N;N
¥, por la otra, que w=(0,0,---,0, Wy, Wy.p, Wy p) €W, .
F . -

2) W, cE, st todo vector w=(0,0,---.0,wy,;, Wy, =-wy,,) de W,

satisface las ecuaciones de E ,1AF , esto es:
0 - 0 wyy,y - wypAd=A; Iy p)=(0 - 00 -+ 0) (4.6)

que es la expresion (4.2), particularizando para A =A1,. Veamos si esta igualdad se

cumple:
O - 0 wyy - Wy p)Ad=Ay Iyp)=
ﬂl_lA 0 e 0 al
O 22_2«/4 e O 52
0 0 e Ay —A a
=0 - 0 wy,, " Wyip) N4 0 (J)V 0 =
aN+1t ‘7N+2t o ath 0 0 0
0 0 0
=((WN+17"'WN+P)‘5N+1t (WN+15"'WN+P)'a2Nt 0 - 0=

:((WN+1""WN+P)'(§Izlt+"':ulth) (WN+1,”'WN+P)‘(§Nflt+"',UN?Nt) 0 --0)=@0 --00 - 0)
U
- F
W=(0’0""505WN+1’WN+2"”WN+P)EE/‘LA
U
W, cE,"
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donde, de forma analoga a como procedimos en el punto 1), hemos hecho uso de que los

vectores Zi/.,j =N +1,---2N son combinacion lineal de los ?/.,j =1,---N, es decir, que:

Ay, =68+t + ity

Ayy =Eyt Nty +- iy,

c F .
Acabamos de ver que W, cE;, " y W, cE, , que, conjuntamente con el

resultado que ya conociamos (P — N < dim(/¥, ) ), nos permite asegurar que:
. C F
dim(E, " NE, )2P-N

que es justamente lo que queriamos demostrar.

Por otra parte, el hecho de que se verifiquen cualquiera de las ecuaciones (4.5) o

(4.6) implica necesariamente que A, es autovalor de 4, es decir, que el determinante de
(A-A-1Iy,p) se anula para A =1,. Esto se demuestra facilmente por reduccion al
absurdo ya que si suponemos que det(4—A,-Iy,p)#0, llegamos a que la unica

solucién de (4.5) y (4.6) es la trivial, esto es, w=(0,0,---,0) e W, .

PROPOSICION 2.- Si A es un autovalor de 4 tal que A#4,, entonces los vectores

C F C F
E, ~NE,  sonortogonales alos vectores de £, y alos vectoresde £, .

DEMOSTRACION.-

1) Sea \7=(v1 vN+P)eE/1C y vT/=(wl wN+P)eE1ACmE1AF.
Entonces, el producto escalar de los vectores v y w se expresa como sigue:
<W,V>=W-V
y, por tanto, podemos escribir:
A<wy>=A-wv' =w-(A-V)=w-4-V' =1, - w-V' =1,-<w,v>

con lo que llegamos a que:

(A=24,)<w,y>=0=><w,v>=0,alser A#4,.
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87
. F - c F .
2)Sivek, yw=(wl wN+P)eE/1A NE, " ,entonces:
A<V, Ww>=A-V- W =v-A4- W =V-A, W =4,V W =4,<V,Ww>
con lo que:

(A=A, <v,w>=0=><v,w>=0,alser 1#4,.

Realmente, a efectos de la demostracion que acabamos de hacer, sélo estamos
JeE, ”. Sin embargo, tomamos
Wnip Ao £o0,

exigiendo en el caso 1) que w= (wl
C F — .
Wy, P)e E, "~NE, paraque w sea vector propio columna. En el caso

ﬂ} = (Wl e
2), imponemos esta misma condicidn para que ahora w sea vector propio fila, aunque en

: . - c
realidad solo hacemos uso de que W = (w, wy.p)EE 2, -

IV.2.2. Matriz con autovalores complejos
Como una extension de lo que acabamos de ver en el dominio real, presentamos a

continuacion los resultados en el dominio complejo; algo necesario por otra parte ya que

los autovalores de la matriz que determina la dindmica del espejo primario del Gran

Telescopio Canarias son complejos.
Dada la matriz cuadrada de dimension 2N+2P, siendo, como en ¢l caso real, N el

nimero de modos de la estructura y P el nimero de actuadores, con P>N:

4 0 0 0 m, mMyn
0 Ay 0 0 my My
0 0 A 0 My, My
PR 0 0 Ay ity iy
2, 0 0 0
v t > o f -t : :
My o Mgy Mgy Mgy :
- A00 0
0 0o 0
— t — t — t — t . :
Mgy 41 Myy  Mayy myg :
0 0 0 A
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donde m,,i=12,---8N, es un vector fila de P elementos reales que es combinacion

lineal de los vectores fila reales siguientes:
= avastavias havee)

ty = (Lani>baansas tonep)

Iy = (tN,2N+1 > tN,2N+2’”'tN,2N+P)

y m j’ denota la traspuesta del vector fila m,. Ademas, 4,,---4,,4, son nameros

complejos, /Tk denota el conjugado de A, y /”LAI,I =1,---P los P valores 4,.

Consideremos seguidamente el subespacio vectorial £ /IC, A eC, formado por

C2N+2P

los vectores v =(v,,-*V,y,,,) de (siendo C” el conjunto de los numeros

complejos de dimension D) tales que:

v, 0
(A=A-1Thy.p) : =|:

Vonsap 0

. . F
Por su parte, definimos el subespacio £, como el generado por los vectores

V=V, V,y,,p) tales que:

(Vl v2N+2P)(A — ALy y0p) = (O O)
Cuando se tiene un subespacio W de un subespacio vectorial complejo, se puede

considerar W formado por los vectores conjugados a W . En general, W no coincide

con .
: 2N+2P
Sea ahora el subespacio W, cC , formado por los vectores

V=V, V,y,,p) tales que:
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Voyipn =0
=0

Vons2p

Vonst

~
—_

R Rl B 4.7)

Vons+p

Von+l

\%
g 2N+2
q =0

~
=

Vonerp

Notese que, al ser los vectores fk,k =1,...N e R”, se verifica que VEA =W, .

Razonando de forma analoga a como lo hicimos en la demostracion de la proposicion 1,

se encuentra que cualquier vector perteneciente al subespacio W,  pertenecera

igualmente a los subespacios E; “,E 1, ", E 2, “VyE 2, " Dicho de otro modo:
W, cE,“nE,"nE,“nE," (4.8)

Este resultado garantiza, ademas, que A, es autovalor de 4, tal y como quedo probado en
el caso real.

Por otra parte, (4.7) es un sistema de 3N+P ecuaciones con 2N+2P incognitas,

con lo que el rango r de la matriz del sistema es tal que:

2N+P<r<3N+P

c C2N+2P

por lo que la dimension del subespacio W, estara acotada segun:

2N+2P-(3N+P)<dim (W, )<2N+2P—-(2N +P)
2
P-N<dim (W, )<P
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De esta desigualdad y de la relacion (4.8) se obtiene de forma inmediata el

siguiente resultado:
dim.(E, “NE," nE,“NE,")2P-N
que presentamos formalmente como lema 2.
LEMA 2.- A, es autovalorde 4 y dimC(ElAC mEbF mE}%C mFﬂAF)ZP—N.

PROPOSICION 3.- Si A es un autovalor de 4 tal que A # A4, entonces:

. C re: C - F
i) Los vectores de £, son ortogonales hermiticos a los vectoresde £, " NE, * .

.. F re: F - C
it) Los vectores de E," son ortogonales hermiticos a los vectoresde £, * NE, ~.

DEMOSTRACION.-

. - c . = c _F F
i) Seav=(n, = vyyop)eE, "y w=(w, - W2N+2P)EE1A NE, .

Entonces, el producto escalar hermitico de los vectores v y w se expresa:

t

=

<V,W>=Vy -
y:
2 Vi
A<V, w>=A-(v, =+ Vyniap)- : = (W, - Woyaap) A : =
Wons2p Von+2p
Vi Vi
:(Wla W2N+2P)'A' : :ﬂ“A'(WD W2N+2P)' : =A<V, w>
Von+2p Von+2p

Por tanto:

(A=A4,)<v,w>=0=<v,w>=0,alser A#4,.

s = Fo - F__F C.
i) Siv=(v, - vyypp)eE, yw=(m, - W2N+2P)€E/1A NE; "
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w Wi
A<V, w>=A-(v, =+ Vyniap)- E = (v, = Vanaap)- 4 : =

WoN+2pP WoN+2P

w

WoN+2pP

Notese que, en realidad, para la demostracion de la proposicion 3 soOlo es

. o . - = F .
necesario  exigir que w:(wl, W2N+2P)EE/1A en el caso i) y que

= C . . . .
w=(wl, w2N+2P)eE,1A en el caso ii). La razon de imponer que ademas w

. C . F :
pertenezca al subespacio £, = en el primer casoy a £, ~ en el segundo es garantizar
A4 A

que w sea vector propio columna en i) y vector propio fila en ii) de 4, asociados ambos
al autovalor A4,

Para A, consideramos ahora el subespacio W; C*"*?*? compuesto por los
A

vectores tales que:

V2N+1 =

0

V2N+P

Van+pal

(4.9)

!

\%
2N+P+2
=0

.—‘N

V2N+2P

V2N+P+1

|

1%
2N+P+2
=0

~
=

Vonsar

donde tenemos que:

P—N<dim (W, )<P
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Por otra parte, procediendo de la misma manera en la que ya lo hicimos para el
autovalor 4, se llega a que:

C F = C =

WZA QEZA mEIA NE- " NE-

y ambos resultados nos permiten enunciar el siguiente lema:

LEMA 3.- 1, es un autovalor de 4 y dim . (E; ¢ NE " mlTTZ ¢ mfi “y>P-N.

PROPOSICION 4.- Si A es un autovalor de 4 tal que A # A,, entonces:

ees C re: C - F
iii) Los vectores de £, son ortogonales hermiticos a los vectores de E- = N E;
A A

. F re: F = C
iv) Los vectores de £, son ortogonales hermiticos a los vectores de £~ N E;
A A

DEMOSTRACION .- Se demuestra igual que la proposicion 3.

IV.2.3. Desacoplo entre las entradas y salidas de los dos subespacios

Para mostrar el desacoplo existente, aun antes de llevar a cabo ningun tipo de

recombinacion de autovectores, entre los subespacios W, 'y W, , compuestos,

respectivamente, por los vectores propios fila y columna asociados tanto a 4, y A4,

comoa A#A, y Ay, de paso, la multiplicidad del autovalor 1,, procedemos de la

manera que explicamos a continuacion.
Sea la ecuacion matricial:
Xx=A*xx+B*U (4.10)

que representa la evolucion de los estados del sistema, donde 4 es la matriz que aparece

en la seccion IV.2.2, y donde exigimos que B tenga la forma siguiente:
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i ﬁ;lSNH ]
n_;l9N
ﬁ/l.9N+1
n_;IION
5 0 0
s |0 & 0
0 0 S5,
B 0 0
0 B, 0
0 0 - - B

siendo m,,i =8N +1,---10N vectores fila de P elementos reales que se obtienen como
combinacién lineal de los vectores fila reales (Z,,...7, ) . Notese que el rango » de las 4N
primeras filas de B es tal que:
2N <r <min(3N, P)
Podemos suponer que dichos vectores reales:

i =(tansstiansas  tionsep)

ty =(Lyonsistaans2s baanep)

ty =(Enansstvanas Ivanep)

constituyen un sistema ortonormal (si los vectores no son ya ortogonales entre si siempre
es posible conseguirlo sin mas que aplicar el método de ortogonalizaciéon de Gram-
Schmidt, esto es, quitar la proyeccion de cada uno de ellos sobre el resto), con lo que su

producto escalar cumple que:

<t,t;>=0,,

Tomando unos vectores 7 = (7;,r,,--1,) tales que:
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n n n
r r r

- | - > - >

t =0, - . |=0, ty =0
Ip Ip Ip

se tiene que éstos constituyen un subespacio de C* de dimensién P-N.

Sea ahora {\71, Vyy Vp N} una base ortonormal de dicho subespacio, entonces:
(01 e 0,y Vi Vi, VY, Osyips oo 02N+2P)
son autovectores propios asociados a 4, y:
(01 o Opy Oy o Ogyip Vi Vi, Vi,,)

son autovectores propios asociados a 4,, donde los subindices de los elementos nulos

indican el lugar que ocupan en el vector, (v‘ v, v, ) representan las componentes

I )

del vector ¥, y (1,, A,) son autovalores de la matriz 4 de la seccion IV.2.2.

Si hacemos un cambio de base ortonormal, la ecuacion (4.10) queda como:
Whsx=W "%« AxW+W '*x+W ' «B*U
siendo W' =W"'. Tomando la notacién siguiente:
Wlsx=z 'y W'sx=z
podemos escribir que:
=Wk AxWHz+W '« B+xU=W'* AW *z+W'*B*U

En particular, consideramos la matriz W de vectores propios columna

ortonormales que mostramos a continuacion:
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I, 0 O (U 00- 0 0 0 0 0
0 1, O (U 00- 0 0 0 0 0
0 1, 0 0000 0 0 0 0
o000l 0 00 e 00 0 0 0
0 O 0 0 -- 0 0 0
;1[ ;Nt D ‘71[ v ‘_;P—N[
0 0 O 0 0 -- 0 0 0
0 O 0O 0 -0 0 0
P ?1[ ;NI ‘_’;lt - Vp N[
(00 0 0 0 -0 0 0 |

donde la notacion corresponde a la utilizada a lo largo de este capitulo.

De este modo, y segin acabamos de ver, las P-N ultimas columnas son

autovectores asociados al autovalor A ,, mientras que las P-N inmediatamente anteriores

son autovectores asociados al autovalor A, .

Para este cambio de base tenemos que la matriz de estados del sistema en la

nueva representacion, W's AxW =W"'* AW , es:
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<m,t, >

(e
o
o
(e

<m4N+i,tj> <Mgy >t >

<Mgyirt; > <Manst; >

<Myt >
< m3N+z’tj >

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
2,70

0 ZANH

0 0
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A la vista de esta matriz podemos concluir que la multiplicidad de 4, es P-Nsiy

solo si el determinante |T A, 1 | es distinto de cero, siendo 7 las 4N primeras filas y

columnas de W'« A=W , es decir:

/11 _ﬂ'A

0 0 0
: : <m,t; > <Myy,ot; >
A=A, 0 0
0 A-4, 0
: : : <Miy,.t; > <My, t; >
0 0 Ay =24
0 0 0 0
<Myt > <Myt > : : :
0 0 0 0
0 0 A,-2, 0
Mgyt > <Myt > : : : :
0 0 0 A,-A"

multiplicidad(A,) = P— N

Ya que para nuestra planta se verifica que el determinante es distinto de cero, la

multiplicidad del autovalor 4, queda univocamente determinada, ya que recordemos que

en la seccion IV.2.2. demostramos que P — N < multiplicidad(A,) < N .

Podriamos intentar buscar un resultado mas sencillo que éste (que involucra el

calculo de un determinante de dimension 4N) que nos permitiera asegurar la

multiplicidad del autovalor A, . En este sentido, encontramos que si el determinante de la

matriz T es distinto de cero, entonces se cumple que:

rang0(< Myyeirl; > <Pisy T >): N

Sin embargo, la implicacion no es cierta en el sentido opuesto y, para verlo, valga

el siguiente ejemplo.

#0
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EJEMPLO 1: supongamos N=2 y la matriz 7' de dimension 4N siguiente:

144, 0 0 0 1 0 1 0
0 I1+4, 0 0 0 1 0 1
0O 0 I+i4, 0 0 0 0 0
0O 0 0 I+i, 0O 0 0 0
o o -1 0 A, 0 0 0
o o o0 -1 0 A, 0 0
o 0 -1 0 0 0 1+i, 0
0o 0 0 -1 0 0 0 1+4,

donde, a efectos de simplificar el calculo del determinante |7 — 4, - I|, y puesto que no

afecta para nada al resultado del mismo, hemos tomado el valor de los elementos en la

diagonal principal como 1+ 4, o 4,. Asi:

1 0 0 061 01 0
0 1.0 0 0 1 0 1
0 01 00 0 O O
0 001 00 0 O e
T-1,-1= =0 = multiplicidad(1,) > P—- N
0 0-10 0 0 0 O
0 0 0-10 0 O0 O
0 0-10 0 0 1 O
0 0 0-10 0 0 1
siendo:
10
<m,t, > 01
rango| _ ' . |=rango =2=
<Myt > 00
00

_ - _ - 00-10
rang0(< Myy,ist, > <Msy,,t >):rang0 00 0 —1 =2=N

Luego, la conclusion es que éstas son condiciones necesarias pero no suficientes

para poder concluir que la multiplicidad de A, es P-N.

A modo de resumen, podemos escribir que:
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mngo[< i [ >
<|T -4, -1|# 0 < multiplicidad(A,,) = P— N

<m,,t; >
=N

?j>)=N

y
rang0(< My st > <Migy.,

y, al mismo tiempo:
|T -, -I| =0 < multiplicidad(1,) > P—- N
Por otro lado, la matriz B tras el cambio de base, W' * B=W' * B, queda como:

Mg

|

lzﬂ

~
=

8 Vp_y
(4.11)

ﬂ"jl

ﬂ"jP—N _

de donde se concluye que el rango de las 4N primeras filas de W' * B es N.
De forma analoga podemos demostrar que el rango de las 4N primeras columnas

de la matriz de salida del sistema tras el cambio de base ortonormal, C *W , es N.

Si exigimos que la matriz C tenga la forma siguiente:
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0..01,, O 0 0 00

00 0 1,, 0 0 00
C= :

0 12N+P—1 0 0 - 0

i 0 0 0 1y, 0 0

donde los subindices indican la posicion de los elementos no nulos de esta matriz, la
matriz del sistema tras el cambio de base, C * W, queda como:
0 --00 ---0 0 --- 0 0 --- 0
R S AT O S R LV (4.12)
0 --00 ---0 0 --- 0 0 --- 0
con lo que el rango de las 4N primeras columnas de esta matriz es V.
Estos resultados que acabamos de presentar tienen una gran importancia de cara
al proceso de desacoplo del espejo. Asi, nos indican que el subsistema compuesto por los
N modos de la celda y los segmentos cuya dindmica se modifica debido a los términos de

acoplamiento entre ambos (y cuyos vectores propios pertenecen al subespacio W, )

tiene, unicamente, N entradas y N salidas.

Por otra parte, de las matrices en (4.11) y (4.12) se tiene que el rango de las
2P—-2N = (2N +2P)—4N ultimas filas y columnas, respectivamente, es P-N. Esto nos
permite, por tanto, concentrarnos en el desacoplo de las P-N entradas y salidas del
subsistema compuesto por el resto de los segmentos del espejo, cuya dinamica no se ve
alterada por el acoplo con la celda. Los vectores propios de dicho subsistema pertenecen

al subespacio W, 'y estan todos ellos asociados al autovalor 4, y, por tratarse de un

subespacio complejo, a su correspondiente complejo conjugado A, .

Para verlo con mayor claridad, presentamos un ejemplo con un niimero reducido

de modos y actuadores.

EJEMPLO 2: supongamos un espejo con un Unico modo (N=1) y un tUnico
segmento (P=3). Tras el cambio de base I, las nuevas matrices de entrada y salida son,

respectivamente:
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S S

S
)

S >
w

o
R
i8]
)
[%)

Cii Cp C3 Gy Cs Cg Cg Cyg

S S
58}
S S
)
S o
58}

W

B, = b: b:j b: C,=|Cy Crp Cry Gy Cos Crg Crg Cog
C C C C C C C C
bey bes by 30 G2 G5 Gy G5 Gy C37 Gy
by, by, by
by, by, by,

donde ademads recordemos que la ecuacion de estados del sistema es:
G=W'sA*W xz+ B, U (4.13)
y la de salida:
Y=C*«W=xz=C, *z (4.14)

Sabiendo que el rango de las 4 (=4N) primeras filas de B, y las 4 primeras
columnas de C, es 1 (=N), y que el de las 4 (=2P-2N) ultimas filas de B, y columnas de

C, es 2 (=P-N), podemos escribir las matrices como:

by, by, by 5
X-by x-b, x-b;
¢-b, @b, ¢-b;
n-b, n-b, mnb,

! by, bs, bs
bg, b, by
Mebsy prbs, by
10-bs, 0:bs, 0-by, |

cy deey Py 000y G5 € UG5 Yl
Co=|co 90y PrCyy 00y G5 G VG5 WGy

n

Cyy 300y Preyy 00y G5 Cyg UG5 WoCyg

Entonces, es posible hacer la asignacion de variables de entrada y salida que
mostramos a continuacion:
e =byy -y b, uy +byyuy
Entradas — e, = bs, u, + b, -u, + b, 5 -u, (4.15)

e = b6,1 Uy +b6,2 U, +b6,3 Uy
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s,=z,+% z,+p-z,+0-z,
Salidas — s, =z;+0-z, (4.16)

Sy =2z tW-zg
siendo (z,,z,,...z;) las componentes del vector de estados z del sistema tras el cambio
de basey (u,,u,,u,) las del vector de entradas U de la planta en (4.13).

En funcién de las nuevas entradas y salidas podemos escribir las ecuaciones
(4.13) y (4.14) como:
z=W'*xAxW*z+ B, *E (4.17)

S=C*Wz=C, %z (4.18)

siendo:

de lo que se obtiene que:

1
I

13 pc 0000
C,=[0000100v0
0000010y

O O O O3 8 N =
o n" ©O —= o o o o
Q O~ o 0o o o ©

L

Aunque en un caso general la caja que comprende las filas de la 5 a la 8 (en
general, de la 4N+1 a la 2N+2P) y las columnas 2 y 3 (en general, de la N+1 ala P) de la
matriz By podria tener todos sus elementos distintos de cero (y lo mismo respecto a la

matriz Cy pero intercambiando filas y columnas), lo que si es cierto es que la entrada e,
resulta estar desacoplada con e, y e,. Del mismo modo, la salida s, no se acopla con s,
y s,. La relacion entre (e,e,,e;) y (u,,u,,u;) es la mostrada en (4.15), mientras que, a
partir de (4.16), encontramos facilmente que las salidas (s,,s,,s;) se relacionan con

(»,,7,,y;) através de las expresiones siguientes:
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Vi=C 8 +C 508, +C 4 8;
Vy =€y "8 TCy5°8, +Cp6° 85

V3 =0C31°8+C35°8, +Cy4°5;

A modo de conclusion, digamos que el sistema presenta un desacoplo ‘natural’
entre las entradas y salidas de los dos subsistemas en los que hemos descompuesto el

espejo primario del GTC, asociados a los subespacios vectoriales W, 'y W,_, , lo que

graficamente expresamos de la siguiente manera:

Celda + Segmentos i N

N o — !
entradas III]II> con d.m.amlca salidas
modificada

{}

Desacoplo
'natural’

2

Segmentos que P-N
PN 9 q
ﬂl]l:> mantienen su "Di\> salidas

dindmica

entradas

IV.3. APLICACION DE ESTOS RESULTADOS A LA MATRIZ DEL ESPEJO
PRIMARIO DEL GRAN TELESCOPIO CANARIAS

Acabamos de presentar una serie de resultados que, aplicados al modelo
propuesto para el espejo primario del Gran Telescopio Canarias, nos permiten disefiar un
método para el desacoplo de su dindmica, con todas las implicaciones que esto conlleva

desde el punto de vista del control del sistema.
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Sin embargo, para poder aplicarlos tal y como se han enunciado es preciso
realizar algunas transformaciones en el modelo del sistema que presentamos en el
capitulo II. Recordemos que en ¢l consideramos el sistema compuesto por tres elementos

diferentes:
» La estructura o celda
» Los segmentos
» Los actuadores

Estos ultimos, caracterizados desde el punto de vista dindmico por una frecuencia
natural, un cierto coeficiente de amortiguamiento y un retardo, contribuyen, cada uno de
ellos, con 4 estados a la representacion interna del sistema. Sin embargo, el desacoplo
que nos interesa corregir con el método que proponemos en este capitulo es el que se
produce entre los distintos segmentos del espejo, y también entre los actuadores de un
mismo segmento, a través de la estructura que los soporta. De este modo, podemos
prescindir de la dindmica propia de los actuadores y trabajar, por tanto, con un sistema de

2N+2P estados, siendo:
N: numero de modos de la celda (entre 1 y 30).
P: nimero de actuadores (entre 3 y 108), al que impondremos que sea multiplo de

3 para tener un numero entero de segmentos.

Si consideramos el espejo con una estructura que caracterizamos dindmicamente
con 30 modos y todos los segmentos (36), es decir, N=30 y P=108, el diagrama de

bloques del sistema en lazo abierto es el que se muestra en la figura 4.1.

o 198 216 168 MEDIDAS DE
COMANDOS SENALES SENALES LOS SENSORES
> 108 q
Estructura |——>
Retardo de los | . Dinoa'mica de s + t
: actuadores : 2° orden 108 egmentos :
? (aax,mx,) ——>

Figura 4.1: Diagrama de bloques en lazo abierto del sistema con las variables de estado originales.
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El objetivo del desacoplo es descomponer la planta en una serie de subsistemas
independientes los unos de los otros, con un nimero de entradas y salidas tan pequefio
como sea posible. En el caso particular en el que describamos la dindmica de la
estructura con un Unico modo, todos estos subsistemas seran SISO (una unica entrada y
una unica salida). En un caso general, tendremos un subsistema con N entradas y N
salidas y (P-N) subsistemas SISO. En ambos casos, es importante que la planta tenga,
previo al desacoplo, igual numero de entradas que de salidas. Tal y como se observa en
la figura 4.1, el ‘espejo’ (considerando como tal al conjunto celda+segmentos) tiene 216
sefiales a la entrada y 168 salidas. Pasar de las 216 a 168 senales a la entrada o de las 168
salidas a 216 no es sencillo. Sin embargo, es posible conseguir mediante un cambio en
las variables de estado y una transformacion geométrica, que el sistema tenga 108

entradas y 108 salidas.
i) Paso de las 168 salidas a 108

El paso de las 168 mediciones realizadas por los sensores a las 108 posiciones
relativas medidas desde los puntos de apoyo de los actuadores con los segmentos hasta la
estructura es inmediato. Para ello basta con hacer uso de la transformacion geométrica
consistente en las relaciones trigonométricas entre ambos conjuntos de variables. En este
sentido, es importante resaltar el hecho de que tanto las medidas de los sensores como
estas nuevas magnitudes en las que se transforman dan cuenta de la posicion relativa de
unos segmentos con respecto a los adyacentes. Esto significa que, en definitiva, miden el
grado de alineamiento de la superficie del espejo con respecto a un plano imaginario al
que se puede ajustar la posicion de los segmentos empleando, por ejemplo, un ajuste por
minimos cuadrados. Es importante poner de manifiesto que, en ningin caso, esta
informacion da cuenta de los 3 grados de libertad del so6lido-rigido. Dicho de otra
manera, a través de ella no podremos conocer jamas la posicion absoluta de los
segmentos respecto a una referencia fija. De cualquier forma, y dado que nuestro
objetivo con el control del espejo consiste inicamente en garantizar el alineamiento de
los segmentos y no llevarlos a ninguna posicién determinada, la informacion de la que

disponemos resulta suficiente.
ii) Paso de las 216 seiiales a la entrada a 108

Acabamos de ver que reducir el nimero de salidas del ‘espejo’ de 168 a 108 es

posible mediante el uso de simples relaciones geométricas. En el caso de las entradas,
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pasar de las 216 que se muestran en la figura 4.1 a 108 implica llevar a cabo un cambio
en los estados de la representacion interna del sistema. Este cambio consiste en pasar de

los estados originales del ‘espejo’, es decir, {a,ad,x,,mx,}, a unos nuevos estados
{a,,,a,,,%,,%,,}, de forma que el diagrama de bloques del sistema en lazo abierto con

estas nuevas variables queda como sigue:

108 108 108 168 MEDIDAS DE
COMANDOS SENALES SENALES LOS SENSORES
—_—> 108 q Estructura —>
Retardo de los | . Din;‘imica de s * ¢
: actuadores : 2° orden ﬁ egmentos :
H (alnialmxlnﬁxln) H

Figura 4.2: Diagrama de bloques en lazo abierto del sistema con las nuevas variables de estado.

Como se puede observar en la figura, con el cambio de variables realizado hemos
conseguido nuestro objetivo de que el ‘espejo’ tenga unicamente 108 entradas, en lugar
de las 216 de la representacion original. Los nuevos estados se obtienen, a partir de los

iniciales, de la siguiente manera:

2 2
ay, = [[(-W? =VTKV +=VV)a+ (VK =0T )x, +
mS mS
2
+ Sy T, + (vt -V K )qldt (4.19)
my my
X = Xe
X,, = J.(KSVa -K.x, + K q)dt

Veamos a continuacion como llegamos a estas expresiones. Para ello, partamos
de la ecuacion de evolucion del estado del sistema ‘celda+segmentos’, que obtenemos
directamente a partir de la representacion interna del sistema completo, que aparece en el

capitulo II. Esta es:
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a ] a I 030 1
d a a q 030 41
— = A * + B * + (4.20)
dt Xe Xe q 0108 x1
_mcxe_ _msxe_ L P _
siendo:
I 030530 L30.30 030108 030x108 ]
—wr-VTky —C—cyV Vi, Sy
mS’
A=
0,08x30 0108530 0108x108  — L108x108
mS
c
ksV csV _ks __S1108><108
L mS .

O30><108 O30><108 1

VT, —cV"

0108x108 0108x108

ki ¢l 1084108 |

A partir de (4.20) podemos escribir las siguientes ecuaciones diferenciales:

4= (W =V"kV)a—(C+ceVV)a+V kx, +

dt (4.21)

+ cSVT)'ce - VTkSq - cSVTq

d . . ) . .
_(msxe) =mgx, = ksVa + CsVa - ksxe - Cs1108><108xe + ksq + 651108x108q (422)

dt
Si hallamos la transformada de Laplace de (4.21) y (4.22), encontramos las

expresiones siguientes:

sza(s) = (—W2 — VTkSV)a(s) —(C+ CSVTV)Sa(S) + VTkae(S) + cSVTsxe (s)—
—VTkq(s)—cV " sq(s)

ms*x (s) = kVa(s) + e Vsa(s) = kx,(5) = 1 o50055%, (5) + k,q() + €, 45,00559(5)

De estas ecuaciones despejamos sa(s) y m.sx,(s), respectivamente, y

obtenemos que:
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sals) = (~W>=VTk V)
S

a(s)—(C+c V' Vya(s)+V' ﬁxe ()+cV x,(s)-
N
T k T

-V jq(s)—csV q(s)

kg ks ks
msx (s) = ?VG(S) +cVa(s) - e () = 5L 1ogaosXe (5) + TQ(S) + ¢ 1108x1089(5)

Podemos rescribir estas ecuaciones reorganizando los términos como sigue:
— T 1 2 T T T T
sa(s)=—(C+c V' Vya(s)+—|(=W> =V kV)a(s)+V kx, (s)+ ¢V sx,(s)—V "k, q(s)]-
S

—eVq(s)

1
msx,(s) = cVa(s) —c.d g8 (8) + ; [kSVa(s) —kyx,(s)+ kSQ(S)] + ¢ 1 108x1089(5)

Por ultimo, las transformamos de nuevo al dominio temporal, resultando lo

siguiente:

i=~(C+eV Vya+ [[(W=VTkV)a+VThx, +e V5, ~VTkght-c Vg (4.23)

msxe = CsVa - Cs]108><108xe + J. [ksVa - ksxe + st]dt + 651108x108q (424)

A partir de (4.23) y (4.24) podemos llevar a cabo la siguiente identificacion de

términos:

a, =| w2 =V Tk ya+ v Tkx, + e T,V Tk gl (4.25)
Xop = j[cha - ksxe + ksq]dt (426)

Derivando (4.25) y (4.26) respecto al tiempo y sustituyendo en la primera X,

segin (4.24), llegamos a las ecuaciones (4.19), que nos permiten obtener las nuevas

variables de estado en funcion de las originales.

Considerando los 108 variables ¢ como las tnicas entradas a este nuevo sistema,
obtenemos una representacion alternativa de nuestro modelo, que es la que mostramos a

continuacion:
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a 1n a 1n 0 30 x1
d | G2n n asry A 03041
d_ = A * + B * q + (427)
4 xl n X 1n 0 108 x1
L X 2n | L x2 n | L P ]
siendo:
_ ’ _
-C-c V'V 50,30 030x108 030108
2 2
c c c
(W —VTk YV +=TVV) 0350 V'k,——V" =T
A= mg mg mg
cS cS 1
V Oiosx30  ——Liosxios  — L10sx108
mS mS mS
L kJV 0108530 —ky 0,08x108
—CSVT
c 2
=T v Tk,
B=| ms
c
_SIIOS><108
ms
L kS _

Noétese que esta transformacion no es la tnica posible que nos permite lograr que
el sistema tenga 108 entradas. De hecho, los resultados que mostramos a continuacion

para la representacion concreta que acabamos de presentar serian igualmente validos

para cualquiera de las transformaciones elegidas. Si comparamos la matriz A en (4.27)

obtenida tras el cambio de variables de estado del sistema con la matriz 4 de la seccion

IV.2.2, vemos inmediatamente que 4 no tiene la forma que hemos impuesto para
demostrar los resultados presentados en dicha seccion. Esta forma corresponde a una

matriz compuesta por dos cajas de dimensiones 2N y 2P en la diagonal principal, y

elementos de acoplamiento entre ellas. Para lograr que A tenga la forma deseada es
suficiente con diagonalizar las dos cajas de la diagonal principal. El procedimiento a

seguir en el caso de considerar N modos en la estructura y P actuadores es el siguiente:

1) a partir de la matriz 4, construimos otra matriz, que llamaremos 4, que
contiene unicamente las dos cajas en la diagonal principal, siendo cero

todos los términos de acoplamiento entre cajas,
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i) diagonalizamos la matriz que acabamos de construir, 4, calculando la

matriz de vectores propios columna v, tal que:
inv(V)* A*v = A(A)
donde inv(%) denota la inversa de la matriz de vectores propios columna y A(Z) una
matriz diagonal, en cuya diagonal principal aparecen los valores propios de 4,
i) aplicamos a la matriz A la transformacion de semenjanza siguiente:
A=inv(V)x A*V

resultando entonces la matriz A, que tiene la forma adecuada para poder aplicar los

resultados presentados en la seccion IV.2.2.

Una vez llegados a este punto, estamos ya en condiciones de abordar el desacoplo

del sistema.



CAPITULO V

DESACOPLO DE LA DINAMICA
DEL ESPEJO PRIMARIO DEL

GRAN TELESCOPIO CANARIAS

A lo largo del capitulo anterior ya comentamos cudl es el objetivo del desacoplo
de la dinamica del espejo primario del Gran Telescopio Canarias [Acosta, 2000], [Sigut,
2002]. Sin embargo, no hemos hablado aun de la metodologia a seguir para llevar a cabo
este proceso. Esta consiste, basicamente, en realizar una recombinaciéon de los vectores
propios del subespacio asociado a los segmentos cuya dindmica no se ve alterada por el
acoplamiento con los modos de la estructura que soporta al espejo. Para poder llevar a

cabo esta recombinacion de autovectores es preciso que se cumplan dos condiciones:

1) que los vectores propios que se recombinan correspondan todos al mismo autovalor
A, . So6lo asi los autovectores resultantes estaran también asociados al mismo valor
propio y, por tanto, aseguramos que la dinamica del sistema no se ve modificada. En
el sistema que nos ocupa, todos los vectores propios correspondientes a los

segmentos que no se acoplan a través de la estructura cumplen esta condicion,

2) que los dos subespacios vectoriales, el correspondiente a la estructura y los

segmentos cuya dinamica ésta modifica y el asociado a los segmentos que mantienen
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su propia dindmica sean ortogonales entre si. Denotando a sendos subespacios como

w

waes, Y W, . respectivamente, la ortogonalidad de sus vectores propios se

demuestra en las proposiciones 3 y 4 de la seccion 1V.2.2. Este resultado es de vital
importancia para llevar a cabo el proceso de desacoplo que describiremos a

continuacion. De hecho, si la ortogonalidad de los subespacios W, y W, no

A#EA
estuviera garantizada por los resultados anteriormente mencionados, podria ocurrir

que al recombinar los vectores propios del subespacio W, —obtuvieramos un vector

del subespacio W, con lo que ya no tendriamos una base del sistema.

A#Ed

V.1. DESACOPLO DEL SISTEMA

Acabamos de justificar que podemos recombinar los autovectores del subespacio

W, garantizando, por una parte, que la dinamica del espejo no se ve alterada y, por la
otra, que se sigue manteniendo la ortogonalidad de los subespacios W, A#1, y W, .

Entonces, el desacoplo del sistema consistird en encontrar los coeficientes, en general
numeros complejos, de las combinaciones lineales de los autovectores originales para
obtener los nuevos vectores, en funcion de los cuales la dindmica del espejo se

desacopla.

Si calculamos los autovalores de la matriz 4 en la expresion (4.27) del capitulo
IV, comprobamos que, debido a los elementos de acoplamiento entre las dos cajas de

dimensiones 2N x2N y 2P x2P de la diagonal principal, se tiene que:
dim(W, )=P—-N dimC(WIA) =P-N
lo cual estd de acuerdo con lo demostrado en la seccion IV.2.2. Ademas, tenemos que:
dim.(W,,A# 1,)=2N dime (W5, 4 # 4,) =2N
con lo que se completa la dimension del espacio vectorial: 2(P - N)+2(2N)=2N +2P.

Si llamamos {w,,w,,...w,_,} a la base de vectores propios columna del
subespacio W, en la representacion original y {wn,,wn,,...wn,_y} a los vectores

propios tras el desacoplo, siendo:

W, =+ E Wy T, Wy, k=12, P—N
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se trata entonces de encontrar los coeficientes (ak 3 Epneen T, ) € C adecuados que
desacoplen el sistema.

Si buscamos una base de vectores propios del subespacio W, , debemos imponer

a estos coeficientes que cumplan la siguiente condicion:

a & T
a “ee T
S P
Ap_y 51371\/  Tpy

es decir, los coeficientes deben ser tales que generen combinaciones lineales de

o o - C - . .
{W, Wy,..w,_y} € E; ~ linealmente independientes.

Es  importante notar que una vez obtenidos los  vectores

{wn,,wn,,...wn, y} €W, , los vectores propios del subespacio WL se obtienen como
{wn,,wn,,...wnp_,}.

Como se observa en la figura 5.1, diremos que hemos desacoplado el sistema
cuando encontremos unos vectores propios en funcion de los cuales el sistema MIMO de
2N+2P estados con P entradas y P salidas interconectadas se pueda descomponer en los

subsistemas siguientes:

» Un subsistema con 4N estados correspondientes a los N modos de la estructura y los
N actuadores que se acoplan con ella. Se trata, como ya justificamos en el capitulo

IV, de un sistema con N entradas y N salidas.

» P-N subsistemas con 2 estados, 1 salida y 1 entrada, correspondientes cada uno de
ellos a los actuadores de los segmentos cuya dindmica no se modifica por el efecto de
acoplamiento con la estructura. Es importante sefialar que, en el caso particular de
caracterizar la dinamica de la estructura con un unico modo y teniendo en cuenta la
figura 2.8 (ver capitulo II), en la que se muestra una representacion de los valores
singulares de la planta en el dominio de las frecuencias y se observa la
preponderancia del modo de 17Hz frente al resto, descompondriamos el sistema
MIMO de 2N+2P estados con P entradas y P salidas interconectadas en un conjunto

de P sistemas con 2 estados, 1 salida y 1 entrada.
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P ENTRADAS REALES: P SALIDAS REALES:
Comandos para mover los Posiciones de los
segmentos segmentos
_— > 2N ESTADOS: _— >

N modos de la estructura
-+

2P ESTADOS:
_— Dindmica de (P/3) segmentos —_—

DESACOPLO

- _=

N ENTRADAS N SALIDAS
VIRTUALES: VIRTUALES:

(y virtual, > ** Mvirtual N )
%

(uvirtual1 EARN uvirtualN )

— >

4N ESTADOS:

N modos de la celda + N actuadores
cuya dindmica se modifica por el

acoplamiento con ella: A # A,

1 ENTRADA VIRTUAL: 1 SALIDA VIRTUAL:

u

Y virtual

— >

2 ESTADOS:
ler actuador con
A=A,

virtualy

—)

1 ENTRADA VIRTUAL: 1 SALIDA VIRTUAL:

Uyirtual ,,

—>

Wvirtual p

%

2 ESTADOS:
(P-N)° actuador con
A=1,

Figura 5.1: Descomposicion del sistema tras el desacoplo.
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Noétese que, si bien en la representacion original tanto las entradas como las
salidas del sistema se corresponden con las magnitudes fisicas de entrada y salida de la

planta, esto es:

» las entradas son los comandos que se aplican a los actuadores de los segmentos que,
debido al hecho de que a efectos del desacoplo prescindimos de la dindmica propia
de los actuadores (como ya comentamos, estamos suponiendo que éstos son
dispositivos ideales con funcién de transferencia igual a la unidad), una vez

calculados se aplican de forma instantdnea a los segmentos, y

» las salidas se corresponden con la distancia desde los segmentos hasta la estructura,

medida en los puntos de apoyo de éstos con los actuadores,

una vez que el sistema se ha desacoplado, las entradas y salidas de los subsistemas en los
que éste se descompone pierden este significado. De hecho, puesto que, como veremos,
se obtienen como combinaciones de las entradas y salidas reales, no las podemos hacer
corresponder con las magnitudes anteriores. Es por esto por lo que, tanto en la figura 5.1
como en lo sucesivo nos referiremos a ellas como entradas y salidas virtuales, para

diferenciarlas asi de las entradas y salidas reales.

V.1.1. Metodologia del desacoplo
El proceso de desacoplo se lleva a cabo en las siguientes fases:
1) Partimos de la representacion original del sistema:

X=A*X+B*U

real

(5.1)
Yreal =C*X

donde 4 y B son las matrices en la expresion (4.27) del capitulo IV,

Uveat = Wreat, >+ Ureat, 3 © Yyewt ={Vreat »+++ Vrea, + - Teniendo en cuenta que tomamos

real
como salidas del sistema las posiciones de los segmentos con respecto a la estructura
medidas en los apoyos de los actuadores, C es la matriz de P filas y 2N+2P columnas que

mostramos a continuacion:
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0 0 11,2N+1 0 0

0 0 0 1 0 0
C = 2,‘2'N+2

0 0 1P,2N+P 0 0

donde hemos usado los subindices con el fin de indicar las posiciones que ocupan los

elementos no nulos de esta matriz.

Esto es posible ya que, aunque recordemos que hemos realizado un cambio de las

variables de estado originales, {a,d,x,,mx,}, en otro conjunto de variables,
{a,,,a,,,%,,%,,}, tenemos que, como ya vimos, x;, = x,. Puesto que éstas coinciden

con las salidas reales de la planta, aun trabajando con las nuevas variables de estado, la

matriz C sigue manteniendo esta forma.

Obtenemos entonces la base de vectores propios columna del sistema (5.1), que

. . C
componen el subespacio vectorial que denotamos por £, , A€ C, formado por vectores

- 2N+2P
V=V, Vyy0p) de C .

. C .
2) A partir de la base E, c C*"**” nos quedamos con el subespacio que
c - .
llamamos  E, = < C”™, compuesto por los P-N vectores propios columna
correspondientes al valor propio 4,. Con el objeto de mantener la notacion empleada
hasta el momento, denotamos a estos vectores como w, =(w, --w YeE, €
’ k 1> 2N+2P Ay 0
k=12,...P—-N.
3) Aplicando las condiciones para el desacoplo del sistema, recombinamos los
vectores w, =(w,,---w Ye E, ¢ para obtener unos nuevos vectores propios
[ 15 IN+2P i P prop
- _ E C
wny = (wny,-wnyy o) EE,

4) Una vez obtenidos estos nuevos vectores, construimos la base completa de

2N+2P vectores propios del sistema de 2N+2P estados como sigue:
- — C C — — C = = c
Wi Vuyt (£, VES) ., Wiwn,,..wnp y € E) u{wnl,...wnpr}eEiA

Por simplicidad, adoptaremos la siguiente notacién para los vectores de esta

nueva base:
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V= (Ve Voyp) €E, < C™M? con k=12,...2N +2P

5) Aunque estamos trabajando en el cuerpo de los numeros complejos, el sistema

se modela (independientemente de la representacion que empleemos) con matrices de

. . = c
estado reales. Asi pues, obtenemos la forma real equivalente de {v;},_; y.p €E,

_ > 2N+2P
que llamamos V' ={vr },_; oyiop,conV R .

En funcién de esta base de vectores reales, obtenemos una representacion interna

de la planta tal que:

Z:Ar*Z+Bn *Ureal
(5.2)
Y l=Cn*Z

rea.

donde:

A, = V' A=V | es una matriz real diagonal por cajas de 2x2 elementos.

z=V7'xX
B, =V"'xB
C,=C*V

y 4, B, C y X son, respectivamente, las matrices y el vector de estados del sistema en

(5.1).

En el caso de trabajar con la forma compleja, estas relaciones siguen siendo
igualmente validas, como corresponde a toda transformacion de semejanza. La diferencia

es que ello daria lugar a un vector y unas matrices de estado complejas.

Tanto B, como C, son matrices reales de dimension (2N+2P)xP y Px(2N+2P),

respectivamente, con todos sus elementos distintos de cero.

6) A partir de los elementos de B, y C, podemos construir, respectivamente, otras
dos matrices, esta vez cuadradas de PxP elementos reales, que llamamos 7, y T, (donde
los subindices u e y corresponden a la notacion habitualmente empleada para las entradas

y salidas, respectivamente).

Estas matrices son tales que:
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B, =B, *T

v

-1
n u

C, =T, *C,

siendo B, y C, las matrices que aparecen en (5.2).

(5.3)

(5.4)

Haciendo uso de (5.3) y (5.4) podemos expresar el sistema en (5.2) como sigue:

virtual

z=A.*z+ B, *U

virtual

:CV*Z

(5.5)

La ventaja de esta representacion del sistema, con respecto a la de (5.2) es la

forma particular de las matrices B, y C, resultantes, que mostramos a continuacion:

0

jou]
Il
() o o o

Mynyg Mynop

0

o o o O

Myn N

0

o o o O

0

MyN 1N+

MyN2 N+

0
0
0

0
0

0
0

MyN3N+2

MyN1aN+2

0

0

S o o o o

0 0

oS o o o o O
oS o o o o O

0

0 MyNi2p-1p

0 mynopp ]

(5.6)
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iy ha ot a0 0
Hhi Do ot Hhuy 0 0
rN’] rN,Z eee rN,4N 0 O 0
c - 0o 0 - 0 niran+t Tvean+2 0
Y o o0 -~ 0 0 0 Tni2.4N+3
0 0 --- 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 -v - 0 0 0
0 0 -v --- 0 0 0
0 0 - --- 0 0 0
0 0 - --- 0 0 0
I'nioan+a U 0 0 0
0 0 v - 0 0 0
0 0 - --- 0 0 0
0 0 - - 0 7poni2pa Tpan+ap |

siendo los m;; y los r,, elementos reales distintos de cero.

(5.7)

A la vista de (5.5) y de B, y C,, tenemos que cada una de las entradas virtuales

afecta unicamente a uno de los subsistemas en los que la planta se descompone tras el

desacoplo (ver figura 5.1). A su vez, cada salida virtual corresponde, igualmente, a uno

solo de estos subsistemas. Podemos entonces concluir que, respecto a las entradas y

salidas virtuales, el sistema esta desacoplado.

Sustituyendo ahora (5.3) y (5.4) en (5.5), tenemos que:

t=A xz+B *T, " xU

virtual

Y, T *C, %z

virtual — y

y comparando (5.8) con (5.2), llegamos a las siguientes expresiones:

(5.8)
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Ureal =T u_l * Uvirtual
(5.9)
Yvirtual = Ty_1 * Yreal

que relacionan las entradas y salidas reales y virtuales a través de las matrices cuadradas

de PxP elementos reales 7, y T,.

Asi, el control activo del espejo primario del Gran Telescopio Canarias, que

previamente al desacoplo consistia en aplicar el algoritmo siguiente:

Leer las posiciones de los
segmentos respecto a la
estructura:
yrea/

Y

Calcular los comandos
reales:

Urea/
empleando un controlador
multivariable con P
entradas y P salidas

Y

Enviar estos comandos a los
actuadores para el control
de los segmentos

se convierte, tras el desacoplo, en:
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Leer las posiciones
de los segmentos

respecto a la
estructura:
yrea/
\L Calcular los comandos
Transformar estas virtuales: Transformar estos
sefiales en las U, irtual comandos en los
salidas virtuales, - empleando los P | comandos reales,
empleando la “| controladores, de los ~ sabiendo que:
expresion: cuales P-N, al menos, Urear= Ty #*Uyirsuat
Yirtual= 7-y-J'* real son SISO
Y

Enviar estos
comandos a los
actuadores para el
control de los
segmentos

Figura 5.2: Algoritmo de control del espejo primario del GTC tras el desacoplo.

Si bien ya hemos expuesto tanto el objetivo del desacoplo de la dinamica del
espejo primario del GTC como la metodologia que vamos a seguir para lograrlo, la forma

de conseguirlo en la practica no es evidente.

Sabemos que buscamos una nueva base de vectores propios

{vn,,vn,,...vn,y ., p} tales que propicien en el sistema la transformacion mostrada en la

figura 5.1, pero la cuestion que nos planteamos es...

(Qué condiciones es necesario imponer al sistema para su desacoplo definiendo

asi el cambio de base apropiado?

En la siguiente seccion pretendemos dar respuesta a esta pregunta.
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V.2. CONDICIONES PARA EL DESACOPLO DE LAS ENTRADAS Y SALIDAS
DEL ESPEJO

Para encontrar las condiciones que debemos imponer al sistema de forma que
obtengamos dos matrices 7, y 7, que, a partir del conjunto inicial de entradas y salidas
(reales) interconectadas nos permitan obtener otro conjunto de entradas y salidas

(virtuales) desacopladas, procedemos de la siguiente manera:

V.2.1. Equivalencia en el desacoplo de las entradas y salidas del sistema

En primer lugar expresamos los elementos de las matrices B, o C, en (5.2) en
funcion de los elementos de B o C en (5.1) y de los vectores propios que componen la
matriz ¥V (que nos permiten obtener las matrices de estado en (5.2)) o su inversa,

respectivamente.

Es importante llamar la atencién sobre el hecho de que, segiin demostraremos a
continuacion, es suficiente imponer el desacoplo de las entradas del sistema para tener

garantizado también el de las salidas, y viceversa.

Concretamente, veremos que a partir de las condiciones que imponemos para el
desacoplo de las salidas del sistema, y dadas las particularidades del mismo, somos

capaces de encontrar las condiciones que nos dan el desacoplo de las entradas.

Sabemos que teniendo la matriz de cambio de base V" que desacopla el sistema, la

matriz de salida en la nueva representacion, C, , se relaciona con la de la representacion

original, C, a través de la siguiente expresion:
C,=C*V
Trasponiendo ésta tenemos que:
C'=V'*C (5.10)
donde las columnas de ¥ vy, en consecuencia, las filas de V', son los vectores propios

. . . C C C C
columna del sistema, es decir, pertenecen al subespacio £ VE, VE. . UE, .
5 A%, 'y %2, Z4

Ya vimos en el capitulo anterior que las filas de la matriz V™' son vectores

propios fila del sistema y componen el subespacio E lF , 'y que s6lo en el caso de que la
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matriz A sea simétrica, es decir, A’ = 4, ambos subespacios coinciden. Es evidente que
la matriz 4 definida en la seccion IV.2.2 (ver capitulo IV), que determina la dinamica del
espejo primario del Gran Telescopio Canarias, no es simétrica. Sin embargo, si cumple la
propiedad de que su traspuesta, A4’, es una matriz que mantiene la misma forma que 4,
con lo que podemos aplicarle los mismos resultados que a ésta. Esto significa que, en el

caso particular que nos ocupa, los vectores propios columna de la matriz 4 también seran

vectores propios columna de A4'.

Es mas, puesto que siempre es posible ortogonalizar los vectores propios de la
planta, podemos aplicar que para una matriz P cuyas filas o columnas son ortogonales

entre si se verifica la siguiente propiedad:
P =p"'
con lo que podemos escribir (5.10) como:
C'=V'x(C (5.11)

Por otra parte, tenemos que la matriz de entradas del sistema tras el cambio de

base, B, , viene dada, en funcion de la matriz en la representacion original, B, como:

B =V"'x*B (5.12)

siendo las filas de V™' vectores propios fila del sistema, es decir, pertenecen al

. F F F F
subespacio E,,, - VE, VE;,; VE; .

Acabamos de demostrar que los vectores propios fila del sistema son también
vectores propios columna y viceversa. Por tanto, comparando (5.11) y (5.12) vemos que
si la forma de la matriz C' coincide con la de la matriz B de entradas del sistema para los
elementos que corresponden a los segmentos, deberiamos ser capaces de encontrar las
condiciones que garantizan el desacoplo de las entradas a partir de las condiciones que

desacoplan las salidas, y viceversa.

Para verlo, trabajaremos con un modo para la estructura y un unico segmento, es

decir, N=1 y P=3. La matriz de salida C en este caso es:

00100000
C=/00010000
00001000
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y, consecuentemente:

C'=

S O O O O = O O

S O O O = O O O

S O O = O O O O

Por otro lado, la matriz B de entradas del sistema es:

o

o o © o

0

O © © O

[ B(1,) B(1,2) B(1,3)]
B(2,1) B(2,2) B(2,3)

0

o o O ©

B

Efectivamente vemos que, quedandonos con los elementos de B que corresponden

al segmento (son las filas 3, 4, 5, 6, 7y 8), y haciendo f =0, la forma de esta matriz

coincide con la de C'. De hecho, puesto que al hacer el producto de matrices

B, =V ' *B, el parametro § afecta a los vectores propios fila asociados al autovalor

A,, mientras que S afecta a los correspondientes a A,, podemos concluir que el

desacoplo de las entradas se consigue imponiendo las condiciones ya presentadas

independientemente del valor de f. Asi se justifica que a pesar de particularizar para

£ =0 no perdamos generalidad en el planteamiento del problema.

Si esto es cierto, planteemos las condiciones para el desacoplo de las salidas del

sistema teniendo en cuenta que:

00100000
C,=C*V=[00010000|*[yn vn, --- vng)
00001000

o, realizando el producto matricial:
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vn,(3) vn,(3) vny(3) -+ oo oo vn,(3) vng(3)
C,=|vn(4) vny(4) vny(4) - - oo v, (4) vng(4)
vny(5) vny(5) vny(5) «or eee e i, (5) vng(5)

A lo largo de este capitulo demostraremos que las condiciones que deben cumplir
los elementos de esta matriz para que las salidas del subsistema correspondiente a los
actuadores cuya dindmica no cambia por efecto del acoplamiento con la estructura (en

este caso, siendo N=1, son los actuadores 2 y 3) estén desacopladas son:

C, (2,5 C,(2,6)
C (1,5 C,(1,6)
C,27) _C,(2.8)
C.(,7) C,(18)
C,(35 _C,(3,6)
C (15 C,(16)
C,(3,7) _C,(3.8)
C.(,7) C,(18)

)

2)

3)

4)

Estas relaciones, en el caso de considerar la matriz traspuesta, C,", quedan como

sigue:

C,'(52) C,/(62)
C, 5 C/ (6
C,' (72 (/82
C, (7 C/@8
Cnt(573) _ Cnt(693)
C,/Gh  C6)
C,' (13 C,'(83)
c'(1) C,'@8)

)

2)

3)

4)

que podemos expresar de esta otra manera:

C,'(6) C,'(62)
C'5l C'(52)
C'@81)  C,82)
C'(1)) C'(72)
C,'(6) C,(63)
C'(5) C'(53)
C,'81) C,/(83)
C'(1) C,(7.3)

)

2)

3)

4)
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y, al agruparlas convenientemente, nos permiten llegar a que:

C, (6 _C(62)
C, (5 ¢/ 62| 6D _C'6D_C 63
3G 6D _C'©63)| ¢G5 63
C,'5D  C,(53)

)

C,'8) _C,(82)
C,an ¢ C/®h_C'®2) /63
4 C'&)_C'GAH| “c'an ¢ ¢33
C (1) C,(13)

2)

que justamente son las condiciones que vimos que, segun veremos, debemos imponer a
las entradas del sistema (sustituyendo los elementos de C," por los de B, ) para tener el
desacoplo de las mismas.

La equivalencia entre el desacoplo de las entradas y salidas de la planta queda por

tanto probada. Asi, tenemos que:

Desacoplar Desacoplar
las salidas las entradas

En realidad, s6lo hemos demostrado la implicacion de izquierda a derecha. Para
probar la equivalencia deberiamos ver también que las condiciones que nos dan el
desacoplo de las entradas nos permiten llegar a las que garantizan el de las salidas. Para
ello Uinicamente tendriamos que llevar a cabo el mismo razonamiento que acabamos de

presentar pero a la inversa.

A la vista de este resultado, y recordando las expresiones de las matrices B, y C,
en (5.2) en funcién de la base de vectores propios que desacopla las entradas y salidas
del sistema: B, = V'«By C, =C=*V, tenemos que la forma particularmente sencilla

de la matriz C es la principal razén por las que resulta mas sencillo imponer las

condiciones para el desacoplo del espejo sobre las salidas del mismo que sobre las

entradas.
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V.2.2. Condiciones que deben cumplir B, y C, para desacoplar el sistema

Supongamos que hemos obtenido ya la base de vectores propios (antes de pasar a
la forma real equivalente) v, = (¥,,...Vyy,op) € E;C < C*N™2P con k=12,..2N +2P .
Demostraremos a continuacion que imponiendo a los elementos de la matriz C, = C *V/
las condiciones adecuadas, podemos encontrar sendas matrices 7, y C, en (5.4), ésta

ultima con la forma mostrada en (5.7), tales que las salidas virtuales del sistema estan

desacopladas.

Si bien hasta este momento hemos optado por presentar los resultados de la forma
mas general posible, esto es, para un nimero N de modos de la estructura y un niumero P
de actuadores, con la Unica restriccion de que P>2N y multiplo de 3 (por tomar un
nimero entero de segmentos), en este punto nos parece mas oportuno particularizar para
un unico modo (N=1), con el objeto de lograr la méxima claridad en la explicacion de los

resultados que siguen. En estas condiciones podemos enunciar la siguiente proposicion:
Proposicion: Supongamos que podemos expresar las P salidas reales del espejo

en funcion de las P salidas virtuales de la siguiente manera:

Vreal, = Vvirtual, + Wvirtual, o Mvirtual,,., + Mvirtual,
Vreal, = ﬁ]yvirtuall + IBZyvirtualz o :BPflyvirtualP# + ﬁPyvirtualF

(5.13)

yrealP,, = ylyvirtuall + yZyvirtualz o yP—vairtualP,I + yPyvirtualF

yrealp = 51yvirtua11 + 52yvirtual_, e 5P—]yvirtualp,1 + 5Pyvirtualp

donde ademas se cumplen las relaciones siguientes:

Yalzcn*Z

re
y, al mismo tiempo:

Y,

real

= Ty * Yvirtual ’

que es la relacion obtenida en (5.13).

Supongamos que los elementos de C,, verifican las siguientes igualdades:
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_C(21) C(22) C,(23) C(24)
CC(Ll) C(12) C(13) C,(14)

B

_cpP-11) CP-12) CP-13) C,((P-14)
= C(1l)  C(12)  C(13)  C/(l4)
5 _Cu(P1) _C,(P2) C,P3)_C,P4)

'O C(12) C(13) C(14)

_C,(25)  C,(2,6)
(L5 C,(L6)

B,

_C(P-15) C,(P-16)
T s Ce)
_C(PS) _C(PS)
T C,(15)  C,(16)

_C,(22P-1) _C,(2.2P)
C.(12P-1) C,(12P)

ﬂP—l

_C,(P-12P-1) _C,(P-12P)
Vr = C (12P-1)  C,(1,2P)
_C,(P2P-1) C,(P2P)
T Cc,12P-1)  C,(1,2P)

_C,(22P+1) _C,(22P+2)
C.(12P+1) C,(12P+2)

Br

_C,(P-12P+1) C,(P-12P+2)
r= C,(12P+1)  C,(12P+2)
_C,(P2P+1) _C,(P2P+2)
"7 C,(12P+1)  C,(12P+2)
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siendo {f.,7,,...0,},_,, p,constantes, en principio complejas, donde ni £, ni o, tienen

nada que ver con los pardmetros f y o que aparecen en la expresion de la matriz B en

la seccion IV.2.3 (ver capitulo V).

Entonces, es posible encontrar una matriz C,, siendo C, =T, *C,, de la forma

o O O O

siguiente:
[c,() C,(1,2) C,(13) C,(1,4) 0 0
0 0 0 0 C,(5 C,(6)
0 0 0 0 0 0
C = 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
|0 0 0 0 0 0
C,(1,7) C,(1,8) 0 -
0 0o
0 0 0
0 0 -

0 0
0 0
0 0
0 0 (5.14)
. 0 0
-0 C,(12P+1) C,(1,2P+2)]

Demostracion: A partir de (5.13) podemos escribir que:

11
B B

oV o
5 8, -

I 1
ﬂP—l ﬂP
]/P—l yp
§P—1 5P

Por otro lado sabemos que C, =T, *C,, con lo que calculando el

producto matricial 7, *C, , obtenemos lo siguiente:
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Co) G2 MY Cad) G C,(L6)
C.(25)
ACAD ACAD ACAY ACA4 CR5 D00
C (P-15
#C(LD) 7C(12) 7,C(13) 7,C(4) C(P-15) "C((ls))cn(w)
51Cn(1,1) 51Cn(1,2) 51C”(1,3) 51C”(1,4) C”(P,S) %'((T’SS))C”(I,G)
C.(12P-1) C.(12P) C.(12P+1) C.(12P+2)
cap-n S22V op copsy G opL)
C (12P—1) C (12P+1)

- C (P-12P-1) G, (P=12P7)

C,(12P) C,(P-12P+1)

MC (L2P+2)

C (1,2P-1) C (12P+1)
C (P2P-1 C (P2P+1

C (P2P-1) Mcn(l,zp) C (P2P+1) Mcn(l,zmz)
C, (12P-1) C (12P+1)

Se comprueba que esta matriz coincide con C, si se verifican las relaciones dadas

entre los elementos de dicha matriz. o

La proposicion que acabamos de demostrar es la clave del desacoplo, por cuanto

nos dice qué condiciones es necesario imponer a la matriz C, = C *}V del sistema de

forma que podamos desacoplar las salidas del mismo. Dicho de otro modo, nos permite

encontrar una matriz C,, siendo Y., = C, * z, tal que las salidas virtuales resultan estar

desacopladas entre si. Para verlo, escribimos la ecuacion de salida del sistema en (5.2),

Y,

ear = C, *Zz, COMO sigue:

Vv, = Co(LDz, ++--C, (L4)z, +C, (1L5)z5 +C, (L6)z, +++-
+C,(12P 1)z, +C,(12P)z,, + C,(12P+1)z,,,, + C,(1.2P+2)z, .,

Veew, =C, 2Dz, +---C,(2,4)z, + C,(2,5)z5 + C,(2,6)z + -

(5.15)
+C,(22P-1)z,, ,+C,(22P)z,, +C,(2,2P+1)z,,,, +C,(22P+2)z,,,,
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Vv, = Co(P=1D)z, +++-C,(P~14)z, +C,(P~15)z5 +C,(P~1,6)z, ++-
+C,(P=12P=1)z,, , +C,(P=12P)z,, +C,(P=12P+1)z,,,, +C,(P—=12P+2)z,,.,

Yreat, = € (P12 42+ C (PA)z, + C, (P,5)z; + C, (P,6)z4 + -
+C,(P2P-1)z,, ,+C, (P,2P)z,, +C (P2P+1)z,,,, +C (P2P+2)z,,,,

Haciendo uso de las relaciones entre los C,(i,j),i=1...P,j=1,...2P+2,

podemos expresar las P salidas reales del sistema como:

Ve, =[G, LDz, ++-C, (142, ]+[C, (L9)z, +C, (LO)z ]+
+[C,(1,2P-1)z,, , +C,(1,2P)z,, |+[C,(12P + 1)z, + C,(12P+2)z, ., |

Ve, = BIC, LDz, +++-C,(1A)z, ]+ B[C,(1.5)zs + C, (1,6)z, ]+
+ B [Cn (L2P-1)z,p, +C,(1,2P)z,, ] + 5 [Cn (12P+1)z,p,, +C,(1,2P+2)z,,,, ]

yreulp,] = 71 [Cn (1’1)21 +- .Cn (1’4)24 ] + 7/2 [Cn (1’5)25 + Cn (1’6)26 ] oo
+7p.[C,(1L2P 1)z, +C,(12P)z,, [+ 7, [C, (12P + 1)z, +C, (L2P+2)z,,,]

Ve =0 [C,(LDz, ++--C,(14)z, ]+ 8,[C,(1.5)z + C, (1,6)z, ]+
+0,,[C,(1,2P=1)z,,_, +¢,(1,2P)z,p |+ 8,[C,(12P+ 1)z, ., + C,(12P+2)z,,., |

Ademas, establecemos la siguiente asignacion de las nuevas variables de estado z

tras el cambio de base:

Z|,Zy —> estados correspondientes al modo de la estructura,

Z3,Z,4 — estados correspondientes al actuador cuya dinamica se modifica por el efecto

de acoplo con la estructura,

Z5,Z65---Zypi1sZ2y poo — estados correspondientes a los actuadores cuya dinamica no

se ve afectada por el acoplo con la estructura.
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con lo que podemos escribir que:

Vvinat, = C,(LDz, +C,(1,2)z, + C,(1,3)z; + C,(1,4)z,
yvirtualz = Cn (175)25 + Cn (176)26

yvirtualp,l = Cn (1’2P - 1)ZZP—I + Cn (152P)ZZP
yvirtualp = Cn (1’2P + 1)ZZPH + Cn (1’2P + 2)ZZP+2

(5.16)

La matriz 7, que nos permite obtener las salidas virtuales desacopladas en

funcion de las reales (ver figura 5.2) se obtiene, por tanto, a partir de la matriz C, como:

1 1 1 1
C,21)  C (25 C.(22P-1)  C,(22P+1)
c.(L)  C,(L9) C.(12P-1)  C,(12P+1)

Li=le oty c(P-15)  C(P-12P=1) C (P—12P+1)
c.()  CLS  Ca2P-1)  C,(2P+1)
C.(Pl)  C,(P5) C (P2P-1)  C,(P2P+1)
c.(L)  C,(LY) C,(12P-1)  C,(12P+1)

(5.17)

En el caso de que hubiéramos optado por obtener las condiciones que es necesario

imponer a los elementos de la matriz B, de (5.2) para lograr el desacoplo de las entradas

del sistema, procederiamos de forma similar. Asi, aunque el proceso seria algo mas

complejo y menos directo que en el de las salidas, por las razones ya aducidas, llegamos

a que la matriz 7, que relaciona las entradas reales interconectadas con las entradas

virtuales desacopladas se obtiene como:

B,(Ll) B,(1,2)

B,(5,0) B,(5,2)

B,(2P-11) B,2P-12) -

B,(1,P—1)
B,(5,P—1)

B,(1,P)

B,(5,P)

B,2P-1,P-1) B,2P-1P)
|B,2P+11) B,2P+12) --- B,(2P+1,P—1) B,(2P+1,P)

(5.18)

Supongamos que podemos expresar las P entradas virtuales del espejo, en funcion

de las P entradas reales, como sigue:
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uvirtual, = alureaZI + a2urealz o aP—lurealp,I + aPureal,,

uvirtual_, = ﬁ]ureaII + ﬁZ”lreal2 o IBP—Iurealp,, + ﬂPurealP

uvirtual,),, = ylureal, + yZI’lreal2 o yP—IurealP,I + yPurealP

uvirtualp = 51ureal, + 52urealz o 5P—1ureal,,,, + 5Purealp

donde {f,,7,,...6,},.,, p, no son los mismos coeficientes que en (5.13) y, ademas, se
cumplen las relaciones siguientes:

B, *U, ., =B, *U

rea virtual

B, =B, =T,
Si los elementos de B, verifican las siguientes relaciones:

B,(2)) _B,(22) _ B,2,P-1) _B,(2,P)
B,(11) B,(12  B,(1,P-1) B/(,P)

B,(41) B,(42) _ B,(4P-1) _B,(4,P)
B,(11) B,(12)  B,(,P-1) B,,P)

B,(61) B,(62)  B,(6,P-1) _B,(6P)
B,(51) B,52)  B,5P-1) B (5P)

B,(81) B,(82)  B,8,P-1)_B,@8P)
B, (7)) B,(72)  B,(7,P-1) B,(7,P)

B,2P)) _ B,2P2) _  B,2P,P-1) _ B,(2P,P)
B,(2P-11) B,2P-12)  B,2P-1,P-1) B,(2P-1,P)

B,(2P+2)) B,(2P+22)  B,2P+2,P-1) B,(2P+2,P)
B,2P+11) B,(2P+12)  B,2P+1,P-1) B,(2P+1P)

es posible encontrar una matriz B, que desacopla las entradas del sistema, de la forma:
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1 0 0 e een
B.@D g
B, (L1)
B,3D 0 0 e oee- 0 0
B, (L1)
B,@&h 0 0 0
B, (L1)
0 1 0 e ees 0 0
0 B,(62) 0 e ees 0 0
B,(5.2)
B, = 0 0 | T 0 0
0 0o B.GB3 0 0
B,(7.3)
0 0 0 0 0
0 0 0 e een 1
0 0 0 cee e B,2P,P-1)
B (2P-1,P-1)
0 0 0 0 1 (5.19)
0 0 0 0 B (2P+2,P) :
i B,(2P+1,P) |

Para generalizar las relaciones obtenidas en este punto para un niimero arbitrario

N de modos, debemos tener en cuenta lo siguiente:

Ya demostramos en la seccién 1V.2.3 (ver capitulo IV) que al diagonalizar el
sistema en (5.1), el rango de las 4N primeras filas de la matriz B, en (5.2) o, de forma
equivalente, el rango de las 4N primeras columnas de C,, es igual a N. Esto implica que
el subsistema que llamaremos §;, compuesto por los N modos de la estructura y los N
actuadores cuya dindmica propia se ve modificada por el efecto de acoplamiento con la
celda, tiene N entradas y N salidas. Ademas, a la vista del aspecto que presentan las
matrices resultantes del proceso de desacoplo B,y C,, y tal y como también demostramos
en la seccion 1V.2.3, este conjunto de entradas y salidas resulta estar desacoplado de las
del subsistema que llamaremos S,, compuesto por los P-N actuadores cuya dinamica no

se ve alterada por los modos de la estructura.

Puesto que, en general, los 4N autovalores del subsistema S; son todos distintos,
el método que describimos en este capitulo para el desacoplo de las entradas y salidas de
S> no es aplicable a S;. De hecho, éste no ha sido en ninglin momento nuestro propdsito,

sino mas bien centrarnos en el subsistema S,, con autovalores 4, y A, de multiplicidad

P-N, cada uno de ellos. El motivo es que podemos considerar que al caracterizar la
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dinamica de la estructura o celda con un tinico modo, N=1, se reproduce razonablemente
bien la dindmica del espejo. Recordemos que el método de desacoplo que hemos
disefiado para el susbsistema S, se basa, precisamente, en la multiplicidad del valor

propio A, (y, por tanto, de A,), que es lo que nos permite recombinar los vectores

propios asociados sin alterar la dinamica del sistema. Es por esto por lo que, cuando
tomamos N=1, el desacoplo del espejo es total y se logra gracias a las matrices 7,y 7, en

(5.17) y (5.18), respectivamente.

En cualquier caso, tomando un niimero N arbitrario de modos, tendriamos, tras el
desacoplo del subsistema S, otro subsistema, el S;, de una dimension considerablemente
menor que la del sistema de partida (S;U S,). S1 se modela con 4N estados, N entradas y
N salidas acopladas entre si. Como vemos, aun en el caso mas desfavorable (N=30), la

complejidad del problema original se reduce de forma importante.

V.2.3. Obtencion de la base de vectores propios que desacoplan el espejo

Volviendo al problema de obtener el cambio de base apropiado que nos permita
modelar la dindmica del espejo en una representacion en la que los segmentos estan
desacoplados entre si, y sabiendo ya las condiciones que debemos imponer, bien a los
elementos de la matriz de salida C, en (5.2), bien a los de la matriz de entrada B,, para
que esto se produzca, estamos ya en condiciones de plantear el sistema de ecuaciones que

permitira llevar a cabo el desacoplo. Segin vimos anteriormente, los nuevos vectores
propios del subespacio E; .
wn, = [wnk(l) wn,(2) - wnk(2N+2P)]e EAAC

donde empleamos la misma notacidon que en la seccion V.1, se obtienen, como resultado

del desacoplo, como combinacion lineal de los vectores de la representacion original:
W =) w2 - w,eN+2P)eE,
resultando que:
wn, =aw, +&EW, +- T W, y,con k=12,...P—N

Debemos, por tanto, obtener los valores apropiados para los coeficientes

{a,, ¢, 1,1 eC.
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Si tenemos en cuenta la forma en que se ordenan los vectores propios del sistema
completo de 2N+2P estados o, lo que es lo mismo, los vectores columna de la matriz V'

de cambio de base, y que es:

1,2,---4N :autovectores del subespacio EZC U EZC, A#A,
4N +1,4N +3,---2P —1,2P + 1 : autovectores del subespacio £ ﬂAC

4N +2A4N +4,---2P 2P + 2 : autovectores del subespacio £ LC

la notacién que estamos empleando para los vectores propios tanto antes como después

del desacoplo particularizando para N=1, es la siguiente:

w, = Vs wn, = Vn,
w, =V, wn, =vn,
Wi = Vo3 5 WH, = Vly, 3
Wp_o = Vopy Whp_, = Vl,p
Wp_i = Vapy Whp_ | =Vl,p,

y, por tanto:

W, =V Whn, = Vng
W, = Vg Wh, = Vng
Wi = Vakaa ’ Wh = Vg
Wpa = Vap Whp_, = Vhyp
Wp_1 = Vapuo Whp_| =Vi,p,,

Asimismo, la matriz V' de cambio de base la podemos expresar como:
V:[‘_}nl VR, Vny Vi, Vi Vig s Ay op ‘7”2N+2P]
o bien, empleando la nueva notacion:
V:[T)nl Vn, Vn, Vm, Wwn, Wn, Wn, Wn, -~ Whp, Wi, Wi, @n},_l]

y puesto que la matriz de salida C del sistema en la representacion original considerando

un Unico modo para la estructura es la siguiente:
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0 1 0 0 0 0 0O
0 0 01 0 0 0 0O
SR 0 0 0 0O
0 0 0 O 1 0 0 0 O
0 0 0 O 01 0 0 O
100 0 0 0 01 0 0]
la nueva matriz de salida se obtiene como:
C =Cx* [\7111 Vn, Vn, vn, wn, Wn, Wn, Wn, - Wh,, WH,, Wnp_ v?vnpfl]

Realizando el producto matricial llegamos a que la matriz C, es igual a:

v, (3) - vn,(3) wn,(3) wn,(3) - ownp,(3) wnp_,(3)

Vn1:(4) Vn4:(4) Wnlz(4) Wni(4) W”pz_l(4) Wnp:1(4) (5.20)

va, (P+2) -~ vn,(P+2) wn(P+2) wn(P+2) -+ wn, (P+2) wn, (P+2)
y, en general, para N modos:

v, (2N +1) -+ vn,(2N+1) wn, (2N +1) wn, (2N +1)
v, (2N +2) - vn,(2N+2) wn, (2N +2) wn,(2N +2)

vin,2N +P) - vn,(2N + P) wn,(2N + P) wn,(2N + P)

- wn, y2N+1) wn, (2N +1)

- wn 2N +2) wn 2N +2
p_N(: ) p_N(: ) (5.21)

- whnp_ (2N +P) wn, (2N + P)

A la vista de (5.20), observamos que imponer las condiciones para el desacoplo
de las P-1 salidas (y entradas) del subsistema >, compuesto por los P-1 actuadores cuya
dindmica no se modifica por el efecto de acoplamiento con la estructura, condiciones que
afectan a las columnas de la 5 a la 2P+2 (esto para N=1, para un N genérico serian las

columnas de la 4N+1 a la 2N+2P) de la matriz C,, equivale a hacer ciertas exigencias a

los vectores propios columna {wn,,wn,,---wn, ,wn, } que, como vemos, son los
. - C r

vectores propios columna del subespacio £, =, y mas concretamente, a las componentes

(3:--P+2) de estos vectores (o las componentes (2N +1---2N + P) para un N

arbitrario). En cualquier caso, el problema en la practica se reduce a aplicar el conjunto
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de (P-N)? condiciones que involucran a las  salidas  virtuales

D vimaty., > Vvirwaty > Vvirar, § - EStas condiciones se pueden expresar en el caso mas
N+ N+

general posible como:

C,(N+14N+1) C,(N+L4N +2)
C, (AN +1) C (L,AN +2)

C,(PAN +1) C,(PAN +2)
C (14N +1) C,(L4N +2)

C,(N+12N+2P-1) C,(N+12N +2P)
C (12N +2P—1) C (12N +2P)

C,(P2N+2P-1) C,(P2N +2P)
C (12N+2P-1) C,(1,2N +2P)

En funcion de los vectores propios del subespacio E AAC tras el desacoplo, estas

relaciones las podemos expresar como:

wn (2N +2)  wn (2N +2)
wn, (2N +1)  wn, (2N +1)

: :>wn1(2N+1)_wn1(2N+2)_mwn1(2N+P)
w, 2N +P) W, (2N +P) wn, (2N +1)  wn,(2N +2) wn, (2N + P)
w, 2N +1) W, (2N +1)

wnp_y(2ZN+2)  wnp_ (2N +2)
wn, (2N +1)  wn, (2N +1)

wnp N +1) _ wnp, y2N+2) ~ wn, y(2N +P)
wip QN +P)  Wn, yQN+P)|  Wn,  QN+1) Wn, (2N+2)  wn, (2N +P)
wn, y(2N +1)  wn, (2N +1)

Vemos que realmente el desacoplo consiste en generar P-N vectores propios

linealmente independientes {wn, },_, , , verificando que:

wn, 2N +1)  wn,(2N+2)  wn, (2N +P)
wn,(2N+1) wn, (2N +2) wn, (2N + P)

(5.22)

A la vista de (5.22) encontramos que si tomamos unos vectores propios tal que, al

menos para las componentes de la 2N+1 a la 2N+P, cumplan que:
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Real{wn, } = Imag{wn, } (5.23)

entonces tenemos que, efectivamente:

wn (2N +1)  wn (2N +2) _mwnk(2N+P) I+
wn,(2N +1) wn, (2N +2) wn,(2N+P) 1-j

Expresando los vectores propios wn, en funcion de los w, y recordando que los
coeficientes {¢,,&,,---7,} € C, tenemos un sistema de P ecuaciones, en principio

linealmente independientes, y 2(P-N) incognitas, correspondientes a la parte real y la

parte imaginaria de cada uno de los P-N coeficientes, esto es:

Real{a, w, (2N + 1)+ Ew, 2N + 1) +---7,wp_ (2N + 1)}=

=Imag{a,w, (2N + 1)+ Ew,(2N + 1) +---7,w,_, (2N +1)}

Real{a, w, (2N +2)+ Ewy(2N +2) + -7, w,_ (2N +2)}=

=Imag{a,w, (2N +2)+Ew,(2N +2) +---7,w,_y (2N +2)}

Real{a, w,(2N + P)+ & w,(2N + P) +---1,w,_y (2N + P)}=

=Imag {o, w,(2N + P)+ Ew,(2N + P) +---7,w,_, (2N + P)}

Tal sistema nos permitiria obtener Unicamente P-2N vectores linealmente
independientes cumpliendo las condiciones impuestas, en lugar de los P-N necesarios
para completar una base del subespacio vectorial. Es necesario, por tanto, buscar una
forma de reducir la dimensionalidad del sistema de ecuaciones, esto es, el nimero de
ellas, hasta un maximo de P-N. Para ello, debemos relajar las condiciones que
imponemos a los nuevos vectores propios, condiciones que, por otra parte, resultan
excesivamente severas. Asi, en primera instancia, llamaremos Método 1 al

correspondiente a exigir que:
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Real {in, (1)}’ * Real (i, (1)} = Imag{in, (1)}’ * Real (i, (1)}
Real{iin, (1)}’ * Imag{i, (1)} = Imagfion, (1)}’ * Imag{i, (1)}
Real{wn, (/)}' * Real{w, (2)} = Imag{wn, (/)}' * Real{w, (2)}
Real{wn, (I)}' * Imag{w, (2)} = Imag{wn, (I)}' * Imag{w,(2)} (5.24)

Real {1, (1)} * Real{, (P — N)} = Imag{sn, (1)} * Real{, (P — N)}
Real{wn, ()}’ * Imag{w, (P — N)} = Imag{wn, (I)}' * Imag{w, (P — N)}

con k,/=12,...P—N.

Como se ve, se trata de un sistema de 2(P-N) ecuaciones y el mismo numero de
incognitas. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre cuando tratamos de imponer las
condiciones en (5.23), s6lo la mitad de las ecuaciones en (5.24) son linealmente
independientes. En consecuencia, nos va a permitir generar la base de vectores propios

que desacopla el sistema.

Para resolver (5.24) obtenemos, en primer lugar, la matriz M del sistema, tal que:

| Real{a, }
Imagie, }

Real (&, }

M | Imag{é, } |= (5.25)

o O O O

Real{r, }
| Imag{z, } |

siendo las columnas de la matriz M las que siguen:

(Real{i,} — Imag{iv, }) * Real{, }
(- Real{w,} — Imag{iv, }) * Real{, }

1¢Columna: :
(Real {iv, } —Imag{i#, }) *Real {it,}
| (—Real{i#,  } — Imag{iv, ,}) * Real{i,} |
(Real {3} — Imag{3i, } ) * Imag (i, }
(— Real {i#, } — Imag{i#, } | * Imag{, }
2*Columna: :

(Real{i#,_, } — Imag{ip,_, }) * Imag{ip, }
(—Real{i#,_ } — Tmag{i, }) *Imag{i,}
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(Real{,} — Imag{i, }) * Real{ip,}
(- Real{it,} — Imag{w,})' * Real{w,}

3“Columna: :

(Real{i, } —Imag{iw, ,}) *Real{,}

(- Real{w,_ } —Imag{i, ,}) *Real{iv, }

(Real {3, } — Imag{i#, })' * Imag{i, }
(— Real {i#,} — Imag {3, })' * Imag {3, }
4 Columna: :

(Real {i#,  } — Imag{i#, }) *Imag{i,}

(-~ Real{i#,_, } — Imag{W,_, }) * Imag{ip,}

(Real{i, } — Imag{i,})' * Real{i,_,}
(- Real{w, } — Imag{it,} ) * Real{it,_, }
(2(P-N)-1)° Columna: :

(Real{i,  } — Imag{iv, }) *Real{i, }
| (—Real{i,  } —Imag{iv, y}) *Real{i#, \}

(Real {3, } — Imag {3, }) * Imag{i#,_ }
(— Real{i, } - Imag{3i, } ) * Imag{i,_,}

2(P-N)“ Columna: :

(Real{wP—N } — Imag{w,_ })t *Imag{w,_y }

_(_ Real{w,_, } — Imag{w,_, })t *Imag{w,_y }

Si nos quedamos con P-N filas de M linealmente independientes, podemos

escribir el sistema (5.25) como sigue:

[Real{,} | [0]
Imagi{e, } 0
Real{&, } 0
M, *| Imag{&,} |=|0 (5.26)
Real{r,} 0
| Imag{z,} | |0

siendo M, una matriz con P-N filas y 2(P-N) columnas.
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Para resolver este sistema de ecuaciones, empleamos la descomposicion en

valores singulares [Klema, 1980] para M :
M, =UxS*V'

donde S es una matriz diagonal de la misma dimensién que M,, en cuya diagonal
principal se sitiian los valores singulares de la matriz M, en orden decreciente, mientras
que U y V son matrices cuadradas unitarias de dimension (P—N) y 2(P-N),

respectivamente. Asi pues, a partir de (5.26) podemos escribir que:

[ Real{a,} |
Imag{a, }

Real{S, }
UxS*V'*| Imag{&,} |=

O O O O

Real{z, }
| Imagi{z, } |

y multiplicando a la izquierda ambos miembros de la igualdad por la inversa de U,

tenemos que:

[ Real{e,}| [0
Imagi{e, } 0
Real{&, } 0
S#V" x| Imag{&,} |=]0 (5.27)
Real{z, } 0
| Imag{z, } | | 0]

Puesto que se trata de un sistema de ecuaciones igualado a cero y M, es una
matriz con P-N filas y 2(P-N) columnas, siendo rango(M,)= P — N, tenemos que los

P — N primeros elementos de la diagonal principal de la matriz S en (5.27) son distintos
de cero, pues estan ordenados en orden decreciente, mientras que los P— N restantes

son nulos. Entonces, podemos escribir el sistema de ecuaciones en (5.27) como:
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Real{c, }

A N R T (5.28)

donde:

» M, contiene las P-N primeras columnas de S*J' y, en consecuencia, es una

matriz no singular, esto es, invertible,
» M, contiene las P-N ultimas columnas de S *V',
siendo ambas matrices cuadradas de dimension P-N.
Asi pues, podemos resolver el sistema de ecuaciones como sigue:
Real{c, }
' =-M 2_1 * M, %
Imag(r, }

Tomamos las variables de la P-N+1 a la 2(P-N):

Imag(z, }

como los parametros del sistema a los que asignamos valores de forma que nos permitan
generarnos los P-N vectores propios, soluciones del sistema de ecuaciones (5.25), que

vamos buscando.

En particular, tomamos los valores siguientes:

21 1] [1] 1] 1]
2 1 1 1

1 2
1 1
1 1 : 2 1
1) 1] 1] 1] | 2]
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obteniendo asi los P-N wn, , vectores propios del sistema asociados al autovalor 4, (y

en consecuencia los correspondientes P-N wn, asociados a A,) que desacoplan el

sistema.

V.2.4. Evaluacion de los resultados del desacoplo y propuesta de mejoras

Si llevamos a cabo este procedimiento en la practica, una medida de lo
desacoplado que esta el sistema consiste en hallar las matrices de transformacién de las
entradas y salidas reales en entradas y salidas virtuales, 7, y 7,, empleando las
expresiones (5.17) y (5.18); asi como las matrices B, y C, segun (5.19) y (5.14). Ademas,

sabemos que las cuatro matrices se relacionan a través de las expresiones siguientes:
B =B, *T,
C,=T,*C,
Si el desacoplo del sistema es total estas igualdades deben verificarse. Midiendo
el mayor valor absoluto de la diferencia B, —B, *7, en el caso de las entradas y
C,—T,*C, en el caso de las salidas, sabremos cudnto de cerca estamos de tener el
sistema perfectamente desacoplado.

Hemos cuantificado la ‘bondad’ del método de desacoplo que hemos disefiado
para distintos casos, es decir, para distinto nimero de modos de la celda y de actuadores,

obteniendo los siguientes resultados:
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Factor de acoplo de Factor de acoplo de las
las salidas entradas
N=1, P=3 7.6112x107" 3.7674x10°
N=1, P=30 2.6008 x 107" 3.6480x107
N=1, P=60 4.4616x10" 2.7234 %107
N=1, P=108 4.3205%107" 0.0789
N=3, P=30 8.8958 x 107" 8.8369x10°*
N=3, P=60 2.4315x107" 3.7344x10°°
N=3, P=108 4.4789x107" 1.2123x107°
N=10, P=30 6.6742x107" 4.7704x107
N=10, P=60 3.8708x107" 1.7042 %107’
N=10, P=108 3.5736x107"2 0.0023
N=30, P=60 1.1190x107" 2.6402x107°
N=30, P=108 7.6080x107" 4.9270x107*

Tabla 5.1: Factor de error en el desacoplo de las salidas y entradas del sistema

con el Método 1 calculando B, como V'«B.

NOTA: Sea cual sea el valor de N siempre se incluye el modo de 174z.

A la vista de estos resultados, la principal conclusion a la que llegamos es que,
independientemente de los valores de N y P, las entradas resultan estar, en todos los
casos, bastante peor desacopladas que las salidas, que tampoco presentan un indice de
error tan bajo como seria deseable.

El hecho de que en todos los casos el factor de error del desacoplo de las entradas

sea mayor que el de las salidas se debe a la forma en que se obtienen las matrices de
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entrada y salida del sistema tras el cambio de base que lo desacopla, que recordemos que
es:
C, =Cx*V
B, =V"'xB
y, mas concretamente, a los errores numéricos que se derivan del calculo de la inversa de
la matriz V. Para verlo, basta con recordar que las columnas de V' son los vectores

propios columna del sistema asociados tanto a la estructura (A # A A,/T ) como a los

segmentos (A4,,4,). Tal y como vimos, los autovectores de estos dos subespacios son

ortogonales entre si, es decir, su producto escalar es cero. Si hacemos esta comprobacion
con los autovectores una vez que los hemos calculado, tenemos que, en el peor de los

casos:
— c - C -16
<vl¢h 2V, >~10
lo cual, dada la precision de la maquina con la que llevamos a cabo los célculos, es igual

a CCro.

Anélogamente, las filas de la matriz inversa, ¥ ', son los vectores propios fila del
mismo sistema y, por tanto, deben mantener la ortogonalidad de los subespacios. Sin

embargo, al hacer el producto escalar encontramos que, en el mejor de los casos:
- F - F -6
<viﬁ% 2V, > ~10
lo que es claramente distinto de cero.

Tanto 7, como B, se obtienen a partir de B,, con lo que los errores que se generan
al calcular la inversa de V se propagan y dan lugar a que, finalmente, el factor de error
del desacoplo de las entradas sea, sobre todo en algunos casos, considerablemente mayor

que el de las salidas.

Para intentar mejorar el desacoplo de las entradas del sistema, sabiendo que el
origen del problema esta en el célculo de la inversa de la matriz de vectores propios,
podemos hacer uso de un resultado que ya hemos presentado. Este es el que dice que,
debido a las caracteristicas particulares de la matriz con la que estamos trabajando y aun
no siendo simétrica, sus vectores propios columna son, a la vez, vectores propios fila. En

consecuencia, podemos obtener la matriz B de la planta en la nueva base de vectores

propios, B, =V~ * B, como:
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Bn =V'xB

Ya que de esta manera logramos evitar la inversion de la matriz V, el desacoplo
de las entradas del sistema deberia mejorar respecto a los resultados ya presentados. Para
comprobarlo, hallamos el nuevo indice de desacoplo introduciendo esta modificacion en

el calculo de B,. Para poder comparar los resultados obtenidos en ambos casos de forma

coémoda, los presentamos conjuntamente en la siguiente tabla:

Factor de acoplo de las Factor de acoplo de las
entradas tomando entradas tomando

B, =V'*B B, =V'*B
N=1, P=3 3.7674x107° 2.8724x107
N=1, P=30 3.6480x107 5.4634x107°
N=1, P=60 2.7234x107° 2.9873x10™
N=1, P=108 0.0789 9.8984 x 10
N=3, P=30 8.8369x10°° 1.7030x1077
N=3, P=60 3.7344x10°° 5.8539%x107
N=3, P=108 1.2123x107 1.1919x10°°
N=10, P=30 4.7704 %1078 1.5335x10°*
N=10, P=60 1.7042 %1077 9.3607 x10°®
N=10, P=108 0.0023 7.1684 %107
N=30, P=60 2.6402x107° 2.1422 %107
N=30, P=108 4.9270x107* 1.6136x107

Tabla 5.2: Comparacion del factor de error en el desacoplo de las entradas calculando

Comparando los resultados mostrados en la tablas 5.1 y 5.2, observamos, en

general, una cierta mejora en el desacoplo de las entradas tomando B, =V' *B. Esta

la matriz B, con V="' ycon V' siguiendo el Método 1.




148  CapituloV: Desacoplo de la dinamica del espejo primario del Gran Telescopio Canarias

mejoria se hace especialmente evidente para (N=1,P=108) y, sobre todo para

(N=10,P=108). Por ultimo, veamos qué ocurre si ortonormalizamos la base de vectores

propios. En este caso, encontramos los siguientes factores de acoplo:

Factor de acoplo de Factor de acoplo de las
las salidas entradas
N=1, P=3 4.6934 %107 5.7230x107°
N=1, P=30 3.4569 x107" 7.2922 x1077
N=1, P=60 8.2920x107" 2.1758x10°
N=1, P=108 1.2354x107" 7.7185x107
N=3, P=30 3.7318x107" 7.3604x107°
N=3, P=60 2.7168x107" 5.3557x107
N=3, P=108 3.5125x107" 6.8966 x107°
N=10, P=30 2.3116x107" 4.5585x107°
N=10, P=60 2.2168x107" 4.3744x107°
N=10, P=108 3.8956x107" 6.3810x10~°
N=30, P=60 2.8165x107" 8.4680x107°
N=30, P=108 2.6039x107" 5.0957x107°

Tabla 5.3: Factor de error en el desacoplo de las salidas y entradas del sistema ortonormalizando la base

de vectores propios calculando la matriz B, con V' écon V', siguiendo el Método 1.

Comparando esta tabla con los resultados mostrados en las tablas 5.1 y 5.2
encontramos que:

1. practicamente en todos los casos, al ortonormalizar la base de vectores

propios se logra mejorar en uno o dos ordenes de magnitud el desacoplo

de las salidas respecto al mostrado en la tabla 5.1,
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2. el indice de error en el desacoplo de las entradas también disminuye
respecto al mostrado en la tabla 5.2, siendo esta disminucion de entre uno
y tres 6rdenes de magnitud.

Como conclusion podemos establecer que, tras la ortonormalizacion de los
autovectores que desacoplan el sistema, los resultados obtenidos son aceptablemente
buenos.

Sin embargo, con el objeto de optimizar el desacoplo, introducimos una variacion
en el procedimiento de obtencion de la nueva base de vectores propios que llamaremos
Meétodo 2. Para ello volvemos a la expresion en (5.23). En este punto, podemos tener en
cuenta que considerando la matriz C, en (5.21), encontramos que las componentes de la

2N+1 ala 3N de los wn, corresponden a actuadores cuyo valor propio se modifica por
el efecto de acoplamiento con la estructura. Por esto, podemos considerar que las
ecuaciones que nos van a permitir desacoplar el sistema son:

Real{wn, (3N +1)} = Imag{wn, (3N +1)}
Real{wn, (3N +2)} = Imag{wn, (3N +2)}

Real{wn, (2N + P —1)} = Imag{wn, (2N + P —1)}
Real{wn, (2N + P)} = Imag{wn, (2N + P)}

Con esta reduccion en el nimero de condiciones impuestas, tenemos un sistema
de P-N ecuaciones linealmente independientes con 2(P-N) incdgnitas, con el que

obtendremos los (P-N) vectores wn, que compondran la nueva base del subespacio. La

matriz del sistema, descompuesta en columnas, es, en este caso:

Real{w,(2N +2)} — Imag{w,(2N +2)}
Real{w,(2N + 3)} — Imag{w, (2N + 3)}
1¢Columna: :
Real{w,(2N + P —1)} — Imag{w,(2N + P -1)}
Real{w,(2N + P)} — Imag{w,(2N + P)}

- Real{w, (2N +2)} — Imag{w, (2N +2)}
- Real{w, (2N +3)} — Imag{w,(2N +3)}
2% Columna: :
- Real{w,(2N + P —1)} — Imag{w,(2N + P -1)}
- Real{w,(2N + P)} — Imag{w, (2N + P)}
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Real{w,(2N +2)} — Imag{w, (2N +2)}
Real{w,(2N +3)} — Imag{w, (2N +3)}
3“Columna: :
Real{w,(2N + P -1)} —Imag{w,(2N + P -1)}
Real{w,(2N + P)} — Imag{w,(2N + P)}

- Real{w,(2N +2)} — Imag{w,(2N +2)}
- Real{w, (2N +3)} — Imag{w,(2N +3)}
4° Columna: :
-Real{w,(2N + P —1)} — Imag{w,(2N + P —-1)}
- Real{w,(2N + P)} — Imag{w,(2N + P)}

Real{iw, (2N +2)} —Imag{w, , (2N +2)}
Real{w, (2N +3)} —Imag{w, , (2N +3)}
(2(P-N)-1)“ Columna: :
Real{w, (2N + P —1)} —Imag{w, (2N + P -1)}
Real{w, (2N + P)} —Imag{w,_, (2N + P)}

-Real{w, (2N +2)} —Imag{w, (2N +2)}
-Real{w, (2N +3)} — Imag{w, (2N +3)}
2(P-N)“ Columna: :
-Real{w, , (2N + P-1)} — Imag{w, , (2N + P-1)}
-Real{w, , (2N + P)} —Imag{w,_, (2N + P)}

Este sistema de ecuaciones lo resolvemos de la misma manera que el sistema
(5.26), obteniendo los resultados siguientes respecto al nivel de desacoplo de las entradas

y salidas:
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Factor de acoplo de Factor de acoplo de las
las salidas entradas

N=1, P=3 6.0173x107"® 3.3795%x107"
N=1, P=30 5.0090x107" 7.8452 %1077
N=1, P=60 7.8063x107" 3.6722x10°°
N=1, P=108 1.8833x107" 1.4422x107°
N=3, P=30 5.4974x107" 1.7832x107°
N=3, P=60 9.7275x107'° 9.1252x1077
N=3, P=108 1.6055x107" 6.3169x10°°
N=10, P=30 2.8903x107" 3.9314x107°
N=10, P=60 1.4141x107"* 7.0634x107
N=10, P=108 1.5539x107" 0.0024

N=30, P=60 1.8880x10" 4.4124x107
N=30, P=108 1.6472x107" 6.5344 %107

Tabla 5.4: Factor de error en el desacoplo de las salidas y entradas del sistema

con el Método 2 calculando B, como V'xB.

NOTA: Sea cual sea el valor de N siempre se incluye el modo de 174z.

Si comparamos los resultados mostrados en esta tabla con los de la tabla 5.1, su
equivalente aplicando el Método 1, encontramos que la mejoria en el desacoplo de las
salidas es, para algunos casos como (N=1,P=60), de hasta seis 6rdenes de magnitud. Sin
embargo, a medida que N aumenta esta reduccion en el indice de error en el desacoplo se

hace cada vez menos apreciable e incluso, para N=30, aumenta ligeramente.

En el caso de las entradas, ocurre mas o menos lo mismo que con las salidas

aunque la mejoria obtenida con este segundo método respecto al primero es menor, como
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maximo es de cuatro ordenes de magnitud para (N=1,P=30). De nuevo, el desacoplo

empeora ligeramente cuando consideramos todos los modos de la estructura (N=30).

Para hacer un estudio paralelo al que realizamos con el Método 1, sustituimos la
inversa de la matriz de vectores propios por su traspuesta en el calculo de la nueva matriz

de entrada del sistema B, , tratando de eliminar en la medida de lo posible los errores

numéricos. Asi, presentamos en la siguiente tabla una comparativa de los resultados

obtenidos:
Factor de acoplo de las Factor de acoplo de las
entradas fomando entradas fomando
B,=V"'*B B,=V'*B

N=1, P=3 3.3795x107" 8.5265x107"
N=1, P=30 7.8452 %1077 2.9601x107"
N=1, P=60 3.6722x10°° 3.4939 %107
N=1, P=108 1.4422x10°° 1.8742x107°
N=3, P=30 1.7832x107° 1.1165x107°
N=3, P=60 9.1252 %107 1.9752x107"°
N=3, P=108 6.3169 x10°° 3.2597x107"°
N=10, P=30 3.9314x107° 5.8699 %107’
N=10, P=60 7.0634x10°° 2.8719x107°
N=10, P=108 0.0024 3.1557 %107
N=30, P=60 4.4124%x107° 3.8344x10°°
N=30, P=108 6.5344x107* 3.3453x107

Tabla 5.5: Comparacion del factor de error en el desacoplo de las entradas calculando

la matriz B, con V=" ycon V' siguiendo el Método 2.
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Como se observa, al igual que ocurre con el Método 1, los resultados obtenidos

tomando B, =V'#*B son mejores que invirtiendo la matriz ¥ de vectores propios.

Incluso, en algunos casos como para N=10 y P=108, el indice de error en el desacoplo de

las entradas se reduce en seis ordenes de magnitud, lo cual supone una mejora mas que

apreciable. Solo para (N=3, P=30) y (N=10, P=30) no se consigue superar los resultados

obtenidos inicialmente. Con todo ello, vemos que los peores resultados corresponden

nuevamente al caso en el que tomamos los 30 modos de la estructura (N=30).

Ortonormalizando ahora los vectores de la base que desacopla el sistema, resultan

los indices de error que mostramos en la siguiente tabla:

Factor de acoplo de

Factor de acoplo de las

las salidas entradas
N=1, P=3 8.1993x107" 3.1752x107"
N=1, P=30 1.6767 x107' 3.4854x107"
N=1, P=60 1.9326x107" 7.8294x107°
N=1, P=108 8.3503x107" 1.5178x10°°
N=3, P=30 8.7288x107" 1.8750x107"
N=3, P=60 1.0217 x 107" 1.9793x107"
N=3, P=108 3.5931x107" 2.4285x107"
N=10, P=30 2.8331x107" 5.8373x107"
N=10, P=60 6.3000x107" 1.4374x107"
N=10, P=108 2.2891x10™" 2.1662x107°
N=30, P=60 3.4941x107" 7.2084x10°*
N=30, P=108 1.1251x107" 2.3826x107°

Tabla 5.6: Factor de error en el desacoplo de las salidas y entradas del sistema ortonormalizando la base

de vectores propios calculando la matriz B, con V=" 6 con V', siguiendo el Método 2.
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Para analizar los resultados obtenidos en este ultimo caso debemos compararlos
con los presentados en las tablas anteriores. Por un lado, atendiendo a los resultados en la
tabla 5.4 con respecto a los mostrados en la tabla 5.6, encontramos que, respecto al
desacoplo de las salidas, éste mejora o permanece igual para todos los casos excepto para
(N=1,P=30), (N=1,P=108), (N=3,P=30) y para (N=1,P=60). En lo que se refiere a las
entradas, tenemos que, si comparamos el factor de acoplo tomando B, =V'*B,

mostrado en la tabla 5.5, con el que obtenemos ortonormalizando la base, éste disminuye

o queda igual para practicamente todos los casos.

Por otra parte, para discutir la conveniencia de emplear el Método 1 o el Método

2 para la obtencion de la nueva base de autovectores que desacople el sistema, debemos
comparar los resultados mostrados en las tablas 5.1, 5.2 y 5.3 con los de las tablas 5.4,
5.5 y 5.6, respectivamente. Asi, encontramos que, en general, la exigencia del
cumplimiento por parte de los nuevos vectores propios de las condiciones del Método 2,
da mejores resultados, esto es, un menor indice de error, en el desacoplo de las entradas y

salidas del sistema.

Por ultimo, y como comentario general, observamos que, sobre todo con el
Meétodo 2, a medida que aumenta, bien el nimero de modos de la celda, bien el numero
de actuadores, el desacoplo empeora, especialmente en el caso de las salidas. EI motivo
es que conforme aumenta la dimension de las matrices implicadas, éstas estan cada vez
peor condicionadas, esto es, mas cerca de la singularidad, y, por tanto, los errores que se

acumulan al operar con ellas son cada vez mayores.



CAPITULO VI

INCLUSION DEL RUIDO E
INCERTIDUMBRES EN LA DINAMICA

EN EL SISTEMA DESACOPLADO

A lo largo de los capitulos IV y V hemos considerado el sistema ideal, dejando
de lado tanto el ruido como las incertidumbres en la dindmica del espejo primario del
Gran Telescopio Canarias. De hecho, el desacoplo se disena prescindiendo de estos dos
efectos perturbativos. Este es el momento de estudiar de qué forma el procedimiento
disefiado se ve afectado por el hecho de incluir en la planta el ruido y las incertidumbres

en la dinamica.

VI.1. INCLUSION DEL RUIDO EN EL PROCEDIMIENTO DE DESACOPLO DEL
SISTEMA

En primer lugar veamos qué ocurre si incluimos en el modelo del sistema el

ruido que, en este caso, es de proceso:

X=A%*X+B*U,, +Br+R
Y,,=C*X

real

real (61)
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donde el significado de las variables X, 4, B, C, U,eqs € Yrea €5 €l mismo que en (5.1)

(ver capitulo V) y Br es la matriz de entrada para el ruido de proceso R,.q.

Al hacer el cambio de base que diagonaliza la matriz 4 del sistema, encontramos

que:

V'« X)=(V " *AdxV)* (V" '« X)+ (V" «B)*U,_, + (V"' *Br)*R
Yreal = (C * V) * (V_l *X)

real

0, lo que es lo mismo:

+Br *R

z = Ar *z + Bn *U,,eal ; real (6 2)

Yreal = Cn *z

Tenemos que Br es una matriz con 2N+2P filas y P columnas que presenta la

forma siguiente:

01,1 01,2 01,P—1 OI,P
02N+P,1 02N+P,2 "’ 02N+P,P—1 02N+P,P
Br= 12N+P+1,1 02N+P+1,2 02N+P+1,P—1 02N+P+1,P
02N+P+2,1 12N+P+2,2 t 02N+P+2,P 02N+P+2,P
L 02N+2P,1 02N+2P,2 02N+2P,P—1 12N+2P,P A

Como se observa, las entradas de ruido se encuentran desacopladas en la
representacion original. Sin embargo, tras el cambio de base, dichas entradas se acoplan
entre si y la matriz Br, tiene, en general, todos sus elementos distintos de cero. Asi pues,
tenemos que plantearnos si con el método propuesto para las salidas y las entradas de

control podemos o no desacoplar las entradas de ruido.

Ya demostramos en su momento que podemos encontrar dos matrices 7, y 7y,

tales que:
B, =B, *T,~"
C, =T, *C,

siendo B, y C, las matrices en (5.3) y (5.4), respectivamente (ver capitulo V).

De la misma forma es posible hallar otra matriz que llamamos 7, ,, tal que:
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Br, = Br, T,

u,r

teniendo Br, la misma forma que la matriz B, en (5.6) (ver capitulo V). Notese que tanto
Br, como T, se calculan con el mismo procedimiento que B, y 7, sin mas que sustituir

la matriz B por Br.
Asi, podemos escribir el sistema en (6.2) como sigue:

z=A, *z+B *U + Br, *R

virtual real

virtual v virtual ( 6 ) 3 )
Yvirlual = Cv *z
donde:
Uvirtual = Tu * Ureal
-1
virtual "~ Tvy * Yreal
R = th,r *R

El sistema en (6.3) tiene tanto las entradas de control (U,;wq;) como las de ruido

(Rvirwar) y las salidas (Yyiq) desacopladas.

VI.2. EFECTO DE LAS INCERTIDUMBRES EN LA DINAMICA DEL ESPEJO
SOBRE EL DESACOPLO DEL MISMO

Considerar en el modelo del espejo las incertidumbres en la dindmica del mismo
que, como ya explicamos en el capitulo II, pueden provenir tanto de la rigidez de los
soportes de los segmentos, k , como de la frecuencia propia de los actuadores, w,,
tiene mayor impacto sobre el método de desacoplo que el hecho de incluir el ruido de
proceso. En realidad, puesto que el desacoplo lo hemos llevado a cabo sobre el
subsistema compuesto por la celda y los segmentos, ya que la dinamica de los
actuadores estd ya desacoplada, s6lo analizaremos como afectan al desacoplo las

variaciones en el valor de la variable £, .

Tal y como comentamos en el capitulo II, el pardmetro & puede tomar valores
distintos para cada uno de los soportes de los segmentos, aunque no presenta
variaciones a lo largo del tiempo. Esto, que en principio podriamos pensar que
simplifica el proceso de control puesto que se pueden determinar cada una de las &, a

priori, resulta nocivo para el método de desacoplo que hemos disefiado y presentado en

este capitulo. Como hemos puesto de manifiesto a lo largo del mismo en numerosas
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ocasiones, este método tiene su razon de ser en la multiplicidad del autovalor 4, de la

planta, asociado a la dindmica de los segmentos. Ello nos permite, entre otras cosas,
recombinar los vectores del subespacio correspondiente sin alterar con ello la dindmica

del sistema.

Tomando un valor de &, distinto para cada soporte nos encontramos con que
desaparece esta multiplicidad y, por tanto, el desacoplo, tal y como lo hemos disefiado,
deja de ser valido. Sin embargo, y puesto que el valor de la rigidez de los soportes varia
en torno al valor nominal, k, =6x10°N/m, pero de forma acotada (ver capitulo II),
nos parece interesante llevar a cabo un breve estudio sobre hasta qué punto el desacoplo
que se consigue para el sistema nominal sigue siendo aceptable cuando consideramos

las incertidumbres en la dindmica del espejo, concretamente en el valor de &, .

Comenzamos este estudio estimando la dispersion de los autovalores del
subsistema S, (compuesto por los segmentos cuya dindmica no se modifica por el
acoplamiento con la celda) en torno al valor nominal, A,, para distintos grados de
incertidumbre en el valor de k. Para ello, en la siguiente tabla presentamos la mayor
distancia, expresada tanto en valor absoluto como en tanto por ciento, de los valores
propios del subsistema S, al autovalor A,, para distintas variaciones de la constante de

rigidez de los soportes de los segmentos respecto al valor nominal.

Ak (%) Maxima diferencia Maxima diferencia
(valor absoluto) (%)

+0.05 0.0273 0.0149
£0.1 0.0519 0.0284
+0.25 0.1193 0.0653
0.5 0.2134 0.1169
+0.75 0.2933 0.1606

+1 0.4376 0.2397
+1.5 0.6999 0.3833
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+2 0.8261 0.4525
+2.5 1.0300 0.5641
+3 1.2334 0.6755
+3.5 1.7405 0.9533
+4 1.7496 0.9583
4.5 1.6390 0.8977
+5 2.2260 1.2192

Tabla 6.1: Maxima desviacion, en valor absoluto y en tanto por ciento, de los autovalores del sistema

variando la & respecto a los de la planta nominal.

Observamos que a medida que aumenta la desviacion del valor de los &k, en

torno al valor nominal (ndtese que puesto que la variacidon es en un entorno de 4 % del
valor nominal, de forma neta es del 24%) siguiendo una distribucion normal, la maxima

diferencia entre los autovalores resultantes y los correspondientes a la planta nominal

(Ak, = 0% ) aumenta, aproximadamente, de forma lineal. Asimismo vemos que esta

diferencia tiene un valor bastante pequefo incluso para la maxima incertidumbre

(Ak, = +5%). Este resultado nos lleva a plantearnos que las matrices que obtenemos
para el desacoplo del sistema nominal, 7, y T, , podrian seguir siendo validas en el caso
de considerar pequefias incertidumbres en el valor del parametro k. .

Para estudiar este efecto vamos a llevar a cabo la simulacion de la planta en lazo
abierto empleando las matrices de desacoplo 7, y T, tal y como mostramos en el

siguiente dibujo:
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Pentradas
virtuales:
U,
U,(2)
U,(P)
7-U—1
l Sistema MIMO con
Pentradas 2N+2Pestados , P Psalidas
reales » entradas y Psalidas ’ reales
(Nominal o con
Incertidumbres) l
7}‘1
Psalidas
virtuales

Con el objeto de comprobar el grado de desacoplo de la planta, excitamos una
sola de las entradas virtuales y medimos la correspondiente respuesta de las salidas

virtuales. Si el desacoplo es completo, debemos encontrar que:

» Caso I: Si la entrada excitada es alguna de las N primeras que, como ya hemos
visto, afectan al subsistema que hemos llamado §; (compuesto por los N modos
de la estructura y los otros tantos actuadores cuya dindmica se altera por el
acoplo con ésta), las unicas salidas virtuales que responden a esta entrada son las
del mismo subsistema, es decir, las N primeras. Debido al desacoplo que, como
ya hemos demostrado, existe entre los subsistemas S; y S (son los P-N
actuadores cuya dinamica no cambia a pesar del acoplo con la celda), las P-N

salidas virtuales restantes no deberian verse alteradas.
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» Caso 2: Si la entrada excitada corresponde a alguna de las del subsistema S,
esto es, es alguna de las P-N ultimas, esperamos encontrar que, por un lado, las
salidas virtuales del subsistema S| no se ven afectadas debido al desacoplo entre
subespacios y, por el otro, que la tnica salida virtual que responde a la entrada
es la que corresponde a ésta. El resto deben permanecer inalteradas gracias al

proceso de desacoplo llevado a cabo en S,.

En realidad, esto ocurriria en el caso ideal, es decir, si el desacoplo del sistema
fuese perfecto. Sin embargo, veremos a continuacion que, incluso en el caso nominal,
esto no ocurre. Por tanto, lo que debemos comprobar es que la influencia del comando
virtual es mucho mayor en la salida o salidas virtuales correspondientes a la entrada
excitada que en el resto. Queremos hacer notar que, en todos los casos, hemos optado
por presentar los resultados obtenidos en el caso mas general posible, esto es, N=30 y

P=108.

VI.2.1. Estimacion del desacoplo en el sistema nominal

Para saber como se degrada el desacoplo al incluir en el sistemas las

incertidumbres en k&, , es necesario comparar los resultados obtenidos con los

correspondientes al sistema nominal, para lo cual ejecutamos el algoritmo creado para

tal fin, en este ultimo caso, encontrando que:

» Caso I: En este primer caso excitamos una de las N primeras entradas virtuales,
concretamente la n® 15, con un escalon unitario. Si llevamos a cabo la
simulacion del sistema nominal en lazo abierto en estas condiciones y
representamos graficamente la respuesta del mismo, obtenemos las siguientes

figuras:
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Figura 6.1: Respuesta de la salida virtual n° 15 en lazo abierto cuando excitamos la misma entrada virtual

con un escalon unitario.
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Figura 6.2: Respuesta del resto de salidas virtuales del subsistema S| en lazo abierto cuando excitamos la

entrada virtual n® 15 con un escaldn unitario.
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Figura 6.3: Respuesta de las P-N=108-30 salidas virtuales del subsistema S, en lazo abierto cuando

excitamos la entrada virtual n° 15 con un escaldon unitario.

En las figuras 6.1, 6.2 y 6.3, se observa que, efectivamente, existe un desacoplo
claro entre los dos subsistemas ya que, cuando excitamos una de las N primeras entradas
virtuales, las P-N tltimas salidas virtuales se ven afectadas en un factor de 107"

respecto a la correspondiente a la entrada excitada.

» Caso 2: En esta ocasion, excitamos una de las entradas virtuales del subsistema
S», concretamente la n° 65. Los resultados de la simulacion los mostramos en las

siguientes graficas:
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Figura 6.4: Respuesta de la salida virtual n® 65 en lazo abierto cuando excitamos la misma entrada virtual

con un escaldn unitario.
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Figura 6.5: Respuesta de las N=30 salidas virtuales del subsistema S, en lazo abierto cuando excitamos la

entrada virtual n° 65 con un escalon unitario.
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Figura 6.6: Respuesta del resto de salidas virtuales del subsistema S, en lazo abierto cuando excitamos la

entrada virtual n® 65 con un escaldn unitario.

Excitando una de las entradas virtuales correspondientes al subsistema S,
encontramos nuevamente el desacoplo entre subsistemas, tal y como muestra la figura
6.5. Pero en este caso, ademas podemos comprobar que efectivamente se consigue el
desacoplo dentro de S, subsistema para el que hemos disefiado el método de desacoplo
que hemos presentado en los capitulos IV y V. En la figura 6.6 representamos la
respuesta temporal de todas las salidas virtuales de S,, excepto la correspondiente a la

unica entrada que excitamos y si la comparamos con la de la figura 6.4, comprobamos

que entre ambas hay un factor de 10™"" (aunque, en realidad, para un gran nimero de

salidas este factor es mucho mas pequefio, como se aprecia en la grafica de la figura

6.6).

VI1.2.2. Estimacion del desacoplo incluyendo incertidumbres en la dinamica del

sistema

Para estudiar en qué medida afectan al desacoplo de la planta las incertidumbres
en la dindmica, hemos llevado a cabo simulaciones en lazo abierto en los casos 1 y 2,

considerando diferentes variaciones en el pardmetro k_ respecto al valor nominal. Si



166  Capitulo VI: Inclusién del ruido e incertidumbres en la dindmica en el sistema desacoplado

dicha variacion se mantiene dentro de los margenes que aparecen en la tabla 6.1, es de

esperar que el comportamiento del sistema nominal y con incertidumbres sea bastante

parecido, como asi lo pronostican los resultados presentados en la misma tabla. Una

gran divergencia en las respuestas obtenidas en ambos casos implicaria que el

desacoplo, tal y como lo hemos disefiado, no es aplicable cuando la dindmica de la

planta difiere de la nominal.

Los resultados obtenidos los presentamos en forma de tablas donde mostramos

en las columnas 2, 3 y 4 el maximo valor absoluto alcanzado durante el tiempo de

simulacion por la salida virtual Y, que corresponde a la entrada excitada, por el resto de

las Y, del mismo subsistema y, por ultimo, por las Y, del otro, respectivamente.

Caso I:
M?° valor alcanzado | M® valor alcanzado por | M® valor alcanzado
Ak, (%) porla ¥, n°15 | las Y, restantesen S | porlas Y, de S;
0 0.4528 1.3106 2.6430x107"
+0.05 0.4528 1.3106 2.1292x107
+0.1 0.4528 1.3106 4.2582x10™
+0.25 0.4528 1.3106 1.0643x10°°
+0.5 0.4528 1.3106 2.1278x107
+0.75 0.4528 1.3106 3.1900x 107
+1 0.4528 1.3106 4.2507 %107
+1.5 0.4528 1.3106 6.3658 x10™°
+2 0.4528 1.3105 8.4703x10
+2.5 0.4528 1.3105 1.0567x107
+3 0.4528 1.3105 12660107
+3.5 0.4528 1.3105 1.4739x107
+4 0.4528 1.3104 1.6803x107
+4.5 0.4527 1.3104 1.8849x107
+5 0.4527 1.3104 2.0873x107

Tabla 6.2: Excitamos la entrada virtual n° 15 con un escaldn unitario.
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Como vemos, el desacoplo entre las salidas virtuales de los dos subsistemas cae

siete 6rdenes de magnitud (de 10™"" a 107*) si permitimos que la rigidez de los soportes

de los segmentos varie un +0.05% en torno al valor nominal. Sin embargo, a medida

que la incertidumbre en esta variable aumenta, el maximo valor absoluto alcanzado en

algin momento de la simulacion por las salidas virtuales de S, crece, pero de forma

mucho mas suave.

Por tanto, la principal conclusion a la que llegamos a la vista de los resultados

mostrados en la tabla 6.2 es que el desacoplo entre S; y S> se rompe al considerar

incertidumbre en k, y lo hace gradualmente a medida que ésta varia de £0.05% a

+5%.
Caso 2:
M?° valor alcanzado | M® valor alcanzado por | M® valor alcanzado

Ak, (%) por la Y, n® 65 las Y, restantes en S, | por las Y, de 5
0 1.9103 1.0362x107" 1.2489x107°
+0.05 1.9103 2.3313x107* 2.4555%x107"
+0.1 1.9103 4.6624 %107 4.9107x107"
+0.25 1.9103 1.1654x107 1.2274 %107
+0.5 1.9103 2.3301x10°° 2.4537x107
+0.75 1.9103 3.4934x10°° 3.6784x107°
+1 1.9103 4.6550x107 49011x107°
*1.5 1.9102 6.9711x107 7.3384x107°
+2 1.9102 9.2747x107 9.7618x107
2.5 1.9102 1.1562x107* 1.2167x107*
+3 1.9102 1.3830x107° 1.4552x107°
3.5 1.9101 1.6089 %107 1.6911x107
+4 1.9101 1.8326x107 1.9242 %107
+4.5 1.9100 2.0537x107* 2.1541x107
+5 1.9100 2.2719x107° 2.3828x107°

Tabla 6.3: Excitamos la entrada virtual n° 65 con un escalon unitario.
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A la vista de los resultados mostrados en la tabla 6.3, que corresponden a la
aplicacion de un escalon unitario a la entrada virtual n® 65 (correspondiente a S>), y mas
concretamente en la Ultima columna, se constata la ruptura del desacoplo entre
subespacios.

Ademads, en este caso comprobamos como el desacoplo entre las salidas
virtuales de S, decae cuando incluimos en el modelo de la planta incertidumbres en la
dindmica y como lo hace al mismo ritmo que se degrada el desacoplo entre subsistemas,
tal y como se pone de manifiesto al comparar las dos tltimas columnas de esta tabla.

Sin embargo, es imposible saber si estos resultados son aceptables o no sin
compararlos con lo que ocurre cuando aplicamos un escalon unitario a la entrada (ahora
real) n° 65 del sistema sin desacoplar y llevar a cabo un estudio similar al que refleja la
tabla 6.3. En esta ocasion consideramos unicamente los extremos del intervalo de

variacion de k_ y la razon para ello es clara a la vista de la siguiente tabla:

M® valor alcanzado | M° valor alcanzado por

Ak, (70) porla Y, n°65 |las Y, restantesen S;
0 1.8972 4.5248 %107
+0.05 1.8972 4.5251x107°
+5 1.8968 4.5457x107°

Tabla 6.4: Excitamos la entrada real n° 65 del sistema sin desacoplar con un escaldn unitario.

De lo primero que nos percatamos es que con el sistema desacoplado no hay
apenas diferencias entre los resultados obtenidos con un +0.05% o un *5% de
incertidumbre. Esto es 16gico si tenemos en cuenta la tabla 6.1 en la que se ve que la
dinamica del sistema, esto es, sus polos, apenas sufren variaciones importantes para las
incertidumbres consideradas. Pero, sin duda, la conclusion mds importante que
extraemos al comparar las tablas 6.3 y 6.4 es que, a partir de un Ak, =+1.5%, el
método disefiado para el desacoplo del subsistema S, deja por completo de ser efectivo.

Para incertidumbres mas pequenas, entre un £0.05% y un £1%, se consigue rebajar en

uno o dos ordenes de magnitud el desacoplo de las entradas y salidas en S,.



169  Capitulo VI: Inclusién del ruido e incertidumbres en la dindmica en el sistema desacoplado

Por ultimo, con el objeto de ilustrar graficamente como se rompe el desacoplo
entre los subsistemas S; y S, debido a la influencia de las incertidumbres en el modelo,
presentamos una serie de figuras en el dominio de las frecuencias. En ellas
representamos la transformada de Fourier [Brigham, 1988] [Little, 1992] de la respuesta
del sistema (salidas virtuales) y corresponden al Caso 2 (sélo actuamos sobre una de las

salidas virtuales del subsistema S,).
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Figura 6.7: Espectro de las salidas virtuales en el caso nominal.
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Figura 6.8: Espectro de las salidas virtuales paraun Ak, = 10.1%.
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En la figura 6.7 vemos como, cuando trabajamos con el modelo nominal, el
desacoplo entre los subsistemas es patente ya que, si excitamos una de las entradas
correspondientes a S, solo aparece en el espectro de la respuesta del sistema total el
modo de 28z, propio de los P-N (=108-30) actuadores de S,. En cambio, al considerar
incertidumbres en el valor de &, , aunque ésta sea tan solo del +0.1%, ya observamos
en la figura 6.8 que ademds del modo de 28Az, se ven también excitados los
correspondientes a 17 y 55hz, que corresponden al subsistema S;. Estos resultados
coinciden con los presentados en la tabla 6.3, donde apreciamos que el factor de
desacoplo entre subsistemas cae cinco 6rdenes de magnitud al incluir un +£0.1% de

incertidumbres en £, .

En la figura 6.9 representamos conjuntamente los espectros obtenidos para

distintos valores de Ak, (ver codigo de colores):

0.05 ,l\

0.04 \

0.02 \
A

|
#
prie

0
0 50 100 150 200
f(hz)

fit(Yv)
o
o
w

Figura 6.9: Espectros de las salidas virtuales para distintos valores de Ak, .

Rojo — Nominal
Azul oscuro — Ak ,=10.1%

Azul claro —» Ak ,=+0.5%
Magenta —» Ak =+1%
Verde — Ak ,=1+2.5%

Negro — Ak ,=+5%
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En el dominio de las frecuencias es imposible mostrar como desaparece el

desacoplo dentro del subsistema S> a medida que aumenta &, (ver tabla 6.3). El motivo
es que aunque vimos que a partir de un Ak, = +1.5%, las salidas virtuales estan tan

acopladas como las reales en el sistema original (ver tablas 6.3 y 6.4), el modo que

corresponde a todos los actuadores de S, sigue estando en 28/z.






CAPITULO VII

DISENO DE UN CONTROLADOR PARA
EL SISTEMA DESACOPLADO.
ESTUDIO DE ROBUSTEZ Y RECHAZO

AL RUIDO

En este capitulo presentamos un estudio de las prestaciones obtenidas con una
serie de controladores disefiados para el sistema desacoplado [Siljak, 1991], [Huang,
1998]. A través de este estudio se pone de manifiesto la importancia del procedimiento
de desacoplo del espejo primario del GTC, que hemos presentado en los capitulos
previos, por cuanto nos permite abordar el problema del control del sistema global

[Boyd, 1991], [Campo, 1994], mediante la implementacion de controladores SISO.

Los controladores que presentamos en la primera parte de este capitulo estan
basados en una estrategia proporcional, integral y la combinacion de ambas [Astrom,
1995]. Para cada una de ellas realizamos, ademas de simulaciones del sistema en lazo
cerrado, un estudio en el dominio de las frecuencias de la robustez frente a
incertidumbres en la dinamica del modelo del espejo primario del Gran Telescopio
Canarias [Doyle, 1982]. También analizamos el rechazo al ruido que conseguimos con

cada uno de los controladores propuestos.
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A continuacién aplicamos a nuestra planta un controlador H_ [Acosta, 2002],

en un intento de mejorar el rendimiento obtenido con los controladores anteriores.

Vil.1i. DISENO DE UN CONTROLADOR PROPORCIONAL, INTEGRAL Y
PROPORCIONAL-INTEGRAL

Para estudiar el comportamiento del sistema sometido a una acciéon de control
proporcional, nos planteamos realizar la simulacion del sistema en lazo cerrado [Grace,
1992], [Matlab, 1992], [Astrom, 1984], [Ogata, 1994] empleando las matrices de

desacoplo, tal y como mostramos en el siguiente dibujo:

Pentradas Sistema MIMO con Psalidas
reales reales

71 2N +2Pestados , P -1
—> —> : ——
¢ entradas y Psalidas d

(Nominal o con
Incertidumbres)

Pentradas Psalidas
virtuales virtuales

Controlador -
Proporcional < Q‘

Consigna

Nuestro objetivo es llevar a cabo la implementacion de un control en lazo
cerrado como el que mostramos, donde la consigna distinta de cero la imponemos a una
sola de las P salidas virtuales (tendra un valor igual a la unidad), y donde hemos optado
por la estrategia mas sencilla: un control proporcional. En este punto, cabe comentar
que existen varias alternativas en lo que al disefio del controlador se refiere:

1) La primera opcion consiste en implementar un controlador del tipo:

10--0
ko0 L

p

00 -1



175  Capitulo VII: Disefio de un controlador para el sistema desacoplado. Estudio de robustez y ...

donde estariamos cerrando los P lazos de realimentacién con un control proporcional de
igual ganancia. La desventaja que tiene actuar de esta manera es que, para evitar que
algunas de las salidas virtuales distintas de la que pretendemos controlar se inestabilice,

debemos tomar un valor pequefio para la constante proporcional k, lo que, como

veremos a continuacion, produce un offset importante en el sistema.
2) La segunda posibilidad consiste en realimentar unicamente la salida que

queremos controlar, es decir, implementar un controlador de la forma:

00 - 0 --- 0]
00:--0 ---0
00k, -0
00 0 - 0]

que resulta mas interesante puesto que podemos aumentar el valor de &, para lograr un

mejor control de la salida virtual elegida, sin que se produzcan efectos de
inestabilizacion del resto de variables. Es por esto por lo que hemos elegido esta
segunda estrategia. En caso de querer controlar mas de una salida virtual, tendriamos

que emplear distintos &, para cada uno de los lazos de realimentacion.

De nuevo, es obligado ver qué ocurre con el sistema nominal, ya que serd la
referencia con la que comparar los resultados obtenidos al incluir incertidumbres en la
dindmica. Es importante notar que ya que implementamos un controlador SISO, sélo
cerramos el lazo de realimentacion de una de las salidas virtuales del subsistema S5,
concretamente elegimos de nuevo la n° 65. En este punto cabe recordar que las N
entradas y salidas de S| no estan desacopladas entre si (tampoco en el espacio virtual) y,
por tanto, es necesaria la implementacion de un controlador MIMO para conseguir que
las salidas virtuales de este subsistema sigan la consigna indicada. S6lo cuando hacemos
N=1 podemos aplicar un controlador SISO a, en este caso, la unica salida de S;. De

hecho, con un control proporcional, siendo &, = 0.5, controlamos esta salida sin afectar

al resto.
En las figuras que siguen presentamos los resultados de la simulacion con N=30

y P=108:
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0.7

T
AR
i

0.1

Yv
|
|
——
I
\_
P
\
|

JAVAVAVAYAVAVA

t(sg)

Figura 7.1: Respuesta de la salida virtual n° 65 en lazo cerrado cuando cerramos el lazo de control de ésta
conuna k, =0.5, siendo la consigna la unidad.

-10

s U/\UAV/\ A\/\/\V/‘ JAVAVAV aVAVAVA

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t(sg)

Figura 7.2: Respuesta de las N=30 salidas virtuales del subsistema S; en lazo cerrado cuando cerramos el

lazo de control de la n® 65 con una k,=0.5, siendo la consigna la unidad.
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t(sg)

Figura 7.3: Respuesta del resto de salidas virtuales del subsistema S, en lazo cerrado cuando cerramos el

lazo de control de 1a n° 65 con una k,=0.5, siendo la consigna la unidad.

A la vista de estas graficas la principal conclusion a la que llegamos es que, por
una parte y tal y como cabia esperar, las simulaciones mostradas en las figuras 7.2 y 7.3
son muy parecidas a las de las figuras 6.5 y 6.6 (ver capitulo VI), ya que realmente
todas las salidas virtuales, a excepcion de la n° 65, evolucionan en lazo abierto. Esta

Gltima presenta, para el valor de k, elegido (0.5), un offset importante si tenemos en

cuenta que la consigna impuesta es +1, tal y como se aprecia en la figura 7.1. Este error
en régimen permanente disminuye, como es bien sabido, a medida que aumenta el valor
de la constante proporcional. Ademas, como Unicamente cerramos el lazo de control
sobre la salida que nos interesa, dicho valor puede aumentar considerablemente sin que
ello altere apenas el comportamiento del resto de las salidas de la planta.

Ahora cerraremos los P lazos de control tomando N=1 (para que los P
controladores sean SISO) y P=108 . Nuevamente, empleamos una estrategia de control
proporcional donde, tal y como comentamos con anterioridad, sintonizamos el valor de

las P constantes k, que logran un buen comportamiento de la planta para una consigna
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dada (seguimos tomando +1). El resultado de la simulacion es el que mostramos en la

siguiente figura:

25

t(sg)

Figura 7.4: Respuesta de las P=108 salidas virtuales de la planta nominal cerrando cada uno de los lazos

con un control proporcional.

En esta figura se observa coémo, efectivamente, con P controladores SISO
conseguimos que todas las salidas virtuales sigan el valor de consigna marcado aunque,
eso si, presentando diferentes tiempos de respuesta, coeficientes de amortiguamiento y
offsets. Queremos hacer notar que la respuesta mostrada en la figura 7.4 podria
mejorarse, para las salidas que peor comportamiento presentan, sintonizando mejor el

valor de la constante proporcional k, del lazo de realimentacion correspondiente,

aunque en ningun caso lograriamos eliminar el error en régimen permanente debido a la
estrategia de control empleada.

En la préactica, si queremos controlar la posicion de los segmentos del espejo y
conseguir asi que ésta sea una determinada, debemos imponer el seguimiento de una
consigna a las salidas reales del sistema en lugar de a las virtuales. Con ello, el diagrama

de bloques del sistema en lazo cerrado quedaria de la siguiente manera:
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Consigha
s | simanpnocon ("ot | Perors
-1 2N +2Pestados , P +
—p v — » . }O
enfradas y Psalidas \
(Nominal o con
Incertidumbres)
Pentradas Perrores
virtuales virtuales
Controlador 71
) Y e
Proporcional

Llevando a cabo la simulacion segun este esquema, tomando nuevamente como
consigna el valor +1, y cerrando el lazo con el mismo controlador proporcional con el
que obtuvimos la figura 7.4, obtenemos la siguiente respuesta por parte de las salidas

reales del sistema:

Yr

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t(sg)

Figura 7.5: Respuesta de las P=108 salidas reales de la planta nominal cerrando cada uno de los lazos

‘virtuales’ con un controlador proporcional.
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Si nos fijamos en una cualquiera de las respuestas, tenemos lo siguiente:

1.8

1.6

1.4

1.2

Yr

0.8

0.6

0.4

0.2

t(sg)

Figura 7.6: Respuesta de la salida real n® 20 frente a la consigna con un controlador proporcional.

donde en rojo hemos trazado la consigna y en azul la respuesta elegida para dar cuenta
del offset que presenta.

Si queremos conseguir eliminar el error en régimen permanente en la respuesta
del sistema y lograr asi que los segmentos se alineen perfectamente, deberemos emplear
otra estrategia de control distinta de la proporcional. Asi, nos proponemos ahora disefiar
un controlador integral para cada uno de los 108 sistemas SISO en que se transforma la
planta (cuando caracterizamos la estructura o celda con un unico modo) al aplicarle el
desacoplo.

Disefiamos, por tanto, un controlador de la forma:

F(s)z%

y sintonizamos el valor de la constante integral %k, para cada uno de los sistemas SISO
por separado, lo cual es posible gracias al desacoplo existente entre ellos. Con ello,

obtenemos la siguiente respuesta de la planta nominal cuando tomamos el mismo valor

de consigna para las 108 salidas reales que en la figura 7.5:
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1.2

Yr

0 0.5 1 1.5 2
t(sg)

Figura 7.7: Respuesta de las P=108 salidas reales de la planta nominal cerrando cada uno de los lazos

‘virtuales’ con un controlador integral.

Si, de nuevo, vemos la respuesta de una de las salidas reales, tenemos lo

siguiente:

1.4

1.2

0.8

Yr

0.6

0.4

0.2

0 05 1 15 2 25 3 35 4
t(sg)

Figura 7.8: Respuesta de la salida real n° 20 con el controlador integral.
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En esta ultima figura observamos como, efectivamente, eliminamos el offset en
la respuesta del sistema aunque a costa de aumentar considerablemente el tiempo de
establecimiento del mismo.

En un intento de mejorar la respuesta obtenida con los controladores
proporcional e integral por separado, implementamos ahora un controlador PI
(proporcional-integral). Combinando las dos acciones de control pretendemos eliminar,
en lo que a la respuesta temporal se refiere, el error en régimen permanente que
observamos en la figura 7.6 y, al mismo tiempo, lograr que el sistema responda mas
rapidamente de lo que lo hace con el controlador proporcional (ver figura 7.8).

De esta forma, implementamos un controlador dado por la siguiente funcién de

transferencia:
k.
F(s)=k,+—
s
donde ahora debemos sintonizar el valor de los dos parametros del controlador: la

constante proporcional &, y la integral k,. Nuevamente, al estar el sistema desacoplado,

podemos hacer este proceso de ajuste de parametros para cada uno de los 108

controladores SISO por separado. Con los valores adecuados para k, y k;, obtenemos

la respuesta de la planta nominal que mostramos a continuacion, tomando la misma

consigna que para representar las figuras anteriores (+1):

25
2
1.5l
s 1 -
05
0
05
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

t(sg)

Figura 7.9: Respuesta de las P=108 salidas reales de la planta nominal cerrando cada uno de los lazos

‘virtuales’ con un controlador PI.
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En esta ultima figura observamos como, efectivamente, con una estrategia
proporcional-integral logramos que el sistema alcance perfectamente la consigna
respondiendo mucho mas rapido que con el controlador integral (ver figuras 7.7 y 7.8).

De cara a la implementacion practica de cualquiera de los tres controladores
presentados resulta imprescindible estudiar su robustez frente a incertidumbres en el
modelo dindmico del espejo primario del GTC, asi como el rechazo al ruido que nos

permiten conseguir [Skogestad, 1989].

Vil.2. ESTUDIO DE LA ROBUSTEZ DE LOS CONTROLADORES P, I Y PI
FRENTE A INCERTIDUMBRES EN LA DINAMICA

Nuestro objetivo ahora es analizar la robustez de los controladores proporcional,
integral y proporcional integral disefiados para el sistema desacoplado, frente a
incertidumbres en la dindmica del espejo primario del GTC [Doyle, 1982], [Doyle,
1992]. Estas incertidumbres son debidas a la variacion del valor de la constante de

rigidez de los segmentos, &, , en torno a su valor nominal.

Para llevar a cabo este estudio emplearemos un resultado conocido, el Teorema
de Safonov [Chiang, 1992], que, en base a un estudio en el dominio de las frecuencias,
nos permite predecir la estabilidad de un sistema en lazo cerrado frente a incertidumbres

en la dindmica de la planta [Safonov, 1980].

Para ello, consideremos un sistema MIMO y sea A ,(s) una perturbacion

aditiva:
Planta perturbada
PNV ;
R(s) ' [U(s) RLE);
\ Fs) H—» 6(s) »O—+1—

Figura 7.10: Diagrama de bloques de un sistema con perturbaciones aditivas

en lazo cerrado con un controlador F'(s) .
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entonces, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema de Safonov.- Supdngase que el sistema de la figura anterior es estable

si A ,(s) es cero. Entonces, el tamafio de la perturbacion aditiva A ,(s) mas pequeiia,

siendo A ,(s) estable, para la cual el sistema se hace inestable es:

_ . 1

a(A,(jw)= @)

donde:

o (0) representa el mayor valor singular de la funcién que le pasemos como argumento,
R(s) es la funcidon de transferencia del comando frente a la entrada de consigna en la

planta de la figura 7.10, es decir:

R(s) = % = F(s)(I +L(s))™", siendo L(s) = G(s)F(s) o

Asi, cuanto menor sea & (‘R( jw)), mas grande sera el tamafio de la perturbacion
aditiva permitida y, por tanto, el margen de estabilidad de la planta.

Como consecuencia de este teorema, se suele especificar el margen de

estabilidad del sistema en lazo cerrado como:

1
(W, (jw))

donde & (W2 ( jw)) representa el tamafio de la mayor perturbacion aditiva.

F(R(jw)) <

Para hallar E(‘R( jw)) necesitamos tener R(jw) que, como acabamos de ver,

obtenemos como:
R(s) = F(s)(I + L(5))" = F(s)(I + G(s)F(s5))"
En nuestro caso, debemos en realidad considerar que:
R(s) = F(s)* ([ +G(s) * F, (5))”"
siendo:
Fy () =T, *F(s)*T,"

donde, como vemos, estamos incluyendo en el sistema en lazo cerrado las matrices de

desacoplo. Ante la dificultad de determinar analiticamente ‘R(s), la evaluamos en

distintas frecuencias, para lo que empleamos las relaciones bien conocidas:

G(jw)=C*(Gjwl —A) "' *B+D
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F(jw)=C, *(jwl —A)" #B +D,
siendo (4, B, C, D) y (4., B., C., D) las matrices de estado de la planta nominal sin
desacoplar y del controlador, respectivamente.

Una vez evaluada G(jw) y la funcion de transferencia del controlador F'(jw),
podremos determinar R(jw) y, mas concretamente, el maximo valor singular de esta
funcion que es el que determinard, como ya hemos comentado, la estabilidad del
sistema en lazo cerrado.

En primera instancia, empleamos el mismo controlador proporcional que para

llevar a cabo la simulacion del sistema en lazo cerrado de las figuras 7.4, 7.5 y 7.6:

k,, 0 - 0
F(s)=K=| . " . .
0 0 -k,

con lo que tenemos que:
RGW) =T, *K*T," (I +G(jw)*T, " *K*T, )"

En la figura 7.11 representamos el méximo valor singular de R( jw), expresado

en decibelios, frente a la frecuencia en rad/sg.

50

. /
. L
. N

o /

-10
0 2 3
10 10 10 10
w(rad/sg)

dB

Figura 7.11: &(%R(jw)) para la planta nominal con el controlador proporcional X.
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Hemos obtenido asi una cota para el tamafio de la méxima perturbacion aditiva

que no inestabiliza el sistema en lazo cerrado con el controlador proporcional. Resta
. _ . 1 .

calcular, entonces, la curva correspondiente a 0'(W2 ( ]w)) para cada porcentaje de

variacion en k, (Ak, ) y ver si, en todo el rango de frecuencias, estd por encima de

o (SR( jw)). Si es asi, podremos garantizar que la planta en lazo cerrado con F(s)=K

es estable para ese Ak, . Si, por el contrario, E(W2 ( jw))_1 esta por debajo de 5(9%( jw))
para, al menos, algin valor de la frecuencia, el sistema en lazo cerrado con el mismo
controlador sera inestable. Para obtener las curvas correspondientes a & (W2 ( jw))_1 para
los diferentes Ak, hemos seguido los siguientes pasos:

1) Al tratarse de perturbaciones aditivas, el diagrama de bloques de la figura

7.10 queda como:

Planta perturbada

R(s) 4 | U(s) ' Y(s)
> F(s) P—» G(s)* Aa(s) - >

Figura 7.12: Diagrama de bloques del sistema en lazo cerrado con perturbaciones aditivas.

con lo que podemos escribir que:

A, (s)=G,(s5)=G(s)
siendo G, (s) la funcion de transferencia de la planta perturbada en lazo abierto, o bien:
A,(w) =G, (jw) = G(jw)

particularizando para s=jw.

2) Hallamos la inversa del maximo valor singular de esta funcion para cada una

de las frecuencias.

En la figura 7.13 representamos conjuntamente la curva de la figura 7.11 y las
correspondientes a E(WZ( jw))f1 para distintos valores de Ak, (ver el cddigo de colores

que acompaia a la gréfica).
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Figura 7.13: &(,(jw))" (ver cédigo de colores) y & (iR( jw)) para el controlador

proporcional (en negro).

Azul - Ak,=0.1%
Magenta > Ak ,=0.05%

En esta grafica vemos que, segin nos dice el Teorema de Safonov, el sistema en
lazo cerrado con el controlador proporcional es inestable para valores muy pequefios
(0.1%) de Ak, . Incluso para un 0.05% de incertidumbres, la planta esta al borde de la
inestabilidad, tal y como se aprecia es la figura 7.13.

Si queremos una mayor robustez frente a dichas incertidumbres podriamos
conseguirla disminuyendo la ganancia del controlador proporcional (con lo que bajaria
la curva correspondiente a & (ER( jw)), a costa de hacer el sistema mas lento y aumentar
el offset de la respuesta de los segmentos.

Veamos qué ocurre si, en lugar de implementar un control proporcional,
empleamos una estrategia integral e incluimos en el modelo del sistema incertidumbres
en la dindmica. Nuevamente trabajamos con la planta desacoplada, para lo que

empleamos las matrices de desacoplo 7, y 7, que corresponden al sistema nominal.
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Procediendo de la misma forma que hicimos anteriormente, encontramos que la
curva del mayor valor singular de R( jw) que corresponde al controlador integral con el

que obtuvimos las figuras 7.7 y 7.8, presenta el siguiente comportamiento en

frecuencias:

dB

-30 \/\

w(rad/sg)
Figura 7.14: & (‘.R( jw)) para la planta nominal con el controlador integral X, /s .
De nuevo, en la figura 7.15 representamos la ultima curva que hemos obtenido

junto con las de & (W, (jw)) " para distintos valores de Ak, (ver el codigo de colores al

pie de la figura).
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Figura 7.15: E(W2 ( jW))_l (ver codigo de colores) y & (SR( jw)) para el controlador integral (en negro).

Rojo — Ak =5%
Azul oscuro —» Ak ,=50%
Verde — Ak ,=100%
Magenta > Ak ,=130%
Azul claro — Ak ,=150%

A la vista de esta figura, tenemos que con el controlador integral el sistema en
lazo cerrado es estable, segiin el Teorema de Safonov, hasta para un 100% de
incertidumbres en la dindmica, aunque a partir de este valor la planta esta ya al borde de
la inestabilidad.

Nos falta comprobar la robustez del controlador proporcional-integral propuesto

frente a Ak, . Si representamos graficamente la curva correspondiente a E(SR( jw)) con

este controlador, encontramos el comportamiento en el dominio de las frecuencias que

mostramos a continuacion:
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Figura 7.16: & (iR( jw)) para la planta nominal con el controlador proporcional-integral.

Para ver qué valores de Ak, inestabilizan el sistema en lazo cerrado con este

controlador, acudimos a la figura 7.17.
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Figura 7.17: &(W,( jW))"1 (ver codigo de colores) y & (‘.R( jw)) para el controlador

proporcional-integral (en negro).
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Azul » Ak =0.1%
Verde —» Ak ,=1%
Magenta —» Ak =2%

Como conclusion podemos afirmar que, desde el punto de vista de la robustez
del sistema en lazo cerrado frente a incertidumbres en la dindmica del modelo del espejo
primario del GTC, el controlador integral disefiado para el sistema nominal
completamente desacoplado resulta mucho mas efectivo que el proporcional-integral y
que el proporcional. Este Glltimo es, segin hemos comprobado, muy poco robusto frente

a Ak, .

VIl.3. ESTUDIO DEL RECHAZO AL RUIDO OBTENIDO CON LOS
CONTROLADORES P, 1Y PI

Puesto que vamos a estudiar el rechazo al ruido que presenta el sistema en lazo
cerrado con los controladores proporcional, integral y proporcional-integral, es
importante conocer qué tipo de ruido es el que se prevé que afecte al espejo primario del

Gran Telescopio Canarias [Forbes, 1982].

En general, caracterizar adecuadamente las perturbaciones que afectan a un
sistema es una parte esencial en el proceso de sintesis de un controlador para dicho
sistema. En el caso del GTC éste es, de hecho, uno de los principales aspectos a tener en
cuenta en el disefio del telescopio, ya que debemos considerar los efectos de la fuerza
del viento sobre el telescopio y la potencial degradacion del rendimiento del mismo que

este efecto puede producir debido a la excitacion de modos de la estructura.

Existen relativamente pocos datos experimentales sobre la velocidad del viento
dentro de cupulas comparables a la del GTC. A pesar de ello, se dispone de algunos
datos sobre presion del viento que han sido recogidos en unos pocos centros de
observacion y analizados empleando la transformada de Fourier en un rango entre 0.02
y 25hz. El analisis de estos datos concluyd que las curvas de densidad de potencia

espectral del viento obtenidas en los diferentes lugares son similares.

La velocidad rms (root mean square) del viento en Mauna Kea, donde se
encuentra situado el telescopio Keck [Aubrun, 1985], con un espejo primario

segmentado de diez metros de didmetro de similares caracteristicas a las del GTC, es de,
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aproximadamente, 15m/s, correspondiente a una presion de alrededor de 84N/m’ a
14000 pies de altitud. Cada segmento del espejo primario tiene un area aproximada de
2.104m? lo que nos da una fuerza nominal rms por segmento de 177N. En el estudio
que presentamos, asumimos que la velocidad del viento dentro de la cupula del
telescopio, cerca del espejo primario, decrece en un factor de diez respecto a la
velocidad medida fuera de la cupula. La fuerza rms sobre cada segmento del espejo es,
entonces, igual a 17.7N. Otra forma de evaluar la densidad de potencia espectral del
viento consiste en analizar los datos obtenidos con el tubo ‘pitot’, dispositivo que mide
la velocidad local a lo largo de una linea aerodindmica, tomados en el lugar de
ubicacion del telescopio. Estos datos obtenidos son primero digitalizados, y analizados
posteriormente empleando la transformada de Fourier en el rango entre 0.05 y 1004z.
Esta informacion, segiin veremos a continuacion, se traduce facilmente en la densidad

de potencia espectral de la fuerza ejercida por el viento.

Para obtener un modelo analitico de dicha fuerza se ajustan los datos

experimentales usando una funcion de la forma:

20

SenD (7.1)

i (w)=

donde f? viene dada en hz’, y w en rad/sg. Esta aproximacion reproduce
razonablemente bien los datos experimentales obtenidos en el telescopio Keck a partir
de una frecuencia de 0.5Az.

La ventaja de expresar la densidad de potencia espectral de la fuerza ejercida por
el viento sobre los segmentos del espejo como en (7.1) es que nos permite modelar
analiticamente esta perturbacion como ruido blanco coloreado por un filtro pasa-baja de
primer orden.

Las expresiones que acabamos de ver son las que se obtuvieron en su momento
para el telescopio Keck. En el caso del espejo primario del GTC, la expresion

correspondiente a la densidad de potencia espectral del viento es la siguiente:

b7

o
1+ 70.8(f fo)z

P(f)= (7.2)

siendo:

fo =10Hz,



193 Capitulo VII: Disefio de un controlador para el sistema desacoplado. Estudio de robustez y ...

F =6Newton .
Con objeto de generar este ruido d(¢), vamos a suponer que es la salida de un

sistema cuya entrada es ruido blanco w(¢) de potencia unitaria. Asi, podemos plantear

quc:
W(s) D(s)
— s B
cDWW(S) =1 ded( S )

Por otra parte, sabemos que la densidad de potencia espectral de un proceso
aleatorio coincide con la transformada de Fourier (TF) de su autocorrelacion ¢, (7)
[Marple, 1987]. Para el modelo lineal que hemos planteado, donde hemos llamado V(i)

a la funcion de transferencia que colorea el ruido blanco y lo convierte en la sefial cuya
densidad de potencia mostramos en (7.2), se cumple que la TL de la autocorrelacion de
la salida es la funcion de transferencia al cuadrado por la TL de la autocorrelacion de la

entrada, es decir:
2
D(s)= @, (s) =V (s) @, (s) (7.3)
relacion que, dado que estamos suponiendo una entrada de ruido blanco:
b (0)=06(1) = @, (s)=1 (7.4)

nos permite llegar finalmente a la siguiente igualdad:

4 427
P(f)= /fo F?= %VO SF2 = (w) (7.5)

1+ 70.8(ff0)2 1+ 70.8(%())

0, de forma equivalente:

4.2
D(w) = %0 ~F? (7.6)
1+70.8(% O)

donde, ademas de los resultados en (7.3) y (7.4), hemos usado la relacion existente entre

la frecuencia lineal, £, y la angular, w.

Esto nos permite representar en la figura 7.18 el comportamiento en frecuencias

del ruido de proceso:
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Figura 7.18: Espectro correspondiente al ruido coloreado que afecta al espejo primario del GTC.

Por otra parte, ya vimos en el capitulo VI que incluir el ruido que afecta al
espejo primario del Gran Telescopio Canarias no impone ninguna limitacion a la
aplicabilidad del método de desacoplo disefiado y presentado en los capitulos IV y V.
Sin embargo, ain no hemos estudiado el rechazo al ruido que podemos conseguir con
los tres controladores propuestos para el sistema desacoplado: el proporcional, el
integral y el proporcional-integral.

Para llevar a cabo este estudio emplearemos, como es habitual, la funcion de

sensibilidad S(s) [Chiang, 1992], [Skogestad, 1998]. Esta se define, como sabemos,

como la funcién de transferencia del sistema en lazo cerrado de la salida respecto a la

entrada de ruido. En nuestra planta el ruido, d(¢), es ruido de proceso, que afecta a la

misma tal y como se refleja en la ecuacion de estados en (6.1) (ver capitulo VI):

X=A%X+B*U,_, +Br+d(t)

rea

donde, para evitar la confusion con la consigna R(s), a lo largo de este capitulo

estamos denotando al ruido como d(¢), en lugar de R ,, como en el capitulo VI.

real

Por tanto, en lugar del diagrama de bloques habitual para un sistema afectado

por ruido de medida:
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Efecto del ruido de
medida en la planta

R(s) + Y(s)

> Fis) H—>»] 6(s) —»

D(s) i

tenemos este otro caso en el que, ademas, incluimos ya el hecho de que consideramos

un controlador disefiado para el sistema desacoplado:

E Efecto del ruido de
! proceso en la planta

F(s): Controlador para

E el sistema desacoplado E E D(s)
RS), ! UG \ v
+ ! 7}1 —» F(s) —» 7-U—1 . C » 6 : .

Si obtenemos en este caso la expresion de la funcion de sensibilidad, llegamos a
que:

Y(s)

S(s) = D(s)

= (I +G(s)*F,(s))" *G(s)

donde, manteniendo la notacidon que ya empleamos al analizar la robustez del sistema

frente a incertidumbres en la dinamica, hemos llamado:
Fy(s) =T, *F(s)*T,"
Si representamos el mayor valor singular de la funcion de sensibilidad,
o (S(jw)), tanto en el caso del controlador proporcional como en el del integral y del

proporcional-integral, obtenemos las figuras siguientes:
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Figura 7.19: Representacion en frecuencias de &(S(jw)) con el controlador proporcional.
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Figura 7.20: Representacion en frecuencias de & (S(jw)) con el controlador integral.
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Figura 7.21: Representacion en frecuencias de &(S(jw)) con el controlador proporcional-integral.

La funcién de sensibilidad nos permite conocer la atenuacion del ruido que
conseguimos con cada uno de estos controladores. Asi, comparando las figuras 7.19,
7.20 y 7.21, tenemos que el controlador proporcional-integral es el que nos permite
obtener un mayor rechazo al ruido de bajas frecuencias, seguido del controlador
integral.

Sin embargo, no podemos conocer la magnitud de este rechazo sin comparar las
curvas representadas en las figuras 7.19, 7.20 y 7.21 con la correspondiente a la funcion
de sensibilidad del sistema en lazo abierto. Para ello, representamos conjuntamente las

cuatro graficas en la figura 7.22.
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Figura 7.22: Representacion en frecuencias de &(S(jw)) en lazo abierto (rojo), con el controlador P

(verde), con el I (azul) y con el PI (magenta).

Un aspecto interesante es que, al tratarse de ruido de proceso, la dindmica de la
planta en lazo abierto aparece en la funcion de sensibilidad. Asi, los tres picos que
aparecen en la figura 7.20 se encuentran en 17, 28 y 55hz, frecuencias que
corresponden, respectivamente, al modo de la estructura considerado, a los 107
actuadores cuya dinamica libre (esto es, en ausencia de la estructura) no se ve alterada
por el acoplamiento con dicho modo y, por ultimo, al actuador cuya frecuencia propia si
sufre un desplazamiento por este motivo.

Debido a esto y al ancho de banda que, como veremos a continuacion,
conseguimos con el controlador integral, tenemos que en la frecuencia de resonancia de
los segmentos del espejo (284z) dicho controlador no produce atenuacion alguna del
ruido.

Sin embargo, en las figuras 7.19 y 7.21, correspondientes al controlador
proporcional y al proporcional-integral, observamos como el pico en 174z desaparece y
en el correspondiente al segmento (284z) tenemos una atenuacion de unos 35 decibelios,

aproximadamente.
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VIL.3.1. Estudio del ancho de banda del sistema con los controladores

proporcional, integral y proporcional-integral

En general, un gran ancho de banda corresponde a un sistema rapido, ya que las
sefales de alta frecuencia aparecen mas facilmente en la salida del mismo. Ademas,
indica un sistema sensible al ruido y a la variacion en los valores de los pardmetros que

determinan la dinamica de la planta.

Por el contrario, si el ancho de banda del sistema es pequefio éste serd mas

robusto frente a ruido e incertidumbres en la dindmica, pero su respuesta sera mas lenta.

Aunque existen formas diversas de determinar el ancho de banda de un sistema,

nosotros emplearemos la mas comun en los sistemas de control [Skogestad, 1998]:
‘El ancho de banda en términos de 7'(s), donde 7" es denominada

funcion de sensibilidad complementaria y se define como la funcién de

transferencia de la salida de la planta con respecto a la entrada de

consigna, es la frecuencia mas alta a la cual |T ( jw)| cae a —3 decibelios.’

Si representamos graficamente el mayor valor singular de la funcién de

sensibilidad complementaria, & (7(jw)) [Chiang, 1992], [Skogestad, 1998], obtenida

con los controladores proporcional, integral y proporciona-integral, encontramos lo

siguiente:

25

fﬁ N

-3 dB \

0.1 1 10 100 1000 6000
w(rad/sg)

Figura 7.23: Representacion en frecuencias de &(7(jw)) con el controlador proporcional
(ancho de banda ~5x10° rad / sg )



200  Capitulo VII: Disefo de un controlador para el sistema desacoplado. Estudio de robustez y ...

-3 db |

. /\
| <~

-20

-30 \
-40

\
-60 \

-70 ;
10 10 10 10 10
w(rad/sg)

dB
L

Figura 7.24: Representacion en frecuencias de (7 (jw)) con el controlador integral
(ancho de banda ~ 176rad / sg ).
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Figura 7.25: Representacion en frecuencias de &(7( jw)) con el controlador PI
(ancho de banda ~ 550rad /sg ).

Como vemos en la figura 7.23, en el caso del controlador proporcional la curva
en frecuencias de la funcion de sensibilidad complementaria cae por debajo de los —3
decibelios a una frecuencia de 5000rad/sg, aproximadamente. En cambio, a la vista de
la figura 7.24, el ancho de banda impuesto por el controlador integral esta practicamente
en 176rad/sg, es decir, los 284z de los segmentos; mientras que con el controlador

proporcional-integral conseguimos un ancho de banda de unos 550rad/sg. Esto explica
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la lentitud en la respuesta del sistema en lazo cerrado con el controlador integral con
respecto a la obtenida con el controlador proporcional (ver figuras 7.5, 7.7 y 7.9), asi
como la incapacidad del primero de ellos para rechazar ruido en la frecuencia propia de

los segmentos.

Vil.4. APLICACION DE UN CONTROLADOR ROBUSTO AL SISTEMA
DESACOPLADO

El disefio de aplicaciones de control basadas en técnicas estandar de respuesta en
frecuencia dan un resultado satisfactorio en gran parte de los casos aunque en ocasiones,
cuando el objetivo de disefio es complejo o se exigen especificaciones sobre margenes
de ganancia o anchos de banda para el sistema en lazo cerrado, la labor de sintesis del
controlador suele ser bastante ardua [Balchen, 1998], [Fortmann, 1977], [Ogata, 1980],
[Ogata, 1987], [Luyben, 1996]. Sin embargo, en la mayoria de los casos no es necesario

el empleo de otras técnicas mas avanzadas [Friedland, 1996].

El problema aparece cuando la planta presenta, como en nuestro caso, una
dindmica compleja e insatisfactoriamente modelada y cuando existen perturbaciones
que afectan al sistema. En estos casos las técnicas tradicionales generalmente no
satisfacen los objetivos de disefio y resultan en aplicaciones con un rendimiento

bastante pobre.

Para afrontar este tipo de problemas surgen los métodos de control conocidos
como ‘control robusto’ [Safonov, 1988], [Zhou, 1998], [Green, 1995], [Morari, 1997],

[Dorato, 1990]. Estas técnicas tienen como objetivo:

“Sintetizar una ley de control que mantenga la respuesta del sistema y las
sefiales de error dentro de unas tolerancias pre-especificadas aun en presencia de
perturbaciones en el sistema y bajo las ligaduras de diseiio impuestas por la

tecnologia”.

Cuando hablamos de perturbaciones nos referimos tanto a perturbaciones
externas como a incertidumbres en el modelo de la planta y a ruido de medida. Las
incertidumbres en el modelo suelen tener su origen, como sabemos, en linealizaciones
de plantas no lineales, procesos de deterioro de la planta debido a la antigliedad, empleo

de modelos simplificados, etc.
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Vemos que las perturbaciones son el elemento fundamental que manejamos en el
disefio de un controlador robusto. Por tanto, es importante disponer de un indice que
mida o caracterice dichas perturbaciones lo mejor posible [Petersen, 2000]. La medida
cuantitativa que ha mostrado una mayor versatilidad a la hora de afrontar este problema

es lanorma H_ [Lawrence, 2000]. Esta norma ha dado origen a lo que se conoce como

‘control optimo H ’ [Hayakawa, 1999], [Huang, 1999], [Safonov, 1988].

La idea bésica de esta metodologia consiste en tratar el problema como si la
planta fuera a operar en la situacion mas desfavorable, con lo que presenta las siguientes

propiedades:

» es capaz de tratar problemas con errores de modelado de la planta y con

perturbaciones desconocidas,

» es una extension natural de la teoria de la realimentacion existente, lo cual facilita
trasladar conceptos intuitivos desde el punto de vista clasico al planteamiento

robusto,

» permite abordar de manera natural problemas de control multivariable.

En realidad, aunque no lo hayamos comentado, nosotros ya hemos hecho uso de
la norma H_ tanto al analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado como al

estudiar el rechazo al ruido alcanzado con los controladores proporcional e integral.
Recordemos que, en ambos casos, empledbamos como medida de las incertidumbres y
del ruido el maximo valor singular (al tratarse de un sistema multivariable), que no es
otra cosa que la maxima ganancia que puede presentar un sistema y que, por tanto,

equivale a ponernos en el peor de los casos. La diferencia ahora es que en el control H

las perturbaciones se tienen en cuenta en el proceso de sintesis del controlador [Chiang,
1992], de forma que éste se disefa para que el sistema en lazo cerrado cumpla lo mejor
posible con las especificaciones de estabilidad en presencia de incertidumbres en la

dindmica y rechazo al ruido.

Podemos formular estas dos especificaciones haciendo uso de las funciones de
sensibilidad y de sensibilidad complementaria que, como sabemos, corresponden a la
funcion de transferencia del sistema en lazo cerrado de la salida respecto a la entrada de
ruido y a la entrada de consigna, respectivamente. Recordemos que la condicion de

rechazo al ruido consiste en que el producto de la funcién de sensibilidad S(s) por la
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entrada de ruido, lo cual nos da la contribucion de ésta en la salida del sistema, sea lo

mas pequefia posible. Expresado mateméaticamente, queda como:
F(SGw) <[ (jw)
donde ‘Wl_l ( jw)‘ representa la atenuacion deseada para el ruido.

En cuanto a la condicion de estabilidad, la podemos formular como:
S(TGw) <[5 (w)
o bien como:
F(RGw) <[, (jw)

donde |W2 ( jw)| y |W3 ( jw)| representan el tamafo de la mayor perturbacion aditiva y de
la mayor perturbacion multiplicativa, respectivamente [ Weinmann, 1991].

Tenemos entonces que el disefio de un controlador robusto se lleva a cabo en dos
fases: en la primera definimos las especificaciones de disefio y, en la segunda, llevamos
a cabo un proceso de optimizacion con el objeto de encontrar un controlador que

satisfaga dichas especificaciones.

Sin embargo, esta segunda fase de optimizacion y sintesis del controlador exige

que para la primera se cumplan una serie de requerimientos:

El ruido que consideramos en el sistema debe ser ruido de medida, no de proceso
como ya hemos visto que ocurre en nuestro caso. Aunque independientemente del tipo
de ruido considerado podemos definir una funcién de sensibilidad, si el ruido no es de

medida no se cumple la relacion entre ésta y la funcion de sensibilidad complementaria:
T(s)+S(s)=1
siendo / la matriz identidad.

Si expresamos el ruido de proceso en el espejo primario del Gran Telescopio
Canarias como ruido de medida, el diagrama de bloques del sistema en lazo cerrado

queda como mostramos a continuacion:
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Ruido de proceso
convertido en ruido

| de medida i

i D(s) !

i F(s): Controlador i E 6(s) E

: robusto para el » I

E sistema desacoplado ! E Du(s) E
RGS), | —! UGs) o)
T, | FGs) = T > 6(s) ()—T7>

En este caso, la expresion para la funcion de sensibilidad queda como:
Y(s)=S(s)* D, ()= S(s) = (I + G(s)* F, (5))"

con lo que es el propio ruido de medida el que contiene la dindmica de la planta en lazo
abierto, y no la funciéon de sensibilidad, como ocurre cuando consideramos el ruido

como de proceso.

Por otro lado, tratamos las incertidumbres en la dindmica del espejo como
perturbaciones multiplicativas, involucrando asi a la funcion de sensibilidad

complementaria 7(s) en la especificacion de estabilidad. Con ello, el diagrama de

bloques del sistema en lazo cerrado queda como:

R(s) . Y(s)

—>

Fa(s) t—»| 6(s) | I+Am(s)

En este punto debemos comentar que la metodologia que seguimos para la
disefio de un controlador robusto es tratar los sistemas uno a uno, lo cual es posible

gracias al desacoplo de la planta. En ningin caso hemos llevado a cabo la
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implementacion de los 108(=P) controladores robustos aunque esto, como hemos
podido comprobar en los casos anteriores (controlador proporcional, integral y
proporcional-integral) no conlleva mas dificultad que hacer los ajustes de ganancia para
cada uno de los controladores SISO. En realidad, esto es cierto para los P-N=108-1
sistemas que presentan, salvo ese factor de ganancia, la misma dindmica (recordemos

que a todos ellos corresponde el autovalor A,). Para el actuador cuya dinamica varia

respecto a la que presenta cuando lo consideramos aislado de la estructura, debido al
acoplo con ésta, tendriamos en realidad que plantear de nuevo el disefio del controlador.
Otra opcidn que parece interesante, habida cuenta de los resultados obtenidos con la
estrategia proporcional-integral en cuanto a rechazo al ruido y ancho de banda, es

aplicar a este actuador un controlador de este tipo.
Centrandonos entonces en uno cualquiera de los 107 actuadores con autovalor
A,, en la figura 7.26 representamos la curva correspondiente a ‘W;l ( jw)‘ considerando

un 5% y un +10% de incertidumbres en el valor de la constante de rigidez de los

soportes de los segmentos, k. .

-20
10

w (rad/sg)

Figura 7.26: ‘W;l ( jw)‘ para un £5% (en rojo) y un +10% (en azul) de incertidumbres en £ _.

Para pasarle las especificaciones de disefio a la rutina que sintetiza el controlador

es necesario disponer de un modelo que caracterice las curvas de la figura 7.26 y otro
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que determine el factor deseado de atenuacion del ruido. Para ello empleamos las
siguientes funciones de transferencia:

_ 1.8¢—7s” +3.3441e — 657 +0.006s + 0.0448

w7 (s
() 1.7002

1
0.002s

W, (s) =

En la figura 7.27 representamos conjuntamente la curva experimental de

-1, . . . e, .
‘W3 ( ]w)‘ con su correspondiente aproximacion integral:

10
w(rad/sg)

Figura 7.27: ‘W;l ( jw)‘ para un £5% de incertidumbres en & (en azul) con su correspondiente

aproximacion integral (en rojo).

Al emplear la aproximacion integral perdemos algo de ancho de banda, tal y
como observamos en la figura anterior. Sin embargo, se sigue cumpliendo la restriccion
de que éste esté por encima del modo correspondiente a los segmentos (284z), algo

necesario para poder rechazar el ruido en esta frecuencia.
Asi, puesto que nos interesa rechazar tanto el ruido de bajas frecuencias como en

28hz, la curva de ‘Wl_l ( jw)‘ tiene la forma que mostramos en la figura 7.28.
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Figura 7.28: ‘Wl" ( jw)‘ para rechazar el ruido de bajas frecuencias y en 28xz.

Las funciones de sensibilidad y sensibilidad complementaria que cumplen las
condiciones impuestas respecto al rechazo al ruido y a la estabilidad del sistema en lazo
cerrado, y que obtenemos como resultado de la sintesis del controlador robusto [Chiang,

1992], tienen la forma que mostramos en las figuras 7.29 y 7.30, donde las

. . . -1 -1
representamos conjuntamente con las aproximaciones para W, (s) y W, (s).
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Figura 7.29: Aproximacion para ‘Wl’l ( jw)‘ (en azul) y funcion de sensibilidad (en rojo).
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Figura 7.30: Aproximacion para ‘W;l ( jw)‘ (en azul) y funcion de sensibilidad complementaria (en

10jo).

La curva de sensibilidad (en color rojo) que representamos en la figura 7.29

corresponde a valores relativos respecto a la sensibilidad que presenta el sistema en lazo
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abierto, tal y como podemos comprobar en las simulaciones que mostramos en las

figuras 7.33 y 7.34.

Si comparamos, entonces, el rechazo al ruido que obtenemos con el controlador
robusto con el que los controladores proporcional, integral y proporcional-integral nos

permiten conseguir (ver figura 7.22), encontramos lo siguiente:

= en la region de bajas frecuencias, sigue siendo el controlador PI el que proporciona
una mayor atenuacion del ruido, seguido del integral; mientras que el controlador

robusto nos permite conseguir algo mas de rechazo que el proporcional,

= a partir de, aproximadamente, 0.2rad/sg, los controladores robusto y proporcional

resultan mas eficientes que el integral.

En la figura 7.31 representamos la curva correspondiente a la funcion de

og oqe . . .y -1 .
sensibilidad complementaria, no frente a la aproximacion para ‘W3 (jw)[, como en la

figura 7.30, sino frente a los —3dB:

-20

dB

-25

-30

-35

-40

-45
10 100 600 1000 10000

w(rad/sg)

Figura 7.31: Funcion de sensibilidad complementaria (en azul) frente a —3dB (en rojo).

Como vemos, el ancho de banda del sistema con ¢l controlador robusto es,
aproximadamente, de 600rad/sg. Si comparamos ahora este resultado con el que
conseguimos con los controladores proporcional, integral y proporcional-integral (ver

figuras 7.23, 7.24 y 7.25, respectivamente), encontramos que:
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= los controladores robusto y PI nos proporcionan, aproximadamente, el mismo ancho

de banda,

= este ancho de banda es mayor que el que conseguimos con la estrategia integral,

pero sigue estando por debajo del correspondiente al controlador proporcional.

Con todo ello, el controlador robusto que resulta de imponer las especificaciones
de disefio en cuanto a estabilidad frente a incertidumbres en la dindmica y rechazo al
ruido de bajas frecuencias y en 28hz, presenta la respuesta en frecuencias que

representamos en la figura 7.32.

35

30

25

20

2 3 4 5
10 10 10 10 10 10
w(rad/sg)

Figura 7.32: Respuesta en frecuencias del controlador robusto.

Por ultimo, en las figuras 7.33 y 7.34 presentamos dos simulaciones
correspondientes a la respuesta del sistema en lazo abierto y en lazo cerrado (con el
controlador robusto) sometido a la entrada de ruido blanco coloreado cuyo espectro

mostramos en la figura 7.18.
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Ruido en lazo abierto - rms=2.812e-008
x10°

Amplitud(m)
N

0 0.05 0.1 0.15 0.2
Tiempo(sg)

Figura 7.33: Respuesta del sistema en lazo abierto frente a la entrada de ruido dada por la densidad de

potencia espectral S(f).

Ruido en lazo cerrado — rms= 4.202e-009

10

-2

Amplitud(m)
o
>

Y T VoL
T J
Vv
-8
0 0.05 0.1 0.15 0.2
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Figura 7.34: Respuesta del sistema en lazo cerrado frente a la entrada de ruido dada por la densidad de

potencia espectral S(f).

Comparando estas dos ultimas figuras, observamos un factor de 10 en la

atenuacion del ruido, lo que coincide con los, aproximadamente, —20dB que nos da la
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curva de sensibilidad del sistema con el controlador robusto en la region de bajas

frecuencias (ver figura 7.29).



CAPITULO VI

DESCRIPCION, MODELIZACION Y
DISENO DE UN CONTROLADOR
PARA UNA MAQUETA DEL ESPEJO

PRIMARIO DEL GTC

Hasta el momento hemos trabajado con el modelo del espejo primario del GTC y
disefiado para ¢l una serie de controladores, tanto para el sistema acoplado como para el
que resulta de aplicarle el procedimiento de desacoplo descrito en los capitulos [Vy V
de esta memoria. Los resultados alcanzados con dichos controladores en simulacion

podran ser contrastados sobre una maqueta del espejo primario.

En este capitulo nos proponemos, en primer lugar, llevar a cabo una descripcion
de la maqueta del espejo primario del Gran Telescopio Canarias. La principal mision de
este modelo a escala es la de estar disponible a la hora de llevar a cabo todas las pruebas
preliminares que no se pueden realizar sobre el propio espejo primario del telescopio.

Esto se debe a que, por un lado, la construccion del mismo no finalizara hasta el 2004 vy,
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por el otro, a que un sistema tan costoso no es adecuado para el testeo de los
dispositivos, al menos en una fase preliminar. Sin embargo, para poder trabajar con la
maqueta es necesario obtener un modelo dindmico de la misma, para lo que
emplearemos un conjunto de datos obtenidos midiendo la respuesta de la planta ante
una serie de entradas. Asimismo, llevaremos a cabo un analisis del disefio de un
controlador de baja dimensionalidad para conseguir rechazo al ruido en la maqueta

[Acosta, 2001b], [Sigut, 2001].

ViIl.1. DESCRIPCION DE LA MAQUETA

La maqueta del espejo primario del Gran Telescopio Canarias estd compuesta
por dos segmentos cuadrados cuyas dimensiones son 0.9 metros de anchox(0.9 metros
de largox8 centimetros de grosor. A pesar de que su tamafio es considerablemente
menor que el de un segmento del espejo del telescopio, su peso es aproximadamente el
mismo (500kg), al estar hecho de acero. Estos dos segmentos se apoyan sobre una
estructura a la cual se conectan mediante tres actuadores, aunque sélo dos de ellos estan
actualmente conectados fisicamente al ordenador que gestiona el envio de los

comandos, tal y como se observa en la figura 8.1.

Figura 8.1: Vista general de la maqueta del espejo primario del GTC, en la cual se observan los

actuadores conectados a uno de los dos segmentos.
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La medida de la desviacion relativa o grado de desalineamiento entre los dos
segmentos de la maqueta la realizan un conjunto de cinco sensores de posicion situados

en la arista comun a los segmentos. En la figura 8.2 podemos observar un detalle de los

SENSOrcs.

Figura 8.2: Detalle de los cinco sensores de posicion de la maqueta del espejo primario del GTC.

La maqueta del GTC esté provista, ademas, de un sistema de elevacion en el que
no estamos interesados puesto que nuestro objetivo al trabajar con la misma es intentar
lograr rechazo al ruido. Por ultimo, comentar que todos los elementos anteriormente

referidos se conectan a un ordenador mediante un bus CAN.
VIIl.2. MODELIZACION DE LA MAQUETA EMPLEANDO UN MODELO ARMAX

VIIIL.2.1. Caracteristicas dinimicas de la maqueta

Como ya comentamos en la introduccion de este capitulo, el primer objetivo que
nos planteamos es la identificaciéon de la dinamica de la maqueta [Ljung, 1999],
[Soderstrom, 1989]. Para ello hacemos uso de los resultados obtenidos en una serie de
pruebas en lazo abierto. Dichas pruebas consisten en la medida de varias series de

16400 muestras cada una de ellas en las que, tanto los comandos enviados a uno solo de
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los actuadores activos (recordemos que son dos) con un periodo de muestreo de 0.005sg
como las correspondientes medidas realizadas por los sensores de posicion se registran
para su posterior tratamiento y andlisis. Los comandos vienen dados en Newtons,
mientras que las distancias medidas por los sensores estan en gm. En la figura 8.3
mostramos la magnitud de la transformada de Fourier de los comandos que hemos

aplicado a los actuadores.
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Figura 8.3: Transformada de Fourier de los comandos (Newtons) aplicados a los actuadores de uno de

los segmentos de la maqueta.

Tal y como observamos en esta figura, la mayor parte de la potencia se
concentra en la region de bajas frecuencias. De hecho, pretendemos que esta entrada
reproduzca el ruido que afecta a los segmentos del espejo real y que, tal como vimos en

el capitulo VII, es importante a bajas frecuencias.

Por otra parte, en la figura 8.4 representamos la transformada de Fourier de las
lecturas de los sensores de posicion frente a la entrada mostrada en la figura 8.3. Debido
a que los patrones que presentan todos los sensores son practicamente idénticos, hemos
optado por presentar el correspondiente a uno solo de ellos, el etiquetado con el nimero

cuatro:
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Figura 8.4: Transformada de Fourier de la respuesta del sensor 4 (wm) frente al comando

de la figura 8.3.

En esta figura observamos que toda la potencia en la respuesta del sensor se
encuentra por debajo de los 304z, concretamente en la zona de bajas frecuencias y en
torno a los 18, 23 y 26Az. En este ultimo valor se concentra la mayor parte de la
potencia espectral. Es importante notar que las frecuencias en las que se encuentran los
modos de la maqueta no tienen por qué coincidir exactamente con las que corresponden

al espejo primario del telescopio, como de hecho asi ocurre.

VIIIL.2.2. Modelizacion de la maqueta

Sin perder de vista nuestro objetivo de obtener un modelo lineal que reproduzca
lo més fielmente posible la dindmica de la maqueta, acometemos la identificacion
modal de la misma. Para ello usamos un modelo ARMAX (autoregresivo de media
moévil con entrada exdgena) clasico para la identificacion de la dindmica determinista y
estocastica de la planta y como herramienta de trabajo la “toolbox” de identificacion del
Matlab [Ljung, 1991]. Asi, como resultado del proceso de identificacion obtenemos 4,

By C que mostramos en el diagrama de bloques en lazo abierto siguiente:
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Entrada de
Ruido Gaussiano

l

C'/A

Entrada Respuesta
+

Determinista . del Sistema

>  B/A > >

donde:

= % es la funcion de transferencia de la planta tomando como entrada el

comando aplicado a los actuadores de la maqueta, mientras que

= % es la funcion de transferencia tomando como entrada la sefial de ruido

gaussiano que afecta a la respuesta del sistema.

De cara a la identificacion de la dindmica de la maqueta del espejo primario del
Gran Telescopio Canarias, queremos poner de manifiesto que tan importante como
obtener un modelo que reproduzca lo mejor posible la caracteristica de magnitud del
sistema real es que dicho modelo logre igualmente un buen ajuste de la fase. Asimismo,
incluir etapas de retardo en el proceso de identificacion juega un papel decisivo de cara

a obtener un buen modelo de la planta.

Para verlo, presentamos un ejemplo sencillo con el que pretendemos ilustrar este

ultimo punto.
Ejemplo:

Consideremos una planta de segundo orden que viene dada por la funcién de

transferencia discreta siguiente:

0.0908z —0.0743
22 —1.6457z +0.6703

G,(2)=

a la que sometemos a la misma entrada que a la maqueta del primario del GTC (ver

figura 8.3) y para la que consideramos una entrada de ruido blanco.
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Los polos de G ,(z) estan en, z, =0.9052 y z, =0.7405; mientras que el cero

se encuentra en z =(.8183. Nos encontramos, por tanto, ante un sistema estable de fase

minima.

Nuestro objetivo es identificar la dindmica de esta planta empleando para ello un
modelo ARMAX y partiendo de la informacién de los comandos aplicados y de la
salida correspondiente. Asi, encontramos que si para la identificacion usamos dos polos,
un cero para la parte determinista y otro para la estocdstica, y no incluimos ninguna

etapa de retardo, el modelo obtenido para la parte determinista resulta ser:

0.0866 —0.0008z

G (2)=
m(?) 2> —0.8131z-0.0581

que tiene dos polos en z, =0.8792 y z, =—-0.0661, y un cero en z =113.1050.

Como vemos, no sdlo la identificacién de los polos de la planta es altamente
deficiente sino que aparece un cero fuera del circulo unidad, con lo que el modelo que

obtenemos es de fase no minima.

En cambio, si en el proceso de identificacion mantenemos el mismo niimero de
polos y ceros y afiadimos una etapa de retardo tenemos que identificamos perfectamente

el sistema de partida, es decir:

z—-0.8183

G,,(2)=
(z—-0.9052)(z - 0.7405)

Una vez que hemos mostrado la importancia de incluir etapas de retardo en la
identificacion de la dinamica de un sistema, abordamos sin mas el problema de la
obtencion de un modelo para la maqueta. La solucidbn que vamos buscando debe
cumplir el compromiso entre que el modelo obtenido sea lo més sencillo posible, esto
es, tener el menor nimero de ceros y polos, y, al mismo tiempo, nos permita reproducir
lo mejor posible los datos experimentales que empleamos en el proceso de

identificacion.

A continuacion presentamos una serie de figuras que muestran conjuntamente la

curva de magnitud y fase de la salida de la maqueta y del modelo obtenido con distinto
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numero de polos (P), ceros, tanto de la parte determinista (D) como de la estocastica

(E), y etapas de retardo (R). La notaciéon empleada en los pies de figura es (P,D,E,R).
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Figura 8.5: Magnitud y fase de la maqueta (azul) frente a la del modelo (rojo) correspondiente a

(11,4,4)5).
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Figura 8.6: Magnitud y fase de la maqueta (azul) frente a la del modelo (rojo) correspondiente a

(11,4,4,0).
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Figura 8.7: Magnitud y fase de la maqueta (azul) frente a la del modelo (rojo) correspondiente a

(9,44,5).
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Figura 8.8: Magnitud y fase de la maqueta (azul) frente a la del modelo (rojo) correspondiente a

(7,4,4.5).
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Figura 8.9: Magnitud y fase de la maqueta (azul) frente a la del modelo (rojo) correspondiente a

(13,4,4,5).

A la vista de las figuras anteriores, vemos que el modelo que con menor nimero
de polos mejor reproduce el comportamiento de la maqueta es el correspondiente a
(11,4,4,5), que mostramos en la figura 8.5. Si eliminamos las etapas de retardo en el
proceso de identificacion, es decir, tomamos (11,4,4,0), vemos en la figura 8.6 cdmo
empeora el ajuste de la fase de la respuesta de la maqueta, apareciendo entonces ceros
de fase no minima en la dindmica determinista del sistema. Es importante darnos cuenta
de que estos términos surgen, como ya vimos en el ejemplo anterior, por el hecho de
prescindir del retardo y no corresponden a la dinamica del sistema real. Para ello basta
con comparar el ajuste de la fase que logramos con y sin retardo (ver figuras 8.5 y 8.6).
Trabajar con un sistema de fase no minima conlleva importantes limitaciones desde el
punto de vista del disefio de un controlador para rechazar el ruido de bajas frecuencias
en la maqueta [Freudenberg, 1985], [Quiu, 1993]. En concreto, como es bien conocido,
ni un controlador proporcional ni uno integral proporcionan rechazo al ruido en tales
circunstancias, debido a las restricciones que los ceros fuera del circulo unidad imponen

a la estabilidad del sistema en lazo cerrado. En este caso, se hace necesario acudir a otro
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tipo de controlador, por ejemplo un compensador, para tratar de mejorar el rendimiento
de la planta. De cualquier forma, incluso en este ultimo caso, el rechazo al ruido de
bajas frecuencias que podemos conseguir estd limitado debido, nuevamente, a los
términos de fase no minima. Esta claro, entonces, que a la hora de elegir un modelo para

el sistema, debemos atender al correcto ajuste de la magnitud y de la fase.

Si mantenemos entonces las cinco etapas de retardo y bajamos el orden del
modelo observamos en las figuras 8.7 y 8.8 como empeora claramente el ajuste de la
curva de fase, haciéndose mds patente este empeoramiento con siete polos. Si, por el
contrario, aumentamos el numero de polos del modelo a 13 (ver figura 8.9)
comprobamos que no hay diferencias apreciables en la identificacion del sistema, tanto
en lo que se refiere a la magnitud como a la fase. Todo ello hace que nos decantemos
por el modelo correspondiente a 11 polos, 4 ceros deterministas (todos ellos de fase
minima), 4 ceros estocasticos y 5 etapas de retardo. Dichos ceros y polos los mostramos

a continuacion;

—0.8561 -0.9164
Ceros deterministas: -0.4674 Ceros estocdsticos: 0.3421
0.2006 £ 0.7935 0.2699 £0.9219;
-0.9160
0.2600+0.9153;
—0.4979+0.3648 j
Polos:
0.6905+0.7196 5
0.7771+£0.5432;
0.6035+0.1399;

con lo que los modos del modelo ARMAX obtenido son:

3
17
19
26
41
81

Modos (hz):
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Podemos comparar entonces la curva correspondiente a los valores singulares
del modelo completo del espejo primario del Gran Telescopio Canarias (ver capitulo II),
que mostramos en la figura 8.10, con la que tenemos para el modelo ARMAX obtenido
para la maqueta del GTC, que representamos en la figura 8.11. En esta ultima grafica
mostramos, ademas, las curvas correspondientes a la densidad de potencia espectral de
los sensores de la maqueta, obtenidas a partir de las medidas reales tomadas por éstos

(que es la informacion que hemos empleado para la identificacion del sistema):
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Figura 8.10: Valores singulares del modelo del espejo primario del GTC.
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Figura 8.11: Negro > Valores singulares del modelo ARMAX de la maqueta del primario del GTC.

Azul oscuro, azul claro, verde y magenta > densidad de potencia espectral de los sensores 1, 2, 3 y 4 de
la maqueta, respectivamente.

A la vista de las figuras 8.10 y 8.11 y estableciendo una analogia entre ambos
sistemas tenemos que podemos considerar a la maqueta caracterizada por un modo en
19hz, que corresponde al de 17hz en el modelo del espejo primario del telescopio. El
acoplamiento entre la estructura y los segmentos provoca que uno de los modos
asociados al segmento de la maqueta sobre el que actuamos se desplace de su valor
nominal, 26/z (que es el andlogo a los 284z de los segmentos del espejo del telescopio)
a una frecuencia de 17hz. Por ultimo, los modos de 41 y 81Az corresponden a la

estructura de la maqueta.

A pesar de que, como ya comentamos a lo largo de este capitulo, los modos de la
maqueta no coinciden numéricamente con los del espejo del telescopio, es importante
establecer la equivalencia entre ambos. Soélo asi los resultados que obtengamos al
aplicar las diferentes politicas de control que veremos a continuacion a la maqueta

podran extrapolarse al espejo primario del GTC.
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VIIl.3. DISENO DE UN CONTROLADOR PARA RECHAZO AL RUIDO DE BAJA
FRECUENCIA EN LA MAQUETA

Nuestro objetivo es disefiar un controlador lo mas sencillo posible que logre el
maximo rechazo al ruido de bajas frecuencias en la maqueta. Para ello planteamos el

diagrama de bloques en lazo cerrado que mostramos a continuacion:

—)$_) Nc/Dc > B/A —>

donde N/D es la funcidn de transferencia del controlador.

Sabemos que podemos expresar la especificacion de rechazo al ruido empleando

la funcién de sensibilidad, S(s), como:
F(SGw) < (jw)
donde ‘Wl_l ( jw)‘ representa la atenuacion deseada para el ruido en la frecuencia w.

Asi, partiendo del diagrama de bloques del sistema en lazo cerrado podemos

escribir que:

B-N A-D C
Y = c R+ c .= |y (8.1)
A-D +B-N, A-D +B-N_ A

de donde tenemos que:

_Y(s)  A-D,
V(s) A-D,+B-N,

S(s) -% (3.2)
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Si definimos ahora una funcidn de sensibilidad en lazo abierto como:

C
Sla(S) :Z

y representamos en la figura 8.12 el valor singular de dicha funcion en el dominio de las

frecuencias, encontramos la curva que mostramos a continuacion:
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Figura 8.12: Comportamiento en frecuencias de la funcion de sensibilidad del sistema en lazo abierto.

con la que compararemos las obtenidas al cerrar el lazo de control para analizar asi los

beneficios obtenidos con el controlador implementado.
De esta manera, el problema que nos plateamos es encontrar el controlador

N /D que minimiza la ganancia de la curva de sensibilidad del sistema en lazo
C

cerrado a bajas frecuencias, es decir, maximiza la atenuacion del ruido en este rango en
la maqueta del espejo primario del GTC. Es importante notar que, dado que estamos
considerando ruido de proceso, debemos también tener en cuenta el rechazo al ruido en
las frecuencias correspondientes a los modos de la planta, sobre todo en el que estd en

26hz, por ser el mas importante, tal y como se refleja en la figura 8.4.
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VIIL.3.1 Control integral

Dado que buscamos un controlador que nos permita obtener el maximo rechazo
al ruido, tanto a bajas frecuencias como en 26/Az, estudiemos, en primer lugar, el
rendimiento que proporciona la implementacion de un controlador integral,

F(s)=K,/s, empleando una discretizacion de 200hz, para distintos valores de la

constante de integracion K.

Para ello, hemos representado en la figura 8.13 las curvas de la sensibilidad del
sistema en lazo cerrado con K, igual a 0.1, 1 y 10. Dichas curvas las pintamos en color
azul claro, azul oscuro y magenta , respectivamente, mientras que en color verde

superponemos la correspondiente a la sensibilidad del sistema en lazo abierto S, (jw).

50
0 \J
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° /
-50
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-3 2 -1 0 1 2 3
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Figura 8.13: Sensibilidad en lazo cerrado con el controlador integral para K, =0.1 (azul claro), K, =1

(azul oscuro) y K, =10 (magenta) frente a la de lazo abierto (verde).

En estas figuras vemos que, tal y como esperabamos, un controlador integral nos

permite tener tanta atenuacion del ruido a bajas frecuencias como deseemos, sin mas



229  Capitulo VIII: Descripcion, modelizacion v disefio de un controlador para una maqueta...

que ajustar debidamente la ganancia del controlador. En nuestro caso vemos que,

cuando mayor es K,, mayor es el rechazo conseguido.

Sin embargo, sabemos que la estrategia de control integral también se
caracteriza por la limitacién que impone al ancho de banda del sistema. Siendo 7'(s) la
funcién de transferencia de la salida del sistema con respecto a la entrada de consigna,

tenemos que, de la expresion (8.1) podemos escribir directamente que:

Y(s) B-N,_
R(s) A-D.+B-N,

T(s)= (8.3)

En la figura 8.14 hemos representado la curva correspondiente al valor singular

de T'(s) para los mismos valores de K, para los que representamos anteriormente la

funcion de sensibilidad, esto es: 1, 0.1 y 10, segun el cddigo de colores que indicamos al

pie de figura.
20
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Figura 8.14: Ancho de banda del sistema en lazo cerrado con el controlador integral para K, =0.1 (azul

claro), K, =1 (azul oscuro) y K, =10 (magenta); en verde: -3dB.

Tal como esperabamos, observamos que, a medida que la ganancia del

controlador integral aumenta, lo hace también el ancho de banda del sistema.
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Asi, analizando conjuntamente las figuras 8.13 y 8.14, concluimos que cuanto

mayor es K,, mayor atenuacion del ruido a bajas frecuencias y mayor ancho de banda
conseguimos, aunque para K, =1y K, =10 este tltimo es practicamente el mismo. Sin
embargo, la planta en lazo cerrado es estable para K, =0.1 y K, =1 e inestable para
K, =10. Entonces, buscando el controlador integral que proporciona estabilidad,

maximizando al mismo tiempo, tanto la atenuacion del ruido, especialmente a bajas

frecuencias y en 264z, como el ancho de banda, debemos quedarnos con K, =1, ya que,

para esta ganancia, el sistema se encuentra ya al borde de la inestabilidad.

Aunque el rechazo en las bajas frecuencias que tenemos al aplicar un

controlador integral con K, =1 es considerable y el ancho de banda estd en torno a los

26hz, no observamos practicamente ninguna atenuacion del ruido en esta frecuencia. Es
por ello por lo que nos planteamos mejorar esta especificacion empleando otra

estrategia de control.

VIII.3.2. Control por compensacion

Vistas las prestaciones conseguidas con la estrategia integral, nos proponemos
ahora mejorarlas mediante la implementacién de un compensador sobre la maqueta del
primario del GTC. El controlador, que disefiamos en continuo por ser en este dominio
mas intuitiva la contribucion, tanto en magnitud como en fase, de los distintos términos,

responde a la siguiente expresion:

kcll[ (s+z)
G.(s) =

H(S+p,)

donde la tnica restriccion que imponemos tanto a los polos como a los ceros es que
sean todos ellos de fase minima y que el controlador sea causal, es decir n>m. Una
vez disefiado el controlador, lo discretizamos a 2004z y lo aplicamos al modelo de la

maqueta.

Sin perder de vista los objetivos de rechazar tanto como sea posible el ruido en

bajas frecuencias y en 264z y tener un ancho de banda en torno a esta frecuencia,
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ensayamos distintas combinaciones de ceros y polos para el compensador. En todos los
casos nos encontramos con que la condicion de estabilidad del sistema en lazo cerrado

impone un limite importante al rendimiento obtenido con el compensador.

Asi, los mejores resultados los hemos encontrado con un controlador de la

forma:

0.02(;+1J
G.(s)=——F
S
sl —+1
(163 j

aunque, en realidad, existen una variedad de compensadores que, al final, debido al

ajuste de la ganancia k, para tener un sistema que en lazo cerrado sea estable, nos

conducen a las mismas prestaciones. Estas son las que representamos en las figuras 8.15

y 8.16:
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Figura 8.15: Sensibilidad en lazo cerrado con el compensador (rojo) frente a la de lazo abierto (azul).
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Figura 8.16: Respuesta del sistema en lazo cerrado.

Si comparamos estas dos ultimas figuras con las obtenidas con el controlador

integral para K, =1 (ver figuras 8.13 y 8.14), encontramos que con el compensador

apenas logramos mejorar los resultados conseguidos con aquél. Si acaso mejoramos la
curva de sensibilidad del sistema en lazo cerrado en el rango entre 20 y 100rad/sg y
obtenemos un rechazo en 264z de 10dB, tal y como observamos en la figura 8.15, que es

ligeramente superior al logrado con la estrategia integral.

Es por la imposibilidad de obtener las prestaciones deseadas, en cuanto a una
mayor atenuacion del ruido en 26kz, con las dos estrategias implementadas hasta el
momento: control integral y compensacion, por lo que nos planteamos realizar el disefio

de un controlador robusto para la maqueta del GTC.

VIIIL.3.3. Disefio de un controlador robusto para la maqueta del GTC

Buscando tener rechazo al ruido de bajas frecuencias y, especialmente, en 264z,
por ser éste el modo dominante de la maqueta y estar ante ruido de proceso, y un ancho

de banda en torno a esta frecuencia, planteamos las especificaciones de disefio para un
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controlador robusto [Toffner-Clausen, 1996]. Estas son las que mostramos en la figura

8.17:
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Figura 8.17: ‘Wl I jw)‘ para rechazar el ruido en bajas frecuencias y en 26Az (azul) y ‘VVs I jw)‘ para

tener un ancho de banda en torno a los 26z (rojo).

donde, como ya vimos en el capitulo VII, el controlador robusto disefiado en base a
estas especificaciones [Petersen, 2000] sera tal que se verifiquen las relaciones

siguientes:

[SCGw) <[, Gw)

TG < Gw)
siendo S(jw) y T(jw) las funciones de sensibilidad y sensibilidad complementaria del
sistema en lazo cerrado, respectivamente.

El controlador que, cumpliendo ambos requerimientos, nos proporciona

estabilidad presenta, entonces, la siguiente respuesta en frecuencia:
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Figura 8.18: Respuesta en frecuencia del controlador robusto para la maqueta del GTC disefiado en base

a las especificaciones de la figura 8.17.

En las figuras 8.19 y 8.20 representamos, respectivamente, las curvas de
sensibilidad y sensibilidad complementaria obtenidas con el controlador robusto
[Chiang, 1992] cuya respuesta en frecuencia mostramos en la figura 8.18, junto con las

especificaciones de disefo.

En el proceso de sintesis del controlador interviene un pardmetro que

. , - <7 -1, .
denominamos Gamma (y) que, de algin modo, pesa la especificacion W, (jw)
impuesta inicialmente por nosotros (en este caso, seria la curva de color azul en la
figura 8.17) en fase de disefio del controlador. Asi, si adoptamos la notacion siguiente:

-1, .
e oW Gw)
W, (jw)=

la idea es sintonizar el valor de y de forma que tengamos el maximo rechazo al ruido,
pero imponiendo que el sistema en lazo cerrado sea estable.

A veces, como en este caso, es necesario relajar las especificaciones de disefio

originales para cumplir con la condicién anterior, de forma que encontramos que el

mayor valor de Gamma que nos proporciona estabilidad es 0.1.
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Figura 8.19: ‘Wl,o.fl ( jw)‘ (en azul) frente a la curva de sensibilidad del sistema con el controlador

robusto (en rojo).
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Figura 8.20: ‘W} ! jw)‘ (en azul) frente a la curva de sensibilidad complementaria del sistema con el
controlador robusto (en rojo).

Es importante notar que para conocer el rechazo al ruido que conseguimos con
el controlador robusto que acabamos de disefiar debemos comparar la curva de

sensibilidad del sistema en lazo cerrado (curva de color rojo en la figura 8.19) con 0dB,



236 Capitulo VIII: Descripcion, modelizacion v disefio de un controlador para una maqueta...

en lugar de hacerlo con la curva de sensibilidad del sistema en lazo abierto que
representamos en la figura 8.12. La razén para ello es que, a la hora de realizar la

sintesis del controlador robusto, se prescinde de la parte estocastica de la dinamica del

sistema, esto es, el factor % Por tanto, desde el punto de vista del controlador

robusto, el diagrama de bloques del sistema en lazo abierto es el siguiente:

Entrada de
Ruido
Entrada Respuesta
.. + .
Determinista . del Sistema
> B/A >

de donde tenemos que la funcidén de transferencia de la salida frente a la entrada de

ruido, es decir, la funcién de sensibilidad en lazo abierto, es la unidad.

En lazo cerrado, tenemos que:

Entrada de
Ruido
' Entrada de Respuesta
Consigna Control del Sistema

*;%__) Nrob/ Drob > B/ A > —>

con lo que se justifica que para determinar el rechazo al ruido que conseguimos con el
controlador robusto disefiado para la maqueta, comparemos, en la figura 8.21, la curva
correspondiente a la funcion de sensibilidad en lazo cerrado que, a la vista de este
ultimo diagrama de bloques, responde a la expresion siguiente:

A*Drob
A*Dr0b+B*Nrob

S,.(w) =
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con los 0dB correspondientes a la funcion de sensibilidad en lazo abierto, S, (jw)=1.
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Figura 8.21: Sensibilidad en lazo cerrado con el controlador robusto frente a 0dB.

A la vista de las figuras 8.20 y 8.21 tenemos que, con un ancho de banda de
aproximadamente 404z, el controlador robusto que obtenemos en base a las
especificaciones de disefo de la figura 8.17 nos permite obtener un rechazo al ruido en
los 26Az del segmento de la maqueta de unos 8dB, lo cual equivale a un factor de
atenuacion de las perturbaciones de 0.4. Como vemos, el rechazo conseguido se queda

incluso algo por debajo del que obtenemos con el compensador (ver figura 8.15).

Para tratar de mejorar las prestaciones del sistema, sobre todo en lo que al
rechazo al ruido en 264z se refiere, planteamos de nuevo el disefio de un controlador
robusto relajando la condicidon sobre la especificacion correspondiente al ancho de

banda que presenta el sistema en lazo cerrado. Asi, representamos conjuntamente

‘Wl_l(jw)‘ y la nueva ‘W[l(jw)‘ en la figura 8.22:
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Figura 8.22: Especificaciones de disefio para el controlador robusto relajando la correspondiente a

‘VVs I jw)‘ (curva de color rojo).

El controlador robusto que cumple ambas especificaciones con un factor Gamma
de igual a 0.1 (de nuevo, es el mayor que nos permite tener estabilidad en lazo cerrado)

presenta, en este caso, la respuesta en frecuencia que mostramos en la figura 8.23:
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Figura 8.23: Respuesta en frecuencia del controlador robusto para la maqueta del GTC disefiado en base

a las especificaciones de la figura 8.22.

mientras que en las figuras 8.24 y 8.25 representamos, respectivamente, las curvas de
sensibilidad y sensibilidad complementaria del sistema en lazo cerrado junto con las

correspondientes especificaciones de disefio.



240  Capitulo VIII: Descripcion, modelizacidn y disefio de un controlador para una maqueta...

140

120

100

. /

60

dB

40

. /

: NS
vV

-2 . 0 1
10 10 10 10 10 10 10
w(rad/sg)

Figura 8.24: ‘VVI ’0_1" ( jw)‘ (en azul) frente a la curva de sensibilidad del sistema con el controlador

robusto (en rojo).

120

100

80

60

40

dB

-2 - 0 1 2 3 4
10 10 10 10 10 10 10
w(rad/sg)

Figura 8.25: ‘W3 ! jw)‘ (en azul) frente a la curva de sensibilidad complementaria del sistema con el

controlador robusto (en rojo).
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Asi encontramos que el sistema en lazo cerrado, con un ancho de banda en torno
a 85hz, presenta ahora un rechazo al ruido en 264z de, aproximadamente, 15dB, que
corresponde a un factor de atenuacion del ruido en esta frecuencia igual a 0.18, lo que
supone algo mds del doble del rechazo que obtenemos con el primero de los
controladores robustos implementados y una cierta mejora de los resultados obtenidos

con el compensador.

Queremos notar que si bien hemos comentado en repetidas ocasiones que los
datos con los que llevamos a cabo la identificacion de la dindmica de la maqueta
corresponden a una frecuencia de 2004z, los dos controladores robustos que acabamos
de presentar precisarian una frecuencia de muestreo en torno a 10004z, pues ambos
presentan modos en torno a los 400/z. Asi pues, de cara a su implementacion en la

maqueta debemos tener en cuenta esta consideracion.

Como conclusion podemos decir que, tras haber implementado diferentes
controladores, el controlador robusto que obtenemos al relajar la especificacion del
ancho de banda del sistema en lazo cerrado es el que proporciona mejores resultados en
cuanto al rechazo al ruido en 26Az: 15dB. En cualquier caso, la imposicion de
estabilidad en el sistema en lazo cerrado evita que podamos conseguir una atenuacion
mayor de las perturbaciones en la frecuencia correspondiente al modo de los segmentos

de la maqueta.






CONCLUSIONES

En esta memoria hemos recogido una parte importante del trabajo de
investigacion realizado en relacion al disefio de un controlador para el espejo primario

del Gran Telescopio Canarias.

Nuestro primer objetivo fue tratar de conocer con el mayor detalle posible la
dindmica del sistema. Por una parte, identificamos las frecuencias propias
correspondientes a los distintos elementos que componen el primario del GTC: los
segmentos del espejo, la estructura sobre la que se apoyan y, por ultimo, los actuadores

que posibilitan el control de los mismos.

Una caracteristica del sistema con el que trabajamos es el fuerte acoplamiento
existente entre los distintos segmentos del espejo a través de la estructura que los
soporta. Este efecto juega, segiin hemos podido comprobar a lo largo de los diferentes
capitulos, un papel fundamental de cara al disefio y la implementacion de un controlador

para la planta.

Asi, en el capitulo III presentamos una serie de controladores clédsicos
multivariables disefados, basicamente, para eliminar las oscilaciones propias de los
segmentos. Los controladores implementados en esta primera etapa responden a una
estrategia que denominamos ‘local-global’, consistente en la aplicacion simultanea de
dos acciones de control a distinto nivel. La razon para ello es el alto nimero de sensores
y actuadores de que dispone el espejo primario del GTC. La idea, entonces, es aplicar
un comando local a cada segmento (cada controlador local gestiona unicamente tres
entradas y tres salidas) a una frecuencia elevada y, al mismo tiempo, un comando
global (para lo que empleamos la informacion proporcionada por todos los sensores del
espejo) a una frecuencia mas baja. En el disefio del controlador por asignacion de polos,

que presentamos en la seccion I11.2 (ver capitulo I1I) comprobamos como, a nivel local,
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es imposible eliminar el acoplamiento entre distintos segmentos, razoén por la que se
hace imprescindible el comando global. Las componentes local y global del controlador
por asignacion de polos tienen en 500 y 2004z, respectivamente, las frecuencias mas
bajas para las que el sistema en lazo cerrado es estable. Ante los inconvenientes que
supone el emplear los momentos en la ley de control, sobre todo en lo que a la
amplificacion del ruido se refiere, eliminamos estos factores derivativos de la expresion
del comando. Comprobamos que esto no afecta a los valores limite de las frecuencias de
los controladores local y global que proporcionan estabilidad, pero si a las prestaciones
que ofrece el sistema en lazo cerrado ya que se dobla el tiempo de establecimiento de
los segmentos. Aun asi, la mejora en la respuesta de los mismos frente a la que

presentan en lazo abierto es apreciable.

Ya que la aplicacion de la estrategia de control local-global implica la existencia
de dos frecuencias de muestreo en el sistema en lazo cerrado, estudiamos la estabilidad
del mismo en funcion del factor de proporcionalidad entre la frecuencia de aplicacion
del comando local y la de aplicacion del comando global. Para ello empleamos el
formalismo de las matrices de lifting y de lifting inverso, introducido por Chen y

Francis [Chen, 1995].

Con el objetivo de mejorar los resultados obtenidos con el controlador por
asignacion de polos y, sobre todo, ante la dificultad de plantear otras estrategias de
control que nos permitieran satisfacer requerimientos en cuanto al rechazo al ruido y a
estabilidad frente a incertidumbres en la dinamica de la planta, con un niimero tan alto
de entradas y salidas interconectadas, nos planteamos tratar de reducir la

dimensionalidad del problema.

Todo ello justifica que una buena parte del trabajo realizado haya estado
encaminado a encontrar un procedimiento mediante el cual eliminamos, al menos de
forma importante, el acoplo entre los segmentos. En los capitulos IV y V hemos
presentado dicho procedimiento. Imponiendo la condiciéon de que tanto las entradas
como las salidas del mismo en la nueva representaciéon no interactuasen entre si,
obtuvimos unos nuevos vectores propios como combinacién lineal de los vectores
originales, correspondientes, todos ellos, al mismo autovalor. Asi, como resultado del
proceso de desacoplo, obtenemos unas matrices que llamamos 7, y 7,, que transforman
el conjunto de entradas y salidas reales del sistema (esto es, los comandos y las

posiciones de los segmentos), respectivamente, en un nuevo conjunto de entradas y



245  Conclusiones

salidas que llamamos virtuales y que estan desacopladas entre si. Entonces, si
consideramos a la estructura caracterizada por N modos, y un espejo con P/3 segmentos,
encontramos que, tras el desacoplo, la planta original con P entradas y salidas
interconectadas, se convierte en un sistema, en general MIMO, con N entradas y salidas
acopladas y P-N sistemas SISO independientes entre si. A cada uno de estos sistemas
SISO le corresponde una Unica entrada virtual y una Unica salida virtual. Notese que, en
el caso de tomar N=1, el desacoplo del espejo es total. En cualquier caso, la reduccion
en la complejidad del problema del disenio de un controlador para el espejo primario del

GTC es clara.

Una vez que desacoplamos el sistema, algo que solo es posible llevar a cabo
sobre la planta nominal, nos planteamos estudiar como afectan al nivel de desacoplo de
las entradas y salidas virtuales el ruido de proceso debido a la incidencia del viento
sobre los segmentos del espejo y las incertidumbres en la dinamica del mismo.
Comprobamos que, si bien el procedimiento disefiado no se ve afectado por el ruido,
cuando incluimos incertidumbres en la dinamica del sistema las matrices de desacoplo
que obtenemos para la planta nominal, 7, y 7, dejan de ser efectivas a partir de un
cierto valor de las incertidumbres. En concreto, para un +1.5% de incertidumbre en el
valor de la constante de rigidez de los soportes de los segmentos (k;) en torno a su valor
nominal (6/N/um), el acoplamiento entre las entradas y salidas virtuales es del mismo

orden que el existente entre las entradas y salidas reales.

Considerando a la estructura caracterizada a través de un Unico modo de
vibracion, disefiamos e implementamos un controlador SISO para cada uno de los
sistemas independientes resultantes del desacoplo. En un primer momento empleamos
las estrategias proporcional e integral analizando, para cada una de ellas, las
prestaciones ofrecidas por el sistema en lazo cerrado atendiendo, fundamentalmente, a
tres especificaciones que son: rechazo al ruido de bajas frecuencias y en el modo
correspondiente a los segmentos (284z), estabilidad frente a incertidumbres en la
dindmica y ancho de banda. El estudio lo realizamos, tanto en el caso de estos dos
controladores como en todos los disefiados, en el dominio de la frecuencia empleando

para ello las funciones de sensibilidad y de sensibilidad complementaria.

El siguiente paso consistid en el disefio de un controlador proporcional-integral
para cada uno de los sistemas SISO. Asi, combinando las ventajas que ofrecen cada uno

de los controladores anteriores por separado, conseguimos un mayor ancho de banda
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que con la estrategia integral y un mayor rechazo al ruido que el logrado con la

proporcional.

Por ultimo en lo que al disefio de un controlador para el sistema desacoplado se
refiere, nos planteamos la implementacion de un controlador H_ para uno cualquiera

de los P-N sistemas SISO que presentan, salvo un factor de ganancia, la misma
dinamica. Esta estrategia, a diferencia de lo que sucede en los casos anteriores, emplea
en el proceso de sintesis del controlador las especificaciones en cuanto a atenuacion del
ruido y a estabilidad frente a incertidumbres. El resultado que obtuvimos fue un
controlador que, al mismo tiempo que soporta el nivel de incertidumbres que le
exigimos, presenta un rechazo al ruido similar al que tenemos con la estrategia
proporcional, con un ancho de banda en torno a 600rad/sg, que es del mismo orden del

que conseguimos con el controlador proporcional-integral.

En la parte final de la memoria, hemos analizado la informacién proveniente de
una serie de pruebas realizadas sobre una maqueta del espejo primario del Gran
Telescopio Canarias, compuesta por dos Unicos segmentos. Como resultado de este
analisis obtuvimos un modelo ARMAX clasico. Asi, llevamos a cabo un estudio
comparativo entre la respuesta en frecuencia de la maqueta y la del modelo obtenido en
funcion del numero de polos y ceros (en este ultimo caso, tanto para la parte
determinista como para la estocéstica) empleados en el proceso de identificacion. En
este estudio quedod patente la importancia de incluir etapas de retardo en dicho proceso,
asi como de realizar un buen ajuste de la fase de la respuesta de un sistema de cara a
obtener un buen modelo del mismo. De esta forma, tomamos como bueno un modelo
con once polos, cuatro ceros, tanto para la parte determinista como para la estocastica, y
cinco etapas de retardo. De cara a que los resultados obtenidos con la maqueta se
puedan extrapolar al espejo primario del Gran Telescopio Canarias, es fundamental
establecer una analogia entre los modelos de las dos plantas. Para ello, comparamos la
representacion en frecuencia de los valores singulares tanto del modelo obtenido para la
maqueta como del espejo, lo que nos permitio establecer una correspondencia entre los

principales modos de ambos sistemas.

Una vez determinado este modelo, disefiamos una serie de controladores SISO
con el objeto de rechazar el ruido que afecta a la maqueta y que es importante, tanto en
la region de bajas frecuencias como en los 26z correspondientes a la dindmica de los

segmentos, buscando en todo momento reproducir asi las condiciones a las que se prevé
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que estén sometidos los segmentos del espejo primario del GTC, segun explicamos en
los capitulos II y VII. Concretamente, implementamos una estrategia integral, un
compensador y un controlador robusto. A pesar de que con éste ultimo conseguimos
mejorar ligeramente los resultados alcanzados con los dos primeros controladores, la
estabilidad de la planta con incertidumbres en lazo cerrado supone una restriccion
importante de cara, sobre todo, a conseguir rechazo al ruido en la frecuencia propia de
los segmentos: 26hz en el caso de la maqueta, que corresponden a los 284z de los

segmentos del espejo primario del Gran Telescopio Canarias.
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