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Introduccion

A lo largo de la segunda mitad del siglo XX, segtin iba aumentando el ndmero
de teorias matematicas que podrian encuadrarse dentro del concepto de “homo-
topia”, se intentaba dar teorias algebraicas que las englobaran. No obstante,
a pesar de que estas teorias algebraicas eran cada vez mas precisas y abarca-
ban mayor nimero de homotopias, siempre habia algunas que quedaban fuera.
Actualmente, todavia no existe una teoria de homotopia abstracta que logre

reunirlas a todas.

Uno de los primeros en definir una homotopia abstracta fue M. Kan en 1955,
[40] y [41], para ello usé un funtor cilindro y transformaciones naturales andlogas a
las del cilindro de los espacios topolégicos, definiendo asi a partir de los complejos
cubicos, grupos de homotopia y homologia.

Siguiendo los pasos de B. Eckmann y P.J. Hilton, H. Kleisli en 1962 [42]
generaliza sus teorias de homotopia a categorias abelianas. Posteriormente, él
[43] y J. H. Huber [34] y [35] consiguen definir de un modo comdin los grupos de
homotopia, ya sea en espacios punteados o en médulos sobre un anillo, utilizando

para ello conjuntos simpliciales.

Definiendo, asi, construcciones standard adecuadas se obtienen los grupos
de homotopia de los espacios punteados y los grupos de homotopia inyectivos y
proyectivos de los médulos sobre un anillo.

Una axiomatizacién bastante importante es la obtenida en 1967 por D. Quillen

[51] y [52] usando técnicas parecidas a las utilizadas por S. Eilenberg y N. Steenrod

vii



viii INTRODUCCION

en 1952 para la teoria de homologia [23]. Quillen utiliza el concepto de categoria
de modelo cerrada: fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles verificando

un conjunto de axiomas.

En 1968, A. Heller [28] introduce el concepto de “h—c categoria”, a partir de

una congruencia de homotopia y cofibraciones, para estudiar homotopia estable.

En 1989 H.J. Baues [2] restringe los axiomas de D. Quillen, evitando que la
teoria sea autodual, y define homotopias abstractas usando cofibraciones y equi-
valencias débiles (categoria de cofibraciones) o cofibraciones y un funtor cilindro
(categoria con un cilindro natural), teniendo también teorias de homotopia abs-
tracta duales a las anteriores (categorias de fibraciones y categorias con caminos

naturales, respectiva mente).

En 1999 G. Minian ([46], [47]) presenta las A-categorias de cofibraciones
como una generalizacién de las categorias con un cilindro natural definidas por

H.J. Baues, donde A es un conjunto dirigido de indices para cilindros.

En 2001 F.J. Diaz y S. Rodriguez Machin [18] definen una teoria de homo-
topia abstracta que por primera vez usa un funtor cono, en vez de uno cilindro,
y cofibraciones. Hasta esa fecha, los intentos en este sentido siempre tenian
como referencia las homotopias proyectiva e inyectiva definidas por B. Eckman
y P.J. Hilton [32] por lo cual usaban categorias aditivas u objetos proyectivos o

inyectivos. También se tiene la teoria dual con coconos y fibraciones.

Una de las ideas que persiguen las distintas homotopias abstractas, y en
particular las aqui mencionadas, es dar una axiomdtica en categorias generales de
forma que se obtengan categorias homotdpicas en el sentido de J.H.C. Whitehead
[62] con la axiomatica cldsica para espacios topoldgicos, donde partiendo de dicha
categoria se establece una relacién de equivalencia (relacién de homotopia) entre
los morfismos (aplicaciones continuas) compatible con su composicién, de forma
que se pueda crear la categoria cociente (categoria homotdpica) en el sentido
descrito por S. MacLane [44]. De esta forma se obtiene una clasificacién de los
objetos de la categoria (espacios topolégicos) mediante los isomorfismos de esta

nueva categoria (equivalencias de homotopia). Para ello es necesario el uso de
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objetos cofibrantes, y en algunas teorias, como la de cofibraciones de H.J. Baues

y la de modelos de D. Quillen, usar localizacién sobre las equivalencias débiles.

Por otro lado, para la obtencién de los grupos de homotopia en todas ellas,
es necesario hacer uso de objetos punteados, por lo que de nuevo se necesita
un objeto inicial que haga de objeto punto en la categoria considerada. En
este sentido, actualmente existen ejemplos relacionados con la homotopia propia
de los espacios topoldgicos, donde se usan espacios topoldgicos diversos para
puntear, resultando distintos grupos de homotopia segtin el espacio topoldgico
usado como punto. Asi, si el espacio topoldgico considerado es una semirrecta
del tipo R} = Rt U{0}, surgen los grupos de homotopia propia de N. Steenrod,
definidos por Z. Cerin [9]. En cambio, si es una sucesién de puntos del tipo
ZNR}, se tienen los grupos de homotopia propia de E.M. Brown [7]. Més alin,
H.J. Baues y A. Quintero [3] usan drboles como puntos en la homotopia propia

de los espacios topoldgicos.

La idea de homotopia generalizada surge como un intento de obtener homo-
topia sin puntear que englobe las distintas teorias de homotopia que se obtienen
seglin el objeto punto usado. En este sentido, la axiomdtica requerida no necesi-
tard de objetos cofibrantes y a partir de ella se obtendrd una visién mas general

de la homotopia de la categoria.

Los primeros avances en esta direccién estan publicados por el autor en cola-
boracién con F.J. Diaz y S. Rodriguez Machin en el afio 2001 [15]. La homotopia
generalizada definida usa la axiomatica dada por los autores [18] eliminando todo
lo concerniente a objetos cofibrantes. Por otro lado, la homotopia generalizada
aqui expuesta surge de la axiomatica presentada en colaboracién con S. Rodriguez
Machin [53] para obtener homotopia generalizada mediante un funtor cilindro o

su dual, un funtor caminos.

En una categoria arbitraria con la estructura ya mencionada se definen grupos
de homotopia generalizada sin hacer uso de objetos cofibrantes. Estos grupos
poseen las propiedades comunes a los grupos de cualquier teoria de homotopia,

entre las que se destacan su cardcter funtorial y la abelianidad de los de orden
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superior. También se generaliza el concepto de conexidad por caminos.

La estructura de la categoria original puede ser inducida en la categoria de
pares de ésta, permitiendo asi, la creacion de los grupos de homotopia generaliza-
dos de un morfismo. De esta forma, con dichos grupos y los antes mencionados
de los objetos, se obtiene la sucesidon exacta de homotopia generalizada aso-
ciada al morfismo citado. Como sucede en muchas teorias de homotopia, aqui
también la sucesidn obtenida es invariante ante la accién del grupo de homotopia

de primer orden.

Usando como punto cualquier objeto de la categoria surge una estructura
de homotopia punteada en una categoria cuyos objetos son cofibrantes. La
homotopia de esta categoria puede ser expresada en funcién de la homotopia
generalizada de la categoria original. Asi, la teoria de homotopia generalizada
obtenida posee implicitamente toda la informacidn relativa a las diferentes teorias

de homotopia punteada procedentes de la categoria original.

Al tener esta teoria un desarrollo totalmente algebraico y dar las relaciones
que existen entre la homotopia generalizada y la punteada, permite simplificar
los desarrollos en teorias de homotopia concretas que verifiquen esta axiomatica.
Dicha axiomdtica, en particular, es cumplida por todos los ejemplos conocidos
de homotopia obtenida a través de un cilindro natural en el sentido descrito por
H.J. Baues [2]. Asi, la homotopia ordinaria dada en la categoria de los espacios
topoldgicos verifica esta axiomatica, resultando que los grupos de homotopia de
los espacios topoldgicos punteados y sus sucesiones son casos particulares de la
homotopia generalizada existente en dicha categoria. También homotopias como
la existente en la categoria de los espacios exteriores, creada para el estudio de
la homotopia propia de los espacios topoldgicos, cumplen la axiomatica. Homo-
topias como la de los complejos de cadena de una categoria abeliana, proyectivas,
inyectivas, y ciertas homotopias tensoriales, pueden ser obtenidas a partir de la

axiomdtica, y ser consideradas casos particulares de la homotopia generalizada.

Por todo lo anterior, la homotopia generalizada da una visién completa de la

homotopia de la categoria, sin necesidad de recurrir al uso de objetos punto. Asi,
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la homotopia generalizada en la categoria de los espacios topoldgicos contiene,
entre otras, todas las informaciones relativas a los grupos de homotopia referidos

a cualquier espacio topoldgico, sea éste una esfera, o no.

La teoria algebraica aqui presentada parte de una axiomatica obtenida a par-
tir de los axiomas dados por Baues para la nocién de categoria con un cilindro
natural, eliminando todo lo referente al objeto inicial y sustituyendo la transfor-
macion de intercambio por transformaciones producto en el sentido descrito por
K. H. Kamps y T. Porter [39]. A partir de esta axiomatica se obtienen grupos de
homotopia generalizados de un objeto y basados en un morfismo, como grupos
de homotopia relativa a cofibraciones. Estos grupos, como ya se ha dicho antes,
tienen cardcter funtorial al ser compatibles la homotopia relativa a cofibraciones
con la composicién de morfismos. Definiendo una accién de los grupos de ho-
motopia sobre los respectivos de orden no inferior, se concluye la abelianidad de

los grupos de homotopia generalizada de orden superior a uno.

La estructura asi definida es inducida sobre la categoria de cofibraciones de
la original de forma que ésta verifica también la axiomatica. De este hecho
surgen los grupos de homotopia relativos a cofibraciones de pares, y mediante
conos de cofibraciones se obtiene el grupo de homotopia generalizado de un
morfismo. Una sucesién exacta de homotopia relaciona los grupos de homotopia
generalizados de un morfismo con los de su dominio y codominio. Esta sucesién
resulta ser equivariante ante la accién del primer grupo de homotopia generalizada

del dominio.

También la estructura original es inducida sobre la categoria de cofibraciones
bajo un objeto cualquiera de la original, verificindose la axiomatica de partida.
Ademads, esta categoria resulta ser una categoria con todos sus objetos cofi-
brantes y basados, por lo cual se pueden definir grupos de homotopia punteados
y sucesiones exactas de estos. Los mencionados grupos son isomorfos a grupos

de homotopia generalizados.

A semejanza de lo que ocurre en los espacios topoldgicos y los espacios

topoldgicos punteados, cuando la categoria original tiene algtin objeto cofibrante,
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se puede generalizar, considerando este objeto como un punto, el concepto de
esfera topoldgica. Los grupos esféricos generalizados resultantes y las sucesiones
exactas de ellos son también isomorfos a grupos de homotopia generalizada y
sucesiones de ellos respectivamente.

La dualizacién de la teoria con sus demostraciones es facilmente ejecutable,
surgiendo una axiomatica que coincide con la dual de categoria con un cilindro
natural, esto es, caminos naturales, eliminando de los axiomas todo lo referente
al objeto final. Funtores cilindro y caminos adjuntos dan origen a estructuras
compatibles de homotopia generalizada y siempre que se tenga una compati-
bilidad entre cofibraciones y fibraciones, los grupos de homotopia generalizada
usando cofibraciones serdn isomorfos a los respectivos usando fibraciones.

En categorias aditivas, la homotopia generalizada tiene propiedades espe-
ciales, entre ellas cabe destacar que los grupos de homotopia generalizados basa-
dos en el cero tienen su operacién inducida por la aditividad de la categoria, de
forma que son todos abelianos. Ademas, toda homotopia cénica en el sentido de
F.J. Diaz y S. Rodriguez Machin [17] induce una estructura de homotopia gene-
ralizada a través de un cilindro, verificando la axiomatica de partida. Usando este
hecho y su dual con coconos, las homotopias tensoriales tienen una estructura de
homotopia generalizada compatible de cilindro-caminos; también la homotopia
proyectiva e inyectiva de los mdédulos sobre un anillo unitario tienen estructura
de homotopia generalizada de caminos y cilindro respectivamente.

En los cilindros topoldgicos, los de complejos de cadena sobre categorias
abelianas y los de espacios exteriores es posible definir transformaciones producto
que hacen de la homotopia ordinaria de dichas categorias un caso particular de

la homotopia generalizada que se obtiene.

Esta monografia esta dividida en cuatro capitulos, con un capitulo cero de
notacién y preliminares de teoria de categorias.
En el capitulo cero se introduce la notacién y los resultados en teoria de

categorias que se usaran a lo largo de todo el trabajo. Se hace mencién especial
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de los diagramas push out y propiedades relativas a estos, pues seran una he-
rramienta fundamental en la obtencién de resultados. Este capitulo se divide en

tres secciones:

En la primera seccién se introduce toda la notacién relativa a categorias fun-
tores y transformaciones. Se destaca una notacién para la composicion sucesiva
de una misma transformacién, asi como la usada para la composicién de fun-
tores con transformaciones. Finalmente se define la nocién de extensién de un

morfismo relativo a otro morfismo.

La segunda seccidn estd totalmente dedicada a la notacién relativa a los push
outs asi como a ciertas propiedades de estos. La notacidn suministrada difiere
de la clasica, pues es necesario no sélo conocer los objetos del push out, sino
también los morfismos. Es una notacién que ofrece mucha mds informacién, sin
incrementar por ello la simbologia. Se dan propiedades relativas a composicidn
de push outs, a push outs en la categoria de pares de una dada y, como propiedad
fundamental por su frecuencia de utilizacién, a los push outs de morfismos entre

push outs.

La tercera seccion es una dualizacién de la segunda con pull backs y las

propiedades relativas a ellos.

En el capitulo uno se da la axiomdtica a partir de la cual se desarrollard
toda la teoria algebraica aqui presentada, se obtienen los primeros resultados,
se introduce el concepto de homotopia relativa a una cofibracién y mediante los
grupoides de homotopia relativa, se definen los grupos de homotopia generaliza-
dos como grupos de homotopia relativa a una cofibracién basados en un mor-
fismo. También se establece la nocién de conexidad por caminos, concluyéndose
mediante la accidon de los grupos de homotopia generalizados sobre los de orden
no inferior con la abelianidad de estos para orden mayor que uno. El capitulo

esta dividido en cinco secciones:

En la seccién primera se comprueba que el axioma de cilindro relativo dado
por Baues al definir las I-categorias [2], puede ser sustituido por otro equivalente

sin necesidad de hacer uso de coproductos de objetos. Ademas, a partir de la
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transformacion de intercambio se crean dos transformaciones producto como las
que dan K.H. Kamps y T. Porter [39]. Por ello, la estructura generada a partir de
lo anterior se denomina [-categoria generalizada. La propiedad de extensién de
homotopia exigida en la axiomatica es equivalente a la dada por K.H. Kamps [38].
Finalmente se dan condiciones que garantizan la existencia de una cofibracién

entre objetos push out, y que serd muy util como herramienta de trabajo.

En la seccién segunda se procede a definir la homotopia generalizada como
una homotopia relativa a cofibraciones. Se comprueba que la relacién establecida
por dicha homotopia es de equivalencia y usando la propiedad de extensién de
homotopia y cofibraciones iteradas, esto es, generadas por el axioma de cilin-
dro relativo, se dan otras definiciones equivalentes de la homotopia relativa.
Asimismo se comprueba que la iteracién deducida del axioma de cilindro relativo
conserva cuadrados conmutativos y push outs, permitiendo este hecho ver que
la relacién de homotopia relativa es compatible con la composicién de morfismos

y que los push outs inducen equivalencias en homotopia relativa.

En la seccidn tercera se crea un grupoide donde los puntos son morfismos
entre dos objetos fijos, y los caminos son homotopias relativas a una cofibracién
con codominio el dominio de los puntos. Los lazos de este grupoide identificados
por homotopia relativa a la primera iteracion de la cofibracién dada, forman el
grupo denominado primer grupo de homotopia relativa a la cofibracién y basado
en el morfismo punto inicial y final del lazo, del objeto codominio de dicho
morfismo. Para las operaciones que asignan a un camino su camino inverso y
a dos caminos componibles el producto de caminos, se establecen definiciones
alternativas equivalentes usando la propiedad de extensién de homotopia. La
compatibilidad de la homotopia relativa con la composicién de morfismos induce

funtores entre los respectivos grupoides.

En la seccidn cuarta se definen los grupos de homotopia generalizada de orden
superior usando para ello las iteradas de una cofibracién dada y los grupoides
originados por ellas. Asi, los grupos de homotopia generalizada de orden superior

son primeros grupos de homotopia relativa a una cofibracién iterada. De la
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compatibilidad de la homotopia relativa con la composicién de morfismos se
deduce el caracter funtorial de los grupos de homotopia. Finalmente, se establece
la nocién de objeto conexo por caminos relativo a una cofibracién. Para ello se
definen primero las componentes cofibradas de un objeto respecto a otro y las
componentes conexas por caminos relativas a una cofibracién en un morfismo
de alguna de las componentes cofibradas. Cuando los morfismos base de los
grupos de homotopia generalizada estan dentro de la misma componente conexa
por caminos relativa a una cofibracién en morfismos de una misma componente
cofibrada, dichos grupos son isomorfos. Por tanto, un objeto conexo por caminos
relativo a una cofibracién es aquel que tiene una tnica componente cofibrada y
es conexo por caminos relativo a la cofibracién en cualquier morfismo. En este
caso se tiene que los grupos de homotopia relativa a la cofibraciéon no dependen

del morfismo base elegido.

En la seccién quinta, se define una accién de los grupos de homotopia gene-
ralizada sobre los de orden no inferior. Esta accidén, cuando el grupo tiene orden
superior a uno, es la identidad. Cuando la accién involucra grupos del mismo
orden, se define por conjugacién. De las dos propiedades anteriores se concluye

que los grupos de homotopia de orden superior a uno son abelianos.

En el capitulo segundo se estudia la categoria de pares de una [-categoria
generalizada y mediante la creacién de los conos de una cofibracién se definen
los grupos de homotopia relativa de un morfismo. Una sucesién exacta de homo-
topia asociada a un morfismo relaciona los grupos de homotopia generalizada del
morfismo con los de su dominio y los de su codominio. La accién definida en la
seccién quinta del capitulo primero puede ser extendida a los grupos contenidos
en la mencionada sucesion, dejando a ésta invariante. Este capitulo se divide en

cuatro secciones:

En la primera seccién se prueba que la categoria de cofibraciones de una
I-categoria generalizada vuelve a ser una [-categoria generalizada, por lo que se
puede hablar en ella de todo lo desarrollado en el primer capitulo. De esta forma

se tienen grupos de homotopia relativa a cofibraciones de pares basados en un
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morfismo de pares de un par, concepto que puede ser generalizado a cualquier
morfismo relacionando objetos aunque éste no sea una cofibracion. Los funtores
proyeccion de la categoria de pares en la categoria original, inducen homomorfis-
mos desde los grupos de homotopia relativa a una cofibraciéon de pares basados
en un morfismo de pares, de un morfismo, en los grupos de homotopia relati-
va a las respectivas componentes de la cofibracién, basados en las respectivas
componentes del morfismo, del dominio y codominio, respectivamente, del mor-
fismo al conservar estos la homotopia, la inversién y la composiciéon de caminos.
Asimismo, estos homomorfismos son invariantes ante la accién del primer grupo

de homotopia de las respectivas componentes.

En la segunda seccidn se define el cono de las cofibraciones iteradas de una
dada y se ve que el par formado por el cono de una cofibracién iterada y ésta
es una cofibraciéon de pares. Mediante esta cofibracion de pares se definen los
grupos de homotopia relativa a una cofibraciéon basada en un morfismo, de un
morfismo. Todo grupo de homotopia relativa a una cofibracién de un objeto
en la categoria original puede ser interpretado como un grupo de homotopia
relativa a una cofibraciéon de pares de un morfismo. Este hecho permite definir
un homomorfismo desde el primer grupo en el grupo de homotopia relativa a la
cofibracion del morfismo. El caracter funtorial de los grupos involucrados hace

natural la accién de este homomorfismo.

En la tercera seccién, usando el homomorfismo natural creado en la seccién
anterior, la proyeccion definida en la seccidn primera de este capitulo y el in-
ducido por un morfismo, se obtiene una sucesiéon exacta relacionando los grupos
de homotopia relativos a una cofibracién de un morfismo, de su dominio y de
su codominio, que se denomina sucesién exacta de homotopia relativa a la cofi-
bracién del morfismo. Por el caracter funtorial de los grupos relacionados asi
como por la naturalidad de los homomorfismos, esta sucesidén presenta también

un caracter funtorial.

En la cuarta seccion de este capitulo se define una accién del primer grupo

de homotopia relativo a una cofibraciéon del dominio de un morfismo en los
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grupos de homotopia no inferiores de este dominio, en los del codominio y en los
del morfismo. Dicha accién deja equivariante la sucesiéon exacta de homotopia

relativa del morfismo.

En el capitulo tercero se ve que la categoria de cofibraciones con dominio
un objeto fijo de una I-categoria generalizada es una [-categoria generalizada
punteada. Una técnica fundamental es usada a lo largo de este capitulo: a los
objetos de esta categoria se les pueden asociar push outs, mediante los cuales
se pueden definir los distintos conceptos de la teoria de homotopia punteada.
Haciendo uso de estos push outs se concluye que los grupos de homotopia pun-
teada y las sucesiones exactas de ellos son grupos de homotopia generalizada y
sucesiones exactas de estos en la categoria original. Si se basan los objetos de
estas categorias, a semejanza de lo que ocurre en los espacios topoldgicos, se
obtienen grupos de homotopia de un objeto y de un morfismo como los respec-
tivos grupos de homotopia punteados basados en el morfismo “cero”. De esta
forma se pueden definir grupos de homotopia de los objetos y los morfismos de
la categoria bajo un objeto fijo de la original, a semejanza de lo que sucede con

los espacios topoldgicos punteados. El capitulo se divide en tres secciones:

En la primera seccidon se comienza definiendo la categoria de cofibraciones
bajo un objeto y el concepto de push out asociado a los objetos de dicha categoria.
Mediante estos push outs se crea un cilindro punteado generalizado, que dota a la
mencionada categoria de una estructura de [-categoria generalizada punteada.
Asimismo se relacionan mediante push outs asociados los cilindros y cilindros

relativos punteados con los respectivos no punteados de la categoria original.

En la seccién segunda, usando las relaciones obtenidas en la seccién anterior
entre los objetos punteados y los no punteados de la categoria original, mediante
la técnica de los push outs asociados, se crean isomorfismos entre los grupos de
homotopia punteados y las sucesiones exactas de ellos con grupos de homotopia
generalizados y sucesiones exactas de estos, de la categoria original. También
se ve que los isomorfismos conservan la accién del primer grupo de homotopia

sobre la sucesion.
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En la seccidon tercera de este capitulo, basando los objetos y morfismos de
la categoria de cofibraciones bajo un objeto de la original se definen conos y
suspensiones de los mismos. Haciendo uso de estas suspensiones se definen los
grupos de homotopia de un objeto referidos a un objeto punteado y basado.
Dicha definicién puede ser extendida para objetos no punteados, esto es, para
objetos cualesquiera de la categoria bajo el objeto fijado. Usando los resultados
obtenidos en la seccién anterior y la técnica de los push outs asociados, se ob-
tienen isomorfismos entre los grupos de homotopia de los objetos de la categoria
bajo el objeto fijado y los respectivos generalizados del objeto en la categoria
original. Lo mismo sucede con los grupos respectivos de los morfismos, de forma
que la sucesién exacta de homotopia asociada a un morfismo hasta el orden dos
es isomorfa a la respectiva de homotopia generalizada asociada a dicho morfismo
en la categoria original. Asi, aparecen condiciones bajo las cuales una sucesién
exacta de homotopia generalizada puede ser extendida hasta los grupos de orden

uno.

En el capitulo cuarto se introduce el concepto de P-categoria generalizada
dual del de [-categoria generalizada, y se estudia la compatibilidad de ambos
conceptos sobre una misma categoria. Asimismo se dan métodos algebraicos
para la obtencién de este tipo de estructuras a partir de otras. Por su singulari-
dad, también se hace un estudio de las categorias aditivas bajo las mencionadas
estructuras. Para hacer ver la importancia de la teoria definida en este trabajo
se definen los grupos de homotopia denominados esféricos generalizando lo que
sucede en la categoria de los espacios topoldgicos, confirmando posteriormente
que, efectivamente, la categoria de los espacios topoldgicos tiene una estruc-
tura de [-categoria generalizada y que los grupos de homotopia de los espacios
topoldgicos punteados son grupos de homotopia esféricos desde el punto de vista
planteado en la axiomatica general. Se termina este capitulo analizando distintos
ejemplos de homotopias conocidas, sobre complejos de cadena, proyectiva e in-
yectiva, y otros no tan conocidos, en espacios exteriores y homotopias tensoriales,

que verifican la axiomatica. El capitulo se divide en cuatro secciones:
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En la primera seccidn se introducen el concepto de P-categoria generalizada
como concepto dual de [-categoria generalizada, que similarmente a este ultimo
procede del concepto dual respectivo de categoria con caminos naturales dado
por Baues [2]. Del estudio de la compatibilidad de ambas estructuras sobre
una misma categoria surge el concepto de I P-categoria generalizada. Cuando
también existe la compatibilidad entre las cofibraciones y fibraciones de ambas es-
tructuras, se tiene que los grupos de homotopia relativa a una cofibracién basada
en un morfismo del dominio de una fibracién, son isomorfos a los grupos de ho-
motopia relativos a la fibracién basados en el mismo morfismo del codominio de la
cofibracién. Se ve también que un funtor adjunto por la derecha (resp. izquierda)
de un cilindro (resp. caminos) induce una estructura de P(resp. I)-categoria
generalizada compatible con la estructura de partida. Para ello se hace uso de
que toda estructura de cilindro (caminos) generalizada lleva asociada unas cofi-
braciones (fibraciones) generadas por la estructura que hacen de la categoria una

I(P)-categoria generalizada.

En la seccién segunda se analizan las estructuras sobre una categoria aditiva.
En este tipo de categorias, la propiedad de extensién (elevacién) de homotopia
de un morfismo iterado es consecuencia de la respectiva propiedad de dicho mor-
fismo y de la aditividad de la categoria. Por lo que las cofibraciones (fibraciones)
generadas van a coincidir con los morfismos que verifiquen la propiedad de ex-
tensién (elevacién) de homotopia. Se comprueba que la operacién de los grupos
de homotopia generalizada basados en el cero coincide con la inducida por la adi-
tividad de la categoria y por tanto son todos conmutativos. Este hecho permite
definir grupos de homotopia generalizada basada en el cero en categorias aditivas
aunque el funtor cilindro o caminos suministrado no conserve push outs cofibra-
dos o pull backs fibrados respectivamente. Finalmente, a partir de estructuras
conicas (cocdnicas) en el sentido descrito por F.J. Diaz y S. Rodriguez Machin
[17] [18], en este tipo de categorias, se generan estructuras de I(P)-categorias
generalizadas, cuya homotopia es coincidente con la primera. En el caso de

estructuras compatibles, también las estructuras generadas son compatibles.
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En la seccidn tercera se define para objetos cofibrantes en una [I-categoria
generalizada la 0-esfera como el coproducto de dicho objeto consigo mismo. Esta
O-esfera es un objeto punteado y basado en la categoria de cofibraciones bajo ese
objeto. La suspensidn n-ésima de este objeto se denomina n-esfera. Usando la
técnica de los push outs asociados introducida en el capitulo anterior, se tiene que
los grupos de homotopia esféricos de un objeto, esto es, las clases de homotopia
de los morfismos desde la n-esfera en dicho objeto, son isomorfos a los grupos
de homotopia relativa a la cofibracién inicial del objeto, y por tanto, también
son grupos de homotopia generalizados. Se finaliza esta seccién haciendo un
estudio de la categoria de los espacios topoldgicos y de sus distintas estructuras
de I-categoria generalizada y P-categoria generalizada. En las estructuras de
I-categoria generalizada, los grupos de homotopia de los espacios topoldgicos
punteados son exactamente los grupos esféricos en la categoria de los espacios

topoldgicos bajo un punto.

En la seccidn cuarta se analizan diferentes ejemplos de homotopias generadas
mediante este tipo de estructura. El primer ejemplo considerado es la categoria
de espacios exteriores definida por J.M. Garcia Calcines, M. Garcia Pinillos y
L.J. Hernandez Paricio [25] para el estudio de la homotopia propia de los espa-
cios topoldgicos. Esta categoria tiene una estructura de /-categoria generalizada.
En el segundo ejemplo se ve que la homotopia usual de los complejos de cadena
de una categoria abeliana tiene una estructura de I P-categoria generalizada, en
la cual las cofibraciones (fibraciones) generadas coinciden con los monomorfis-
mos (epimorfismos) normales de cadenas, que son exactamente las cofibraciones
(fibraciones) usadas cuando se cre6 dicha homotopia [38]. En el tercer ejemplo
se crea una estructura de P-categoria generalizada en la categoria de los médulos
sobre un anillo, usando los resultados de la seccién segunda de este capitulo. La
homotopia generalizada obtenida engloba a la proyectiva creada por B. Eckman y
P.J. Hilton sobre esta categoria [32], y en la cual dos morfismos son hométopos si
y solo si su diferencia se factoriza a través de un médulo proyectivo. En el cuarto

ejemplo, similarmente al anterior, se dota a la categoria de mddulos sobre un
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anillo de una estructura de [-categoria generalizada. La homotopia resultante
engloba a la homotopia inyectiva definida por los mismos autores del ejemplo
anterior. En este caso, dos morfismos son hométopos si y solo si su diferencia
se factoriza a través de un médulo inyectivo. Las estructuras dadas en estos
dos ultimos ejemplos no poseen estructuras adjuntas compatibles. Se termina
esta seccién dando estructuras de [ P-categorias generalizadas sobre la categoria
de los grupos abelianos, de los casi médulos sobre un anillo y de los médulos
sobre un anillo unitario, cuyas homotopias generalizadas engloban las respectivas

homotopias tensoriales definidas en dichas categorias.

El autor es consciente de la existencia de diversas cuestiones abiertas que
no se han tratado en esta monografia. Algunas de ellas ya han sido estudiadas
y resueltas, pero la limitaciéon de espacio en este trabajo ha impedido incluirlas.
Otras, en cambio, estdn todavia siendo estudiadas, y algunas no se han intentado.
En este sentido se destacan las siguientes como posible continuacién de este
trabajo.

Desde el punto de vista algebraico:
- Obtencidn de una sucesién exacta de cofibras homotdpicas generalizada.

- Asociacién de teorias simpliciales a la homotopia generalizada, tal y como

se hace en otras teorias de homotopia.
- Creacién de torres de Postnikov en homotopia generalizada.
Desde el punto de vista de las aplicaciones:

- Creacién de una estructura de [-categoria generalizada en la categoria de

los espacios topoldgicos no compactos con aplicaciones continuas y propias.

- Extensién de la nocién de homotopia generalizada a las categorias de cofi-
braciones de Baues [2].
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- Extensidon de la nocién de homotopia generalizada a las categorias de
A-cofibraciones en el sentido de G. Minian [46], [47].



Capitulo 0

Notacion y preliminares de teoria

de categorias

Una de las herramientas fundamentales que se usa en homotopia algebraica
o abstracta es la teoria de categorias. Conceptos como categorias, objetos,
morfismos, funtores, transformaciones naturales,... son imprescindibles a la hora
de trabajar con axiomaticas de homotopia. También en este trabajo se hace uso
de las distintas categorias generadas por una dada, como son la categoria bajo
un objeto, sobre un objeto, la de pares, la opuesta, etc... Asimismo se utilizan
los conceptos de categoria aditiva y abeliana.

Los conceptos mencionados anteriormente pueden ser facilmente encontrados
en cualquier tratado de teoria de categorias, por lo que no se daran explicitamente.
No obstante, al usarse una notacién que difiere en matices de la clasica, se in-
troduce ésta para una mejor comprension del trabajo.

Los diagramas push out serdn muy importantes en el desarrollo de la teoria
que se expone. Por ello se hace un estudio mas completo de los mismos. Se usara
una notacién que permite tener mas informacién sobre los objetos y morfismos

intervinientes que la notacidn clasica y, no obstante, se simplifica ésta.

Se dan también algunos resultados sobre teoria de push outs mds especificos
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que los habituales. Los diagramas pull back con su notacién y versiones duales

de los mencionados resultados son también introducidos.

0.1 Categorias, funtores y transformaciones na-

turales

La notacién de los distintos conceptos relativos a categorias, funtores trans-
formaciones naturales, que se usara a lo largo de éste trabajo es dada en esta
seccién. No se dan sin embargo las definiciones, pues pueden ser encontradas en
cualquiera de las referencias bibliograficas sobre el tema.

Se designaran las categorias por letras mayusculas del tipo A, B,C..., los
objetos por letras maytsculas A, B,C... Dados dos objetos X e Y de una
categoria C, la notacién Hom¢(X,Y') representard el conjunto de morfismos
con dominio el objeto X y codominio el objeto Y en esta categoria C. Si no hay
posibilidad de confundir la categoria, se podrd también denotar simplemente por
Hom(X,Y). Un elemento de este conjunto sera simbolizado por f: X — Y.

Dados los morfismos i : B — Ay u: B — X, Hom(A, X)“" simbolizar4
el conjunto de morfismos {f : A — X / fi = u}. La notacién dual para
morfismos p: A — By u: X — Bes Hom(X, A)"<P~, designa el conjunto
de morfismos {f : X — A / pf = u}. Dichos conjuntos se denominan
respectivamente conjuntos de extensiones del morfismo u relativas al morfismo
1y conjunto de elevaciones del morfismo u relativas al morfismo p.

Los funtores seran designados también, como los objetos, por letras mayus-
culas F,G, H... La notacién F' : A — B simboliza un funtor que varia sobre la
categoria A y toma valores en la categoria B. Si A es un objeto de A entonces
F A es el objeto que, mediante el funtor F, le correspondeen B. Si f : A — A’ es
un morfismo en la categoria A entonces F'f : FA — F A’ denotard el morfismo
correspondiente por medio del funtor F' en la categoria B.

Dados dos funtores F,G : A — B, la notacién ¢t : FF — (G simbolizara
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una transformacion entre los funtores F'y G. Si A es un objeto de A entonces
ta: FA — G A denota el morfismo asociado a la transformacion ¢ por el objeto
A, en B. En general, cuando este morfismo esté compuesto con otros morfismos
cuyos dominios y codominios son conocidos, no se pondra el subindice A, ya que
es evidente sobre qué objeto actla.

Dados dos funtores F,G : A — By una transformacién t : F' — G, si
H :C — A esun funtor, ty : FH — GH denota la transformacién que a todo
objeto C' de C le asocia el morfismo tyc : FHC — GHC en B. Obsérvese
que dado el objeto HC, la transformacién ¢ actlia sobre este objeto como la
transformacién ¢y sobre el objeto C', por lo que también se usara la notacién ¢
en lugar de ty si no hay posibilidad de error. Si ahora H : B — C es un funtor
entonces Ht : HF — HG simboliza la transformacién que a un objeto A de A
le asocia el morfismo Hty : HFA — HGA en C.

Si : A — A es un funtor entonces F" : A — A simboliza la com-
posicién n veces del funtor consigo mismo. Si n = 0, F° simboliza el fun-
tor identidad 14 : A — A. Dada una transformacién t : F" — F™ para
m,n > 0, la transformacién t* simboliza la composicién de transformaciones
ttpn-mt pagn—m) -+ t gt (n—m) : Fk=D)@n-—m)+n _, pk=2)(n—m)+n _, .. [n _, m
para k > 1y n >m,y la composicidon
tpt-Dm-m -2 mon) * * tpmomt : F — F™ — pm=mtm . plk=1)(m=n)+m

para m > n.

0.2 Push outs

A lo largo de este trabajo, una de las herramientas fundamentales de la teoria
de categorias que serd usada son los diagramas denominados “push out”. Para
ello, aqui, aparte de introducir la notacién, también se dan dos de los principales

resultados que seran utilizados con frecuencia.

Definicion 0.2.1. Dados dos morfismos f : X — Y y g : X — Z en
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una categoria C, el objeto push out de los morfismos f y g se denotara por
P{f, g} y éste serd un objeto que junto con los morfismos f : Z — P{f, g}y
G:Y — P{f,g} da un cuadrado conmutativo

g

X Z
1 |7
Y ——=Pif.g}
con la siguiente propiedad universal de push out: si u : YV — Ay

v : Z — A son morfismos que verifican uf = vg, entonces existe un Unico
morfismo {u,v} : P{f, g} — A tal que {u,v}g=uy {u,v}f =w.

Si la notacién f o g ya ha ido usada en algtin push out y aparecen inducidas
de f o g en otros push outs, se usara respectivamente la notacién fo g. Si esta
dltima también ha sido usada, se usard f o g respectivamente. En particular, un

push out del tipo P{f, f} se simbolizara con el diagrama

X Y
1k
Y?P{f,f}

Nétese que por la unicidad de la propiedad de push out, la identidad
1: P{f g} — P{f,g} es el morfismo {g, f}. En particular, la identidad en

P{f, f} es el morfismo {]7, L.

Dado un diagrama totalmente conmutativo del tipo

X Z\
f f
g \Y ! P{f, g}
lﬁ
X - 7 7
N
Y’ P{f.q'}
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se tiene que g'af = ¢'f'v = f'¢y = f'Bg, por lo que existe el morfismo
{da, 3} : P{f,g} — P{f',¢'}. Este morfismo se denotard por
aU, B : P{f,g} — P{f',g'} o simplemente o U [ si no existe posibilidad
de error. El morfismo puede existir sin que exista el morfismo ~ haciendo con-
mutativo el diagrama anterior. Basta con que ¢’af = f'3¢. En este caso no

tiene sentido la notacién o U, 3y no se usara tampoco la notacién a U (3.

Proposicién 0.2.1. Dados los morfismos oy U, By : P{f,9} — P{f',q'}
yar Uy B o P{f.g} — P{f" g"} entonces (a1 U, Bi)(an Uy fo) =

g Uy~ B150.

Demostracion. Basta observar que ajagf = aqf'v0 = f"v17 y que Bi16og =

B19" v = 9" 1170- O

Si f: X — Y esun morfismo, y el objeto Y es un push out del tipo P{f’, ¢'}
entonces u : Y — A adopta la forma {ug, u;}, donde ug = ug’ y u; = uf’. En
este caso {u, v} se puede también denotar por {{ug,u1},v}. En caso de que no
exista posibilidad de error sobre los push outs usados, dicho morfismo se escribird
también como {ug,u;,v}. De esta forma, apareceran a lo largo de este trabajo
morfismos del tipo {hg, h1, -+ h,} con n € N. Este mismo acuerdo permitira
también simbolizar morfismos por ag U oy U - -+ U av, suponiendo conocidos los

push outs y por ello sin hacer uso de los paréntesis correspondientes.

Proposicion 0.2.2. Dado el siguiente diagrama conmutativo

g U

X A U

/| |7 |

YT)P{fag}T)V

entonces V = P{f,u} conh:7yv:Esiyso/osiV:P{f,ug} conh=f
yvg =ug.

Demostracién. Si V.= P{f,u} con h = f y v = @, dados los morfismos

hyo:Y — Ay hy: U — A verificando hof = hjug, entonces, por la propiedad
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de push out, existe un tnico morfismo {hg, hiu} : P{f, g} — A, que verifica en
particular {hg, hyu}f = hiu y de nuevo por la propiedad de push out existe un
dnico morfismo {{ho, hyu},h1} : V — A verificando {{ho,hlu},hl}? =hy
{{ho, hiu}, h1}ug = {hg, hiu}g = hg. Se concluye que ? = f, 4G =g y que
P{f,u} = P{f, ug}.

Reciprocamente, si V' = P{f,ug}, h = f y vg = ug entonces dado
ko : P{f,g} — By k : U — B verificando kof = kyu, se tiene que
kogf = kofg = kyug y por la propiedad de push out existe un tinico mor-
fismo {kog, k1} : P{f,ug} — B. Como {kog, ki}vg = kog y {kog, k1}vf =
{kog, k1 Yhu = kyu = ko f, por la unicidad se tiene que {kog, k1 }v = ko. Ademads
{koG, ki1 Yh = k; se concluye que V = P{f,u}, v=uyh = ? O

La anterior proposicidn viene a decir que la composicién de un push out con
un cuadrado conmutativo es un push out si y solo si dicho cuadrado conmutativo

lo es.

Proposicion 0.2.3. Dado un morfismo oo Ug v : P{f,g} — P{f'.¢'}, sia =
o Ug, B : P{r,s} — P{r',s'} conT = f yr' = f' entonces a Ugy =
aoUsy v P{f,9} = P{r,gs} — P{['.g'} = P{r',¢'s'}.

Demostracion. Por existir el morfismo o Ug, 3 se verifica ayr = 7'y y por la
existencia del morfismo a U 7y se tiene que ¢'s'By = ¢’'Bs = ~gs, de donde se
concluye la existencia del morfismo ag Ug, v : P{r,gs} — P{r’,¢'s'}.

Noétese que el dominio de 3 coincide con el dominio de g y con el codominio
de s, y por tanto, existe la composicién gs. Similarmente, el codominio de 3
coincide con el dominio de ¢’ y con el codominio de s’, por lo que existe la
composicion ¢'s’.

Por la proposicién 0.2.2 anterior observando que f =Ty f' = ﬁ se tiene
que (U 7)gs = g'as = ¢’ (o Ug, B)5 = ¢'s'ap = (ag U, 7)g5 y (U ) f =
v = (g Ug, 7)f. De lo anterior se concluye o Ug v = ag Ug, 7. O]
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Teorema 0.2.1. Dado el siguiente diagrama conmutativo

91 92
Yi——Yo—Y

alT Tao T@
X1 f1 Xo f2 Az
51i J{ﬁo lﬁz

Zl <~ ZO r—— ZQ
h1 ha

y suponiendo la existencia de los push outs P{ay, 3o}, P{a1,01}, P{az, 52},

P{g1, 92}, P{f1, f2} y P{h1, ha}, se tiene que:
el push out P{a Uy, a2, 51 Ug, P2} existe si y solo si el push out
P{gl Ufl hhgg Uf2 hg} existe.

Ademds, si existen,

1. P{ag Uy, a2, 01 Ug, B2} = P{g1 Up, h1, 92 Uy, ho}
2. a1 U, a3 = @1 Usg @2 ¥ 1 Ug, B2 = 1 Ug; Pa.

3. g1 Up, b1 =91 U by y g2 Uy, ha = G2 Uy ha.

4. El morfismo {{v1,72},{d1,02}} con dominio P{ca:; Uy, cva, 31Up, B2} existe
si y solo si el morfismo {{~1,01},{72,02}} con dominio

P{g1 Uy, h1,92 Uy, ho} existe. Ademds, si existen, son iguales.

Demostracion. Basta probar una de las implicaciones, pues la inversa tiene la
misma demostracién sin mas que rotar el diagrama 90 grados con centro en el
objeto Xj.

Supdngase la existencia de P{ay Uy, a2, 51 Ug, B2}. Entonces el siguiente

cuadrado es un push out:

gaUy, ho
P{ao, o} 2 P{as, B2}
91Us b l J{gluflhl
P{ay, b1} — P{ay Uy, a2, 31 Ug, B2}

ﬁughz



8 0. Notacién y Preliminares

- Existencia de los morfismos: Los morfismos o Uy, aa, B1 Ug, B2, g1 Uy, b1 y
g2 Uy, hy existen por la conmutatividad del diagrama dado y la existencia de los
push outs.

Ahora, Giay = (a1 Uny a2)fi y (B1 Ug, B2)fi = hif2 y por tanto existe
el morfismo muf—lh_l : P{ag, B2} — P{ag Uy, aa, B1 Ug, B2}. Andlogamente
sucede con el morfismo g5 Uf;h_g : P{ay, 51} — P{ai Uy, a2, 51 Ug, B2}

- Conmutatividad: Se deduce de la proposicién 0.2.1, (g7 Ufflh_l)(gQ Uy, he) =
9192 Uz, 5, hiha = G201 Ugyp, haha = (32 Ug; ha) (g1 Up, ba).
- Propiedad de push out:

Sean {71,601} : P{an, b1} — Y y {79,02} : P{ag, 52} — Y verificando
{11,01Hg1Up b)) = {12, 02}(92Up, h2). Entonces {y1g1,01h1} = {7292, 62D} y
por consiguiente ;91 = 7292 Yy O01thy = dhs. Por tanto existe
{71,%}: P{o1,92} — Y y {01,02} : P{hq,ha} — Y. Ademas se verifica que
{71, 2 Har Uay a2) = {mian, 2} = {0151, 0282} = {01, 02}(B1 Ug, B2) pues
los dominios de {71,081} y {72,02} son P{ay, 51} y P{aw, 32} respectivamente.

Se concluye que {{71,01},{72,02}} =
U r2) 101,021} - P{g1Up ha, 92U, o} = P{agUg, 2, 1Ug, B2} — Y. [

Observacion 0.2.1. Cualquier objeto A de una categoria puede ser considerado
un push out, pues P{14,14} = A siempre existe, con inducidas respectivas
Ia=1ay i; = 14. Reiterando el proceso se puede considerar el morfismo
14 =141l4: A — P{14,14}; para diferenciar este morfismo de 14 : A — A,
se denominard 1’y : A — P{l4,14} y de esta forma se tiene el objeto A =
P{1’y,14} y asi sucesivamente. Cualquier morfismo v : A — X se puede asi
expresar como el morfismo {«, «, ...} : A — X considerando A como un objeto

push out de los anteriormente mencionados.

La relacidn entre los push outs de una categoria y su categoria de pares viene

expresada en el siguiente resultado.
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Proposicion 0.2 .4. Dada una categoria C y dos morfismos en Pair C,
(ug,ul) . <A07A1) — (307B1) y (’Uo,vl) . (A(],Al) — (Co,cl), se verifica
que si existen los push outs P{ug,vo} y P{ui,v1} en C entonces también existe

el push out P{(ug,u1), (vo,v1)} en Pair C. Ademads, si existen, se verifica que
P{(UO,Ul), (1}071)1)} - (P{UOaUO}; P{Ul,'l}l}).

Demostracion. Sean a : Ay — Ag, b: By — By y c: C;y — Cy los morfismos
que representan respectivamente dichos pares. Entonces el morfismo b U ¢ es
representado por (P{ug,vo}, P{ui,v1}).

Al verificarse las igualdades (b U c¢)u; = Toc y (b U c)uy = Tgb, existen
los morfismos de pares (ug,u1) : (Co,C1) — (P{uo,vo}, P{ui,v1}) vy
(v, 71) : (Bo,B1) — (P{uo,vo}, P{ui,v1}). Ademids (ug,ur)(vo,v1) =
(Tovo, wrv1) = (Vouo, Drur) = (g, 01) (uo, u1)-

Si (fo, f1) © (Bo,B1) — (Xo,X1) y (90,91) : (Co,C1) — (Xo,X1) son
morfismos de pares verificando que (fo, f1)(uo,u1) = (g0, 91)(vo,v1)
entonces foug = govo Y fiur = ¢1v; de donde existen los morfismos
{fo, 90} © P{uo,vo} — Xoy {fi, ¢} : Plus, 1} — Xi. Como x{fi1,q1} =
{zfi,z1} = {fob,90c} = {fo,90}(b U c), se concluye por la unicidad de
la propiedad de push out que P{(ug,u1), (vo,v1)} = (P{uo,vo}, P{ui,v1}),

(u()?ul) = (u_07u_1)v (UOavl) = (U_07U_1) y{(vafl)ﬂ (90791)} = ({f0790}> {flagl})'
O

0.3 Pull backs

Esta seccidn es la version dual de la anterior y solo se incluye para indicar la

notacidn que se usara.

Definiciéon 0.3.1. Dados dos morfismos f : Y — X yg: Z — X en una
categoria C, el objeto pull back de los morfismos f y g se denotaréd por P < f,g >
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y éste serd un objeto que junto con los morfismos f : P < f,.g >— Z vy

g: P < f,g>—Y daun cuadrado conmutativo

P<f,g>—f>Z
| l“’
Y X

~

con la siguiente propiedad de pull back: siu : A - Yyv : A — Z
son morfismos verificando que fu = gv entonces existe un Unico morfismo

<uv>A—-P<fg>talqueg<u,v>=uyf<uuv>=u.

De forma similar a lo dicho para push outs, se usard la notacidn
f, g, J?, g también en el caso de pull backs. En particular, se tienen
las identidades siguientes: 1 =< g, f > P < f,g > P < f,g >y
l=<f,f>P<ff>sP<f f>

Si existen los pull back P < f,g >y P < f', ¢’ >, y morfismos «, [3, v verifi-
cando f'a = ~f y ¢B = g, entonces se tiene el morfismo
anNy,B:P<fig>—=P<f g >

Andlogamente a lo dicho en la seccidén anterior para morfismos que involucran
a un numero finito de push outs, también en este caso se tienen morfismos del

tipo < hg,h1,++ h, >y agNa;N--- Na,. De forma dual se verifica que
(O‘O Mo 60)(051 M ﬁl) = a1 MNygy,y Bofh.

Asimismo, la composicién de un cuadrado conmutativo con un pull back es

pull back si y solo si dicho cuadrado lo es.
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Teorema 0.3.1. (Dual del teorema 0.21)

Dado el siguiente diagrama conmutativo

g1 92
Yi——Yo~—Y;

ali lao lm
X f1 Xo f2 X2
BIT Tﬂo T@

4y ——>Zy<— 2>
h1 ha

y suponiendo la existencia de los pull backs P < «q, 3y >, P < aq,7 >,
P <ay, B> P<gi,g9s> P<fi,fo>yP <hy, hy >, se tiene que:

el pull back P < oy Ny, 2,1 Ng, B2 > existe si y solo si el pull back
P < g1 Ng hi, g2 Ny, he > existe.

Ademas, si existen,

1. P <o Nyy 2, 51 Ngy B2 >= P < g1 Ny, by, g2 Ny, hy >
2. 1 Nay 0z = 1 Nz @2 y B1 N, P2 = Br N Ba.

3. 910 b =1 O by y g2 O, ha = G2 N ha.

4. El morfismo << 71,72 >, < 01,02 >>, con P < oy Ny, a2, B1 Ng, B2 >
como dominio, existe si y solo si el morfismo << 71,01 >, < 79,09 >>
con dominio P < g1 Ny, hyi,g2 Ny, ho > existe. Ademads, si existen, son

iguales.

También para pull backs se verifica la proposicién dual de la 0.2.4 en categoria
de pares. Esto es, si existen los pull backs P < ug,vg >y P < uj,v; > en
C entonces también existe en Pair C el pull back P < (ug,u1), (vg,v1) >=

(P < Ug, Vo >,P < U1,V1 >)






Capitulo 1

Homotopia Generalizada

Cualquier estructura de homotopia genera teorias de homotopia punteadas
considerando como puntos a los objetos de la categoria. La homotopia general-
izada surge como un intento de definir una homotopia, en categorias sin objetos

cofibrantes, y que ademds englobe las diferentes teorias de homotopia punteadas.

Partiendo de las categorias con un cilindro natural, o I-categorias, definidas
por H.J. Baues [2], eliminando el objeto inicial junto con los axiomas relativos
a él y modificando aquellos que necesiten de su existencia, se obtiene la nocién de
I-Categoria Generalizada. En estas categorias se verifican las propiedades clasicas,
no relacionadas con el objeto inicial, relativas a las cofibraciones. En este sentido
se destaca la propiedad de extensién de homotopia descrita por Kamps [38] por

su versatilidad para obtener homotopias.

La homotopia en una |-categoria generalizada se crea a mediante la homotopia
relativa a cofibraciones, adoptando formas diversas equivalentes cuando estas
cofibraciones proceden de la iteracién de otra a través de los cilindros relativos.
La homotopia generalizada asi definida verifica propiedades usuales de la teoria de
homotopia, como son la compatibilidad con la composicién de morfismos bajo
cofibraciones y la conservacién, mediante iteracién del cilindro relativo, de los

cuadrados conmutativos o push outs relacionando cofibraciones. La no existencia

13
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en general de homotopia relativa a la cofibracién inicial, pues no tienen por qué
existir objetos cofibrantes, no impide que el funtor cilindro defina una relacién
para morfismos entre dos objetos; relaciéon que se traduce en isomorfismos de
corchetes de homotopia relativos a cofibraciones con dominio coincidente con
el de los morfismos. Estos isomorfismos son la herramienta fundamental que
se utilizard para el estudio de la conexidad por caminos de los objetos y en la

descripcién de la accién de los grupos de homotopia sobre los de orden no menor.

Dada una cofibracién, considerando como puntos de un objeto los morfismos
entre el codominio de la cofibracién y dicho objeto, y como caminos las homo-
topias sobre dicho objeto relativas a la cofibracién dada, se crea un grupoide de
homotopia generalizada. La compatibilidad de la homotopia con la composicién
de morfismos induce funtores entre los distintos grupoides que daran origen a

conocidas propiedades de los grupos de homotopia clasicos.

A partir del grupoide de homotopia generalizada y usando el cilindro rela-
tivo para la iteraciéon de las cofibraciones se definen los grupos de homotopia
generalizada como grupos de homotopia relativos a cofibraciones y basados en
morfismos que hacen las veces de puntos. Propiedades clasicas de los grupos
de homotopia son también verificadas por los aqui obtenidos: tienen caracter
funtorial respecto a los morfismos base y a las cofibraciones, pueden ser expre-
sados los de orden superior en funcién de los de orden inferior, y morfismos base
relacionados por homotopia, “puntos”’ relacionados por “caminos”, dan grupos
de homotopia isomorfos. El dominio de las cofibraciones también determina es-
tos grupos de homotopia y junto con la propiedad anteriormente mencionada se
obtiene el concepto de objeto conexo por caminos relativos a una cofibracién,
como aquel cuyos grupos de homotopia generalizada no dependen del morfismo

base elegido.

Por dltimo, es posible definir una accién desde los grupos de homotopia
generalizada a los de orden superior, que coincide en el caso de la homotopia
ordinaria de los espacios topoldgicos con la accién del grupo fundamental. Accién

que, en esta teoria, es la identidad cuando el grupo que actiia no es de orden uno,
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y que es la conjugacién cuando los érdenes de dicho grupo y sobre el que actia
coinciden. De esta forma, se obtiene la abelianidad de los grupos de homotopia

generalizada para drdenes superiores a uno.

1.1 [-Categoria Generalizada

Antes de dar el concepto de [-categoria generalizada se recordara la nocién
de I-categoria, o categoria con cilindro natural introducida por H.J. Baues en su
libro “Algebraic Homotopy” [2], para posteriormente realizar las modificaciones
oportunas que permitan definir una estructura de homotopia, a través de un

cilindro, que no requiera la existencia de objeto inicial.

Definicién 1.1.1. Una [-categoria, o categoria con cilindro natural es una es-
tructura del tipo (C, 1, (., p,cof) donde C es una categoria con objeto inicial );
I : C — C es un funtor denominado cilindro; ¢ : 1¢ — I, € € {0,1}, son
transformaciones naturales denominadas inclusiones; p : I — 1 es una trans-
formacién natural denominada proyeccién y “cof” es una familia distinguida de
morfismos denominados cofibraciones y representados por “~—"; verificando los
axiomas 11, 12, 13, 14 e 15:;

I1 (Axioma de Cilindro) p.. = id, € € {0,1}

12 (Axioma de Push Out) Para toda cofibracién i : B — Ay todo morfismo
f: B — X existe el objeto push out P{i, f} con i cofibracién:

B—1-x
A 5 P{i, f}

Este tipo de push outs con cofibraciones se denominara push out cofibrado.
El funtor cilindro I transforma push outs cofibrados en push outs, esto es,
IP{i, f} = P{Ii,If}. Ademas I() = ()
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I3 (Axioma de Cofibracién) Para todo objeto X de C, 0x : ) — X es
cofibraciéon. La composicién de cofibraciones es cofibraciéon. Toda cofibracién
verifica la propiedad de extensién de homotopia (P.E.H.):

Un morfismo i : B — A se dice que verifica la P.E.H. cuando todo cuadrado

de homotopia, esto es, cuadrado conmutativo del tipo

B—~IB

AT>X 766{0,1}

tiene una extension F, : A — X tal que Fei, = hy Feli = H.
14 (Axioma de Cilindro Relativo) Para toda cofibracién i : B — A, el

morfismo i' = {Ii, 0,01} : P{{t0,01},4 Ui} — [ A es una cofibracién,

Ui

BUB AUA

{Loybl}l J/

IB P{{LQ,Ll},iUi}

)

{t0,t1}

1
Ii TA

donde para todo par de objetos X,Y de C, el objeto X UY = P{(lx, 0y} existe
por los axiomas dados.

I5 (Axioma de Intercambio) Existe una transformacién de intercambio
t: 11— II tal que tIte =ty tig = Iie, parae € {0,1}.

Para el objeto push out dado en el axioma 14 se usard la notacién
I!B = P{{1p,t1},i Ui}. Obsérvese que, por este mismo axioma, el morfismo
0L = {1o,11} : AU A — I A es cofibracién para todo objeto A de C. Por otro
lado, las inclusiones inducidas j, = 6);, J1 = 04: A>— AU A son también
cofibraciones por el axioma 12 y, por tanto, también lo son ¢y = {t0,¢1}70,
t1 = {to,t1}71 por el axioma 13. De éste mismo axioma también se deduce que
todo isomorfismo f : X — Y es cofibracién pues f = 0y : X — P{0y,0x} =Y.
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Una de las razones para introducir el concepto de I-categoria generalizada
es eliminar del axioma de cofibracién 13 el que todo objeto X de la categoria
C sea cofibrante. La supresidén de esta condicién impide que se pueda hablar en
general de objetos del tipo X U X, por lo que el axioma 14 de cilindro relativo

debe ser entonces formulado con otros push outs.

Proposicién 1.1.1. Dada una cofibracion i : B — A, el objeto I! B coincide
con P{ivy,i}, donde i : IB ~— P{u,i} es la cofibracion inducida por i en este

push out.

Demostracion. El siguiente cuadrado es un push out:

B Z. A
P{io, i} —5— !B

- Conmutatividad: (1 U jo)ity = i Uity = i Ui{eo, t1}j1 = {to,t1}(i Ui)jy =
{10, 1 }ini

- Propiedad de push out: Sig: A — Xy {H, f} : P{w,i} — X tales
que {H, f}it, = Hu; = gi, entonces el morfismo {f, g} : AUA — X veri-
fica {f,g}( Vi) = {fi,gi} = {Hw,Ht1} = H{tp,t1}. Por lo tanto existe
{H,f,g}:I}]B— X. O

De esta forma, en particular, se puede también definir para ¢ la cofibracién
i' sin necesidad de usar objeto inicial. En este caso no se puede asegurar que
0 11 sean cofibraciones, pues no existe {g,¢1} : X UX — X.

Transformaciones producto xo,x1 : Il — I similares a las descritas por
Kamps y Porter en [39] se obtienen a través de la transformacién de intercambio
t: 11 —1I1I.

Por la P.E.H., el cuadrado de homotopia top{io,t1} = {top, 1}eo tiene una
extensiéon ' : Il — 1. Entonces F't verifica Ft{ip,t1} = F{lip,It1} =

FI{t,t1} = {top,1}.
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Por la misma propiedad, también el cuadrado de homotopia
vop*{to,u}' = {wp? Ft,op®, Ft}iy tiene una extension G : I? — 1,
Gur{ro, 11}t = {wop, 1,10p,1} y por tanto Gy actda como una transformacién
producto (x1). Si en el desarrollo anterior se intercambian entre si los indices

0 y 1, aparece una nueva transformacién producto xq verificando xo{to,¢1}! =

{17 Ll1p, 17 Llp}'

Definicién 1.1.2. Una [-categoria generalizada es una estructura del tipo
(C,I,te,p,Xe,cof), donde C es una categoria; I : C — C es un funtor de-
nominado cilindro; ¢ : 1c — I, € € {0,1}, son transformaciones naturales
denominadas inclusiones; p : I — 1¢ es una transformacién natural denominada
proyeccién; x. : II — I, ¢ € {0,1}, son transformaciones naturales denomi-
nadas productos y “cof” es una familia distinguida de morfismos denominados
cofibraciones y representados por “—"; verificando los axiomas Gl1, GI2, GI3,
Gl4 y GI5:

GI1 (Axioma de Cilindro) p.. = id, € € {0,1}

GI2 (Axioma de Push Out) Para toda cofibracién i : B — Ay todo morfismo
f: B — X existe el objeto push out P{i, f} con i cofibracién:

B—1—>x
A 5 P{i, f}

El funtor cilindro I transforma push outs cofibrados en push outs, esto es,
IP{i, f} = P{Ii,If}.

GI3 (Axioma de Cofibracién) Para todo objeto X de C y ¢ € {0,1},
tex : X — IX y 1y : X — X son cofibraciones. La composicién de cofi-
braciones es cofibracién. Toda cofibracién verifica la propiedad de extension de

homotopia (P.E.H.):

Un morfismo i : B — A se dice que verifica la P.E.H. cuando todo cuadrado
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de homotopia

AT>X ,EE{O,]_}

tiene una extensién Fe: [A — X tal que Fee. =hy F.li = H.
Gl4 (Axioma de Cilindro Relativo.) Para toda cofibracién i : B ~— A, el

morfismo ' = {Ii,10,01} : I! B = P{ity,i} — I A es una cofibracién

B d A

ibli IM\\
~ ‘\ L1

P{Lo,i} : P{gbl,i} \

\

{Ii,l,()} [A

GI5 (Axioma de Producto)

d , v=c¢

Lp , VFE

Xe(Ity) = Xetwr = y pxe = p*; con v, e € {0,1}.

Observacion 1.1.1. A partir de esta definicién y a lo largo de todo el trabajo, C
representara siempre una [-categoria generalizada cuando no se especifique otra

COsa.

Observacién 1.1.2. El dominio de un morfismo {H, f, g} es el objeto I!B siy
solosi Hiy =gty Hig = fi.

Observacion 1.1.3. Iterando el axioma GIl4, dada una cofibracién i : B — A, se
obtienen cofibraciones i" = (" ~!)' : I"B = I!, ,I""'B — I"A, donde i* = i,
I? B = B. Estas cofibraciones serdn fundamentales a la hora de definir los grupos

de homotopia generalizada.

Observacion 1.1 .4. También en esta estructura, cualquier isomorfismo
f: X — Y es cofibracién, pues f = 1x : X — P{lx,1x} =Y. El cilindro de
una cofibracién i : B ~— A es también una cofibracién, porque Ii = {Ii,1o}iy

por tanto composicién de cofibraciones ya que {Ii, 1o} = i'i es cofibracién por
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lo mismo. Por tanto, el funtor cilindro transforma push outs cofibrados en push
outs cofibrados.

Proposicion 1.1 .2. Dada una cofibracion 1 : B »~— A, el morfismo
{Ii 11} : P{u1,i} — I A es cofibracion.

Demostracion. El siguiente cuadrado es un push out:

B : A

(2
liLo IZLO

P{Ll,i} ]llB

iUl
donde 7 es la cofibracién inducida por i en el push out P{t,i}.

- Conmutatividad: (i U 1)itg = tit = tto:.

-Propiedad de push out: Dados f: A — X, {go, 01} : P{t1,i} — X verificando
goto = fi entonces {go, f} : P{w,i} — X verifica {go, f}it1 = got1 = gii.
Por tanto existe {go, f, 91} = {90, 91, f} : I} B = P{itg,i} — X. En particular
{Ii, 10,01} = {Ii, 01,00} : I'B = P{itg,i} — I Ay, en consecuencia, {Ii, 1} =
i'(i U 1). Nétese que 7 U 1 es cofibracién por ser la inducida de i en el anterior

push out. ]

La propiedad de extension de homotopia tiene una caracterizaciéon semejante

a la descrita por Kamps en [38]:

Teorema 1.1.1. Dado un morfismo i : B — A, si existen los push out P{t,i},

e € {0, 1} entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. i verifica la P.E.H.
2. {li,v.} : P{i,i} — IA son secciones, para e € {0,1}.

Demostracion. Si i verifica la P.E.H., los cuadrados de homotopia generados
por P{..i}, ¢ € {0,1}, tienen extensiones r. : IA — P{i,.} verificando
re{lisee} = {rdiyrey = {i, 0} = 1pg ay.
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Inversamente, todo cuadrado de homotopia hi = H. tiene una extension
{H,h}r.: A — X donde 7. es una retraccién de {Ii,(.}. O

Una herramienta que sera muy atil a la hora de obtener cofibraciones es la

siguiente propiedad.

Proposicién 1.1.3. Dado el diagrama conmutativo

X, fi X, f2 X,
a1 (e 7)) a2
Y Yo Y,

g1 g2

Si ap, ay y g son cofibraciones y {g., a.} : P{a, f¢} — Y. es cofibracion para
e = 1 0 e = 2 entonces, si existe el morfismo oy U oy : P{f1, fo} — P{q1, 92},

es también cofibracion.

Demostracion. En la siguiente construccién se tiene:

- f1, f2 son las inducidas en P{fi, f>}.

- 91,02 en P{g1, g2 }.

- ag, f1 en Plao, fi}-

- 570,]72 en P{ay, fo}.

- @, o en P{aw, f2}.

- G0, fi en P{au, fi}.

- a_l’E en P{ay, fo}.

-, fi enf{ag,ﬁ}.

~{or.ai}. faen P{{gi,n}, o).

- {g2, 2] i en P{{g2,00}, J1}.

- {g1, 0}, {g2, a2} en P{{g1, a1}, {g2, 2} }.
Obsérvese que por la proposicién 0.22

- P{as, o} = P{as fiy = P{f. b} M=ao=a@Uan fi=hyfa=fa
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~{g a0} = {Rgr o}, a1} y {92, 00} = {Ji{g2, 02}, @2} pues Pon, fo} =
P{{gi,aa}, fa} y P{ag, fi} = P{{g2, a2}, /1}

-{g1, ali: {71, a1Uas} y {g2, as} = {G2, a1Ua }. Nétese que {g1, oy }an fi =
{gaitfioe = giae y {g,ai}m@mfe = {g1,01H{ge,02}(@ U o) =
{92, 2} g2, 2} (@ U o) f2 = {92, a1 f2 = {g2, a2} f201 = Gor1. De donde,
por la unicidad de la propiedad de push out {g;, o1 }az = a1 Uag; simétricamente

sucede {g9, s}y = a1 U g,

Ademas P{{g1,a1}, {92, a2}} = P{g1, 92}

Se concluye que oy U ay = {g1, a1} = {go, ax }a7 y por tanto cofibracién

por ser al menos una de ellas composiciéon de cofibraciones. Il

1.2 Homotopia Generalizada

Los objetos de una [I-categoria generalizada no son necesariamente cofi-
brantes, por tanto no se puede asegurar la existencia de la cofibracién {¢g,¢1}. En
consecuencia, la relacion establecida para fy, f1 : A — X como “f, es homédtopo
a fi" siysolosiexiste H: A — X tal que Hio = fo y Hiy = f1, no verifica
necesariamente las propiedades simétrica y transitiva. Es necesario, entonces,
establecer una relacién de homotopia relativa a cofibraciones que coincidira con

la anterior para objetos cofibrantes, usando la cofibracién inicial.

Definicion 1.2 .1. Dada una cofibracién ¢ : B — A, y morfismos
fo,fi : A — X, fo se dird hométopo a f; relativo a la cofibracién ¢ si exis-
te una extensién F' del morfismo { foip, fo, f1} relativa a la cofibracién i'. F se

dird una homotopia relativa a ¢ desde f hasta f;. Se usard la siguiente notacién:
F:fox~fireli

Obsérvese que por existir { foip, fo, f1} : I} B — X se tiene que foi = fii.
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Proposicion 1.2.1. “Ser hométopo relativo a una cofibracion” es una relacion

de equivalencia.

Demostracion. Dada una cofibracién i : B — A

- Reflexiva: fp: f ~ f rel i para todo morfismo f: A — X.

- Simétrica: Si F' : fo >~ f1 rel i entonces Guy : f1 >~ fy rel i donde G es
una extensién del cuadrado de homotopia fopi' = { foip?, F, fop}io asociado a
la cofibracién it

- Transitiva: Si F': fo~ fireliy G : fi ~ fyrel i entonces Hiq : fo = foreli
donde H es una extensién del cuadrado de homotopia fipit = {foip?, F, G}y

asociado a i!, con F : f1 = fo rel i existente por la propiedad simétrica. O]

De esta forma se establece una relaciéon de equivalencia sobre el conjunto
de morfismos Hom (A, X))}, donde u : B — X es el morfismo determinado
por la composicién con ¢ de todos los morfismos homdtopos entre si y relativos
a i. El conjunto cociente generado por dicha relacién serd simbolizado por
[A, X" = Hom(A, X )1 /(~ rel 4).

Cuando la cofibraciéon es como las originadas en la observacién 1.1.3,
o IPB — I A, y los morfismos fo, f1 1 I"A — X verifican fpi" = fi1i" = hp"
para algiin morfismo h : A — X, la relaciéon de homotopia puede ser expresada
de otras formas. A continuacion se verdn algunas de estas expresiones, que seran
ttiles en el desarrollo de esta teoria. Para ello, se dara primero un resultado
general relacionando homotopias, morfismos con dominios cilindros relativos del
tipo I B y extensiones de dichos morfismos relativas a cofibraciones del tipo
it
Teorema 1.2.1. Dada una cofibracién i : B — Ay morfismos h : [""'B — X
Y fr, g I™A — X verificando fy, ~ g rel i" para todok con1 < k < 2(n+1)
entonces el morfismo {h, fonio, fons1, - fo, fi} : [ B — X existe si y solo
si el morfismo {h, gan12, Gons1, -~ G2, 91+ - "B — X existe. En dicho caso,

existe una extension I : I"** A — X del primer morfismo relativa a la cofibracion
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n+1

1 si y solo si existe una extension G : I""'A — X del segundo morfismo

relativa a la cofibracion i" .

Demostracion. Nétese que para todo k con 1 < k < 2n se verifica que gpi" =
fri™ por ser fr ~ g, rel i". Ademds las condiciones exigidas para la existencia de
los morfismos {h, foni2, fonsts - for fi}s LRy Gont2, Gonst, - Go, 91}, de I B
en X, dependen solo de la composicién de morfismos fii" o gpi™ y de hl®,,
0<s<nyec{0,1}; de donde se concluye la afirmacién sobre la existencia
de dichos morfismos.

Sean Hy, : fi =~ gr rel i™ y supuesta la existencia del morfismo I, sea G’ una

extensién del cuadrado de homotopia Fi" ™' = {hp, Ho, 10, Hopy1, -+ - Hay Hi}ig
asociado a la cofibracién i"**.
El morfismo {hp, Hapyo, Hopi1, -+ Ho,Hy }: I B — X existe pues H, [5t1, =
fepl e = filiep = f2(s+2)fe[[k?;1]bk_2[g}ﬁ’ = f2(s+2)7epl[k2;1]+1bk_2[g} para
n—1>s > [51], donde [-] indica la funcién “parte entera”, y HI"!i =
fupI™i = filvip = h[[%]bk_ﬂ%]p = hpﬂ%}"’-lbk_ﬂg]. El morfismo G =
G'11 es una extensién del morfismo {h, gan12, Goni1, - - g2, g1} relativa a la cofi-
bracién "1

Para el reciproco basta sustituir el morfismo H por GG e intercambiar los

subindices de ¢, entre si. O

Proposicion 1.2.2.  Dada una cofibracion i : B — A y un morfismo
f : I"A — X verificando fi"™ = hp™" para algin morfismo h : A — X,
para todo k con 1 < k < n existen morfismos f'¥ : ["*1A — X verificando
freHly = hipntl y f1R ™ = hp" salvo para fY*1y = f sik es paro f*1, = f
si k es impar, y fY*1*1, = f.

Demostracion. La demostracion sigue un proceso inductivo partiendo desde
k =1y terminando en k = n.

Si k =1, se define f' = fy;.
Evidentemente fx,i" ™! = {hp" T 12"~ hp", f, hp", f}.
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Si K = 2, sea F' una extensién del cuadrado de homotopia fIy;i"*' =
{hp" 2142 hp™ L fp, hp" L Fxo, f11 hp™ T}y asociado a la cofibracién
i"*t1. Nétese que existe el morfismo
{fpm 2142 hp L, fp hp™Y fxo, f1 R} 0 IIMB S — X, porque
fUIy = f = fxolt, y las demds condiciones se cumplen pues siempre dan
hp™ o hip™ti.

Se define f12 = Fu;.

Evidentemente f'2i"t1 = {hp" 113" =2 hp™, f, hp™, hp™, f, hp™}.

Suponiendo cierto hasta k = m < n, si k = m + 1 sea F' una extensién del
cuadrado de homotopia f1™y;i"t! =
{hp 213 bt fp T fxa, et - ™Y f by siomes par
o bien fImy "t =
{hprt2[m3in=tom pontl fo hontl fyg hpntl o hpttL fimopantly o

‘n+1

m es impar, asociado a la cofibracién i"™. Noétese que existe el morfismo

{hpr T2 mt3in=t=m pontl fo hp" Tt fxq, hp™ T - hp™ L f1™) o el morfismo
{hpr T2 mt3in=t=m pontl fo hp" Tt fxo, hp™ T - hp™ LA™ Rt defini-
do desde II""'Ben X, pues f'™ ™1, = f = fx1lu1 0 f'™I™y = f = fxolto,
si m par o m impar respectivamente.

Se define f1m+D) = Fyy o f1m+) = [y seglin sea m par o impar, respec-

tivamente.

Evidentemente f1(m+1jntl — [ppntlmt2n=—m=1"p,n ¢ pon ... ho" f} o bien
frimtgntl = Lp ot pma2in=m=l pon o Bt o hp", f,hp"}, si m par
o impar, respectivamente. (]

Proposicion 1.2.3.  Dada una cofibracion i : B — A y un morfismo
f : I"A — X verificando fi"™ = hp™i" para algin morfismo h : A — X,
para todo k con 1 < k < n existen morfismos f°% : I"*1A — X verificando
fORI Y = hipntl y fORI™. = hp™ salvo para f%1, = f si k es impar o
fO% = f sik espar, y fO%IF1, = f.
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Demostracion. La demostracion es andloga a la anterior partiendo para £ = 1
de f*' = fxo. L

Proposiciéon 1.2.4.  Dada una cofibracion " : I'B — I"A y morfismos
fo, fi + I"A — X verificando fyi" = f1i" = hp™" para algin morfismo
h:A— X, fo es homdtopo a fi relativo a la cofibracion i" si y solo si existe
para algin k con 1 < k < n un morfismo HZF verificando HiFI" i = hip™tt y
HFI™. = hp" salvo para Hifiy = fi si k es par o HiYu, = fi si k es impar, y
HiFIEy = fo.

Demostracion. Si fy es hométopo a fi relativo a la cofibracién " entonces las
extensiones f3* dadas por la proposicién 1.2.2 inducen por el teorema 1.2.1
las extensiones H(} verificando las condiciones. Nétese que dichas extensiones
existen para todo k con 1 < k < n.

Reciprocamente, supuesta la existencia, para algin k con 2 < k < n, de una
extensién HLF verificando las condiciones del enunciado, sea G una extensién del
cuadrado de homotopia fol¥~1y,i"t! =
{hpn-i-QIlc-i-lZ'n—kp7 hpn+1, fOX07 hpn+1, fOP; hpn+1, - hpn+1, H&f, hp"“}bo si k
es impar o folF~ 1yt =
{hp" 2Rk p ™t foxa, hp™t, fop, hp" T - hp™ T Hif b si K oes par
asociado a la cofibracién "1

El morfismo
{hanr2]k:+1Z'nfkp7 hpn+17 fOXO; hanrl’ fo,O, hpn+1, .. hpn+17 H&f, hpn+1} o bien
{hp 2R Y=k o bt foxa, hp T fop, hp™ L, -+ - hp L HIFY definido desde
II""' Ben X, existe porque HXFI%1, = fo = foxolto 0 H¥ %1 = fo = foxalu
respectivamente si k es impar o par.

El morfismo G es una extension del tipo H&fk_l)

Iterando el proceso se llega a una extensién del tipo H}{. Sea F' una extensién

del cuadrado de homotopia foxoi" ™ = {hp" 212" p, hp™ L, foxo, Hals fop}to

asociado a la cofibracién i"*!. Nétese que el morfismo
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{hp" 212" o, hp™ L foxo, HiY, fop} @ TIMT'B — X existe pues HiI1, =
fo = foxolto. El morfismo Fuy : fi ~ fy rel i", de donde por la propiedad

simétrica se concluye que fy ~ fi rel i". [

Proposiciéon 1.2.5.  Dada una cofibracion i" : I'B ~— I"A y morfismos
fo, fi + I"A — X verificando fyi" = fi1i™ = hp™" para algin morfismo
h:A— X, fo es homdtopo a fi relativo a la cofibracion i"™ si y solo si existe
para algin k con 1 < k < n un morfismo H{¥ verificando HJFI" i = hip™t! y
HYF ™ = hp™ salvo para HiFiy = f1 si k es impar o HOF1, = f, si k es par, y
HY I = fo.

Demostracion. Similar a la de la proposiciéon 1.2.4 anterior usando el teorema

1.21y los morfismos fJ* generados por la proposicién 1.2.3. O]

Proposicién 1.2.6.  Dada una cofibracion i" : I'B ~— I"A y morfismos
fo, fi + I"A — X verificando fyi" = fi1i" = hp™" para algin morfismo
h:A— X, fo es homdtopo a fi relativo a la cofibracion i"™ si y solo si existe
una extensién H del morfismo {hp" 115%™~ fo, fi, hp", -+ hp™} relativa a la

cofibracién i" ! para algiin s con 0 < s < n.

Demostracion. El morfismo foI°p es una extension del morfismo
{hp"TEIsTYm =3 fo, fo, hp™, -+ - hp™} relativa a la cofibracién "*1.  Como
fo =~ fi1 rel i", por el teorema 1.2.1 se concluye que existe una extension H
del morfismo {hp" T IsT1m=5 fo fi,hp™, -~ hp"} relativa a la cofibracién "1
para todo s con 0 < s < n.

Reciprocamente, supuesta la existencia de una extensién H, verificando la
hipdtesis para algiin s con 1 < s < n, se obtendrd una extensién H,_; verificando
la hipdtesis para s — 1. Reiterando el proceso se obtendrd una extension Hy
verificando la hipdtesis que no es otra cosa sino una homotopia desde f; hasta
f1 relativa a la cofibracién ¢".

Sea H!_, una extensién del cuadrado de homotopia hp" 1" =
{hpn+2[5+2in_s_2, hp"“, H37 ff)sy ff? hp"“, .. hpn_H}Ll o hpn+1’in+1 —
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{hp" 21572572 hp"TU U H . fs) f5 hp™ - hp" T g si s es par o impar res-
pectivamente, asociado a la cofibracién "!; donde f§,ff : I"MA — X
son definidas como en la proposicién 1.2.2 anterior. Noétese que el morfismo
{hpt2[s+2n=s=2 por+l H_ f3 f5 hp"t .- hp"T1} 0 II"'B — X existe
pues fil°ty = fo = H %y filI°n = fi = HsI°1, y las demds condi-
ciones dan hp™ o hip"*'. Sea Hy = H! 10 0 Hy 1 = H! |11 segln s sea

par o impar, respectivamente. Claramente H, | es una extensién del morfismo
{hp "t Arsim=s=1 fo, fi, hp™, - - hp™} relativa a la cofibracién i1, O

Para estudiar la compatibilidad de la homotopia relativa a cofibraciones con la
composicién de morfismos es necesario describir cudl es la actuacién del cilindro
relativo sobre cuadrados relacionando cofibraciones. En este sentido no solo se
daran las propiedades que permitan demostrar dicha compatibilidad, sino también

otras que seran de utilidad posteriormente.

Teorema 1.2.2. Dado el siguiente cuadrado conmutativo

D—1-pB

C?A

relacionando las cofibraciones i y 7,
a) El cuadrado
I'D _ fguror I'B

IC———1A

es conmutativo.

b) Si el primer cuadrado es un push out, entonces también lo es el segundo.

Demostracion.
a) Conmutatividad: ' (TgUfUf) = {Ii, g, 11 }(IgUfUSf) = {Iilg, wof, 01 f} =
{If15,1fuo,1fui} =1fj"
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b) Dados los morfismos r : IC — X y {sg,s1,82} : I! B — X verifi-
cando que rj' = {so,s1,52}(Ig U f U f) se tiene que r1j = solg y como
I transforma push outs cofibrados en push outs cofibrados, entonces existe
{r,so} : TA — X verificando las igualdades {r,so}i' = {r, so}{Ii, 10,11} =
{s0,{rto, soto},{re1,s0t1}} = {so,{s1f,s1i},{saf,s21}} = {so,s1,9} vy
{r,so}lf =r.

Por tanto {r,so} = {r, s0, 51,82} : P{lj,Ig} = P{j1, Igu fUf} - X. O

Corolario 1.2.1. Paran € NU {0}, dado el cuadrado conmutativo ig = fj del
teorema anterior,
a) Los cuadrados

D ImguIn=1pu@nym-1y

"B
1 -
IC IA

mf
son conmutativos.

b) Si el cuadrado ig = fj es un push out, también lo son los anteriores.

Demostracion. Basta aplicar inductivamente el teorema 1.2.2 observando que el

cilindro transforma push outs cofibrados en push outs cofibrados. l

Se usara la notacién If; g para el morfismo ["g U "' fu Gn Ul f.

Proposicion 1.2.7. Dado un cuadrado conmutativo gi = fj relacionando cofi-

braciones i y j, si los morfismos f y g son cofibraciones entonces también lo es
1

LG9
Demostracién. Por la proposicién 1.1.3, el morfismo IgU f : P{io,j} — P{to,i}
es cofibracién pues lo son {Ig,.0} : P{g,t0} — IB y Ig por la observacién

1.14, ademas de g y f que lo son por hipétesis.
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El siguiente cuadrado es un push out

D n P{io, 5}
g Igul

Jt1

donde 77 y g son los morfismos inducidos respectivamente por ¢1 y g en el push
out P{u1,9}y J es la inducida por j en el push out P{Gto,j}

Efectivamente (g U 1)ju; = JGu = jirg y por tanto, el cuadrado es conmu-
tativo.

Sean {H,h} : P{i,j} — X y k: B — X morfismos tales que Hi; = kg.
Entonces existe el morfismo { H, k} : P{t1,9} — X verificando que {H, k}gio =
Huy=hj. Se concluye que {k, H,h}={H, k,h}: P{g,ju}=P{gu,j} — X.

En particular se tiene que {it;,lg U f} = {lg,ui} U f : P{g,ju} =
P{Gto,7} — P{ro,i}, que es cofibracién por la proposicién 1.1.3 ya que g y
f son cofibraciones por hipétesis y también {Ig,t1} y {Ig,t1,t0} lo son por la
proposiciéon 1.1.2. Se concluye de nuevo por la proposicién 1.1.3 que I(lm.)g es

cofibracién pues lo son Ig U f, g, fy {it1, IgU f}. O

Corolario 1.2.2. Dado un cuadrado conmutativo gi = fj relacionando cofibra-
ciones i y j, si los morfismos f y g son cofibraciones entonces también lo es

Ii; 9, paran € NU{0}.

Demostracion. Basta observar que ](’;’j)g = I(lin,lvjn,l)l("i;)lg. O

Para hacer uso de la P.E.H. es de gran ayuda saber el comportamiento de las

cofibraciones del tipo {Ii,:.} respecto a cuadrados conmutativos o push out.

Proposicion 1.2.8. Dado el cuadrado conmutativo ig = fj relacionando las
cofibraciones i y j, entonces
a) El cuadrado
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Pl it —2  pr iy
{Ijvbe}I I{Ii7be}

Ic o A

es conmutativo, con € € {0,1}.

b) Si el primer cuadrado es un push out, entonces también lo es el segundo.

Demostracion. Similar a la del teorema 1.2.2 usando la proposicién 1.1.2 para el

caso € = 1. O

Teniendo en cuenta que la homotopia definida es relativa a cofibraciones, los
siguientes resultado dan la compatibilidad de la homotopia con la composicién

de morfismos.

Proposicion 1.2.9.  Dada una cofibracion i : B — A y morfismos
Jo, i A— X,

1) Si fo ~ fi rel i entonces gfy ~ gf1 rel i para todog: X — Y.

2) Para todo cuadrado conmutativo ig = fj relacionando las cofibraciones i y
7, si fo =~ f1 rel i entonces fof ~ f1f rel j.

3) Si el cuadrado ig = fj es un push out, fo ~ firel i < fof ~ fif rel j.

Demostracion.

1) Si F': fy =~ f1 rel i entonces gF : gfo =~ gf1 rel i.

2) Si F': fo ~ fi rel i entonces por el primer apartado del teorema 1.2.2
FIf: fof =~ fif relj.

3)Si F: fof =~ fif rel j entonces Fj' = {foip, fo, f1}(TgU f U f) y por el
segundo apartado del teorema 1.2.2 {F, foip, fo, f1} : fo = f1 rel i. [

De la proposicién anterior se deduce que todo morfismo g : X — Y induce
una aplicacién g, : [A, X]"t} — [A, Y]} y que todo cuadrado conmutativo
ig = fj induce también una aplicacién f* : [A, X|"l} — [C, X]wli}. Sj el

cuadrado mencionado es un push out, entonces f* es una biyeccién.
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Corolario 1.2.3.

1. Sig: X — Y es un isomorfismo entonces g, : [A, X|"{} — [A, Y]ouis}

también lo es.

2S5 g:D — By/f:C — A son isomorfismos entonces también
oA, X — [0 X|w9ii} es isomorfismo.

Se ha visto que si los objetos X e Y estdn relacionados por un morfismo g o
que si las cofibraciones i y j estdn relacionadas por morfismos g y f, entonces se
induce una relacién entre los correspondientes corchetes de homotopia. También,
si dos morfismos u,v : B — X estan relacionados en el sentido de existir
H :IB — X con Hig = uy Hiy = v, se obtiene una relacién entre los

respectivos corchetes.

Teorema 1.2.3. Dada una cofibraciéni : B — A, todo morfismo H : IB — X
induce una biyeccién Hy : [A, X]"olit — [A, X]Huli},

Demostracion. Se define Hy : [A, X7l — (A X)H4l por Hi([f]) = [Gui]
donde G es cualquier extensidn del cuadrado de homotopia fi = Hy asociado
a la cofibracién 1.

- H, bien definida:

SiF: fox~ fireliy foi = fit = Huy entonces Euy : Gotp ~ Gy rel i
donde GGy y G son extensiones respectivas de los cuadrados de homotopia fyz =
Huyy fii = Hug asociados a la cofibracién i, y E' es una extension del cuadrado
de homotopia Fi' = {HIp, Gy, G1}io asociado a la cofibracién i'. Nétese que
G1li = H = HlIpliu, yque Goli = H = HIply, y por tanto existe el morfismo
{HIp,Gy,G1}: II!B — X.

- H, tiene inversa:

Se define Hy : [A, X]Huld — [A) XAl por Hy([f]) = [Gi] donde G

es cualquier extensiéon del cuadrado de homotopia fi = Hy asociado a la cofi-

bracién 7. Un desarrollo similar al anterior demuestra que Hy estd bien definida.
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HoH ([f]) = Ho([Gu1]) = [f] pues G es también una extensién del cuadrado
de homotopia Gi1i = Hq asociado a la cofibracion i, y Gig = f. Nétese que
por estar Hy y H; bien definidas, su definiciéon no depende de de la extension
elegida.

Andlogamente se prueba que H,Hy = 1[A’X]HL1{Z~}. O

Este resultado, como ya se ha indicado, es fundamental a la ahora de estudiar
la conexidad por caminos de un objeto. Serd también muy dtil describiendo la

accién de los grupos de homotopia generalizada.

1.3 Grupoides de Homotopia Generalizada

Para obtener los grupos de homotopia generalizada se crearan en primer lugar
los grupoides y se estudiardn sus principales propiedades.

Dada una cofibracién i : B — Ay un objeto X de una I-categoria genera-
lizada, se van a considerar como objetos punto a los elementos de Hom(A, X)
y como morfismos camino desde un objeto punto f; a un objeto punto f; a
las homotopias relativas a i entre fy y fi, es decir, a los elementos del con-
junto Hom(IA, X)Uoiefo.iHi'} | a notacién H;(X) representard la coleccién
de puntos anteriormente definida junto con las clases de homotopia relativas a
i' de los caminos, esto es, los morfismos desde el punto f; a f; es el conjunto
[TA, X]Uoir:fo-iHi'} - que serd denotado por H;(fo, f1)-

Para definir la composicién de caminos se hard uso del siguiente diagrama:

np— " pra (1.31)
]A w IZ 1 P{j07]0}

donde I' = P{i', {ip,1} U1}, {jo, 71} = i = {i%i,i%}, w = {ip,1} U1y
v = V/1; con v/ una extensién del cuadrado de homotopia jo{jo, 71} = (WU3j1p)t0
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asociado a la cofibracién {jo, j1}. Obsérvese que {jo,j1} es cofibracién por ser
la inducida de la cofibracién i'. También lo son j, = il y ji = i'i por ser
composicion de cofibraciones. Dada F': TA — X tal que F : fy ~ fi rel i, el
morfismo {F fo, f1} : I' — X serd denotado por F’. Obsérvese quesi F = fH
para morfismos [y H entonces F' = fH' y que ' = 1.

Para probar que H;(X) es un grupoide, se vera en primer lugar que el mor-
fismo v* : [P{jo,jo}, X|WofrHnnt — (17 X]{foiltliodl} es una biyeccién
para todo par de puntos fy, fi. Posteriormente, haciendo uso de esta biyeccién

se verificara el cumplimiento de los axiomas de grupoide.

Lema 1.31. SiF: Fy~ Fyrel j, yG : Gy ~ Gy rel j; tales que F1j, = GIjj
entonces {F, G} . {Fo, Go} =~ {Fl,Gl} rel jl U]l

Demostracion. Por la proposicion 1.1.3 j; U j; es cofibracién pues 7,51 vy
{jo,j1} : P{i,i} — I' lo son.

Obsérvese que F.jo = Fi.jo = Fljote = Gljote = Grjo = Getg y que por
tanto existen {F., G} con dominio P{jo, jo}- O

Corolario 1.3.1. Si F' : Fy ~ Fy rel {jo,j1}, G : Gy ~ Gy rel {jo,j1}
y Fojop = Gojop entonces {F, G} : {Fo, Go} ~ {F1,G1} rel ji U jr.

Demostracion. Consecuencia del lema 1.3.1 teniendo en cuenta que Flj, =
Fojop, Gljo = Gojop y que en particular F' @ Fy ~ F| rel j1 y
G : Gy~ Gy rel j;. [l

Corolario 1.3.2. Todo par de morfismos {F,G}v', {F,H}v' : IT" — X verifica
(. GWAF, T} (G, H} ~ {({F, G}, {F, H}v} rel Uy

Demostracion. Consecuencia del lema 1.3.1, pues {F,G}V'Ij, = Fw =
{F,H}V'Ijy, y ademds se tiene que {F.G}v' : G ~ {F,G}v rel j
y{F,H}W : H~{F H}v rel j. O

Lema 1.3.2. Se verifica {H,H} ~ {Hj1p', Hj1p'} rel j1 U ji, para todo mor-
fismo H : I' — X
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Demostracién. Sea (3 una extensién del cuadrado de homotopia jop?i? =
{Joip®, jop?, wx1, jop*,wxi o asociado a la cofibracién 2.
Obsérvese que joip®I%y = joip® = jop*I%i y que joip®l?, = joip? =
Joipx1 = wlixy = wyx1?i. Por tanto existe {joip?®, jop*, wxi} : [*I} B — I'.
Por otro lado {joip’, jop®,wxi}ee = {joip?, jopsjop} = Jop*Ii' y
{doip®, jop*,wxit e = {joip*, jop,w} = {joipxa,weop,wxilu} =
{wlixy,wxi Lo, wx1lt1} = wxilit.
Por tanto existe {joip?, jop*, wx1, jop*, wx1i} : [I?B — I'.
Se define 3 = [('t;. Sea ahora «' una extensién del cuadrado de homotopia

wlp'jt = {wxo, {5, jop,w}, (41p) p}o asociado a la cofibracién j;.

Obsérvese que el morfismo {33, jop,w} : II' — I existe pues Bli' =
{goip?, jop,w} = {jop,w} ({ip, 1} U 1) y {jop,w} : IP{i,i} = P{Ii, Ii} — I'
existe pues jopli = joip = wli.

También el morfismo {wxo, {8, jop,w}, (j1p)'p} : 11} A — I' existe pues
wxolto =w = {8, jop,w}j1 y wxolty = wiip = jip = (j1p) j1p = (j1p) pLj1.

Se define v = ~'11, entonces por el lema 131 se tiene que
{Hv,Hvy} : {H,H} ~ {Hjip', Hjrp'} rel j1 U jr pues Hyu = Hjip'pu =
Hjip', Hyw = H{B, jop,wtn = H{wxiu,jo,wi} = H{w, jo,ji} = H'y

H~Ij1 = Hwxot1 = Hwiip = Hjip. [

Corolario 1.3.3.  Para todo morfismo H : I' — X se verifica que
{H,HYv~{Hjp', Hj1p'}v rel {jo, 51} y{H, Hvw>~{Hjp', Hjp'}vw rel i*.

Demostracion. Consecuencia inmediata del lema 1.3.2 y de la proposicién 1.2.9.
O

Teorema 1.3.1. Para todo morfismo {fo, f1} : P{i,i} — X, el morfismo
v [P{j()?'jo}’X]{f()yfl}{jlujl} — [I’L,X]{f()?fl}{{]()v]l}} es una biyeccio’n

Demostracion. El morfismo v* se define como en la proposicién 1.2.9. Sea « :
[[i’X]{foJl}{{jmh}} N [P{jO’jo}’X]{f()vfl}{lejl} con a([[—[]) = [{(fopy’ H}]
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- « estd bien definida: si G : Hy =~ H; rel {jo,j1} entonces
{(for) p, G} - {(fop)'s Ho} ~= {(fop)’, H1} rel j1Uj;. Obsérvese que el morfismo
{(fop) p, G} : IP{jo,jo} — X existe pues GIjo = Hopljo = Hojop = fop =
fob'Jop = for'pLjo.

- v*a = 1: Se tiene {(fop), H}V : H ~ {(fop)', H}v rel {jo, j1} donde v/
es la extensién usada para definir v = 1/11. Nétese que {(fop)', H}V' I{jo,j1} =
{(for)', HH(w U jip) = {(fop)'w, Hjip} = { fop, frr} = H{jo, j1}p-

- av* = 1: Para todo par de morfismo H,G : I' — X verificando Hj, =
Gjo, Hjy = fo y Gj1 = f1; por el corolario 1.3.3 y por ser v*a = 1 se tiene que
{H, H}v ~A{fop', for"}v = fop' rel {jo, j1}-

Sea F' : {H,H}v ~ fop' rel {jo,71}. Entonces por el lema 1.3.1,
{F.AH Gvp} - ({H Hyv {H Gjv} ~ {fop',{H,G}v} rel j1 U ji pues
Fljo={H, H}vjop = Hjip = {H,G}vjop = {H,G}vpljo,

F:{H H}v ~ fop' rel 1y {H,G}vp : {H,G}v ~ {H,G}v rel j,. Por el
corolario 1.3.2, {{H,H}/' ,{H,G}V'} : IP{jo,jo} = P{Ijo,1jo} — X hace
{H,G} ~{{H,H}v,{H,G}v} rel j; U j.

Se concluye, por ser la relacién de homotopia relativa a una cofibracién de
equivalencia, que {fop,{H,G}rv} ~ {H,G} rel j; U j; y por tanto,
av’({H,G}]) = {H,G}]. O

Corolario 1.3.4. (vw)*=w*v*:[P{jo, jo}, X]Ho:SHiuind 1A X ]Uoieofo. i}

es una biyeccién para todo morfismo { fy, f1} : P{i,i} — X.

Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema 1.3.1 y de la proposicion
1.29. O

Dado un camino F': [A — X desde f, hasta f;, se define el camino inverso
F:IA — X por F = {F', fop'}vw. Obsérvese que Fi' = {F’, fop' }rwi' =
{F7, for' Y U g1){ip, 13 U 1) = {f1, fo}({ip, 1} U 1) = {frip, f1, fo}. Dado
un camino G : IA — X desde f; hasta f5, se define la composiciéon de
caminos F' « G : [A — X por F x G = {{F', fop'}v, G"}vw. Obsérvese que
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{7, fop' v, G"hvwit = {{F", fop'}v, G"}(j1 U ji)({ip, 1} U 1) =
{for' g1, f2}{ip, 13 U L) = {fo, fa}({ip, 1} U 1) = { foip, fo, f2}.

Proposicion 1.3.1. (Inverso homotdpico bien definido.) La correspondencia
(—)_1 . Hi(f[)afl) — Hi(flafO) definida por (—)_1<[F]) = [F]_l = [F} €S Una

aplicacion.

Demostracion. Por la proposicién 1.2.9, si [Fy] = [Fi] en H;(fo, f1) entonces
existe F': IT' — X tal que F : F} ~ F} rel {jo, 1}

Se tiene que {F, fop'p}I(vw) : Fy ~ F rel i* pues
~{F for pH (vw)u={F, fop'pyuvw={Fu, fop'pus }vw={F], fop' }rw="Fy.
-A{F, fop' p} (vw)o={F, fop'p}rovw={Fro, fop' pto}vw=1{F}, fop'Ivw=F.
- A{F for' pH (vw)Iit = {F, fop'p} (vwi') = {F, fop'p} (ji{ip, 1} U j1) =
{F1(dip, 1}), fop'pLir} = {FLjil{ip, 1}, fop'srp} = {Fpirpl{ip. 1}, fop} =
{filip. Lo, fop} = {fiip?, fip, for} = {fvip, fr, fo}p = Foi'p.

Nétese que {F, fop'p} : IP{jo,jo} = P{Iljo,Ijo} — X existe pues
for'pLjo = fop'jop = fop vy Fljo = FI({jo.j1}i) = FI{jo,i}li =
Fidjo, jrtpli = F{jo. j1}ip = Fyjop = fop. [

Proposicion 1.3.2. (Composicion homotdpica bien definida.) La corresponden-
cia - : Hy(fo, f1) x Hi(f1, f2) — Hi(fo, f2) definida por -([F], [G]) = [F] - [G] =
[F' x G| es una aplicacion.

Demostracién. Por la proposicién 1.29, si [Fo| = [Fi] en H;(fo, f1) ¥ [Go| = [G4]
en H;(f1, f2) entonces existen F, G : IT" — X tales que F' : F} ~ F rel {jo, j1}
y G : G~ G rel {jo, 1}

Se tiene que {{F, fop'p}Hv, G} (vw) : Fy* Gy ~ F} * Gy rel i' pues

-{F for' o}y, GH (vw)u = {{F, for'p} v, Gluvw = {{F], fop'}v, Gl }rw =
o+ Gy

U, fof 9w, GHL (v} = {{F, fopl pYIv, G hiowwo = {{F fop' b, Gy =
oy * Gy.
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- U fop' p}Iv, GH (vw) Iit = {{F, fop'p}Iv, G} (vwi') =
{{F, for'piIv, G}H (ji{ip, 1} U ) = {F, for' o} (vir{ip, 1}), G} =
{for' pI(j1{ip, 1}), Gogrp} = {for' silip, 1}p, f2p} = { folin, 1}p, fap} =
{foip?, fop, fap} = (Fo * Go)i'p.

Nétese que {{F, fop'p}1v,G} : IP{jo,jo} = P{ljo,1jo} — X existe pues

Gljo = Gojop = fip y {F, for' piIvijo = Flji = Fyjip = fip. O
Lema 1.3.3. Para todo morfismo f : A — X se tiene que [fp]™' = [fp] en
Hi(f, )

Demostracion. Por el teorema 1.3.1 se tiene que [fp| ™' =[fp|=[{fp, fr' }rw]=
W) () = W lfeT = fpl. O

Corolario 1.3 .5. Si [F] € [I', X)Voilloai}}t entonces [{F,F}v] =
LA fup 3] = [(ip)] = i) Si[F] € Hi(fo, f1) entonces [{F', F'}uw] =
[f10].

Demostracion. Consecuencia inmediata del corolario 1.33, del lema 1.33 y de la

proposicién 1.2.9. O

Corolario 1.3.6. (Identidad homotdpica a izquierda.) Si [F| € H;(fo, f1) en-
tonces [fop| - [F] = [F].

Demostracion. Por el teorema 1.3.1 y el corolario 1.3.1 se tiene que [F] =
W )TH(E) = e {fod, Y = oV I fed for b, BT =
{{for', for' v, F'yvw] = [fop * F] = [fop] - [F].

Obsérvese que por el corolario 1.35 fop' ~ { fop', fop'}v rel {jo, j1}. Ademas

F' = F'rel {jo,j1} v fop'dop = fop = F'jop. u
Corolario 1.3.7. (Inverso homotdpico a derecha.) Si [F| € H;(fo, f1) entonces
[F] - [FT71 = [fop].

Demostracién. Consecuencia inmediata del corolario 1.3.5: [F] - [F]™' =
[F] - [F] = [F = F] = [{{F, fop" v, {F", fop'Yv}vw] = [fop]. 0
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Proposicion 1.3.3. (Identidad homotdpica a derecha.) Si [F] € Hy(fo, f1)
entonces [F| - [fip] = [F]

Demostracion. Se tiene por el corolario 1.3.2 que

HE for' /! {AF FVS o {fop, By = {{E, fop'yv, {F7, F'}v} rel ji U g
Entonces por el corolario 1.3.4, [{ fop', F'}vw]| = [{{F", for'}v,{F', F'}v}vw].
Por el teorema 1.31, de lo anterior se tiene que [{fop,F'lrw] =
W)U = wH([F]) = [F] = [F«{F', F'yvw] = [F] - {F', F'}vw] =
[F] - [fip], por el corolario 1.35 y la proposicién 1.3.2. O

Corolario 1.3.8. Si [F]| € H;(fo, f1) entonces ([F]|7')~' = [F]. Ademds, en
1, X]Woiilont} se tiene que [F'] = [{{F", fop'}v for'}v].

Demostracién. Por la proposicién 1.3.3 se concluye que ([F]™1)~! = [?] =
{LE", fop'}v, fip'Yvw] = [F o« fip] = [F] - [fip] = [F].

La segunda igualdad del enunciado es consecuencia inmediata de la proposi-
cién 1.29. [l

Corolario 1.3.9. (Inverso homotdpico a izquierda.) Si [F| € H;(fo, f1) entonces
[F]~ - [F] = [finl.

Demostracion. Por los corolarios 1.3.8 y 1.3.7 anteriores y por la proposicién

1.32 se tiene que [F|™' - [F]| = [F|7' - ([F]™)~' = [F] - [F|™' = [fip]- O

Proposicion 1.3 .4. (Asociatividad homotdpica.) Si [F] € H(fo, f1),
[G] € Hi(f1, f2) y [H] € Hi(f2, f5) entonces [F] - (|G] - [H]) = ([F] - [G]) - [H].

Demostracion. Por el corolario 1.3.2,

LLLF, fop Yo, G'W/ (LF, fopl Yo L, fop k')

{G"AF", for' Y} = {{{F", for' v, G"yv, {{F", for"}v. {F", fop'}viv} rel j1Uj
de donde [{G', {F", fop'}v}] =

{{{F", for' v, G" v, {{F', fop'}v. {F", fop'}v}v}]. Por el corolario 1.3.8 se

tiene, en particular, que
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G' ~{{G, f1p'}v, f1p' }v rel {jo, 71} y por el corolario 1.3.1,
{G A{F', fop' v} = {{{G, fip'tv, frp' v, {F', fop'}v}].  Por el corolario
1.35 se tiene en particular que
H{F, for' v, {F', fop' v}y =~ fop' rel {jo,j1} y por el corolario 1.31
P fo 1o G Il AF fo Yo F' fod Wi = L forl },G' v o'}
En consecuencia [{{{G’, fip'}v, fip' }v,{F", fop'}v}] =
{{{F’, for'}v,G"}v, fop'}] y por el corolario 1.3.4,
HG, fip'Yvw * {F', fop' Yvw] = [{{F', fop'}v,G'}vw]. De donde [G * F| =
[F' G]. Por consiguiente ([F]-[G])~! = [G]™* - [F]~*.
Por otro lado, si [K] € H;(fi, f1), usando el corolario 1.3.2 se tiene que
HG AP, fof W 4G K'Y}
HF', fop' v, K'y ~ {{G" {F', fop' }v}v,{G', K'}v} rel j, Uj;. De donde por
los corolarios 1.34 y 1.38, [F| - [K] = [{G', {F', fop' }v}vw]™ ' {G', K'}vw] =
G+ P [Cx K] = (G- [F]) - (6] - [K)) =
[FTH) (G- (G- [K) = ([F]-[G]) - ([G] 7" - [K]). Se concluye que
([GI71- (1G] - [H])) =

[F]-([G] - [H]) = ([F] - [G])
([E]-1GD) - ((f2p) - 1GI7) - (G- [H])) = ([F]-1G]) - ([fap) - [H]) =
([F]-1G]) - [H]. B

Teorema 1.3.2. Para toda cofibracién i : B — A y para todo objeto X de una

I-categoria generalizada, H;(X') es un grupoide.

Demostracion. Es consecuencia de las proposiciones 1.3.1, 1.3.2, 1.33, 1.34 y
de los corolarios 1.3.6, 1.3.7, 1.39. ]

Notese que para definir el grupoide H;(X) se ha usado una extensién /' de
un cuadrado de homotopia asociado a la cofibracién {jo, j1}. Este grupoide es

independiente de la extensién elegida.

Proposicién 1.3.5. Si v y v| son dos extensiones del cuadrado de homotopia
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Jodjo, 71} = (WU j1p)tg asociado a la cofibracidn {jo, j1} entonces los grupoides

de homotopia generados respectivamente por dichas extensiones coinciden.

Demostracion. Basta observar que por el teorema 1.2.3 vy ~vjuy rel {jo, j1},
entonces por la proposicién 1.2.9, vow ~ viw rel i, y por tanto la composicién

y el inverso de los morfismos queda definido univocamente en el grupoide. [

La composicién en el grupoide puede ser definida de una forma equivalente
sin necesidad de pasar por el objeto I?, como se vera a continuacién. El haberlo
realizado de esta forma es con la intencién de hacer notar que la homotopia
relativa es comparable a la homotopia obtenida a través del funtor cilindro
para objetos cofibrantes. En este caso el objeto cilindro es I* con inclusiones
{Jo, 1} : P{i,i} — I' y proyeccién p' = {p,1,1} : I' — A.

Proposicién 1.3.6. Dada [F] € H;(fo, f1), un camino G € [F]™! si y solo si
existe una extension del morfismo { foip*, F, fop, fop, G} relativa a la cofibracidn

i%.

Demostracion. Si G € [F]|™! entonces [G] = [F| en H(fi,f;). Como
{F', fop' YW 1wi® = {foip®, F, fop, fop, F'}, por el teorema 1.2.1 existe una ex-
tensién del morfismo { foip?, F, fop, fop, G} relativa a la cofibracién i?
Reciprocamente, sea H es una extensién de {foip?, F, fop, fop, G} relativa
a la cofibracién *. Entonces HIi' = {foip*, F, fop} = {FI{ip,1}, fop} =
{F, fop}I({ip,1} U 1) y por tanto existe el morfismo {H, F, fop} : IT* — X.
Ademids {H, F fop}tio = { fop, fo, fo} = for' = {Flafop’}]'_o ={F", for' }V'10 y
{H, F, fop}{jo, 1} = {F, fop} = {F", for'Hw U j1p) = {F", for'}'I{jo, jr}-
Por el teorema 1.23 se tiene que {H, F, fop}i1 ~ {F’, fop'}v rel {jo,j1} y por
la proposicion 1.2.9 se concluye que {H, F), fop}uiw = {H, F, foptwiy = Hiy =
G~ {F', fop'}vw = F rel i'. O
Proposicion 1.3.7. Dadas [F| € H;(fo, f1) y [H] € Hi(f1,f2), se tiene

que un camino U € [F| - [H]| si y solo si existe una extension del morfismo
{foip?, G, fop, H,U} relativa a i*, donde G € [F|~1.
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Demostracién. Como G € [F|™' y U € [F] - [H] entonces [G] = [F] en
Hi(f1, fo) y [U] = [F = H] en H;(fo, fo). Ademas {{F’, fop'}v, H'}V'[wi* =
HF, fop' v, H}W Iw{Ii', 1,11} =

{{F", for'tv, H' 3 {I{joip, jo. j1}, tow, hw} =

HF, fop' bvwl{ip, 1}, H' j1p, Hw, F x H} =

{foip®, F, fap, H, Fx H}. Por el teorema 1.2.1 existe una extensién del morfismo
{foip?, G, fop, H, U} relativa a i°.

Reciprocamente, si V' es una extensién del morfismo { foip?, G, fop, H,U}
relativa a i? entonces VIi'! = {fyip®, G, fap}t = {fiip*, G, fap} =
{G, fop}I({ip,1}U1). Por tanto existe el morfismo {V, G, fop}: I1'— X. Como
{V.G, faptro = {H.f1,[z} = H = {G/;H,}J_o = {G H'}WWy y
{V,G, fop}{jo, j1} = {G, fap} = {G', H'}{(w U j1p). Entonces por el teo-
rema 1.2.3 y la proposicién 1.2.9 se tiene que [U] = [{G', H'}vw]. Como
[G] = [F) entonces por el tercer apartado de la proposicién 1.2.9, [G'] = [F'] y
F = {F’, fop'}v por la unicidad en la propiedad de push out. Por el corolario
131, {G'" H'} ~ {{F', fop'}v, H'} rel j1Uj; y por el corolario 1.3.4 se concluye
que [U] = {G", H'}vw] = [{{F", fop'}v, H'Yvw] = [F+« H] = [F] - [H]. [

Cuando la cofibracién usada para la construccién de los grupoides es del tipo
" I'B — X, entonces los morfismos pertenecientes a la clase inversa de una
dada o al producto de dos clases dadas, si se consideran caminos con origen y
final en hp"~! : I""'A — X para alglin morfismo h : A — X, pueden ser

definidos equivalentemente de diversas formas.

Proposicion 1.3.8. Dada una cofibracion @ : B — A y morfismos
fo, f1 : I"A — X, entonces [fo] = [fi]™" en Hp-1(hp" ', hp" 1) si y solo
si existe una extension del morfismo {hp™ 115" =5 hp" fo, fi, hp", -+ - hp"}

relativa a la cofibracion i"*! para algiin s con 2 < s <n + 1.

Demostracién. Si [fo] = [f1]™', por la proposicién 1.3.6 existe una extensién

H del morfismo {hp" ™ 12"~ fo, hp™, hp", fi} relativo a la cofibracién "
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Para s = 2, sea G’ una extensién del cuadrado de homotopia folpi"™! =
{hp" T 12", foxo, fop, H, hp™ ™ }1o asociado a la cofibracién "1 La exis-
tencia del morfismo {hp"*1I%" 1p, foxo, fop, H, hp" ™'} + IIM"'B — X se
deduce de la igualdad HIig = fo = foxoltg. El morfismo G = G'1q verifica
Gi"tt = {hp" %" hp, fo, fr, hp" )

Si s > 2, sea F’ una extensién del cuadrado de homotopia f0 Jin+l =

(R im =5 p L fop, GLhp Y Rt 0N, si s es par o
fé(s Dynt1 _ = {hp" 1 I =5 p bt fop, H, hpn-‘rl o hpttL fg(s_2),hp”+1}bo
si s es impar, asociado a la cofibracién i"*1. La existencia del morfismo

{hp 1515 p o™t fop, G R - T f(())(S*?)} o

(R Tim =5 p L fop, H Rt bt 0672 pon ) se deduce de
la igualdad f0U 2152 = fy = Gl o [0 P12y = fy = HIu respec-
tivamente, si s es par o impar. Si s es par o impar, el morfismo F' = F'iy o

F = F'i1, respectivamente, verifica las condiciones exigidas.

Reciprocamente, si H es una extensién del morfismo
{hp" L5 hp™, fo, f1, hp™, - - hp™} relativa a la cofibracién "1 para algtin
scon 3 < s <n+1, entonces sea G’ una extensién del cuadrado de homotopia
hpttLin L= ppr L [ int s p L H it fé(s_l) 1(s—1) hpn+1 bt
con e =0sisesparye=1sisesimpar, asociado a la cofibracién i"*!. La
existencia del morfismo
{hanrl]SZ'nJrlfSIO7 hp" L, H, hptY, 1(5 1) fl s—1) ot _”hanrl} de ]]in—HB
en X, se deduce de las igualdades fO U= = fy= HI" Yy y {71, =
fi = HI*"21,. El morfismo G = G't; si s es par o G = G’y si s es impar,
verifica la condicion de la hipdtesis para s — 1.

Iterando este proceso existird una extension F' del morfismo
{hp" T 1% hp", fo, f1, hp™} relativa a la cofibracién 7",

Sea k' una extensién del cuadrado de homotopia folpi"™! =

{hp" T 12", fop, foxi, hp™ ™, F}iy asociado a la cofibracién i" 1. La existen-
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cia del morfismo {hp™ 112" 1p, fop, fox1, hp"*, F} : ITM'B — X se deduce
de la igualdad FIu, = fo = foxilui. El morfismo k = ki verifica ki"*! =
{hp L1241 fo, hp™, hp™, f1} y por la proposicién 1.3.6 se concluye que [fo] =
[f]7 u

Proposicion 1.3 .9.  Dada wuna cofibracion i: B — A y morfismos
fos fi, fo i I"A — X, [fo] = [fo] - [f1] en Hin—1(hp™ 1, hp" 1) si y solo si existe
una extension del morfismo {hp" 1 15"+ 1=5 1 fo. fo, hp™, - - - hp"} relativa a la

cofibracién i"*! para algiin s con 2 < s <n + 1.

Demostracion. Si [fa] = [fo] - [f1] entonces por la proposicién 1.3.7 existe una
extensién H del morfismo {hp"t11%"=1, fo, hp™, f1, f2} relativo a la cofibracién
intt

Sea F’ una extensién del cuadrado de homotopia fol* 1pi"t! =
{hp" T I 0 p hp" T H, fop, foxo, hp™ - hp™ fol*"%x0, hp" T}y aso-
ciado a la cofibracién i"*1. La existencia del morfismo
{hpm T =m0 p hp" T H fop, foxos hp" T - ™Y fol T2 x0, hp™ 1} desde
II"'B en X se deduce de las igualdades fol*2xol* ‘g = fo = Hlu y
Fol*2x0I* %y = fo = foxolto. El morfismo F = F'i verifica Fi"t! =
{hp™ T 5T fy fo, fo b hp

Reciprocamente, si H es una extensiéon del morfismo
{hp" 115175 f1. fa, fo, hp", - - - hp"} relativa a la cofibracién i"*! para algin
s con 3 < s <n+1, entonces sea G’ una extensién del cuadrado de homotopia
hpr it =
(hpr i 1sim =5 p bt H FC7Y g oM7Y hpntt ) con e = O'si
sespary e = 1si s esimpar, asociado a la cofibracién i"*!. La existencia
del morfismo {hpm 1 I5im+H1=5p, hprtL 1, f1O7D g, T pntt L pry
desde I1"™ B en X se deduce de las igualdades fll(s_l)]*lq = f1 = HI* 1y,
Fe s = = gy y BTV = Fo = HIS 2. El morfismo

G = Gy si sesparo G = Gy si s esimpar, verifica la condicidon de la hipdtesis
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para s — 1.

Iterando este proceso existira una extension F del morfismo
{hp" T 1271 f1, fa, fo, hp"} relativa a la cofibracién i"*1.

Sea k' una extensién del cuadrado de homotopia hp" 1"t =

ntl |3 exis-

{hp" T 12" p, F, hp™ ) fixo, faXo}er asociado a la cofibracién i
tencia del morfismo {hp"*'I%i" Lp, F, hp"tL, fixo, faxo} @ II'B — X se
deduce de las igualdades foxolto = HIt1 y fixolto = f1 = HIi. El morfismo
k = ki verifica ki"*t' = {hp"*t 12" fo, hp", f1, f2} y por la proposicién

1.37 se concluye que [fa] = [fo] - [f1]- O

La compatibilidad de la homotopia con la composiciéon de morfismos induce

funtores en los grupoides de homotopia relativa.

Proposicion 1.3.10.  Dada una cofibracion i : B — A, todo morfismo
g : X — Y induce un funtor g, : H;(X) — H;(Y).

Demostracion. Si f € Hom(A,X), se define g.(f) = gf : A — Y. Si
[F] € H;(fo, f1), se define g.([F]) = [¢F].

g, bien definido:
- lgf] € Hi(gfo, 9f1)-
- Por el primer apartado de la proposicion 1.2.9, si [Fy] = [Fi] en H;(fo, f1)
entonces [gFy] = [gF1] en Hi(gfo, 9f1).

g« €s un funtor:
- 9:([fp]) = l9(fp)] = [(9])p]-
- 9. ([F][G]) = g ([F*G]) = g ({{F", fop' v, G Yvw] = [g{{F", fop'}v, G’ }rw] =
{o{F", for'tv, 9G'}vw] = [{{gF", gfop' v, 9G'Ivw] = [gF*gG] = [gF]-[9G] =
9+([F]) - 9:([G]). O

Lema 1.3.4. Dado un cuadrado conmutativo fj = ig relacionando las cofibra-
cionei yj, si F € Hom(IA, X)Uoirfo.iH i} entonces (F1f) = F'(IfUfUf).
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Demostracion. El siguiente cubo es totalmente conmutativo:

I'D fgufuf I'B
%}Ul T %}Ul
i P{j, 1 l P{i,i}
c—1 A Uon)
\ {Jo,j1} \
r I r

Nétese que por ser fj = ig existe f U f : P{j,j} — P{i,i}. Por otro
lado (f U f)({jp, 1} U 1) = flip, 1} U f = {fip, fYU S = {ign, fYU [ =
{iplg, f}U f = {ip,1}U1)(IguU fU f)ycomo Ifjt =i'(IgU f U f) existe
IfUfuf . — I Como FIf : fof ~ fif rel j entonces (FIf) =
{FLf, fof fify =A{F fo, (}IfUFUS)=F(IfUfU[). u

Lema 1.3.5. Siv; y v; representan los morfismos asociados a las cofibraciones
1y j respectivamente mediante el diagrama 1.31 de la pagina 33, entonces para

todo cuadrado conmutativo fj = ig se verifica

vilfUSUS) = ((IfUSULUUISUSUS)y;rel {Go, i}

Demostracion. Se tiene v.(I1fUIfUIf){I{jo,j1}, o} =

vi{(IIf UIfULf){jo,ja}, IIfUIfUIf)o} =

vitI{jo, n YL fF UL f),wo(If U fU f)} =

{il{jo, i YL fULf),vieo(If U fU f)} =
{wUip)LfULf),jo(IfUfUf)}=
{(TfULUNHUIFUFUNwUGip), (IFUFULHUIFUFUS))G} =
(LfUSUHUTFUFUN)H{wUGip, o} =
(LfUfuf)ufufuf))vi{l{jo, i}, to}-

Por el teorema 1.2.3,
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viHTfUTfUIf)u ~((IfUfUf)UfUfuUf))vin rel {jo,j1}, de donde
se concluye el resultado. l

Proposicion 1.3.11. Todo cuadrado conmutativo fj = ig relacionando cofi-
bracionesi: B — Ay j: D — C, induce un funtor f*: H;(X) — H;(X).

Demostracién. Si h : A — X, se define f*(h) = hf : C — X. Si
[F] € Hi(fo, f1) se define f*([F]) = [FIf].

f* bien definida:
- Si [F] € Hi(fo, 1) entonces [FIf] € H;(fof, f1f).
- Por el primer apartado del teorema 1.2.2 y por el segundo apartado de la
proposicién 1.2.9, si [Fy] = [F1] en H,(fo, f1) entonces [Folf] = [FiIf] en
Hy(fofs ).

f* es un funtor:
- f7([hp]) = [hpl f] = [hfp].
- Por los lemas 1.35, 1.3.1 y 1.34, y la proposicién 1.2.9 se tienen la siguientes
igualdades que concluyen el resultado: f*([F'xG]) = [{{F", fop'}v,G'}vwl f] =
{{F" fop' Y, GHALF U F U fl] =
{{F fo' b, GHUFUfU UL fUfUf)vw] =
{LF, fod (LF U FU FYU(LFU FU F) (GLF) ow] =
{L(FLSY, fof o'}, (GLf) ] = [FIf + GIf] =
FI]- [GIf] = F([F) - £*((G)). =

Corolario 1.3.10. Si el cuadrado fj = ig es un push out, entonces f* es un

isomorfismo de grupoides.

Demostracion. Si el cuadrado fj = ig es un push out, entonces por el teo-
rema 1.2.2 también lo es Ifj! = i*(Ig U f U f). De donde, por el tercer
apartado de la proposicién 1.2.9, f*y (If)* son isomorfismos, y por tanto,
f*: Hi(X) — H;(X) es un isomorfismo para todo objeto X de la /-categoria

generalizada. O]
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1.4 Grupos de Homotopia Generalizada

Una vez obtenidos los grupoides de homotopia generalizada se definirdn los
grupos de homotopia generalizada como grupos de homotopia relativos a una
cofibracién y basados en un morfismo, y se analizardn sus propiedades funda-
mentales.

Para toda cofibracién i : B ~» A y todo objeto X de una [-categoria
generalizada, se tiene asociado el grupoide H;(X). Como sucede en todos los
grupoides, el conjunto de morfismos de un objeto en si mismo, es un grupo. De
esta forma, para todo morfismo h : A — X resulta que H;(h,h) es grupo.

Por el axioma GIl4 de cilindro relativo, si i : B ~ A es una cofibracién,
también lo son " : I'B — I" A para todo natural n. De esta propiedad y de lo

anteriorment expresado surgen los grupos de homotopia generalizados.

Definicién 1.4.1. El n-grupo de homotopia relativo a la cofibracién i : B — A
del objeto X basado en el morfismo h : A — X se define por 7' (X,h) =
Hin—l (hpn—I’ hpn—l) — [InA,X]hp"i"{in}_

Proposicion 1.4.1. Para toda cofibracion i : B — A y morfismo h : A — X
se tiene que 7' (X, h) = 7 (X, hp®).

Demostracién. Basta observar que por la definicién de ", 7' (X,h) =

n

[[”A7 X]hpnin{in} — [([S)TL—SA7 X]h(ps)nfs(is)nfs{(is)nfs} — ﬂ:fis(X’ hIOS) D

Esta definicién puede ser extendida para indices no naturales bajo ciertas
condiciones: si la cofibracién i : B ~— Ay el morfismo h : A — X son tales que
i = j" para alguna cofibracién j : D — C, B=1'D, A=I1"C'y h= fp" para
alglin morfismo f : C' — X, se pueden definir grupos de homotopia relativos a
la cofibracién ¢ del objeto X basados en el morfismo f : C' — X de orden no
(X, f), 1—=n<m.

El caracter funtorial de los grupos de homotopia generalizados se concreta

positivo por 7 (X, f) = «’

n+m

en las siguientes propiedades.
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Proposicion 1.4.2. Dada una cofibracicni : B — A y un morfismoh : A — X

1. Para todo morfismo g : X — Y se tiene que g, : 7' (X,h) — 7 (Y, gh)

es un homomorfismo de grupos.

2. Para todo cuadrado conmutativo del tipo fj; = g, el morfismo

(I"f)*: 7' (X, h) — 7l (X, hf) es un homomorfismo de grupos.

3. Si el cuadrado fj = ig es un push out entonces (I" f)* es un isomorfismo

de grupos.

Demostracion. Consecuencia inmediata de las proposiciones 1.3.10, 1.311 y del

corolario 1.3.10. m

Los grupos de homotopia relativos a una cofibracién i : B ~— A de un objeto
X dependen de los morfismos u: B — X ydelosh: A— X con hi = u. La
siguiente propiedad va a determinar cudndo dos morfismos u,v : B — X van a
ser equivalentes para los grupos de homotopia relativos a cofibraciones del objeto
X.

Definicion 1.4.2. Dados u,v : B — X se dird que u es equivalente a v para
cofibraciones cuando existen uy,us,...u, € Hom(B,X) tales que u; = u,
u, =vyparatodoiconl <i<n-—1existe H;: IB — X tal que H;to = u;
Yy Hibl = U;i4+1, O HiLO = Ujr1 Y H,L'Ll = Uj;.

Proposicion 1.4.3. Ser equivalente para cofibraciones es una relacion de equi-

valencia en Hom(B, X).

Demostracion.

- Reflexiva: Para todo u € Hom(B, X) seau; =us =u; h=up: IB — X da
la propiedad.

- Simétrica: Obvia por la definicién.

- Transitiva: Si wqy,us,...u, hace u equivalente a v para cofibraciones y
v1,V2,...0,, hace a v equivalente a w para cofibraciones, entonces

U1, U, . . . Uy, V1, Vo, . ..U, hace a u equivalente a w para cofibraciones. l
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De esta forma se obtiene el conjunto cociente de Hom(B, X) sobre esta

relacién de equivalencia, que se denotara por [cof?, X].

Definicion 1.4.3. Dado v : B — X se define la componente cofibrada de
u como [u] € [cofB, X]. Un objeto X se dird o — B—cofibrado cuando el
cardinal de [cof®, X] es a.. Al conjunto [cof?, X] se le denomina conjunto de

componentes B-cofibradas de X.

Teorema 1.4.1. Siu,v : B — X son equivalentes para cofibraciones entonces
para toda cofibracion i : B — A y morfismo h : A — X con hi = u existe
h': A — X con h'i = v verificando que 7 (X, h) = 7’ (X, h') para todon € N.

Demostracion. Si w y v son equivalentes para cofibraciones, existen
Uy, U, ... Uy : B — X conuy =u, u, =vyparatodojconl <j<n-1
existe H; : IB — X verificando Hjig = u; y Hjtg = w1, 0 Hjg = ujqg
y Hjuu = u;. Bastaria entonces probar este teorema suponiendo que existe
E:IB — X con Eig=uy Eit; = v pues en caso contrario se haria con cada
una de las H; que hacen a u y v equivalentes para cofibraciones.

Seah: A— XyseaH:IA — X unaextension del cuadrado de homotopia
hi = Euy asociado a la cofibracién i. Se define b/ = H,.

Dadon € Ny F : ["A — X tal que [F] € 7'(X,h), se tiene el siguiente

cuadrado de homotopia asociado a la cofibracién i":

"B © . II"B

nI lHI(p"m

I"A X

F
Evidentemente el cuadrado es conmutativo pues HI(p"i")ig = Hugp™i" =

hp™™ = Fi". Entonces por el teorema 1.23
(HI(p"™))y : [I"A, X0 s (A, X emim i)

es una biyeccién. Nétese que para todo [F] € [I"A, X|"""{i"} se verifica que
H(F)yi™ = H(F)Ii"y, = HI(p"i")ty = Hup"i™ = KW p"i". Donde H(F)
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es una extensién del cuadrado de homotopia Fi" = HI(p"i")iy asociado a la
cofibracién ¢".

Finalmente (HI(p™i")), : ©'(X,h) — 7' (X,h’) es un homomorfismo de
grupos y por tanto un isomorfismo:

sean [F], [G] € 7' (X, h) entonces
HLH(P), HIp™ Y B} {HIp HI™, HIp» W,
{H(G),HIp" ', HIp" '} }I(vw) es una extensién del cuadrado de homotopia
(F * G)i" = HI(p"i")ip asociado a 7", donde H(G) es una extensién del
cuadrado Gi"™ = HI(p™i") asociado a la cofibracién ",

Notese que efectivamente es una extension:
- {H{H(F), Hp=t Hlp™ '} {HIp", H1p" ™", HIp" '} } v,
{H(G),HIp" Y, HIp" '} } (vw)iy =
{{{H(F)tg, HIp" 1o, HIp" Yio}, {HIp o, HIp" 1o, HIp" 11} }v,
{H(G)o, HIp" 1o, HIp" Lo} yvw =
{HE hp = hp ™ R R 1w, {GL R R hvw =
HF', (hp™)}v,G'hvw = F % G.
-{{H(F), HIp" " HIp" '} {HIp", HIp"" HIp" '} } v,
{H(G),HIp" ', HIp" '} }I(vw)Ii" =
HH(P), HIp™ Y B} {HIp HI, HIp» W,
{H(G),HIp" ', HIp" '} } I (vwi™) =
{({({a(F), HIp" Y HIp" '} {HIp", HIp" ' HIp" '} } v,
(H(G), I HI (G, 1} U jy) =
{({t1p", HIp" ' HIp" M I{i" " p, 1}, HIp" ™'} =
{HIp" ' T{imp, 1}, HIp" 11} = {HIp"ITi" ', HIp" Iy, HIp" 111} =
HIphTiv = HI(phim).

Por tanto (HI(p"i"))1([F * G]) =
{{{H (), HIp HIp Y (I, HIp™ Y HIp Y,
{H(G),HIp" ', HIp" '}} T (vw)i1]) = [H(F), * H(G)11] =
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H(F)u] - [H(G)u] = (HIG) (F)) - (HI(0im)a((G]).
La extensién definida existe pues:
-{({H(F), HIp" Y HIp" '} {HIp", HIp" ' HIp" '} vIjo =
(H(F), B B} 1), =
HIp=' = {H(G), HIp" ™\, HIp" "} Tjo.
-{H(F),HIp" ", HIp" '} Ijo = {HIp", HIp" ™, HIp" '} Tjo.
-{HIp" ' HIp" ' }(I{i" 'p, 1} Ul) = {HIp"I[i" ' HIp"I1o, HIp" 111} =
HIp'Ii" = H(F)Ii* = H(G)Ti". O

Como consecuencia de este teorema se tiene que los grupos de homotopia
relativos a cualquier cofibracién i : B — A van a depender de las componentes
B-cofibradas de X y de los morfismos h : A — X asociados a dichas compo-

nentes.

Corolario 1.4.1. Si un objeto X es 1 — B—cofibrado entonces los grupos de ho-
motopia relativos a una cofibracién i : B — A solo dependen, salvo isomorfismo,

de los morfismos h : A — X con hi = u para algun u : B — X fijado.

Demostracion. Obsérvese que si X es 1 — B—cofibrado entonces todo par de

morfismos u,v : B — X es equivalente para cofibraciones. Il

Dada una cofibracién i : B — A, el morfismo h : A — X que se utiliza
para definir los grupos de homotopia 7% (X, h) puede ser interpretado como un
“punto base” del objeto X a la hora de definir los grupos de homotopia. En este
sentido, como ya se ha dicho, el conjunto de “puntos” de un objeto X puede ser
identificado con Hom(A, X), y un camino desde un punto fy a un punto f; de

X, con una homotopia F' : fy >~ fi rel i.

Definicién 1.4.4. Al conjunto [A, X|“{#} se le denominard conjunto de compo-
nentes conexas por caminos relativo a 7 en u. Cuando dicho conjunto es unitario,
el objeto X se dird conexo por caminos en u relativo a 7. El objeto X se dird
conexo por caminos relativo a ¢ cuando es 1 — B—cofibrado y conexo por caminos

relativo a 7 en algin v : B — X.
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Observacion 1.4.1.

1. Por el teorema 1.23, si u,v : B — X son equivalentes para cofibraciones,
entonces para toda cofibracién i : B — A los conjuntos de componentes

conexas por caminos relativos a ¢ del objeto X en u y en v son biyectivos.

2. Si X es 1 — B—cofibrado entonces para toda cofibracién 7 : B — A los
conjuntos de componentes conexas por caminos relativos a i del objeto X
son todos biyectivos.

3. En particular si X es 1— B—cofibrado y conexo por caminosenu : B — X,

también es conexo por caminos en cualquier v : B — X.

Teorema 1.4.2. Dada una cofibracion i : B — A, si h,h/ : A — X son tales
que h ~ K rel i entonces 7 (X, h) = 7' (X, ') para todo n € N.

Demostracion. Si H : h ~ I rel i entonces HI(pi') : II!B — X verifica
HI(pi')eg = hpit y HI(pi')t, = h'pi' y de forma andloga a la usada en la
demostracién del teorema 1.4.1 se tiene que (HI(pi')); : (X, h) — 7 (X, 1)
es un isomorfismo de grupos.

Por otro lado HI(pi') : II! B — X hace que hpi' y h'pi! estén en la misma
componente para cofibraciones que X, y como HIpi* = {HI(pi'), hp, W p} se
tiene por el teorema 1.4.1 que 7’ (X, hp) = 7 (X,k'p), n € N. Por ser
T (X, hp) = 7 (X, h) y wh (X, W' p) = mi, (X, h') se concluye el resultado.

]

Por los teoremas 1.4.1 y 1.4.2 se tiene que los grupos de homotopia relativos
a cofibraciones i : B ~ A de un objeto X dependen exclusivamente de las
componentes B-cofibradas de X y de las componentes conexas por caminos

relativas a ¢ de dichas componentes cofibradas.

Corolario 1.4.2. Si el objeto X es conexo por caminos en u entonces para todo

n € N, los grupos 7', (X, h) son isomorfos para todos los h : A — X con hi = u.
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Demostracion. Obsérvese que si X es conexo por caminos relativos a 7 en u
entonces el conjunto de componentes conexas por caminos realtivos a ¢ de X en

u €s unitario. O

Corolario 1.4.3. Si el objeto X es conexo por caminos relativos a i entonces los
grupos de homotopia relativos a i del objeto X no dependen del morfismo base
h: A — X nidel morfismou=hi: B — X.

Demostracion. Evidente por los corolarios 1.41y 1.4.2. O]

Como consecuencia de este ultimo corolario 1.4.3, cuando el objeto X es
conexo por caminos relativo a 7, los grupos de homotopia relativos a i del objeto
X se denotarén simplemente por 7 (X). Nétese que si el objeto B fuera inicial,
entonces todo objeto X seria 1 — B-cofibrado y que la conexidad por caminos solo
dependeria de la existencia de caminos entre los puntos del objeto X, esto es,
de las componentes conexas por camino relativas a la cofibracién, como sucede

en el caso de los grupos de homotopia clasicos de los espacios topoldgicos.

1.5 Acciones de Grupos de Homotopia Genera-

lizada

Todo grupo de homotopia generalizada define una accién sobre los grupos
de orden no inferior. Esta accidn es la identidad cuando el orden del grupo que
actla no es el primero. Por otro lado, la accién de un grupo sobre si mismo es
por conjugacién. Por tanto, los grupos de homotopia generalizada son abelianos

para orden superior a uno.

Teorema 1.5.1. Dada una cofibracion i : B — A y un morfismo h : A — X
se tiene que 0 : 7' (X, h) x ' (X, h) — 7' (X, h) definida para n > m, usando
la notacion de la demostracion del teorema 1.23 asociada con la cofibracién ",
por O([F), [H]) = [F)1#] = (HIp"+' =™ 1i"),([F)), es una accion.
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Demostracion. Isomorfismos:

Por el teorema 1.23 se tiene que toda [H] € 7 (X, h) induce una biyeccién
(HIp"™=mIim) o wh (X, h)=[I"A, X" — 1 (X, h)=[I" A, X]he"" 1

La extensién usada en la demostracién del teorema 1.41 da también en este
caso que (HIp""'=™[i"); es un isomorfismo de grupos.

Bien definida:

Si [Hy] = [Hy] en el grupo w (X, h), entonces (Holp"t1=™Ii"); =
(HyIpti=m1im), 78 (X,h) — w.(X,h) pues por la proposicién 1.2.6 si
Hy ~ H; rel i™ entonces existe H : ["1A — X
con Hi™t = {hpm=Yim=1p2 Hy Hy, hp™ hp™}.

Si Hy(F'), H(F') son extensiones respectivas de los cuadrados de homotopia
Fi" = Holp"t ™1, Fi" = H{Ip"™~™[i", asociados a la cofibracién i",
donde [F| € 7! (X, h), entonces:

H(F)Ii" = HIp"""[i" = HIuylp"t="1i" = HI?p" T ™12 1) y
Ho(F)Ii" = Hol p"+'=m[i" = HIiplp" = Ii" = HI2p 1 =m 2% [,

Por tanto existe { HI2p" 1= 12" Hy(F), Hi(F)} : II'"*"' B — X haciendo
conmutativo el cuadrado de homotopia Fpi"™t =
{HI?p"T1=m1%" Hy(F), Hi(F)}o asociado a la cofibracién " 1.

Si G’ es una extension de dicho cuadrado de homotopia entonces
G = Gu : Ho(F)uu =~ H(F)y rel i*, y por tanto se tiene
(HoIpm=m 1), ([F]) = (Hy I mim) ([F).

Conservacién de la identidad:

Si [H] = [hp™] € @ (X, h) entonces (HIp"*'"™Ii")y = 1 (x ), pues
para toda [F| € © (X, h) se tiene que Fp: "™ A — X verifica que Fpi"™! =
{Fi"p, F\F} = {hp"i"p,F,F} = {hp™Ip"™'"™[;" F,F}.  Por tanto
(HIp 1), ([F]) = [F).

Conservacién de la operacion:

Si [H],[G] € 7! (X, h) entonces ((H * G)Ip" T ="I[i"), =
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(GIp™ti=m ™) (HIp" =™ [™), : w2 (X, h) — 7wt (X, h), pues, observando por
1

el teorema 1.32 que [H]7'-[H +G] = [H]™*-[H] - [G] = [G], que [H]"! = [H]

y que [H] = [H], se tiene por la proposicién 1.3.9 la existencia de un morfismo
K : ™" A — X verificando Ki™ ! = {hp™ 4" 1p® H+ G, G, H, hp™}.
Para toda [F] € 7! (X, h) sean (H «G)(F), H(F) y G(H(F)t;) extensiones

respectivas de los cuadrados de homotopia F'i" = (H x G) [ p" ™' =™ 1"y, Fi" =
HIpvtt =™y y H(F)ui™ = GIp™™'~™[i", asociadas a la cofibracién i".
Entonces, como
(H*G)(F)Ii" = (HxG)Ip™ =" Ii" = K 1ol p =" Iim = KI2(p"* =) L1
y G(H(F)u)[i" = GIp"™'=m[i" = KIylp"t=mIi" = KI?(p" =m0,
existe el morfismo { K I?(p"t=™i"), (H*G)(F),G(H(F)u,)} : [I''B — Xy
se tiene el cuadrado de homotopia H(F)i"*t = {HIp" ™\ """ F, H(F)i,} =
{KI?(pmt=m"), (H % G)(F), G(H(F)t1)}to asociado a la cofibracién "1

Entonces el morfismo L = L'vy : (H*G)(F)t; ~ G(H(F)t1)y rel 1™, donde
L' es una extensién del anterior cuadrado de homotopia.

[(H + G)(F)u] = ((H * G)Ip™=m1im), ([F) = [G(H (F)ur)us] =
(GIp 1 1) ([H(F)]) = (G L)y (H T m), ([F]).

O

Proposicién 1.5.1. Si m > 1, para toda [H| € = (X,h) se tiene que
(HIp" =iy = Les (xpy - T, (X, h) — mh (X, h).

Demostracién. Dada [F] € 7 (X, h) sea H(F') una extensién del cuadrado de
homotopia F'i" = HIp"t1=™]i", asociado a la cofibracién i". Entonces:

HIx I?p"tim12i" [y = HIxIglp"™="1i" = HIwlplp™t—mIi" =
hp™ I pnt2mmin = hpn TN = Fitp = Fpli® y HIx[?p" ™ "I1%" 1, =
HIx [ Ipmti=mIi" = HIp"T =m[i" = H(F)Ii". Por tanto existe el morfismo
{HIx Pp"t = 1%" Fp, H(F)} : II"B — X que da origen al cuadrado
de homotopia Fpi"*1 = {HIxI?p" ™ ~™1%" Fp, H(F)}i asociado a la cofi-

bracién i"*1.
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Entonces G=G"11: F~ H(F)i; rel i", donde G’ es una extensién del cua-
drado de homotopia anterior. Por tanto [F|=[H(F)u]=(HIp" " ~™1i"),([F]).
Nétese que si H : IA — X, no se puede definir el morfismo HIy;. n

Proposicién 1.5.2. Si m = n, entonces para toda [H] € =i (X,h) se tiene
que (HIpIi"), : 7w (X,h) — 7t(X,h) es de la forma (HIpli")([F]) =
[H]~ - [F] - [H].

Demostracion. En la demostracidon del teorema 1.4.1 se probéd la existencia de
los morfismos del tipo {Fp, hp™, hp"}, {Hx1, hp™, H} : IT""" — X. Por otro
lado {Fp, hp", hp"}1jo = hp™ = {Hxu, hp", H}Ijo = {Fp, hp", hp"}1j1, por
tanto existe el morfismo

{{{Fp, hp™, hp"},{Hx1, hp", H}}Tv,{Hx1, hp™, H} HvIw : "™ A — X ve-
rificando

{{{Fp, hp" hp"}, {Hx1, hp", H} Y v, {Hx1, hp", H} v wi™ =
{{H{Fp,hp", hp"} {Hx1, hp", H}} Tv, {Hx1, hp™, H} v Iw{Ii", 19,11} =
{{Fp,hp" hp"}, {Hx1, hp", H} v, {Hx1, hp", H}}

{I51{i" 'p, 1} U [jy, tovw, ivw} =

{H. H}(I{i"'p, 1} U 1), T,

{H{F hp Y R {H, R R v {H R R hvw) =
({HI" " Ip, H HY, F, {{F', H} v, H }uw} =

({HIpI?*" ', HIplwy, HIpIu Y, F, {{F', H v, H v} =

(HIpIi", F,{{F', H'}v, H }uw}.

Entonces por el corolario 1.3.8, [F] = [?] y por el teorema 1.2.3 se tiene
que (HIpli")(([F]) = [{{F', H' }v, H }vw]. De donde, por los teoremas 1.31y
1.3.2 se concluye que [{{F', H'}v, H }vw] = [{F', H }vw] - [H] =
{F, Hyww] ™ [H] = [F« H|7' - [H] = ([F]7' - [H]) ™ [H] =
[H]=H - ([F]7) 71 [H] = [H] - [F] - [H]. 0
Corolario 1.5.1. Para toda cofibracioni : B — A, morfismoh : A — X, neN

yn > 1, el grupo de homotopia i (X, h) es abeliano.
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Demostracion. Por las proposiciones 1.5.1 y 1.5.2 se tiene que para toda
[F],[H] € 7' (X,h), por ser n > 1, [F]lf] = [F], y por ser n = m, [F]Ifl =
[H]~' - [F] - [H]. Se concluye que [F| = [H]™'-[F]-[H]. O



Capitulo 2

Sucesion Exacta de Homotopia
Generalizada Asociada a un

Morfismo

La homotopia generalizada, a semejanza de lo que sucede en la mayoria de las
teorias de homotopia, asocia a todo morfismo una sucesién exacta relacionando
los grupos de homotopia generalizada del morfismo, los de su dominio y los de
su codominio.

Para ello es necesario partir de la subcategoria llena de pares de la original
cuyos objetos son las cofibraciones. Con las transformaciones naturales y el cilin-
dro inducidos por la I-categoria generalizada original, se obtiene una estructura
de este mismo tipo en la mencionada subcategoria. Asi se obtienen grupos de ho-
motopia no sélo para las cofibraciones, sino también para morfismos cualesquiera
de la categoria original, pues en la obtencién de dichos grupos no influye si éste
es cofibracion o no. Las proyecciones naturales de la categoria de pares en la
original inducen homomorfismos entre los respectivos grupos generalizados.

Los grupos de homotopia relativos a una cofibracién de un morfismo son

grupos de homotopia relativos a cofibraciones de pares procedentes de la iteracién

59
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de la cofibracién dada y de sus respectivos conos. Estos grupos de homotopia
generalizada de un morfismo poseen propiedades similares a las definidas para
objetos en el capitulo anterior. Se tiene ademas que todo grupo de homotopia
generalizada de un objeto basado en un morfismo puede ser interpretado para
toda factorizacién de este morfismo como un grupo de homotopia generalizada de
un morfismo. De esta forma se obtiene un homomorfismo natural de los grupos
de homotopia generalizada del codominio de un morfismo en los respectivos de
éste.

Usando el homomorfismo natural ya mencionada junto con el homomorfismo
proyeccion entre los grupos de homotopia generalizados y los homomorfismos
inducidos por un morfismo se obtiene una sucesién exacta de homotopia genera-
lizada asociada a este morfismo que incluye el grupo del codominio en el grupo
del morfismo, proyecta éste en el grupo de su dominio y lo traslada por medio
del morfismo al grupo de su codominio. El caracter funtorial de los grupos que
intervienen en la sucesidn es también adoptada por ésta.

Por dltimo, la accién ya descrita del primer grupo de homotopia generalizada
del dominio del morfismo sobre los demas grupos del dominio puede ser extendida
a los grupos del codominio y del morfismo. Dicha accién deja invariantes a la

sucesidn exacta de homotopia generalizada asociada al morfismo.

2.1 [-Categoria Generalizada de Pares

Para crear la sucesién exacta de homotopia generalizada asociada a un mor-
fismo en una [-categoria es necesario estudiar las propiedades de las categorias
de pares de ésta.

Como sucede en muchas teorias de homotopia, si se consideran pares como
cofibraciones, la categoria resultante va también a tener una estructura similar
a la que posee la categoria original, en este caso una estructura de [-categoria

generalizada.
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Dada una [-categoria generalizada C, se define la categoria Cof C como la
subcategoria llena de Pair C cuyos objetos son cofibraciones.

Para los objetos de Cof C se usard la notacién (X,Y),(X',Y’),... que
representara cofibraciones f : Y — X, f/: Y’ — X' ... en C. Un morfismo
(u,v) : (X,Y) — (X', Y’) es un cuadrado conmutativo de la forma uf = f'v
en C.

Definicién 2.1.1. Un morfismo (u,v) : (X,Y) — (X', Y’) se dice cofibracién
cuando v y {f’,u} : P{v, f} — X’ son cofibraciones en C.

Observacion 2.1.1. Si (u,v) : (X,Y) — (X', Y’) es una cofibracién de pares,
también lo es (f', f) : (YY) — (X', X), donde las cofibraciones asociadas
a dichos pares son, respectivamente, v : Y — Y’y u : X — X', ya que
{fuf ={u, [’} - P{v, [} = P{f,v} — X".

Para todo par (X,Y") se define I(X,Y) = (I.X, 1Y) con cofibracién asociada
I f, que lo es por la observacién 1.1.4 al serlo f, y para todo morfismo de pares
(u,v), I(u,v) = (Iu, Iv). Se definen
to = (toyt0),t1 = (t1,01) : (X, Y) = I(X,Y),
p=(p,p): I(X,Y) = (X,Y)y
Xo = (Xo0; X0), x1 = (x1,x1) : (X, Y) — I(X,Y).

Teorema 2.1.1. La estructura (Cof C, i, p, Xe, cof) es una [-categoria genera-

lizada, donde cof representa la familia de cofibraciones de pares.

Demostracién. Evidentemente [ :Cof C —Cof C es un funtor, y tc = (¢, L),
p=(p,P), Xe = (Xe, Xe) son transformaciones naturales, € € {0, 1}.

Los axiomas GI1 y GI5 se verifican trivialmente por la definiciéon de las
transformaciones naturales.

GI2: Obsérvese que si (u,v) : (X,Y) — (X', Y’) es una cofibracién,
también u = {f’, u}v lo es por ser composicién de ellas.

Dado un morfismo (g,h) : (X,Y) — (X")Y") y la cofibracién
(u,v) : (X,Y) — (X',Y") entonces por el axioma GI2 de C se tienen los push
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outs P{v,h} y P{u,g} y por la proposicién 0.2.4, existe P{(u,v),(g,h)} =
(P{u, g}, P{v, h}).

El morfismo asociado a este par, f' Uy f” : P{v,h} — P{u,g}, es cofi-
bracién por la proposicién 1.1.3 pues lo son f, f’, f” vy, por la observacién
2.11, {u, f'} : P{f,v} — X',

Dados {f' U f",@} : P{f",5} — Plu.g}, {f,u} : P{v.f} — X'y
hUn g : P{o, f} — P{T,f"} se tiene que {f'U f",a}(hUg) = {Gf',gu} =
g{f',u} 'y por la proposiciéon 022 P{u,g} = P{{f,u}v,g} =
P{{f,u},h U g} donde ¥ es la inducida por v en P{v, f}, pues P{v, "} =
P{v, f"h} = P{v,gf} = P{v,g}. De donde {f' U f", @} = {f',u} vy, por
tanto, cofibracién. En consecuencia, (u,7) es una cofibracién en Cof C.

Por otro lado, usando que el funtor I en C transforma push outs cofibra-
dos en push outs se tiene que IP{(u,v),(g,h)} = I(P{u,g}, P{v,h}) =
(IP{u,g},IP{v,h}) = (P{lu,Ig}, P{Iv,Ih}) = P{(Iu,Iv),(Ig,1h)} =
P{I(u,v),I(g,h)}.

GI3: El morfismo (ic,te) @ (X,Y) — (IX,IY) es cofibracién pues lo es
Le, € € {0,1} y por la observacién 1.1.4 y la proposicién 1.1.2, también lo son
{If e} o Plee, [} — IX. El morfismo 1(xy) = (1x,1y) es cofibracién por
serlo 1y y {f, 1x} = f.

Si (u,v) : (X,Y) — (XY y () : (X',Y') — (X", Y") son cofibra-
ciones entonces (u',v")(u,v) = (u'u,v'v) también lo es pues v'v y {f” v'u} =
{f",4'}(1 U u) lo son por ser composicién de cofibraciones. Nétese que
lUwu : P{v'v, f} — P{v, f'} es cofibracién por la proposicién 1.1.3 pues
lo son v, 1yn,uy {f' ,u}: P{v, f} — X"

Sea (u,v) : (X,Y) — (X',Y’) una cofibracién y sea (g,h)(u,v) =
(G, H)(te, te) un cuadrado de homotopia asociado a la cofibracién (u,v), en-
tonces hv = Hi. es un cuadrado de homotopia asociado a la cofibracién v.

Sea H' una extensién de este cuadrado. Por otro lado, se tiene el cuadrado
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de homotopia ¢{f’,u} = {f"h,Gt.} = {f"H',G}.. asociado a la cofibracién
{f’,u}, donde f” :Y"” — X" es el codominio de los morfismo (g,h) y (G, H).
Sea G’ una extensién de este cuadrado de homotopia asociado a {f’,u}. En-
tonces G'If" = f"H' y por tanto existe (G',H') : I(X",Y') — (X", Y").
Se tiene entonces (G', H')(te,te) = (G've, H'te) = (g, h) y (G, H)I(u,v) =
(G' H')(Iu,Iv) = (G'Iu,H'Iv) = (G,H) y por tanto (G', H') es una ex-
tensién del cuadrado de homotopia asociado a la cofibracién (u,v).

Gl4: Sea una cofibracién (u,v) : (X,Y) — (X', Y’). Entonces por la
proposicién 0.24 P{ (o, to), (u,v)} = (P{to,u}, P{to,v})y {I(u,v), (t0,t0)} =
({Iu, o}, {1v,00}) + P{(u,v), (to,00)} = (P{u,to}, P{v,e0}) — I(X',Y’).
Por la misma proposicién, P{(u,v)(t1, ), (u,v)} = P{(Ut1,501), (u,v)} =
(P{aw, ut, P{on, v}) y (u,v)' = {I(u, ), (0, ), (t1,11)} =
{({Tu, w0}, {1v,10}), (1, 01)} = ({Lu, 00,11}, {Iv, 00,11 }) =
(u',v") : I, ) (X,Y) = P{(u,0)(t1, 1), (w,0)} = P{(@1, 00), (u,0)} =
(P{uty,u}, P{vi,v}) = (II X, IYY) — I[(X',)Y").

El siguiente cuadrado es un push out

P{u, f} CA X'
Falu o lvlubl
{Ilu’v fotuuvlag}
P{LOv {f/7 u}} e P{Ul, I(lu,v)f}

Obsérvese que existe el morfismo {I1 f,vlﬂﬂ,vlﬂm}, pues viuul f =

1[(1u f = 1, v)fvlﬁﬁ = 1, v)ffv por tanto existe el morfismo
{I(M)f vlaa} : IP{v, f} — P{v' Ay {I \fiv vl =
{1}, fro, v e} = {1}, fo'vm,viagu} = {o'I}, , forg, viumgu} =

{wlugy f', vlutgu} = U1UL0{f ,u}.
Conmutatividad:
{I(M)f v, v g M f b = {I Vot vlaahy = {I(lu’v)le,ﬁﬂml} =

{I(M)fv Ui, vl u) = {Ull(lu )fwl,v vanu}y = {wlafvlunu) =
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vl {f' u}.
Propiedad push out:
Dados los morfismos g : X' — Z y {H,G,h} : P{w,{f ,u}} — Z veri-
ficando {H,G,h}{f",utty = {H,G}t; = {Hu,Gri} = {gf’, gu} entonces
Huy = gf'y Guy = gu. Ademas, por existir el morfismo { H, G, h} se tienen que
Hup = hf', Giy = huy Hlv = GIf. Como Giy = hu 'y {G,h}uy =
Gy = gu entonces existe {G,h,g} : I!X — Z. Por otro lado Hv' =
H{Iv,w,u}={HIv, Hi, Hu}={GIf, hf',gf'}={G,h, g}, f. Portanto
{H{G.h,g}} = ({H.G.h}. g} PLL 1L, f} = PLTF abd fou}) — 2.
Teniendo en cuenta que P{{f’",u}u;,{f",u}} = I{lf,ﬁu}P{v, f}, se tiene que
{If',u'} = {f,u}'. Ademds, por la proposicién 1.2.7, el morfismo
Lyt 1Y — I, X es cofibracién.
Se concluye que (u',v') = (u,v)' : (I} X, I'Y) » (IX', IY") es una cofibracién
de pares. Il

En consecuencia, la categoria Cof C es una I-categoria generalizada, y se
pueden obtener en ella los resultados ya probados en el capitulo precedente. Se
tendrd homotopia relativa a cofibraciones de pares, grupos de homotopia relativos

a éstas y acciones de dichos grupos sobre los de orden superior.

Observacion 2.1.2. De la demostracién del axioma GI2 en el teorema 2.1.1 se
concluye que si (go,g1) : (X,Y) — (X, Y') y (ho,h1) : (X,Y) — (X", Y")
son morfismos de pares tales que existen los push out P{go,ho} y P{g1,h1}
entonces existe el push out P{(go, 1), (ho, h1)} = (P{g0, o}, P{g1,h1}) con

cofibracién asociada f' Uy f".

Observacion 2.1.3. De la demostracion del axioma GI4 en el teorema 2.1.1
se concluye que para toda cofibracién de pares (u,v) : (X,Y) — (X', Y/)
se verifica que (u,v)! = (u',v') : I}, ,(X,Y) = ([,X,J)Y) — I(X",Y') =
(IX',1Y"), donde la cofibracién asociada al dominio es I(luyv)f, es una cofibracidén
de pares. Iterando el proceso, se tiene que (u,v)" = ((u,v)})" 1= (u!,vl)" 1=

nelgnhl = (yr ) I (X,Y) = (IMX, 1Y) — (X Y') =

.. (u (00)
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(I"X',I"Y") es una cofibracién de pares, donde la cofibracién asociada al do-
minio es I(’; ,»J+ que es cofibracién por el corolario 1.22.

Observacion 2.14. Dada una cofibracién de pares (u,v) : (X,Y) — (X', Y’), us-
ando las observaciones 2.1.1 y 2.1.3 se concluye que ((f')", f"), desde
(I7Y' I}Y) en (I"X',I"X), es una cofibracién de pares. De donde
(I"u, [Ty pyo) o ("X, IFY) — (["X', I3Y”) es también cofibracidn de pares

por la observacién 2.1.1.

Existen funtores proyeccién pq, ps :Cof C — C definidos sobre la primera y
segunda componentes de forma obvia. Estos funtores conservan la homotopia,

las operaciones de los grupos y las acciones de estos.

Proposicion 2.1.1. Dada una cofibracion de pares (u,v) : (X,Y) — (X', Y),

si (go, ho) = (g1, h1) rel (u,v) entonces gy ~ gy rel w y hg ~ hy rel v.

Demostracion. Si (G, H):(go, ho)=~(g1, h1) rel (u,v) entonces (G, H)(u,v)' =
(G>H)(ulvvl) = (Gu17HU1) = {(907h0)<u>v)<107p)7<907h0)7(glah1)} =

{(goup, hovp), (9o, ho), (91, h1)} = ({goup, go, 1}, {hovp, ho, h1}). De donde
G:go~gireluy H :hg~hyrel v. O

Corolario 2.1.1. Para toda cofibracion (u,v) : (X,Y) — (X",Y’) y todo
morfismo de pares (g,h) : (X,Y) — (X")Y"), las inducidas por los
funtores proyeccién, p; : [(X',Y"), (X" Y")|@hRwn)}t [y yrel oy,
po: (X, Y7), (X" Y@}l X7 X794} son aplicaciones.

Proposicion 2.1.2. Dada una cofibracién de pares (u,v) : (X,Y) — (X', Y),

si [G07H0] € H(u,v)((g(bhO)a (91,h1)) y [Gl,Hl] € H(u,v)((glahl)a (92,h2)) en-
tonces [Go,Ho] . [Gl,Hl] = [GO * Gl,HO * Hl]

Demostracién. Por la observacién 2.12 se tiene que P{(u,v),(u,v)} =
(P{u,u}, P{v,v}) con cofibracién asociada f" U; f’. Por la observacién
2.1.3 y por la proposicién 0.2.4 se verifica que {(u,v)p, 1} U1 =

(up, 1} UL, {op 1 U L)« 1, (X,Y) = (ILX, 1Y) — P{(,0), (u,0)} =
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(P{u,u}, P{v,v}). Usando de nuevo las observaciones 2.1.2 y 2.13 se concluye
que 1) = P{(u,v)", {(u,v)p, 1} U1} =P{(u,v"), {up, 1} UL, {vp, 1} U1)} =
(P{u',{up,1} U 1}, P{v*, {vp,1} U 1}) = (I* I") con cofibracién asociada
If"U f"U f'. Ademds por la proposicién 0.2.4, w, ) = (wy,wy) 1 I(X',Y') =
(IX IY") — T = (I 1) Y oy 1w } =

(o gt o, g }) = P{(w,v), (w,0)} = (P{u,u}, P{o,v}) — 10 =
(I“,1v).

Obsérvese que jo,, ,, = {Jog.)» 1 } (1 0) = (Lo, jr,} Lo, 1, ) (@ D) =
(Jous Jo,) + (X, Y7) — I = (1", 1Y).

Andlogamente ji,, = (ji,,J1,) 1 (X, Y') — T = ([ V).

Por lo anterior y la observacién 2.1.2, se tiene que P{jo, . ,J00..f =
P{(jo. Jo,), Jo.,Jo,)} = (P{jo,,Jo.}, P{Jjo,,Jo,}) con cofibracién asociada
(If U ffUf)yUp (If U f U f). Por la proposicién 0.2.4 se tiene jo(—w)
(Jouyjov) (Jou» Jo, )+ 10 = (I*, 1) — P{j()(u,v)ij(u,v)} =
(P{dous Jou }s PLiows Jo, ) Y Wuw) U Gy p = (Was wo) U (J1,, J1,)p =
(Wa, wo) U (1,0, J1,0) = (Wu U g, p,wo U j,p) « IP{(u,v), (u,0)} =
(P{Iu, Tu}, P{Iv, Iv}) — P{jo, s Jou. } = (P{do., Jo. }> P{jo.: Jo, })-

Si V(w) es una extensién del cuadrado de homotopia j(%Tv){jO(u,wjl(u,U)} =
(Weuw) U J1g,.,P)to asociado a la cofibracién {jo,, s Jj1.,.,}, entonces adopta
(LI 11%) = Pljog.Jownt = (Pliowsdo.}s Pljo,. jo.}), y se verifica
(W U Jrpwe U J1,p) = (@Waw) YU J1,0P) = Vo d{ow.:J1wnt =
W vo) o v, b Idos: 91, 3) = (Wi {dows jua b vl {do,, 1, 3) y (Wte, vito) =

— _ / / . .
V(W)LO = J0uw = (jo.,jo,). De donde v/, y v/ son extensiones respectivas

la. forma de un morfismo de pares v, = (v, 1) [(I"1") =

de los cuadrados de homotopia jo, {jo,, j1.} = (wu U j1,p)t0 ¥ Jo,{jo,, j1,} =
(wyUj1,p)to asociados respectivamente a las cofibraciones {Jjo,, 71, } Y {Jo,» J1. }-

Por tanto, v(uu) = V[, 01 = (Vt1, Vyt1) = (Vu, V).

Por la proposicién 0.24 se verifica que
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{{{(Go, Ho). (90: ho). (91, h1) }, {(g0: ho)p; (90, Bo) (gos ho) } }(u,e)s

{(Gl, Hl)a (91, h1)> (92, h2)}}1/(u,v)w(u,v) =

{{({Go, g0, 91} {Ho, ho, ha}), ({90p; 90: 9o} {hop: ho, ho}) Y (u,w)

({Gh g1, 92}, {Hh hq, hQ})}V(u,v)w(u,v) =

{({{Go, 90,91}, {90p. 90, 90} }, {{Ho, ho, b1}, {hop, ho, hi }}) (v, 1),

({G1, 91, 92}, {H1, has ha})) (@) =

{({{Go; 90, 91}, {900 905 G0} }vu, {{ Ho, ho, b1 },

{hop, ho, hat}v), {G1, 91, 92}, {H1, by ho})) Py Wiue) =

({{{Go, 90, 91}, {900, 90, 90} }1u; {G1, 91, 92} }, {{{ Ho, ho, hu1 },

{hop, ho, ha}ive, {Hi, hi, hot}) (vu, vo) (Wa, wy) =

({{{Go, 90, 91}, {900 90: 90} }vus {G1, 91, g2} It

{{{Ho, ho, h1}, {hop, ho, h1} }vy, {H1, b, ho} tvyw,) = (Go * Gy, Ho % Hy).
]

Corolario 2.1.2. Dada una cofibracién de pares (u,v) : (X,Y) — (X', Y)
y un morfismo (g,h) : (X',Y') — (X",Y") entonces las inducidas por los
respectivos funtores proyeccion, p; : (X", Y"),(g,h)) — wU(Y",h) y
po (X7, Y), (g, b)) — (X", g), son homomorfismos de grupos.
Demostracion. Por el teorema 1.3.2 y la proposicién 2.1.2 se tiene que
(X7, Y1), (g, ) = [(X7, ¥7), (X7, Y70 (o)) —

[(IX7, 1Y), (X", Y| pulshov DU @hed} oy h)y = (1Y, Y7 o)y
(X", g) = [IX', X"j9v'{«"} " De donde por el corolario 2.1.1 se tiene
que, pr ¢ [(IX',TY"), (X", Y")pulhooD{Cto} [y Y jhevH (o)

po [(IX IY), (X", Y eput hovD{(wl oD} [1X7) X"]97+ {%'} son aplicaciones.
Como ademas para todo [Go, Hyl, [G1, Hi] € Huw((g,h), (g9, h)) se tiene que
p1([Go, Ho] - (G, Hh]) = p1([Go * G, Ho x Hi]) = [Ho x Hi] = [Ho] - [H] =
p1([Go, Hol) - p1([G1, H1]) y andlogamente para ps, se concluye que p; y ps son

homomorfismos de grupos. O]
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Corolario 2.13. Dada una cofibracion (u,v) : (X,Y) — (X', Y") y un morfismo
(g,h) : (X.Y) — (X".Y") entonces las inducidas por los
respectivos funtores proyeccion, p; : W,&u’v)((X”,Y”),(g,h)) — (YY" h) y
po (XY, (g, k) — 74(X”,g), son homomorfismos de grupos para
todon > 1.

Demostracion. Basta observar por la proposicion 1.4.1 que 7%(X", g) =
C(XT e Y, mE(YR) = a (Y ), wl (XY, (g, h)) =
(XY, (9, k) (p, p)" 1), que por la observacién 2.1.3 (u,v)"! =
(u=t ol I(’jwl)(X Y)=(I"X,I"Y) - ["Y(X"Y') = (I"' X', [""1Y")
es una cofibracién de pares y que (g,h)(p, p)" ' = (gp" 1, hp"1). O

Corolario 2.1.4. Dada una cofibracion (u,v) : (X,Y) — (X', Y"), y un mor-
fismo (g,h) : (X', Y") — (X", Y"), si [G, H],[U,V] € z% (X", Y")), (g, h))
entonces p,([G, H|I'V]) = [H|V] y po([G, H]IPV]) = [G]V),

Demostracion. La accién definida en el teorema 1.5.1 hace que [G, H]IVV] =
(U, V)((G, H))t1], donde (U, V)((G, H)) es una extensién del cuadrado de ho-
motopia (G, H)(u,v)” = (U,V)Ipl(u,v)"y asociado a la cofibracién (u,v)".
Por la observacién 2.1.3, el cuadrado de homotopia anterior es equivalente a
(G,H)(u",v") = (UlpIu™, VIpIv™)(t9,t0) luego (U, V)(G,H)) =
(U(G),V(H)) con U(G) y V(H) extensiones respectivas de los cuadrados de
homotopia Gu™ = Ulplu™iy y Hv™ = VIplv™y, asociadas a las cofibraciones
u™ y v™ respectivamente, verificando que U(G)I"f' = f"V (H).
Por tanto pi([G, H]UY)) = pi (U, V) (G, H))ui]) =
(UG, V(H)) (11, 0)]) = pr ([U(G)ur, V(H)]) = [V(H)ur] = [H]V]. Ané-

logamente para ps. Il

Obsérvese que en la definicion de los grupos de homotopia relativos a una cofi-
bracién (u,v) : (X,Y) — (X',Y’) basados en un morfismo de pares
(g,h) : (X",Y") — (X", Y") no interviene para nada que f” : Y" — X" sea
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una cofibracién, lo que permite extender la definicién de los grupos de homotopia

relativos a cofibraciones de pares a morfismos.

Definicién 2.1.2. Dada una cofibracién de pares (u,v) : (X,Y) — (X' Y")y
morfismos " : Y" — X"y (g,h) : (X',Y') — f” y se define el n—grupo de
homotopia relativo a la cofibracién (u, v) del morfismo f” basado en (g, h) como
(7 (g, ) = mt (XY, (g, )

2.2 Grupos de Homotopia Generalizados de Mor-

fismos

Dada una cofibracién i : B — Ay morfismos g : A - Yy f:Y — X,
la definicién 2.1.2 permite definir grupos de homotopia relativos a la cofibracién
¢ del morfismo f basado en el morfismo g. Para ello es necesario hacer uso del
concepto de cono de una cofibracién.

Obsérvese que en general, si se tiene una cofibraciéon j : A — X y una
retracciéon r : X — A de la cofibracién j, como jrj = j = jpig = jpi1 entonces

siempre existe el morfismo {jp, jr,1} : [}/ A — X.

Definicién 2.2.1. Dada una cofibracién i : B — A, se define el cono de I'B
como el push out CI'B = P{(z" 17001, {zn Zot0 p,in 1L0L” Lonin 1},

donde in1: P{1y,i" 1} — P{in1,,,i""1} = I" B es obtenido mediante el axio-

n—1

ma de cilindro relativo GI4. Nétese que p™i™i"— lLOL = p™iy =1y por tanto

p™i" es una retraccién para i 1igil
Asimismo se define el cono del objeto I" A como CT"A = P{(:0)', {t8p, thp", 1} 1.

Ndétese que p™iy = 1y por tanto p" es una retraccién de .

Se define el cono de la cofibracién " como C7i" = [i" U™ : CI'B =
P{(z" Zotp M), {z” Zoth p,in— 17y oty tpnit 1} — CIMA =
P{()' {bp, 8p™, 1} }. El morfismo I' 1 permite dicha unién como

(L" ,Ln—lwbo - )

consecuencia de aplicar el teorema 1.2.2 al cuadrado conmutativo i"i" 175101 =
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1014 y observando que {uip,iip™, 1} = {p,mphin,int =

(L" in— 1EL6L 1)

{zz" Toth ™ p,imin— 1LL Lonim i} = i {in—11g0 p, in— ILL Lonim 13,

Se usard la siguiente notacién: kinp = (z” Yoy~ YW 1"B—CI'B, qrrB=
{z” Zot0 ™ p,in 1L0L" Lonin 1} : I1*B — CI'B, kpa= (i)' : I"A — CI"A,
qma = {wyp,gpm, 1} [1I"A — CI™A.

Los subindices en dichos morfismos se sobreentenderdn cuando no exista

posibilidad de confusién.

Teorema 2.2.1. Dada una cofibracion @ : B »— A entonces también
{Ci", k} : P{k,i"} — CI™A es cofibracion.

Demostracion. Obsérvese que Ci"k = (Ii"™ Ui")k = ki™ y que por tanto existe

el morfismo {Ci", k}. El siguiente cuadrado es un push out:

{imq,ku p™ K}

JERRY: P{k,i"}
in+1i i{Ci",k}
I"ttA 7 CI"A
Como i"qy = i"ki"~ 1L Wt = kitin— 1L Wt = kit =

kuppni™ y i"qu; = ik = ki entonces existe el morfismo {i"q, ki p", k}.
Conmutatividad:
{Ci", kY{ing, kg pt kY = {Cig, kil p, kY = qi™ L.
Propiedad de push out:
Sean {F,G} : P{k,i"} — X y H : I""'A — X verificando que Hi"*! =
{F,GY{i"q, kil p", k}. Entonces H(u3)' = H{Il, 10,01} =
(HIi [im 1oL Hug, Huy } =
{{F, G}z”q[@“ Uiy {F, GYkup™, {F, G}k:} =
{Fq]z" 1]L0]L6L LG, GY = {Fk’@” ot p, Gl p™, G} =
{Gi™in- 115 w e, G, GY = {Gup, G p™, G} = G{ilp,p™, 1} de donde
{H, Gy ={H, F,G}: P{(10)", (1§, g™ 1}} = P{i™1, {7g, Fuger F}} — X.
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Proposicion 2.2.1. Dada una cofibracion i : B — A, el siguiente cuadrado

{gkin 1755~ "}

P{u,i"} CI'B
{Iin,Lo}l J{Czn
It A CI™"A

es un push out.

Demostracion. Consecuencia inmediata de la demostracién del teorema 2.2.1 an-
terior, observando que {Ci", k}in=Ci" y ELgp":Ebobg—lp":z'_nkwﬁmg—lp",
de donde {Ci", kYkp" = {Cim, kYirkin1Tqi " pt = CimkinLigut ' p". A-
demds, dado H : ["™A — X y F : CI"B — X verificando H{Ii" 1y} =
F{q, ki 175" p"} se tiene Huyi® = HIi", = Fqu = Fk. 0

Corolario 2.2.1. Si i : B ~— A es cofibracién, entonces el morfismo
(Ciyi™) - (CIPB,I'B) — (CI™A,I"A) es una cofibracion de pares, donde

las cofibraciones asociadas a dichos pares son las respectivas cofibraciones k.

Demostracion. El morfismo k es cofibracion por ser la inducida en un push out de
una cofibracién. El morfismo " es cofibracién por el axioma de cilindro relativo,
y el morfismo {k, Ci"} también lo es pues por el teorema 2.21, {Ci", k} =im+!

es la inducida de una cofibracién. ]

Definicion 2.2 .2. El n+2-grupo de homotopia relativo a una cofibracién

i: B> A de un morfismo f : Y — X basado en un morfismo g : A — Y se
define como 7!, 5(f, g) = """ (f, ({fap"*, f9p"}, 9p").

La definicidon de cono asociado a una cofibracién y el teorema 2.21 permiten
expresar los grupos de homotopia generalizados de la categoria original como

grupos de homotopia relativos a cofibraciones de pares.
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Proposicion 2.2.2. Dada una cofibracién i: B— A y un morfismo h: A — X,
cualquier factorizacion h = fg : A — Y — X induce isomorfismos entre los
grupos de homotopia ' ,o(X, h) y w\\T V(£ ({hpt hp"Y, gp™)), donde
({Ci" k}, 1)« (P{k,i"}, I"A) — (CI"A, I"A) con k la cofibracién asociada al

dominio.

Demostracion. Obsérvese que el morfismo 1 : I"A — ["A es cofibracién y que
{k,{Ci",k}} = {Ci",k} : P{1,k} = P{k,i"} — CI™A también lo es por
el teorema 2.2.1 y, efectivamente, entonces el morfismo ({C7",k},1) es una
cofibracién de pares.

Por el apartado 3 de la proposicién 1.42 y por el push out de la demostracién
del teorema 2.21 se tiene que (I1¢)*: mi< M X {hp"t! hp"}) — 1" (X hp 1)
es un isomorfismo. Por la proposicién 1.4.1 se tiene que 7! (X, hp"t!) =
! o(X, h); y por el corolario 2.1.2, la proyeccién
p2 : m I (f (Rt b}, gp™)) — wlCT (X {hp™ Y hp}) es un ho-
momorfismo de grupos.

En este caso es suprayectivo e inyectivo y, por tanto, un isomorfismo:
-Suprayectividad:

Si [F] € mi“"M (X, {hp"*, hp"}) entonces F{Ci", k}' =
{hp" T hp"}p{Ci" k}'. Como FIk = {hp"™* hp"}pIk = {hp", hp"}kp =
hp"p = hptt = fgp"T!, existe (F,gp"™) : I(CI"A,I"A) — f tal que
[F, gp" 1) € m “HV(E, ({hp L hp, gp™)).

-Inyectividad:
Obsérvese que si [F,G] € w7 M (r ({hpmt! hpn}, gp™)) entonces
(FG){Cim k) 1) = (F{Cm B}, GTY) = (F{CIm kP, gp1h) =

(F{Ci™ k}', gp™™'). Ademds 1! = 1y por tanto G = gp"*'. Si [Fy] = [F1] en
OB X bt k) y F ot Fy o~ Fy rel {Ci",k}' entonces
(F,g0™2) - (Fo,g0™*") ~ (v, gp™) rel, ({Ci, k), 1) .

De la definicién 2.2.2 y la proposicién 2.2.2 surge un homomorfismo natural
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del n + 2-grupo de homotopia relativo a una cofibracién de un objeto, basado
en un morfismo factorizable h = fg en el n 4+ 2-grupo de homotopia relativo a
la cofibracién del morfismo f basado en el morfismo g.

Sea 0 : (X, h) = 7t FED(f ({hpntt hpt}, gp™)) el isomorfismo de
la proposicién 2.2.2:

si [F] € ml,,5(X,h) entonces Fi"™? = hp"t2{"*2 y, por tanto, FI(:})' =
FI{L w0, 11} = {FI28, Flig, 1} = {F 200120 hp 21, hp 210} =
{hp" 2120012007 hp™ L bty = {Rpn P20~ hp T LR T p7 hp T} =
{ho? hp" M Lg Lp™ hp™ 1} =
{hp" T L3I p, hp" T L T p™ hp" T} = hp™ T {8 p, 8p™, 1}, De donde existe
{F, hp"t1} : ICI"A — X. EIl isomorfismo 6 viene definido por 6([F]) =
{E. hp™ 1}, g™t

Por el apartado 2 de la proposicién 1.4.2 el siguiente cuadrado conmutativo

relacionando cofibraciones en la categoria Cof C

(i)

(CI'B,I'B) (P{k,i"}, I"A)
(Ci",i")l \L({Ci”,k},l)
(CI"A, I"A) (CI"A, " A)

induce un homomorfismo de grupos

(I, 0))7 D Lt b}, gpm) —m T, (Lhp™ Y by, gp™)).
Obsérvese que (I(1,1))*([H, gp"™']) = [H, gp"™']. El homomorfismo natural
es definido por j = (I(1,1))*0 : 7., (X, h) — = 5(f,g) como j([F]) =
{F. hp" '}, gp" ).

Proposiciéon 2.2.3. Dada una cofibracion i : B — A y un morfismo
h=fg:A—Y — X, para todo n € N y todo morfismo u : X — Z se
inducen homomorfismos de grupos w, : 7\ 5(f,9) — 7, o(uf,g) haciendo el

siguiente cuadrado conmutativo
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7T72§+2(X> h) ’ 7Tf~b+2(f7 q)

7T31+2<Z> uh) 77%+2(Uf; q)

J
Demostracién. El homomorfismo w, : 7 (X, h) — 7!, ,(Z, uh) es el obtenido
mediante el primer apartado de la proposicién 1.4.2.

El homomorfismo de grupos w, : 7, ,(f,g) — 7. ,(uf,g) también se ob-
tiene mediante el mismo apartado de la mencionada proposicién aplicada a la
categoria de pares, definiéndolo por u, = (u, 1), donde (u,1) : f — uf.

De donde w.j([F]) = w.([{F, hp""'},gp""] = [u{F hp""'}, gp" "] =
{uF, uhp"*'}, gp" ] = j([uF]) = ju([F])). =

Lema 2.21. Dado un cuadrado conmutativo uj = iv relacionando cofibraciones
i:B— Ayj:F — E, paratodon € N, el siguiente cuadrado es conmutativo
en Cof C:

n n (CIF, 501G 5)v) " n
((]Ij F I F) (CI'B,I!'B)

(Cjﬂj”)i l(oi”ﬂ'")

(CI"E,I"E) (CImA, I"A)

(CI™u, 1)

donde CI"u = I""'u Upn yu I CI"E — CI"A yC’Igj)v -
0 :

n n
I]( )U UIln 1.+, *1 jn— l—n 1 u (7’7-7 U OI F - OI
(2 Lobo L0tg )
Demostracion.  Nétese que I"utl = (ju y que {p, Lgp",l}l(ng,Lg)u =

{hplu, oy p™ I"u, I"u} = I"u{tfp, §p", 1}, de donde por el teorema 1.2.2, exis-
te el morfismo I uUI™u : P{(u})*, {tip,up™, 1}} — P{()*, {t8p, ip™, 1}}.

Asimismo, por el corolario 1.2.1, I(”j) 0 g = gy [ L =g gy

TT— —1 1 n—1 n n
or otro lado, {i"— 11yl i"oug M — U =
yPp { olo P } (in— 1L0Lg 172-,1_15%1—1)

{z" Zoth plu, in- 1L0L Lomi MG s LGyt =
{Zn 1L = 1 n 1p,Zn 1[/01/8 1pn[nu‘7 I )U} —
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{](Z])U] L()LO 107 ](z])vjn 1L0Ln 1 n n ]n ?)} o
(z] U{]n 1LOL() p,j" lbol,n 1 ", 1}

Por el teorema 1.2.2 existe el morfismo I[(” N Uik = CI”

(4,9)
-Conmutatividad:

(CI™u, I™u)(Cy", 5™) = (CT"uC'y", ["uj™) =
(I U IMu) (1™ U ), TMug™) = (Il 5 U 1™, TMug™) =
([@”Hg )vUz I( s z”[( v) = (CZ”C[ ), 7 I(”)v)

(Ci", ") (CIG v, I yv).- -

Proposicion 2.2.4. Dada una cofibracion i : B ~— A y un morfismo h =
fg: A —=Y — X, para todo n € N y para todo cuadrado conmutativo
ui’ = iv relacionando cofibraciones i e i’, se inducen homomorfismos de grupos

(I"2u)* . 7o (f, 9) — 7, o(f, gu) haciendo el siguiente cuadrado comutativo

7;+2(X7 h) 7T31+2(f7 9)
(1"+2u)*l J{(I(CI”U,I"u))*
T o (X, hu)

7T:L/Jr2<f7 gU)

donde (I""2u)* y (I(CI™u,I™u))* vienen dados por la parte segunda de la
proposicion 1.4.2 usando el cuadrado conmutativo suministrado y el obtenido

en el lema 2.21 respectivamente.

Demostracion. Notese que por la definicion 2.2.2, se tiene =l ,(f,g) =
o (L bt gp™)) Y T (fLgu) =

o, (g hupty gup™), y que  ({hup™t hup}, gup”) =
({he"H hp" HIM U M), gp™ IMu) = ({hp" ™, hp}, gp™) (C T u, IMu).
Conmutatividad: ({(CI™u, I"u))*j([F]) =

(1(CI™, 7)) ({F, hp™ 1}, gp™ 1)) = [{F, hpm™ 1 IO T, gpm LI iu]
[{F]n—f—?u hp"“]"“u} gupn-‘rl] [{F[n-‘rQu hupn-‘rl} gupn-i-l]

FIET 2] = (1" 2u)*([F]). O
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2.3 Sucesion Exacta de Homotopia Generalizada

Asociada a un Morfismo

Dada una cofibracién i : B — Ay un morfismo h = fg: A —Y — X se
construye una sucesion exacta relacionando los grupos de homotopia relativos a
la cofibracién ¢ del morfismo f, de su dominio Y y de su codominio X.

Los homomorfismos de grupos que intervienen son la inclusion natural j
definida en la seccién anterior, el homomorfismo proyeccién p; obtenido en el
corolario 2.1.3 y el homomorfismo f, obtenido por el apartado primero de la

proposicion 1.4.2.

Proposicion 2.3.1. Dada una cofibracion i : B ~— A y un morfismo h =
fg:A—Y — X, los homomorfismos de grupos j : 7 o(X,h) — 7. o(f,q) ¥
p1: oo (f,9) — w1 (Y, g) verifican para todo n € N que Im j = Ker p;.

Demostracion. Im j C Ker p;:
Para toda [F] € m!,,(X, h) se tiene que pyj([F]) =p1([{F, hp" '}, gp™t]) =

lgp" ).

Ker py CIm j:

Si [F,G] € 7,5(f, g) verifica que [G] = [gp""!] en 7}, 4(Y,g), entonces
existe una homotopia H : I"*2A — Y haciendo H : G ~ gp"*! rel i"*1.

Sea E: I?C'I"A— X una extensién del cuadrado de homotopia F{Ci", k}' =
L hpi"p®, hp™i"p?, fFH}, {hp™ hp"}p, {hp" ™!, hp™}p}io asociado a la cofi-
bracién {Ci",k}'. Obsérvese que {Ci", k}' : Ijpun, Pik,i"} — ICI"A es
cofibracién por el axioma de cilindro relativo y por el teorema 2.2.1.

El morfismo {{hp™i"p3, hp"i"p?, fHY}, {hp™*t, hp"}p, {hp" ', hp"}p}, des-
de 1} 1y P{k, 7"} en X, existe pues:
hp i p3 12 (in— iy~ )Y = {hp™i" pP I (in Vg™ Y), hpi™ pP g, hpi" pP 121, } =
{hp"i" P12 pI3 (=15 ™), hp"i™ 2, hprin p?} =
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{hprin p? I (i 71~ )IQP, hp* I*(p™i"), hp™i"p?} =

{hp"im 2 T2 (in 10 p), hpPI2 pn T2 T2 (i), hpi"p?} =

{hpnin 212 (in1Tun L p), hp? 12 pn I2in T2 (iin—11g) 20 12 (p1in), hpip?} =
{hp™i" 212(1” Z0t0 1 p), hpi™ 212(2"—1L 1yt pim), hpitp?} =

hp"i" 212{2” 17010, in~ 15 iyt 1}

Por tanto existe el morfismo {hp"i"p?, hp"i"p*} : I’°CI'B — X; ademds
{hp"i"p?, hp"i"p* } Ik = hp™i"p? = hp"T21%" = fgp"T2I%" = fHI*". Por
tanto existe el morfismo {hp"i"p® hp"i"p*, fH} : I*?P{k,i"} — X; finalmente
{hpi"p?, hpi"p?, fH e = {hp"i"p?, hp"i"p, fgp™ '} =
{hp™ 212%™ hp T hp™ T = {hp T2 hpn T T U Tt Tk} =
{he"* hp"tpI{Ci", k}.

La conmutatividad del cuadrado se verifica, pues F{Ci" k}' =
{FI{Ci",k}, Fio, F1.} = {FICi", FIk,F19, F1, } =
{hp™ Y hp" }pICH", fG {hp™ Y hp" ), {hp" T hp"}} =
{{hp" 2, hp" (I8 U 1), fHuo, {hp™ Y hp" }pro, {hp™ ™, hp" puo} =
{{hp"i"p?, hp"i"p} pro, fHeo, {hp" ", hp™ Y pro, {hp™ ™, hp Yoo} =
Hhp™i"p? hp"i"p?, FHY, {hp™ hp" }p, {hp™ hp" } p o,

Por otro lado EI%k = EI{Ci", k}' I({Cin, k}{Cim, kY k) =
{nprinp’s homi?, fH Y, {hp™ Y hp" Y p {hp"™ Y hp" Y p}

I({Cin k}{Cim, k}Ik) = fH, por tanto existe (E, H) : I?(CI"A, I"A) — f.

Como (E,H)uy = (Eu,Huy) = (Eu,gp"™), (E,H)g = (Eto, Hip) =
(F,G)y (E,H)I(Ci",i")! = (EI(Ci")', HIi" ") =
({hp™ 2, hp" 2 H(CiM)!, Gplinth) = (F(Ci")'p, Gp(1it)') =
(FpI(Ci")!, Gp(Ii™)') = (F,G)(p, p)I(Ci",i")*.

Por tanto (E, H) : (F,G) ~ (Evy, gp™*) rel (Ci™,i™)" y como por los teoremas
122y 221 By lgint? =

Eu{Ci kY (I{i"g, k2 p", K} UqUq) =

EI{C™ k} o (I{ing, kp™, kY UqUq) =
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Hhp io® hp"i®p?, fH Y {hp™ Y ho" yp,{hp" Y hp" Fp}a
(I{i"q, kigp K} UqU q) =
{{hp"i"0% hp™i, hp" 1}, {hp™ T hp } {hp" Y ™}
(I{i"q, kigp" kY UqUq) =
{hp"™i"p* hp" L, hp" L, hp™ L hp T} = hp™ 22 entonces
[Eulq) € mo(X, h) y §([Eulq)) = {Eulg hp"™'}, gp" ] =
{Eulq, Eulk}, gp"t] = [Eu, gp"t] = [F,G].
O

Proposicion 2.3.2. Dada una cofibracion i : B — A y un morfismo h =
fg: A=Y — X, los homomorfismos de grupos py : 7', o(f,9) — 71 (Y, 9) ¥
fe i (Y, 9) — w1 (X, h) verifican para todo n € N que Im p, = Ker f,.

Demostracion. I'm p; C Ker f,:

Para todo [F, G] € 7, ,,(f, g) se tiene que f.up1([F,G]) = f.([G]) = [fG].

Sea H : I"™3A — X una extensién del cuadrado de homotopia FIqgi"*? =
{{hp"i"p?, hp" T, fG}x0, FGx1, hp" 2}y asociado a la cofibracién i 12,

El morfismo {{hp"i"p?, hp"*', fG}xo, fGX1, hp"t?}  IIM?B — X exis-
te pues fGIi" = hp"*'Ii" = hp"i"p*Ii., y por tanto existe el morfismo
{hp"i"p? hp" L, fG} - IIM' B — X; ademds fGy [i"t! =
{fGx LI, fGx1 v, fGxilu} =
{fGTi"xy, fGuop, fG} = {hp"i"px1, hp"*!, fG} =
{hp"i"p? hp" Y, fGYxolo y {hpi"p? hp™ Y, fGYxolt =
{hpi"p? hp™t, fGYup = {hp"i" p?, hp" 1 hp" ) =
{hp" 212%™ hp" T2 Lo, hp™ 211y} = hp™ 21"

Efectivamente el cuadrado es conmutativo pues por los teoremas
1.22y 2.21 se tiene que FIqi"t? = F{Ci", k} (I{i"g, ki3p™, k} UqU q) =
{FICi", FIk, Fiy, Fui,}(I{i"q, kil p™, K} UqU q) =
{hp" % hp" }pI O, fG {Rp™ ™ hp™}, L™ hp" Y (T {07, ke p™, K} UqUq) =
{nprirp? hp"itp, FGY {Rp" Y hp Y, {hp™ T hp Yy (T{img, ke p™ kY UqUq) =
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{hp"i"p?, hp" ™, fG, hp"t hp ) =
{{hp"i"p?, hp™ Y, fGYxoto, fGrop, hp" 210} =
{{hp"i"p® o™, fGYx0, fGX1, hp™ 2 Fo.
Como Huyi""% = HIi" 2 = {{hp™i"p* hp" L, fG}x0, FGX1, hp" 2}y =
{{hp" 2% hp™tY, fGYup, fG hp™ T} =
(hp" 2127 hp™2 g, fgp" Y, FG, hp" 1) =
{hp" 212" hp" T2 Ly, hp™ 2110y, fG hp" T} =
{hp" 21" fG hp™t1}. De donde Hiy : fG =~ hp™™! rel it
Ker f, CIm py:
Para toda [G] € 7/,,4(Y,g) verificando que f.([G]) = [fG] = [hp""!] en
w1 (X, h) existe H : [""?A — X haciendo H : fG ~ hp™™! rel i"*1.
Sea E : I"™A — X una extensién del cuadrado de homotopia Hi"*? =
{{hp"i"p%, hp" L, fFG}xo, fFGx1, hp™ T2}y asociado a la cofibracién "2,
Obsérvese que el morfismo
{{hp"i"p?, hp" ™, fFGY¥x0, fGx1, hp" T2}« IIM"?B — X existe por lo dicho
anteriormente, y que la conmutatividad es obvia pues la homotopia H hace la
funcién de la anteriormente denominada H;.
Como EugI(i8)' = EwgI{1i3, 19,11} = {EI*, EI?1y, EI?11 }1o =
(B33, EI% T 20 [275, ET2 2 (370 by =
{EI2n 1 2 2 3in—1 [ 130 {hp"in p?, hp" L, FG Y xo 1% 12T,
{hprin p, o™+, FGYxoI? (7)) beo =
{{hpmimp2, hp" 2, FG Y xo T2 I T3 PG I3~ hp" o, fGxo Yo =
{hp"i" P X0 P PTG I ™ o, fGixo b =
{hpriin =i~ p*x0, b X0, FGxo Yo =
{hp™ory ™ p?, hp™tY FGY = { fgp™ iy~ p, fgp™ Ly Tp"p, fG} =
{fGLioI M p, fGLgly  Ip™, fG} = fGI{12p,1p", 1} y por tanto existe
{Ew, fG} : ICI"A — X.
Por otro lado {Ewy, fG}(Ci™)! =
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{{Euw, fGYI?*" U Ii"), {Evy, fG}ig, {Fvo, fG}11} =

{H{EwI*", fGIi"}, {Ewto, fGio}, {Fiot1, fGu1}} =

{EPi"g, fgp" T 1"y, { ELwto, fgp™}, { Eltieo, fgp"}} =

{{ B2 120 1%y, hp 1 10} { fGxate, hp Y, {hp™ 209, hp}} =
{{hp"i"p? hp"t, FGYxo %P T2 9, hp" Tim} { f Grop, hp"} {hp"* hp"}} =
{{hp"i" p* xot0, R T} { fgp” p, R} {Rp™ Y Rp ) =

{{hp™ 212%™ hp™ T 1}, {hp™ 2, hp™ o}, {hp™ 20y, hp Tl b} =

{hp™*2, hp IO, {hp" 2, hp" Yig, {hp" 2, hp" i} =

(™2, R} (CiP) = (™, bl Cin)'

de donde [{Ew, fG}] € n{*" (X, {hp"*! hp"}) y como {Ewy, fG} Ik = fG
entonces [{Ev, fG}, G| € 7l ,5(f,g). Se concluye que pi([{Ev, fG},G]) =
1G] O

Proposicion 2.3.3. Dada una cofibracion i : B — A y un morfismo h =
fg:A—Y — X, los homomorfismos de grupos f, : (Y, q) — 7 (X, h)
yj:mho(X,h) — 7wt ,(f,q) verifican para todon € N que Im f, = Ker j.

Demostracion. Im f, C Ker j:
Si [G] € mp42(Y. ) entonces i f.([G]) = j([fG]) = [{ G, hp"*'}, gp" ).
Como fGIx:1I*(1g)" = {fGIxa P, fGIx1Pto, fGIXx1 P11} =
{fGIPIxy, fGLwlp, fG}y = {fgp" P TP Ixa, fgp" 2Tl p, fG} =
{far*Ixa, fap" 212G 2", fGYy = {fgp®, fGTP5 IPp", fG} =
{fap" 2P Pp, fGIP P07, G} = { GG Pp, fGTP5 10", fG} =
FGI*{i8p,8p", 1} entonces existe el morfismo {fGIx1,fG}: [?°CI"A — X.
Ademds {fGIx1, fG}I*k = fG y por tanto existe el morfismo de pares
({fGIx1, fG},G) : (I*CI"A, "2 A) — f verificando
({fGIx:, fG}, G)(Cim,im)? =
{{fGIxy, fG}, G)IP(Cim, i), ({ fGIxa, G}, G) o, ({fGIx1, fG}, G) I,
{fGIx1, fG}, G, {fGIX1, fG},G)a} =
{{fGIx 3", fGI*™}, GI%™), ({ fGILwlp, fGI}, Glu),
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({fG, fGIu}, Gln), ({fGuoxy, fGuo}, Gu), {fGuxi, fGul, Gu)t =
{{fGI" Xy, fgp™ 2170 Y, gp" 2 1%07), ({f9p"™ 2, fgp™ '}, gp™ ),
{fG, fgp™ '} 90" ), {Fap™ xas Fap™ '} g0 ),

{far™ xa, fgp™ '}, 90" )} = ({fgp™i"0* Ixa, fgp™ 210"}, gp™ 2 1%0M),
({f9e™*2, fgp™ '} gp™ ), LS G, fap™ 1}, gp™ ),

({fap™*2, fap™™ 3 ™), ({£90™ 42, fap™ '}, g™t )} =

{({fgp™ 2, fgp"*2}, gp ) I (Cm, i), ({ fgp™ 2, fgp™ 1}, gp™ ),

{fG, fgp™ '} 9o ), ({Fap™*2, fap™ 1}, gp™ ),

({fgp™*2, fgp" ™'}, gp™1)}. Por la proposicién 1.2.6 se concluye que

(

{fap™2, fgp" T}, 9p™tY) = ({fG, fgp™™}, gp" ) rel (Ci, i)

Ker 7 CIm f,:

Si [F] € mpo(X,h) y [{F hp ™}, gp™ ] =
[{hp" 2, hp" T}, gp" 1] € 7l ([, g) entonces existe
(H,G): (I’*CI"A, "2 A) — f tal que
({F hp™ Y, gp™ ) == ({hp™ 2, hp 1Y, gp™tY) rel (O, )"

Entonces HI%qi"*3 =
{HI?qI3", HI?qI*10, HI?qI?0y, HI?qL o, HI?qIu, HI?quo, HI?qu ) =
{HI*Ci"I*q, HI*kT*31%p", HI?k, HI1oIq, HI111q, Higlq, HiIq} =
{{hpn+3, hp”+2}[20i”12q, fGIQLGL[zp”, fG, {hpn—i-S’ hp”“}hdq,
{hp"+3, h,o"“}hl]q, {F, hp”“}]q, {hpn+2’ hpn-l—l}]q} —
{{hp"+3, hp"+2}.72q]3i", fgpn+2]2L6z[2pn7 fG, {hpn+2, hpn+l}fq,
{hp””, hpn+1}[q’ F, hpn+2} —
{hp" 313" hp" 2, fG, hp" 2, hp" T2 F, hp"™2}. Por la proposicién 1.24 se con-
cluye que fG =~ F rel i"™2. De donde f.([G]) = [F]. Nétese que
G : gpn+l ~ gpn+l rel i"t1.

]

Teorema 2.3 .1. Dada wuna cofibracion i:B»— A y un morfismo
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h=fg:A—Y — X, la siguiente sucesion de grupos es exacta:
= (X, ) Lo, g) Bomi(Yig) B
(X, h) L mi(f.9) B mh(Y,9) L mh(X )

Demostracion. Consecuencia inmediata de las proposiciones 2.3.1, 2.32 y 2.33.

O

Definicién 2.3 .1. Dada una cofibracién i: B— A y un morfismo
= fg: A—Y — X, la sucesidén exacta del teorema 2.3.1 se denomina
sucesion exacta de de homotopia generalizada relativa a la cofibracién ¢ del mor-

fismo f basada en el morfismo g. Se simboliza por S(i, f, g).

El cardcter funtorial de los grupos de homotopia generalizada se trasmite a

la sucesién exacta de homotopia generalizada de un morfismo.

Proposicién 2.3.4. Dada una cofibracién i : B — A y un morfismo h =
fg: A—Y — X, todo morfismo u : X — Z induce un homomorfismo entre

sucesiones exactas de grupos u, : S(i, f,g) — S(i,uf,g).

Demostracion. El homomorfismo w, : S(i, f,g9) — S(i,uf, g) viene definido por

el siguiente diagrama:

P i (Y, ) L (X h) L i (f, ) — 2 T (Y, g) — 2 (X, )
T i i
P (Y, ) L (2, uh) L w (uf, ) — Ti(Y, ) —L (2, ub)

donde u, : m! (X, h) — 7\ 1(Z,uh) es definido como en la primera parte de
la proposicién 1.4.2, y u, : m,.o(f,g9) — 7 o(uf,g) es definido como en la
proposicién 2.2.3.
Obsérvese que por la proposicién 2.2.3 ya citada se tiene que u,] = ju,.
Ademis w, f, = (uf).. Finalmente, para toda [F,G] € 7., ,(f,g) se tiene que
pux([F, G]) = pi([uF’, G]) = [G] = pu([F, G)). O
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Proposicion 2.3.5. Dada una cofibracion i : B — A y un morfismo h =
fg: A —Y — X, para todo cuadrado conmutativo uj = v relacionando

cofibraciones i y j, se induce un homomorfismo entre sucesiones exactas de

grupos u* : S(i, f,g) — S(j, f, gu).

Demostracién. El homomorfismo u* : S(i, f, g) — S(7, f, gu) viene definido por

el siguiente diagrama:

fe fe

T (Y 9) 4’”3()( h) 4>7T3(f 9) 4>7T2<Y 9) 4’”2()(7 h)
i(ﬁu)* i(ﬁu)* l([(cm Tu))* l(IQu)* i(ﬂu)*

(Y, gu) L (X, ) L (f, gu) — 2 7 (Y, gu) —E (X, hu)

donde (I"*u)*: 7,1 (Y, g) =, 1 (Y, gu), (1" u) s (X, h) =)y (X, )
y (I(CI™u, I™w))* : 7 o(f,g) — ) »(f, gu) estan definidos como en la se-
gunda parte de la proposicién 1.42. Por la proposicién 2.24, (I(C1"u, ["u))*j =
JI"2u)*.  Ademds para toda [F,G] € ml.o(f.g), (I""u)*pi([F,G]) =
(I"u)*([G]) = [GI" T u] = py([FIC T w, GI" ) = py(L(C T, I"u))¥([F, G)).

Finalmente, para toda [G] € 7 (Y, g) se tiene que (I""u)*f.([G]) =
(1) ([fG]) = [FGI™ ) = £.([GI™ ) = Fu(I™ )" (G)).

2.4  Accion equivariante del primer grupo de ho-

motopia generalizada

Dada una cofibracién i : B — Ay un morfismo h = fg: A —Y — X, el
primer grupo de homotopia generalizada 7¢(Y, g) actda por la derecha equiva-
riantemente sobre la sucesién S(i, f, g).
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Para ello se deben definir acciones a la derecha de (Y, g) en los gru-
pos w1 (Y, g), w1 (X, h) y 7 s(f,g). Dada [H] € 7}(Y,g) el isomorfismo
[H] : 71 (Y,g9) — 71 (Y, g) viene definido en el teorema 1.5.1. Por otro
lado, si [H] € 7i(Y,g) entonces [fH] € i (X,h) y se define el isomorfismo
[H] = [fH] : m 1 (X, 1) — 0 (X R).

Obsérvese que por la parte primera de la proposicion 1.4.2,
fo 1 m(Y,g9) — 7wi(X,h) es un homomorfismo de grupos y que por tanto si
[Ho| = [Hy] en (Y, g) entonces [f Hy| = [fHi] en 7} (X, h), que f.([H]-[G]) =
(f«([H])) - (£(IG])) = [fH] - [fG] y que [fgp] = [hp], por lo que la accidn estd
bien definida.

Finalmente, si [H] € mi(Y,g9) se define el isomorfismo de grupos

(H] : 7l o(f,9) — m.o(f, g) de la siguiente forma:

Teorema 2.4 .1. Dada wuna cofibracion i:B»~— A y un morfismo
h=fg:A—Y — X, se tiene que 0 : 7 ,(f,9) x 71(Y,q9) — 7 »(f,9)
definida usando la notacion del teorema 1.2.3, asociada a la cofibracién
(Ci, ™), por O([F,G],[H]) = [F, G| =

({fHIp""2 fHIp" T} I(Ci™)', HI(p" ")), ([F, G]) es una accidn.

Demostracion. Isomorfismos:

Obsérvese que fHIp" " (W) ={fHIp" ™ %5, fHIp" " 1o, fHIp" ™11} =
{fHIp"IyIp, fHIp"L31p™, fHIp"} = fHIp"I{1yp,gp™, 1}y por tanto exis-
te el morfismo {fHIp"™ fHIp"} : ICI"A — X.

Por otro lado { fHIp" ™, fHIp"} Ik = fHIp" y por tanto existe el morfismo
de pares ({fHIp"", fHIp"},HIp"): I(CI"A,I"A) — f. Como consecuencia
se tiene la existencia del morfismo ({fHIp""', fHIp"}, HIp")IpI(Ci",i")! =
({FHIp™?, fHI YO HIp Y < I, 0 (CIMB IPB) — f.

Noétese que ({fHIp" ™2, fHIp" T Y I(Ci™)', HIp" T i)y =
(FHI™, FHIp ig(Cin), Higp i) =
({fHeop™*2, fHuop" 1 }(Ci")!, gp" i) =
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({hp™, hp™}p(Ci™)E, gp™ 1" 1) 'y por el teorema 1.2.3 se tiene que toda
[H] €7 (Y, g) induce una biyeccién ({f HIp"+? fHIp Y I(Ci™)Y, HIp i+,
desde el grupo

7 o(frg) = [(ICIMA, I+ A), U2 hem THCI go 1 D{CEm) ) on
mismo 7, (f,g) = [(ICT"A, I" 1 A), f]({hpn+2,hpn+1}(0in)1,gpnﬂinﬂ){(mn’in)l}.

Una extensidon similar a la usada en el teorema 1.4.1 da también en este
caso que ({fHIp""2 fHIp"M}1(Ci™), HIp" ™ [i"*1); es un isomorfismo de

grupos, esto es:

Si H(Fy,Gy),H(Fy,Gs) : I*(CI"A,I"A) — f denotan respectivamente
extensiones de los cuadrados de homotopia (Fy, G1)(Ci",i")! =
{FHIp™2, fHIp M (Cim), HIp i g y (Fy, Go)(C, i)' =
({fHIp"™2 fHIp" T }I(Ci™), HIp" T [i""1) ., asociados a la cofibracién

(Ci™,i")!, entonces el morfismo

{{a (P, G, ({fHIp" ™, fHIp Y, HIp"), ({fHIp"™, fHIp"}, HIp")},
{{fHIp™2, fHIp" Y HIp"), ({fHIp™, fHIp"}, HIp"),

({fHIp"™ fHIp"}, HIp")}} v, {H(Fy,Gs), ({fHIp" ", fHIp"}, HIp"),
({fHIp"™ fHIp"}, HIp")}} viw : I*(CI"A,I"A) — f es una extensién
del cuadrado de homotopia ((F, G1) * (Fy, Go))(Ci™, i)t =

({fHIp"™2 fHIp" T} I(Ci™)', HIp" T 1i" 1), asociado a la cofibracién
(Ci™, i)', que demuestra la igualdad

({fHIp 2, fHIp T H(Cim)Y HIp i) ([, G - [Fo, Ga)) =
{FHIp™, fHIP (O, HIp 1), (B, Gal)-

({fHIp"™2 fHIp" T }I(Ci™) HIp" T [i"1) ([F, Go]). La existencia de di-
cho morfismo se deduce de las siguientes igualdades, H(F,,G,)I(Ci",i")! =
H(Fy,Go)I(Ci™,i")' = ({fHIp™™, fHIp "™}, HIp" ) I(Cim, i)t =
{FHIp™ fHIpY, HIIpI(Cn, i) =

(({FHI™, FHIp™Y, I [pI(Cin, i), ((FHIp™, fHIp™Y, HIp"),
({fHIp™ Y, fHIp "}, HIp")} =
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{({FHIp™, FHIp"}, HIpY)
({fHIp", fHIp"}, HIp")

{({fHIp™, fHIp"}, HIp"), ({fHIp" !, fHIp"}, HIp")}
I({(Ci",i")p, 1} U )

Bien definida:

1(Cim i) p, ({fHIp™, fHIp"}, HIp"),

Si [Ho] = [H;] € 7i(Y, g) entonces se probard que
({fHoIp2, f HoI g+ YI(Cim)Y, Ho pr 1 Iin ), =
({fHLLp"™2, fH Ip" T} (Ci™)Y, HiIp" T "+,

Por la proposicién 1.2.6 existe un morfismo H : I?A — Y verificando Hi% =
{gp*I*i, Hy, H1, gp, gp}-

Si [F,G] € 7l 5(f,g), el morfismo
G =Gy : Hy(F,G)vy ~ H|(F,G)uy rel (Ci", ™)1,
y por tanto ({fHolp" "2, fHoIp" T} (Ci™)Y, Holp" T [i" ™) ([F, G]) =
({fH Ipm2, fH I p Y (O, Hy T Iin ), ([F, G]), donde
G : I3(CI"A,I"A) — f es una extensién del cuadrado de homotopia
(F,G)p(Cin, in)? =
{({fHI?p" Y fHI?p"}, HI?p")I?*pI*(Ci",i")', Hy(F, G), H,(F, G) }1¢ asocia-
do a la cofibracién (Ci™,i")?, y donde Hy(F,G), H,(F,G) son extensiones res-
pectivas de los cuadrados de homotopia

(F,G)(Ci™, i)Y = ({fHolp™*2, fHoIp" T H(Ci™)Y, Hol p" ™ i)y
(F,G)(Ci™, ™)t = ({fH Ip™*2, fH Ip" T} (Ci™), HiIp" ™ [i"1) 1 asocia-
dos a la cofibracién (C4",i")!.

El morfismo
(({FHD ", fHI? "}, HI2p") P2pI?(Cin, i)', Ho(F, G), Hy (F,G)}  desde
II(QCZ.,L’Z.,L)(O[{LB,IZ”B) en f existe pues:

Se verifica fHI?p" ' I1?(u0)t =

(FHIP ™ B, FHIp Py, FHI2p 120} =
{fHPp PG Pp, fHI?p" T3 I?p", fHI?p"} =
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FHI?p"I*{utp,18p™, 1} y por tanto existe el morfismo
(FHI2p", fHI?p"} : I2CI"A — X.

Ademids {fHI?p" fHI?p"}I*k = fHI?p"™ y por tanto existe el morfismo
de pares ({fHI?p" ™, fHI?p"}, HI?p") : I*(CI"A, I"A) — f.

Para concluir, ({fHI?p""Y fHI?p"}, HI?p")I*pI*(Ci"™, i) 1. =
{FHI2 ", FHI2p"Y, HEp) [ IpI (O, i)} =
({fHL.Ip" ™, fHI Ip"}, HI Ip™) I pl(Ci™, i)' =
({fH.Ip" Y, fFHIp"Y, HIp)Ipl(Ci, i) = H.(F,G)I(Ci", i),
Conservacién de la identidad:

Si H=gp:IA — Y entonces
{FHIp™?, FHIP Y I(CImY, HIp L) =
({hp" 2, hp™ 2}, gp ) I(Cin, i)t = ({hp™ 2, hp™ 1}, gp™ 1) (Ci", i) p =
(F,G)(Ci"i")'p = (F,G)pI(Ci",i™), para todo [F, G| € il »(f, ).

De donde (F,G)p es una extension del cuadrado de homotopia
(F,G)(Cim, i) = ({fgplp™2, fgplp" T }H(Ci™)Y, gpl p ™ Ii"1) 1y asociado
a la cofibracién (Ci™,i")'. Se concluye que
({faplp™*?, fapIp" ™ }I(Cim)', gplp" T i) ([F, G]) = [F, G].
Conservacién de la operacion:

Sea [H],[G] € mi(Y,g) y sea K : [*A — Y el morfismo de la demostracién
de la conservacién de la operacién en el teorema 1.5.1, existente por la proposicién
1.39.

Dada [Fi,Fb] € 7h,(f,g), sean H(F\,F), (H = G)(F\,F) vy
G(H(Fy, Fy)i;) extensiones respectivas de los cuadrados de homotopia
(Fy, B)(Cim ) = ({fHIp" ™2, fHIp T (Ci™)Y, HIp 1),

(Fy, F>)(Ci™ ™)'= ({ f (HxG) L p" T2 f(HxG) I p" T (Ci™) L (H+G) L p i)
y H(Fy, Fy)u (Ci", i) = ({fGIp™™2, fGIp" T I (Ci™)Y, GIp™ T i)
asociados a la cofibracién (Ci",i")!.

Sea L' : I3(CI"A,I"A) — f una extensién del cuadrado de homotopia
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H(F,, B)(Cim i) =

{{f KL fK I} K2 p") [P pI A Ci" i) (HxG ) (B, Fy ), G(H (Fy Fa)u) o
asociado a la cofibracién (C4™,™)%. El morfismo

(({FK 2o, FE 2y, K2 o) 2 pI2(Cim, i)Y, (H + G)(Fy, F),
G(H(F, Fy)u)}: H(cw i (CI'B, I'B) — [ existe pues
({fKPp™*t fKI?p"}, KI2p™) [PpI*(Ci", i) 1y =
({fKIPp" fFKI?p"}, KI?p") [oIpI(Ci", i)' =
({fKLiIp™, fKTpIp™}, KTl p™)IpI(Ci",i")! =

{f(H = G)Ip"™, f(H * G)Ip"}, (H * G)Ip")IpI(Ci",i")! =
(H * G)(Fy, Fy)I(Ci™, ™)'y

(K2, FE 2y K I2p") 2 pI2 (O, i) oy =
(K2, K12 pmYy, K I2p") [ Ipl (O, i) =

({fK I Ip™ fKIuIp™}, KInlp™)Ipl(Ci, i)' =
({fGIp"™, fGIp"}, GIp")IpI(Ci",i")! =

G(H(Fy, Fo)u)I(Ci", ™).

El morfismo de pares ({ f K I?p" ™Y, fKI?p"}, KI?p") : I*(CI"A, I"A) — f
existe por la misma razén que existia el morfismo ({ fHI?p" 1, fHI?p"}, HI?p")
desde I?(C'I"A,I"A) en f al probar que la accién estaba bien definida.

Como L'ty (Ci™,i™)* =
({FKPp™, FEP), KPP pl(Cin, i)

(H xG)(Fy, Fy),G(H(Fy, Fy)u1) by =

{({hp" 2, hp" 2}, gp ) I(Ci", i)Y, (H * G)(Fy, Fo)u, G(H(Fy, Fo)un)u } =
{(H % G)(Fy, F5)u pl (Ci™, i), (H * G)(Fy, Fy)uy, G(H(Fy, Fy)iy)er ). Se con-
cluye que

(LFCH * GYLp™, f(H = G) Lo YI(Cin)Y, (H » G) L T, (R, ) =
({fGIp™*2, fGIp" T H(Ci™)Y, GIp " i),

(LFHIP?, FHI Y T(Cim), B T, (Fy, F). n

Las acciones definidas anteriormente del grupo (Y, g) sobre los distintos
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grupos de la sucesién S(i, f, g) dejan a ésta invariante.

Proposicion 2.4.1. Para toda [H] € 7i(Y,g) y toda [G] € (Y, qg) se tiene
que f.([G]") = (f.([G])".

Demostracion. Si H(G) es una extensién del cuadrado de homotopia Gi" =
HIp"Ii" asociado a la cofibracién i, entonces fH(G)wy = fGy fH(G)I[i" =
fHIp"Ii" por lo que el morfismo fH(G) es una extensién del tipo fH(fG)
del cuadrado de homotopia fGi" = fHIp"Ii"1y asociado a la cofibracidn ™.
Se concluye que f.([G]")) = f.([H(G)u]) = [fH(G)u] = [fH(fG)u] =
[fGIVH = (f(IG)TH = (£ (G O

Proposicién 2.4.2. Para toda [H] € 7}(Y,g) y toda [F,G] € w},,(f,g) se
tiene que p;([F, G][H]) = (p1([F) G]))[H]-

Demostracion. Si el morfismo H(F,G) es una extensién del cuadrado de homo-
topia (F,G)(Ci",i")! = ({fHIp" "2, fHIp" T }H(Ci™)', HIp" ™ [i" 1)1, aso-
ciado a la cofibracién (Ci", ™), entonces como p;(H(F,G))Ii""! =
o (LFHIp?, FHIPHI(CinY, HIp T ) = HI 1ins y
p(H(F,G))o = pi((F,G)) = G se tiene que py (H (F, G)) es una extension del
tipo H(G) del cuadrado Gi"™' = HIp" "' [i""1, asociado a la cofibracién i"**.
Se concluye que py(F.G)) = pu(H(E,G)n)) = [p(H(E,C)u)] =
1 (H(F,G))u] = [H(G)u] = [G]" = (pi([F, G]). O

Proposicion 2.4.3. Para toda [H| € (Y, g) y toda [F| € ml, (X, h) se tiene
que j([F]') = (j([F])".

Demostracién. Si fH(F) : I"™A — X es una extensién del cuadrado de ho-
motopia Fi"t2 = fHIp"* 21i"*"21, asociado a la cofibracién i"*2 entonces como
((FH)(F), FHIp Y, HIp=) (O, 7)) =

{(fH)(F), fHIp"}(Cim)!, HIp i) =

({(fH)(F), fHIp" P H{I2Ci™, Ly, 11y}, HIp" T i) =
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LY E)Pin, FHI Py {(FH)(F) o, FHI o},
{(fH)(F)Iu, fHIp" ™ 1y }}, HIpV Lt =

({{fHIp" 213", fHIp T 1%} {fHIp" 211y, fHIp 114},
{fHIp" 11y, fHIp" T [y}, HIp" M i) =

{FHIp, fHI (O HIp o 1) y

(FH)(E), FHIFY, HIp i =

{(fFH)(F)to, fHwp™ '}, Higp™t!) =

({F, hp™t1}, gp™*1), se tiene que

({(fH)(F), fHIp" ™}, HIp"™) : I?(CI"A,I"A) — f es una extensién del
cuadrado de homotopia ({F, hp" '}, gp™ ™) (Ci",i")! =

({fHIp""2, fHIp" T} I(Ci™)Y, HIpm i)

asociado a la cofibracién (C4",i")'.  Obsérvese que (fH)(F)I*(5)' =
{(fH)(F) oy, (fH)(F) e, (fH)(F) [P0} =

{fHIp" 2132, fHIp" 21?0, fHIp" ™2 1%} =

{fHIp? fHIp™, fHIp" '} =

{fHIp" PG Ip, fHIP" T2 (s0)" I p", fHIp™ !} =

FHIp ™ P {ugp, o™, 1}

y por tanto existe el morfismo {(fH)(F), fHIp" ™'} : I?CI"A — X, y el
morfismo de pares ({(fH)(F), fHIp" ™}, HIp") : I?(CI"A, I"A) — f.

Se concluye que (™) = j([(/H)(F)ua]) = [{ (£ H) (F)ux, hp™* 1}, g =
{H)(F)or, fHup ™}, Hug™ = [(((FE)F), FHIp ), HI )] =
[{F, B}, g ] = (G(F]) 1. a
Teorema 2.4 .2. Dada wuna cofibracion ©: B — A y un morfismo
h=fg:A—Y — X, se tiene que el primer grupo de homotopia generalizada
74 (Y, g) actda por la derecha equivariantemente sobre la sucesién de homotopia

generalizada S(i, f,g) asociada al morfismo f y basada en el morfismo g.

Demostracion. Consecuencia inmediata de las proposiciones 2.4.1, 2.42 y 2.4.3

anteriores. N



Capitulo 3

[-Categorias Generalizadas

Punteadas

En muchas teorias de homotopia se parte de una categoria punteada para
definir grupos de homotopia y sucesiones exactas de estos. Es el caso de la homo-
topia clasica de los espacios topoldgicos, donde es necesario puntear los espacios
topoldgicos para definir sus grupos de homotopia y sus sucesiones. También en
la teoria de homotopia propia de los espacios topoldgicos, seglin se use un espa-
cio topoldgico como punto u otro, salen grupos de homotopia propia diferentes,
como por ejemplo los de Brown o los de Steenrod [7],[9].

Cuando se tiene una estructura de [-categoria generalizada, cualquier objeto
de la categoria puede actuar como punto. En este sentido, considerando la
categoria de cofibraciones con dominio en un objeto fijo y mediante el uso de
push outs asociados a dichos objetos, se genera una estructura de [-categoria
punteada generalizada en dicha categoria.

La mencionada estructura es independiente de los push outs asociados a los
objetos, lo que hace de dicha técnica una herramienta fundamental a la hora de

trabajar en esta categoria.

La estructura viene generada por la respectiva que posee la categoria original.

91
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Los principales objetos homotdpicos, como son cilindros y cilindros relativos, son
obtenidos mediante push outs asociados a los objetos de la categoria. Como
consecuencia de ello se pueden expresar los grupos de homotopia punteados de
una categoria bajo un objeto como grupos de homotopia generalizados de la

categoria original.

Asimismo, usando la técnica de los push outs, se puede asociar un push out
de la categoria de pares de la original a todo par punteado. De esta forma
también surgen isomorfismos entre los grupos de homotopia punteados de pares

de la categoria bajo un objeto y los generalizados de la categoria original.

Los mencionados isomorfismos no sélo hacen isomorfas a la sucesién exacta
de homotopia punteada asociada a un morfismo punteado con una sucesion
exacta de homotopia generalizada asociada a dicho morfismo en la categoria
original, sino que también traslada isomérficamente las acciones del primer grupo

de homotopia sobre ambas sucesiones.

De lo anterior se concluye que las teorias de homotopia punteada desarro-
lladas en las categorias bajo un objeto son ejemplos de la teoria de homotopia

generalizada desarrollada en la categoria original.

En las categorias punteadas con objetos basados, se obtienen morfismos
“cero” como composicion de la “inclusion” del punto en el objeto con la “proyec-
ciéon” de dicho objeto sobre el punto. En esta axiomatica, “inclusién” significa
cofibracion y “proyeccién” significa retraccidon de dicha cofibracién. Se crean asi,
a semejanza de lo que ocurre en otras teorias de homotopia cilindrica, grupos
de homotopia de objetos punteados a través de suspensiones punteadas de ob-
jetos, obteniéndose sucesiones exactas mediante las mencionadas suspensiones.
También en este caso ocurre lo mismo, es decir, que los grupos de homotopia
y las sucesiones de ellos asi obtenidos pueden ser expresados como grupos de
homotopia generalizados y sucesiones de estos en la categoria original. Esto
permite extender las sucesiones exactas de homotopia generalizada, que en la
categoria original terminaban con el grupo de orden dos, y finalizarlas con el

grupo de orden uno.
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De lo anterior se deduce que cualquier estructura de homotopia punteada,
inducida por la estructura de I-categoria generalizada, en la categoria bajo un
objeto de la original genera una teoria de homotopia recogida en la teoria de
homotopia generalizada de la original. Esto justifica, en parte, el término de

g M "
generalizada"”.

3.1 Categorias punteadas asociadas a una

[-categoria generalizada

Dado un objeto A de una I-categoria generalizada C, se vera que dicho objeto
hace las veces de punto en la categoria C4, haciendo de ésta una I-categoria

generalizada punteada.

Definicion 3.1.1. Una [-categoria generalizada punteada es una [-categoria
generalizada con todos sus objetos cofibrantes y con su cilindro preservando el

objeto inicial.

Dada una [-categoria generalizada C y un objeto A de C, se define la categoria
cof4 como la subcategoria llena de C* cuyos objetos son cofibraciones. Los

objetos de cof se denotaran por (x, X), donde x : A — X es cofibracién en

C.

Definicion 3.1.2. Un diagrama push out cofibrado del tipo

I

T ——
se denominard un push out asociado al objeto (z, X'). Nétese que todo objeto

s
—_

5

(x, X) tiene asociado un push out canénico donde X = P{z,14}.
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Los push out asociados a objetos de cof“ seran muy importantes a la hora
de ver la relacién existente entre la homotopia generalizada de esa categoria y la
respectiva de C.

Dado un push out asociado P{j, s} del objeto (z, X), se define el cilindro
L(x, X) = (T, P{Ij, sp}).

Proposicion 3.1.1. La definicion de I.(x, X') no depende del push out asociado
al objeto (z, X).

Demostracion. Es suficiente probar que P{Ilj, sp} = P{lz,p}. Para ello basta
observar el siguiente diagrama teniendo en cuenta que el cilindro conserva push
out por el axioma GI2, que la composicién de ellos también lo es por la proposicion

0.22,y que pls = sp

IS —s714 A

S s

IT —~1X —— P{Iz,p}
O

a
El objeto I,.(x, X) serd también denotado por (7, I, X') donde I.X = P{Ix, p}

[C—
yT= Iz : A — I.X = P{Ixz,p}. Inductivamente se genera la siguiente no-

. (0 a © (n+1 (n .
tacion: =z, T= Ix = 1 7,.. T = I7T,.. De esta forma se tiene que

(n
(2, X) = (, I"X).

Definicién 3.1.3. Un morfismo entre push outs P{j,s} y P{j’,s'} asociados a
respectivos  objetos (z,X) y (2/,X’) es un morfismo del tipo
fU,1:P{j,s} — P{j, s}

Todo morfismo f : (z,X) — (2, X') induce un morfismo entre los respec-
tivos push out candnicos asociados f Uy 1 : P{z,1} — P{z/,1}.

Asimismo, induce un morfismo entre cualquier push out P{j, s} asociado al
objeto (z, X) y al canénico asociado a (2/, X'), fsUs1: P{j,s} — P{a/,1}.

Nétese que 57 = frs = x's.
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Definicion 3.1 .4. Dado un morfismo entre push outs asociados
h = fu,1: P{js} — P{j, s} con h : (x,X) — (a/,X’), entonces
IL.h = If U, 1: P{Ijsp} — P{Ij,s'p} es un morfismo entre push outs
asociados que define I.h : I.(z, X) — L.(2/, X').

Proposicién 3.12. La definicion del cilindro de un morfismo en cof* no depende

de los push outs asociados.

Demostracion. Sea h = f U, 1 : P{j,s} — P{j’,s'}, entonces h =
hUil: P{lz, 14} — P{a', 14}y I.h = IhUy 1 : P{Ix,p} — P{I2,p}. Porla
proposicién 3.1.1 anterior, P{Iz,p} = P{Ij,sp} y P{Iz',p} = P{Ij', s'p}.

El funtor cilindro conserva push outs cofibrados, por tanto (If Up, 14)p =
o &
ﬁ([f U[g 1IA) = ﬁ[(ng 1A) = ﬁ[h, y ([fU[g 1[,4) Tz=x'. De donde [fU[g 1=

Ih Uy 1: P{Ij,sp} = P{lz,p} — P{Ij',s'p} = P{I2', p}.
m

Asi, se tiene un funtor cilindro I, : cof* — cof“ definido para los objetos
(1
(z,X) como I.(zx,X) = (7, 1.X), y para los morfismos f : (z,X) — (z/, X’)
como I.f =1fUy1: P{lz,p} — P{Ia', p}.

Teorema 3.11. Dado un push out P{j, s} asociado al objeto (x, X), el siguiente

cuadrado es un push out:

(o

s A
I"jI I(;
T X

plp---I"—1pI"5

Ademds, si h = fU, 1 : P{j,s} — P{j',s'} es un morfismo entre push
outs asociados, con h : (x, X)) — (2/, X"), se verifica que el morfismo entre push
outs asociados I"f Uy 1 © P{I"j,sp"} — P{I"j' s'p"} define el morfismo
I'h Iz, X) — 172, X').
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Demostracion. Si P{j,s} es un push out asociado al objeto (z,X), por la
(1
proposicién 3.1.1 I,X = P{Ij, sp} con morfismos inducidos pIsy T. Se tiene
¢
ahora que P{[j, sp} estd asociado al objeto (Z,I.X), por lo que usando la

misma proposicién se tendria que 12X = [.I,X = P{I?*j, sp*} con morfismos
(1

(G
inducidos pI(pls) = plpl*sy =1 T =T.

Iterando el proceso se concluye que I"X = P{I"j,sp"} con morfismos in-
ducidos pIp--- " 'pI"s y %

Asimismo, por la proposicién 3.12, se tiene I,h = L(f U 1) =
Iful: P{lj sp} — P{Ij, sp}. Porloque I?h = I,LI,h = L(IfU1) =
I’fuUl: P{I?j,sp*} — P{I%j,s'p*}. lterando el proceso se concluye que
Ih=1"ful: P{I"j, sp"} — P{I"j',s'p"}.

O

Dado el push out P{j,s} asociado al objeto (z,X), se define
lew : (2, X) — L. (2, X), para e € {0,1}, como ¢ U, 1: P{j,s} — P{Ij,sp}.

Asimismo se define el morfismo p, : IL(z,X) — (z,X) como
pU,1: P{Ij,sp} — P{j,s}.

Finalmente se define x.. : [%(z,X) — IL(z,X), para ¢ € {0,1}, como
YeUy, 1: P{I%), 557} — P{Lj, sp}.
Proposicion 3.1.3. Los morfismos t.., p« ¥y Xex NO dependen de la eleccion del

push out asociado al objeto.

Demostracion. Como el funtor cilindro conserva push outs, se tiene que
te : P{j,s} = X — IP{j,s} = IX es un morfismo, entonces pt.5 = pISt. y
pLex = plaie :(fl Ple :(fl y por tanto ¢ U, 1 : P{j,s} — P{Ij,sp} coincide
con el morfismo pt. : X — [, X independientemente del push out asociado.
Similarmente a lo anterior se tiene p : IX — X y {p,x} : P{lz,p} — X
pues plz = xp. Como {p,z}pls = pls=35py {p,x} (x_l: x, entonces {p,z} =

p U, 1 independientemente del push out asociado al objeto.
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Finalmente x. : I?°X — IX verifica x.I[?z = Ixx. y pxe = p* por
tanto existe el morfismo x. U,. 1 : P{I*z,p*} — P{lz,p}. Como
(Xe Uy. DpIPI*s = pxel?s = pIsxe y (Xe Uy 1) %z% se concluye que
el morfismo x. U,, 1 : P{I?z,p*} — P{Iz,p} coincide con
Xe Uy, 12 P{I%j,sp*} — P{Ij,sp} y por tanto es independiente del push out
asociado al objeto. Nétese que por el teorema 3.1.1, los dominios y codominios

de ambos morfismos son los mismos. O]

Proposicion 3.1.4. Las transformaciones i, : 1oopa — Ly, py i Lo — logpa y

Xes : 12 — I, son naturales.

Demostracion. Dado un morfismo f U1 : P{j,s} — P{j, s’} entonces

L(fUD)te = (1 fUL)(eUL) = (I fre)UL = (tef)UL = (UL)(fUL) = 1 (fUL).
Por otro lado p.[.(fU1l) = (pU)(IfUl) = (plf)ul = (fp)Ul =

(fUD(pUL) = (fULp..
Finalmente, por el teorema 3.1.1, xoI2(fU1) = (x. U1)(I*fU1) =

(XIPflul) = Ifx)Ul=(IfUl)(xeU1l) = L(fU1l)xe. O
Corolario 3.1.1. Dado el push out P{j, s} asociado al objeto (z, X), se tiene:
1 tesin(z,x) = tenr U1 P{I"j,sp"} — P{I"j spmti}.
2. Mo xy = IMer U1 2 P{I"j, sp"} — P{I"*'j, sp™ "1}
3. pd™(x, X) = ppap U1 P{I" 5 sp" T} — P{I"j,sp"}.
4. I'pywxy = I"pr UL : P{I"j sp"tt} — P{I"j, sp"}.
5 Xesln(ex) = Xerr U 12 P{I""25,5p" 2} — P{I""'j, sp"+}.

6. I'Xex(wx) = I"Xer UL : P{I"2j,sp" 2} — P{I""1j sp"t1}.

Demostracion. Los apartados segundo, cuarto y sexto son consecuencia del

teorema 3.11 observando por la proposicion 3.13 que tle(px) =
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UL P{jis} — P{Ij.sp}, puex) = pU L P{Tjsp} — P{j.s} y
Xex(z,x) = Xe U1 : P{I?j, sp*} — P{Ij,sp}.

Para los apartados primero, tercero y quinto se tiene por el teorema 3.1.1 que
P{I"j,sp™} esta asociado al objeto (%L,IQX) = I7(x,X), y por la proposicién
3.1.3 se concluye lo afirmado.

O

La categoria cof va a ser una I-categoria generalizada punteada. Para ello

se necesita la nocién de cofibracion, que surge de forma natural.

Definiciéon 3.1.5. Un morfismo i : (z,X) — (2, X’) se dird una cofibracién

cuando i : X — X' lo sea en la categoria original C.

Ya se ha visto que todo morfismo f: (x, X)) — (2/, X') se puede interpretar

como un morfismo entre push outs candnicos asociados:
ful:P{z,1} — P{a', 1}

En particular, a la cofibracién ¢ también le sucede esto. Sin embargo, para hablar
de cofibraciones entre push outs asociados se necesita algo mads, pues aunque
i : T — T’ sea cofibracién, no se puede garantizar que iU1 : P{j, s} — P{j’,s'}

lo sea.

Definicion 3.1.6. Un morfismo i = a Ug 1 @ P{j,s} — P{j’,s'} entre
push outs asociados, con i : (z,X) — (2/,X’), se dice una cofibracién entre

push outs asociados cuando « y [ lo son en la categoria original C y
(7',4) : (8',S) — (T",T) es una cofibracién en cof C.

Observacion 3.1.1. Un morfismo g = f U, 1 : P{j,s} — P{j’,s} entre push
outs asociados, con ¢ : (xz,X) — (2/,X’), es una cofibracién entre push outs

asociados si y solo si f es cofibracién en C. Basta tener en cuenta que {j’, f} =
f:P{lg,j} =T —T".
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Proposicién 3.1.5. Sii = aUgl: P{j,s} — P{j’,s'} es una cofibracion entre
push outs asociados, con i : (x,X) — (', X'), entonces i es una cofibracion en

cof.

Demostracion. Consecuencia inmediata de la proposicion 1.1.3, pues
{j',a} : P{B,j} — T’ es cofibracién por ser (j',j) una cofibracién de pares.
[

Teorema 3.1.2. La estructura (cof?, I, Lex, Ps; Xex> COf ), Siendo cof la familia
de morfismos dada por la definicion 3.1.5, es una [-categoria generalizada pun-

teada.

Demostracion. Categoria punteada:

Para cualquier objeto (z, X) de cof, sélo existe trivialmente el morfismo
x:(1,A) — (x,X). Por otro lado, este morfimo es cofibracién en cof“, y por
tanto, todo objeto (z, X) es cofibrante. Por dltimo, I,(1, A) = (I1, P{I1, p}) =
(1, A).

- GI1 Axioma de cilindro:

Para todo push out P{j, s} asociado a un objeto (x, X) se tiene que p.te =
(pUp1)(te U, 1) = (pte) Uy, 1 =1U; 1 =1,

- GI2 Axioma de push out:

Dada una cofibraciéon ¢ : (z,X) — (2/,X’) y un morfismo
f:(x,X)— (2", X"), se define en cof* el objeto P{i, f} = (iz", P{i, f}) con
inducidas i : (2", X") — (iz", P{i, f}) y f: (2/, X") — (iz", P{i, f}). Nétese
que f2' = fiz = ifx = ix", y que P{i, f} existe en C por ser i cofibracién en
C, que es [-categoria generalizada. Evidentemente i es una cofibracién en cof*.

Si la cofibracion se expresa entre push outs asociados
como ¢ = aUgl : P{js} — P{j,s'} y el morfismo como f =
gU, 1l P{j,s} — P{j",s"} entonces por el teorema 0.2.1 se tiene que
P{i,f} =P{aUgl,gU, 1} = P{j' U; j", s Us s"}.
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Se tiene entonces que P{j" U, j",s' Us s"} es un push out asociado al objeto
(iz”, P{i, f}). Nétese que por la proposicién 1.1.3, j' U; j” es cofibracién ya
que lo son j,j', 7" y el morfismo {«,j'} : P{j,3} — T’ por la observacién
2.1.1. Ademas, por el axioma GI2 de la categoria de pares, como el morfismo
de pares (j',7) : (S',S) — (T",T) es una cofibracién de pares, también lo es
(7" Y 474"« (P{B,h},S") — (P{a,g},T") y por tanto el morfismo
aUgl: P{j",s"} — P{j"U; j",s' Us s"} es una cofibracién entre push outs
asociados, con i : (2", X") — (iz", P{i, f}).

Por los teoremas 3.1.1 y 0.21 se verifica que
LP{i, f} = P{Ij/Us; 1", 1 U, Is"} = P{IaUs51, 1gUp 1} = P{Li, I.f}.
- GI3 Axioma de cofibracién:

El morfismo tezxy = tx U1 : Pz, 1} — P{lz,p} y como
{Iz,1c} : P{tc,x} — IX es cofibracién por la observacién 1.1.4 y la proposicién
1.1.2, entonces t.x U 1 también lo es por la proposicién 1.1.3.

Evidentemente, las identidades y la composicién de cofibraciones son cofibra-
ciones de nuevo.

Sea un cuadrado de homotopia hi = Ht., asociado a una cofibracién
i:(z,X)— (2/,X"). Si reemplazamos los morfismos por los respectivos entre
push outs asociados a los objetos:
iUl: P{z,1} — P{z/ 1}, 1. U1: P{x,1} — P{Ix,p},

HpUl: P{lz,p} — P{z" 1}y hUl: P{a',1} — P{a",1}
se tiene el cuadrado de homotopia hi = h{x’,i} = {2”"p, Hp}i. asociado a la
cofibracién i = {2, 4}.

Sea ' : IX' — X" una extension del cuadrado de homotopia obtenido.
Entonces F'Iz' = 2"p y por tanto existe F'U 1 : P{Iz',p} — P{z",1}. Mas
ain, (FU 1)t = (FU1)(t,eULl) = Fi,Ul =hUl =h,y (FU1)Li =
(FU1)([iul) = FIiUl = HpU1 = H. En consecuencia se verifica la

propiedad de extensién de homotopia para las cofibraciones de cof.
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- Gl4 Axioma de cilindro relativo:

Dada una cofibracién i : (x, X) — (2, X'), usando los morfismos entre push
outs asociados ¢ U 1 : P{xz,1} — P{z/,1} y 1o U1 : P{x,1} — P{Iz,p} se
tiene por el teorema 0.2.1 que P{io.,i} = P{Iz Uz, pU 1} = P{ilz,p}. Si
ahora tomamos como  morfismos entre push outs asociados
iUl P{x,1} — P{2/,1} y ity U1 : P{z,1} — P{ilz,p} se tiene por
el teorema 0.2.1 que P{ity,,i} = P{iy U1,iU1} = P{ilzUx',pUl} =
P{Elx,p}. Se concluye entonces que el siguiente cuadrado es un push out

p

IA A
~ ~ o O
zzfxi l(z)*(z)*x
1 1
I X o101 I, X
Como iliilx = Iilx = Ix' existe el morfismo i' U1 : P{iilz,p} =

ILX — P{Iz',p} = I.X'. Adem3s, por el teorema 0.2.1 y la observacién
0.21 se tiene que (i)} = {1, tos, b1} = {IiU1,0U 1, U1} =
@ (a (1 , Q@@ Loas
{{ﬁ]l, I}ﬂ {ﬁLO, I}7 {ﬁblﬂ T}} = {{ﬁlla Plos pbl}u {Ea T, E}} = {p217 f} =i' UL
Observando que {Iz/,i'} = i' : P{1,iilz} = I X — IX’, se tiene, por la
proposicién 1.1.3, que (i)} es cofibracién en C y por consiguiente en cof.
- GI5 Axioma de producto:

Por la definicidn de transformacién natural y por el corolario 3.1.1, se verifica:

1 U 1 s V=c¢
XexlyxI, = (Xe Uxe 1)(LVI UL,/] 1) = (XELI/I) UXELV] 1= ==
wpU,pl , vFe

1, v=e | 1, V==¢
(U, D(pU,1) , v#e LxPs 5 VFE

1u; 1, V==¢€
Xe*I*LV* = (XEUXg 1)(-[LVULV 1) = XE]LV UXEILV 1= =
(wp)Upl , v#e

17 UV =€ o 17 UV = €
(WU, (pUpl) , v#e LxPx 5, VF €
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Finalmente, puxer = (P Up 1)(Xe Uy, 1) = pxXe Upye 1 = p* U 1 =
(pU, D(pU, 1) = p.
O

De esta forma, en la categoria cof“ se puede definir una homotopia gene-
ralizada relativa a cofibraciones asi como una punteada, usando la cofibracién

inicial del dominio de los morfismos.

Proposicion 3.1 .6. Dada una cofibracion entre push outs asociados
i =aUgl: P{js} — P{j,s'}, coni: (z,X) — (2/,X’'), se tiene que
I;(x, X) tiene como push out asociado I;X = P{I|, 5 7j,{sp,s',s'}} y (i) =
alUp 12 ILX = P{I, 57 {sp,s',s'}} — LX" = P{Ij',s'p} es una cofi-

bracién entre push outs asociados con (i)} : I,(z, X) — L.(2', X").

Demostracion. Los morfismos 6 : S — S, a: T — T ei: X — X’ son
cofibraciones en C, y por tanto existen los objetos IéS, IT y I'X y el mor-
fismo {sp,s’,s'} pues spig = spi; = s = 3. Por el teorema 0.2.1 y ob-
servando que i = tc U, 1 : P{j,s} — P{Ij,sp} se tiene que P{ip., i} =
P{uU,1,aUgl} = P{IjU;j' {sp,s'}} y P{its,, i} = P{a1 Uz, 1,aUgl} =
P{I, 53 {sp,s',s'}}, de donde se concluye que I, X = P{I|, 5 j,{sp,s',s'}}.

El morfismo ()i = {14, tou, t1} = {laUg 1,00 U, 1,00 U, 1} 2 ILX =
P{au Ug, 1,aUp 1} — LX" = P{Ij',s'p} coincide, por el cuarto apartado
del teorema 0.2.1 y la observacién 0.2.1, con el morfismo {Icv, to, t1} Ugrg,.0..1
{LL1} = a'Us 1: P{I, 37,{sp,s',s'}} — P{Ij’,s'p}. De la proposicién
1.2.7 se tiene que los push outs son cofibrados y de la observacion 2.1.4 se

concluye el resultado. O

Consecuencia de esta proposicién se obtiene la relacién entre los cilindros

relativos en la categoria original C con los de la categoria cof*.

Teorema 3.1 .3. Dada una cofibracién entre push outs asociados i =
aUgl: P{j,s} — P{j',s'}, coni: (x,X)— (2/,X’), se tiene que I];(x, X)
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tiene como push out asociado I} X = P{I7;, 5 j,{sp",s'p" "', s'p" " - s'p""1}}
y ademds (i)} = a" Ugn 1 : I7X =
P{I}, gyd {sp", s'p" = s'p" e s'pn T — XY = P{I"j',s'p"} es una

cofibracién entre push outs asociados, con (i)" : I%(x, X) — I"(2', X').

Demostracion. Sin = 1, es cierto por la proposicién 3.1.6. Supuesto cierto para
n=m— 1 se tiene que ({)" ' =a™ 1 Ugn1 1: [ X =

P g Asp™ s/ s p R s — I =PI 8 p
es una cofibracidon entre push outs asociados por hipdtesis de induccién, con
(@)=t . Iz, X) — I™ (a2, X’). Usando la proposicién 3.1.6 anterior

se concluye que I (x, X) = I:(i)T_Jf;_l(x,X) tiene como push out asociado
L3 X = P{I{nor gy 1o 50, {{sp™ 8™ 72 80" 2 p, "0 s ) =
PG g {sp™, s/ pm = s'pm s oy

(0 = (@)t = (04 ) Ugmoyr L= am Ugn 12 IRX =

P{[(Ty,ﬁ)j7 {sp™,s'p"" S,pm L. S'pm_l}} — I"X" = P{I™j',s'p™} es una

cofibracién entre push outs asociados, con (¢)7 : I (z, X) — I[*(2/, X'). O

Corolario 3.1 .2. Dada una cofibracion entre push outs asociados
i=aUl: P{j,s} — P{j, s} coni:(z,X)— (2, X'), se tieneque]”-(m X)
tiene como push outs asociados I".X = P{g”\:loz"—1 IlarTtarty, spntt
y ademds (i)' =a" U 1: [7.X =

P{ojn\—/la"—l SImlarTtary, spty — ItX' = P{I"j',sp"} es una cofi-

bracién entre push outs asociados, con (i) : I7\(x, X) — I(z', X').

Demostracion. Basta observar que si en el teorema 3.1.3 anterior se toma (3 =
1:5S— S entonces " =1:1"S—I"S'y [("aﬁ)j:c;”\;lﬁ- Il tarny.
Nétese que el push out P{Lo*, (1)"1} en cof” tiene como push out asociado
P{ig., ()71} = P{an1 Tan—2[qn-2... ["\g[lgm 7,8p"} y que los mor-
fismos 7o, = o U,, 1 : ["1X' = P{I" Lit sp ™1} — Plug., (1)1} =
P{F[&TJICM”*2 IlarrTtartg, spty, ()T—a” LUy LINYX =
P{[JEEIW- ItarTtarry sptt — Plugs, ()71} =
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P{amTIan=2[an=2 ... ["-\GI" eI, spm},
(e e =ar iy U, 110X = P spnt) — [ X =

P{ar—tar T ... ["AG I wIn spn )y
()it = U 1 Pligs, ()1} =
P{am T Tan2Iam2 ... ["GIalmg, sphy — M X =

P{an—tan=1...["la["~1al"j, sp™} son las cofibraciones entre push outs aso-

ciados inducidas. O

3.2 Homotopia generalizada en categorias pun-

teadas

La relacién establecida anteriormente entre los cilindros punteados y los cilin-
dros originales, asi como entre los relativos punteados y los relativos originales
permite describir la homotopia generalizada de cof4 en términos de la de C.
M4s atin, usando la estructura de homotopia de cof* es posible crear homotopia
generalizada para objetos arbitrarios de C y basados en morfismos cuyo dominio
esté en cof.

A lo largo de esta seccidn, ¢ : (z,X) — (2, X') serd una cofibracién que
se puede expresar como una cofibracién entre push outs asociados de la forma
i=aU 1: P{j,s} — P{j, s}

Como la cofibracién i lo es en C y en cof4, entonces existiran dos homotopias
seglin se use el cilindro normal o el cilindro punteado. Los diferentes corchetes,
grupos y demds objetos homotdpicos que aparezcan se seguiran diferenciando
mediante * para los punteados.

Obsérvese que por la proposicion 0.22, el cuadrado sa = 75 es un push out,
y por tanto la homotopia relativa a 7 es equivalente a la relativa a la cofibracién

Q.

Definicion 3.2.1. Dados dos morfismos hg,h; : X' — Y se dird que
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ho ~, hy rel i si existe H : X' — Y con H (i)} = {hoips, ho, h1}.

Las demostraciones hechas en homotopia relativa en C a lo largo de todo
este trabajo siguen siendo viélidas cuando la homotopia utilizada sea la definida

anteriormente usando la estructura de homotopia ya descrita en cof*.

Proposicién 3.2.1. Para todo objeto Y de C y todo morfismo u : X — Y, los
corchetes [T", Y]t} y [ X7, Yﬁ{i} son biyectivos.

Demostracion. Sea +y : [X’,Y]f,f{i} — [T, Y]"5{o} definida por v([h]) = [h3].
- Bien definida:

Si [ho] = [l1] en [X”, Y]“!” entonces existe H : I,X' — Y tal que H(i)! =
{ups, ho, h1}. El morfismo Hpls : IT" — Y verifica Hplsla = HI,ipls =
up.pls = usp, Hplswy = Hipss = hos y Hplsty = Hi1,S = hys.

Por tanto Hpls : hos =~ his rel a.

- Inyectiva:

Si H: IT' — Y hace hgS ~ hys rel o entonces HIj' = Hlalj = usplj =
usjp = uxsp y por tanto existe { H,ux} : P{Ij',sp} = I.X' — Y. De donde
{H,uz}li={H,ux}(IaUl) = {Hlo,ux} = {usp,uz} = {us,ux}(puUl) =
u{s, z}(pUl) = ups, {H,ux}io. = {H,ux}(toUl) = {Hg,ux} = {hos,uz} =
{ho$, hoiz} = {hoS, hox'} = hoy {H,ux}i1, = {H,ux}(,U1l) = {Ht1,uz} =
{h18, hyix} = {hys, 2’} = hy.

- Suprayectiva:

Si ha = wus entonces hj’ = haj = usj = wuxs, de donde existe
{h,uz} : X' = Y. Evidentemente {h,uz}s = hy {h,ux}i = {h,ur}(aUl) =
{ha,ux} = {us,uz} = u.

]

Teorema 3.2.1. Para todon € N y todo h : X' — Y, los grupos de homotopia
(Y, hs) y wt, (Y, h) son isomorfos.
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Demostracién. Sea v : wi, (Y, h) — 7(Y, h3) definida por v([H].) = [Hsp"].
- 7y estd bien definida:

El morfismo Hsp" : I"T" — Y verifica por el teoremas 3.1.1 y el corolario
3.12, que Hspna™ = H(i)"sp" = hp™(i)"sp" = hp"spta” = hsp™a™.

Obsérvese que p! = p" Upn 1: 17X = P{I"j',sp"} — X' = P{j’, s}.

Y por tanto Hsp" : hsp" ' ~ hsp" ' rel a" .

Si [Ho), = [Hi]. en 7 (Y,h) entonces existe H : I"™' X' — Y tal que

H : Hy ~, Hy rel (i)". El morfismo Hsp*tl : I"MT" — Y verifica que

Hsprtlamtt = H (i) sprtt = {HL.(3)", Higw, Hiyu }sp™tt =
{hpt L), Ho, Hy Ysp™T = {hplt UL (6)2spr T, Hosp, Hysp}y =
(hpspnLLan, Hospn, Hyspry = {h3p™tTan, Hospr, Hysphl,

de donde Hsprt! : Hysp ~ Hysp™ rel .

- 7y es inyectiva:

Si [Hysp?] = [Hysp"] en n%(Y, h3) entonces existe H : I"*'T" — Y hacien-
do Hysp® ~ Hysp® rel . Como HI™'j = HI"Wal"tj =
hsp" P I aln ™y = hsajpn™ = hisjp"™t = hixzsp™t!, existe el morfismo
{H, hiz} : I X" — Y verificando por el corolario 3.12 que {H, hix}(i)"™! =
{H, hiz} (o™ U1) = {Ha"! hiz} =
{{h5p" ' 1o, Hyspn, Hysp™}, hiz} =
{{h3p"t Ia", hixz}, {Hosp™, hiz}, {Hyspm, hiz}} =
(LR, iz} (Tam U 1), Ho, Hyy = {{hpm spn et hiz)} 1, (i), Ho, Hi} =
{hpm L L (i), Hy, H,} y por tanto {H, hiz} : Hy ~, Hy rel (i)".

(n

(n (n =

Nétese que H, x'= H.(i)* T= hp"(i)" %L: hpl x'= hx' = hix, para
e € {0,1}. De donde H, = {H.sp", hiz} y hp? = {hp’sp”, hiz}.
- 7y es suprayectiva:

Si H : I"T" — Y hace hsp™' ~ hsp" ! rel o™ ! entonces HI"j =
HI"al™j = hsp"I"al™j = hsajp™ = hisjp™ = hixsp™ y por tanto existe
{H, hiz} : I?X" — Y, verificando por el corolario 3.1.2 que {H, hiz}(i)} =
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{H, hiz}(a" U 1) = {Ha™ hiz} = {hsp™a", hix} = {hsp™, hiz}(a™ U 1) =
{hsp™, hix}(i)? = {hs,ha'}(p™ U 1)(i)? = hp(i)?.  Evidentemente
{H, hiz}sp» = H.
- v es homomorfismo de grupos:

Usando el corolario 3.1.2 y la proposicién 0.21 se tiene que

P{(i)™, (i)»=1} = P{an1I""1j', sp" 1}, donde an11m1j! =
an=1=1 i — Pla™ o,
y {0 P UL = ({0 p FUT) U, 15 15X =
P{an=tan=TTan=2 .. [" Gl sp"} — P{(i)i ", ()2} =
P{g"\:llnflj’,spnfl}.
De donde I¥F " = P{(i)™, {(i)*'p., 1}UL} = P{a"UL, ({a"'p,1}U1)UL} =
P{joI™'7", sp""}, donde joI™"j' = {jo, jiyar— LI/ =
(o, Yo" = 1m0 [T — 19" Como an— L1l y joIm 1y
son cofibraciones, entonces los objetos de cof# P{(i)"!, (i)" '}y 197 tienen
como push outs asociados a P{a;*/lln_lj’, sp" by P{joI" 15’ sp" '} respec-
tivamente, obteniéndose los morfismos entre push outs asociados
we = wU, 1 : I"X' = P{I"j',sp"} — Iii):}_l = P{joIl" 5, sp" 1} y
{Jows i} = Lo, u} U L2 PAG)IH ()21} =
p{a;j[n—lj/7 s} — j—ii)f’l = P{joI"'j', sp" 1}

Notese que jo. = {jox, j1}(0)8 " = ({Jo, i} UL)(a"1U1) =
An—1
JoUL: Im1X! = P{In=1j/ spr=1} — IO = PLjoI"15", sp"~1}; andloga-
mente ji, =ji U 1: 1771 X" = P{I"1j, spn1} — 107 = P15 spn=1}.
Usando lo anterior se tiene que P{jo.,jo} = P{jojol™ 5, sp"1}. En-

n—1

tonces, si v/ : II* " — P{jo,jo} es una extensién del cuadrado de homo-
topia jo{jo, 1} = (w U jip)io asociado a la cofibracién {jo, j1}, se tiene que
VIjoI"j' = jowI"j' = jowI"al"j = jojol"‘apl™j = Jojol"‘al"Ljp =
Jojol™Yi'p y sp"lp = sp", y por el teorema 3.1.1 existe el morfismo en-

An—1
tre push outs asociados ' U, 1 : LID = P{Ijol™j',sp"} — P{jox, jos} =
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P{jojol" 5", sp" '} verificando (V' U, ). = (V' U, 1)(g Uy 1) =
(V1) Upg 1 = jo Ui 1 = jou = PLjoI" ', sp" 1} =
I P{jojoI" 5", 50" '} = P{jos, Joe} ¥
(VUDLlonr i} = (U1 (Tor i1} U1) = (T 1n ) UT = (wUjip) UL =
we U (Jreps) s P sp"y = LP{(0)27 (1)} — P{jojol" Ysp™ '} =
P{jo«, jox} y por tanto v, = v/ U 1 es una extensién adecuada en cof* para el
cuadrado de homotopia j;{j()*,jl*} = (wx U J14p4 ) tox asociado a la cofibracién
{Joxs J1x}-

Se concluye que ¥([F x G]) =
YH{LLE bl k= LRt ™ b=}y {GL R ™ bt} b vaw])
{{{F hp = b Y {hplt ™ b Vv, {GL Rp Y hpl ™ P vaw,spt] - =
({{F R hp= Y { bt b= b= P (Gt gt Vyvspr ] =
(HE R b Y Ll k™ hpt ™ Yoo (G bt bt Y Y spn o] =
{{{F, hp=t hp =}, { bl hp = b Y wspnT,
{G hp ™ hp ™ yspn~Hvw] =
{LLE i b2 'Y, {hpl b ™ Yy spr T,
[Gsp, hpttsp=1, b Hspn = ] =
{{{E b=t hp ™ Yspn=t {hplt hpt ™ bt yspn =1,
{Gspr, hsp" ' h3p" "} hvw] =
{{{Fspm, h3p=", hsp="}, {h3p", h3p"~", h3p™ '},
{Gspn, hsp™ ', hsp" 1} ] =
[Fspm = Gsp®] = [Fsp] - [Gsp™] = y([F]) - 1([G]).

[
[
[
[

]

Corolario 3.21. Para todon € N y todo h : X' — Y, los grupos de homotopia
7t (Y, h) y (Y, L) son isomorfos.

Demostracion. Consecuencia del teorema 3.2.1 anterior observando que con los
push outs candnicos asociados se tiene: i = iU; 1 : X = P{z,1} — X' =
P{a' 1} O
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En la categoria de cofibraciones de cof*, esto es, la subcategoria llena de
pares de cof? cuyos objetos son cofibraciones, se puede realizar un proceso
similar al hecho en la seccién primera de éste capitulo, asociando push outs a
objetos de esta categoria y definiendo morfismos y cofibraciones entre estos push
outs asociados. Como sucedia en la seccién mencionada, también en ésta, dicho
proceso facilitara los desarrollos a realizar en la categoria de cofibraciones de

cof?. Nétese que la categoria de cofibraciones de cof4 coincide con cof44),

Definicion 3.2.2. Un diagrama push out cofibrado en la categoria cof C del
tipo

(s',s)

(8",9) ——=(A,A)

(J”J)I I(w’»w)

(T, T) == (X', X)

(s'5)

se denominard un push out asociado al par ((z/, X’), (z, X)) cuando P{j’, s’}
y P{j,s} sean push outs asociados respectivamente a los objetos (2, X’) y
(5, X), y (X', X) = P{(7.j),(s,8)} = ¢ = aUs 1 : P{j,s} — P{j’s'}
sea una cofibracién entre push outs asociados, con ¢ : (z,X) — (2/, X’) la
cofibracién asociada al par ((2/, X’), (z, X)).

Nétese que todo par ((2', X'), (z, X)) tiene asociado un push out candénico
donde (X', X) = P{(a',z),1(a.4)}.

Definicion 3.2 .3.  Un morfismo entre push outs P{(j',7),(s,s)} vy
P{(3",4"),(s",s")} asociados a pares ((z', X'), (x, X))y (", X"), (2", X"))
respectivamente, es un morfismo de la forma

(90, 91) Utho,uy 12 PL(S", ), (85 8)} — PL(5",5"), (5", ")}

Todo morfismo de pares (fo, f1) : ((z/, X'), (z, X)) — ((«”, X"), (2", X"))
induce un morfismo entre los respectivos push out candnicos asociados
(fo, f1) U 1: P{(2,2),1} — P{(2"",2"),1}.

Asimismo, induce un morfismo entre cualquier push out P{(j',7),(s’,s)}
asociado al par ((2/, X'), (z, X)) y al candnico asociado a ((z", X"), (2", X")),
(fos', 18) Uisrsy 12 P(S,5), (87, 8)} — P{(2", 2"), 1}.
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Definicion 3.2 .4.  Un morfismo entre push outs asociados (u,v) =
(a0, 01) Uy 1 PLGT ), (5 )} = PAG™37), (57, 5")},

con (u,v) : ((z/, X"), (z, X)) — ((«", X"), (", X")), se dice una cofibracién de
pares entre push outs asociados, cuando lo son en cof C los morfismos (ayg, ay),
(Bo B1) y (4" 00}, (" an}) = P{(Bor B0). (7' )} — (T".T"). Por el teorema
0.21 y por las condiciones exigidas se tiene que

u=ayUg 1: P{j,s'} = P{j",s"}yv=a U 1: P{j,s} — P{j",s"}
son cofibraciones entre push outs asociados, con u : (¢/, X') — (2, X") y
v:(x,X)— (2", X").

Observacion 3.2.1.  Un morfismo entre push outs asociados (7p,71) =
(a0, a1) Uy 1 P{(5",5), (s, 8)} = P{(5",7"), (s, s)},
con (vo,m) : ((2/, X"), (z, X)) — ((«"”, X"), (2", X")), es una cofibracién de
pares entre push outs asociados si y solo si (ap, ) es una cofibracién de pares.
Basta tener en cuenta que ({j"”, a0}, {5”, a1}) = (o, 1) : P{1(s,5), (5", 5)} =
(1", 7) — (T, T").

Dada la cofibracién ¢ introducida al principio de esta seccidn, se procede al

estudio de los conos en la categoria cof? generados por ella.

Proposicion 3.2.2. Dada la cofibracion entre push outs asociados i =
alUy 1: P{j,s} — P{j',s}, coni:(x,X)— (2, X'), se verifica:

a) El objeto C. I} (x', X') tiene como push out asociado C, I} X' =
P{CT"j {sp"*t sp" )

b) El objeto C,I7:(x, X) tiene como push out asociado C. I\, X =
P{C(ar—tan=1... " 'ar=1army), {sp"*, sp"}}

c) El morfismo C.(1)! = (Ca™) Uy 1: CL.IEX =
P{C(anTanT ... [ LG talmy), {sp™+L, spn}} — CLIPX' =
P{CI"j',{sp™™ sp™}} es una cofibracién entre push outs asociados con
Ci(@)?: CuIl(x, X) — CL I (2!, X7).
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Demostracion. a) Por la definicién de la transformacién natural ¢o. y por el

b)

corolario 3.1.1 se verifica que el morfismo Lg*(x,x,) =
topr Ui, 1+ X' = P{j’, s} — I'X" = P{I"j',sp"} es una cofibracién

entre push outs asociados con ¢, ./ : (2, X') — I7'(2/, X).

Por lo anterior y por el teorema 3.1.3, el morfismo (:3,); = (¢f)" Unyr 1,
desde I}p X'=P{Iy i {sp,sp" sp"}} en II*1X"=P{I"*j' sp"},
es una cofibracién entre push outs asociados,

con (¢8)}: ]jbg*(a:’,X’) — IMH(2) X7).

Por el teorema 0.21 se tiene el morfismo entre push outs asociados
{Bpses 1Pl 1 = {50 0™ 1} Upgpupony 12 Lip X' =

Pl ' Asps sp™ sptty — 1PX" = P{I"j', sp"},

con {igpe gty 1} : Ty (, X7) = I2(a?, X).

De donde C.I7 X" = P{(sf,)s; {t.pss 1502, 13} =

P{()" Uuan 1,Aegp, 650", 13 Uggpunonay 13 = P{CT ', {sp™*, sp" }}.
Nétese que CI"j = [Tl Ul-(lbg%g)j, Iy . CI"S — CI™T", definido
como en el lema 2.2.1, es cofibracién pues el morfismo de pares (.7, tf))
es una cofibracion de pares al ser la composicién consigo mismo n veces
de la cofibracién de pares (i, t0), y por la observacién 2.1.3 se tiene que

(L)), (e2)!) también lo es. De donde por la observacién 2.12 se tiene que

la cofibracién asociada al par
PLGE) (@)D (g ps 50 1} {eGp, 50" 1)} es justamente CT"j'.

Se concluye que el objeto C,I7'(z', X’) tiene como push out asociado
C.IIX" = P{CI"j' {sp"*', sp"}}.

—_ —
Por el corolario 3.12 se tiene que el morfismo (7)? 'To.ufs ' =

gy U 12 X = P{j’ s} — IX =
P{ar—tan=1... ["lqI"=1al"j sp™} es una cofibracién entre push outs

asociados, con (1)% 'Tgeeort (2, X)) — I%(z, X). Nétese que el mor-
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fismo de pares (an~1 Zothup) = (@1, 1) (75, t0) (10, to) - - (20, Lo) €s una
cofibracién de pares, por serlo (v, to), (7o, to) y (&;*/1, 1). Estas dos dltimas
lo son por la demostracién del axioma GI2 del teorema 3.1.2 y la obser-
vacion 2.1.1. De donde por la misma observacién mencionada también lo

es el morfismo (a"\—/la"—l---[" tar—tary, 5.

Por la proposicién 3.1.6 se tiene que el morfismo
()2 Mot L = (&Ejmgﬁl) Ugay 1: 1'— X' =

n—1
P{IL

*(1)37 LO*LO*
(an— an—1zg, L()LO Lomy

/7 {Sp7 Spnv Spn}} - I*LZLZX -

P{I(antanT ... [""\GI""'&GI"5), sp"*'} es una cofibracién entre push

outs asociados, con

P

()2 YTomeg ML Il( T (@, X") — LI(z,X). Por otro lado se
*(1)% T Towtiy

tiene el morfismo entre push outs asociados

{02 Toetgs s, (’)13 oeegs (i), 1) =

{1y p, an Ve pmam 1y Up w1y 1 I() - X =
*Z* LO*LO*

P{[1 » n)j Asp,sp™ spn )t — IRX =

n—17-,
(a L()LO

P{c?”\/la" Lo m=lam=iarmg, sp™} con

—_—~—

{(z‘)f—lmg:lp*w e ) 1 (@)X [ (X)),

*(1)% T Towtoy

Por el teorema 0.2.1 se tiene que C*I”-X =

P{((Z)Q lmbg* 1)i7 {(2)2 1LO*LO* P (Z):‘L 1L0*L6L* lp:}( )*7 1}} =
P{(oz”—lng_l)1 Uy L{a" gy~ Y, an— 1L wtpran LU gmpun 31} =
P{C(an—tan-1... " 'ar=1army), {sp"t*, sp"}}, donde

Clantam T ... ["1GI=talm ) =

—~— —~—

I(an—tan=1... [Pl m=larmy) Up gan—lgn=l...
n—1;=n— 1 n
(@It

mtar—targ . CImS = P{(LO) {hp,gp™ 1} — CINT =
P{(&T—/lmg—l) {a” Zoth ™ p, = an175 1y~ tpma™ 1}} es cofibracién pues
el morfismo de pares (a"*lmbo_ ) = (c/v”x;l%, t0)(to, o) -+ - (Lo, Lo) €s

una cofibraciéon de pares por ser composicién de ellas. Noétese que
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(;"\:157 ) (I I1T) — (IMT,1I77'T) es cofibracién de pares
pues (g Y {ﬁ@,@j@nfl}:ﬁ{manq}:

an=1: P{a" 1y} — I"T lo son en C. Por la observacién 2.1.3 se tiene
que ((ﬁflmg—l)l,@g)l) también lo es. De donde por la observacién
2.1.2 se tiene que la cofibracién asociada al par

P T (5)"). ({0 1Tt~ o, 0 Ty e 13,

{t§p,t5p™, 1})} es justamente C’(o?”\—/loz”—l I larTtarny).

Se concluye que el objeto C.I%(x,X) tiene como push out asociado
C.InX = P{C(am1anT ... ["1GI"al"j), {sp"*, sp"}}.

c) Por el teorema 3.1.1, el corolario 3.1.2 y el teorema 0.2.1 se tiene que
Ci(i)e = L)y Up 1 (1) =

\n—1— n—1
O IO

(Ia™ Uy 1) Uruganu nyuaru ) (@™ Up 1) =
(Ia" Ujuanuan @)U 1 = (Ca™) Uy 1: CLILX =
P{C(anTan1... [" LG [ 1G[")), {sp™t), sp}} — CI'X' =
P{CI™j' {sp™*1, sp"}} es una cofibracién entre push outs asociados, con
Ci(i)r + CuIl(x, X) — C.I7(2', X’). Noétese que por el corolario 2.2
.1, Ca™ es una cofibracién, y que por la observacién 3.1.1, el morfismo
anterior es una cofibracion entre push outs asociados.

[

Observacion 3.2.2. Por la demostraciéon de los apartados primero y segundo
de la proposiciéon 3.2.2 anterior y por el axioma GI2 en cof C se tiene que
(L)L, D) = (1T, 1MS) — (CT*T', CI™S) y

((&?flmg*)l,W) (0T, I™S) — (CI2T, CI™S) son cofibraciones de pares.
De donde, por la observacién 2.1.1, también lo son (C'I™j', I"j") desde (C'I"S, I"™S)
en (CI"I", I"T") y

(C(an=tan=T ... ["IG =G 75), an—lan=1 . .. [ LG 'GI"}) desde

(CI"S,I"S) en (CI'T, I"T).
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Andlogamente a como se ha venido haciendo hasta ahora, las cofibraciones

(1)t y (@ 175107 1)! se representardn simplemente por k.

Proposicion 3.2.3. E/ morfismo de pares (C.(:)7, (i)7) =
(Ca™ ™) Uy 1: (CLILX, IEX) =

» Lxg
— —

P{(C(ar—tan=T... ["taIt@lmy), an—LlanT. ..

rtarrtaln ), ({sp™ ™ spt bsp ) = (CL I X LX) =

P{(CI"j' 15", ({sp™ T, sp"}, sp™)} es una cofibracidn de pares entre push outs
asociados, con

(Cu()2, ()2) « (Culfi(w, X), Lz, X)) — (CLI5 (2, X7), I (2!, X)),

* ) ) Lxg ) Tk

Demostracion. Es consecuencia del teorema 3.1.1, el corolario 3.1.2, la proposicién
3.22 y la observacion 3.2.2.

Obsérvese que por el corolario 2.21, (Ca™, a™) es una cofibracién de pares y
por la observacién 3.2.1 se tiene que el morfismo
(Cam, o) Uy 1: P{(C(an—tanT1 ... ["1GI=1aI")), antan1 ...
rtartarny), ({sp st sp" -
P{(CI"j', I"j"), ({sp™, sp"}, sp™)} es una cofibracién de pares entre push outs
asociados.

Ndétese que P{(C’(o/zn\—/lF- - Ilartarty), an—lgn1...
tartalny), ({sp sp b sp" D} = ke =
(0 T ) = (@ 175057 Uy 1 =
kUpl:InX = Plantan—t... [" Il lalmy, sp} — CInX =
P{C(anTamT .. "G talm), {sp™t, sp"}} y
P{CI" 1), ({sp™*, sp™} o™} = ko = (60} = (6) Uy 1 =
kUpl:IMX' = P{I"j sp"} — C I'X' = P{CI"j' {sp" !, sp"}}
son cofibraciones entre push outs asociados respectivamente, con
b I%(x, X) — CuIl(x, X) y by : [P, X)) — C. I (2!, X7). O

Teorema 3.2.2. Para todo n € N todo morfismo g : X' — Y y todo morfismo

f:Y — Z, los grupos de homotopia i, . ,(f,q) y 7. 5(f, g5) son isomorfos.
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Demostracion. Obsérvese que por el teorema 3.1.2 y la observaciéon 2.1.3 se

tiene que (C.(2)7, (1)7)} = ((C.(9)™)L, (i)»1). Por el corolario 3.1.2 (7)" =

U1 IMMX = Plaman---Ialtalvtly sprt'y — X =

P{I"14" sp"™1} y por la proposicién 3.2.2

(CHME = (Cam ) 11010, (i Ol X =

P{CarCanIC(amLtanT1. [”_1&1”_1@1'”3'), {sp"t2 sp" 1} — LCIMX' =

P{ICI™j {sp"*2 sp""'}}, y por el teorema 3.1.1 y el corolario 3.1.1 se tiene

que Lk, = [k Up 1 = (LCI"X', I X") =

P{ICT"j", I"5"), ({sp" 2, sp™ 1}, sp" )} o IPFIX) =

P{I"y' sp" ™Yy — LCIMX' = P{ICT"j', {sp™2, sp"t1}}.
%rymMUW—Hm“((MUWTWW%W@%W&Nﬁ@=

p(Cama®

(f, ({fgsp™, fgsp"}, gsp™)) definido usando la proposicién 0.2.4 por

—— e e——

IIF,GL.) = [(F.G)({sp" 2, 51}, 5p™ )] = [F{sp™?, 51}, Gspr 1]

Teniendo en cuenta la proposicién 3.2.2 y la proposiciéon 3.2.3, una de-
mostracién en categoria de pares andloga a la hecha en el teorema 3.2.1 concluye
que 7y es un isomorfismo de grupos.

]

Los isomorfismos v asi definidos son compatibles con las sucesiones exactas
de homotopia generalizada asociada al morfismo f haciendo que ambas sean
isomorfas. Asimismo también los isomorfismos ~ preservan la accién de los

1-grupos de homotopia.

Proposicion 3.2.4. La sucesion exacta de homotopia relativa a o del morfismo
f basada en el morfismo gs, S(a, f,gs), es isomorfa a la respectiva sucesion

exacta punteada de homotopia relativa a i del morfismo f basado en el morfismo

S«(i, f,q).

Demostracién. 1. Dada [F]. € 7, (Y, g), se tiene que f.(v([F].)) =
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2. Dada [F,G], € 7!, ,(f,g) se tiene que p1y([F,G],) =

—_— —

pr([F{sp™*?, sp" T}, Gspntl]) = [Gsprtl] = 4([G].) = ypu([F, Gl.)

3. Dada [F, € 7},,,5(Z, fg) se tiene que jy([F].) = j[Fsp"?] =

[{Fspr+2, fgsp™™'}, gsp" '] =
{Fspm+2, fgpilspmtt}, gpitspnt!] =

/\/ —_ —
{F, fgpf+1}{sp"+2, sp”“},gpfﬂspnﬂ] —
YHF, fapi™'}, 9ot = vi([F.)-

O

Proposicion 3.2.5. Si [F]. € 7. (Y,9) y [H]. € w1 (Y,g) entonces
v([F] LH}) = (v([F],))" ") donde ~y es el isomorfismo de grupos definido en el

teorema 3.21.

Demostracion. Observando que por el corolario 3.1.2

(HL ML (i) sp T = (HLpM L (1)) L (6) 2 spm™ = HLprL (i) spm T =
HILpl'sp o™ = Hsp Ip"Ta” y (HL L)) 1sp™ g =
(HIp'L.(i)")100.5p" = Fspn, se tiene que (H[*pfl*(i)f)lgm es una ex-

tensién del cuadrado de homotopia F'spma™ = Hsp 1p" I, asociado a la cofi-
bracién a”. De donde (y([F),))" ) = [Fspn|H50 ) = [(HI,p" I, (i)7)15p" 10y =
(HLpAL(0))1uresp?] = y([F). =
Proposicién 3.2.6. Si [F]. € 7..(Z, fg) y [H]. € 7,(Y,g) entonces
~([F1F1)y = (3([F).)) 1), donde ~ es el isomorfismo de grupos definido en el

teorema 3.2 1.

Demostracion. Observando que por el corolario 3.1.2
(fHLPIL(0)2)1spm o = (fHL L (i) )1 L() s ptT =
FHL A L(i)2sp™ = fHLprspm Tam =

FHSp I la" y (FHLML())isp™ g = (FHLALG) ) o.sp® = Fspr,

—~——

se tiene que (fHI.p"1.(i)7)1sp"t! es una extension del cuadrado de homo-

topia F'spra™ = fHsp Ip*Ia"y, asociado a la cofibracién o™. De donde por
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la proposicién 3.2.4 (y([F].))" W) = (y([F].)) W) = (y([F],)) ) =

PP~ [(GHLELOD 0] = (HLALG s =
fy([F]LfH]*) = ’7([F]LH] ). -

Proposicién 3.2.7. Si [F,G], € =n',.,(f,9) y [H]. € ©4(Y,g) entonces
~(IF, GI¥) = (y([F, G),))" 1), donde ~ son los isomorfismos de grupos
definidos en los teoremas 3.21 y 3.22.

Demostracion. Observando que por el corolario 3.1.2 y las proposiciones 3.2.2 y
323 ({fHLPL™?, fHL P HL(CL(0)2) s, HL(p ()

—_—

({sp"+3, sp" 3} sp"t2)(I(Ca™)', Tt =

{fHLps ™, fHLPT ML (CL(0)2), HL(p ()1 (L (Cud)7)s,
L(i)2+) ({spnt3, spnt2}, spnt?) =

(P HLA HL g YL (C Q)0 L H L (4 () [ s o) —
({FHL P2, FHILp YL (Cu(i))  {spmt3, spnt 2}, HI (p0+ (i) ) spnt2) =
({SHLpE, FHL P Hsp™, sp™ 3 (Cam)! HIL g lsprs? [ant1) =
({fFHLp2sp™3, fHLp spm2}1(Can)', Hap IpmH [a™1) =

({fHsp 1p™*2, fHsp Ip" ™'} I(Ca™)', Hsp Ip"H [a™t) y

{fHLp:?, fHLPT HL(CL(0))), HL(p () )h
(
(
(
(
(

{Sp 3 n+2} n+2)L —

{FHL 2, FHILp YL (OG0 HL (01 (0o

’\/

{Sp Spn+1} Spn—i—l):

/\/ P - —~—
F,G)({sp" ™2, sp" 1} spntt) = (F{sp"*? sp""} Gspntl), se tiene que
P

{fHLP?, fHLp HL(CL(0))) s, HL (o (0)2))1 ({sp™ "2, sp"F2}, 59" 72)
es una extension del cuadrado de homotopia

(Fv G)({Spn+27 Spn+1}’ Sanrl)((OO‘n)l? OénJrl) =

({fHsp Ip" ™ fHsp Ip"}(Ca™) Hsp Ip" ™ [a™1)y asociado a la

cofibracién (Ca™, a™)!.




118 3. I-Categorias Generalizadas Punteadas

— e o —

De donde (4([F,Gl)) ) = [(FG)({sp 5" Lot 171 =
((FHLpE?, PHLA L (CLQ0ES HL (o ()7

({Spn+3 n+2} n+2) ]:
(JHLp HL Y L(CL )25 HI (02 (024,

({sp™+2, sp™ 1Y, spm )] = y([F, G, O

Definicién 3.2.5. Dado el objeto (z, X) de cof* y un objeto (2/, X") de C4,
se define el corchete de homotopia [(x, X), (z/, X')] = [X, X']: “{*} Nétese que
el morfismo z : (1,A) » (x,X) es una cofibracién en cof, y que por la
proposicién 3.2.1, usando los push outs candnicos para los objetos, se tiene que
[(z, X), (', X")] es biyectivo con [X, X']*'{=}.

Dado un objeto (z, X) se define el n-grupo de homotopia referido al objeto
(x, X) del objeto X’ basado en un morfismo g : X — X’ como o) (X', 9) =
T (X', 9).

Por los teoremas 3.21 y 3.22 usando los push outs candnicos asociados a los
objetos (z,X) y (2/,X’) se tiene que para toda cofibracién
i (z,X) — (2, X’) existen los isomorfismos de grupos 7, (Y, g) = 7' (Y, g)
Y Thoio(frg) = @ 5(f,g). En este sentido se tiene el isomorfismo de grupos
(X g) 2 (X g).

3.3 Homotopia punteada

En las secciones 1y 2 de este capitulo se ha relacionado la homotopia obtenida
en las categorias del tipo cof” con la homotopia generalizada de la categoria C.
En este sentido se ha visto que las construcciones homotdpicas de cof4 son iso-
morfas a las respectivas hechas en homotopia generalizada. Mas concretamente,
sit=aU 1:X = P{j,s} — X' = P{j’, s} es una cofibracién entre push

outs asociados, con i : (x,X) — (a/, X’), entonces todas las construcciones
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de homotopia bajo A relativas a la cofibracién i: grupos de homotopia de un
objeto basados en un morfismo, grupos de homotopia de un morfismo basados
en otro morfismo, sucesiones exactas de homotopia relativa a la cofibracién i de
un morfismo basado en otro morfismo y acciones del primer grupo de homotopia,
son construcciones de homotopia generalizada relativas a la cofibracién a.

Para hablar de homotopia punteada se necesita basar el objeto codominio de

la cofibracién para obtener “morfismos cero”.

Definicién 3.3.1. Un objeto (z, X) de cof se dird basado en a : X — A
cuando ax = 1. Un morfismo f : (z,X) — (2/,X’) se dird basado en
a : X' — A cuando el objeto (2, X’) esté basado en a’. Obsérvese que
entonces el objeto (x, X') estd basadoen a'f : X — A.

Un push out P{j,s} asociado a un objeto (z,X) se dirda basado en
a:T — A cuando aj = s. Nétese que si P{j, s} estd basado en a entonces
(x,X) estd basado en {a,1} : X = P{j,s} — A. Asimismo, si (z, X) estd
basado en a : X — A entonces cualquier push out asociado P{j, s} estd basado
en as : T — A. De esta forma un morfismo entre push outs asociados de la
forma f = gUp1: (2, X) = P{j,s} — (2/, X') = P{j’, s’} sera basado cuando
lo sea el push out P{j’,s'}. Sia' : T" — A es una base para dicho push out
entonces a’g es una base para el push out P{j, s}, pues a’'gj = a’j'h = s’h = s.

En una [I-categoria generalizada punteada se definen los conceptos de cono
y suspension de un objeto basado de forma andloga a los respectivos de una
I-categoria. En este sentido, dado un objeto basado (z, X, a) se define X VX =
P{z,z}. Asi se obtiene el cono de X como CX = P{{ios, t1s},{za,1}} y
SX = P{{w«, t1+},{a,a}}. Observando que a{za,1} = {a,a} también se
tiene SX = P{k,a}, donde k = {1o,,t1,} : X — CX. Se usaré la siguiente
notacién Sz = {1g., t1.} = k : A — SX = P{{10., 1.}, {a,a}} = P{k,a}

Proposicion 3.3.1. Dado un objeto basado (z,X,a) se tiene que CX =
P{Qfl,{ﬂf&p{fﬂf,Lo},l}} .ySX == P{xl,apxl}.

Demostracion. Basta observar que el siguiente cuadrado es un push out com-
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ponible con los usados para definir CX y SX.

{Zzp,z,z}

NA—————=XVX

$1I l{LO*yLl*}

11X — 1.X
P

donde p es la inducida por p en la definicién de I,.X = P{lz, p}.

El morfismo {to«, 114} : X VX — [.X existe pues t.x = prer = plat, =
TPLe = T.

También existe el morfismo {Zzp, 7,7} : [LA — X V X pues Txpi, = Tx =

T.
- Conmutatividad: {iow, t1: J {Zxp, T, T} = {L0:2p, tos, L1} = {xp, Pro,pr1} =
oIz, 9,01} = prt.
- Propiedad push out: Silos morfismos { fo, f1} : XVX - Yy H :IX — Y ve-
rifican  Hz' = {fo, fi}{Tzp,7,7} entonces HIx = forp y existe
{H, fox} : P{Iz,p} = .X — Y verificando {H, fox}p = H, {H, for}io. =
{H, fox}pto = Hiy = foy {H, for}t1. = {H, for}pr1 = Huy = f1. Se con-
cluye que {H, fo, f1} = {H, fox} : P{z*,{Txp,2,7}} = P{Ix,p} — Y.
Nétese que foxr = fiz. Ademas {za,1}{zzp,z.7} = {zp,za,1} =

zap{lx, o}, 1 ue {a,al{xxp,x,T} = a,a} = apx’. O
{zap{Iz, 10}, 1} y que {a, P, T, P, a, p

Corolario 3.3.1. Dado un push out P{j, s} basado en un morfismo a : T — A
asociado a un objeto (z,X), se tiene que CX = P{j' {5jp,xa,5}} y SX =
P{j*, apj'}.

Demostracion. Basta aplicar el teorema 1.22 a P{j, s} y componer con los push

outs que definen CX y SX en la proposicién 3.3.1 anterior. m

Obsérvese que dado un objeto basado (x, X, a), el cono de dicho objeto C'X

puede ser también definido por CX = P{ip, a}, teniendo en cuenta que el
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siguiente cuadrado es un push out:

X - A
LO*\L J/kx
I.X CcX
{za,1}
Efectivamente, por la definicion de cono, kxa = k{za, 1}z =

{z,a}{100,11:}7 = {za,1}1g,, ysig: A — Zy H : LX — Z son morfis-
mos tales que Hig. = ga entonces Hup{za,1} = {Hixa, Hip} =

{Hwpxa, Hiy} = {gaxa, Hi.} = {ga, Hi1.} = H{ios, 1.} y por tanto
{H,g} ={H, Hi1.} : P{iox,a} = P{{tox, t1:}, {za,1}} — Z.

Proposicion 3.3.2. Dado un objeto basado (x,X,a) se tiene que CX =
P{{ILL’, LO}JGP{va LO}} con (lp{[l’, LO} - {xap{l‘r7b0}7 ]-} y {ITL’,L()} = ka.

Demostracion. Basta observar que el siguiente cuadrado es un push out y com-

poner con el anterior:

p{Il’,Lo}

P{i, 2} ————— X

{Im,Lo}l lbo*

IX - I.X
p

- Conmutatividad: t.p{lz, 0} =prop{lz, o} = {plzLop, pto} = {xpLop, pto} =
{zp,pro} = p{Iz, 10},

- Propiedad push out: Si los morfismos g : X — Zy H : IX — Z verifican
Hlx = grpy Hig = g entonces Hiynx = HIxi, = grpry = gx y por tanto
existe el morfismo {g, Hi,} : X VX — Z verificando {g, Hi, }{Tzp,T,T} =
{9zp,g9,Hi1} = {HIx,Huy, Hi1} = Hx' y por tanto se tiene que {H, g} =
{H,g,Hu\} : P{{Ix, 00}, p{Iz,10}} = P{x*,{Tzp,Z,T}} — Z. Componiendo
se concluye que CX = P{{Ixz,o},ap{Ix,o}} con ap{lx, o} ={zap{lx, o}, 1}
y {Iz, 10} = k. O
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Corolario 3.3 .2. Dado el push out P{j,s} basado en el morfismo
a:T — A asociado al objeto (z, X), se tiene que CX = P{{Ij,to},ap{Ij,t0}}
con ap{[ja LO} = {§]p7 xa,E} y {Ijv LO} = kx.

Demostracién. Basta aplicar la proposicién 1.2.8 a P{j, s} y componer con el
push out de definicién de C'X dado en la proposicién 3.3.2 anterior. Notese
que {z{a, 1}p{lz, 10}, 1}15 = {zp,z{a, 1}, 1}1'(1%].)5 = {xpls,z{a,1}5,5} =
{zsp,za,s} = {5jp,xa,s}. O

Proposicién 3.3.3. Dado un morfismo basado entre push outs asociados h =
fUy,1: X = P{j,s} — X' = P{j’,s'}, basados respectivamenteena : T — A
ya T — A, conh : (z,X,{a,1}) — (', X', {d,1}), se tiene que Ch =
IfUrgu,s1: CX = P{{Ij, o}, ap{lj,wo}} — CX' = P{{Ij',w},d' p{Ij',10}}
con morfismos base respectivos ap : IT — Ay dp : IT" — A, con
Ch : (kx,CX,{ap,1}) — (ka',CX',{d'p,1}); y Sh = If U, g 1:5X =
P{j' apj'} — SX' = P{(j),d'p(y')'} basados también en los morfismos
anteriores, con Sh : (Sx,SX,{ap,1}) — (Sz/,SX', {d'p, 1}).

Demostracion. En general, Ch = ILh U, 1 : CX = P{is, {a,1}} — CX' =
P{igs, {d',1}} y Sh=LhUpyp 1: SX =

P{{eos, 1} {{a, 1}, {a, 131} — SX" = P{{tos, 1}, {{a’, 1}, {d, 1}}}. Por
el teorema 3.11 se tiene que [,h = I[f Uy, 1 : LX = P{lj,sp} — LX' =
P{Ij',s'p} es un morfismo entre push outs asociados, con

Leh s (L, X),{ap, 1}) — (L(«, X'),{d'p, 1}).

Se tiene que I.hpls = Lhpls = L.hsp = (If Uy, 1)3p = spl f = pIsIf.
Ademas, por el teorema 1.2.2 y la proposiciéon 1.2.8 aplicados al cuadrado con-
mutativo fj = j'g se tiene que [ fj! = (j’)lf(lj,ﬁj)g y [f{Ij 0} =
{1j',10}(Ig Uy f). Por otro lado, {a'a'p,a’, "}, ;1 s'TE g =
{22/ p, x’,?}l(lx/7j)s’g = {&'d'pl(s'q), 's' f, 25 f} =
{z'2's'gp, ' (f Uy 1)5,2'(f U,y 1)5} =
(@790, (f Uy DV (£ Uy D)5, ((f Uy DV (£ U, 1))75) =
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{5 Fip. ((F Uy 1)V (F Uy D)5, ((f Uy 1) V (U, 1)) =
((F Uy 1)V (f Uy 1) (@519, 35,75} = ((f Uy D) V (£ Uy 1) {Fusp, 35, )75} =
(/' Uy 1)V (F Uy DT, T )5 y
{2'p, 1}(Is' Uy 8')(Ig Uy f) = {a'p, 1}(1(5'g) Ugy 8'f) = {2'pI(s'g),s'f} =
{2's'gp, (f Uy )5} = {5'j'gp, (f Uy 1)5} = {5/ fip, (f Uy 1)5} =
(f Us D{53p,5} = (£ Uy Dasp, 5} = (F U, D{ap, 1}(Is U, 3)

Teniendo en cuenta que L hie, = teh = te(f Uy 1) y los corolarios 3.3.1 y
3.3.2 se concluye por la proposicién 0.23 que Sh = I,h Upyp 1 =
IfUp, 418X = P{{w., u.} {{a. 1} {a, 1}}} = P{5",apj'} — SX' =
P{{eon, 0}, {1}, {a’ 133} = P{(7)"dp(4)'} y Ch = Lh Uy 1 =
If U, 1+ CX = Plu, {a,1}} = P{{Ij,w},ap{lj,}} — CX' =
Pluw, {a’, 11} = P o}, a/ {15, 00} }- 0

Corolario 3.3.3. Dada una cofibracion h : (x,X) — (2/,X’) entonces
Ch : (kx,CX) — (ka/,CX") y Sh : (Sz,SX) — (Sz’',SX') también son

cofibraciones.

Demostracion. Supéngase que h = f U, 1: X = P{j,s} — X' = P{j',s'} es
una cofibracién entre push outs asociados, con h : (z, X) — (2/, X’). Entonces
por la proposicién 3.3.3 anterior se tiene que C'h =

If Urgu,s 12 CX = P{Ij ot ap{ljot}y — CX' = P{{Ij0}.a'p{1j w0}}
ySh=1IfUp ,1:5X = P{jLap} — SX' = P{(j))".ap(j)'} son
morfismos entre push outs asociados, con Ch : (kx,CX) — (ka/,CX’') y
Sh: (Sxz,SX) — (S2', SX’).

Porser fU,1 : P{j,s} — P{j’,s'} una cofibracién entre push outs asociados
se tiene que f y g son cofibraciones y que (j’,j) es una cofibracién de pares.
Por la observacién 1.1.4, el morfismo I f es cofibracién; por la proposicién 1.2.7,
Ly
pares. Concluyéndose que Sh = I; Un, g 1: P{jt,aps'} — P{(5)', d'p(j')'}

)9 es cofibracién y por la observacién 2.1.3, (51, 7') es una cofibracién de

es una cofibracion.
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Por otro lado, el morfismo Ig U, f : P{w,j} — P{io,j'} es cofibracién
por la proposicién 1.1.3 pues {Ig, o} : P{to,g} — 1S’ lo es por la observacién
1.14.

El siguiente cuadrado es un push out

{£.4"}

P{j,q} T
Loi l{fj,bo}bo
P{Ij,Ig} ———— P{IgU, f,{Ij,10}}

{IgUgf {Ij,0}s"}

Efectivamente Tg U, fIj=1gU, f{ljw}j={lj0r(IgU, f)j={1j,00}i'Igy
por tanto existe el morfismo
{Ig Uy [ A1j,00}5"} : P{Ij, 19} — P{Ig Uy f, {1, 00}}.
Ademds {Ig U, f,{1j,t0}j }o = {Ig U, fro, {1, 0}j't0} =
{Tg U, F{1j,10}70, {1j,10}705'} = ({4, 10} (19 Uy f)i0, {1j, 00} 707’} =
{17, 10)00f. {1, 10}705"} = {Ij,w0}i0{f.j'} y por tanto el cuadrado es con-
mutativo. Dados morfismos {fy, f1} : P{lj,Ig} — Xy fo : T — X
verificando { fy, fi}to = fo{f, 7'}, entonces fiio = foj’ y existe el morfismo
{fi. f2} + P{w.j'} — X verificando {f1, fo}(Ig Uy f) = {filg, fof} =
{folj, foro} = fo{lj,t0}. Se concluye que
{fo, i}, fo} = {1 fo}s fob 2 Pleo {57} = P{Ig Uy f.{1j, 00} — X.

En particular {{I5, o}, If} ={{If, 15}, 10} =
{I{f,7'}, v} - P{Ig U, f.{Ij,w}} = P{w,{f,57/}} — IT', y por la obser-
vacién 1.1.4 es cofibracién, al serlo {f,j'} : P{j,9} — T’ ya que (j',j) es una

cofibracién de pares. De lo anterior se tiene que el morfismo ({17, t0}, {1],t0})
es una cofibracién de pares y se concluye que Ch = If Upg,p 1 : CX =
P{{Ij,w},ap{lj,w0}} — CX" = P{{Ij',wo},d'p{Ij',10}} es una cofibracién

entre push outs asociados. O

Corolario 3.3.4. Si el par ((¢/,X’),(x,X)) tiene como push out asociado

P{(j',7),(¢,8)} cona’ : T" — Aya: T — A morfismos base respectivos
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de los push outs P{j, s} y P{j’,s'}, entonces los pares ((kx',CX"), (kx,CX)) y

((S2',SX"),(Sx,SX)) tienen como push outs asociados respectivamente
P{({]j/7[/0}7{1j7 LO})7<a,IO{Ij/7 L0}7ap{1j7 [’0})} yP{((j,)17j1>7(a/p(j/)17 a’pjl)}

De esta forma, dado un push out P{j, s} basado en un morfismoa: 7T — A
asociado a un objeto (z,X), se tiene que el cono de dicho objeto es el ob-
jeto basado (kz,CX,{ap,1}) donde CX = P{{Ij,wo},ap{lj,o}} vy k =
j1 : X — CX inducida en P{j',{5jp,za,5}}. De forma similar se tiene
que la suspensién de dicho objeto es el objeto basado (Sz, SX, {ap,1}) donde
SX = P{j',apj'} y Sz = j'.

Sih=fU,1: X = P{j,s} — X' = P{j’,s'} es un morfismo basado entre
push outs asociados basados respectivamente en a : T — Ay
a T — A conh: (z,X,{a,1}) — (2/, X', {d’,1}), se tiene que Ch =
IfUrgu,s 1 (kx,CX) = P{{Ij,tw},ap{lj,t0}} — (ka',CX") =
P{{Ij' w0}, a'p{Ij' 10} } y
Sh=1fup, ,1: (S, 5X)=P{jl,apj't — (52',5X") = P{(")",a'p(j')'}
son también morfismos basados pues {a'p,1}Ch = {a'p, 1}(If Urg,5 1) =
(@ip. 1} = {op 1} y {p 1}Sh = {dp, IS Upy, , 1) = {dfpi1} =
{ap, 1}.

Dado un objeto basado (z, X, a), el morfismo z : A — X puede ser conside-
rado como un morfismo basado entre los push outs asociados = =
rU 1: (1,A) = P{1,1} — (z,X) = P{x,1} basados respectivamente en
1:A— Aya: X — A Entonces por la proposicién 3.3.3 anterior Cx =
Iz Unye 1 o (K1L,CA{1p,1}) —  (ko,CX,{ap,1}) y Sz =
Iz Ur 1 1: (51,54, {1p,1}) — (Sz,5X,{ap,1}). Como {I1,10} = 114
y 11 = 174 entonces CA = P{l,p} = Ay SA = P{1,p} = A, por tanto
(k1,CA, {1p,1}) = (1, A, 1)y (S1,SA,{1p,1}) = (1, A, 1). Dedonde Czkl =
Cr = kx y SxS1 = Sx. Esta ultima igualdad confirma la notacién de la in-
ducida.

Proposicion 3.3.4. Dado un push out P{j,s} basado en un morfismo

a : T — A asociado a un objeto (x,X), se tiene que el morfismo k =
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nU;, 1: X = P{js} — CX = P{{Ij,w},ap{lj,t0}} es una cofibracién
basada entre push outs asociados, con k : (x, X, {a,1}) — (kz,CX,{ap,1}).

Demostracion. El morfismo 1y U;, 1 existe pues t1j = Iju = {Ij,o}ju1 y

ap{lj,w}tju = aplji, = apyj = aj = s. Observando que por el corolario

3.31 ks = {Sjp, xa, s}y, y que por el corolario 3.32 {Sjp, za, s} = ap{lj, i},

Da=kry (11Us;, 1)s = ap{lj,o}t1 = {Sjp,za,s5}e; = k5.

se tiene que (11U i

ju
Se concluye que k = 13 U, 1.

Por el axioma GI4 se tiene que {/j,t,¢1} : Ile = P{ju1,5} — IT es una
cofibracién, y por tanto, ({Ij,t0},j) es una cofibracién de pares. Observando
que ¢1,j¢1 y 1 también lo son, se concluye el resultado.

O]
Corolario 3.3.5. Dado un push out P{j, s} basado en un morfismo a : T — A
asociado a un objeto (x,X), se tiene Sk = Iy Ul(l{]j,bo}’j)ﬁl 1 : 85X =
P{j' apj'} — SCX = P{{Ij,u}' ap®{Ij,10}'} es una cofibracién entre
push outs asociados, con Sk : (Sz,SX) — (S(kx), SCX).

Demostracion. Consecuencia inmediata de los corolarios 3.3.2 y 3.3.3 y de las

proposiciones 3.3.3 y 3.3.4. O]

Corolario 3.3.6. Dado un push out P{j, s} basado en un morfismo a : T — A
asociado a un objeto (z, X), se tiene que el par ((S(kz), SCX), (Sx,SX)) tiene
como push out asociado a P{({Ij,to}', '), (ap*{1],10}*,apj')}.

Para un objeto basado (z, X, a) y otro objeto (h,Y’) de C# se obtienen los
grupos de homotopia punteados del objeto (h,Y") referido al objeto (z, X, a)
como T (h,Y) = [(S"x, S X), (h,Y)] = [S"X, Y]"5"™} | que coincide por
el apartado tercero de la proposicién 1.29 con
[[.S" 71X, Y]ih“n_l’han_l}p*{w*’”*}{{LO*’”*}}, donde a™! representa el morfismo

base natural del objeto (S" 'z, S"71X).

Observacion 3.3.1. Para todo objeto (z, X) ya se vio que z : (1,4) — (z,X)

es una cofibracién entre objetos de cof#. Observando que para el objeto (1, A)
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se verifica que 1, = 14 : A — LLA = P{1,p} = A se tiene que I[ A =

P{x,x} = XV X y que ()} = {ups,t1+} : X VX — LX. De donde
[I,S"1X Y]iha”_l,ha"_l}/)*{w*,Ll*}{{LO*,Ll*}} _
[ SnilX Y]{ha"’l,hanfl}P*(S"flx)i{(snflﬂﬁ)i} — Wflnflx(yj hanfl) que por el coro-

lario 3.21 coincide con %" #(Y, ha™ ).

Proposicion 3.3.5. Dado un objeto basado (x,X,a), el objeto basado
(S™x, S"X) tiene como push out asociado P{x",ap"x™}, con morfismo base
ap" : I"X — A.

Demostracion. Por la proposicién 3.3.1 se tiene que el objeto basado (Sx, SX, a')
tiene como push out asociado P{z' apr’} con morfismo base
ap : IX — A. Usando el corolario 3.3.1 se tiene que el objeto (5%, S?X, a?)
tiene como push out asociado P{(z")!, app(z')'} = P{z? ap*x?®} con morfismo
base ap? : 12X — A. Iterando el proceso se concluye que para todo n € N, el
objeto basado (S"z, S™ X, a™) tiene como push out asociado P{z", ap"x™} con

morfismo base ap™ : I" X — A. O

Teorema 3.3.1. Dado un objeto basado (z, X, a) y un objeto (h,Y) de C*, se

tiene que w\" (h,Y) es isomorfo a 7% (Y, ha).

Demostracion. Por la proposicién 3.3.5 anterior, la observacién 3.31 y la propo-
sicion 1.4.2 se tienen los siguientes isomorfismos de grupos:
Wﬁf’X’a)(h, Y) = an_l‘”(Y, ha™1) = an_l(Y, hap™1).

Por la proposicién 1.4.1 se concluye el resultado:
TN (h,Y) = (Y, ha)
m

Corolario 3.3.7. Dado un push out P{j, s} basado en un morfismo a :T — A
y asociado a un objeto (x, X), se tiene que w1 (. Y) = 73 (Y, ha).
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Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema 3.3.1 anterior y del tercer

apartado de la proposicién 1.42. Obsérvese que h{a,1}s = ha. ]

Para todo objeto basado (x, X, a) y todo objeto (h,Y") de C#, se induce una

sucesion exacta de homotopia:
N 71_3:1:Xa (h Y) (a: X,a)(h) é} ﬂ_éx,X,a)(l’A) E)

k :ch(h Y) (mX,a)(h)_> (mXa(l A) (zXa(hjy)

Por otro lado, dada la cofibracién x : A — X, y los morfismos a : X — Ay
h: A —Y, existe por resultados probados en el capitulo anterior, una sucesion
exacta S(z, h, a) relativa a la cofibracién x del morfismo i basada en el morfismo
a:

73V, ha) L w3 (h,a) B 73 (A, a) 2 73 (Y, ha)

Ambas sucesiones se vera que son isomorfas a partir de Wém’x’a) (h,Y)ym3(Y, ha)
respectivamente, lo que evidencia que la sucesion exacta de homotopia punteada
es un caso particular de la respectiva generalizada. De esta forma, cuando la
categoria es punteada, la sucesidon exacta de homotopia generalizada puede ser

extendida hasta los grupos de orden uno.

Teorema 3.3.2. Dado un objeto basado (x,X,a), se verifica que el par
(S(kS"™x),SCS"X), (S"Hx,S"1 X)) tiene como push out asociado
P{((an)l, .,L.n—i-l)’ ({apn+2’ apn+1}(cl.n)1, apn—&—lxn—i-l)} — S/{Snx

Demostracién. Como ap™™2I(.8)! = {ap? ap™, ap" ™'} =

{ap™ I (1o) I p, ap™ (1) Ip", ap" '} = ap"  I{ubp, tlp™, 1}, existe el mor-
fismo {ap" ™, ap"™} : ICI"X — A. Por la proposicién 2.2.1 y el apartado
segundo del teorema 1.2.2 se tiene que

({ap™™2 ap™™}(Ca™)!, ap"+1xn+1)(f Cam {Imn LO}){q, kxn—tiguy tp"}, 1) =
({ap™2, ap™ 1} (Ca™) Ll g1 oy k™ T~ 7}, ap1am) =

({apn ,ap"“}]q{]:v ,Lo}l,aanrl n+1) — ( n+2{]3j ,Lo}l,aanrl:EnJrl). Ob-
servando que P{({I2", 10}, 2" ™), (Ligyn (1an oy 15 ka5 pr ), 1)} tiene
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como morfismos inducidos ({Ix™, 1o}, xn*l) = ({Iz", o}t 2n*) =
((Cmn)17 mn—H) ([(1093" {Iz", Lo}){qa kxnilml’gilpnh 1) =

([(lCm",{Ia:”,LO}){q7 k™ *1L0L0 'pn}, 1) = (Iq,1) y que por la proposicién 3.35, el

corolario 3.3.6 y la proposicién 0.22 se tiene que el par
((S(kS™z),SCS"X), (S™ 1z, S"*1X)) tiene como push out asociado
P{({Ia", 10}, 2™ ), (ap" 2 { 12", 10} ap™ 2™t} =
PU(C), ™), ({ap™, ap™ 1} (Cam)! ap 1)},

Nétese qui/](lcxm{hnw}){q, kean 75! P fan sy am T 01 =
e U T T

Ligan s @1 = Llggn wyk y que Iqly, = Ik de donde se tiene que [k =

n+1 n
I Up g Lo b I'FIX — ICIX
[
Por teorfa de homotopia punteada se tiene que 7'";77" (h) = [S"k, h], =
[Sk‘srzfl,h]*.

Proposicién 3.3.6. Dado un objeto basado (z, X, a) y un objeto (h,Y) de C4,

se tiene que 7T7(L+)2( 9 (h) 7 o(h,a).

Demostracion. Por la proposicion 3.21 aplicada a pares se tiene que

773 (h) 22 [Skgn, h. 2 [Skgn, h)WDUSES )5 12)

Usando el teorema 3.3.2 y por el tercer apartado de la proposicién 1.2.9 se

](h,l){(S(kS"x),S"Jrla:)

tiene que [Skgn, } es biyectivo con

[k, B]([hae™ 2 hag™ 1O ap am (€ ) o oy ).
Un razonamiento similar al realizado en la demostracién del teorema 3.3.1
concluye que la biyeccién obtenida entre W,Sﬁ;(’a)(h) y mr.o(h,a) es un isomor-

fismo de grupos. O

Corolario 3.3.8. Para todo objeto basado (v, X,a) y todo objeto (h,Y) de
C4 se tiene que la sucesion exacta de homotopia punteada S.((z, X, a), (h,Y))

asociada al objeto (h,Y) y referida al objeto (x, X, a) es isomorfa a la sucesion
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exacta de homotopia S(x, h,a) relativa a la cofibracion x del morfismo h basada

en el morfismo a:

h* x a
% plmXa) (g vy L e X () s gl X (g g) 2 peXa) gy

P ’

- ——> 75 (Y, ha) ——>m5(h, )

o

IR
-
1%

> )
e wg(i ha)

Demostracion. Es evidente que los isomorfismos del teorema 3.3.1 y los de la
proposiciéon 3.3.6 anterior son compatibles con los homomorfismos de dichas

sucesiones. n

El isomorfismo de sucesiones dado en el corolario 3.3.8 anterior permite afir-
mar para homotopia generalizada que si i : B ~— A es una cofibracién con una
retraccion r : A — By f : B — X es un morfismo, entonces la sucesién exacta
de homotopia generalizada S(i, f,r) relativa a la cofibracién i del morfismo f

basada en el morfismo r puede ser extendida hasta 7t (Y, fr).



Capitulo 4

Teoria dual. Aplicaciones y

ejemplos

Todo lo desarrollado en los capitulos precedentes tiene una dualizacién. Asi
surgen los conceptos de P-categoria generalizada con sus caminos generalizados

y sus fibraciones.

Como sucede en diversas teorias de homotopia, también en ésta pueden existir
dos estructuras que hagan de la categoria una [-categoria generalizada y una
P-categoria generalizada. Pero se necesita una cierta compatibilidad de dichas
estructuras para que la homotopia obtenida por ambas sea coincidente. Esto se
consigue mediante el concepto de I P-categoria generalizada. Cuando también
existe una compatibilidad entre las cofibraciones y las fibraciones, entonces los
grupos de homotopia generalizados van a ser isomorfos en ambas estructuras.

Todo cilindro generalizado genera cofibraciones de forma que la categoria con
estas cofibraciones generadas llega a ser una I-categoria generalizada. Lo mismo
sucede dualmente con los caminos generalizados y las fibraciones generadas. De
esta forma basta tener un funtor adjunto a derecha (resp. a izquierda) de un
cilindro generalizado (resp. caminos generalizado) para generar una estructura

de [ P-categoria generalizada.

131
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Cuando la teoria es desarrollada en categorias aditivas, resulta mas sencilla su
elaboracién. En este tipo de categorias, la propiedad de extensiéon de homotopia
de las cofibraciones iteradas es una simple consecuencia de dicha propiedad de
la cofibracién sin iterar. Asi, las cofibraciones generadas por un cilindro generali-
zado en una categoria aditiva con push out son exactamente los morfismos que

verifican la propiedad de extensién de homotopia.

La operacidn de los grupos de homotopia generalizada basados en el morfismo
cero viene inducida por la suma de los morfismos de la categoria. Por ello, en una
I-categoria aditiva generalizada, incluso el grupo de homotopia de orden uno es

abeliano.

Al ser la adicién de la categoria lo que da la estructura aditiva a los grupos
de homotopia, puede obviarse que los cilindros conserven push outs cofibrados.
De esta forma, dada una construccidén cono en una categoria aditiva, surge una

estructura de [-categoria generalizada en dicha categoria.

Igualmente sucede con coconos y caminos generalizados, concluyéndose que
en el caso de funtores adjuntos es lo mismo obtener primero la construccién
cono-cocono y posteriormente la [ P-categoria generalizada, que obtener primero
la I-categoria generalizada y después mediante adjuncién, la I P-categoria gene-

ralizada.

Similarmente a como se obtienen los grupos de homotopia de los espa-
cios topoldgicos punteados, una [-categoria generalizada se puede puntear para
obtener esferas y, mediante éstas, crear los grupos de homotopia esféricos de
un objeto punteado. Estos grupos esféricos son un ejemplo mas de grupos de

homotopia generalizada.

Existen muchos ejemplos de teorias de homotopias que verifican la teoria de
homotopia aqui desarrollada. La homotopia ordinaria de los espacios topolégicos
es uno de ellos. Los grupos de homotopia de los espacios topolégicos punteados,
asi como las sucesiones exactas originadas por ellos, son solo un caso particular
de la homotopia generalizada que posee la categoria de los espacios topoldgicos.

En ella, usando los desarrollos establecidos en los capitulos anteriores, se puede
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hablar de grupos de homotopia relativos a cofibraciones y sucesiones exactas
asociadas a una aplicacién continua, tanto para las cofibraciones de Hurewicz
(generadas por el cilindro topoldgico) como para las cerradas. También los
caminos topoldgicos dotan a esta categoria de una estructura de P-categoria
generalizada y, en conjunto, es una I P-categoria generalizada.

La homotopia propia de los espacios topoldgicos tiene también una estructura
de I-categoria generalizada. Para ello hay que definir dicha estructura en una
supercategoria de ésta, denominada categoria de los espacios exteriores.

La homotopia de los complejos de cadena de una categoria abeliana tiene
una estructura de [ P-categoria generalizada. En esta estructura, las cofibra-
ciones (fibraciones) generadas coinciden con los monomorfismos (epimorfismos)
normales.

La homotopia proyectiva descrita por Eckman y Hilton en R-mddulos tiene es-
tructura de P-categoria generalizada y no existe ningtn funtor adjunto a izquierda
al de sus caminos. En esta homotopia es equivalente decir que dos homomorfis-
mos de R-mddulos son hométopos a decir que su diferencia se factoriza a través
de un médulo proyectivo.

Andlogamente sucede con la homotopia inyectiva de R-mddulos de Eckman y
Hilton. En este caso, la homotopia tiene asociada una estructura de /-categoria
generalizada, que no tiene un funtor adjunto a derecha del cilindro. La homotopia
entre dos morfismos es equivalente a que su diferencia se factorice a través de
un moédulo inyectivo.

Por Ultimo, existen homotopias tensoriales en grupos, R-casi mddulos y

R-médulos, que también son ejemplos de I P-categorias generalizadas.

4.1 Homotopia en una P-categoria generalizada.

Adjuncion

Todo lo desarrollado en los capitulos precedentes tiene una versién dual que se
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puede englobar bajo el titulo de homotopia de una P-categoria generalizada. Al
ser validos los razonamientos duales para obtener grupos de homotopia generali-
zados y sucesiones exactas de dichos grupos, no se dard mas que la definicién de

P-categoria generalizada para justificar la nomenclatura de los conceptos duales.

Definicién 4.1.1. (Dual de la definicién 1.1.2) Una P-Categoria Generalizada es
una estructura del tipo (C, P, p, ¢, 0., fib) donde C es una categoria, P : C — C
es un funtor denominado caminos, pg,p1 : P — 1¢ son transformaciones na-
turales denominadas proyecciones, ¢ : 1 — P es una transformacién natural
denominada inclusién, 6y, 60, : P — P? son transformaciones naturales denomi-
nadas coproductos y “fib" es una familia distinguida de morfismos denominados
fibraciones y representados por “—", verificando los axiomas GP1, GP2, GP3,
GP4 y GP5:

GP1 (Axioma de Caminos) p.. = id, € € {0,1}

GP2 (Axioma de Pull back) Para toda fibracién p : A — By todo morfismo
f+ X — B existe el objeto pull back P < f,p > con p fibracién:

P<f,p>—f>A

7| ip

X B

El funtor caminos P transforma pull backs fibrados en pull backs, esto es,
P(P< f,g>)=P< Pf,Pg>.
GP3 (Axioma de Fibracién) Para todo objeto X de C, pox,p1x : PX — Xy
1x : X — X son fibraciones. La composicién de fibraciones es fibraciéon. Toda
fibracion verifica la propiedad de levantamiento de homotopia (P.L.H.):

Un morfismo p : A — B se dice que verifica la P.L.H. cuando todo cuadrado

de homotopia

PB——B ,e€{0,1}
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tiene una elevacién F' : X — PA tal que p.FF=hy PpF = H.
GP4 (Axioma de Caminos Relativo) Para toda fibraciéon p : A — B, el
morfismo p' =< Pp, py, p1 >: PA — P)B = P < pi,p > es una fibracién

P1

P < pl]_?7p > A
] ;
P < pPo; D > P B

GP5 (Axioma de Coproducto)
d , v=c¢

y 0.u=1* ;conv,ee{0,1}.
Lpy, , VFE€

(sz/)ee = puPee =
Ciertas teorias de homotopia pueden ser obtenidas usando indistintamente
un funtor cilindro o uno caminos. Para ello se necesitan las compatibilidades
de dichos funtores, de las transformaciones naturales intervinientes asociadas a
cada uno de ellos y de las cofibraciones y fibraciones de la categoria. En la teoria

desarrollada en este trabajo también se llega a resultados similares.

Definicion 4.1.2. Una [ P-categoria generalizada es una estructura del tipo
(C, I, P, te, pe, Py Ly Xe, Oc, cof, fib) donde (C,1,te,p, Xe,cof) es una estructura
de I-categoria generalizada sobre C y (C, P, p., ¢, 0., fib) es una estructura de
P-categoria generalizada sobre C.

Ademas el funtor P es adjunto a derecha del funtor I mediante un isomor-
fismo de adjuncién v : Hom(I—,~) — Hom(—, P ~) que hace las estruc-
turas compatibles, ¢t = pe., Lt = p*y X; = 0., esto es, para todo morfismo
F : IA — X se verifica Fi. = py(F'), para todo morfismo f : A — X se

verifica (fp) = tf y v*(Fxe) = 0y(F).

Definicion 4.1 .3. En una I[P-categoria generalizada, una fibracidn

p: X — Y y una cofibracién i : B ~— A se dirdn compatibles si para todo
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morfismo f : A — X, para todo n € N, todo morfismo H : I"A — X verifi-
cando HI™ = fip™ y todo morfismo G : A — P"X verificando P"pG = 1"pf
se tiene que pH =pfp" y Gi =" fi.

La compatibilidad de las estructuras queda claramente mostrada en el si-

guiente teorema.

Teorema 4.1.1. En una [P-categoria generalizada, dada una fibracion
p: X — Y y una cofibracion i : B — A compatibles, se tiene que para

toda f : A — X, los grupos de homotopia 7' (X, f) y (A, f) son isomorfos.

Demostracién. Sea [H] € 7' (X, f), entonces como H : I"A — X se tiene
que Y*(H) : A — P"X. Por las compatibilidades de las estructuras, y de la
cofibracién y la fibracidn, se verifica que p"y"(H) =

< Pp, P"lpo, P py, - po, pr > 7" (H) =

< Prpy™(H), P""'poy"(H), P p1y™(H), -+~ poy"(H), p1y"(H) >=

<" (pH), " poy(H)),y" o1y (H)), - -y~ (H )0,y (H )1 >=
<AMpfp"), " T (Heo), v T Hu), T HT o)y T HI ) >=

<y fe AT e A T T ) AT () >=
< pf, T T f T s

< Ppu f, P"pol™ f, PP pua foe - pot™ f, pri f >=

< P"p, P" ' po, P* " p1, - po,p1 > f =

p™" f. Por tanto [y*(H)| € w2 (A, f). Se define 4" : 7¢ (X, f) — 72(A, f) por
Y([H]) = [y (H)].

~™ bien definida:

Si [Ho] = [Hi] € m.(X, f) entonces existe H : "™ A — X tal que Hip =
Hy, Hiy = H, y HIi" = Hypli® = Hyi"p = fp™i"p = fp"11i", en particular
HI™Y = fip™*!, y por la compatibilidad de la cofibracién y la fibracién se tiene
que pH = pfp"*'.

El morfismo "™ (H) : A — P""1 X verifica p"" 'y (H) =
< (pH), A (Hio), 2" (o), v (HL10), A" (T, 9" (HI70y) 5=
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<A pf "), A" (Ho), v (HL), Y (F ™)y (7)™ (Fp™), 7" (fp™) >=
<" pf A" (Ho),y"(Hy), " f, " f, - f, " f >,y por el dual de la proposicién
1.2.6 se tiene que [y"(Hy)] = [7"(H1)] en 72 (A, f).

~™ es homomorfismo de grupos:

Por la proposicién 1.3.6, si [G] = [F]™' en 7/ (X, f) entonces existe una
extensién H : "' A — X del morfismo {fp" T 1%L F, fp", fp™, G} relativa
a la cofibracién " . Entonces 7" *1(H) : A — P""'X verifica p""14"T1(H) =
< Pt f MG,y (F), v f, 1" f >y por la proposicién dual de
la 1.3.8 se tiene que [y"(G)] = [y"(F)]"! en 72(A, f). En otras palabras,
3 (F) = ()]

Por la proposicién 1.3.7, si [H] = [F] - [G] en 7’ (X, f), entonces existe una
extensién £ : I"*' A — X del morfismo {fp 112"\ F, fp", G, H} relativa a
la cofibracién "1. Entonces v"T1(E) : A — P""'X verifica p"*1y"*(E) =
< Prtlp it f (G, Y (H),v(F), " f,--- 1" f >y por la proposicién dual de
la 1.39 y lo anterior se concluye que [y"(H)| = [v"(F)] - [v"(G)] en 7w2(A, f).

Una demostracién similar usando y~! prueba que v~ : 72 (A, f) — 7% (X, f)
es también un homomorfismo de grupos inverso de ". Se concluye que " es

un isomorfismo de grupos. O

Definicién 4.1.4. Dada una categoria C, un cilindro generalizado es un funtor
I : C — C y transformaciones naturales p: [ — 1¢, te : 1l¢ = Iy xe: Il — 1,
e € {0, 1}, verificando los axiomas GI1 y GI5 de la definicién 1.1.2 de [-categoria
generalizada.

La familia de cofibraciones generada por un cilindro (1, p, ¢, x) son aquellos
morfismos i de la categoria tales que 7,i',--- ", --- verifican la propiedad de
extension de homotopia y siempre tienen push out. Nétese que si ¢ tiene push
out para todo morfismo con su mismo dominio entonces existe i'. Iterando el

proceso, existe i para todo n € N.

Teorema 4.1.2. Dada una categoria C con un cilindro generalizado (I, p, tc, Xe)

de forma que 1. son cofibraciones generadas para todo objeto de la categoria,
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y el cilindro I transforma push outs con cofibraciones generadas en push outs,
entonces (C, I, p, e, Xe,cof), donde cof son las cofibraciones generadas, es una

I-categoria generalizada.

Demostracion. GI1 y GI5 se verifican por la definicién de cilindro generalizado.

El axioma GI4 es consecuencia inmediata de la definicion de cofibraciones
generadas. Nétese que (i")™ = "™,

Axioma GI2:

Que las cofibraciones generadas tienen push out se da por definicién. Que el
cilindro transforma push outs cofibrados en push outs se tiene por hipédtesis.

Dado el push out P{i, f}, hay que ver que i es una cofibracién generada.
Por el apartado segundo del corolario 1.2.1, basta probar que i tiene push out
para cualquier morfismo con su mismo dominio, y que verifica la P.E.H.

Por la proposiciéon 0.2.2, si el dominio de un morfismo ¢ coincide con el
dominio de 7, entonces el dominio de ¢ coincide con el codominio de f y
Pli,gf} = P{i.g}.

Dado el siguiente cuadrado de homotopia gi = G, asociado a i, entonces
GIfiy = Guof = gif = gfi es un cuadrado de homotopia asociado a 4, y al
verificar ¢ la P.E.H. tiene una extensién H tal que Hyy = gf y HIi = GIf.
Al transformar el funtor I los push outs con ¢ en push outs, existe el morfismo
{H, G} verificando {H,G}Ii = G y {H,G}io = {Hup, Gro} = {gf,gi} = g.
Axioma GI3:

Por hipétesis, ¢, son cofibraciones generadas para todo objeto de la categoria.
Dado el morfismo 14, se tiene que (14)" = 1;n4, que efectivamente tiene push
out para cualquier morfismo con su mismo dominio y dado un cuadrado de
homotopia hl = Hq asociado a 1, el propio morfismo H es una extension.

Falta probar que si los morfismos i : B — Ay j: C' — B son cofibraciones
generadas, entonces ij : C' — A también lo es.

Aplicando el corolario 1.2.1 a los cuadrados 1(ij) = ij e (ij)1 = ij se tiene
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respectivamente que ["1(ij)" = "I 5J Y que (zj)"lgw)l = I"ij". Sea F

un morfismo con dominio Ii"jC’, entonces FI(Z.jj)l tiene como dominio P?C. Al

Iii; »1}. El morfismo F
es de la forma {fon, fon_1, - f1, fo}, entonces FI(’;”)U b = " f "y
FIr. .1
(4,3)

11%1y = j7 for1 1"t y por tanto existe el morfismo
{F[(Z]J) ,] f2n 1, j f2n 2, 'nfhj_nfo} con dominio [ZnB Nétese que la

ser j una cofibracién generada entonces existe P{j", F

compatibilidad de los términos j7 f; entre si esta probada por existir el morfismo
F ={fon, -+ f1, fo}. Se tiene entonces que j"F =

(" fons 3" fon—1s -+ G f1, 7" fo} =

{FI, U5, 5" fon—1s -+ J7f1, 7" fo} =

{FI; )L 7" fons o 37 fr 3" fo} 00,

y por tanto se tiene un cuadrado conmutativo j*F =
{F[Z]])lvj f?n 1,° .] fla nfO}[Z,L] ‘

Dados dos morfismos g y G verificando que GITQU '

gF Il 31 = Gopg" pues GonI"j = gfon, Gonl*un = GopI"'i = gfo I Vi y

GonI*1yg = Gopy1 1" Vi = gfor 1 1" Y. Por tanto existe {Ga,, g} con dominio
P{j"™, FIj; 1} Ademas {Go,,g}i" =gy

(i3,9)
{G2n7g}{FI(ij’j)17.] fon—1, - G, g7 fo} =
{Gons 9fon-1,9fon—2,--+ gfo} = {Gan,Gan1, -+ G1,Go} = G. Se con-
cluye con la igualdad de morfismos {Ga,, g} = {G, g} con dominios respectivos
P{j", FIG; ;)1 = P{I(; 5,7, F'}. De donde al ser (ij)" = "I,

(23,9) (1,35

= ¢gF entonces

i tiene push
out para cualquier morfismo F' por composicién de ellos al ser i una cofibracién

generada y tener " push out.

Finalmente se verd que (ij)" verifica la propiedad de extensién de homo-
topia. Para ello es suficiente probar que I(” hJ la verifica, pues si se tiene un
cuadrado de homotopia h(ij)" = Hi. asociado al morfismo (i5)™ entonces existe
F : II''B — codom h verificando hi" = F'i., que es un nuevo cuadrado de ho-

motopia asociado al morfismo ", y al ser ¢ una cofibracién generada, existe una
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extensién G de dicho cuadrado que verifica Gi. = hy GIi"I]

) = 1
H.

Gind =

Sea ahora GI(T;,ij)j = Fi. un cuadrado de homotopia asociado al morfismo
L)
es de la forma {Fy,, Fy, 1, -+ Fo}. Ademds Gy, I"j = Fonte y Gr = Fju,
0 <k < 2n—1. Por tanto Go,I%1; = GopI™ Vi = Fopr 1" Y = ForI™it,
y Gonl¥19 = Gopyr1 I" Y = Fopi1td™ Vi = Fop 1 I™it.. De donde se obtiene
el cuadrado de homotopia Gg,j" = F](](’;jj)
generada, existe una extensién H de dicho cuadrado de homotopia.

j. Entonces el morfismo G es de la forma {Gs,,Gay 1, -+ G1,Go} y F

1)e.. Al ser j una cofibracién

Como HI*iy = Fyy_1yI™i y HI*1y = Fy—1)+11™i entonces existe
{H, Fop_1, Fon_2,++ Fi, Fy} con dominio I(I'B). Nétese que la compatibi-

lidad de los morfismos Fj.I™i entre si existe por el morfismo F](I(T;jj)l). El
morfismo {H, Fy,_1,--- Fy} es una extension del cuadrado de homotopia aso-

ciado al morfismo I&ij)j pues { H, Fo, 1, -+ Fotte = {Hte, Fop_1te, -+ Fote} =

{G2n7G2n—1> o GO}:G y {H7 FQn—lf o FO}I(T;7Z])j:{HInj7 F2n—17' o FO} =
{F27’L7F2n—17”'F0}:F- [

Para tener una I P-cateoria generalizada basta tener una /-categoria genera-
lizada con un minimo de propiedades y un funtor adjunto a derecha del funtor

cilindro.

Proposicion 4.1.1. Dado un cilindro generalizado (I, p,xc) y un funtor
P adjunto a derecha del funtor I, entonces el isomorfismo de adjuncion
v : Hom(I—,~) — Hom(—, P ~) induce una estructura de caminos gener-

alizado (P, pe,t,6.) compatible con el cilindro generalizado.

Demostracion. Sea v : Hom(I—,~) — Hom(—, P ~) el isomorfismo natural
de adjuncién entre los funtores dados. Se definen v : 1o — P, p. : P — 1l¢c y
Oc: P — P?por . =(p), pe =7 " (Lp)tep y 0 = v*(7'(1p)Xcp) respectiva-

mente.



4.1. P-Categoria generalizada. Adjuncién 141

La naturalidad de las transformaciones anteriores se deduce de la naturalidad

de las transformaciones p, t. y X. respectivamente:
- Pfu="Pfy(p) =~(fp) =(pLf) =~(p)f

- pPf=7""Ap)terPf =y Ap)I(Pf)ter =7 (1pPf)icp =
Y (Pflp)ier = fyH(1p)tep

- P?f0. = P*fy*(y ' (1p)xer) = V*(fy " (1p)xep) =
V(v Pflp)xer) = V(Y (1pPf)xer) = V(v (1p)IPfxep) =
V(v (Ap)xepPPf) = v*(v " (1p)xerPf.

La estructura de camino generalizado de (P, p,,t,0.) se deduce de la de
cilindro generalizado de (I, tc, p, X¢):
Axioma GP1:

pet = (Ap)tery(p) = v () IV (p)te = v (1py(p))te = 7 (v(p))te =
ple =1
Axioma GPb5:

puple = v (1p2)up2y* (Y (Ap)xer) = v (1p2) I (v (Lp)XeP)tup =
T ey (v AR)xer))wr = 7 (P (VT AR Xer))wr = (YT (LR ) XeP )t =
o () xep iup) = { ’7(;7*1(1P>1P) . ov=e _

Yy Ap)uppp) v F €

{ YU (Lp) . v=e { e, v=e

AWl (p)wr)) » vAe L v (e 5 vEe

lp , v=c¢
Ly , VFE
Ademés Pp,0 = Pp,y* (v (1p)xer) = v(poy(Y ' (1p)XeP)) =

YOy (Ap)ewpy(vH(Ap)xer)) = v(v T (1) Iy (v (1p)Xep)torp) =
YO (Apy(vH(Ap)xep))wip) = Y(v T (1p) Xepturp) =

{ YN (1p) . v=ce {1p,uze

7(771(1P)LVPPP> ) V%E Loy V%e
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Finalmente 0.0 = (v~ (1p)xer)v(p) = ¥ (v (1p)xepI*v(p)) =
V(v 1)y (p)xe) = Y (y HApv(p)xe) = Y (pxe) = V2 (p?) =
Y(y(pIp)) = v(v(p)p) = v(pIv(p)) = v(p)¥(p) = *.

Compatibilidad de las estructuras:
- (fp) =Aplf) =~(p)f =f.

- py(f) = Ap)eery(f) = v Ap) IV (e = v Apy(f))te =
7_1(7(f))bé - fLe-

- ( ) ( (1P)X6P)’Y(f) = 72(7_1(1P)X6P[2’Y(f)) =
Yy Ap)IV(f)xe) = V(v Ay (f))xe) = v (f xe)-

]

Una vez obtenidos unos caminos generalizados a través de un cilindro genera-
lizado y un funtor adjunto a derecha del funtor cilindro, se procede al estudio de
las posibles fibraciones que se asociaran a la estructura de caminos generalizados
para crear una [ P-categoria generalizada. Para ello es necesario usar cofibra-
ciones de retracto por deformacién fuerte y la propiedad de levantamiento de
homotopia relativa, conceptos que seran definidos de acuerdo con lo que sucede

en la homotopia ordinaria de los espacios topolégicos.

Definicién 4.1.5. Una cofibracién i : B — A en una [-categoria generalizada
se dird de retracto por deformacién fuerte cuando exista un morfismor : A — B

talquert=1eir~1reli

Definiciéon 4.1.6. Un morfismo p : X — Y en una [-categoria generalizada
se dird que verifica la propiedad de levantamiento de homotopia relativa cuando

para toda cofibracién i : B — A y todo cuadrado conmutativo

P{i,i} —— {G’g}

{Ii,bo}l lp
H

IA Y
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existe una extension F': IA — X tal que F{Ii,00} ={G,9} ypF = H.

Proposicion 4.1.2. En una I-categoria generalizada, dada una cofibracion de

retracto por deformacion fuerte i : B — A y un cuadrado conmutativo

. x

E ;

—FY

si p verifica la propiedad de levantamiento de homotopia relativa, entonces existe
f:A— X talque fi=gypf=h

Demostracion. Por la definicién de retracto por deformacion fuerte, existe
r:A— By H:JIA — Atalqueri =1y H :ir >~ 1 rel i, esto es,
Hi' = {ip,ir,1}. Por tanto, se tiene el cuadrado conmutativo H{Ii, 1y} =
i{p,r}. Componiendo este cuadrado con el del enunciado y al verificar p la
propiedad de levantamiento de homotopia relativa, existe F' : A — X tal que
F{li,io} = g{p,r} y pF = hH. Entonces el morfismo F'i; : A — X verifica
pFiuy=hHiuy =hy Fui= Fli, = gpt, =g. O

Proposicion 4.1.3. En una [-categoria generalizada, para toda cofibracion
i : B — Ay objeto Z, las cofibraciones {Ili i} : P{i,i} — I[Ay

ez » Z — IZ son de retracto por deformacion fuerte, con € € {0, 1}.

Demostracion. Se supondrd que € = 0. Para e = 1, la demostracion es similar.

El morfismo x; : I?A — [IA verifica x I{Ili,i0} = {lix1,t0p} =
{Iix1,t0p}IpIty. Por otro lado, el morfismo {Ii,}rx; : [°A — IA, donde
r : ITA — P{u,i} es la retraccion existente por el teorema 1.1.1, verifica
{ILi,oyrxiI{li, 1o} = {Ii,eo}r{lix1,t0p} = {Llix1,top} = {lix1,top}Iplio.
Por tanto existe {{Iix1,top}p,{li,t0}rx1, X1} : Il{lh.’Lo}P{Lo,i} — [Ay ve-
rifica {{Zix1,top}p,{Ii,t0}rx1, x1}t0 = {{Litop,topto}p,{Ii,to}riop, top} =
{{wopIi, wpro}ps op, wop} = {Lop®I{Ii, 1o}, top®to, top*e1} = wop®{Ii,1o}' y por
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la propiedad de extensién de homotopia existe H' : A — IA verificando
H'I{Ti, 0o}t = {{Iix1,0p}p,{Ii,e0}rx1,x1} y H'to = wop®. Se tiene en-
tonces que H't; = H : [?A — I A verifica H{Ii,,o}' =
{{ILix1,vop}p,{Ii,0}rx1, x1}t1 = {{Ii,e0}p, {Ii,00}r,1}. Por tanto {Ii, 1}
es una cofibracién de retracto por deformacién fuerte.

El morfismo x; : I2Z — 1Z verifica x11tg = top = top*lt1 = 1op*Ly y
por tanto existe {t0p?, top?, x1} : 11 Z — 1Z verificando {100, t0p?, x1}t0 =
{1op, top, top} = top*(19)* y por la propiedad de extensién de homotopia existe
H': I3Z — IZ verificando H'I(19)' = {t0p*, top®, x1}y H'to = top?. Entonces
H = H'v, : I*Z — IZ verifica H(1y)' = {t0p?, top?, x1}t1 = {top, top, 1}. Se
concluye que g : Z — IZ es una cofibracion de retracto por deformacién fuerte.

O

Proposicién 4.1.4. Dada una I-categoria generalizada y un funtor P adjunto
a derecha del funtor cilindro I, un morfismo p : X — Y verifica la propiedad de

levantamiento de homotopia (P.L.H.) si y solo si todo cuadrado del tipo

7zt x

i ip

IZTY
tiene una diagonal ' : 17 — X tal que Fi.. = h ypF = H, e € {0,1}.

Demostracion. Sea v : Hom(I—,~) — Hom(—, P ~) el isomorfismo natural
de adjuncidn entre los funtores I y P, y sea (P, p, ¢, 6) la estructura de caminos
generalizada compatible con el cilindro generalizado existente por la proposicidn
4.1.1. Dado un cuadrado como el indicado, entonces se tiene el cuadrado de
homotopia p.y(H) = Ht. = ph asociado al morfismo p. Por la propiedad
de levantamiento de homotopia existe F' : Z — PX verificando p.F' = h'y
PpF = ~(H). Se concluye que v~ '(F) : IZ — X verifica v Y(F)i. = p.F = h
y py H(F) =y (PpF) =~y"'y(H) = H.
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Reciprocamente, dado un cuadrado de homotopia p.H = ph asociado al
morfismo p, entonces el cuadrado conmutativo v *(H)i. = p.H = ph es del
tipo expresado en el enunciado, por tanto existe una diagonal verificando F't, = h
y pF' = v 1(H). De donde v(F) es una elevacidn relativa al morfismo p del
cuadrado de homotopia dado pues p.y(F) = Fi. = h'y Ppy(F) = v(pF) =
W (H)=H O

Teorema 4.1.3. Dada una estructura (C, 1, p, te, X, cof) de I-categoria gener-
alizada, si P es un funtor adjunto a derecha de I y la categoria C posee pull
backs entonces (C, I, P, p, i, L, pe, Xe, e, cof, fib) es una I P-categoria generali-
zada, donde las transformaciones t,p. y 6. son definidas como en la proposicion
4.1.1 y fib denota la clase de morfismos p : X — Y tales que p™ verifica la

propiedad de levantamiento de homotopia relativa para todo n > 0.

Demostracion. Por la proposicién 4.1.1, faltaria comprobar que se verifican los
axiomas GP2, GP3 y GP4
Axioma GP2:

Existen pull backs para todo morfismo que verifique la propiedad de levan-
tamiento de homotopia relativa pues la categoria los tiene para todo morfismo.
Ademas, por ser P funtor adjunto a derecha de I, conserva limites (Borceux, [4],
proposicién 3.2.2), en particular pull backs.

Falta comprobar que la inducida de una fibracién en un pull back es también
una fibracién: Dada una cofibracién i : B — A y el siguiente diagrama conmu-
tativo,

Pl i} p<fp>t oy

{IZ'7L0}\L ip lp

A——f——>Z——Y

se tiene que por verificar p la propiedad de levantamiento de homotopia relativa,
existe [ : IA — X tal que F{li,i0} = f{G, g} y pF = fH de donde, por la
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propiedad de pull back existe el morfismo < H,F >: [A — P < f,p > veri-
ficando p < H,F >= H, entonces como p < H, F > {Ili,io} = H{li,10} =
PGty f < HF > {li,i0y = F{Ii,io0} = f{G, g} se concluye que
< H,F > {Ii,10} = {G, g}
Axioma GP3:

Trivialmente, para todo objeto X de C, 1x verifica la propiedad de levan-
tamiento de homotopia relativa pues si H{Ii,1o} = 1{G, g} entonces el propio
morfismo H es una extensién de dicho cuadrado conmutativo.

Dada una cofibracién i : B »— A, si se tiene un cuadrado conmutativo

. G7
P{uy,i} 169 PX

{]7:7L()}\L J/pe

IA X

H
entonces el isomorfismo de adjuncién v permite crear un cuadrado de homo-
topfa asociado a la cofibracién {Ii, o}, este es, v ' ({G,g})ic = pA{G, g} =
H{Ii,tp}. Sea F': ITA — X una extensién de dicho cuadrado de homotopia,
estoes, Fu, = Hy FI{li,io} = v '({G,g}). Se tiene que y(F): [A — PX
verifica 7(F){1i, o} = v(FI{Ii,1}) = v(v"'({G,9})) = {G. g} y pry(F) =
Fi. = H. Por lo tanto p, verifica la P.L.H.R.

Seanp: X — Y yq:Y — Z morfismos verificando la P.L.H.R., entonces

dada una cofibracién 7 : B — A considérese un cuadrado conmutativo

. G7
P{1g,i} ﬂX

{IZ',LQ}i \Lqp

IA A

H
Como ¢ verifica la P.L.H.R. existe una extensién F' : [A — Y verificando

qF = H 'y F{Ii,io} = p{G,g}. Ahora, por verificar p la P.L.H.R. existe una
extensiéon U : IA — X verificando pU = F'y U{li 1o} = {G, g}. De donde U

es una extensién del cuadrado dado pues gpU = qF = H.
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Si p verifica la P.L.H.R. entonces por las proposiciones 4.1.2, 4.1.3y 4.14, p
verifica la P.L.H.
Axioma GP4:

Evidente observando que (p™)™ = p™t™. ]

El teorema anterior permite crear con un cilindro (I, p,tc, xc) y un funtor
adjunto a derecha, F', del funtor cilindro I, I P-categorias generalizadas cuando la
categoria tenga push outs y pull backs: una tomando las cofibraciones generadas
por el cilindro y las fibraciones obtenidas como en el teorema anterior, otra
siguiendo el proceso dual, esto es, las fibraciones generadas por el funtor camino
y las cofibraciones definidas dualmente a las fibraciones del teorema, e iterando el
proceso con las nuevas cofibraciones y fibraciones obtenidas seguiran apareciendo
I P-categorias generalizadas. Los resultados obtenidos en esta secciéon también
tienen sus resultados duales con demostraciones totalmente duales. Por ello se
omiten. Notese que la propiedad de levantamiento de homotopia relativa es una
propiedad autodual.

Si se tiene un cuadrado conmutativo del tipo:

B—1 - px

lI i<PP,P0>

A <G,h>P < pO’p >

entonces el siguiente cuadrado también es conmutativo

-1
P{i0,i} {y~*(H),h}

{Ii,Lo}J/ J/p
%Y

14 7~ HG)

Obsérvese que v '(H)wy = poyy "(H) = poH = hi, y por tanto exis-
te el morfismo {y"'(H),h} : P{w,i} — X. Efectivamente, p{y *(H),h} =
{py{(H)ph}t = {vHPpH).pGY = {7 HG)yTHG} =
(VUG i, v G} = v HG){Ii,ip}. Por la propiedad de levantamiento
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de homotopia relativa existe F' : A — X verificando F{Ii, o} = {y"'(H),h}
y pF' = v7Y(G). El morfismo v(F) : A — PX verifica y(F)i = v(FIi) =
Yy (H)) = Hy < Pp,po > (F) =< Ppy(F), poy(F) >=< ~(pF), Fig >=
<Yy HG)),h >=< G, h >.

4.2 Categorias aditivas

En categorias aditivas, la suma de morfismos hace que diversas propiedades
de las I-categorias generalizadas se verifiquen con menos exigencias. En este
sentido, la propia axiomatica de definicion puede ser simplificada.

Obsérvese que si i : B — A no es cofibracidn, aunque si exista el objeto push
out P{to,i}, puesto que ¢o si que es cofibracién, no se puede asegurar nada sobre
la existencia del objeto push out P{it;, i}, ya que ninguno de los morfismos tiene
porqué ser cofibracién. Sin embargo, en muchos casos, dicho objeto push out si

puede existir, como por ejemplo en categorias que tengan push outs.

Teorema 4.2.1. En una [-categoria generalizada aditiva, si un morfismo
i : B — A verifica la P.E.H. entonces, si existe el morfismo i' : I'!B — A,

también la verifica.

Demostracion. Si existe el morfismo i' : I'B — IA entonces el siguiente

cuadrado es un push out

P{uo. i} {Tio} 1A
il(m)u“lu lilml

P{u,{Ii,10}} P{ip,4'}

{iIi,i0}
Efectivamente, como illitg = iltgi = igili = to{li, 1o}, existe el morfismo
{z'_lfz': o} Pluo, {Ii,10}} — P{uo,i*}. Ademds I(ity)io = toity y {Ii,10}it, =

ity = 114, por tanto existe el morfismo I(ie1)U;, 11« P{to,i} — P{to, {Ii,40}}.
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Obsérvese que todos los objetos push out del diagrama siempre existen pues ¢
es cofibracién.

Por otro lado se tiene que i Jit, {Ii, o} = {i'1il(it1), i toits } =
(U101 (i), foi'in } = {iU1il (i), fom} = {i'03, o} (I(iy) Uy, 1) y por tanto
el cuadrado es conmutativo.

Dados los morfismos f; : IA — X y {F, fo, fo} : P{eo, {li,00}} — X
verificando que fi{Ii,wo} = {F, fo, fo}(L(it1) Uz, t1) = {F1u1, fou1}, se tiene
que f1li = {F, fo}I(ir1), por tanto existe el morfismo {F, fo, f1} : [I} B — X.
Por otro lado, foi' = {fo{li,i0}, farr} = {{F, folton fute} = {F, for fi}so.
Nétese que fo{li, 10} = {F, fo}to por existir el morfismo {F fy, fo}. Se con-
cluye que {{F, fo, o}, i} = {{F, fo, fi}, fo} + P{I(ir1) Us,, t1, {1i,00}} =
P{i,i'} — X.

En particular {{I%,Ii, 00}, Tt} = {Ii*, 00} + P{I(it1) Uy, v1,{Ii,00}} =
P{u,i'} — I*A.

Por el teorema 1.1.1, al verificar ¢ la P.E.H se tiene que el morfismo {/i, o}
es una seccién. Sea r : [A — P{uy,i} una retraccién del morfismo {Ii, o}
Entonces ({Ii, 1o} Ir + Top — {Ii, to}opIr){T{Ii, 10}, 10} =
{{Ti, 10}, {3, 1o} ror} + {T0{1i, 10} p, 70} — {To{Ii, 0} p, {11, 10} tor} =
{{li, 0}, ) = 1.

Si denotamos por ' = {Ii, 1o} I + Top — {14, 1o yroplr : I*A — P{ug, {Ii,10}}
se tiene que

(i_UZXl + {ilT4, i)' — {iV 0, oy Ty ){ it o) =

(T T Xy + {01, oy — {014, oo b Toyx ) {{1%, Tuo, 1o}, T11} =
{z'_llaxl{ﬂi,ho, Lo},i_lfa}-i-

{410, 00}, {it T, iy’ T Y — {{al T4, oy’ Tuyxa {124, Teo, v}, {i' Ia, o yr'Tuy } =
{i_llz{fixl, Lops Lgp},i_lIZ}—i-

{{i'Ti, 5} — {i'T%, i yr' Tty { Tixy, cop, top}, 0} =

(i Ti {Ii, o }{ixa, Top, Top}+
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{111, 00} — {14, i yr' T { i, wo} {ix, Top. Top}, i iy} =
{{i"I4, i} (I (1) Uz, 1) {ixa, Top, Top -+
(L0, 0o} — {i' T4, oo b {I%i0 0y, woen Hixa, Top, Top, i Tivy } =
{{i'14, &} (I (it1) Uz, w){ixa, Top, Top}+
{i_llz lo} — {iTIZ, o yr'{1%4, g, vo (1 (iey) Uz, v){ix, op, Top}, itlin } =
{{Z_lIZ7 [[/)}([@Ll) Ule Ll){EX1ampa5p}+
(M4, 00} — {a' 14, o} (I (in) Uz, 0){ixa, Top, Top}, it Ties } =
({3, &}, iTin } = 1.
De forma analoga se hace para {I@'l,Ll}. El teorema 1.1.1 concluye que !

verifica la P.E.H. ]

Corolario 4.2.1. Las cofibraciones generadas por un cilindro generalizado
(I, p,te, Xe) SObre una categoria aditiva con push outs, coinciden con los morfis-

mos que verifican la P.E.H.

Demostracion. Consecuencia inmediata de la definicién de cofibracién generada

y del teorema 4.2.1 anterior. O

Como consecuencia de lo anterior, basta dar una estructura de cilindro gene-
ralizado que conserve push outs sobre una categoria aditiva y con push outs para

tener un ejemplo de I-categoria generalizada, con sus cofibraciones definidas por
la P.E.H.

Teorema 4.2.2. En una [-categoria generalizada aditiva, para toda cofibracion
i : B — Ay todo objeto X de la categoria, la operacién del grupo 7 (X,0)

coincide con la inducida por la suma de los morfismos.

Demostracion. Obsérvese que si [F], [G] € 7 (X,0) entonces Fi" =0y Gi" =
0, y por tanto (F'+ G)i" = Fi" + Gi" = 0 + 0 = 0. Propiedad que en general
no es cierta si el morfismo base elegido noes 0: A — X.

Por otra parte, si ': fo ~ fi rel iy G : go =~ g1 rel i™ con [fo], [f1], [90],
[g1] € 7 (X,0) entonces (F + G)i"™! = Fi"* + Gi"™t = {0, fo, fi} +



4.2. Categorias aditivas 151

10,90,91} = {0+ 0, fo + go, f1 + g1} = {0, fo + go, f1 + g1} y por tanto
F+G: fo+ 90~ fi+g1. Se concluye que la suma de morfismos es compatible
con la relacién de homotopfa, y por consiguiente el conjunto 7/,(X,0) tiene una
estructura de grupo abeliano con la operacién definida por [F] + [G] = [F + G].
Dada [F], [G] € 7' (X, 0) se tiene que (F % 0) + (0% G) =
{{{F,0,0},{0,0,0}}r,{0,0,0} }vw + {{{0,0,0},{0,0,0}}»,{G, 0,0} }rw =
({{{F,0,0},{0,0,0}}»,{0,0,0}} + {{{0,0,0},{0,0,0}}»,{G, 0,0} })vw =
{{{F,0,0},{0,0,0}}» + {{0,0,0},{0,0,0}}»,{0,0,0} + {G,0,0} }rw =
{{{F +0,04+0,0+0},{0+0,04+0,0+0}}r,{0+G,0+0,0+0, } }yw =
{{{F,0,0},{0,0,0}}r,{G,0,0}}vw = F % G. De donde [F]-[G]=[F *x G| =
[(Fx0)+ (0xG)] =[F*x0+4+0x*G] = [F]+[G]. Obsérvese que 0 = 0p" es el

elemento neutro del grupo 7/, (X, 0). [

Corolario 4.2.2. En una I-categoria generalizada aditiva el grupo de homotopia

7 (X,0) es también abeliano.
Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema anterior. O

Dado un cilindro generalizado en una categoria aditiva con push out, por el
teorema anterior, aunque el cilindro no conserve push outs, siempre se tendran
los grupos de homotopia 7 (X, 0) para toda cofibracién i : B ~— A, objeto X y
n € N, usando la estructura de grupo inducida por la suma de las homotopias.

Dada una I-categoria generalizada aditiva, se puede obtener una construccién
cono (C,k,p) en el sentido descrito por F. Diaz y S. Rodriguez [17]. Donde
el funtor cono es definido por C' = coker 1y = P{iy,0} y las transformaciones
naturales k y p son definidas por k = q¢; donde g : [ — coker 1q es la proyeccién

en el contcleo y p = {¢x1,0,0} : P{toc,0} — P{10,0}.

Teorema 4.23. Dada una construccién cono (C, k, p) conservando push outs en
una categoria aditiva A con push outs, entonces existe un cilindro generalizado

(I, p,te, Xe) conservando push outs.
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Demostracion. Se define el funtor cilindro I : A — A para todo objeto X como
IX =X & CX,y para el morfismo f: X — Y como

1f=f690f=<"£

Evidentemente, como el funtor cono, el funtor identidad y la suma directa

0
f> XelCX —-YaclY.

conservan push outs, también los conserva el funtor cilindro.

Se definen las transformaciones naturales para todo objeto X de A como

1
Ll:(k; X—-XalCX
p:<1 0 ): XaelCX =X
0

—_

—-p

1 0
X0 =
01
0 0

1
X1 = - XPCXpCXpC?X - XadCX
000 p

>:XG9C’X@CX€BCQX—>X@C’X

e}

Obsérvese que por conservar el funtor C' push outs, C(X ®Y)=CX & CY
para todo par de objetos X,Y de A pues X @Y = P{0x,0y}. Por otro lado,

pm—(1o)(é)—ﬂwpn—(10>(;>—ﬂ)

1 00 O 10
Xoltor = =

01 1 —p 01

1 00 O 1 0
Xolto = =

011 —p 01

o O o = © o o =
o R O O © o = O
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1 0 0 O
Xot1r =
ol1r 011 —p

o T O
(N
Il
/N
>~
[a—y
Lo
T~
Q
~__—
I
/N
™
o o
~

ke
1 0
100 O kE 0 1 0 10
Xolt, = = =
011 —p 0 1 k' 1—pCk k0
0 Ck

1 10
Nétese que pCk = pke = 1¢ y que 11p = (1 O>=
k k 0
100 O
Por otro lado =110 =100 0 )=
mo=(10)(y ) )= (1000)

o3

Respecto a la transformacién natural x; se tiene que

1000
X1l17—
000 0 g

, 100 0
xilo =
e 000 p

o x> O =
[ i
S =
— O
I
/—\ OH
o = g
s S <
o
% \—/
PN o =
SR — O
—_ o N~
N——

1 00 0
X1lor =
000 p

o O = O
|
VR
o =
o O
N~

o o O
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1 000 1 0
X1l = =
00 0 p 00
) 1 10
Noétese que top = ( 10 ) =
( 0 > 00

_ 1000
Fmalmenterl:(l 0) :<1 00 0):p2.
0 00p

La naturalidad de estas transformaciones es una simple comprobacién y se

o o o
S = O O

deduce de la naturalidad de las transformaciones k y p.

]

Si el funtor cono no conserva push outs pero si conserva la suma directa
finita, también se puede definir el funtor cilindro, aunque éste no necesariamente

conservara push outs.

Definicion 4.2.1. En una categoria aditiva con un cilindro generalizado, dados
morfismos f,g : X — Y se dice que f es homdétopo a ¢ si existe un morfismo
H : IX — Y verificando Hiy = fy Hiy = g. El morfismo H se dice una
homotopia entre f y g y se denota por H : f ~ g.

Noétese que “ser hométopo” es una relacién de equivalencia sobre el conjunto
Hom(X,Y) para todo par de objetos X,Y de la categoria aditiva con cilindro
generalizado, pues fp: f~ f,si H: f~gentonces (f+g)p—H:g~f,y
siU:f~gyV:g~hentoncesU +V —gp: f~h.

Proposicion 4.21. En una categoria aditiva con un cilindro generalizado, f ~ g

siysolosig— f~0.

Demostracion. Si H : f ~ g entonces gp — H : g — f ~ 0. Reciprocamente, si

H:g— f~0entoncesgp— H : f ~g. O
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Es conocido que en una categoria con una construccién cono, un morfismo
f X — Y se dice nulhométopo cuando se puede factorizar a través del cono
de su dominio, esto es, existe F': CX — Y tal que f = Fk (ver [17]).

Proposicion 4.2.2. Un morfismo f : X — Y en una categoria aditiva con cono

es nulhomdtopo si y solo si f ~ 0.

Demostracion. Si f nulhométopo entonces existe F' : CX — Y con Fk = f. De

donde (f —F) :IX = X®CX — Y hace f ~ 0, pues (f —F) (;) =(f)

v (1 —F><i>=(f—Fk)=(f—f)=(0)-

Reciprocamente, si existe ( H, H,; ) :IX = X®CX — Y haciendo

f:Oentonces(HO H1><(1))=(Ho):(f)Y<Ho Hl)(i):

(Ho + H1k) = (0). De donde f = Hy = —Hik y por tanto f es nulhométopo.
]

Nétese que si U : f ~ gy V : f' ~ ¢ en Hom(X,Y) entonces
U+V:f+f ~g+d ylarelacién de equivalencia definida anteriormente por
un cilindro generalizado en una categoria aditiva es compatible con la suma de
morfismos. Y por tanto [X,Y]| = Hom(X,Y),/ ~ es un grupo abeliano, donde

“~" representa la relacién de equivalencia de homotopia de la definicién 4.2.1.

Andlogamente a lo desarrollado para cilindros, si una construccién cono
(C, k,p) tiene adjunto a derecha C’, se induce una estructura de cocono, donde
E =~yY1c)ke y p' = (v (1¢)per), donde 7 es el isomorfismo natural
generado por la adjuncién entre C'y C:

v : Hom(C—,~) — Hom(—,C" ~).
Si la categoria es aditiva, usando el teorema 4.2.3 surge un isomorfismo natural

v i Hom(— @& C—,~) — Hom(—,~ ®&C" ~)
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definido por ~/ < o = ) = < 7;;) )

Proposicion 4.2.3. Dado un cono (C,k,p) sobre una categoria aditiva, si C’

es un funtor adjunto a derecha de C, entonces el funtor caminos generalizado

(P, ¢, pe, b.) engendrado por el cocono generado por adjuncion (C', k', p'), coin-

!/
€)

cide con la construccién caminos generalizada (I', p', ., x\.) engendrada por el iso-
morfismo de adjuncion~' : Hom(I—,~) — Hom(—,I' ~) donde [ — = —®C—

y [/ ~N =Y EBC/ ~,

Demostracion. Es consecuencia de la proposicién 4.1.1 y del teorema 4.2.3. Evi-

dentemente, los funtores P e I’ coinciden en su definicién: P— = ['— =
— @ C'—. Ademas
1 0
N . 1 0 0 1o |
=)Ao = ()7 (( 0 1o )) 0 0 =
0 O
1 0
0 1o
(100 7)) . —(10)=n
0 O
1 0
PN . 1 0 0 ler |
=) 1r)ur = () 1<<0 . )) Lo |7
0 ke
1 0
(1004700)) Z 1;" = (1 7 eke )= (1 K ) =np

0 k‘cl
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xo = (V)2 (() " (Ar)xor) =

0 10/)

7

O 0 0 0 0 0 0
le ' 0 0 0 0 0 0
0 1o 0 10 0 —p O

o o o =

0 0 100/ 0 1 coc’ 0 —Pc

100 1)) 0ley, 0 0 0 0 0 0 B
70/00100100—;90

0 0 0 100/ 0 100/ 0 —Pc

P(100 47e) 0 77(10) 0 —'(Uolper ) =

1 0 1 0
0 1o 0 1
¢ _ — 4,
0 ler 0 1
0 —*(v'(ler)per) 0 —p
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1 0 00000 0
0 1 00000 0

@PEL(1 00 47 ) =
7o) 00 0000 p 0
00 00000 po

(7’)2<1000000 “1(1e) ) v’<100 ; >
v (leper ) = =
000 y(y*(le)per)

1 0 10
0 0 0 0
0 0 0 0
0 (v '(ler)per) 0 pf

4.3 Grupos de homotopia esféricos. Categoria

de los espacios topologicos

En la tercera seccion del capitulo 3 se vio cémo se podian definir grupos de
homotopia punteados para objetos de la categoria C* referidos a objetos de la
forma (z, X,a). A semejanza de lo que ocurre en los espacios topoldgicos pun-
teados, cuando el objeto A es cofibrante existe un objeto de referencia candnico,
cuyos grupos se denominaran esféricos por ser una generalizacién de los respec-

tivos en los espacios topoldgicos punteados.

Definicion 4.3.1. En una [-categoria generalizada C con objeto inicial @, un
objeto A se dird cofibrante cuando el morfismo inicial 04 : ) — A sea una

cofibracién.
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Definicion 4.3.2. Si A es un objeto cofibrante entonces el objeto AU A =
P{0 4,04} se denominard la 0-esfera en C* y se denotara por S°A o simplemente
por S° de C4. Los morfismos j, = @;, Jj1 = 04 : A — AUA son cofibraciones por
ser inducidas de cofibraciones. Ademds (j1,5° {1,1}) es un objeto referencial
con push out asociado P{0,04}.

Por la proposicién 3.35 y el corolario 1.21 se tiene que S™S% = P{0%, p"0%}.

Definicién 4.3.3. La n-esfera S™ de C* se define por S™ =S"S%= P{0",p"0%}.

Proposicion 4.3.1. Los grupos de homotopia punteados de un objeto (x, X) de

C* referidos a la 0-esfera S° son isomorfos a w4 (X, x).

Demostracion. Evidente observando por el teorema 3.31 y el corolario 3.3.7 que
m S (@, X) 2wl (X, {,0}) = A (X, o). =

Definicion 4.3.4. Los grupos de homotopia referidos a la 0-esfera S° de C#, de
un objeto (x, X') se denominan grupos de homotopia esféricos de X basados en

x, y se denotan simplemente por 7, (X, z).

Usando las definiciones 1.4.2 y 1.4.3 se tiene que todo objeto X de una
I-categoria generalizada con objeto inicial () es 1 — ()-cofibrado. Nétese que el
nico morfismo que existe con dominio () y codominio un objeto, es el morfismo
inicial sobre dicho objeto, que es cofibracidn si éste es cofibrante. De estas
observaciones se obtiene la generalizacién de las definiciones y resultados clasicos

de la homotopia ordinaria de los espacios topoldgicos.

Definicion 4.3.5. El conjunto de componentes conexas por camino de un ob-
jeto X de una [-categoria generalizada con punto un objeto cofibrantes A
es el conjunto de componentes conexas por caminos relativo a la cofibracién
Dy :0 — AenOx : 0 — X, esto es, [A, X]?x{?4} también denotado por
[A, X]. Si H:x ~yrel 4 entonces H se dird que es un camino con origen en

el punto z y final el punto .

Definicion 4.3.6. Un objeto X de una [-categoria generalizada se dird conexo

por caminos respecto al punto A cuando [A, X| sea unitario.
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Proposicion 4.32. Sidos puntosz,y : A — X estan conectados por un camino

entonces m, (X, z) = m,(X,y).
Demostracion. Es obvia por el teorema 1.4.2. O]

Corolario 4.3.1. S/ X es un objeto conexo por caminos referido al punto A
entonces los grupos de homotopia esféricos m,(X,x) son independientes, salvo
isomorfismo, del puntox : A — X elegido. En este caso se denotan simplemente

por T, (X).

La categoria de los espacios topoldgicos es una I-categoria generalizada,
donde el funtor cilindro, como se sabe, viene definido por IX = X x [ y las
transformaciones naturales tp,¢; : X — X X I son respectivamente (o(z) =
(2,0) y t1(x) = (x,1), y la transformacién p: X x [ — X es p(z,t) = x.

Las cofibraciones son definidas por la propiedad de extensién de homotopia,
esto es, i : B — A es cofibracién si verifica la P.E.H. en el sentido expresado
en el axioma GI3 de la definicién 1.12, o equivalentemente, en el teorema 1.11.
Obsérvese que en este caso las cofibraciones son exactamente las generadas por
el cilindro pues la categoria posee push outs y todo morfismo i : B ~— A que ver-
ifique la P.E.H. hace que también la verifique ' : I! B — I'A. Una demostracién
de que los espacios topoldgicos son una [-categoria con esta estructura puede
verse en [2].

Las transformaciones naturales g, x1 : X X I x I — X X I son definidas
por Xo(l’,t, 8) = (‘T? - (1 - t)(l - 5)) y X1($7t75) = (l’,tS)-

Proposicion 4.3.3. La estructura anteriormente definida en los espacios topo-

Iégicos hace de estos una [-categoria generalizada.

X 1
(fx Dz, 1 =1 =t)(1—=3) =(f(z),1-1-1)1-s5))=x(f(z),t5)
XO(f X 1 x 1)(!E,t,8) y (f X 1)X1(5E7t73) = (f X 1)(1E,t ) - (f($)vt5) =
x1(f(x),t,s) = x1(f x 1 x 1)(x,t,s).

Demostracion. Obsérvese que xo y X1 son naturales pues (f X 1)xo(z,t,s) =
s
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Por lo dicho anteriormente, faltaria probar el axioma de producto GI5:
Xito(z,t) = x1(z,1,0) = (2,0) = to(z) = op(2, t)
X1lto(z,t) = x1(2,0,t) = (2,0) = 1o(x) = vop(x,t)
x1t1(z,t) = xa(z,t,1) = (z,1)

X1l (z,t) = x1(z, 1,t) = (2,1)

Xoto(z,t) = xo(x,t,0) = (2,1 — (1 = ¢)(1 — 0)) = (z,1)
Xolto(z,t) = xo(x,0,t) = (x,1 — (1 = 0)(1 — 1)) = (=, ¢
Xot1(z,t) = xo(z,t,1) = (z,1 = (1—-t)(1—1)) = (z,1) = 4
Xolu(z,t) = xo(z,1,t) = (z,1—(1— )( t) = (z,1) =0
pxo(z,t,s) = p(z,1 = (1 =1)(1 = 5)) = & = p(z, ts ) = pxa(z,
Evidentemente p?(x,t,s) = p(z,t) = . O

Se tiene entonces que en la categoria de los espacios topoldgicos se puede
desarrollar la teoria de homotopia generalizada aqui establecida obteniéndose
grupos de homotopia relativos a las cofibraciones y basados en morfismos, asi
como sucesiones exactas de estos.

Si se considera ahora la categoria de los espacios topoldgicos punteados, para
cualquier par de espacios topoldgicos punteados A, X se obtienen los grupos de
homotopia punteados 7/(X) en la forma ya conocida y que por lo dicho a lo
largo del trabajo, son exactamente grupos de homotopia generalizados 7% (X, x),
sin mas que observar que la cofibraciéon a : x — Ay x : x — X son aplicaciones
definidas por a(x) = a € Ay z(x) = x € X. Nétese que toda aplicacién
x : % — X induce una z : A — X definida por z(A) = {x} C X y es este
morfismo el usado para puntear 7%(X,x). Por otro lado, la retraccién usada
para estos espacios topoldgicos punteados es la (nica existente p: A — *. En
consecuencia, se usa la notacién x : A — X al quedar perfectamente deter-
minada la composicién zp : A — X. Asi, estos grupos de homotopia de los
espacios topoldgicos punteados pueden ser expresados como un caso particular
de los grupos de homotopia generalizados.

Mas aln, los grupos de homotopia esféricos de un espacio topolégico pun-
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teado (X, x) son, por lo que ya se ha visto anteriormente en esta seccién, los
grupos de homotopia relativos a la cofibracién inicial del punto, del espacio

topoldgico X basado en el morfismo = : x — X.

Las sucesiones exactas de homotopia de pares de espacios topoldgicos son
también casos particulares de las sucesiones exactas de homotopia generalizada

obtenidas a lo largo de este trabajo.

En este sentido se ve, como sucede en todas las [-categorias, que siempre que
éstas posean transformaciones producto, la homotopia punteada de dichas cate-
gorias no es mas que un caso particular de la homotopia generalizada desarrollada

en este trabajo.

Es conocido que el funtor cilindro definido en la categoria de los espa-
cios topoldgicos tiene un funtor adjunto a derecha definido para todo espacio
topolégico X como el espacio topoldgico de los caminos en dicho espacio X.
El isomorfismo natural de adjuncién ~ viene definido para toda applicaciéon con-
tinua f : X x I — Y por y(f)(x) : I — Y donde v(f)(z)(t) = f(x,t). Su
inversa se define para todo ¢ : X — Y! por v71(g) : X x I — Y donde
v H o) (@, t) = g(2) ().

Se deduce entonces por la proposicién 4.1.1, que para todo espacio topoldgico
X, la transformacién natural ¢+ : X — X! viene definida por (z)(t) =
V(p)(2)(t) = p(z,t) = .

Las transformaciones pg,p1 : X! — X vienen definidas por py(a) =
v Axn)wo(@) = 7y Ix)(@,0) = a(0) vy pi(a) = 7 (1xr)u(a)
v L) (e 1) = a(1).

Finalmente las transformaciones 6,6, : X! — (X1)I = XTI se de-
finen por f(a)(t)(s) = v2(v~ (Lx Jxo) (@) (1)(s) = v(y~"(1x1)x0) (@ )(s) =
Y Lx)xo(ent, 8) =77 (Ixr) (e, L = (1= 8)(1 = s)) =a(l—(1-t)(1-s)) y
O1(a)(t)(s) = v (’V Hx)x)(@@)(s) = (v (1x)xa) (e, 1)(s)
Y (Ax)xa(ast,s) =77 (1xr)(a, ts) = a(ts)

Se tiene entonces por la proposicién 4.1.1 que las construcciones cilindro y

caminos asi definidas dan origen a estructuras de [ P-categorias generalizadas en
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los espacios topoldgicos.

La categoria de los espacios topoldgicos con la estructura de cilindro definida
anteriormente y las cofibraciones cerradas, esto es, cofibraciones i : B — A
tales que i(B) es un subconjunto cerrado de A, es también una [-categoria
generalizada.

Obsérvese que si i : B — A es una cofibracién cerraday f : B — X una
aplicacién continua entonces i (i(X)) = X y f(i(X)) = i(B) son cerrados
en X y en A respectivamente. Por tanto i(X) es cerrado en P{i, f}. Ademas
H(I!B)=(ix1)(BxI)U(Ax{0})U(Ax{1})=
(i(B) x I) U (A x{0})U (A x {1}) es cerrado en A x I por ser unién de tres
productos de cerrados.

Por otro lado, la estructura adjunta dual creada en los espacios topoldgicos a
través del funtor caminos, con las fibraciones de Hurewicz, aplicaciones continuas
que verifican la propiedad de levantamiento de homotopia, hacen de los espacios
topoldgicos una P-categoria generalizada.

Estas fibraciones de Hurewicz verifican la propiedad de levantamiento de
homotopia relativa respecto a las cofibraciones cerradas, puessi i : B — A es
una cofibracién cerrada trivial y p : X — Y una fibracién, entonces para todo
cuadrado conmutativo

f

B—X

A—=Y
existe una diagonal F': A — X verificando Fi = f y pF' = h. Observando que
{Ii,t.} : P{te,i} — IA son cofibraciones de retractos por deformacién fuerte,
en particular cofibraciones cerradas triviales, se concluye lo afirmado. Para un

estudio mas concreto de los resultados usados anteriormente pueden consultarse

los trabajos de Strgm [58] y [59] sobre cofibraciones cerradas y fibraciones.

4.4 Ejemplos
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En esta seccidn se analizardn distintos ejemplos de /-categorias generalizadas,

P-categorias generalizadas e [ P-categorias generalizadas.

4.4.1 Homotopia de los espacios exteriores

La categoria P formada por los espacios topoldgicos con las aplicaciones
propias no posee, en general, limites y colimites. En particular no siempre exis-
ten push outs, y es necesario extender esta categoria a una mds amplia que la
contenga como subcategoria llena y que si los posea para poder asi definir una
estructura de cilindro generalizado cuya homotopia restringida a la subcategoria

llena P coincida con la homotopia propia de los espacios topoldgicos (ver [25]).

Definicion 4.4.1. Una externologia de un espacio topolégico (X, 7) es un sub-
conjunto € € 7 verificando

El: Paratodo E, F €¢, ENF € e.

E2: Si A€ 7 yexiste E € econ E C Aentonces A € e.

Definicion 4.4.2. Un espacio exterior es una terna (X, 7,¢) donde (X, 7) es
espacio topoldgico y € es una externologia en (X, 7). Una aplicacién exterior
f (X 1) = (X',7',€) es una aplicacién continua f : (X,7) — (X', 7)

verificando que para todo F € ¢, el conjunto f~!(FE) pertenece a e.

La categoria E de los espacios exteriores estd formada por estos espacios
como objetos y las aplicaciones exteriores como morfismos.

Si (X, 7T) es un espacio topoldgico se define e = {A € 7/ A es cerrado y
compacto}. Entonces € es una externologia puessi A, B € ¢, (ANB)¢ = A°UB¢,
y la unién finita de cerrados y compactos es cerrado y compacto. Ademas, si
AeTy FE € econ E C A entonces A° C E° cerrado contenido en un
compacto, y por tanto A¢ también compacto.

De esta forma, todo espacio topolégico puede ser considerado un espacio

exterior. Dados dos espacios topoldgicos (X, 7) y (X', 7") con sus respectivas



4.4, Ejemplos 165

externologias definidas mediante complementarios de compactos cerrados, se
tiene que f: (X, 7,€) — (X', 7/,€) es exterior si y solo si f es propia.
Asi, la categoria P es una subcategoria llena de la categoria E de los espacios

exteriores.

Se define un funtor cilindro I :E—E por I(X,7,¢) = (X X I,Txxr,€xx1)
donde [ es el intervalo unidad con la topologia usual, 7x«; es la topologia
producto y ex«; es la externologia producto considerando en [ la externologia
e; = {I}, estoes, A C X x I pertenece a ex; si y solosi A € Txy; y existe
Ecetalque Ex 1 CA.

Si f : (X,7,¢) — (X',7',€’) es una aplicacién exterior entonces
(f x1)™HA) D (f x 1) Y E' xI) = f7Y(E') x I, y como f es exterior
entonces [~!1(E’) € e y por tanto (f x 17)71(A) € exxr.

Las transformaciones naturales ¢g, 11 : X — X x I se definen como en Top.
Si A € exyx entonces ;' (A) contiene a 1;'(E x I) = E € ¢ para algiin E' y
como 1, '(A) € T entonces 1, '(A) € e.

La transformacién natural p : X x I — X también es externa pues p~1(E) =
E X I € exyy paratodo F € e.

Las transformaciones naturales producto xo,x1 : X X I x I — X x [ son
externas pues para todo A € exxr, X, H(A) DX, HUEXT) = EXIXI € exxixs
para algiin £/ € € y por tanto x,, ' (A) € exxrxr.

De esta forma se tiene una construccion de cilindro generalizado sobre la
categoria de los espacios exteriores.

La categoria de los espacios exteriores tiene push outs, coincidentes con los
de Top con la externologia definida de la siguiente forma:
sif:(X,me) = (X, 7€)y g: (X,1,¢) = (X", 7",€") son aplicaciones
exteriores, se define la externologia

€EP{fg} = {A € Tp{ﬁg}/ 7_1(14) ey g‘l(A) €€}

Evidentemente, si A, B € epyy,41 entonces T HANB) =F (AN (B) e
ygfl(AﬂB) = gil(A)ﬂgfl(B) € ¢. Ademiassi A € Trif.gt Y B € €pys gy con

B C Aentonces f (B) C F '(A)yg Y(B) C g A) porloque f (A) € ¢
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y G '(A) € € y en consecuencia A € €py g

Por la definicién de push out y por la de cilindro, es obvio que el cilindro
conserva push outs. Por tanto, la categoria de los espacios exteriores con las

cofibraciones generadas es una [-categoria generalizada.

4.4.2 Complejos de cadena sobre una categoria abeliana

Una homotopia de los complejos de cadena sobre una categoria abeliana fue
estudiada por Kamps [38]. Aqui se usardn algunos resultados obtenidos por él
para probar que los complejos de cadena sobre una categoria abeliana pueden

ser dotados de una estructura de I P-categoria generalizada.

Dada una categoria abeliana A, se define la categoria .4 de complejos de
cadena sobre A como aquella cuyos objetos son de la forma X = {X,, },cz con
X, objetos de A y tal que para todo n entero existen morfismos 6,, : X,, — X,_1
verificando 6,,_16,, = 0. En general los morfismos 9,, se denotardn simplemente
por &, quedando asi la propiedad que verifican como 62> = 0. Un morfismo
f + X — Y entre dos complejos de cadena es del tipo {f,}.cz donde
fn: X, — Y, son morfismos de A verificando § f,, = f,,—106.

Se define el funtor cilindro I : 6 A — A para un complejo de cadena X
como (IX), =X, ® X, ® X, con
b 0 —1
o=10¢ 1 | XX ®Xp 11— X 1DX1® X,
00 =6
y para un morfismo entre complejos de cadena f : X — Y como
fo 0 0
Ufln=1] 0 f. O X, X, X, =Y, ®Y, Y, .
0 0 fan
Las transformaciones naturales para un complejo de cadena X son definidas

como sigue:
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1

tn=10|:X, =2 X, ®X,®X,_1
0
0

Lip = 1 X, — X, X, X1
0

pn=<1 | o) X, ® X, & X,y — X,
1000 0O0O0O0O

Xo=]1 01 01 1 0000
001 0O0O0OT1TTQO0O®O0
110100000

Xtn. =1 0 0 0O 0O 1 0 O 0 O
000O0O0OT1O0T10P0

De esta forma se tiene que (I, p, L, X¢) es un cilindro generalizado sobre los
complejos de cadena de la categoria abeliana A.

Se define un funtor caminos P : 6. A — 0.A para un complejo de cadena X
como (PX), =X, ® X,, ® X,,11 con

o 0 0
o= 0 6 0 Xn X, P Xp1 — X1 X1 B X,
-1 1 =6
y para un morfismo entre complejos de cadena f: X — Y como
fno 0 0
(Pf)n = 0 f. O X, X X1 =Y, 8Y, Y.
0 0 fan

Proposicion 4.4.1. E/ funtor P es adjunto a derecha del funtor I.

Demostracion. Dados dos complejos de cadena X e Y, sia: IX — Y es un
morfismo de complejos de cadena entonces
o, = <fn Gn hn_1 ) X, X, ® X,.1 — Y,. Ademas se tiene que

Q0 = 0Qv, 11, €sto es,
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0 0 -1
< Jn Gn hna > 06 1 = ( a0 gnd —fn+ gn — hn_10 ) —
00 —0¢

S0 =0 ( funr gonr b ) = (0funr dgurs O )
de donde se sigue que f,0 = dfni1, Gn0 = 0Gnt1 Y hn10 + 0hy = gn — f.

Se concluye entonces que f = (fu)nez : X = Y ¥y 9= (gn)nez : X — Y son
morfismos de complejos de cadena, mientras que h = (hy,),ez NO tiene porqué

serlo.

Se define v : Hom(I—,~) — Hom(—,P ~) para a : IX — Y como

fn
(7(0'/))71 = gn : XTL - Yn @ Yn @ Yn—l—l
I,
In fno
Obsérvese que (Y(a))n(d) = g, | () =| g.0 | yque d(y(®))n+1 =
h, )
(5 0 0 fn+1 5fn+1
0 o0 O In+1 | = 0Gn+1 . Por tanto, coin-
-1 1 -0 Pt —Jnt1 + Gnr — Ohn g

ciden por las propiedades que verifica « en este sentido.

De forma similar se tiene la inversa v~ ' : Hom(—, P ~) — Hom([—,~)
definida para 3 : X — PY por (v Y(B)), = <fn In hn_1> donde
fn
ﬁn = Jn
P

Sis: X' —- X yr:Y — Y’ son morfismos de complejo de cadena se tiene

que
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s, O 0
(rals)y = () (fo g0 hoa )| 0 s 0 | =
0 0 s,1
s, 0 O
<rnfn Tnln rnhn,l) 0s, O =<rnfnsn TnGnSn Tnhn_15n_1 )
0 0 s,_1
TnfnSn
por tanto y((ras)) = | rugase | = (rafu ragn rasiha ) (s0) =
Trnt1hnSn
r., 0 0 fn
0 r, O gn | (5n) = (Pry(a)s),. O
0 0 7up hy,

Proposicion 4.4.2. La estructura de camino generalizado inducida por la ad-

0). o =(010),

juncion de I con P viene dada por py = < 1

o O

y0, =

~

I

—_

>

=)

I
SO OOoDoOooOoOoO
SO O—O
SOHrROOOoO—OO
OO OO
SO OO O
OO OOOO

Demostracion. Por la proposicion 4.1.1 se tiene que

po=7"1p)op=(1 000100 0 1) =(10 0),

OO DODDODDOoOOO
SO ODDOoOOoOoO+O
SO ODOoOOoO+HOO



170 4. Teoria dual. Aplicaciones y ejemplos

pr=7"1p)p=(1 000 100 0 1) —(0 1 0),

SO OO ODOO
SO OHHODDODDOO
SOOHROODODOO

1
L="(p) = ( 1 > 0o = v*(v~'(1p)x0pP)-

Como v~ (1p)xop=
Idzws 03x3 03x3 03x3 03x3 O3x3 O3x3 O3x3 O3x3
(100010001)| Osxs Idsxs Osxz Idsxs Idsxs O3xz O3xz Ozxz Oses | =

O3x3 Osx3 Idsxz O3x3 Osxs Osxz Idsxs O3x3 Osx3

(1000100010100100000010000O00O00)

entonces Y(7 1 (1p)xop) =

OO
OO
e N an)
SO O
O ==
SO O
[ NesNan)
SO O

OO =
N~
<

V(v (1p)xop) =

OO OO_——

SO O
OO RO O

Noétese que en las anteriores matrices, Ids.3 representa la matriz identidad

de orden 3 x 3y 033 representa la matriz nula del mismo orden.
Finalmente 0; = v2(y ' (1p)x1p). Como v 1(1p)x1p =

[d3><3 Id3><3 O3><3 Id3><3 O3><3 O3><3 O3><3 O3><3 O3><3
(100010001)| Os3x3 Osx3 O3xz Osxs Idsxs Osxs Osxs Osus Oges |=

03><3 O3><3 O3><3 O3><3 O3><3 [d3><3 O3><3 [d3><3 O3><3

(100100000100010001000001000)
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OO0 _——

entonces v(v"(1p)x1p)

O ==
(e NesNan)
[evNanNan)
O
OO
—o o
(e NesNan)
[evNanNan)

SO~ O
N——
<

V(v H1p)xip) =

OO OO OO =
DO OHRODODOOO

Definicién 4.4.3. Dada la categoria J.4, un monomorfismo (epimorfismo) nor-
mal es un morfismo entre complejos de cadena tal que para todo n entero, f,

es seccidn (retraccién) en A.

Teorema 4.4 .1. Las cofibraciones generadas por el cilindro generalizado

(1, p, Le, Xe) 0N los monomorfismos normales.

Demostracion. Nétese que los complejos de cadena sobre categorias abelianas
tienen push out, puessi f : X — Y y g : X — Z son dos morfismos entre
complejos de cadena, entonces (P{f,g})n = P{fn,gn} con § =0 Us 4.
Sea 7 : B — A un morfismo entre complejos de cadena. Entonces, por lo
dicho anteriormente, {Ii,10} : P{i,to} — IA viene definido por {Ii,io}, =
10 0

0 i, O cP{u,in} = A ® B, ® B = [A=A, A, © A,y
0 0 4,
Obsérvese que
1 In tn, 0 0 1
0 | (in) = 0 = 0 10 0
0 0 0 01 0
1 t, 0 0 1
Ademés el cuadrado conmutativo | 0 | (i) =] 0 1 0 0 | es
0 0 01 0

un push out:



172

4. Teoria dual. Aplicaciones y ejemplos

Dados: A, - Xy

1

(r00)| 0

sgh>

1 0 O
0 2 O
0 0 4
an
n = 21
asi
an
tonces a9
asy
1 00
010
0 01

0

in

e}

(fan)

= (f) = (siy,) entonces

: A, ® B, ® B,_1 — X es el Gnico morfismo que verifica

: B, ® B, ® B,,_1 — X verificando que

10 <3in g h)z(f g h>,dedonde{[i,L0}n:

=(s)y
0 0
0 1

, y si existe una retraccion r : TA — P{u,1}, se tiene que

concluyéndose que para todo entero n, i, es una seccion.

Ademas, como 7 : [A — P{ug,i} entonces r,d = 07,41 y por tanto

En-

12 @13
Q9o Q23 Ay @A DA — A, D B, ® By
a3z a33
a2 @13 I 0 0 ai;  Gi2lp,  Q130p—1
Q22 Q23 0 i, 0 a1 G2lp  G230p—1
azz a33 0 0 ip aszr az2lp (330,51
1 0 0
. Portantor, =1 0 ay O con asgsel, = 1Yy assi,_ 1 =
0 0 ass3
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1 0 O o 0 —1 o 0 —1
0 ap O 096 1 =] 0 a2nd ax =
0 0 ag 00 =6 0 0 —assd
50 —iy 1 0 0 50 —inal
04§ 1 0 aby O = | 0 daby, aly ,
00 -6 0 0 a 0 0 —dal
de donde se tiene que axd = dab,, —1 = —iyals, A = ahy y —aszd =

—dals. Luego coinciden las retracciones ag y ajs para i,, y se denotaran por
oy, A, — By, ademads day, 1 = a0, Se tiene pues que « : A — B es para
todo entero n una retraccién de i,, y por tanto i : B — A es un monomorfismo
normal.

Reciprocamente, si ¢ es un monomorfismo normal, sea o : A — B un mor-
fismo de complejo de cadena tal que para todo entero n, o, : A, — B, es una

retraccién para i,. Por lo hecho anteriormente se tiene que r : IA — P{1,i}

definida por
1 0 0

rm=10 «a, O A DA,DA,—1 — A,P B, ® B,_; es una retraccion
0 0 (679

para {Ii,u0} : P{o,i} — [ A.

De forma similar se prueba que r : IA — P{ty,i} definida por

a, 0 0
Ty = 0 1 0 A DA, DA,—1 — B, DA, D B,_1 es una retraccion
0 0 Ap—1

para {Ii, 11} : P{t1,1} — I A. Por el corolario 4.21, observando que la categoria
de complejos de cadena sobre una categoria abeliana es también abeliana, y en

particular aditiva y con push outs, se concluye el resultado. O]

Asimismo, por los duales del teorema 4.2.1 y del corolario 4.2.1, asi como por
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la adjuncién existente entre el cilindro y los caminos definidos en la categoria de
complejos de cadena 0.4, se tiene que las fibraciones generadas coinciden con los
epimorfismos normales.

En la categoria de los complejos de cadena sobre una categoria aditiva se
puede definir una estructura de I P-categoria generalizada de forma similar a la
descrita anteriormente para los complejos de cadena en una categoria abeliana.
En este caso no se puede asegurar la existencia de push outs ni de pull backs,
aunque por la adjuncién de los funtores si se da la conservacion de los push
outs por los cilindros y de los pull backs por los caminos. Los monomorfis-
mos normales y los epimorfismos normales son los homomorfismos que verifican
respectivamente las propiedades de extensiéon y elevacién de homotopia, y por
el teorema 4.2.1 y su dual, los axiomas 14 y P4 se verifican respectivamente
para este tipo de morfismos. A pesar de esto, habrd que exigir la existencia de
push outs y pull backs a la hora de definir respectivamente las cofibraciones y

fibraciones generadas.

4.4.3 Homotopia Proyectiva sobre R-mdédulos

Dado un R-médulo M, y considerando el funtor olvido se tiene que M es
un conjunto punteado por el cero. Se puede considerar entonces LM como el
R-médulo libre generado por el conjunto punteado (M, 0).

Es conocido que la categoria de R-mddulos es una categoria abeliana, y en
particular, aditiva. En esta categoria aditiva, independientemente de la laterali-
dad considerada, se define una construccién cocono (C’, k', p") como sigue: El
funtor C” se define para un R-médulo M como C'M, el R-médulo libre engen-
drado por el conjunto punteado (M, 0); y para un homomorfismo de R-mdédulos
f:M — NporC'f:C'M — C'"N como el Gnico homomorfismo de R-médulos
que verifica la conmutatividad C'fi = jf, dondei: M — C'My j: N — C'N
son las inclusiones conjuntistas de los respectivos conjuntos en sus R-mddulos

libres.
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Las transformaciones naturales k' : C' — 1y p' : C" — (C")? se definen para
un R-médulo M como los tGnicos homomorfismos de R-médulos que verifican
Ki=1ypi=jidondei: M — C'Myj:CM — (C')*M son las
inclusiones de los respectivos conjuntos en sus R-mddulos libres.

Nétese que k. p'i = ky.ji = ¢ = 1i y por la propiedad universal de objeto
libre, k,p" = 1. Asimismo C'k'p'i = C'k'ji = ik'i = 1 = 1i. De donde
C'k'p’ = 1. Por otro lado pl.p'i = pl.ji = sjiy C'p'p'i = C'p'ji = sp'i = sji.
De donde pi..p' = C'p'p’.

Por el teorema dual del teorema 4.2.3, se tienen unos caminos generalizados
que no conservan pull backs ya que el funtor C’ tampoco los conserva en general,
aunque si conserva sumas directas finitas.

El funtor caminos P es definido para un R-médulo M como el objeto
PM = M & C'M, y para un homomorfismo de R-mddulos f : M — N como
Pf= foo ):M@C’M%N@C’N.

0 C'f

Las transformaciones naturales son de la forma:

m:(1oyM@OMHM,

mz(lH»M@OMHM,

1
L:( >:M—>MG9C”M,

0

1 0

0
Oy = 0 T MeCOM—->MaC'MeC'Me (C')?My

0 —p

1 0

0 0 ! / ! 1\ 2
=1, M®C'M—MaC'MoC'Mo (C')M.

0 p

Obsérvese que el funtor libre C conserva sumas directas. Aunque el funtor

caminos no conserva pull backs, por el dual del teorema 4.22, tienen sentido los
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grupos de homotopia relativos a fibraciones de un objeto basado en el morfismo
cero.
Por otro lado, el funtor caminos no conserva limites finitos, y en consecuencia

se puede asegurar que no existe un funtor cilindro adjunto a izquierda de éste.

Teorema 4.4.2. Dado un homomorfismo de R-mddulos f : M — N, f ~ 0 si

y solo si [ se factoriza a través de un R-mddulo proyectivo.

Demostracion. Si f ~ 0 entonces se factoriza a través de un R-médulo libre, y
todo R-mddulo libre es proyectivo.

Reciprocamente, sea f =rs: M — P — N, con P un R-médulo proyectivo.
Entonces k' : LN — N es un epimorfismo de R-mddulos pues por construccion
k't =1y por tanto k' es un homomorfismo suprayectivo. Por ser P proyectivo,
existe un homomorfismo de R-médulos ' : P — LN tal que k'r" = r. Se tiene

que f = k'r's y por tanto f ~ 0. O

Corolario 4.4.1. Dos homomorfismos de R-médulos f,qg : M — N son homo-

topos si y solo si su diferencia se factoriza a través de un R-mddulo proyectivo.

Demostracion. Consecuencia inmediata del dual de la proposicién 4.2.1 y del

teorema 4.4.2 anterior. Obsérvese que si < f, H; >: f =~ ¢ entonces k'H, =
g—f. O]

El teorema 4.4.2 anterior demuestra que el funtor caminos definido da origen a

la teoria de homotopia proyectiva definida por Eckman y Hilton sobre R-mdédulos
[32].

4.4.4 Homotopia Inyectiva

Andilogamente a lo realizado en el ejemplo 4.4.3 anterior, la teoria de homo-

topia que se va a definir puede ser desarrollada tanto en la categoria de R-mddulos
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a izquierda como en la de R-mddulos a derecha. Por ello se fijard la lateralidad

simplemente para usar la notacién adecuada.

Sea () el grupo aditivo de los racionales médulo los enteros. Entonces se
puede definir una construccién cono (C, k,p) en la categoria de R-méddulos a
derecha como sigue: para todo médulo M se define su cono como CM =
Hom(C'"Hom(M, @), Q1), donde C’ representa el funtor cocono definido en
la homotopia proyectiva y Hom representa homomorfismos de grupo. Notese
que Hom(M, Q1) es un R-mddulo a izquierda, pues el funtor Hom(—, (1) es
un mddulo al lado contrario del médulo sobre el que actta. Por consiguiente,
en este caso, el funtor cono tiene como dominio y codominio los R-mddulos a

derecha, al intercambiar el funtor Hom(—, Q1) la lateralidad dos veces.

Para un morfismo entre R-mddulos f : M — N se define su cono
Cf : Hom(C'Hom(M,Q1),Q1) — Hom(C'Hom(N,Q1),Q1) como Cf =
(C"f*)*. La transformacién natural &k : M — Hom(C'Hom(M,Q1),Q1) se
define por k(m)(Dcpr, Ti) = D iens, Tii(m) = Y _icpy, ci(mr;), para todo
m € M, todo homomorfismo de grupos «; : M — )y ytodor; € R, r; =0

salvo para un ndmero finito; donde M; = Hom(M, Q).

La transformacion natural p, definida desde
Hom(C"Hom(Hom(C'Hom(M,Q1),Q1),RQ1), Q1) en
Hom(C"Hom(M, Q1), Q1), viene dada por p(a) (D ;cpy, 7135) = (€ Djen, rjgj)
para todo homomorfismo de grupos
a @ C'"Hom(Hom(C'Hom(M,Q1),@Q1),Q1) — Q1 y toda .y, i3 de
C'"Hom(M, (@), donde (3; : Hom(C'Hom(M,Q1),Q1) — 1 es un homo-
morfismo de grupos definido por Bj(fy) = 7(B;) para todo homomorfismo de
grupos v : C'"Hom(M,Q1) — Q1. Nobtese que el homomorfismo de grupos
B+ M — Q1 es un elemento del grupo libre C'Hom(M, @Q1).

Obsérvese que para todo homomorfismo de grupos o : C"Hom (M, Q1) — Q1 y
toda suma directa B, 758 € C"Hom(M, Q) se tiene

(PEC((Djer, 735)) = P(C(a)(Djenr, 7585) = kC () (Djenr, riB;) =
dienn Bilars) = icn, ari(B5) = X ienr, a(riBy) = a(@®jen, 1365
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Ademds (pCK) (@) (@;crr, 7565) = DCHO)@yer, 1i0) =
Ck(a)(@jeﬂ/ll 72@) = (Clk*)*(a)(@jem riB;) = ac,k*(@jeMl 7iB;) =
A Djens, k*(7365)) = ADjenr, i0iF) = (e, 7555)-
Nétese que para todo m de M, r;8;k(m) = Bj(k(m)r;) = k(m)(r;5;) =
r;3;(m). _

También se tiene ppC()(@crr, 7555) =0 (@, 735) =0(Byeny, 755)
y PCP()(DBjen, 7365) = (CP(@))(Djers, 735) = (CP) (@) (Djers, 7355) =
ac,p*(@jeMl Tjgj) Za(EBjeMl p*(rjgj» :a(@jeMl Tjgjp) :a(@jeMl Tjgj)-
Notese que para todo homomorfismos de grupo
a : C"Hom(Hom(C'"Hom(M, Q1),Q1), Q1) — Q1 se tiene que riBip(y) =
Bi(p()rs) = PN () = i) = 138;(7).

Por tanto (C,k,p) es una estructura de cono sobre la categoria de los
R-médulos a derecha. El funtor cono C' no conserva push outs pero si con-
serva sumas directas finitas, y por el teorema 4.2.3, se tiene una estructura de

cilindro generalizado.

Proposicion 4.4 .3. Para todo R-mddulo a derecha M, se tiene que
Hom(C'"Hom(M, @), Q1) es un R-mddulo inyectivo.

Demostracion. El funtor M ® r— es adjunto a izquierda del funtor Homgz (M, —).
Dado un R-médulo M, el R-médulo libre C'M es isomorfo a @aeM R, con
R, = R.

Observando que el producto tensorial es distributivo respecto a la suma di-
recta y que el producto tensorial por el anillo es isomorfo al grupo del médulo,

se tiene que EB(R ®p—) = EB(—) es un funtor adjunto a izquierda del funtor
M

M
Homgz(C'M, —). De lo anterior se deduce que para todo R-mddulo a izquierda

A'y todo grupo abeliano G existe un isomorfismo natural entre Homz(@ A, G)
M

y Hompg(A, Homgz(C'M, G)).
Sea v : A — B un monomorfismo de R-mddulos a izquierda, y sea

a: A— Homgz(C'M,Q,), entonces por el isomorfismo natural ya mencionado,
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existe un homomorfismo de grupos a: @,, A — Q1. Al ser v : A — B un ho-
momorfismo inyectivo, se tiene que @,, v : P,; A — €D,, B también es un ho-
momorfismo de grupos inyectivo. Al ser ); divisible (y por tanto inyectivo) existe
3: D, B — Q1 tal que B@M v = a. Usando de nuevo el isomorfismo natural,
existe un homomorfismo de R-mddulos a izquierda 3 : B — Homgz(C'M, Q)
verificando v = E@M v = ay por tanto (v = a.

Esta proposicién también es cierta si M es un R-médulo a izquierda. La
demostracién es andloga observando que el funtor — ®z M es también adjunto
a izquierda de Homy(M,—). En particular Hom(C'Hom(M,Q1),(Q1) es un

R-mddulo inyectivo con la misma lateralidad que M. O]

Teorema 4.4.3. Un homomorfismo de R-médulos f : M — N es nulhomdtopo

si y solo si se factoriza a través de un R-mddulo inyectivo.

Demostracion. Si f es nulhomdtopo entonces existe un homomorfismo
F : Hom(C'"Hom(M,Q),Q1) — N tal que f = Fk y por la proposicién
4.4.3 se concluye el resultado.

Reciprocamente, si f =rs: M — [ — N con I un R-mddulo inyectivo,
entonces k : M — Hom(C'Hom(M,Q1),Q1) es un homomorfismo inyectivo
de R-mddulos, y por tanto existe un homomorfismo
s Hom(C'"Hom(M,Q1),Q1) — I tal que s’k = s, de donde f =rs=rsky
por tanto nulhométopa.

Obsérvese que k es efectivamente un homomorfismo inyectivo pues, si supo-
nemos k(m) = 0 para m € M y m # 0 entonces se puede obtener, por ser (),
inyectivo, un homomorfismo o : M — @ tal que a(m) # 0:

Por ejemplo, si el orden de m es p finito, entonces se puede usar el homomor-
fismo inclusién del grupo ciclico i:Z, — M con i(1) = m, y el homomorfismo
de grupos (3 : Z, — ()1 generado por (1) = i para obtener o : M — (@, tal
que a(m) = Il). En caso de que m no tenga orden finito, se considera el ho-

momorfismo inclusién i:Z — M con (1) = m y el homomorfismo 3 : Z — Q4
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generado por 3(1) = ¢ # 0, donde ¢ € ()1. En este caso a(m) = q.
Entonces k(m)(a) = a(m) # 0 y por tanto k(m) # 0.
]

Corolario 4.4.2. Dados dos homomorfismos de R-mddulos f,g : M — N,

f =g siysolosig— f sefactoriza a través de un R-mddulo inyectivo.
Demostracion. Consecuencia inmediata de la proposicién 4.2.1. Il

De esta forma se obtiene la teoria de homotopia inyectiva definida por Eckman
y Hilton sobre los R-mddulos, mediante un cilindro generalizado que permite
la obtencién de grupos de homotopia relativos a la cofibracién basados en el

homomorfismo cero.

4.4.5 Homotopia en grupos abelianos

La homotopia desarrollada por L.J. Herndndez [30] en la categoria de grupos
abelianos también tiene asociada una estructura de I P-categoria generalizada.

Sea R un anillo unitario. Se define un funtor cono C en la categoria de
los grupos abelianos como sigue: para un grupo abeliano G, el cono es CG =
G ®z R, y para un homomorfismo de grupos f: G — H, C'f =
f®1lg:G® R — H® R. La transformacién natural k£ : G — G ® R se define
por k(g) = g ® 1, donde 1 es el elemento identidad de R; y la transformacién
natural p: GO R®R - GR R, por p(g@1r®s) =g (rs).

Entonces (C,k,p) es una construccién cono en la categoria de los grupos
abelianos, que conserva push outs pues el funtor C' es adjunto a izquierda del
funtor C” definido por C'G = Homgz(R, G). Por el teorema 4.2.3 se obtiene una
construccion de cilindro generalizado que conserva push outs, y por el corolario
4.2.1 la categoria de los grupos abelianos tiene estructura de I-categoria gene-

ralizada usando como cofibraciones los homomorfismos de grupos que verifican
la P.E.H.
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Por la proposicién 4.2.3, también esta categoria es una P-categoria genera-
lizada con funtores adjuntos I y P compatibles con la estructura de forma que

se obtiene una [ P-categoria generalizada.

Definicion 4.4.4. Dado un anillo unitario R, un R-casi médulo es un grupo
abeliano M con un producto externo - : R x M — M verificando las propiedades
M1, M2 y M3 para elementos cualesquiera my,ms € M y 1,79 € R:

M1: ri(mq + mg) = rymy + rams

M2: (11 + ro)my = rimy + romy

M3: 1my =my

Nétese que si se verificase la propiedad M4: (r73)my = ri(r9m;), entonces
se tendria que M seria un R-médulo a izquierda.

En los R-casi médulos no se especifica la lateralidad pues a cualquier
R-casi médulo se le puede cambiar isomérficamente de forma natural la ope-

racidon mr = rm.

Proposicion 4.4.4. Un grupo abeliano M es un R-casi médulo si y solo si 1y,

es nulhomdtopo.

Demostracion. En general, si un morfismo f es nulhométopo respecto a una con-
struccién cono (C, k, p) entonces f también es nulhométopo respecto a cualquier
cocono engendrado por un funtor C’ adjunto a derecha de C. Basta aplicar el
isomorfismo natural de adjuncién ~ a la nulhomotopia. Por ello se usara en este
caso, para la demostracién, el funtor cono — ® R.

Si 1) es nulhométopo entonces existe un homomorfismo de grupos
h: M® R — M verificando que hky; = 15;. Se define el producto externo para
todom € M yr € R pormr=h(m®r):

M1: (mq +mo)r =h((my +mo) @71) =h(m; @r+me®r)=h(m @r)+

h(mg @ 1) = myr + mar.

M2: m(r1+7’2) = h(m®(r1+r2)) = h(m®rl+m®r2) = h(m®r1)+

h(m @ 1) = mry ® mry
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M3: ml=h(m®1)=hk(m)=1y(m)=m

Sea M un R-casi médulo. Se define h: M ® R — M por h(m ® r) = mr.
Es facil comprobar, andlogamente a lo anterior, que h estd bien definida y que
hky = 1. O

Teorema 4.4.4. Un homomorfismo de grupos f : G — H es nulhomdtopo si y

solo si se factoriza a través de un R-casi médulo.

Demostracion. Si f es nulhométopo, entonces f se factoriza mediante una nul-
homotopia F' : G ® R — H, donde f = Fk. La transformacién natural
pe:GROR® R — G® R hace que G ® R sea un R-casi médulo.
Reciprocamente, si f =rs: G — M — H 'y M es un R-casi médulo, por la
proposicion 4.4.4 anterior existe H : M @ R — M tal que Hk,; = 1. Entonces
rs=rHks =rH(s® lr)k y por tanto f es nulhomdétopa. O

Corolario 4.4.3. Dados dos homomorfismos de grupos f,qg: G — H, f ~ g si

y solo si g — f se factoriza a través de un R-casi mddulo.

4.4.6 Homotopia en R-casi médulos

Los R-casi médulos con los homomorfismos de grupo que conservan el pro-
ducto externo forman una categoria. Observando que el anillo unitario R tiene
estructura de R-casi médulo con su producto interno, se puede definir un pro-
ducto tensorial similar al de los R-mddulos, esto es, el grupo abeliano libre
generado por M Xx R con las relaciones (m; + mq) @ r — my @ 1 — mg @ 1,
me((ri+mr)—mer —meryy ms@r —m sr, donde my, mg,m € M
y r1,79,7,8 € R. Nétese que M ® R es un R-casi mdédulo con la operacién
(MTr)s=ms®r =m® sr.

De esta forma surge una construccién cono (C, k, p) andloga a la definida en

el ejemplo 4.4.5 anterior, que da origen a un cilindro generalizado en la categoria
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de los R-casi médulos. Este funtor cono — ® R también tiene un adjunto a
derecha definido por Hom(R, —), donde Hom representa los homomorfismos de
R-casi médulos. Nétese que Hom(R, M) es un R casi médulo con la operacién
gs(r) = g(sr) para homomorfismos de R-casi médulos g: R — M y s,r € R.
Se concluye que, siguiendo un proceso similar al realizado con los grupos
abelianos, la categoria de los R-casi mddulos tiene una estructura de I P-categoria

generalizada.

Proposicion 4.4.5. Un R-casi médulo M es un R-mddulo si y solo si 1,; es

nulhomdtopo.

Demostracién. Si 1), es nulhomdtopo entonces existe F': M ® R — M tal que
Fk = 1,;. Se define un producto externo para todo m € M y r € R mediante
mr = F(m ® r). Entonces M1, M2 y M3 se verifican de forma andloga al
caso de los grupos abelianos. Para M4 se tiene que m(rs) = F(m ® rs) =
F(mr®s) = (mr)s.

Reciprocamente, si M es un R-médulo, se define F' : M ® R — M por
F(m ® r) = mr. Por lo dicho anteriormente, es ficil ver que F' estd bien
definida y que F'k = 1y,. O]

Teorema 4.4.5. Un homomorfismo de R-casi médulos f : M — N es nul-

homdtopo si y solo si se factoriza a través de un R-mddulo.

Demostracion. Si f es nulhométopo entonces existe F': M ® R — N tal que
Fk = f. En la proposicién anterior se prueba que M es R-mddulo si y solo
si existe un homomorfismo de R-casi médulos F' : M ® R — M verificando
Fk = 1y. Portantopyy : M @ R® R — M ® R hace que M ® R sea un
R-mddulo.

Reciprocamente, si f = rs: M — K — N, donde K es un R-mddulo,
entonces existe H : K ® R — K tal que Hk = 1 y se concluye que f =
rH(s® 1)k. O
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Corolario 4.4.4. Dados dos homomorfismos de R-casi médulos f,g: M — N,

entonces f ~ g si y solo si g — f se factoriza a través de un R-mddulo.

4.4.7 Homotopia en R-maddulos

La homotopia definida en el ejemplo 4.4.5 para grupos abelianos puede ser
extendida a la categoria de R-mddulos, donde R es un anillo conmutativo y
unitario.

Sea S un anillo unitarioy f : R — S un homomorfismo de anillos conservando
la unidad, f(1) = 1. Notese que los grupos abelianos son Z-médulos y el
homomorfismo f : Z — S viene definido por f(z) =21 =1+ =41

En la categoria de los R-mddulos se puede definir para todo médulo M el
producto tensorial M ®pg S teniendo en cuenta que el anillo S es un R-mdédulo
con la operacién rs = f(r)s. Como el anillo R es conmutativo, entonces M ®r.S
es también un R-mddulo. Se obtiene asi una construccién cono (C,k, p) sobre
los R-mddulos, que da origen a un cilindro generalizado. También este funtor
cono — ®p S tiene un funtor adjunto a derecha Hompg(S, —), que dota a la
categoria de los R-mddulos de una estructura de I P-categoria generalizada.

De forma andloga a lo que sucedia en los grupos abelianos, un R-médulo es
un S-casi médulo si y solo si el homomorfismo identidad es nulhométopo. Por lo
que un homomorfismo entre R-mddulos es nulhométopo si y solo si se factoriza
a través de un R-mddulo S-casi médulo. En consecuencia, dos homomorfismos
entre R-mddulos son hométopos si y solo si su diferencia se factoriza a través de

un R-mddulo S-casi médulo.
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