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“Todos los conceptos humanos empiezan con las intuiciones,

prosiguen con los conceptos y finalizan con las ideas”.

Emmanuel Kant, filésofo alemén del siglo XIX.

Introduccién

En nuestros dias, el proceso de ensenanza-aprendizaje de La Matematica se en-
cuentra en una fase de cambio que afecta tanto a los métodos como a los contenidos de
dicha disciplina. Esta transformacién de nuestro entorno educativo se debe, por un lado,
a las reacciones y ajustes naturales que han tenido lugar tras la influencia de la corriente
denominada Matematica Moderna, y en parte también a las oportunidades que ofrecen

las actuales herramientas informaticas y de comunicacion.

La dicotomia entre Matematicas y Nuevas Tecnologias ha ido desapareciendo a lo
largo de las ultimas décadas, de forma que en ciertos campos de la Matemaética es im-
prescindible el uso de herramientas de origen informaético. Esta conexién, cada vez més
estrecha y natural, deberia cubrir los diversos ambitos de la Educacién Matematica en
todos los niveles académicos. En este proceso de desarrollo y auge, desempena un pa-
pel importante la amplia disponibilidad de software de gran alcance, que permite a los
profesores fijar nuevos principios de base para la ensenanza de esta materia.

Asi, la incorporacion del ordenador como recurso didactico implica importantes cam-
bios que no se pueden llevar a cabo de una manera sencilla e inmediata. Es necesario
un estudio profundo de las posibilidades que la tecnologia ofrece y como consecuencia,
una reestructuracion del curriculum del drea en todas las etapas y niveles educativos.
En este proceso de adaptacién se percibe cierta tendencia natural hacia el anclaje en los
métodos tradicionales; algunos ensenantes se muestran reacios al uso de la tecnologia,
potenciando la ensenanza que ellos mismos recibieron y que se apoya, fundamentalmente,

en la utilizacién de lapiz y papel.

En particular, en la ensenanza superior existe un convencimiento implicito de que
los cambios no son imprescindibles; en determinados sectores se supone que el alumno es
suficientemente maduro para afrontar, por si solo, las dificultades propias del aprendizaje
y, en cualquier caso, se piensa que “ese es su problema”.

Ademis, ano tras ano solemos ensenar lo mismo y de la misma forma. En este sentido,
los procesos de ensenianza de la matemaética se mantienen practicamente sin cambios,
como si de un ritual se tratara. En muchos casos el profesor ensena, intuye que el alumno
no le entiende y éste se limita a estudiar y resolver principalmente cuestiones de tipo
algoritmico.

Los parrafos anteriores nos pueden hacer pensar en una posible crisis del papel del



profesor. No obstante y como hemos comentado, la introduccién de nuevas tecnologias
da lugar a cambios naturales que requieren de un esfuerzo considerable. Sin duda, en este
proceso de adaptacion debe implicarse la comunidad educativa, pero también es necesaria
la intervencién de las autoridades académicas, que deben contemplar, como principal
problema a resolver, la falta de inversién tanto en recursos materiales y humanos como

en la formacion del profesorado.

Es obvio decir que la situacién no debe continuar con el ritual, no podemos mantener-
nos insensibles sin buscar otras formas alternativas y/o complementarias a la ensefianza
tradicional.

Desde esta perspectiva, la nueva dindmica que se impone no descarta ningin nivel
educativo y por tanto, tampoco el universitario. La ensenanza a nivel superior conlleva,
en ocasiones, importantes dificultades que requieren de la iniciativa y el esfuerzo de
los docentes para, de alguna manera, favorecer la comprensién de los conceptos y su
tratamiento. Al fin y al cabo, piénsese que la matemética, en las diferentes épocas, no
fue “inventada” para ser ensenada, sino mas bien como una herramienta al servicio de
otras ciencias y/o parcelas de la sociedad. Ante ello, jpor qué {bamos a tener éxito en
su ensenanza? Es fundamental pues la revisién de los contenidos y la puesta en préactica
de métodos méas adecuados; en otras palabras, habra que redisenarla para que pueda ser

transmitida satisfactoriamente.

Artigue, en una reciente conferencia a la que asistimos, impartida en el Departamento
de Andlisis Matematico de la Universidad de La Laguna, informé de una investigacién,
Praslon [81], de la que ella fue directora y en la que se constaté un notable fracaso en
la etapa de transicion entre la ensenanza secundaria y la universitaria. La misma apunta
hacia la necesidad de sensibilizar a los profesores para mejorar los métodos de su préactica
docente y educativa, por dos razones:

- Razones externas: existe una necesidad social para ayudar a que el sistema prospere
y para ello es preciso la inclusion de la tecnologia que la sociedad demanda.

- Razones internas: es necesario entender mejor los fenémenos de transicién en el
sistema educativo.

Partiendo de la hipotesis de que existe una insensibilidad de los sistemas educativos
respecto al reconocimiento de este fracaso, se han observado importantes diferencias
entre las formas de ensenanza del Bachillerato y la Universidad; podriamos decir que no
existe un puente natural por el que transiten los alumnos cémodamente desde un &mbito
hasta el otro. Fundamentalmente, dicha transicién estd centrada en los contenidos y la
metodologia, puesto que se ve como un salto desde una matematica intuitiva y algoritmica
hacia una matemaética tedrica y formal.

Los resultados de la investigacién de Praslon [81] muestran que més que una ruptura



global entre ambas instituciones educativas, se trata de una acumulacién de microruptu-
ras y de cambios motivados por el paso del método inductivo al deductivo. Por otro lado,
en la Universidad, la diversidad creciente de tareas y técnicas hace que la “rutinizacion”
sea cada vez més dificil.

Asi pues, el cambio es inevitable: el desarrollo de la Educacién Matematica no puede
desaprovechar los continuos avances de la tecnologia y la informética para el suyo propio
con los cambios curriculares que la comunidad educativa considere necesarios. Ademads,
el uso del ordenador en el aula favorece el aprendizaje constructivo como forma de en-
sefianza alternativa y/o complemetaria a los métodos tradicionales y fomenta el interés
y la motivacion del alumnado. Desde esta perspectiva, los profesores incitados a cambiar
su forma de acercamiento a los alumnos, propondréan nuevos objetivos, métodos y for-
mas de evaluar. La nueva situacién debe permitir que sea el alumno, partiendo de sus
conocimientos previos, quien construya, modifique y coordine sus esquemas conceptuales

para posteriormente progresar en su conocimiento.

Nuestra investigacion se fue gestando en el transcurso de varios anos de contacto
con la docencia universitaria, durante los cuales observamos importantes dificultades de
comprension y asimilacién de conceptos relacionados con ciertos problemas de conver-
gencia. Iniciamos nuestro trabajo con una encuesta que propusimos a algunos profesores
del Departamento de Anélisis Matemédtico de la Universidad La Laguna (Véase anexo
III). Por medio de ella, tratamos de analizar lo que estos profesores piensan, examinar
cémo explican, indagar en los aspectos visuales que utilizan cuando explican y sondear
el estado en que se encuentra la ensenanza y las perspectivas de futuro de algunos temas
relacionados con la completitud de R, sucesiones de miumeros reales y la operacion de
“paso al limite”.

Algunos de estos temas estdn ubicados, precisamente, en la frontera que existe entre la
ensenanza secundaria y universitaria; el resto se manifiestan extensamente en los primeros
cursos de cualquier carrera de Ciencias en la Universidad. Los profesores, en general,
opinaron que, a estos niveles, el concepto de limite y en particular, la transmisién de la
definicién (e, v) resulta una tarea ardua y engorrosa.

Pensamos que la introduccién del concepto de limite en el Andlisis Matematico Clasico
del siglo XIX, da validez al tratamiento de los procesos infinitos a través de procedimien-
tos finitos. La definicién formal permite justificar que el limite de una sucesién es un
nimero sin necesidad de proseguir infinitamente calculando valores. Nétese que se usan

inferencias logicas y argumentos de naturaleza finita para conseguirlo.

La formalizacion de la definicién no es sencilla de entender y esta forma de concebir la
idea de limite originé un cambio en la epistemologia de las matematicas, el cual propicié



el desarrollo de nuevas materias en el &mbito universitario.

Después de revisar la literatura relacionada con las dificultades epistemolgicas y cog-
nitivas que este concepto implica y a pesar de los obstdculos a los que los profesores
hacen alusién, nos aventuramos en una investigacion que abre un camino diferente res-
pecto a la ensenanza de conceptos como éste o similares. Sus aportaciones nos incitaron
a indagar en una nueva forma de hacer llegar a los alumnos estas ideas. Partiamos de
la base de que, lejos de sustituir a los métodos tradicionales, la nueva alternativa debia
complementarlos.

Por esta razén comenzamos nuestro estudio elaborando un esquema para la adqui-
sicion de conceptos nuevos. El mismo lo estructuramos en cuatro fases de ensefianza:
verbal, simbdlica, visual y manipulativa. Este esquema conceptual lo explicamos y justifi-
camos en la seccién 1.6 de esta memoria. Para su desarrollo el uso de software desempena
un papel fundamental, dado que nos permite utilizar, de una forma natural, el método
inductivo en numerables situaciones matematicas para que posteriormente, puedan ser
generalizadas. Con ello nos proponemos salvar, en lo posible, algunas de las dificultades
bésicas del aprendizaje del calculo: epistemoldgicas, cognitivas y curriculares. Pensemos
que uno de los obstdculos, propio de la etapa de transiciéon y apuntado por Praslon
[81], es consecuencia del desequilibrio a que da lugar el paso de objetos particulares a
objetos generales o de métodos locales a métodos generales, desde el Bachillerato a la
Universidad.

Por tanto, dada la dificultad que entranan algunas cuestiones relacionadas con los
temas senalados y haciendo uso:

- de entrevistas estructuradas realizadas a alumnos que terminan las carreras de Ma-
tematicas o Fisica

- de la experiencia de profesores cualificados

- de trabajo de campo con alumnos del Centro Superior de Educacién

- de encuestas realizadas a alumnos de primer curso de Matemaéticas sin y con ins-

truccién en Maple

orientamos nuestra investigacion a partir de una perspectiva visual que aporte suficien-
tes estimulos ambientales para que a los alumnos les resulte mas asequible y atractivo
el progreso en la concepciéon y manipulacién de las ideas que queremos transmitir, sin
dejar nunca a un lado las cuestiones formales y simbdlicas. El uso del software nos per-
mitird verificar la utilidad de aquella perspectiva en relacién a ideas basicas del Anélisis
Matematico como “orden”, “distancia”, “completitud”, “sucesion”, “limite”, “continui-

dad” y otros conceptos que presentan gran riqueza de contenidos visuales.

En este sentido, uno de nuestros objetivos es evaluar si el complemento entre los
métodos tradicionales y el uso de Programas de Célculo Simbdlico como Maple, permi-



te mejorar la comprension de los procesos de convergencia relacionados con sucesiones
numéricas y sucesiones y series funcionales, los cuales presentan una variedad de con-
tenidos representables intuitiva y/o geométricamente y cuyo desarrollo permite dar a

conocer los procesos dindmicos naturales propios de los mismos.

Se entenderd que si tuviéramos que elegir dos “palabras claves” que definan nuestro
trabajo éstas serfan, sin duda:

“visualizacion” y “convergencia”

En nuestro contexto, visualizar serd algo mas que “ver”, serd “ver” més “interiorizar”
para posteriormente procesar la informacién y “captar” las ideas mateméticas (véase
seccién 1.4).

Previamente, en el apartado 1.3 analizamos algunos obstaculos cognitivos y episte-
moldgicos relacionados con los procesos de convergencia. El estudio de estos obstaculos
nos ha permitido fijar como objetivo el aportar ciertas estrategias que ayuden a superar-
los y basamos nuestro diseno curricular en la creencia de que para nosotros “aprender
es construir significado ante el obstdculo”. El titulo de esta memoria, “Problemas de
convergencia en un contexto de software educativo”, nos legitima en esta introduccién
para examinar y poner de manifiesto ya, desde un principio, ciertas formas primarias
de convergencia, lo cual facilitard la labor de proponer férmulas para, si es posible, dar
significado a alguno de los obstaculos alli apuntados.

Desde un punto de vista intuitivo, la idea matematica de convergencia se asocia a la
de aprozimacion, pero si aplicamos literalmente el significado de aprozimar no estamos
siendo precisos al establecer tal analogia.

Con maés rigor, podriamos argumentar que la idea de converger hacia un determinado
objeto matematico camina paralela a la idea de “estar cada vez mds prorimo al objeto,
pero de tal forma que cada vez se esté mas cerca del mismo” (nétese que nos podemos
aproximar a un determinado lugar pero seguir estando lejos del mismo) y esa “cercania”
puede materializarse “tanto como queramos”, es decir, menor que cualquier cantidad

prefijada por pequena que esta sea.

Asi pues, es importante insistir en que en todos los procesos de convergencia, el hecho
de estar “aproximdndose” debe darse simultaneamente al hecho de “estar muy cerca de”.

Por senalar algunos ejemplos sencillos, los objetos matematicos a los cuales se aplican
procesos de convergencia pueden ser numeros (es el caso de una funcién real de va-
riable real y el de una sucesién numérica, caso particular de aquel), funciones, figuras
geométricas, etc. El objeto matematico al cual se converge o limite del proceso puede ser
igualmente un nimero, una funcién, una figura geométrica, etc. En la investigaciéon que
nos ocupa exponemos una propuesta curricular para la ensenanza de sucesiones numéricas



y sucesiones funcionales; ademas analizamos los resultados de su puesta en practica.

Conectando con los pérrafos anteriores, si tomamos por ejemplo una sucesién de
numeros reales {a, }nen que converge hacia un determinado niimero real L, limite de la
sucesion, su grafica bidimensional es el “camino” que deben seguir sus elementos para
aproximarse hacia L y estar tan cerca de él como queramos; en términos mas precisos,
a partir de un cierto subindice, la distancia entre a,, y L, | a, — L |, es “muy pequena”,
tanto como nuestra voluntad lo desee (menor que €, € ndmero real positivo y elegido

arbitrariamente pequeiio).

Las sucesiones numeéricas que convergen tienen diversas formas de “aproximarse y
acercarse” a L; en el apéndice A describimos los “caminos” méas habituales que siguen

en ese progresivo acercamiento.

Existen otros modelos de convergencia que estan relacionados con los elementos de un
determinado conjunto. Aunque estos modelos serdan analizados con detalle en el Capitulo
2, adelantamos que pueden presentarse desde dos puntos de vista: las perspectivas puntual
y global.

Para aclarar, en una primera instancia, el significado de estos dos tipos de convergen-
cia, sin gran rigor matematico, digamos que la perspectiva puntual se presenta cuando
los elementos de un cierto conjunto llevan asociadas una sucesiones numéricas que con-
vergen, pero cada una de ellas “a su propio ritmo”; son los denominados procesos de

convergencia puntual.

En contraposicién, la perspectiva global se presenta cuando las sucesiones numéricas
asociadas a los elementos de un cierto conjunto convergen todas ellas “al mismo tiempo”,
al mismo ritmo. En este caso hablamos de procesos de convergencia uniforme (metaféri-
camente piénsese en esos ejércitos ingleses que avanzan en largas filas paralelas al ritmo

uniforme que marcan los tambores).

Para estos tipos de convergencia se presentan, como se ha dicho, dos cuestiones claves:

“a través de qué objetos matematicos convergen”

y
« 2 ”
el como convergen

los elementos de ese hipotético conjunto; de todo ello, nos ocuparemos en el Capitulo 2.

En la literatura consultada hemos encontrado que, en general, existen textos de Ma-
tematicas (Abell y Braselton [1], Amillo, Ballesteros y otros [7], Guzmén y Rubio [49],
Monteagudo y Paz [74], Soto y Vicente [96], Vizmanos y Anzola [110], etc.) en los que
se recomienda el uso de software (Mathematica, Derive, Maple, Mathcad, Cabri, Calcu-
ladoras gréficas, etc.). Concretamente, en ciertos libros de Bachillerato, al final de cada

unidad se propone el uso de alguno de ellos; asi, al terminar el temario de Analisis se



plantean a resolver problemas con Derive, al concluir la unidad de Geometria Analitica
se proponen determinados ejercicios para solucionar con Cabri, etc. De la misma forma,
en la Universidad se propone el uso del software para, algoritmicamente, resolver limites,
calcular derivadas, integrales, ecuaciones diferenciales, programar procedimientos, etc.
En estos casos, la mayoria de los autores parten del convencimiento de que los estu-
diantes ya conocen los conceptos y se limitan a plantear cuestiones y ejercicios de tipo
algoritmico que deben resolverse mediante el software.

Nosotros, por el contrario, proponemos su uso con el objeto de introducir clasicamente
los conceptos matematicos, 1* y 2% fase de nuestro esquema, visualizarlos y posterior-
mente, en la fase manipulativa, a través de ejemplos y contraejemplos intentar consolidar
las ideas propuestas; pensamos que todo ello complementaria el proceso de transmisién
favoreciendo, al mismo tiempo, la comprensiéon de los conceptos. Este constituye el eje
principal a partir del cual se desarrolla nuestro trabajo.

Esquematicamente y sintetizando, exponemos nuestro problema de investigacién plan-
teando que:

“Existen conceptos del Andalisis Matemdtico relacionados con procesos de convergen-
cia, cuya comprension y asimilacion presenta a los estudiantes de los primeros cursos
universitarios importantes dificultades cognitivas y epistemoldégicas. Estas dificultades se
manifiestan incluso en alumnos que finalizan sus estudios universitarios, constatdndose
importantes lagunas conceptuales en torno a estos temas, los cuales se desvanecen en su

memoria incluso después de un corto periodo de tiempo”.

Las argumentaciones y reflexiones anteriores nos condujeron a una investigacién con
dos lineas de trabajo bien diferenciadas:

- Por un lado, realizar estudios cualitativos con profesores y alumnos involucrados en
los temas senalados.

- Por otra parte, disenar una propuesta curricular donde el software Maple desempena
un papel importante.

Asi pues, con este trabajo pretendemos poner de manifiesto que:

“La aplicacion en la ensenanza de técnicas complementarias de visualizacion y mani-
pulacidn y el uso de nuevas tecnologias (Computer Algebra System: Maple,
Mathematica, Derive, Mathlab, etc.) facilitan la transmisidn, construccién y reconstruc-
cion del conocimiento”.

Desarrollamos nuestra exposicién estructurando la presente memoria en cinco capitulos:

Capitulo 1: Principios tedricos
Capitulo 2: Objetivos, hipdtesis y metodologia
Capitulo 3: Estudios preliminares



Capitulo 4: Andlisis y discusion de los resultados

Capitulo 5: Conclusiones y perspectivas de futuro

En el primer capitulo describimos los principios tedricos en los que hemos basado su
desarrollo. Comenzamos haciendo un estudio acerca de los Antecedentes Epistemoldgicos
y Cognitivos relacionados con el concepto de limite e incluyendo una relacién de algunos
de los proyectos y experiencias que se estan llevando a cabo en otras universidades. Pos-
teriormente nos centramos en el marco teérico propiamente dicho, haciendo una revisién
de la literatura referente a la Visualizacion y las Nuevas Tecnologias. Por tdltimo, pre-
sentamos el mencionado Esquema para la introduccion de conceptos y dedicamos, antes
de concluir el capitulo, un apartado a la Reconstruccion del Conocimiento.

En el segundo capitulo exponemos detalladamente los objetivos de la investigacion
y presentamos nuestra Propuesta Curricular. A partir del esquema conceptual desa-
rrollamos una forma de instruccién, la cual se apoya en la visualizacion y el uso del
software. Para terminar, describimos la puesta en practica de la citada propuesta a partir
de las experiencias llevadas a cabo con alumnos de primer curso de la Licenciatura en
Matematicas y los instrumentos utilizados para el andlisis de los resultados.

Iniciamos el tercer capitulo analizando los resultados de las encuestas que propusimos
a alumnos recién licenciados: alumnos de doctorado y alumnos del Curso de Capacitacién
Pedagdgica. Seguidamente realizamos un anélisis de la encuesta propuesta a los profesores
universitarios. Ambas experiencias forman parte de la fase preliminar y constituyen el

punto de partida de la investigaciéon que nos ocupa.

En el capitulo cuatro presentamos el analisis y discusién de resultados de las experien-
cias llevadas a cabo segin nuestra propuesta. En este caso describimos cuatro trabajos
de campo que corresponden a distintos tipos de alumnos:

- Alumnos del Centro Superior de Educacion: Alumna Maria
- Alumnos de 1° de Matemadticas sin instruccién en Maple

- Alumnos de 1° de Matemadticas con instruccién en Maple

- Alumnos de doctorado

En el ultimo capitulo exponemos nuestras Conclusiones y las Perspectivas de futuro

en torno a temas relacionados con esta investigacion.
Por otra parte, en el Apéndice incluimos:

- Formas de convergencia para una sucesién numérica (apéndice A)

- Ecuacién diferencial en derivadas parciales del calor (apéndice B)

- La solucién de Fourier a la ecuacién del calor y el Fendmeno de Gibbs (apéndice C)
- Ecuacién diferencial en derivadas parciales de la cuerda vibrante (apéndice D)

Como ya mencionamos, en el apéndice A describimos los caminos mas habituales



que siguen las sucesiones numéricas convergentes en su progresivo acercamiento al valor
del limite. Los apéndices B, C y D constituyen una forma novedosa de hacer ver a los
alumnos algunas cuestiones relacionadas con los procesos de convergencia, tal es el caso
de la obtencién de la ecuacién del calor, el fenémeno de Gibbs y la obtencion de la
ecuacién de la cuerda vibrante; en la seccién 1.3.1 de esta memoria observaremos como
a lo largo de la historia estas cuestiones han provocado controversia y discusion entre
los matemaéticos. El uso del software nos permitira visualizar y corroborar fenémenos y

resultados que de otro modo es complicado comprender.

En los anexos presentamos el material en el que nos hemos basado para disenar este
proyecto, es decir, las encuestas correspondientes a las diferentes experiencias asi como
las respuestas de los alumnos y profesores implicados en cada caso.






“.. Incluso el vocabulario para las ideas que se comunican es visual...

El computador se ha sumado a este entorno mientras que los matemdticos

han comenzado a utilizar grdficas de ordenador para explorar o para pre-
sentar sus ideas”.

Cunningham, S. [18].

Capitulo 1

Principios teodricos

1.1. Introduccién

La actividad matemaética de todos los tiempos se ha desarrollado a partir de la
observacion y posterior enfrentamiento de la inteligencia humana con ciertos fenémenos
y estructuras mas o menos complejas de la realidad, las cuales son susceptibles de un
tipo de estudio particular y caracteristico. El éxito de esta labor se hace posible a través
de la busqueda de una simbologia adecuada que facilite simultdneamente la asimilacién y
manipulacién racional de sus elementos, para luego adquirir un cierto dominio de aquella
realidad.

En este sentido, nuestra capacidad para percibir e interactuar adecuadamente cuando
nos enfrentamos a un nuevo ambiente, nuevas situaciones, nuevos conceptos, depende de
nuestra habilidad para detectar, interpretar y/o responder a la informacién que nos llega
a través de los sentidos. No obstante, la percepcién no es un resultado inmediato, y por
tanto, aquella habilidad estd en funcion de la existencia de estimulos ambientales que
permitan adaptarnos a las nuevas situaciones y donde la informacién almacenada puede
ser filtrada o seleccionada. En la profundizacién de esta problemética sobre el desarrollo
de habilidades, surge la necesidad de dar respuesta a como se construye un concepto y
su ubicacion desde un punto de vista holistico con respecto a la matemaética que estd en

juego.

La busqueda de respuestas y el desarrollo tecnolégico de las ultimas décadas, nos
obliga a pensar en nuevas formas de ensenanza de la matemadtica; pero el uso de la
tecnologia genera cambios importantes en cémo los profesores deben ensefiar, cémo los

estudiantes aprenden y como deben ser evaluados.

Desde esta perspectiva, cuando el profesor ensena debe crear las condiciones ade-
cuadas para atraer la atencién del estudiante, de forma que éste se sienta estimulado,
motivado ante el tema que se le plantea. Si dicho profesor es capaz de “atrapar al alum-
no”, llevandolo a su propio campo y haciéndole sentir la necesidad de aprender para

11
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solucionar una situacién problemética que ha sido planteada como tal, este profesor
ha creado las condiciones que producen el “enganche” al conocimiento. El estudiante
debe encontrarse en un ambiente atractivo para comprender las ideas, retener y maés

tarde reconstruirlas.

Como ya comentamos, nuestra investigacion parte del andlisis de una encuesta que
fue contestada por algunos profesores del Departamento de Anélisis Matemédtico de La
Universidad de La Laguna, la mayoria de los cuales han estado relacionados, de una u
otra forma, con la Ensenanza Secundaria. El objetivo de dicha encuesta era conocer y
profundizar en las concepciones que tienen estos ensenantes sobre aspectos pedagdgicos
correspondientes a algunos tépicos del andlisis mateméatico como son la completitud de
R y el concepto (g,v) de limite de una sucecién de nimeros reales.

Asi y como consecuencia de:

- las dificultades epistemoldgicas expresadas por los profesores a la hora de transmitir
estas ideas,

- las “herramientas” que utilizan para “llegar mejor” a los estudiantes y

- las conclusiones de algunos trabajos y proyectos relacionados con el tema,

nos propusimos realizar esta investigacién cuyo principal objetivo fue expuesto en la
Introduccién de esta memoria.

En este capitulo pretendemos describir los principios o fundamentos teéricos en los

que nos basaremos para desarrollar nuestro trabajo.

En primer lugar, explicamos cémo surgié el problema que nos ocupa, definiéndolo y
planteando cudles fueron las principales preguntas que nos hicimos a la hora de disenar
nuestra linea de trabajo. Estas preguntas constituyen el punto de partida para alcanzar
los objetivos que perseguimos y que hemos expresado en el apartado 2.2.

A continuacién desarrollamos un seccién dedicada a los antecedentes epistemolégicos
y cognitivos; en particular, analizaremos ciertos aspectos historicos de algunos de los
conceptos matematicos relacionados con nuestro trabajo, haciendo énfasis y reflexién en
la necesidad de un tratamiento diferente de los mismos. Ademaés describiremos algunos
proyectos que han sido aplicados en los primeros cursos universitarios y que promueven

el uso del ordendor en el aula de matematicas.

Seguidamente nos centramos en el marco tedrico propiamente dicho e indagamos sobre
las distintas concepciones y virtudes de la visualizacién como herramienta fundamental
en el desarrollo del proceso de ensenanza-aprendizaje de la matemaética, la cual facilita
la adquisicién del conocimiento. Desde este punto de vista, el interés que suscita este
tema queda justificado con la necesidad de buscar nuevos procesos y para ello, el uso
del software y la pantalla del ordenador proporcionan ciertas ventajas que sélo se hacen
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posible mediante el desarrollo de procesos visuales.

Posteriormente y con el objetivo de incidir en la construccién de las ideas matemati-
cas, proponemos el uso del software como complemento a la ensenanza tradicional y la
utilizacion de estrategias de visualizacién, las cuales se sustentan en las teorias de autores
como Guzmén, Hitt, Zimmermann, Cunningham, Dreyfus, Tall y Eisenberg, principal-

mente.

Por 1ltimo, dentro de este marco presentamos un esquema que consideramos adecuado
para la introduccién de conceptos matematicos novedosos y que resultard fundamental en
el desarrollo de la propuesta curricular que presentamos en el Capitulo 2. La aplicacion
de nuestro esquema conceptual y en particular, el uso del software Maple permitiran al
profesor crear las condiciones adecuadas para atraer al alumno y motivarle en el sentido

que hemos comentado anteriormente.

1.2. Génesis del problema a investigar

Existen conceptos matemaéticos que presentan importantes dificultades, tanto pa-
ra los profesores a la hora de transmitirlos como para los alumnos asimilarlos. Desde este
punto de vista, nuestra investigaciéon comenzé a gestarse en el transcurso de varios anos
de contacto con la docencia universitaria. Durante los mismos, observabamos que alum-
nos, incluso ya licenciados, manifestaban auténticas dificultades para asimilar, recordar
y manipular diversos conceptos relacionados con problemas de convergencia en general.

Para constatar nuestras observaciones, decidimos encuestar a alumnos recién licen-
ciados, concretamente alumnos del Curso de Capacitacién Pedagodgica y de doctorado
(cursos 97-98 y 98-99). Consideramos que las aportaciones de los mismos podian resultar
significativas, pues su experiencia, como estudiantes ya profesores, nos dotaria de una
visién méas amplia y enriquecedora.

Los items correspondientes a las encuestas propuestas trataban de hacerles recor-
dar diversos aspectos del proceso de ensenanza-aprendizaje que ellos mismos habian
experimentado: metodologia usada por su profesor, actitud que ellos manifestaron en su
momento, dificultades para la asimilacién y comprensién de los mismos, etc. También
solicitamos su colaboracién para reflexionar y responder algunas cuestiones referentes a
los conceptos de limite de una sucesion de numeros reales y de convergencia puntual y
uniforme de sucesiones y series funcionales. Por ultimo y como futuros profesores, les pe-
dimos una opinién en la que reflejaran aquellos cambios curriculares y metodolégicos que
consideraban necesarios para mejorar la ensenanza de conceptos como éstos y facilitar
su comprension.

El lector puede observar las encuestas contestadas en los anexos I y IT que se adjuntan
a esta memoria. En el Capitulo 3, en particular en el apartado 3.2, hacemos un analisis
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de sus respuestas.

Los resultados de estas experiencias despejaron nuestras dudas al comprobar, una vez
mas, que los conceptos involucrados en estos temas dan lugar a importantes obstaculos.
Ellos constituirian el punto de partida para elaborar nuestra linea de trabajo y fijar

algunos de los objetivos de esta investigacién.

En este sentido resulta importante definir y delimitar el problema a estudiar; aunque
en la introduccién a esta memoria lo expusimos, ahora volvemos sobre él y lo explicitamos
con detalle a partir de las preguntas a que da lugar:

“Existen conceptos del Andlisis Matemdtico relacionados con procesos de convergen-
cia, cuya comprension y asimilacion presenta a los estudiantes de los primeros cursos
universitarios importantes dificultades cognitivas y epistemoldgicas. Estas dificultades se
manifiestan incluso en alumnos que finalizan sus estudios universitarios, constatandose
importantes lagunas conceptuales en torno a estos temas, los cuales se desvanecen en su
memoria incluso después de un corto periodo de tiempo”.

A partir de la revisién bibliografica relacionada con este tema, encontramos que exis-
ten diversos trabajos acerca de las concepciones y dificultades que presentan los alumnos
para asimilar los conceptos de limite de funciones reales de variable real y de sucesiones
y series numéricas (Artigue [9], Hitt [54], Sierpinska [92], etc.); sin embargo, la bibliogra-
fia referente a los conceptos de convergencia puntual y uniforme de sucesiones y series

funcionales era muy escasa.

Por otra parte, a principios de 1998, encuestamos a varios profesores del Departamento
de Andlisis Matemético de la Universidad de La Laguna (sus respuestas estdn recogidas
y analizadas en el Capitulo 3). Uno de nuestros objetivos era conocer aquellos aspectos
pedagogicos que ellos utilizan en su practica docente para transmitir algunos tépicos del
Anélisis Matematico como son la completitud de R y el concepto (g,v) de limite de una
sucecién de numeros reales. Aunque manifestaban ciertas dificultades epistemolégicas en
la transmisién de estos conocimientos, aportaron algunas ideas que reultarian de gran

interés para nuestro trabajo.

Toda la informacion recogida y disponible nos incit6 al planteamiento de algunas cues-
tiones que sélo tendrian respuesta tras realizar un estudio de investigacién que debiamos

organizar; asi, nos preguntabamos:

- ;Cudles son las principales dificultades asociadas a los conceptos de convergencia
puntual y uniforme de sucesiones y series funcionales?

- ;Qué cambios curriculares y metodoldgicos es importante introducir para mejorar
la ensenanza de estos conceptos y facilitar su comprensién a los estudiantes?

- i Qué recursos didacticos debemos utilizar los profesores para mejorar nuestra préacti-

ca en el aula?
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- El uso de las nuevas herramientas informéticas, jpueden ayudar a profesores y
alumnos en el proceso de ensenanza-aprendizaje de los mismos? ;jde qué forma?

- ;Podemos aportar técnicas y métodos complementarios que faciliten el “engan-
che”del alumno y que por tanto favorezcan la motivacion?

- ;Podemos de alguna forma acortar el periodo de tiempo necesario para la adquisicién
de estos conceptos, al tiempo que reforzamos los procesos de almacenamiento y recons-
truccién del conocimiento a corto y largo plazo?

Estas y otras cuestiones constituyeron el punto de partida para marcar objetivos
concretos y organizar la linea de trabajo a seguir en el desarrollo de esta investigacién.

1.3. Antecedentes de la investigacion

En esta seccion desarrollamos dos grandes apartados. El primero, dedicado a los
antecedentes epitemoldgicos, hace referencia a los fundamentos, métodos y lenguaje del
conocimiento matematico relacionado con la completitud de la recta real y problemas
de convergencia de sucesiones y series funcionales. En particular, haremos un anélisis
histérico de las circunstancias en que surge el concepto de convergencia uniforme y por
qué. Al analizar los antecedentes cognitivos, incluimos un apartado dedicado al estudio
de algunos de los proyectos y experiencias que se estan llevando a cabo en otras uni-
versidades con el objeto de mejorar la ensenanza-aprendizaje de los conceptos que nos
ocupan. Ademds hacemos un estudio sobre diversas investigaciones que hacen referencia
al concepto de limite y sobre todo a las dificultades epistemolégicas y cognitivas que este
concepto ofrece.

1.3.1. Antecedentes epistemolégicos

Teniendo en cuenta la naturaleza epistemoldgica del concepto de completitud de
R y consecuentemente de limite de una sucesién de nimeros reales, es importante hacer
andlisis y reflexion sobre la necesidad de estos conceptos y sobre las dificultades para
introducirlos dentro del marco cientifico de la Matematica. De igual forma, considera-
mos importante hacer un estudio de las dificultades que histéricamente encontraron los
miembros de la comunidad matemadtica para llegar a lo que actualmente conocemos como

convergencia uniforme.

Reflexiones sobre la completud de la recta real

En el Capitulo 3 comprobaremos cémo los profesores universitarios encuestados
realizan verdaderos esfuerzos para transmitir a sus alumnos la idea de continuidad de
R y discontinuidad en Q.. Entre otros recursos utilizan metaforas estructurales y ex-
tramatematicas para intentar que los estudiantes las comprendan; en este apartado las
conectamos con algunas reflexiones entresacadas de la literatura.
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En Moreno y Waldegg [73], se le dedica una seccién a la Continuidad Numérica.
Dicha seccién comienza con la siguiente cita de Dedekind:

En el otono de 1858, como profesor del Politécnico de Zirich me encontré obligado,
por primera vez, a dar un curso sobre los elementos del cdlculo diferencial y senti mds
profundamente que antes la carencia de un fundamento realmente cientifico para la arit-
mética (...) En la discusidn sobre la aprozimacion de una magnitud variable y especial-
mente al probar el teorema, segin el cual toda magnitud que crece continuamente pero no
fuera de todo limite, se aproxima a un valor limite. He recurrido a evidencias geométri-
cas (...) aunque esta presentacidn es muy util desde un punto de vista diddctico, no
proporciona un fundamento cientifico (al cdlculo).

Respecto a estas palabras de Dedekind, estos autores comentan dos aspectos:

1) Se destaca la proposicién:
“toda magnitud que crece continua y acotadamente tiene limite”

y se toma como punto de partida, como un organizador conceptual del cuerpo de teoremas
del célculo.

2) Se descubre que tal proposicién no ha sido demostrada cientificamente, sino sélo
ha sido objeto de un tratamiento intuitivo, geométrico.

El problema de la continuidad de los nimeros reales desde un punto de vista numérico

(que es el adoptado por Dedekind) ha sido fuente de profundas meditaciones.
En [73] los autores anaden:

La densidad es una propiedad de los cuerpos materiales muy parecida o la continui-
dad. Es probable que al concepto abstracto de continuidad (geométrica) se haya llegado
mediante la observacion activa de los medios densos, tales como liquidos y metales. En
realidad, los medios fisicos, todos, estan formados por la acumulacion de un nimero muy
grande de particulas cuyas interdistancias son tan pequenas comparadas con las dimen-
siones de los objetos estudiados, que los podemos suponer carentes de intersticios. Al
hacer esto, estamos realizando un acto, en extremo importante, de abstraccion. La conti-
nuidad de los cuerpos es el resultado de nuestras formas de percepcion. Quizds por esto,
durante el desarrollo de una teoria de los nimeros reales haya sido tan dificil distinguir
las categorias de lo denso y lo continuo, cuya manifestacion matemdtica queda plasmada
en la afirmacion:

“Los racionales son densos en el universo de los reales”

Todo concepto por precisa que sea su definicién evoluciona y adquiere ain mas pre-
cision con el desarrollo de la matematica. Antes de los diferentes programas de recons-
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truccion de los nimeros reales, el de Dedekind incluido, el concepto de nimero real ya
habia surgido en forma definida (aunque no definitiva).

Fue éste un concepto investigado y tratado por diferentes matematicos en épocas
distntas; los modelos fueron ganando en rigor y precision, al tiempo que se resolvian los
problemas que mostraban las limitaciones y bondades de las formas especificas que, en

determinado momento, tenia este concepto.

En la época clasica, para los matematicos griegos, la aceptacion del concepto de
longitud en la geometria dio lugar al descubrimiento de que habia méas niimeros reales que
racionales, o lo que es lo mismo, se llegd a que los racionales positivos no podrian ponerse
en correspondencia biunivoca con las longitudes. Todo esto ocurrié como consecuencia
del problema de medicién de la longitud de la diagonal de un cuadrado.

Este hecho es, sin lugar a dudas, el punto de partida de las reflexiones acerca de
“lo continuo”. Asi pues, la forma mas natural de presentar los nimeros reales consiste
en partir de los procesos de medicién, lo cual evidentemente conduce a procesos de
aproximacién que, de acabar en un nimero finito de pasos, produce un decimal finito. Si
no acaba, produce un decimal infinito.

El decimal finito es racional. El decimal infinito puede ser racional, lo cual se refleja
en la periodicidad. Pero, precisamente porque el decimal infinito puede ser mo periddico,
sabemos que los numeros racionales presentan una insuficiencia tedrica para Ser consi-
derados como un instrumento idoneo para el proceso de medicion. Vemos entonces la
necesidad de tratar con expresiones decimales no peridodicas, para medir, por ejemplo, la
diagonal del cuadrado unitario.

De esta manera, al “completar” las expresiones decimales infinitas y periddicas con
las infinitas no periddicas establecemos una correspondencia entre los segmentos (sus
longitudes) y los numeros reales. Pero, desde el punto de vista numérico aparece un
nuevo problema:

s Como sabemos que una expresion no periodica como por ejemplo 1.4142136... repre-
senta un verdadero nimero?

Caben aqui varias reflexiones. Empecemos con algunas de cardcter fisico. Ningun
objeto concreto puede medirse con exactitud absoluta. La longitud de un segmento no
tiene sentido si tratdramos de medirla con una precision que vaya mds alld de los limites
de las dimensiones atomicas. Cuando se superan ciertos limites de precision ocurre un
cambio cualitativo en el proceso de medicion. Asi, la afirmacion de que el cociente de la
diagonal al lado es v/2 no puede deducirse con exactitud a partir de mediciones concretas
y aun mds, carece de significado preciso en el caso de un cuadrado fisico.

Por ello, la afirmacion de que la diagonal y el lado de un cuadrado son inconmesu-
rables es una conclusion tedrica basada en el desarrollo de la geometria; basada en las
premisas originales de la geometria, que fueron tomadas de la experiencia.
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Por todo esto, podemos afirmar que el concepto de nimero real (irracional) no es
un reflejo mecdnico, ni inmediato de los hechos de la experiencia. El nimero real es un
concepto abstracto que refleja lo que es comun a las magnitudes concretas. Y esto que
es comun es la posibilidad de que el valor de la magnitud pueda ser determinado con
una precision ilimitada (siempre podemos anadir otra cifra decimal). Entonces, volvien-
do a la pregunta: ;Cdémo sabemos que 1.4142136... representa un verdadero niumero?,
contestamos asi:

Al detenernos en una determinada cifra decimal, por ejemplo 1.4142 obtenemos un
numero que representa una aproxrimacion. Si continuamos anadiendo cifras decimales:
1.4142, 1.414213, 1.4142136, etc. vamos obteniendo mejores aproximaciones al valor
de la magnitud que pudiésemos estar midiendo. El expresar el numero con todas sus
cifras decimales representa algo nuevo, desde el punto de vista cualitativo: representa la
posibilidad de precision absoluta en el proceso de medicion. Esta idea de precision absoluta
es la que queremos “capturar” mediante la posibilidad de aproximacion indefinida. Esta
“captura” consiste en darle al nimero con todas sus cifras decimales carta de ciudadania
en el mundo de los numeros.

Observando que las aprorimaciones sucesivas:

a1 =1

as =14

as = 1,41
ay = 1,414
as = 1,4142

constituyen una sucesion creciente y acotada, y que el numero con todas sus cifras deci-
males es el limite de tal sucesion, extendemos la carta de ciudadania a

1,4142136...

mediante el siguiente postulado que refleja la completitud (en el grado de precision de la
medida) de los nimeros reales:

POSTULADO DE CONTINUIDAD

Dada cualquier sucesion creciente:
bo = Qo
bl = ap - a1
b2 = ap-ai-az
tal que existe k para el cual b, < k para todo n, postulamos la existencia de un niumero

a < k tal que lim b, = a.

n—oo
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Asi, este postulado asegura que los procesos de medicién pueden realizarse con tanto
grado de precisiéon como deseemos. Podemos afirmar que si traspasamos un determina-
do limite de precision, estamos introduciendo un cambio cualitativo que corresponde al

mundo conceptual de los niimeros reales.

Es importante destacar que en esta idea de mejorar indefinidamente la precisiéon del
proceso de medir, estd latente la idea de limite, concepto central del andlisis matematico.

Hemos de destacar igualmente que en estos procesos no hacemos una tnica aproxima-
cioén, sino una sucesién de ellas, cada una mas precisa que la anterior. De la observacién
de esta sucesién de aproximaciones determinamos el valor exacto de la magnitud y ese
valor es el limite requerido.

“..esta forma aritmética que hemos dado a la continuidad, en forma de axioma, fue
la utilizada tmplicitamente por Cauchy”.

Consideraciones histéricas sobre los problemas de convergencia de sucesiones
y series funcionales

Para entender la necesidad del concepto de convergencia de una sucesion funcio-
nal y posteriormente el de convergencia uniforme, es necesario investigar las circunstan-
cias y el momento histérico en que dicho concepto surge y por qué. Asi, es importante
analizar desde un punto de vista heuristico, el trabajo de Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830), “Théorie Analytique de la Chaleur”, donde presenta modelos matematicos
de fenémenos fisicos no estudiados hasta ese momento.

Fourier, ayudante de Lagrange y de Laplace, desempené algunos cargos publicos entre
los que cabe destacar el de miembro civil en la campana egipcia de 1798 a 1801, y el de
Prefecto del Departamento de Iseré, situado en la frontera con Italia, desde 1802 hasta
1815. Es en esta etapa de su vida, cuando realizd la obra antes senalada y en la que

estuvo involucrado unos quince anos.

Aunque la historia se gesta en el transcurso del siglo XVIII, lo que atafie para nuestro
estudio comienza en 1807, cuando Fourier presenta al Institut de France sus resultados
sobre el problema de la transmisién del calor. Como consecuencia de ello, se produce una
controversia que gira en torno a la representacion de una funcion en serie trigonométrica,

hecho que analizaremos a continuacién.

El principal oponente de Fourier era precisamente Lagrange, presidente del Institut
de France, quien junto a Euler y D’Alembert, no admitia la solucién que afios antes
habia encontrado Daniel Bernoulli a la ecuacién diferencial de la cuerda vibrante. Ber-
noulli, en 1753, propuso como solucién de la también conocida como ecuacion de ondas

unidimensional (Simons [93], pag. 311-320):
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20%y(z,t) _ 9y(a,t 1
R

la funcién:
y(z,t) = > 07, bpsen(nz) cos(nat)
solucién que, al considerar el valor de contorno y(z,0) = f(z), se transforma en
f(x) = bisen(z) + bysen(2x) + bysen(3x) + ...

Tanto D’Alembert como Euler rechazaban la idea de Bernoulli referente a la posi-
bilidad de que una funcién tan general como la de la forma de una cuerda deformada
arbitrariamente, pudiera ser desarrollada en una serie trigonométrica.

Previamente, en los anos 1747 y 1748 respectivamente, estos dos matematicos habian
encontrado y publicado, por separado, una solucién del problema que nos ocupa, la cual

adopta la forma:
y(e,t) = 5[f(z +at) + f(z — at)]

(véase Carslaw [16], Farfan [37] y Simons [93]).

Lagrange estuvo un tiempo (1752-1759) a favor de los razonamientos de Euler y
posteriormente defendié también las argumentaciones de D’Alembert, pero no acepté el
resultado de Bernoulli y, en consecuencia, rechazé el trabajo de Fourier, en el cual éste
descubria la forma més general de una serie trigonométrica de senos y cosenos para la

solucién f(x) de otro problema fisico, el de la conduccion del calor
f(@) = %ag+ > 07 [(an cos(nz) + by sen(n)]

Es precisamente en 1806 cuando Fourier anuncid, aunque nadie le creyd, que una
funcién arbitraria f(z) puede ser representada en la forma de la serie anterior donde los
coeficientes a,, y b, adoptan la forma

an =+ [T f(x)cos(na)dzr y b, = = [* f(x)sen(nz)dz

El Institut convocé en 1811 el “grand priz de mathématiques” para quien solucionara
el problema de la transmisién del calor; el tribunal estaba formado por Lagrange, Laplace
y Legendre. Fourier gané este gran premio con una version ampliada de sus obras iniciales,
pero ésta no se publicé en ese momento? y fue en 1822, después de la muerte de Lagrange,
cuando aparecié una tercera version, en forma de texto, con el titulo ya mencionado:

1Una versién, en lenguaje Maple, de la obtencién de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
de la cuerda vibrante y de la conduccién del calor, puede verse en los Apéndices C y D de esta memoria.

2El retraso en la publicacién de la obra de Fourier hasta 1822 se debié a las “discusiones” de los
miembros del Institut. Estas se centraban en que si los trabajos de Fourier carecian o no del rigor
matematico exigido.
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“Théorie Analytique de la Chaleur”.

Fourier [41] estudié la determinacién de las leyes mateméticas que gobiernan los
fenémenos de propagacién del calor en la naturaleza, bajo la hipétesis de que el calor
penetra en todas las sustancias del universo de la misma manera que la gravedad actiia
sobre todo aquello que pesa. Afirma que las teorias mecénicas no se aplican a los procesos
donde interviene el calor, ya que éste posee sus propias especificidades, y por tanto, estos

procesos no actiian en base a los principios del movimiento y del equilibrio.

En la introduccién del capitulo primero expone con claridad el objetivo de su obra
y éste consiste en reducir, con la ayuda del analisis matemaético, la investigacién fisica
del fenémeno de propagacién del calor en cuerpos sélidos a los problemas del cédlculo
integral, teniendo en cuenta los datos suministrados por el experimento. Este fenémeno
de propagacién del calor en cuerpos sélidos se origina por la desigual distribucién del calor
en diferentes puntos de la masa sélida considerada, o lo que es lo mismo, por la diferencia
no nula de temperatura entre dos puntos vecinos (z +h, y+k, z+1)y (z, y, 2), en el

tiempo t :
T(@+h y+k 241 t) =T (2, y, z 1)

donde T representa la temperatura como funcién de la posicién en el espacio y en el
tiempo.

Tras diversos razonamientos y cdlculos descritos con detalle, Fourier [41] obtuvo la
ecuacién de conduccién del calor:

2 (9%T | 9*T . 9°T\ _ 9T
k (8m2+8y2+6z2)_w

donde k2 se denomina coeficiente de transmisién del calor.

Para el caso particular bidimensional, la ecuacién general queda reducida a:

T _ 1.2 (8°T | 9T
W_k (612+6y2>

Y dado que se trata de determinar la temperatura estacionaria, constante respecto a

la variable tiempo, deberd considerarse %—{ = 0. Por tanto la ecuacién a resolver es:

*’T | 9T
ox2 + ayQ = 03

Fourier [41] en el capitulo IT de su obra original, pdg. 190, presenta una solucién de

la ecuacién anterior dada por:

1 1 1
ZT =e “cos(y) — ge_3$c03(3y) + ge_sxcos(f)y) - ?e_hcos(?y) + ...

3Véase Fourier [41], pdg. 162 y Farfan y Solfs [39], pag. 51.
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afirmando que este valor de T satisface dicha ecuacion y realizando un estudio exhaustivo
de la misma.

Por otra parte, la seccién VI del capitulo III la dedica a “Développen d’eune fonction
arbitraire en séries trigonometriques” y calcula los coeficientes a, b, c,...de la serie

acosx + bsen(3x) + ccos(bx) + ...

A partir de experiencias concretas y tomando como base un fuerte manejo algebraico
caracteristico del siglo XVIII, Fourier no sélo calcula los coeficientes de la serie trigo-
nométrica (articulos n° 172,...,176 de [41]), sino que ademds afirma que la constante /4
admite el desarrollo en serie de cosenos que presentamos mas abajo (articulo 177 de [41]).
Piénsese que esto, para el gran matemédtico Euler, era sencillamente imposible y fue su
principal argumento en contra de la solucién dada por Bernoulli al problema de la cuerda
vibrante.

Para obtener los coeficientes de su serie trigonométrica, Fourier jugd en el mismo
terreno que Euler, utilizando la manipulacion formal. Quizds por esta razon, Euler dudara
de la deducciéon de Fourier.

Es interesante destacar que cuando Bernoulli presenté su solucién al problema de
la ecuacién de ondas, ni él, ni Euler investigaron el problema de la convergencia de la
serie en cuestién; sin embargo en el capitulo III, seccién 177, de su Teoria Analitica del
Calor, Fourier fue ain més lejos e hizo un minucioso estudio de la convergencia de la
serie trigonométrica obtenida?.

1 =cosy— %cos3y+ %cos5y— %cos?y—&— %cos9y— Tllcoslly—i—...

Respecto a ella Fourier [41] en el articulo 177, afirma:

“Seria facil de probar que esta serie es siempre convergente; es decir, que poniendo
en lugar de y un numero cualquiera y prosiguiendo el cdlculo de los coeficientes, nos
aproximamos cada vez mds a un valor fijo; de suerte que la diferencia de este valor a la
suma de los términos calculados llega a ser menor que toda cantidad asignable. Haremos
notar que el valor fijo al cual nos aproximamos continuamente es /4 si el valor atribuido
ay estd comprendido entre 0 y w/2, pero que €l es —7/4 si y estd comprendido entre /2
y 37/2; ya que en este sequndo intervalo cada término de la serie cambia de signo.

En general el limite de la serie es alternadamente positivo y negativo; sin embargo,
la convergencia no es lo suficientemente rapida para procurar una aproximacion fdcil,
pero es suficiente para la verdad de la ecuacion

Y = COST — %COSS.’E-F %cos5x-% cos 7x + %cost— 1—11(3051195—1—

4En los trabajos originales de Fourier, las abcisas la denota por Yy las ordenadas por X.
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perteneciendo a una linea que, teniendo a x por abscisa y ordenada y, estd compuesta
de rectas separadas las cuales son paralelas al eje horizontal (aqui el papel de la x e y es
estandar).

FEstas paralelas estdn colocadas alternativamente por arriba y debajo del eje, a la

s
47’
formarse una idea exacta de la naturaleza de esta linea, es necesario suponer que el

distancia y unidas por perpendiculares que son ellas mismas parte de la linea. Para

numero de términos de la funcion

1

COST — 3

cos 3x + %cos 5x—% cos7x + %cos 9z — ﬁ cosllx + ...

recibe, en principio un valor determinado. En este ultimo caso la ecuacion

_ 1 1 1 1 1
Y = cosT — 5 €08 3x + £ cos 5x-% cos Tx + 5 cos 9z — 7 cos 11z + ... (1)

pertenece a una linea curva que pasa alternativamente por arriba y por abajo del eje,
cortandolo todas las veces que la abscisa x llega a ser igual a una de las cantidades

s 3T 5w
4T 43m 45m

A medida que el nimero de términos de la ecuacion aumenta, la curva tratada tiende
mas y mds a confundirse con la linea precedente, compuesta de rectas paralelas y de
rectas perpendiculares, de suerte que esta linea es el limite de diferentes curvas que se
obtendrian al aumentar sucesivamente el nimero de términos”

Véanse Figuras 1.9 y 1.10

Si ponemos atencién a estas graficas, desde un punto de vista geométrico, observa-
remos que para los valores del interior del intervalo [—7,+7], las diferentes funciones
tienden a “allanarse” en el centro del mismo y su valor se aproxima cada vez mas y mas
hacia 7; sin embargo el conjunto de maximos y minimos relativos se desplazan hacia los
extremos, es decir, hacia las cercanfas de —7 y de —&-%5.

Conceptualmente, desde el punto de vista actual, la curva descrita por Fourier asocia-
da a la funcién limite, no es correcta, ya que para que dicha curva sea funcién es necesario
que a un punto del dominio le corresponda uno y sélo un punto del conjunto imagen.
Para él la funcién limite era continua pues consideraba con toda certeza que algo era una
funcién continua si su grafica se podia trazar con un ldpiz sin levantarlo del papel.

Por qué Fourier ve como necesario un estudio de la convergencia de la serie?

Argumentemos que analizar esta convergencia es el resultado implicito de evaluar

la serie (la funcién) en un conjunto de nimeros en donde estd definida. Fourier estaba

5Es bien conocido que esta “anomalia”’ se conoce como “fenémeno de Gibbs” en honor a este ma-
tematico. En el apéndice B puede verse un estudio del mismo realizado con Maple en el que se destacan
las acotaciones de los méxinos y mimimos de todas las funciones “sumas parciales”.



24 CAPITULO 1. PRINCIPIOS TEORICOS

pensando en una funcién como el resultado de la sustitucién de un ntmero cualquiera
independientemente de la formula que la define. Su concepto de funciéon es numérico y
no formal como el de Euler.

Téngase en cuenta que Fourier define funcién asi:

“.. En general la funcion [ (x) representa una sucesion de valores u ordenadas en
donde cada una de ellas es arbitraria. Para una infinidad de valores dados a la abscisa
x existe un numero igual de ordenadas f (x). Y todas ellas tienen valores numéricos, ya
sean positivos, negativos o cero.

No suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una ley comun a todas ellas, se
suceden unas a otras de manera arbitraria y cada una viene dada como si fuera una
cantidad aislada...”

Si hacemos uso al pie de la letra de esta definicién, podemos afirmar que la idea
actual de correspondencia x — f (), es utilizada por Fourier; sin embargo el listado de
funciones que usa demuestra que no estaba pensando en la definicién de funcién tal como
hoy la entendemos®; ésta habria de esperar todavia un siglo para consolidarse. Piénsese
que Lebesgue y Borel en 1905 atin discutian sobre la definicién adecuada de funcién.

La prueba mas clara de que la definicién de Fourier no es en absoluto la actual se
desprende de sus explicaciones verbales en su “Théorie Analytique de la Chaleur” y de
los dibujos presentados en su monografia de 1807, cuando presenta sus resultados al
Institut de France. El une, como ya hemos dicho, los saltos con lineas perpendiculares
probablemente para proporcionar una visiéon continua de la funcién limite. Cada suma
parcial es una funcién continua, y Fourier piensa, en consecuencia, que aquel limite
igualmente debe serlo.

Seria mucho exigir a Fourier que notara la convergencia uniforme de su serie trigono-
métrica tal como hoy dia la entendemos, hacia su funcién limite, en cualquier intervalo
incluido en (-7 ,%); pensemos que este tipo de convergencia era un concepto que atin no
existia; sin embargo es él quien introduce por vez primera el problema de la convergencia
al referirse en los péarrafos precedentes a la lentitud de la misma.

No obstante sus argumentaciones van a proporcionar pistas a matemadticos como
Cauchy y Seidel, para que poco a poco se fuera gestando la idea de la convergencia
uniforme.

Agustin Louis Cauchy (1800-1885) enuncié y demostré la conocida conjetura o prin-
cipio de continuidad en el que se postula que las propiedades que se verifican en los

procesos finitos pueden extenderse, sin mas, a lo infinito, teorema “erréneo” para los

SDefinicién de funcién dada por Dirichlet en 1837: “If a variable y is so related to a variable x that
whenever a numarical value assigned to x, there is a rule accordening to which a unique value of y is
determined, then y is said to be a function of the independent variable x”.
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historiadores clasicos”. Con més precisién, Cauchy fue quien, por primera vez, dio una
prueba de la conjetura primitiva que dice:

“el limite de una serie convergente de funciones continuas es a su vez continuo”

verdad que se habia dado por supuesta durante el siglo XVIII y, como ya comentamos,
se conocia como “principio de Leibniz’. Este se consideraba como un azioma, no pre-
cisandose por tanto demostracién alguna.

Porqué sinti6 Cauchy la necesidad de probarla?
Hitt [58] analiza la frase de Fourier ya mencionada:

“la convergencia mo es lo suficientemente rdpida para procurar una aproxiMacion
fdcil, pero es suficiente para la verdad de la ecuacidn (1)”

Con este comentario, Fourier, sin saberlo, estaba proporcionando contraejemplos al
teorema de continuidad de Cauchy y ademads, una pista para el descubrimiento de la
convergencia uniforme de series de funciones continuas.

Ademas Hitt realiza un andlisis gréafico, con el software Mathematica, que le permite

visualizar el proceso de la convergencia de la serie de Fourier y afirma:

“..es impresionante que Fourier haya tenido esta vision sin contar con la tecnologia
actual”

Cuando Cauchy, en 1821, un ano antes de la publicacién del libro de Fourier, publica
su libro “Curso de Andlisis” ya conocia el trabajo de éste y aunque el comentario anterior
pasé desapercibido a sus ojos, en él enuncia un teorema evidentemente consecuencia de

los ejemplos de Fourier; dicho teorema es enunciado asi:

“Cuando los diferentes términos de la serie

Upy Uy U2y oy Uny Unt1, --- (2)

son funciones de una misma variable x, continuas con respecto a esta variable en la
vecindad de un valor particular para el cual la serie es convergente, la suma s de la serie
es también, en la vecindad de este valor particular, funcion continua de x”.

Reproducimos la demostracion de Cauchy dado su interés historico:

“Cuando los términos de la serie (2) dependen de una misma variable x, esta serie
es convergente, y sus diferentes términos funciones continuas de x, en la vecindad de un
valor particular atribuido a esta variable.

"No obstante como consecuencia de los trabajos del anlisis no standar, Lakatos [65] muestra que
Cauchy no se equivocé, simplemente enuncié y demostré otro teorema, que ya el propio Cauchy se
ocupé de corregir méas tarde.
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Sny Tn ¥ S

son también tres funciones de la variable x, donde la primera evidentemente es continua
con relacion a x en la vecindad de un valor particular el cual se requiere. Supuesto eso,
considérense los incrementos que reciben estas tres funciones, cuando se hace crecer x
en una cantidad infinitamente pequena. El incremento de s, serd para todos los posibles
valores de n, una cantidad infinitamente pequena; y el de r, se volverd imperceptible
al mismo tiempo que r, si se atribuye a n un valor muy grande. Por consiguiente, el

incremento de la funcion s no podrd ser sino una cantidad infinitamente pequena”.
La prueba de Cauchy puede transcribirse de la siguiente manera:
s (@ + A) — 5 (2)] =
= |lsn (z + Az) + 710 (z + Az)] = [sn (2) + 70 (2)]] =

= |sn (x+ Az) — spp () + 1 (x + Az) — 1y (2)]] <
<sn (T + Az) — 55 (@) + |7 (x + Az)| + |7y ()]

Cauchy concluye su demostracién mencionando que las tres expresiones se hacen
infinitamente pequenas.

La Historia nos dice que fue Niels Henrik Abel (1802-1829) en 1826 quien postula que
dicho teorema tiene excepciones; dice textualmente:

“Me parece que hay algunas excepciones al teorema de Cauchy”
y como contraejemplo presenta la serie:
sen(¢) — ssen(2¢) + gsen(3¢)-sen(4¢) + tsen(5¢) — ...

no aclarando que Fourier ya habia utilizado este mismo ejemplo en un contexto similar;

Abel anade:
“como se sabe hay muchos mds ejemplos como éste”

y expresa:

“El dominio de validez de los teoremas del andlisis en general y de los teoremas acerca
de la continuidad de la funcion limite en particular estd restringido a series de potencias.

Todas las excepciones conocidas de este principio de continuidad bdsico eran series
trigonométricas...” (Lakatos [65], pag. 156).

Abel incluso propuso dejar a un lado el estudio de las series trigonométricas de
Fourier:

“como si fuesen una jungla incontrolable en las que las excepciones son la norma y los
éritos un milagro”
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Como se ha dicho, Hitt se pregunta cémo se las ingeni6é Fourier para esbozar, en aque-
lla época, las graficas de las figura 1.9 y entonces provoca el proceso para representarlas

con ayuda de Mathematica.

JHabria pensado lo mismo Abel, sobre lo de la “jungla incontrolable” si hubiera tenido

a su disposicién la tecnologia contemporanea?

Nosotros, paralelamente a Hitt y con ayuda de Maple, podemos definir la sucesién de
“sumas parciales” de la serie presentada por Abel, graficar algunas de ellas e intuir, por
consiguiente, cudl va a ser la funcién limite:

g(x) = lim s(x,n)

n—oo

Para ello utilizamos el siguiente programa®:

>s:=(x,n)->sum((-1) " (k+1)/k*sin(k*x),k=1..n);

si=(z,n)—> > (_126“1 sin(kz)
k=1
>’s(x,1)7=s(x,1);7s(x,2) =8 (x,2);’s(x,3) =8 (x,3);

s(z,1) = sin(z)
s(x,2) = sin(z) — § sin(2z)

s(z,3) = sin(z) — 1 sin(2z) + £ sin(3z)

>plot({seq(s(x,n),n=1..3) },x=-2*Pi..2*Pi,y=-2..2 thickness=2,color=Dblack);

2
1
6 4\ 2 2 4
1]
2
FIiGura 1.1

8En este caso exponemos el programa con las instrucciones pero no aportamos explicaciones acerca
de las mismas. En el desarrollo de la Propuesta Curricular que presentamos en el Capitulo 2 presentamos
los programas y los explicamos.
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>plot({seq(s(x,n),n=45..45)} ,x=-2*Pi..2*Pi,y=-2..2 thickness=2,color=black);

FiGuraA 1.2

Por tanto, la funcién limite en [—2m, 27] es:

x

g(x):{ gsiz#—mw

Osix=—-m, m

Gréficamente:

.
R R

Ficura 1.3

Seidel en 1847, unos veinticinco anos después de la publicacién de la obra de Fourier,
encuentra el error que comete Cauchy en la demostracion anteriormente expuesta, y
senala la propiedad o “lema oculto” que debiera anadirse para que el teorema fuera cierto.
Evidentemente la cuestion no era baladi y por ello llevé tanto tiempo. El descubrimiento
de Seidel, segin Lakatos [65], lo presentamos seguidamente:

o0
Sea Y fn (z) una serie convergente de funciones continuas y, para cualquier n,
n=0

n

definase Sp () = > fm(x) y 70 (x) i fn(2).

m=0 m=n-+1

Lo importante en la prueba de Cauchy es la deduccién siguiente:

Para todo € > 0:

(1) Existe un 6 tal que, para cualquier Az, si|Az| < §, entonces |Sy, (x + Az) — Sy, (z)| <
e (existe tal &, debido a la continuidad de Sy (x));

(2) Existe un N , natural, tal que |ry, ()| < €, para todo n > N (existe tal N, debido
a la convergencia de Y, f,, (z) );
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(8) Existe un N', natural, tal que |r, (x + Az)| < e, para todo n > N’, (debido a la
convergencia de Yy, [, (v + Az));
Por todo ello:

|f @+ Az) = f(2)] = [Sn (z + Az) + rp (2 + Az) = Sy (2) — 10 (2)] <
ISy (z 4+ Az) — Sy, ()] + |rn ()] + |7 (2 + Az)| < 3e, para todo Az < .

Por otra parte los contraejemplos conocidos ponfan de manifiesto que algo no funcio-
naba.

Donde estaba el error en la demostracién de Cauchy?

Lakatos [65] afirma que si se realiza un andlisis mds cuidadoso de la prueba, dejando
bien claras las dependencias funcionales de algunas de las cantidades podemos realizar

la siguiente deduccién:

(1)* |Sp (x+ Az) — S, (z)| < e, 81t Az < 6(g,z,n)
(2)* |rn (z)| <&, sin> N(e,z)
(3)" |rn (x + Ax)| <&, si n > N(e,z + Ax)

Por todo ello:

1Sn (x + Az) + 10 (2 + Az) = S (2) = ()] = |f (2 + Az) = [ (2)] < 3z,
sin>marzN(e, 2)y Ax < d(g,z,n)

Asi pues para Seidel el “lema oculto” o “fallo en la demostracion” que no descu-
brié Cauchy es que este méximo, mdzrzN (g, Z), deba existir para cualquier ¢ fijado.
Este lema oculto fue lo que se llegé a denominar el requisito de la convergencia uniforme
(Lakatos [65]) v que con el transcurso de los afios ha derivado, después de un largo
proceso de transposiciéon didactica, en lo que hoy llamamos convergencia uniforme de
una serie de funciones donde las series son tratadas como sucesiones funcionales pues se

trabaja con las sucesiones de sumas parciales Sy (x).

Notese que Seidel deja entrever la idea de que debe existir un subindice natural que
s6lo depende de e pero no de zx, a partir del cual se verifican simultdmeamente las tres
acotaciones y de ahi la conclusién de la prueba. Seidel estd dando carta de naturaleza a
la globalidad de la convergencia al exigir la existencia de un subindice N que valga para
todos los x del intervalo (o para todos los “elementos de las vecindades”, segin las propias
palabras de Cauchy) y estd poniendo las bases, inequivocamente, para el concepto actual

de convergencia uniforme de sucesiones y series funcionales®.

9 Conviene destacar que Karl Weierstrass, en su obra de 1841 “Zur Theorie der Potenzreihen”,
manuscript 1841 publicado en 1894 en Werke, 1, pag. 67-74, como consecuencia de su estudio sobre
convergencia habia definido el concepto de convergencia uniforme como sigue:

“The sequence fn : A — R converges uniformly on Ato f : A - Rifve >0, v e Nvz € A
lfn () = f ()] <&
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En todo caso Hairer y Wanner [50], pdg. 214, afirman que fue Seidel, en 1848 el des-
cubridor de la convergencia no uniforme presentando el conocido ejemplo de la sucesién

funcional:

fn:]0,1] — [0,1]
x = fn(x)=2a"

Algunos matemaéticos importamtes como Pringsheim, Hardy y Bourbaki le condeden
a Abel el mérito de haber descubierto “la convergencia uniforme” y se basan en su famoso
teorema que en forma restrigida dice asi:

Si la serie
_ 2 3
f a=vy+via+ vea® +vga® + ...

es convergente para un valor dado § de «, también convergerd para todo valor menor que ¢
y, para valores tendentes a cero de 3, la funcién f(a+ ) se aprozimard indefinidamente
al limite f o supuesto que o sea menor o igual a 6.

Lakatos [65] comenta que Abel no descubrié el error de Cauchy y que “ni siquiera se
dio cuenta de que no es el dominio de las funciones aceptables lo que ha de restringirse”,
sino mas bien la forma o el modo en que convergen dichas funciones: “De hecho para Abel
no hay mads que un tipo de convergencia, el mads simple”. Pensemos ademés que hoy dia
sabemos que para el caso de las series de potencias, que es el campo donde Abel investiga
la cuestion, las convergencias simple y uniforme coinciden. Incluso Lakatos confiesa que
fue Jourdain el que se dio cuenta de que el primer contraejemplo del teorema de Cauchy
lo presenta Fourier y no Abel a quien generalmente se le atribuye.

A continuacién presentamos un esquema que, a grandes rasgos, sintetiza el desarrollo
histérico que condujo al concepto de la convergencia uniforme:

Problema de la cuerda vibrante

207y(x,t) _ 32y(ﬂ£¢)‘
’ 92— o a € Rt

I747 jean 1e Rond D’Alembert (1717-1783)

1748 Leonhard Euler (1707-1783)

D’Alembert y Euler proponen como solucién: y(z,t) = 1[f(z + at) + f(z — at)]

1753 Daniel Bernoulli (1700-1782)
Propone como solucién: f(x) = bysen(z) + basen(2x) + bgsen(3z) + ...

1752-1759] Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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Defiende los razonamientos de Euler y D’Alembert, pero no los de Bernoulli.

1800! jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
Anuncia que una funcién arbitraria f(x) puede ser representada en la forma de una
serie trigonométrica (nadie le creyd).

Problema de la conduccién del calor

2 (8°T |, &°T | 9*T\ _ 8T
k (3z2+3y2+822 — ot

, k%2 = coef. de transmision.

D:Sjj:l Fourier se presenta al “grand priz de mathématiques” convocado por el
Institut de France. Presenta una version ampliada de sus obras iniciales con el titulo
“Théorie Analytique de la Chaleur” . El tribunal estuvo formado por Lagrange, Laplace
y Legendre.

1812 Fourier gana el premio del Institut de France, pero no se publica la obra.
1813 Muere Lagrange

[I827] Agustin Louis Cauchy (1800-1885)

Enuncié y demostré su conocida conjetura o principio de continuidad.

“Cuando los diferentes términos de la serie ug, Ui, U2, ..., Upn, Unt1, ..., SON funciones
de una misma variable x, continuas con respecto a esta variable en la vecindad de un
valor particular para el cual la serie es convergente, la suma s de la serie es también, en
la vecindad de este valor particular, funcion continua de x”.

Igualmente Cauchy enuncié el criterio que lleva su nombre para sucesiones de niimeros
reales (Hairer y Wanner [50], pdg. 176):

Definition:
“A sequence {s,} is a Cauchy sequence if Ye >0 AN >1 Vn > N Vk > 1
[$n — Stk <€”

Theorem

“A sequence {sn} of real numbers is convergent (with a real number of limit) if and

only if it is a Cauchy sequence”.

1827 Aparece una versién en forma de texto de la “Théorie Analytique de la Cha-
leur” de Fourier.

1820/ Niels Henrik Abel (1802-1829)

Abel dice:
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“Me parece que hay algunas excepciones al teorema de Cauchy”

y propuso que no se estudiaran las series trigonométricas de Fourier:

“como si fueran una jungla incontrolable en las que las excepciones son la norma y
los ézitos un milagro”.

1828 johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
Dirichlet a los 23 anos publica en Crelles’s Journal sus bien conocidos trabajos sobre
las condiciones para la convergencia de las series trigonométricas de Fourier y su uso para

representar funciones arbitrarias.

1838 Christoph Gudermann (1798-1852)

A Gudermann se le deben los primeros intentos para esbozar el concepto de conver-
gencia uniforme de una serie de funciones que definira con cierto rigor Cauchy en 1853 y
que finalmente perfeccionard Weierstrass (alumno de Gudermann) en 1861. (IREM).

1847 Wilhem Theodor Karl Weierstrass (1815-1897).
Primera definicién de Weierstrass de convergencia uniforme (ver la nota al pie de la
pégina 29).

1847 Philipp Ludwing von Seidel (1821-1896)

Seidel encuentra el lema oculto o fallo en la desmostraciéon que hace Cauchy de su
principio de continuidad y pone las bases para el concepto de convergencia uniforme
tal como hoy lo conocemos. Hairer y Wanner afirman que Seidel fue el descubridor de
la convergencia no uniforme en 1848, presentando el conocido ejemplo de la sucesién
funcional:

fn:10,1] = [0,1]
x— fn(x)=2"

1853 Agustin Louis Cauchy
I[:Iﬂl Wilhem Theodor Karl Weierstrass

En estos afios, 1853 y 1861 respectivamente, Cauchy y Weierstrass perfeccionaron el
concepto de convergencia uniforme. En [111] puede leerse:

Cas d’une suite: notons fn(x) une suite de fonctions numériques. Dire que la suite
est convergente pour © donné dans un intervalle [a,b] vers un nombre L(x), c’est dire que
pour tout e > 0 (aussi petit que l'on voudra), il existe un entier N, dépendant de z et de
e, pour lequel:

n> N| fnf(z) - L(z)| < e
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On congoit que la vitesse de convergence dépend de z: on dit que la convergence de
la suite est uniforme si l’entier N ne dépend pas de z.
Cas d’une série: notons Sn(z) la somme des n+1 premiers termes d’une série de

fonctions fn (sommes partielles):
Sn(z) = fo(x) + fl(x) +f2(z) + ... + fn(z)

Dire que la série est convergente pour x donné dans un intervalle [a,b], c’est dire que
la suite de terme général Sn(x) est convergente. Notons S(x) la limite de cette suite. Cest
la somme de la série. On appelle reste de la série, le nombre:

Rn(xz) = S(z) - Sn(z)

Avec cette notation, dire que la série est convergente pour x donné dans [a,b], c’est
dire que la suite Rn(x) converge vers 0.

On dit, la encore, que la convergence de la série est uniforme, ou que la série converge
uniformément si Uentier N ne dépend pas de x:

Quel que soit e > 0, il existe un entier N, indépendant de x, pour lequel: n > N
|Rn(z)| < e

La suite de fonctions définie sur [0,1] par fn(x) = nz/(1 + nzx) converge vers 0 si x
= 0 et vers 1 pour tout x non nul. Cette convergence n’est pas uniforme: pour  non nul,
le reste est Rn(x) = 1/(1 + nx). Il est clair que Rn(z) tend vers 0 mais pour toute valeur
de n aussi grande que l’on voudra, on peut choisir un z suffisamment petit de sorte que
nx soit encore trés petit: Rn(x) serait alors proche de 1 et il faudra donc choisir pour ce

x la, un N vraiment grand pour arranger les choses...

Aunque en el segundo capitulo de esta memoria desarrollaremos exhaustivamente los
diferentes tipos de convergencia, digamos ahora, para completar el esquema anterior y
dando un salto histdrico, que en la época actual la convergencia uniforme de una serie
funcional, matemé&ticos como Carslaw [16] o Rudin [90] la definen en estos términos:

Supongamos que la serie
up () + uo(x) + us(z) + ...

converge para todos los valores de x en el intervalo a < x < b y que esta suma es f(z).
Se dice que la serie converge uniformemente en ese intervalo si, para cualquier nimero
positivo €, habiendo sido elegido tan pequeno como queramos, existe un entero positivo v

tal que, para todos los valores x del intervalo
| f(z) —sn(x) | <&, cuando n > v

La condiciéon adicional en la definicién de la convergencia uniforme es que
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“para cualquier numero positivo €, por pequeno que lo hayamos elegido,

el mismo valor de v sirve para todos los valores x del intervalo”

Esta es la idea principal del concepto de convergencia uniforme y en ella incidiremos
a lo largo del desarrollo de nuestra propuesta curricular. Los procesos visuales se llevaran
a cabo a través del uso del software y éstos van a constituir una pieza fundamental para
que los alumnos universitarios asimilen mas facilmente estos conceptos.

Por 1ltimo, veamos cémo Carslaw en [16], pdg.152, enuncia y demuestra “el principio
de continuidad de Cauchy” haciendo uso de la condicién suficiente que es la convergencia

uniforme:

Enunciado:
“La convergencia uniforme implica la continuidad en la suma”

en otras palabras:

“Si los términos de la serie
up () + uo(x) + us(z) + ...

son continuos en (a,b) y la serie converge uniformemente hacia f(x) en este intervalo,
entonces f(x) es una funcién continua de x en (a,b)”.

Demostracion:

Como la serie converge uniformemente en (a,b)” sabemos que, por pequeiio que eli-
jamos el niimero positivo € existe un entero positivo v tal que:

| f(z) = sn(z) | < §, cuandon > v

sirviendo el mismo v para todos los valores x de dicho intervalo.

Eligiendo tal valor de n tenemos que:
f(x) = sn(z) + Ru(z)

donde | R,,(x) | < §, para todos los valores de = en (a,b).

Por otro lado, s, (x) es suma de n funciones continuas en (a, b) y, por tanto, es también
continua en (a,b). Sabemos entonces que existe un nimero positivo n tal que:

£
3

donde z, z7 son dos valores arbitrarios de x en (a, b) para los cuales | 2’ —x |< 719, Como

| sn(a) = sn(z) |<

10Theorem I (pag. 76 de Carslaw [16]).
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f(@') = s,(2z") + Rp(2'), donde | R, (2') | < §
también tenemos:
f(l'/)— f((E) = [sn(xl) - sn(x)] + Rn(xl) - Rn(x)
y entonces:

| f(@") = f(2) [<| sn(2") = sn(z) | + | Ru(2) | + | Ru(z) |< § + § 4+ § = € cuando
|z —z|<n

En consecuencia f(x) es continua en (a,b).

1.3.2. Proyectos y experiencias relacionadas con nuestro trabajo

En primer lugar, describimos con detalle dos experiencias que consideramos im-
portantes para nuestra investigacién por dos motivos diferentes: la primera, por el trabajo
de campo llevado a cabo con profesores acerca de sus concepciones sobre el concepto de
convergencia en general; y la segunda, porque se trata de una investigacién relacionada
con el aprendizaje de series de potencias mediante el uso de software.

A) Farfan, R. M. y Solis, M. [39], en 1987, desarrollaron una experiencia con cuarenta
y nueve profesores de las areas de ciencias fisico-matematicas de escuelas de ingenieria,
sobre las distintas concepciones del concepto de convergencia. Para llevar a cabo esta
investigacion fue necesario proveer a estos profesores de un manejo eficiente en lo referente
a la concepcion geométrica y numérica de los temas basicos del calculo, comenzando el
estudio en una variable real para posteriormente ampliarlo a dos y més variables, e incluso
a variable compleja. Una caracteristica importante de este proyecto fue la presentacion
de la matemaética mediante problemas de contexto tales como la mecanica de suelos,
la cinemética y dindmica de cuerpos rigidos, el estudio de la mecdnica de fluidos, la
transferencia de calor y la hidrodindmica.

Todo ello permitié que los profesores compararan y enriquecieran su gama de co-
nocimientos construyendo sus propias estrategias didacticas y sometiéndolas a prueba
experimental.

La experiencia const6 de tres etapas con una duracién de seis meses cada una:

- En la primera etapa, denominada propedéutica, se trabajaron temas como la repre-
sentacién grafica de funciones, sucesiones y series numéricas infinitas, Calculo Diferencial

e Integral de una y varias variables reales y la Teoria de aproximacién.

- En la etapa bédsica, las lineas curriculares sobre las que se trabajé fueron Anélisis
Vectorial, Célculo Avanzado, Variable Compleja y ciertos temas de la Fisica Matematica
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de los siglos XVIII y XIX.

- Por dltimo, en la etapa de Especialidad, se traté de que el profesor-alumno fuese
parte importante de las investigaciones educativas para conformar el programa de inves-
tigacién encaminado a la interpretacion y transformacién de su problematica educativa.

En lo que se refiere a cuestiones relacionadas con las sucesiones y series numéricas
infinitas, los profesores encuestados presentaron importantes lagunas conceptuales entre
las que destacamos la asociacién de la nociéon de convergencia a la de limite de una
funcién o la identificacién entre encontrar la suma de una serie y hacer un estudio de
la convergencia. Ademaés se observé poca familiaridad con la notacién, las estrategias
que recurren a casos particulares para el computo de sumas y el desconocimiento casi

generalizado de los criterios de convergencia.

A partir de estos resultados previos se elaboré una secuencia didactica de diez horas
de exposicién encaminada a la revisién de los conceptos y algoritmos propios de estas
cuestiones. Quince dias después se les pasé un nuevo cuestionario del que se concluye
que la labor para generar un ambiente académico, en donde el esclarecimiento de dudas
y reflexiones en torno a estos temas comunes se mantenga, es ardua y dificil de lograr.

B) Por otro lado, D’Apice, Manzo y Zappale [19] han llevado a cabo una experiencia
para el aprendizaje de series de potencias mendiante el uso de herramientas informaéticas,
concretamente eligieron para ello Mathematica 4.0. El objetivo de dicho trabajo era des-
cribir un nuevo paquete para la mejora de la ensenanza tradicional de series de potencias.
Con ¢l los estudiantes dejaron de ser observadores pasivos en un proceso cognitivo, el
cual los forzaba a seguirlo sin ninguna posibilidad de interaccién. En particular, la repre-
sentacién visual se torné una herramienta tutil para lograr la comprensiéon de conceptos

abstractos que no tienen una interpretacion geométrica inmediata.

Mediante el uso de Mathematica fue posible elaborar rutinas que permitian a los
estudiantes visualizar “una guia de desarrollo” para el célculo del radio de convergencia

y la suma de una serie de potencias dada.

La experiencia se llevé a cabo en la Universidad de Salerno, en el Departamento
de Ingenieros de la Informacion y Matemaéaticas Aplicadas. El programa se desarroll6 en
dos fases: Una parte tedrica y una guia de laboratorio. En la primera fueron descritas
las propiedades de las series de potencias y se introdujeron los principales teoremas.
Posteriormente los alumnos fueron divididos en grupos de unas veinte personas para
participar en una practica de laboratorio semanal de una hora.

La estructura de la segunda parte fue organizada de forma que los alumnos se fueran
familiarizando con el interface directamente, sin previo conocimiento de la sintaxis. Los

estudiantes podian elegir entre diferentes tipos de ejercicios, consultar la teoria que nece-
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sitaban en cualquier momento y llevar a cabo los ejercicios a mano como apoyo al sistema.

La eleccién del Mathematica como ambiente de desarrollo se debié a que éste ofrece
una combinacién de sostificacién computacional y programabilidad ideal como prototi-
po para el desarrollo de aplicaciones complejas. El software de hecho permite ejecutar
calculos numéricos y simbdlicos, asi como manipular imagenes y graficos en dos y tres

dimensiones.

Desde un punto de vista educacional, las posibilidades ofrecidas por el programa
resultaron ttiles ya que permitié la instruccién de grupos de alumnos en conceptos de
alto contenido didactico y cognitivo. No obstante, las conclusiones de la experiencia
muestran que el uso del programa no es suficiente. Es necesario complementar los efectos
del uso de la tecnologia con los métodos tradicionales para estimar los cambios y las
mejorias que se producen en el nivel de conocimiento de los estudiantes. Este es uno de
los objetivos que perseguimos en nuestra investigacién y para ello, como se ha indicado,
haremos uso de un software paralelo al utilizado en esta experiencia.

A continuacion, destacamos de nuestra bibliografia la literatura relacionada con el uso
de la tecnologia en el estudio de sucesiones y series infinitas; més en concreto nos llamo la
atencion por la calidad de la experiencia realizada el trabajo “El impacto de la tecnologia
en el estudio de series infinitas” de Hortensia Soto Johnson [97], profesora asistente
en University of Southern Colorado. En dicha experiencia se aplican tres métodos de
ensenanza de calculo diferentes para la comprensién del concepto de series infinitas;
asi mismo se hace un estudio sobre la actitud de los estudiantes hacia el uso de la
tecnologia en la clase de célculo.

Dos de estos métodos, el Proyecto CALC (El célculo como un curso de laboratorio) y
el Proyecto revisado de Illinois, forman parte de la llamada Reforma del Calculo, la cual
promueve un cambio en los cursos sobre esta materia. Dicho cambio enfoca su interés
en mejorar la comprension conceptual y para ello enfatiza la importancia de alternar los
modos de instruccién y el uso de la tecnologia que compromete a los estudiantes como
aprendices activos y promociona la importancia de la cooperacioén (Leitzel y Tucker, [67]).

Por tanto, ambos proyectos son el producto de un esfuerzo por modificar la dinamica
magistral de los cursos tradicionales de cédlculo, en los que se ha constatado median-
te investigaciones relativamente recientes, que la mayoria de los alumnos que terminan

satisfactoriamente un curso de calculo tradicional no entienden realmente lo que hacen:

“Son incapaces de explicar conceptos, de argumentar el por qué del procedimiento
mecdnico que usan para resolver determinadas cuestiones y por lo general, se sienten
impotentes a la hora de enfrentarse a problemas no rutinarios” (Mason, Selden, y Selden,
[69]).

Desde esta perspectiva, la investigacién llevada a cabo revela que los estudiantes,
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por lo general, muestran una actitud positiva hacia el uso de software por considerarlo
ventajoso en el estudio y la comprensién del célculo (Bookman y Friedman, [13]; Heid,
[53]).

Por otro lado, la mayoria de los trabajos en los que se ha verificado el éxito del uso
de la tecnologia en la ensenanza, se han realizado referente a temas relacionados con
calculo diferencial e integral, omitiendo el concepto fundamental de serie infinita; esta
omisién tiene lugar incluso en estudios importantes en los que se examina el impacto
de la tecnologia en la ensenanza de las matematicas (Bookman y Friedman, [13]; Penn,
(78]).

Los resultados obtenidos en la experiencia descrita por Hortensia Soto Johnson no
pusieron en evidencia una diferencia importante en lo que se refiere a la comprensién
conceptual de series numeéricas infinitas, ni en lo referido a la actitud de los estudiantes
hacia el calculo con el uso de la tecnologia. Los tres métodos de ensenanza puestos en
practica, el Proyecto CALC, el Proyecto revisado de Illinois y el método tradicional,
dieron en las encuestas y pruebas propuestas con posterioridad a la instrucciéon recibida,
resultados similares, mostrando incluso puntuaciones superiores para los alumnos del
método tradicional.

No obstante, y considerando algunas circunstancias (tiempo, dedicacién y précticas
distintas, diferentes instructores, etc.) y explicaciones plausibles que la autora menciona
en su trabajo, se considera como positiva la reforma del cdlculo por apoyar el uso de la
tecnologia como un instrumento complementario al estudio tradicional de series infinitas.

Adelantamos que la experiencia realizada por la doctora Soto nos incita a investigar
en este campo y es en esta linea en la que nos proponemos desarrollar nuestro estudio,
ampliando el campo iniciado por ella para series numéricas infinitas, al de las sucesiones
y series funcionales donde los aspectos conceptuales primen sobre los algoritmicos.

Por otro lado, en numerosas universidades espanolas y extranjeras existe una amplia
gama de proyectos y experiencias sobre la ensenanza y aprendizaje de contenidos ma-
tematicos donde las nuevas tecnologias desempenan un papel destacado. Nosotros hemos
elegido, para presentar en esta memoria, algunas que consideramos estan relacionadas
con nuestro trabajo.

A) El  Proyecto CALC es una inciativa que se ha llevado a cabo en la Universi-
dad de Yale y que desarrolla un curriculum para la ensenanza del céalculo, el cual fue
premiado por La Fundacién Nacional de La Ciencia. Dicho curriculum fomenta los expe-
rimentos de laboratorio, el aprendizaje por descubrimiento, las aplicaciones y problemas
del mundo real, escritura y revision de escritura, el trabajo en equipo, el uso inteligente
de herramientas disponibles y las altas expectativas de los estudiantes. Actualmente, los
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profesores David A. Smith!! y Lawrence Moore, directamente conectados a este Proyecto
Curricular, lo consolidan mediante la financiacién de la organizacién antes mencionada.
Se esta desarrollando una biblioteca de Web la cual dispone de material de aprendizaje

interactivo para los dos primeros cursos.

Los textos y el material de laboratorio han estado en desarrollo y prueba desde 1989
y ha sido usado por miles de estudiantes en mas de cien escuelas del todo el pais, tanto

en colegios, como en universidades y escuelas superiores.

La aplicacion del proyecto permite la formaciéon de alumnos con la finalidad de que a
su término éstos sean:

- Capaces de usar las matematicas para estructurar su comprensién e investigar cues-
tiones del mundo que les rodea.

- Capaces de usar el calculo para formular problemas, resolverlos y comunicar resul-
tados.

- Capaces de usar la tecnologia como una parte integral del proceso de resolucién de
problemas.

- Aprender a trabajar y aprender cooperativamente.

El trabajo de los estudiantes, en equipo y con ayuda del ordenador o la calculadora,
ha consistido en:

- Explorar problemas del mundo real con datos reales.
- Conjeturar y probar sus conjeturas.

- Discutir sobre su trabajo con los companeros.

- Recoger por escrito sus resultados y conclusiones.

La filosofia del proyecto se centra en el aprendizaje mas que en la ensenanza. Para
ello los profesores proporcionan una extensa lista de problemas y actividades de labora-
torio que ayudaran a los alumnos a construir su propio conocimiento. Estas actividades

incluyen:

- recogida de datos experimentales

- modelo de formulacién y prueba

- desarrollo de los métodos de resolucién y

- comparacién de resultados con el problema original.

El curso formativo se lleva a cabo durante tres periodos de cincuenta minutos por
semana, en una clase con proyector demostrativo para ordenador y calculadora, mas dos
horas periddicas de laboratorio en las cuales cada equipo dispone de su propio ordenador
o calculadora grafica individual. Hay diversas maneras para usar este material. En Duke,

N Email: das@math.duke.edu
http://2.math.duke.edu/faculty /smith
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el ndimero méximo de alumnos por sesién es treinta y dos (ocho grupos de cuatro personas

cada uno). Cada equipo debe entregar un informe por escrito semanalmente.

B1) En Illinois un grupo de cinco miembros del Departamento de Matematicas, Es-
tadistica y Ciencia Computacional desarrollan un proyecto, conocido como Cdlculo y
Matemdatica, para incorporar el uso de las nuevas tecnologias a los métodos de la en-
senanza tradicional en sus departamentos. Los profesores responsables de dicho proyecto
son Neil Berger, Steve Hurder, Jeremy Teitelbaum, Charles Tier y John Wood.

Cdlculo y Matemdtica es una forma revolucionaria de acercamiento a la ensenanza
del célculo. En él se hace un nuevo planteamiento de los siguientes aspectos:

- Las Matematicas del Célculo

- El Calculo como un primer curso de medicién cientifica
- Las Matematicas como una ciencia empirica

- Cémo presentar visualmente las ideas del Célculo

- Qué alumnos estudian Calculo

- Qué perspectivas tienen los alumnos del Célculo

- Cémo motivar a los alumnos a estudiar Calculo

- Coémo se deberia usar la tecnologia en Educacién Matematica

Los cursos tradicionales de Matematicas enfatizan la ensenanza de las mismas a través
del trabajo rutinario, la memorizacién y los métodos manuales para el dominio de resolu-
cién de problemas. Aunque esto puede resultar creativo para un ser humano calculador,
ello no conduce a una comprensién sustancial de los conceptos matematicos.

Cdlculo y Matemdtica va més alla. Con el uso del software Mathematica los monéto-
nos y rutinarios algoritmos de la ensenanza tradicional son superados y los estudiantes
avanzan alcanzando una mejor comprension conceptual, al tiempo que adquieren un buen
conocimiento de los métodos de resolucién de problemas.

Afirman los profesores de este proyecto que entre sus estudiantes resulta comin pensar
que “Fl ordenador puede hacer todo el trabajo para ellos’. Afortunadamente no es tan
simple. Los estudiantes no pueden presentar un problema al Mathematica para que éste
lo resuelva desde el principio hasta el final. Ellos deben entender bien el problema para
proporcionar las instrucciones correctas al software y que éste las resuelva. Por tanto, el
hecho de usar el software significa sélo que el alumno dispone de una herramienta mas,

en la que se requiere pensar con cautela para su uso efectivo.

B,) Existe ademas en la Universidad de Illinois otro proyecto para la ensefianza de las
matematicas a través de internet. Dicho proyecto surgi6 a partir del anterior, Calculo y
Mateméticas, y sus promotores son Bill Davis, Horacio Porta y Jerry Uhl'2. Los autores

12 Jerry Uhl. Professor of Mathematics, University of Illinois at Urbana-Champaign.
juhl@cm.math.uiuc.edu
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decidieron que este curso electrénico debia cambiar frecuentemente y lo publicaron a
modo de lecciones electronicas facilmente actualizables. Hasta ahora se han publicado
algunas lecciones sobre Célculo, ecuaciones diferenciales, cdlculo vectorial y teoria de

matrices.

Bs3) Por otro lado en la Universidad de Champaign y en el “Central Hight School”
de Illinois existe desde hace algunos anos un proyecto relacionado con la ensenanza del
Célculo. Ambos surgen como respuesta a la busqueda de otros métodos altenativos a
la ensenianza tradicional. Dichos métodos deben favorecer la motivacion de los alumnos
y el acercamiento de las matematicas a problemas del mundo real. Para cubrir estos
dos objetivos se facilita la introduccion de la tecnologia a la clase de matematicas y la

incorporacién de las mismas en otras asignaturas.

La inclusién de la tecnologia en el curriculum de las matemaéticas de la escuela superior
no solo favorece los intereses de los estudiantes, sino que ademés permite prepararlos para
desempenar su trabajo en el siglo XXI. Con todo ello los estudiantes se implican en su
propio proceso de aprendizaje y dejan de ser meros receptores de la informacion, siendo
capaces de controlar la velocidad y dominio de lo que aprenden.

Semanalmente y durante un ano se les pasa un test de diagnédstico, cuyos resultados
han indicado que el uso del ordenador en el aula favorece notablemente la motivacion de

los estudiantes, la seguridad en si mismos y reduce los problemas de disciplina.

C) En Playmouth, sur de Inglaterra, existen una facultad de Tecnologfa y una escuela
de Computacién donde la ensenanza de los distintos topicos del Analisis Matemético
se imparte en los primeros cursos con ayuda de Derive como software educativo. Por
ejemplo en la asignatura de Célculo I el objetivo es la consolidacion de los conceptos,
habilidades y aplicaciones propios del calculo diferencial e integral y una introduccién al
calculo de varias variables. Los alumnos al finalizar el curso deben ser capaces de aplicar
correctamente las reglas de la diferenciacion a funciones bésicas y a sus funciones inversas,
aplicar sus habilidades a problemas de cinemética, investigar las propiedades de curvas
y resolver problemas de optimizacion, encontrar los desarrollos en serie de potencias de
Taylor y Maclaurin, aplicar el método de Newton Raphson para resolver ecuaciones no
lineales, demostrar una apreciaciéon de la integracion como el limite de un proceso de
sumacion, resolver integrales utilizando los diferentes métodos (sustitucion, integracién
por partes) y aplicar las reglas de integracién a problemas de cinemdtica, encontrando
areas y volimenes de revolucién. Aparte de la ayuda proporcionada por el software, los
profesores recomiendan el uso de “Essential Texts” como Berry JS, Graham E. y Watkins
AJP. Learning Mathematics through Derive. Chartwell-Bratt, Bromley, UK.

D) En la Universidad espafiola son pocos los intentos que se hacen para impartir
todo un curso de Anélisis Matemadtico en los primeros anos de cualquier carrera de Cien-

cias, exclusivamente con software; las dificultades son enormes: masificacién, inseguridad,
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tiempo, preparacion, etc.

Concretamente, el Departamento de Matemadtica Aplicada a las Tecnologias de la
Informacién de la Universidad Politécnica de Madrid ofrece a sus alumnos del Primer
Ciclo del Plan 94 de la Escuela Superior de Ingenieros de Telecomunicacién, un Seminario
sobre Aplicacion de los Sistemas de Computacién Matematica a la Ingenieria.

Con este Seminario se pretende presentar algunas posibilidades de los Sistemas de
Computacién Matematica entendidos como herramienta de cédlculo en la resolucién de
problemas con los que un ingeniero puede encontrarse en el desarrollo de su profesién.

Del mismo modo que en su dia, las calculadoras y hoy, los ordenadores se han in-
corporado a la mesa de trabajo de la mayoria de los profesionales, se pretende que los
Sistemas de Computacion Matematica también pasen a ocupar un lugar importante en
la actividad diaria de quienes necesitan realizar cdlculos frecuentes y de cualquier tipo.

El profesorado que imparte este Seminario estd formado por Francisco Ballesteros,
Raul Cabanes y Lorenzo Martin. Durante cuarenta horas se trabaja un programa con los

siguientes puntos:

- Los Sistemas de Computacién Matematica como herramienta de propdsito general
- Maple: Presentacion, interface, graficos y colores

- Formulacién, sintaxis y resolucién de problemas con Maple

- Aplicacién de los Sistemas de Computaciéon Matemdtica a las comunicaciones (in-

formdtica, mecanica, electricidad, etc.).

No cabe duda de que, hoy dia, en numerosas universidades espafniolas y extranjeras se
hacen esfuerzos notables para incorporar software variados (Mathematica, Maple, Derive,
Mathcad, Mathlab, ...) en las actividades correpondientes. Citaremos a titulo orientativo

algunas Universidades espanolas que usan Maple desde un punto de vista Educacional:

- En la Universidad Politécnica de Madrid, Amillo-Ballesteros y otros han editado [7]

- En la Universidad de Sevilla, Soto y Vicente han editado el texto [96] de Maple.

- En la Universidad Complutense de Madrid, Facultad de Educacién, Roanés Macias
v Roanés Lozano investigan aspectos didacticos del Algebra y de la Geometria con uso
de Maple.

- En la Universidad de La Laguna se imparte docencia con Maple en los Departamen-
tos de Matemaética Fundamental y de Analisis Matematico.

Analisis a priori: Obstaculos cognitivos y epistemolégicos

Son diversas las investigaciones que hacen referencia al concepto de limite y sobre
todo a las dificultades epistemoldgicas y cognitivas que este concepto ofrece a los es-

tudiantes cuando intentan asimilarlo. Murphy [75] hace una sintesis de algunos de los
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trabajos relacionados con las distintas concepciones de los estudiantes sobre este concep-
to. Orientativamente, podemos citar algunos de ellos:

- Tall, D. y Vinner, S., en sus trabajos [101] y [106], hacen un estudio empirico sobre
el concepto con grupos de estudiantes.

- Davis, R. y Vinner, S. [20] trabajaron con profesores de la Escuela Superior Univer-
sitaria de Urbana para investigar el desarrollo cognitivo de los estudiantes acerca de la
idea de limite.

- Monaghan, J. [72] estudié los efectos del lenguaje usado en la ensenanza-aprendizaje
del concepto.

- Williams, S. [113] examind las concepciones de los estudiantes sobre la idea de limite
sometiéndolos a ejemplos no rutinarios.

- Lauten, A. D.; Graham, K. y Ferrini-Mundi, J. [66] desarrollaron una investigacién
para examinar las concepciones e imédgenes conceptuales de los estudiantes respecto de
las ideas de funcién y limite, explorando ademas la forma en que la comprensién de esos
conceptos se puede relacionar con otros.

- Hitt [54] muestra un claro interés por los procesos matematicos finitos y el paso al
limite, haciendo especial énfasis en la visualizacién como herramienta fundamental para
su comprension.

- Artigue [9] hace igualmente un estudio en el que analiza, desde una perspecti-
va histérica, la ensenanza de los principales objetos del Célculo y, en particular, del
concepto de limite. Posteriormente presenta las principales dificultades y obstdculos que
estos conceptos ofrecen a los alumnos, asi como la descripcién de algunas realizaciones
didacticas llevadas a cabo a nivel de secundaria y ensenanza superior.

Nos centraremos en esta ultima investigaciéon como punto de partida para el andlisis de
los obstéaculos epistemoldgicos y cognitivos que el concepto de limite ofrece a los alumnos

de los primeros cursos universitarios.

En el desarrollo cognitivo de un estudiante cuyo objetivo es ingresar en la Universidad
para estudiar una carrera de ciencias, Artigue [9] constata que existen dos etapas bien
diferenciadas, etapas en las que se rompen las formas de pensar y de actuar que se habian

mantenido hasta entonces.

En la primera de ellas tiene lugar el paso del pensamiento numérico al pensamiento
algebraico, el cual puede identificarse con una “ruptura Numérico-Algebraico”. Esta rup-
tura estd perfectamente identificada en las investigaciones sobre la ensenanza del dlgebra
y tiene lugar en torno a los 12 6 13 anos.

La segunda etapa se localiza alrededor de los 18 anos, cuando el alumno ingresa en
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la Universidad; se trata del paso del Algebra al Célculo o “ruptura Algebra—C'(ilculo”.
Las formas de razonamiento, pensamiento, demostraciéon, vocabulario, etc. que utiliza
el Calculo, constituyen una manera radicalmente diferente a los modelos que utiliza el
Algebm7 donde la resolucién de ecuaciones, inecuaciones y otras operaciones (algoritmos)
estan perfectamente delimitadas; asi en esta nueva etapa el manejo puramente algebraico
no tiene lugar, entrando en juego los problemas relativos a las desigualdades y vecindades
(aspectos topoldgicos) que caracterizan la forma de trabajar en Célculo. Esta segunda
ruptura ha sido poco trabajada en las investigaciones sobre la ensenanza del mismo.

La formalizacion propia del Célculo se traslada a la ensenanza y como consecuencia,
crea problemas, obstaculos y dificultades que no pueden superarse por si mismos, es decir,
de una forma natural. Para transmitir ese rigor a los alumnos debemos buscar nuevas
férmulas alternativas: verbales, simbdlicas, visuales y manipulativas, que permitan al
alumno alcanzar cierto éxito en su aprendizaje. En este proceso de acceso al Célculo
existen tres tipos de dificultades que Artigue [9] clasifica de la siguiente manera:

- Las dificultades asociadas a la naturaleza compleja de los objetos fundamentales
del Célculo (niimeros reales, sucesiones, funciones, ....) y a su conceptualizacién, la cual

constituye el comienzo en la ensenanza de esta materia.

- Las asociadas a la conceptualizacién y a la formalizacién de la idea de limite que es

el nucleo del ambito del Célculo.

- Aquellas relacionadas con la ruptura del pensamiento algebraico, muy familiar a los
estudiantes, y las propias del trabajo especifico del Célculo.

Cuando los alumnos se inician en el aprendizaje del Célculo, los nimeros reales y las
funciones son conceptos de los que ya tienen cierto conocimiento. Antes de ingresar en
la Secundaria No Obligatoria ya han trabajado los nimeros irracionales y las funciones
lineales y afines; ademas el estudio de funciones ocupa un lugar importante en las Ma-
tematicas de Bachillerato. No obstante, estos conceptos continiian “en construccién” ya
que se profundiza cada vez mas a medida que se avanza en el aprendizaje del Célculo y,

por tanto, en su conceptualizacién.

En cuanto a la formalizacién de la idea de limite, un primer obstaculo epistemoldgi-
co'3 estard relacionado con el “sentido comun”, el cual relaciona la expresién lingiifstica
“limite” con una barrera inalcanzable e intraspasable, como si fuera el ultimo elemento de
un proceso. Por otra parte, términos como “tiende a”, “aproximacién”, “convergencia”,
“limite”, etc. deben quedar bien precisados pues los estudiantes pueden interpretarlos de

13Los obstaculos epistemolégicos hacen referencia a las dificultades vinculadas directamente con las
formas de considerar el conocimiento, donde se tiene en cuenta el hecho de que el conocimiento cientifico
no es el resultado de un proceso continuo, sino que necesita de algunos momentos de ruptura con
concepciones anteriores.
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muy diversas maneras.

Este segundo obstaculo, conecta con la tendencia que tenemos las personas, en ge-
neral, a asociar un concepto con una idea grafica del mismo, es decir, se trata de una
dependencia a la denominada “geometria de la forma”. En cuanto a la idea de sucesiones
numéricas, las dificultades se centran en percibir el doble juego entre el Aambito numérico
y el grafico'* que subyace en el proceso del mismo, lo cual puede reforzar convicciones
erréneas como la creencia en el principio de continuidad, postulado por Cauchy, es decir,
en que si geométricamente un objeto tiende hacia otro, todas las caracteristicas asociadas
al mismo se trasladaran al objeto limite.

Por otra parte, Sierpinska [92] ha clasificado las dificultades u obstéculos en torno al
concepto de limite en cinco categorias:

- Horror Infinitorum: Agrupa el rechazo al estatus operacional que permite el paso al
limite. También se incluye en esta categoria lo concerniente a obstaculos sobre el Principio
de continuidad.

- Obstéaculos asociados a la nocién de funcién.

- Obstéaculos geométricos.

- Obstaculos légicos.

- Obstaculos simbdlicos.

Pensemos que en el ambito numérico este tipo de dificultades tienen menos repercu-
siones pedagogicas que en el método grafico. Para ilustrar este hecho consideremos los
siguientes ejemplos:

1.1) En el &mbito numérico consideremos la sucesién 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, ... que puede

aeo 14 141 1414 E[V2-10"]
reescribirse 15, 1557 10000 0 —1on s -

En este caso todos los términos son numeros racionales, sin embargo el limite es

irracional:
E[V2-10™
tig ZV2 107 V2
n—o0 10™
1.2) Tgualmente si analizamos la sucesién 0,9, 0,99, 0,999, ..., 1%;1, ..., puede justificarse,

por varios caminos, que el limite es 1:

a) Método puramente algebraico: dividiendo el término general por 10" y pasando
posteriormente al limite.

b) Sumando 0,940,094+ 0,009+0,0009+..., como una progresién geométrica ilimitada

(o1
de razon 36"

¢) Aplicando la definicién (e, v) de limite.

14Obsérvese que en el caso de las sucesiones numéricas podemos utilizar dos tipos de representacién
gréafica: unidimensional y bidimensional.
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En los dos primeros casos el alumno aplica el algoritmo correspondiente, sin tener
en cuenta el proceso del limite que queda en si relegado a ultimo término. Sin embargo,
cuando pedimos al alumno que compare los ntimeros 0.9 y 1, ya no los identifica tan
facilmente. En este caso, existe un doble juego relacionado con el principio de continuidad:
En primer lugar, este principio hace evidente que el valor del limite ha de ser un ntimero
con infinitos nueves y por tanto existe una dificultad importante para percibir la notacién
0.999... como algo diferente a un proceso dindmico que no se detiene jamds (“horror
infinitorum” en la clasificacién de Sierpinska); en segundo lugar, existe una ruptura con
el principio de continuidad cuando ese proceso infinito y dindmico se identifica con el
namero 1.

Por tanto, la dificultad radica en disociar con claridad el objeto limite con el proceso
que ha permitido construirlo, dificultad que se ha relacionado con el primer obstdculo
epistemoldgico definido por Sierspinska.

2.1) En el 4mbito geométrico, consideremos la sucesién de pentdgonos céncavos de la
figura 1.4 construida a partir de un trapecio articulado:

FiGura 1.4

Se observa que todos los elementos de dicha sucesién son pentdgonos céncavos y sin
embargo el limite no es un pentdgono. Tanto en este ejemplo (modelo geométrico) como
en los que presentamos seguidamente (modelos analiticos), encontramos muestras, una
vez mas, de cémo se rompe el principio de continuidad de Cauchy.

2.2) La sucesién de funciones discontinuas f, (x) = E[:LL‘T] converge, y ademas lo hace

uniformemente, hacia la funcién continua f (x) = .
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2 27 2 _
1 —_— 1 - 1 ::
2 1 1 2 2 1 3 1 2 2 1 7,’7 1 2
—1] 0 ::.1—
— 2 - 2 = 2
fi(2) fs () o ()
21 - 21
1 :5: 1
2 1 ::’: 1 2 2 1 1 2
7:::-17 1
,’7777 2 - 2 -
10 () fao ()
FIGURA 1.5
2.3) Las sucesiones de funciones continuas definidas en (—37”7 37”)
fn (z) = cosx — § cos3z + & cosba — § cosTw + § cos 9z — ... + ﬁcos(?n—i— 1)
gn (z) = senx — §sendz + tsenbz — LsenTx + Fsen9z — ... £ ﬁsen 2n+1)x

convergen respectivamente hacia las funciones discontinuas (véanse figuras 1.11 y 1.1):

s : 3 s s 3
vy S}—7<.’E<—§ §<.’E<7
f@)=< 0 siz==+%
m . Py T
1 S1—§<l‘<§
(@) = 5 siz#FEm
0 six==£m

2.4) Fenémeno de Gibbs.
En el apéndice B de esta memoria comprobamos que los infinitos términos de la

sucesion funcional

fn () = cosz — % cos3z + Lcosbr — LcosTa + & cos 9z — ... £ ﬁcos(Zn%—l):z:

tienen maximos en los extremos del intervalo (fg, g) y sin embargo la funcién limite es
un segmento rectilineo.

Respecto a la tercera dificultad apuntada por Artigue [9], existe un salto histdrico
entre la nocién intuitiva de limite (como aproximacién, acercamiento) y la definicién

estandar (e,v) del cocepto:
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{#n},en = 20 <= [Ve e RY, IveNyVneN, n>v= |z, — x| <e]®

Noétese que, por un lado, entran en juego simultdneamente cuatro variables: ¢, v, n
y Z,. El alumno procedente del Bachillerato ha estudiado sélo el calculo algoritmico de
limites y al ingresar en la Universidad debe conjugar y/o asimilar estas cuatro variables
para poder aplicar la definicién con éxito; por otra parte, ha de hacer uso de una nueva
simbologfa que le es extrania: cuantificadores (V, 3), conectores légicos (=, <), valor
absoluto para la nocién de distancia, etc.

Por otra parte, ademés del uso y manejo de definiciones abstractas, el alumno debe
liberarse de concepciones estéticas aprendidas en la escuela o en el bachillerato (pensa-
miento algebraico), que pueden transformarse en auténticos obstdculos cuando los pro-
fesores introducimos nuevos objetos y situaciones matematicas diferentes. Por ejemplo,
estos alumnos no estan acostumbrados a que el cuadrado de un cierto niimero sea menor
que el propio nimero, o a que al dividir una cantidad por otra adecuada, el resultado sea

mayor que el cociente, situaciones éstas que se le van a presentar con relativa frecuencia.

Abundando en esto, los modos de demostrar que usa el Calculo no tienen nada que ver
con las demostraciones que usa el Algebra. Asi, para justificar que en un entorno de un
punto zo, f (z) < g (x) no es estrictamente necesario resolver exactamente la inecuacion,
proceso puramente algebraico, sino que el alumno puede localizar un intervalo al que
pertenezca xg donde se pueda garantizar la desigualdad por medio de sobrestimaciones
y subestimaciones. En términos simbdlicos, se trataria de encontrar d;, do > 0 tales que
f(z) <g(z), Vo € (xo— 1,20 + d2) .

Obsérvese que al resolver la inecuacién, sin més, la solucién serfa un subconjunto
propio o impropio de R; sin embargo en el ejemplo aqui expuesto, se trata de estudiar el
comportamiento de las dos funciones en las vecindades de .

f(x)

g(x

x-deltal X x+delta2

FiGura 1.6

15Esta definicién es debida a D’ Alembert (1765) y Cauchy (1821). Hairer y Wanner, [50], pag. 172.
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Estos cambios tan “drasticos” no son naturales y la ensenanza tradicional no ayuda
a los alumnos a percibirlos. La ensenanza tradicional no contribuye a suavizar y superar
esta ruptura entre el Algebra (donde las situaciones son estdticas) y el Célculo (donde

los procesos son dindmicos).

La adaptacién de los estudiantes a estas nuevas formas no es facil; deben familiarizarse
primero con expresiones y métodos novedosos y sus diferentes 6rdenes de dificultad, todo
lo cual no puede “aprenderse” sino a largo plazo.

Todas estas reflexiones nos llevan a preguntarnos qué se esta haciendo en este campo
para minimizar ese “largo plazo” y para introducir nuevos modelos o técnicas de en-
senianza y de aprendizaje, para que un mayor nimero de estudiantes puedan adaptarse
a las nuevas formas de actuacién que exige el Célculo, de tal forma que consigan dar un

mayor significado a los conceptos que van a manejar.

En este sentido, la ensenanza en Francia ha evolucionado progresivamente y se ha ido
introduciendo en el bachillerato, de forma préctica e intuitiva, el estudio de algunas cues-
tiones del Calculo. No obstante, esta evolucién no es exclusiva de la educacién francesa,
puesto que en las actas del grupo de trabajo WG17 del ICMET [46] se expresa cierta ne-
cesidad por dar una primera aproximacién al Célculo, menos algebraica y algoritmizada,
pero también menos formal.

Este nuevo enfoque de la ensenanza de las matemadticas en bachillerato, hace uso
de las nuevas tecnologias y parte de las intuiciones y concepciones de los estudiantes,
para posteriormente trabajarlas y manipularlas por medio de situaciones concretas, sin
llegar a la formalizacién propia del Calculo. Las actividades que se proponen para iniciar
y estructurar poco a poco el Célculo surgen de estas situaciones cotidianas y de los
interrogantes a que ellas dan lugar.

Asi, sobre los conceptos de limite y de sucesién, en 1985, Hauchart y Rouche [52]
presentaron un trabajo en el que se estudié la génesis de tales conceptos a partir de una
serie de veinticinco problemas de diferente tipo que fueron propuestos a estudiantes entre
12 y 20 anos. En este estudio los autores analizaron cémo, a partir de los mismos, puede
lograrse la maduracion del pensamiento teérico. En un principio se presentan al estudiante
situaciones que el alumno es capaz de percibir intuitivamente; posteriormente, mediante
situaciones paraddjicas, se le muestran las limitaciones de la intuiciéon y la percepcion,
con lo que surge la duda y por tanto la necesidad de definiciones ma&s precisas y de

demostraciones.

Desde la misma perpectiva, en 1988, la tesis de Schneider [91] estudia la concep-
tualizacién de las derivadas y primitivas a partir de objetos mentales como el area o
el volumen. Por objeto mental podemos entender la acepcién que le dio Freudenthal
[42], es decir: “toda nocién como longitud, nimero, paralelas, recurrencia, etc. que, sin
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haber alcanzado el estado de formalizacion de un concepto matemdtico y sin inscribirse
en una teoria ariomdtica, no obstante estd dotada de propiedades que la convierten en
instrumento de organizacion de un conjunto de fendomenos”. Los problemas utilizados
tienen cierto interés histérico por la controversia que generaron en su momento, y a

través de la adaptacion a los mismos se abordan distintos obstaculos.

La utilizacion de estos enfoques intuitivos del calculo da lugar a una controversia sobre
el lugar que debe ocupar la nocién de limite. En los trabajos mencionados, asi como en
los programas de secundaria en Francia, el concepto de limite no se formaliza aunque

si esta presente.

Existen otras investigaciones mas radicales en las que se promueve una aproximacion
al calculo sin la intervencién explicita del concepto de limite. En este sentido, el primer
paso lo da Tall [100], el cual se basa en la nocién de organizador genérico (definido en el
apartado 1.6) a partir del uso del ordenador. Por ejemplo, el alumno asimila el concepto
de derivabilidad de una funcién en un punto por medio de acercamientos sucesivos a la
imagen grafica de la misma, hasta confundirla con una recta. El concepto de tangente
se identificaba con el de la recta que pasa por dos puntos muy proximos de la curva. De
esta forma, el concepto de limite permanece implicito.

Asimismo, las investigaciones de Kaput [63] promueven la introduccién al cdlculo sin
la nocién de limite, considerandose que el aprendizaje de éste puede llevarse a cabo en
sistemas de representacién muy diferentes y, como consecuencia, en los aspectos numérico
y grafico puede comenzarse desde muy pronto, de 9 a 11 anos, incluso antes de que el
calculo algebraico haya sido consolidado. La investigacion se llevé a cabo con “MathCars”,
software en el que el usuario puede controlar la velocidad de un vehiculo simulado y
puede hacer muestreos en tiempo real de diferentes representaciones graficas y de datos
numeéricos, todo lo cual permite una primera aproximacion grafica y numérica, dindmica

e interactiva al calculo, para posteriormente aportar el enfoque algebraico.

Por otro lado, la mayoria de las investigaciones didacticas, a nivel universitario, se
centran en los aspectos formales y/u operacionales de los conceptos clave del Célculo.
No obstante, Hitt [54] hace un estudio de los obstdculos en el aprendizaje del concepto
de limite en estudiantes de nivel medio superior y primer ano del superior, asi como de

los problemas de ensenanza con profesores de los mismos niveles.

La primera parte de esta investigacion nos muestra que las ideas intuitivas de los
alumnos de ensenanza media y primer ano universitario tienen que ver con la nocién
de que el limite no es alcanzado. Asi por ejemplo al representar 0,999... la mayoria de
los alumnos piensan que este niimero es menor que 1; su concepcién de limite les lleva
a pensar en un proceso que no acaba jamds (infinito potencial) en lugar de un proceso
terminado, donde 1 es la culminacién del mismo (infinito actual). En la segunda parte, se
presentan algunos de los problemas que tienen ciertos profesores de matemaéticas respecto
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a este concepto y sus repercusiones en la ensenanza. Por esta razon Hitt plantea una doble
problematica: a la complejidad del concepto que se quiere que los alumnos construyan,
hay que anadir los obstdculos promovidos por la forma en que se aborda dicho concepto
en el aula de matematicas. Desde este punto de vista, en este trabajo el autor plantea “la
posibilidad de introducir los procesos algebraicos de cdlculo de limites, acompanados de
un acercamiento que promueva tareas de conversion entre las representaciones numeérica,
grafica y algebraica de un problema de cdlculo de limites”.

Robert [88], citado en Artigue [9], investigé las distintas concepciones de los estu-
diantes de ensefianza superior sobre la convergencia de sucesiones numéricas. Asimismo
traté de estudiar las relaciones que podrian existir entre estas concepciones y los pro-
cedimientos de resolucién correcta o incorrecta llevados a cabo por ellos después de
someterlos a una serie de ejercicios que les fueron propuestos. Segin Artigue [9], este
trabajo le permitié distinguir cinco tipos de concepciones o modelos distintos:

- Los modelos “primitivos”, que correspondian a descripciones monétonas o puntos
estacionarios de la convergencia.

- Los modelos “dinamicos”, donde la convergencia se asocia con la idea de aproxima-
cién dinamica.

- Los modelos “preestaticos” y “estaticos” hacifan una traducciéon al lenguaje natural
de la formalizacién usual de la definicién (g, v).

- Los modelos “mixtos” corresponden a alumnos capaces de conjugar expresiones

dindmicas y estéticas.

Esta ltima tipologia se presentaba en el 18 % de los alumnos de la muestra, estando
éstos en la mitad de su carrera profesional o al final de los estudios universitarios. Asf la
investigacion muestra una relacion directa entre los modelos primitivos y los procedi-
mientos erréneos, segun si los ejercicios requieren o no el uso de la definicién formal. Por
otra parte, los resultados corroboraron una correspondencia entre los modelos estaticos

o mixtos y los procedimientos correctos.

En una segunda fase, Robert elabor6 un proyecto didéctico para los estudiantes de
ciclo basico universitario. En él se pretende que el alumno rechace las concepciones primi-
tivas para dar paso a la formalizacion usual a través de la integracién de representaciones
estaticas con representaciones dindmicas. Para obtener mas detalles sobre esta investiga-
cién, véase la tesis de Robert [88].

Antes de concluir, deseamos reflexionar sobre los obstaculos asociados al concepto de

convergencia uniforme de una sucesién funcional.

Pensamos que nuestro modelo de ensenanza basado en la aplicacion del esquema con-
ceptual que describiremos en la seccién 1.6 y el uso de Maple como software educativo,
permite que los alumnos adquieran una concepciéon equivalente al modelo mixto senala-
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do en el trabajo de Artigue [9] y referido a los modelos de Robert; en nuestro trabajo
no seguimos fielmente esta clasificacién, aunque podria resultar interesante para futuras
investigaciones. Dicho modelo podria extrapolarse al concepto de convergencia de suce-
siones funcionales y asi, al analizar los obstdculos epistemoldgicos relacionados con el
mismo, encontramos que ademas de los obstaculos propios del concepto de limite relacio-
nados con el lenguaje, el principio de continuidad, la simbologia, “horror infinitorum”,
etc., los alumnos se enfrentan a otras dificultades cuando tratan de asimilar los conceptos
de convergencia puntual y uniforme de sucesiones funcionales. Estos obstéculos son:

1.- Aquellos relacionados con el concepto de sucesién funcional y por tanto, con el
doble tratamiento, fruto de la identificaciéon de dicho concepto con una funcién de dos
variables: n y x.

2.- Obtener una representacién grafica (unidimensional o bidimensional) de una suce-
sién numérica resulta sencillo cuando los alumnos disponen de una calculadora; teniendo
en cuenta que los alumnos de los primeros cursos universitarios practicamente desconocen
el Célculo diferencial, resulta un proceso tedioso y complejo representar una sucesién
funcional, ain disponiendo de la calculadora.

3.- La propia naturaleza epistemolégica de las definiciones de convergencia puntual y
uniforme con sus aspectos respectivos puntuales y globales y donde la operacién “paso

al limite” involucra a funciones como elementos fundamentales.

Por todo ello, en el modelo que proponemos en cuatro fases de ensenianza, tratamos
de superar, desde una perspectiva natural, estos obstdculos utilizando, simultanemente,
el “esquema conceptual” y programas de facil disefio y uso, que permitan trabajar con
varios registros de representacion para reforzar los procesos de memoria a largo plazo y
para facilitar la reconstruccién del conocimiento.

1.4. La visualizacion

Al indagar sobre el significado de la palabra “visualizacién” encontramos numerosas
definiciones, las cuales contemplan distintos puntos de vista de este término. En cualquier
diccionario y en particular, en La Gran Enciclopedia Larousse de la Editorial Planeta, el
significado expuesto es el més generalizado y comun:

Visualizacién: Accién y efecto de visualizar.
Visualizar: Visibilizar. Representar mediante imagenes 6pticas fenémenos de otro
caracter. Formar en la mente una imagen visual de un concepto abstracto. Imaginar con

rasgos visibles algo que no se tiene a la vista.

Guzmédn [48], en su obra “El rincén de la pizarra”, establece que la visualizacién en

Matematicas no es lo mismo que lo que algunas corrientes de psicélogos quieren expresar
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con dicho término. Para ellos la visualizacién es una técnica mediante la cual un individuo,
en particular, puede reestructurar ciertas concepciones de la realidad ubicadas en su
subconsciente, modificindolas y, en su caso, sustituyéndolas por otras que le permitan,
por ejemplo, superar determinadas fobias, pensamientos depresivos, etc., que afectan
negativamente a su calidad de vida. En este caso la visualizacion tiene un sentido de
indole mas afectivo que propiamente cognitivo.

Con la visualizacién en matemdticas se persiguen otros objetivos mas concretos que
quedan clarificados al profundizar en la siguiente cita de Zimmermann y Cunningham
[115]:

“.. En la visualizacion matemdtica lo que interesa es precisamente la habilidad del
estudiante para dibujar un diagrama apropiado (con ldpiz y papel, o en algunos casos con
computadora) para representar un concepto matemdtico o problema y para usar el dia-

grama para el logro del entendimiento, y como una ayuda a la resolucion de problemas”.
En este sentido, Guzmadn [48] afiade:

“Las ideas, conceptos y métodos de las matemdticas presentan una gran riqueza de
contenidos visuales, representables intuitiva y/o geométricamente y cuya utilizacion re-
sulta muy provechosa, tanto en las tareas de presentacion y manejo de tales conceptos y
métodos como en la manipulacion con ellos para la resolucion de problemas de campo.

Los expertos poseen imdgenes visuales, modos intuitivos de percibir los conceptos y
métodos, de gran valor y eficacia en su trabajo creativo y en su dominio del campo
en que se mueven. Mediante ellos son capaces de relacionar, de modo muy versdtil y
variado, constelaciones frecuentemente muy complejas de hechos y resultados de su teoria
y a través de tales redes significativas son capaces de escoger, de manera natural y sin
esfuerzo, los modos de ataque mds eficaces para resolver los problemas con los que se
enfrentan”.

Pero, ;cudl serfa una definicién adecuada para expresar lo que es visualizar en mate-
maticas? La bibliografia de la que disponemos actualmente referente a este tema es muy
amplia y como ya comentamos, podriamos dar cita de numerosas definiciones, pero todas
ellas coinciden en ciertos aspectos fundamentales.

Asi Guzmén [48] parte de que las ideas bdsicas del Andlisis Elemental como orden,
distancia, operaciones entre nimeros, etc., nacen de situaciones bien concretas y visuales

por lo que define:

“La visualizacion en matemdticas es una forma de actuar con atencion explicita o
las posibles representaciones concretas en cuanto desvelan las relaciones abstractas que
al matemdtico interesan”.

Entendemos que Guzman al hablar de visualizacién en el parrafo anterior, se refiere

a la construccién externa (representacién grafica, dibujo o diagrama) de las ideas ma-
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teméaticas. No obstante, para él la visualizacién humana no es un proceso que solo haga
relacién a nuestra capacidad para ver, sino que ademaés la define como un proceso mucho
mas complejo que implica, fundamentalmente, a la mente humana. Como veremos més
adelante, muchas formas de visualizacién las identificaremos con un proceso de codifica-
cién y descodificacién que solo es posible, en gran parte, cuando se lleva a cabo todo un
cumulo de intercambios personales y sociales, algunos de los cuales se han establecido a
lo largo del desarrollo del quehacer matematico de todos los tiempos.

Por tanto:

“La visualizacion no es una vision inmediata de las relaciones, sino una interpre-
tacion de lo que se presenta a nuestra contemplacion que solamente podremos realizar
eficazmente si hemos aprendido a leer adecuadamente el tipo de comunicacion que la

sustenta” (Guzmén, [48]).
Siguiendo en esta misma linea, Hitt [58] expresa:

“La visualizacion de conceptos matemdticos no es una actividad cognitiva trivial, con
ello queremos decir que visualizar no es lo mismo que ver. Visualizar en nuestro contexto
tiene que ver con la capacidad de crear imdgenes mentales ricas que el individuo puede
manipular mentalmente, puede transitar por diferentes representaciones del concepto y
st es mecesario, proporcionar en papel o pantalla la idea matemdtica que estd en juego™.

Desde esta perspectiva, la visualizacién constituye un aspecto extraordinariamente
importante de la actividad matematica, un proceso totalmente natural si se tiene en
cuenta la naturaleza misma de la matemdtica. En su intento por explicar la esencia del

quehacer matemdtico, Guzmén [48] expresa:

“La matemdtica trata de explorar las estructuras de la realidad que son accesibles
mediante ese tipo de manipulacion especial que llamamos matematizacion, que se podria
describir como sigue: Se da inicialmente una percepcion de ciertas semejanzas en las
cosas sensibles que nos lleva a abstraer de estas percepciones lo que es comun, abstraible, y
someterlo a una elaboracion racional, simbdlica, que nos permita manejar mds claramente
la estructura subyacente a tales percepciones”.

Anade:

“La aritmética, por ejemplo, surge del intento de dominar la multiplicidad presente en
la realidad; con la geometria se trata de explorar racionalmente la forma y la extension;
el dlgebra se ocupa de explorar, en una abstraccion de seqgundo orden, las estructuras
subyacentes a los numeros y a las operaciones entre ellos, es una especie de simbolo del
simbolo; el andlisis matemdtico nacio con la intencion de explorar las estructuras del
cambio y de las transformaciones de las cosas en el tiempo y en el espacio...”

“Incluso en aquellas actividades matemdticas en las que la abstraccion parece llevarnos

mucho mds lejos de lo perceptible por la vista, los matemdticos muy a menudo se valen



1.4. LA VISUALIZACION 55

de procesos simbdlicos, diagramas visuales y otras formas de procesos imaginativos que
les acompanian en su trabajo haciéndoles adquirir lo que se podria llamar una intuicion
de lo abstracto, un conjunto de reflejos, una especie de familiaridad con el objeto que
les facilita extraordinariamente algo asi como una vision unitaria y descansada de las
relaciones entre objetos, un apercibimiento directo de la situacion relativa de las partes

de su objeto de estudio”.

De las reflexiones que Zimmermann y Cunningham [115] hacen en su trabajo podemos
extraer una nueva definicién de visualizacién que sintetiza las anteriores de una manera
sencilla y clara:

“La visualizacion es el proceso de formacion de imdgenes (mentalmente, con ldpiz y
papel, o con la ayuda de tecnologia) y el uso de tales imdgenes de forma efectiva para el

descubrimiento matemdtico y el entendimiento”.
Por otro lado Hershkowitz (citado en [8]) generaliza ain mds diciendo:

“La visualizacion generalmente se refiere a la habilidad para representar, transformar,

generar, comunicar, documentar y reflexionar sobre la informacion visual”.
A la observacién anterior Arcavi y Nurit [8], anaden:

“La visualizacion no sélo organiza datos a la mano en estructuras con sentido, sino
que también es un factor importante para guiar el desarrollo analitico de una solucion...
Los entornos dindmicos no sélo habilitan a los estudiantes a construir figuras con cier-
tas propiedades y luego visualizarlas, sino que permiten al usario transformar en tiempo
real estas construcciones. Este dinamismo puede contribuir a la formacion del hdbito de
transformar (mentalmente o por medio de una herramienta) una circunstancia particu-
lar, con el fin de estudiar variaciones, sugerir visualmente invariantes y probablemente
proporcionar las bases intuitivas para justificaciones formales de conjeturas y proposicio-

nes”.

Nosotros pensamos que la visualizacién como proceso implica algo mas:

“La visualizacion, en su mas profundo significado, constituye un “proceso interior”
que se manifiesta en una accion en la que las personas establecen una relacion entre
una construccién interna y “algo” a lo que se tiene acceso mediante los sentidos (“al-
go”=dibujo, construccion externa, diagrama, grdfica, ....). Por lo tanto la visualizacion
serd una herramienta extraordinariamente util para mejorar en lo posible la transmision

del conocimiento” (Afonso Gutiérrez y Dorta Diaz, [2]).

Asi, pensamos que la visualizacién como herramienta, permite a los docentes presentar
los conceptos de una manera diferente, mas accesible y quizds mas duradera, en el sentido
de que transcurrido un periodo de tiempo més o menos largo, las imagenes se mantienen
en la memoria del estudiante y el propio alumno es capaz de reconstruir posteriormente su
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conocimiento haciendo uso de tal herramienta. Desde este punto de vista, nuestro trabajo
da un voto de confianza al uso de la visualizacion como complemento en la ensenanza de

conceptos matematicos.

Ademis, la visualizacién, con ese doble aspecto que la caracteriza como proceso inte-
rior y con apoyo de elementos externos, es a su vez y tal como lo han expresado Arcavi
y Nurit, un proceso dindmico que implica la aparicién progresiva de elementos diversos;

Guzmadn [48] refuerza estas ideas expresando:

113

. en la presentacion oral de una visualizacion los elementos van apareciendo poco
a poco completando una imagen que empieza siendo simple y termina tal vez extraordi-
nariamente complicada... La visualizacion es, por tanto, un proceso dindmico”.

Otros autores como Zimmermann [114] y Dreyfus [29] consideran a la visualizacién
como un proceso dindmico de comprensién, expresion y relacién de ideas e imagenes
mentales.

“Conceptualmente, el papel del pensamiento visual es tan fundamental para el apren-
dizaje del cdlculo que es dificil de imaginar un curso exitoso que no enfatice los elementos
visuales del tema. Esto es especialmente verdad si el curso tiene la intencion de tratar
un entendimiento conceptual...” (Zimmermann, [114]).

Por otro lado, Mejia Velasco [70], en su tesis doctoral, hace una sintesis del concepto
de visualizacién que unifica las ideas anteriores anadiendo un nuevo aspecto:

“Visualizar un concepto o un problema significa entender el problema o el concepto
en términos de un diagrama o imagen. En este sentido, un diagrama o una grdfica puede
estar presente a nuestra vision, pero deben darse procesos de significacion, descomposicion
y posiblemente integracion de conceptos e ideas involucrados en esa imagen para que tales
procesos los consideremos como una visualizacion efectiva; o bien, en nuestra mente, el
papel o la computadora, debemos construir una imagen que refleje nuestra percepcion de
un problema o un concepto y aquellos elementos significativos del tema”.

En esta memoria, cuyo objetivo es investigar desde una perspectiva educacional las
sucesiones numéricas y sucesiones y series funcionales, los aspectos dindamicos de la visua-
lizacién adquieren toda su fuerza. Concretamente, la representacion material de cualquier
sucesion funcional convergente y las posibles imégenes mentales que de ella se derivan,
permiten la obtencién de la funcién limite, todo lo cual es en si un proceso dindmico en el
que de forma progresiva, van apareciendo los elementos de la sucesién y en consecuencia,
se puede obtener informacién acerca del limite. Adelantamos que con el uso del ordena-
dor y de un software educativo de la naturaleza de Maple, estos aspectos dindmicos y
de movimiento quedan claramente reflejados; el desarrollo de los distintos ejemplos que
presentamos en el Capitulo 2, serdn una muestra adecuada para ello. Asi mismo este soft-

ware nos permitird dar a conocer el dinamismo implicito en los conceptos de convergencia
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puntual y uniforme, que de otro modo, es decir, desde una perspectiva exclusivamente
tradicional, constituiria una tarea laboriosa para el docente.

Por otro lado, el uso del software facilitara aquellos procesos de significacion, des-
composicion e integracién de conceptos e ideas a los cuales Mejia Velasco hacia mencién

anteriormente.

Dependiendo del grado de correspondencia entre la situacién matemaética que trata-
mos de visualizar y la forma concreta que empleamos para hacerlo, Guzmén [48] distingue
cuatro formas de visualizacién diferentes. No obstante, él expresa que la distincién en-
tre todas estas formas no es exhaustiva ni tan nitida como para permitir encasillar con
exactitud los muy diferentes tipos de procesos semejantes que se pueden presentar. Al
profundizar en las mismas, encontramos ciertas dificultades que hacen inevitable el so-
lapamiento de unas formas de visualizacién sobre otras y es éste el motivo por el que

nosotros solo diferenciamos tres tipos.

Visualizacion isomdrfica: Consiste en establecer una correspondencia entre ciertos
aspectos de la representacién visual, que son los que vamos a utilizar, y los significados
matematicos que representan. Su utilidad es enorme, ya que la manipulacién de objetos
percibidos por nuestros sentidos o por nuestra imaginacion se nos hace mas sencilla que
el tratamiento de conceptos abstractos y complejos.

La mayor parte de las visualizaciones en andlisis tienen naturaleza isomoérfica ya que
son las mas aceptadas por los matematicos de forma natural. Asi fue aceptada sin gran
resistencia la representacion grafica de los niimeros reales mediante los puntos de la recta
y la de los nimeros complejos por los puntos del plano. Concretamente, en este ultimo
caso, esta visualizacién fue la que hizo posible vencer la fuerte oposiciéon de los miembros

de la comunidad matematica a la existencia del nuevo conjunto numérico.

Visualizacion analdgica: En este caso sustituimos mentalmente los objetos con los que
trabajamos por otros que se relacionan entre si de forma anédloga y cuyo comportamiento
resulta mas conocido por haber sido mejor explorado.

Arquimedes admite, en su tratado Sobre el Método dedicado a Eratéstenes, que usaba
habitualmente la visualizacién o modelizacién analégica como método de descubrimien-
to. De esta forma son muchos los resultados que se le atribuyen; por ejemplo, el cdlculo
del volumen de la esfera mediante analogias y experimentos de naturaleza mecanica son
fruto de la labor de este cientifico griego.

El siguiente ejemplo, propuesto en un taller sobre resolucién de problemas a un grupo
de estudiantes de la Universidad Complutense, ilustra este tipo de visualizacién: Dado
un cuadrildtero cuyos lados tienen longitudes prefijadas a, b, ¢, d, se pide determinar el
de drea maxima. Se supone que las longitudes dadas son tales que existe un cuadrilatero
con esta propiedad.

La solucién se puede obtener a partir de este otro problema fisico: Considérese un
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cuadrilatero plano formado por cuatro varillas articuladas en los extremos. Al formar
una pelicula de jabon en su interior, la posiciéon de equilibrio es tal que la superficie de
la misma, es decir, el area del cuadrilatero, es maxima. Dicha posiccon proporciona, por
tanto, la soluciéon a nuestro problema.

Visualizacion diagramdtica: Se basa en la simbolizacién de nuestros objetos mentales
y sus relaciones, de manera que los diagramas asi obtenidos nos ayuden en nuestros
procesos de pensamiento en torno a ellos.

Guzman senala como claros ejemplos de este tipo de visualizacién los diagramas en
arbol que usamos en combinatoria o probabilidad, asi como otros mucho mas personales
que cada uno se construye. Incluso, en ocasiones, estos procesos vienen a asemejarse a
reglas nemotécnicas.

Ademss afirma que estas simbolizaciones y diagramas pueden resultar de aceptacién
muy extendida y convertirse en una herramienta de uso generalizado, aunque a veces son

de uso mas personal, individual, subjetivo e intransferible:
“me es util a mi pero a nadie mds”
A menudo se tiene también la conviccién de que tales procesos de visualizacién

“son andaderas que deben desterrarse, ya que lo que verdaderamente vale es la

formalizacion a la cual hay que aspirar en matemdticas”

1.4.1. El papel de la visualizacion a través de la Historia

El trabajo creativo de los mateméticos de todos los tiempos ha tenido como principal
fuente de inspiracién a la visualizacién y ésta ha jugado un papel relevante en el desarrollo
de las ideas y conceptos. Incluso las especulaciones més abstractas han ido acompanadas
por uno u otro tipo de imagen de forma que la naturaleza de esta imagen presenta una
variedad de individuo a individuo mucho mayor de lo que podemos pensar.

En el quehacer de los pitagdricos la visualizacién constituia una herramienta especifica
de la actividad matematica. Concebian y manipulaban los niimeros y sus relaciones a

través de estructuras realizadas con piedrecillas a las que ellos llamaban calculos.

Para Platén “la sombra evoca la realidad’, de igual forma que “la imagen evoca la
idea”. En geometria, la grafica de una circunferencia pintada en la arena, no es la realidad
de la misma; la verdad estd en el concepto como conjunto de puntos equidistantes de otro
fijo. Asi, la imagen juega un papel importante de evocacién, de recuerdo y esta idea o
concepto queda claramente almacenada en la memoria: Platén se acerca al conocimiento

a través de los sentidos.

Los FElementos de Euclides contienen continuas referencias a iméagenes, que no se

pueden desligar del texto para su comprensién. Se cree que posiblemente fue en el libro



1.4. LA VISUALIZACION 59

de las Aporias de Euclides, hoy perdido, donde la referencia a imégenes geométricas
tendria un papel todavia mas relevante. Guzmén aventura que éste podria ser una especie
de libro de texto que serviria a Euclides para instruir a sus alumnos en su ejercicio de
aprendizaje.

Posteriormente, Descartes, en su obra Reglas para la direccion del espiritu, senala

algunas pautas que se relacionan directamente con la visualizacién, por ejemplo:

“

. es preciso servirse de todos los recursos del entendimiento, de la imaginacion, de
los sentidos y de la memoria: ya para intuir distintamente las proposiciones simples; ya
para comparar debidamente lo que se busca con lo que se conoce, a fin de reconocerlo...”

“Fs til también en muchas ocasiones describir estas figuras y mostrarlas a los senti-
dos externos para que de este modo se mantenga atento nuestro pensamiento mds fdcil-

mente”.

Descartes, en estos pensamientos, explica y da importancia al papel de las imégenes
y figuras en lo que respecta al pensamiento matemédtico. Por otro lado, con él surge la
concepcion original de la geometria analitica como un esfuerzo por aunar la imagen, la
geometria sintética de los antiguos, con el dlgebra, ya bastante avanzada de su tiempo.

En el siglo XVII, el calculo infinitesimal surge con un componente primordialmente
intuitivo y visual que se mantiene en desarrollo a lo largo de los siglos siguientes, en
interaccion constante con problemas geométricos y fisicos.

En el siglo XX la actividad matematica sufrio la influencia de una corriente formalista,
que rechazaba la visualizacion como herramienta de demostracion y andlisis. Veamos,

esquematicamente, algunas de las circunstancias que han contribuido a tal rechazo:

- Desde el siglo XVII y hasta finales del siglo XIX la justificacion del cédlculo estuvo
inmersa en cierto caos del que se libré mediante la aritmetizacion del andlisis por parte
de Weierstrass.

- A mediados del siglo XIX se desconfia de la intuicién y de lo visual debido a algunos
resultados de la geometria de Riemann no compatibles con los de la geometria euclidea.

- La Teoria de Conjuntos de Cantor y las paradojas en torno a los fundamentos de
la matematica condujeron a hacer que los matematicos de la época hicieran hincapié en
los aspectos formales.

- Algunas demostraciones incompletas y basadas en hipotesis inmersas en una con-
fianza ingenua en ciertos elementos intuitivos, como por ejemplo la del teorema de los
cuatro colores, contribuyeron a desechar argumentos visuales.

Todo ello condujo a un ambiente de desconfianza respecto a la visualizacién en el
que algunos exigieron que se prescindiera totalmente de ella. De esta forma, la influencia
del formalismo en la presentacién de los resultados de investigacién se hizo la norma
indiscutible, extendiéndose ademads dicha norma a la estructura de los libros de texto en
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todos los niveles de la ensenanza.

Renovacion del papel de la visualizacién

Al observar la bibliografia correspondiente a investigaciones en educacién matemaética,
podemos percibir una cierta tendencia hacia la renovacion del papel de la visualizacién en
el quehacer matematico (Guzman [48], Hitt [59], Zimmermann y Cunningham [115] entre
otros). En esta nueva corriente destacamos quienes se ocupan de explorar las posibilidades
y ventajas que ofrece el uso del ordenador y los distintos software, como complemento a
la ensenanza tradicional (Amillo y otros [7], Blachman [12], Hitt [60], etc.).

Durante las 1ltimas dos décadas del siglo XX la ensenanza de las matematicas ha
experimentado un cambio espectacular y paralelo a la evoluciéon y desarrollo de esta
ciencia a lo largo del siglo. Desde la aparicién del primer ordenador, el ENTAC en 1946,
éstos han tenido un papel fundamental en especialidades como estadistica, teoria de

nimeros, fractales, geometria diferencial, etc.

Un ejemplo claro de cémo el uso de los ordenadores puede cambiar la forma de
ensenanza y las posibilidades que ofrece, lo tenemos en Bachillerato. A estos niveles, en
algunos centros de secundaria, los profesores tienen a su disposicién programas como
Derive o Maple que ayudan a usar con facilidad distintos sistemas de representacién de

funciones (textual, simbdlico, gréifico y numérico) y a pasar de uno a otro.

En este sentido, la tecnologia ofrece al alumno la posibilidad de visualizar los concep-
tos de la matemédtica mediante representaciones graficas de forma que sin ella supondria
una tarea espinosa. No cabe duda de que el uso del ordenador proporciona ciertas ven-
tajas que favorecen los procesos visuales y entre otros aspectos, cambia la percepcion
del estudiante sobre las matemadticas, revitalizando el énfasis geométrico-visual (Amillo,
Ballesteros y otros, [7]).

Desde esta perspectiva, nuestro objetivo es claro: Contribuir de alguna manera a me-
jorar la ensenanza de algunos tépicos del analisis matematico donde los procesos dindmi-
cos adquieren toda su fuerza e incitar a los docentes a transmitir, de forma habitual,
el conocimiento matematico a través de los procesos formales “reforzados con técnicas

visuales”.

“Se dice que Einstein pensd en términos pictoricos. Parece que seria util para nuestros
estudiantes que piensen de esta manera” (Eisenberg y Dreyfus, [35]).
1.4.2. Obstaculos a la visualizacion

Son muchos los matematicos que reconocen el importante papel que ha jugado su
capacidad de visualizacién e intuicién en el desarrollo de nuevas ideas. Entre ellos pode-
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mos nombrar a Hilbert, Riemann, Poincaré, etc. Sin embargo, es frecuente considerar
la visualizacién como una herramienta ajena a los procesos formales, a pesar de que
muchas de las demostraciones matematicas resultarian engorrosas sin construir una serie

de iméagenes.

No obstante, nuestro objetivo es, desde un punto de vista pedagdgico, investigar el pa-
pel de la visualizacién como un elemento ttil de comprension, desarrollo y demostracién.

En este sentido, Eisenberg y Dreyfus [35] han mostrado que:

“la mayoria de los estudiantes se resisten a aceptar los beneficios de la visualizacion
de los conceptos matemdticos”.

También senalan que:

“...pensar visualmente demanda procesos cognitivos mds profundos que pensar en for-
ma algoritmica”

y ademas:

“las presentaciones no visuales son utilizadas para comunicar ideas matemadticas. Fsta
tendencia se fundamenta en la creencia de matemdticos, maestros y estudiantes de que
las matemadticas no son visuales”.

Estos autores hacen un estudio para averiguar por qué los estudiantes rehiyen el uso
de las demostraciones visuales, incluso cuando en el aula se hubiera recurrido a diagramas
y graficas al resolver problemas o al tratar aspectos tedricos. Esquemaéticamente, las
razones por las que se tiende a evitar el uso de imagenes las agrupan en:

* Cognitivas: Lo visual es més dificil.
* Socioldgicas: Lo visual es mds dificil de ensenar.

* Concepciones formalistas de la matemética: Lo visual no es matemética.

Como consecuencia de ello, Mejfa Velasco [70] propone que las estrategias que se
deben elaborar para cambiar esta actitud de los alumnos respecto al uso de diagramas y
graficas, debe tomar en cuenta estas tres razones. Ademas, el cambio de opinién respecto
a la concepcion formalista de la matematica depende de lo que se haga para modificar
la influencia de las dos primeras razones, puesto que tanto los libros de texto, como la
manera en la que se comunican los resultados matematicos y como algunos profesores
se expresan en sus explicaciones, favorecen la creencia de que las gréaficas, esquemas o
imagenes cumplen un papel secundario en la generacién de las ideas matematicas.

Por otro lado, Eisenberg y Dreyfus [35] describen las dificultades cognitivas refiriéndo-
se a la gran cantidad de informaciéon que una imagen puede contener, ya que esa infor-
macién puede irse acumulando durante un proceso de desarrollo. Barwise y Etchemendy
[11] expresan:

“Una caracteristica del razonamiento diagramdtico es su cardcter dindmico, el razo-
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namiento a menudo, toma la forma de agregar elementos a un diagrama o modificarlo

sucesivamente”.

Con ello el estudiante no sélo debe entender el significado de la grafica sino también
tratar de recordar el orden en el que se agregaron elementos. Mas aun, si la grafica
contiene partes correpondientes a conceptos que el alumno estd comenzando a asimilar,
la imagen puede confundirle. En este sentido, Barwise y Etchemendy piensan que los
libros y en particular, los articulos de investigacion carecen del dinamismo que requiere
la visualizacién. Esto refuerza la idea de que la visualizacién en matematicas requiere,
como complemento, del uso del ordenador.

Con un software como Maple muchas de estas dificultades quedarian resueltas, pues
permite la construccién, por parte del estudiante, de diagramas o graficos que al prin-
cipio pueden ser simples o bésicos y progresivamente ir anadiendo otros elementos para
finalmente obtener visiones mas globales o sofisticadas.

En el desarrollo del Capitulo 2, al tratar el concepto de limite de una sucesién numérica
usando Maple, observaremos este fenémeno de acumulacién progresiva de elementos en
una sola imagen. La definicién rigurosa de dicho concepto en una grafica bidimensional
implica la creacién, en primer lugar, de una banda centrada en el limite [ y de semianchura
€. A partir de un subindice v en adelante, los infinitos términos restantes de la sucesion
penetran en la banda. Posteriormente, con la instruccion animate, sofisticamos el proceso
anadiendo movimiento de diversas caracteristicas en la misma imagen. De forma similar

se trataran los conceptos de convergencia puntual y uniforme.

Existen otro tipo de dificultades que son las que dan lugar a una visualizacién inco-

rrecta, la cual puede, a su vez, conducir a errores por diversos motivos.

- Unas veces porque la figura nos puede sugerir una situacién que en realidad no tiene
lugar. Este es el caso de algunas paradojas de tipo geométrico como la que vamos a des-
cribir a continuacién y que ha sido entresacada del articulo “Visualizacion y creatividad”
(Dorta Diaz, Espinel Febles y Plasencia Cruz, [25]).

Del célculo infinitesimal conocemos un resultado que dice:

Si f es una funcién real de variable real definida en un intervalo [a,b] y z¢ € [a, b]

entonces:
“f derivable en zy = f continua en xq”
La proposicién contrarreciproca, equivalente a la anterior, es:
)

“f no continua en xg = f no derivable en xy’

Teniendo en cuenta esta segunda proposicién se definen en el intervalo [1,3] tres
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funciones:
20— 2 sil<zx<?2
filz)=4 3 siz=2
2x si2<ax<3
20 —2 sil<x<2
fQ(z)_{zx si2<z<3
fa(w) = 20 —2 sil<zxz <2
BTN 2z si2<z<3
6 61 6
51 54 54
44 44 4
34 3 34
2 2 2
1 1 1
-1 1 2 3 a4 -1 1 2 3 4 1 1 2 3 a
fi(=) fa(x) f3()
Ficura 1.7

Se puede observar que las tres funciones son no continuas en xy = 2. Sin embargo,
muchos estudiantes aseguran que las tres son derivables en dicho punto y lo justifican
diciendo que, tal como se ve en la imagen grafica, las pendientes de las semirrectas

tangentes a ambos lados de x¢ = 2 son iguales.

En este caso la representacién grafica lleva a confusién, por lo que es necesario hacerles
ver que al utilizar las definiciones de las derivadas laterales como limite del cociente
incremental, el valor de la funcién f en el punto xg = 2 juega un papel determinante.

/ _ [ fi(2+0) =40 / | f3(240) =400
ta={ {50210 me={E0T5

’ f/(2+0):2
fa ={ O

- Otras veces la situacion visual nos induce a aceptar relaciones que son engafnosa-
mente transparentes y ni siquiera se nos ocurre pensar en la conveniencia o necesidad de

justificarlas. Por ejemplo, algunos conceptos del calculo diferencial llevan implicitamente
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asociados ciertas representaciones graficas que podriamos llamar “imagenes conceptua-
les” (Dorta Diaz, Espinel Febles y Plasencia Cruz, [25]).

Uno de estos conceptos es el de diferencial de una funcién real de variable real en un
punto x de su dominio. En la Figura 1.8 proporcionamos una “imagen conceptual” de
la diferencial de una funcién f (x) en un punto z, respecto de un incremento de x, y se
puede observar tanto el valor del incremento de la funcién en el punto, Af (z) = AC,
como el valor de la diferencial en el mismo, df (z) = AB, constatdndose sin dificultad
aparente que el incremento de f en el punto x es mayor que la diferencial de f.

AB = df (z) < Af (z) = AC

Cuando explicamos esto a nuestros alumnos y les mostramos la Figura 1.8 (a), ellos
lo asimilan perfectamente. Nétese que la funcién elegida es creciente en un entorno de x

y que Ax es positivo.

=

X x+dx x+dx X

(a) (b)

FiGura 1.8

Por el contrario, cuando la funcién elegida es igualmente creciente en un entorno de x,
pero su concavidad estd orientada en sentido contrario y tomamos Az negativo, Figura
1.8 (b), muchos alumnos de los primeros cursos universitarios de Ciencias contestaban que
les parecia mayor el valor del incremento de la funcién f en x, DF, que el de la diferencial,
EF, cometiendo asi un grave error inspirado precisamente en la observacion directa de
la grafica. Los autores del articulo mencionado afirman que en este caso el apoyo del
profesor es imprescindible y determinante para consolidar el concepto estudiado.

Pero quizés, el caso mas significativo lo encontramos cuando Fourier, al estudiar la
ecuacién del calor en su “Théorie Analytique de la Chaleur”, consideré la idea de que
una propiedad que se verificaba en los procesos finitos podia trasladarse, sin mas, al
objeto limite, cuestion ésta que en el siglo XVIII se consideraba como un postulado que

no necesitaba demostracién'®. Gréficamente, Fourier representé algunos términos de la

16Durante el siglo XVIII este postulado se conocia como “El principio de Leibniz” cuyo enunciado
es como sigue: “Si une quantité variable suceptible de limite jouit d’une propriété, sa limite jouit de
la méme propriété” (entresacado de “L’exposition élémentaires des principes de calculs supérieurs” de
L’Huilier, 1786).
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sucesion de sumas parciales de la serie:

cosT — %cos?)x—&— %COSE){E— %cos?x—f— %cosgx—

s1(z) s2(x)
15 157

5 5
15 15 3
s¢(x) S45(x)

FiGcura 1.9

A continuacion, esbozé la que debia ser, segin €, la funcién limite:

Ficura 1.10

Pensamos que tal vez Fourier se dejé llevar, por una parte, por el referido postulado,

y por otra, confié fielmente en las graficas de cada uno de los términos de la serie,

observando que en las vecindades de x = £7 la verticalidad de las funciones era cada

vez mayor y concluyendo que en ese punto la grafica de la funcién limite debia ser

completamente vertical. Fourier interpreta que la funcién limite es como aparece en la
3 3w

Figura 1.10, pero en realidad la suma de la serie anterior en el intervalo (77, 7) viene

representada por la funcién, tal como hoy es entendida, Figura 1.11.
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Ficura 1.11

Siguiendo con otros ejemplos, pensemos que varios matematicos desarrollaron demos-
traciones del teorema de la curva de Jordan (1893), las cuales se basaban en relaciones
intuitivas sin justificar. Dicho teorema afirma:

“Una curva plana cerrada y simple separa el plano en dos partes, el interior y el

exterior”

C. Jordan, al inicio de la década de 1890, observé que a pesar de que este resultado
parece intuitivamente evidente, necesita una demostracién rigurosa. La primera demos-
tracién de este teorema fue dada a principios del siglo XX por O. Veblen; no obstante
Helge Tverberg ha descubierto recientemente una demostracién “elemental” que es la
que se incluye en la mayoria de los libros de texto.

A pesar de todo y aunque en algunos casos la visualizacién pueda llevar a cometer
algun error de tipo conceptual, las ventajas que ésta ofrece, bajo un buen asesoramiento,
estdan muy por encima de estos inconvenientes, y su eficacia en los procesos de pensa-
miento es evidente.

De esta forma, incluso las técnicas més formales conducen a veces a errores y razo-

namientos incompletos ya que:

“El lenguaje matemdtico es un cruce entre el lenguaje natural y el lenguaje forma-
lizado, una jerga extrana compuesta por elementos del lenguaje natural, palabras mds o
menos esotéricas y simbolos logicos y matemdticos. Y en este idioma curioso se estd ha-
ciendo alusion, explicita o velada a convenciones de la comunidad matemdtica del tiempo
cargadas de connotaciones intuitivas, visuales, sobreentendidos, etc. No es de extranar
que en el trabajo matemdtico con tal herramienta asi como en la comunicacion con €l se

produzcan equivocos, confusiones y oscuridades que puedan conducir a error” (Guzmén,
(48]).
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1.5. Nuevas tecnologias

1.5.1. El ordenador en el aula

Partiendo del hecho de que nos encontramos en el umbral de una revolucién en el
aprendizaje de las Matematicas, la mayoria de los miembros de la comunidad educativa
reconocen la posibilidad de accién conjunta de dos grandes tendencias de nuestro tiempo:

La revolucién tecnolégica por un lado y la tendencia epistemolégica por otro.

Segun Urrea, Gastaldi y Ferndndez [107], la primera de ellas es la responsable, en gran
parte, de la necesidad de un aprendizaje mejor. La tendencia epistemoldgica esta relacio-
nada con una revolucién en la filosofia del conocimiento. En este contexto defienden que
la mayor contribucién de las nuevas tecnologias a la mejora del aprendizaje se centra en
la creacién de medios personalizados capaces de dar cabida a una amplia gama de estilos

intelectuales.

No obstante, el desarrollo que ha tenido la tecnologia en las tres tultimas décadas
no ha sido completamente asimilado por el sistema educativo. Hitt [60] piensa que ello
posiblemente se deba a la carencia de estudios serios sobre maneras eficientes para uti-
lizar la tecnologia en la educacion, estudios que nos muestren sus aciertos asi como sus
desventajas, para asi crear una infraestructura de apoyo al profesor de matematicas.

Los autores Urrea y otros [107] desarrollan su trabajo describiendo la experiencia
personal de Seymurt Papert, doctor en Matematicas y creador del lenguaje informético
“LOGO”. El mismo conté cémo los ordenadores llegaron a alterar los fundamentos de su
propio trabajo. Pero lo que més le impresioné fue descubrir que ciertos problemas que
eran abstractos y dificiles de comprender, se tornaron, gracias al manejo del ordenador,
concretos y transparentes, y al mismo tiempo, ciertos proyectos que le habian parecido
interesantes pero demasiado complejos a nivel de ejecucién, se hicieron manejables. Con
todo, lo mas importante es que se dio cuenta de que los estudiantes podian disfrutar
de estas mismas ventajas. Este pensamiento le hizo cambiar su vida y a partir de ese
momento se fijé el objetivo de luchar para crear un entorno en el cual los alumnos,
cualquiera que fuese su cultura, género y personalidad, pudieran aprender algebra y
geometria. Asi se interesé por explorar si los estudiantes excepcionales aprenden de modo
diferente porque son excepcionales, o si son excepcionales porque las circunstancias les
han permitido aprender de un modo diferente.

Frente a los métodos de la ensenanza tradicional, Papert senala:

“Fstoy convencido de que el mejor aprendizaje se produce cuando el que aprende es

el responsable”.

Esta es la razén por la cual el autor confiesa mantenerse alerta en busca de iniciativas
capaces de facilitar que el aprendizaje coexista con una cultura en la que se alimente



68 CAPITULO 1. PRINCIPIOS TEORICOS

el sentido de la responsabilidad personal. De esta forma, es el sentimiento de estar ha-
ciendo algo importante lo que impulsa a la toma real de iniciativas en un alumno; al
mismo tiempo es importante que se sientan involucrados en una actividad que resulte

significativa e importante y por la que ellos sientan verdadero interés.

En consecuencia, la escuela en sus diferentes niveles, la ensenanza secundaria, y por
supuesto, la universidad deben potenciar el trabajo auténomo. Este fin puede conseguirse
gracias a los ordenadores, ya que éstos son instrumentos que conceden la oportunidad de
desarrollar el sentimiento de que estdn haciendo un trabajo serio.

“Mi propdsito no es explicar como hacer bien las cosas, sino el de provocar y alimentar
su imaginacion”.

Las instituciones educativas han ofrecido resistencia a la introduccién del ordenador
como “instrumento de ensenanza’. Pensamos que los ordenadores sélo se llegaran a

utilizar “correctamente” cuando éstos formen parte integral de un proceso de desarrollo
coherente, y no porque los investigadores digan cémo debe llevarse a cabo este proceso.

Los modernos programas de calculo simbdlico actuales admiten papeles muy variados
en las interacciones entre los tres elementos fundamentales que constituyen el proceso de
ensenanza-aprendizaje de la matemdtica: alumnos - profesor - instrumentos didacticos.
Obviamente el uso de la tecnologia en el aula implica un cambio en el curiculum y en los
métodos de transmision, ya que la dindmica de la nueva situacién didactica hard cambiar
necesaria y profundamente tanto los contenidos (tipo de problemas a proponer, nuevas
maneras de evaluar, etc.) como los procesos de interaccién dentro y fuera de clase.

Es indiscutible que el uso del ordenador ofrece ciertas ventajas que favorecen no sélo la
adquisicién de conceptos e ideas, sino también el gusto de los estudiantes por la actividad
matemdtica. Amillo, Ballesteros y otros [7] sefialan:

- Cambia la percepcion del estudiante sobre las matematicas.
- Permite la concentracion en la resoluciéon de problemas.

- Invita a experimentar.

- Revitaliza el énfasis geométrico-visual.

- Motiva.

- Proporciona madurez.

Hitt [60] invita al uso reflexivo de las nuevas tecnologias en el aula de matemaéticas y
defiende su utilizacion como una herramienta, no como un fin; en este sentido pensamos
que a pesar de las numerosas ventajas no debemos caer en el error de basar nuestras clases
de manera exclusiva en los ordenadores porque evidentemente no son la panacea del acto
de aprendizaje. No obstante, distintos tipos de software pueden ayudar a los profesores
a ensenar conceptos nuevos aportando problemas que de otro modo no seria posible
plantear. Asimismo, la potencia y versatilidad de los programas de cdlculo simbdlico
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actuales hacen posible el acercamiento de nuestra ensenanza de la matematica al mundo
de las aplicaciones reales.

El uso del ordenador en el aula, como recurso didédctico disponible tanto para el pro-
fesor transmitir como para los alumnos investigar y manipular, puede ser un medio para
coordinar los distintos registros de representaciéon de un concepto. Para ello es necesario
que el software que se elija, permita el paso o acceso rdpido de un registro a otro en am-
bas direcciones, dando asi al alumno la posibilidad de observar correspondencias entre
los tratamientos en los diferentes sistemas e identificando aquellos que son particulares
de un registro y que le dan al mismo su razén de existencia.

Desde esta perspectiva el software hay que elegirlo en funcién de:

- Los conceptos que se van a explicar.
- Del tipo de alumno al que se pretende ensenar.
- De las tareas que se van a exigir.

Al disponer de un programa que sea capaz de realizar con gran comodidad y seguri-
dad todas las rutinas de calculo numérico y simbdlico, no existen razones para exigir al
estudiante alcanzar una préictica de las mismas de forma rapida y segura; Guzmén [48]
senala que el énfasis ahora podra situarse en el fomento y estimulo por parte del profesor
para:

- Introducir ol estudiante en el ejercicio continuado de la experimentacion matemdti-
ca, hecha ahora mucho mds facil a través de los medios de los que dispone, explorando
comodamente reqularidades y pautas de comportamiento de los objetos matemdticos que
permitan adivinar y conjeturar sobre su propia naturaleza mds escondida y hacerla pa-
tente a través del ejercicio de la demostracion.

- Ayudar al estudiante a entender profundamente los problemas bdsicos de la teoria, su
origen, su motivacion, las ideas que los resuelven, su evolucidn posterior, las estrategias
y rutinas que estas ideas han originado hasta convertirse en los instrumentos dgiles y
eficaces que hoy son.

- Iniciar al estudiante en el ejercicio de la modelizacion matemdtica de situaciones
reales, mds o menos complejas, en las que se pueda percibir la enorme potencia y eficacia
de las herramientas intelectuales de que va disponiendo, magnificadas ahora a través del

apoyo en los utiles de que dispone.

- Proceder con paz en la resolucion de verdaderos problemas, no ya meros ejercicios,
que permitan al estudiante ir construyendo sus propias constelaciones de esquemas de
pensamientos eficaces para la resolucion de los problemas de cada uno de los campos en

los que se introduce.

Por todo ello, las actividades que proponga el profesor deberian seleccionarse con el
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fin de cubrir los siguientes objetivos:

- Sean capaces de ayudar al estudiante en la exploracion de situaciones a que conducen

los conceptos fundamentales de la porcion de teoria en la que se introduce.
- Estimulen el reconocimiento de estructuras y patrones.

- Ayuden a relacionar los diversos modos de representacion (grdfica, algebraica, nu-

mérica,...).

- Animen al estudiante a atreverse a explorar incluso situaciones que sin el apoyo del

sistema serian demasiado dificiles o llevarian demasiado tiempo.

- Inicien al estudiante en la utilizacion de la matemdtica y de los sistemas de apoyo
emulando las formas como el experto usario de la matemdtica los utiliza en su quehacer
cotidiano para la resolucion de sus problemas reales.

Gutiérrez [47] explica cémo el uso de los ordenadores puede cambiar la forma de
ensenanza que se ha experimentado ya en el analisis matematico de secundaria. En mu-
chos Institutos los profesores disponen en sus aulas de ordenadores con programas como
Derive, Mathematica o Maple. Estos programas ayudan a usar con cierta facilidad los
diferentes sistemas de representacién de funciones (textual, simbdlico, grafico y numéri-
co) y a pasar de uno a otro. La ensefianza tradicional ha dirigido, preferentemente, la
atencién de sus clases hacia aspectos algoritmicos de transformacion y simplificacion de
expresiones algebraicas, representacion grafica, métodos para célcular limites, derivadas
e integrales. Sin embargo, la facilidad con que los ordenadores resuelven todo este tipo
de célculos, hace que los profesores nos planteemos un nuevo objetivo en la ensenanza de
las matematicas. Dicho objetivo esta orientado a aspectos mas conceptuales, reduciendo
el tiempo empleado en calculos rutinarios y aprovechando las posibilidades que el orde-
nador ofrece para relacionar unas formas de representacién con otras y para profundizar
en la comprensién de los conceptos en cuestién.

Por otro lado y en contraposicién a las dificultades de la ensenanza tradicional, el
uso del ordenador permite resolver problemas de matemdticas que sean significativos
para los estudiantes por su aplicabilidad a situaciones de la vida real. Al liberarnos de
la complejidad de los calculos mediante el uso del ordenador, los profesores disponen
de una gama muy amplia de problemas a elegir, de forma que no tiene que descartar
un problema de interés solo porque haya que resolver una integral que esta fuera de las
posibilidades de sus alumnos.

Paralelamente al cambio de objetivos y a las nuevas formas de trabajo en el aula, como
hemos comentado, debe producirse también un cambio en las formas de evaluacion, de

tal manera que los estudiantes dispongan de las mismas herramientas en clase que en los
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examenes.

A pesar de los reconocidos beneficios del uso de los ordenadores en las clases de
matematicas, en Espana todavia no se ha producido una modificaciéon sustancial de los
héabitos de ensenanza que favorezca su uso generalizado. Por el contrario la mayoria de
las clases de matematicas siguen ancladas en las metodologias de pizarra y libro de texto,
diferencidndose poco de las de hace algunas décadas.

1.5.2. El software Maple

En primer lugar diremos que Maple es un sistema de calculo cientifico potente, rapido
y un instrumento auxiliar en las tareas de calculo simbdlico, asi como en la representacion
y exploracion grafica de funciones complejas, permitiendo el desarrollo de cualquiera de
los conceptos que nos proponemos trabajar, en cada uno de los &mbitos siguientes:

- Simbdlico
- Numérico

- Gréfico

Maple viene siendo desarrollado desde 1980 en la Universidad de Waterloo en Canada.
De hecho, la palabra inglesa maple significa arce, el arbol cuya hoja aparece en la bandera
canadiense. La primera version oficial aparecié en 1985 (Maple V Release 3.0) y la més
reciente (Maple V Release 7) data de Noviembre de 2001.

Es importante destacar que Maple puede usarse en todo tipo de maquinas: MS-DOS,
Windows, Macintosh, UNIX y se utiliza para multiples aplicaciones: cientificas, técnicas,
investigadoras, docentes, etc.

Si tuviéramos que elegir una definicién simplificada de Maple, coincidirfamos con Soto
y Vicente [96] al expresar que se trata de

“un lenguaje de programacion dotado de un intérprete”

Esto significa que con Maple podemos realizar programas tipo BASIC o FORTRAN,
pero con la ventaja de que este software tiene incorporado una gran biblioteca de funcio-
nes béasicas y por tanto, no hay que perder tiempo programando funciones elementales.

Asi por ejemplo, si estamos trabajando en BASIC y queremos hallar el m.c.d. de
dos ntimeros enteros, en primer lugar habrd que construir el “programa’”, guardarlo en
un archivo de texto, invocar al intérprete de BASIC y finalmente ejecutarlo. En contra-
posicién, Maple y la totalidad de los paquetes informaticos como Mathematica, Derive,
Mathcad, Matlab, etc., llevan incorporada la funcién m.c.d.(x,y), labor que ya han rea-
lizado los disenadores del sistema. La orden igcd nos proporciona directamente el m.c.d.
de dos enteros: [>iged(20,15);].

La gran biblioteca que tiene incorporada Maple consta de numerosas librerias o pa-
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quetes en constante ampliacién que se van incorporando a las nuevas versiones; senalamos
a continuacion y a titulo de ejemplo alguna de ellas:

- combinat: funciones combinatorias
- linalg: &lgebra lineal

- plots: paquete para gréficas

- powseries: series de potencias

- student: calculo diferencial e integral

Por otra parte, hemos elegido para nuestra investigacion este software porque presenta
importantes ventajas que hacen de él un medio de gran utilidad préctica:

Maple es una gran computadora

Maple es como un “laboratorio”

Maple es un programador dotado de un intérprete
Maple es una herramienta con gran poder simbdlico
Maple es una herramienta con suficiente poder grdfico
Maple es una “gran ayuda” para la investigacion

En esta linea, quizas lo mas importante, desde nuestra éptica como educadores, es que
con Maple podemos conjugar y/o combinar las capacidades “computacionales”, “grafi-
cas” y “simbdlicas” de manera que puedan ser usadas para comprender mejor los con-
ceptos fundamentales del algebra, de la geometria y del andlisis mateméatico. Asi, consi-
deramos que es importante trabajar con un software de estas caracteristicas y animamos
a los educadores a que lo usen:

- Maple es un gran “complemento” para ayudar a comprender los conceptos mate-
maticos.

- Maple es un gran “aliado” para que muchos alumnos con sus capacidades y su propio
ritmo “construyan”el conocimiento matemético partiendo de situaciones particulares,
manipulando y explorando, para que posteriormente puedan ser generalizadas.

Por otra parte, es sorprendente el profundo “impacto” que las computadoras han
tenido no sélo en la vida cotidiana, sino sobre todo en torno al Célculo Cientifico. Su
potencial, como ya se ha dicho, nos simplifica manipulaciones, rutinas y calculos tediosos.

No obstante, estamos ante una herramienta que debe ser usada prudentemente y
as{ sus beneficios seran tales que desarrollaran la imaginacién y el pensamiento critico.

Existen textos como [7], [22], [61], [96], etc. entre otros, en los que se usa Maple fun-
damentalmente como resolutor de ejercicios. En nuestra investigacién lo emplearemos,
ademads, como vehiculo para iniciar a los estudiantes en la construccién de conceptos
nuevos y para facilitar la comprensién de algunas demostraciones; haremos hincapié en

las ventajas que este tipo de software proporciona en la vertiente “visual” de las ideas
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matematicas. De la literatura consultada sobre sucesiones y series funcionales encon-
tramos que existen textos en los que se utilizan otros softwares como Mathematica,
Matlab, Derive, etc., pero en los que, igualmente, se proponen ejercicios de tipo al-

goritmico sin tratamiento conceptual alguno.

1.6. Fases de ensenanza: Un esquema para introducir
conceptos

Se sabe que a través de la historia, la génesis y evolucién de los conceptos matematicos
han sido muy diversas y que éstos han tenido puntos de partida diferentes; por ejemplo, en
el siglo X VIII los matematicos, a partir de situaciones intuitivas, lograron formalizar ideas
o conceptos que mas tarde conducirian a importantes resultados del calculo infinitesimal.

En la literatura sobre Educacién Matematica estd bien extendida la idea de que es
importante utilizar esta génesis y evolucién de los conceptos para el proceso de ensenanza
(Hitt [58]); por otra parte, cuando tratamos de iniciar a los alumnos en el estudio de
nuevos objetos, desde nuestro punto de vista, pensamos que los profesores, consciente o
inconscientemente, seguimos un esquema natural, similar al que exponemos y justificamos
a continuacion. Este esquema se apoya en cuatro fases bésicas que, por orden de aparicién,
irdn ayudando a consolidar y estructurar las ideas y conceptos matematicos de nuestros
estudiantes:

* Fase verbal

* Fase de representacién simbdlica
* Fase de representacién visual

* Fase de manipulacién

Cuando un profesor inicia a sus alumnos en el estudio de un nuevo concepto, como
puede ser el de sucesion, funcién, limite, derivada, etc., el primer paso consiste, en general,
en dar una definicién o explicacién oral, obviamente se trata del enunciado; con ello, en
la mente de cada individuo se creard una primera aproximacién o imagen mental de lo

que el profesor desea transmitir.

Posteriormente, el docente introducird la simbologia que permitird formalizarlo y
aclarar, en muchos casos, la definicién.

Con la representacién grafica o diagrama correspondiente, tercera fase, la idea co-
mienza a ser asimilada por el alumno que hace de la misma “algo” propio e interior. La
imagen que el alumno ha captado se identifica con esta forma material.

Por tanto, el estudiante esta en condiciones de comenzar a trabajar y manipular la
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realidad matematica, explorandola e investigandola para asi obtener conclusiones.

Tradicionalmente, la ensenanza de las Matemaéticas ha participado de las dos primeras
etapas de nuestro esquema conceptual. Como ya se comenté en el apartado anterior, la
fase de representacién visual ha sido una herramienta poco explotada durante mucho
tiempo; unas veces, por rechazo por parte de las corrientes puramente formalistas y
otras, porque no se le ha dado importancia como elemento de trabajo que facilita y
clarifica la adquisicién de contenidos:

“Las tendencias formalistas imperantes durante buena parte del siglo XX, han rele-
gado a sequndo término la visualizacion, tratandola con desconfianza y con sospecha, sin
embargo parece que se puede percibir una cierta tendencia hacia la renovacion de la vi-
sualizacion en el quehacer matemdtico, con decision y sequridad entre quienes se ocupan

de la investigacion en educacion matemdtica” (Guzmén, [48]).

Muchos autores estan de acuerdo en la utilidad de las representaciones visuales a
la hora de construir el conocimiento; no obstante esto no es suficiente, la comprension
de un concepto matemadtico requiere del manejo del mismo a partir de representacio-
nes de distinto tipo, formadas por signos y simbolos, pero con la misma estructura. A
estas representaciones Duval ([33] y [34]) las denomina “representaciones semidticas”.
Concretamente, a las representaciones especificas correspondientes a un concepto y sus
tratamientos internos las denomina “registros de representacién”.

“La comprension integral de un contenido conceptual estd basada en la coordinacion
de al menos dos registros de representacion...”

En particular, Mejia Velasco [70] sugiere que los conceptos matematicos no pueden
ser tratados sino a través de sus diferentes representaciones, y éstas, a diferencia de las
representaciones mentales!”, estdn formadas por signos y simbolos y es por esta razén

por la que Duval las denomina representaciones semioticas:

“..el desarrollo de las representaciones mentales no se puede separar de una interio-
rizacion de las representaciones semidticas... Ademds las representaciones semidticas no
cumplen unicamente una funcion de expresion, cumplen una funcién de objetivacion y

17En la tesis doctoral de Plasencia [80], paginas 20 y 21, para evitar confusiones sobre el significado del
término representacion, se realiza un estudio detallado acerca de las diferentes acepciones de esta pala-
bra. En castellano e inglés es el contexto en el que se utiliza el que determina la acepcién de la misma en
cada momento; sin embargo, el idioma aleman mantiene diferenciados sus significados y utiliza diferentes
palabras para las distintas estructuras conceptuales que estdn implicitas en el término representar. Gla-
serlfeld en su trabajo “Preliminaries to Any Theory of Representation” (citado en Janvier, [62]) describe
al menos cuatro palabras que en el idioma alemén delimitan, sin confusion, el significado de representar;
tres de ellas estan relacionadas con los aspectos que nos interesan en nuestra investigacion: “Vorstellen”
(' que se corresponde en castellano a la representacién en la que una imagen mental sustituye a algo real
o imaginario), “Bedeuten” (que se corresponde en nuestro idioma a hacer simbolo de un concepto o una
idea) y “Darstellen” (que se corresponde a la representacién como figuracién o exposicién de un objeto
real o de un concepto, siendo siempre el resultado de una actividad humana).
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también una funcion de tratamiento que no pueden cumplir las representaciones menta-

”»

les”.

Por otro lado, las investigaciones llevadas a cabo por Duval senalan que para apren-
der y dominar una idea matematica no es suficiente con sélo adquirir destreza en sus
diferentes registros de representacién, ni siquiera con conocer las reglas de codificacién

de un registro a otro, y puntualiza:
“La conceptualizacion implica una coordinacion de varios registros de representacion”.

Desde esta perspectiva, consideramos importante el trabajo de Mason, Selden y Selden
[69] en el que aseguran que sus alumnos de ingenierfa, después de llevar un curso de
célculo, no pueden, aun siendo buenos alumnos, resolver problemas no rutinarios en los
que se precisa el uso de la visualizacién matemaética, con la articulaciéon coherente de
varios registros de representacién ligados al contexto de los problemas. Asi, afirman:

“Esto sugiere que los métodos tradicionales de ensenanza del cdlculo son insuficientes

en la preparacion de buenos estudiantes para aplicar el cdlculo creativamente”.
Pero ademds, Hitt [59], al indagar en esta investigacién, constata que:

“FEl fracaso de estos estudiantes se debe a la carencia de articulacion entre representa-
ciones, provocando que el alumno “camine a ciegas” en el sistema algebraico y desarrolle
)
algoritmos sin una idea clara del objetivo final persequido”.

Por otra parte, Janvier [62] da un ejemplo acerca de la adquisicién del concepto de
funcién usando una figura en forma de estrella, en cada una de cuyas esquinas se exhibe
un registro de representacién de la funcion: tablas, graficos, férmula, descripcion verbal,
objeto, etc. Asi, es importante no sélo centrarnos en uno de esos registros, una esquina
de la estrella, en el proceso de construccion del concepto, sino que también es necesario
considerar todos los “aspectos” del ente matematico de una forma global.

Pensamos que un no especialista en la materia relativa a representaciones semidticas y
con el objeto de aclarar sus ideas, puede denominarlas “aspectos del concepto matemdti-
co”, en el sentido de clasificar las categorias que distingan formalmente las diferentes
clases de accién que se pueden llevar a cabo. En el ejemplo de Janvier estos aspectos

serian:

-aspecto verbal,
-aspecto simbélico,
-aspecto grafico,
-aspecto tabulador, etc.

Estos, a su vez, sirven al profesor para poner énfasis en caracteristicas singulares del
objeto como crecimiento y decrecimiento de la funcién, maximos y mimimos, puntos de
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corte con los ejes, etc.

En el Capitulo 2, tras explicar el concepto de convergencia puntual y una vez desarro-
lladas las tres primeras fases de nuestro esquema, el alumno manipula el concepto a partir
de una sucesién funcional determinada de la que se conoce su expresién algebraica, para
luego obtener la grafica de algunos de sus términos, la grafica de algunas de las sucesiones
numéricas asociadas con sus correspondientes expresiones algoritmicas, tabulaciones de
algunos de sus términos, incluyendo la banda en la que se observa el indice de penetracion
puntual en cada caso, y la comprobacién algoritmica de la obtencién del mismo median-
te la resolucion de la inecuacién correspondiente. Todo ello nos permite obtener una
esquematizacion visual de la idea de convergencia puntual que proporcionaréd al alumno
una visién holistica de este concepto a partir de diferentes registros de representacién, o
como hemos dicho, de los diferentes aspectos del concepto.

Asi, entendemos por esquematizacion visual de un concepto la accién de disponer,
con cierto orden, sus diferentes registros de representaciéon para dar una visién completa
y esquematizada en la que los aspectos visuales queden precisados.

Por tanto, la compresién de una idea matematica sélo tiene lugar cuando el alumno
es capaz de integrar las diferentes representaciones de la misma y establecer las transfe-
rencias, conexiones y coordinaciones necesarias entre ellas, de forma que dicho alumno

pueda pensar en el concepto como si se tratara de un tnico referente mental.
Desde este punto de vista Hitt [55] afirma:

“.. las consideraciones visuales son importantes en la resolucion de problemas. La
visualizacion matemdtica en este contexto tiene que ver con una vision global, integradora,
holistica, que articule libre de contradicciones, representaciones de varios sistemas...”

Por esta razén anade:

“.. los profesores de matemdticas utilizan diversos ejemplos para “facilitar” el apren-
dizaje de conceptos; pero para tener una vision global, integradora, holistica, que articule
representaciones de varios sistemas es absolutamente necesario utilizar lo que Tall ha
denominado organizador genérico”

Tall [100] define organizador genérico como:

“Un entorno que provee al usuario con las facilidades de manipular ejemplos (y,
cuando es posible contraejemplos) de un concepto... La palabra genérico significa que la
atencion de quien aprende se dirige a algunos aspectos de los ejemplos que encarnan el
concepto mds abstracto”.

En este punto podemos adelantar que el uso del ordenador y en concreto, de un soft-
ware de las caracteristicas de Maple puede ser considerado como un organizador genérico

de la naturaleza descrita, el cual nos proporcionara las herramientas necesarias para com-
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pletar e integrar la ensenanza de conceptos matemadticos como los que vamos a tratar y
ofrecer asi esa vision global. Desde nuestro punto de vista como educadores, creemos que
este software nos permite unificar y/o combinar sus capacidades computacionales, grafi-
cas y simbdlicas en cada uno de los “ejemplos-tipo”, cuidadosamente elegidos, para lograr
un mejor entendimiento de aspectos fundamentales relacionados con el Algebra, Geome-
tria y Andlisis Matematico. De esta forma, Maple es como un laboratorio que permite
al estudiante investigar y, con sus propias capacidades y su ritmo de trabajo, manipular
esos ejemplos, 0 en su caso, contraejemplos, al tiempo que consolida el concepto.

Todo ello hace indispensable la realizacion de un andlisis curricular que promueva
el uso del ordenador como elemento fundamental para la articulaciéon de los diferentes

registros de representacion.

Por otro lado, la tecnologia compromete activamente a los estudiantes de matemati-
cas, invitdndolos a la exploraciéon y manipulaciéon de problemas. En este sentido, las
investigaciones mds recientes (Soto Johnson [97] y otros) no han dado una respuesta
uniforme con respecto a si los estudiantes mejoran o no sus habilidades de asimilacion e
interpretacién con el uso de software.

En nuestra propuesta curricular, la cuarta y dltima fase, de manipulacién y/o apli-
cacién, se lleva a cabo mediante el uso del ordenador como instrumento complementario
de trabajo, lo que facilita el desarrollo de la formacién matematica del estudiante:

“La presencia del ordenador en el aula, con sus amplias perspectivas de futuro, estd cam-
biando la dindmica de la situacion diddctica (profesor-alumno-instrumentos diddcticos).
El profesor comienza a tener un papel secundario, ya que su labor debe ser sélo orienta-
dora y ésta consistird en introducir al alumno en un proceso de aprendizaje basado en la
experimentacion y la prdctica de los métodos de ensayo-error. De esta forma, a partir de
los conocimientos previos y de ciertas observaciones del docente, el alumno poco a poco,
se sentird capaz de construir su conocimiento. Sus pequenos pero propios descubrimientos
le hardn sentir la satisfaccion de un auténtico investigador y le motivardn a continuar

profundizando en el campo de la matemdtica...” (Afonso Gutiérrez y Dorta Diaz, [2]).
Asi pues:

- cuando el alumno por si mismo, utilizando la técnica de autoaprendizaje, en la que
él es el centro de la actividad educativa, cubre los contenidos propuestos, experimentando
(equivocdndose y autocorrigiéndose) y llegando a conclusiones correctas, ...

4

- cuando el alumno ha “visualizado” la tarea a desarrollar, ...

- cuando el alumno ha “salvado” (grabado) y protegido su propio trabajo, ....
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- cuando lo ha impreso para llevarlo como un documento de su propia creacion, ...

“la situacién didédctica” es bien diferente a la tradicional o estandar, en la que el profesor
imparte su clase magistral y el alumno permanece pasivo tomando nota (desde luego no
es lo mismo que un alumno obtenga, por ejemplo, un listado de integrales en el aula o

de un libro de texto, a que ese mismo alumno construya el listado y “lo haga suyo”).

Por tanto, en esta fase, el estudiante comienza a dar sus primeros pasos en el manejo
del concepto en cuestion. A partir de los ejemplos y ejercicios que el profesor plantea, el
alumno, con cierta autonomia, investiga y explora la realidad matemaética para obtener
sus propias conclusiones. El docente que propone los ejercicios y pautas a seguir, ha
de secuenciar las actividades propuestas, de forma que el grado de dificultad aumente
progresivamente. En este sentido, recordemos que el papel que juega la motivacién en el
proceso de ensenanza-aprendizaje es fundamental; insistimos, por ello, en que los ejemplos

elegidos deben ser los adecuados.

Como consecuencia de todas las reflexiones anteriores pensamos que nuestro esquema
conceptual queda plenamente justificado en el sentido de que en él intervienen los dife-
rentes aspectos de los conceptos a tratar.

Por otra parte, este esquema constituye una sintesis en cuatro fases del proceso a
seguir para la adquisicién y asimilacién de conceptos nuevos para nuestros alumnos. No
es, por tanto, un esquema conceptual de la naturaleza de los presentados por Dubinsky
o Glaserlfeld (citados en Garcia Cruz [45]), en los cuales se parte de unos conocimientos
adquiridos por el individuo, que ha tenido oportunidad de interiorizarlos y manipularlos
mentalmente para posteriormente, dar sentido y resolver una situacién problemadtica que
es percibida como tal.

Dubinsky [30] define esquema conceptual como

“una coleccion mds o menos coherente de objetos cognitivos y procesos mentales in-
ternos para manipular dichos objetos”.

Por otro lado:

“La descomposicion genética de un esquema conceptual particular, parte de los esque-
mas conceptuales previos, sobre los cuales se apoya y mediante la coordinacion de todos o
algunos de ellos, el alumno avanza en la construccion del conocimiento que constituird el
esquema conceptual particular” (Garcia Cruz [45]).

Este esquema conceptual es posterior al que nosotros presentamos y es fruto del es-
fuerzo y la actividad mental que el sujeto realiza para “avanzar” en su conocimiento.
Nuestro objetivo, en cambio, es presentar una metodologia que permita al profesor obte-

ner mas y mejores resultados cuando “comienza” su labor docente e introduce conceptos
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nuevos.

Es importante destacar que si utilizamos un software adecuado, como pudiera ser
Maple, las tres ultimas fases del esquema podrian desarrollarse notablemente, dado que
el nicleo de célculo simbdlico de este software es muy potente y sus capacidades graficas

suficientes.

Como ya se ha dicho, en el Capitulo 2, siguiendo estas cuatro fases de nuestro es-
quema, desarrollamos una propuesta curricular para la ensenanza y el aprendizaje de los
conceptos que hacen referencia a procesos de convergencia. Estos conceptos son:

- Limite de una sucesién numérica.

- Limite puntual de una sucesién funcional.

- Limite uniforme de sucesiones funcionales.

- Convergencia puntual y uniforme de series funcionales.

En las etapas de visualizacion y manipulacién haremos uso del software Maple. Es
importante tener en cuenta que la ensenanza con uso del ordenador exige un esfuerzo al
que la mayoria de los profesores no estamos habituados, pues implica ciertas limitaciones
con las que es imprescindible contar, tales son: el aprendizaje del software, el aprendizaje
de los propios contenidos a estudiar, el diseno de actividades o ejercicios a proponer y
de nuevas formas de evaluacién. Todo ello ademéas de la falta de tiempo y de medios,
dificultades éstas que siempre suelen estar presentes.

En cuanto al aprendizaje del software lo hemos organizado de forma que los alumnos
se fueran familiarizando con las instrucciones mas usuales directamente, es decir, sin
previo conocimiento de la sintaxis y al mismo tiempo que introduciamos los conceptos.
Al disenar los ejercicios, hemos puesto especial interés tanto en la eleccién como en la
secuenciacién de los mismos; desde este punto de vista, hemos procurado que el grado de
complejidad y profundizaciéon aumente progresivamente. En cuanto a las actividades de
evaluacién, hemos propuesto a los alumnos cuestiones y ejercicios que nos permitieran
analizar los resultados de las experiencias llevadas a cabo; pero no es nuestro objetivo
investigar, ni proponer nuevas formas de evaluacién como consecuencia del uso de la
tecnologia en el aula. Pensamos que ello constituye un objetivo interesante para futuras

investigaciones.

1.6.1. La metafora, la metonimia y las representaciones en nues-
tro contexto

Uno de los objetivos de este trabajo tiene caracter inequivocamente curricular, por
tanto, los aspectos pedagdgicos de transmisién de ideas matematicas deben ser tenidos en
consideracion. Por otra parte, los profesores conscientes de su responsabilidad, aquellos
que se involucran en el proceso “formador”, saben que en su trabajo cotidiano no pueden
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limitarse al uso exclusivo del lenguaje matemético donde el formalismo y el rigor convi-
ven, ademds de las dificultades epistemolégicas que muchos conceptos conllevan. Asi lo
han entendido los profesores universitarios que hemos entrevistado para esta investiga-
cién, ya que utilizan en sus respuestas y explicaciones gran nimero de comparaciones o
analogias. Son conscientes de que para dar forma, para forjar, estructurar y consolidar
todo conocimiento, y el conocimiento matematico no es ajeno a ello, es indispensable
relacionar ideas y en la bisqueda de analogias y en la comparacién de conceptos esté el
camino para que los alumnos lleguen a él. Por tanto, las metaforas estructuran en bue-
na parte lo que hacemos y cémo lo entendemos y ayudan a establecer estrategias para

complementar el aprendizaje de los procesos matematicos.
En Plasencia Cruz [80] se recoge textualmente:

Algunos conceptos matemdticos aparentemente simples estdn sujetos a definiciones
que son, en general, complejas; pensemos en los conceptos de recta, direccion, derivada,
gradiente, superficie, grafo, etc.

En el libro I de los Elementos de Euclides [36] se lee que una recta es:

“Longitud sin anchura”.

s Bs ésta una definicion clarificadora de lo que es una recta? En los Elementos, Fu-
clides define recta haciendo uso de conceptos mds complicados que aquél que deseaba
exponer.

En la siguiente definicion:

“una direccion es una clase de equivalencia de rectas del plano relacionadas entre
st mediante una relacion de paralelismo” (Roanes, [87])
aparecen otros conceptos nada clarificadores, en principio, de lo que es una direccion. Por
ello en Matemdticas, para dar una primera idea del concepto, muchas veces, recurrimos
a la metdfora; algunos ejemplos serian:

recta = horizonte, lineas de luz

~

direccion = autopista recta con varios carriles

o~

derivada cambio, variacion

superficie = montana, valle
gradiente 2 brijula (direccion de mdzima variacion)

grafo = red de carreteras

Quizéas muchos profesores consideren irrelevante el uso de metaforas en el aula, pero
consciente o inconscientemente realizan comparaciones con situaciones mas simples y

familiares para ayudar a comprender ideas no sencillas y abstractas.

De igual forma y continuando con el mismo trabajo antes citado, podemos ver un
caso en el que el uso de la metafora esta justificado de una forma “natural”.

En los primeros cursos de Universidad (Facultades, Centros Superiores, etc.), cuando
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queremos introducir el concepto de gradiente de una funcion escalar de dos variables f :
RxR =R, (z,y) — f(x,y) = 2, y su interpretacion fisica, algunos profesores suelen
recurrir al simil siguiente:

Imaginemos que f(x,y) = z representa una montana; el vector gradiente de [ en
cada punto (a,b) del plano OXY,

Vf(a,b) = grad (f) (a,b) = (8f/0x) 7 + (f/dy) T

senala la direccion en la que la inclinacion de la montana es mdzima.

Asi pues, el gradiente de f en cada punto nos senala, a modo de brijula que nos guia,
el camino que tendriamos que sequir para subir una montana haciendo el recorrido mads
corto.

De igual forma, si nos situamos en la cima de una montana un dia muy lluvioso, el
agua se desplazard montana abajo siguiendo el sentido opuesto del vector gradiente. Por
tanto, la naturaleza, con su “légica sabiduria”, ha formado los cauces de los rios y los
“barrancos”, siguiendo el camino que senala el opuesto al vector gradiente de f en cada
punto.

Obsérvese que en estas ideas matemdticas hay implicadas tres metdforas: montana
o barranco (superficie), inclinaciones de sus laderas (derivadas direccionales), brijula

(vector gradiente).

Estos ejemplos explicitan claramente cémo los profesores nos comunicamos con los
estudiantes, no sélo a través de una simbologia formal y rigurosa, sino sobre todo con la
palabra. Las personas en general, y los docentes en particular, “somos” lo que logramos
trasmitir por medio del verbo, y en este sentido la comunicacién y la metafora siguen

caminos paralelos.

“Los profesores de matemdticas somos como un fragor de simbolos, grdficos, y sobre
todo de palabras compartidas”. (Dorta Diaz, Espinel Febles y Plasencia Cruz [27]).

Sin salirnos del contexto matemdtico, Pimm [79] clasifica las metaforas en dos ti-
pos bien diferenciados: las estructurales, que comparan dos ambitos matematicos, y las
extramatemdticas, que compara un ambito matema&tico con otro que no lo es. Como
analizaremos en el Capitulo 3, gran parte de las metaforas que utilizan los profesores
universitarios con los que hemos realizado esta investigacién son del segundo tipo.

Por otra parte, en el Capitulo 2 presentamos la definicién (g,v) de limite de una
sucesion de nimeros reales haciendo uso de una metéfora estructural; desde un punto de
vista estrictamente visual, vamos traduciendo, o si se quiere, poniendo en corresponden-
cia, los elementos de tal definicién simbdlica con elementos geométricos (bandas, graficas
de puntos en el plano, etc.). En este caso, nosotros utilizaremos el término metdfora visual
para referirnos a este tipo de analogia. Todo ello proporciona a los alumnos una visién
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mas natural y sencilla, no desprovista de globalidad y consistencia, donde aparecen y se
conjugan todos los elementos de la misma. Si ademds, a la hora de transmitir el con-
cepto lo complementamos con la ayuda de algun software con el que el alumno pueda
“construir” el proceso, éste se encontrard en una situacion més ventajosa para compren-
der, manipular y reconstruir la idea posteriormente, que aquellos que sélo han visto la

definicién formal.

En este sentido, en el Capitulo 4 presentamos una experiencia que realizamos con
la ficticiamente llamada “Alumna Marfa”. En la misma, la definicién (g, v) de limite, la
metéafora resenada y nuestro esquema conceptual desempenan un papel determinante.

Algunas ventajas cognitivas del uso de la metafora como herramienta pedagdgica son:

- Ayudan a esquematizar o geometrizar el conocimiento facilitando la compresién.

- Aportan caminos alternativos para cambiar situaciones que pueden parecer compli-
cadas en otras més simples y manejables.

- Permiten reconstruir el conocimiento a largo plazo y por tanto facilitan el recuerdo.

Conviene resaltar que, en ocaciones, el uso de la metafora hay que realizarlo con
erquisita cautela, puesto que el rigor matematico puede quedar en entredicho; en este
sentido en [80] se afirma:

“El emisor que emplea la metdfora espera que el receptor traslade unas caracteristicas,
y no otras, desde uno de los dmbitos en el que ésta actia al otro. La metdfora funcio-
na como una especie de “isomorfismo” entre dos dmbitos mediante el cual no todas las
propiedades son transmisibles; el papel del profesor serd delimitar y clarificar qué carac-
teristicas pueden ser trasladadas”.

La segunda fase de nuestro esquema conceptual trata de suministrar al estudian-
te, dentro de un ambiente adecuado, el soporte simbdlico de los conceptos tratados y
ahi desempena un papel destacado la metonimia.

Una metonimia es una figura literaria que designa una cosa con el nombre de otra
tomando el efecto por la causa o viceversa, el signo por la cosa significada (el laurel por
la gloria, las canas por la vejez, el autor por sus obras, etc.)

En el ambito matematico esta figura estd presente alli donde un simbolo represente
una clase de objetos, o un conjunto de simbolos representen un concepto o un principio.

Plasencia [80], pdg. 92, senala, basdndose en las ideas de Jakobson, la existencia de dos
ejes bésicos que caracterizan el lenguaje: el eje metonimico que comprende los procesos
de contextualizacién y simbologia, entre otros, y el eje metaférico que incluye procesos

de seleccion, sustitucién y semejanza.

Estos ejes son esenciales para profundizar en la estructura y contexto de la matemati-
ca; usamos el eje metaférico cuando tratamos de dar significado a conceptos o ideas y el
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eje metonimico para darles forma simbdlica dentro de un entorno que facilite su divulga-
cién.

Las fases del esquema conceptual que hemos presentado en esta seccién 1.6 se pueden
relacionar respectivamente:

~

Fase verbal 2 Eje metaférico (seleccién y semejanza) = “Vorstellen” (representacion
en la que una imagen mental sustituye a algo real o imaginario).

Fase simbdlica & Eje metonimico (crear un ambiente con simbologia) = “Bedeuten”
(hacer simbolo de un concepto o una idea).

Fase visual & Eje grafico (diagramas o pantalla del ordenador) & “Darstellen” (figu-
racién o exposicién de un objeto real o de un concepto) = Metéafora visual.

Fase manipulativa 2 Visién global (interrelacién de las tres fases anteriores).

Finalmente, reflejamos en un esquema las ideas de Duval, Janvier, Glaserfeld, Pimm,
Jakobson y otros. En la ltima columna figuran las cuatro fases de ensefianza de nuestro
esquema conceptual, que sintetizan todas estas teorias, permitiéndonos utilizarlas en la
praxis diaria del aula.

Esquema de relaciones entre diversas teorias

DuvaL JANVIER GLASERFELD PivMm Y AFONSO
OTROS Dorta
Registros de Sistema semiético | La palabra Figuras Esquema
representacion Holisticamente “representar” literarias conceptual
Registro Descripcién Vorstellen Metéforas Fase
verbal verbal Eje metaférico verbal
Registro Férmula Bedeuten Metonimias Fase
simbolico Eje metonimico | simbdlica
Registro grafico Grafico Darstellen | Metafora visual | Fase visual

Finalmente, destacamos los trabajos de Tall [103] y [104], en los que considera los
tres modos de representacién mental propuestos por Bruner en 1966, Enactive, Iconic
and Symbolic, para elaborar su Teoria de visualizacion y simbolizacion matemdtica. Estas
categorias o modos de representacién mental de Bruner estan estrechamente relacionadas
con las fases de nuestro esquema conceptual y por tanto con las distintas teorias expuestas
en el esquema anterior. En 1999, Tall presenta en Israel un nuevo trabajo [105] en el que
redefine las citadas categorias de Bruner y hace una sintesis acerca de las principales
cuestiones cognitivas en el desarrollo de las matematicas: Partiendo de un ambiente o
entorno inicial y mediante la percepcién y la accién, invita al estudiante a reflexionar
para, en definitiva, conducirlo a la simbolizacién, configuraciéon y axiomatizacién propia
de nuestra ciencia.
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1.6.2. La memoria y la reconstruccién del conocimiento

En el desarrollo de esta memoria nos interesa profundizar en aquellos aspectos que
nos pueden ayudar a transmitir con eficacia conceptos matematicos de cierta complejidad
v que resultan complicados de retener en la memoria de nuestros alumnos. Asi pensamos
que nuestra propuesta curricular debe facilitar no sélo la comprensién de estos conceptos,
sino que ademas debe proporcionar estrategias que permitan retener este conocimiento

para posteriormente reconstruirlo.

En este apartado, nos centramos en el analisis de los cambios cognitivos a que da lugar
el paso del tiempo a partir del momento en que un individuo, en particular, adquiere el
conocimiento. Los autores Vega, Bueno y Buz [108] consideran que el ser humano toma
la informacién del ambiente de forma parecida a como un ordenador recibe y trabaja con
la informacién. Asi, los procesos bésicos de la cognicién, tales como el reconocimiento, la
exploracién del entorno, la informacién proporcionada por diversos sentidos, correspon-
derian al hardware del ordenador, a aquello con lo que la maquina viene cuando no le
han metido informacién concreta alguna. El conocimiento que se acumula a través del
tiempo y todo lo relacionado con el aprendizaje se corresponde con la base de datos del
ordenador y con las estrategias que utiliza para procesar la informacion, elementos que
estarian més relacionados con el software del ordenador.

Las explicaciones que se refieren al declive en la habilidad para procesar informacién
se relacionan con la atencién, el aprendizaje y la memoria. Aparte del declive natural
debido al paso del tiempo y que se basa en el hardware del sistema, existen otras teorias
que atribuyen los problemas de pérdida del conocimiento al software, es decir, en este
caso el deterioro depende en gran medida de cuestiones metodolégicas que no fomentan
el desarrollo de habilidades cognitivas para facilitar el recuerdo y la reconstruccién del

conocimiento.

Esté claro que nuestra capacidad para percibir e interactuar adecuadamente cuando
nos enfrentamos a un nuevo ambiente (nuevas situaciones, nuevos conceptos) depende
en gran medida, de nuestra habilidad para detectar, interpretar y responder de forma
apropiada a la informacién que llega a nuestros sentidos. Asi Vega y otros [108] afirman:

“Desde la perspectiva del procesamiento de la informacion, la percepcion no es un
resultado inmediato de la estimulacion o sensacion, sino que es consecuencia de la ac-
tuacion de una serie de procesos implicados, mediatizados neurofisioldgicamente, que
desarrollan y transforman activamente los estimulos ambientales, y que condicionan la
interpretacion mds o menos automdtica que la persona efectia de la informacion que
recibe”.
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Pasos a dar en el procesamiento de la informacién

Estimulos ambientales

4

Almacenamiento sensorial
Codificacién a analisis perceptivo
Decisién y seleccion de respuesta

4

Ejecucion de la respuesta

Por tanto, cuando el profesor comienza su labor en el aula introduciendo un concepto
nuevo, ha de aportar los estimulos ambientales que sitien al alumno y lo motiven al
estudio y profundizacion en dicho conocimiento. Nuestro esquema conceptual parte de
la fase verbal y es en ella y en la fase de representacion simbélica donde podemos incitar
y animar al alumno para que partiendo de sus conocimientos previos, conecte, relacio-
ne conceptos y se motive en el aprendizaje de un nuevo campo. El profesor continia
aportando estimulos ambientales cuando en la fase de representacion visual y con el uso
del ordenador, invita al alumno a hacer cdlculos, comprobar resultados, graficar, usar el
método de “ensayo-error”, etc., como si de un trabajo de laboratorio se tratara. Con todo
ello el profesor fomenta aquella habilidad de visualizacién de la que hablabamos en los
apartados anteriores y ademads establece estrategias que permitan al alumno reconstruir
su conocimiento después de un periodo de tiempo més o menos largo. Consideramos
como estrategias importantes los esquemas, diagramas, reglas mnemotécnicas, esquema-
tizaciones visuales, etc. Todos ellos basados en la evocacién de una imagen que permita
al alumno reproducir los aspectos y caracteristicas relevantes asociadas al concepto que

deseamos recordar.

Superada la fase sensoperceptiva, los individuos damos un segundo paso en el pro-
cesamiento de la informacién. Se trata de los procesos de filtro y almacenamiento, los

cuales tienen que ver con la atencién y la memoria.

La atencién es la energia o capacidad necesaria para apoyar el procesamiento cogniti-
vo, siendo un recurso tan eficaz como limitado. Podemos distinguir tres tipos de atencion:
sostenida, dividida y selectiva. Mantener la atenciéon que se esta realizando a lo largo de
un tiempo requiere atencién sostenida; cuando se realizan dos tareas a la vez estamos
ante un problema de atencion dividida; si se seleccionan senales de todo un conjunto
de estimulos, se habla de atencién selectiva. Esta ltima cumple una funcién de filtro
que se encuentra entre las mas basicas de la atencion, por lo que resulta esencial para el
aprendizaje (Plude, Enns y Brodeur, 1994, citado en [108]).

Posteriormente los individuos retienen en su memoria gran cantidad de contenidos
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semanticos, habilidades y destrezas. Esta cantidad de informacién permanece en estado
latente hasta que se activa y recupera desde la memoria que segin Vega y otros [108]
puede ser clasificada en memoria sensorial, memoria a corto plazo y memoria a largo
plazo. Dentro del proceso de adquisicién de la informacién, la memoria sensorial tiene que
ver con el proceso de codificacién que tiene lugar cuando el individuo capta la informacién
proporcionada por medio de estimulos ambientales; posteriormente la memoria a corto
plazo se relaciona con el proceso de almacenamiento y por ultimo, la memoria a largo

plazo es la que hace posible la recuperacién o reconstruccién del conocimiento.

Podemos adelantar, que en el caso que nos ocupa, el uso de nuestro esquema concep-
tual como complemento de los métodos tradicionales, junto al uso del ordenador, van a

facilitar la reconstruccién tanto a corto como a largo plazo.



En decidida lucha, sus nobles ensefianzas
tenian la raigambre de un encinar maduro,
y artifice de métodos y cultor de esperanzas

Capftulo 2 entregaba, creyente, su labor al futuro.

Toméas Morales, 1884-1921.

Objetivos, hipotesis y
metodologia

2.1. Introduccion

En este capitulo presentamos una propuesta curricular para la ensenanza-aprendizaje
de los conceptos de convergencia de sucesiones numéricas y sucesiones y series funcionales,
asi como de sus teoremas mas significativos. Sera desarrollada siguiendo las cuatro fases

del esquema conceptual expuesto en la seccién 1.6 del Capitulo 1.

Teniendo en cuenta la literatura consultada y a pesar de las dificultades epistemolégi-
cas a las que los profesores hacen alusién en las encuestas que exponemos y analizamos
en el Capitulo 3, nos aventuramos en una investigacién que abre un camino diferente en
torno al aprendizaje de las ideas de convergencia y temas afines. Asi, las aportaciones
de los profesores en este campo nos incitaron a indagar en esas nuevas formas de hacer
llegar a los estudiantes estos conceptos donde las nuevas tecnologias pueden desempenar

un papel destacado.

Partimos de la base de que, lejos de sustituir a los métodos tradicionales, la nueva
alternativa debe complementar la ensenianza clasica; ademas, basandonos en los procesos
propios de la misma, donde las fases verbal y simbdlica tienen un significado importante,
en las fases de representacion visual y manipulativa de nuestra propuesta, trataremos de
integrar otros aspectos del aprendizaje, profundizando en los conceptos a través de ejem-
plos y contraejemplos para completar la instrucciéon-formacién. De este modo, haremos
uso del ordenador y de Maple, software que consideramos, por las razones descritas en

el primer capitulo, un organizador genérico de la naturaleza descrita por Tall [100].

Dicha propuesta promueve el aprendizaje auténomo y la pedagogia de la creatividad,
entendiendo por ésta, aquel conocimiento que parte de las propias experiencias del alum-
no y que progresa a través de su descubrimiento de la realidad matematica guiado por las
indicaciones del profesor. Desde esta perspectiva y mediante la construccién de pequenos
programas, de facil manejo, los estudiantes investigan los distintos aspectos de un concep-

87
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to o registros de representacion: enunciado, simbologia, tablas, graficas, etc. Abundando
en ello, la utilizacion de Maple, en su vertiente educativa, permite a los alumnos pro-
fundizar en los conceptos y proposiciones para desarrollarlos en cada uno de los ambitos
simbdlico, grafico y numérico (tabulaciones, cdlculo de limites, resolucién de ecuaciones
e inecuaciones, predicciones, tanteos, etc.). El software facilita considerablemente esta
labor, pues al tratarse de un sistema cientifico de calculo potente y rapido, los calculos
complicados y la obtencién de graficas engorrosas no suponen un problema.

Por otra parte, pensamos que nuestra propuesta curricular no sélo ayuda a la com-
prensién de los conceptos, sino que ademas aporta estrategias que facilitan el recuerdo y
la reconstruccion del conocimiento. En este proceso el papel del profesor es fundamental,
ya que al iniciar su labor en el aula debe aportar los estimulos ambientales suficientes
que sitien al estudiante en el entorno de lo que va a aprender, motivandole y por tanto,
incitdndole a profundizar en dicho conocimiento. Asi, frente a la ensefianza tradicional,
el uso del software, de técnicas de visualizacién atractivas y de procesos manipulativos
variados, dan lugar a un nuevo panorama que habilita al alumno para complementar
aquella, al tiempo que refuerza sus procesos de almacenamiento tanto a corto como a
largo plazo.

En este sentido y con el objetivo de proporcionar una visién holistica o global de los
conceptos, presentamos tres esquematizaciones o simplificaciones visuales en las que a
titulo de resumen o compendio, se exponen conjuntamente varios registros de represen-
tacién: algebraico, visual, numérico (tabulaciones), etc. Las esquematizaciones visuales a
las que nos referimos corresponden a los siguientes conceptos:

- Definicién formal de limite de sucesiones numéricas.
- Definicién de la convergencia puntual de sucesiones funcionales.

- Definicién de la convergencia uniforme de sucesiones funcionales.

Ademis, en el desarrollo de esta propuesta, proporcionamos interpretaciones visuales
de algunas definiciones y teoremas; a partir de ellas tratamos de establecer un paralelismo
o “metafora visual” entre la definicién formal y la idea intuitiva que queremos transmitir;
en el caso particular de la definicién (g, ) de limite de sucesiones numéricas, a través de
una representacion bidimensional, establecemos este paralelismo y cada elemento de la
definicién formal tiene en la grafica su imagen correspondiente, de forma que cualquier
cambio en cualquiera de los parametros de la definicién se corresponde a un determinado
cambio en la grafica.

En cuanto a la visualizacién de los aspectos dinamicos implicitos en estos conceptos,
ésta se lleva a cabo, en las fases de representacién visual y/o manipulativa, mediante
programas que permiten observar la idea de convergencia a través de un proceso en mo-
vimiento. Concretamente, la representacién de cualquier sucesién numérica convergente
y la comprobacién visual del valor limite se presenta como un proceso dindmico, en el que
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de forma progresiva van apareciendo los elementos de la sucesién. Ademas, en este pro-
ceso el alumno puede observar directamente la dependencia funcional de los pardmetros
(e,v) de dicha definicién.

Entre las interpretaciones visuales de algunos teoremas, presentamos:

- Teorema que postula que toda sucesién numérica convergente esta acotada.

- Teorema fundamental de las sucesiones numéricas.

- Teorema de caracterizacién de la convergencia uniforme de sucesiones funcionales.
- Criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme de series funcionales.

Aplicaremos estos resultados a ejemplos particulares y por medio del software obten-

dremos una interpretacion visual de los mismos.

Téngase en cuenta que, sin embargo, no haremos alusién a otros teoremas relacionados
con la derivacién o integracién de las sucesiones y series funcionales. Nuestro objetivo no
consiste en realizar un tratado exhaustivo de estas cuestiones, sino en aportar unas ideas
generales para que los profesores interesados en la transmision de conceptos y sus aspectos
educacionales, usando las nuevas tecnologias, tengan un modelo en el cual apoyarse.

Antes de continuar con la exposicién de los objetivos que pretendemos alcanzar y con
el desarrollo de nuestra propuesta en si, presentamos, de forma esquematica, aquellos
aspectos que consideramos mas novedosos y de los cuales hemos hecho mencién a lo
largo de esta introduccién:

- Presentacion y exposicion de conceptos a partir de las cuatro fases de ensenanza del

esquema conceptual propuesto en el Capitulo 1.

- Uso de distintos registros de representacion estableciendo conexiones entre ellos y
facilitando el paso de unos a otros.

- Utilizacion de Maple como software educativo que permite la visualizacién y mani-
pulacién de los conceptos, mediante la realizacion de pequenos programas de facil manejo
y a partir de ejemplos y contraejemplos (organizador genérico).

- Presentacion global de los distintos registros de representacion de un concepto por

medio de esquematizaciones o simplificaciones visuales.

- Visualizacién de los conceptos fundamentales de convergencia por medio de procesos
dindmicos a los cuales se accede mediante el uso del software.

- Tratamiento especifico del concepto de convergencia puntual y uniforme a partir de
las sucesiones numéricas asociadas a un punto del dominio de definicion.

Finalizamos el capitulo haciendo una sintesis de dos experiencias llevadas a cabo con
alumnos de primer curso de la licenciatura en Matematicas. Se trata de un estudio com-
parativo del proceso de ensenanza-aprendizaje de los conceptos de convergencia puntual
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y uniforme de sucesiones y series funcionales, entre alumnos tnicamente instruidos con
métodos tradicionales y aquellos que ademds de esta ensenanza cldsica recibieron una
formacion complementaria con uso de tecnologia. El andlisis detallado de los resultados
obtenidos lo llevamos a cabo en el Capitulo 4; no obstante en este capitulo incluimos una
seccién dedicada a la descripcion de los instrumentos utilizados para la obtencion de los
resultados a analizar.

2.2. Objetivos e hipoétesis de investigacion

En la seccion 1.2 dedicada a la génesis del problema a investigar, expusimos con
detalle cudles fueron los motivos que nos incitaron a esta investigacion y planteamos
algunas de las preguntas a las que la misma tendria que dar respuesta.

Por otra parte y aunque en el Capitulo 3 analizaremos con detalle estas experien-
cias previas, recuerde el lector que esta investigacion comenzoé a gestarse durante varios
anos de contacto con la ensenanza universitaria. En ese tiempo observamos que alumnos,
incluso ya licenciados, manifestaban importantes dificultades para asimilar, manipular
y recordar diversos conceptos relacionados con problemas de convergencia en general.
A principios de 1998, encuestamos a varios profesores del Departamento de Analisis
Matematico de la Universidad de La Laguna. Sus respuestas expresaban cierta preocu-
pacién en torno a estos conceptos, pues su experiencia docente les permitia afirmar que
los alumnos de los primeros cursos universitarios presentan auténticas dificultades para

asimilarlos.

Posteriormente, tuvimos conocimiento del trabajo de Praslon [81]. En él se constata
un notable fracaso en la etapa de transicion entre la ensenanza secundaria y la univer-
sitaria; ademads, se pone de manifiesto cierta insensibilidad por parte de los sistemas
educativos respecto al reconocimiento de este fracaso. Coincidimos con el autor en la ne-
cesidad de sensibilizar a los profesores para mejorar los métodos de su préactica docente
y es por ello por lo que, como educadores, intentaremos:

“Esforzarnos para consequir que el conocimiento y la asimilacion de conceptos dificiles
llegue al mayor numero posible de estudiantes™.

Estas y otras experiencias constituyen el punto de partida para plantear un proble-
ma de investigacion (véase seccién 1.2) al que la literatura de la que disponemos no da
respuesta. No obstante, las aportaciones de los profesores encuestados y el marco teérico
al que ha dado lugar la revisién bibliogréfica nos permite disponer, con cierto orden,
los objetivos a alcanzar. Aunque a lo largo del desarrollo de esta memoria, hemos hecho
mencién de algunos de ellos, en esta seccién los explicitamos conjuntamente. Concreta-
mente, las aportaciones novedosas de nuestra propuesta persiguen una serie de objetivos
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que procedemos a senalar a continuacion.

- En primer lugar, la aplicacién de nuestra propuesta curricular, basada en las cua-
tro fases de ensenanza expuestas en la seccién 1.6, debe aportar las estrategias para
mejorar, en lo posible, el proceso de transmisién de los conceptos relacionados con la
convergencia de sucesiones numéricas y sucesiones y series funcionales. En este sentido y
como deciamos en la introduccién a este trabajo, basamos nuestro diseno curricular en

la creencia de que para nosotros aprender es construir significado ante el obstdculo.

Asi, proponemos el uso del esquema conceptual y, en particular, del software Maple,
con el objeto de introducir cldsicamente los conceptos matematicos, 1* y 2% fase de nues-
tro esquema, visualizarlos y seguidamente, en la fase manipulativa, a través de ejemplos y
contraejemplos adecuadamente elegidos, consolidar las ideas. Pensamos que con todo ello,
los profesores podemos mejorar nuestras técnicas de transmisién en el aula y favorecer
el proceso de adquisicién del conocimiento. Desde esta perspectiva, nuestra propuesta
complementa los procedimientos habituales de la ensenanza tradicional.

- La utilizacién de Maple como software educativo debe facilitar al estudiante el uso
de técnicas de visualizacién adecuadas para la comprensién de los conceptos, al tiempo
que le permite la manipulacién de los mismos a través de pequenios programas. Ademads,
al liberarnos de la complejidad en los calculos, reducimos el tiempo empleado en ellos y
los profesores podemos plantear nuevos objetivos orientados a aspectos mas conceptuales,
en el sentido de relacionar unas formas de representacién con otras y profundizar en la

comprensién de los conceptos.

- Otro de nuestros objetivos consiste en fomentar el uso de los distintos registros de
representacién de un concepto partiendo de casos particulares. El uso del software Maple
constituye un medio para coordinarlos, permitiendo ademaés al alumno el paso o acceso
rapido de un registro a otro en ambas direcciones; en este sentido lo hemos considerado
como un organizador genérico de la naturaleza descrita por Tall [100].

Por otra parte, la comprensién de un concepto se pretende consolidar por medio de
esquematizaciones o simplificaciones visuales en las que a modo de sintesis se estructura la
informacién recibida y manipulada, exponiendo los distintos registros de representacién
del mismo. Ello da una visién global, holistica de los distintos aspectos desde los que se
puede contemplar ese concepto al tiempo que se establecen relaciones entre ellos. El uso de
estas esquematizaciones persigue asimismo el refuerzo de los procesos de almacenamiento
a corto y largo plazo, facilitando el recuerdo y la reconstruccién del conocimiento.

- El uso del esquema conceptual, con todas sus fases, da lugar a un proceso educa-
tivo en el que el estudiante es protagonista de su propio aprendizaje. En este sentido,
es importante favorecer la motivacién del alumnado, eligiendo ejemplos adecuadamente
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secuenciados y que faciliten su adaptacion al entorno de trabajo.

Pensamos que si el alumno se siente motivado para el estudio e incitado a la reflexién
de cuestiones profundas relacionadas con los temas tratados, ademas lograremos acortar
el tiempo necesario para la adquisicion de los conceptos.

Asimismo, teniendo en cuenta las investigaciones a las que hicimos referencia en la
seccién 1.3.1 sobre los antecedentes epistemolégicos de los conceptos relacionados con los
procesos de convergencia, proponemos también como objetivos los siguientes:

- Trataremos de superar el obstaculo simbdlico estableciendo un “paralelismo” entre
la definicién formal de los conceptos y las representaciones graficas obtenidas con el uso
del software.

- Para superar el obstaculo lingiiistico y geométrico derivado de la utilizacién de
expresiones como “tender, aprorimarnos hacia, estar muy cerca de, etc.” introduciremos
la idea de “aproximacion cercana” asi como el calculo y la tabulacién de distancias en la
fase manipulativa.

- El obstéaculo relacionado con el principio de continuidad pretendemos que el alumno
lo supere a partir de ciertos ejemplos en los que pueda comprobar que el limite no siempre
reproduce las propiedades de los términos de la sucesion.

- Para superar algunos de los obstaculos asociados a la propia naturaleza epistemologi-
ca de los conceptos de convergencia puntual y uniforme de sucesiones y series funcionales,
pensamos que resultara 1til y ventajoso el tratamiento especifico de los mismos a partir
del estudio de las sucesiones numéricas asociadas a un punto del dominio de definicién.

Es en el Capitulo 4 donde analizaremos las respuestas de los alumnos involucrados en
las distintas experiencias en las que hemos aplicado nuestra propuesta. A partir de este
analisis podremos comprobar si estos objetivos han sido alcanzados o si al menos hemos
dado un paso mas para la superacién de los mismos.
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2.3. Propuesta curricular
2.3.1. Sucesiones numéricas

Fase verbal

En los Institutos de Bachillerato, cuando comenzamos a explicar a nuestros alumnos
el concepto de sucesiéon, en general lo solemos hacer de una forma natural, expresando
con palabras sencillas que se trata de asignar o adjudicar, a cada niimero natural, ele-
mentos de un cierto conjunto, el cual no necesariamente tiene que ser numérico (N, Z, Q,
R —Q, R, C), puede ser cualquier conjunto de objetos de origen matematico o no (figu-
ras geométricas, funciones de variable real, conjuntos finitos del tipo {5, 13,16, 17, 28,48},
{1,i, -1, —i}, etc.).

Por otra parte, el concepto que tratamos de exponer lo solemos expresar inicialmente,
y sin recurrir a grandes alardes simbdlicos, de la siguiente forma:

@ Y > > . ”
Una sucesion es un proceso infinito: ai, ag, az, ..., Gp, ...
Los puntos suspensivos indican que los elementos continian “indefinidamente”; el
subindice n sirve para indicar el lugar que ocupa cada término en la sucesion. Por tanto,
hay tantos términos como nimeros naturales, es decir, infinitos.

Técnicamente, la definicién méas extendida de sucesion de elementos de un conjunto

genérico A (A distinto del conjunto vacio) es la de una aplicacién de N en A.
f:N—>A

A puede ser cualquier conjunto del Universo. En caso de que A sea un conjunto
numeérico la sucesién se denomina sucesion numérica. En particular, si A = R, el campo
de trabajo corresponde al de las sucesiones de ntimeros reales.

Fase de representacién simbdlica

Introducimos la simbologia correspondiente, que puede ser de distinto tipo depen-
diendo de nuestros objetivos y de los medios de los que dispongamos. Ademéas podemos
proporcionar al alumno diferentes formas de representar simbdlicamente una misma idea
presentando enfoques que le permitan estudiar el concepto desde otras perspectivas.

Asi, inicialmente ampliaremos la definicién técnica de sucesién numérica escribiendo

la “expresion simbdlica” para que el concepto adquiera todo su significado:
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Es importante insistir, apoyandonos en algunos ejemplos, en que la “variable n” tiende
hacia infinito, lo que viene impuesto por el hecho de que f sea una aplicacion y por tanto,
todos los elementos de N, deben tener una y sélo una imagen en el conjunto A, la cual
puede repetirse o no. Asi, debe quedar muy claro que:

- Una sucesién siempre tiene un nimero infinito de elementos y, por tanto, en los
procesos de convergencia y divergencia de sucesiones de cualquier tipo, la variable n
siempre tiende hacia infinito.

- El término que ocupa el lugar n-ésimo, f(n) = a,, se denomima término general de

la sucesion y viene expresado mediante una expresién algeraica en n.

- En el caso particular A = R, diremos que {a,},.y € F(N,R), donde F (N,R)
representa el conjunto de todas las aplicaciones posibles de N en R.

En los ejemplos que presentamos a lo largo del desarrollo de este capitulo las sucesiones
consideradas seran sucesiones de ntimeros reales.

Fase de representacién visual

Introducimos los primeros ejemplos de sucesiones con su correspondiente representa-
cién grafica e insistimos en la existencia de dos tipos de representacién: unidimensional
y bidimensional. Nosotros hemos centrado la atencién en esta tltima, porque estimamos
que presenta ciertas ventajas (véase apartado 3.3.3 de esta memoria). No obstante, se ha
comprobado mediante las encuestas analizadas en el capitulo siguiente, que los profesores
en sus explicaciones hacen uso, en general, de la representacién unidimensional.

Ejemplo 1

En los programas 1 1y 2' presentamos las graficas, bidimensional y unidimensional,

. ., . , . —1)" .
respectivamente, de la sucesién que tiene por término general a,, = % —3 . En primer

lugar, mediante la instruccién “restart”, borramos de la memoria todo lo que pueda existir

INuestros programas no son convencionales, tipo FORTRAN o BASIC. Dado el gran ntimero de ellos,
les hemos dado esta denominacién para facilitar la lectura del trabajo. La mayoria estdn concebidos con
unas pocas instrucciones sencillas para facilitar la manipulacién del estudiante.
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debido a aplicaciones anteriores. Seguidamente, definimos la sucesién desde un punto de
vista “funcional” y mediante las instrucciones “plot” y “seq” obtenemos la grafica deseada.

Programa 1

>restart:
>fi=n->((-1) "n/n)-3;

>plot([seq([k,f(k)],k=1..40)],style=point);

261
2.8 1 .
x2S P PP
3.2 1 o
3.4
-3.6
-3.8 1

-4 : : : :
10 20 30 40

FiGcura 2.1

Por medio de un programa algo més sofisticado, pero no necesario para el desarrollo
de esta instruccion, podemos obtener la representacién unidimensional. Se comienza el
programa reiniciando el sistema, “restart”, y cargando el paquete o libreria “with(plots)”,
imprescindible para asignar una variable a una grafica y asi obtener simultdneamente

varias representaciones.
Programa 2

>restart:with(plots):

>d1:=plot([seq([(-1) "n/n-3,0],n=1..25)],x=-4.5..-2,y=-1..1,style=point,color=black,axes=
none,thickness=3,symbol=circle):

>d2:=plot(0,x=-4.2..-2.3):

>d3:=textplot ({[-3,-0.1,3,[-3,0.1,'L,[-4,0.1,1°, [-4,-0.1,-4][-2.5,0.1,:2°,[-2.5,-0.1,-2.5],
[-3.3,0.1,3°¢],[-3.4,-0.1,:-3.33),[-2.75,0.1,°4°) [-2.77,-0.1,2.75 }):

>display({d1,d2,d3});

1° 3° L 40 2°
-4 -3.33 -3 -2.75 -25

FiGUura 2.2
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Fase de manipulacion

El alumno comienza a dar sus primeros pasos en el manejo del concepto. A partir de
este momento, bajo las indicaciones del profesor que guiara el proceso, investiga y trata de
explorar la realidad matematica para asi obtener sus propias conclusiones. Las actividades
deberéan estar estructuradas de forma que el grado de dificultad aumente progresivamente
y no hemos de perder de vista la importancia de la motivacion; asi insistimos en que los
ejemplos elegidos deben ser adecuados para que el estudio resulte accesible y a la vez
atractivo. El alumno juega un papel activo y dindmico: sus investigaciones y logros le

permitiran ir conformando su propio conocimiento matemético con cierta autonomia.

Maple invita a “manipular” el ejemplo de la fase anterior, haciendo un listado y
visualizando los resultados. Para obtener los primeros quince términos de la sucesién, en
el programa 1, usamos la sentencia de iteracién “for-from-do-od” y le exigimos que nos
devuelva cada término con veinte cifras de precision.

>for k from 1 to 15 do a(k)=evalf(f(k),20) od;

)=

) = 25000000000000000000
) = —3,333333333333333333
) = —2,7500000000000000000
)=
)=
)=
) =

a(9) =-3,111111111111111111
a (10
a(11
—3,2000000000000000000 «a (12
a (13
a(l4
a (15

) = —2,9000000000000000000
) = —3,0909090909090909091
) = —2,916666666666666667
—2,8333333333333333333 ) = —3,0769230769230769231
—3,1428571428571428571 )
)

—2,8750000000000000000

a(
a(
a(
a(
a(
a(
a(

= —2,9285714285714285714

1
2
3
4
)
6
7
8 = —3,0666666666666666667

a(
Ejemplo 2

Este ejemplo resulta adecuado sobre todo para el desarrollo posterior del concepto
de limite. No es el ejemplo tipico de una funcién racional o irracional con la que po-
damos operar facilmente; se trata de una sucesién numeérica definida por una funcién
trascendente.

En el programa que sigue, igual que en el precedente, definimos por medio del co-
mando “seq” los puntos (n, f(n)) que dan lugar a la sucesién representada en su grafica

bidimensional. Ello nos permitira visualizar algunas propiedades.
Programa 3

>restart:with(plots):
>f:=n->n*sin(1/n);

f::nan-sen(%)

>S:= seq([n,f(n)],n=10..60):
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>plot([S],x=10..60,style=point);

09998 1 .
0.9996 -
0.9994 -
0.9992 -
0.999 |
09988 -
0.9986 1
0.9984 -

10 20 30 40 50 60

FiGura 2.3

La observacién de la gréafica nos permite predecir que la sucesién “tiende” o se “va
acercando” hacia 1 a medida que n aumenta, y ese acercamiento tiene lugar mondtona-
mente; comprobemos que al evaluar un término avanzado de la misma, concretamente
n = 1000000, Maple redondea el resultado:

>evalf(f(1 000 000);
1,000000000

Este hecho suele generar confusién entre los estudiantes y es por ello, por lo que el
profesor debe dejar claro que el resultado obtenido es una aproximacion; en este caso, el
valor del limite no se alcanza nunca.

Nuestro estudio continia, tras proporcionar a los estudiantes algunas clasificaciones de
las sucesiones de ntimeros reales?, con el desarrollo del concepto de sucesién convergente.
Utilizaremos los mismos ejemplos con el fin de completar su estudio. Algunos de los
programas que vamos a utilizar son continuacién de los ya expuestos, programas 1 y 2,
y aludiremos en cada caso a los mismos.

2En este punto convendria que, complementariamente, se presentaran los tipos més habituales de
sucesiones numéricas: a) Aquellas cuyos términos estdn en progresién aritmética de 1°orden, 2°orden,
3°orden, etc.; b) Aquellas cuyos términos estdn en progresién geométrica; ¢) Las sucesiones cuyos térmi-
nos son cuadrados perfectos, cubos perfectos, etc.; d) Sucesiones alternativamente positivas y negativas;
e) Las que tengan infinitos términos iguales (constantes), o que tomen sélo dos valores, tres valores, etc.;
f) Las expresadas a partir de algunos términos generales de especial interés; g) Sucesiones definidas por
recurrencia, etc. Por otra parte, es conveniente insistir en que la clasificacién que vamos a presentar en
esta memoria se corresponde con: Sucesiones convergentes (que admiten limite finito), divergentes (que
se “disparan” hacia +00, —00, 6 00) y sucesiones oscilantes, que son las restantes.
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2.3.2. Sucesiones convergentes

Fase verbal

Una sucesién {ay },,c €s convergente hacia un determinado valor cuando sus términos
se aproximan progresivamente a él, es decir, a medida que n crece, “n se hace grande”, los
infinitos términos de la sucesién estan cada vez mas cerca de ese niimero que denotaremos

por L, de tal forma que la distancia entre éstos y L es cada vez mas pequena.

De forma mas rigurosa, dada una sucesién aq, as, ag, ...., @y, ... se dice que es con-
vergente y su limite es L cuando a medida que n toma valores muy grandes, n — oo, los
términos de la sucesién “tienden” a L, a,, — L, en el sentido de que cada vez estan mas
proximos y mas cerca del mismo. Se escribe:

lim a, =L

n—oo

En los primeros cursos de Universidad, esto tltimo lo solemos expresar diciendo:
“Para todo ndmero real positivo, por pequetio que sea (este niimero se denota por ),
podremos encontrar un subindice de la sucesién (v) a partir del cual la diferencia a,, — L,

en valor absoluto, es tan pequena como queramos”.

Por tanto, si en una representacién bidimensional de una sucesiéon tomamos una
“banda” centrada en L y de anchura 2e (véase la figura 2.5), por muy estrecha que ésta
sea, siempre podemos encontrar un valor de n, v, a partir del cual todos los términos de
la sucesién penetran en la misma (la diferencia a,, — L, en valor absoluto, es menor que

g); fuera de ella s6lo queda un ndmero finito de términos.

Fase de representacién simbdlica

De forma mas precisa, pero equivalente, las argumentaciones anteriores quedan sin-
tetizadas en la siguiente definicién standard:

{an}nen es convergente hacia L si y solo si
Ve>0=3Tw(e)eN A Vn>v=a, — L| <¢]

Desde una perspectiva bidimensional, la nocién de “banda” es fundamental para
asimilar el concepto de limite. Nétese que decir “para todo € por pequeno que sea” es
equivalente a expresar “para toda banda por estrecha que sea”. El paralelismo entre ambas
expresiones resulta claro al observar la gréfica y al contemplar la definicién simbdlica de
limite.
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Desde el punto de vista educacional:

- El nimero positivo € es un valor que elegimos nosotros arbitrariamente y controla
el ancho de la banda.

- El subindice v es un nimero natural que depende de ¢, es decir, varia de forma
inversa a ¢ (cuando e disminuye, v aumenta; y viceversa). A v lo denominamos indice de
penetracion.

- A partir de v, Vn > v, los términos de la sucesién “penetran” en dicha banda:
|an, — L| < e, (esta diferencia “es tan pequenia como queramos” puesto que ¢ lo elegimos
arbitrariamente pequerio).

Fase de representacion visual

Como paso previo a la construccion de la grafica donde puedan visualizarse todos los
elementos descritos anteriormente y con el objeto de consolidar el concepto formal de con-
vergencia, pensamos que resultaria adecuado realizar algunos cédlculos y comprobaciones

que faciliten al alumno su comprensién.

Volviendo al programa 1 y haciendo uso de la sentencia “limit”, obtenemos el valor
exacto del limite, que en este caso es —3.

>Limit(f(n),n=infinity)=limit(f(n),n=infinity);

lfm (=1) —3=-3

n— 00 n

Para comprobarlo podemos seguir varias vias:

A) Con lapiz y papel: Al aplicar la definicién (g,v) de limite y una vez fijado e,
a través de calculos algebraicos, podemos encontrar el subindice v a partir del cual se
verifica la desigualdad:

lan — L| = %—3—(—3)’:’% =lce

En este caso elegimos € = 0,1 y por tanto, es necesario resolver la inecuacion:
L<01=n>10

Es decir, a partir de v = 11 la desigualdad anterior es cierta, con lo cual, todos los
términos a partir de v = 11 penetran en la banda.

B) Numéricamente: Observando que los términos de la sucesién se aproximan a
—3 a medida que el valor de n se “hace grande”. En este caso, remitimos al lector al

listado de los quince primeros términos de la pagina 96.

Podemos comprobar que la sucesién se acerca progresivamente a —3 como si estuviera
saltando alternativamente “por arriba” y “por abajo” del mismo. Los términos impares
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toman siempre valores superiores a —3, mientras que los pares toman valores inferiores

al mismo.

C) Con gréficas en dos dimensiones: Remitiéndonos a la figura 2.1 predecimos,
de forma inmediata, que efectivamente el valor del limite es —3.

Para profundizar en ello aplicamos la definicién formal de limite. Tomemos un valor de
€ y comprobemos que por pequeno que éste sea, siempre podemos encontrar un subindice
v a partir del cual todos los términos de la sucesion caen dentro de la banda de centro —3
y ancho 2¢. Ello es equivalente a comprobar que a partir de ese subindice “la distancia

de cualquier término de la sucesién a —3 es menor que €”.

Calculemos, en primer lugar, la distancia de los quince primeros términos de la su-
cesion al valor —3 mediante la instruccién “for-from-to-do-od” y estimemos a partir de

qué término esa distancia es menor que € = 0,1:

>for k from 1 to 15 do ’k’=k,abs(’f(k)’-(-3))=evalf(abs(f(k)-(-3))) od;

k=11f(k) = (=3)|=1

k=2, |f (k) — (=3)] = 0,5000000000
k=3, |f (k) — (=3)] = 0,3333333333
k=4, |f (k) — (=3)] = 0,2500000000
k=5, |f (k) — (=3)] = 0,2000000000
k=6, |f(k)— (=3)| = 0,1666666667
k=7, |f (k) — (=3)] = 0,1428571429
k=8, |f (k) — (=3)] = 0,1250000000
k=9, |f (k)= (=3) =0,1111111111
k=10, |f (k) — (=3)| = 0,1000000000
k =11, |f (k) — (—3)| = 0,0909090909
k =12, |f (k) — (—3)| = 0,0833333333
k =13, |f (k) — (—3)| = 0,0769230769
k =14, |f (k) — (—3)| = 0,0714285714
k = 15,|f (k) — (—3)| = 0,0666666666

Efectivamente, a partir del término k& = 11 esa distancia es menor que ¢ = 0,1, lo
que nos indica que a partir de ese término, él incluido, todos los demads se introducen en
la banda (para todos ellos se tiene: |a, — L| < ¢) y fuera de ella deben quedar los diez

primeros términos.

Graficamente podemos corroborar los resultados obtenidos. Para un estudiante es
muy sencillo elaborar un programa para obtener la banda; ha de tener en cuenta la
desigualdad:

lap, — Ll <e<=l—-ec<a,<l+¢
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Asi, si L es el valor limite de la sucesién considerada, € un valor positivo arbitrario
que corresponde a la semianchura de la banda y a y b los extremos del intervalo donde

va a graficar, basta una sola instruccién:
>plot({L-epsilon,L+epsilon},x=a..b);

Posteriormente, podemos sofisticarlo anadiendo elementos que den lugar a una visién
estéticamente maés atractiva.

Continuando con la sucesiéon del ejemplo 1 y mediante el programa 4, dibujamos
la banda centrada en —3 y de ancho 0,2; utilizamos para ello la siguiente secuencia de

instrucciones:
Programa 4

>restart:with(plots):

>d1:=plot({-3,-2.9,-3.1},x=0..40,color=black):
>d2:=plots[polygonplot]({[[0,-2.9],[40,-2.9],[42,-3.1],0,-3.1]] }):

>tli=textplot ({[10,-2.6,],[10,-3.8,],[10,-2.85,"-3--0.1],[10,-3.15,:-3-0.1],[20,-3.4 ,‘Banda de
anchura “2 epsilon”, centrada en -3,epsilon=0.1‘]}):

>display({d1,d2,t1});

-2.6 A

28 1 3401
-3

3.2 - -3-0.1

-3.4 1 Banda de anchura "2 epsilon", centrada en -3,epsilon=0.1

FiGuRrA 2.4

Anadiendo las instrucciones siguientes obtenemos la figura 2.5:

>d4:=display({d1,d2}):
>d5:=plot([seq([k,(-1) "k/k-3] k=1..40)],style=point,color=black):
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>display({d4,d5});

-2.6 -
284 .

.....
e s *

3.2 7 .

-3.6 -
-38 -

0 10 20 30 40

FiGURrA 2.5

Como hemos visto, podemos comprobar con calculos algebraicos estos resultados.
Para ello resolvimos la inecuacién:

‘(ﬂ_3>_(—3)‘<1—1051ys()losi|%|<%0

n

Maple dispone del comando “solve” para obtener la solucién o soluciones de ecuaciones
o inecuaciones de este tipo:

>solve({(1/n)<1/10},n);
{n <0}, {10 < n}

Como n es positivo, tomamos la parte entera de la segunda solucién mas una unidad,
es decir, v = 11.

Ejemplo 3
Utilizamos este ejemplo por varias razones:
1°) El alumno puede calcular y obtener resultados cémodamente con 1apiz y papel.

2°) Al mismo tiempo puede manipular y comprobar sus resultados por medio del
software.

3°) A partir de él presentamos una esquematizacidn visual de la definicién formal de
limite, dando una visién global de los distintos registros de representacién del concepto.

%%ﬁ y para justificar, mediante la definicién formal, que el

valor del limite es 2,4 tomamos ¢ = 0,4.

La sucesién es a, =

Con lapiz y papel el alumno realiza los calculos necesarios, es decir, en primer lugar
calcula el valor del limite y a continuacion resuelve la inecuacién correspondiente para
obtener el valor del indice de penetracién v:
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.12 n 12 n 12 1
L= lim —- = i = —. lim
n—oo 5 n+3 5 n%oo%{-% 5 nﬂool_’_%

A continuacién pasamos al limite, es decir, sustituimos n por oco:

12 112 1 _ 12 _
B+ Z T 5 140 B =24
Dado € = 0,4, v € N tal que Vn > v se verifica que ‘%T#:’,_%‘ <04

%#_37%‘<O,4:>|12n—12n736|<0,4-|5n+15|:>36<2n+6é30<2né
15<n=v=FE[l5+1=16

En la primera parte del programa 5 el alumno comprueba sus resultados; la segunda
proporciona una representacién gréafica bidimensional y otra unidimensional, donde se
observa cémo los elementos de la sucesién se aproximan cada vez mas al valor limite. El

desarrollo del programa lo presentamos sin comentarios:
Programa 5

>restart:with(plots):

>fi=n->(12/5)*n/(n+3):

>Limit(f(n),n=infinity)=evalf(limit(f(n),n=infinity),2);
12 n

lim — =24

>plot([seq([n,f(n)],n=1..40)],x=0..40,style=point,symbol=circle,xtickmarks=16,color=black);

227 et

1.8
1.6
1.4+
1.2

0.81

0.6t
0 5 10 15 20 25 30 35 40

FIiGura 2.6
>abs(f(n)-2.4)<0.4;
5 n+3

Qif2,4’<,4

>solve({ %},n);
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{n < -21},{15 < n}
>nu:=floor(15)+1;
v:=16
>for n from 13 to 19 do 'n’=n,abs(’f(n)-2.4’)=evalf(abs(f(n)-2.4),5) od;

n =13, |f(n) — 24| = 4500
n =14, |f(n) — 2,4| = ,4235
n=15, [f(n) —2,4] = 4

n =16, |f(n) — 2,4| = 3789
n =17, |f(n) — 2,4| = ,3600
n = 18, |f(n) — 2,4 = ,3429
n=19, |f(n) — 24| =,3273

>d1:=plot([seq([n,f(n)],n=1..40)],x=0..40,style=point,symbol=circle,xtickmarks=16,color=black):
>d2:=plot({12/5,12/5+.4,12/5-.4,[[16,0],[16,2]] } ,x=0..40,y=0.5..2.9,color=black, thickness=3):
>display({d1,d2});

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Ficura 2.7

Por ultimo, observamos el comportamiento de la sucesién en una representacion grafi-
ca unidimensional:

>restart:with(plots):

>f:i=n->(12/5)*n/(n+3):
>d1:=plot([seq([f(n),0],n=1..40)],x=£(1)-.05..£(40)+0.6,y=-1..1,style=point,color=black,
axes=none,thickness=3,symbol=circle):

>d2:=plot ({0, [[f(40)-0.2,-0.1],[f(40)-0.2,0.1]],[[£(40)+0.2,-0.1],[f(40)+0.2,0.1]},
x=£(1)-.05..£(40)+0.4,y=-1..1,color=Dblack):
>t1:=textplot({[f(40)-0.2,-0.3,90.-0.4,[f(40)+0.2,-0.3,‘L+0.47, [£(40),0.3, L.=2.4] }):
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>display({d1,d2,t1});

FiGURA 2.8

A partir de este ejemplo presentamos, en la figura 2.9, una esquematizacion visual

. .7 _ 12 n
del proceso de convergencia. En ella, el alumno comprueba que la sucesién a,, = Tas
“tiende” hacia 2.4 y le proporcionamos una visién global de la situacién, permitiéndo-
le apreciar, simultaneamente, varios aspectos del concepto. Para hacer mas factible su

comprensién, esta simplificacién visual incluye:
- La expresién algoritmica de la sucesién.

- Las gréaficas unidimensional y bidimensional con los cuarenta primeros términos de
la sucesién.

- La correspondiente inecuacion a resolver para obtener el indice de penetracion.

- Tabulaciones de las diferencias de los términos 13°, 14°, 15°, 16°, 17°, 18%y 19°%y el

limite.

- Gréfica bidimensional incluyendo la banda de semianchura 0,4, en la que se observa
que el indice de penetracion es v = 16.
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ESQUEMATIZACION VISUAL

12 n
5n+3

an =

229 e

1.81
1.61
1.4
1.2

L=2.4 0.8
0.6 ,: °

12 n

5n+3
n=13,|f(n) — 2,4| = ,4500
n=14,|f(n) — 2,4| = ,4235
n=15,]f(n) — 24| = 4

24 <04=v=16

n =16, |f(n) — 2,4| = ,3789
n=17,|f(n) — 2,4/ = ,3600
Vn>v=16=1{ n=18,|f(n)— 24| =,3429
n=19, |f(n) — 24| =,3273

Ficura 2.9
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Fase de manipulacion

Retomamos de nuevo la sucesion a,, = n - sen (}L) para investigar su limite. Recorde-
mos que el programa 3 es el correspondiente a este ejemplo. Las instrucciones que siguen
pueden anadirse directamente al mismo.

En primer lugar, corroboramos la prediccién que se hizo sobre el valor del limite.

>Limit(f(n),n=infinity)=limit(f(n),n=infinity);

1
lim n - sen (—) =1
n— oo n

Nétese que, en este caso, el alumno no puede manipular con 1apiz y papel para aplicar
la definicién formal, pues no podria despejar n en una expresién del tipo:

|n~sen(1)—1|<5

n
Maple facilita la tarea. Se le propone que tome ¢ = 0,0003 y que resuelva la inecuacion

correspondiente para encontrar el indice de penetracion:
>epsilon:=0.0003;
€ :=,0003
Como ya hemos visto en los ejemplos anteriores, este indice lo podra averiguar de tres
maneras:
a) Resolviendo la inecuacién y despejando n.

b) Haciendo un listado de los valores correspondientes y observando “justo el mo-

mento” en el que la diferencia, en valor absoluto, es menor que 0,0003.
c) Visualizando en una gréfica adecuada los resultados.
El alumno debera justificar tal bisqueda a partir de las tres vias propuestas:

a)

>eq:=(abs(n*sin(1/n)-1)=0.0003);

eq = |nsin (1) — 1| = ,0003
Con el propésito de anticipar resultados y para saber cudntas soluciones tiene la
ecuacién anterior en R, representamos gréficamente la funcién f (z) =n - sen (2) — 1.

x
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>plot(abs(x*sin(1/x)-1),x=-1..1,y=0..1.3);

’,/" 0.6

] \
S/ 0.47 .
0.2 \
-1 0.8 -0.6 -0.4 -0.2 02 04 06 08 1
Ficura 2.10

La figura 2.11 nos permite observar los puntos de corte, para ello basta modificar los
rangos de x e y en la instruccién anterior:

>plot(abs((x*sin(1/x))-1)-.0003,x=-40..40,y=-0.001...0.003);

0.003
0.002 1
0.001
_— \\\;
4030 20 -10 | 10 20 30 40
-0.001 -

Ficura 2.11

A partir de esta figura sabemos que la ecuacion a resolver tiene dos soluciones, pero
sélo nos interesa la positiva. Por tanto le exigimos que nos devuelva la solucién compren-
dida entre n =0 y n = 40:

>fsolve(abs(n*sin(1/n)-1)=0.0003,n1=0..40);
23,56916531

El indice de penetracién es el nimero natural 24, es decir, la parte entera de la solucién
obtenida mas 1:

>nu:=floor( %)+1;
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v=24

La veracidad de este resultado se comprueba resolviendo el apartado b).
b)
>for n from 18 to 28 do 'n’=n,abs(’f(n)’-1)=evalf(abs(f(n)-1)) od;

n =18, |f(n) — 1| = 0005143238
n=19, |f (n) — 1| = 0004616165

) — 1| = ,0004166146
n=21,|f (n) — 1| = 0003778862
) — 1| = ,0003443170
n) — 1| = ,0003150301

Se observa que, efectivamente, a partir de v = 24, las diferencias son menores que 3
diezmilésimas.

c) Por dltimo, se pueden “visualizar” todas estas cuestiones en una representacién
grafica:

>d1:=plot([S],x=10..60,y=.9983..1.001,style=point,symbol=diamond):

>d2:=plot ({[[0,1.0003],[60,1.0003]],[[0,0.9997],[60,0.9997]],[[10,1],[60,1]]}):
>d3:=plot([[24,0.9983],[24,0.9997]]):
>t1:=textplot({[23,0.99835,24°],[15,1.00043,‘1+0.0003],[15,0.99958,°1-0.0003],[32,1..00075,
‘Limite de una sucesién‘]}):

>display({d1,d2,d3,t1});

1.001
] Limite de una sucesién
1 1+0.0003
T —
1 1-0.0003
0.999 |
{ 24
10 20 30 40 = =

FiGura 2.12
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Ejemplo 4. Banda animada

Nuestro objetivo, al elegir este ejemplo, es hacer notar al alumno la dependencia
funcional de v respecto de ¢; pero ademas lo haremos de tal forma que el proceso se vea
en movimiento. Presentamos pues lo que hemos denominado “banda animada’” utilizando
para ello la sucesion de término general a, = nB—fS Es interesante el efecto éptico que
se obtiene al observar como a medida que hacemos variar ¢, el valor de v conlleva una
variacién, en el sentido de que si ¢ disminuye, v aumenta (y viceversa).

En este caso, evidentemente, no se exige al alumno que construya el programa, el cual
requiere un mayor manejo del software, sino que debe ser el profesor, mediante el uso del
canén de proyeccion, quien lo presente para que se observe la dependencia aludida.

Programa 6

>restart:with(plots):

>fi=n->(3*n)/(n+5);

>l:=limit(f(n),n=infinity);
=3

>for k from 1 to 5 do epsilon[k]:=evalf(1/k,2) od;
e :=1.
g9 :=,50
ez :=,33
e4 :=,2b
€5 :=,20

>for k from 1 to 5 do nu[k]:=max(solve(abs(f(n)-1)=1/k,n))+1 od,;
v =11
vy := 26
vy =41
Vy = 56
vs =171

>g:=(x,n)->(14+1)-n:
>p:=animate(g(x,n),x=0..nu[5]+2,n=0..1,frames=25,color=black,thickness=3):
>s:=(x,n)->n-(1-1):
>q:=animate(s(x,n),x=0..nu[5]4+2,n=0..1,frames=25,color=black,thickness=3):
>r:=animatecurve(f(n),n=0..71,color=green,thickness=3):
>d1:=plot([seq([n,f(n)],n=1..nu[5]+2)],style=point,color=blue):
>d2:=plot(1,x=0..nu[5]+2):
>d3:=plot({[[nu[1],0],[nu[1],l-epsilon[1]]],[[nu[2],0],[nu[2],l-epsilon[2]]],[[nu[3],0],[nu[3],
l-epsilon[3]]],[[nu[4],0],[nu[4],l-epsilon[4]]],[[nu[5],0],[nu[5],l-epsilon[5]]] } linestyle=2,
color=red):

> ddi=plot ({[mu[1], (v {1])] fu{1], 1], [u[2], (o (21 foa (2], (3], £ 31, b 311,
[[nu[4],f(nuf4])],[nuf4]1]],[[nul5],f(nul5])],[nu[5],1]] },linestyle=1,color=red,thickness=3):
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>t1:=textplot([nu[5]/2,143,“nu depende de epsilon”‘]):
>t2:=textplot([nu[5]/2,14-2.5,“°El indice de penetracién‘]):

>t3:=textplot([nu[5]/2,142,‘depende del ancho de la banda”‘]):
>display({p,q,r,d1,d2,d3,d4,t1,t2,t3});

6? "nu depende de epsilon”
55 "El indice de penetracion
] depende del ancho de la banda"
4
3: ................................
2]
1.
0 10 20 30 40 50 60 70
4
S N A B R
3
1{ /| Siepsilon=0.5, nu=26
0 10 20 30 40 50 60 70
4
S —— Y
2
H/ oo
] Siepsilon=0.25, nu=56
0 10 20 30 40 50 60 70

e =11,,5,,33,,25,,2]

v = [11,26,41,56,71]

Ficura 2.13
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2.3.3. Sucesiones divergentes

Fase verbal

Diremos que una sucesién {an}, n €s divergente hacia +o0o si crece de modo que
sus términos acaban superando a cualquier nimero por grande que éste sea. Con més
precision, por muy grande que sea el valor de una constante positiva M considerada,
siempre podemos encontrar términos de la sucesién que superen a M.

Asi pues, para toda “banda” centrada en el origen, por ancha que ésta sea, de se-
miamplitud M, arbitraria, podemos encontrar un subindice a partir del cual todos los
términos de la sucesién “se salen fuera” de la misma (véase la parte superior de la figura

2.14 donde estd representada f).

Del mismo modo, una sucesién {a, }, . €s divergente hacia —oo si tomando un valor
positivo M, por grande que éste sea, siempre podremos encontrar términos de la sucesién
menores que —M (véase la parte inferior de la figura 2.14).

Por tltimo, diremos que una sucesién {a,}, . €s divergente hacia oo, sin precisar
el signo, si dada una constante positiva M, por grande que ésta sea, siempre podemos
encontrar términos de la sucesién con valor absoluto superior a M. En este caso, obsérvese
que una sucesién tiende a oo si a partir de un cierto subindice, todos sus términos se
salen “fuera” de la banda.

Fase de representacion simbdlica

Simbodlicamente las tres definiciones anteriores quedan reflejadas de la manera siguien-
te:

lim a, =+oosiysblosi VM >0=3Iv(M)eN A Vn>v:a, > M]

n—oo

lim a, = —oosiysblosi VM >0=3Iw(M)eN A Vn>v:a, < —M]
n—oo

lim a, =ocosiysdlosi [VM >0= 3w (M) eN A Vn>v:la,| > M]
n—oo

Fase de representacién visual
Para visualizar estas definiciones presentamos el ejemplo siguiente:
Ejemplo 5

n—2

Dada la sucesion a,, = 373

— 3, en el programa 7 incluimos las graficas de a,, y de
su opuesta —a,,, para realizar un estudio conjunto y comparativo de la divergencia hacia

400 y hacia —oo respectivamente.
Programa 7

>restart:with(plots):
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>f:=n->3"((n-2)/5)-3:

>L:=seq([n,f(n)],n=1..30):
>d1:=plot([L],x=1..30,y=-20..400,style=point):
>R:=seq([n,-f(n)],n=1..30):
>d2:=plot([R],x=1..30,y=-400..20,style=point):
>d3:=plot([[0,200],30,200])):
>d4:=plots[polygonplot]({[[0,200],[32,200],[32,-200],[0,- 200]]}):
>d5:=plot([[0,-200],[30,-200]]):
>tl:=textplot([[2,250,'+M],[2,-250,*-M‘]]):
>display({d1,d2,d3,d4,d5,t1});

400 -
300 -
200 -
100 -

0/ 5 10 15 20, 25 30
-100 - .

-200 -
-300 1
-400 -

Ficura 2.14

Se observa que, en el ejemplo, hemos tomado M = 200 y el subindice a partir del
cual los términos se salen fuera de la banda es 27. Para comprobarlo podemos utilizar la
definicién formal, siendo el célculo de v = v (M) similar a los expuestos en el apartado
anterior. Si se reitera el proceso con otros valores de M, mayores que 200, el comporta-
miento de la sucesién es similar. Asi pues, predecimos, de la observacién de la figura 2.14
y otras andlogas, que:

lim a, = +o00 lim (—a,) = -0

n—oo n—oo
Estos dos limites se pueden calcular directamente:

>Limit(f(n),n=infinity)=limit(f(n),n=infinity);
lim 3(3773) —3 = o
n—oo

>Limt(-f(n),n=infinity)=limit(-f(n),n=infinity);

lim 1im —3(3""2) + 3= —

n—oo
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Fase de manipulacion

En este momento seria adecuado realizar algunos ejercicios, convenientemente elegi-
dos, para que el alumno ejercite las cuestiones anteriores. Posteriormente, en el apartado
correspondiente a sucesiones acotadas, presentamos otros ejemplos de sucesiones diver-
gentes.

2.3.4. Sucesiones mondtonas

Fase verbal

Una sucesion {a,}, . se dice que es mondtona creciente o simplemente creciente,
cuando sus términos crecen, de forma que cada uno de ellos es mayor o igual que el
anterior. En el caso de que cada término sea mayor que el anterior, pero no igual, la
sucesion se denomina estrictamente creciente.

Del mismo modo, una sucesion {a, }, . € mondtona decreciente o simplemente de-
creciente, cuando sus términos decrecen, de forma que cada uno de ellos es mayor o igual
que su siguiente. En el caso de que cada término sea mayor que el siguiente, pero no
igual, la sucesién se denomina estrictamente decreciente.

Una sucesion, en general, es mondtona cuando es creciente o decreciente.

Cuando una sucesién es simultaneamente mondtona creciente y monétona decreciente,
se denomina sucesion constante.
Fase de representacién simbdlica

{an},en €8 mondtona creciente si y sélo si a; < az <az < ... <ap, < ... =
Gpt1 — Gp > 0,Yn €N

{an}neN es estrictamente creciente si y s6lo si a1 < a2 < a3 < ... < ap < ... =
Ap_1 — an, >0,Yn € N

{an},en €8 mondtona decreciente si y sélo si ap > az > az > ... > ap > ... =
Gpt1 — Gn <0,Vn €N

{an}nEN es estrictamente decreciente si, y sblo si a1 > ag > az > ... > a, > ... =
pt1 — an < 0,Yn € N

{an}neN es una sucesion constante si 'y s6lo si a1 = a2 = a3 = ... = a4, = ... =
Gpt1 — ap =0,Yn €N
Fase de representacién visual

La representacion gréfica de la figura 2.3, asi como la parte superior de la figura 2.14,
son ejemplos de sucesiones crecientes. En cambio, la sucesién —a,, de esta ultima figura
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es un ejemplo de sucesién decreciente.

Fase de manipulacion

El profesor puede plantear ejercicios variados, como los expuestos, en los que se re-
quiera un estudio de la monotonia. Por otra parte, en el ejercicio final ndmero 1 (apartado
2.3.11) se proponen dos ejemplos de los cuales estudiamos su monotonia.

2.3.5. Limites de oscilaciéon

Fase verbal

Consideremos la siguiente definicién entresacada de nuestra bibliograffa (Burgos [14],
pég. 71; Rios [86], pag. 58):

Sea {an }, N Una sucesién de nimeros reales. Un niimero ao, tal que en todo intervalo
lag—e, ap+e[ (¢ > 0) existen infinitos términos de la sucesion, se llama limite de oscilacion
de la misma. Si entre esos limites hay un maximo, éste se llama limite superior de la
sucesién y lo denotamos por a. Andlogamente se define el limite inferior y lo denotamos

b.

En una interpretacion bidimensional de la definicion dirfamos que un nimero ag es un
limite de oscilacién de la sucesién a,, si en toda banda centrada en ag penetran infinitos

términos de la sucesion.

Fase de representacion simbdlica

Consideremos la sucesién {a, } de ntmeros reales y sea ag € R.

neN

ap es limite de oscilacion si'y sélo si Ve > 0, 3{aj},cn € {an},en tal que

{a};}keN Clag —&,a0 + €]

Se escribe a = limsupa, y b = liminf a,. Considérese que un limite de oscilaciéon

puede ser +o0o0 6 —o0.

Fase de representacion visual y manipulativa

Presentamos tres ejemplos correspondientes a tres situaciones distintas. En cada uno
de los casos, visualizamos los limites de oscilacién y utilizamos para ello programas que
nos proporcionan la grafica bidimensional y unidimensional.
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Ejemplo 6

Sucesion oscilante con un limite superior de oscilacién +o0o y un limite inferior de
oscilacién igual a —3.

Programa 8

>restart:with(plots):
>x:=n->-34(1-(-1) "n)/2*n;

zi=n—-3+11-(-1)")n
a) La representacién bidimensional serfa:

>plot([seq([n,x(n)],n=1..30)],x=0..30,y=-6..32,style=point,symbol=circle,thickness=3,
xtickmarks=0,ytickmarks=4,color=black);

30
20-

10-

FiGura 2.15

b) La representacién unidimensional serfa:

>d1:=plot([seq([-34+(1-(-1) "n)/2*n,0],n=1..45)],x=-5..40,y=-0.5..0.5,style=pointcolor=black,
axes=none,thickness=3,color=black,symbol=circle):

>d2:=plot(0,x=-10..45):

>t1:=textplot({[-3.2,-0.1,*-3,[-3.2,0.3,‘Lim Inf de oscilacién = -3‘],[35,0.3,'Lim Sup de os-
cilacién = + infinito‘],[0,-0.1,°0°]}):

>display({d1,d2,t1});

Lim Inf de oscilacion = -3 Lim Sup de oscilacion = + infinito

-3 0

FiGura 2.16
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Ejemplo 7

Sucesion oscilante con limite superior de oscilacién 2 y limite inferior de oscilacién
igual a -2.

Programa 9

>restart:with(plots):

>y:=n->(-1) "n*(2*n+15) /n;

y = (S0 Cnt15)

a) Representacién bidimensional:

>d1:=plot([seq([n,y(n)],n=1..30)],x=0..30,y=-10..10,style=point,symbol=circle,
xtickmarks=0,color=black):

>tl:=textplot({[14,8,'Limte Sup.de oscilacién=2‘],[14,-8,‘Limte Inf.de oscilacién=-2‘]},
color=black):

>d2:=plot({2,-2},x=0..30,color=black,linestyle=4,thickness=3):

>display({d1,d2,t1});

8 Limte Sup.de oscilacién=2

-8 - " Limte Inf.de oscilacion=-2

FiGura 2.17

b) La representacién unidimensional serfa:

>d3:=plot([seq([(-1) "n*(2*n+15) /n,0],n=4..35)],x=-5..5,y=-1..1,style=point,color=black,
axes=none,thickness=3,symbol=circle):

>d4:=plot(0,x=-5..5):

>t2:=textplot({[-2.2,-0.1,24,[2.2,-0.1,2,[0,-0.1,°0]}):

>display({d3,d4,t2});

FiGura 2.18
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Ejemplo 8
Sucesion oscilante con tres limites de oscilacién: —1, 0 y 1.

% sin=3k, ke N
a, = — —% sin=3k+1, keN
1+41 sin=3k+2keN

Programa 10

>restart:with(plots):
>x:=n->1/n;y:=n->-1-1/n;z:=n->1+1/n:
a) Representacién bidimensional:

>d1:=plot([seq([3*n,x(3*n)],n=1..40)],x=0..40,y=-2..2,style=point,symbol=circle,
xtickmarks=0,color=black):
>d2:=plot([seq([3*n+1,y(3*n+1)],n=1..40)],x=0..40,y=-2..2,style=point,symbol=circle,
xtickmarks=0,color=black):
>d3:=plot([seq([3*n+2,z(3*n+2)],n=1..40)],x=0..40,y=-2..2,style=point,symbol=circle,
xtickmarks=0,color=black):

>d4:=plot({1,-1,0},x=0..40,color=Dblack):

>tl:=textplot({[30,1.4,'1 es Lim de oscilacién y Lim Sup‘],[30,-1.4,*- 1 es Lim de oscilacién
y Lim Inf‘],[30,.4,°0 es Lim de oscilacién‘]},color=black):

>display({d1,d2,d3,d4,t1});

27
1 es Lim de oscilacién y Lim Sup
0 es Lim de oscilacion
o s . .
1 _—
] - 1 es Lim de oscilacion y Lim Inf
2

Ficura 2.19

b) Representacién unidimensional:

>d5:=plot({[seq([1/(3*n),0],n=1..15)],[seq([-1-1/(3*n+1),0],n=1..15)],[seq([1+1/(3*n+2),0],
n=1..15)]},x=-1.3..1.2,y=-.2..0.2,style=point,color=black,axes=none,thickness=3,
color=black,symbol=circle):

>d6:=plot(0,x=-1.4..1.4,color=black):
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>t2:=textplot({[-1,-0.05,:-14,[1,-0.05,1,[0,-0.05,0°] }):
>display({d5,d6,t2});

FiGura 2.20

2.3.6. Sucesiones acotadas

Fase verbal

Una sucesion {an }, . estd acotada superiormente si sus términos se mantienen me-
nores que un cierto nimero kp; este valor ki es una cota superior del conjunto formado
por los elementos de la sucesién.

Una sucesion {an },,cn estd acotada inferiormente si sus términos se mantienen siem-
pre mayores que un cierto valor ko, el cual es una cota inferior del conjunto formado por

los elementos de la sucesion.

Una sucesion {ay },,on estd acotada cuando lo estd superior e inferiormente. En otras
palabras, una sucesién estd acotada cuando existe una banda centrada en el origen, de
semiamplitud K = mdz {|k1], |k2|}, de tal forma que todos los términos de la misma

estan contenidos en ella.
Fase de representacién simbdlica
{an},en €8 acotada superiormente siy sélo si [Fky € R A Vn € N = a,, < k]

{an}, en €8 acotada inferiormente si y sélo si [Fky € R A Vn € N = a,, > k]

an es acotada siy sélosi [AK €¢ RTU{0} A VneEN= |a,| <K
neN

Fase de representacion visual

Dado un ejemplo concreto, en particular el propuesto como ejemplo 1, desde una
perspectiva visual, puede comprobarse cudles son las cotas superior e inferior. A partir
de la figura 2.1, predecimos que:

Sup{a,} =—-25=k
Inf{a,} = —-4=ko
K =maz {|ki], |k2|} =4
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Ademads en dicha grafica se constata que la sucesiéon “no se dispara” hacia +oo ni
hacia —o0.

Programa 11

>restart: with(plots):

>fi=n->((-1) "n/n)-3:
>d1:=plot([seq([k,f(k)],k=1..40)],style=point):
>d2:=plot([[0,4],[40,4]]):
>d3:=plot([[0,-4],[40,-4]]):
>display({d1,d2,d3});

4
Ficura 2.21

Fase de manipulacion

Proponemos algunos ejemplos sencillos que los estudiantes pueden manipular cam-
biando signos, exponentes, etc., de forma que encuentren una relacién entre la expresién
algoritmica y la acotacién correspondiente.

Ejemplo 9

e —_ 3 . . .
La sucesion a, = 5n+7n100 + 70 es acotada superiormente, pero no inferiormente.
Obsérvese que k1 = a; = 69,99.
Programa 12
>restart:with(plots):

>d1:=plot([seq([n,-n"3/(5*n+100)+70],n=1..40)],style=point):
>d2:=plot(70,x=1..40,thickness=2):
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>display({d1,d2});

60% aaaaaa
40+
20-

-20 1
-40 -
-60
-80 -
-100 -
-120
-140 -

FiGURrA 2.22

Ejemplo 10

.7 3 . . .
La sucesion b, = m — 70 es acotada inferiormente, pero no superiormente.

Obsérvese que ko = by = —69,99.
Programa 13

>restart:with(plots):
>d1:=plot([seq([n,n"3/(5*n+100)-70],n=1..40)],style=point):
>d2:=plot(-70,x=1..40,thickness=2):

>display({d1,d2});

140 1
120+
100
801
60
40+
204

204 5 10 15 20uq°‘25 30 35 40

-40 - .
60 1. e ”

FiGura 2.23

Por ultimo, obsérvese que la sucesién a, = 375 — 3 correspondiente al ejemplo 5
de esta memoria no es acotada inferiormente ni superiormente. En la figura 2.14 vemos

c6mo a,, se dispara hacia +oo, mientras que —a,, lo hace hacia —oo.

A continuacién presentamos dos teoremas relevantes y que normalmente se explican
a los alumnos después de los conceptos anteriores. La demostracion clasica de estos
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teoremas la complementamos con apoyo del software, a partir de la elecciéon de un ejemplo
particular. En estos casos haremos hincapié en ciertas consideraciones visuales de estas
proposiciones, sin desarrollar el esquema conceptual, que como el propio término indica,

lo utilizamos en la introduccién de conceptos.

2.3.7. Teorema 1
“Toda sucesion convergente estd acotada”

La demostracion es la siguiente:

Sea {xy}, cn Una sucesiéon de niimeros reales convergente, es decir:

EIxOGRynh;ngoxn:xo siysélosi (Ve >0,Ive N AVR>v =z, —xo| <€)

- Si tomamos € = 1, en funcién de él, podemos encontrar un subindice natural v; a
partir del cual se verifica |z, — x| < 1. Simbdlicamente:

Sie=1=3neN A Vn>v = |z, —20| <1
Vn > v = |zn| — |zo] < |zn — 20| < 1
Vn > v = |z, <1+ |z

Como vemos, los términos correspondientes a subindices superiores o igual a v1 estan
acotados por 1 + |zg|. Nétese que no disponemos de informacién sobre los términos de
subindice 1 hasta v — 1; asi pues, falta establecer una acotacién para esos vy, — 1 primeros

términos.

Consideremos entonces el ntimero K = max {|z1]|,|z2], ... |2y, -1],1 + |2o|}. En con-
secuencia podemos afirmar que:

Vn € N = |z,| < K = {z,}, N s una sucesion acotada. c.q.d.

Es importante destacar que la proposicién reciproca de este teorema no es cierta, es
decir, podemos encontrar sucesiones de numeros reales acotadas que, sin embargo, no
convergen en R. Al final de este apartado puede verse un contraejemplo.

Ejemplo 11

Elegimos este ejemplo para aplicar el teorema anterior y su demostracién paso a paso.
La sucesién convergente es:

Programa 14

>restart:with(plots):
>x:=n->30%(-1)"n/(n+1)+3:
>Limit(x(n),n=infinity)=limit(x(n),n=infinity);
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1"
lim 30( )1 +3=3

n— o0 n

>plot([seq([n,x(n)],n=1..50)],style=point);

10

.
.
.
.
..........

RIS
Y
Y

F1GURA 2.24
>epsilon:=1;
e:=1
Hemos tomado ¢ = 1. Por tanto, en virtud de la definicién formal de limite, debe

existir un subindice 17 a partir del cual |z, —3| <1 .

>solve({abs(x(n)-3)<1},n);
{29 < n},{n < —-31}
>nu[1]:=floor(29)+1;
vy =30

A partir del témino 30, éste incluido, los términos de la sucesién penetran en la
banda centrada en 3 y de semianchura 1, lo cual implica que todos ellos estan acotados
por € + |L| = 1+ |zg], es decir, por 1 + |3]| = 4; ello nos indica que a partir del término
30 todos los términos estdn “dentro” de una banda centrada en 0 y semianchura 4; fuera
de la banda existen 29 términos de los que carecemos de informacién. La cota buscada
serd el maximo entre esos 29 primeros términos, en valor absoluto, y e +|L| = 1 + |x¢| =
1+ 3| =4.

Evaluemos cada uno de estos términos en valor absoluto:

>for k from 1 to 10 do ’k’=k,’x(k)’=evalf(abs(x(k))) od;
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k=1 ax(k)=12.

k=2 z(k)=13.

k=3 (k) = 4,500000000
k=4 a(k) =9

k=5 x(k)=2.

k=6 a(k) = 7,285714286
k=7 a(k) = 7500000000
k=8 (k)= 6 333333333
k=9 (k)=

k=10 a(k) = 727272727

Notese que, por razones de espacio, en la tabla anterior s6lo hemos cuantificado los
10 primeros términos y no los 29 primeros como cabria esperar; no obstante, en la grafica
se observa que los términos van decreciendo en valor absoluto y, por consiguiente, no es
necesario evaluarlos todos.

El méximo de los 29 términos anteriores, en valor absoluto, corresponde a x5 = 13,
por tanto, el nimero real positivo que acota a todos los términos de la sucesion es
K = mdz{13,4} = 13. Visualmente:

>d1:=plot([seq([n,f(n)],n=1..40)],style=point):
>d2:=plot({][[0,4],]40,4]],[[0,2],[40,2]],[]0,13],[40,13]],[[0,-13],[40,-13]] } ,color=black):
>d3:=plot({[[0,3],[40,3]],[[29,0],[29,2]] } ,color=black,thickness=2):
>display({d1,d2,d3});

10

_5{

-10 A

FiGUura 2.25

El reciproco de este teorema no es cierto. Para comprobarlo presentamos, como con-

traejemplo, la sucesion y,, = 7( 1) ™ que esté acotada y sin embargo no converge.

>y:=n->(-1)"n*7*n/(n+2):
>d4:=plot([seq([n,y(n)],n=0..50)],style=point):
>d5:=plot({[[0,8],[50,8]},[[0,-8],[50,-8]]}):
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>display({d4,d5});

FiGUuRrA 2.26

2.3.8. Teorema 2 : Teorema fundamental

“Toda sucesion mondtona creciente y acotada superiormente tiene limite”

La demostracion de este teorema es como sigue:

Sea {Zn},  Una sucesién mondtona creciente y acotada superiormente. Considere-
mos el conjunto A formado por todos sus elementos:

A= {:En}nEN

Por ser R completo, 3sup A = a.. Nuestro objetivo es demostrar que 3 lim x, y que
n—oo

este limite es « (a nimero real perfectamente determinado).

Como a = sup A se tiene que Ve > 0, por pequeno que sea, siempre podemos encontrar
v € N tal que:

a—x, <E

Por el hecho de ser {xn}neN mondtona creciente = Vn > v se verifica que z, < z,

Por tanto:
a—r, <a—x, <€
La desigualdad anterior es clara a partir del esquema siguiente:

T, Ty a

! ! !

Es decir, para todo n > v se tiene
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|z, —a] < |z, —al <e
y en consecuencia podemos afirmar:
[V€>0,EIVENyVnzuz>|mn—a|<€](:>3nlin;0xn:a c.q.d.

Ejemplo 12

Apliquemos el teorema anterior a la sucesién que tiene por término general a,, =
12 n

5 n+3°

Programa 15

>restart:with(plots):

>x:=n->(12/5)*n/(n+3):

- En primer lugar veamos que z,, es mondtona creciente:
>assume(n>0):

>simplify (x(n+1)-x(n));

36 1

5 (n+4)(n+3)

>is( %>0);
true

- Comprobemos que x,, estd acotada superiormente. Basta cuantificar términos avan-
zados de la misma y predecir cual es la cota superior. En la siguiente instruccién pedimos
al programa que nos proporcione los valores x(n) y z(n + 10000000) para los términos
que van del 1000 al 2000, pero de 100 en 100 y con trece cifras de precisién decimal.

>for n from 1000 to 2000 by 100 do evalf(x(n)),evalf(x(n+10000000),13) od;

2,392821535, 2,399999280072
2,393472348, 2,399999280079
2,394014963, 2,399999280087
2,394474290, 2,399999280094
2,394868140, 2,399999280101
2,395209581, 2,399999280108
2,395508422, 2,399999280115
2,395772167, 2,399999280123
2,396006656, 2,399999280130
2,396216500, 2,399999280137
2,396405392, 2,399999280144
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Parece ser que o = 2,4 es el supremo del conjunto A = {EL /né€ N}; pero
., qué podemos hacer para garantizarlo?

A) Esté claro que 2,4 es mayor o igual que todos los elementos de la sucesién x,,, lo
cual puede comprobarse de la siguiente forma:

>assume(n>0):
>simplify(2.4-12*n/(5%(n+3)));

7,200000000-

>is( %>0);
true

B) Por otra parte, podria pensarse en la existencia de un extremo superior menor
que 2,4. Supongamos que po es otro supremo: esta posibilidad queda desechada, pues
siempre podremos encontrar un subindice natural n tal que z,, es mayor que py. Por

tanto, podemos concluir que:

>alpha:=2.4;
a:=24

Veamos qué ocurre graficamente. Para ello representamos los cuarenta primeros térmi-
nos de la sucesién, conjuntamente con la recta y = 2,4.

>d1:=plot([seq([k,x(k)],k=1..40)],style=point):

>d2:=plot(2.4,x=1..40,y=0..3):

>display({d1,d2});

2.54

0 "5 10 15 20 25 30 35 40
FiGgura 2.27

Si realizamos un zoom suficientemente “grande”, obtenemos la figura 2.28, donde
comprobamos que, en efecto, a := 2,4.

>d3:=plot([seq([k,x(k)],k=1960..2000)],style=point):
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>d4:=plot(2.4,x=1960..2000,y=2.396..2.4001):
>display({d3,d4});

2.41
2.399 1
2.398 1

2.397 -

2.396 1960 1970 1980 1990 2000

Ficura 2.28

Si tomamos un ¢ arbitrario, siempre podremos encontrar un subindice v de tal forma
que:

>alpha-x[nu] < epsilon;
a—x, <E

y esto para todo n mayor o igual que v. Tomemos, por ejemplo, ¢ = 4/10. Bastaria
despejar v de la inecuacién anterior:

>solve({2.4-x(nu)<0.4},nu);
{v <-3},{15. < v}
>nu:=floor(15)+1;
v:=16
Luego para todo n mayor o igual que 16 se verificard que z16 < ,:
>for k from 16 to 25 do evalf(x(16)), evalf(x(k)) od;

2,021052632, 2,021052632
2,021052632, 2,040000000
2,021052632, 2,057142857
2,021052632, 2,072727273
2,021052632, 2,086956522
2,021052632, 2,100000000
2,021052632, 2,112000000
2,021052632, 2,123076923
2,021052632, 2,133333333
2,021052632, 2,142857143
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por tanto, a — x, < o — x16 y esta cantidad es menor que ¢, en efecto:

>for k from 16 to 25 do evalf(alpha-x(k)), evalf(alpha-x(16)) od;

,378047368, ,378947368
,360000000, ,378947368
,342857143, ,378947368
,327272727, ,378947368
,313043478, ,378947368
,300000000, ,378947368
,288000000, ,378947368
276023077, ,378947368
266666667, ,378947368
257142857, ,378947368

De la observacion de la tabla anterior se desprende que:
|xn —a] <|z16 — | <e =04

Como esta desigualdad se verifica para todo n mayor o igual que v = 16, podemos
inferir que:
12

lm z, = —
n— oo 5

>d5:=plot([seq([k,x(k)],k=1..40)],style=point,color=black):
>d6:=plot(2.4,x=1..40,y=0..3):
>d7:=plot({[[0,12/5-0.4],[40,12/5-0.4]],[[0,12/5+0.4],[40,12/5+0.4]}[[16,0],[16,2]] },
color=black,thickness=3):

>display({d5,d6,d7});

2.5

1.54

0.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Ficura 2.29
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Visualicemos la figura anterior, pero usando una grafica unidimensional:

>restart:with(plots):
>d1:=plot([seq([(12/5)*n/(n+3),0],n=10..40)],style=point,color=black,axes=none,
thickness=3,color=black,symbol=circle,xtickmarks=0):
>d2:=plot(0,x=1.8..2.24,y=-0.2..0.2):
>tli=textplot({[2.13,0.03,x(16)],[2.22,0.03, L=2.4]}):

>display({d1,d2,t1});

X(16) L=24

Ficura 2.30

2.3.9. Series numéricas

¢

Se sabe que en R la “suma” de un ntimero finito de términos estd perfectamente
definida; sin embargo, cuando tratamos de sumar los infinitos términos de una sucesién
de numeros reales, esa “suma” es una cuestiéon que, en principio, no estd clara. La idea
de serie numérica viene a justificar, cuando sea posible, la suma de “infinitos términos o

sumandos” mediante la operacion “paso al limite”.

En términos no muy rigurosos, diremos que una serie numérica® asociada a la sucesién

{#n},en es la suma de los infinitos términos de la misma y se denota por:
o0
xTL

n=1

Técnicamente, una serie numérica es un par ordenado

{Zn, sn}

donde z,, es una sucesién numérica arbitraria y s,, es la denominada “sucesiéon de sumas
parciales” asociada a la misma, es decir:

S1 =1T1

So = T1 + T2

y por tanto, las componentes del par ordenado {z,, s,} estdn relacionadas entre si me-
diante la relacion:

3En este punto, aclaramos que no es nuestro objetivo hacer un estudio exhaustivo de las series
numéricas, con sus teoremas, clasificaciones, criterios, etc. Unicamente presentamos la definicién de serie
numérica més el célculo de la suma en algunos ejemplos significativos (véase Ejemplo 13), con el objeto
de hacer uso de ella en el desarrollo de algunos ejercicios sobre sucesiones, asi como para su extension
posterior para series funcionales.
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Segun que la sucesion s,, converja, diverja u oscile, se dird que la serie correspondiente
es convegente, divergente u oscilante, respectivamente. En el caso de que este limite exista,
el valor o “suma” de la serie seré:

s = lim s,
n—oo

Manipular series con Maple es muy simple. A continuacién, en un mismo programa,
presentamos algunos ejemplos de series, calculando en cada caso el valor de la suma, si
existe.

Ejemplo 13

13.1) En primer lugar, consideremos la sucesién a,, = % El término general de la
sucesion de sumas parciales, asi como la suma de la serie, se obtiene a partir de las
siguientes instrucciones:

Programa 16

>restart:
>s[n]=Sum(1/k, k=1..n);

3

Sp =

k=1

==

Calcular la suma de la serie anterior es equivalente a calcular el limite de la sucesién
de sumas parciales:

>Limit(Sum(1/k, k=1..n),n=infinity)=limit(sum(1/k, k=1..n),n=infinity);
=1
1/ —_ =
Jim kg_l =

Esta serie se denomina serie armdnica simple y como puede verse es divergente.

13.2) Consideremos ahora la sucesion b,, = # y comprobemos que la serie asociada
a la misma es un caso particular de una serie de Riemann, es convergente.

>Limit(Sum(1/k"2, k=1..n),n=infinity)=limit(sum(1/k"2, k=1..n),n=infinity);
n
) L1,
Hn D E =g

13.3) Del mismo modo, la serie asociada a la sucesién ¢, =
>fi=k->1/(k"2+1):
>Limit(Sum(f(k), k=1..n),n=infinity)=evalf(limit(sum(f(k), k=1..n),n=infinity));

k++1 es convergente:
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n—oo

n
1
li ——— =1,076674048
fm 1;1 iRt

13. 4) La serie Z (7= + 1) es divergente:

k=1
>fi=k->1/k"2+1:

>Limit([(Sum(1/k"2, k=1..n))+(Sum(1, k=1..n))],n=infinity)=limit(sum(1/k"2, k=1..n),
n=infinity ) +limit(sum(1, k=1..n),n=infinity);

n

) 1 - 1,

en definitiva:
>Limit(Sum(f(k), k=1..n),n=infinity)=limit(sum(1/k"2+1, k=1..n),n=infinity);

"1
Jim } gm 1=
k=1

2.3.10. Sucesiones de Cauchy
Fase verbal

Se dice que una sucesién {x,}, . es de Cauchy si para toda banda de anchura 2¢
centrada en 0, podemos encontrar un indice de penetracién v a partir del cual, para toda
pareja de subindices p, g (g < p) se tiene que la distancia entre z, y x4, es menor que
(o lo que es lo mismo, esa distancia tiende hacia cero). Asf pues, desde un punto de vista
intuitivo y tal como constataremos en la fase visual, una sucesiéon de ntimeros reales es
de Cauchy si a partir de un cierto subindice los términos de la sucesién se van “pegando”
entre si.

Es importante destacar que en el campo de las sucesiones de numeros reales, decir
que una sucesion es convergente es equivalente a decir que tal sucesién es de Cauchy. Esto
se suele expresar diciendo que R es completo y constituye otra visién de la completitud
equivalente a la comentada en el Capitulo 1. En cambio, para las sucesiones de niimeros
racionales, el aserto “Ser convergente equivale a ser de Cauchy” no se da en general, hecho
por el cual se dice que Q no es completo y como se sabe, existe una gran variedad de
sucesiones de Cauchy de ntimeros racionales que no convergen hacia un nimero racional.

4Recordemos que al estudiar, en el Capitulo 1, las dificultades epistemolégicas del concepto de limite,

. L, o E[V2-10"
consideramos la sucesién 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, ... que puede reescribirse %, %, %, ey %,

... En este caso todos los términos son niimeros racionales y la sucesién es de Cauchy (la diferencia entre
dos términos no muy avanzados es ya infinitesimal). Sin embargo el limite es irracional:

lim %-nwn]:ﬁ

n—oo 10
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Fase simbdlica

{#n},en esde Cauchysiysélosi[Ve > 0= Tv(e) €N A Vp,geN, p>qg>v=|r, — 24 <¢]

Fase de representacion visual
Ejemplo 14

La sucesién x,, = 2OTLL+1 es una sucesion convergente en R; comprobemos que cumple
la condicién de Cauchy.

Programa 17

>restart:with(plots):
>x:=n->20*n/(n+1):
>plot([seq([n,x(n)],n=1..35)],style=point,color=black);

.......
e
.o
.
.
.

184
164 -
14

12

104 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
5 10 15 20 25 30 35

Ficura 2.31
>abs(x(p)-x(q));
5k ~ 205k

Teniendo en cuenta que p > ¢, la diferencia en valor absoluto |z, — x,| podemos
acotarla superiormente de la siguiente forma:

>simplify( %) <=20*abs((p+q)/(p*q));

___b—q ptq
20}(“1)(%1)’ < ‘ Pa ‘

y esto, a su vez es menor que:
>(40*p)/(p*q);

404
q
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>solve({40*1/q<0.2},q);

{g < 0},{200. < ¢}
Como ¢ es un numero natural, la solucién elegida ha de ser positiva:
>nu:=floor(200)+1;
v =201
A partir del término v = 201 garantizamos la desigualdad, es decir:
|z, — 4] < 0,2

para todo p y ¢ mayores o iguales a 201 y elegidos arbitrariamente. Esto no significa
que para otros términos de subindice menor no se verifique la desigualdad anterior; sin

embargo a partir de v = 201, estd garantizada. Visualmente:
>d1:=plot([seq([n,x(201)-x(n)],n=1..210)],style=point,color=black):
>d2:=plot({0.2,-0.2},x=1..210,y=-1.2..1.2,color=Dblack):
>display({d1,d2});

e,

FiGura 2.32

En la grafica anterior hemos fijado x291 y se ha variado n desde 1 hasta 210.

Otra forma de ver que los términos se van pegando entre si consiste en representar dos
subsucesiones cualesquiera de la sucesién de partida; en la figura 2.33 hemos graficado
las sucesiones x,, y Z2,4+1. Podemos observar que ambas, a partir de un determinado

término se van “pegando la una a la otra”.

>d3:=plot([seq([n,x(n)],n=1..42)],style=point,color=black):
>d4:=plot([seq([n,x(2*n)],n=1..42)],style=point,color=black):
>d5:=plot({[[25,x(25)],[25,x(50)]],[[10,x(10)],[10,x(20)]],[[40,x(40)],[40,x(80)]] } ,x=1..42,
y=9.5..21,color=balck):
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>display({d3,d4,d5});

20{ ......................

18
167
14

12

10

10 20 30 40

Ficura 2.33

Realizando un zoom obtenemos un efecto similar al que da lugar la visualizacién de

cualquier fenémeno mediante un “microscopio”:

>d6:=plot([seq([n,x(n)],n=15..35)],style=point,color=black):
>d7:=plot([seq([n,x(2*n)],n=15..35)],style=point,color=black):
>d8:=plot({[[17,x(17)],[17,x(2*17)]],[[22,x(22)],[22,%x(44)]],[[31,x(31)],[31,%x(62)]] } ,color=balck):
>display({d6,d7,d8});

19.6 1
194 -
19.2 1

19

18.8 1

16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
FiGcura 2.34

A partir de cualquier otro par de subsucesiones de la sucesién de partida, podemos
observar igualmente el acercamiento de sus términos:

>d9:=plot([seq([n,x(2*n+3)],n=1..80)],style=point,color=black):
>d10:=plot([seq([n,x(5*n+3)],n=1..80)],style=point,color=black):
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>display({d9,d10});

20

1951
191
185]

184 -
175
17

Ficura 2.35

Fase de manipulacién

Ejemplo 15
n
En este caso, presentamos la sucesiéon x, = E % que no verifica la condicién de

k=1
Cauchy.

Programa 18

>restart:with(plots):
>x:=n->sum(1/k,k=1..n):
>Limit(Sum(1/k,k=1..n),n=infinity)=limit(x(n),n=infinity);
1
I - =
Hm )=

La sucesién no es convergente en R y por tanto, no es de Cauchy. Podemos ver que

la diferencia entre dos términos adecuadamente avanzados no tiende a cero:

>Limit((Sum(1/(2*k),k=1..n)-Sum(1/k,k=1..n)),n=infinity )=limit(x(2*n)-x(n),n=infinity);
~ (11 1
i (3(34)) - (1) e
k=1 k=1

,6931471806

>evalf(In(2));
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Si representamos la sucesion s, — ., se observa que, en efecto, el limite de la misma
es In (2) = 0,693.

>d1:=plot([seq([n,x(2*n)-x(n)],n=1..70)],color=black,style=point):
>d2:=plot(0.693,x=1..70,y=0.48..0.75):
>display({d1,d2});

0.75 1

0.7

0651
0.6

0.55

0.5

10 20 30 40 50 60 70

Ficura 2.36

Otra forma de observar que la sucesion inicial no es de Cauchy, consiste en representar,
en una misma grafica, las sucesiones x, y T2, y comprobar que la diferencia entre sus
términos es siempre superior a %
>d3:=plot([seq([n,x(n)],n=1..42)],style=point,color=black):
>d4:=plot([seq([n,x(2*n)],n=1..42)],style=point,color=black):
>d5:=plot({[[25,x(25)],[25,x(50)]],[[10,x(10)],[10,x(20)]],[[40,x(40)],[40,x(80)]] } ,color=black):
>display({d3,d4,d5});

1l ‘ ‘ ‘ ‘
10 20 30 40

Ficura 2.37
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En esta fase manipulativa pueden realizarse ejercicios en los que intervengan proce-

sos visuales y tabulares complementariamente. En el ejemplo 14, si fijamos p = 210,

podemos proponer que se encuentre el valor minimo de ¢ tal que |z210 — 24| < 0,2. Al

observar la figura 2.32, podemos intuir que este valor estd comprendido entre 60 y 80;

por esta razén, probemos, en primer lugar, entre 60 y 70.

Programa 19

>restart:with(plots):
>x:=n->20*n/(n+1):

>for n from 60 to 70 do x[210]-x[n]=evalf(abs(x(210)-x(n)),5) od;

2210 — T60
X210 — T61
210 — T62
2210 — T63
X210 — T64
210 — T65

723308 210 — e — ,20372
722779 X210 — Te7 = ,19933
,22267 210 — T8 — 719507
,21771 X210 — g9 = ,19093
,21291 X210 — T70 = ,18690
,20824

De la tabla anterior se deduce que el subindice buscado es 67, lo cual puede constatarse

en las figuras 2.38 y 2.39.

>d1:=plot([seq([n,x(210)-x(n)],n=55..80)],style=point,color=black):
>d2:=plot({0.2,-0.2,[[67,0],[67,0.2]] } ,x=55..80,y=-0.5..0.5,color=Dblack):

>display({d1,d2});

0.4

02+

156 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80

FiGura 2.38

>d3:=plot([seq([n,x(210)-x(n)],n=1..100)],style=point,color=black):
>d4:=plot({0.2,-0.2},x=20..100,y=-0.8..0.8,color=Dblack):
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>display({d3,d4});

0.87-.
0.6-
0.4-

0.2 i .......................................

-0.2 -
-0.4 -
-0.6 -
-0.8 -

Ficura 2.39

2.3.11. Ejercicios finales I

Antes de finalizar el apartado de sucesiones de nimeros reales, proponemos dos ejerci-
cios en los que el alumno va a tener la oportunidad de aplicar los contenidos presentados.
Nos parece interesante que el estudiante manipule con estos ejemplos, de manera que
pueda interrelacionar conceptos y obtener conclusiones por si mismo. Para ello puede
hacer uso tanto de la herramienta tecnolégica como complementar sus razonamientos

mediante 1apiz y papel .

Ejercicio 1: Consideremos las sucesiones x,, e vy, definidas de la forma siguiente:

Comprobar que convergen y que el limite es el nimero e en ambos casos. A partir de

este resultado justificar la irracionalidad de dicho nimero.

El estudiante puede resolver el ejercicio aplicando el teorema fundamental (teorema
2). Usando el software, debe justificar que ambas sucesiones son monétonas (z,, creciente

e y, decreciente) y que estan acotadas (x,, superiormente e y, inferiormente).
Programa 20

>restart:with(plots):
>x:=n->sum(1/k!l,k=0..n);>y:=n->1/nl4+sum(1/k!,k=0..n);

=g y::”ﬁ+<2@>
k=0 k=0
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Tabulando y representando graficamente se comprueban monotonias y acotaciones.
>for n from 1 to 7 do x[n]=evalf(x(n),20),y[n]= evalf(y(n),20) od;

T = 2. Y1 = 3.

9 = 2,500000000 y2 = 3.

r3 = 2,666666667 y3 = 2,833333333
T4 = 2,708333333  y4 = 2,750000000
5 = 2,716666667 ys = 2,725000000
z6 = 2,718055556  yg = 2,719444444
r7 = 2,718253968  y7 = 2,718452381

Efectivamente, al observar estos primeros términos vemos que posiblemente x,, sea
creciente e y, decreciente; ademds, ambas parecen converger hacia e. No obstante, la
monotonia puede justificarse viendo el signo de la diferencia de cada término con el
siguiente, a partir de un cierto subindice.

>for n from 10 to 15 do evalf(x(n)-x(n+1)) od;

—,2505210839 - 107
—,2087675699 - 108
—,1605904384 - 10~°
—,1147074560 - 10~10
—, 7647163732 - 1012
— 4779477332 - 10713

>for n from 10 to 15 do evalf(y(n)-y(n+1)) od;

,2254689755 - 1076
,2087675699 - 1077
,1766494822 - 10~8
,1376489472 - 1079
,9941312851 - 10~ 11
,6691268265 - 10712

El alumno con lapiz y papel puede comprobar que efectivamente:

z(n) —zx(n+1) = —ﬁ <0, Vn €N = z, es una sucesién creciente.

yn) —y(n+1) = (nnT_ll)‘ >0, Vn > 1 = y, es una sucesién decreciente.

A continuacion se justifica, desde una éptica visual, que e es una cota superior de z,, (y
ademds, la menor) y una cota inferior de y,, (y ademds, la mayor). Para ello programamos
y esbozamos las graficas que nos permitan obtener conclusiones. Con objeto de observar
con més precisién el comportamiento monétono de ambas sucesiones, presentamos, en

primer lugar, sus graficas considerando n como variable real y visualizamos las funciones
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por medio de style=point®. Seguidamente las representamos considerando n natural. Néte-
se que en las graficas aparece la recta correspondiente a y = e.

>d1l:=plot(sum(1/k!,k=0..n),n=1..7,style=point):
>d2:=plot(1/n!4+sum(1/k!,k=0..n),n=1..7 style=point):
>d3:=plot(exp(1),x=1..7):

>display({d1,d2,d3});

2.8

2.6
2.4

224 -

Ficura 2.40

En una misma grafica representamos los primeros términos de las sucesiones z,, € y,

asi como la recta correspondiente a y = e.
>d4:=plot([seq([n,x(n)],n=1..15)],style=point):
>d5:=plot([seq([n,y(n)],n=1..15)],style=point):
>d6:=plot(exp(1),x=1..15):
>display({d4,d5,d6});

2.8

2.6
2.4

2.2

Ficura 2.41

5Por razones técnicas, en las variables d1 y d2, que definen las graficas funcionales de la figura 2.40,
hemos redefinido las funciones en lugar de poner directamente las sucesiones z(n) e y(n).
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Visualmente corroboramos los razonamientos anteriores y predecimos que el valor del
limite es e, lo cual se confirma al calcular directamente, con el software, dicho valor; en
cada caso, exigiremos doce cifras de precisién decimal.

>Limit(Sum(1/k! k=0..n),n=infinity)=evalf(limit(x(n),n=infinity),12);

n—oo

RN
lfim ) -7 = 2,71828182846
k=0

>Limit(1/n!+Sum(1/k!,k=0..n),n=infinity)=evalf((limit(1/n!,;n=infinity)
+limit(x(n),n=infinity),12));

o1 "1
lim —+ <Z m) = 2,71828182846
k=0

y este valor coincide, efectivamente, con el nimero e, ya que:

>evalf(exp(1),15);
2,71828182845905

Irracionalidad de e.

Nos permitimos presentar la conocida demostracién de que e es un ntmero irracio-
nal, para posteriormente transcribirla a casos particulares, de forma paralela con Maple.
Utilizamos el método de reduccion al absurdo, suponiendo que e es un numero racional,

e =p/q, siendo p y ¢ dos ntimeros enteros positivos, primos entre si, ¢ # 0.

Por tanto, para todo ¢ € Z* se cumplira:
Ty <e <y, = T < B <y,

donde z, e y, son los términos g-ésimos de las sucesiones definidas en el enunciado del

ejercicio.
[1+d+d++d]<B<|led+d++L+]

Multiplicamos los tres miembros de esta desigualdad por ¢! y definimos

_ |4 1 1 1 |
m = +ﬁ+i+m+a -q!

Obsérvese que m es un ntmero entero y por consiguiente, m < qu! < m+ 1. Ello equivale
a
m<p(g—1)l<m+1
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Como p (g — 1)! es igualmente entero, concluimos que entre dos enteros consecutivos
existe otro entero, lo cual es una contradiccion; ésta surge de haber supuesto que e es

racional. Luego, e es un nimero irracional.

Usando el software, podemos aplicar, como se ha dicho, la demostracién anterior para
casos particulares. Supongamos que e = 4= 8.

>sl:=evalf(x(8),20);s2:=evalf(y(8),20);

s1:=2,7182787698412698413
52 := 2,7183035714285714286

Obviamente se tiene que $1 < e = p/8 < s9

Multiplicando los tres miembros de la desigualdad anterior por 8! y haciendo céalculos
se obtiene:

8! 51 < 8'627']7 < 8.5

! ! !

acZt seZt beZ*t
>a:=evalf(8!*s1);
a :=109601,0000
>b:=evalf(8!*s2);
b := 109602,0000
>5:=(p/8)*8};
s := 5040p

En definitiva, s es un entero comprendido entre dos enteros consecutivos a y b .
iAbsurdo!

Lo mismo sucederd si tomamos cualquier otro valor entero para q. Asi pues, e es un

numero irracional.

Ejercicio 2: Justificar que el niimero de cifras de 1000! es 2568. Usar para ello la
férmula de Stirling.

Recordemos que la Formula de Stirling:

nl ~n"-e=" . /21
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nos permite aproximar esas dos cantidades para valores de n suficientemente grandes.
Maple nos permite confirmarlo.

Programa 21

>restart:
>Limit((n"n*exp(-n)*sqrt (2*Pi*n)) /n!,n=infinity) =limit((n"n*exp(-n)*sqrt(2*Pi*n)) /n!,
n=infinity);

lim n" - e . \/2rn _1
n—o0 n!

Si tomamos n = 1000, podemos escribir:
1000! ~ 10001090 . ¢(=1000) . /271000

A continuacién aplicamos a la expresién anterior, el logaritmo en base 10, de forma

que los céalculos dan lugar a:

logyo (1000!) ~ log;, (10001090 . e(~1000) . \/271000)
logyo (10001) ~ logo (1000'°%) + logyo (e!~199) + logyq (v/271000)
logy, (1000!) ~ 1000 - logy, (1000) — 10001ogy, (€) + 3 logy, (271000)

Llamamos a, b y ¢ a cada uno de los sumandos anteriores y d a su suma:

>a:=evalf(1000*10g10(1000));

a = 3000,000000
>b:=evalf(1000*log10(exp(1)));

b := 434,2944818
>c:=evalf((1/2)*log10(2*¥Pi*1000));

c = 1,899089934
>d:=a-b+c;

d := 2567,604608

Por tanto f = 1000! = 10? y se tiene que:

>fi=evalf(10” %);
f = ,4023537006 - 10?568

Es decir:
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1000! ~ ,4023537006 - 102568

de donde se deduce que efectivamente 1000! tiene 2568 cifras.

Para justificar que la aproximacién f ~ 1000! es valida basta evaluar los cocientes
siguientes y comprobar que se aproximan a 1:

f 1000!
oot V1Y 7~

>evalf(f/1000!);
,9999165991
>evalf(1000!/f);

1,000083408

2.3.12. Sucesiones de funciones. Sucesiones numéricas asociadas

Fase verbal

Cuando comenzamos a explicar el concepto de sucesién de funciones, lo solemos hacer
de una forma natural, diciendo que se trata de asignar o adjudicar a cada nimero natural
una funcién real o compleja de variable real, definida en un intervalo comun I.

Por otra parte, el concepto que tratamos de exponer lo solemos expresar inicialmente
y sin recurrir a grandes alardes simbdlicos, de la siguiente forma:

“Una sucesidn de funciones es un proceso infinito: f1 (x), fo(x), f3(x),..., fn(x),...7
Los puntos suspensivos indican que los elementos f,, (x) contintan “indefinidamente”;
el subindice n sirve para indicar el lugar que ocupa cada término en la sucesion, por tanto,

hay tantos términos como nimeros naturales, es decir, infinitos.

Consideramos importante insistir en que el dominio de definicién es el mismo para
todas las funciones f, (z), n = 1,2,3,... de la sucesién y éste es un intervalo I C R o
subconjunto de R.

Ademaés, conviene hacer notar que una sucesién de funciones es en realidad una fun-
cién de dos variables: la n, que varia en el conjunto de los nimeros naturales y la z, que
toma valores en el intervalo I, donde cada elemento de la sucesién estd definido. Si man-
tenemos constante el valor de n obtenemos una funcién real (o compleja) de variable real
x, la cual tomard valores en el intervalo I; si por el contrario fijamos x, pongamos por
caso T = xg, la sucesién de funciones da lugar a una sucesién numérica que denominamos
sucesion numérica asociada a xo (por ejemplo, si asignamos a x el valor 1, entonces f, (1)
es la sucesién numérica asociada a xg = 1).
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Fase de representacion simbdlica

Técnicamente, la definicién més extendida de sucesiéon de funciones es la de una
aplicacién de N en §, siendo § el conjunto de todas las funciones reales (o complejas) de
variable real definidas en I, es decir:

S={fi/fi:ICR—-R6 fi:ICR—C}.

Todo ello podemos expresarlo simbdlicamente de la siguiente forma:

fiN—=F
1—>f1($)€3
2—>f2(l‘)€3

o0

De forma simplificada, una sucesién funcional suele expresarse: {f, ()},

Insistimos en que la “variable n” tiende hacia infinito, lo que viene impuesto por
el hecho de que f sea una aplicacién y por tanto, todos los elementos de N, todos los

naturales, deben tener una y sélo una imagen (la cual puede repetirse o no) en el conjunto
Fase de representacién visual

Comenzamos con un ejemplo clédsico e idéneo para introducir visualmente la idea de
sucesién funcional (y su posterior convergencia puntual y no uniforme); de hecho, aparece
en la mayoria de los libros de texto y muchos profesores lo utilizan.

Ejemplo 16

Consideremos la sucesién de funciones:

" si 0<zx<1
f"(‘”)_{ 1 si 1<2<15

Mediante Maple y con sélo dos instrucciones obtenemos la representacion grafica de
esta sucesion funcional; ademds el alumno puede construir las graficas de las sucesiones
numéricas asociadas a cualquier x sin dificultad. La secuencia de instrucciones siguiente
(con breves comentarios) constituye un programa que esquematiza en general el proceso
a seguir con cualquier otro ejemplo del que se desee extraer la misma informacion.

Programa 22
>restart:with(plots):f:=(x,n)->x"n:
Las instrucciones d1 y d2 definen, graficamente, la sucesion de funciones anterior:

>d1:=plot({seq(f(x,n),n=1..8) },x=0..1.5,y=0..1,color=black):
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>d2:=plot([[1,1],[1.5,1]],color=black):

Las sucesiones numéricas asociadas a los puntos 1 = 0,6 y x5 = 0,8 se introducen
respectivamente de la siguiente forma :

>d3:=plot
[0.6,£(0.6,6
>d4:=plot
[0.8,£(0.8,6

[[0.6,£(0.6,1
1,[0.6,£(0.6,
[[0.8,£(0.8,1
1,[0.8,£(0.8,

~—

1,[0.6,£(0.6,2)],0.6,£(0.6,3)],[0.6,£(0.6,4)],[0.6,£(0.6,5)],
)],[0.6,£(0.6,8)]],style=point,symbol=circle,color=black):
] ]

) )

—

,[0.8,£(0.8,2)],[0.8,£(0.8,3)],[0.8,£(0.8,4)],[0.8,£(0.8,5)],
1,[0.8,£(0.8,8

= =

]],;style=point,symbol=circle,color=black):

BN

Finalmente, la orden que sigue nos permite obtener conjuntamente la sucesién de

funciones y las sucesiones numéricas asociadas:
>display({d1,d2,d3,d4},thickness=2);

1q

0.85

o.e—f

0.4%

0.2

0 02 04 06 08 1 12 14

FIGURA 2.42

La observacién de una gréfica de este tipo permite al alumno establecer una conexién
visual entre los conceptos de sucesién funcional y sucesién numérica asociada a un punto
xg. Desde este punto de vista, Maple facilita la tarea del profesor que puede dar al alumno
una visién integradora del concepto tratado.

La representacién de esta sucesién de funciones igualmente puede obtenerse a partir
de la instruccién “piecewise” como se mostrara en el ejemplo 24.

Ejemplo 17

T

1+n2x?
esquema anterior, obtenemos la representacion grafica y las sucesiones numéricas asocia-

En este caso presentamos la sucesién funcional f, (x) = y siguiendo el mismo

das a los puntos ;1 = —0,6 y x5 = 0,6.
Programa 23

>Srestart:with(plots):f:=(x,n)->x/(1+(n*x) " 2);
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>d1:=plot({seq(x/(1+(n*x)"2),n=1..5) },x=-3..3,y=-0.6..0.6,style=line,resolution=300,
color=black):
>d2:=plot([[0.6,£(0.6,1)],[0.6,£(0.6,2)],[0.6,£(0.6,3)],[0.6,£(0.6,4)],[0.6,£(0.6,5)]] ,style=point,
symbol=circle,color=Dblack):
>d3:=plot({[[-0.6,£(-0.6,1)],]-0.6,£(-0.6,2)],[-0.6,£(-0.6,3)],[-0.6,£(-0..6,4)],[-0.6,£(-0.6,5)]],
style=point,symbol=circle,color=black):

>display({d1,d2,d3},thickness=2);

FiGURA 2.43

A partir de estos ejemplos pueden apreciarse algunas de las ventajas que ofrece un
software de las caracteristicas de Maple. Seria una labor engorrosa para el alumno obtener
el esbozo de una sucesion de funciones de este tipo mediante los métodos tradicionales;
Maple permite al estudiante obtenerla facil y directamente a partir de una serie de
instrucciones que él mismo puede aprender. Ademas la visualizacién de la grafica permite
va intuir algunas de las propiedades que posteriormente vamos a estudiar.

Fase de manipulacion

Dada la sucesién funcional definida en [-2,2] , f, (z) = /2% 4+ 5 , el alumno inda-
gard sobre la forma algebraica y visual de sus primeros términos. La imagen proporcio-
nada por el software le aproximara a su conocimiento y al de otras sucesiones funcionales
semejantes (ndtese que es muy facil para un estudiante, por limitada que sea su forma-
cién, manipular estos programas cambiando coeficientes, exponentes, signos, etc. en las
variable  y n para obtener otros ejemplos y otras representaciones). Dejamos abierto
al profesor el planteamiento de otras cuestiones que pueden resultar tutiles para alcanzar

determinados objetivos que se propongan®.

6Por ejemplo: 1. Analizar desde un punto de vista grafico sucesiones funcionales de tipo: a) Algebraico:
Polinémicas, racionales, irracionales, etc. b) Trascendente: Trigonométricas, potenciales, exponenciales,
hiperbdlicas, etc. 2. Estudiar su comportamiento en el dominio de definicién: Estudio local, maximos,
minimos, etc. 3. Calcular limites desde un punto de vista intuitivo, etc.
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Ejemplo 18
Programa 24

>restart:

>f[n](x)=(x"2+(1/n"2))"(1/2):

La instruccién que sigue nos proporciona los cinco primeros términos de la sucesién
funcional; posteriormente se visualizara:

>for k from 1 to 5 do f[k](x)=(x"2+(1/k"2))"(1/2) od;

>plot({seq((x"2+(1/n"2))"(1/2),n=1..5)},x=-2..2,y=0..2,style=line,resolution=300,

color=Dblack,thickness=2);

FiGura 2.44

2.3.13. Convergencia puntual de una sucesién de funciones

Fase verbal

Una sucesion de funciones se dice que converge puntualmente a otra funcién, si en
cada punto z = x( del dominio I, la sucesién numérica asociada a x( es convergente. Por

tanto, para cada valor x(y del dominio, la sucesién numérica asociada a ese punto, es una
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sucesion cuyo limite existe.

El concepto de “limite puntual” es equiparable, en otros términos no tan precisos, al
de

“aproximacién no al mismo ritmo”.

Desde este punto de vista, decir que una sucesién funcional {f, (z)} ~; converge
puntualmente a una funcién determinada f (x), es lo mismo que afirmar que si fijamos
un xg, cuando n se hace “muy grande”, los términos de la sucesion numérica asociada a

ese punto, {f, (zo)},, se aproximan cada vez més “y a su propio ritmo” a f (z) .

’ . . ’ . . . .-/ ’ . .
Nétese que si elegimos otro punto z, del dominio de definicién sucederd algo similar.

Asi pues:
“« e S : : : 2
Cada sucesion numérica asociada converge a su propio Titmo

Observando la figura 2.42 se puede comprobar que la sucesién funcional

o) = " st 0<z<1
T s 1<a<15

converge puntualmente a
0 si O

Por otro lado, se puede concluir que el ritmo de convergencia hacia la funcién f (z) =

T
T

INIA
INIA
N =

0, para la sucesién asociada al punto z; = 0,6, es distinto (mds rapido) al ritmo corres-

pondiente a la sucesién numérica asociada a xo = 0,8.

Esto ultimo lo podemos expresar anadiendo: “Para todo punto xy del dominio y
para todo ndmero positivo, por pequeno que sea (este niimero se denota ¢), podremos
encontrar un subindice de la sucesién (v), natural, a partir del cual la diferencia f,, (x¢) —
f (x0), en valor absoluto, es tan pequeia como queramos”.

Fase de representacion simbdlica

Sea {f, (z)},—, una sucesién de funciones cuyo dominio de definicién es un intervalo

{fn (x)},2, converge puntualmente hacia f (z) en I si para cada zo € I existe
i fy, (o) = [ (20)

Con mas rigor simbélico:

{fn (@)}, converge puntualmente hacia f(x) en I siy sélo si fijado un zg € I,

arbitrario:
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Ve>0=IweN,v=v(czg) NVneEN, n>v=|f(x0) — f(z0)| <é]

Desde una perspectiva educacional, nétese que:
- El subindice v depende tanto del ¢ elegido como del punto x = zg.

- Este subindice es el parametro que controla, desde un punto de vista visual o intui-
tivo, la “velocidad o ritmo de convergencia” de la sucesién numérica asociada correspon-
diente y varfa de forma inversa a v (cuando € disminuye, v aumenta, y vicevesa). A este
subindice lo hemos llamado “indice de penetracion puntual’.

- La definicién lleva implicito un proceso visual dindmico que podemos clasificar como
“dinamismo puntual’.

Estas consideraciones las examinaremos con mas detalle en las fases siguientes don-
de se desarrollaran ejemplos elegidos a tal efecto. Concretamente, en el ejemplo que
proponemos en el apartado siguiente, las sucesiones numéricas asociadas tienden a cero
y usamos el valor de v para chequear el ritmo de convergencia, dado que su relacién
con el error absoluto es evidente. Sin embargo, en situaciones mas generales, para ser
mas rigurosos y que las distinciones sean mas 1tiles, seria conveniente usar el criterio del
error relativo (dividiendo por el valor del limite), lo cual técnicamente proporciona mayor

precisién”.

Fase de representacion visual

Para visualizar la “idea” de convergencia puntual de una sucesién de funciones, uti-
lizaremos el ejemplo 19.

Ejemplo 19

Consideremos: f, (x) = n?ze(~"*). Su representacién gréfica se obtiene a partir de la
siguiente secuencia de instrucciones.

Programa 25

>restart:with(plots):

>fi=(n,x)->n"2*x*exp(-n*x):

>plot({seq(f(n,x),n=1..5)},x=0..5,y=0..2,color=Dblack,thickness=2);

"En la actualidad estamos investigando tipos de sucesiones numéricas en relacién con la velocidad de
la convergencia, realizando estudios comparativos con el software, donde se consideran errores absolutos
y relativos. Esto serd motivo de futuros trabajos.
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1.8
1.6
1.4+
1.2

0.8
0.61
0.41
0.2

FiGURrA 2.45

Sabemos que para cada nimero real zy obtenemos una sucesién de niimeros reales
{fn (z0)},~; que hemos denominado sucesién numérica asociada a zo. Para aclarar estas
ideas elijamos, por ejemplo, tres nimeros reales: 0,1, 0,3 y 0,5, y en un mismo grafico,
figura 2.46, representemos la sucesién funcional y los cinco primeros elementos de las

correspondientes sucesiones numéricas asociadas:
1 3 5
F(15) Fn (35) » Fn (55)

Programa 26

>restart:with(plots):

>fi=(n,x)->n"2*x*exp(-n*x):

>d1:=plot({seq(f(n,x),n=1..5) },x=0..0.8,y=0..2,color=Dblack):
>d2:=plot([[0.1,£(1,0.1)],[0.1,£(2,0.1)],[0.1,£(3,0.1)],[0.1,£(4,0.1)],[0.1,£(5,0.1)]] style=point,
symbol=circle,color=Dblack):
>d3:=plot([[0.3,£(1,0.3)],[0.3,£(2,0.3)],[0.3,£(3,0.3)],[0.3,£(4,0.3)],[0.3,£(5,0.3)]] ,style=point,
symbol=circle,color=Dblack):
>d4:=plot([[0.5,£(1,0.5)],[0.5,£(2,0.5)],[0.5,£(3,0.5)],[0.5,£(4,0.5)],[0.5,£(5,0.5)]] ,style=point,
symbol=circle,color=Dblack):

>display({d1,d2,d3,d4},thickness=2);
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1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

0 ""01 02 03 04 05 06 07 08

FiGURA 2.46

Maple, como se ha dejado constancia, es una herramienta con un importante poder
grafico, pero ademads es una potente calculadora. Asi, podemos cuantificar los diferentes
valores de los cinco primeros términos de cada una de las sucesiones asociadas por medio

de la instrucién “evalf”:

>for n from 1 to 5 do evalf(f(n,0.1)), evalf(f(n,0.3)), evalf(f(n,0.5)) od;

[ A6 [ AGD T A& ]
[ .-09048374180 [| .2222454662 | 3032653299 ||
[ ..3274923012 ]| .6585739633 [ .7357588324 |
[ .6667363986 ]| 1.097738081 ]| 1.004085720 ||
| 1.072512074 || 1.445732217 | 1.082682266 ||
[ 1516326649 [ 1.673476201 || 1.026062483 ||

De igual forma, podemos representar, figura 2.47, la sucesién funcional, asi como los
términos de las sucesiones asociadas comprendidos entre el 6° y 10° lugar (la secuencia de
instrucciones seria idéntica a la anterior salvo cambios puntuales; la reproducimos para

constatar el efecto que producen estos cambios):

>d5:=plot({seq(f(n,x),n=6..10) },x=0..0.6,y=0..4,color=black):
>d6:=plot([[0.1,£(6,0.1)],[0.1,£(7,0.1)],[0.1,£(8,0.1)],[0.1,£(9,0.1)],[0.1,£(10,0.1)]] ,style=point,
symbol=circle,color=Dblack):
>d7:=plot([[0.3,£(6,0.3)],[0.3,£(7,0.3)],[0.3,(8,0.3)],[0.3,£(9,0.3)],[0.3,£(10,0.3)]],style=point,
symbol=circle,color=Dblack):
>d8:=plot([[0.5,£(6,0.5)],[0.5,£(7,0.5)],[0.5,£(8,0.5)],[0.5,£(9,0.5)],[0.5,£(10,0.5)]] ,style=point,

symbol=circle,color=Dblack):
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>display({d5,d6,d7,d8},thickness=2);

0 01 02 03 04 05 06
FiGura 2.47

Por otra parte, podemos cuantificar términos avanzados y obtener conclusiones a
partir de su anélisis:

>for n from 31 to 35 do evalf(f(n,0.1)), evalf(f(n,0.3)), evalf(f(n,0.5)) od;

I fuGe) [ Fle) [ fulw) |
[ 4.329228350 || .02635760594 [ .00008915155499 ||

[ 4.174049688 || .02080626785 || .00005761800945 ||
[ 4.016576930 || .01639206863 || .00003716541038 ||
[ 3.857950007 || .01289066652 || .00002392884002 ||
[ 3.699179469 || .01011964514 || .00001537986983 ||

De la observacion directa de las graficas, de las tablas anteriores y otras que pueden
listarse, intuimos que las sucesiones numéricas asociadas convergen, cada una a su propio
ritmo, hacia 0, y en consecuencia, la sucesién funcional “converge puntualmente” hacia
la funcién cero en el intervalo (0,400). Maple nos proporciona el valor exacto del limite
funcional:

>restart:with(plots):f:=(n,x)->n"2*x*exp(-n*x):
>assume(x>0):
>Limit(f(n,x),n=infinity)=limit(f(n,x),n=infinity);

lim n2ze ™ =0
n—oo

En principio, es suficiente la obtencion de la grafica para comprobar que el ritmo de

convergencia es diferente en cada {f, (7o)} -

n—1. En nuestro ejemplo se obseva que en
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T, = 1—10 la convergencia es mucho mas lenta que en x3 = %, y en ésta, mas que en
5
Is = 10"

Si estuviéramos trabajando en el aula, éste seria el momento de insistir en las siguien-
tes cuestiones:

-;Cémo cuantificamos de “forma méas precisa” la velocidad de convergencia de la
sucesion funcional en cualquier punto de su dominio?

-;De qué manera analizariamos el pardametro que nos va a servir para comparar ese

ritmo de convergencia en varios puntos?

Para ello haremos uso de la definicién formal de convergencia puntual: En primer
lugar fijamos, por ejemplo, € = 0,3 y estudiamos por separado el comportamiento de las
tres sucesiones numéricas asociadas.

En cada caso se resuelve la inecuacién:

Esta nos permitird obtener el valor del subindice v a partir del cual los términos
de las sucesiones asociadas correspondientes son menores que 0,3; graficamente esto es

equivalente a decir que en la representacién bidimensional, de la que hemos hablado en
o0

apartados anteriores, los términos de {f, (zo)},_; (con n > v) penetran dentro de una
banda centrada en el valor de la funcién limite en zy (que en este caso es 0) y de anchura

2¢.

En los programas 27, 28 y 298, correspondientes a cada una de las tres sucesiones
numéricas asociadas, Maple nos proporcionas:

1. El valor numérico del subindice v = v (0,3, zg)

2. La gréafica de la sucesién numérica

3. La gréfica de la banda de semianchura 0,3, que nos permite confirmar que a
partir del subindice obtenido los términos de la sucesién penetran en la misma.

.7 s . oo
- Para la sucesion numérica asociada al punto x; = %0, { fn (%)} el programa

n=1’

puede ser:
Programa 27

>restart:with(plots):
>f[1/10]:=n->n"2*(1/10)*exp(-n*(1/10));

— 1,2 (-1/10
fiji0 =0 — fgn?el1/10m)

8Sabemos que estos tres programas podrian unificarse; aun asi, los presentamos uno a uno, con los
b b b
cambios correspondientes y con el objeto de representar las figuras y el calculo del indice de penetracion
puntual por separado.
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>eq:=abs(f[1/10](n))=0.3:nu[1]:=floor(fsolve(eq,n,n=1..100))+1;
vy = 76

>d1:=plot([seq([n,f[1/10](n)],n=1..80)],x=0..80,y=-0.5..6,style=point,color=black):
>d2:=plots[polygonplot]({[[0,0.3],[80.01,0.3],[80.01,-0.3],[0,-0.3]] }):
>display({d1,d2},thickness=2);

FiGURA 2.48
- Para la sucesion numérica asociada a x3 = %, el valor v y la gréfica de la sucesién

numérica con la banda se obtiene de igual forma:
Programa 28

>restart:with(plots):
>{[3/10]:=n->n"2%(3/10)*exp(-n*(3/10));

fajro:=mn— 1%7126(—3/1071)
>eq:=abs(f[3/10](n))=0.3:nu[3]:=foor(fsolve(eq,n,n=1..100) ) +1;
V3 = 20

>d1:=plot([seq([n,{[3/10](n)],n=1..80)],x=0..80,y=-0.5..6,style=point,color=black):
>d2:=plots[polygonplot]({[[0,0.3],[80.01,0.3],[80.01,-0.3],[0,-0.3]] } ):
>display({d1,d2},thickness=2)

67

FiGura 2.49
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- Por dltimo, presentamos el programa correspondiente a la sucesién numérica aso-
ciada a 5 = -

Programa 29

>restart:with(plots):
>{[5/10]:=n->n"2*(5/10)*exp(-n*(5/10));
fipi=n— %nze(’l/zn)
>eq:=abs(f[5/10](n))=0.3:nu[5]:=foor(fsolve(eq,n,n=1..100) ) +1;
vs =11
>d1:=plot([seq([n,f[5/10](n)],n=1..80)],x=0..80,y=-0.5..6,style=point,color=black):

>d2:=plots[polygonplot]({[[0,0.3],[80.01,0.3],[80.01,-0.3],[0,-0.3]] }):
>display({d1,d2},thickness=2)

0 T ? ? ? ? ? ? ?

Ficura 2.50

Es importante insistir en que cada punto de estas graficas corresponde a un elemento
de las sucesiones numéricas asociadas, y debe hacerse hincapié para dejar muy clara la
diferencia entre estas graficas y la de la sucesion funcional.

Ademiés observamos que:

1 oo . S .

- Para { fn (E) }nzl el primer término que penetra en la banda es el correspondiente
av =76 y en este caso diremos que la convergencia es “lenta” en comparacién con las
otras dos sucesiones asociadas.

- Para { fn (%)}:;1 obtenemos v = 20, lo cual nos informa de que la convergencia

en este punto es méas rapida que en el caso anterior.

o0 . , . <z s_.
- Para {f, ()}, a partir de v = 11, todos los términos de la sucesién numérica
10/ Jn=1 ’
caen dentro de la banda. La convergencia en este caso es “muy réapida”.

Como consecuencia del andlisis de estos ejemplos, el alumno comprueba formal y
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visualmente que el pardmetro que mide la velocidad de convergencia es v, y que éste
depende tanto del valor z( elegido como de la semianchura de la banda, €.

A continuacion, presentamos una esquematizacion visual del concepto de convergencia
puntual, con el objetivo de proporcionar a los estudiantes una visién holistica de este tipo

de convergencia, usando simultdneamente:

- La expresién algebraica de la sucesion funcional y la grafica de algunos de sus
términos con los correspondientes elementos de las sucesiones numéricas asociadas.

- Las expresiones algoritmicas de las sucesiones numéricas asociadas elegidas.

- Tabulaciones de los términos 31 al 35, de cada una de las sucesiones numéricas
asociadas.

- Gréficas, incluyendo la banda, en las cuales se observa el subindice de penetracién
puntual.

- Verificacién algoritmica mediante la resolucion de la ecuacion correspondiente.
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ESQUEMATIZACION VISUAL

fn (z) = nlxe—m®

10

fo) = U)oy = el ™) g ) = )

10 10
n =31 4,329228350 ,02635760594 ,00008915155499
n =32 4,174049688 ,02080626785 ,00005761800945
n =33 4,016576930 ,01639206863 ,00003716541038
n =34 3,857950007 ,01289066652 ,00002392884002
n =35 3,699179469 ,01011964514 ,00001537986983

O b N W A O O
o n b B R 0.9
O b N W A O O

|fn (071) - O| <03 |fn (073) - O| <03 |fn (075) - 0| <03
V1:76 1/3:20 1/5:11

Ficura 2.51
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Fase de manipulacion

Sin desarrollar con detalle, utilizaremos el ejemplo 16, figura 2.42, para poner de

manifiesto que dicha sucesién funcional converge puntualmente hacia

En esta fase el alumno puede investigar minuciosamente el proceso seguido para las
dos sucesiones numéricas asociadas alli estudiadas. En primer lugar, proponemos que
verifique que la velocidad de la convergencia es diferente en 1 = 0,6 y 2 = 0,8.

Asi pues, debe plantear el problema que quedara reducido a la resolucién de las dos

inecuaciones siguientes:

-Sie=0,2= Ty €N tal que Vn > 1 se verifica que (0,6)" < 0,2
-Sie=0,2= Ty € N tal que Vn > vy se verifica que (0,8)" < 0,2

Su desarrollo le permitird verificar mediante célculos realizados con ldpiz y papel (y
con calculadora y/o Maple) lo que ya habria comprobado visualmente a partir de la
grafica (ndtese que previamente el alumno tendria que haber dibujado a partir de la
Figura 2.42, por el mismo procedimiento que en la figuras 2.48, 2.49 y 2.50 las sucesiones
numéricas asociadas en los puntos considerados y una banda de semianchura 2e¢).

3
'y
funcional son iguales: f1 () =1, fa(x) =1, f3(z) =1, ..., y en consecuencia, todas las

Deberia quedar muy claro que en el intervalo [1 ] todos los elementos de la sucesién

sucesiones asociadas son constantes: {f, (z0)}n; = {1}, Vzo € [1,2]. Concluyendo, la

convergencia en ese intervalo es puntual y la funcién limite es f (z) = 1.
Por otro lado, en esta fase manipulativa, el profesor propondra ejercicios andlogos a
los descritos anteriormente, con el objeto de que alterne simultdaneamente varios registros

de representacién del concepto de convergencia puntual.
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2.3.14. Convergencia uniforme

Fase verbal
Sea {f, (z)},2,una sucesién funcional definida en un intervalo I.

Diremos que {f, (z)},-, converge uniformemente hacia una determinada funcién
f(z) en un cierto intervalo A C I, si el conjunto de todas las sucesiones numéricas
asociadas {f, (zo)},-, convergen a f (z() con la misma velocidad, siendo zy € A.

A partir de la definicién anterior y para continuar en el mismo contexto en el que
hemos trabajado, podemos afirmar que “convergencia uniforme’ equivale a

“convergencia puntual al mismo ritmo” o “acercamiento global”

Desde esta perspectiva, fijado €, todos los elementos de la sucesién funcional, todas
las funciones, se “acercan globalmente” y al mismo ritmo hacia f (z) .

Al asimilar el hecho de que todas las sucesiones numéricas asociadas convergen al
mismo ritmo, el alumno puede comprender que la idea de convergencia uniforme es
independiente del xg elegido, es decir, este tipo de convergencia es independiente de la
variable z. Como consecuencia, las sucesiones numeéricas asociadas desempenan un papel
poco significativo y de ahi que, a partir de ahora, prescindamos de ellas para hablar de
convergencia de forma global respecto del intervalo A.

Fase de representacién simbdlica

{fn (2)},2 converge uniformemente hacia f (z) en un conjunto A C I significa
que para todo € positivo por pequeno que éste sea, existe algin niimero natural v, a partir
del cual la distancia en vertical desde f,, (x) hasta f (x) es menor que ¢ (y en consecuencia,
tan pequefia como nosotros queramos), y esto para todo = de A. Simbdlicamente:

|fn () — f(x)] < € para cada n > v, para todo € y para todo x € A
El ntmero |f, (z) — f (x)| expresa la separacién de los puntos en que la vertical por
x corta a las graficas de f,, () y f(x).

Sila gréfica de f (x) la desplazamos una cantidad igual a ¢ “hacia arriba” e igualmente
e “hacia abajo”, es decir, si consideramos las gréficas de f (x)+¢cy f (z)—e , entre ambos
queda definida una banda. Pues bien, las funciones f,, que verifican

[fo(z) = f(2)] <€
para todo x € A, son las que tienen su grafica totalmente contenida en la banda.

Asi, si en la representacion de una sucesién funcional tomamos una banda centrada
en f (z) y de anchura 2e, por muy estrecha que ésta sea, siempre podemos encontrar un
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valor de n, v, a partir del cual todos los términos de la sucesiéon funcional quedan dentro
de la misma (ello equivale a decir que la diferencia f,, (x) — f (x), en valor absoluto, es
menor que ¢); fuera de la banda sélo queda un ndmero finito de funciones.

Esta definicién simbdlica se expresa:
{fn (@)}, converge uniformemente hacia f (z) en un conjunto A C I siy sélo si

(VE>O7 weN, v=v(e)y { X,ZEIX ,m>v :>|fn(x)—f(:lc)|<€)

o lo que es lo mismo:

<V€>O,E|1/€N,V—1/(5) Yy {gﬁii ,nZV:>f(x)s<fn(m)<f(x)+5)

Desde una perspectiva educacional, obsérvese que:

- Decir “para todo € positivo, por pequeno que sea’, es equivalente a decir “para toda
banda por estrecha que ésta sea”. El paralelismo entre ambas expresiones resulta claro al
observar la grafica y analizar la definiciéon simbdlica de este tipo de convergencia.

- El nimero positivo € es un valor que nosotros elegimos arbitrariamente y que controla
el ancho de la banda.

- El subindice v controla, desde un punto de vista intuitivo, la velocidad a la que
“globalmente” todas las funciones de la sucesiéon penetran completamente en la banda; a
ese subindice podemos llamarlo “indice de penetracion global” y actia de forma inversa
a la “velocidad de convergencia”.

Notese que ahora v depende sblo de € y no del zg elegido; de ahi el nombre de
convergencia uniforme. Simbdlicamente, la definicién lo expresa de la siguiente forma:
(Vn>v)y (Vo€ A), los términos de la sucesiéon funcional caen dentro de la banda:
|fn () — f (2)] < . De todo ello se deduce el papel poco relevante que desemperian las
sucesiones numéricas asociadas en este tipo de convergencia.

- Esta definicion, igual que la de convergencia puntual, lleva implicito un “proceso
visual dindmico”: si alli el dinamismo era “punto a punto”, aqui, en la convergencia

uniforme, ese dinamismo es “global”.

Todas estas consideraciones las examinaremos con detalle en la fase visual y manipu-
lativa donde se desarrollardan con software ejemplos elegidos adecuadamente.
Fase de representacién visual

Ejemplo 20

Desde un punto de vista estrictamente visual, comprobaremos, haciendo uso de la
definicién de convergencia uniforme, que la sucesién funcional:
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In(z—3) +sin(n(z - 3))°

n

fn (z) =

converge uniformemente hacia una cierta funcién f (x) en el intervalo [—1,7].
Noétese que la sucesién indicada resulta de modificar esta otra:

fn (l‘) _ nac—i—si:ll(nac)3
la cual, si se observa con atencién, se concluye que converge hacia f (z) = x (basta dividir
numerador y denominador por n, tener presente que la funcién sin (nx)3 estd acotada
en nuestro intervalo y pasar al limite cuando n — o0). Nosotros, por razones estéticas,
hemos trasladado tal sucesion funcional, tres unidades de longitud hacia la derecha e
incluido el factor % en uno de los sumandos.

A continuacién presentamos el programa 30, que nos permitird afirmar desde una

perspectiva “visual” que nuestra sucesién funcional converge uniformemente en [—1,7]

hacia f (z) = 32 — 2.

Programa 30

>restart:with(plots):
>fi=(x,n)->((1/2)*n*(x-3)+sin(n*(x-3)) "3) /n:

Para tener una primera idea de las graficas de las funciones que intervienen en la
sucesion, dibujamos algunos elementos de la misma:

>plot({seq(f(x,n),n=1..5)},x=-1..7,y=-2..3,color=black, thickness=2);

FiGURrA 2.52

Calculamos el limite de la sucesién funcional:

>Limit(((1/2)*n*(x-3)+sin(n*(x-3)) "3) /n,n=infinity)=limit(((1/2)*n*(x-3)+sin(n*(x-3)) "3)
/n,n=infinity);
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, %n(nlc—?))—|—sin(n(ac—3))3 1 3
lim = - =

El limite es la funcién f (z) = %52 (recta de pendiente § y ordenada en el origen 22).

Estamos en condiciones de proceder a la representacién de la sucesién funcional y de
la banda en un mismo grafico. Para ello fijamos, en primer lugar, el dominio y el rango

en los ejes de coordenadas:
>x[1]:=-1:x[2]:=10:y[1]:=-2:y[2]:=3:

A continuacién, tomamos un valor de ¢, por ejemplo € = 0,3, que serd la semianchura
de la banda en la que van a penetrar a partir de un cierto subindice v todas las funcio-
nes de la sucesién funcional (obviamente a este valor de € le podemos ir dando valores
arbitrariamente pequenios para obtener distintas representaciones):

>epsilon:=a:a:=0.3:

Definimos la funcién limite:
>fi=x->(x-3)/2:

programamos para obtener la banda:
>d1:=plot({f(x)+a,f(x)-a},x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2],color=black):

y representamos un cierto nimero de funciones de la sucesiéon funcional para poder asi ob-

tener el indice de penetracién v:

>d2:=plot ({seq(((1/2)*n* (x-3)+sin(n*(x-3))"3) /n,n=1..6) } x=x[1]..x[2],y=y[1]..¥[2],

style=line,resolution=300,color=black):
Finalmente lo dibujamos todo en una misma gréafica:

>display({d1,d2},thickness=2);

Ficura 2.53
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Asi pues, se observa que a partir del término 4°, éste incluido, todas las funciones
quedan en el interior de la banda de anchura 2¢. En este caso hemos graficado las seis
primeras funciones; puede comprobarse que si se representan las tres primeras, éstas
quedan en parte fuera, y que a partir de la cuarta, todas penetran completamente. Esto

es equivalente a afirmar, simbdlicamente:
fa)—e<fole)<f(z)+e=22-03<fu(x) <=2 +03, Vn>4

Fase de manipulacion

En esta fase, y para cubrir algunas de las miltiples situaciones que se pueden presen-
tar, desarrollaremos varios ejemplos, cada uno con su interés especifico.

Asi pues, cabe destacar el Ejemplo 21 en el que el alumno manipulara la sucesién
del ejemplo 20, una vez modificada de la siguiente forma:

- desplazada seis unidades desde el origen “hacia la derecha” y cuatro unidades “hacia
arriba”;

- elevando al cuadrado la expresién (x-6) con el objeto de que la funcién limite sea
una parabola;

- elevando al cubo el argumento del seno para anadir mayor cardcter sinusoidal.
Todo ello con la finalidad de hacerla méas atractiva desde el punto de vista grafico.

En el Ejemplo 22 presentamos el proceso anterior “en movimiento”. Aprovechamos
los ejemplos 21 y 22 para presentar una esquematizacion visual del caracter uniforme de
la convergencia de esta sucesién funcional.

El Ejemplo 23 trata de una sucesién que converge uniformemente en un cierto

intervalo, de forma que la sucesién de sus derivadas sdlo converge puntualmente.

En el Ejemplo 24 se constata el cardcter no uniforme de la convergencia de la
sucesion del Ejemplo 16 y se presenta el proceso en movimiento.

El Ejemplo 25 trata de una sucesion de funciones discontinuas que converge unifor-

memente hacia una funcién continua.

Finalmente, en el Ejemplo 26 facilitamos al alumno una técnica manipulativa donde
juegan simultaneamente ¢, v y la banda.

Ejemplo 21
Programa 31

>restart:with(plots):
>fim(,m)-> (((1/2) 0% (x-6) " 2-+sin((n*(x-6)) °3)) /m)+4

1n(z—6)2+sin(n®(z—6)°
o= (@) - A0
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>Limit(f(x,n),n=infinity)=limit(f(x,n),n=infinity);

sn(z — 6)* + sin (n3 (x — 6)3)
lim

n— o0 n

1
+4:§x2—6x+22

>plot({seq(f(x,n),n=1..2) },x=4..9,y=2..9,color=Dblack,thickness=2);

FiGura 2.54

>plot({seq(f(x,n),n=1..4) },x=4..9,y=2..9,color=black);

FiGUurA 2.55

En el siguiente grafico incluimos la sucesiéon funcional y la banda cuyos limites son
s(x) — 0,3y s(x)+ 0,3, donde s (z) = % — 62 + 22 es la funcién limite..

>s:=x->(1/2)*x"2-6*x+422:

>x[1]:=4:x[2]:=9:y[1]:=2:y[2]:=9:

>epsilon:=a:a:=0.3:
>d1:=plot({s(x)+a,s(x)-a},x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2],color=Dblack):
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>d2:=plot({seq(f(x,n),n=1..2) } ,x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2],style=line,resolution=300,
color=black):

>tl:=textplot([[6,4.6,4+a],[6,3.4,f-a])):

>display({d1,d2,t1},thickness=2);

FiGura 2.56

Ejemplo 22

En una segunda instancia, utilizamos el programa anterior y presentamos el proceso
en movimiento. En dicho programa incluimos un modelo novedoso al graficar, simultanea-

mente y haciendo uso de la instruccién “display”:

- la sucesién funcional
- la funcién limite
- la banda

- el movimiento.

El efecto en movimiento puede apreciarse al observar las tres ultimas figuras de la
esquematizacién visual.

Programa 32

>restart:with(plots):f:=(x,n)->(((1/2)*n*(x-6) "2+sin((n*(x-6)) "3)) /n)+4;
>x[1]:=4:x[2]:=9:y[1]:=2:y[2]:=9:

>epsilon:=a:a:=0.3:

>s:=x->(1/2)*x"2-6*x+422:

>d1:=plot({s(x)+a,s(x)-a,s(x) },x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2],color=Dblack):
>t1:=textplot([[6,4.6,F+a,[6,3.4,f-a]]):
>p:=animate(f(x,n),x=4..9,n=1..20,frames=25,color=black):
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>display({d1,t1,p},thickness=2);

9

8

5

1 f+a

4

i f-a

3

N S T R

Ficura 2.57

Para hacer més factible la consolidaciéon del concepto, desde una perspectiva global,
presentamos la esquematizacion visual, figura 2.58, donde se comprueba que la sucesién
fn(x) converge hacia la pardbola s (x) anterior, de forma uniforme en el intervalo [4, 9].
Esta simplificacién visual incluye:

- La expresion algebraica de la sucesion funcional.
- La gréfica con los tres primeros términos de la sucesién.

- Las expresiones algoritmicas de las sucesiones numéricas asociadas a cuatro nimeros
reales (1‘1 =4, 10=5,13=06y 14 = 9)7 esto es, fn, (4)7 In (5), In (6) Y fn (9)

- Las tabulaciones de las diferencias de sus cinco primeros términos con el limite

correspondiente de cada una (ly =6, l5 = 4,5, ls =4 y lg = 8,5).

- Las gréaficas de las cuatro sucesiones numéricas asociadas con los treinta primeros
términos; se apreciara asi el papel poco relevante de éstas, pues todas convergen al mismo
ritmo. Hemos fijado € = 0,3 y en las tablas se observa la uniformidad de la convergencia.

- Las graficas de fi(z), f2(x) y fe(z) incluyendo la banda en la que se observa el
subindice de penetracion global es v = 4.
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ESQUEMATIZACION VISUAL

in(z— 6)° + sin (n3 (x — 6)3)

n = 4
fn (@) - -
9,
8]
71
64
54
44
3,
27y 5 6 7 8 9
fn (4) fn (5) fn (6) fn (9)
2n+ser;(—8n3) +4 %n+se:(—n3) +4 4 %n+se:(27n3) + 4
n fn(4)_l4 fn(5)_l5 fn(6)_l6 fn(g)_lg
1 —,98935824660 —,8414709848 0 ,9563759284
2 —,46001301910 —,4946791233 0 ,3480292442
3 —,23201949610 —,3187919761 0 ,04997893903
4 —,01987962350 —,2300065096 0 ,03093067198
5 —,16537590810 , 1232080918 0 ,1602629936
9 9
8 8
7 7
6 6
5 f+a 5 f+a
4 4
3 fa 3 fa
2y 5 6 7 8 9 2% 5 6 7 8 9

FiGuraA 2.58
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Ejemplo 23

1

Estudiaremos en este caso la sucesion de funciones del ejemplo 18, f,, (z) = {/22 + 5,

la cual hemos modificado por razones estéticas.
Programa 33
>restart:with(plots):
>fi=(n,x)->((x-3)"2+1/(n"2))"(1/2)+2
fi=(z)— f(z-3)°+ L +2

>Limit(f(n,x),n=infinity)=limit(f(n,x),n=infinity);

lim (x — — =1/(z -
n—oo

>d1:=plot({seq(f(n,x),n=1..5)},x=1..5,y=1.5..4,color=black):
>d2:=plot(((x-3)"2)"(1/2)+2,x=1..5,y=1.5..4,color=black):
>display({d1,d2},axes=boxed,thickness=2,resolution=500);

FIGURA 2.59
>h=x->((x-3)"2)"(1/2)+2
fi=x—/(z—3)%+2

El lector puede observar que la funcién limite coincide con f (x) = |z — 3| + 2

>x[1]:=2.5:x[2]:=3.5:y[1]:=-0.5:y[2]:=1.2:

A continuacién fijamos e, dibujamos la funcién limite y la banda correspondiente;
introducimos texto en el lugar adecuado e incluimos las ocho primeras funciones:

>epsilon:=a:a:=0.2:

>d3:=plot(f(x),x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2]):
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>d4:=plots[polygonplot]({[[3,2+a],[x[1],f(x[1])+a],[x[1],f(x[1])-a],[3,2-a],[x[2],f(x[2])-a],[x[2],
f(x[2])+al]}):

>t1:=textplot([[3,3.12,f1(x),],[3,2.6,12(x),],[3,2.4,'13(x)],[3,2-0..05,'f(x)‘]]):
>d5:=plot({seq(((x-3)"2+1/(n"2))"(1/2)+2,n=1..8) } x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2] style=line,
resolution=300,color=black):

>display({d3,d4,d5,t1},axes=boxed,thickness=2);

1.2

T R
1

0.6 f2(x)
0.4
0.21
0. 10
0.2 1
0.4 -
26 2.8 3 3.2 34
FiGcura 2.60

En esta figura se constata visualmente que la convergencia de la sucesion de funciones

hacia f es uniforme. Estudiemos igualmente la sucesién de las derivadas.
Programa 34
>restart:with(plots):fi=(n,x)->((x-3)"2+1/(n"2))"(1/2)+2:
La siguiente instruccién nos permite obtener la expresién de la sucesiéon de las deri-

vadas:
>diff(f(n,x),x);
1 226
Calculamos el limite funcional de la sucesién de las derivadas:
>Limit( %,n=infinity)=limit( %,n=infinity);

2 — 6 r—3

Iim —

1
w22 Je—3+ L -3

En una misma gréfica representamos los cinco primeros términos de esta sucesion y

su funcién limite:
>d1:=plot({seq((x-3)/((x-3)"24+1/(n"2))"(1/2),n=1..5) },x=1..5,y=-2..2,color=Dblack):
>d2:=plot((x-3)/((x-3)"2)"(1/2),x=1..5,y=-2..2,discont=true,color=black):
>d3:=plot([[3,1],[3,-1]],style=point,symbol=circle):
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>display({d1,d2,d3},thickness=2);

27

L

FiGura 2.61

Es facil deducir, desde una éptica visual, que la sucesién de las derivadas no converge
uniformemente hacia la funcién limite, dado que no podemos construir una banda de
anchura, por ejemplo 0,6, en la que penetren todas las funciones a partir de un cierto
subindice.

Ejemplo 24

En este ejemplo presentamos el programa 35, en el que tomamos como referencia la
sucesion de funciones del ejemplo 16 para definirla en este caso con la instruccién “pie-
cewise” y comprobar que la convergencia es sélo puntual en el intervalo [0,1,5]. Ademds

se presenta el proceso en movimiento.
Programa 35

>restart:with(plots):
>f:=(x,n)->piecewise(x>=0 and x<1,x"n,x>=1 and x<=1.5,1);

fi=(z,n) — piecewise(0 <z and v < 1,z2",1 <z and x <1,5,1)

>plot({seq(f(x,n),n=1..10)},x=0..1.5,y=0..1,thickness=2,color=black):
1

0.8
0.6
0.4

0.2

0 02 04 06 08 1 12 14

FIGURA 2.62
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>assume(x>=0,x<1):Limit(x"n,n=infinity)=limit(x "n,n=infinity);
lim x ~"=0
n—oo
>d1:=plot(0,x=0..1,color=black):
>d2:=plot(1,x=1..1.5,color=Dblack):

>display({d1,d2},thickness=3 xtickmarks=2);

0.8
0.6
0.4

0.2

FIiGura 2.63

>epsilon:=a:a:=0.1:
>d3:=plot({a,-a},x=0..1,y=-0.3..1.3,color=black):
>d4:=plot({1+a,l-a},x=1..1.5,color=black):
>t1:=textplot(][0.5,0.17,°0+0.1°])):
>t2:=textplot([[1.25,1.17,140.1]]):
>p:=animate(f(x,n),x=0..1.5,n=1..30,frames=25,color=black):
>display({d3,d4,t1,t2,p},color=Dblack,resolution=600,thickness=2);

1.24 140.1 1.29 — 101
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.27 0+0.1 0.2 040.
01 92 04 06 08 1 12 14 01 92 04 06 08 1 12 14
0.2 ] 0.2 ]
1.2 1+0.1 1.27 _1+01
1 1
0.8 0.87
0.6 0.61
0.4 0.47
0.2 0+0.1 0.2 0+0.1
01 93 04 06 08 1 12 14 01 92 94 96 08 1 12 14
0.2 1 -0.2 ]

FiGura 2.64
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Ejemplo 25

Entre los muchos casos que podemos estudiar, presentamos este ejemplo por tratarse
de una sucesién de funciones discontinuas, la cual converge uniformemente hacia una
funcién continua. Igualmente, presentamos el proceso en movimiento y dibujamos una

banda de anchura 0,6.
Programa 36

>restart:with(plots):f:=(x,n)->(floor(n*x)) /n;

f — (SL',TL) N floor(nzx)

n

>plot({seq(f(x,n),n=1..5) },x=-2..2,y=-2..2 discont=true,scaling=constrained,color=black,
thickness=2);

=
N

FIiGURA 2.65

>d1:=plot({x,x-0.3,x+0.3},x=-2..2,y=-2..2,color=black):
>p:=animate(f(x,n),x=-2..2,n=1..20,frames=25,color=black):
>display({d1,p},thickness=2);

FiGURA 2.66
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Ejemplo 26
Este ejemplo lo consideramos idéneo, ya que el estudiante debe representar, en el

nx

n—+x y
una banda centrada en su funcién limite, la funcién f () = z, y de semianchura ¢ = 0,2.

intervalo [—0,5, 2], las diez primeras funciones de la sucesién funcional f, (z) =

Al realizar el proceso en movimiento, se observa que parte de algunas funciones quedan
fuera de la banda; el ejercicio consiste en encontrar, en el intervalo dado, el término de
la sucesién a partir del cual las funciones estdn totalmente incluidas en la misma. La
solucién aparece en la figura 2.69, donde se presentan los términos desde el 18 hasta el
30.

Programa 37

>restart:with(plots):

>fi=(n,x)->n*x/(n+x):

>plot({seq(f(n,x),n=1..10) },x=-0.5..2,color=Dblack);

1.5
1

0.5

-0.4 0.4 0.8 12 1.6 2

FIiGURA 2.67
>x[1]:=-0.5:x[2]:=2:y[1]:=-10:y[2]:=10:
>epsilon:=a:a:=0.2:
>d1:=plot({x,x+a,x-a},x=x[1]..x[2],scaling=constrained,thickness=2):
>p:=animate(f(n,x),x=-0.5..2,n=1..10,color=black, thickness=2):
>display({d1,p},color=black,xtickmarks=4,scaling=constrained);

2
1.5
1

0.5

FIGURrA 2.68
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>fsolve (abs(f(n,2)-2)=0.2,n);
18,00000000

>d2:=plot({seq(f(n,x),n=18..30) },x=-0.5..2,color=black,scaling=constrained):
>display({d1,d2});

2

1.5
1]

0.5

-o.i/s/ 05 1 15 2
FiGUurA 2.69

2.3.15. Teorema de caracterizacion de la convergencia uniforme
de sucesiones funcionales

En nuestra exposicién presentamos al alumno el siguiente teorema (Burgos [14], pag.

360):

{fn (x)},2, converge uniformemente en A hacia f (z) siy sélosi lim a, =0 donde
n—oo

an = Sup (| fn (2) = [ (2)]), € A.

Seguidamente planteamos al alumno que estudie, utilizando las prestaciones visuales

del software, si la sucesion f, (z) = <5 -

uso de la proposicién anterior. Para ello debe construir un programa similar al que

converge uniformemente en [0, +00), haciendo

presentamos, donde comprueba “intuitiva y visualmente” el teorema de caracterizacién.
Ejemplo 27
Programa 38

>restart:with(plots):
>fi=(n,x)->exp(-n*x)/(n"2+1):



2.3. PROPUESTA CURRICULAR 177

>plot({seq(f(n,x),n=1..5) },x=0..3,y=0..0.6,color=black, thickness=2);

06
05
04-
03
02

0.1

Ficura 2.70

>assume(x>0):

>Limit(f(n,x),n=infinity)= limit(f(n,x),n=infinity);

—nT

, e
lim =
n—oon? +1

Por tanto, la sucesion numérica a la que alude el teorema de caracterizacién se en-
cuentra partiendo de:

an=Sup (|fn (x) = f (@)]) = Sup (|fn (x) = O[) = Sup (|fn (x)]), € (0, +00)

La variable z puede eliminarse teniendo en cuenta que e~"* < 1, para x > 0. Asi:

—nxz

e
n2+1

—nx
e

1
T n241 < n2+1

El dltimo miembro de la inecuacién anterior serd la sucesién numérica a.,, la cual
verifica:
lim a, = llm —— =
n—o00 n—oo n2 —+ 1
Visualmente, podemos graficar de forma simultdanea la sucesion funcional dada y la

sucesion funcional de funciones constantes, para de esa manera clarificar e interpretar el

teorema; utilizamos las siguientes instrucciones:

>d1:=plot({seq(f(n,x),n=1..5) },x=0..3,y=0..0.6,color=black,thickness=2,xtickmarks=3):
>d2:=plot({seq(1/(n"2+1),n=1..5)},x=0..3,y=0..0.6,color=black,thickness=2):
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>display({d1,d2});

0.6

0.5
0.4

0.3

0.2

0.1

Ficura 2.71

Asi pues, la interpretacién del teorema de caracterizacion es la siguiente: Al repre-
sentar la sucesién numérica como una sucesiéon de funciones constantes, Figura 2.71,
observamos que ésta acota superiormente a cada término de la sucesién funcional de
partida. Visualmente, podemos corroborar que, como la sucesiéon numérica tiene limite
0, la sucesién funcional ha de converger igualmente hacia la funcién f (z) = 0, y ademds
lo hace uniformemente. Podriamos decir, desde un punto de vista metaférico, que la
sucesién numérica considerada “aplasta” a f,, (z) en toda la semirrecta.

Téngase presente que a,, = ﬁ puede ser considerada como una sucesién funcional,
donde cada uno de sus elementos es una funcién constante en el intervalo [0, +00), es

decir:
fl (I) = 125'_1 % 075
f2(2) = 22{5-1 = % =02
fs(x) = 321+1 15 = 0,1

2.3.16. Series funcionales. Criterio de Welerstrass

Una serie de funciones no es més que la suma de los infinitos términos de una sucesion
funcional definida en un cierto intervalo I de R. Fijado un x € I, obtendremos una serie
numérica. El conjunto de puntos de I para los que estas series convergen, serd el dominio

de convergencia de la serie funcional.

Por tanto, si {f,, (z)},-, es una sucesién de funciones definidas en I, su serie asociada

o0
sera: E fn (2) . Si consideramos la sucesién de sumas parciales, su término n-ésimo sera:

n=1
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oo
Sn(x) = f1(x) + fa(x) + ... + fn (z) . Diremos que Z fn (x) es convergente si existe
n=1
una funcién f de I en R tal que lim {s, ()} = f(z). En dicho caso, la funcién f (x)
se llama suma de la serie y diremos que Z fn (x) converge en I hacia f (x).

n=1

oo
La serie funcional E fn (x) converge puntualmente (o uniformemente) en I cuando la
n=1
sucesién de sumas parciales converge puntualmente (o uniformemente) hacia f (z) en I.
El criterio de Weierstrass nos permite averiguar directamente cuando una serie fun-
cional converge uniformemente en un determinado intervalo; el enunciado del mismo es

como sigue:

Sea {f, (z)},2; una sucesién de funciones definidas en I y a,, una sucesién de niimeros
(oo}

reales positivos que verifica para cada n: | f,, (z)| < a,, para todo x € I. Si la serie Z an

n=1
oo o0
es convergente entonces las series Z fo(z)y Z | fn ()] convergen uniformemente en I.
n=1 n=1

Ejemplo 28

Para interpretar visualmente la proposicién anterior presentamos la serie siguiente:
oo

T
Z 1 y tratamos de justificar, formal e intuitivamente, que la convergencia es
nix

uniforme en [0, +00). Para ello definimos y graficamos la sucesién funcional de término

general e intentamos acotar su valor absoluto con una sucesién numérica tal y

T
ntzr24+1

como indica el teorema.
Programa 39
>restart:with(plots):
>fi=(n,x)->x/(n"4*x"2+1):
>plot({seq(f(n,x),n=1..5)},x=0..3,y=0..0.6,color=black,thickness=2,xtickmarks=3);
0.6*:
0.5%
0.4%
0.3%
0.2*;

0.11

0 1 2 3

FiGura 2.72
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>Sum(f(n,x),n=1..infinity);
oo

X
) D]

A continuacién, hallamos los méximos (y mimimos) de los elementos de la sucesién

funcional inicial:
>diff(f(n,x),x);

1 _ z2n*
1r241 (ntz2+41)2

>x[n]:=solve( %,x); diff(f(n,x),x$2); subs(x=1/n"2, %);

1 1
Tn "= p2> ~n2
4 3,8
_ zn z°n
6 (n4z241)2 + 8(n43v2-"-1)3
1,2
—5n

Las tres instrucciones de la ultima linea de entrada y sus correspondientes salidas nos
permiten afirmar que en todos los valores de = de la forma 1/n? las funciones presentan
mAaximos:

- f1 presenta un méximo en 1/1

- f2 presenta un maximo en %

- f3 presenta un maximo en 1/9

Los valores de las funciones en los puntos # seran:

>f(n,1/n"2);
1.1
2 n?
oo oo
Por tanto, como ——%— < 1-L vy la serie numérica li =1 — | es una
’ i1 2nZz Y §:2n2 =3 E:nQ
n=1 n=1

serie armonica convergente, en virtud del criterio de Weierstrass, la serie funcional dada

es uniformemente convergente en [0, +00).

En este punto, observamos que la interpretacion geométrica de este teorema sigue un
camino paralelo a la del teorema de caracterizacién anterior, pero sélo desde un punto
de vista visual, no formal. Para ello representamos en un mismo grafico la sucesién de

partida y la sucesién numérica encontrada.

>a:=(n,x)->1/(2*n"2);

an = (n,z) > 3%
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>d1:=plot({seq(f(n,x),n=1..5) },x=0..3,y=0..0.6,color=black,thickness=2,xtickmarks=3):
>d2:=plot({seq(a(n,x),n=1..5)},x=0..3,y=0..0.6,color=Dblack,,thickness=2):
>display({d1,d2});

0.67

0.5
0.4
0.3

0.2

0.1% /

o
=
N
wA

FiGura 2.73

Una vez mas observamos la representacién de la sucesién numérica como una sucesion
de funciones constantes en x, la cual acota superiormente, en cada término, a la sucesién
funcional de la que partimos. Visualmente, podemos corroborar que, como la sucesién
numeérica converge, la sucesiéon funcional también ha de converger y ademds lo hace
uniformemente.

Para evitar posibles confusiones, es importante aclarar que el criterio de Weierstrass
no es un teorema de caracterizacién, no es una condiciéon necesaria y suficiente, y en
este sentido, no es un teorema paralelo al estudiado en la seccién anterior. Debemos
hacer hincapié, en nuestras explicaciones, en que este criterio es una condicién suficiente
para la convergencia uniforme, pero no necesaria. En otras palabras, podemos aportar
contraejemplos para los que la convergencia es uniforme y sin embargo, el criterio de
Weierstrass no se verifica. Concretamante, la serie siguiente converge uniformemente
hacia la funcién cero en R y no satisface el citado criterio:

> n SENx
> (V"=
n=1 n

Para visualizarlo, utilizamos el programa 40, en cuyas figuras se observa esta conver-
gencia uniforme hacia cero, pero no puede ser acotada por una sucesion numérica a,, de
o0

términos positivos, tal que E an converja. Podria pensarse:

n=1

|(_1)" w’ <1

n n
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[ee]
La desigualdad anterior es cierta, pero la serie E — es la conocida serie armonica
n

n=1
simple que diverge.

Programa 40

>restart:with(plots):f:=(n,x)->(-1) "n*sin(x) /n:
>plot({seq(f(n,x),n=1..10) },x=0..4*Pi,y=-1..1,color=black,thickness=2,xtickmarks=3);

Ficura 2.74

>d1:=plot({seq(f(n,x),n=10..16) } ,x=0..4*Pi,y=-0.4..0.4,color=black,thickness=2,
xtickmarks=3):

>d2:=plot({0,-0.1,0.1},x=0..4*Pi,color=black,thickness=2):

>display({d1,d2});

0.4+
0.3
0.2

0.1
LA~ NN

-0.1
-0.2 1
-0.3 1
-0.4 -

FiGURA 2.75

>d3:=plot({seq(abs(f(n,x)),n=1..6) },x=0..4*¥Pi,y=0..1.2,color=black,thickness=2,
xtickmarks=3):
>d4:=plot({seq(1/n,n=1..6) },x=0..4*Pi,y=0..1.2,color=black,thickness=2,xtickmarks=3):
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>display({d3,d4});

1.2+

= [RVAVATA

0.4
1] V] | \ |
0.2H - ! !

WWWWN

0 10

FiGura 2.76

Es interesante poner de manifiesto, una vez mas, que la visualizaciéon puede llevar
a confusiones. En la figura 2.76 se observa céomo la sucesién de funciones constantes

gn () = L va “aplastando” a las correspondientes sucesiones |(—1)

n senx |
n

. Como hemos

dicho, la convergencia de ésta hacia la funcién cero es uniforme y sin embargo, la serie
o0

de términos positivos, g —, diverge. Esto no invalida la interpretaciéon geométrica que
n

n=1
hemos dado del criterio de Weierstrass, ya que cuando se verifica el criterio, existe a,

tal que la sucesién de funciones constantes correspondiente “aplasta” a la sucesion de

partida, pero puede suceder que a,, “aplaste” sin que se verifique el criterio, es decir, sin
o0

que E a, sea convergente.
n=1
Noétese que esta ultima argumentacién mantiene cierto paralelismo con la condicién

necesaria para la convergencia de series numéricas:

o0
g an converge = lim a, =0
n—oo

n=1
El reciproco no es cierto. En este caso:

1
lim a, = lim — =0
n—oo n—oo N

Sin embargo:

= oo (Ejemplo 13, apartado 13.1)

S|

o0
n=1
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2.3.17. Ejercicios finales II

Dadas las sucesiones
fn(x) =a" y gn(x) = n2 T L e(fnw)
Justificar que:

a) fn(x) no es uniformemente convergente en [0, 1] y sin embargo si lo es en [0,1 —a],
a positivo y arbitrariamente pequeno.

b) gn(z) no es uniformemente convergente en [0,+00) y si lo es en [0 + a,00), a
positivo y arbitrariamente pequeno.

a) La sucesién f,(r) no converge uniformemente en [0,1]°. Como estudiamos en el
ejemplo 24, podemos elegir bandas para las cuales “todas” las funciones de la sucesién
no penetran totalmente en ellas, ya que existen x del intervalo [0, 1] para los cuales la
cantidad |f,(z) — f(x)| es mayor que la semianchura € de la banda.

Si tomamos ¢ = 0,3, para todas las funciones de la sucesién sucedera que podremos
encontrar x € [0,1] para los cuales la cantidad |f,(z) — 0| es mayor que 0,3, lo que nos
indica que parte de las funciones estan fuera de esa banda; metaféricamente, podriamos
decir que las funciones estdn “enganchadas” al punto (1,1) y, por muy avanzado que
tomemos un término de la sucesién, siempre habra parte de la misma que quede fuera.
La figura 2.77 en movimiento constata este hecho.

Programa 41

>restart:with(plots):f:=(x,n)->x"n:
>d1:=plots[polygonplot]({[[0,0.3],[1.1,0.3],[1.1,-0.3],[0,-0.3]] }):

> p:=animate(f(x,n),x=0..1,n=1..50,frames=25,color=black,thickness=2):
>display({d1,p});

0.8-
0.6
0.4-

0.2

0.2 -

FIGURA 2.77
9Estudiado por Seidel en 1848 (véase pag. 32).
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En contraposicién, la convergencia si es uniforme en [0,1 — a), para todo a > 0,
arbitrariamente pequeno. Si elegimos, por ejemplo, el intervalo [0,0,95], o sea a = 0,05,
la convergencia de f,, (x) hacia la funcién cero, en ese intervalo, es uniforme. Para aclarar
esta situacién tomamos tres valores arbitrarios de ¢, 0,2, 0,1 y 0,05 y hallamos el valor
correspondiente del subindice v a partir del cual todas las funciones penetran en la banda.
Seguidamente, representamos las graficas correspondientes.

>nu[l]:=floor(solve(abs(0.95"n)=0.2,n))+1;

>nu[2]:=floor(solve(abs(0.95"n)=0.1,n))+1;
>nu[3]:=floor(solve(abs(0.95"n)=0.05,n))+1;

1%} =32
1/2:45
1/3:59

Para cada ¢ obtendremos dos representaciones, una fija y otra en movimento, en las

que comprobamos la dependencia (e, v) anterior.

- Si e = 0,2, las graficas buscadas se obtienen a partir de la siguiente secuencia de

instrucciones:

>d2:=plot({seq(f(x,n),n=32..32) },x=0..0.95,y=-0.25..1,thickness=2,color=black):
>d3:=plots[polygonplot]({[[0,0.2],[1.1,0.2],[1.1,-0.2],[0,-0.2]] }):
>display({d2,d3});

0.8
0.6

0.4

0.2

FiGura 2.78

>d4:=plots[polygonplot]({[[0,0.2],[1,0.2],[1,-0.2],[0,-0.2]] } ,thickness=2):
>q:=animate(f(x,n),x=0..0.95,n=1..32,frames=25,color=black,thickness=2):



186 CAPITULO 2. OBJETIVOS, HIPOTESIS Y METODOLOGIA

>display({d4,q});

0.8
0.6

0.4

0.2+

02 -
Figura 2.79

En las figuras 2.78 y 2.79 vemos cémo, a partir del término 32, todas las funciones

entran en la banda.

- Para € = 0,1, obtenemos igualmente las graficas que nos permiten comprobar que

el indice de penetracién uniforme es 45:

>d5:=plot({seq(f(x,n),n=45..45) },x=0..0.95,y=-0.25..1,thickness=2,color=black):
>d6:=plots[polygonplot]({[[0,0.1],{1.1,0.1],[1.1,-0.1],[0,-0.1]] }):
>display({d5,d6});

0.8
0.6
0.4

0.2

02 -
Ficgura 2.80

>d7:=plots[polygonplot]({[[0,0.1],[1,0.1],[1,-0.1],[0,-0.1]] } ,thickness=2):
>r:=animate(f(x,n),x=0..0.95,n=1..45,frames=25,color=black,thickness=2):
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>display({d7,r},xtickmarks=0);

0.8
0.6
0.4

0.2

Ficura 2.81
- En el caso particular ¢ = 0,05, las graficas nos permiten comprobar que a partir de
v3 = 59 todas las funciones penetran dentro de la banda:

>d8:=plot({seq(f(x,n),n=59..59) },x=0..0.95,y=-0.25..1,thickness=2,color=black):
>d9:=plots[polygonplot]({[[0,0.05],[1.1,0.05],[1.1,-0.05],[0,-0.05]] } ):
>display({d8,d9});

0.8
0.6
0.4

0.2

02 -

FIiGURA 2.82

>d10:=plots[polygonplot]({[[0,0.05],[1,0.05],[1,-0.05],[0,-0.05]] } ,thickness=2):
>s:=animate(f(x,n),x=0..0.95,n=1..59,frames=25,color=black,thickness=2):
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>display({d10,s},xtickmarks=0);

0.8
0.6
0.4

0.2

FiGuraA 2.83

2

b) De igual forma, la convergencia de g, (z) = n? -z -e(="%), de la cual se estudié su

convergencia puntual, no es uniforme hacia la funcién cero en [0,+00) y sin embargo,
si lo es en [0 4 a,+00), para todo a positivo por pequetio que sea.

Programa 42

>restart:with(plots):
>g:=(x,n)->n"2*x*exp(-n*x):

>assume(x>0):
La sucesion funcional tiende hacia cero:

>Limit(g(x,n),n=infinity)=limit(g(x,n),n=infinity);

lim n2x ~ (") =
n—oo

La convergencia hacia cero no es uniforme en [0, +00) por dos razones:

1) La sucesién de las imédgenes en los puntos donde las funciones presentan maximos
se dispara hacia 4o0.

2) Ademsds podemos encontrar bandas para las cuales todas las funciones tienen parte
fuera de ellas.

)

>madximos-en-los-x=solve(diff(g(x,n),x),x);

maximos —en — los — . = %

El limite, cuando n tiende a infinito en las imagenes de esos puntos maximos sera:

>Limit(g(1/n,n),n=infinity)=limit(g(1/n,n),n=infinity);
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lim net™" = 00
n—oo

Esto indica que las funciones g, (z), en las vecindades de cero, por la derecha, se hacen
arbitrariamente grandes, tanto como queramos, y en consecuencia, no existe convergencia
uniforme hacia la funcién cero. La figura 2.84 ilustra esta idea:

>d1:=plot({seq(g(x,n),n=1..7) },x=0..2,y=0..2.7,thickness=1,color=Dblack):

> d2:=plot ([[1a(L,1)],[1/2:2(1/2.2)].[1/3.8(1/3.3).[1/4:8(1/4.4)],[(1/5.6(1/5,5)], [1/6.2(1/6.6),
[1/7,8(1/7,7)]],style=point,symbol=circle,color=black):
>display({d1,d2},xtickmarks=3,ytickmarks=3);

2,
1,
0 ‘ ‘
1 2
FiGura 2.84

Adema&s puede observarse en movimiento a partir de la figura 2.85:

>d3:=plots[polygonplot]({[[0,0.05],[5,0.05],[5,-0.05],[0,-0.05]] }):
>p:=animate(g(x,n),x=0..4,n=1..7,frames=25,color=black,thickness=2):
>display({d3,p},xtickmarks=0);

2.5*:
1.5%

0.5

Ficura 2.85

2) Veamos que la convergencia si es uniforme hacia cero en [a, +00). Por ejemplo, si
a = 0,3, para toda banda por estrecha que sea, supongamos € = 0,2, podenos encontrar
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un subindice v a partir del cual todas las funciones penetran dentro de la misma. En

primer lugar, realizamos una estimacién y dibujamos ocho elementos de la sucesién con

y sin movimiento.

Sin movimiento:

>d4:=plots[polygonplot]({[[0.3,0.2],[4.1,0.2],[4.1,-0.2],[0,-0.2]] } ,thickness=2):
>d5:=plot({seq(g(x,n),n=1..8) },x=0.3..4,y=-0.50..1.9,color=black,thickness=2):

>display({d4,d5});

Con movimiento:

Ficura 2.86

>d6:=plots[polygonplot]({[[0.3,0.2],[4.1,0.2],[4.1,-0.2],[0,-0.2]] }):
>q:=animate(g(x,n),x=0.3..4,n=1..8 frames=25,color=black,thickness=2):

>display({d6,q},xtickmarks=0);

1.81
1.6
1.4
1.2

1
0.8
0.6
0.4

0.24

01

-0.2 =

FiGUurA 2.87

En esta estimacién se observa que parte de las funciones no penetran en la banda.

Para encontrar el fndice de penetracién resolvemos: f,,(0,3) = n?-0,3 - e(=m0:3) = 0.2

>solve(n"2*0.3*exp(-n*0.3)=0.2,n);
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—,7316321778, ,9401563349, 21,94042145

El valor de v ha de ser 22. Graficamente lo comprobamos representando los 22 pri-

meros términos de la sucesion:

>d7:=plots[polygonplot]({[[0.3,0.2],[4.1,0.2],[4.1,-0.2],[0,-0.2]] }):
>r:=animate(g(x,n),x=0.3..4,n=1..22 frames=25,color=Dblack,thickness=2):
>display({d7,r},xtickmarks=0);

N 1.85
1.64 a
1o 144
1o 1.2
17 |
0.8+ o
0.6+ o
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> - 0.2
0 8
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Esta experiencia puede repetirse para todo € y para todo a > 0 por pequenos que
sean, todo lo cual nos indica que la convergencia de g, () es uniforme hacia cero en
[a, +00).

2.4. Sintesis de un estudio de campo con alumnos de
primer curso de la Licenciatura en Matematicas.
Cursos 98-99 y 99-00

Una vez elaborada la propuesta curricular, debiamos comprobar si seria efectiva, es
decir, si el hecho de llevarla a cabo facilitaba la comprension de los conceptos y permitia
la reconstruccion de los mismos con el paso del tiempo. La fase experimental de su
puesta en préctica, nos permitird presentar un estudio cualitativo de casos particulares
y significativos para la investigacién.

En esta seccién hacemos una sintesis de dos de las experiencias llevadas a cabo; es en
el Capitulo 4 donde describimos y analizamos con detalle los resultados de las mismas.

Concretamente, para investigar el proceso de ensenanza-aprendizaje de los conceptos
de convergencia puntual y uniforme de sucesiones y series funcionales, desarrollamos dos
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experiencias con alumnos de la Facultad de Mateméticas de la Universidad de La Laguna.

La idea central consistia en realizar un andlisis comparativo entre alumnos instruidos
tinicamente por medios tradicionales y aquellos que ademés de esta ensenanza clasica
hubieran recibido una formacién complementaria con uso de tecnologia:

1- Alumnos sin instruccién en Maple (curso 1998-1999)
2- Alumnos con instruccién en Maple (curso 1999-2000)

Nuestro propédsito estuvo centrado en obtener conclusiones comparando los resultados
de los cuestionarios que debfan contestar ambos grupos.

La primera de las experiencias se llevé a cabo con alumnos de 1° de Matematicas del
curso 1998-1999, instruidos exclusivamente por métodos tradicionales. Se seleccionaron
seis alumnos con el tnico criterio de haber superado el examen de la convocatoria de
Febrero de 1999. Se les pasé una encuesta (apartado 4.3.1) cuatro meses después de

superar el mismo y en ella se les interrogaba sobre sus conocimientos sobre el tema.

Es importante tener en cuenta que las cuestiones correspondientes hacian mencién a
diversos aspectos que contemplamos en nuestra investigacién y que constituyen el eje de
la misma. Es decir, los diferentes items planteados debian recorrer facetas importantes
del proceso de ensenanza-aprendizaje:

- Metodologia usada.

- Dificultades cognitivas y conceptuales tanto para responder cuestiones concretas
como para la manipulacién de los conceptos.

- Uso de distintos registros de representacion.

- Conocimentos técnicos de la materia.

- Técnicas de reconstruccion del conocimiento.

- Opiniones personales de los estudiantes, etc.

Los resultados no nos sorprendieron; las respuestas de los alumnos no fueron satis-
factorias como puede comprobarse en el apartado 4.3.2. Se corroboraba asi lo que por
entonces presentiamos y aquello que algunos investigadores habian detectado (Manson,
Selden y Selden, [69]).

Resumiendo, los resultados de la encuesta reflejaron que existian dificultades para
asimilar estos conceptos, que con relativa facilidad se les borraban de la memoria y que
los alumnos demandaban “un cierto cambio”.

En segundo lugar, la experiencia descrita por Soto Johnson [97] nos incité a realizar
otra similar, pero esta vez procurando respetar las condiciones en que la llevamos a cabo,
para asi evidenciar de forma mas clara las diferencias entre dos métodos de ensenanza:
el tradicional y el mismo apoyado con el uso de software. En este sentido, Soto Johnson
invita a la realizacién de una extensa investigacién que ponga de manifiesto los beneficios
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que aportan estos modos de instruccién al aprendizaje del célculo, y en particular, a la
comprension de series infinitas. Es en esta linea en la que nos hemos propuesto desarrollar
nuestro estudio ampliando el campo iniciado por ella para series numéricas infinitas, al
campo de las sucesiones y series funcionales donde los aspectos conceptuales primen, en
principio, sobre los algorimicos.

Esta segunda experiencia se realiz6 en el transcurso del siguiente curso (1999-2000)
con cuatro alumnos seleccionados de entre los estudiantes de primer curso de la Licen-
ciatura en Matematicas por tener los mejores expedientes en el Curso de Orientacién
Universitaria (COU). Una vez finalizado el cuatrimestre (Febrero-Marzo de 2000) don-
de recibieron la ensenanza de tipo cldsico y durante seis horas repartidas en tres dias
consecutivos, instruimos a estos alumnos siguiendo nuestra propuesta para transmitir
los conceptos de convergencia puntual y uniforme, y utilizando las ventajas del software

Maple como elemento complementario a la ensefianza tradicional recibida.

Consecuentemente, utilizamos el esquema conceptual en cuatro fases: Verbal, simbdli-
ca, visual y manipulativa. Con la instrucién perseguiamos que captaran los conceptos o
ideas desde una perspectiva global haciendo uso de esquematizaciones visuales en las que
intervinieran al mismo tiempo diferentes registros de representacion: expresiones alge-

braicas, graficas, tabulaciones, desigualdades, etc.

En la primera sesiéon presentamos las instrucciones béasicas del software a partir del
tema de sucesiones numéricas. En poco tiempo y mediante ejemplos, los alumnos fueron
capaces de, a partir de una sucesién numérica concreta, obtener su grafica en una re-
presentacién bidimensional, tabular, calcular limites y comprobar mediante la definicién
(e,v) el valor del mismo.

En la segunda tratamos el concepto de sucesion funcional y se introdujo la definicién
de sucesiéon numérica asociada; como consecuencia, explicamos el concepto de convergen-
cia puntual e hicimos hincapié en la velocidad de convergencia desde un punto de vista

intuitivo.

La tercera sesién versé sobre la convergencia uniforme; ademads presentamos una ver-
sién gréafica del teorema de caracterizacion de la convergencia uniforme para sucesiones
funcionales y del teorema de Weierstrass para series funcionales.

Posteriormente a la instruccion, elaboramos un primer cuestionario que pasamos a
estos alumnos cuatro meses después (Julio de 2000); en él abordamos cuestiones concep-
tuales sobre el tema tratado que debian ser contestadas como en el método clasico, es
decir, con el uso exclusivo de lapiz y papel.

Tres meses mds tarde, es decir, siete meses después de la instruccién (Octubre de 2000)
citamos, una vez mas, a estos alumnos para que contestaran un cuestionario diferente de

forma que, en esta ocasion, debian contestar haciendo uso del ordenador y del software.
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Previamente, repasamos con ellos las instrucciones basicas que les permitieran poder
contestar el cuestionario.

Esquemaéaticamente, esta segunda experiencia se desarrollé como sigue:

Instruccién: Seis horas, segin nuestra propuesta.

Primer cuestionario: Se les pas6 a los cuatro meses de la instruccién. Contestaron
con lapiz y papel.

Segundo cuestionario: Se pasé a los siete meses de la instruccién, previo repaso de
las instrucciones bésicas. Contestaron con uso de Maple V.

2.5. Instrumentos

En esta investigacién distinguimos dos lineas de trabajo bien diferenciadas:

- En primer lugar, el disenio de una propuesta curricular para la ensenanza de con-
ceptos relacionados con la convergencia de sucesiones numéricas y sucesiones y series
funcionales, donde el software Maple desempena un papel importante.

- Por otra parte, la realizacién de estudios cualitativos con profesores y alumnos
involucrados en los temas senalados.

En este segundo punto, destacamos la importancia de las encuestas como principal
instrumento de analisis. Téngase en cuenta que todas las experiencias llevadas a cabo han
culminado con encuestas estructuradas, previamente disenadas. Asi, los diferentes items
planteados persiguen la obtencién del tipo particular de informaciéon que nos interesa en
cada caso.

En los Capitulos 3 y 4, dedicados a la descripcion de dichas experiencias, presentamos
con detalle las encuestas utilizadas y el andlisis posterior a la obtencién de resultados.



Pregunta: ;Qué es en realidad una integral?

Respuesta: Un limite

Pregunta: ;Qué es en realidad una serie infinita:
a1 +as+...+a,+...7

Respuesta: Un limite

Pregunta: ;Qué es en realidad un limite?

Respuesta: Un nimero

Pregunta: 5Qué es en realidad un nimero?

... y entonces Karl Weierstrass se puso a investigar

Cap ftul() 3 la construccién de los nimeros reales.

Adaptado de Hairer y Wanner [50].

Estudios preliminares

3.1. Introduccion

Las investigaciones en Educacién Matematica tratan de profundizar en el proceso
de ensenanza-aprendizaje de las Matematicas y asimismo de estudiar la construccion de
materiales y métodos novedosos que a la luz de nuevas teorfas, brinden a los maestros
y/o profesores nuevos enfoques que ayuden al alumno a construir mejor los conceptos
matematicos.

Desde esta perspectiva y como ya hemos explicado, nuestra investigacién se fue ges-
tando en el transcurso de varios anos de contacto con la docencia universitaria, durante
los cuales observdbamos importantes dificultades por parte de los alumnos, incluso ya
licenciados, para asimilar, manipular y recordar diversos conceptos relacionados con pro-
blemas de convergencia a un nivel elemental. Muestra de ello son las respuestas a algunas
de las encuestas que propusimos en su momento a estudiantes de tercer ciclo y a alumnos
del Curso de Capacitacion Pedagdgica. Nos sorprendiamos al leer las contestaciones de
los futuros profesores, ya matematicos o fisicos, reconociendo que se sentian incapaces de
recordar conceptos fundamentales como los de la convergencia puntual o uniforme de una
sucesién funcional. Ademds, en sus pobres respuestas (véanse anexos I y II), estos alum-
nos no utilizaban técnica alguna que les permitiera la reconstruccién de su conocimiento

en lo que a estos conceptos se refiere.

Para corroborar nuestras sospechas y justificar lo que comenzaba ya a ser una in-
vestigacién en el ambito de la Educacién Matematica, realizamos un estudio en el que
solicitamos informacién a algunos profesores de la Universidad de la Laguna. Mediante
una encuesta (seccién 3.3.1) tratamos de indagar en sus propias concepciones, métodos
de ensenanza y perspectivas de futuro de algunos tépicos como son la completitud de R
y la definicién (e, v) de limite de sucesiones de nimeros reales.

Sus respuestas dejaban patente cierta preocupacion en torno a estos temas. Su expe-
riencia de muchos anos de docencia les ha mostrado que tanto la idea de completitud de

195
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R, como los conceptos de convergencia resultan en algunos casos complicados para los
estudiantes, sobre todo en lo relativo a su comprensién y posterior manipulacién.

Esta situacién nos hacia entender que en el campo de la Educacion Matematica,
podria existir una importante laguna metodoldgica relacionada con problemas de con-
vergencia en general. Es en este momento cuando nos reafirmamos en lo que ya intuiamos,
e iniciamos la labor investigadora, partiendo de la revisién de la bibliografia relacionada
con el tema (véase Capitulo 1). Asi comprobamos que en la literatura relativa al estudio
de la ensenanza-aprendizaje de los conceptos de limites de funciones reales de una varia-
ble real y de la convergencia de sucesiones y series numéricas, existen trabajos acerca de
las concepciones y dificultades que presentan los alumnos; sin embargo en lo que se refiere
a los conceptos de convergencia puntual y uniforme de sucesiones y series funcionales,
esta bibliografia era escasa o practicamente inexistente.

Nuestras reflexiones nos condujeron a plantear las causas por las que no existen in-
vestigaciones de tipo educacional en el campo de las sucesiones y series funcionales; éstas
pueden explicarse desde dos puntos vista: la primera, radica en la insuficiente praxis y edi-
ciones de trabajos de tipo pedagdgico o didactico relacionados con conceptos matematicos
de cierta dificultad en la Universidad (acomodacién al curriculum estdndarmente estable-
cido); la segunda causa, parte de que si los temas relacionados con las definiciones (e, v)
6 (g,6) de limites de sucesiones numéricas o funciones, respectivamente, resultaban poco
accesibles en los primeros niveles universitarios tal y como los profesores encuestados
apuntan, los relacionados con la convergencia puntual y uniforme de sucesiones y series
funcionales resultarian con un mayor grado de dificultad.

Asi, como consecuencia de las respuestas de los alumnos del Curso de Capacitacién
Pedagogica y de Doctorado, de las reflexiones de los profesores universitarios, de los
articulos consultados sobre las dificultades cognitivas y epistemolégicas que los concep-
tos de convergencia numérica presentan a los alumnos, y como respuesta a la necesidad
de un cambio cualitativo apuntado por ellos, pensamos que, aprovechando las prestacio-
nes que las nuevas tecnologias ofrecen y el uso del ordenador en particular, podiamos
investigar y proponer un modelo de ensenanza-aprendizaje que facilitara la comprension
de los conceptos de convergencia que se imparten en los primeros cursos universitarios,
favoreciendo ademaés la reconstruccién de los mismos después de un periodo de tiempo
mas o menos largo.

Este nuevo modelo debia apoyarse en técnicas de visualizacién que permitieran un
aprendizaje auténomo del alumno, el cual guiado por las indicaciones del profesor, fuera
capaz de construir su propio conocimiento, operando a partir de la construccién de sen-
cillos programas en software.

Pensamos que la aplicacién de las cuatro fases de ensenanza para la introduccion de
conceptos nuevos expuestas en la seccién 1.6 y el seguimiento de la propuesta curricular
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que hemos presentado en el Capitulo 2, permitira superar algunos de los obstaculos
relacionados con estos conceptos y apuntados por los alumnos en las encuestas, al tiempo
que se estimula la motivacién y el interés de los estudiantes involucrados en el estudio de

estos temas.

Dedicamos este capitulo a la descripcion y andlisis de los resultados obtenidos a
partir de estas experiencias previas, las cuales, constituyen el punto de partida de la
investigacion que presentamos.

3.2. Alumnos del CCP y de Doctorado. Cursos 97-98
y 98-99

Como ya comentamos en la introduccién a este capitulo y en la seccion 1.2 de
esta memoria, nuestra investigacion es el resultado de varios anos de contacto con la
docencia universitaria. Durante los mismos, observabamos importantes dificultades por
parte de los alumnos para asimilar, recordar y manipular diversos conceptos relacionados
con problemas de convergencia a un nivel elemental. Para constatar nuestras observa-
ciones encuestamos a varios estudiantes recién licenciados, concretamente alumnos del
curso de Capacitacién Pedagégica y de doctorado (cursos 97-98 y 98-99). Sus aporta-
ciones resultaron significativas para nuestro estudio, pues se trataba de estudiantes ya
profesores, que manifestaban en sus respuestas, cudles habian sido las dificultades fruto
de su experiencia, dando ademas una vision amplia y madura de la situacién didéctica
que ellos pensaban seria méas adecuada.

Los items de las encuestas trataban de hacerles recordar diversos aspectos relacionados
con su actitud y su comprension, asi como la metodologia usada por su profesor, en la
época en que recibieron las clases correspondientes a los conceptos de limite de una
sucesion de numeros reales y, principalmente, de convergencia puntual y uniforme de
sucesiones y series funcionales. Ademds debian contestar algunas preguntas referentes
a su posterior utilizaciéon y aplicacién en otros campos. Finalmente, y como futuros
profesores, se les pidié una opinién en la que reflejaran aquellos cambios curriculares y
metodologicos que ellos consideraran necesarios para mejorar la ensenanza de conceptos
como éstos y para facilitar su comprensién.

A continuacién exponemos una de las encuestas que propusimos a estos alumnos.
Posteriormente, hacemos una breve descripcién y analisis donde explicitamos las opinio-
nes mas generales que sus respuestas reflejan. El lector puede ver las encuestas contestadas
en los anexos I y I que se adjuntan a esta memoria.
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3.2.1. Encuesta

0.- Al iniciar tus estudios de matematicas, jasimilaste desde un punto de vista
global (simbdlicamente, visualmente, practicamente, ...) la definicién (g,v) de limite de

sucesiones de numeros reales? Razona.

1.- Intenta recodar en qué curso de la carrera estudiaste las sucesiones y series fun-

cionales. ; En qué asignatura concretamente te explicaron este tema?

2.- ;Cdémo recuerdas estas clases en general, y sobre todo, aquellas en las que el
profesor/a explicé la convergencia uniforme de sucesiones funcionales?
- Con agrado
- Te parecian muy interesantes
- Aburridas por la metodologia seguida
- Agobiantes porque no entendias
- Sentias indiferencia
- Sentias miedo
- Tenias muchas dudas
- No llegué a enterderlo nunca
- Otros
Comenta tus respuestas

3.- En tu opinién, la expresiéon

n—>fn(x)=%

iSe puede considerar como una sucesién de funciones definidas en el intervalo [0,1]? En
caso afirmativo, ;podrias visualizarlas graficamente?

4.- Trata de recordar las explicaciones de tu profesor cuando expuso los conceptos
de convergencia puntual y uniforme e intenta describir con tus palabras “la esencia”
(lo fundamental, lo que te ha quedado) de los mismos. Apdyate en la herramienta que
consideres necesaria: Graficos, expresiones algebraicas, tablas, etc.

5.- De forma intuitiva y/o gréfica, j podrias explicar en qué consiste la convergencia
puntual de una sucesién funcional? Expresa tu respuesta con algin ejemplo.

6.- De forma intuitiva y/o gréfica, j podrias explicar en qué consiste la convergencia
uniforme de una sucesién funcional? Expresa tu respuesta con algin ejemplo.

7.- iTiene sentido afirmar que una sucesién funcional converge uniformemente en
un punto z, del interior del intervalo donde estan definidas las funciones? Razona la
respuesta.

8.- ;Tienes clara la diferencia entre convergencia puntual y uniforme de sucesiones
funcionales? Argumenta tu contestacion.

9.- ; Qué dificultades encontrabas para asimilar el concepto de convergencia uniforme?

10.- ;Sabes o intuyes lo que significa converger “rapidamente” o “lentamente” en los
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puntos del intervalo donde las funciones estan definidas?

11.- ;Podrias explicar la diferencia entre la convergencia uniforme de una sucesién

funcional y la convergencia uniforme de la serie funcional asociada a la misma?

12.- ;Recuerdas, aunque sea de una forma imprecisa, el criterio de Weierstrass, para
la convergencia uniforme de una serie de funciones? ;Podrias explicar a nivel visual

(geométrica y/o graficamente) lo que significa el criterio anterior?

13.- ; Qué crees que faltaba en la actuaciéon de tu profesor, ahora que ya has acabado
la carrera, para que estos conceptos te hubieran resultado més ficiles de asimilar? Es
decir, ;qué hubieras agradecido que hiciera y sin embargo no hizo?

14.- A lo largo de la carrera, ;has necesitado estos conceptos y los has aplicado alguna
vez en otros campos? Comenta tu respuesta en caso afirmativo.

15.- En estos momentos has acabado tus estudios para obtener la licenciatura y
deseas ser profesor de matemadticas. ;Qué harias con tus alumnos que no hicieron contigo
y que sin embargo tu piensas que es fundamental para la ensenanza de las matematicas
a niveles universitarios? ;Qué no harias por no considerarlo pedagégico?

16.- Para facilitar a los alumnos la asimilacién de conceptos matematicos y en general
para mejorar la ensenanza de los mismos, ;qué cambios piensas que son fundamentales?
- Métodos de trabajo
- Utilizacién de medios informaticos y de experimentacion
- Reduccién de las programaciones
- Otros...
Comenta tu respuesta.

17.- ;Cémo crees que influye el uso del ordenador como herramienta de trabajo en
la ensenanza de las matematicas a niveles universitarios?

[ Piensas que es necesaria su utilizacién si queremos “llegar” a que un mayor nimero
de estudiantes comprendan m&s y mejor los conceptos? Argumenta tus respuestas.

3.2.2. Analisis de los resultados

Siguiendo el orden establecido en las encuestas y al analizar las respuestas de los
estudiantes, obtenemos las siguientes conclusiones:

- Inicialmente piensan que aunque la comprensién y asimilacién global de la definicién
(e,v) de limite de una sucesién de ndmeros reales es complicada, ésta se logré progre-
sivamente. Algunos afirman que aunque durante el primer curso de la carrera se insis-
tié bastante en ello, la consolidacién del concepto desde el punto de vista simbdlico y

visual tuvo lugar a largo plazo.

- p
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Ficura 3.1
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- Tal y como ilustra la figura anterior, el tema de sucesiones y series funcionales fue
estudiado en primero de carrera, concretamente en la asignatura Anglisis Matemaético
I. Las clases en las que el profesor les explicé el concepto de convergencia uniforme
resultaron en general aburridas por la metodologia seguida y agobiantes por la dificultad

que les suponia tratar de entender la simbologia.
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Ficura 3.2

- Cuatro de ellos contestan afirmativamente cuando se les plantea si la expresion
fn(z) = % puede ser considerada como una sucesién de funciones definidas en [0, 1].
Ademaés hacen la representacion grafica bidimensional de forma correcta y explican que

dicha sucesién es una sucesién de funciones constantes en z.
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Ficura 3.3

- Sélo dos de los alumnos encuestados muestran en sus respuestas que intuitivamente

tienen clara la diferencia entre convergencia puntual y uniforme; para ello dan definiciones
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poco precisas mediante palabras e introducen algin ejemplo que ilustra lo que desean
describir. Sin embargo, los restantes no parecen recordar estos conceptos.
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FiGcura 3.4

- Las dificultades encontradas para la asimilacién de la convergencia uniforme son
diversas aunque todos coinciden en la necesidad de conectar lo estudiado en clase con un
aporte visual que permita clarificar los conceptos y comprender la simbologia utilizada.
Coinciden en que fue un tema que se explicé de forma rapida y uno de ellos piensa que
“este concepto necesita cierta reflexion y reposo”.
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FiGura 3.5

- Todos tienen una idea intuitiva y aproximada sobre lo que significa converger “répi-
damente” o “lentamente” pero sélo un alumno explica que el parametro que controla la
velocidad de convergencia es v.
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- Sélo un alumno sabe explicar la diferencia entre la convergencia uniforme de una

sucesion funcional y la de la serie funcional asociada a la misma. Este mismo alumno
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describe con sus palabras el criterio de Weierstrass, pero no da un aporte visual.
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- Todos senalan como necesidad importante en la transmision de estos conceptos, el
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FiGura 3.8

- Los alumnos afirman haber utilizado los conceptos de los que nos ocupamos en

diversos campos del Andlisis Real y para estimar la convergencia de la serie de Fourier a
una funcién.
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- Como futuros profesores de matemadticas piensan que es importante mostrar a los
alumnos la utilidad de la materia en otros campos y para ello, creen conveniente tra-

bajar con aplicaciones préacticas y reales de los conocimientos tedricos. Por otro lado,
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ven fundamental un cambio en la metodologia, la cual debe perseguir la participacién
de los alumnos y el fomento del aprendizaje constructivo. No obstante, afirman que la
sustitucién del método magistral por otro més participativo y practico, hace necesaria
la reduccién de los grupos y la utilizacién de las nuevas tecnologias que, como el uso del

ordenador, permiten un aprendizaje menos memoristico en favor de la comprension y la
motivaciéon del alumnado.
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3.3. Modelos conceptuales y metodologia: Profesores
Universitarios

Dadas las dificultades de “aprendizaje” respecto a la conceptualizacion de la conver-
gencia de sucesiones funcionales, que presentaban los recién licenciados en Matematicas
o Fisicas, sin experiencia docente y puesto que no habiamos ahondado lo suficiente en
torno a sus concepciones tdltimas y/o més profundas sobre la idea de limite y su forma-
lizacién (g,v), quisimos indagar mds sobre ésta y otras cuestiones (completitud de R o
la no completitud de Q), pero ahora con profesionales de reconocida experiencia en la
“ensenanza” universitaria. Nos propusimos averiguar tanto sus modelos conceptuales
como las dificultades que encontraban al transmitirlos.

Asi pues, pensamos que podia resultar util solicitar informacién a docentes de nuestra
universidad. Para ello elaboramos una encuesta, anénima y confidencial, que se pasé a do-
ce profesores del Departamento de Andlisis Matematico de la Universidad de La Laguna.

Se analizaron al azar siete de ellas, las que en orden cronoldgico nos fueron entregadas.
Como ya hemos dicho los objetivos perseguidos fueron:

a) Analizar sus modelos conceptuales.
b) Profundizar en cémo los profesores piensan.
¢) Examinar la metodologia que usan para presentar esta materia:
- herramientas verbales y simbdlicas
- aspectos algebraicos y algoritmicos
- aspectos visuales
- analogias-comparaciones-metaforas
- material complementario:
- retropoyector (transparencias)
- ordenador (software)
- calculadoras, etc.
d) Obtener informacién sobre los obstaculos epistemoldgicos de estos conceptos.
e) Conocer sus dificultades a la hora de transmitirlos.
f) Sondear el estado en que se encuentra la ensefianza-aprendizaje y las perspectivas
de futuro sobre diferentes aspectos relacionados con los tépicos:
Completitud de R
Sucesiones de numeros reales

Operacion de “paso al limite”.
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3.3.1. Encuesta y recogida de datos

Encuesta

1.- Cuando reflexionas sobre la completitud de R:

1.1 ;Qué imagen mental te sugiere?

1.2 ;Cudl seria una representacién visual de esa imagen?

1.3 ;A qué objeto o cosa de la vida real se asemejaria dicha representacion?

1.4 ;Se corresponde esa idea intuitiva con los aspectos tedricos del Axioma de
Completitud? ;Cudl serfa la dificultad o el obstaculo?

2.- Reflexiona sobre la no completitud de Q y responde a las cuestiones
siguientes:

2.1 ;Qué imagen mental te sugiere el hecho de que Q no sea completo?

2.2 ; Cual seria una representacion visual de esa imagen?

2.3 ;A qué objeto o cosa de la vida real se asemejaria dicha representacién?

2.4 ;Podrias dibujar un “zoom” de un subintervalo cualquiera del intervalo [0, 1]
de la recta racional? ;Y un zoom del zoom anterior?

2.5 ;Crees que es importante que un alumno de Bachillerato conozca “al menos
intuitivamente” estas y otras cuestiones relacionadas con Q y con R?

3.- Cuando reflexionas sobre la definicién (g,r) de limite de una sucesién
de nameros reales:

3.1 ;Qué imagen intuitiva te sugiere?

3.2 Cuando intentas visualizar esa definicién, ;la imagen es estatica o dindmica?

3.3 ;Qué tipo de diagrama o representacién usas para explicar el concepto?

3.4 ;Conoces otras alternativas de representaciéon?

3.5 Cuando explicas las sucesiones acotadas de nimeros reales, ;utilizas algin
tipo de representacién visual? jPodrias dibujarlas?

3.6 Al hacer la demostracién de “Toda sucesién convergente estd acotada”, juti-
lizas algun tipo de diagrama visual?

3.7 Cuando explicas el teorema fundamental: “Toda sucesién de nimeros reales
mondtona creciente y acotada superiormente es convergente” en el que es necesario apli-
car el axioma de “completitud” de R, jintroduces algin tipo de representacién visual?
(Podrias dibujarla?

3.8 ;Crees que un alumno de Bachillerato-Logse podria asimilar con garantias
la definicién de limite (¢,v)? ;Por qué?

3.9 ;Piensas que se deberia explicar a estos niveles?

3.10 Si crees que no, jen qué aspectos (conceptos) se deberfa “insistir” en el
Bachillerato para que la formacién del alumno mejorara a la hora de ingresar en la
Universidad?

Calculo proposicional.

Valor absoluto (distancia entre los nimeros reales o entre dos puntos del
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plano R x R).

Relacién del valor absoluto en R con los intervalos.
Relacion de la aplicacion “médulo” en R x R con los discos.
Otros que propongas.

3.11 ;Conoces algin software (paquete informdtico para la ensenanza de las
matemdticas) con el que hacer més asequible y mds atractiva esta parte de la matemética?
Lo utilizas con tus alumnos, al menos en grupos reducidos, en tu despacho o sala de
informética?

4.- Reflexiona sobre la operaciéon “paso al limite”.
4.1 j Segun tu opinién, cuando un alumno llega a la Universidad tiene asimilada
esta operacion?

4.2 ;Piensas que los alumnos de Bachillerato han sentido la necesidad de utilizar
dicha operacién en algin ambiente matematico, o el estudio ha quedado restringido
solamente al cdlculo algoritmico de limites de sucesiones?

4.3 ;En qué momento de su formacién universitaria un alumno “siente la nece-
sidad” de utilizar la operacién “paso al limite”? Senala los tres tépicos maés significativos

(segin tu punto de vista).

Recogida de datos. Respuestas textuales

1.1

Profesor A: Algo continuo, completamente “lleno”.

Profesor B: Continuo.

Profesor C: Un conjunto compacto, sin “agujeros” ni fisuras.

Profesor D: La idea de continuidad.

Profesor E: Un continuo, sin principio ni fin, ni agujeros.

Profesor F: Algo compacto, sélido, formando un todo que no tiene fin.

Profesor G: Una recta sin “huecos” (sin faltar ningin punto).
1.2

Profesor A: La recta, la linea continua.

Profesor B: Recta, curva continua.

Profesor C: Una recta continua.

Profesor D: La de una recta. La del “discurrir del tiempo”.

Profesor E: Una recta, un alambre infinito.

Profesor F: Una recta ilimitada.

Profesor G: Una recta dibujada con un solo trazo, que se supone ilimitado.
1.3

Profesor A: Las lineas continuas en una carretera; o un hilo continuo de agua sa-
liendo de un grifo.

Profesor B: Idea de continuidad, recta ideal.
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Profesor C: No hay nada en la vida real tan absolutamente compacto, ya que la
materia estd formada por dtomos que no son compactos y dejan vacios entre si.

Profesor D: El tiempo. El espacio.

Profesor E: Al tiempo.

Profesor F: Una calle muy larga tal que si miramos a la izquierda o a la derecha no
podemos tmaginarnos donde acaba.

Profesor G: A cualquier cosa “compacta” o “maciza” (aqui “compacto” no es en
sentido topoldgivo).

1.4

Profesor A: Creo que es sélo una idea intuitiva, porque tedricamente hemos de
introducir una relacion de orden para la explicacion del Azioma de Completitud.

Profesor B: No se corresponde en absoluto. La dificultad es manifiesta, pasaron 2500
anos hasta que se formuld el Azioma de Completitud.

Profesor C: 57, La dificultad surge a partir del hecho de que los niimeros racionales
no “llenan” por completo la recta numérica. Por ejemplo /2 ¢ Q y aunque se pueden
dar sucesiones racionales de aprozimaciones a /2 el conjunto de las cotas superiores de
P = {:17 €qQ/2?< 2} no posee minimo en Q pero si en R. Por esta razon se dice que
R es completo, mientras que Q no lo es.

Profesor D: La medida del tiempo se efectia habitualmente de modo discreto. La
medida del espacio se suele presentar con medidas aprorimadas.

Profesor E: No creo, en la vida cotidiana los nimeros reales no se usan.

Profesor F: La interpretacion intuitiva del apartado wltimo no se corresponde con
los aspectos teoricos del axioma de completitud ya que este axioma es creado por la mente
humana a efectos de elaborar una teoria. La dificultad seria que tendriamos que recorrer
e incluso wisualizar muy detalladamente los pasos mecesarios para llegar al axioma de
completitud.

Profesor G: No es evidente la correspondencia de la idea intuitiva anterior con el
axioma de que “todo subconjunto mo vacio y acotado superiormente posee supremo”. La
dificultad estd en que cuesta entender que “una sucesion de infinitos niumeros reales,
cuyos términos consecutivos o no consecutivos llegan a estar arbitrariamente proximos
entre si cuando avanzamos en la sucesion, posee como limite un unico nimero real” (o
sea que todo posible “agujero” de R estd lleno). O bien, en la formulacién equivalente de
Dedekind, que “todo corte de R, suficientemente fino como el que define una cortadura,
determina un Unico nimero real (por fina que sea la navaja, no hay forma de que pase
entre dos numeros reales)”. Al ser la realidad “discreta”, cuesta mucho entender esta

idea abstracta que es “el continuo”.

2.1
Profesor A: Una coleccion de infinitos puntos, que pueden esta tan “prézximos”

como uno quiera y a pesar de eso podemos separar siempre en dos conjuntos disjuntos
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y cerrados. Al hablar de cerrados, la imagen mental que tengo de Q es la coleccion de
puntos ordenados en la recta R.

Profesor B: Nube de puntos.

Profesor C: Un conjunto totalmente discontinuo debido a los nimeros irracionales.

Profesor D: La de discontinuidad.

Profesor E: Un discontinuo.

Profesor F: Algun conjunto en que sus elementos estén distanciados unos de otros.

Profesor G: Una recta llena de “huecos” (con infinitos puntos, pero con otros infi-
nitos puntos faltantes, distribuidos por toda ella).
2.2

Profesor A: La representacion visual de la imagen mental de la no completitud de
Q son los puntos de Q sobre la recta R tan proximos como uno quiera.

Profesor B: Un collar de cuentas sin hilo.

Profesor C: Una recta discontinua en todos sus puntos.

Profesor D: La de una recta con huecos.

Profesor E: Un conjunto de infinitos puntos sequidos pero con huecos entre ellos.

Profesor F: Una recta con agujeros.

Profesor G: Una recta dibujada con puntos, que se supone ilimitada.
2.3

Profesor A: Pensaria en el cielo lleno de millones de estrellas.

Profesor B: La vida real no es tan retorcida.

Profesor C: Creo que no es representable grdficamente. Pertenece al mundo de los
conceptos o ideas y no al mundo real.

Profesor D: Una imagen tridimensional seria la de un queso tipo gruyére.

Profesor E: No contesta

Profesor F: Una avenida muy larga tal que en uno de sus bordes hay plantados
arboles a lo largo de ella.

Profesor G: Una criba ultrafina o un queso con infinitos agujeros.
2.4

Profesor A:
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Profesor B:

U CC)|

FiGUuraA 3.12

Profesor C: Un zoom de un subintervalo [0,1] C Q representaria la estructura de
todo [0,1]. Recuerda a los fractales, en los que una parte representa el todo. Por otra
parte, creo que las representaciones visuales son peligrosas en muchas ocasiones ya que
en lugar de aclarar un concepto, conducen a una interpretacion equivocada del mismo.

Profesor D: Se hace algo complicado.

Profesor E:
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Profesor F: No contesta.

Profesor G: Todos los “zoom” tendrian la misma imagen de un segmento de la recta
dibujada con puntos.

2.5

Profesor A: Si, creo que las ideas intuitivas permiten al alumno un mejor aprendi-
zaje de los conceptos, asi como una ayuda en razonamientos relacionados con ellos; sin
embargo, también pueden llegar a resultados erroneos en algunas ocasiones.

Profesor B: Francamente no. Hay cosas que me parecen mds importantes: cues-
tiones bdsicas de fisica, geometria,... Sobre todo saber escribir y leer (muchos libros de
literatura).

Profesor C: FEs fundamental, ya que el conocimiento de la recta numérica es la base
para el posterior estudio del Cdlculo y el Andlisis.

Profesor D: Considero importante que un alumno de Bachillerato conozca el hecho
de que hay nimeros que no se puedan expresar como fracciones.

Profesor E: S7, pero sin grandes alardes tedricos, sélo intuitivamente.
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Profesor F: No lo considero oportuno ya que solamente los matemdticos pueden
llegar a entenderlos después de haberlos meditado mucho. Y en Bachillerato lo menos
que hay es tiempo para la meditacion.

Profesor G: Si, creo que es importante tener una idea intuitiva de esta cuestion
al terminar el Bachillerato, aunque no sea capaz de formalizarla (en caso contrario, no
se entenderia el concepto de continuidad en un intervalo, para funciones reales de una
variable real, ni el concepto de trayectoria de un mdvil en el plano o en el espacio).

3.1

Profesor A: Me sugiere el acercamiento a un cierto valor (el limite) tanto como uno
quiera; acumulacion de nimeros reales al limite.

Profesor B: Ninguna. Es una definicion sumamente elaborada tras siglos de trabajo.
No me parece ni obvia ni intuitiva.

Profesor C: La de una sucesion de nimeros de R cuya distancia € a uno fijo decrece
a medida que aumenta v.

Profesor D: La imagen que me sugiere es la de un rectingulo en el que al acortar
la base, también se acorta la altura.

Profesor E: Aproximacion de los elementos hacia un nimero.

Profesor F: Algo dificil de alcanzar tanto si estd fijo, como si se estd moviendo.

Profesor G: Para cada intervalo de la forma (I —e,l+ ¢€) imagino que todos los
términos de la sucesion, desde a, en adelante, caen en dicho intervalo, por pequenio que
sea € (v de pende de €).

3.2

Profesor A: La imagen es desde luego dindmica, porque vamos tomando intervalos
con centro en el limite cada vez mds pequenos y esto implica que los elementos de la
sucesion en ese intervalo van cambiando también.

Profesor B: Me resulta siempre dindmica.

Profesor C: Al ser v funcion dee, v = f (€), cuanto menor es el valor de € mayor ha
de ser el de v, lo que hace que la visualizacion de la definicion sea totalmente dindmica.

Profesor D: Esta imagen es dindmica.

Profesor E: Dindmica.

Profesor F: Ambas imdgenes ya que al ser muy dificil el concepto cualquier cosa es
buena para aclarar su comprension.

Profesor G: Aunque el concepto es estdtico (el tiempo no interviene), conviene darle
una imagen dindmica (como si recorriéramos la sucesion, situdndonos en los diferentes
términos al discurrir el tiempo, con lo cual el limite se veria como “el fin del camino
que recorremos”, aunque no lleguemos nunca a él). Lo anterior corresponderia a una
idea intuitiva de la convergencia, pero no corresponde a la propia definicion €, v, donde
la sucesidn estd quicta y el limite también, pero ocurre lo que dijimos en 3.1 (esto es

importante comentarlo a los alumnos).
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3.3
Profesor A: Creo que lo explicaria sobre la recta real.
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Profesor B: El de una funcion continua.

Profesor C: Para explicar el concepto suelo representar los primeros términos de la
sucesion en la recta real y le doy un valor arbitrario a €, por ejemplo, € = 0,1, hallando
a continuacion por tanteo el correspondiente valor de v que verifica la definicion. Luego
tomo € = 0,01 y vuelvo a hallar el correspondiente v. De este modo intento que los
alumnos comprendan la definicion.

Profesor D: No suelo explicar este concepto con esta definicion rigurosa.

Profesor E: Representarlo en una recta

@uprortoonts # ud“?‘ﬂ“mfﬂ}y
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Fuera, sdlo un nimero finito de elementos; infinitos caen en el pozo (intervalo).

Profesor F: Por un lado una representacion unidimensional, y por otro una repre-
sentacion bidimensional.

Profesor G: Lo mejor es representar el limite en la recta real, e ir representando
como puntos los diferentes términos iniciales de la sucesion, por orden de indices, para
mostrar que éstos caen cada vez mds cerca del punto que representa el limite (esta re-
presentacion se corresponde con la imagen dindmica de la situacion de limite, debido a
que no pueden representarse todos los términos de la sucesion a la vez). Luego dibujaria
un entorno (I —e,l + €), para un cierto ¢, y diria que caen en €l infinitos puntos repre-
sentativos de terminos de la sucesion (todos, desde alguno en adelante), recalcando que

igual sucederia con cualquier otro entorno, por pequeno que fuese €.
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3.4

Profesor A: Hacerlo en el plano; con la representacion de la funcion

f:N—=R
1—>a1
2—>a2

y estudiarlo andlogamente a como se hace para lim f (z) siendo f una funcidn definida
r—00
para R.
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Profesor B: Con la definicion en la mano: hay muchas posibles.

Profesor C: 57, andlogas a la anterior, aunque creo que ésta es la mds intuitiva para
los alumnos y, por tanto, la mejor.
Profesor D: No.

Profesor E: S7, la funcional

- ,Q{
— .
a, ay
—p [
\J } Y 3 Y >
t — .3
A < IL'_\, Ua g
~ RET ) Y
Ficura 3.17

Profesor F: Alguna representacion continua tal que en ella se pueda visualizar la
definicion (g, v).

Profesor G: Representar los términos de la sucesion en el plano, como grifica de
una funcion de variable entera positiva, y mostrar como los puntos de la grdfica se apro-

ziman al valor del limite, representado por la recta y =1, (considero esta representacion
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bastante mds complicada, y por tanto menos clara para un alumno, ya que involucra
nuevos conceptos: funcion real de una variable real y su representacion grifica, asi como
la idea de asintota horizontal).

3.5
Profesor A: La imagen visual de una sucesion acotada en R es la de una serie de

puntos en un intervalo acotado de R (nimero finito o infinito de puntos).

{ fosapobitim-bpr— e v-o—t
AT A A T
a
A Q.A 02’ Q‘_‘ 3 B
FiGura 3.18

Profesor B: Siempre utilizo grdficas para todas las explicaciones (otra gente no y
esto creo, es un tema de organizacion mental).

Profesor C: Utilizo la representacion cldsica sobre la recta real, tomando a1, as ,etc.,
y una cota superior K, suponiendo que la sucesion es creciente.

Profesor D: La imagen dindmica de ir situando sobre la recta real, los términos de
la sucesion, todos ellos entre dos puntos destacados que son las cotas.

Profesor E: Los diagramas de las cuestiones 3.3 y 3.4.

Profesor F: No contesta.

Profesor G: Si, digo que son las que quedan contenidas en un cierto intervalo [a, b],
donde “a” es una cota inferior y “b” una cota superior. Digo entonces que si la sucesion
se sale de cualquier intervalo [a,b] por grande que éste sea, se llama “no acotada”.

3.6
Profesor A: Lo explicaria usando la recta real para ayudar a las explicaciones ma-

temdticas teoricas.

¥

(3
et} ——— €z21w q, € (?—S,he),n)rb
Q-‘Qz Q"(“ﬂ’ tﬂs 03 0Ny

.1 e -
{Q.Lk‘.:A esta aca'b&;; Ar coy it n,

T
Emtte
Ficura 3.19

Profesor B: Preferiblemente: en general los alumnos no son capaces; después de

completar los detalles analiticos.
Profesor C: Referente a “Toda sucesion convergente estd acotada” es mejor y mds

claro para los estudiantes utilizar el contrareciproco: “Una sucesion no acotada no puede

converger”. Visualmente es facil de captar.
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Profesor D: La imagen visual de situar el limite sobre la recta real. Un intervalo
centrado en el limite en el que se destaca que estan todos los términos posteriores a uno
concreto. Otro intervalo cuyos extremos serdn las cotas, en cuyo interior estén, ademds
del intervalo antes serialado, todos los términos anteriores al citado anteriormente.

Profesor E: Si, el mismo diagrama que en la prequnta 3.3.

Profesor F: Por un lado se debe dar la demostracion rigurosa ya que mo es muy
complicada (siempre que se haya digerido bien el concepto de limite), y ademds debe
utilizarse al menos una representacion unidimensional que clarifique en la medida de lo
posible los pasos sequidos en la demostracion.

Profesor G: Desde luego, mds que hacer la demostracion formal (de interés sélo para
estudiantes de Matemdticas) explico que si la sucesion converge, todos sus términos, desde
a, en adelante, estardn en el intervalo (I — e,l + €). Por tanto habrdn quedado fuera del
intervalo (I —e,l + €) un ndmero finito de ellos (v —1 a lo mds). Tomando entonces un
intervalo [a, b] suficientemente grande, que contenga al (I — e,1+ €), podremos “encerrar”
en €l a todos los términos de la sucesion. Entonces “a” serd una cota inferior y “b” se-
rd una cota superior.

3.7

Profesor A: En dicho teorema hacemos uso del axioma de “completitud” para ver
que si la sucesion estd acotada superiormente entonces existe el supremo del conjunto,
es decir, la minima cota superior.

Para explicar la existencia de una cota se podria utilizar de nuevo la recta.

X ={ai};is,
Y = {cotas superiores de X} ={y € R:y > a;, i =1,2,...}

Como R es completo encontramos c e R:Vi=1,2,...VyeY, a; <c<y
Ademds ¢ = minY, es decir, c€ Y: sic¢Y = Ja; € X:c< a;
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Ahora veriamos que:
lim a; = ¢
11— 00

Dadoe >0,c—¢e/2noestd enY = Jay € X: c—¢e/2 < any < ¢ y como es creciente,

n>N:c—¢e/2<ay<a,<c
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0<c—a,<§=la,—c|<eg,n>N

Profesor B: La representacion grifica, creo es imprescindible.



216 CAPITULO 3. ESTUDIOS PRELIMINARES

Profesor C: Si a, es creciente y K es el extremo superior, a, < K, Vn. Sea € > 0

arbitrario K — ¢ < ap, para algun p dependiendo de €, etc.

K- W

} by 4 R SRR VRO
a./‘ ﬂ& 5;3 Q(P]
FiGura 3.22

Profesor D: La representacion visual es también dindmica. Situar sobre la recta real
una cota superior. Ir situando los términos de la sucesion, destacando que, al haber una
cota superior y tratdndose de una sucesion creciente, los términos se irdn aproximando
entre si.

Profesor E: S7, el mismo diagrama que en las cuestiones 3.3 y 3.5.

Si @ = sup {a,; n € N} intuitivamente se ve que lim a, = «
n—oo

% Fe o o

FiGura 3.23

Profesor F: Al explicar ese teorema, debido a que necesitamos utilizar el azioma de
completitud, toda ayuda es poca. Por eso no estd de sobra toda imagen grdafica que nos
ayude a comprender el teorema.

Profesor G: Represento en la recta una cota superior de la sucesion y represento
los primeros términos mostrando cdmo crecen (avanzando hacia la derecha) sin superar
la “barrera” que representa la cota superior, lo cual los obliga a “comprimirse” cada vez
mds, aproximdndose, por completitud, a algin limite, anterior a la cota o coincidiendo
con ella.

3.8

Profesor A: Aungue no conozco exactamente cudles son los conocimientos previos
que un alumno de Bachillerato-Logse puede tener a la hora de la introduccion de las
sucesiones de numeros reales pienso que no es un concepto demasiado dificil para asi-
milar teniendo siempre la idea de acumulacion de puntos a un valor. (Quizds tenga mds
dificultad la comprension de la no existencia de limite, no tanto intuitivamente como en
la teoria).
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Profesor B: Ni en el Bachillerato-Logse ni en los anteriores. Solo una infima minoria
tiene la madurez para valorar € — v con toda su potencia.

Profesor C: No. Les falta madurez para asimilar dicha definicion.

Profesor D: No, considero que una mayoria de los alumnos de Bachillerato pue-
da asimilar tal definicion. Los motivos: Poco hdbito en demostraciones teoricas. Poca
capacidad de abstraccion.

Profesor E: 57, pienso que si, pero a un excesivo coste de tiempo y no s€ para qué.

Profesor F: No lo creo debido a lo siguiente: 1) Es un concepto muy dificil de
asimilar; 2) Se necesitaria mucho tiempo para entender algo dicho concepto; y 8) No
merece la pena invertir tantas horas en aprender lo que significa este concepto, teniendo
en cuenta que hay otras cosas prioritarias que estudiar.

Profesor G: Alguno podria, pero la mayoria no. Por la dificultad ldgica y formal
que esta definicion conlleva (la madurez de estos alumnos, en su mayoria es netamente
insuficiente). En cambio la idea intuitiva de limite, aunque esté impregnada de aspectos
dindmicos no esenciales, si pueden y deben adquirirla estos alumnos.

3.9

Profesor A: No veo por qué no; supongo que todo dependerd del grupo de alumnos
en el curso y de sus conocimientos previos.

Profesor B: jClaramente, no!

Profesor C: 57, pero creo que seria mejor emplear una definicion mds intuitiva. Por
ejemplo: “El numero real “a” es limite de la sucesion a, sii dado un entorno de “a”,
los infinitos términos de a, estdn dentro de dicho entorno a partir de uno de ellos en
adelante”. Y apoyarlo con ejemplos y grdficamente.

Profesor D: No lo considero necesario. Bastaria con que conociera la idea intuitiva
de convergencia.

Profesor E: No.

Profesor F: Rotundamente no.

Profesor G: Decididamente no.

3.10

Profesor A: Creo que la introduccion del valor absoluto y su relacion con los inter-
valos en R asi como el concepto de mddulo en R? y su relacion con los discos deben estar
perfectamente asimilados por un alumno cuando entra en la Universidad. Y al explicar
el concepto de limite, estas ideas quedan de manifiesto.

Profesor B: Esto es largo de explicar y probablemente (jsequro!) no soy la persona
idonea para marcar pautas o dar directrices.

jTodo esto me parece bastante banal en Bachillerato! Estoy sequro de que no aporta
formacion alguna a la gente.

Profesor C: No contesta.

Profesor D: Todos los temas senalados los considero necesarios para poder continuar

con €xito las explicaciones en las asignaturas de matemdticas de los estudios universita-
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rios. Pero mds que proponer que se insista en el Bachillerato en estos temas, yo propongo
que dichos temas sean tratados al inicio de los estudios universitarios.

Profesor E: Fundamentalmente, con la inclusion de la geometria euclidea (en los
primeros cursos) y de la geometria analitica (en los dltimos).

Profesor F: 1) Operatoria, 2) Valor absoluto, 3) Representacion de curvas, 4) Pro-
blemas de enunciado, 5) Aclaracidn de ciertos conceptos fisicos que utilizan las matemdti-
cas de acuerdo con su edad, 6) Problemas de matemdticas comerciales, 7) Probabilidades,
8) Problemas de teorias de juegos unidimensionales, bidimensionales y de mayor nimero
de jugadores, 8) Teoria de nimeros y 9) Idea de programacidon y estadistica.

Profesor G: En aspectos de geometria analitica bdsica (con trigonometria plana),
geometria analitica del plano y del espacio, /flgebm y Aritmética bdsicas (operatoria con
quebrados, potencias, raices y logaritmos en el campo real; numeros complejos y operacio-
nes bdsicas (hasta raices); ecuaciones algebraicas (no sdlo polindmicas) y trascendentes;
divisibilidad y factorizacion de polinomios en el campo real (raices reales y complejas,
multiplicidad de raices); inecuaciones racionales; vectores en el plano y en el espacio;
combinaciones, variaciones y permutaciones (simples); nimeros combinatorios y bino-
mio de Newton; matrices y determinantes; sistemas de ecuaciones lineales y no linea-
les), algo de Algebm moderna (conjuntos, relaciones de equivalencia y de orden; leyes
de composicion interna y posibles propiedades; ejemplos de todo con los conjuntos N,
Z, Q, Ry C y con conjuntos de la geometria del plano y del espacio; idea de cuerpo
conmutativo y ejemplos importantes (Q, Ry C); idea de espacio vectorial y ejemplos
importantes (vectores del plano, vectores del espacio, R?, R3, polinomios de grado < n,
matrices reales mn)) y Cdlculo diferencial e integral con funciones de una variable (sin
formalizaciones, sin demostraciones de los teoremas, con explicaciones grdficas siempre
que sea posible, con conocimiento prdctico y grdfico de todas las funciones bdsicas; con
distincion entre imdgenes y contraimdgenes, dominios y recorridos, inyectividad y no
inyectividad; existencias de inversas y su cdlculo; existencia de compuestas y su cdlcu-
lo; inecuaciones funcionales; cdlculo de dominios de funciones elementales; limites de
funciones (sin definiciones formales, en forma intuitiva, apoydndose en consideraciones
graficas); propiedades de los limites (las bdsicas, sin demostrar); continuidad en un punto
y en un intervalo; continuidad y limites con x — oo y x — —oo de las funciones bdsi-
cas; continuidad de sumas, diferencias, productos, cocientes y compuestas; continuidad
de funciones elementales; continuidad de funciones definidas a trozos; clasificacion de
discontinuidades; teorema de Bolzano y método de biseccion; teorema de Darboux o de
los wvalores intermedios; derivada en un punto (derivadas laterales) como limite, como
razon de cambio y como pendiente de la recta tangente; derivable implica continua pero
no reciprocamente; derivadas de todas las funciones bdsicas (sin demostraciones); deriva-
das de sumas, diferencias, productos, cocientes y compuestas; intervalos de crecimiento
y decrecimiento; extremos relativos (condiciones necesarias y criterio de la derivada pri-
mera); derivadas de orden superior; intervalos de concavidad y convexidad; puntos de
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inflexion; criterio de la derivada segunda para extremos relativos; problemas de optimi-
zacion sencillos (directos o con una ecuacion de enlace); cdlculo de limites por la Regla
de L’Hopital; concepto de integral indefinida y propiedades bdsicas; integrales inmediatas;
integracion de funciones racionales (sin raices complejas maltiples en el denominador);
integracién por partes; integracion por cambio de variable (racionalizaciones sencillas,
sin exagerar en casos); concepto de integral definida de una funcién continua en [a,b]
(en el sentido de Cauchy); la integral definida como limite de una sucesion de sumas
de Riemann (particiones de puntos equidistanciados), para que se vea la integral como
el limite de una suma de un numero cada vez mayor de sumandos, los cuales son cada
vez mas pequenos, lo cual es de utilidad para entender aplicaciones de la integral a la
Geometria y a la Fisica; propiedades bdsicas de las integrales definidas; regla de Barrow;
cdlculo de dreas planas, longitudes de arcos, volumenes de resolucion y volumenes de
cuerpos con secciones paralelas de dreas conocidas.
3.11

Profesor A: Nunca he dado este tema en las asignaturas que he impartido y tampoco
conozco ningun paquete informdtico para ello.

Profesor B: Esto me parece interesantisimo. Incluso a nivel de Bachillerato los pro-
gramas “Derive” y “Mathematica” creo que estimularian el interés del alumno.

Profesor C: Creo que mejor que paquetes informdticos, ya que muchos centros de
secundaria no disponen de ellos, es la calculadora. Dado el término general a, de una
sucesion, el alumno puede darle valores y descubrir si es convergente o divergente, antes
de utilizar las técnicas de cdlculo de limites.

Profesor D: No

Profesor E: No.

Profesor F: No

Profesor G: Hay varios. No los uso, pero me gustaria hacerlo si las circunstamcias
fueran favorables.

4.1

Profesor A: Realmente no lo sé, porque no he hecho uso de una “definicion matemd-
tica” para la operacion “paso al limite”; sin embargo, la explicacion intuitiva es asimilada
fdacilmente.

Profesor B: El alumno medio (no de la carrera), jNunca!

Profesor C: No. Conoce los algoritmos para el cdlculo de limites y los aplica de
un modo rutinario sin llegar a comprender lo que subyace. Volviendo a 3.11, si quiere
calcular el limite de la sucesion

an, =vn+1—+/n

multiplica y divide por el conjugado, etc., y, suponiendo que se equivoque en los cdlculos,
obtiene un limite falso. Si ha trabajado con la calculadora (3.11) se dard cuenta del error
ya que valores de n elevados se ve que el limite es cero:
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ai1000 = V 1001 — /1000 ~ 0O

Profesor D: No en muchos casos. Seria deseable que tuviera asimilada la idea intwi-
tiva de limite.

Profesor E: No

Profesor F: No

Profesor G: La tienen asimilada parcialmente, con errores.

4.2

Profesor A: Quizd todo esté en funcion de como se lo plantee el profesor al alumno,
pues ademds del cdlculo propio de limites de sucesiones el concepto también aparece a la
hora de la continuidad y la derivabilidad de funciones, por ejemplo.

Profesor B: Claramente no.

Profesor C: La ha utilizado en la definicion de derivada, en la aplicacion del nimero
e al cdlculo del interés continuo o desintegracion radiactiva de una substancia, creci-
miento de un cultivo de bacterias, demografia, etc., pero mo creo que haya sentido la
“necesidad” de ello.

Profesor D: La operacion “paso al limite”, los alumnos de Bachillerato han ob-
servado la necesidad de utilizarla en alguna demostracion, en ejercicios de estudio de
continuidad y derivabilidad asi como en conceptos de Fisica.

Profesor E: Aunque predomina el cdlculo algoritmico de limites, puede que incons-
cientemente el alumno haya utilizado esa operacion en otros ambientes. Por ejemplo, al
calcular la tangente a una curva (interpretacidn geométrica de la derivada).

Profesor F: La gran mayoria no ha utilizado para nada el concepto, solamente han
practicado un cdlculo algoritmico de limites de sucesiones.

Profesor G: No creo que hayan “sentido la necesidad” de su uso, pero han visto,
dentro de las Matemdaticas que han dado, el uso de limites (no sdlo de sucesiones, sino
de funciones de una variable real): Por ejemplo, en la definicion de derivada y en la
definicion de integral.

4.3

Profesor A: Con respecto a las asignaturas que he impartido, el concepto de “paso
al limite” aparece al tratar la derivada en un punto como el limite de los cocientes in-
crementales, también en la introduccion de la integral de Riemann como limite de sumas
superiores e inferiores y por ultimo, la aprorimacion de integrales definidas haciendo uso
de la regla trapezoidal o la regla de Simpson.

Profesor B: a) El alumno no siente la necesidad de nada. b) Si el alumno sintiera
la necesidad del limite se deberia dar cuenta por ejemplo, de que los irracionales solo
existen como “limaites”.

Profesor C: Respuesta anterior.

Profesor D: Considero que un alumno universitario sentird la necesidad del paso al
limite en conceptos tales como: Integral definida, velocidad, aceleracion, etc.
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Profesor E: Mds bien, somos nosotros - los profesores- los que hacemos sentir a los
alumnos la necesidad de esa operacion en la Universidad.

- Concepto de derivada y su interpretacion geométrica

- Sumacion de series (las sumas parciales {s,} aproziman el valor s de la suma de
la serie convergente lim s, = s).

- Area o integracion.

Profesor F: Series, integrales y probabilidades.

Profesor G: Depende de esa formacion universitaria (de la carrera que estudie). En
muchos casos, aunque en su carrera haya contenidos matemdticos (de tipo instrumental),
esa mecesidad no la sentird nunca. Ahora, en una carrera donde se estudien procesos
iterativos, de aprozimaciones sucesivas a determinadas soluciones (como los usados en
métodos numéricos o similares), estd claro que esa necesidad se hard patente en algin
momento, aunque quizd la operacion “PASO AL LIMITE” sea mds general en esos casos.

3.3.2. Anadlisis de las contestaciones a los apartados 1 y 2: Axio-
ma de Completitud de R y el uso de metaforas

Al reflexionar a cerca de la completitud de R, la imagen mental que tienen los pro-
fesores encuestados es en general la misma; todos coinciden en senalar que el axioma se
refiere a algo continuo, completamente “lleno”, sin “agujeros”. El conjunto de los nimeros
reales es identificado como:

“un continuo, sin principio ni fin, ni agujeros” (profesor E)

La representacion gréfica o visual de esa imagen es del mismo modo similar, pues la

mayoria representamos graficamente R mediante una recta, linea o curva continua.

Por otra parte, los profesores hacen uso de analogias de muy distinta naturaleza
(metaforas extramatemadticas, Pimm [79]) para que el alumno comprenda y asimile di-
ferentes conceptos matematicos; en este caso la idea intuitiva de completitud de R es
analoga o se compara con:

- la linea del horizonte,

- las lineas continuas de una carretera,

- un hilo continuo de agua saliendo de un grifo,
- los cables del tendido eléctrico, etc.,

pero es obvio que no existe nada en la vida real tan absolutamente compacto, ya que

como justifica el profesor C:
“..la materia estd formada por dtomos que no son compactos y dejan vacios entre si”.

La magnitud mas utilizada en la vida diaria y que mejor se puede comparar con R, es
el tiempo (Profesores D y E), pero éste sigue siendo “algo inalcanzable” desde el punto
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de vista material.

“No es evidente la correspondencia de la idea intuitiva anterior con el axioma de
que “todo subconjunto no vacio y acotado superiormente posee supremo”. La dificultad
estd en que cuesta entender que “una sucesion de infinitos numeros reales, cuyos términos
consecutivos o no consecutivos llegan a estar arbitrariamente proximos entre si cuando
avanzamos en la sucesion, posee como limite un dnico nimero real” (o sea que todo
posible “agujero” de R estd lleno). O bien, en la formulacion equivalente de Dedekind,
que “todo corte de R, suficientemente fino como el que define una cortadura, determina
un Unico numero real (por fina que sea la navaja, no hay forma de que pase entre dos
nimeros reales)”. Al ser la realidad “discreta”, cuesta mucho entender esta idea abstracta
que es “el continuo” (Profesor G).

No obstante, la idea intuitiva que se tiene del conjunto de los nimeros reales y de su
completitud es bastante asequible y en consecuencia alcanzable para los alumnos que se

inician en la Universidad.

Ahora bien, como se constata en nuestro andlisis, la idea intuitiva y la idea conceptual

caminan separadamente:
“..pasaron 2500 anos hasta que se formuld el Axioma de Completitud” (Profesor B).

Hasta mediados del siglo XIX se aceptaba el concepto de “Numero” como una ex-
presién decimal indefinida pudiéndose considerar la expresion decimal como caso
particular de expresion periddica que acaba en ceros o nueves; asi pues los niumeros ra-
cionales resultan las expresiones decimales periddicas, y los numeros irracionales, las
aperiddicas. En este periodo, la revision critica de los fundamentos y principios de la
Matemdtica, y el desarrollo de la Geometria analitica y del Cdlculo infinitesimal exi-
gieron un andlisis mds preciso del concepto anterior realizado por Méray y Weierstrass
(1869), Dedekind (1872), Cantor (1872) , etc. (Rey Pastor, Callejo y Trejo [84]).

De esta profunda revisién de la Matematica surge el Axioma de Completitud (o de
continuidad) de R, el cual puede ser enunciado de diferentes formas, aunque todas ellas
aluden de algiin modo a la continuidad del conjunto de los niimeros reales.

- En términos de las secciones de nimeros reales:

“Toda seccidn de nimeros reales se define por cierto nimero” (Axioma de Dedekind).

- En términos de los segmentos encajados:
“Toda familia de segmentos encajados tiene una interseccion no vacia” (Axioma de
Cantor).

- En términos de lo sucesiones de Cauchy:
“Toda sucesion de Cauchy de nimeros reales es convergente en R”.

- En términos de la cota superior e inferior de los conjuntos:
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“Todo conjunto no vacio de R, acotado superiormente, tiene extremo superior y
todo conjunto no vacio de R, acotado inferiormente, tiene extremo inferior”. (Axioma
de Weierstrass. Enciclopedia de las Matemaéticas, [109]).

Esta ultima version es a la que nosotros nos referiremos (quizds sea la més utilizada),
pero en todo caso no es una verdad evidente por si misma que la continuidad de R se

desprenda de esos enunciados:

“La interpretacion intuitiva del apartado ultimo no se corresponde con los aspectos
teoricos del axioma de completitud ya que este axioma es creado por la mente humana
a efectos de crear una teoria. La dificultad seria que tendriamos que recorrer e incluso
visualizar muy detalladamente los pasos necesarios para llegar al axioma de completitud”
(Profesor E).

“St, la dificultad surge a partir del hecho de que los racionales “no llenan” por
completo la recta numérica...” (Profesor C).

No es, por tanto, sencillo llegar a un resultado como éste y es légico que el alumno
tenga verdaderas dificultades para entenderlo. Nétese que dentro de la tercera versién
del axioma hay implicados varios conceptos que tiene que relacionar simultaneamente:

- el de conjunto,

- el de conjunto ordenado (y las propiedades que conlleva),

- elementos notables de un subconjunto de un conjunto ordenado (mdximo, cota su-
perior, minima cota superior o supremo, ...).

Por consiguiente se hace necesario indagar més profundamente en la propiedad y
compararla con otras situaciones para aclarar las ideas.

De la misma forma que en la vida real para poder apreciar en toda su dimensién la
libertad es necesario no haberla disfrutado, o para valorar la felicidad es necesario haber
sido previamente infeliz, para acercarnos a la idea de la completitud es fundamental saber
que significado de la no completitud. Por esta razén se han formulado las cuestiones del
apartado dos de la encuesta.

Al analizar estas respuestas, observamos que la imagen mental asociada a la no com-
pletitud de Q se compara con “algo discontinuo”.
Q es identificado como:
“Una coleccion de infinitos puntos, que pueden estar “tan proximos” como se quiera

y a pesar de ello siempre podemos separar dos de los puntos en dos conjuntos disjuntos

y cerrados, entendiendo por cerrados una coleccion de puntos ordenados en la recta R”

(Profesor A)
La imagen visual que algunos profesores tienen de Q se asemeja a:

- un collar de cuentas sin hilo,
- una recta con agujeros,
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- una avenida muy larga tal que en uno de sus bordes hay drboles plantados, ...

Estas tres metéforas extramatematicas hacen referencia a objetos o imagenes de una
sola dimensién, mientras que las siguientes a entes de tres dimensiones:

- una nube de puntos
- un queso tipo gruyére
- una criba ultrafina

- el cielo lleno de millones de estrellas
haciendo todos ellos clara alusion a la idea de “discontinuidad”.
En cuanto a su representacién gréfica, el profesor que mads precisa, afirmas:

“Creo que no es representable grdficamente. Pertenece al mundo de los conceptos o

ideas y no al mundo real” (Profesor C).

Evidentemente, es cierto dado que Q, igual que R, pertenece al mundo conceptual;
pero no por ello podemos evitar dar una presentacién intuitiva y en consecuencia una
representacién grafica. En cualquier caso, la imagen mental y su representacién visual
“aproximada” se hacen necesarias para los alumnos que comienzan a manipular estos

conjuntos.

A pesar de que las reflexiones que hacen los profesores parecen sencillas, en el fondo
conllevan un fuerte aparato formal, y la mayoria de los alumnos ingresan en la Universidad
sin tener las ideas claras sobre el conjunto de los ntimeros reales y de sus subconjuntos;
desconocen o confunden aspectos fundamentales como:

- la diferencia entre entero y natural,

- no identifican los enteros como racionales,

- la diferencia entre numeros decimales y nimeros decimales exactos,

- la diferencia entre racional e irracional,...

Por ello y aunque las respuestas del apartado 2.5 han resultado variadas, consideramos

importante que el alumno conozca estas cuestiones al inicio de la carrera universitaria,
no obstante:

“sin recurrir a grandes alardes tedricos” (Profesor E)

Como consecuencia de ello creemos que es importante que los profesores de Bachille-
rato y primero de carrera comiencen el curso con una primera leccién introductora en la

que se incluya un esquema similar al siguiente:
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Positivos (Z™)
Enteros (Z) { Cero®
Negativos (Z7)

Reales(R) Racionales (Q) Decimales exactos

Fraccionarios") (Q-12) puros

Decimales periédicos .
mixtos

Irracionales (R — Q)

(1) Fraccionarios propiamente dichos.
(2) Los ntimeros naturales (IN) estan constituidos por los enteros positivos (ZT) y el

Cero.

La estructura puntual de R, igual que muchas de sus propiedades, queda perfecta-
mente definida cuando el profesor, con ayuda del esquema anterior, hace un recorrido
que permita a los alumnos conocer la naturaleza y las principales diferencias entre los
conjuntos de nimeros. Debe hacerse hincapié en el hecho de que Q y R — Q son dos sub-
conjuntos disjuntos de R; para justificarlo se prueba que cualquier irracional no puede
expresarse como cociente de dos enteros primos entre si (denominador no nulo). Es en
este momento, si se cree conveniente, cuando el profesor introduce la conocida demos-
tracién por reduccién al absurdo de que v/2 no es racional, o lo que es lo mismo, que el
cuadrado de un racional no puede ser 2.

Este esquema, junto a la representacion gréafica sobre una recta de los niimeros reales,
constituye un soporte intuitivo vital en la aplicacién de la matematica a la Ciencia y a
la Tecnologia.

Volviendo a nuestra encuesta, el profesor C, refiriéndose a Q senala:
“Un conjunto totalmente discontinuo debido a los nimeros irracionales”

Por tanto, la existencia de los nimeros irracionales se justifica de forma grafica di-
ciendo que si se marcaran en la recta todos los racionales quedarian “huecos”. En esos
huecos estan los irracionales: +v/2, £v/3, £v/5, ..., 7, e, ... Serfa por tanto conveniente
que los alumnos “asignaran” a los irracionales mas sencillos, puntos sobre la recta real,
utilizando como punto de partida v/2, (diagonal de un cuadrado de lado uno), y a partir
de ahi, rectdngulos de altura 1 y base adecuada (por ejemplo, para “rellenar el hueco”

en el que estarfa v/3, se tomarfa un rectdangulo de altura 1 y base \/5)
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Aspectos pedagégicos para el estudio de la completitud.

En este punto es necesario anadir, como aspecto pedagdgico, que cualquier concep-
ciéon normal de los niimeros irracionales, sélo se comprende realmente a partir de los
nameros racionales: la imposibilidad real de manejar la representacién decimal de un
ndmero cuando tiene infinitas cifras decimales obliga a introducir valores aproximados;
por ejemplo, los nimeros racionales 2,71828 y 2,71829 son dos valores aproximados del
nimero irracional e en menos de 107> por defecto y por exceso respectivamente.

Un segundo aspecto pedagdgico seria aprovechar el esquema anterior para hacer notar

a nuestros alumnos cuestiones tan elementales como:

- La “insuficiencia” del conjunto de los niimeros naturales IN:

En este conjunto las ecuaciones de la forma = + a = b, (a,b € N), no tienen solucién
natural cuando a > b, y por esa razén se hace necesario “construir” un conjunto més
amplio, que llamaremos conjunto de los nimeros enteros, simbolizado por Z, en el que

N quede sumergido y en el que el problema anterior quede resuelto.

- La “insuficiencia” de Z:

En el conjunto Z las ecuaciones de la forma x.a = b, (a,b € Z, a # 0) no siempre
tienen solucion entera: sélo existira solucion si a es un divisor de b, y por esa razén se hace
necesario disponer de un nuevo conjunto, que se denominara conjunto de los nimeros
racionales, Q, en el que Z quede incluido, y en el cual todas las ecuaciones anteriores
admitan solucién.

- La “insuficiencia” de Q:

En este conjunto las ecuaciones de la forma 22 = a, (a € ZT), no siempre tienen
solucién racional: sélo existira tal solucién en Q, y no unica, si a es un cuadrado perfecto;
por ello se hace necesario construir un conjunto mas amplio, el conjunto de los nimeros
reales R, que contenga a Q, y en el que el problema anterior quede resuelto.

- La “insuficiencia” de R:

En R las ecuaciones de la forma 224+a = 0, a > 0, no tienen solucién real, por lo que se
hace necesario construir el conjunto de los nimeros complejo C, tal que R esté contenido
en C y en el que todas las ecuaciones del tipo ag + a12 + asx? + ... + a,z™ = 0 admitan
solucién. Esto se conoce como “Teorema Fundamental del Algebra”.

Estas ideas pueden visualizarse o geometrizarse globalmente en el siguiente diagrama:

N | z | Q | R |
x+a=b C x.a=b [ x"2=a C X"2+1=0 C ’70 —‘

Ficura 3.24

Hemos dejado para el final de este andlisis las reflexiones que hacen los profesores
encuestados al apartado 2.4 para conectarlas con ciertos aspectos tedricos y visuales
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sobre la no completitud de Q.
Como ya hemos dicho el axioma de completitud de R se enuncia:

“Todo subconjunto no vacio de R, acotado superiormente, tiene cota superior mini-

»”

ma
su negacién aplicada a Q dira:

“Existen subconjuntos no vacios de Q, acotados superiormente, sin cota superior
minima”

El profesor C senala en su respuesta a 1.4:

“...el conjunto de las cotas superiores de P = {x €Q/ 2% < 2} no posee minimo en

Q.7

;Cémo visualizar este aserto?

La figura 3.25 nos muestra un diagrama en el que aparece el conjunto S de los racio-

nales positivos o nulos cuyo cuadrado es menor que 2:

S={reQufo}/a*<2}CQ

0 0.5 1 1.4 142 15

xA2<2 I nos2

FiGURrA 3.25

En él aparecen varios elementos de S: el 0, el 0,5, el 1y el 1,4, dado que los cuadrados
de todos ellos son menores que 2. Ademds podemos ver los racionales 1,42 y 1,5 que no
pertenecen a S (pues su cuadrado es mayor que 2), pero son cotas superiores del mismo
lo que nos permite afirmar que este subconjunto esta acotado superiormente. Por ltimo,
aparece un elemento r que “separa” (o se encuentra en la frontera) a los elementos que

pertenecen a .S de los que no pertenecen.

Tendra S extremo superior? Es decir, de entre todas las infinitas cotas superiores
Wi, i =1,23, ..n...de S,

Jexistird una p € Q que sea la menor de todas ellas?

Supongamos que tal p exista, o lo que es lo mismo, supongamos que p = Sup(S);
jdonde se encontraria ese extremo superior? Existen dos alternativas:

1) Lo maés probable es pensar que a la derecha de r, y muy préximo a r, con lo que
p? > 2 (p? no puede ser 2 pues el cuadrado de un racional nunca puede serlo).
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2) No podemos rechazar la posibilidad de que p se encuentre a la izquierda de r
(aunque no parezca una posibilidad natural) y, en este caso, se tendria: u? < 2 .

Pues bien, para la opcién (1) siempre podemos encontrar un k € Q* tal que (u — k)?
sea mayor que 2 y en consecuencia p no seria la cota superior mas pequena.

De igual forma, para la opcién (2) siempre podemos encontrar un h € QT tal que
(u + h)? sea menor que 2, lo que nos dice que (u + h) € S, y como pu < p + h por ser
h > 0, u no serfa extremo superior de S, en contra de lo supuesto. (Véase Ferndndez
Vina [40] y Dorta Diaz, Espinel Febles y Plasencia Cruz [25]).

Estas ideas pueden visualizarse en la figura 3.26:

y=x"2."

S Zoom
mu mu+h I mu-k mu

0. JLler 2

FiGura 3.26

Es ahora cuando el lector puede conectar estas reflexiones con las representaciones
que hacen los profesores A, B y D de un “zoom” de un subintervalo del intervalo [0, 1]
de Q.

Cada uno de estos profesores hace una representacién gréfica del zoom distinta, no
obstante sus interpretaciones nos conducen a una conclusién similar: La estructura de
cualquier subintervalo del intervalo [0,1] N Q es idéntica. Al intentar analizar un subin-
tervalo sumamente pequeno, entre sus extremos encontramos infinitos racionales que,
aunque separados entre si por diminutos huecos, ofrecen una visién global de ellos com-
pletamente igual a la del intervalo racional [0, 1], sélo que a una escala menor. Mediante
el zoom, aumentamos esa imagen y lo que observamos es una visualizacién idéntica a la
de [0,1]N Q.

Quizés la representacion gréafica del zoom mas visual y nitida para entender esto
ultimo es la aportada por el profesor E que toma en los dos casos subintervalos cada vez
mas pequenos del intervalo unidad, ambos centrados en % y de radio primero i y luego
1/8. Asi trata de indagar en la estructura de cualquier subintervalo racional de [0,1] en
las proximidades a 1/2.
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3.3.3. Anadlisis de las contestaciones a los apartados 3 y 4

Ateniéndonos a las respuestas de los profesores encuestados, el limite de una sucesién
sugiere acercamiento, aproximacion de los valores de la sucesién a una cantidad fija que
llamamos limite. Ese acercamiento progresivo implica, sin lugar a dudas, la acumulacién
de los puntos de la sucesiéon que cada vez mas proximos entre si, llegan a confundirse en
las cercanias de dicho limite.

Aunque no todos estén de acuerdo en que la idea intuitiva se corresponde, a priori, con
la definicién rigurosa de limite (la formalizacién de este concepto resulté ser el resultado
de muchos siglos de trabajo y reflexién por parte de los mateméticos), s{ parece haber
consenso en que su complejidad se manifiesta al observar las dificultades con las que los

alumnos se encuentran, en general.
Es interesante destacar la respuesta del profesor B a 3.1:

“Ninguna. Es una definicion sumamente elaborada tras siglos de trabajo. No me parece
ni obvia ni intuitiva”
Sin lugar a dudas estas palabras son fruto de una profunda reflexién, sin embargo, en

cuanto a la observacién de que tal definicién no es intuitiva pensamos que se podria:

- realizar un andlisis grafico de la misma en R y en R x R simultaneamente.

- encontrar un paralelismo en lenguaje literario a la definicién (e, ) que la haga més
accesible; todo ello permitirda manipularla correctamente y asi lograr que los aspectos
intuitivos adquieran toda su importancia. Estas cuestiones serdan desarrolladas con detalle
en parrafos posteriores.

El profesor D expresa su vision de limite en forma geométrica, al relacionar la variaciéon
de v a partir del valor de € con la imagen de un rectangulo variable en la que al acortar
la base (v) también se acorta la altura (¢). Obviamente esa imagen sugiere movimiento

y por ello es dinamica.

Para los profesores encuestados “es discutible” cudl es la forma mas idénea para

explicar el concepto de limite (g, v) en el aula.

Es ilustrativo el recurso empleado por el profesor E que usa como soporte la recta real;
hace ver con su representacién, la idea de acumulacién de puntos de una forma natural.
Elegido un valor arbitrario de €, en el entorno de I, (I —¢,l+¢€), quedan infinitos términos
de la sucesion, mientras que fuera, sélo un niimero finito de ellos. Para dar més énfasis a
esta idea utiliza una analogia en la que se refleja una vez mas el caracter dinimico que
subyace en la definicion de limite:

“l »

“Identifica el intervalo o entorno de con un pozo en el que caen los infinitos puntos

de la sucesion, como si de una especie de abismo se tratara”

Ademsés de esta representacion unidimensional, podemos representar la misma idea

anterior sobre el plano R x R, es decir, los infinitos puntos de la sucesiéon que antes,
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hipotéticamente, “caian en un pozo”, ahora van penetrando en una “banda” centrada en
'y de ancho 2¢. Esta concepcién, que analizamos con més detenimiento en el Capitulo 2, la
consideramos mas apropiada, no sélo para introducir el concepto de limite, sino también
para iniciar a nuestros alumnos en las ideas bdsicas de sucesion, de sucesion acotada,
etc., incluso para tratar “visual e intuitivamente” algunos teoremas relacionados con las
mismas. Pensamos que la idoneidad de esta versién bidimensional se justifica por varias

razones:

a) es mds natural
b) es mds rigurosa
c) se capta mejor a través de los sentidos

lo que puede comprobarse observando los graficos obtenidos a partir del programa si-
guiente:

>with(plots):

> fi=n->3*(-1)"(n+1);

fi=n—3 (—1)"""

> hl:=plot([[-5,0],[5,0]]):

> h2:=plot([seq([f(k),0.05],k=1..10)],x=-5..5,y=-6..6,style=point):

> h3:=textplot({[-3,-0.75,a(2)=a(4)=...=-3,[0,0,'+],[0,-0.75,°0],[3,-0.75,‘a(1)=a(3)=...=+3}):
> display({h1,h2h3});

a(2)=a(d)=..=- 0 a(l)=a(3)=..=+3
Ficura 3.27

> h4:=plot([seq([k,f(k)],k=1..20)],x=0..20,y=-6..6,style=point):
> display(h4);

01" 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FiGura 3.28
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En la figura anterior (3.27) se observa que los elementos de la sucesién de {ndice impar
coinciden:

ai=a3=a5=..=3

y en este grafico representan el mismo punto (lo mismo sucede con los términos pares),
hecho que puede llevar a confusién. En la Figura 3.28 esta dificultad queda superada (los
profesores A y E del cuestionario utilizan este tipo de representacion).

Por tanto, a pesar de la simplicidad de la representacion sobre R, en el plano resulta
mas natural y autoexplicativa ya que la sucesién queda perfectamente definida por la
grafica. Por otro lado, aunque la representacién bidimensional parece alejarse de la visién
topoldgica de entorno y punto de acumulacién, conceptos importantes que el alumno debe
conocer, la expresién |a, — L| adquiere todo su significado en el eje de ordenadas. No
obstante, nuestro objetivo es aportar al alumno las dos visiones y por ello presentamos
ambas representaciones en la propuesta curricular del Capitulo 2 y concretamente, en la
esquematizacién visual correspondiente a la definicién (e, v) de limite.

La acotacién de una sucesién puede ser explicada también a partir de cualquiera de
los tipos de representacion anterior. Merece especial atencién la observacién realizada por
el profesor C respecto a su forma de explicar la proposicion “Toda sucesién convergente
estd acotada”; utiliza para ello la forma contrarreciproca de la misma, que es mas facil
de visualizar y por tanto puede resultar méas asequible para los alumnos. Sin embargo,
este método de demostracion exige que los alumnos tengan un cierto dominio del célculo
proposicional, lo cual, suele ser poco habitual. Este profesor, en conversacién privada, co-
mentd que durante el presente curso algunos de sus alumnos de 3° de Matematicas tenfan
serias dificultades para distinguir la hipdtesis y la tesis en un teorema o proposicién.

Con respecto a la pregunta 3.7 nos parece acertada e ilustrativa la exposicién del
profesor A, que combina la demostracion formal y rigurosa con el uso de representaciones
de tipo unidimensional.

En cuanto a la introduccién de estos contenidos en el Bachillerato, estd muy extendida
la opinién de que es preferible dedicar tiempo en estos cursos a otro tipo de cuestiones que
permitan formar a los alumnos como individuos capaces de desenvolverse en la sociedad
(geometria, mateméticas comerciales, etc.) (Profesores E y F). Ahora bien, en el caso de
introducir el estudio del limite, debe ser de un modo intuitivo, sin recurrir a aspectos
formales que en estos niveles resultan dificiles de asimilar y con poco contenido desde un
punto de vista formativo. Asi lo justifica el profesor G:

“... Por la dificultad légica y formal que esta definicion conlleva (la madurez de estos
alumnos, en su mayoria es netamente insuficiente). En cambio la idea intuitiva de limite,
aunque esté impregnada de aspectos dindmicos no esenciales, st pueden y deben adquirirla
estos alumnos”.

Hemos comprobado nosotros mismos, en una encuesta realizada a alumnos de 1°
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Bachillerato-Logse, como son capaces, mediante el uso de representaciones graficas, de
adquirir cierta agilidad para encontrar el limite de una sucesién dada. Sin embargo, in-
tentamos introducir la definicién (e, v) de limite y se pierden ante términos como entorno,
valor absoluto, distancia, etc. El alumno se siente enredado por la nueva simbologia y ello
supone la pérdida de la motivacién inicial e incluso de la idea intuitiva que intentdbamos

transmitir.

El estudio riguroso del concepto de limite debe ser uno de los primeros objetivos al
comenzar los estudios universitarios de cualquier especialidad cientifica o tecnoldgica y
creemos que seria adecuado abordarlo utilizando, de forma complementaria, algin tipo
de paquete informético; proponemos Maple, puesto que, como se indic6 en el Capitulo
1, permite a los alumnos explorar el concepto desde distintos puntos de vista usando

ejemplos y contraejemplos.

En la encuesta hemos comprobado que la herramienta informética es, en general, poco
conocida y/o utilizada por los profesores que tienen que impartir todo un curso de An4li-
sis Matemdtico y son bastante reticentes a disponer de ella, ya sea por la masificacién
en las aulas, el tiempo que se requiere o inexperiencia. Pensamos que el software variado
que ofrece el mercado constituye una herramienta educativa y util para la ensenanza, y
no debemos desaprovecharla (en general, los centros de secundaria y practicamente todas
la Facultades Universitarias cuentan con aulas de informética y el uso de ordenadores y
potentes calculadoras de bolsillo como la “Texas Instrument” estd cada vez mas exten-
dido). Creemos que debe potenciarse su uso para la consecucién de una formacién mas
asequible.

La operacién “paso al limite” y el andlisis de su presencia en la formaciéon matematica
de los alumnos es el objetivo del Ultimo apartado de la encuesta.

En Bachillerato, el alumno conoce el calculo algoritmico de limites aplicando de un
modo rutinario las reglas que les han explicado. Por ello, si no se encuentra ante situa-
ciones adecuadas, no llegard a percibir el significado profundo de esta operacién; se hace
pues necesario que el profesor le proporcione ejemplos variados, sencillos y oportunos
para que el estudiante sienta la necesidad de aplicarla, lo cual le llevard a un acerca-
miento intuitivo de la idea convergencia. Por ello el papel del docente es fundamental.
La presentacion de los contenidos en el aula juega un papel decisivo en la motivacion de
los alumnos; somos los profesores los responsables de que deseen o no profundizar en los
contenidos propuestos:

.. somos nosotros - los profesores- los que hacemos sentir a los alumnos la necesidad

de la operacidn paso al limite ...” (Profesor E).

Es posible lograr que el estudiante sienta la necesidad de utilizar dicha operacion; se

puede conseguir en el desarrollo de algunos temas: aplicacién del ntimero e al célculo del
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interés continuo bancario, derivada, integracién, integracién numérica, etc.

El interés por el estudio y la investigacién de estos y otros contenidos matematicos,
adquiere fuerza cuando el alumno siente que dispone de algin medio que le ayude a
conectar las cuestiones tedricas y sus concepciones mentales con la visualizacion material
de las mismas. Es por todo ello por lo que en el Capitulo 2 hemos desarrollado una
propuesta instruccional y formativa, en la que ademds intentamos demostrar la utilidad

de un paquete informético como Maple.
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iDios mio, profesor!, la idea de limite es como un mal suefio...

Alumna Marfa

Capitulo 4

Analisis y discusion de los
resultados

4.1. Introduccion

Toda investigacién tiene como objetivo principal aportar ciertas ideas o conocimientos
novedosos que faciliten de alguna manera, la labor de los que estan implicados en el campo
en que se ha llevado a cabo la misma. En el ambito de la Educacién Matematica, una
vez que se han detectado ciertas carencias o se ha planteado una situacién problematica
relacionada con el proceso de ensenanza-aprendizaje de ciertos conceptos, ideas, etc., es
necesario hacer una propuesta que pueda servir para mejorar o progresar. Posteriormente,
es imprescindible llevarla a la practica y analizar los resultados obtenidos, ya que ellos

daran lugar a gran parte de las conclusiones de la labor investigadora.

En este sentido y como ya se ha comentado, nuestro trabajo comenzé después de
varios anos de contacto con la ensenanza universitaria, a lo largo de los cuales obser-
vamos importantes dificultades en el desarrollo del proceso de ensenanza-aprendizaje de
conceptos relacionados con la convergencia. Por otro lado, la encuesta que realizamos a
los profesores universitarios nos da clara evidencia de que el concepto de limite es uno
de los mas costosos para alumnos de los primeros cursos universitarios.

Pensamos que estas dificultades se presentan de forma natural a cada una de las
partes implicadas en el proceso: a los ensanantes porque, en general, puede no resultar
sencillo transmitir estas ideas; y a los estudiantes que han de asimilarlas y superar cada
uno de los obstaculos cognitivos y epistemoldgicos que ya analizamos en el Capitulo 1 de

esta memoria.

Como hemos apuntado, después de revisar la literatura existente sobre este tema,
elaboramos el esquema conceptual que presentamos en la seccién 1.6 e hicimos un plan-
teamiento de la situacion que pudiera dar respuesta, al menos, a algunas de estas dificul-
tades. Nuestra investigacion culmina con la puesta en practica de la propuesta curricular

presentada en el Capitulo 2. Por tanto, en este capitulo vamos a exponer cémo se llevé a

235
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cabo la fase experimental y cudles fueron los resultados de la misma.

En principio, en esta fase de la investigacion distinguimos dos experiencias que res-
ponden, la primera, a la puesta en préactica de la propuesta para sucesiones numéricas
y el concepto de limite y la segunda, correspondiente a los conceptos de sucesiones y
series funcionales asi como a su convergencia (puntual y/o uniforme). Se trata en ambos
casos de estudios de indole cualitativo, con pocos alumnos, que persiguen ante todo la
observacion y verificacion de algunos, si no todos, los objetivos que planteamos en la
seccion 2.2.

En el primer caso, la experiencia a analizar se llevé a cabo en el curso 2000-2001!,
con una alumna del Centro Superior de Educacién de La Universidad de La Laguna,
a la que, ficticiamente hemos llamado, “Alumna Maria”. A esta alumna, que no habia
profundizado previamente en el concepto (g, v) de limite, se le instruyé siguiendo nuestro

modelo.

En segundo lugar, desarrollamos una experiencia cuyo objetivo central consistia en
realizar un anélisis comparativo entre alumnos instruidos iinicamente por métodos tradi-
cionales y aquellos que ademds de esta ensenanza cldsica hubieran recibido una formacién
complementaria con uso de la tecnologia:

- Alumnos sin instruccién en Maple (curso 1998-1999)
- Alumnos con instruccién en Maple (curso 1999-2000)

Nuestro propédsito estuvo centrado en obtener conclusiones comparando los resultados
de los cuestionarios que debian contestar ambos grupos.

Inicialmente, la experiencia se llevé a cabo con alumnos de 1° de Matematicas, ins-
truidos exclusivamente con métodos tradicionales. Se seleccionaron seis alumnos con el
lunico criterio de haber superado el examen de la convocatoria de Febrero de 1999. Cuatro
meses después de superar el mismo, se les pas6é una encuesta en la que se les interrogaba
sobre sus conocimientos sobre el tema. Es importante tener en cuenta que las cuestio-
nes correspondientes hacian mencién a diversos aspectos que contemplamos en nuestra

investigacion y que constituyen el eje de la misma.

En el segundo caso, la experiencia se realizé en el transcurso del siguiente curso con
cuatro alumnos seleccionados de entre los estudiantes de primer ano de la Licenciatura
en Matemadticas por obtener las mejores puntuaciones en la Curso de Orientacion Univer-
sitaria (COU). Una vez finalizado el cuatrimestre donde recibieron la ensenanza de tipo
clasico y durante seis horas repartidas en tres dias consecutivos, instruimos a estos alum-

nos siguiendo nuestra propuesta para transmitir los conceptos de convergencia puntual

1En este caso el orden en el que presentamos esta experiencia no coincide con el orden cronolégico.
En este sentido, el lector debe tener en cuenta que hemos dado prioridad al orden establecido en la
propuesta curricular.
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y uniforme, utilizando las ventajas del software Maple como elemento complementario a
la ensenanza tradicional recibida.

Posteriormente a estas experiencias, llevamos a cabo un nuevo estudio con alumnos
de doctorado. Les instruimos y seguidamente les invitamos a que desarrollaran algunos
ejercicios; presentamos algunos de ellos con el objeto de analizar cémo un recién licenciado

desarrolla algunas cuestiones mediante el uso de Maple.

Al estudiar los obstaculos cognitivos y epistemoldgicos del concepto de limite vimos
que la adaptacién a las nuevas formas del Célculo (nuevo vocabulario y simbologia,
nuevas formas de demostracién, nuevas formas de razonar, etc.) no es inmediata, sino
que implica un esfuerzo que, en general, solo da resultados a largo plazo. Por otra parte,
segun las encuestas realizadas a los profesores, la consolidacion del concepto de limite
tiene también lugar con el paso del tiempo; incluso algunos de los alumnos que habian
finalizado sus estudios opinaban del mismo modo.

Pensamos que, desde nuestra 6ptica de educadores, podemos agilizar ese proceso
presentando la materia a los estudiantes a través de otros métodos. Es evidente que si nos
limitamos al lenguaje formal y riguroso, para a partir de ahi consolidar ideas matematicas
complejas como la de convergencia, la tarea no resultara sencilla. Sin embargo, utilizando
aquellas técnicas atractivas donde se conjuguen varios elementos, complementarios unos
de otros, quizés la complejidad de los contenidos se reduzca y los plazos para asimilarlos
se acorten. Desde este punto de vista y como hemos senalado en capitulos anteriores,
nuestra propuesta defiende, ademaés del uso de software y la potenciacién de técnicas
visuales, la necesidad de introducir distintas formas de trabajar los conceptos, para que
ante todo, los alumnos se entusiasmen al recibir una informacién compleja, siendo ellos

mismos quienes controlen su aprendizaje a partir de procesos manipulativos variados.

Las distintas experiencias a las que hemos aludido constituyen un medio para valorar
si la aplicacién de nuestra propuesta es realmente efectiva, es decir, si facilita el progreso
en lo que respecta a la comprensién de los conceptos de convergencia mencionados y si
favorece la motivacién y el interés del alumnado implicado. Asi, en este capitulo descri-
bimos y analizamos con detalle cada una de dichas experiencias; a partir de este analisis
de los resultados, obtendremos conclusiones que reflejaremos explitamente en el Capitulo

5 de esta memoria.

4.2. Experiencia con estudiantes del Centro Superior
de Educacion: La alumna Maria
Esta experiencia la llevamos a cabo en el curso 2000 - 2001 con un grupo de alumnos

del Centro Superior de Educacién, los cuales asistian a “El ordenador en el aula”, una

asignatura oficial, optativa, de la especialidad de lengua extranjera. En ella se les instruia
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sobre Maple y su utilidad como herramienta para desarrollar su futura labor profesional.
Uno de los temas tratados fue el correspondiente a sucesiones numéricas y su convergen-
cia. Para ello se utilizé la propuesta curricular que hemos presentado en el Capitulo 2

referente a este tema.

Concretamente, para introducir el concepto de limite, expresamos, con palabras, la
idea intuitiva; a continuacién, sin mas, se escribié en la pizarra la definicién simbdlica,

es decir:

{an}nen es convergente hacia L si y sélo si
Ve>0=3Fw(e)eN A Vn>v=la, — L| <¢]

Los alumnos se sorprendieron ante tal conglomerado de simbolos que a su ojos resul-

taba tan complicado entender. Posteriormente, en la fase de representacion visual y con
. Ny —1)"

la ayuda del software, propusimos la sucesién a,, = %

1 del Capitulo 2. A partir de ella:

— 3, correspondiente al ejemplo

- Obtuvieron la gréafica bidimensional e intuitivamente observaron que, para valores
avanzados de n, los puntos de la sucesién se acercaban a —3.

- Tabularon los veinte primeros términos.

- Hallaron el valor exacto del limite confirmando que éste era —3.

La justificacién formal tuvo lugar, en un primer momento, mediante el calculo de las
distancias de aquellos veinte primeros términos de la sucesién al valor —3. Con ello los
alumnos comprendian que, efectivamente, a medida que n avanza, los puntos se “apro-
ximan y se acercan”, méas y mas al valor limite. En segundo lugar, les orientamos para
construir un programa muy simple, en el que obtuvieron la grafica de la sucesion jun-
to con la banda de semianchura ¢ = 0,1. A medida que observaban la gréfica, toda la
simbologia anterior era “traducida” en la pizarra escribiendo:

lim a, =L

n—oo
Ve>0 = wE)eN Vn>v = la, — L| <€
| ! ! |
Para todo . la distancia
, existe un K
ndmero L. a partir de a, a L es
N término de del 1 ¢ N
or pequeno ., el cua an pequena
por ped la sucesién ped
que sea, COmo queramos
| ! ! !
Para toda
vamos a A
banda por i a partir todos penetran
encontrar
estrecha L. del cual en la banda
un término
que sea
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A la vista de dicha grafica y con ayuda de la tabulacién aludida, explicamos el con-
cepto de indice de penetracién y, para € = 0,1 los estudiantes concluyeron que el valor
de dicho indice es v = 11.

Cuando parecian haber captado la idea, propusimos otros ejemplos en los que debian
hacer un estudio similar, es decir, dada una sucesién numérica, se les pedia que hallaran
algunos términos de la misma, la graficaran, calcularan el limite, etc. También, fijado un
g, se les exigi6é que mediante la grafica correspondiente (la sucesién numérica y la banda)
determinaran el valor de v a partir del cual todos los demas términos “quedaban dentro”
de la misma. La mayoria de los alumnos respondieron correctamente y, en principio,
parecian haber captado una idea de la convergencia, en el sentido de aproximacién muy

cercana.

Téngase en cuenta que todo esto se llevo a cabo en una sesién de dos horas y, durante
la misma, fuimos introduciendo las instrucciones de Maple progresivamente, al tiempo
que se avanzaba en la exposicion. Seguidamente, los alumnos resolvieron los ejercicios

propuestos, utilizando esas instrucciones de manera similar al modelo que explicamos.

Entre los alumnos de la asignatura, seleccionamos, al azar y con la finalidad de ganar
en objetividad, a la que hemos llamado “alumna Maria”. Con ella realizamos la investiga-
cién de cardcter cualitativo en relacién al concepto de limite. A continuacién exponemos

el cuestionario que le propusimos.

4.2.1. Cuestionario

1° ) ;Cuél fue tu primera impresién cuando presentamos, sin mds, en la pizarra, la
definicién (g, ) de limite de una sucesién?

2°) Trata de recordar y escribe la definicién de limite.

3°) ;Puedes traducir al lenguaje cotidiano la definicién anterior?

4°) A partir de la grifica y la tabla siguiente, intenta contestar a las siguientes

preguntas:

5.87
567
5.4
5.2

484
46 °
444
4.2

4 10 20 30 40

FIiGura 4.1
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a[l] = 4. af9] = 4.888883389
a[2] = 5.500000000 a[10] = 5.100000000
a[3] = 4.666666667 a[11] = 4.909090909
af4] = 5.250000000 a[12] = 5.083333333
a[5] = 4.800000000 a[13] = 4.923076923
a[6] = 5.166666667 a[14] = 5.071428571
a[7] = 4.857142857 a[15] = 4.933333333
a[8] = 5.125000000 a[16] = 5.062500000

a) ;Cudl crees que es el valor del limite?

b) ;Sabrias expresar la distancia aproximada del 2°término de la sucesién al limite?
.Y la distancia correspondiente al término nimero 157

¢) {Cudl es el valor del indice de penetracién, v, correspondiente a la banda de la
grafica?

d) Si aumentamos el ancho de la banda, ;qué ocurre con el indice de penetracién? ;Y
si reducimos el ancho de dicha banda?

e) (Algin término avanzado de la sucesion alcanzard el valor del limite?

4.2.2. Analisis de resultados

La alumna Marfa contesté sin problema a las cuestiones planteadas. Téngase en cuenta
que algunos anos antes esta estudiante habia comenzado la carrera de Farmacia, pero
al no superar ninguna de las materias de las que se habia matriculado, abandoné y
posteriormente ingresé en Magisterio. Segtiin nos confes6, habia practicado en bachillera-
to el calculo algoritmico de limites y al iniciar los estudios de Farmacia asisti6 a algunas
clases de Caélculo en las que se trabajo su definicién formal; este hecho se refleja, sobre
todo, en su respuesta a la primera cuestién, ya que lo hace afirmando que recordaba
vagamente algo de la terminologia usada. Posteriomente, ante nuestra exposiciéon y a
la vista de las graficas obtenidas, asocié e, semianchura de la banda, con el eje de las
ordenadas, y v, indice de penetracién, con las abscisas.

Doooe
W “UWMJM_M&M iw mﬁ
o e 5’“’1 S MT&‘M QX"
e '
FIiGura 4.2

En el segundo apartado, reproduce la definicién formal de limite, cojugando, si-
multdnemente, la palabra con la simbologia. La definicién es correcta y por la forma
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en que la expresa, deja intuir que al tiempo que escribe, imagina graficamente lo que sus
palabras y la terminologia indican. Pensamos que en su mente ha creado una metafora
visual entre la definiciéon simbdlica y la idea intuitiva. Ello nos augura que la alumna ha
‘salvado” el obstaculo cognitivo que la simbologia conlleva y ademas, ha interiorizado la

definicién haciéndola suya.
B\;\ w’\k S\L_ PN .Awwm&w o\@x} MW&»C&
M/%-M o PN L N / SoLﬁ S‘L
B\'\V\/\ ”‘Q’“B '

Y ¢ «\&243 wn Y~ Gﬂ o ML WJ‘&
Yodos oe DNvmmtn da ACW\Gﬂ

%\,w&»\ Q,* <, L+i).

FiGura 4.3

ke o

Su respuesta a la tercera cuestion nos confirma que la alumna se ha aproximado al

concepto.
N\
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FiGURA 4.4

N

Expresa la idea de “acercamiento” diciendo:
Llegard un momento en que los puntos se unan (casi), tanto por arriba como por
debajo del valor del limite...”

Cuando argumenta de esta forma, entendemos que su imagen mental estd asociada

al ejemplo que expusimos en la fase de representacién visual o a la figura que se ha
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presentado en el cuestionario. En ambos casos, los términos impares toman siempre
valores superiores al limite, mientras que los pares toman valores inferiores. Al utilizar,
entre paréntesis, la palabra “casi”, refleja su idea o convencimiento de que los términos

no van a tocar al limite.

Por otro lado, deja clara la relacién inversa que existe entre el valor de € y el del

indice de penetracién v.

‘... Observamos también que cuanto > (mayor) es v, < (menor) es € y nos acercamos
al valor del limite.
Cuando v — oo, € — 0 y nos acercamos al valor de L”.

En el apartado cuatro, correspondiente a un caso préctico, se le plantean una serie
de items tomando como referencia una grafica y una tabla de la sucesién numérica a,, =
5+ ( . Sus respuestas no son del todo precisas, pero se acercan bastante a la realidad.

Lh &Mﬁwa a\—5}~f-r—8~_~6—%.
K X

L kA&‘WV\ZA Mx;w\u&k M Q,‘L\)Lw\,\u\

Yo Ln smcntand ol e en

L- @] = [s- s5]

Bobacor ko Lo 10 Liecke
L= al9] = [$-9193] = 008
b4 Q,D, \J&(ux u \.V\Bv\u._ m,&,wu;;»w\),
WM&A&&L \\u\,%/‘z‘
N \AJL R N o
Coye o (B NN

S A

Bogn ~
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FIiGURA 4.5

La observacion de la gréfica y la tabulacién de los dieciséis primeros términos le han
permitido afirmar que el valor del limite es 5, asi como calcular las distancias del segundo
y décimoquinto término a ese valor. De igual forma, decide que el indice de penetracién
es 12, lo cual es incorrecto. Si no se hubiera fiado de su intuicién y hubiera calculado las
distancias de los términos 11 y 12 al limite, su respuesta hubiera sido la correcta, v = 11.
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Por otra parte, su contestaciéon al apartado d) refleja, igual que en la 3% pregunta, que
tiene clara la relacion entre la eleccion de € y la obtencién del parametro v.

Por ltimo, nos resulta curiosa la respuesta al apartado e) ya que aunque afirma:
“No, nunca se llega a alcanzar el valor del limite”

Posteriormente anade:

“

. a no ser que se lleque a c0”.

Nuestra duda es, jquizds piensa que el co es alcanzable?

Sin embargo, si podemos decir que con estas palabras y quizés sin saberlo, esté rea-
lizando la operacién paso al limite.

En cualquier caso, consideramos satisfactorio el resultado de esta experiencia. Las
cuestiones formuladas y las respuestas de la alumna dejan claro que el uso de nuestro
esquema conceptual y la visualizacién con ayuda de Maple, no sélo han provocado interés
y reflexion, sino que ha interiorizado el concepto y de alguna forma, se han salvado
varios de los obstaculos cognitivos, en el sentido de que ha construido significado ante
los mismos. Entre ellos, la alumna:

1) Parece ser que ha “salvado” el obstdculo simbdlico.
2) Ha establecido la relacién (g, v).
3) Ha dejado patente las ideas de “aproximacién y cercania’.

4) Ha mostrado interés al reflexionar sobre el infinito (sin embargo, no sabemos si ha
superado el obstdculo al “horror infinitorum” apuntado por Sierpinska [72]).

Podria pensarse y estariamos de acuerdo, que se puede fomentar el interés usando
exclusivamente el método clasico. No obstante, defendemos que la situacién es diferente,
ya que en este caso el alumno, con ayuda de las nuevas tecnologias, construye y forma
parte del proceso, interrogandose sobre la epistemologia de esta materia.

Respecto al punto 4, comentamos una anécdota que tuvo lugar en una sesion de tu-
torfa a la que asistié la misma alumna. Hablando del concepto de limite y resolviendo un
ejercicio correspondiente a una sucesion estrictamente monétona creciente cuya conver-
gencia era lenta con respecto a otras ya estudiadas, se le propuso encontrar los valores
de v para valores de ¢ = 107%, k =1, 2, 3 y 4. Los célculos se llevaron a cabo mediante
el siguiente programa:

>restart:

>fi=n->8+32/3*%(2*n-1)*(n"2-n)/(n"3);

— 1'7/2—77/
f::nHSJr%i(% 131(3 )
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>L:= Limit(f(n),n=infinity)=evalf(limit(f(n),n=infinity));
32 n— n27n
L:= lim 8+ 3 (@n=1)(n?-n) = 29,33333333

3
n—o00 n

>for k from 1 to 4 do epsilon[k]:=evalf(1/10"k,2) od;

1 :=0,10
9 := 0,010
e5 1= 0,0010

£4 1= 0,00010

>for k from 1 to 4 do evalf(solve({abs(f(n)-88/3)=1/10"k}n)) od;

{n = 3329868}, {n = —320,3329868}, {n = 319,6663187}, {n = 3336813}
{n = 333299}, {n = —3200,333299}, {n = 3199,666632}, {n = 333368}
{n = 33333}, {n = —32000,33333}, {n = 31999,66667}, {n = ,33333}
{n = 3333}, {n = —320000,3333}, {n = 319999,6666}, {n = ,3334}

>nu(l] :=floor(max( .332,-320.332, 319.666,.333))+1;’f(320) =evalf(f(320));

v = 320
£(320) = 29,23343750

>nu[2] :=floor(max(.333,-3200.333,3199.666) )+1;’f(3200) =evalf(f(3200));

vy 1= 3200
£(3200) = 29,32333438

>nu[3] :=floor(max(.333,-32000.333,31999.666) )-+1;'f(32000)’=evalf(£(32000));

v3 = 32000
£(32000) = 29,33233334

>nul4] :=floor(max(.333,-320000.333,319999.666) )-+1;'f(320000) =evalf(f(320000));

vy 1= 320000
£(320000) = 29,33323333

En la figura 4.6 se muestra un zoom de los términos de la sucesién, desde el 31985 al
32015. En ella, dada la lentitud de la convergencia, se observa que el crecimiento de los
términos de la sucesion es infinitesimal. Asi, la grafica se asemeja a la de una sucesién
constante.

>d1:=plot({29.333333,29.333333-0.001,29.333333+0.001 },x=31985..32015,y=29.328..29.336,
color=black,thickness=2):
>d2:=plot([seq([n,f(n)],n=31985..32015)],style=point,symbol=circle,color=blue):
>d3:=plot([[32000,29.328],[32000,29.33333-0.001]] thickness=1):

>display({d1,d2,d3});
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29.336
29.335

29.334

29.333 -

29332 1
29331 -
2033 -
29329 1
29.328 ]

31985 31995 32000 32005 32010 32015

FIGURA 4.6
>for k from 31998 to 32003 do evalf(abs(f(k)-88/3)) od;

,001000052086
,001000020834
,0009999895833
,0009999583350
,0009999270885
,0009998958441

Cuando la alumna observé la imagen correspondiente a cada uno de los términos y
comprobé en la pantalla que las distancias de los mismos al limite se mantenian practi-
camente constantes, le hicimos ver que si elegia un £ atin més pequeno, € = 0,00001, el
v correspondiente seria 3200000 y en la representacién grafica se repetiria la situacion
anterior. Se sintié tan impotente al “no alcanzar” el valor limite, 293, que expresd an-
siosamente:

“iDios mio, profesor!, la idea de limite es como un mal sueno”

4.3. Experiencia con alumnos de 1° de Matematicas
sin instruccion en Maple. Curso 98-99

Como ya apuntamos, en nuestra investigacién nos preocupa el tratamiento que damos
a los conceptos relacionados con la convergencia puntual y uniforme, y queremos hacer

hincapié en ello por varias razones:

1%) No encontramos en la bibliograffa revisada, documentos que los traten desde
el punto de vista conceptual, es decir, dirigidos a la mejora del proceso de ensenanza-
aprendizaje.

2%) Pensamos que las dificultades cognitivas y epistemoldgicas a las que hace referencia
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la literatura consultada (Artigue [9], Tall y Vinner [106], Monaghan [72], etc.) pueden
reducirse si complementamos la ensenanza tradicional con el uso de algtin software: su
versatilidad permite mejorar los resultados.

Somos conscientes de que estos conceptos y sus teoremas afines, no son facilmente
asimilados por la mayoria de los alumnos de los primeros cursos universitarios; incluso,
sobre el de la convergencia uniforme, en muchas Facultades y Escuelas Técnicas, se discute
la conveniencia o no de presentarlo a los alumnos; ademas podemos afirmar que en las
Facultades de Matematicas, donde es obligatorio su estudio, los resultados que obtienen
los alumnos podrian mejorarse notablemente.

En los estudios de Matemaéticas de la Universidad de La Laguna, durante el pri-
mer cuatrimestre del curso 1998-1999, en la instruccién-formacién de los conceptos de
Analisis Matematico relacionados con sucesiones y series funcionales y su convergencia,
se utiliz6 un método cldsico. Asi se trabajaron aspectos fundamentales, de forma que
partiendo de los conceptos de sucesion y serie funcional se pasé a la profundizacién en
algunos teoremas relacionados con la convergencia puntual y uniforme. En los siguientes
diez epigrafes esquematizamos los contenidos que se trataron:

1) Definicién de sucesién funcional. Ejemplos.
2) Definicién de convergencia puntual. Campo de convergencia. Ejemplos.
3) Definicién de convergencia uniforme. Relacién con la convergencia puntual. Ejem-
plos.
4) Algunos teoremas:
- Convergencia uniforme y continuidad
- Convergencia uniforme y derivabilidad
- Convergencia uniforme e integracion
5) Proposicién para caracterizar la convergencia uniforme a cero a partir de una
sucesion numérica.
6) Definicién de serie funcional. Campo de convergencia.
7) Convergencia puntual y uniforme de una serie funcional. Ejemplos.
8) Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de series funcionales.
9) Propiedades de la funcién suma de una serie funcional convergente uniformemente
a partir de las propiedades de los elementos de la sucesién funcional correspondiente
(continuidad, derivabilidad e integrabilidad).
10) Criterio de Weierstrass.

Tras la exposicién teodrica de los contenidos, se propuso una relacién de ejercicios que
se desarrollaron en clase haciendo uso de los algoritmos explicados. Unos quince dias
después y para evaluar los conocimientos que los alumnos habian adquirido durante el
cuatrimestre, se realizaron dos exdmenes, correspondientes a dos llamamientos diferentes
(Febrero 99). En cada uno de ellos se debia desarrollar un ejercicio relacionado con la
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convergencia puntual y uniforme de sucesiones y series funcionales.

Ejercicio correspondiente al primer llamamiento:

Sea f (r) = {17z Estudiar si f, converge puntual y uniformemente en (0, c0).
Estudiar si lo hace Y f,.

Resultados obtenidos:

Alumnos Alumnos Resolucién Resolucién Resolucién
matriculados presentados correcta regular incorrecta
100 21 4 5 12

Ejercicio correspondiente al segundo llamamiento:

n

Sea fn(x) = ;;;—H Estudiar si f, converge puntual y uniformemente en (0,00).
Estudiar si f (x) =Y f es una funcién continua para x > 0.

Resultados obtenidos:

Alumnos Alumnos Resolucion Resolucién Resolucién
matriculados presentados correcta regular incorrecta
100 36 7 9 20

El andlisis de las tablas anteriores nos hace pensar que los métodos tradicionales
pueden resultar poco atractivos para alumnos que se inician en estos conceptos, cuya
comprensién y asimilacién requiere “un grado de esfuerzo significativo” y nos incita a la

buisqueda de nuevos elementos que ayuden a mejorar estos resultados.

De alguna manera, la ensenanza en esta materia necesita “algo mas” que promueva
por un lado, la motivacién de los alumnos y por otro, que les facilite la comprensién y
asimilacién de conceptos matematicos tan arduos como éstos. Téngase en cuenta que,
en general, los alumnos que eligen la carrera de Matematicas o Fisicas, tienen buenos
expedientes en Bachillerato, con lo cual se constata un cierto fracaso al inicio de los

estudios universitarios.

Al observar los ejercicios se interpreta que lo que el profesor pretendia evaluar era si el
alumno, algoritmicamente, conocia y era capaz de aplicar los criterios de la convergencia
uniforme.

Por otra parte y para esta investigacién, analizamos los exdmenes de los alumnos que
resuelven satisfactoriamente o de forma regular los ejercicios planteados. Constatamos
que todos utilizan los algoritmos que fueron explicados por el profesor y no presentan
un soporte visual que les permita conocer més explicitamente la sucesién funcional para
justificar sus respuestas, es decir, no tratan de apoyarse en alguna representacion de la
situacion que se plantea, ni siquiera de forma aproximada intentan hacer alguna grafica o
dibujo que les permita resolver la cuestién de una forma intuitiva, que no sea la puramente
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algoritmica. Ello se debe, posiblemente, a un déficit de representaciones graficas en la
transmisién de los contenidos y a cierta resistencia por parte de los estudiantes al uso de
las mismas (Eisenberg y Dreyfus [35]).

Ademés recordemos la investigacién llevada a cabo por Mason, Selden y Selden [69] en
la que aseguran que sus estudiantes de ingenieria, después de llevar un curso de Célculo,
no pueden, aun siendo buenos alumnos, resolver problemas no rutinarios en los que se
precisa el uso de la visualizacién matematica con la articulacién coherente de varios
registros de representacion ligados al contexto de los problemas. En este sentido afirman:

“Esto sugiere que los métodos tradicionales de ensenianza del Cdlculo son insuficientes
en la preparacion de buenos estudiantes para aplicar el cdlculo creativamente”.

Ante lo expuesto, nos planteamos: Estos alumnos, cuando resuelven algoritmicamente,
jcomprenden el significado de lo que estan haciendo o utilizan de forma mecdnica unas
técnicas aprendidas y memorizadas para aplicar en tales situaciones?

Para contestar esta pregunta y corroborar lo que de alguna manera presentiamos (y
lo que en su investigacién habian detectado Mason, Selden y Selden [69]) elaboramos una
encuesta? anénima y confidencial que pasamos cuatro meses después del examen, finales
de Junio de 1999, a seis alumnos que superaron el mismo.

Esta aborda cuestiones relacionadas con la actitud de los estudiantes cuando reci-
bieron la instruccién sobre la convergencia puntual y uniforme, asi como algunos inte-
rrogantes sobre su comprensiéon. Con mas detalle, los diferentes items planteados debian
recorrer diversas facetas del proceso de ensenanza-aprendizaje: metodologia, dificultades
cognitivas y conceptuales, registros de representacion utilizados, conocimentos técnicos,

reconstruccion del conocimiento, etc.

4.3.1. Encuesta

1°) ;Cémo recuerdas esas clases y sobre todo aquellas en las que tu profesor/a intro-
dujo los conceptos de sucesion funcional, convergencia puntual y convergencia uniforme?

- Con agrado

- Te parecian muy interesantes

- Aburridas por la metodologia empleada.
- Sentias indiferencia

- Agobiantes porque tenfas muchas dudas
- No llegaste a entenderlo

- Otros...

2Esta encuesta coincide en algunos ftems con la que pasamos a los alumnos del Curso de Capacitacién
Pedagdgica y a los alumnos de doctorado. Véase seccién 3.2.1.
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Comenta tu respuesta.

2°) ;Cuél era el ambiente que se respiraba entre los companeros respecto a este tema

y que actitud mostraban en general?

3°) Hasta el momento has trabajado, en general, con funciones de una variable real.
. Te diste cuenta cuando manipulabas las sucesiones funcionales de que en realidad estabas
utilizando funciones de dos variables: la variable natural n y la variable real z?

{Crees que esto supuso una dificultad anadida para ti y tus companeros?

4°) En tu opinidn, la expresion:

n— fo(x) =+

jes una sucesién de funciones definidas en el intervalo [0,1]? En caso afirmativo, jpodrias

visualizarlas graficamente?

5°) Cuando intentabas asimilar y/o entender los conceptos de convergencia puntual
y de convergencia uniforme, ;qué dificultades encontrabas?

; Cémo crees que te hubiera resultado mas facil el estudio de este tema?

- Cambio en la metodologia

- Visualizacién mas clara

- Mas ejemplos

- El tema se explicd correctamente y no creo necesario ningin cambio.

- Otros...

Comenta tu respuesta.

6°) Haz memoria e imagina que retrocediendo en el tiempo, estds de nuevo escu-
chando las explicaciones de tu profesor/a cuando expuso los conceptos de convergencia
puntual y uniforme. Describe con tus palabras “la esencia”, aquello que te ha quedado
de los mismos. Apdyate en la herramienta que consideres necesaria: graficos, expresiones

algebraicas y/o simbdlicas, tablas, etc.

7°) De forma intuitiva y/o gréfica, j podrias explicar en qué consiste la convergencia
puntual de una sucesién funcional? Expresa tu respuesta con algin ejemplo.

8°) De forma intuitiva y/o grafica, ; podrias explicar en qué consiste la convergencia
uniforme de una sucesion funcional? Expresa tu respuesta con algun ejemplo.

9°2) ;Tienes clara la diferencia entre convergencia puntual y uniforme? Argumenta
tu contestacion mostrando los matices que distinguen a una de otra y para ello recurre
a las herramientas que estimes adecuadas.

10°) ;Tiene sentido afirmar que una sucesién funcional converge uniformemente en
un punto z, del interior del intervalo donde éstas estan definidas? Razona la respuesta.

11°) ;Sabes o intuyes lo que significa converger “rapidamente” o “lentamente” en los

puntos del intervalo donde las funciones estan definidas?
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(Cudl serd el pardmetro que controla esa rapidez o esa lentitud?
. Tiene eso algo que ver con la convergencia uniforme?

12°) Trata de explicar la diferencia entre convergencia uniforme de una sucesién

funcional y de la serie funcional asociada a la misma.

13°) Dada una serie funcional concreta, si te piden estudiar la convergencia uniforme

de la misma, pongamos por caso la serie de término general probablemente

_®
1+7L4:62 I
pienses en aplicar el criterio de Weierstrass, ;sabes realmente lo que estas haciendo al
aplicarlo o lo haces de forma mecénica como un algoritmo que aplicas y que has aprendido
a usar en estos casos?

(Podrias explicar a nivel visual (geométrica y/o gréficamente) lo que significa el cri-

terio anterior?

Por ultimo, reflexionemos un poco intentando buscar medios para mejorar la ensenan-
za y el aprendizaje de conceptos matematicos como los que hemos venido analizando e
incluso otros que aunque no tan complicados, podrian verse beneficiados por la utlizacién
de otras técnicas y/o métodos de trabajo.

14°) Para facilitar a los alumnos la asimilacién de estas ideas mateméticas, ;qué cam-
bios piensas que son fundamentales?

- Métodos de trabajo

- Utilizacién de medios informadticos y de experimentacion

- Revisién de las programaciones

- Otros...

Comenta tu respuesta.

15°) ;Cdémo crees que influye el uso del ordenador como herramienta de trabajo en
la ensenanza de conceptos matematicos?

. Piensas que su uso es necesario si queremos que un mayor nimero de estudiantes
comprendan més y mejor? Argumenta tus respuestas.

4.3.2. Analisis de los resultados

La encuesta anterior fue contestada por seis alumnos que como comentamos anterior-
mente, fueron seleccionados por tratarse de aquellos que obtuvieron mejores puntuaciones

en el examen de Febrero.

- Respecto a la actitud de los alumnos sobre el tema de sucesiones y series funcionales,
todos coinciden en sus respuestas, al admitir que aunque les parecia un tema interesante,
les cost6 bastante asimilar los conceptos y contenidos “debido al grado de abstraccion de
los mismos”. En general, “tenian muchas dudas”. Por otra parte, afirman que sentian
cierto desconcierto al observar que las clases impartidas fueron basicamente tedricas y
que no fueron muchas las ocasiones en las que se emplearon graficas que pemitieran
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visualizar los conceptos. Todo ello condujo, segin algunos, a un ambiente de indiferencia
que quedd traducido en falta de motivacion y desgana por parte de la mayoria.
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FIGURA 4.8

- En cudnto a la tercera cuestién, constatamos que sélo uno de los alumnos encues-
tados, con una puntuacién de aprobado en su examen, no se percaté de que al trabajar
con sucesiones funcionales, en realidad, lo que hacia era manipular funciones de dos va-
riables. Los demds afirman haberse dado cuenta y que aunque al principio les supuso una
dificultad anadida, poco a poco acabaron acostumbréandose a este doble tratamiento.
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FIGura 4.9

- Las respuestas al apartado cuarto contradicen las contestaciones a la pregunta
anterior y reflejan que el concepto de sucesién funcional ha quedado insuficientemente
consolidado. Esta cuestién es contestada incorrectamente por los seis alumnos. Todos
piensan que la sucesién f,, (z) = % no se puede considerar como una sucesion funcional; en
tal caso, afirman que el ejemplo expuesto “es una sucesion numérica”. No se percatan del
hecho de que la sucesién puede ser interpretada como una sucesiéon funcional de funciones
constantes y “ninguno intenta visualizarla graficamente” lo que pone de manifiesto que
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en la ensenanza tradicional no se hace suficiente hincapié en la representacién visual como
soporte a estos conceptos.
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FiGura 4.10

- Para asimilar el concepto de convergencia uniforme (cuestién 5) las dificultades
encontradas fueron diversas: complejidad de los conceptos, escasez de tiempo y represen-

taciones graficas poco abundantes.

Ello dio lugar, segtn los encuestados, a importantes obstaculos cognitivos para aplicar
lo aprendido en los ejercicios. Todos, salvo un alumno, coinciden en la necesidad de un
cambio en la metodologia que favorezca una visualizacién mas clara con un cierto apoyo

manipulativo; en este sentido uno de ellos expresa:
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FiGura 4.11

- Las respuestas referentes a los conocimientos de convergencia puntual y uniforme
(preguntas 6, 7, 8 y 9) son, en general, pobres. Cuando se les solicita que describan con sus
palabras, lo fundamental respecto de estos conceptos, algunos alumnos no contestan, otros
comentan algunas cuestiones sueltas que no tienen sentido, pero que conectan en “algo”
con lo que se les pide. Uno de ellos, con calificacién de sobresaliente, precisa con palabras
una buena definicién de los dos tipos de convergencia y para ello hace uso de un ejemplo
sencillo que su profesor explicé en clase. Finalmente sélo un estudiante, con puntuacién
en el examen de notable, contesta dando definiciones de convergencia puntual y uniforme
completas: Verbalmente, usando simbologia e introduciendo una representacién gréfica.
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FiGura 4.13

- En cuanto a la diferencia entre convergencia puntual y uniforme todos, excepto un
estudiante, remiten a las afirmaciones anteriores o no contestan. El citado alumno, de

sobresaliente, demuestra en sus exposiciones, tener bastante clara la diferencia entre
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ambos tipos de convergencia.

63] L CONVERGELCIA PULTOAL DEPEMDE OFL X

@ LA (ONVERGELCIA OMFORME MO DEPEWIT pEL X

.00 2 <" awverRge ONORMENTE en ge ),

A PARTIR DE GIv N S ADELANTE TODAS LAY FOAXONES € QEDEM

He TER €M LI GaLDA |

FIiGura 4.14

) 2l wn &(; st & veler an (o

Su-»c,., & . R W\i‘x\ <] WO, &:D &{/\J\—L( o

o GORSeoTZ o

Vator, De unn FoMeTowr on U8 QTo

C.UNEFORM2 S LA guo .kﬂ;g c.

= Aceaca g A EORCTOR
> §2) /f | Vi
[+ N .
! Iy e
| y s /%// 4 ¥ g&d: X Lo, %7
\},f [y /Z 7

N }

N A

-

<

Vi

P/

FiGura 4.15



4.3. EXPERIENCIA CON ALUMNOS DE 1° DE MATEMATICAS SIN INSTRUCCION EN MAPLE. CURS

@

qﬁd,mﬂaﬁm dg evos ConCeighos, 4 aieadageron W N

O@/m, W@(@WV‘)/WO\D \/cﬂzxd/o'mm‘%txi»

EA cawmyaam\o/ CorRIeq@ e WW

d&z&e/fg\lov» (&)apb/rﬂmvfo
Q/W WWXMW M"%‘)

oo WA

‘l’@a.olo wo ConvlieprCio

FiGura 4.16

- En general, tienen claro que no se puede hablar de convergencia uniforme en un
punto xg de un intervalo; aunque algunos de ellos no razonan la respuesta (cuestién 10).
En cuanto a la velocidad de convergencia (pregunta 11) los alumnos no saben lo que
significa converger “rdpidamente” o “lentamente”. Se muestran inseguros a la hora de
contestar y se justifican diciendo que fue una cuestion en la que se profundizé muy poco;
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piensan que el pardmetro que controla esa rapidez o lentitud es la z pero no dicen el por
qué.
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FiGURA 4.18

- En cuanto a la diferencia entre convergencia uniforme de una sucesiéon funcional y
de la serie funcional asociada a la misma (cuestién 12), cinco alumnos no la recuerdan y
uno de ellos contesta incorrectamente.
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FiGura 4.19

- El criterio de Weierstrass se admite, en general, como un procedimiento de tipo
mecanico “que nunca falla” y que se aplica sin conocer una interpretacién visual. En este
sentido, son incapaces de dar una vision geométrica o grafica que ponga de manifiesto el
significado del mismo.
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- Las respuestas a la pregunta 14 confirman que los elementos visuales son insuficientes
cuando se instruye a los alumnos con métodos clésicos exclusivamente. Desde este punto
de vista, los estudiantes muestran ser conscientes de la necesidad de un cambio en los
métodos de trabajo que favorezca el uso de las nuevas tecnologias y, en particular, del
ordenador como elemento complementario a la ensenanza tradicional:

“...el ordenador influye de manera muy positiva, ya que te permite hacer
cosas que en la pizarra no puedes ver...”

Ficura 4.21

- Admiten y reconocen la dificultad manifiesta de los profesores para llevar a cabo
una reforma; senalan como causa principal “la gran extension del temario a impartir y la
escasez de tiempo para ello”. Alguno piensa que existe cierta acomodacién, por parte de
la comunidad educativa, al sistema tradicional y ello ha dado lugar a un estancamiento
metodoldgico que dificulta el uso de las nuevas tecnologias en la ensenanza.
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F1GURA 4.22

El analisis realizado, nos permitié comprobar que la asimilacién y estudio de los con-
ceptos en cuestién, no les habia resultado facil. Ademas el uso exclusivo del método
cldsico no lograba despertar el interés que les impulsara a aventurarse en la investigacién
de cuestiones mas profundas relacionadas con el tema. Por otro lado y sabiendo que la
muestra de alumnos elegida para la encuesta, estaba constituida por aquellos que habian
obtenido las mejores calificaciones, observamos que éstos, después de cuatro meses, pre-
sentaban importantes lagunas conceptuales; ello manifiesta que los métodos puramente
tradicionales no son suficientemente eficaces, incluso a corto plazo.

No obstante, pensamos que la situacién no es tan negativa como dejan entrever los
encuestados; téngase en cuenta que cuatro meses después del examen e ignorando sobre
lo que se les iba a preguntar los alumnos exponen “sensaciones” grabadas en su memoria
que a veces no reflejan exactamente la realidad. Seguramente el nimero de ejercicios
realizados en el aula ni fue tan insuficiente ni las representaciones graficas muy escasas.
Ademsds, en esos momentos, los estudiantes tenfan otros objetivos y/o intereses en mate-
rias diferentes. En todo caso y a modo de sintesis, las respuestas de los estudiantes nos
permiten percibir:

- una “sensacion” de desconcierto y dificultad en torno a estos conceptos;
- que pocos alumnos, incluso los de buenos expedientes, los asimilan perfectamente;
- que con el paso de un corto espacio de tiempo se desvanecen en su memoria;

- que los alumnos demandan “un cierto cambio”.
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4.4. Experiencia con estudiantes de 1° de Matemati-
cas con instruccion en Maple. Curso 99-00

Como ya comentamos en la seccién 2.4, la experiencia descrita por Soto Johnson [97]
nos incitd a la realizacién de otra similar que nos permitiera evidenciar de forma mas
clara las diferencias entre dos métodos de ensenanza: el tradicional y el mismo apoyado
con el uso de software. Esta experiencia la llevamos a cabo con cuatro alumnos de primer
curso de la Licenciatura en Matematicas, los cuales fueron seleccionados por tener los
mejores expedientes en el Curso de Orientacién Universitaria (COU). Durante el primer
cuatrimestre del curso, los estudiantes habian recibido clases de tipo tradicional en las
que habian trabajado el tema de sucesiones y series funcionales, asi como la convergencia
puntual y uniforme de las mismas. Cuando contactamos con los alumnos habian superado

el examen correspondiente.

Una vez finalizado el periodo lectivo, los convocamos y durante tres sesiones de dos
horas cada una, desarrollamos la instruccion. Los contenidos trabajados fueron los ex-
puestos en la propuesta curricular del Capitulo 2, aunque por falta de tiempo algunos

ejemplos no se trataron.

En la primera sesion, que se llevé a cabo el jueves 27 de Marzo de 2000, les recordamos
el concepto de sucesién convergente. El uso de Maple les permitié descubrir pronto las
ventajas del software para visualizar y manipular ejemplos diversos. Con esta sesién
reafirmaron conceptualmente sus ideas y comprobaron, desde una perspectiva visual, todo
aquello que habian estudiado de una manera més tedrica; por otra parte, observamos que
los alumnos mostraban interés y expectacién por un programa que les permitia calcular,
graficar, etc. No obstante, pensamos que el éxito de aquel primer contacto se debié a
que ellos por si mismos, de forma activa, comprobaban resultados y descubrian ciertos
aspectos de los que quizds antes no se habian percatado y que de esta manera se volvian

nitidos a su entendimiento.

Por ser ésta la primera sesiéon debiamos, paralelamente al desarrollo de la propuesta,
presentar y explicar las instrucciones bésicas del software. Los estudiantes seguian, paso a
paso, el proceso que les indicabamos. Se dieron cuenta de que con unas pocas instruccio-
nes bésicas, sencillas de utilizar, eran capaces de resolver otros problemas, profundizando
en ellos y obteniendo resultados en la fase de manipulacién. Asi, en dos horas y a par-
tir de una sucesién numérica concreta, obtuvieron graficas bidimensionales, tabularon,

calcularon limites, comprobaron su valor, etc.

Durante la sesién, nos llamo la atencion la expresiéon de satisfaccion de los estudiantes
cuando comprobaban la definicién (g, ). Dado un ¢, calculaban el indice de penetracién
v resolviendo la inecuacién correspondiente y observando las distancias de un conjunto
de términos al valor limite; todo ello corroborado visualmente en la gréafica de la sucesion
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donde se adjuntaba la banda.

Al dia siguiente, observamos que los alumnos “descubrian” algo nuevo. Aunque habian
estudiado tedricamente el concepto de sucesion funcional, existian aspectos importantes
que desconocian y que resultarian determinantes a la hora de trabajar los conceptos de
convergencia puntual y uniforme. Interpretaban correctamente una sucesién funcional
como una aplicacién de N en §, pero no eran conscientes de que una sucesién funcional
es, en realidad, una funcién de dos variables: n y x. Afirmaron que nunca antes se habian
planteado qué ocurria si mantenemos n constante y menos aun, si x = xy = cte.

Una alumna afirmé:

“No se me habia ocurrido pensar asi y dibujar en la grdfica de la sucesion funcional
los puntos que me permiten visualizar la sucesion numérica resultante”.

Al despejar esta tltima cuestién, se introdujo la definicién de sucesion numérica
asociada. Pensamos que para obtener el éxito deseado en la tercera sesion fue fundamental
el que descubrieran la existencia de estas sucesiones. Ello pudo constituir la clave para
que captaran la diferencia entre convergencia puntual y uniforme. De hecho, al final de
esta segunda sesion, hablamos de la convergencia puntual:

“Decir que una sucesién funcional, f,, (), converge puntualmente a una funcién deter-
minada f (x) en un cierto intervalo I, es lo mismo que afirmar que si fijamos un zq € I,
cuando n se hace muy grande, los términos de la sucesién numérica asociada a ese punto,

fn (z0), se aproximan cada vez més, y a su propio ritmo, a f (zq)”.

Asi dejamos patente que en el caso de la convergencia puntual, v depende de zg y
de ¢ y por ello tiene sentido hablar de la velocidad de convergencia desde un punto de
vista intuitivo. Nuestra intencién era marcar ya la diferencia fundamental de este tipo de
convergencia con la convergencia uniforme, siendo ésta el objetivo de la siguiente sesion.

En esta tercera sesién intentamos que los alumnos “se acercaran” de una forma natural
al concepto de convergencia uniforme y corroboraran la diferencia con la convergencia
puntual. Pensemos que, anteriormente a todo esto, los alumnos afirmaban utilizar los
criterios de convergencia de forma algoritmica. Aprovechamos esta sesién para presentar
una visién grafica del teorema de caracterizacion de la convergencia uniforme para suce-
siones funcionales y del criterio de Weierstrass para series funcionales. La interpretacién
geométrica de estos teoremas, algo novedoso para ellos, les resulté util para que enten-
dieran su significado y por tanto, para que los aplicaran de una manera menos mecéanica

y mas racional.

4.4.1. Primer cuestionario: Analisis de las respuestas

Como se apunt6 en el Capitulo 2, cuatro meses después de esta instruccién, finales

del mes de Julio, pasamos a estos alumnos un primer cuestionario en el que abordamos
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aspectos conceptuales sobre el tema tratado; las contestaciones debian realizarse, como
en el método clasico, con el uso exclusivo de papel y lapiz. En esta ocasion sélo pudieron

colaborar con nosotros tres de los alumnos instruidos.

El cuestionario es el siguiente:

1°) Explica el concepto de sucesién funcional y sucesién numérica asociada apoyando-
te para ello en la herramienta que consideres necesaria: Simbologfa, gréficos, tablas, ...

2°) En tu opinién, la expresién
n— fp (gg) =

.Se puede considerar como una sucesién de funciones definidas en el intervalo [0,1]?
v fas vi iz A !
En caso afirmatvo, ;jpodrias visualizarlas graficamente?

3°2) De forma intuitiva y grafica, jpodrias explicar en qué consiste la convergencia
puntual de una sucesién funcional? Expresa tu respuesta con algin ejemplo.

4°) De forma intuitiva y gréfica, ;podrias explicar en qué consiste la convergencia
uniforme de una sucesién funcional? Expresa tu respuesta con algin ejemplo.

5°) ;Crees que has captado la diferencia entre convergencia puntual y uniforme de

sucesiones funcionales? Argumenta tu respuesta.

6°) ;Tiene sentido afirmar que una sucesién funcional converge uniformemente en un

punto xg del interior del intervalo donde estan definidas las funciones? Razona.

7°) ;Sabes o intuyes lo que significa converger “rapida” o “lentamente” en los puntos
del intervalo donde las funciones de la sucesion estdn definidas? ;De qué parametro

depende la velocidad de convergencia?

8°) {Podrias explicar la diferencia entre la convergencia uniforme de una sucesién
funcional y la convergencia uniforme de la serie funcional asociada a la misma?

9°) Recuerda el criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme de serie de
funciones. {Podrias explicar a nivel visual (geométrica y/o graficamente) lo que significa
este criterio?

10°) ;Crees que la instruccién recibida facilita a los alumnos la asimilacién de con-
ceptos complejos como los de convergencia puntual y uniforme? Argumenta tu respuesta
senalando las ventajas y desventajas del uso de software frente al método tradicional.

Las respuestas textuales (escaneadas) a este cuestionario, las presentamos en el anexo

V de esta memoria.

Analisis de las respuestas

Los resultados aportaron datos significativos para nuestra investigacién, ya que, en
general, fueron similares a los obtenidos por los alumnos que sin haber recibido ins-
truccién tecnoldgica contestaron al cuestionario descrito en la seccién 4.3. Responden de
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forma imprecisa dando, verbalmente o mediante alguna representacién grafica, una idea
aproximada.

Asi, un alumno contesta a la primera pregunta exponiendo como ejemplo de sucesién

funcional, la sucesién f,, () = -, de la cual presenta su grafica. A continuacién explica
x

la definicién de sucesién numérica asociada a un punto xg, pero comete un error en la

simbologia:

“Para cada xq existird una sucesidn numérica asociada dada por fi(xo), fa(zo),

f3(®0), fa(z0)s -y fr(w0)”

La segunda cuestion es contestada afirmativamente por los tres, pero sélo uno de ellos
justifica su respuesta correctamente, aclarando ademds que la sucesién funcional dada

converge hacia 0 y presentando una gréfica ilustrativa.

A L(x) |
4

Ficura 4.23
La tercera, cuarta y quinta cuestiones son contestadas por dos alumnos. Uno de ellos
expone la siguiente definicién de convergencia puntual:

“..es cuando diferentes funciones pertenecientes a una misma sucesion tienden a ir
a un mismo punto del eje OY en un punto del eje OX ....”7

A pesar de su expresién un tanto extrana e imprecisa, su interpretacién de este ti-
po de convergencia parece correcta. Este mismo alumno marca la diferencia entre la

convergencia puntual y uniforme, diciendo:

“La convergencia uniforme no viene dada en un solo punto sino en intervalos, es

decir, las funciones deben converger a algo similar en los diferentes intervalos”.

Del segundo alumno hemos escaneado su contestacion acerca de la convergencia uni-
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forme:

FiGURrA 4.24

En relacién a la pregunta cinco contesta:

“Quizds en su momento st capté bien el concepto de convergencia puntual y uniforme
de una sucesion funcional, puesto que, si no fuese porque tengo calor, dolor de cabeza y
acabo de hacer un examen recordaria bien el significado de estos, aunque grdficamente

tengo en mi mente unas imdagenes de convergencia que quizds haya confundido entre si”

A pesar del estado de animo del alumno, la imagen que tiene en su mente de la conver-
gencia uniforme es precisa, sin embargo nétese que no expresa correctamente la cuestién
simboélica. Asi pues, no existe una coordinacién entre la imagen concebida y la expre-
sién simbodlica de la misma. Interpretamos que la sucesion de funciones que considera,

converge uniformemente a la funcién f (z) = % en un cierto intervalo.

Los tres estudiantes responden a la pregunta siete. En cada uno de los casos, aunque
la expresién es imprecisa, sus explicaciones no dejan de ser significativas. Uno de ellos
presenta la siguiente interpretacion intuitiva de la velocidad de la convergencia:

“De forma intuitiva se puede decir que converger “rdpidamente” quiere decir que la
sucesion se acerca al limite en un numero pequeno de términos es decir que desde los
primeros términos se acerca al limite. Mientras que converge “lentamente” hace falta

muchos términos de la sucesion para acercarse al limite”.

Todos los alumnos dejan sin contestar los apartados ocho y nueve. No obstante, en la
diez, los tres valoran positivamente el uso del software:

“En mi opinion el uso de Maple V ayuda mucho al estudio de conceptos relacionados
con la convergencia ya que puedes ver en pantalla mediante grificas y ejemplos conceptos
definidos en clase y que al ser abstractos son dificiles de llegar a comprender con una

simple definicion”.

Todo ello, una vez mas, nos corrobord los resultados que habia obtenido Soto Johnson
[97] en su investigacién, pues las contestaciones de los alumnos no nos permiten establecer
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ventajas respecto al método clasico, en lo que a la comprensiéon de estos conceptos se
refiere. Nuestros alumnos, aunque demostraban tener algunas ideas sobre los conceptos
por los que se les preguntaba, eran incapaces de presentar por escrito, respuestas precisas
que reflejaran haber captado la diferencia, sobre todo, entre la convergencia puntual y

uniforme.

Si se observd, en cambio, una diferencia importante en cuanto a la actitud de los
estudiantes que valoramos positiva. De hecho, en las seis horas de instruccién, observamos
que asistian con buen dnimo, implicandose en el desarrollo de nuestra propuesta. Desde
un primer momento se mostraron interesados por el software y pronto demandaron més
sesiones y tiempo para trabajar estos conceptos y otros similares.

“La instruccion recibida durante esos 3 dias sobre el Maple V vy, sobre series, suce-
siones de funciones, sucesiones numeéricas, convergencia uniforme, convergencia puntual,
etc., fue muy poca, duré muy poco, pero sin embargo pienso que a nivel general, y du-
rante un periodo mdas largo, viendo grdficamente el significado de estos conceptos tan
abstractos, se podria obtener buenos resultados, donde distinguiriamos las convergencias,
podriamos aprorimarnos visualmente al concepto en si, e incluso podriamos interesarnos
por el estudio de éstos”.

Estimaban en sus comentarios que el desarrollo de las sesiones les resultaba ameno
y apuntaban sentirse protagonistas de su propio aprendizaje en un ambiente motivador.
En mas de una ocasion, establecieron comparaciones con el método tradicional y consi-

deraban que la visualizacion les habia ayudado a captar mejor las ideas matematicas.

Por otra parte, los alumnos son conscientes de que por su situacién particular, a
finales del mes de Julio de 2000, sus contestaciones no son todo lo ricas que ellos hu-
bieran deseado; no obstante senalan la importancia del software como complemento a la
ensenanza tradicional:

“Supongo que mi encuesta no serd de mucha ayuda pero si puedo darles mi opinion
sobre este tema. Estas clases a las que algunos alumnos/as hemos asistido serian de
bastante utilidad si se diesen en su debido momento como una ayuda a la asignatura ...
Muy pocas veces somos capaces de alcanzar, el ver mds alld de esta teoria, es decir, no
sabemos interpretarla grdficamente, lo cual es vital para los alumnos, esencialmente para
aquellos que vienen por primera vez a la carrera.

Lamento no serles de gran ayuda con este cuestionario pero quizds la situacion en
la que estoy en estos momentos me bloquea un poco todos los conocimientos adquiridos,
es decir, necesito tiempo para asimilarlos, una vez asimilados los podria haber ayudado

mucho mds ....”

Los resultados de esta experiencia no nos desanimaron. Al contrario, nos sentiamos

motivados para seguir en adelante con la investigacion y seguros de que nuestra propuesta
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daria buenos resultados si cambidbamos, en algunos aspectos, la forma de abordar a
los alumnos. Por esta razén, elaboramos un segundo cuestionario que presentamos a

continuacién.

4.4.2. Segundo cuestionario: Analisis de las respuestas

Tres meses mas tarde, a mediados de Octubre, citamos nuevamente a estos estudian-
tes para pasarles otro cuestionario al que debian contestar haciendo uso del ordenador y
del software. Previamente les recordamos las instrucciones béasicas de Maple, necesarias
para obtener la informacién numérica y visual que precisa el estudio de los tipos de
convergencia tratados; piénsese que habian transcurrido siete meses desde el comienzo

de esta segunda experiencia y no eran expertos en el uso del mismo.

Este segundo cuestionario consté de dos partes: la primera, contenia tres ejercicios
practicos y en cada uno, dada una sucesion funcional, los alumnos debian responder a
cuestiones de tipo conceptual; en la segunda, tratamos de averiguar si los alumnos habian
asimilado realmente estos conceptos.

El cuestionario es el siguiente:

Ejercicio 1. Consideremos la sucesién de funciones f, () = cos™ z definida en el

s
’ 2
conjunta de las siete primeras funciones de la sucesién y la grafica de las funciones

intervalo [O ] Construye un programa en el que obtengas: la funcién limite, la grafica

comprendidas entre los términos 15 y 18. ; Qué puedes deducir de ellas?

Ejercicio 2. Continuando con la sucesién de funciones anterior y utilizando otro
programa, representa graficamente los cinco primeros términos de la sucesién y las su-
cesiones numéricas asociadas a z = 0,6 y * = 1. Explica en qué punto la velocidad de
convergencia es mayor y compruébalo numéricamente. ;De qué pardmetro depende la
velocidad de convergencia?

Con un programa diferente representa, utilizando una gréafica bidimensional, cada
una de las sucesiones numéricas asociadas a los puntos anteriores, asi como la banda de
semianchura 0,2. En cada caso resuelve la inecuacién correspondiente y comprueba que
efectivamente la velocidad de convergencia hacia 0 es diferente para ambos.

A partir de este ejemplo, jpodrias explicar en qué consiste la convergencia puntual

de una sucesién funcional?

™
)
[0,57 %]7 Para comprobarlo representa algunos términos de la sucesién. En este caso, si

[ Existe convergencia uniforme en el intervalo [O ]? Por qué? ;Y en el intervalo
dibujas una banda, ;penetran todas a partir de un cierto v7

%n(—x+3)+sen(n(m—3))5

Ejercicio 3. Dada la sucesién de funciones f, (z) = , estudia

la convergencia uniforme de la misma en el intervalo [1,7].
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Tomando € = 0,3 representa graficamente la banda e investiga a partir de qué término
los elementos de la sucesién penetran en ella.
A partir de este ejercicio, jpodrias explicar en qué consiste la convergencia uniforme

de una sucesién funcional?
Algunas cuestiones.

1°) jCrees que has captado la diferencia entre la convergencia puntual y uniforme?
Argumenta tu respuesta.

2°) ;Tiene sentido afirmar que una sucesién funcional converge uniformemente en
un punto g del interior del intervalo donde estdn definidas las funciones? Razona la

respuesta.

3°) {Podrias explicar la diferencia entre la convergencia uniforme de una sucesién
funcional y la convergencia uniforme de la serie funcional asociada a la misma?

4°) ;Crees que la instruccién recibida facilita a los alumnos la asimilacién de los
conceptos tratados? Argumenta tu respuesta senalando las ventajas y desventajas del
uso de software frente al método tradicional.

A continuacién, presentamos las contestaciones de sélo dos de los alumnos, por consi-
derarlas significativas y representativas de los otros dos casos. En los anexos presentamos
las respuestas textuales de todos ellos.
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Respuestas del Alumno 1: Obtenidas directamente del disquete presentado.

[ Ejercicio 1
| > restart:with(plots):
[ >
> f£f:=(n,x)-> (cos(x))’n;
f=(n,x)—> cos(x)"
[ > assume (x>0):
> Limit(£f(n,x) ,n=infinity)= limit(f(n,x) ,n=infinity)

lim cos(x~)"=0

L n—>» 0

> plot({seq(f(n,x),n=1..7)},x=0..(Pi/2),y=0..1,color=black):;
1_

0.8

0.6
y

0.4

0.2

0 02040608 1 1214

[ > plot({seq(f(n,x) ,n=15..18)},x=0..(Pi/2) ,y=0..1,color=black) ;
1

0.8
0.6
Yy
0.4
0.27

0 "02040608 1 1214
L X~
[>
r Del ejercicio anterior se puede deducir, que existe una convergencia puntual hacia la funcion
f(x)=0.Vemos que a medida que la n se hace mas grande la sucesion de funciones se acerca al cero
exepto en 0 que toma valor 1.Si fijamos un punto xo vemos que cuando n se hace grande la
sucesion numerica asociada a ese punto tiende a cero.
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L EJERCICIO2

[ > restart:with(plots):
[> £:=(n,x)=->(cos (x)*n) :
[ > a:=plot({seq(f(n,x),n=1..5)},x=0..(Pi/2),y=0..1,color=black) :

> b:=plot([[0.6,£(1,0.6)],[0.6,£(2,0.6)],[0.6,£(3,0.6)],[0.6,£(4,0
{ .6)]1,[0.6,£(5,0.6)]1],style=point, symbol=circle, color=black):

> c:=plot([[1,£(1,1)],([1,£(2,1)1,[1,£(3,1)],[1,£(4,1)]1,[1,£(5,1)1]
{ ,style=point, symbol=circle, color=black):

0 "'02 04 06 08 1 12 14
= X
r Mirando la grafica podemos decir que la velocidad de convergencia en 1 es mayor que en 0.6 pues

con el mismo numero de terminos la sucesion numérica asociada al 1 se acerca mas al 0 que la
asociada al 0.6.

| > for n from 1 to 5 do evalf(f(n,0.6)) ,evalf(f(n,1l)) od;

.8253356149, .5403023059

6811788772, .2919265818

5622011875, .1577286053

4640046628, .08522112914

I 3829595737, .04604517259

- Numericamente podemos confirmar lo que apreciabamos en la grafica pues los cinco primeros
terminos de la sucesion asociada al uno estan mas cerca de cero que los de la asociada al 0.6,
aunque estos también tienden a cero pero con menor velocidad, por tanto tambien confirmamos
que la sucesion de funciones converge puntualmente a la funcién f(x)=0. La velocidad de
convergencia depende del 'nu’ apartir del cual la sucesién numerica asociada esta dentro de la
franja que delimita el epsilon elegido. Por lo cual el 'nu’ a su vez también depende del epsilon y del

_ punto elegido.

[ > restart:with(plots):
"> s[6/10] :=n->(cos (6/10))“*n;

3w
$3/5 =N —> COS(g]
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[ > eq:=abs(s[6/10] (n))=0.2:
[> nul[l] := floor(fsolve(eq,n,n=1..100))+1;
vi=9
> g:=plot([seq([n,s[6/10](n)],n=1..15)],x=0..15,y=~0.3..1.3,style=
[ point,color=black):
[ > h:= plot({[[0,0.2],([15,0.2]],[[15,-0.2],[0,-0.2]]},color=blue):
[ > display({g,h});

1.2
11
0.8
Y061
0.4
0.2

01772 4 & 48 10 12 14
N2

restart:with (plots):

vV VYV

t[1] :=n->(cos(1l))*n;

[ B e B |

tp:=n—cos(1)"

> eq:=abs(t[1l] (n))=0.2:
> nul[2] :=floor (fsolve(eq,n,n=1..100))+1;
vy =3
[>
> a:=plot([seq([n,t[1](n)],n=1..15)],x=0..15,y=-0.3..1.3,style=poi

nt,color=black) :
[> b:= plot({[[0,0.2],[15,0.2]],[([15,-0.2],[0,-0.2]1},coloxr=blue):

v

> display({a,b});

1.27

1_
0.87
067 .
0.41
0.2

0 T Tt 1 1 1 t
02 2 4 6 8 10 12 14

r Efectivamente hemos comprobado que nu,que es parametro que mide la velocidad de
convergencia, para la sucesién numerica asociada al 0.6 es 9 y el correspondiente a al asociada al 1
es 3, por tanto esta ultima converge mas rapidamente.

Luego podemos decir que la convergencia puntual de una sucesion funcional consiste en que cada
sucesion numerica asociada a cada punto tiende o converge hacia la misma funcién.

No existe convergencia uniforme en el intervalo [0,pi/2] pues en el cero la imagen es 1 y aunque
cojamos un epsilon cerca del uno siempre nos quedarin funciones fuera de la banda.

E > restart:with(plots):
[>
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[ > )*nplot({seq(f(n,x),n=5..10)},x=0.5..(Pi/2) ,y=0..1,color=black) ;
14

0.81
0.61

y
0.4

0.2

I 0 06 08 1y 12 14
~ En el intervalo [0.5, (pi/2)] si que existe convergencia uniforme pues apartir de un cierto n todas
las funciones quedan dentro de la banda delimitada por un epsilon elegido.

| EJERCICIO 3
[ > restart: with(plots):

> f£:=(x,n)->((1/2) *n* (-x+3) +sin(n* (x-3) ) *5) /n;

%n(—x+3)+sin(n(x—3))5

] f=(xn)y— P
> plot({seq(f(x,n) ,n=1..8)},x=1..7,y=-2..4,color=black) ;
4-
3]
y 21
15

L -2
> Limit(f(x,n) ,n=infinity)= limit(f(x,n) ,n=infinity);
1

3" (—x +3)+sin(n (x-3))°

llm ==X+ =
L n—> oo n 2 2
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[ > s:=x->(-x+3)/2:

[> t:= plot({s(x)+0.3,s8(x)-0.3},x%x=0..7,y=-2..3,color=blue) :
[ > u:=plot({seq(f(x,n) ,n=4..8)},x=0..7,y=-2..4,color=black) :
[ > display({t,u});

L -2 ’

( A partir del n=4 todos los elementos de la sucesion de funciones penetran en en la banda.
Podriamos decir que la convergencia uniforme consiste en que apartir de un cierto valor de n todas
las funciones de la sucesién quedan comprendidas en una banda delimitada por el epsilon que
elijamos que puede ser tan pequefio como queramos.Es decir que a medida que crece lan las
funciones ,que son los terminos de la sucesidn, tienden hacia otra funcion que es el limite de la
sucesion.

Cuestiones

1- Creo que la diferencia entre convergencia puntual y uniforme consiste en que si existe
convergencia puntual cada sucesion numerica asociada a cada punto tienden hacia la misma
funcidn,en cambio si hay convergencia uniforme , todos los terminos de la sucesién funcional
tiende hacia una misma funcién (apartir de un cierto n).

2- No tiene sentido decir que una sucesion funcional converge uniformemente en un punto pues
convergencia uniforme consiste en que todas las funciones tiende en general, para todos los puntos
del intervalo, hacia una funcién y en cambio si tomamos un

solo punto tendriamos una sucesién numerica.

4- Desde luego yo creo que la utilizacion de programas de este tipo facilita mucho no solo el
estudio de esta materia si no principalmente la capacidad de comprenderlo, porque por lo menos
desde mi punto de vista estos conceptos son muy abstractos y el hecho de que lo puedas ver
representado y jugar con los datos de manera que tu mismo te puedes dar cuenta a partir de que 'n'
converge, afiadir mas o menos terminos para poder comprender bien hacia donde converge,etc. , es
toda una ventaja.

Lo tinico que quiza pueda ser algo costoso es el lenguaje propio del programa, pero que con un
poco de practica y algunas explicaciones se puede comprender rdpidamente e incluso utiizarlo con
soltura.




272 CAPITULO 4. ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Respuestas del Alumno 2: Obtenidas directamente del disquete presentado.

¢ EJERCICIO1

[ > restart:with(plots):
> £:=(x,n)->(cos(x))’n;

{ f=(x,n) > cos(x)"

[ > assume (x>0) ;

{> Limit(£(x,n) ,n=infinity)=1limit(f(x,n) ,n=infinity) ;

lim cos(x~)"=0
n—>w©

[ > plot({seq(f(x,n) ,n=1..7)},x=0..Pi/2,y=0..1.2,color=black) ;
1.27

1
0.8
y0.6
0.41
0.2

0 0204 06 08 1 12 14
L X

> plot({seq(f(x,n) ,n=15..18)},x=0..Pi/2,y=0..1.2,color=black) ;
1.24

1]
0.8
y 0.61
0.4
0.2

, 0 02 04 06 08 1 12 14

[ > a:=plot({seq(f(x,n),n=6..14)},x=é..Pi/2,y=0..1.2,color=b1ack):

[ > b:=plot([[0.6,£(0.6,6)],[0.6,£(0.6,7)],[0.6,£(0.6,8)],[0.6,£(0.6

,9)1,[0.6,£(0.6,10)],[0.6,£(0.6,11)],[0.6,£(0.6,12)],[0.6,£(0.6,

L 13)]1,[0.6,£(0.6,14)1],style=point,symbol=circle,color=red) :

> e:=plot([[1.2,£(1.2,6)],[1.2,£(1.2,7)]1,[1.2,£(1.2,8)],[1.2,£(1.2
,91,[1.2,£¢1.2,10)1,[1.2,£(1.2,11)],[1.2,£(1.2,12)],[1.2,£(1.2,
13)1,[1.2,£(1.2,14)]],style=point,symbol=circle,color=red):

> display({a,b,c});
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L 0 02040608 1 12 14

Si observamos la grafica asociada a los siete primeros términos de la sucesion, y luego la
comparamos con la segunda grafica representada, podemos pensar, (si miramos la segunda), que la
convergencia puntual en 0.6 es mas rapida que en la primera la asociada a 1.2. Sin embargo,
cuando hemos representado conjuntamente las dos sucesiones asociadas a los dos puntos
anteriormente mencionados y tomando los términos de la sucesion funcional del cuarto al
dec1mocuarto, podemos apreciar que es en 1.2 donde la convergencia a f(x)=0, (funci6n limite) es
mucho més répida. Por otro lado, no podria haber convergencia uniforme pues en cero siempre
vale uno y no podriamos encontrar una banda en la que a partir de un determinado término se

| metiesen todos en ella.

E EJERCICIO2

[ > restart:with (plots):

> £:=(x,n)->(cos(x))*n;

| f=(x,n)—> cos(x)"

[ > a:=plot({seq(f(x,n) ,n=1..5)},%x=0..Pi/2,y=0..1.2,color=black):

'~

> b:=plot([[0.6,£(0.6,1)],[0.6,£(0.6,2)],[0.6,£(0.6,3)],[0.6,£(0.6
,4)]1,[0.6,£(0.6,5)]1],style=point,symbol=circle,color=red):
> c:=plot([[1,£(1,1)],[1,£(1,2)],[1,£(1,3)],[1,£(1,4)],[1,£(1,5)1]
,style=point, symbol=circle,color=red) :
> display({a,b,c});
1.21

14
0.8
0.6
0.4-
0.2

I e

0 0204 06 08 1 12 1
rA pesar de que ya en el primer ejerc1c1o haya estudiado ]o que pasaba con las sucesiones numéricas

asociadas a 0.6 y 1.2, en esta ocasién si observamos la grafica que hemos obtenido nos damos
cuenta que la convergencia en x=1 a f(x)=0, es mucho mds rapida que en x=0.6. Vamos a
_ continuacién a comprobarlo numéricamente:
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> for n from 1 to 5 do evalf(£(0.6,n)) ,evalf(£f(1,n)) od;
.8253356149, .5403023059
6811788772, 2919265818
5622011875, .1577286053
4640046628, .08522112914
| 3829595737, .04604517259
r Vamos ahora a graficar la sucesiéon numérica asociada a 0.6 y1 para determinar el pardmetro nu,
que sabemos es inversamente proporcional al epsilon tomado y que tambien depende del x con el
| que estemos trabajando.(estamos estudiando la convergencia puntual).
[ PARTE2
[ > restart:with(plots):
> s8[0.6] :=n->(cos(0.6))"n;
>
s¢:=n—> cos(.6)"
- fijemos epsilon en 0.2
[ > eq:=abs(s[0.6] (n))=0.2:nu[l] :=floor (fsolve(eq,n,n=1..100))+1;
vi =9

[ > d:=plot([seq([n,s[0.6](n)],n=1..20)],x=0..20,y=-0.3..1.2,style=p
| oint,color=black):

[ > e:=plot({[[0,0.2],[20,0.2],[20,-0.2],[0,-0.2]]},color=green):

[ > display({d,e});

1.2
1_
0.89 -
y0.64
0.4
0.2

0 T T s
02 5 1)? 15 20

C Representemos lo mismo para x=1
[ > restart:with(plots):
> s[1l] :=n->(cos(1l))’n;
{ sy :=n—cos(1)"
[ > eq:=abs(s[1l] (n))=0.2:nu[2] :=floor (fsolve(eq,n,n=1..100))+1;
vy =3
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> d:=plot([seqg([n,s[1l](n)],n=1..20)],%x=0..20,y=-0.3..1.2,style=poi
nt,color=black) :

> e:=plot({[[0,0.2],[20,0.2]]1,[[20,-0.2],[0,-0.2]]},color=green):

>

> display({d,e}):

(R

1.2

11
0.8
y0.61 .
0.4
0.2

012774 6 8 10 12 14 16 18 20
02 x

[ >

r Anteriormente, ya habiamos comprobado numéricamente que la sucesion converge puntualmente
mas rapido en 1 que en 0.6. En esta ocasion, lo que hemos hecho es representar cada una de las
sucesiones numéricas asociadas a 1 y 0.6, considerando un epsilon fijo, en este caso 0.2. Sabemos
que el parametro nu que nos va a medir la velocidad de convergencia en cada punto nos va a
depender del epsilon tomado y del punto en cuestion. Al representar la banda con anchura 0.2 y
representar cada sucesion numérica, volvemos a ratificar lo que ya habiamos comprobado, es decir,
que la velocidad de convergencia es mucho més rapida en x=1 que en x=0.6.;,Cémo lo vemos
atendiendo a la banda? Es evidente, que si consideramos la primera grafica, vemos que es a partir
del término 9 cuando los términos de la sucesion quedan todos dentro de la banda, sin embargo, si
atendemos a la segunda es a partir del término 3 cuando todos los demas términos se quedan
metidos en la banda, con lo cual se vuelve a confirmar que la velocidad de convergencia en x=1 es
mucho mas rapida que en x=0.6. De esta manera, y con todos los datos con los que hemos
trabajado ya podemos tener una idea bastante clara de lo que seria la convergencia puntual de una
sucesion funcional. Partiendo de una sucesion fucional dada v considerando un punto cualquiera

del rando de definicién, obtenemos una nueva sucesion, es este caso numérica, asosiada a dicho

punto. Sabemos que cada una de estas sucesiones numéricas asociadas va a converger al mismo

punto, sin embargo, cada una de ellas lo hard a su ritmo y dicha velocidad nos viene determinada

por el pardmetro nu, que ya hemos dicho que depende del punto en cuestién y del epsilon tomado.
| Por tanto, la convergencia puntual no es siempre la misma sino que depende del punto que estemos
L considerando.

[ PARTE3
[ > restart:with(plots):
> £f:=(x,n)->(cos (x))“*n;

f=(x,n) > cos(x)"
[ > assume (x>0) ;
> Limit(f(x,n) ,n=infinity)=1limit(£f(x,n) ,n=infinity) ;

lim cos(x~)"=0
n—w
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>
> plot({seq(f(x,n) ,n=1..5)},x=0.5..Pi/2,y=0..1.2,color=black) ;
1.24

11
0.8
y0.61
0.44

0.2

0 06 08 1 12 14

L x~

[ Consideremos ahora términos de la sucesién mas avanzados

[ > plot({seq(f(x,n),n=17..25)},x=0.5..Pi/2,y=0..1.2,color=black) ;
1.25

13
0.8+
y0.61
0.4
0.2

006 08 1 12 14

L X~

[ >

 Ya en el primer ejercicio habia comentado que en el intervalo [0,pi/2] no podria haber
convergencia uniforme. Si ahora consideramos el intervalo [0.5,pi/2] y representamos términos
avanzados de la sucesién podemos observar que llega un momento en que se quedan van pegando
mas a la horizontal, por tanto, en esta ocasion si representdsemos una banda observariamos que
llega un momento en el que a partir de un cierto término todos los demas se quedan metidos en
L dicha banda. Por tanto, en este intervalo si existe convergencia uniforme.

r EJERCICIO3

[ > restart:with(plots):

> £:=(x,n)->((1/2) *n* (-x+3) +sin ((n* (x-3)) ) *5) /n;

ln(—x+3)+sin(n(x—3))5

f=&xn)y—

n
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[ > plot({seq(f(x,n),n=1..5)},x=1..7,y=-2..3,color=black) ;

3_

2_

y
1<%%
0 2

1]

2]

r > Limit (£ (x,n) ,n=infinity)=limit(£f(x,n),n=infinity) ;

%”<‘x+3>+sin(n(x—3))5

I 1 3
_ e n 733
[ >
[ > s:=x->(-1/2) *x+(3/2) :
[> t:=plot({s(x)+0.3,s8(x)-0.3},x=0..7,y=-2..3,color=blue):
| > u:=plot({seq(f(x,n) ,n=4..8)},%=0..7,y=-2..3,color=black) :
| > display({t,u});

L -2 N

r Si representamos términos de la sucesion mas avanzados observamos que llega un momento en el
que los términos de la sucesion se confunden con la recta funcion limite. Si ahora consideramos
una banda de anchura 0.3 y volvemos a manipular los términos de la sucesion vemos que a partir
del cuarto todos los demas quedan dentro de la banda. Si ahora repasamos todo lo que hemos
trabajado con convergencia uniforme, igual que antes podemos tener una vision clara de lo qué es.
Si consideramos una sucesioén funcional y observamos que existe un término a partir del cual
todos los demdas quedan dentro de una banda con una anchura determinada, estamos ante una caso
de convergencia uniforme. En esta ocasion, todos los términos de la sucesién convergen a la
misma velocidad a la funcién limite, es el mismo paramétro nu para todos, y no como en el caso de
convergencia puntual que el nu iba a depender del x considerado.
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————— —

>

CUESTIONES

1-) Si. Creo que mas o menos con el material proporcionado he sido capaz de captar la idea de
cada una de las dos cuestiones con més claridad e igualmente podria diferenciar una convergencia
de la otra. Cuando s6lo nos facilitan teoria y ejercicios puedes entender sin problema lo que
significa cada concepto, sin embargo, cuando se te facilita un material visual y con el que puedes
manipular, los conceptos quedan mejor asimilados; pues en esta ocasion has sido tu el que por tus
propios medios y con tus propios razonamientos has trabajado con el material hasta entender en si
de lo se trataba.

2-) No, la convergencia uniforme hace referencia a todo un intervalo. Cuando nos referimos a la
convergencia de una sucesion funcional en un punto hemos de pensar ya en convergencia puntual.

3-) Yahemos visto a lo largo de todo el trabajo en lo que consiste la convergencia uniforme de
una sucesion funcional, luego vamos a centrarnos ahora en la convergencia uniforme de una serie
funcional. Si partimos de una serie funcional, para estudiar su convergencia uniforme, lo que
hacemos es considerar la sucesién funcional correspondiente y estudiar si podemos encontrar una
sucesion numérica que la acote superiormente, por decirle de alguna manera, es decir, que se
encuentre por encima de ella de tal manera que la sucesién numérica obtenida converja a cero. En
este caso, se dira que la serie funcional inicial converge uniformemente en el intervalo dado. Por
tanto, vemos que cuando estudiamos la conv uniforme de una sucesién funcional intentamos ver si
existe un término de la misma a partir del cual todos los demas queden dentro de una banda; sin
embargo, en el caso de las series funcionales, lo que hacemos es ver si podemos acotar la sucesién
funcional en cuestién por una sucesién numérica convergente a cero.

4-) Considero que la evaluacion de un trabajo como éste sélo la puedo expresar basandome en mi
propia experiencia. Como ya comenté en la primera cuestién es una labor que me ha gratificado a
nivel general. De esta manera, se aprende a asimilar conceptos que son muy teéricos y abstractos
de una forma mucho mas natural y préctica; le permite al alumno manipular y trabajar desde su
propia iniciativa dejando que sea €l por el mismo el que logre ver de una manera mucho mas clara
lo que no llega a asimilar con sélo el material tedrico; y por dltimo le permite al alumno manejar
un programa nuevo que no sélo podrd manejar para entender cuestiones de convergencia, sino que
le permitira visualizar todo aquello que le produzcan lagunas en su entender. En los tiempos que
corren todo se basa en el software, y cuando le dices a un alumno que va trabajar con un ordenador
parece que se le enciende el chip de querer conocer algo mas sobre lo que le vas a decir, asi que
creo que el hecho de introducir el software como complemento en la ensefianza es una gran ayuda
pues lo mas importante es que permite al alumno VISUALIZAR Y TRABAJAR POR EL MISMO
todo el material tedrico con el que cuenta. Por otro lado, también considero que se podria realizar
un trabajo mucho méas rapido y eficaz si conociécemos con claridad el programa con el que vamos
a trabajar ya que podriamos ahorrar tiempo e investigar de una manera mucho amplia, libre y

L eficaz.
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Analisis de las respuestas

En esta ocasién, los resultados los consideramos altamente significativos para la in-
vestigacién, pues los alumnos, en cada caso, fueron capaces de resolver lo planteado
construyendo “pequenos programas”, manipulando y justificando resultados por diver-
sas vias:

- representando graficamente,

- hallando limites,

- comprobando el valor del limite mediante: tabulaciones, definicién simbdlica, resol-

viendo las inecuaciones correspondientes, etc.

Mejia Velasco [70] sugiere que los conceptos, en matematicas, no existen sino a través
de sus representaciones y por tanto, la aprehension de un concepto sélo se da si el alumno
es capaz de integrar las diferentes manifestaciones del mismo estableciendo las transfe-
rencias y coordinaciones entre ellas. Por otro lado, la tecnologia del software ofrece la
posibilidad de visualizar los conceptos de la matemética mediante representaciones grafi-
cas, lo cual de otro modo, es decir, sin uso del ordenador, supondria una tarea ardua
y engorrosa. Desde esta perspectiva y concretando en nuestra experiencia, la utilizacién
del software, permitio a los cuatro alumnos el acceso rapido a varios registros de repre-
sentacion de un mismo concepto y les facilité la coordinacién entre ellos, de modo que
pudieron pasar de un registro a otro, en ambas direcciones, para posteriormente obtener
conclusiones.

Asi, el andlisis de las contestaciones de los alumnos, cuando responden mediante
el uso del software, nos permite establecer una diferencia sustancial con respecto a los
resultados obtenidos a partir del primer cuestionario y por tanto, con respecto a las
investigaciones realizadas por Soto Johnson [97]. Abundando en lo anterior, el uso de la
tecnologia ofrece al estudiante la posibilidad de investigar manipulando y visualizando
aquellos aspectos de los conceptos que le interesan para contestar, y al tiempo que busca
y obtiene la informacién requerida, va reconstruyendo su conocimiento. En este sentido,
pensamos que nuestros alumnos a medida que “programaban”, reorganizaban en su mente
los conocimientos que habian adquirido hacia algunos meses; esto es “algo”que, de otro
modo, es decir, sin la disponibilidad del software, les resulté complicado hacer. Ello
nos muestra que el uso del ordenador como herramienta complementaria a la ensenanza
tradicional, no solo ayuda a agilizar considerablemente el proceso de aprendizaje de
conceptos arduos como los tratados, sino que ademads facilita el recuerdo de los mismos

a corto y a largo plazo.

Para valorar los resultados, vamos a analizar el desarrollo que hacen los dos alumnos
anteriores.

En el primer ejercicio del cuestionario, aunque actian de forma similar, programando

para obtener las gréficas de algunos términos de la sucesién funcional f,, () = cos™ z en
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el intervalo [O, g], destacamos parte de las conclusiones correspondientes a ambos:

Alumno 1:

“Existe una convergencia puntual hacia la funcion f(x) = 0. Vemos que a medida
que la n se hace mds grande la sucesion de funciones se acerca al cero excepto en 0 que
toma el valor 1. Si fijamos un punto xo vemos que cuando n se hace grande, la sucesion

numérica asociada a ese punto tiende a cero”.

Este alumno se limita a contestar que la convergencia es puntual y hace distincién
entre el punto 0 y el resto del intervalo. Por otra parte, en su respuesta, el alumno 2 va
mas alld, se adelanta, eligiendo por su cuenta el punto 1,2, haciendo la correspondiente
representacion grafica y comparando las velocidades de convergencia en dos puntos: © =
0,6 y = = 1,2. Nétese que, a pesar de que la sucesion asociada al punto 1,2 no se aprecia
en la gréafica por su cercania a 0, el alumno ha programado correctamente. Ademas,

manifiesta de antemano su convencimiento de que no existe convergencia uniforme en
.

[0,3]:
“Por otro lado, no podria haber convergencia uniforme pues en cero siempre vale uno

y mo podriamos encontrar una banda en la que a partir de un determinado término se

metiesen todos en ella”.

Todo ello nos indica que este alumno, a priori y haciendo uso de la visualizacién, ha
captado las ideas que le habiamos transmitido.

Para contestar al segundo ejercicio, los alumnos a partir de sus gréficas deducen
correctamente que la velocidad de convergencia en el punto 0,6 es menor que en 1. Asi-
mismo, corroboran la dependencia de v respecto de € y de x; en este sentido, destacamos

la frase del alumno 1:

“ ... La velocidad de convergencia depende del 'nu’ a partir del cual la sucesion
numeérica asociada estd dentro de la franja que delimita el épsilon elegido, por lo cual
el 'nu’ depende del épsilon y del punto elegido”™.

El alumno 2 se remite a lo contestado en el ejercicio anterior, pero ahora representa
las sucesiones numéricas asociadas a * = 0,6 y z = 1, y compara la velocidad en ambos

puntos, grafica y numéricamente.

Al observar el desarrollo que estos estudiantes hacen en la segunda parte del ejercicio,
valoramos positivamente el tratamiento llevado a cabo, pues representan la banda y las
sucesiones numéricas asociadas a aquellos puntos, resuelven las ecuaciones correspon-
dientes y encuentran que, para un mismo ancho de la banda, siz =0,6, v =9ysiz =1,

v = 3. El alumno 1 concluye:

“Efectivamente hemos comprobado que nu, que es el pardmetro que mide la velocidad

de convergencia, para la sucesion numérica asociada al 0,6 es 9 y la correspondiente a la
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asociada a 1 es 3, por tanto esta ultima converge mds rdapidamente”.

Respecto a la convergencia uniforme en los intervalos [O, g] y [0,5, g], los alumnos
argumentaron sus respuestas desde una perspectiva visual. Ambos contestaron correcta-
mente y parecen tener muy clara la idea de “no acercamiento global” hacia la funcién
f (x) = 0. Destacamos la respuesta del alumno 1:

“No existe convergencia uniforme en el intervalo [0, %] pues en el cero la tmagen es
1 y aunque cojamos un épsilon cerca del uno siempre nos quedarian funciones cerca de
la banda. En el intervalo [0,5, g] st que existe convergencia uniforme puesto que a partir
de un cierto n todas las funciones quedan dentro de la banda delimitada por un épsilon
elegido”.

_ %n(fa:+3)+sen(n(w73))5
- n
nos, cada uno de forma diferente y por propia iniciativa, comienzan su estudio represen-

En el ejercicio 3, dada la sucesién funcional f,, (x) , los alum-
tando graficamente algunos términos de la sucesién y hallando su limite. Al graficar la
banda con algunos términos de la sucesiéon y manipular los valores de n, ambos alum-
nos concluyen que a partir de n = 4 todas las sucesiones “penetran” en la banda; en
particular, el alumno 2 responde:

“Si representamos términos de la sucesion mds avanzados observamos que llega un
momento en el que los términos de la sucesion se confunden con la recta funcion limite.
Si ahora consideramos una banda de anchura 0,3 y volvemos a manipular los términos
de la sucesion vemos que a partir del cuarto todos los demds quedan dentro de la banda”.

Por otro lado, ambos alumnos expresan, con sus palabras, la idea conceptual de la

convergencia uniforme; destacamos, nuevamente, la respuesta del alumno 2:

“Si consideramos una sucesion funcional y observamos que existe un término a partir
del cual todos los demds quedan dentro de la banda con una anchura determinada, estamos
ante un caso de convergencia uniforme. En esta ocasion, todos los términos de la sucesion
convergen a la misma velocidad a la funcion limite, es el mismo pardmetro nu para
todos, y mo como en la convergencia puntual que el nu iba a depender del pardmetro
considerado”.

Respecto a la segunda parte denominada “Algunas cuestiones”, analizamos conjun-
tamente las respuestas de los cuatro estudiantes.

En cuanto a la primera cuestién, todos los alumnos senalan que aunque estos concep-
tos son dificiles de entender, las ideas las han captado notablemente, ya que las diversas
representaciones graficas permiten evidenciar facilmente la diferencia entre ambos con-
ceptos. Por otro lado, piensan que ademas del aporte visual proporcionado por el software,

es importante la posibilidad que ofrece de manipular y utilizar varias manifestaciones de
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estas y otras nociones matemaéticas:

“En esta ocasion has sido tu el que por tus propios medios y con tus propios razona-
mientos has trabajado con el material hasta entender en si de lo que se trataba”.

En la segunda pregunta, todos los alumnos responden que no tiene sentido afirmar
que una sucesién funcional converge uniformemente en un punto del intervalo pues:

“la convergencia uniforme consiste en estudiar si la sucesion de funciones se mete
dentro de una banda, independientemente del punto en que estemos...”

o también:

“No porque la convergencia uniforme se trata de un intervalo en el que todas las

2

funciones se acercan a la misma recta, pardbola, ....

Respecto a la tercera cuestién, nuestro propdsito no era otro que el que los alumnos se
percataran de que estudiar la convergencia uniforme de una serie funcional es equivalente
a estudiar la convergencia uniforme de la sucesién de sumas parciales correspondiente.
Sin embargo, sélo dos alumnos contestan y para ello aluden, confundidos, al teorema
de caracterizacion diciendo que, para asegurar la convergencia uniforme de una serie
funcional, es necesario acotar la sucesion funcional de partida por una sucesién numérica
que sea convergente a cero. Asi se refleja en la respuesta de uno de ellos, el cual por su
forma de expresarse, podriamos asegurar que ha recordado la interpretacién geométrica

que le proporcionamos sobre este criterio:

“.. Si partimos de una serie funcional, para estudiar su convergencia uniforme, lo
que hacemos es considerar la sucesion funcional correspondiente y estudiar si podemos
encontrar una sucesion numeérica que la acote superiormente, por decirlo de alguna mane-
ra, es decir, que se encuentre por encima de ella de tal manera que la sucesion numérica
obtenida converja a cero. En este caso, se dird que la serie funcional inicial converge

)

uniformemente en el intervalo dado ....°

Finalmente, presentamos parte de las reflexiones que este estudiante realiza sobre la

ultima cuestion:

“.. De esta manera, se aprende a asimilar conceptos que son muy teoricos y abs-
tractos de una forma mucho mds natural y prdactica; le permite al alumno manipular y

trabajar desde su propia iniciativa ....”7

4.5. Experiencia con alumnos de doctorado

A lo largo de este capitulo hemos descrito y analizado los resultados de dos experien-
cias en las que se ha puesto en practica la propuesta curricular presentada en el Capitulo
2. La primera de ellas la llevamos a cabo gracias a la colaboracién de la alumna Maria.
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Esta estudiaba en el Centro Superior de Educacién, y su formacién matemaética en torno
al concepto de limite de sucesiones numéricas era practicamente inexistente. La realiza-
cién de la segunda experiencia, la desarrollamos con la intervenciéon de cuatro alumnos
de primero de Matematicas, los cuales comenzaban su formacién y por tanto, conocian

ya diversos aspectos relacionados con los procesos de convergencia.

Por ultimo y complementariamente a nuestra investigacion, sentimos la necesidad
de verificar cémo un alumno recién licenciado en Matematicas y por tanto, con una
formacion més consolidada, resuelve, utilizando el software, cuestiones de cierto interés
referentes a problemas de convergencia.

Asi, en el curso 1999-2000 y durante algunas de las sesiones correspondientes al curso
de doctorado “Metodologia de investigacion en Fducacion Matemdtica y software edu-
cativo” se les instruyé en aspectos de convergencia relacionados con este trabajo®. Al
finalizar el curso, solicitamos a los alumnos matriculados que resolvieran diversos ejer-
cicios. Su eleccién fue pensada con el propdsito de comprobar cémo, una vez recibida
la instruccién, se enfrentaban y qué herramientas utilizaban para su resolucién. Los dos
ejercicios seleccionados, uno de nivel basico y el segundo con un cierto grado de dificultad,

los exponemos seguidamente.

4.5.1. Ejercicios propuestos

2

n
Ejercicio 1: Comprobar que lim n = —oo haciendo uso de la siguiente defini-
n—oo M

cién:

lim x, = —co & [VM > 0 (real), Jv € N, tal que ¥n,n > v, se cumple z,, < —M]
n—oo

Hallar v tomando M = 1000. Resolverlo con lapiz y papel, numérica y graficamente.

Ejercicio 2: Utilizar Maple para “justificar” aplicando el Teorema de Caracterizacion
que la sucesién funcional:

n(z—6)2
fo(2) = HE +sen(n(z—6))° 14

n

converge uniformemente en todo R a la funcién f (z) = % — 6x + 22.

3Esta experiencia fue pactada y preparada conjuntamente con el director de esta memoria de docto-
rado.
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Flioarcicing roanaltne nar 11mn aliimnn de dactaradan

- INTRODUCCION
Por la definicion que aparece en el Enunciado del EJERCICIO, llegamos a que -  es el limite
de la sucesion, xi, x2, X3, . .., Xn, . .., si para todo nimero real M > 0, por grande que sea, hay

términos a, < - M. En otras palabras, si en la sucesion hay términos negativos arbitrariamente
grandes en médulo.

Comencemos intentandolo con lapiz y papel, a la manera tradicional:

Si M =1000. Tenemos que encontrar un nimero natural v tal que para todo natural n, v < n se
verifique que x, <- 1000.
Asi que, en definitiva, se trata de resolver la inecuacion: x, <-1000. (En principio, tomaremos

L nreal).
- 2

_ 3 <-1000 (n# -3, si consideramos » real).

2

Establecemos la igualdad: . 3 -1000

-n? =-1000(n + 3)
-n? =-1000 n - 3000
—»2 £ 1000 » £ 2000 =0
Veamos las soluciones de la ecuacién de segundo grado: —»* + 1000 7 + 3000 = 0
-n? + 1000 n + 3000 = 0

_ —1000 N 10002 + 12000

T T

-2 -2
—-1000 1005.982107
n= +
-2 -2

Esto es: n =-2.9910535 y mny=1002.991054
Estudiemos los intervalos:

—4)?

-e0,-30, n=-4, ~ 221621000 No

-2.9999)?
13, 29910535 [, n=-2.9999, —%ﬁbsm%oom <-1000 Si

22 4

1-2.9910535, 1002.991054 [, n=2, -51_3=_§>-1000 No

~1004)?
11002.991054, + o [, n=1004, —%&m—)g-=—1001.008937<- 1000 Si

n=-2.9910535, No
n=1002.991054, No
n=-3, No

Asi que la solucion de la inecuacion (considerando » real) es:
1-3,-2.9910535[ U ]1002.991054, + oo [
Pero como # es un nimero natural s6lo son validos los naturales del intervalo:
11002.991054, + o [.
Luego, v =[1002.991054] + 1, donde [1002.991054] es la parte entera por defecto de
1002.991054.
En definitiva, para todo niimero natural », 1003 <» se cumple que x, <-1000. Por tanto:

L B e '

Comprobémoslo usando Maple, primero numéricamente y después de forma visual:
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RESOLUCION DEL EJERCICIO EN FORMA NUMERICA
Reiniciamos el Sistema y cargamos el paquete plots.

> restart:
> with(plots):

U B N

2

Definimos la sucesion x, =
n+3

como funcién, y la llamamos f;

> £:=n->(-n"2)/ (n+3);
2

f:=n——)—n+3

Tomando M = 1000, debemos encontrar un nimero natural v tal que, para todo » (natural),

| v<n se verifique que:
r 2

+3
| Hacemos que Maple resuelva la inecuacion anterior:

> solve(£(n)<-1000,n);
RealRange( Open(-3), Open(500 — 10./2530)), RealRange(Open(500 + 10,2530 ), )

<-1000

Mejoramos el resultado que aparece en pantalla poniendo llaves ({ }) en la expresion de la
. inecuacion.

‘> solve({£f(n)<-1000}) ;
| {-3 <n,n<500-10,2530 }, {500 + 10 /2530 <n}

Evaluamos los intervalos anteriores, a fin de que sus extremos aparezcan expresados en coma
| flotante.

> evalf (%) ;

{-3.<n,n<-2.99105361}, {1002.991054 < n}

Luego, la solucién real de la inecuacion son los intervalos:
1-1,-2.9910536 [ U ] 1002.991054, + o [
Pero como 7 es un ntimero natural, s6lo se podra mover en el intervalo ] 1002.991054, + o [.
Consecuentemente, para determinar v consideramos la parte entera de 1002.991054 y le
sumamos 1 (asegurando de este modo que v sea natural). Es decir, aplicando el comando floor
| nos queda:

' > nu:=floor (1002.991054) +1;

T

v :=1003
1()()?)/eamos como, en efecto, cuando » toma valores mayores o iguales que 1003, se tiene que x,, <
En primer lugar, vamos a comprobarlo numéricamente:
Empleamos la siguiente sentencia de iteracion para evaluar los términos del 990 al 1004,
_ verificando asi que x, < -1000, para todo niimero natural », 1003 < n.
> for k from 990 to 1004 do
Para_, 'k'=k,_obtenemos, ,x[k]l=evalf(f(k)) od;
Para_, k=990, obtenemos, x990 =-987.0090634
Para_, k=991, obtenemos, _, x991 = -988.0090543
Para , k=992, obtenemos, _, x99, =-989.0090452
Para , k=993, obtenemos, , x993 =-990.0090361
Para_, k=994, obtenemos, _, x994 =-991.0090271
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Para_, k=995, obtenemos, _, x995 =-992.0090180
Para_, k=996, obtenemos, _, x996 = -993.0090090
Para_, k=997, obtenemos, _, x997 =-994.0090000
Para , k=998, obtenemos, , x998 =-995.0089910
Para_, k=999, obtenemos, _, X999 = -996.0089820
Para_, k=1000, obtenemos, _, x1000 =-997.0089731
Para , k=1001, obtenemos, _, x1001 =-998.0089641
Para_, k=1002, obtenemos, , xi002 =-999.0089552
Para_, k=1003, obtenemos, , x1003 =-1000.008946
Para_, k=1004, obtenemos, _, x1004 =-1001.008937

Ciertamente, a partir del término 1003 (éste inclusive), la sucesion se hace menor que 1000.

RESOLUCION DEL EJERCICIO EN FORMA GRAFICA

Para probar graficamente que para todo » (natural), 1001 < » se verifica que x, < 1000, vamos a
representar la sucesion entre los términos 990 y 1010. Asi como el trozo de recta de expresion
analitica y = -1000 que se halla entre ambos valores, y el segmento vertical de extremos en los
puntos (1003, 990), (1003, -1000) que viene determinado por v.

Comenzamos trazando la grafica de la sucesion, y como ésta se ha definido en forma de
funcioén, aplicamos la instruccién seq y la opcidén style = point, con el propdsito de que
Maple la interprete como sucesion, es decir, discretamente (Ademads aparecera en color verde).

> ### WARNING: the definition of the type “symbol” has changed';
see help page for details
a:=plot([seq([n,£(n)],n=990..1010)],x=990..1010,y=-1007..-989,1a
bels=[n,y],style=point,symbol=circle, thickness=2,color=green) :

Representamos los segmentos con extremos en los puntos (990, -1000), (1003, -1000)

(horizontal) y (1003, -990), (1003, -1000) (vertical), los cuales apareceran con trazo discontinuo y
_ en color magenta (fucsia).

> b:=plot({[[990,-1000],[1003,-1000]],[[1003,-990],[1003,-1000111},
L linestyle=2,color=magenta) :

Insertamos comentarios relacionados con la representacion grafica, mediante la funcién
|l textplot:

> c:=textplot({[998,-1003.5, A partir de 1003, x[n] < -10007],
[1005.5,-1000, "M = -1000"1], [1001,—989,‘COMPROBAC16N DE QUE
x[n] DIVERGE ]},color=cyan):

I Graficamos todo conjuntamente:

( > display({a,b,c});
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COMPROBACION DE QUE x|n] DIVERGE

y-9981

-1000 e 1000
-1002-
-1004 A partir de 1003, x{n] < -1000

-1006

990 992 994 996 998 1000 1002 1004 1006 1008 1010
n

: Hemos de advertir que debido a los rangos que se han tomado, Maple hace la representacion
grafica colocando el origen del sistema de coordenadas en el punto (990, -1010), de ahi que
parezca que la gréfica se encuentra en el primer cuadrante, en vez de en el cuarto, que es donde
_ realmente esta.

Se ve perfectamente que del término 1003 en adelante (éste inclusive), la sucesion se sittia por

debajo de la recta y = -1000. Asi que, por la definicién dada al comienzo del EJERCICIO,
2

concluimos que {x,}, diverge a - « , donde x,, = T3
L n

Eiercicio 2

En primer lugar recordemos el enunciado del TEOREMA DE CARACTERIZACION DE LA
CONVERGENCIA UNIFORME:
TEOREMA DE CARACTERIZACION DE LA CONVERGENCIA UNIFORME

'L
L
[ Sea {f4(x)} una sucesion de funciones reales.

[ Tenemos que f,(x) CONVERGE UNIFORMEMENTE en el intervalo I de R hacia la funcién
f(x), si y s6lo si:

[ lim a@,=0, siendo ay=supseni(|fo(x) - f(x)|)

n-—»>®©

‘ _ 2
”(xz ) 4 sin(n (x—6))°

Consideremos la sucesion funcional f(x) = +4.
n

En la SESION 5 ya nos habiamos ocupado de estudiar su convergencia uniforme a partir de la
propia defincién. Ahora de lo que se trata es de interpretar graficamente dicha convergencia de
| acuerdo al TEOREMA DE CARACTERIZACION.

F
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L Comencemos, sin més dilacion, reiniciando el Sistema y cargando el paquete plots:

[ > restart:

[ > with(plots):

[ Definimos la sucesién funcional f,(x) como una funcién de dos variables, quedando del modo:
> f:=(n,x)->((1/2) *n* (x=6) *2+sin((n* (x-6) ) *3)) /n+4;

ln(x—6)z+sin(n3 (x=6)%)

f=mx)-> p +4

Representamos los dos primeros términos de la sucesion, y seguidamente comprobamos como
van adquiriendo forma de parabola. Asimismo, tomamos los rangos [4, 9] y [2, 9] para los
respectivos ejes de abscisas y ordenadas.

Optando, a su vez, por el color de trazado verde, y un grosor 2.
> plot({seq(f(n,x) ,n=1..2)},x=4..9,y=2..9,color=green, thickness=2)

12

, A S A I
Podemos apreciar que las funciones van presentando un aspecto similar al de una parabola. Lo
_ cual constataremos mediante el calculo de su limite.

[ > Limit (f(n,x) ,n=infinity)=1limit (f (n,x) ,n=infinity) ;

%n(x—6)2+Sin(n3 (x=6))

lim +4=-x*-6x+22
L n—» o n 2
. e
PGE6) | in(n (x—6))
Luego la sucesién funcional f,(x) = + 4 tiende a la funcién

n
" ol
cuadratica g(x) = 5 6x+22.
Comprobemos mediante el TEOREMA DE CARACTERIZACION que f,(x) converge
| uniformemente a dicha funcién en todo R.
[ En primer lugar probamos numéricamente que:

I ey
'“—xzf—)-+sin(n(x—6))3

SUDx en R - +4—[?—6x+22] tiende a 0, cuando n — «©
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Consideremos los puntos x =4, 5, 6, 7; 8 y evaluemos las diferencias anteriores, para los
| términos:
C S1(x), fo(x), f5(x), fa(x), fs(x) de la sucesion funcional. Esto es:

|fi(x)—g(x)|,conx=4,5,6,7,8
|A(x)—g(x)|conx=4,5,6,7,8
|(x)—g(x)|,conx=4,5,6,7,8
|fa(x)—g(x)|conx=4,5,6,7,8
|/5(x) —g(x)|,conx=4,5,6,7,8

Veamos como el supremo de esas cantidades va tendiendo a cero a medida que 7 aumenta.

Definimos su funcién limite llaméndola g:

> g:=x->x"2/2-6*x+22;

T

1
g:=x—>§x2—6x+22

Aplicamos la siguiente secuencia de iteracién (tomamos paso 1 ( by 1), aunque esto Gltimo se
| podria omitir):
C

> for x from 4 to 8 by 1 do evalf(abs(f(1,x)-g(x))) od;
9893582466
.8414709848
0
.8414709848
| 9893582466

[ Andlogamente para f(x):

> for x from 4 to 8 by 1 do evalf(abs(f(2,x)-g(x))) od;
4600130191
4946791233
0
14946791233
14600130191

L Del mismo modo:

> for x from 4 to 8 by 1 do evalf(abs(f(3,x)-g(x))) od;
2320194961
3187919761
0
3187919761
2320194961

[ En el caso de fi(x) nos queda:

> for x from 4 to 8 by 1 do evalf(abs(f(4,x)-g(x)))
.01987962350
2300065096
0
2300065096
.01987962350

d;

0
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Y por ultimo para f5(x) tenemos:

> for x from 4 to 8 by 1 do evalf (abs(f(5,x)-g(x))) od;

1653759081
1232080918
0
1232080918
1653759081

En resumen, los maximos son:

> for k from 1 to 5 do

El_mé.ximo_de_, abs ((£[k]~g)),_para x=4,5,6,7,8, es_,max(evalf (abs
(£(k,4)-g(4))) ,evalf(abs(f(k,5)-g(5))) ,evalf (abs(£f(k,6)-g(6))) e
valf (abs(£(k,7)-g(7))) ,evalf(abs(f(k,8)~-g(8)))) od;
El_maximo_de_, | h- gl _para x=4,5,6,7,8, _es_, 9893582466
El mdximo_de ,|f,—g|, _para x=4,5,6,7,8, es_, 4946791233
El_mdximo_de_,|f; — g|, _para x=4,5,6,7,8, es_,.3187919761
El_maximo_de_,|fa~g|, _para x=4,5,6,7,8, _es_, 2300065096
El mdximo_de ,|fs—g|, _para x=4,5,6,7,8, es ,.1653759081

Observamos que el maximo (supremo si no lo llega a alcanzar) se va aproximando a cero a
oAt L a4

Hallemos, por tanto, la sucesién numérica que acota a las diferencias|f.(x) — g(x)|.

n(x-6)7? . ,
+sin(n (x—6))
|[f(x) —g(x)|= p +4—[7—6x+22] =
"'62 : -6 3 x2
o | a6 s (¥=6)) L, X L ex-m| =
2n n 2
x? i -6)) 2 i -6))
T-—6x+18+M+4—x7+6x—22|=l—————sm(n(f ))I
Pero sabemos ademds que |sin(n (x—6))3|s 1, para todo x de R, para todo »n de N.
i -6)) i -6))’| 1
Por consiguiente: sin(n (z ) =|s1n(n (; ) |S;

Asi que:
1
supxen R(| fa(x) — g(x)|) = 7

En efecto, volviendo a la comprobacion numérica anterior:

> for k from 1 to 5 do

Para x=4,5,6,7,8, maximo_,abs((f[k]-g))=max(evalf (abs(f(k,4)-g(4
))) ,evalf(abs(f(k,5)-g(5))) ,evalf(abs(f(k,6)-g(6))) , evalf (abs (£ (
k,7)-g(7))) ,evalf(abs(£(k,8)-g(8)))),_es _menor que_ ,alkl=evalf(l
/k) od;

Para x=4,5,6,7,8, _mdximo_,|fi — g|=.9893582466, _es_menor_que_, a1 =1.
Para x=4,5,6,7,8, _mdximo_,|f, — g|= 4946791233, _es_menor_que_, a; = .5000000000
Para x=4,5,6,7,8, _mdximo_,|f; —g|=.3187919761, _es_menor_que_, a3 = 3333333333
Para_x=4,5,6,7,8, _mdximo_,|fa — g|=.2300065096, _es_menor_gue_, a4 = 2500000000
Para x=4,5,6,7,8, mdximo_,| fs— g|=.1653759081, _es_menor_que_, as = 2000000000
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En realidad es un méaximo pues se alcanza en los valores de x donde | sin(7 (x - 6)) |=1. Esto
| es:

(n(x—6))3=%+kn, kde Z
1
)
n(x—6)=(;+knj
g
(7’“’”‘]

x=—;———+6, kdeZ,rndeN.

Luego, hay infinitos valores de x donde las diferencias| f,(x) — g(x) | coinciden con la sucesién

numérica a, = — que las acota.
n

1
Y como ademss, lim a,= lim — =0, se sigue por el TEOREMA DE CARACTERIZACION

n—w n—>w N
que, f,(x)converge uniformemente a g(x) en todo R.

[ Demostrémoslo graficamente por medio de Maple:

[ Iniciamos de nuevo Maple y cargamos el paquete plots:

[ > restart:

[ > with (plots):

[ Almacenamos en memoria la sucesion f,(x) y la funcién limite g(x):

[ > f:=(n,x)->((1/2) *n* (x-6) *2+sin((n* (x-6))*3)) /n+4:
[> g:=x->x"2/2-6*x+22:

[ Definimos las diferencias | f»(x) — g(x)| como una funcién de dos vafiables ala que
denominamos h.

> h:=(n,x)->abs (f(n,x) -g(x));
h = (n,x) > |f(n,x) - g(x)|

Guardemos en la variable d la representacion grafica los términos del segundo al sexto de la
_ sucesion funcional anterior:

[ > d:=plot({seq(h(n,x) ,n=2..6)},x=4..4.009,y=0..0.51,color=black):

A continuacién trazamos (con grosor 2) las rectas que representan cada valor constante (pues
no depende de x) de la sucesion numérica. (Graficaremos sus términos del segundo al sexto, entre
los rangos [4 ,4.009] y [0, 0.51] de los ejes horizontal y vertical, respectivamente. Esta grafica la

_ almacenamos como variable t:

> s:=plot({seq(l/n,n=2..6)},x=4..4.009,y=0..0.51,color=black, thick
ness=2) :

[ Hacemos la representacion conjunta:
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| > display({d,s});
3 05

0.41

0.31

y
0.2 N
' e

AN
0-1 | \WW
4.006 /

o

4 4.002 4.004,, 4.008

>

Podemos observar como cada término de la sucesion numérica acota a su correspondiente
término de la sucesion funcional (se mantienen por debajo de ella, coincidiendo en infinitos
puntos). Ademads, la sucesion numérica, esto es, las rectas van aproximandose a cero, a medida
quer # crece.

L Luego, efectivamente, por el Teorema de Caracterizacion la sucesion funcional:
[ n(x-6)7° .
‘ ¥+ sin(n (x - 6))*

f(x)= +4

n

2
Converge uniformemente a g(x) = 5 6x+22enR.

4.5.2. Analisis de los resultados

Somos conscientes de que no serfa justo realizar un andlisis comparativo de estos
resultados con aquellos que se obtuvieron a partir de las encuestas previas a esta inves-
tigacién, presentadas en el Capitulo 3. En el caso que nos ocupa, los alumnos recibieron
nuestra instruccion y en un corto periodo de tiempo solicitamos la resolucion de los ejer-
cicios. Por esta razon, nuestro objetivo es comprobar cémo estos alumnos de doctorado,
con pocas instrucciones, resuelven de una forma rica y variada en recursos.

Seria redundante detallar lo que, directamente, puede observarse a partir de la resolu-
cién presentada. El software les ha permitido soltura y versatilidad a la hora de manipular
y resolver lo planteado.

Es pertinente destacar la conclusién del teorema de caracterizaciéon mediante una
grafica, en la que se conjugan la sucesién funcional constante y la sucesién funcional

| fn () — g (2)], la cual queda acotada por aquella.



jAh! Desde entonces he aprendido que es una
ingrata locura querer interponer prematuramente
lo futuro en el presente, si para tal lucha contra
los arraigados intereses de hoy, sdlo se posee un
delgadisimo rocin, una mohosa armadura y un

achacoso CUETPO.

Capft ulo 5 Heinrith Heine, 1837.

Conclusiones y perspectivas de
futuro

5.1. Conclusiones

La gran mayoria de los profesores estamos de acuerdo en que los conceptos de con-
vergencia puntual y convergencia uniforme de sucesiones funcionales son de gran impor-
tancia para un matematico, para un fisico, para un ingeniero... Por otra parte se admite
que iniciar a los alumnos que llegan del bachillerato en la definicién (g,v) de limite de
una sucesion numérica resulta una tarea de cierto grado de dificultad, tanto a la hora
de transmitirla como para los alumnos asimilarla (Afonso Gutiérrez y Dorta Diaz, [2]).
Ciertamente los conceptos de convergencia puntual y convergencia uniforme de sucesiones
funcionales conllevan un doble grado de complejidad impuesto por el hecho de combinar
simultdnemante dos variables (la n, que varfa en N, y la « que varia en R), hecho al que
los alumnos que ingresan en la Universidad no estan acostumbrados.

Por otra parte, el andlisis de las contestaciones de los estudiantes a la encuesta pre-
sentada en la seccion 4.3, nos permitié comprobar que la asimilacién y estudio de dichas
cuestiones, no les habia resultado facil. Ademaés el uso exclusivo del método clasico no
lograba despertar el interés que les impulsara a aventurarse en la investigacién de cues-
tiones méas profundas relacionadas con el tema. Por otro lado, sabiendo que la muestra
elegida para la encuesta estaba constituida por aquellos que habian obtenido las mejo-
res calificaciones, observamos que estos, después de cuatro meses, presentaban ciertas
lagunas conceptuales; ello manifiesta que los métodos puramente tradicionales no son
suficientemente eficaces, incluso a corto plazo.

Las argumentaciones anteriores nos han llevado a hacer una serie de reflexiones:

- iPreparamos los profesores a nuestros alumnos con ejercicios adecuados y variados,

antes de introducir estos conceptos?

- ;Exponemos los profesores universitarios estos temas con suficiente claridad? ;Le

293
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dedicamos el tiempo suficiente o los explicamos “de pasada” justo antes de finalizar el
curso?

- ;Se ha avanzado significamente en los ultimos anos respecto a la docencia de las
sucesiones y series funcionales y en la forma de abordar el concepto de la convergencia

uniforme?

- ;Continuamos usando para su exposicién los mismos métodos de hace veinte anos?

Usamos herramienta complementaria para su transmision?

En nuestro afdn por recabar informacién y conocer la forma de pensar de otros en-
seniantes, hemos aprovechado algunas conversaciones “de pasillo”; concretamente, en una
ocasién preguntamos a un profesor universitario de Matemaética Aplicada y reconocida
experiencia docente e investigadora, lo siguiente:

sComo crees que se debe explicar la convergencia uniforme de funciones para que el

alumno llegue a entenderla?
a lo cual, él contesto:

El alumno debe estudiar, reflexionar, “comerse el coco” y dedicarle todo el tiempo que

sea preciso hasta que logre entenderlo.

Debemos respetar estas y otras opiniones parecidas, pero como profesores e investiga-
dores de la ensenanza no creemos adecuado acomodarnos en posturas que hagan recaer
todo el esfuerzo sobre el alumno (més atin cuando se trata de conceptos dificiles) y que
mantengan el estado actual de la cuestion inalterable.

Realmente el grado de asimilacién de un concepto concreto depende del tiempo que
el alumno dedique a su estudio; ademas ese tiempo y esfuerzo que esté dispuesto a invetir
estarad en funcién de un factor importante en el desarrollo del aprendizaje: la motivacién.
Pero, ;qué parte asume el profesor como suya para agilizar o facilitar este proceso?

En otra ocasién, un profesor, en tono coloquial, utilizé expresiones y frases como las

[

que siguen: “..de este dulce no pueden comer todos...”, “..lo importante es formar sélo

a los buenos...”.

En este sentido, nuestra declaracién de intenciones, claramente opuesta a la filosofia

de las ultimas frases, es la siguiente:

“Esforzarnos para conseguir que el conocimiento y la asimilacion de con-
ceptos dificiles llegue al mayor niimero posible de estudiantes de Ciencias”

Ello sélo se hace posible mediante un esfuerzo, por parte de la comunidad educativa
universitaria, encaminado a la busqueda de nuevos métodos y técnicas que faciliten la
ensenanza de estos conceptos; desde este punto de vista, aquella motivacion necesaria
resultard favorecida por el uso de técnicas atractivas de aprendizaje donde el alumno se
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vea involucrado y tenga oportunidad para visualizar y manipular. En este sentido, Tall
[100] establece las ventajas del uso del ordenador, el cual permite:

1) Procesar cantidad de informacién y producir movimiento grafico para ayudar a
visualizar conceptos complejos.

2) Exteriorizar los conocimientos en la pantalla, en lugar de tenerlos almacenados en
la mente.

3) Establecer un ambiente democratico, en el sentido de que una entrada de infor-
macién dada dard siempre la misma salida, sin importar quién teclea. Asi, responde de
la misma manera al profesor que al alumno, pudiendo animar al estudiante a emular y
sobrepasar al profesor en su uso.

4) Ser programado para responder de una manera fiable y ordenada. Esto puede
proporcionar un entorno para construir y comprobar los conceptos matematicos conje-
turando el resultado de cierta entrada de informacién y después pulsando la entrada de
informacién para comprobar si la conjetura es correcta.

Retomamos una alusion al papel del profesor, cuya labor docente resulta modificada
debido a la introduccién de la tecnologia como instrumento fundamental de trabajo.
Consideramos que, en este caso, el profesor desempefia un papel exclusivo en el desarrollo
del proceso de ensenanza-aprendizaje, pues es él quien inicia, gufa, aconseja al alumno y
finalmente, hace el papel de moderador. Este sentird interés por el tema tratado cuando
el docente le presente la materia de una manera adecuada y atractiva, que le anime al
estudio y a la investigacién del concepto y en la que ademas él pueda intervenir de forma
activa, manipulando y creando sus propios ejemplos.

Desde este punto de vista, consideramos importante, cuando se trabaja con software,
que el propio alumno construya el proceso, con lo que al mismo tiempo ird construyendo
su conocimiento, y aunque en las primeras etapas serd necesaria la ayuda del profesor
(para programar los ejercicios planteados son suficientes unas pocas instrucciones), la
fase manipulativa pemitird que se vaya adaptando al entorno de trabajo y con ello el
proceso de ensenanza-aprendizaje llegara a culminar.

El alumno se convertird asi en “una especie de autodidacta” que mediante el uso del
ordenador y la técnica de ensayo-error logre construir su propio conocimiento. Ello es
lo que se denomina “aprendizaje por descubrimiento” o “pedagogia de la creatividad”,
siendo esta tltima denominacién la que consideramos mas acertada por su connotacién
referida a la capacidad de imaginacién y construccién. Creemos que en un método de
este tipo, cuyo eje principal sea la motivacién del alumno, reside el éxito de la labor del
profesor.

Es evidente pues, que existen ciertas relaciones entre el estudiante, el profesor, el or-
denador y las ideas matemaéticas. La ensenianza tradicional, en cada uno de sus apartados,
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repite un mismo ciclo: el profesor explica nuevas ideas, el estudiante resuelve ejercicios
rutinarios y a continuacién extiende esos problemas a otros mas profundos. Esto puede
conducir, en muchas ocasiones, a una vision estrecha y bastante lineal de una planifica-
cion de los estudios, en la cual el éxito se mide por la capacidad de resolver problemas
especificos relacionados con el contexto en el cual fueron aprendidos. Ante ello, nos pre-

guntamos:

Actuando de la forma senalada, jel estudiante estd suficientemente motivado? ;es
creativo, imaginativo? ;es protagonista de su aprendizaje? ; utiliza y coordina diversos
aspectos de las ideas estudiadas? jse plantea cuestiones variadas relacionadas con los

mismos? ...

Puede que muchos ensenantes respondan a las cuestiones anteriores afirmativamente.

Sin embargo, nosotros nos permitimos poner en duda esa vision.

El ordenador con la tecnologia que hoy nos ofrece puede ser una excelente ayuda
para ensanchar el horizonte conceptual. Skemp [94] propone tres modelos diferentes para
construir y comprobar los conceptos matemaéticos.

Un modelo de comunicacién y discusion, establecido entre profesor y estudiante, que
se corresponderia en nuestro esquema conceptual con la fase verbal y simbélica; un mode-
lo de experiencia y experimentos entre el estudiante y el ordenador que se corresponderia
con la fase visual y manipulativa; finalmente, un tercer modelo de formacién y consoli-
dacién de ideas de mayor grado de dificultad por extrapolacion, imaginacion, intuicién y
creatividad.

El software permite complementar estos modelos de la mente humana; en termino-
logia de Skemp: “es un entorno para construir y dar validez a las ideas matemdticas”.
Una forma de construir estos modelos consiste en considerar un numero de ejemplos y
contraejemplos en un proceso en movimiento para observar regularidades y abstraer ge-
neralidades, al tiempo que complementariamente se dan validez a esas ideas. Es lo que
Tall ha denominado organizador genérico.

Por otra parte, pensamos que no sélo es importante el uso del ordenador, sino la inte-
raccion simultdnea del ordenador, el profesor y las ideas matematicas, siendo el alumno
el nucleo de esta interaccion. Asi pues, en un hipotético esquema triangular regular, en
su baricentro estaria el estudiante y en cada uno de sus vértices A, By C el profesor, el
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ordenador y las ideas matematicas respectivamente.

F. VISUAL
F. MANIPULATIVA
ORDENADOR
ALUMNO

F. VERBAL

F. SIMBOLICA
IDEAS
PROFESOR MATEMATICAS

F1GURA 5.1: Tridngulo de Skemp [94] complementado con el esquema conceptual
Afonso Gutiérrez y Dorta Diaz [2]

El profesor, mediante la comunicacién verbal, transmite ideas y provoca discusion.
Seguidamente, el estudiante interactuaria con el ordenador mediante una serie de ejerci-
cios o experimentos que le permiten adquirir cierta destreza y experiencia. En el tercer
vértice residen los conceptos, las ideas, etc. a las que el alumno accede mediante la re-
flexién y la interiorizacion de los procesos estudiados y experimentados. A partir de este
ultimo vértice, se consolidan y adquieren consistencia interna las ideas matematicas. Es
importante destacar que el uso de un posible software y la pantalla del ordenador es
un complemento a lo que el profesor comunica en una ensenanza tradicional. En este
triple juego, donde el alumno es el centro y la coordinacién de los tres vértices anteriores

fundamental, pensamos que estaria el camino del éxito.

Con nuestra propuesta curricular tratamos de conjugar los tres elementos del triangulo
de Skemp con nuestro esquema conceptual y asi facilitar la formacién del estudiante,
centro del mismo. Como ya comentamos en el Capitulo 2, las aportaciones novedosas de
dicha propuesta son las siguientes:

- Presentacién y exposiciéon de conceptos a partir del esquema conceptual en cuatro
fases.

- Utilizacién de Maple como software educativo que permite la visualizacién y mani-
pulacién de los conceptos, mediante la realizacion de pequenos programas de facil manejo
y a partir de ejemplos y contraejemplos (organizador genérico).

- Uso de distintos registros de representacion, estableciendo conexiones entre ellos y

facilitando el paso de unos a otros.

- Presentacién global de los distintos registros de representacién de un concepto por
medio de esquematizaciones o simplificaciones visuales.

- Visualizacién de los conceptos fundamentales de convergencia por medio de procesos
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dindmicos a los cuales se accede mediante el uso del software.

- Tratamiento especifico del concepto de convergencia puntual y uniforme a partir de

las sucesiones numéricas asociadas a un punto del dominio de definicion.

- Interpretacion geométrica de los teoremas relacionados con procesos de convergencia

de sucesiones numéricas y sucesiones y series funcionales.

A partir de estas aportaciones y de los comentarios y reflexiones anteriores, valoremos
en qué medida nuestra propuesta da lugar a cambios significativos para mejorar el proceso
de ensenanza-aprendizaje, al tiempo que permite superar ciertos obstaculos relacionados
con el mismo. Desde este punto de vista, volvemos a preguntarnos:

- Con nuestra propuesta, ;hemos salvado los obstaculos epistemoldgicos relacionados

con el concepto de limite a los que haciamos referencia en el Capitulo 17
- ¢Los alumnos han usado muchas facetas de una misma idea?

- (Han visualizado en la pantalla y por tanto, obtenido imagenes mentales de los

mismos?
- ¢Han sido creativos en su forma de expresarse relacionada con las ideas?

- ;Han utilizado un lenguaje fluido cuando se expresan en el dominio en el que se ha
trabajado?

En definitiva, jse ha adaptado el alumno al nuevo entorno que ofrece este triple juego
del tridngulo de Skemp?

- El obstaculo simbdlico tratamos de superarlo al establecer un “paralelismo” entre
los elementos de la definicién formal y las representaciones graficas obtenidas. Cualquier
cambio en uno de los parametros de la definicién formal se corresponde con un cambio
en la grafica. Pensemos que los alumnos con los que hemos realizado esta investigacién
superaron este obstaculo una vez que trabajaron los ejemplos propuestos y observaron
el dinamismo implicito que reflejamos en alguno de ellos (banda animada y otros). Asi,
relacionaron los cuantificadores universales y existenciales con el ancho de la banda y el
indice de penetracién, respectivamente; ademas, asociaron distancia con valor absoluto.
En definitiva, pensemos que han construido un significado ante el obstéaculo.

- Los estudiantes parecen salvar los obstaculos geométricos derivados de la utilizacion
de expresiones como “tender, aproximarnos hacia, estar muy cerca de, etc.” mediante la
introduccién de la idea de “aprorimacion cercana’ y el cdlculo y tabulacién de distancias

en la fase manipulativa.

- El obstéculo relacionado con el principio de continuidad creemos que se ha superado
a partir de los ejemplos 16 y 25, donde se comprueba que el limite no siempre reproduce
las propiedades de los términos de la sucesién.

- Pensamos que el obstaculo que Sierpinska denomina “horror infinitorum” es una
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cuestion profunda, filoséfica o epistemoldgica y representa un obstédculo no medible que
practicamente todos los ensenantes y estudiantes poseemos. En particular, la alumna
Maria lo pone de manifiesto con la frase que encabeza el Capitulo 4.

Por otra parte, nuestra propuesta da respuesta a otro tipo de inconvenientes que
normalmente se presentan en cualquier proceso de ensenanza-aprendizaje y que limitan,
en gran parte, el éxito de la labor educativa. Las experiencias llevadas a cabo y descritas

en esta memoria nos han revelado que:

- Los alumnos se muestran pronto interesados, motivados para el estudio y la refle-
xién de cuestiones profundas relacionadas con los temas tratados. Sus propias palabras
expresan satisfaccion y entusiasmo en cuanto logran adaptarse al entorno de trabajo y
son capaces de controlar su propio aprendizaje. En este sentido, queremos destacar las
manifestaciones de los estudiantes una vez instruidos, especialmente las que hacen los
alumnos de doctorado en una encuesta posterior a dicha instruccién (véase con detalle
las respuestas a la encuesta final del anexo II).

- El uso de técnicas de visualizacién apropiadas (incluyendo dinamismo cuando la
situacién lo requiera) y de simplificaciones o esquematizaciones visuales, en las que sin-
tetizamos todas las manifestaciones de un concepto, permite estructurar la informacién
recibida y manipulada, al tiempo que se refuerzan los procesos de almacenamiento a corto

y largo plazo.

- El periodo de tiempo necesario para la adquisicién de los conceptos se acorta, obte-
niendo resultados satisfactorios y significativos al trabajar y exigir pruebas de madurez
con el uso del software y de los medios de los que se ha dispuesto durante la instruccién.
Piénsese que estos resultados son fruto de recibir, en muy pocas sesiones, la instruccién
descrita.

- Ante las pruebas con software propuestas a los alumnos después de la instruccién,
se observa que esta manera de actuar, donde ellos son los protagonistas del quehacer
matematico, no sélo provoca reflexién, sino que ademaés sus respuestas, expresadas con
soltura y fluidez, proporcionan datos importantes y precisos que permiten afirmar que el
alumno en cuestion se ha adaptado al entorno de este nuevo marco o modelo de transmitir
los conceptos.

5.2. El futuro

Desde un punto de vista conceptual, el futuro del software como complemento a la
ensenanza tradicional estd por hacer. El disenio curricular tradicional estd cambiando y
lo va a seguir haciendo, sin lugar a dudas, en el transcurso de los proximos afnios. Es obvio
decir que la tecnologia se impone con apoyo y exigencia de instituciones, de la industria
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y de la sociedad en general.

En los cambios venideros serd necesario desarrollar nuevos modelos de ensenanza
més personalizados, donde el alumno sea el verdadero protagonista (cursos a distancia,
internet, etc.) y donde la tecnologia desemperie un papel fundamental. En ese futuro
inmediato, debe definirse la funcién del profesor, asi como modificarse y establecerse los
contenidos que se van a transmitir, la metodologia que se va a seguir, los métodos de

evaluacién que se van a utilizar, los libros de texto que se van a proponer, etc.

Con esto queremos expresar que algunos aspectos del curriculo y la metodologia tra-
dicional van a perder parte de la validez que hasta aqui le han dado las instituciones
docentes. El enfoque va a estar centrado en la vertiente grafica y numérica, para poste-
riormente obtener conclusiones y generalizar.

Pensemos los docentes que debemos involucrarnos en estos cambios, y que todo ello no
puede llevarse a cabo de un dia para otro. Se impone pues investigar en todos los &mbitos
de la ensenanza y no sélo en el de la Matematica. En este orden, debemos intentar disenar
nuevos modelos en los que contenidos, métodos e instrumentos de evaluacién se vean
involucrados con la incorporacion de la tecnologia que el mercado ofrece.

En este sentido, nosotros vamos a continuar trabajando en la linea descrita, es de-
cir, haciendo hincapié en aquellas cuestiones que conllevan mayor grado de dificultad.
Asi, seria interesante hacer un estudio méas profundo sobre la velocidad de la conver-
gencia tanto para sucesiones numéricas como funcionales, desarrollar una investigacién
de tipo conceptual en torno a series numéricas y funcionales y, por otra parte, estudiar
cémo introducir conceptos analiticos para funciones de varias variables usando paquetes
analogos al que hemos trabajado. También tenemos en proyecto la realizacién de una
experiencia similar a las expuestas en el Capitulo 4, pero con alumnos de segundo curso
de Bachillerato. En este caso se trataria, igualmente, de instruirlos en lo que respecta a

los conceptos tratados en este trabajo para, posteriormente, analizar los resultados.

Pensamos que puede resultar util y ventajosa la realizacién de un estudio acerca de
distintas formas de evaluacién, ya que el uso de software en la ensefianza implica no sélo
la revisién de los contenidos y la metodologia a seguir, sino también de los métodos para
valorar el progreso de nuestros alumnos.

En definitiva, cualquier investigacion que se realice a nivel universitario en el campo

de la Educaciéon Matematica, serd recibida con interés por parte de esta institucién.
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Conclusion final

Deseamos concluir este trabajo, en el que conjugamos aspectos conceptuales del Anali-
sis Matemadtico y aspectos educacionales y tecnolégicos, con “palabras’ de aquéllos a
quienes, en definitiva, va dirigida la investigacién: Los estudiantes. Asi, reproducimos las
reflexiones que una alumna realiza y que reflejan el sentimiento del resto de sus com-
paneros sobre esta forma de trabajar:

“Considero que la evaluacion de un trabajo como éste sélo la puedo expresar basdndo-
me en mi propia experiencia. Como ya comenté en la primera cuestion es una labor que
me ha gratificado a nivel general. De esta manera, se aprende a asimilar conceptos que
son muy tedricos y abstractos de una forma mucho mds natural y prdactica; le permite al
alumno manipular y trabajar desde su propia iniciativa dejando que sea €l, por €l mismo,
el que logre ver de una manera mucho mds clara lo que no llega a asimilar con sélo el
material tedrico; y por ultimo, le permite al alumno manejar un programa Nuevo que no
solo sirve para cuestiones de convergencia sino que le permitird visualizar todo aquello
que le produzcan lagunas en su entender. En los tiempos que corren todo se basa en el
software, y cuando le dices a un alumno que va a trabajar con un ordenador parece que
“se le enciende el chip“ de querer conocer algo mds sobre lo que le vas a decir. Asi creo
que el hecho de introducir el software como complemento en la ensenianza es de gran
ayuda por permitir al alumno VISUALIZAR Y TRABAJAR POR SI MISMO todo el
material teorico con el que cuenta. Considero que se podria realizar un trabajo mucho
mas rapido y eficaz si conociésemos con claridad el programa ya que ahorrariamos tiempo
y podriamos investigar de una manera mucho mds amplia, libre y eficaz”.
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Apéndice A

Formas de converger para una sucesiéon numérica

Las sucesiones numéricas que convergen tienen diversas formas de “aproximarse
y acercarse” a su limite L; seguidamente, describimos los “caminos” méas habituales que
siguen en ese progresivo acercamiento.

Primero: Tan préximos y tan cerca que todos los elementos estan super-

puestos al limite.

El primero de esos “caminos” es el mas sencillo porque todos los elementos de la
sucesion estan superpuestos a L: coinciden con L.. Se trata de una sucesién constante.
En la Figura A-1 se representa la sucesion {a, tnen = {5 }nen cuyo limite obviamente es
5. En un simil metaférico, podriamos decir que si estuviéramos caminando “por encima
de la sucesion”, todos los elementos coincidirfan con 5 y en consecuencia, estariamos
“muy proximos” y “muy cerca” de 5, tanto que la distancia de cualquier elemento a 5 es
cero (en una representaciéon unidimensional la gréfica de esta sucesiéon quedaria reducida
a un punto: el 5. Por este motivo, pensamos que este tipo de representacion es menos
intuitiva que la bidimensional. Esta cuestién se analiz6 en el Capitulo 3).

>restart:with(plots):

>d1:=plot([seq([n,5],n=1..35)],x=1..35,style=point,xtickmarks=3,symbol=circle):

>display(d1,color=black);
6;

5.8
5.6
5.4
524
5A JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ
4.8
4.6
4.4
4.2
4 : , ;
10 20 30

FIicura A-1

Segundo: Alejandose y aproximandose, y a veces pasando por el limite;

en todo caso cada vez mas cerca de él

Una segunda forma de converger, denominada “sinusoidal amortiguada”, corresponde
5-sen(5n)
n

a la observada en la Figura A-2, grifica de {5 + } N En este caso, los distintos
ne
elementos de la sucesion se aproximan y se elejan de L = 5, pero cada vez mas cerca de L,

incluso pasando a veces por encima de 5. Los términos as,, estdn superpuestos a 5, pero
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los términos as,+1 vuelven a alejarse de él, a pesar de lo cual, a medida que avanzamos

en la sucesién, la distancia a 5 es cada vez mas pequena. Por ejemplo, si tomamos el
término 20001 se tiene:

| a20001 — 5 |= 0,0002499875...
>restart:with(plots):

> d1:=plot([seq([n,5+5*sin(Pi/2*n)/n],n=>5..45)],x=5..45,style=point,xtickmarks=3,symbol=
circle):

>d2:=plot(5,x=5..45,y=4..6):
>d3:=plot(5+5*sin(Pi/2*x) /x,x=5..45,thickness=1):
>display({d1,d2,d3},color=Dblack);

67
584
561
544 || 4
525 || [
54+
487 |

4 10 20 30 40
Ficura A-2

>evalf(5*sin(Pi/2%2001),/2001);

,002498750625

Tercero: Aproximandose alternativamente por “arriba” y por “abajo” del

limite, y cada vez mas cerca de él, pero sin lograr alcanzarlo (en el sentido
de superposicién).

Una tercera via consiste en que los elementos de la sucesion se situen, alterna-
tivamente, “por arriba” y “por abajo” de L y cada vez mas cerca de L, tal y como se
observa en la Figura A-3, correspondiente a la sucesién {5 + %} N En este caso,
por mucho que se avance sobre la sucesiéon no se “alcanza” el valor I7 < 5, los términos

nunca se “superponen a 5” . Si se cumplird sin embargo que la distancia al limite es cada
vez mas pequena:

| a2000 — 5 |: 0,00005
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En este caso, al contrario que en los dos anteriores, el limite L, = 5 no es un elemento
de la sucesion {5 + %} . El limite es el nimero real al cual ésta “se aproxima” y
“se acerca” cada vez mas ynrenlgs.

>restart:with(plots):

>d1:=plot([seq([n,5+(-1) "n/n],n=1..70)],x=1..70,style=point,xtickmarks=3,symbol=circle):

>d2:=plot(5,x=1..70,y=4.4..5.6):

>display({d1,d2},color=black);

5.6 1
5.4

52

4.8

469

4.4 20 40 60
FIGURA A-3
>evalf(1,/20000);

,00005000000000

Cuarto: Aproximandose por debajo del limite y cada vez mas cerca de él,

tanto como queramos, pero sin llegar a alcanzarlo (en el sentido de super-

posicién).

Una cuarta forma de converger consiste en que los elementos de la sucesién estén
situados, todos, por “debajo” de L, de tal forma que vayan acercandose monotonamente,
con cardcter estricto o no (cada elemento es mayor o igual que el que le precede), hacia
L. La sucesién {f—fl} N de la Figura A-4, corresponde a este caso. Igual que en el
anterior, el limite 5 no es un elemento de la sucesién y por mucho que avancemos sobre
ella nunca lograremos “superponernos a 5”, a pesar de los cual la distancia a L es cada

vez mas pequena:
| a20000 — 5 |=| —0,000249987 |= 0,000249987
>restart:with(plots):

>d1:=plot([seq([n,(5*n)/(n+1)],n=1..40)],x=1..40,style=point,xtickmarks=3,symbol=

circle):
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>d2:=plot(5,x=1..40,y=3..5.6):

>display({d1,d2},color=black);
5.5+

5 o
4.5
4-

3.5

3 10 20 30 40
Ficura A-4

>evalf((5*20000)/(20001)-5);

—,0002499875006

Quinto: Aproximandose por encima del limite y cada vez mas cerca de él,

tanto como queramos, pero sin llegar a alcanzarlo (en el sentido de superposicién).

Una forma paralela a la anterior, se da cuando los elementos de la sucesién estan
situados, todos, por “encima” de L, de tal forma que vayan acercandose monétonamente,

5n+1
- }neN. Para

con caracter estricto o no, hacia L. La sucesién de la Figura A-5 es {

este caso valen las argumentaciones anteriores.

>restart:with(plots):
> d1:=plot([seq([n,(5*n+1)/n],n=1..40)],x=1..40,style=point,xtickmarks=3,symbol=circle):
>d2:=plot(5,x=1..40,y=4.6..5.6):
>display({d1,d2},color=Dblack);

5.6
5.4

5.2

4.8

4.6 10 20 30 40
FIiGura A-5

Aunque pueden describirse otras formas o “caminos de convergencia” mas aleatorios
para sucesiones numéricas, las expuestas son basicamente las mas usuales.
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Ecuacion diferencial en derivadas parciales del calor
Ecuacion del Calor

Joseph Fourier (1768-1830)

Version de Murray R. Spiegel
([77], pags. Ty 8; problemas 1.5 y 1.6)

Preambulo:

Justifiquemos que el flujo de calor a través de un plano en un medio conductor viene
dado por la expresion:

siendo:
- U la temperatura
- x una normal en la direccién perpendicular al plano
- k la constante de conductividad térmica del medio.

Disponemos de dos placas paralelas, I y II, separadas una distancia de = A(z), de
forma que la temperatura fluye desde II hasta I (véase Figura B-1).

>restart:with(plots):with(plottools):
>d1:=plot([[2,-2],[2,2]],x=0..8,style=line,thickness=3,color=Dblack):
>d2:=plot([[4,-2],[4,2]],style=line,thickness=3,color=black):
>d3:=textplot({[2,2.2,7,[4,2.2,T1),[2,-2.3,U],[4,-2.3, U+dU,[3,.1,dx] }):
>d4 := arrow([5,0],[4.1,0], .1, .4, 0.1,color=Dblack):
>display({d1,d2,d3,d4},axes=none);

dx ‘—

U U+du

Ficura B-1
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Existe un principio fundamental de la termodindmica, denominado “Ley de Fourier”,
que dice que la cantidad de calor que permanece, por unidad de tiempo, es directa-
mente proporcional a la diferencia de temperatura AU e inversamente proporcional a la
distancia Azx..

Asi pues, el flujo de calor que va desde la placa II hasta la I viene dado por:

kAU
Az

donde k es la constante térmica. Si tomamos limite cuando Az tiende a cero, el flujo de
calor a través del plano I se transforma en la expresion:

~k(£0)

Ecuacion del calor
Deduccién de la ecuacion

Si la temperatura en cualquier punto (z, y, z) de un sélido, en un tiempo t es U(z, y, x, t)
y si

- k es la constante de conductividad térmica

- o es el calor especifico y

- o es la densidad del sélido
demostremos que:

>Diff(U,t)=k*[Diff(U,x$2)+Diff(U,y$2)+ Diff(U,z$2)];
AT o? o2 [
50 = k| (#20) + (F70) + ()]
Tomemos un sélido dV de dimensiones Az = dx, Ay = dy, Az = dz, tal como se ve
en la figura B-2:
>f := cuboid([0,0,0],(2,2,2],x=0..4,y=0..4,2=0..4):
>d1 := arrow([-1,1,1], [0,1,1], .1, .4, 0.5, color=Dblue):
>d2 := arrow([2,1,1], [3,1,1], .1, .4, 0.5, color=Dblue):
>d3:=textplot3d({[0,3,4,:dV],[0,0,2.1,‘A,[0,2.1,2.1,'B,[0,-0.4,0,°C*],[0,2.1,0,'D]},
color=red,axes=normal):

>display({f,d1,d2,d3} style=wireframe,scaling=constrained,thickness=2);

Ficura B-2
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La cantidad de calor, por unidad de superficie y por unidad de tiempo, que entra en
dV a través de la cara ABCD viene dada por:

—k(ZU) (z)

Como el drea de esta cara es AyAz, la cantidad de calor que entra por la misma en
un tiempo At viene dado por:

—k (G%U) (x) AyAzAt
De igual forma la cantidad de calor que saldra por la cara opuesta a la anterior sera:
—k (ZU) (z + Az) AyAzAt

Por tanto, el calor que permanece en dV es:

Sk*[Diff (U, x) (x+dx)-k*Diff(U,x) (x)]*dy*dz*dt, ([1]);
k[(ZU) (x+dx) — k (ZU) (2)] dydzdt, [1]

Por otra parte, la cantidad de calor que permanece al tomar la direccién de y sera:

SKHDIF(U,y) (y-+dy)-K*Diff(U,y) (y)]*dx*dz*dt, ([2]);
k K%U) (y+dy) — k (%U) (y)} dzdzdt, (2]
y el calor que permanece en la direccién de 2:
SK*[Diff(U2) (z-+dz)-K*Diff (U, 2) (z) *dx*dy*dt, ([3));
k[(ZU) (z+dz) — k (ZU) (2)] dedydt, [3]

Por todo ello, la cantidad de calor ganado sera: [1] + [2] + [3] que sirve para elevar la
temperatura en AU.

Ademsés sabemos que el calor necesario para elevar la temperatura de una masa m
en una cantidad AU es

mo AU

o =calor especifico). Si la densidad p del sélido es p = T, tenemos que m = pdrdydz
H =5 K

y por consiguiente, la cantidad de calor que permanece en dV es:
1] + [2] + [3] = p dxdydz 0 AU

Al dividir ambos miembros por dxdydzdt obtenemos:

>k*[Diff(U x) (x4-dx)-k*Diff(U,x) (x)] /dx+k*[Diff(U,y) (y+dy)-k*Diff(U,y) (y)] /dy+
k*[Diff(U,z)(z+dz)-k*Diff(U,z) (z)] /dz=mu*sigma*[(Delta*U) / (Delta*t)];
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(00K EV)@] | HED0 0] | HEDCDHENE] L, )

y tomando limites cuando dx, dy,dz y dt tienden a cero llegamos a:

>Diff(k*(Diff(U x)),x)+Diff(k*(Diff(U,y)),y)+Diff(k*(Diff(U,z)),z) =mu*sigma*Diff(U,t);
(& (U)) + (k (50)) + (@ (V) = wo (50)
o lo que es lo mismo:

SK*[Diff(U,x$2)+Diff(U,y$2)+Diff(U,z$2)| =Diff(U,t);
o 9 5? _
({0 () (50)] -0
donde K = % se denomina constante de difusién. La ecuacién:
>K*Diff(U,x$2)=Diff(U,t);
K (5U)=4U

recibe el nombre de ecuacidon del calor unidimensional.

Resolucion de un problema relacionado con la ecuacion del
calor por medio de Maple

Una barra de longitud L, cuya superficie total estd aislada, incluyendo sus extremos
x =0y x = L tiene una temperatura inicial f(z). Determinar la temperartura posterior
de la barra.

([76], pag. 39, problema 2.27)

El problema de valor limite seréa:

>Diff(U,t)=K*Diff(U x$2);

con las condiciones:
| U (x,t) |< M, U, (0,t)=0, U,(L,t)=0, U(z,0)=f(x)

Para resolver este problema de valor de contorno utilicemos el método de separacion

de variables, es decir, tomemos:

U(z,t) = X(2)T(t)
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y busquemos la solucién a la ecuacion correspondiente:

>restart:
> X (x)*Diff([T(t)],t)=K*T (t)*Diff (X (x) ,x$2);

X (@) (&1 (1) = KT () (£X (@)
o lo que es lo mismo:
X(x)«T'(t) =K *T(t) « X" (x)
la cual, puede reescribirse:
T'(t)/K *T(t) = X"(2)/ X (z) = —\?
de tal forma que obtenemos dos ecuaciones diferenciales a resolver:

>restart:
>dsolve(Diff(T(t),t)+lambda”2*K*T(t),T(t));

T (t) = Cle(-V K1)
ST := t -> c*exp(-lambda’2% K* t);
T =t — ce("K1)
>dsolve(Diff(X(x),x$2)-+Hlambda" 2*X (x) X (x));
X (z) = _C1 sin(Ax) + _C2 cos(A\x)
>X:=x->a*cos(lambda*x)+b*sin(lambda*x);
X =2 — a cos(Azx) + b sin(Az)

Una solucién estard dada por:

>U(x,6)=T(t)*X(x);

Uz, t)=c (=¥’ K1) (a cos(Az) + b sin(Az))

>U(x,t):= exp(-lambda”2*K*t)*(A*cos(lambda*x)+B*sin(lambda*x));

U(z,t) = e(-N*K1) (A cos(Az) + B sin(Az))

>U:=(x,t)->exp(-lambda” 2*¥*K*t)* (A*cos(lambda*x)+B*sin(lambda*x));

U:=(z,t) — (=Y K1) (A cos(Az) + B sin(Ax))

>Diff("U(x,t)’,x)=diff(U(x,t),x);
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2U(x,t) = e(FX K1) (—Asin (Az) + Bcos (Az) A)
>simplify (subs(x=0,diff(U(x,t),x)));
e(*)\gKt)B)\

>B:=solve( %,B);

Por tanto:

>"U(x,t)'=U(x,t);
U(z,t) = (VK1) 4 cos (A\z)

De la condicién U, (L, t) = 0 se tiene:

>simplify (subs(x=L,diff(U(x,t),x)));
—e("M K1) Agin (AL) A

de donde sin(AL) = 0 y en consecuencia AL = mm, es decir:

>lambda:=m*Pi/L;

A=
>"U(x,t)’=U(x,t);
U(z,t) = e(7m22§Kt)Acos ()

Asi pues definimos funcionalmente U(x,t):
>U:=(x,t)->exp(-m"2*Pi"2*K*t /(L"2))*A*cos(m*Pi*x/L);

_ m2x2Kt

U:= (x,t)—>e( L2 )Acos(mgw)

param =0,1,2,...

Finalmente, para satisfacer la tdltima condicién U(x,0) = f(z), usamos el principio
de superposicién:

>U:=(x,t)->A[0]/24+Sum(A[m]*exp(-m"2*Pi"2*K*t /(L"2)) *cos(m*Pi*x/L),m=1..infinity);

U:=(x,t) — %Ao + <mzl A, e(_mtﬁm) cos (m;m‘))
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>fi=x->U(x,0);
fi=2—-U(z,0)

>f(x) =1(x);

f(x)= %Ao + (i A, cos (?))

A partir de las series de Fourier encontramos:

>A[m]:=2/L*Int(’f(x) *cos(m*Pi*x/L),x=0..L);

fL f(z) cos(mgrz)dz
A, =240 >

Finalmente la solucién pedida o lo que es lo mismo U(z,t) viene expresada de la
forma.

>1/2*Int(’f(x)’,x = 0..L)4+2/L*[Sum(exp(-m"2*Pi"2*K*t /L"2)*cos(m*Pi*x/L),m =1 .. in-
finity)]*[Int (’f(x) *cos(m*Pi*x /L), x=0..L)];

- mi:le(m?;m)cos(?) +[f0Lf(x)cos(mgw)dx}
5/0 f(x)de +2=—= 7

Problema
Resolver el problema de valor limite:

2 (g_;T(x,t)) = 27 (x,1)
O<z<3, t>0, T(0,¢)=T(3,t) =0
T(x,0) = 5sin(4drx) — 3sin(8mx) + 2sin(107x),
|T(x,t)] < M

donde esta ultima condicién nos indica que la temperatura estd limitada para 0 < z < 3,
t>0.

([76], pag.278; problema 12.16)
Utilizando nuevamente el método de separacién de variables, consideremos:
T(x,t) = X(2)Y (t)
y encontremos la solucién a la ecuacién diferencial resultante:

>restart:
> X (x)*DIff([Y (4)],6)=2*Y (t) *Diff(X (x),x$2);
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X (@) (Z 1Y (1)) = 2Y () [ X ()]
o lo que es lo mismo:
X(2)Y'(t) = 2% Y (t) * X" ()
la cual puede escribirse:
Y'(t)/2 %Y (t) = X"(2)/ X (x) = —\2

de tal forma que:

>restart:
>dsolve(Diff(Y(t),t)+lambda”2*2*Y (t),Y(t));

Y(t) = O1 e(=2X"1)
>Y:=t->c*exp(-lambda” 2*2%t);
Y =t — ce(72271)
>dsolve(Diff(X(x),x$2)-Hlambda" 2*X (x) X (x));
X (z) = -C1 sin(Ax) + -C2 cos(A\x)
>X:=x->a*cos(lambda*x)+b*sin(lambda*x);
X =2 — a cos(Ax) + b sin(A\x)

Por tanto, una solucién vendra dada por:

>T(x,t)=Y(t)*X(x);

T(x,t) = ce(=2371) (a cos(Az) + b sin(Az))

>T(x,t):= exp(-lambda”2*2*t)*(A*cos(lambda*x)+B*sin(lambda*x));

T(z,t) = e(_QAQt)(A cos(Azx) + B sin(Az))

>T:=(x,t)->exp(-lambda”2*2*t)*(A*cos(lambda*x)+B*sin(lambda*x));

T:=(z,t) — e(=2X°t) (A cos(A\x) + B sin(\zx))
>T(0,t);
e(—zAzt)A

>A:=solve(T(0,t),A);

Apéndice B
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ST(x,t);
e(=2¥°t) pgin (A\z)
>T(3,t)=0;
e(=2V1) Bin (3)0) = 0
y como B no debe ser cero se tiene que:

>sin(lambda*3) = 0;

sin (3X) =0
>lambda:=m*Pi/3;
1
A= gmm
siendo m =0,1,2,3,...,—1,—2, -3, ...; entonces la solucién de la ecuacién sera:

>'T(x,6)=T(x,t);
2_2
T (z,t) = (72/9m*7*t) iy (3mmz)
Por el principio de superposiciéon también serd una solucién:

>T:=(x,t)->B[1]*exp(-2/9*m[1] " 2*Pi" 2*t)*sin(1/3*m[1]*Pi*x)+
B[2]*exp(-2/9*m[2] " 2¥Pi" 2%t)*sin(1/3*m[2]*Pi*x) + B[3]*exp(-2/9*m[3] 2¥Pi" 2%t)*
sin(1/3*m[3]*Pi*x);

T:=(z,t) — Ble(72/9m§“2t) sin (%mﬂrz) + 326(72/9’”5"%) sin (%myrx) +

+Bge(_2/9m§”2t) sin (%mgﬂ'l’)
>T(x,0):=simplify(subs(t=0,T(x,t)));
T(z,0) := By sin (%mlﬂx) + By sin (%mgﬂl’) + Bs3sin (%mgﬂl‘)

Utilizando la dltima condicién limite obtenemos:

>T(x,0)=5%sin(4*Pi*x)-3*sin(8*Pi*x)+2*sin(10*Pi*x);

Bj sin (%mmx) + Bs sin (%mgﬂ'l‘) + Bj3sin (%mgﬂ'l‘) =
5 sin(4drx) — 3 sin(8wx) + 2 sin(107x)

Por tanto no queda otra alternativas:

>BJ[1]:=5;B[2]:=-3;B[3]:=2;
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Bl =5

Bg = -3

Bs =
>m[1]:=12;m[2]:=24;m[3]:=30;

mq = 12

mo 1= 24

ms = 30

>"T () =T(x,t);
T(x,t) =5 e(=327%1) iy (4rx) — 3e(—1287%1) iy (8mx) + 9¢(2007°) iy (107z)

>Ti=(x,t)->5%exp(-32%Pi” 2%t) *sin(4*Pi*x)-3*exp(-128*Pi” 2%t ) *sin (8*Pi*x) +
2*exp(-200*%Pi"2*t)*sin(10*Pi*x);

T:=(x,t) =5 (=327°1) iy (4rx) — 3e(~1287°1) iy (8mx) + 2¢(~2007°1) iy (107x)

que es la solucién del problema.
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La soluciéon de Fourier a la ecuacion del calor

y
El fenémeno de Gibbs

La solucién de Fourier a la ecuacién del calor es:

> (=1D)"cos((2n + 1)z
U:=f(a:):Z( ) (zn(i1)+ )2)

n=0

Veamos, desde una perspectiva visual, que esta serie converge uniformemente en to-
do intervalo contenido en [—7/2,7/2]. Para ello haremos uso de un estudio que hemos
realizado sobre el Fenomeno de Gibbs.

>restart:with(plots):
>f[n]:=(x,n)->(-1) "n*cos((2*n+1)*x)/(2*n+1);

fni=(z,n) — W

>Sum((-1) "n*cos((2*n+1)*x)/(2*n+1),n=0..infinity);

> (=1)"cos((2n + 1)x)
,;) (2n+1)

>s:=(x,n)->sum((-1) "k*cos((2*k+1)*x)/(2*k+1),k=0..n);

. (=1)*cos((2k + 1)z)
sn = (1,m) = ) 2k + 1)

k=0
Al reflexionar sobre la serie anterior, Fourier afirmas:
“...la convergencia no es lo suficientemente rapida como para procurar una
aproximacion fdcil...”
(Por qué sabia Fourier que la convergencia era lenta en (—m/2,7/2)?

Pensamos que lo mas probable es que tuviera a su cargo personal dedicado exclusi-
vamente a realizar “célculos”. Hoy dia, con los adelantos técnicos podemos comprobar
la lentitud a la que se referia Fourier sin mayor problema; por ejemplo, si estudiamos
el comportamiento de la serie en el punto x = 0, obtenemos la siguiente serie

numérica “alternada’:
>Sum((-1)"n/(2*n+1),n = 0 .. infinity);
= (2n+1)
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la cual converge, ya que lim
n—oo

(Criterio de Leibniz). El error que se comete al sumar, por ejemplo, los primeros 1000
términos es menor que el valor absoluto del término 1001 (primer término despreciado):

1 ., ) .
=0 y 1 es una sucesion mondtona decreciente
m+1 2n+1

>’s(0,1000)’=Sum((-1) "k*cos((2*k+1)*0)/(2*k+1),k=0..1000);

1000 (—1)k
5(0,1000) = ;;) 2h 1D

>evalf(s(0,1000));

, 7856479136
>evalf(Pi/4);

, 7853981635
>Error=abs( %- % %);

Error = ,0002497501

Noétese que este Error es, efectivamente, menor que el valor absoluto del primer
1001

4 . . . , . (— -1
término despreciado, es decir, el término 5555777 T = 2003

>’abs(1/(2%1001+1)) =evalf(abs(1/(2*1001+1)));
|55 | = 0,0004992511233

Asi, comprobemos que la suma de la serie anterior, con cuarenta cifras de precisién

decimal, coincide con 7:

>Limit(Sum((-1) “k*cos((2*k+1)*0)/(2*k+1),k=0..m),m=infinity )=
evalf(sum((-1) “k*cos((2*k+1)*0)/(2*k+1),k=0..infinity),40);

. —~ (=DF
i lz 2k +1)

k=0

= 0,7853981633974483096156608458198757210493

>El-numero-Pi/4-con-40-cifras-decimales=evalf(Pi/4,40);

El — numero — (1/4)7 — con — 40 — cifras — decimales =
= 0,7853981633974483096156608458198757210493

Igualmente sucede al considerar el comportamiento de la serie en x = —7:

>Limit(Sum((-1) “k*cos((2*k+1)*Pi)/(2*k+1),k=0..m), m=infinity )=
evalf(sum((-1) “k*cos((2*k+1)*Pi)/(2*k+1),k=0..infinity),35);
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i 2k
lim | (=1)*cos((2k + 1)m) — —0,78539816339744830961566084581987573
m—oo (2k+1)

Como se observa, este resultado coincide con —/4.
En el punto = = 1 ocurre algo similar. Si sumamos 1000 términos obtenemos:

>Sum((-1) k*cos((2*k-+1)*1)/(2%k+1), k=0..1000)=
evalf(sum((-1) "k*cos((2*k+1)*1)/(2*¥k+1),k=0..1000));

1000 i
. % + 1

3 (=1)7cos@k+ 1) _ ) 7o50781081

2 2kt

donde se observa que el error que se comete, respecto de 7 es:

>’abs(P1/4-0.7850781981)’=evalf(abs(Pi/4-0.7850781981));
|5 —,7850781981| = ,0003199654

Por otra parte si sumamos 2000 términos obtemenos:
>Sum((-1) "k*cos((2¥k+1)*1)/(2¥k~+1),k=0..2000)=
evalf(sum((-1) “k*cos((2*k+1)*1)/(2*¥k+1),k=0..2000));

2000 k + 4
-1 2k +1
(=1)%cos(2k+1) _ 0,7856121544

Z (2k+1)

donde a su vez se observa que el error que se comete, respecto de 7 es:

>’abs(Pi/4-0.78546121544) =evalf(abs(Pi/4-0.7856121544));
|5 — ,78546121544| = ,0002139909

Asi pues, puede observarse la “lentitud de la convergencia”: el error, si sumamos 1000
términos, es del orden de 3 diezmilésimas, y si sumamos 2000 términos, el error es del
orden de 2 diezmilésimas; hemos sumado 1000 términos mas y el error difiere muy poco
del anterior.

Para graficar esta sucesién numérica, es decir, la sucesién de sumas parciales en x = 1
y verificar visualmente esta lentitud, usamos la secuencia de instrucciones siguiente:

>h:=m->sum((-1) "k*cos((2*k+1)*1)/(2*k+1),k=0..m);

m

kcos(2k + 1)
h_m_’z 2k+1

>#j es el nimero de términos que deseamos sumar#

>numerodesumandos=j;
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numerodesumandos = j

>j:=200:

>d1:=plot([seq([m,h(m)],m=0..j)],style=point,color=black):
>d2:=plot([[0,Pi/4],[j,Pi/4]],x=0..j,y=Pi/4-0.05..Pi/4+0.05):
>d3:=textplot([j/2+15,0.822,‘Comportamiento de s(x,m) en x=1‘],color=black):
>display({d1,d2,d3});

0.82 . Comportamiento de s(x,m) en x=1

0.8

0.78 ]
0.76 ]

0.74

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Ficura C-1

>d2:=plot([[0,Pi/4],[j,Pi/4]],x=0..j,y=Pi/4-0.1..Pi/4+0.1):
>display({d1,d2,d3});
0.88 |
0.86 -
0.847 -
0.827 . Comportamiento de s(x,m) en x=1
07671
0.74 7
0.72-
0.71

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Ficura C-2

A continuacién, estudiemos el comportamiento de la serie inicial en los puntos
x=n/2yx=—-m/2.

>Limit(Sum((-1) “k*cos((2*k+1)*Pi/2)/(2*k+1),k=0..m),m=infinity)=
evalf(sum((-1) “k*cos((2*k+1)*Pi/2)/(2*k+1),k=0..infinity));

lim
m—00

" (—1)kcos((2k + %)
Z (2k+1)
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En el punto x = —7/2 sucede lo mismo que en el punto 7/2 dado que sus cosenos
son iguales a 0.

Las gréficas del quinto término de la sucesién de sumas parciales en los intervalos
[—2,2] y [-37/2,37/2] son, respectivamente:

>’s(x,5)’=s(x,5);

_ 1 + 1 _ 1 + 1 _ 1
3cos(3z) 5 cos(bz) 7 cos(Tx) 9 cos(9z) 11 cos(11z)

s(x,5) = cos(x)

>plot({seq(s(x,n),n=>5..5) },x=-2..2,y=-1..1,color=black);
15

0.6
0.4
0.2

-0.2 1
-0.4
-0.6 1
0.8 1

EE

Ficura C-3

>plot({seq(s(x,n),n=>5..5) },x=-3*Pi/2..3*Pi/2,y=-1..1,color=Dblack);

Ficura C-4

Por otro lado, observemos la representacion grafica de los 20 y 200 primeros términos
en [-2,2]:
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>plot({seq(s(x,n),n=20..20) },x=-2..2,y=-1..1, color=black);
1

0.6
0.4
0.2

0.2 1
-0.4 1
-0.6 ]
-0.8 ]

EE

Ficura C-5

>plot({seq(s(x,n),n=200..200) } ,x=-2..2,y=-1..1, color=Dblack);

.
0.6
0.4*;
0.2+

-0.2 1
0.4
-0.6

1

Ficura C-6
La gréfica de la funciéon limite que describe Fourier con palabras textuales, y que fue
objeto de polémica es:

> plot({[[-3*Pi/2,-Pi/4],|-Pi/2,-Pi/4]},||-Pi/2,Pi/4],[Pi/2,Pi/4]] ,[[Pi/2,-Pi/4],[3*Pi/2,-Pi/4]],
[[-Pi/2,-Pi/4],[-Pi/2,Pi/4]],[[Pi/2,Pi/4],[Pi/2,-Pi/4]] } ,color=black,thickness=3);

0.8+
0.6
0.4-
0.2-

0.2
-0.4 -
-0.6 -
-0.8 -

Ficura C-7
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y la grafica de la “verdadera” funcién limite:

>d4:=plot({[[-3*Pi/2,-Pi/4],[-Pi/2,-Pi/4]],[[-Pi/2,Pi/4],[Pi/2,Pi/4]] },color=Dblack,
thickness=3):

>d5:=plot({[[Pi/2,-Pi/4],[3*Pi/2,-Pi/4]],[[3*Pi/2,Pi/4],[5*Pi/2,Pi/4]] },color=Dblack,
thickness=3 linestyle=3):
>d6:=pointplot({[-Pi/2,0],[Pi/2,0],[-3*Pi/2,0],[3*Pi/2,0],[5*Pi/2,0]}):

>d7:=textplot ({[-3*Pi/2,0.2,:-3Pi/2,[-Pi/2,0.2,"“Pi/2],[Pi/2,0.2,'Pi/2],[5*Pi/2,0.2,:5Pi/2],
[3%Pi/2,0.2,3Pi/2,[-2.2,Pi/4,'Pi/44,[-0.7,-Pi/4,'Pi/44,[2,1,"Periodo = Pi]}):
>display({d4,d5,d6,d7},axes=normal,xtickmarks=0,ytickmarks=0);

Periodo = Pi
Pi/4—
-3Pi/2 -Pi/2 Pi/2 3Pi/2 5Pi/2
Pi/4
Ficura C-8

Teniendo en cuenta que el perfodo de f(x) es 7, ésta debe definirse de la siguiente manera:

>piecewise(x=-3*Pi/2,0, x>-3*Pi/2 and x<-Pi/2,-Pi/4,x=-Pi/2,0, x>-Pi/2 and x< Pi/2,Pi/4,
x = Pi/2,0);

0, Six——%

s _ 3r _T
T s .2<xf 5
0, si z=-3
s s s
Z,bl—§<$ﬂ<§
0, si x=7%

Fenémeno de Gibbs

Carslaw [16] (pdgs. 239 y 305), refiriéndose al comportamiemto de la “curva aproxi-

macién”, en un entorno del punto de discontinuidad —/2, cuando n es “grande”, dice:

“..justo antes de x = —7/2 la curva aprozimaccion para un valor grande
de n tendrd un minimo en una profundidad cerca de 0,14 por debajo
de —m/4 ..., y tendrd un mdzimo justo después de x = —7/2 de una altura

aprozimada de 0,14 por encima de —w/4 7
Visualmente:

Si tomamos las funciones aproximaciones para n = 21,22, ..., 26, y las representamos
simultdneamente podemos visualizar el comportamiento “a la derecha” de x = —7/2 y
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comprobar que todas esas funciones presentan maximos de una altura aproximada de
0,14 por encima de 7/4.

>d8:=plot({seq(s(x,n),n=21..26) },x=-1.6..-1.4,y=0.0..1,color=black):
>d9:=plot({[[-1.6,Pi/4+0.14],[-1.4,Pi/440.14]],[[-1.6,Pi/4],[-1.4,Pi/4]],
[[-1.505,Pi/4],[-1.505,Pi/4+0.14]],[[-Pi/2,0],[-Pi/2,Pi/4]] },color=blue):
>d10:=textplot({[-Pi/2-0.015,0.05,x=-Pi/24,[-1.513,0.82,0.141,
[-Pi/2-0.015,0.82,'y=Pi/4‘],[-1.5,1,'Fenémeno de Gibbs‘]}):
>display({d8,d9,d10},axes=normal,xtickmarks=0,ytickmarks=0);

Fenémeno de Gibbs

=Pi/4 e

=-Pi/2

Ficura C-9

Obsérvese que si tomamos las funciones para m = 50,51, ...,55 o las funciones para
m = 201,201, ..,205, figuras C-10 y C-11 respectivamente, sigue conservandose la altura
0,14 en todas ellas, con la unica diferencia que las abcisas de los valores maximos se
van “acercando” (se van desplazando) cada vez mds y méas a —m/2. Nétese que ese
desplazamiento es determinante para la convergencia uniforme de esta serie hacia la
funcién f(x) = w/4 en todo intervalo [—a, a] incluido en | — 7 /2, /2.

>d11:=plot({seq(s(x,n),n=>50..55)},x=-1.6..-1.4,y=0.0..1,color=black):
>display({d9,d10,d11},axes=normal,xtickmarks=0,ytickmarks=0);

Fendémeno de Gibbs

=-Pi/2

Ficura C-10
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>d12:=plot({seq(s(x,n),n=201..205) },x=-1.6..-1.4,y=0.0..1,color=black):
>display({d9,d10,d12},axes=normal xtickmarks=0,ytickmarks=0);

Fenémeno de Gibbs

y=Pi/4 /\ a\ /\0“14L -
VA

=-Pi/2

Ficura C-11

Numéricamente: si realizamos un zoom en torno a & = —r /2 para la funcién aproxi-

mada con n = 200

>d11:=plot({seq(s(x,n),n=200..200)},x=-1.58..-1.56,y=-1..1,color=black):
>d12:=plot({[[-1.58,Pi/4],[-1.56,Pi/4]],[[-1.58,-Pi/4],[-1.56 -Pi/4]] },color=black):
>display({d11,d12});

1
0.8-
0.6-
0.4-
0.2-

_0205 1578 -1574 /157 -1566 -1.562

-0.4
-0.6 1
-0.8 1

EE

Ficura C-12

observamos que a la derecha del punto existe un maximo que sobrepasa 0,14 por encima
de m/4:
>evalf(s(-1.563,200)-Pi/4);

,1405675366

y a la izquierda del punto existe un minimo que sobrepasa 0,14 por debajo de —m/4:
>evalf(abs(-Pi/4-s(-1.5788,200)));

,1401212046
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Las mismas argumentaciones pueden hacerse para el punto z = /2 y para cualquier
valor de m, con la diferencia que ahora, a la izquierda obtendrémos valores maximos y a

la derecha minimos. Tomemos m = 500:

>d13:=plot({seq(s(x,n),n=>500..500) },x=Pi/2-0.03..Pi/2+0.03,y=-1..1,color=Dblack):
>d14:=plot({[[Pi/2-0.03,Pi/4-+0.14],[Pi/2+0.03,Pi/4+0.14]}[[Pi/2-0.03,Pi/4],
[Pi/2-+0.03,Pi/4]],[[Pi/2-0.03,-Pi/4-0.14],[Pi/2+0.03,-Pi/4-0.14]}[[Pi/2-0..03 -Pi/4],
[Pi/2+0.03,-Pi/4]]},color=red):

>display({d13,d14});

01" 155 156 157 158 159 16

Ficura C-13

Para m=2000:

>d15:=plot({seq(s(x,n),n=2000..2000) } ,x=Pi/2-0.003..Pi/2+0.003,y=-1..1,color=black):
>d16:=plot({[[Pi/2-0.003,Pi/44-0.14],[Pi/2+0.003,Pi/4+0.14]],[[Pi/2-0.003,Pi/4],
[Pi/2-0.003,Pi/4]], [[Pi/2-0.003,-Pi/4-0.14],[Pi/2+0.003 -Pi/4-0.14]] ,[Pi/2-0.003 -Pi /4],
[Pi/240.003,-Pi/4]]},color=red):
>display({d15,d16});
1
0.8*;
0.6*;
0.4*;
0.2*;
0 w
0.2
-0.4 *
-0.6 *
0.8 -
RE

1569 157 1571 1572 1.573

Ficura C-14

La convergencia es uniforme en [—a,a] contenido en [—m/2,7/2], para todo a > 0,
por muy cerca que se encuentre de /2.



Apéndice C 337

Veamoslo desde un punto de vista visual. Desde el momento en que el valor de las
ordenadas de los méximos de todas las funciones aproximantes (n grande), a la izquierda
de /2, es précticamente 7/4+0,14 y las ordenadas de los miminos de todas las funciones
aproximantes (n grande), a la derecha de 7/2 , es igual a —7/4 — 0,14, por muy pequeno
que podamos elegir un € > 0, siempre podremos encontrar un indice de penetracién v,
de tal forma que a partir de él, todas las funciones aproximantes quedan incluidas dentro
de la banda de semianchura ¢ centrada en /4.

Para observar la convergencia uniforme utilizamos la gréfica B-15, en cuyo caso el
intervalo considerado es [—7/2 + 1/10,7/2 — 1/10] y € = 1/10.

>restart:with(plots):

>s:=(x,n)->sum((-1) "k*cos((2*k+1)*x)/(2*¥k+1),k=0..n):
>x[1]:=-Pi/2+0.1:x[2]:=Pi/2-0.1:y[1]:=0.4:y[2]:=1:

>w:=0.1:

>t:=plot({Pi/4+w,Pi/4,Pi/4-w} x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2],color=Dblack):
>c:=plot({seq(s(x,n),n=20..21) },x=x[1]..x[2],color=black):
>display({t,c},thickness=2);

N <081 A\l

0.74
0.6

0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

Ficura C-15

En la gréfica correspondiente a la figura C-16, el intervalo considerado es [—7/2 +
1/100,7/2 — 1/100] y € = 1/500. Se constata que parte de las graficas de las funciones
con 20 y 21 sumandos quedan fuera de la banda.

>restart:with(plots):

>s:=(x,n)->sum((-1) "k*cos((2*k+1)*x)/(2*k+1),k=0..n):
>x[1]:=-Pi/2+0.01:x[2]:=Pi/2-0.01:y[1]:=0.4:y[2]:=1:

>w:=0.05:

>t:=plot({Pi/4+w,Pi/4,Pi/4-w} x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2],color=Dblack):
>c:=plot({seq(s(x,n),n=20..21)},x=x[1]..x[2],color=black):
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>display({t,c},thickness=2);

Ficura C-16

Manteniendo el intervalo y la banda fijos, el fenémeno de Gibbs implica que los maxi-
mos se van desplazando a derecha e izquierda; por simple tanteo podemos ir aumentando
n (n°de sumandos) hasta conseguir que las funciones queden en el interior de la banda.
Asi comprobamos que la convergencia es uniforme.

>c:=plot({seq(s(x,n),n=40..41) } ,x=x[1]..x[2],color=black):
>display({t,c},thickness=2);

0.9

Manan 095 il
vv\/w 1 w\,w

0.7

0.6

0.5

-1.5 -1 -05 0 0.5 1 15

Ficura C-17

>c:=plot({seq(s(x,n),n=200..200) } ,x=x[1]..x[2],color=black):
>display ({t,c},thickness=2);
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0.9

081 \Wu
] |

0.7

—

0.6

0.5

Ficura C-18

>c:=plot({seq(s(x,n),n=1100..1100) },x=x[1]..x[2],color=Dblack):
>display({t,c},thickness=2);

0.9

T
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.

0.7
0.6

0.5

Ficura C-19
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Apéndice D

Ecuacion diferencial en derivadas parciales de la cuerda
vibrante

Daniel Bernoulli (1700-1782)
@ [ Ly, )] = Zey(a.1)

Version de Murray R. Spiegel
([77], pégs. 6 y 44; problemas 1.1 y 2.32)

Deduccién de la ecuacién:

Es bien sabido que esta ecuacién es aplicable a las pequenas vibraciones transversales
de una cuerda flexible y tensa, semejante a una cuerda de una guitarra, a la que en
un principio se ha colocado sobre el eje OX (véase Figura D-2) y se ha hecho vibrar.
a’® = mlu es una constante, siendo T' = tension de la cuerda y g = masa por unidad de
longitud. Se supone que no hay fuerzas externas actuando sobre la cuerda y que vibra a
causa de su elasticidad.

Para realizar la deduccion habra que analizar las variables que aparecen en la Figura

D-1.

>restart:with(plots):with(plottools):

>d1:=plot(sqrt(x),x=3..10):

>d2:=plot(1/5%(x-10)+sqrt(10),x=10..17):
>d3:=plot(1/5*(x-3)+sqrt(3),x=-3..3):

>d4:=plot([[-3,-6 /5+sqrt(3)],[3,-6 /5+sqrt(3)],[3,sqrt(3)],[10,sqrt(3)],[10,sqrt(10)],
[17,sqrt(10)],[17,7/5+sqrt(10)]],style=line):

>d5:=textplot({[-1,0.7,A],[6.9,1.9, ‘dx‘],[11.9,3.3,'B7,[5.4,2.6,dS7,[-0.1,1.4,T¥],
[12.8,4,T,[3.5,0.2,'%],[11.2,0.2,%+dx ], [10.7,2.4,'dy‘] }):

>d6 := arrow([3,sqrt(3)], [-3,-6/5+sqrt(3)], .1, .4, 0.1, color=green):

>d7 := arrow([10,sqrt(10)], [17,7/5+sqrt(10)], .1, .4, ..1, color=green):
>d8:=plot([[-3,0],[17,0]]):
>d9:=plot({[[3,0],[3,sqrt(3)]],[[10,0],[10,sqrt(10)]] },color=black):

341
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>display({d1,d2,d3,d4,d5,d6,d7,d8,d9},thickness=3,axes=none,ytickmarks=0,xtickmarks=0);

ds
dx

dy

X X+dx

Ficura D-1
La fuerza vertical sobre dS = AS viene dada por:
Tsin(B) — T'sin(A)
y para angulos muy pequenos se tiene que:
sin(A) = tg(A)
Luego la fuerza vertical sobre AS puede escribirse:
>T*Diff(y(x+Delta*x) x)-T*Diff(y(x),x);
T2 y(w + Ax) — T2 y(a)]

Por otra parte, la ley de Newton nos dice que la fuerza neta es igual a la masa de la

cuerda ( pAS) por la aceleracién de AS (que viene dada por % + ¢, con € — 0 cuando
AS —0):

f=ma=pAS [g—;y—l—a]
Por tanto la ecuacién toma la forma:
>T*Diff(y(x+Delta*x),x)-T*Diff (y(x),x) =mu*Delta*S*[Diff(y, $*(t,2) ) +-epsilon];
2
(T Gyl + Ax) ~ Tgy(a)] = S |Gy +¢]

Por otra parte, si las vibraciones son pequenias, se tiene que AS = Ax y si dividimos
ambos miembros de la ecuacién anterior por T'AS nos queda:

2
[T2y@a+Az)-TLy()]  Zzyte
TAz =M

y si tomamos limites cuando Ax tiende a cero llegamos a:

>[T/mu]*Diff(y(x,t),x$2)=Diff (y(x,t),t$2);
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2 2
2] [Zry(@.0)] = Zry(a.t)
o lo que es lo mismo:

>a" 2*Diff(y(x,t),x$2)=Diff(y (x,t),t$2);
2 9° t) = 9% t
a Ox2 y(m, ) - aﬁy('xv )

Resolucion de un problema de la cuerda vibrante
(Método de separacion de variables)

Una cuerda de longitud L estd estirada entre los puntos (0,0) y (L, 0) sobre el eje x.

En el tiempo ¢ = 0 tiene la forma dada por f(x), 0 < x < L y queda en libertad
para vibrar libremente. Encontrar la elongacion de la cuerda en un instante posterior
cualquiera.

La ecuacién de la cuerda vibrante:

>restart:with(plots):with(inttrans):
>Diff(y,t$2)=a"2*Diff (y,x$2);

2 2
Sey(e,t) = a® Jzy(z,t)

donde 0 <z < L, t > 0 e y(x,t) es la elongacién con respecto al eje z en el tiempo t.

>d1:=plot(sin(x/2),x=0..4*Pi,y=-1..5):
>d2:=plot([[3,0],[3,sin(3/2)]]):
>d3:=textplot({[3.8,0.4,y(x,t)],[12.3,0.4,'L]}):
>display([d1,d2,d3],thickness=2);

5-

-

L ly(x.t)* .
o

Ficura D-2
Dado que los extremos de la cuerda estan en © =0y en x = L se tiene que:
y(0,t) = y(L,0) =0, t>0.

Ademsds, la forma inicial de la cuerda estd dada por f(z); por consiguiente:



344 Apéndice D

f(z) =y(x,0), 0<z<L.

Por otra parte, la velocidad inicial de la cuerda es cero y por ello podemos escribir:
>y[t](x,0) = 0;

y(2,0) =0

Resolvamos este problema de valor de contorno utilizando el método de separacién
de variables, es decir, tomemos:

Y (2,) = X (2)T(t)

de tal forma que la solucién Y (x,t) satisfaga las condiciones mencionadas. Nétese que X
es solo funcién de x y T es sélo funcion de t.
Como Y (z,t) satisface la ecuacién diferencial podemos escribir:
X ()T (t) = a? X7 (x)T(t)
la cual dividida por a?X (z)T'(t) se tranforma en:
>Diff(T(t),t$2)/(a"2*T(t))=Diff(X(x),x$2) /X (x);
2T 2 X(x)

9x2
a?T(t) — X(z)

El primer miembro es sélo funcién de ¢ (no puede variar con z) y es igual a una
funcién de = (segundo miembro); el segundo miembro es sélo funcién de = (no puede
variar con t) y es igual a una funcién de ¢ (primer miembro). Ademds = y ¢ son variables
independientes. Por tanto, ambos miembros deben tener algtin valor constante en comun;
a este valor lo denominaremos constante de separacion y lo designaremos:

>-lambda”2;
—\2
Asi obtenemos dos ecuaciones diferenciales a resolver:

>restart:
>Diff(T(t) ,t$2)+lambdaA 2*%a” 2*T(t):0;

[g_;T(t)} 22T (1) = 0
>Diff(X(x),x$2)+lambda”2*X (x)=0;
|2 X ()] + XX (2) =0

>dsolve(Diff(T(t),t$2)+lambda”2*a"2*T(t),T(t));
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T(t) = Clsin(Aat) + -C2cos(Aat)
>T:=t->A[1]*sin(lambda*a*t)-+ B[1]*cos(lambda*a*t);
T :=t— > Aysin(Aat) + Bycos(Aat)
>dsolve(Diff(X (x),x$2)-+lambda" 2*X (x) X(x));
X(x) = Clcos(Ax) + -C2sin(Ax)
>X:=x->A[2]*sin(lambda*x)+B[2]*cos(lambda*x);
X :=z— > Assin(Az) + Bacos(Ax)

Por tanto, una solucién estara dada por:

Syi=(x,t)->X(x)*T(t);
y = (z,t)=> X (2)T(t)
>y (x,6) =y (x,t);
y(z,t) = (Agsin(Azr) + Bacos(A\z))(Arsin(Aat) +Bicos(Aat))

De la condicién inicial y(0,t) = 0 se tiene:

>y(0,t);
By(Aysin(Aat) + Bycos(\at))
>BJ[2):=solve(y(0,t)=0,B[2]);
By:=0
>y(x,t);
Azsin(Az) [Aysin(Aat) + Bicos(hat)]

y como Ay no puede ser cero, organizando las constantes, se tiene:

>y:=(x,t)->sin(lambda*x)*(A*sin(lambda*a*t)+B*cos(lambda*a*t));
y = (z,t)— > sin(Ax)(Asin(Aat) + Beos(Aat))

Por otra parte, de la condicién inicial y(L,t)=0 se obtiene:

>y(L,t)=0;

sin(AL)(Asin(Aat) + Beos(Aat)) =0

345
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de donde:
sin(AL) =0
Necesariamente:
>lambda:=m*Pi/L;
A= o

puesto que el segundo factor del primer miembro de y(L,t) = 0 no debe ser cero. Por
otra parte, la derivada %y(ax, t) toma la forma:

>'Diff(y(x,t),t)=diff (y (x,t),t);

D y(z,t) = I sin(202) [A cos(EL) — B sin(mEel)]
y de la condicién de contorno %y(z, 0)=0:
>simplify (subs(t=0,diff(y (x,t),t)));
An[Ljra Sin(mzat)

se llega a que:
> A:=solve(sin(m*Pi*x/L)*A*m*Pi*a/L,A);
A:=0.
Asi pues, la funcién es:
>y (x,t) =y (x,t);
y(z,t) = sin("™*)B cos(%‘”)

Para que se verifique la condicién de contorno y(z,0) = f(z) serd necesario superponer

las soluciones:

>’y(x,t)’=Sum(C[m]*sin(m*Pi*x/L)*cos(m*Pi*a*t/L),m=1..infinity);

mmx mmat
L

y(z,t) = Z Cy sin( ) cos( 7 )

y en consecuencia f(z) toma la forma:

>’y(x,0)’=Sum(C[m]*sin(m*Pi*x/L)*cos(m*Pi*a*0/L),m=1..infinity);

> . mnx
y(z,0) = Z Cm sm(T)
m=1
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Escribamos sdélo los cuatro primeros sumandos de la serie infinita anterior:

>sum(C[m]*sin(m*Pi*x/L)*cos(m*Pi*a*0/L),m=1..4);
Crsin(%F) 4 Cosin(27F) + C3sin(3%%) + Cy sin(475F)
Teniendo en cuenta la teoria de las series de Fourier, los coeficientes son de la formas:
>C[m]:=2/L*Int(f(x)*sin(m*Pi*x/L),x=0..L);
Con = 2 [ f(x) sin(™02)dx
En consecuencia la solucién sera:

>’y(x,t)’=Sum(2/L*[Int (f(x)*sin(m*Pi*x /L), x=0..L)*sin(m*Pi*x /L) *cos(m*Pi*a*t /L),
m=1..infinity);

<12 L . omnx . omnx mmat
y(z,t) = Z [f l ; (2) sm(T)dJs] sm(T)cos( T )
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