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Introducción

Poco después del descubrimiento en 1985 del C60 y otros fullerenos, numerosos grupos expe-

rimentales y teóricos procedentes de diferentes campos de la fı́sica y de la quı́mica se han centrado en

el estudio de las interesantes propiedades e importantes aplicaciones encontradas o sugeridas para esta

nueva clase de agregados de carbono.

Un aspecto interesante, que ha atraı́do particularmente la atención sobre estos sistemas, es la posibil-

idad de emplearlos como cavidades que permitan encapsular en su interior distintas especies atómicas,

metales alcalinos, alcalinos térreos y tierras raras principalmente, o incluso pequeñas moléculas, tales

como el CO, para formar complejos endoédricos (denotados por el sı́mbolo X@C60). Otra posibilidad

interesante es considerar a los fullerenos como microsuperficies con la capacidad de adsorber átomos,

moléculas e incluso otros fullerenos para formar complejos exoédricos (XC60).

Si bien los complejos endoédricos son extremadamente difı́ciles de obtener en cantidades macroscópi-

cas, no ocurre lo mismo con los complejos exoédricos, los cuales son relativamente fáciles de sintetizar.

En relación con éstos últimos, uno de los objetivos de esta Tesis será el análisis teórico de la dinámica

de baja energı́a de un átomo, tanto gas noble como ion alcalino, que colisiona con un fullereno C60 o

bien se encuentra atrapado en su superficie externa. En ambos casos, la interacción entre la molécula de

fullereno y la especie externa va a desempeñar un papel decisivo.

Un paso fundamental para la determinación de dicha interacción es el estudio de la estructura elec-

trónica molecular. Muy a menudo, y a fin de evitar los cálculos ab-initio tradicionales, muy costosos

computacionalmente incluso para los fullerenos más pequeños y prácticamente imposibles para los may-

ores, se recurre, tal como se hará también en nuestro caso, a métodos semiempı́ricos. Para los términos de

dispersión-repulsión de la interacción emplearemos expresiones analı́ticas obtenidas anteriormente por

nuestro grupo, mientras que los términos de polarización, necesarios en complejos con iones alcalinos,

los obtendremos a partir de un modelo semiempı́rico tipo Pariser-Parr-Pople
�
PPP � . Dicho modelo nos

permitirá, además de reproducir la estructura de electrones π y la polarizabilidad dipolar eléctrica del

C60, predecir los valores de esta magnitud en el caso de varios fullerenos con simetrı́a icosaédrica de

mayor tamaño que éste.

Dos posibles vı́as para obtener información sobre la interacción entre el fullereno y el átomo en
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los complejos exoédricos corresponden al estudio de las colisiones de baja energı́a ( � meV ) y a los

espectros vibro-rotacionales asociados a la dinámica del átomo externo sobre la microsuperficie esférica

del fullereno.

En el primer caso se trata de procesos en los que permanecen cerrados canales inelásticos de colisión,

tales como la fragmentación del fullereno, la posible inclusión del átomo dentro de la cavidad molec-

ular, la transferencia de carga o la excitación vibracional del fullereno, siendo únicamente relevantes

el movimiento relativo de las dos especies que colisionan y las rotaciones del fullereno. Las secciones

eficaces de colisión asociadas a estos procesos son altamente sensibles al tipo de interacción, aportando

con ello valiosa información sobre ésta, relacionada principalmente con la forma del potencial a largas

distancias. Si bien la mayor parte de los resultados experimentales y teóricos disponibles en la literatura

son de colisiones a energı́as medias y altas, dos trabajos experimentales recientes, el primero referido a

la colisión entre el fullereno C60 y agregados de sodio [1-3] y el segundo a la dispersión de átomos de

helio por agregados de argón [4], son una clara ilustración de la relevancia de este tipo de procesos en el

régimen de baja energı́a.

En lo que respecta a los estudios espectroscópicos, éstos pueden aportar información sobre el po-

tencial de interacción en regiones de equilibrio próximas a la superficie del fullereno. Algunos trabajos

experimentales recientes, basados en técnicas de deflexión de haces moleculares, han conseguido desve-

lar información sobre la dinámica de varias especies adsorbidas sobre la superficie externa del fullereno

C60. A partir de ellos se ha medido, por ejemplo, la polarizabilidad del complejo KC60 en función de la

temperatura en un rango desde 300 hasta 483K [5]. Los altos valores encontrados para esta propiedad

eléctrica se han atribuido al deslizamiento, prácticamente libre, del átomo de potasio sobre la superficie

del fullereno. Cuando la temperatura desciende, el átomo de potasio queda atrapado en los pozos de la

superficie de energı́a potencial y la polarizabilidad decrece de forma considerable. Técnicas similares se

han aplicado al sistema RbC60 [6], encontrándose en este caso una barrera en la energı́a de activación de

unos 20meV (tı́pica de la fisisorción) para el movimiento rotacional del metal alcalino sobre la superficie

del C60.

Según la información de la que disponemos, hasta el momento no se han obtenido espectros ex-

perimentales para ninguno de los complejos exoédricos del fullereno C60, lo que pone de manifiesto

la necesidad de desarrollar modelos teóricos realistas que permitan su predicción, al menos de forma

cualitativa, y sirvan además como guı́a para futuros trabajos experimentales.

El esquema seguido en esta Tesis para realizar el estudio teórico de estos dos aspectos relaciona-

dos con la dinámica en los complejos exoédricos del fullereno C60, las colisiones de baja energı́a y los

espectros vibro-rotacionales, es el que presentamos a continuación:

En el Capı́tulo 1 describiremos algunas de las caracterı́sticas y propiedades más relevantes para

nuestro trabajo que presentan los fullerenos. Estas son, su geometrı́a, simetrı́a y estructura electrónica.
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Presentaremos también una recopilación de los distintos estudios de colisiones con fullerenos realizados

hasta este momento.

El Capı́tulo 2 lo dedicaremos a la introducción del modelo semiempı́rico que emplearemos para

obtener la estructura de electrones π y las polarizabilidades dipolares eléctricas de varios fullerenos

icosaédricos, desde el C60 hasta el C720.

En el Capı́tulo 3 mostraremos el hamiltoniano efectivo que utilizaremos para estudiar la dinámi-

ca en los complejos exoédricos del fullereno C60. Introduciremos las formas semiempı́ricas propuestas

para representar la interacción en dichos sistemas, tanto los términos de dispersión-repulsión, como los

términos de polarización, imprescindibles en el caso de los complejos con iones alcalinos.

El Capı́tulo 4 estará dedicado al análisis teórico de las secciones eficaces en las colisiones de baja

energı́a (E
�

30meV ) entre el fullereno C60 y distintas especies atómicas (He, Ar, Xe, Li � , Na � , K � ),

ası́ como la colisión C60
�

C60. Pondremos especial énfasis en el estudio del comportamiento de las

secciones eficaces totales con la forma a largas distancias del potencial de interacción, estimando también

los efectos debidos a la anisotropı́a de dicha interacción.

En el Capı́tulo 5 presentaremos los espectros dipolares eléctricos obtenidos para los complejos

exoédricos HeC60, NeC60 y ArC60 en el rango de temperaturas desde 0 hasta 40K. El análisis de es-

tos espectros mostrará el importante efecto de la temperatura en la dinámica del átomo externo sobre la

superficie del fullereno.

En los Apéndices presentamos los procedimientos seguidos para obtener diversos aspectos involu-

crados en el estudio de las colisiones y los espectros. Los cuatro primeros están dedicados al cálculo de

los factores de fase en las colisiones con un potencial de interacción esférico, a la obtención de la expre-

sión semiclásica de la contribución dominante de la sección eficaz total en colisiones con un potencial de

interacción esférico y al cálculo de los elementos de la matriz de colisión en procesos con un potencial

de interacción no esférico en colisiones que tienen lugar en tres y dos dimensiones.

El Apéndice E está dedicado al desarrollo de un tratamiento semiclásico que permite expresar la

componente oscilatoria de la sección eficaz total en colisiones con potencial de interacción esférico como

suma de contribuciones debidas a ciertas trayectorias clásicas. Si bien por su contenido consideramos que

este apéndice tiene una relevancia comparable a cualquiera de los capı́tulos de esta Memoria, no lo hemos

incluido como tal debido a que el formalismo que en él desarrollamos no tiene como único objetivo su

aplicación a procesos que tienen lugar en sistemas en los que participa el fullereno C60, como es el caso en

los capı́tulos que acabamos de presentar. Se trata de un formalismo general, aplicable a cualquier proceso

gobernado por un potencial de interacción con simetrı́a esférica, en el que, por lo tanto, las colisiones

con potencial de interacción esférico que tratamos en el Capı́tulo 4, donde intervienen el fullereno C60

y una especie atómica (o dos fullerenos C60), constituyen únicamente un sistema particular. De este

modo, los resultados obtenidos en este apéndice para las colisiones entre dos átomos de gases nobles que
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interaccionan a través de un potencial esférico tipo Lennard-Jones son igualmente válidos para procesos

semejantes que tengan lugar en otros sistemas fı́sicos, entre ellos por supuesto también aquellos que

incluyan al fullereno C60 entre sus componentes.

En los Apéndices F y G nos ocupamos de algunos aspectos relacionados con el tratamiento semi-

clásico desarrollado en el Apéndice E. En el primero de ellos trataremos la estabilidad lineal de las

trayectorias clásicas y en el segundo nos ocuparemos del ángulo recorrido por las trayectorias de orbit-

ing.

Los cuatro últimos apéndices de la Memoria están relacionados con la obtención de los espectros de

vibración rotación. En ellos presentamos el método utilizado para calcular las energı́as y funciones de

onda de vibración pura, la forma analı́tica de los elementos de matriz el vector unitario r̂ de posición del

átomo adsorbido en la base de los armónicos esféricos, los pasos seguidos para convolucionar los espec-

tros de masa infinita y el procedimiento empleado para transformar los estados que intervienen en uno

de los picos más relevantes que presentan los espectros del complejo HeC60 a diferentes temperaturas.

La Memoria finaliza con la presentación de la bibliografı́a y referencias utilizadas para su elabo-

ración.



Capı́tulo 1

Los fullerenos.

En este capı́tulo describimos algunas de las caracterı́sticas y propiedades más relevantes para nuestro tra-
bajo que presentan los fullerenos. En particular, su geometrı́a, propiedades de simetrı́a y estructura electrónica.
Presentamos también una recopilación de los distintos estudios de colisión con fullerenos, tanto teóricos como
experimentales, que se han llevado a cabo hasta estos momentos.

1.1. Introducción.

El carbono es sin lugar a dudas uno de los elementos más versátiles que se conoce. Sus cuatro

electrones de valencia le permiten formar agregados reticulares tan dispares como son el grafito y el

diamante, pudiendo combinarse además para formar la molécula de benceno y en general todos los

hidrocarburos y compuestos orgánicos tan importantes en biologı́a, fı́sica, quı́mica y tecnologı́a.

En 1985 Kroto y Smalley [7] dan la primera prueba experimental de la existencia de una tercera

forma del carbono puro, en este caso una molécula, el fullereno C60, la cual se comprobó presentaba una

extraordinaria estabilidad en fase gaseosa. Dicho hallazgo se produjo cuando se trataba de sintetizar en

el laboratorio, mediante vaporización láser de láminas de grafito, agregados de carbono que permitieran

reproducir el espectro infrarrojo que se habı́a obtenido procedente de estrellas gigantes rojas (estrellas

ricas en carbono).

A partir del espectro de masas recogido en dicho experimento y de los análisis RMN realizados se

dedujo que la alta estabilidad de la molécula de C60 es consecuencia de su estructura cerrada, la cual,

según se propuso, estarı́a formada por 60 átomos de carbono situados en los vértices de un icosaedro

regular truncado.

Este resultado supuso la confirmación experimental de una serie de estudios teóricos que se habı́an

realizado en años precedentes [8] y que ya apuntaban la posibilidad de la existencia de moléculas con

estructura icosaédrica, la simetrı́a más alta posible en un grupo puntual molecular. En 1970 Osawa [9]

ya habı́a propuesto, también a partir de cálculos teóricos, a la molécula del C60 como una especie quı́mi-
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camente estable. Mientras que en 1973 [10] un cálculo de tipo Hückel estimó una diferencia de energı́a

importante entre el primer nivel electrónico desocupado y el último desocupado en dicha molécula.

En la actualidad se emplea el término fullereno para designar a toda una familia de moléculas en

forma de celda cerrada constituidas por un número par de átomos de carbono que se agrupan formando

anillos hexagonales y pentagonales [11]. Según el teorema de Euler, que relaciona el número de caras,

lados y vértices de un poliedro, esto sólo es posible si hay exactamente 12 anillos pentagonales y un

número variable (f6 �� 1) de anillos hexagonales. Siendo precisamente el número de anillos hexagonales

lo que diferencia a los diversos miembros de la familia, determinando a su vez su geometrı́a que, según

se ha encontrado, puede ser de tipo esferoidal o cilı́ndrica (nanotubos).

El subconjunto de moléculas formadas por un número de átomos 20(m2+n2+mn), siendo m y n dos

naturales cualesquiera, tiene el grupo de simetrı́a I o Ih del icosaedro. Entre ellos son especialmente

significativos aquellos que contienen 60n2(n � m) átomos, como es el caso del C60, C240 y C540 entre

otros. Estos tienen una estructura muy estable, totalmente esférica, presentando además una estructura

electrónica de capa cerrada de tipo π.

Uno de los aspectos más interesantes de la fı́sico-quı́mica de los fullerenos, y en particular del C60,

es la posibilidad de modificar sus propiedades, sobre todo las referentes a su fase sólida (fullerita), me-

diante varias formas de dopaje. Tal y como acabamos de comentar en la Introducción, se pueden formar

compuestos endoédricos en los que se introduce una especie ”huésped”, átomo o molécula, en el inte-

rior de la cavidad molecular. Dicha especie puede quedar enlazada a la superficie interna del fullereno

o simplemente permanecer confinada fı́sicamente por las barreras del potencial creado por los átomos

de la molécula. Es posible también el dopaje substitucional en el que uno o varios átomos de carbono

del fullereno son reemplazados por una especie atómica afı́n al carbono como el boro o el nitrógeno.

Finalmente existe la posibilidad de formar compuestos exoédricos, en los cuales una especie atómica o

molecular queda atrapada en la superficie externa del fullereno.

Desde el punto de vista electrónico el dopaje puede clasificarse en función de si se establece o no

enlace quı́mico entre el fullereno y su huésped. Si éste no ocurre las propiedades electrónicas de ambas

especies permanecen poco alteradas y se forman los clatratos. En caso contrario, el átomo huésped, met-

al alcalino o alcalino terreo principalmente, cede electrones a la capa completa del C60 para formar un

anión molecular C �60, en el cual las cargas transferidas quedan deslocalizadas sobre la estructura molec-

ular, modificándose con ello, en gran medida, sus propiedades electrónicas. Un caso excepcional fue

el descubierto por Haddon [12] cuando comprobó que la introducción de metales alcalinos (K � Rb � Cs)

daba lugar a superconductores con temperaturas de transición relativamente altas (18
�

Tc
�

33K). Tan

importante descubrimiento fue el desencadenante de una avalancha de estudios de esta nueva clase de

moléculas, tales como los referentes a sus canales de disociación, su estructura electrónica, la espectro-

scopı́a visible y ultravioleta [13], la espectroscopı́a vibracional Raman e infrarroja [14] y su reactividad
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quı́mica con distintos átomos y moléculas [15].

El avance de dichos estudios fue en un principio muy lento debido a la dificultad que habı́a para

conseguir muestras de fullerenos. Las primeras técnicas empleadas para su sı́ntesis, basadas en la vapor-

ización láser de una lámina de grafito en una atmósfera de helio, tenı́an un rendimiento muy pobre con-

siguiéndose tan sólo cantidades microscópicas de fullerenos, C60 y C70 principalmente, en fase gaseosa.

La situación mejoró significativamente cuando Krätschmer y colaboradores descubren en 1990 [16] que

la descarga eléctrica entre dos electrodos de grafito, que se encuentran en un gas de helio a una presión

aproximada de 200 torr, podı́a generar grandes cantidades de fullerenos C60, y en menor cantidad C70,

en fase sólida, lo que permitió su fácil comercialización. Tan sólo era preciso extraer de forma rutinar-

ia, mediante disolventes (tolueno) o técnicas de sublimación, los fullerenos que quedaban adheridos al

hollı́n de carbono que se genera en tal proceso. Sin embargo, aún hoy persiste el problema de que la

abundancia de fullerenos mayores que el C70 (C76, C78, C82...) decrece drásticamente a medida que su

tamaño va aumentando.

Si bien la investigación del C60 sólido y materiales relacionados se encuentra aún en sus primeras

etapas, estos nuevos materiales ya han comenzado a exhibir algunas propiedades excepcionales que se

muestran prometedoras para posibles aplicaciones prácticas, principalmente en óptica y electrónica.

Se cree que sus propiedades no lineales de absorción óptica permitirán su utilización como delimita-

dores ópticos y en dispositivos de foto-refracción.

La rapidı́sima ( � µseg) transferencia de carga medida entre el fullereno C60 y varios polimeros lin-

eales [17] ha originado la posibilidad de adaptar estos sistemas a dispositivos foto-conductores, foto-

diodos y dispositivos foto-voltaicos.

Dado que las moléculas del C60 son bastante inertes, prácticamente esféricas y no polares debido a

su geometrı́a, teniendo en cuenta su ”gran” tamaño y que además las fuerzas de van der Waals entre

ellas son muy débiles, se consideran como átomos gigantes, que son manipulados en nanotecnologı́a con

técnicas similares a las utilizadas con los gases nobles.

Desde el punto de vista electroquı́mico, se ha comprobado que el C60 puede ser significativamente

hidrogenado (C60HX ; 2
�

X
�

60) mediante metodos quı́micos, electroquı́micos y catalı́ticos. Es por ello

que esta molécula ofrece la posibilidad de ser empleada en el almacenamiento de hidrógeno en celdas de

combustible de hidrógeno o electrodos para baterias [18].

Los fullerenos ofrecen también, entre otras, prometedoras perspectivas en la sı́ntesis de nuevos mate-

riales y en la mejora de rendimiento en la obtención de otros ya conocidos como el diamante, presentando

ası́ mismo propiedades catalı́ticas en algunas reacciones quı́micas.
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1.2. El fullereno C60: estructura geométrica y simetrı́a.

El C60 es el fullereno más estable y abundante. Está constituido por 60 átomos de carbono equiva-

lentes que se sitúan en los vértices de un icosaedro truncado, con una distancia promedio entre primeros

vecinos de aproximadamente 1 � 44 Å, prácticamente idéntica a la del grafito (1 � 42 Å), para formar una

cavidad esférica de 3 � 55 Å de radio. Se tiene por tanto, según el teorema de Euler, 60 átomos agrupados

en 12 anillos pentagonales y 20 hexagonales, dispuestos de forma que cada pentágono queda totalmente

rodeado por hexágonos.

Si bien todos los átomos son equivalentes entre sı́, no ocurre lo mismo con los tres enlaces que surgen

de ellos. Cada átomo está enlazado a dos de sus tres vecinos más próximos a través de un enlace sencillo

y al tercero mediante un enlace doble. Los 60 enlaces sencillos se localizan a lo largo de los lados que

conectan pentágonos y hexágonos, mientras que los 30 enlaces dobles se encuentran en la unión entre

los hexágonos. Se forma de este modo una estructura de enlaces dobles y sencillos alternados en torno

a cada uno de los hexágonos que estabiliza la estructura del C60. Experimentos de resonancia magnética

nuclear [19] han estimado una longitud de 1 � 455 Å para el enlace sencillo y 1 � 391 Å para el doble. Debido

entonces a que las longitudes de enlace no son exactamente iguales, los vértices de la molécula C60 no

forman un icosaedro truncado regular. Aún ası́, es importante remarcar que el C60 sigue manteniendo la

simetrı́a del grupo puntual Ih. Muchas de sus especiales propiedades están directamente relacionadas con

la alta simetrı́a de dicho grupo.

Las operaciones de este grupo son la identidad, la rotaciones, simple y doble, en torno a los 12 ejes de

simetrı́a C5 que pasan por el centro de las caras pentagonales [Figura (1.1)], la rotación en torno a los 20

ejes de simetrı́a C3 que pasan por el centro de las caras hexagonales [Figura (1.2)] y la rotación en torno

a cada uno de los 15 ejes de simetrı́a C2 que pasan por la mitad de los enlaces dobles de carbono [Figura

(1.3)]. Cada una de estas 60 operaciones de simetrı́a se compone con la operación de inversión para dar

lugar a las 120 operaciones de simetrı́a del grupo Ih. En la tabla de caracteres del grupo [Tabla (1.1)]

se muestran dichas operaciones agrupadas en las 10 clases del grupo, además de las correspondientes

representaciones irreducibles.

Figura 1.1: Eje de simetrı́a C5.
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Figura 1.2: Eje de simetrı́a C3.

Figura 1.3: Eje de simetrı́a C2.

Al tener el icosaedro truncado una forma muy próxima a una esfera, resulta útil relacionar las fun-

ciones base para el grupo Ih con las correspondientes a una esfera: los armónicos esféricos Ylm. Para ello

se ha de resolver en cada subespacio � el problema de autovalores asociado a las distintas operaciones

tensoriales irreducibles de dicho grupo [20]. En la Tabla (1.2) se muestra la descomposición de los 10

primeros armónicos esféricos en las representaciones irreducibles del grupo Ih. Los valores enteros pares

e impares del momento angular � corresponden a representaciones pares e impares del grupo Ih respecti-

vamente. Los tres armónicos más bajos, con � � 0, 1 y 2, forman representaciones irreducibles Ag, Tu y

Hg respectivamente, mientras que los armónicos esféricos superiores se constituyen en representaciones

reducibles.

Muchos de los problemas fı́sicos relacionados con los fullerenos, tales como sus estados electrónicos

o modos vibracionales, suelen ser tratados en términos de esta descomposición de los armónicos esféri-

cos. En nuestro caso, la aplicación de este tratamiento resultará también especialmente útil, ya que nos

va a permitir separar los cálculos necesarios para obtener la matriz S̄ en las colisiones C60+átomo, ası́ co-

mo descomponer la diagonalización de la matriz del hamiltoniano efectivo, necesaria para obtener el

espectro dipolar eléctrico en los complejos exoédricos del C60, en bloques independientes, cada uno de

ellos correspondiente a las distintas representaciones irreducibles del grupo Ih. Veremos como gracias
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ℜ E 12C5 12C2
5 20C3 15C2 i 12S3

10 12S10 20S3 15σv

Ag 1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
T1g 3 +τ 1-τ 0 -1 +3 +τ 1-τ 0 -1
T2g 3 1-τ +τ 0 -1 +3 1-τ +τ 0 -1
Gg 4 -1 -1 +1 0 +4 -1 -1 +1 0
Hg 5 0 0 -1 +1 +5 0 0 -1 +1
Au 1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 -1
T1u 3 +τ 1-τ 0 -1 -3 -τ τ-1 0 +1
T2u 3 1-τ +τ 0 -1 -3 τ-1 -τ 0 +1
Gu 4 -1 -1 +1 0 -4 +1 +1 -1 0
Hu 5 0 0 -1 +1 -5 0 0 +1 -1

Cuadro 1.1: Tabla de caracteres del grupo puntual Ih � τ � 1
2 � 1 ��� 5 � [Fuente [11]].

� A T1 T2 G H
0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
2 0 0 0 0 1
3 0 0 1 1 0
4 0 0 0 1 1
5 0 1 1 0 1
6 1 1 0 1 1
7 0 1 1 1 1
8 0 0 1 1 2
9 0 1 1 2 1

10 1 1 1 1 2

Cuadro 1.2: Descomposición de los 10 primeros armónicos esféricos según las representaciones irreducibles del
grupo puntual Ih [Fuente [11]].

a utilizar funciones base adaptadas a la simetrı́a se rebaja en ambos casos en gran medida el esfuerzo

computacional requerido, lo que ha hecho posible su realización.

En lo que se refiere al fullereno C60 en fase sólida, la fullerita, estas moléculas condensan por fuerzas

relativamente débiles, tipo van der Waals, formando una estructura cristalina cúbica de 14 � 17 Å de cons-

tante de red y densidad de 1 � 72gr � cm3 . Si bien la distancia más corta entre átomos de una misma

molécula es de aproximadamente 1 � 44 Å , la distancia más corta entre átomos pertenecientes a distin-

tas moléculas está en torno a los 3 � 1 Å . Las fulleritas son por tanto sólidos moleculares en los cuales

sobreviven muchas de las propiedades moleculares. Y aunque las moléculas del C60 son prácticamente

incompresibles, el sólido molecular en relativamente ”blando”.

Mediante resonancia magnética nuclear se ha encontrado [21] que las moléculas de C60 de la red

cristalina rotan prácticamente libres en torno a sus posiciones de equilibrio a temperatura ambiente. Sus

centros se reordenan en una red cúbica centrada en las caras (fcc) con una molécula por celda unidad
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primitiva, o cuatro moléculas por celda unidad cúbica simple.

1.3. Estructura electrónica del C60.

El carbono tiene número atómico Z=6, siendo su configuración en el estado electrónico fundamental

1s22s22p2.

En la estructura del grafito cada átomo de carbono está fuertemente enlazado a sus tres vecinos más

próximos. Los orbitales 2s, 2px y 2py de cada uno de ellos forman una hibridación sp2 trigonal en el

plano. El cuarto electrón de valencia, en un orbital 2pz, da lugar a un enlace tipo π perpendicular al plano

que, aunque débil, es responsable del comportamiento semimetálico del grafito.

En el diamante la disposición electrónica es totalmente diferente. Cada átomo de carbono se encuen-

tra enlazado a sus cuatro vecinos más próximos, de forma que sus cuatro orbitales, 2s, 2px, 2py y 2pz, se

combinan para formar una hibridación tetraédrica sp3.

En el caso del fullereno C60, cada uno de sus átomos se enlaza a sus tres vecinos más próximos

formando una configuración sp2 trigonal. Si estos enlaces fueran coplanarios serı́an muy similares al

enlace sp2 trigonal plano del grafito. Sin embargo, la curvatura de la superficie del C60 hace que los

enlaces trigonales planos se hibriden, introduciendo con ello algo de carácter sp3 al enlace sp2 plano

dominante. Se tiene por tanto que, correspondientes a cada uno de los átomos de carbono, existen tres

enlaces distorsionados sp2 confinados predominantemente sobre la superficie curva del C60, los cuales

dan lugar a tres orbitales de enlace tipo σ ocupados. El cuarto electrón de valencia se completa con un

orbital de enlace tipo π que se dispone normal a la superficie.

Se han desarrollado varios modelos para obtener la estructura electrónica de los fullerenos, desde

los cálculos semiempı́ricos tipo Hückel o modelos tight-binding [12], hasta modelos de primeros prin-

cipios [22]. A partir de ellos se ha podido estudiar la estructura electrónica del C60 [24-28] y algunas

de sus propiedades relacionadas, tales como las polarizabilidades [29,30], hiperpolarizabilidades [31],

excitaciones de plasmón [32] o densidades de onda de carga y espı́n [33].

Mientras que los modelos más sofisticados dan un mayor acuerdo cuantitativo con los experimen-

tos sensibles a la estructura electrónica (por ejemplo, la fotoemisión [23]), los modelos más sencillos,

tales como el Hückel, son capaces de reproducir correctamente el ordenamiento de los niveles mono-

electrónicos próximos al nivel de Fermi. Es por ello que se suelen utilizar con frecuencia para discutir la

estructura electrónica de estas moléculas.

En la Figura (1.4) se presenta el ordenamiento, y agrupamiento según las distintas representaciones

irreducibles del grupo de simetrı́a Ih, de los niveles monoelectrónicos obtenidos con un modelo tight-

binding en el que se han considerado los cuatro electrones de valencia s y p de cada átomo de carbono
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[32].

Según este modelo la anchura total de la banda ocupada es de 19 � 1eV , muy próxima a los 18 � 8eV y

19 � 2eV que se han estimado en cálculos basados en la técnica del funcional de la densidad DFT con la

aproximación LDA (local density approximation) [34]. Se ha obtenido además una separación energética

(gap) entre el último orbital molecular ocupado (HOMO) y el primer desocupado (LUMO) de 2 � 2eV ,

frente a 1 � 8eV y 1 � 7eV de cálculos DFT-LDA [34] y frente a un valor experimental de 1 � 9eV [35].

Los estados σ se encuentran energéticamente bastante alejados del nivel de Fermi. Los enlazantes

se sitúan a más de 7eV por debajo del último nivel ocupado y los antienlazantes a más de 6eV por

encima del primer estado desocupado. Es por ello por lo que se considera que los electrones asociados

a enlaces σ apenas contribuyen al transporte electrónico o las propiedades ópticas del C60. Estas vienen

determinadas principalmente por los electrones asociados a enlaces π, pues son sus estados los que se

encuentran más próximos al nivel de Fermi.

Dado que cada electrón de valencia se encuentra bajo la acción de un potencial efectivo debido

al núcleo y el resto de electrones de simetrı́a prácticamente esférica, se puede hacer una clasificación

aproximada de los estados π ocupados en términos del número cuántico de momento angular � .

El estado π más bajo, de simetrı́a Ag, corresponderı́a al estado � � 0(s). Los dos estados siguientes,

pertenecientes a las representaciones irreducibles Tu y Hg, tienen caracteres de estados � � 1(p) y � � 2(d)

respectivamente. Les sigue el estado � � 3(f), el cual sufre un pequeño desdoblamiento en dos estados

Tu y Gu. De igual modo, el estado � � 4 se separa en dos estados Gg y Hg. El estado ocupado más

alto (HOMO), de simetrı́a Hu, pertenece al estado � � 5 y estarı́a lleno con 10 electrones. El estado

desocupado más bajo (LUMO), de simetrı́a Tu, es también subestado de � � 5.

La transición entre los estados HOMO y LUMO está ópticamente prohibida por tratarse de estados

con la misma paridad. Las tres transiciones permitidas de más baja energı́a son Hu � Tg, Hg � Tu y

Hu � Hg, con energı́as de activación aproximadas de 2 � 9, 3 � 1 y 4 � 1eV respectivamente [34].
Dada la naturaleza molecular de la fullerita, su estructura electrónica está básicamente determinada

por la de las moléculas de C60 libres. Y si bien la interacción intermolecular en el sólido es significativa,

con una energı́a de cohesión C60
� C60 de 1 � 6eV , se ha observado una clara correspondencia entre los

niveles energéticos del C60 molecular y las bandas de energı́a del C60 sólido [34].

Cuando se forma el C60 sólido los estados σ del C60 molecular, tanto enlazantes como antienlazantes,

permanecen prácticamente inalterados. Son los estados correspondientes a electrones π, más próximos

al nivel de Fermi, los que sufren una dispersión considerable. Como consecuencia de ello se forma un

semiconductor con bandas de valencia (estado Hu) y de conducción (estado Tu) relativamente estrechas,

con anchura aproximada de 0 � 4eV , y un gap directo entre ellas de 1 � 5eV [34]. La transición entre el

lı́mite superior de la banda de valencia y el lı́mite inferior de la banda de conducción está ópticamente

prohibida.
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Figura 1.4: Esquema de niveles de energı́a monoelectrónicos del fullereno C60, obtenidos a partir de un modelo
tight-binding que considera los cuatro electrones de valencia s y p de cada átomo de carbono [32].

Ya hemos comentado que una de las propiedades más atractivas que presentan los fullerenos es la

posibilidad de modificar su estructura electrónica mediante el dopaje con una especie atómica o molecu-

lar. Para convertir la fullerita en un material conductor es necesario el dopaje exoédrico empleando, por

ejemplo, un átomo alcalino. De esta manera se consigue desplazar el nivel de Fermi hasta la banda de

estados de conducción. Esto es lo que ocurre con el KC60, el cual se ha comprobado presenta estructura

electrónica metálica [36].

Respecto a fullerenos icosaédricos mayores que el C60 (C240, C540...), ya sabemos que a medida que

éstos crecen se produce un incremento en el número de anillos hexagonales (el número de pentágonos se

mantiene fijo en 12), asemejándose su estructura cada vez más a la de una lámina de grafito (grafeno).
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Dado que una lámina de grafito (sistema con un número infinito de hexágonos) tiene un gap (EHOMO
�

ELUMO) nulo, se espera que el gap de estos fullerenos gigantes se vaya estrechando a medida que su

tamaño aumenta.

Otro aspecto interesante relacionado con las propiedades electrónicas del C60 es su elevado potencial

de ionización, 7 � 6eV , frente a una afinidad electrónica, 2 � 65eV , sensiblemente inferior, similar a la de

otras moléculas orgánicas tı́picamente receptoras de electrones (por ejemplo: el TCNQ cuya afinidad

electrónica es de 2 � 82eV ).

1.4. Colisiones con fullerenos.

Durante los últimos años se han estudiado intensamente las colisiones entre fullerenos y distintos

átomos, iones y moléculas [37-54]. La relativamente fácil producción de haces de fullerenos ha permitido

disponer de una amplia variedad de fullerenos neutros y iónicos, con carga entre � 2e y
�

5e, que se han

empleado tanto como proyectiles como blancos.

La propiedad de los fullerenos asociada a su capacidad de almacenar una cantidad considerable

de energı́a en un gran número de grados de libertad vibracionales ha sido esencial para la detección y

estudio de colisiones que dan lugar a la ruptura de fullerenos y a la formación de compuestos endoédricos

estables.

1.4.1. Colisiones con fullerenos a energı́as medias-altas.

La mayor parte de las colisiones con fullerenos estudiadas hasta estos momentos se han centrado

principalmente en el rango de energı́a intermedio-alto, comprendido entre varias decenas de eV y los

keV [43-50]. Con ello se ha buscado obtener información que ayudase a comprender los mecanismos de

inserción de las distintas especies para formar complejos endoédricos estables, ası́ como los mecanismos

asociados a la fragmentación que este tipo de colisiones inducen sobre la estructura de los fullerenos.

Para ello se ha empleado haces de fullerenos neutros o ionizados (C �56, C �58, C �60, C �70) que se han hecho

incidir sobre distintos blancos gaseosos (He, Ne, Ar, Li � , Na � , K � , O2, CO2, (CH2)3, C3H6, SF6).

Se ha observado que los complejos endoédricos sólo se producen cuando la energı́a de la colisión

supera cierto umbral, que varı́a según los distintos fullerenos y especies que intervienen en la colisión.

Se ha comprobado, que aún en las condiciones más favorables, éstos sólo se forman en un porcentaje

muy bajo de colisiones. El mecanismo de inserción varı́a también según los distintos átomos o moléculas

que participen en el proceso. Las especies más pequeñas y ligeras, tales como el Li � y He [47,43,44],

atraviesan la estructura de carbono del fullereno a través de sus anillos hexagonales, pero tan sólo cuando

inciden exactamente en su centro. Cuando la colisión es con especies más pesadas y voluminosas, Na � ,

K � [47], Ne [45] entre otras, debido a su mayor tamaño, no se produce la inserción directa a través el
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centro de los hexágonos, por muy alta que sea la energı́a de incidencia. En este caso, el fuerte impacto

origina la ruptura de algunos enlaces de carbono en el fullereno, esto origina un hueco (o ventana) en

la superficie del fullereno a través del cual penetra el átomo o molécula que colisiona. El complejo

endoédrico se forma a posteriori sólo si el fullereno es capaz de recuperar su disposición inicial, dejando

a la especie colisionante atrapada en su interior.

Según se ha comprobado, en muchas ocasiones los complejos endoédricos formados durante una

colisión son altamente inestables, presentando tiempos de vida media muy cortos. Se suele tratar en estos

casos de estados precursores que inducen a la posterior fragmentación del fullereno. Como consecuencia

de esta ruptura se puede producir la liberación de la especie confinada, o bien la pérdida de cierto número

de átomos de carbono, en cuyo caso puede que siga existiendo un complejo endoédrico, aunque en una

cavidad más pequeña [51,44-47, 45, 46].

Respecto a los productos formados en la fragmentación que estas colisiones de altas energı́as inducen

sobre la estructura de los fullerenos, se ha comprobado que dependen en gran medida de las dos especies

que colisionen [37]. El análisis de los espectros de masas recogido en algunas de estas colisiones ha reve-

lado una distribución de fragmentos formada principalmente por fullerenos C �2n para n � 16 y estructuras

C �n con forma de anillo o cadena lineal si n � 32. La formación de fragmentos grandes con estructura de

fullerenos es posible gracias a la combinación de ruptura y pérdidas sucesivas de unidades C2 metaesta-

bles. Mientras que los fragmentos pequeños, con n � 30, son debidos al mecanismo de ruptura que viene

acompañado por pérdidas de unidades C ó C3.

Un caso drástico de fragmentación, o más bien desintegración, ocurre cuando el fullereno C60 se

encuentra bajo la influencia de la irradiación de iones pesados. En estas condiciones se ha mostrado que

el C60 se rompe en átomos de carbono individuales [50]. Esta tendencia de los fullerenos a desintegrarse

cuando son expuestos a la acción de partı́culas pesadas altamente energéticas indicarı́a que su abundancia

en el medio interestelar debe ser baja.

1.4.2. Colisiones con fullerenos a energı́as medias-bajas.

Cuando la energı́a de la colisión es suficientemente baja
�
1 � E � 150eV � [43, 51-54], de forma que

los canales de fragmentación permanecen cerrados, se ponen de manifiesto procesos importantes como

son la transferencia de carga entre las especies colisionantes, la formación de complejos substitucionales

y aductos (especies adsorbidas en la superficie del fullereno). Aunque también en estos casos, si el

proyectil incidente tiene la energı́a y la dirección adecuadas, pueden formarse complejos endoédricos

durante la colisión.

En colisiones entre fullerenos y átomos cargados positivamente se ha comprobado que en la mayor

parte de los casos, a excepción de los iones alcalinos Li � , Na � , K � , el fullereno cede uno de sus elec-

trones al átomo. Esta transferencia ocurre antes de la colisión, cuando las dos especies se están acercando
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y se encuentran suficientemente próximas como para que sea posible el ”salto”de la carga electrónica.

Es por ello que la colisión ocurre en realidad entre el fullereno catión y el átomo neutro.

En un estudio experimental de colisiones a bajas energı́as
�
2 � 80eV � entre haces de fullerenos C60

neutros y distintos átomos ionizados [54] se ha comprobado que la tendencia hacia la reacción quı́mica

varı́a drásticamente de una especie a otra. En algunas de ellas no se ha observado barrera de activación

para la formación de aductos XC �60 (X � B � C � C2), siendo éstos suficientemente estables para sobrevivir

varios milisegundos. En el caso particular del Fe � parece que éste forma dos compuestos FeC �60 distintos,

con energı́as de activación y estabilidad diferentes. Otras especies, como son el N � y C � , reaccionan para

dar lugar a compuestos substitucionales. Y finalmente se ha encontrado iones atómicos, como es el caso

del F � que, salvo la transferencia de carga electrónica, no reaccionan en absoluto con el fullereno durante

la colisión.

1.4.3. Colisiones de fullerenos con superficies.

Los estudios de colisiones con haces de fullerenos, tanto neutros como ionizados, y distintas superfi-

cies han jugado un papel importante en la caracterización de la estructura y reactividad de estas moléculas

[55-59].

Se ha observado que los procesos que tienen lugar en estas colisiones y el rango energético al que

ocurren están determinadas, no sólo por el tipo de haz molecular empleado, sino también por la estructura

y composición de la superficie que actúa como blanco.

Particularmente interesantes son las colisiones entre haces de C60 neutros y superficies semiconduc-

toras. En este caso se pueden formar enlaces covalentes entre átomos de la superficie y del fullereno.

Como consecuencia de dichos enlaces el C60 puede quedar adsorbido sobre la superficie, o bien aban-

donar el sustrato con defectos en su estructura. De la misma manera, en los casos en los que se produce

la ruptura de la molécula incidente, los fragmentos originados pueden quedar enlazados a la superficie,

dando lugar a crecimientos locales sobre ésta. Cuando la colisión se produce con una superficie de ful-

lerita, parte de la energı́a cinética inicial de los proyectiles se invierte en formar fullerenos de mayor

tamaño que son liberados de la superficie.

Distintos experimentos de colisiones de C �60 con superficies de grafito y diamante [56-58] han de-

mostrado que se trata de procesos altamente inelásticos en los que el ion incidente pierde gran parte de su

energı́a inicial en calentar la superficie durante el impacto. Para energı́as de hasta 200eV no se observa

fragmentación del fullereno. Éste sale rebotado con una energı́a de centro de masas ECM � 15eV , sea

cual fuere su energı́a de incidencia. Y si bien puede llegar a deformarse considerablemente durante el

impacto, suele ser capaz de recuperar su estructura original después de sufrir distorsiones en la misma.

Cuando la energı́a de incidencia es superior a 200eV , se transfiere suficiente energı́a de la colisión en

energı́a interna del fullereno, produciéndose a consecuencia de ello su fragmentación mediante pérdida
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sucesiva de unidades C2.

Un estudio similar con una superficie de Si(100) [56] ha revelado un patrón de comportamiento

análogo al que acabamos de describir para el grafito y el diamante. Aunque en este caso el C �60 captura

un electrón de la superficie cuando se encuentra suficientemente cerca de ésta, con lo que la colisión

ocurre en realidad con los fullerenos neutros.

Si la superficie que actúa como blanco en la colisión termina en radicales libres, tales como H, CH3,

CF3 entre otros, se han comprobado [55] que éstos amortiguan el impacto de los fullerenos, dando lugar

a un menor intercambio de energı́a entre la superficie y el proyectil, y con ello un desplazamiento en el

rango de fragmentación hacia energı́as más altas.

En las siguientes tablas presentamos una recopilación de las diversas investigaciones de colisiones

con fullerenos, tanto teóricas como experimentales, realizadas hasta el momento de redactar la presente

Memoria. Especificamos en cada caso las especies que han intervenido en la colisión, ası́ como los

procesos más relevantes que se han encontrado para los distintos rangos de energı́a estudiados.

Proyectil Blanco Energı́a Procesos Relevantes Ref.

C �60, C �70 He � 17eV Formación del complejo endoédrico He@C �60 [43]
� 8keV Ruptura, fragmentos C �n y CnHe � , n(48-58, par) [44]

C �60 Ne � 8keV Formación del complejo endoédrico Ne@C �60 [45]
Fragmentación, pérdida de unidades C2

C �60 Ar � 8keV Formación del complejo endoédrico [45]
Ruptura, fragmentos CnAr � , n(49-55, impar)

C �60, C �70 SF6 (25-300)eV Transferencia de carga: C �60 � 70+SF6 � C2 �60 � 70+SF �6 [46]
Ruptura, fragmentos CnF � (n=1-11)

Li � C �60 � 5eV Se forma Li@C60 (centro hexágonos) [52]
Na � C �60 � 20eV Se forma Na@C60 (ruptura enlaces) [52]
K � C �60 � 10eV Se forma K@C60 (ruptura enlaces) [52]

Cuadro 1.3: Colisiones de fullerenos iónicos con especies atómicas y moleculares.



18 LOS FULLERENOS.

Proyectil Blanco Energı́a Procesos Relevantes Ref.

N � C60 (1-80)eV Transferencia de carga: C60+N � � C �60+N [53]
Ruptura, fragmentos C �60 � 2n (n=1-8)
Baja reactividad quı́mica para formar C59N �
Disociación del C59N � por la pérdida de CN.

Ne � C60 (0-100)eV Transferencia de carga: C60+Ne � � C �60+Ne [51]
� 25eV El Ne rebota, poca transferencia de energı́a
� 25eV Complejo endoédrico (ruptura de enlaces)

Ruptura, fragmentos C �60 � 2n, Ne@C �60 � 2n
Li � C60

� 6eV Formación de [Li@C60] � (centro hexágonos) [47]
Canal de fragmentación, pérdida del Li �
Fragmentos C �60 � 2n (E � 30eV)

Na � C60
� 18eV Formación de [Na@C60] � (ruptura enlaces) [47]

Canal de fragmentación, pérdidas de C2

Fragmentos C �60 � 2n, [Na@C60 � 2n] � (E � 30eV)
K � C60

� 40eV Formación de [K@C60] � (ruptura enlaces) [47]
Canal de fragmentación, pérdidas de C2

Fragmentos C �60 � 2n, [K@C60 � 2n] � (E � 30eV)
B � C60 (2-80)eV Formación del aducto C60B � (desaparece � 10eV) [54]

Transferencia de carga: C60+B � � C �60+B
C � C60 (2-80)eV Formación del aducto C �61 (desaparece � 15eV) [54]

Formación compuesto substitucional
Transferencia de carga: C60+C � � C �60+C
Ruptura del aducto con pérdidas de C.

N � C60 (2-80)eV Formación compuesto substitucional [54]
Transferencia de carga: C60+N � � C �60+N

O � C60 (2-80)eV Formación del aducto C60O � (desaparece � 28eV) [54]
Transferencia de carga: C60+O � � C �60+O
Ruptura del aducto con pérdidas de O, CO, CO2.

F � C60 (2-80)eV Transferencia de carga: C60+F � � C �60+F [54]
Fe � C60 (2-80)eV Formación de dos aductos (desaparecen � 15,40eV) [54]

Transferencia de carga: C60+Fe � � C �60+Fe
C �2 C60 (2-80)eV Formación del aducto C �62 (desaparece � 36eV) [54]

Transferencia de carga: C60+C �2 � C �60+C2

Ruptura del aducto con pérdidas de C2.
CO � C60 (2-80)eV Transferencia de carga: C60+CO � � C �60+CO [54]
C �60 C60 (200-250)eV Fusión, se forma C �120 (tiempo vida 70 µs) [48]

� 1keV Multifragmentación [49]

Cuadro 1.4: Colisiones de fullerenos neutros con especies atómicas y moleculares.
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Proyectil Superficie Energı́a Procesos Relevantes Ref.

C �60 Grafito � 200eV Transferencia de energı́a a la superficie [56]
Diamante Calentamiento de la superficie

Energı́a final del proyectil � 15eV
Deformación y rebote del C60

� 200eV Fragmentación, pérdida de unidades C2 [57]
C �60 Si(100) � 250eV Neutralización del C �60 [56]

Transferencia de energı́a a la superficie
Calentamiento de la superficie
Energı́a final del proyectil � 15eV
Deformación y rebote del C60

C60 Diamante(111) � 120eV Deformación rebote del C60 [58]
(120-240)eV Enlaces covalentes con la superficie

� 240eV Ruptura del C60, pérdidas C2

Cuadro 1.5: Colisiones de fullerenos con superficies.
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Capı́tulo 2

Estructura electrónica y polarizabilidades
de los fullerenos icosaédricos.

Considerando que uno de los objetivos centrales de la Tesis es el estudio de la dinámica en complejos exoédri-
cos del fullereno C60 con un ion alcalino, lo cual sólo es posible si se conoce el potencial de interacción entre
ambas especies, se nos ha planteado la necesidad de formular un modelo teórico que permitiese estimar correcta-
mente la respuesta del fullereno a un campo eléctrico externo, analizando para ello su estructura electrónica y su
polarizabilidad dipolar eléctrica.

En este capı́tulo introduciremos un modelo semiempı́rico del tipo Pariser-Parr-Pople (PPP) que, complemen-
tado con ciertos criterios fı́sicos de consistencia basados en la respuesta molecular esperada a un campo eléctrico
externo débil nos permitirá, además de reproducir la estructura de niveles π-electrónicos y la polarizabilidad dipo-
lar eléctrica conocidas para el fullereno C60, su predicción en el caso de varios fullerenos icosaédricos en el rango
C60 � C720.

Estudiaremos también como se comporta dicha polarizabilidad en función del tamaño del fullereno.

2.1. Respuesta molecular a un campo eléctrico externo.

La principal respuesta de una molécula cuando es expuesta a la acción de un campo eléctrico externo

E es una redistribución de su carga electrónica y la formación de un momento dipolar eléctrico inducido

p. Definido por:

p � N

∑
i � 1

eiri � (2.1)

donde ei es la carga eléctrica inducida por el campo externo E en el átomo que se encuentra en la

posición ri. La interacción entre este momento dipolar inducido en la molécula y el campo eléctrico que

lo ha originado, gobernada por un hamiltoniano que en primer orden se puede escribir de la forma:

H
� �

� p � E � (2.2)

produce a su vez una variación en la energı́a del sistema.
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Para campos aplicados suficientemente débiles, la expresión perturbativa de la energı́a U del sistema,

expresada como:

U
�
E � � U0

� dU
dE

�
0
E

� 1
2

d2U
dE2

�
0
E2 � 1

6
d3U
dE3

�
0
E3 �������

(2.3)

donde el subı́ndice 0 indica valores tomados a campo E nulo, junto con el teorema de Hellmann-Feynman

[60], dado en este caso por:
dU
dE

��� ∂H
∂E � � (2.4)

permiten expresar el valor esperado para el momento dipolar inducido como un desarrollo en potencias

del campo eléctrico externo aplicado,

pi
�
E � � p0

i
� αi jE j

� 1
2

βi jkE jEk
� 1

6
γi jkl E jEkEl

��������� �
i � j � k � l � ��� � ��� x � y � z 	 � (2.5)

siendo p0 el momento dipolar eléctrico permanente de la molécula, mientras que los coeficientes que

acompañan a las sucesivas potencias del campo permiten definir las distintas magnitudes moleculares

que caracterizan la respuesta del sistema a los campos eléctricos externos. Estos son, los tensores de

polarizabilidad ᾱ (orden 2), de hiperpolarizabilidad primera β̄ (orden 3), de hiperpolarizabilidad segunda

γ̄ (orden 4) y ası́ sucesivamente.

Considerando entonces que el cambio en la energı́a del sistema cuando se aplica un campo eléctrico

externo E coincide con el trabajo realizado sobre el dipolo inducido cuando la magnitud de dicho campo

varı́a desde 0 hasta su valor final E:

∆U � U
�
E � � U

�
0 � �

��
 E

0
p

�
E

� � dE
�

(2.6)

se obtiene, a partir del desarrollo (2.5), que dicha variación de energı́a puede expresarse como el siguiente

desarrollo:

∆U � U
�
E � � U

�
0 � �

� p0
i Ei

�

1
2

αi jEiE j
�

1
6

βi jkEiE jEk
�

1
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γi jklEiE jEkEl
�

���������
(2.7)

En las moléculas con simetrı́a esférica, como es el caso de los fullerenos icosaédricos, el momento

dipolar permanente p0 y el tensor hiperpolarizabilidad primera β̄ son nulos. Debido a esto, el tensor

de polarizabilidad ᾱ, que también por simetrı́a queda reducido a un tensor isótropo α � αii
�
αi j

� 0�
i �� j � �

i � j � �� x � y � z 	 � , se convierte en la magnitud molecular básica que caracteriza la respuesta de más

bajo orden de estas moléculas a un campo eléctrico externo. Si se desprecian entonces correcciones de

orden superior, las cuales según vemos en los desarrollos (2.5) y (2.7) vienen dadas por el tensor γ̄, tanto

el momento dipolar inducido en la molécula,

p � αE (2.8)
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como el cambio en la energı́a del sistema debido a la aplicación del campo eléctrico,

∆U � U
�
E � � U

�
0 � �

�

1
2

αE2 (2.9)

quedan determinadas únicamente por la polarizabilidad α de la molécula y la intensidad del campo

eléctrico aplicado.

La polarizabilidad eléctrica es una propiedad básica, que no sólo determina la respuesta de especies

neutras a campos aplicados externos, sino que interviene también en fenómenos de colisión, caracterizan-

do el comportamiento de partı́culas neutras en su interacción con otras partı́culas neutras y/o cargadas.

2.2. Polarizabilidad eléctrica de los fullerenos icosaédricos.

Respecto al fullereno C60, la mayor parte de los valores experimentales disponibles hasta el momento

de su polarizabilidad dipolar eléctrica se han obtenido a partir de medidas ópticas y de conductividad

realizadas en muestras sólidas [61-64]. En estos casos, los valores extraı́dos a partir de la constante

dieléctrica medida para la fullerita, tras aplicar la relación de Clausius-Mossotti, se encuentran entre

α
�
C60 ��� 80 � 90Å3 [29].

Hasta 1999 el único dato experimental conocido para la polarizabilidad de las moléculas de C60

aisladas en fase gaseosa correspondı́a a una medida de scattering Rayleigh de la luz para una mezcla

gaseosa de moléculas de C60 y C70 [65]. En dicho experimento se obtuvo una polarizabilidad eléctrica

aproximada para el C60 de 1000Å3, un valor muy alejado de las previsiones teóricas y de los resultados

aportados por las medidas en fase sólida. En ese año se daba a conocer la primera medida experimental

directa de la polarizabilidad estática de moléculas de C60 aisladas en fase gaseosa (se utilizó para ello

la técnica de deflexión de haces moleculares), obteniéndose α
�
C60 � � 76 � 5 �

8Å3 [66]. El otro valor

experimental directo conocido para la polarizabilidad del fullereno C60 en fase gaseosa, obtenido esta

vez a partir de una medida dinámica, es de α
�
C60 � � 79

�
4Å3 [67].

La diferencia entre los valores obtenidos en fase sólida y gaseosa se atribuye a la contribución vibra-

cional a la polarizabilidad de la red cristalina en fase sólida, estimada en torno a 2Å3. Conviene tener en

cuenta, sin embargo, que la alta densidad de moléculas en la fullerita resta fiabilidad a los valores de la

polarizabilidad obtenidos a partir de muestras sólidas, ya que una de las suposiciones sobre las que se

apoya la relación de Clausius-Mossotti, que asume que la polarizabilidad eléctrica de una molécula en el

sólido no se modifica por su interacción con moléculas vecinas, deja de ser válida en estos materiales.

Desde el punto de vista teórico, se han utilizado numerosos modelos para obtener la estructura elec-

trónica y la polarizabilidad eléctrica de los fullerenos. Los valores estimados con estos modelos para la

polarizabilidad del C60 se encuentran entre 36 y 154Å3 [Tabla (2.1)]. En algunos de estos modelos se
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trata cada vértice atómico como un dipolo individual, calculándose la polarizabilidad total como la re-

spuesta autoconsistente de un sistema de dipolos que interactúan [68,69]. Ajustando las polarizabilidades

de los dipolos discretos para fijar los datos conocidos en moléculas aromáticas planas y en el grafito se

han obtenido valores de 61 y 77Å3 respectivamente.

Una aproximación distinta se basa en suponer que la estructura del C60 está cubierta por electrones

móviles deslocalizados. La imagen más sencilla, de acuerdo con este modelo, considera al C60 como

una capa esférica que contiene 60 electrones libres. Un cálculo para este gas esférico de electrones no

interactuantes da una polarizabilidad de 390Å3 [70], lo cual supone una considerable sobreestimación y

pone en evidencia la carencia en el modelo del efecto de apantallamiento debido a la interacción electrón-

electrón.

Por otro lado, un modelo sencillo que considera al C60 como una esfera conductora clásica, en el

que se asume que los efectos debidos a la interacción interelectrónica en respuesta al campo eléctrico

externo aplicado producen un desplazamiento de la superficie de carga inducida hacia el exterior de la

esfera de la estructura iónica, consigue dar buena cuenta de los importantes efectos de apantallamiento

en esta molécula. De este modo, suponiendo que esta esfera conductora tiene un radio efectivo de 4 � 3 Å ,

obtenido al añadirle a los 3 � 55Å de radio de la estructura iónica la mitad de los 1 � 5Å correspondientes

al grosor de la nube electrónica, se obtiene un valor para la polarizabilidad de 80Å3 [29], muy próximo

a los datos experimentales.

En la Tabla (2.1) se muestra una lista de resultados teóricos obtenidos para la polarizabilidad del C60.

En cada caso se indica el tratamiento empleado para caracterizar la estructura electrónica de fullereno.

Con dicha tabla se pretende poner de manifiesto la variedad de técnicas empleadas ası́ como el rango de

valores a los que dan lugar.

Si nos interesamos por conocer las polarizabilidades dipolares eléctricas correspondientes a fullerenos

mayores que el C60, nos encontramos con una ausencia casi total de información, tanto desde el punto de

vista teórico como experimental.

Una cuestión interesante, y aún sin resolver, se refiere a la posible dependencia de la polarizabilidad

con el tamaño del fullereno. Existen dos planteamientos teóricos que defienden comportamientos op-

uestos. Uno de ellos, basado en la hipótesis de aditividad atómica, sostiene que la polarizabilidad tiene

su origen en un conjunto de elementos polarizables independientes. Si este fuera el caso, la polariza-

bilidad deberı́a aumentar su valor de forma lineal con el número de átomos de la molécula
�
α ∝ n � , o

de forma equivalente, con la superficie del fullereno. En el otro planteamiento teórico se argumenta que

tales elementos independientes no existen, y dado

que los electrones gozan de cierta libertad para moverse sobre la superficie molecular conductora,

mantiene que la polarizabilidad debe aumentar linealmente con el volumen molecular. En fullerenos

esféricos esto implicarı́a que α∝R3 ∝n3 � 2, siendo R el radio de la estructura iónica. Situaciones interme-
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METODO TEÓRICO α(Å3 � Ref.

Teorı́a de perturbaciones (tight-binding) 36 [71]
Respuesta lineal (tight-binding) 43 [32]
Hamiltoniano Pariser-Parr-Pople (Hubbard extendido) 48 [33]
Capa dieléctrica 48-55 [62]
RPA (tight-binding) 57 [72]
Interacción átomo-monopolo-dipolo 61 [68]
Hartree-Fock acoplado (conjunto de base gausianos) 65 [73]
Dipolos atómicos discretos interactuantes 77 [69]
LDA (conjunto de base gausianos) 78 [74]
LDA (combinación lineal de orbitales atómicos) 78-101 [75]
Hartree-Fock dependiente del tiempo 79 [76]
Esfera conductora (radio efectivo 4 � 3Å) 80 [29]
Aditividad (componentes atómicos hı́bridos) 80 [77]
Hartree-Fock dependiente del tiempo (NDO) 82 [78]
LDA+RPA (modelo de electrones libres + apantallamiento efectivo) 82 [79]
LDA (conjunto de base gausianos) 83 [80]
RPA (conjunto de base gausianos) 86 [81]
LDA+RPA (pseudopotenciales no locales) 89 [82]
TDLDA (capa electrones libre) 91 [83]
Respuesta lineal (pozo esférico) 116 [84]
TDLDA (capa electrones libres) 138 [85]
Hamiltoniano de valencia efectivo 154 [86]
Respuesta lineal (tight-binding) 77 [87]
Ab-initio SCF (conjunto de base gausianos) 75 [88]

Cuadro 2.1: Valores de la polarizabilidad α obtenidos para el fullereno C60 a partir de diferentes modelos
teóricos(Fuente [29]).
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ESTRUCTURA ELECTRÓNICA Y POLARIZABILIDADES DE LOS FULLERENOS

ICOSAÉDRICOS.

dias se ajustarı́an a la expresión α∝nν, con una elección adecuada del exponente ν.

La medida experimental reciente de la polarizabilidad del fullereno C70 en fase gaseosa (α
�
C70 � �

102
�

14Å3[87]) ha permitido estimar el cociente entre la polarizabilidad de este fullereno y la del C60 en

α
�
C70 � � α �

C60 � � 1 � 33
�

0 � 04 [87], mientras que según un cálculo ab-initio realizado para el C70 dicho co-

ciente serı́a α
�
C70 � � α �

C60 � ∝
�
7 � 6 � 1 � 45 � 1 � 25 [89]. También se ha llevado a cabo un cálculo semiempı́ri-

co sistemático para estos mismos fullerenos utilizando un modelo tipo Pariser-Parr-Pople (PPP), con

parámetros elegidos a partir de los pertenecientes a moléculas aromáticas tı́picas, tales como el benceno

[33]. En este estudio se ha obtenido un valor de 1.66 para la misma razón entre polarizabilidades, aunque

la polarizabilidad α � 43Å3 obtenida para el C60 se encuentra significativamente por debajo del valor

α � 80Å3 más aceptado para esta molécula.

En otro estudio sobre 46 fullerenos en el rango C60
� C240 [68], en el que se aplicó un modelo

semiempı́rico que consideraba cada fullereno como una distribución de átomos puntuales, interaccio-

nando unos con otros a través de sus momentos monopolares y dipolares inducidos, se obtuvo como

mejor ajuste para las polarizabilidades en función del número de átomos la expresión α ∝ n1 � 3.

Vemos por tanto que con los estudios realizados hasta el momento no se puede establecer una ley

concluyente que determine la variación de la polarizabilidad de los fullerenos en términos de su tamaño.

2.3. Estructura electrónica.

2.3.1. Modelo teórico.

Para hacer una estimación de los valores de las polarizabilidades eléctricas en cualquier molécula,

necesitamos adoptar algún modelo teórico que nos permita fijar la estructura electrónica de dicho sistema

fı́sico. En el caso particular de los fullerenos, algunos de los métodos utilizados dan lugar a complicados

y costosos cálculos que sólo se pueden llevar a cabo con grandes paquetes de programas como el GAUS-

SIAN [90] y el TURBOMOLE [91], mientras que hay otros que apenas requieren una calculadora. Desde

el punto de vista de los investigadores, el criterio más importante a la hora de decidir el método a utilizar,

además del realismo del modelo, es el balance entre coste computacional y la precisión requerida en los

valores a obtener.

Supongamos entonces un fullereno CN . Para obtener la estructura de niveles electrónicos y las fun-

ciones de onda estacionarias Ψ de este sistema compuesto por N núcleos atómicos y 6N electrones se ha

de resolver la ecuación de Schrödinger no relativista e independiente del tiempo:

ĤΨ � EΨ (2.10)
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donde el operador hamiltoniano Ĥ, expresado en unidades atómicas, viene dado por:

Ĥ �
�

1
2

N

∑
I � 1

∇̄2
I

mI

�

1
2

6N

∑
i � 1

∇̄2
i

� 1
2

N

∑
I �� J � 1

ZIZJ�
RI

� RJ
� �

N

∑
I � 1

6N

∑
i � 1

ZI�
RI

� ri
� � 1

2

6N

∑
i �� j � 1

1�
ri

� r j
� (2.11)

siendo mI , ZI y RI la masa, el número atómico y la posición instantánea del núcleo de carbono I re-

spectivamente, mientras que ri denota la posición instantánea del electrón i. Los cinco términos de Ĥ,

comenzando de izquierda a derecha, describen la energı́a cinética de los núcleos atómicos, la energı́a

cinética de los electrones, la repulsión entre núcleos, la atracción entre electrones y núcleos y la repul-

sión electrón-electrón.

Para resolver la ecuación (2.10) se utiliza, como suele ser habitual en la Fı́sica Molecular, la aprox-

imación de Born-Oppenheimer [92] que permite separar el movimiento de electrones y núcleos
�
Ĥ �

Ĥe
�

Ĥn � Ψ � ΨeΨn � . Estos últimos, mucho más pesados, se pueden considerar fijos en una disposición

particular R y resolver la ecuación de Schrödinger para los electrones en el potencial eléctrico estático

que éstos originan. Nos centramos por tanto en la solución de la ecuación de Schrödinger electrónica

Ĥe
�
R � Ψe

� Ee
�
R � Ψe (2.12)

con el hamiltoniano electrónico dado por 1:

Ĥe
�
R � �

�

1
2

6N

∑
i � 1

∇̄2
i

�

N

∑
I � 1

6N

∑
i � 1

ZI�
RI

� ri
� � 1

2

6N

∑
i �� j � 1

1�
ri

� r j
� � (2.13)

Existen dos grandes tratamientos teóricos para obtener la solución de la ecuación de Schrödin-

ger electrónica: los cálculos ab-initio y los métodos semiempı́ricos [24]. En el primer caso se elige un

modelo para la función de onda electrónica Ψe, normalmente como desarrollo en ciertas funciones base, y

se resuelve la ecuación (2.12) utilizando como únicos parámetros de entrada los valores de las constantes

fundamentales y los números atómicos de los núcleos. Aunque en principio son posibles muchas formas

diferentes de funciones base, en cálculos con moléculas grandes como son los fullerenos sólo se han

utilizado funciones cartesianas tipo gausianas centradas en los núcleos atómicos (CGTFs). En general, la

1En la ecuación (2.12) hemos omitido el término de repulsión nuclear, ya que éste permanece constante para una disposición
fija R de los núcleos atómicos. Si bien esto no modifica las funciones de onda electrónicas Ψe resultantes, la energı́a electrónica
total se obtendrı́a, una vez resulta (2.12), de la forma:

Ue � R ��� Ee � R ��� 1
2

N

∑
I �	 J 	 1

ZIZJ

RI � RJ


�
A su vez, Ue � R � actuarı́a como energı́a potencial para el movimiento de los núcleos, cuyas funciones de onda Ψn se obtendrı́an
como soluciones de la ecuación �

� 1
2

N

∑
I 	 1

∇̄2
I

mI
� Ue � R ��� Ψn � EnΨn

siendo En la energı́a total de la molécula
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precisión de las funciones de onda resultantes mejora si se incrementa el número de funciones base em-

pleadas. Sin embargo, dicha mejora supone un mayor coste en el esfuerzo computacional. En cualquier

caso, los fullerenos son moléculas demasiado ”grandes” para los métodos ab-initio estándar, los cuales

presentan en estos sistemas serios problemas técnicos. Por ello se suele recurrir, y este será también

nuestro caso, a los métodos semiempı́ricos. En dichos métodos se hace uso de una forma simplificada

del hamiltoniano electrónico (2.13), además de ciertos parámetros ajustables a partir de datos obtenidos

experimentalmente. Una de las ventajas de los métodos semiempı́ricos es que permiten hacer una in-

terpretación fı́sica directa de los resultados obtenidos. En nuestro caso, esto nos permitirá realizar un

estudio sistemático de las propiedades electrónicas de la familia de los fullerenos icosaédricos.

Teniendo en cuenta que los métodos semiempı́ricos tradicionales [93,94] para la resolución de la

estructura electrónica se basan en la denominada separación σ � π, en la cual los electrones insaturados,

o π, de una molécula son tratados de forma independiente al resto de los electrones, cuya influencia se

pone únicamente de manifiesto a través de un potencial efectivo en el cual se mueven los electrones π, la

elección de uno de estos métodos en el caso de los fullerenos se puede justificar en base a varios argu-

mentos. En primer lugar, como ya sabemos, la polarizabilidad de una molécula caracteriza la respuesta

de sus electrones a campos eléctricos suficientemente débiles. En segundo lugar, considerando que dicha

respuesta tiene lugar dentro del régimen perturbativo, y que por tanto los orbitales relevantes en dicho

proceso son los últimos ocupados y los primeros desocupados, en el caso de los fullerenos, tal y como

vimos en el capı́tulo anterior para el caso del C60, estos orbitales corresponden básicamente a los en-

laces asociados a los electrones π, los cuales pueden ser bien representados por combinaciones lineales

de N orbitales atómicos tipo 2pz, cada uno de ellos localizado en un átomo de carbono. De este modo,

si el campo eléctrico externo es lo suficientemente débil, estos orbitales π bastarán para caracterizar la

respuesta del sistema y obtener a partir de ella la polarizabilidad molecular.

La mayor complicación en todos los cálculos de estructura electrónica es la presencia del término de

repulsión electrón-electrón en el hamiltoniano Ĥe. En el caso del método semiempı́rico más conocido, la

teorı́a de orbital molecular de Hückel (HMO) [93], el tratamiento para dicho término es bastante drástico.

Simplemente se desprecia y se considera un hamiltoniano aproximado para los electrones π expresado

como suma de términos correspondientes a un sólo electrón:

Ĥπ
� N

∑
i � 1

ĥπ
i
�

(2.14)

Si bien presenta la ventaja de una gran simplicidad, el procedimiento de Hückel tiene serios defectos

relacionados con la dificultad de plantear una definición precisa del hamiltoniano monoelectrónico ĥπ
i .

Además de, tal y como acabamos de comentar, proponer un tratamiento muy pobre para la repulsión in-

terelectrónica. En nuestro caso hemos optado por un método semiempı́rico tipo Parr-Pariser-Pople (PPP)

[94] que, aún incluyendo de forma explı́cita la inte-



2.3 Estructura electrónica. 29

racción electrón-electrón en su hamiltoniano π-electrónico aproximado, tiene un grado de sencillez com-

parable al procedimiento del método HMO. En el marco de esta teorı́a consideramos, por tanto, a nuestro

fullereno CN como un sistema compuesto por N electrones π, con un operador hamiltoniano electrónico

efectivo:

Ĥπ
� Ĥcore

� 1
2

N

∑
i �� j � 1

1
ri j

� (2.15)

donde 1 � ri j
�
ri j

� �
ri

� r j
� � es la repulsión electrostática entre los electrones π i y j, mientras que:

Ĥcore
� N

∑
i � 1

Ĥcore
�
i � � N

∑
i � 1 � T̂ �

i � �
Ûcore

�
i ��� � (2.16)

siendo T̂
�
i � y Ûcore

�
i � los operadores de energı́a cinética y energı́a potencial efectiva correspondientes al

electrón i. En este último término se incluye el campo de potencial debido tanto a los núcleos atómicos

como a todos los electrones σ, los cuales quedan representados en este modelo como un core rı́gido no

polarizable.

De acuerdo con la teorı́a de orbitales moleculares y con el método Hartree-Fock, la función de onda

para el estado fundamental del sistema se expresa como el producto antisimétrico (tipo determinante de

Slater) de espı́n-orbitales ψa
�
a � 1 � ����� � N � de los electrones π:

Ψπ
� 1�

N!
det

�
ψ1

�
1 � ψ2

�
2 � � � � ψN

�
N � � � 2 (2.17)

Los espı́n-orbitales óptimos se encuentran aplicando el principio variacional. A partir de él se obtiene

que cualquier espı́n-orbital ψa, con electrón i asignado, debe satisfacer la ecuación monoelectrónica:

f̂iψa
�
i � � εaψa

�
i � � (2.18)

donde εa es la energı́a del espı́n-orbital y f̂i el operador de Fock, dado por:

f̂i
� Ĥcore

�
i � �

N

∑
u � 1

�
Ĵu

�
i � � K̂u

�
i ��� � (2.19)

siendo Ĵu y K̂u los operadores de Coulomb e intercambio respectivamente, definidos como:

Ĵu
�
i � ψa

�
i � ��� 
 ψ 	u �

j ��
 1
ri j

�
ψu

�
j � dx j � ψa

�
i � (2.20)

y

K̂u
�
i � ψa

�
i � �� 
 ψ 	u �

j ��
 1
ri j

�
ψa

�
j � dx j � ψu

�
i � � (2.21)

2ψa � i ��� ψa � xi � , siendo xi los vectores de coordenadas conjuntas de posición y espı́n para el electrón i.
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La forma más conveniente de resolver las ecuaciones (2.18) es expresar la parte espacial de los espı́n-

orbitales como una combinación lineal ortonormal de orbitales atómicos conocidos, φµ, centrados sobre

cada uno de los núcleos atómicos (aproximación LCAO)

ψa
� N

∑
µ � 1

caµφµ
�
a � 1 � ����� � N � � (2.22)

A partir de las expresiones anteriores se obtiene que los coeficientes de dicho desarrollo, en principio

desconocidos, satisfacen un conjunto de N ecuaciones acopladas no lineales, una para cada espı́n-orbital

(ecuaciones de Roothaan [95]), que podemos expresar en forma de ecuación matricial:

F̄ � c̄ � S̄ � c̄ � ε̄ � (2.23)

donde c̄ es la matriz
�
N � N � de coeficientes, ε̄ es una matriz diagonal

�
N � N � con las energı́as de los

orbitales, S̄ es la matriz de solapamiento, definida por los elementos:

Sµν
� 
 φ 	µ �

ri � φν
�
ri � dri (2.24)

y finalmente la matriz de Fock, F̄ � H̄
�

Ḡ, cuyos elementos vienen dados por:

Fµν
� Hµν

�
Gµν

� Hµν
� ∑

λη
Pλη

� �
µλ

�
G

�
νη � �

1
2

�
µλ

�
G

�
ην ��� � (2.25)

donde

Hµν
� 
 φ 	µ �

ri � Hcore
�
i � φν

�
ri � dri (2.26)

son las integrales de core, mientras que

�
µλ

�
G

�
νη � � 
 
 φ 	µ �

ri � φ 	λ �
r j � 
 1

ri j

�
φν

�
ri � φη

�
r j � dridr j (2.27)

corresponden a las integrales de repulsión electrónica y

Pλη
� 2

N � 2

∑
a � 1

c 	aλcaη (2.28)

son los elementos de la matriz densidad.

Las energı́as εa de los orbitales moleculares ψa ocupados son las N � 2 raices más pequeñas del deter-

minante secular:

det
�
F̄ � εaS̄

� � 0 � (2.29)

mientras que la energı́a electrónica total del sistema viene dada por:

U � 1
2 ∑

µν
Pµν

�
2Hµν

�
Gµν � � (2.30)



2.3 Estructura electrónica. 31

Llegados a este punto el método PPP hace una serie de aproximaciones, más allá de la separación de

los electrones σ y π, que permiten simplificar la resolución de las ecuaciones de Roothaan. En primer

lugar se toman los elementos de la matriz de solapamiento S̄ de la forma:

Sµν
� δµν

�
(2.31)

Gracias a esta suposición (S̄ � Ī) el determinante secular (2.29) se convierte en la ecuación de valores

propios de la matriz F̄:

det
�
F̄ � εaĪ

� � 0
�

(2.32)

De este modo, los autovalores obtenidos tras la diagonalización corresponden a las energı́as εa de los

orbitales moleculares y las componentes de las autofunciones a los coeficientes caµ del desarrollo (2.22)

en orbitales atómicos.

A continuación el método supone la aproximación de solapamiento diferencial cero entre orbitales

atómicos (ZDO),

φ 	µφν
� 0 � para µ �� ν, (2.33)

debido a la cual, las únicas integrales de repulsión electrónica (2.27) no nulas son aquellas para las cuales

se cumple que µ � ν y λ � η, es decir:

�
µλ

�
G

�
νη � � �

µλ
�
G

�
µλ � δµνδλη

�
(2.34)

Con estas aproximaciones los elementos de la matriz de Fock (2.25) se convierten en:

Fµν
� Hµν

�
Gµν

��� Hµµ
� 1

2 Pµµ
�
µµ

�
G

�
µµ � �

∑
η �� µ

Pηη
�
µη

�
G

�
µη � si µ � ν

Hµν �

1
2 Pµν

�
µν

�
G

�
µν � si µ �� ν.

(2.35)

Dado que los términos Fµν dependen de los coeficientes caµ a través de la matriz P̄, se hace necesario

recurrir a una aproximación de campo autoconsistente
�
SCF � para resolver la ecuación (2.32). Esto es, se

genera un proceso iterativo que comienza introduciendo una matriz F̄ de prueba. Una vez diagonalizada

dicha matriz, se obtienen las energı́as εa y los coeficientes caµ. A partir de ellos se genera una nueva

matriz F̄ (2.35) y ası́ sucesivamente. El ciclo, representado en la Figura (2.1), finaliza cuando la energı́a

total del sistema, obtenida mediante la expresión (2.30), satisface el criterio de convergencia fijado.

Antes de comenzar el proceso iterativo es necesario evaluar las integrales de core y de repulsión inter-

electrónica, en términos de las cuales se definen las matrices H̄ y Ḡ. Una vez elegido el tipo de orbitales

atómicos que se van a utilizar en el desarrollo (2.22), en nuestro caso hemos escogido simplemente fun-

ciones tipo delta de Dirac, dichas integrales deberı́an calcularse a partir de las expresiones (2.26) y (2.27)

respectivamente. Sin embargo, como suele ocurrir en los procedimientos semiempı́ricos, en el método
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Figura 2.1: Esquema del proceso iterativo en la aproximación SCF.

PPP este cálculo se evita sustituyendo el valor de dichas integrales por parámetros empı́ricos, variables

en principio de un sistema a otro, y cuyos valores se fijan a partir de datos experimentales y ab-initio

conocidos.

A continuación plantearemos los parámetros utilizados en nuestro modelo, ası́ como los criterios que

hemos empleado para su determinación [30].

2.3.2. Parámetros del modelo PPP.

Tal y como acabamos de mencionar, vamos a expresar las matrices H̄ y Ḡ en términos de parámetros

empı́ricos.

Comenzamos con la matriz H̄ de las integrales core (2.26). Siguiendo el criterio del método HMO,

consideramos que los únicos elementos no nulos fuera de la diagonal son aquellos en los que intervienen

orbitales atómicos situados en posiciones (átomos de carbono) vecinas. A todos ellos se les asigna un

único valor dado por el parámetro β:

Hµν
�
µ �� ν � �

�
β µ y ν enlazados
0 µ y ν no enlazados.

(2.36)

Los elementos diagonales Hµµ dan la energı́a de los orbitales atómicos φµ. Dado que en ausencia de

campo externo todos los orbitales tienen la misma energı́a εµ
� ε0

� �
µ � 1 � ��� � N � y teniendo en cuenta que

para nuestro estudio únicamente las diferencias de energı́as son relevantes, hemos tomado ε0
� 0, y con

ello:

Hµµ
� 0
�

(2.37)

Respecto a las integrales de repulsión interelectrónica (2.27), ya hemos visto que en este modelo
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todas las integrales de Coulomb bielectrónicas se consideran nulas a excepción de aquellas de la forma:

�
µν

�
G

�
µν � � γµν

�
(2.38)

Para caracterizar en nuestro modelo estas integrales no nulas utilizaremos dos parámetros. A todas las

integrales de repulsión entre electrones de un mismo orbital atómico les hemos asignado un único valor

que viene dado por el parámetro γ. Para describir la repulsión culombiana entre electrones pertenecientes

a orbitales diferentes hemos introducido el parámetro χ. De este modo:

γµν
�

�
γ si µ � ν
χ � Rµν si µ �� ν,

(2.39)

donde Rµν
� �

Rµ
� Rν

�
es la distancia entre los átomos de carbono que ocupan las posiciones µ y ν.

Utilizando los parámetros γ y χ, los elementos de la matriz Ḡ (2.35) vienen dados entonces por:

Gµν
������ γ

2 Pµµ
� χ ∑

η �� µ

Pηη
Rµη

si µ � ν

�

χ
2

Pµν
Rµν

si µ �� ν.
(2.40)

Una vez hemos introducido los tres parámetros que intervienen en nuestro modelo, necesitamos

establecer criterios adecuados para seleccionar un conjunto de valores que reproduzcan correctamente la

estructura de niveles monoelectrónicos y la polarizabilidad dipolar eléctrica en los fullerenos.

En el caso del fullereno C60 fijaremos los valores de los parámetros a partir de los datos ab-initio y

experimentales conocidos de la estructura de niveles electrónicos y la polarizabilidad dipolar eléctrica en

esta molécula [30]. Desafortunadamente esta información necesaria no existe para fullerenos mayores

que el C60, lo que nos deja en principio sin datos de referencia que nos permitan ajustar los valores de los

parámetros. Una forma directa de proceder para estas moléculas serı́a utilizar, para todas ellas, el conjunto

de parámetros correspondientes al C60. Sin embargo, esta transferencia de parámetros de un sistema a

otro no tiene justificación fı́sica. Por ello, si queremos aplicar nuestro modelo PPP a fullerenos mayores

que el C60, con el propósito de obtener una estructura de niveles monoelectrónicos y polarizabilidades

dipolares eléctricas razonables, es necesario imponer al modelo el cumplimiento de ciertos criterios

fı́sicos de consistencia que sirvan de referencia para fijar los parámetros que intervienen en él.

Comenzaremos aplicando el modelo PPP al fullereno C60. El conjunto de parámetros seleccionado

para esta molécula, junto con la estructura de niveles electrónicos y polarizabilidades a que éstos den

lugar, nos servirán a continuación como punto de partida para extender el modelo a fullerenos mayores.

2.4. El fullereno C60 en el modelo PPP.

Tal como acabamos de mencionar, la abundante información disponible acerca de la estructura elec-

trónica del fullereno C60 hace posible una selección directa de los parámetros β, γ y χ de nuestro modelo.
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Los valores de β y χ, que son los únicos parámetros de los cuales depende la estructura de niveles

monoelectrónicos, los hemos ajustado de forma que los valores obtenidos a partir de ellos para el gap de

energı́a entre los niveles del primer orbital molecular desocupado (LUMO) y el último ocupado (HOMO),

ası́ como la anchura de banda entre los niveles del orbital molecular más elevado (HMO) y el más bajo

(LMO), coincidan con los aportados por diferentes cálculos ab-initio (ver Capı́tulo 1). Estos son:

ELUMO
� EHOMO � 2eV (2.41)

EHMO
� ELMO � 10eV

�
(2.42)

Aplicando este criterio hemos obtenido β �
� 1 � 4eV y χ � 2 � 88eV � Å y a partir de ellos el gap

�
ELUMO

� EHOMO � y anchura de banda
�
EHMO

� ELMO � que se indican en la Tabla (2.2), siendo el diagra-

ma de niveles de energı́a monoelectrónicos resultante el mostrado en la Figura (2.2). El parámetro γ, que

es el que determina el origen de la escala de energı́as en dicha representación, lo fijaremos más adelante

a partir de los valores conocidos para la polarizabilidad eléctrica del C60. Por ello el origen de escala en

el espectro de la Figura (2.2) es arbitrario, siendo importante sólo la estructura que éste presenta.
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Figura 2.2: Diagrama de niveles para los orbitales π obtenidos con el modelo PPP. A la izquierda hemos indicado
el orbital molecular más bajo (LMO), el más alto (HMO), el primero desocupado (LUMO) y el último ocupado
(HOMO). A la derecha mostramos las especies de simetrı́a a las que pertenecen cada uno de los niveles. El origen
de la escala de energı́a es arbitrario.

Si comparamos este espectro de niveles con el mostrado en la Figura (1.4), el cual recordamos fue

obtenido utilizando un modelo tight-binding que incluı́a los cuatro electrones de valencia de cada átomo



2.4 El fullereno C60 en el modelo PPP. 35

de carbono [32], observamos como los niveles monoelectrónicos obtenidos con nuestro modelo PPP

corresponden exactamente con los niveles más próximos al nivel de Fermi. Teniendo en cuenta que en

dicho cálculo se incluyen tanto electrones π como σ comprobamos que, tal y como habı́amos comentado

en el Capı́tulo 1, todos los niveles próximos al nivel de Fermi corresponden en el fullereno C60 a enlaces

con electrones tipo π. Además, los niveles de energı́a de los electrones σ, que apenas se mezclan con los

niveles de los electrones π, se encuentran bastante lejos del nivel de Fermi. Este espectro indica entonces

como, efectivamente, son los niveles asociados a los electrones π los que caracterizan las propiedades

electrónicas del fullereno C60, lo que justifica a su vez la utilización de un modelo basado en la separa-

bilidad de electrones σ y π para obtener la estructura electrónica y polarizabilidad de esta molécula. La

misma situación se espera que ocurra para el caso de los fullerenos mayores que el C60.

Incluso sin fijar el parámetro γ, este modelo ya puede proporcionar información para comparar con

la que se obtiene en el sistema real. En particular, podemos calcular la denominada polarizabilidad no

apantallada, o de no interacción, α0. En el marco de una teorı́a de electrones independientes, en la que no

se consideran por tanto los efectos de apantallamiento debidos a las interacciones de canje y repulsión

entre los electrones que componen el sistema, dicha magnitud viene definida por la relación:

p � α0Etot � (2.43)

donde

Etot
� Eloc

�
E (2.44)

es el campo eléctrico total que sienten los electrones y Eloc el campo eléctrico local creado por la dis-

tribución de carga inducida en el sistema cuando se aplica el campo externo E.

Tal como se deduce a partir de las expresiones (2.8) y (2.43), la diferencia entre las polarizabilidades

apantallada y no apantallada tiene su origen en el campo eléctrico local E loc generado por la interacción

entre los electrones del sistema en respuesta al campo externo aplicado E, que hace que el campo eléctrico

total en el sistema Etot no coincida con dicho campo externo. En el caso del fullereno C60, los valores ab-

initio conocidos para α0 (esta magnitud no es accesible experimentalmente) y los datos experimentales

disponibles para la polarizabilidad apantallada α, en la cual si se encuentra contenida la interacción entre

los electrones del sistema, indican que:

α0 � 4α � (2.45)

Esta notable diferencia entre ambas polarizabilidades refleja el hecho de que, al igual que ocurre en

otros sistemas relativamente grandes que contienen un elevado número de electrones móviles sobre una

superficie cerrada, el efecto de campo local o apantallamiento, debido al incremento de carga ligada sobre

la superficie esférica de la estructura iónica cuando se aplica un campo eléctrico externo, es bastante

importante en esta clase de moléculas.
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Aprovechando la geometrı́a de los fullerenos, una manera de estimar el campo local E loc, lo que per-

mitirı́a relacionar el campo total Etot en el interior de la cavidad molecular con el campo externo aplicado

E y a partir de ello las polarizabilidades α y α0, es mediante la construcción de modelos electrostáticos

clásicos sencillos. En particular, el modelo propuesto por Benedict y colaboradores [97], donde se sim-

ula el fullereno C60 por una esfera de radio R (determinado por la estructura iónica) y se supone que

el campo local Eloc creado por la distribución de carga ligada que se crea sobre dicha superficie como

consecuencia de la aplicación de un campo externo uniforme E es constante en el interior de la cavidad,

de forma que su magnitud se puede relacionar con la del momento dipolar p inducido en la molécula,

mediante la expresión:

Eloc
� p

R3 � (2.46)

permite obtener, a partir de las ecuaciones (2.8) y (2.43), la siguiente relación entre α y α0:

α � α0

1
� α0

R3

� (2.47)

según la cual, tal y como se esperaba, la polarizabilidad apantallada α es siempre menor que la no

apantallada α0. Sin embargo, de acuerdo con este modelo, el valor máximo de la polarizabilidad α, que

se alcanzarı́a en el lı́mite de esfera conductora clásica, αmax
� R3 � 45Å3, serı́a inconsistente con los

resultados experimentales conocidos de la polarizabilidad α, que como ya sabemos se encuentran en

torno a 80Å3. Esta discrepancia se puede solventar si se tiene en cuenta que la aplicación del campo

eléctrico externo produce un desplazamiento de la carga electrónica del sistema hacia el exterior de

la esfera iónica. Considerando entonces que, debido a la aplicación del campo eléctrico externo, los

electrones del sistema que participan en el apantallamiento pasan a situarse sobre una esfera de carga

inducida de radio efectivo Re
� λR mayor que el radio R de la esfera que contiene los iones

�
λ � 1 � ,

tendremos que la relación (2.47) puede reescribirse como:

α � α0

1
� α0

R3
e

�
(2.48)

Centrémonos ahora en la obtención con nuestro modelo de la polarizabilidad no apantallada α0 para

el fullereno C60. En una aproximación de electrones independientes ésta se obtendrı́a generalmente a

partir de la respuesta lineal del modelo a un campo eléctrico uniforme E, utilizando para ello teorı́a de

perturbaciones y los orbitales SCF previos. Una forma prácticamente equivalente de estimar α0, que se

ajusta mejor a nuestro modelo tipo PPP, introduce el efecto del campo externo añadiendo a la energı́a de

cada orbital atómico la energı́a potencial que siente el electrón en la posición del orbital, es decir:

� φi
�
Hcore

�
φi

� �
� eλRi � E � (2.49)
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donde λRi, tal y como acabamos de discutir, da la posición efectiva del electrón en cada orbital atómico

cuando se aplica el campo eléctrico externo E. De este modo, a partir de ahora vamos a considerar que, a

efectos de polarización, el radio efectivo de la carga electrónica del C60 es Re
� λR, siendo R � 3 � 55Å el

radio de la estructura iónica. Resolviendo las ecuaciones Hartree-Fock una sóla vez (sin iteraciones), con

la densidad de electrones calculada con los orbitales moleculares para campo externo nulo, se obtiene

finalmente α0 a partir de la expresión perturbativa de segundo orden:

U0
�
E � � U0

�
0 � �

�

1
2

α0E2 � (2.50)

donde U0
�
E � es la energı́a del sistema para un campo eléctrico de magnitud E (independiente de la

dirección del campo debido a la simetrı́a del C60), la cual obtenemos como una suma de las energı́as

de un electrón. Si tomamos para λ el valor propuesto por Benedict y col. [97], λ � 1 � 34, encontramos

α0
� 2 � 16 � 103 bohr3, en muy buen acuerdo con el resultado ab-initio 2 � 10 � 103 bohr3 [80,98].

El valor de la polarizabilidad apantallada α se obtiene con nuestro modelo partir de la expresión de

lı́mite de campo externo suficientemente débil,

UHF
�
E � � UHF

�
0 � �

�

1
2

αE2 � (2.51)

donde UHF
�
E � es la energı́a variacional HF-SCF del sistema en un campo eléctrico de magnitud E .

Pero ahora α depende explı́citamente del valor del parámetro γ. Este hecho es utilizado para fijar este

parámetro de forma que se cumpla la relación (2.45), obteniendo el valor γ � 110eV .

(ELUMO
� EHOMO)(eV) (EHMO

� ELMO)(eV) β(eV) γ(eV) χ
�
eV � Å � λ

2.22 10.32 -1.40 110 2.88 1.34

Cuadro 2.2: Valores de los parámetros ajustados para el fullereno C60 en el modelo PPP.

El valor de γ puede parecer, en principio, demasiado alto si se compara con valores tı́picos en hidro-

carburos aromáticos. Sin embargo, hay que tener en cuenta que a la hora de elegir en nuestro modelo

las integrales bielectrónicas hemos asumido orbitales atómicos infinitamente estrechos. Si en lugar de

ello hubieramos empleado orbitales más realistas para evaluar dichas integrales, como por ejemplo or-

bitales gausianos, obtendrı́amos para estos parámetros valores más cercanos a los esperados (por ejemplo,

β �
� 4 � 7eV , χ � 7 � 19eV � Å y γ � 10eV ) con los cuales se reproducirı́a la misma estructura electrónica y

los mismos valores para α y α0. De forma más general encontramos que, en la medida que la estructura

electrónica y el factor de apantallamiento estén correctamente ajustados, la respuesta del sistema es bas-

tante insensible a los detalles del modelo. De este modo, no se debe intentar atribuir significado fı́sico a

los tres parámetros β, χ y γ del modelo, sino a la estructura de niveles electrónicos y polarizabilidad que
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éstos reproducen. Nuestra elección ha estado motivada por la simplicidad del modelo y por la significa-

tiva reducción en tiempo de cálculo que ello implica (la mayor parte de las integrales bielectrónicas son

nulas).

Resumiendo, hasta el momento disponemos de un modelo tipo PPP que reproduce correctamente la

estructura de niveles electrónicos y la polarizabilidad del fullereno C60. En capı́tulos posteriores dicho

modelo nos servirá de base para predecir otras propiedades relacionadas con la estructura electrónica,

tales como las energı́as de polarización en complejos de esta molécula con iones alcalinos. Pero nuestra

preocupación en estos momentos se centra en extender el modelo, válido para el C60, a otros fullerenos

icosaédricos. De ello nos ocuparemos a continuación.

2.5. Criterios para la consistencia del modelo PPP.

Tal como hemos comentado anteriormente, si queremos emplear nuestro modelo PPP para predecir

la estructura de niveles electrónicos y polarizabilidades eléctricas de los fullerenos icosaédricos may-

ores que el C60, hemos de imponer ciertos criterios fı́sicos para su consistencia, el cumplimiento de los

cuales permitirá seleccionar unos valores de parámetros adecuados en el modelo. Para fijar estos criterios

comenzaremos estudiando la respuesta del modelo PPP en el fullereno C60 a campos eléctricos externos.

Veamos pues como se distribuye sobre la superficie del fullereno la carga inducida por un campo

eléctrico externo débil y constante E. En la Figura (2.3) se muestra esta distribución de carga cuando

se aplica un campo E � 1 � 0 � 10 � 4u
�
a
�

en la dirección de un eje de simetrı́a C5 (que tomamos como

eje molecular Z). Cada punto en dicha gráfica representa la carga inducida en una posición atómica

en función de su coordenada Z. Cuando se utilizan los valores óptimos de los parámetros para el C60

en el modelo PPP (circulos negros) observamos una distribución de carga lineal en Z. Dicho de otro

modo, se forma una distribución de carga prácticamente de tipo dipolar, tal y como podrı́a esperarse a

partir del comportamiento tı́pico de esferas, tanto conductoras como dieléctricas, ante un campo eléctrico

externo suficientemente débil. Si empleamos un valor del parámetro γ que no reproduce correctamente la

polarizabilidad de la molécula, la distribución de carga deja de ser lineal. En ese caso, tal como se muestra

en la Figura (2.3), la distribución tiene un comportamiento errático en la dirección del campo externo

aplicado (cuadrados blancos). Hemos encontrado, por tanto, el primer criterio para la consistencia de

nuestro modelo: imponer una respuesta molecular a campos eléctricos débiles caracterizada por una

distribución de carga inducida tipo dipolar.

Fijémonos a continuación en las dos formas que conocemos de obtener la polarizabilidad no apan-

tallada α0: la que proporciona la expresión (2.43) entre el campo eléctrico total en el interior del fullereno

y el momento dipolar debido a la distribución de carga inducida por el campo externo aplicado y la apor-
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Figura 2.3: Distribución de carga inducida sobre la superficie del fullereno C60, obtenida con nuestro modelo
PPP a partir de parámetros correctamente ajustados [Tabla (2.2)] a los datos experimentales y teóricos disponibles
(circulos negros) cuando se aplica un campo E � 1 � 0 � 10 �

4u � a � a lo largo del eje de simetrı́a C5. Cada punto
representa la carga exceso inducida sobre una posición atómica en función de su coordenada Z. Con los cuadrados
blancos se muestra la distribución de carga para un conjunto de parámetros inadecuado.

tada por la relación perturbativa (2.50) entre la energı́a del sistema y el campo eléctrico aplicado. Con-

viene resaltar que en la primera de ellas α0 depende fuertemente de la elección del parámetro γ, mientras

que en el caso de la expresión perturbativa (2.50) α0 está determinada únicamente por los parámetros β

y χ. La condición de que estas dos formas de obtener α0 den el mismo resultado proporciona un segundo

criterio, en este caso muy restrictivo, para la consistencia de nuestro modelo. Por supuesto esta última

condición es satisfecha por los parámetros del modelo encontrados en el apartado anterior para el C60.

Consideremos a continuación la estructura de niveles electrónicos correspondiente a los fullerenos

icosaédricos mayores que el C60. Como ya sabemos, a medida que éstos aumentan su tamaño, su es-

tructura electrónica se aproxima cada vez más a la de una lámina de grafito (denominada habitualmente

grafeno). A partir de ello hemos impuesto, como criterio adicional de consistencia en nuestro mode-

lo, una tendencia suave hacia el lı́mite del grafeno en los espectros monoelectrónicos de los fullerenos

icosaédricos gigantes. Tomando como referencia el fullereno C60 y teniendo en cuenta además que el

grafeno tiene un gap
�
ELUMO

� EHOMO � nulo y una anchura total de niveles de electrones π del orden de

18eV [11], hemos impuesto para fullerenos CN
�
N � 60 � cada vez mayores, una disminución suave del

gap
�
ELUMO

� EHOMO � desde los aproximadamente 2eV del C60 hasta valores próximos a cero para N

suficientemente grandes, además de un aumento suave en la anchura total de la banda de niveles de los

electrones π
�
EHMO

� ELMO � desde los aproximadamente 10eV del C60 hasta los � 18eV de una lámina
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ESTRUCTURA ELECTRÓNICA Y POLARIZABILIDADES DE LOS FULLERENOS
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de grafito. Si bien este criterio no es tan exigente como los dos anteriores ya que no conocemos la leyes

exactas que rigen el comportamiento del gap y la anchura de la banda π al pasar desde el C60 hasta la

lámina de grafito, lo emplearemos como guı́a para fijar los parámetros β y χ del modelo.

Por último, aún nos queda por fijar la variación del radio efectivo de la carga electrónica del fullereno

Re en función de su tamaño. Obviamente, el valor de Re debe aproximarse al radio de la estructura

atómica R a medida que éste último aumenta. Dado que la diferencia entre estos dos radios sólo es

relevante para los fullerenos más pequeños, hemos considerado que tomar un radio efectivo (en Å) dado

por la expresión:

Re
�
Cn � � R

�
Cn � �

1 � 2 � R �
C60 �

R
�
Cn � � 2

� (2.52)

es suficiente para extrapolar a fullerenos icosaédricos mayores. En esta expresión, además de tomar como

referencia el valor aportado por Benedict y colaboradores [97] para el C60, Re
�
C60 � � R

�
C60 � �

1 � 2, hemos

supuesto que el ritmo de disminución en la diferencia entre Re y R viene determinado por el aumento de

la superficie del fullereno.

2.6. Estructuras electrónicas y polarizabilidades de fullerenos icosaédri-
cos.

A continuación vamos a aplicar nuestro modelo PPP junto con los criterios de consistencia que

acabamos de introducir, a la obtención de la estructura de niveles monoelectrónicos y polarizabilidades

dipolares eléctricas de 5 fullerenos icosaédricos en el rango C60
� C720. Tres de ellos, el C60, C240 y C540

pertenecen a la familia 60n2 de los poliedros de Goldberg, mientras que los otros dos, el C180 y el C720,

son de la familia 20
�
n

�
1 � 2 [99]. Las coordenadas atómicas utilizadas en el cálculo han sido las obtenidas

por Yoshida y colaboradores [100] a partir de consideraciones puramente geométricas. Aunque con estas

coordenadas se asume que todas las distancias de enlace en el C60 son iguales, hemos comprobado que las

modificaciones a que éstas dan lugar en la estructura de niveles electrónicos y polarizabilidades, respecto

a las obtenidas en el modelo anterior con las distancias de enlaces correctas, son despreciables. Hemos

descartado para nuestro análisis a tres fullerenos de la segunda familia de poliedros de Goldberg, el C80,

C320 y C500, ya que no parecen ser estables en la forma icosaédrica. Si aplicamos nuestro modelo PPP

a estas moléculas comprobamos como, efectivamente, se obtiene una estructura de niveles con simetrı́a

inferior a la del grupo Ih. En el caso particular del C80 obtenemos la degeneración propia del grupo D5h,

al cual pertenece la forma más estable de este fullereno. Vemos por tanto que nuestro modelo es capaz

también de conducir al sistema hasta su estructura electrónica más estable.

El proceso seguido para fijar los parámetros del modelo en cada uno de los fullerenos, a partir de los
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criterios de consistencia que acabamos de presentar, ha sido el siguiente:

Comenzamos con el fullereno C180, tomando como referencia los parámetros fijados para el C60

[Tabla (2.2)], ajustamos β y χ para que den un comportamiento correcto del gap
�
ELUMO

� EHOMO �
y la anchura de banda

�
EHMO

� ELMO � .

El parámetro γ lo fijamos de forma que reproduzca una distribución de carga inducida tipo dipolar

en la superficie molecular en respuesta a un campo eléctrico externo suficientemente débil. Este

valor de γ debe ser tal que la polarizabilidad no apantallada α0 calculada a partir de la relación

(2.43) entre el campo eléctrico total y el momendo dipolar creado por esta distribución de carga

inducida, debe coincidir con la obtenida a partir de la expresión perturbativa (2.50) que relaciona

la energı́a del sistema con el campo eléctrico externo aplicado.

De este modo conseguimos desechar todos los pares de parámetros
�
β � χ � seleccionados en el paso

anterior que, si bien dan valores razonables del gap
�
ELUMO

� EHOMO � y la anchura de banda
�
EHMO

� ELMO � , no satisfacen los dos criterios más severos impuestos a nuestro modelo.

Cada vez que consideremos un nuevo miembro de la familia tomaremos como referencia el con-

junto de parámetros ya seleccionados para el fullereno que le precede en tamaño. De este modo

pasaremos desde el C60 hasta el C720.

Después de seguir este proceso en todos los fullerenos icosaédricos considerados, presentamos en la

Tabla (2.3) el conjunto de parámetros seleccionado para cada uno de ellos.

Cn Re(Å) β(eV) χ
�
eV � Å � γ(eV)

C60 4.71 -1.40 2.88 110
C180 6.50 -1.60 2.74 240
C240 7.35 -1.65 2.88 282
C540 10.71 -1.90 2.30 442
C720 12.32 -2.00 2.02 517

Cuadro 2.3: Parámetros del modelo PPP para distintos fullerenos icosaédricos.

Comprobemos ahora como, efectivamente, los parámetros fijados satisfacen los criterios de consis-

tencia impuestos al modelo. En la Figura (2.4) mostramos la distribución de carga inducida sobre la

superficie del fullereno C540 en respuesta a un campo eléctrico, E � 1 � 0 � 10 � 4u
�
a, aplicado en la direc-

ción de un eje de simetrı́a C5 de la molécula, cuando se emplean los parámetros de la Tabla (2.3). Al

igual que en la Figura (2.3), cada punto en esta gráfica representa la carga exceso inducida sobre una

posición atómica en función de su coordenada Z.
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Figura 2.4: Distribución de carga inducida sobre la superficie del fullereno C540, obtenida con nuestro modelo
PPP empleando los parámetros de la Tabla (2.3) cuando se aplica un campo E � 1 � 0 � 10 �

4u � a � a lo largo de un
eje de simetrı́a C5.

Tal como habı́amos impuesto en uno de los criterios de consistencia del modelo, la molécula responde

al campo externo aplicado con la formación de una distribución de carga inducida en su superficie, suave

y lineal en la dirección del campo aplicado. Los seis conjuntos en los que aparecen alineados las cargas

corresponden a los seis radios diferentes que definen las posiciones atómicas en el fullereno C540.

Los valores obtenidos con el modelo PPP para los gaps
�
ELUMO

� EHOMO � , las anchuras de banda
�
EHMO

� ELMO � y las polarizabilidades α0 y α, utilizando los parámetros óptimos seleccionados [Tabla

(2.3)], son los que se indican en la Tabla (2.4). Dado que el criterio que imponemos sobre el compor-

tamiento del gap
�
ELUMO

� EHOMO � y la anchura de banda
�
EHMO

� RLMO � no es lo suficientemente

restrictivo, existen varios pares de parámetros β y χ para los cuales es posible encontrar un valor de γ que

satisface los dos criterios de consistencia más importantes impuestos al modelo. Sin embargo, hemos

comprobado que esta pequeña arbitrariedad a la hora de fijar β y χ no afecta de forma significativa a

la estructura electrónica obtenida con el modelo. Tal como mostramos en la Tabla (2.4), donde los er-

rores indicados se han estimado a partir de la dispersión de valores obtenidos con diversos conjuntos de

parámetros que satisfacen los criterios de consistencia del modelo, los cambios producidos al emplear

los distintos conjuntos de parámetros posibles son del orden del 5 % en los gaps y las anchuras de banda

y de tan sólo un 1 % en las polarizabilidades. Lo que por otra parte pone de manifiesto la robustez del
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modelo y el alto grado de fiabilidad de los resultados que de él se obtienen.

Cn (ELUMO-EHOMO)(eV) (EHMO-ELMO)(eV) α0(Å3) α (Å3)

C60 2.20 10.34 320 78
C180 1.78

�
0.08 11.75

�
1.24 870

�
43 208

�
2

C240 1.62
�

0.07 12.23
�

1.42 1209
�

55 299
�

3
C540 1.16

�
0.08 13.33

�
0.60 3701

�
108 922

�
6

C720 1.03
�

0.04 13.69
�

1.06 5662
�

213 1407
�

13

Cuadro 2.4: Valores de los gaps � ELUMO � EHOMO � , anchuras de banda � EHMO � ELMO � y polarizabilidades
obtenidas a partir del modelo PPP y los parámetros de la Tabla (2.3).

En la Figura (2.5) mostramos las estructuras de niveles de los electrones π obtenidas con nuestro

modelo PPP para los distintos fullerenos estudiados. La longitud de cada lı́nea del espectro se ha rep-

resentado proporcional a la degeneración, 1, 3, 4 ó 5, del nivel energético correspondiente. Además del

comportamiento esperado para el gap
�
ELUMO

� EHOMO � y la anchura de banda
�
EHMO

� ELMO � , obser-

vamos como los niveles HMO, HOMO, LUMO y LMO en los distintos fullerenos pertenecen a la misma

especie simetrı́a. El nivel LMO es en todos los casos Ag, el HOMO es Hu, el LUMO es Tu y el HMO es

siempre Tg.

La Figura (2.6) muestra los valores de los gaps
�
ELUMO

� EHOMO � y las anchuras de banda
�
EHMO

�

ELMO � en función de los radios efectivos de los fullerenos. Se observa claramente el comportamiento

suave de éstos hacia los valores lı́mites de una lámina de grafito impuesto al modelo. Si bien la tendencia

de las anchuras de banda hacia los 18eV del grafeno parece clara, en el caso de los gaps la superficie curva

de los fullerenos impone una fuerte restricción, haciendo que éstos tomen valores considerablemente

superiores a los correspondientes a una superfice finita de grafeno con el mismo número de átomos de

carbono. Los gaps de los 3 primeros fullerenos de la familia 60n2 siguen el comportamiento relativo

encontrado por Lin y Nori [27] a partir de un modelo Hückel con un único valor del parámetro β.

Nuestros valores para las polarizabilidades de los fullerenos mayores que el C60 únicamente los pode-

mos comparar con los aportados por Shanker y Applequist [68] con su modelo electrostático semiempı́ri-

co. En dicho cálculo sólo se eligió un fullereno icosaédrico mayor que el C60, el C180, para el cual se

obtuvo una polarizabilidad de 264Å3, algo superior a nuestro valor de 208Å3. Para el caso del C60 estos

autores obtuvieron α � 61Å3, un valor inferior al más aceptado hasta estos momentos de � 80Å3. Estos y

los demás valores obtenidos con este modelo para fullerenos no icosaédricos se encuentran, a diferencia

de nuestros resultados, por encima de las polarizabilidades de las esferas conductoras clásicas del mismo

radio efectivo.

Centremos a continuación nuestro interés en la importante cuestión relacionada con el compor-
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Figura 2.5: Estructura de niveles de electrones π obtenida para distintos fullerenos icosaédricos empleando nue-
stro modelo PPP con los parámetros de la Tabla (2.3). La energı́a está medida con respecto al centro del gap.

tamiento de la polarizabilidad α en función del tamaño del fullereno. En la Figura (2.7) mostramos

el comportamiento obtenido con nuestro modelo de la polarizabilidad en función del radio efectivo y

del número de átomos de carbono del fullereno. A partir de esta figura podemos extraer importantes

conclusiones; en primer lugar obtenemos que el mejor ajuste de nuestros resultados corresponde a la

expresión:

α � 0 � 75R3
e (2.53)

El excelente acuerdo proporcionado por este ajuste lineal implica que es el radio efectivo Re de la carga

electrónica del fullereno, y no el radio R de la estructura iónica, el parámetro fundamental que determina

el comportamiento de las polarizabilidades. Como sabemos, las diferencias en la estructura electrónica al

utilizar uno u otro radio son menos significativas a medida que el fullereno aumenta su tamaño
�
Re � R � .

En segundo lugar podemos concluir que, tal y como queda reflejado también en la Figura (2.7), no

tiene sentido ajustar los valores de la polarizabilidad a una expresión del tipo α ∝ nν. Del mismo modo

que no se debe atribuir ningún significado al parámetro ν.

Otra importante conclusión que podemos extraer a partir de nuestros resultados es que la relación

α0 � 4α encontrada para el fullereno C60 se mantiene para los fullerenos icosaédricos mayores que éste.
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Figura 2.6: Comportamiento de los gaps � ELUMO � EHOMO � (a) y las anchuras de banda � EHMO � ELMO � (b) en
función de los radios efectivos Re de los fullerenos. La energı́a está dada en eV y Re en Å.

Parece por tanto que esta razón entre polarizabilidades es una caracterı́stica de todos los miembros de la

familia de fullerenos con simetrı́a Ih.

Nuestros resultados son totalmente consistentes con la relación (2.48) entre las polarizabilidades

apantallada α y no apantallada α0 obtenida por Benedict y colaboradores para una esfera de radio efectivo

Re a partir de argumentos electrostáticos sencillos. Si sustituimos la expresión (2.53) en la ecuación

(2.48) se obtiene inmediatamente la razón
�
α0 � α � � 4 entre las polarizabilidades α y α0. En realidad,

dicha fórmula es esencialmente una consecuencia de los criterios de consistencia que hemos impuesto a

nuestro modelo.

Teniendo en cuenta que la polarizabilidad de una esfera conductora de radio Re es α � R3
e , la ecuación

(2.53) nos indica que las polarizabilidades de los fullerenos icosaédricos en el rango C60
� C720 son un

75 % más pequeñas que las correspondientes a esferas conductoras con el mismo radio efectivo. Nuestros

resultados no muestran indicación alguna que impida extrapolar este comportamiento a fullerenos aún

mayores. Lo cual, en el lı́mite Re � ∞, implicarı́a que una única lámina infinita de grafito (grafeno) no

puede comportarse, a temperatura cero, exactamente como una lámina conductora. Hemos encontrado

por tanto que los fullerenos icosaédricos exhiben los valores máximos permitidos para las polarizabili-

dades eléctricas, tal como si estuvieran construidos a partir de una lámina de grafito que se cierra sobre

sı́ misma.
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Capı́tulo 3

Complejos exoédricos: hamiltoniano y
potencial de interacción.

En este capı́tulo introduciremos el hamiltoniano de vibración-rotación efectivo que vamos a emplear en el
estudio de la dinámica de complejos exoédricos del fullereno C60 con un átomo. Comenzaremos planteando el
término de energı́a cinética. En primer lugar escribiremos su expresión clásica y después el operador cuántico
correspondiente. A continuación introduciremos los términos de dispersión-repulsión y polarización que vamos a
emplear para describir el potencial de interacción entre el fullereno C60 y un átomo de capa cerrada. Aplicaremos
nuestros resultados tanto a gases nobles como a iones alcalinos.

3.1. Hamiltoniano de vibración-rotación para el sistema C60+átomo.

En el capı́tulo anterior utilizamos la aproximación de Born-Oppenheimer [92] para estudiar la estruc-

tura electrónica de varios fullerenos. Esto nos permitió separar los movimientos nuclear y electrónico y

centrarnos únicamente en la resolución de la ecuación de Schrödinger electrónica para una disposición

nuclear determinada.

Dado que nuestro interés se centra ahora en resolver la dinámica completa del sistema C60+átomo,

debemos de resolver además la ecuación de Schrödinger para el movimiento nuclear, que para este sis-

tema viene dada por la expresión:�
�

1
2M

60

∑
i � 1

∇2
Ri

�

1
2m

∇2
R

�
U

�
R1 � ������� � R60 � R ��� Ψ � EΨ (3.1)

donde
�
M � Ri � i � 1 � ����� � 60 � y

�
m � R � son las masas y los vectores de posición de los núcleos atómicos

del fullereno y del átomo externo respectivamente. Los dos primeros términos en dicha ecuación cor-

responden a la energı́a cinética de las especies molecular y atómica, mientras que U
�
R1 � ������� � R60;R � es

la energı́a potencial efectiva que se obtiene al resolver la ecuación de Schrödinger electrónica para una

disposición nuclear
�
R1 � ������� � R60;R � .
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Si bien la ecuación (3.1) parece sencilla a primera vista, resulta muy complicado extraer a partir de el-

la la información dinámica del sistema. Normalmente se suele realizar un estudio clásico del movimien-

to de los núcleos atómicos (vibración + rotación). La cuantización posterior de los distintos términos

obtenidos para la energı́a cinética proporcionará, una vez incluido el término del potencial de interac-

ción, una expresión para el hamiltoniano cuántico de vibración-rotación efectivo para el movimiento

nuclear en el sistema [20,101-103].

3.1.1. Energı́a cinética para el movimiento nuclear.

Dado un sistema compuesto por una molécula poliatómica no lineal de N � 60 núcleos atómicos

y un átomo externo a ella, se requieren
�
3N

�
3 � coordenadas independientes para especificar todas

las posiciones nucleares en el espacio. Dado que en el modelo clásico se considera al fullereno como

una colección de masas puntuales (los átomos) que rotan con la misma velocidad angular en torno a

un eje, y que además se mantienen unidas por fuerzas (los enlaces) que las mantienen próximas a sus

posiciones de equilibrio, pero con la posibilidad de efectuar pequeños movimientos vibracionales con

amplitudes razonablemente pequeñas en torno a ellas, las
�
3N

�
3 � coordenadas más adecuadas para

describir la dinámica del sistema son: tres para dar la posición C del centro de masas del sistema respecto

de un sistema de referencia inercial XYZ fijo en el laboratorio. Otras tres para describir el movimiento

relativo del átomo externo respecto de un sistema de coordenadas rotante xyz que tiene su origen en la

posición F del centro de masas del fullereno. La rotación de la molécula en torno a su centro de masas

se especifica en términos de los tres ángulos de Euler θ, φ y χ que dan la orientación en el espacio del

sistema de coordenadas xyz respecto a otro sistema X
�

Y
�

Z
�

con origen también en F, pero que se mantiene

siempre paralelo al sistema de referencia inercial XYZ. Finalmente tomaremos las
�
3N � 6 � coordenadas

vibracionales independientes de la molécula (coordenadas normales), referidas también al sistema de

referencia xyz.

Si tomamos los vectores de posición Ri
�
i � 1 � ��� � N � y R referidos al sistema de coordenadas XYZ

[Figura (3.1)], la energı́a cinética del sistema viene dada por:

2T � M
N

∑
i � 1

Ṙ2
i

�
mṘ2 � (3.2)

Expresando los vectores Ri y R en términos del vector de posición C del centro de masas del sistema

e introduciendo los vectores de posición R
�

i y R
�

referidos al sistema de coordenadas X
�

Y
�

Z
�

, la energı́a

cinética toma la forma:

2T � MtĊ2 �
M

N

∑
i � 1

Ṙ
�
2

i
�

µṘ
�
2 � (3.3)
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Figura 3.1: Sistemas de referencia y vectores de posición empleados para la obtención del hamiltoniano efectivo
en los complejos exoédricos fullereno+átomo.

donde Mt es la masa total del sistema y µ su masa reducida. El término MtĊ2 está asociado a la traslación

espacial del centro de masas del sistema y dado que sólo añade una constante a la energı́a total del

sistema, no se incluirá en las expresiones a partir de ahora.

Pasemos a continuación al sistema de referencia xyz fijo en el fullereno, en el que r i
� R

�

i

�
i � 1 � ��� � N �

y r � R
�

son ahora los vectores que denotan las posiciones de los átomos de carbono del C60 y del átomo

externo respectivamente. Asumiremos que este sistema de ejes de coordenadas se encuentra rotando

con una velocidad angular constante w, solidario con la configuración rı́gida del fullereno que definen

las posiciones de sus núcleos atómicos en el equilibrio (con ello se consigue que el momento angular

respecto de los ejes xyz sea nulo en el equilibrio).

Tomando esta configuración molecular de equilibrio como referencia, expresamos los vectores de

desplazamiento instantáneo ρi de los núcleos de carbono del C60, que describen sus movimientos vibra-

cionales en torno a sus posiciones de equilibrio ai, como combinación lineal de las
�
3N � 6 � coordenadas

vibracionales Qk del fullereno:

ρiα
� riα � aiα

� 1�
M

3N � 6

∑
k � 1

hiα � kQk α � � x � y � z 	 � (3.4)

A partir de aquı́, introduciendo los momentos vibracionales angulares Pk conjugados con cada una de las

coordenadas vibracionales Qk,

Pk
� ∂T

∂Q̇k

�
k � 1 � ����� � 3N � 6 � � (3.5)
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el momento lineal p conjugado con la coordenada relativa r del átomo externo,

pα
� ∂T

∂ṙα
α � � x � y � z 	 � (3.6)

y el momento angular del sistema J respecto del sistema de ejes xyz,

Jα
� ∂T

∂wα
α ��� x � y � z 	 (3.7)

se obtiene que la forma hamiltoniana de la energı́a cinética del sistema viene dada por [20]:

2T � ∑
αβ

ηαβ
�
Jα � qα � lα � �

Jβ � qβ � lβ � �
3N � 6

∑
k � 1

P2
k

� p2

µ
� (3.8)

donde

lα � �
rβ pγ � rγ pβ � α � β � γ � � x � y � z 	 (3.9)

es el momento angular asociado al movimiento del átomo externo relativo al centro de masas del fullereno,

qα
� 3N � 6

∑
k � n � 1

ξα
knQkPn (3.10)

es el denominado momento angular vibracional, siendo

ξα
kn

�
� ξα

nk
� N

∑
i � 1

�
hiβ � khiγ � n � hiγ � khiβ � n � (3.11)

los términos de interacción de Coriolis, mientras que los coeficientes ηαβ son las componentes del tensor

η̄ � �
Ī

� � � 1
, con:

I
�

αα
� M

N

∑
i � 1

�
r2

iβ
�

r2
iγ � �

µ
�
r2

β
�

r2
γ � �

3N � 6

∑
k � n � m

ξα
kmξα

nmQkQn

I
�

αβ
�

� M
N

∑
i � 1

riαriβ � µrαrβ �

3N � 6

∑
k � n � m

ξα
kmξβ

nmQkQn
�
α � β � γ � � � x � y � z 	 � (3.12)

Una vez se ha obtenido la expresión clásica de la energı́a cinética, el siguiente paso va a ser su

cuantización.

3.1.2. Hamiltoniano cuántico para el movimiento nuclear.

Para obtener el operador cuántico de energı́a cinética asociado a la expresión clásica (3.8) se tiene en

cuenta que, dada la forma general:

2T � ∑
i � j

gi j q̇iq̇ j
� ∑

i � j

gi j pi p j � (3.13)
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donde los sumatorios en i y j son sobre las partı́culas que componen el sistema, q i y pi sus coordenadas y

momentos generalizados y gi j los elementos de la matriz de transformación de coordenadas cartesianas

a coordenadas generalizadas, el operador cuántico correspondiente es [101]:

2T̂ � g1 � 4 ∑
i � j

p̂ig � 1 � 2gi j p̂ jg
1 � 4 (3.14)

siendo g el determinante de la matriz gi j .

Si aplicamos esta última ecuación a la expresión clásica de la energı́a cinética de nuestro sistema

(3.8), se obtiene que su operador cuántico asociado viene dado por [20]:

T̂ � 1
2 ∑

αβ
ηαβ

�
Ĵα � q̂α � l̂α � �

Ĵβ
� q̂β

� l̂β � � 1
2

3N � 6

∑
k � 1

P̂2
k

� p̂2

2µ
�

h̄2

8 ∑
α

ηαα � (3.15)

donde se han introducido los operadores,

q̂α
�

� ih̄ ∑
k � n

ξα
knQk

∂
∂Qn

y P̂k
�

� ih̄ ∂
∂Qk

� (3.16)

directamente relacionados con las vibraciones de la molécula, los operadores

l̂α �
� ih̄ � rβ

∂
∂rγ

� rγ
∂
∂rβ � y p̂α

�
� ih̄ ∂

∂rα
� α � β � γ � x � y � z 	 (3.17)

de momento angular y lineal del átomo externo y el operador de momento angular Ĵ, definido a partir de

la combinación lineal�
� Ĵx

Ĵy

Ĵz

��
�

�
� � cosecθcosχ senχ cotgθcosχ

cosecθsenχ cosχ � cotgθsenχ
0 0 1

��
�

�
� p̂θ

p̂φ
p̂χ

��
(3.18)

de los operadores p̂θ
�

� ih̄∂ � ∂θ, p̂φ
�

� ih̄∂ � ∂φ y p̂χ
�

� ih̄∂ � ∂χ.

Una vez obtenido el operador cuántico de energı́a cinética, el hamiltoniano cuántico para el movimien-

to nuclear en el sistema se construye añadiendo a éste el operador V̂ de energı́a potencial, esto es:

Ĥ � T̂
�

V̂ � r � � Qk 	 3N � 6
k � 1 � � (3.19)

En el término de energı́a potencial se incluye la interacción entre todos los átomos del fullereno, depen-

diente de las coordenadas normales de vibración, además de la interacción entre el átomo externo y los

átomos del fullereno.
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Conviene resaltar que el hamiltoniano Ĥ obtenido se puede considerar como exacto, ya que, excepto

la aproximación de Born-Oppenheimer, cuyo error es despreciable en la mayor parte de los sistemas, no

se ha recurrido a ninguna otra aproximación durante su construcción. Sin embargo, el hamiltoniano (3.19)

es demasiado complejo de manipular, siendo necesario introducir aproximaciones adicionales, que vayan

más lejos que la aproximación de Born-Oppenheimer, en orden a analizar los aspectos más relevantes de

la dinámica del sistema. En el caso del sistema C60+átomo, estas aproximaciones están justificadas en la

medida que los núcleos de los átomos de carbono del fullereno, al igual que en la mayorı́a de molécu-

las rı́gidas, se encuentran fuertemente confinados en sus posiciones de equilibrio. Suponiendo entonces

que las frecuencias de los desplazamientos vibracionales de estos átomos en torno a sus posiciones de

equilibrio son considerablemente mayores que las asociadas a la rotación molecular y al movimiento del

átomo externo, se ha procedido a la eliminación adiabática del movimiento vibracional de la molécula

[20,106,107]. Para ello se promedia el hamiltoniano (3.19) sobre el estado vibracional fundamental del

fullereno. Despreciando los términos de distorsión centrı́fuga de la molécula (aproximación de fullereno

rı́gido), el hamiltoniano de vibración-rotación efectivo para el sistema C60+átomo viene dado, excepto

constantes aditivas, por [20,106,107]:

Ĥvr
� ĵ2

2Ic

� l̂2

2µr2
� p2

r

2µ
�

V̂
�
r � θ � φ � χ � (3.20)

donde ĵ � �
Ĵ � l̂ � es el operador momento angular del C60, Ic

� 2
3 60MR2 su momento de inercia y

R � 3 � 55Å su radio. V
�
r � θ � φ � χ � representa el potencial de interacción efectivo entre los átomos de car-

bono del fullereno y el átomo externo, que depende de la posición relativa del átomo externo r y de la

orientación del fullereno respecto del sistema de ejes X
�

Y
�

Z
�

.

El resto del capı́tulo lo dedicaremos a introducir los potenciales de interacción que propondremos

para el estudio de la dinámica de varios complejos exoédricos del fullereno C60.

3.2. Potencial de interacción en complejos exoédricos del fullereno C60.

Como acabamos de ver, un paso fundamental para el estudio de la dinámica en los complejos del

fullereno C60, es la aportación de una expresión razonable para el potencial de interacción efectivo

fullereno-átomo en el hamiltoniano Ĥvr (3.20). Debemos tener presente que la fiabilidad de los resul-

tados obtenidos depende en gran medida de la precisión de la superficie de energı́a potencial utilizada.

El procedimiento riguroso para obtener dicho potencial supondrı́a aplicar métodos ab-initio, tales co-

mo el Hartree-Fock, o bien métodos basados en la teorı́a del funcional de la densidad, que resolviesen la

estructura electrónica del sistema para una configuración de los núcleos atómicos y un estado electrónico
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determinados. El potencial de interacción efectivo fullereno-átomo resultante en cada caso serı́a aquel

que mejor se ajustase a la superficie de energı́a potencial obtenida en el cálculo.

Sin embargo, ya sabemos que estos métodos teóricos son muy costosos y prácticamente inviables

en los sistemas que nos ocupan. Si bien se han llegado ha aplicar algunos de estos cálculos a varios

complejos del fullereno C60 [108-116], con el interés dirigido principalmente a aspectos de la interac-

ción tales como energı́as de estabilización, posiciones de equilibrio y frecuencias vibracionales para las

especies confinadas, los datos que éstos han aportado son muy dispersos e insuficientes para extraer un

modelo razonable del potencial de interacción. Se pone ası́ de manifiesto la necesidad de recurrir a méto-

dos alternativos que sean capaces de reproducir y completar los pocos datos ab-initio y experimentales

disponibles.

Cuando la interacción es de naturaleza fı́sica (adsorción fı́sica), con fuerzas de tipo van der Waals del

orden de varias decenas o centenas de meV , como ocurre en el caso de la interacción entre el fullereno

C60 y una especie atómica o molecular de capa cerrada, ésta viene dominada por contribuciones elec-

trostáticas tales como las fuerzas de dispersión, la repulsión electrostática y la polarización.

Diversas aproximaciones semiempı́ricas propuestas hasta el momento para el potencial de interac-

ción en complejos del fullereno C60 [117-121] han aportado expresiones analı́ticas sencillas, con distintos

términos representando estas fuerzas [116,117-120]. Nuestro grupo ha propuesto una expresión en la que

se incluyen los términos de dispersión-repulsión como suma de interacciones binarias tipo Lennard-Jones

entre los átomos de carbono del fullereno y el átomo externo [117,118]. Se trata de un potencial ya uti-

lizado anteriormente en estudios numéricos de la dinámica clásica de átomos atrapados dentro y fuera del

C60, habiéndose encontrado a partir de él un acuerdo bastante bueno con los datos ab-initio disponibles

para complejos endoédricos tales como el Li � @C60, Na � @C60, K � @C60, He@C60, CO@C60, LiF@C60

y LiH@C60 entre otros [106,107,122-125].

La alta polarizabilidad del fullereno C60 harı́a necesario, en principio, la inclusión de términos de po-

larización en el potencial de interacción para complejos de esta molécula con especies iónicas o polares,

como es el caso del Li � @C60, Na � @C60 y K � @C60. Sin embargo, el buen acuerdo encontrado entre

las geometrı́as de equilibrio ab-initio y los resultados obtenidos con los modelos semiempı́ricos, que

consideran únicamente fuerzas atractivas de tipo dispersivo, indican que el efecto debido a los términos

de polarización deberı́a ser pequeño en estos complejos endoédricos fullereno-(ion alcalino). Datos ab-

initio recientes aportados por Hira y Ray [98] parecen confirmar este resultado. Estos autores concluyen

además que en el caso del complejo exoédrico Na � C60 los efectos de polarización son muy importantes.

En nuestro caso, con el propósito de hacer una estimación de la importancia de estos términos de

polarización en la interacción entre el fullereno C60 y distintas especies atómicas cargadas, construiremos

una expresión analı́tica para el término de polarización en la interacción C60-(ion alcalino) tomando

como base el método semiempı́rico tipo Parr-Pariser-Pople
�
PPP � desarrollado en el capı́tulo anterior
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para obtener la estructura electrónica y las polarizabilidades dipolares eléctricas de varios fullerenos

icosaédricos. Para ello analizaremos la respuesta del modelo obtenido para el C60 al campo eléctrico

creado por una carga puntual. Su aplicación posterior a diversos complejos exoédricos y endoédricos del

C60 con iones alcalinos nos ha permitido contrastar nuestros resultados con los aportados por cálculos

ab-initio recientes, encontrando, tal y como veremos más adelante, un buen acuerdo entre ellos.

A continuación presentaremos las expresiones semiempı́ricas propuestas por nuestro grupo para los

términos de dispersión-repulsión [117] y de polarización [30] en la interacción fullereno-átomo. Estudi-

aremos también los términos de dispersión-repulsión en la interacción entre dos fullerenos C60 neutros.

3.2.1. Términos de dispersión-repulsión en la interacción C60-átomo.

Consideremos un sistema formado por un fullereno C60 y un átomo externo neutro de capa cerrada,

tal que la interacción entre ambas especies está dominada por fuerzas de tipo dispersión-repulsión. Al

proponer cualquier expresión semiempı́rica para el potencial de interacción hay que tener en cuenta las

fuertes restricciones que la alta simetrı́a del fullereno impone sobre la forma funcional de dicha expresión

[30,106,117-122,126-129]. Conviene por ello utilizar para el potencial funciones adaptadas a la simetrı́a

del sistema.

Si los núcleos atómicos del sistema se encuentran en su configuración de equilibrio, nosotros supon-

dremos que ası́ es, el potencial de interacción ha de pertenecer a la representación irreducible totalmente

simétrica
�
Ag � del grupo puntual Ih, ya que éstos son la representación irreducible y el grupo de simetrı́a

de los estados electrónico y vibracional fundamentales del C60 utilizados en las sucesivas aproxima-

ciones adiabáticas introducidas para la obtención del hamiltoniano efectivo del sistema. Si consideramos

entonces que el sistema se encuentra en sus estados electrónico y vibracional fundamentales, el potencial

de interacción debe conservar la simetrı́a del grupo puntual Ih al aplicarle cualquiera de sus operaciones

de simetrı́a.

Otra imposición sobre la forma semiempı́rica del potencial de interacción es la exigencia de un buen

acuerdo con los datos experimentales y teóricos disponibles del complejo.

Desarrollo en armónicos esféricos.

Dado el carácter cuasiesférico del fullereno C60, se ha considerado coherente utilizar un desarrollo

en la base de los armónicos esféricos � Y� m 	 para el potencial de interacción. Si denotamos por r
�
r� θ � ϕ �

el vector de posición del átomo externo respecto de un sistema de referencia con origen en el centro de

masas del fullereno, tendremos que dicho potencial viene dado por:

V
�
r � � V

�
r� θ � ϕ � � ∑

� � m
C� m

�
r � Y� m

�
θ � ϕ � � (3.21)
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Con coeficientes radiales C � m
�
r � que se obtienen al resolver numéricamente las integrales

C� m
�
r � � 


Ω
V

�
r� θ � ϕ � Y 	� m

�
θ � ϕ � dΩ � (3.22)

siendo dΩ � senθdθdϕ el elemento diferencial de ángulo sólido en coordenadas esféricas y V
�
r� θ � ϕ � el

potencial de interacción semiempı́rico propuesto [106,122].

Dado que el potencial V
�
r � es una función real y teniendo en cuenta la propiedad de conjugación de

los armónicos esféricos,

Y 	� m

�
θ � ϕ � � �

� 1 � mY� � � m
�
θ � ϕ � � (3.23)

se demuestra fácilmente que los coeficientes C � m
�
r � deben ser también funciones reales, verificando

además la propiedad

C� � m
�
r � � �

� 1 � mC� m
�
r � � (3.24)

Por otro lado, la simetrı́a del fullereno restringe fuertemente el número de términos que pueden inter-

venir en el desarrollo (3.21) del potencial, asegurándonos además su rápida convergencia con un número

relativamente bajo de términos. Sólo pueden aparecer los subespacios � que contengan la representación

irreducible Ag del grupo puntual Ih. Según la Tabla (1.2) éstos son � � 0 � 6 � 10 � 12 � 16 � ����� La degeneración

de los subespacios depende del sistema de referencia

seleccionado para definir las coordenadas atómicas del fullereno. Si se toma un sistema de coorde-

nadas tal que incluya alguno de los ejes de simetrı́a del fullereno, esta degeneración puede ser; m �
0 � � 5 � � 10 � ����� para un eje de simetrı́a C5, m � 0 � � 3 � � 6 � ����� para uno tipo C3 y m � 0 � � 2 � � 4 � ����� si se trata

de un eje C2. En el caso de no considerar ningún eje de simetrı́a la degeneración puede ser la máxima

posible, m �
� � � � � �

1 � ��� � 0 � ��� � � 1 � � . Por ello, y a fin de minimizar el esfuerzo computacional en el

cálculo de los coeficientes C � m
�
r � , conviene referir las coordenadas atómicas del C60 a un sistema de ejes

coordenados que incluya alguno de los ejes de simetrı́a del fullereno.

Tal como ya hemos comentado, en nuestro caso utilizaremos para el potencial V
�
r� θ � φ � una suma

binaria tipo Lennard-Jones entre el átomo externo y cada uno de los átomos de carbono del fullereno

[117,118]. Si denotamos por ri el vector de posición del átomo de carbono i en el fullereno, respecto de

un sistema de referencia con origen en su centro de masas, y ri
� �

ri
� r

�
su distancia al átomo externo,

dicho potencial viene dado por:

V
�
r� θ � ϕ � � 60

∑
i � 1

vLJ
�
r � ri � � 4ε

60

∑
i � 1

� 
 σ
ri

� 12
� 
 σ

ri

� 6 � � (3.25)

siendo ε el parámetro que determina la profundidad del pozo del potencial de interacción, mientras

que rmin
� 21 � 6σ es la posición del mı́nimo de dicho pozo. Los parámetros ε y σ correspondientes a la

interacción binaria X � C entre el átomo externo
�
X � y un átomo de carbono

�
C � [Tabla (3.1)], los hemos

obtenido aplicando las reglas de combinación de Lorentz-Berthelot a los parámetros
�
εx � σx � asociados a
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He Ne Ar Xe

m
�
u
�
m
�
a � 4.00 20.18 39.95 131.30

ε
�
meV � 1.63 2.57 5.49 7.36

σ(Å) 3.01 3.16 3.44 3.81

Cuadro 3.1: Valores de los parámetros � ε � σ � de la interacción Lennard-Jones para varios pares X � C y las masas
de los átomos X .

la interacción X � X en fase gaseosa y los parámetros
�
εc � σc � tomados de la interacción C � C entre dos

átomos de carbono pertenecientes a fullerenos vecinos en la fullerita [20]. De este modo:

ε � �
εxεc y σ � 1

2

�
σx

� σc � � (3.26)

A continuación veremos la expresión analı́tica encontrada por nuestro grupo para el término isótropo

del potencial de interacción, la cual coincide con el primer término
�
C00

�
r � � � 4π � del desarrollo (3.21).

Mostraremos además como es su comportamiento con la distancia r � �
r
�
, comparándolo con el de los

coeficientes radiales C � m
�
r � de los términos anisótropos

�
� � 0 � más importantes que intervienen en el

desarrollo del potencial.

Potencial esférico de dispersión-repulsión.

Para construir una expresión analı́tica que de cuenta de la parte isótropa de la contribución de los

términos de dispersión-repulsión al potencial de interacción, supondremos una representación continua

esférica para el C60.

En el caso del potencial de interacción semiempı́rico tipo Lennard-Jones (3.25) propuesto, asumir

una representación continua esférica para el C60 equivale a tomar una distribución continua equivalente

de átomos sobre su superficie. De este modo, reemplazando el sumatorio de la expresión (3.25) por una

integral extendida sobre la superficie (considerada esférica) del C60, se ha obtenido [117]:

Vdr
�
r � � C00

�
r ��

4π
� 240ε∑

n

�
� 1 � n � 2 � σ

R � n
Fn

�
s � �

n � 6 � 12 � � (3.27)

donde R es el radio del fullereno. Fn
�
s � es una función que sólo depende del ı́ndice n y de la distancia

reducida s � r � R del átomo externo al centro de masas del fullereno, estando definida por:

Fn
�
s � � � 1

2
�
n � 2 � s � � �

1 � s � 2 � n
�

�
1

�
s � 2 � n � � (3.28)

En la Figura (3.2) representamos el comportamiento con la distancia r de este potencial isótropo

Vdr
�
r � para varios complejos exoédricos del fullereno C60 con gases nobles.

Tal como era de esperar a partir de los valores de los parámetros ε y σ de la Tabla (3.1), observamos

como para átomos cada vez más pesados, el pozo del potencial se hace más profundo y se aleja de la
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Figura 3.2: Término esférico de dispersión-repulsiónVdr � r � (3.27) para varios complejos exoédricos del fullereno
C60 con átomos de gases nobles. Los parámetros ε y σ utilizados para cada sistema son los especificados en la Tabla
(3.1).

superficie del fullereno. En las tres curvas aparece una fuerte pared repulsiva interna que tiene su origen

en el término r � 12 del potencial de interacción de Lennard-Jones. Recordemos que la forma de esta

parte repulsiva del potencial no tiene justificación fı́sica, tan sólo representa una forma funcional sencilla

que se ajusta para conseguir un buen acuerdo con los datos experimentales y teóricos disponibles. El

comportamiento a largas distancias del término dispersivo (atractivo) del potencial puede obtenerse a

partir de un desarrollo multipolar de la interacción. Con ello se obtiene un decaimiento suave del tipo

r � 6, caracterı́stico de la interacción a largo alcance (dipolo inducido - dipolo inducido) entre el fullereno

y el átomo, tal como corresponde a una suma finita de potenciales binarios tipo Lennard-Jones.

Las caracterı́sticas de este comportamiento para la parte isótropa de las fuerzas de dispersión-repulsión

son aplicables al potencial de interacción en cualquiera de los complejos exoédricos C60-átomo que

veamos a partir de ahora. Lo mismo ocurrirá, tal como mostraremos más adelante, en la interacción entre

dos fullerenos C60 neutros.

Veamos a continuación que podemos decir acerca de los términos anisótropos del desarrollo (3.21)

del potencial.

Términos anisótropos de dispersión-repulsión.

En la Figura (3.3) mostramos la variación con la distancia r de los coeficientes C � m
�
r � de los términos

más importantes del desarrollo (3.21), para los complejos ArC60, NeC60 y HeC60. Observamos como los
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coeficientes de los términos anisótropos
�

� � 0 � tienden muy bruscamente a cero al aumentar la distancia

r, siendo prácticamente nulos para valores de r del orden del 15 % mayores que la posición de equilibrio

re. Vemos también como el coeficiente C00
�
r � del término isótropo es el que domina de forma clara

el comportamiento asintótico a largas distancias del potencial de interacción. De este modo podemos

afirmar que la posición de equilibrio re, las frecuencias de vibración y las energı́as de enlace para estos

complejos exoédricos C60-(gas noble) están básicamente determinadas sólo por este término isótropo, en

buen acuerdo además con los pocos datos ab-initio disponibles [24,98,109].
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Figura 3.3: Dependencia radial de los coeficientes � C � m � r � � � 4π � más importantes del desarrollo (3.21) (trazo
fino). El sistema de referencia se ha fijado de tal forma que su eje z es uno de los ejes de simetrı́a C5 del C60,
mientras que uno de los ejes de simetrı́a C2 vecino permanece sobre el plano zx. En trazo grueso se representa
el potencial de interacción total V � r � obtenido a partir del desarrollo (3.21), truncado en � � 16, a lo largo de la
dirección de un eje de simetrı́a C3.

A largas distancias, dado que la contribución dipolar es cero por simetrı́a, el término no esférico más

importante en el potencial de interacción, después del término de dispersión isótropo, que va como r � 6,

se comporta como r � 8. Dicho término corresponde a correcciones perturbativas de segundo orden de las
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interacciones de largo alcance dipolo-cuadrupolo entre el fullereno y el átomo externo.

Analicemos a continuación la dependencia angular del potencial de interacción. Para ello fijamos un

valor r � cte y estudiamos la variación de las superficies de energı́a potencial con las variables angulares

(θ � φ). Este estudio de la anisotropı́a angular nos permitirá además fijar un criterio para la convergencia

del desarrollo (3.21). Consideraremos que éste ha convergido cuando la diferencia entre la forma de

la anisotropı́a angular obtenida a partir de la suma de interacciones binarias Lennard-Jones (3.25) y la

resultante del desarrollo (3.21) se encuentra por debajo de cierta cota de error.

Para los complejos endoédricos se ha encontrado [20] que esta anisotropı́a es despreciable cuando la

especie encapsulada se encuentra en el centro de la cavidad. Este es el caso de los sistemas He@C60 y

Ne@C60. Si la especie huésped tiene la posición de equilibrio excéntrica, como ocurre en el Li � @C60 y

Na � @C60 entre otros sistemas, se ha comprobado que sólo es necesario incluir los subespacios � � 6 � 10

para reproducir la anisotropı́a con un error inferior al 2 %. Estos resultados han facilitado en gran medida

los estudios realizados de la dinámica de rotación en este tipo de complejos [106,107,122].

En el caso de los complejos exoédricos hemos comprobado que se necesita añadir un mayor número

de términos anisótropos si se quiere describir la interacción de forma precisa. Ası́ por ejemplo, en los

complejos con gases nobles HeC60, ArC60 y NeC60, ha sido necesario llegar hasta la contribución corres-

pondiente al término � � 16. Las modificaciones más importantes introducidas en el potencial esférico

Vdr
�
r � al incluir estos términos anisótropos en el desarrollo ocurren en el sistema HeC60, siendo éstos del

orden del 5 % en la posición de equilibrio y del 20 % en la energı́a de enlace He � C60. A medida que el

átomo externo es más pesado, los efectos debidos a los términos no esféricos son menos significativos.

Con objeto de mostrar la anisotropı́a de la interacción, hemos representado en la Figura (3.4) un corte

de la superficie de energı́a potencial en los sistemas ArC60, NeC60 y HeC60, cuando se fija la posición de

equilibrio r � re y se hace una proyección sobre el plano xz
�
ϕ � 0 � .

El mı́nimo local que aparece en θ � 0 y todos sus análogos corresponden a situaciones de equilibrio

en las que el átomo externo se sitúa en el centro de alguno de los 12 pentágonos de carbono del fullereno.

Los mı́nimos absolutos reflejan la situación más estable para el sistema, que es aquella en la que el

átomo externo se encuentra en el centro de uno de los 20 anillos hexagonales del C60. Los máximos

absolutos indican las posiciones de los átomos de carbono que componen la molécula. Los mı́nimos

relativos entre dos de estos máximos, ası́ como las barreras entre dos pozos de hexágonos, se deben a los

enlaces dobles entre los átomos de carbono. Finalmente, las barreras entre los pozos de los hexágonos y

de los pentágonos corresponden a los enlaces sencillos entre átomos de carbono.

Si comparamos la estructura que presenta el potencial en los tres sistemas representados, observamos

que la estructura global de la anisotropı́a se mantiene, siendo sólo la altura relativa entre los distintos po-

zos y barreras del potencial lo que se modifica al pasar de un sistema a otro. Esta es una regla general que
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Figura 3.4: Corte de la superficie de energı́a potencial V � r� θ � φ � en la interacción C60-átomo en función del ángulo
polar θ, para φ � 0 y para la distancia de equilibrio r � re del término isótropo Vdr � r � [Figura (3.2)]. El sistema de
referencia se ha tomado de igual forma que en la Figura (3.3).

se va a cumplir para cualquiera de los sistemas exoédricos que estudiemos a partir de ahora. Observamos

como, por ejemplo, en el caso del sistema ArC60 los pozos de los hexágonos son sensiblemente más

profundos que los correspondientes a los pentágonos, mientras que en el sistema HeC60 los mı́nimos de

ambos tipos de pozos se encuentran a alturas bastante más próximas. En el Capı́tulo 5 veremos como

esta diferencia en la anisotropı́a entre los distintos sistemas va a ser la responsable de la estructura tan

diferente que presentan sus respectivos espectros dipolares eléctricos de vibración-rotación.

3.2.2. Términos de dispersión-repulsión en la interacción C60 � C60.

Consideremos a continuación, como un caso particular de complejo exoédrico, el sistema formado

por dos fullerenos C60 neutros que interactúan entre sı́. Supondremos que ambas moléculas se encuentran

en sus configuraciones de equilibrio y en sus estados de vibración y electrónico fundamentales. De este

modo seguirán vigentes las fuertes restricciones que, según hemos comentado en apartados anteriores, la

simetrı́a Ih del C60 impone sobre la forma del potencial de interacción.

Al igual que ocurre en los sistemas C60-átomo, dada la simetrı́a tipo esférica del fullereno C60, tam-

bién en este caso resulta conveniente expresar los términos de dispersión-repulsión dominantes en el
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potencial de interacción entre las dos moléculas como un desarrollo en armónicos esféricos. En este sis-

tema, a diferencia de los anteriores, se debe considerar un desarrollo doble en las dos direcciones que

determinan la orientación de cualquier átomo de carbono respecto de ambos fullerenos. Dado un sistema

de ejes coordenados no rotante con origen en el centro de masas de uno de los fullerenos, si denotamos

por r �
�
r� θ � φ � el vector de posición del centro de masas del otro fullereno y ŝ �

�
θs � φs � la orientación de

cualquier punto sobre la superficie de este último, dicho desarrollo se puede expresar de la forma:

V
�
r � ŝ � � V

�
r� θ � φ � θs � φs � � ∑

� 1 � m1

∑
� 2 � m2

C� 1m1 � � 2m2

�
r � Y� 1m1

�
θ � φ � Y� 2m2

�
θs � φs � � (3.29)

donde los distintos coeficientes radiales C � 1m1 � � 2m2

�
r � se obtendrı́an en este caso al resolver numérica-

mente la integral:

C� 1m1 � � 2m2

�
r � � 


Ω



Ωs

V
�
r� θ � φ � θs � φs � Y 	� 1m1

�
θ � φ � Y 	� 2m2

�
θs � φs � dΩdΩs � (3.30)

siendo V
�
r� θ � φ � θs � φs � la forma semiempı́rica propuesta para el potencial de interacción entre los dos

fullerenos. En nuestro caso, hemos vuelto ha considerar un potencial binario tipo Lennard-Jones entre

cada uno de los átomos de carbono de un fullereno y todos los que componen la otra molécula. Esto es:

V
�
r� θ � φ � θs � φs � � 4εc

60

∑
i � 1

60

∑
j � 1

� 
 σc

di j

� 12
� 
 σc

di j

� 6 � (3.31)

donde di j es la distancia entre el átomo de carbono j de uno de los fullerenos y el átomo de carbono i de

la otra molécula. Según la Figura (3.5), ésta viene dada por:

di j
� �

di j
� � �

ri
� s j

� � �
r

�
r

�

i
� s j

� � (3.32)

siendo r
�

i y s j los vectores de posición de los átomos de carbono de cada fullereno respecto de los

sistemas de coordenadas situados en sus respectivos centros de masas. Los parámetros de la interacción

Lennard-Jones, εc
� 2 � 86meV y σc

� 3 � 47Å, se han tomado en este caso directamente de la interacción

entre dos átomos de carbono pertenecientes a fullerenos vecinos en la fullerita [130].

En este sistema también es posible obtener una expresión analı́tica para el término isótropo de la

interacción. Para ello se aproxima cada fullereno a una esfera rı́gida hueca de radio R, con una densidad

uniforme de átomos de carbono en su superficie. Conviene resaltar que esta suposición sólo es válida

en el caso de fullerenos en fase gaseosa y en fulleritas a temperaturas suficientemente altas
�
T

� 250K � ,

en las cuales se ha demostrado que los fullerenos rotan libremente. Después de integrar la expresión

semiempı́rica (3.31) sobre las superficies (supuestas esféricas) de ambos fullerenos, el potencial esférico

resultante viene dado por la expresión de Girifalco [130]:

Vcc
�
r � � C00 � 00

�
r ��

4π
� 4εc

�
4πρs � 2R4 ∑

n

�
� 1 � n � 2 � σc

R � n
Gn

�
s � �

n � 6 � 12 � � (3.33)
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siendo ρs
� 0 � 3818Å � 2 la densidad de átomos de carbono en la superficie del C60. Al igual que ocurrı́a

con el sistema fullereno-átomo, la función Gn
�
s � no depende de los parámetros de la interacción. En este

caso viene dada por la expresión:

Gn
�
s � � � 1

4
�
13n � 66 � s � � �

s
�

2 � 3 � n � �
s � 2 � 3 � n

� 2s3 � n � � (3.34)

En la Figura (3.6) representamos la variación con r de este potencial esférico Vcc
�
r � . Tal y como

podemos observar, nos encontramos con un pozo más profundo y externo que en el caso de los sistemas

exoédricos C60-(gas noble), lo cual es lógico dado el tamaño y el número de átomos de las dos esferas,

pero con similar barrera repulsiva a cortas distancias y el mismo comportamiento asintótico a largas

distancias, caracterizado de nuevo por el decaimiento suave en r � 6 del término dispersivo.

3.2.3. Términos de polarización en la interacción C60-(ion alcalino).

Una vez descritos los términos de dispersión-repulsión del potencial de interacción entre el fullereno

C60 neutro y un átomo neutro de capa cerrada, nos ocuparemos ahora de analizar la importancia del

término de polarización cuando la especie atómica externa tiene una carga neta positiva. Para ello es-

tudiaremos la energı́a total de interacción entre el fullereno C60 y iones alcalinos
�
Li � � Na � � K � � , tanto

en complejos endoédricos como exoédricos. Al tratarse de sistemas de capa cerrada esta energı́a puede

separarse en dos contribuciones: el término de polarización, que definiremos como la interacción entre

el fullereno y la carga positiva del ion alcalino, y el resto de la contribución, la cual está dominada por

los términos de dispersión-repulsión ya conocidos.
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Figura 3.6: Término de interacción isótropo Vcc � r � (3.33) entre dos fullerenos C60 neutros.

Los métodos empleados hasta el momento para construir una forma analı́tica del término de po-

larización en la interacción entre el fullereno C60 y una especie atómica cargada [115,131,132] se han

basado en asumir que el fullereno se comporta como un medio continuo, bien sea conductor o bien

dieléctrico. Luego, usando la teorı́a electrostática, la energı́a de polarización se ha obtenido como la en-

ergı́a de interacción entre los dos componentes del sistema. Ejemplos de esta técnica son el modelo de

esfera conductora empleado por Li y Tomanek [115] para ajustar sus datos ab-initio para el complejo

neutro Li � @C60 o el modelo de capa dieléctrica propuesto por Read y Buckingham [132]. El inconve-

niente en ambos casos es que se trata de modelos carentes de argumentos fı́sicos sólidos sobre los que

apoyarse, siendo por tanto difı́cil poder estimar su grado de fiabilidad.

Consideremos, por ejemplo, los datos ab-initio disponibles referentes a la energı́a de polari-

zación en la configuración de equilibrio del sistema Na � @C60 [98]. Utilizando en este sistema los mod-

elos que acabamos de mencionar, la energı́a de polarización se estima entre 0 � 4 y 3eV , mientras que la

energı́a total de estabilización estimada por Hira y Ray es de 1 � 5eV .

Esta información contradictoria es una muestra clara de que aún no está bien establecida la im-

portancia de los efectos de polarización en la interacción entre el fullereno C60 y especies atómicas o

moleculares. Centrémonos pues en buscar un modelo fı́sico realista que describa correctamente la inter-

acción entre el fullereno C60 y una partı́cula cargada, y poder estimar ası́ la energı́a de polarización del
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sistema.

Energı́a de polarización para complejos del C60 con iones alcalinos.

Tal como acabamos de ver, la energı́a de polarización en los complejos exoédricos y endoédricos del

fullereno C60 con especies cargadas, tales como los iones alcalinos, tiene su origen en la respuesta de

los electrones de la molécula a la presencia de la carga del ion externo. Utilicemos pues, para estimar

esta energı́a de polarización, el modelo semiempı́rico tipo Parr-Pariser-Pople desarrollado en el capı́tulo

anterior para obtener la estructura electrónica de los fullerenos icosaédricos y cuya respuesta a campos

eléctricos suficientemente débiles reproducı́a bastante bien el comportamiento real de la molécula.

En aquella ocasión el método utilizado para evaluar el efecto de un campo eléctrico uniforme E

aplicado sobre el fullereno y estimar ası́ su polarizabilidad eléctrica, fue considerar que la energı́a de

cada orbital atómico φi era la suma de su energı́a a campo cero (en aquella ocasión ésta se escogió igual

a cero para todos los orbitales), más la energı́a potencial que sentirı́a un electrón en su posición orbital.

De este modo, los elementos diagonales utilizados para la matriz H̄ de integrales de core fueron:

� φi
�
Hcore

�
φi

� �
� eλRi � E � (3.35)

donde λRi correspondı́a a la localización efectiva del electrón en cada orbital.

Si nuestro objetivo es ahora determinar la respuesta del modelo al campo eléctrico producido por una

carga eléctrica puntual q, con vector de posición r respecto de un sistema de referencia fijo en el centro

de masas del fullereno, definimos los elementos diagonales de la matriz H̄ de la forma:

� φi
�
Hcore

�
φi

� �
� eq

�
1�

λRi
� r

� � 1
60

60

∑
j � 1

1�
λR j

� r
� � � (3.36)

Como vemos, se trata de una expresión que nos proporciona el potencial eléctrico inducido por la carga

en la posición efectiva λRi del electrón, menos su valor promediado sobre la cavidad (en la ecuación

(3.35) el término análogo es nulo debido a la simetrı́a del fullereno). Este último término se incluye para

conseguir que la interacción electrostática sea cero cuando la carga se encuentra en el centro de la cavi-

dad. Lo cual se cumplirá de forma aproximada siempre que las densidades de carga y momento dipolar

sean nulos en la superficie de la molécula, tal y como cabe esperar para el caso del fullereno C60 neutro,

que debe presentar una polarizabilidad radial presumiblemente pequeña. Más adelante comprobaremos

como los datos ab-initio disponibles son consistentes con esta suposición.

Una vez fijados los elementos de la matriz H̄, la energı́a de polarización Vp
�
r � se obtiene al aplicar

el método PPP de campo autoconsistente presentado en el capı́tulo anterior. Esto es:

Vp
�
r � � UHF

�
r � � UHF

�
∞ � � (3.37)
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Tal como hicimos en el capı́tulo anterior cuando calculabamos la polarizabilidad dipolar eléctrica, con-

viene introducir una energı́a de polarización no apantallada Vus
�
r � , definida por:

Vus
�
r � � U0

�
r � � U0

�
∞ � � (3.38)

Al igual que ocurrı́a con la polarizabilidad no apantallada, Vus
�
r � es bastante más sencilla de obtener que

Vp
�
r � , pues no precisa iterar en el proceso de autoconsistencia.

En la Figura (3.7) se muestra la dependencia con r de la energı́a de polarización a lo largo de las

diferentes direcciones de simetrı́a del fullereno C60. Tal como discutimos en el capı́tulo anterior, estos

valores son bastante robustos frente a cambios en el criterio de elección del hamiltoniano de core y

la forma de las integrales bielectrónicas, excepto quizás para posiciones de la carga muy próximas a la

superficie efectiva que determina la estructura electrónica del C60. Sin embargo, ya veremos como a estas

distancias los términos de repulsión electrónica dominan la interacción fullereno-ion, por lo que estas

discrepancias pasan a ser irrelevantes. Cabe destacar también que si bien la anisotropı́a de la interacción

es grande cerca de la superficie del fullereno, ésta decae rápidamente para distancias más largas. La

Figura (3.7) refleja claramente el comportamiento asintótico de la energı́a de polarización en los dos

lı́mites r � 0 y r � ∞. En el primer caso se obtiene:

Vp
�
r � 0 � � r2 (3.39)

y en el segundo

Vp
�
r � ∞ � �

1
2

αq2

r4 � (3.40)

que coincide con el comportamiento a largas distancias esperado para la interacción entre la carga q y el

momento dipolar que ésta induce en una molécula de C60 que tiene una polarizabilidad α.

Es importante comparar nuestros valores de la energı́a de polarización con los obtenidos a partir de

los distintos modelos electrostáticos mencionados en secciones anteriores. Como ya hemos dicho, estos

modelos describen la estructura del fullereno como un medio continuo, proporcionando por tanto una

representación de la parte isótropa de la interacción, la cual puede ser obtenida en nuestro modelo me-

diante un promedio sobre todas las orientaciones del sistema fullereno-carga. Para evitar largos tiempos

de cálculo, hemos tenido en cuenta la ventaja que supone el hecho de que el factor de apantallamiento

Vus
�
r � � Vp

�
r � sea aproximadamente constante e igual a 4, sea cual sea la posición r, excepto en pun-

tos muy próximos a la superficie de la esfera efectiva del fullereno. De este modo, hemos realizado el

promedio sobre Vus
�
r � y después utilizado este factor de apantallamiento constante para obtener Vp

�
r � .

Dicho promedio lo hemos efectuado mediante un método Monte Carlo. En la Figura (3.8) representamos

la energı́a Vp
�
r � que hemos obtenido, junto con las correspondientes a los modelos de esfera conductora
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Figura 3.7: Energı́as de polarización Vp � r � (3.37) calculadas con el modelo PPP a lo largo de los tres ejes de
simetrı́a del fullereno C60. En ambos ejes se ha empleado escala logarı́tmica decimal.

[115] y capa esférica dieléctrica [132].

Hemos incluido también en la Figura (3.8) la energı́a de interacción obtenida con un modelo elabo-

rado por nosotros, perteneciente a la misma clase electrostática. En él asumimos que el C60 se comporta

como una capa esférica continua de elementos neutros y polarizables. Cada polarizabilidad elemental se

ha supuesto anisótropa, con componentes radiales y tangenciales a la superficie del fullereno. Si además

consideramos que el campo eléctrico local creado, tanto por la carga q como los momentos dipolares in-

ducidos, es proporcional al campo de carga (efecto de apantallamiento), la energı́a de polarización viene

dada entonces por la expresión:

Vcps
�
r � �

�

πq2αn

rRe

� 1�
Re

� r � 2
�

1�
Re

�
r � 2 � �

πq2 �
αt

� αn �
2R3

e

�
Re�

Re
� r � 2

� Re�
Re

�
r � 2

� 1
2r

ln 
 Re
� r

Re
�

r

� 2 � (3.41)

donde αn y αt son las densidades de polarizabilidad radial (normal a la superficie del C60) y angular

(tangente a la superfice del C60) respectivamente. Estas se han fijado para reproducir correctamente los

valores conocidos de la polarizabilidad del C60 y la energı́a de polarización para una carga en el cen-

tro de la cavidad. Dado que en nuestro modelo de electrones π hemos asumido sólo polarizabilidades

tangenciales, αn
� 0 y con ello Vcps

�
0 � � 0.
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Figura 3.8: Comparación de las distintas energı́as de polarización Vp � r � calculadas con un modelo de esfera
conductora [115,131] (lı́nea a trazos cortos), con el modelo de capa esférica dieléctrica [132] (lı́nea a trazos largos)
y con el modelo de capa continua (3.41) (lı́nea delgada). En lı́nea gruesa se representa la parte isótropa de la energı́a
de polarización obtenida con nuestro modelo PPP [30].

A partir del análisis de la Figura (3.8) podemos concluir entonces que los modelos electrostáticos

continuos no describen de manera realista el comportamiento de nuestro modelo molecular.

Expresión analı́tica para las energı́as de polarización de carga.

Con el fin de aportar una expresión analı́tica que se ajuste a las energı́as de polarización obtenidas con

nuestro modelo PPP, hemos utilizado el hecho de que en éste sólo se requieren valores del campo sobre

la superficie de la estructura que determinan las posiciones efectivas de los electrones en el fullereno C60

[ver ecuación (3.36)]. Rigurosamente el mismo argumento es válido para el sistema real ya que, como

sabemos, la respuesta del C60 a campos eléctricos externos suficientemente débiles está determinada por

los electrones π. Hemos utilizado por ello los desarrollos multipolares estándar [133] para expresar el

potencial electrostático V inducido por una carga puntual q situada a lo largo del eje z, a una distancia

r del origen, sobre un punto P de ángulo polar θ, que se encuentra sobre la superficie de una esfera de

radio Re centrada en el origen [Figura (3.9)]. Tenemos pues,

V
�
r � � q

Re

∞

∑
� � 0


 r
Re

� �

P�
�
cosθ � � para r � Re (3.42)
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y

V
�
r � � q

r

∞

∑
� � 0


 Re

r

� �

P�
�
cosθ � � para r � Re

�
(3.43)
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Figura 3.9: Esquema del sistema empleado para introducir el desarrollo multipolar del potencial electrostático
creado por una carga puntual q sobre la superficie del fullereno C60.

Para cargas de magnitud q � e hemos observado efectos muy pequeños del campo externo sobre

los orbitales moleculares del modelo, excepto quizás para posiciones de la carga muy próximas a la

superficie efectiva del fullereno. Es por ello por lo que se ha considerado justificado utilizar la teorı́a

de perturbaciones para evaluar analı́ticamente la respuesta del modelo a los diferentes términos de los

desarrollos en las ecuaciones (3.42) y (3.43).

Antes de abordar el cálculo tengamos primero en cuenta que, tal y como ya hemos comentado en

apartados anteriores, debido a las fuertes restricciones impuestas por la simetrı́a icosaédrica del C60 so-

bre la interacción partı́cula-fullereno, muchos de los términos de estos desarrollos van a ser cero. Los

primeros elementos no nulos corresponden a � � 0 � 6 � 10 � ��� [106]. Dado que el estado electrónico funda-

mental del C60 es totalmente simétrico, únicamente los términos correspondientes a estos valores de � van

a producir correcciones no nulas a las energı́as del sistema en primer orden de perturbación. El efecto del

término � � 0 en el desarrollo (3.43) es siempre cero para una molécula neutra. Sin embargo, este mismo

término en la expresión (3.42) podrı́a producir, en principio, una contribución constante cuando la carga

se encuentra en el interior del fullereno, aunque tal como hemos explicado anteriormente, ésta se puede

fijar en cero. La siguiente contribución más importante de orden cero corresponde al término � � 6 y va

como r � 7 para r grandes y como r6 para r próximos a cero. Por tanto, los comportamientos asintóticos

de orden más bajo se deben de obtener a partir de correcciones a la energı́a de segundo orden en la teorı́a

de perturbaciones.

La contribución de segundo orden más importante en las ecuaciones (3.42) y (3.43) procede del

término � � 1, correspondiendo en cada una de ellas a campos eléctricos uniformes de magnitud E �
qr � R3

e
�
r � Re � y E � q � r2 �

r � Re � . Ası́ pues, la respuesta del sistema al campo eléctrico externo creado
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por la carga q puede ser determinada a partir de nuestro modelo PPP para la estructura electrónica

del C60, pudiendo expresarse en términos de la polarizabilidad eléctrica de la molécula. La siguiente

contribución de segundo orden viene tanto del término con � � 2, como de la combinación de los términos

con � � 1 y � � 3 (posibilidades de orden inferior son cero debido a reglas de selección de simetrı́a). Los

factores constantes que acompañarı́an a dichos términos, análogos a las polarizabilidades, se pueden

obtener calculando por separado la respuesta del sistema a los campos eléctricos correspondientes a

� � 1 (dipolo) y � � 2 (cuadrupolo), además de la respuesta a los campos debidos a los términos � � 1

y � � 3 (octupolo) actuando de forma conjunta, siendo en ambos casos respuestas isótropas esféricas.

Manteniendo exclusivamente las dos primeras contribuciones (las más importantes), obtenemos que las

energı́as de polarización pueden expresarse como:

Vp
�
r � �

�

q2

2

 α

r4
� δ

4r6

�
� r � Re (3.44)

y

Vp
�
r � �

�

q2

2

 αr2

R6
e

� δr4

4R10
e

�
� r � Re

�
(3.45)

Este procedimiento podrı́a repetirse para obtener términos de orden superior. Sin embargo, los dos

propuestos en las expresiones (3.44) y (3.45) son suficientes para ajustar de forma razonable la parte

isótropa de las energı́as de polarización de nuestro modelo, tal y como se muestra en la Figura (3.10).

El parámetro δ se puede obtener como mencionamos en el capı́tulo anterior o, incluso mejor, ajustando

las energı́as de polarización calculadas. De este modo quedan incluidos en el valor de dicho parámetro

las correcciones de orden superior, despreciadas al considerar sólo dos términos en las expresiones de

la energı́a de polarización. En nuestro caso ambos procedimientos nos llevan a valores similares (δ �
1 � 50 � 105bohr5).

En conclusión, la parte isótropa dominante de las energı́as de polarización para la interacción entre el

fullereno C60 y una especie atómica con una carga positiva puede ser descrita de forma suficientemente

precisa a partir de las expresiones (3.44) y (3.45). Tan sólo se requieren tres parámetros; la polarizabilidad

α, el parámetro δ y el radio efectivo del fullereno Re.

Estudiemos ahora el efecto de estas energı́as de polarización sobre las configuraciones de equilibrio

y sobre la estabilidad de los complejos del fullereno con iones alcalinos.

Energı́a total de interacción en los complejos C60-(ion alcalino).

Para obtener la energı́a total de interacción Vt
�
r � en estos complejos, añadimos a la energı́a de polar-

ización Vp
�
r � la forma analı́tica Vdr

�
r � (3.27) propuesta por nuestro grupo para describir la parte isótropa

dominante de la interacción de dispersión-repulsión. Esto es, vamos a considerar que la energı́a total de
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Figura 3.10: Valores de la parte isótropa esférica de la energı́a de polarización, Vp � r � , calculada con nuestro
modelo PPP (trazo continuo) y el ajuste que se obtiene a partir de las expresiones (3.44) y (3.45) (trazo discontinuo).
En ambos ejes se han empleado escalas logarı́tmicas.

Ion ε(meV) σ(Å) α(102u.a.) δ(105u.a.)
Li � 91.57 2.08
Na � 50.93 2.48 5.36 1.50
K � 32.70 2.91

Cuadro 3.2: Valores de los parámetros que intervienen en los términos de interacción dados en las ecuaciones
(3.27), (3.44) y (3.45), para distintos sistemas C60-(ion alcalino).

interacción es:

Vt
�
r � � Vp

�
r � �

Vdr
�
r � � (3.46)

El conjunto de parámetros empleados en dichas expresiones son los que aparecen en la Tabla (3.2).

En las Figuras (3.11) y (3.12) presentamos las contribuciones Vp
�
r � [(3.44) y (3.45)] y Vdr

�
r � (3.27),

por separado y sumadas, para complejos endoédricos y exoédricos del fullereno C60 con distintos iones

alcalinos. En primer lugar observamos como las energı́as de polarización son muy importantes para

los complejos exoédricos y muy poco significativas en el caso de los endoédricos. En otras palabras:

la geometrı́a de equilibrio y las energı́as totales de estabilización para los complejos endoédricos están

determinadas básicamente sólo por los términos de repulsión-dispersión. Por el contrario, los efectos de

polarización son decisivos en el caso de los complejos exoédricos. Hira y Ray [98] han llegado a las
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mismas conclusiones a partir de sus resultados ab-initio para los complejos del fullereno C60 con el ion

Na � . Hemos de destacar también que, tal y como ya habı́amos anticipado, el dominio de los términos

de repulsión a distancias próximas a la superficie del fullereno hace irrelevantes los detalles relacionados

con la dependencia angular de la energı́a de polarización en esta región espacial.
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Figura 3.11: Valores de la energı́a total de interacción Vt � r � (3.46) (trazo grueso), el término de dispersión-
repulsión Vdr � r � (3.27) (trazo fino) y la contribución de polarización Vp � r � (3.44) y (3.45) (trazo discontinuo) para
varios complejos endoédricos X@C60 � X � Li

�

� Na
�

� K
� � .

Vamos ahora a comparar nuestros resultados con los datos ab-initio disponibles para complejos en-

doédricos de iones alcalinos, aportados por los trabajos de Cioslowski y colaboradores (cálculo tipo HF

restringido) [24], Dunlap y colaboradores (cálculos basados en la teorı́a del funcional de la densidad)

[134], además de los presentados por Hira y Ray (método HF no restringido) [98]. Tal y como se mues-

tra en la Tabla (3.3), todos estos métodos dan posiciones de equilibrio similares, mostrando también un

buen acuerdo con los obtenidos a partir de nuestras expresiones analı́ticas (3.44) y (3.45). Sin embar-

go, observamos como las energı́as de adsorción obtenidas a partir de los cálculos ab-initio presentan

una dispersión de resultados importante, mientras que nuestros resultados se ajustan bastante bien a los

aportados por Hira y Ray.

Los complejos exoédricos han sido tratados empleando métodos ab-initio por el grupo de Cioslowski

y por Hira y Ray. En este caso, los resultados son un poco más consistentes entre sı́. Nosotros encon-

tramos mejor acuerdo con los resultados de Hira y Ray para el complejo Na � C60. En este caso, dependi-
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4.5 5.5 6.5 7.5 8.5
r(Å)

-1.5

-0.5

0.5

1.5
In

te
ra

ct
io

n 
E

ne
rg

y 
(e

V
)

Li+

Na+

K+

Li+
Na+ K+

Figura 3.12: Lo mismo que la Figura (3.11), pero para complejos exoédricos.

endo de la orientación del átomo externo respecto de un sistema de referencia fijo en el C60, estos autores

dan posiciones de equilibrio que van desde los 5 � 67Å para el eje de simetrı́a C3, hasta los 6 � 06Å en el eje

de simetrı́a C2, mientras que nuestro valor promedio es de 5 � 8Å . Nuestra energı́a de estabilización para

este sistema, 0 � 99eV , se ajusta también bastante bien a los resultados ab-initio, los cuales se encuentran

entre 0 � 96 y 1 � 08eV , dependiendo de la posición de adsorción.

Cabe destacar que energı́as de polarización tan elevadas como las que acabamos de obtener para los

complejos exoédricos del C60 con iones alcalinos son inusuales, si las comparamos con las encontradas en

otros sistemas moleculares. Los valores encontrados se podrı́an explicar en base a la existencia en estos

sistemas de una especie de enlace de polarización, bastante diferente a otros tipos de enlaces conocidos,

como son el enlace iónico, covalente o tipo van der Waals, que tendrı́a su origen en la alta polarizabilidad

del fullereno C60.

Encontramos nuestro acuerdo con los cálculos de Hira y Ray bastante significativo, especialmente

por el hecho de que las interacciones en los complejos endoédricos y exoédricos del fullereno C60 con

iones alcalinos están dominadas, como se deduce de nuestro modelo y como han concluido Hira y Ray

explı́citamente, por fuerzas electrostáticas diferentes, con las contribuciones de los términos de polar-

ización bastante importantes para complejos exoédricos y prácticamente irrelevantes para el caso de los

endoédricos.
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Complejo re (Å)
�
Vt (re)

�
(eV)

�
Vp(re)

�
(eV)

�
Vt (re)-Vt (0)

�
(eV) Estudio

Li � @C60 1.39 1.45 0.10 (6.9 %) 0.58 Este trabajo
1.30(C5) 0.50(C5) - 0.31 Ref. [24]
1.40(C5) 1.68(C5) - 0.51 Ref. [134]

Na � @C60 0.87 1.42 0.04 (2.8 %) 0.15 Este trabajo
0.57(C5) 0.18(C5) - 0.02 Ref. [24]

0.71 1.41 - 0.25 Ref. [134]
0.60(C5) 1.47(C5) - 0.03 Ref. [98]

K � @C60 0.00 1.67 0.00 (0.0 %) 0.00 Este trabajo
0.00 1.16 - 0.00 Ref. [134]

Li � C60 5.48 1.35 1.04 (77.0 %) - Este trabajo
5.64 (C5) 1.08(C5) - - Ref. [24]

Na � C60 5.84 0.99 0.77 (77.8 %) - Este trabajo
6.12(C5) 0.70(C5) - - Ref. [24]

5.67(C3)-6.06(C2) 0.96(C2)-1.08(C3) - - Ref. [98]
K � C60 6.25 0.74 0.56 (75.6 %) - Este trabajo

Cuadro 3.3: Distancias de equilibrio re, energı́as total Vt � r � y de polarización Vp � r � calculadas con nuestra
aproximación analı́tica, comparadas con datos ab-initio disponibles. En paréntesis expresamos la contribución
relativa del término de polarización (cuarta columna), además de las orientaciones más significativas (ejes de
simetrı́a) para las cuales se han obtenido los resultados ab-initio (segunda y tercera columna).

Estos autores aportan también un valor de 1 � 44eV para la energı́a de adsorción del complejo en-

doédrico Na � @C60 en el centro del fullereno, el cual está sólo 0 � 03eV por encima del valor en la posi-

ción de equilibrio. Con nuestro modelo hemos obtenido un valor mayor para esta diferencia, 0 � 15eV .

Luego, si tanto los resultados aportados por Hira y Ray como los obtenidos a partir de nuestro mode-

lo son realistas, la diferencia de 0 � 12eV entre ambos valores podrı́a ser debida a fuerzas electrostáticas

radiales, que son las únicas posibles en el origen y que no hemos incluido en nuestro modelo. Sin embar-

go, esto confirma que este efecto es de hecho relativamente pequeño, tal como nosotros siempre hemos

argumentado y asumido.



74 COMPLEJOS EXOÉDRICOS: HAMILTONIANO Y POTENCIAL DE INTERACCIÓN.



Capı́tulo 4

Colisiones de baja energı́a entre átomos de
capa cerrada y el fullereno C60.

En este capı́tulo presentamos una estimación teórica de las secciones eficaces totales y diferenciales asociadas
a las colisiones de baja energı́a ( � meV ) entre el fullereno C60 y átomos de capa cerrada; gases nobles � Ar� Xe � He �
y iones alcalinos � Li

�

� Na
�

� K
� � . También nos ocuparemos de la colisión entre dos fullerenos C60 neutros. Para

ello utilizaremos las expresiones semiempı́ricas propuestas en el capı́tulo anterior para la parte esférica del poten-
cial de interacción. Veremos como estas secciones eficaces aportan valiosa información sobre el comportamiento
a largo alcance de la interacción entre las dos especies colisionantes. En el caso de las colisiones con iones alcali-
nos mostraremos como la medida de estas secciones eficaces podrı́a emplearse como método experimental para
determinar la polarizabilidad del fullereno C60 en fase gaseosa.

Finalmente realizaremos una estimación de los efectos de los términos no isótropos del potencial de interacción
sobre las secciones eficaces (observables de la colisión).

4.1. Introducción.

Ya hemos comentado en el primer capı́tulo de esta Memoria que las colisiones entre especies atómi-

cas y moleculares con distintos fullerenos pueden dar lugar a distintos fenómenos fı́sicos y procesos. En

este capı́tulo nos ocuparemos del estudio de la colisión entre un átomo de capa cerrada y un fullereno C60

aislado que actúa como blanco. También en este caso, dependiendo principalmente de la energı́a total de

la colisión, son posibles varios procesos.

En las situaciones más sencillas que podemos imaginar, puede producirse un choque elástico en el

que tanto la energı́a cinética traslacional total del sistema, como los estados internos de ambas especies

permanecen invariantes durante la colisión. Por otro lado, la presencia de numerosos grados de libertad

internos en el fullereno permite la aparición de procesos inelásticos, durante los cuales el proyectil in-

cidente puede transferir parte de su energı́a cinética a la excitación de los estados internos de rotación

y vibración moleculares. Si esto ocurre, cada estado final de la molécula definirá un canal de colisión

diferente. Por último, a energı́as suficientemente altas se pueden producir colisiones reactivas en las que
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tiene lugar una reorganización de la composición interna del sistema y la aparición de nuevas especies

quı́micas.

Vemos entonces que, en cualquier tratamiento general que se haga de este tipo de colisiones, se

deberı́an de considerar de forma explı́cita los grados de libertad vibracionales, rotacionales y electrónicos

del fullereno para tener en cuenta ası́ un posible cambio en su estado interno durante el proceso. Sin

embargo, dadas las dimensiones y caracterı́sticas del fullereno, esto se convierte en una tarea formidable

y, hoy por hoy, prácticamente imposible de realizar. Centrémonos pues, únicamente en nuestros objetivos,

mucho más especı́ficos, que son analizar los aspectos más relevantes de las secciones eficaces en las

colisiones de muy baja energı́a ( � meV ) entre dos sistemas de capa cerrada: el fullereno C60 neutro y un

átomo de gas noble
�
Ar� Xe � He � [135] o un ion alcalino

�
Li � � Na � � K � � [136].

4.2. Aproximación de rotor rı́gido para el C60.

Las energı́as en los dos tipos de colisiones que vamos a estudiar en este trabajo, el C60 con un

gas noble y el C60 con un ion alcalino, son suficientemente bajas como para considerar estos procesos

electrónicamente adiabáticos.

En el caso de los iones alcalinos hay tres propiedades del fullereno C60 que van a determinar los

procesos de colisión entre ambas especies. En primer lugar, ya sabemos que el C60 tiene una estructura

electrónica de capa cerrada, con un potencial de ionización relativamente alto de 7 � 6eV , significativa-

mente superior a la afinidad electrónica de los cationes alcalinos que vamos a utilizar, que son de 5 � 4, 5 � 1
y 4 � 3eV para el Li � , Na � y K � respectivamente. En segundo lugar, también hemos visto que los estados

electrónicos excitados de esta molécula se encuentran bastante por encima del estado fundamental, con

un gap
�
EHOMO

� ELUMO � � 2eV . Y finalmente, según acabamos de obtener en el capı́tulo anterior, la alta

polarizabilidad del fullereno C60 da lugar a una nueva clase de enlace de polarización en el que la especie

atómica adsorbida se sitúa a distancias intermedias, entre 5 � 5 y 6 � 5Å del centro de la cavidad molecular,

con energı́as de estabilización tan altas como 1eV . Conviene resaltar que estas tres propiedades rara-

mente se encuentran juntas en otros sistemas, a excepción posiblemente de otros fullerenos. En efecto:

es posible encontrar, por ejemplo, valores altos para las polarizabilidades en agregados metálicos tales

como el Nan. Estos valores aumentan con el número de átomos n del agregado, por lo que, en principio,

podrı́a darse en estos sistemas un enlace de polarización entre el agregado y el ion alcalino, similar al que

hemos visto para el caso del fullereno. Sin embargo, el gap entre los estados electrónicos fundamental

y excitado en un agregado metálico disminuye rápidamente a medida que n aumenta [137]. Debido a

ello, es muy probable que existan canales de transferencia de carga electrónica del sistema de colisión

agregado-catión (en los cuales la carga positiva pasa a situarse sobre el agregado) con una energı́a inferior
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a la del canal inicial. En estas condiciones, los procesos de colisión a bajas energı́as entre iones alcalinos

y agregados metálicos difieren significativamente de los que involucran a fullerenos y iones alcalinos.

En este último caso, los procesos no adiabáticos tales como la transferencia de carga o la excitación

electrónica van a ser despreciables para las energı́as de colisión que vamos a considerar en este trabajo.

Al seleccionar nuestro rango energético de trabajo hemos ido un poco más lejos y lo hemos reducido

hasta valores de E
�

30meV , de forma que los canales correspondientes a la excitación de los modos nor-

males de vibración del fullereno (con energı́as propias entre 31 y 225meV [119]) permanezcan cerrados

durante la colisión. Esto nos ha permitido separar adiabáticamente también el movimiento vibracional

del fullereno.

Resumiendo, diremos que bajo estas condiciones energéticas el problema original de la co-

lisión entre un átomo y una molécula con muchos grados de libertad electrónicos, vibracionales y rota-

cionales, queda reducido al de una colisión entre un átomo, que a partir de ahora consideraremos sin

estructura, y un rotor rı́gido (trompo esférico). Según vimos en el Capı́tulo 3, la dinámica de este sis-

tema átomo-fullereno(rotor) puede ser descrita en términos del vector de colisión r, que da cuenta de la

separación relativa entre ambas especies, y los tres ángulos de Euler G �
�
α � β � γ � , que dan la orientación

relativa de la molécula respecto de un sistema de coordenadas no rotante con origen en la posición de su

centro de masas. El hamiltoniano efectivo correspondiente, expresado en el sistema de referencia fijo en

el centro de masas del sistema, viene dado por:

Hvr
� j2

2Ic

� p2
r

2µ
� l2

2µr2
�

V
�
r � G � � (4.1)

donde el primer término representa el hamiltoniano del rotor libre, los dos siguientes corresponden a las

componentes radial y angular del término de energı́a cinética asociado al movimiento relativo del par

colisionante, mientras que V
�
r � G � es el potencial de interacción entre el átomo y el fullereno.

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para la función de onda estacionaria del sis-
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tema ψ
�
r � G � y una energı́a total E es entonces1:

� j2

2Ic

� p2
r

2µ
� l2

2µr2
�

V
�
r � G � � E � ψ

�
r � G � � 0 (4.4)

Encontrar la solución exacta de esta ecuación para un potencial de interacción apropiado y obtener a

partir de ella las secciones eficaces de colisión, requiere, en general, la resolución numérica del conjunto

de ecuaciones acopladas (close-coupling), diferenciales o integrales [138], que surgen al expresar la

función de onda estacionaria ψ
�
r � G � como un desarrollo en la base angular desacoplada que mejor se

adapte a las caracterı́sticas particulares de cada sistema de colisión. Los coeficientes de dicho desarrollo

serán las funciones radiales que resulten trás aplicar las condiciones de contorno especı́ficas de cada

proceso en la ecuación (4.4).

En el caso que nos ocupa, la colisión entre un átomo y un rotor rı́gido, dicha base se suele construir

tomando los estados de rotación del blanco molecular, caracterizados por el momento angular j del rotor

rı́gido, acoplados vectorialmente con los estados del momento angular orbital l asociado al movimiento

relativo entre ambas especies.

Veamos pues a que nos conduce la aplicación de este formalismo en nuestro sistema.

4.3. Formalismo de ecuaciones close-coupling.

En la colisión entre un átomo y un rotor rı́gido hay que considerar dos componentes del momento

angular: una, la componente orbital, que está asociada al movimiento relativo de los dos miembros del

sistema, y la otra, la parte rotacional, correspondiente al movimiento interno del rotor. Por ello, la base

angular se construye a partir de los armónicos esféricos Ylm � �
θ � φ � (conjunto completo en la orientación

1Dado que las colisiones son fenómenos fı́sicos que implican la evolución temporal de un sistema, la forma natural de
abordar la dinámica del proceso en el marco de la Mecánica Cuántica es, en principio, a través de la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo, dada por:

HvrΨ � r � G � t ��� ih̄
∂Ψ � r � G � t �

∂t
� (4.2)

donde la función de onda Ψ � r � G � t � , que refleja la evolución temporal del sistema, vendrı́a descrita inicialmente (habitualmente
cuando t � � ∞) por un paquete de ondas construido como superposición de ondas planas de diferentes momentos. Sin embargo,
debido a que el hamiltoniano (4.1) es un operador real e independiente del tiempo (por serlo el potencial de interacción), es
posible extraer la dependencia temporal de la función de onda de manera explı́cita. Para ello se expresa la solución general de
la ecuación (4.2) de la forma:

Ψ � r � G � t ��� ψ � r � G � exp

� � i
h̄

Et � (4.3)

Esto es, estados estacionarios ψ � r � G � para los cuales la energı́a total del sistema E tiene un valor definido. Si sustituimos la
función de onda (4.3) en la ecuación (4.2) encontramos que la función de onda estacionaria ψ � r � G � satisface, para esta energı́a
E, la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo (4.1) que vamos a tomar como punto de partida en nuestro estudio de
las colisiones.

El empleo de un formalismo independiente del tiempo para ondas planas con un único momento, en lugar de uno dependiente
del tiempo con paquetes de ondas, simplificará en gran medida la obtención de las secciones eficaces de colisión, dando además
resultados prácticamente idénticos.
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r̂) y las autofunciones del rotor rı́gido (conjunto completo en la rotación G). Estas últimas se pueden

identificar con los elementos de matriz del operador de rotación y vienen dadas por:

D j
km j

�
G � � eim jαd j

km j

�
β � eikγ � (4.5)

donde j es el número cuántico asociado al cuadrado del momento angular del rotor, y k y m j los números

cuánticos asociados a la proyección de dicho momento angular sobre el eje z del sistema de referencia fijo

en la molécula y sobre el eje Z del sistema de referencia inercial fijo en el laboratorio respectivamente.

En el caso que nos ocupa de un rotor trompo esférico, los niveles de energı́a rotacionales,

Erot
� h̄2

2Ic
j

�
j

�
1 � � (4.6)

sólo dependen del número cuántico j, presentando por ello una degeneración de
�
2 j

�
1 � 2 sobre los dos

números cuánticos k y m j de las funciones D j
km j

�
G � .

Estas dos contribuciones al momento angular total están generalmente acopladas, siendo el momento

angular J total y su componente M a lo largo del eje Z del sistema de referencia fijo en el laboratorio, las

dos únicas magnitudes angulares estrictamente conservadas durante la colisión. Resulta por ello conve-

niente desarrollar la función de onda total del sistema en términos de autofunciones del momento angular

total obtenidas al acoplar el momento angular orbital l y el momento angular del rotor j. Definimos en-

tonces las funciones angulares base como:

W JM
jk �

�
r̂ � G � � �

∑
m � � � �

j

∑
m j

� � j

eikπ � 4 � � m � jm j
�
JM � Y� m � �

r̂ � D j
km j

�
G � � (4.7)

siendo � � m � jm j
�
JM

� los coeficientes de Clebsch-Gordan.

Con estas funciones angulares, escribimos la función de onda de colisión con momento J, proyección

M sobre el eje Z fijo en el laboratorio y canal de entrada i �
�
jk � � , de la forma:

ψJM
i

�
r̂ � G � � ∑

i �

1
r

W JM
i �

�
r̂ � G � ΦJ �

i
� � i � r � � (4.8)

donde ΦJ �
i

� � i � r � es el coeficiente radial entre el canal de entrada i �
�
jkl � y el de salida i

�
�

�
j

�

k
�

�
� � .

Sustituyendo esta expresión para la función de onda en la ecuación de Schrödinger (4.4) y teniendo en

cuenta la ortonormalidad de las funciones base angulares:


 
 �
W JM

i
�
r̂ � G � � 	 W JM

i �

�
r̂ � G � dr̂dG � δ j j � δkk � δ � � � � (4.9)

se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas para los coefi-

cientes radiales: � d2

dr2
�

�
�

� �
1 �

r2
�

k2
j � ΦJ �

i
� � i � r � � ∑

i � �

V J �
i

� � i � � �
r � ΦJ �

i
� � � i � r � � (4.10)
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para las cuales se ha definido el número de ondas k j mediante la relación:

k2
j

� 2µ

h̄2 � E � Erot � � 2µ

h̄2
� E �

h̄2

2Ic
j

�
j

�
1 � � � (4.11)

mientras que el elemento de la matriz de acoplamiento del potencial de interacción entre los canales i e

i
�

, V J �
i

� � i � r � , viene dado por:

V J �
i

� � i � r � � 2µ

h̄2

 
 �W JM

i �
�
r̂ � G ��� 	 V �

r � G � �W JM
i

�
r̂ � G ��� dr̂dG

�
(4.12)

Las condiciones de contorno necesarias para resolver las ecuaciones (4.10) se fijan construyendo las

soluciones al problema fı́sico de la colisión en términos de las soluciones conocidas para los hamiltoni-

anos libres del átomo y del rotor rı́gido. De este modo, los coeficientes radiales se definen a partir del

lı́mite asintótico
�
r � ∞ � de las funciones radiales no perturbadas, con las condiciones de contorno:

ΦJ �
i

� � i � r �
�
r � ∞ �

� �
1�
k j

exp � � i 
 k jr �

� π
2

� � δii �
� SJ �

i
� � i � exp � i 
 k

�

jr �

�
�

π
2

� � � (4.13)

donde SJ �
i

� � i � son los elementos de la matriz S̄ de colisión, los cuales transforman una onda incidente

en el canal i en una onda dispersada saliente en el canal i
�

. La condición de contorno para la función de

onda después de la colisión viene dada por una onda plana incidente en el estado interno
�
jm jk � y una

superposición de ondas dispersadas salientes en los estados internos
�
j

�

m j � k
� � , y se expresa como:

ψ jm jk
�
r � G � � � e � ik jzD j

km j

�
G � � ∑

j � m j � k �

eik j � r

r
D j �

k � m j �

�
G � f

�
j

�

m j � k
� � jm jk

�
r̂ � � (4.14)

siendo la denominada amplitud de dispersión,

f
�
j

�

m j � k
� � jm jk

�
r̂ � �

�
π�

k jk
�

j

∑
� � � JMm�

�

i
� � � � � 1Y� � m �

�

�
r̂ � � 2 � �

1 � 1
2 � �

�

m � � j
�

m j �
�
JM �

� � 0 jm j
�
JM �

�
δii �

� SJ �
i

� � i � � � (4.15)

la función que contiene toda la información sobre el proceso de colisión. A partir de ella se definen las

secciones eficaces de colisión entre los estados internos de rotación del fullereno
�
jm jk � y

�
j

�

m j � k
� � . La

sección eficaz diferencial de la forma:

dσ
�
j

�

m j � k
� � jm jk

�
r̂ � � k

�

j

k j

�
f

�
j

�

m j � k
� � jm jk

�
r̂ � � 2 � (4.16)

mientras que la sección eficaz total viene dada por:

σ
�
j

�

m j � k
� � jm jk � � 
 dσ

�
j

�

m j � k
� � jm jk

�
r̂ � dr̂

�
(4.17)

El gran inconveniente con el que nos enfrentamos cuando intentamos aplicar este formalismo en nue-

stro sistema fullereno-átomo es el tamaño de las bases rotacional y angular con las que se debe trabajar.
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El valor relativamente alto del momento de inercia del fullereno
�
Ic � 6055umaÅ2 � hace prácticamente

imposible un tratamiento cuántico exacto de su rotación, debido sobre todo a la elevada cantidad de valo-

res del número cuántico j del momento angular del fullereno que serı́a necesario incluir en el cálculo de

las secciones eficaces de colisión. Incluso para las energı́as de colisión más bajas, el número de canales

de rotación accesibles durante el proceso es demasiado elevado. Además, debido a la doble degeneración

en el número cuántico j de los niveles energéticos de rotación � �
2 j

�
1 � 2 � , el número de ecuaciones

acopladas a resolver aumenta rápidamente con la energı́a, por lo que su resolución numérica se convierte

en una tarea prácticamente imposible de abordar2 .

Vemos por tanto que, aún disponiendo de máquinas de cálculo muy rápidas, la resolución de las

ecuaciones acopladas que requiere este tratamiento cuántico tipo close-coupling sólo puede llevarse a

cabo razonablemente asumiendo una serie de aproximaciones. Algunos de los tratamientos aproximados

propuestos en distintos problemas de colisiones moleculares [141,144,148] incluyen el empleo de formas

simplificadas del potencial de interacción, la introducción de soluciones aproximadas de las ecuaciones

mecano-cuánticas (tal es el caso, por ejemplo, de la aproximación de Born de onda distorsionada), o la

aplicación, total o parcial, de la dinámica clásica o semiclásica al problema.

Nuestro objetivo a continuación será precisamente buscar el procedimiento más adecuado que nos

permita realizar una estimación correcta de los aspectos más relevantes de las secciones eficaces en las

colisiones de baja energı́a fullereno-átomo, evitando el gran número de canales acoplados que surgen en

un tratamiento cuántico exacto, y en el que las aproximaciones adoptadas estén plenamente justificadas

bajo las condiciones predominantes en este tipo de procesos.

4.4. Aproximación de masa infinita para el C60.

Tal y como acabamos de ver, uno de los mayores problemas con el que nos enfrentamos cuando

intentamos aplicar un tratamiento cuántico exacto a la rotación del C60 en la colisión fullereno-átomo

deriva del elevado valor del momento de inercia del fullereno. Conviene destacar, sin embargo, que la

dificultad existente en resolver las secciones eficaces parciales para la excitación rotacional del C60 se

pone de manifiesto tanto en los tratamientos teóricos como en los estudios experimentales. Debemos de

tener en cuenta que un sistema con una constante de rotación muy pequeña
�
Be � 1 � Ic � se caracteriza por

tener sus estados rotacionales muy próximos en energı́a, siendo por ello prácticamente imposible tanto

la selección experimental de los estados iniciales de rotación de la molécula, como la determinación de

los estados finales después de la colisión. De este modo, los observables más directos en las colisiones

2El esfuerzo computacional requerido para resolver un conjunto de N ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas
es proporcional a N3.
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COLISIONES DE BAJA ENERGÍA ENTRE ÁTOMOS DE CAPA CERRADA Y EL FULLERENO

C60.

que vamos a estudiar no son las secciones eficaces (4.16) y (4.17), obtenidas entre un estado interno

de rotación inicial
�
jm jk � y un estado final

�
j

�

m j � k
� � especı́ficos, sino más bien, unas secciones eficaces

globales (medias) definidas como suma sobre todos los estados finales de rotación del fullereno y pro-

mediadas sobre una distribución inicial de dichos estados. Esto es, una sección eficaz diferencial dada

por la expresión:

dσobs
�
r̂ � � ∑

jm jk
∑

j � m j � k �

1�
2 j

�
1 � 2 dσ

�
j

�

m j � k
� � jm jk

�
r̂ � (4.18)

y una sección eficaz total que se puede escribir como:

σobs
� ∑

jm jk
∑

j � m j � k �

1�
2 j

�
1 � 2 σ

�
j

�

m j � k
� � jm jk � � (4.19)

Si, como es el caso, el interés de nuestro trabajo se centra en dar una estimación teórica del compor-

tamiento cualitativo de estas secciones eficaces globales, veamos qué nuevas aproximaciones es posible

asumir en nuestro cálculo.

En primer lugar, el elevado valor del momento de inercia del C60 justificarı́a una aproximación cuasi-

clásica en la cual el movimiento de la molécula se tratara semiclásicamente. Dado que estamos intere-

sados en el movimiento del átomo que colisiona, mucho más ligero que el C60, podrı́amos simplemente

despreciar el efecto del impacto de este proyectil sobre el movimiento del fullereno, cuyo estado de

rotación libre clásica quedarı́a inalterado. Se trata de una aproxi-

mación, similar a la aproximación eikonal empleada habitualmente en colisiones atómicas o la aprox-

imación clásica de campos conocida en óptica cuántica, que ha sido justificada y utilizada por nuestro

grupo en estudios previos de espectroscopı́a de vibración-rotación en distintos complejos endoédricos

del fullerenos C60 [106,107]. En nuestro caso, el elevado valor del momento de inercia Ic del fullereno

nos permite encontrar un rango amplio de energı́as de colisión E para el cual se cumplen las condiciones

de aplicabilidad de esta aproximación. Esto es, valores altos del número cuántico j y una velocidad an-

gular del C60 pequeña. Ası́ por ejemplo, si tomamos j � 100, lo que supone una temperatura rotacional

aproximada de 40K, y consideramos una energı́a cinética inicial tı́pica para el proyectil de E � 3meV ,

encontramos que durante un periodo de rotación del fullereno la distancia recorrida por el proyectil es

del orden de 228Å para el He, de aproximadamente 72Å para el Ar y en torno a 40Å si el proyectil es

el Xe (en el caso de los iones alcalinos que vamos a considerar dichas distancias son del orden de 173,

95 y 73Å para el Li � , Na � y K � respectivamente). Estos resultados muestran que, excepto quizás para

las energı́as más bajas y/o los parámetros de impacto más pequeños, es posible congelar el movimiento

del fullereno y reducir el problema de la colisión al de la dispersión del átomo proyectil por un potencial

no central. Con esta aproximación, que serı́a exacta en el lı́mite de Ic infinito (aproximación de masa

infinita), se cierra la posibilidad de cualquier intercambio de energı́a entre el átomo que colisiona y los

grados de libertad internos del fullereno, por lo que las secciones eficaces globales, tanto las diferen-
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ciales como las totales, se convertirı́an en secciones eficaces elásticas. Los valores de estas magnitudes,

que se obtendrı́an entonces a partir de un promedio sobre todas las orientaciones posibles del fullereno,

vendrı́an dados por las expresiones:

dσelas
�
r̂ � � 1

�
dG

 dσ

� �
r̂ � G � dG � (4.20)

en el caso de la sección eficaz diferencial y por:

σelas
� 1

�
dG

 
 σ

� �
r̂ � G � dGdr̂ (4.21)

si se trata de la sección eficaz total.

4.5. Aproximación de potencial de interacción isótropo.

Incluso después de haber descartado cualquier participación de los estados internos de rotación del

fullereno durante la colisión, el número de estados correspondientes al momento angular orbital l que

se precisa en la determinación de las secciones eficaces diferenciales y totales es aún muy elevado para

llevar a cabo un tratamiento puramente cuántico ( � � 0 � 50000).

Se podrı́a esperar, sin embargo, que después de realizar la suma-promedio sobre los estados de

rotación del fullereno, necesaria para determinar las secciones eficaces totales (tanto experimental co-

mo teórica), los efectos de la anisotropı́a angular del potencial de interacción sobre dichos observables

sean poco significativos. Si esto es ası́, una aproximación que asume un potencial de interacción isótropo

podrı́a ser apropiada para tratar la colisión. La utilización de un campo de fuerzas central simplifica

enormemente nuestro problema de colisión inicial y convierte de nuevo las secciones eficaces totales y

diferenciales en secciones eficaces elásticas.

Expongamos a continuación algunos argumentos más convincentes para justificar la validez de una

aproximación, tan grosera en principio, como es la utilización de un modelo con un potencial de interac-

ción isótropo para el estudio de estas colisiones.

Tal y como mostrarán nuestros resultados más adelante (Apartado 4.6.1), las colisiones átomo-

fullereno pueden ser descritas de forma precisa a partir de un tratamiento semiclásico. Utilicemos pues

argumentos semiclásicos para justificar la aproximación de potencial isótropo [139]. Comenzamos para

ello tomando la expresión semiclásica para la amplitud de dispersión correspondiente a un ángulo θ de

dispersión nulo3, cuya parte imaginaria determina las secciones eficaces totales de colisión4 . Esta am-

plitud semiclásica viene dada por la suma de una contribución dominante suave, la rama a, debida a

3θ es el ángulo formado por la direcciones de incidencia k̂inc y dispersión k̂dis del proyectil, cos � θ � � k̂inc � k̂dis. La condición
θ � 0 es equivalente, por tanto, a imponer que ambas direcciones coincidan, k̂inc � k̂dis.

4En las colisiones que tienen lugar en el espacio tridimensional, la condición de conservación del flujo neto en un sistema
sin fuentes y sumideros permite establecer una relación directa entre la sección eficaz total y la amplitud de colisión para ángulo
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trayectorias clásicas con momento angular alto (parámetro de impacto alto), y una parte oscilatoria, la

rama g, de la cual son responsables las trayectorias clásicas con momento angular bajo (parámetro de

impacto bajo). Esto es:

f
�
θ � 0 � � fa

�
θ � 0 � �

fg
�
θ � 0 � � (4.23)

Dado que en colisiones de energı́a suficientemente baja (tales como en las que nosotros vamos a trabajar)

la contribución de la rama a viene determinada principalmente por la forma asintótica a largas distancias
�
r � ∞ � del potencial de interacción y si tenemos en cuenta además que, tal como mostramos en el

capı́tulo anterior, la contribución relativa de los términos no isótropos al potencial de interacción en los

sistemas átomo-fullereno es insignificante en esta región, podemos deducir que los términos anisótropos

de la interacción no van a afectar a la parte dominante de las secciones eficaces totales de colisión en

estos sistemas. Será por tanto el término isótropo de la interacción, el cual sabemos domina claramente

en la región de largo alcance del potencial, el que determine la contribución suave dominante de estas

secciones eficaces totales. Conviene resaltar que estas conclusiones, y con ello la utilización de la aprox-

imación de un potencial de interacción isótropo, han tenido verificaciones experimentales recientes en

varios estudios de colisiones de baja energı́a entre especies esféricas, tales como el fullereno C60 y agre-

gados de Na [1-3], en colisiones entre átomos de He y agregados de Ar [4] y entre agregados alcalinos

y átomos alcalinos [140]. En todos ellos se han conseguido buenos ajustes para las secciones eficaces

totales medidas utilizando modelos sencillos con potenciales de simetrı́a esférica.

El denominado efecto gloria (rama g) añade una componente oscilatoria mucho más pequeña a la

sección eficaz total. Dicha oscilación es debida a la contribución de trayectorias clásicas con parámetro de

impacto bajo, que se acercan más a la región interna repulsiva del potencial de interacción, abandonando

posteriormente dicha región con la misma dirección de incidencia (k̂inc
� k̂dis). Ası́ pues, éstas van a

ser la únicas trayectorias, sensibles a los términos no isótropos de la interacción, que contribuyen a las

secciones eficaces totales de colisión. La inclusión de estos términos va a extender la condición gloria

hacia una región más amplia de parámetros de impacto y, como consecuencia de ello, es de esperar que

produzca un suavizado de dichas oscilaciones.

Desde el punto de vista cuántico, la inclusión de los términos no esféricos de la interacción produce

un acoplamiento entre estados con � �� 0. Por lo que también en este caso cabe esperar un suavizado de

de dispersión del proyectil nulo. Se trata del bien conocido Teorema Óptico, el cual se expresa como:

σtot � 4π
k

Im � f � θ � 0 ��� � (4.22)
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las oscilaciones gloria, además de importantes modificaciones en las secciones eficaces diferenciales.

4.6. Colisiones con potencial de interacción esférico.

Si no consideramos entonces los términos anisótropos del potencial de interacción, la dinámica del

problema de colisión átomo-fullereno viene descrita por la ecuación de Schrödinger radial5,

� p2
r

2µ
� l2

2µr2
�

V
�
r � � E � ψ

�
r � � 0 � (4.24)

pudiendo extraerse las secciones eficaces de colisión de forma sencilla a partir de su solución mediante

la aplicación del método de ondas parciales, estándar en colisiones con potenciales de interacción de

simetrı́a esférica [141-145], que describimos a continuación.

El primer paso para resolver la ecuación (4.24) es desarrollar la función de onda estacionaria del

sistema ψ
�
r � en términos de una base angular apropiada. En el caso de la dispersión por un potencial

esférico, dada la conservación del momento angular orbital l del sistema, con el consiguiente cumplim-

iento de las relaciones de conmutación

�H � l2 � � �H � lz � � � l2 � lz � � 0 � (4.25)

el procedimiento habitual es buscar soluciones a la ecuación (4.24) que sean autofunciones comunes

a los tres operadores H , l2 y lz. Considerando que los armónicos esféricos Y� m
�
r̂ � son autofunciones

simultáneas de l2 y lz6, el desarrollo propuesto para la función de onda es [141,145]:

ψ
�
r � � ∞

∑
� � 0

�

∑
m � � �

C� m
u � m

�
r �

r
Y� m

�
r̂ � (4.26)

donde u � m
�
r � son las funciones radiales y C � m los coeficientes de normalización.

Tengamos en cuenta ahora el hecho de que el problema de colisión posee simetrı́a de revo-

lución en torno a la dirección k̂inc del átomo incidente. Fijando el sistema de referencia de tal forma que

el eje z coincida con dicha dirección, se consigue eliminar la dependencia en el ángulo φ de la función

de onda y con ello también de la amplitud de dispersión y las secciones eficaces. De este modo sólo

5A partir de estos momentos supondremos que la posición del centro de masas del sistema total fullereno-átomo coincide,
en buena aproximación, con la del centro de masas del fullereno, esto es, con el centro geométrico de la cavidad molecular.

6Los armónicos esféricos se definen autofunciones de l2 y lz tales que,

l2Y� m � r̂ � � � � � � 1 � h̄2Y� m � r̂ �
lzY� m � r̂ ��� mh̄Y� m � r̂ �

siendo
�

el número cuántico de momento angular orbital y m el número cuántico magnético.
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será necesario considerar las ondas parciales
�

� � m � 0 � , por lo que el desarrollo (4.26) se puede reescribir

en términos de los polinomios de Legendre P�
�
cosθ � de la forma7;

ψ
�
r � � ∞

∑
� � 0

c
�

�
u �

�
r �

r
P�

�
cos θ � (4.27)

Sustituyendo esta expresión para la función de onda en la ecuación Schrödinger (4.24) se obtiene que la

función u �
�
r � asociada a la onda parcial � es solución de la ecuación radial:

� d2

dr2
�

k2
� Ue f

�
r � � u �

�
r � � 0 � (4.28)

donde

k �
�

2µE

h̄2 (4.29)

es el número de ondas y

Ue f
�
r � � 
 2µ

h̄2

�
V

�
r � � �

�
� �

1 �
r2 (4.30)

el potencial de interacción efectivo.

La primera de las dos condiciones de contorno necesarias para resolver la ecuación (4.28) se fija

considerando que tanto la función de onda ψ
�
r � como su gradiente han de ser finitos en cualquier punto

y en particular en r � 0. A partir de ello se toma:

u �
�
0 � � 0

�
(4.31)

La segunda condición de contorno se determina a partir del comportamiento asintótico
�
r � ∞ � esperado

para estas funciones. Si consideramos que el potencial de interacción V
�
r � tiene un radio de alcance

r � a finito y que decae a cero para distancias largas más rápidamente que
�
1 � r � , podemos escribir la

función u �
�
r � a � en términos de las soluciones conocidas de la ecuación (4.28) en ausencia de potencial

de interacción8 . Esto es:

u �
�
r � � kr � a � � j �

�
kr � �

b � � n �
�
kr ��� r

� �
a (4.36)

7De la definición de los armónicos esféricos [146];

Y� m � θ � φ � � �� 1 � m � � 2 � � 1 �
4π

� � � m � !� � � m � ! � 1 � 2
Pm

� � cosθ � eimφ � m � 0 � Y��� m � �� 1 � mY �� m � �
se deduce que la única forma de eliminar la dependencia en el ángulo φ es tomando m � 0. En cuyo caso se obtiene;

Y� 0 � θ ����� 2
� � 1
4π � 1 � 2

P� � cosθ � �
ya que P0

� � cosθ � � P� � cosθ � .
8Dada la ecuación �

d2

dr2 � k2 � � � � � 1 �
r2 � x � � r ��� 0 � (4.32)
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A partir de ello, el lı́mite asintótico
�
r � ∞ � de las funciones radiales u �

�
r � puede expresarse de la forma9:

u �
�
r � � ��

r � ∞ � sin 
 kr �

� π
2

� δl

� �
(4.39)

Si comparamos este resultado con el lı́mite asintótico de la solución regular u0
�

�
r � en ausencia de potencial

de interacción, dado por:

u0
�

�
r � � ��

r � ∞ � sin 
 kr �

� π
2

�
� (4.40)

comprobamos que el único efecto del potencial de interacción sobre cada onda parcial � es un desplaza-

miento δ � en la fase de la forma asintótica de su función radial u �
�
r � , respecto de la correspondiente a

la función u0
�

�
r � del caso libre. Teniendo en cuenta entonces que toda la información sobre el proceso

de colisión está contenida en los factores de fase δ � , veamos a continuación como podemos obtener las

secciones eficaces a partir de ellos.

Para comenzar tomamos el lı́mite asintótico
�
r � ∞ � conocido para la función de onda estacionaria

del sistema ψ
�
r � , que expresada en términos de la amplitud de dispersión f

�
θ � viene dada por:

ψ
�
r � � ��

r � ∞ �
�

eikincr �
f

�
θ � eikr

r
� � (4.41)

la cual, utilizando para la onda plana incidente a lo largo del eje z el desarrollo en ondas parciales

eikinc � r � eikz � ∞

∑
� � 0

�
2 � �

1 � i
�

j �
�
kr � P�

�
cos θ � � (4.42)

y empleando la forma asintótica de las funciones j �
�
kr � , podemos reescribir de la forma:

ψ
�
r � � ��

r � ∞ � � ∞

∑
� � 0

�
2 � �

1 � i
�

�
ei

�
kr � � π � 2 �

� e � i
�
kr � � π � 2 �

2ikr
� P�

�
cosθ � �

f
�
θ � eikr

r

� �
(4.43)

si se efectua el cambio de variable ρ � kr y se define una nueva función f � � ρ ��� xl � ρ, puede reescribirse de la forma:�
d2

dρ2 � 2
ρ

d
dρ

� � 1 � � � � � 1 �
ρ2 � � fl � ρ � � 0 � (4.33)

siendo ésta la ecuación diferencial de Bessel esférica [147], la cual admite como pares de soluciones linealmente independientes

la función de Bessel j � y la función esférica de Neumann n � o bien las funciones esféricas de Hankel h � 1 �� y h � 2 �� . De este modo,
la solución general de la ecuación (4.32) puede expresarse como:

x� � r � � kr � a� � j � � kr ��� b � � n � � kr ��� � (4.34)

o bien como:
x� � r � � kr � c� � h � 1 �� � kr ��� d� � h � 2 �� � kr �
	 � (4.35)

En nuestro caso optaremos por la primera posibilidad.
9La forma asintótica de las funciones j � y n� viene dada por [147]:

j � � x � ���
x � ∞ � 1

x
sin � x � �

π
2 � (4.37)

n � � x � ���
x � ∞ � � 1

x
cos � x � �

π
2 � (4.38)
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Paralelamente, tomando el desarrollo (4.27) para la función de onda ψ
�
r � y utilizando la forma asintótica

de las funciones radiales en términos de los factores de fase (4.39) se obtiene:

ψ
�
r � � ��

r � ∞ �
∞

∑
� � 0

c �

�
ei

�
kr � � π � 2 � δ� �

� e � i
�
kr � � π � 2 � δ � �

2ikr
� P�

�
cos θ � � (4.44)

Igualando ahora los términos que acompañan a la onda esférica entrante e � ikr en las dos últimas expre-

siones, se obtiene que los coeficientes c � vienen dados por:

c � �
�
2 � �

1 � i �

k
eiδ� �

(4.45)

Del mismo modo, igualando los términos que acompañan a la onda esférica saliente e ikr y utilizando

esta última ecuación para los c � , se obtiene finalmente la relación que buscabamos entre la amplitud de

dispersión y los factores de fase δ � :

f
�
θ � � ∞

∑
� � 0

f �
�
θ � � ∞

∑
� � 0

�
2 � �

1 �
2ik � ei2δ �

� 1 � P�
�
cosθ � � 1

k

∞

∑
� � 0

�
2 � �

1 � eiδ�
sinδ � P�

�
cosθ � � (4.46)

Una vez obtenida la amplitud de dispersión, las secciones eficaces se obtienen de manera inmediata. Ası́,

la sección eficaz diferencial viene dada por:

dσ
dΩ

�
θ � � �

f
�
θ � � 2 � 1

k2 �����
∞

∑
� � 0

�
2 � �

1 � eiδl sinδ � P�
�
cosθ � �����

2

� (4.47)

mientras que la sección eficaz total se puede expresar como la suma de las secciones eficaces parciales σ �

correspondientes a cada una de las ondas parciales � que intervienen en el proceso de colisión. Es decir:

σtot
� 
 �

f
�
θ � � 2dΩ � ∞

∑
� � 0

σ � � ∞

∑
� � 0

4π
k2

�
2 � �

1 � sin2 δ �
�

(4.48)

Resulta evidente a partir de estas expresiones que la eficiencia del método de ondas parciales dismin-

uye a medida que aumenta el número de términos � que aportan una contribución significativa al proceso

de colisión, lo cual ocurre de forma irremediable cuando se consideran energı́as de colisión cada vez

más altas, ası́ como proyectiles de mayor tamaño. En general, para un potencial de interacción con un

alcance r � a y un número de ondas k asociado a la partı́cula incidente, se han de incluir ondas parciales

� hasta alcanzar un � max, tal que � max
� � ka. Para � � � max el término de repulsión centrı́fuga �

�
� �

1 � � r2

domina la interacción e impide cualquier efecto de V
�
r � sobre la onda parcial � , la cual permanece sin

perturbar después de la colisión (δ � � σ � � 0 � . Por esta razón, cuanto más lento sea el decaimiento a cero

del potencial de interacción a largas distancias y mayor la energı́a de la colisión, más nos alejaremos de

las condiciones óptimas para utilizar este método. Ası́ por ejemplo, en nuestro caso particular nos hemos

encontrado con un aumento drástico en el número de ondas parciales � necesarias para converger el
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cálculo de las secciones eficaces en las colisiones C60+(ion alcalino), respecto de las colisiones C60+(gas

noble). Todo ello debido al cambio en el comportamiento a largas distancias del potencial de interacción,

el cual pasa de ser de la forma
�
1 � r6 � para los gases nobles a tener un decaimiento mucho más lento, del

tipo
�
1 � r4 � , en los iones alcalinos.

Veamos a continuación las secciones eficaces que hemos obtenido al emplear este método de ondas

parciales a las colisiones de baja energı́a C60+átomo, considerando los potenciales de interacción esféri-

cos introducidos en el capı́tulo anterior. En las colisiones con gases nobles tomaremos un potencial de

interacción de dispersión-repulsión V
�
r � � Vdr

�
r � (3.27), mientras que en el caso de iones alcalinos añadi-

remos a esta misma contribución el término de polarización Vp
�
r � (3.44), siendo por tanto el potencial

de interacción total V
�
r � � Vdr

�
r � �

Vp
�
r � .

4.6.1. Secciones eficaces para las colisiones de baja energı́a C60+(gas noble) y C60+(ion
alcalino).

Tal como acabamos de ver, la evaluación de los factores de fase para un potencial de interacción

V
�
r � requiere la resolución numérica del problema de contorno definido por las ecuaciones (4.28), (4.31)

y (4.39) y la comparación posterior del resultado obtenido con la solución conocida para V
�
r � � 0.

En nuestro caso, dichos desfasajes los hemos obtenido utilizando un método numérico enmarcado en

un tratamiento puramente cuántico, como es el propagador de Numerov-Cooley [149], además de una

aproximación semiclásica estándar en la que incluimos la posibilidad de efecto túnel a través de la barrera

centrı́fuga del potencial de interacción (detalles de ambos cálculos se presentan en el Apéndice A). El

buen acuerdo encontrado entre los factores de fase obtenidos mediante los formalismos cuántico y semi-

clásico [Figura (A.2)] y que da lugar a secciones eficaces de colisión prácticamente idénticas, teniendo

en cuenta la precisión de las gráficas presentadas, confirma el carácter semiclásico que ya habı́amos ade-

lantado para este tipo de colisiones. En las Figuras (4.1) y (4.2) mostramos las secciones eficaces totales

obtenidas en el rango de energı́a E � � 0 � 1 � 30 � meV para los distintos proyectiles analizados. Dado que

para estas bajas energı́as el potencial de interacción en la posición r � R de la superficie del fullereno

C60 se puede considerar como el correspondiente a una pared dura, las secciones eficaces totales de las

energı́as más altas tenderán al valor constante σ0
� 2πR2, que es la sección eficaz cuántica de altas en-

ergı́as asociada a una esfera dura de radio R. Es por ello por lo que hemos extraı́do este valor lı́mite a las

secciones eficaces totales obtenidas, representando en dichas figuras el logaritmo de
�
σtot

� σ0 � frente al

logaritmo de la energı́a de colisión.

Como vemos, todos los sistemas muestran una serie de oscilaciones gloria superpuestas al descenso

gradual de las secciones eficaces totales que se produce al aumentar la energı́a de la colisión. Se observa

claramente además como, para un mismo rango energético, el número de estas oscilaciones crece rápida-
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Figura 4.1: Secciones eficaces totales para las colisiones C60 + gas noble. La energı́a E del centro de masas
está dada en meV. Los logaritmos en ambos ejes son decimales.

mente a medida que el proyectil que interviene en la colisión es más pesado. Si tenemos en cuenta que,

según el Teorema de Levinson [144], el número de máximos relativos originados por este tipo de oscila-

ciones se corresponde con el número de estados ligados vibracionales que soporta el potencial Ue f
�
r �

con � � 0, el comportamiento obtenido es el que cabrı́a esperar para estos sistemas. En efecto, tal y como

vimos en el capı́tulo anterior [ver Figura (3.2)], la profundidad del pozo de los potenciales esféricos au-

menta con el tamaño del átomo externo, lo que da lugar a un mayor número de estados ligados y un menor

espaciado energético entre ellos. Ası́ pues, el sistema C60
� He, cuyo pozo de potencial esférico apenas

soporta cuatro estados ligados, es el que muestra caracterı́sticas cuánticas más importantes, con oscila-

ciones gloria sensiblemente más grandes y anchas que las que presentan las secciones eficaces totales

en el resto de sistemas estudiados (se trata del sistema con menor masa reducida). Este sistema muestra

también claras resonancias que tienen su origen en el atrapamiento temporal del átomo incidente entre

las barreras centrı́fugas del potencial efectivo. En el extremo opuesto se encuentra el sistema C60
� K � ,

que presenta un elevado número de pequeñas oscilaciones gloria, apenas perceptibles, consecuencia de

la gran cantidad de estados ligados que es capaz de soportar su profundo pozo de potencial.

Si nos fijamos ahora en los valores de las secciones eficaces para los distintos sistemas nos sorprende,

en primer lugar, la elevada magnitud relativa de los resultados obtenidos para los iones alcalinos cuando

los comparamos con los valores correspondientes a los gases nobles. Como era de esperar, y tal como va-
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Figura 4.2: Secciones eficaces totales para las colisiones C60 + ion alcalino. La energı́a E del centro de masas
está dada en meV. Los logaritmos en ambos ejes son decimales.

mos a demostrar a continuación, el origen de estas secciones eficaces tan altas en las colisiones C60+(ion

alcalino) está en el lento decaimiento a largas distancias del potencial de interacción en estos sistemas y

en la alta polarizabilidad del fullereno.

Vamos a demostrar a continuación que, efectivamente, tal y como hemos comentado anteriormente,

estas secciones eficaces totales pueden separarse en dos contribuciones claramente diferenciadas. Una

de ellas compuesta por las pequeñas oscilaciones gloria y la restante, que da la contribución suave domi-

nante.

Para comenzar, reescribimos la sección eficaz total (4.48) de la forma:

σtot
� 2π

k2

∞

∑
� � 0

�
2 � �

1 � � 1 � cos
�
2δ � ��� � (4.49)

Si expresamos ahora esta relación como suma de dos contribuciones;

σtot
� σa

� σg � (4.50)

donde

σa
� 2π

k2

∞

∑
� � 0

�
2 � �

1 � �

2π
k2

∞

∑
��� � c

�
2 � �

1 � cos
�
2δ � � (4.51)

y

σg
�

�

2π
k2 ∑

��� � c

�
2 � �

1 � cos
�
2δ � � � (4.52)
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obtenemos, tal como se muestra en las Figuras (4.3), (4.4) y (4.5), que el término σg reproduce la parte

oscilatoria de las secciones eficaces totales de colisión, mientras que σa aporta la contribución suave

dominante.
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Figura 4.3: Componente σg (4.52) de la sección eficaz total en las colisiones C60 + gas noble.

El momento angular de corte � � � c que determina la frontera entre las contribuciones σg y σa, es aquel

para el cual se cumple que la energı́a del máximo de la barrera centrı́fuga del potencial de interacción

efectivo coincide con la energı́a E de la colisión [Figura (4.6b)]. De este modo, los momentos angulares

� � � c, que intervienen en la parte oscilatoria σg de la sección eficaz, dan lugar a barreras centrı́fugas

que se mantienen por debajo de la energı́a de la colisión [Figura (4.6a)], mientras que en el caso de los

momentos angulares � � � c, asociados a la contribución suave σa, estas barreras sobrepasan la energı́a E

[Figura (4.6c)].

Si razonamos en un esquema semiclásico podemos decir entonces que la contribución oscilatoria de

las secciones eficaces corresponde a trayectorias con parámetro de impacto
�
b � � � k � bajo, sensibles tanto

al pozo atractivo como a la pared repulsiva interna del potencial. Más concretamente, en el Apéndice E

mostramos como esta oscilación que presenta la sección eficaz total de colisión puede obtenerse de

forma bastante precisa considerando únicamente la contribución debida a las trayectorias clásicas con

parámetro de impacto bajo que verifican la condición gloria. Esto es, trayectorias que tienen la misma

dirección antes y después de visitar la región de colisión
�
k̂inc

� k̂dis � . Demostramos además que la

oscilación gloria definitiva es en realidad resultado de la superposición de dos tipos de oscilaciones. Una,
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Figura 4.4: Componente σg (4.52) de la sección eficaz total en las colisiones C60 + ion alcalino.

la más importante, debida a las trayectorias que hemos denominado directas (Figura E.12), que determina

la modulación de la oscilación principal (tal y como se muestra en las Figuras E.13 y E.14). Y otra menos

relevante, originada por las que hemos denominado trayectorias de orbiting (Figura E.11), responsable

de la pequeña ondulación (resonancias angulares) que presenta la oscilación principal (muestra de ello

son las Figuras E.15 y E.16 obtenidas para colisiones en dos dimensiones y las Figuras E.20, E.21

y E.22 correspondientes a procesos que ocurren en tres dimensiones). Al margen de este tratamiento

basado en trayectorias clásicas van a quedar las posibles resonancias de tunneling que puedan aparecer

superpuestas sobre la oscilación final de las secciones eficaces totales. Como ya hemos comentado,

éstas tienen su origen en mecanismos puramente cuánticos como son el atrapamiento temporal de la

partı́cula incidente en estados cuasiligados en el interior del pozo del potencial efectivo, debido a efectos

de tunneling a través de la barrera centrı́fuga del potencial, y no son por tanto reproducidas con el modelo

que desarrollamos en dicho apéndice.

En próximos apartados nos ocuparemos de analizar los efectos producidos por los términos no isótro-

pos del potencial de interacción sobre esta componente oscilatoria de la sección eficaz total. Si tenemos

en cuenta que las trayectorias clásicas que intervienen en dicha componente de la sección eficaz total son

altamente sensibles a la forma del potencial de interacción en regiones internas próximas a la superficie

del fullereno, donde ya sabemos que son más importantes estos términos anisótropos de la interacción,

parece obvio que la inclusión de éstos en el potencial de interacción ha de modificar dicha oscilación.
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Figura 4.5: Componente σa (4.51) de la sección eficaz total en las colisiones C60 + gas noble y C60 + ion alcalino.

Además, tal como ya hemos adelantado, el promedio sobre todas las orientaciones del fullereno, nece-

sario según vimos para obtener las secciones eficaces de colisión, se espera de lugar a una atenuación de

esta oscilación, haciéndola cada vez menos perceptible.

Centrémonos ahora en la contribución σa (4.51) debida a momentos angulares � � � c. En este caso,

la barrera rotacional debida al término centrı́fugo del potencial impide que las trayectorias alcancen la

región interna del potencial de interacción, a excepción de las energı́as de resonancias en las que puede

darse un atrapamiento temporal debido a efecto túnel a través de dicha barrera. En todo caso, estas

resonancias son extremadamente estrechas y, tal como indican las Figuras (4.1) y (4.2), prácticamente

inapreciables con la resolución utilizada en nuestras representaciones gráficas de las secciones eficaces

totales, salvo en el sistema C60
�

He donde es posible distinguir claramente algunas de ellas.

Dado que para distancias superiores a la posición de la barrera rotacional del potencial de inter-

acción la importancia relativa de los términos anisótropos respecto de la parte esférica del potencial es

prácticamente despreciable, el efecto de estos términos sobre la contribución dominante σa debe ser tam-

bién insignificante. Más aún, tal como demostraremos a continuación, los valores de las pendientes en

los comportamientos claramente lineales obtenidos al representar el log
�
σa

� σ0 � frente a log E [Figura

(4.5)] están determinados por la forma del término del potencial de interacción dominante en el lı́mite

asintótico
�
r � ∞ � , lo que en nuestros sistemas equivale a afirmar que la componente σa de la sección
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eficaz total está determinada únicamente por el término esférico de la interacción. Esto es, por el término
� C6 � r6 (donde C6

� 60 � 4εσ6) en el caso de los gases nobles y por el término � C4 � r4 (siendo C4
� α � 2)

para los iones alcalinos.

Para obtener información sobre las caracterı́sticas del potencial a cortas distancias serı́a preciso au-

mentar la energı́a de la colisión. Sin embargo, ya sabemos que para energı́as más altas se produce la

apertura de numerosos canales inelásticos que no nos permitirı́an extraer este tipo de información. En el

próximo capı́tulo mostraremos como la forma más apropiada de obtener detalles acerca de la forma del

potencial a corto y medio alcance
�
r � R � es a través de estudios de espectroscopı́a.

Vamos a demostrar pues que la componente σa de la sección eficaz total de colisión es sensible única-

mente al término esférico del potencial de interacción. Comenzamos tomando la expresión semiclásica

conocida [144] para la contribución dominante a la sección eficaz total en procesos de colisión con un

potencial central de la forma � Csr � s, la cual puede ser expresada de la forma (Apéndice B):

�
σa

� σ0 � � p
�
s � � µC2

s

2h̄2E
� 1�

s � 1 �
� (4.53)

siendo p
�
s � la función definida por:

p
�
s � � π2 � 2 f

�
s ��� 2�

s � 1 �
sin

� π
s � 1 � Γ

�
2

s � 1 � (4.54)

y

f
�
s � �

�
π

2

Γ
�

s � 1
2 �

Γ
�

s
2 �
�

(4.55)

En una representación log
�
σa

� σ0 � � log E este modelo implicarı́a una dependencia lineal de la sección

eficaz total respecto de la energı́a de la colisión:

log
�
σa

� σ0 � � m logE
�

B � (4.56)
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Proyectil s Cs
�
a
�
u
� � 60 � 4εσ6 �

a
�
u
� �

Xe 6.054 5.555 � 106 5.444 � 106

Ar 6.080 2.291 � 106 2.202 � 106

He 6.058 3.078 � 105 2.938 � 105

Cuadro 4.1: Colisiones C60+(gas noble): valores del coeficiente C6 y del parámetro s obtenidos a partir de la Ec.
(4.56) y del ajuste lineal realizado sobre los datos representados en la Figura (4.5).

Proyectil s Cs � 2
�
a
�
u
� � α

�
a
�
u
� �

Li � 3.996 5.44 � 102

Na � 3.998 5.43 � 102 5.36 � 102

K � 3.999 5.43 � 102

Cuadro 4.2: Colisiones C60+(ion alcalino): valores de la polarizabilidad α y del parámetro s obtenidos a partir de
la Ec. (4.56) y del ajuste lineal realizado sobre los datos representados en la Figura (4.5).

con una pendiente dada por:

m �
�

1�
s � 1 � (4.57)

y una ordenada en el origen

B � log

�
p

�
s ��
 µC2

s

2h̄2

� 1
s � 1 � � (4.58)

Si procedemos ahora a ajustar nuestros datos para los distintos sistemas con la expresión (4.56),

obtenemos que en el caso de las colisiones C60+(gas noble) s � 6 y Cs � 60 � 4εσ6 [ver Tabla (4.1)],

mientras que en las colisiones C60+(ion alcalino) s � 4 y Cs � α � 2 [ver Tabla (4.2)]. Se verifica de este

modo el dominio del término esférico de dispersión � C6 � r6 en las colisiones de muy baja energı́a entre

fullereno C60 y átomos de gases nobles, además del claro dominio sobre éste del término esférico de

polarización � α � 2r4 cuando la colisión se produce entre un C60 y un ion alcalino.

Ası́ pues, podemos concluir que los términos esféricos de orden superior a r � 6 en las colisiones

C60+(gas noble) y r � 4 en el caso de iones alcalinos, no intervienen en la componente dominante σa

de la sección eficaz total. Lo mismo ocurrirá también, por supuesto, con los términos no isótropos de

la interacción que, como ya sabemos, son siempre de órdenes superiores en las dos clases de sistemas

estudiados. Se confirma de este modo la conveniencia de utilizar una aproximación de potencial de

interacción esférico en colisiones de baja energı́a que involucran a especies prácticamente esféricas,

tanto para predicir como para ajustar los datos experimentales de las secciones eficaces globales.

Tal como mencionamos en el Capı́tulo 2, la mayor parte de los procedimientos experimentales desar-

rollados hasta el momento para determinar la polarizabilidad del fullereno C60 se han basado en medidas

indirectas realizadas en fulleritas, aunque muy recientemente se han aportado los primeros valores ex-

perimentales obtenidos a partir de medidas realizadas directamente sobre moléculas de fullereno C60 en
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fase gaseosa (para ello se han empleado la técnica de deflexión de haces moleculares [66] y medidas

dinámicas [67]). Una consecuencia especialmente interesante que podemos extraer de nuestro análisis

de las colisiones de baja energı́a C60+(ion alcalino) es la posibilidad de emplear este tipo de procesos

como una técnica experimental adicional para determinar la polarizabilidad del C60 y otros fullerenos en

fase gaseosa. Con el propósito de ilustrar la alta sensibilidad de este método colisional hemos supuesto

procesos gobernados por un potencial de interacción, dado por:

V
�
r � � cdVdr

�
r � �

cpVp
�
r � � (4.59)

en el que variamos los coeficientes cd y cp para dar distinta importancia a los términos de dispersión

Vdr
�
r � (3.27) y de polarización Vp

�
r � (3.44), pero siempre intentando no modificar el valor del mı́nimo

del potencial [Figura (4.7)
�
I � ]. De este modo conseguimos potenciales efectivos con regiones de equilib-

rio similares pero distintos comportamientos a media y larga distancia. Tal como se muestra en la Figura

(4.7)
�
II � , las secciones eficaces reflejan claramente cualquier cambio en la forma del potencial de inter-

acción, con importantes alteraciones tanto en el orden de magnitud como en la variación con la energı́a

de la colisión. Analicemos, por ejemplo, lo que le ocurre a la sección eficaz en el sistema C60
�

Li �

cuando pasamos de un potencial dominado por el término de polarización � Potencial a
�
cd

� 1 � cp
� 1 ���

a otro dominado por el término atractivo de dispersión �Potencial c
�
cd

� 3 � 77 � cp
� 0 � 0025 ��� . En primer

lugar apreciamos un importante descenso en el orden de magnitud. Éste se debe a que pasamos de un

potencial con un decaimiento asintótico muy lento
�
1 � r4 � a otro que decae más rápidamente

�
1 � r6 � . El

cambio en la pendiente desde sa
� 3 � 996 hasta sc

� 5 � 843 refleja claramente esta diferencia en los rit-

mos de descenso entre ambos potenciales. Observamos también como en el Potencial c las oscilaciones

gloria son bastante menos numerosas y de amplitud sensiblemente mayor que en el Potencial a, todo

ello debido a que hemos pasado a un potencial con un pozo atractivo más estrecho que soporta, por

tanto, menos estados ligados vibracionales. Finalmente, observamos en la sección eficaz del Potencial c

algunas resonancias de tunneling a bajas energı́as que no aparecen con el Potencial a. Esto nos indica

que pasamos de un sistema relativamente clásico a otro que presenta caracterı́sticas más cuánticas, con

barreras angulares más estrechas que favorecen el efecto túnel a través de ellas.

Para concluir este apartado dedicado al estudio de las secciones eficaces en las colisiones C60+(gas

noble) y C60+(ion alcalino) con un potencial de interacción esférico, presentamos en la Figura (4.8) las

secciones eficaces diferenciales obtenidas con los distintos proyectiles para una energı́a de colisión E �
1meV . En todos los sistemas se aprecian claramente las tı́picas oscilaciones debidas a las interferencias

cuánticas entre las diferentes ondas parciales que intervienen en el proceso. Por supuesto, cuanto mayor

es el número de ondas parciales que participan en una colisión, más importantes son los efectos de

estas interferencias y, a consecuencia de ello, más numerosas son también las oscilaciones que presentan
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Figura 4.7: Diferentes potenciales V � r � � cdVdr � r � � cpVp � r � (I) y sus secciones eficaces totales de colisión en el
sistema C60 � Li

�

(II). En la curva � a � cd � cp � 1, en � b � cd � 3 � 5, cp � 0 � 11, y en � c � cd � 3 � 77, cp � 0 � 0025. Las
secciones eficaces están dadas en Å2, mientras que la energı́a de colisión E se ha medido en meV .

las secciones eficaces diferenciales. Si comparamos las secciones eficaces diferenciales obtenidas para

átomos de gases nobles y iones alcalinos de masas similares
�
mAr � mK � � mHe � mLi � � , observamos como

las oscilaciones en los iones alcalinos son más numerosas y estrechas que en el caso de los gases nobles.

Lo mismo ocurre si consideramos dentro de una misma familia proyectiles cada vez más pesados. En

ambos casos se vuelve a poner de manifiesto el hecho, ya conocido [141], de que en una colisión con un

potencial de interacción que presenta un decaimiento asintótico lento y/o un radio de alcance importante,

se precisa incluir un mayor número de ondas parciales que en el caso de un potencial que decae más

rápidamente y tiene menor radio de alcance.

En el apartado (4.7) mostraremos como la inclusión de los términos anisótropos del potencial de

interacción tiende a suavizar, y a veces a suprimir cası́ por completo, las oscilaciones que presentan estas

secciones eficaces diferenciales obtenidas con potenciales de interacción esféricos.

4.6.2. Secciones eficaces para las colisiones de baja energı́a C60
�

C60.

Todo el formalismo que acabamos de aplicar para el estudio de las colisiones C60+átomo con un

potencial de interacción esférico puede ser generalizado a las colisiones entre dos fullerenos C60 neutros.

En la Figura (4.9a) mostramos la variación con la energı́a de la sección eficaz total de colisión en este

sistema, siendo en esta ocasión σ0
� 8πR2 la sección eficaz cuántica de esfera dura correspondiente. El
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valor de la pendiente que obtenemos al ajustar la componente dominante σa de la sección eficaz con

la expresión (4.56), s � 5 � 985, está en buen acuerdo con el comportamiento a largas distancias
�
1 � r6 �

asociado al potencial de Girifalco (3.33) que hemos empleado para describir la contribución isótropa

de la interacción C60
� C60. El elevado orden de magnitud de estas secciones eficaces, ası́ como el gran

número de oscilaciones gloria que ésta presenta, si las comparamos con las obtenidas en las colisiones

C60+(gas noble), son consecuencia del pozo atractivo sensiblemente más profundo en este potencial de

interacción [ver Figuras (3.2) y (3.6)]. La mayor profundidad de este pozo obliga también a incluir un

elevado número de ondas parciales en el cálculo de las secciones eficaces de colisión, tal y como queda

reflejado claramente en la gran cantidad de oscilaciones que presentan las secciones eficaces diferenciales

en este sistema. Como muestra de ello, representamos en la Figura (4.9b) la sección eficaz diferencial

obtenida para una energı́a de colisión E � 1meV .

Estas secciones eficaces que acabamos de presentar para las colisiones entre dos fullerenos C60 neu-

tros se han tomado recientemente como referencia para establecer parámetros experimentales apropiados

que permitieran medir la presión de vapor del C60 [150].

Si tenemos en cuenta que la comprensión de las propiedades de los fullerenos se basa principalmente

en estudios experimentales de moléculas libres, y que generalmente una muestra gaseosa o haz de estas
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sección eficaz diferencial obtenida para una energı́a del centro de masas del sistema E � 1meV .

moléculas se prepara a partir de la evaporación de fullerita a una temperatura apropiada, el conocimiento

preciso de la densidad de la muestra gaseosa que se emplea como blanco (o haz) se convierte en un

aspecto fundamental en la obtención de valores absolutos de ciertas propiedades como, por ejemplo,

la sección eficaz de fotoabsorción. En este sentido, dado que las temperaturas necesarias para obtener

las densidades tı́picamente requeridas son del orden de 500oC, en las que la presión de vapor es aún

demasiado baja, en general no es posible una medida directa de dicha presión. Por ello, los experimentos

se llevan a cabo habitualmente empleando una celda de vapor, obteniéndose el valor de la densidad en

su interior a partir de la medida del ritmo de escape del gas de fullerenos a través de un orificio que se

encuentra en una de sus paredes. En prácticamente todos los experimentos realizados durante la pasada

decada para estimar la presión de vapor de los fullerenos en función de la temperatura [151], se ha

asumido que el ritmo de escape de las moléculas a través del orificio podı́a describirse como puramente

difusivo. Esto es, se consideraba que el camino libre medio de estas moléculas en el gas era grande

comparado con las dimensiones tı́picas del orificio (se tenı́an en cuenta las colisiones de las moléculas

con las paredes de la cavidad, pero no las colisiones entre las moléculas). Sin embargo, tal como han

indicado recientemente W. Kamke y colaboradores [150], secciones eficaces tan elevadas como las que

nosotros hemos obtenido para las colisiones C60
�

C60 indicarı́an que las condiciones de haz difusivo
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supuestas en estos experimentos estarı́an lejos de satisfacerse en la mayor parte de ellos. Si esto fuera

ası́, los valores de la presión de vapor aportados por estos trabajos serı́an demasiado bajos. Efectivamente,

los resultados experimentales obtenidos por estos autores, utilizando como referencia nuestras secciones

eficaces, se encuentran significativamente por encima de los datos conocidos previamente para la presión

de vapor (aproximadamente un factor 4) y son consistentes además con sus medidas experimentales de

la sección eficaz absoluta de fotoabsorción del C60 [152].

4.7. Colisiones con potencial de interacción no esférico.

A continuación vamos a dar una estimación más precisa de los efectos de los términos anisótropos

del potencial de interacción sobre las secciones eficaces de colisión que acabamos de obtener con la

aproximación del potencial esférico. Para ello asumiremos de nuevo la apro-

ximación de masa infinita para el fullereno discutida en apartados previos, y que según vimos, permite

congelar su movimiento durante la colisión, reduciéndose ası́ el problema al de una dispersión por un

potencial no central. El potencial anisótropo que proponemos para realizar este estudio puede escribirse

de la forma (ver Apartado 3.2):

V
�
r � � V0

�
r � �

V1
�
r� θ � φ � � a00

�
r ��

4π
� ∑

� pmp

�

a � pmp

�
r � Y� pmp

�
r̂ � � (4.60)

donde el sumatorio ∑
�

excluye el término esférico � p
� mp

� 0.

Al haber descartado la participación de los estados internos del fullereno, los canales de la colisión

van a estar definidos únicamente por los distintos valores posibles del momento angular del movimiento

relativo del sistema,
�

�
�

� �
1 � h̄, y su componente z, mh̄. De este modo, la función de onda asociada a

un canal de entrada
�

� � m � puede expresarse como un desarrollo en la base angular de los armónicos

esféricos,

Ψ � m
�
r � � 1

r ∑
� � m �

C
� m

� � m �
�
r � Y� � m �

�
r̂ � � (4.61)

con coeficientes radiales C � m
� � m �

�
r � dados por las soluciones del conjunto de ecuaciones diferenciales

acopladas (Apéndice C),

� d2

dr2
�

�
�

� �
1 �

r2
� U0

�
r � �

k2 � C
� m

� � m �
�
r � � ∑

� � � m � �

U1
�

�
�

m
� � �

� �

m
� � �

r � C � m
� � � m � �

�
r � � (4.62)

que han de satisfacer la condición de contorno asintótica [142]:

C
� m

� � m �
�
r � � ��

r � ∞ � 
 i
2k

� �
e � i

�
kr �

�
π
2 � δ � � � δmm �

� S
�

�
�

m
� � � m � e

i � kr �
�

� π
2 � � � (4.63)

siendo S
�

�
�

m
� � � m � los elementos de la matriz de colisión S̄, que contienen toda la información sobre la

dispersión entre los canales de entrada
�

� � m � y salida
�

�
�

m
� � .



102
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Tal y como hemos mostrado en apartados previos de este capı́tulo, otra forma de describir el proceso

de colisión es a través de la amplitud de dispersión f
�
k̂ � k̂ � � que aparece en la forma asintótica de la

función de onda asociada al sistema,

ψ
�
r � � ��

r � ∞ � eik � r � 1
r

f
�
k̂ � k̂

� � eikr � (4.64)

donde el primer término corresponde a la onda plana que representa a la partı́cula incidente en la direc-

ción k̂ � k � � k �
, mientras que k̂

�

indica la dirección de dispersión. En términos de la matriz S̄, la amplitud

de dispersión puede expresarse en este caso de la forma [143]:

f
�
k̂ � k̂ � � � 
 2π

k

�
∑

� m
∑

� � m �

i
� � � � � � 1 � � S �

�
�

m
� � � m � � δ � � � δmm � � Y� � m �

�
k̂

� � Y 	� m
�
k̂ � � (4.65)

pudiendo escribirse a partir de ella las secciones eficaces diferencial y total asociadas a la dirección de

incidencia k̂, como:
dσ
dΩ

�

�
k̂ � k̂

� � � �
f

�
k̂ � k̂ � � � 2 (4.66)

y

σ
�
k̂ � � 
 �

f
�
k̂ � k̂

� � � 2dΩ
�

(4.67)

respectivamente.

La sección eficaz total, obtenida como promedio sobre todas las direcciones de incidencia k̂, viene

dada entonces por:

σ̄ � 1
4π

 σ

�
k̂ � dΩ � π

k2 ∑
� m

∑
� � m �

�
S

�
�

�

m
� � � m � � δ � � � δmm �

� 2 � (4.68)

Tal como comentamos en el apartado 4.5, cualquier estudio de colisión que se realice considerando

la parte no isótropa del potencial de interacción está enormemente limitado por el elevado número de

valores del número cuántico � del momento angular orbital que es necesario incluir en el desarrollo

(4.61) hasta lograr una buena convergencia de las secciones eficaces. Debemos de tener en cuenta que

si se trabaja con una base angular en la que se alcanza un valor máximo � max, el número de ecuaciones

diferenciales acopladas a resolver es de
�

� max
�

1 � 2 � �
� max

�
1 � 2. Con nuestros valores tı́picos

�
� max �

0 � 50000 � atacar un problema de estas dimensiones se convierte en una tarea prácticamente imposible de

abordar en la mayor parte del rango energético. Es por ello por lo que, aún empleando una base angular

compuesta por funciones adaptadas a la simetrı́a del grupo Ih (Apéndice C)10, nos hemos visto obligados

a restringir este análisis de las colisiones con potencial no esférico al sistema C60
�

He y únicamente en

10El empleo de funciones adaptadas a la simetrı́a nos ha permitido dividir el conjunto inicial de � �
max � 1 � 4 ecuaciones

acopladas en 8 bloques independientes, uno por cada una de las representaciones irreducibles del grupo Ih, que pueden ser por
tanto resueltos por separado.
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el rango de energı́as más bajas de nuestra escala
�
E � 1meV � .

4.7.1. Sección eficaz diferencial.

En la Figura (4.10) mostramos las secciones eficaces diferenciales asociadas a la colisión entre un

átomo de helio y el fullereno C60, obtenidas para una energı́a del centro de masas del sistema E �
0 � 66meV

�
� max

� 30 � , cuando la dirección del proyectil incidente se hace coincidir con distintos ejes de

simetrı́a del fullereno
�
k̂ � Ĉn � n � 2 � 3 � 5 � y se efectúa un promedio sobre el ángulo ϕ

�

de la dirección de

dispersión k̂
�

. Esto es:
dσ̄
dΩ

�

�
k̂ � θ � � � 1

2π

 2π

0

�
f

�
k̂ � k̂

� � � 2dϕ
� �

(4.69)

La matriz de colisión S̄ se ha obtenido mediante el procedimiento descrito en el Apéndice C.
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Figura 4.10: Secciones eficaces diferenciales de la colisión C60 � He, obtenidas al considerar distintas direcciones
de incidencia para el proyectil. En trazo grueso se representa la sección eficaz asociada al potencial anisótropo
(4.60) y en trazo fino la correspondiente al potencial esférico V0 � r � . La energı́a del centro de masas del sistema en
los tres casos es E � 0 � 66meV .

Si comparamos estas secciones eficaces promediadas (trazo grueso) con las que se obtienen con el

potencial de interacción esférico V0
�
r � (trazo fino) comprobamos que los efectos debidos a los térmi-

nos anisótropos de la interacción se traducen en un suavizado importante de las oscilaciones tı́picas que

se producen con el potencial V0
�
r � y que, como ya hemos comentado, son debidas a las interferencias

cuánticas entre las diferentes ondas parciales � que participan en el proceso. Este comportamiento es con-
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secuencia de que los términos anisótropos del potencial, además de romper la degeneración
�
2 � �

1 � de

cada subespacio � , acoplan entre sı́ estados de diferente valor � (siempre de acuerdo con las propiedades

de simetrı́a del grupo Ih) que permanecı́an desacoplados cuando se consideraba únicamente el potencial

esférico.

En la región de ángulos de dispersión θ
�

próximos a cero (región de dispersión hacia adelante o

forward scattering) observamos como las secciones eficaces obtenidas al considerar la anisotropı́a del

potencial prácticamente coinciden con las correspondientes al potencial esférico. Este comportamiento

es consistente con el hecho de que a dicha región contribuyen los valores más altos del momento angular

� , sensibles éstos únicamente, como ya sabemos, a la forma asintótica
�
r � ∞ � que presenta el potencial

de interacción, dominada claramente en todos nuestros sistemas por el término esférico V0
�
r � .

4.7.2. Secciones eficaces totales.

Tal como indicaba el argumento semiclásico empleado para justificar la utilización de la aproxi-

mación esférica del potencial de interacción, las discrepancias encontradas entre los valores de las sec-

ciones eficaces totales, con y sin los términos anisótropos de la interacción, son menos relevantes que las

que acabamos de presentar para las secciones eficaces diferenciales. Ası́ por ejemplo, hemos obtenido

una diferencia de aproximadamente el 7 % cuando el proyectil incide con la dirección de los ejes de

simetrı́a C3 y C5 y del 3 � 6 % en el caso del eje C2. Si tenemos en cuenta además que los efectos debidos

a la anisotropı́a disminuyen con el aumento de la energı́a de la colisión, podemos considerar que estas

diferencias fijan una cota superior.

A fin de averiguar de que manera concreta afectan estas pequeñas diferencias en los valores de

las secciones eficaces totales a su variación con la energı́a, vamos a expresar la sección eficaz total

promediada σ̄ como una suma de secciones eficaces parciales;

σ̄ � � max

∑
� � 1

σ̄ � � (4.70)

donde, según (4.68),

σ̄ � � π
k2 ∑

m
∑

� � m �

�
S

�
�

�

m
� � � m � � δ � � � δmm �

� 2 � (4.71)

Si comparamos estas secciones eficaces parciales promediadas con las que se obtendrı́an para la misma

colisión, pero con el potencial de interacción esférico V0
�
r � :

σ � � 4π
k2

�
2 � �

1 � sen2δ � � (4.72)

comprobamos que, tal y como habı́amos anticipado, la inclusión de los términos anisótropos de la inter-

acción no afecta a la parte suave dominante de la sección eficaz total, pero si a su componente oscilatoria.
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Para ilustrar este resultado mostramos en la Figura (4.11) las secciones eficaces parciales σ l y σ̄l asoci-

adas a la colisión C60
�

He con una energı́a E � 0 � 66meV . En trazo discontinuo mostramos el valor del

momento angular de corte, � c
� 14, correspondiente al potencial V0

�
r � . De este modo se pone claramente

de manifiesto como, efectivamente, la contribución debida a los momentos angulares � � � c, responsables

de la parte suave dominante de la sección eficaz total, no se ve apenas alterada por la inclusión de los

términos no esféricos del potencial de interacción. Todo lo contrario a lo que sucede con los momentos

angulares � � � c, que determinan la oscilación gloria.
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l

0

44
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176

220

σ l ,
 σ

l (
Ao2

)

C60 + He

−

(l=lc)

Figura 4.11: Secciones eficaces parciales σ̄ � (4.71) � � � y σ � (4.72) (o) frente al momento angular � . En trazo
discontinuo se indica el momento angular de corte, � c � 14, correspondiente al potencial esférico V0 � r � y una
energı́a de colisión E � 0 � 66meV .

Centrémonos pues en analizar los efectos debidos a los términos no esféricos del potencial de interac-

ción sobre la oscilación gloria de la sección eficaz total de colisión. Este análisis implicará, sin embargo,

tener que abarcar un intervalo de energı́as de colisión demasiado amplio para nuestras posibilidades de

cálculo computacional, incluso en el caso del sistema C60
�

He. Es por ello por lo que, motivados por los

resultados obtenidos en el Apéndice E, según los cuales las secciones eficaces totales asociadas a coli-

siones con potencial de interacción esférico presentan las mismas oscilaciones gloria cuando el proceso

ocurre en dos y tres dimensiones (comparar las Figuras E.15 y E.16 con E.20 y E.21) y suponiendo en-

tonces que los efectos debidos a los términos no esféricos de la interacción deben ser análogos en ambos

casos, hemos introducido un módelo de colisión en dos dimensiones para estudiar los cambios que la

anisotropı́a de la interacción introduce en la forma de la oscilación gloria.
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Modelo de colisión en dos dimensiones.

Para estudiar la influencia de la anisotropı́a de la interacción sobre la sección eficaz total en colisiones

en dos dimensiones hemos simulado, sobre el sistema C60
�

Ar, las colisiones que tendrı́an lugar sobre

un plano con un potencial de interacción modelo,

V2d
�
r � � V0

�
r � �

V 2d
1

�
r� θ � � a00

�
r ��

4π
� C

r8 cos
�
6θ � � (4.73)

compuesto por el término esférico V0
�
r � , más un término de simetrı́a C6 que presenta a largas distancias

el decaimiento en r � 8 caracterı́stico de los términos radiales a � m
�
r � más importantes del desarrollo del

potencial en la base de los armónicos esféricos. El valor de la constante C
�
C � 7 � 5 � 106 � se ha fijado de

tal forma que la componente radial del término anisótropo V 2d
1

�
r� θ � presente a cortas distancias (valores

de r entre R y 2R) valores del mismo orden de magnitud que los que presentan los coeficientes a � m
�
r �

más importantes en el sistema C60
� Ar [Figura (3.3)].

En la Figura (4.12) mostramos la sección eficaz total (trazo grueso) obtenida tras aplicar el proced-

imiento descrito en el Apéndice D a las colisiones de este módelo en dos dimensiones. Si la comparamos

con la sección eficaz total asociada a únicamente el potencial esférico V0
�
r � (trazo fino) se comprueba

como, efectivamente, el término anisótropo de la interacción no introduce modificaciones significativas

en la componente suave de la sección eficaz total, que como ya sabemos determina su orden de mag-

nitud y su ritmo de disminución con la energı́a, pero si altera la estructura de la oscilación gloria. Más

concretamente, produce un amortiguamiento parcial de su amplitud, dejando prácticamente inalterada su

frecuencia.

En el caso de las resonancias angulares (debidas a las trayectorias de orbiting) y de tunneling que

aparecen superpuestas a la oscilación gloria principal, sus amplitudes se ven fuertemente modificadas al

incluir el término anisótropo en el potencial. Este hecho era de esperar si tenemos en cuenta que ambos

tipos de resonancias son altamente sensibles a la forma del potencial de interacción en regiones próximas

a la superficie del fullereno, donde, como ya sabemos, los efectos de la anisotropı́a son más importantes.

Pasando de nuevo a los sistemas fullereno-átomo y fullereno-fullereno en tres dimensiones, las esti-

maciones que hemos hecho basándonos en el orden de magnitud de los elementos de matriz del potencial

anisótropo U1
�

�
�

m
� � � m

�
r � (Apéndice C) indican que la oscilación gloria de las secciones eficaces totales

asociadas a las colisiones con los proyectiles más pesados, C60, Xe y K � , puede llegar a desaparecer en

prácticamente todo el rango de energı́a estudiado. En proyectiles tales como el Ar, Na � y Li � , dicha

oscilación aún persiste para las energı́as más bajas, mientras que en el caso del He la anisotropı́a tan sólo

es capaz de producir un ligero amortiguamiento de la oscilación.

Respecto a la sección eficaz diferencial, diremos que el suavizado de las oscilaciones tı́picas del
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Figura 4.12: Sección eficaz total obtenida en la colisión C60 � Ar con el potencial de interacción modelo bidimen-
sional (4.73). En trazo grueso se representa la sección eficaz total correspondiente al potencial anisótropo V2d � r � y
en trazo fino la asociada al potencial esférico V0 � r � .

potencial esférico encontrado para el sistema C60
�

He [Figura (4.10)] se espera que se manifieste de

forma cada vez más acentuada a medida que las condiciones de la colisión sean más clásicas, esto es, en

cuanto intervenga un mayor número de estados angulares.
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Capı́tulo 5

Espectros vibro-rotacionales de baja
temperatura para complejos exoédricos
del fullereno C60 con átomos de gases
nobles.

En este capı́tulo vamos a estudiar la dinámica del adátomo en complejos exoédricos del fullereno C60 con
átomos de gases nobles. Para ello utilizaremos un modelo con tres grados de libertad. Resolveremos el problema
de autovalores correspondiente al hamiltoniano cuántico, y a partir de las energı́as y autofunciones obtenidas
simularemos el espectro dipolar eléctrico para los sistemas ArC60, NeC60 y HeC60 en el rango de bajas temperaturas
� 5 � 40K � .

5.1. Introducción.

Tal y como acabamos de ver en el capı́tulo anterior, la medida de las secciones eficaces asociadas

a las colisiones de baja energı́a entre el fullereno C60 y un átomo de capa cerrada permite conocer el

comportamiento a largas distancias del potencial de interacción entre ambas especies. Nuestro interés

se centra ahora en obtener información sobre esta interacción en distancias próximas a la superficie

del fullereno, región que es poco accesible en los procesos de colisión. Para ello nos hemos propuesto

estudiar la dinámica vibro-rotacional de baja energı́a de un átomo (adátomo) que permanece atrapado,

debido a mecanismos puramente fı́sicos, en la superficie externa del fullereno.

Según mencionamos en la Introducción, los resultados de experimentos recientes [5,6] indican que

el adátomo puede llegar a realizar un movimiento muy complicado sobre la superficie molecular, con

componentes vibracionales, rotacionales y libracionales, las cuales pueden además interaccionar con la

vibración y rotación del fullereno. En las secciones que presentamos a continuación mostraremos como

los efectos directamente relacionados con la morfologı́a de la superficie de energı́a potencial desempeñan

un papel decisivo en la dinámica del átomo huésped a baja temperatura. Si tenemos en cuenta además
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que es esta dinámica la que determina el espectro vibro-rotacional en estos sistemas, mostraremos como

la anisotropı́a de la interacción molécula-adátomo se convierte en el factor más importante que va a

determinar la estructura del espectro vibro-rotacional a esas temperaturas. De este modo, estos espectros,

que como es bien sabido son uno de los métodos experimentales más directos para obtener datos precisos

sobre la dinámica del adátomo, se convierten también en una valiosa fuente de información acerca de la

anisotropı́a del potencial de interacción a cortas distancias.

Nuestro primer objetivo en este capı́tulo será obtener las energı́as y autofunciones estacionarias aso-

ciadas a la dinámica vibro-rotacional en varios complejos exoédricos del fullereno C60 con átomos de

gases nobles. El análisis de la estructura de los niveles de energı́a obtenidos nos permitirá extraer infor-

mación sobre la dinámica de la especie atómica que queda atrapada en la superficie externa del fullereno.

Finalmente, la aplicación de las reglas de selección que gobiernan las transiciones entre los distintos

estados cuánticos nos permitirá determinar el espectro dipolar eléctrico en cada uno de los sistemas

estudiados.

Al igual que acabamos de hacer con el estudio de las colisiones, hemos elegido para realizar el

estudio espectroscópico complejos exoédricos formados por átomos con estructura electrónica de capa

cerrada. De este modo podremos emplear las expresiones semiempı́ricas presentadas en el Capı́tulo 3 de

esta Memoria para obtener unas superficies de energı́a potencial realistas en estos sistemas. Además, los

complejos exoédricos de átomos de gases nobles, cuya interacción intermolecular ya sabemos que es de

tipo van der Waals, son particularmente convenientes desde el punto de vista experimental. Sirva como

ejemplo el hecho de que muchas de las técnicas espectroscópicas desarrolladas durante las dos últimas

décadas se han aplicado a complejos de van der Waals compuestos por moléculas aromáticas y átomos

de gases nobles [153].

5.2. El hamiltoniano efectivo de vibración-rotación.

En el Capı́tulo 3 ya vimos como era posible emplear las diferentes escalas de tiempos implı́citas

en la dinámica de los sistemas fullereno-átomo para obtener un hamiltoniano cuántico efectivo para el

movimiento de baja frecuencia en el cual estamos interesados. Una vez separados los grados de libertad

electrónicos mediante la aproximación de Born-Oppenheimer, la siguiente escala temporal más corta

corresponde al movimiento vibracional del fullereno. Si se utiliza a continuación la aproximación de

rotor rı́gido para la estructura molecular y se asume que, para energı́as suficientemente bajas (inferiores

a 150cm � 1), el complejo se encuentra en su estado fundamental de vibración, se obtiene, tras promediar

el hamiltoniano efectivo que resulta de las dos aproximaciones anteriores sobre dicho estado vibracional,

que el resto de la dinámica del sistema puede ser descrita en buena aproximación por un hamiltoniano
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que, referido al sistema de ejes fijo en la molécula, se expresa como:

Hvr
� j2

2Ic

� p2
r

2µ
� l2

2µr2
�

V
�
r � � (5.1)

Disponemos por tanto de un hamiltoniano efectivo que describe la rotación del fullereno y el movimiento

vibro-rotacional del adátomo.

La eliminación adiabática de la vibración del fullereno está justificada siempre que las frecuencias

de sus modos normales de vibración sean significativamente superiores a las frecuencias rovibracionales

del movimiento del átomo externo. En el caso de la componente rotacional del movimiento del adáto-

mo esto es cierto, excepto quizá, para sus estados más altamente excitados. En cualquier caso, estos

son estados que no van a intervenir en nuestro estudio a bajas temperaturas. Respecto a la componente

vibracional, si comparamos las frecuencias de los modos normales del C60
�

� 270 � 1800cm � 1 � [154]

con las frecuencias vibracionales armónicas del adátomo estimadas en los complejos ArC60
�

� 37cm � 1 � ,

NeC60
�

� 36cm � 1 � y HeC60
�

� 64cm � 1 � , llegamos a la conclusión de que esta aproximación adiabática

está suficientemente justificada en los sistemas que vamos a estudiar.

Al igual que ya nos ocurrió en el estudio de las colisiones, el valor relativamente grande del momento

de inercia Ic del fullereno hace inviable un tratamiento puramente cuántico de la rotación molecular. La

no integrabilidad del hamiltoniano Hvr (J es la única magnitud que se conserva) hace que el problema

sea muy costoso de resolver computacionalmente de forma exacta. El inconveniente está en el elevado

número de valores del momento angular J (J � 300 � que intervienen en el espectro rotacional, incluso

para las bajas temperaturas que vamos a considerar en nuestro trabajo. Sirva como ejemplo para ilustrar

esta afirmación el caso del sistema NeC60. Si empleamos la base estándar � � JKM
��� �

� m
� 	 para la

diagonalización del hamiltoniano Hvr, encontramos que serı́a necesario incluir en el cálculo valores de J

hasta 300 y de � hasta 90 como mı́nimo. Nos encontramos ası́, de nuevo, ante la necesidad de tener que

recurrir a la aproximación de masa infinita del fullereno que ya utilizamos en el capı́tulo anterior para

obtener las secciones eficaces de colisión. Con esta aproximación el hamiltoniano efectivo, que ahora

describe el movimiento de vibración-rotación del adátomo, se convierte entonces en:

Him
� p2

r

2µ
� l2

2µr2
�

V
�
r� θ � φ � � (5.2)

Al considerar la aproximación de masa infinita para el C60 seguimos incluyendo en el espectro to-

dos los efectos debidos a los términos no esféricos del potencial de interacción, pero despreciamos los

efectos que la rotación del fullereno induce sobre el movimiento del adátomo. Según un estudio real-

izado por nuestro grupo para predecir los espectros de rotación teóricos de varios complejos endoédri-

cos del fullereno C60 [106,107,124,125]1 , la rotación de la cavidad molecular favorece la rotación li-

1En este estudio los efectos debidos a la rotación del fullereno se incluyen mediante una aproximación semiclásica en la cual
se asume que éste rota libremente con un momento angular clásico constante, despreciando ası́ cualquier acción del movimiento
del átomo confinado sobre el movimiento de la molécula.
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EXOÉDRICOS DEL FULLERENO C60 CON ÁTOMOS DE GASES NOBLES.

bre de la especie confinada en los complejos con baja anisotropı́a en el potencial de interacción (co-

mo es el caso de los sistemas Na � @C60 � CO@C60), mientras que en los sistemas más anisótropos
�
Li � @C60 � LiF@C60 � LiH@C60 � produce un ensanchamiento de las bandas libracionales. Este efecto

se mostró en última instancia ser consecuencia de la competición entre el término centrı́fugo, que acopla

la rotación del átomo confinado con la rotación molecular, y los términos anisótropos del potencial de

interacción. Si el acoplamiento debido a la contribución no esférica del potencial de interacción es el

término dominante, como ocurre en los sistemas que vamos a tratar en este trabajo, la especie atómica

huésped, que permanece atrapada en los pozos de la superficie de energı́a potencial, es obligada a seguir

la rotación de la cavidad molecular. Debido a ello, todas las transiciones que intervienen en el espectro

adquieren la estructura rotacional de la molécula. Esto da lugar a un importante incremento en la den-

sidad de transiciones en las bandas de libración, si lo comparamos con el espectro que se obtendrı́a con

una cavidad no rotante (aproximación de masa infinita), el cual es finalmente responsable de la apari-

encia mucho más suave que presenta el espectro cuando se incluye la rotación del fullereno. Aún ası́,

tal y como se demuestra en las referencias [20,106,107,122], es posible simular este ensanchamiento

rotacional de las bandas libracionales de forma bastante precisa mediante un suavizado apropiado del

espectro obtenido con la aproximación de masa infinita. Para ello basta convolucionar cada una de las

lı́neas de dicho espectro con una función de anchura dependiente de la temperatura, estimada a partir del

ensanchamiento rotacional de la molécula. Teniendo en cuenta entonces que las principales caracterı́sti-

cas de los espectros que queremos obtener pueden ser ya predichas por el hamiltoniano (5.2) de masa

infinita, vamos a comenzar nuestro análisis de la dinámica vibro-rotacional en los complejos exoédricos

C60-(gas noble) con este sencillo modelo. Una vez resuelto éste, introduciremos los efectos inducidos

por la rotación del fullereno.

Un requisito indispensable, si queremos hacer una buena estimación de los espectros de vibración-

rotación y del cual dependerá en gran medida la fiabilidad de nuestros resultados, es disponer de una

expresión razonable para el potencial de interacción V . En nuestro caso, utilizaremos el desarrollo en la

base de los armónicos esféricos presentado en el Capı́tulo 3 cuando asumı́amos interacciones binarias

tipo Lennard-Jones entre el adátomo y cada uno de los átomos de carbono del fullereno. Utilizaremos,

por tanto, un potencial de interacción que se puede escribir como:

V
�
r � � ∑

L � M
CL � M

�
r � YL � M

�
r̂ � � (5.3)

Respecto al número de términos que intervienen en dicho desarrollo, incluiremos en nuestro estudio los

subespacios L � 0 � 6 � 10 � 12 y 16, ya que, según encontramos también en el Capı́tulo 3, un truncamiento

del desarrollo (5.3) en el término L � 16 es suficiente para dar buena cuenta de los aspectos de la superficie

de energı́a potencial más relevantes para nuestro análisis. Esto es, las profundidades de los pozos de

hexágonos y pentágonos, las frecuencias de vibración armónicas y las alturas relativas entre las barreras
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de los diferentes pozos de la superficie de energı́a potencial.

Disponemos pues de un modelo de tres grados de libertad para describir la dinámica del adátomo

en complejos exoédricos del fullereno C60 con un átomo de gas noble. Nuestro objetivo a continuación

es hacer uso de él y resolver la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo correspondiente al

hamiltoniano cuántico (5.2) con el potencial de interacción dado en la expresión (5.3), para obtener

ası́ las energı́as y funciones de onda estacionarias asociadas al sistema.

En el caso de los complejos endoédricos [20,106,107,122] el tratamiento numérico se simplificaba

considerablemente debido a las fuertes restricciones impuestas por el confinamiento en estos sistemas

moleculares. Estas condiciones permitı́an separar la rotación interna de la especie huésped del resto de

movimientos. De este modo la dinámica del complejo endoédrico quedaba reducida a únicamente dos

grados de libertad angulares. Esto, sin embargo, no va a ser posible para los complejos exoédricos, en

los cuales será necesario realizar un tratamiento simultáneo de la vibración y de la rotación del adátomo.

5.3. Cálculo de autovalores y autofunciones.

Según acabamos de ver, el cálculo de los autovalores y las autofunciones asociadas a la dinámica

vibro-rotacional de un átomo que se mueve sobre la superficie externa de un C60 se reduce, de acuerdo

con nuestro modelo, a resolver la ecuación de Schrödinger:�
p2

r

2µ
� l2

2µr2
� ∑

L � M
CL � M

�
r � YL � M

�
r̂ � � Ψn

�
r � � EnΨn

�
r � � (5.4)

donde r � rr̂ es el vector de posición del átomo externo referido al centro del fullereno.

En lugar de intentar resolver esta ecuación directamente mediante un desarrollo para la función de

onda Ψn
�
r � similar al utilizado en el capı́tulo anterior cuando aplicabamos el formalismo de ecuaciones

close-coupling para resolver las colisiones con un potencial no esférico, vamos a sacar partido de la

diferencia que existe entre las frecuencias radial y angular en los mı́nimos del potencial. Para ello vamos

a expresar el hamiltoniano total del sistema como la suma [155]:

Him
� Hvib

�
Hrot

�
Hcp � (5.5)

donde Hvib y Hrot corresponden a los hamiltonianos de vibración y rotación puras respectivamente, mien-

tras que Hcp incluye todos los términos del hamiltoniano que acoplan los grados de libertad angulares y

radial del sistema. El hamiltoniano Hvib se construye fijando una orienta-

ción de referencia r̂0
�

�
θ0 � φ0 � que contenga los mı́nimos absolutos de la superficie de energı́a potencial.

Considerando que, según vimos en el Capı́tulo 3 [Figura (3.4)], éstos se encuentran en los sistemas C60-

átomo a lo largo de la dirección de los ejes de simetrı́a C3 del fullereno, hemos tomado r̂0
� Ĉ3. Por lo
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EXOÉDRICOS DEL FULLERENO C60 CON ÁTOMOS DE GASES NOBLES.

que Hvib viene dado por:

Hvib
� p2

r

2µ
� ∑

L � M
CL � M

�
r � YL � M

�
Ĉ3 � � (5.6)

Para analizar la rotación pura hemos fijado la variable radial r en la posición de equilibrio r � re
�
Ĉ3 �

correspondiente a la dirección de referencia Ĉ3 [Tabla (5.1)]. Lo que, tal y como vimos también en el

Capı́tulo 3, equivale a considerar la distancia de equilibrio global de la superficie de energı́a potencial

[Figura (3.4)]. De este modo, el hamiltoniano Hrot se expresa como:

Hrot
� l2

2µr2
e

� ∑
L � M

�

CL � M
�
re � YL � M

�
r̂ � � (5.7)

donde el sı́mbolo ∑
�

indica que hemos excluido del sumatorio el término constante L � M � 0
�
C00

�
re � Y00

�
r̂ � �

C00
�
re � �

�
4π � .

Una vez definidos los hamiltonianos de referencia que vamos a utilizar para estudiar la vibración y la

rotación desacopladas, el hamiltoniano de acoplamiento Hcp queda unı́vocamente determinado a partir

de la expresión (5.5). Esto es,

Hcp
� Him

� Hvib
� Hrot � (5.8)

o lo que es lo mismo,

Hcp
� l2

2µ

 1

r2
�

1
r2

e

�
� ∑

L � M

�

�CL � M
�
r � � CL � M

�
re ��� YL � M

�
r̂ � � ∑

L � M

�

CL � M
�
r � YL � M

�
Ĉ3 � � (5.9)

Nuestro objetivo más inmediato va a ser ahora resolver las ecuaciones radial y angular correspon-

dientes a los hamiltonianos de referencia para la vibración y rotación desacopladas. A continuación, el

producto directo de los conjuntos de funciones base radial y angular resultantes nos permitirá construir

una base apropiada para la diagonalización del hamiltoniano total Him y obtener de este modo las energı́as

y funciones de onda definitivas de los sistemas.

5.3.1. Autovalores y autofunciones de vibración pura.

El conjunto de las funciones radiales, Φiv
�
r � � � r

�
Φiv

� � χiv
�
r � � r, autofunciones del hamiltoniano

unidimensional de vibración pura Hvib, se ha obtenido como resultado de la integración numérica [156]

de la ecuación de Schrödinger radial:�
�

h̄2

2µ
d2

dr2
� ∑

L � M
CL � M

�
r � YL � M

�
Ĉ3 � � χiv

�
r � � Eivχiv

�
r � � (5.10)

siendo Eiv la energı́a correspondiente al estado de vibración iv.

El procedimiento numérico seguido (descrito en el Apéndice H) ha sido, en primer lugar, la aplicación

del método de Truhlar [157] para dar una primera estimación de las energı́as E iv. Los valores obtenidos
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se tomaron posteriormente como punto de partida para la aplicación del método de propagación de

Numerov [149], con el cual obtuvimos las energı́as Eiv y funciones χiv
�
r � definitivas.

5.3.2. Autovalores y autofunciones de rotación pura.

En principio, dada la simetrı́a del problema, la forma más directa de resolver la dinámica rota-

cional serı́a expresar la componente angular de la función de onda como un desarrollo en la base de

los armónicos esféricos. De este modo tendrı́amos funciones rotacionales escritas como:�
ψir

� � � max

∑
� � 0

� �

∑
m � � �

uir
� m

�
Y� m

� � (5.11)

donde � max indica el mayor momento angular l que es necesario incluir en la base de los armónicos

esféricos para lograr una buena convergencia de los niveles de energı́a y las autofunciones de rotación

(en la Tabla (5.1) presentamos los valores máximos tomados en cada uno de los sistemas considerados).

Los coeficientes uir
� m del desarrollo se obtendrı́an a partir de los autoestados resultantes tras diagonalizar

la matriz del hamiltoniano Hrot , expresado en la base de todos los momentos angulares � que intervienen

en la dinámica, mientras que las energı́as Eir correspondientes a cada uno de los estados
�
ψir

� vendrı́an

dadas directamente por los autovalores.

Si aplicamos este procedimiento a los sistemas exoédricos C60-átomo encontramos, sin embargo,

que las dimensiones de las matrices que se tendrı́a que diagonalizar resultan ser demasiado grandes.

En el caso del sistema ArC60, por ejemplo, se precisa incluir en la base rotacional momentos angulares

hasta � max
� 112. Esto implicarı́a tener que diagonalizar una matriz de dimensión 12544 � 12544, lo cual

desborda por completo nuestros recursos de cálculo numérico.

Debido entonces a esta dificultad que se ha planteado a la hora de diagonalizar la matriz del hamilto-

niano Hrot en la base de los armónicos esféricos, hemos optado por hacer uso explı́cito de las propiedades

de simetrı́a del fullereno. Además de su interés intrı́nseco, la aplicación de la teorı́a de grupos nos va per-

mitir reducir, tanto como sea posible, las dimensiones de las matrices que se deben de diagonalizar. Para

ello se ha de elegir una base de vectores propios adaptada a la simetrı́a del problema. Esto es, en nuestro

caso, una base compuesta por ocho subconjuntos de funciones, uno por cada representación irreducible

del grupo puntual Ih, cada uno de los cuales define un subespacio invariante bajo la aplicación de las

operaciones de simetrı́a del grupo puntual de la molécula.

Supongamos ahora que nos interesa evaluar los elementos de matriz del operador Ĥrot entre las

funciones ψµ
i y ψν

j pertenecientes a las representaciones irreducibles Γµ y Γν respectivamente:

�Hrot � i j
� � ψµ

i

�
Hrot

�
ψν

j
� � 
 �ψµ

i

�
r̂ ��� 	 Ĥrotψν

j
�
r̂ � dr̂

�
(5.12)

La teorı́a de grupos [158] nos indica que los únicos elementos de matriz �Hrot � i j no nulos son aquellos
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EXOÉDRICOS DEL FULLERENO C60 CON ÁTOMOS DE GASES NOBLES.

en los que intervienen funciones de onda pertenecientes a la misma representación irreducible2 . Gracias

a este importante resultado, la matriz del hamiltoniano queda estructurada en tantos bloques, dispuestos

a lo largo de la diagonal principal, como representaciones irreducibles contenga el grupo de simetrı́a del

sistema. Dichos bloques pueden ser diagonalizados por separado, lo que, sin duda, supone una enorme

ventaja desde el punto de vista computacional. En nuestro caso particular, la introducción de funciones

de onda de rotación adaptadas a la simetrı́a del grupo Ih nos permitirá descomponer las matrices de los

hamiltonianos Hrot y Him en ocho submatrices independientes.

El procedimiento seguido para construir estas funciones de rotación adaptadas a la simetrı́a del grupo

Ih consta de los siguientes pasos:

i.-) Para comenzar supondremos que los subespacios de los distintos momentos angulares � son total-

mente independientes entre sı́. En cada uno de ellos utilizamos la base de los armónicos esféricos� �Y� � � �
� � ��� � �Y� � 0

� � ��� � �Y� � �
� 	 para diagonalizar el hamiltoniano Hrot . De esta manera se genera una

nueva base de funciones � � φ � n � � � �
n � � 1 � ��� � 2 � �

1 � 	 , soluciones de la ecuación de Schrödinger,

Hrot
�
φ � n� � � E � n � � φ � n � � � (5.15)

que expresamos como el desarrollo, �
φ � n� � � � �

∑
m � � �

a
� n�
� m

�
Y� m

� � (5.16)

con coeficientes a
� n�
� m y energı́as E � n � dadas por los autovectores y autovalores respectivamente. La

matriz a diagonalizar en cada subespacio de momento angular � i � � 0 � � max � tiene pues dimensión
�
2 � i

�
1 � � �

2 � i
�

1 � y elementos de matriz (analı́ticos), dados por la expresión:

� Y� im j

�
Hrot

�
Y� imk

� � h̄2

2µr2
e

� i
�

� i
�

1 � δm jmk

� ∑
L � M

�

CLM
�
re �

�
�

� 1 � m j

� �
2 � i

�
1 � 2

�
2L

�
1 �

4π


 � i L � i
� m j M mk

� 
 � i L � i

0 0 0

� � �m j � mk
� �

� � i � ��� � 0 � ��� � � i ��� �
(5.17)

2Si se tiene en cuenta que el hamiltoniano H de un sistema permanece invariante bajo todas las operaciones de simetrı́a de
la molécula, y por tanto el operador Ĥ pertenece a la representación irreducible totalmente simétrica A1, cualquier elemento
de matriz Hi j será no nulo siempre que la descomposición en representaciones irreducibles de la representación reducible del
triple producto � ψµ

i � � Ĥψν
j ,

Γµ � A1
� Γν ��� ∑

i
aiΓi � (5.13)

contenga a la representación A1. Ası́ pues, dado que el número de veces que la representación reducible � Γµ � A1
� Γν � contiene

a dicha representación irreducible viene dado por [158]:

aA1 � 1
g ∑

R
χµ � ν � R � χA1 � R � � � δµν � (5.14)

donde g es el rango del grupo Ih y R sus elementos, se obtiene que Hi j � 0, a menos que ν � µ
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ii.-) Tal como se han construido las funciones
�
φ � n � � , cada una de ellas ha de poseer la simetrı́a de

alguna de las representaciones irreducibles del grupo puntual Ih. Dicho de otro modo, el espectro

de energı́as E � n � debe presentar una estructura de niveles con los grados de degeneración 1 � 3 � 4 y 5

propios de las representaciones irreducibles A, T , G y H respectivamente del grupo Ih
3. Analizando

entonces el grado de degeneración gn� del espectro de energı́as E � n � , hemos separado las funciones�
φ � n � � de acuerdo a las representaciones irreducibles a las que pertenecen, denotándolas a partir

de estos momentos de la forma
�
φν

� n� � , siendo ν � Γν � � Ag � Au � T g � Tu � Gg � Gu � Hg � Hu 	 .
iii.-) A continuación vamos a considerar, para cada representación irreducible Γν, el subespacio de

dimensión nν
r que se genera cuando se acoplan las funciones

�
φν

� n� � correspondientes a todos los

momentos angulares � . En todas ellas introducimos unas nuevas funciones base, � � ψν
ir

� � �
ir �

1 � ��� � nν
r � 	 , soluciones de la ecuación de Schrödinger,

Hrot
�
ψν

ir
� � Eν

ir
�
ψν

ir
� �

ir � 1 � ��� � nν
r � � (5.18)

que expresamos en forma del desarrollo�
ψν

ir
� � ∑

��� Γν

gν�
∑

n� � 1

bir
� n � � φν

� n � � �
ir � 1 � ��� � nν

r � � (5.19)

donde gν
� es el ı́ndice entero que denota el número de veces que la representación irreducible Γν

aparece en la descomposición del momento angular � cuando le aplicamos las operaciones de

simetrı́a del grupo Ih [Tabla (1.2)].

Tanto los coeficientes bir
� n � como las energı́as Eν

ir se obtienen a partir de los autovectores y los

autovalores que resultan al proyectar el hamiltoniano Hrot sobre la base de funciones � � φν
� n � � 	 y

diagonalizar la matriz resultante. Para cada representación irreducible Γν se obtiene ası́ una matriz

de dimensión nν
r � nν

r compuesta por los elementos,

� φν
� n � � Hrot

�
φν

� � n �� � � �

∑
m � � �

� �

∑
m � � � � �

a
� n�
� m a

� � n ��
� � m �
� h̄2

2µr2
e

�
�

� �
1 � δ � � � δmm �

� ∑
L � M

�

CLM
�
re �

�
� 1 � m

� �
2 � �

1 � �
2 � � �

1 � �
2L

�
1 �

4π

 � L �

�

� m M m
�

� 
 � L �
�

0 0 0

� �
� � � �

� � �
0 � ��� � � max ��� �

(5.20)

Las funciones � � ψν
ir

� 	 , que tal como las acabamos de obtener están adaptadas a la simetrı́a de cada

una de las representaciones irreducibles Γν del grupo puntual Ih, son finalmente las autofunciones

del hamiltoniano de rotación pura Hrot que buscabamos4 .

3Si el momento angular
�

es par las representaciones irreducibles son
�
Ag � T g � Gg � Hg � , mientras que si es impar serán�

Au � Tu � Gu � Hu � .
4En el caso de la rotación pura, la introducción de las funciones adaptadas a la simetrı́a nos ha permitido descomponer la
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5.3.3. Autovalores y autofunciones del hamiltoniano Him.

Una vez hemos obtenido las energı́as y autofunciones de los hamiltonianos de referencia para la

rotación y la vibración desacopladas, Hrot
�
Eν

ir � � � ψν
ir

� 	 � y Hvib
�
Eiv � � � Φiv

� 	 � , nos ocupamos a con-

tinuación de resolver la ecuación de Schrödinger correspondiente al hamiltoniano total Him. Al igual

que acabamos de hacer para obtener las funciones de rotación, consideraremos cada representación irre-

ducible Γν del grupo Ih de forma independiente. En cada una de ellas definimos unas funciones base,� � ϕν
ir� iv

� � �
ir � 1 � ��� � nν

r ; iv � 1 � ��� � nv � 	 , que construimos como el producto directo de las autofunciones

de rotación
�
ψν

ir
� y las autofunciones de vibración

�
Φiv

� . Esto es,�
ϕν

ir� iv
� � �

ψν
ir

� � �
Φiv

� � �
ψν

irΦiv
� � (5.21)

Supongamos entonces un sistema con nv estados de vibración pura. El subespacio generado por es-

tas nuevas funciones tendrı́a, en cada representación irreducible Γν, una dimensión Dν � nv � nν
r . Sin

embargo, dado que nuestro interés se centra en obtener los espectros de muy baja temperatura, en los

cuales sabemos intervienen básicamente sólo los niveles de más baja energı́a, podemos fijar algún cri-

terio razonable que nos permita desechar los estados
�
ϕν

ir� iv
� de más alta energı́a y trabajar ası́ con un

subespacio de dimensión Nν � � Dν. En nuestro caso, el criterio que hemos seguido para establecer la

dimensión Nν de la base (vibración+rotación) truncada ha sido incluir únicamente las funciones
�
ϕν

ir� iv
�

con energı́a Eν
ir� iv

� �
Eν

ir
�

Eiv � menor que una cierta energı́a de corte Ecut . El valor de esta energı́a de corte

se ha fijado en cada uno de los sistemas estudiados suficientemente elevada como para garantizar una

buena convergencia de nuestros espectros en el rango de temperaturas entre 0 y 40K. En la Tabla (5.1)

presentamos los valores empleados en nuestros cálculos.

Para resolver la ecuación de Schrödinger en el subespacio invariante definido por cada re-

presentación irreducible,

Him
�
Ψν

k
� � Eν

k

�
Ψν

k
� �

k � 1 � ��� � Nν � � (5.22)

expresamos entonces las autofunciones
�
Ψν

k
� en la base de funciones del producto directo vibración-

rotación: �
Ψν

k
� � Nv

∑
iv � 1

Nν
r

�
iv �

∑
ir � 1

cν � k
ir� iv

�
ϕν

ir� iv
� � (5.23)

donde Nν
r

�
iv � denota el número de estados de rotación

�
ψν

ir
� que se toman en cada uno de los Nv estados

de vibración
�
Φiv

� que se incluyen en la base truncada5 .

matriz del hamiltoniano Hrot , de dimensión � �
max � 1 � 2 � � �

max � 1 � 2, en 8 submatrices independientes de dimensiones nν
r

� nν
r� ν � Ag � � � � � Hu � , verificándose por supuesto que ∑

ν
nν

r � � �
max � 1 � 2.

5Tal como hemos construido la base truncada, se verifica que
Nv

∑
iv 	 1

Nν
r � iv ��� Nν
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Los coeficientes cν � k
ir� iv del desarrollo y las energı́as Eν

k vienen dadas esta vez por los autovectores

y autovalores que se obtienen cuando se proyecta el hamiltoniano total Him en la base � � ϕν
ir� iv

� 	 y se

diagonaliza la matriz resultante. Para cada representación irreducible Γν se construye de este modo una

matriz de dimensión Nν � Nν, con elementos definidos por:

� ϕν
ir� iv

�
Him

�
ϕν

ir � � iv �
� � � ψν

irΦiv
� �

Hrot
�

Hvib � � ψν
ir � Φiv �

� � � ψν
irΦiv

�
Hcp

�
ψν

ir � Φiv �
� �

�
Eν

ir
�

Eiv � δir� ir � δiv� iv �
� 1

2µ
� ψν

ir
�
l2

�
ψν

ir �
� � Φiv

� 
 1
r2

�

1
r2

e

� �
Φiv �

� �

∑
L � M

�

� ψν
ir

�
YLM

�
r̂ � � ψν

ir �
� � Φiv

� �CLM
�
r � � CLM

�
re ��� � Φiv �

�
�

∑
L � M

�

YLM
�
Ĉ3 � � Φiv

�
CLM

�
r � � Φiv �

� δir� ir � � iv � 1 � ��� � Nv
�
ir � 1 � ��� � Nν

r
�
iv � ��� �

(5.24)

Los términos angulares del acoplamiento vibración-rotación se obtienen de forma analı́tica emplean-

do los sucesivos cambios de base que ha sido necesario introducir para construir las funciones base

de rotación adaptadas a la simetrı́a a partir de la base de los armónicos esféricos. De este modo, para

cualquier operador angular B
�
r̂ � se obtiene:

� ψν
ir
�
B

�
r̂ � � ψν

ir �
� � ∑

��� Γν

gν�
∑

n� � 1

� �

∑
m � � �

∑
� � � Γν

gν�
�

∑
n�

�
� 1

� � �

∑
m � � � � �

bir
� n � bir �

� � n �
�
a

� n�
� m a

� � n �
�

� � m � � Y� m
�
B

�
r̂ � �Y� � m �

� (5.25)

y en particular,

� Y� m
�
l2

�
Y� � m �

� � h̄2 �
�

� �
1 � δ � � � � δm � m � (5.26)

� Y� m
�
YLM

�
Y� � m �

� � �
� 1 � m

� �
2 � �

1 � �
2 � � �

1 � �
2L

�
1 �

4π

 � L �

�

� m M m
�

� 
 � L �
�

0 0 0

� �
(5.27)

En el caso de los elementos de matriz asociados a cualquier operador radial R
�
r � , éstos se obtienen al

resolver numéricamente integrales de la forma:

� Φiv
�
R

�
r � � Φiv �

� � 
 ∞

0
χiv

�
r � R

�
r � χiv �

�
r � dr

�
(5.28)

Tal como ya nos ocurrió cuando calculabamos las autofunciones del hamiltoniano de rotación Hrot ,

el tratamiento en bloques independientes correspondientes a las distintas representaciones irreducibles

del grupo Ih ha reducido enormemente el coste computacional requerido hasta llegar a obtener las auto-

funciones � � Ψν
k

� 	 y energı́as Eν
k del hamiltoniano total Him. Si nos fijamos en la Tabla (5.1), donde se

dan datos del cálculo para los distintos complejos exoédricos estudiados, observamos como, por ejemp-

lo, en el sistema ArC60 la mayor submatriz diagonalizada ha sido una de dimensión 2675 � 2675. Si no
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re (Å) � max Ecut
�
cm � 1 � nt

� NAg �
NTg �

NGg �
NHg �

NAu �
NTu �

NGu �
NHu

Ar 6.67 112 -220 13776=1098+1659+1620+2675+828+1959+1592+2345
Ne 6.39 90 -40 6966=574+792+816+1365+399+1044+816+1160
He 6.21 72 100 3768=224+432+480+780+140+603+464+645

Cuadro 5.1: Algunos datos del cálculo del espectro de energı́a del hamiltoniano (5.2) en los distintos complejos
exoédricos C60-(gas noble) estudiados. Los valores de re indican la posición de equilibrio adátomo-fullereno a
lo largo de un eje de simetrı́a C3. � max denota el mayor momento angular l que ha sido necesario incluir en la
diagonalización del hamiltoniano Hrot de rotación pura. Ecut es la energı́a de corte fijada para truncar la base�
ϕν

ir� iv � correspondiente a la rotación+vibración desacopladas. En el caso de las representaciones irreducibles Ag
y Au, se han incluido los bloques sin aplicar el truncamiento. nt representa el número total de estados incluidos
en el cálculo, siendo los diferentes términos de la suma el número de estados utilizados para cada representación
irreducible del grupo Ih.

hubieramos empleado funciones de onda adaptadas a la simetrı́a, nos tendrı́amos que haber enfrentado

al problema de diagonalizar una matriz de dimensión 13776 � 13776.

5.4. Niveles de energı́a y funciones de onda vibro-rotacionales.

En las Figuras (5.1), (5.3) y (5.5) mostramos los espectros de autovalores de menor energı́a del hamil-

toniano Him
� � Eν

k 	 � ν � Ag � ����� � Hu
�
k � 1 � ����� � Nν � � obtenidos para cada uno de los complejos exoédricos

estudiados.

El complejo exoédrico ArC60 [Figura (5.1)] presenta el espectro más sencillo de todos los sistemas

estudiados, con una estructura de bandas compuestas por 20 estados (correspondientes a las representa-

ciones Ag � Gg � Hg � 2Tu � Gu) y 40 estados
�
2T g � Gg � 2Hg � 2Tu � Gu � 2Hu � prácticamente de-

generados. Dado que 20 es precisamente el número de pozos hexagonales que presenta la superficie de

energı́a potencial fullereno-adátomo, tenemos que las bandas formadas por 20 estados contribuyen con

un estado a cada uno de los pozos de hexágono del potencial de interacción, mientras que las bandas que

contienen 40 estados contribuyen con dos estados. En ambos casos, estas bandas representan por tanto la

posibilidad dinámica de que el adátomo quede atrapado en alguno de estos pozos, con la única alternativa

de realizar movimientos libracionales (de rotación impedida) en su interior. El hecho de que la anchura

∆b de estas bandas sea despreciable indica además que los efectos de tunneling entre los distintos pozos

apenas existen. De este modo podemos deducir que el tiempo, t � h̄ � ∆b, durante el cual persiste dicho

atrapamiento es bastante largo. El movimiento en el interior de los pozos corresponde al de un oscilador

anarmónico tridimensional con simetrı́a C3 que presenta entonces, tal y como acabamos de ver, las de-

generaciones 1 y 2 caracterı́sticas de este grupo de simetrı́a. El modo de mayor frecuencia corresponde

básicamente a la vibración radial (stretching), mientras que los dos restantes, más fuertemente acopla-

dos entre sı́, están asociados al movimiento libracional (bending) del adátomo sobre la superficie del

fullereno.
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Figura 5.1: Espectro de autovalores de menor energı́a para el complejo ArC60. Las etiquetas de la derecha indican
el número de estados contenido en cada nivel de energı́a. El valor n de la izquierda da la excitación vibracional del
movimiento radial y etiqueta los estados de energı́a más bajos en los cuales aparece dicha excitación.

En lo que respecta a los estados en los que se ponen de manifiesto influencias de los pozos asociados

a los pentágonos, éstos se encuentran en el sistema ArC60 a energı́as muy altas
�
E

�
� 320cm � 1 � , por lo

que no van a contribuir a los espectros de baja temperatura en los que estamos interesados.

La existencia de bandas en el espectro se refleja también claramente en la estructura de las funciones

de onda Ψν
k

�
r � . La Figura (5.2), en la que representamos la proyección estereográfica de la dependen-

cia angular de las funciones de onda correspondientes a cuatro de los primeros estados de simetrı́a Ag

en el sistema ArC60, muestra como, efectivamente, estas funciones se encuentran localizadas sobre los

pozos hexagonales del potencial. Vemos además como para los estados de mayor energı́a, las sucesivas

excitaciones en el movimiento libracional dan lugar a funciones de onda con una estructura cada vez más

compleja, con un aumento progresivo en el número de nodos angulares.

El sistema HeC60 [Figura (5.3)] presenta un espectro con una estructura completamente diferente y

bastante más compleja que la que acabamos de ver en el complejo ArC60. Las bandas de 20 y 40 esta-

dos, prácticamente degenerados en este último sistema, aparecen en el complejo HeC60 completamente

separados, lo cual indica importantes efectos de tunneling cuántico a bajas energı́as y la posibilidad de
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(a ) (b )

(c) (d )

Figura 5.2: Proyecciones estereográficas de la dependencia angular de las funciones de onda asociadas a cuatro
de los primeros estados Ag en el sistema ArC60. La energı́a de cada uno de ellos es E � � 441 � 64cm �

1(a), E �
� 417 � 30cm �

1(b), E � � 404 � 90cm �
1(c) y E � � 386 � 52cm �

1(d). El cambio de signo de las autofunciones se ha
indicado utilizando dos tipos de lı́neas (a trazos continuos y discontinuos).

movimiento rotacional cuasilibre a energı́as más altas. Esta disposición de los niveles de energı́a es con-

secuencia de la masa más pequeña del He respecto al Ar y de las barreras más bajas que presenta la

superficie de energı́a potencial en el complejo exoédrico HeC60 [Figura (3.4)]. Además, al contrario de

lo que ocurrı́a en el complejo ArC60, los pozos de los hexágonos y pentágonos se encuentran ahora muy

próximos en energı́a, por lo que ambos intervienen por igual en la estructura del espectro de niveles.

Ası́ por ejemplo, los 20 estados de menor energı́a, que aparecen en este sistema agrupados en tres bandas
�
Ag � 2Tu � Gu � Gg � Hg � , corresponden a estados cuyas funciones de onda están localizadas sobre los

pozos de hexágonos [Figura (5.4a)], mientras que las dos bandas siguientes
�
Ag � 2Tu � Hg � contienen

12 estados con funciones de onda localizadas en los 12 pozos de pentágonos de la superficie de energı́a

potencial [Figura (5.4b)]. Las funciones de onda correspondientes a estados de mayor energı́a presentan

localización en ambas clases de pozos [Figura (5.4c)], o bien una estructura muy deslocalizada sobre

toda la superficie de energı́a potencial [Figura (5.4d)], lo cual es otra indicación del mayor o menor

movimiento de rotación impedida del adátomo.

El sistema NeC60 [Figura (5.5)] representa una situación intermedia entre los complejos exoédricos

del Ar y He. La mayor parte de sus niveles de energı́a se pueden agrupar de forma aproximada, bien

en conjuntos de 20 y 40 estados cuasidegenerados, o bien en cuasibandas de 12
�
Ag � Hg � 2Tu � y 24
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Figura 5.3: Espectro de autovalores de menor energı́a para el complejo HeC60. En el margen derecho se indica
el tipo de pozo donde se encuentran localizadas las funciones de onda correspondientes a los dos conjuntos de
niveles de más baja energı́a. Los estados de energı́a superior tienen asociadas funciones de onda que se localizan
tanto en hexágonos como en pentágonos. Las etiquetas del margen izquierdo denotan la especie de simetrı́a a la
que pertenecen los estados de estos dos conjuntos de niveles.

�
Tg � Gg � Hg � Tu � Gu � Hu � estados. Los primeros corresponden, tal como ocurre en el complejo ArC60,

al atrapamiento en el interior de los pozos hexagonales [Figura (5.6a)] y los segundos al confinamiento

dentro de los pozos de los pentágonos [Figura (5.6b)]. En este sistema, al igual que sucedı́a en el complejo

HeC60, ambos tipos de pozos se encuentran próximos en la superficie de energı́a potencial [Figura (3.4)].

Por ello los efectos debidos al tunneling cuántico entre ellos, que comienzan siendo poco significativos

entre los estados de más baja energı́a, se hacen más evidentes a medida que aumenta la energı́a, dando

lugar a estados con funciones de onda cada vez más deslocalizadas sobre toda la superficie de energı́a

potencial [Figuras (5.6c) y (5.6d)].

5.5. Espectroscopı́a dipolar eléctrica.

La espectroscopı́a es sin duda una de las herramientas más valiosas de las que se dispone para obtener

información acerca de las propiedades estructurales y dinámicas de los sistemas atómicos y moleculares.

En la espectroscopı́a vibro-rotacional de moléculas [101,159,160] dicha información se extrae a par-
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(a ) (b )

(c) (d )

Figura 5.4: Proyecciones estereográficas de la dependencia angular de las funciones de onda asociadas a varios de
los estados Ag en el sistema HeC60. La energı́a de cada uno de ellos es E � � 71 � 77cm �

1(a), E � � 65 � 12cm �
1(b),

E � � 55 � 83cm �
1(c) y E � � 48 � 00cm �

1(d). El cambio de signo de las autofunciones se ha indicado utilizando dos
tipos de lı́neas (a trazos continuos y discontinuos).

tir del análisis en frecuencias de las transiciones que se producen entre los niveles de energı́a de los

estados cuánticos moleculares, como resultado de la evolución temporal del sistema debido a su inter-

acción no destructiva con un campo electromagnético externo dependiente del tiempo y de propiedades

bien definidas.

En nuestro caso, las caracterı́sticas de los espectros de autovalores � E ν
k 	 y de las autofunciones� � Ψν

k
� 	 que acabamos de presentar en la sección anterior, van a determinar la estructura de los espectros

vibro-rotacionales de baja temperatura asociados a cada uno de los complejos exoédricos fullereno-(gas

noble) que estamos estudiando.

Consideremos pues la interacción de cualquiera de nuestros sistemas con un campo eléctrico externo

E
�
t � uniforme [159]. Asumiremos que se trata de un campo suficientemente débil como para que po-

damos garantizar la respuesta lineal del sistema perturbado. De las propiedades moleculares de las que

depende este tipo de interacción, los momentos multipolares eléctricos y las polarizabilidades eléctricas,

nos ocuparemos en este trabajo únicamente de los primeros. Más concretamente, dado que el término de

interacción que describe el acoplamiento entre los estados de un sistema molecular sin carga neta y un

campo eléctrico uniforme se expresa como:

W
�
t � �

� d � E
�
t � � (5.29)
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Figura 5.5: Espectro de autovalores de menor energı́a para el complejo NeC60. La notación es la empleada en la
Figura (5.1).

donde d es el momento dipolar instantáneo del sistema, nuestro objetivo va a ser determinar los espectros

de dipolo eléctrico asociados a las energı́as � E ν
k 	 y a las funciones � � Ψν

k
� 	 , en los que el operador

momento dipolar eléctrico es el único responsable de las transiciones entre los niveles de energı́a de los

estados estacionarios del sistema cuando se activa el campo externo.

5.5.1. Densidad espectral de dipolo eléctrico.

En el marco formal de la Teorı́a de la respuesta lineal [161,162], el análisis en frecuencias de la

respuesta de nuestros sistemas al campo perturbativo externo E
�
t � se realiza a partir de la transformada

de Fourier de la función de autocorrelación del operador responsable de la interacción entre el sistema

y el campo externo, en nuestro caso, el operador momento dipolar d del sistema sin perturbar. De este

modo, las propiedades espectrales de nuestros sistemas, como vemos independientes en este formalismo

de las caracterı́sticas del campo externo aplicado, vienen determinadas por la función densidad espectral,

definida por:

I
�
w � � 1

2π

 ∞

� ∞
dte � iwt � d

�
0 � d

�
t � � � (5.30)

Para obtener la forma explı́cita de I
�
w � en términos de las energı́as � E ν

k 	 y autofunciones � � Ψν
k

� 	
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(a ) (b )

(c) (d )

Figura 5.6: Proyecciones estereográficas de la dependencia angular de las funciones de onda asociadas a varios
estados Ag en el sistema NeC60. La energı́a correspondiente a de cada uno de ellos es E � � 143 � 29cm �

1(a),
E � � 138 � 66cm �

1(b), E � � 123 � 21cm �
1(c) y E � � 120 � 90cm �

1(d). El cambio de signo de las autofunciones se
ha indicado utilizando dos tipos de lı́neas (a trazos continuos y discontinuos).

del hamiltoniano Him, comenzaremos tomando la dependencia temporal del operador momento dipolar

en imagen de Heisenberg. Esto es,

d
�
t � � eiHimt � h̄d

�
0 � e � iHimt � h̄ � (5.31)

A partir de aquı́, el promedio estadı́stico � � �
� de la función de correlación temporal sobre una distribu-

ción de estados iniciales � � Ψνi
ki

� 	 se expresa como:

� d
�
0 � d

�
t � � � 1

Z ∑
νiki

e � βE
νi
ki � Ψνi

ki

�
d

�
0 � eiHimt � h̄d

�
0 � e � iHimt � h̄ � Ψνi

ki

� � (5.32)

donde Z denota la función de partición,

Z � ∑
νiki

e � βE
νi
ki (5.33)

y β � 1 � kBT , siendo kB la constante de Boltzmann.

Introduciendo en (5.32) la relación de cierre de los estados
�
Ψν

k
�

∑
ν f k f

�
Ψν f

k f

� � Ψν f

k f

� � 1 � (5.34)

y teniendo en cuenta que dichos estados verifican las ecuaciones

e � iHimt � h̄ � Ψν
k

� � e � iEν
k t � h̄ � Ψν

k
� ; � Ψν

k
�
eiHimt � h̄ � � Ψν

k
�
eiEν

k t � h̄ � (5.35)
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obtenemos que:

� d
�
0 � d

�
t � � � 1

Z ∑
νiki

∑
ν f k f

e � βE
νi
ki eiω

ν f k f
νiki

t ���
� Ψνi

ki

�
d
�
Ψν f

k f

� ���
2 � (5.36)

donde d � er es el operador momento dipolar eléctrico efectivo del sistema y ων f k f

νiki

� �
E

ν f

k f
� Eνi

ki
� � h̄.

Sustituyendo la última expresión en (5.30) obtenemos, una vez realizada la integral temporal, que la

densidad espectral viene dada por:

I
�
w � � 1

Z ∑
νiki

∑
ν f k f

e � βE
νi
ki ���

� Ψνi
ki

�
d
�
Ψν f

k f

� ���
2

δ

�
w �

�
E

ν f

k f
� Eνi

ki

h̄ ��� � (5.37)

Una vez hemos obtenido la densidad espectral en términos de las energı́as y autofunciones del sistema

sin perturbar, los espectros de dipolo eléctrico se calculan de manera inmediata. Para ello basta tener en

cuenta la dependencia ya conocida del coeficiente de absorción α
�
w � en función de la frecuencia angular

w,

α
�
w � � CS

�
w � � (5.38)

siendo C una constante que depende de la densidad de moléculas, constantes electromagnéticas y demás

parámetros del sistema molecular [106,122], mientras que:

S
�
w � � h̄w � 1 � e � βh̄w � I

�
w � (5.39)

es la función espectral que nos ocuparemos de calcular.

5.5.2. Elementos de matriz del operador momento dipolar eléctrico.

Según acabamos de ver, la obtención de los espectros que estamos interesados en determinar ha

quedado prácticamente reducida a evaluar los elementos de matriz del operador momento dipolar eléctri-

co efectivo del sistema en la base de las autofunciones del hamiltoniano Him. En nuestro caso, al haber

asumido que dicho operador presenta una dependencia lineal con el operador de posición r, los elementos

que debemos calcular son, finalmente:

dab
� rab

� � Ψνa
ka

�
r
�
Ψνb

kb

� � (5.40)

Utilizando la expresión (5.23), que relaciona las funciones
�
Ψν

k
� con las autofunciones

�
ϕν

ir� iv
� del

hamiltoniano
�
Hrot

�
Hvib � , obtenemos:

dab
� Nv

∑
iva

� 1

Nνa
r

�
iva �

∑
ira

� 1

Nv

∑
ivb

� 1

N
νb
r

�
ivb �

∑
irb

� 1

cνa � ka
ira � iva

cνb � kb
irb � ivb

� ϕνa
ira � iva

�
r
�
ϕνb

irb � ivb

� � (5.41)

Si consideramos ahora que, tal como se muestra en la ecuación (5.21), las funciones
�
ϕν

ir� iv
� se han

construido como producto directo de las funciones angulares de rotación
�
ψν

ir
� y las funciones radiales
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de vibración
�
Φiv

� , conviene expresar el vector de posición del adátomo de la forma r � r r̂
�
r � �

r
� � r̂ �

r � � r � � . A partir de ello tenemos que:

� ϕνa
ira � iva

�
r
�
ϕνb

irb � ivb

� � � ψνa
ira

�
r̂
�
ψνb

irb

� � Φiva

�
r
�
Φivb

� � (5.42)

De este modo se ha conseguido separar las componentes radial y angular de los elementos de matriz

a calcular. Los elementos de matriz de la coordenada radial r en la base de las funciones de vibración

pura se obtienen al resolver numéricamente integrales de la forma (5.28) para R
�
r � � r, mientras que

los elementos de matriz del operador angular B
�
r̂ � � r̂ en la base de las funciones de rotación pura se

han evaluado a través de la expresión (5.25), en la cual los elementos de matriz de las componentes

del vector unitario r̂ en la base de los armónicos esféricos se han obtenido empleando las expresiones

analı́ticas presentadas en el Apéndice I.

5.5.3. Reglas de selección de momento dipolar eléctrico.

Otra importante aplicación de la teorı́a de grupos [158], además de la ya empleada al construir las

matrices de los hamiltonianos Hrot y Him en la representación de funciones adaptadas a la simetrı́a, es

establecer las reglas de selección que controlan las transiciones entre los distintos estados del sistema.

En el caso de la espectroscopı́a dipolar eléctrica, la teorı́a de grupos nos permite anticipar si el elemento

de matriz del operador momento dipolar eléctrico asociado a la transición entre cualquier par de estados�
Ψν

k
� va a ser nulo o no, lo que sin duda supone una gran ventaja a la hora de tener que aplicar la relación

(5.41).

Dado que el operador d es un vector que se transforma bajo las operaciones del grupo de simetrı́a del

sistema de la misma manera que el vector de posición r, cuyas componentes cartesianas
�
x � y � z � sabemos

pertenecen a la representación irreducible Tu del grupo puntual Ih, tendremos que el término

di f
� 
 ∞

0 �Ψνi
ki

�
r ��� 	 dΨν f

k f

�
r � dr (5.43)

es distinto de cero, y por tanto la transición entre los estados
�
Ψνi

ki

� y
�
Ψν f

k f

� permitida, únicamente

si la representación irreducible Γi está contenida en la representación reducible del producto directo

Tu
� Γ f . Esto es, si consideramos que la representación Tu

� Γ f puede expresarse como suma directa de

representaciones irreducibles,

Tu � Γ f � � ∑
m

ATu � f � mΓm (5.44)

se ha de cumplir que ATu � f � i �� 0. En caso contrario los estados
�
Ψνi

ki

� y
�
Ψν f

k f

� no van a estar conectados

por una transición de momento dipolar eléctrico (transición prohibida). Realizando entonces todos los

productos Tu � Γ f �
Γ f � Ag � ����� � Hu � posibles en el grupo de simetrı́a Ih [20], se obtiene que todas las
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transiciones de dipolo eléctrico permitidas ocurren entre estados de paridad opuesta, siendo las reglas de

selección que las gobiernan:

Ag � � Tu

Tg � � Au � Tu � Gu � Hu

Gg � � Tu � Gu � Hu

Hg � � Tu � Gu � Hu
�

5.5.4. Espectros de dipolo eléctrico.

En las Figuras (5.7), (5.8) y (5.9) presentamos los espectros dipolares eléctricos obtenidos para los

complejos exoédricos ArC60, NeC60 y HeC60 a diferentes temperaturas. Su apariencia final se ha deter-

minado considerando los efectos de ensanchamiento que la rotación molecular induce sobre el espectro

S
�
w � obtenido con la aproximación de masa infinita para el fullereno [122]. Para ello, tal y como se

muestra en el Apéndice J, hemos convolucionado cada una de las lı́neas del espectro (5.39) de masa

infinita con una función dependiente de la temperatura en la que incluimos tanto la estructura rotacional

del C60 (término J̄2 � 2Ic del hamiltoniano Hvr) como la mezcla de estados debida a la interacción de

Coriolis (término J̄ � l̄ � Ic del hamiltoniano Hvr). De este modo conseguimos espectros que presentan una

estructura más suave en baja resolución y, por tanto, más próximos a los que se deberı́an de obtener

experimentalmente.

Los tres sistemas estudiados muestran su espectro en la región de microondas
�

� 3 � 27cm � 1 � y

en la región de más baja frecuencia del infrarrojo lejano
�

� 25 � 200cm � 1 � [101]. De este modo se

confirma que, tal y como habı́amos asumido al considerar la eliminación adiabática de la vibración del

C60, no existe acoplamiento entre las frecuencias rovibracionales del adátomo y las correspondientes a

los modos de vibración del fullereno ( � 270 � 1800cm � 1).

El complejo ArC60 [Figura (5.7)] es, como podı́amos intuir a partir de su espectro de niveles, el sis-

tema que presenta el espectro más sencillo de los tres estudiados. Se trata de un espectro vibracional

cuyas lı́neas pueden ser asignadas a transiciones entre los estados libracionales (bending) y vibracionales

(stretching) en cada pozo hexagonal de la superficie de energı́a potencial. A la temperatura más baja que

hemos considerado
�
T � 5K � las transiciones más relevantes tienen su origen en el nivel fundamental,

el cual, como ya hemos dicho, corresponde en el sistema ArC60 a un conjunto de 20 estados cuaside-

generados localizados en los pozos hexagonales del potencial. El primer pico/banda, que aparece a una

frecuencia f1 � 13cm � 1, está asociado a transiciones con excitación de un cuanto en el movimiento de

libración que tiene lugar en el interior de estos pozos. A medida que la temperatura aumenta se pro-

duce igualmente un incremento en el número de estas transiciones, no sólo desde el nivel fundamental,
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Figura 5.7: Espectros de vibración-rotación del complejo ArC60 a diferentes temperaturas. Los efectos debidos
a la rotación del fullereno se han simulado ensanchando el espectro (5.39) de masa infinita con una función de
convolución dependiente de la temperatura (Apéndice J).

sino también desde estados excitados. En este último caso, el mayor acoplamiento de modos y la mayor

anarmonicidad del potencial de interacción son los responsables de un ligero cambio en la frecuencia

f1 caracterı́stica de estas transiciones. Debido a ello, este primer pico, que es bastante estrecho a 5K,

evoluciona hacia una banda de anchura creciente con el aumento de la temperatura. El segundo pico más

intenso del espectro, que se encuentra a una frecuencia f2 � 37cm � 1, es debido a transiciones con ex-

citación de un cuanto del movimiento radial dentro de los pozos. Aunque muy débiles, se pueden apreciar

también los picos correspondientes al primer sobretono en la excitación de los grados de libertad angu-

lares
�

� 24cm � 1 � y radial
�

� 72cm � 1 � , mientras que para temperaturas inferiores a las representadas en

la Figura (5.7) es posible distinguir un pequeño pico situado en la frecuencia de combinación f3
� f1

�
f2.

Tenemos pues que la dinámica del adátomo, que a las temperaturas consideradas queda confinado en

el interior de los pozos hexagonales del complejo ArC60, está caracterizada por una componente angular

de frecuencia f1 � 13cm � 1 y una componente radial de frecuencia f2 � 37cm � 1, no existiendo apenas

acoplamiento entre ambas.
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0

0.11

0.22

0.33

0

0.12

0.24

0

0.4

0.8

S(
w

)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Frequency (cm

−1
)

0

1

2
T=5K

T=10K

T=20K

T=30KNeC60

Figura 5.8: Espectros de vibración-rotación del complejo NeC60 a diferentes temperaturas, ensanchados de igual
manera que en la Figura (5.7).

El complejo NeC60 [Figura (5.8)] muestra espectros con transiciones entre estados de libración y

vibración, similares a las que acabamos de encontrar en el sistema ArC60. Aunque en este caso inter-

vienen en el espectro estados correspondientes tanto a los pozos pentagonales como hexagonales, las

transiciones asociadas a los estados pertenecientes a esta última clase de pozos siguen proporcionando

los picos más intensos del espectro. El pico principal, que aparece en el espectro de 5K a una frecuencia

f1 � 12cm � 1, corresponde a transiciones con origen en el nivel fundamental, formado también en este

sistema por un conjunto de 20 estados cuasidegenerados localizados en los pozos de los hexágonos. Este

pico está asociado a la excitación de un cuanto del movimiento libracional en el interior de estos pozos.

Los pequeños picos satélites que aparecen a frecuencias ligeramente inferiores a f1 son consecuencia de

transiciones del mismo tipo que ocurren desde estados de libración excitados. Al aumentar la temperatura

tienen lugar transiciones desde estados cada vez más próximos a los bordes de las barreras de la superfi-

cie de energı́a potencial. La importante anarmonicidad del potencial en esta región de energı́as, junto con

el fuerte acoplamiento de modos y los efectos de tunneling cuántico entre los distintos pozos, hacen que

estos picos, inicialmente estrechos a bajas temperaturas, evolucionen hacia bandas de libración-vibración
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Figura 5.9: Espectros de vibración-rotación del sistema HeC60 a diferentes temperaturas, ensanchados de la
misma forma que en la Figura (5.7). En los pequeños recuadros del margen derecho se han representado los
espectros de rotación pura que se obtienen al considerar un átomo de He que se mueve como un rotor rı́gido libre
en torno a la superficie del C60.

cada vez más anchas, a las que ahora también contribuyen las transiciones con excitación de un cuanto

del movimiento libracional en los pozos pentagonales del potencial. El otro pico intenso, que se aprecia

en el espectro de 5K a una frecuencia aproximada de f2 � 35cm � 1, corresponde a transiciones con ex-

citación de un cuanto del movimiento radial en los pozos de hexágonos. El pequeño pico satélite que se

observa a la derecha de esta transición
�
f3 � 37cm � 1 � está originado también por transiciones con ex-

citación de un cuanto del movimiento radial, aunque esta vez en los pozos pentagonales de la superficie

de energı́a potencial.

Los espectros de apariencia más complicada son los que presenta el sistema HeC60 [Figura (5.9)]. En

este complejo exoédrico los efectos debidos al tunneling cuántico entre los diferentes pozos hexagonales

y pentagonales de potencial se manifiestan de forma importante, ya incluso para las temperaturas más

bajas analizadas. Debido a ello, las transiciones entre estados libracionales y vibracionales, que se encon-

traban localizadas en picos bien definidos en los espectros de más baja temperatura de los dos sistemas

anteriores, aparecen ahora desdoblados en muchas lı́neas, tal y como queda claramente reflejado en los
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espectros obtenidos para este sistema a 5 y 15K.

Para temperaturas por encima de 15K, dos son los aspectos más destacados que caracterizan los

espectros del complejo HeC60. En primer lugar, observamos la formación de lo que se intuye podrı́a

ser una banda de rotación pura en el rango de frecuencias más bajas. El origen de dicha banda estarı́a

en el movimiento rotacional cuasilibre del adátomo por encima de las barreras angulares del potencial

de interacción. La confirmación de que esta asignación es acertada viene dada por la gran similitud

encontrada entre esta banda y los espectros de rotación pura (presentados en los pequeños recuadros

situados al margen derecho de cada uno de los espectros de la Figura (5.9)) obtenidos al suponer que el

átomo de helio se mueve como un rotor rı́gido libre sobre la superficie del fullereno, con una constante

de rotación calculada para la posición de equilibrio re del término esférico del potencial de interacción6 .

El otro aspecto relevante de los espectros del complejo HeC60 es la presencia de un pico estrecho,

en torno a 16cm � 1, que se mantiene al aumentar la temperatura, y el cual hemos logrado asignar a

un conjunto de transiciones con origen en 10 estados muy próximos en energı́a y final en un único

cuadruplete de estados con simetrı́a Gg. Analizando la estructura de las funciones de onda de los estados

que intervienen en dichas transiciones encontramos que los estados iniciales están localizados sobre

pozos hexagonales del potencial, mientras que los estados finales ocupan regiones tanto de pozos de

hexágono como de pentágono. Eligiendo combinaciones lineales apropiadas de los estados iniciales, tal

y como se indica en el Apéndice K, hemos conseguido reducir todas las transiciones que definen este pico

del espectro a tan sólo cuatro que contienen toda la intensidad del pico, de las cuales dos son claramente

más intensas. Los nuevos estados generados, que tal como se han construido pueden ser considerados

autoestados aproximados, presentan una estructura de localización bastante particular, tal y como se

puede apreciar en la Figura (5.10), donde representamos la proyección estereográfica de la componente

angular de las funciones de onda correspondientes a los estados que participan en las dos transiciones más

intensas. La localización de estos nuevos estados iniciales sobre los cinco pozos hexagonales que rodean

6Los espectros de rotación pura se han obtenido considerando el hamiltoniano

Hrp � l2

2µr2
e
�

A partir de ello, teniendo en cuenta que,

Hrp


Y� m � � E �



Y� m � �

donde E� � h̄2

2µr2
e

� � � � 1 � � Be
� � � � 1 � , la densidad espectral Irp � w � asociada a estos espectros viene dada por:

Irp � w � � 1
Zrp

∑
� m

∑
��� m �

e
� βE � 
�� Y� m



r


Y� � m � �


 2δ � w � � E � � � E �

h̄ � � �
siendo en este caso la función de partición:

Zrp � ∑
� m

e
� βE� � ∑

�
� 2 � � 1 � e � βE�
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Figura 5.10: Proyecciones estereográficas de la dependencia angular de las funciones de onda correspondientes
a los estados que intervienen en las dos transiciones más intensas involucradas en el pico libracional observado
en el complejo HeC60 a una frecuencia aproximada de 16cm �

1 [Figura (5.9)]. Las figuras de la parte superior
se asocian a los estados finales del cuadruplete Gg, mientras que las de la parte inferior representan los estados
iniciales aproximados, obtenidos tal y como se describe en el Apéndice K. El cambio de signo de las funciones de
onda se indica, como ha sido habitual a lo largo de esta Memoria, utilizando dos tipos diferentes de lı́neas.

a un pozo de pentágono, mostrada por esta figura, indica que el movimiento implı́cito en este pico del

espectro es una precesión (fuertemente mediada por el tunneling cuántico) del vector de posición r del

adátomo en torno a los ejes de simetrı́a C5 del fullereno. Esta precesión va acompañada de una oscilación

del ángulo que definen las direcciones r̂ y Ĉ5, siendo precisamente la excitación de este movimiento tipo

bending la que provoca el pico que observamos en el espectro. A partir del análisis de la estructura nodal

de las funciones de onda de los estados Gg de llegada podemos deducir además que las dos transiciones

más intensas ocurren con el intercambio de dos cuantos de la oscilación angular. Esto es, se trata de

transiciones con la excitación de dos cuantos de un modo angular ortogonal al movimiento de precesión

que conecta los 5 pozos hexagonales situados en torno a cada uno de los pozos de pentágonos de la

superficie de energı́a potencial. Cuando éstas ocurren, el adátomo, que hasta entonces habı́a permanecido

confinado en el interior de los pozos del potencial, se desplaza hacia regiones próximas a los bordes de

las barreras hexágono-pentágono, siendo en este momento cuando se produce el acoplamiento entre los

movimientos en ambas clases de pozos. Dado que el presente estudio se ha aplicado a la componente del

operador momento dipolar eléctrico sobre un eje de simetrı́a C5, ésta corresponde entonces a la respuesta
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lineal del sistema a un campo eléctrico oscilante aplicado paralelo a dicho eje. El análisis de las otras

dos componentes ortogonales del operador d no es tan directo. Sin embargo, tal como se discute en el

Apéndice K, la equivalencia entre las tres componentes de este operador se puede demostrar a partir de

argumentos de simetrı́a.

Para finalizar este análisis de los espectros del complejo exoédrico HeC60, diremos que los picos

que aparecen en dichos espectros a frecuencias aproximadas de 53 y 69cm � 1 tienen el mismo origen

libracional que el pico de 16cm � 1, con la diferencia de que en éstos se producen excitaciones de 1 y 2

cuantos respectivamente del movimiento radial vibracional.
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Resumen y conclusiones.

En este trabajo hemos realizado un estudio teórico de diversos aspectos relacionados con la dinámica

de un átomo, gas noble o ion alcalino, que interacciona con un fullereno C60.

En primer lugar, hemos llevado a cabo un análisis de las secciones eficaces diferenciales y totales co-

rrespondientes a las colisiones de baja energı́a (E
�

30meV ) entre dicha molécula y las distintas especies

atómicas consideradas (He � Ar� Xe � Li � � Na � � K � ), además de la colisión entre dos moléculas de C60.

Hemos construido una superficie de energı́a potencial de interacción en la que los efectos de dis-

persión y repulsión en los sistemas C60-átomo y C60
� C60 se han simulado mediante términos analı́ticos

obtenidos al considerar suma de interacciones binarias Lennard-Jones. En el caso de los complejos con

iones alcalinos, los términos asociados a la energı́a de polarización se han obtenido mediante un modelo

semiempı́rico que reproduce la estructura molecular de electrones π y la polarizabilidad dipolar eléctrica

del C60. A partir de estos estudios se ha abierto una nueva lı́nea de trabajo que nos ha permitido predecir

las polarizabilidades dipolares eléctricas de varios fullerenos, ası́ como sus correspondientes espectros

de niveles de energı́a monoelectrónicos asociados a los electrones π.

Nos hemos interesado también en el estudio de la dinámica vibro-rotacional del adátomo en las

proximidades de la superficie externa del fullereno C60 en varios complejos exoédricos con átomos de

gases nobles. Para ello hemos simulado los espectros de dipolo eléctrico de los complejos exoédricos

XC60 (X � He � Ne � Ar) en el rango de bajas temperaturas (0 � 40K).

El resumen de los diferentes puntos tratados a lo largo del trabajo, ası́ como las conclusiones más

relevantes que podemos extraer a partir de los resultados obtenidos ha sido:

1. El estudio de la dinámica en los complejos exoédricos del fullereno C60 se ha hecho empleando un

hamiltoniano efectivo obtenido previamente por nuestro grupo. En su obtención se han utilizado

distintas aproximaciones tı́picas de la Fı́sica Molecular, tales como la apro-

ximación de Born-Oppenheimer para la separación de los grados de libertad electrónicos, la sepa-

ración adiabática de las vibraciones del C60 y la aproximación estándar de rotor rı́gido para dicha

molécula.
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2. Los términos de dispersión-repulsión propuestos para la interacción en los sistemas exoédri-

cos han sido los obtenidos previamente por nuestro grupo a partir de argumentos semiempı́-

ricos, lo cual ha sido posible gracias a la naturaleza tipo van der Waals de la interacción y a las

fuertes restricciones que la alta simetrı́a molecular impone sobre dicha interacción.

3. La energı́a de polarización en los complejos del fullereno C60 con iones alcalinos (Li � ,Na � , K � )

se ha obtenido analizando la respuesta del C60, representado en nuestro caso por un modelo

semiempı́rico tipo PPP para los electrones π, al campo eléctrico creado por una carga puntual,

q � e. Considerando que éste es un campo suficientemente débil, el empleo de argumentos de

la teorı́a de perturbaciones ha permitido establecer una expresión analı́tica sencilla que se ajusta

correctamente a los valores de la energı́a de polarización obtenidos a partir de la solución de la

ecuación de valores propios del hamiltoniano modelo mediante el formalismo de campo autocon-

sistente de Hartree Fock (SCF-HF). La expresión analı́tica resultante se añadió posteriormente a

los términos (también analı́ticos) que describen la interacción de dispersión-repulsión, para obtener

ası́ finalmente la interacción efectiva completa C60-(ion alcalino).

Las conclusiones más importantes que podemos extraer de esta parte de la Tesis se resumen en:

Observamos como, mientras que el término de polarización da la contribución más impor-

tante a las energı́as de estabilización en complejos exoédricos, su efecto sobre el potencial de

interacción en el caso de complejos endoédricos es mucho menos relevante. Este resultado,

la magnitud de las energı́as de estabilización y las distancias de equilibrio obtenidas coinci-

den razonablemente bien con los resultados ab-initio más recientes aportados por Hira y Ray

para el complejo exoédrico Na � C60.

Las energı́as de polarización tan altas como las que hemos encontrado en los complejos

exoédricos del fullereno C60 con iones alcalinos (de hasta � 1eV ) son inusuales en otros

sistemas moleculares. Tenemos, por tanto, para estos complejos una especie de enlace de po-

larización, cuyo fundamento fı́sico es bastante diferente al de otros tipos de enlace conocidos

como son el enlace iónico, el covalente o el de van der Waals. Según hemos visto, el origen

último de esta nueva clase de enlace se encuentra en la elevada polarizabilidad del fullereno

C60.

Hemos restringido nuestro estudio de polarización a la obtención de únicamente la parte

isótropa de la interacción. Siguiendo el mismo procedimiento y teniendo en cuenta además

la fuertes restricciones impuestas por la alta simetrı́a de estos sistemas, se podrı́an obtener

igualmente expresiones analı́ticas correspondientes a los términos anisótropos de la interac-

ción. Las superficies de energı́a potencial netas resultantes serı́an de este modo muy útiles
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para abordar distintos problemas, tales como el estudio de la dinámica de especies adsorbidas,

tanto en complejos exoédricos como endoédricos, o las colisiones entre iones alcalinos y el

fullereno C60.

4. El modelo semiempı́rico tipo PPP implementado para el fullereno C60, complementado con ciertos

criterios fı́sicos de consistencia basados en la respuesta molecular a campos eléctricos externos

débiles, nos ha permitido hacer una estimación teórica de la estructura de niveles de electrones π

y las polarizabilidades dipolares eléctricas de 5 fullerenos icosaédricos comprendidos entre el C60

y el C720. Destacamos en esta parte del estudio las siguientes conclusiones:

La imposición al modelo de los criterios de consistencia, el cumplimiento de los cuales fue

debidamente comprobado en el caso de la estructura electrónica conocida del C60, ha hecho

posible una selección adecuada de los tres parámetros del modelo, β, χ, γ, para los distintos

fullerenos. En general, los parámetros que satisfacen los criterios de consistencia en el mo-

delo no son transferibles de un fullereno a otro, sobre todo el parámetro γ que da cuenta de

la repulsión entre los electrones de un mismo orbital. El papel desempeñado por los otros

dos parámetros del modelo, β y χ, es menos relevante, encontrándose varias combinaciones

que satisfacen los criterios impuestos. Sin embargo, los cambios producidos por los distintos

conjuntos de parámetros posibles son poco significativos en el caso de la estructura de nive-

les electrónicos y prácticamente despreciables en los valores de las polarizabilidades que se

obtienen a partir de ellos. Esto nos indica la robustez del modelo utilizado y la alta fiabilidad

de la estructura electrónica que a partir de él se obtiene.

Hemos obtenido que las polarizabilidades apantallada α y no apantallada α0 están rela-

cionadas en los fullerenos de simetrı́a icosaédrica por la expresión α0
� 4α, mientras que

el comportamiento de la polarizabilidad de estas moléculas en función de su tamaño viene

caracterizado por la ecuación α � 0 � 75R3
e , siendo Re el radio efectivo que define la carga

electrónica en cada uno de ellos.

La última expresión indica que las polarizabilidades de los fullerenos icosaédricos son el

75 % de las correspondientes a esferas conductoras con el mismo radio Re. La extrapolación

de este comportamiento al lı́mite Re � ∞ implicarı́a que una única lámina de grafito en el

estado electrónico fundamental no se comporta exactamente como una lámina conductora.

Los fullerenos icosaédricos presentarı́an, por tanto, la máxima polarizabilidad permitida para

láminas de carbono, tal y como si estuvieran construidas de grafeno.

Nuestros análisis y las pruebas de consistencia exigidas a los modelos propuestos para la

estructura electrónica y las polarizabilidades de los distintos fullerenos icosaédricos nos han
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animado a depositar nuestra confianza en los resultados obtenidos. Creemos que estos mod-

elos podrı́an emplearse de forma similar para estudiar, no sólo las propiedades de respuesta

lineal de estas moléculas, sino también otras propiedades electromagnéticas y ópticas deter-

minadas por los mismos electrones π.

5. En relación al análisis teórico de las secciones eficaces diferenciales y totales correspondientes al

proceso elástico involucrado en las colisiones de baja energı́a, los aspectos más destacados que

podemos extraer de nuestro estudio son:

Dado que la contribución dominante a las secciones eficaces totales en estos procesos está de-

terminada por el comportamiento a largo alcance del potencial de interacción, el cual está gob-

ernado en todos los sistemas considerados por el término isótropo, un modelo de interacción

esférico ha sido suficiente para proporcionar una buena estimación teórica del orden de mag-

nitud global y del comportamiento de las secciones eficaces totales para las colisiones de baja

energı́a en las que hemos estado interesados.

El carácter semiclásico de la dinámica en los procesos de colisión estudiados se ha puesto

claramente de manifiesto al comprobar que el comportamiento de la contribución dominante

a la sección eficaz total frente a la energı́a del centro de masas del sistema, se ajusta al

predicho por la expresión semiclásica para la sección eficaz total en un potencial que se

comporta a largas distancias de la forma � Cs � rs. En nuestro caso, el ajuste de los datos

obtenidos al representar el logaritmo de esta contribución a la sección eficaz total de colisión

en función de logaritmo de la energı́a de colisión, nos ha permitido obtener información

sobre el término del potencial de interacción dominante a largas distancias. De este modo,

estos experimentos de colisión se podrı́an convertir en una herramienta complementaria a las

espectroscopı́as Raman y dipolar eléctrica, las cuales aportan principalmente información

acerca de la interacción en regiones de equilibrio, próximas a la superficie del fullereno.

En las colisiones C60+(átomo de gas noble) y C60
�

C60 encontramos que es el término de

dispersión, � C6 � r6 �
C6 � 60 � 4εσ6 � , el que determina la contribución dominante a la sección

eficaz total de colisión. Trabajos recientes de Scheidemann y colaboradores, en los que se

estudia la dispersión de agregados de sodio por moléculas de C60, constituyen una confir-

mación experimental de este resultado, al demostrar el claro dominio a largas distancias del

término de dispersión � C6 � r6 en este tipo de sistemas.

Si la colisión se produce entre el fullereno C60 y un ion alcalino, la contribución dominante a

la sección eficaz total viene determinada por el término de polarización � C4 � r4 �
C4 � α � 2 � ,

siendo α la polarizabilidad eléctrica del fullereno. Además, el amplio rango de distancias en
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el que dicho término es dominante en estos sistemas permite a su vez encontrar un intervalo

de energı́as, accesible experimentalmente, en el cual las secciones eficaces totales de colisión

vienen determinadas por la polarizabilidad de la molécula.

El decaimiento más lento a largas distancias del potencial de interacción en los sistemas C60-

(ion alcalino), respecto de los sistemas C60-(gas noble), es responsable de que las secciones

eficaces totales asociadas a las colisiones C60+(ion alcalino) sean sensiblemente superiores

(aproximadamente un orden de magnitud) que las obtenidas con los proyectiles de átomos de

gases nobles. Teniendo en cuenta entonces que las secciones eficaces de colisión deberı́an ser,

en principio, relativamente fáciles de medir en las colisiones de baja energı́a entre el fullereno

y iones alcalinos, y dada la extrema sensibilidad que presentan las secciones eficaces ante la

importancia relativa del término de polarización en el rango de largas distancias, este tipo de

procesos se podrı́an convertir en una herramienta muy útil para la determinación experimental

de la polarizabilidad de los fullerenos en fase gaseosa. Las técnicas requeridas para ello serı́an

similares a las ya empleadas para obtener información sobre el comportamiento a largas

distancias de la interacción entre el C60 y distintos agregados de sodio, o entre el átomo de

Na y agregados de sodio. Se podrı́an determinar ası́ los valores de las polarizabilidades para

fullerenos de distintos tamaños y a partir de ello información, desconocida por ahora, sobre

la estructura de gran parte de estas moléculas.

Respecto al efecto de los términos angulares de la interacción sobre la sección eficaz total de

colisión, hemos comprobado que éstos no modifican su contribución suave dominante, debida

a momentos angulares altos, pero si su componente oscilatoria, de la cual son responsables

los momentos angulares más pequeños. Más concretamente, la anisotropı́a de la interacción

produce un suavizado de la oscilación gloria que presentan las secciones eficaces totales con

el potencial esférico, en mayor o menor medida según la especie atómica que actúe como

proyectil. En el caso de los proyectiles más pesados, como el mismo C60, el átomo de Xe o el

K � , nuestras estimaciones indican que dicha oscilación desaparece prácticamente en todo el

rango de energı́a considerado. Con proyectiles tales como el Ar, Na � y Li � , ésta aún persiste

en las energı́as más bajas, mientras que en las colisiones con el átomo de He la oscilación

gloria es ligeramente amortiguada. En el caso de las secciones eficaces diferenciales, las

oscilaciones cuánticas caracterı́sticas del potencial esférico se ven particularmente afectadas

por la inclusión de los términos anisótropos de la interacción, salvo en la región de dispersión

hacia adelante o forward scattering (θ � 0) donde sus efectos son despreciables. De nuevo

aquı́, la magnitud de los efectos debidos a la anisotropı́a es más importante en los proyectiles

más pesados, tales como el Xe, y menos significativa para el caso del He.



142 RESUMEN Y CONCLUSIONES

6. El estudio de la dinámica de baja energı́a del adátomo en los complejos exoédricos ArC60, NeC60

y HeC60 se ha realizado empleando un modelo de tres grados de libertad. La separación adiabática

del movimiento vibracional del C60 y la congelación de sus lentas rotaciones ha permitido reducir

dicha dinámica a un problema en el que sólo intervienen dos grados de libertad angulares, que

describen el movimiento del adátomo sobre la superficie externa del fullereno, y un grado de

libertad radial correspondiente a la vibración normal a la superficie del átomo externo.

El problema de autovalores del correspondiente hamiltoniano efectivo cuántico de vibración-

rotación se ha resuelto desarrollando la dependencia angular de la función de onda en una base

de funciones adaptadas al grupo de simetrı́a Ih del C60, mientras que la parte radial se ha integra-

do numéricamente. Las autofunciones y energı́as resultantes, obtenidas tras acoplar ambos grados

de libertad y diagonalizar el hamiltoniano total del sistema, nos han permitido obtener espectros

dipolares eléctricos convergidos en el rango desde 0 hasta 40K de temperatura. Las conclusiones

más importantes que podemos extraer de los distintos sistemas estudiados son:

El complejo ArC60 presenta un espectro muy sencillo que puede ser asignado en términos de

un oscilador anarmónico tridimensional con simetrı́a C3. El movimiento del adátomo tiene lu-

gar en los relativamente profundos pozos de hexágonos que presenta la superficie de energı́a

potencial en este sistema, no existiendo apenas efecto túnel entre ellos a bajas temperatu-

ras. Los picos correspondientes a las transiciones con el primer cuanto de excitación en el

movimiento angular (bending) y radial (stretching) aparecen en los espectros de más baja

temperatura a frecuencias aproximadas de 13 y 37cm � 1 respectivamente.

Debido al fuerte confinamiento del adátomo en los pozos de los hexágonos, los niveles de

más baja energı́a se encuentran agrupados en bandas de 20 y 40 estados cuasidegenerados.

Las bandas de 20 estados, pertenecientes a las especies de simetrı́a Ag � Gg � Hg � 2Tu �
Gu, aportan un estado a cada uno de los 20 pozos hexagonales de la superficie de energı́a

potencial, mientras que las bandas formadas por 40 estados (2T g � Gg � 2Hg � 2Tu � Gu �
2Hu) aportan dos estados a cada uno de estos pozos.

El complejo NeC60 muestra un espectro similar al del sistema ArC60, aunque en este caso

también se produce a bajas temperaturas confinamiento en los pozos de pentágonos. La ex-

citación del movimiento vibracional radial que ocurre en este tipo de pozos origina nuevas

lı́neas en el espectro, aunque bastante menos intensas que las debidas a las transiciones aso-

ciadas a los pozos hexagonales. Al aumentar la temperatura el espectro es cada vez más

sensible al efecto túnel a través de las barreras de la superficie de energı́a potencial, a la ma-

yor anarmonicidad de la interacción y al más intenso acoplamiento entre modos. Debido a

todo ello, los picos del espectro, que aparecen bien definidos a temperaturas más bajas (un
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pico principal a � 12cm � 1 correspondiente a las transiciones con un cuanto de excitación del

movimiento bending en los pozos de los hexágonos y otro a � 35cm � 1 asociado a la transi-

ciones con un cuanto de excitación del movimento radial en estos mismos pozos), evolucio-

nan hacia bandas cada vez anchas al aumentar la temperatura.

Los niveles de más baja energı́a aparecen agrupados en bandas cuasidegeneradas formadas

por 20 y 40 estados, además de por 12 (Ag � Hg � 2Tu) y 24 (Tg � Gg � Hg � Tu � Gu � Hu)

estados. Las primeras corresponden a estados atrapados en los pozos de hexágonos y las

segundas en pentágonos.

El sistema HeC60 presenta un espectro bastante más complejo, reflejo de los importantes

efectos de tunneling entre los distintos pozos de la superficie de energı́a potencial. Debido

a ello, los niveles de más baja energı́a, que aparecı́an agrupados en bandas cuasidegener-

adas en los dos sistemas anteriores, se encuentran ahora separados en sub-bandas de menor

degeneración (Ag � 2Tu � Gu, Gg, Hg, Ag � 2Tu, Hg).

El patrón de rotación prácticamente libre ocurre en este sistema ya desde energı́as relativa-

mente bajas, lo que origina una banda de rotación interna de baja frecuencia ( f � 10cm � 1)

en los espectros obtenidos a temperaturas superiores a � 15K. Destaca también en este sis-

tema la presencia de un pico de bending relativamente intenso a una frecuencia aproximada

de 16cm � 1. Este pico puede ser asignado a la excitación de 2 cuantos de un modo angular

ortogonal al movimiento de precesión que conecta los cinco pozos de hexágonos que rodean

a cada uno de los pozos pentagonales.

Podemos concluir, por tanto, que nuestros resultados demuestran como los espectros dipo-

lares eléctricos de baja temperatura de complejos exoédricos del fullereno con átomos de

gases nobles son una fuente de información muy detallada y relevante acerca la dinámica del

adátomo y sobre su interacción con el fullereno C60.
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Apéndice A

Cálculo de los factores de fase δl
�
k � .

En este apéndice presentamos los métodos que hemos empleado en la Tesis para obtener los factores

de fase δl
�
k � a partir de la resolución de la ecuación radial (4.28) que gobierna el proceso de colisión

entre dos especies que interaccionan a través de un potencial esférico V
�
r � ,

� d2

dr2
�

k2
� Ue f

�
r � � ul

�
r � � 0 � (A.1)

siendo Ue f
�
r � el potencial efectivo de interacción, definido por:

Ue f
�
r � � 
 2µ

h̄2

�
Ve f

�
r � � 
 2µ

h̄2

�
V

�
r � � �

�
� �

1 �
r2

�
(A.2)

En el caso de colisiones entre un fullereno C60 y un átomo, o entre dos C60, las condiciones de contorno

que debe satisfacer la solución ul
�
r � de la ecuación (A.1) son:

ul
�
R � � 0 (A.3)

en la superficie del fullereno de radio R y

ul
�
rext � � Al

�
k � �

krext � � jl �
krext � cosδl

�
k � � nl

�
krext � senδl

�
k ��� (A.4)

en el lı́mite asintótico de largas distancias, siendo r � rext un punto suficientemente alejado de dicha

molécula, tal que Ue f
�
rext � � 0.

Para la resolución de la ecuación (A.1) hemos empleado dos métodos diferentes: el primero en-

cuadrado en un tratamiento cuántico y el segundo basado en el método semiclásico WKB unidimensional

estándar [144,141,163]. Comenzaremos describiendo el método cuántico utilizado y terminaremos con

la aproximación semiclásica. El apéndice concluye con una comparación de los resultados obtenidos con

ambos métodos en el caso particular de una colisión C60
�

Ar.
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A.1. Tratamiento Cuántico: Propagador de Numerov.

Para comenzar definimos un mallado discreto de puntos sobre el intervalo radial � R � rext � , siendo la

posición de los N puntos que consideramos:

ri
� rext

� h
�
i � 1 � �

i � 1 � ����� � N � (A.5)

y el espaciado constante entre ellos h � �
rext

� R � � �
N � 1 � .

El método desarrollado por Numerov-Cooley [149], aplicado a la ecuación (A.1), permite relacionar

los valores de la función radial ul
�
r � correspondientes a cualquier par de posiciones vecinas. Para ello se

emplean las relaciones1 :

ul
�
ri � � ℜ

�
ri � � ul

�
ri � 1 � (A.6)

ul
�
ri � 1 � � ℜ

�
ri � 1 � � ul

�
ri � � (A.7)

siendo ℜ
�
r � la función propagador espacial, definida por la relación de recurrencia,

ℜ
�
ri � � � 1 � h2

12W
�
ri � 1 � ��

2 �

10
12 h2W

�
ri ��� � � 1 � h2

12W
�
ri � 1 � � � ℜ

�
ri � 1 �

� (A.8)

donde

W
�
ri � � k2

� Ue f
�
ri � � (A.9)

Tomemos a continuación la forma asintótica (A.4) para la función radial u l
�
r � , si la expresamos como

combinación lineal de dos funciones linealmente independientes, ua
l

�
r � y ub

l

�
r � :

ul
�
rext � � cosδl

�
k � ua

l

�
rext � � senδl

�
k � ub

l

�
rext � � (A.10)

donde, según la condición de contorno (A.4):

ua
l

�
rext � � Al

�
k � �

krext � jl
�
krext � (A.11)

y

ub
l

�
rext � � Al

�
k � �

krext � nl
�
krext � � (A.12)

podemos aplicar las relaciones de recurrencia (A.6), (A.7) y (A.8) y propagar por separado estas dos

nuevas funciones desde la posición inicial r � rext , con las condiciones (A.11) y (A.12), hasta r � R. De

este modo, la función ul
�
r � puede escribirse en cualquier punto r � ri

�
i � 2 � N � 1 � de la forma:

ul
�
ri � � cosδl

�
k � ua

l

�
ri � � senδl

�
k � ub

l

�
ri � � (A.13)

1El error cometido al introducir esta discretización del intervalo radial es de sexto orden en h [149]
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En particular, en la posición r � rN
� R, según (A.3), se debe de cumplir:

ul
�
rN � � cosδl

�
k � ua

l

�
rN � � senδl

�
k � ub

l

�
rN � � 0

�
(A.14)

A partir de esta expresión, los factores de fase δl
�
k � se obtienen de manera inmediata usando la relación:

δl
�
k � � Arctg � ua

l

�
R �

ub
l

�
R � � (A.15)

Con este método es posible obtener una solución estable para la ecuación (A.1) sin necesidad de

tener que llevar la propagación hasta el punto r � R, donde, como ya sabemos, surgen los problemas

debidos a la divergencia del potencial. Basta con alcanzar un punto, suficientemente dentro de la barrera

repulsiva del potencial, en el cual se considere que la función ul
�
r � ya ha decaı́do lo suficiente como para

considerarla prácticamente cero.

A.2. La aproximación semiclásica a los desfasajes.

Según el valor de la energı́a E de la colisión respecto a las barreras del potencial efectivo de interac-

ción Ue f
�
r � , distinguiremos los tres casos que representamos en la Figura (A.1). En cada uno de ellos,

Uef (r)

Uef (rmax)

Uef (rmin)

rmaxrmin r

r0

ra rb rc

r0

E3

E2

E1

Figura A.1: Valores de la energı́a respecto a las barreras del potencial efectivo de interacción Ue f � r � .

el proceso seguido para la obtención de la forma semiclásica de los factores de fase δ l
�
k � ha sido el

siguiente:
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Caso a: E1 � Ue f
�
rmı́n �

Tal como muestra la Figura (A.1), en este caso existe un único punto de retroceso clásico, r � r0.

Desde el punto de vista semiclásico supone la situación más sencilla, siendo posible el cálculo de

los factores de fase δl
�
k � de forma relativamente fácil a partir de la aplicación del método WKB

unidimensional estándar [144,141,163]. Para ello se comienza efectuando el cambio de variable

[144]:

r � ex

k
(A.16)

en la ecuación diferencial de partida (A.1) e introduciendo una nueva función incógnita, w
�
x � ,

definida por:

ul
�
r � � ex � 2w

�
x � � (A.17)

De este modo se obtiene la ecuación:

d2w
�
x �

dx2
�

Q2 �
x � w

�
x � � 0 � (A.18)

donde la función Q2 �
x � viene dada por:

Q2 �
x � � e2x 
 1 �

U
�
x �

k2

�
� 
 l

� 1
2

� 2 �
(A.19)

Para resolver la ecuación (A.18) se toma una solución de la forma:

w
�
x � � 1�

q
�
x � exp � � i 
 x

x0

q
�
x

� � dx
� � � (A.20)

siendo q
�
x � una función desconocida por ahora. Al sustituir esta expresión en la ecuación (A.18)

se obtiene la relación:

q2 �
x � � 1

2q
�
x � 
 d2q

dx2

�
�

3
4 � q �

x ��� 2 
 dq
dx

� 2 � Q2 �
x � � (A.21)

En el método WKB se supone que el potencial de interacción varı́a muy lentamente en una distan-

cia del orden de la longitud de onda de de Broglie. Por ello, despreciando en esta última expresión

los términos que contienen derivadas de la función q
�
x � frente a los otros dos términos, la solución

general de la ecuación (A.18) viene dada por:

w
�
x � � 1�

Q
�
x �

�
Aexp � i 
 x

x0

Q
�
x

� � dx
� � �

B �
� i 
 x

x0

Q
�
x

� � dx
� � � �

x � x0 � (A.22)

w
�
x � � 1� �

Q
�
x � � � C exp � � 
 x

x0

�
Q

�
x

� � � dx
� � �

Dexp � � 
 x

x0

�
Q

�
x

� � � dx
� � � �

x � x0 � � (A.23)

siendo A � B � C � D constantes a determinar. En el caso de la constante C, la condición de contorno

ul
�
0 � � 0 obliga a tomar C � 0.
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Las expresiones (A.22) y (A.23) tienen el inconveniente de que dejan de ser válidas en las proxim-

idades del punto de retroceso clásico, siendo por ello necesario resolver directamente la ecuación

(A.18), o al menos, una versión ligeramente modificada de ella en un entorno de dicho punto.

Tomando la representación lineal

Q2 �
x � � α

�
x � x0 � �

α �� 0 � (A.24)

propuesta por Goldberger y Watson [164], la ecuación (A.18) se transforma en:

d2w
dy2

� αyw � 0 � y � �
x � x0 � � (A.25)

La integración de esta última ecuación permite obtener las fórmulas de conexión:

A �
� iDexp

�
i
π
4

� � B � �
iDexp

�
� i

π
4

� (A.26)

y con ellas, la función w
�
x � en la región

�
x

�
x0 � ,

w
�
x � � 2D�

Q
�
x � sen � π

4
� 
 x

x0

Q
�
x

� � dx
� � � (A.27)

Una vez resuelta la ecuación diferencial, se deshace el cambio de variable (A.16) para recuperar la

variable radial r. De este modo se obtiene que:

Q2 �
x � � r2F

�
r � � (A.28)

siendo F
�
r � la función

F
�
r � � k2

� U
�
r � �

1
r2 
 l

� 1
2

� 2

� (A.29)

mientras que la función de onda ul
�
r � viene dada en la región de r � r0 por:

uW KB
l

�
r � � �

krw
�
x � � D � k2

F
�
r � � 1 � 4

sin � π
4

� 
 r

r0

�
F

�
r

� � dr
� � � (A.30)

Finalmente, la aproximación WKB para los factores de fase δl
�
k � se obtiene al comparar la ex-

presión que resulta tras aplicar el lı́mite asintótico de largas distancias
�
r � ∞ � en esta función de

onda uWKB
l

�
r � , con la forma asintótica conocida, dada por:

ul
�
r � � Alsen 
 kr �

lπ
2

� δl
�
k �
� �

r � ∞ � � (A.31)

A partir de ello se deduce que la expresión semiclásica resultante para los factores de fase es:

δWKB
l

�
k � � 
 ∞

r0

��
k2 � U

�
r

� � � 
 l
� 1

2

� 2 1�
r

� � 2
� k �� dr

�
� kr0

� 
 l
� 1

2

�
π
2
�

(A.32)
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Caso b: E3
�

Ue f
�
rmax �

Al igual que en el caso anterior, hay un único punto de retroceso clásico en la posición r � r0. Sin

embargo, estamos por encima de un máximo relativo del potencial, el cual determina la presencia

de una barrera adelantada a la pared repulsiva. Aproximando el potencial en el entorno de la

posición r � rmax por la forma cuadrática:

V
�
r � � V

�
rmáx � �

1
2

k
�
r � rmáx � 2 � (A.33)

y aplicando las fórmulas de conexión parabólicas [144] a ambos extremos de dicha barrera, se

obtiene la siguiente expresión para el factor de fase:

δWKB
l

�
k � � 
 ∞

rmáx

��
k2

� U
�
r

� � �

1�
r

� � 2 
 l
� 1

2

� 2
� k �� dr

�
� krmáx

� 
 l
� 1

2

�
π
2

� ηl
�
k � �

1
2

φl
�
k � � (A.34)

siendo

ηl
�
k � � Arctg � � �

e2πεl
�

1 � 1 � 2
� 1�

e2πεl
�

1 � 1 � 2 �
1
� tg 
 αl

�

φl
�
k �

2

� �
(A.35)

y

φl
�
k � � arg Γ 
 iεl

� 1
2

�
� εl ln

�
εl

� � εl � (A.36)

mientras que,

αl
� 
 rmáx

r0

k2
� U

�
r

� � � 
 l
� 1

2

� 2 1�
r

� � 2 dr
�

(A.37)

εl
� �E � Ve f

�
rmax ���

h̄w 	l (A.38)

y finalmente

w 	l � 1
2π

�

1
m

 ∂2Ve f

∂r2

�
rmáx

�
(A.39)

Para energı́as suficientemente altas �E � U
�
rmáx ��� , tales que e2πεl � 1, se cumple:

ηl
�
k � � 
 αl

�

φl
�
k �

2

�
� (A.40)

obteniéndose a partir de ello que los factores de fase vienen dados en este caso por:

δWKB
l

�
k � � 
 ∞

rmax

��
k2 � U

�
r

� � �

1�
r

� � 2 
 l
� 1

2

� 2
� k �� dr

�
� krmáx

� 
 l
� 1

2

�
π
2

� αl
� φl

�
k � (A.41)

.
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Caso c: Ue f
�
rmı́n � � E2 � Ue f

�
rmáx � .

Tal como muestra la Figura (A.1), en este caso hay tres puntos de retroceso clásicos, ra, rb y rc,

existiendo la posibilidad de captura temporal en niveles cuasiligados entre las posiciones ra y rb.

Para obtener los factores de fase vamos a distinguir tres regiones espaciales que denotamos por I,

II y III. En cada una de ellas la función de onda viene dada por la expresión [163]:

Región I :
�
ra � r � rb �

ΨI
�
r � � 1�

p
�
r � sen � 1

h̄

 r

ra

p
�
r

� � dr
� � π

4 � � (A.42)

Región II :
�
rb � r � rc �

ΨII
�
r � � C1� �

p
�
r � � exp � �

1
h̄

 r

rb ��
p

�
r

� � ��
dr

� � � C2� �
p

�
r � � exp � � 1

h̄

 r

rb ��
p

�
r

� � ��
dr

� � � (A.43)

Región III :
�
r

�
rc �

ΨIII
�
r � � C3�

p
�
r � exp � �

i
h̄

 r

rc

p
�
r

� � dr
� � � C4�

p
�
r � exp � � i

h̄

 r

rc

p
�
r

� � dr
� � � (A.44)

Los coeficientes C1 y C2 se determinan aplicando las fórmulas de conexión correspondientes a la

barrera del potencial efectivo de interacción situada a la derecha del punto de retroceso clásico

r � rb
2. De este modo se obtiene:

C2
� cos � 1

h̄

 rb

ra

p
�
r

� � dr
� � � (A.45)

C1
� 1

2
sen � 1

h̄

 rb

ra

p
�
r

� � dr
� � � (A.46)

De igual manera, aplicando las fórmulas de conexión correspondientes a la barrera de potencial

2Para un punto de retroceso clásico r � r0, que define una región clásicamente inaccesible a su derecha � r � r0 � y permitida
a su izquierda � r �

r0 � , las fórmulas de conexión para la función de onda a ambos extremos de dicho punto son (en el sentido
estricto que indican las flechas) [144,141]:

2A�
p � r � cos

�
1
h̄

� r0

r
p � r � � dr � � π

4
��� A� 


p � r � 
 exp

� � 1
h̄

� r

r0 ��
p � r � � �� dr � �

A�
p � r � cos

�
1
h̄

� r0

r
p � r � � dr � � π

4
� η � � Asen � η �� 


p � r � 
 exp

�
1
h̄

� r

r0 ��
p � r � � �� dr � �
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efectivo situada a la izquierda del punto de retroceso clásico r � rc
3 y teniendo en cuenta además

que los coeficientes C3 y C4 pueden expresarse de la forma:

C3
� Ae � iθ � C4

� Ae � iθ � (A.47)

obtenemos, para la fase θ,

θ � Arctg

�
1
4

tg � 1
h̄

 rb

ra

p
�
r

� � dr
� � exp � �

2
h̄

 rc

rb ��
p

�
r

� � ��
dr

� � � �

π
4

� (A.48)

mientras que la amplitud A viene dada por:

A � cos
�
1
h̄

� rb
ra

p
�
r

� � dr
� � exp

�
1
h̄

� rc
rb

�
p

�
r

� � � dr
� �

cos � Arctg
�
1
4 tg

�
1
h̄

� rb
ra

p
�
r

� � dr
� � exp

�
�

2
h̄

� rc
rb

�
p

�
r

� � � dr
� � ��� � (A.49)

Una vez se conocen los coeficientes C3 y C4, los factores de fase se determinan comparando la

expresión que resulta de aplicar el lı́mite
�
r � ∞ � en la función de onda (A.44) correspondiente a

la Región III, con la forma asintótica (A.31). A partir de ello se obtiene:

δl
�
k � � 1

h̄

 ∞

rc

�
p

�
r

� � � k � dr
� � 
 l

� 1
2

�
π
2

� krc

�
Arctg

�
1
4

tg 
 1
h̄

 rb

ra

p
�
r

� � dr
�

�
exp � �

2
h̄

 rc

rb ��
p

�
r

� � ��
dr

� � � � (A.50)

La expresión que se acaba de obtener para los factores de fase en el Caso c se puede relacionar con la

correspondiente al Caso b. Teniendo en cuenta que para energı́as muy por debajo del valor del potencial

en el máximo de la barrera
�
e2πεl � 1 � , la función ηl

�
k � (A.35) se puede expresar como:

ηl
�
k � � Arctg

�
1
4

tg � 1
h̄

 rb

ra

p
�
r

� � dr
� � e � 2πεl � � (A.51)

y que además φl
�
k � � 0, si comparamos las expresiones (A.34), (A.50) y (A.51), comprobamos como,

efectivamente, los factores de fase en el Caso c se pueden obtener a partir de la expresión (A.34), pero

esta vez tomando

εl
�

�

1
πh̄

 rc

rb ��
p

�
r

� � ��
dr

� �
(A.52)

De este modo se consigue una expresión continua de los factores de fase cuando se mantiene fijo el valor

de la energı́a E de la colisión y se va modificando el momento angular l.

3Cuando el punto de retroceso r � r0 delimita una región prohibida clásicamente para r
�

r0 y permitida para r � r0, las
fórmulas de conexión son (también en el sentido estricto indicado por las flechas) [144,141]:

A� 

p � r � 
 exp

� � 1
h̄

� r0

r ��
p � r � � �� dr � � � 2A�

p � r � cos

�
1
h̄

� r

r0

p � r � � dr � � π
4

�
Asen � η �� 


p � r � 
 exp

�
1
h̄

� r0

r ��
p � r � � �� dr � � � A�

p
cos

�
1
h̄

� r

r0

p � r � � dr � � π
4
� η �
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A.3. Comparación de los factores de fase cuánticos y semiclásicos.

Para concluir este apéndice, hemos contrastado los factores de fase obtenidos con el método cuántico

del propagador de Numerov y con la aproximación semiclásica. Tal como queda reflejado en la Figura

(A.2), donde se muestra la variación de los factores de fase δl
�
k � (módulo π/2) con el momento angular

l para el caso de una colisión C60
�

Ar con el potencial de interacción V
�
r � � Vdr

�
r � (3.27) y una energı́a

del centro de masas E � 3meV , vemos como los resultados de ambos tratamientos coinciden en práctica-

mente todo el rango de valores de l. Se confirma ası́ el carácter semiclásico de la dinámica en la colisión

de los sistemas fullereno-átomo (también en los sistemas fullereno-fullereno) para las energı́as consid-

eradas, lo que por otra parte justifica el empleo de aproximaciones semiclásicas para la obtención de las

secciones eficaces asociadas a dichos procesos (con el consiguiente ahorro en el tiempo de computación

que esto implica).
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Figura A.2: Colisión C60 � Ar con el potencial esférico V � r � � Vdr � r � (3.27) y una energı́a del centro de masas
E � 3meV . Factor de fase δl � k � en función del momento angular l. Las cruces representan los desfasajes obtenidos
con el método cuántico (Propagador de Numerov) y los rombos los obtenidos con la aproximación semiclásica.
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Apéndice B

Expresión semiclásica para la componente
σa de la sección eficaz total.

Para obtener la expresión semiclásica (4.53) correspondiente a la contribución σa de los momentos

angulares altos a la sección eficaz total de colisión, partimos de la ecuación obtenida en el método de

ondas parciales para la amplitud de dispersión (4.46). En el caso de ángulos de dispersión distintos de

cero
�
θ �� 0 � dicha amplitud de dispersión se puede expresar de la forma:

f
�
θ � � 1

2ik

∞

∑
l � 0

�
2l

�
1 � e2iδl Pl

�
cosθ � �

θ �� 0 � π � (B.1)

Considerando que los factores de fase asociados a momentos angulares altos en un proceso de colisión

gobernado por un potencial de interacción esférico, que tiene un comportamiento a largas distancias dado

por:

V
�
r � � �

Cs

rs (B.2)

pueden expresarse, de acuerdo con la aproximación de Jeffreys-Born [144], mediante la forma analı́tica,

δl
�
�

π
2

Γ
�

s � 1
2 �

Γ
�

s
2 �

µCs

h̄2 ks � 2l1 � s � asl
1 � s � (B.3)

y teniendo en cuenta que para ángulos θ � 0 se cumple:

Pl
�
cosθ � � 1 �

l2θ2

4
� (B.4)

la amplitud de dispersión asociada a momentos angulares altos puede expresarse, tras reemplazar el

sumatorio en (B.1) por una integral y suponer que
�
2l

�
1 � � 2l, de la forma:

fa
�
θ � � 1

2ik

 ∞

0
2lei2as l1 � s � 1 �

l2θ2

4 � dl � Re fa
�
θ � �

iIm fa
�
θ � � (B.5)

siendo la parte real

Re fa
�
θ � � 1

k

 ∞

0
sen

�
2asl1 � s � � l �

l3θ2

4 � dl (B.6)
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y la imaginaria

Im fa
�
θ � �

�

1
k

 ∞

0
cos

�
2asl1 � s � � l �

l3θ2

4 � dl
�

(B.7)

A partir de esta última expresión, aplicando el Teorema Óptico [141], resulta:

σa
� 4π

k
Im fa

�
0 � � 8π

k2

 ∞

0
lsen2 �

asl
1 � s � dl

�
(B.8)

Finalmente, teniendo en cuenta la relación [165],


 ∞

0

sen2x
xp � 1 dx � π

pΓ
�
p �

2p � 2

sen
� pπ

2 � � (B.9)

se obtiene que la forma semiclásica de la contribución de los momentos angulares altos a la sección

eficaz total de colisión viene dada por [144]:

σa
� π2

sen
� π

s � 1 � Γ
�

2
s � 1 �

� �
π

Γ
�

s � 1
2 �

Γ
�

s
2 �

µCs

h̄2k
� 2

s � 1 �
(B.10)



Apéndice C

Colisiones en tres dimensiones con
anisotropı́a: cálculo de la matriz S̄.

Según comentamos en el apartado 4.4 de esta Memoria, la dinámica del proceso de colisión entre un

C60 y un átomo puede ser descrita, en el marco de la aproximación de masa infinita para el fullereno,

mediante la ecuación de Schrödinger:

�
�

h̄2

2µ
∆ �

V
�
r � � Ψ

�
r � � EΨ

�
r � � (C.1)

siendo el potencial de interacción V
�
r � de la forma:

V
�
r � � V0

�
r � �

V1
�
r� θ � φ � � a00

�
r ��

4π
� ∑

� pmp

�

a � pmp

�
r � Y� pmp

�
r̂ � � (C.2)

donde el sumatorio ∑
�

excluye el término � p
� mp

� 0.

C.1. Matriz S̄ en la base de armónicos esféricos.

Si se considera un desarrollo de la función de onda en la base angular de los armónicos esféricos,

ψ � m
�
r � � 1

r

∞

∑
� � � 0

� �

∑
m � � � � �

C
� m

� � m �
�
r � Y� � m �

�
r̂ � (C.3)

y se expresa el laplaciano ∆ en coordenadas esféricas, la ecuación (C.1) se transforma en:

∑
� � m �

�
1
r2

∂
∂r

 r2 ∂

∂r

�
�

l2

h̄2r2
� U0

�
r � � U1

�
r � �

k2 � 1
r

C
� m

� � m �
�
r � Y� � m �

�
r̂ � � 0 � (C.4)

donde l es el momento angular orbital, k el número de ondas, mientras que:

U0
�
r � � 2µ

h̄2 V0
�
r � y U1

�
r � � 2µ

h̄2 V1
�
r � � (C.5)
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son los potenciales de interacción reducidos.

Multiplicando la ecuación (C.4) por Y 	� � � m � �

�
r̂ � e integrando sobre las coordenadas angulares, se obtiene

que los coeficientes radiales C � m
� � m �

�
r � del desarrollo (C.3) satisfacen el conjunto de ecuaciones diferen-

ciales acopladas de segundo orden,

� d2

dr2
�

�
�

� �
1 �

r2
� U0

�
r � �

k2 � C
� m

� � m �
�
r � � ∑

� � � m � �

C
� m

� � � m � �
�
r � U1

�
�

� �

m
� � � �

�

m
� �

r � � (C.6)

donde

U1
�

�
� �

m
� � � �

�

m
� �

r � � 2µ

h̄2

 Y 	� � � m � �

�
r̂ � V1

�
r � Y� � m �

�
r̂ � dΩ � �

� 1 � m � � 
 2µ

h̄2

�

∑
� pmp

�

a � pmp

�
r �
� �

2 � � � �
1 � �

2 � p
�

1 � �
2 � � �

1 �
4π


 �
� �

� p �
�

0 0 0

� 
 �
� �

� p �
�

� m
� �

mp m
�

�
(C.7)

Truncando el desarrollo (C.3) en un valor máximo � max, la ecuación (C.6) puede expresarse como una

única ecuación matricial de dimensión
�

� max
�

1 � 2 � �
� max

�
1 � 2, dada por:

d2

dr2 C̄
�
r � �

W̄
�
r � � C̄

�
r � � 0̄ � (C.8)

siendo C̄
�
r � la matriz de los coeficientes, cuyos elementos son:

C� � m � � � m
�
r � � C

� m
� � m �

�
r � (C.9)

y W̄
�
r � la matriz definida por:

W� � m � � � m
�
r � � � k2

� U0
�
r � �

�
�

� �
1 �

r2 � δ � � � δm � m
� U1

�
�

�

m
� � � m

�
r � � (C.10)

Para integrar la ecuación (C.8) en el intervalo radial �R � rext � , consideramos la misma discretización finita

que empleamos en el Apéndice A para obtener los factores de fase con el Método de Numerov-Cooley.

La extensión de dicho método a una ecuación matricial de la forma (C.8) viene dada por las relaciones:

C̄
�
ri � � C̄

�
ri � 1 � � ℜ̄

�
ri � � (C.11)

C̄
�
ri � 1 � � C̄

�
ri � � ℜ̄

�
ri � 1 � � (C.12)

siendo en esta ocasión el propagador espacial ℜ̄ una matriz definida por la relación de recurrencia:

ℜ̄
�
ri � �� Ī � h2

12
W̄

�
ri � 1 � � �

� � 2Ī �

10h2

12
W̄

�
ri � � � ℜ̄

�
ri � 1 � �

� Ī � h2

12
W̄

�
ri � 1 � � � � 1

� (C.13)

donde Ī es la matriz unidad de dimensión
�

� max
�

1 � 2 � �
� max

�
1 � 2 y h la distancia entre posiciones

vecinas
�
h � ri � 1

� ri � en el intervalo de integración.
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Considerando que la función de onda Ψ
�
r � debe ser nula en la posición r � R, aplicamos la ecuación

(C.13) para propagar la condición de contorno

ℜ̄
�
R � � 0̄ � (C.14)

desde la posición r1
� R hasta rN

� rext . En dicho punto, la condición de contorno asintótica (4.63) que

satisfacen los coeficientes C � m
� � m �

�
r � puede expresarse en forma matricial como:

C̄
�
rext � � � h̄

�
2 � �

rext � �
S̄ � h̄

�
1 � �

rext � � (C.15)

siendo S̄ la matriz de colisión, y h̄
�
2 � �

r � y h̄
�
1 � �

r � las matrices definidas por los correspondientes elemen-

tos:

h
�
2 �

� � m � � � m

�
r � � 1

2
rh

�
2 �

�
�
kr � δ � � � δmm � (C.16)

y

h
�
1 �

� � m � � � m

�
r � � 1

2
rh

�
1 �

�
�
kr � δ � � � δmm � � (C.17)

donde h
�
2 �

l

�
r � y h

�
1 �

l

�
r � denotan las funciones esféricas de Hankel.

A partir de ello, aplicando la ecuación (C.11) en las posiciones r � rN
� rext y r � rN � 1

� rext
� h, la

matriz de colisión S̄ viene dada finalmente por la expresión:

S̄ � � h̄ �
2 � �

rext � � ℜ̄
�
rext

� h � � h̄
�
2 � �

rext
� h � � � � h̄ �

1 � �
rext

� h � � h̄
�
1 � �

rext � � ℜ̄
�
rext

� h � � � 1 �
(C.18)

C.2. Matriz S̄ en la base de funciones angulares adaptadas a la simetrı́a
del grupo Ih.

El gran inconveniente que surge al intentar calcular la matriz de colisión a partir del desarrollo (C.3)

para la función de onda es el elevado número de términos que se deben incluir en la base de los armónicos

esféricos. Debido a ello, las matrices que se acaban de definir en el apartado anterior adquieren dimen-

siones que hacen prácticamente imposible su manipulación numérica.

Consideremos pues el empleo de una base angular compuesta por funciones adaptadas a la simetrı́a

del grupo puntual Ih del fullereno C60. Esto nos permitirá descomponer la ecuación matricial (C.8) en

varios bloques, de dimensiones bastante más pequeñas, que podrán ser resueltos de forma independiente.

Para ello, comenzamos introduciendo un hamiltoniano angular efectivo que definimos a partir de la

componente anisótropa del potencial de interacción (C.2), de la forma:

H
� � ∑

� pmp

�

a � pmp

�
r

� � Y� pmp

�
r̂ � � (C.19)
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siendo r
�

un valor fijo arbitrario.

Diagonalizando el hamiltoniano angular efectivo H
�

en cada uno de los subespacios � �Y� � � �
� � ��� � �Y� � 0

�

� ��� � �Y� � �
� 	 generado por los distintos valores de momento angular � , obtenemos unas nuevas funciones

angulares,
�
ϕν

� n
� , definidas por las relaciones,

H
� �

ϕν
� n

� � Eν
� n

�
ϕν

� n
� �

n � 1 � ����� � gν
� � (C.20)

y �
ϕν

� n
� � �

∑
m � � �

αν � � n
� m

�
Y� m

� �
n � 1 � ����� � gν

� � � (C.21)

donde gν
� es la degeneración del momento angular � en la representación irreducible ν. Tal como se

han construido, las funciones
�
ϕν

� n
� tienen la simetrı́a de alguna de las representaciones irreducibles,

Γν � ν � � Ag � T g � Gg � Hg � Au � Tu � Gu � Hu 	 , del grupo de simetrı́a Ih del fullereno C60.

Considerando entonces, para cada una de las representaciones irreducibles del grupo Ih, un desarrollo

para la función de onda de colisión en la base de las nuevas funciones angulares ϕν
� n

�
r̂ � , dado por:

ψν
� n

�
r � � 1

r

∞

∑
� � � 0

gν�
�

∑
n � � 1

Aν � � n
� � n �

�
r � ϕν

� � n �
�
r̂ � �

� � �
�

� ν � n � 1 � ����� � gν
� � � (C.22)

obtenemos, tras utilizar de nuevo el laplaciano expresado en coordenadas esféricas, que la ecuación de

Schrödinger (C.1) puede escribirse de la forma:

∑
� � n �

�
1
r2

∂
∂r

 r2 ∂

∂r

�
�

l2

h̄r2
� U0

�
r � � U1

�
r � �

k2 � 1
r ∑

� � n �

Aν � � n
� � n �

�
r � ϕν

� � n �

�
r̂ � � 0

�
� � �

�

� ν � (C.23)

Multiplicando dicha ecuación por la conjugada de la función ϕν
� � � n � �

�
r̂ � , integrando sobre las variables an-

gulares y teniendo en cuenta además la propiedad de ortogonalidad de las funciones angulares adaptadas

a la simetrı́a, 
 � ϕν �
� � n �

�
r̂ � � 	 ϕν

� n

�
r̂ � dΩ � δ � � � δn � nδν � ν � (C.24)

obtenemos que, en cada representación irreducible ν, los coeficientes radiales Aν � � n
� � n �

�
r � satisfacen el con-

junto de ecuaciones diferenciales acopladas,

� d2

dr2
� U0

�
r � �

k2 � Aν � � n
� � n �

�
r � � ∑

� � � n � �

Aν � � n
� � � n � �

�
r � � 1

h̄2r2
Lν �

�
� �

n
� � � �

�

n
� � �

Uν
1

�
�

� �

n
� � � �

�

n
� �

r � � � (C.25)

siendo
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Lν �
�

� �

n
� � � �

�

n
� � � � � �

∑
m � � � � � � �

� �

∑
m � � � � �

αν � � � � n � �
� � � m � � αν � � � n �

� � m �

 Y 	� � � m � �

�
r̂ � l2Y� � m �

�
r̂ � dΩ

� h̄2
� � �

∑
m � � � � � � �

� �

∑
m � � � � �

αν � � � � n � �
� � � m � � αν � � � n �

� � m �

�
�

� �
�

� �
1 � � δ � � � � � δm � � m � (C.26)

y

Uν
1

�
�

� �

n
� � � �

�

n
� �

r � � � � �

∑
m � � � � � � �

� �

∑
m � � � � �

αν � � � � n � �
� � � m � � αν � � � n �

� � m � U1
�

�
� �

m
� � � �

�

m
� �
r � � (C.27)

Se ha conseguido de este modo separar el conjunto de
�

� max
�

1 � 4 ecuaciones acopladas (C.6) en

ocho bloques independientes, uno para cada representación irreducible del grupo de simetrı́a Ih.

Si denotamos por Nν la dimensión del subespacio generado por todos los momentos angulares �
pertenecientes a cualquiera de las representaciones irreducibles ν, de forma que:

Nν � ∑
��� ν

gν
�

� ν � Ag � ����� � Hu 	 1 � (C.28)

las ecuaciones (C.25) pueden expresarse en forma de ocho ecuaciones matriciales, cada una de ellas de

dimensión Nν � Nν, dadas por:

d2

dr2 Āν �
r � �

v̄ν �
r � � Āν �

r � � 0̄ � ν � Ag � ����� � Hu 	 � (C.29)

donde Āν �
r � es la matriz de coeficientes, con elementos:

Aν
� � n � � � n

�
r � � Aν � � n

� � n �

�
r � (C.30)

y v̄ν �
r � la matriz definida por:

vν
� � n � � � n

�
r � � �

k2
� U0

�
r � � δ � � � δn � n

�

1

h̄2r2
Lν �

�
�

n
� � � n � � Uν

1
�

�
�

n
� � � n

�
r � � (C.31)

A continuación, aplicando las relaciones del método de Numerov-Cooley,

Āν �
ri � � Āν �

ri � 1 � � r̄ν �
ri � (C.32)

r̄ν �
ri � � � Ī � h2

12
v̄ν �

ri � 1 � � �
� � 2Ī �

10h2

12
v̄ν �

ri � � � r̄ν �
ri � 1 � �

� Ī � h2

12
v̄ν �

ri � 1 � � � � 1

� (C.33)

para propagar la condición de contorno

Āν �
R � � 0̄ � (C.34)

1Se debe cumplir además que:

∑
ν

Nν � � �
max � 1 � 2 �

ν � Ag � � � � � Hu � �
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desde la posición r � R hasta r � rext , donde en este caso se cumple que:

Āν �
rext � � � h̄ν

�
2 � �

rext � �
s̄ν

� h̄ν
�
1 � �

rext � � (C.35)

siendo h̄ν
�
1 � �

r � y h̄ν
�
2 � �

r � las matrices, de dimensión Nν � Nν, definidas por:

hν
�
2 �

� � n � � � n

�
r � � 1

2
rh

�
2 �

�
�
kr � δ � � � δnn � (C.36)

y

hν
�
1 �

� � n � � � n

�
r � � 1

2
rh

�
1 �

�
�
kr � δ � � � δnn � � (C.37)

obtenemos que la matriz de colisión, expresada en la base de funciones angulares adaptadas a la simetrı́a

del grupo Ih, viene dada, para cada representación irreducible ν, por:

s̄ν � � h̄ν
�
2 � �

rext � � r̄ν �
rext

� h � � h̄ν
�
2 � �

rext
� h � � � � h̄ν

�
1 � �

rext
� h � � h̄ν

�
1 � �

rext � � r̄ν �
rext

� h � � � 1 �
(C.38)

Finalmente, los elementos de la matriz S̄, expresados en la base de los armónicos esféricos, se obtienen

de manera inmediata a partir de los correspondientes a las ocho matrices s̄ν, mediante la relación:

S � � m � � � m
� ∑

ν

gν�
∑
n � 1

gν�
�

∑
n � � 1

αν � � � n �
� � m � αν � � n

� m sν
� � n � � � n

� ν � Ag � ������� � Hu 	 � (C.39)



Apéndice D

Colisiones en dos dimensiones con
anisotropı́a: cálculo de la matriz S̄.

Consideremos la dispersión sobre un plano de una partı́cula de masa efectiva µ por la acción de un

potencial de interacción no central V
�
r � , el cual expresamos de la forma,

V
�
r � � V0

�
r � �

V1
�
r� θ � � (D.1)

siendo r
�

� ℜ2 � el vector de posición de la partı́cula respecto del centro de masas del sistema.

La ecuación de Schrödinger de dicho sistema es:

�
�

h̄2

2µ
∆ �

V
�
r � � Ψ

�
r � � EΨ

�
r � � (D.2)

Expresando el laplaciano ∆ en coordenadas polares
�
r� θ � e introduciendo para la función de onda de

colisión un desarrollo en las funciones angulares ei � θ, dado por:

ψ �
�
r � � 1�

r

� ∞

∑
� � � � ∞

d
�

� �
�
r � ei � � θ � (D.3)

la ecuación (D.2) toma la forma:

∑
� �

�
∂2

∂r2
� 1

r2

∂2

∂θ2
� 1

r
∂
∂r

� U0
�
r � � U1

�
r � �

k2 � 1�
r

d
�

� �
�
r � ei � � θ � 0 � (D.4)

siendo k el número de ondas y U0 � 1
�
r � los potenciales de interacción reducidos (C.5).

Multiplicando (D.4) por la función e � i � � � θ, integrando sobre el ángulo θ y teniendo en cuenta la

relación: 
 2π

0
ei

� � � � � � θdθ � 2πδ � � � � (D.5)

se obtiene que los coeficientes radiales d �
� �

�
r � satisfacen el conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas:

� d2

dr2
�

1
r2 
 � 2

�

1
4

�
� U0

�
r � �

k2 � d
�

� �
�
r � � 1

2π ∑
� � �

d
�

� � �
�
r � U1

�
�

� � � �
� �

r � � (D.6)
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donde

U1
�

�
� � � �

� �
r � � 2µ

h̄2

 2π

0
e � i � � � θV1

�
r� θ � ei � � θdθ � (D.7)

En el lı́mite asintótico de largas distancias
�
r � ∞ � , donde el potencial de interacción deja de ser

efectivo, los coeficientes d �
� �

�
r � del desarrollo verifican la condición de contorno [142]:

d
�

� �
�
r � � �

1�
2πk

�
e � i � kr �

�
� π
2 � π

4 � δ � � �
�

S � � � e
i � kr �

�
� π
2 � π

4 � � � (D.8)

A partir de ello, teniendo en cuenta que la función de onda de colisión en dicha región se puede expresar

en términos de la amplitud de dispersión, de la forma [142]:

ψ
�
r � � � eik � r � 1�

r
f2d

�
k̂ � k̂ � � eikr � (D.9)

donde k̂
�
senθ � cosθ � y k̂

� �
senθ

� � cosθ
� � representan la dirección de incidencia y dispersión respectiva-

mente, se obtiene que:

f2d
�
k̂ � k̂

� � � e � iπ � 4�
2πk

� ∞

∑
� � � � � ∞

e � i �
�
θ � π

2 � �
S � � �

� δ � � � � ei � �
�
θ � � π

2 � � (D.10)

La sección eficaz total de colisión asociada a una dirección de incidencia k̂ es entonces,

σ2d
�
k̂ � � 
 2π

0

�
f2d

�
k̂ � k̂ � � � 2dθ

� � 1
k

∞

∑
� � � � � � ∞

e � i �
�
θ � π

2 � � �
S � I � �

S†
� I ��� � � � ei � �

�
θ � π

2 � � (D.11)

mientras que la sección eficaz total promediada sobre todas las direcciones de incidencia viene dada por:

σ̄2d
� 1

2π

 
 �

f2d
�
k̂ � k̂ � � � 2dθdθ

� � 1
k

� ∞

∑
� � � � � � ∞

�
S � � �

� δ � � �
� 2 � (D.12)

Para calcular la matriz de colisión S̄ procedemos de forma análoga al Apéndice C. Si consideramos

una base angular en la que se incluyen momentos angulares hasta un valor máximo � max, las ecuaciones

(D.6) se pueden expresar en forma de una ecuación matricial, de dimensión
�
2 � max

�
1 � � �

2 � max
�

1 � ,

dada por:
d2

dr2 d̄
�
r � �

w̄
�
r � � d̄

�
r � � 0̄ � (D.13)

siendo d̄
�
r � la matriz de los coeficientes, cuyos elementos son:

d � � � �
�
r � � d

�
� �

�
r � (D.14)

y w̄
�
r � es la matriz definida por:

w � � � �
�
r � � � k2

� U0
�
r � �

1
r2 
 � 2

�

1
4

� � δ � � � �

1
2π

U1
�

�
� � �

�
r � � (D.15)
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A continuación, utilizando las relaciones de recurrencia del método de Numerov-Cooley,

d̄
�
ri � � d̄

�
ri � 1 � � R̄2d

�
ri � (D.16)

R̄2d
�
ri � ��� Ī � h2

12
w̄

�
ri � 1 � � �

� � 2Ī �

10h2

12
w̄

�
ri � � � R̄2d

�
ri � 1 � �

� Ī � h2

12
w̄

�
ri � 1 � � � � 1

� (D.17)

para propagar la condición de contorno

R̄2d
�
R � � 0̄ � (D.18)

desde la posición r � R hasta r � rext , donde en este caso la condición (D.8) se puede expresar de la forma

matricial,

d̄
�
rext � � � H̄

�
2 � �

rext � �
S̄ � H̄

�
1 � �

rext � � (D.19)

con H̄
�
1 � �

r � y H̄
�
2 � �

r � las matrices definidas por:

H
�
1 �

� � � �
�
r � �

�
r

2
H

�
1 �

�
�
kr � δ � � � (D.20)

y

H
�
2 �

� � � �
�
r � �

�
r

2
H

�
2 �

�
�
kr � δ � � � � (D.21)

siendo H
�
2 �

l

�
r � y H

�
1 �

l

�
r � las funciones de Hankel, la matriz de colisión se expresa finalmente de la forma:

S̄ � � H̄ �
2 � �

rext � � R̄2d
�
rext

� h � � H̄
�
2 � �

rext
� h � � � � H̄ �

1 � �
rext

� h � � H̄
�
1 � �

rext � � R̄2d
�
rext

� h � � � 1 �
(D.22)
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Apéndice E

Cálculo de la parte oscilatoria de la sección
eficaz de colisión a partir de trayectorias
clásicas.

En el Capı́tulo 4 de esta Memoria mostramos que la componente oscilatoria de la sección eficaz total

de colisión se debe a la contribución de ondas parciales con momento angular asociado � bajo. Razonando

en términos semiclásicos, se trata de trayectorias de colisión con parámetros de impacto bajos, tales que

la barrera centrı́fuga no es lo suficientemente alta como para impedir la entrada del proyectil hacia la zona

interna del potencial de interacción efectivo, saliendo luego con la misma dirección que la de incidencia

(condición gloria).

Nuestro objetivo en este apéndice es expresar esta parte oscilatoria de la sección eficaz total en

colisiones con un potencial de interacción central como suma de contribuciones debidas a trayectorias

con parámetro de impacto pequeño, tales que su dirección de incidencia k̂inc coincide con su dirección

asintótica después de la colisión k̂dis.

En el Capı́tulo 4 (Apéndice A) utilizamos un tratamiento semiclásico (método W.K.B.) para obtener

los factores de fase, en términos de los cuales queda expresada la amplitud de dispersión f
�
k̂inc � k̂dis �

cuando se trabaja con el formalismo de colisiones independiente del tiempo y se desarrolla la función

de onda estacionaria de colisión en ondas parciales. En este caso pretendemos desarrollar un formalismo

semiclásico en el que una amplitud de dispersión, que denominaremos oscilatoria, queda expresada como

suma de contribuciones debidas a las trayectorias que cumplen la condición gloria k̂inc
� k̂dis.

Tal como comentamos en la Introducción, se trata de un formalismo general, válido para colisiones

gobernadas por un potencial de interacción esférico. De este modo, los resultados que presentamos a

continuación, relativos a las colisiones entre distintos pares de átomos de gases nobles que interaccionan

a través de un potencial de tipo Lennard-Jones, son aplicables a procesos similares que tengan lugar en

otros sistemas, entre ellos, tal y como mostraremos en el último apartado de este apéndice, las colisiones
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C60+átomo y C60
�

C60 con potencial esférico que tratamos en el Capı́tulo 4. El hecho de que a lo largo

de este apéndice nos centremos en las colisiones entre dos átomos de gases nobles, se debe únicamente a

que se trata de sistemas cuyas dimensiones hacen posible la obtención de las secciones eficaces cuánticas

de colisión con un coste computacional relativamente reducido. De este modo, la comparación en todo

momento de los resultados cuánticos exactos con los obtenidos a partir de las trayectorias clásicas nos

ha permitido analizar la validez del tratamiento semiclásico que presentamos.

A continuación introduciremos los elementos básicos del método integral de la teorı́a de colisiones

independiente del tiempo [166] que emplearemos para iniciar nuestro estudio; el operador de Green G
�
z � ,

el operador T
�
z � y los estados de colisión estacionarios

�
p

�
� .

E.1. Teorı́a de colisiones independiente del tiempo: Método integral.

E.1.1. El operador de Green.

Consideremos la colisión entre dos partı́culas sin estructura. Los operadores de Green asociados a los

hamiltonianos libre, H0
� P2 � 2m, y de interacción, H � H0

�
V , siendo m la masa reducida del sistema,

P el momento lineal relativo al movimiento respecto del centro de masas y V el potencial de interacción,

se definen como:

G0 �
z � � �

z � H0 � � 1 (E.1)

G
�
z � � �

z � H � � 1 � (E.2)

para cualquier número z complejo tal que exista el inverso.

Para un hamiltoniano H tı́pico en un problema de colisión, con estados ligados de energı́as E1 � E2 � ������� �
0 y un espectro continuo desde 0 hasta infinito, el operador de Green correspondiente G

�
z � es analı́tico en

todo el plano complejo de z, excepto para los polos que presenta en los estados ligados z � E1 � E2 � ������� (los

residuos de dichos polos determinan las autofunciones de los estados E i) y en la rama de corte definida

por el semieje real positivo y � 0 � x � 0.

Si bien el conocimiento de G
�
z � para todos los valores de z equivale a tener una solución completa del

espectro asociado al hamiltoniano del sistema, su obtención presenta, en general, una dificultad análoga

a la de resolver el espectro de H directamente. Es por ello por lo que resulta conveniente relacionar

G
�
z � con un operador conocido como es G0 �

z � . Dicha relación viene dada por la ecuación de Lippmann-

Schwinger para el operador G
�
z � , la cual se expresa como:

G
�
z � � G0 �

z � �
G0 �

z � V G
�
z � � (E.3)
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o lo que es lo mismo:

G
�
z � � G0 �

z � �
G

�
z � VG0 �

z � � (E.4)

E.1.2. El operador T .

Se define en términos del operador G
�
z � como:

T
�
z � � V

�
VG

�
z � V � (E.5)

Al igual que G
�
z � , es analı́tico para todos los valores de z que no pertenezcan al espectro de H . Mul-

tiplicando dicha ecuación por el operador G0, bien por la izquierda o por la derecha, y teniendo en

cuenta la ecuación de Lippmann-Schwinger para el operador G
�
z � , se obtienen expresiones muy útiles

que relacionan al operador T
�
z � con los operadores de Green G

�
z � y G0 �

z � . Éstas son:

G0 �
z � T

�
z � � G

�
z � V � (E.6)

y

T
�
z � G0 �

z � � V G
�
z � � (E.7)

El operador G
�
z � puede expresarse también en función de T y G0 de la forma:

G
�
z � � G0 �

z � �
G0 �

z � T
�
z � G0 �

z � � (E.8)

Vemos por tanto que la información contenida en T
�
z � y G

�
z � es equivalente. Conocido T

�
z � se conoce

G
�
z � y viceversa.

La ecuación de Lippmann-Schwinger asociada a T
�
z � , que expresa dicho operador en términos del

operador G0 y del potencial de interacción V , viene dada por:

T
�
z � � V

�
VG0 �

z � T
�
z � � (E.9)

E.1.3. Estados estacionarios de colisión.

Los estados estacionarios de colisión
�
p

�
� son autofunciones del hamiltoniano H:

H
�
p

�
� � E

�
p

�
� � (E.10)

siendo la energı́a correspondiente E � P2 � 2m.

En general, la amplitud de dispersión puede expresarse en términos de estos estados. Por lo tanto,

cualquier forma de determinar los
�
p

�
� constituye un método para obtener dicha amplitud.

Cuando estudiamos la colisiones C60
�

átomo con potenciales esféricos (Capı́tulo 4) empleamos el

método diferencial, en el cual vimos se consideraba que, al ser
�
p

�
� autofunciones de H , las funciones
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de onda correspondientes, � r
�
p

� � , satisfacen la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo. El

formalismo que vamos a introducir a continuación parte del método integral, basado en el cumplimiento

de la función de onda � r
�
p

� � de ecuaciones integrales ı́ntimamente relacionadas con la ecuación de

Lippmann-Schwinger para el operador T
�
z � .

Si tenemos en cuenta que, dado cualquier vector propio
�
Φ � de H , H

�
Φ � � E

�
Φ � , es posible expre-

sar sus estados asintóticos de colisión
�
Φ

� � (
�
Φ � � lı́mite t � � ∞ ,

�
Φ � � lı́mite t �

� ∞) en términos

de
�
Φ � y del operador de Green de la forma:�

Φ
�

� � �
Φ � � 
 dpG

�
E
�

i0 � V �
p � � p

�
Φ � � (E.11)

en el caso particular
�
Φ � �

�
p � , se obtiene para los estados

�
p

� � la ecuación:�
p

�
� � �

p � �
G

�
E
�

i0 � V �
p � � (E.12)

A partir de ella se pueden relacionar los estados asintóticos
�
p

� � con el operador T
�
z � :

T
�
E
�

i0 � � p � � V
�
p

�
� � (E.13)

que en la base de momentos se expresa como:

� p
� �
T

�
E
�

i0 � � p � � � p
� �
V

�
p

�
� � (E.14)

Tal como acabamos de hacer para los operadores G
�
z � y T

�
z � , resulta conveniente expresar los estados�

p
� � en términos del operador conocido G0 �

z � , utilizando las ecuaciones (E.6), (E.12) y (E.13) se obtiene

la relación: �
p

�
� � �

p � �
G0 �

E
�

i0 � V �
p

�
� � (E.15)

que es la ecuación de Lippmann-Schwinger para los estados
�
p

� � . Multiplicándola por � r
�
a la izquierda

se obtiene una ecuación integral para la función de onda � r
�
p

�
� , que será el punto de partida del análisis

que presentamos a continuación.

E.2. Amplitud de dispersión y sección eficaz total: Colisiones en dos y tres
dimensiones.

Tomando como base la teorı́a de colisiones independiente del tiempo que acabamos de introducir,

vamos a obtener, para colisiones en dos y tres dimensiones caracterizadas por direcciones asintóticas

de incidencia k̂inc y dispersión k̂dis, la amplitud de dispersión f
�
k̂inc � k̂dis � expresada en términos de la

función de Green. La forma semiclásica de dicha función nos permitirá introducir un formalismo basado
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en trayectorias clásicas. Relacionaremos también dicha amplitud de dispersión con la parte oscilatoria de

la sección eficaz total de colisión.

E.2.1. Colisiones en dos dimensiones.

Consideremos una partı́cula de masa m y energı́a E que se mueve bajo la acción de un potencial

V
�
r � . La posición de la partı́cula está determinada en cualquier instante t por el vector r

�
t � � r, que

representamos en el espacio ℜ2 tanto en coordenadas polares
�
r� θ � como en coordenadas rectangulares

�
x � y � .

( m , E )

k
∧

inc

k
∧

dis

r
→

(t)

x

y

O

Figura E.1: Representación de una colisión tı́pica en 2 dimensiones, en la que una partı́cula de masa m, energı́a
E y dirección incidente k̂inc sale dispersada en una dirección k̂dis debido a la acción de un potencial de interacción
V � r � . En trazo discontinuo representamos el lı́mite de la región de alcance de dicho potencial.

La amplitud de dispersión.

Nuestro primer objetivo es relacionar la amplitud de dispersión f
�
k̂inc � k̂dis � con el operador T

�
z � .

Para ello comenzamos tomando la ecuación de Lippmann-Schwinger (E.15) para los estados de momento

asintóticos
�
k � � �

p � h̄k � 1, la cual se expresa en representación de coordenadas como:

� r
�
k � � � � r

�
k � � � r

� �
E

�
i0 � H0 � � 1V

�
k � � � (E.16)

Introduciendo dos veces la relación de identidad,


 dr
�
r � � r

� � 1̂ � (E.17)

1Los estados


p � están normalizados según la expresión

�
p


p � � � � 2πh̄ � 3δ � p � p � � , mientras que en el caso de los estados


k � tenemos:
�

k


k � � � � 2π � 3δ � k � k � � .
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empleando la notación:

� r
�
k � � � Ψ �k

�
r � para la función de onda en t � ∞,

� r
�
k � � eik � r para la onda plana incidente (t � � ∞),

V
�
r � r � � � � r

�
V

�
r

� � para la interacción entre los puntos r y r
�

,

y teniendo en cuenta que la función de Green para H0 en dos dimensiones [147] se expresa en términos

de la función de Hankel de primera especie y orden cero, de la forma:

G0
�
r � r � � � � r

� �
E

�
i0 � H0 � � 1 � r � � �

�

i
4

 2m

h̄2

�
H

�
1 �

0

�
k
�
r � r

� � � � (E.18)

siendo k � �
2mE � h̄ el número de ondas asociado a la partı́cula, obtenemos que la función de onda

después de la colisión viene dada por:

Ψ �k
�
r � � eik � r

�

i
4

 2m

h̄2

� 
 
 H
�
1 �

0

�
k
�
r � r

� � � V �
r

� � r
� � � Ψ �k

�
r

� � � dr
�

dr
� � �

(E.19)

Nos interesa conocer la forma de esta función de onda en la región asintótica
�
r � ∞ � , donde V � 0. Para

ello sustituimos en la ecuación (E.18) la forma conocida de la función de Hankel H
�
1 �

n
�
x � en el lı́mite

asintótico x � ∞, dada por [147]:

H
�
1 �

n
�
x ���

�
2

πx
ei

�
x � nπ

2 � π
4 � � (E.20)

obteniendo ası́ la siguiente expresión para la función de onda:

Ψ �k
�
r � � eik � r

�

i
4

 2m

h̄2

� �
2

πk
e � iπ � 4 eikr�

r

 
 e � ik � � r � V

�
r

� � r � � � Ψ �k
�
r

� � � dr
�

dr
� � �

(E.21)

Comparando esta expresión con la forma asintótica de la función de onda, que en el caso de dos dimen-

siones viene dada en términos de la amplitud de dispersión por la expresión:

Ψ �k
�
r � � eik � r � eikr�

r
f2d

�
k̂inc � k̂dis � � (E.22)

e introduciendo los elementos de matriz del operador T entre los estados
�
k � :

� k
� �
T

�
k � � � k

� �
V

�
k � � � 
 
 e � ik � � r � V

�
r

� � r � � � Ψ �k
�
r

� � � dr
�

dr
� � � (E.23)

obtenemos la relación que buscabamos entre el operador T y la amplitud de dispersión f2d
�
k̂inc � k̂dis � .

Esto es:

f2d
�
k̂inc � k̂dis � �

�

i
4

 2m

h̄2

� �
2

πk
e � iπ � 4 � k

� �
T

�
k � � (E.24)

Aún debemos expresar � k
� �
T

�
k � en términos de las funciones de Green G0

�
r � r � � y G

�
r � r � � . Para

ello partimos de la ecuación de Lippmann-Schwinger (E.4) para el operador G y de la ecuación (E.7),

expresadas en la base de estados de posición
�
r � , lo que nos permite escribir:

G
�
r1 � r2 � � G0

�
r1 � r2 � � � r2

�
G0TG0

�
r1

� � (E.25)
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Tomemos ahora únicamente el segundo miembro de la igualdad. Si introducimos la relación de identidad

(E.17) en ambos lados del operador T obtenemos:

� r2
�
G0TG0

�
r1

� � 
 
 G0
�
r2 � r � � r

�
T

�
r

� � G0
�
r

� � r1 � drdr
� �

(E.26)

A continuación, utilizando para las funciones de Green G0
�
r � r � � el desarrollo [147]:

G0
�
r � r � � � � ∞

∑
n � � ∞

gn
�
r� r � � ein

�
θ � θ � � � (E.27)

donde

gn
�
r� r � � �

�

i
4

 2m

h̄2

� � Jn
�
kr

� � H
�
1 �

n
�
kr � r

�
r

�

Jn
�
kr � H

�
1 �

n
�
kr

� � r � r
�

�
(E.28)

En el doble lı́mite asintótico
�
r1 � r2 � ∞ � , utilizando la forma asintótica de la función de Hankel (E.20),

obtenemos:

� r2
�
G0TG0

�
r1

�
� � 
 2

πk

� �
�

i
4

 2m

h̄2

� � 2 1�
r1r2

eik
�
r1 � r2 � e � i π

2 ∑
n

∑
n �

i �
�
n � n � �

ei
�
nθ2 � n � θ1 � 
 
 e � i

�
nθ � n � θ � � Jn

�
kr � � r

�
T

�
r

� � Jn �
�
kr

� � drdr
� �

(E.29)

Introduzcamos ahora un desarrollo paralelo para el término � k
� �
T

�
k � . Empleando dos veces la relación

de identidad (E.17), éste puede expresarse de la forma:

� k
� �

T
�
k � � 
 
 � k

� �
r � � r

�
T

�
r

� � � r
� �
k � drdr

� �
(E.30)

Dado que la función de onda plana se puede desarrollar como [147]:

� r
�
k � � � ∞

∑
n � � ∞

inJn
�
kr � ein

�
θ � θk � � (E.31)

y teniendo en cuenta que en lı́mite asintótico de entrada k̂ �
� r̂1

� k̂inc
�
θk

� θ1
� π � , mientras que en

el lı́mite asintótico de dispersión k̂
� � r̂2

� k̂dis
�
θk �

� θ2 � , obtenemos:

� k
� �

T
�
k �

� � ∑
n

∑
n �

i �
�
n � n � � ei

�
nθ2 � n � θ1 � 
 
 e � i

�
nθ � n � θ � � Jn

�
kr � � r

�
T

�
r

� � Jn �
�
kr

� � drdr
� �

(E.32)

Comparando esta última expresión con la ecuación (E.29), considerando además la relación (E.25),

obtenemos finalmente la relación que deseabamos entre la amplitud de dispersión y las funciones de

Green:

f2d
�
k̂inc � k̂dis � �

� e � iπ � 4 
 h̄2

m

� �
2πk

�
lı́m

r1 � r2 � ∞

�
r1r2e � ik

�
r1 � r2 � �G �

r2 � r1 � � G0
�
r2 � r1 ��� � � (E.33)

donde r1
�

� r1k̂inc y r2
� r2k̂dis.
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Veamos a continuación como relacionar esta amplitud de dispersión con la sección eficaz total de

colisión.

La sección eficaz total.

Si queremos expresar la sección eficaz total de colisión en términos de la amplitud de dispersión debe-

mos obtener la forma del Teorema Óptico asociado a colisiones en dos dimensiones. Para ello tomamos

la forma asintótica
�
r � ∞ � de la función de onda:

Ψ �k
�
r � � � A � eik � r � eikr�

r
f2d

�
k̂inc � k̂dis � � � A � eikr cos θ � eikr�

r
f2d

�
k̂inc � k̂dis � � (E.34)

y la definición de densidad de corriente:

j
�
r � � Re

�
h̄
im

�
Ψ �k

�
r � � 	 ∇rΨ �k

�
r � � � (E.35)

Si aplicamos la condición de conservación de la densidad de corriente j a través de una superficie cerrada

S (colisión elástica): �
S

j � dS � 0 (E.36)

y elegimos como superficie cerrada S una esfera con centro en el origen de coordenadas y radio r sufi-

cientemente grande, obtenemos:

dS � r̂rdθ � (E.37)�
S

�
j � r̂ � rdθ � 0

�
(E.38)

Consideremos ahora que el flujo neto de densidad de corriente a través de la superficie S puede expresarse

como la suma de tres contribuciones: una debida a la función de onda incidente, otra debida a la función

de onda dispersada y finalmente la debida a las interferencias entre la onda incidente y la dispersada.

Teniendo en cuenta la forma asintótica de la función de onda (E.34) y la definición de densidad de

corriente (E.35), cada una de estas contribuciones viene dada por:

i.- Flujo debido a la densidad de corriente incidente jinc:

Finc
� jinc � r̂ �

�

�
A
� 2h̄k

m
� �

A
� 2v
�

(E.39)

ii.- Flujo debido a la densidad de corriente dispersada jdis:

Fdis
� jdis � r̂ � �

A
� 2 � f2d

�
θ � � 2 h̄k

mr
� �

A
� 2v

�
f2d

�
θ � � 2

r
�

(E.40)

iii.- Flujo debido a la densidad de corriente de interferencias jint :

Fint
� jint � r̂ � �

A
� 2v

1�
r

Re � f2d
�
θ � eikr

�
1 � cos θ � �

f2d
�
θ � cos θeikr

�
cos θ � 1 � � � (E.41)
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Con todo ello, la ecuación (E.38) puede expresarse de la forma:�

� Finc
�

Fdis
�

Fint � rdθ � 0
�

(E.42)

Teniendo en cuenta que la sección eficaz total es:

σ2d
tot

� 
 �
f2d

�
θ � � 2dΩ2d � (E.43)

obtenemos finalmente, tras resolver cada una de las integrales que aparecen en la ecuación (E.42) [167],

la expresión del Teorema Óptico para una colisión en dos dimensiones:

σ2d
tot

� 2

�
π
k
� Im

�
f2d

�
k̂inc � k̂dis

� k̂inc ��� � Re
�
f2d

�
k̂inc � k̂dis

� k̂inc ��� � � (E.44)

Vemos por tanto que la sección eficaz total de colisión se puede determinar a partir de la amplitud de

dispersión definida para una dirección de dispersión k̂dis
� k̂inc. En el caso de dos dimensiones intervienen

tanto la parte real como imaginaria de dicha amplitud, mientras que, como ya sabemos [141], en tres

dimensiones sólo hay que tener en cuenta la parte imaginaria.

E.2.2. Colisiones en tres dimensiones.

Sea una partı́cula de masa m y energı́a E que se mueve bajo la acción de un campo externo V
�
R � .

En esta ocasión el vector R
�
t � � R [Figura (E.2)] que da la posición de dicha partı́cula en cualquier

instante de tiempo lo representaremos en el espacio ℜ3 tanto en coordenadas esféricas
�
R � θ � φ � como en

coordenadas rectangulares
�
X � Y � Z � .

R(t)

Y

Z

X

kdis

k inc

O

( m , E )

Figura E.2: Esquema de una colisión en 3 dimensiones. La notación es análoga a la de la Figura (E.1).
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La amplitud de dispersión.

Aplicamos en primer lugar el procedimiento que acabamos de seguir en las colisiones de dos dimen-

siones para expresar la amplitud de dispersión f3d
�
k̂inc � k̂dis � en términos del operador T . Teniendo en

cuenta que en tres dimensiones la función de Green para el hamiltoniano libre H0 se expresa como [147]:

G0
�
R � R � � � � R

� �
E

�
i0 � H0 � � 1 � R � � �

� 
 m

2πh̄2

�
eik �R � R � ��
R � R

� � � (E.45)

y que la forma asintótica
�
R � ∞ � de la función de onda viene dada por [142]:

Ψ �k
�
R � � � eik � R � eikR

R
f3d

�
k̂inc � k̂dis � � (E.46)

se obtiene la relación:

f3d
�
k̂inc � k̂dis � �

� 
 m

2πh̄2

�
� k

� �
T

�
k � � (E.47)

Empleando en esta ocasión para la función de Green G0
�
R � R � � el desarrollo:

G0
�
R � R � � � ∞

∑
l � 0

� l

∑
m � � l

Ylm
�
R̂ � Y 	lm �

R̂
� � G �k � l

�
R � R

� � � (E.48)

siendo [147]

G �k � l
�
R � R

� � �
� 
 2mk

h̄2

� �
h �l

�
kR � jl

�
kR

� � R
�

R
�

h �l
�
kR

� � jl
�
kR � R � R

� � (E.49)

conocida la forma de la función de Hankel esférica h �l
�
x � en el lı́mite asintótico

�
x � ∞ � ,

h �l
�
x � � i � l eix

x
� (E.50)

y desarrollando la función de onda plana de la forma:

� R
�
k � � 4π

∞

∑
l � 0

� l

∑
m � � l

il jl
�
kR � Y 	lm �

k̂ � Ylm
�
R̂ � � (E.51)

se obtiene la siguiente relación entre el operador T y las funciones de Green correspondientes a H y H0:

� k
� �
T

�
k � � 
 h̄2

2m

� 2 �
4π � 2 lı́m

R1 � R2 � ∞

�
R1R2e � ik

�
R1 � R2 � �G �

R1 � R2 � � G0
�
R1 � R2 ����� � (E.52)

Finalmente, la amplitud de dispersión correspondiente a la dirección de incidencia k̂inc
� k̂ �

� R̂1 y

dispersión k̂dis
� k̂

� � R̂2, se expresa en términos de las funciones de Green como:

f3d
�
k̂inc � k̂dis � �

� 
 2πh̄2

m

�
lı́m

R1R2 � ∞

�
R1R2e � ik

�
R1 � R2 � �G �

R1 � R2 � � G0
�
R1 � R2 ��� � � (E.53)
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La sección eficaz total.

La forma conocida del Teorema Óptico para colisiones en tres dimensiones [141], nos permite rela-

cionar la sección eficaz total con la parte imaginaria de la amplitud de dispersión definida para una

dirección de dispersión k̂dis
� k̂inc. Esto es,

σ3d
tot

� 
 4π
k

�
Im

�
f3d

�
k̂inc � k̂dis

� k̂inc ��� (E.54)

E.3. El propagador de la ecuación de Schrödinger.

Vamos a introducir la forma semiclásica de la función de Green a través de la formulación de inte-

grales de camino de Feynman para la mecánica cuántica [168].

Dado un sistema con d grados de libertad, tal que su dinámica está gobernada por el hamiltoniano

H
�
q � p � t � , siendo q � �

q1 � q2 � ������� � qd � el vector de coordenadas generalizadas y p � �
p1 � p2 � ������� � pd � el

vector de momentos conjugados, su evolución temporal se conoce clásicamente resolviendo, por ejemplo,

las ecuaciones de movimiento de Hamilton,

q̇i
� ∂H

∂pi
� ṗi

�
�

∂H
∂qi

�
i � 1 � ��� � d � � (E.55)

junto a un conjunto de condiciones iniciales. De este modo se conoce de manera precisa el camino clásico

(q
�
t � � p �

t � ) que va trazando el sistema a lo largo del tiempo.

En la mecánica cuántica, según la teorı́a de Feynman, la amplitud de probabilidad entre dos con-

figuraciones del sistema, a �
�
q1

�
ta � � q2

�
ta � � ����� � qd

�
ta � � � �

qa
� y b �

�
q1

�
tb � � q2

�
tb � � ����� � qd

�
tb � � � �

qb
� ,

involucra todos los posibles caminos entre a y b, no sólo los clásicos. En este caso la evolución del sis-

tema viene determinada por el operador de evolución temporal Û
�
ta � tb � , definido en función del operador

hamiltoniano Ĥ � H
�
q̂ � p̂ � t � a partir de las relaciones:

H
�
q̂ � p̂ � tb � Û �

tb � ta � � ih̄
∂Û

�
tb � ta �

∂tb
(E.56)

Û
�
ta � ta � � 1̂

�
(E.57)

Tal como se ha definido, Û cumple dos propiedades importantes:

i) Si Ĥ es hermı́tico, Û es unitario (Û � Û† � 1̂).

ii) Para
�
t2

�
t

�
t1 � se verifica la propiedad de composición: Û

�
t2 � t1 � � Û

�
t2 � t � Û �

t � t1 � .

La propiedad de composición es fundamental en la formulación de integrales de camino ya que

permite dividir el tránsito del sistema entre dos instantes de tiempo determinados, ta y tb, en una sucesión
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de n transformaciones unitarias con tiempos caracterı́sticos ta
� t0 � ti

�
i � 1 � ����� � n � 1 � � tb � tn tan cortos

como se quiera, permitiendo expresar Û
�
tb � ta � como:

Û
�
tb � ta � � n � 1

∏
i � 0

Û
�
ti � 1 � ti � � (E.58)

El operador Û permite obtener la probabilidad de tránsito del sistema desde el instante inicial ta,

con vector de estado
�
qa

� , hasta el instante tb, con vector de estado entre
�
qb

� y
�
qb

�
dqb

� . Esta

probabilidad se expresa de la forma:

P
�
qb � tb;qa � ta � dqb

� �
� qb

�
Û

�
tb � ta � � qa

� � 2dqb
� �

K
�
b � a � � 2dqb � (E.59)

donde la amplitud de probabilidad, definida por:

K
�
b � a � � � qb

�
Û

�
tb � ta � � qa

� � Θ
�
tb � ta � � qb

�
e � i

h̄ Ĥ
�
tb � ta � � qa

� � (E.60)

se denomina propagador o función de Green temporal.

Suponiendo una secuencia infinita
�
n � ∞ � de transiciones intermedias entre los instantes inicial,

ta, y final, tb, caracterizadas por los vectores de estado
�
qi

� y tales que ti � 1
� ti � ε � 0, aplicando la

propiedad de composición al operador Û
�
tb � ta � e introduciendo la identidad para cada uno de los estados�

qi
� , el propagador K

�
b � a � puede expresarse como:

K
�
b � a � � Θ

�
tb � ta � lı́m

n � ∞

 dq1

������� 
 dqn � 1

n � 1

∏
i � 0

� qi � 1
�
e � i

h̄ εĤ �
qi

� � (E.61)

Considerando un hamiltoniano tı́pico:

Ĥ � T̂
�

V̂ � d

∑
i � 1

�
p̂i � 2

2m
�

V
�
q̂ � � (E.62)

y teniendo en cuenta que en el lı́mite
�
ε � 0 � :

e � i
h̄ εĤ � e � i

h̄ ε
�
T̂ � V̂ � � e � i

h̄ εT̂ e � i
h̄ εV̂ � ϑ

�
ε2 � T̂ � V̂ � � � (E.63)

se obtiene que el propagador K
�
i

�
1 � i � , asociado a cualquiera de los tránsitos intermedios, viene dado

por:

K
�
i

�
1 � i � � � qi � 1

�
e � i

h̄ εĤ �
qi

� � � qi � 1
�
e � i

h̄ εT̂ �
qi

� e � i
h̄ εV

�
qi � � (E.64)�

m
2πiεh̄

exp � i m
2h̄ε

�
qi � 1

� qi � 2 � exp � �

iε
h̄

V
�
qi � � �

A partir de aquı́, el propagador K
�
b � a � correspondiente al intervalo completo viene dado entonces por:

K
�
b � a � � Θ

�
tb � ta � lı́m

n � ∞

 ∞

� ∞
dq1 � �


 ∞

� ∞
dqn � 1

� n � 1

∏
i � 0

�
m

2πih̄ε
exp � i

h̄
� m

2ε
�
qi � 1

� qi � 2
� εV

�
qi � � � � �

(E.65)
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Al estar considerando incrementos de tiempo infinitesimales (ε � 0), el argumento de la exponencial se

puede expresar de la forma:

lı́m
n � ∞

n � 1

∑
i � 0

ε

�
m
2

 qi � 1

� qi

ε

� 2
� V

�
qi � � � 
 tb

ta
dt

�
m
2

 dq

dt

� 2
� V

�
q � � � 
 tb

ta
L

�
q̇ � q � dt � R

�
qb � tb;qa � ta �

(E.66)

donde L
�
q̇ � q � es la función lagrangiana clásica y R

�
qb � tb;qa � ta � la función acción clásica, que conecta

la posición qa en el instante de tiempo ta con la posición qb en tb. Introduciendo una versión discreta de

esta última función, definida por:

Rn
�
qa � � qi 	 � qb � � n � 1

∑
i � 0

ε

�
m
2

 qi � 1

� qi

ε

� 2
� V

�
qi � � � (E.67)

la función de Green temporal puede escribirse en forma de integral sobre todos los caminos posibles que

conectan los estados del sistema entre los dos instantes de tiempo ta y tb [169]:

K
�
b � a � � Θ

�
tb � ta � lı́m

n � ∞
� m

2πih̄ε � n
2 
 ∞

� ∞
dq1 � �


 ∞

� ∞
dqn � 1 exp � i

h̄
Rn

�
qa � � qi 	 � qb � � � (E.68)

E.3.1. La forma semiclásica del propagador.

En el lı́mite semiclásico
�
h̄ � 0 � el integrando que aparece en la expresión del propagador (E.68) es

una función fuertemente oscilante, por lo que, aplicando el método de fase estacionaria [169], se obtiene

que de todos los caminos sobre los que se integra, los que más contribuyen son los caminos clásicos,

para los cuales sabemos se cumple el principio de mı́nima acción:

δ 
 tb

ta
L

�
q̇ � q � dt � 0

�
(E.69)

A partir de ello se obtiene que la función de Green temporal semiclásica viene dada por [170,171,172]:

G
�
qa � ta;qb � tb � � ∑

r

1�
2πih̄ � d � 2 ����

det 
 �

∂2Rr
�
qa � ta;qb � tb �
∂qb∂qa

�
����
e � ih̄ Rr

�
qa � ta;qb � tb � � i π

2 κr � �
(E.70)

donde el sumatorio en r es sobre todos los caminos clásicos aislados que parten desde qa en el instante

ta y alcanzan la posición qb en un tiempo posterior tb. El ı́ndice entero κr es el número de autovalores

negativos de la matriz �
�

∂2Rr
�
qa � ta;qb � tb �
∂qb∂qa

� � 1 �
(E.71)

La expresión semiclásica de la función de Green energética se obtiene aplicando transformada de

Fourier sobre la función de Green temporal (E.70). Esto es,

G
�
qa � q � E � � 1

ih̄

 ∞

0
dte

i
h̄ EtG

�
qa � ta;q � t � � (E.72)
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Aplicando de nuevo el método de fase estacionaria para resolver la integral temporal, se obtiene que

sólo contribuyen los tiempos t
�
qa � q � E � para los cuales existen caminos clásicos que permiten pasar al

sistema desde qa hasta q con una energı́a E, verificándose:

∂Rr
�
qa � ta;q � t �

∂t
�

E � 0
�

(E.73)

Introduciendo la integral de acción energética a lo largo de cada trayectoria clásica r, definida por

[170,171,172]:

Sd � r
�
qa � q � E � � 
 q

qa

p
�
qa � q � � E � dq

� � Rr
�
qa � ta � q � t �

qa � q � E � � �
Et

�
qa � q � E � � (E.74)

la aproximación semiclásica para la función de Green energética se expresa finalmente como:

Gd �
qa � qb � E � � 2π�

2πih̄ � d � 1
2

∑
r

� �
Dd � r

�
e � ih̄ Sd � r

�
qa � qb � E � � i π

2 nd � r � � (E.75)

donde el sumatorio en r es en este caso sobre todas las trayectorias clásicas que van desde qa hasta qb

en un tiempo t
�
qa � qb � E � , manteniendo la energı́a E constante. Sd � r es la integral de acción evaluada a lo

largo de dicha trayectoria, Dd � r es el determinante de la matriz D̄d � r de dimensión
�
d

�
1 � � �

d
�

1 � que

contiene las segundas derivadas de la acción respecto de las coordenadas y energı́a:

Dd � r
� det

�
D̄d � r � � det

� ∂2Sd � r

∂qa � i∂qb � j

∂2Sd � r

∂qb � i∂E
∂2Sd � r

∂qa � i∂E
∂2Sd � r

∂2E
� � (E.76)

El ı́ndice entero nd � r es el número de autovalores nulos de la matriz D̄ � 1
d � r .

Antes de aplicar la expresión semiclásica (E.75) a las colisiones que vamos a estudiar, conviene

destacar que ésta es válida únicamente si las acciones asociadas a los caminos clásicos que conectan

las posiciones qa y qb en un tiempo
�
tb � ta � son grandes con respecto a h̄

�
S

�
qa � qb � E � � �

h̄ � . En un

problema de colisión existen, sin embargo, trayectorias para las cuales esta condición no se verifica.

Se trata de las trayectorias con parámetros de impacto alto (momento angular alto), cuya evolución

libre apenas se ve modificada por los efectos del potencial de interacción. Esto es, trayectorias cuya

acción clásica se encuentra muy próxima a cero (S
�
qa � qb � E � � 0) y, por lo tanto, no están correctamente

descritas por la expresión semiclásica (E.75), obtenida aplicando la aproximación de fase estacionaria.

Semiclásicamente, la contribución de estas trayectorias a la función de Green energética queda reducida

a la función de Green de una partı́cula libre, dada por [173]:

Gd
0

�
qa � qb � E � � m

2ih̄2

�
1

2πh̄

�
2mE�

qb
� qa

� � d � 2 � 1

H
�
1 �

d � 2 � 1

� �
2mE
h̄

�
qb

� qa
� � � (E.77)

Por consiguiente, expresamos la función de Green semiclásica total asociada a un proceso de colisión en

d dimensiones de la forma:

Gd
smcl

�
qa � qb � E � � Gd

0
�
qa � qb � E � �

Gd �
qa � qb � E � � (E.78)



E.3 El propagador de la ecuación de Schrödinger. 181

donde el primer sumando (E.77) incluye las trayectorias con parámetros de impacto altos, caracterizadas

por una evolución cuasi-libre, mientras que en el segundo término (E.75) se encuentran contenidas las

trayectorias con parámetros de impacto pequeños, altamente sensibles a los efectos del potencial de

interacción
�
S

�
qa � qb � E � � � h̄ � .

Considerando que, según mostramos en el Capı́tulo 4, estas últimas trayectorias están directamente

relacionadas con la componente oscilatoria de la sección eficaz total de colisión, nos referiremos a su

contribución a la función de Green semiclásica, Gd �
qa � qb � E � (E.75), como función de Green semiclásica

oscilatoria, denotándola a partir de ahora de la forma Gd �
qa � qb � E � � Gd

osc
�
qa � qb � E � . De este modo,

reescribimos la expresión (E.78) como:

Gd
smcl

�
qa � qb � E � � Gd

0
�
qa � qb � E � �

Gd
osc

�
qa � qb � E � � (E.79)

E.3.2. La amplitud de dispersión oscilatoria.

Tomando la aproximación semiclásica para la función de Green energética (E.79), además de las

expresiones (E.33) y (E.53), que relacionan las amplitudes de dispersión en sistemas de dos y tres di-

mensiones con dicha función, obtenemos que la forma semiclásica de estas amplitudes sólo depende de

la función de Green semiclásica oscilatoria Gd
osc

�
qa � qb � E � , estando definidas en cada caso por:

i) En colisiones de dos dimensiones
�
d � 2 � :

f 2d
osc

�
k̂1 � k̂2 � �

� e � i π
4 
 h̄2

m

� �
2πk

�
lı́m

r1 � r2 � ∞

�
r1r2e � ik

�
r1 � r2 � G2d

osc
�
r1 � r2 � E � � � (E.80)

donde r1
�

� r1k̂1 y r2
� r2k̂2.

ii) En colisiones de tres dimensiones
�
d � 3 � :

f 3d
osc

�
k̂1 � k̂2 � �

� 
 2πh̄2

m

� �
lı́m

R1 � R2 � ∞
R1R2e � ik

�
R1 � R2 � G3d

osc
�
R1 � R2 � E ��� � (E.81)

siendo R1
�

� R1k̂1 y R2
� R2k̂2.

Como vemos, las amplitudes de dispersión obtenidas a partir de nuestro tratamiento semiclásico, y

que denominaremos a partir de ahora amplitudes de dispersión oscilatorias, no incluyen la contribución

debida a las trayectorias con parámetro de impacto alto. Dicho de otro modo, el método semiclásico que

presentamos a continuación no da cuenta de la componente suave dominante de la sección eficaz total

de colisión, ya que, según demostramos en el Capı́tulo 4, en ella se encuentra contenida precisamente la

contribución de estas trayectorias de parámetro de impacto alto. En cualquier caso, tal y como mostramos

también en dicho capı́tulo, esta componente suave dominante de la sección eficaz se puede reproducir

razonablemente bien empleando la expresión semiclásica aproximada conocida para los factores de fase
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asociados a un potencial de interacción caracterizado por un comportamiento a largo alcance de la forma
� Cs � rs (Apéndice B). Otra posible vı́a para obtener dicha componente es a través de la aproximación

eikonal [148].

Considerando entonces que los caminos clásicos para los cuales sı́ es aplicable la expresión semi-

clásica del propagador (E.75) que interviene en la amplitud de dispersión, son las trayectorias clásicas

con parámetro de impacto bajo (momento angular bajo), responsables de la componente oscilatoria de

la sección eficaz total, vamos en definitiva a desarrollar un método semiclásico cuyo objetivo va a ser

reproducir la parte oscilatoria de la sección eficaz total de colisión, o sección eficaz total oscilatoria.

Para ello, tal como indican las expresiones (E.80) y (E.81), se ha de hacer un seguimiento de la

evolución temporal de estas trayectorias clásicas desde que, una vez las partı́culas han partido de la

región asintótica [V
�
r1 � ∞ � � 0], y tras atravesar la región de alcance del potencial, vuelven a evolucionar

libremente [V
�
r2 � ∞ � � 0]. Si suponemos que el sistema se encuentra en el instante inicial t � t1 en la

posición r1
� q1

� �
q1 � 1 � q1 � 2 � ����� � q1 � d � , con momento p1

� �
p1 � 1 � p1 � 2 � ����� � p1 � d � , alcanzando en un tiempo

posterior t � t2 la posición r2
� q2

� �
q2 � 1 � q2 � 2 � ����� � q2 � d � , con momento p2

� �
p2 � 1 � p2 � 2 � ����� � p2 � d � , todo ello a

lo largo de una trayectoria clásica que denominaremos r, debemos de obtener la componente oscilatoria

de la función de Green energética, Gd
osc

�
q1 � q2 � E � (E.75), en el doble lı́mite

�
q1

� �
q1

� � q2
� �

q2
�

� ∞ � .

Para ello comenzamos determinando el término de amplitud Dd � r y las fases Sd � r y nd � r asociados a dicha

trayectoria clásica.

Término de amplitud Dd � r.

En la expresión (E.76) dada para Dd � r se utiliza una representación de coordenadas finales e iniciales
�
q1 � q2 � . Sin embargo, nos resulta más conveniente utilizar una representación mixta de coordenadas

y momentos. Más concretamente, vamos a expresar Dd � r en términos de una matriz N̄d � r
�
d � d � que

relaciona los cambios en las coordenadas finales
�
δq2 � debidos a pequeñas variaciones que se producen

en los momentos iniciales
�
δp1 � , mientras que las coordenadas iniciales se mantienen fijas. Esto es:

δq̄2
� N̄d � r � δp̄1 � (E.82)

donde
�
δq̄2 � y

�
δp̄1 � son matrices columna

�
1 � d � . Teniendo en cuenta que:�

Dd � r
� � ����


 ∂2Sd � r

∂E2

�
det 
 �

∂2Rr

∂q1 � i∂q2 � j

�
����

(E.83)

y dado que se cumple:
∂Sd � r

∂E
� t � ∂Rr

∂q1 � j

�
� p1 � j � (E.84)

obtenemos �
Dd � r

� � �����

 ∂t

∂E

�
1

det
�
N̄d � r � �����

�
(E.85)
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Aún hemos de expresar
�
∂t � ∂E � en términos de la matriz N̄d � r. Para ello consideramos un hamiltoni-

ano de la forma:

H
�
q � p � � p2

2m
�

V
�
q � � (E.86)

En el instante t � t1, suponiendo una pequeña variación
�
δp1 � en momentos, manteniendo fijas las coor-

denadas
�
δq1

� 0 � , tendremos:

δE � δq1 
 ∂H
∂q

�
t1

� δp1 
 ∂H
∂p

�
t1

� δp1
p1

m
�

(E.87)

Consideremos ahora una trayectoria clásica r que traslada a nuestro sistema desde la posición inicial

q1
� q

�
t1 � hasta la posición final q2

� q
�
t2 � en un intervalo de tiempo t � t2

� t1 y con una energı́a E

[Figura (E.3)]. Supongamos que introducimos una variación infinitesimal en la energı́a del sistema en

el instante inicial t1
�
E � E

� δE � , de tal forma que generamos una nueva trayectoria r
�

que, tras hacer

pasar al sistema por la posición intermedia q
�

2
� q

� �
t2 � en el intervalo de tiempo t, lo traslada también

hasta la posición final q2, pero esta vez en un tiempo t2
� δt2 [Figura (E.3)].

q(t )=q’(t )

t2

q’(t )

1 1

q(t )=q’(t +  t )2 δ 22

δ

2
r’(E+  E)δ

|q’(t)

r(E)

q(t)

Figura E.3: Esquema seguido para obtener el término � ∂t
�
∂E � .

Teniendo en cuenta que la posición q
� �

t
� δt � del sistema a lo largo de la trayectoria r

�

se puede

expresar de forma aproximada como:

q
� �

t
� δt � � q

� �
t � � 
 ∂H

∂p

�
t
δt
�

(E.88)

En particular, si exigimos que las trayectorias r y r
�

sean tales que:

q
� �

t2
� δt2 � � q

�
t2 � (E.89)

y que además:

q
� �

t2 � � q
�
t2 � � δq

�
t2 � � (E.90)



184
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obtenemos :

q
� �

t2
� δt � � q

�
t2 � � q

�
t2 � � δq

�
t2 � � 
 ∂H

∂p

�
t2

δt � (E.91)

o lo que es lo mismo:

δq2
�

� 
 ∂H
∂p

�
t2

δt
�

(E.92)

Utilizando a continuación la definición de la matriz N̄d � r (E.82), junto con las expresiones (E.87) y (E.92),

obtenemos finalmente:
∂t
∂E

�
�

m2

p̄t
1 �

�
N̄d � r � � 1

� p̄2

�
(E.93)

Introduciendo una matriz M̄d � r
�
d � d � , definida por:�

N̄d � r � � 1 � 1

det
�
N̄d � r � M̄d � r � (E.94)

podemos expresar el término de amplitud de la forma:�
Dd � r

� � m2

��
p̄t

1 � M̄d � r � p̄2 ��
�

(E.95)

Hemos trasladado por tanto el problema de evaluar el término de amplitud Dd � r al cálculo del denom-

inador que aparece en esta última ecuación. Para ello introducimos la matriz Ā � Ā
�
t2 � t1 � (Apéndice F),

que contiene toda la información relativa a la estabilidad lineal del movimiento clásico del sistema entre

dos instantes de tiempo cualesquiera t1 y t2
� t1, de modo que:


 δq̄2

δp̄2

�
� Ā

�
t2 � t1 � � 
 δq̄1

δp̄1

�
� (E.96)

donde hemos representado el vector columna:


 δq̄i

δp̄i

�
�

�
�
�
�
�
�
�
��

δqi � 1
...

δqi � d
δpi � 1

...
δpi � d

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
1 � 2d �

�
i � 1 � 2 � � (E.97)

En nuestro caso, la matriz Ā asociada a cada una de las trayectorias clásicas r que trasladan al sistema

desde
�
t1 � � ∞;q1 � p1 � hasta

�
t2 � ∞;q2 � p2 � se ha obtenido considerando que la evolución temporal de

todas ellas atraviesa tres etapas [Figura (E.4)], que son:

Etapa I : desde
�
t1 � � ∞;q1 � p1 � hasta

�
ti;qi � pi � .

El sistema se está acercando al centro de colisión, pero aún se encuentra suficientemente lejos

como para quedar fuera del radio de alcance, RV , del potencial de interacción
�
V � 0 � , por lo que

p1
� pi.
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Etapa II : desde
�
ti;qi � pi � hasta

�
t f ;q f � p f � .

El sistema se encuentra en las proximidades del centro de colisión, dentro del radio de alcance

RV del potencial �V � �
qII

�
� RV � �� 0 � . Permanece en esta región durante un periodo de tiempo tII

�
t f

� ti, en el cual debemos de integrar las ecuaciones del movimiento (E.55) si queremos conocer

la evolución temporal de las trayectorias clásicas.

Etapa III : desde
�
t f ;q f � p f � hasta

�
t2 � ∞;q2 � p2 � .

El sistema escapa del dominio de acción del potencial, vuelve a evolucionar libremente
�
V � 0 � y

se aleja definitivamente del centro de colisión, cumpliéndose que p f
� p2.

p
1

∧

p
2

∧

q
Ι

→ (t)
q

ΙΙΙ
→ (t)

q
ΙΙ

→ (t)

RV

(t = t1)

(t = ti ) (t = tf) (t = t2)

x

y

Etapa I Etapa II Etapa III

Figura E.4: Esquema de una trayectoria clásica asociada a una colisión en dos dimensiones, sobre ella indicamos
las tres etapas en las que vamos a dividir la evolución desde el instante t � t1 hasta t � t2. En trazo discontinuo
representamos el dominio de acción del potencial de interacción.

La introducción de estas tres etapas permite aplicar una propiedad de composición sobre la matriz

Ā
�
t2 � t1 � y expresarla como el producto de tres matrices, correspondientes a cada una de las tres etapas:

Ā
�
t2 � t1 � � ĀIII �

t2 � t f � � ĀII �
t f � ti � � ĀI �

ti � t1 � � (E.98)

Dado que las etapas I y III corresponden a una evolución libre, sus matrices asociadas son similares.

Suponiendo unas configuraciones inicial
�
ta;qa � pa � y final

�
tb;qb � pb � se cumple que:

qb
� qa

� pa

m

�
tb � ta � � qa

�
�
qb

� qa
��

2mE
pa (E.99)

pb
� pa � (E.100)
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CÁLCULO DE LA PARTE OSCILATORIA DE LA SECCIÓN EFICAZ DE COLISIÓN A
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obteniendo inmediatamente a partir de esta expresión que:


 δq̄b

δp̄b

�
� ĀI � III �

tb � ta � � 
 δq̄a

δp̄a

�
�

�
�� Ī �

d � d �
... � qb � qa ��

2mE
Ī �

d � d �� � � � � � �
0̄ �

d � d �
... Ī �

d � d �

�
�

�
� 
 δq̄a

δp̄a

�
(E.101)

En la etapa II, expresamos la matriz ĀII �
t f � ti � correspondiente de la forma (Apéndice F):


 δq̄ f

δp̄ f

�
� ĀII �

t f � ti � � 
 δq̄i

δp̄i

�
�

�
�� ∂q̄ f

∂qi

... ∂q̄ f

∂pi� � � � � �
∂p̄ f

∂qi

... ∂p̄ f

∂pi

�
�

�
� 
 δq̄i

δp̄i

�
� (E.102)

donde cada uno de los cuatro bloques señalados es una matriz de dimensión
�
d � d � .

Con todo ello, la matriz entre los instantes de tiempo t1 y t2 viene dada por:

Ā
�
t2 � t1 � �

�
�� Ī �

d � d �
... � q2 � q f ��

2mE
Ī �

d � d �� � � � � �
0̄ �

d � d �
... Ī �

d � d �

�
�

�
�

�
�� ∂q̄ f

∂qi

... ∂q̄ f

∂pi� � � � � �
∂p̄ f

∂qi

... ∂p̄ f

∂pi

�
�

�
�

�
�� Ī �

d � d �
... � q1 � qi ��

2mE
Ī �

d � d �� � � � � �
0̄ �

d � d �
... Ī �

d � d �

�
�

� �
(E.103)

Realizando el triple producto de matrices obtenemos la expresión final para la matriz Ā
�
t2 � t1 � y con ello

la ecuación (E.96) queda de la forma:


 δq̄2

δp̄2

�
�

�
�� ∂q̄ f

∂qi

� �q2 � q f ��
2mE

∂p̄ f

∂qi

... � q1 � qi ��
2mE � ∂q̄ f

∂qi

� � q2 � q f ��
2mE

∂p̄ f

∂qi
� � ∂q̄ f

∂pi

� �q2 � q f ��
2mE

∂p̄ f

∂pi� � � � � �
∂p̄ f

∂qi

... ∂p̄ f

∂pi

� �q1 � qi ��
2mE

∂p̄ f

∂qi

�
�

�
� 
 δq̄1

δp̄1

� �
(E.104)

Tal como mencionamos al introducir la matriz N̄d � r, queremos conocer los cambios producidos en

las coordenadas finales cuando en el instante inicial se varı́an los momentos, manteniendo fijas las coor-

denadas. Considerando entonces en la ecuación (E.104) el caso particular δq̄1
� 0, obtenemos que dicha

matriz viene dada por:

δq̄2
� N̄d � r � δp̄1

�
� �

q1
� qi

��
2mE

� ∂q̄ f

∂qi

�

�
q2

� q f
��

2mE

∂p̄ f

∂qi
� � ∂q̄ f

∂pi

�

�
q2

� q f
��

2mE

∂p̄ f

∂pi
� � δp̄1

�
(E.105)

En el doble lı́mite
�
q1 � q2 � ∞ � tomamos como valor aproximado:

N̄d � r �
q1q2�
2mE � 
 ∂p̄ f

∂qi

� �
(E.106)

Calculamos a continuación la inversa de esta matriz N̄d � r, intentando expresarla de la forma (E.94), e

identificar ası́ la matriz M̄d � r . Introduciendo una nueva matriz Ūd � r
�
d � d � , tal que:


 ∂p̄ f

∂qi

� � 1 � 1

det � ∂p̄ f

∂qi � Ūd � r � (E.107)
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se obtiene finalmente:

� N̄d � r � � 1 � 1

det
�
N̄d � r � � q1q2

2mE � �
d � 1 �

Ūd � r
�

(E.108)

Comparando las ecuaciones (E.94) y (E.108) obtenemos que la matriz M̄d � r viene dada por la expresión:

M̄d � r
� � q1q2

2mE � �
d � 1 �

Ūd � r � (E.109)

a partir de la cual se obtiene, tras sustituirla en la ecuación (E.95), la expresión que buscabamos para el

término de amplitud
�
Dd � r

�
: �

Dd � r
� � � m

2E � 
 2mE
q1q2

� d � 1 1�
k̂t

1 � Ūd � r � k̂2
� � (E.110)

Dado que en t � t1 y t � t2 el sistema evoluciona libremente, hemos utilizado las expresiones pi
� �

pi
�

� k̂i
��

2mE � k̂i
�
i � 1 � 2 � para los momentos respectivos.

Término de fase nd � r .

Consideremos una trayectoria clásica r que parte en t � t1 desde la posición q1 con momento p1 y

energı́a E . Asociada a esta trayectoria, que denominaremos trayectoria principal, se construye una familia

de trayectorias, definidas tales que parten también en t � t1 desde q1 con energı́a E , pero con momentos

p1
� δp1.

A lo largo de la evolución temporal de esta distribución de trayectorias hasta el instante final t � t2

pueden darse cruces entre ellas, produciéndose un colapso en ciertas regiones del espacio, se origina de

esta manera una caústica en el recorrido. Los puntos donde la trayectoria principal corta dicha caústica

se llaman puntos conjugados al punto inicial q1 (o instante conjugado al instante inicial t � t1). En ellos

la matriz N̄d � r se hace singular debido a que uno o varios de sus autovalores se anulan.

El ı́ndice entero nd � r contabiliza el número de puntos conjugados, debido tanto a cortes con posibles

caústicas como a puntos de retroceso clásicos, asociados al recorrido de la trayectoria principal r entre

los dos instantes de tiempo considerados.

En nuestro caso hemos calculado, para cada trayectoria clásica r, el correspondiente ı́ndice nd � r , no a

partir del número de autovalores nulos de la matriz N̄d � r, sino a través de un método alternativo como es

contabilizar el número de veces que el denominador del término de amplitud
�
Dd � r

�
(E.110) se hace cero

durante el recorrido de la trayectoria.

Debemos hacer por tanto, para cada trayectoria r, un seguimiento de su evolución temporal, la cual

volvemos a suponer que está dividida en tres etapas, cada una de ellas con su ı́ndice n i
d � r

�
i � I � II � III �

correspondiente, de forma que nd � r
� nI

d � r
�

nII
d � r

�
nIII

d � r. Consideremos entonces cada una de las etapas:

Etapa I :
�
t1;q1 � p1 � �

�
ti;qi � pi � .
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Sea un instante t � tI
�
t1 � tI � ti � de posición qI y momento pI

� � p1
� pi � [Figura (E.5)]. A partir

q
1

→
q

Ι
→

q
ι

→.

(t=t1) (t=tI) (t=ti)

y

x

Figura E.5: Esquema de la ETAPA I en la evolución temporal de una trayectoria en dos dimensiones

de la ecuación (E.101), teniendo en cuenta que en este caso δq1
� 0 se obtiene:

δq̄I
� N̄I

d � r � δp̄1
� � � qI

� q1
��

2mE
Ī �

d � d � � � δp̄1
�

(E.111)

Aplicando el mismo procedimiento que acabamos de seguir en el apartado anterior para calcular

la matriz N̄d � r, obtenemos para la matriz M̄I
d � r:

M̄I
d � r

� � � qI
� q1

��
2mE

� �
d � 1 �

Ī �
d � d � � (E.112)

Comparando esta última ecuación con (E.109), obtenemos para esta etapa ŪI
d � r

� Ī �
d � d � , por lo

que:

nI
d � r

� Número de ceros � k̂t
1 � k̂I � � (E.113)

Teniendo en cuenta que p1
� pI , se debe cumplir que k̂t

1 � k̂I
� �

k̂1
� 2 � 1, deduciéndose por tanto

inmediatamente que:

nI
d � r

� 0
�

(E.114)

Etapa II :
�
ti;qi � pi � �

�
t f ;q f � p f � .

Sea un instante t � tII perteneciente a esta etapa
�
ti � tII � t f � , caracterizado por la posición qII y

momento pII [Figura (E.6)]. Teniendo en cuenta las ecuaciones (E.102) y (E.111), los cambios en
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q
ι

→.
q

f

→

q
ΙΙ

→

(t=ti)

(t=tΙΙ)
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Figura E.6: Esquema de la ETAPA II en la evolución temporal de una trayectoria en dos dimensiones

la posición δqII , debidos a las pequeñas variaciones del momento inicial δp1, vienen dados por:

δq̄II
� N̄II

d � r � δp̄1
��� � q1

� qi
��

2mE

∂q̄II

∂q1

� ∂q̄II

∂p1
� � δp̄1

�
(E.115)

En el lı́mite
�
q1

� �
q1

�
� ∞ � tomamos:

N̄II
d � r �

�
q1

� qi
��

2mE

∂q̄II

∂q1

�
(E.116)

Introduciendo la matriz ŪII
d � r , definida de la forma:


 ∂q̄II

∂q1

� � 1 � 1

det � ∂q̄II
∂q1 � ŪII

d � r � (E.117)

obtenemos que la matriz M̄II
d � r asociada a la etapa II viene dada por:

M̄II
d � r

� � � q1
� qi

��
2mE

� �
d � 1 �

ŪII
d � r � (E.118)

siendo el correspondiente ı́ndice nII
d � r:

nII
d � r

� Número de ceros � k̂t
1 � M̄II

d � r � k̂II � � (E.119)

Etapa III :
�
t f ;q f � p f � �

�
t2;q2 � p2 � .
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Figura E.7: Esquema de la ETAPA III en la evolución temporal de una trayectoria en dos dimensiones

Sea un instante t � tIII de posición qIII y momento pIII [Figura (E.7)], a partir de la ecuación

(E.105) se obtiene:

δq̄III
� N̄III

d � r � δp̄1
�

�
∂q̄ f

∂pi

�

�
q1

� qi
��

2mE

∂q̄ f

∂qi

�

�
qIII

� q f
��

2mE
� ∂p̄ f

∂pi

�

�
q1

� qi
��

2mE

∂p̄ f

∂qi
� � � δp̄1 � (E.120)

considerando el lı́mite
�
q1

� �
q1

�
� ∞ � , tomamos la aproximación:

N̄III
d � r �

�
q1

� qi
��

2mE
� ∂q̄ f

∂qi

�

�
qIII

� q f
�

�
2mE �

∂p̄ f

∂qi
� �

�
q1

� qi
��

2mE
Z̄III

d � r
�

(E.121)

Introduciendo la matriz ŪIII
d � r tal que:

�
Z̄III

d � r � � 1 � 1
det

�
Z̄III

d � r � ŪIII
d � r � (E.122)

la matriz M̄III
d � r correspondiente a la etapa III viene dada por:

M̄III
d � r

�� � q1
� qi

��
2mE

� �
d � 1 �

ŪIII
d � r (E.123)

y finalmente

nIII
d � r

� Número de ceros � k̂t
1 � M̄III

d � r � k̂III � � (E.124)

El ı́ndice total nd � r , asociado a la evolución temporal de la trayectoria clásica r desde el instante t � t1

hasta t � t2, es por tanto:

nd � r
� nII

d � r
�

nIII
d � r

� Número de ceros � k̂t
1 � M̄II

d � r � k̂II � �
Número de ceros � k̂t

1 � M̄III
d � r � k̂III � � (E.125)
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La integral de acción Sd � r .

En la expresión (E.74) se ha definido la acción para una energı́a E como la integral del producto

escalar p � dq sobre una curva en el espacio de fases, que coincide con la trayectoria clásica. Sin embargo,

nos interesa trabajar con una expresión en la que el tiempo sea el parámetro de integración. Separando el

integrando de la ecuación (E.74) en dos términos, de la forma:

Sd � r
�
q1 � q2 � E � � 
 q2

q1

p
�
q1 � q � E � dq � 
 q2

q1 � d �
q � p � � q � dp � � (E.126)

obtenemos:

Sd � r
�
q1 � q2 � E � � � q2 � p2

� q1 � p1 � �
 t2

t1
q � ṗdt

�
(E.127)

En la situación que tratamos, el sistema evoluciona libremente en los extremos de tiempo considerados,

cumpliéndose por tanto:

i) En t � t1, mientras el sistema se acerca al centro de colisión:

q1 � p1
�

�

�
q1

� �
p1

� �
� q1 p1

�
� h̄kq1

�
(E.128)

ii) En t � t2, cuando el sistema se aleja del centro de colisión:

q2 � p2
� �

q2
� �
p2

� � q2 p2
� h̄kq2

�
(E.129)

A partir de aquı́, la integral de acción se puede expresar de la forma:

Sd � r
�
q1 � q2 � E � � h̄k

�
q2

�
q1 � � 
 t2

t1
q � ṗdt

�
(E.130)

Una vez tratados los términos de amplitud y de fase que aparecen en la función de Green semi-

clásica oscilatoria Gd
osc

�
q1 � q2 � E � entre los lı́mites asintóticos de entrada

�
t1 � � ∞;q1 � p1 � y salida

�
t2 � ∞;q2 � p2 � de la colisión, obtenemos, tras sustituir las expresiones correspondientes a

�
Dd � r

�
(E.110)

y Sd � r (E.130) en la ecuación (E.75):

Gd
osc

�
q1 � q2 � E � � 2π

�
2πih̄ �

�
d � 1 �

2
∑
r

���� � m
2E � 
 2mE

q1q2

� �
d � 1 � 1

��
k̂t

1 � Ūd � r � k̂2 ��
(E.131)

e
� ik �

q2 � q1 � � i
h̄ � t2

t1
q � ṗdt � i π

2 nd � r 	 �

donde nd � r se determina a partir de la ecuación (E.125).

Sustituyendo finalmente esta expresión de la función de Green semiclásica oscilatoria en las ecua-

ciones (E.80) y (E.81), obtenemos que la forma semiclásica para la amplitud de dispersión oscilatoria

asociada a una colisión, tanto en dos
�
d � 2 � como tres

�
d � 3 � dimensiones, viene dada por:

f d
osc

�
k̂1 � k̂2 � � �

h̄k �
�
d � 1 �

2 ∑
r

1�
k̂t

1 � Ūd � r � k̂2
� e � � i

h̄ � t2
t1

q � ṗdt � i π
2 nd � r � � (E.132)



192
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E.3.3. La sección eficaz total de colisión.

Conocida la forma semiclásica de la amplitud de dispersión oscilatoria y utilizando las relaciones

obtenidas al aplicar el Teorema Óptico, obtenemos la aproximación semiclásica para la componente

oscilatoria de la sección eficaz total de colisión:

a) Para colisiones en dos dimensiones, a partir de la ecuación (E.44) resulta:

σ2d
osc

� 2

�
π
k

�
Im � f 2d

osc
�
k̂1 � k̂1 � � � Re � f 2d

osc
�
k̂1 � k̂1 � � � � (E.133)

b) En el caso de colisiones en tres dimensiones, a partir de la ecuación (E.54) queda:

σ3d
osc

� 
 4π
k

�
Im � f 3d

osc

�
k̂1 � k̂1 � � � (E.134)

E.4. Cálculo de la sección eficaz total oscilatoria.

Consideremos una partı́cula de masa m y energı́a E que se mueve bajo la acción de un potencial

de interacción V � V
�
r � , siendo r � r

�
t � y p � p

�
t � los vectores de posición y momento lineal de dicha

partı́cula referidos al centro de masas del sistema.

Vamos a calcular la parte oscilatoria de la sección eficaz total utilizando el tratamiento semiclásico

que acabamos de introducir. Para localizar las trayectorias clásicas que intervienen en el proceso propag-

amos temporalmente, desde un instante inicial t � t1
�
t � � ∞ � en la región asintótica

�
r1 � ∞ � fuera

del alcance del potencial, un frente de trayectorias construido de forma que todas las trayectorias que lo

componen parten con la misma dirección de incidencia, p̂1
� p̂

�
t1 � � k̂inc

�
� r̂1, hacia el centro del po-

tencial, pero cada una de ellas lo hace con distinto parámetro de impacto b inc. Detenemos la propagación

temporal en un instante t � t2
�
t �

� ∞ � cuando, tras haber visitado la región de influencia del potencial

de interacción, la partı́cula se aleja definitivamente del centro del potencial y ha alcanzado de nuevo la

región asintótica
�
r2 � ∞ � , en la que la partı́cula se desplaza con movimiento libre a lo largo de la recta

que determina la dirección de dispersión p̂2
� p̂

�
t2 � � k̂dis

� r̂2.

De entre todas las trayectorias que componen el frente propagado temporalmente, localizamos aque-

llas que se precisan en nuestro tratamiento. Esto es, las trayectorias que presentan parámetros de impacto

bajo y verifican la condición k̂inc
� k̂dis. Para ello utilizamos el método de Newton-Cotes [174], que per-

mite buscar los ceros de una función analı́tica. En nuestro caso se trata de una función del parámetro de

impacto, dada por:

f
�
binc � � p̂2

�
binc � � p̂1

� 0
�

(E.135)
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Una vez localizadas todas las trayectorias, evaluamos la contribución de cada una de ellas a la expre-

sión semiclásica obtenida para la amplitud de dispersión oscilatoria (E.132). Para ello será necesario

resolver las correspondientes ecuaciones de movimiento (F.2), además de las ecuaciones que determinan

la evolución temporal de los elementos de la matriz Ā de estabilidad lineal (F.12).

A continuación presentamos el estudio realizado para el caso de colisiones con potenciales esféricos

en dos y tres dimensiones.

E.4.1. Colisiones con potencial esférico: dos dimensiones.

Sean r � r
�
t � � �

x � y � y p � p
�
t � � �

px � py � los vectores de posición y momento lineal asociados a una

partı́cula de masa m y energı́a E que se mueve bajo la influencia de un potencial de interacción V � V
� �

r
� � .

Construimos el frente de trayectorias tomando como posiciones para iniciar la propagación temporal,

distintos valores del parámetro de impacto binc
� y1

� y
�
t1 � a lo largo de la recta definida por x1

� x
�
t1 � �

�

� ∞ � . La dirección de incidencia la fijamos paralela al eje x y en sentido positivo, por lo que el momento

inicial para todas las trayectorias es p1
� p

�
t1 � � �

2mE k̂inc, siendo k̂inc
� x̂.

En la Figura (E.8) representamos, para un potencial esférico tipo Lennard-Jones, la evolución tem-

poral de algunas de las trayectorias que componen el frente propagado. Se observa la variación en la

x

y
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2
3
4
5
g
6
7
8
9
10

1’

2’ 3’ 4’ 5’
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9’

10’

✕

Figura E.8: Variación de las trayectorias clásicas en función del parámetro de impacto. Se ha considerado un
potencial de interacción esférico tipo Lennard-Jones.

dirección de dispersión para las distintas trayectorias a medida que el parámetro de impacto varı́a. Se

pasa de tener k̂2
�

� k̂1 (retroceso o back-scattering) para la trayectoria con parámetro de impacto cero,
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hasta k̂2
� k̂1 (dispersión hacia adelante o forward-scattering) para las trayectorias con parámetro de im-

pacto suficientemente alto. Para conocer mejor la evolución temporal de las trayectorias comprendidas

entre estos dos comportamientos extremos, y localizar ası́ los parámetros de impacto que dan lugar a

las trayectorias que buscamos (la trayectoria g en la Figura (E.8)), representamos en la Figura (E.9) la

variación de la función de deflexión clásica Θ con el parámetro de impacto b inc.

0 2 4 6 8 10 12 14
b

inc

−6

−4

−2

0

2

4

Θ

❙

b
g b

0

Figura E.9: Función de deflexión clásica Θ frente al parámetro de impacto binc para un potencial esférico tipo
Lennard-Jones.

En la región de parámetros de impacto más bajos, b � � 0 � bg � , se cumple que Θ � � π � 0 � . Se trata de

trayectorias que sólo son afectadas por la parte repulsiva del potencial de interacción, dando lugar al

back-scattering (trayectorias 1 � 2 � 3 � 4 y 5 en la Figura (E.8)).

Para b � bg se cumple que Θ � 0, verificándose por tanto la condición gloria k̂2
� k̂1. La trayectoria

asociada, que denominaremos trayectoria directa, y la cual señalamos como g en la Figura (E.8), es por

consiguiente la primera candidata a incluir en el tratamiento semiclásico.

Después del parámetro de impacto de gloria se encuentra una región extremadamente estrecha, la

región de orbiting, con parámetros de impacto b �
�
b0

� ε � b0
� ε � �

ε � 0 � , en la que la función de deflexión

clásica Θ presenta una ası́ntota vertical centrada en torno al parámetro de impacto b � b0. A lo largo de

dicha ası́ntota debemos localizar los valores de Θ �
� 2πn

�
n � 1 � 2 � � � � � ∞ � para los cuales la trayectoria

correspondiente completa desde una hasta infinitas vueltas en torno al centro del potencial, hasta que

finalmente sale dispersada con la misma dirección de incidencia (k̂2
� k̂1). Para el momento angular

L0 asociado al parámetro de impacto b0
�
L0

� pb0 � se cumple que el valor del potencial de interacción

efectivo Ve f
�
r� L � en la posición r � r0 del máximo de la barrera centrı́fuga coincide con la energı́a E de

la colisión, situación que se representa en la Figura (E.10).
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r

V  e
f(r

,L
)

ri r0

E=V ef(r0 
 
 ,L0)

Figura E.10: Potencial efectivo Ve f � r � L � .

Cuando la partı́cula se mueve a lo largo de la trayectoria con parámetro de impacto b0, una vez

alcanzada la distancia r � r0, pierde toda su velocidad radial y se origina una órbita circular inestable

en la que permanece dando vueltas alrededor del centro del potencial sin posibilidad de emerger de

nuevo. En el caso de parámetros de impacto b
� � b0

�
ε muy próximos a b0, la partı́cula sólo es retenida

durante un cierto intervalo de tiempo, denominado tiempo de retardo de Wigner, en el que sigue órbitas

cuasi-circulares inestables antes de ”escapar” y alejarse definitivamente del centro del potencial.

Desde el punto de vista de la Mecánica Cuántica, el fenómeno del orbiting está asociado con la posi-

bilidad de la captura temporal en estados cuasiligados en el pozo del potencial de interacción efectivo,

lo cual sólo es posible si se consideran los efectos de tunneling a través de la barrera centrı́fuga de dicho

potencial. Ası́, cuando la energı́a de la colisión coincide con la energı́a de alguno de estos estados atra-

pados, el factor de fase experimenta un salto brusco de magnitud π y a consecuencia de ello la sección

eficaz total muestra también un cambio repentino, con una resonancia, que será más o menos estrecha

dependiendo de la anchura de la barrera centrı́fuga del potencial para este valor de la energı́a, superpues-

ta a la oscilación gloria. En la aproximación WKB, tal y como vimos en el Apéndice A, el efecto de

tunneling a través de la barrera centrı́fuga se puede tener en cuenta añadiendo un término adicional al

factor de fase, a partir del cual se reproducen también en este caso efectos de resonancias, similares a los

que se obtienen con un tratamiento cuántico exacto.

En el lı́mite semiclásico, sin embargo, tal como indican Berry y Mount en uno de sus trabajos [168],

la mayor anchura de la barrera centrı́fuga del potencial de interacción hace que estas resonancias debidas

a efectos de tunneling sean muy estrechas y por ello su contribución a la sección eficaz total de colisión

prácticamente despreciable. De este modo, todos los efectos relacionados con el fenómeno del orbiting
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surgirı́an en el lı́mite semiclásico únicamente debido al hecho de que, tal y como acabamos de comentar,

existe un número infinito de trayectorias clásicas que contribuyen a la colisión.

Según adelantan estos mismos autores (aunque sin llegar a realizar un estudio analı́tico explı́cito),

y tal como mostraremos nosotros en próximos apartados, las órbitas inestables que intervienen en la

región de orbiting darı́an lugar a una serie de resonancias angulares en la sección eficaz total de colisión,

sensiblemente más anchas que las resonancias de tunneling, que sólo podrı́an ser descritas en el lı́mite

semiclásico mediante un formalismo basado en series infinitas de trayectorias clásicas.

En nuestro caso, vamos a comenzar el análisis semiclásico de las trayectorias que se encuentran a

lo largo de la ası́ntota vertical, y que denominaremos trayectorias de orbiting, teniendo en cuenta que

las dos ramas que convergen a la posición b � b0 dan lugar a dos familias distintas de trayectorias. Si

denotamos por n el número de vueltas que realiza la partı́cula, las trayectorias pertenecientes a cada

una de estas familias tienen parámetros de impacto b �n � b0
� εn si pertenecen a la rama de la izquierda

(RAMA I) y b �n � b0
� εn si corresponden a la rama de la derecha (RAMA D). En ambos casos se cumple

que εn � 1 � εn de forma que en el lı́mite
�
n � ∞ � se tiene b

�

∞
� b0. En la Figura (E.11) mostramos las dos

primeras componentes
�
n � 1 � 2 � de cada una de las dos familias.

x

y

✕

✕

✕

✕

n=1 n=2

n=1 n=2

Rama I

Rama D

Figura E.11: Las dos primeras trayectorias de orbiting de la RAMA I (parte superior) y la RAMA D (parte
inferior).

La diferencia entre las trayectorias pertenecientes a ambas familias estriba en el hecho de que las
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correspondientes a la RAMA I sobrepasan en su última vuelta el máximo de la barrera centrı́fuga, al-

canzando ası́ zonas más internas del potencial, donde la trayectoria es finalmente dispersada por la parte

repulsiva del potencial. Es por ello por lo que presentan el punto de mayor acercamiento al centro del

potencial que se aprecia claramente en la Figura (E.11). Esto no ocurre en las trayectorias de la RAMA

D, las cuales se mantienen siempre dando vueltas con el mismo radio
�
r � r0 � en torno al centro. En

apartados posteriores presentaremos el formalismo desarrollado para obtener la contribución de estas

trayectorias de orbiting a la componente oscilatoria de la sección eficaz total de colisión.

Una vez superada la región de orbiting se alcanza la región de parámetros de impacto altos, en la

cual el movimiento de la partı́cula se asemeja cada vez más al que seguirı́a en caso de evolucionar

libremente. Se tendrı́a, por tanto, para potenciales de rango finito, trayectorias con parámetro de impacto

suficientemente alto
�
b � ∞ � que también verifican la condición gloria k̂2

� k̂1. Sin embargo, tal como

ya comentamos en apartados anteriores, para estas trayectorias, que no contribuyen a la componente

oscilatoria de la sección eficaz total de colisión, no es válida la forma semiclásica (E.75) que hemos

utilizado para la función de Green energética, por lo que quedan excluidas de nuestro tratamiento.

El análisis que acabamos de realizar sobre la evolución temporal de las trayectorias que componen

el frente propagado, nos permite restringir el sumatorio sobre trayectorias clásicas que aparece en la

expresión semiclásica de la amplitud de dispersión (E.132) a únicamente la trayectoria directa y las dos

familias de trayectorias de orbiting. Nuestro objetivo a partir de ahora será evaluar su contribución a la

componente oscilatoria de la sección eficaz total.

Particularizando la expresión (E.132) al caso de una colisión en dos dimensiones, utilizando coorde-

nadas cartesianas
�
x � y; px � py � y dado que hemos considerado k̂1

� k̂2
� x̂, obtenemos para la amplitud de

dispersión oscilatoria la expresión:

f 2d
osc

�
k̂1 � k̂2

� k̂1 � � �
h̄k∑

r

���� 1

���
∂py

�
t2 �

∂y
�
t1 � ���

e � � i
h̄ � t2

t1

�
xṗx � yṗy � dt � i π

2 n2 � r � � (E.136)

donde el ı́ndice n2 � r se obtiene a partir de la relación (E.125):

n2 � r
� Número de ceros

�
px

�
tII � ∂y

�
tII �

∂y
�
t1 �

� py
�
tII � ∂x

�
tII �

∂y
�
t1 � � �

Número de ceros

�
∂y

�
t f �

∂y
�
ti �

�

�
rIII

� r f
��

2mE

∂py
�
t f �

∂y
�
ti � � � (E.137)

La contribución a la parte oscilatoria de la sección eficaz total de colisión se determina finalmente a partir

de la ecuación (E.133) correspondiente al Teorema Óptico en dos dimensiones.
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ε (meV ) σ (Å) m
�
u
�
m
�
a
� �

He 0.88 2.56 4.00
Ne 3.10 2.82 20.18
Ar 10.27 3.45 39.95
Xe 19.47 3.98 131.30

Cuadro E.1: Valores de los parámetros � εi � σi � correspondientes al potencial de interacción Lennard-Jones para
distintos átomos de gases nobles. Se indican también las masas atómicas.

Colisiones de dos átomos. Potencial esférico.

A fin de ilustrar los resultados del tratamiento semiclásico hemos considerado la colisión de dos áto-

mos, en particular gases nobles, con masas m1 y m2, coordenadas r1 y r2 medidas respecto de un sistema

de referencia inercial fijo en laboratorio y momentos p1 y p2. Supondremos que ambos interaccionan a

través de un potencial esférico V � V
� �

r1
� r2

� � tipo Lennard-Jones. Los parámetros ε y σ caracterı́sticos

de este potencial, correspondientes a la interacción binaria entre cualquier par de átomos con parámetros
�
ε1 � σ1 � y

�
ε2 � σ2 � respectivamente, los hemos obtenido aplicando las reglas de combinación de Lorentz-

Berthelot (3 � 26). Para las especies atómicas que vamos a considerar, los parámetros empleados son los

que se especifican en la Tabla (E.1).

Como ya sabemos, trabajando en el sistema de referencia con origen en el centro de masas (CM) del

sistema, el problema de la colisión entre los dos átomos se reduce a la dispersión de una partı́cula de

masa m, la masa reducida del sistema, por el potencial V � V
� �

r
� � , siendo r el vector de posición de dicha

partı́cula respecto del origen del sistema CM.

Consideremos pues las colisiones a baja energı́a E entre distintos pares de gases nobles. Vamos a

ocuparnos a continuación de obtener la contribución de las trayectorias directas y de las trayectorias de

orbiting a la parte oscilatoria de la sección eficaz total de colisión. Compararemos también el resultado

semiclásico con el obtenido a partir de un cálculo puramente cuántico como es la aplicación del Método

de Numerov [149] adaptado a dos dimensiones (Apéndice D).

Trayectorias directas.

Tal como se muestra en la Figura (E.12), para cada energı́a E de colisión hay dos trayectorias

directas, una de ellas tiene coordenada y inicial y1
� bg

� 0 y la otra y1
�

� bg � 0.

Ambas trayectorias son equivalentes, dando la misma contribución a la amplitud de dispersión

(E.136) y por tanto también a la parte oscilatoria de la sección eficaz total de colisión (E.133).

En las Figuras (E.13) y (E.14) mostramos, para la colisión entre distintos pares de gases nobles,

la contribución de estas trayectorias directas a la componente oscilatoria de la sección eficaz to-
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Figura E.12: Trayectorias directas.

tal (trazo discontinuo), comparándola con la parte oscilatoria que se obtiene a partir del cálculo

puramente cuántico (trazo continuo).

Además de comprobar, tal como ya se hizo en las colisiones entre el fullereno C60 y distintas

especies atómicas con potencial esférico, como a medida que los átomos que colisionan son más

pesados y más profundo es el pozo del potencial de interacción, es mayor el número de oscilaciones

gloria que muestra la sección eficaz total, todo ello debido a que dicho pozo soporta más estados

ligados, observamos claramente como la contribución debida únicamente a las trayectorias directas

ya es capaz de reproducir la oscilación principal que presenta la sección eficaz total de colisión.

Aparecen, sin embargo, en las secciones eficaces cuánticas pequeñas oscilaciones superpuestas a

esta oscilación principal, que no se obtienen al considerar sólo las trayectorias directas. Tal y como

veremos a continuación, a estas pequeñas oscilaciones contribuyen las trayectorias de orbiting.

Trayectorias de orbiting.

Ya hemos visto que estas trayectorias se encuentran en una región extremadamente estrecha, b �

� b0
� ε � b0

� ε � �
ε � 0 � , de parámetros de impacto [Figura (E.9)]. Esto hace que la localización de

las distintas trayectorias
�
n � 1 � 2 � ����� � ∞ � que componen las dos familias asociadas a dicha región

(ramas I y D), para sumar posteriormente su contribución a la amplitud de dispersión oscilatoria

(E.136) sea inviable desde el punto de vista numérico. Debemos tener en cuenta que encontrar las

sucesivas trayectorias correspondientes a valores crecientes de n requiere un aumento progresivo



200
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Figura E.13: Componente oscilatoria de la sección eficaz total en la colisión entre distintos pares de átomos de
gases nobles que interaccionan a través de un potencial esférico tipo Lennard-Jones en 2 dimensiones. En trazo
continuo se representa el resultado obtenido al aplicar un tratamiento puramente cuántico (método Numerov). El
resultado semiclásico obtenido al considerar únicamente las trayectorias directas [Figura (E.12)] se indica en trazo
discontinuo.

del número de dı́gitos de precisión en las variables dinámicas a lo largo de la propagación temporal.

Para solventar este problema y poder evaluar la contribución debida a todas las trayectorias de

orbiting a la parte oscilatoria de la sección eficaz total, hemos desarrollado un método alternativo

que permite expresar la contribución de estas trayectorias a la parte oscilatoria de la amplitud de

dispersión como una serie geométrica en el número de vueltas n
�
n � 1 � ��� � ∞ � que realizan cada una

de ellas, y que según hemos visto, va configurando las dos familias. Veamos pues los fundamentos

de dicho método.

Comenzamos considerando el problema de una partı́cula de masa m que se mueve en un plano

bajo la influencia de un potencial esférico V � V
� �

r
� � , siendo r el vector posición de la partı́cula

referido al centro de masas del sistema. Utilizando coordenadas polares
�
r� θ � , el lagrangiano del

sistema se expresa de la forma:

L � 1
2

m
�
ṙ2 �

r2θ̇2 � � V
�
r � � (E.138)
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Figura E.14: Idem Figura (E.13).

siendo los momentos canónicos asociados a dichas variables:

pr
� ∂L

∂ṙ
� mṙ

pθ
� ∂L

∂θ̇
� mr2θ̇ � L

�
(E.139)

Dado que la variable angular θ es una coordenada cı́clica, su momento asociado pθ es una constante

del movimiento, que coincide con el momento angular L del sistema. Por otro lado, al tratarse de

un problema de fuerzas conservativas, la energı́a total del sistema E es también constante del

movimiento, verificándose con ello que:

E � 1
2

mṙ2 �
Ve f

�
r� L � � (E.140)

donde

Ve f
�
r� L � � L2

2mr2
�

V
�
r � (E.141)

es el potencial de interacción efectivo [Figura (E.10)].

A partir de las ecuaciones de conservación (E.139) y (E.140), la variación temporal de las variables
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radial y angular puede expresarse en términos de las constantes de movimiento E y L, de la forma:

ṙ � dr
dt

�
�

2
m �E � Ve f

�
r� L ��� (E.142)

θ̇ � dθ
dt

� L
mr2

�
(E.143)

Volvamos ahora al fenómeno del orbiting. Considerar parámetros de impacto b incluidos en la

región donde éste tiene lugar, equivale a considerar el problema de una partı́cula con energı́a E y

momento angular L comprendido en una franja muy estrecha de valores L � � L0
� ε

� � L0
� ε

� � �
ε

�

� 0 �
en torno al momento angular L � L0, para el cual se cumple que el valor del potencial de interacción

efectivo en la posición r � r0 del máximo de la barrera centrı́fuga coincide con la energı́a de colisión

[Figura (E.10)]. Esto es,

E � Ve f
�
r0 � L0 � ; 
 ∂Ve f

∂r

�
�
r0 � L0 �

� 0 ; 
 ∂2Ve f

∂r2

�
�
r0 � L0 �

� 0
�

(E.144)

Sea pues una partı́cula de energı́a E y momento angular L � L0. Vamos a expresar la integral de

acción asociada a la fase y el término de amplitud que aparecen en la forma semiclásica de la

amplitud de dispersión oscilatoria (E.136) en términos de las constantes de movimiento E , pθ
� L

y del número de vueltas n que, en torno al centro de colisión, realizan las trayectorias asociadas a

dichos parámetros.

Comenzamos con la integral de acción. Utilizando las coordenadas polares y sus ecuaciones de

movimiento de Lagrange (E.139), ésta puede expresarse de la forma:

F � 
 ∞

0
q � ṗdt � 
 ∞

0

�
r ṗr

� pθθ̇ � dt �
� 2 
 ∞

rt

r 
 ∂Ve f

∂r

�
dt
dr

dr � L � θ �
t∞ � � θ

�
t0 ��� � (E.145)

donde rt es la distancia de mayor acercamiento de la partı́cula al centro del potencial. Teniendo

en cuenta la ecuación (E.142) y dado que para una trayectoria de orbiting que completa n vueltas

alrededor del centro de colisión, el ángulo total recorrido es:

θorb
� � θ �

t∞ � � θ
�
t0 ��� � �

2n
�

1 � π � (E.146)

obtenemos finalmente:

F �
� 2 
 ∞

rt

r 
 ∂Ve f

∂r

�
m�

2m � E � Ve f
�
r� L ��� dr � L

�
2n

�
1 � π � (E.147)

Pasemos ahora al término de amplitud en la ecuación (E.136). Empleando de nuevo coordenadas

polares y teniendo en cuenta que el momento angular L se relaciona con el parámetro de impacto
�
b � y � rsenθ � de la forma L � py, donde p � �

2mE , obtenemos:

A � ∂py
�
t2 �

∂y1

� p2 cos θorb
∂θorb

∂L
�

� p2 ∂θorb

∂L
�

(E.148)



E.4 Cálculo de la sección eficaz total oscilatoria. 203

Para evaluar la derivada que aparece en esta última ecuación conviene expresar el ángulo total

recorrido θorb también en función de las constantes de movimiento E y L. A partir de las expre-

siones (E.142) y (E.143) se obtiene:

θorb
� 2L 
 ∞

rt

1
r2

1�
2m �E � Ve f

�
r� L ��� dr

�
(E.149)

Tras resolver esta última integral radial y derivar el resultado respecto del momento angular L

(Apéndice G) obtenemos, según la trayectoria pertenezca a la rama D ó I, las siguientes expre-

siones para el término de amplitud:

� Rama I:

AI
�

� p2 ∂θI
orb

∂LI

�
�

2E

r2
0

Ω2
0

ω3
0

e
ω0

2Ω0

�
2n � 1 � π � (E.150)

� Rama D:

AD
�

� p2 ∂θD
orb

∂LD

� E

r2
0

Ω2
0

ω3
0

e
ω0
Ω0

�
2n � 1 � π � (E.151)

donde

Ω0
� L0

mr2
0

y ω0
�

���� 1
m �����


 ∂2Ve f

∂r2

�
�
r0 � L0 � �����

�
(E.152)

Una vez se ha conseguido expresar tanto la integral de acción (E.147) como los términos de am-

plitud (E.150) y (E.151) en función de las constantes de movimiento E , L y del número de vueltas

n asociado a cada una de las trayectorias, los sustituimos en la forma semiclásica de la amplitud

de dispersión oscilatoria (E.136). La suma sobre trayectorias clásicas que aparece en esta última

expresión se convierte en este caso en una serie geométrica sobre el número de vueltas n de las

trayectorias. Tras sumar los términos de dicha serie obtenemos expresiones analı́ticas para la con-

tribución de las trayectorias de orbiting a la parte oscilatoria de la sección eficaz total de colisión.

Para cada una de las dos ramas que intervienen, hemos obtenido:

� Rama I:

Todas las trayectorias que componen esta familia tienen un sólo punto de retroceso clásico. Se

cumple por tanto para todas ellas que n2 � r
�
I � � 1

� �
r � n � 1 � ��� � ∞ � . Utilizando las ecuaciones

(E.136), (E.147) y (E.150) se obtiene que la parte oscilatoria de la amplitud de dispersión

asociada a las trayectorias de orbiting pertenecientes a la rama I viene dada por:
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f I
osc

�
k̂ � k̂ � � r0

Ω0

h̄kω3
0

2E
e � πω0

4Ω0

�
ei � 1h̄ �

2SI
r � πL0 � � π

2 �
e

πω0
2Ω0 e � i

h̄ 2πL0 � 1
� � (E.153)

� Rama D:

Las trayectorias de esta familia dan vueltas en torno al centro del potencial con un radio

r � r0, sin tener ningún punto de retroceso clásico. Para todas ellas se cumple por tanto,

n2 � r
�
D � � 0

� �
r � n � 1 � ��� � ∞ � . En este caso, a partir de las expresiones (E.136), (E.147) y

(E.151) obtenemos:

f D
osc

�
k̂ � k̂ � � r0

Ω0

h̄kω3
0

E
e � πω0

2Ω0

�
e

i
h̄

�
2SD

r � πL0 �
e

πω0
Ω0 e � i

h̄ 2πL0 � 1
� � (E.154)

En ambos casos hemos utilizado las variables SI
r y SD

r para denotar las siguientes integrales radiales:

SI
r

� 
 ∞

ri

r 
 ∂Ve f

∂r

�
L0

m�
2m � E � Ve f

�
r� L0 ��� dr (E.155)

y

SD
r

� 
 ∞

r0

r 
 ∂Ve f

∂r

�
L0

m�
2m �E � Ve f

�
r� L0 ��� dr� (E.156)

siendo los extremos de integración ri y r0 los indicados en la Figura (E.10).

Una vez obtenida la parte oscilatoria de la amplitud de dispersión correspondiente a las ramas I y

D, la contribución de toda la región de orbiting a dicha magnitud viene dada por:

f orb
osc

�
k̂ � k̂ � � 2

�
f I
osc

�
k̂ � k̂ � �

f D
osc

�
k̂ � k̂ � � � (E.157)

Con el factor 2 se incluyen las trayectorias con coordenadas y iniciales positivas
�
y1

� b
� 0 � y

negativas
�
y1

�
� b � 0 � , las cuales, al ser equivalentes, dan la misma contribución a la amplitud de

dispersión.

Finalmente, la contribución de las trayectorias de orbiting a la componente oscilatoria de la sección

eficaz total de colisión se obtiene de forma inmediata a partir de las expresiones (E.133) y (E.157).

En las Figuras (E.15) y (E.16) mostramos, para las colisiones entre distintos pares de átomos de

gases nobles, como se modifica la oscilación que las trayectorias directas producen en la sección

eficaz total [Figuras (E.13) y (E.14)] cuando se incluye la contribución debida a las trayectorias de

orbiting.

Observamos como dicha contribución da lugar a una oscilación de amplitud sensiblemente menor

y frecuencia superior a la oscilación de gloria principal, añadiendo únicamente una pequeña on-

dulación sobre ésta. Hemos obtenido ası́ las resonancias angulares originadas por las infinitas
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trayectorias inestables de orbiting, que según adelantaban Berry y Mount [168] aportan toda la

contribución relacionada con dicho fenómeno a la sección eficaz total de colisión en el lı́mite

semiclásico.
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Figura E.15: Componente oscilatoria de la sección eficaz total en la colisión entre distintos pares de átomos
de gases nobles que interaccionan a través de un potencial esférico tipo Lennard-Jones en 2 dimensiones. En tra-
zo continuo se representa el resultado obtenido al aplicar un tratamiento puramente cuántico (método Numerov),
mientras que en trazo discontinuo se representa la componente oscilatoria de la sección eficaz total obtenida semi-
clásicamente como suma de contribuciones debidas a las trayectorias directas y a las trayectorias de orbiting.

Las posiciones y anchuras de estas resonancias de orbiting vendrı́an dadas en nuestro modelo

por los ceros del denominador en las amplitudes de dispersión oscilatorias (E.153) y (E.154)

(obtenidos considerando valores complejos de la energı́a). La parte real de dichos ceros deter-

minarı́a las posiciones de las distintas resonancias, mientras que la imaginaria estarı́a asociada a la

anchura de cada una de ellas.

Si comparamos la oscilación obtenida semiclásicamente a partir de las trayectorias directas y de

orbiting con la obtenida mediante el cálculo puramente cuántico, vemos que la mayor discrepancia

entre ellas no se produce en la oscilación de gloria principal, la cual, como ya hemos visto, repro-

ducen correctamente las trayectorias directas, sino más bien en la ”estructura” de dicha oscilación,

en la cual según acabamos de ver intervienen las trayectorias de orbiting. Podemos observar tam-
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Figura E.16: Idem Figura (E.15).

bién como esta diferencia se hace más evidente a medida que disminuye la energı́a de la colisión

y/o los átomos que intervienen en ella son menos pesados y, por tanto, más se aleja la dinámica

del proceso de la descrita mediante un formalismo clásico.

En ambas situaciones, la disminución del número de ondas parciales que intervienen en el proceso

de colisión es responsable de que las resonancias debidas a efectos de tunneling, que recordemos

no contribuyen a la sección eficaz total en el lı́mite semiclásico y por lo tanto no están incluidas en

nuestro tratamiento basado en trayectorias clásicas, sean cada vez más evidentes. Efectivamente,

si observamos en detalle las Figuras (E.15) y (E.16), comprobamos como las diferencias más

significativas entre las secciones eficaces totales cuántica y semiclásica se produce precisamente en

aquellas energı́as de colisión para las cuales la sección eficaz total cuántica muestra una resonancia

de tunneling (se distinguen de las resonancias angulares porque son menos suaves). Esto es, en

aquellas energı́as de colisión que coinciden con la energı́a de un estado cuasiligado en el interior

del pozo del potencial de interacción efectivo.

En el caso de la colisión Xe
�

Xe la contribución de estas resonancias de tunneling es aún muy poco

importante, si la comparamos con la debida a las resonancias angulares de orbiting (sistema más

clásico), de ahı́ el excelente acuerdo encontrado entre los resultados cuántico y semiclásico. En la
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colisión Ar
�

Ar el efecto de las resonancias de tunneling sobre la sección eficaz total comienza a

ser significativo en el rango de más baja energı́a, mientras que en las colisiones Ne
�

Ne y He
�

Xe

el carácter más cuántico de los procesos hace que las contribuciones debidas a estas dos clases de

resonancias sean de orden similar, lo que explicarı́a el mayor desajuste obtenido entre las secciones

eficaces cuánticas y semiclásicas.

E.4.2. Colisiones con potencial esférico: tres dimensiones.

Sean r � r
�
t � � �

x � y � z � y p � p
�
t � � �

px � py � pz � los vectores de posición y momento lineal correspon-

dientes a una partı́cula de masa m y energı́a E que se mueve bajo la acción de un potencial V � V
� �

r
� � .

Al tratarse de un problema de fuerzas centrales el movimiento de la partı́cula queda confinado en el

plano cuya normal es paralela al vector momento angular L � r � p, que es una constante del movimiento.

Este hecho permite reducir el estudio de la dinámica del frente de trayectorias en tres dimensiones al caso

que acabamos de estudiar de dos dimensiones.

Ası́ pues, hemos tomado como condiciones iniciales (t � t1) para cada una de las trayectorias i que

componen el frente a propagar, distintos parámetros de impacto bi
� �

x2
i

�
t1 � �

y2
i

�
t1 � , desde una distancia

zi
� z1

�
� ∞ � � �

i � , todo ello siempre sobre un plano π (arbitrario debido a la simetrı́a esférica del problema)

que pasa por el origen del sistema de referencia y el cual seleccionamos tomando el ángulo ϕ i
� ϕ1

�
Arctg � yi

�
t1 � � xi

�
t1 ��� � cte. La dirección de incidencia para las trayectorias la hemos fijado paralela al eje

z, en sentido negativo, de forma que todas ellas tienen momento inicial p1
� p

�
t1 � � �

2mE k̂inc, siendo

k̂inc
�

� ẑ [Figura (E.17)].

Dado que la evolución temporal de las distintas trayectorias sobre el plano π coincide con la obtenida

para las colisiones con potencial esférico en dos dimensiones [Figuras (E.8) y (E.9)], en el caso que

nos ocupa de colisiones en tres dimensiones también se cumple que las únicas trayectorias clásicas que

contribuyen a la componente oscilatoria de la sección eficaz total de colisión son las trayectorias directas

y las trayectorias de orbiting. Sin embargo, si bien en las colisiones de dos dimensiones el proceso

transcurre en un único plano, en el cual cada parámetro de impacto bi determina la existencia de dos

trayectorias aisladas equivalentes, en las colisiones de tres dimensiones con potencial de interacción

esférico, debido a la simetrı́a de revolución existente en torno al eje z, cualquiera de los planos π que

seleccionemos para trabajar no es un plano aislado, sino que forma parte de una distribución continua

de planos π j
� � ϕ j � � 0 � 2π � � que se intersectan en el eje z. Debido a ello, asociado a cada parámetro

de impacto bi existe ahora una degeneración continua de trayectorias que se repiten en todos los planos

π j, formándose ası́ una distribución continua de trayectorias con simetrı́a de revolución en torno a la

dirección del eje z.

Debido a esta degeneración continua de trayectorias en el parámetro de impacto, no podemos aplicar

directamente la expresión semiclásica de la amplitud de dispersión correspondiente a tres dimensiones
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CÁLCULO DE LA PARTE OSCILATORIA DE LA SECCIÓN EFICAZ DE COLISIÓN A
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Figura E.17: Esquema del frente de trayectorias clásicas (3 dimensiones) que se propaga temporalmente para
localizar aquellas que contribuyen en el formalismo semiclásico.

(E.132) para obtener la contribución de las trayectorias directas y de orbiting a la sección eficaz total

de colisión, pues ésta se ha obtenido asumiendo una distribución discreta de trayectorias aisladas. Si lo

hacemos comprobamos como, efectivamente, el término de amplitud asociado a dicha expresión,

�
k̂t

1 � Ū3 � r � k̂2
� � 1

2 � ����
∂px

�
t2 �

∂x1

∂py
�
t2 �

∂y1

�

∂px
�
t2 �

∂y1

∂py
�
t2 �

∂x1 ����
� 1

2

� (E.158)

diverge para todas las trayectorias, tanto directas como de orbiting, que se localicen en cualquiera de

los planos π j. Para llegar a obtener la contribución de estas trayectorias a la componente oscilatoria de

la sección eficaz total vamos a aprovechar de nuevo el hecho de que el movimiento para las colisiones

en tres dimensiones con potencial esférico tiene lugar sobre un plano, donde como acabamos de ver en

el apartado anterior, las trayectorias permanecen aisladas, siendo por ello posible aplicar el tratamiento

semiclásico desarrollado.

Consideremos pues uno cualquiera de los planos π j, veamos como obtener la contribución de las

trayectorias directas y de orbiting a la sección eficaz total, evitando la divergencia a la que nos conduce

la aplicación directa del tratamiento semiclásico en tres dimensiones.

En el estudio realizado de las colisiones en dos dimensiones con potencial esférico vimos como la

posición gloria
�
b � bg � Θ � 0 � determina la frontera entre dos regiones de parámetros de impacto clara-

mente diferenciadas, en las cuales el potencial de interacción pasa de tener carácter repulsivo
�
Región R ; bR �
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Figura E.18: Función de deflexión clásica frente al parámetro de impacto en las proximidades de la posición
gloria. En trazo discontinuo se señala la posición del parámetro de impacto b � bg, para el cual se verifica la
condición gloria. A la izquierda de este valor se define la Región R (θ � 0) de parámetros de impacto, mientras que
a la derecha se encuentra la Región A (θ � 0).

bg ; ΘR
� � θR

� 0 � a ser atractivo
�
Región A ; bA

� bg ; ΘA
�

� θA � 0 � [Figura (E.18)].

De este modo es posible encontrar dos trayectorias
�
b � bR � b � bA � en el entorno más próximo de la

posición gloria, una situada en cada una de estas regiones, que tras la colisión salen con el mismo ángulo

de dispersión
�
θR

� θA
� θ � , aunque con funciones de deflexión clásica opuestas

�
ΘR

�
� ΘA � [Figura

(E.19)].

En particular, si consideramos dos trayectorias infinitamente próximas a la trayectoria directa
�
b �

bg � , de forma que se cumpla que
�
bR

� bg � � 0 � �
ΘR � 0 � � y

�
bA

� bg � � 0 �
�
ΘA � 0 � � , podemos con-

siderar la contribución gloria a la amplitud de dispersión oscilatoria como el resultado del solapamiento

de las dos regiones que ésta delimita. Esto es:

f g
osc

� f R
osc

�
f A
osc
�

(E.159)

A partir de la forma semiclásica de la amplitud de dispersión oscilatoria (E.132), aplicada a colisiones

en tres dimensiones, obtenemos entonces:

f g
osc

�
k̂1 � k̂2

� k̂1 � � �
h̄k � ∑

j �
�
A � R �

1

��
k̂t

1 � Ū3 � j � k̂2 ��
e � � i

h̄ � jq � ṗdt � i π
2 n3 � j � � (E.160)

Fijando las direcciones de incidencia y dispersión k̂1
� k̂2

�
� ẑ y tras utilizar coordenadas polares

�
r� θ �
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Figura E.19: Trayectorias pertenecientes a las regiones A y R [Figura (E.18)]. Se observa como, efectivamente,
ambas trayectorias salen dispersadas con el mismo ángulo de dispersión θ � θA � θR.

sobre cualquiera de los planos π j , reescribimos dicha expresión de la forma:

f g
osc

�
k̂1 � k̂1 � � �

h̄k � ∑
j �

�
A � R �

���� 1

���
p2

b j
sin θ j

∂θ j

∂b j ���
e � � i

h̄ � j

�
r ṗr � pθθ̇ � dt � i π

2 n3 � j � � (E.161)

Dado que estamos asumiendo parámetros de impacto b � �
bA

�
�

�
bR

�
y considerando además que el ángulo

final de dispersión (θ � θA
� θR) coincide para ambas clases de trayectorias

�
A � R � , tanto el término de

amplitud,

β � p2

b
sinθ

∂θ
∂b

� (E.162)

como la componente radial de la integral de fase,

Fr
� 
 ∞

0
r ṗrdt �

� 2 
 ∞

rt

r 
 ∂Ve f

∂r

�
m�

2m �E � Ve f
�
r� L ��� dr� (E.163)

son comunes a los dos términos del sumatorio de la ecuación (E.161), lo que nos permite expresar

f g
osc

�
k̂1 � k̂1 � de la forma:

f g
osc

�
k̂1 � k̂1 � � h̄k� �

β
� e � i

h̄ Fr ∑
j �

�
A � R �

e � ih̄ � j pθdθ � i π
2 n3 � j � � (E.164)

En el caso que ahora consideramos de colisiones en tres dimensiones con potencial de inte-

racción esférico, el número de puntos conjugados n3 � j asociado a cualquiera de las trayectorias clásicas

que confluyen hacia la posición gloria viene dado por la suma de los puntos de retroceso clásicos y el

número de veces que, a lo largo de su evolución temporal, dichas trayectorias intersectan el eje z, ya
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que éste, debido a la simetrı́a del problema, se comporta como una caústica. Tal como se aprecia en la

Figura (E.19), las trayectorias pertenecientes a la Región A, una vez han conseguido escapar del alcance

del potencial de interacción y se alejan definitivamente de él, cortan dicho eje, lo que no ocurre con las

trayectorias incluidas en la Región R. Si denotamos entonces por n3d el número de puntos conjugados

(puntos de retroceso clásico + cortes del eje z) situados en el interior del dominio de acción del potencial

de interacción, el número total de puntos conjugados asociado a las trayectorias de la Región A viene

dado por:

n3d � A
� n3d

�
1 � (E.165)

mientras que si las trayectorias pertenecen a la Región R tendremos:

n3d � R
� n3d

�
(E.166)

A partir de ello, considerando además que el ángulo total recorrido por las trayectorias incluidas en

la Región A es ∆θA
� �

π � θ � y ∆θR
� �

π � θ � en el caso de las pertenecientes a la Región R, obtenemos

que la contribución gloria a la amplitud de dispersión oscilatoria viene dada por:

f g
osc

�
k̂1 � k̂1 � � h̄k� �

β
� e � i

h̄ Fr e
i
h̄ pg

θπ � e � i
h̄ pg

θθ �
ei

�
1
h̄ pg

θθ � π
2 � � e � i π

2 n3d � (E.167)

donde pg
θ

� �
pθ

� � cte es el momento angular asociado al parámetro de impacto b � bg.

En una situación más general, en la que las dos trayectorias que convergen hacia la posición gloria

completan n vueltas alrededor del centro de colisión antes de salir dispersadas en la dirección que de-

termina el ángulo θ, siendo por tanto el ángulo total recorrido en ambos casos ∆θA
� � �

2n
�

1 � π � θ � y

∆θR
� � �

2n
�

1 � π � θ � respectivamente, la expresión (E.167) toma la forma:

f g
osc

�
k̂1 � k̂1 � � h̄k� �

βn
� e � i

h̄ Fr e
i
h̄ pg

θ
�
2n � 1 � π � e � i

h̄ pg
θθ �

ei
�

1
h̄ pg

θθ � π
2 � � e � i π

2 n3d � n � (E.168)

Veamos a continuación como obtener, a partir de esta ecuación, la contribución de las trayectorias

directas y de orbiting a la amplitud de dispersión oscilatoria en las colisiones de tres dimensiones con

potencial de interacción esférico.

Trayectorias de orbiting: Rama I

Consideremos una trayectoria perteneciente a la Rama I que completa n vueltas alrededor del cen-

tro del potencial. Teniendo en cuenta el punto de retroceso clásico interno que presentan este tipo

de trayectorias [Figura (E.11)] y que en cada una de las vueltas que realiza corta dos veces el eje

de simetrı́a z, el número de puntos conjugados contenidos en la región de alcance del potencial de

interacción asociados a dicha trayectoria viene dado por; n3d � n
�
I � � �

2n
�

1 � . Por lo tanto, tomando
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como referencia la ecuación (E.168) y dado que para estas trayectorias Fr
�

� 2SI
r (E.155), expre-

samos la contribución de toda la Rama I
�
n � 1 � ∞ � a la amplitud de dispersión oscilatoria en tres

dimensiones de la forma:

f I
3d

�
k̂1 � k̂1 � � �

h̄k � e
i
h̄ 2SI

r � e � i
h̄ pI

θθI �
ei

�
1
h̄ pI

θθI � π
2 � � ∞

∑
n � 1

1� �
βI

n
� e i

h̄

�
2n � 1 � pI

θπe � i
�
nπ �

π
2 � � (E.169)

o lo que es lo mismo:

f I
3d

�
k̂1 � k̂1 � � �

2h̄k � e � i 3π
4 e

i
h̄

�
2SI

r � πpI
θ � cos � 1

h̄
pI

θθI
�

π
4 � ∞

∑
n � 1

e
iπ

�
2pI

θ
h̄ � 1 � n

� �
βI

n
� � (E.170)

donde hemos denotado pg
θ

� pI
θ, y:

βI
n

� p2

bI
n

sin θI ∂θI

∂bI
n

�
(E.171)

Sustituyendo el momento pI
θ que aparece en el argumento del coseno por la aproximación semi-

clásica pI
θ � h̄

�
� I

� 1
2 � , siendo � I el número cuántico de momento angular, e introduciendo a partir

de ello los polinomios de Legendre a través de su forma asintótica,

P�
�
cosθ � � � 2

π � sinθ �
1
2

cos � 
 � � 1
2

�
θ �

π
4 � �

� sinθ � � 1 � (E.172)

obtenemos, tras utilizar la expresión (E.171) para la variable βI
n, además de las relaciones LI �

h̄ � I � pb0
� L0 y P� I

�
cos θI � � P� I

�
1 � � 1, que f I

3d

�
k̂1 � k̂1 � viene dada por:

f I
3d

�
k̂1 � k̂1 � � �

2πh̄kb0e � i 3π
4 e

i
h̄

�
2SI

r � πpI
θ � ∞

∑
n � 1

���� 1

���
p2 ∂θI

orb
∂LI ���

e
iπ

�
2pI

θ
h̄ � 1 � n �

(E.173)

Considerando a continuación el término de amplitud (E.150) obtenido para las trayectorias de la

Rama I en las colisiones con potencial esférico en dos dimensiones, obtenemos, tras sumar los

términos de la serie geométrica en n, que la contribución de toda la Rama I a la amplitud de

dispersión en las colisiones con potencial esférico en tres dimensiones es:

f I
3d

�
k̂1 � k̂1 � � kb0 
 r0

Ω0

�
πh̄

ω3
0

E
e � πω0

4Ω0

�
ei � 1h̄ �

2SI
r � L0π � � 3π

4 �
e

πω0
2Ω0 e � i � 2L0

h̄ � 1 � π
� 1

� � (E.174)

siendo todas las variables que intervienen en dicha expresión las ya definidas en el estudio de las

colisiones en dos dimensiones con potencial esférico.
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Trayectorias de orbiting: Rama D

Tal como se muestra en la Figura (E.11), las trayectorias de esta familia no presentan punto de

retroceso clásico interno. De este modo, para una trayectoria que realiza n vueltas se cumple que

n3d � n
�
D � � 2n, mientras que para todas ellas Fr

�
� 2SD

r (E.156). A partir de la ecuación (E.168) se

obtiene entonces que la contribución de la Rama D
�
n � 1 � ∞ � a la amplitud de dispersión viene

dada por:

f D
3d

�
k̂1 � k̂1 � � �

h̄k � e
i
h̄ 2SD

r � e � i
h̄ pD

θ θD �
ei

�
1
h̄ pD

θ θD � π
2 � � ∞

∑
n � 1

1� �
βD

n

� e i
h̄

�
2n � 1 � pD

θ πe � inπ � (E.175)

expresión que reescribimos de la forma:

f D
3d

�
k̂1 � k̂1 � � �

2h̄k � e � i π
4 e

i
h̄

�
2SD

r � πpD
θ � cos � 1

h̄
pD

θ θD
n

�

π
4 � ∞

∑
n � 1

e
iπ

�
2pD

θ
h̄ � 1 � n

� �
βD

n
� � (E.176)

donde hemos denotado pg
θ

� pD
θ .

Aplicando el procedimiento que acabamos de utilizar en el caso de las trayectorias de la Rama I

para introducir los polinomios de Legendre en su forma asintótica, obtenemos:

f D
3d

�
k̂1 � k̂1 � � �

2πh̄kb0e � i π
4 e

i
h̄

�
2SD

r � πpD
θ � ∞

∑
n � 1

���� 1

���
p2 ∂θD

orb
∂LD ���

e
iπ

�
2pD

θ
h̄ � 1 � n �

(E.177)

Finalmente, utilizando el término de amplitud (E.151) correspondiente a las trayectorias de la Ra-

ma D en las colisiones con potencial esférico en dos dimensiones, obtenemos que la contribución

de dicha rama a la amplitud de dispersión en las colisiones con potencial esférico en tres dimen-

siones, viene dada por:

f D
3d

�
k̂1 � k̂1 � � kb0 
 r0

Ω0

�
2πh̄

ω3
0

E
e � πω0

2Ω0

�
ei � 1h̄ �

2SD
r � L0π � � π

4 �
e

πω0
Ω0 e � i � 2L0

h̄ � 1 � π
� 1

� � (E.178)

Al igual que en el caso anterior, todas las variables que intervienen en esta expresión son las ya

definidas para las colisiones en dos dimensiones.

Trayectorias directas.

Teniendo en cuenta que este tipo de trayectorias presentan caracterı́sticas similares a las pertenecientes

a la Rama I [Figuras (E.11) y (E.12)], podemos obtener su contribución a la amplitud de disper-

sión considerando el caso particular n � 0 en el estudio que acabamos de realizar para dicha rama.
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Ası́ pues, a partir de la ecuación (E.173), si denotamos por bdir � bg el parámetro de impacto

correspondiente a estas trayectorias, obtenemos:

f dir
3d

�
k̂1 � k̂1 � � kbdir

���� 2πh̄

���
p2 ∂θdir

∂Ldir ���
e � i 3π

4 e
i
h̄

�
2Sdir

r � πpdir
θ � � (E.179)

En este caso, tanto el término de amplitud,

����
p2 ∂θdir

∂Ldir ����
� ����

∂py
�
t2 �

∂y1 ���� 2d
� (E.180)

como el de fase,
�
2Sdir

r
� πpdir

θ � �
� 


2d
q � ṗdt � (E.181)

donde 2d indica que la integral se realiza sobre uno cualquiera de los planos π j , coinciden con los

obtenidos al propagar temporalmente las trayectorias directas en el plano. Con todo ello, expre-

samos finalmente la contribución de las trayectorias directas a la amplitud de dispersión oscilatoria

para las colisiones en tres dimensiones de la forma:

f dir
3d

�
k̂1 � k̂1 � � kbdir

���� 2πh̄

���
∂py

�
t2 �

∂y1 ��� 2d

e � i 3π
4 e � i

h̄ � 2dq � ṗdt � (E.182)

Una vez concluido el análisis de las contribuciones debidas a las trayectorias directas y de orbiting

a la amplitud de dispersión, expresamos la parte oscilatoria de dicha magnitud para colisiones en tres

dimensiones de la forma:

f 3d
osc

�
k̂1 � k̂1 � � f dir

3d
�
k̂1 � k̂1 � �

f I
3d

�
k̂1 � k̂1 � �

f D
3d

�
k̂1 � k̂1 � � (E.183)

mientras que la componente oscilatoria de la sección eficaz total de colisión se obtiene de manera inme-

diata aplicando el Teorema Óptico para tres dimensiones:

σ3d
osc

� 
 4π
k

�
Im � f 3d

osc
�
k̂1 � k̂1 � � � (E.184)

En las Figuras (E.20) y (E.21) representamos la componente oscilatoria de la sección eficaz total

obtenida en las colisiones entre distintos pares de átomos de gases nobles (los mismos que ya hemos

empleado en el estudio de las colisiones en dos dimensiones) que interaccionan a través de un potencial

esférico tipo Lennard-Jones. Mostramos tanto el resultado semiclásico, obtenido a partir de la relación

(E.184), como el obtenido al aplicar un tratamiento puramente cuántico como es el método de Numerov

[149] (Apéndice C).

Si comparamos los resultados obtenidos en dos [Figuras (E.15) y (E.16)] y tres [Figuras (E.20) y

(E.21)] dimensiones, comprobamos como la forma de la oscilación que presenta la sección eficaz total
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Figura E.20: Componente oscilatoria de la sección eficaz total para las colisiones en 3 dimensiones entre varios
pares de átomos de gases nobles que interaccionan a través de un potencial esférico tipo Lennard-Jones. En trazo
continuo se representa el resultado cuántico obtenido al aplicar el método de Numerov, mientras que en trazo
discontinuo se indica el resultado semiclásico obtenido a partir de la relación (E.184).

en ambos casos prácticamente coincide. La diferencia más importante encontrada entre las componentes

oscilatorias de la sección eficaz total en las dos clases de colisiones es su orden de magnitud, el cual se

incrementa cuando se pasa de dos a tres dimensiones.

Al igual que ocurrı́a en el caso de dos dimensiones, las trayectorias directas son las que reproducen

la oscilación principal de la sección eficaz total de colisión, mientras que las trayectorias de orbiting

dan lugar a pequeñas resonancias angulares, responsables de la pequeña ondulación que presenta dicha

oscilación.

E.5. Colisiones con el fullereno C60.

Según mostramos en el Capı́tulo 4, un modelo de potencial de interacción esférico permite obtener

una buena estimación teórica del orden de magnitud global y del comportamiento de las secciones efi-

caces totales en las colisiones de baja energı́a entre el fullereno C60 y distintas especies atómicas de capa

cerrada, ası́ como en las colisiones entre dos fullerenos C60 neutros.
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Figura E.21: Idem Figura (E.20).

Si asumimos entonces que las colisiones de baja energı́a C60+átomo y C60
�

C60 están goberna-

das por un potencial de interacción esférico, podremos aplicar también a estos sistemas el formalismo

semiclásico que acabamos de presentar para obtener la componente oscilatoria de las secciones eficaces

totales en estos procesos [Figuras (4.3) y (4.4)]. De este modo, los resultados que acabamos de presentar

en apartados anteriores para las colisiones entre dos átomos de gases nobles que interaccionan a través

de un potencial esférico tipo Lennard-Jones, son igualmente válidos para las colisiones que tratamos en

el apartado 4.6 de esta Memoria.

Tomemos, por ejemplo, la colisión entre un fullereno C60 y un ion alcalino Na � con el potencial

de interacción esférico V
�
r � � Vt

�
r � (3.46). Si aplicamos a este sistema el tratamiento semiclásico que

acabamos de introducir, obtenemos como, efectivamente, tal y como se muestra en la Figura (E.22), la

expresión semiclásica de la sección eficaz total oscilatoria σ3d
osc(E.184) prácticamente coincide con la

componente σg(4.52) de la sección eficaz total obtenida en el Capı́tulo 4.

Al igual que ocurrı́a en las colisiones entre los distintos pares de gases nobles, el mayor desacuerdo

entre los resultados cuántico y semiclásico se produce en la pequeña ondulación (resonancias angulares

debidas a las trayectorias de orbiting + resonancias de tunneling) que presenta la oscilación gloria princi-

pal de la sección eficaz total. También en este caso dicho desajuste se hará más evidente a medida que la
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contribución de las resonancias debidas a la penetración por efecto túnel a través de la barrera centrı́fuga

del potencial de interacción efectivo, que como ya hemos dicho no es incluida en nuestro tratamiento

semiclásico, se haga más importante. Como sabemos, esto ocurre a medida que disminuye la velocidad

relativa y/o la masa reducida del par colisionante, y con ello el número de ondas parciales que aportan

una contribución significativa a la sección eficaz de colisión.

0 5 10 15 20 25 30
E (meV)

−2

−1

0

1

2

σ gx
10

−3
(Ao2

)

C60 + Na
+

Figura E.22: Componente oscilatoria de la sección eficaz total para la colisión C60 � Na
�

con el potencial de
interacción esférico V � r � � Vt � r � (3.46). En trazo continuo se representa el resultado cuántico σg (4.52), obtenido al
aplicar el método de Numerov, mientras que en trazo discontinuo se indica el resultado semiclásico σ3d

osc obtenido
a partir de la relación (E.184).

Antes de concluir nos gustarı́a comentar que el estudio realizado en este apéndice de la componente

oscilatoria de la sección eficaz total en procesos de colisión con un potencial de interacción esférico

constituye básicamente un problema académico. Según vimos en el Capı́tulo 4, esta componente de la

sección eficaz total es altamente sensible a la anisotropı́a de la interacción, por lo que, en principio, no

tendrı́a sentido el análisis de su comportamiento mediante un modelo que no considerase los términos

anisótropos de la interacción. El interés del formalismo semiclásico que acabamos de desarrollar radica,

por tanto, en su posible aplicación a procesos de colisión gobernados por un potencial de interacción no

esférico. Al fin y al cabo éste habı́a sido nuestro objetivo inicial: encontrar un tratamiento semiclásico que

nos permitiera obtener la componente oscilatoria de la sección eficaz total en las colisiones C60+átomo
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y C60
�

C60 (la componente suave dominante coincidirı́a, según hemos visto en el Capı́tulo 4, con la

obtenida con la aproximación de potencial de interacción esférico). De este modo evitarı́amos tener que

recurrir a un tratamiento cuántico que, tal y como comentamos también en el Capı́tulo 4, se encuentra

extremadamente limitado por el enorme tamaño de las bases angulares implı́citas en este tipo de sistemas.

En colisiones gobernadas por un potencial de interacción anisótropo ocurre, sin embargo, que la

dinámica del sistema cambia radicalmente con respecto a la que hemos venido describiendo hasta el

momento para un potencial de interacción de simetrı́a esférica. Si representamos, por ejemplo, el ángulo

de dispersión de las trayectorias después de la colisión frente a su parámetro de impacto, encontramos

que la región de orbiting, caracterizada en el caso esférico por una ası́ntota vertical muy estrecha [Figura

(E.9)], define ahora una región sensiblemente más ancha que muestra un comportamiento totalmente

errático a primera vista. Se trata de la denominada región de dispersión caótica o ’chattering’, en la

que una incertidumbre relativamente pequeña en una variable de entrada de la trayectoria puede hacer a

menudo imposible la determinación de las variables de salida [Figura (E.23)].

En lugar de las dos familias de trayectorias de orbiting, que constituı́an una jerarquı́a perfectamente

definida con el potencial esférico, tenemos ahora una sucesión infinita de trayectorias, extremadamente

complicadas de localizar, que completan distintas vueltas en torno al centro de colisión y presentan un

número variable de puntos de inflexión en la región próxima a la barrera de repulsión interna del potencial

de interacción [Figura (E.23)]. Se trata además de trayectorias que dan lugar a divergencias en la expre-

sión (E.75) que hemos estado empleando hasta ahora para la forma semiclásica de la función de Green

energética. Debido a todas estas dificultades, que complican bastante la generalización del tratamiento

semiclásico presentado a procesos en los que interviene un potencial de interacción no esférico, éste es

un problema que aún mantenemos abierto.



E.5 Colisiones con el fullereno C60. 219

X

Z

(φinc=0 , θinc=0.1807185rad)  

(φinc=0 , θinc=0.1807184rad)

Figura E.23: Representación gráfica de dos trayectorias clásicas correspondientes a la colisión C60 � Ar � E �
1meV � con el potencial de interacción anisótropo V � r � (3.21). En el margen inferior izquierdo indicamos las
condiciones iniciales de cada una ellas, mientras que en trazo discontinuo representamos un contorno aproximado
de la superficie de energı́a potencial.
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Apéndice F

Estabilidad lineal de las trayectorias
clásicas.

Sea un sistema de n grados de libertad, descrito en cualquier instante de tiempo t por el vector

de posición q � q
�
t � � �

q1
�
t � � � � � � qn

�
t � � y de momentos p � p

�
t � � �

p1
�
t � � � � � � pn

�
t � � . El hamiltoniano

asociado es:

H
�
q � p � � p2

2m
�

V
�
q � (F.1)

y las 2n ecuaciones de movimiento de Hamilton, no lineales en general, son:

q̇ � ∂H
∂p

; ṗ �
�

∂H
∂q
�

(F.2)

Supongamos ahora que hemos encontrado una de las trayectorias clásicas que traslada a dicho sis-

tema desde la posición inicial q0
� q

�
t0 � , con momento p0

� p
�
t0 � , hasta la posición final q � q

�
t;q0 � p0 � ,

con momento p � p
�
t;q0 � p0 � , y que estamos interesados en analizar su estabilidad respecto a pequeñas

perturbaciones, δq0 y δp0, en las posiciones y momentos iniciales
�
q0 � q0

� δq0 � p0 � p0
� δp0 � . Intro-

duciendo para las posiciones y momentos perturbados en el instante t, desarrollos de hasta primer orden

en δq0 y δp0, dados por:

q
� δq

�
t � � q

�
t;q0 � p0 � � δq0

∂q
∂q0

�
t;q0 � p0 � � δp0

∂q
∂p0

�
t;q0 � p0 �

p
� δp

�
t � � p

�
t;q0 � p0 � � δq0

∂p
∂q0

�
t;q0 � p0 � � δp0

∂p
∂p0

�
t;q0 � p0 � � (F.3)

se obtiene que la evolución temporal de una pequeña perturbación
�
δq0 � δp0 � , producida en el instante

inicial t � t0, puede expresarse en forma de la siguiente ecuación matricial:


 δq
�
t �

δp
�
t �
�

� Ā
�
t � t0 � � 
 δq0

δp0

�
� (F.4)
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donde Ā
�
t � t0 � es una matriz de dimensión

�
2n � 2n � , definida por:

Ā
�
t � t0 � �

�
�� ∂q

∂q0

... ∂q
∂p0

� � � � � �

∂p
∂q0

... ∂p
∂p0

�
�

� �
(F.5)

Por otro lado, sustituyendo las nuevas coordenadas iniciales, q0
� δq0 y p0

� δp0, en las ecuaciones

de movimiento de Hamilton (F.2) y desarrollando hasta segundo orden con respecto a las perturbaciones,

se obtiene un sistema de 2n ecuaciones diferenciales linealizadas para δq y δp, que en forma matricial

vienen dadas por:


 δq̇
�
t �

δṗ
�
t �
�

� Ω̄
�
t � � 
 δq

�
t �

δp
�
t �
�

� (F.6)

siendo Ω̄
�
t � la matriz

�
2n � 2n � definida por:

Ω̄
�
t � �

�
�� 0̄ �

n � n �
... 1

m Ī �
n � n �

� � � � � �

� V̄
� �

0

�
t � ... 0̄ �

n � n �

�
�

�
(F.7)

y V̄
� �

0

�
t � la matriz de dimensión

�
n � n � que contiene las segundas derivadas del potencial de interacción

V
�
q � , esto es: �

V
� �

0 � i j

�
t � � ∂2V

∂qi∂q j

�
q � q0

�
i � j � 1 � ����� � n � (F.8)

Sustituyendo la relación (F.4) en el último término de la ecuación (F.6) y teniendo en cuenta además que,

según (F.4), se debe cumplir:


 δq̇
�
t �

δṗ
�
t �
�

� d
dt

Ā
�
t � t0 � � 
 δq0

δp0

�
� (F.9)

obtenemos que la matriz Ā
�
t � t0 � satisface la ecuación diferencial de primer orden:

d
dt

Ā
�
t � t0 � � Ω̄

�
t � � Ā

�
t � t0 � � (F.10)

con las condiciones iniciales:

�A �
t0 � t0 ��� i j

� δi j
�
i � j � 1 � ����� � n � � (F.11)

En términos de posiciones y momentos, la ecuación (F.10) puede expresarse como:

d
dt

�
�� ∂q̄i

∂q j

... ∂q̄i
∂p j

� � � � � �

∂p̄i
∂q j

... ∂p̄i
∂p j

�
�

�
�

�
�� 0̄ �

n � n �
... 1

m Ī �
n � n �

� � � � � �

� V̄
� �

0

�
t � ... 0̄ �

n � n �

�
�

�
�

�
�� ∂q̄i

∂q j

... ∂q̄i
∂p j

� � � � � �

∂p̄i
∂q j

... ∂p̄i
∂p j

�
�

�
�
i � j � 1 � � � � � n � � (F.12)

Se han obtenido ası́ un total de
�
2n � 2 ecuaciones diferenciales de primer orden, las cuales, junto con

las
�
2n � ecuaciones de movimiento de Hamilton (F.2), permiten conocer toda la información acerca de

la evolución temporal y la estabilidad lineal del movimiento clásico que describe el sistema cuando se

traslada desde la posición inicial q0 en t � t0, hasta la posición final q en un instante posterior t � t0.



Apéndice G

Trayectorias de orbiting: ángulo recorrido.

Consideremos la expresión correspondiente al ángulo recorrido por una partı́cula de masa m que

incide sobre un centro de fuerzas central V
�
r � con energı́a E y momento angular L (E.149):

θ � 2L 
 ∞

rt

1
r2

1�
2m �E � Ve f

�
r� L ��� dr� (G.1)

siendo r � rt la distancia de mayor acercamiento al centro del potencial de la trayectoria que sigue la

partı́cula y Ve f
�
r� L � el potencial de interacción efectivo:

Ve f
�
r� L � � V

�
r � � L2

2mr2
�

(G.2)

Nuestro objetivo en este apéndice va a ser obtener, a partir de la expresión (G.1), la derivada del ángu-

lo recorrido por una trayectoria de orbiting con respecto a su momento angular, expresada en términos

del número de vueltas n que ésta realiza.

Tal y como veı́amos en el Apéndice E, las trayectorias de orbiting se caracterizan por tener momentos

angulares muy próximos al momento angular L � L0, para el cual se cumple que la energı́a E coincide con

el valor del potencial de interacción efectivo en la posición r � r0 del máximo de la barrera centrı́fuga,

verificándose con ello que:

Ve f
�
r0 � L0 � � E ; 
 ∂Ve f

�
r� L �

∂r

�
�
r0 � L0 �

� 0 ; 
 ∂2Ve f
�
r� L �

∂r2

�
�
r0 � L0 �

� 0
�

(G.3)

Considerando entonces que el mayor incremento en el ángulo recorrido se produce en estos casos durante

el intervalo de tiempo en el cual la partı́cula permanece atrapada dando vueltas en torno al centro del

potencial, desde una distancia r � r0 y que, por tanto, la contribución de las trayectorias de orbiting a la

sección eficaz total de colisión está determinada principalmente por la forma del potencial de interacción

en el entorno más inmediato de la posición del máximo de la barrera centrı́fuga, vamos a aproximar el

potencial de interacción efectivo en el lı́mite L � L0 por un desarrollo de segundo orden en la variable

radial r en torno a la posición r � r0, dado por:

Ve f
�
r� L0 � � Ve f

�
r0 � L0 � �

κ0

2

�
r � r0 � 2 � ϑ � �

r � r0 � 3 � � (G.4)



224 TRAYECTORIAS DE ORBITING: ÁNGULO RECORRIDO.

donde

κ0
� �����


 ∂2Ve f

∂r2

�
�
r0 � L0 � �����

�
(G.5)

En el caso de momentos angulares L � L0 se pueden introducir desarrollos análogos, aunque se hace

necesario analizar por separado las dos situaciones posibles; momentos angulares L superiores (trayecto-

rias de orbiting pertenecientes a la rama D) e inferiores (trayectorias de orbiting pertenecientes a la rama

I) al momento angular L0.

RAMA D.

Las trayectorias que pertenecen a esta familia tienen momentos angulares L � LD
� L0

� δL (δL �

0 � , tales que en la posición del máximo de la barrera centrı́fuga, rD
� rD

�
LD � � r0, se cumple que

Ve f
�
rD � LD � �

E [Figura (G.1)].

r

V e
f
(r

, L
)

rD r0 rt

Vef (r
D

 ,  L
D

) > E

E = Vef (r
0
 , L

0
)

Vef (r , L
D

)

Vef (r , L0)

RAMA D

Figura G.1: Potencial efectivo Ve f � r� L � para trayectorias de orbiting pertenecientes a la rama D.

Si tal y como acabamos de comentar, sustituimos el potencial de interacción efectivo Ve f
�
r� L �

que aparece en la expresión (G.1) por un desarrollo cuadrático en r en torno a la posición rD del

máximo de la barrera centrı́fuga, dado por:

Ve f
�
r� LD � � Ve f

�
rD � LD � �

κD

2

�
r � rD � 2 � ϑ � �

r � rD � 3 � � (G.6)
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donde

κD
� �����


 ∂2Ve f

∂r2

�
�
rD � LD � �����

� (G.7)

obtenemos que el ángulo recorrido por las trayectorias pertenecientes a la rama D puede expresarse

de forma aproximada como:

θD
orb

� 2LD�
mκD


 ∞

rt

1
r2

1�
r2 � 2rDr

�
r2

D
� δ2

D

dr� (G.8)

siendo

δ2
D

� 2
κD �Ve f

�
rD � LD � � E � � (G.9)

Para resolver la integral radial utilizamos la relación [165]:


 dx

x2
�

ax2 �
bx

�
c

�
�

�
ax2 �

bx
�

c
cx

� b

2c3 � 2
ln

�
2
�

c
�

ax2 �
bx

�
c

�
bx

�
2c

x � � (G.10)

a partir de la cual, teniendo en cuenta que para estas trayectorias rt
� r0

� δD, obtenemos la expre-

sión:

θD
orb

�
�

2LD�
mκD

��
1�

r2
D

� δ2
D �

� rD�
r2

D
� δ2

D � 3 � 2
ln

�
� rD

�

�
r2

D
� δ2

D

δD

�� �� � (G.11)

Dado que el momento angular LD se encuentra muy próximo al valor L � L0, que satisface las

condiciones (G.3), hemos considerado además el siguiente desarrollo en serie del potencial efecti-

vo en potencias del momento angular:

Ve f
�
r� LD � � Ve f

�
r� L0

� δL � � Ve f
�
r� L0 � � L0

mr2

�
LD

� L0 � � ϑ � �
δL � 2 � � (G.12)

Sustituyendo el desarrollo radial (G.4) en el primer término de (G.12) y utilizando la primera de

las condiciones (G.3), obtenemos:

Ve f
�
r� LD � � E �

κ0

2

�
r � r0 � 2 � L0

mr2

�
LD

� L0 � � (G.13)

Y a partir de ello las relaciones:

κD
� ����

� κ0
� 6L0

mr4
D

�
LD

� L0 � ����
� (G.14)

δ2
D

� 2
κD

�
�

κ0

2

�
rD

� r0 � 2 � L0

mr2
D

�
LD

� L0 � � � (G.15)

Volvamos de nuevo a la expresión (G.11) para el ángulo recorrido. Considerando que la mayor

contribución a θD
orb resulta al tomar el lı́mite LD � L0 (rD � r0) y dado que en este caso tenemos

que:

κD � κ0 (G.16)
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y

δ2
D �

2L0

mκ0r2
0

�
LD

� L0 � � 0 � (G.17)

aplicando el lı́mite δD � 0 en la ecuación (G.11) obtenemos la relación:

θD
orb

�
δD � 0 � �

�

2L0

r2
0

�
mκ0

� 1 �
ln 
 δD

2r0

� � � �

2L0

r2
0

�
mκ0

ln 
 δD

2r0

� �
(G.18)

La cual, utilizando la expresión (G.17) para δD, podemos reescribir como:

θD
orb

�
�

L0

r2
0

�
mκ0

ln 
 L0

2mκ0r4
0

�
LD

� L0 �
�

� (G.19)

siendo su derivada respecto del momento angular L � LD:

dθD
orb

dLD

�
�

L0

r2
0

�
mκ0

1�
LD

� L0 �
�

(G.20)

Aún debemos expresar dicha derivada en función del número de vueltas n que realiza la trayectoria

en torno al centro de colisión. Para ello introducimos tres nuevas variables:

Ω0
� L0

mr2
0

; ΩD
� LD

mr2
0

; ω0
�
�

κ0

m
� (G.21)

en términos de las cuales las ecuaciones (G.19) y (G.20) toman la forma:

θD
orb

�
�

Ω0

ω0
ln 
 Ω0

2ω2
0

�
ΩD

� Ω0 �
�

(G.22)

y
dθD

orb

dLD

�
�

1

mr2
0

Ω0

ω0

1�
ΩD

� Ω0 �
�

(G.23)

A partir de la ecuación (G.22), teniendo en cuenta que el ángulo recorrido por una trayectoria de

orbiting que realiza n vueltas es
�
2n

�
1 � π, se obtiene la siguiente relación entre las variables ΩD

y Ω0:

ΩD
� Ω0

� 2ω2
0

Ω0
e � ω0

Ω0

�
2n � 1 � π (G.24)

y con ello la expresión que buscabamos para la derivada del ángulo recorrido respecto del momento

angular asociado a la trayectoria, en función del número de vueltas n que ésta realiza. Esto es:

dθD
orb

dLD

�
�

1

2mr2
0

Ω2
0

ω3
0

e
ω0
Ω0

�
2n � 1 � π � (G.25)



227

r

V e
f
(r

, L
)

E = Vef (r
0
 , L

0
)

Vef (r
I
 , L

I
) < E

Vef (r , L
I
)

Vef (r ,  L
0
)

r
0

r
I

RAMA I

Figura G.2: Potencial efectivo Ve f � r � L � para las trayectorias de orbiting pertenecientes a la Rama I.

RAMA I.

Las trayectorias incluidas en esta familia tienen momentos angulares L � LI
� L0

� δL (δL � 0),

tales que el potencial efectivo en la posición del máximo de la barrera centrı́fuga, r I
� rI

�
LI � �

r0,

no supera la energı́a E de la partı́cula, Ve f
�
rI � LI � � E [Figura (G.2)].

Sustituyendo en este caso el potencial efectivo Ve f
�
r� L � que aparece en la expresión (G.1) por el

desarrollo:

Ve f
�
r� LI � � Ve f

�
rI � LI � �

κI

2

�
r � rI � 2 � ϑ � �

r � rI � 3 � � (G.26)

siendo

κI
� �����


 ∂2Ve f

∂r2

�
�
rI � LI � �����

� (G.27)

obtenemos que el ángulo recorrido por las trayectorias de la rama I puede expresarse de forma

aproximada como:

θI
orb

� 2
2LI�
mκI


 ∞

rI

1
r2

1�
r2 � 2rIr

�
r2

I
� δ2

I

dr� (G.28)

donde

δ2
I

� 2
κI � E � Ve f

�
rI � LI ��� � (G.29)

El factor 2 adicional que aparece en (G.28), si la comparamos con la relación (G.8) correspondiente

a las trayectorias de la rama D, es debido a que el intervalo de integración incluye ahora ambos
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lados del máximo de la barrera centrı́fuga.

Utilizando de nuevo la relación (G.10) para resolver la integral radial se obtiene la expresión:

θI
orb

� 4LI�
mκI

�� �
δI

� rI �
rI

�
r2

I
� δ2

I �
� rI�

r2
I

� δ2
I � 3 � 2

ln

�
� δI

�
r2

I
� δ2

I
� δ2

I

rI

�
r2

I
� δ2

I
� r2

I

�� �� � (G.30)

Al igual que en el caso anterior, consideramos el desarrollo del potencial efectivo en torno al valor

L � L0 del momento angular:

Ve f
�
r� LI � � Ve f

�
r� L0

� δL � � Ve f
�
r� L0 � � L0

mr2

�
LI

� L0 � � ϑ � �
δL � 2 � � (G.31)

Reemplazando el primer término de (G.31) por el desarrollo (G.4), y tras hacer uso de la primera

condición (G.3), obtenemos:

Ve f
�
r� LI � � E �

κ0

2

�
r � r0 � 2

�

L0

mr2

�
L0

� LI � � (G.32)

Tras lo cual:

κI
� ����

� κ0
�

6L0

mr4
I

�
L0

� LI � ����
� (G.33)

δ2
I

� 2
κI

� κ0

2

�
rI

� r0 � 2 � L0

mr2
I

�
L0

� LI � � � (G.34)

Aquı́ de nuevo, la contribución más importante al ángulo recorrido por las trayectorias se obtiene

al considerar el lı́mite LI � L0 (rI � r0), en el cual se cumple:

κI � κ0 � (G.35)

δ2
I �

2L0

mκ0r2
0

�
L0

� LI � � 0 (G.36)

y en consecuencia:

θI
orb

�
δI � 0 � �

�

4L0

r2
0
�

mκ0

� 1 �
ln 
 δI

2r0

� � � �

4L0

r2
0
�

mκ0
ln 
 δI

2r0

�
� (G.37)

expresión que, haciendo uso de la ecuación (G.36), reescribimos de la forma:

θI
orb

�
�

2L0

r2
0
�

mκ0
ln 
 L0

2mκ0r4
0

�
L0

� LI �
�

� (G.38)

siendo su derivada respecto del momento angular L � LI:

dθI
orb

dLI

� 2L0

r2
0

�
mκ0

1�
L0

� LI �
�

(G.39)

Introduciendo la nueva variable

ΩI
� LI

mr2
0

(G.40)
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y empleando las ya conocidas Ω0 y ω0, definidas por las relaciones (G.21), reescribimos las ecua-

ciones (G.38) y (G.39) de la forma:

θI
orb

�
� 2

Ω0

ω0
ln 
 Ω0

2ω2
0

�
Ω0

� ΩI �
�

(G.41)

y
dθI

orb

dLI

� 2

mr2
0

Ω0

ω0

1�
Ω0

� ΩI �
�

(G.42)

Considerando de nuevo el hecho de que el ángulo recorrido por una trayectoria de orbiting que

realiza n vueltas alrededor del centro del potencial es
�
2n

�
1 � π obtenemos, a partir de (G.41), la

siguiente relación entre las variables ΩI y Ω0:

ΩI
� Ω0

�

2ω2
0

Ω0
e � ω0

2Ω0

�
2n � 1 � π (G.43)

y con ello finalmente:
dθI

orb

dLI

� 1

mr2
0

Ω2
0

ω3
0

e
ω0

2Ω0

�
2n � 1 � π � (G.44)
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Apéndice H

Cálculo de las energı́as Eiv y las
autofunciones χiv del hamiltoniano Hvib de
vibración pura.

Según vimos en el apartado 5.3.1, la obtención de las energı́as Eiv y las funciones de onda χiv
�
r �

asociadas a cada uno de los estados ligados del hamiltoniano Hvib de vibración pura requiere resolver la

ecuación radial,

�

h̄2

2µ
d2χiv

�
r �

dr2
�

Vvib
�
r � χiv

�
r � � Eivχiv

�
r � � (H.1)

o lo que es lo mismo, la ecuación,

d2χiv
�
r �

dr2
� WEiv

�
r � χiv

�
r � � (H.2)

donde

WEiv

�
r � � 
 2µ

h̄2

�
�Vvib

�
r � � Eiv � � (H.3)

Dado nuestro potencial de vibración de referencia, definido a partir de la expresión (5.6) de la forma:

Vvib
�
r � � ∑

L � M
CL � M

�
r � YL � M

�
Ĉ3 � � (H.4)

no es posible encontrar la solución analı́tica de la ecuación (H.2), siendo necesario recurrir a una técnica

de resolución numérica. En nuestro caso hemos empleado un método shooting basado en el algoritmo de

integración Numerov-Cooley [149], el cual describimos a continuación.

Para comenzar se considera, sobre un intervalo radial r � � rmin � rmax � , una distribución discreta de N

puntos caracterizada por una separación constante entre posiciones vecinas, h � �
rmin

� rmax � � �
N � 1 � .

El valor de la función de onda χiv
�
ri � en cualquiera de los puntos de dicho intervalo, ri

� rmin
�

h
�
i �

1 � �
i � 1 � ��� � N � , se obtiene al reemplazar la ecuación diferencial (H.2) por un sistema de ecuaciones en
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diferencias1 ,

Y
�
ri � 1 � �

Y
�
ri � 1 � � 2Y

�
ri � � h2WĒiv

�
ri � χiv

�
ri � (H.5)

con

Y
�
ri � � � 1 �

h2

12
WĒiv

�
ri � � χiv

�
ri � � (H.6)

donde Ēiv es un valor de prueba para el autovalor.

Los extremos rmin y rmax del intervalo de integración se fijan de tal modo que queden incluidos en

las regiones clásicamente inaccesibles
�
Vvib

�
r � � Eiv � (Figura H.1) y suficientemente lejos de los puntos

de retroceso clásico
�
Vvib

�
r � � Eiv � como para garantizar que las funciones de onda han decaı́do varios

órdenes de magnitud respecto de su amplitud en la región permitida clásicamente
�
Vvib

�
r � � Eiv � .

rmin rm
rmax

Eiv χ
iv

(r)

Vvib(r)

0

i=1 i=N

Figura H.1: Esquema del dominio de integración radial empleado en el método de Numerov-Cooley.

Una vez definido el dominio de integración se inicia la propagación, desde el extremo rN
� rmax,

hacia el interior del intervalo. Para ello se asigna un valor arbitrariamente pequeño a la función de onda

en dicha posición, por ejemplo χiv
�
rN � � 1 � 10 � 30, y para el siguiente punto del intervalo se toma:

χiv
�
rN � 1 � � χiv

�
rN � exp

�
rN

�
2µ

h̄2

�
Vvib

�
rN � � Ēiv � � rN � 1

�
2µ

h̄2

�
Vvib

�
rN � 1 � � Ēiv � � � (H.7)

de acuerdo con la aproximación WKB2

1Con esta discretización el error local relativo a � 2µEiv � h̄2 � χiv � ri � en cualquier punto ri del intervalo de integración viene
dado por:

h4

12 χ � 6 �iv � ri � �
donde χ � 6 �iv � ri � representa la derivada sexta de la función de onda.

2Dado un punto de retroceso clásico rc � rc � Eiv � , tal que para todo r � rc se define una región clásicamente inaccesible. La
función de onda en dicha región viene dada, según la aproximación semiclásica W KB [163], por:
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La integración finaliza cuando se alcanza el primer punto situado dentro de la región accesible

clásicamente, r � rm, en el cual la función de onda alcanza el primer máximo relativo (Figura H.1).

Es decir: �
χiv

�
rm � � �

�
χiv

�
rm

�
1 � � � (H.8)

A continuación se inicia una nueva propagación desde el extremo inferior del intervalo, r1
� rmin,

hasta la posición r � rm. En esta ocasión se parte de la condición χiv
�
r1 � � 0 y se asigna un valor arbitrari-

amente pequeño al siguiente punto del intervalo, por ejemplo χiv
�
r2 � � 1 � 10 � 20. Una vez alcanzada la

posición rm se normalizan las curvas obtenidas con las dos propagaciones a la condición χ iv
�
rm � � 1. Si

denotamos por χin
iv

�
rm � y χout

iv

�
rm � a los valores obtenidos para la función de onda en la posición r � rm a

partir de las propagaciones realizadas desde los extremos rmax y rmin respectivamente, se define entonces

una nueva función renormalizada χ
�

iv

�
r � tal que:

χ
�

iv
�
ri � � ���

�
� χiv

�
ri �

χin
iv

�
rm � (i=N,N-1,...,m)

χiv
�
ri �

χout
iv

�
rm � (i=1,2,...,m).

(H.9)

De esta manera se asegura la continuidad de la función de onda en todos los puntos del intervalo de

integración y el cumplimiento de la ecuación de Schrödinger en diferencias (H.5) en todas las posiciones

ri del intervalo de integración, excepto en la posición r � rm. Esto es,

0 � 1
h2 � 2Y

�
ri � � Y

�
ri � 1 � � Y

�
ri � 1 ��� �

WĒiv

�
ri � χ

�

iv
�
ri � i � � 0 � m � � �

m � N � � (H.10)

A fin de eliminar la discontinuidad que presenta la pendiente de la curva χ
�

iv

�
r � en la posición de cruce

rm, y conseguir ası́ que la ecuación de Schrödinger se satisfaga también en dicho punto, se ha de ajustar

el valor de la energı́a Ēiv. De este modo se logra fijar un criterio a partir del cual se va a poder estimar

la corrección en energı́a necesaria para converger el valor de prueba Ēiv a su autovalor más próximo. A

partir de la ecuación (H.10) se puede definir una función de la energı́a E iv,

F
�
Eiv � � 1

h2

�
2Y Eiv

�
rm � � Y Eiv

�
rm � 1 � � Y Eiv

�
rm � 1 ��� �

WEiv

�
rm � χ

�

iv
�
rm � � (H.11)

tal que sus ceros son precisamente los autovalores que buscamos. Aplicando el método de Newton-

Raphson [174] para resolver ecuaciones no lineales, la nueva estimación para el autovalor más próximo

al valor de prueba Ēiv viene dada entonces por:

Ē
�

iv
� Ēiv

� ∆Eiv
� Ēiv

�

F
�
Ēiv �

dF
dEiv � Ēiv

� (H.12)

χiv � r � � A
2
� �

p � r � � exp � � 1
h̄ ��
� r

rc
p � r � dr ��

� � r � rc � �
donde A es una constante de normalización y p � r � � � 2µ �Vvib � r � � Eiv � . De este modo,

χiv � rN � 1 �
χiv � rN � ��� � p � rN � ��

p � rN � 1 � � exp � 1h̄ ��
� rN
rc

p � r � dr ��
� 1

h̄ ��
� rN � 1
rc

p � r � dr ��
� �



234
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siendo la corrección en energı́a ∆Eiv al valor de prueba Ēiv,

∆Eiv
� 1

N
∑

i � 1 � χ �

iv

�
ri ��� 2 �

1
h2 � 2Y Ēiv

�
rm � � Y Ēiv

�
rm � 1 � � Y Ēiv

�
rm � 1 � � �

WĒiv

�
rm � χ

�

iv

�
rm � � � (H.13)

Con el nuevo valor de prueba Ē
�

iv se repite todo el proceso de forma iterativa hasta conseguir que la

corrección en energı́a al valor aproximado del autovalor se encuentre por debajo de la cota de error que

se haya establecido.

Una vez obtenido el autovalor Eiv, la función de onda correspondiente se normaliza sobre todos los

puntos del dominio de integración, obteniéndose:

χiv
�
ri � � χ

�

iv

�
ri �� � ∞

0 � χ �

iv

�
r ��� 2dr

�
χ

�

iv

�
ri �

h
N
∑
j � 1 � χ �

iv

�
r j ��� 2

�
(H.14)

El método será más eficiente cuanto más próximos estén los valores de prueba Ēiv que se emplean

para activar el proceso iterativo a los autovalores exactos Eiv. En nuestro caso dichos valores se han

calculado aplicando el método matricial desarrollado por Truhlar [157], el cual nos permite hacer una

primera estimación de las energı́as Eiv. Para ello se considera de nuevo la ecuación de Schrödinger (H.1).

La forma más sencilla de transformarla en una ecuación en diferencias es reemplazar la segunda derivada

por la expresión estándar de segundo orden,

d2

dr2 χiv
�
ri � � χiv

�
ri � 1 � � χiv

�
ri � 1 � � 2χiv

�
ri �

h2 � (H.15)

obteniéndose a partir de ello el conjunto de ecuaciones lineales3 ,

χiv
�
ri � 1 � � χiv

�
ri � 1 � �

� 2 �

h2

C
Vvib

�
ri � � χiv

�
ri � � h2

C
Eivχiv

�
ri � � (H.16)

siendo C �
�

�
h̄2 � 2µ � .

Con esta discretización la resolución de la ecuación (H.1) queda reducida a un problema de autoval-

ores generalizado,

Āχ̄iv
� Ēiv � B̄χ̄iv � (H.17)

donde χ̄iv es el vector columna formado por la función de onda y Ēiv la matriz diagonal que contiene las

energı́as de los estados ligados del sistema. Ā es una matriz tridiagonal simétrica de dimensión
�
N � N � ,

con elementos no nulos dados por:

Ai � i
�

�

� 2 �

h2

C
Vvib

�
ri � �

Ai � i � 1
� Ai � i � 1

� 1 � (H.18)

3Esta representación discreta de la ecuación de Schrödinger es bastante menos precisa que la obtenida con el algoritmo de

Numerov-Cooley. En esta ocasión el error local en los puntos ri es de segundo orden en h y viene dado por h2

12 χ � 4 �iv � ri � .
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mientras que B̄ es una matriz diagonal
�
N � N � , definida por:

Bi � i
� h2

C
�

(H.19)

Se cumple pues que las energı́as Eiv están directamente relacionadas con los autovectores λi más

bajos de la matriz tridiagonal Ā, siendo posible su obtención a partir de ellos a través de la relación,

λi
� h2

C
Eiv

�
i � iv � 1 � ��� � nv � � (H.20)

es decir,

Eiv
�

� 
 h̄2

2µ

�
λi

h2

�
i � iv � 1 � ��� � nv � � (H.21)

donde nv es el número total de estados ligados del hamiltoniano Hvib.
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Apéndice I

Elementos de matriz de r̂ en la base de
armónicos esféricos Ylm.

Comenzamos expresando el vector de posición unitario r̂ en coordenadas esféricas angulares,

r̂ � rx î
�

ryĵ
�

rzk̂ � sin θcosϕ î
�

sinθsinϕ ĵ
�

cosθ k̂
�

(I.1)

A partir de esta expresión, los elementos de matriz de r̂ en la base de armónicos esféricos vienen definidos

por la relación:

� Yl1m1

�
r̂
�
Yl2m2

� � 
 π

0
sinθdθ 
 2π

0
dϕ �Yl1m1

�
θ � ϕ ��� 	 � sinθcos ϕ î

�
sinθsin ϕ ĵ

�
cosθ k̂ � �Yl2m2

�
θ � ϕ ��� �

(I.2)

Teniendo en cuenta que los armónicos esféricos verifican las relaciones [175],

cosθYl � m
� � �

l � m
�

1 � �
l

�
m

�
1 ��

2l
�

1 � �
2l

�
3 � � 1

2

Yl � 1 � m
� � �

l � m � �
l

�
m ��

2l � 1 � �
2l

�
1 � �

1
2

Yl � 1 � m (I.3)

eiϕ sinθYl � m
�

�

� �
l

�
m

�
1 � �

l
�

m
�

2 ��
2l

�
1 � �

2l
�

3 � � 1
2

Yl � 1 � m � 1
� � �

l � m � �
l � m � 1 ��

2l � 1 � �
2l

�
1 � � 1

2

Yl � 1 � m � 1 (I.4)

e � iϕ sinθYl � m
� � �

l � m
�

1 � �
l � m

�
2 ��

2l
�

1 � �
2l

�
3 � � 1

2

Yl � 1 � m � 1
�

� �
l

�
m � �

l
�

m � 1 ��
2l � 1 � �

2l
�

1 � � 1
2

Yl � 1 � m � 1 (I.5)

las integrales correspondientes a cada una de las componentes del vector r̂ vienen dadas por:

� Yl1m1

�
rx

�
Yl2m2

� � 1
2

� Yl1m1

� �
eiϕ sinθ �

e � iϕ sin θ � �Yl2m2

� �

1
2
�

�

� �
l2

�
m2

�
1 � �

l2
�

m2
�

2 ��
2l2

�
1 � �

2l2
�

3 � � 1
2

δl1 � l2 � 1δm1 � m2 � 1
� � �

l2 � m2 � �
l2 � m2

� 1 ��
2l2 � 1 � �

2l2
�

1 � � 1
2

δl1 � l2 � 1δm1 � m2 � 1

� � �
l2 � m2

�
1 � �

l2 � m2
�

2 ��
2l2

�
1 � �

2l2
�

3 � � 1
2

δl1 � l2 � 1δm1 � m2 � 1
�

� �
l2

�
m2 � �

l2
�

m2
� 1 ��

2l2 � 1 � �
2l2

�
1 � � 1

2

δl1 � l2 � 1δm1 � m2 � 1

�

(I.6)
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� Yl1m1

�
ry

�
Yl2m2

� �
�

i
2

� Yl1m1

� �
eiϕ sinθ � e � iϕ sinθ � �Yl2m2

� �

i
2
� � �

l2
�

m2
�

1 � �
l2

�
m2

�
2 ��

2l2
�

1 � �
2l2

�
3 � � 1

2

δl1 � l2 � 1δm1 � m2 � 1
�

� �
l2 � m2 � �

l2 � m2
� 1 ��

2l2 � 1 � �
2l2

�
1 � � 1

2

δl1 � l2 � 1δm1 � m2 � 1

� � �
l2 � m2

�
1 � �

l2 � m2
�

2 ��
2l2

�
1 � �

2l2
�

3 � � 1
2

δl1 � l2 � 1δm1 � m2 � 1
�

� �
l2

�
m2 � �

l2
�

m2
� 1 ��

2l2 � 1 � �
2l2

�
1 � � 1

2

δl1 � l2 � 1δm1 � m2 � 1

�

(I.7)

� Yl1m1

�
rz

�
Yl2m2

� � � �
l2 � m2

�
1 � �

l2
�

m2
�

1 ��
2l2

�
1 � �

2l2
�

3 � � 1
2

δm2 � m1δl1 � l2 � 1
� � �

l2 � m2 � �
l2

�
m2 ��

2l2 � 1 � �
2l2

�
1 � �

1
2

δm1 � m2 δl1 � l2 � 1

(I.8)



Apéndice J

Convolución del espectro.

En este apéndice nos ocuparemos de incluir los efectos inducidos sobre los espectros obtenidos con

el hamiltoniano

Him
� p2

r

2µ
� l2

2µr2
�

V
�
r� θ � ϕ � � (J.1)

cuando se relaja la aproximación de masa infinita.

De los dos términos despreciados en dicha aproximación, el término de Coriolis, J � l � Ic, y el térmi-

no de rotación del fullereno, J2 � 2Ic, los efectos debidos a éste último pueden ser evaluados de forma

más sencilla, pues no rompen la separabilidad del hamiltoniano total, el cual se convierte ahora en un

hamiltoniano de la forma:

H
� � J2

2Ic

�
Him (J.2)

Teniendo en cuenta que la ecuación de valores propios del hamiltoniano Him es:

Him
�
Ψν

κ
� � Eν

κ
�
Ψν

κ
� �

ν � Ag � ����� � Hu
�
κ � 1 � ����� � Nν � � (J.3)

y la del hamiltoniano de rotación J2 � 2Ic:

J2

2Ic

�
JKM � � EJ

�
JKM � �

K � M �
� J � ����� � �

J � � (J.4)

donde EJ
� h̄2

2Ic
J

�
J

�
1 � � BeJ

�
J

�
1 � , la ecuación de valores propios del hamiltoniano H

�

viene dada por:

H
� �
JKMνκ

� � Eν
Jκ

�
JKMνκ

� � (J.5)

donde Eν
Jκ

� �
EJ

�
Eν

κ � y
�
JKMνκ

� � �
JKM � � �

Ψν
κ

� .

La densidad espectral (5.30) asociada a las transiciones de dipolo eléctrico entre los autoestados� � JKMνκ
� 	 del hamiltoniano H

�

se expresa entonces como:

I
� �

w � � 1
Z

� ∑
J � K � M

∑
ν � κ

∑
J � � K � � M �

∑
ν � � κ �

e � βEν
Jκ ��

� J
�

K
�

M
�

ν
�

κ �
�
d
�
JKMνκ

�

��
2 δ

�
w �

�
Eν �

J � κ �
� Eν

Jκ
h̄ � � � (J.6)
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siendo la función de partición:

Z
� � ∑

J

�
2J

�
1 � 2e � βEJ ∑

ν � κ
e � βEν

κ
�

(J.7)

El cálculo de los elementos de matriz � J
�

K
�

M
�

ν
�

κ �

�
d
�
JKMνκ

� conviene realizarlo empleando las

componentes irreducibles (o esféricas) del operador momento dipolar, d
�
1 � τ � �

τ �
� 1 � 0 � 1 � , en lugar

de sus componentes cartesianas, dµ
�
µ � x � y � z � . Para este operador tensorial de orden 1 ambos tipos de

coordenadas están relacionadas por las expresiones [101]:

d
�
1 � 0 � � dz

� �
d
� � 4π

3
Y1 � 0

�
d̂ �

d
�
1 � � 1 � ��� 1�

2

�
dx

�
idy � � �

d
� � 4π

3
Y1 �

�
1

�
d̂ � � (J.8)

De este modo:

��
� J

�

K
�

M
�

ν
�

κ �
�
d
�
JKMνκ

�

��
2 � ∑

τ � � 1 � 0 � 1 ��
� J

�

K
�

M
�

ν
�

κ �
�
d

�
1 � τ � � JKMνκ

�

��
2 �

(J.9)

Las componentes d
�
1 � τ � , definidas en un sistema de referencia fijo en laboratorio, se relacionan con

las componentes d̄
�
1 � τ

� � , referidas a un sistema de coordenadas fijo en la molécula, a través de las

expresiones,

d
�
1 � τ � � ∑

τ � � � 1 � 0 � 1
D

�
1 �

τ � τ d̄
�
1 � τ � � � (J.10)

donde D
�
1 �

τ � τ son los elementos de la matriz de rotación de Wigner para J � 1 [146]. A partir de ello,

dado que no existe interacción entre los estados vibro-rotacionales del adátomo y los estados de rotación

de la molécula, las componentes d̄
�
1 � τ � � dependen únicamente de los estados

�
Ψν

κ
� �

�
νκ

� , pudiendo

ası́ separarse los elementos de matriz de d
�
1 � τ � de la forma:

� J
�

K
�

M
�

ν
�

κ �
�
d

�
1 � τ � � JKMνκ

� � ∑
τ � � � 1 � 0 � 1

� J
�

K
�

M
� �
D

�
1 �

τ � τ
�
JKM

� � ν
�

κ �
�
d̄

�
1 � τ � � � νκ

� � (J.11)

A continuación, dada la relación existente entre las funciones de onda de rotación y los elementos de

matriz D
�
1 �

τ � τ [176], �
JKM � � � 2J

�
1

8π2 � 1
2

DJ �
MK

� �
� 1 � M � K � 2J

�
1

8π2 � 1
2

DJ

� M � K � (J.12)

y teniendo en cuenta además que [146]


 DJ3
M �3M3

DJ2
M �2M2

DJ1
M �1M1

dΩ � 8π2 
 J1 J2 J3

M
�

1 M
�

2 M
�

3

� 
 J1 J2 J3

M1 M2 M3

�
� (J.13)

se obtiene que los elementos de matriz del operador tensorial irreducible d
�
1 � τ � pueden ser expresados

en términos de los simbolos 3-j de la forma:

� J
�

K
�

M
�

ν
�

κ �
�
d

�
1 � τ � � JKMνκ

� � �
� 1 � M � K

� �
2J

� �
1 � �

2J
�

1 � � 1
2 
 J

�

1 J
M

�

τ
�

� M

� 
 J
�

1 J
K

�

τ � K

�
� ν

�

κ �
�
d̄

�
1 � τ

� � � νκ
� � (J.14)
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Volvamos de nuevo a la expresión (J.6) para la densidad espectral. Dado que nuestro objetivo es

extraer la estructura rotacional que adquiere cada una de las lı́neas del espectro de masa infinita cuando

se incluye el término de rotación del fullereno en el hamiltoniano (J.1), vamos a considerar ν
� � ν y κ

� � κ.

De este modo, teniendo en cuenta que la función de partición Z
�

se puede factorizar como:

Z
� � Zν � κZJ � (J.15)

donde

Zν � κ
� ∑

ν � κ
e � βEν

κ (J.16)

y

ZJ
� ∑

J

�
2J

�
1 � 2e � βEJ � (J.17)

podemos expresar también la densidad espectral como un producto, de la forma:

I
� �

w � � Fν � κIJ
�
w � � (J.18)

en la que,

Fν � κ
� 1

Zν � κ
∑
ν � κ

e � βEν
κ
�

� νκ
�
d̄
�
νκ

� � 2 (J.19)

es una función que afecta únicamente a los estados
�
Ψν

κ
� , mientras que:

IJ
�
w � � 1

3ZJ
∑
J � J �

e � βEJ
�
2J

� �
1 � �

2J
�

1 � δ 
 w � 
 EJ �
� EJ

h̄

� �
1 (J.20)

es la densidad espectral que da cuenta de la estructura que adquieren las lı́neas del espectro de masa

infinita cuando se considera la rotación de la cavidad y que, como vemos, es igual para todas ellas. Tal

como se muestra en la Figura (J.1), la densidad espectral IJ
�
w � presenta la tı́pica estructura de ramas

PQR [122] debida a la regla de selección ∆J � 0 � � 1.

La densidad espectral I
� �

w � asociada al hamiltoniano H
�

se obtendrı́a entonces convolucionando la

densidad espectral I
�
w � , correspondiente al hamiltoniano Him de la aproximación de masa infinita, con la

densidad espectral IJ
�
w � asociada a la rotación del fullereno. De este modo se conseguirı́a, como vemos,

un aumento en la densidad de lı́neas espectrales y con ello un suavizado de la estructura que presenta el

espectro a baja resolución.

1Se ha utilizado la relación [101]: ∑
M1 � M2

� J1 J J2
M1 M � M2 � 2 � 1� 2J

�
1 �
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Figura J.1: Estructura rotacional PQR de la cavidad asociada a cada transición vibro-rotacional del adátomo, de
acuerdo al hamiltoniano H

�

dado por la ecuación (J.2).

Hay que tener en cuenta, sin embargo, que los efectos debidos a la rotación molecular no pueden ser

tratados de forma independiente de los producidos por el término de Coriolis, responsable del acoplamien-

to de la rotación del adátomo con la rotación molecular, ya que ambos son en general del mismo orden

de magnitud. Considerando que dicho acoplamiento produce una ruptura de la degeneración en las es-

pecies de simetrı́a del grupo Ih, el suavizado adicional producido en el espectro por este nuevo aumento

en la densidad de niveles lo hemos simulado convolucionando cada una de las lı́neas de IJ
�
w � con una

lorentziana de anchura ΓT dependiente de la temperatura.

Dado que la densidad espectral IJ
�
w � puede expresarse de la forma,

IJ
�
w � � NJ

∑
i � 1

IJ
�
wi � δ

�
w � wi � � (J.21)

donde NJ es el número de lı́neas del espectro de rotación, hemos definido a partir de ella una nueva fun-

ción,
�

IJ
�
w � , construida como suma normalizada de las NJ lorentzianas resultantes tras las convoluciones.

Esto es,
�

IJ
�
w � � ΓT

2π � NJ

∑
i � 1

IJ
�
wi � �

NJ

∑
p � 1

IJ
�
wp �

�
w � wp � 2 � � ΓT

2 � 2
�

(J.22)

El valor de la anchura ΓT se ha fijado de modo que la función
�

IJ
�
w � presente una estructura tal como

la mostrada en la Figura (J.2) para T � 5 y 10K. Es decir, un pico central (rama Q), que presenta un

ensanchamiento considerable, y ramas P y R a aproximadamente mitad de altura.
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Figura J.2: Estructura rotación+Coriolis de cada una de las lı́neas del espectro asociado al hamiltoniano Him. La
anchura de las lorentzianas empleadas para la convolución del espectro en las temperaturas representadas ha sido
ΓT � 0 � 15 � T � 5K � y ΓT � 0 � 52 � T � 40K � .

Una vez hemos construido una ’densidad espectral’ en la que se incluye tanto el ensanchamiento

rotacional debido al fullereno como la mezcla de estados debido al acoplamiento entre las rotaciones de

las dos especies del sistema, la densidad espectral Ivr
�
w � asociada al hamiltoniano Hvr (5.1) se obtiene

finalmente convolucionando cada una de las lı́neas de la densidad espectral I
�
w � del hamiltoniano H im

con la función
�

IJ
�
w � .

Expresando entonces I
�
w � de la forma,

I
�
w � � N

∑
i � 1

I
�
wi � δ

�
w � wi � � (J.23)

donde N representa en esta ocasión el número de lı́neas del espectro vibro-rotacional del adátomo en el

complejo exoédrico XC60, obtenemos finalmente,

Ivr
�
w � � 
 ∞

� ∞

�

IJ
�
x � I

�
w � x � dx � ΓT

2π � NJ

∑
i � 1

IJ
�
wi � �

NJ

∑
p � 1

N

∑
k � 1

IJ
�
wp � I

�
wk �

�
w � wp

� wk � 2 � � ΓT
2 � 2

�
(J.24)
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Apéndice K

Transformación de estados responsables
del pico de excitación angular en el
espectro del HeC60.

Tal como discutimos en el apartado 5.5.4, el pico más intenso de excitación angular (bending) en

los espectros del sistema HeC60 [Figura (5.9)], situado a una frecuencia aproximada f � 16cm � 1, cor-

responde a un grupo de transiciones que parten desde 10 estados muy próximos en energı́a (simetrı́a

2Tu
�

Gu) y finalizan en un único cuadruplete de estados degenerados con simetrı́a Gg. Con el fin de

establecer el origen dinámico de este pico, construiremos a continuación nuevos estados, 4 iniciales y

4 finales, tales que las transiciones entre ellos contengan toda la intensidad de las transiciones entre los

estados originales. El análisis de estos nuevos estados nos permitirá elucidar el origen dinámico asociado

a la transición espectral.

Sean pues � � φi
� �

i � 1 � 10 � 	 y � � χ j
� �

j � 1 � ��� � 4 � 	 los estados de partida y de llegada que intervienen

originalmente en el pico. Para cada componente dα
�
α � x � y � z � del operador momento dipolar eléctrico

definimos cuatro autovectores aproximados de partida,
�
ϕk

� , dados por las combinaciones lineales,

�
ϕk

� � 1
Nk

10

∑
i � 1

cik
�
φi

� �
k � 1 � ��� � 4 � � (K.1)

siendo

cik
� � φi

�
dα

�
χk

� (K.2)

y 1 � Nk la constante de normalización, dada por:

Nk
�

�
10

∑
i � 1

�
cik

� 2 � 1
2 �

(K.3)

Los elementos de matriz de la componente dα entre estos nuevos estados iniciales y los estados
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finales
�
χ j

� pueden expresarse de la forma,

� ϕk
�
dα

�
χ j

� � 1
Nk

� χk
�
D̂α

�
χ j

� �
k � j � 1 � ��� � 4 � � (K.4)

donde D̂α es un operador definido por:

D̂α
� 10

∑
i � 1

dα
�
φi

� � φi
�
dα
�

(K.5)

Dado que los cuatro estados finales
�
χ j

� son degenerados, se podrán fijar siempre de forma que D̂α

sea un operador diagonal en este conjunto de estados. Si tomamos entonces como estados de llegada los

autoestados,
�
Ψ j

� , de dicho operador,

D̂α
�
Ψ j

� � λ j
�
Ψ j

� �
j � 1 � ��� � 4 � � (K.6)

siendo �
Ψ j

� � 4

∑
m � 1

vm j
�
χm

� (K.7)

y

vm j
� � χm

�
Ψ j

� � (K.8)

podemos construir unos nuevos estados iniciales,
�
ψ j

� �
j � 1 � ��� � 4 � � definidos por:�

ψ j
� � 1

M j

10

∑
i � 1

�
φi

� � φi
�
dα

�
Ψ j

� � 1
M j

10

∑
i � 1

4

∑
m � 1

vm jcim
�
φi

� �
j � 1 � ��� � 4 � � (K.9)

con

M j
�

�
4

∑
k � 1

4

∑
n � 1

vk jvn j

10

∑
l � 1

clkcln � 1
2

� (K.10)

tales que cada uno de ellos está conectado a un único estado final
�
Ψ j

� a través del operador momento

dipolar.

Hemos pasado de esta manera de una situación inicial en la que intervenı́an 10 estados iniciales y

4 finales, con transiciones cruzadas entre ellos [Figura K.1(a)], a otra bastante más sencilla donde sólo

ocurren 4 transiciones entre tantos estados de partida y de llegada [Figura K.1(b)], cumpliéndose que la

intensidad de la lı́nea espectral de estas 4 transiciones coincide con la debida a las transiciones originales.

Esto es,
10

∑
i � 1

4

∑
j � 1

�
� φi

�
dα

�
χ j

� � 2 � 4

∑
j � 1

�
� ψ j

�
dα

�
Ψ j

� � 2 � (K.11)

Las tres componentes del operador momento dipolar pertenecen a la representación irreducible Tu

del grupo Ih. Además, es posible pasar de una componente a otra usando los operadores de rotación Rx,
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Figura K.1: Transformación de estados del pico bending más importante del espectro HeC60. En � a � se representa
la situación inicial, en la que hay 10 estados de partida y 4 de llegada, siendo posible cualquier transición desde los
estados de partida hasta los de llegada. En � b � tenemos 4 estados de partida y otros tanto de llegada, conectados
entre sı́ únicamente por 4 transiciones uno a uno.

Ry y Rz, los cuales, dado que pertenecen a la representación irreducible Tg, no van a mezclar los estados

iniciales con los finales (por ser estados de distinta simetrı́a). De este modo, el análisis que acabamos de

realizar para una de las componentes dα se puede generalizar para el caso de las otras dos, obteniéndose

que todas ellas dan exactamente la misma contribución al espectro.



248
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84. B. Vasvári, Z. Phys. B 100, 223 (1996).
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42 (1995); Y. Wang, D. Tománek, and R. S. Ruoff, Chem. Phys. Lett. 208, 79 (1993).

116. P. P. Schmidt, B. I. Dunlap, and C. T. White, J. Phys. Chem. 95, 10537 (1991); J. L. Ballester and

B. I. Dunlap, Phys. Rev. A 45, 7985 (1992).
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