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LOCALIZACION MEDIANTE VOTOS EN REDES.
Clara Margarita Campos Rodriguez.

PROLOGO

La Teoria de la Localizacion se ocupa principalmente de las cuestiones rela-
tivas al establecimiento de la ubicacién de servicios en un contexto espacial en
referencia a los usuarios o clientes con los que interactia. En los modelos de
localizacion mediante voto se plantea la eleccion de la ubicacién de servicios apli-
cando los criterios inspirados en los procesos de eleccién social (Kelly, (1988)).
Se trata de decidir la ubicacién del servicio teniendo en cuenta las preferencias
de los usuarios. Usualmente estas preferencias vienen manifestadas por sistemas
de votaciones y el objetivo global consiste en tratar de satisfacer a la mayoria.

Existen otros muchos criterios para elegir la ubicacién de un servicio plantea-
dos desde otros puntos de vista. Generalmente se trata de satisfacer ciertos
objetivos econémicos como son los criterios mds cldsicos de la mediana y del
centro. Sin embargo los resultados de la aplicacién de estos criterios pueden
ser rechazados por una amplia mayoria de la poblacién. El objetivo de esta
memoria es estudiar diversos aspectos derivados de la consideracién de criterios
con inspiracion social en los modelos de localizacion.

En particular se aborda el modelo estdndar de la localizacién en redes me-
diante votos cuando se considera que los usuarios tienen un sistema de prefe-
rencias con estructura de semiorden respecto a la distancia. Un usuario frente
a dos localizaciones posibles para el servicio puede preferir una a otra o ser
indiferente entre ambas, fundamentalmente en funcién de la distancia que lo
separa de ellas. Si para decantarse por la indiferencia entre las localizaciones o
la preferencia por una de ellas existe un valor umbral para la diferencia entre la
distancias a ellas, la estructura de preferencias del usuario es un semiorden. La
introduccién de los semiordenes como estructura de preferencia de los usuarios
permite considerar modelos méds ajustados a la realidad que si se consideran
sistemas de preferencias en los que los usuarios son indiferentes entre dos puntos
s6lo cuando estan exactamente a la misma distancia de ambos (Pirlot y Vincke,
(1995)). Ademads el uso de un umbral comin permite graduar el grado de
compromiso de los usuarios para solventar el inconveniente de que los sistemas de
preferencias clasicos no garantizan la existencia de una solucién para el problema
de la localizacién mediante votos. Esta es una dificultad presente en la aplicacién
de los modelos de votaciones a la mayoria de los problemas de decisién colectiva
(Moulin, (1991)).

En este trabajo se aborda la aplicacién de los modelos estdndares de la
localizacién mediante voto tanto para el caso de servicios deseables como de
servicios repulsivos. Se analiza la comparacién de las soluciones mediante votos
y las soluciones obtenidas al aplicar los criterios cldsicos de medianas o centros
siguiendo una linea similar a varios articulos publicados por diversos autores.

Tratamos los problemas de localizacién mediante votos en los que ademas
de aplicar los criterios cldsicos de Condorcet y Simpson se consideran sistemas
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de preferencias con estructuras de semiérdenes basados en un umbral uniforme
para la indiferencia de los usuarios. De esta forma se obtiene una familia de
problemas con un doble objetivo: que el nimero de usuarios que prefieran otra
ubicacién sea minimo, y que la distancia que define el umbral de indiferencia sea
minima. KEstos propdsitos son antagénicos y se intenta combinarlos de forma
que se garantice la existencia de una solucién.

El reparto de los usuarios indiferentes entre varios servicios nos conduce
a una familia de problemas entre los que estan los de solucién plural. Estos
problemas son semejantes a los de Condorcet pero usando la mayoria simple en
vez de la mayoria absoluta.

El uso de modelos de localizacién mediante votos da una informacion dife-
rente a la que se obtiene con los modelos cldsicos de la mediana y el centro. En
un Sistema de Ayuda a la Toma de Decisiones (DSS) la observacién de distintos
tipos de informacién puede llevar a la toma de una decisién de mayor calidad.

Igual que la Teorfa de la Localizacién se enriquece con la introduccién de
conceptos de Teorfa de Decisién los resultados obtenidos en el desarrollo de la
localizacién mediante votos nos ha llevado a proponer un método de decisién en
grupo aplicable cuando los miembros del grupo tiene una funcién de valor sobre
las alternativas. También se puede considerar este método como un método
de decisién multicriterio en el que las alternativas estan valoradas por criterios
normalizados.

En el primer capitulo de esta memoria se realiza una introduccién dividida
en tres apartados. En la primera seccién de este capitulo se hace una revisién
del estado actual de la localizacién mediante votos. En la segunda se aportan
la notacién bésica y las definiciones de los conceptos fundamentales utilizados
en la memoria. Por 1ltimo, en el tercer apartado se exponen los resultados més
importantes para la resolucién préctica de los problemas planteados en este
contexto.

Para realizar en la primera seccién del capitulo 1 la revisién del estado ac-
tual de la localizacién mediante votos se exponen, en primer lugar, las cues-
tiones fundamentales sobre la localizaciéon. A continuaciéon se exponen las bases
de los modelos para la adopcién de decisiones mediante votos y el papel que
juegan en ellos la estructuras de los sistemas de preferencia de los decisores. Fi-
nalmente se exponen los fundamentos que permiten conjuntar estos paradigmas
para plantear problemas de localizacién con criterios basados en los procesos de
decisiéon mediante votos.

La segunda seccion de este primer capitulo aporta la notacién bésica y las
definiciones fundamentales que serdn utilizadas en la memoria. Para ello se
concretan las aspectos formales de los conceptos de la teoria de grafos que se
utilizan para formular los modelos sobre los que se trabajard. Se establecen
los términos en los que se formulan los problemas de localizacién sobre grafos o
redes, describiendo los aspectos esenciales de los modelos cldsicos de localizacién
y como se establecen los modelos bésicos de localizacién mediante votos.

El tercer apartado de este capitulo introductorio se exponen los resultados
mads importantes obtenidos por diversos autores para la resolucién de problemas
de localizacién mediante votos. Gran parte de este apartado se dedica a exponer
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en detalle el importante procedimiento para obtener la solucién de Condorcet en
grafos generales debido a Hansen y Labbé. La relevancia de este algoritmo viene
determinada por abordar el problema paradigmatico de la localizacién mediante
votos, el problema de Condorcet, y porque proporciona las ideas fundamentales
del mecanismo de comparacién por pares para la eliminacién de candidatos que
se utiliza en la préctica totalidad de algoritmos para obtener las soluciones de
los problemas de localizacién mediante votos. La descripcién del algoritmo se ha
modificado para mejorar su comprensién y facilitar la descripcién del algoritmo
fundamental del capitulo segundo que se deriva en parte de éste.

En el segundo capitulo se expone la introduccién de los semiérdenes en el
modelo estdndar del problema de Condorcet en redes dando lugar a la solucién
a-Condorcet. Algunos de de los resultados de la primera parte de este capitulo
para el planteamiento y solucién de este problema han sido publicados en Studies
of Location Analysis. La comparacién de las soluciones de este nuevo modelo
y los modelos clédsicos aparecerdn en otro trabajo que ha sido aceptado para su
publicacién en la revista TOP.

El segundo capitulo arranca con una introduccién motivada a la formulacién
de este nuevo modelo donde se contempla la existencia de un umbral para la
indiferencia de los usuarios que se denota por «. Tras establecer formalmente
el planteamiento del problema en la segunda seccién se expone y analiza el
algoritmo de solucién propuesto para resolver el problema con un umbral «
dado. En el siguiente apartado se aborda la determinacién del minimo valor
del umbral de indiferencia, que permite la existencia de solucién del problema y
que representa el grado de compromiso que permite la adopcién de una solucién
aceptable por la mayorfa de los usuarios, y da lugar a la solucién tolerante
de Condorcet. Se plantea y analiza el correspondiente algoritmo de solucién.
Finalmente se exponen los resultados que permiten acotar la calidad de las
soluciones aportadas por este modelo teniendo en cuenta los criterios aplicados
en los modelos clésicos de localizacién: el criterio de la mediana o minisum y el
del centro o criterio minimaz. Estas cotas reflejan lo peor que puede ocurrir con
las soluciones aportadas por el nuevo modelo desde dicho punto de vista, pero
no reflejan la calidad de la solucién que, respetando el criterio democritico que
inspira el nuevo modelo, mas se acerca a la solucién 6ptima de los problemas
clésicos.

El tercer capitulo se dedica a los modelos de localizacién mediante votos que
se obtienen al generalizar los distintos aspectos que condicionan la existencia
de solucién. En primer lugar, siguiendo la propuesta de la solucién de Simp-
son, se varia el nimero de usuarios necesarios para rechazar una localizacién,
fijando una mayoria de rechazo por medio de un pardmetro ~; la mayoria de
rechazo puede ser distinta de la mitad de usuarios. La propuesta de conside-
rar simultaneamente esta relajacién que permite la existencia de solucién y la
que proponemos en el capitulo anterior ha sido presentada en diversos congre-
sos especializados y forma parte de un trabajo sometido para publicacién en la
revista EJOR. También se estudian los conceptos relacionados con los puntos
plurales, resultantes al sustituir la mayoria absoluta por la mayoria simple, al
tratar la comparaciéon de pares de localizaciones alternativas. Las soluciones
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de ambos planteamientos para el rechazo de una solucién, mayoria absoluta (la
mitad m&s uno de usuarios en contra) y mayoria simple (mds usuarios en con-
tra que a favor) se ha implementado para el caso discreto; el correspondiente
programa PASCAL aparece como apéndice. Por iltimo, se considera la gene-
ralizacién adicional de contemplar un reparto de usuarios indiferentes entre las
localizaciones comparadas gobernado por un parametro (.

El capitulo cuarto se dedica a algunos resultados de lineas de investigacién
en las que se ha trabajado y que aidn permanecen abiertas. Este capitulo estd
dividido en tres partes que corresponden a la localizacién mediante votos de
servicios no deseables, a la localizacién de conjuntos de varios puntos de loca-
lizacién, y una tercera parte que engloba las localizaciones eficientes, la apli-
cacién de modelos generales de toma de decisién en grupo y el uso de umbrales
de indiferencia proporcionales.

La memoria finaliza con la bibliografia y un apéndice en el que se encuentra el
programa PASCAL usado para buscar las soluciones de los problemas discretos
presentados en el tercer capitulo.
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1. INTRODUCCION.

En este primer capitulo introductorio se incluye una exposicién de la pers-
pectiva general de los problemas de localizacién mediante votos. Se introduce la
notacién fundamental para formalizar los problemas aportando las definiciones
bésicas que permiten especificar los modelos considerados. Finalmente se reali-
za una exposiciéon de las contribuciones mas relevantes para la resolucién de los
problemas correspondientes.

1.1. La localizaciéon mediante votos.

En este primer apartado se proporciona una descripcién de los aspectos maés
relevantes tanto de la Teoria de la Localizacion como de los Modelos de Decision
mediante Votos para confluir en el objeto central de la memoria: los Problemas
de Localizacion Mediante Votos.

1.1.1. La localizacion.

En términos generales, la localizacién de servicios trata el problema de selec-
cionar uno o varios puntos para la ubicacién de un servicio en funcién de algin
criterio que refleja las caracteristicas de la prestacién del servicio desde la situacién
seleccionada. Se consideran criterios que dependen de la situacion relativa de los
usuarios al servicio o a los servicios que se quieren localizar en términos de la
distancia entre ellos.

Los origenes de los estudios de localizacién se pueden remontar hasta el siglo
XVIII. Existen algunos trabajos relevantes sobre localizacion en la primera mitad
del siglo XX. Sin embargo es a partir de los anos sesenta cuando se experimenta un
extraordinario crecimiento en las investigaciones en este campo. Actualmente la
localizacion es un campo de interés para varias disciplinas. Gedgrafos, economis-
tas, ingenieros y otros profesionales abordan aspectos de la localizacién desde
distintas perspectivas.



Desde la perspectiva matemaético-formal, el problema de la localizacion se dice
continuo cuando los puntos para los servicios y los usuarios vienen dados por
variables continuas. En la localizacion discreta los servicios sélo pueden estar
en un conjunto finito de posibles ubicaciones; el espacio en el que se seleccionan
los servicios se representa por una o varias variables discretas. Los modelos de
localizacion sobre redes son modelos que se formulan utilizando una red descrita
mediante un grafo como contexto en el que se ubican los usuarios y los servicios.
En estos modelos los vértices permiten describir ubicaciones de forma discreta
pero los puntos a lo largo de una arista aportan formulaciones de tipo continuo
més realistas que los modelos sobre regiones planas.

Los problemas de localizacién continuos en redes contemplan como posibles
ubicaciones de los puntos de servicios aristas completas o parte de ellas de carac-
ter continuo. Mientras que en los problemas discretos sélo se pueden ubicar los
servicios en los vértices o en un conjunto finito de puntos, en cuyo caso se sue-
len incorporar como nuevos vértices al modelo. En los problemas de localizacién
continuos, tanto en redes como en espacios continuos pluridimensionales abiertos
o cerrados, dado que el conjunto de posibles soluciones es infinito, uno de los
primeros objetivos al analizar un problema de localizacién, en el que el conjunto
de posibles ubicaciones del servicio es un conjunto infinito, consiste en identificar
un conjunto finito dominante. Un conjunto dominante para un problema es un
conjunto de ubicaciones dentro de las que podemos encontrar siempre una solu-
cion o6ptima. Este tipo de resultado se encuentran ya en el trabajo de Hakimi
(Hakimi, (1964)) donde prueba que el conjunto de vértices es finito dominante
para el problema de la p-mediana. Este tipo de resultado se conoce como princi-
pio de optimalidad de los vértices y ha sido extendido a muchos otros problemas
de localizacion, en algunos casos incorporando otros conjuntos finitos de puntos
en el interior de las aristas como los centros locales, cuellos de botellas o puntos
extremos.

A veces los algoritmos que dan la solucién exacta de un problema son inviables
por cuestiones de recursos empleados; principalmente tiempos demasiado largos.
En estos casos se plantea si el esfuerzo por encontrar una solucién éptima exacta
merece la pena o si es suficiente con una solucién aproximada o suficientemente
buena. Los problemas originales pueden ser modificados relajando algunas restric-
ciones para permitir la bisqueda eficiente de soluciones que puedan llegar a ser
aceptables. Otra alternativa seria aportar métodos que permiten obtener buenas
soluciones factibles pero sin garantizar la optimalidad. Surge entonces la cuestiéon
de cémo de buenas son las soluciones obtenidas. Las heurfsticas son técnicas



para proporcionar este tipo de procedimientos. Se estudia si los procedimientos
obtienen buenos resultados de promedio y también en el peor de los casos.

Otro elemento relevante que se plantea en la aplicaciéon de los modelos de
localizacién es si la ubicacién de un servicio es una decisién que se puede tomar en
funcién de un sélo criterio o si se deben aplicar modelos multicriterio. Por ejemplo,
los modelos Cent-Dian son modelos bicriterio emanados de la combinacién de los
criterios clasicos del centro y la mediana. La aplicacion de modelos multicriterio
puede llevar a la no existencia de soluciones ideales que sean las mejores para todos
los criterios a la vez. Los sistemas de ayuda a la decisiéon en localizacién deben
permitir a los decisores observar los resultados de varios criterios obteniéndose de
forma interactiva informacién complementaria.

Existen otros muchos aspectos importantes en el anédlisis de los modelos de
localizacién. Se puede considerar que existe sélo una empresa que facilite el ser-
vicio o que existen varias empresas que compiten. Si es deseable que el servicio
esté cerca o es un servicio que se prefiere que esté lejos del usuario (en este caso
se habla de servicios no deseables). Se puede estudiar la localizacién como una
decision estdtica o considerando las variaciones en el tiempo que afectaran a la
localizacién del servicio. El célculo y almacenamiento de las distancias de los
usuarios a los servicios, el tamano de los servicios, el nimero de productos que
puede ofrecer un servicio, la asignacién de los clientes a los servicios, son otros
aspectos que se pueden tener en cuenta en localizacion.

En la localizacién de servicios en redes se idealiza el contexto espacial en el
que se enmarcan los usuarios y los puntos de servicio en un modelo en el que una
red de comunicaciones une los usuarios con los servicios. Los puntos de conexién
se denominan vértices y las conexiones entre ellos aristas o arcos. En general se
suele considerar que los usuarios estdn situados en vértices; en otro caso, cualquier
punto en el que haya un usuario se toma como un nuevo vértice de la red. En la
localizacién en redes la distancia de un usuario a un servicio se obtiene a través
de la longitud del camino mas corto que une los puntos en que se encuentran el
usuario y el servicio. Existen algoritmos polinomiales para calcular esas distancias
y €s0s caminos minimos.

El origen de la localizacion de servicios en redes es un articulo de Hakimi
(Hakimi, (1964)). A partir de entonces los criterios mds utilizados son: minimizar
la suma de distancias de los usuarios a los servicios, conocido como criterio de la
mediana, y minimizar la maxima distancia de los usuarios a los servicios, conocido
como criterio del centro. Sin embargo ni el criterio de la mediana y ni el del centro
tienen en cuenta las preferencias de los usuarios; asi como la generalidad de los



criterios de optimizacién usados en la literatura sobre localizacién.

1.1.2. Decisiéon mediante votos.

Las Decisiones colectivas se realizan en las sociedades actuales por proce-
dimientos que tratan de respetar los criterios basados en el concepto de mayorfa.
Estos procedimientos, también conocidos como de decisién en grupo, establecen la
forma en la que, a partir de las preferencias de los decisores que forman el colectivo
o grupo de decisores por las distintas alternativas, se obtienen conclusiones sobre
la preferencia colectiva y en términos de ellas se adoptan las decisiones. En nuestro
caso se trata de un colectivo de usuarios, o grupo de decisores, que comparten un
servicio y deben decidir sobre su ubicacién en un contexto espacial que les afecta.
Cuando las decisiones colectivas consisten en la seleccién, dentro de un conjunto
de alternativas, de la preferida por el colectivo, se habla de procedimientos de
FEleccion Social (ver, por ejemplo (Kelly, (1988))). Los procesos de eleccion social
de las sociedades democréticas estdn basados en la regla de la mayoria, tanto
mayorfa simple como absoluta. Sin embargo, ya desde el siglo XVIII se conoce
como efecto Condorcet el hecho frecuente de que una decisién basada en la regla
de la mayorfa resulta imposible de adoptar. El caso més sencillo es cuando tres
decisores que deben decidir entre tres alternativas manifiestan unas preferencias
del tipoa <b<c,b<c<ayc=<a=b, donde < debe leerse "preferida a”, que
en aplicacién de la regla de la mayoria, existen 2/3 de los decisores que sustentan
la preferencia ciclica a < b < ¢ < a que no puede llevar a ningtin tipo de decision.

Ante situaciones de este tipo, pero algo m&s complejas, se han propuesto di-
versas estrategias para seleccionar una de las alternativas tratando de respetar
el principio mayoritario. Las sociedades modernas han adoptado diversos pro-
cedimientos de votacién en los que los miembros del colectivo manifiestan sélo
ciertos aspectos de sus preferencias y, mediante algin mecanismo que los tenga
en cuenta, se alcanza una decisién razonable. Entre tales propuestas destaca la
que lleva el nombre de Condorcet consistente en seleccionar una alternativa para
la que no exista una mayorfa que prefiera a otra. Esta eleccién se basa, por tanto,
s6lo en las comparaciones por pares, lo que la hace ampliamente aceptable en
muchos contextos. Otras propuestas ampliamente utilizadas como las de Borda
requieren mds informacién, ya que utilizan un ranking u ordenacién de las alter-
nativas por cada decisor. Sin embargo, la solucién propuesta por Condorcet no
existe en numerosos casos practicos como el relatado anteriormente, por lo que
Copeland propone aumentar la nocién de mayoria necesaria para rechazar una



solucion desde la mitad de los decisores o miembros del colectivo hasta la minima
cantidad que permite la existencia de solucién. Este tipo de solucién en los pro-
blemas de localizacién mediante votos se conoce como solucién de Simpson. En
esta memoria se describe una propuesta distinta para solventar esta dificultad,
denominada solucién Tolerante de Condorcet, que es aplicable a circunstancias
aun mads generales que los modelos de localizacién como son la decisién en grupo
o la decisién multicriterio.

En la aplicacion de estos mecanismos de eleccion social generalmente se uti-
lizan explicita o implicitamente funciones de valor o utilidad en las alternativas en
las que se basa las manifestaciones de las preferencias por parte de los decisores.
Por ejemplo, en los problemas de localizacién donde los usuarios constituyen el
colectivo de decisores para la ubicacién de un servicio, el papel de la funcién de
valor viene representado por la cercanfa del usuario al servicio. Sin embargo, en
los trabajos conocidos se ha utilizado una estructura de preferencias demasiado
rigida en terminos de la cual dos ubicaciones son indiferentes para un usuario sélo
si estdn exactamente a la misma distancia. Nuestra propuesta consiste fundamen-
talmente en asumir la existencia de un umbral por debajo del cual las diferencias
no se pueden considerar suficientemente significativas como para descartar una
indiferencia. FEl tipo de estructura de preferencia resultante es conocido como
semiorden y estd siendo utilizado en situaciones practicas cada vez con mayor éxi-
to y frecuencia (Pirlot y Vincke, (1995)). Dado que partimos de un tratamiento
igualitario de los usuarios y que asumimos que sus preferencias estdn basadas en
una magnitud objetiva como es la distancia entre usuario y servicio, utilizamos
un umbral comin a todos los usuarios para establecer la diferencia necesaria para
descartar una indiferencia entre las posibles ubicaciones del servicio.

1.1.3. Semidrdenes.

A la hora de tomar una decisién generalmente se evalian las alternativas por
medio de criterios cuantitativos para que los criterios se comparen como nimeros.
Sean a y b dos alternativas y sea ¢ la funcién del criterio con el cual se va a
comparar a y b. Entonces se establece que a es preferido a b si g(a) > g(b) y que
a y b son indiferentes si g(a) = g(b). La notacién usual correspondiente es:

a < bsiysélosig(a)> g(b).
a ~ bsiysélosig(a)=g(b).

Sin embargo a la hora de comparar alternativas se puede llegar a paradojas
como la intransitividad de la indiferencia. Esta paradoja se refleja en el caso
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més sencillo en el hecho de que aunque la alternativa a sea indiferente a b, b
indiferente a ¢, las alternativas a y ¢ no tienen que ser indiferentes. Esto se
atribuye frecuentemente a las limitaciones en la percepcién; aunque dos cosas
sean indiferentes para un usuario existen diferencias entre ellas. Por ello, el modelo
anterior no se considera adecuado para representar la realidad del comportamiento
de los usuarios de un servicio.

Los semiérdenes son una de las estructuras méas usadas para establecer sistemas
de preferencias mas ajustados a un comportamiento racional. Los semidrdenes
surgen si se considera un umbral ¢ de diferencia entre las valoraciones de las alter-
nativas para descartar la indiferencia entre ellas. Dado el umbral de indiferencia
q, dos alternativas a y b son indiferentes si la diferencia entre sus valoraciones no
alcanza el umbral

an~bsiysdlosilgla) —g(b)| <q.

En los sistemas de ayuda a la decisién las simplificaciones en la construccion
de un modelo, el hecho de que las alternativas a veces son proyectos que tienen
aspectos impredecibles, las herramientas empleadas para medir las funciones, las
evaluaciones imprecisas y las ambigiiedades son entre otras las causas que llevan
a la pérdida de precisién. Por ello el uso de los semiérdenes es una herramienta
que encaja de forma muy natural en estos sistemas. Los sistemas ELECTRE
IIT (Roy y Bouyssou, (1993)) y MACBETH (Bana e Costa y Vansnick, (1994))
usan semiordenes para los criterios o para las categorias de preferencias entre dos
elementos.

Los semiérdenes tienen distintas representaciones: matrices, grafos, intervalos.
Estas representaciones facilitan el tratamiento formal y practico de los modelos
que utilizan este tipo de estructuras.

1.1.4. Problemas de Localizacion mediante votos.

Los modelos de localizaciéon mediante votos surgen al abordar los servicios de
interés publico donde la localizacién del servicio se interpreta como el resultado de
una decisién colectiva. Cada miembro del grupo o colectivo defiende sus propios
intereses. Por tanto es necesario buscar un acuerdo, un compromiso entre los
usuarios. La aplicacién de las reglas democraticas hace que una localizacién no
sea aceptada si la mayorfa de los usuarios estdn en contra de esa localizacion
porque prefieren otra alternativa. Si se establecen las preferencias de los usuarios
a través de las comparaciones por pares una solucién seria una localizacion tal
que ninguna otra sea preferida por una mayoria de usuarios. Normalmente la



mayoria necesaria para rechazar un servicio por preferir otro se suele tomar como
la mitad de los usuarios y se considera que cada usuario prefiere el servicio lo
maés cerca posible; por tanto, se busca una localizacién tal que no haya otra més
préxima a la mitad de los usuarios. Las localizaciones que cumplen estos criterios
se denominan puntos de Condorcet.

Sin embargo, dado que la existencia de soluciones de Condorcet no puede ser
garantizada se han estudiado varios tipos de relajaciones de las condiciones de
Condorcet. Asf, al restringir el conjunto de localizaciones comparadas se obtienen
soluciones locales y al aumentar el niimero de usuarios necesarios para rechazar
una localizaciéon se obtienen las soluciones de Simpson. La propuesta de la solucién
tolerante de Condorcet realiza la relajacién de las condiciones de Condorcet al
contemplar un umbral para que dos propuestas de solucién sean indiferentes para
un usuario.

Otras modificaciones como, asignar probabilidades de que los usuarios acudan
a un servicio u otro que da lugar a las soluciones FCondorcet, implican incluso
condiciones més fuertes y por tanto dificultan atin més la existencia de soluciones
no rechazables. Si en la condicién de Simpson, en la que se considera una mayoria
de rechazo distinta de la mitad de los usuarios para rechazar una propuesta de
solucién, se contempla que esa mayorfa pueda ser menor se tienen las soluciones
~vCondorcet que es més dificil de que existan. Las denominadas soluciones plurales
surgen al sustituir la mayorfa absoluta por una mayoria simple como condicién
para rechazar una propuesta. Una propuesta es una solucién plural si no existe una
alternativa tal que hay mds usuarios que prefieran la alternativa a la propuesta.
Dado que se ignoran los usuarios indiferentes entre la propuesta y su alternativa
esta condicién es mds exigente que la de la solucién de Condorcet.

Otro de los focos de interés en la localizacién mediante votos ha sido estudiar su
relacién con otros enfoques como los clédsicos de la mediana y el centro donde prima
otro tipo de cuestiones. Asi se ha tratado de determinar el grado de optimalidad de
las soluciones obtenidas mediante un proceso de votacién, como las soluciones de
Condorcet, respecto a otros criterios habituales: minimizar la suma de distancias
de los usuarios a los servicios y minimizar la méxima distancia de un usuario al
servicio mas préximo a él.

En los modelos originales, los servicios son deseables, es decir, cada usuario
es un votante que desea tener el servicio lo m&s cerca posible. En la presente
memoria se analizan también los modelos en los que ocurre al contrario; cada
usuario desea tener el servicio lo més lejos posible. Este tipo de problemas se
denomina problemas de localizacién de servicios no deseables aunque se trate



siempre de servicios que son necesarios para los usuarios por lo que su ubicacién
es deseable, aunque los usuarios las prefieran lo mds alejadas posible. Otra de las
modificaciones contempladas en la presente memoria consiste en la seleccién de
un conjunto de localizaciones para el servicio.

La localizacién mediante votos tiene también relacién con la localizacién com-
petitiva. La localizacion competitiva estudia basicamente la localizaciéon de ser-
vicios de dos o méas empresas que compiten entre si por captar a los usuarios o
clientes. En este tipo de localizacién se tienen en cuenta las preferencias de los
usuarios para calcular la cuota de mercado captada por cada una de las empresas
y se aplican conceptos de teorfa de juegos no cooperativos.

Los primeros trabajos dedicados a problemas de localizacion mediante votos
se dedican a la formulacién de los primeros modelos, a proponer soluciones y a de-
terminar los puntos que pueden ser candidatos a ser solucién de dichos problemas.
Los primeros en plantear un problema de la localizacién mediante votos en redes
fueron Hansen y Thisse (Hansen y Thisse, (1981)). Proponen como soluciones la
solucién plural tal que ningiin otro punto es preferido a éste por un niimero mayor
de usuarios, la solucién de Condorcet tal que no haya una mayoria de usuarios
que prefiera otro punto, y la solucién de Simpson tal que el nimero de usuarios
que prefieren otro punto es el menor posible. La solucién de Condorcet se basa
en el criterio de votacién propuesto por el marqués de Condorcet. La solucién de
Simpson se basa en la propuesta de criterio de votacién de Simpson (Simpson,
(1969)). En (Hansen y Thisse, (1981)) se demuestra también que si el nimero
de usuarios es impar las soluciones de Condorcet si existen estardn situadas en
los vértices. En (Rushton, McLafferty y Ghosh, (1981)) se realiza una discusién
intuitiva de los procesos de votacion en el andlisis de localizacion.

Otro de los focos de interés en estos temas ha sido la comparacién con las
soluciones propuestas por otros criterios. En (Bandelt, (1985)) se establecen las
condiciones que debe cumplir una red para que el conjunto de soluciones de Con-
dorcet coincida con el de medianas. En (Labbé, (1985)) se calcula la mejor cota
para comparar los puntos de Condorcet con las medianas en términos de la suma
de las distancias a todos los usuarios. También se estudian los puntos de Con-
dorcet en los ciclos y las redes simples. En (Bandelt y Labbé, (1986)) se comparan
los puntos de Condorcet con las medianas. En (Hansen, Thisse y Wendell, (1986))
se estudian condiciones para que existan soluciones plurales que sean a la vez me-
dianas. Ademds en dicho trabajo se establece que en los arboles las soluciones
plurales, las soluciones de Condorcet y las de Simpson coinciden. También de-
muestran que en las redes en general coinciden las soluciones locales plurales, las



soluciones locales de Condorcet y las soluciones locales de Simpson. Finalmente
Hansen y Labbé (Hansen y Labbé, (1988)) aportan un algoritmo polinomial para
el célculo de los puntos de Condorcet. Un review de algunos de estos resultados
se puede encontrar en (Hansen, Thisse y Wendell, (1990)).

Se han considerado algunos modelos derivados de los modelos estdndares.
(Vohra, (1989)) plantea un tipo distinto de votacién asignando a los usuarios
pesos en funcién de las potencias de las distancias. En (Labbé, (1990)) se es-
tudian las soluciones de Condorcet para los servicios no deseables y se plantea
el uso de un umbral para la indiferencia. Y en (Bauer y Domschke, (1993)) se
introducen probabilidades de uso de los servicios por parte de los usuarios.

Otra serie de trabajos relacionan la localizacién competitiva y la localizaciéon
mediante votos en redes. Asi, en (Wendell y McKelvey, (1981)) los autores estu-
dian la localizacién competitiva en redes y definen el concepto de solucién plural.
También en (Hakimi, (1983)) se estudia en redes la localizacién de los servicios
de dos firmas que compiten entre si. Las soluciones de Nash en localizacién com-
petitiva resultan ser una pareja de soluciones plurales. Asi mismo cuando no hay
usuarios indiferentes entre los elementos de la pareja que forma una solucién de
Stackelberg entonces la localizacién del lider es una solucién de Simpson. Los
puntos de Simpson son también denominados (1/1)-centroides.

También han aparecido diversos modelos de localizacién mediante votos en
localizacién continua aportando varios resultados sobre la existencia de puntos de
Condorcet y sobre la determinaciéon de los puntos de Simpson en espacios conti-
nuos. Algunos trabajos sobre este tema en localizacién continua son los siguientes.
(Demange, (1982) y (1983)) estudia la existencia de soluciones de Condorcet con
las normas [, en el plano dando condiciones para su existencia y contraejemplos,
también demuestra que siempre existe un punto de Condorcet en el plano con la
norma bloque de dos direcciones (la norma [; después de un cambio de coorde-
nadas). (Durier, (1989)) da un algoritmo para obtener el conjunto de puntos de
Simpson en el plano con una norma bloque. (Carrizosa, Conde, Munioz y Puerto,
(1993a), (1993b) y (1993c)) son tres documentos de trabajo en los que anaden a
los problemas anteriores restricciones convexas cerradas. En uno de ellos estudian
los puntos de Condorcet con la métrica de Manhattan [; y demuestran que con
las restricciones impuestas siempre existe un punto de Condorcet restringido que
ademds es el mas préoximo a la proyeccion del punto de Condorcet en el caso no
restringido. Los otros dos estudian los puntos de Simpson en problemas planares
con restricciones de localizacion aplicando un calibrador (gauge) y una S-norma.
Otros articulos que se han planteado la existencia y determinacién de puntos



de Condorcet y de Simpson en localizacién continua han sido: (Plott, (1969)),
(Wendell y Thorson, (1974)), (McKelvey y Wendell, (1976)), (Kramer, (1977)),
(Wendell y McKelvey, (1981)).

Otras publicaciones en las que se tratan aspectos relacionados con la loca-
lizacién mediante votos en el continuo son las siguientes. (Drezner, (1982)) estudia
la localizacién de dos facilidades que compiten en el espacio continuo. (Michelot,
(1986)) analiza el conjunto central de Tovey como la menor bola euclidea que
intersecta a todos los hiperplanos mediana. En (Tovey, (1992)) se da un algoritmo
para calcular dicho conjunto con dimensiones fijas. (Owen y Shapley, (1989))
estudia la localizacién competitiva y establece la definicién de punto fuerte como
aquel punto que minimiza la probabilidad de ser vencido por un competidor cuya
localizacién es aleatoria. En (Owen, (1995)) en un contexto de juegos espaciales
se introduce el concepto de core que, en el caso de que las coaliciones ganadoras
tengan més de la mitad de los usuarios, coincide con el concepto de Condorcet.
Un review de algunos de estos resultados se puede encontrar en (Plastria, (1995)).

1.2. Notacién y definiciones.

En este apartado se exponen las cuestiones mds importantes relativas a la
notacién y terminologfa utilizada. En primer lugar, se abordan las aspectos for-
males de los conceptos de la teoria de grafos que se utilizan para formular los
modelos de localizacién sobre grafos o redes. Se describen los aspectos esenciales
de la formulacién de los modelos clésicos de localizacién en redes y sobre como se
establecen los modelos bdsicos de localizaciéon mediante votos.

Existen divergencias notables en los términos e identificadores empleados para
describir el modelo, e incluso en el grado de formalismo, por los distintos autores.
Se ha tratado de adoptar la notacién y las definiciones més apropiadas en cada
caso pero procurando no desviarse de las mdas frecuentemente utilizadas en la
literatura especializada. En caso necesario se insistird en los términos y conceptos
utilizados en cada uno de los apartados en que sean utilizados.

1.2.1. Modelos de Redes.

Redes y grafos son dos términos usuales para referirse a la estructura formal
que representa, entre otros contextos, las vias de comunicacién utilizadas por
usuarios de un servicio. El término grafo o red hace referencia a la estructura
de comunicacién, compuesta por elementos puntuales llamados vértices, nodos o
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puntos de la red, y elementos lineales y continuos llamados aristas, arcos o ejes.
Sin embargo, la diferencia entre el término grafo y red radica en que el segundo
tiene una clara conotacién fisica de un sistema de comunicacién (susceptible de
medida) que no siempre es atribuida al primero donde lo relevante es la relacién
existente entre sus elementos. Por tanto, parece mas razonable utilizar el término
grafo para la estructura formada por vértices y aristas y denominarla red cuando se
contempla algin tipo de medida (generalmente longitud) sobre las aristas. No obs-
tante, se podrdn aplicar a una red conceptos relativos a un grafo, interpretdndose
que se refiere al grafo que soporta a la red. Por tanto la estructura representada
por un grafo que relaciona vértices y aristas se completa para formar una red con
una medida de la magnitud de las aristas llamada longitud que puede representar,
ademés de su tamano, el consumo de recursos al recorrerlas.

Las definiciones de los términos mas usuales se exponen a continuacién. Defi-
nimos un grafo por:

Definicién
Un grafo G es una estructura formada por un conjunto de puntos llamados
vértices V, y un conjunto de aristas A, donde cada arista es un conjunto

lineal y continuo de puntos de los que sus dos extremos (y sdlo estos) son
vértices.

Sin embargo, definimos una red por:

Definicién
Una red N es un sistema de comunicacion constituido por un grafo G y

una medida sobre sus aristas | denominada longitud (generalmente una
cantidad real y no negativa).

Algunas de las caracteristicas mas relevantes, tanto de los grafos como de las
redes, son las siguientes.

Se dice que el grafo o la red es conexa cuando no se puede separar en dos
partes sin conexién entre ellas.

Definicién
Un grafo o una red es conexa si para cualquier particion del conjunto de

vértices en dos conjuntos no vacios siempre existe alguna arista que conecta
un vértice de uno de ellos con algin vértice del otro.
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Aunque la cantidad de elementos puede considerarse no finita en la presente
memoria sélo se consideran conjuntos finitos de vértices y aristas.

Definiciéon

Una red o un grafo es finito si el nimero de vértices y de aristas es finito.

Las aristas representaran vias de comunicacién que pueden recorrerse en uno
o los dos sentidos segtin el caso que se trate de modelizar.

Definicién
Una arista es dirigida si solo se puede recorrer en uno de los dos sentidos.

Una arista es no dirigida si se puede recorrer en ambos sentidos.

Los grafos o redes serdn dirigidas o no segiin contemplen aristas de uno u otro
tipo.
Definicién
Una red es dirigida si solo hay aristas dirigidas.
Una red es no dirigida si sélo hay aristas no dirigidas.

Una red es maxta si hay aristas dirigidas y no dirigidas.

Algun tipo de aristas puede presentar cierto tipo de multiplicidad, porque los
extremos de una arista coinciden en uno sélo o porque coinciden los dos extremos
de dos aristas distintas.

Definicién
Se llama bucle a una arista que une un vértice consigo mismo.
Definicién
Un grafo no tiene aristas mailtiples si dado cualquier par de vértices existe
entre ellos a lo sumo una arista.

A partir de estos conceptos podemos establecer formalmente el modelo par-

ticular de red general que se considera en la presente memoria y sobre la que se
definiran los problemas de localizacién mediante votos.
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Definicién
Una red general N estd constituida por un grafo G = (V, A) conexo, finito,

no dirigido, sin bucles ni aristas multiples donde V' es el conjunto de vértices
y A es el conjunto de aristas y por una funcion de longitud positiva | : A —

R; se denota por N = (G,]I)

Por tanto N denotara una red conexa, no dirigida, sin bucles ni aristas muilti-
ples, y con conjuntos de vértices V' y de aristas A finitos y longitudes [ positivas.

Para denotar el nimero de elementos, tamano o cardinal de un conjunto C'
adoptamos la expresién |C]. La notacién esténdar de la teoria de grafos implica
denotar al nimero de vértices de la red por |V| = n y al nimero de aristas de
la red por |A| = m, sin embargo reservaremos estas letras para denotar otros
elementos del modelo de localizacién mediante votos.

Un vértice se denota generalmente por v o por v; y una arista por [u,v] o
por [v;, vj]. Por [v;, v;] se denota a la (tnica) arista (conjunto lineal y continuo de
puntos) de A que une los vértices v; y v; de V. La longitud de una arista [v;, v;] es
una cantidad positiva que se denota por I(v;,v;) independientemente de que sea
dirigida o no y del orden en que aparezcan los dos vértices v; y v; denominados
extremos de la arista.

El modelo de una red general N se interpreta como un espacio totalmente
constituido por puntos; un nimero finito de ellos son vértices y pueden pertenecer
a mas de una arista (a todas las que lo unen a otro vértice) pero el resto sélo
forman parte de una arista y se dice que son puntos interiores. Un punto x de la
red N puede ser un vértice o un punto interior a una arista. Cada arista [v;, v;]
estd constituida por un conjunto lineal y continuo entre sus dos puntos extremos
v; y v; que son los tinicos que son vértices; el resto son puntos interiores a la arista.

Un punto de una arista se identifica por la arista que lo contiene y por la
magnitud de las dos partes en que divide a la arista. Si ambas partes son de
magnitud no nula el punto es interior a ella, pero si es un vértice una de las partes
es de magnitud nula.

Definicién
Para cualquier artista [v;,v;] € Ay 0 < 0 < l(v;,v;) se denota por x =

p([vi,v4],0) al punto de [v;,v;] tal que la longitud del trozo de arista que
une r con v; es 0.

Por tanto, cada arista [v;, vj] como conjunto de puntos, es:

[vi, v;] = {& = p([vi, v;],0) : 0 < 6 < U(vi, v5)}.
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El punto z = p([v;, v;], ) se dice que estd situado a una distancia 6 de v;. Los ex-
tremos de la arista [v;, v,] son los puntos v; = p([v;, v4],0) y v; = p([v;, vy], vy, v5));
los demds son puntos interiores a [v;,v;] (no vértices), denotados por:

I([Uivvj]) = {:E = p([vi,’lij],e) 10<f< l('Uian)}'
Definiciéon

El punto x de la red N se dice que es un punto interior a la arista [v;,v;]
st x = p([vi, v;],0) con 0 <0 < (v, v;).

Algunos autores utilizan un pardmetro entre 0 y 1 para especificar el punto
de la arista de forma que = = ¢([v;,v;],t) representarfa el punto que deja un
proporcién ¢ de la arista [v;,v;] entre z y v;. Por tanto, la equivalencia viene
establecida por la relacién 0 =t - [(v;, v;).

El conjunto de puntos de la red se denota también por /N por lo que denotare-
mos x € N. Entonces son vélidas las expresiones:

N = U [’Ui,Uj]:VUI

[v’hvj] €A

donde V' e I son los conjuntos (disjuntos) de vértices y puntos interiores dados
por:

V. = {zeN:z=p(v,v],0),0 € {0,(v;,v)},[v;,v;] € A}.
I = {x € N:z=p(uv,v,],0),0 <0 <l(v;,v;), [vs,v5] € A}.

Dos puntos de una misma arista (que pueden ser vértices) determinan un sub-
conjunto de puntos de la arista entre ellos denominado subarista. Una subarista
puede ser abierta o cerrada segin que se considere que los puntos que la definen,
y estan situados en sus extremos, se incluyan, aunque normalmente se consideran
incluidos.

Definicién
Dados dos puntos x = p([v;,v;],0,) e y = p(lv;,v,],0,) con 6, < 0,, la

subarista [x,y| se define como

2,y = {= = p([v,v,),0) 6. < 6 < 6,).
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El concepto de subarista abierta es similar y, en caso de ser necesaria la dis-
tincién, se puede hablar de la subarista entre x e y abierta en y que viene dada
por:

[z, y) = {z = p([v;,v;],0) : 6, <0 <,}.

Andlogamente se puede hablar de las subaristas (z,y] y (z,y). Adema&s se pueden
usar subaristas desplazadas como [z + 0, y|, dadas para cada 6, por:

[z +60,y] = {z = p([vi, 3], 0) : 0o + 60 <6 < 0,}.

Se usardn subaristas desplazadas abiertas por la derecha o por la izquierda con
valores positivos y negativos de 6.

Consecuentemente con esta definicién, dados dos puntos « = p([v;,v;],0,) e
y = p([vi,vj],0,) de la arista [v;,v;] con 0, < 6, se denota a la longitud de la
subarista [z, y] por l(z,y) = 6, — 0,. En particular, la longitud de la subarista
[vi, ] es [(v;, x) = 0, y la de la subarista [z, vj] es I(x,v;) = (v, vj) — 0.

Los caminos en una red corresponden a las secuencias de recorridos para ac-
ceder desde un punto a otro haciendo uso de las vias de comunicacién repre-
sentadas. Aunque cabe la posibilidad de contemplar caminos que repitan algin
punto es formalmente conveniente adoptar una definicién que los excluya sin que
ello suponga pérdida de generalidad.

Definicién
Una ruta o camino entre dos puntos cualesquiera de la red x e y, no nece-

sariamente vértices, es una secuencia conexa minimal de aristas y subaristas
que contienen a los puntos x e y.

Un camino cualquiera P(z,y) entre x e y viene representado por:

P(z,y) = ([wo, 2], [T1, T2]; o) [TR—1, 7))

donde [z;_1,x;], para i = 1,...,k, es una arista o subarista de la red, z = =z,
y=xry k>0 (si k=0 esun camino vacio y si k = 1 el camino estéd constituido
s6lo por la arista o subarista [x,y]). La magnitud del camino o la cantidad de
recursos consumida al recorrerlo vendrd dado por la suma de las de las aristas o
subaristas que lo componen.

Definicion

La longitud de un camino es la suma de las longitudes de las aristas y
subaristas que lo forman.

15



Por tanto, la longitud del camino P(x,y) = ([xg, 21|, [x1, 2], ..., [Tx_1, T&]) en-
tre los puntos x e y es:

k
l(P(l', y)) = Zl(ml—la l.’t)
i=1
En general existiran varios caminos entre dos puntos arbitrarios de la red pero
al tratar de acceder desde uno al otro se elegird el que tenga menor longitud,
llamado camino minimo o camino mds corto entre ellos.

Definicion

Se dice que un camino entre x e y es un camino minimo si la longitud es
minima entre todos los caminos que los unen.

Un camino minimo entre los puntos x e y se denota por P*(x,y).

El concepto fundamental en la teoria de la localizacién es el de distancia,
interpretada fundamentalmente como una medida de la cantidad de recursos con-
sumidos al desplazarse de un punto a otro del espacio. Se denomina distancia
entre dos puntos x e y de la red a la longitud de un camino minimo P*(z,y) entre
ellos. El estudio de las propiedades de la distancia es crucial al analizar cualquier
problema de localizacion y los correspondientes métodos de solucién.

Definicion

Se define la distancia entre dos puntos x e y de la red N, denotada
d(z,y), como la longitud de cualquier camino minimo de z a y.

Esta distancia d definida sobre el conjunto de puntos de lared N es una métrica
y se cumple:

1. d(z,z) = 0,Yz € N (no negatividad).
2. d(z,y) =d(y,z),Va,y € N (simetria).
3. d(z,y) + d(y, z) > d(x, z),Vx,y,z € N (desigualdad triangular).

A partir de este concepto matemsditico sobre el espacio de los puntos de la
red, que le da estructura de espacio métrico compacto, se pueden utilizar diversas
herramientas formales topolégicas que son 1itiles para el andlisis riguroso de algu-
nas cuestiones relativas a las soluciones de los problemas. Por ejemplo se pueden
utilizar los conceptos de entornos o bolas centradas en un punto de la red.
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Definicién
Dado un punto x € N y una cantidad arbitraria € > 0, se llama bola

de centro = y radio € al conjunto B(z,e) de los puntos que estdn a una
distancia de x menor o igual que €;

B(z,e)={y € N :d(z,y) <e}.

Algunos conceptos importantes en los problemas de localizaciéon se establecen
en términos de puntos donde se dan ciertas igualdes o equilibrios entre distancias y
longitudes. En la literatura especializada han recibido diferentes denominaciones
como centros locales, cuellos de botella, puntos de equilibrio, etc. Uno de los més
importantes es el siguiente.

Definiciéon

Se dice que x € N es el punto cuello de botella para el vértice v € V en
la arista [vg,v] € A si

d(v,v;) + d(v, ) = d(v,z) = d(v,vy,) + d(vg, ).

Se denota por B al conjunto de puntos cuello de botella de la red. El cardinal
del conjunto B es a lo sumo |V|| 4| ya que cada vértice v puede determinar como
mucho un punto cuello de botella en cada arista [vg, vf].

Si denotamos por bi; = p([vg, v1], 0k (7)) al cuello de botella determinado por
el vértice v; en la arista [vk, v;] entonces, por definicién de punto cuello de botella,
la distancia d(v;, b%;) tiene que ser la misma a través de vy, que a través de vy, por
tanto

d(vi, ;cl) = d(vi,vk)—l—ﬁkl(i).
d(vi, by) = d(vi,v) + [[(vk, vi) — O (7))

Igualando estas dos ecuaciones y despejando se obtiene el valor de 6y (i) :

Ori(i) = %(l(vk,?}l) — d(vg, v) + d(vs,p)).

El valor de 0;(i) es un pardmetro que varia entre 0 y [(v,v;) y da la posicién del
punto cuello de botella b}, en la arista [vg, vi].

Si de la féormula se obtiene un valor 0y (i) = 0 0 0y(i) = l(vg,v;) significa que
el vértice v; no tiene cuello de botella en la arista [vg, v;]. Por otro lado,
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e Sid(v;,vx) < d(v;,v;) entonces Oy (i) > [(vg,v;)/2 y el punto cuello de botella
estd méds cerca de v; que de vy,.

o Sid(vi,vg) > d(vi,v;) entonces Oy (i) < (vk,v;)/2 y el punto cuello de botella
estd mas cerca de vi que de v;.

La figura muestra la relacién entre los cuellos de botella y el comportamiento
de la distancia de un punto de la arista [vg, v;] al vértice v;. La distancia de v; a
los puntos de la arista es creciente en [vg, b%,) y decreciente en (bl;, v;] en términos
de la distancia v.

d(”i? 21)

l

Funcion de distancias del vértice v; a los puntos de la arista [vg, vl]

Teorema

Sea v; un vértice arbitrario de la red N y sea x un punto de la arista
vk, v] € A; x = p([vg, v],0). Entonces la funcion de distancia desde el
vértice v; al punto x de la arista [vg,v;] es una funcion de 0 continua y con-
cava en [0, (v, v;)]. Es linealmente creciente con pendiente +1 en el inter-
valo [0,011(1)) y linealmente decreciente con pendiente —1 en (0r(7), vk, v1)]
siendo

0r(i) — %(l(vk,vl) — d(vs, vp) + d(vs, ).
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Una serie de conceptos relativos a la estructura de la red hacen referencia a los
aspectos que relacionan los distintos elementos que la componen; especialmente
vértices, puntos y aristas.

Definicién
Se dice que un vértice v; es adyacente a otro vértice v; en la red N siy

sdlo st
[’UZ‘,’U]‘] € A.

Mis en general, se puede decir que dos puntos son adyacentes si existe una
arista o subarista que los une. Para cualquier punto z, sea vértice o no, I'(z)
denota el conjunto de vértices adyacentes a x; si z es un punto interior I'(z) estd
constituido por los dos extremos de la arista que lo contiene, pero si es un vértice
puede ser un conjunto de vértices de cualquier tamano finito.

Un punto z se dice que estd entre los puntos x e y si pertenece a algiin camino
minimo entre ellos. Usando la distancia se define equivalentemente este concepto
de la forma siguiente.

Definicién
Se dice que un punto z € N estd entre dos puntos x e y si

d(z,z)+d(z,y) =d(z,vy).

Se denota por E(z,y) al conjunto de puntos que estan entre z e y y que es la
unién de todos los caminos minimos entre ellos.

En algunos casos es conveniente restringirse a parte del espacio de localizacion
manteniendo el mismo tipo de estructura. En el caso de las redes, este es el
concepto de subred.

Definicién
Una red N' con conjunto de vértices V', conjunto de aristas A" y longitudes
', sedice que es una subred de la red N con conjunto de vértices V, conjunto
de aristas A y longitudes [ si:
Vi C V.
A = A{vi,v] € A:v,v; € V'
I = lla.
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donde 1| s denota la funcion | restringida al conjunto A’; es decir

l‘AI(’Ui,'Uj) = l(’UZ‘,’Uj),V[’Ui,’Uj] c A,.

Algunos tipos de redes sencillas permiten establecer resultados especificos que
facilitan la resolucién de los problemas de localizacién en ellas. La red més sencilla
es la constituida por una séla arista. Los problemas de localizaciéon en una recta
o segmento han recibido cierta atencién porque permiten establecer propiedes im-
portantes que pueden posteriormente extenderse a redes cada vez mas complejas.
El modelo correspondiente a este caso es el de una red constituida exclusivamente
por un camino.

A un camino cuyo primer y iltimo vértice coinciden se le llama ciclo. Tam-
bién nos podemos referir a un ciclo como a un tipo de red que estd constituida
exclusivamente por un ciclo.

Definicién
Una red N es un ciclo si el conjunto de vértices es V= {vy, vy, ..., 0, } y €l
conjunto de aristas es:

A = {[vy,v9], [v2, V3], [V2, V3], o) [V 1, V], [V, v1] }-

Por otro lado, son muy importantes todos los problemas planteados en redes
en los que no se presentan caminos de tipo ciclo; principalmente porque en estas
redes los caminos entre dos vértices son tnicos. Estas redes se denominan drboles.

Definicién
Se dice que una red es un drbol si para cualquier par de puntos existe un
unico camino que los une.

Usualmente se denota por 7' a un arbol. Los conceptos de vértices hoja y
didmetro, aunque aplicables a cualquier tipo de red, son especialmente impor-
tantes en el caso de los arboles. Una hoja es un vértice que pertenece a una séla
arista (se dice que tiene grado 1) y el didmetro de la red es el camino minimo de
mayor longitud.

Definiciéon

Un vértice de una red es un vértice hoja si solo tiene un vértice adyacente.
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Se denota por H el conjunto de vértices hoja.

Definicién
El diametro de una red es el camino minimo entre dos puntos de mdxrima
longitud.

Por tanto, si denotamos por
6 = max{d(z,y) : z,y € N} = d(z",y")

un didmetro es un camino minimo entre x* e y*; es decir un camino de P*(z*,y*).

En un arbol, un didmetro es un camino de méxima longitud y siempre une dos
vértices hoja. En los drboles no existen puntos cuello de botella ya que no hay
ciclos. Al no haber ciclos no puede haber un camino desde el usuario al punto
cuello de botella pasando por un vértice adyacente v; y otro camino que vaya
desde el punto cuello de botella pasando por otro vértice adyacente distinto hasta
el usuario ya que habria un ciclo lo que es absurdo.

Un tipo de red que combina los conceptos de ciclo y drbol es el denominado
cactus o red simple que tiene una especial importancia en algunos problemas de
localizacién mediante votos. La apariencia de un cactus es la misma que la de un
arbol donde las aristas son sustituidas por ciclos.

Definicién
Se dice que una red N es stmple o que es un cactus si y sélo si la inter-
seccion de dos ciclos cualesquiera de esa red es vacia o sélo es un vértice.

Tanto los drboles como los ciclos son casos particulares de redes simples.

1.2.2. Problemas estandares de Localizacién.

Un problema de localizacién consiste en seleccionar un punto o conjunto
de puntos de un espacio que, verificando ciertas restricciones, optimice alguna
funcién en la que intervienen distancias a puntos del espacio. Los problemas de
localizacién de servicios se pueden formular en diversos espacios que representan
un modelo de la realidad que se intenta analizar. En los modelos estdndares de
localizacién simple se trata de elegir un tinico punto de un conjunto de puntos
de posible localizacion L en relaciéon a las distancias a un conjunto U de usuarios
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ubicados en puntos del mismo espacio. En esta memoria se consideran problemas
de localizacién definidos sobre el espacio constituido por los puntos de una red N.

El conjunto de usuarios U, en funcién de cuya ubicacién se establece la calidad
de la localizacién seleccionada, es un conjunto de puntos de la red; U C N.
El nimero de usuarios se considera siempre finito y se representa por |U|. En
los problemas estdndares de localizaciéon en redes se considera que los usuarios
estan situados en vértices; en caso contrario se modifica la red considerando a las
ubicaciones de los usuarios no situados en vértices como nuevos vértices de la red.
Esta operacion, que facilita la descripcién de los resultados y los procedimientos
de solucion de los problemas, se puede realizar formalmente por la insercién de un
punto en la red y no supone una alteracién significativa del modelo. Si en cada
vértice sélo puede estar un usuario se identifican los usuarios con los respectivos
vértices y se puede denotar U C V. En el caso bésico se toma U = V. Sin embargo
en el modelo estdandar varios usuarios pueden estar situados en un mismo vértice.

Se denota por u € U a un usuario cualquiera y por v(u) € V al vértice en el
que estd situado el usuario u. Puede ocurrir que v(u) = v(u’) con u # u'. Por
tanto v representa una aplicacién de U en V; v : U — V. Se denota por U (v;) al
conjunto de usuarios que estdn situados en el vértice v;;

Uvy)) ={u e U :v(u) =v}.

Entonces se denomina peso del vértice v; al niimero de usuarios que se encuentran
en ese vértice y se denota w;;

w; = U (vi)].

Se puede suponer sin pérdida de generalidad que todos los usuarios tienen la
misma importancia en la decisién que se va a tomar. Si la importancia fuera
distinta, ésta se podria cuantificar con un peso del usuario que se reflejaria en
un peso global de cada vértice que es ubicacién de usuario. Entonces el peso w;
representaria la suma de los pesos de los usuarios de U(v;). Si en un vértice no
existe ningin usuario el peso serfa nulo; w; = 0. Si se considera que el peso de
todos los usuarios es de una unidad entonces el peso de cada vértice viene dado
por el nimero de usuarios ubicados en dicho vértice.

El conjunto L de las localizaciones posibles es generalmente el de todos los
puntos de la red o el de todos los vértices de la red. En el modelo continuo estandar
sobre una red es L = N. Sin embargo, se pueden considerar problemas donde se
debe establecer el servicio en un subconjunto de puntos, finito o no; L C N. Si
este conjunto de puntos es finito se denomina modelo discreto y se considera que
todos son vértices, L C V. Si un punto de posible localizacién del servicio no es

22



vértice sino que es interior a una arista se pueden inserta como nuevos vértices
de la red. En el modelo discreto estindar el conjunto de posibles localizaciones
es el conjunto de todos los vértices; L = V. En otros casos, por restricciones del
modelo o porque el andlisis permite descartar trozos de aristas o subaristas, el
conjunto L de posibles ubicaciones estarfa constituido por un conjunto de aristas,
subaristas o puntos aislados.

Los problemas cldsicos estandares simples en la Teorfa de la Localizacién son
los problemas de la mediana, del centro y, como combinacién de ellos, el problema
del centdian. Se dicen simples a los problemas consistentes en localizar un sélo
punto frente a los problemas muiltiples en los que se localizan varios puntos. El
problema de la mediana consiste en hallar el punto de localizacién que minimice
la suma de las distancias a los usuarios, el problema del centro consiste en hallar
el punto de localizacién que minimice la méxima distancia a los usuarios y el
problema del centdian consiste en hallar el punto de localizacién que minimice
una combinacién lineal convexa de las cantidades anteriores.

El problema de la mediana o problema de Weber en una red consiste en hallar
la localizacién de un servicio sobre una red de forma que minimice la distancia
media de los usuarios situados en la red al servicio, o lo que es lo mismo, que
minimice la suma de las distancias de los usuarios al servicio. Entonces, Vo € N,
la calidad de la solucién propuesta se calcula como la media o la suma de las
distancias a los usuarios. Estas cantidades son, respectivamente:

%' S dw)a) y S diww), ).

Por tanto, la diferencia entre ambas posibilidades consiste simplemente en un fac-
tor multiplicativo por lo que las soluciones de los problemas serfan las mismas. Por
simplicidad se toma como funcién objetivo estdndar a minimizar en el problema
de la mediana, la suma de las distancias a todos los usuarios dada por:

F(z) =Y d(v(u),z) =) d(vi,z)w;

ueU v; EV
Los puntos que constituyen las soluciones del problema se llaman medianas.
Definicién
Se dice que un punto x € N es una mediana de U en la red N si y solo si,

F(z) < F(y),Vy € N.
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Por M se denotard al conjunto de medianas de la red. Para cualquier red
siempre existe una mediana; M # ().

Proposicién ( Hakimi, (1964)).

Siempre existe una mediana que es un vértice; M NV # (). Ademds si |U|
es impar todas las medianas son vértices; M C V.

El algoritmo usual para el cdlculo de la mediana de una red es el algoritmo de
Goldman.

Algoritmo de Goldman 1 (Goldman y Witzgall, (1970))

Paso 1
Sea V' = {wvy, v, ...,u,} el conjunto de vértices del grafo. Inicialmente
setoma k=0, f=F(v),y M ={v}.
Paso 2
Hacer k = k + 1 y calcular F(uvy).
Si F(vg) > f no se modifican ni f ni M.
Si F'(vx) = f dejar f sin cambiar pero hacer M = M U {u;}.
Si F(vg) < f hacer f = F(vy) y M = {v}.
Si k < n volver a iniciar el paso 2. En otro caso, f es le valor objetivo
optimo.
Paso 3

Si |U] es impar entonces M es el conjunto de medianas de la red y f
el valor 6ptimo.

Si |U| es par entonces, para cada arista [vg, v] de A tal que vg,v; € M
hacer lo siguiente.

Tomar el punto medio zy de [vg,vy] y si F(xy) = f entonces hacer
M=MU [Ukavl]-

En el paso 2, determina el valor éptimo de la funcién objetivo recorriendo
todos los vértices y comparando el valor de la funcién F' en ellos. Por tanto se
obtienen en M todos los vértices que son medianas. Estas son las tinicas medianas
en el caso impar. Para el caso par, las medianas que no son vértices son puntos
interiores de aristas de forma que todos los puntos de la arista son medianas. Por
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ello en el paso 3 se consideran las aristas [vg, v;] de A tales que vy y v; son vértices
de M.

La matriz de distancias entre cada par de vértices se obtiene con el conocido
algoritmo de Dijkstra en tiempo O(|V||A|log|V]) v la funcién F se calcula con
O(|V']) operaciones. El mimero de operaciones del paso 2 es O(|V]?) y las del
paso 3, si |U| es par, son O(|V||A4]). Por tanto, en el caso impar el nimero de
operaciones es O(|V|?) y en el caso par es O(|V||4]). Luego la complejidad del
algoritmo de Goldman es O(|V||A|) aunque todo el proceso de obtencién de las
medianas de la red implica un tiempo O(|V||A|log [V]).

En ciertos casos se puede determinar una parte de la red que por contener la
mayoria de los usuarios debe contener a todas las medianas.

Definicién
Se dice que una subred S de N es dominante si

HueU:v(u)e S} >{uelU:v(u) e N—- S}

Definicion

Se dice que una subred S de N tiene puente p € N si

d(x,p)+ d(p,y) = d(x,y),Vo € S,Vy ¢ S.

Teorema (Goldman y Witzgall, (1970))

St S es una subred dominante y que tiene puentes entonces S NV contiene
una mediana.

En particular se puede aplicar este resultado a los arboles. Si se particiona un
arbol en dos subdrboles habrd una mediana en el subarbol de mayor nimero de
usuarios. A partir de aquf se obtiene el siguiente algoritmo.

Algoritmo de Goldman 2 (Goldman, (1971))

Paso 1

Para cada vértice v; sea w; el nimero de usuarios en v;.

Paso 2
Seleccionar un vértice hoja v, de T'.
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Paso 3
Si wy, es mayor que |U|/2 entonces M = {v}.
Si wy, es igual a |U|/2 entonces M = [vg, vy].
En otro caso (wy < |U|/2), borrar v, y la tunica arista con extremo en
Ug. Si [vg, v;] es dicha arista hacer w; = w; + wy, y volver al paso 2.

En un édrbol las distancias se obtienen en tiempo O(|V]) por el algoritmo de
Dijkstra. El mimero de operaciones de este algoritmo es O(|V|). Por tanto las
medianas de un drbol se obtienen en O(|V).

El problema del centro o de Rawl en una red consiste en determinar el punto de
localizacién del servicio que hace minima la maxima distancia a un usuario. El tipo
de criterio presente en estos problemas de localizacién, conocidos como problemas
minimax, surge de la preocupacién por que los usuarios més desfavorecidos estén
lo menos alejados posible. La funcién objetivo a minimizar en el problema del
centro es, Vx € N:

G(z) = max dv(u),z) = max d(v;, x).

Las soluciones al problema se denominan centros.
Definicién
Se dice que un punto x € N es un centro de U en la red N, si y solo si

G(z) <G(y),Vy € N.

Por R se denotard al conjunto de centros de la red y por r al valor de la funcién
objetivo que se denomina radio; r = G(z),Vx € R. Para toda red siempre existe
un centro.

Al contrario de lo que ocurre con las medianas, no siempre se encuentra un
centro en los vértices, sino que puede estar en ciertos puntos interiores a las aristas
en los que se da un equilibrio con respecto a un par de usuarios. Estos puntos en
equilibrio son denominados centros locales.

Definicién
Un punto x interior a una arista es un centro local si existen dos usuarios
u; y u; tales que d(z,v(u;)) = d(x,v(uy)) y las funciones de distancia a v(u;)

y a v(u;) tienen en = pendientes opuestas. A la distancia r = d(z,v(u;)) =
d(xz,v(uj)) se le llama rango del centro local.
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El conjunto de puntos interiores que son centros locales se denota R;. Para
cualquier arista |vg,v;] existe un centro local con respecto al par de usuarios u; y
u; si (tal vez intercambiando los papeles de u; y u;) se cumple:

d(vk, v(u;)) < d(vg,v(u;))
d(vr, v(ui)) > d(vi,v(uy))
|d(v, v(w;)) — d(vr, v(uy))| < Loy, vr).

Entonces el centro local es el punto x = p([vg, v;],0) siendo

0 = %(d(vk,v(ui)) + U(vg, v1) — d(vy, v(uy))

que tiene rango

r= %(d(vk,v(ui)) + vk, o) + d(vr, v(uy)).

Teorema (Minieka, (1970))

Si ¢ € N es un centro de la red entonces ¢ € V U R;.

El algoritmo para el cdlculo del centro en una red general propuesto por
Minieka (Minieka, (1981)) determina la mejor localizacion en el interior de cada
arista [vg,v;] examinando sus centros locales.

Algoritmo de Minieka (Minieka, (1981))

Paso 1

a) Para cada arista [vg,v;] se ordenan en una lista L los usuarios
segin su distancia al vértice v, empezando por el més lejano y
terminando por el mds préximo. Tomar de la lista L el usuario u;
mas alejado de vy y eliminarlo de L.

b) Mientras la lista L no esté vacia tomar como u; el primer usuario
de la lista L y eliminarlo de L.

Si d(vy,v(u;)) < d(v,v(u;)) volver a iniciar el paso b).
Si d(vi, v(u;)) > d(vy, v(uy)) y [d(vg, v(w;)) — d(vi, v(uy))| < v, v)
entonces el punto x = p([vy, v];0) donde

0= %(d(vk,v(ui)) + U(vg, v1) — d(vy,v(uy))
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es un centro local y su rango es

= 2 dor, o)) + o) + d(vno(us)

Hacer u; = u; y volver a iniciar el paso b).

Paso 2

El radio de la red es el menor de los rangos de los centros locales detec-
tados y cualquier centro local donde se haya alcanzado es un centro.

El algoritmo debe empezar una vez obtenida la matriz de distancias entre
vértices por el algoritmo de Dijkstra en tiempo O(|A||V]log|V]). El nimero de
operaciones de este algoritmo es O(|A||V |log |V'|). Por tanto la complejidad de la
resolucién del problema del centro por el método de Minieka es O(|A||V|log |V]).
Hakimi (Hakimi, (1964)) también propuso un algoritmo de la misma complejidad.

Para un arbol, el algoritmo de Handler proporciona un método mucho més
sencillo y eficiente de obtener el centro.

Algoritmo de Handler (Handler, (1973))

Paso 1

Elegir un vértice cualquiera vy del drbol.

Paso 2

Tomar el usuario u; més alejado de wvyp.

Paso 3

Tomar el usuario u; mds alejado de v(u;).

Paso 4

El centro ¢ es el punto medio del camino entre v(w;) y v(u;).

Dado que las distancias desde un vértice de un arbol a los demés se obtienen
en tiempo O(|V]), la complejidad de este algoritmo es O(|V|).

El problema centdian resulta de una combinacién de los problemas del centro y
de la mediana a través de su funcién objetivo con el propédsito de responder a la vez
a los criterios que inspiran ambos problemas; optimizar la situacién media de los
usuarios y la del usuario mas perjudicado. El problema centdian consiste en hallar
la localizacién del servicio deseable de forma que minimice una combinacién lineal
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entre la suma y el maximo de las distancias de los usuarios al punto de servicio.
Sea0<A<1,y

H(z) = AF(z)+ (1 — \)G(x).
Definicién

Se dice que un punto x € N es un centdian de U en la red N, si y sdlo si

H(x) < H(y),Vy € N.

Se denota D al conjunto de centdianes de una red.

Teorema (Halpern, (1978))

Existe un centdian x que es un vértice o un centro local;

DN(VUR)#0.

A partir de este resultado se propone el siguiente procedimiento rudimentario
similar al ,propuesto por Goldman para la mediana.

Algoritmo de Halpern (Halpern, (1978))

Paso 1
Sea X = {xy1, %y, ..., 11} el conjunto de vértices y centros locales de la
red. Inicialmente se tomai =0, h = H(z1),y D = z;.
Paso 2
Hacer i =i + 1 y calcular H(z;).
Si H(x;) > h no se modifican ni h ni D.
Si H(z;) = h hacer D = D U {x;}.
Si H(z;) < h hacer h = H(x;) y D = {z;}.
Si ¢ < k volver a iniciar el paso 2.

Dado que el mimero de centros locales es de lared es O(JA||V|?), la complejidad
de este algoritmo es O(|A||[V]*).
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1.2.3. Modelos de localizaciéon mediante votos.

Los modelos de localizacién mediante votos tratan de reflejar el resultado de
la aplicacién a la localizacién de servicios, de los criterios democraticos de de-
cisién basados en las preferencias de los usuarios usando el concepto de mayoria.
Se parte de la idea de que son los propios usuarios los que tienen que seleccionar
la localizaciéon del servicio mediante un proceso de votacién de acuerdo a sus pre-
ferencias. Las situaciones del contexto de aplicacién pueden ser las mismas que
otros problemas de localizacién, como los problemas estdandares descritos anterior-
mente. Por tanto, para establecer los modelos de localizacién estdndar mediante
votos en redes se contemplan las mismas circunstancias que las descritas para los
problemas clésicos.

Se consideran principalmente dos modelos estdandares: un modelo discreto y
un modelo continuo. En ambos casos se supone que existe un conjunto finito U
de usuarios ubicados en vértices de la red; en el modelo bésico hay un usuario en
cada vértice y U = V. En el modelo discreto el conjunto L de posibles ubicaciones
estd constituido por vértices y en el modelo continuo estd constituido por aristas
o subaristas. En los respectivos modelos estdndares se considera L =V y L = N.

Tradicionalmente se supone que dadas dos localizaciones de un servicio de-
seable, un usuario prefiere la localizacién que estd situada més cerca de él. En el
caso de que dos localizaciones estén a la misma distancia de un usuario, el usuario
es indiferente entre las dos y se considera que va a hacer igual uso de ambas. FEl
sistema de preferencias de cada usuario es como sigue. Dos localizaciones x e y son
indiferentes para el usuario u situado en el vértice v(u) si d(v(u),z) = d(v(u), y).
El usuario u prefiere x a y si d(v(u),z) < d(v(u),y).

Para cada par de localizaciones x e y, sea |z < y| el nimero de usuarios que
prefieren = a y; es decir,

[z <yl =[{ueU:d(v(u),r) <d(v(u),y)}]
El niimero de usuarios indiferentes entre x e y es

o~ yl = [{u €U :d(v(u), ) = d(v(u),y) }|.

Existen diversos conceptos estandares de solucién para un problema de loca-
lizacién de un tnico punto de servicio mediante votos. Estos conceptos se corres-
ponden con las propuestas usuales de soluciones a los problemas de optimizacién
en los que se aplican criterios basados en los métodos de decisién colectiva. La
solucién de Condorcet, la solucién de Simpson y la solucién plural son las més
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usadas. Una localizacién es una solucién de Condorcet si no existe una mayoria
estricta de usuarios que prefiera otra localizacion; donde la mayorfa estricta se
interpreta en términos de mds de la mitad de los usuarios. Una localizacién es
una solucién de Simpson si es la localizacion menos objetable; en el sentido de
que la cantidad de usuarios que prefieren otra localizacién es la menor posible.
Finalmente, una localizacién es una solucién plural si frente a otra localizacién
alternativa, esta no es preferida por un mayor nimero de usuarios que la anterior.

No siempre se puede garantizar que exista una solucién plural ni una solucién
de Condorcet. Si se puede garantizar la existencia de una solucién de Simpson
si el nimero de usuarios es finito. Si existiera una solucién plural esta serfa la
mejor solucién, si no la mejor solucién serfa una solucién de Condorcet si existe.
Si ninguna de ambas existe se buscarfa una solucién de Simpson.

Sea C' el conjunto de soluciones de Condorcet, S el conjunto de soluciones de
Simpson y P el conjunto de soluciones plurales. Se tiene que P C C. Esto se
deduce de que:

|z <yl +|z~yl+ |y <z|=|U|

Por tanto si y € P para toda localizacién z se cumple |z < y| < |z = y| =
|U| — |z < y| — |z ~ y|. De donde despejando 2|z < y| < |U| — |z ~ y| < |U]
y por tanto |z < y| < |U|/2 para toda localizacién z. Esto significa que y € C.
No siempre se verifica S C C' ni C' C S. Pero, si existe solucién de Condorcet
(C # D) entonces S C C.

La aplicacién de estos conceptos de solucién a la localizacién de un punto sobre
una red N da lugar a los conceptos de punto de Condorcet, punto de Simpson y
solucion plural en una red. En los trabajos publicados se suele considerar el modelo
continuo estdndar en el que existe un conjunto finito U de usuarios ubicados en
vértices de la red y el conjunto L de posibles localizaciones es toda la red; L = N.

Un punto Condorcet es un punto que cumple que no existe ningin otro punto
mds cercano a una mayoria estricta de usuarios. Dado que |y < z| denota el
ntimero de usuarios que estdn més cerca de y que de x y por tanto prefieren a y
frente a x se tiene la siguiente definicién aparecida en (Hansen y Thisse, (1981)).

Definicién (Hansen y Thisse, (1981))

Se dice que un punto x € N es un punto de Condorcet si y solo si:

ly < z| < |U|/2,Vy € N.
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Por C se denotard al conjunto de puntos de Condorcet de la red. En una
red cualquiera no se puede garantizar la existencia de un punto de Condorcet,
pudiendo ocurrir que C' = (). En tal caso, se puede adoptar el concepto de solucién
de Simpson. Se puede interpretar que un punto no es de Condorcet si llega a ser
objetable por una mayoria de usuarios.

x¢C<—JyeN:|y<z| >|U|/2.

Un punto de Simpson es un punto que es menos objetable que cualquier otro;
es decir si el nimero méximo de usuarios que prefieren otro punto es el menor
posible. Esta definiciéon fue usada en el contexto de redes por primera vez en
(Hakimi, (1983)) aunque en la teoria de la decisién en grupo esta idea se conoce
como regla de Copeland.

Definicién (Hakimi, (1983))
Se dice que un punto x € N es un punto de Sitmpson si y sdlo si:
max{|ly < z|:y € N} <max{ly < 2| :y € N},Vz € N.

El valor de R(z) = max{|y < z| : y € N} es la medida de lo objetable que es
el punto = y se denomina puntuacién de Simpson para el punto z. El punto de
Simpson de la red es el que minimiza R(z).

Al contrario que con los puntos de Condorcet, dado que el niimero de usuarios
es finito, siempre existe un punto de Simpson; S # (. Ademds, si x € N es un
punto de Simpson tal que R(z) < |U|/2 entonces x es un punto de Condorcet; si
existe x tal que R(x) < |U|/2 entonces S C C.

El punto de Simpson es una opcién cuando el conjunto de los puntos de Con-
dorcet es vacio. Entonces, para un punto de Simpson z, se tiene R(z) > |U|/2 y
la diferencia entre |U|/2 y R(z) indica lo cerca que esta el punto de Simpson de
ser un punto de Condorcet.

Un punto es una solucién plural (podriamos decir que es un punto plural)
si no existe ningin otro punto y més cerca de un mayor nimero de usuarios.
En relacién con el punto de Condorcet se puede interpretar que se sustituye la
mayoria absoluta por la mayorfa simple; en el sentido de que en lugar de que la
condicién para rechazar un punto sea que exista una mayoria absoluta (la mitad
de los usuarios) que prefiera a otro punto, se pone como condicién el que sea
una mayoria simple los que lo prefieren (hay més usuarios que la prefieren que lo
contrario). La solucién plural fue introducida en el campo de la localizacién por
primera vez en (Wendell y McKelvey, (1981)).
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Definicién (Wendell y McKelvey, (1981))

Se dice que un punto x € N es una solucion plural si y solo si

ly <z| < |z <y|,Vy € N.

El punto z es una solucién plural si el nimero de usuarios que prefieren otro
punto y frente a x nunca es mayor de los que prefieren x frente a y. Por P se
denotara al conjunto de soluciones plurales de la red. En una red cualquiera no se
puede garantizar la existencia de una solucién plural, pudiendo ocurrir que P = ().
Ademas las soluciones plurales son también soluciones de Condorcet. P C C.

1.3. Resolucién de problemas de localizacién mediante vo-
tos

En este apartado de este capitulo introductorio se exponen los resultados
méds importantes obtenidos por diversos autores para la resoluciéon de problemas
de localizacién mediante votos. Los procedimientos para resolver los distintos
problemas de localizacién mediante votos aparecidos en la literatura especiali-
zada tienen caracteristicas muy distintas. Sin embargo, desde el punto de vista
tedrico como practico el mayor interés se centra en el algoritmo parta determinar
el punto de Condorcet en redes generales. Gran parte de este apartado se dedica a
exponer en detalle este importante procedimiento aparecido en (Hansen y Labbé
(1988)). La relevancia de este algoritmo viene determinada por abordar el pro-
blema paradigmatico de la localizacién mediante votos, el problema de Condorcet,
y porque proporciona las ideas fundamentales del mecanismo de comparacién por
pares para la eliminacién de candidatos que se utiliza en la practica totalidad de
algoritmos para obtener las soluciones de los problemas de localizacién mediante
votos. La descripcién del algoritmo se ha modificado para mejorar su comprensién
y facilitar la descripcién de este algoritmo y de otros algoritmos de la presente
memoria que utilizan el mismo tipo de operaciones o cédlculos. El objetivo funda-
mental es resaltar la diferencia del papel que juegan los vértices en los resultados y
procedimientos porque hay usuarios ubicados en ellos o porque representan nudos
de comunicaciones.
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1.3.1. La solucién de Condorcet en redes generales.

Dado un conjunto U de usuarios en una red NV, el conjunto de puntos de
Condorcet es:

C={zxeN:|ly<zl <|U|/2,Vy € N}.

Una localizacién x es solucién de Condorcet si no existe otra localizacién y que
sea preferida por una mayoria estricta de usuarios; en otro caso se dice que y
domina a x. Por tanto las soluciones de Condorcet son las localizaciones que no
son dominadas por ninguna otra.

Definicion

Un punto x € N es domainado por el punto y € N si y estd mds cerca que
x de mds de la mitad de los usuarios.

El punto € N es dominado por y € N si y solo si
ly <z| =HueU:dy,v(w) <dz o(w)} >[U]/2.

El hecho de que el nimero de usuarios sea par o impar influye en los puntos
que pueden ser soluciones de Condorcet en una red general, ya que si el nimero
de usuarios es impar entonces los puntos de Condorcet son vértices.

Proposicién (Hansen y Thisse, (1981))
Si |U| es un nimero impar entonces C C V.

Los primeros procedimientos para obtener las soluciones de Condorcet en una
red general han sido propuestos en (Hansen y Labbé, (1988)) y realizan un proceso
de eliminacion de las localizaciones dominadas por otras. El algoritmo expuesto a
continuaciéon implementa el procedimiento propuesto por Hansen y Labbé al que
se han incorporado algunas correcciones y adaptaciones.

ALGORITMO 1 (Hansen y Labbé, (1988))
Algoritmo para el cdlculo de Soluciones de Condorcet en redes generales.

El procedimiento para determinar las soluciones de Condorcet en una red ge-
neral, cuya implementacién denominamos ALGORITMO 1, propuesto en (Hansen

y Labbé, (1988)) trata los casos de forma distinta segiin que el nimero de usuarios
sea par (Algoritmo 1A) o impar (Algoritmo 1B).
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e Si el nimero de usuarios es impar, sélo los vértices pueden ser soluciones por
lo que a partir del conjunto de todos los vértices como soluciones posibles
el algoritmo 1A elimina los vértices dominados por otro vértice o por otros
puntos de las aristas. La comparacién entre vértices se realiza en el paso Al
y la comparacién de los vértices con las aristas en los pasos A2, A3y A4.

e Si el nimero de usuarios es par, estos mismos pasos permiten determinar
qué vértices son soluciones de Condorcet pero en el alogritmo 1B ademés
tiene que determinar qué porciones de aristas o segmentos pueden contener
soluciones de Condorcet. Por tanto, el paso Bl consiste en aplicar el algo-
ritmo 1A completo como en el caso impar. Los pasos B2 y B3 determinan
que segmentos pueden contener soluciones de Condorcet mediante la elimi-
nacién de aquellos dominados por vértices. Los pasos B4, B5 y B6 eliminan
los segmentos que son dominados por otro segmento.

El algoritmo para obtener las soluciones de Condorcet en una red general es
el siguiente:

ALGORITMO 1 (Hansen y Labbé, (1988))

Caso impar
Si |U| es impar ejecutar el algoritmo 1A.

Caso par
Si |U| es par ejecutar el algoritmo 1B.

El algoritmo para obtener las soluciones de Condorcet con un nimero impar
de usuarios en una red general es el siguiente:

ALGORITMO 1A (Hansen y Labbé, (1988))

Comparacion entre vértices
Eliminar los vértices dominados por otro vértice: paso Al.
Comparacion de vértices con aristas

Eliminar los vértices dominados por un punto de una arista: pasos A2,
A3y A4

El algoritmo para obtener las soluciones de Condorcet con un nimero par de
usuarios en una red general es el siguiente:
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ALGORITMO 1B (Hansen y Labbé, (1988))

Vértices Condorcet

Aplicar el Algoritmo 1A para determinar los vértices de Condorcet;
paso B1.

Comparacion de aristas con vértices
Eliminar los segmentos dominados por un vértice; pasos B2 y B3.

Comparacion entre aristas

Eliminar los segmentos dominados por otros segmentos; pasos B4, B5
y B6

En primer lugar se describen los detalles del algoritmo 1A y a continuacion los
del algoritmo 1B que utiliza al anterior.

El Algoritmo 1A para el cdlculo de Soluciones de Condorcet en redes generales
con un nimero impar de usuarios consta de 4 pasos. El paso Al parte de todo el
conjunto de vértices como conjunto C' de candidatos a soluciones de Condorcet y
realiza las comparaciones entre vértices eliminando los que son dominados. Si el
conjunto de candidatos no ha quedado vacio, los pasos A2, A3 y A4 eliminan los
vértices dominados por puntos interiores a las aristas.

En el paso A2 se toma un vértice v; y una arista [vy,v;] dividiendo el conjunto
V de vértices en 5 subconjuntos Vi, Vo, V3,V v Vs segin las distintas posibilidades
al hacer las comparaciones entre su distancia al vértice v; y a los puntos de la
arista [vg,v;]. En el paso A3, si el nimero de usuarios en el subconjunto V; de
los vértices que estdn mds cerca del vértice v; que de cualquier punto de la arista
[vg, v] es superior a |U|/2 entonces v; no puede ser dominado por ningin punto
de la arista [vg,v;]. En tal caso se toma otra arista para reiniciar el paso A2;
en otro caso se determinan y ordenan de izquierda a derecha los puntos de la
arista [vg,v;] donde algiin v; empieza o termina su preferencia por una subarista
de [vg, v] frente a v;. El paso A4 recorre estos puntos determinando el nimero de
usuarios que prefieren los puntos interiores a la subarista de [vy,v;] frente a v;. Si
en algin momento este mimero de usuarios llega a ser mayor que |U|/2 el vértice
v; es eliminado del conjunto C' y se reinicia el paso A2 con otro vértice v; del
conjunto C' ain no explorado. En caso contrario se reinicia el paso A2 con otra
arista [vy,v;] no comparada con v;. El proceso finaliza cuando todos los vértices
del conjunto C' ya hayan sido explorados.

ALGORITMO 1A (Hansen y Labbé, (1988))
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Soluciones de Condorcet con un nimero impar de usuarios

Comparaciéon entre vértices

Paso Al
Sea C =V.
Para todo v; € V se calcula |vg < v;| para todo vy € V.
Si algin vy verifica que |vgy < v;| > |U|/2 se borra v; de C.
Si C' = () parar. En otro caso ir al paso A2.

Comparacién de los vértices con las aristas

Paso A2

Sea v; € C, sea [vg,v] € A, con k < [. Sea b}, el punto cuello de
botella de un vértice v; en [vg, vy]. Se divide el conjunto V' en cinco

subconjuntos:
Vi = {vi eV :d(v,v;) < min{d(v;,vg), d(vi,v1)}}
Vo = {vi eV d(v,v) <d(vi,vj) < d(vi,v)}.

Vi = {v, € Vid(v,u) <d(v,v;) < d(v;,vp)}
Vi = {v; € Vimax{d(v;,vy),d(vs, )} < d(vi,v;) < d(v;, Zz)}
Vi = V—(Vi+ Vot Va4 V).

e El conjunto V; estd constituido por los vértices que estdn mds
cerca del vértice v; que de cualquier punto de la arista [vg, v;]. En
V5 estdn los vértices que estdn méds cerca de una subarista con
extremo en vy, que del vértice v; y en V3 los que estdn més cerca de
una subarista con extremo en v; que del vértice v;. El conjunto Vj
estd formado por los vértices que estan més cerca de dos subaristas,
una con extremo en vy y otra con extremo en v;, que del vértice
vj. Finalmente, en V5 estdn los vértices que estdn mds cerca de

cualquier punto de la arista [vg,v;] que del vértice v;.

Paso A3
Si|UWV)| = {u e U :v; =v(u) € Vi}| > |U|/2 se toma la siguiente
arista y se reinicia el paso A2.
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Si |U(Vy)| < |U]/2 se calcula:

t7 = d(vi,v;) — d(vi,vp,), Vo, € Vo UV,
t. = l(’l}k, ’Ul) — d(’Uz‘,Uj) +d(’Uz‘,UZ),V’UZ‘ € ‘/3 U ‘/21

7

e El pardmetro ¢; determina el extremo derecho de la subarista que
empieza en v cuyos puntos son preferidos por los usuarios ubicados
en v; al vértice v;. El pardmetro ¢; determina el extremo izquierdo
de la subarista que termina en v; cuyos puntos son preferidos por los
usuarios ubicados en v; al vértice v;. Ambos pardmetros cumplen
0 <t <l vg,v)y0<t; <l(vg,v).

Se ordenan los valores de ¢ y t; en orden creciente en una lista T'.
Paso A4

Se recorre la lista T' computando el mimero de usuarios que prefieren
una subarista de [vg,v;] con extremo en el punto que determina el
pardmetro ¢, al vértice v;.

Se parte de
W=|UVouV,UVs)|=[{ueU:v,=uv(u) € VaUV,UVs}|.

e Este valor es el niimero de usuarios que prefieren una subarista de
[Ug, ;] con extremo en vy al vértice v,.

Al recorrer la lista 7T

a) Cada vez que se encuentra un t = t; se actualiza la cantidad W
restando los usuarios que estdn en v;;

W=W—-|{ueU:v=uv(u)}.

b) Cada vez que se encuentra un t = t; se actualiza la cantidad W
sumando los usuarios que estdn en v; :

W=W+ [{uecU:v =uvu}.

Si en la lista coinciden varios ¢ y ¢~ se hacen a la vez las sumas y/o
restas correspondientes.

Si en alguna de estas actualizaciones es W > |U|/2 se elimina el vértice
v; de C. Esto significa que mds de la mitad de los usuarios prefieren
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los puntos de la subarista que empieza en el punto determinado por t,
al vértice v;.

Si todos los puntos de C' han sido explorados finaliza el algoritmo. En
otro caso se toma otro v; € C' que no haya sido explorado y se va al
paso A2.

El algoritmo 1A determina las soluciones de Condorcet en una red general con
un nimero impar de usuarios en un tiempo O(|V|] - |A| - |U|log |U]).

Proposicién (Hansen y Labbé, (1988))
La complejidad del algoritmo 1A es O(|V] - |A|-|U|log|U|).

Si el nimero de usuarios es par, el algoritmo 1A también determina los vér-
tices que son soluciones de Condorcet. Sin embargo el proceso debe completarse
para determinar las aristas o subaristas que pueden ser soluciones de Condorcet.
El procedimiento propuesto en (Hansen y Labbé, (1988)) para el cdlculo de solu-
ciones de Condorcet en redes generales cuando el nimero de usuarios es par, cuya
implementacién denominamos Algoritmo 1B, consta de un primer paso en el que
se aplica el algoritmo 1A. Por tanto, el paso Bl determina el conjunto de vér-
tices que son soluciones de Condorcet. En los pasos B2 a B6 se determinan los
segmentos de las aristas de la red que son soluciones de Condorcet.

El paso B2 del algoritmo 1B determina las aristas cuyos puntos no pueden
ser candidatos a soluciones de Condorcet porque una mayorfa estricta de usuarios
prefieren uno de sus extremos a cualquier punto interior. También en el paso
2B se incorpora, al conjunto de puntos candidatos a soluciones de Condorcet, las
aristas para las que no hay ningin cuello de botella de un vértice con usuario y
el nimero de distancias a los usuarios crecientes es igual al de las decrecientes.
Con el resto de las aristas, el paso 3B determina si algin segmento interior a
la arista, comprendido entre dos cuellos de botella consecutivos, tiene el mimero
de usuarios con distancias crecientes igual al nimero de usuarios con distancias
decrecientes. En los pasos 4B, 5B y 6B se comparan los segmentos admitidos
como candidatos a contener soluciones de Condorcet con otros segmentos para
descartar los que resulten dominados. Para cada par de segmentos, el paso 4B
determina si cualquier punto de un segmento o ninguno de ellos domina a los del
otro. En otro caso, el paso 5B determina los pares de puntos de un segmento y del
otro que estdn mas cerca de cada vértice con usuario. Con las intersecciones entre
los hiperplanos donde los puntos de un segmento son preferidos por un usuario
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a los del otro segmento, el paso 6B determina los trozos del segmento estudiado
dominados por puntos del otro.

ALGORITMO 1B (Hansen y Labbé, (1988))

Soluciones de Condorcet con un nimero par de usuarios

Vértices soluciones de Condorcet

Paso B1
Aplicar el algoritmo 1A para calcular los vértices v tales que

= < 2.
R(v) = maxy < o] < U]/

Estos vértices son puntos de Condorcet. Se inicializa el conjunto de
posibles soluciones de Condorcet con

C={veV:R)<|U|/2}.

Segmentos soluciones de Condorcet

Se exploran todas las aristas con el paso B2 y el paso B3 para eliminar
los segmentos que no pueden contener soluciones de Condorcet porque son
dominados por un vértice y, en con los restantes segmentos, los pasos B4,
B5 y B6 se determinan los que tampoco son diminados por otro segmento
y por tanto estdn formados por puntos de Condorcet.

Paso B2
Sea la arista [vg,v;]. Se divide el conjunto V' en tres subconjuntos.

Vi = {vieV :dw,u)=d((vi,ve) + (v, )}
Vo = {vieV :d(v,v) = d((vi,v) + (v, vi)}
Vi = V—(Viula).

e El subconjunto V; estd formado por los vértices tales que la funciéon
d(v;,z) con z € [vg,v] es creciente desde v, hasta v; mientras que
V4 estd formado por los vértices tales que la funcién d(v;,z) es
decreciemte desde vy, hasta v;. Cada vértice v; de V3 determina un
punto cuello de botella b; en la arista [v,v;], de forma que d(v;, 2)
es creciente en [vg, bl], y decreciente en [bl,, ;).

40



Sean

UVy) = {ueU:v(u) eVi}.
UVy) = {ueU:v(u) €V}

a) Si max{|U(V1)|,|U(V2)|} > |U|/2 tomar otra arista y reiniciar el
paso B2.

e En este caso, en la arista no hay ninguna solucién de Condorcet
ya que si |[U(V1)] > |U|/2 méas de la mitad de los usuarios
prefieren el vértice v a cualquier punto de la arista [vg,v;] y
si |[U(Va)] > |U|/2 més de la mitad de los usuarios prefiere el
vértice v; a cualquier punto de la arista [vg, v;].

b) Si |U| = UMW)+ |[U(V2)| y [UW)] = [U(V2)| = |U]/2 se anade a
C' la arista [vk, v;] y se toma una nueva arista para reiniciar el paso
B2.

e En este caso, el nimero de usuarios con distancias crecientes
en [vg, vy], es igual al nimero de usuarios con distancias de-
crecientes y no hay ningin cuello de botella de un vértice con
usuario. Toda la arista es un segmento que cumple la condiciéon
necesaria para que todos sus puntos sean puntos de Condorcet.

c) St{U(WL)|[+|U(Va)| < |U|, pero [U(V1)| < |U|/2y [U(V2)| < [U]/2],
en la arista hay cuellos de botella correspondientes a vertices con
usuarios y son los que estan en V3.

Para cada uno de los vértices v; € V3 se calcula el cuello de botella
distancias a los de v; en la arista [vg,v;] que viene dado por el
pardametro

'9kl<2) = (d(vi,vl) + l(”k; Ul) - d(viavk»

N -

Paso B3

Una vez calculados los 6(i) para cada v; € V3, se ordenan en orden
creciente en una lista L.

e Los valores de esta lista dividen la arista [v, v;] en segmentos de la
forma [a, b]. Sdlo si, tanto el nimero de usuarios con funciones de
distancia crecientes a lo largo del segmento como el de usuarios con
funciones de distancia decreciente a lo largo de ese segmento coin-
ciden con |U|/2, el segmento puede contener puntos de Condorcet.
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Ya que si el nimero de usuarios con funcién creciente es mayor
que el nimero de usuarios con funcién decreciente una mayoria
estricta de usuarios preferird el extremo a al resto del segmento, y
si el nimero de usuarios con funcién decreciente es mayor que el
nimero de usuarios con funcién creciente una mayoria estricta de
usuarios preferira el extremo b al resto del segmento. Para compro-
bar esta condicién se recorre [vg, ] desde vy hacia v; actualizando
en cada cuello de botella b, la variable TV con la suma del nimero
de usuarios con funciones de distancia decrecientes a lo largo del
segmento que comienza en el cuello de botella correspondiente.

Se toma inicialmente W = |U(V3)|. Se recorre la lista L y para cada
elemento 0y, (i) de la lista se actualiza W =W + [{u € U : v(u) = v;}|.

e El valor inicial de W es el mimero de usuarios que prefieren v; a
cualquier otro punto de [vg, v;]. Cada vez que nos encontramos con
un pardmetro correspondiente a uno o varios cuellos de botella b,
las funciones de distancia de los correspondentes vértices v; pasan
de ser crecientes en [vg, b},] a ser decreciente en [b%,, v]. Por tanto
W serd el nimero de usuarios que tendran funcién de distancias
decreciente a partir de b,. Sélo si en el proceso de actualizacion W
llega a valer exactamente |U|/2 entonces los puntos del segmento
[b%,, bil], donde bil es el siguiente cuello de botella de la lista L, son
posibles soluciones de Condorcet porque el niimero de usuarios con
funciones de distancia crecientes y decrecientes son iguales en cada
uno de los dos extremos del segmento.

SiW = |U|/2 tras actualizar la suma en un elemento 6i;(i) de lalista, y
Or1(j) es el siguiente elemento de la lista tal que 0k (2) # Or(j) v Or()
corresponde al punto cuello de botella b, entonces se afiade [b,;, by,] al
conjunto de posibles puntos de Condorcet C.

Una vez recorrida toda la arista [vy, v;] se toma la siguiente arista y se
repiten los pasos B2 y B3.

Tras explorar todas las aristas con el paso B2 y con el paso B3, se
continua con el paso B4.

Eliminacién de segmentos dominados

En los siguientes pasos se comprueba si algin segmento de los que
estdan en C' y que pueden tener puntos de Condorcet estd dominado
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por algin otro segmento de N. Se van tomando parejas de segmentos
[k, yr] € Cy [z,y)] € N. El paso B4 realiza un test previo para com-
probar si cualquier punto de [z, y;] domina a [z, y] 0 ningin punto
de [z}, y;] puede dominar a [z, yx]. En caso contrario el paso B5 deter-
mina, para cada posible ubicacién v; de un usuario, los conjuntos de
pares de puntos z; € [x;,y;] v 2k € [zk, yx) tales que d(v;, z;) < d(vy, 21)-
Finalmente, el paso B6, examinando las intersecciones de estos con-
juntos, determina los trozos de [z, yr] que son dominados por algin
punto de [z, yi.

Paso B4
Tomar cada segmento [z, yx] € C' y cada segmento [z;,y;] € N.

a) Si cualquier punto de [z}, y;] domina a [z, yx] tomar otro segmento
[y, yx] € C para reiniciar el paso B4 con las aristas [x;,y;] € N

b) Si ningun punto de [z;, y;] puede dominar a [zy, yx] tomar otro seg-
mento [z, )] € N y reiniciar el paso B4 con el mismo segmento
[xk,yk] eC

c) En otro caso continuar con el paso B5.

e Sea [11,yx] € C y sea [1;,y] € N. Para ver si el segmento [z, yi)
estd dominado por el segmento [z, y;| se considera el espacio producto
[Z1, Yk] X [x1, yi], que corresponde al rectangulo [0, (g, yx)] X [0, {(z1, 1))
ya que cada punto de [z, yx] queda determinado por un pardametro 6y,
que varia de 0 a [(zg,yr) y cada punto de [z;,y;| queda determinado
por un pardmetro ¢; que varia de 0 a I[(z;,y;); de forma que z, =

p([zr, yxl, Ok) y 20 = p([1, 1), 01).
Se considera la siguiente particién del conjunto de vértices V.

‘/1 = {Ui eV: max{d(vi>xl)vd<viayl>} < min{d(via xk)v d<Ui> yk)}

Vo = {u €V :max{d(v;,zy),d(vi, yx)} < min{d(v;, z1), d(vi, yi)}

Vi = {v; €V = (ViuWy) 1 d(vs, 1) < d(vg, yy), d(vs, ) < d(vi, yi) }
Vi = {v, e V-V UW) dw,x) < dv,y),dv;,xr) > dv;, ye) }
Vi = {vi €V —(ViUVa) :d(vi,zi) > d(vi, yu), d(vi, 2x) < d(vi, yn) }
Vs = {vieV—(ViUVa):d(vi, ) > d(vi, i), d(vi, xx) > d(vi, ye )}
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e El conjunto V; es el conjunto de los vértices cuyos usuarios prefieren
cualquier punto de [x;,y;] a cualquier punto de [z, yx|, v Vo es el
conjunto de los vértices cuyos usuarios prefieren cualquier punto
de [zy, yi] a cualquier punto de [z;,y;]. El resto de los vértices se
distribuyen en los conjuntos V3, Vy, V5 vy V5. En particular, V3 es el
conjunto de estos vértices que no estdn ni en V4 ni en V; y tienen
funciones de distancia crecientes tanto en [z, y;] como en [z, Ykl
El conjunto Vj, estd constituido por los vértices que no estan ni
en Vi ni en V5 y que tienen una funcién de distancia creciente en
[z1, 1] y decreciente en [z, yx]. Simétricamente V5 esté constituido
por los vértices que no estdn ni en V; ni en V5, con una funcién de
distancia decreciente en [x;,y;] y creciente en [z, y|. Finalmente,
Vs es el conjunto de los vértices que no estdan ni en V4 ni en V5 con
funcién de distancia decreciente en [z, y;] y en [k, yg|.

Una vez determinados estos conjuntos se procede de la siguiente forma:

a) Si [U(V1)| > |U|/2 entonces el segmento [xk,yx| no puede tener
soluciones de Condorcet ya que una mayorfa estricta de usuarios
prefieren cualquier punto de [z;,4] a cualquier punto de [k, yx].
Por tanto, en tal caso se elimina de C' el segmento [z, yx] v se
reinicia el paso B4 con otro segmento de los que estdn en C.

b) Si |U(V3)| > |U|/2 ningtin punto del segmento [z;, ;| va a dominar
a ningin punto de [xy,y,] por lo cual se reinicia el paso B4 con
otro segmento de V.

¢) En otro caso (max{|U(V1)|, |U(V2)|} < |U|/2), el paso B5 examina
las posibles dominancias entre puntos de los segmentos [z, 4] y

[.Tk, yk]
Paso B5

Sean los segmentos [x;, ;] ¥ [T, yr] proporcionados por el paso B4.
Para cada vértice v; con usuarios, determinar los pares de puntos
(2, 21) € [zr,yr] X [21,4] tales que los usuarios ubicados en v; pre-
fieren el punto z; al punto z; es decir tales que d(v;, z;) < d(v;, 2,).

e Estos pares se determinan a través de los semiplanos de puntos del
plano (0, 0;) € [0,1(zx, yx )] [0, I(x1, yi)] que determinan los corres-
pondientes pares de puntos (zx, z1) € [Tk, k| X [z1, y1]. Se denota por
H; al semiplano de los puntos (6x,0;) € [0, l(zk, yx)] X [0, l(z1, y1)]
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tales que

d(vi, p([z1, 1], 01)) < d(vi, [k, Yk, Ok))-

Se procede de la siguiente forma:

a) Siwv; € V3 entonces
d(vs, z1) — d(vy, zx) = (d(vs, ;) +60;) — (d(vs, z) + Ok)
y la ecuacién del semiplano H; es:
0, < 0 — [d(vs, z) — d(vy, 1))

Se denota r;” = d(vi, ;) — d(vi, z1), vy se tiene H; : ) < O — 1.
b) Siv; € V entonces

d(vi, 21) — d(vi, 21) = (d(vs, 21) + 0;) — (d(vi, Tx) — Or)
y la ecuacion del semiplano H; es
0, < -0, — [d(’l)i,l'l) — d(vi, .I’k)]

Se denota s; = d(vi,x1) — d(vs, z), y se tiene H; : 0; < —0y — s, .
c) Siw; € Vi entonces

d(vi, z1) — d(vi, z) = (d(vi, x1) — 1) — (d(vi, zx) + k)
y la ecuacién del semiplano H; es:
‘91 > —Gk + [d(?)i, IEZ) — d('l)i, $k)]

Se denota s; = d(v;, k) — d(vi, 1), y se tiene H; : 0; > —0r — s
d) Siv; € Vs entonces

d(vi, 1) — d(vi, z1) = (d(vs, 1) — 01) — (d(vi, 2x) — O)
y la ecuacién del semiplano H; es:
0, > 0 + [d(vi, :cl) — d(vi,xk)].

Se denota r; = d(v;, zy) — d(v;, 2;), y se tiene H; : 0, > 6, — ;.
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e Se obtienen dos familias de semiplanos paralelos: una familia de semi-
planos paralelos a la bisectriz del primer cuadrante estd formada por
los semiplanos determinados por los vértices v; € V3 UV y la otra
familia de semiplanos paralelos a la bisectriz del segundo cuadrante
determinados por los vértices v; € V; UVs.

Las ecuaciones de los correspondientes semiplanos son por tanto las si-
guientes:

a) Siwv; € V3 entonces H; es: 0; < +0p —r;".
b) Siwv; € V, entonces H; es: §; < —0; — s .
c) Siwv; € V5 entonces H; es: 0; > —0;, — s;.

7

d) Siv; € Vg entonces H; es: 0, > +0;, —r; .

Entonces, se calculan los valores siguientes.
a) para cada v; € V3 los valores de rj

b) para cada v; € Vj los valores de s;

c) para cada v; € V5 los valores de sj

d) para cada v; € Vg los valores de r; .

e Estas dos familias de semiplanos paralelos entre si se organizan a través de
dos listas Ry S conteniendo respectivamente los valores de r;" y r; y los
valores s; y s; , ordenados de forma creciente. Los elementos de estas listas
estan comprendidos entre los valores correspondientes a los hiperplanos que
pasan por las cuatro esquinas del rectdngulo [0, [(zx, yx)] % [0, {(z1, yi)]. Estos
hiperplanos son los correspondientes a r; = —Il(z;,y1) y i = Xk, yk), v &
s; = =z, y) — Uzk,yr) y 5 = 0.

Para continuar con la descripcion de este paso se necesitan los siguientes lemas.

Lema

Los walores ;" y r; estdn acotados por l(zk,yx) como cota superior y por
—I(x1,y1) como cota inferior.

V'Ui € ‘/3 : _l(xlvyl) S 7,73+ S l(l‘k,yk)

Vo, € Vo —l(z,y) <ry < Uxk, yk).

)
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Demostracion

a) Sea v; € V3 entonces d(v;,y;) > d(v;, zx) v ademds d(v;,yx) > d(v;, x;). Ya
que si d(v;,y;) < d(v;,xy) entonces v; € Vi, y sid(v;,yi) < d(v;, ;) entonces
v; € V5. Por tanto:

e Por un lado,

Tf = d(vz',l“z) - d(vi7$k) = [d(vi7yl) - l(£layl)] - d(Uz‘,l‘k) =
= d(vi,y1) — d(vi, o) — Uz, ) > =1z, m1)-

Luego: v > (1, ).

e Por otro,
d(vi, 2;) — d(vi, z1,) = d(v, 1) — [d(vi, y) — Uk, y)] =
d(vi, x1) — d(vi, ye) + Uk, ye) < U2k, Yi)-
Luego: r” < l(xg,yp)-

b) Sea v; € V5 entonces d(v;,y;) < d(v;, xx) y ademds d(v;, yx) < d(v;, x;). Ya que
si d(v;,y;) > d(vs, 1) entonces v; € Va, y si d(v;, yx) > d(v;, ;) entonces v; €
Vi. Por tanto:

e Por un lado,

i d(vi, o) — d(vg, zp) = [d(vi, yp) + U(zg, y)] — d(vi, 21) =
d(vi, yx) — d(vi, x1) + Uzk, yp) < U@k, Yi)-
Luego: r; < l(xg,yr)-
e Por otro,
ri = d(vi,zr) — d(vi,z) = d(vi, 2r) — [d(vi, y0) + U@, y)] =
= d(vi,zx) — d(vi, y1) — U, y) = — (2, w).
Luego: r; > —l(x, yp). O

Lema

Los valores s; y s; estan acotados por 0 como cota superior y por —1(z;,y;)—
l(xy, yr) como cota inferior.

Vo, € Vi =l(z, ) — Uz, yk)
vvi S V:’) : _l(xlayl> - l(xkvyk)
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Demostracion

a) Sea v; € Vj entonces d(v;,y;) > d(v;, yr) y ademés d(v;, xy) > d(vs, x;). Ya
que si d(v;, ;) < d(vg, yx) entonces v; € Vy, v si d(v;, xx) < d(v;,x;) entonces
v; € V4. Por tanto:
0 > s; =dv,x) —d(v, zx) =
= [d(vi, y) — Uz, y)] — [d(vi, yr) + Uzg, yr)] =
= d(vi, i) — d(wi, yx) — Uz, y1) — Uzw, yr) = =Lz, u) — U@k, Ye)-

LuegO: 0> Si_ > _l($l7yl) - l(mka yk:)

b) Sea v; € V5 entonces d(v;,yr) > d(vi,y;) v ademds d(v;,x;) > d(vs, 21). Ya
que si d(v;, y) < d(v;,y;) entonces v; € Va, v si d(v;, x;) < d(v;, z1) entonces
v; € Vj. Por tanto:

0 > s =d,z) —dv,z) =
[d(vi, i) — Uz, yi)] — [dvi, wi) + Uz, y1)] =
= d(vi,yr) — d(vi, y1) = Wk, y) — Wz, y0) = =@k, ye) — L, ).
Luego: 0 > s > —l(xy,y) — Uz, yi)- O
Por tanto el paso B5 continua procediendo de la manera siguiente con las dos

familias de semiplanos paralelos correspondientes a los valores r;” y r;, y a los
valores s; y los s;

1. Los v} y los r; se reordenan juntos en orden creciente en una lista R de
forma que |R| = |V3] + |V;|. Se usan nuevos subindices de forma que la lista
R es:
rW) ST S - ST(R)

Se anade la cota inferior 7oy = —Il(z;,y) y la cota superior r(g+1) =
I(zx, yr). Por tanto, se considera la ordenacién de los valores r;" y los r;
en la lista R que queda

R:re <ra <r@e < ... <r(r) < TR

2. Los s/ y los s; se reordenan juntos en orden creciente en una lista S de
forma que |S| = |V4| + |V5|. Se usan nuevos subindices de forma que la lista
S es:
s(1) < 82) < ..o <S(19))-
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Se anade la cota inferior sgy = —Il(z;,4) — @k, yx) y la cota superior
5(s]+1) = 0. Por tanto se considera la ordenacién de los valores 82— y los
s; en la lista S que queda:

S150) = 81) = 8@) = - = 8(s)) = (i)

e De esta forma se tiene una rejilla de paralelogramos que cubren el rectéangulo
0, l(xk, yr)] x [0,l(z1,y1)] generada por las dos familias de semiplanos
correspondientes a las listas R y S. Entonces el espacio [z, yx] X [z, yi]
de pares de puntos (zk, z;) es equivalentemente representado por el
rectdngulo [0, I(zg, yx)] X [0, (x;,y;)] de pares de valores (6y,0,;).

Para describir el andlisis del paralelogramo se utilizan los denominados conjun-
tos de dominancia de los vértices con usuario. Se llama conjunto de dominancia
del vértice v; al conjunto de pares de valores (0, 0;) o de puntos (z, ;) tales que
d(vi, z1) < d(vi,zk) con z = p([x, i, 01) v 2 = p([xk, yk]; 0k). Estos conjuntos
de dominancia coinciden con la interseccién de los correspondientes semiplanos
H; en el recténgulo [z, yi| X [z1, yi]. El conjunto de dominancia de un vértice de
Vi es [zk, yk] X [21, 1] ya que para los usuarios situados en esos vértices cualquier
punto z; € [z;,y] es preferido a cualquier punto z;, € [xy,y,|. Por el contrario el
conjunto de dominancia de un vértice de V; es vacfo. Los conjuntos de dominancia
de vértices de V3, V4, Vi, Vg son de la forma que se ve en la siguiente figura:

Vs - Vi
alq S.
7 »
Ui Ui
) Ty >
A Yk Tk Yk

Conjuntos de dominancia para V3 y Vj.
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Vs Ve S

Yi Ui

>
) Xy
T Yk Tk Yk
L 4

Conjuntos de dominancia para V5 y Vs.

El espacio [zy,yx] X [z1,4] queda particionado por las fronteras de los semi-
planos H; en paralelogramos algunos de ellos truncados. La situacién descrita
queda representada en la siguiente figura.

S0

» ATO

(&1

T2

> <

Divisién del recténgulo [z, yx] X [27, y;] en paralelogramos.
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El paso B6 recorre todos estos paralelogramos para detectar los segmentos
que son dominados por otros puntos de la red para ser eliminados del conjunto
de candidatos.

Paso B6

Recorrer todos los paralelogramos comprobando si el niimero de usuarios que
prefieren un punto del correspondiente segmento [x;, y;| a un punto del seg-
mento [y, yx] sobrepasa a |U]|/2 y en tal caso eliminar de C' el subsegmento
que resulta de la proyeccién del paralelogramo en [z, yi].

Para el recorrido de los paralelogramos se parte del correpondiente a los
primeros valores de R y S. En la variable W se va a almacenar el nimero de usua-
rios que prefieren un punto del segmento [z;,y;] a un punto de [z, yx]. Cuando
esta cantidad sea la mayorfa estricta de usuarios se eliminara el correspondiente
segmento del conjunto C' de candidatos.

Cada uno de los paralelogramos P;; en que queda dividido el rectangulo [z, y) ¥
[z1, ] estd formado por los pares (zi, ;) a los que les corresponde un mismo con-
junto de vértices v para los que d(v,z) < d(v,z2). Si Pj; es el paralelogramo
determinado por las rectas correspondientes a los valores rgy, T4+1), Si) ¥ S(j+1)
de las listas R y S respectivamente. Entonces este conjunto de vértices estd for-
mado por:

Vip= "
U{vg € Vairf =1y, t < i}
U{vg € Vs 11, =1y, t > i}
U{vg € Vs, =50, < j}
U{vg € Vs : Sq+ = s@),t > j}.

En el paso i se actualiza la suma de pesos o usuarios de esos vértices. Esta
suma de pesos se compara con |U|/2. Sila suma de pesos en algiin paralelogramo
es mayor que |U|/2 significa que los puntos z; que corresponden a ese paralelo-
gramo son preferidos por més de la mitad de los usuarios a los puntos z; de ese
paralelogramo por lo que esos puntos z, no pueden ser puntos de Condorcet.

En el paso B6 se recorren todos los paralelogramos en que se ha dividido el
espacio [Tk, k] X [x1, 1] comenzando por el paralelogramo limitado por 7o, 71, So, s1.
En este paralelogramo se toma inicialmente

Wi = UMW) +|U(V5)] + [U(Ve)|

ya que:
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e El conjunto de dominancia de V; es [z, yx] X [27, ;] ya que para los usuarios
situados en esos vértices cualquier punto z; € [z, y;] es preferido a cualquier
punto z; € [T, Y-

e Si 5(;) corresponde a un vértice v, € V5 su conjunto de dominancia llega hasta
5. Por tanto los usuarios situados en v, € Vj; prefieren 2 a 2, para los puntos
(zk,21) que corresponden a los puntos (6, 6;) situados en el paralelogramo
o, 71,80, S1-

e Sir(; corresponde a un vértice v, € Vs su conjunto de dominancia llega hasta
7o. Por tanto los usuarios situados en v, € V5 prefieren z; a 2, para los puntos
(zx,21) que corresponden a los puntos (6y, 6;) situados en el paralelogramo
T0, 71,80, S1-

Al recorrer los paralelogramos si nos encontrarnos con un r;y = r, correspon-
diente a un v, € V5 habrd que anadir los usuarios de ese vértice en el para-
lelogramo r;y, 7(i41), 5(j), S(j+1)- Oi el r(;) corresponde a un v, € Vg habrd que
quitar los usuarios de ese vértice, ya que estos no estardn en el paralelogramo
T(3), T(i+1) ()3 SG+1)-

Igualmente si al movernos por los paralelogramos nos encontramos con un s;)
que corresponde a un v, € V; habrd que anadir los usuarios de ese vértice en
el paralelogramo r;), r(;i11), 8(j), S(j+1)- i el s¢;) corresponde a un v, € V5 habrd
que quitar los usuarios de ese vértice ya que estos no estardn en el paralelogramo
T(i)s T(i+1)5 8(3)> SG+1)-

El recorrido de todos los paralelogramos se realiza de acuerdo al siguiente
esquema:

Se comienza con i = 0 y se recorren los indices j desde 0 hasta |S].

e Para (i,5) = (0,0) se trabaja con paralelogramo limitado por las rectas
correspondientes a T) Y @), Y por las rectas S(0) Y Sq)- Se tiene:

Wi = [UWV)| + [U(V5)] + [U(Ve)]-
Wy = Wh.

e Para (i,7) = (0,1) se trata el paralelogramo limitado por ro y r1, y por s
y S2.

Wi = [UW)[ + [U(V5)| + [U(Vs)].
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Wy =Wy £ |[U({v,})| segiin sea sy = s; o0 s
e Para (i, j) = (0,2) es el paralelogramo limitado por (r(q), (1)) Y POI (5(2), 5(3))-

Wi = [UW)| + [U(V5)| + [U (V)]
Wy = Wy £ |U({vg})] segtin sea s = 57 0 5.

q

e En general, para (i,j) = (0, j) se trabaja con el paralelogramo limitado por
T'©),T(1), SG) Y SG+1)-

Wi = [UW)[+ [U(V5)| + [U(Vs)].
Wy = Wy £ |[U({v,})| segiin sea s(;y = s o s .

e Hasta (i,5) = (0,[S| — 1) donde es el paralelogramo limitado por (r(g),7 (1))
Y POt ((isi-1): 8(s)))-

Wi = [UWVA)| + [U(Vs)] + [U(Vs)]-
Wy = Wy £ |U({vg})] segtin sea s(s|-1) = s, 0 s, .

q

S0
WAL
J1

S1 2

Orden en que se empiezan a recorrer los paralelogramos.

Una vez acabado con la lista S se incrementa el indice ¢. Tras hacer 1 =4 + 1
se vuelven a recorrer los subindices de la lista S desde 0 hasta |.S|.
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e Para (i,7) = (1,0) se trata del paralelogramo limitado por 7@y, r(2), 5(0); S1)-

Wy =Wy £ |U({vg})] segiin sea rqy =1 or,.
W2 = Wl-

e Para (i,j) = (1,1) es el paralelogramo limitado por (1), 72)) ¥ (501), 5(2))-

Wi = Wi.
Wy = Wa £ [U({vg})| segiin sea sy = s, 0 5.

Continuando asf con ¢ = 1,5 = 2, se tiene el paralelogramo limitado por
(ray, 72)) ¥ (52, 5(3)), hasta llegar a i = 2,5 = 0 tratando el paralelogramo
limitado por (r(2),7@3)) ¥ (S(0), Sa)), luego el limitado por (re), 7(3)) ¥ (5(1),5(2))-

Se llegara a la situacién general de indice ¢ y 7 en el que se trata el paralelo-
gramo limitado por 7y, T(i+1), 5(j)s S(j+1)-

S0
» ATO
«Tlr
81’ A2
4
< A4
Ui
» 4
< >
4 / »
4
4
€T »
TR Yk
A4 <
PN »
A4 <

Orden en que se recorren los paralelogramos.

Obsérvese que, a partir de W; con i = t, j = 0, se calcula W, parai=1t,j =1,
y a partir de éste se calcula Wy parat =t,j =2,3,.... Peroparai =t+1,57 =0,
se calcula W, a partir de W; con ¢ = t,5 = 0. Luego partiendo de W; para
1=1t+1,7 =0, se calcula Wy parai =t+ 1,7 = 1,2,3,..., y posteriormente se
calcula el Wi parat=1t+ 2,7 =0.

Para cada indice ¢ desde 0 hasta |V3| + |Vs| = |R| se ejecuta el paso siguiente
que recorre la lista ordenada R mediante los 7(;); para i = 0, 1,...| V3] 4+ | V]
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Paso 2

Sii =0 tomar Wy = |[UWV)| + |U(Vs)| + |U(Vg)|.
Si ¢ # 0 entonces:

— cuando nos encontramos un r; (4 = r7), se hace Wy = Wi +
|U(vq)| es decir se anaden los usuarios del vértice v, € V3

— cuando nos encontramos un Ty (ra) = Ty ), se hace Wp = W, —
|U(vq)| es decir se restan los usuarios del vértice v, € V5.

Si W, > |U|/2 entonces los puntos del paralelogramo correspondientes
a la arista [zy, ] son dominados por los de la arista [z;,1]. El pro-
cedimiento del paralelogramo que se describe posteriormente elimina
el correspondiente segmento. Aplicarlo con j = 0.

Hacemos W, = W y se recorre la lista ordenada S mediante los s;y;
para j = 0,1,..|Vy| + V5.
— Cada vez que nos encontramos con un g = s, se hace Wy =
Wa 4+ w(v,) es decir se anaden los usuarios del vértice v; € Vj,
— Cada vez que nos encontramos con un g = sf; se hace Wy =
Wy — w(v,) es decir se restan los usuarios del vértice v; € V.

Si Wy > |U|/2 aplicar el procedimiento del paralelogramo con los
indices 7 y j actuales del orden de la listas ordenadas R y S.

Cuando se termina con la lista S de los s(;) finaliza el paso «.

El paso B6 se completa con las instrucciones para controlar las ejecuciones
del paso i. Cada vez que finaliza el paso i, se comprueba si el indice ¢ verifica
i < |V3|4|Vs|. En ese caso se actualiza ¢ = i+ 1 y se vuelve a aplicar el paso . Si
i = |V3| 4+ |Vi| tomar otro segmento [z;,y,] € N y volver al paso B4. Al terminar
con todos los segmentos [z}, y;] € N pasar a otro segmento [z, yx] € C' y volver
al paso B4, hasta que se han comprobado todos los segmentos de C.

El procedimiento encargado de identificar y eliminar del conjunto de can-
didatos los segmentos de puntos dominados es el siguiente.
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Procedimiento del paralelogramo.

Si en algiin momento W; o W5 son mayores que |U|/2 significa que més de la
mitad de los usuarios prefieren los puntos z; € [x;,y| a los puntos z; € [z, yil-
Estos puntos z, no podridn ser puntos de Condorcet y habra que eliminarlos de
C.

Para eliminar los puntos z; dominados, que no pueden ser puntos de Con-
dorcet, se proyecta el paralelogramo en el eje 6}, obteniéndose un intervalo [0, , ;]
que corresponde al subsegmento de puntos que se deben eliminar. El proce-
dimiento tiene que identificar estos dos valores.

U

x

T 0, 0; Yk
Proyeccién de un paralelogramo.

Para exponer el funcionamiento del procedimiento del paralelogramo con el
limitado por 7y, 7(i+1), 5(j)» S(j+1) denominemos a sus cuatro vértices de la siguiente
forma:

1. Sea a el punto de interseccién de r) y s(;).
2. Sea b el punto de interseccién de 7;41) ¥ S(j)-
3. Sea c el punto de interseccién de 7;) y S¢41)-

4. Sea d el punto de interseccién de 741y ¥ S¢j11)-
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Ui

x

Tk Yk
Vértices de un paralelogramo.

Para determinar los valores del punto a, sean los semiplanos H ;) correspon-
diente a s(;) delimitado por la recta sy + 6; + 6, = 0, y H(; correspondiente a
r(;) delimitado por la recta r) + 6; — 6, = 0. En el punto de corte de las rectas
correspondientes a ;) y a s(;) los valores de 6; coinciden y los de 6, también.
Por tanto, si restamos las ecuaciones de las rectas queda s(;) — ;) + 20, = 0. Y
despejando se obtiene

Or = 5(ri) — 5())-
Si sumamos las ecuaciones de las rectas queda s(;) +7(;) +260; = 0. Despejando se
obtiene

01 = 5(re +53))-

Analogamente se obtienen los valores de los puntos b,c y d.
Por tanto, los cuatro puntos que constituyen los vértices del paralelogramo
son:

1. El punto a es a = (ax, @) = (3(r@) — s))s 3(r@) + 8¢7)))

2. El punto besb= (bk, bl) = (%( (i+1) — S(j)) %(T(i—i-l) + S(j)))
3. El punto ¢ es ¢ = (¢, &) = (3(re) — sg+1)s 3(r@) + SG+1)))

4. El punto d es d = (dy, d;) = (% T(+1) — SG+1))s (7‘(2‘+1) + 3(j+1)))

El procedimiento del paralelogramo comprueba si a; < 0 o si di > l(z,y1).
En estos casos el paralelogramo queda por debajo o por encima del rectdngulo
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y no se detecta ningtin punto dominado. También se comprueba si b, < 0 o si
¢ > l(zg,yr); en cuyo caso el paralelogramo queda a derecha o izquierda del
rectdngulo y tampoco hay puntos dominados que detectar. En estos cuatro casos
la interseccién del paralelogramo y de [xy, yi] X [z, ] es vacia y ningin punto de
[z1, ;] domina a ningtin punto de [z, yx]. No hay que eliminar de C' ningtin trozo
de [z, Y-

Si no se dan ninguno de los casos anteriores es que el paralelogramo intersecta
con [z, yi] X [z1, y1]. Por tanto hay puntos de [xy, yx] dominados por [x;, yi]. Estos
puntos dominados se obtienen proyectando el paralelogramo sobre el eje 8 para
después eliminar de C' el trozo del segmento [z, yx| resultante.

Para calcular los valores 6, y 0 del intervalo [0, 6] correspondientes al trozo
del segmento [xy, yx] a eliminar, hay que tener en cuenta los casos en que parte
del paralelogramo quede fuera del rectdngulo.

Para el cédlculo de 0 hay que tener en cuenta sib; <0, si 0 < b < l(x;,y) o
si bl Z l(.’l?l,yl>.

e Sea b <O0.

Entonces 0, es la primera componente del punto de corte entre 5y 0 = 0.
De sy + 8; + 0 = 0 haciendo 0; = 0 y despejando queda
0 = —s0)
e Sea 0 < b <z, ).

— Si b < 0 no hay interseccién del paralelogramo con [zx, yk] X [z, yi].

— Si by > I(w, yr) el vértice b queda fuera de [z, yx] X [11,9] v 0F =
l(zk, y) que es el mayor valor que puede tomar 6.

— Si 0 < by < l(xg, yy) entonces 6, = by,

Por tanto, si 0 < b; < I(x,y;) entonces

o Sea by > l(z;, y).
Entonces 0 es la primera componente del punto de corte entre T+1) Y
0 = Uz, y1). De 741y + 0, — 0, = 0 haciendo 0, = l(z;,y,) y despejando
queda
O = 7 + Uz, )
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Anélogamente para calcular 6, hay que tener en cuenta si ¢, < 0,510 < ¢ <
Wz, yr) o siep > 1w, yr).

e Sea ¢ <0.

Entonces 0, es la primera componente del punto de corte entre ;) y 6; = 0.
De 7@y + 6; — 0 = 0 haciendo 0; = 0 y despejando queda

K =T0)
e Sea 0 < ¢ < Uz, y).

— Si ¢ > l(zk, yx) no hay interseccién del paralelogramo con el rectan-
gulo.

— Si ¢ < 0 el vértice ¢ queda fuera del rectdangulo y se tiene 6, = 0 que
es el menor valor que puede tomar 6, .

— Si0 < ¢ < l(xy,yx) entonces 0, = cy.

Por tanto
0, = max{0, ¢t}

e Sea ¢; > l(xy,yp)-

Entonces 0, es la primera componente del punto de corte entre s;;11) y
0 = l(z1,y). De s(jy1) + 0, + 60, = 0 haciendo 0; = I(z;,y,) y despejando
queda

0, = —(sg+v + Uz, u)

Una vez calculados 0; y 6 se elimina de C' el subsegmento (z;, 2, ) del seg-
mento (zy, yy,) siendo 2, = p([zr, v, 05 ) v 25 = p([zk, yil, 0F).

Finalmente, cuando se termina de recorrer los paralelogramos y de aplicar el
procedimiento del paralelogramo a todos aquellos en los que habia puntos domi-
nados, los puntos que quedan en C' no estdn dominados, es decir, que no hay
més de la mitad de los usuarios que prefieran otro punto. El conjunto C' estard
constituido por todos los puntos de Condorcet.

El algoritmo 1B determina las soluciones de Condorcet en una red general con
un nimero par de usuarios en un tiempo O(|U|3|AJ?).

Proposicién (Hansen y Labbé, (1988))
La complejidad del algoritmo 1B es O(|U|?|A|?1log(|U]|A])).
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1.3.2. La solucién de Condorcet en casos especiales.

En diversos tipos especiales de red la resolucién del problema de Condorcet
se simplifica. Analizamos la solucién del problema de Condorcet en una linea
o0 camino, en un arbol, en un ciclo, en un cactus o red simple y en un cactus
generalizado.

Si un conjunto finito de usuarios estédn dispuestos en una linea continua la
situacién se puede describir con una red compuesta por un inico camino P en
cuyos vértices se encuentran los usuarios. Cualquier posible localizacién entre dos
usuarios es dominada por otra del lado del que quedan una mayoria de usuarios.
Por tanto si el nimero de usuarios es impar la localizacién de Condorcet es la
ubicacién del usuario que queda en medio. Si el nimero de usuarios es par son
localizaciones de Condorcet todas las de la arista que une los dos usuarios que
quedan en medio. Silos dos que quedan en medio coinciden en un vértice, es ésta
la 1nica localizacién de Condorcet.

Sea la red N con conjunto de vértices V = {v; : i = 1,...,n} y conjunto de
aristas E = {[v;_1,v;] : i = 2,...,n}. El problema de Condorcet en N se resuelve
con el siguiente procedimiento.

Algoritmo 1L

Paso 1
Hallar el mimero de usuarios en cada vértice dado por w; = |U(v;)],
parai =1, ...,n.

Paso 2
Acumular los pesos w; correlativamente en a; = (w; + ... + w;) para
1=1,..,n.

Paso 3
Determinar los indices j y k tales que a; = min{i : a; > |U[/2}. y
ap = max{i : a; < |U|/2}.

Paso 4
Obtener el conjunto de Condorcet C' de la siguiente forma:

e Sia; > |U|/2 entonces C = {v;}.

e Sia; = |UJ|/2 entonces



Es bien conocido que la solucién del problema de la mediana en una linea o
camino coincide con la descrita anteriormente dado que ante cualquier posible
localizacién para la mediana, tambien conviene desplazarla hacia el lado del que
se encuentre una mayoria de usuarios; disminuye la distancia a més usuarios que
a los que aumenta y por tanto se mejora la funcién objetivo. Esta coincidencia
entre la mediana y la solucién de Condorcet se va destruyendo al considerar redes
cada vez méas generales pero se mantiene relativamente para redes sencillas.

Un &rbol y un ciclo son las redes mas sencillas que se derivan de un camino.
En un drbol, dada cualquier posible localizacién del servicio, si una mayoria de
usuarios se encuentran en una de las subredes en que queda dividido el &rbol
por dicho punto, conviene desplazarla hacia ese lado. Dado que esto es cierto,
tanto para el problema de la mediana cémo para el problema de la localizacion
de Condorcet, se tiene que, en un drbol C' = M # ().

Proposicién (Hansen y Thisse, (1981))

Si la red N es un drbol T entonces el conjunto de soluciones de Condorcet
es no vacio y coincide con el conjunto de medianas.

Por tanto para calcular C se aplica el algoritmo de Goldman2 (Goldman,
(1971)) descrito anteriormente para calcular las medianas de un arbol 7.

Sea la red N = T con conjunto de vértices V- = {v; : i = 1,...,n} y conjunto
de aristas E.

Algoritmo 1T

Paso 1

Tomar 7" = T y C = (). Para cada vértice v; del arbol calcular w; =
|U(v)|, para i = 1,...,n.

Paso 2 Seleccionar un vértice hoja vy de T".
e Siwy > |U|/2 entonces C' = C'U {vy}. Parar.
e Siwy, =|U|/2 entonces C' = C'U [y, vy].
Borrar de T el vértice v, y la tinica arista con extremo en wvg; [vg, v;].

Hacer w; = w; + wy, y volver al paso 2.

Un sencillo anélisis de este algoritmo revela que el criterio para ir contrayendo
las aristas del arbol T hasta obtener la localizacién de Condorcet o mediana
obedece mds al criterio de Condorcet que al de la mediana.
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Por tanto, si la red es un camino o un drbol siempre hay un punto de Condorcet;
es decir C # (). En un ciclo, que una linea cerrada, puede no existir localizaciones
de Condorcet. El ejemplo més sencillo de una red con C' = () es un ciclo con tres
usuarios equidistantes. Pero en caso de existir localizaciones de Condorcet en un
ciclo coinciden con las medianas.

Sea la red N = O con conjunto de vértices V. = {v; : i = 1,...,n} y conjunto
de aristas E = {[vi_1,v;] : ¢ = 2,...,n} U [vp, v1]. Sea [(O) la longitud total del
ciclo;

[(O) = U(vn,v1) + > U(vi1,v3)

=2
Definicién
La antipoda del punto x € O es el punto a(x) € O tal que d(z,a(x)) =
1(0))2.

En (Labbé, (1983)) se obtienen los tres siguientes resultados relativos a la
solucién de Condorcet en un ciclo O.

a) Si ¢ es un punto de Condorcet del ciclo O entonces para todo punto = € O
se cumple que al menos la mitad de los usuarios estdn en el semiciclo entre
x y su antipoda a(x) que contiene a ¢ (incluyendo a los que estén x pero
excluyendo los que estén en a(x)). En otras palabras se cumple que el
nimero de usuarios que estéan en el camino de x a su antipoda a(z) que
contiene a ¢ menos los usuarios que estédn en a(z), es mayor o igual que el
nimero de usuarios que estén en el camino de = a su antipoda a(z) que no
contiene a ¢ menos los usuarios que estédn en x.

b) Si ¢ es un punto de Condorcet del ciclo O y z e y son dos puntos cualesquiera
de N de forma que ¢ pertenece al camino minimo que une x con y entonces
el mimero de usuarios que estdn en el camino minimo que va de x a y son
mas que el nimero de usuarios que estdn en el camino minimo que va de
a(z), antipoda de x, a a(y), antipoda de y.

¢) Si ¢ es un punto de Condorcet entonces el nimero de usuarios que estdn en
¢ es mayor que el mimero de usuarios que estdn en su antipoda c.

Estas relaciones permiten comprobar si cada uno de los vértices del ciclo es
una solucién de Condorcet lo que proporciona un procedimiento para resolver el
problema de Condorcet en un ciclo.
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Dados dos puntos = e y distintos del ciclo, el semiciclo de z a su antipoda
a(x) que contiene a y es el camino de x a su antipoda a(x) que pasa por y. Ya
que el camino minimo entre dos puntos z e y se denotan P*(x,y) se tiene que el
semiciclo de z a su antipoda a(z) que contiene a y es P*(x,y) U P*(y, a(x)).

Por tanto estos resultados se formalizan en la siguiente proposicién:

Proposicién (Labbé, (1983))

Sea la red N = O un ciclo.

a) SiceC yuxeO se tiene:
{u e U :a(x) #v(u) € P*(x,c) UP*(c,a(x))}| > |U|/2.

[U(P*(z, )uP*(c,a(x))—{a(x)})] > [U(P"(z, a(c)) UP*(a(c), a(z))—{z})|.
b) Sice C yx,y € O son tales que ¢ € P*(x,y) se tiene:

{u e U:v(u) € P'(z,9)} = {u € U:v(u) € P(a(z),a(y))}|
c) Se tiene:
U] ={ueU:v(u) =c} = {ueU:v(u) = alc)}| = [Ula(c))].

Como una combinacién de los drboles y los ciclos surgen las redes simples o
cactus. La apariencia de un cactus es la misma que la de un darbol donde las
aristas son sustituidas por ciclos. Un cactus es una red en la que la interseccion
de dos ciclos cualesquiera es vacia o sélo es un vértice.

Las condiciones para las localizaciones de Condorcet en un cactus se basan en
la existencia de ciertos emparejamientos entre los usuarios establecidos a través
de aplicaciones biyectivas. Si para algin emparejamiento entre usuarios existe
un punto que pertenece a un camino minimo entre cada pareja de usuarios para
todas las parejas entonces ese punto es mediana y localizacién de Condorcet.

Teorema (Hansen, Thisse y Wendell, (1981))

Si existe alguna aplicacion biyectiva T : U — U tal que existe un punto
x tal que para todo u € U el punto x pertenece a algin camino minimo de
v(u) a v(T(u)) entonces © € CN M.
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Por tanto, se tiene que en toda red simple S, para cualquier aplicacién biyectiva
T se cumple:
() P (v(w),v(T(w)) CCNM
ucU
Esta condicién suficiente para la localizacién de Condorcet fué establecida
también como necesaria para las redes simples en (Labbé, (1983))

Teorema (Labbé, (1983))

Si ¢ es un punto de Condorcet que pertenece a un ciclo de un cactus entonces
existe alguna aplicacion biyectiva T : U — U tal que existe un x € N que
pertenece a algun camino minimo P*(v(u),v(T(u))) de v(u) a v(T(u) para
todo u € U.

Como corolarios de este resultado de (Labbé, (1983)), se obtiene que en una
red simple toda solucién de Condorcet es mediana C' C M. Maés concretamente, en
una red simple toda solucién de Condorcet estd en un vértice que es una mediana
0 en una arista que pertenece por completo a CN M. Finalmente en Labbé, (1985)
se prueban también los siguientes resultados:

Proposicién (Labbé, (1985))
Si S = N es una red simple entonces C =M o C = ().

Teorema (Labbé, (1985))

Si |U| es par, una arista [v;,v;] estd contenida en C N M si y solo si v; y
v; € CNM y d(vi,vj) = l(vs, vy).

Parte de estos resultados se extiende a redes algo méds generales denominadas
catus generalizados. Un vértice de corte de una red es un vértice que divide a la
red en dos partes de forma que todos los caminos entre una parte y la otra de
la red pasan por dicho vértice. Un bloque de una red es una subred maximal sin
vértices de corte. Los bloques de los drboles son las aristas. Los bloques de los
cactus son los ciclos y las aristas que no estdn en ciclos. Un cactus generalizado
es una red en la cual cada bloque con més de cuatro vértices es un ciclo.

Proposicién (Labbé, (1985))

En un cactus generalizado un punto de Condorcet es una mediana.
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Finalmente existe una condicién necesaria y suficiente para caracterizar la
coincidencia de los puntos de Condorcet y las medianas en redes sin aristas re-
dundantes. Una arista [v;, v;] es redundante si [(v;,v;) > d(v;, v;).

Teorema (Bandelt, (1985))

Una condicion necesaria y suficiente para que C' = M en una red N sin
aristas redundantes es que se verifiquen:

a) Dados tres vértices v, v; y vk existe uno y solo un vértice v, que estd
entre v; Y Vg, Y entre v; Y Vg (pmbablemente ese vértice v, sea o v;, 0
vj 0 V).

b) Si para todo vértice v y para todo subconjunto de vértices V' la inter-
seccion de los puntos que estdn entre v y cualquier v' € V' es el propio
v entonces existen dos puntos v} y vy € V' tales que v es el unico punto
que esta a la vez entre v y v] y entre v y V.

1.3.3. Resolucién de problemas de Simpson

Cuando no existe una localizacién de Condorcet se acude a la solucién de
Simpson. La medida de lo objetable que es un punto z € N de la red viene dada
por la funcién:

() = max {u € U s d(y ) < d(z.u)})
ye
conocida como puntuacién de Sipmson del punto z. Si no existe solucién de
Condorcet es porque ningtin punto verifica R(z) < |U|/2. La solucién de Simpson
se determina buscando el menor 7 tal que R(z) < v|U| y los puntos s tales que
R(s) < v|U|. Esto equivale a obtener el punto s € N tal que

R(s) = min R(zx).
Sin embargo, dado que el niimero de puntos de la red es infinito hay que acudir a
una bisqueda dicotémica de +.

En el peor caso se tiene R(s) = |U| — 1 por lo que la busqueda dicotémica de
~|U| debe hacerse en los enteros entre 0 y |[U| — 1. En (Hansen y Labbé, (1988)),
se propone un procedimiento para realizar la bisqueda dicotémica basado en
una modificacién del algoritmo 1, que denominamos algoritmo 1R, en el que se
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sustituye |U|/2 por otro valor R entero y los candidatos se reducen a los de un
subconjunto de vértices V' C V' y a las aristas de una subred N’ C N. La descrip-
cién del algoritmo de (Hansen y Labbé, (1988)) para determinar las localizaciones
de Simpson en redes generales que denominamos algoritmo 1S es la siguiente:

Algoritmo 1S (Hansen y Labbé, (1988))

Paso 0
Inicialmente se toma N =N, V' =V, R~ =0y Rt = |U| - 1.
Paso 1
Si R* — R~ =1 entonces N’ es el conjunto de puntos de Simpson con
una puntuacién R(s) = R*.
En otro caso sea
[R* + Rw
B=l=

Paso 2

Aplicar el algoritmo 1R teniendo en cuenta que no es necesario estudiar
como posibles puntos de Simpson todos los vértices, sino los que estén
en V', ni todas las aristas, sino las aristas y subaristas que estén en N'.

Ademis el nimero de usuarios necesarios para que un punto sea domi-
nado por otro es R y no |U|/2. Sea S el resultado de dicho algoritmo.

Paso 3
Si S = () entonces hacer R = R~ y volver al paso 1.
En otro caso hacer R = RT, N' =5, V' =V NS y volver al paso 1.

Teniendo en cuenta el nimero de valores enteros de la biisqueda dicotémica y
las modificaciones del algoritmo 1R se obtiene la complejidad del algoritmo 1S.

Proposicion
El miimero de operaciones del algoritmo 1S es O(|V|*|A|? log |U|log [V]).

En algunas redes especiales se puede reducir el intervalo para la bisqueda
dicotémica.

Proposicién (Hansen, Thisse y Wendell, (1986))

St N es un drbol el conjunto de soluciones de Simpson coincide con el con-
junto de medianas. S = M.
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Proposicién (Bandlet y Labbé, (1986))

Si s es una localizacion de Simpson en un catus generalizado o una red de
cuatro puntos entonces:

R(s) < 2|0

Estos resultados permiten reducir el intervalo de bisqueda en los darboles, los
ciclos, los cactus y las redes de cuatro puntos. En las redes planares la situacion
es mejor que para las redes en general pero no estd caracterizada. Una red es
planar si se puede dibujar en el plano sin que se corten dos aristas. En general
no se conocen redes planares en las cuales R(s) > 3/4|U].

1.3.4. Resolucién de problemas de puntos plurales.

La diferencia entre las soluciones de Condorcet y las soluciones plurales con-
siste en la sustitucién de la mayoria absoluta por la mayorfa simple. La dominancia
entre las localizaciones se establece cuando el mimero de usuarios que prefieren
la otra localizacién es mds de la mitad, para la solucién de Condorcet, y cuando
es mayor que los que prefieren la segunda a la primera, para las localizaciones
plurales. Por tanto, las diferencias vienen condicionadas por el nimero de usua-
rios que pueden permanecer indiferentes entre ambas localizaciones. De aqui que
en muchas circunstancias las soluciones de Condorcet y las localizaciones plurales
coincidan. Los resultados relativos a las soluciones plurales son muy similares a
los de las localizaciones de Condorcet. Por ejemplo, un primer resultado establece
que en los drboles las soluciones plurales coinciden con las medianas.

Proposicién (Hansen, Thisse y Wendell, (1986))

Si N es un drbol el conjunto de soluciones plurales coincide con el conjunto
de medianas; P = M.

Por tanto si N es un drbol siempre existe una solucién plural; P # (). En
las redes en general existen varias condiciones suficientes pero no necesarias para
la existencia de soluciones plurales como son la simetrfa de la red respecto a un
punto, o una particular distribuciéon de los usuarios en las subredes disconexas
resultantes al eliminar un vértice de corte y las aristas adyacentes o un vértice de
corte fuerte y las aristas adyacentes.
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Definicién
Se dice que un punto x € N tiene la propiedad de simetria de los
usuarios respecto al punto si para una aplicacion biyectiva T definida
sobre U, entonces x es un punto que estd entre v(u) y v(T(u)) para todo
ue U,
z € P*(v(u),v(T(u))),Vu € U).

Es decir, que z estd en un camino que va de u a T'(u), y eso ocurre con todos
los usuarios u.

Teorema (Hansen, Thisse y Wendell, (1986))

Sea N una red cualquiera, si x tiene la propiedad de simetria de los usuarios
respecto al punto para una aplicacion biyectiva T sobre U entonces x es una
solucion plural y x es una mediana x € M N P.

Como corolario se obtiene que si € N tiene la propiedad de simetria de los
usuarios respecto al punto para una aplicaciéon biyectiva T sobre U entonces x es
un vértice que es una solucién plural y una mediana a lavez x € M N PNV o
x € [v;,v;] una arista de puntos que son medianas y soluciones plurales a la vez
[vi,v;] € MNP.

De estos resultados se obtiene el algoritmo propuesto en (Hansen, Thisse y
Wendell, (1986)) para chequear la propiedad de simetria de los usuarios con res-
pecto a un punto que denominamos algoritmo HTW.

Algoritmo HTW (Hansen, Thisse y Wendell, (1986))

Paso 1
Se toma x un punto de N.

Se construye un grafo bipartito G = (V/, V7, A’) de forma que V' tiene un
nimero |U| de elementos que corresponden con los usuarios de N. Igual-
mente V" tiene un nimero |U| de elementos que corresponden con los usua-
rios de N. Vamos a llamar v'(u) a los elementos de V', y v”(u) a los ele-
mentos de V.

Sean u1 y ugz dos usuarios de N pudiendo ocurrir que u; = us.

Si z € E(u1,uz2) anadir a A’ una arista (v'(u1),v” (u2)).
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Paso 2

Determinar un conjunto de aristas de GG no adyacentes y de maxima car-
dinalidad posible. A esto se le llama emparejamiento méximo y se puede
hallar con el algoritmo de Hopcroft y Karp (Hopcroft y Karp, (1973)).

Si este emparejamiento maximo estd formado por un nimero |U| de aristas,
entonces ese emparejamiento define una aplicacién biyectiva T' sobre U, de
forma que z € P*(v(u),v(T(u))) para todo u € U.

Este algoritmo tiene un orden de complejidad O(|U[*/?). Para aplicar este
algoritmo a la bisqueda de soluciones plurales sélo es necesario tomar como x
los vértices de N, en virtud del corolario anterior. De todas formas la propiedad
de simetria de los usuarios respecto al punto es una condicién suficiente pero no
necesaria. Pueden existir soluciones plurales que no cumplan la propiedad de
simetria de los usuarios respecto al punto.

Al borrar de la red N un vértice de corte o punto de articulacién v; y las aristas
adyacentes a €l se obtiene un conjunto de subredes disconexas Ny, Ny, ..., N;. Las
carateristicas de estas redes pueden permitir determinar si el vértice v; tiene que
ser la localizaciéon ¢ptima en muchos problemas. En (Hansen, Thisse y Wendell,
(1986)) se establece que si

{ueU:v(u) e N} <|U|2Vk=1,2,..t

entonces z es una solucién plural y = es una mediana z € M N P.

Ademds una arista de corte es la que da lugar a dos subredes disconexas al ser
eliminada de la red; y v; es un vértice de corte fuerte si todas sus aristas adyacentes
son aristas de corte. En (Hansen, Thisse y Wendell, (1986)) se establece que si
N1, Ns, ..., N; son las subredes disconexas que se obtienen al borrar de la red N el
vértice de corte fuerte v; y los arcos adyacentes a él entonces

wEMNP e [{ueU:v(u) e N} <|U|J2VEk=1,2, ..t

Un resultado similar sobre las implicaciones de la concentracién de una mayoria
de usuarios en parte de la red ya habia sido establecido por Witzgall (Witzgall,
(1965)) quien prueba que:

e Si|[{fu€eU:v(u)=uv} > |U|/2 entonces v; € M N P.

e Si|[{uecU:v(u)=uv} > |U|/2 entonces v; = M = P.
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1.4. Otras soluciones.

Se han propuesto otros conceptos de solucién en el contexto de la localizaciéon me-
diante votos. Algunos de estos conceptos, como las p-votaciones en (Vohra, (1989))
o los puntos k-6ptimos introducidos en (Bauer y Domschke, (1993)) tienen muy
poca relacion con los problemas tratados en la presente memoria. Las soluciones
locales y los puntos fCondorcet son conceptos muy proximos a los anteriormente
definidos.

Las soluciones locales se obtienen al comparar un punto x con los puntos de
su entorno, es decir, los que estdn a una distancia de él menor que . La bola de
centro x y radio € en la red IV es el conjunto de puntos:

B(z,e) ={y € N :d(z,y) <e}.

Un punto p € N es una solucion local para un problema de localizacion si existe un
e > 0 tal que ningun punto x € B(p,¢) es mejor localizaciéon que p. Asi podemos
considerar diferentes conceptos de soluciones locales en localizaciéon en general y
en localizacién mediante votos en particular. Por ejemplo:

Definicién
e Un punto p € N es una solucion plural local si existe un ¢ > 0 tal

que para cualquier punto x € B(p,e) se cumple que |z < p| < |p < z|.

e Unpuntoc € N esuna solucion de Condorcet local si existe un € > 0
tal que para cualquier punto x € B(c,€) se cumple que |z < ¢| < |U|/2.

e Un punto m € N es una mediana local si existe un € > 0 tal que
F(m) < F(z) para todo x € B(m,e¢).
Se tiene el siguiente resultado.

Proposicién

o (Wendell y McKelvey, (1981))

En una red cualquiera siempre hay una solucion local plural en un vér-
tice. Ademdas si el nimero de usuarios es impar todas las soluciones
locales plurales estdn en los vértices.
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e (Hansen, Thisse y Wendell, (1986))

En una red cualquiera las soluciones locales plurales y locales de Con-
dorcet coinciden con las medianas locales.

e (Hansen, Thisse y Wendell, (1986))

En un drbol las soluciones locales plurales y locales de Condorcet coin-
ciden con las medianas.

El concepto de punto Condorcet es definido en (Bandelt, (1985)). Un punto
x serd un punto FCondorcet si el nimero de usuarios que prefieren otro punto
y mas una proporcién 3 de los indiferentes entre ambos puntos son menos de la
mitad de los usuarios.

Definiciéon

El punto x es un punto 3 Condorcet con 0 < 3 <1 si y sdlo si

ly < x|+ Bly ~z| <|UJ/2,Vy € N.

Para # = 0 se tienen los puntos de Condorcet y para = 1/2 los puntos
plurales.

1.5. Relacién con otros problemas.

Otro de los focos de interés en localizacion mediante votos es la comparacién
con otros problemas de localizacién. Por un lado, se determina la calidad de
las soluciones aportadas por los distintos conceptos propuestos en localizacion
mediante votos a través del grado de optimalidad con los criterios de los problemas
clasicos de localizacién. Por otro, se establecen las concidencias con las soluciones
de la localizacién competitiva derivados de la Teorfa de Juegos.

Los principales resultados se han obtenido al comparar las soluciones de Con-
dorcet con la mediana, el centro y con la solucién de Nash en localizacién competi-
tiva, y las soluciones de Simpson con la mediana y con la solucién de Stackelberg
en localizacién competitiva.
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1.5.1. La solucién de Condorcet y la mediana.

En algunas circunstancias los puntos de Condorcet o Simpson u otras localiza-
ciones 6ptimas siguiendo criterios derivados de los procesos de votacién coinciden
con las medianas. Sin embargo, una solucién mediante votacién también puede
diferir bastante de una solucién en la que se busca minimizar la distancia media
de los usuarios por lo que frecuentemente es calificada como ineficiente. Pero por
otro lado, una mediana también puede ser insatisfactoria para un gran nimero de
usuarios. Sea la funcién objetivo del problema de la mediana:

F(z) =) d(v(u),z).

uelU

Proposicién (Hansen y Thisse, (1981))
Sea ¢ € C' un punto de Condorcet y sea m € M una mediana de una red
general. Entonces se cumple que
F(e)
F(m)

<3

Proposicién (Labbé, (1985))

Sea ¢ € C' un punto de Condorcet y sea m € M una mediana de una red
general. Entonces se cumple que

re 20— 41
Fm) = 18] 41

Esta dltima es la mejor cota posible en el sentido de que es alcanzada en algiin
caso. El nimero ciclomatico v de una red cualquiera N es el mimero méximo de
ciclos independientes de N. En redes conexas v = m —n+ 1. En (Labbé, (1985))

se conjetura que
F(e)

< 131/—1
F(m) R (Y
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1.5.2. La solucién de Condorcet y el centro.

También se ha estudiado la relacién entre los problemas de Condorcet y del
centro tratando de establecer comparaciones de las soluciones de ambos problemas
en terminos de la funcién objetivo del problema del centro. Esta funcién mide la
distancia desde un punto x al usuario que estd méds alejado de él y viene dada por:

G(z) =max d(v(u), )
uclU

En general los centros no coinciden con los puntos de Condorcet. Incluso si
N es un drbol los centros y los puntos de Condorcet son distintos. Los centros
generalmente no se encuentran situados en un vértice sino entre dos vértices. Por
ejemplo si se tiene una tnica arista con usuarios en los vértices de los extremos el
centro serd el punto medio de la arista independientemente de cual sea el punto
de Condorcet que serd uno de los dos vértices o ambos segin la distribucién de
usuarios.

Teorema (Hansen y Thisse, (1981))
Sea T un drbol, c € C' un punto de Condorcet y r € R un centro. Entonces

G(0)
G(r) =

Teorema (Hansen y Thisse, (1981))

Sea N una red cualquiera, ¢ € C un punto de Condorcet y r € R un centro.

FEntonces
G(c)
< 3.
G(r) —

1.5.3. Las soluciones de Condorcet y de Nash.

Los problemas de localizacién mediante votos estdn relacionados con los pro-
blemas de localizacién competitiva principalmente en la medida en que se puede
interpretar que las localizaciones candidatas a recibir el punto de servicio compiten
por captar las preferencias del usuario. El problema estdndar de localizacién
competitiva consiste en establecer la localizacién de dos servicios que compiten
por atraer al mayor nimero posible de usuarios. Se considera que dadas dos
localizaciones posibles, un usuario prefiere la localizacién que estd situada més
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cerca de él. En el caso de que dos localizaciones estén a la misma distancia de
un usuario, el usuario es indiferente entre las dos y se considera que va a hacer
igual uso de ambas. La solucién de un problema de localizacién competitiva es
un par de localizaciones de forma que ninguno de los competidores atraiga a un
mayor nimero de usuarios al cambiar su localizacién por otra, considerando que el
otro competidor permanece fijo. Se pueden aplicar diversos conceptos de la teoria
de juegos bipersonales para fijar los criterios para determinar las localizaciones
Optimas.

Definicién
Se dice que z,y € N es una solucion de Nash si Vz,t € N
[z <yl +3lz~yl 2|z <yl +3lz~
ly <]+ glz~yl > [t < 2|+ 3]t ~ 2|
En otras palabras, la localizacién x es mejor que cualquier otro punto z si el
competidor se mantiene en la localizacién y, de igual forma la localizacién y es

mejor que cualquier otro punto ¢ si el poseedor de la facilidad que estd situada en
x la mantiene fija.

Proposicién (Wendell y McKelvey, (1981))

Las soluciones de Nash son parejas de soluciones plurales, y por tanto son
parejas de soluciones de Condorcet.

1.5.4. La solucién de Simpson y la mediana

Al comparar una solucién de Simpson s con la mediana m se pueden encontrar

ejemplos en los que
2|U]

siendo k > 3.

Proposicién (Bandelt y Labbé, (1986))

Sea N una red con |U| > 3, sea m una mediana y sea x un punto cualquiera

sobre la red entonces
Flr) _2U]
Fim) — k

siendo k= |U| —|m < z| > 1.




Proposicién (Bandelt y Labbé, (1986))
Sea N unared con |U| >3, me M yx € N. Si R*(z) =max{|U|/2, R(z)},
siendo R(x) la puntuacion de Simpson entonces
F(x) < |U| + R*(x) — 1
F(m) — |[Ul— R*(x)+1

si R(z) < |U|.
Proposicién (Bandelt y Labbé, (1986))

Sea N una red con |U| > 3, sea m una mediana, entonces para todo s punto
de Simpson F(s) < (|U] —1)F(m). Ademds existe al menos un punto de

Simpson tal que
21U
F(s) < (% — 1) F(m).

Proposicién (Bandelt y Labbé, (1986))

Si x es un punto cualquiera de un ciclo O tal que R(z) < |U| y m es una
mediana de O entonces

o < max {U, e |

Teorema (Bandelt y Labbé, (1986))

Sea s un punto de Simpson, m una mediana, y sea x un punto sobre un
cactus generalizado tal que R(x) < |U| entonces se cumple que:

F(x) { R(x) }
——= <max] |U|, /m/—=—
F(m) U] = R(x)
y por tanto F(s) < 2F(m).
Existen dos tinicas redes de cuatro puntos que no son cactus.
Proposicién (Bandelt y Labbé, (1986))

Sea N una red de cuatro puntos a lo sumo, sea s un punto de Simpson, m
una mediana, y x un punto sobre N tal que R(x) < |U| entonces

Fm) = U] - R'(@)

En general no se conocen redes planares en las cuales F(s) > 3F(m) aunque
no se ha encontrado nigin resultado que refleje esta diferencia.
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1.5.5. Las soluciones de Simpson y de Stackelberg

La relacién entre la solucién de Simpson y la solucién de Stackelberg en
localizacion competitiva se establece en los siguientes términos. La solucién de
Stackelberg es la solucién del problema de localizacién competitiva en el que un
competidor al que se llama lider elige primero la localizacién de su facilidad z € N
de forma que sea cual sea la reaccién que tenga algtin otro competidor se garantiza
la localizacién lo més favorable posible. Después de que el lider toma su decision,
el otro competidor que ya conoce la localizacién del lider elige la mejor posible,
esto es, la que maximice el nimero de usuarios que prefieren su facilidad.

Defincién Se dice que x,y € N es una solucion de Stackelberg si Vz,t € N

e min|z < r|+4lz ~7r|>min|z < 7|+ 3|z ~ 7|

° |y<m|+%|x~y|Z|t<$|+§|t~$|

Siempre existe una solucién de Stackelberg.

Si x,y es una solucién de Stackelberg donde z es el lider de esa solucién
entonces el nimero de usuarios que utilizan la facilidad situada en z es |z <
y| + %]az ~ y| y es una cantidad menor o igual que el nimero de usuarios que
utilizan la facilidad situada en y que es |y < z|+1[z ~ y|. Cuando |z < y|+ 3|z ~
y| = |y < z| + 2|z ~ y| la solucién de Stackelberg es una solucién de Nash.

Proposicién

Sea x,y una solucion de Stackelberg, si |x ~ y| = 0 entonces la localizacion
del lider es una solucion de Simpson.

St x es una solucion de Simpson entonces x es el lider en una solucion de
Stackelberg x,y en la cual |z ~ y| = 0.

Cuando |z < y| + 3|z ~ y| = |y < 2| + 3|z ~ y| la solucién de Stackelberg

es una solucién de Nash. Si ademds |z ~ y| = 0 entonces z es una solucién de
Condorcet.
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2. LA SOLUCION TOLERANTE DE
CONDORCET

2.1. Introduccién

Una solucién de Condorcet al problema de la localizacién de un punto de
servicio mediante votos de los usuarios es una localizaciéon tal que ninguna otra
localizacion esté més proxima a una mayoria estricta de votantes. Sin embargo no
siempre existe una solucién de Condorcet. Este inconveniente se puede solventar
usando el concepto de solucién de Simpson en el que se rebaja el numero de
votantes necesario para rechazar una localizacién. Sin embargo, en el concepto de
solucién de Condorcet se considera que el sistema de preferencia de cada uno de
los usuarios es el siguiente: si el usuario estd més préximo a x que a y entonces el
usuario prefiere localizar el servicio en x, y si ambas localizaciones = e y estdn a
la misma distancia del usuario entonces el usuario es indiferente entre ambas. La
introduccién de un umbral o constante para la preferencia de los usuarios da una
estructura de preferencias usual en Toma de Decisiones llamada semiorden. Con
esta estructura dos localizaciones = e y para situar un servicio son indiferentes
para un usuario u si la distancia desde el usuario u hasta z y la distancia desde el
usuario u hasta y se diferencian como mucho en una cantidad «. Las soluciones
aCondorcet se obtienen considerando que todos los usuarios tienen esta estructura
de preferencia. En (Labbé, (1990)) se proponen los puntos a-antiCondorcet para
los servicios no deseables usando esta misma idea. Sin embargo no han sido
desarrollados.

En este capitulo se introduce los conceptos de solucién aCondorcet y Tolerante
de Condorcet y la solucién al correspondiente problema continuo en redes. Una
vez establecido el modelo se constata que siempre existe un valor para « tal
que el conjunto de los puntos aCondorcet no es vacio. La solucién Tolerante de
Condorcet es el conjunto de puntos aCondorcet para el valor mas pequeno de «
tal que existe un punto aCondorcet. La primera seccién de este capitulo incluye
el modelo, los conceptos de solucién y algunas figuras que ilustran los conceptos
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de puntos de Condorcet, aCondorcet y Tolerantes de Condorcet. Tras algunos
resultados tedricos se aporta un algoritmo para encontrar los puntos aCondorcet
para un valor fijo de «a, y otro algoritmo para obtener el valor minimo de a que
garantice la existencia de una solucién aCondorcet. Estos resultados han sido
publicados en (Campos y Moreno, (2000a)).

En una segunda parte del capitulo se realizan las comparaciones de las solu-
ciones aCondorcet con las soluciones de los problemas de la mediana y el centro
respectivamente (Campos y Moreno, (2000b)). Los conceptos clésicos de solu-
ciones en teorfa de localizacién son los bien conocidos mediana y centro. Una
mediana es un punto tal que la suma de distancias desde los usuarios hasta la
mediana es minima. Un centro es un punto tal que la distancia méaxima de un
usuario al centro es la minima posible. Pero ambas soluciones pueden ser com-
pletamente insatisfactorias para una mayoria estricta de usuarios. Se realiza la
comparacion de las soluciones aCondorcet con las medianas y los centros en tér-
minos de la satisfaccién de los usuarios y de la funcién objetivo correspondiente;
es decir la suma de distancias desde los usuarios hasta el punto para el caso de
la mediana y la distancia maxima de los usuarios al punto para el centro. Se
trata de encontrar cotas ajustadas para la relacién de la funcién objetivo de los
problemas de la mediana en los puntos aCondorcet y en las medianas. Igualmente
se encuentran cotas para la funcién objetivo del centro en los puntos aCondorcet
y en los centros. La seccién concluye con la biisqueda de los mejores valores para
la funcién objetivo de los puntos aCondorcet para las soluciones de la mediana y
el centro.

2.2. El problema del aCondorcet

Sea N una red conexa, no dirigida, sin bucles ni aristas multiples. Conside-
ramos el modelo continuo de localizacién simple en redes determinado por el espa-
cio de localizaciones . = N y un conjunto finito U de usuarios sobre los vértices de
la red dados por la aplicacién v(.). Si N es un drbol entonces el conjunto C' de los
puntos de Condorcet es igual al conjunto de medianas del drbol (Hansen, Thisse
y Wendell, (1986)). Por tanto, en un drbol siempre existe un punto de Condorcet.
Sin embargo, para algunas redes la solucién de Condorcet es un conjunto vacio.

Ejemplo

Si se toma como N un tridngulo equilatero con un usuario en cada vértice,
en esta red no existen puntos de Condorcet.
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V2 U3

Una red sin solucion de Condorcet

La no existencia de soluciones de Condorcet en muchos casos hace que se
plantee relajar las condiciones de un punto de Condorcet para garantizar la exis-
tencia de una solucién.La solucién de Simpson es una de las propuestas de rela-
jacién que permite la existencia de solucién. La relajacién propuesta aqui es la
introduccién de un umbral constante para la indiferencia.

En el modelo tradicional de preferencias basado en una funcién de valor g que
ha de ser minimizada, una alternativa a es preferida a b si g(a) es més pequeno
que g(b). Dos alternativas son indiferentes si tienen el mismo valor. Si las com-
paraciones se basan en la percepcién humana o incluso si son medidas por medio
de instrumentos precisos y sofisticados, siempre existe un umbral bajo el cual las
diferencias no se pueden percibir. Por tanto dadas dos alternativas no existe una
preferencia entre ellas si la diferencia entre sus valores es, en valor absoluto, menor
que un cierto umbral. La estructura de preferencia definida con este modelo se de-
nomina semiorden (Pirlot y Vincke, (1997)). En los ltimos anos, estos modelos
de preferencias han sido aplicados con éxito en situaciones reales.

Por tanto se supondrd que hay un umbral @ > 0 tal que el sistema de pref-
erencias de cada uno de los usuarios es como sigue. Dos localizaciones x e y son
indiferentes para un usuario u si la distancia desde u a x y la distancia desde u
a y se diferencian en v como mucho. Si la diferencia entre las distancias desde el
usuario u a las localizaciones x e y es mayor que « el usuario prefiere la localizacién
més cercana. Por consiguiente los puntos aCondorcet son aquellas localizaciones
sobre la red tales que ninguna otra localizacién es preferida por una mayoria
estricta de usuarios.

Ahora, el nimero de usuarios que prefieren y a x es

y <. 2l ={u e U:d(v(u),y) <dv(u),z) —a}|
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y el nimero de usuarios para los cuales y y x son indiferentes es
Y~ 2] = {u € U:ld(v(u),y) — d(v(u),z)| < a}f

Luego la solucidn aCondorcet C'() es el conjunto de localizaciones aCondorcet de
la red definido reemplazando en la definicién de solucién de Condorcet el sistema
de preferencias clédsico por el determinado por el umbral « para la indiferencia.

Definicién (Campos y Moreno, (2000a))

Un punto ¢ € N es un punto aCondorcet si no existe otro punto x € N tal
que

1
2=, cl <5l

Se denota por C'(«) a la solucién aCondorcet que esté consituida por el con-
junto de los puntos aCondorcet ;

1
Cla) ={ce N:|y=., ¢ §§|U|,Vy€N}.

El umbral o representa una distancia de tolerancia que permite la existencia de
soluciones. Siempre hay un valor de « lo suficientemente grande para que exista
un punto aCondorcet. Por ejemplo, si « es igual al didmetro de la red entonces
C(a) = N.

Se plantea de forma natural la cuestién de cudl es el valor miimo de o que
garantiza la existencia de un punto aCondorcet. Si se adopta como distancia de
tolerancia este valor minimo a* se obtiene la solucién Tolerante de Condorcet.
Los puntos Tolerantes de Condorcet son los puntos a*Condorcet. El problema
Tolerante Condorcet consiste en encontrar la Distancia de Tolerancia o y los
puntos tolerantes de Condorcet C(a*) de la red.

Si existen soluciones de Condorcet entonces la distancia de tolerancia es innece-
saria y la solucién tolerante de Condorcet coincide con la solucién de Condorcet.
Pero en general existe una diferencia entre las soluciones aCondorcet para los
distintos valores de a.

Ejemplo

Consideremos la red de la figura N = A que consiste en un tridngulo cuyos
lados miden una unidad y que tiene un usuario en cada vértice.
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V2 U3

La red N =A

Esta red viene dada por V = {v;,v5,v3} vy E = {[vy, va], [v,vs], [v1, v5]} con
l(v1,v2) = l(v2,v3) = l(v1,v3) = 1.

Vamos a considerar a < 1 y sea x = p([v2,v3],a) con a < 1. Tomemos y =
p([v1, v, % + a). Los usuarios situados en v; y vs prefieren y a z. Entonces
x no es un punto aCondorcet. Por simetria no hay puntos aCondorcet en
la red.

Sea ahora o > 3 y tomemos z = p([vg,v3],a) siendo a < 3. Siy =

p([v1,v3], 3 + a) entonces y no es preferido a = por los usuarios de v; y
v3, sino que son indiferentes entre x e y. Por lo tanto no hay ningin punto
preferido a x por dos usuarios y = es un punto aCondorcet. Por simetria,
todos los puntos de la red son puntos aCondorcet.

Para esta red, si a < % el conjunto de puntos aCondorcet es vacio. Si a > %
entonces C(a) = N. Por consiguiente a* = 1 es la distancia de tolerancia,
y N = A es el conjunto tolerante de Condorcet.

Si N es un drbol entonces el conjunto de puntos de Condorcet es el conjunto
de medianas del arbol. Por tanto la distancia de tolerancia es a* = 0 y la solucién
tolerante de Condorcet coincide con la solucién de Condorcet. La siguiente figura
muestra una mezcla de estos dos casos.

Ejemplo

Sea N la red representada en la figura siguiente.
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0

1 1
1 1 1 1 1
Vy Vs Vo U3 Vg (%
Ejemplo

Si a < 1 el conjunto de puntos aCondorcet es vacio. Si o = 3 el conjunto de
los 5-puntos de Condorcet es el tridngulo con vértices vy, vo y v3. Si o > %
el conjunto de puntos aCondorcet consiste en el tridngulo y los puntos a

distancia no mayor que o — % a partir de vy y vs.

Veamos ahora un ejemplo de un caso en el que C =0 y a* = %

Ejemplo

Sea N lared representada en la figura siguiente consistente en un cuadrildtero
con una de sus diagonales.

1]v2
U1 1 1 U3
3 2 4
3|V

1

Un ejemplo en el que C =0 y a* = 3.

El conjunto de vértices es V' = {vy,vq,v3,v4} y €l conjunto E de aristas viene
dado por las longitudes [(vi, v2) = l(vo,v3) = 1, l(vs,v4) = l(va,v1) = 3 y
l(v2,v4) = 2. Consideremos un conjunto de 11 usuarios con u(vy) = u(vs) =
3, u(v2) =1, u(vg) = 4.

Si o < 5 entonces C(a) = 0.
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Para a = 2 tenemos C(a) = [p([v1,v4],1),v4] U [p([v3,v4],1),v4]. Por lo

tanto a* =

1
2
Para o = 731 tenemos

)’U4]U

Cla) = [va, p([va, val, DU [p([va, val, T),
% , Vg

[p([vla U4]7 %)a 1)4] U [p([v?w U4]a )

Presentamos a continuacién algunos resultados tedricos sobre este nuevo mo-
delo. Primero estudiamos la relacién entre los conjuntos aCondorcet cuando el
valor de @ aumenta o disminuye. A medida que o aumenta el conjunto de puntos
aCondorcet se hace més grande y ademds contiene a los conjuntos de puntos
o/Condorcet para los valores o menores que a.

En segundo lugar, buscamos las condiciones bajo las cuales los extremos de las
aristas son preferidos a los puntos interiores. Asi se descartan los trozos de aristas
que no pueden contener puntos de Condorcet. Si el mimero de usuarios es impar
los tnicos puntos que pueden ser puntos aCondorcet son los que estdn a distancia
menor o igual que a de un vértice. En el caso de que el nimero de usuarios
sea par, ademds de los trozos de aristas de longitud « alrededor de los vértices,
también hay segmentos interiores que pueden contener puntos aCondorcet si el
nimero de usuarios con funcién de distancias creciente a lo largo del segmento es
el mismo que el nimero de usuarios con funcién de distancias decreciente.

Teorema

Si a1 < ag entonces C(aq) C C(az).

Demostracién Sea x un punto a;Condorcet. Entonces |y <o, x| < |—l2]‘, Vy € N.

Si

d(v(u),y) + az < d(v(u), x)
entonces

d(v(u),y) + a1 < d(v(u), z).
Por tanto -

Y <as 2| < |y <y 2| < |—2‘,Vy e N.
Luego z es también una solucién a;Condorcet. O
Corolario

Para o >0, C C C(a) .
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Demostracion Al tomar a; = 0 se tiene que C = C(0) como los valores de «
siempre son positivos o cero aplicando el teorema se tiene que el conjunto
de soluciones de Condorcet siempre estd contenido en cualquier conjunto de
soluciones awCondorcet. 0

Teorema

Siz e Cla) yd(zx) < entonces z € Cla+ ).

Demostracién Si z € C(a) entonces |y <, z| < |U|, Vy € N.
Sid(v(u),y) + (a+ &) < d(v(u),z) y d(z,x) < £ entonces

dv(u),y) + a < dw(u),z) — & < d(v(u),x).

Luego
1
Y < 2l < Iy <. 2l < 51U

Por tanto, z es un punto (« + £)Condorcet. U

Por lo tanto, cada punto a distancia menor que « de un punto de Condorcet
es un punto aCondorcet. Si todos los puntos de la subarista [a,b] son puntos
de Condorcet entonces todos los puntos de la subarista [a — a, b + a] son puntos
aCondorcet. Sin embargo es posible que algunos puntos aCondorcet no estén a
una distancia a de un punto de Condorcet.

Para comparar los extremos de una arista con sus puntos interiores hay que
analizar como varia la distancia desde un usuario a los puntos de la arista. Esta
funcién de distancia al desplazar el punto de un extremo a otro de la arista es
una funcién lineal a trozos con, a lo sumo, dos zonas lineales. La distancia es
una funcién creciente y lineal con pendiente +1 desde el primer extremo hasta
un punto de la arista y una funcién lineal y decreciente con pendiente —1 desde
este punto hasta el otro extremo. Este punto se le llama cuello de botella del
usuario, o del vértice en que se encuentra el usuario, en la arista. Denotamos por
by (u) = bt al cuello de botella asociado al usuario u o al vértice v(u) = v; en la
arista [vg, vy] .

Noétese que si el cuello de botella estd en uno de los extremos de la arista la
funcién de distancias es lineal. Cada extremo de una arista es cuello de botella del
otro extremo de la arista. Las subaristas entre dos cuellos de botella consecutivos
(diferentes) se denominan segmentos y son muy itiles para comparar los puntos
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de una posible localizacién porque todas las funciones de distancia a los usuarios
son lineales en cada segmento

Cada arista [vg, v] estd dividida por los cuellos de botella distintos que se
encuentran en ella, en una serie de segmentos no vacios denotados por [b,_1, b,],
parar =1,2,...,t donde by = vy y by = v;. El siguiente resultado muestra que:

e Si el mimero de usuarios con funcién de distancias decreciente a lo largo de
la subarista [b,, v;] es mayor que la mitad de los usuarios entonces no puede
haber puntos aCondorcet en [b,, v, — ).

e Si el mimero de usuarios con funcién de distancias decreciente a lo largo de
la subarista [b,., v;] es menor que la mitad de los usuarios entonces no puede
haber puntos aCondorcet en (v, + «, b, 1].

Si denotamos por S, al niimero de usuarios con funcién de distancias decre-
ciente a la derecha de b, entonces:

Sr=Hu €U :d(v(u),byi1) <d(v(u),b)}.
Ademads se tiene que

So<S1 <8 <. <5 1<8 <. < S
donde S, — S,—1 = [{u € U : bri(u) = by }|.

Lema

Sean by, ..., b, los puntos cuello de botella de los vértices con usuario en la
arista [vg,v| y Sy el nimero de usuarios con distancias decrecientes en
[br, 01,0 <r <t—1.

e 5i S, > 1|U| entonces |v <, y| = Sr > 3|U|,Vy € [by,v; — ).
e Si S, < 3|U| entonces |vy <, y| = |U| =S, > 3|U|,Vy € (vx+ , by41].

Demostraciéon Los usuarios con funcién de distancia decreciente a lo largo de
la subarista [b,., v;] prefieren el vértice v; a [b,,v; — a). Si el mimero de estos
usuarios es S, > £|U| entonces v; domina a todos los puntos de [b,, v; — ).
Si S, < 3|U| entonces |U| — S, > £|U]| es el niimero de usuarios con funcién
de distancias creciente a lo largo de la subarista [vg,br+1]. Estos usuarios
prefieren el vértice vy a los puntos de (vg + «, by41] y por tanto vy domina a
los puntos de (vg + o, by11]- O
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Ademads, el siguiente teorema establece que si el mimero de usuarios con funcién
de distancias decreciente en los puntos de la arista no es nunca igual a la mitad
del nimero de usuarios entonces los puntos que estdn a distancia mayor que « de
los extremos no pueden ser puntos aCondorcet

Teorema

Sean by, ..., b los puntos cuello de botella de los vértices con usuario en la
arista [vg,v] y S, el nmimero de usuarios con distancias decrecientes en
b, 0,0 <r <t—1. 8 S, < %]U| < S,41 entonces:

(Uk—l—Oé,Ul —Oé) ﬁC(C\é) = 0.

Demostraciéon Sea S, < %|U | < S,41. Por la primera parte del lema anterior
tenemos que [b,, 1, v;—a)NC(a) = (). Por la segunda parte del lema tenemos
(vg + @, b 1] NC(a) = (). Entonces

(g + @, byy1) U [brgr, v — @) NCa) = 0.
U

Nétese que S, = 3|U| s6lo es posible si |U] es par. Por tanto, si el nimero de
usuarios es impar entonces los inicos puntos que pueden ser puntos aCondorcet
son los que estdn a distancia menor o igual que o de un vértice.

Corolario

Si |U| es impar entonces

C(a) C U B(v, ).

veV
Demostracién Si |U| es impar entonces S, # £|U|, Vr. Por tanto, basandonos
en el teorema anterior,
(vi +a,v; —a)NC(a) =0, Vv, v;] € E.

Aplicando este resultado a una arista adyacente a cada vértice se tiene que
un punto sélo puede estar en la solucién aCondorcet si estd a distancia
menor o igual que o de un vértice. ]
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Por otro lado, si el niimero de usuarios es par entonces los tinicos puntos que
pueden ser puntos aCondorcet son, ademads de los que estdn a distancia menor o
igual que « de un vértice, los de los segmentos (b, b,,1) tales que el nimero de
usuarios con funcién de distancias decreciente a lo largo de la subarista [b,, v;] es
igual a la mitad del mimero de usuarios.

Teorema

Sea |U| par. Si existe un punto cuello de botella b, en la arista [vg, v tal que
el nimero de usuarios con distancias decrecientes en [by, v es S, = 1|U|,
con 0 <r <t—1 entonces

(v, +a, 0] NC(a) =0 vy [bpy1,v —a)NC(a) = 0.

Demostracién Si S, = £|U|y 0 < r < t—1 entonces S,_; < £|U| y 3|U| < S,41.
Por el lema anterior (v, + a, b, N C(a) =0 y [byy1, v, — @) NC(a) =0. O

Noétese que en las condiciones del tltimo teorema, el segmento (b, b,41) no
puede ser excluido de los posibles puntos aCondorcet. Si S, = %\U | entonces la
mitad de los usuarios tienen una funcién de distancia creciente en (b, b,41). Estos
usuarios prefieren vy, a los puntos de (b,, b,1) si l(vg, b,) > a. La otra mitad de los
usuarios tienen una funcién de distancias decreciente en (b,,b,.1). Estos usuarios
prefieren v; a los puntos de (b,., b, 1) sil(b,,1,v;) > a. Pero, en cualquier caso, no
hay bastantes usuarios para rechazar (b.,b,,1). Todos los puntos de (b, b, 1) son
posibles puntos aCondorcet.

2.3. El algoritmo aCondorcet.

El algoritmo aC o a Condorcet implementa el procedimiento que proponemos
para obtener el conjunto de puntos aCondorcet de una red y que se deriva del
algoritmo 1 descrito en detalle en el capitulo 1, y que estd basado en el propuesto
en (Hansen y Labbé, (1988)), para el conjunto de puntos de Condorcet.

El procedimiento de eliminacién natural para encontrar el conjunto de puntos
aCondorcet consiste en comparar los puntos dos a dos para comprobar si uno de
ellos domina al otro, es decir, si hay una mayoria estricta de usuarios que prefiera
el otro punto. Asi, el procedimiento toma D = N como el conjunto inicial de
candidatos a puntos aCondorcet. Los puntos dominados se eliminan de D en tres
fases:
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1. comparando los vértices dos a dos,
2. comparando cada vértice con los puntos de cada arista , y

3. comparando dos a dos todos los puntos interiores de todas las aristas.
Algoritmo aC (Campos y Moreno, (2000a))

Paso 1
Tomar D = N.
Con cada vértice vy € V hacer lo siguiente:

Para cada vértice v; € D calcular
g <, vl = {u € U :d(v(u), vg) + a < d(v(u),v;)}.

Si |vy, <. v;] > 3|U| entonces borrar v; de D.
Paso 2

Para cada arista [vg, v] hacer lo siguiente:

e Si |U| es impar eliminar de D la subarista (v, + o, v, — ).

e Si |U| es par buscar un cuello de botella b, tal que 25, = |U|. Si
existe b, eliminar de D las subaristas (v, + a, b,) vy (byy1, v — @),
en otro caso eliminar de D la subarista (v + o, vy — ).

e Para cada v; € D hacer:

— Si algin punto x € [vg,v;] domina a v; eliminar v; de D.

— Si algiin segmento de [vg, v;] estd dominado por v; eliminarlo

de D.

Paso 3

Para cada segmento [zy,yx] € D y cada segmento [x;,y;] de la red,
determinar los subsegmentos de [z, yx] dominados por algun punto de
[z1,91] v eliminarlo de D.

La comparacion de los vértices dos a dos se realiza en el paso 1. Se toma en
primer lugar cada vértice v, € V' y se eliminan de D los vértices v; dominados por
vg. Eligiendo como primeros vértices v, buenos candidatos a solucién se eliminan
mas rapidamente vértices del conjunto de candidatos.
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La comparacion de vértices y aristas se realiza en el paso 2 en varias fases.
Primero se eliminan de D subaristas dominados por los extremos de la propia
arista en la que se encuentran estas subaristas. En segundo lugar se eliminan de
D los vértices dominados por algin punto interior a una arista. Finalmente se
eliminan de D las subaristas de puntos dominados por algin vértice diferente de
los extremos que la contienen.

Para la eliminacién de las subaristas de [vg,v;] dominados por vx o por v
consideremos un punto = sobre una arista [vx, v;] que se mueve desde vy hasta v,
de cuello de botella en cuello de botella. El conjunto de usuarios se puede dividir
en tres subconjuntos.

e Los usuarios que tienen una funcién de distancias creciente a lo largo de
toda la arista; es decir,

Up=A{uecU:dw(u),uv)=duvu),uv) + (v, )}

e Los usuarios que tienen una funcién de distancias decreciente a lo largo de
toda la arista; es decir,

U ={ueU:dw(u),v)=dwvu),v) + (v, )}

e El conjunto de los usuarios restantes; es decir,

Ug=U—[U, VU

Notese que los usuarios u € Uy son aquellos tales que el punto cuello de botella
bri(u) estd en el interior de la arista [vg,v;]. Por tanto la funcién de distancia para
cada uno de estos usuarios es una funcién lineal y creciente con pendiente +1
desde v, hasta by(u) y después una funcién lineal y decreciente con pendiente
—1, desde este punto hasta v;.

Luego, usando los resultados anteriores tenemos:

1. Si |Ug| > |U|/2 entonces (v + a,v;] es eliminado de D; no hay puntos
aCondorcet en esa subarista.

2. Si |U)] > |U|/2 entonces [vk,v; — «) es eliminado de D; no hay puntos
aCondorcet en esa subarista.
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3. Si|Uxl < |U|/2, |U| < |U|/2 y |Un| # 0 los usuarios en Uy determinan
puntos cuello de botella en el interior de la arista. Ordenamos los cuellos de
botella by (u) en orden creciente con respecto a su distancia a v;,. Entonces

e Si |U| es impar entonces eliminamos (vy + o, v, — ) de D; no hay
posibles puntos aCondorcet en esa subarista.

e Si|U| es par y no hay un b, tal que S, = 1|U| entonces eliminamos (v +
a,v; — a) de D; no hay posibles puntos aCondorcet en esa subarista.

e Si |U| es par y S, = 3|U| entonces eliminamos de D las subaristas
(vx + @, b.] ¥ [by41, v — @); no hay posibles puntos aCondorcet en esas
subaristas.

Nétese que en el caso restante, en el que |Uy| < |U|/2 v |U| < |U|/2 con
|Uri| = 0, tenemos |Uy| = |U;| = |U|/2 y todos los puntos de la arista [vy, v;] son
posibles puntos aCondorcet; no se elimina ninguna subarista.

El paso 2 se completa con las comparaciones entre un vértice v; y una arista
[k, vi]; k # j # . La distancia desde un usuario u a un punto x en [vx, v] que se
mueve desde vy hacia v; es una funcién lineal creciente con pendiente +1 desde vy
hasta el cuello de botella by (u) de u y una funcién lineal decreciente con pendiente
—1 desde el cuello de botella by;(u) hasta v;.

La comparacién depende de los valores relativos de las distancias desde v(u)
hasta v; mas o y menos «, y la distancia desde v(u) a los puntos = de la arista
[g, v1]. La siguiente figura muestra el caso mds general en el cual

max{d(v(u),vx),d(v(u),v)} +a < dv(u),v;) < d(v(u),bp(u)) — a.

Denotamos a~ (u),at(u),ct(u) y ¢ (u) los puntos de la arista [vg, v;] dados
por las ecuaciones:

d(v(uw), vg) + vy, a” (u) = d(v(u),v;) — o
d(v(u),vg) + vk, a(u)) = d(v(u),v;) + .
d(v(u),v) + (v, ¢ (u) = d(v(u),v;) + .
d(v(u),v) + (v, ¢ (u) = dv(u),v;) — .
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Comparacion del vértice v; con la arista [vg,v;).

Entonces la arista [vg, vi] queda dividida, para cada usuario u, en a lo sumo
cinco subaristas, tales que las preferencias del usuario seran:

1. La subarista [vg, a™(u)) es preferida a vj; x <, v;, Vo € [vg, a™ (u)).

2. Lasubarista [a™ (u), at(u)] y v; son indiferentes; x ~_ v;, Vo € [a™ (u),a™ (u)].

3. El vértice v; es preferido a la subarista (a*(u),c"(u)); = >, vj,Vo €
(0™ (u), " (u)).

4. Lasubarista [¢"(u), ¢ (u)] y v; son indiferentes; x ~_ v;,Vz € [¢T(u), ¢ (u)].

5. La subarista (¢™(u),v] es preferida a v;; x <, vj, Vo € (¢”(u),v].

En algunos casos, para ciertos usuarios, estos puntos pueden no existir con-
fundiéndose en los extremos de la arista. En otros casos, coincidirdn varios de
estos at,a”,c" o ¢, porque los usuarios estan en el mismo vértice o encontrén-
dose en vértices distintos estdn a la misma distancia de los extremos de la arista.
Incluso puede ocurrir que a™(u) = a=(u') o que at(u) = ¢~ (u'), para u # '

Al comparar v; con un punto z que se mueve desde vy hasta v; se comprueba
tanto si algun punto x domina a v; como si las subaristas de [vg, v;] estdn domi-
nadas por v;.
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En primer lugar, los puntos a~ y ¢, para todos los usuarios, se ordenan juntos
en orden creciente de su distancia a v, en una lista L~ = {z, : ¢ = 1,2, ...}. Sea
R el conjunto de usuarios que prefiere x a v;, cuando = es un punto que se mueve
sobre [vy, v;] desde vy, hacia v;. Se comienza en x = v, con

R={ueU:dv(u),v)+a<dv(u),v;)}
y al encontrar cada punto z, € L™ se actualiza R de la siguiente forma.
e Se quitan de R los usuarios u tales que a™ (u) = z,. Por tanto,

R=R—{uecU:dw(u),v) + vk, 2,) + = d(v(u),v;)}.

e Se anaden a R los usuarios u tales que ¢~ (u) = z,. Por tanto,

R=R+{ueU:dw(u),v)+Uv,z) +a=dwv(u),v,)}

Si en momento de este recorrido llega a ser |R| > 3|U| entonces v; estd domi-
nado por z y no es un punto aCondorcet. En este caso se borra v; de D.

Por otro lado, al mover x desde v, hacia v; para buscar subaristas de [vg, v]
dominadas por v; se usan los puntos at y ¢*. Los puntos at(u) y ¢*(u), para
todos los usuarios, se ordenan juntos en orden creciente de su distancia a v, en
una lista Lt = {z,: ¢ =1,2,...}. Se empieza con

R={uecU:dw(u),v;) +a<d(v(u),v)}
y al encontrar cada punto z, € L™ se actualiza R de la siguiente forma.
e Se anaden a R los usuarios u tales que a™(u) = z,. Por tanto,

R=R+{uecU:dw(u),v) + (g, 2,) = d(v(u),v;) + a}.

e Se eliminan de R los usuarios u tales que ¢*(u) = z,. Por tanto,

R=R—{ueU:dw(u),u)+l(v,z,) = dv(u),v;) + a}.

Cada vez que |R| > £|U|, encontramos una subarista de puntos dominados
por vj; por tanto sin puntos aCondorcet. Si resulta que |R| > %|U | al encontrar
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a z, entonces todos los puntos de la subarista (z,, z,11) estdn dominados por v; y
esta subarista no tiene puntos aCondorcet. La subarista (z,, 2,41) se borra de D.

El paso 3 del procedimiento de eliminacién consiste en la comparaciéon de
subaristas dos a dos. Dividimos cada arista en A (y también cada subarista en
D) en segmentos limitados por dos puntos cuello de botella consecutivos o uno
cuello de botella y uno de los extremos de la arista (o subarista). Nétese que los
segmentos son subaristas donde las distancias a todos los usuarios son funciones
lineales (con pendiente +1 o —1) en toda la subarista ya que no contienen ningin
cuello de botella en su interior. Los extremos de las subaristas en D pueden ser
vertices, cuellos de botella y también puntos a distancia o de un vértice.

Consideremos un segmento [z, yx] en D y un segmento [z, y;] en la red. En-
tonces [z, yi] se compara con [z, 3] para ver si hay puntos en [z, y;] que dominan
a subsegmentos de [z, i)

Representamos el par de puntos zp € [zk,yx] v 21 € [71, 3] en un rectangulo
cuyos lados tienen longitudes I(zy, yi) y I(x;, y;). Este rectdngulo es

Ry ={(0k,61) : 0 <0 < Uzk,yx),0 <0, <l(x1,u)},

donde z, = p([zx,ye];0k) ¥ 22 = p([x, w1];0;). Cuando un usuario u compara
[k, yx] € D con [x,y] C N, las preferencias vienen dadas por el conjunto de
puntos (2x, ;) € [Tg, yx] X [21, ¥ tales que

d(v(u),z) +a < d(v(u), 2k).
Definicién
Sea el conjunto de dominancia para cada usuario u el siguiente

D(u) = {(6k, 01) : d(v(u), p([z1, y; 61)) + o < d(v(uw), p([zx, yx]; 0r))}-

En el plano que incluye el rectangulo Ry, un conjunto de dominancia corres-
ponde a un semiplano H(u) dado por d(v(u), z) + a < d(v(u),z;), para algin
usuario u. Cada semiplano viene dado como el conjunto de puntos por encima o
por debajo de una linea recta con pendiente +1 o —1.

Entonces el rectdangulo Ry, se divide en paralelogramos; cada uno de ellos con-
siste en la interseccién de varios conjuntos de dominancia como se puede ver en la
siguiente figura. Si el niimero de conjuntos de dominancia que hay en un paralelo-
gramo es mayor que %\U | entonces el interior de la proyeccién del paralelogramo
en [z, yr| estd dominado por algiin punto en la proyeccién del paralelogramo en
[z1,41]. Se comprueban todos los paralelogramos en el rectangulo.
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Proyeccion de un paralelogramo.

El recorrido de los paralelogramos empieza con el de la esquina inferior izquierda.
El conjunto de usuarios cuyos conjuntos de dominancia incluyen este paralelo-
gramo es

R={uelU:dv(u),z)+a<dv(u),z)}.

Durante el recorrido de los paralelogramos se pasa de un paralelogramo a otro
contiguo a él con el objeto de comprobar todos los paralelogramos en el recténgulo.

Para determinar los conjuntos de dominancia se divide el conjunto de usuarios
en cuatro subconjuntos:

e U, es el conjunto de usuarios que tienen funcién de distancia creciente a lo
largo de los dos segmentos [z, yx] v [z, Y-

e [ es el conjunto de usuarios que tienen funcién de distancia creciente a lo
largo del segmento [z, yx] v funcién de distancia decreciente a lo largo de

[z1, y1-
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e U; es el conjunto de usuarios que tienen funcién de distancia decreciente a
lo largo del segmento [z, y,] v funcién de distancia creciente a lo largo de

[371; yz]-

e U, es el conjunto de usuarios que tienen funcién de distancia decreciente a
lo largo de los dos segmentos [zx, yx] v [z, Y-

El conjunto de dominancia para cada usuario u situado en el vértice v; es:
e Si u € U; entonces:

D(u) ={(0y, 0)) : d(v(u), ;) + 0, + o < d(v(u), zy) + Ok}

Si u € Uy entonces:

D(u) = {(0, 6) : dv(u),z;) — 0 + a < d(v(u),xr) + Ok}

Si u € Us entonces:

D(u) = {(0k,0)) : O < =01 + d(v(u), zx) — d(v(u), ;) — a}.

Si u € U, entonces:

D(u) = {(0,6) : 0, > 0 +d(v(u), ;) —d(v(u), x) + a}.

Por lo tanto, si el movimiento es a un paralelogramo por encima de aquel en
el que estamos a través de una linea de un semiplano H: si el semiplano esta
por encima de esa linea entonces R aumenta con el conjunto de usuarios que
corresponden a este semiplano, y si es un semiplano que estd por debajo de esa
linea entonces R disminuye en el conjunto de usuarios que corresponden a este
semiplano. Es decir:

e Si el semiplano H corresponde a un usuario de UsUU, entonces R se actualiza
por
R—RU{uecUyUUy: H=H(u)}.

e Si el semiplano H corresponde a un usuario de U;UUs entonces R se actualiza

por
R—R—{uelUyUUs: H=H(u)}.
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Si coinciden ambos tipos de semiplanos se realizan las actualizaciones de forma
simultdnea. Si el movimiento es a un paralelogramo por debajo de aquel en el que
estamos R aumenta o disminuye justo al contrario. El procedimiento tiene que
comprobar todos los paralelogramos en el rectdngulo. Si |R| > $|U| en un para-
lelogramo entonces eliminamos de D la proyeccién en [zy, yi] del paralelogramo
correspondiente.

Al final de estos tres pasos de eliminacién D coincide con el conjunto de puntos
aCondorcet.

El analisis del algoritmo permite establecer que es de orden O(|U|*|AJ?).

Proposicion

El algoritmo aC determina el conjunto de puntos aCondorcet en un tiempo

O(|U*|AP%).

Demostracién El algoritmo aC' tiene tres pasos.

En el paso 1 se comparan los vértices dos a dos. En cada comparacién
se realizan del orden de O(|V|) operaciones. Por tanto tenemos O(|V|?)
operaciones en este paso.

En el paso 2 se compara cada vértice con cada arista. Se calculan los pun-
tos a=,a’,c¢” y ¢ para todo usuario u; es decir, O(|U|) valores. Las lis-
tas ordenadas L~ y L* se obtienen en O(|U|log|U|) operaciones. Actu-
alizamos y comprobamos O(|U|) veces el valor de R. Por tanto tenemos
O(|V]]A||U| log |U|) operaciones en este paso.

Finalmente en el paso 3 se comparan las aristas dos a dos. Para cada
arista hay |U| puntos cuello de botella a lo sumo. Estos valores deben ser
ordenados, esta tarea toma O(|U|log|U|). La red tiene a lo sumo |U||A|
puntos cuello de botella por tanto el nimero de segmentos de la red es
O(|U]|A]). Como comparamos los segmentos en D con todos los segmentos
en N y |D| = O(|U||A|) tenemos O(|U|*A|?) comparaciones. En cada
comparacién tenemos O(|U|log |U|) operaciones para determinar y ordenar
los semiplanos. El nimero de paralelogramos es O(|U|?). Explorar los para-
lelogramos y determinar los subsegmentos que tienen que ser eliminados
toma O(|U*) operaciones. Por lo tanto este paso requiere O(|U|*| AJ*) ope-
raciones.

Asf el algoritmo completo requiere O(|U|*| A|?) operaciones. O
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2.4. Algoritmo Tolerante de Condorcet

El algoritmo Tolerante de Condorcet o algoritmo 7'C’ permite calcular el valor
del umbral de tolerancia a*. Si el conjunto de puntos de Condorcet no es vacio
entonces el umbral de indiferencia miimo necesario para que exista una solucién
aCondorcet es cero. Este umbral de indiferencia minimo, llamado distancia de
tolerancia, se denota por a*.

Por tanto si C' # () entonces o = 0y C(a*) = C. En otro caso, si el conjunto
de puntos de Condorcet es vacio entonces a* # 0. Si el valor de a aumenta
continuamente hasta que exista algin punto aCondorcet entonces el primer valor
para el que esto sucede es la distancia de tolerancia a*. Los valores de « para los
cuales puede aparecer algin punto aCondorcet son los valores para los cuales el
nimero de usuarios implicados en las comparaciones varfa. Esto puede ocurrir:

a) En una comparacién entre dos vertices.

Un usuario u que prefiere un vértice vy, a otro vértice v; cambia su preferencia
entre ellos cuando d(v(u),vr) + @ = d(v(u),v;). Es decir, la preferencia
cambia en

a=d(u),v;) —dv(u),v); velU, wvjueV.

b) En una comparacién entre un vértice y una arista.

Si, para un usuario u, el vértice v; no es preferido a ningin punto de la arista
[uk, v1], entonces d(v(u),v;) + a > d(v(u), b (u)). Por otro lado cualquier
punto de la arista [vg, v;] no es preferido a un vértice v;, por un usuario w,
sid(v(u),vr) +a > d(v(u),vj) y dv(u),v) +a > dv(u),v,) (ver la Figura
2). Por tanto la preferencia entre un vértice v; y una arista [vy,v;] cambia
o ena = d(o(u), ;) — d(v(u), v).
o en a = d(v(u),v;) —d(v(u),v) o

o en a = d(v(u),bu(u)) — d(v(u), vj).

c) En una comparacién entre segmentos.

Consideremos la comparacién entre dos segmentos [zx, yx] v |21, y] usando
los paralelogramos. Mientras el valor de a crece continuamente todos los
semiplanos que determinan los paralelogramos que son comprobados para
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encontrar un punto aCondorcet se mueven al mismo tiempo la misma can-
tidad. Los semiplanos que estdn por encima de su frontera se mueven hacia
arriba y los semiplanos que estdn por debajo de su frontera se mueven hacia
abajo. Es decir que, cuando « crece, las fronteras de los semiplanos aso-
ciados a los usuarios de U; U U3 se mueven hacia abajo y los semiplanos
asociados a los usuarios de U, U U, se mueven hacia arriba. Por tanto, los
paralelogramos aumentan o encogen ya que sus lados se mueven en paralelo
la misma cantidad. Un paralelogramo desaparece cuando un semiplano que
va hacia arriba encuentra un paralelogramo que va hacia abajo.

Los semiplanos asociados a los usuarios de U; y U, son paralelos; tienen
pendiente +1. Si las fronteras de un semiplano asociado a un usuario de
U, situado en v; y un semiplano asociado a un usuario de U, situado en v;
coinciden entonces:

1
a = g [(d(vi, 2x) = d(vi, 1)) = (d(vj, 21) = d(vj, zx))|
Igualmente si las fronteras de un semiplano asociado a u € Us con v(u) = v;

y un semiplano asociado a u € Us con v(u) = v; coinciden entonces:

o = 2 (v, 78) — d(ws, ) — (A, 1) — ey, 25)

Como un punto en uno de los segmentos se convierte en un punto aCondorcet
cuando paralelogramos que lo dominan desaparecen, entonces los valores de
« tienen que ser la semidistancia entre un semiplano que estd por debajo de
su frontera y un semiplano que estd por encima de su frontera.

Sea A el conjunto finito de valores para los cuales hemos visto que el ntimero de
usuarios que aparecen en la comparacién puede variar, es decir A = A; U Ay, U A;
donde:

A ={a=|dv(u),v;) —d(v(u),v)| : vj, v € Viu € U},
Ay ={a = |d(v(u), b(u)) — dv(u),v;)| : vj € V, vk, u] € A,u e U}

Az = {a = §[(d(vi, 2x) — d(vi, 1)) — (d(vj, 21) — d(v;, 21))] -
vi,v; € Vg, € B}
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Proposicion

La distancia de tolerancia minima o pertenece al conjunto finito A de
valores para los que el nimero de usuarios que aparecen en una comparacion
puede variar.

Demostracién Supongamos que o ¢ A. Sea o’ € A el valor més grande de
A tal que o < a*. Sea z € C(a*), si tomamos o' en vez de o* entonces la
estructura de preferencias de todos los usuarios es la misma; es decir, los
conjuntos de usuarios para los que z es preferible a cada vértice y segmento
son los mismos y también son los mismos los conjuntos de usuarios para los
que no es preferible cuando se compara con un vértice o un segmento. Por
tanto x € C'(a/). Entonces a* no es el menor valor de « tal que C(a) # 0 y
esto es una contradiccién con la definicién de o*. U

La busqueda dicotémica en A nos permite obtener a*.
ALGORITMO TC

Paso 1
Tomemos o = 0 y obtengamos C(«).
Si C(a) # ) entonces a* = 0.

En otro caso sea ap =0 y tomemos a; € A tal que C(«) # 0 (a1 serd
como mucho el didmetro de la red).

Paso 2
Buscar un a € A tal que ag < a < aq. Si ese valor existe ir al paso 3.

Si no hay un « que cumpla la condicién oy < o < « entonces a* = q;.
Parar.

Paso 3
Aplicar el algoritmo aC' para obtener C'(a).

e Si C(a) = 0 hacer ap = a.
e En otro caso (C(«) # () hacer a; = a.

Volver al paso 2.

Proposicién

La complejidad computacional de la bisqueda dicotomica para encontrar la
distancia de tolerancia o* es de orden O(|U|*|A[* log|V]).
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Demostracién En A; tenemos del orden de O(|U||V'|?) valores. El nimero de
puntos cuello de botella es de orden O(|U||A]) y el nimero de valores de A,
es O(|V]|A||U]). Como el nimero de segmentos es O(|U||A|) tenemos que
|As| = O(|V 2| A|*|U|?). Por tanto el tamaiio de A es |A| = O(|V|?|A]?|U?)
y se ordena en O(|V|?| A]?|U|? log |V'|) operaciones.

El mimero de problemas aCondorcet que se resuelven en la busqueda di-
cotémica en A es O(log(|V 2| A?|U?)) = O(log |V|). Como cada problema
se resuelve en un tiempo de orden O(|U|*|A]?) mediante el algoritmo aC, la
complejidad total del procedimiento de solucién es O(|U|*|A|*log [V]). O

2.5. Comparacién de la soluciéon aCondorcet

En este apartado se realiza la comparacién de los puntos aCondorcet con
las soluciones del problema de la mediana y del centro. Se estudia en primer
lugar la calidad de los puntos awCondorcet desde el punto de vista del problema
de la mediana para el peor caso posible, estableciendo una cota para el valor de
la funcién objetivo de la mediana en un punto aCondorcet. Igualmente se verd
que la mediana en el peor de los casos puede ser altamente rechazada desde el
punto de vista de las preferencias de los usuarios. Una comparacién similar se
realiza con el problema del centro. Finalmente se analiza la calidad del mejor
punto aCondorcet desde el punto de vista de los criterios de la mediana y del
centro.

Los puntos medianas de un conjunto de usuarios U sobre la red N son las
localizaciones que minimizan la suma de distancias a los usuarios. La mediana de
un conjunto de usuarios puede ser una localizacién muy rechazada por los usuarios
ya que una gran mayoria de ellos prefieren otra localizacién.

Ejemplo

Sea N el tridngulo que se muestra en la figura que viene a continuacién con
V' = {vy,vy,v3}. Las longitudes de las aristas son [(vy,vy) = l(vy,v3) = 1
y l(vg,v3) = 2 —e. Consideremos que hay un usuario en el vértice vy, t
usuarios en el vértice vy y t usuarios en el vértice vs. Sie < 1/t entonces la
mediana de los usuarios estd en v;. Para a < %5, el punto medio de la arista
[v2,v3] es un punto aCondorcet y es preferido a la mediana por 2¢ usuarios.
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1[v1

V2 U3

¢ 2—¢

Una mediana rechazada por una mayoria de usuarios.

La relacién entre los puntos de Condorcet y las medianas fué estudiada en
(Labbé, (1985)). Los resultados en (Labbé, (1985)) muestran que:

e Si |U| = 2 entonces C' = M y este conjunto consiste en todos los puntos
que pertenecen a todas las rutas mas cortas que unen los vértices en los que
estan los dos usuarios, es decir:

C={ceN:dw(ui),c)+d(c,v(uz)) = d(v(ui),v(usz))}.

e Si |[U| = 3 entonces el conjunto C' consiste en los puntos ¢ que pertenecen a
todas las rutas mas cortas que unen dos vértices en los que hay usuarios; es
decir,

C={ce N :dw(u),c)+d(c,v(uj)) = dv(u;),v(u;)),vi # j}.

y si C' # () entonces C' = M.
e Pero cuando |U| > 3 los conjuntos C'y M pueden ser diferentes.

Ademads, se muestra también que para redes en general, si
F(z) = d(v(u), )
uelU

denota la funcién objetivo del problema de la mediana del conjunto de usuarios,
entonces

F(o) _2U]—([5U]1+1)
F(m) = [3lU[1+1

,Vee C,m e M. (2.1)
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Recordemos que [z] denota el menor entero que es mayor o igual que x.
Como resultado de un teorema anterior de este capitulo, cualquier punto x
que diste menos de ay de un punto a;Condorcet es un punto (a; + a)Condorcet.

Sice C(ay) y d(e,z) < ag entonces x € C(ag + ). (2.2)

Teorema

Sice C yd(e,r) <a entonces v € Cla) y

F(x)<2lU\—<(%!UH+1) a|U]
F(m) ~ LU +1 F(m)

Demostracién Como consecuencia de un teorema anterior de este capitulo,
cualquier punto x que diste menos de as de un punto a;Condorcet es un
punto (a3 + az)Condorcet. Por tanto, tomando c; = 0y a2 = a, se tiene
que sic € Cy d(c,z) < a entonces = € C(a).

Por la desigualdad triangular Yy € N, d(y,z) < d(y,c) + d(c,x). Por
hipétesis d(c,z) < a. Por tanto F(z) < F(c) + |Ula.

Ula
F(m) = F(m) ' F(m)

Usando la desigualdad (2.1) tenemos que

F(z) _2lU - ([5UT+1 | ofU]
F(m) ~ LU +1 F(m)

g

Esta es la mejor cota posible. La siguiente figura muestra una familia de
ejemplos que se acercan asintéticamente a esta cota cuando e disminuye.
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11—6

Vk+2

Una familia de ejemplos que se acercan asintdéticamente a la cota.

Ejemplo

Sean = |U|y k = [3n]; es decir, n = 2k o n = 2k — 1. Tenemos una red
N con k + 4 vertices y 2k + 3 aristas. Las longitudes de estas aristas vienen
dadas por

l(v,v2) = vy, v3) =l vy, v4) = ... = 1(v1,Vp40) = 1,
[(kys,v2) = Upy3,v3) = U(Vkys,0s) = oo = U(Vpys, Vpy2) = 1 — €
[(Vhy3,Vepa) = L

La localizacion de los n usuarios viene dada por

u(ve) = u(vz) =u(vy) = ... = u(vpge) =1,
u(vy)) = n—k—1
W(vk43) = w(Upsa) =0

En este ejemplo si € < 2(n — k — 1)/n entonces la mediana es m = vy y
F(vy) = k + 1. Nétese que

Flopes) =(n—k—-1)2—-e)+(k+ 1)1 —-e)=k+14+2(n—k—1) — ne.
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Para a < ¢ el conjunto de puntos aCondorcet es la bola de centro vy, 3y
radio a.

C(a) = B(vgys, @).

Para o > ¢ los puntos aCondorcet son aquellos a una distancia menor que
a de vg+3 0 a una distancia menor que a — € de vy; es decir

C(a) = B(vgys, @) UB(vy, a0 — €).

La cota se alcanza para a > € en el punto x = p([vkt3, Vkt4), @) cuando
tiende a 0. Nétese que

Fz) = m—k-1)24+a—-e)+(k+1)(1+a—¢)=
= n—k—1)4+n(l+a—e¢).

y
Flz)  (n—k—-1D4+n(l+a—-e) 2n—(k+1)+n(a—e¢)
F(m) k+1 B k+1 B
U= ([3IUN+1)  (a—e)U]
[31U11+1 F(m)

Vamos a establecer ahora un teorema para los puntos aCondorcet en redes ge-
nerales. Este teorema es similar al teorema para los puntos de Condorcet (Labbé,
(1985)).

Sea c € C(a) ym € M. Consideremos el conjunto U,,, de usuarios que prefieren
m a cy sea U, el conjunto de los restantes usuarios. Entonces

Un = {ueU:dw(u),m)<dv(u),c) —a},
U = {ueU:dv(u),m)>dv(u),c) —a} =U\ U,.

Denotamos la diferencia minima para los usuarios que pertenecen a estos con-
juntos por:

em = min {(d(v(u),c) —a) —d(v(u),m)},

€. = mir;n{d(v(u), m) — (d(v(u),c) — )}

ueUc

Para todo u € U,
e(u) = d(v(u),m) — (d(v(u),c) —a).
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Noétese que
Em > 0,6, > 0,e(u) >0 Yu € U,

€e = Iin e(u).

Lema 1

Si |Ue| = [51U1 y
o <max {d(v(u),c)}
entonces Ju* € U, tal que e(u*) > e, > 0.

Demostracién Si o <max {d(v(u),c)} entonces Ju* € U, tal que o < d(v(u*), ).
Supongamos que £(u*) < &, y obtendremos una contradiccién.

Como a < d(v(u*),c) entonces d(v(u*),c) —a > 0y ademds

d(v(u*),m) > d(v(u*),m) — (d(v(u),c) — a) = e(u”).

Sea z un punto que pertenece a un camino minimo entre v(u*) y la mediana
m tal que e(u*) < d(z,m) < min{e,,, d(v(u*), m)}. Como z es un punto que
pertenece a un camino minimo entre v(u*) y la mediana m tenemos

d(v(u*),m) = d(v(u*), z) + d(z,m).
Por lo tanto

div(u*),z) = dwu*),m)—d(z,m) <

Ast
d(v(u), z) <d(v(u*),c) — a. (2.3)

Por otro lado, Yu € U,, usando la desigualdad triangular tenemos

d(v(u),z) < d(v(u),m)+d(z,m) < dv(u),m)+e, <
< d(v(u),m)+ (d(v(u),c) —a —d(v(u),m)) = d(v(u), c) — a.

Ast
Yu € Up, = d(v(u),x) < d(v(u), c) — a. (2.4)
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A partir de (2.3) y (2.4) tenemos |z <_ c| = |[{U,} U{v'}|.

Por la hipétesis del lema |U.| = [$]U]|]. Por la definicién de U, y U,, tenemos

\U| = |Ue| + |Un|. Asi |z <, ¢| > 3|U|. Esto es una contradiccién ya que ¢

es un punto aCondorcet. Por lo tanto e(u*) > &y,. O

Lema 2

Sea a,b,c >0, c>by sea c> a.
a—>b
c—b " ¢

| 2

Demostraciéon Sic > ay b > 0 entonces —bc < —ab. Por tanto ac—bc < ac—ab
y ¢(a —b) < a(c—b). Finalmente

a—b a
< -
c—b "¢
U
Ahora damos un teorema que extiende los resultados de (Labbé,(1985)).
Teorema
Si C =10y C(a) #0 entonces, Ve € C(a), m € M, o <max {d(v(u),c)}

ueU.
y a<d(m,c).

F(o) _2U1 - (GU0N+1 | 20(U] +1)
F(m) = T3U[]+1 F(m)

Demostracién Si ¢ es un punto aCondorcet entonces |U.| > [$|U[]. Considere-
mos dos casos: A) |U,| > [L|U|] 41y B) |Ue| = [5|U]].

A) Sea |U.| > [$|U]] + 1. Analizamos la funcién F en el punto aCondorcet ¢ y
en la mediana m.

Tomamos ¢ € C(a). Por definicién de e, tenemos
Vu € U e. < d(v(u),m)— (d(v(u),c) — a).

Entonces
Vu e Ue : d(v(u),c) < d(v(u),m) + o — &. (2.5)
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Por la desigualdad triangular,

Vu € Uy, : d(v(u), c) < d(v(u),m) + d(m,c). (2.6)

Usando (2.5) y (2.6) tenemos:

=" d(w(w),0)+ Y d(v(u),c) <

32 (d(v(u),m) + (@ —e))+ Y (d(v(w),m) +d(m,c)) =
—Zd m) + |Ue|( + > d(v(u),m) + |Upld(m, c) =

= F(m) +|Uel(e = &) + [Und(m, ¢) < F(m) + [Uelew + |Up|d(m, ).

Por tanto
F(c) < F(m) + |Uca + |Upyl|d(m,c). (2.7)

Por otro lado, tomemos la mediana m.

=" d(v(w),m)+ > d(v(u),m)

ueUc UEUm
A partir de la desigualdad triangular
d(vo(u), m) + d(v(u), ¢) = d(m,c).

Asi,
Vu e U, : d(v(u), m) > d(m,c) — d(v(u), c).

> d(v(u),m) > |Ueld(m,c) = > d(v(u (2.8)

ueU. ueU.

Entonces

Por la definicién de e., Yu € U, €. < d(v(u),m) — (d(v(u),c) — a) y

g. —d(v(u),m) —a < —d(v(u),c).
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Por lo tanto, remplazando esto en (2.8) tenemos:

> dw(u),m) > |Ufd(m,c) + > (e, — d(v(u),m) — a) =

ueU. ueU.
= |Uld(m, ¢) + [Ucle. = > d(v(u), m) — |Uea.
uel,
Entonces
2 d(v ) > |Ueld(m, c) + |Uelee — |Ud|ex
ueU.
y
1 1
> d(v —|U [d(m, ¢) + 5|Uelec — 5|Uelov.
ueU.

Por lo tanto

Fm) = > d(),m)+ Y dww),m) > do(u),m)>

uelU, u€Upm, ueU.

1 1 1 1 1
= - _Z > _ = ]
2]Uc|d(m, c) + 2]Uc\sc 2\Ucla > 2]Uc\d(m,c) 2|Uc\a

v

Asi ) X
F(m) 2 2{U]d(m, ) ~ [T o 29)

Finalmente, de (2.7) y (2.9) tenemos

F(c) < F(m) +|Ua+ [Upy|d(m, c) — |U|a + |U,|o -
F(m) — F(m) -
|4 AUl [Unld(m,c) - |Uela
< Y Fm) T O, 0~ HUda <
1+ 2|Uc|a |Um|d(m7 C) _ |Uc|a

- F(m) \Uc|d(m, c) — |Uela”

Usando el lema 2 tenemos que |U;|a, |Up,|d(m, ¢), y |Uc|d(m, ¢) son nimeros
positivos. Y por hipétesis |Un| < |Ue| ya que |Ue| > [5|U[] + 1. Entonces

AU [Und(m.o
F(m) — F(m) |U.|d(m,c) "
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Tenemos |U,| > [$]U[] + 1 entonces |U,,| < [U] = ([3]|U[]+1). Por lo tanto:

F(c) 2|UcJe . |U| = ([3U1+1)
Fom) = CTFEm T2 RN+l
20Ul = ([51UN+1)  2|U|a
[51011+1 F(m) —
20U - ([3lUN+1)  2a(U]+1)
B [$1U[1+1 F(m)

B) Sea |U.| = [|U[]. Sea « el usuario de U,, tal que

em = (d(v(u),c) —a) —d(v(u'),m).

De nuevo analizamos la funcién F' en el punto aCondorcet ¢ y en la mediana
m. Tomemos ¢ € C(«). Entonces

Fe) = Y _ d@(u),c)+dw), 0+ Y  dw(u).c)=

ueUs ueUm\{v'}
= > d(w(w),0) + (em+ dv(u),m) + )+ > d(v(u),0).
ueU, weUm \{u'}

Por la desigualdad triangular

d(v(u),c) < d(v(u), m) +d(m,c),Yu € U, \{u'}.

Luego
F(e) <Y d(v(u),c) + & +dv(w),m) + a+ (2.10)
+ > d@(u),m) + ([Un| — 1d(m, ).
ueUpm \{v'}

Por la definicién de ¢, tenemos . < d(v(u),m) — d(v(u), c) + a,Vu € U,.
Por tanto

Vu e U : d(v(u),c) < d(v(u),m) + o — .. (2.11)
Por hipétesis

a <max {d(v(u),c))}

UEUC
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entonces Ju* € U, tal que e(u*) > &, > 0. Y por definicién de £(u*) es
d(v(u),c) = d(v(u*),m) + a —e(u). (2.12)
Por lo tanto usando (2.11) y (2.12)

<Zd + (U] —1)(a—e.) +a—c(u") +ent+
+d(v(u),m) +at+ Y dw(u),m) + (|Un| = 1)d(m,c) =
w€Um\{u'}

=F(m) + (U] = 1)(a —e.) + a —e(w”) + em + (|[Un| — )d(m,c) + a =
=F(m)+ a(|U| +1) — (|Us| — V). — e(u*) + &m + (|Up| — 1)d(m, c).

Aplicando el lema 1 tenemos que £(u*) > &, > 0. Por tanto —e(u*) + &, es
una cantidad negativa. Como e, > 0 entonces —(|U.| — 1)e. también es una
cantidad negativa. Entonces:

F(c) < F(m) + a(|U.] + 1) + (|U| — 1)d(m,c). (2.13)

Tomemos ahora la mediana m.

=S dw@),m)+ S dw),m) +d)m).  (214)

Por la definicién de €., Yu € U,, e, < d(v(u),m) — (d(v(u),c) —a) y
e. —d(v(u),m) —a < —d(v(u), c).

Por hipétesis

a <max {d(v(u),c))}

U,Ec

entonces Ju* € U, tal que e(u*) > &, > 0. Por definicién de £(u*)
d(v(u*),c) = d(v(u*),m) + a —e(u).

Por lo tanto por la desigualdad triangular :

Y dwu)m) = Y (d(m,e) = d(v(u),c)) =

ueU. uelU.

= |U.d(m,c)— Zd

ue Uc
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> |Ucld(m, c)+ Z (ec —d(v(u),m) —a) —d(v(u*),m) —a+e(u*) =

u€Uc—{u*}
= |Ueld(m, ¢) + (|Ue] = Ve + e(u)= > d(v — |[Ueclex.
’LLEUC
Entonces
2 d(v ) = |Ueld(m, ¢) + (|U] = Dec + e(u”) — [Uefe
UEUC
y
1 1 1
> d(v —\U d(m, ) + 5 (|Uel = Dee = 5[Uela + e(u”). (2.15)
’LLEUC

Por la desigualdad triangular d(v(u'),m) + d(v(u'),c) > d(m,c), también
tenemos
d(o(),m) > d(m, ) — d(o(w), o) (2.16)

Como &, = (d(v(v'), ¢) — a) — d(v(u'), m), por tanto tenemos
—d(v(u'),c) = —a —d(v(u'),m) — em.
Remplazando esto en 2.16

d(v(u"),m) > d(m,c) — a —d(v(u'),m) — ep.

Por lo tanto d(v(u'),m) > 2(d(m,c) — a —ey). Si aplicamos este resultado
y (2.15) en (2.14) entonces

1 1 1
> (IUidOm. o)+ 50U = e, = 3lUo+ 3e(u).) +

1 1 1
= §(|UC| + 1)d(m,c) + 5(’U0| — e + ze(u*) — 56m



1
—5 (Ve + Dot > d(v(u),m).
wEUm \{u'}

Usando el lema 1 tenemos que £(u*) > &, > 0. Entonces 1(s(u*) —en) y
1(JUe| — 1)e. son nimeros positivos. Por lo tanto:

Fm) > (U] +Dd(m. c) —5(1U| + D (2.17)

ol =

Finalmente de (2.13) y (2.17) tenemos que:

F(e) _ F(m)+a(Ue+1) + (Un| = Ddm,c) —a(Ue+ 1) + a(|Ue| +1) _
F(m) — F(m) -
1 Unl = D)d(m, ) = a(Ue[ +1)  2a(|Uel +1)
= LU+ Dd(m, o) — te([Uf+1) T F(m)
(|Um| — l)d(m,c) _ a(|Uc| + 1) 2O‘(|Uc| + 1)
S O Ddmo —a(0 7 1) F(m)

Como |U,| = [5|U]] tenemos |U,,| = [U| — ([3]|U[]). Usando el lema 2

F(e)
F(m)

(|Un| = Dd(m,c) . 2a(]U| + 1)
(|Ue] +1)d(m, c) F(m)

<142

Por lo tanto:

W - RN -1 2a(0]+1)
Yoy T Fm)

_ U= (510041 | 20(Uf +1)
[3IUIT+1 F(m) ~
que es la desigualdad propuesta. ]

Teorema
Para a < d(m,c), si C=0,C(a) 0y > e(u) > e, entonces,
u€elU,.
Flo) _2Ul=([5IUN+1) | 2a(U+1)

VCGC(O‘)’mEM:F(m) =T AU+t F(m)
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La demostracion es similar a la del teorema anterior y sélo se indican aqui las
diferencias. En el teorema anterior usamos la hipétesis

o <max {d(v(u),c)}

para garantizar que Ju* € U, tal que (u*) > &, > 0. De esta forma en el segundo
caso de la demostracion anterior |U.| = [3]|U|] cada vez que se utiliza el lema 1 lo
que se busca es que £(u*) —¢,, sea una cantidad positiva para lograr la desigualdad

correspondiente. Ahora usamos Y, e(u) > &, en vez de ¢(u*) > ¢, > 0.
uelU,

Z e(u) —em, >0

UEUC

Teniendo en cuenta que

se llegardn al mismo tipo de desigualdades.

Al igual que con la mediana, la comparacién del punto aCondorcet y el centro
se realiza estudiando la calidad de los puntos aCondorcet desde el punto de vista
del problema del centro para el peor caso posible. Pero por otro lado, desde el
punto de vista de las preferencias de los usuarios, el centro en el peor de los casos,
puede tener un gran rechazo.

Los puntos centro de un conjunto U de usuarios de la red /N son las localiza-
ciones que minimizan la distancia maxima a los usuarios.

Ejemplo
Consideremos la red de la figura que consta sélo de una arista que une dos
vértices, vy y vy con longitud 1; es decir, V = {vy,v3} y E = {[v1, 1]} con
[(v1,v3) = 1. Supongamos que hay un usuario en el vértice vy, y t usuarios
en el vértice vs.

U1 V2
T

1 1/2 - 1/2 ;
1

Un centro rechazado por una mayoria de usuarios.
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El centro de los usuarios r es el punto medio de la arista. Para a < % el vértice
v9 es un punto aCondorcet que es preferido al centro r por ¢t usuarios.

La relacién entre centros y puntos de Condorcet fué estudiada en (Hansen y
Thisse, (1981)). En general, los centros de una red N no se encuentran situados
en un vértice sino en el interior de una arista entre dos vértices. Normalmente,
los centros y los puntos de Condorcet no se encuentran situados en los mismos
puntos, incluso si N es un arbol.

Si G(z) es la funcién objetivo del problema del centro,

G(x) = d
(z) = max d(v(u), ),
se denota por R el conjunto de los centros, y por C' el conjunto de puntos de
Condorcet, en (Hansen y Thisse, (1981)) se demuestra que:

e Si N es una red en general entonces

G(c)
— K .
G = 3,Vee C,re R

e Si N es un arbol entonces

G(c)
G(r)

<2,Vee C,r € R.

Para los puntos aCondorcet hemos llegado a los siguientes teoremas que ge-
neralizan estas desigualdades.

Teorema

Sea N una red en general entonces

G(c) o
an =t am

,Vee C(a),r € R.

Demostracién Tomamos ¢ € C(a) y r € R. Sean u, y u, los usuarios en los que
se alcanza la funcién objetivo G en el centro r y en el punto aCondorcet c,
respectivamente; es decir, tales que

G(r) =max d(v(u),r) = d(v(u,),r),

uelU
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G(c) =max d(v(u),c) = d(v(u.), c).

uclU
Como ¢ es un punto aCondorcet, para mas de la mitad de los usuarios
tenemos que d(v(u),r) > d(v(u),c) — a, esto es d(v(u),c) < d(v(u),r) + a.
En particular, hay un usuario u tal que

d(v(@), c) < d(v(u),r) + a. (2.18)
Por la desigualdad triangular
d(v(ue),c) < d(v(ue),r) +d(r,v(@) + d(v(@), c).
Usando (2.18) tenemos
d(v(ue), ) < d(v(ue.),r) + d(r,v(@)) + d(v(T),r) + a.
Asi, por la definicién de u,., tenemos

d(v(ue), c) < 3d(v(u,),r) +

y entonces
G(e) _ d(v(u.), c) < 3d(v(u,),r) + « _3,._©
G(r)  d(v(u),r) = d(v(u),7) G(r)’
que es la desigualdad propuesta. ]

Ademsds esta cota estd ajustada. Veamos una familia de casos en los que esta
cota se alcanza asintéticamente.

Ejemplo

Consideremos la familia de problemas representados en la siguiente figura.

1]vs
1 — €
vy V2 1 i v vg
1 —L—o 0 b——0
— &
1 ! Ys —€
1]Vs

Una familia de ejemplos que se acercan asintdticamente a la cota.
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Sea N una red con 8 vértices V' = {vy, vy,v3, vy, Vs, Ug, U7, Ug} ¥ cON unas aris-
tas cuyas longitudes vienen dadas por [(vy,vs) = l(vg,v3) = l(vg,vy) =
l(vg,v5) = l(vg,v5) = l(vg,ug) = 1y lv3,v7) = l(vg,v7) = (vs,v7) =
l(vg,v7) = 1 — £. S6lo hay 5 usuarios en vy, v3,04, V5 y vg; €s decir, u(v,) =
u(vs) = u(vy) = u(vs) = u(vg) = 1y u(ve) = u(vy) = u(vg) = 0. En este
ejemplo vy es el centro.

Para a < ¢, el conjunto de puntos aCondorcet consiste en los puntos alrede-

dor de v; a una distancia no mayor que « es decir la bola centrada en vy
con radio o denotada por B(vr, @).

Para o > ¢, el conjunto de puntos aCondorcet consiste en B(vy,a) U
B(vq, a — €). La cota se aproxima para a > ¢ en x = p([v7, vg], @) cuando &
tiende a 0.

Teorema

Sea N un drbol, entonces

G(c)
ok

«

2+ ar)’

Ve e Cla),r € R.

Demostracién Tomemos ¢ € C(«),r € R. Sean de nuevo u, y u. los usuarios en
los que se alcanza la funcién objetivo en el centro r y en el punto aCondorcet
¢, es decir u, es el usuario més lejano a c y
Gl(c) = max d(v(u),c) = d(v(u.), c).
ue
Sea u, el usuario més alejado de u.. Es sabido (Handler y Mirchandani,
(1979)) que r es el punto medio del camino entre u, y u, y que
G(r) = mag:d(v(u),r) =d(v(u.),r) = d(v(u,),r).
ue

Ademss, el camino entre ¢ y u. pasa a través de r entonces d(v(u.),c) =
d(v(ue),r) +d(r,c). Por lo tanto

G(c) _ d(v(ue), c) _ d(v(u.),r) +d(r,c) 14 d(r,c) .
G(r)  d(v(uc),r) d(v(ur), r) d(v(ur), )
Vamos a ver que d(r,¢) — a < d(v(u,),r). Si
d(v(uy),r) < d(r,c) — (2.19)
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estonces por definicién de u, tenemos

dv(u),r) < d(v(u,),r) <d(r,c) —a,Vu € U.

Sabemos que d(r, c¢) > « ya que si d(r,c¢) —a < 0 entonces
d(v(u.),r) <d(r,c) —a <0

y esto es imposible. Sea z el punto entre r y ¢ tal que d(z,¢) = a. Si
quitamos z entonces dividimos el drbol en dos subarboles. Un sub&rbol
que contiene a r y otro que contiene a ¢. Como ¢ es un punto aCondorcet,
mads de la mitad de los usuarios estdn en el subdrbol que contiene a c; en
otro caso méds de la mitad de los usuarios que estdn en el otro subarbol (el
subdrbol que contiene a r) preferirfan z a c. Para los usuarios u situados en
el subarbol que contiene a ¢ tenemos d(r,v(u)) > d(r, ¢) — a.. Por lo tanto

d(r,c) — a <d(v(u),r) < maxd(v(u),r) = dv(u,),r) = d(v(uc), ).

uelU

Y esto es una contradiccién con (2.19)

Concluimos que
d(r,c) — a < d(v(u,),r)

entonces
G(c)_1+d(r,c)—a+ a <oy O
G(r)  d(y),r)  d(u),r) =" Gr)
que es la desigualdad propuesta. U

Se ha analizado la relacién de la solucién aCondorcet con las soluciones de la
mediana y el centro.Los resultados anteriores proporcionan cotas superiores para
la calidad de un punto aCondorcet desde el punto de vista de los problemas de la
mediana y del centro. Estas cotas son los peores valores de las funciones objetivo
de estos problemas para un punto aCondorcet. Sin embargo, para un « dado,
serfa mucho més interesante analizar el mejor punto aCondorcet en vez del peor.

Consideremos en primer lugar la funcién objetivo del problema de la mediana.

Como no existe un punto aCondorcet para todo «, vamos a considerar para « sélo
valores para los que existan puntos aCondorcet. El menor entre estos valores es
a* y, como se mostré anteriormente, puede ser hallado en tiempo polinomial. El
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valor de a* da una medida de la tolerancia necesaria para que exista una solucién
que sea aceptada por una mayoria de usuarios. El menor valor de o tal que
una mediana es a la vez un punto aCondorcet da una medida de la tolerancia
necesaria para que la mediana sea aceptada por una mayoria de usuarios. Por
otro lado, el mejor valor de la funcién objetivo del problema de la mediana en un
punto Tolerante de Condorcet da una medida de la calidad de una solucién de
Condorecet.

Sea o el menor valor para a tal que una mediana es a la vez un punto
aCondorcet. Claramente o < o' y cabe considerar valores de compromiso para «
tales que o < a < /. Para unos valores intermedios de o como esos, la eficiencia
de los puntos aCondorcet varia en un intervalo entre el mejor y el peor.

En los casos que se muestran en las secciones previas las cotas se alcanzan
para el peor punto aCondorcet en un punto que estd a una distancia h = a — a*
de un punto Tolerante de Condorcet en la direccién contraria a la mediana. En
los apartados anteriores se demostré que si ¢ € C(ay) y d(c,z) < ay entonces
r € C(a1 + ag). Asi, normalmente, un buen punto aCondorcet suele estar a
una distancia A de un punto Tolerante de Condorcet en el camino desde éste a
la mediana. Si h es la distancia desde un punto Tolerante de Condorcet a una
mediana entonces esa mediana es un punto aCondorcet con @ = o + h. Asi
o/ < a* 4 d(m, c) para cada mediana m y cada punto Tolerante de Condorcet c.

Una bisqueda dicotémica entre a* y a* + h donde

h = min{d(c,m) : c € C(a*),m € M}

nos dard el valor exacto para o/, es decir, el valor minimo para « tal que una
mediana sea también un punto aCondorcet.

Analogamente sucede con el andlisis de las soluciones de Condorcet para el
problema del centro. Ademés de la distancia de tolerancia minima

o = min{a: C(a) # 0}

se tiene en cuenta la distancia de tolerancia que permite que un centro no sea
rechazado por una mayoria de ususarios; es decir,

o' =min{a: RNC(a) # 0}.

Entonces
o' — o <min{d(c,7) : c € C(a*),r € R}.
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Una busqueda dicotémica nos dara el valor exacto para o. Para o* < a < o,
el punto a distancia & —a* en un camino desde un punto Tolerante de Condorcet
¢ a un centro r es un buen candidato para un punto aCondorcet con un valor
minimo para la funcién G(.).

Dado que la complejidad computacional de los algoritmos que hemos dado es
quizds muy alta se deben considerar procedimientos maés eficientes para problemas
reales de gran tamano. Estos algoritmos se obtienen usando reglas heurfsticas que
eviten la comparacion exhaustiva entre todos los segmentos y permita una mejor
seleccién de los valores que se deban incluir en A.
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3. EL. MODELO GENERALIZADO.

3.1. Introduccion

El problema de la localizacién de servicios mediante votos se enmarca en el
contexto de los problemas de decisién en grupo. Se han considerado en la literatura
especializada gran cantidad de procedimientos de outranking o reglas de decisién
en grupo para seleccionar una localizacién teniendo en cuenta las preferencias de
un conjunto de votantes. Una de las reglas méas usuales es la denominada regla
de Condorcet. Las aplicacion de la regla de Condorcet a la localizacién mediante
votos implica que una localizacién = debe ser rechazada si hay otra localizacién
y que es preferida por una mayoria de usuarios. La localizacién de Condorcet es
una localizacién no rechazada y no siempre existe.

El concepto de localizacién Tolerante de Condorcet introducido en el capitulo
anterior se obtiene de la siguiente forma. La definicién de localizacién de Con-
dorcet se basa en la idea de que cada usuario considera que dos localizaciones = e
y son indiferentes sélo si estdn a la misma distancia del usuario. Si consideramos
que una cantidad positiva a nos da un umbral para la indiferencia de cualquier
usuario entonces, dos localizaciones x e y para el servicio son indiferentes para
un votante si las distancias hasta x y hasta y se diferencian en a como mucho.
Esta estructura de preferencias, denominada semiorden, refleja més fielmente el
comportamiento de los usuarios en situaciones reales. Una localizaciéon x es un
punto aCondorcet si no hay otro punto y preferido por una mayoria estricta de
usuarios usando un umbral « para la indiferencia de cada usuario. Las localiza-
ciones Tolerantes de Condorcet son las localizaciones aCondorcet para el valor
minimo de « tal que el conjunto de localizaciones aCondorcet no es vacio.

Por otro lado, el criterio de Simpson se obtiene a partir de la solucién de
Condorcet de la siguiente manera. Para la solucién de Condorcet la mayoria
requerida para rechazar un punto es la mitad de los usuarios, pero se puede usar
otra cantidad de usuarios. Sea -y la proporcién de usuarios que tienen que preferir
otra localizacién para rechazar un punto. Entonces, una localizacién x es un
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punto v Condorcet si no existe otra localizacién y méds préxima a una proporcién
~v de usuarios. Las localizaciones de Simpson son aquellos puntos tales que el
nimero maximo de usuarios préximos a otra localizaciéon es minimo, es decir, las
localizaciones yCondorcet para el valor minimo de v tal que hay una localizacién
~vCondorcet. Este criterio de solucién para un problema de decisién en grupo suele
recibir el nombre de criterio de Copeland.

Ambos parametros, la distancia de tolerancia « y la mayoria cualificada ~y se
introducen en orden a garantizar que los conjuntos de soluciones no son vacios.
En este capitulo se dedica al modelo que surge al considerar, a la vez, las dos ideas
definiendo las localizaciones ayCondorcet cuando se permite que ambos pardme-
tros sean modificados. A partir de ahi derivamos los conceptos de localizaciones
aSimpson y localizaciones yCondorcet Tolerantes fijando uno de los pardmetros
y minimizando el otro garantizando la existencia de una solucion.

A este modelo generalizado con los pardmetros « y =y se le incopora también
una extension emanada de un concepto aplicado en localizaciéon competitiva. Se
trata de contemplar un tercer pardmetro 3 que establece la probabilidad de que
un usuario en situacién de indiferencia entre dos localizaciones se decante por una
de ellas. Aunque en este contexto la justificaciéon para introducir esta extensiéon
no es muy robusta, si tiene especial interés el caso en que 8 = 1/2 ya que da lugar
al concepto de solucion plural que se correponde con la sustitucion en el concepto
de Condorcet de la mayorfa absoluta por la relativa. Se trata de establecer como
condicién para rechazar una localizaciéon propuesta en favor de una alternativa,
no cuando el nimero de usuarios que prefieren la alternativa supere a la mitad
de ellos sino cuando supere a los que prefieren la localizacién propuesta en primer
lugar. La tltima parte del capitulo se dedica a estas cuestiones.

3.2. El modelo generalizado de localizacién mediante votos

Consideremos el modelo de localizacién simple mediante votos en redes. Es
decir el modelo en el que se va a localizar sélo un tnico servicio. Sea un conjunto
finito de usuarios U ubicados sobre vértices de la red que quieren la ubicacién de
un punto de servicio lo més cerca posible. Sea L el subconjunto de puntos de la
red entre los que tiene que ser escogido el punto de localizacién x. Denotamos por
d(u, z) la distancia desde el usuario u € U a una localizacién = € L. La solucién
de Condorcet surge si la localizacién es seleccionada evitando la posibilidad de
que sea rechazada en favor de otra por una mayorfa absoluta de usuarios. Una
localizacion de Condorcet es una localizacion tal que ninguna otra estd mas cerca
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a la mitad de los usuarios. Denotamos por C' al conjunto de localizaciones de
Condorcet. Entonces

C={zel: {uelU:dy,u) <dzu} <|U|/2,Vy € L}

Este concepto de solucién considera, de un lado que dos localizaciones x e y
son indiferentes para cualquier usuario si y solo si estdn a la misma distancia del
usuario, y de otro lado que la mayoria de usuarios necesaria para rechazar una
localizacion es la mitad de los usuarios. Como para un gran conjunto de ejemplos
no existe soluciéon de Condorcet parece que las restricciones son muy fuertes y que
deben ser relajadas. En el capitulo anterior se consideré el modelo en el que para
cada usuario dos localizaciones son indiferentes si la diferencia de sus distancias al
usuario estan dentro de un umbral dado a. Entonces cada usuario u preferirfa la
localizacion x a y si la distancia a y es mayor que la distancia a x més «; es decir,
si d(u,x) + a < d(u,y). Se obtiene asi un modeo més realista y la posibilidad de
modular el grado de compromiso de los usuarios.

También se puede considerar que la cantidad de usuarios que deben preferir
otra alternativa para que una localizacién sea rechazada se fija a una proporcién
v en vez de a 1/2. Esto permite relajar (o también restringir si v < 1/2) el
conjunto de soluciones admisibles del modelo de localizacién simple mediante
votos. Se propone el modelo que incorpora estos dos pardmetros denominados
mayoria cualificada vy distancia de tolerancia o.

Por tanto, para cada mayorifa cualificada v y cada distancia de tolerancia « te-
nemos una familia de conceptos de solucién llamadas localizaciones a-yCondorcet.
Una localizacién x es una localizacion ayCondorcet si y sélo si, para cualquier
otra localizacion y, la proporcién de usuarios que estdn a una distancia de y menor
que la distancia de z disminuida en la cantidad «, no es mayor que ~.

Definicién
Un punto x € L es una localizacion ayCondorcet si y solo si:

H{ueU :d(y,u) < d(z,u) —a}| <~|U|,Vy € L.

Denotando la preferencia con distancia de tolerancia o por <, y el nivel de
preferencia en los usuarios por:

ly <o x| =[{ueU:dy,u) <dz,u) —al
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el conjunto de localizaciones ayCondorcet con distancia de tolerancia o y mayoria
cualificada 7, denotado por C(«, ), viene dado por:

Cla,y)={r e L: |y <,z <H|U|,Vy € L}

Por tanto, el conjunto de las localizaciones de Condorcet viene dado por C' =
C(0,1/2); se trata del caso particular de localizaciones ayCondorcet en el que
v=1/2y a =0. Las localizaciones aCondorcet y las localizaciones yCondorcet
son los casos especiales de las localizaciones ayCondorcet para v = 1/2 y para
a = 0, respectivamente.

Definiciéon

Para un valor de « fijo, las localizaciones aCondorcet son las localiza-
ciones aryCondorcet para v = 1/2.

Definicién
Para un valor de v fijo, las localizaciones vy Condorcet son las localiza-
ciones oy Condorcet para o = 0.

Denotamos C(a) = C(a,1/2) y Cy(y) = C(0,7) al conjunto de localiza-
ciones aCondorcet y al conjunto de localizaciones yCondorcet, respectivamente.
Formalmente

Ci(a) = {zeLl:|{ueU:dy,u) <d(z,u)—a}| <iU|,Vye L}
Co(y) = {zel:|{uelU:dy,u) <d(z,u)}| <~|U|,Vy € L}

Si no hay localizacién de Condorcet entonces ambos pardmetros, o y v, pueden
ser usados para relajar las condiciones de Condorcet para permitir la existencia
de soluciones. Incluso, aunque exista una solucién de Condorcet, se puede tomar
v < 1/2, con lo que las condiciones de existencia son mds restrictivas. Siempre
hay una distancia de tolerancia o y una mayorfa cualificada v tal que existe
una soluciéon ayCondorcet. Las localizaciones de Simpson y las localizaciones
Tolerantes de Condorcet se obtienen con las relajaciones minimas usando sélo
uno de los pardmetros.

Sean o y v* los respectivos valores minimos que permiten la existencia de
localizaciones aCondorcet y yCondorcet respectivamente. Es decir,

o = min{a: Ci(a) # 0} y
v = min{y: Cy(y) # 0}.
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Entonces las localizaciones Tolerantes de Condorcet y las localizaciones de Simp-
son son las localizaciones aCondorcet y las localizaciones yCondorcet para a* y
~v*, respectivamente. Esto es,

Definicion

Una localizacion x € L es una localizacion Tolerante de Condorcet si
z € Cy(a*) donde
o = min{a : Ci(a) # 0}.

Definiciéon

Una localizacion x € L es una localizacion de Simpson si x € Co(y*)
donde

7" =min{y : Cy(y) # 0}.

Denotamos por T' = Cy(a*) y por S = Cs(v*) a los conjuntos de localizaciones
Tolerantes de Condorcet y de localizaciones de Simpson respectivamente.

Las relajaciones minimas que permiten la existencia de solucién pueden ser
aplicadas para cualquier valor fijo del otro pardmetro. Asi las localizaciones
aSimpson y las localizaciones yTolerantes de Condorcet se definen como siguen.

Definicién
Una localizacion x € L es una localizacion aSimpson, para un « fijo, si
z € Cla,v*) donde

* = min{y: C(a,7) # 0}.
Definicién

Una localizacion x € L es una localizacion yTolerante de Condorcet,
para un vy fijo, si x € C(a*,7) donde

o =min{a : C(a,7y) # 0}.

Sean 7*(.) y a(.) las funciones que dan las relaciones entre los dos pardmetros
implicados en estas definiciones; es decir,

() = min{y:C(a,7) #0} vy
a*(v) = min{a: C(a,v) # 0}.
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Denotamos respectivamente por S(a) y T'(7y) a los conjuntos de localizaciones
aSimpson y de localizaciones yTolerantes de Condorcet que vienen dadas por

S(a) = Cla,7v"(a)) y
T(y) = C(a*(7),7)

Sin embargo, estos dos pardmetros pueden ser relajados a la vez para que
C(a,7y) # 0 y localizar el servicio en una localizacién aryCondorcet para valores
a# 0y v # 1/2. Incluso se puede relajar uno de los dos aspectos a la vez que se
intensifica el otro si por ejemplo a > 0y v < 1/2. Podemos aplicar una relajaciéon
minimal de las condiciones de Condorcet que permitan la existencia de solucién;
es decir seleccionar un par de valores («,y) tales que no exista una localizacién
ayCondorcet para unos valores més relajados de o y v a la vez. Estos pares de
valores («, ) se denominan pares eficientes y las localizaciones correspondientes
se denominan localizaciones ayCondorcet eficientes.

Definicién
Sea a una distancia de tolerancia y v una mayoria cualificada, (o, 7y) es un
par eficiente si C(a,v) # 0y

Cd, ) = 0,50 < o, < con (o, 7) # (a,7).

Denotamos por E al conjunto de pares eficientes. Este conjunto también viene
dado por:

E={(a,y):a=a"(7),y=7"(a)}.
Denominamos localizaciones eficientes de Condorcet a las localizaciones a-yCondor-
cet para un par de valores eficientes.

Definicién
Una localizacion x € L es localizacion eficiente de Condorcet si y sdlo
si x € C(a,7) para (a,v) € E.

Denotamos por EC' al conjunto de localizaciones eficientes de Condorcet. Es-
tas localizaciones son definidas formalmente por:

EC = U C(a,7)

(ayy)EE
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Las localizaciones eficientes de Condorcet son puntos que son a la vez localiza-
ciones aSimpson y yTolerantes de Condorcet para alguna distancia de tolerancia
a y una mayorfa cualificada 7 relacionadas por a = o*(y) y v = v*(«). Por tanto
para cada («,7y) € E se tiene la relacién

Cla,v) = S(a) =T(v)

Como (a,7y) € E siy sélo si a = a*(y) y v = v*(«) definimos las distancias
de tolerancia eficientes y las mayorfas cualificadas eficientes como sigue.

Definicién
Una distancia de tolerancia o es eficiente si y solo si

(@,7"(a)) € E.

Definiciéon

Una mayoria cualificada v es eficiente si y solo si
(@ (7),7) € E.

Sean FA y ET los conjuntos de las distancias de tolerancia eficientes y de las
mayorifas cualificadas eficientes respectivamente.

3.3. Algunos resultados tedricos

En este apartado se presentan algunos resultados tedricos que permiten obte-
ner procedimientos para resolver los problemas.

Consideramos que el modelo esta definido sobre una red en cuyos vértices estan
ubicados un conjunto finito U de usuarios denotado por U = {uy, us,...,u, }. En
el modelo discreto también los posibles puntos de localizacién estdan en vértices de
la red. Por tanto, denotamos por L = {xy, 23, ..., T, } al conjunto de localizaciones
posibles para el servicio. En el caso estdandar tanto el conjunto de usuarios como
el de posibles localizaciones conciden con el conjunto de vértices de la red; V =
U=L.

Notese que en el caso continuo, el conjunto L estd consituido por los puntos

de ciertas aristas (o subarisrtas) de la red siendo el caso esténdar cuando U =V
y L =N.
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En el caso discreto, las distancias de los usuarios a las localizaciones vienen
dadas por dy; = d(ug,x;), para k = 1,2, ...ny ¢ = 1,2,...,m. Se trata de una
matriz de distancias D de orden n x m. Para cada usuario u; una localizacién x; es
preferida a la localizacién x; siy sélo si d(uy, z;) < d(ug, z;)—a, siendo « el umbral
de indiferencia de todos los usuarios. Al alterar la distancia de tolerancia « los
valores que tiene que comparar cada usuario para determinar si debe manifestar
una indiferencia por dos localizaciones o una preferencia por la més cercana son las
diferencias 6;“]- = dij — di; = d(ug, z;) — d(ug, z;). Sea AF = {62 ti,j=1,2,...,m}
el conjunto de tales diferencias. Las diferencias que se van a comparar con « para
establecer las preferencias de los usuarios son las del conjunto

A= Jab=Ar={6ij=12.,mk=12 .,n}.
k=1

Notese que para el pardmetro v las cantidades que se van a comparar para es-
tablecer si el nimero de usuarios que prefieren otra alternativa alcanza la mayoria
cualificada son sdélo los valores en el conjunto I' = {k/n: k=0,1,...,n}.

Proposicién
En el caso discreto las funciones o*(.) y ~v*(.) toman valores en A y T,

respectivamente.

En el modelo continuo estdandar en el que L = N, tal y como se mostro en el
capitulo antrerior para el caso v = 1/2, existe un conjunto finito A que tiene estas
mismas propiedades que A. Dicho resultado se puede extender facilmente al caso
de una mayoria cualificada ~ arbitraria usando el mismo conjunto A.

Proposicion
En el modelo continuo estindar (L = N y U = V') discreto las funciones

o () y v*(.) toman valores en A y T, respectivamente.

Por tanto, para el caso continuo estandar se puede sustituir A por A en los
procedimientos de solucién aquf descritos. En los casos en que el conjunto L esté
constituido por un conjunto de aristas o subaristas (cerradas) se obtendria un
resultado similar anadiendo al conjunto A las diferencias entre las distancias de
cada usuario a extremos de las subaristas que determinan L.

Proposicion

Las funciones o*(.) y v*(.) son escalonadas y no crecientes.
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Demostracion. Primero demostraremos que v, < v = a*(7y) > a*(7,).

Como
a’(7,) = min{a : C(a,7,) # 0},

sea aig = a*(7y,) y tomemos x € C(ay,7,). Entonces, para cada y € L,
H{ueU :d(y,u) < d(z,u) — a}| < vyyn.
Ast
{ueU:d(y,u) <dz,u) —as}| <y,n <yn, VyelLxeCla)

Por tanto

C(a2,71) 7 0

a*(7,) = az > o (;) =min{a : C(a,74) # 0}.
Ahora vamos a ver que ay < g = y*(az2) > v*(a1). Como
¥ (az) =min{y : C(as,7) # 0},

sea v, = v* () y tomemos = € C(ag,7,). Para cada localizaciéon y € L, si
d(u,y) < d(u,z) — a; entonces

d(u,y) < d(u,z) — a; < d(u,z) — as.
Ast

{u e U :d(y,u) <d(z,u) — a1 }| <
<HueU:dy,u) <dz,u)—a}| <vyyn

Por lo tanto z € C(ay,v,) y Clay,vy) # 0. Ast

Y (a2) = 7, > 7" (ay) = min{y : Clay, ) # 0}.

Finalmente nétese que a*(.) y 7*(.) s6lo toman valores en los conjuntos
finitos A y I'. Por lo tanto son funciones escalonadas. U
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Las distancias de tolerancia eficientes y las mayorias cualificadas eficientes es-
tdan en los saltos de estas funciones. Pueden ser facilmente encontradas ordenando
los valores de los conjuntos A y I'' en orden decreciente. Denotamos por o;) al
i-ésimo valor de A en orden decreciente y por (i al i-ésimo valor de I' en orden
decreciente. Por tanto, se tiene aiy1) < () ¥ Vis1) < Vi), para cada i.

Proposicién
Para cada indice 1.
a) Si a* () < a’(Y(41)) entonces ;) € ET.
b) Si v* (o)) < v (agy1)) entonces agy € EA.
Demostracion. En primer lugar, si a*(7(;)) < @*(7(;4+1)) entonces
(7)) <@ (V), Y <73
Ast y* (@ (7)) = 7 v entonces (a* (), V) € E'y 1) € EL.
De la misma forma, a partir de v*(cvi)) < 7*(cvi+1)) obtenemos
Y (aw) < v (), Vo' < ag).
Por lo tanto a*(v*(a;))) = o) y entonces (ag), v*(aw)) € E'y ap € EA.

0

Como sélo tenemos que considerar los valores de I' = {k/n : k =0,1,...,n} el

siguiente resultado da la forma en que se obtiene el conjunto finito de mayorfas
cualificadas eficientes.

Proposicién

Para k > 0,

EGEP:}C(Q*(E>,]€_1):®.
n n n

Demostracion. Nétese que si ;) = % entonces ;1) = % Luego:

o (2) ) o= ()< ()

Por lo tanto esa condicién es equivalente a:

() )

ya%EEI‘. ]
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Entonces el conjunto EC' puede ser obtenido usando

kN k k
EC = l=),—) = —
U o(+(3)5)- Y rG)
k/neET k/n€ET
Por otro lado, el conjunto finito A de valores para las distancias de tolerancias

da otra forma de obtener EC usando EA. Nétese que a;) denota el i-ésimo valor
de A en orden decreciente o ;1) < o para cada i. Por lo tanto

EA ={au € A: Clagv), v (@) = 0}.

Entonces el conjunto EC' puede ser obtenido usando

EC= |J Clap.v(em)= |J Slnm)

o) EEA ag)EEA

También hay dos formas de obtener una localizaciéon ayCondorcet eficiente.
Primero tomando un valor de a arbitrario y calculando v*(a) y a*(v*(«)). En-
tonces (a*(v*(@)), 7" (@) € E'y

Cla* (v (@), () = S (v () = T(v"()) € EC.

Y en segundo lugar tomando un valor «y arbitrario y calculando a* () y v*(a*(7)).
Entonces (a*(7),7*(a*(v))) € E'y

Cla*(y),7"(a" (7)) = S(a"(7)) = T(v*(a"(7))) € EC.
Estas relaciones se obtienen directamente a partir de las definiciones de S(«),
T(y), a(v) y v*(a).
A partir de las definiciones se obtienen fécilmente los siguientes resultados.

Proposicién

La distancia de tolerancia o es eficiente si y sélo si
a* (7" (@) = o

Proposicién

La mayoria cualificada vy es eficiente si y solo si
(o™ (y)) =

131



Proposicion
Se da la igualdad:

EC = UC’ay US UT(v)

(7)EE a€EA v€EET

Sea PV el conjunto de los pares de valores de los pardmetros (a, ) para los
que existe una localizacién ayCondorcet:

PV ={(e,7): Cla,7) # 0}
Proposicion
Si (a,y) € PVya<d,y<+v con () # (a,7) entonces (/,7') € PV.

El conjunto E es la frontera inferior de PV.

3.4. Resolucién de los problemas.

En el modelo generalizado de localizacién mediante votos en redes se plantean
diversos problemas consistentes en encontrar puntos de localizacién ajustados a los
conceptos de solucién definidos. Estos problemas son los de encontrar una locali-
zacién ayCondorcet (o todas), para unos valores de o y v dados, una localizacion
~Tolerante de Condorcet, para un valor de v dado, una localizacién aSimpson
para un valor de o dado, o una localizacién eficiente de Condorcet. Por tanto se
trata de encontrar uno o todos los elementos de los conjuntos C'(a, ), S(a) T(y)y
EC, respectivamente. Como casos especiales de estos problemas se plantean los de
encontrar soluciones de Condorcet (localizaciones de C'= C(0,1/2)), de Simpson
(de S = S(0)) y Tolerantes de Condorcet (de T" = T'(1/2)). Identificamos los
problemas con el conjunto correspondiente.

Consideramos problemas sobre una red en cuyos vértices estdn un conjunto
de usuarios U = {uj,us,...,un}. En el modelo discreto los posibles puntos de
localizacién son L = {x1, xa, ..., Tm }-

En el caso continuo, los posibles puntos de localizaciéon son trozos de aristas.

En el caso discreto, las distancias de los usuarios a las localizaciones vienen
dadas por di; = d(uy, z;), para k =1,2,....n yi=1,2,...,m, en una matriz D de
orden n X m. Sean las diferencias

65; = dij — diy = d(ug, z5) — d(uk, ;)
Sea A= {6 :4,j=1,2,...mk=12,...,n,}

132



Problema C(a, %)
La localizacién x; es una localizacién aryCondorcet si y sélo si

m?x|{k‘ : 62“]- > a}| < yn.

Por tanto, para resolver la familia de problemas C(«, 7) a partir de la matriz
de distancias D, para cada valor o del umbral calculamos la puntuacién de

cada localizacién por:

Ri(a) = m?x|{k: : 5@- > a}|, paraj =1,2,...,n.

Entonces, las localizaciones aryCondorcet vienen dadas por:
Cla,y) = {z; : Rj(e) < yn}.
Problema C
Para obtener las localizaciones de Condorcet, tomamos o = 0 y calculamos
R;(0) = m?x|{k : 6;3 > 0}|, paraj =1,2,...,n.
De donde obtenemos las localizaciones de Condorcet que vienen dadas por
C={z;: R;(0) <n/2}.

Problema S
Para obtener las localizaciones de Simpson calculamos

r* = min R;(0) y v =—.
j n

Entonces las localizaciones de Simpson vienen dadas por
S ={x;: R;j(0) =r"}.

Noétese que si C' = () entonces v* puede ser mayor que 1/2, y que si C # ()

entonces v* puede ser menor que 1/2.
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Problema S(«)

Para obtener las localizaciones aSimpson usaremos R;(«) para cada valor
de a > 0 en vez de R;(0) para calcular

@) =min ki), ¥ 7(a) =

Entonces las localizaciones aSimpson vienen dadas por
S(a) ={z; : Rj(a) = r*(a)}.

Problema T

Para obtener las localizaciones Tolerantes de Condorcet aumentamos el valor
de « hasta que C(«, 1/2) # 0; es decir, hasta que r*(«) = min R;(a) < n/2.
J

Noétese que cuando o aumenta, algunas funciones R;(«a) disminuyen cuando
a alcanza un valor de

A={8:i,j=1,2..mk=1,.n}

Es decir, el valor Rj(a) disminuye para las localizaciones z; tales que {i :
6% = a} # (). Entonces sélo tenemos que considerar los valores para « que
estén en el conjunto A. Por tanto

o =min{a € A: Cla,1/2) # 0} y T=0C("1/2).

Problema 7'(7)

Para obtener las localizaciones yTolerantes de Condorcet se puede aplicar
un procedimiento similar. Primero calculamos

' (7) =min{a € A:C(a,y) #0F  y  T(v) =Cla"(),7)

En estos casos, el mimimo de los valores del pardmetro o para los que el
conjunto C(c, ) es no vacio implica la resolucién de una cadena de pro-
blemas del ayCondorcet pero en lugar de realizar una bisqueda secuencial
en A se debe realizar una busqueda dicotémica. Esta busqueda se puede
incluso reducir usando la cota superior que pueda aportar cualquier solucién
heuristica.
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Problema EC

Para determinar localizaciones eficientes de Condorcet se pueden aprovechar
estos procedimientos. Notese que para v solo necesitamos considerar los
valores en el conjunto I' = {k/n : k = 0,1,...,n}. Entonces

(a) =min{y€T: Cla,) 0} vy S(a) = Cla,y'(@)).

Hemos visto que para la funcién o*(.) sélo necesitamos considerar los valores
para a que estén en el conjunto finito A. Y para la funcién v*(.) sélo
necesitamos considerar los valores para v que estén en el conjunto finito I'.
Por lo tanto para obtener el conjunto de pares eficientes («, 7) s6lo tenemos
que considerar el conjunto finito de pares de A x I'. Entonces

E={(a,y) eAxT:a’(y)=ay(a) =1}
Estos conjuntos tienen tamaiios: |A| = O(m?n) y [T'| = O(n). Luego
|A x T| = O(m?*n?).
Entonces el conjunto de localizaciones ayCondorcet eficientes se obtiene:

EC = U C(a,).

(ayy)€E

El conjunto de distancias de tolerancia eficientes y el conjunto de mayorias
cualificadas eficientes son las proyecciones del conjunto £ dadas por

EA = {a€ A:(a,v) € E, para algin v} y
ET' = {yeTl:(a,y) € E, para algin a}.

Estos conjuntos también vienen dados por:

EA = {acA:a=a"(y" ()} ¥
ET = {yel:v=7"(a*(7)}

Asi, para obtener el conjunto EC podemos resolver los problemas aSimpson para
todos los valores a en EA o resolver los problemas ~Tolerantes de Condorcet para
todos los valores v en ET'.
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3.5. Un ejemplo

Sea el modelo de localizaciéon mediante votos representado en la siguiente
figura. En ella se indica el nimero de usuarios en cada vértice, las longitudes de

cada arista y las 8 localizaciones posibles L = {x1, x2, x3, 4,5, T¢, T7, Ts }.

(%) % I - ) 20 V10
o] 10} o] {o]

20 28 10
g
[1] I_1 0:| V11
97 42 45 15
[a— (4] B 8]
g xrs s 3

El ejemplo

Lared N representada en la figura estd compuesta de un grafo con 11 vertices,
los 8 vértices de posible ubicacién y otros tres vértices. Sean las localizaciones
posibles x; = v;, para i = 1, ...,8 y denominemos por vg, v19 ¥ v11 a los otros tres

vértices. Por tanto el grafo estd compuesto por el conjunto de vértices
V' = {1, s, 3, vy, V5, Vg, V7, Vs, Vg, V10, V11 }

y las aristas dadas por la siguiente matriz de longitudes:
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l('u') Uy V2 U3 Vg Vs Vg Uy Vg Vg Vg V11

U1 7 28 26

va 7 22 20 25
U3 22 15
vy 28 22 40 21 42 45

Vs 22 40 27

Ve 21 27 20

" 42 27 16

(¥ 45 27 16

Vg 26 20

V10 20 10
V11 25 15 10

Los 31 usuarios estdan ubicados en los vertices y el niimero de usuarios en cada
vértice viene dado por:

vértices: V1 VU3 Vg Vs Vg Up Ug
nimero de usuarios: 10 8 1 3 1 4 4

Por tanto, el conjunto de vértices con usuarios es V(U) = {vy,v3, v4, vs, Ug, V7, g}

Las posibles localizaciones de un servicio estdn reducidas a ocho vértices de la
red L = {x1, x2, T3, T4, T5, Te, T7, 28} v las distancias de los vértices con usuario a
los vértices de localizacion viene dadas por la matriz:

1 X9 T3 T4 Ty Tg L7 Ty
vy 0 7 47 28 68 46 70 73
vs 47 40 0 62 22 8 65 49
vy 28 22 62 0 40 21 42 45
vs 68 62 22 40 0 61 43 27
vg 46 43 8 21 61 0 27 43
vy, 70 64 65 42 43 27 0 16
vg 73 67 49 45 27 43 16 0

Donde cada entrada d;; es la distancia entre el vértice de usuario v; € U(V) y
la localizacién x; € L.
Para obtener la solucién de Condorcet calculamos el nimero de usuarios que
prefieren una localizacién x; € L a la localizacién x; € L que viene dado por:
By = Ku:d(u,z;) —d(u, z;) > 0} = 32 u(k)

dkj >dp;
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donde u(k) es el nimero de usuarios en el vértice v;. Por ejemplo,

Py = |{u:d(u,x3) —d(u,z1) >0} = > u(k) =wu(l) =10,

dr2>dp1

Pis = {u:d(u,z3) — d(u,z1) >0} = u(l) +u(4) +u(6) = 12,

y asi sucesivamente.
Entonces la matriz P es:

[0 10 12 18 12 18 19 19
21 0 16 18 12 18 19 19
19 15 0 11 18 11 21 21
13 13 20 0 16 22 23 12
19 19 13 15 0 15 22 22
13 13 20 9 16 0 12 12
1212 10 8 9 19 0 16
12 11 10 19 9 19 15 O

Los valores de las puntuaciones r; = R;(0) = max F;; vienen dados por:
1

R(O):'r’:[21 19 20 19 18 22 23 22}

Por tanto, no hay localizaciéon de Condorcet y la localizacién de Simpson es vy
con r5 = 18. Asi que r* = 18 y v* = 18/31.

Para un valor arbitrario de a necesitamos usar la matriz con el nimero de
usuarios que prefieren una localizacién a otra teniendo en cuenta la distancia de
tolerancia «; es decir, P(«) en vez de P donde

Py(0) = [{u: 8 = dyy — di > 0} = 5 (k).

6fj>a
Para a = 1 tenemos:

0 10 12 18 12 18 19 19
21 0 12 18 12 18 19 19
19 15 0 11 18 11 21 21
13 13 20 0 12 22 23 12
19 19 13 15 0 15 22 22
139 10 9 16 0 12 12
12 12 10 8 9 19 0 16
12 11 10 19 9 19 15 O
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Nétese que al pasar de P = P(0) a P(1) sélo se han modificado cuatro valores.
Para 0 < a < 3 la matriz P(a) se modifica en a = 1 y en a = 2 pero las puntua-
ciones R(a) no cambian. Al aumentar o hasta o = 3 el vector de puntuaciones
s6lo cambia en R;(a) y Ry;(a) que dan 20 y 21, pero el minimo sigue estando en
vs con R5(3) = 18. Las puntuaciones R(3) son

R(3)=[20 19 20 19 18 22 21 22]
Con o = 4 las puntuaciones son:
R4)=1[20 19 16 19 18 22 21 22|

Entonces el tinico punto aSimpson es v con un rechazo méximo de r*(4) = 16 >
n/2. Este es el tnico punto aSimpson hasta o = 17. Para este valor:

R(17) = [ 19 19 16 18 18 22 21 18 }
Finalmente, para o = 18, las puntuaciones son:

R(18)=1[19 13 16 18 18 18 21 18 |

Aqui obtenemos por primera vez un valor Rj(a) < 31/2. Por lo tanto, la distancia
de tolerancia es 18 con v* = 13/31 < 1/2; el unico punto tolerante de Condorcet
€S V2.

Para a = 19 el valor de 7*(19) es también 13/31 pero este valor minimo es
alcanzado en vy y en v3. El procedimiento puede continuar hasta o = 62 en donde
v*(62) = 0 que es alcanzado en vy; nétese que

min max d(v;, v;) = maxd(vs, v;) = 62.
[ J J

Esto significa que si el umbral de indiferencia es 62 entonces la localizacién v, no

es rechazada por ningtin usuario y ninguna otra localizacién verifica esto con una

distancia de tolerancia menor. Nétese que v4 es el centro de los usuarios.
Finalmente tenemos:

(18 para «a €]
16 para « €|
13 para «o €|

11 para «€[2

8 para « € [38,

5 para « € [49,51

4 para « € [51,62

0 para a>062
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(62 para r €
51 para r €
49 para r €
38 para r €
20 para r €
18 para 7€
4 para r €
0 para re

\

Los pares de valores eficientes (o, ) son:

E = {(0,18), (4, 16), (18,13), (20, 11), (38,8), (49,5), (51, 4), (62, 0)}.

18
16

13 T
11 T [
s ] l—L‘i

0 4 10 18 20 38 49 51 62

= Ot

I

Funciones o*(.) y r*(.).
Los puntos eficientes estdn indicados por puntos gruesos.

Las localizaciones ayCondorcet correspondientes son:

C(O, 18) = {U5}7 0(47 16) - {U?)}u 0(187 13) = 0(207 11) = 0(387 8) = {UZ}u
C(49,5) = {uv3},C(51,4) = {vy}, y C(62,0) = {v4}.
Ademids de la localizaciéon de Simpson vs y de la localizacién Tolerante de Con-

dorcet v,, hay dos localizaciones a-yCondorcet eficientes que estdn en vz y en el

centro vy. Asi
EC = {Uz, V3, V4, ’U5}.
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3.6. Los algoritmos

A continuacién se describen y analizan los algoritmos para obtener los solu-
ciones del problema de localizaciéon mediante votos segiin los distintos conceptos
de solucién considerados en el caso discreto.

El algoritmo para encontrar un punto a-yCondorcet, para a y - fijos, es:

Algoritmo C(a,7)

Paso 1
Para,7 =1,2,...,m calculamos:

Pjla) = |{k: & > a}| = 3 u(k).

k
6i]‘>0‘
Paso 2

Para j = 1,2,...,m calculamos:

Rj(a) = max Piji(a).

Paso 3
Las localizaciones ayCondorcet vienen dadas por:

Cla,y) =A{z; : Rj(a) < yn}.
Proposicién

Para cualquier distancia de tolerancia o y cualquier mayoria cualificada -y
este algoritmo C(c,7y) se ejecuta en un tiempo de orden O(nm?).

Demostracion Para calcular P;(«) en el paso 1 necesitamos O(n) operaciones.
Los pasos 2 y 3 necesitan O(m?) comparaciones. Por lo tanto el algoritmo
completo requiere O(nm?) operaciones. O

Para obtener las localizaciones de Condorcet C aplicamos este algoritmo para
a=0y~vy=1/2,yaque C =C(0,1/2). Si C' = entonces las localizaciones de
Simpson se obtienen calculando

r* = min R;(0)
i
y entonces S = {z; : R;(0) =r*}.

De forma similar el algoritmo para las localizaciones aSimpson, para un «
dado, es:
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Algoritmo S(«)

Paso 1
Parai,j = 1,2, ..., m calculamos:

Py(a) = [{k: 85> a}| = 3 u(k).

6§j>a

Paso 2
Para j = 1,2,...,m calculamos:

Rj(a) = max Pij(a).

Paso 3

Calculamos
r* (o) = min R; (o).

J

Paso 4
Las localizaciones aSimpson vienen dadas por:

S(a) ={z;: Rj(a) =r"(a)}.

Proposicién

Para cualquier distancia de tolerancia « el algoritmo S(«) se ejecuta en
un tiempo de orden O(nm?).

Demostracion El ntimero de operaciones es el mismo que el del algoritmo an-
terior ya que sélo calculamos 7*(«) = min R;(«) en el paso 3 para ser usado
J

en vez de yn en el paso 4. U

Para obtener el punto Tolerante de Condorcet, si C' = (), necesitamos encontrar
la distancia de tolerancia:

o =min{a: Cla,1/2) # 0}

y entonces aplicamos el algoritmo C(a,~y) para a = o* y v = 1/2, ya que
T = C(a*,1/2). Para encontrar a* necesitamos aplicar el algoritmo C(«, ) para
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conocer si C'(a,1/2) = () para a € A. Como el tamario del conjunto A de distan-
cias relevantes es |A| = O(nm?), una busqueda exhaustiva significarfa aplicar el
algoritmo C(a, ) O(nm?) veces. Sin embargo con una busqueda dicotémica el
numero de veces que se ejecuta el algoritmo se reducira.

El algoritmo propuesto para encontrar las localizaciones yTolerantes de Con-
dorcet, para cualquier mayoria cualificada v dada, es:

Algoritmo T'(v)

Paso 1
Ordenar el conjunto de distancias de tolerancia A en orden creciente,
es decir, A = [a(), a(2), -, Ay -5 (A tal que agy < agq) para cada
k.

Paso 2

Aplicar el algoritmo C'(a, «y) para a = 0y el valor de y dado con el fin
de obtener las localizaciones yCondorcet.
Paso 3

Si C(0,7) # 0 entonces tomamos a*(y) <« 0y T(y) < C(0,7); parar.
En otro caso ir al paso 4.

Paso 4

Hacer T« C(aqay),7), k1 < 1y kg — |A].
Paso 5

Tomar k < (k1 + k2)/2] y la distancia de tolerancia a « a(y).
Paso 6

Aplicar el algoritmo C(a, 7y) para la actual distancia de tolerancia a y
la mayoria cualificada dada ~.
Paso 7

Si C(a,y) = 0 entonces actualizamos el indice de la distancia de tole-
rancia inferior a k (k1 «<— k). En otro caso actualizamos los candidatos
a localizaciones Tolerantes de Condorcet T' a C'(a,7y) (T' +— C(a,7)) y
el indice de la distancia de tolerancia superior a k (ko < k).

Paso 8

Si k1 + 1 < ko entonces ir al paso 5. En otro caso tomar o*(y) «— a'y
T(y) — T; parar,
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Proposicion

Para cada mayoria cualificada v, el algoritmo T(vy) requiere un tiempo de
orden O(nm?(logn + logm)).

Demostracion Como |A| = O(nm?) el conjunto A es ordenado en orden cre-
ciente en un tiempo de orden O(|A|log|A]) = O(nm?(logn + logm)).
Ademés el paso 1 requiere un ntimero de operaciones del orden O(nm?(log n+
logm)). El mimero de veces que el algoritmo C(«,7y) es aplicado en el paso
6 es O(log |A]) = O(logn +logm). Por tanto el algoritmo 7'(y) requiere un
tiempo O(nm?(logn + logm)). O

Por consiguiente el conjunto de las localizaciones Tolerantes de Condorcet
T'(1/2) se obtiene en un tiempo de orden O(nm?(logn + logm)).

Finalmente para obtener el conjunto EC' de localizaciones ayCondorcet efi-
cientes usamos:

EC= ] T =] Clem).

~€EET ~€EET

EFz{O}U{%:C(@*(g),k;1> :(])}‘
Por lo tanto:

" k k\ k-1
EC = - = =0;.
el {r(2) () 52)
k=1
Asf, el conjunto EC se obtiene en un tiempo O(n?m?(logn + logm)) resolviendo

un nimero de problemas yTolerante de Condorcet de orden O(n) para valores
crecientes de I'.

Algoritmo EC

Paso 1
Aplicar el algoritmo S(a) para a = 0 para obtener v* = v*(0).
Paso 2
Aplicar el algoritmo T'(7y) para v = 0 para obtener T(0) y a* = o*(0).
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Paso 3
Inicializar EC' =T(0) y E = {(a*,0)}.
Paso 4
Tomar k «— 0.
Paso 5
Hacer k «+— k + 1.
Paso 6

Aplicar el algoritmo T'(vy) para v = k/n para obtener T = T'(k/n) y
hacer a < a*(k/n).

Paso 7

Aplicar el algoritmo C(«,vy) paraa =ay vy = (k—1)/n.
Paso 8

Si C(a,v) = 0 entonces hacer EC «+— ECUT y E — EU{(a,k/n)}.
Paso 9

Si k/n < * entonces ir al paso 5. En otro caso parar.

Proposicién

El algoritmo EC requiere un tiempo de orden O(n*m?(logn + logm)).

Demostracion Los algoritmos S(a) y T'(7y) se aplican una vez en los pasos 1y 2.
Como el paso 5 se ejecuta |['| = O(n) veces entonces los algoritmos T'(7) y
C(a,7) se aplican O(n) veces. Estos algoritmos son de orden O(nm?(logn+
logm)) y O(nm?), respectivamente, por tanto el mimero de operaciones
en los pasos 6 y 7 son de orden O(n?*m?(logn + logm)) y O(n*m?). Asf,
para obtener el conjunto EC, el algoritmo requiere un tiempo de orden

O(n*m?2(logn + logm)). O

Las localizaciones Tolerantes de Condorcet pueden ser obtenidas comprobando
en el paso 8 cuando es la primera vez que k/n < 1/2.

3.7. Las localizaciones a/3yCondorcet

Ademads de la solucién de Simpson y de la solucién Tolerante de Condorcet
tratadas anteriormente, se han propuesto otras modificaciones de las condiciones
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de Condorcet que pueden ser aplicadas para seleccionar la localizacién mediante
votos. Una de las propuestas consiste en utilizar un paramétro 3 para la propor-
cién de usuarios indiferentes entre dos localizaciones alternativas que se decantan
por una de ellas. En (Bandelt, (1985)) se define el concepto de punto fCondorcet
y se caracterizan las redes en las que las localizaciones fCondorcet coinciden con
las medianas. Una solucién SCondorcet es una localizacién x tal que el nimero
de usuarios que prefieren otro punto y més una proporcién  de los indiferentes
entre ambas localizaciones son menos de la mitad de los usuarios.

Recordemos que, en el modelo cldsico, para cada usuario u € U, la localizacién
z es preferida a y si d(u,x) < d(u,y) y son indiferentes si d(u,z) = d(u,y). El
pardmetro 3 se interpreta como la probabilidad de que un usuario acuda a otra
localizacién cuando le es indiferente a la anterior. Entonces, el mimero esperado
de usuarios que acuden a la nueva localizacién ¢, como alternativa a la localizacion
zes |y < z|+ Bly ~ z| donde:

ly < z|=|{ueU:du,z) > du,y).
ly ~ z|={ueU:du,z)=d(u,y).
Por tanto, la definicién de localizaciéon $Condorcet es la siguiente.
Definicién
La localizacion x € L es una localizacion (3 Condorcet, con 0 < <1 si

y solo si
ly < x|+ Bly ~ x| < |U|/2,Vy € L.

Sea 3C' el conjunto de localizaciones fCondorcet. Cuando 3 = 0 se tienen las
localizaciones de Condorcet, caracterizadas por

y<al < |Ul/2 Ve L.
Si # = 1/2 resultan las localizaciones plurales, dadas por
1
ly < z| +§|y ~z| <|U|/2,Vy € L.
Y para 3 =1 se tienen las localizaciones mayoritarias, caracterizadas por
ly <z + [y ~ = <|U[/2,vy € L,

que se consideran en (Wendell y Thorson, (1974)).

A medida que se aumenta el valor de (3 se restringe el conjunto de soluciones
BCondorcet por lo que el concepto de soluciones fCondorcet no es una relajaciéon
del concepto de solucién de Condorcet sino todo lo contrario.
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Proposicion
Si B, > B9 entonces (3,C C [B5C.

Las soluciones plurales propuestas en (Wendell y McKelvey, (1981)) para una
red son las localizaciones de la red para los que no existe otra localizacién preferida
por una mayoria simple. Por tanto, la localizacién x € L es una localizacién plural
de L siy sélo si

ly <z < |z <y|,Vy €L

La relacién entre las dos definiciones de solucién, localizaciéon o punto plural se
deduce de las equivalencias:
ly < x[+1/2)y ~a| <[UJ/2
& 2y <[+ |y~ 2] <|U
& ly <z <|Ul =y <z[ =y ~z
& |ly<z| <]z <yl
Introduciendo esta nueva generalizacién en el modelo de las localizaciones
ayCondorcet obtenemos un concepto mas general que denominamos localizaciones
afy Condorcet. Recordemos que, utilizando el umbral de tolerancia o para la in-

diferencia, los mimeros de usuarios que prefieren una localizacién a otra o les son
indiferentes se contabilizan con:

ly <, z|=|{ueU:d(u,y) <d(u,z)—a}.
Y~z = HueU:|du,y) - du,z)| < a}l.

Por otro lado, estableciendo la mayorfa de rechazo de una localizacién en una pro-
porcion v, posiblemente diferente de 1/2, la condicién para rechazar la localizacién
x al enfrentarla a y es

ly <o x|+ Bly ~, x| >|U].
Por tanto consideramos la definicién siguiente.
Definicién

Una localizacion x© € L es una localizacion af3yCondorcet, con 0 < a y
0<B,v<1 siysdlo si

ly <. x| +Bly ~, z| <v|U|,Vy € L.

147



Denotamos por afyC al conjunto de localizaciones a3yCondorcet de L, para
cualesquiera 0 < ay 0 < 3,7 < 1. Al igual que anteriormente, tenemos una
familia de problemas al fijar los pardmetros a los valores esténdares, a = 0, 5 =0

yy=1/2
e Fijando uno de los pardmetros:
— Tomando 3 = 0 tenemos las localizaciones aryC' ya definidos.
x € ayC & |y <, x| <4|U|,Vy € L.
— Tomando a = 0 podemos definir las localizaciones GvC.
z € ByC & |y < x|+ 0ly ~ x| <A|U|,Vy € L.
— Tomando v = 1/2 podemos definir las localizaciones a5C.

z € afC & |y <, 2|+ By ~o x] < %\U|,Vy € L.
e Fijando dos de los pardmetros:
— Tomando ao = 0y 3 = 0 tenemos los 7C' ya definidos.
xevC & |y <zx| <H|U|,Vy € L.
— Tomando o = 0y v = 1/2 tenemos las localizaciones SC' ya definidos.
2 €BC o |y<a|+ By ~zl §%|U|,VyeL.
— Tomando =0y v = 1/2 tenemos las localizaciones aC' ya definidos.
r€aC & |y <z §%|U|,Vy€ L.
e Fijando los tres pardmetros.

— Tomando a« = 0, f = 0 y v = 1/2 tenemos las localizaciones C' ya
definidos.

1
x€C<:>|y<x|§§\U|,Vy€L.
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Centrando la atencién en el pardametro (3, resulta de especial interés el caso
B =1/2 que da lugar a los conceptos derivados de las localizaciones plurales.

e Fijando = 1/2 se tienen las localizaciones a-yplurales.
1
z€ayP &y <, 2| +5ly ~. 2| <7|U] Yy € L.
— Tomando v = 1/2 tenemos las localizaciones aplurales.
r€aP S|y <qz| <|r<ay|,Vy € L.

— Tomando a = 0 tenemos las localizaciones vyplurales.
1
x€7P<:>|y<x|+§|y~x| <~4|U|,¥y € L.
— Tomando v = 1/2 y o = 0 tenemos las localizaciones plurales.
reP & ly<zxl <l|z<y|,Vy € L.

También resulta de interés el caso § = +, resultando el conjunto de soluciones
x € P tales que

vy < ozl +Yy ~a x| AU VY E L&
g
—7

& |y<ax|§1 |z <4 y|,Vy € L

Estas soluciones no siempre existen por lo que de forma andloga a lo hecho
anteriormente se puede minimizar alguno de los pardmetros para garantizar la
existencia de una solucién.

e Manteniendo (3 y + fijos, las localizaciones z* € a*3vyC donde o* viene dado
por

— Para 3 y v arbitrarios es
o = argmin{a : aByC # 0};

de donde resultan las localizaciones vyTolerantes Condorcet.

149



— Para v = £ y (3 arbitrario es
o = argmin{a : afC # 0};

de donde resultan las localizaciones Tolerantes Condorcet.

— Para # =0 y v arbitrario es
a* = argmin{a : ayC # 0};

de donde resultan las localizaciones yTolerantes Condorcet.

— Para § = 5 y v arbitrario es
o = argmin{a : ayP # 0};

de donde resultan las localizaciones yTolerantes Plurales.

— Paraﬁz(]yy:%es
a = argmin{a : aC # 0};

de donde resultan las localizaciones Tolerantes Condorcet (Campos y
Moreno (2000a)).

— Paraﬂ:fy:%es
o = argmin{a : aP # 0};
de donde resultan las localizaciones Tolerantes Plurales.

e Para o y 7 fijos lo que puede tener interés es el maximo, dando lugar a las
localizaciones z* € af*yC donde 3" viene dado por

— Para o y v arbitrarios

G* = arg meax {B:apyC # 0}

— Para a = 0 y y arbitrario

[ = arg max {B:pC # 0}
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— Para v =1/2 y « arbitrario
3" = arg max {B:aBC # 0}
— Paraa=0y vy=1/2

B = argmax {4+ 5C # 0}

e Manteniendo a y S fijos, las localizaciones x* € afvy*C donde v* viene dado
por

— Para a y [ arbitrarios es
7" = argmin{y : a7C # 0}.
v
— Para a = 0 y (3 arbitrario es
7" = argmin{y : fyC # 0}
— Para # =0 y « arbitrario es
v* = argmin{~y : ayC # 0}.
v
— Para g = % y « arbitrario es
~* = arg mwin{'y cayP #£ 0},
— Paraa=0y =0es
7" = argmin{y : vC # 0}.
il
— Paraa:()yﬁ:%es
7" = argmin{y : vP # 0}.
gl

En estos casos, en que se mantiene « y 3 fijos, se puede considerar directamente
una puntuacién similar a la de Simpson en las localizaciones de localizacién lo que
evita tener que considerar explicitamente al valor v* como paso intermedio. Las
correspondientes soluciones 6ptimas se definirfan de la forma siguiente.
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e Para a y [ fijos tenemos las localizaciones x* que vienen dadas por
— Para a y § arbitrarios tenemos las localizaciones aFSimpson
" = argmin{max {|y <, x| + B|y ~a z|}}.
x y
— Para o = 0 y (8 arbitrario tenemos las localizaciones FSimpson (Ban-
delt, (1985))

" = argmin{max {|y < x| + Bly ~ z|}}.
x y

— Para # =0 y « arbitrario tenemos las localizaciones de aSimpson

z* = arg min{max {|y <. z|}}.
s oy

— Para g = % y « arbitrario tenemos las localizaciones de aSeguridad

*

rr = argmgn{max {ly <a 2| + 3|y ~a z|}}
Y

= argmin{max {|y <a o[ = [ <a y[}}.

— Para a = 0, 8 = 0 tenemos las localizaciones de Simpson

z* = argmin{max {|y < x|}}.
x Y

— Para a =0, g = % tenemos las localizaciones de seguridad (Slater,
(1975))

¥ = argmin{max {|y < z| + 3|y ~ z[}}
T Y

= argmin{max {|y < z| — |z < y|}}.
z y

Se hablara de localizaciones afyCondorcet eficientes si y sélo six € C(a, 3,7)
£ZQy Vo' <a, 3> 8, <vcon («,5,7) # (a, 8,7) entonces C(a, 3,7) = 0.

Los resultados fundamentales de las soluciones de Condorcet se pueden ex-
tender a este modelo general en una red. Asi si ninguna subred contiene una
proporcién v de usuarios entonces algina localizaciéon a3yCondorcet es un vér-
tice o estd a una distancia o de un vértice. Este resultado es una extension de un
resultado de (Hansen y Thisse, (1981)) y su demostracién sigue los mismos pasos.
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Proposicion

Sea 0 < ay0< G,y <1. 5 para cualquier subred N' C N se tiene:
{ueU:v(u) e N'| #1|U|
entonces d(V,afvC) < a.

Siguiendo los resultados en (Bauer y Domschke, (1993)) se establecen condi-
ciones para garantizar que un punto sea la solucién en términos de la demanda
de cada una de las componentes conexas que resultan de la eliminacién de dicho
punto. Sea N — x la subred resultante de eliminar de N el punto = y sus aristas
adyacentes. Si x es un vértice se elimina junto con las aristas que lo tienen por
extremo y si es un punto se elimina junto con la arista que lo contiene. Sean
N1, N3, ..., N las correspondientes componentes conexas de N — x. Se dice que x
es un corte para N si k > 1; es decir si produce una desconexién en la red.

Proposicion

Sea 0 <ay0<g,v <1 Sizesun punto de corte y N1, No, ..., Ni las
componentes conexas de N — x entonces

Vi=1,..k{ueU:v(u) € N;}| <~|Ul = z € apyC.

Esta proposicién es una extension del resultado aparecido en (Hansen, Thisse
y Wendell, (1986)) y la demostracion ha de ser similar.

3.8. Las localizaciones adéPlurales

De los diferentes modelos que surgen al considerar el pardametro 3, el caso
maés interesante desde el punto de vista de la localizacién mediante votos es 3 =
1/2, que denominamos localizaciones plurales. Las localizaciones plurales también
resultan de sustituir, en las localizaciones Condorcet, la mayoria absoluta por la
mayoria simple.

Una localizacion x € L es una localizacion Plural st y sélo si

ly < x| < |z <y|,Yy € L.
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Las localizaciones plurales no siempre existen. De hecho la condicién que se
les exige es mds restrictiva que la de las localizaciones de Condorcet. Al igual que
en las localizaciones de Condorcet las localizaciones plurales se pueden relajar de
dos formas, mediante la introduccién de un umbral de indiferencia y mediante
una puntuaciéon que mida lo alejada que estd una localizacién de ser una solucién
plural.

La introduccién de un umbral de indiferencia « refleja el uso de una estructura
de semiorden en las preferencias de los usuarios.

Definicién
Una localizacion x € L es una localizacion aPlural si y solo si

ly <a x| < |z <4 y|,Vy € L.

Al conjunto de las localizaciones aPlurales se les denotara Py(«).

La equivalencia entre este concepto y el de afCondorcet para f = 1/2 se
obtiene de la relacién:

Y <o x|+ 3y ~a 2] <3|U| & |y <a 2] < |z <0yl
Proposicién
Sea ay < g entonces Pi(a1) C Pi(aw).

Como no siempre tiene que existir una solucién aplural de forma paralela a
como se hizo con las localizaciones de Condorcet, se puede definir el concepto de
solucién Tolerante Plural.

Definicién
Una localizacion © € L es una localizacion Tolerante Plural st y sdlo st
z € Pi(a*) donde
o = min{a : Pi(a) # 0}

Al conjunto de las localizaciones Tolerantes Plurales se les denotara T'P.

La puntuacién de Simpson, al ser comparada con 1/2, media lo alejada que
estaba una localizacién de ser una solucién de Condorcet. En este mismo sentido
se introduce la siguiente puntuacién que al ser comparada con 0 mide lo alejada
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que estd una localizacién de ser una solucién plural. Para cada localizacién = se

define:

6(z) = myaxﬂy <z|— |z <yl}

Entonces una localizacién = € L es una localizacién plural si §(x) < 0.
Esta puntuacién puede ser comparada con otros valores distintos de 0. De esta
forma surgen las localizaciones 6 Plurales.

Definicién
Una localizacion x € L es una localizacion 6 Plural si y sdlo si
o(x) <6
Al conjunto de las localizaciones éPlurales se les denotard Ps(0).

Al igual que ocurre con las localizaciones de Simpson existen localizaciones
que minimizan esta puntuacién.

Definicién (Slater, (1975))

Una localizacion x € L es una localizacion de sequridad si y solo si

z* = argmin{max {|y < z| — |z < y|}}
z oy

Al conjunto de las localizaciones de seguridad se les denotard Se.

La localizacién de seguridad es la localizacién = que hace minima 6(z). Esta
puntuacion 6(z) no tiene porqué coincidir con la de las localizaciones afCondorcet,
para 3 = 1/2, pero si las soluciones porque son los que minimizan

1(2) = max{ly <a 7l + o ~a 91}

Si combinamos las dos relajaciones de la solucién plural que hemos visto en
este apartado podemos definir la puntuacién

ba(2) = max{ly <a 2] — |z <a yl}.

Entonces una localizacion = € L es una localizacién aplural si §,(z) < 0. Com-
parando esta puntuacién con otros valores no nulos se tienen las localizaciones
adPlurales.
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Definicién
Una localizacion x € L es una localizacion adPlural si y sdlo si

Oa(z) <6
Al conjunto de las localizaciones adPlurales se les denotard P(«, 8 ).

Fijando uno de los pardmetros y minimizando el otro se obtienen los conceptos
de localizacién de aseguridad y de localizacion ¢Tolerante Plural.

Definicién
Para un « fijo una localizacion x € L es una localizacion de asequridad si
y solo si
¥ = argmin{max {|y <, x| — | <, y|}}
@ y
Al conjunto de las localizaciones de aseguridad se les denotara Se(«).
Definicién

Para un 6 fijo una localizacion x € L es una localizacion 6 Tolerante Plural
sty solo si x € P(a*,6) donde

a*(8) = min{a : P(a, §) # 0}

Al conjunto de las localizaciones §Tolerantes Plurales se les denotard 6T P.

3.8.1. Ejemplo.

Considerando el mismo ejemplo que ilustra el modelo ayCondorcet y que se recoge
en la figura se muestran estos conceptos.
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El ejemplo

Las distancias entre las localizaciones y los vértices con usuarios vienen dadas
en la tabla:
D 1 X9 I3 Xy Ty Tg T7 Iy
vp 0 7 47 28 68 46 70 73
vy 47 40 0 62 22 83 65 49
vy 28 22 62 0 40 21 42 45
vs 68 62 22 40 0 61 43 27
ve 46 43 83 21 61 0 27 43
vp 70 64 65 42 43 27 0 16
vg 73 67 49 45 27 43 16 O

Si denotamos las puntuaciones 8, (v;) para ¢ = 1,2, ..., 8 mediante un vector &,
se obtienen los siguientes calculos.

Para a = 0 las puntuaciones son 6, = [11,7,9,7,5,13,15,13]. Por tanto no
hay solucién plural y la solucién de seguridad es vs con §* = 5.

Al aumentar el valor de a encontraremos algtin valor para el que exista solucién
aplural. Para = 34 las puntuaciones son 6, = [1,1,1,6,3,13,7,7|, y ain no
hay solucién aplural. Para este valor, existen varias soluciones de aseguridad; son
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los vértices vy, v9, v3 con §;, = 1. Sin embargo, para a = 35 las puntuaciones son
035 = [1,0,1,6,3,13,7,7], y si existe una solucién aplural: el vértice v, para el
que 635(vg) = 0. Por tanto a* = 35 y la solucién tolerante plural es v,.

Para los siguientes valores de o se van obteniendo los resultados que se mues-
tran en la siguiente tabla. Nétese que, aunque las puntuaciones, en general, van
disminuyendo en algunos casos aumentan dado que pueden decrecer el minuendo
y el sustraendo de la definicién de é,. Obsérvese, que por ello, hay soluciones que

entran y salen del conjunto de soluciones aplurales

« | Puntuaciones 6, Localizaciones aplurales
36 | [1,0,1,6,3,13,7,7] | ve

381 1(1,0,1,6,3,17,7,7| | v2

41 1 11,0,0,6,7,10,7,7] | v y v3

43 | [1,0,0,6,7,10,3,7] | v y v3

451 11,0,0,6,7,10,3,2| | vo y v3

46 | 10,0,2,6,7,10,3,2] | v1 y o

471 10,0,0,6,7,10,3,2| | v1, v y v3

48 1 10,0,0,6,7,10,3,6| | v1, v2 y v3

501 10,0,0,6,7,10,3,6] | v1, vo ¥ v3
53110,0,0,6,7,10,6,6| | v1, vo ¥ v3

58 110,0,0,6,7,10,6,6| | v1, v2 ¥ v3

621 10,0,0,0,7,7,6,6 V1, Vg, U3 Y Uy

671 10,0,0,0,7,7,6,6 V1, Vg, U3 Y Uy

681 10,0,0,0,0,7,6,6 V1, V2, U3, V4 Y Us

691 10,0,0,0,0,7,6,6 V1, V2, U3, U4 Y Us

70 0,0,0,0,0, 7,0,6 V1, U9, U3, Uy, U5 ¥ Uy

72 110,0,0,0,0,7,0,6] | vy, vg, vz, vg, V5 Y vy

73 0,0,0,0,0, 7,0,0 V1, U2, U3, U4, U5, U7 Y U
82110,0,0,0,0,7,0,0 V1, Vg, U3, Uy, Vs, Uy § Ug
83 [0,0,0,0,0,0,0,0] V1, Ug, U3, VU4, Us, Vg, U7 ¥ Ug

El valor @ = 83 es el valor maximo de la funcién objetivo del problema del
centro. Los valores de la funcién centro para los ocho vértices que son posibles

localizaciones son: [73,67,83, 62,68, 83, 70, 73].

3.8.2. Algoritmos.

Las localizaciones adplurales para « y ¢ fijos se obtienen por el siguiente algoritmo.
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Algoritmo P(a,6)

Paso 1
Para,j7 =1,2,...,m calculamos

bij(a) = |z <o x| — |25 <0 x4l

Paso 2
Para j = 1,2, .., m calculamos

ba(j) = max bij(a).

Paso 3
Las localizaciones adplurales vienen dadas por:

P(a,6) = {z; : 6a(j) < 6.

Proposicién
Para cualquier distancia de tolerancia o este algoritmo se ejecuta en un
tiempo de orden O(nm).

Las soluciones aplurales se obtienen para é = 0. Las soluciones éplurales se
obtienen para a = 0. Para obtener las localizaciones plurales P aplicamos este
algoritmo para o = 0 y § = 0. Las localizaciones de aseguridad se obtienen

calculando
6" =min 64 (7).
J

Se aplica el siguiente algoritmo.
Algoritmo Se(«)

Paso 1
Para,7 =1,2,...,m calculamos

61’]’(04) = |371 < CL’j| — |.’Ej <a $1|

Paso 2
Para j = 1,2, .., m calculamos

ba(j) = maxbij(a).
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Paso 3

Calculamos

6" =mind, (7).
j

Paso 4
Las localizaciones de aseguridad vienen dadas por:

Se(a) = {z; : 6a(j) = 6°).

Proposicién
Para cualquier distancia de tolerancia o este algoritmo se ejecuta en
un tiempo de orden O(nm).

Las localizaciones de seguridad Se se obtienen aplicando este algoritmo para
a=0.

Para obtener una localizacién étolerante plural se necesita encontrar la distan-
cia de tolerancia

a*(6) = min{a : P(«a,6) # 0}.

Para encontrar o*(¢), para un 6 fijo, se realiza una biusqueda dicotémica en el
conjunto A.

Algoritmo 6T P

Paso 1
Ordenar el conjunto de distancias de tolerancia en orden creciente
Paso 2
Aplicar el algoritmo P(«,8) para o = 0 para ver si existen soluciones
Oplurales.
Paso 3
Si P(0,6) # () entonces tomamos a* < 0y éTP «— P(0,6). En otro
caso ir al paso 4.
Paso 4
Hacer 6TP < P(aja|,0), k1 < 1y ko — |A|.
Paso 5
Tomar k «— |(ki+ k2)]/2 y a «— ay.
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Paso 6

Aplicar el algoritmo P(«, ) para el actual valor de a.

Paso 7
Si P(a,6) = () entonces k; < k. En otro caso TP «— P(«,6) y ko «— k.

Paso 8
Si k1 + 1< ke ir al paso 5. En otro caso o «— ay 6TP «— P(a,0).

Proposicién

Para cualquier § este algoritmo se ejecuta en un tiempo de orden O(nmlogn).

Las localizaciones Tolerantes Plurales se obtienen aplicando este algoritmo
para 6 = 0.
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4. OTROS PROBLEMAS DE LOCALIZACION
MEDIANTE VOTOS.

4.1. Localizacion mediante votos de servicios no deseables

Los problemas considerados en este apartado son los de la localizacién me-
diante votos que surgen cuando los usuarios desean que el servicio esté lo més
alejado posible. Por tanto, se parte de que en el proceso de votacién que llevaria
a determinar la solucién del problema, los usuarios votarian por la localizacién
que se encuentre mas lejos de ellos.

La localizacién de servicios nocivos o no deseables trata de los problemas que
surgen al aplicar los criterios de decisién en que se inspiran los problemas de lo-
calizacion estdndares a estos nuevos modelos. A los correspondientes problemas y
conceptos de solucién se les denomina con los mismos términos pero anteponiendo
el prefijo anti. Se obtienen asf los problemas correspondientes a los modelos es-
tandares cldsicos denominados problemas de la antimediana, del anticentro y del
anticentdian.

Puesto que cada usuario desea el punto de servicio lo més alejado posible,
serd de interés conocer los puntos donde la distancia desde un usuario alcanza
un maximo relativo. En los modelos continuos sobre redes esta idea se formaliza
en el interior de las aristas con el concepto de cuello de botella introducido en
el primer capitulo. Un cuello de botella en el interior de una arista con respecto
a un usuario es el punto del interior de la arista donde la distancia al usuario
alcanza su mdximo. Extendiendo este principio para los vértices obtendremos la
correspondiente definicién de vértice cuello de botella. Por tanto, entendemos que
un punto x € N es cuello de botella con respecto a un usuario u si existe un € > 0
tal que d(z,v(u)) < d(z,v(u)), Vz € B(x,¢).

Para detectar los vértices cuello de botella con respecto a un usuario hay que
notar que por todas las aristas que parten del vértice se tiene que encontrar un
camino minimo al usuario. Si entendemos este concepto en sentido amplio incluye
a los vértices hoja (el camino minimo a cualquier usuario arranca por la tnica
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arista incidente en la hoja) y a los cuellos de botella interiores a las aristas (de
las dos subaristas que genera el punto arrancan sendos caminos minimos). Para
cualquier punto = € N denotemos por I'(x) al conjunto de vértices adyacentes a
x; es decir, el de los vértices v tales que [z, v] es una arista o subarista de la red.
Adoptamos la siguiente defincién de cuello de botella en sentido amplio.

Definicién
Un punto x es cuello de botella (en sentido amplio) con respecto al usuario
u de rango r si d(x,v(u)) =1y

l(xz,v)+ d(v,v(u)) =r, Vv € T'(x).

Sea BA(u) el conjunto de cuellos de botella con respecto a u'y BA el conjunto
de todos los cuellos de botella.

4.1.1. Problemas cldsicos

En los modelos de localizacién cldsicos o estdndares, este tipo de modificacién
se lleva a cabo simplemente tratando de maximizar, en lugar de minimizar, la
funcién objetivo correspondiente. Se ha considerado para los modelos clésicos de
la mediana, centro y centdian (Pérez-Brito, Moreno, Rodriguez-Martin, (1997)).

El problema de la antimediana consiste en hallar la localizacién de un servicio
no deseable de forma que se maximice la distancia media a los usuarios. Esto
es lo mismo que maximizar la suma de las distancias de los usuarios al punto de

servicio. Sea
F(z) =Y d(v(u),z).
uclU
Una localizaciéon x € L es una antimediana si y sélo si:

F(z) > F(y),Vy € L.

Se denota por AM al conjunto de las antimedianas.

En una red cualquiera N, el conjunto de los cuello de botella en sentido amplio
contiene al menos una antimediana. Por tanto evaluando la funcién F' en todos
los cuellos de botella podemos obtener AM N BA. Ademaés, la funcién F' es lineal
por pasos o0 a trozos en cada arista siendo los puntos de no linealidad los de alguna
de las distancias d(v(u), z). De donde se tiene que si a; y az son dos antimedianas
adyacentes y no existe ningtn cuello de botella entre ellos la subarista que los une
estd constituida por antimedianas.
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Proposicion

Si aj,ay € AM y (a1,a9) NBA = () entonces [a;,as] € AM.

Por tanto, el conjunto AM de las antimedianas de N se obtiene incorporando a
AMNBA las aristas o subaristas que unen dos puntos adyacentes de este conjunto.

Al considerar el problema del anticentro, invirtiendo el criterio utilizado para
formular el problema del centro, se puede optar por dos planteamientos distintos.
Se plantea simplemente como el problema de la maximizar la distancia del punto
de servicio al usuario mds cercano o al usuario més alejado.

e Si consideramos que se trata de una ubicacién que se prefiere que esté lo
mas lejos posible y consideramos el peor caso, en lugar de el caso medio, el
planteamiento consistirfa en maximizar la funcién:

G(z) = mind(v(u), x).

uelU

e Sin embargo, si se plantea maximizar, en lugar de minimizar, la funcién
objetivo del problema del centro se tiene que maximizar la funcién

G(z) = maxd(v(u), x)
uelU
lo que consiste en hallar la localizacién del servicio no deseable de forma que
maximice la distancia méxima de los usuarios al punto de servicio.

Por tanto hablaremos del problema del anticentro maximin o del anticentro
maximax, respectivamente, cuando necesitemos distinguirlos. En ambos casos, se
dice que la localizacién = € L es un anticentro si y sélo si:

G(z) > G(y),Vy € L.

En cualquier red NV los anticentros maximin o maximax se obtienen facilmente.
Si V' = U el anticentro maximin es el punto medio de la arista mds larga (pueden
existir varios anticentros si hay empates entre las aristas mds largas). En otro
caso, los anticentros maximin se encuentran entre los cuello de botella en sentido
amplio y los centros locales. El anticentro maximax estd en un cuello de botella
en sentido amplio ya que tiene que estar en un méximo relativo de alguna de las
distancias d(v(u),z). Ademds, estos son los tinicos anticentros posibles.
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Finalmente, el problema del anticentdian consiste en hallar la localizacién
del servicio no deseable de forma que maximice una combinacién lineal entre las
funciones objetivo de la antimediana y del anticentro. Sea 0 < A <1,y

H(z) = AF(z)+ (1 — N)G(x).
Una localizaciéon x € L es un anticentdian si y sélo si:
H(z) > H(y),Vy € L.

En cualquier red N el conjunto de los cuellos de botella en sentido amplio y
centros locales asociados a los usuarios contiene al menos un anticentdian, tanto
si la funcién objetivo del anticentro usada es la del problema maximin como si es
la del problema maximax.

4.1.2. La localizacion anti-Condorcet.

El concepto de localizacién anti-Condorcet surge al aplicar, en el modelo
estdndar de localizacién mediante votos, el criterio derivado de la solucién de
Condorcet a los servicios no deseables. Se expone, en primer lugar, una descripcion
y adaptacion resumida de los resultados equivalentes para servicios deseables de
los capitulos anteriores.

El sistema de preferencia estdndar de los usuarios es en principio el siguiente.
Dadas dos localizaciones x e y del servicio, cada usuario u prefiere la localizacion
que esté mas alejada, y sélo si las dos localizaciones x e y estdn a la misma distancia
del usuario u, este usuario se muestra indiferente entre ellas. Una solucién de
Condorcet es aquella para la que no existe otra preferida por una mayorfa absoluta
de usuarios. Manteniendo la notacién empleada anteriormente, el nimero de
usuarios que estdn mds lejos de y que de x, y que por tanto, prefieren la localizacion
en y que en z viene dado por

ly = x| = [{uel : d(v(u),y) > d(v(u), z)}|.
Por tanto se adopta la siguiente definicién de solucién anti-Condorcet.
Definicion
Una localizacion x € L es una localizacion anti-Condorcet de U en L

sty solo si:
ly = z| < |U|/2,Vy € L.
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Si el espacio L sobre el que estdn ubicados los usuarios del conjunto U con
respecto a los que se va a localizar un punto x teniendo en cuenta sus preferencias
es una red NN se tiene la primera definicién de este tipo aparecida en la literatura.

Definicién (Labbé, (1982) y (1990))

Un punto x € N es un punto anti-Condorcet en N si y solo si:

H{ueU:d(y,v(u) > d(z,v(u))}| <|U|/2,Vy € N.

Denotamos por AC' al conjunto de los puntos anti-Condorcet. EI conjunto
AC de una red puede ser vacio. Como ejemplo sencillo se utiliza bédsicamente la
misma red y el mismo caso que para servicios deseables. Se trata un tridngulo
equilatero con un usuario en cada vértice.

Los resultados obtenidos para determinar donde buscar, entre los puntos de
una red, las soluciones anti-Condorcet depende de la ubicacién y paridad del
nimero de usuarios. Como se trata de buscar las ubicaciones més alejadas de los
usuarios, se encontrardn intuitivamente en los vértices, preferentemente las hojas,
o los cuellos de botella donde se hace méxima la distancia a un usuario en el
interior de las aristas. Dado que todos los usuarios estdn en vértices, estos cuellos
de botella estdn asociados a vértices de usuario. En el caso de que el mimero de
usuarios sea impar, sélo los vértices y cuellos de botellas son efectivamente los
puntos que pueden contener soluciones anti-Condorcet, pero no ocurre lo mismo
si el mimero de usuarios es par.

El siguiente resultado aparecido en (Labbé, (1990)) establece que si el nimero
de usuarios es impar las soluciones anti-Condorcet de una red N estdn en los
cuellos de botella con respecto a usuarios, denotados por B, o las hojas de la red
(denotadas por H).

Teorema (Labbé, (1982) y (1990))
Si |U| es impar entonces AC C HU B.

En el capitulo 1, sélo se definié cuello de botella con respecto a un vértice sélo
en el interior de las aristas. Para que este resultado sea vélido, hay que considerar
tambien los vértices cuello de botella con respecto a un usuario, ademds de los
vértices hoja y los cuellos de botella en el interior de las aristas. Un cuello de
botella en el interior de una arista con respecto a un usuario es el punto del interior
de la arista donde la distancia al usuario alcanza su méximo. Extendiendo este
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principio para los vértices obtendremos la correspondiente definicién de vértice
cuello de botella. Por tanto, entendemos que un vértice v es cuello de botella
con respecto a un usuario u si es un méaximo relativo de su distancia a él; es
decir, si existe un € > 0 tal que Vo € B(v,¢) si & # v entonces d(z,u) < d(v, u).
Contraejemplos sencillos donde se observa la necesidad de contar con estos cuellos
de botella son, ademds del mismo contraejemplo aparecido en (Moreno, (1985))
que obligé a rectificar el concepto de centro local, los siguientes.

Contraejemplo 1

Sea el grafo de 5 vértices constituido por un cuadrado con sus dos diagonales
que se crucan en el centro. Un usuario en cada esquina del cuadrado y otro
en el centro. Sea cada lado del cuadrado de longitud 1 y las semidiagonales
de longitud 10. El anti-Condorcet es el centro del cuadrado, que no es hoja
ni cuello de botella.

Contraejemplo 2

Sea el grafo de 4 vértices constituido por un triangulo iséseles de altura 10 y
base 2 que tienen como vértices del grafo, los tres vértices del tridngulo junto
con el punto medio de la base y como aristas, ademés de las que conforman
los tres lados del triangulo, la altura. Consideremos que hay dos usuarios
en cada vértice del tridngulo y uno en el punto medio de la base. El anti-
Condorcet es el vértice superior del tridngulo, que no es hoja ni cuello de
botella.

Por tanto podriamos decir que, si el nimero de usuarios es impar, el anti-
Condorcet es un cuello de botella (en sentido amplio).

Teorema
Si |U| es impar entonces AC C BA.

Ahora bien si el nimero de usuarios es par puede ocurrir que existan puntos
anti-Condorcet que no sean vértices ni cuellos de botella. El ejemplo de (Labbé,
(1990)) muestra un caso en el que esto ocurre. La diferencia con el caso anterior
radica en que, al ser par el niimero de usuarios puede ocurrir, como en el ejemplo
mencionado, que la mitad de los usuarios prefieran el desplazamiento del servicio
en un sentido y la otra mitad en el otro.
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4.1.3. Algoritmo para el anti-Condorcet

El algoritmo bésico para determinar el conjunto de puntos anti-Condorcet en una
red es una adaptacion del Algoritmo 1, presentado en el capitulo 1 para encontrar
el conjunto de los puntos Condorcet de una red, que denominamos Algoritmo
ANTI-1. El algoritmo ANTI-1 consta, como el Algoritmo 1, de dos partes. El
algoritmo ANTI-1A que para el caso impar determina los vértices y cuellos de
botella que son anti-Condorcet, y el ANTI-1B, que, para el caso par, ademds de
aplicar el algoritmo ANTI-1A para determinar los vértices y cuellos de botella que
son anti-Condorcet determina los segmentos de aristas que son anti-Condorcet.

ALGORITMO ANTI-1

e Si |U| es impar aplicar el algoritmo ANTI-1A.
e Si |U| es par aplicar el algoritmo ANTI-1B.

Donde los algoritmos ANTI-1A y ANTI-1B comprenden los siguientes pasos.
ALGORITMO ANTI-1A

Paso 1

Determinar los cuellos de botella en sentido amplio BA. Tomar AC =
BA.

Paso 2
Comparar los puntos de AC' entre si y eliminar los dominados.
Paso 3

Comparar los puntos que quedan en AC con los deméds puntos y eli-
minar de AC' los dominados.

ALGORITMO ANTI-1B

Paso 1
Aplicar el algoritmo ANTI-1A para obtener los puntos cuello de botella
en sentido amplio que son anti-Condorcet.

Paso 2

Determinar los segmentos tales que el niimero de usuarios con funcién
de distancias creciente en el segmento es igual al de usuarios con funcién
de distancias decreciente en el segmento.
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Paso 3

Comparar los segmentos del paso 2 entre si aplicando un procedimiento
parlelo a los pasos 4, 5y 6 del algoritmo 1.

Mas en detalle, los pasos del algoritmo ANTI-1A son los siguientes

ALGORITMO ANTI-1A.

Paso 1

Tomar

AC — (.

Para cada vértice v € V' y cada usuario u sea r = d(v,v(u)). Si Vo' € I'(v)
es [(v,v") + d(v',v(u)) = r entonces anadir v a AC;

AC — AC U {v}.

Para cada arista [v;, v;] y cada usuario u € U sea

0 = S(d(vl), v) + (v3,03) — (v, 0(w).

Si 0 < 0 < I(v;,vj) entonces anadir p([v;,v,],0) a AC;

AC — AC U A{p([vi,v;],0)}-

Paso 2

Para cada par de puntos z,y € AC se calcula |y = x| y si |y > z| > |U|/2
entonces borrar x de AC;

AC — AC — {z}.

Si AC = () entonces la red no tiene puntos anti-Condorcet y finaliza el
algoritmo; en otro caso continuar con el paso siguiente.

Paso 3
Para cada punto z € AC hacer lo siguiente.

Para cada arista [v;,v;] € A sean {b1,bs, ..., bx} los cuellos de botellas in-
teriores distintos asociados a vértices con usuarios ordenados con distancia
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creciente a v;. Sea by = v; y byyq = v;. Para cada r = 0,1, ...,k se obtienen
los siguientes conjuntos:

{u € U : max{d(b,
{ueU:db,v(u)
U3 = {ueU:db.,v(u)
Us = {ueU:d(x,v(u)

w)), d(bpy1,0(w)} < d(z,v(u))}.
d(z,v(u)) < d(byy1,v(u))}.
A(@,0()) > d(brs, v(w))}-
min{d(b.,v(u)), d(bry1,v(u))}}

)
)

o
<
>
<

De estos conjuntos de usuarios se determinan:

Yu € Uy :t, =d(z,v(u)) —d(b,, v(u)).

Vu € Us:th =1(by,bq)— [d(x,v(u) — d(bryr,v(u))].

Se introducen los valores t;, y . en una lista T' y para cada t de la lista sea
wy = |UsUUy| = [{ueUs:tt <t} +|{uelUsy:t, <t}

Se recorre la lista 7" y si algin wy > |U|/2 se borra x de AC.

En el paso 1 se obtiene el conjunto inicial de candidatos a puntos anti-Condorcet
constituido por los cuellos de botella en sentido amplio. Se introducen en AC' los
vértices cuello de botella (que incluye a todas las hojas) y los puntos interiores a
la arista que son cuellos de botella.

Para determinar los vértices a introducir como cuellos de botella se pueden
introducir directamente los vértices hoja y aplicarles el test sélo al resto.

Para determinar los cuellos de botella en el interior cada arista [v;, v;] se con-
sideran los conjuntos de usuarios:

Up = {welU :d(vi,v(u)) = l(vi,v;) + d(vj,v(u))}.
Uy = {uelU :d(vj,v(u)) = l(v;,v;) + l(v;,v(w))}.

Estos conjuntos de usuarios estdn consituidos de la siguiente forma:

e U; es el conjunto de los usuarios tales que la distancia de un punto de la
arista al usuario es una funcién creciente en toda la arista.

e U, es el conjunto de los usuarios tales que la distancia de un punto de la
arista al usuario es una funcién decreciente en toda la arista.
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Para estos usuarios el valor de

= 0001 () =l 1)
es O(u) =0 o O(u) = l(v;, vj) y no determinan cuello de botella en el interior de
la arista. Los usuarios de U3 = U — (U; U U,) son los que determinan un punto
cuello de botella by;(u) sobre la arista, son los usuarios para los que

0 < 8(u) < l(v;,v;).

En el paso 2 se comparan los candidatos a anti-Condocet entre si eliminando
los dominados y en el paso 3 se comparan los puntos que quedan en AC' con los
demads puntos de .

En el paso 3, los posibles puntos anti-Condorcet que quedan en AC se com-
paran con cada uno de los segmentos de la red incluyendo de paso a los vértices
como extremos de alguno de esos segmentos. En este paso se toma cada punto
z€AC y cada segmento [a,b] de N. Los segmentos de una arista son la subarista
limitada por el primer extremo y el primer cuello de botella interior, las subaristas
limitadas por dos cuellos de botella interiores consecutivos, y la subarista limitada
por el ultimo cuello de botella interior y el segundo extremo.

Para cada segmento [a, b] los conjuntos U, Uz, Us y Uy usados en dicho paso
estdn constituidos de la forma siguiente:

e U; es el conjunto de los usuarios que van a preferir x a todo el segmento

[a, b].

U, es el conjunto de los usuarios que van a preferir un subsegmento (b— 6, 0]
al punto x.

Us es el conjunto de los usuarios que van a preferir un subsegmento [a, a+6)
al punto x.

e U, es el conjunto de los usuarios que van a preferir (a,b) al punto x.

No hay usuarios que prefieran un trozo interior a un segmento ya que la dis-
tancia desde un usuario a un punto a lo largo de un segmento es estrictamente
creciente o es estrictamente decreciente por lo que el usuario siempre preferird un
extremo al interior del segmento.

Las expresiones para de t; y de t; se obtienen para que el punto p([a,b],0)
para 0 =t o para § =t; sea indiferente a x cuando se da la igualdad

d(z,v(u)) = d(a +0,v(u)).
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e La expresion de ¢ se obtiene de considerar que

d(z,v(u)) = d(b,v(u)) +l(a,b) — t;.

o La expresion de t; se obtiene de considerar que
d(z,v(u)) = d(a,v(u)) +t;.

Para calcular los valores de w; se ordenan conjuntamente los valores ¢ y los
t,, en orden no decreciente en la lista T'. Inicialmente

wo = |Us UUy| = |a > z|

es el mimero de usuarios que prefieren una subarista [a, a+t;) o todo el segmento
[a,b] al punto x. Al recorrer la lista T se estan recorriendo los puntos y del
segmento de forma que:

e Cuando se encuentra un t; significa que termina uno de los trozos [a, a+t.}).

e Cuando se encuentra un ¢; significa que comienza uno de los trozos (a+t,,, b].

Si, para algun valor ¢ de la lista 7" sucede que w; > |U|/2 significa que mas de
la mitad de los usuarios prefieren el punto y = a + t al punto x.
Cuando ya se ha comparado un punto con todos los segmentos sin ser mejorado

ese punto es punto anti-Condorcet y se repite el paso 3 pero estudiando otro punto
de AC.

ALGORITMO ANTI-1B

Paso 1

Se aplica el algoritmo ANTI-1A iniciado con AC' = BAU V. Sea AC el
correspondiente conjunto de puntos anti-Condorcet.

Paso 2

Sea S el conjunto de los segmentos tales que el nimero de usuarios con
funcién de distancias creciente en el segmento es igual al de usuarios con
funcién de distancias decreciente en el segmento.
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Paso 3

Comparar cada segmento [a,b] de S con todos los segmentos de N para
determinar los subsegmentos de [a, b] que son dominados y eliminarlos de S.
El conjunto de subsegmentos S resultante y los puntos del paso 1 constituyen
los puntos anti-Condorcet de la red.

En el paso 1 se comparan todos los puntos cuello de botella en sentido amplio
y vértices entre si, y con todos los segmentos de N. Los puntos que no resultan
eliminados en este paso son puntos anti-Condorcet.

En el paso 2 se eliminan los segmentos que no pueden contener en su interior
puntos anti-Condorcet. Para el caso de facilidades no deseables, en los segmen-
tos |a,b] que pueden contener puntos anti-Condorcet en su interior se tienen que
cumplir que el nimero de usuarios con funcién de distancias creciente en un ex-
tremo es igual al nimero de usuarios con funcién de distancias decreciente en ese
extremo. Ya que si el mimero de usuarios que tienen una funcién de distancias
decreciente es mayor que el nimero de usuarios que tienen una funcién de distan-
cias creciente, el extremo a domina a todo el segmento. Y si ocurre al contrario,
es el extremo b el que domina a todo el segmento.

En el paso 3 se compara cada uno de los segmentos no descartados en el paso
2 con todos los segmentos de la red para detectar los trozos del primero que son
dominados por algin punto del segundo. La comparacién de dos segmentos entre
s para eliminar los trozos dominados de uno de ellos es similar a los pasos 4, 5y
6 del algoritmo para calcular los puntos de Condorcet lo tinico que varfa es que
ahora se prefieren los puntos mas alejados.

4.1.4. La solucién anti-Condorcet en los arboles

El problema del anti-Condorcet, como otros muchos problemas de localizacién en
general y de localizacién mediante votos, tiene mas facil solucién en redes sencillas
como los drboles. Los procedimientos de solucién tratan de aprovechar que los
drboles cumplen ciertas propiedades como son las siguientes. Para dos puntos
cualesquiera de un &arbol existe un tnico camino que los une. Un didmetro de
un arbol es un camino de longitud maxima; que siempre une dos vértices hoja.
Si un vértice hoja es el extremo de un didmetro y no hay una mayorfa de los
usuarios que estén mas alejados del otro extremo del didmetro entonces es un
punto anti-Condorcet.
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Teorema (Labbé, (1990))

Sea N un drbol. Sea P(v;,v;) un didmetro que une los vértices hoja v; y v;.
Si
{u € U:d(v(u),v;) > d(v(u),vi)}| < [U]/2

entonces v; es un punto anti-Condorcet; v; € AC.

Ademas si el niimero de usuarios es impar entonces los extremos de los didme-
tros que cumplen la propiedad anterior son los tinicos puntos anti-Condorcet

Teorema (Labbé, (1990))

Sea N un drbol. Si |U| es impar entonces:

AC =A{v; € V : d(vi,v;) = mzeaa&d(u,v), lv; = vi| <|U|/2}

De estos resultados se obtiene un algoritmo eficiente para determinar un punto
anti-Condorcet en un arbol. El algoritmo de Handler (Handler, (1973)) para
hallar el centro absoluto de un drbol se puede adaptar para determinar todos los
didmetros del drbol. El centro absoluto de un grafo es el punto del grafo que hace
méxima la distancia al vértice mds alejado. En (Handler, (1973)) se muestra que
el centro absoluto se encuentra en el punto medio de cualquier didmetro del darbol.

El didmetro de un drbol T es:

S = d = d .
max d(z, y) = max d(u, v)
Para obtener un didmetro de un arbol 7" basta tomar un punto z cualquiera y
determinar el punto y més alejado a x, y luego el punto z més alejado a y. Los
puntos y y z son vértices hoja y el camino que los une es un didmetro; ademés su
punto medio c es el centro absoluto del darbol; es decir el punto ¢ € T tal que:
d = mi d =0/2.
wg o) = niprgpdev) =9/
Para determinar todos los didmetros de un drbol podemos proceder de forma
similar. Se toma un punto cualquiera, por ejemplo un vértice vy. Se determina el

conjunto V; constituido por los vértices a distancia méxima de vy. Entonces V;
estd constituido por los vértices hoja:

Vi ={v eV :d(vy,v) = maﬁcd(vo,u)}.
ue
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Se vuelven a tomar cada uno de los vértices de V; y se determina el conjunto de
vértices méas alejado. Estos vértices constituyen otro conjunto de vértices V5 de

forma que la distancia entre cada uno de ellos y un vértice de V; es el didmetro
del &rbol.
Vo={veV:d,v)= magcd(vl,u),vl e i}
ue

Los caminos que unen cada par de vértices distintos del conjunto V3 U V4 son
todos los didmetros (en general, los conjuntos Vi y V, son disjuntos, pero si vy
coincide con el centro entonces estos conjuntos coinciden Vi = V3).

A partir de estos resultados se obtienen los algoritmos para determinar uno o
todos los puntos anti-Condorcet de un drbol. El algoritmo ANTI-1T encuentra
todos los puntos anti-Condorcet de un drbol que se encuentren situados en un
vértice hoja. Si |U| es impar estos puntos son todos los puntos anti-Condorcet
del drbol. En Labbé (1990) se propone un élgoritmo que sélo encuentra un punto
anti-Condorcet.

ALGORITMO ANTI-1T
Paso 1

Usar la adaptacién del algoritmo de Handler para determinar todos los
didmetros P(v;,v;) del drbol N.

e Sea vy un vértice cualquiera. Sea V; el conjunto de vértices (hojas) a
distancia méaxima de vy. Es decir

Vi ={v eV :d(,v) = ma‘?d(vo,u)}
ue
e Sea 1} el conjunto de vértices (hojas) a distancia méxima de un vértice
(hoja) de V;. Es decir
Vo={v eV :dun,v)= ma,écd(vl,u),vl e Wi}
ue
e Todo camino que une v; y vy es un didmetro, Vv, € Vi,v9 € Va2 con
1 7é V2.
Paso 2
Para cada didmetro D(v;,v;) calcular:
pij = {uel : d(u,v;) < d(u,v;)}|
Si p;; < |U|/2 entonces v; es un punto anti-Condorcet.

Si pi; > |U|/2 entonces v; es un punto anti-Condorcet.
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4.1.5. Otras soluciones para servicios no deseables

Paralelamente a la introduccién de los conceptos de solucién de Simpson y solucién
plural a partir de la solucién de Condorcet se pueden deducir del concepto de punto
anti-Condorcet tanto la solucién antiplural como la solucién anti-Simpson de la
siguiente forma.

Definicién

Un punto x € L es un punto anti-Simpson si:

Vy € L : max |z = z| <max |z > y|.
z€L z€L

Los resultados y procedimientos son similares usando como puntuacién anti-
Simpson de un punto z € L la dada por la férmula:

S(z) = .
(@) = maxy - o

La solucién antiplural es la localizacién tal que no existe ninguna otra loca-
lizaciéon més lejana a un mayor nimero de usuarios.

Definicién
Un punto x € N es una solucion antiplural si:

VyeL:|y>z| <|z>yl

Igual que con los puntos de Condorcet, la definicién de punto anti-Condorcet
se puede extender para definir la localizacién ay-anti-Condorcet.

Definicién
Se dice que un punto x € L es un punto ay-anti-Condorcet si y sélo si

{ueU:d(y,v(u)) >a+dx,v(u)} <|U|,Vy € L.

Se obtienen resultados y procedimientos similares a los de los puntos a--
Condorcet.

De la misma forma se puede proceder a extender el concepto usando los
pardametros «a, (3, 7 y 6 para analizar el concepto de soluciones a3vy-anti-Condorcet,
adantiPlurales, Tolerante antiSimpson, Tolerante anti-Condorcet, etc.
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4.2. Localizacion de conjuntos mediante votos.

La localizacién de conjuntos mediante votos se ocupa de la aplicacién de los
criterios derivados de los procesos de votacién cuando las soluciones alternativas
estdn constituidas por conjuntos de puntos. En este apartado se considera la
extension de los resultados anteriores sobre la localizaciéon de puntos mediante
votos a los problemas en los que se trata de ubicar un conjunto de puntos servicio
en lugar de un tnico punto. Por tanto se analizan los conceptos de solucién, y
los correspondientes resultados, cuando se extienden a conjuntos los conceptos de
puntos de Condorcet, Simpson, soluciones plurales, etc.

En la localizacién de conjuntos mediante votos no se puede contemplar la posi-
bilidad de que todos los conjuntos de puntos sean soluciones alternativas puesto
que la mejor solucién consistiria en un conjunto con tantos puntos de servicio
como usuarios donde que cada usuario elegiria el punto de localizacién que més le
convenga. Generalmente se tiene fijado, por cuestiones de indole presupuestarias,
el nimero p de puntos a ubicar. Cuando p es mayor que 1 se tiene un problema
de localizacién de conjuntos. Por tanto, se considera como solucién de Condorcet
de este problema a aquellos conjuntos de p puntos de localizacién para los que no
existe otro conjunto, también de p puntos, que sea preferido por méas de la mitad
de los usuarios. A este problema se le denomina problema del conjunto p Condorcet
o problema mailtiple de Condorcet (frente al problema de la localizacién de un sélo
punto que se denomina problema simple de Condorcet).

Por tanto, se denomina conjunto de Condorcet a aquel conjunto de puntos de
localizacién para el que no existe otro de su mismo tamano que sea preferido por
mas de la mitad de los usuarios. Andlogamente, se establece como conjunto de
Simpson aquél para el que el mayor nimero de usuarios que prefiere otro conjunto
de su mismo tamano es minimo, entre los conjuntos de su tamano. Por tltimo,
se consideran los conjuntos plurales y los conjuntos de sequridad definidos de
forma similar; teniendo en cuenta la comparacién por la preferencia de la mayoria
simple del conjunto de usuarios, entre conjuntos de un tamano fijo. Finalmente
se plantean las extensiones que, de forma similar a los puntos de Condorcet,
los puntos de Simpson y los puntos soluciones plurales, surgen al usar umbrales
comunes para la indiferencia.

4.2.1. Antecedentes.

Como antecedentes de la localizacién de conjuntos mediante votos sélo se
pueden citar algunos trabajos con problemas indirectamente relacionados con es-
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tas cuestiones. Los conceptos correpondientes a los problemas de localizacién de
conjuntos mediante procesos de votacién no aparecen explicitamente en la lite-
ratura sobre localizacién. Sin embargo, en (Hakimi, (1990)) se consideran una
serie de problemas de localizacién competitiva dentro de los que algunos casos
especiales se aproximan al modelo de localizacién pCondorcet aqui considerado
que se puede considerar incluido.

Hakimi da una interpretaciéon econémica de los pesos de los vértices y de las
longitudes de las aristas considerando que w(v) es la demanda del vértice v y
[(a) es el coste del transporte por unidad de servicio a lo largo de la arista a.
Considera que pueden haber dos o més suministradores del servicio que compiten
por capturar la demanda de los vértices. En el modelo general se parte que hay
situadas p localizaciones X, = {1, %2, ..., z,} del servicio y se pretende establecer
r nuevas localizaciones Y, = {y1,vs, ..., ¥} que van a competir con las p loca-
lizaciones existentes. Se considera que en las circunstancias reales pueden haber
dos tipos de servicios: los servicios esenciales (hospitales, bomberos, escuelas, ...)
y los servicios no esenciales (restaurantes, tiendas de ropa, ...). En el caso de
servicios esenciales la demanda del servicio no depende de la distancia del usuario
al servicio pero para los servicios no esenciales la demanda puede ser funcién de la
distancia. En particular, se habla de preferencias binarias cuando un usuario elige
el servicio mds proximo a él y de preferencias proporcionales del cliente cuando
la eleccion es una funcién de las distancias relativas. Del desarrollo de Hakimi, el
modelo que més se ajusta al planteamiento de la localizaciéon de un conjunto de
p puntos con el criterio de Condorcet, es el problema de la localizacién en redes
de demandas no esenciales con preferencias binarias.

4.2.2. El Modelo

El modelo de la localizacién mediante votos para puntos se extiende a la lo-
calizacién de conjuntos de la siguiente forma. Se considera ahora que el nimero
de puntos de servicios que se desea establecer no es sélo uno, sino que se van a
determinar p localizaciones para un unico servicio. La cuestién de interés para
la localizaciéon de un conjunto de p puntos de servicio serd el mimero de usuarios
que prefiere un conjunto X a otro conjunto Y también de p puntos de localizaciéon
propuestos como alternativa. Por tanto, si ante un conjunto de p localizaciones
X = {zy1,x,...,2,} para un servicio, se propone otro conjunto de p localizaciones
Y = {y1,y2, ..., yp } como alternativa entonces las nuevas ubicaciones han de com-
petir con las anteriores en las preferencias del conjunto de usuarios.
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Cada usuario prefiere que el servicio esté cuanto més cerca mejor, por tanto
ante ambas alternativas preferird aquella que tenga el punto de servicio més cer-
cano. Si se da un empate entre las distancias del usuario a dos puntos de locali-
zacion distintos, manifiesta una indiferencia entre ellas; no manifiesta preferencia
por ninguna de ellas. La propuesta es rechazada cuando una mayoria suficiente
de usuarios tiene preferencia por otra alternativa. Distintas formas de establecer
cuando se tiene una mayorfa de rechazo significativa da lugar a distintos pro-
blemas. A este modelo también se puede incorporar la existencia de umbrales de
indiferencia no nulos dando lugar a estructuras de preferencias de tipo de semior-
den.

Se tiene un conjunto U de usuarios y un conjunto L de posibles ubicaciones o
localizaciones para un servicio en una red N. Al igual que en el modelo simple
el conjunto U de usuarios es finito, y aunque puede incluir puntos interiores, se
supone que siempre estan ubicados en vértices, U C V, siendo el caso estdndar
cuando hay un usuario en cada vértice, U = V. Por otro lado el conjunto L de
posibles ubicaciones puede ser tanto un conjunto finito como infinito. Si L es
un conjunto finito, cabe decir lo mismo que para el conjunto de usuarios; puede
ser cualquier conjunto finito de puntos pero usualmente son vértices y en el caso
estandar discreto o finito es L = V . Si el espacio de localizaciones L es infinito
suele ser de tipo continuo pero puede incluir s6lo parte de las aristas (e incluso
excluir parte de ellas como subaristas). Sin embargo, el caso estdndar se presenta
cuando todo el conjunto de puntos de la red es el conjunto de posible ubicaciones,
L = N. Por tanto se tienen dos modelos estdndares, en el caso discreto o finito
es U =L =V yen el caso infinito o continuo se tiene U =V y L = N.

Cuando se consideran servicios a localizar en un sélo punto, cada usuario
utiliza para establecer sus preferencias la distancia al punto donde se establece
el servicio. Si la distancia entre un usuario u y el punto de localizacién x viene
dada por la fucnién d(u, x), el usuario prefiere la localizacién en otro punto y a
la localizacién en z si d(u,y) < d(u,z). La cantidad de interés para rechazar la
localizacién en x por comparacion con la localizacién en otro punto y es el mimero
de usuarios que prefieren la localizacién en el punto y a localizacién en x denotada
por:

ly < z|:=[{ueU:du,y) <du,z)}|

Para conjuntos de localizaciones se utiliza una notacién algo més explicita, que
para puntos simples. Utilizando esta nueva notacién para puntos, denotarfamos
por U(y < z) al conjunto de usuarios que prefieren el punto y al punto z; es decir,

Uly<z)={uelU:duy) <d(u,z)}.
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A partir de estos conjuntos, la cantidad de usuarios que prefieren y a = viene dada
por el cardinal de este conjunto que se denotaria por W(y < z), que coincide con
ly < x| en la notacién usada para puntos. Por tanto,

W(y <a) =[Uly <z)| = {ue U:duy) <d(u,z)}| =y < x|

Al considerar servicios a localizar en un conjunto de puntos, se debe considerar
la distancia de un usuario v a un conjunto de puntos de localizacién Z que viene
dada por

d(u,Z) =min{d(u,z): z € Z} = gleiéld(u, z).

Por tanto, dados los conjuntos Y y X de puntos de localizacién del servicio, el
conjunto de usuarios que prefieren Y a X es el de los que tienen un punto de Y
maés cerca que cualquiera de X y viene dado por

UY <X)={ueU:du,Y) <du,X)}.

Ademsds, los usuarios que prefieren el punto de localizacién y al conjunto X son
los que prefieren y a cualquier punto de X, es decir,

Uly=<X)= ﬂ Uly<z)={uelU:du,y) <du,X)}.

zeX

Y por tanto, el conjunto de los usuarios que prefieren el conjunto Y al conjunto
X es el de los usuarios tales que ante cualquier punto x de X existe un punto
y(x) de Y que esta mas cerca y que puede ser distinto para cada usuario u y cada
localizacién z. Luego, el conjunto U(Y < X)) se puede obtener por:

UY=<X) = gyU(y<X): gy DXU(y<a:):

={uelU:VxeX,JyeY duy) <du,x)}.

Es evidente, que para establecer una condicién paralela a la de puntos de
Condorcet para definir los conjuntos de Condorcet no se deben contemplar las
comparaciones con todos los conjuntos de localizaciones como alternativas para
establecer el servicio. Debemos restringir estas comparaciones a aquellas que sean
de caracteristicas comparables en el resto de los aspectos a tener en cuenta. La
cuestién bdsica para ello es, en principio, el nimero de puntos de localizaciéon
a establecer, por lo que sélo se tendrian en cuenta alternativas constituidas por
la misma cantidad de localizaciones. En un contexto mds realista se podrian
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contemplar otras medidas de las localizaciones adoptadas en términos del coste u
otras caracteristicas relevantes de las localizaciones seleccionadas, como podrian
ser ciertas restricciones impuestas por normativas sobre el tipo de servicios a
establecer. Estas restricciones pueden implicar zonas prohibidas de localizaciéon
pero también suelen hacer referencia al niimero y magnitud de las localizaciones,
o la distancia entre ellas, lo que puede variar de una zonas a otras.

La cantidad de usuarios que prefieren el conjunto de localizaciones Y a las
localizaciones de X se denota por W(Y < X) y viene dada por:

WY <X)=lUY <X)|=HueU:duY)<du X))} =Y < X|.

Si las ubicaciones de los usuarios vienen dados por los pesos w(v) de los vértices
v de la red, que representa el niimero de usuarios que estdn ubicados en cada
vértice, entonces la cantidad de usuarios que prefieren Y a X es:

WY <X)= Z w(v),
veV(Y<X)
donde, siguiendo una notacién similar, denotamos

VY <X)={veV:duY)<d X)}.

Una forma equivalente de establecer formalmente el modelo consiste en usar
los conjuntos de puntos de ubicaciéon que son capaces de captar a los usuarios ya
atendidos por un conjunto. Se denota por Z(v: X)={z € L :d(v,z) <d(v,X)}
a las ubicaciones que captan a los usuarios ubicados en v frente al conjunto de
localizaciones X. Los usuarios ubicados en v preferirdn un punto de servicio del
conjunto alternativo de localizaciones Y a las localizaciones de X si y sélo si
YNZ(v:X)#0. Por tanto

VY <X)={veV:YNZv:X)#0}

Los conjuntos Z(v : X) indican las ubicaciones que hay que tener en cuenta al
buscar alternativas que salgan beneficiadas en una comparacién con X.

4.2.3. Conjuntos de Condorcet.

Para establecer la definicién de conjunto de Condorcet debemos adoptar una
formalizacién similar a la del punto de Condorcet. Un punto x es un punto
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Condorcet si el nimero de usuarios que prefieren otro punto y es menor que la
mitad de los usuarios. Formalmente la localizacién x es de Condorcet en el espacio
L con respecto al conjunto de usuarios U si:

Vye L:|ly<z|=W(y<z) <|U|/2 <:)mea£<W(y<x)§ |U|/2.
Yy

Denotando por C' al conjunto de los puntos de Condorcet se tiene:

C={zeLl:Wy=<z) < |U|/2,Vy€L}:{xGL:m3£<W(y<x) <|U|/2}.
Yy

Por tanto, un conjunto de p puntos X es un conjunto p Condorcet si el mimero
de usuarios que prefieren otro conjunto Y de p puntos es menor que la mitad de
los usuarios. Formalmente adoptamos la siguiente definicién:

Definicién
Un conjunto de p puntos X C L es un conjunto pCondorcet en el espacio
de localizaciones L con respecto al conjunto de usuarios U si, VY C L, se
tiene que

YV|=p= W <X)<|U|/2

Si se denota por C, a los conjuntos p-Condorcet entonces
Co={XCL:|X|=pyW(X <X)<|U|/2,¥Y C L:|Y|=p}.

Para obtener una notacién més fielmente paralela a la de los puntos de Condorcet
denotamos por LP a los conjuntos de p puntos de localizaciéon; es decir

P ={X CL:|X|=p}
Entonces un conjunto p-Condorcet es un conjunto X € L? tal que

mz}ﬁW(Y% X) <|U|/2

Ye
y expresar el conjunto de los conjuntos p-Condorcet por
Cp, = {Xell: WY <X)<|U|/2,VY € LP} =
= {Xell: WY <X)< 2}.
{X e L7 max W(Y < X) < |U|/2}
En general, sin necesidad de especificar el tamano del conjunto, podemos decir
que un conjunto cualquiera de puntos de localizacién X es de Condorcet si el

nimero de usuarios que prefieren otro conjunto Y de su mismo tamano no es
mayor que la mitad de los usuarios.
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Definicién
Un conjunto de puntos de localizacion X C L es de Condorcet en L con
respecto a U si y sdlo si VY C L se cumple

Y|=|X|=W({ Y <X)<|U|/2.

Entonces los conjuntos de Condorcet son los X C L que verifican:

max W(Y < X) < |U|/2.
Y |=[X]

que son los de la familia:

(XCL:WY <X)<|U|/2VY|= X[} =],
p=1

4.2.4. Conjuntos de Simpson.

De forma similar a lo que ocurre con los puntos de Condorcet, es frecuente
encontrarse con casos donde no se puede encontrar ningin conjunto pCondorcet,
para diversos valores de p. En tales circunstancias cabe plantearse cual es la
mayor cantidad de usuarios que se puede establecer como mayoria suficientemente
cualificada como para rechazar una alternativa de localizacién de forma que exista
al menos una propuesta que no pueda ser rechazada. De esta forma, incluso en
los casos en que exista localizacién de Condorcet, se establece el concepto de
localizacién de Simpson.

Cuando sé6lo se consideran localizaciones del servicio en un sélo punto, una
localizacion de Simpson es aquella para la que el nimero méximo de usuarios
que prefieren otra localizacién es lo menor posible. Formalmente, con la notacién
ahora empleada, el punto = es una localizacién de Simpson en el espacio L con
respecto al conjunto de usuarios U si:

Vye L:maxW(z<2z) <maxW(z<y).
z€L zeL
En otros términos, el conjunto de puntos de Simpson S se puede expresar por;

S = argminmax W (z < x)
xel zeL

Para el caso de la localizacién de servicios a ubicar en conjuntos de puntos
tendremos el concepto andlogo de conjunto de Simpson. Dada una ubicacién para
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el servicio constituida por un conjunto X de puntos de localizacién del servicio,
llamaremos oposicion de X a la mejor alternativa que se puede enfrentar a él, con
el mismo niimero de ubicaciones.

Definicién
Un conjunto de puntos de localizacion Y C L es la oposicion del conjunto
X C L para el conjunto de usuarios U si y sélo si |Y] = |X]|y

W(Y < X)>W(Z<X),Y|Z|=|X|,Z CL.

La oposicién de un conjunto de ubicaciones X coincide con lo que Hakimi
denomina X -medianoide. FEn otros términos, si por Y (X) representamos a la
oposicién de X, podemos expresarla por

Y (X) =arg max W(Y < X).
YeLlXI

Por tanto, si se pretende oponer a las ubicaciones X para el servicio una
alternativa de localizacién Y con la misma cantidad de localizaciones, que sea
preferida por el mayor nimero de usuarios posibles, ésta debe ser la oposicién de
X. Si deseamos ubicar el servicio en un conjunto de p puntos servicio X tales que
si se propone otra alternativa de p ubicaciones, la cantidad de usuarios a su favor
sea minima estamos optando por la denominada solucién de Simpson.

Definicion

Un conjunto de puntos de localizacion X C L es un conjunto Stmpson si
y solo si

W(Y(X) < X)<W(Y(2) < 2),YZ C L,|Z| = |X|.

En otros términos, deshaciendo el concepto de oposicién, el conjunto X C L
es un conjunto de Simpson si

max W(Y < X)= min max W(Y < Z).
YeLlXl ZeLl Xl yerlX|

El valor de este maximo rechazo se denomina puntuacién de Simpson, expresado
por:
W*(X) = max W(Y < X).

YeLlX]
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Entonces un conjunto de localizaciones es solucién de Simpson si alcanza la minima
puntuaciéon de Simpson entre los de su tamano.

Si se tiene establecido el tamano p del conjunto de localizaciones en las que
ubicar el servicio disponemos del concepto de conjunto pSimpson. Los conjuntos
pSimpson son aquellos conjuntos de p localizaciones para las que el niimero maxi-
mo de usuarios que prefieren otro conjunto de p localizacién es lo menor posible.
Formalmente establecemos la siguiente definicién.

Definicién
Un conjunto de puntos de localizacion X € LP es un conjunto pSimpson

sty solo si

X = arg min max W(Y < 7).
ZELP YeLP

Por tanto, denotando por S, a los conjuntos p-Simpson se tiene que

Sy = {X el WY(X)<X)= ;an W(Y (Z) < Z)} )
cLp
Hakimi los denomina centroides porque se trata de las soluciones de un problema
minimax. El problema de pSimpson es el problema minimax:

min max W (Y < X).

XeLrYeLr
La solucién es el conjunto de p localizaciones con menor puntacién de Simpson.

De la misma forma que ocurre con los puntos de Condorcet y de Simpson,

para cualquier tamano p del conjunto de puntos donde establecer el servicio, no
siempre existe un conjunto pCondorcet y si existe al menos un conjunto pSimpson.
Pero no todo conjunto pCondorcet, en caso de existir, es conjunto pSimpson, ni
un conjunto pSimpson tiene porque ser pCondorcet. Sin embargo, si un con-
junto X es pSimpson y su puntacién no llega a la mitad de usuarios es también
pCondorcet, y si existe algin conjunto pCondorcet entonces todo pSimpson es
también pCondorcet.

4.2.5. Conjuntos Plurales.

El concepto de solucién plural surge al sustituir en la solucién de Condorcet el
concepto de mayorfa absoluta por el de mayorfa simple, es decir considerar como
condicién para rechazar una propuesta de localizacién del servico el que exista
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otra localizacién alternativa que pueda ser preferida por una mayoria simple de
usuarios. Ademds el concepto de conjunto plural debe coincidir con la extensién
natural del concepto de solucién plural para la localizacién de un tnico punto
de servicio. Un punto x es una localizacién plural si el nimero de usuarios que
prefieren otro punto y es menor que los que prefieren a z. Formalmente la lo-
calizacion x € L es solucién plural en el espacio L con respecto al conjunto de
usuarios U si:
Vye L:W(y <z) <W(z<y).

Si P denota al conjunto de los puntos plurales entonces
P={xeL:Wy<z) <W(x<y),Vy e L}

Por tanto, un conjunto de puntos de localizacién X serd una solucién plural si el
nimero de usuarios que prefieren otro conjunto de localizaciones Y, de su mismo
tamano, nunca es mayor que los que prefieren a X. Formalmente adoptamos la
siguiente definicién:

Definicién
El conjunto X C L es una solucion plural en el espacio de localizaciones

L con respecto al conjunto de usuarios U si:

VWCL:|Y=|X|=WY<X)<WX<Y).

Si el tamano del conjunto de localizaciones estd fijado en un nimero p de
puntos en los que ubicar el servicio obtenemos el concepto de conjunto pplural.
Los conjuntos pplurales son los conjuntos de p localizaciones para las que no
existe otro conjunto de p localizaciones que es preferido por una mayoria simple
de usuarios. Formalmente establecemos la siguiente definicién.

Definicion

Un conjunto de puntos de localizacion X € LP es un conjunto pPlural si
y solo si

VWWelP : WY <X)<W(X<Y).
Por tanto, si se denota por F, a los conjuntos p-plurales se tiene que

P={Xel’: WY <X)<W(X <Y),VY € L}.
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Siguiendo el paralelismo con la obtencién del concepto de conjunto de Simp-
son desde el de conjunto de Condorcet se establece el concepto de conjunto de
sequridad o de Copeland sustituyendo en el concepto de solucién de Simpson la
mayoria absoluta por mayorfa simple. Se define una puntuacién similar a la de
Simpson, denominada puntuacion de sequridad y denotada por

W(X) = max [W(Y < X) = W(X < V)]

Entonces los conjuntos plurales son los que tienen una puntuacién de seguridad
no positiva y los conjuntos pplurales vienen dados por:

P,={XeL’:W(X)<0}.

Un conjunto de seguridad o de Copeland es el que hace minima la puntuacién
de seguridad entre los de su tamano.
Definicién
Un congunto de puntos de localizacion X C L es un conjunto de Seguridad
sty solo si,
W'(X)= min W'(Y)
[Y]=|X]
Por tanto, los conjuntos de pseguridad son los conjuntos X donde se alcanza la
puntuacién de seguridad minima en LP. Por tanto, fijado el nimero p de puntos
a localizar, se definen los conjuntos de pseguridad.

Definicién
Un conjunto de puntos de localizacion X es un conjunto pSeguridad si y

solo si,
X =arg min W'(Y).

YeLP

Por tanto, denotando por K, a los conjuntos pSeguridad se tiene
K,={XelLl - W(X)= }I/nan W'(Y)}.
cLp

El concepto de oposicion a un conjunto de localizaciones X usando la mayoria
simple, es el del conjunto Y con su mismo tamano en el que se alcanza la pun-
tuacién de seguridad W’(X). Por tanto, la oposicidn a X con mayoria simple es

el conjunto
Y'(X)=arg max W(Y < X)—-W(X <Y)].

[Y[=|X]|
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4.2.6. Conjuntos Tolerantes

Los conceptos de conjuntos de localizacién mediante votos anteriores se ex-
tienden al contemplar la posibilidad de que exista un umbral de indiferencia comin
« para todos los usuarios de forma que cualquier usuario es indiferente ante dos
localizaciones del servicio si la diferencia de la distancia a ellos no es mayor que
a. A los conceptos que surgen al aplicar los conceptos de solucién de Condorcet,
de Simpson, plurales o de seguridad para determinar el conjunto de localizaciones
elegido, cuando se utiliza un umbral de indiferencia «a, se les denominan con-
juntos aCondorcet, aSimpson, aPlurales o de aSeguridad respectivamente. Los
correspondientes a los valores m&s pequenos de a para los que existe solucién se
denominan tolerantes.

Con una notacién paralela a la utilizada anteriormente en este capitulo pode-
mos expresar al conjunto de los usuarios que prefieren la localizacién del servicio en
el conjunto X a la localizacién en el conjunto Y, usando el umbral de indiferencia
comun ¢, como

U Y <X)={vueU:du,Y) <d(u,X)— a}.
Del mismo modo, la cantidad de usuarios que prefieren Y a X es:
Wo(Y <X) =Y <. X|=1U,Y < X)|.

Se definen las puntuaciones de aSimpson y de aSeguridad por:

Wi(X) = |)I/I‘lzaﬁ)c(lVVa(Y<X)
WiL(X) = |)£I‘lji§(|[WQ(Y‘<X)_Wa(X‘<Y)]..

Por tanto consideramos las definiciones siguientes:
Definicién

El conjunto X C L es aCondorcet en L con respecto U si y sdlo si,
Wi(X) < |U]/2.

Definicién
El conjunto X C L es aStmpson en L con respecto U si y solo si,

WH(X)= min W:(Y)

a
[YI=[X]
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Definicién
El conjunto X C L es aplural en L con respecto a U si y sélo si, W, (X) <
0.

Definicién
El conjunto X C L es de aSeguridad en L con respecto a U si y sdlo st,

W, (X)= min W_(Y)

Fijado el nimero p de puntos a localizar, denotamos los conjuntos de LP que
son conjuntos aCondorcet, aSimpson, aplurales o aCopeland respectivamente
por CF, S, Py y K. Estos conjuntos se obtienen por:

Cy = {X el Wi(X)<|U|/2}.
(0% S p . _ : *
Sy = {XelP: X= arg min Wi(Y)}.

PY = {Xel’:W,(X) <0}

a D . — ; !
Ky = {Xel’: X = arg min W, (Y)}.
Los conjuntos ptolerantes de Condorcet y ptolerantes plurales son los correspon-
dientes a los valores minimos de a que garantizan la existencia de conjuntos

pCondorcet y pplurales respectivamente. Denotados estos conjuntos por T'C), y
TKp.se tiene:

TC, = Cp para o =arg 15121101{04 Oy # 0}

TF, = P para a=arg Io{lzigl{a cPY# 0}

4.2.7. Otras Extensiones

Otras extensiones derivadas del modelo generalizado presentado en el capitulo
3 se pueden aplicar a la localizacién de conjuntos mediante votos. Por ejemplo,
si se considera una mayoria de rechazo distinta de la mayoria absoluta usando el
valor del pardmetro vy que puede ser distinto de 1/2. Un conjunto X de puntos es
ayCondorcet si

max Wy (Y < X) <~|U|.
max WalY < X) <910
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Estas soluciones estdn relacionadas con los conjuntos aSimpson ya que, para
cada p y cada valor de a, los conjuntos aSimpson de tamano p son los conjuntos
ayCondorcet de tamano p para el menor  para el que dicho conjunto es no vacio;
es decir para

*=min{y: ayC # 0}

4.2.8. La programacion lineal.

En este apartado se analiza el uso de las técnicas de Programacién Lineal en la
localizacién mediante votos. El objetivo inicial serfa la formulacién del problema
del conjunto de Condorcet en términos de la Programacion Lineal Entera. Esta
forma de abordar el problema sigue la linea propuesta en (Dobson y Karmarkar,
(1987)) al tratar de poner un problema de localizaciéon competitiva en forma de
problema de programacién lineal. El objetivo final es determinar un modelo lineal
para el problema de un conjunto de a-yCondorcet de p puntos y su aplicacién en
la resolucién del problema.

El contexto de la localizacién competitiva se describe en términos de una firma
primeramente establecida y una firma competidora que se establece en segundo
lugar que entonces compiten por captar a los clientes. La formulacién de los
problemas de localizacién competitiva se realiza como una optimizacién en tres
pasos:

e ¢l problema de optimizacién del cliente,
e ¢l problema de optimizacién de la firma competidora y

e ¢l problema de optimizacién de la firma existente.

En los problemas de localizacién mediante votos se tiene de forma paralela a
los usuarios, la ubicacién alternativa y la ubicacién propuesta.

e El problema de optimizacion de cada usuario, una vez conocida la ubicacién
propuesta y la alternativa, consiste en elegir el punto de servicio preferido.

e El problema de optimizacién de la alternativa consiste en, dada la locali-
zacion propuesta determinar la localizacién alternativa que serfa preferida
por mas usuarios.
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e El problema de optimizacién de la propuesta consiste en determinar la locali-
zacién de forma que la mejor alternativa que se puede ofrecer seria preferida
por el menor niimero de usuarios.

Siguiendo la notacién empleada por Dobson y Karmarkar para definir el mo-
delo identificamos los términos del modelo discreto siguientes. Sea m el mimero
de localizaciones posibles para el servicio y n el nimero de puntos donde estédn
ubicados usuarios. Sea dj; la distancia entre el i-ésimo punto de posible ubicacién
del servicio y el k-ésimo punto con usuarios siendo wy el nimero de usuarios en
este punto.

La ubicacién del servicio propuesta X consiste en un conjunto de localizaciones
posibles identificadas por un vector booleano x y la ubicacién alternativa Y es
identificado por el vector y, ambos de tamano m. Las variables booleanas z; e
y; indican si la ubicacién propuesta o la alternativa incluye o no al punto de
localizacién i-ésimo. La variable booleana zj; expresa si los usuarios situados en
el k-ésimo punto con usuarios acuden a la localizacién i-ésima. Por tanto, las
ubicaciones propuesta y la alternativa vienen dadas por los vectores de variables
booleanas x e y, y la asignacién de usuarios por la matriz de variables booleanas
Z.

El problema de optimizacion de los usuarios consiste en, conocida la ubicacién
propuesta dada por el vector de valores T para las variables x y la ubicacién
alternativa dada por 7, elegir el punto de servicio més cercano a cada uno. Se
denota Usu(T,7) al problema de optimizacién correspondiente que se formula en
los términos siguientes:

n m
Minimizar E E A i Wi 25

k=1 i=1
Sujeto a: szi =1 k=1,..,n. (P1)
i=1

2k < T +Y; k=1,..,n;i=1,....,m
zr; € {0, 1} k=1,...,n;i=1,....m

En este problema la funcién objetivo representa el coste total de los usuarios
en acudir al servicio, que ha de minimizarse. Las restricciones corresponden a
la exigencia de que todo usuario tiene que elegir alguna ubicacién y ésta debe
elegirse entre las propuestas o las alternativas.

Evidentemente el problema es separable en cada uno de los usuarios o los
puntos que contienen usuarios. El problema del usuario situado el punto k-ésimo,
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denotado U sui(Z,7), es:
m
Minimizar Z Ari Wk 2ki

i=1
Sujeto a: Z 2 = 1 (P2)
i=1

Zki 6{0,1} 1=1,....m

El problema del usuario Usu(Z,7) tiene una solucién directa usuando los coefi-
cientes

)

Ck . 1, si dk@ < dk]’
70, sidy > dyy

El significado de este coeficiente es que el usuario situado en el k-ésimo punto estd
més cerca de la localizacién i-ésima que de la j-ésima. La solucién es: zp; = 1
sii = argmin{dy; : T; =16 g, = 1}. Por tanto, si z;; = 1 entonces cfi =0,
para los j con T; +7; = 1. Esa condicién viene impuesta por la restriccién lineal
2k cé?i(fj +7,) < 1. Por tanto, la solucién éptima de Usui(T,7) es la tinica
solucion de

m
Z 2 =1
i=1

2 < (Ti +7) Vi=1,..m.
i <1 =T +7;) Vij=1,..,m.
2 € 10,1} Vi=1,..,m.

Este es un problema de m variables y m? + m + 1 restricciones lineales. Nétese
que para este problema tanto las componentes de T como las de 7 son constantes.
Ademads, en la versién conjunta de todos los usuarios equivalente a este problemas
las tltimas restricciones se pueden sumar en j manteniendo el mismo conjunto
de soluciones factibles. De esta forma se tiene el problema de nm variables y
n(2m + 1) restricciones lineales siguiente.

izkizl Vk=1,..,n.

o < (T 4T VE=1,..n¥Yi=1,...m.
2 <1 — f:cfz(@ +7;) Vk=1,.,nVi=1,.,m
2 € {0, 1j}*1 V=1, . .nVi=1..m.
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El problema de optimizacién de las localizaciones alternativas consiste en,
dadas las ubicaciones propuestas ¥ determinar las localizaciones alternativas y que
son preferidas por méds usuarios. El problema de optimizacién correspondiente se
denota Alt(T), siendo T el vector que determina la ubicacién propuesta X, y se
formula de la forma siguiente:

m

Maximizar Z [i wkai] Yi
k=1

=1

m m
Sujeto a: Zyl = ZEZ
=1 i=1
z solucién de Usu(z,y)
yi €{0,1} Vi=1,..m.

La funcién objetivo contabiliza el nimero de usuarios que se decantan por una
de las ubicaciones alternativas. La primera restriccién implica que el nimero
de ubicaciones alternativas tiene que coincidir con las propuestas. Sin embargo
al sustituir la segunda restriccién por la solucién obtenida anteriormente, como
proponen Dobson y Karmarkar, se obtiene un problema con funcién objetivo no
lineal.

Sin embargo, el problema de la alternativa Alt(T) se puede formular como un
problema lineal usando los conjuntos de usuarios que prefieren cada posible punto
de localizacion alternativo al conjunto propuesto. Estos conjuntos de usuarios
son los que captaria cada punto de localizacién alternativo. Se definen unos
coeficientes similares a los anteriores:

- 1, si dy; < min{dy; : T; = 1}
¥ 0, en otro caso

El significado de este coeficiente es que el usuario situado en el k-ésimo punto
estd més cerca de la localizacién i-ésima que del conjunto de localizaciones re-
presentadas por T. Entonces el problema de optimizacién es del tipo del problema
del cubrimiento méximo o del problema de la mochila, ya que hay que elegir los p
puntos que ma&s usuarios captan. Para dicho tipo de problemas existen multitud
de estudios dedicados a procedimientos eficientes de solucién.

Se usan las variables zj; con el significado de que los usuarios situados en
el k-ésimo punto acuden a la localizacién i-ésima que se incluye en el conjunto
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alternativo Y representado por el vector y. La condicién que establece el valor de
2 es: 2z < cpy;. Por tanto, el problema de la alternativa es:

m n
Maximizar E g Wy Zki

=1 k=1
m

Sujeto a: Zyi =p
i=1

szigl VE=1,..,n.
i=1

ki — il <0 VeE=1,...,n;Vi=1,...,m.
Yi, 2ki € {O, 1} VeE=1,..n¥Vi=1..m.

Finalmente, el problema de optimizacién de la propuesta de localizacién con-
siste en determinar las p ubicaciones X de forma que la mejor alternativa Y que
se le puede proponer con el mismo nimero de puntos es preferida por el menor
nimero de usuarios. El problema de optimizaciéon de la propuesta de ubicacién
es el siguiente:

Maximizar Z [Z wkzm’] Z;
i=1 Lk=1

Sujeto a: Z% =p (P4)
i=1

z solucién de Usu(x,y)
y solucién de Alt(x)
z; € {0,1} Vi=1,..,m.

Sin embargo en este problema que corresponde al propuesto por Dobson y Kar-
markar, no sélo la funcién objetivo no es lineal sino que las variables z;; son
distintas para cada y siendo no lineal la dependencia entre ellas.

La solucién del problema del conjunto pCondorcet se puede obtener resolviendo
el problema del conjunto pSimpson. La formulacién del problema del conjunto
pSimpson como un problema de programacién matematica lineal entera se realiza
en los términos usuales para los problemas de tipo minimaz. El problema del
conjunto pSimpson es el problema minimax

W* = W*(X*) = min W*(X) = min max W(Y < X).

IX|=p |X|=p [Y|=p
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Si la solucién verifica W* < |U|/2 entonces X* es un conjunto pCondorcet; en
caso contrario no existe ningin pCondorcet.

El problema del conjunto pSimpson se transforma en un problema con una fun-
cion objetivo lineal a minimizar que es la cota superior de la funcién a maximizar.
Se trata de dar la solucién del problema en W y X:

W* =min{W : W(Y < X) <W,VY con |Y| = |X|=p}.

Este es un problema de programacion matemdtica en las m + 1 variables (W, X)
y (ZL) + 1 restricciones expresado por:

minimizar W
sujetoa  W(Y <X)<W, ¥Y con|Y|=p (P5)
| X[ =p.

Serfa un problema lineal si, para cada Y, las restricciones W (Y < X)) < W fueran
lineales en X.

El problema es andlogo al problema Alt(T) ya que ahora se trata de maximizar
los usuarios que conserva X, para cada posible Y con p puntos, dados por |U| —
WY < X)=W(X Y). Para ello, para cada uno de los (7;) posibles elecciones
de 7, se usan los conjuntos:

Ulx, <7) = {ue U dlu,z;) < d(u,7)}.
Se definen los coeficientes:

- 1, sidy; <min{dy; :7; =1}
¥ 71 0, en otro caso

Se utilizan las variables z; para representar que los usuarios situados en el k-
ésimo punto continuan acudiendo a la localizacion i-ésima del conjunto propuesto
X. La restricciéon que garantiza esta condicion es: z; < c;x;. Por tanto, se trata
de encontrar una solucién comiin x de los problemas siguientes, para cada vector
7 con p unos que corresponden a los p puntos seleccionados
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m n
Maximizar g g Wi Zki

i=1 k=1
m

Sujeto a: Z T, =p
i=1

szig 1 Vk=1,..,n.

i=1

ki —ckiy; <0 Ve=1,..,nVi=1,..,m.

Tiy ki € {O, 1} Vk = 1, ey n,Vz = 1, e, M.
Sin embargo, las variables z;; pueden ser distintas. Se trata de (’Z) problemas con
m(n + 1) variables y nm + n + 1 restricciones.

Por tanto, poniendo todos estos problemas en uno sélo se tiene un problema
con n variables z; mds nm variables z; para cada j. Denotando por un indice
j que recorra el conjunto J = {1,2,..., (7;)} de todas las (’;) elecciones posibles
para ¥ el problema global es:

Maximizar w

Sujeto a: sz =p
i=1

ZZwszﬂ > w VjeJ (P7)

i=1 k=1

d A <1 Vk=1,..,nVje€.J

i=1 o

2 — ¥ <0 Vek=1,...n;Vi=1,...,m;Vj € J.

zi, 2, €{0,1},w>0 Vk=1,..n;Vi=1,...m;Vj € J.

El niimero de variables de este problema es (7;) nm +m + 1 y el de restricciones

es (’;‘) (nm +n+ 1)+ 1 lo que lo hace practicamente inabordable con las técni-
cas estdndares. La tnica forma de aprovechar esta linea es utilizar técnicas de
generaciéon de columnas y filas.
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4.2.9. Procedimiento de solucion

Para obtener el conjunto pCondorcet se propone un procedimiento para re-
solver el problema del conjunto pSimpson planteado como el problema minimax:
W* =W*(X") = min W*(X) = min max W(Y < X).

| X|=p [X[=p [Y]=p
Si W* < |U|/2 entonces X* es un pCondorcet.

Un candidato X* € L” es la solucién al problema minimax si el problema de
encontrar un conjunto X de p puntos tal que W*(X) < W*(X*) no tiene solucién
factible. Dada la cota W’ del objetivo, el problema de encontrar un conjunto X
tal que W*(X) < W’ no tiene solucién si no la tiene el de encontrar un conjunto

X tal que
WY <X)< W VY €F,

para alguna familia F' de subconjuntos Y de LP. Este es un problema del tipo del
problema (P7):

Maximizar w

Sujeto a: Z T =1p
i=1

m

ZZwkzii—wzo Vje F.

i=1 k=1 (P8)
d A<t Vk=1,..,nVj€F

i=1 o

25 — g <0 Vk=1,...m;Vi=1,..m;Vje€F.

z;, zil €e{0,1},w>0 Vk=1,...n;Vi=1,...m;Vj € F.

El nimero de variables de este problema es |F[nm + m + 1 y el de restricciones
es |F|(nm +n+ 1) + 1. Por tanto, la magnitud del problema depende funda-
mentalmente del tamano de la familia F. El procedimiento de solucién se basa en
usar una familia F' constituida por buenos candidatos que vayan proporcionando
buenas soluciones que se van mejorando mientras sea posible.

La mejora en la eficiencia del procedimiento de solucién se consigue si los
conjuntos de la familia F' constituyen una corta seleccién de buenos candidatos
a solucién del problema. Cada uno de ellos proporciona informacién importante
para descartar otros candidatos. En particular:

198



e Cada conjunto X de p puntos da una cota superior de W* dada por: W*(X)
que se obtiene resolviendo max W (Y < X) como el problema lineal (P3).

e Cada conjunto Y de p puntos da una restriccién para la solucién éptima X*
dada por W(Y < X*) < W’ siendo W’ cualquier cota superior de W*.

Por tanto, se trata de ir calculando la puntuacién de Simpson W*(X) =
max W (Y < X) de buenos candidatos y mantener el mejor candidato X*. Se van
incorporando a la familia F' los candidatos probados y eliminando de la relacién
de candidatos por probar los dominados por ellos. Para cada candidato selec-
cionado X se calcula W*(X) = maxW (Y < X) y se eliminan los Y tales que
W(X < Y) > W’. Sipara una familia F', la solucién del problema (P8) no
cumple: W < W*(X*) entonces X* es pSimpson. En otro caso, se obtiene un
nuevo buen candidato que se incorpora a la familia F. Cada incorporacién de
un conjunto X* a la familia F, supone anadir las nm variables y nm + m + 1
restricciones correspondientes a X* al problema (P8).

Los pasos del algoritmo serfan los siguientes:

Algoritmo pS

Paso 1 Inicializaciones

1.1. Sea C' la lista de posibles candidatos formada inicialmente con todos
los conjuntos de p puntos;

C=L"={X:|X|=p}

1.2. Sea F' la familia de candidatos selectos inicialmente vacia ; F' = ().
1.3. Sea la primera cota del objetivo W* = |U]|.

1.4. Se elige un conjunto cualquiera X; como primer candidato.

1.5. Se toma ¢ = 0.

Paso 2 Iteraciones.
Repetir
2.1. Hacer i = ¢ + 1. Eliminar X; de C' e incorporarlo a F.

2.2. Se calcula la cota

YelLp
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2.3. Si W; < W* entonces se actualiza W* =W, y X* = Xj.

2.4. Se eliminan de C' como candidatos los Y tales que W(X,; < Y) > W*,
para algun candidato X;; j=1,...,¢

2.5. Si C' no estd vacio tomar como nuevo candidato X; ; el conjunto Y de
C' que haya alcanzado mayor valor en W (Y < Xj).

Hasta que C' esté vacio.

Notese que la cota del paso 2.2. se calcula resolviendo el problema lineal
(P3). En el paso 2.4, se introduce en (P8) la restriccion W(X; < Y) < W* al
incorporar X; a la familia F'y, si se rebaja la cota W* en el paso 2.3, se aprietan
las restricciones W (X; < Y) < W* ya introducidas para j = 1, ..., —1. Por tanto,
si en el paso 2.3 no se rebaja la cota (W; > W*) sélo se podrén eliminar de C' como
candidatos los X tales que W (X; < X) > W*. En el paso 2.4, se determinan los
conjuntos a eliminar través del problema (P1). Finalmente, el nuevo candidato
del paso 2.5. es la solucién 6ptima del problema (P3).

Una mejora significativa de la eficiencia del procedimiento se consigue, ademés
de seleccionando un buen primera candidato X , si la cota W; = W*(X;) se calcula
en dos fases para comprobar si W; > W* mediante:

Wl = max W(Y < X;).
YeFuC

W? = max W(Y < X;).
Y ¢FuC

Ya que en caso de que W' > W* no es necesario calcular W7,

Finalmente nétese que se puede introducir el pardmetro o en la definicién de
los coeficientes cfj y ¥, v el pardmetro v en lugar de |U|/2 en el procedimiento
de solucién.

4.2.10. Un ejemplo

Consideramos la ejecucién de este algoritmo con el mismo caso planteado en
el capitulo anterior representado en la siguiente figura.
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20

Te

27 42

|_i| 16

El ejemplo

Los 31 usuarios estan ubicados en los vertices y el niimero de usuarios en cada
vértice viene dado por:

vértices: V1 Vs Vg Uy Vg Uy 7Us
numero de usuarios: 10 8 1 3 1 4 4

Las posibles localizaciones son ocho vértices de la red L = {1, %o, x3, 4, 5, Tg, T7,
xg} y existen 28 pares de localizaciones.

La ejecucion del algoritmo, para establecer dos puntos de servicio (p = 2), con
a = 0 es la siguiente. En el paso 1, se comienza con los 28 conjuntos de 2 puntos
como candidatos.

C= L2 = {{.131, QL‘Q}, {ZL‘l, 1'3}, ceey {ZL‘l, 1'8}, {.132,1‘3}, ceey {.137, 1‘8}} .
Ademsés la familia de candidatos probados es vacfa; F = () y la primera cota es

W* = 31. Se elige como primer candidato a X7 = {x1, x2}. Cémo ultima operacion
de incializacién se toma i = 0.
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La primera ejecucion del paso 2 realiza la primera iteracion en la que se toma
i =1 en el paso 2.1 eliminando X; de C e incorporéndolo a F; C = L2 — {X,} y

Las distancias de X; a los vértices con usuario son:

Vértices con usuario: vi V3 V4 Us Ug U7y Vs

Distancia a Xi: 0 40 22 62 43 64 67

De donde, para ejecutar el paso 2.2, se determina el nimero de ususarios que
prefieren otro candidato Y € L? de puntos dado por W (Y < X) que se refleja en
la tabla siguiente.

x1,T3 X1,T4 T1,T5 T1,Te X1,T7 T1,T8 T2,T3 T2,T4 IT2,T5
15 13 19 13 12 11 15 13 19

T2, Te X2,T7 T2, T8 X3, T4 X3,T5 T3,Te L3,T7 T3, T8 T4,Ts
13 12 11 21 19 21 20 19 21

Ty, Te Ty,T7 Ty,Tg T5,Tg T5,T7 T, Tg Le, L7 Tg, Ty T7,Ty
13 13 13 21 20 19 13 13 12

STETES

Por tanto W7 = 21 que se alcanza para Y = {z3, 24}, Y = {x3, 26}, Y = {24, 25},
eY = {x5, z¢}.

En el paso 2.3 se actualiza W* =21y X* = X; = {1, x5}.

Para ejecutar el paso 2.4 se determina el nimero de usuarios que prefieren X;
a otro candidato Y € C que viene dado por W(X; < Y) y se refleja en la tabla
siguiente.

Zy1,T3 X1,T4 T1,T5 T1,Tg X1,T7 X1,T8 T2,T3 T2,T4 T2,Ts
6 8 2 8 9 9 10 10 10

x2,Te X2,T7 IT2,T8 X3,T4 X3,T5 T3,Te I3,T7r I3, T8 T4,Ts
10 10 10 10 12 10 11 11 10

T4,Te X4,T7 T4,Tg IT5,T6 X5,T7 Ts5,T8 L6, L7 L6,T8 I7,T8
18 18 18 10 11 11 18 18 19

STENET

Por tanto, no se elimina ningtin candidato de C.

En el paso 2.5. se selecciona el nuevo candidato que es Xy = {x3,24} ya que
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La nueva iteracién del paso 2 para i = 2, con Xy = {x3, 24}, que se elimina de
C'y se incorpra a F' Entonces el paso 2.2 se calculan los valores de W (Y < Xj)
para los conjuntos Y € L? dados por:

Z1,T2 X1,T3 T1,T4 T1,T5 X1,Tg L1,T7 T1,Tg T2,T3 T2,T4
10 10 10 17 19 18 18 10 10

X2, x5 X2,Te IT2,T7 X2,T8 X3,T5 T3,Te IL3,Tr T3, T8 T4,Ts

17 19 18 18 7 9 8 8 7

T4,Te X4,T7 T4,T8 IT5,T6 X5,T7 Xs5,T8 Te,T7 T6,T8 I7,T8
9 8 8 12 11 11 8 8 8

STENET

Por tanto Wy = 19.

En el paso 2.3 se actualiza W* =19y X* = X, = {x3,24}.

En el paso 2.4, al apretar la restriccion W(X; <Y) < 21 hasta W(X; <Y) <
19 se elimina {z7, 23} de C. Pero, ademds se introduce la restriccion W (X, <
Y) < 19 por lo que dado que, W (X, <Y) para Y € C no es menor que 19 en los
siguientes 5 conjuntos:

Y = {ws, w6} {ws, 27} {ws,xs} {we,z7} {we6, 73}
W(X,<Y)= 19 20 20 22 22

se eliminan de C' que consta ya de 20 conjuntos.

El nuevo candidato seleccionado en 2.5. es X3 = {x1,26} ya que W*(X3) =
W(X5 < X,) = 19.

La nueva iteracion del paso 2, para ¢ = 3, se realiza con X3 = {z,x4}. Se
elimina X3 de C' y se incorpora a F. Para los conjuntos Y € L? se tiene W5 = 19
y el paso 2.3. no modifica W* ni X*.

En el paso 2.4. se introduce la restriccion W (X3 < Y') < 19 pero las restric-
ciones W(X; <Y) < W*y W(X2 <Y) < W* no se alterdn. Por tanto, sélo se
eliminan de C' los conjuntos Y tales que, W (X3 < Y) > 19 que son los siguientes
conjuntos:

Y = {zo, 24} {z4,27} {24,728}
W(X3<Y)= 19 19 19

En la cuarta iteracion, el candidato elegido es X4 = {z2, z7}. Aunque W*(Xy) =
21, la cota se mantiene y los candidatos eliminados son: {z3,z5} y {z4, 26} ya
que W(Xy < {z3,z5}) > 19y W(X4 < {z4,26}) > 19. Entonces ya quedan
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solo 13 candidatos en C. Puesto que W*(X}) se alcanza con {z,z3} el préximo
candidato eliminado de C' e incorporado a F' es X5 = {z1,23}.

En la nueva ejecucién del paso 2.2 obtenemos W*(X5) = 13, y el paso 2.3
actualiza W* = 13 y X* = X5 = {x1,23}. Los candidatos eliminados en el
paso 2.4. son los siguientes. Los conjuntos {zy, x5}, {z1,27}, {x1, 23}, {22, 25},
{za, 27}, {x1,27} y {22, 28} al apretar la restriccion W(Xy < Y) < W* hasta
W(X2 <Y) < 13. El conjunto {x4, x5} al apretar la restriccion W(Xs < Y) < W*
hasta W (X3 < Y) < 13. Los conjuntos {x1,x4},{x3, 26} y {x3, zs} al apretar la
restriccién W (X4 <Y) < W* hasta W(X4 <Y') < 13.'Y finalmente, el candidato
{3, 76} al introducir la restriccion W(X5 < Y) < 13. Entonces ya sélo quedan
en C los candidatos {z, z5} y {x3, 27}

El sexto candidato seleccionado es Xg = {xo,25}. Se calcula W*(Xg) = 19 >
13, no se alteran W* ni X* y en el paso 2.4 se elimina el iltimo candidato {z3, z7}
de C por lo que finaliza el algoritmo con W* = 13 y X* = {x1,x3}. Se obtiene asf
un conjunto pSimpson que, dado que W* = 13 < 31/2, es tambiésn pCondorcet.

4.3. Lineas futuras de investigacion.

Las nociones introducidas para la localizacién mediante votos en redes se pueden
extender a otros contextos mas generales. Por un lado se pueden considerar
problemas de localizacién mediante votos en otro tipo de espacios, como puede
ser el espacio euclideo bidimensional o tridimensional aunque la distancia o norma
puede ser mds general. Por otro lado se pueden aplicar los conceptos obtenidos
a otros campos como pueden ser la toma de decisiones en grupo o las decisiones
multicriterio. Y finalmente se pueden utilizar otros sistemas de preferencias para
los usuarios siendo la extensiéon mds natural el uso de umbrales de indiferencia
proporcionales.

4.3.1. Relacion con las localizaciones eficientes.

En los problemas de localizacién mediante votos se pueden considerar los con-
ceptos de eficiencia o eficiencia débil usuales en decisién multicriterio o decisién
mediante grupo. Existen algunas relaciones entre los conceptos de solucién con-
siderados en la memoria y los conceptos de soluciones débilmente eficiente que
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pueden ser explotados. Los usuarios son entendidos como miembros de un grupo
de decisores que deben adoptar una decisién colectiva sobre la localizacién del
servicio. Las funciones de valor o de utilidad de cada usuario se obtienen como
una funcién monétona de la distancia al punto de servicio més cercano, o la propia
distancia.

Los conceptos de eficiencia y eficiencia débil en este contextos dan lugar a las
siguientes definiciones.

Definicién
Un punto de localizacion x es eficiente si y sélo si no existe ningin otro
punto y tal que:

(v(u),x), para cada u € U.

[ ]
—~
c
—~
S
~—
<
~—
IN
SUEEES

(v(w), x), para algin u € U.

Definicién
Un punto de localizacion x es débilmente eficiente si y sélo si no existe
ningin otro punto y tal que:

d(v(u),y) < d(v(u),z),Vu € U.

De estos dos conceptos, el que se relaciona mas directamente con la solucién de
Condorecet es la eficiencia débil. Si introducimos el umbral de indiferencia o en este
concepto obtenemos la siguiente definicién de aeficiencia débil, particularizando
en un subconjunto de usuarios.

Definicién
Un punto de localizacion x es adébilmente eficiente para el subconjunto
I C U de usuarios si y solo si no existe ningin otro punto y tal que:

d(v(u),y) + a < dw(u),z),Yu € I.
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Si se denota por aW E(I) al conjunto de puntos adébilmente eficientes para
un subconjunto I se tiene la siguiente relacién:

Proposicion
Para valores fijos de a y v se tiene

E(I).

aC 17 IQIU |

Los resultados y procedimientos para la obtencién de soluciones débilmente
eficientes pueden ser aprovechados para la resolucién de problemas del tipo del
problema del punto ayCondorcet. Esto resultara especialmente 1titil en aquellos
contextos en los que las soluciones débilmente eficientes tengan propiedades que
faciliten su obtencién, como ocurre con los espacios con ciertas propiedades de
convexidad.

4.3.2. El método de decisién en grupo.

Los conceptos de solucién introducidos en esta memoria pueden ser ttiles a otros
muchos procesos de decisién colectiva. En estos problemas la distancia de los
usuarios juega el papel de funcién de utilidad de los decisores. Si se pueden
obtener unas funciones de utilidad convenientemente normalizadas para cada uno
de los usuarios los conceptos de solucién tolerante de Condorcet o tolerante plu-
ral proporcionan herramientas para obtener soluciones de compromiso entre los
decisores.

Sea X un conjunto de alternativas y sea f(z) = (fi(x), fo(x), ..., fn(x)) las
funciones de valor normalizadas de los miembros de un grupo de decisién. Sea el
problema

Definicién
Una alternativa x € X es una solucion afvyCondorcet si y solo si no hay
ninguna alternativa y € X tal que:

{i: fily) +a < file)} + Bl - [fily) = fix)] < a}] > yN.
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Como caso més relevante se tiene la nocién de solucién aCondorcet cuando
B=0y~vy=1/2. Si C(a) denota el conjunto de soluciones aCondorcet, se tiene
la siguiente definicién de solucién Tolerante de Condorcet.

Definicién
Una alternativa x € X es una solucion Tolerante de Condorcet si y sélo si
es una solicion o* Condorcet para el valor de o* tal que

o' = min{a : C(a) # 0}.

4.3.3. Umbrales de indiferencia proporcionales.

Otra forma de introducir umbrales de indiferencia en el sistema de preferencia
clésico es considerar umbrales proporcionales. Este concepto surge cuando el
umbral que separa la indiferencia de la preferencia no se compara con la diferencia
de las distancias sino con el cociente entre ellas. Si denotamos por p al umbral
de indiferencia relativo (p > 1), las preferencias de cada usuario v vendrian dadas
por:

e La localizacién z es preferida por u a la localizacién y si y sélo si

d(u,x) < p-d(u,y).
Entonces, dos localizaciones = e y para el servicio son indiferentes para wu si:
d(u, ) > p-d(u,y) y d(u,y) > p - d(u, z).
Que también se puede expresar por:
z=py e dv(u),z) <p-dou),y).

L dw(w).e)
N R

Para el caso discreto, no se producirian diferencias significativas, mds que
en cierta pérdida de simetria en las comparaciones, pero para el caso continuo se
pierde la linealidad lo que afectarfa a los hiperplanos y paralelogramos del método
de solucién del problema Tolerante de Condorcet. Los conjuntos de dominancia
estarfan delimitados por funciones no lineales en el plano que representa los pares
de puntos al comparar los segmentos.
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APENDICE

En este apéndice se proporciona un programa TURBO PASCAL que per-
mite experimentar con los problemas discretos de localizacién simple mediante
votos. En primer lugar se incluyen unos procedimientos para facilitar la lectura
de datos y la introduccién por teclado de las opciones, asi como para ofrecer in-
formacién de las soluciones finales de los problemas y la informacién intermedia
del proceso de cédlculo durante la ejecucion.

Los datos del problema a resolver vendran proporcionados en un fichero que in-
cluye la matriz con las distancias entre las localizaciones y los usuarios. Se incluye
un procedimiento para generar problemas al azar. Estos problemas se obtienen,
dado el mimero de localizaciones y el de usuarios, generando las correspondientes
ubicaciones al azar e independientemente en un cuadrado con distribucién uni-
forme. La matriz de distancias con la que trabajan los procedimientos de solucién
se calcula utilizando la llamada distancia rectilinea o de Manhattan que corres-
ponde a la norma /. Estos casos constituyen un compromiso entre los problemas
en el plano con distancia euclidea y los problemas en los vértices de una red.
Se proporciona un procedimiento para mostrar por pantalla la ubicacién de las
localizaciones y los usuarios en el cuadrado.

Se incluyen los procedimientos que implementan los algoritmos para resolver
los problemas de los puntos ayCondorcet, aryPlurales, aSimpson, de aSeguridad
y los yTolerantes de Condorcet y Plurales. Mediante una serie de memis anidados
se pueden modificar los valores de los pardmetros o y v para obtener todas las
soluciones de estos problemas para un mismo caso.

También se aportan los procedimientos que permiten establecer las compara-
cién entre estos problemas y los problemas estédndares de localizacién simple de la
mediana y el centro. Para ello los procedimientos permiten una vez encontradas
las soluciones de alguno de estos problemas, determinar los valores que alcanzan
en ellas las funciones objetivos de los problemas. Esto permite observar, la cali-
dad de las soluciones de los problemas de localizacién mediante votos con el otro
tipo de mayoria, asi como con los criterios de los problemas de la mediana y del
centro. De la misma forma se puede determinar la puntuacién de Simpson y de
seguridad de los centros y las medianas. Este tipo de anédlisis permite observar
cémo la modificacién de los pardmetros o y v permite mejorar la calidad de las
soluciones aportadas por los métodos de localizacién mediante votos.
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PROGRAM SINGLE_VOTING_LOCATION ;

(************************************************)

(* Programa para resolver problemas de *)
(* Localizacion Simple Discreta Mediante Votos *)
(* *)
(x MAYORIA *)
(* Absoluta: Puntos Condorcet/Simpson *)
(% Simple: Puntos Plurales/Seguridad *)
(* *)
(*  PARAMETROS *)
(% Alfa = Umbral de Indiferencia *)
(* Gamma = Mayoria de rechazo *)
(* *)
(% Valores por defecto: *)
(* (Puntos de Condorcet/Plurales) *)
(* Alfa = 0 *)
(% Gamma = 50% / 09, *)
(* *)
(% Alfa minima: Tolerante Condorcet/Plural *)
(* Gamma minima: Sipmson / Seguridad *)
(* *)

(skeskesk skokeokeok skokok skokok skokskok skoksk skokok skokokok skokok s kok sk skok skokok skokok skokokok ok )
USES CRT ;

CONST MaxNumPto = 50 ;
(* Maximo Numero de Puntos de Localizacion y Puntos de Usuario *)

TYPE Puntos = Array[l..2] of Integer ;
Vector = Array[l..MaxNumPto] of Integer ;
Matriz = Array[l..MaxNumPto,1l..MaxNumPto] of Integer ;
Vector_de_Puntos = Array[l..MaxNumPto] of Puntos ;

VAR Opc : Integer ;
Mostrar : Boolean ;
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Distancia : Matriz ;

Limite : Integer ;

Num_Loc : Integer ;

Num_Usu : Integer ;

Mayoria : Integer ; (¥ Mayoria =1 <==>
(* Mayoria = 0 <==>

Alfa : Integer ;

Gamma : Integer ;

PROCEDURE LINEAS( n : Integer);
Var i : Integer ;

BEGIN

For i := 1 to n do
Writeln ;

END ;

PROCEDURE ESPACIOS( n : Integer);
Var i : Integer ;

BEGIN

For i :=1 to n do
Write(’ ) ;

END ;

PROCEDURE ESCRIBE_VECTOR( V : Vector ;
n : Integer ) ;
Var i : Integer ;
BEGIN
If n = 0 Then
Write(’ No hay elementos: VACIO )
Else For i := 1 to n do
Write(i,?’:’,V[il,’ ’) ;
Writeln ;
END ;

PROCEDURE ESCRIBE_MATRIZ( Mat : Matriz ;

n,m : Integer ) ;
Var i,j : Integer ;
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BEGIN

Write(’ )

For j := 1 to m do
Write(j:3) ;

Writeln;

Write(’ )

For j := 1 to m do
Write(’——?) ;

Writeln;

For i :=1 to n do
Begin

Write(i:2,°1%) ;
For j :=1 to m do
Write(Mat[i,j]:3) ;
Writeln ;
End ;
END ;

PROCEDURE PIDE( Var Opc : Integer ) ;

BEGIN

Write(’ Introduce la opcion deseada y pulsa [INTRO] ’);
Readln(Opc) ;

END ;

PROCEDURE PASO ;
BEGIN
If Mostrar Then
Begin
Writeln ;
Espacios (10) ;
Write(’ Pulsa [Intro] para continuar ..... )
Readln ;
End ;
END ;

PROCEDURE LEE_PROBLEMA( Var Dist : Matriz ;
Var Num_Loc : Integer ;

212



Var Num_Usu : Integer );
Var Nombre : String ;
Fichero_Datos : Text ;
i,j : Integer ;

BEGIN

ClrScr ;

Lineas(5) ;

Writeln(’ Lectura del problema desde fichero. DN
Lineas(2);

Writeln(’> NOTAS: 7);

Writeln(’ - E1 fichero tendra extension .dat )

Writeln(’ - La Primera linea debe contener el numero de: ’);
Writeln(’ columnas (localizaciones), filas (usuarios)’) ;
Writeln(’ - Las siguientes lineas contendran las distancias. ’);
Lineas(2) ;

Write( ’ Introduzca el nombre del fichero y pulse [INTRO]: ’);
Readln(Nombre) ;

ClrScr ; Lineas(7) ;
Writeln(’ Leyendo Problema del fichero ’,Nombre,’.dat’);
Assign(Fichero_Datos,Nombre+’.Dat’) ;
Reset (Fichero_Datos) ;
Readln(Fichero_Datos,Num_Loc,Num_Usu) ;
For j :=1 to Num_Usu do
Begin
For i := 1 to Num_Loc do
Read(Fichero_Datos,Dist [i] [j]) ;
Readln(Fichero_Datos) ;
End ;
Close(Fichero_Datos);
Writeln(’ Problema leido del fichero ’,Nombre,’.dat’);
Paso ;
ClrScr ;
Writeln(’ Matriz de distancias del problema del fichero ’,
Nombre,’.dat’);
Writeln(’ Localizaciones en ’,
Num_loc,’ filas y usuarios en ’,
Num_Usu,’ columnas.’);
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Escribe_Matriz (Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;
Paso ;
END ;

PROCEDURE GENERA_PUNTOS( Var X : Vector_de_Puntos ;
n : Integer ;
Limite : Integer ) ;
Var i : Integer ;
(* Se eligen ’n’ puntos al azar del cuadrado [1,Limite]**2 *)
BEGIN

For i := 1 to n do
Begin
X[i1[1] := 1 + Random(Limite-1);
X[il1[2] := 1 + Random(Limite-1);
End ;
Writeln(’Vector de ’,n,’ Puntos. ’);
For i :=1 to n do

Writeln(i:3,’:(C ,X[11[1]:3,’,’,X[i1[2]:3,?)°) ;
Paso ;
END ;

PROCEDURE DIBUJA_PUNTOS( Loc, Usu : Vector_de_Puntos ;
Num_Loc,Num_Usu : Integer ) ;

Var i,j : Integer ;

Dibujo : Array[1l..20,1..20] of char ;
BEGIN (* Puntos en el cuadrado [1..20,1..20] %)
ClrScr ;
Writeln(’DIBUJO DE LOS USUARIOS (u) Y LOCALIZACIONES (o0)’);
LINEAS(2);
For i:= 1 to 20 do

For j :=1 to 20 do

Dibujo[i,j] := "’ 7 ;

For i := 1 to Num_Loc do
Dibujo[Loc[i] [1],Loc[i] [2]] := ’0’;
For i := 1 to Num_Usu do

Dibujo[Usu[i] [1],Usuli] [2]] := ’u’;
For i:= 1 to 20 do
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Begin

For j := 1 to 20 do
Write(Dibujol[i,jl1:3) ;
Writeln ;
End ;
Readln ;
END ;
PROCEDURE GENERA_PROBLEMA_AZAR( Var Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ;
Limite : Integer );
Var i,j Integer ;
Loc, Usu : Vector_de_Puntos ;
BEGIN

GENERA_PUNTOS( Loc, Num_Loc, Limite )
GENERA_PUNTOS( Usu, Num_Usu, Limite )

(* Calcula las distancias rectilineas; Norma L1 *)

:= 1 to Num_Loc do
:= 1 to Num_Usu do

For i
For j
Dist[i,j]

:= ABS( Loc[i]l[1] - Usuljl[1] )

+ ABS( Loc[i]l[2] - Usuljl[2] ) ;

If Limite <= 20

Then Dibuja_Puntos(Loc,Usu,Num_Loc,Num_Usu)
Else Writeln(’ No se pueden dibujar los puntos’);

Paso ;
END ;

PROCEDURE CARGA_PROBLEMA( Var Dist

Var Limite :
BEGIN
ClrScr ;
Lineas(5) ;
Writeln(’
Lineas(2);

Integer ;

CARGA DE PROBLEMA
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Var Num_Loc :
Var Num_Usu :

Integer ;
Integer ) ;
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Writeln(® (1) Lectura de Fichero )

Writeln(’ (2) Generacion al azar )
Pide (Opc) ;
Case Opc of
1 : Lee_Problema(Distancia,Num_Loc,Num_Usu) ;
2 : Begin
ClrScr ;
Lineas(5) ;
Writeln(’ Generacién al azar del Problema ’);
Lineas(2) ;

]
-
~

.o

Write(’ Numero de Puntos de Localizacion
Readln(Num_Loc);
Write(’ Numero de Puntos de Usuario =),
Readln(Num_Usu) ;
Write(’ Limite del cuadrado de trabajo
Readln(Limite);
Genera_Problema_Azar (Dist,Num_Loc,Num_Usu,Limite) ;
Writeln(’ Matriz de Distancias ’);
Escribe_Matriz(Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;
Paso ;
End ; (* Opc = 2 %)

Else Writeln(’ Opcion no permitida ’) ;

End ; (x Case x*)

END ;

]
<
~

e

FUNCTION MINIMO_VECTOR( V : Vector ;
n : Integer ) : Integer ;
Var Min,i : Integer ;

BEGIN
Min := MaxInt ;
For i :=1 to n do

If V[i] < Min

Then Min := V[i] ;
Minimo_Vector := Min ;
END ;
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PROCEDURE PREFERENCIAS( Var Pref : Matriz ;
Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ;
Alfa : Integer ) ;
Var i,j,k : Integer ;

BEGIN (* Calcula la matriz del numero de ALFA-preferidos *)
(* P[i,j] es el numero de usuarios que ALFA-prefieren ’i’ a ’j’ *)
For i := 1 to Num_Loc do
For j :=1 to Num_Loc do
Begin
Pref[i,j] := 0 ;
For k := 1 to Num_Usu do
If Dist[i,k] < Dist[j,k] - Alfa
Then Pref[i,j] := Pref[i,j] + 1 ;

End ;
Lineas(2) ;
Writeln(’ MATRIZ de Alfa-Preferidos con Alfa = ’,Alfa);
Escribe_Matriz (Pref ,Num_Loc,Num_Loc) ;
Paso ;
END ;

PROCEDURE PUNTUA_SIMPSON( Var Punt : Vector ;
Alfa : Integer ;
Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ) ;
Var i,j : Integer ;
Pref : Matriz ;

(* Para cada ’’j’’, calcula el mayor numero usuarios *)
(* que Alfa-prefieren a otra localizacion ’’i’’ *)
(* R[j] = max_i Pref[i,j] *)

BEGIN

Preferencias(Pref ,Dist,Num_Loc,Num_Usu,Alfa) ;

For j := 1 to Num_Loc

do Begin
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Punt [j] := 0 ;

For i := 1 to Num_Loc do
If Pref[i,j] > Punt[j]
Then Punt[j] := Pref[i,j]

End ;
Lineas(2) ;
Writeln(’ Puntuacion de Simpson para Alfa = ’,Alfa);
Escribe_Vector (Punt,Num_Loc) ;
Paso ;
END ;

PROCEDURE PUNTUA_SEGURIDAD( Var Punt : Vector ;
Alfa : Integer ;
Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ) ;

(* Para cada ’’j’’, calcula la mayor diferencia entre *)
(* el numero usuarios que prefieren ’’j’’ a ’’i’’ menos *)
(* los que prefieren ’’i’’ a ’’j’’ *)
(* S[j] = max_i P[i,j]1-P[j,1] *)

Var i,j : Integer ;

Pref : Matriz ;
BEGIN
Preferencias(Pref,Dist,Num_Loc,Num_Usu,Alfa) ;
For j := 1 to Num_Loc do

Begin
Punt[j] := - MaxInt ;
For i := 1 to Num_Loc do

If i <> j Then
If Prefli,jl-Pref[j,i] > Punt[jl
Then Punt[j] := Pref[i,jl-Pref[j,il

End ;
Lineas(2) ;
Writeln(’ Puntuacion de Seguridad para Alfa = ’,Alfa);
Escribe_Vector (Punt,Num_Loc) ;
Paso ;
END ;
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PROCEDURE PUNTUA_MEDIANAS( Var F : Vector ;
Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Us : Integer ) ;
Var Sum : LonglInt ;
j,k : Integer ;

BEGIN (* Calcula la funcion mediana *)
For j := 1 to Num_Loc do
Begin
Sum := 0
For k := to Num_Usu do
Sum := Sum + Dist[j,k] ;
F[j] := Sum ;
End ;
Lineas(2) ;
Writeln(’ Funcion Medianas (distancia media) ’);
Escribe_Vector (F,Num_Loc) ;
Paso ;
END ;

N = -

PROCEDURE PUNTUA_CENTROS( Var G : Vector ;
Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ) ;
Var Max : Integer ;
j,k : Integer ;
BEGIN (* Calcula la funcion centro *)
For j := 1 to Num_Loc do
Begin
Max := 0 ;
For k¥ := 1 to Num_Usu do
If Dist[j,k] > Max Then
Max := Distl[j,k];
G[j] := Max ;
End ;
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Lineas(2) ;

Writeln(’ Funcion Centros ’);
Escribe_Vector (G,Num_Loc) ;
Paso ;

END ;

PROCEDURE MEDIANAS( Var F
Var Med
Var NumMed
Dist

Num_Loc :
Num_Usu :

Var BestF : Longlnt ;
j : Integer ;

BEGIN (* Calcula la funcion mediana *)
Puntua_Medianas(F,Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;

BestF := Minimo_Vector(F,Num_Loc)

NumMed := 0 ;
For j := 1 to Num_Loc do
If F[j] = BestF Then
Begin
NumMed := NumMed + 1 ;
Med [NumMed] := j ;
End ;
Lineas(2) ;
Writeln(’ Medianas ’);
Escribe_Vector (Med,NumMed) ;
Paso ;
END ;

PROCEDURE CENTROS( Var G
Var Cent

Dist

Var BestG : LonglInt ;

b

: Vector ;
: Vector
Var NumCent :

Integer

: Matriz
Num_Loc :
Num_Usu :

Integer
Integer
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j : Integer ;
BEGIN (* Calcula los centros *)
Puntua_Centros (G,Dist ,Num_Loc,Num_Usu) ;
BestG := Minimo_Vector(G,Num_Loc) ;
NumCent := 0 ;

For j := 1 to Num_Loc
do If G[j]l = BestG
Then Begin
NumCent := NumCent + 1 ;
Cent [NumCent] := j ;
End ;
Lineas(2) ;

Writeln(’ Centros ’);
Escribe_Vector (Cent,NumCent) ;

Paso ;
END ;
PROCEDURE CONDORCET( Var Cond : Vector ;
Var NumCond : Integer ;
Dist : Matriz ;

Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ;

Alfa : Integer ;
Gamma : Integer ) ;
Var Pref : Matriz ;
Punt : Vector ;
j : Integer ;
BEGIN
ClrScr ; Espacios(20);
Writeln(’ Problema de Condorcet con Alfa = ’,Alfa);

Puntua_Simpson (Punt,Alfa,Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;
NumCond := O ;

For j :=1 to Num_Loc
do If Punt[j] <= Gamma
Then Begin

NumCond := NumCond + 1 ;
Cond [NumCond] := j ;
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End ;

Lineas(2) ;
Writeln(’ Solucion del problema de Condorcet para Alfa = ’,
Alfa,’ y Gamma = ’,Gamma);
Escribe_Vector (Cond,NumCond) ;
Paso ;
END ;
PROCEDURE SIMPSON( Var Punt : Vector ;
Var Simp : Vector ;
Var NumSimp : Integer ;
Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ;
Alfa : Integer ;

Var GammaStar: Integer ) ;
Var Pref : Matriz ;
j : Integer ;
BEGIN
ClrScr ; Espacios(20);
Writeln(’ Problema de Simpson ’);
Puntua_Simpson (Punt,Alfa,Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;
GammaStar := Minimo_Vector(Punt,Num_Loc) ;
NumSimp := O ;
For j := 1 to Num_Loc
do If Punt[j] = GammaStar
Then Begin

NumSimp := NumSimp + 1 ;

Simp [NumSimp] := j ;

End ;
Lineas(2) ;
Writeln(’ Solucion de Simpson con Mayoria de rechazo ’,

GammaStar,’ para Alfa = ’,Alfa);

Escribe_Vector (Simp,NumSimp) ;
Paso ;
END ;
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PROCEDURE PLURALES( Var Plur : Vector ;
Var NumPlur : Integer ;

Dist . Matriz ;

Num_Loc : Integer ;

Num_Usu : Integer ;

Alfa : Integer ;
Gamma : Integer ) ;
Var Pref : Matriz ;
j : Integer ;
Punt : Vector ;
BEGIN

ClrScr ; Espacios(20);
Writeln(’ Problema de Soluciones Plurales ’);
Puntua_Seguridad(Punt,Alfa,Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;
NumPlur := 0 ;
For j := 1 to Num_Loc
do If Punt[j] <= 0
Then Begin
NumPLur := NumPlur + 1 ;
Plur [NumPlur] := j ;

End ;

Lineas(2) ;

Writeln(’ Soluciones Plurales para Alfa = ’,Alfa);

Escribe_Vector (Plur,NumPlur) ;

Paso ;

END ;

PROCEDURE SEGURIDAD( Var Segur : Vector ;

Var NumSeg : Integer ;

Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ;
Alfa : Integer ;

Var GammaStar : Integer ) ;
Var Pref : Matriz ;
j : Integer ;
Punt : Vector ;
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BEGIN
ClrScr ; Espacios(20);
Writeln(’ Problema de Soluciones Seguridad ’);
Puntua_Seguridad(Punt,Alfa,Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;
GammaStar := Minimo_Vector (Punt,Num_Loc) ;
NumSeg := 0 ;
For j := 1 to Num_Loc
do If Punt[j] = GammaStar
Then Begin
NumSeg := NumSeg + 1 ;
Segur [NumSeg] := j ;

End ;

Lineas(2) ;

Writeln(’ Soluciones de Seguridad para Alfa = ’,Alfa);

Escribe_Vector (Segur,NumSeg) ;

Paso ;

END ;

PROCEDURE TOLERANTE( Var Tol : Vector ;

Var NumTol : Integer ;

Distancia : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ;

Mayoria : Integer ;
Var AlfaStar : Integer ;
Gamma : Integer ) ;
Var Alfa,Alfa0,Alfal : Integer ;
Sol : Vector ;
NumSol : Integer ;
G : Vector ;
Cent : Vector ;
NumCent : Integer ;
BEGIN (* TOLERANTE CONDORCET *)
ClrScr ; Espacios(20);
Writeln(’ Problema de Tolerante de Condorcet/Plural ’);
Paso ;
Alfal0 := 0 ;
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Centros (G,Cent ,NumCent ,Distancia,Num_Loc,Num_Usu) ;
Tol := Cent ;

NumTol := NumCent ;

Alfal := G[Cent[1]] ;

Repeat
Alfa := (Alfa0 + Alfal) div 2 ;
ClrSCr ;
Espacios(10);
Write(’ Problema de Tolerante de Condorcet/Plural ’);
Writeln(’ con mayoria: gamma = ’,Gamma) ;
Lineas(10);

Writeln(’ Busca AlfaStar entre ’,Alfa0,’ y ’,Alfal);
Lineas(2);

Writeln(’ resolviendo Condorcet/Plurales con alfa = ’,alfa) ;
Paso ;
If Mayoria =1
Then
Condorcet (Sol,NumSol ,Distancia,Num_Loc,Num_Usu,Alfa,Gamma)
Else

Plurales (Sol,NumSol,Distancia,Num_Loc,Num_Usu,Alfa,Gamma);
If NumSol = O
Then AlfaO := Alfa

Else Begin
Alfal := Alfa ;
Tol := Sol ;
NumTol := NumSol ;
End ;

Paso ;

Until Alfal - Alfa0 =1 ;

AlfaStar := Alfal ;

ClrScr ; Lineas(10) ;

Writeln(’ Solucion Tolerante con Umbral ’,AlfaStar);
Escribe_Vector (Tol,NumTol) ;

Paso ;

END ;
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PROCEDURE MODIFICA_PARAMETROS( Var Mayoria : Integer ;
Var Alfa : Integer ;
Var Gamma: Integer ) ;
VAR Opc : Integer ;

BEGIN

ClrScr ; Lineas(2) ; Espacios(15) ;

Write(® MODIFICACION PARAMETROS )5
Lineas(2) ; Espacios(40) ;

Write(® VALOR ACTUAL VALOR POR DEFECTO’) ;

Lineas(2) ;

Write(® (1) Umbral de Indiferencia  (alfa): > Alfa:3) ;
Espacios(15); Writeln(’ 0 ’);

Write(’ (2) Mayoria de Rechazo (gamma) : ’,Gamma:3) ;

Espacios(15); Writeln((Num_Usu + 1)div 2:3);
Write(’ (3) Tipo de Mayoria (Absoluta/Simple): ’) ;
If Mayoria =1
Then Write(’ Absoluta ’)
Else Write(’ Simple ) ;

Writeln(’ Absoluta ’) ;
lineas(1) ;

Writeln(’ NOTA: °);
Espacios(15);

Writeln(’ Mayoria Absoluta == (Condorcet / Simpson )’) ;
Espacios(15);
Writeln(’ Mayoria Simple == (Plurales / Seguridad)’) ;
Lineas(2) ;
Pide (Opc) ;
Case Opc of
1: Begin
lineas(2) ;
Writeln(’ MODIFICACION del Umbral de Indiferencia (Alfa) °’) ;
Write(’ Introducir el nuevo valor: ’) ;
Readln(Alfa) ;
End;
2: Begin
lineas(2) ;
Writeln(’ MODIFICACION de la Mayoria de Rechazo (Gamma) °’) ;
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Writeln(’ ( E1 numero de usuarios es ’,Num_Usu,’ )’);
Write(’ Introducir el nuevo valor: ’) ;
Readln(Gamma) ;
End ;
3: Begin
lineas(2) ;
Writeln(’> MODIFICACION DEL TIPO DE MAYORIA: °);
Writeln(’ (1) MAYORIA ABSOLUTA. (Condorcet/Simpson) ’);
Writeln(’ (2) MAYORIA SIMPLE. (Soluciones Plurales)’);
lineas(2);
Pide (Mayoria)
End ;
Else Begin
Writeln(’ Opcion no permitida. Parametros inalterados. ’ );
Paso ;
End ;
End ; (* Case *)
END ;

PROCEDURE CARGA_PARAMETROS( Var Mayoria : Integer ;

Var Alfa : Integer ;
Var Gamma : Integer ) ;

VAR Opc : Integer ;

BEGIN

Mayoria := 1 ;

Alfa := O;

Gamma := (Num_Usu+1) div 2 ;

Repeat

ClrScr ; Lineas(3); Espacios(15) ;

Writeln(’ PARAMETROS DEL PROBLEMA )
Lineas(2);

Espacios(35) ; Write(’ VALOR ACTUAL’);
Espacios(5) ; Writeln(’VALOR POR DEFECTO0’) ;
Writeln ;

Write(’ Tipo de Mayoria (Absoluta/Simple): ’) ;
If Mayoria =1
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Then Write(’ Absoluta ’)
Else Write(’ Simple ’) ;

Espacios (10) ;

Writeln(’ Absoluta ’) ;

Write(® Umbral de Indiferencia (alfa): > Alfa:3) ;
Espacios(20); Writeln(® 0 ’);

Write(’ Mayoria de Rechazo (gamma): > Gamma:3) ;
Espacios(20); Writeln((Num_Usu + 1)div 2:3);

Lineas(2);

Espacios(15) ;Writeln(’ (1) Modificar Parametros ’);
Espacios(15) ;Writeln(’ (0) Resolver el Problema ’);
Lineas(2);
Pide (Opc) ;
If Opc = 1 Then
Modifica_Parametros(Mayoria,Alfa,Gamma) ;
Until Opc = 0 ;

END ;

PROCEDURE ANALISIS_SOLUCION( Sol : Vector ;
NumSol : Integer ;
Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ;
Alfa : Integer ;
Gamma : Integer ) ;

VAR 1i,x : Integer ;

F,G,S,P : Vector ;

OptF,0OptG,0ptS,0ptP : Integer ;
BEGIN
Puntua_Medianas(F,Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;
Puntua_Centros (G,Dist ,Num_Loc,Num_Usu) ;
Puntua_Simpson(S,Alfa,Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;
Puntua_Seguridad(P,Alfa,Dist,Num_Loc,Num_Usu) ;

Lineas(2);

Writeln(’ VALOR DE LAS DIFERENTES FUNCIONES OBJETIVO °);
Writeln ;
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Writeln(’ Punto Mediana Centro  Simpson
For i := 1 to NumSol do
Begin
x := Sol[i] ;
Writeln(x:5,F[x]:10,G[x]:10,S[x]:10,P[x]:10);
End ;
Writeln;
OptF := Minimo_Vector (F,Num_Loc) ;

OptF := Minimo_Vector (G,Num_Loc) ;
OptF := Minimo_Vector (S,Num_Loc) ;
OptF := Minimo_Vector (P,Num_Loc) ;

Writeln(’ OPT ’,0ptF:10,0ptG:10,0ptS:10,0ptP:10)
Paso ;
END ;

PROCEDURE RESUELVE_PROBLEMA ( Dist : Matriz ;
Num_Loc : Integer ;
Num_Usu : Integer ;
Mayoria : Integer ;
Alfa : Integer ;
Gamma : Integer )
Var Opc : Integer ;
Sol : Vector ;
Num_Sol : Integer ;
Obj : Vector ;
BEGIN
Repeat
ClrScr ; Lineas(2) ; Espacios(15) ;
Writeln(’ Eleccion del problema a resolver. ’)
Lineas(2) ;
Writeln(’ (1) Condorcet / Plurales
Writeln(’ (2) Simpson / Seguridad

Plurales ’);

J),
)

Writeln(’ (3) Tolerantes (Condorcet / Plurales) ’);

Writeln(’

Writeln(’ (0) SALIR
Writeln(’

Pide (Opc) ;
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Case Opc of
1 : If Mayoria =1
Then CONDORCET (Sol,Num_Sol,
Dist, Num_Loc, Num_Usu, Alfa, Gamma )
Else PLURALES(Sol,Num_Sol,
Dist, Num_Loc, Num_Usu, Alfa, Gamma );
2 : If Mayoria =1
Then SIMPSON(Obj,Sol,Num_Sol,
Dist, Num_Loc, Num_Usu, Alfa,Gamma)
Else SEGURIDAD(Sol,Num_Sol,
Dist, Num_Loc, Num_Usu, Alfa, Gamma ) ;
3 : TOLERANTE(Sol,Num_Sol,
Dist, Num_Loc, Num_Usu, Mayoria, Alfa,Gamma) ;
0 : Writeln(’ Saliendo ...... )
Else Writeln(’ Opcion NO permitida ’);
End ; (x Case %)
If Opc <> 0
Then Begin
Lineas(2) ; Espacios(15) ;
Writeln(® (1) ANALISIS DE LA SOLUCION °);

Espacios(15) ;

Writeln(® (2) OTRO PROBLEMA )
Lineas(2) ;

Espacios(15) ;

Writeln(’ (0) SALIR )

Lineas(2) ;

Pide(Opc) ;

If Opc = 1 Then
Analisis_Solucion( Sol, Num_Sol,
Dist, Num_Loc, Num_Usu,
Alfa, Gamma);
End ;
Paso ;
Until Opc = 0 ;
END ;
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BEGIN (* PROGRAMA PRINCIPAL *)
Mostrar := True ;
ClrScr ; Lineas(5) ;
Writeln(’® LOCALIZACION SIMPLE DISCRETA MEDIANTE VOTOS )
Writeln(’ Universidad de La Laguna, Octubre de 2000 ’);
Lineas(10);
Paso ;
Repeat
ClrScr ;
Lineas(10);
Writeln(’ Resolucion de un problema de )
Writeln(’ localizacion simple discreta mediante votos’) ;
Lineas(5) ;
Writeln(’ Quiere ver la ejecucion paso a paso? ’);
Writeln(’ (1=S8I) (0=N0) )
Lineas(2) ;
Pide (Opc) ;
If Opc = 1 Then Mostrar := True
Else Mostrar := False ;
If Opc = 1 Then
Writeln(’Muestra resultados parciales con interrupcion’);
Paso ;
Carga_Problema(Distancia,Num_Loc,Num_Usu) ;
Carga_Parametros(Mayoria,Alfa,Gamma) ;
Resuelve_Problema(Distancia,Num_Loc,Num_Usu,
Mayoria,Alfa,Gamma) ;
ClrScr ; Lineas(15);
Writeln(’ Quiere resolver otro problema? ’);
Writeln(’ (1=81) (0=0N0O) ')
Pide (Opc) ;
Until Opc = 0 ;
ClrScr ; Lineas(5) ;
Writeln(’® Fin de la ejecucion. Pulse [INTRO] )
Readln ;
END.
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