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Fue L. ScuwarTz [1978] el primero en estudiar una transformacién integral
sobre un espacio de distribuciones. Definié la transformacién integral de
Fourier en el espacio de las distribuciones temperadas ¥’, dual del espacio ¥
de funciones de réapido decrecimiento en el infinito. A partir de ese momento
el estudio de transformaciones integrales en espacios de funciones
generalizadas constituye una activa area de trabajo, que fue relanzada en el

afio 1968 con la publicacién de la monografia de A.H. Zemanian [1968].

Esta Memoria Doctoral estd dedicada al estudio de algunos aspectos de la
transformacién distribucional de Hankel.

La transformacién integral de Hankel presenta en la literatura matematica
diferentes formas (véanse, por ejemplo, H. Hanker [1875], A.H. ZgmanIaN
[1966al, A.L. Scuwartz [1969] y J.M. MenpEz [1988]). De todas ellas la que
permite un estudio distribucional mds elegante (en el sentido de que recuerda
més exactamente el realizado por L. Schwartz sobre la transformacién de
Fourier) es la dada por

* 172
(5, 0) =f0(xy) 10K (yeD), ()
donde I=]0,0[ ¥y J“ denota, como es usual, la funcién de Bessel de primera
especie y orden pu.
Al objeto de definir la transformacién (1) en un espacio de

distribuciones, A.H. ZeManian [1966a] introduce el espacio R“, constituido por

aquellas funciones regulares ¢=¢(x) definidas sobre I tales que

Af_: k(¢) = sup Ixm(x_lD)kx_“_qub(x)l < o

x€1
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para cada m,keN. Dotado de la topologia engendrada por la familia de

seminormas {7\“ } , X es un espacio de Fréchet. La transformacién ) es
m,k m,keN M 1)
un automorfismo de H“ siempre que uz——;- (A.H. Zemanian [1968, Theorem

5.5-11). Se define entonces la transformacién 5;1 sobre }f"l como la adjunta de

la transformacién Z’)u, esto es,

IT, 9> = ’ .
G/ T = <T.5 ¢ (Teit/, ¢e}€“)

Resulta claro que 5;1. es un automorfismo de H;l cuando MZ—%-
Destaca también la investigacién llevada a cabo por L.S. DuBe-J.N. PANDEY

[1975]1 sobre la transformacién generalizada de Hankel, si bien estos autores

emplean otro procedimiento, conocido habitualmente como método del nucleo.

I.I. Hirscuman [1960/61], F.M. CHoLewInskl [1965] y D.T. Hamo [1965]

definen una convolucién para la transformacién tipo Hankel

(h £)(y) = I )™M (xp)f(x)dx (veD. 2)
u o n

1+1/2

Ya que (5 fy)=y h”(x"“““zf(x))(y), no resulta dificil definir una

convolucién para (1) a partir de la definida para (2). Denotando por L;(I) el

espacio formado por las funciones ¢=¢(x) medibles sobre I tales que
. 1/2
gl =J lp(x) | x* 2dx < o,
M1
o
la trasladada de Hankel de ¢EL;(I) es
00
(rx¢)(y) = J ¢(2)D“(x,y,z)dz (x,yel),
0

donde

00
D (x,y,z) = J tH 2 (%)% (xt)(yt)l/zJ (yt)(zt)l/zJ (zt)dt  (x,y,zel).
n o n n n
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Para cada ¢1’¢2€L:1(I)’ la convolucién para la transformacién i")” se define por

00
(4,49,)00 = [ 85z 8 )1y, e.tp. xel
0

El analisis de la #-convolucién distribucional serd uno de los objetivos

de nuestro trabajo.

Hemos dividido esta Memoria Doctoral en tres capitulos. Pasamos a

continuacién a exponer de forma sucinta el contenido de cada uno de ellos.

En el Capitulo 1 investigamos propiedades topolégicas de ciertos espacios
de funciones y de distribuciones. Conviene seflalar que los resultados
obtenidos aqui seran de gran utilidad en los capitulos posteriores.

Comenzamos este Capitulo considerando en la Parte 1 los espacios
zemanianos }(?“ y H;I[ Probamos que 9{“ es un espacio nuclear y, por lo tanto,
Schwartz. Ademds, ya que H® es Fréchet, también es Montel y entonces
reflexivo. Después de introducir nuevas familias de seminormas que generan la
topologia de EH?”, los teoremas de representacién de Riesz y de Hahn-Banach
conducen a resultados sobre la estructura de los elementos de ?f}’i que mejoran
los recogidos por J.J. BeTancor [1991]. Asimismo, siguiendo un procedimiento
similar podemos caracterizar las sucesiones convergentes y los subconjuntos
acotados en H;l (cuando sobre }C"l se consideran la topologia débil* o la
fuerte).

En la Parte II establecemos las correspondientes propiedades topolégicas

para los espacios EB“ 2 B“, B’y fB"l introducidos por A.H. ZemaniaN [1966bl].

K,a

La Parte III estd dedicada al estudio del espacio O de los

’

multiplicadores de }fu y H;l Una vez caracterizado O como el espacio de todas

las funciones complejas regulares 6=0(x) definidas sobre I satisfaciendo que

n
para cada keN existe nkefN tal que (1+x%) K

(x 'D)*6(x) estd acotada sobre I,
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discutimos algunas propiedades del espacio vectorial topoldgico O y de su dual
fuerte. Mas precisamente, se prueba que tanto uno como otro son completos,
nucleares, Schwartz, Montel y reflexivos; ademds, O es bornolégico. Aunque la
estructura del espacio O es andloga a la del espacio (DM de los multiplicadores
de ¥ y de ¥’, resalta el hecho de que O no es un espacio normal de

distribuciones.

La #-convolucién sélo habia sido definida en ciertos espacios de
distribuciones y para valores particulares del parametro u (vednse J. DE Sousa
PinTo [1985] y J.M. GonzaLez [1985]). Nuestro objetivo en el Capitulo 2 de
esta Memoria es hacer un estudio sistematico y detallado de la #-convolucion
distribucional.

Inicialmente (Parte I) trasladamos a (1) la definicién y el estudio de la
s—convolucién efectuados por ILI. Hirscuman [1960/61]1, F.M. CHoLEwINskl [1965]
y D.T. HamMo [1965] para la transformacién (2).

En la Parte II introducimos el espacio S’H de las funciones complejas

regulares P=¢(x) definidas sobre I para las cuales existe
. -1 \k_-M-1/2 , e
lim (x D)'x #(x). Dotado de la topologia engendrada por la familia de
x>0+
seminormas <Xn,k}n,k€|N’ donde

@)= sup 1D RRG01 (9<E ), nkeW),

x€10,nl

8“ es un espacio de Fréchet. El espacio dual de 8“, denotado por 8;1, esta
constituido por los elementos de B}’L que tienen su soporte acotado por la

derecha. Se define la #-convolucién de TEB"l y feé?;l mediante

<T#f,¢> = <T(x),<f(y),(‘tx¢)(y)>> (¢EB“).
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En esta Parte II del Capitulo 2 también tratamos las identidades aproximadas
para la #-convolucién y probamos un teorema de tipo Paley-Wiener para laé
transformadas de Hankel de las distribuciones en 8;1

A continuacién (Parte III) investigamos la #-convolucién en el espacio

R;L Para cada meZ, definimos O“ como el espacio vectorial de las funciones
,m,

YeC™(I) tales que

™) = sup 1(1+x2)mx‘“‘1/2sﬁw(x)| < w

k
x€1

LR Lo T

cualquiera que sea kelN, donde S”=x Se dota a este espacio

Asi, O

, a . . M,m
de la topologia engendrada por el sistema de seminormas {ok }kéfN' m

es un espacio de Fréchet. Es claro que RucOu o para todo meZ. Denotamos por

0 la clausura de ¥ en O , vy escribimos O = U 0 . Sobre O se
M,m,# M H,m,# (1% meZ M,m, (V5

define la topologia final localmente convexa asociada a la familia de

inclusiones {0 0 ) . El espacio O’ , dual de O, puede ser
M,m,# M,# meZ 1K M #

caracterizado como el espacio de operadores de convolucién en Ru en el sentido

siguiente: un funcional lineal TEEH?;1 estd en 0;1# si, y sb6lo si,

(T#¢)(x)=<T,T <}>>e}€;1 para cada ¢e£u. Ademads, la transformacién generalizada de
X

+1/2
<M

Hankel 5;,1 es un isomorfismo de O’ en 0. La #-convolucién de ueR;l y

M, #
Te®’ se define por
L #

3

usT,¢> = <u(X),<T(y),(IX¢)(y)>> (¢€3€“),

verificandose que

-u-1/2

5;1(u#T)(t) =t (i);lu)(t)(f);’lT)(t) (tel).

Probamos propiedades algebraicas y de continuidad para la #-convolucién
generalizada.

En la Parte IV caracterizamos los elementos de H;l y de O;L’# y las
sucesiones convergentes en cada uno de estos espacios por medio de la

convolucién investigada; previamente, introducimos las soluciones
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fundamentales del operador (1-S )" (reN). Establecemos también que 0"1# es el
espacio de los endomorfismos lineales de }f“ (respectivamente, R;L) que conmutan
con traslaciones de Hankel. Cabe sefialar que el espacio 0;1# desempefia en

nuestra teoria el mismo papel que el espacio 0(’: en la definicién de la

convolucién en ¥’.

En una serie de trabajos, J. Kucera [1969a], [1969bl, [1971] considera
una cadena de espacios de Hilbert en los cuales la transformacién de Fourier
es un automorfismo, analizando multiplicadores en tales espacios. Muy
recientemente, R.H. Picarp [1990] (sin hacer referencia a los trabajos de
Kucera) desarrolla un estudio esencialmente similar al de aquel autor.

Inspirados en estas investigaciones, en la Parte I del Capitulo 3
introducimos una familia (H;)rez de espacios de Hilbert tales que la

transformacién E)“ es un automorfismo de }6:1 (rez). El espacio fBu es denso en }f;

(rez). Ademads, ¥ =n # y #’=U ¥ ", algebraica y topolégicamente.
reN M reN

El espacio O de los multiplicadores de }C; en EH?; (r,seN) se estudia en
r,

S
la Parte II, estableciéndose interesantes propiedades del mismo haciendo uso

de normas L® y L”. También se prueba, aprovechando que O es bornolégico, la

validez de la igualdad (algebraica y topolégica) 0= U (9P o Los operadores
seN reN ’

de convolucién en los espacios }6:1 son definidos por medio de la transformacién
%’ a partir de los espacios O
M r,s

Finalizamos esta Memoria estudiando en la Parte III del Capitulo 3 un
problema de Cauchy que contiene al operador S” de Bessel en el marco de los
espacios introducidos. Establecemos la existencia y unicidad de solucién para

el problema considerado recurriendo a la teoria de semigrupos de operadores

lineales.
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CAPITULO 1

TOPOLOGIA Y MULTIPLICADORES

DE % Y DE %~
u v



I. LOS ESPACIOS H“ Y ?\’."1

1. Introduccién.
Sea peR. El espacio Hu, introducido por ZEMaNIAN [1968], estd formado por
todas aquellas funciones infinitamente derivables ¢=¢(x) definidas sobre

I=]0,0[ para las cuales son finitas las cantidades

7\:: k(¢) = sup lxm(x_lD)kx_“_l/qu(x)I (m,keN). (1.1)
’ XE€1
Dotado de la topologia engendrada por la familia de seminormas (7\“ } Fad

m,k m,keN’ " 'p

es un espacio de Fréchet. A menudo nos referiremos a esta topologia como la
topologia usual de }Cu.
La coleccién de seminormas

75} k(¢) = sup | (1+x%)™(x D)kx M2

¢(x)|  (m,keN, ¢e¥ )
’ x€1 K

define sobre }f” la misma topologia que la familia (1.1).

La literatura matemdatica adolece de wun analisis detallado de 1la
estructura de H“ como espacio vectorial topolégico, desconociéndose incluso
(hasta el momento) si este espacio es reflexivo. En la Seccién 4 contribuimos
a paliar tal carencia probando que 3{” es un espacio nuclear. Noétese que los
espacios nucleares son de Schwartz, que los espacios de Fréchet-Schwartz son
de Montel, y que los espacios de Montel son reflexivos.

Al ser ’Hu un espacio de Montel, la convergencia débil* y la fuerte de
sucesiones coinciden en 3‘%. Ademadas, por ser }eu tonelado, también coinciden los
subconjuntos débilmente* y fuertemente acotados de H”l La Seccién S contiene
representaciones de los elementos de 9{;1, caracterizaciones de las sucesiones

convergentes en H;l, y representaciones de los subconjuntos acotados de 3{;1
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Para nuestro estudio (presente y futuro) resultard util disponer de otras
familias de seminormas que den lugar a la topologia usual de H“. Dedicamos a
ello las Secciones 2 y 3. En la Seccién 2 se definen ciertas familias de
normas sobre Hu y se demuestra, por argumentos de comparacién usuales, que
dichas familias generan la topologia de H“. En la Seccién 3 se introduce un
nuevo espacio de funciones ¥ , donde la transformacién de Hankel es un

automorfismo si p=- Como consecuencia probamos que, al menos cuando

1

>
1 . — .

p=-—, este espacio coincide con 9{“. Usando las seminormas que comparecen en

la definicién de y’“ es posible demostrar directamente tanto que 3{‘# es un

espacio de Schwartz como que es un espacio de Montel, cualquiera que sea peR.

2. La topologia de Hu.
Introducimos aqui nuevas familias de normas que dan lugar a la topologia
usual de ¥ .
M

Para peR, 1splw, relN, y ¢E}€”, ponemos

gl = max sup |(1+x2)r(x~1D)kx—“—1/2¢(X)|,
H.,r 0=<k=r x€I
. Kk 172 %
gl = max j|(1+x2)r(x_lD) x M2 (x) | Pax V7P, (2.1)
Hop,r 0=k=r 0

Proposicién 2.1. Sea peR. La topologia usual de H“ es compatible con

todas y cada una de las familias de normas {ll«Il } ., para l1=p=co.
M,p,r reN
Demostracion. Es claro que la familia A{ll«ll } da lugar a la
M,00,r r€N
topologia usual de H“. Probaremos que {".”u,oo,r}rGIN y (”."p,p,r}ré[N (1=p<w)

generan la misma topologia en Ru.

Sea ¢e}€“, y sea 1{p<w. Multiplicando y dividiendo el integrando en (2.1)

2
por (1+x°)® encontramos que

< (T gvp
ot o= (5 Fe (reN). (2.2)
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El mismo recurso, seguido de una aplicacién de la desigualdad de Holder,
establece que

< (T yva
”¢”u,1,r = ( > ) "¢"u,p,r+1 (reN), (2.3)

donde q=p(p—1)—1 es el exponente conjugado de p.

k_-H-1/2

Dados keN 'y ¢>e}€“, la funcién (x'D)*x ¢(x) es de rapido

decrecimiento en el infinito. Asi, si reN podemos escribir

~0

LT 1 DR M 2%0(x) | = | et (7D I (1) 1dt
a k 172
< | @+t @ o) e M %(0) 1dt
=< (1 A I 24y 1dt (xel),
Y0
de donde
II¢I|u’w,r =< ”¢"p,1,r+1 (reN). (2.4)

En vista de (2.2), (2.3) y (2.4) queda probada la Proposicién.o

Ahora, si uz—%, 1=p<w, reN, y ¢63{“, definimos

@] = max sup l(1+x2)rx_“—1/28k¢(x)|,
M,00,r (Y
) 0=k=r x€I
16| = max U | (1+x?)"x M2k ¢(x)|"dx} ) (2.5)
H-p.r 0=k=r
siendo SH=X_“_1/2DX2“+1DX_M—1/2 el operador de Bessel.
1 .
Lema 2.2. Para p=-— ¥ cada p, Isp=w, las familias {| |u,p,r}re[N

engendran la misma topologia sobre H“.
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Demostracién. Sean r,kelN (O=k=r), y sea ¢E‘H“. Se verifica:

00
|(l+x2)rx_“_1/zsz¢(x)l = (1+x2)rlj Dt_“_l/zsch(t)ldt
X
® 2 1/2 .k
sj (1+t%) " IDt M V%55 p(1) | dt (2.6)
% 33
® 2 1/2_ .k
sj (146" Dok g0 1at (xeD.
Por otra parte,
t
Dt‘““’zsqu(t) = t‘z““lj u“”’zsz“qs(u)du = -t‘z“‘lj otz “*‘¢( (tel).

t
Luego, existen n=n(u)eN, n=l, y una constante positiva M=M(r) tales que

00
I (1+t4)" | Dt H %k pplde =
0

J‘ (1+t zu 1IJ‘ u+1/2 k+1¢(u)duldt+f (1+t Tt -2~ 1 j u+1/2 k+1¢( )du | dt

1 2 (Y —p-1/2 . ksl ® e 2041 M+1/2, k+1
J (14t )f a2 65 ) | dudt + j I (1+u2) 12 s 5 0) | dudt
0 0 “ 1 1+t K

1A

1A

o0 (09]
ZrJ‘ u_“_l/zlsz“wu)ldu N _1_2th (1+u2)”1u2”+1u—“-1/2[S:iﬂqb(u)Idu
0 0

1A

00
ZFJ u—u—l/zi ¢(u ldu + _J‘ (1+u 2r+n ;1—1/2l k+1¢( ) du
0

(o0]
MJ (1+ud) Pa M2 s:i“qs(u) | du. 2.7
0

1A

Combinando (2.6) y (2.7) resulta

0
|(1+x2>rx‘“‘1’zsﬁ¢(x)| < MJ (1+u2)”“u‘““’2|sz*lgo(u)|du (xel),
0
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de donde

|¢l“’m,r = M|¢|“’1’r+n (reN). (2.8)

Particularizando p=1 en (2.5), multiplicando y dividiendo el integrando
de esa expresién por 1+x2, y aplicando la desigualdad de Holder encontramos

que

1, = (%)"“lqﬁlupr+1 (reN), (2.9)

siendo 1{p<w y q el exponente conjugado de p. Un procedimiento similar conduce

a la desigualdad

1 < (=X

o = 5 )V"|¢|“m (re), (2.10)

,r+1

valida para 1=p<ew.

Atendiendo a (2.8), (2.9) y (2.10) queda probado el Lema.o

Proposicién 2.3. Sea uz——l—. Si l1=p=w, las familias {]-| }
2 M,p,r r€N

engendran la topologia usual de }f“.

Demostracién. La topologia que genera sobre }f“ la familia (l.lu,w,r}re[N

es menos fina que la usual de este espacio, pues

2.k -M-1/2
FExH

X_M_I/ZS:}MX) - [(2u+2)(x-1D)+X2(X—1D) $(x)

siempre que xel, keN, y ¢>e9f“. Por otra parte, de acuerdo con las Proposiciones

IV.2.2 y IV.2.4 en SancHez [1987], para alguna constante C>O tenemos:

k_-M-1/2 2.m+l_-p-1/2
<M ) x *

sup |x™(x D) ¢(x)| = C sup |(1+x

S®s(x)]  (m,keN, peH ).
xel x€1 u H

Asi pues, la familia (]| engendra la topologia usual de Hu.

u.,oo,r}rE[N

Terminamos la demostracién recurriendo al Lema 2.2.0
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3. El espacio ¥ .
K
Sea peR. Denotamos por 9’“ el espacio vectorial formado por las funciones

complejas ¢=¢(x) infinitamente derivables sobre I=]0,0[ tales que wr‘: k(¢)<oo,

donde
ol (¢) = sup |x"T @(x)] (m,keN);
m,k M,k
x€1
aqui T =N ...N , siendo N =12y M2 yn calculo directo establece
TR S TR R 1

que

L e

(3.1)

=" x*ebt xIp e+ oM DX
k,0 k,1 k,k

donde los coeficientes bﬁ'j (O=j=k) son constantes, con b‘: k=1.

Se comprueba inmediatamente que Q=(o! k} constituye wuna familia
m,k m

k€N

By es

numerable de seminormas. Esta familia es separante, por cuanto {w o' meN
m,0 m

una coleccién de normas. Asi pues, Q dota a 5/’“ de estructura de espacio
numerablemente multinormado.

Obtenemos una familia de normas P=(p“ sobre .9’” equivalente a Q con la
r

>r€|N

M W

propiedad de que p =p, (r,r’eN, r=r’), poniendo
r

r

p = max w (reN). (3.2)
m,k

Proposicion 3.1. Para cada peR, .9’u es un espacio de Fréchet.
Demostracion. Consideremos una sucesién de Cauchy {¢ } eN 0 9u;
PP
necesitamos probar que esta sucesién converge en dicho espacio.

Sea keN. Reescribiendo (3.1) en la forma

DK =T -(" x* + b x®'p +...+ b* x'D* (3.3)
k k,0 k,1 k,k-1

K,
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y procediendo por induccién sobre k encontramos que dado cualquier subconjunto
compacto K de I es posible determinar constantes C‘:, (0=j=k), dependientes de
»J

K, tales que

iiii ID*(x)] = C':’ow’;’ow) + c‘:’lw*;,lw) ot Ct,kw‘;’k(qb) (9eg ). (3.4)

u _ P k .
Como wo’k(qbq ¢p) o0 0, se infiere de (3.4) que {D ¢p}p€[N es uniformemente
de Cauchy en subconjuntos compactos de I para todo kelN, y por lo tanto existe

una funcién infinitamente derivable ¢=¢(x) definida sobre I tal que
D (x) ——> D p(x)
p p>0
cualesquiera sean kelN, xel.

Esta ¢ es el limite de {¢ } N 0 .9’“. En efecto, para cada m,keN y cada
PP

€>0 podemos encontrar NH k=N“ k(£)e[N tal que

] m,

Ix™T (¢ ¢ )x)| <& (xel, qp=N" ). (3.5)
Mk " q P m,k
Tomando limites para g-»w en (3.5) resulta
W' (¢4 ) =e (p=NM ) (3.6)
m,k P m’k

Por otra parte, existen constantes BH o independientes de p, tales que
m,

ot k((]5 )SB:: o lo que combinado con (3.6) garantiza que
3 p 3

w::l () = BH e (mkeN). (3.7)

9 m’
Sigue de (3.7) que ¢e.7’“, mientras que (3.6) establece la convergencia de

{¢ } a en ¥ , como pretendiamos.o
¢p peN ¢ M P

Proposicién 3.2. Para H?-'%, el espacio de Zemanian H“ es el subespacio

de y’“ constituido por las funciones ¢e.9’“ tales que

lim (x 'D)*x M 172
x>0+

(%) (3.8.a)

existe cualquiera que sea keN. La inclusién }6“ <—)§’u es continua.
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Demostracion. Sea qbeHu, y sean m,kelN; entonces

sup |x™(x D) x M2

x€1

o(x)] < =,

1 .
Puesto que uz——z-, la funcién

Xm+k+p.+1/2(x—1D)kX—}L—l/2¢(X) - Xk+u.+1/2(xm(X ID k_-M- 1/2¢(X))

estd acotada cuando O<x<l. Por otra parte,

Xm+k+p.+1/2 k_-M-172

(X—ID) % k~n+”+1/2( m+n( -1k _-M-1/2

P(x) = x X x D) x o(x)) = 0
si se elige neN suficientemente grande. Queda asi probado que ¢e9’u y que la
inclusién }(?“ C—a.?’“ es continua.

La existencia del limite (3.8.a) para toda ¢e?€u ya ha sido establecida en
ZEMANIAN [1968, Lemma 5.2-1]. Reciprocamente, sea ¢ una funcién en ?u, fijemos
m,keN, y pongamos

k_-M-1/2

Yx) = x(x 'D)*x o(x)  (xel).

1

Ya que u2~?, resulta

lwix)| = x M2 ” (@) < w“ () (1x<e),

y es claro que Y permanece acotada en un entorno de O si (3.8.a) existe para

¢. Por consiguiente ¢€}€“, completando la demostracién.o

Nota. Los argumentos anteriores ponen de manifiesto que la condicién

(3.8.a) puede ser reemplazada por la (més débil)

IRy M2

(x 'D) P(x) = O(1) (x>0+). (3.8.b)

Si ¢e?u, (3.8.a) y (3.8.b) son equivalentes.
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Proposicién 3.3. Sea peR. Toda ¢e?u estd acotada. Para cualquier keN,
Dkq) es de réapido decrecimiento en el infinito; en particular, 9’” es un
subespacio denso propio de L.

Demostracion. La primera parte de la Proposicién se prueba considerando

las seminormas wg . Haciendo uso de (3.3) y de las seminormas oM N (m,keN),

bl m’
un proceso inductivo permite constatar fécilmente que tanto las funciones de
9”“ como sus derivadas de cualquier orden son de rdapido decrecimiento en el

infinito. Por ultimo, puesto que D(I) es denso en Ll(I), lo mismo cabe afirmar

de ¥ .o
u

Supongamos ahora que uZ—%. En tal caso, la transformacién de Hankel

clasica E)“ esta bien definida sobre 3"“ mediante la férmula
® 1/2
o) = (5, ) = J #OGx) 723 ryddx (D),
)

como se justifica por la Proposicién 3.3 y por el hecho de que la funcién
zl/zJ“(z) estd acotada para ze€l. Nos proponemos demostrar que 5” es un
automorfismo de Yu (Teorema 3.5); con este objeto recogemos en la Proposicién
3.4 algunas reglas operacionales de la transformacién de Hankel sobre el
espacio yu, cuya demostracién, aunque similar a la de las propiedades

correspondientes al espacio H“ (véase ZeMANIAN [1968, Lemma 5.4-1]), incluimos

por completitud.

s e 1 . ips
Proposicién 3.4. Sea u= - Si ¢e.7’” entonces N“¢e.9’“+1, y se verifica:

= - .9
5N, 9) = ¥(5, 9, (3.9)

5“+1(—x¢) = Nu(ﬁuq&). (3.10)
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Demostracion. Puesto que

M+1 _ M
wm,k(Nu¢) = wm,k+1(¢) (¢63’“),

Nu es, en realidad, una aplicacién lineal continua de 9’“ en 9’“ ;s en
+

particular, el primer miembro de (3.9) tiene sentido. Integrando por partes y

aplicando la férmula

M+1 _ M+1
Dxx Ju+1(Xy) = yx Ju(xy) (x,yel)

encontramos que

5,3 (N, B)

00
172 -M-1/2 MH+1
. y JODX(X s Gey)dx

00
—yf B (x)(xy) 2 (xy)dx  (yel).
0 (Y

Al escribir la segunda igualdad hemos tenido en cuenta la Proposiciéon 3.3 y el

. P ‘. 1
comportamiento asintético de la funcién 2?1 (2) (HZ‘7) cuando z30+ y

M+1
Z-0.

Para establecer (3.10) derivamos bajo el signo integral y usamos la

férmula

i -u
D J (xy) = = J x,v€el),
yy “( y) Xy M+1(xy) (x,y

con lo que resulta la igualdad

D yH%(y) = J o(x)x""*D vy M1 (xy)dx
y o y M
(3.11)

00
—J x> Py My Gydax (yeD.
0

La derivaciéon bajo el signo integral es licita, pues, siendo le(z) acotada

en I (u=-—), en virtud de la Proposicién 3.3 la integral del segundo miembro

1
2
de (3.11) converge uniformemente sobre compactos de I. Ahora, multiplicando

por yuﬂ/2 ambos miembros de (3.11) obtenemos (3.10).o
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Ya estamos en disposicién de probar el resultado fundamental.

Teorema 3.5. La transformacién de Hankel 5# es un automorfismo de .9’“
1

(HZ"—Z—).
Demostracion. Sean ¢e§’“, <I>=5“¢, y m,kelN. Aplicando (3.9) m veces y

(3.10) k veces, y teniendo en cuenta la igualdad

...N N xkcp(x) = x'N ...N N ¢(x) (xel),
M+k+m-1 M+k+1  M+k M+m-1 (YRR V)
encontramos que
m.
(-y) M+k-1" u+1Nu®(y) B
(3.12)
® Kk 172
=J0(—x) (Nu+m—1'"Nu+1Nu¢(X))(Xy) J“ﬂmk(xy)dx (yel).
.M 172 .
Si C es una cota de z °J (z) (zel), reescribimos (3.12) en la forma
m,k M+m+k
Kk . 2,,_k 172 d
D™ T a(y) = I 1T g2 (xy) -2 (yel)
vy T,20 . “,mqb( Ve " y

para obtener

Wl (®) = Ik (wu
2 “mik k

m,k

m(¢)+w“ ($)).

k+2,m

Asi pues, ®€¥ , y la aplicacién lineal % es continua de ¥ en ¥ .
M K M ]
El teorema de inversién clasico es aplicable gracias a la Proposicién

3.3, y se verifica que 5:=5“. Concluimos que E)u es un automorfismo de .9’”,

como se pretendia.o

. 1
Mediante el Teorema 3.5 establecemos que, para u2—7, y’u no es otro que

el espacio de Zemanian }eu.
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. 1 . . -
Teorema 3.6. Si uz——?, los espacios vectoriales topolégicos ¥ 'y ¥
coinciden.

Demostracién. Introduzcamos el operador

k_--1/2
yu

(Q, D) = -0*y'D) o(y) (yel.

Sea @EY“, y sea ¢e$’“ tal que E)“¢=<I>. Entonces

00
©,, ) = onz“*“*"zqs(x)(xy)““'k1“+k(xy)dx (yel).

La funcién z_“J“(z) (uz—%) estd acotada sobre I (independientemente de p).
Si fijamos reN tal que r‘>2k+u+% y expresamos la igualdad anterior en la

forma

0  2k+M+1/2
< M

_ r -M-k
(Q“’ké)(y)—J (119G B H | Geplax (yeD),

r
0 1+x

para cierta constante C‘: podemos escribir

sup 1(Q, D)) = C‘:(w‘;’o(¢)+w‘:’0(¢)).

yEI ’

La conclusiéon deseada se desprende de la Proposicién 3.2 y del teorema de la

aplicacién abierta.o

4. Algunas propiedades de H“.

En esta Seccién demostramos que el espacio vectorial topoldgico 3{“ (neR)
es nuclear (TrReves [1967, Definition II1.50.11), Schwartz (Horvatn [1966,
Definition 3.15.11), Montel (HorvaTH [1966, Definition 3.9.11) y reflexivo, ¥y
deducimos que su dual fuerte es nuclear, Schwartz, bornolégico (HorvaTH [1966,
Definition 3.7.11), completo, Montel y reflexivo.

A fin de establecer la nuclearidad de 3{“ (ueR) sera util el resultado

siguiente.
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Lema 4.1.

T osup |(1+x) (x DM %0x) | =
k=0 x€I
rele® 2,r+1 Kk, --1/2
< (r+1) zf L1+t2) D) H Y 2gt) | dt
Demostracion. Se tiene:
(1+x3) (D) F 1 %(x) = - (Lt DYk M Y24 (1))dt
Y'x
% 1/2
= | 2rt(1+tH" (D) R e H T (1) dt
Yx
~00 2
| tastH e D) R 2 (0)dt (e,
Yx
Como 2t=1+t’ (tel), sigue que
1D (D) P %0(x) | = rf T D) MY %0t 1 dt
J [+t ™ @ D) e % (1) 1dt (xel),

probando el Lema.o

Proposiciéon 4.2. El espacio H“

Demostracién. Sean r,kelN, y sea ¢e}€”.

u e€¥H’ mediante la férmula
tk M

>

2\r+2

(1+t%) “h-lrz

-1,k
<ut,k,¢> (t D)t #(t)

y consideramos

r+2 2pe2
Y sup |(1+t%)"

k=0 teIl

= { ¢ekt t Dy

-1/2

Sea peR. Para r,keN y ¢e}€“, se verifica:

(ueR) es nuclear.

K ),
(¢e “)

o(t)] <1}

15

Para tel y O=k=r+2 definimos
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Noétese que V es un entorno del origen en 3{”, y que cada u (tel, O=k=r+2)

pertenece al conjunto polar V° de V. Es posible entonces definir sobre V° una

medida de Radon positiva ¢ mediante la ecuacién

r+2 .m0
Lo, > = I pdo = (r+1) ):f <p(ut 1()(1+tz)_lclt (goeC(Vo)).
Vo k=0" 0 ’

Ahora, el Lema 4.1 implica

-1

D)kx—u—1/2¢(x) |

max sup | (1+x9)" (x

oo,r
v 0=<k=r x€I

i,

r
Y. sup l(1+x2)r(x_1D)kx_“_l/qu(x)l
k=0 x€I

1A

r+2 .0

(r+1) ZI l(1+t2)”1(t—1D)kt_“_1/2
k=0" 0

1A

¢(t)|dt

r+2 .0

(r+1) z[ l<u ,¢> 1 (1+t%) 7 1dt
k=0" 0 t.k

J <0, ldo(u)  (gedt).

Vo

Puesto que los conjuntos

V(r,e) = { ¢e}€” : II¢II” <e¢ } (reN, £>0)

)m)r
forman una base de entornos del origen en Ru (Proposicién 2.1), la nuclearidad

de este espacio sigue de PierscH [1972, Proposition 4.1.51.o

Una vez establecida la Proposicién 4.2, es posible inferir algunas

consecuencias aplicando propiedades generales de espacios nucleares.

Corolario 4.3. El espacio R"l (ueR) es nuclear respecto de su topologia

fuerte.
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Demostracion. Los duales fuertes de espacios de Fréchet nucleares

también son nucleares (TrEVEs [1967, Proposition II1.50.61).o0

Corolario 4.4. Para todo peR, 3{,’1 (con la topologia fuerte) es un espacio
de Schwartz.
Demostracién. Los espacios nucleares son de Schwartz (Wone [1979,

Proposition 3.2.51).o

La misma razén aducida en la demostracién del Corolario 4.4 prueba que J{N
(ueR) es un espacio de Schwartz. Los espacios de Fréchet-Schwartz son de
Montel (HorvaTH [1966, Corollary to Proposition 3.15.41), y los espacios de
Montel son reflexivos (HorvaTH [1966, Corollary to Proposition 3.9.11). Por
consiguiente, }6“ (ueR) es Montel y reflexivo. Haciendo uso del Teorema 3.6 es
posible encontrar demostraciones directas del cardcter Schwartz y del caréacter
Montel de H“, al menos cuando p)—%. Esta restriccién no es significativa,
pues, habida cuenta de que la aplicacién ¢(x) Hxv_u¢(x) define un isomorfismo
de Hu en RV cualesquiera sean u,veR, podemos extender tales propiedades de 3{“
a todo valor de peR.

Abordamos en primer lugar la propiedad de ser Schwartz. Para u>—%,
consideramos sobre }fu la familia de normas P={p}:}rE[N, donde p‘: (reN) viene
dada por (3.2); dicha familia engendra en }6“ la topologia wusual de este
espacio (Teorema 3.6). Si reN, definimos Y; como el espacio vectorial de las

funciones ¢eC (I) tales que p“(¢)<oo. Argumentos similares a los empleados en
r

M

la demostracién de la Proposicién 3.1 permiten constatar que p
r

hace de 5’; un
espacio de Banach. Resulta evidente que .9’::1:.‘/’; con continuidad, y que la
topologia de Hu es la topologia inicial asociada a la familia de inclusiones

R“C——W; (reN). A continuacién probaremos que a cada seN le corresponde reN,

r>s, tal que la inclusién .9’;1——)9’; es compacta.
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Proposicién 4.5. Sea u>—%. Dado seN existe reN, r»>s, tal que la bola
unidad cerrada B;=(¢e§’;:p“(¢)sl) de .9’; es relativamente compacta en 5!’;.
r
Demostracion. Afirmamos que [B:1 es relativamente compacta en &°(I) cuando

r>s. Para comprobarlo observemos, ante todo, que los conjuntos
(D" : ¢eB] }  (kel, Oskss)

son equicontinuos. Pues, fijados kelN, O=kss, ¢EB;.’ un subintervalo compacto K

de I, y puntos x,yeK, con x<y, segin (3.3) se cumple

ID*6(x)-D*e(y) |

y
|f D* g(t)dt |

1A

g Y |23 ~k-1+jj
J Ty e 148+ ZJ Iof,, DY) dt.
x ’ j=0"x >

De aqui, procediendo por induccién, resulta
k k
ID"¢(x)-D ¢(y)| = MIx-y| (x,yeK),

donde M es cierta constante positiva dependiente de K. Con ello queda
establecido nuestro aserto inicial. A partir de (3.3) se demuestra, asimismo

por induccién, que los conjuntos
{ D"(x) : ¢<B ) (xel, keN, Oskss)

estan acotados en C. De HorvaTH [1966, Proposition 3.9.11], ya se infiere la
precompacidad de IB:1 en &°(I).

Valiéndonos ahora del Teorema 3.6 elegimos reN, r>s, y C>0, tales que

sup | (x 'D)*x M2

o(x)| = Cpt(p) = C  (0O=kss, ¢eB)),
x€1 r H
y consideramos una sucesién {¢}€W en IB;, convergente a ¢e€s(I) en la
PP

topologia de €°(1). Completaremos la prueba estableciendo que ¢ey’z y que

{¢p } converge a en la topologia de ¥°.
cbp el g ¢ polog "
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Ya que
p“(go) = max sup |x"T ex)| =1 (peB"),
r < < .k M
0=m, k=r x€I
se tiene
| x™T (x)| = x'  (xel, O=m,k=s, peB").
i I 9B,

Consiguientemente, dado €>0 existe n>1 tal que
|meu’k¢p(x)| < €/2 (x>, O=m,kss, peN), (4.1)
y también
Ime“’kqﬁ(x)I < /2 (x>m, 0=m,kss), (4.2)
por cuanto la convergencia en €°(1) entrafia la convergencia puntual de las

. k
sucesiones {D ¢p}p€[N (keN).

La eleccién de r permite encontrar m>1 de modo que, ademas,

]XmT ¢ (x)| = n—m—k—u—l/ZI(X—ID) kX—H—1/2¢ x)|
Mk p p

Cn—m—k—p,-l/z (4.3)

1A

£/2  (0<x<n ', 0=m,ks=s, peN),

1A

y, por un paso al limite,
ImeM $(x)| = e/2  (0¢x<n ', O=m,kss). (4.4)

- . k . k
Sobre el compacto 7m lsxsn la sucesién {D ¢ } o converge uniformemente a D ¢
PP

N

cualquiera que sea kelN, O=k=s. Asi, existe N“=N”(e)elN verificando
S S

IX™T  (¢-¢ )(x)| < & (0 '=x=m, O=m,k=s, p=NM"). (4.5)
M,k P s

]

De la combinacién de (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) y (4.5) resulta

p‘:(¢—¢p) < e (pzN‘:), (4.6)
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y sigue de (4.6) que

M) = g9 ) + pMp ) <+ B <o, (4.7)
s s P s p s p
donde peN, pZNg, es fijo. La expresién (4.7) prueba que ¢e.9’;, mientras que

(4.6) establece la convergencia de {¢ } N 2 ¢ en la topologia de 3’;, como
PP

N

pretendiamos.no

Proposicion 4.6. Para cada peR, }Cu es un espacio de Schwartz.

Demostracion. Si u>—% esta propiedad se deduce de la Proposicién 4.5,
atendiendo a un resultado de Sebastiao e Silva (HorvaTH [1966, Proposition
3.15.9]). Puesto que la aplicacién ¢(X)|—>xv_“¢(x) define un isomorfismo de ¥
en }\‘fv cualesquiera sean pM,V€R, podemos afirmar que R“ es Schwartz para todo

ueR.o

Nos ocupamos a continuacién de dar una prueba directa del caracter Montel
de R”. Para la validez de los argumentos empleados se hace necesaria, al igual
que antes, la restriccién u>—7, sin que tal restriccién sea significativa en

virtud de la existencia del isomorfismo ¢(x) 1———>xv_“¢(x) entre Hu y HV (u,veR).

Proposicion 4.7. Para todo ueR, H“ es un espacio de Montel.

Demostracion. Como ha quedado dicho, podemos suponer que u>-— % Sabemos
que 3{“ es tonelado porque es un espacio de Fréchet (HorvaTH [1966, Corollary
to Proposition 3.6.3]); necesitamos probar que todo subconjunto acotado es
relativamente compacto en }f“. Sea entonces B un subconjunto acotado de Hu. Ya
que B es acotado en &(I), que es un espacio de Montel, basta demostrar que si

es una sucesién en B que converge a ¢ en &(I) entonces ¢e}(’.u y {¢p}pe[N

(¢p)pém

converge a ¢ en }(’,u.
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La hipétesis de acotacién en }e“ de la sucesién {¢p)pEN y los Teoremas 3.5

y 3.6 permiten hallar constantes BH o independientes de p, satisfaciendo
m

)

[x"‘T“ RXCSINE BH

m. v
mK’ |x T“,k(‘b”q&p)(x)l = Bm,k (m,keN, xel). (4.8)

Como (¢p)pE|N converge en &(I), tomando limites para p>o en la primera

desigualdad de (4.8) encontramos que ¢e}€u, siendo

lme“ kqb(x)l = B“k (m,keN, xel).

No se pierde generalidad al suponer también que

m, < nHt
|x Tu,k(5u¢)(X)l = Bmk (m,keN, xel).

Sea ahora £>0. En vista de (4.8) podemos elegir p=p(u,m,k,e)>0 de manera
que

m _ - i 1
| x Tu’k(¢ ¢p)(x)| = 2Bm+1’kp < e (mk,peN, x>p) (4.9)

y que

-m-k-J4-1/2

IXmT“ (90 )| = zc‘:(B‘; O+B‘rl e Ce (mk,peN, x¢p ), (4.10)

donde reN, r>2k+u+%, y Ct es como en la demostracién del Teorema 3.6. En el
compacto pﬂlsxﬁp la sucesién {Dk¢ } oN converge uniformemente a Dkqb cualquiera
PP

que sea kelN; existe entonces Ni =NH k(e)eﬂ\l verificando
t ml

IXmT“ [(9-0 )01 <e  (mkeN per‘:1 o p '=x=p). (4.11)

De la combinacién de (4.9), (4.10) y (4.11) se concluye
ot (p—¢ ) = €  (m,keN, pZN"l );
m,k P m,k

asi, {¢ } oN converge a ¢ en }(’u, como queriamos probar.d
PP

Corolario 4.8. Para todo peR, el espacio }6“ es reflexivo.
Demostracion. Los espacios de Montel son reflexivos (HORVATH [1966,

Corollary to Proposition 3.9.11).o
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Corolario 4.9. El espacio H"l (ueR), provisto de su topologia fuerte, es
bornoldégico y completo; en particular, Montel y reflexivo.

Demostracion. El dual fuerte de espacios de Fréchet reflexivos es
bornolégico  (ScHAErer  [1971, IV-6.6, Corollary 2]). Nétese que R“ es
bornolégico, porque es un espacio de Fréchet (ScHaErer [1971, 1I-8.1]). Los
espacios  bornolégicos tienen duales fuertes completos  (ScHAEFER  [1971,
IV-6.11), y los espacios bornolégicos, completos y nucleares son de Montel

(ScHAErer [1971, Exercise IV-19 (b)]). Finalmente, los espacios de Montel son

reflexivos (HorvaTH [1966, Corollary to Proposition 3.9.11).o

5. Estructura en H;IJ.'

En esta Seccién, motivados por resultados de KITCHENS-SwARTZ [1974,
Theorem 6] para duales de espacios de tipo K(Mp}, obtenemos una
caracterizacién de la convergencia secuencial en H;‘. Mediante la misma técnica
caracterizamos también los subconjuntos acotados de R;;. y mejoramos ¥
complementamos la representacién de los elementos de este espacio dada por

BETANCOR [1991, Theorem 4].

Proposicién 5.1. Sea peR. Un funcional lineal T estd en R;L si, y sélo
si, a cada q, 1{g=w, le corresponden reN y funciones f'keLq(I) (O=k=r), tales
que

r
T = §xM4x )" )T (5.1)
k=0

Demostracién. Fijemos p, 1sp<w, y sea q, 1{g=w, el exponente conjugado
de p. Si TeiH?"l entonces, en virtud de la Proposicién 2.1 y de Zemanian [1968,

Theorem 1.8-1], existen reN y C>O tales que

[<T,p>| = Cligll
M,p,r

Py

H ). 5.2
(pe H) (5.2)
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Denotemos por I‘p la suma directa de r+l copias de LP(I), normado mediante

I(f) I = max IIf‘_II, (5.3)
Vosj=r P o=;= jip

y por £ la suma directa de r+l copias de L%I), normado por
q

I(f ) o=

Yosj=r ¥

el .
o J q

™~

Consideremos la aplicacién inyectiva

F: ¥ —> T
M p

6 o Flo)= [(1+x)(x 'D)*x “1/2¢(x)]05k5r,

y definamos sobre F(}fp)cl" . el funcional lineal L mediante la férmula
L,F(¢)>=<T,¢>. En vista de (5.2) y (5.3), L es continuo, con norma a lo sumo
C. Continuamos denotando por L la extensién de Hahn-Banach de este funcional a
Fp que conserva la norma. La representaciéon de Riesz (fk)0 < SrEEq de L sobre

I' satisface
p

k_-j-1/2

(T, ¢> = <L,F(¢)> = zj' £ D Ppax (gedt ).

Esto prueba (5.1).
Inversamente, fijemos q, 1{qsw, y sea p, lsp<w, el exponente conjugado de
g. Si T viene dado por (5.1), la desigualdad de Hoélder implica

|<T,¢>’ k_-M-172

A

ZJ If (x) (1+x5)"(x'D)*x o(x)|dx

A

r
gl nf n
¢Mprz k q

’ B k=0

para cada ¢e}€“, probando que Te}el’l.n
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Conviene observar que en la caracterizacién de los elementos de 9{"1
obtenida en la Proposicién 5.1 comparecen derivadas de multiplos polinémicos
de funciones pertenecientes a todas las clases L%I), 1{gsw, y no sélo a
L°°(I). Hemos obtenido asi una representacién mas general, y formalmente mas
simple, que la dada por BETANCOR [1991, Theorem 4.

Mediante la técnica empleada en la prueba de la Proposicién 5.1, y

aplicando la Proposicién 2.3 en sustitucién de la Proposicién 2.1, también se

demuestra:

Proposicion 5.2. Sea HZ—%- Se verifica que TER;J si, y sélo si, para
cada q, 1{q=w, existen reN y funciones fkeLq(I) (O=k=r) tales que

H1/2e

r
_ k 2,r
T = ZSu(l+x)x y

k=0
En las Proposiciones 5.4 y 5.5 se establecerd que el maximo orden de los
operadores diferenciales comparecientes en las representaciones dadas por las
Proposiciones 5.1 y 5.2 es uniforme sobre subconjuntos acotados de H;l En el
siguiente Lema 5.3, que resulta fundamental para este propdsito, hacemos notar

que los subconjuntos acotados de H;l son independientes de la topologia (débil*

o fuerte) que se considere sobre dicho espacio.

Lema 5.3. Sea peR, y sea B’ un subconjunto de R"i. Son equivalentes:
(i) B’ es débilmente* acotado.
(ii) B’ es fuertemente acotado.
(iii) B’ es equicontinuo.
(iv) Para todo £>0 existe un entorno V de O en H“, tal que:
sup { I<T,¢>| : TeB’, ¢eV } < €.
(v) Para todo p, l=p=w, existen C>0, reN tales que

I<T,¢>| = cuqsnlu (TeB’, ¢e}e“).

sPsI
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(vi) (Si uz—-;—) Para todo p, l=p=w, existen C>0, reN tales que
I<T,¢>| = Clgl (TeB’, ¢eH ).
M,p,r 28
Demostracién. La equivalencia entre (i), (ii) y (iii) proviene de ser
tonelado el espacio R“ (TrReves [1967, Theorem 11.33.2]1). Que los enunciados
(iit) y (iv) son equivalentes sigue de la propia definicién  de
equicontinuidad, mientras que (iv), (v) y (vi) lo son en virtud de las

Proposiciones 2.1 y 2.3.0

Proposiciéon 5.4. Sea  ueR, sea B’ un  subconjunto (débilmente*,
fuertemente) acotado de H;z’ y sea 1{q=w. Existen reN, C>O, y, para cada TeB’,

funciones fT keLq(I) (O=k=r), tales que

s

H

r
T = ¥ x 72D s
k=0 ’

k

con

r
L o= c
k=0

Demostracién. Basta proceder como en la prueba de la Proposicién 5.1,
teniendo en cuenta que, en virtud del Lema 5.3, la desigualdad (5.2) se

verifica ahora para C>0 y reN independientes de TeB’.o

Similarmente, se establece:

Proposicion 5.5. Sea uz—%, sea B’ un subconjunto (débilmente*,

fuertemente) acotado de R"L, y sea 1{g=w. Existen reN, C>0, y, para cada TeB’,

funciones f‘T keLq(I) (O=k=r), tales que

r. -M-1/2
xM f .,

r
Kk 2
T = ; Su(l+x ) -

k=0

cumpliéndose ademas
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Nuestro préximo objetivo es caracterizar las sucesiones convergentes en
}f;l Notemos, ante todo, que la convergencia débil* y la fuerte de sucesiones
son equivalentes en H}’l, porque }t’u es Montel (Tréves [1967, Proposition
11.34.6, Corollary 11). Para el cumplimiento de tal propésito necesitamos
introducir nuevos espacios de funciones.

Si peR, reN y I1=p=co, }ezr denota el espacio de todas aquellas ¢eC (1)

cuya norma II¢II” es finita, topologizado mediante esta norma (véase la
,p’r
Seccién 2). Escribiremos H en vez de H” . Claramente #° <P , con
[TRS TR TR SR TR

inclusién continua. La Proposicién 2.1 garantiza que la topologia de H“
coincide con la topologia inicial asociada a la familia de inclusiones

H“C—ﬂfz para r recorriendo N. Cabe advertir que, fijado p (l1sp=w), dos

s

cualesquiera de los espacios HZ , }Q:; (u,veR) son isométricamente isomorfos
,r r

por la aplicacién ¢(x)—sx’ M(x).
Comenzamos estableciendo que dado seN existe reN, r>s, tal que la

inclusion #P (—>}€:; es compacta.
r

s sS

Lema 5.6. Sean peR, 1=p=ew. A cada seN le corresponde relN, rds, tal que

la bola unidad cerrada de HZ es relativamente compacta en }CZS
Qr ’

Demostracion. Supongamos en primer lugar que u)—%. Sean jelN, js, y

C>0, tales que

gl < Cp’;(qs) (¢e§’;).

M,00,s
La bola unidad cerrada de algin .9’:1, i>j, es relativamente compacta en .SP:IL

(Proposicién 4.5), y también en H“ , por la elecciéon de j. Si reN no es menor

»S

que Ziﬂl*%, de modo que la bola unidad cerrada de 9’:1 contiene a la bola

unidad cerrada de ¥ , entonces esta ultima es relativamente compacta en

,T

}eu . Las desigualdades (2.2), (2.3) y (2.4) completan la demostracién en el

»S

1 . .
caso p.>—?. La observacién que precede al Lema prueba que éste vale para

cualquier peR.o
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Lema 5.7. Sea peR, sea Il=p=ew, y sea A{T} una sucesién en ¥H’,
n n€EN [V

(débilmente*, fuertemente) convergente a cero. Existen reN y una sucesién

{C} de constantes positivas tales que
n neN

<
I<T_,¢>| = c gl —

(neN, ¢e¥ ), C —— O.
r 1l n

13341

Demostracion. Basta probar la existencia de reN tal que

=1 } e 0. (5.4)

sup { <T@ : peit , gl —

El teorema de Banach-Steinhaus proporciona seN y una constante M>O tales

que

<T ,¢>| = Mligll N, ¢eH ).
I<T @21 = Migl _ (nel, pek )

sP»

Asociemos reN a s como en el Lema 5.6. Si (5.4) fuera falso, existirian >0,

una sucesién en }fu, con ll¢ II“ =<1 (neN), y una subsucesién de
n

sPI

{¢n}n€[N

{T } <N (que continuamos denotando de igual modo), tales que
nn

|<Tn,¢n>| = & (neN). (5.5)

Por la eleccién de r podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que <¢n}n€lN

converge en }ez , ¥, en particular, que esta sucesién es de Cauchy en este

S

espacio. Asi,

1A

I<T ,¢ > I<T ,¢ -¢ >| + I<KT ,¢ >|
n 'n n'n m n 'm

(5.6)

1A

M Il¢n—¢mll“ + I<Tn,¢m>l (n,meN).

’ ’

Pero cada término del segundo miembro de (5.6) puede hacerse pequefio si n y m

son suficientemente grandes, lo que contradice (5.5) y prueba el Lema.o
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Lema 5.8. Sea uz——l-, sea l=p=w, y sea {T}
2 n nE€

una sucesién en H’,
N 7

(débilmente*, fuertemente) convergente a cero. Existen reN y una sucesién

{C} de constantes positivas tales que
n neN

I<T @] = C19l,  (neN, peit ),  C s 0.

Demostracion. Como antes, basta encontrar reN tal que

sup { |<Tn,¢>| : ¢€R“, (| =1 } 5> 0.

M,p,r

Puede probarse que, para cada M>0 y algin seN,

sup { I<T ¢ : peit, gl =M b — 0

sPsS —>00

(Lema 5.7). Ademas (Proposiciones 2.1 y 2.3), existen relN, C>0 tales que:

gl = :
o, Clel, (pedt, )

sPs s

Por consiguiente,

sup { I<T ,¢>| : ¢¥ , || <] } =
n v

= sup { I<T_¢>| : geit , gl <C)——>0. o

»P» n-—>0

Estamos ya en disposicién de caracterizar la convergencia secuencial en
3‘{’; Las Proposiciones 5.9 y 5.10 se prueban siguiendo la misma técnica que en
la demostracién de las anteriores, teniendo en cuenta los Lemas 5.7 y 5.8,

respectivamente.

Proposiciéon 5.9. Sea peR. La sucesién {Tn} e converge (débilmente*,
n

fuertemente) a cero en H;l si, y sélo si, a cada q, 1{gsw, le corresponden reN

y funciones fn keLq(I) (neN, O=ks=r) tales que

’

x M2 pxTh
0

T =
n
k

™

1+x2)°f (neN),
n,k

1]
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con

r
Yuf I ——o.
k=0 n,k q@ n>0

Proposicion 5.10. Sea uZ—%. La sucesién {T } oy converge (débilmente*,
nn

fuertemente) a cero en 9{"1 si, y sblo si, para cada q, 1{g=w, existen reN y

funciones fn kELq(I) (neN, O=k=r) tales que

B

r
T = ¥ sfu+=)"x*"% (neN),
n M n,k
k=0
con
r
yiIf I ——>0



II. LOS ESPACIOS fB” Y fB"l.

6. Introduccion.

Los espacios B
M,a

y fB” han sido definidos por ZemaNiaN [1966b]. Para cada

peR y cada a>0, B estd formado por todas aquellas funciones ¢=¢(x)

sa

infinitamente derivables sobre I tales que ¢(x)=0 (xZa), y

7§{‘(¢) = sup |(x DM M%h(x)] < w0 (keN). (6.1)

x€1

Cuando se le dota de la topologia generada por la familia de seminormas

{7“} , B se convierte en un espacio de Fréchet. Noétese que B es un
k keN W,a W,a

subespacio de R“, y que la topologia que consideramos sobre BM es la

s

heredada de # . Resulta claro que B B si a=b, algebraica vy
[ M,a M0

topolégicamente. Mas aun, fBub induce sobre iBu la topologia de B“ , lo que
a

’ a ]

permite definir B = U B como el limite inductivo estricto de la familia
a>0 -2
i )>0. De hecho, .‘B” puede ser contemplado como el limite inductivo
,a a
estricto de la familia numerable de espacios de Fréchet {B“ }m g en otras
,i. n=

palabras, 58“ es un (LF)-espacio.

)

En esta Parte nos proponemos desarrollar para los espacios iB“ y fB” un

a
estudio andlogo al ya efectuado para HH. Ahora este estudio se simplifica
notablemente. Muchas de las propiedades que se establecieron para R“ como

espacio vectorial topolégico son heredadas por sus subespacios B” , y se
ya

transmiten al limite inductivo (estricto, numerable) de éstos, BM; otras
admiten demostraciones basadas en las mismas técnicas. Asi, podemos definir la

topologia de fB” valiéndonos de otras familias de seminormas distintas de

s

(6.1) (Secciéon 7), y fB“ y fBu resultan ser espacios nucleares, de Schwartz,
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de Montel, y reflexivos (Seccién 8). Siendo Bu espacios de Montel, la
a

>

convergencia débil* y la fuerte de sucesiones coinciden en fB;Il . Ademads, ya

X1

que los fBu son tonelados, también coinciden los subconjuntos débilmente* y

s

fuertemente acotados de B’ . La Seccién 9 contiene representaciones de los

sa

elementos de B’ , caracterizaciones de las sucesiones convergentes en B;l , y
s a

representaciones de los subconjuntos acotados de B"l . Estas representaciones

-3
se extienden a los elementos de fB;l, ya que un funcional lineal esta en fB"l si,

y sélo si, su restriccién a cada B estid en fB"i (a>0).
a

sa ’

7. La topologia de B

[T

Sean peR, a>0, lsp=w. La restriccién a 58“ de los sistemas de seminormas

{”.”u,p,r‘}rG[N y {I.Iu,p,r}rE[N’ introducidos sobre H“ en la Seccién 2, toma la
forma
° 1.k 172 /P
g = max U l(x'D)*x M ¢(x)|pdx}
H-ps 0=<k=r\Yo
gl = max sup | (x D) * 1 %0(x) |
M, 0=k=r x€I
® 172,k e
l¢1 = max {J- |x % ¢(x)lpdx}
H-p, 0=k=r\Yo ®
_ -M-1/2 Kk
|¢|u,oo,r = max sup |x S“¢(x)| (¢€Bu,a’ reN).

0=k=r x€I

Proposicién 7.1. Sean a>0, I=p=w. Si pneR (respectivamente, uz——%—),

entonces el sistema de seminormas {ie } (respectivamente,
M,p,r reN
. i i “
{1 |u.,p,r‘)r€[N) genera sobre iBu,a la misma topologia que {Wk}kEIN'

Demostracion. Proposiciones 2.1 y 2.3.0

Proposicién 7.2. Para uz——;— y a>0, la topologia de Bua estd generada

Hy

el donde

por la familia de seminormas {w

M -
wk(¢) = )s{zp; lTu,k¢(X)| (keN).
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Demostracion. Teorema 3.6.0

8. Algunas propiedades de .‘B“.

Nuestro principal objetivo en esta Seccién es probar que, para cada ueR,
el espacio vectorial topolégico SB“ es completo, Dbornolégico, nuclear,
Schwartz, Montel y reflexivo. Su dual fuerte resulta ser entonces nuclear,
completo, Schwartz, Montel y reflexivo. Previamente estudiamos las
correspondientes propiedades de los espacios 58‘1 y B”l (con la topologia

s 1

fuerte), para peR y a>O.

Proposicién 8.1. Para cada peR y cada a>0, fBu es un espacio nuclear.

)

También lo es iB;J. respecto de su topologia fuerte.

-3

Demostracion. Ya quedé dicho que Ru es nuclear (Proposicién 4.2), y todo

subespacio de un espacio nuclear también lo es (TrREves [1967, Proposition

I11.50.1]1). Por tanto, fB’” es nuclear. Los duales fuertes de espacios de
sa

Fréchet nucleares tienen igual  propiedad (TREVES [1967, Proposition

I11.50.61).0

Corolario 8.2. Para cada peR, los espacios 13“ y B"‘ (respecto de su
topologia fuerte) son nucleares.

Demostracion. Los limites inductivos numerables y los duales fuertes de
(LF)-espacios nucleares son asimismo nucleares (TrREveEs [1967, Corollary to

Proposition II1.50.1]1).o

Como subespacio del espacio de Schwartz Ru (Proposicién 4.6), fB”,a es
igualmente un espacio de Schwartz (HorvatH [1966, Proposition 3.15.61). Se
llega a la misma conclusién combinando la anterior Proposicién 8.1 con WoNG
[1979, Proposition 3.2.5]. Sin embargo, esta propiedad también admite una

demostracién directa. Para darla precisamos introducir nuevos espacios de

funciones.
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Si peR, a>0 y relN, el espacio 23; estd formado por todas aquellas

s

Pp=¢(x)eC (I) tales que ¢(x)=0 (x=a) y lim (xulD)kx—“—l/ZqS(x) existe para todo
x>0+
keN, O=k=r. Dotado de la topologia generada por la norma II°IIum ) B; es un
t] !r ’a
espacio de Banach. Resulta claro que fB;ﬂcB; con continuidad, y que la
,a ,a

topologia de B“a es la topologia inicial asociada a la familia de inclusiones

B B"  (reN).

M,a H,a
Valiéndonos del siguiente criterio de compacidad relativa en B; (Lema
,a
8.3), nos proponemos demostrar que cada una de las inclusiones fB:;1 C—efB;
ya ,a

(reN) es compacta (Proposicién 8.4).

Lema 8.3. Sean peR, a>0, reN. Un subconjunto F de B" es relativamente

sQ

compacto en este espacio si, y sblo si, se satisfacen simultdneamente las dos

condiciones siguientes:

(i) Para cada keN, O=k=r, el conjunto Fk=((x_lD)kx_” 126(x):¢eF)  es
equicontinuo.

(ii) Para cada keN, O=k=r, y cada xel, el conjunto
Fk(x)z((x_lD)kx—“—Vz(b(X):d)eF} estd acotado en C.

Demostracién. Sea € la suma directa de r+l copias del espacio C([0,al).

. T .. [ (v In kM2
La aplicacién G'fBu,a —6, definida  por  G(¢) ((X D)'x ¢(x)] o=
establece un isomorfismo de B sobre G(B" ). Al ser completo, B; es
,a sa ,a
cerrado en 6. Por el teorema de Tichonov F es relativamente compacto en B"

M,a

si, y sbélo si, cada Fk lo es en C([0,a]) (keN, O=k=r). En virtud del teorema

de Ascoli esto equivale a que (i) y (ii) se verifiquen simultdneamente.o

Proposicién 8.4. Para cada peR y cada a>0, la bola unidad cerrada

B " ={peB" " : 1ol
a "

<1} de B"*! es relativamente compacta en B" (reN).
K,a T8 +1 [ TR

[ 2] s 1)
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Demostracion. Este hecho es consecuencia inmediata del Lema 8.3, ya que

k H-1/2 -1k _-M-1/2

| (x'D) p(x)-(y 'D)*y P(y)| =

y
< aj 1t 7D) X e M 2(1) 1dt = aly-x)  (x,yel, x<y)
X
si ¢eIB;+1 y kelN, O<k=r.o
,a

Corolario 8.5. Para cada peR y cada a>0, B“,a y su dual fuerte son
espacios de Schwartz, de Montel y reflexivos. Ademas, B"La (con su topologia
fuerte) es bornolégico y completo.

Demostracion. De la Proposicién 8.4, en virtud de un conocido resultado
de Sebastiao e Silva (HorvatH [1966, Proposition 3.15.91), inferimos que B“’a
es un espacio de Schwartz. Que EB“’a es de Montel y reflexivo sigue de HORVATH
[1966, Corollary to Proposition 3.15.4 y Corollary to Proposition 3.9.1l.

Haciendo uso de la Proposicién 8.1 y de Wone [1979, Proposition 3.2.5] se
establece que B;L’ (con la topologia fuerte) es un espacio de Schwartz. Por
otra parte, el dual fuerte de espacios de Fréchet reflexivos es bornoldgico
(ScHAEFER [1971, 1V-6.6, Corollary 2]). Siendo un espacio de Fréchet, Bu,a es
bornolégico (ScHaerer [1971, 1I-8.11); los espacios bornolégicos tienen duales
fuertes completos  (Scuaerer  [1971, 1V-6.11). Ahora bien, los espacios
bornolégicos, completos y nucleares son de Montel (ScHAEFER [1971, Exercise
IV-19 (b)]), y basta aplicar la Proposicién 8.1 para deducir que Bix,a (con su

topologia fuerte) es un espacio de Montel. Finalmente, los espacios de Montel

son reflexivos (HorvaTH [1966, Corollary to Proposition 3.9.11).o

Corolario 8.6. Para cada peR, el espacio fBu es completo, bornolédgico,
Schwartz, Montel y reflexivo. Su dual fuerte es completo, Schwartz, Montel y

reflexivo.
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Demostracion. Los (LF)-espacios son completos y bornoldégicos (SCHAEFER
[1971, II-6.6, Corollary y II-8.2, Corollary 2I). Que fBu es un espacio de
Schwartz se infiere del Corolario 8.2 en virtud de Wone [1979, Proposition
3.2.5], o bien del Corolario 8.5 y del hecho de que todo limite inductivo de
espacios de Schwartz es asimismo un espacio de Schwartz (HorvatH [1966,
Proposition 3.15.81). Finalmente, siendo fBu completo, también es Montel, luego
reflexivo (HorvatH [1966, Corollary to Proposition 3.15.4 y Corollary to
Proposition 3.9.1]).

El Corolario 8.2, junto con el hecho de que los espacios nucleares son de
Schwartz (Wonc [1979, Proposition 3.2.5]), garantiza que que B"l es un espacio
de Schwartz respecto de su topologia fuerte. Por otra parte, el dual fuerte de
todo espacio reflexivo es también reflexivo (HorvaTH [1966, Proposition
3.8.71), y los espacios reflexivos son tonelados (HorvaTH [1966, Corollary to
Proposition 3.8.6]). Luego, B;l (con su topologia fuerte) es reflexivo vy
tonelado. Todo espacio de Schwartz (casi-)completo es semi-Montel (HORVATH
[1966, Corollary to Proposition 3.15.4]); consecuentemente, dotado de su
topologia fuerte, fB},,L es semi-Montel. Los espacios semi-Montel tonelados son de

Montel (HorvaTH [1966, Definition 3.9.1 y p. 217]).o

9. Estructura en B;l.

Un funcional lineal pertenece a fB}’L si, y so6lo si, sus restricciones a
‘B“,a pertenecen a ‘B"l’a, para cada a>0. Por tanto, el estudio de la estructura
de los elementos, de los subconjuntos acotados, y de las sucesiones
convergentes en B;L se reduce al correspondiente para los elementos de B"l’a
(a>0). Dicho estudio, que recogemos en esta Seccién, es paralelo al efectuado
en la Seccién 5 para el espacio }(’,;l

En primer lugar, procediendo como en la prueba de la Proposicién 5.1

también se demuestra:
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Proposicién 9.1. Sean peR, a>0. Un funcional lineal T esta en iB"l si, y
,a

sélo si, para cada 1{g=e existen reN y fkeLq([O,a]), (keN, O=k=r), tales que

r
T=7Y x-p'_l/z(—Dx_l)kfk.

k=0

, a>0. Un funcional lineal T estd en B’

Proposicién 9.2. Sean u=- "
,a

o | =

si, y sb6lo si, para cada 1{q=w existen relN y fkeLq([O,a]), (keN, O=k=r), tales

que
Ok —p-1/2
T= }ySx H fk.
k=0
Como B es tonelado para cualesquiera peR y a>0, un subconjunto B’ de
sa
B’ es débilmente* acotado si, y sélo si, es fuertemente acotado (TREVES

»a

[1967, Theorem 11.33.2]). En las dos Proposiciones siguientes obtenemos
representaciones de los elementos TeB’, siendo B’ un subconjunto (débilmente*,

fuertemente) acotado de 13"1 , en las que el orden maximo de los operadores
s

diferenciales que comparecen es independiente de TeB’. La demostracién de

estos resultados es similar a la de las Proposiciones 5.4 y 5.5.

Proposicién 9.3. Sean pueR, a>0. Un subconjunto B’ de fB"l es
,a

(débilmente*, fuertemente) acotado en B’ si, y sbélo si, dado q, 1Kg=w,

a

existen reN, C>0 y, para cada TeB’, funciones kaeLq([O,a]) (keN, O=k=r),

3

tales que

con
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Proposicién 9.4. Sean uZ——;— y a>0. Un subconjunto B’ de .‘B"l es
,a

(débilmente*, fuertemente) acotado si, y sélo si, dado 1{gsw existen reN, C>O

y, para cada TeB’, funciones fT keLq([O,a]) (keN, O=k=r), tales que

1)

r
k_-u-1/2
T=ysx"%r
k=0 ® ’
con
r
Y ||f‘T kII =C
k=0 bl q
Siendo B un espacio de Montel (Corolario 8.5), la clase de las
sa
sucesiones convergentes en B’ es la misma cuando en este espacio se

sa

consideran tanto la topologia débil* como la fuerte (TrREvES [1967, Proposition
11.34.6, Corollary 1D). A continuacién damos representaciones de las

sucesiones convergentes en fB;l , del mismo tipo que las obtenidas en las
s

Proposiciones 5.9 y 5.10.

Proposicién 9.5. Sean peR y a>0. Una sucesién (T } N S (débilmente*,
nn

fuertemente) convergente a cero en B’ si, y sé6lo si, a cada IKg=w le

corresponden reN y funciones f 1(«qu([O,a]) (n,keN, O=k=r), tales que
n

r
T = Zx_”_l/z(—Dx_l)kf . (neN),
con

r
lim Y Uf 1 = o0,
n,k q
n—->0 k=0
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Proposicién 9.6. Sean uz——l— y a0. Una sucesiéon (T} es
2 n neN .

(débilmente*, fuertemente) convergente a cero en B’ si, y sb6lo si, a cada

-3

1<q=w le corresponden reN y funciones f keLq([O,a]) (n,keN, O=k=r), tales que
n

r
T =Y skx 12 (neN),
n M n,k
k=0
con
r
lim ¥ Ilfn’kllq = 0.

n»>0 k=0



III. MULTIPLICADORES DE H“ Y DE H"L

10. Introduccién.

En adelante, dado un espacio vectorial topoldégico X denotaremos por jes(X)
(respectivamente, iﬁb(X)) el espacio de los endomorfismos de X dotado de la
topologia de la convergencia simple (respectivamente, de la topologia de la
convergencia uniforme sobre subconjuntos acotados de X).

La transformacién de Fourier de distribuciones temperadas ha sido
investigada por SchwarTz [1978]. Este autor ha introducido el espacio ¢,
consistente en todas aquellas funciones infinitamente derivables ¢=¢(x)

definidas sobre R tales que lim mekqb(x):O (m,keN). Se dota al espacio ¥ de
|xl—>00

la topologia generada por la familia de seminormas {p k}m e’ donde
m’ t

p_(#) = sup |(1+x)"D$(x)|  (mkeN, ¢e).
’ x€R

Entonces ¥ es un espacio de Fréchet y la transformacién de Fourier es un
automorfismo de ¥. El dual ¥’ de ¥ es el espacio de las distribuciones
temperadas.

El espacio de los multiplicadores de ¥ y de ¥’ es OM. Una funcién
infinitamente derivable 0=08(x) (xeR) estd en OM si para cada keN existe nke[N

n
tal que (1+x%) "D"@(x) estd acotado sobre R. La topologia que OM hereda de

$S(,9’) es la generada por la familia de seminormas (qm,k;¢)m,k€lN,¢€.</” siendo

94 pl® = P [(09)  (mkeN, ¢e¥, 0<0,),

o, equivalentemente, por el sistema de seminormas {q. ) dado por

k;¢ keN,ped’

_(8) = sup I¢(x)Dk9(x)| (keN, ¢e¥, BEOM).
x€R
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Por otra parte, $b(.9’) induce sobre OM la topologia generada por una cualquiera

de las familias equivalentes de seminormas A{r

By(r‘)

}
m,k;B m,k€N,Be k;B kelN,seB’

donde

r .B(e) = sup qm,k;¢(9) (m,keN, BeB, BE(DM),
¢EB

r‘k;B(O) = sup qk;¢(e) (keN, BeB, ee(DM),
¢eB

v B representa la coleccién de todos los subconjuntos acotados de ¥.

Es sabido que 23(.9’) y .,‘Bb(y’) inducen sobre OM una misma topologia
(GroTHENDIECK [1955, Chapitre II, §4.4]), con la cual OM se convierte en un
espacio completo y Dbornolégico (GroTHENDIECK [1955, Chapitre II, Théoreme
16]).

ZEMANIAN  ([1966a]l, [1968]) ha llevado a cabo un estudio para la
transformacién de Hankel sobre 3{“ y H’ similar al efectuado por Schwartz para
la transformacién de Fourier sobre ¥ y ¥’. El espacio vectorial O de todas

aquellas 0=0(x)eC”(I) tales que para cada keN existen nkelN, Ak>0 satisfaciendo
-1,k 2,k
[(x 'D)'e(x)| = Ak(1+x ) (xel)

es un espacio de multiplicadores para H” (Zemanian [19681). Aqui probamos que
O es precisamente el espacio de los multiplicadores de Hu (Seccién 11) y de H;L
(Seccién 13); al caracterizar O como el espacio de los multiplicadores de H;l
hacemos uso de la reflexividad de Hu (Corolario 4.8).

Nuestro estudio de O es paralelo al desarrollado para (DM por Schwartz y
otros autores. En la Seccién 12 se aborda el problema de topologizar O.
Probamos que O hereda de _‘ES(R”) y de ..‘Bb(ﬁ’u) una misma topologia, con la cual
las aplicaciones bilineales (8,9)——09 de OxO en O, (6,¢)+—0¢ de OX}GH en 9{“,
y (8,T)—06T de OXH"l en H’, son hipocontinuas respecto de subconjuntos
acotados (Treéves [1967, Definition III.41.1]1). Se demuestra ademds (Seccién
13) que la topologia de O coincide con la que este espacio hereda de .25(?{;1) y

de £ (3¢').
b
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La Seccién 14 recoge algunas propiedades de O como espacio vectorial
topolégico. Al igual que (DM, O resulta ser completo, bornolégico, nuclear,
Schwartz, Montel y reflexivo. No obstante, cabe sefialar una diferencia entre
ambos: O no es un espacio normal de distribuciones (véase la Nota a
continuacién de la Proposicién 12.6).

En la Seccién 15 se estudia el dual O’ de O. Encontramos representaciones
de los elementos de O’ y establecemos que, provisto de su topologia fuerte, O’

es un espacio completo, nuclear, Schwartz, Montel, y reflexivo.

11. Multiplicadores de }6”.

Sea peR. Una funcién 6=0(x) definida sobre I es un multiplicador para Hu
si la aplicacién ¢+—06¢ es continua de Hu en R“. Nuestro propésito en esta
Seccién es caracterizar el espacio de multiplicadores de }e“. Tal es el
cometido del Teorema 11.3; se requieren algunos resultados preliminares.

El Lema 11.2 proporciona ciertos ejemplos utiles de funciones en 3{“.
Facilitara la construccién de tales funciones el siguiente caso particular de

la desigualdad de Peetre (véase, por ejemplo, BarRRos-NETO [1981, Lemma 5.2]).

Lema 11.1. Para cada &,n€R, se verifica:

2

=Tk

1+m
Lema 11.2. Sea «aeD(I) tal que O=wasl, sop ¢x=[—;—,%], y «fl)=1. Sea
también {X'}'E[N una sucesién de numeros reales que satisfacen X0>1 y
i
x_ >x +1. Definamos
1]
+1/200 o(x-x +1)
o(x) = xM Y ——;——— (xel). (11.1)
j=0 (1+x,)J
J

Entonces qbe}(?u.
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Demostracion. Notemos, ante todo, que la suma compareciente en el
segundo miembro de (11.1) es finita, porque los soportes de las funciones
oc(x—xj+l) son disjuntos dos a dos. De hecho, si m,keN y si x_—%SXSX&%,

J

J
podemos escribir:

m -1_k
2om. -1k —l-1/2 1+x (x D) &(x-x  +1)
(1+x)™(x D)< H ]

P(x) =

2 j-m
1+x (1+x )
J J

El Lema 11.1 garantiza que 7“ k(¢)<oo. Asi pues, ¢e}€“ como se habia afirmado.o
m,
Quedamos ya en disposicién de obtener la caracterizacién anunciada.

Teorema 11.3. Cada una de las condiciones siguientes equivale a las
otras dos:

(i) Se verifica que 6=0(x)eC™(I), vy que para todo kelN existe nkE[N tal
que (1+X2)_nk(x_1D)ke(x) (xel) estd acotada.

(ii) El producto 8¢ estd en %H siempre que qbe}f“, y la aplicacién ¢+—0¢
es un endomorfismo continuo de Hu.

(iii) Se cumple que 6=6(x)eC™(I) y que para cada keN y cada ¢e?€u la
funcién ¢(x)(x_1D)k6(x) estd en Hu, y la aplicacién ¢(x)r——>¢(x)(x_1D)ke(x) es
un endomorfismo continuo de }6“.

Demostracion. Que (i) implica (ii) ya ha sido probado por ZEeMANIAN
([1968, p. 1341).

Para demostrar que (ii) implica (iii) consideramos la funcién ¢e}€“

definida por
2
o(x) = xM %™ (11.2)
De acuerdo con (ii),

2
8(x) (11.3)
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pertenece a Hu, asi que
-p-1/2 2
o(x) = x ! w(x)e™ (11.4)

es infinitamente derivable sobre I. Ahora basta probar que (x 'D)¥6(x) es un
multiplicador de }\‘fu cuando 6 lo es. Pero esto se establece facilmente por

induccién sobre k a partir de la férmula

-1 +1/2 1
= x“'

¢(x)(x D)o(x) x DIx MM ep)(x) - 6x)xMAx D) H T (%),

teniendo en cuenta que si ¢ estd en Hu entonces también estd la funcién

N L #().

Por ultimo, supongamos que 6 satisface (iii). Como (11.2) es de R“, lo
mismo cabe afirmar de (11.3). Pero entonces 6 admite la representacién (11.4),

y, en particular, existe lim O6(x). Ya que, segin (iii), cada (x 'D)¥6(x) es un
x>0+

multiplicador de H” si lo es 6, se concluye que lim (x 'D)*6(x) existe para
x>0+

toda kelN.
Razonando por contradiccién, supongamos que (i) es falso. Entonces

podemos encontrar keN y una sucesién {X.).E de numeros reales, que, por lo
JJ

N

que acabamos de probar, cabe elegir de modo que X0>1 y xj+1>xj+1, cumpliendo:
|(x"'D)¥e(x)

Es evidente que la funcién ¢€Hu construida a partir de {X'}jGIN como en el Lema
J

11.2 verifica

Ix M 25(x ) (x'D)¥6(x)

J J [x=x_
J

| > all) =1 (jeN),

en contradiccién con (iii).o
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12. Topologia del espacio de multiplicadores.
De acuerdo con Zemanian [1968], denotamos por O el espacio vectorial de
todas aquellas funciones 6=0(x)eC”(I) tales que para cada keN existen nkeIN,

Ak>0 satisfaciendo
-1k 2"k
|(x D) e(x)| = Ak(1+x ) (xel).

La equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) del Teorema 11.3
caracteriza a O <como el espacio de los multiplicadores de Ru, con
independencia del valor del pardametro real p. Ahora bien, fijado u, la
condicién (iii) sugiere definir sobre O la familia (separante) de seminormas

_{nk ;¢ kelN ¢eH , donde

2 (e) = sup Ix_“_1/2¢(x)(x‘1D)k6(x)l (keN, ¢peX , 6€0).
k ¢ x€1 u

Como la aplicacién ¢(X)Hxv_“¢(x)=(p(x) establece un isomorfismo entre BH?“

y }€V cualesquiera sean p,veR, la igualdad n“

k3¢

cada 6e(0. Por consiguiente, todas las familias HM (ueR) definen una unica

(6)=n1:.¢(9) vale para cada keN y

topologia sobre . En lo que sigue, salvo que se especifique otra cosa,
supondremos siempre que O estd provisto de esta topologia, y u representara
cualquier numero real.

Nétese que O es un espacio localmente convexo, Hausdorff y no metrizable.

Proposicién 12.1. Si 0eC™(I) es tal que n” ()0 para cada keN y cada
q

k;¢

¢e?€u, entonces 0e€0.

Demostracion. Fijemos ¢EHH, m,keN, y para O=p=k definamos ¢pe}€u mediante

m_ (U+1/2 k- p -M-1/2

¢p(X = (1+x9)™x (x 'D) p(x)  (xel).

Como

k ~M-172¢

(1+x ™(x 'D)*x (6¢)(x) =

M™M=

(l;] x_“_1/2¢p(x)(x_1D)pe(x) (xel),
p=0
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necesariamente
[k]n“_ (0). (12.1)
0

En general,

k
13 -1.,r < k| M
7 (90D 000) = ,Eo[P]nP*r; ¢p(e) (reN).

Nuestra afirmacién sigue ahora como en la demostracién de que (iii) implica

(i) en el Teorema 11.3.o

Nota. La topologia que hemos definido sobre O no es otra que la que este

espacio hereda de fs(?\‘?u). En efecto, dicha topologia también puede ser

generada mediante la familia de seminormas {6“ donde

m,k;¢}m,keﬂ\l,¢e}€u’

K _ M
5m’k;¢(6) = 7m,k(9¢) (m, keN, ¢e}€u).

Para comprobarlo fijemos kelN y, si ¢e}€“ y peN con O=p=k, definamos ¢ e}(’,u por:
p

¢ (x) = M2 DM 20(x) (xel).

La igualdad

x M%) x'D)*e(x) = .

H ™M=

(-1)P [“] (x‘ln)“""x‘“‘l’z(wp)(x) (xel),
p=0

valida cuando ¢e}€“ y 6€0, prueba que

k

H < k| M

n (8) = } (p]ao’k_m (8). (12.2)
p=0 p

Junto con (12.1), esta estimacién demuestra nuestro aserto inicial.

Sea ahora BM la familia de todos los subconjuntos acotados de Ru. Podemos

considerar sobre O la topologia generada por la familia de seminormas

U _ M
nk;B(e) = ;z;; nk;d)(e) (keN, BeBu, 0€0). (12.3)
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Claramente, esta topologia es mds fina que la introducida anteriormente sobre
O, y, como entonces, siendo isomorfos dos espacios cualesquiera Hu y 9{’]), no

depende del parametro p.

Nota. La topologia generada sobre (O por las seminormas (12.3) coincide
con la que este espacio hereda de ,seb(}eu); en otras palabras, es compatible con

la familia

st (o) = sup arf: k(eqb) (m,keN, BEB“, 6e0).

m,k;B ¢EB N
En efecto, sean m,keN, y para cada ¢e}€u y cada peN, O=p=k, definamos ¢ e}eu
p
mediante
¢p(X) _ (1+X2)mxu+1/z(x—1D)k—pX—u—1/2 #(x)  (xel)

(véase la demostracién de la Proposicién 12.1). La regla de Leibniz prueba que

la aplicacién ¢r—¢ es continua de 3{” en si mismo. Denotando por B eB“ la
P P

imagen de BEBM mediante esta aplicacién puede probarse, como en la

demostracién de la Proposicién 12.1, que

k
wr’: [(6¢) = ¥ [‘;]n‘:B (6) (m,keN, 8€0, ¢eB). (12.4)
’ p=0 p

Por otra parte, sea keN y, para cada peN con O=p=k, consideremos la
aplicacién continua ¢+——¢ , definida de Nu en R” mediante la férmula
P

¢ (x) = M2 (¢ IpyPx M2

o(x)  (xel.

Si denotamos por B EB“ la imagen de BEB“ mediante esta aplicacién, el mismo
P

argumento que conduce a (12.2) también muestra

Kk
u - k) (M
n (8) = ;Eo [p]ao,k-p;Bp(e) (keN, BEBM’ 0€0). (12.5)

Nuestra afirmacién es consecuencia de (12.4) y (12.5).

Proposicién 12.2. Para cada peR, .‘B(R“) y Zb(ﬂu) inducen sobre O la
S

misma topologia.
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Demostracion. Fijemos peR. Como ya hemos indicado, la topologia que O
hereda de .,%b(}eu) es mas fina que la que hereda de .SES(R“).
Inversamente, sean meN y BeBu. Pongamos

M (x) = max sup |(1+xz)m(x_1D)kx_p'_l/2

m;B
’ 0=k=m ¢@€B

o(x) ] (xel),

AH = sup M (%) (jeN, j=1),
j,m;B ;B
j-1=x5]

y elijamos una funcién «aeD(I) tal que Osa(x)=l (xel), a(x)=1 (XE]%,%[), y

17 .
sop o=] T [. La funcién
00
e (x) = xH172 A“J‘ oc(x—j+—3—) (xel)
m;B A j,m;B 2
j=1
estd en ¥ . Ademas, k' (x)=x "% (x) (xel).
Y3 m; m;B
La familia {N(m,e;B)} donde

melN,e>0,8€B ’
1l

-p-1/2

N(m,e;B) = { 8€0® : max sup | (1+x%)™(x D)% (6¢)(x)I<e, ¢eB },

0=k=m x€I
con meN, €0 y BEBN’ es una base de entornos del origen en la topologia que O
hereda de £ (¥ ).
b
Dados meN, 8>0 y BEB”, definimos

M(m,S;‘Pm.B) ={ 8e0 : max sup |x H12

0=<k=m x€I

o (X 'DMBx)I<S }.
m;B

Para cada eeM(m,é;(pm_B), ¢eB, keN, Osk=m, xel, y algin C>0, podemos escribir:

’

k_-M-1/2
<M

[ (1+x%)™(x D) (0¢)(x)] =

-p-1/2

l(1+x2)™(x'D) 'x o(x) 1 1 (x "D e(x) |

IA
Q
™=

[ (x'D)* Te(x) |

A
@
Fel
=
W
M™M=

B(x)(x'lD)ie(x) I

A
Q
MR
;I
=
1
<
N

1A
@]
~
+

—
o]
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€

Asi, 6¢eN(m,g;B) cuando B6eM(m, ——— ;¢
C(m+1) m;B

). Ya que M(m,ce—

5 es
(m+1) wm;B) un

entorno del origen en la topologia inducida por £ (}C”) sobre 0, la Proposicién
S

queda probada.o

A continuacién reunimos varias propiedades de continuidad de ciertos
operadores sobre (. La primera de ellas quedara superada por la Proposicién

12.5.

Proposicién 12.3. Se verifica:

(i) La aplicacién bilineal

OxO0 —— 0O

(6,9) — 6%

es continua en cada variable.
(ii) Si R(x)=P(x)/Q(x), donde P(x) y Q(x) son polinomios y Q no se anula
en [0,»[, entonces la aplicacion 9(X)|—>R(X2)9(x) es continua de O en O.

(iii) Para cada keN, la aplicaciéon 6(x) ;——)(x—lD)kO(x) es continua de O en

Demostracion. Sean 0,9€0, keN, y para O=p=k supongamos que n €N, A >0
P P

satisfacen
1 2 n
l(x D)Po(x)| = Ap(1+x )P (xel).
Si ¢e}€“, definamos
¢ (x) = (14x%) Po(x)  (xel).

Noétese que ¢ e}(’.“. La férmula
P

=~

-1 P
X-H—1/2¢(X)(X—1D)k(em(X) =7 [l;]x'“‘l/z(pp(x)L’i_gli:‘_’i(xle)k—pﬁ(x),
0

p= p

2
(1+x )
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valida para cada xe€l, conduce a la desigualdad

k
H <
"k;¢(9’9) = 2_:

que prueba (i).
El apartado (ii) puede ser deducido inmediatamente de (i) y de ZEMANIAN
[1968, Lemma 5.3-1], mientras que (iii) proviene de la relacién

il -1k M
T)p;d)((x D) e(x)) = nk+p;¢(e). a

Proposicién 12.4. La aplicacién bilineal

OxH —— K (12.6)
M M

(6,9¢) —> 09

es hipocontinua.

Demostracién. Que (12.6) es continua en cada variable sigue del Teorema
11.3 y de (12.1).

Como Hu es un espacio de Fréchet, el teorema de Banach-Steinhaus
garantiza la hipocontinuidad respecto de los subconjuntos acotados de 0. La

B“—hipocontinuidad es consecuencia de (12.4).o0

Proposicién 12.5. La aplicacién bilineal

O0x0 —— O

(6,9) —> 069

es hipocontinua.
Demostracion. Ya quedd dicho que esta aplicacién es continua en cada

variable (Proposicién 12.3).
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Sea ahora B la familia de todos los subconjuntos acotados de O. Si AeB y
BefB“, necesariamente ABEBH (Proposicién 12.4 'y HorvatH [1966, Proposition

4.7.2]). Fijemos kelN, 0€A, 9€0, ¢€B; entonces

M )
8m,k;B(90) = am,k;AB(ﬂ)'

Esto completa la prueba.o

Proposicién 12.6. La aplicacién ¢(X)HX—”_1/2¢(X) es continua de HH en
0.
Demostracion. Se verifica:
-1/ —U-
2t xH 2cp(x)) = sup Ix M 1/2¢>(X)I M () (keN, ¢,pe¥ ). o
k¢ 0,k M
x€1
Nota. Afirmamos que el espacio de funciones prueba D(I) no es denso en
x_u_l/zﬂ respecto de la topologia de O. Admitiendo por el momento la

veracidad de este aserto, sigue de la Proposicién 12.6 que D(I) no es denso en
0. Esto impide que O sea un espacio normal de distribuciones, a diferencia de
lo que acontece con OM (véase BarRrROs-NETo [1981, Theorem 4.71).

Probemos nuestra afirmacién, fijando <pe}€u y suponiendo (para alcanzar una

x % (x))

. ey es una red en D(I), convergente a

contradiccién) que A

x_“—vZ(p(x) en la topologia de O. Dados keN, £>0, existe L0=L0(k,€)EJ, con

-1k -M-1/2
L

2
le ™ (x D) («, -p)(x)| < /e (xe).

0

Si xel0,1[, podemos escribir:

2
I D5 P %0 —p)x)] = ele™ (x DM e —p)x)] < €.
LO LO
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Por consiguiente, a cada keN y cada neN, n=l, le corresponden ¢ €],
n

x €]0, L [, tales que
n n

DS 00 = 1D R e 0

n

+ l(x‘lD)kx—“_l/zaL (%)

< 1/n,

de donde

lim (x D) M %p(x) = 0.
|x=x
n-> o
vz x
Sin embargo, las particularizaciones gp(x)=x“‘+ e © y k=0 conducen a
lim (x'D)5 M %) = 1,

x>0 +

proporcionando la contradiccién esperada.

M+1/2

Proposiciéon 12.7. Sea uz——li—. Dada 6e€0, la funcién x 6(x) define un

elemento en }(?"l mediante la férmula

&M %0(x),4(x)> = J 7 %expxdx  (g9eRt ), (12.7)
o]

y la aplicacién 9(X)|———>X“+1/2

6(x) es continua de O en R;l cuando sobre }C"l se
considera tanto la topologia débil* como la fuerte.

Demostracion. Tomemos 6€0, ¢e}€u, y elijamos reN y AP>O satisfaciendo
lo(x)| = A (1+x)"  (xel).
r
Sea también selN, s>u+l, tal que

00 2J+1

ct = J- X dx < =
2.s

0 (1+x )
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2.s

Tras multiplicar y dividir por x M 2(14x%) el integrando en

(12.7) encontramos que

1<x* 7 %0(x),0x)51 = AcCt A (9
r s r+s,0
y que
<" %0(x),0(x)>| = ct (o),
s 0;¢s

donde ¢ (x)=(1+x2)s¢(x)e}€“.
S
Por otra parte, la aplicacién ¢(x)+—¢ (x)=(1+x2)s¢(x) es continua de ¥
S
en 9{”. Si BEBM y denotamos por B la imagen de B mediante esta aplicacion,
S

resulta analogamente que

sup I<x”+1/29(x),¢(x)>| < C’: n” (e). o

0;B
¢eB s

13. Multiplicadores de H;l.
Ahora nos proponemos caracterizar (O como el espacio de los

multiplicadores de R}’l (ueR). A tal fin sera necesaria la reflexividad de X

(Corolario 4.8).

Para 06€0 y TGH}IJ.’ se define 6T por transposicién:
<6T,¢> = <T,0¢> (¢e}€“),

Sea 0eC”(I) tal que (x 'D)¥0(x) esta acotada en un entorno de cero para
cada kelN. Si Te}% entonces T pertenece a iB;’z’ el espacio dual de fB“, y podemos

definir consistentemente eTefB;L mediante la férmula
6T, y> = KT,y (IIJGB“).

Quedamos en disposicién de probar que el espacio de multiplicadores de X’

es precisamente O:

e P . .y r. S s 3w >
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Teorema 13.1. Supongamos que 0eC (I) es tal que (x'D)*6(x) (keN) esta
acotada en un entorno de cero. Si, para cada Te}f”L, el funcional lineal (i)TefB"1
puede ser (a fortiori univocamente) extendido hasta H“ como elemento de K’ de
modo que la aplicacién T+—0T sea (débilmente*, fuertemente) continua de H;L en
s{ mismo, entonces 6€0.

Demostracion. Sea ¢EHM. Nuestras hipétesis implican que el funcional
lineal T+—<6T,¢> es continuo sobre }6"1 Por la reflexividad de 3{“ (Corolario

4.8), existe we}eu satisfaciendo
K6T,¢> = <T,¢> (TERlz)'
En particular:

©p.Y> = <B,00> = <BY$> = Wp> = > (YeB ).

Luego, 9¢=<pe}€“. Dado que el espacio de los multiplicadores de }f“ es O (Teorema

11.3), concluimos que 6€0.o
Proposicién 13.2. La aplicacién bilineal

OxH’ —— K’
u B

(6, T) — 6T

es continua en cada variable cuando se dota a 3‘6”1 tanto de lé topologia débil*
como de la fuerte.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que R"l estd provisto de la
topologia débil*. En tal caso, la Proposicién 12.4, junto con TREVES [1967,
Corollary to Proposition II.19.5], implica que cada aplicacion T+—6T es
continua de }CL en }f;l Ademds, mediante la propiedad universal de las
topologias iniciales es féacil ver que cada aplicacién 6+—6T es continua de O

en H’.
[
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Si }% estd provisto de la topologia fuerte, la continuidad en la segunda
variable se infiere nuevamente de Tréves [1967, Corollary to Proposition
11.19.5]. Por otra parte, sean TEH;L, 60, BEB“. Existen reN y una constante
C>0 tales que

I<T,p>| = C max 2" (p) (pek ).
m,k M
0=m, k=r
Asi
I<OT,¢>| = |<T,0¢>| = C max v~ (69)  (¢€B),
0<m,ksr

de donde se concluye la desigualdad

sup { [<6T,¢>| : ¢eB } = C max st k_B(G). o
0=m, k=r s

En relaciéon con los dos resultados siguientes conviene observar que el
espacio .,‘6(3‘{"1) de las aplicaciones lineales continuas de R"L en si mismo es

independiente de la topologia (débil* o fuerte) que se considere sobre R"L.

Proposicién 13.3. La topologia de O coincide con la que este espacio
hereda de £ (#’).
s M
Demostracién. Probaremos que coinciden las topologias oy on , inducidas
sobre (O por ,SES(H”) y por °‘£S(3€;l), respectivamente. Denotemos por M’ la
coleccién de todos los entornos débiles* del origen en J{"l, y por N la
coleccién de todos los entornos del origen en Ru.

Un o*’s—entorno subbasico V’ del origen en O es de la forma
V/ = V' (T;W) = { 6e0 : eTeW’ },

donde Te}(’_;1 y W eM’. A fin de establecer que ¢’ es menos fina que o debemos
S

encontrar un o —entorno V del origen en O tal que VcV’.
S
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Noétese que  si W’ieM’ (i=1,2) y si W’ch’Z, entonces V’(T;W’l)cV’(T;W;).

Consecuentemente, podemos suponer que

WI

W’ (p;e) = { SEH;l ;<S> 1< },

con <p€}€” y €>0.

El conjunto

w

W(T;e) = { ¢e}€u ¢ KT, ¢>|<e }
esta en N. Pongamos ahora
V = V(g;W) = { 6€0 : 0peW }.
Este V es un o*s—entorno basico del origen en O. Ademads, 6€V implica
[<eT,p>| = |<T,09>| < g,

de modo que 6€V’. Se prueba similarmente que ¢’ es mas fina que ¢ .o
S S

Proposicién 13.4. La topologia de O coincide con la que este espacio
hereda de .,‘t’fb(}f"i).

Demostracién. Es analoga a la de la Proposicién 13.3. Ahora se trata de
probar que coinciden las topologias oy o*;, inducidas sobre O por Zb(}f“) y
por $b(?€"l), respectivamente. Como antes, sea N la coleccién de todos los
entornos del origen en H”, y denotemos por AN’ la coleccién de todos los
entornos fuertes del origen en H;L. Sea también B;.l. la coleccién de todos los
subconjuntos (débilmente*, fuertemente) acotados de R"l (Lema 5.3).

Consideremos un o‘;—entor‘no subbdasico V’ del origen Fen 0, de la forma
V/ = V/(B’;W') = { 80 : 6TeW’ (TeB’) }
con B’efB;L y W/ eN’. No se pierde generalidad al suponer que
W' = W (B;e) = { Te}ei"t . |<T,¢>1<e (¢€B) }

para ciertos BE‘BM y >0.
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Ya que HV- es tonelado, el conjunto
W = W(B’;e) = { ¢e3fu : |<T,¢>|<e (TeB’) }
esta en N (Tréves [1967, Proposition I1.36.1 y Theorem II.33.1]). Definiendo
V = V(B;W) = { 0€0 : 0¢eW (¢eB) }

encontramos que V es un o‘b—entorno bésico del origen en O contenido en V’, por

cuanto
[<eT,¢>| = I<T,0¢>| < € (eev, TeB’, ¢eB).

Asi pues, o, €s mas fina que 0'; . El mismo argumento establece que o'; es mas

fina que o0

14. Algunas propiedades de O.
El objeto de esta Seccién es demostrar que el espacio localmente convexo

O es completo, bornolégico, nuclear, Schwartz, Montel y reflexivo.

Proposicién 14.1. La inclusién O <—E€(I) es continua.

Demostracion. Basta observar que

k
Do(x) =—— L1 ¥ ¢ x*Px P20 DFPex)  (xel)

-L-1/2
x u ¢(x) p=0 P

172 z
+ -X
® e

para cada keN y cada 6€0, donde ¢(x)=x (xel) pertenece a ¥ , Cp>0

1
(0O=p=k) son constantes adecuadas, y O=a(p)sk, 0=B(p)=k (O=p=k) denotan enteros

no negativos, con Ck=1 y a(k)=B(k)=k.o

Proposicién 14.2. El espacio vectorial topolégico O es localmente
convexo, Hausdorff, no metrizable, y completo.
Demostracién. La tunica propiedad que requiere comprobacién es la

completitud.
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Sea (BL)LGJ una red de Cauchy en O. Ya que O se inyecta continuamente en
&(1) (Proposicién 14.1), (GL)LEJ es también una red de Cauchy en &(I). Siendo

&(I) completo, {GL)LEJ converge a cierta 0e€8(I) en &(I). Debemos probar que

0e0 y que {GL}LEJ converge a 0 en la topologia de O.

Fijemos qbe?{”, keN, £>0. Por hipétesis, existe L0=LO(¢,k,€)€J tal que
"‘:;qs(efeu’ Ce (=), (14.1)
Consideremos xel, 7>0. Como {GL}LEJ converge a 6 en &(I), se cumple
|x_“_l/qu(x)(x_lD)k(e—eb,)(x)I <7 (14.2)
para algin L'=L’(¢,x,n)ZLo. La combinacién de (14.1) y (14.2) proporciona

XM 306D (e-0 Y| Cevn (),

y de la arbitrariedad de x y m se infiere que

K og-
nk;¢(6 OL) < g (LZLO).
Con la desigualdad
K K - M
nk;¢(9) = nk;¢(6 6,) + nk;¢(eb) (tze )

probamos finalmente que 6€0 (Proposicién 12.1) y que (GL)LQJ converge a 06 en

0.o

Para demostrar que O es bornolégico necesitamos considerar el subespacio
.‘/’e de la clase de Schwartz ¢ formado por las funciones pares de ¥, al que
dotamos de la topologia inducida por la del espacio ¥. Denotamos por (9e el
espacio de multiplicadores de S’e, y definimos sobre (9e la topologia asociada a

la familia de seminormas (qm k_¢}m veN,ped °
E] ’ ’ ’ e

El préximo resultado serd de gran utilidad en lo que sigue.
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Lema 14.3. Oe = { GEOM : 6 es par ).

Demostracion. No es dificil ver que 60 cuando BEOM es par.
e
2 2
Inversamente, sea 0e€0 . Como e €f, también o(x)e * €¥ . Por tanto
€ e e
2
o(x)e” ™ es infinitamente derivable y par, asi que lo mismo cabe afirmar de 6.

Supongamos ahora que existe keN tal que (1+x2)-ka6(X) no esta acotada en

R para ningin melN, y tal que para cada ieN, O=isk-1, existe m eN de modo que
1
-m

L ) .
(1+x°) 'D'6(x) estd acotada sobre R. Podemos encontrar una sucesién {X‘}'E[N
JJ

de numeros reales positivos con xD>1, x O>x+l, ¥y 1(1+X2,)—jDk9(X) [>]
0 #17 j lx=xj

), 'y

OOI(»J

(jeN). Elijamos a€D(R) satisfaciendo a(x)=1 (IXIS%—)’ alx)=0 (Ix|=z=

O=«(x)=1 (x€R), y definamos

0 o(x-x )+0(-x-x )
p(x) = ¥ ) = 2 (xeR).
=0 (1+xj)J

Claramente, ¢ es par y ¢€¥; en otras palabras, wey’e. Ademas,

| p(x)D*0(x) | = (1+x§)_j|Dk6(X) 1> (jeN).

Ix:x

X |x=x_
J J

Luego

sup |D¥(09)(x)| =
x€R

sup 1(DYp(x))(D* Jo(x))]
x€R

= sup I(p(X)Dke(X)l -
x€R

™M o
A

7\
— ]
N’

—.

m . . _m -3 -3
sup |(1+x°) ¥Iply(x) | sup l+x%)  *D"Ye(x) |
x€R x€R

sup lw(x)Dke(X)I -
x€R

v
™M=
-
—
(S
| ———

e

=m,

probando que B6¢¢¥. Pero esto contradice el hecho de que ee(’)e, y permite

concluir que 6€0.o

Proposicién 14.4. El espacio O es bornoldgico.
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Demostracion. Para simplificar, escribiremos R=3‘€_1/2.
En virtud de EIJNDHOVEN-GRAAF [1983, Corollary 4.81 y de la observacién

que le sigue, la aplicacién

i H—Y
e
¢ +—¢
es biyectiva. Ademads, puede probarse que para cada m,keN existen C>0, neN y

m ,k eN (1=i=n) satisfaciendo
1 1

g (et
i

Luego, i es continua de H en y’e, y se infiere del teorema de la aplicacién
abierta que i es, en realidad, un homeomorfismo de H sobre .9’3. Dicho de otra
manera, H y ?e coinciden tanto algebraica como topolégicamente. En
consecuencia O y (De también coinciden, y las familias de seminormas

y i

qm,k;(}.’)}m,kE[N,(bE.‘/’e m,k;q))m,kE[N,qu?‘f son equivalentes sobre O.

{

Consideramos ahora la aplicacién lineal

T O — O
M e

01— (TO)(x)= —;— (8(x)+0(~x)).

Claramente, T es sobre. Ademé&s, es continua y abierta. En efecto, si m,keN y

¢pe¥ entonces
e

sup |(1+x2)ka(¢>Te)(x)l = —;—( sup |(1+X2)ka(9¢)(X)|

x€R x€R
+ sup I(1+x2)ka(9¢)(-X)| }
x€R
2,m_k
= sup |(1+x") D (6¢)(x)] (OEOM).

x€R



62 CAPITULO 1

Asi pues, T es continua. Para probar que es abierta, fijemos m,keN, €>0, y

¢e¥, y consideremos el conjunto

U(m,k,e;¢) = { GE(DM . sup l(1+x2)ka(e¢)(x)I<€ }.
x€R

Nétese que Ulm,k,e;¢) es un entorno del origen en OM. Escribamos
¢e(X)=%(¢(X)+¢(—X)), ¢o(x)=—;—(¢(x)—¢(—x)), e introduzcamos el conjunto

V(m,k,e;¢) de todas aquellas 6€0 que satisfacen
e

sup l(l+x2)ka(e¢e)(x)l < /3,

x€R
sup |(1+x2)™'D*x (8¢ )(x)| < £/3,
x€R °
y
k sup |(1+x2)™D" x (g )(x)| < £/3.
x€R °

Entonces V(m,k,e;¢) es un entorno del origen en O . Para 0eV(m,k,c;¢) se
e

cumple que ee(DM, que T6=6, y que
|(1+x2)ka(9¢o)(x)| = 1(1+x2)’“xn“x‘1(e¢o)(x)|
+ k| (1+x2)"‘D““x“(e¢o)(x)| < 2e/3  (xeR).

Por consiguiente V(m,k,e;¢)cTU(m,k,e;¢), probando que T es abierta.

Como T es sobre, continua y abierta, la aplicacién

. O /Ker T — O
M e

6+Ker T — T6

es un homeomorfismo. De HorvaTH [1966, Corollary to Proposition 3.7.4], siendo
(DM bornolégico (GrRoTHENDIECK [1955, Chapitre II, Théoréme 16] concluimos que

O también lo es. Esto completa la demostracién.o
e
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Proposicién 14.5. El espacio O es nuclear, Schwartz y Montel (en
particular, reflexivo).

Demostracion. Ya que 3‘(’.“ es completo y tonelado, y R;l (con su topologia
fuerte) es completo y nuclear (Corolarios 4.3 y 4.9), Zb(}{u) es nuclear
(TrReves [1967, Corollary to Proposition II1.50.5]). Consecuentemente, O es
nuclear como subespacio de .Qb(H“) (Tréves [1967, Proposition II1.50.1D).
Ademéas, los espacios nucleares son de Schwartz (Wone [1979, Proposition
3.2.5D).

Finalmente, ¢ es tonelado, porque es (casi-)completo y bornoloégico
(ScHAEFER [1971, 1I-8.4]). De SchHaEFer [1971, Exercise IV-19 (b)] inferimos
que O, siendo nuclear, (casi-)completo y tonelado, es Montel (luego, reflexivo

en virtud de HorvaTH [1966, Corollary to Proposition 3.9.11).0

15. El espacio dual de O.

En esta Seccién discutiremos algunas propiedades del espacio O, dual de
0. Encontramos representaciones de los elementos de O’ y establecemos que,
provisto de su topologia fuerte, O’ es un espacio completo y nuclear (luego,
Schwartz, Montel, y reflexivo).

Para Se3‘€"l y ¢GEH?“, definimos el funcional lineal ¢S sobre (O por

transposicién:

$S,8> = <S,0¢>  (6€0).

Proposicién 15.1. Si SEH}’1 y q)e}f“, entonces ¢Se(’. Reciprocamente, dado

n
ve(®’ existen neN, S.e}(?"l, y ¢_e}€“ (1=i=n), tales que v=z¢iSi.
i i .

i=1

Demostracion. Sean SEHLIJ-' ¢e}€“. Para ciertos C>0, relN se cumple

s

k
|<¢S,8>] = |<S,0¢>| = C max ar“ k(6:/)) = C max Y [k]n“.d’ (8) (Pe0),
0=m, k=r m 0=m, k=r p=0 P) Ps p
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donde ¢p(x)=(1+x2)mx“+1/2(x_1D)k_px_”_l/qu(x) (xel) (véase la demostracién de
la Proposicién 12.1). Por consiguiente, ¢Se0’.

Los espacios 2’5 (R“) y HH®H;1 son algebraicamente isomorfos (SCHAEFER
[1971, IV-4.3, Corollary 4]). Dado ve.,‘£’s(}€“) existen neN, Sie}(;l, y q)ie}‘f“

(1=i=n), tales que

v(U) = 1<5,Ug> (UEQS(H“)).
i=1

Toda ve®’ admite una extensién como elemento de £’ (H“), asi que ciertos nel,
S

SeX’, y ¢ e (l=i=n), satisfacen
i M i M

n n
v(e) = Z<Si’9¢i> = z<¢isi,e> (6€0). o
i=1 i=1

Proposicién 15.2. Sea 1{gsw. Si veO’, existen reN y funciones medibles

f_ (O=ksr), tales que (1+X2)mfk(x)eLq(I) (meN, O<k=r), con

r
v= % (-Dx )
k=0
Demostracion. Sea ve(®’. La Proposicién 15.1 asegura la existencia de
n
neN, S.e}(’,"l, y ¢.e}€“ (1=i=n), tales que v=Y ¢S. De otra parte (Proposicion
1 1 11
i=1

5.1), dados q, 1{gsw, y SER;; existen reN y funciones f'keLq(I) (O=k=r)

verificando

r 2r
1+X2)rfk - Z (_1)kx—u+1/2(x—1D)k (1+x ) £

k
( b4 k

H2py
0 k=0

wn
]
[ g e

k

Ademaés, para ¢e}€“ y feL%(I) podemos escribir

2r
x_u_l/zqs(x)(x_lD)k (1+Z<c ) £(x)

. . 2 r
1)7 [lj (x 'p)* [ g—};—)— gj(x))

1}
™M=
—_

1

k .
. (—1)k[k]x_1(—Dx_1)k—J((1+x2)rgj(x)),
=0

donde gj(x)=f(x)(x‘lmjx““‘”zqs(x) y (1+x2)mgj(x)eLq(I) (meN, 0=<j<k).

De lo anterior ya se concluye la representacién deseada.o



15 EL ESPACIO DUAL DE O 65

Proposicién 15.3. Dotado de su topologia fuerte, el dual O’ de O es un
espacio completo y nuclear.

Demostracion. El dual fuerte de todo espacio bornologico es completo
(ScHAEFER  [1971, IV-6.11); luego, provisto de su topologia fuerte, O’ es
completo en virtud de la Proposicién 14.4.

Como }fu es completo y nuclear (Proposicién 4.2) y 'Rl’i es nuclear respecto
de su topologia fuerte (Corolario 4.3), .SB;(RH), con su topologia fuerte, es
nuclear (GROTHENDIECK [1955, Theorem II-2.9, Corollary 3]). Lo mismo cabe
aseverar entonces de (', que es isomorfo a un cociente de .SB;(RM) (TREVES

[1967, Proposition II1.50.1]1).o

Corolario 15.4. El espacio O’ (con su topologia fuerte) es Schwartz,
Montel, y reflexivo.

Demostracion. Los espacios nucleares son de Schwartz (Wonc [1979,
Proposition 3.2.5]). De acuerdo con la Proposicién 15.3, 0’ es Schwartz.

El dual fuerte de un espacio reflexivo es también reflexivo (HORVATH
[1966, Proposition 3.8.71), y los espacios reflexivos son tonelados (HORVATH
[1966, Corollary to Proposition 3.8.6]). Luego, O’ (con su topologia fuerte)
es reflexivo y tonelado (Proposicién 14.5).

Todo espacio de Schwartz (casi-)completo es semi-Montel (HORVATH [1966,
Corollary to Proposition 3.15.4]); en consecuencia, dotado de su topologia
fuerte, 0O’ es semi-Montel (Proposicién 15.3). Los espacios semi-Montel

tonelados son de Montel (HorvaTh [1966, Definition 3.9.1 y p. 2171).o



CAPITULO 2

LA CONVOLUCION DE HANKEL
GENERALIZADA



I. LA CONVOLUCION DE HANKEL EN L:L(I).

1. Introduccién.
HirscHMAN [1960/61], CHoLEwInskI [1965] y Hamo [1965] han introducido y
estudiado una convolucién (clédsica) para la transformacién integral tipo

Hankel

o0
h _ -« 21 N _
(h PV f0¢(x)(xt) e (ue ) (L.1)

Ya que Su(xwl/qu(x))(t):t“ +1/2(17,“¢>)(t) (tel), mediante un oportuno cambio de
variables es posible definir y estudiar una convolucién para la transformacion

de Hankel

1

172 o1
Ju(xt)q)(x)dx (u= 2)., (1.2)

(00]
(5, #)(t) = j (xt)

]
Llevamos a cabo esta tarea en la préxima Seccién 2. Para nuestra ulterior
investigacién de la convolucién generalizada se revelan particularmente utiles
la desigualdad tipo Young recogida en el Teorema 2.3 y la férmula de

intercambio
5,(#40)(1) = t‘““’z(suqs)(t)(sugo)(t) (tel) (1.3)

que figura en la Proposicién 2.5.

La transformacién (1.2) permite un estudio distribucional mas elegante
que la (1.1), en el sentido de que recuerda mas exactamente el realizado por
SchwarTz [1978] para la transformacién de Fourier. Por esta razén, hemos
preferido adoptar (1.2) en vez de (1.1) a la hora de estudiar sistematicamente

la convolucién de Hankel en espacios de funciones generalizadas. Una aparente
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desventaja de (1.2) frente a (1.1) es que la férmula de intercambio
h (pup)(t) = (h ¢)(t)h @)(t (tel)
" P uqb)( ) “qo) )

correspondiente a (1.1) (véase Hirscuman [1960/61, Theorem 2.d]) no contiene
-p-1/2 , .

el peso t , que si comparece en (1.3). Debemos hacer notar, sin embargo,
que en la literatura matemdatica existen precedentes de operaciones de
convolucién cuya férmula de intercambio incluye pesos, al igual que (1.3).
Estas convoluciones son las denominadas de tipo Churchill (véase CHURCHILL
[1972, pp. 319-3201).

A lo largo de toda esta Parte supondremos que j. €S un nudmero real mayor o

igual ue——l——
g q >

2. La convolucién de Hankel clasica.
Sea jﬁu(t)=tl/21u(t) (tel). Inspirados en trabajos anteriores de HIRSCHMAN

[1960/61], CHOLEWINSKI [1965] y Haivmo [1965] consideramos el nucleo

00
-u-1/2
= t t
D (x,y,2) JO 7,002, (y0) g (z0)dt

2 [L-1/2 2 M-1/2 (2.1)

2 2
(z ~(x-y) ) ((x+y) -z ) (x,y,zel, |x-y|<z<x+y),
L3H-1 172

1/72-
(xyz) M

TC(pn+1/2)
0 (x,y,zel, 0<z<{|x-y| 6 x+y<z<w),

para el que es posible establecer las propiedades siguientes:

(i) Si x,yel y 0=tdw, entonces
U+1/2 .
+
t (zt)D (x,y,z)dz = ¢ (xt)F (yt).
Jogu poy FxOF,

(ii) Si x,yel, entonces

00

J D (x,y,2)z
o M

172 1 (xy)“+1/2,

dz = ¢
m

donde cu=2”I"(u+1).
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(iii) DH(X,y,z)EO (x,y,zel).

) D = = = .
(iv) “(X,y,Z) Du(z,x,y) Du(y,z,x) ... (x,y,z€l)

Definicién 2.1. Sean ¢=¢(x), ¢=¢(x) (xel) dos funciones cualesquiera. Si
las integrales involucradas existen, se define la trasladada de ¢ por xel

mediante la férmula:

00

(t o)y) = J q)(z)D”(x,y,z)dz (yel),
0

y la convolucién de Hankel de ¢ y ¢ como la funcién

00
(pi)(x) = f )T p)(y)dy  (xeD.
0

Para 1=p<w denotamos por LZ(I) el espacio de las funciones medibles

complejas ¢=¢(x) definidas sobre I cuya norma

00
gl = { J lp(x) | PxM* %dx }V P
M,p 0

es finita. Mediante LZ(I) denotamos el espacio de las funciones medibles

complejas ¢=¢(x) (xel) tales que “¢”uoo<m’ siendo |I¢II”°° el supremo esencial

’ ’

de x_“_l/zqu(X)l sobre 1.

Proposicién 2.2. Si ¢eL:1(I) y xel entonces TX¢EL:1(I).

Demostracion. Para ¢EL:L(I) y xel, se tiene

® 1/2 *
[ 1o g ey < |
[¢]

@ 00
|¢(z)|d2I D (x,y,2)y"" %y = c—1Xu+1/2I lo(2) | 2H1 24z
0 o M [ o

donde c“=2ul"(u+1).m
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Teorema 2.3. Si ¢,(pEL;(I) entonces (¢#p)(x) existe para casi todo xel, y

se cumple

-1
ol =< c gl loll
ouolly = ey ol el

’ ’

siendo c“=2ur‘(u+1). Si ¢EL:1(I) y q)eLZ(I) entonces (¢#p)(x) existe para todo
xel, y es continua.

Demostracién. Dadas ¢,(peL:l(I), se verifica:

00 00 (o]
j |¢(y)|dyj lw(z)ldzj D (x.y,2)x*" dx =
0 0 0 K

’

00 00
-1 M+1/2 M+1/2 -1
= cC d z)|z dz = c "ligll el
ujow(y)ly yjom | Jien ot

asi, la primera parte es consecuencia del teorema de Fubini.

Supongamos ahora que ¢eL:1(I) y goeL::(I), y fijemos x,xoeI. De ser
00 00
(¢#<p)(x)-(¢#<p)(xo) = JOJO¢(y)w(z)(D”(x,y,z)—Du(xo,y,z))dx,

sigue que

00 00
- 172
| (g20)(x)~(g0)(x )| = j J' lo(y) 11z H 1 20(2) ID“(x,y,z)—D“(xo,y,z)Iz’“ dzdy
0”0
0 0% MH+1/2
= el D (x,y,z)-D (x ,y,z)|z dzdy.
ol f [ 16110, 0y, 2D, 0x v, 2)] y
oY o
Como
® +1/2
lim‘[ ID (x,y,2)-D (x ,y,z)lz’1 dz =0
[ B0
X>X 0
0
y
161D (x,y,2)-D_(x 37,2127 = I 2o 1 2ax 72,
M poo M 0
el teorema de la convergencia dominada permite concluir que
lim |(¢#<p)(x)—(¢#g0)(xo)| = 0. o

XX
0
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Proposicién 2.4. Si ¢>€L:l(l) y xel, entonces
5T, A0 = THEg ) o) (teD.

Demostracién. Basta tener en cuenta la Proposicién 2.2 y aplicar el

teorema de Fubini.o

Proposicién 2.5. Si ¢>,goeL:L(I), entonces
5, ($#9)(t) = tH% P0 o)) (te.

Demostracion. Valiéndonos del teorema de Fubini obtenemos:

00

5 (Bro)t) = j (pr9) (x)F, (xt)dx

0

00 00 00
J J J 6(3)0(2)D (x,y,2) ¢ (xt)dxdydz
oY oY o K [

00 00
t—”—l/zf d(y) 3 (yt)dyJ p(z)F (zt)dz
0 " 0 "

t‘“‘“z(s)“qs)(t)(a“go)(t) (tel). o

Los tres resultados siguientes se refieren a identidades aproximadas para

la convolucién de Hankel.

Teorema 2.6. Sea {k } eN una sucesiéon de funciones no negativas en
nn

L:l(I), de norma unidad, tales que:

00
lim J k (x)xM%4x = 0 (8>0).
>0 Y3 n

n

Si ¢ELZ(I) es continua en XOEI entonces

c, lim (¢#kn)(x0) = ¢(X0),

n-> 0

donde c“=2”I‘(u+1).
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Demostracién. Pongamos qp(x)=x_“_1/2¢(x),
00 00
F = c (guk )x )-p(x ) = c J I (p(x)-p(x Dk (D (x ,x,y)x*" 2dxdy
1l n o0 0 TAN 0'"n [T ’
Dado €>0, sea 8>0 de modo que Ix-—x0|<6 implique I(p(x)—qp(xo)|<€, y sean:

H+1/2

@
I

CMJJO(w(x)—q)(xo))kn(y)D“(xo,x,y)x dxdy,

H+1/2

\Q
Il

dxdy.

(PR
. cufojo(w(x)—go(xo))kn(y)nu(xo,x,y)x

Entonces

00 00 00
M+1/2 p+1/2 M+1/2
|5‘1| = Zc“ll¢ll“,mja'[okn(y)D“(xo,x,y)x dxdy = 2!I<;5I|“’mx0 Iakn(y)y dy,

probando que lim .91=O.
n-> 00

Por otra parte

M-t )
D (x ,x,y) = ————2————(xx z)"? “A(X,x ,2)2” 1,
u o 1 . 1/2 0 0
F(H+ —2— )T

donde A(X,XO,Z) es el area del triangulo de lados X,X .2, si existe tal
tridangulo, mientras que D“(xo,x,y)=0, si dicho tridngulo no existe (HIRSCHMAN
[1960/61, p. 308l). Consecuentemente, para O<y<d es Du(xo,x,y)=0 excepto

cuando x0—85x5x0+8, en cuyo caso Iq)(x)—<p(x0)|<e. Tenemos asi:
8 e 172 S +1/2 +1/2
|# | = ec I J. k (y)D (x,x,y)x""%dxdy = eJ k (Nx %y = ex sz
2 whJgm po o P 0 0

Sigue que

lim sup |¥| = lim sup I?ll + lim sup I?zl = exowl/z,

n—>00 n ->00 n >0

y de la arbitrariedad de €>0 resulta la conclusién deseada.o
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Corolario 2.7. Bajo las mismas hipétesis sobre (kn}nE[N que en el Teorema

2.6, sea ¢EL;(I), y sea cu=2“1"(u+1). Se verifica:

lim lIcp‘(qb#kn)—qbllpﬂ1 = 0.

n-> 00

Demostracion. Si WEL;(I) y l/JEL:l(I) (n=1,2,3,...) son tales que
n

lim ¢ (x)=¢(x) c.t.p. en

n
n—» 00

I, con iy II“ lsllwllp1 (n=1,2,3...),
n

1) ’

entonces

lim Ilwn—tﬂII“l:O. Ahora, el Corolario 2.7 es consecuencia de los Teoremas 2.3 y

n— 00 ’

2.6 en el caso particular de que (;bEL:l(I) sea continua y acotada. Como tales

. 1 . . .
funciones son densas en L”(I), el caso general sigue por aproximacion.o

Teorema 2.8. Sea <k} N Un@ sucesién de funciones no negativas en
nn

L:l(I), de norma unidad, tales que

lim
n—

00
J k x)x"%ax = 0 (8>0),
6 n

con E)“kneL:l(I) y f)u(f)ukn)=kn (neN). Dada ¢€L;(I), se cumple

lim llc (t
o

n—> 0

donde c“=2“1"(p.+1).

-p-1/2

(f)”qb)(t)(f)“kn)(t))—¢II“’1 = 0,

Demostracion. Por el teorema de Fubini,

-u-1/2
5“(t (5“¢)(t)(5“kn)(t))(x)

J

.00
-M-1/2
t (5“¢)(t)(%ukn)(t)iu(xt)dt

0

~00 0
“h-1s2 t dt,[ t)d
Ot (E)“kn)(t);ﬁu(x ) 0qﬁ(y)ju(y )dy

i Cin-z t t)dt
O¢(y)dyjot (5,k,) (D)2, (x0)F, (y)

00
k t)dt t)D ,y,2z)d
0<z>(y>dyj0(5M (1) Jo}“(z D (x,5,2)dz

~

o

.00 00
J #(y)k (z)D (x,y,z)dydz = (¢zk )(x)
0’ o n H n

Basta aplicar el Corolario 2.7.o0

(xel).
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Un ejemplo de sucesién que satisface las hipétesis del Teorema 2.8 viene

dado por las funciones

21+2 2
kK (x) = — M2 (xel, n=1,2,3,...)
I'(2p+2)

(véase WaTtson [1956, pp. 386 y 434]).

Corolario 2.9. Si ¢eL:1(I) y E)”qbeL:i(I) es posible redefinir ¢ en un
conjunto de medida nula para hacerla continua sobre I, siendo valida la

férmula de inversién

#(x) = Jo(f)uw(t);‘!“(xt)dt (xel).

Consecuencia inmediata del Teorema 2.8 es la propiedad asociativa

siguiente:

Proposicién 2.10. Si ¢,q),l/1eL:L(I), entonces
((prp)eP)(x) = (Pp#(e#p))(x)  c.t.p. x€L.

Demostracion. De la igualdad
L 2p-1 -
5“((¢#<p)m/1)(t) =1t (f)utﬁ)(t)(f)“tp)(t)(i)ulll)(t) f)“(gb#(go#l/l))(t) (teD)

y del Teorema 2.8 sigue que

ll(¢#(p)mp—¢#(<p#w)llu’l = 0. o

La convolucién de Hankel es conmutativa:
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Proposicién 2.11. Si ¢,<peL:1(I), entonces

Demostracion.

(Ppup)(x) = (p#d)(x) c.t.p. x€l.

Basta proceder como en la prueba de la Proposiciéon 2.10.0



II. LA CONVOLUCION DE HANKEL EN Bu Y EN fB"l.

3. Introduccién.

Hasta ahora, la convolucién de Hankel ha sido definida sélo en ciertos
espacios de distribuciones y para valores particulares del parametro p (véanse
Sousa PinTo [1985]1 y GonzaLez [1985]). Nuestro objetivo en esta Parte es
estudiar la convolucién de Hankel en los espacios iBu y B}IJ.'

En la Seccién 4 probamos propiedades de permanencia y continuidad de la
traslacién y de la convolucién de Hankel en fBu. La Seccién 5 contiene algunos
resultados sobre aproximacién en fBu por convolucién con identidades
aproximadas en este espacio. Los correspondientes resultados para fB"1 se
demuestran en la Seccién 6. Alli introducimos el espacio 8“ de las funciones
complejas regulares ¢=¢(x) definidas sobre I para las cuales existe
lim (x 'D)Fx 1?2

¢(x). Su dual, 8;1, estda constituido por los elementos de fB"1
x>0+

que tienen su soporte acotado por la derecha. Llegamos a definir T#f para Te?i"'1
y feé""l, estableciendo algunas propiedades algebraicas de esta convolucion.
Probamos también teoremas de tipo Paley-Wiener para las transformadas de
Hankel de los elementos de iB;l[

Los espacios Bu y fB"l desempefian en la convolucién de Hankel el mismo
papel que los espacios D (funciones de soporte compacto en R) y su dual D’ en
la teoria de la convolucién usual. Existe un paralelismo semejante entre los
espacios 8“ y 8;1, por un lado, y & (funciones infinitamente derivables sobre
R) y &’ (distribuciones de soporte compacto en R), por otro.

En lo que sigue C denotard una constante positiva adecuada (no

necesariamente la misma en cada comparecencia). Ademds, p representard siempre
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un numero real mayor o igual que - Para simplificar, introduciremos la

funcién b (z)=z "I (z) (zel).
M i

4. La convolucién de Hankel en Bu.

P . r . .2
Definimos los espacios ‘y“ , con a>0 y relN, como sigue. Una funcién

a

d=®(n) estd en ‘y; si, y sélo si, n_”_l/ztb(n) es una funcién entera par de la

s

variable compleja n y

—a|Imm| 2k-p-1/2
n (35

oM (&) = max sup |e ()| < o

a,r
’ o=k=r neC

Normado mediante o , yr es un espacio de Banach. Resulta claro que el

a,r H,a

espacio 'Hua considerado en ZemaNiaN [1966b] coincide con yr R Ademas, la
’ reN ’

topologia de 'Hua es la topologia inicial asociada a la familia de inclusiones

(Y <»Y" } . Fue demostrado por Zemanian [1966b, Theorem 11 que Ila
H,a M,a reN

transformacién de Hankel E)“ define un isomorfismo de fB“a en yua
La Proposicién siguiente establece una relacion muy util entre los
espacios 58:11 , definidos en la Seccién 1.8, e yr
a

’ ’

Proposicién 4.1. Sean reN y a>0. La transformacién de Hankel es una
aplicacién lineal y continua de B en Y" y de y"  en B® , con rd>s+u+l.
,a M,a M,a M,a

Demostracién. Basta proceder como en la prueba de ZEMANIAN [1966Db,

Theorem 1l.o0
Ahora estudiaremos la traslacién y la convolucién de Hankel sobre fBu.

Proposicién 4.2. Sean x,a>0, y sean r,s€N, con r>s+u+l. La aplicacién

lineal ¢+—>T ¢ es continua de B?" en B® .
X M,a M,x+a
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r

Demostracién. Fijemos ¢eiBz . De acuerdo con la Proposicién 2.4,

ya

__M+1/2
E)”(rxqb)(n) = X b“(xn)(f)uqb)(n) (neC).

Como b“(z) es una funcién entera par, y como f)“qbey; , la funcién
,a

n_“_l/zi)“("t,'x(b)(n) es par y entera. Ademads, existe M=M(u) tal que

Ie_xllmnlb”(xn)l <M (neC). (4.1)

Luego

r r M+1/2
= Co =C gl
% ,(t_¢) u,a(5u¢) X ¢

(o ’
M,a+x "ML M,00,2r

r o sz s .
probando que E)“(rx¢)e‘9“’x Por la Proposicién 4.1, TX¢EB]J.,X+a siempre que

+a

s

seN y rd>s+u+l. Que el operador traslacién es continuo de fBZr en fB:1 _ sigue

también de la Proposicién 4.1.o0

Corolario 4.3. La aplicacién ¢+t ¢ es continua de B en
X M,a H,x+a

(x,2>0) y de B en B .
M H

Demostracién. La primera afirmacién del Corolario es consecuencia

inmediata de la Proposicién 4.2. Al ser BH bornolégico (Corolario 1.8.6), la

segunda resulta de la primera en virtud de HORVATH [1966, Theorem 2.12.2 y

Proposition 3.7.1].

Proposicién 4.4. Sean a,b>0. La aplicacion (¢,p) —>p#p es continua de

B xB en B y de B xB en B
M,a M,b M,a+b 33 28

Demostracion. Fijemos ¢efB“

o
s <pe.‘B“ o En virtud de la Proposicién 2.5,
a ]

)

_ k-2 c
5“(¢#§0)(n) U] (5p¢)(n)(‘i)ugo)(n) (nel).

Sea keN. Podemos escribir:

sup le—(a+b)|Im"nank—u—l/Zn—p.—l/Z(% $ MG @) ()] =
neC ) K

— — - -b | L -u-1/2
<sup Je! T2k B12 (0 gy sup (e T (5, 9]
neC M neC
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Por consiguiente

o O w0 = oh (5 @) o (5 0)

para cada relN, asi que 5u(¢#q>)ey Ya que f)“ es un isomorfismo de B en

M,a

y.,a+b'

Y , concluimos que ¢#<pe£u Ly Y aue la aplicacién (¢,@) —>@#e es continua de

s

B xB en B . La continuidad de la convolucién de B xB en B sigue
M,a M,b M,a+b [ 2 M

ahora como en el Corolario 4.3.o0
Proposicion 4.5. Si ¢,<peBu y xe€l, entonces:

T (p#p) = (T Plap = ¢#(T ).
X X X

Demostracién. Para tel, en virtud del Teorema 2.3 y de las Proposiciones

2.4 y 2.5 se cumple:

_ (H-172 _ (2p-1
f)“(rx(qb#q)))(t) t ﬁ”(xt)f)u(gb#(p)(t) t }“(xt)(f)usb)(t)(%uw)(t),

-h-1/2 -2u-1
5”( (’rx¢)#<p)(t) t (E)ue,b) (t)f)u('l:xgo)(t) t }“(xt)(%uw(t)(f)“q))(t),

-pL-1/2 -2-1
5“(¢#(rx¢))(t) t 5”(TX¢)(t)(5u<p)(t) t <iu(Xt)(f)“qb)(t)(E)“qo)(t).

Ahora basta aplicar Zemanian [1966b, Theorem 1l.o0

5. Identidades aproximadas para la convolucién de Hankel.
En esta Seccién nos ocuparemos de las identidades aproximadas para la
convolucién de Hankel. Consideremos una sucesiéon {k } eN de funciones
nn

infinitamente derivables sobre 1 tales que, cualquiera que sea neN, kn

satisface

(i) kn(X)ZO (xel),
(i) k (x)=0 (0<x<(n+1) %, on ™) y

1/n
(iii) c:J kn(x)x“”’ 24x=1, donde c“=2“1"(u+l).
0
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Noétese que la sucesidn {c_lk cumple las hipétesis, y por lo tanto

Mu n}nEIN
las tesis, de los Teoremas 2.6 y 2.8 y del Corolario 2.7.
Se establecerdn a continuacién algunos resultados sobre aproximacién en

‘Bu por convolucién con identidades aproximadas. A tal fin, para a>0 y melN

introducimos el espacio W:: de todas aquellas funciones l/leczm(l) tales que

s

Y(x)=0 (x=za), para las cuales existe lim x DM %p(x) (keN, O=k=2m).
x>0+
Dotamos a W™ de la topologia definida por la norma |- | (Seccién 1.7).
M,a M,00,m

Proposicién 5.1. Sean a,e>0, y sean m,reN, con m>r+u+2. Si wew‘: .
entonces existe n =n (¢) tal que Kk #yeB para cada nzn_. Ademas,
o o n M,a+€ 0

lim | kn#lll—'llj | 1,00 1h=0.

n—» 0o ’

Demostracién. Sea €>0. Por la Proposicién 2.5 y por ZeMaNIAN [1966b,

. , . -u-1/72
Theorem 1], kn#WESBu e S Y sélo si, m (‘:’)ukn)(n)(f)ul/!)(n)e‘yu

,a+&

a
Notemos, ante todo, que n_“_l/z(buw)(n)=J b“(nx)xuﬂ/zw(x)dx es una
0

funcién entera par, ya que l,[lEW:: y b”(z) es par y entera. Sea ahora kelN. Para
,a

cada neC tenemos

mzk-zu-le—<a+€>'Im"'(aukn)(n)(suw)(nJI =

a
< In2k—u—1/2e—(a+e) | Imnl(sukn)(n) |J' lxz“”bu(nx)l lx—u—uzw(x) | dx.
0

Usando (4.1) se concluye

sup ank—Zu—le—(a+€)|ImT)|(% K O)m (5 v (n)] =
neC Moo M
(5.1)

= C supInZk_“_l/ze_ellmnI(f) k)mI.
M n
neC
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Existe n =n (g) tal que k €B si n=zn_. Sigue de (5.1) que
0o ©0 n HM,E 0

n‘““l/z(f)“kn)(n)(f)”w)(n)e‘y o, lo que es lo mismo, que (kn#tll)(x)efB

H,a+E& ’ H,a+E

para todo nZnO.
Ahora, usando la Proposicién 2.5 y Zemanian [1968, Lemma 5.4-1], podemos

escribir

x‘“‘l/zs;‘l(knmp-w)(x)

. (5.2)
= [ b x4 K O@-07* % (sFiy)d
IO “‘xyxy (Su y)-Dy 5“ “w y)dy
cuando nzno, keN con O=k=m, y O<x<a+e.
Sea «a>0. Existe nlzno tal que
|y k=D < e (5.3)
para cada nan y cada yel. En efecto, se tiene:
-u-1/2 1/n -1 H+1/2
y (‘Z)ukn)(y)—l = Jo (bu(xy)—c’1 )kn(x)x dx (yel, nzno). (5.4)
Luego,
1y R %y & ))-D)] =
[T
(5.5)
21" W+1/2 2,-1
= C(1+y") J kn(x)x dx = C(l+y") (yel, nzno).
0
Noétese que aqui C no depende de nzno.
Podemos encontrar y0>0 tal que
1a+yD) iy * % k )(9)-DI <« (yzy, nzn). (5.6)
M n 0 0

Por otra parte,
b (2)-c '] <act  (0<z<z)
M 3 M 0

para un zO>O convenientemente elegido.



5 IDENTIDADES APROXIMADAS PARA LA CONVOLUCION DE HANKEL 85

. -1 . iy
Por tanto, si nlzno y n1>y020 , (5.4) permite escribir

M 172

| (1+y%) (E)k) Dl =

1/n

j Ib“(xy)—c;ﬁlx

o]

H+1/2

1A

kn(x)dx (5.7)

IA

1/n
o c_lJ M2 (x)dx =« (O<y<y_, nzn).
Hu o n 0 1

Combinando (5.6) y (5.7) resulta (5.3).

De acuerdo con (5.2) y (5.3), para keN, O=k=r, es

—u- yoht -
sup xSk )0 = @ cJ' y H % (-, )Mskw) (y)|dy
x€1]0, a+€l H 0 (1+y ) ®

siempre que nznl. Aqui £ puede ser elegido mayor que p+l porque mor+u+2. Esto

completa la demostraciéon.o

Proposicién 5.2. Si wefBu entonces lim k #y=y en ‘Bu.
n
n—->0o

Demostracién. Basta proceder como en la prueba de la Proposicién 5.1.0

< . 0
Proposicién 5.3. Sea a>0. Supongamos que ghefB“,a, y que (l/l)E[N iwa es

tal que lim Ile—wllu’m,():O. Entonces, para cada ¢efB“, lim ¢#¢lj=¢#l/l en Bu.

j>o j>oo

Demostracion. Sea ¢€Bub para algin b>0. Razonando como en la

demostracién de la Proposiciéon 5.1 podemos probar que ¢#¢EB“ b’ Ademas

para cada jeN. En virtud de ZEMANIAN [1966Db,

(Proposicién  4.4), ¢#¢j558“’a+b

Theorem 11, y de la Proposicién 2.5, lim ¢#yp =¢#y en B” b cuando, y soélo
J s
jooo

CIICICRAL n M2 (s PO () en ¥

. -U-1/2
cuando, lim 7m "

j>®
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Ahora bien, ya que nnuﬁl/z(?)ulp)(n) es una funcién entera par, para

establecer la udltima propiedad basta observar que, por (4.1), se tiene

|22t o il g gy s (g gy ()] =
MAAUE TS

IA

|2kt 1720 | Tmm| (5,)(n) e ““"'J T e | 1xH 20 (0000
0

A

Cly gl o

cualesquiera sean j,keN y neC.o

6. La convolucion de Hankel en 13"1.
Definicién 6.1. Para cada TeiB"l y cada ¢EBM’ definimos la convolucién de

Hankel de T y ¢ por

(Tag)(x) = <T,T >  (xel). (6.1)

Notese que la Definicién 6.1 tiene sentido en virtud del Corolario 4.3.

Ademas, toda wefBu genera una distribucién regular en 58;1 mediante

00

WY, > = j Y(x)p(x)dx (¢efB“).

0
Luego

00

Wi ® = [ ey (9eB),
X o b4 18

asi que la convolucién de Hankel clasica es un caso particular de la

convolucién generalizada (6.1).

Una propiedad interesante de la convolucién de Hankel generalizada es la

siguiente.
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Proposicién 6.2. Si TEiB"1 y ¢eﬁBu entonces la funcién L(x)=<T,t ¢> (xel)
X

define un elemento regular en 58"1 que satisface
LX), P(x)> = <T,p#pd> (!llefB“).

Demostracion. Sean a,b>0, ¢efBu y !/JEEB“ o Por la Proposiciéon 4.4
’a ’

¢#l/JEfB“ oy Y segin la Proposicién 1.9.2 existen reN y fkeLm(]O,a+b[) (keN,

O=k=r), tales que

KT, p#s>

]
™
—

b
-M-1/2_ Kk
£ (y)y S“’yjot/;(x)(ryw(x)dxdy

b r a+b
—“M-1/2_Kk
f W(x) zj £ (y)y st
0 k=0"0

(t_¢)(y)dydx
y X

b
= I !/J(X)(T,TX¢>dX = <L(x),y¥(x)>.
0

La continuidad de la aplicacién definida por L(x) sigue ahora de Ila

Proposicién 4.4, completando la prueba.o

Corolario 6.3. Si TefB"1 y ¢,t/1658“, entonces
(Tep)wy = Tx(Ppmyp).
Demostracion. En virtud de las Proposiciones 4.5 y 6.2,

((T#p)#P)(x) = <T#¢,TXI/J> = (T,¢#Txl/1> = <T,rx(¢#¢1)> = (T#(ouyp))(x)  (xel). o

El siguiente resultado se refiere a aproximacién en B;l por

regularizacién.

Proposicién 6.4. Si {k } oN €S una identidad aproximada en B” (Seccién
n n

5) y si TESB;L, entonces T#k 613;1 (neN) y lim T#kn=T (débilmente*, fuertemente)
n

n—>0

en B’.
n
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Demostracion. La convergencia débil* y la fuerte de sucesiones son
equivalentes en fB"l, ya que B“ es Montel (Corolario 1.8.6 y TrEves [1967,

Proposition 11.34.6, Corollary 11). Fijemos a>0, ¢efB“ . Se tiene:
,a
<T#k ,¢> = <T,k #¢> (neN).
n n

La conclusién que se persigue resulta tomando limites para n->o en esta

igualdad y aplicando la Proposicién 5.2.0

A fin de investigar la convolucién de Hankel de funciones generalizadas,
dado peR introducimos el espacio 8’u de todas aquellas funciones infinitamente
derivables ¢=¢(x) definidas sobre I para las cuales existen los limites

lim (x 'D)*x " "?p(x) (keN). Topologizamos este espacio mediante la familia
x>0+

: v
(separante) de seminormas {xn,k>n,kE|N’ donde
@) = s 1TDSNFTR] (nkeN, geE ).

xX€]10,nl

Se comprueba facilmente:
Proposicion 6.5. El espacio E'u es de Fréchet.

Resulta claro que EBHCRMCS‘HCE(I), y que cada una de estas inclusiones es
continua. Como de costumbre, 8;1 denotara el espacio dual de 8“; dotamos a 8&

de su topologia débil*.

Proposiciéon 6.6. 58“ (luego, }f“) es denso en 8}1' En consecuencia, 8’;1
puede ser identificado con un subespacio de SB"l, a saber, el espacio de todas
aquellas f‘e@il con la siguiente propiedad:

(P) Existe af)O tal que <f,¢>=0 siempre que ¢=¢(X)EB“ satisface ¢(x)=0

para todo O<X<af+s: y algin £>0.
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Demostracion. Sea ¢e€’“, sea a0, y definamos una funcién infinitamente

derivable A=A(x) sobre I por

{ 1 (0<x<a),

0 (2a<x<w).

Entonces el producto A(x)¢(x) estd en B“, y, para cada keN,

sup | (x "D *F V2 (p(x)-Ax)p(x)) | =
x€10, al

-p-1/2

k . .
=3 [1:] sup lx '"D)* H(1-ax))|  sup |(x 'D)'x ¢(x)| = O.
=0

i x€10,al x€10,al

Asi pues, Bu es denso en é’u, y podemos identificar 8"1 con un subespacio de fB;l.
Para caracterizar este subespacio, supongamos que f'efB"1 tiene la propiedad

(P), y dado £>0 definamos A=A(x)eC”(I) por

1 (0<x<Ka +£),
Alx) = { f

0 (2af+€<x<oo).

Se tiene
F,p> = <F,A9+(1-A)p> = <F,A¢> + <F,(1-A)¢> = <f,A¢> (¢E‘Bu),

ya que (1-A(x))¢(x)=0 si O<x<af+s:. Ahora podemos extender f a 8“ definiendo
f,p>=<Xf,A@> para qbe&?“. Esta extensién pertenece a 8;1, toda vez que la
multiplicacién por A es continua de 851 en B“.

Reciprocamente, supongamos que feﬂ;1 no posee la propiedad (P). Entonces,
a cada neN le corresponde una funci6én infinitamente derivable ¢n=¢n(X)€Bu tal
que ¢n(x)=0 si 0<x<n+en, para algun en>0, y <f‘,¢n>=l (neN). Dado a>0, existe
noe[N tal que neN y n>n0 implica

sup | (x 'D)*x M2

x€10,al

¢n(x)| =0 (keN).

Esto impide que f pertenezca a 6’;1 y completa la prueba.o
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Para todo yel, }u(xy) estd en 6”‘“ como funcién de x. En efecto, se tiene

(X_IDX)kx_”_l/Zj (xy) = yp+1/2

. (x“‘Dx)“bu(xy)

k M+1/2+2k

(-1)7y

bwk(xy) (yel, keN),

asi que

k -u-1/2 k M+1/2+2k
oM M

b (z) (yel, keN).

lim (x 'D
X M+k | z=0

¥ (xy) = (-1)
x>0+ M

Proposicién 6.7. Sea feé"’l. Si F(y)=<f(x),3u(xy)> (yeC), entonces la
funcién G(y)=y_“_1/2F(y) (yeC) es par y entera. Ademds, existen A,B>0 y r,neN

tales que

yH172 (0<y=1),

|F(y)| = A { +1/2+2r
y“ (1=y<w),

161 =B (+1y1De ™! (yer).

Demostracion. Antes que nada notemos que, en virtud de la observacion

precedente, la funcién F(y) estd bien definida. Ahora,

-p-1/2 [+1/2

F(y) = <f(x),x

Gly) =y bﬂ(xy)) (yeC).

Como b”(z) es par, también G(y) lo es.

Por otra parte,

b (x(y+h))-b (xy)
1]

lim ———-—G‘y*h}’l’c‘y’ = f(x),lim xM*172 H 3 >
h->0 h->0
(6.2)
- <f(X),X“+1/2

Dybp(xy)) (yeC).
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En efecto, sean xel, yeC, kelN, sea C1 un disco centrado en y, de radio rl, y

sea heC, con ]h|<r‘<r1. Entonces

b (x(y+h)) -b (xy)

-1 k[ M M _ _
(x DX) [ - Dyb“(xy)] =
= (x 'pD ) L I [L[ LI ] - ! ]b (xz)dz
X 2Ti h z-y-h z-y 2 M
C1 (z-y)
= 1.—-[ (-z%)*b (xz) ! dz,
2Ti M+k 2
1 (z-y-h)(z-y)
de modo que, para cada a>O,
b (x(y+h))-b (xy)
sup 1(x'D )“[ Db (xy)]l = _Clnl 0.
X h y M (r -r)r h->0
x€10,al 1 1

Esto justifica (6.2).
Finalmente, puede probarse que, para ciertos r,neN y cierto A>0 (no

necesariamente el mismo en cada comparecencia),

k_-M-1/2

|[F(y)| = A max sup l(x 'D )¥x ,}u(xy)l
0=k=r x€]0,nl *
= A max  sup Iy2k+”+1/2b (xy) |
M+k
0=<k=r x€]0,nl
g1z (0<y=1),
= A
y’J.+1/2+2r (1<y<00).

Existe C>0 tal que
LCS 20 ce”™ 1 (0cxan, yet, kel, O=k=r)
(ZEmanIaN [1966b, p. 683]). Luego, para algin B>O también debemos tener
|G(y)| = B(1+|y|2r)enIImyI (yeC),

completando la demostracién.o

Proposicién 6.8. Si feE?"1 y si F(y)=<f(x),}“(xy)> (yel), entonces

EF(y),ply)> = <f,i)u¢> (¢e}€u).
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Demostracién. Comenzamos observando que

lIIY(X) = Jy¢(y)}”(xy)dy 5> 0 en 8“

cuando ¢GHH, ya que

00
x D MMy (x) = (—1)kJ yAHM 24506 (xy)dy  (xel, Y>0, keN)
X Y v Mtk
implica

00
sup I(X—ID)kxnu_l/zwy(x)I =C I g2 40g) | dy —a> © (>0, keN).
x€10,al Y

Ahora, fijados Yel y ¢e$‘-€u,

Y Y
J S(YE(x), 3 (xy)>dy = <f(x),J 3(y)3 (xy)dy>.
o M A"

Y

En efecto, pongamos dn=
n

, ¥ =vd . Entonces
V,n n

n

lim dn Y. ¢(yv’n)F(yv’n) = lim <f'(x),dn Y ¢(yv’n)}u(xyv’n)>
n->0 v= n->00 v=1

Y
J ¢(y)F(y)dy
0

F(x),limd Y oély, & (xy,
nv_ ,n T [

4
) = <f(x),J o(NE (xy)dy>.
n-> 00 =1 0 H

s,

La ultima igualdad se justifica como sigue. Para cada a>0 y cada keN,

Y n
sup |(x‘1D)“[x'“"“2I ¢(y)F (xy)dy - d_ T oLy, 0y, D1l =
x€10,al 0 v=1

2k+M+1/2
A

Y n
_ 2k+L+1/2 ~
= sup |J y b“+k(xy)¢(y)dy d ) Yoo PTLES S o) "

x€10,al 0 v=1

. 2
Aqui hemos usado la continuidad (uniforme) de la funcion y k+ptr1/2

b“+k(xy)¢(y)
en Q={(x,y):0=x=a,0=y=<Y]} (Zemanian [1966b, p. 149]). Llegado este punto,

basta argumentar como en la prueba de ZEMANIAN [1968, Theorem 5.6-3l.0
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Definicién 6.9. Si xel y si ¢eiBu, entonces T ¢€B”. Asi, para feE;""l y ¢efBu
X

podemos definir la convolucién de Hankel f#¢ mediante la férmula

(fag)(x) = <f,1'x¢> (xel).

Proposicion 6.10. Si fe:‘s"’ll y ¢e£“, entonces
(Fap)(y) = y F %5 f (yel).
5“ #0)(y y (f)” )(y)(?)“dJ)(y) ye
Demostracion. Fijemos yel. Por definicién,
00 00
5 (F30)(y) = Jo<f,rx¢>§lu(xy)dx = <f,fo(rx¢)(t)gu(xy)dx>.

Para justificar la ultima igualdad comenzamos observando que, cualesquiera

sean kelN, X>0 y tel, se tiene

(t-‘Dt>“t'“‘”2jx(rx¢> ()4, (xy)dx =

-1 k ®
d
(t"'D,) Jxﬁu(b“(zt)(auqs)(z))(x)}u(xy) x

00

_ K
= | Xﬁu(b“+k(zt)%“(su¢)(z) )(x)ju(xy)dx

.00 00

= ju(xy)I b, (200

k
S dzd
) . ( uqb)(z)jfu(zx) zdx

v

~00 00
_ 2.-1 _ k
- [ e Ju(xy)Io(l 5, ) (b, (205 (SEa)ENg, (zx)dzdx,

de donde

S k2
sup 1(t7D )%t J(rx¢)(t)j”(xy)dxl —— 0 (0),
tel0,al X
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En segundo lugar, afirmamos que

X

J <f,rx¢>}“(xy)dx
0 n-> 00 1%

Il

n
limd % <f,7 ¢>gu(xv,ny)
=1 V,n

Il

n
f,lim dn Y, ('l:x qb)(t)}“(xv,ny))
n->c v=1 V,n

X
<f,j (v, 9) (D3 (xy)d>  (X00),
0

X . . .. ..
donde d == y x_ =vd . La veracidad de esta afirmacion seguira tan pronto se
n n n

n v,

establezca la convergencia

n

X
iir;l a Vgl(rxv nqb)(t);lu(xv’ny) - jo(rxm(t)g“(xy)dx

en la topologia de 8“. Para comprobarlo, si keN y tel escribamos

n X
@D )M Y (. e () (x y) - J' (t $)(1) ¢ (xy)dx] =
t n v=1 X L V,n 0 b M

V,n

-1 k,-M-1/2 - -p-1/2
(t Dt) t [dn ]/Elf)u(z 3u(2t)(%u¢)(2))(Xv,n)gu(xv,ny)

X
~ —H-1/2
J 5,2 3,(20) (5,9 (2)) (x) 2, (xy)dx]

0

d

n

[ =]

2,k
f)“((—z ) bwk(zt)(i)uqb)(z))(xv’n)}“(xv’ny)

rv=1

X
2,k
- jobu((—z o, (26)(5,9) (2)) ()2, Gey)dx

=d §(x yIH 2% (b k(zt)f)u(S:iqS)(z))(xvn)bu(xv )

n =1 V,n [V VS ’ s
X M+172 k
- Jo(xy) 5“(bu+k(zt)5“(su¢)(z))(x)b“(xy)dx.

El integrando en el segundo miembro de esta igualdad es (uniformemente)
continuo sobre Q={(x,t):0=x=X,0<t=a}, con a>0, asi que el primer miembro de la

misma tiende a O uniformemente para O=st=a cuando n-eo.
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Finalmente, para ciertos reN, a>0 y C>0 se cumple

-pu-1/2

[<f,T ¢>| = C max sup [(t™'D )*t (t ¢)(t)]
* 0=<k=r t€]0,al t *

=C max sup |9 (b (zt)H (S5¢)(2))(x)]
o<k=r telo,ar M M moH

= C max sup |(1+x2)_1€) ((1-S yIb (zt)H (Squ)(z)])(x)l
0<k=r t€10,al ® Moz Hrk HoK

= cli+x)7t (xel),

de donde

jX|<f,rx¢>| 13,0 1dx —50 0.

La Proposicién queda probada combinando los resultados anteriores.o

Proposicién 6.11. Sea fe&’. Si ¢eB entonces f#¢peB para algun
4 M,a H,a+n
nelN. La aplicacién ¢ +——f#¢ es continua de B en B y de B en B .
M2 M,a+n [ M

Demostracion. Como (Proposicién 6.10)

-p-1/2

= ‘ C
5“(f#¢)(y) y (E)“f)(y)(f)utp)(y) (yeC),

sigue de la Proposicién 6.7 que, para ciertos r,neN y cualquier yeC,

ika—u—1/ze—(n+a) | Imy|5ﬂ(f#¢) (y)| =

< ‘y—u-uze—nl Imy | (%;Lf)(y) | Ika—u—uze—aI Imy | (5u¢)(y)|

A

C lyz(k+r)-u—1/2€~a|Imyl(%)“qb)(y)l N |y2k—u—1/2e—a|1my|(%uq))(y)l ),

asi que

sup ly—u—1/2+2ke—(n+a)llmy|5 (f#¢)(y)| <
K’
yeC

< € { sup| Pl zemal iyl g ) gup R 2 Y g gy,
u [
yeC yeC
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o, equivalentemente, f#peB La

En consecuencia H (fapleY .
u M,a+n

}1.,a+n’

continuidad de la aplicaciéon ¢+—f#¢ de Bu en B . sigue también de esta
t] ’ n

ultima estimacién sin mas que tener en cuenta ZEMANIAN [1966b, Theorem 1]. Se

completa la prueba como en el Corolario 4.3.0

Definicién 6.12. Dados TEB}; y feg;,f la Proposicién 6.11 permite definir

la convolucion de Hankel T#f por

<T#f,¢> = <T(x),<f(y),(rx¢)(y)>> (¢efB“)-

Notese que T#feB’, porque fe€’ y lim ¢ =0 en B implica lim f#$ =0 en B
Hu K [P u 300 J M

(Proposicién 6.11). Ademas, si feé’}’i entonces la aplicaciéon T+—T#f es continua
de B}'l en si mismo cuando se dota a 53;1 tanto de su topologia débil* como de su
topologia fuerte.

Debe observarse también que, de acuerdo con la Proposicién 6.2, y ya que

fBHCE;l, la Definicién 6.12 extiende la Definicién 6.1.

Proposici6én 6.13. Para TefB”l y fef?;l, se cumple
F(Tef)y) = y PO 0@ Ty (yeD.
%)“ y) =y %u y f)“ y y

Demostracion. Podemos escribir:

’ = = <&’ f4¢)>
G (T#),H 9> = Tof, @ <T,f4g> = <&'T.5 ( #0)

ATy, vy M2 r >
(f)u y),y (5“ )(y)(f)ugb)(y)

_ oeoH-1r2 g, p N
<y (5“f)(y)(%uT)(y),(E)“qb)(y) (¢eiB”). o

Estableceremos a continuacién un resultado de tipo Paley-Wiener,

reciproco de la Proposicién 6.7.
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Teorema 6.14. Sea F=F(z) (zeC) una funcién compleja tal que z M %p(z)

es par y entera, y satisface

| S H-172 r AlImz|

F(z)| = C(1+]z]) e (zeC) (6.3)

para ciertos A,C>0 y cierto reN. Entonces F define un elemento regular en

H;L mediante la férmula

(0]

F,p> = J F(x)¢(x)dx  (pek ),
o (Y

y f=%'FeH’'cB’ estd en &’.
K B M
Demostracion. Sea {k } N Un2 identidad aproximada en BH para la
n n

convolucién de Hankel. Como k EBH y como
n n

1/

, _ M2, _ k12
E)u(f#kn)(x) X (E)“f)(x)(f)ukn)(x) b'd F(x)(f)“kn)(x) (xel),

(6.3) implica que %’(f#k )(x)eY (neN). Puesto que %’=% sobre
o u [T

,A+1/n M,A+1/n’

necesariamente f#knefB (neN). Ademdas (Proposicién 5.2),
n

H,A+1/

Ak > —> <9 (9eB).

Luego,

00

Jo(f#kn)(x)tb(x)dx — K, (¢EB“).

00
Si ¢ei3u es tal que ¢(x)=0 cuando O<x<A+l entonces J(f#kn)(x)¢(x)dx=0 para
0

todo neN, asi que <f,¢>=0. De la Proposicién 6.6 se concluye que fe@;l.u

Corolario 6.15. Si f,f €8’, entonces f #f €&’.
U2 1 2 M
Demostracion. Como las funciones 5;11f LY f);lf ) satisfacen las hipétesis

del Teorema 6.14 (Proposicién 6.7), lo mismo acontece con la funcién

’ — -u-1/2.¢, 7
E)“(fl#fz)(y) =y (%)ufl)(y)(ﬁufz)(y) (yeC). o
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Reunimos seguidamente algunas propiedades algebraicas de la convolucidn

de Hankel generalizada.
Proposicién 6.16. Sea TeB’, y sean f,f ,f €€’.
M 2
(i) (Asociatividad) Se cumple:
T#(f #f ) = (T#f )uf_.
12 1772
(ii) (Conmutatividad) Se verifica:
f#f = f #f .
12 201
(iii) (Identidad) La distribucién 6“68‘;, definida por

-p-1/2

<6u,¢> =c limx P(x) (¢E€M)’

x>0+

donde c“=2”r(p+1), satisface T#6u=T.
(iv) (Comportamiento respecto de S“) El operador S“ conmuta con la

convolucién de Hankel:
S (T#f) = (S T)af = T#(S f).
u 7 u

Demostracién. El apartado (i) es consecuencia de la Proposicién 6.13 y
el Corolario 6.15, mientras que (ii) y (iv) pueden ser establecidos tomando

transformadas de Hankel. Para probar (iii), notemos que

Fus > = <F,<8 ,T_¢»> = <f,¢> (¢eB ). o
w? we ¢ ¢eB,

Finalizamos esta Seccién justificando la denominacién de identidad

aproximada para las sucesiones consideradas en la Seccién 5.
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Proposicién 6.17. Si {k } N S una identidad aproximada en B# (Seccién
nn

N

5), entonces lim k =8 (débilmente*, fuertemente) en B’.
n—>0o n K H

Demostracion. Proposiciones 6.4 y 6.16 (iii).o



III. LA CONVOLUCION DE HANKEL EN }e“ Y EN R;l.

7. Introduccién.

En esta Parte nos proponemos investigar el espacio 0”1,# de los operadores
de convolucién en H“ y H}’i. Abordamos esta tarea en la Seccién 10, donde, tras
describir dicho espacio, definimos u#T para ue}(?"i y TEOFIJ«,#’ probando la
correspondiente férmula de intercambio y estableciendo algunas propiedades
algebraicas de esta convolucién. Previamente, estudiamos la traslacién y la
convolucién de Hankel sobre }(’.“ (Seccién 8) y discutimos algunos aspectos de la
convolucién generalizada sobre H;l; llegamos a definir us#f para ue}€"1 y fe@ﬁ’t
(Seccién 6) y demostramos la férmula de intercambio para esta convolucién
(Seccién 9).

El problema de topologizar el espacio vectorial 0”1,# se trata en la
Seccién 11, donde se demuestra que la transformacién de Hankel ‘i)“ establece un

M+1/2

isomorfismo entre O’ 0, siendo O el espacio de los multiplicadores

de }(’u y R;L descrito en la Parte III del Capitulo 1. Del estudio alli realizado

concluimos inmediatamente algunas propiedades de continuidad de la

convolucién, junto con otras del espacio 0"1 o mas precisamente, 0;1# resulta

’ s

ser completo, bornolégico, nuclear, Schwartz, Montel ¥y reflexivo. Nuestras
investigaciones extienden y complementan las de Sousa PINTO [1985].

En todo lo que sigue continuamos suponiendo que g €s un ndmero real mayor
o igual que —% y denotando por C una constante positiva adecuada (no

necesariamente la misma en cada comparecencia).

8. La convolucién de Hankel en ¥ .
En esta Seccién estudiamos la traslacién y la convolucién de Hankel sobre

H“. Los resultados que se obtengan seran de utilidad mas adelante.
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Proposiciéon 8.1. Se verifica:
(i) Para cada xel, la aplicacién ¢ —>T ¢ es continua de Hu en si mismo.
X
(it) Si ¢eH , keN, y xe€l, entonces T Sk¢=Skr .
K x B Mox
Demostracion. Las Proposiciones 2.2 y 2.4 y el Corolario 2.9 permiten

escribir

-u-1/2

= I). .
(rxqb)(y) f)u(t ;l”(xt)(f)uqb)(t))(y) (yel) (8.1)

Como t —l/zju(xt)e(D para cada xel, y dado que 5” es un automorfismo de }f“,
concluimos que ¢}~—>rx¢ es una aplicacién continua de }(’.“ en si mismo.
La igualdad en (ii) deriva inmediatamente de (8.1) y de ZEMANIAN [1968,

Lemma 5.4-1 (4-5)]l.0

Proposicién 8.2. Se verifica:
(i) La aplicacién bilineal (¢,p) —>¢#p es continua de HHX}C“ en }Cu.

(ii) Para cada qb,goe?fu,

Su(¢#s0) = (S“¢)#<p = ¢#(Sugo).

Demostracion. Sean ¢,qoe}€“. En virtud del Teorema 2.3, la funcién ¢#p
estd en L;(I); luego, de acuerdo con la Proposicién 2.5 y el Corolario 2.9,

podemos escribir:

-u-1/2

(Pe)(x) = 5“(y (%u¢)(y)(5u@)(y))(x) (xel).

Siendo 5” un automorfismo de 9{“, concluimos que la aplicaciéon en (i) es
continua.
Para establecer (ii) basta recordar que E)u es un automorfismo de H“ y

aplicar Zemanian [1968, Lemma 5.4-1 (4-5)l.o

9. La convolucién de Hankel en K’.

La Proposicién 8.1 sugiere dar la siguiente
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M

Definicion 9.1. Para ue?f}’i y ¢e}€u, la convolucion de Hankel de u y ¢ es

la funcién

(usg)(x) = <u(y),(rx¢)(y)> (xel).

Cada we?f“ genera un elemento regular en 3{"1 mediante la férmula

< > = .
(N Iow(y)¢(y)dy (¢e}eu)
Luego
p,T ¢ = J e(y)t ¢)y)dy (¢ek ),
X o X “

asi que la convolucién de Hankel clasica es un caso particular de la

generalizada.

En el resto de esta Seccién se discutirdn algunas propiedades de la

convolucién generalizada.

Lema 9.2. Si fef?’; entonces t_“—l/z(‘f)"lf)(t) (tel) estad en O.

Demostracién. Para simplificar, introduciremos las funciones

F(t) = (5;1f)(t) (tel),

o
—_
=
N
Il

(xt)_“J”(xt) (x,tel).

La relacién

F(t)

<f(x),§i“(xt)> (tel)

(Proposicién 6.8), entrafia:
PR = x), 2% (1) (tel),

Msx

En primer lugar, pretendemos establecer la igualdad:

D)t M%) = <f(x),x“+l/2t_lDtb“ ) (teD. (9.1)
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A este fin, sean tel y |At|e€]O,t[. Escribiendo

n-1/2 -u-172
F(t+At)-t F) (f(X),Xu+1/2D b (t)> =

At tx

(t+At)

= < (x),x" %6 (%),
1t

donde

b (t+At)-b (t)
M, x X pb (1) (xel),

t M,x

G t(x) =
K At

advertimos que (9.1) queda probado tan pronto se establezca la convergencia

lim XWV2
At->o0

1)

G (x)=0 (9.2)
It

en la topologia de 8u. Con este objeto, expresamos la funcién GH t(X) en la

forma

At VA
G (x)= (At)_IJ. dz[ D% (t+v)dv  (xel).
M.t 0 0 v X

Puesto que Di=(t+v)_1D +(t+v)%((t+v)'D )2, para todo keN se verifica:
v v

k+1 t vA .
|(x'D )G (x| = c1+x®)?Iat1 7' y |JA dzJ' (t+v) 2 dv]|
H i=0 Y0 0
k+1 2.2 At)21+2 t2'1+2 t21+1
=CY (1+x°) * - - oo O (xeD.
i=0 (2i+1)(21+2)At 2i+1

Esto prueba (9.2), y con ello (9.1). Por induccién sobre k a partir de (9.1)

resulta entonces la igualdad
D)t * R = <f(x),x“+1/2(t_1Dt)kbu (> (teD), (9.3)
valida para cualquier keN. Por otra parte, ya que f GSLL existe neN tal que

|<f,¢>| = C max sup [z D) x ™ %p(x) | (q)éé?u). (9.4)

0=<r=n x€10,nl
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De (9.3) y (9.4) se concluye

C max sup I(X_IDX)PXZkb (t)1

0=<r=n x€10,nl Mk, x
z /)

c Y sup |(x 'D )b
=0 x€10,nl x Mk

TCe o) b e 2¢31

IA

1A

(0]

)

1A

C+tH™ (tel).

Esto completa la demostracién.o

La siguiente Proposicién 9.3 es analoga a la Proposicién 6.10, y ambas
admiten demostraciones similares. La técnica habitual para la prueba de este
tipo de resultados en el marco de las transformaciones integrales es la de las
sumas de Riemann, utilizada en la Proposicién 6.10. Para ilustrar el uso de
otros procedimientos, en la Proposicién 9.3 recurrimos a la teoria de la
integraciéon vectorial de Pettis. Esta técnica, aunque coincide sustancialmente
con aquélla, hace uso de herramientas de andalisis funcional, y, por lo tanto,

permite un tratamiento mds general y mas elegante del problema que se aborda.

Proposiciéon 9.3. Sea fe@l’l. Para cada ¢e}€p, se verifica:
(Fap)(t) = t P25 )19 ¢)(t)  (tel).
i)u #¢ (E)u ( )(f)“¢

La aplicaciéon ¢+——f#¢ es continua de H“ en si mismo. Ademds, dada ¢>e}€u, la

funcién f#¢ genera una distribucién regular en H;lx que satisface
Fup,p> = <F,pu0> ((pe}eu). (9.5)

Demostracién. Sean NeN, tel, y ¢e}€“. Afirmamos que la aplicacién
G:[O,N]——ﬂf“, definida por G(x)=§u(xt)r ¢, es continua. En efecto, fijemos
X

OSXOSN; debemos probar que

sup | (1+y™)™(y"D )y M HGEIM-Gx N 5 0

yEI )
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con 0=x=N, para cada m,keN. Ahora bien, si m,keN y si O=x=N, se cumple:

sup |(1+y*)™(y"'D )"y‘“‘”z(c(x)(y)—c(xo)(y))| =
yeEIl y
= 19, (xt)-2 (x t)| sup 1(1+y2)™(y'D ¥y * 1 %( )() (9.6)
% v ge1 y x
-p-1/2

f 13 (x )] sup |(1+yH)™(y "D )Yy ((x §)(y)-(t DI.
Hoo y€I y * *o

El primer sumando del segundo miembro de (9.6) convergera a Ccero para XX tan

pronto se demuestre que el conjunto A={t_¢:0=x=N} esta acotado en Hu. Noétese
X

que, siendo E)“ un automorfismo de R“, A estd acotado en Ru si, y soélo si, lo

~p-1/2

estd el conjunto B={z ciu(xz)(?)“915)(2):OSXSN}.

X

Definamos b“ (z)=(xz)_”J“(xz) (x,zel), como en el Lema 9.2. Si m,keN y

zel entonces

|(1+zz)"‘(z"loz)“z‘“‘”z(z‘“‘“zgp(xz)(5“¢)(z))| =

Kk
M+1/2 k 2ym, -1 k-i_-M-1/2 2i
=X 'Zo[i]l(l+z ) (z DZ) z (f)“qb)(z)l be Ibp.+i,x(2)|
i=
- M
= C‘Z L1 ,k—1(5u¢) (0=x=N),
i=0
de modo que B estd acotado en Hu.
Probaremos ahora que
(t P)y)-(t Ply) ——> 0 en ¥ . (9.7)
X X x——)x0 18

0

Obsérvese que (9.7) obliga a que el segundo sumando del segundo miembro de

(9.6) converja a cero cuando XX . La condicién (9.7) equivale a

Lt - ® . 9.8
z (}u(xz) ﬁ“(xoz))(ﬁum(z) —x;TO en u (9.8)

Asi pues, establezcamos (9.8). Para cada m,keN, 0=x=N, y ze€l, se tiene:

2.m, -1 \k_-M-1/2, -M-1/2 _ -
| (1+z7) (z Dz) z (z (}“(xz) }u(xoz))(i)“qﬁ)(z))l =

(9.9)

MH+1/72+21 _ M+1/2+21

b (z)-x b (2)].
M+i,x 0 u+1,x0

R0 u
< Eo["]?/ IRERE:

m,k
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Sea £>0. Por (9.9), existe ZOEI tal que
2m, -1 .k -{-1/2, -pM-1/2 _
| (1+27) (z DZ) z (z (jfu(xz) ﬁu(XOZ))(f)uqﬁ)(Z))l <e (9.10)

cuando zzzo, y el teorema del valor medio conduce a

Xp.+1/2+2ib ' (z)- }J.+1/2+21b ' (2)| =
M+i,x 0 p.+1,x0

(9.11)

+1/2+21 +1/2+21
=c (Ix* —xo“ 1 +1x-x 1)

si O=i=k y OSZSZO. Combinando (9.9), (9.10) y (9.11) resulta finalmente (9.8).

Ahora, de acuerdo con Rubpin [1991, Theorem 3.27], para cada tel podemos

escribir
00
5 (Fag)(x))(t) = J F(y), (T ¢) (y)>F (xt)dx
n . x v
N
= lim f KF(y), 3 (xt) (T )(y)>dx (9.12)
N->oo 0 u x
N
= lim <f(y),f 3 (xt) (T ¢)(x)dx>.
N->o00 0 K y
Ademas,
N 00
1i t dx = t d & . 9.13
lim Lgu(x )z #)(x)dx jogu(x )z #x)dx  en &, (9.13)

En efecto, fijados keN y tel se verifica

(y"'D )“y““"“zj ¢ (xt)(T ¢)(x)dx =
y N M y

1,2

(o]
- (—1)‘“1[ x‘zju(xt)su(z“”’z[zz(z‘ D)? +

N

+ (2p+2) (z7'D) 11b (2)z2%2 M V28 $)2)D(x)dx  (yel).
MH+k,y “
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Por tanto, dado cualquier nelN, nzl, resulta

00 00
sup |(y'D )"y‘““"zf g (xt)(t $)(x)dx| = cf x 2dx ——> 0,
y M y N->00
y€10,nl N N

como habiamos afirmado.

En virtud de (9.12) y (9.13) encontramos que

9 (Fa)(x)E) = <F(¥),9 (T (1)
M By

_ ko172
t (f)“q))(t)(f(y),,}“(yt))

-u-1/2 ¢, I
t (f)“f)(t)(5u¢)(t) (tel).

Siendo E)“ un automorfismo de }(’.“, el Lema 9.2 asegura la continuidad de la
aplicaciéon ¢ +—f#¢ de }6“ en s{ mismo.
Finalmente, si ¢EH” entonces f#¢ genera una distribucién regular en H;L

mediante la férmula

fap,p> = J (f#0)(y)e(y)dy (weﬂu).
0

La igualdad de Parseval para la transformacién de Hankel (Zemanian [1968,

Theorem 5.1-2]), junto con la Proposicién 2.5, permite escribir

f#p,p> = d
46,0 Jof)u(f#qb)(t)(f)uw)(t)t

00
-M-1/2,, d
J‘Ot (56) (1)(5,9)(1)(5, p)(0)dt

<K =
%“f,E)“(cpmp» F, pupd

cuando ¢peH .o
1
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Nota. Si ue?f;l, pero ué@}’l, y si ¢e}€u, no podemos afirmar, en general, que

+1/2
<H

u#q)e}fu. En efecto, la funcién u(x)= (xel) es infinitamente derivable y

genera una distribucién regular en H"l. Sin embargo, las igualdades

(usg)(x) = J y“”/z(rxqb)(y)dy
0

00 00 y
J. I y“+1 2ng(z)D (x,y,z)dydz
0”0 "

(0]
c;;lx“”/zj M1 %0(z2)dz  (xel),
0

donde cu=2u1"(u+1), prueban que ninguna de las cantidades 'arr‘: o(u#q))

(m=1,2,3...) es finita, lo que impide que u#¢ pertenezca a Hu.

Ahora bien, si ue?«‘f}’1 y ¢e?€u entonces x-“_l/z(u#cp)(x)eO:

Proposicién 9.4. Sean ueﬁ"’l, ¢e}€“. Se cumple que x_“_l/z(uﬁqb)(x)e(?.

Ademaés, u#¢ genera un elemento regular en H;l, tal que
<usd, > = <u,P#pd> (goe}fu), (9.14)
con:
By (use)(t) = 5 o0 ) (te. (9.15)

La aplicacién ¢r—u#¢ es continua de RH en H;l, cuando ?R"l estd provisto tanto
de su topologia débil* como de su topologia fuerte.
Demostracién. Sean ueHL’l, ¢e?€u. Segun la Proposicién 1.5.2, para probar

que x M ?(usg)(x)e® podemos suponer sin pérdida de generalidad que

Z)m -M-1/2

00
u,@> = J f(y)(1+y7) Ty s¥e(y)dy  (pe#t )
0 . #
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con m,keN y feL”(I). Ahora, usando la Proposicién 8.1 escribimos

(wp)(x) = [ £(y) (14y2)™y F 2% (¢ ¢)(y)dy
Jo M,y b
= [ e aey®)™y ™20 (55 g)(y)dy
Jo x M,y
- [ f(y)(1+y2)my_”_l/25u “h- “25 (x0)9, (s Ny
Y0

- (-1)“x‘“1’zj Fly)(1+y 2y M l/zf)u(tZk@(t)b“ )(y)dy  (xeD),

0

donde ®(t)=(% ¢) t) (tel), y, como antes, b“ (t)=(xt)_p'J“(xt) (x,tel).

Para cada reN y cada xel, se tiene:

(x_lD)rx_“—Vz(u#q)) (x) =

0
- (_1)k+rJ f(y; (1+y2)m+1y_”_1/2£)”( 2(k+r)q)(t)b . (t))(y)dy.
0 1+y

Por otra parte, si n,ieN y x,te€l, entonces

Zit—p.—l/Z 2(k+r)

(1+t9™t " 'D ) t 3(t)b (1) =
t M+r,x

2i- J -~ 1/2 2(k+r)

2ip, . .
= 7 [Zf](—l)’xz’b  (0a+tH D)
. J M+r+j,x

Luego,

20, .
It 2“‘*”@(t)b (1) = Cl+xDH?y [2;]7“ (2% (1)),
0

s 21 M+r,x n,2i-j

o(t).

(9.16)

(9.17)
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De ZeMANIAN [1968, Theorem 5.4-1], de (9.16), y de (9.17), sigue que

m+ 1
1D T P usg)(x) | = g Y [“‘:‘] suply'y (£**e(tip ()]

i=0 yel

A

2(k+r)

1A
Q
™+

Lot a(t)b,,  (0)

2(k+r)¢(t))(1+xz)2(m+l)

IA
Q
™M+

2
vt (t

para xe€l, donde seN, s>m+u+—2—. Asi, x_“—l/z(u#qﬁ)(X)E@w

-N‘l/z(u#¢)(x)e(9, la funcién (u#¢)(x) define un

Sean uek’ e . Como x
) y ¢ 73
elemento de H;L mediante la férmula
(04]
use, > = J (u#e) (x)p(x)dx (goe}fu).
0

(Proposicién  1.12.7). Para ciertos r,keN, ciertas fkeLm(I) (O=k=r), vy

cualquier goeﬂu, la Proposicién 1.5.2 permite escribir

ug,p> =

r 00 00
ZJ w(x)[ fk(y)(1+y2)ry—“_1/zsk (t ¢)(y)dydx
k=0" 0 0 ty x

r 00 00 :
) (—1)“[ w(x)J £ (y)(1ey?)y P2 (B2 g (y)(5 8)(1))(y)dydx.
k=0 (o] (0] k K K K

Por el teorema de Fubini,

-u-1/2 --1/2+2k

= d
<use, > E)“(t (f)utp)(t)(f)ugo)(t))(y) y

I
[T g s

(-1)“j £ (™)
0

k=0

r 00
x J fk(Y)(1+Y2)ry—“—1/25k(¢#<p)(y)dy = <u,p#p> (peX ).
k=0" 0 M H
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Luego, vale (9.14). Ademas,

<f);l(u#¢),5u(p> Lusg, > = <u, dp#ed

<5MU,5H(¢#¢)>

(57 (1) ,t‘““’2(5”¢)(t)(5u<p)(t)>

— ¢4 h-1r2 ,
<t (5u¢) (t)(i)uu)(t),(‘buw)(t)> (qpe}eu).

Esto prueba (9.15). Finalmente, se deduce sin dificultad de (9.15) que, para
cada ue}f;l, la aplicacién ¢r+—u#¢ es continua de Hu en R}IL cuando sobre este
ultimo espacio se considera su topologia fuerte. Es claro que esta misma

aplicacién sigue siendo continua si se dota a ?f}’l de su topologia débil*.o
Las Proposiciones 9.3 y 9.4 justifican la siguiente

Definicion 9.5. Si ue}fil y feR“ug';l, se define la convolucion de Hankel

usfeH’ por
0P
usf,@> = <u,f#ed> = <u®f,1:x¢> (¢e}€u).

Aqui, ® denota el producto tensorial distribucional usual.

La Definicién 9.5 es consistente con la Definicién 9.1 en virtud de (9.5)
y (9.14).
Argumentando como en las demostraciones de las Proposiciones 9.3 y 9.4

podemos probar:

Proposicién 9.6. Para cada uER"1 y cada fe}(?“u@"l', se verifica

-M-1/2

5"1(u#f)(t) =t (5;11”(“(%;1}1)“) (tel).
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Si fe}euué"'1 entonces la aplicacién ur—u#f es continua de H"l en si mismo,
cuando sobre este espacio se consideran tanto la topologia débil* como la

fuerte.

10. El espacio de los operadores de convolucién.
Ahora pretendemos definir la convolucién de Hankel generalizada sobre un
subespacio de ¥’ mas amplio que X u&’.
[ [T

Dado meZ consideramos el espacio vectorial O de todas aquellas

»IN,

funciones infinitamente derivables y=y(x) definidas sobre I tales que

o‘:’m(:p) = sup |(1+x2)mx_“—1/28zw(x)l
x€1

es finita para cada keN. Provisto de la topologia generada por la familia de

seminormas {o""™) , O es un espacio de Fréchet. Resulta evidente que
k keN M,m,#

H <O (meZ).
M M,m, #

Si meZ, denotamos por O la clausura de ¥ en O , mientras que
L,m,# M M,m, #

OM# representa el espacio unién de los (9“ , para m recorriendo Z, dotado de
’ ’m,

la topologia final localmente convexa inducida por la familia de inclusiones

-0 (meZ).
L, m, 3 L,

La siguiente propiedad sera util.

Lema 10.1. Sea meZ. Si T estd en O/ , el espacio dual de O ,
M,m,# M,m,#

entonces existen r,seN (donde s no depende de m) y funciones f‘jeLm(I) (0=j=r),
tales que T puede ser representada por

2)m+sx—},l.—1/2f

r .
T = YV S(1+x
L u( j

j=0
sobre ¥ .
Demostracion. Fijemos TeO’ . Existe neN tal que
lm9
M,m
[<T,y>| = C max o () (IIIEOM.,m’#). (10.1)

0=k=n
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Dado melN, fue probado en la demostracién del Lema 1.2.2 que

o’:’m(qb) = CJ (1+u2)m+su—”_1/2|S:qub(u)ldu (¢e}€u, kelN) (10.2)
0

para algin s=s(u)eN, sz1, independiente de m.

Por otra parte, si meZ, m=-1, si keN, y si ¢e}€”, entonces

00
[(1+x)™x M 'I/ZSZ¢(X)I = IJ D+t _1/25:1¢(t)dtl
X
® 2 1/2 .k
= J IDO+tH)™t H 1% p(1) 1dt (xeD).
M
0
Pero
ID(1+t%)™ MY ZSZ¢(t) | = Im|l(1+*)™ MY Zsﬁ"’(” |
+ | (1+t2)‘“m‘“'l’zsz¢(t)| (tel),
con

00 00 t
J I(1+t2)th_“_1/ZSz¢(t)ldt J (1+t2)"‘t“2“‘1|I u“*”zs:i“cp(u)dumt
0 0 0

00

t
J ! IJ. (1+u2)m”u_“_l/zszﬂdb(u)duldt
0

IA

2
0 1+t

IA

00
—Z—J. (1+u2)“‘”u‘””“2|s;”¢(u)|du.
(0]

Luego,

00
o) = Iml[ (1ru)™u M2 5 (w) |
0
(10.3)
00
+ %J\o(l_’_uZ)m+1u—u—1/zisz+1¢(u”du (¢e}€“, KeN).

En definitiva, de acuerdo con (10.1), (10.2) y (10.3), para cada meZ es

posible encontrar r,seN, con s independiente de m, de modo que

[<T,¢>| = C max I (1+x %)™ ¥ H1/2

0= j=r

J
Su¢(X)||1 (¢GH“).
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Un procedimiento andlogo al empleado en la prueba de la Proposicién 1.5.1

conduce finalmente a la conclusién deseada.o

A continuacién caracterizaremos los elementos de O;L o
Teorema 10.2. Sea Te}f"L. Son equivalentes:
(i) TeO’

b

(i) T=9'0, donde x M1z

0e0.
(iii) Para cada meN existen k=k(m)eN y funciones continuas fp definidas

sobre I (O=p=k) tales que

(10.4)

con

(1+X2)mfpeL°°(I) (0=p=k). (10.5)

(iv) Dado meN existen k=k(m)eN y funciones continuas acotadas fp

definidas sobre I (0O=p=k) satisfaciendo (10.4), con
(1+X2)mfpeL1(I) (0=p=k).

(v) Para cada meN existen k=k(m)eN y funciones continuas acotadas fp
definidas sobre 1 (0O=p=k) que verifican (10.4), tales que
lim (1+x9)™f (x) = 0  (O=p=k). (10.6)
x>0 P
Demostracién. Probemos que (i) implica (ii). Supongamos que TeO{l’#, y
sea meZ. Por el Lema 10.1, existen r,seN (s independiente de m) y fjeLm(I)
(O=j=r), tales que T admite la representacién
S.(1+x2)m+sx~”—l/2f - isjg_

J
o M J j

—
I
[T e ]

J
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sobre HH’ donde

m+s__-M-1/2
< (25

g = (1+x2) fj (0=j=r).

Para cada ¢€}€u, tenemos:
r 00 2.
<KH'T,p> = <T = - dx.
5T, = T, > onog;x)(su( Y8y (x)dx

Ademas, si jeN, O=j=r, entonces, por el teorema de Fubini,

00

j g (x)(H (—yz)jqb(y))(x)dx =
0’ "

. m . m
= (—l)’f y“+1/2+2J¢(y)J gj(x)xwl/z(xy)"“J“(xy)dxdy,
0 0

con tal de que m+s<0. Por tanto

= i peirzezi [
(5D = T Dy J'

g'(x)xwvz(xy)_“.l (xy)dx (yel),
=0 0 3 M

k_-M-1/2
yM

-1
D 'T =
(y 'D) (5“ )(y)

r k
"2l

. . . . w - .
[“] DD ™) J gj(x)x“”’z*z‘(xy)‘”“Jw(xy)dx (yel)
j 0

0 i=0

siempre que keN con m+s<{-k. Esto implica

k_-H-1/2
yu

I(y 'D) 5/ T = Py) (yel),

donde P(y) denota un polinomio oportuno. La arbitrariedad de meZ proporciona

y‘“'l/z(gilT)(y)e(D, que es equivalente a (ii).

--1/2

Ahora probaremos que (ii) implica (iii). Como ¥y (5”1T)(y)e(’), a cada

geN le corresponden nqelN y cierta constante Cq)O tales que

-[-1/2

| (x'D)% o(x) | SCq(1+x2)q (xel),
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donde 9=5;1T' Fijado meN, pongamos

{= max n, C=max C;
0=q=2m a ) 0=g=2m

elijamos reN con 2r‘>2m+u+%, y escribamos k=£+r, de modo que

Ix D)% M %(x)| = cl+xD*(1+x®) " (xel).

0=q=2m

Sea 9(x)=(1+x*)¥8(x) (xel). Las funciones
fp = (-1) [p] f)u‘ﬂ (0O=p=k)

satisfacen (10.4) y (10.5). En efecto, segun (10.7) se cumple

max | (x"D)%x MV %(x)| = c+x?)"  (xel).

0=q=2m
Como 19€L1(I), necesariamente 5;119=5“@, y podemos escribir:

sPr

| ™M=

k
T =96 =% +x)% = ¥ [“](—s 9! =
M M p=0 p

woR S

Esto demuestra (10.4). Ahora, fijemos qeN, 0=q=2m. De nuevo por (10.7),

M+1/2+1 -1 i -M-1/2
e ;‘!Hﬁﬂ(xy)(x D)x

En consecuencia,

(0]
(—1)qu(f)”19)(y) = J x“+1/2+qju+q(xy)(x_lD)qx—“_Vz@(x)dx

0
Aplicando (10.8) resulta
0 M+1/2+q
1y4®, 9| = cj X _dx  (yeD.
13 2 r
0 (1+x )

La dltima integral converge por la eleccién de r, probando (iii).

Que (iii) implica (iv) implica (v) es obvio.

19(X)|§j§+ =0 (0sisq-1).

(yel).

117

(10.7)

(10.8)
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Finalmente, estableceremos que (v) implica (i). Sea meZ, y elijamos aelN

00
de modo que la integral fx“+1/2(1+x2)_m_adx converja. Por (v), existen
0

k=k(a)eN y funciones continuas acotadas f (0O=p=k) sobre I que cumplen (10.4)
P

y (10.6). Definimos

kK .0
(T, > = f Sp d 0 .
v ;_[ p(X) ”!P(X) X (ye u,m,#)
p=0"~ 0
Entonces
- [ 2 1/2,, 2
I<Ty>l = % J 1422 (x) ] 1 (1+xD)™x P 28P ) | M 2 (14x%) ™ 2dx
p=0"0 P M
T
< ’
=C}Y o, () (¢60u,m,#)'
p=0
Consecuentemente, T puede ser extendido a O como elemento de O , para

M,m, # M,m,#

cada meZ. Esta extensién es unica, porque ?H?u es denso en 0“ “ (meZ).
’m’

Concluimos que Te(?”l & completando la prueba.o

El espacio O;l’# desempefia en la teoria de la convolucién de Hankel el
mismo papel que el espacio (9;: en la convolucién ordinaria sobre la clase de
Schwartz ¥ y sobre su dual ¥/, el espacio de las distribuciones temperadas
(véase Scuwartz [1978]). Para empezar, los elementos de 0;1# definen

operadores de convolucién sobre Hu.

Proposicién 10.3. Si TeO’ , entonces la aplicacién ¢+——T#¢ es continua
de Jf“ en si mismo.

Demostracion. Sean TEO;;# y ¢63‘€“. Como Te}f"L, sigue de la Proposicién 9.4

que T#qbe?f‘} con

’ — -H-172 ’
%)”(T#qb)(t) =t (E)qu)(t)(i)“T)(t) (tel).
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Ahora bien (Teorema 10.2), t_“_l/z(f);lT)(t)EO. Luego, 5L(T#¢)E}f“. Ademas,
T = / ‘(T = ‘(T
#Q 5“(5“( #0)) f)“(f)u( #0))

estd en }Cu, y la aplicacién ¢+—T#¢ es continua de H” en si mismo.o

Estamos en disposicién de dar la siguiente:

Definiciéon 10.4. Para ue?f?"1 y TEOL & definimos la convolucion de Hankel
u#T mediante la férmula

usT,p> = <u, Tse> (¢E}€u).

4

Nota. (i) Por la Proposicién 10.3, u#TeH}'I cuando ue}f"l y TEOH &
(ii) La Definicién 10.4 extiende a la Definicién 9.5, ya que Hﬂugl,i es un

subconjunto propio de 0;1 Para comprobarlo, fijemos reN, con 2r>u+%, y

consideremos las funciones

Xp.+1/2 l1-r r-1/2
px) = ———, 9y = £ Y K @ (x,yel).
(1+x ) I'(r) B
Aqui K - denota la funcién modificada de Bessel de segunda especie y orden

7

u-r+1. De acuerdo con OBERHETTINGER [1972, 1.4.23] tenemos que i)u¢=go, y goe(Ou#

porque x M124(x)e® (Teorema 10.2). Sin embargo, <p¢?€“u8”1.

Los elementos de O’ también definen operadores de convolucién sobre 3«;1.

Proposiciéon 10.5. Para cada ue?f;l y cada TEO;l w se verifica:

5y, (1) = t_“_l/z(i)"lT)(t)(S"lu)(t) (tel). (10.9)

Si TEO}; entonces la aplicaciéon ur—u#T es continua de }C"l en si mismo cuando

1)

sobre K’ se consideran tanto la topologia débil* como la fuerte.



120 CAPITULO 2

Demostracion. La prueba de (10.9) es similar a la de la Proposicién 9.6,
mientras que la continuidad (débil* o fuerte) de la aplicacién ur—u#T sigue

facilmente de (10.9).o
Otra consecuencia inmediata de (10.9) es:

Corolario 10.6. Si S,Te0’ N entonces S#TeO’
A continuacién estableceremos algunas propiedades algebraicas de la

convolucién de Hankel generalizada.

Proposiciéon 10.7. Sea ue?fil, y sean S,TGO”l R

(i) (Asociatividad) Se cumple:
(u#S)#T=u#(S#T).
(ii) (Conmutatividad) Se verifica:
S#T=T#S.

(iit) (Identidad) Si cu=2”1"(u+1) y sobre }C“ se define la funcién

generalizada 6u por

-u-1/2

<6u’¢> =c¢ limx d(x) (¢e?€u),

x>0+

entonces 8 €0’ y u#d =u.
Mo # K

)

(iv) (Comportamiento respecto de Su) El operador S“ conmuta con la

convolucién de Hankel:
S (u#T)=(S u)#T=ux(S T).
M M M

Demostracién. Para establecer (i), (i) y (iv) basta wusar (10.9).

Probemos (iii).
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El funcional 6“ estd en 3{}’1. Ciertamente, tenemos:

-u-1/2 -p-1/2

I(Sp,¢>| = |C” lim x ¢(x)] =c sup Ix

_ v
Lm sup o(x)| = cuvo’o(vﬂ (¢e}€u).

Ademas, por convergencia dominada,
w2 ” ® us12 +1/2
98,8 =c, lim x M J P(OF (xt)dt = J t* 1 %p(t)dt = <tHZ (0.
x>0+ 0 H 0
Esto es, (5;lau)(t)=t“”’ 2 Luego tMV 2(5”16“)&)60, asi que & €0’

[TRTR™
(Teorema 10.2). En virtud de (10.9) resulta

’ = _“_1/2 7 7 - ’ }el
E)“(unau)(t) t (E)uau)(t)(%”u)(t) (E)uu)(t) (ue ‘1),

completando la prueba.no

11. La topologia de (D“#

La Proposicién 10.3 sugiere considerar sobre 0”1# la topologia que este

espacio hereda de ZS(H“). Dicha topologia estd definida por la familia de

. W, #
seminormas {Sm’k; ¢}m,kE[N, ¢€3{“’ donde

M,# R ,
SplT) = 7y (Tog)  (mkeW, gpeit , TeO| ).

Proposicién 11.1. La aplicacién L(T)=x-“_1/2(f)"1T)(x) define un
isomorfismo de O “ sobre O.
Demostracion. En virtud del Teorema 10.2, L es biyectiva. Ademas, si

¢,(p€9f“ son tales que ¢v=‘f)ugo y si m,keN entonces existen neN y mi,kie{N (O=i=n)

satisfaciendo

v Mmoo M2, _ M
8 M) = 7 (x (5 T)(x)(5,0)(x)) = ol (3 (Tep))

(T).

IA

o M
Czym,k

i=1 i i

n
_ Mot
(Tap) =CT 87",
i i=1 i i

. o . -1 .z
Por tanto, L es continua. Se prueba similarmente que L = también lo es.o



122 CAPITULO 2

Teniendo en cuenta el estudio realizado en la Parte III del Capitulo 1,
se concluyen inmediatamente de la Proposicién 11.1 algunas propiedades de
continuidad de la convolucién y del propio espacio 0"1 "

Si BH es la familia de todos los subconjuntos acotados de Ru, podemos

definir sobre 0;1# la topologia generada por la familia de seminormas

M,# _ M ,
S kD) = ;lelg 7, (T#®)  (mkeN, BeB , TeO| ).

Esta topologia de 0;’1# no es otra que la heredada de 5£b(5‘€“).

s

Corolario 11.2. Para cada peR, £ (¥ ) y £ (¥ ) inducen sobre O’ la
s M b M ¥
misma topologia.

Demostracion. Proposiciones 11.1 y 1.12.2.0

Proposicion 11.3. Se verifica:

(i) Las aplicaciones bilineales
O xH — ¥ y 0 x0' — 0
“”# “’ “’ p-a# “y# “9#
(T,¢) — T#o (S,T) +— SaT

son hipocontinuas.

(ii) La aplicacién bilineal

J# v

(u,T) +—— uszT

<O  — W
[Tt

es continua en cada variable cuando se dota a R;l tanto de la topologia débil*
como de la fuerte.
Demostracién. Basta combinar la Proposicién 11.1 con las 1.12.4, 1.12.5

y 1.13.2, respectivamente.o
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La Proposicién 10.5 permite contemplar 0;1# como un subespacio del
espacio 56(9{;1) de las aplicaciones lineales continuas de N;L en si mismo.

Recordemos que 2(}6;1) es independiente de la topologia (débil* o fuerte) que se

considere sobre H"L

Proposicion 11.4. La topologia de 0;’1# coincide con la que este espacio

hereda de £ (K’) y de £ (¥’).
s M b M

Demostracion. Proposiciones 11.1, 1.13.3 y 1.13.4.0

Proposicién 11.5. El espacio vectorial topolégico 0}’1# es localmente
convexo, Hausdorff, no metrizable, completo, bornolégico, nuclear, Schwartz,

Montel y reflexivo.

Demostracién. Proposiciones 11.1, 1.14.2, 1.14.4 y 1.14.5.0



IV. ESTRUCTURA Y CONVERGENCIA SECUENCIAL EN R;J. Y EN (9"1,#.

12. Introduccién.

Nuestro objetivo es caracterizar los elementos (Secciéon 15) y la
convergencia secuencial (Seccién 18) en los espacios H;L y (9""# en términos de
la convolucién de Hankel generalizada. Este estudio se inspira en los
realizados por SwarTz [1972al, [1972b], SampsoN-ZIELEzNY [1976] y ScHWARTZ
[1978] para el espacio ¥’ de distribuciones temperadas y su espacio de
operadores de convolucién (’)é, asi como para duales de espacios de tipo K(Mp).
Previamente establecemos resultados sobre aproximacién en H“ y en }f;l por
regularizacién (Seccién 13) y determinamos las soluciones fundamentales del
operador (l—S“)r (reN) (Seccién 14). En la Seccién 16 caracterizamos 0”# como
el subespacio de los elementos en .SB(HM) y en 2(3{"1) que conmutan con las
traslaciones de Hankel. La Seccién 17 contiene una propiedad de los elementos
de 0;1,# semejante a la establecida en SNAJDER-ZIELEZNY [1978, Theorem 2].

En toda esta Parte p representard un nimero real mayor o igual que —%.

Ademds, convendremos en denotar por C una constante positiva adecuada (no

necesariamente la misma en cada comparecencia).

13. Regularizacién en }(?"1

Para cada neN, sea k eC™(I) tal que:
n

(i) kn(X)ZO (xel),

(i) k (x)=0 (ox<(n+1) Y, on™); v

1/n
(iii) c:j kn(x)xM 124x = 1, donde cu=2pT(u+1)
0

(véase la Seccidén 5).
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Recordemos una vez mdas que, siendo HH un espacio de Montel (Proposicién
1.4.7), la convergencia débil* y la fuerte de sucesiones son equivalentes en

R;L (TrEvEs [1967, Proposition I1.34.6, Corollary 11).

Proposicién 13.1. Sea ¢69{u. Entonces k #¢e?€“ (neN) y lim kn#¢=¢ en ?C“.
n

n->00

Demostracion. Se cumple que lim k #¢=¢ en }Cp si, y sélo si,
n

n—> 00

li -u-1/2 - t
im t (f)“kn)(t)(f)uqi)(t) (f)“¢)( )

n—> 00
en Hu. Fijemos €>0. Existe noelN tal que

L+t %9 1 )(t) - 1] < e (tel, n=n)
U n 0

(véase la demostracién de la Proposicién 5.1). Supongamos ahora que keN, k=1,
y sea tel. Se tiene:

(H12

/n
t'D)%( (5, )(®) - D (-1)“J' (xt)“““‘Jm(xt)x“*"z*z“kn(x)dx.

Luego, existe M>0 satisfaciendo:

(M2

1/n
|t D) (5,k)®) = DI = M J 2R (x)dx
(13.1)
—ok [ p+1/2 -2k
=< Mn J k (x)x dx = Mcun .
n
0

El segundo miembro de (13.1) se puede hacer menor que € para n suficientemente

grande. Cualesquiera sean m,keN, ¢e}€“, y neN grande, podemos ya escribir

sup |(1+t2)m(t—1D)kt-—}1~1/2 -~ 1/2

tel

5 k )(t)-1)(5 ¢)(t)|

k
=¥ [“] sup |(1+t9) 7t D) ‘“’2(5 k )(0)-D]

j=0 tel
sup I(1_*_1_'2)m+1
tel

k-j ~M-1/2

D
(t D) (Suqb)(t)l

[‘f]?/” © 9,
0

m+l,k-j "M

completando la prueba.no
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Proposicién 13.2. Sea ueH}’L. Entonces u#k e}C"J‘ (neN) y 1lim u#k =u
n n
n->00

(débilmente*, fuertemente) en 9{;1.

Demostracion. Proposiciones 9.4 y 13.1.0

Corolario 13.3. Se verifica que lim k =6“ (débilmente*, fuertemente) en
n

n-» 00
K.
n
Demostracion. Proposiciones 10.7 (iii) y 13.2.o0
Corolario 13.4. El espacio <M H/ZO es (débilmente*, fuertemente) denso
en H’.
v

M+1/2

Demostracion. Para cada ue?‘(?l’1 se tiene que u#knex O (neN), por la

Proposicién 9.4. Basta aplicar la Proposicién 13.2.0

Corolario 13.5. H“ es (débilmente*, fuertemente) denso en H’.

Demostracion. Sea 06e€(0. Las funciones fn(x)=x“+1/29(x)e'x /n (xel, neN,
n=l) estan en Ru, y se tiene
® w2 Z, ® 12 +1/2
S P> = J. M %e(x)e™ Pp(x)dx — f M %9(x)p(x)dx = <M %0(x),6(x)>
n
0 0

para cada ¢E}€“, por el teorema de la convergencia dominada. Completamos la

demostracién recurriendo al Corolario 13.4.o

14. Soluciones fundamentales del operador (l—S“)r.
Dedicamos esta Seccién al estudio de las soluciones fundamentales del

operador (l—Su)r.

Teorema 14.1. Sea reN tal que r>u+l. La funcién

00
e (x) = J 2014927 (xy)dy  (xel)
M,r 0 23
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es infinitamente derivable sobre I, y genera un elemento regular en ?{"1
mediante

00

< > =
eu,r,g‘b Joeu’r(x)qb(x)dx (¢EHH)

que satisface la ecuacién distribucional

S (x) = (1-S )e (x) (xel. (14.1)
u [T

Ademads, si a>0, si melN, si r>2m+u+l, y si y=y(x) es una funcién infinitamente
derivable sobre I tal que O=sy(x)=l (xel) pero 7y(x)=1 (0<x<g), donde O<e<a, ¥y

y(x)=0 (x>a), entonces yeu ew’;‘ o ¥ se cumple

sT ’

8 =(1-s ) - 14.2
" (1 Su) (afe“r) ) ( )

3

para alguna ¢eB

)

Demostracion. Fijemos reN, r>u+l. Siendo 2r>u+%, se tiene

1-r r-1/2
2

e (x)= =X X (x) (xel), (14.3)
Hor I'(r) Morl

donde Ku—r+1(X) denota la funcién modificada de Bessel de segunda especie y
orden p-r+1 (OBERHETTINGER [1972, 1.4.23]). Luego, e“ P(x)eCm(I).
Sea (beR”. Por el teorema de Fubini,

r® M+1/2 2y-r
< > = dxd
eu,r’¢ J.Ofodb(x)}u(xy)y (1+y") dxdy

00
= j Y 2(143%)77 (5 #)(y)dy.
o 13

Luego,

00
< M 2M+1 2,-r
e, P = ?’o,o(f’u"”foy (1+y") "dy.
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V3

Como la integral en el segundo miembro de esta desigualdad es convergente y
como la transformacién de Hankel f)” es continua de R“ en si mismo, se infiere
que e“ (x) define una distribucién regular en H;l.

)

Ademas, se satisface (14.1):

M+1/72

<(1—s“)'"e P>

M,r

00
< -S V> = d
eu’r,(l Su) o> Joy (5”¢)(y) y

= yMriz =<%'s > = <8 ,p> »® ).
y ,5u¢> <f)“ “,5“¢ M¢ (¢pe N)

Sean r,melN, r>2m+u+l. Dado a>0, consideremos una funcién y=y(x)
infinitamente derivable sobre I tal que O=y(x)=<l (xel), pero 7(x)=1 (0<x<¢)
con 0<e<a, mientras que %(x)=0 (x>a). Afirmamos que 7eu rew‘;‘ o En efecto,

resulta claro que esta funcién se anula en el intervalo [a,o[. Por otra parte,

para cada i, O=i=2m, se tiene
1..i 172 [T 2pet+2i 2 i
DY e 0 = 0 Pt Te M Goddy (xeD.
’ 0

(La derivacién bajo el signo integral esta justificada porque la integral en
el segundo miembro de esta igualdad converge absolutamente). Ahora, para
probar nuestra afirmacién basta aplicar la regla de Leibniz.

Finalmente, establezcamos (14.2). Si xel, un calculo directo conduce a

(l—S“)r(ve J(x) =

M,r

(14.4)
. 2r al(k) 1 az(k) 1 a3(k)
= y(x)(l—S“) e“’r(x) + 1Eopkx (x "D) (e“’r(x))(x D) (7(x))

donde pke[R y ai(k)eiN (i=1,2,3), con Osai(k)SZr (i=1,2) y O<a3(k)52r‘ (O=k=2r),

denotan constantes oportunas.
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Cualquiera que sea ¢E}€“, se cumple

-u-1/2

(x)1-S Ve  (x),0(x)> = <8 (x),y(x)p(x)> = ¢ lim x 7(x)p(x)
" Hor H x>0 +

(14.5)

c lim x_u_l/ztﬁ(x) =<8 , P>
x>0+ ®

Luego, W(X)(l-—S“)re” r(X)=6u en el sentido de igualdad en R;L' De acuerdo con

(14.3), la funcién eu (x) y sus derivadas de cualquier orden permanecen

ST

acotadas en [c,bl, con >0 (Zemanian [1968, p. 172]). Siendo (x'D)'¥(x)=0

(0<x<e) para cada ieN, izl, sigue que

2r al(k) a1 az(k) 4 aa(k)
p(x) = ¥ p X (x ‘D) (e“ (x))(x D) (¥(x)) (xel)
k=0 r

estd en B . Este hecho, junto con (14.4) y (14.5), proporciona (14.2).o0

a

4

I8
Motivados por PrIcE [1969], Swartz [1972a], [1972bl, ScuwarTz [1978] ¥y

15. Caracterizacién de los elementos en H;;. y en O

KeLLER [1983], en esta Seccidén caracterizamos los elementos de H”l y de 0"1# en

>

términos de la convolucién de Hankel generalizada.

El siguiente Lema 15.1 serd de utilidad para nuestro propésito.

Lema 15.1. Sea U una familia de aplicaciones lineales continuas de BH en
H;L tal que, cualquiera que sea t/lefB“, el conjunto Uy={Uy:UelU} estd débilmente*
(fuertemente) acotado en R;l. Si a>0 entonces existe meN tal que oportunas

. . m . aqe
extensiones continuas a W“ de los elementos de U constituyen una familia
sa

equicontinua de aplicaciones lineales de W™ en }f”l.

sa

Demostracion. Sea b>0. Las restricciones a Bp.b de los elementos de U

s

son lineales y continuas, y el conjunto Uy estd acotado en H"l, para cada

l/JE.‘B“,b.
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u

La sucesién (B } dada por
n

nelN’

B, = { gkt : I9] <% }  (neN),

M,00,n
es una base numerable de entornos del origen en ER”.

Definamos

K(n,k) = { Ter‘?"L : |I<T,¢> =k (¢eBn) }  (n,keN),

Vink) = n U'K(nk) (n,keN).
vell

Nétese que, de acuerdo con el teorema de Banach-Alaoglu, K(n,k) es
débilmente* compacto en ?f"l para cualesquiera n,keN. Como las aplicaciones en U

son continuas y U estd puntualmente acotado en fBu o’ cada V(n,k) (n,keN) es

cerrado y (V(n,k))n e forma un recubrimiento numerable de BM o Luego, en

virtud del teorema de categoria de Baire, existen no,koe[N tales que V(no,ko)

tiene un punto interior l/lo. Supongamos que W={l/l€£u b:h/;lums«:), con seN y

€>0, es un entorno del origen en Bub

que satisface V=¢IO+WCV(nO,kO). Se tiene
que UV estd acotado en H"l, porque es una parte de K(no,ko), y, por hipdtesis,
uwo estd acotado en 3{”1 Entonces UW también estd acotado en H;L, luego es
absorbido por cualquier entorno del origen en H;l. En particular, si ¢e}€“

existe C>0 tal que

[ <Uy,p>| = Clwlp,,co (Uel, wEfBu,b)'

’

Sea 0<a<b, y sea meN tal que mds+u+2. Dado WEW: K tomemos una sucesién

S s sz
{wj}jE[N en fBu o’ convergente a Y en W“b (Proposicién 5.1). Entonces

) ’

l<U!/lj,¢>| = CIt,l/I“’m'S (Uel, jeN)

implica

[<Uy,¢>| = CI://I“,m = C“’"u,mm (UelU),

’ >

donde Uy=lim Uy en 3{"1. Noétese que Uy no depende de la sucesién aproximante
J
>

. , . m Py . .
(w'}'e[N' Se obtiene asi una extensién de U a W en los términos requeridos,
3

sa

completando la prueba.o
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En las siguientes Proposiciones 15.2 y 15.3 caracterizamos los elementos

de K’ y de O’ _, respectivamente.
K u#

Proposicién 15.2. Son equivalentes:
(i) Tek'.
1]
(ii) Para cada 1{g=w existen reN y funciones fkeLq(I) (O=k=r) tales que

/2

r
k 2,r
T = ZSH(1+X)X N

k=0

(iii) TeB}’l y T#l/le}e"l para cada weiBu.

Demostracion. Que (i) implica (ii) es el contenido de la Proposicién
1.5.2.

Estableceremos a continuacién que (ii) implica (iii). Sea T un funcional
lineal sobre Hu, tal que

-u-1/2

r 00
2,r k
<T,¢> = f 1 S ¢(t)dt ¥ )
¢ gJO TS g wae (gett

para ciertos reN y {f } cL”(I). En particular, si a>0 entonces

k O=k=r

--1/2

T 2 2.1 k
_ B ),
(T, > IEOJ' ofk(t)(1+t R sigdt  (peB )

y, como se comprueba féacilmente, TeB’ . Asi, TEB;IL'

-3

Sean a>0, xe€l. En virtud del Corolario 4.3, rxq)eB“ ay PETA cada ¢eB

H,a

de manera que

~M-1/2

(Tg)(x) = ZI £ 00Tk T g)tat.
k=0"0 Box

Se infiere de (8.1) que

IA

r at+x
I(Tsp)(x)| = x** 172y f £ (1) (1+t%)"]
k=0" 0

(00]
j o) M G ™M ) |y

K
. I (E)usuqb)(y) |dydt

IA

r
M M2 Y our
k=0 k @
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M %

donde M es una constante positiva adecuada dependiente de ¢ y lI*IIm denota la
norma usual de L™(I). Asi pues, x M Y2(Tup)(x)eO, y T#¢p define una
distribucién regular en H;L

Para probar que (iii) implica (i), consideremos una identidad aproximada
de Hankel {k } en B . Por hipétesis, T =T#k =<T,t k >e¥’ (neN). Para cada

n neEN v n n X n M
neN definimos operadores lineales continuos U :Bu ———>3‘{”1 por Un!/J=Tn#|ll (l/JEfB“).
n

Si lﬂEB“ entonces la sucesién {U y} c estd acotada en R}IL’ porque converge a
n n

N

T#y en 9{"1. Ciertamente, segin el Corolario 6.3,

U Y, ¢> = <T_wp,¢> = <(Twk I, ¢> = <Ta(k_#),$>

<T#(w#kn),¢> = <(T#l[l)#kn,¢> <T#w,kn#¢> (neN, ¢e}€“).

De aqui (Proposicién 13.1),

lim <Unl/l,¢> = lim <T#lll,kn#¢>

n->0 n-> 0

Ty, 9> (¢EHH).

Asi pues, la sucesiéon U={U }nElN satisface las hipétesis del Lema 15.1, y dado
n

a>0 podemos encontrar selN tal que oportunas extensiones continuas de cada Un a

)

W~ , que continuamos denotando U, constituyen una familia equicontinua de
n

i)

operadores de we eh .
K,a [

Elijamos O<b<a y sean m,reN tales que m>s+u+2 y r>2m+u+l. El Teorema 14.1

permite escribir
r
5“ = (I—S“) lllo -9
. m
para ciertos n/;oeW“,b y qpoefBu’b. Entonces
T =T#5 = (1-S)T#y - Tap (neN). (15.1)
n n M Mu n 0 n 0

Ademas, como Tne}f?;l (neN), se cumple

Unwo = Tnmpo (neN). (15.2)
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P ba 15.2 legi ié
ara probar ( ) elegimos una sucesién <¢j}j€|N en fBu,a’ convergente a l/lo en'

W; (Proposicién 5.1). Es inmediato que

)

i_l)f: <Un¢j,¢> = <Unl,[lo,¢> (neN, ¢eﬂu).

Procediendo como en la demostracién de la Proposicién 5.3 también se prueba

que lim ¢ #p=y #¢ en ¥ , y en tal caso
j> J ° "

1‘1m <Tn#¢j,¢> = 1.1m <Tn,¢j#¢> = <Tn,!/10#¢> = <Tn#|po,¢> (¢E3f“).
o >

Siendo Un¢j=Tn#¢j (jeN), se verifica (15.2).

La sucesiéon {T #¢@ } estd acotada en H’, porque ¢ €B . Para demostrar
n 0 n€ 1] 0o M

N
que {T #y } estd acotada en H’, sea V un entorno convexo de cero en H’.
n ' 0 n€eN M M
Dado que U es equicontinua de we en ¥’, eligiendo {¢} como antes
TR 1 i jeN
hallamos que Tn#wo—Tn#qb_:U l/lo—U ¢ €V (neN), para algin jeN. La acotacién de
J n n'j
{T #¢} en ¥’ proporciona A>0 tal que T #¢ eAV (neN). De la convexidad de V
n ' jneN M n j
sigue que T #y €(1+A)V (neN), probando que V absorbe a (T #y } . Concluimos
n ' 0 n 0 neN
que esta sucesién estd acotada en }C,’l, como se afirmaba.

Ahora, por (15.1), la sucesién (T } c estd acotada en R}’l, que es un
nn

N
espacio de Montel. Denotemos por UEH"‘ el limite en H"l de alguna subsucesién de

{T} .. Como T =T#k converge a T cuando n>» en B’ (Proposicién 6.4),
n neN n n M

necesariamente T=Ue}€"1. Esto establece (i) y completa la prueba.o
A continuacién demostraremos la reciproca de la Proposicién 10.3.

si, y sélo si, T#weﬂu para

Proposicién 15.3. Sea Te%{l. Entonces TeO"“t
cada yYeB .

v K

Demostracion. La necesidad ha sido establecida en la Proposicién 10.3.

Supongamos  que T#IIIEH“ cuando tpe‘Bu. Entonces cada conjunto

{(1+x2)anT:er} (neN) es débilmente* acotado en EB,". Asi, fijados neN y a>0
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uy

existe seN tal que las extensiones a W; de los elementos de
-3

{(1+x2)nr T:xel} dadas por
X
2.n s /2, .k
T T,¢> = ¥ J £t M %k gat  (gew® ),
X X,k M H,a
k=0" 0
con fX keLm(I) (xel, O=k=s), constituyen una familia equicontinua sobre ws

’ [J.,a

(Proposicién 1.9.4). Elijamos O0<b<a, y sean m,reN satisfaciendo md>s+u+2 y

r . m
r>2m+u+l, de modo que 8u—(1—S“) l/10—<p0 para ciertos wOEW”’b

, <poeB”’b (Teorema
14.1). Entonces
—_ = —- r —-
T = T#Su (1 SP-) Ty Tee, - (15.3)
Por una parte

sup |(1+x2)n(T#qoo)(x)! ¢ w, (15.4)
x€1

ya que T#gooe}f”.
Por otra parte, (1+x2)n(Tmpo)(x)=<(1+x2)"'rxT,t/10> como elementos de H"L. En

efecto, en virtud de la Proposiciéon 5.1, u/;o es limite en la topologia de W;a

de alguna sucesién {¢j)jE[N de elementos de Bu . Consecuentemente,
,a

lim <(1+x)"7 T,¢> = <(1+x)"t T,¥ >
. X J X 0
j>

en H;l, porque la familia ((1+x2)n'ch:er} es equicontinua sobre W® . Ademas,

s

lim <(1+x2)™(T#¢ )(x),6(x)> = lim <T,¢ #(1+x°)"p(x)> = <T,wo#(1+x2)n¢(x)>
jow J jooo J

<(1+x2)n(T#wo)(x),¢(x)> (pett ),
por cuanto

lim ¢j#((1+x2)n¢(x)) = wo#((1+x2)n¢(x))
e

en la topologia de Hﬂ. Pero (1+x2)n(T#q)j)(x)=<(1+x2)nTxT,¢j> (jeN), asi que
(l+x2)n(T#t,llo)(X)=<(1+x2)n1’XT,|/JO> en el sentido de igualdad en }C"l Ahora, para

algin C>0 podemos escribir

2\n _ 2\n
sup |(1+x") (T#t//o)(x)l = sup [<(1+x") TXT,t/lo>[ = Clwolu,m,m < o, (15.5)
x€1 x€1
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Teniendo en cuenta la Proposicién 10.2, de (15.3), (15.4) y (15.5) resulta la

conclusién deseada.o

16. Caracterizacién de los operadores de convolucién.
Sea .SE(HM) (respectivamente, .ft’f(}(’}’l)) el espacio de todos los operadores
lineales continuos de R“ (respectivamente, }f"l) en si mismo. Nuestro objetivo

en esta Seccién es caracterizar O’ @ como el espacio de los elementos en f(?f“)

1)

y en x(}e"l) que conmutan con las traslaciones de Hankel.
Definiciéon 16.1. Si ue}fil y x€l, definimos txue?{;l por transposicién:
= . .1
<1:xu,¢> <u,rx¢> (¢e?€“) (16.1)
Se verifica:

Lema 16.2. Sean ue}f"l y xe€l. Entonces:
‘(ru)(t) = tH2%g xt)H W) (teD.
T F 00

Demostracién. Para ueH;l, xel, y ¢e}€“, combinando (8.1) y (16.1) resulta:

I

<i);l(rxu),f)u¢> <-cxu,¢> = <u,1:x¢> = <E)"lu,f)“(rx¢)>

, -p-1/2 N
<(5“u)(t),t ;lu(xt)(i)uw(t)

= <t_“"1/zju(xt)(5"lu)(t),(f)uqb)(t)). o

La convolucién de Hankel generalizada conmuta con las traslaciones de

Hankel:
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Lema 16.3. Supongamos que ue}f;l y xel. Si TEO"J‘ & entonces

'rx(u#T) = (rxu)#T = u#('ch).

Demostracion. Como f);l es un automorfismo de 3{;1’ el Lema queda
establecido sin mdas que fijar tel y usar el Lema 16.2, junto con (10.9), para

obtener:
, -1-1/2 , -2p-1 , ,
T = =
5”(rx(u# Nt) =1t ﬂu(Xt)f)“(u#T)(t) t ju(xt)(?)”T)(t)(E)uu)(t),

, _mM-12, ., , _ 472p-1 ’ ’
E)“((txu)#T)(t) =t (5MT)(t)5H(TxU)(t) =1 }“(xt)(f)uT)(t)(E)“u)(t),

’ -u-1s2; , 7 -2M-1 ’ 7
E)M(U#(-rxT))(t) t f)“(rxT)(t)(f)“u)(t) t ciu(x‘c)(i)”T)(t)(E)“u)('c). o

Estamos ya en disposicién de probar:

Teorema 16.4. Si TEO}IL# y si L es el elemento de &’5(}6“) definido por

Lo = Tu#o (¢e}€u), (16.2)
entonces

TL = LTX (xel). (16.3)

X
Inversamente, si LEZ(HH) satisface (16.3) entonces existe una dunica TE@;I.,#
para la que se verifica (16.2).

Demostracién. Sea TEO;,#. Que Le.‘{i(?{u) definida por (16.2) satisface

(16.3) es parte del Lema 16.3. Supongamos ahora que Le.Sﬁ(R“) es tal que se

verifica (16.3), y definamos TeH’ por
T,p> = <8 ,L¢>  (¢peK ).
u 1}

Entonces

(Twg)(x) = <T,T 9> = G LT §> = <5 ,T L$> = (8“#L¢)(x) = (L¢)(x) (xel)
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para ¢e}€u, probando (16.2). Como O;L# es el espacio de los operadores de

convolucién sobre Hu (Proposicién 15.3), sigue de (16.2) que TEO"“ o En cuanto

a la unicidad, nétese que si SEO}IJ.# es tal que S#¢=0 para cada qbe?{u, entonces

>

172

S=0. Ciertamente, S#¢=0 (¢€}€“) y (10.9) implican t (f)"LS)(t)¢(t)=0 (¢ERH,

2
+1/2 -t
=M%

tel). Particularizando o(t) (tel) encontramos que

it 2(5"15)(1:):0, de donde 9/$=0 y S=0.0

El resultado siguiente serd de gran ayuda a la hora de caracterizar los

elementos de O , COmo aquellos en z(;c"l) que conmutan con las traslaciones de

1)

Hankel.

Lema 16.5. La envolvente lineal del con junto de las funciones
generalizadas de la forma Txau (xel) es débilmente* densa en R"l.
Demostracién. Como (‘f);lc'su)(t)=tM sz (tel), en virtud del Lema 16.2

Si ¢e?r€” no se anula idénticamente existe xel tal que ¢(x)#0, asi que
00
TS B> = <O (T ) >=J'( () (xt)dt = ¢(x) # O.
Dp® = T8 )5 6 05u¢ %, ¢

Esto significa que el subconjunto {t & } de ¥’ separa puntos en H .
x M x€I M M
Atendiendo a KeLLEY [1968, Problem W (b)]l, dicha familia es total en 9{"1

respecto de su topologia débil*.o

Teorema 16.6. Si TEO;’L# y se define LGZ(N"J‘) por
Lu = usT (ueH”l), (16.4)
entonces

TL = L’rx (xel), (16.5)
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y ademas

Ls €0’ . (16.6)
VTR

Reciprocamente, dado Le.f(?f"l) satisfaciendo (16.5) y (16.6), es posible
encontrar una Unica TE(D"“1= para la que se verifica (16.4).
Demostracién. Que L dado por (16.4) satisface (16.5) es consecuencia del

Lema 16.3. Obviamente, también satisface (16.6).

Reciprocamente, sea Le.ﬁ(?f;l) cumpliendo (16.5) y (16.6). Entonces
L(u#s ) = u#(Ls ) (ueX’). (16.7)
M K [
Para probar (16.7), definamos de }f”l en }f"i la aplicacién lineal
Au = L(u#d )-us(Ls )  (uek’).
K [ M

La definicién de A es consistente en virtud de (16.6). Como Ae.‘e(?f;l), su nucleo
es un subespacio cerrado de H;l. En vista de (16.5) este nudcleo contiene a rxau
(xel), y por lo tanto (Lema 16.5) también es denso en }f;l. Consecuentemente, se
verifica (16.7).

Poniendo ahora T=L5u tenemos
u#T = us(Ld ) = L(u#d ) = Lu,
M M

lo que establece (16.4).
En cuanto a la unicidad, supongamos que SEO;I;# no es la distribucién

nula, de modo que existe gbe?{u satisfaciendo S#¢#0. Como 9{;1 separa puntos en

R“, podemos encontrar uos}(?”1 tal que
<u#S,¢> = <u,S#¢p> = O.

Esto completa la prueba.o
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17. Una propiedad de los operadores de convolucion.
Motivada por SNAJDER-ZIELEZNY [1978, Theorem 2], el propoésito de esta

Seccién es establecer:

Teorema 17.1. Para Se(’)"1 w Son equivalentes:
(i) A cada keN le corresponden m,neN y una constante positiva M, tales
que

max sup { |(t D)E e

0=<0=m

(57 : tel, Ix-t|=(1+x) % } = (1+xH)™

cuando xel, x=M.

(ii) Si TeO’ @y S#TeH , entonces Te¥ .
M, M K

Demostraciéon. Supongamos que no se satisface (ii). Entonces existe
Te(D’ tal que S#TEH pero TéH“. Esto significa que t'u—l/z(f)"lT)(t)e(D
T 1/2 (5 SIS TIVK , v 5/ Tek .

—u 1/2

Como t”l/z(f)“S)(t) y t (E);LT)(t) estan ambas en O, a cada £ZeN le

corresponden r‘ge!N, M£>O satisfaciendo

D)% “1/2(5;13)(t)| < M£(1+t2)£ (tel), (17.1)
y see[N, N2>0 satisfaciendo
1yt VAT = Nyat) L (ten. (17.2)

Ademas, como %’Te¢H , existen £ ,n eN y una sucesién {t} en I, tales que
K K oo i jeN

t—0 y
Jj Jjoo

-n

¢ H12 | = (1+t?) % (jeN). (17.3)

2
[t~ 'p) ° (S)“T)(t)

[t=t

Pongamos k=s, +n +2, y definamos
£o+1 0

B = tel: |t-t |=(1+tDF}  (jeN). (17.4)
Jk J J
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Se infiere de (17.2) y (17.3) que, para j suficientemente grande,

L -n
inf 1(t7D) %t M4y Ty = 2 a+®) %> o. (17.5)
M 2 J
teB
Jsk
En efecto, si j es grande y si teB_k, entonces
1 2o -u-1/2
[(t7'D) %t (9, TI(1)] =

1 eo H-1/2

=z [(y D)y~ '

Iy 'D) "y S )(y)lyztjl
1 o't 172
- (t+1+tH) T+t H ™ sup 1D 0 yH Ay T |
J J J M
y€B
Jsk

2. "o 2 seo”“k“

=z (1+t7) - C(1+t7)
J J
2. "o 2. %!

= (1+tj) - C(1+tj) ,

donde C>0 es una constante independiente de j. Esto demuestra (17.5).

Ahora t‘“‘”z(%s)(t)(sp(t)e}eu, y por tanto

sup l(t—lD)gt_zu_l(f);ls)(t)(%;LT)(t)I = o+ (LN, . (17.6)

tE€B
sk

Ciertamente, fijados £,neN podemos escribir

sup I(t'lD)et—zu_l(?a"lS)(t)(E)”lT)(t)| =

teB
irk
- B - - 7 7
= swp, G e MG,
[tl=(1+t") j
j
=C sup (1+(t+'c_)2)_]n =C (l+t2,-(l+t2,)_k)_n,
n,? - i n, !¢ i i
[tl=c1+t))
J
donde C 2)0 es una constante, y el segundo miembro de esta desigualdad es
n,

claramente O((1+tj)—n) para j>o.
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A continuacién probaremos que

max sup |(t"D )Zt_“ 1z

0=2=m t€B

Js

(5/9)(D)] = o«mj)““) (m,nel, jsw), (17.7)

contradiciendo (i). En lo que sigue, n denotarid un entero positivo arbitrario.
Supondremos primeramente que 20=0 y procederemos por induccién sobre m.

En vista de (17.5) y de (17.6), tenemos

-u-1/2

IA

, 2,"0 -21-1,, ,
sup |t (E)“S)(t)l 2(1+1:j) sup |t (E)”S)(t)(f)uT)(t)l

tE€B t€B
Jsk i,k

oumj)'“) (jo).

Asi pues, se satisface (17.7) con m=0.

Supongamos ahora que se verifica (17.7) para algin m. Debemos probar que

también se cumple para m+l. Por la regla de Leibniz,

—M-1/2

“u-1/2,,, -1 m+1 , _
t (E)“T)(t)(t D) t (E)uS)(t)

m

+1 . . .
= Y10’ ["‘*‘] (t_lD)mH_l(t"“_I/Z(E)"lS)(t)(t_lD)lt_“_Vz(%"lT)(t)) (tel).

i
i=0

Teniendo presentes (17.2), (17.6) y las hipétesis inductivas, encontramos que

sup |(t‘ID)“‘*H(t‘“""Z(5;;)(0(t“ln)it‘“‘”z(f)"p(t))| = 0((1+tj)‘“)

tEB
Jrk

para j>wo, cuando O=i=m+l. Consecuentemente

t““’z(5;;)(t)(t‘ln)’“*‘t““‘l/z(%S)(t)
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satisface esta misma estimacioén, y se concluye de (17.5) que

sup [(t D)™ TH 297 5)(1)] =

tEeEB s
Jk
n
= 20+t%) ° sup [tTMV Ay D D™ 2 s)n) |
i ® K
teB
Jo

o<(1+tj)‘“) (o).

Esto demuestra que se verifica (17.7) con 20=0.
Supongamos ahora que 20:#0 y que 80 es el menor entero positivo para el

cual pueden encontrarse noeﬂ\l y una sucesién (tj)je en 1 cumpliendo (17.3) (y,

N

por consiguiente, (17.5), si j es suficientemente grande). Esto significa que

et—u-l/z

(t"'D) (5 T = o((1+t3H™) (8L, toe).

Razonando como en la demostracién de (17.6) encontramos que

sup | (‘c_lD)gt_“_V2

t€B |
ik

(5T = 0((1+tj)‘“) (&, joeo). (17.8)
En virtud de la regla de Leibniz,

12
0,-|L-1/2

-u-1/2,., -1 , -
t (E)”S)(t)(t D) t (5uT)(t)

2
0 L L -0
=3 (-1)2[ °](t“D)° (P26 D M2 s (1) (tel).
2=0 ) K n

De (17.1), (17.6) y (17.8) sigue que

--1/2 Eo (H-172

sup |t

tEB
J,k

(%S)(t)(t*m (5 THW)| = oumj)‘“) (joo0). (17.9)
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Finalmente, usando (17.5), (17.6) y (17.9) obtenemos (17.7) por un argumento
similar al empleado en el caso £0=0. Esto completa la demostracién de que (i)
implica (ii).

Reciprocamente, supongamos que no se verifica (i). Entonces existen keN y

una sucesién {t} . en I, con t ——w, tales que
j jeN j jow

max sup | ™D )g‘c_“-l/2

0={=j teB

J>

(3 S)0)] < (1+tj)“5 (jeN), (17.10)

donde los conjuntos B.k vienen dados por (17.4). No se pierde generalidad

Js

suponiendo  que t0>1 y que t 1>t_+1. Sea aeD(I) tal que O=as=l,
1

sop o=[ %, —g— I, y «(l)=1, y pongamos
1 2.k -
6 (t) = oll+ — (-t )(1+t7)"), e(t) = Y o(t) (tel).
J 2 J J PR
j=0
La suma que define a 6 es finita, porque sop 9j=Bj K (jeN) ¥y Bi knBj k=z

(i, jeN, i=j). Si £,jeN y teB. , entonces, para ciertas ameiR (0=m=¢), tenemos

’

1.2 -1 L ¢ --m_m
[(t D)Ye(t)] = [(t "'D)’e (t)l= Y lat Do (t)]
m=0
fom & m
=2 Y la De (t)]
m=0 m J

=C 2—k£(1+t2)ke : ID™6 (y) 1 2.k

) j ) jy | y=1+— (t-t )(1+t)
m=0 2 J J

- 2.kl _ 2.kl

< C£(1+tj) = C£(1+t )

donde CP,>O denota una constante oportuna (no necesariamente la misma en cada

comparecencia). Entonces

e D)bect)| = Ce(1+t2)k£ (tel), (17.11)



18 CONVERGENCIA SECUENCIAL EN X’ v EN O’ 145
u u#
+1/2

)

probando que 06€0. Luego, existe Te(D"“t tal que (5"1T)(t) o(t) (tel). Sean

n,feN. La funcién

(mz)“(t‘ln)‘“’t‘z“‘l(s)"LS)(t)(sl'lT)(t) (tel)

2

). Poniendo j=n+kl+r (reN) y
n+kl

estd acotada en el intervalo O<t<t ,—(1+t
n+kf
teB. e la regla de Leibniz, junto con (17.10) y (17.11), implica

’

|1+t (D) R

20, -1_.2 -2u-1
1 t D)t 'S ! ’S)(t)e(t
[ (1+t7) ( ) (i)u )(t)(f)“T)(t)I (,‘)‘l )(t)e(t)|

2.n+k&

C(1+t%) (1+t?)'“"‘2 <

C.

1A

-u-1/2

Esto prueba que t (H’ SIS’ T)Xt)eH . Pero ' TegH , ya que
p q %u 5“ M 5# w 2 4

tH 25 Tt ) = (1) = 1
J M J

y t . ——. Concluimos que TeO’
J jooe M, #

)

y que S#Te}f“ aunque Te.fH“, lo que contradice

(ii) y completa la demostracién.o

18. Convergencia secuencial en H;l y en 0;1 o

El propésito de esta Seccién es caracterizar la convergencia secuencial

en los espacios K’ o .
P TR

Proposicion 18.1. Son equivalentes:

(i) (Tn}newc}e“ y Tn —n__>—5->0 en }f“.

(ii) A cada q, 1{g=w, le corresponden reN y funciones fn keLq(I) (neN,

13

O=k=r) tales que

T = Y sfa+x®"x "% (neN), (18.1)
M n,k
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con

r

k{:ollfn,kllq—n;;-) 0. (18.2)
(iii) {Tn}nE[NCHp. y Tn#qb F)T{)O en Ru (¢EH”).
Demostracion. Noétese que, siendo ¥ un espacio de Montel, Ila

convergencia secuencial débil* y la fuerte son equivalentes en 3{"1.
Que (i) implica (ii) es el contenido de la Proposicién
1.5.10. Demostraremos ahora que (ii) implica (iii). Por (ii), existen reN y

funciones fn kELM(I) (O=k=r) cumpliendo (18.1) y (18.2), con g=w. Sea ¢e}€“;

entonces
r 00
(T 4$)(x) = ¥ J £ 00Tk godt (xeD.
k=00

Consiguientemente

I(Tn#gb)(x)l =

rt—u—l/z

1A
[T e ]

(o0
2 k
Ilfn’kIImJ. (1+t2) EEIDILE
k=0 0

1A
™=

00
2 r, -p-1/2 -p-1/2 K
"fn,k”mfo‘“t )t 19,0y 3, () (5, S59)()) (1) |t

k=0

r -4 k
y) (xy) J”(xy)(i)usuw(y))(t)ldt

’

r 00
__p+1/2 --1/2 _
- x Eo"f""‘"wjot 15,((1-S,

+1/2
XH

1A

P¢(X)k§0"fn,k"w’

donde P (x) es algin polinomio dependiente de ¢. Por tanto, si ¢EH” entonces

¢
T #peH’ y, para cada ¢peH , tenemos
n M K

00 r 00
[<(T_#9)(x),p(x)>| = J (T #9)(x)p(x)[dx = L UF_ Il J' x“*l/zp¢(x)|¢(x)|dx.
0 k=0 0

El segundo miembro de esta desigualdad tiende a cero cuando n-w, probando

(iii).
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Para demostrar que (iii) implica (i) estableceremos, equivalentemente,

la siguiente propiedad: si (T} es una sucesiébn en ¥’ tal que
n neN [

t““_l/qu(t)T (1) >0 en K’ para cada ¢eH , entonces T ——>0 en H’'. A este
n n->00 M [ n n>0 : K

fin, basta probar que la sucesién {T } <N esta acotada en }C”l. En efecto,
n n

supongamos que {T }
n n€

N €S débilmente* (fuertemente) acotada en R"L. Si esta

sucesiébn no converge a cero en ’R"l entonces existen q)e}e“, €0, y una

subsucesién de {Tn}nEIN’ que denotamos de igual modo, tales que
|<Tn,q>>| > € (neN). (18.4)

Ya que }(’.}’1 es un espacio de Montel, alguna subsucesién de (’I‘n)nG que

[Nr

continuamos denotando {T } o Converge a cierta Te}{"1 en R;’z' Ademas, por
nn

W’
hipétesis

-p-1/2

T = <T @0, Zpen = T HOT 0> 5 0 WeB),

donde para t[leiBu (a>0) se elige la funcién 763“ de modo que zr(t)=t“'+1/2
,a

(0<t<b), con bda. La densidad de fBu en H” obliga a que sea T=0, lo cual
contradice (18.4).

Supongamos ahora que {T } en © estd acotada en H;[ Entonces existen q)e}f“
n n

N

y una subsucesién de {T } (que denotamos {T } ), satisfaciendo
n'neN n n€

N

|<Tn,q>>| >n (neN). (18.5)

Elijamos eeD(R) tal que O=e(t)sl (teR), e(t)=1 (ltls—;—), y e(t)=0 (ltlz%),

=t”+1/2e(t—q) (geN, tel). Para cada keN consideramos el

y pongamos eq(t)
espacio de Banach EZk (véase KeLLER [1983]1), consistente en todas aquellas

sucesiones complejas a={a } cuya norma
n,q n,q€N

lall = sup la (log(1+n))_k(1+q)_k|
n, q€N ’

es finita. Como EkcEk+1 con continuidad, podemos definir el limite inductivo E
de los espacios Ek (keN). Entonces E es un espacio localmente convexo,

Hausdorff y (LS).
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Nos proponemos establecer la continuidad de la aplicacién u:EHf“ —>E dada

por u(g1>)=a={an }

1) s

<N (¢€3€“) , donde

a =MV Zeq(t)Tn(t),qb(t)).

n)q

Para ver que u estd bien definida, notemos que existen reN, A>O satisfaciendo:

la | = 1<t ™% (0T W),6(t)>] = 1<t*200)T (t),e (t)>]
n,q q n n q
(18.6)
< A max sup |(1+t) (¢ 'D)¥t ™% (1) (n,qeN, gek ).
0=<k=r teIl a "
Ademas,
max sup |(1+t)"(t'D)¥t M zeq(t)l = B(1+q)"  (qeN), (18.7)

0=k=r t€Il

donde B>0 es una constante oportuna. De (18.6) y (18.7) resulta

la | = Cl+q)"  (n,qeN),

probando que llall <o y, con ello, que u estd bien definida.
r
Para demostrar que u es continua haremos uso del teorema del grafo
cerrado. Supongamos que ——>0 en K , ue u(¢p ) ——a en E. Existe selN
pong que ¢ — w ¥ d ?) 5572

tal que {u(qu) )je[NCEs y u(q)j) Sa% en Es. Adema3s, como

-u-1/2

{t e (1)T (1)} _ cH’ (qelN), necesariamente
q n neN "

a =<«*% 0T (),p (> —> 0 (n,qeN), (18.8)
n,q;j q n J j00
donde {a } =u(¢ ) (jeN). La convergencia en la topologia de E entrafia
n,q;j n,q€N j s

la convergencia componente a componente, y se infiere de (18.8) que ao=0.

Consecuentemente, u es continua.
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’

En virtud del teorema B de Grothendieck (véase GROTHENDIECK [1955]),

existe meN tal que U(HH)CE . Pongamos m’=m+2, y definamos
m

olt) = ¥ (1+q)™ e (t)  (tel.
quN a

Notese que 0eC™(1). De la desigualdad

-M-1/2 -M-1/2

o)l = ¥ (+™ |t D)%t
qEIN

| (' D)*¢ e =M (keN, teD),

donde M>0 es cierta constante, sigue que t " ?0(t)e0. Ademds, teniendo en

cuenta que

-u-1/2

It o(t)| = (1+4q)™ = (2+t)"  (tel, qeN, It—qls%)

y procediendo inductivamente a partir de la identidad

k M+1/2

(t'D) (1/6(1)) =

k .
= "2 90 ¥ [‘;](t‘ln)““(t“*’”uxe(t)))(t‘lmi(t‘”‘
1

i=

Y2q(1)),

M+1/2

valida para cualesquiera kelN, tel, se prueba que t (176(t))e0.

-m t—u—l/z

Estableceremos a continuacién que {(log(1+n)) e(t)Tn(t)}ne{N esta

acotada en }€"1. En efecto, sea neN. Entonces

ymy o172

[<(log(1+n) 6(t)T (t),¢(t)>] =

1A

(log(1+n)) ™I<T (t) TR 29 (e ()]

1A

(log(1+m) ™ ¥ (1+q)™ |<T (t),t"“'“zeq(t)qs(tm (18.9)
qeN n

(log(1+n) ™ ¥ (14q)™ |<t'“‘l’zeq(t)Tn(t),¢(t)>|
qeN

1A

lu(@)ll ¥ (1+q) 2 =C  (¢ek ).
m quN u
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Por otra parte,

|<(1og(1+n))““Tn(t),¢(t)>l =

(18.10)

-—mt—u—l /2 t“+1/2

= |[<(log(1+n)) e(t)Tn(t), (176(t))e(t)>| (¢e}€u).

Dado que t“ﬂ/z(l/e(t))db(t)e}f” para cada ¢e}€“, (18.9) y (18.10) implican
I<T ,¢>| = Cllog(1+n))”  (neN, geit ).
En particular
I<T_,p>| = Cllog(1+n))™  (neN),

contradiciendo (18.5). Esto completa la prueba.o

Proposicion 18.2. Dada una sucesién {T } en R”l, son equivalentes:
nn

eN

(i) {Tn}nEINCOM,# y Tn ;—;—)O en OM’#

(ii) Para cada yeB , T #) ——0 en ¥ .
M n n->0 14
(iii) A cada seN le corresponden reN y funciones continuas acotadas fnk

’

(neN, O=k=r) sobre I tales que

r
T = Ys*r (neN), (18.11)
k=0 M ™K

con

lim sup (1+x2)slf k(x)I =0 (O=k=r). (18.12)
n>oo x€I ™

(iv) A cada seN le corresponden reN y funciones continuas acotadas fnk

]

(neN, O=k=r) sobre I, verificando (18.11) y

0
lim I 1+x2°1f (x)|dx = 0  (0=k=r). (18.13)
>0 Y0 n.k

n
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u,

Demostracion. Es claro que (i) implica (ii). Para demostrar que (ii)
implica (iii), sea seN. Por (ii), para cada ¢eiBu tenemos
sup |(14+x°)*CT , 7 ¢>| = sup |(1+x7) T ,¢>| ——> O.

el n’ x el X n n->00

Por consiguiente, la red {(1+X2)STXTnz(x,n)eIxN), dirigida por la relacién
(x,i)=(y,j) si, y solo si, izj, converge débilmente* a O en .‘B;’L. Sea a>0. En
virtud de la Proposicién 1.9.6, existe keN tal que (1+X2)S’L'XTn (xel, neN)
pueden ser extendidas a Wka (extensiones que seran denotadas de igual modo),
y la red ((l+x2)SrXTn:(x,n)EI><N} converge débilmente* a cero en el dual

k

M2

(W> )’. Por otra parte, segun el Teorema 14.1, si O<b<a y m,reN son tales que

m>k+u+2 y r>2m+u+l, existen woew’;‘ , gooefB“b satisfaciendo

b

T
T = (l—Su) Tn#wo - Tn#goo (neN). (18.14)

n

Procediendo como en la demostracién de la Proposicién 15.3 encontramos que

lim sup |(1+x))%(T # )(x)| = lim sup | (1+x*)%¢T T Wl =0,
n»>ow x€I n n>0 x€I xn
(18.15)
lim sup | (1+x3)5(T #goo)(x)l = lim sup |(1+x2)S<TXTn,goO>I = 0.
n>0 x€I n n>0w x€I

Ahora (iii) sigue de (18.14) y (18.15).
Es claro que (iii) implica (iv). Finalmente, supongamos que se cumple
(iv). Entonces T €0’ . (neN), por el Teorema 10.2. Dado keN, sea seN tal que
n ’

Zs>2k+u+—;-. Existen reN, C>0 de modo que

r 00
|(1+x2)_r(x~1D)kx_”—l/z(f)"LTn)(X)I = czf (L+y*)*If (W)ldy  (xel, neN).
j=0" 0 ’
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Ademas, para ¢€3‘€u,

[ (X_“_I/ZE)'T) <

lim nk,¢ iin

n-> 0

-u-1/2 -u-1/2

IA

sup |(1+x%) "x #(x)| lim sup | (1+x%) " (x D)%

(%’ T )x)|
x€]l n—>0w x€1 Bon

IA

r 00
cot () lim zj (1+y>)°1f  (y)ldy = O.
’ n>© j=0" 0 neJ

—u—1/25, T)

converge a cero en (O, completando la
M n neN

Esto significa que {x

prueba.o



CAPITULO 3

MULTIPLICADORES Y OPERADORES
DE CONVOLUCION SOBRE ESPACIOS DE
HILBERT TRANSFORMABLES HANKEL



I. ESPACIOS DE HILBERT DE DISTRIBUCIONES TRANSFORMABLES HANKEL.

1. Introduccién.

En lo que sigue supondremos que p es un numero real mayor o igual que
~% y C denotara una constante positiva oportuna (no necesariamente la misma
en cada comparecencia).

Motivados por trabajos de Kucera [1969al, [1969bl, Picarp [1990] 'y
GonzaLEz [1991], en la Seccién 2 introducimos una sucesion {H;)rem de espacios
de Hilbert tales que la transformacién integral de Hankel E)u es un
automorfismo del espacio de Hilbert 3{; (reN). La transformacién de Hankel
generalizada 5;1 es entonces un automorfismo del espacio de Hilbert H:, dual
de H; (reN). Establecemos algunas propiedades topolégicas de R; (rez). Por
medio de la convolucién de Hankel, investigada en el Capitulo 2, demostramos

que el espacio fB“ es denso en }6; (rez); probamos también que ¥ = }Q; y
reN

#’=U ¥ ", tanto algebraica como topolégicamente.
reN
2. El espacio }6; y la transformacién de Hankel.
Para cada reN definimos R; como el espacio de las funciones ¢EL2(I) tales

que las distribuciones T“ k¢ (O=k=r) son regulares y satisfacen

r

r 00 2 172
= m < 0o,
e { ) I X", #00 | "dx }

m+k=0" 0
donde T denota el operador N ..N (keN), con N =xM2px M2 Eg
M.k M+k-1 M 13
claro que la norma Il considerada sobre :‘R; proviene del producto escalar
,T

r 00
_ 2m - r
[p.91, . = miojox T, 0T, Foddx  (Se).

Dotamos a }CL de la topologia inducida por II-II”
r

]
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Proposicién 2.1. R; (reN) es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Fijemos relN. Debemos probar que el espacio H; es completo.

Sea {qu}je una sucesiéon de Cauchy en H;. Para cada m,keN, O=m+k=r, la

N

sucesién (me“ k¢j}j€[N es de Cauchy en LZ(I), y por lo tanto converge en media

cuadratica a cierta ¢ keLz(I).
m

’

Dado a>0, la desigualdad de Hélder implica

172

a m 2 2m 172 2 2
J.OIX ¢O’k(x)—¢m’k(x)|dx < { J' x T dx } {_]-0|¢0,k(X)_Tu,k¢j(X)l dx }

0
(2.1)

w2 2 172
m,

+a { J'o|x T, 8, (08, (0 %dx } .

Haciendo j»o en (2.1) resulta

folx 8y, -4 (¥dx =0 (0),

de modo que x"¢ (x)=¢ (x) para casi todo xel.
0,k m,k

>

Por otra parte, si keN, O=k=r, y ¢eD(I), entonces

(¢ ,p) =1lim (T ¢,9) =lim (@, T’ ¢) = (¢ T/ @) =(T & ¢,
0,k >0 Mk j >0 ik 0,0" " M,k M,k 0,0

donde (+,+) denota el producto escalar de L2(1) y T;Lk representa el operador

adjunto de T . Asi, ¢ =T ¢ en sentido distribucional. Concluimos que
L,k 0,k M,k 0,0

r .
¢0’Oe}€u y que i_l}l;l ”¢0,0_¢j“ur—0’ completando la prueba.o

Teorema 2.2. La transformacién de Hankel E)“ es un automorfismo del

espacio de Hilbert ﬂ; (reN).
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Demostracion. Si r=0 entonces HF=L2(I), y en tal caso el Teorema 2.2 es
conocido (BocHNER [1948, p. 180]1). Supongamos, por tanto, que rzl. Como
LZ(I)C3<?"1 y 5u¢=5;1¢ ((beﬂ’;), de acuerdo con ZEMANIAN [1968, Theorem 5.5-2], para

q)eﬂ; y m,keN con O=m+k=r, tenemos

m,

-1)"y™MT
(-1)y u,k(?)“qﬁ)(y)

)mm

-1 ’
( y T”’k(‘f)uqb)(y)

(-1)%y

X Ty #ENW) (2.2)

(—1)k5u+m+k(kau _ge(y)  (yeD)

en el sentido de igualdad en }6;1. Al ser E)“ una isometria de LZ(I), sigue de

(2.2) que

’ ’

llf)uq)llu L= II¢II” . (¢eﬂu).

Ademds, valiéndonos de la identidad de Parseval para la transformacién de

Hankel (Bocuner [1948, p. 1801) y de (2.2), podemos escribir

sz

m,
T
Z[y "

m+k=0" 0

[f)u¢,f) Yl

v) (y)d
1 L (9,8) (T, (5, D (9dy

1)

r 00
- k k, -
[ 9 T, 8008, GET, BeGay

m+k=0" 0 ’

r 00 2k
= x T
) J M

o(x)T
m+k=0" 0 m u

m—lﬁ(x)dx

] )

= [¢,¢1u’r (¢,¢en;). o
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Denotamos por }(?;lr el espacio dual de R;; la norma de }C: seréa

representada por Il*ll“ . Es bien sabido que esta norma viene generada por el

producto interior [-,']“ _» definido sobre }6;: como sigue. Si S,Te}e;lr y si

r . . , .
¢S,¢Te}€” son sus respectivas representaciones de Fréchet-Riesz, entonces

[S,T]”’ = [¢_,¢

-r T s]u,r'

Otra consecuencia directa del teorema de representacién de Fréchet-Riesz

es la siguiente.

Proposicion 2.3. Sea reN. Un funcional lineal T esta en H: si, y sélo

si, existen fm 1{GLZ(I) (m,keN, O=m+k=r) tales que

r
m
y T IS
, m
m+k=0 " ’

T

.2 -r . . . o
La sucesién (T } oN converge fuertemente a cero en 3‘{“ si, y sbélo si, existen
nn

N

f 1(ELZ(I) (n,m,keN, O=m+k=r) tales que

n,m,

r
T = Y T x"f (neN),
n M,k n,m,k
m+k=0
con
max If I ——— 0.

n,mk 2 no>®
0=m+k=r e

Aqui T;lk denota, como antes, el operador adjunto de Tuk (keN).

Para relN, se define la transformacién de Hankel generalizada 5:')"1 sobre R‘T

como la adjunta de E)”, es decir,

&' T,p> = <T,H ¢> (TeK ", pek’).
5“ ¢ 5u¢ 0 ¢ M
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Del Teorema 2.2 se infiere inmediatamente que ‘f)"1 es una isometria de R:,

con

1)

TT.%/ = -r .
lsu fbuslu,_r [T,S]u (S,Te%”)

Noétese que si ¢EL2(I)C.R'_; entonces 5;L¢=5u¢, de modo que 5;1 puede ser
contemplada como una extensién de la transformacién E)” clasica. En efecto,

cuando qbeLz(I) y t/le}(?;, la identidad de Parseval para f)u permite escribir
< ! , = < N = = = , .
B> = G5 W Joqb(x)(f)uw)(x)dx f O PN = B

El siguiente resultado es de comprobacién inmediata.

Proposicién 2.4. Para cada p,qeZ, pzq, se cumple

gl = ligll (peH®, q=0),
¢ M,p ¢ M, ¢ M d
ITH = 1T (TeX®, p<o).
K,p M,q 13
Luego
Lo H s S K0 = L4 > #! > #? o...,
v v u M M

y cada una de estas inclusiones es continua.

Claramente, el espacio de Zemanian fBu (véase la Parte II del Capitulo 1)
estd contenido en H; (reZ). A continuacién estableceremos que BM es denso en

}6; (rez), valiéndonos de los siete lemas auxiliares siguientes.

Lema 2.5. Sea BleiD(lR) tal que OSBI(X)SI (x€R), Bl(x)=1 (Ixl=1), vy
Bl(x)=0 (Ix|=z2). Para ¢eL2(I) definimos ¢mn(x)=¢(x)(x_lD)mf3n(x) (m,neN, n=l,

xel), donde B(X)={31(X/n) (xeR, neN, n=2). Entonces ¢mneL2(I) (m,neN, nz=l),
n

con

lim ¢0n = ¢

n->0
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lim ¢ = 0 (meN, m=1)
m,n
n-» 00

en L%(1).

Demostracion. En primer lugar,

e

“¢O,n—¢"2 = JO |¢0,n(x)—¢(x)|2dx = J-O(I—Bn(x))2|¢(x)|2dx = Jn|¢(x)|2dx —

Supongamos ahora que meN, m=]l. Existen a iEIR (0O=i=m-1) tales que
m

1)

(X_ID)mBn(X) = ¥ a_ ix_m_iDm'iBn(x) (neN, nz=1, xel).
i=o0
Ademas
B 0, si |x|=n 6 |x|=22n
ID™ 1Bn(x)l = { e (0O=i=m-1),
cn ™ 1, en otro caso

m

n¢(x)(x‘1mm;3n(x)n2

A
W™~

-m-i,m- i
Iam’illlqb(x)x D BH(X)II2

- 2n . . > 2 1/2
= Yla | {j ix"“"‘D“‘“Bn(x)l | (%) | dx}

0 n

1A
Q
=]

2 -1 2n o 1/2
o zlamil{j I¢(x)|dx} — 0. o

n->0
0 n

Lema 2.6. Sea {8 } > la sucesién definida en el Lema 2.5. Si reN y si
n n=

¢eH’ entonces lim li¢g —¢pll =0, donde ¢ =B ¢ (neN, n=1).
M n H,r n n

n—>00
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Demostracion. Basta observar que, en virtud del Lema 2.5, para cada

m,kelN con O=m+k=r se tiene

XmT“ k¢n(X) - Xm+k+}1+1/2(x—lD)k(X—IJ.-—1/ ZBn(X)¢(X))

k - .
= ¥ [“] (x 'D)* B (x))x™ T
=0 J n K

m,
j j¢(X) W X T“

kqS(x)

’ ]

en LZ(I).D

Las identidades aproximadas para la convolucién de Hankel han sido
estudiadas en las Secciones 2.2, 2.5 y 2.13.

Lema 2.7. Si {k } es una identidad aproximada en B y si ¢e¥H ,
n ne v 53

N

entonces

lim lig#k -¢ll_ = 0.
n 2

n->0

Demostracion. Se verifica que lim ¢#k =¢ en la topologia de H
n

n-> 0 H
(Proposicién 2.13.1). Por consiguiente, si relN, r>u+l, existe C>0 tal que
o o 2 2u+1 1/2
llp#k -pll = { J [(1+X)PX—M_ | Pk (x)—¢(x)l] = dx }
n 2 n 2r
0 (1+x)
= C sup I(1+x)rx_“_1/2(¢#k (x)-¢(x))] —— 0. o
x€l n n->0

Lema 2.8. Si ¢6L2(I) y si x“+1/2¢(x)eL1(I) entonces la funcién ¢#yY
(Definicién 2.2.1) estd en LZ(I), con

1

- H+1/2
lgwpll, = c " gl lix

l/l(x)l!l.

Demostracion. Sigue de HirscumaN [1960/61, Theorem 2.b]l sin mas que

efectuar un oportuno cambio de variable.o
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Lema 2.9. Sea (kn}nEW una identidad aproximada en fBu. Para ¢eL2(I), se

tiene

lim ligsk -¢ll = 0.
n 2

n>w
Demostracion. El espacio H“ es denso en L2(I), porque contiene al
espacio D(I) de las funciones infinitamente derivables con soporte compacto en
I. Asi, dado £>0 existe q)EHu tal que II¢—<pII2<e/3. Recurriendo a los Lemas 2.7 y

2.8 podemos escribir

IIq)#\tkn—¢>ll2 = II(¢—<p)#anI2 + Ilgo#kn—(pll2 + II¢—<pII2

1A

2Il¢—goll2 + H(p#i:kn—qoll2 < g,

si nelN es suficientemente grande.no

Lema 2.10. Sean ¢EL2(I), <pefB“. Entonces
= ¢ 12 tel).
f)u(qup)(t) t (5”¢)(t)(f)“<p)(t) (tel)

Demostracion. Fijemos <pefBu. En virtud del Lema 2.8 y de BocHNER [1948,
Satz 55], el operador T(p¢=5,’3“(¢#g0) (¢eL2(I)) es acotado de L%I) en si mismo.
Ademas, Lq)¢=t—“ _l/z(f)uflﬁ)(t)(f)uw)(t) (¢eL2(I)) define un operador acotado de

L%(I) en si mismo, porque, por el Teorema 2.2,

H+1/2

00
~H-172 < H I =cC
t (f)u¢)(t)(f)“¢)(t)llz sup Ijo(xt) J“(xt)go(x)x dx| Ilf)”¢ 5 ll<,1§||2

tel

para algin C>0 y todo ¢€L2(I). Como Tw=L<P sobre D(I) (Hirscuman [1960/61,
Theorem 2.d]), que es denso en LZ(I), necesariamente T¢=L¢ sobre L*(I). Esto

completa la prueba.o

Lema 2.11. Sean {kn} o D2 identidad aproximada en BM’ reN, a>0, y ¢e}€;
n

N
tales que ¢(x)=0 (x=a). Entonces ¢#k €B cH (neN) y lim lg#k —¢ll =0.
n M M n M,r

n-> 0 ’
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Demostracion. Sea ¢n=¢#k (neN), y fijemos neN. Probaremos que ¢ eBu
n n
estableciendo las dos propiedades siguientes de su transformada de Hankel

(véase ZEMANIAN [1966Db]):

(i) M2

6a) ¢ es una funcién entera par; y

(ii) sup | e—(a+1) | 1mm | n2k—u—1/2

5 ¢ )m)| <o  (keN).
neC Kn

En primer lugar,
n M (% ¢) J (nx)_“J“(nx)qS(x)x“ﬂ/zdx (meC)
0

es una funcién entera par, porque ¢EL2(I) y z M1 (2) (zeC) es par y entera.

-u-1/2

Ademas, (‘i)ukn)(n) es una funcién entera par (ZeMANIAN [1966b, Theorem

11), asi que

-p-1/2

s 9) n H %o A k) (mee)

también lo es. Esto demuestra (i). Por otra parte, para cada neC, cada keN, y

alguna constante C>0, se cumple

—(a+1) | 1 2k-M-1/2
Ie(at+ )| mnln M

(E)uqbn)(”n)l =

- I 2k-2[d-
e (a+1) | mnln 2p-1

=

(E)“qS)(n)(%“kn)(n)l

le” | Imnank—u—uz

gt

=

()1 [ 1e T i s o1 154 2000 10

IA

1/2
lp(x) | %dx } sup Ie—lImn'nZk_“—l/z(f)“kn)(n)l ’

0 neC

probando (ii).
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Ahora, para m,keN, con O=m+k=r, tenemos

IIx T“,k(fbn(X)*(ﬁ(x))Il2 = Ilf)uﬂmk(x Tp.,k(¢n(X)_¢(X)))"2

k.
Ny T -
y “m((suqbn)(y) (5u¢)(y))

s

m+k+}l,+1/2( -u-1/2 -u-1/2

-1_.\m
= |l D k - ]
y y D) ((y (%)“ n)(y) 1y (f)uqﬁ)(y)) )

IA

y {r:\] ”ym+k+u+1/2(y—1D) u 172 5 k) (y)—l)(YnlD)jy—u_l/z(,’)“W(y)”2
j=0

M-1/2 m+k+u+1/2(y—1 m_-M-1/2

= iy (E)“kn)(y)—l)y D)y & ¢)(y)ll +

m-1
. ¥ [T] ”ym+k+u+1/2(y—1D)m J( -M- 1/2(5 K )(y) NGy 1ny! v u—1/2(5u¢)(y)”2'
§=0

El primer término del segundo miembro de la desigualdad anterior tiende a

cero cuando n->w. En efecto, los Lemas 2.9 y 2.10 permiten escribir

m+k++1/2

Ny M (9% )(y)-1)y (y D)™y H 1%y PN, =

k

k
f) ) (y)-1)y Tu’m(‘i)uqb)(y)ll2

u vz

Il
:

Il
:

'J. 1/2 —_ — = -
9,k ) (3)-1 @) ()1, = 19 (psk -@)ll = llgak gl —— 0,

k
dond = T .
onde ¢ 5u(y u,m(5u¢)(y))
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Para el segundo término del segundo miembro de la desigualdad anterior

encontramos que

> [‘;’] uy“‘*“’“““’z(y‘ln)““"(y“““(s“kn)(y)—1)(y“D)jy"“’z(suqs)(y)u2 <

m+k++1/2 ~-M-1/2

m-1 ; .
< ¥ [’:‘] sup|(y"ID)"“J(y‘”‘l/z(sukn)(y)—n|uy (y"'D)y

yel

(5“¢)(y) I

m-1
CX

j=0

IA

m)| -2(m-j), m+k-]j
Il T I 0.
[j]n I 6 PO, o

Consecuentemente,

r 172
g, ¢, ={ ) "XmT“’k(¢n(x)-¢(x))I|§} —=> 0. c

Ny
m+k=0
Quedamos ya en disposicién de probar:

Proposicién 2.12. Bu es un subespacio denso de H; (rez).

Demostracion. Sean reN, ¢e}€;, y €>0. Segin el Lema 2.6, existen a>0 y
goe}eli tales que @(x)=0 (x=a) y ”¢-(P"u,r<€' Ademds, el Lema 2.11 asegura que
IIq)—![/H“,P(s para alguin !/IEB”. Luego, .‘B“ es denso en %;. De este hecho y del

teorema de representacién de Fréchet-Riesz se concluye que fBu también es denso

en ¥ ".o
vl

Corolario 2.13. HZ es denso en Hz (p,q€Z, pzq).
Demostracion. Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.4 y

2.12.0

El resultado que sigue serd 1util a la hora de determinar las relaciones

entre los espacios ¥  (rezZ), ¥ , y ¥’.
n [ v
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Lema 2.14. Sea relN. Si ¢E}€’:+l entonces ¢eC (I), y para cada i,jeN, con
O=i+j=r, existe C>O tal que

sup (1+x)"?

=< Cligll
Sup lTu,j¢(x)l Clig "

,r+l1

r+l1

Demostracion. Fijemos reN, ¢e}€“ , ¥ O=jsr. La desigualdad de Holder y

el Teorema 2.2 establecen que

® J dv = wl 2,(1-1)72, j d
joly(suwyn y jo( +y%) 157 (5 8)(y) 1dy
© 1/2; 5 ) 5 172
s{f v } {J'my Yy (8 ¢)(y)|dy}
0 1+y 0 ®
< (M 172 _ (T 172
= () e, o= () e

Luego, yj(%“qb)(y)eLl(I),
En virtud de la férmula de inversién para la transformacién de Hankel
(Zemanian [1968, Theorem 5.1-11), y aplicando propiedades bien conocidas de la

funcién JH de Bessel (Zemanian [1968, p. 129]), se obtiene

jHM+1/2, -1
%) (25

(x ' DYx M %(x) = (—1)J'J' yj(s)“qs)(y)(xy)VZJM(xy)dy. (2.3)

0

La derivacién bajo el signo integral es licita porque yj(f)“qb)(y)eLl(I) y

zZ JMH‘(Z) (zel) estd acotada. Que ¢eC'(I) resulta de (2.3) mediante un
célculo directo.

Finalmente, para i,jeN, con O=i+jsr, y xe€l, de acuerdo con el Lema 5.4-1

en ZEMANIAN [1968] y con el Teorema 2.2, se cumple

i

5u+i+j5u+i+1(x T, s

I x T“,j¢(x)| ¢(x)) |

172
J

1A

00
: t)]dt
j0|5“+i+j(x T, DO Gl

1A

®
cjou T, (9,4)(t)ldt

1A

00 ; 2 172
C 1 d
{jol( ST, (9 #)()] t}

1A

cis e,

= cligh, .-
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Asi pues,

sup (1+x%)"?

up IT, 901 = Clgi . o

r+l1

Proposicién 2.15. Se verifica:

o= n#H, w=Uxn"
" reN " reN "

La topologia de 9{“ es la topologia inicial asociada a la familia de

inclusiones {H <"} y la topologia fuerte de K’ es la topologia final
M preN v

localmente convexa asociada a la familia de inclusiones {H: C——)}e;l}rélN'

Demostracion. Que H > N H" es consecuencia inmediata del Lema 2.14.
reN

Inversamente, si ¢e}€u y reN entonces

r 00 o 2 172
g1, ={ y J X"T, | ¢(0)] dx}

Ny

m+k=0" 0
r 00 1/2
= { Y sup [x"(1+x)T qb(x)l2 J —ax }
m+k=0 X€I M,k 0 (1+x)

m+1

1A

r
c ¥ { sup |x™T k<}S(XH + sup |x
m+k=0 x€1 il x€1

T“,kqb(x)l }

para alguna C>0, de donde ¥ cn H". Es claro ahora que la topologia de }Cu
reN

coincide con la topologia inicial asociada a la familia de inclusiones
SR
1 M relN

Por otra parte, Te}(?}’1 si, y sblo si, existen reN y C>O tales que

< m
[<T,¢>| = C max sup |x Tu,kqb(x)l (¢EH“).

0=m, k=r x€I

En virtud del Lema 2.14, esto ocurre si, y soé6lo si, existen reN, C>O

satisfaciendo

[<T,¢>| = Cligll
M,r

)

(¢63{“);

es decir, si, y sélo si, Te U # . Concluimos que #’=U ¥ ".
reN H n reN L
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Sea ahora B un subconjunto acotado de }Cu. Ya que B esta acotado en cada

r

H  (reN), se tiene
sup [<T,¢>| = C ITI B
¢eB r ’
para todo TE?H?’;P, donde C =sup II</>|I” (reN). Esto prueba que la topologia
r r
peB ’

fuerte de H}’l es menos fina que la topologia final localmente convexa asociada
a la familia (¥ "<o¥’)
M u reN
Reciprocamente, como la topologia fuerte de R}’L es bornolégica (Corolario
1.4.9), podemos completar la prueba estableciendo que todo subconjunto
fuertemente acotado de 3{,'1 estd acotado respecto de la topologia final

N

[1966, Proposition 3.7.11). En efecto, si B es un subconjunto fuertemente

localmente convexa asociada a la familia de inclusiones (H:;)R}’l)re (HORVATH

acotado de H;l entonces, puesto que 9{“ es un espacio de Fréchet, el teorema de
Banach-Steinhaus asegura que B es equicontinuo, y por lo tanto acotado en

algin ¥ .o
g 3

Proposicién 2.16. Supongamos que u)—%. Dado selN, existe relN, r>s, tal
que la inclusién H; C—)J(’Z es compacta.

Demostracion. Sea seN. Debemos encontrar relN, r>s, de modo que la bola
unidad cerrada {B(H;) de H; sea relativamente compacta en H:. Es féacil

comprobar que

< M s+1
n¢n‘us = Cp_, (9) (¢e.7’“ ), (2.4)

donde el espacio .9’:;1 se define como en la Seccién 1.4. En virtud de la
Proposicién 1.4.5, existe ielN, i>s+l, tal que la bola unidad cerrada de 3’:1 es
relativamente compacta en .9’:1, luego (por (2.4)) en ?\‘.’;. Pero si r=2i+l

entonces [B(}f;) es relativamente compacta en RZ (Lema 2.14).o0
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A continuacién estudiamos el comportamiento del operador NM en el espacio

H" y de su adjunto N"l en el espacio }(’; (reN).

Proposicién 2.17. Para cada reN, el operador diferencial NH establece

una aplicacién lineal y continua de R;H en K’ - Por consiguiente, su adjunto
+

s . . - -r-1

N’ es una aplicacién lineal y continua de ¥~ en ¥

K M+l 2

Demostracion. Basta observar que

r+1
uN“qbn“+1r =< II¢II”,P+1 (¢EH“ )

para cada reN.o



II. MULTIPLICADORES Y OPERADORES DE CONVOLUCION SOBRE ESPACIOS

DE HILBERT TRANSFORMABLES HANKEL.

3. Introduccioén.

De aqui en adelante p denotard siempre un nimero real mayor o igual que
—%, mientras que C representard una constante estrictamente positiva
adecuada (no necesariamente la misma en cada comparecencia).

En la Parte I de este Capitulo hemos considerado una cadena (R;}rez de

espacios de Hilbert tales que f)“ (respectivamente, f)ll) es un automorfismo de
H; (respectivamente, H:) para todo reN.
A continuacién investigaremos el espacio O de multiplicadores de H; en
r,s

’

}(?:L (Seccién 4) y el espacio o*  de operadores de convolucién Hankel de H: en
r,s

H: (Seccién 5), con r,seN. Nuestro estudio estd motivado por una serie de
trabajos debidos a  Kucera  ([1969al], [1969bl], [1971], [1976]) y a

Kucera-McKEennoN [1975]. Probamos que cada O (r,seN) es un espacio de
r,s

. 2 .
Banach, al que describimos usando normas L°. La unién 0 =U O resulta ser
s r,s
reN

-S

el espacio de multiplicadores de H“ en H;l (seN). Se establece que

0=n Uuo tanto algebraica como topolégicamente. Como los espacios O y
seN relN s o

# , . . ..
(0] (r,seN) estan relacionados mediante la transformacién E)“, resulta
r,s

inmediatamente la igualdad 0’ =n U o*
S H# r,s
s€N relN

4. Multiplicadores en }(’,;.

Dados r,selN, denotamos por O =0" el espacio de multiplicadores de H;
r,s r,s

en HZ, es decir, el espacio vectorial de todas aquellas funciones complejas
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6=0(x) definidas sobre 1 tales que e¢e}€z cuando ¢Efr'€;;. La Proposicién 4.1

establece que OFS es, en realidad, el espacio de los multiplicadores

S

continuos de ®' en #°.
M M

Proposicién 4.1. Sean r,seN. Si 06e€0 entonces la aplicacién lineal
r,s

¢ +——0¢ es continua de H; en H;
Demostracion. Haremos uso del teorema del grafo cerrado. Sea {¢ } N Una
nn

.2 r .
sucesién en Ru tal que existen

lim¢ =¢ en ¥, limep =y en K.
n [ n M
n-> 00 n->0
Debemos probar que 6¢=y. Ahora bien, como lim ¢n=¢ en 3{’; implica lim ¢n=¢> en
n->00 n-> 00

2 .
L"(I), alguna subsucesién {¢1,n}n€[N de <¢n}nE[N es tal que

lim ¢1 n(X) o(x) c.t. xel.

n->o

En consecuencia,

lim (6(;151 )(x)
n->0 n

(6¢)(x) c.t. x€el

. . . 2
Por otra parte, ya que lim 6¢ =y en #°, necesariamente lim 6¢ =y en L7(I),
n>0 Ln " n->0 Ln

ist a subsucesién tisfaciendo
y existe un (¢2,n}n€N de (¢l,n)n€[N sati

lim (8¢ )(x) = Y(x) c.t. xel
n—>00 &n

Concluimos que (8¢)(x)=¢(x) c.t. xel.o
Topologizamos O . mediante la norma
r,

et = net® = sup legl (60 ).
r,s r,s M, r,s
gl =t
M,r

Sigue de la Proposicién 4.1 que la aplicacién bilineal

0 xH' — ¥
s v

r,

(6,¢) — 09
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es continua. Dualmente, si 6e€0
r,s

y si TGH};S, definimos (-)Te}e;lr mediante la

férmula
<OT,¢> = <T,0¢> (¢EH;).

La continuidad de la aplicacién bilineal

O x®H 5 n "
r,s’ M 1

(6,T) — 6T

es entonces inmediata.

Proposicién 4.2. 0 . és un espacio de Banach (r,seN).

r,

Demostracion. Fijemos r,seN. Sélo necesitamos probar que O es
r,s

completo. A tal fin, elijamos wuna sucesién de Cauchy (Gn)ne en (9r .y

»S

N

tomemos ¢e}€;. Como (9n¢}ne es de Cauchy en RZ y este espacio es completo,

N

existe 0, eH° tal que lim lle ¢-6
¢ M n
n—-> 0o

en LA(1).

I S=O. En particular, (anﬁ)new converge a

M, ¢

Definamos ahora

¢ (x) =w [ kx 1 +i} (xel, keN, k=2),
k k 2
k-1
donde wkeiD(I) se elige de modo que wk(x)=1 (xe[—;;—,%]) y wk(x)=0
(x<a €] +%,%[) para keN, k=2. Resulta claro que ¢ke}€;, con ¢k(x)=1
1-k
(xe[%,k], keN, k=2). Mediante un procedimiento diagonal en el que

intervienen las funciones ¢k, el cual describiremos a continuacién,

encontramos que alguna subsucesién de {6 } o converge c.t.p. en L
n n

N

Pongamos 6 (x)=0 (x) (neN). Existe wuna subsucesién {6_ } de
1,n n 2,n n€N

{el,n}nECN tal que lim (92’n¢2)(x)=e¢ (x) c.t. xel. Luego, lim Oz,n(x)=9¢ (x)
n>0 2 n->0 2

para XEBZ, donde Bzc[—;—,z] y I[—;—,Z]\BZI=O. Elijamos ahora una subsucesién

e3,n}n€[N de {ez,n)nElN tal que 1_1;:1 (63’n¢3)(x)=9¢3(x) c.t. xel y
n
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lim 63 (X)=6qS (x) c.t. xe[—;~,3]. Claramente, 0, (x)=0, (x) (XEBZ). Denotamos

n—- o0 o 3 ¢ ¢

s

3 2
por B_ el subconjunto de [ L , L [V]2,3] donde {6_ } converge. Iterando el
3 3’ 2 3,n n€N
proceso construimos una sucesién {B_)_>2 de conjuntos tales que
iz
Bjc1j=[ —j— , —Jl1— (ulj-1, ], con [INB |=0 (jeN, j=2); y sucesiones
- b

e ) de funciones que satisfacen:
j,n j=1,neN

(i) 6 =06 (neN),
1,n n

(ii) {ej+1,n}nE[N es una subsucesién de {ej,n)nélN (jeN, j=1); y

(iii) lim ej n(x)=e¢ (x) (xij, jeN, j=2).

n- j

Introduzcamos ahora la funcién 6(x)=6, (x) (xij, jeN, j=2). Como

¢
© J
[INB|=0, donde B=UB, 6(x) estd definida c.t. xel. La sucesién diagonal
j=2
{e“}j>1 converge a 6(x) c.t. xel. En efecto, si xXe€B entonces existe joe{N tal

que XEBJ_ implica lim 6 (x)=0(x). Luego, dado €>0 podemos encontrar noe[N
jon

)

0 n-> 0o (o]
tal que |ej (x)-8(x)I<e (nano). Se infiere de (ii) que Iejj(x)—e(x)|<e
o’ s
(j=max{ Jo,no}). En otras palabras, (ej,j}j21 es la subsucesién de {Gn}nE[N

convergente c.t.p. cuya existencia habiamos afirmado.

Si ¢e}€; entonces lim G ¢=6, en L2(D). Sigue que 6,(x)=(0¢)(x) c.t. xel,

joo j ¢ ¢

asi que e¢eH;, de donde 6€0 .
r

»S

Por dltimo, supongamos que ¢e}€; es tal que

H¢II“ =1. Podemos escribir:

s

lo ¢-0gll = ll6 -0 ¢Il

] )

+ llemqb—eqbllps (n,meN).

’

Ya que {6 } es de Cauchy en O , dado £>0 existe n =n (g)eN tal que n,m=n
n n€ r,s 0 O 0

N
implica 116 ¢-6 ¢l <e/2. Ademds, existe m =m (g,¢) de modo que
n m HM,s 0 0
e ¢-0¢ll <e/2 siempre que m=zm . Consecuentemente, si nzn_ (y m=zmax{n ,m })
m M,s 0 0 (O

entonces 116 ¢—9¢|I“ <€ cuando ¢ recorre la bola unidad de H;. Concluimos que
n S

>

e -ell =¢ (nzno), probando que lim 6 =6 en 8 .noO
n r n

.S r,s
n-> 0
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De la Proposicién 2.4 se deduce sin dificultad la siguiente:
Proposicién 4.3. Sean p,q,r,seN. Se verifica:

tel  =lelt , lell  =lell
P

(6€0 , r=s, pzq).
q,r q,s q,r q,r

s

Luego

0O cO , 0 cO (rzs, pzq),
q)r q)S q’r p’r

con inclusién continua.
El préximo resultado serd de utilidad mas adelante.

Lema 4.4. Dado nelN, existen reN, C>0 tales que

max Il(1+x%)(x D)< x M 1/2

0=k=n

)l = Cligl

(pek’).
¢ K
Demostracién. Sean reN y ¢EEH?;. Entonces (demostracién del Teorema 2.2),

(—l)mymTu,k(f)“qS)(y) = (—1)k5u+m+k(kau,m¢(x))(y) (m,keN, O=m-+k=r).

Si n,keN, con 3n=r y O=k=n, se cumple

1+x )" =DM M %p(x) = ¥ (’i‘]x"‘*Zi‘“‘l’Z’r“ ()
=0 ’

= o (n ~k-{1-1/2, kK k
= §o[i]x (-1) Ska(y Tu,Zi(%u(P)(y))(X)'
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Asi, para n,k,reN, con O=ks=n y r>4n+2v, donde veN es tal que 2v>u+%, v
aplicando propiedades bien conocidas de la funcién Ju de Bessel (Watson [1956,

pp. 46-48 y p. 199]) encontramos que

-p-1/2

sup [(1+x)™x 'D) *x Pp(x)]| =
x€1
n ® Pk M+ 17242k
n -
=2 [x] oP IJ 3) T ey (VY T, 2P )y
i=0 x€l Yo

n 00 MH+1/2
< n y 2,v+k
sCy [JJ T iy T, (9 9 1dy

0 (1+y )

1A

C max sup |(1+y2)V+kT & )yl
0= j=2n y€I MoJ K

Segin el Lema 2.14 y el Teorema 2.2,

2,\V+K,
= = Cligll
max sup |[(l+y”) Tu’j(f)“@(y)l Cllf)u¢||ur ¢ "

’ )r
0< j=2n ye€I

Esto completa la prueba.o

Proposiciéon 4.5. Sea seN, y sea 6=6(x) una funcién compleja definida

sobre 1.
(i) Si 6 posee derivadas generalizadas tales que
1+x) " 4x D) e(x)eL™(I)  (ieN, O=i<s),
con relN, entonces 06€0 . Ademas,
r+s,s
el < C max u(1+x2)"”2(x‘1D)ie(x)||m.

r+s,s .
0=<i=s
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(ii)  Si existe peN tal que las derivadas generalizadas de 6 verifican

-p/2_ j+M+1/2
pr2 1

(1+x7) (x 'DYo(x)eL®(I)  (jeN, O=j=s),

y si se asocia relN a [%+s]+2 como en el Lema 4.4, entonces 8€0 , con
r,s

lell = C max I(1+x%) P %" M2« 'pylg(x)
r

]
»S i o
0<j=<s

(iii) Si reN y 6e€0 . entonces existe melN tal que
r,s+

2,-m/2_ k++1/2
) X<

(1+x (x 'D)¥6(x)eL®(I)  (keN, O=k=s).

. - r+s
Demostracion. Sea ¢e}€“ , ¥ sea

M, = max I(1+x") " “(x D)ol _.
0=i=g
Se cumple
s * 2 1/2
egl ={ Y I [x™T  (0¢)(x) | dX}
M,s M,k
m+k=0"0
s ® 2 1/2
=< Y {.[ | x™T k(e¢)(x)l dx }
m+k=0\0 gl
s k k ® 2 /2 +j 2 1/2
<=M Y ¥ []{f [(1+x )77 5%%™T  ¢(x)| dx}
6 . j H,k-j
m+k=0 j=0 0

1A

CMg N9l ,

,T+8

probando (i).

177
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Para obtener (ii) fijamos (beR:l y procedemos como en la demostracién de

(i). Escribiendo n=[ ~‘2)—+s]+1 y aplicando el Lema 4.4 encontramos que

1A

s k 00 . s
legll Y ) [lj] {J | (1+x2)P7 2™ K ()R B 17200y 12

S
M m+k=0 j=0 0

I (1+X2)—p/2xj+u+I/Z(X—-ID)je(X)lde}l/Z

-p-1/2

IA

C

i

I(1+x*)"(x"'D) Ix
0

qb(x)ll2

™M

2.-p/2 j+M+1/2, -
) Pleg It (x

max N(1+x 1D)je(x)lloo

0= j=s

1
I(l+x
0

n
=C

i

2yntlx 'py ET 20

™+

2,-p/2 j+M+1/2
)P XJ M (

max I(l+x x_lD)je(x)Ilm

0= j=<s

1A

Ciigl,  max I1(1+x) TP 25 2 (" Ipy et

, T
0= j=s

Finalmente, probaremos (iii). Razonando por contradiccién, supongamos que

-m/2 k++1/2
xH

existe keN, O=skss, tal que (1+x2) x D)o (x)eL"(1) para ningun

meN, mientras que a cada ieN, O=i<k, le corresponde mle[N satisfaciendo

2 e
1 1+ L+
x (2

(1+x7) (x 'D)'a(x)eL®(1). Pongamos m=max{mi:ielN,OSi<k}, y tomemos

o172, 2)n/2

neN, nd>max{m,u+r+l1}. Entonces x 1+x7) GH;. Sin embargo, de acuerdo con

el Lema 2.14, existe C>0 tal que

cixM?(14x3) ™ %0 (x) 1 >

M,s+1

k+M+1/2 -n/2
<K+H

(x 'D)¥1+x?)

v

I e(x)
[s¢]

2,-n/2_k+Md+1/2
A el

v

I(1+x x 'D)¥e (%)
0

]
MM~

[k] ISR 120 1y ] (1+X2)-n/Z(X—ID)k-—je(X)“w’
i
j=1

lo que impide que 6 pertenezca a O -
r,s+
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De la Proposicién 4.5 se desprende el siguiente

Corolario 4.6. Sean r,seN, y sea P=P(x) un polinomio.

(i) Si P tiene grado m y si r=2m, entonces P(x*)e0 s’
r+s,

e

r+s,s

(ii) Si P no tiene raices en [0,x[, entonces >
P(x )

Ahora estableceremos un andlogo de la Proposicién 4.5, reemplazando LZ(I)

por L(I).

Proposicién 4.7. Sea seN, y sea 6=60(x) una funcién compleja definida

sobre 1.
(i) Si 6 posee derivadas generalizadas que verifican
(1+x2) " %(x'D)'e(x)eL?(1)  (ieN, Osiss),
con relN, entonces 06€0 . Ademas,
r+s+l,s
s 2y-r/2, -1, ]
el = CY I1+x) " “(x” DYex)lIl .
r+s+l,s = 2

j=0

(it)  Si existe peN tal que las derivadas generalizadas de 6 satisfacen

(L P22 D) a0eL® (D) (e, 0sjss),

y si se asocia relN a [—g—+s]+1 como en el Lema 4.4, entonces 6€0 , con
r

S

s . - s
el = ¥ xR A DY exn
’S .

j=0

S+

(iii) Sea reN. Si 6e€0 , entonces 0eC°(I). Si GEOFS entonces la
r, >

distribucién (X_ID)SG(X) es regular, y existe meN tal que

2\-m/2_ j+d+1/2
) XJ M

(1+x (x'DVe(x)eL*M)  (jeN, Osjss).
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r+s+l1

Demostracion. Para probar (i), sea ¢e}€u En virtud del Lema 2.14

podemos escribir:

S 00
I I mT 2 172
o9l { mgzojolx L (86) () | %ax }

S 00
= Y {j | x™T k(9¢)(x)|2dx }“2
m+k=0 0 s

IA
™
||' ™M =

{‘f] {J [ x™T B(x) 1% (x”'D)a(x) | %dx }“2
0 J 0 M,k-]

k . - - .
=C max T 0T g0 (1+x%) 7" (% Do,
0=m+k=<s j=0 po k-]
s 2 /2 1 j
. _
=Clgl, .., 'ZOH(HX ) (x" D)o x)I .
J:

Sea ahora ¢E}€;. El Lema 4.4 conduce a

IA

s k 0 . 3
Ile¢ll“ ) ) [lj] { J | (1+x2 )P/ 2™ kT (o mIp ki mho1/2 (2

,S
m+ k=0 j=0 0

| (1+x%) P/ 2 17271y ig (%) | %dx }1’2

—p-1/2

= C max II(1+x%)"(x 'D)’x ¢(x)llm
0= j=n
: 2.-p/2 jAM+1/2, ~1_\ ]
L i) P B D) T
j=0

IA

S . - .
Cligl T ON(1+x%) P 2L 2yl (ger?).
M, r j=0 2 (Y

Aqui, n=[ %+s]+1. Esto prueba (ii).
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2
Finalmente, estableceremos (iii). Pongamos (I)(X)=xp'+1/2e—X (xel). Como

ee( e¥ <’ implican 0¢eH®"!
y ¢ A p ¢ u

- cC*(I) (Lema 2.14), necesariamente 6eC°(I).

Ademas, si GEOr entonces la distribucién (x_lD)SG(X) es regular. En efecto,

»S

se tiene

o) (x'D)%6(x) = T (—nj[ﬁ]xJT (66 )(x),
. J M,s-] J

j=0

M+1/2, -1

donde ¢j(x)=x (x D)jx_“'l/qu(x)e}euc}f;. Luego, (equ)(x)EEH?:1 (O=jss), y

g SN _ x_s S _ jls)_J
oDV = 2§ (b [j]xTu’s_j(9¢j)(x)

es una distribucién regular.
El resto de (iii) se prueba razonando como en la demostracién del aserto

correspondiente en la Proposicién 4.5.0

Notese que (ii) y (iii) en la Proposicién 4.7 son reciprocos, mientras
que (ii) y (iii) en la Proposicién 4.5 no lo son.
Ahora procedemos a discutir algunas relaciones entre los espacios H; y

O . Comparense las Proposiciones 4.8 y 4.9 con las 1.12.6 y 1.12.7,

r,s

respectivamente.

p1/2 ’

Proposicién 4.8. Sean r,seN, con r>2s+u+l. Se cumple que H;cx .s

-M-1/2 &

y la aplicacién lineal ¢(x)+—>x X) es continua de 3{; en O

S,S

Demostracion. Fijemos q)e?fli. Entonces qbeCs(I). Ademas, en virtud del
Teorema 2.2, y de acuerdo con propiedades bien conocidas de la funcién J“ de

Bessel (Zemanian [1968, p. 129]), para O=iss y xel se verifica

TSN TRy 00 y2i+y.+1/2 v i
(-1)(x D)x o(x) = J ———;——(1+y )(5“¢)(y)(xy) Jwi(xy)dy.

0 1+y



182 CAPITULO 3

La acotacién de z_”J“(Z) (zel), junto con la desigualdad de Holder, da lugar a

2
L M-172 ”””’2

A

sup |(x~ 'p)! o(x) |

xe€l

l(1+yr)(5u¢)(y) |dy

0 2i+M+1/2 2 1/2
c U [y%__] } U [SEARIC oY dy}”2
0 r

1+y

A

IA

C ligl (ieN, O=is=s).
M, r

]

Completamos la demostracién recurriendo a la Proposicién 4.5.0

Proposicién 4.9. Sean r,seN, s)u+l. Para cada 9€0r i la funcién

x**1%6(x) (xel) define una distribucién regular en }f: mediante la férmula

u.+1/2

(00]
0(x),$(x)> = j V20 (x)p(x)dx (petty),

0

M1725(x) es continua de ©® en K .

y la aplicacién lineal 6(x)+—x
r,s

Demostracion. Sea 0€0 . Aplicando la desigualdad de Holder resulta
r,s

00
<M %0 (x), ¢(x)> | sj XM 2 14x %) 752 (14x2)%7 % (09) (%) | dx
0
N S 2 2 172
< C{J il dx} {J (1+x%) * [ (04) (x) | dx}
0 (1+x )s 0
r
= Clogl, = Clel gl (pek).
Asi xuﬂ/ze(x)e}e: y 1x*%ex)1 =clel .o

M,-r r,s

Llegado este punto, introducimos el espacio 0—(9‘51 U OPS (seN). El
reN ’

resultado siguiente puede ser deducido facilmente de las Proposiciones 4.5 y

4.7.
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Proposicién 4.10. Sea seN, y sea 6=60(x) una funcién compleja definida
sobre 1.

(i) Si las derivadas generalizadas de 6 son tales que
(1+x7) P 2 12 "1nyg (1) e X(1) (jeN, O=j=s)

para algun pelN, entonces 6€0 .
S

(ii) eeOs si, y so6lo si, existe peN tal que las derivadas generalizadas

de 6 satisfacen

-p/2 j+i+1/2
p/2 (2

(1+x%) (x 'DYa(x)eL®1)  (jeN, O=jss).

Reunimos a continuacién algunas propiedades de los elementos de O en las
S

. . 00
que intervienen normas L .

Proposicién 4.11. Sean seN, 6:1—C, y consideremos las afirmaciones

siguientes.
(i) 6E05+1'
(ii) Si qbe}(?u vy si m,keN, O=m+k=s, entonces meu,k(GqS)(x)eLm(I).
(iiit) Si ¢e}€“ y si m,keN, O=m+k=s, entonces xm+k¢(x)(x_lD)ke(x)eLm(I).
(iv) OEOS.
Se verifican las implicaciones (i)=(ii), (ii)e(iii), y (iii)=(iv).
Demostracion. (i)=(ii). Sea GEOS+1. Existe reN tal que GEOP’Sﬂ. Como
H“CH;, necesariamente me“’k(eqb)(x)eLm(I) (¢e?€u, m,keN, O=m+k=s) (Lema 2.14).
(ii)=(iii). Para ¢E}€“, la regla de Leibniz permite escribir

m+k

™ (%) (x 'D)¥0(x)

]
™=
—
|
—_—
o

e
—

, k] M2 =1k - 172 e¢j ) (%)

k
_ jilk m+j
EO( 1) {]X Tu y

s

(8¢ )(x) (xel, m,keN, O=m+k=s),
-i
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siendo ¢ (x)=x"""""?(x"'D)Ix M 172
j

qb(x)e?fu (jeN, O0=j=k), e inferimos de (ii) que
™ *(x)(x 'D)*0(x)eL®(I) (m,keN, O=m+k=s).

(iii)»(ii). Para cada ¢E}€u, se tiene

X T“’k(6¢)(x)

Il
™M=

[g]xmu‘(T .¢(x))(x—1D)j9(x)
J M, k-]

]
™M =

[k]xm+k¢j(x)(x_lD)j6(x) (m, keN, O=m+ks=s),
0

-1 k-j -M-1/2
Iy (25

donde ¢j(x)=x”+l/2(x D) o(x)  (jeN,  O=j=k).  Asi, (ii)  sigue

facilmente de (iii).
(iii)>(iv). Supongamos que se verifica (iii) y (para alcanzar una

contradiccién) que (iv) es falso. De acuerdo con la Proposicién 4.10, si 9&‘05

-m/2_ k+M+1/2
x o2

entonces existe kelN, O=kss, tal que (1+x2) x 'D)*6(x)eL"(1) para

ningin meN. Por (iii), xk¢(x)(x_lD)ke(x)eLw(I) cuando ¢eHu. En particular

k++1/2 - k+l+1/2
M2 X2

2
* (x 'D)e(x)eL™(1), asi  que x'D)*e(x)eL®(10,T[)  (T>0).

Cabe elegir ahora una sucesién (x_}_E de numeros reales positivos tales que
i

N

X2, x O>x+l, ¥y
0 j*1 ]

k+L+1/2

Ix (x'D)*e(x) 1o (1+x?)j/2 (jeN). (4.1)

| x=
Supongamos que aeD(I) satisface O=a(x)=l (xel), sop oc=[—%—,—z—], y «(l)=1. No
es dificil ver que la funcién

o)
p(x) = <M1z j(1+x2,)_J/zoc(x—x_+l) (xel)
j j
j=0

esta en Ru. Ademads, (4.1) implica

|X1;¢(Xj)(x_1D)ke(x) 1> (jeN),

| x=x_

de manera que ka(x)(x—lD)ke(x)ELm(I). Esta contradiccién completa la prueba.no
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. . 2
Nos disponemos ahora a caracterizar ¢ usando normas L°.
S

Proposicién 4.12. Sea seN, y sea 6=6(x) una funcién compleja definida

sobre I. Son equivalentes:

(i) 0e0 .

S

(ii)  Si gbe}eu y si m,keN, O=m+k=s, entonces XmTu k(9¢)(X)EL2(I).
(iii) Si ¢e}€“ y si m,keN, O=m+k=<s, entonces xm+k¢(x)(x_1D)k6(X)EL2(I).

Demostracion. Que (i)=(ii)»(iii) se prueba como en las correspondientes
implicaciones de la Proposicién 4.11.

(iii)»(i). Supongamos que se verifica (iii), y (razonando por
contradiccién) que no se verifica (i). En virtud de la Proposiciéon 4.10, si

-m/2_ k+L+1/2
x M2

ee@s existen kelN, O=sk=s, tales que (1+x°) x 'D)*e(x)eL%(1) para

2

ningan meN. Combinando (iii) con el hecho de que xHH1/2e7x E}Q“ resulta
2

(1+x5) ™™ 2 20 (D) Re(x)eL (D) (meN). En particular,

(1+x2)_m/2xk+“+1/2(x—lD)ke(x)eLZ(]O,T[) cualesquiera sean meN y T>0. Podemos

determinar entonces una sucesién (x_}_e de numeros reales positivos tales que
3

N

X =0y X. >X.+1’ y
o] j¥1 ]

[ rasd A G0 1 Pax > g e,

E.
J

donde E,=[X‘,X‘+1] (jeN). Para jeN, j=l, elegimos ocjeiD(I) satisfaciendo
AR

O=a (x)=1 (xel), y sop oc_=[x_—i,x_
J J j 4 +

+L], con o«(x)=1 (xeE), tal que
i+ 4 J J

supl(x_lD)ktx,(x)I no depende de j. Se advierte sin dificultad que la funcién
j
x€ I

m .
p(x) = xM72 Y (1+x2)_J/2¢xj(x) (x€l)
j=1
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estd en EH?“, vy que x_“_vzgo(x)z(1+>‘:2)—j/2 (xeE, jeN, j=1). Consecuentemente,
j

00
J Ix50(x)(x 'D)¥6 (x) | 2dx >
0

v

f x50 (x)(x'D)*6(x) | 2dx

E .
J

v

j | (14+x %) 172 172 Ip)Rg(x) 1 2dx > j+1 (jeN, j=1).

E .
J

Esto significa que ka(x)(x_lD)ke(x)eLz(I), contradiciendo (iii) y completando

la prueba.o

Nos disponemos a caracterizar O como el espacio de los multiplicadores
S

de # ° en H’.
1 n

Proposicién 4.13. Sea seN. Una funciéon compleja 6=08(x) definida sobre I
pertenece a (DS si, y sélo si, la aplicacién lineal T+—0T es continua de }Q:
en }6;1 cuando se dota a EH?"l de su topologia fuerte.

Demostracion. A lo largo de toda la prueba supondremos que H}'L esta
provisto de su topologia fuerte.

Si GEOS entonces la aplicacién T+—0T es continua de H: en R;r, para
algan reN. Al ser continua también la aplicacién H:f—ﬂf"l (Proposicién 2.15),
concluimos que T+—0T es continua de H: en }6;1.

Reciprocamente, supongamos que la aplicacién U:H;S ———)Hl’l, definida por
UT=6T, es continua. Como (H"l)'=?€u y (R:)'=3H?;, la adjunta U* de U, dada por
U*¢p=0¢ (¢e}€“), aplica continuamente EH?“ en R;. Luego meu’k(G(x)¢(X))eL2(I)

(qbeR“, m,keN, O=m+k=s), y de la Proposicién 4.12 deducimos que 6€0 .o
S
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Es natural dotar a O de la topologia final localmente convexa asociada a
S
la familia de inclusiones {0 <@} N’ La Proposicién 4.12 sugiere
r,s sr

considerar otras topologias sobre este espacio, que introducimos y comparamos

en la Proposicién 4.14.

Proposiciéon 4.14. Sea sel.
(i) La topologia final localmente convexa de O es mas fina que la que
S

genera en este espacio la familia de seminormas {c dada por

} )
2,5;¢ ¢e}€u

o .(8) ={ ¥ j Ix™¥s(x)(x D)6 (x) | %dx }1/2 (peit , 6<0)).

m+k=0" 0

(ii) La topologia definida sobre OS por A{o coincide con la

}
2,530 ¢Eﬂu

generada sobre este espacio por el sistema de seminormas (1.'2 . ¢) deH donde
t st ] “

s ® m, 2 1/2
0) = T (o d (peH , 6€0 ).
T (0) {mgzojom (690 x} peit , 0€O,

Demostracion. Sea 06e€0 para algin reN. Si m,keN, O=m+k=s, y si ¢e}€”,
r,s

entonces

m+k

(x)(x D)¥o(x) =

™M=

_1\i | k|  m+]
L [j]x T, 08)00, (4.2)

donde ¢j(X)=X“+1/2(X_1D)jX-u—szﬁ(X)E?{” (jeN, 0=j=s). Luego

o (8) = C max llegb_llu = (C max II¢_I|“,F)IIBIIF’S,

2,530 0=<j=<s ’ 0=<j=<s

y la aplicacibn O <—0 es continua cuando se dota a (DS de la topologia
r,s S

’

generada por {c Esto demuestra (i).

} .
s; H
2,s;¢" e "
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Para establecer (ii), basta tener en cuenta (4.2) y la igualdad

k . . . .
T (0960 = T {’J‘] R R D G M1/ 2( Ay SM1/2 gy Iy k),
’ j:0

valida para todo xe€l cuando 6€0 , ¢e}€“, y m,kelN, con O=m+k=s.oO
S

Proposicién 4.15. Para cada selN, la aplicacién bilineal (6,T)——6T es
continua de OSXH‘;S en R;L, cuando se dota a }{"1 de su topologia fuerte.
Demostracién. Sea V un entorno del origen en H;l. Como #'=U # "

reN

(Proposicién 2.15), existe una sucesién {a}E de reales positivos tales que
rr

N

V contiene a la envolvente absolutamente convexa de U VP, donde
reN

V ={TeX ":IITI <a} (reN). Para r,seN, pongamos G ={Be0 :llell <a },
r M M r r,s r,s r,s

r

’

U =(TeX S ITI <1}. La envolvente absolutamente convexa G de U G es un
s M M,-s s reN r,s

entorno del origen en (DS, y 6TeV cuando 6eG y TeU . Asi, 8T€V siempre que
r S

’

6eG y TeU .o
S S

Escribimos Q= Oy dotamos a Q de la topologia inicial asociada a la
seN s

familia de inclusiones {Q<—0 } c Como veremos, se cumple que Q=0 algebraica
S S

N

y topolégicamente.

Proposicién 4.16. Los espacios vectoriales topolégicos Q y O coinciden.
Demostracion. En primer lugar, estableceremos la igualdad algebraica
Q=0.

Sean 6€0 y seN. Existen p=p(s)eN, C>O tales que

max |(x 'D)o(x)| = C+x)P  (xel).

0=i=s
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Si ¢€}€;, con r=s+2p, entonces

@ m 2 1/2
{folx T, (04) ()] dx} <

k 00 .
< v [k] {I IXm+k+M+1/2(X—lD)J(X—M—1/2¢(X))(X—1D)k—J9(X)|2dx}l/2

k 00
=C}) {j |(1+x2)px“m““+Vz(x'lD)Jx—“—l/zgzb(x)|zdx}l/2
j=0 Yo
k 00 .
=C Y} {I | (1+x2)pxm+k_JT“ P(x) Izdx}l/2 (m,keN, O=m+k=s).
’J
=0 o

Consecuentemente, II6¢IIu

=Cligll (peK"). Esto significa que OcQ.
s M,r v

] ’

Reciprocamente, sea B6€Q, y sea ¢e}€u. Entonces 6¢GHZ, para cada seN. Como
¥ =N #® (Proposicién 2.15), y como O es el espacio de los multiplicadores de
s€N

Hu (Teorema 1.11.3), encontramos que QcO.
Ahora demostraremos que la topologia de Q es mds fina que la de 0. Sea

¢e}€”, ¢+#0, sea keN, y definamos G={ee(9:n‘:_ (6)X1}. Ya que la familia de normas

¢

{Il'llu } cN 8enera la topologia usual de H“, para ciertas SelN, C>0 se cumple
,L I

n‘:_qs(e) = sup Ix "1 %9(x)(x"'D)¥e(x)|
’ x€1
k k j 1/2
= 7 [] sup | (x 'D)* Ix M1 %09 )(x) |
j=o\J xer J

1A

k
c.z leg I, o (8€0),

j=0

-1

donde ¢j(x)=x“+1/2(x D)jx_“_l/zq)(x)e?fu (O=j=<k, xel). Definamos

r,S ’

k
-1
G = A GEOF’S : HOIIP’S<(CP§OII¢pII“r) }.
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La envolvente absolutamente convexa Gs de UG g €s un entorno del origen en
r!
relN

m
OS. Para cada GEGS, existen meN y A =0 (ieN, O=<i=m), con ) A =1, tales que
1 1
i=0

m
6=y Aiei, donde GieGr S (ieN, O=i=m). Si OE(DnGS, podemos escribir:

i=0 i

IA

k k m
M @e=cvynesn =c ANG ¢ I
Mes JEO My, s=CL Lalesl,

,S
j=0 i=0

1A

T i

k
Tlhg I )< YA =1
sj=o I tr, i=0

m
Y A (Cle I
i=0 1 1 r

.0
1

Habiendo encontrado un entorno OnGS del origen en Q contenido en G, concluimos
que Q estd embebido continuamente en 0.

Para completar la prueba estableceremos la continuidad de las inclusiones
OC——>OS (selN).

Sea selN, sea B un subconjunto acotado de O, y sea V un entorno del origen
en OS. A cada reN le corresponde un entorno Vr del origen en Or’s tal que V
contiene a la envolvente absolutamente convexa de GVr. Dado relN, elijamos

r=0

pr>0 con (ee(’)r S:IIeIIr P }cV . Como el conjunto {B¢:0€B} esta acotado en H;
1) ’ r r

para cada ¢e?€u, y puesto que la familia de normas {pPII-II } genera la

M,r reN

topologia del espacio de Fréchet 3{“, el teorema de Banach-Steinhaus

proporciona meN y € >0 (reN, O=r=m) tales que IIB¢II“ <1 cuando 6€B y
r »S

p lIgll,

P<8P (O=r=m). Tomando €= min p'1£ obtenemos II9¢H“ S<(epm)—1 (6eB) para
’ r y

0=<r=m

¢eH con ligl <p_1. Por consiguiente Bc(ep )_IV c(ep )_lV, probando que B es
Mo M,m " m m m m

>

acotado en (DS. La continuidad de la inclusién OC—a(’)s sigue ahora de ser O

bornolégico (Proposicién 1.14.4 y HorvatH [1966, Proposition 3.7.11).o

Nota. En relacién con las Proposiciones 4.14 y 4.16, cabe observar que

la topologia de O también puede ser generada mediante una cualquiera de las

{ {

familias de seminormas {o o

0m,s;¢}s€W,¢E}€u’

2,s;¢}selN,¢e}€“’ Tz,s;qb)sell\l,qbe}{u’
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M

T .. ¢}se[N peit donde estas ultimas vienen dadas por
" ’ “
Tpmipl® = max  sup [X"e)x D)6(x)|  (seN, geit , 6€0),
T 0=m+kSs x€I K
—_ m,
rw,s;¢(9) = max sup |[x T ’k(eqb)(x)l (seN, ¢EHM, 0€0).

0=m+k=s x€1

Quedamos en disposicién de dar una nueva demostracién de una propiedad de

O ya establecida (Teorema 1.13.1).

Proposicién 4.17. Una funcién peC”(I) estd en O si, y sélo si, la
aplicacién lineal T+—0T es continua de H"L en si mismo cuando se dota a H;i de
su topologia fuerte.

Demostracion. Si 6€0 entonces GEOS para cada selN, de modo que T+—0T es
continua de R’;s en H"l con su topologia fuerte, para cada selN. La topologia

fuerte de #'=U H ° coincide con la topologia final localmente convexa
seN

asociada a la familia de inclusiones {R:(——m;,;}e (Proposiciéon 2.15), asi que
S

N
T+——0T es continua de }f"L en }f”l cuando sobre este espacio se considera su
topologia fuerte.

Reciprocamente, si 6¢0 entonces existe seN tal que GaEOS. De 1la
Proposicién 4.13 se infiere que la aplicaciéon T+—6T no es continua de EH’,: en

H’, luego tampoco de 9{"1 en R;l, respecto de la topologia fuerte de este

espacio.o

En la Proposicién 1.13.2 se probdé que la aplicacién bilineal (6,T)+—6T
de (9><9f"1 en }f;l es continua en cada variable cuando }f”l estd provisto de su

topologia fuerte. Ahora podemos mejorar este resultado.

Proposicién 4.18. La aplicacién bilineal (6,T)—8T es O-hipocontinua de

(’)x}f}’i en H"l cuando se dota a H;l de su topologia fuerte.
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Demostracion. Sea V un entorno fuerte del origen en H”l, y, para cada
selN, definamos GS, U como en la prueba de la Proposicién 4.15. Si B es un
S
subconjunto acotado de O entonces para cada seN podemos encontrar A >0 tal que
s

BcA GS. Pongamos WS=7\:U. La envolvente absolutamente convexa W de U W es
S S S
seN

un entorno fuerte del origen en H;l tal que 6eB y TeW implica 6TeV.o

5. Operadores de convolucién en }f;lr.

En esta Seccién introducimos operadores de convolucién en los espacios

" (reN). Dichos operadores se hallan intimamente ligados a los operadores de

"
1}
multiplicacién discutidos en la Seccién anterior.

1 #

r,s

Sean r,seN. El espacio o* =0 estd formado por todas aquellas
r,s

[02]
Te U # P’ tales que yH 2
TR

(E);lI)(y)eO . Topologizamos Of mediante la
r,s
p=0

»S

in® = gt = gy 2
r,s r,s

)

(5 M (Teof .

. . # . . L s
Las primeras propiedades de O se hallan recogidas a continuacién.
r

»S

Proposicién 5.1. Sean r,sel.

(i) O =5;1(x”*1/20 ).

r,s

#
r,s
(ii) O°
r

es un espacio de Banach.

sS

(iii) Si sd>u+l y r>2s+u+l, entonces N;c(?t SCR:, y cada una de estas

’

. . . . # -r
inclusiones es continua. En particular, O es denso en Hu .
r

sS

Demostracién. Para probar (i) basta observar que (5;[1)—1=5;,1 sobre H}IL’ que

contiene a x"'%0 . El apartado (ii) sigue inmediatamente de (i). Al ser E)"1
r,s

una isometria de ?f;lr (Teorema 2.2), la cadena de inclusiones en (iii) deriva

de las Proposiciones 4.3, 4.8 y 4.9. Finalmente, (Df es denso en }(f;lr porque

»S

H; lo es (Corolario 2.13).o
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Para r,seN, SER:, y TEO# , definimos la convolucion de Hankel S#T de S
r,s

y T por

-M-1/2

S#T = H/ ‘T ’S .
# 5u(y (E)‘u )(y)(f)“ )(y))

Notese que S#TeK ' cuando Se¥ ° y TeO® .
n n r.s

1)

-1 -r
Como (%’) =%’ sobre ¥ (reN), se cumple:
P v P

Proposicién 5.2. Para r,seN, SEE}{‘;S, TeO® | y M2

0(x)e® , tenemos
r,s r,s

-p-1/2

E)“(S#T)(y) =y (%)HT)(y)(%uS)(y) (yel),

7 -M-172 — 7 7
%)“(x e(x)s(x)) = (5“5)#(5“9).

. # 3 .
Las propiedades de O que se enumeran a continuacién pueden ser
r,s

deducidas de las correspondientes para O , sin mds que tener en cuenta la

’

Proposicién 5.2.

Proposicién 5.3. Se verifica:
(i) Sean r,seN. La aplicacién bilineal (S, T)—S#T es continua de

® 50" en ¥
n "

r,s

(ii) Si se dota a O"=U O* (seN) de la topologia final localmente
S r,s
reN ’

convexa asociada a la familia de inclusiones (0# (—%0#} , y si Q”’#=n (’)#
r,s s reN <N s

esta provisto de la topologia inicial generada por la familia de inclusiones

M3 # . . P M, # ’
{Q <—>(’)S}sem, entonces los espacios vectoriales topolégicos y (9“#
coinciden.

(iii) Para cada seN la aplicacién bilineal (S,T)——S#T es continua de

}(?I;SXOZ en 9{"1, si }Q;l estd dotado de su topologia fuerte.
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(iv) La aplicacién bilineal (S,T)—S#T es (9"l #—hipocontinua de H"lx(D;l#

en H;L, cuando se dota a este Ultimo de su topologia fuerte.



ITI. APLICACIONES.

6. Introduccién.

En esta Parte continuaremos suponiendo que p es un numero real mayor o
igual que —%. Motivados por GonzaLEz [1991] y haciendo uso de la teoria de
semigrupos analiticos de operadores lineales, investigamos problemas de Cauchy

en H; (reN) donde interviene el operador de Bessel S“=x_“_1/ZDx2“ Hpx #7172,

7. Problemas de Cauchy en los que comparece el operador Su.
Fijemos reN, y sea P un polinomio con coeficientes reales. Definimos

sobre H; el operador ”P(SM)” mediante
” ” —- — 2 ” "
P(Su) ¢ = 5”(1’( X )(f)ugb)(x)) (¢eD( P(SM) ),

donde D(”P(S )")={pek" :P(-x° x)eX”}. Claramente ¥ c<D(”P(S )”), porque

u ¢ M )(5“¢)( ) M) " " porq 5”
es un automorfismo de }f” y ¢(x)»——>P(—x2)¢(x) define una aplicacién lineal
continua de ¥ en si mismo (Zemanian [1968, Chapter 5]). Por tanto, ”P(Su)”
constituye una extensién del operador diferencial usual P(S“).

Dado que R;CR;’ podemos definir también el operador ’P(S“)’ mediante
‘P(S )'T = P(S )T (TeD(’P(S )’)),
v u M

donde el segundo miembro de esta igualdad debe entenderse como el operador
P(S ) generalizado actuando sobre TeX’, con D(’P(S ) )={TeK :’P(S )’ Tek"').
K K K K K K

Comenzamos estableciendo la igualdad de los operadores ”P(SH)” y ’P(S“)’.

Proposicién 7.1. “P(S )”='P(S )’.
M v
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Demostracién. Sea IIJED(”P(SH)"). Puesto que weH;l, segin ZEMANIAN [1968,

Theorem 5.5-2] tenemos
P(S W, = <W,P(S )p> = <5 v, P(~x> = <&’ (P(-x2)%’ .
( “)w ¢ v,P( u)sb 5“111,1’( X )(f)”qb)(x)) <E)“(P( X )suw),q» (¢e9f“)

La igualdad %’ ¢= L%(1 f (P(=x2)(H P))=H (P(-x" "
a igualda 5“<p ‘f)pfp (peL"(I)) entrafia ‘f)“(P( X )(5};/1)) f)”(P( X )(‘f)ul/l))é}f“
Luego weD(’ P(S“)' ),y ”P(S“)"l/l=’ P(S“)’ Y. Similarmente, puede probarse que si

D IP S 7 7” ” ” n” =I ’ .
yeD(’ P( M) ) entonces yeD( P(Su) )y P(S“) Y P(S“) Y.o

De acuerdo con la Proposicién 7.1, de ahora: en adelante escribiremos
simplemente P(Su) en vez de ”P(S“)” 0 ’P(S“)’. Ademds, como es habitual,
p(P(SM)) denotarda el conjunto resolvente del operador P(S“), mientras que
R(A;P(S“))=(>\I—P(S“))_1 (Aep(P(Su))) representara la resolvente de P(Su).

La existencia y unicidad de soluciones para problemas de Cauchy en los
que comparece el operador P(S“) se hallan intimamente ligadas al hecho de que
este operador genera un semigrupo de operadores lineales en R; (véase Pazy

[1983, Chapter 4]).

Proposicién 7.2. Sea relN, y sea P un polinomio de coeficientes reales
tal que P(x)<O para x=0. El operador P(S“) genera en R;‘l un semigrupo analitico

dado por

t=o0’

de operadores lineales {T“(t)}
T (t)p = -—I eMROGP(S )pdr  (pek’). (7.1)
- n 1

Aqui T representa un camino plano A=A(s) (seR) tal que lim |A(s)|=w; para |s]|
|s|—>00

pequefio, A(s) yace en el semiplano derecho del plano complejo A; y para
ciertos €,6>0, %+85Arg7\(s)59 cuando s->+w, mientras que ——1-2[~—85Arg7t(s)5—9

cuando s->-o.
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Demostracion. Comenzamos observando que D(P(S”)) es denso en 9{;, porque
contiene a SB“ (Proposicién 2.12). Ademads, si AeC\]-w,0] entonces Aep(P(Su)), y
RGPS Vg =9 | ———— )| (gedt)).
e 5“[A —5,0000|  (pei]
-P(-x )

En efecto, sea AeC\]-»,0]. En virtud del Teorema 2.2 se tiene

% [——~—1—(5 qs)(x)]u2 =
H A—P(—xz) # Br

1 2
=l ———(H @) (x)I
A—P(—xz) M K

s T

r k oy ®

= » T, o0t D) — e (7.2)
m+k=0 j=0\/ Yo Hok=d g A-P(-x")
: . (k\ -1 j 1 Zm m+ j 2
= = T3] sw raTD) — =2 ™, 5 #0001 %ax
m+k=0 J'=O‘J‘ X€E€1 A-P(-x ) 0 Hol=d i

IA

2 2 r
K. 119 ¢l = K, gl
A 5u¢ [T A ¢Iu,r (¢E}eu)

para cierto KA>O' Asi pues, 9 [—1—(5 ¢)(x)] define un operador lineal
A-P(-x )

. r . .
continuo de H“ en si mismo.
Es facil ver que

1 _ r
(AI P(SH))SH[A_—P(_ZZ—T(E)N(M(X)] =¢ (¢EH“_),

1

o —

(% (AI-P(S ) )(X)] = ¢ (@peD(P(S ))).
A-P(-x) K M ¢ H

Por otra parte, un procedimiento inductivo basado en la igualdad

k . .
(x D) —1 — = —— ¥ (“) (x“D)“"J[_1_2](X‘ID)J(A—P(—XZ)),
A-P(-x) A-P(-x") j=1 J A-P(-x )
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valida para keN, xel, y AeC\]-»,0], conduce a la estimacién

1 C

max sup |(x D) | = B (ReA>0), (7.3)
0=<k=r x€1I A—P(-xz)
con C>0. Atendiendo a (7.2) y (7.3) se tiene
IRAP(S NI = —2 (ReA>0), (7.4)
[T TR (Al
donde A>O.
Sea ahora AeC tal que ReA=0 y | Red |<—1. Elijamos A €C con ImA =ImA y
ImA 2A 0 0
ReA €]0, L |ImA_|[, y definamos
0 4A 0
2 1
+
SA) = ¥ (A -A)"R(AP(S N™.
0 0 1}
m=0
3 A 2A+1 . = .
Como le MSTI IAOI y | 7\—0 |= . sigue de (7.4) que S(?\)-—R(?\,P(Su)),

siendo

IAR(A;P(S ) = AL
[ M,r 2A

Consecuentemente, si AeC y lArgM(%+Ar‘cth—j§— entonces AGp(P(SH)), y

IAROGP(S DI =< B
Tl

’

para una constante adecuada B>0. En virtud de Pazy [1983, Theorem 5.2] y
Yosipa [1980, p. 2551, se concluye que P(SH) es el generador infinitesimal en

H:L de un semigrupo analitico de operadores lineales <Tll(t)} dado por

t=0’

(7.1), con 0= -~ +Arctg _L y 0<e<6- LI
2 2A 2

Procediendo como en la demostracién de la Proposicién 7.2 también se

establece:
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Proposiciéon 7.3. Sea reN. El operador SH genera en H; un semigrupo
analitico de operadores lineales {Tu(t)}t>o’ dado por

1

_ At . r
Tu(t)¢ = S | R(?\,P(Su))gb(?t)d?\ (¢E}€“),

r

donde T es como en la Proposicién 7.2.

Consecuencia inmediata de Pazy [1983, Corollary 10.6 y Theorem 5.2], y de

las Proposiciones 7.2 y 7.3, es:

Corolario 7.4. Sea reN y sea P un polinomio de coeficientes reales tal
que P(x)=x 6 P(x)<0, para x=0. El operador adjunto P(S“)’ de P(S“) genera en

# " el semigrupo analitico de operadores lineales {T (t)’} _, donde T (t)’
n p t=zo n

denota el adjunto de Tu(t) (t=0).

Valiéndonos de Pazy [1983, Corollary 4-3.3] y de Yosipa [1980, p. 255],

deducimos de las Proposiciones 7.2 y 7.3 la siguiente.

Proposicién 7.5. Sea reN y sea P un polinomio de coeficientes reales tal
que P(x)=x 6 P(x)<0, para x=0. Si feLl(IO,T[;H;) es localmente Holder-continua

en ]0,T] (T>0), entonces para cada ¢e}€; el problema de Cauchy

—a——-u(x,t) = P(S“)u(x,t)+f(t) (0=t=T),

ot (7.5)
u(x,0) = ¢(x)
tiene una unica solucién, dada por
t
ux,t) = T (D(x) + J T (t-s)f(s)ds  (Ost=T),
M 0 [
donde {T“(t)}?o denota el semigrupo de operadores lineales generado por

P(S“). Ademds, si f=0 entonces la unica solucién de (7.5) es regular como

funcién de t>0.
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Nota. En la Proposicién 7.5, P(S“), T“(t), y }e; pueden ser sustituidos

por P(S )/, T (t)’, y ® ", respectivamente.
M v u



BIBLIOGRAFIA



BARROS-NETO, J.
[1981] An Introduction to the Theory of Distributions. R. E. Krieger,
Malabar, Florida.

BETANCOR, J.J.
[1991] A characterization of Hankel transformable generalized

functions, Internat. J. Math. Math. Sci. 14, 269-274.

BETANCOR, J.J. - MARRERO, 1.
[1992al] Some linear topological properties of the Zemanian space H“,
Bull. Soc. Roy. Sci. Liége 61 (3-4), 299-314.
[1992Db] Multipliers of Hankel transformable generalized functions,
Comment. Math. Univ. Carolin. 33 (3), 389-401.
[1992c] Structure and convergence in certain spaces of distributions
and the generalized Hankel convolution, Math. Japon., por aparecer.
[1992d] Some properties of Hankel convolution operators, Canad. Math.
Bull., por aparecer.
[1992€] A Hilbert-space approach to Hankel-transformable distributions,
Appl. Anal., por aparecer.
[1993al] The Hankel convolution and the Zemanian spaces Bu and 58;1, Math.
Nachr. 160, 277-298.
[1993Db] Multipliers and convolution operators on Hankel transformable

Hilbert spaces, Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino 51 (2), 147-168.

BOCHNER, S.

[1948] Vorlesungen iiber Fouriersche integrale. Chelsea, New York.



204 BIBLIOGRAFIA

CHOLEWINSKI, F.M.
[1965] A Hankel Convolution Complex Inversion Theory, Mem. Amer. Math.

Soc. 58.

CHURCHILL, R.V.

[1972] Operational Mathematics. McGraw-Hill, New York.

DUBE, L.S. - PANDEY, J.N.
[1975] On the Hankel transform of distributions, Téhoku Math. J. 27,

337-354.

EIINDHOVEN, S.J.L. van - GRAAF, J. de
[1983] Some results on Hankel invariant distribution spaces, Nederl.

Akad. Wetensch. Proc. Ser. A 86 (1), 77-87.

ERDELYI, A. - MAGNUS, W. - OBERHETTINGER, F. - TRICOMI, F.G.

[1954] Tables of Integral Transforms, Vol. II. McGraw-Hill, New York.

FRIEDMAN, A.
[1963] Generalized Functions and Partial Differential Equations.

Prentice Hall, New Jersey.

GOLDSTEIN, J.A.
[1985] Semigroups of Linear Operators and Applications. Oxford

University Press, Oxford.

GONZALEZ, J.M.
[1985] Sobre el problema de Cauchy para ecuaciones en derivadas
parciales que contienen alguno de los operadores tipo Bessel DP"‘ o S“.
Tesis Doctoral, Departamento de Andalisis Matemdatico, Universidad de La
Laguna.
[1991] Cauchy’s problem for partial differential equations with

Bessel-type differential operators, Jiianabha 21, 135-150.



BIBLIOGRAFIA 205

GROTHENDIECK, A.
[1955] Produits Tensoriels Topologiques et Espaces Nucléaires, Mem.
Amer. Math. Soc. 16.

HAIMO, D.T.
[1965] Integral equations associated with Hankel convolutions, Trans.
Amer. Math. Soc. 116, 330-375.

HANKEL, H.
[1875] Die Fouriers’schen Reihen und Integrale fiir Cylinderfunctionen,
Math. Ann. 8, 471-494.

HIRSCHMAN 1I.I1., Jr.
[1960/611 Variation diminishing Hankel transforms, J. Analyse Math. 8,
302-336.

HORVATH, J.
[1966] Topological Vector Spaces and  Distributions, Vol. 1.
Addison-Wesley, Reading, Massachusetts.

JARCHOW, H.
[1981] Locally convex spaces. B.G. Teubner, Stuttgart.

KELLER, K.
[1983] Some convergence properties of convolutions, Studia Math. 77,
87-94.

KELLEY, J.L.
[1968] General topology. D. van Nostrand, Princeton, New Jersey.

KITCHENS, L. - SWARTZ, Ch.

[1974] Convergence in the dual of certain K{Mp}—spaces, Colloq. Math.
30, 149-155.

KOHAN, V.-K.
[1972] Distributions, Analyse de Fourier, Operators aux Derivées

Partielles, Tomes I, II. Vuibert, Paris.



206 BIBLIOGRAFIA

KUCERA, 1.
[1969al Fourier Lz—transforms of distributions, Czechoslovak Math. IJ.
19 (94), 143-153.
[1969b] Laplace Lz—transforms of distributions, Czechoslovak Math. J.
19 (94), 181-189.
[1971] On multipliers of temperate distributions, Czechoslovak Math.
J. 21 (96), 610-618.
[1976] Extension of the L. Schwartz space (DM of multipliers of
temperate distributions, J. Math. Anal. Appl. 56, 368-372.

KUCERA, J. - McKENNON, K.
[1975] Certain topologies on the space of temperate distributions and
its multipliers, Indiana Univ. Math. J. 24 (8), 773-775.

MENDEZ, J.M.
[1988] A mixed Parseval equation and the generalized Hankel
transformation, Proc. Amer. Math. Soc. 102, 619-624.

OBERHETTINGER, F.

[1972] Tables of Bessel transforms. Springer, Berlin.
PAZY, A.
[1983] Semigroups of Linear Operators and Applications in Partial

Dif ferential Equations. Springer, New York.
PICARD, R.H.
[1990] A Hilbert space approach to distributions, Proc. Roy. Soc.

Edinburgh Sect. A 115, 275-288.

PIETSCH, A.
[1972] Nuclear Locally Convex Spaces. Springer, Berlin.
PRICE, I.F.
[1969] Multipliers between some spaces of distributions, J. Austral.

Math. Soc. 9, 415-423.



BIBLIOGRAFIA ‘ 207

RUDIN, W.

[1991] Functional Analysis, 2nd. ed.. McGraw-Hill, New York.

SAMPSON, G. - ZIELEZNY, Z.
[1976] Hypoelliptic convolution equations in K;, p>1, Trans. Amer.

Math. Soc. 223, 133-154.

SANCHEZ, A.M.
[1987] La transformacion integral generalizada de Hankel-Schwartz.
Tesis Doctoral, Departamento de Andlisis Matematico, Universidad de La
Laguna.

SCHAEFER, H.H.
[1971] Topological Vector Spaces. Springer, New York.

SCHWARTZ, A.L.
[1969] An inversion theorem for Hankel transforms, Proc. Amer. Math.
Soc. 22 (3), 713-717.

SCHWARTZ, L.
[1978] Théorie des Distributions, Vols. I, II, reimpresién. Hermann,

Paris.

SOUSA PINTO, J. de

[1985] A generalized Hankel convolution, SIAM J. Math. Anal. 16,
1335-1346.

SWARTZ, Ch.
[1972a] Continuous linear functionals on certain K{Mp} spaces, SIAM J.

Math. Anal. 3, 595-598.
[1972b] Convergence of convolution operators, Studia Math. 42 (1972),
249-257.

[1992] An Introduction to Functional Analysis. M. Dekker, New York.



208 BIBLIOGRAFIA

SZNAJDER, S. - ZIELEZNY, Z.
[1978] On some properties of convolution operators in KI1 and ¥, J.

Math. Anal. Appl. 65, 543-554.

TIEN, Sh.-Y.
[1973] The Topologies on the Spaces of Multipliers and Convolution
Operators on K{Mp} Spaces. Ph. D. Thesis, Department of Mathematics, New

Mexico State University, Las Cruces, New Mexico.

TITCHMARSH, E.C.
[1948] Introduction to the Theory of Fourier Integrals. Oxford

University Press, Oxford.

TREVES, F.
[1967]1 Topological Vector Spaces, Distributions, and Kernels. Academic

Press, New York.

WATSON, G.N.
[1956] A Treatise on the Theory of Bessel Functions. Cambridge

University Press, Cambridge.

WILANSKY, A.
[1978] Modern Methods in Topological Vector Spaces. McGraw-Hill, New
York.

WONG, Y.-Ch.
[1979] Schwartz Spaces, Nuclear Spaces, and Tensor Products. Lecture
Notes in Math. 726, Springer, Berlin.

YOSIDA, K.
[1980] Functional Analysis. Springer, Berlin.

ZEMANIAN, A.H.
[1966a] A distributional Hankel transform, SIAM J. Appl. Math. 14,

561-576.



BIBLIOGRAFIA 209

[1966b] The Hankel transformation of certain distributions of rapid

growth, SIAM J. Appl. Math. 14, 678-690.

[1968] Generalized Integral Transformations. Interscience, New York.
ZIELEZNY, Z.

[1968] On the space of convolution operators in Kl, Studia Math. 31,

111-124.



	PORTADA
	PRÓLOGO
	ÍNDICE
	CAPÍTULO 1. TOPOLOGÍA Y MULTIPLICADORES DE Hµ Y DE H´µ
	I. LOS ESPACIOS Hµ Y H´µ
	1. Introducción
	2. La topología de Hµ
	3. El espacio lµ
	4. Algunas propiedades de Hµ
	5. Estructura en Hµ

	II. LOS ESPACIOS Bµ B´µ
	6. Introducción
	7. La tipología de Bµ,a
	8. Algunas propiedades de Bµ
	9. Estructura en B´µ

	III. MULTIPLICADORES DE Hµ Y DE H´µ
	10. Introducción
	11. Multiplicadores de Hµ
	12. Topología del espacio de multiplicadores
	13. Multiplicadores de H´µ
	14. Algunas propiedades de O
	15. El espacio dual de O


	CAPÍTULO 2. LA CONVULCIÓN DE HANKEL GENERALIZADA
	I. LA CONVULCIÓN DE HANKEL EN L1µ(I)
	1. Introducción
	2. La convulción de Hankel clásica

	II. LA CONVULCIÓN DE HANKEL EN Bµ Y EN B´µ
	3. Introducción
	4. La convulción de Hankel en Bµ
	5. Identidades aproximadas para la convulción de Hankel
	6. La convulción de Hankel en B´µ

	III. LA CONVULCIÓN DE HANKEL EN Hµ Y EN H´µ
	7. Introducción
	8. La convulción de Hankel en Hµ
	9. La convulción de Hankel en H´µ
	10. El espacio de los operadores de convulción
	11. La tipología de O´µ, #

	IV. ESTRUCTURA Y CONVERGENCIA SECUENCIAL EN H´µ Y EN O´µ, #
	12. Introducción
	13. Regularización en H´µ
	14. Soluciones fundamentales del operador (1-Sµ)r
	15. Caracterización de los elementos en H´µ y en O´µ, #
	16. Caracterizaión de los operadores de convulción
	17. Una propiedad de los operadores de convulción
	18. Convergencia secuencial en H´y en O´µ, #


	CAPÍTULO 3. MULTIPLICADORES Y OPERADORES DE CONVULCIÓN SOBRE ESPACIOS DE HILBERT TRANSFORMABLES HANKEL
	I. ESPACIOS DE HILBERT DE DISTRIBUCIONES TRANSFORMABLES HANKEL
	1. Introducción
	2. El espacio Hrµ y la transformación Hankel

	II. MULTIPLICADORES Y OPERADORES DE CONVULCIÓN SOBRE ESPACIOS DE HILBERT TRANSFORMABLES HANKEL
	3. Introducción
	4. Multiplicadores en Hrµ 
	5. Operadores de convulción en H-rµ

	III. APLICACIONES
	6. Introducción
	7. Problemas de Cauchy en los que comparece el operador Sµ


	BIBLIOGRAFÍA



