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Prodlogo

En la literatura matematica se conocen como transformaciones integrales de

Watson aquellas que toman la forma

H(N) = [ T k@) f@)de g€ (0,00) (1)

donde la funcién k es llamada nicleo de la transformacién H. Dentro de esta clase de
transformaciones integrales se encuentran, entre otras, las conocidas tranformaciones
de Fourier—seno, Fourier—coseno, Hankel y Meijer.

Como es sabido la transformacién integral de Mellin, que estd intimamente rela-

cionada con las transformaciones de Fourier y Laplace, se define como sigue

M(f)(s) = /OO P f(a)de, seQ,

0

donde 2 es un subconjunto de C que depende de la funcién f. Cuando f satisface
adecuadas condiciones (véase, por ejemplo, I.N. Sneddon [73]) existe ¢ € IR de
manera que
1 c+ioco
@) =5 [T M w e (0,00).
218 Je—ioo

La transformacién H de Watson (definida en (.1)) se relaciona con la de Mellin por

medio de la formula de multiplicacién

donde K = M(k), o, dicho de otra manera,
H(f) = Mo Ty o M(f)

1



Siendo M™! la inversa de la transformacién de Mellin y T} la aplicacién definida
por

Te(F)(s) = K(s)F(1—s).

Siguiendo a Ch. Fox [34], definimos las transformaciones de convolucién de Watson
como a continuacién indicamos. Sean h y k dos funciones definidas en el intervalo

(0,00) que dan lugar al par reciproco de transformaciones de Watson
o) = HNW) = [ Kap)f@de . ye @050,

f@) =H 9)w) = [ hay)g)dy, =€ (0,50).

Definimos la transformacién de convolucién asociada a h y k por

Winw = [ T F@) L y)dz .y e (0,00),

> h(x T iy u?
donde L(:z;,y):/o h(z,)(i()y)du, z,y € (0,00), v E(u)= H (14—@2),

m=1
o0
. 1
u € (0,00), siendo a, >0, n € IN— {0}, y 2—2 < 0.
n=1 """
En esta Memoria estudiamos transformaciones integrales de Watson y de con-
volucion en diferentes espacios de funciones y de distribuciones. La hemos dividido
en tres capitulos cuyo contenido pasamos a comentar de forma sucinta.

En el capitulo primero, que consta de tres partes, estudiamos una clase de trans-

formaciones de Watson, conocidas como transformaciones IH de Fox, en espacios L,
(al,al),...,(ap,ap)>

(blzﬁl)v"ﬂ(b(bﬂq)

con pesos. Elntcleo de la transformacién IH es la funcién H(z) = H,%" (:):
introducida por Ch. Fox [34].

En [64] P.G. Rooney investigé el comportamiento de algunas transformaciones
integrales en espacios L, con pesos potenciales. En la teoria desarrollada por este
autor es fundamental el anélisis de multiplicadores para la transformacién de Mellin.
En la primera parte de este capitulo investigamos el comportamiento de la trans-

formacién IH de Fox en espacios L, con pesos potenciales. Ademéds describimos,



en diferentes casos, el recorrido de la transformacion IH sobre dichos espacios me-
diante otros conocidos operadores (transformadas de Laplace y Hankel e integrales
fraccionarias). Los resultados presentados aqui extienden los recogidos por P.G.
Rooney en [66].

La segunda parte del primer capitulo se dedica al estudio de la transformacién
IH sobre espacios L, con pesos generales.

En la tercera parte obtenemos una nueva férmula de inversién para transforma-
ciones integrales de tipo Hankel en ciertos espacios L, con peso y para distribuciones
de soporte compacto sobre (0,00). Asimismo caracterizamos el recorrido de estas
transformaciones sobre los espacios L, considerados.

Existen fundamentalmente dos procedimientos para definir una transformacién
integral en un espacio de distribuciones. Estos usualmente se conocen como métodos
del nucleo y del operador adjunto. En la monografia de A.H. Zemanian [84] pueden
encontrarse diferentes transformaciones integrales definidas en espacios de funciones
generalizadas por ambos procedimientos.

J.J. Betancor y J.A. Barrios ([11] y [12]) inspirados en los trabajos de
A. Schuitman ([68] y [69]), investigaron las transformaciones integrales de Meijer
y Kratzel en espacios de distribuciones siguiendo la via del operador adjunto. En
el segundo capitulo de esta Memoria modificamos el método desarrollado en [68]
y [69] y definimos una amplia clase de transformaciones del tipo (.1) en espacios
de funciones generalizadas. Asimismo la teoria desarrollada puede ser aplicada a

transformaciones dadas por

(5 = [ (5) o)L ve 000, (2)

De entre las transformaciones del tipo (.2) a las que puede ser aplicada la teoria

destacan, por ejemplo, las integrales fraccionarias de Riemann—Liouville y de Weyl.



En el capitulo tercero estudiamos transformaciones de convolucién en espacios
de distribuciones.

En la primera parte investigamos transformaiones de convolucién de Watson de
funciones generalizadas empleando el método del nicleo.

La transformacién de convolucién de Hankel distribucional fue definida por J.N.
Pandey [59] y J.J. Betancor [9] siguiendo el procedimiento anteriormente citado. En
al segunda parte de este capitulo analizamos la transformacion de convolucién de
Hankel en los espacios de funciones y distribuciones introducidos por A.H. Zemanian
([81] y [82]) en relacién con la transformaciéon de Hankel. Seguimos aqui el método

del operador adjunto.



Capitulo I

La transformacién IH de Fox en
espacios de tipo L

I.1 Introduccién y preliminares

En este capitulo, que estd dividido en tres partes, estudiamos el comportamiento
de la transformacién integral de la clase de Watson definida por

(a1,a1),...,(ap,0p)
F()dt (L1)
(

H(H)@) = [y (wt
0 bl»ﬁl)v"’v(bmﬂQ)

(a1,01),..-s(ap,0p)

P,q

sobre ciertos espacios de tipo L,. La funcién H,"" ( ), nucleo de

(blvﬁl)v“:(bq»ﬁq)
la transformacién (I.1), fue introducida por Ch. Fox [34] y es por ello usualmente
conocida como funcién de Fox. Recordamos ahora la definicion y establecemos al-
gunas propiedades de la funcion H que serdn muy utiles en lo que sigue. Sean

m,n,p,q € IN , tales que 0<m<q , 0<n<p, y p+q>1. Sean también a; > 0,

a;€R,(j=1,....,p)yB3;>0,bj€ R, (j =1,...,q). Definimos

. . (12)
(1—=b;—p;s) [ Tlaj+ays)

j=n+1

5(s) = S (

(al,al),...,(ap,ap)) H P(b] + ﬂjs) H F(l —aj — ajs)
. 7j=1 7j=1
- q
(blvﬂl)f“'v(bmﬁQ) H P
j=m+1

En la ultima expresion si aparecen productos vacios éstos son entendidos como 1.
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Introducimos a continuacién algunos parametros reales que aparecen involucra-

dos en interesantes propiedades de la funcién $. Estos son

méx{—gg,jzl,...,m}, si m>0

o =
—00, st m=0
5= mm{ ]J,j 1,. ,n}, st n>0
400, st n=20
p q n
d=m+n—3(p+q), p=y 0i—-Y o m= > Bi—> aq
j=1 j=1 j=m+1 j=1
m P q p p q
M2—Z/8J_ Zag7 V:ij—Za], 77—1_104]J1_[ﬁJ_BJ7
j=1 Jj=n+1 j=1 j=1 J=1 J=1
n p m q
fzz%* Z O‘J‘WLZBJ* Z Bi
j=1 Jj=n+1 7=1 Jj=m+1

Observamos inicialmente que la funcién $p%"(s) es holomorfa en la banda
)

a < Res < (.

En la siguiente proposicién establecemos el comportamiento de las funciones $(s)

y $'(s) cuando [Im s| — oo.

Proposicién 1.1.1 (a)

LT L S | _
9(0 +it)| ~ (2~ [T, TL 07 oo e (< Jeld ) . (03
j=1 j=1

cuando [t| — oo, uniformemente en o € K, para cada subconjunto K acotado de IR.

(b)

d . . _ v+ po + 54

—9(o +it) =iH(o +it)  plog|t| — logn + zzgsgnt LT

dt 2 it

(L.

4)

cuando [t| — oo, para cada 0 € IR tal que « < o < (. Aqui como es usual

sgnt = It\ t € R — {0}.
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Demostracién: Para probar (a) es suficiente tener en cuenta que segin 1.18(6)
[30],

[yl

IT'(z +iy)| ~ (ZW)%\y]x_%e_”T, cuando |y| — oo, (I.5)

uniformemente en x € K, para cada subconjunto K compacto de R.

Por otra parte, para cada s € C siendo o < IRe s < (3 se tiene

5(5) = 9(5) | 2 050(b; + Bys) — D oW1~ a; — o)
j=1 Jj=1

q p

+ Z ﬁj‘lf(l — bj — ﬁjs) — Z aj\Il(aj + ozjs)
I'(s)

donde ¥(s) = (s)" Luego, ya que para cada ¢ € C y o € R, tales que

s

a<Rec+o<p (1,18(7) [30])

. L cto—13 L
U(c+ o tit) = log(Lit) £ g +O(t™°), cuando [t| — oo, (1.6)
1

la igualdad en (b) se sigue. m

Decimos que v € IR estd en el conjunto excepcional (manteniendo la nomen-
clatura de [66]) para  si a < 1 —v < By § tiene un cero en 1 — . Este conjunto
jugard un importante papel en el estudio posterior.

(alval) ----- (apvap)

La funcién H(z) = H,," (:U

) , ¢ € (0,00), fue introducida por
(blvﬁl)v"»(b(pﬁq)
Ch. Fox [34]. Especificamos a continuacién algunos casos en los que la funcién H es

la transformacién de Mellin de $.

Proposiciéon 1.1.2 Sea a < v < 3. Si se satisface una de las dos condiciones que

siguen
(1) £>0;

(ii)) E=0,u#0 y v+puy—1i(g—p) <0,



8 Capitulo I. La transformaciéon IH de Fox en espacios de tipo L,

entonces

y+iR
H(z) = lim L z°9(s)ds, x € (0,00). (1.7)

Ademds si £ =0, p =0y v — %(q —p) < 0 entonces (1.7) se verifica para cada

z € (0,00) excepto x =n~ L.

Demostracion .Los resultados recogidos en esta proposicién pueden ser proba-
dos como los correspondientes en el Lema 3.2 [66] recurriendo a la Proposicién I.1.1.
[

Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior es la que sigue.
Corolario I.1.1 Sea a < v < . Si se verifica una de las dos condiciones siguientes
(1) £>0;

(i) =0, u#0 y v+py—3(g—p) <—1;

entonces
H L T s d 1.8
<f”>—2m/7mf” 5(s)ds (18)
Y
H(z)| < Aya™ (1.9)

para cada x € (0,00), donde Ay es una constante positiva adecuada. Ademds, si
§=0,p=0yv—3(qg—p) < —1 entonces (1.8) y (1.9) se tienen para cada

x € (0,00) excepto para x =n""'. =

P.G. Rooney ([61], [65], [66] y [67]) vy P. Heywood y P.G. Rooney ([38] y [39])
han estudiado diferentes transformaciones integrales en espacios L, pesados. En
el procedimiento empleado por los anteriores autores los multiplicadores para la

transformacién integral de Mellin juegan un papel esencial. En esta misma linea

destacan los trabajos de A.C. McBride y W.J. Spratt ([50], [51] y [52]).
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En la primera parte de este capitulo inspirados en el trabajo de P.G. Rooney
[66] investigamos la transformaciéon IH sobre espacios L, con pesos potenciales.
Concretamente consideramos para cada vy € IRy 1 < r < oo el espacio L, que esta

constituido por las funciones f medibles complejas sobre (0, c0) tales que

1
o0 Fdx T _
5o ={ [Tl @F 1 <00, 120 <003 1w = supesen st (o).

Analizamos el comportamiento de la transformacion (I1.1) sobre L. ., describiendo en
diferentes casos el recorrido de la misma en términos de operadores muy conocidos y
estudiados como las integrales fraccionarias y la transformacion integral de Laplace.
Los resultados obtenidos generalizan los que se establecen en [66].

Recurriremos en nuestro estudio a una clase de funciones introducida por P.G.
Rooney [64] que denotaremos por A y que estd constituida por aquellas funciones m
para las que existen dos nimeros a(m) y 5(m) en la recta real extendida tales que

(a) m(s) es holomorfa en la banda a(m) < IRes < [((m);

(b) m es acotada en 01<IRe s<o3 , siempre que a(m) < 01<02 < f(m); y

(c) |£m(o+ zt)‘ =0 (|t|™1), cuando |t| — oo, para cada a(m) < o < B(m).

Asimismo resulta de especial importancia la transformacion integral de Mellin

[64], la cual, como es sabido, estd definida por

(Mf)(s) = /Uoo (e, seQ

donde Q2 C T, depende de f.

Si X e Y son dos espacios de Banach denotamos por [X,Y] el espacio de las
transformaciones acotadas de X en Y. Para simplificar denotaremos por [X] al
espacio [X, X]. En nuestro caso X e Y serdn espacios L, con peso.

Ademads para cada 1 < r < oo definimos 7(r) = max {% , 11— %}

Desigualdades L, pesadas para la transformacién integral de Fourier han sido

investigadas por diferentes autores en los ultimos anos (véanse por ejemplo [3], [4],



10 Capitulo I. La transformaciéon IH de Fox en espacios de tipo L,

[5], [37], [40] y [57]). Con esta motivacién en la segunda parte de este capitulo
analizamos desigualdades pesadas para la transformacion IH definida en (I.1). Mas
concretamente obtenemos condiciones sobre una medida positiva {2 de Borel sobre
(0,00), y una funcién v medible no negativa sobre (0,00) que son suficientes para

que se de la desigualdad

1 1

{[[mp@raew} <o [T veleral rea, )
donde 1 < r,s < oo y C una constante positiva que no depende de f € Cj.
(Cuando 7 0 s = oo la desigualdad (I.10) toma la forma obvia). Determinamos
también condiciones sobre ) y v que son necesarias para la verificacién de (I1.10).
Ademas son estudiados algunos casos especiales de (I1.10). Aqui, como es usual, Cy

representa el espacio de las funciones continuas con soporte compacto en (0, 00).
En la tercera parte de este capitulo consideramos una transformacién integral

tipo Hankel definida por

mANW) = [~ aCulan)f @)z, feCo, (L11)

donde Cy(2) = 272.J, (2y/2), z € (0,00), es la funcién de Bessel-Clifford (véase N.
Hayek [36]) de primera especie y orden v. En lo que sigue, salvo que se diga otra cosa,
el orden v serd un numero real mayor o igual que —%. La transformacién (I.11), que
es usualmente conocida como transformacién de Hankel-Clifford, ha sido estudiada
en espacios de distribuciones por J.M.R. Méndez and M.M. Socas [56] y J.J. Betancor
[8], entre otros. La transformacién h, puede verse como una transformacién IH ya
que la funcién C, es una funcién de Fox (véase [31], pag. 326).

En esta parte obtenemos una nueva férmula de inversién para la transformacion
hy.

Introducimos el operador

v

v [T Y NI L
P = [ i (kv =) Py



I.1. Introduccion y preliminares 11

para cada k € IN— {0}, t € (0,00). Aqui 1 F} representa la funcién hipergeométrica
confluente ([72]). Veremos que, cuando se satisfacen adecuadas condiciones, el

operador HZ¢ esté relacionado con el operador de Post—Widder definido por

Ly [F] = (_kll)k (f)kﬂ F®) (i’) , ke N—{0}yte(0,00).

Como es bien conocido, el operador de Post—Widder permite obtener una férmula
para la transformacién integral de Laplace ([77]).

P.G. Rooney [62] investigd una férmula de inversién para la transformacién in-
tegral de Fourier haciendo uso del operador

o\ k+1
zk) 1o 1

F[F] = (

7 N (x_itk)kHF(a:)da:, ke IN—{0}yte(0,00).

F}; estd también conectado con el operador de Post-Widder. El operador de in-
version Fj; permitié a P.G. Rooney [61] obtener caracterizaciones de la transfor-
macién de Fourier de ciertos espacios de la clase L, .

En la Seccién 8 damos condiciones bajo las cuales la formula de inversion

lim B, [ f] = £(2) (1.12)

se verifica cuando f es una funcién en un cierto espacio L, pesado. El limite en
(I.12) es entendido como un limite puntual o bien como un limite en el espacio L,,.

Ademaés en la Secciéon 10 probamos una versién distribucional de la igualdad
(I.12). Concretamente establecemos que si f es una distribucién de soporte compacto
sobre (0, 00) entonces (1.12) se verifica cuando el limite es entendido en la topologia
débil * de D'(I).

Los espacios £(0,00), D(0,00) y sus duales a los que recurrimos en la ltima
Seccién son bien conocidos y sus definiciones pueden ser encontradas en [70] o [84],

por ejemplo.
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Resultan muy ttiles en el estudio desarrollado los comportamientos de las fun-
ciones C,, y 1} cerca del origen y del infinito. Para la funcién de Bessel-Clifford

(vease [76]) tenemos

Cy(2) =0(1), cuandoz — 0T, (I.13)

Cy(z2) =0 (z*%*i) , cuando z — 0. (I.14)

También, para cadaa € Ry b€ IR — {0,—1,—2,...} son vélidos (véase [72])

1F1 (a;b;—2) = O(1), cuando z — 0T | (I.15)

1F1(a;b;—2) =0 (27, cuando z — oo . (1.16)

A lo largo de este Capitulo denotaremos por C siempre a una constante positiva

adecuada no necesariamente la misma en cada aparicion.



[.2. La transformacién IH sobre £, 2 13

PRIMERA PARTE

La transformacion IH de Fox en los espacios £,

Esta primera parte se dedica al estudio de la transformacién integral IH en los
espacios L, ,. Comenzamos (Seccién 2) investigando IH en L, 2. En las secciones
3 y 4 analizamos la acotacién de la transformacién de Fox en los espacios L, .,
1 < r < o0, describiendo el recorrido de esta transformada en términos de integrales
fraccionarias y la transformacién de Laplace. El estudio de la transformacién IH
sobre L 1 es abordado en la seccién 5. Finalizaremos esta parte presentando algunos

casos particulares de la teoria desarrollada.

I.2 La transformacion IH sobre L, 5
En esta seccion estudiamos la transformacion IH sobre L, .

Proposicién 1.2.1 Sea o < 1—v < 3. Supongamos que una de las dos condiciones

que siguen se satisface:
(i) £>0;
(i) €=0 y v+p(l-7)—5(g—p) <O0.

Entonces existe una transformacion T € [[,%2 , ﬁl_%g] uno a uno y tal que para
cada f € L2

(alval)v“'?(apaap)

(MT[)(s) = 954" (8

) (Mf)(1—s), Res=1-—nr. (I.17)
(01,81);--(bg,Bq)

Ademds T es sobre siempre que & =0, v+ pu(1—-y) — %(q —p) =0y no pertenezca
al conjunto excepcional de .

Para cada f,g € L2 se tiene

[~ @n @@= [ 1) (Tg) (w)ia. (L13)
0 0
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También, si f € L2 la transformada T'f de f viene dada por

(_)‘71)’(0‘170‘1)"“’(0‘1}70‘?)

d o]
(Tf)(x) = fo%xAH/O Hz"ﬂjgil (azt ) ft)dt, c.t. x>0

(1.19)

(bl751)7"'7(bq7Bq)7(_1_)‘71)

siempre que X\ > —v, y

(al7a1)7"'7(apvap)(_>‘71)

d [ee]
(Tf) (2) = —a=* o™ /0 M (:mf ) Fb)dt, ct. x>0

(717)‘71)(171,ﬁl)v"'v(blpﬁq)

(1.20)
cuando A < —v.
Ademds la transformacion T no depende de v en el sentido siguiente:
si v, satisface que o < 1 — v < (B, i = 1, 2, y & > 0 o

v+ pu(l =) — %(q —p) <0, i=1, 2, y T; representa la transformacion asociada a

Vi, ©=1,2, entonces Th f = Ta f, para cada f € L, 2N L, 2.

Demostracién . Sea a < 1 — v < . Definimos w(t) = (1 — v+ it), t € IR,
w es una funcién continua sobre IR ya que o < 1 — v < . Ademds, en virtud de
la Proposicién 1.1.1, w(t) = O(1), cuando |t| — oo, siempre que se verifique una
de las dos condiciones (i) o (ii) del enunciado. Por tanto w € Ly (IR), el espacio
de las funciones medibles esencialmente acotadas sobre IR, y de acuerdo con el
Lema 4.1(b) [66] existe una transformaciéon T' € [L,2,L1_~2] tal que para cada
feLlyo

(MTf) (1 =y +it) = w(t) (Mf)(y—it), t€IR.

Al ser $ una funcién holomorfa en la banda o < IRe s < (3, como $ no es idénticamente
nula, los ceros de § son aislados y w(t) # 0, casi todo t € IR. Por consiguiente 7" es
uno a uno.

Por otra parte, si v no estd en el conjunto excepcional de 9, w(t) # 0, para

cada t € IR, y de (I.3) se deduce que si &€ = 0y v+ p(l —7v) — %( p) =0
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€ Loo(IR). Entonces el Lema 4.1(c) [66] implica que T es sobre. La igualdad

1
w
(I.18) se sigue tambien del Lema 4.1(c) [66].

Probamos ahora la representacién de T recogida en la férmula (1.19). Sea

1-— it
A > —v. La funcién W, t € IR, estd en Lo(IR) = E%’Q. Ya que la
transformacion de Mellin es un operador unitario de £1_, 2 sobre Ly(IR), la funcién
1 1—y+iR 37)(8)
k(r) = lim — S d Li~o, 1.21
(z) Rl—{%o27ri/1_,y_m v A+1-—s $ € F1-y2 ( )

donde el limite es entendido en el espacio £1_ 2. También podemos escribir

H I'(bj + Bjs) H I'l—a; —a;js)I'(1 - (=A) —s)
: i

5(3) _ j=1 _
Y — q P
s H (1 —bj — B;s)I'(1— (=1 —\) —s) H [(aj + a;s)
j=m+1 j=n+1

(=A1),(a1,01),...,(ap,ap)
, IRes=1—1.

n+1
= 9,11 g1 (5
(bl7B1)7"'7(qu/8(])’(717)‘71)

Denotamos con primas los pardmetros asociados a la tltima funcién. Estos se
(alval)r":(apvap)

) por: &' =4,
(b1,61);---,(bg,Bq)

W=pvV=v-1,8&=¢&d =a f =min{8,1+\},”  =n+1,m' =m,p =p+1

relacionan con los correspondientes a la funcién 55;”(’]” (s

y ¢ = g+ 1. Por tanto en virtud de la Proposicién 1.1.2

1—v+iR
= lim —/ x_sﬂds (1.22)
1—y—iR A+1-—s

R—00 271

1 (7)‘71)’(0‘17al)’~~-7(apvap) 1

m,n-+

Hpitgh | 2
(b17/81)7---7(bQ7ﬂq)7(_1_)‘71)

1 a lo sumo.

para cada z € (0,00), excepto cuando x =7~
De (I.21) y (I1.22) concluimos que

(_>‘71)7(‘11’@1)7'“7(0‘19)0‘1))

k(x) = H;ﬁb_{ff:g_lkl (x ) , c.t. x€(0,00),

(bl7ﬁ1)7"'7(bq7ﬁq)7(_1_’\71)

y el Lema 4.1(b) [66] permite obtener la representacién (1.19) para 7.
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Para establecer (I1.20) es suficiente considerar para cada cada A < —v la funcién
9(s) H(s)L'(s—A—1)

—_— == roceder como en el caso anterior.
Atl-s Tis—» P

Finalmente supongamos que a < 1 — v < G, ¢ = 1,2, y que £ > 0 o

v4p(l—-)— %(q —p) <0,i=1,2. Elegimos A > maxz{—~1, —y2}. Entonces para
dicho A, T; admite la representacién (I.19) sobre L, 2,7 = 1,2. Por consiguiente
Tif(x) = To f(x) para casi todo = € (0,00), para cada f € Ly, 2N Ly, 2. =

Nétese que las condiciones & < 1 —v < By v+ pu(l—7) —1(¢—p) < 0 son

compatibles siempre que una de las tres condiciones que siguen
() p=0y v<ig—p);

(i) p>0y a<i(3g—p) —v);

(i) p <0y B> L(3(¢—p) —v);

se satisfaga. Por tanto la transformacién 7" verificando (I.17) y acotada de L, 2 en
L1_~ 2 existe para cada v € IR tal que a < 1 — v < 3y una de las tres condiciones
anteriores se verifica.

De la Proposicion 1.2.1 se infiere el siguiente
Corolario 1.2.1 Seaa <1 -y < g. Si
(i) £>0, 0
(it) € =0y v+u(l—7) —5(@—p) <-1

entonces T f viene dado por (1.1) para cada f € L 2.

(7)\,1),((11,041),..‘,((1;7,0417) ) ]
(blaﬁl)v“'v(bq764)1(_1_>‘71)

Demostracion: Es facil ver que

a
dzx

A1 mmn+1
2 My {1 g4 (m
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(a‘lfal)"“v(apzap)

= ac)‘H]T;Z” (ac ) , ct. x € (0,00),
(b17ﬂl)7"'7(bq76l1)

cuando A > « — 1. Derivando bajo el signo integral se deduce de (1.19) que

(alval)v"'v(apvap)

(Tf) (z) = /OOO Hy" (:rt ) ft)dt, ct.xze€ (0,00),

(b1’61)7"'7(b¢175q)

para cada f € L£,2. La derivacién bajo el signo integral estd justificada ya que de
acuerdo con el Corolario I.1.1 y haciendo uso de la desigualdad de Holder podemos

escribir para cada v;,7 = 1, 2,verificando a < 11 < 1 — v < 7 < G,

0o (al’al)f"'v(ap’ap)
/ ()
0

(blvﬁl)r--?(bmﬂq)
1 0o
< Mz~ / N f(8)] dE + MQx*W/l 2| f(1)] dt <
0

dt <

Hyl" (xt

1 1
1 2 o) 2
< ||f||%2 [M1$_71 {/w t2(1—7—’71)—1dt} + M2$—’Y2 {/1 t2(1—7—'yg)—1dt} ] < 00
0 1

para cada f € Ly2. Aqui, M;, i = 1, 2, denota una adecuada constante positiva. m

I.3 Acotacion y recorrido de la transformaciéon IH sobre
L., cuando { =0

En la Seccién 1.2 probamos que existe T' € [L 2, L1_~ 2] verificando (I.17) cuando
a<l—-v<p, E=0yv+pul—y)— %(q — p) < 0. Probaremos ahora que este
operador T' puede ser extendido a L, como un elemento de (£, ,, £1—,| para cada
1 <r < ooy para adecuados 1 < s < co. Ademads describimos el recorrido T" (L)

de T sobre L, ; por medio de los siguientes operadores

(Mef) (x) =a*f(x), €eC
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(Nof) (@)= £ (a) , a€ R~ {0},
(Daf) (@) = f(a2) . a € (0,00),
(RN =1 ()

—a(c+b—1)

(Zapef) (z) = a:rI‘(b)/ (2% =t 4% i ()dt , a >0, Reb>0, yceC
0
(Japef) () = i‘ifb) / (=)’ et ()dt, a > 0, Reb >0, y c€C

(hasf) (@) = [t} =305 (Jalwt)) £(0)dt , Reb>—1ya o,

donde J, denota la funcion de Bessel de primera especie y orden b. El compor-
tamiento de estos operadores sobre L., fue investigado en [66] (despues de la
Definicién 2.2 y el Teorema 5.1).

Dividiremos nuestro estudio en varios casos. En el resto de esta parte T' denotara

la transformacion definida en la Proposicion 1.2.1.

Proposicién 1.3.1 Sean o < 1 — v < (3, £ = p = V—%(q—p) =0y
1 < r < oco. Entonces T € [Ly2,L1—2] puede ser extendido a L., como un
elemento de [Ly,,L1—yy] . T es uno a uno cuando 1 < r < 2 oy no estd en
el conjunto excepcional de $). Ademds si v no estd en el conjunto excepcional de
$ entonces T (L) = L1—v,r. La igualdad (1.18) es cierta para cada f € L., y
g € Ly,. La transformacion T admite la representacion (1.19) (respectivamente,

(1.20)) sobre L., siempre que X > —~ (respectivamente, A < —7).

Demostracién: Sabemos que (Proposicién 1.2.1) T' € [L4 2, L1—~ 2] y que para

cada f € L2

(MTf)(s) = 9(s) Mf) (1 —5), Res=1-r.
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Definimos la funcién £(s) = 7°H(s). Es obvio que £ es holomorfa en la banda
a < IRes < 3. Ademads, de la Proposicién 1.1.1 se infiere que
u —aj+1 1 bi—1
‘f((f + Zt)‘ ~ (2m)° H a; 2 H B , cuando [t| — oo,
j=1 j=1

uniformemente en ¢ € K subconjunto compacto de IR, y

%ﬁ(a—l—it) =il(o+i)0 (172) =0 (|t|7),  cuando |t} — oo,

para cada o < ¢ < . Por tanto £ € A siendo a(f) = a y 3(f) = 3. En virtud del
Teorema 2.1 [66] existe £ € [L,,] para cada a <y < By 1 <r < oco. También, si

a<y<Byl<r<2entonces para cada f € L,
(ML) (s) = £(s) (Mf) (5), Res=1,

y £ esuno a uno en L ;.
Definimos ahora £ = D, £ R . De acuerdo con las propiedades de D, y R (ver
comentarios después de la definicién 2.2 [66]) se tiene que £ € [L,,, L1—,r] cuando

a<l—vy<fByl<r<oo,yque
(M21f) (s) = 9(s) (Mf) (1 —5), Res=1-7,
para cada f € L, ,, siendo 1 < r < 2. En particular
(ML1f) (s) = (MT[)(s), Res=1-~y feLya.

Por consiguiente T' = £ sobre L 2 y £1 es la tinica extensiéon de T" a L . En lo que
sigue denotaremos también a £1 por T'. Ya que D, y R son uno a uno, 1" también
loescuando 1 <r<ooya<l—vy<g.

Los ceros de f, que son los mismos que los de $(s), son reales y dividen al

intervalo (a,3) en un niumero finito de intervalos. Denotamos por (aqg,/31) uno
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de tales intervalos. La funcién % es holomorfa en a; < IRes < ;. También,

recurriendo nuevamente a la Proposicién 1.1.1, tenemos

P 1 d 1
|~ Ta;% 2 T[b, %12, cuando |t| — oo,
l(o +it) (2m) H J 31:[1 J i

| 1
7=1

uniformemente en ¢ € K, cuando K es un subconjunto compacto de IR, y

d 1
————— =0(|t|™?), cuando |t o0 ,
dt (o + it) (‘ | ) 1=

para cada a; < o < (1. Del Teorema 2.1 [66] se deduce que T es uno a uno
sobre L, v £(Ly,;) = Ly, cuando 1 <7 < 00y oy <y < (1. Por tanto, ya
que R(Lyy) = L1y ¥ Dy (L1—4y) = L1—y,, paracada 1l <r < ooy vy € IR,
T (Ly,) =Li—y, siempre que 1 <r <oo,a <1—7 < By ~vno esté en el conjunto
excepcional de .

Probamos ahora la igualdad (1.18) para f € L, y g € L,,/. La desigualdad de

Holder permite escribir

dx <

1
xr xr

(T f) ()" |g(x)a]
s/o 1

/ S () (@)g(x)de

< ”Tful—'yﬂ"”gnv,r’ < CT,’nyH%r’

g”v,r’ )

para cada f € L,y g € L,,. Aqui C;, representa la norma de 7' como elemento

de [Lyr, L1-~,]. Por tanto la aplicacién

P ,C%r X ,C,w,/ — C
(fo  — | @H@g@da
es acotada.

De un modo similar puede establecerse que la aplicacion

Q: Loy xLyy — C
(f.g) — /0 f(@)(Tg)(x)da
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es acotada.

En la Proposicién 1.2.1 fue mostrado que P(f,g) = Q(f, g), para cada f,g € Cp.
Ya que Cp es un subespacio denso en L ,, P = @ y la igualdad .18 se da para cada
JFELyrygE Ly,

Supongamos que A > —v y consideremos para cada x > 0 la funcién

® N L0<t<uzx
9x(1) =
! 0 ,t>x .

Nétese que g, € L, , 1 <r < oco. De (I.19) obtenemos

(7)‘»1)7(a17a1)7"'7(a177ap)
9z (t)dt =
)

ad & m,n+1
(T92)(y) =y )‘dyyHl/O th;H (?Jt
(bl761)7"'7(1)1175(1)7(_1_)‘71
( Avl)v(ahal)v'"V(a:ﬂvap)
thdt =
)

d
—)\ m,n+1
/ Hp+1,q+1 (
(bl7ﬁ1)7"'7(bqvﬂq)7(717>‘91

(_)‘71)7(“17041)7"'7(0'17’0‘17)
, ct. ye(0,00).

(bl’ﬂl)7'“’(bq”8q)’(_1_)‘71)

_ o A+lgmantl
=27 i1 (my

Luego de (I1.18) se deduce

(_)‘71)7(‘11val)v"'v(apvap)

/x NTf) (@) dt = 2™ /oo HEL (zt ) f(t)dt, z € (0,00),
0 0

(b1,81);:-(bq,Bq),(—1=A,1)
para cada f € L, ,, y derivando respecto a = concluimos (1.19) para f € L, ;.

Para probar (I.20) cuando f € L, es suficiente proceder como en el caso anterior
considerando la funcién

0 ,0<t <
hx(t):

tA ,t>x,
con x € (0,00) y A < —v en lugar de g,. =

Antes de establecer la siguiente proposicién observamos que m + n > 0 cuando
& = 0. En efecto, si m = n = 0 entonces & = —Zaj —Zq:ﬁj < 0yaquea; >0,

j=1
jzla"'apay'ﬁj>O>j:]-a"'7q
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Proposiciéon 1.3.2 Supongamos que a <1 -y < B E&é=pu=0, v — %(q —-p) <0,y
1 <r < oo. La transformacion T € [L 2, L1—~ 2] puede ser extendida a L, como
un elemento de [L ., L1—~ ] siempre quer < sy % > %+u—%(q—p). Sil<r<2o
v no estd en el conjunto excepcional de $ entoncesT es uno a uno. Ademds cuando

v no pertenece al conjunto excepcional de $ entonces

T(E'YJ') — ‘71 7V+1(

vt i(g—p)a (Li—~r), cuando « > —o0, (I.23)

T (E’Yﬂ‘) - Il,—u—}—%(q—p),,@

(Li—~r), cuando [ < +oo, (I.24)
y siy estd en el conjunto excepcional de § , T' (L.,) es un subconjunto del conjunto
que aparece a la derecha de (1.23) y (1.24). La igualdad (1.18) se wverifica para
cada f € Ly, y g € Ly cuando U > r y%+% < 1—1/+%(q—p). T admite
la representacion (1.19) (respectivamente (1.20)) cuando A > —~ (respectivamente

A< —v), para cada f € L. Siv— %(q—p) < —1 entonces T viene dado por (I.1),

para cada f € L .

Demostracién: Supongamos primero que m > 0 o, lo que es lo mismo, que
a > —o0. Definimos la funcién

s—a—v+i(g—
= L F(Sf;)(q »)

9(s) a<IRes < (.
z es una funcién holomorfa en o < IRe s < . Ademas la Proposicién 1.1.1 implica
p ,a.+l q b,,l
|z(0 4 it)| ~ (27)° H a; 7 ? H B;" 2, cuando |t| — oo,
j=1 j=1

uniformemente en o € K, para cada subconjunto K compacto de IR y

d , _9
%Z(U +it) =0 (\t\ ) , cuando |t] — oo,
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para cada a < o < 3. Por tanto z € A y de acuerdo con el Teorema 2.1 [66] existe
3€ Ly, paracadal <r < ooy a <~y < [, tal que para cada 1 <r < 2y
a<y<p

(M3f) (s) = 2(s) (M) (s), Res=1,

cuando f € L, ;.

Introducimos ahora el operador

Teniendo en cuenta la acotaciéon de operadores R, D,, y j17_y +1( sobre

q-p),—a
los espacios L, (Teorema 5.1(b) [66]) se sigue que 31 € [L,,, L1—, ] siempre que
a<l-y<fl<r<oo,v—5(q-p) <0, {=p=0,s>ry{ > +v—3(q—p).

También, para cada f € Ly, y 1 <r <2

I'(s —a)
M3 s) = MID, 3R fl(s) =
MBD0) = e MID 3 RA(
- Lls=a) S M[3R f](s) =
ey B R
=9(s) MR f](s) =9(s)(M[)(1—s), IRes=1—+.

Luego, la Proposicién 1.2.1 implica que
(M31f)(s) = (MTf)(s), Res=1-7,

para cada f € L 2. Entonces 31f =Tf, f € L,2,y 31 es la tinica extensién de T" a
L. como un elemento de [[,%T , El_%s]. En el resto de la prueba denotaremos por
T también a 3.

La inyectividad y el recorrido de T" pueden ser estudiados como en la proposicién
anterior.

Nuestro objetivo es probar (1.18) para f € Ly, y g € L. Sean f € Ly, y

g€ Lyydonde V' > 1y % + % <l-v+ %(q — p). Usando la desigualdad de Holder
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obtenemos

%) %) . xI* -
/ (Tf)(ﬁU)g(x)dx‘ S/ (T f)( )1 7|1!9( )27
" 0

x?d xt

dr <

< T flh—rellglye < CUfllyrllg

v, 5

donde C' denota la norma de T como un elemento de [Ly ., L1 ¢].

Por tanto la aplicacion bilineal

P: L,,xL,, — C
(fo  — [ @nH@gda
es acotada. Analogamente puede probarse que la aplicaién bilineal
Q: Ly, xLy,y — C
(9 — [ f@(Tg
es acotada. Ya que Cj es denso en L., y que (1.18) es cierta cuando f y g € Cy,
entonces (1.18) también se verifica para cada f € L4,y g € L.
Las representaciones (1.19) y (I.20) para T pueden ser probadas como las
correspondientes en la Proposicién 1.3.1.
Finalmente (I.1) se sigue de (1.19) cuando v — (g — p) < —1 derivando bajo el
signo integral.
Para probar (1.24) podemos proceder como en la prueba de (1.23) considerando
la funcién
L (B—v+ia—p)—s)
L —s)

n°H(s), a<Res<f3,

w(s) =
en lugar de z. =

Proposicion 1.3.3 Sean £ =0, u <0, 1 <r<oo ya; <1—v < donde

o1 = mda{a,— (v+ 2t +90) ~ 1) %} o
g =min{p. =% (v+ 55+ )}
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siendo p > mcix{%,% ('y(r) —f—v- ”2;‘1) ,—hfa—v— %‘1} FEntonces

T € [Ly2,Li1-~2]| puede ser extendida a L., como un elemento de [L,, L1 ]
-1

para cada s > r siendo s’ > [%—u(l—y)—y—%} .Sl <r<2o0vno

estd en el conjunto excepcional de $, T' es uno a uno sobre L., . Ademds siy no

pertenece al conjunto excepcional de $ se tiene que

y siy estd en el conjunto excepcional de $, T (L. ;) es un subconjunto del conjunto
de la parte derecha en (1.25). La igualdad (1.18) se satisface para cada f,g € L,
1

cuando 1 < r < 2 yr > [f—,u(l—y)—y—

-1
3 q} . También si estas ultimas

=
condiciones se verifican entonces se tiene (1.19) (respectivamente, (1.20)) cuando

A > —y (respectivamente, X < —v) para cada f € L.

Demostracién: Nétese inicialmente que v+ (1—v)u+ 252 < 0 ya que y(r) > 3.

Por tanto la Proposicién 1.2.1 implica que T' € [L4 2, L1—~ 2] y que para cada f € L2
(MTf)(s) = 9(s)(M[f)(1 =), Res=1—r.

Definimos la funcion

siendo a = |5|" nyp>méx{“2—5,% ’y(r)—%—u—%),—%a—y—%}. 0 es

holomorfa en la banda oy = méx {a, %p} < IRes < (3. Ademéas ¢ € A. En efecto,
(I.3) y (I.5) conducen a
_y_a=p

% , cuando |t| — oo,

P q
‘f(a + Zt)‘ ~ (21)° H ozj_aﬁ_% H ﬁjj_%
j=1

J=1

uniformemente en o € K para cada subconjunto K compacto de IR, y de (1.4) y (1.6)
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se sigue que
4f(o+it) = il(o +it) {2 (¥ (p— 4(o +it))) +

+W (V + 544 p+ 5o+ zt)) + loga + ploglt| — logn +
<0 (I172)} = O () . cuando |t — oo,

para cada as < o < .

Ya que £ € A con a(f) = ay y B(F) = 3 el Teorema 2.1 [66] garantiza que existe
ge[ley]paracadal <r<ooyaz<e<f. Ademédssi 1 <r <2, £esuno auno
y

(Mef) (5) = £(s) (M[) (), Res=¢,

cuando f € L. ;.

0
2

17
g(s) = 90

)

Consideramos la funcién
) 0 0 T (V + 54 +p+ s)
v+5i4+p 1-p I'(p—2s) '

En la notacién de P.G. Rooney [66] los pardametros asociados a ¢ son

dg =ng =pg =0,q, =2, myg =kg =14, =—-1, v, =v+5I+1 o =

—v—4—py 3, = +oco. Nétese que sil—v<m1’n{ﬁ,—% (y+1°2;q+p)}ent0nces

ag=-v-B1—p< @ < By AdemésQ(%—(l—@))—l—ygg 2 —(r)
1 1

yaque 1 —y > a1 > — <1/—|— B4 y(r) — 5). Por tanto de acuerdo con el

Teorema 6.3 [66] existe T, € {‘cl—%(l—v),rv’cg(l—'y),s} para cada s > r tal que
—1

s > [%—u(l—'y)—y—pg;q} . Ademas si 1 < r < 2 0 v no estd en el con-

junto excepcional de $ (lo que implica que 1 — £(1 — 7) no estd en el conjunto

excepcional de g) entonces T es uno a uno y para cada 1 <r <2

(MTyf) (s) = g(s) (Mf) (1 = 5), IRes =

N =

(1_’7)1

cuando f € El_%(l_wr.

También2(%—ag)—Vg—lzv+z%+2p—l>—1 ya que

p>—1 (V + 41— ’y(?‘)) > —3 (V + p;Qq). Por tanto si v no esta en el conjunto
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excepcional de $

Y GRS B CUTATSRY SPRSTPA | A
(.26)

Introducimos el operador
£1:N2TgRNﬂDEM £ R.
m 2 ’ 2 | n

Teniendo en cuenta el comportamiento de los operadores Ny, Dy, R (Definicién 2.2

[66] ) T, y £ concluimos que £1 € [L,r, L1—+,]. Ademds para cada f € L2 se tiene

(Me1f)(s) = M [Tg R Ny Dy, £ Rf] (s5) 15 =

SIS

— 0(s5) M [Ny Dy, 2R 1] (55) 181 -

SIS

— 9(5) M Dy, 2R | (5) =

= g5 5" MIS R f](s) =

= H(s)M[f](1—s), ITRes=1-—nr.
Luego (M£L1f) (s) = (MTf)(s), para Res =1—~y f € Ly2. Por tanto & =T
sobre £ 2y £ es la nica extensién de T' a £, como un elemento de [L ., L1_~ .
El operador £; serd denotado en lo que sigue tanbién por 7.

Por otra parte, si 1 < r < 2 o 7 no estd en el conjunto excepcional de 9, T' es
inyectivo ya que T, y £ lo son. Ademds si v no esté en el conjunto excepcional de
(I.26) es cierto y £ (L1—,r) = L1—~,. Por consiguiente se verifica (I1.25). Cuando ~
estd en el conjunto excepcional de §, £(Li_~,) es un subconjunto de £;_,, y por
tanto T'(L,,) es un subconjunto del conjunto que aparece en la parte derecha de
(1.25).

La igualdad (I.18) y las férmulas de representacién (I.19) y (1.20) pueden ser

establecidas como las correspondientes en la Proposicién 1.3.1. =
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Proposiciéon 1.3.4 Supongamos que £ =0, 4 >0, 1 <r<ooya; <1—7v< 0

donde

o = m’x{a,—l— 2 (V—i—p—g‘]—i—p)} Y
B = m/n{ﬁ,—l (V+1% +~(r) — %),@}, stendo

. —p(1- - -
p > max{%‘)‘),% (’y(r)—%—l/—p—Qq) ,—5(1+8)—v— ”2—‘1}.
La transformacion T € (L2, L1 2] puede extenderse a L, como un elemento de
-1
(Lo, L1-+,s] siempre que s > 1 y s’ > [% —u(l—7)—v— %} . Sil<r<2o0
v no estd en el conjunto excepcional de $, T' es uno a uno sobre L. . Ademds si 7y

no pertenece al conjunto excepcional de $ entonces

T(Lyy) =
= <M1iN—,fM—;(u#’ngH)h2,u+”;‘1+u+2p1> <£§(u+”§q+u(17)+1),r>
(1.27)
siendo T (L) un subconjunto del conjunto de la parte derecha de (1.27) cuando ~y
estd en el conjunto excepcional de $.
La igualdad (1.18) se verifica cuando f,g € Ly,, siendo 1 < r < 2 y
r > [% —pu(l—7)—v— %}71. Ademds si estas dos tultimas condiciones se satis-

facen entonces (1.19) (respectivamente (1.20)) es cierta cuando A > —v

(respectivamente, X < —v) para cada f € L.

Demostracién: Ya que 1 — v < —i (V+]%+'y(7") — %) y y(r) > i,

(1l =) +v+ B2 <0y la Proposicién 1.2.1 nos dice que T € [Ly2,L1-42] ¥

que para cada f € L, 2
(MTf) (s) = H(s)(M[)(1 =), Res=1-1.

Definimos £(s) = $(1 —s), para 1 — 8 < IRe s < 1 — . Nétese que £ es también una

funcién del tipo (I1.2). Los pardmetros asociados a ¢, que denotaremos con primas,
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se relacionan con los correspondientes pardmetros de $ mediante: &' = &, 1/ = —p,

77/ — nfl

(.j:17"'7p)7 a_,j:ﬁﬁ a;-:l—bj—ﬁj, (]:177Q)7 O/zl—ayﬁlzl—ﬁ.

También, € esta en el conjunto excepcional de 14 si, y solamente si, 1 — € estd en el

Vo=vap—qtpp =q¢,¢ =p,m =n,n' =m, B =a; b =1-a;—qy

conjunto excepcional de $. Por tanto en virtud de la Proposicién 1.3.3 para cada
l<r<oo, af<l—e<p], donde

of = mix{a', & (v + 25L +4(r) — 1) 2} y

(1 = min {ﬂ/7 —% (V’ + 554+ p)}

siendo

/11 1 /) Y /)
p>méx{uzﬁ’2<7(r)__y,_p q)j_ua P q};

;171 —1
para cada s > r tal que si s’ > [% —p(l—e)—v — %} , existe £ € [Ler, L1-c 4]

tal quesi fe L., yl<r<2
(MLf)(s) =£L(s)(Mf)(1—s) Res=1—e. (1.28)

Puede observarse que las condiciones expuestas en las lineas anteriores coinciden con
nuestras hipdtesis cuando ¢ se reemplaza por 1 — 7.
Introducimos ahora el operador £ = R £ R. Bajo nuestras hipotesis

£1 € [Lyr,L1-vs]. Ademds, por (I1.28),si fe Ly, y1<r <2,

(ME1f) (s) = (MERF) (1 —s) = £(1 —s) (MRf)(s) =
=9(s) Mf)(1—s), Res=1-—1~.

En particular, (M£f)(s) = (MTf)(s), Res = 1 — v, para cada f € Ly2. Por
tanto £1f =Tf, f € L2,y £1 es la tnica extensién de T" a £, como un elemento
de [Ly,,L1—s]. Denotaremos a continuaciéon por T también a dicha extension.
La inyectividad de T se sigue inmediatamente de la Proposicién 1.3.3. Ademés

teniendo en cuenta que R N, = M,_1 Ny R, R M, = M_q R, R hqp = h_qp R,
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(I.25) conduce a
T - N M ; h L /gl
o) = \ BN, (e 1) ) (5())

=|M2 N2M h gt L
( W —%<”’+7”';q'+1) —2 421 %<V'+u’v+7pl§q/+1)m

= (M—l—iN—iM—é( Eé(u+”2‘1+u(1—y)+1),r>

u+”2‘1+u+1)h—2,u+P2q+u+2p—1) (
siempre que v no esté en el conjunto excepcional de $. Ademds si v estd en el

conjunto excepcional de § entonces T' (L, ) es un subconjunto del dltimo conjunto

en (1.27) ya que

e(L1yy) C [ N2M h _ L .
(Lroyr) W %(“’+—P'§q’+1) 20+ E5 L 4201 1—%<”/+uw+—f“?”+l),r

La igualdad (I.18) y las representaciones dadas en (I.19) y (1.20) pueden ser

probadas del modo usual. m

1.4 Acotacion y recorrido de la transformacién IH sobre
L., cuando £ > 0

Fué probado en la Proposicién 1.2.1 y el Corolario I.2.1 quesié >0ya<1l—vy <
entonces la transformacién T definida por

(al?al)v'nv(ap»ap)

(Tf)(x) = /OOO Hpd' (xt ) f)dt,  feLlya,

(blvﬁl)v---v(bihﬁq)

estd en (L2, L1_~ 2] y para cada f € Ly
(MTf)(s) =6(s) Mf)(1—s), Res=1—r. (1.29)

En esta Seccién probamos que 1" puede ser extendida a L., como un elemento de
Ly, L1-s] Para cada 1 < r < oo, « < 1—7v < By s adecuado . Analizamos

también el recorrido T' (L) de T sobre L, ,. T (L,,) es descrito mediante los
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operadores definidos al comienzo de la Seccién 1.3 y una modificaciéon de la trans-

formacién de Laplace definida por

1
a

(Lapf) @) = [ @) el )it at0ybe R

0

El comportamiento de L, sobre L, , fue establecido en el Teorema 5.1(d) [66].

Proposicion I.4.1 Sea £ >0, a<1—-v<fyl <r <s < oo. Entonces la
transformacion T € (L2, L1—+2] puede ser extendida a L, como un elemento de
Ly, L1—ys]. T es uno a uno siempre que 1 < r < 2. Ademds la igualdad (1.18) se

verifica para cada f € L, y g€ Ly g .

Demostracién: Sea o < 1 —v < . Elegimos ¢; , ¢ = 1,2, de manera que

a<e <1—7<ey<p. Deacuerdo con (1.9) para cada 1 < ¢ < oo se tiene
1
/Oo ‘mlf'yH(x)‘e dr <C {/ el 4 /oo m(1752)£1da:} < 00
0 x 0 1

donde C' es una constante positiva adecuada. Por tanto, H € Li_,, y en virtud
del Lema 5.1(b) [66] la transformacién 7" definida (I.1) estd en (L., L1 ] cuando

l<r<s<oo Ademdssi feLl,,yl<r<2
(MTF)(s) = o(s) Mf)(1—s), Res=1-r.

Ya que los ceros de $(s) son aislados si T'f = 0 (Mf) (s) = 0 excepto, a lo sumo,
cuando s estd en un conjunto aislado. Por consiguiente T'f = 0. Se prueba asi que
T es uno a uno sobre £, ,, cuando 1 < r < 2.

Para probar (I.18) para f € L, y g € L, ¢ es suficiente aplicar la desigualdad
de Holder y tener en cuenta que (I.18) es cierta para fy g € Cy. m

Investigamos ahora el recorrido T'(£,,.) de T sobre L., cuando o < 1 —~ < 3

y 1 < r < co. Distinguimos en nuestro estudio cinco casos.
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Proposicion 1.4.2 Sean € >0, 1 <0, po >0, a<l—y< Byl <r<oo. Sivy
no estd en el conjunto excepcional de $H o 1 < r < 2 entonces T es uno a uno. Si

w=14poa+mpf+v— %(q —p) Yy no estd en el conjunto excepcional se tiene

T (Lyy) = (Lm’a L—uhl—ffﬂ%) (Li—yr), cuando w >0 (1.30)
Y
T(L,,) = <j;27w7“2aL#27a L_W_ﬁ> (Li—s), cuando w<0.  (L31)

Ademds si vy pertenece al conjunto excepcional de $ el recorrido T (L.,,) de T sobre
L., es un subconjunto del conjunto que aparece en la parte derecha de (1.30) o

(1.31).

Demostracion: Nétese que m > 0 ya que ua > 0y n > 0 al ser 3 < 0. Por
tanto @ > —o0 y 8 < +00.

Supongamos primero que w = 1+ poa + 18+ v — %(q —p) > 0. Definimos

— pa(s—a)=1, 1(s—B)4+w—-1_s ﬁ(‘S)
(s) = pb (=)t T T (ua(s —a)T (ua(5 — B) + )’ a < IRes < 3.

Teniendo presente que & = o — 1 y que p = po + p1, de la Proposicion 1.1.1 y

de las propiedades (I1.5) y (1.6) de la funcién I' se sigue
, 51 R ARt T
(o +it)| ~ (2m)° N (—pap2) "2 [] oy 137 2 cuando|t| - oo, (1.32)
j=1 J=1
uniformemente en ¢ € K para cada subconjunto K compacto de IR, y
%g(a +it) = il(o + it) {palogus + pilog (—p1) + logn — paV (uz(o + it — a)) —
—m ¥ (u1(o + it — B) + w) + plog|t] + i & sgn t+

v+ po + B4
+#

2\ | _ (42
m +O<t )}—O(t ), cuando |t| — oo,

(1.33)
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para cada o < o < 3. Por tanto £ € A siendo « (6) =ayf (6) = 3. Entonces
el Teorema 2.1 [66] implica que para cada 1 < r < co y a < £ < 3 existe una

transformacion £ € [L. ,] tal que para cada f € L.,,conl <r<2ya<e<f
(Mef) (s) = U(s) (M[) (s), Res=¢ .

Ademss £ es uno a uno sobre L. , siempre que 1 <r <2y a < e < 3 al ser los ceros

1
de £ aislados. Ademsés, si — € A, € es uno a uno y sobre en L, paracadal <r < oo

1 1
y max <a,a <€>> < € < min (B,ﬁ <€)> { tiene a lo sumo un ndmero finito de
ceros en la banda o < IRes < . Todos estos ceros son reales y los denotaremos
por (O’i);-izl, siendo 0; < 041,34 =1,...,d — 1. Entendemos que d = 0 cuando $ no

tiene ceros en la banda considerada. Si v no estd en el conjunto excepcional de

existe i = 0,...,d tal que 0; < 1 —~y < 0441, donde 0y = @ y 0411 = 5. Ademas
1 1 1

de (1.32) y (1.33) se infiere que 7 € A siendo « (f) =0,y p (6) = 0j+1, para

cada 7 =0, 1,...,d. Por consiguiente £ es biyectiva de £i_, en Li_, cuando v

no estd en el conjunto excepcional de $, a <1 —vy< By 1l <r < oco.

Definimos ahora el operador
L= Lysalopy1-p+ 2 DnER .

w

Ya que puq (1 —y—0+ M) >0y pup(l=—y—a) >0, £ € [Lyr,Li1—y,s] cuando
1

1 <r <s < oo. También, £1 es inyectivo. Ademés, de acuerdo con el Teorema 5.1

(d) [66] para cada f € L2 se tiene

I (pa(s — )
ugg(sfa)fl

(Me1f)(s) = (ML gy = DySR) (1—5) =

I (p2(s — @) T'(p(s — B) +w)

u§2(3_a)_1 (—pp)ra(s=F)+w=1

M (DyeRF) (s) =

L (p2(s —a)) T'(pi(s = B) +w)
B u‘z”j(s_a)‘l (—ui)m(s—mw—l” M(LR])(s) =
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= H(IM(f)(1—5s), Res=1—1~. (1.34)

Luego, de (1.29) y (1.34) se infiere que &1 f =Tf, f € Cy. Al ser Cy un subespacio
densode L, y &1y T € [Lyr, L1—vs), &1 =T.

Los operadores R, D, y L4, son uno a uno. Por lo tanto T' es uno a uno
cuando lo sea £, y sélo en ese caso. Esto ultimo ocurre cuuando v no estéd en
el conjunto excepcional de $ o 1 < r < 2. Ademsds si 7 no estd en el conjunto
excepcional de $ entonces £ (ﬁl,%r) = L1_~,, cuando 1 < r < co. Por tanto, si
no pertenece al conjunto excepcional de § (1.30) se verifica ya que R (L) = L1y, y
D, (Ly,) = Lyr, 1 <1 < 00. Por otra parte si v estd en el conjunto excepcional
de Hyl<r<oo, T(L,,) es un subconjunto del conjunto en la parte derecha de
(L.30) ya que £ (L1—y,r) C Li—ryy-

Sea ahora w < 0. Para probar (I.31) consideramos la funcién

Q(s) = pa(s—a)=1, pi(s—B)—1,s F(M2(8_O‘> _w)ﬁ(s) ,
= ) (T (na(s = @)))*T (ur(s = B))

y procedemos como en el caso anterior. 2 € A siendo o (2) = ay 5(Q) = . Por

a < Res < (3,

consiguiente en virtud del Teorema 2.1 [66] existe W € [L. ], para cada 1 <7 < 00

vy a<e<f,tal que
(MW [)(s)=Q(s) Mf)(1—5), IRes=¢, (1.35)

para cada f € L., conl <r<2ya<e<f.
De acuerdo con el Teorema 5.1, (b) y (d) [66] y de (1.35) se sigue que el operador
W1 definido por

Wi =J4 Lypo RLy g RDy, W R (1.36)
H2

o ) W, T2k

coincide con T sobre L., siempre que 1 < r <2y a < 1—v < . El recorrido

T (L) de T sobre L, puede ser descrito a partir de (1.36). m
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Proposicion 1.4.3 Sean € > 0, p1 =0, pp > 0, a <1l -y < fyl <r < .
Entonces T es uno a uno sobre L, cuando vy no estd en el conjunto excepcional de
% 0l<r<2 Ademds siw = poo+ 5 +v— 2(q—p) y v no pertenece al conjunto

excepcional de $ se tiene

T(Lyr) = Lyya—v (Lyy), cuando w >0, (1.37)

H2

T(Ly,)= (jl —w, o Lu%a) (Lyy), cuando w <0, (1.38)

M2

y sty estd en el conjunto excepcional de $ el recorrido T (L. ,) de T sobre L, es

un subconjunto de la parte derecha de (1.37) y (1.38).

Demostracién: Observemos que a < —o0 ya que uo > 0. Supongamos primero

que w > 0 y definamos la funcién

U(s) = ph2ls—tels 9(s) , a<IRes < f.

() =1 F(ias — ) + ) ’
La Proposicién 1.1.1 y las propiedades (L5) y (I.6) permiten probar que £ € A
siendo a(f) = o y B(£) = 3. Por tanto, de acuerdo con el Teorema 2.1 [66], existe

geley],paracadal <r<ocoya<e<f, talquesil<r<2ya<e<f
(MLf) (s) =9(s) (M[)(s), Res=e,yfeLey. (1.39)

De (1.39) se infiere que £ es uno a uno sobre L., cuando 1 <r <2y a<e < fya
que los ceros de $ son aislados. Ademaés si v no pertenece al conjunto excepcional
de $ entonces 01 < 1 — v < 09, donde 071 y o2 son dos ceros consecutivos de {. Por
consiguiente £ es biyectiva de £1_, , sobre si mismo cuando 1 < 7 < 0o y 7y no estd
en el conjunto excepcional de §.

Introducimos ahora el operador

81 =Ly, 0= RD,R.

H2
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Del Teorema 5.1 (d) [66] concluimos que £ € [Ly,,Li—,s], para cada

1 <r < s <oo. También, si f € L, 2, tenemos

(ME1f) (s) = w (MD,2Rf) (1 —s) =

po(s—o)+w—1
e (1.40)
— Lhlsma)te) ) —s Apf (2RS) (s) = 9(s) (Mf) (1 —s), Res=1—r.

Mgz(sfa)

De (1.29) y (1.40) se sigue que £1f =Tf, f € Co. Yaque & y T € [Ly,, L],
cuando 1 < r < s < o0, £ = T sobre L, ,.
Por tanto, si v no pertenece al conjunto excepcional de $ o1 <r < 2, T es uno

a uno, al ser composicién de operadores uno a uno . Ademés

T(Lyy) = (Lm sa— R’ Dy 2) (L1—yr) C Ly a—s (Ly,r)

H2
déndose la igualdad cuando 7 no pertenece al conjunto excepcional de $).

Cuando w < 0 para probar (1.38) basta considerar la funcién

Q(s) = pae==1ps L Uzzé(sﬂ;g)_—@c;)))ﬁ;(s)

en lugar de £ y proceder como en la prueba de (1.37). =

, a<IRes< (3,

Proposiciéon 1.4.4 Supongamos que € > 0, u1 < 0, uo = 0, a < 1 —~v < G y
1 <r < oo. Entonces T' es uno a uno sobre L, cuando v no pertenece al conjunto
excepcional de $ o 1 <r < 2. Ademds si w = p10 + % +v— %(q—p) Yy no estd en

el conjunto excepcional de $ entonces

T(Ly,) = meg_%1 (Lyy), cuando w >0, (1.41)

T(Ly,) = (j_l o, (2-p) M2 L“1,5> (Lyy), cuando w <0, (1.42)

Ky’
mientras si vy pertenece al conjunto excepcional de $) el recorrido T (L) de T sobre

L, es un subconjunto del conjunto de la parte derecha de (1.41) o de (1.42).
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Demostracién: De acuerdo con la Proposicién 1.4.3 la funcién g(s) = 9(1 — s)
tiene asociada una transformaciéon & € [£i_,, L4,], cuando 1 < r < s < 00y
a < 1—+v < . La transformacién de Mellin permite probar que T'= R & Ry la

demostracién puede ser finalizada recurriendo a la Proposicién 1.4.3. =

Proposicion 1.4.5 Sean & >0, u1 >0, a<1—vy< Byl <r <oo. Entonces T
es uno a uno sobre L, siy no pertenece al conjunto excepcional de $ o1 <r < 2.
Si B < oo, elegimos w = ¢ — % —v+ %(q —p) > % + 2118 con ¢ > —a y tomamos

b< -0+ ﬁ y b < a. Cuando v no estd en el conjunto excepcional de $ se tiene

T (Lyyr) = (M;_,;;l hop, | w—1-2u1b L—g,c+;+2;jl) (ﬁ?’— e r) (1.43)

y siy pertenece al conjunto excepcional de 9, T (L) es un subconjunto del conjunto
de la parte derecha de (1.48). Si 3 = oo, elegimos w = £c — % —v+ %(q —p) >
$+2u1(1—7) donde ¢ > —a y b < o siendo w > p1 (1 — v +b). Entonces (1.43) es
cierta cuando v no estd en el conjunto excepcional de $), y si vy pertenece al conjunto

excepcional de § entonces T (L) es un subconjunto del conjunto de la parte derecha

de (1.43).

Demostracién: Supongamos que § < oo. Consideramos

I(w— b+ ) 5(s)
T (u(s —b) T (Ec+9))

donde b < —f+5, w = fe—3—v+i(g—p)yc > —a. Esobvio que I' (w — pu1 (b + s))

Us) = pprremegtota =ty

es holomorfa cuando Res > —b + ﬁ Por tanto, ya que —b + ﬁ > 3 la funcién £
es holomorfa en la banda a < IRes < . Ademds la Proposiciéon I1.1.1 y (1.5) y (1.6)

nos permiten obtener

p _gal 4 p.—1
’é(a—i—it)’ ~ (27r)5_%§_% H ; AR H B;" . cuando [t| — oo,
j=1 j=1
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uniformemente en o cuando o € K, siendo K un subconjunto compacto de IR, y
4l(o +it) = il(o + it) {logn + 2plogu + Elogé — pu (¥ (w — pur (o + it + b)) +
+V (pi(o +it = b)) — ¥ (E(c+ s)) + plog|t| — logn +i% & log|t|+

v+ po + 54
+#

2\ | _ (42
p +O(t )}—O(t ), cuando |t| — oo,

para cada a < o < 3. Por tanto £ € A con a(f) = ay B(f) = 3.
En virud del Teorema 2.1 [66] existe una transformaciéon £ € [L.,] para cada

l<r<ooya<e<ftalquesil<r<2ya<e<f,
(MES) (s) = L(s) (Mf)(s), Res=c¢, (L.44)

para cada f € L., y £ es uno a uno sobre L.
Ademis si £(c) # 0, entonces £ es biyectiva de L., en si mismo. Nétese que
£(1 —~)#0, si~yno estd en el conjunto excepcional de §.

Introducimos ahora el operador

£ = M%_L hou, | w—1-2p10 L_¢ | et lye M_i, « £DyR.

2pq 2p1 27 2pq

Yaque a < 11—y < Byl <r < oo, M7%+2: £DyR € [Ewn, L%*qu 74.
1 1
También, el Teorema 5.1 (d) [66] L_, . 1, » € (L3 L
» €T3

= 3 | para

'y_%—"_i ’

Y ’
oy 0" 2p1

cadal<r<ooya<l1l—v<g, alser

1 w 1 w
—5<7—2+2M1—0—2—2/“):f(c+1—7)25(—0¢+1—7)>0~

Ademsds, ya que w > %—i— 2u18, 1 — v < By b < «a, las desigualdades

Y(r) < 2u(y—1)+w— 3% < w+ 1 —2ub son validas. Por tanto del Teorema

5.1 [66] se sigue que

hgm ,w—1—2u1b € E'y—%—i— w_ L3 w
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cuando 1 < r < s < o0y § > (2M1(7—1)+w—%)_1. Por consiguiente
£1 € [[,%T , 51—7,3] bajo las condiciones impuestas.

Teniendo en cuenta el comportamiento de la Transformacién de Mellin sobre
los operadores que aparecen en la definicién de £; (Theorem 5.1 (d) [66]) y (1.44)

obtenemos cuando 1 < r < 2

(Me1f) (s) =

1
— (/\/l Mo w-1-2ump L¢ cy1y o M1 o £Dy R f) (s +1- 2%) —

2p1 2 2m

_ u*Q,ulSer r (Ml (3 — b))

= G it )
.(ML_£7C+§+QZ,1M_;+QZ,1£D,7Rf> (~s+3+q2)=
_ st L (p(s—b)T (ffs ‘i‘ C_))_ ‘
Tw— b+ 5) EF]
.(MM_§+%£Dan>(s+§_2%):

_ ul—Q,ulerwg—&(s-‘rc)-i-lF (Ml}\((z__bl)ll(—\b(i(;—; C))n_s E(S) (Mf)(1=s)=

—5(s) (Mf)(1—s), Res=1-7,
para cada f € L, .

Por tanto, en particular para cada f € Cy (ME&if)(s) = (MTf)(s),
IRes = 1 — ~, y entonces para cada f € Cyp &1 f = Tf. Ya que £1 y
T e [L,,, Li—vs] se sigue la igualdad de T' y £; sobre L, ,. El resto de la prueba
cuando 8 < +oo sigue como en las proposiciones anteriores. Cuando 3 = +oo los

resultados pueden ser probados de un modo similar. m

Proposicion 1.4.6 Supongamos que £ > 0, s < 0, a<1l—y< Byl <r < oo.
Entonces T es uno a uno sobre L, cuando vy no estd en el conjunto excepcional de

Hol<r<2 Sia>-—occ elegimosw==E—3—v—p—3(p—q)>3%—2u(l—a)
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siendoczﬂ—lytomamosb<a—1—ﬁ yb<1—p08. Cuando v no estd en el

conjunto excepcional de $ se tiene

T(,C%T) = (M§2:2 h2M2 , w—142u2b Lﬁ,c+é+2ﬁ2> <£1 W ’7.> (145)

277 2uy

mientras T (L) es un subconjunto del conjunto de la parte derecha de (1.45) cuando
v pertenece al conjunto excepcional de $. Si a = —oo, escogemos
w=¢—-Lt-v—p—3Lip—q >3 —2uy, donde c > -1, yb < 1-3,
siendo w > —pua(y + b). Entonces (1.45) se verifica cuando v no estd en el con-
junto excepcional de $), y si vy pertenece al conjunto excepcional de § T (L.,) es un

subconjunto del conjunto de la parte derecha de (1.45).

Demostraciéon: Los resultados recogidos en esta Proposiciéon se deducen de la

anterior procediendo como en la prueba de la Proposicién 1.3.4 =

I.5 La transformaciéon IH sobre los espacios £,

En esta Secciéon completamos nuestro estudio de la transformacién IH sobre
los espacios L. Inspirados en el trabajo de P. Heywood y P.G. Rooney [39] sobre
transformaciones de Bessel, estudiamos aqui el comportamiento de la transformacién

IH sobre L, .

Suponemos en esta Seccién que se satisface una de las siguientes condiciones

(i) £€>0
(i) €=0, p>0y8<-L(v+1+ip—0q)
(i) E=0,p<0ya> —i(u+1+%(p—q))

(iv) E=0,p=0yv+3(p—q) <0
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Probaremos previamente el siguiente resultado del que haremos uso en la de-

mostracién de la proposicién de esta seccion.
Lema 1.5.1 Sea aa — 1 <y < (—1. Entonces
oo
/ 2V H(z)|dx < oo .
0
Demostracién: Es suficiente observar que en virtud de (1.9) podemos escribir
1

/ 2V [H(x)|de < Ay, | 277 Mdx + A, 2V dx
0 0 1

donde o —1 <y —-1<vy<mw-1<pB-1yA,,i= 1, 2, es, una adecuada

constante positiva. =

Proposiciéon 1.5.1 Seana<1—v <yl <r <oco. Entonces la transformacion

IH definida en (1.1) es acotada de L1 en Li_ .

Demostracién: Para cada f € £, se tiene, recurriendo de nuevo a (1.9), que

(@) < [T MEollf©ld < [ @t

donde o < 1 —~ < 3. Por tanto

IMH(f)l1-00 < Cllfllyas fE Ly

Ademss, intercambiando el orden de integracién, obtenemos
e dz = R _
;7 I (f) (@) < ; |£(t)] @ |H (xt)|dzdt =

:/°°yf(t)m—ldt/oou-vm(u)uu, fel,.
0 0

Luego, de acuerdo con el Lema I1.5.1, IH € [£,1, L£i_1].
Finalmente, usando un conocido teorema de interpolacion se infiere que IH es

un operador acotado de £, 1 en £1_,, paracada 1 <r <oco. =
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1.6 Algunas transformaciones especiales

En esta Seccion presentamos algunas transformaciones integrales a las cuales pode-
mos aplicar la teoria desarrollada en las secciones anteriores.

- E. Kratzel [45] introdujo la transformacién integral definida por

(L21) @) = [~ A (@t

donde
n—1 o
e 2 va(Z) . 1
A () = n / (" — 1)""% et |
r (1/ +1-— %) 1

)

para z > 0, n € IN— {0} y v > —1 + 1. La transformacién L se reduce a la

transformacion KC,, ([53] y [54]) cuando n = 2. La transformada de Mellin de A es

(-4 . 1) )
(m/,l),(O,%)

Se infiere de las proposiciones 1.4.1 y 1.4.3 inmediatamente la proposiciéon que sigue.

(véase [45])

1

en)'T Ts+m)D(E) _@nT 0(8

R v

Proposicién 1.6.1 Sea mdz{—nv, 0} <1 —~.
(i) Sea 1 < r < s < co. Entonces la transformacion L e Ly ) Limvy, s) Y

para cada f € L, » yg €L, & setiene
|7 (T ) @gtarde = [ fw) (L g) ()do.
0 0
L(Vn) es uno a uno sobre L. , cuando vy no estd en el conjunto excepcional de
(1/—1—1—l 1)
s - ot
(ny,l),(O,%)

non
Junto excepcional de $ entonces

) ol < r < 2. Ademdas si vy no pertenece al con-

L (Ly,r) =1Ly, v(—m)1-1 (Ly,r) , cuando v >

3=

L,(/n)(‘c’y,'r):\.717,,(1_71)_’_1_%70L1,0(£’777') , cuand00§V<%,y

L,(,n)(ﬁwr):‘717V+1_;7WL170(£W7T) , cuandol — 1 <v <0,
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mientras, si vy estd en el conjunto excepcional de $ L,(,n) (Ly,r) es un subconjunto

del conjunto de la parte derecha de la igualdad en cada caso.

(i1) Sea 1 < s < 0o. Entonces L e Ly 1, L1y, s]. m

II.- La transformacién generalizada de Hankel definida por

(Hy /) (z) = /0 Tk (et (1)t

donde ky , ,(2) = 27X A3 JA (%) y J representa una generalizacién de la
funcién de Bessel usualmente llamada funcién de Wright [78], fue introducida por

R. P. Agarwal [1]. Concretamente

(Hy 1) @) = ()@ = [ Vb (at) f(t)dt

que es la conocida transformacién integral de Hankel. Aqui J) denota la funcién
de Bessel de primera especie y orden A. La transformacién h) fue investigada sobre
L.  , por P.G. Rooney [65].
La transformada de Mellin de ky , , es ([58])
Ml o) = 2t L)
F(1+A=4(s+r+1))

. 25_55513(5 ((r+1) . 3) <5<A+1>_—A7’5>>'

Las Proposiciones 1.4.1 y 1.4.5 conducen a la siguiente

Proposiciéon 1.6.2 Sean 0 < u <1, A > —% Y —% (>\ + %) <1l—x
(i) Sea 1 < r < s < oo. Entonces la transformacion Hy  , € Ly, L1—y 5] Y

para cada f € Ly » yge€E L, o

|70 @glads = [ f(@) @ 9) (@)de.
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H)  , es uno a uno sobre L, , cuando v no estd en el conjunto excepcional de

H(s) = foé:%(S € (H_;) 3 (g(Hl)_—A, 5)

v no pertenece al conjunto excepcional de $ eligiendo ¢ > % (/\ + %),

>01<r§2. Ademds si

1—pu 1 1 1 W 1
_ 1.1 L L W A T
o= Gter g -5 (Arg) -~ DAz S Hu -
yb< —% ()\+ %) siendo w > § (1 — v +b), entonces
Hy ,(Ly,r) = M%—f Py w—1-pb L”T’l,c+%+f (ﬁg—v—ﬁvr) (1.46)

y sty estd en el conjunto excepcional de $, Hy , (L r) es un subconjunto del
conjunto de la parte derecha de (1.46)

(i1) Sea 1 < s < oo entonces Hy , € [Ly 1, L1—y,s]. =

Los resultados presentados en la Proposicién 1.6.1 mejoran los obtenidos en [6].
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SEGUNDA PARTE

La transformacion IH de Fox en los espacios L, con pesos (caso
general)

En esta segunda parte del capitulo primero obtenemos condiciones necesarias y
suficientes sobre, una medida 2 positiva de Borel sobre (0 , co) y una funcién v

medible no negativa sobre (0, co), para que la desigualdad L, pesada

([T mpr i@} <c{ [ v@l@ra)  rea,
se verifique. Asimismo, analizamos algunos casos particulares.

A lo largo de esta parte, supondremos que se satisface una de las cuatro condi-

ciones indicadas en la Seccion 1.5.

I.7 Desigualdades L, pesadas para la transformaciéon IH
de Fox

Damos en esta Secciéon condiciones sobre una funcién v y una medida de Borel 2

sobre (0, 00) que son suficientes para que la desigualdad (1.47) sea cierta.

Proposicién 1.7.1 Supongamos que Q es una medida Borel positiva sobre (0,00) y
que v es una funcidén medible no negativa sobre (0,00) que estd en L}, .(0,00).
Sil1<r<s<ooyexistex <a, b<f tales que

1
7

T L 1
By = sup {/ t_asdQ(t)} {/z t—ar’v(t)l_rldt} <00,
2>0 (Jo 0
[e.e] 1 o0 r!
By = sup {/ t‘bsdﬂ(t)}s {/1 t"”"v(t)l—“dt} <00,
>0 x =

entonces (1.47) se verifica.
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También si 1 < s <1 < oo y existen a < a, b < (3 tales que

1 h
7

h
B, :/0 {/Ow z“sdQ(z)} {/0 ,2:‘"1)(2')17"/cl:<:}S afar/v(x)lfr/da: < o0,

b b
Bj :/0 {/1 z_bsdQ(z)} {/ z_brv(z)l_r/dz}s = p(z) " de < o,

donde + =1 — 1 entonces (1.47) es satisfecha.

r

Demostracién: Consideremos inicialmente 1 < r < s < co.

Sea f € Cy. en virtud de (1.9) para cada a < a, b < 3 se tiene

() (@) sc{ @il + /1°°<xt>—brf<t>\dt} a0,

De la desigualdad de Minkowski se deduce que

{/000 {/01 t_a|f(t)|dt}sx—asdg(x)}i N

+ {/OOO {/loo t—blf(t)ldt}s:c‘bsdﬂ(@} |

Un sencillo cambio de variable conduce a

h= {/ooo {/o “|f<t>\dt}sac“dszm}i - { / h { / h h(u)du}stLSdQ(:c)}i

donde h(u) = u®2 ‘f (%)

{/ooo L) ()1 dQ(x)}s <c

=C(J1+ J2). (1.48)

, u > 0.

Por tanto el Teorema 4(1.3.1) [49] implica

1

I <C {/Ooo h(t)m(t)dt}’l‘ _cC {/OOO @) v(t)dt}r (1.49)

siempre que By < co. Aqui v1(t) = v (%) 2r=1)—ar 4 5 .
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Por otra parte, tenemos

s = {/OOO {/OO 75—1’\f(t)|azt}sg;—bsczgz(g;)}i _ {/OOO {/Owg(t)dt}sx_bsdﬁ(x)}i

siendo g(t) = "2 ‘f (%)

cuando By < o0

, t > 0. Entonces del Teorema 1(1.3.1) [49] se sigue que

nec{f °‘ﬂc;<t>’“v2<1e>mf}1 —c{[” |f<t>|7"v<t>chf}i (1.50)

donde vy (t) = v (%) t2r=2=br ¢ > 0.

Combinando ahora (1.48), (1.49) y (I1.50) obtenemos (1.47).

Cuando r = o0 0 s = 00 la prueba puede hacerse de un modo similar.

En el caso 1 < s < r < oo, (1.47) puede ser establecido andlogamente pero
recurriendo al Teorema 2(1.3.2) [49]. =

A continuacién presentamos algunos casos particulares de la desigualdad (1.47).
Nuestros resultados estan relacionados con conocidas desigualdades pesadas para
otras transformaciones integrales ([2], [28], [38], [39] ¥ [57]).

Establecemos ahora la Proposicién 1.5.1 como consecuencia de la Proposicion

L.7.1.

Proposicién 1.7.2 Sea a <1 —-—v <yl <s<oo. Entonces

CZ””} < o/ooox“|f(x)|dx, feco. (L51)

T

{[T]e e

Demostracién: Sil—~v < a < 3 se tiene

0 |

{/;o ts(l—v—a)—ldt}i H,g—a—wrlx[l . )(t)H =(s(1—v—a))s ,

@’ ootV 1dt

paracadaz >0y 1 <s < oo. Aqui || ||ov-14 denota el supremo esencial respecto
de la medida t771dt y x, representa la funcién caracterfstica respecto del conjunto

medible E.
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De un modo similar podemos obtener cuando a < b<1—vy 1< s < oo.

1
T s
ts(l—v—b)—ldt} Ht—b—”l / H < 00
Sup {/0 X0.4) D] i

Luego, de la Proposicion 1.7.1 se sigue el resultado deseado. m

Proposiciéon 1.7.3 Sean 1 < r < 2, a <0y % < (B. Siu es una funcion local-
mente integrable sobre (0, o) tal que [g u(z)dx < C|E|"7L, para cada conjunto
medible E de (0,00), donde como es usual |E| denota la medida de Lebesgue de E,

entonces

/°° w(z) H(f) ()| dz < C /Oo @) de, f € C. (1.52)
0 0

Demostracién: Nuestra prueba es andloga a la del Teorema 1 [2]. Sea 1 <r <

2. Definimos el operador
(Tf)(.il?): ) fECba

donde b = Q—ET

Ya que a < 0 < S, de (1.9) se sigue que $ es una funcién acotada sobre (0, c0).

Por tanto, de acuerdo con el Teorema 2 [2] obtenemos

u (z)dz < / ul(z)de <
/{x:|Tf(x)|>A} {x:u%(x)gg fooo \f(x)|d:c}
C o]
< [T i@, e,
0

De este modo concluimos que T es de tipo débil (1, 1), considerando los espacios de
medida ((0, o), dz) v ((0, o0), u(x)dx).
Ademsds, de la Proposicién 1.2.1 se sigue que IH es un operador acotado de

Ly (0, 00) = L1 , en si mismo, ya que a < % < (3. Por tanto
27

| @@ < ¢ [T if@Rds, £ e,

0
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y T es de tipo fuerte (2, 2) entre los espacios considerados.

El conocido teorema de interpolacion de Marcinkiewicz implica el resultado
deseado para 1 < r < 2. Finalmente observamos que cuando r = 1 entonces
JoZ u(z)dz < ooy (1.52) sigue inmediatamente, ya que o < 0 < [ recurriendo de
nuevo a (1.9). Ademds si r = 2 la funcién u estd en Lo, (0,00) y al ser a < % < B,

(I.9) implica (1.52). =

Obtenemos ahora condiciones sobre u que se deducen de (1.52).

Proposiciéon 1.7.4 Sea 1 < r < oco. Supongamos que una de las dos condiciones

que siguen se satisface:

(i) Existe jo € IN, 1 < jo < p, tal que _% > mdz {O‘v 1- %} Y
(allval)r--?(a;)vap)

>0 (1.53)

(b17ﬁl)7"'7(b¢bﬁq)

donde oy, = aj, + 1 yal = aj, 1 < j < p, j# jo;
(i) Existe jo € IN, 1 < jo < g, tal quelgﬂ > mdz {ﬂ, 17%} y

Jo

(alval)7---7(apvap)
inf [Hmn (o >0 (L54)
P.a
oot (51),10 (b))
donde b = bj, — 1 yb; =b;,1 <j<gq,j# jo
Entonces
a
/ u(z)de < Ca"', para cada a > 0, (I.55)
0

siempre que (1.52) se verifica.

Demostracién: Probaremos el resultado cuando (i) se satisface siendo
n+1 < jo < p. La prueba en los otros casos puede ser hecha de un modo

similar.
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Es fécil ver que
d (allval) 7777 (a;lnvap)
. %o Hp”?’é" %o =
(bla/al)v"ﬂ(bq’ﬁq)

(C"l:al)"“)(apfap)
_ xf(ajo +1) ngzln xajo , X >0 (]:56)

(bl7ﬁl)7'--7(bqvﬁq)
dondea}0 = aj, + 1ya3- =aj,j =1...,p, 5 # Jo.

Sea a > 0. Definimos

r %o ,0<az <l
fa(z) =
0 , x> 1
Usando (1.56) podemos escribir
1 _ %o T %g (a1,21),...,(ap,ap)
- [ e (o)
" (b1,81)-,(bq,Bq)

Zjo. £) %o
(%) 4 — ™ %o HM | %o
0 dv 2

(af,01),.--,(ah,00p)
dv =
(b1,61),--»(bg,Bq)
) z (a,17a1),---7(a/p706p))

j— . @ L7 3
= —a] a J0 H , —
(blyﬁl)v":(b‘bﬁ‘Z)

al ser

(af,01),,(ap,ap)

Tim v 1 | % ~ 0. (L57)
(b1,61),---,(bg,84q)

Ya que o < —Z% para probar (I.57) es suficiente tener en cuenta (1.9). Por tanto
0

de acuerdo con (I.53) podemos escribir

Cu)de < C [ uta) g | 2
/0 u(z)de < ; u(z) Hyl (a

_c <aj0 an'O> /0 w(z) TH(f,) ()] dz

T

(a’l,al),.,.,(a;,ap)
dr =

(b1751)7"'7(blbﬁq)
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Luego, de (1.52) se infiere

% 7(aj0+aj0)r

a _ %g”
/ u(z)der < Ca “o / x %o drx=Ca "t
0 0

De este modo la prueba termina. m

Noétese que si r = 1 (I1.55) implica que u es integrable sobre (0, o). Cuando
r = 2, u es acotada sobre (0, co) cuando (I.55) se da. Sir > 2 entonces u = 0
siempre que (1.55) sea cierto. En los casos 7 = 1y r = 2 la condicién (1.55) es

equivalente a la condicién suficiente impuesta en la Proposicién 1.7.3.

Procediendo como en §7 [2] no es dificil obtener condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre una funcién v ( andlogas a las presentadas en las Proposiciones 1.7.3 y
1.7.4 ) para que (1.47) se de, donde r = s € [1,2] y siendo 2 la medida de Lebesgue
sobre (0, 00).

B. Muckenhoupt [57] obtuvo condiciones suficientes sobre las funciones medibles
u y v que garantizan que la desigualdad (1.47) se da, con dQ2(x) = u(z)dz, cuando
la transformacién IH se sustituye por la transforamcién de Fourier. El estudio
también el problema inverso probando que en ciertos casos las condiciones a las
que haciamos referencia son también necesarias para que se verifique (1.47). P.
Heywood y P.G. Rooney [38] analizaron el mismo problema para la transformacién
de Hankel. Abordamos aqui la cuestién para la transformaciéon IH (nétese que esta
transformacion se reduce a la de Hankel para adecuados valores de los pardmetros).

Recordamos inicialmente algunas definiciones ( véase [38] ).

Para caday € IR, 1 < r < ooy v funcién medible no negativa sobre (0, c0),
el espacio L, ., estd constituido por aquellas funciones f medibles sobre (0, co)

tales que

T

I flly,o,r = {/Ooo |27 v(x) f(x)]" dx}f < 00 .

El espacio L, ., es de Banach cuando se considera sobre €l la norma || ||y v, ». Siu
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y v son funciones medibles no negativas sobre (0, co) se dice que (u, v) € A(r, s, d)
cond € Ryl < r, s < oo, cuando existen constantes positivas B y C para las

que
1

1 / 7
N T G
u(z)>Bw x v(z)<w | v(T) T
para cada w > 0.

En la primera parte presentamos algunas condiciones sobre los parametros in-
volucrados en la definicién de la funciéon ‘H de Fox que permiten extender la trans-
formacién IH al espacio £, , como un operador acotado de £, , en £1_, 5. Ahora
mejoramos aquellos resultados estableciendo condiciones bajo las cuales la transfor-

macién puede ser extendida a £ , » como un elemento de [L 4 r, Li—v u,sl-

Proposicion 1.7.5 Sea 1 < r < s < 00, >0ya < 1—v < B. Supongamos
que (u,v) € A(r,s,1—vy—0), cona < o < (. Entonces la transformacion TH

puede ser extendida a L o » como un elemento de [Ly o r, L1—y u,s)-

Demostracién: Es suficiente tener en cuenta que, por (1.9), [H(z)| < Cx™°,
x > 0, siendo @« < o < (. Usando esta tltima desigualdad en lugar de (2.5)
[38] v la Proposicién 1.4.1 la prueba del resultado requerido sigue como la del
Teorema 1 [38].

Ademids este aserto puede ser también establecido recurriendo a la Proposicién
I.7.1 yaquesi (u,v) € A(r,s,1 —y—o)siendoa < 1—v < fya < o < 3, entonces
las condiciones B; < 0o, ¢ = 1, 2, de la Proposicién 1.7.1 se satisfacen cuando se susti-
tuyen dQ y v por z77=9)5"Ly(z)5dx y por (179" 1y(z)", respectivamente. m

El resultado establecido en la Proposicion anterior corresponde a la Proposicion
1.4.1. De un modo similar pueden ser enunciados otros en relacién con las proposi-

ciones 1.3.1-1.3.4.
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Nos proponemos ahora probar un inverso (parcial) para la Proposicién 1.7.5.

Necesitamos previamente establecer lo siguiente.

Lema 1.7.1 Sean 1 < r < s < oo y 0 < v < 1. Supongamos que u y v son
funciones medibles no negativas sobre (0, co) siendo u decreciente, xhr%o u(x) = 0
y v creciente. Asumamos también que

(a17a1)1"'7(a1)7ap)
inf H" | @ >0 . (1.58)
O<e<l (blzﬁl)v"'r(bqvﬁQ)

Entonces existe B > 0 para la cual
sup {x : u(x) > Bw} - sup {z : v(z) < w} <1,
para cada w > 0, siempre que IH sea un operador acotado de L., o » en L1~ 4 -
Demostracion: El resultado quedara probado desde que veamos que si
sup {x : u(x) > Bw} - sup {z : v(zx) < w} > 1

para algin w > 0, entonces B es menor que una constante positiva tnicamente
dependiente de 7, sy 7.

Sean B, w > 0. Por simplificar denotamos
M = M(B,w) = sup{x : u(xr) > Bw} .

Ya que lim wu(z) = 0, M(B,w) < oo. Supongamos ahora que

r—00

M(B,w).sup {z : v(z) < w} > 1.

Definimos la funcion

1 ,siO<x<M

0 , st x>
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Es claro que f € L, ., teniéndose que

1 1 1 1

—_— d ™ _— T
o= 4 [T ee@r S0 < d Mo tay =
0 93 0 M7 (yr)*

(L59)

/]

al ser v creciente. Por tanto IH f € Li_ 4, s y teniendo en cuenta (1.58) y que u

S di s >
T il
1 o 1
* Mo M7 (s(1=7))>

||IHf||1—%u7s < CHfH%v,T' (1‘60)

es decreciente podemos escribir

M
L f iy e > 3 [

> ) b

Adems3s

27 u(x) /oﬁ H(zt) dt

Combinando (1.58), (I1.59) y (1.60) se concluye que

1
s

Cls(1—7)]

B < .
(yr)r

y la prueba queda completa. m

Proposicién 1.7.6 Sean 1 < r < s < ooy 0 < v < 1. Sean u y v funciones

medibles no negativas sobre (0, co) wverificando las siguientes propiedades: u es

1\ "
. . ) x 7 dx
decreciente, mhmoO u(x) = 0, v es creciente y/ @) — < o0, para
- (z) <w v x

cada w > 0. Entonces (u,v) € A(r, s, 1—7) siempre que IH sea un operador

acotado de L . en L1~ o, s Y se satisfaga (1.58).

Demostracién: Sea w > 0. Definimos la funcion

r—1
a2 T v(z)™ st 0 <o) <w

folz) =

0 , de otro modo .
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No es dificil ver que

, 1

27" de |7

£l = 4 do |
v(@)<w | v(x) x

Por tanto f, € Ly 4 . Ya que IH es un operador acotado de L , » en Li_ 4 s

se tiene

||]I_IfUJH1—’y7u7s é C wa|

YH,U,T

Entonces

s d %
(oo o rma ol 2 < s,

i v dx :
=¢ {/v(l’)<w (WE)) 9«“} ’ (L61)

donde B es la constante dada por el Lema 1.7.1.

Ademis, de acuerdo con el Lema 1.7.1, siw, z,t > 0, u(z) > Bwyv(t) < w,
entonces

xt < sup {x : u(x) > Bw} sup {t :v(t) < w} < 1.

Luego de (1.58) se sigue

-

U= o |27 ) T () ()] )7 =

yr—1
1—r

s 1
o177 u(x) fv(t)<w 1= H(at)v(t)" dt df} > (1.62)

= {fu(w)>Bw

> C {fu(x)>Bw |x1_7u(w)|s dzi}

De (1.61) y (1.62) inferimos ya que (u,v) € A(r,s,1 —~v). =

S.A. Emara y H.P. Heinig [28] establecieron teoremas de interpolacién (Teoremas

1y 2 de [28]) que les permitieron estudiar las transformaciones K y de Hankel en
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ciertos espacios L, con peso. Pueden ser utilizados también dichos teoremas de
interpolacién para obtener desigualdades del tipo (1.47) para la transformacién TH.
Ese serd nuestro ultimo objetivo de esta Seccién.

Creemos conveniente recordar algunas definiciones antes de establecer los re-
sultados. Sean u y v funciones medibles no negativas definidas sobre (0, o) y
denotemos por u* y (%)* los reordenamientos decrecientes equimedibles de u y %,

respectivamente. Decimos que (u, v) € F s slempre que

1
1

s [[Fwwra) ([ 0] @) < ao

se verifique para cada 1 < r < s < o0, y cuando se satisfagan las condiciones

[ s {10 o )} [y @) <
(1.64)
/Ooo {{/100 [zt—éu*(t)rdlt}i {/:O [t—% (11)) (t)]T/ dt}:’}h [x—é (i) () r de < o0
(1.65)

donde% = % — %,paracada1<s<r<oo.
Ademas si se satisfacen (1.63) o (1.64)—(1.65) con u* y (%)* reemplazadas por u

y %, respectivamente, decimos que (u, v) € F, 4, en cada caso.
Proposicién 1.7.7 Sean1 < r, s < oo, a < 0 y% < (. Entonces
{/ () TH(f) ()] dx} < c{/ (@) f(@)]" d:c} Cfecy,  (166)
0 0
siempre que (u,v) € F.
Demostracién: Ya que a < 0 < (3, en virtud de (I.9) podemos escribir

sup |IH (f C/ x)ldx, f € L1(0, 00).

x>0
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Por tanto IH es un operador acotado de L1(0, 00) en Ly (0, 00).

<

N[

Ademsés, IH es un operador acotado de L2(0, co) en Ly(0, 00) ya que o <
B (Proposicién 1.2.1).

Si (u,v) € Fg entonces (1.66) sigue inmediatamente de los Teoremas 1y 2 de
[28]. m

Probamos a continuacién un inverso (parcial) para la Proposicién 1.7.7. Noétese

que no hacemos ninguna hipdtesis sobre la monotonia de las funciones pesos u y v.

Proposiciéon 1.7.8 Sean 1 < r < s < 0o yu y v funciones medibles no negativas
sobre (0, 00). Asumamos que (1.58) es cierto y que [y v(z)™"dx < oo, para cada

w > 0. Entonces (u, v) € F, s siempre que (1.66) se de.

Demostracion. Sea w > 0. Definimos la funcién

/

viz)™" st 0<z<w
folz) = {

0 , 81 & > w .

De (I1.58) se deduce

S
dr >

| e m () @l ar = [
> /oi de > C /oi u(z)’dx (/va(t)”ldt>S .

Ademas,
[ 1@yl de = [*o@) s
0 0

u(@) /O " H(at) £ (t) dt

u(z) /0 M) o) dt

Por consiguiente, ya que (1.66) se verifica obtenemos

Ujuw% Uff“(wdt)ji =¢ (/owv@wdt)i

Se concluye de aqui que (u,v) € Fr 5. =
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Una nueva férmula de inversion para la transformacién integral
de Hankel en espacios L, con peso y de distribuciones
Obtenemos en esta trecera parte una nueva férmula de inversiéon para la tran-

formacion integral de Hankel definida por

mAfw) = [ T2 Cy(ay) fa)dn, feCy, (167)

donde la funcién O, (z) = 272, (2y/2), z € (0,00), es la conocida usualmente como
funcién de Bessel-Clifford (véase [36]). La transformacién h, es también conocida
como transformacién de Hankel-Clifford ([6], [36] y [48] entre otros).

La transformacién integral de Hankel puede presentar otras formas distintas de
(I.67) ([71], [73] y [84] por ejemplo). En cualquier caso, los resultados probados
para h, pueden ser obtenidos para estas otras formas modificando adecuadamente
los conseguidos para h,.

Para cada k € IN — {0} introducimos el operador H}, ; definido por
v [F] = /Oo ¥ _n <k+ v+ 1: —yt) F(y)dy , € (0,00)
,t 0 F(I/ i 1) ’ ’ k‘ ’ ) ’
siendo 1 F} la funcién hipergeométrica confluente ([72]).

En la Seccién 1.8 investigamos condiciones bajo las cuales la férmula de inversién

lim B, (B f] = /(1) (168)

se verifica. Consideraremos funciones f que estan en ciertos espacios L, pesados que
a continuacién precisamos y el limite sera entendido puntualmente o en los espacios
tipo L, considerados.

Sean 1 <p < ooy v € IR. El espacio L esta constituido por aquellas funciones

medibles f sobre (0, 00) tales que PR T f € Ly(0,00). Sobre Ly consideramos la
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norma natural
vyl 1
| flp = H$2+4 wfllp, f€ LZ )
donde || |, denota la norma usual en L;(0,00). Denotamos por L el espacio

formado por las funciones f medibles sobre (0, 00) tales que ERS T f € Ly(0,00).

La norma que definimos sobre L es
Z+§,l v
V’f’p:HxQ 4 2pf”p7 f€£p~

En la Seccién 1.8 estudiamos la acotacién de la transformacién h, entre los
espacios de tipo L, considerados. Se da en la Seccién 1.9 una caracterizacion, en
términos de los operadores HZJ? el recorrido de h, sobre los espacios Ly y L.
Finalmente en la Seccién 1.10 se prueba la validez distribucional de la igualdad (1.68).
Concretamente, demostramos que si f es una distribucién de soporte compacto en
(0, 00) entonces (1.68) se da cuando el limite es entendido en el espacio de Schwartz

D'(0, ).

1.8 Un operador de inversion para la transformacién de
Hankel

En esta Seccién establecemos algunas condiciones bajo las cuales los operadores
Hj , conducen a la férmula de inversién (I.68) para h,.

b

Necesitamos previamente establecer algunos resultados que presentamos a modo

de lemas.

Lema I.8.1 Sean 1 <p<2yv > —%. La transformacion de Hankel h, puede ser

extendida a Ly como un operador en {Lg , E;,]

Demostracién.- Es suficiente tener en cuenta (1.13), (I.14), y el Teorema [23] p.

180 y aplicar el teorema de interpolacién de Riesz-Thorin. =
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Lema I.8.2 Sean 1 <p <2 yt e (0,00).

(i) Si —3 <v <k entonces

Jo° 71“(311)1F1 (k + v+ 1; —‘%t) ho (f)(y)dy = 69
.69

k+1 kx
k 1 — =z
= (&) A fooate ¥ flw)da,

para cada f € Ly y k € IN—{0}.
(i) Si—3 <v< %—I—% entonces

t/ooo F(Vyil)lFl (v + 1 —ty) ho (f)(y)dy = /OOO e i fla)da,  (LT0)

para cada f € Ly.

Demostracién.- Probaremos (7). La demostracién de (i¢) puede hacerse de

forma similar . Sea f € Cy. De acuerdo con (8.6.(14)) [32] podemos escribir

/OOO ﬁlf‘l (k: L+ —f) ho () (y)dy =

_/0 NS (k+1,u+1, k) [ 20, () f )y =

SN ot _
| r@a | F(y+1)1F1(kr+1,V+1, ) Culay)dydo =

=13 g/o ze” "t f(z)dr , te (0,00)y ke IN—{0}.
El intercambio en el orden de integracién est4 justificado ya que en virtud de (1.13),

(I.14), (I.15) y (1.16) podemos concluir que

AN Ey

De este modo probamos la igualdad (I1.69) para cada f € C.

dxdy < 00 .

t
w3 (k +Lv+1; —i) 2VCy(xy) f ()
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Para finalizar la prueba es suficiente ver que los dos términos de la igualdad

(1.69) definen funcionales acotados sobre L. Para cada f € Ly, se tiene haciendo

uso de la desigualdad de Holder

M1 oo z
‘(t) E/o xke*%f(x)dm

k+1 00 v Ip/ 2
<(5) 7w { [ e )
t P S

para cada k € IN — {0} y ¢t € (0,00). Por tanto, el funcional

Ti(f)= |- —/ ¥ f(x)dx, f € L, es acotado en LY.
t k! Jo p p
Por otra parte, en virtud del Lema 1.8.1 y recurriendo de nuevo a la desigualdad

de Holder, para cada f € Ly obtenemos

/OOO F(yy:_l)lFl (k+ Liv+1; —f) hy(f)(y)dy’ <

vy 1 1 p ?
/OO y: ¥ 4F(k:—|—11/—|—1 yt) d lhofl ., ., <
< e . 27 ,
Vo | T+ D 11 ; Tk Y villp =
1 1 p 1
c ©lyre RTINS
< . .7
-~ |f|p,1/ /0 F(V+1) 141 ( + ,I/+ ) k) y 9

para cada k € IN— {0} y t € (0,00). Ademads, de (I.15) y (I1.16) se deduce que

r

y por consiguiente la funcional definida por

es acotada sobre L; .

1

y? e yt\ |
L——— ) <k+1;u+ 1;—k>

d
T +1) Y < 0

La prueba de (i) queda asi completa. m

Lema I.8.3 Sean 1 < p <2, ¢q>2yv > —%. La transformacion de Hankel hy,

puede ser extendida a Ly como un operador acotado de Ly en Ly. También h, puede

ser extendido a Ly como un operador acotado de Ly en Ly.
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Demostraciéon:Estos resultados pueden ser establecidos como consecuencia del
teorema de interpolacion de Marcinkiewicz procediendo como en la prueba de la

Proposiciéon 1.7.3. =

Lema 1.8.4 Sean ¢ > 2 y t € (0,00). Si f € Ly, (1.69) se verifica para cada

k € IN— {0} siempre que —1 <v <k y (L70) se satisface cuando —5 <v < 1+ %.

Demostracién: La prueba puede ser realizada como la del Lemma 1.8.2 ha-
ciendo uso del Lema 1.8.3. =
Presentamos en la siguiente proposicién condiciones bajo las cuales (1.68) es

valido puntualmente.
Proposicién 1.8.1 (i) Si1l<p<2, —% <v< % — % y f € Ly entonces

lim HY , [h, f] = f(t) (I.71)
k—oo
para cada t € (0,00) que esté en el conjunto de Lebesgue de f.

(i) Si2 < q< oo, —% <v< %—}—% y f € Ly entonces (1.71) se verifica para cada

t € (0,00) que esté en el conjunto de Lebesgue de f.

1

Demostracién: Sea f € L donde 1 <p <2y —% <v< % -5 Para cada

t € (0,00) y k€ IN— {0} siendo v < k, en virtud del Lema 1.8.2 se tiene

Hy , (b f] = /OOO ﬁ

B (k IETY —f) () () dy =

donde g(s) = [y7 e f(t)dt, s € (0,00), y L representa el operador Post—widder
definido en la introduccién (véase [77]).

La desigualdad de Holder conduce a

(o9} S8 v_1 1P
/ e~ st |f(t)| dt < {/ ’e—stt_f_z-f-%
0 0

IS
~
——
L
—
0\8
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También sabemos que f € L'(0, R), para cada R > 0.

Por tanto por el Teorema 6.a [77] implica que
lim Hy, [h, f] = f(1)
k—oo

para cada t € (0,00) que esté en el conjunto de Lebesgue de f.

De este modo (i) queda probado.

Para demostrar (i) podemos proceder de un modo similar usando el Lema 1.8.4
en lugar del Lema [.8.2. =

Analizamos ahora la convergencia en norma p en (1.68).

Proposicién 1.8.2 Sea v > —%.

(i) Si1l<p<2, para cada f € Ly tenemos

lim HY, [, f] = f() . en L.
(i) Si 2 < q < oo, para cada f € Ly,

I Y (huf) = 7(0) e £

Demostracién: Como en las proposiciones anteriores probaremos ahora (i) ya
que el aserto en (i7) puede ser probado de forma similar.
Sea f € Ly, v > —1 vy k € IN— {0} siendo v < k. El Lema 1.8.2(i) permite

escribir

k 1

k+1 00
=10 = (5) g [t @) - e, te 0,00

Por tanto, usando la desigualdad de Holder obtenemos

g - o] <{ (5) 7§ [Tk F i - sor ] e 0.0
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Haciendo sencillas manipulaciones sigue

p

| g b - o)

k+1 poo /, oo
N A AN ORY O
Kkl oo 1 g %
== / t(fﬁ—%)p/ e Rk | f(tu) — F(O)P dudt =
. 0 0
kk’-l-l 00 0 ry, 11
= / e*’wu’f/ tBH13)P | £ty — F(O)P dt du
. 0 0

Procediendo ahora como en la prueba del Teorema 3 [62] se concluye que

Y, [ f] - F(2)

— 0, cuando £k —00. =
v,p

1.9 Representaciéon de funciones como transformdas de
Hankel de ciertos espacios L, con peso

En los lemas 1.8.1 y 1.8.3 fue probado que la transformacién h, puede ser exten-
dida a Ly como un elemento de {LZ , EH, para cada 1 < p < 2,y a Lf como un
miembro de [EZ , LZ}, cuando 2 < ¢ < co. Sin embargo h, sobre los espacios con-
siderados es una aplicacion sobreyectiva solo en el caso p = ¢ = 2. En esta Seccién
caracterizamos el recorrido de la transformacién de Hankel h, sobre Ly (1 <p < 2)
y £ (2 < g < 00) por medio de los operadores Hy ,, k € IN — {0}.

Inicialmente establecemos un interesante y ttil resultado de unicidad para la

transformacién 1/ sobre los espacios L, que consideramos.
Lema 1.9.1 Sean 1 <p<ooy f €Ly (Lg). Si

/0 Yy 1Fi(Lv+ 1, —yx)f(y)dy=0, x€(0,00),

entonces f = 0 en casi todo punto de (0,00), siempre que 0 < v < Ly

2
(0<u<%—%>.

1
p
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Demostracion:  Probaremos nuestro resultado para f € L; cuando

O<1/<%—i-l

> el correspondiente para f € L, puede ser visto de una manera

similar

En virtud del Teorema 3 [29] para cada f € Cj se tiene

ST R )y = [T eIy, e (0.00)
(L72)
donde J(F)() = s [~ (=) fu)du  y < 0.20).

Ademds cada miembro de la igualdad (I1.72) define un funcional acotado sobre
L}, para cada z € (0,00). Por una parte teniendo en cuenta (I.15) y (1.16) y usando

la desigualdad de Holder obtenemos para cada f € Ly

ooy P (Liv + 15 —ya) f(y)dy| <

=

P

ST

v_ 1,1y /
<{ s LR G+ L) g} 1l < Clflp

siempre que 0 < v < % + %.
Por otra parte, de acuerdo con el Corolario 3.1 [65] concluimos
1
o0 o0 V2 (2 G U P’
‘/ e_xyy”J(f)(y)dy‘ < {/ e—dfypy(g 4+2p)p dy}p |J(f)’p,, <
0 0 '
SCt|f|p,l/7 fELZa

1,1
cuand00<y<§+5.
Ya que Cp es un subconjunto denso de Lj la igualdad (I.72) se da para cada

JSR g
oo

Sea ahora f € Lj tal que Yy 1Fi(Lv+1;—yx) f(y)dy = 0,

o

x € (0,00). Entonces de (1.72) se sigue que

[" e sy =0, €050
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Por tanto, en virtud del Teorema 6.a [77] J(f)(y) = 0, casi todo y € (0,00), y del

Lema 3.4 [63] se infiere que f(y) =0, casi todo y € (0,00). =

Proposicion 1.9.1 Sean 1 <p <2 y0<v < % — St F e LZ, entonces existe

1
P

[ €Ly tal que F'=h, f si, y solo si, existe C > 0 para la cual

r

Demostracion: Sea F' € Ly,. Si F' = h, f, para algin f € Ly entonces de la

5w Hy R dt < 0, ke N {0}, (1.73)

Proposicion 1.8.2 se sigue que
lim Hy,[F] = f(t), enL).
k—o0 ’

Por tanto {Hzt[F]} es acotado en Ly, o dicho de otra forma (I.73) se

keIN-{0}
verifica.
Supongamos ahora que (I1.73) se satisface. Introducimos la funcién g definida

por
v

g(s) = 2/000 1F1 (1;7/-1- L; —:Z) ﬁF(y)dy, s € (0,00).

Para cada k € IN tenemos

dk k ) yV
|o—1-k F . . F
dskg(s) ( 1) k!s /0 141 (k; 17]/ 1a S> F(V 1) (y)dy) s € (07 CO),

ya que

1 d* 71 1 1
k 1+k . .- . . 1
D s g <$ 1F1 (LVH’ x)) =i (k+1’y+17 x> ’

para cada k € INy = € (0,00) ((2.1.4) [72]). La derivacién bajo el signo integral esté

justificada ya que aplicando la desigualdad de Holder y (I1.15) y (I.16) se tiene

<1y y
—  F 1; 1;.-Z2 | F <
/[) ’P(V+1)1 1<k+ 7V+ ) 8> (y)‘dy_

1
L m (ke )T LY
< . - .
>~ /() 1 1( + 7V+ ) S) F(V+1 Yy
Sl IR S p i
: / y2 1 W F(y)| dy, <oo,
0
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para cada k € IN, siempre que —= < v < 31

3

Por tanto Ly [g] = H} ,[F], k € IN— {0} y t € (0,00). En virtud de (L.73) existe

una sucesién {k%}ze v de enteros no negativos y una funcién f € Lj tal que

/ BT, [g]dt —>/ BT % f(1)dt , i — oo,
0

para cada § € Ly(0,00). Tomando () = t > 4+i6_8t, t € (0,00), donde

€ (0,00) obtenemos
/ e 5Ly, s[gldt — / e St f(t)dt , cuandoi — oo ,
0 0

para cada s € (0,00).

Por otra parte la desigualdad de Holder conduce a

v

1
) w11 p P
t2ti 2”Lk,t[9]‘ dt}p <

_Z+1+L
<Cgz 27472 gxe(0,00)ykeIN-{0}.

Luego

También [g(s)| < C s?2 2, s € (0,00), lo que implica que g(s) — 0, cuando
§ — 00, siempre que v < % —

De acuerdo con el Teorema 11(b), Cap.7, [77] concluimos

[e.e]

lim e "Ly, [gldt = g(s) = /0 e Stf(t)dt, s € (0,00).

i—o0 JQ

Definimos ahora G = h, f € Ly, (Lema 1.8.1). Asimismo definimos

g (s) = i/ooo 1F1 <1 v+1; —> P(y:Ll)G(y)dy, s € (0,00).

El Lema 1.8.2 (ii) nos permite escribir

g (s) = /OOO e f(t)dt = g(s), s € (0,00).

Por tanto en virtud del Lema 1.9.1 se infiere que F' = G en casi todo (0,00). =
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Proposicion 1.9.2 Sean¢>2 y0<v < %—i— %. S1 F € Ly entonces F' = h, f para

alguna f € Ly si, y sdlo si, existe C' > 0 tal que

r

Demostracion: Sea F' € Ly. Si F = h,f, para alguna f € L7. De la

iy P a <o, ke N-{o}. (L74)

Proposicién 1.8.2 (ii), se sigue que
lim Hy,[F] = f, en Ly,
k—o0 ’

de donde se deduce (1.74).

Supongamos ahora que (1.74) es cierto. Como en la prueba de la Proposicién

1.9.1 introducimos la funcion

_ 1y a1 Y)Y
o) = [Tam (e ) Py s e 0.00).

Derivando bajo el signo integral obtenemos
Lielg] = Hp[F], t € (0,00),

para cada k € IN suficientemente grande.

Del Teorema 11(b), Cap.7 [77] se deduce que

g(s) = /OOO e St f(t)dt, se€(0,00).

La prueba puede ser finalizada procediendo como en la prueba de la Proposicién

191. =

Proposiciéon 1.9.3 Sean 1 <p<2y0<v< % — %. Si ' € L entonces F' = hy f

para alguna f € Ly si, y solo si, existe C > 0 tal que

r

Demostracién: Este resultado puede ser probado de una forma similar a los

5w HyF) dt < C, ke N {0}

presentados en las Proposiciones 1.9.1 y .9.2. =
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1.10 Una nueva férmula de inversion para la transfor-
macion distribucional de Hankel

La transformacién h, de Hankel ha sido estudiada en espacios de distribuciones por
J.M.R. Méndez y M.M. Socas [48] y J.J. Betancor [7], entre otros.

Sea f € £'(0,00). Definimos la transformada de Hankel h},f de f por

(hf) () = (f(z) , 2"Ci(zy) ), y € (0,00) .

De acuerdo con el Teorema 6, [7] la funcién b, f es infinitamente derivable en (0, c0).
Ademads, en virtud del Teorema 7 [7] existe una constante C' > 0 y un entero no

negativo r tales que

[(h,f) ()| < Cy” (1+y") , ye(0,00). (L75)

En esta Seccién damos una versiéon distribucional para la féormula de inversién

probada en la Proposicién 1.8.1.

Proposicién 1.10.1 Sean v > —1 y f € £'(0,00). entonces
lim H, [1, f] = f(1)
k—oo ’

en el sentido de la convergencia de D'(0,00).

Demostraciéon: Debemos probar que

(Hi, [hf] 5 o(t)) — (f(t), 6(t) ), cuandok — oo,

para cada ¢ € D(0,00).

Nétese inicialmente que HY ; [h], f] es una funcién continua en ¢ € (0,00), para
cada k € IN tal que k > 2v+r, donde r es el definido en (1.75). En efecto, si k € IN,
siendo k > 2v + r, obtenemos de (1.15), (I.16) y (I.75)

/UOO’F(Vy:_l)1F1 (k+1;u+1;—?§:) (R, f) (y)’dy§
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00 y2u
<o L
— Jo T(v+1)

Sean ¢ € D(0,00) y 0 < a < b < oo, de manera que ¢(t) =0, t ¢ (a,b). Supongamos

t
1F1 (k?—i-l;y—i-l;—y

k)‘(1+y7")dy<oo.

que k € INy k > 2v + r. Podemos escribir intercambiando el orden de integracion

b
CHE, 0] 0(0)) = [ B ) o) =

= F(yl+1) /000 (W f) (v)y” /ablFl (k +Lv+1 _ykt> o(t)dtdy .

Nuestro objetivo es probar que
< b yt
/0 (hf) (v) y“/ 1 (k: +Lv+1; —k) o(t)dtdy =

= (@2 [y [

a

b
\Fy <l<:+ Lv+ 1;—%;) o(t)dtdy ) (1.76)

cuando k es suficientemente grande.
Ya que f € £'(0,00) existen C > 0, m € IN y un subconjunto compacto K C

(0,00) tal que

[( f,1 )] < Cméxo<p<p sup ’De (z7"())| , ¥ € E(0,00). (1.77)

zeK

Sea 0 < ¢ < oco. Tenemos que:
ey b yt
/0 (he,f) () y”/ 1F1 (k: +Lv+1 —k) o(t)dtdy =

e & y b nt
= Jim — > (W f) (W) yu,n/ 11 (k +Lv+1; —y“k) ¢(t)dt =
p=1 @

. L C “ v b Yun't
= lim <f(:1;) , T ;ZCV (a:yu,n)y#’n/ 1F1 k—i—l;y—l—l;—T <Z>(t)dt>

n—oo
pn=1
donde {yu,n}zzo representa la particién del intervalo [0, ¢] yun = p5, p=1,...,n,

para cada n € IN — {0}.



72 Capitulo I. La transformaciéon IH de Fox en espacios de tipo L,

Ademds tomando en consideracién resultados presentados en la pag. 69 [84]

obtenemos para cada ¢ € IN

c < v b Yunl
I, =Dl |[z¥=Y C, n / F (k: 1; 1;—“’”) t)dt —
7€($) T [$ n !;1 (scyu’ )y,u,n " 141 +Lv+ A ¢( )

c b
—x”/ C,,(xy)yy / 1 Fy (k +1Lv+1; _ykt) ¢(t)dtdy] —
0 a

< ve [0 Yun t
= (-1 {n > ot (@Ypn) Y / 1Fi (k +Lv+1— M]; ) o(t)dt —
p=1 @

¢ v+e b yt
- [ Cosetagy™ [ 111 (k+1;u+1;—k) o(t)dt |, € (0,00).
0 a

Por tanto I, ¢(x) — 0, cuando n — oo, uniformemente en cada subconjunto com-

pacto de (0,00), para cada ¢ € IN. De este modo hemos establecido que
c b yt
/ (hf) () y,,/ 1Fy (k: +1Lv+1; _k) P(t)dtdy =
0 a

c b t
= (s [ Gy [ 1A (ks I IRRT —i) B(t)dtdy )
0 a
Sea ahora ¢ > 0y ¢ € IN siendo ¢ < m. En virtud de (1.13), (I.14), (I.15) y (1.16)

podemos escribir

00 b
|De/ C’,,(xy)y”/ 1 <k+1;1/+1;y]€t) o(t)dtdy| <

0 b
< [ iCorutay)yt |

o
< C/ yu—i-Z—k—ldy , x€ K 7
(&

¢
Ly <k Flv+1: —Z) qb(t)‘ didy <

siempre que k > v + m. Por consiguiente de (1.77) sigue que

0 b
< f(x), x”/ Cy(zy) y”/ 1F1 <k‘ +Lv+1; —ykt> o(t)dtdy > — 00 ,cuando ¢ — o0 .

Ademds, de (1.15), (I.16) y (1.75) se infiere

dy <

I ‘(h’yf) s [[omi (ks 15 st
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< C/ (1 + yr) y2y—k—ldy )

Por tanto

dy — 0, cuando ¢ — o0,

/c‘” ’(h;f) () y” /ab i <k +Lv+l; ‘f) .

cuando 2v +r < k.

De los argumentos que hemos desarrollado concluimos que (I1.76) es cierto cuando
k es suficientemente grande.

Ademas, intercambiando el orden de integracién y usando (8.6.(14)) [32]

obtenemos
xy/ooc*(x) V/b F <k+1'y+1-yt)¢(t)dtd _
F(V+1) 0 v\TY)Y al 1 ) 3 L Yy =
- "/bgz)(t)/ooyyc,*( )F<k+1- +1-—yt>d dt =
= ; 0 F(V+1) v\TY)14'1 yV ) L Y —
b

_ Lk _kp

siempre que k sea suficientemente grande.
Recurriendo nuevamente a las sumas de Riemann podemos probar que

o) (5) g (f@) ok ar

(H, 0] o) = [

a

cuando k es suficientemente grande.

Por tanto de (10) [80] se concluye que

Jim (Hg, [hf] 5 0(0)) = (F(8), () ),

y la prueba termina. =



Capitulo 1I

Transformaciones integrales tipo
Watson en espacios de funciones
generalizadas

I1.1 Introduccion

J.A. Barrios and J.J. Betancor ([11] y [12]) definieron las transformaciones K, y de
Krétzel en espacios de funciones generalizadas empleando el método del operador
adjunto. La técnica desarrollada estaba inspirada en trabajos de A. Schuitman ([68]
y [69]) y B.L.J. Braaksma y A. Schuitman [21] y en ella la transformacién integral
de Mellin juega un importante papel.

En este capitulo modificamos el procedimiento seguido en [11] y [12] definiendo
nuevas transformaciones integrales en espacios de funciones generalizadas. Concre-

tamente investigamos transformaciones de la forma
W) = [ tetsar (IL1)

1 c+ioco

donde ¢(z) = 2—/ x °K(s)ds, para algin ¢ € IR, y siendo K una funcién
Tl Je—ioo

meromorfa con polos reales. Habitualmente las transformaciones integrales (II.1)

son llamadas de Watson o tipo Watson.

En la Seccién 2 introducimos nuevos espacios de Frechet de funciones analizando

75
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el comportamiento de la transformaciéon de Mellin sobre los mismos. La trans-
formcién W cuando K(s) tiene un crecimiento potencial al ser |Im s| grande es
estudiada en los espacios citados en la Seccion 3. Ello permitird definir la transfor-
macioén (I1.1) en los correspondientes espacios duales siguiendo la via del operador
adjunto. A continuacién investigamos las transformaciones W asociadas a funciones
K (s) con crecimiento exponencial cuando |[Ims| — oo. Finalizamos el capitulo
presentando algunos casos especiales de la teoria desarrollada.

A lo largo de este capitulo denotaremos por I al intervalo (0, 00).
II.2 Algunos nuevos espacios de funciones

Introducimos en esta Secciéon nuevos espacios de funciones sobre los cuales sera
investigada la transformacién de Watson en las secciones que siguen.

Sean (a,),-; una sucesién de nimeros reales tales que
inf {a, —apnt1:m € IN—{0}} >0
y (bn),~; una sucesién de nimeros reales tales que
inf {b,41 —b, : n € IN—{0}} > 0.
Ademds suponemos que a1 < by.

El espacio A ((an)peq , (bn)neq) estd constituido por las funciones complejas e

infinitamente diferenciables ¢ = ¢(z), = € I, tales que la cantidad

)( ¢ su -1 b4+ I | b — 1 d
‘. i+ bl

zel

i=1
i d
bi—ak41 ajt1—a;+1 2 ai
x
[T (a5 ) o)
7=1
0
es finita para cada ¢, k¥ € INy m = 0,1. Aqui y en el resto del capitulo H
i=1

se entiende como 1. El espacio A ({an}22; , {bn}52;) es dotado con la topologia
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generada por la familia {’yz’f k} de seminormas. Mediante procedimien-

K,keﬂ\r;m:(),l
tos habituales (véase, por ejemplo, A.H. Zemanian [84], p. 131, y A. Zayed [79] )
podemos probar que A ((an),—; , (bn),—;) es un espacio de Frechet.

Sea ahora € > 0 tal que by —a; > 2¢, apy1+€ < ap yby+e <bppr, n € IN—{0}.

)OO

n)pmeq s (bn)py) como sigue. Una funcién ® meromorfa

Definimos el espacio B, ((a

en € estd en Be ((an)pry , (bn)pey) si, y sélo si, satisface las siguientes condiciones

(i) ® es holomorfa en € — ({an}52; U {by}52 ;) v ®(s) tiene a lo sumo polos

simples en s = a,, y s = b,, para cadan € IN— {0}, y
¢ k
(i) wig(®)= 8;/161(1276) I[ s —b;) 1;[ s—aj)P(s)| < oo,
donde V¢(k,¢) = {s €C : ap41 +€ < Res < byy1 — €}, for every ¢,k € IN.
Consideramos sobre Be ((an)52 1, (b)) la topologia asociada a la familia de
normas {wzk}z,keﬂ\f Asi Be ((an)22; , (bn)p,) es un espacio de Frechet . No es
dificil ver que el espacio Be ((an)se; , (bn)oZ;) no depende de € siempre que € > 0,
by —ay > 2€, apt1+e€ < apyby,+e < by, para cadan € IN—{0}. Por ello en lo que
sigue denotaremos por B (a)32y » (bn)2S1) s Wi v V (K, €) a Be ((an)ss (bn) S,
Wiy Ve(k, ), respectivamente.

Como es bien conocido la transformacion integral de Mellin se define por

(M) (s) = /OOO Gt s € Q,

donde ) es un subconjunto del plano complejo asociado a ¢. La transformacién de
Mellin desempenard un papel fundamental en la teoria que desarrollaremos. A con-

tinuacién probamos que la transformacién M es un homeomorfismo de A ((an )51, (bn)n2)

en B ((an)fﬁ:p (bn)%ozl)

Proposicién 11.2.1 La transformacion integral de Mellin es un homeomorfismo de

A((an)pZy s (0n)pZy) en B((an)nZy 5 (bn)nly)-



78 Capitulo II. Transformaciones integrales tipo Watson en espacios de funciones generalizadas

Demostracién.- Sea ¢ € A ((an)22; , (bn)32;). No resulta complicado ver que

la funcién
@®%4WWM$—AMf”Mﬂﬁ (11.2)

es holomorfa en {s €C : a; < IRes < b1}. Ademads la integral en la parte derecha
de (I1.2) es absolutamente convergente en {s € C : a; < Res < b }.

Integrando por partes obtenemos

-1 [ d
D(s) = / g2l (x(l?“l“d) (x"¢(z))dx, a1 < IRes < by, (I1.3)
0 x

S —al

y la ultima integral converge absolutamente en {s € € : ag < IRe s < by }. Por tanto
la funcién ® puede ser extendida holomérficamente a {s €C : ag < IRes < b1} —
{a1} por la funcién definida en la parte derecha de (II.3). La nueva funcién que
seguiremos denotando por ® presenta en s = a; a lo sumo un polo simple.
Repitiendo el argumento se prueba que la funcién ®(s) puede ser extendida
analiticamente a una funcién meromorfa en € que continuaremmos representando
por ®. Esta funcién tiene polos a lo sumo en a, y en b,, n € IN— {0}. Ademas si

presenta algtin polo éste ha de ser simple. Obtenemos que

( 1)l~c+é

VA
00 d
_ s—b —1 bl —bl—Q—li .
B(s) = ; /0 w5 b 1_1(35 b dm)
1 (s—0) H s — a;) =

i=1

(xbl_ak+1 H <l_a3+1—a3+1dx) (;p%gj)(g;))) dx

J=1

se{selC : apr1 <Res <bpi1}— ({an}ﬁzl U {bn}ﬁzl) U, ke IN.

Luego para cada s € V(k,/) con k, £ € IN se tiene

l k 1
[Tt =00 IL 6= e #is)| < [l ian v o)+
i=1 j=1
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1 b

1 1 1
Vé,k(@ + boos — s Yor(9) < p [V%,k(ﬁb) + '72,k(¢)} .

IRes — apy1

Se concluye entonces que

Wi (@) < % (7ix(®) +704(@) ), Lk €.

De este modo se prueba que la transformacién M es continua de A ((a,)52; , (bp)5e ;)
en B ((an)iZy  (bn)pZi)-
Sea ahora ® € B ((an)5%; , (b,)52;). Definimos la funcién
1 c+io0
(T®) (z) = p(z) = —/ x *®(s)ds, x €1,
21 Je—ioco
donde ¢ € (a;, b1). El teorema de los residuos de Cauchy nos permite ver que la
ultima integral es independiente de ¢ siempre que ¢ € (a1, by).
Derivando bajo el signo integral obtenemos
k

¢
d d
m(a b b; b;+1 bi—a a; a;+1 a
g™ @k1=ber 1) I | (x + ) (:1: R | I (w AR lm) (x 1¢>(x))) -

i=1 j=1

(_1)k+€ c+ioo 4 k
= . / 2@k r1=bey1)—stbega H (s —b;) H (s —aj) D(s)ds,
2mi Je—ioo i=1 j=1
para cada x € I, £, k € IN, y m = 0,1. La derivaciéon bajo el signo integral estd
justificada ya que ® € B ((an)22q, (bn)52 ;).

Fijamos /¢, k € IN. De la igualdad anterior se deduce haciendo m = 0 que

<

ﬁ (xb1-+1—bi+1;;> (;Ubl—ak+l ﬁ (x“f“_“j“ci:) (xald’(x)))

i=1 j=1

1 Foo 1
<
T 27 Jeoo [(cHit = beta) (¢ + it — beya))|

dt Wet2,k ((b) y T € (07 1) ) (114)

ya que ¢ < byiq.
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Por otra parte, para cada x € [1, c0) y R > 0 tenemos

¢ k
1
— s —b; s—a;) T ®(s)ds =
i o 11 =) (5)
¢ k
= Res H (s —b;) H (s — aj) x5 Toe1®(s) ;5 = by (IL.5)
i=1 j=1

donde I'i es el camino cerrado de la Figura 1 y ¢; lo escogemos en el intervalo

(bet1, beya).

| |
| |
| |
| |
‘ | L ‘
t Tt — +
a | by bey1  beyo
| |
1 l Figura 1
| |
| |

Ademss, si denotamos por Lg, el camino con parametrizacién
s(t)=t+iaR, telcal,

para a = 1, —1, podemos escribir

1 [a
< ﬁ/ g tber gt Weiok (Q)) — 0, cuando R — oo,
c

para o =1, —1.

Por tanto haciendo R — oo en (I1.5) se concluye

c+100 £ k
! /C " g5 Tber H (s — bi) H (s —aj) P(s)ds =

27('2 — 100 i=1 j=1



11.2. Algunos nuevos espacios de funciones 81

1 c1+100 ¢ k
=5 x5 then H s —b;) H s—aj) D(s)ds — (11.6)

219 Jey—ico i1

—Res

l k
H (s —b;) H (s —aj) o 5T0e1d(s); s = bg+1] .
i=1 j=1

También, ya que c¢; > bs1q, se tiene

c1+io0o L k
/ x5 then H (s —b;) H (s —aj) P(s)ds| <
€100 i=1 j=1
e ! d P IL.7
< . , t W , 1,00
_/_OO (o F it —boe) (e T it —beea) 2, (P) [1, o0) (IL.7)
Ademas,
¢ k
Res H (s —b;) H (s —aj) x5 Toe1®(s) ;5 = by (IL.8)
i=1 j=1
{41 k
= lign H (s —b) H (s — a;) 2 TH1D(s)| < Wpyip (@), z € [1,00).
ST i j=1

Combinando ahora (II.4), (I1.6), (IL.7) y (IL.8) inferimos

Y0,(6) < C1 [Werap (@) + Werr (@)] (1L.9)

para cierta Cy > 0.
Procediendo de un modo similar podemos probar que existe Co > 0 de manera
que

Vir(®) < Co[Wesok (D) + Weprp (V)] (I1.10)

De (II.9) y (I1.10) se deduce ya que 7 es una aplicacién continua de
Bl(an)r (b)) en A((an)2y s (bn)y).

Para terminar la prueba es suficiente tener en cuenta que 7 o M(¢) = o,
¢ € Allan)iZr, (bn)pZy) vy Mo T(®) = @, @ € B((an)yli, (bn)7Zy)-
(LN. Sneddon [73], p. 273). =
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Estudiaremos ahora un multiplicador entre espacios de tipo B ((an)5; , (b,)22)

que serd muy util en lo que sigue.

Proposicién I1.2.2 Sean (an;),., una sucesion de nimeros reales tales que
inf {an; — any1 : n € IN={0}} > 0 y (bny) o, una sucesion de nimeros reales
tales que inf{b,y1; —bp; : n€ IN—{0}} > 0, para i = 1,2. Suponemos que
a1; <brg, i=1,2.

Si K(s) es una funcion meromorfa en el plano complejo que satisface las condi-

ciones que se Siguen
(i) K(s) tiene ceros simples en s =1—ap1 ys=1—"by1, n € IN—{0},

(i1) K(s) tiene sus singularidades a lo sumo en s = ap2 Yy s =bp2, n € IN—{0};

ademds tales singularidades son polos simples, y

(iii) para cada subcongunto J compacto de IR existen My > 0, Y3 > 0 y ay € IR

tales que

|K(s)] < My|Ims|™ , cuando|Ims| > Yy IRes € J,

entonces la aplicacion definida por Tg (®) (s) = K(s)®(1—s) es lineal y continua de

B ((an1)aZr s (na)nZr) en B((an2)pis s (bn2)pi)-

Demostracién.- Sea ® € B ((an1)521, (bn1)p=1). Como es facil ver la funcién
K (s)®(1—s) es meromorfa en € y tiene como singularidades a lo sumo polos simples
ens=ap2ys=by2, neIN-{0}.
Sean ¢, k € IN y elijamos € > 0 suficientemente pequeno. Definimos
Vi(k, ) ={s€C : apr1;+e<Res < bpy1;—¢},i=12.

Escogemos también v, § € IN de manera que

Wik, 0) = {s €T : 1-s€ V2(k,0)} € V2(8,7)
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yl+k+a<~vy+ 3, donde « es la constante positiva ay dada en la hipdtesis (iii)
cuando J = [e+ 1 —bpy12, €+ 1 — a1 2]
Entonces en virtud de las condiciones impuestas a la funcién K existe una

constante C' > 0 para la cual

4

k
sup HS—bZQHS—GJQ Tr (D) (s)| <
SEV?(]C,K),L' 7j=1

L k
H(l—bi’Q H 1—(IJ2 K(I—S)
i=1 j=1

s sw 5 3
s€w?(k,l
cerld H (5 - bz 1 H — ay, 1
i=1 j=1
Y g
sup H (s —bi1) H (s —ajq1) ®(s)| <
s€EVL(B) |i=1 j=1
2 B
< C sup H (s —bi1) H (s —aj1) ®(s)].
s€ V(B |i=1 j=1

Por tanto la aplicacion 7x es continua de B((an1)5%;, (bn1)52;) en

B((an2)pZy s (bn2)pzy). =

Una inmediata consecuencia de la Proposicién 11.2.2 es la siguiente .

Corolario IL.2.1 Sean (an;);-; y (bpi)oe

nilpey » ¢ = 1,2, como en la Proposicion

11.2.2.

Si K(s) es una funcion meromorfa en el plano complejo verificando
(1) K(s) tiene ceros simples en s =1—an1 ys=1—b,1,n € IN—{0},
(i1) K(s) tiene sus singularidades en s = ap2 y s = b2, n € IN—{0}; ademds

tales singularidades son polos simples, y

(iii) para cada subconjunto J compacto de IR existen My > 0, Y3y > 0, ag >0 y

By > 0 tales que

1
e [Im s| < |K(s)| < My |[Ims|* | cuando [Ims| > Yy y Res € J,
J
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entonces la aplicacion definida por T (®) (s) = K(s)®(1—s) es un homeomorfismo

de B ((an1)pZy s (bn1)pZq) en B((an2)pZy , (bn2)ply). =
I1.3 La transformacién integral de Watson

En esta Seccién estudiaremos la transformacién de Watson (II.1) sobre espacios del
tipo A ((an)s2;, (bn)s2;) vy sus duales cuando la transformada de Mellin
K = M(t) de ¢ satisface ciertas condiciones de crecimiento y regularidad.

El principal resultado de esta Seccién es el siguiente.

Teorema I1.3.1 Sean (an;i)re; y (bni)rey % = 1,2, y K como en el Corolario
II.2.1. Suponemos que a = max{l —bi1,a12} < min{l —ay1, bi2} = b y que
para cada subconjunto J compacto de (a,b) existen My >0, Y3 >0 yay < —1 tales
que

|K(s)| < My |[Ims|™ | para [Ims|>Yjy Res €J.

Entonces la transformacion de Watson definida en (I1I.1), donde

1 c+1i00
t(r) = — x °K(s)ds, x €l (I1.11)
211 Je—ioo

con a < ¢ < b, es un homeomorfismo de A((an1)51,(bni)pry) sobre

A((an2)5%1; (bn2)nZq)-

Demostracién. Nétese que la integral en (I1.11) es independiente de ¢ cuando

c€ (a,b).
Sea ¢ € A((an)o2; , (bp)22,). Tenemos
o c+ico
W@ =5 [ o) [ @) K(s)asda, yer.

donde a < ¢ < b.
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Ya que / |p(x)|x™“dr < oo, cuando a < ¢ < b, el teorema de Fubini conduce a
0
1 c+100 s 00 e
W) =5 [ K™ [ é@ededs, yel.
Tt Je—ioo 0

Por tanto podemos escribir
W(d)(y) =M oTxo M()(y), yeT, (IL12)

donde M denota, como es usual, la transformacién integral de Mellin, y 7x es la
aplicacién definida en la Seccién 2.

El resultado deseado sigue ya de (II1.12) como consecuencia de la Proposicién
I1.2.1 y el Corolario I1.2.1. =

Establecemos ahora una igualdad de Parseval para la transformacién W.

Proposicién I1.3.1 Sean (an),~ 1 y (bni)oe =1,2, y K como en la Proposicién

n=1 1
I1.2.2. Asumimos que a = max{l —b11,1—bio} <min{l—a11,l—ai2}=by
que para cada subconjunto J compacto en (a,b) exiten My >0, Y3 >0 yay < —1
tales que |K(s)| < Mjy|Ims|™?, para [Ims| > Yy y IRes € J. Si Wdenota la
transformacion integral definida en (I.1), donde ¢(x) = l,/CHOO x *K(s)ds,

219 Je—ioo

con a < ¢ < b, entonces

/ S1(2)W (69) (x)da — / W (1) (2)2(x)dz (IL.13)
para cada ¢; € A((ani)ory, (bni)oey) , i =1,2.

Demostracién. Sean ¢; € A((ani)pet, (bni)ozy) , ¢ = 1,2 Ya que
1 c+i00

t(zr) = 50 x °K(s)ds, donde la integral es independiente de ¢ € (a,b),
Tl Je—ioco

en virtud de las propiedades impuestas a la funcién K, para cada ¢ € (a,b) existe

M. > 0 para la cual

| [T ier@ewraldedy < 3, [~ @l de [T a7 foate)] do.
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o0
Luego, al ser / x”¢¢i(x)|dr < 0o, i =1, 2, cuando ¢ € (a, b), sigue que
0

/°° /00 [p1(x) 2 (y)t(wy)| dody < oo,
o Jo

y aplicando el teorema de Fubini concluimos
|7 ar@w @) (@de = [~ a1@) [ tay)oay)dy do —

- [ ” 5a(w) /0 " (ay) 1 (2)da dy = / " o)W (61) (v)dy. m

Definimos la transformacién W’ de Watson sobre A ((a,)5; , (b,)5,), el es-
pacio dual de A ((an)52 , (bn)52;), como la traspuesta de la transformacién W. El

resultado que sigue es una consecuencia inmediata del Teorema II.3.1.

Teorema I1.3.2 Sean (an;i)or; ¥ (bni)reyq s @ = 1,2, K y € como en el Teorema
I1.3.1. Entonces la transformada de Watson W'f de f € A((an2)% , (bn2)32,)

definida por

<W,f7 ¢> = <f7 W¢> ) (b € A((an,l)zozl ) (bn,l)zozl) ) (11'14)

da lugar a un homeomorfismo de A ((an2)% 1 , (bn2)221) en A ((an1)2 , (bn1)32,)
cuando ambos espacios son dotados de las topologias débil * o con las topologias

fuertes . m

Una condicién suficiente para que A ((an1)521, (bn,1)521) sea un subespacio de

A((an2)2% , (bn2)32,)" es la que se recoge a continuacién.

Proposicién I1.3.2 Sean (ani),-; y (bni),—; como en la Proposicion II.2.2.

Supongamos también que a1 +ai2 <1 y b1+ b2 > 1. Entonces

A(an1)7Z1 5 (bn1)iiy) € A(an2)72y  (ba2)nls)
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en el sentido siguiente : cada ¢ € A((an1)5;, (bn1)5;) define un elemento de

A ((an2)02q, (bmg)?f:l)/ mediante

6 v = " s(@)(@)dn, € A((an2)Zr s (bro)y).

Demostracién. Sea ¢ €  A((an1)Zq, (bn1)32q). Para cada

e A((an2)iy, (bn2)ie;) se tiene

\ | s@wis

o0
+/ pbrb2 gy sup ‘tblvlqﬁ ‘sup )tb”w ‘
1 tel tel

1
< [armameda sup e o(0)] sup |t 2 (0) +
0 tel tel

Luego, existe C' > 0 tal que

<c <sup|tmw< )|+ supe2( >|>
para cada 1 € A((an2)l;, (bn2)sz1). Se prueba asi que ¢ estd en

A(an2)52y 5 (bn2)ily)" =
A la vista de la Proposicién I11.3.2 si ¢ € A((an1)52

n=1 >

(by,1)22;) podemos
definir la transformacion clasica de Watson W¢ vy la transformacion general-

izada de Watson W’¢ . Probamos ahora que ambas coinciden como elementos de
A((an1)5Zy s (bn1)7ty)"

Proposicién I1.3.3 Supongamos que (ani)oeq y (bni)ooyq s @ = 1,2, K y t satis-
facen las condiciones del Teorema I1.3.1 y de la Proposicion I1.3.1. Ademds asumi-

mos que ai1+a12 < 1 yby1+b12 > 1. Entonces para cada ¢ € A((an1)52y, (bn1)s2q)

(Wo, ¢) = (o, Wi) , ¥ € A((ana)nZs s (bni)nZy)-

Demostracién. Sea ¢ € A((an1)pei, (bn1)5e). De acuerdo con el Teorema
I1.3.1, W € A((an2)5e; , (bn2)se;). Por tanto, de la Proposicién I1.3.2, se infiere
que Wo € A((an1)5%, , (bn1)2;) siendo

Wo,v) = [ W@z, v € Allan)izr s Gua)ity).
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La prueba se termina haciendo uso de (IL.13). m
La transformacion W puede verse entonces como un caso particular de la trans-

formacién W"'.

II.4 Otras transformaciones tipo Watson

En la Seccion 3 estudiamos transformaciones de Watson cuyos nicleos ¢ tienen una
transformada K = M(¢) de Mellin con crecimiento potencial cuando
|Im s| — co. Aqui inspirados por los trabajos de A. Schuitman [69] y J.A. Barrios y
J.J. Betancor ([11] y [12]), extendemos los resultados anteriores a otras transform-
ciones tipo Watson con nicleo ¢ cuya transformada K(s) = M(€)(s) de Mellin tiene
crecimiento exponencial cuando |[Im s| — oo. Las pruebas de la mayor parte de
los resulatdos de esta Seccién son similares a los de la precedente y por ello seran
omitidas.

Sea (ay,);. | una sucesién de nimeros reales tales que inf {a,, — ap41 : n € IN} >
0y sea (by),-, una sucesién de nimeros reales tales que inf {b,41 — b, : n € IN} >

0. También suponemos que a; < b;. Para cada 6 € (0, ) definimos
Go={zeC: |Argz| <0}

donde, como es usual, Arg x denota el argumento principal de = € C. G} representard
el interior de Gy. Nétese que 0 ¢ Gy.

El espacio A% ((a,)2%, , (b)) esta constituido por todas aquellas funciones
¢ = o¢(x) , © € Gy, que satisfacen las dos condiciones que siguen:

m

(i) ¢ es holomorfa en Gy y d—mgﬁ puede ser extendida con continuidad a Gy, para
T

cadam e N, y
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(ii) Paracada ¢, ke Ny m =0, 1,

m V4

= d
9, m(a —b bi1—bi
Velk () sup |z"@k1=ber1) H (x 1 de>

z€Gy

i=1
b b o d
o] (a1 ) (e | | < o0

A% ((an)22y , (b,)%%,) es dotado de la topologia generada por la familia
{72:17:}£ keN. meo.1 de normas. De este modo A% ((a,)3%; , (b,)3% ;) es un espacio
de Fréchet.

Sea ¢ > 0 tal que by — a1 > 2€, apt1+€ < an y by + € < b1, n € IN—{0}.
BY ((an)22 , (by)S;) consta de aquellas funciones ® meromorfas sobre € que

satisfacen

(i) ® es holomorfa en € — ({an}52; U {b,}52 ;) teniendo en s = a, y s = by,

n € IN— {0}, a lo sumo polos simples, y

(ii) para cada ¢,k € IN,
l k
Wyp (@) = sup H s —b;) H s —a;) ®(s)efImsl| < 00, (I1.15)
SE‘/e(kve) 1= :

donde V¢ (k,¢) es el conjunto definido en la Seccién 2.

Sobre BY ((an)22, , (b)) consideramos la topologia engendrada por la familia
{w%’i}é,keﬂ\f de normas. B? ((a,)S, , (b,)22,) es un espacio de Fréchet. Como
en la Seccién 2 puede probarse que el espacio BY ((a,)%%; , (b,)2%;) no depende
de € > 0 siempre que by —a; > 2¢€, apt1 +€ < ap y by + € < byy1, para cada
n € IN — {0}. Por ello escribiremos en lo sucesivo BY ((a,)2%; , (b,)3%,) ¥ wzk
01T s|

en lugar de BY? ((a,)5; , (b,)22,) vy w“ Ademas si en (I1.15) sustituimos e

por ¢?I5 entonces la familia de normas resultante genera la misma topologia que

‘i)
w .
{ kS keIN
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Los dos resultados que presentamos a continuacion pueden probarse de un modo

similar a los correspondientes establecidos en la Seccién 2.

Proposicién 11.4.1 La transformacion integral de Mellin es un homeomorfismo de

A? ((an)ply, (bn)Zy) sobre B ((an)iZy, (bn)iZy). =

o0
n=1’

Proposicién I1.4.2 Sean (an;).—; y (bn,i) i = 1,2, como en la Proposicion

11.2.2. 51 K es una funcion meromorfa en € que satisface

(1) K(s) tiene ceros simples en s =1—an1 ys=1—"by1, n € IN—{0},

(ii) K(s) es holomorfa en €' — ({an2}oe; U {bn2}52,) y tiene polos simples en

S=ap2Yys=byo, neIN—{0}, y

(iii) Existe o € (—0 , m — ) tal que para cada subconjunto J compacto de IR existen

M3z >0,Y3 >0, ay € IR y B3 € IR para los que

1
o Hmsl™ <K (s)] el < My [Im s
J

cuando [Ims| > Yy yIRes € J,

entonces la aplicacion definida por (Tx®) (s) = K(s)®(1 —s) es un homeomorfismo

de B ((an1)pZ1s (bna)pZy) en Bt ((an2)pZis (bn2)pZy). =
El resultado fundamental de esta Seccion es el siguiente.

Teorema I1.4.1 Sean (an;)re i, (bni)oey, @ = 1,2, y K como en la Proposicion
I1.4.2.  Supongamos que 0 < a < m—0 y que a = mdz{l —bi1,a12} <
min{l — a1, b12} =b. Definimos

1 c+1i00
t(z) = / z °K(s)ds, z € Gy

= — ,
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donde a < ¢ < b.

Entonces la transformacionintegral W* definida por

W* (6) (z) = © /O ot B(u)p (z) du, z € Gy, (IL.16)

X

donde |¢] < a y |Argz — €| < 0, es un homeomorfismo de A% ((an1)%% , (bn1)3%4)

en A6+a ((an,2)%o:1 ’ (bn,Q)OO ) Ademds W* (¢) (LL’) =W (¢) (LL’), para cada v € L.

n=1

Demostracién. Sea ¢ € A% ((a,)5; , (b,)3% ;). La integral en (I1.16) no de-
pende de ¢ siempre que [{| < a, |[Argz — §| < 0y x € G, ,. En efecto, para
cada R > 0 denotemos por I'g el camino que admite la representacién paramétrica
2(p) = Re'?, & < ¢ < &, donde |§| < o, |Arge — & < 0,i=1,2, yx € Gosa

Teniendo en cuenta que existe M. > 0 tal que |¢(z)| < M.|z|~¢, para x € Gg,, se

[ (@)=

&2 Re'¥
< M, RC+1¢< Z )‘dgp,ce(a,b)yR>O.

sigue

E(Rew)‘ ‘¢ (Riw>| Rdyp <

&1

Por tanto para cada ¢ € (a,b) existe M. > 0 tal que

from(2)e

< M, sup |ta1’1¢(t)| RTeotl , R>0,

teGy
y
/ t(u)é (“) dul < M, sup [ 6(t)| R~ R > 0,
I'r €T teGy
Entonces

lim - t(u)o (Z) du = lim t(u)¢ <u> du = 0.

R—o0 R—0J1p T

Usando ahora el teorema de Cauchy obtenemos que

/OOOEi§1 t(u)p (Z) du = /Oooei52 t(u)o (Z) du.
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Concretamente, si ¢ € I podemos escoger £ = 0 y entonces

W6 @) = [ e (%) du = [T etun)ofu)du = W (9) @)

X

Por otra parte, el teorema de Fubini nos permite escribir

oo et U J 1 c+i00 oo et . U Jud o
/0 t(u)¢ <m) u =5 - K(s)/o u ¢ <$> uds, x € Gy,
(IL.17)

Ademsds, haciendo un cambio de variables y aplicando de nuevo el teorema de

/Oooezf w0 (z) du —

oo et(§—Argz) )
= a:lfs/ 27 %p(2)dz = wlfs/ 27%9(2)dz, v € G ,- (I1.18)
0 0

Cauchy obtenemos

Luego, de (I1.17) y (I1.18) se infiere
W*(¢) = M~ o T o M(¢) .

La prueba puede ser finalizada recurriendo a las Proposiciones 11.4.1 y I11.4.2. =
La transformacion W* es posible definirla en .A? ((a,)% , (b,)3%;)", el espacio
dual de A% ((@,)52; , (bn)32,), siguiendo el método del operador adjunto de forma

similar a como fue definida W sobre A ((a,)5; , (b,)%;)" en la Seccién precedente.

n=1"
II.5 Un ejemplo y algunas extensiones del método

La teoria desarrollada puede aplicarse al estudio de una amplia clase de
transformaciones integrales que tienen por nucleo funciones H introducidas por Ch.
Fox [34]

En el primer Capitulo de esta Memoria investigamos transformaciones integrales

de la forma

(’717051)7"'7(’YP70‘P)

W(6)(x) = /0 g (m

) o(t)dt, el (IL.19)
(617/61)1""(5(176q)
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donde Hj';" representa la citada funcién de Fox. Atendiendo a bien conocidas
propiedades de la funcién T' (ver, por ejemplo, A. Erdelyi [30]) puede probarse
que para elecciones adecuadas de los parametros presentes la transformacion in-
tegral definida en (I1.19) cabe investigarla en los espacios A% ((a,)%%; , (bn)3%)
recurriendo a los resultados establecidos en las Secciones 2, 3, y 4 precedentes.

Para finalizar este Capitulo queremos presentar otras clases de transformaciones
integrales a las que nuestra teoria no puede ser aplicada, aunque modificando ade-
cuadamente el método podemos abordar la investigacién de las mismas en espacios
de funciones y distribuciones.

1.- Las ideas desarrolladas aqui pueden ser modificadas para analizar transforma-

ciones de Watson (I1.1) donde la funcién nicleo ¢ tiene una transformada K = M(¢)

de Mellin verificando las propiedades que siguen:
(i) K es una funcién meromorfa en C,

(ii) K tiene como singularidades polos simples reales. Ademés K tiene tinicamente
ceros simples reales. Las sucesiones de ceros y polos se acumulan sélo en +o0o
0 —oo. Los términos consecutivos de estas sucesiones distan entre si més que

un numero positivo fijo.

(iii) K satisface condiciones de crecimiento como las impuestas en los Teoremas

11.3.1 o I1.4.1.

Un ejemplo de esta situacién lo presenta la transformacién de Kratzel estudiada

n [12]. Otros casos particulares son las transformaciones integrales de Wright [1],
Struve [65] y Hardy [26].

2.- Nuestro procedimiento permite estudiar también transformaciones integrales

definidas por

T dt

Y(¢)(z) = /Oooe <t> o), v el (I1.20)
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Bajo adecuadas condiciones se tiene que
Y(¢)=M"oTgoLoM(¢)
donde L denota la aplicacién definida por
L(®)(s)=P(1—s)

y K = M(¥), siendo M la transformacién integral de Mellin. No es dificil establecer
las versiones de los Teoremas 11.3.1, I1.3.2 y II.4.1 para la transformacién (I1.20).
Nétese que la aplicacion L es un homeomorfismo de B ((an)nlq, (bn)pe,) en
B((1—=bn)nZy, (1 = an)iZy)

Importantes ejemplos de (I1.20) a los que podriamos aplicar nuestra teoria son

las integrales fraccionarias de Riemann—Liouville y de Weyl [63].



Capitulo III

Transformaciones integrales de
convolucion en espacios de
distribuciones

I11.1 Introduccion

En este capitulo, que esta dividido en dos partes, estudiamos una clase de transfor-
maciones integrales de convolucion en ciertos espacios de funciones generalizadas.
Como ya fue comentado en el capitulo anterior las transformaciones de Watson

son aquéllas definidas por un par de la forma

o) = K@= [ ke, yel,

f@) = K@) = [ hangwdy, « e 1. (IIL.1)

G.H. Hardy y E.C. Titchmarsh [35] establecieron la siguiente férmula de inversién
para la transformacién integral definida por el par (III.1).

Teorema A. Denotamos por K y H a las transformadas de Mellin de k£ y h,
respectivamente. Supongamos que K y H son funciones meromorfas en una banda
01 < IRe s < 09, siendo 01 < 0y 02 > 1, y que tienen a lo sumo un ntmero finito

de polos simples sobre el eje imaginario. Asumamos tambien que K y H tienen la

95
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forma

I'(s) cos (;yr) <a + g +0 (]8]_2)> , cuando |Ims| — oo,

donde a y [ no son necesariamente los mismos para K y para H. Ademas
K(s)H(1 —s) = 1, cuando méx (1 — o2, 01) < IRe s < min (1 — 01, 09) y siem-
pre que s no sea un polo de K y 1 — s no sea un polo de H.

Entonces si f € Li(I) y f es de variacién acotada en un entorno de xy € I se

tiene

(f(zo+0) + f(xo — 0))

DN |

/Oo h(zou)g(u)du =
0

donde g(u) = /OOO k(uy)f(y)dy , uel. m

Una versién distribucional de este teorema fue probado por R.S. Pathak [60].
Motivado por los trabajos de Ch. Fox [33], J.N. Pandey [59] y J.J. Betancor
[9] se introducen aqui las transformaciones integrales de convolucién tipo Watson.

Estas transformaciones son definidas como sigue

F) =W = [ Seufads, yel, (111.2)

donde S(z,y) :/OOO]WCZU, z,y€l,y E(u) = ﬁ <1+ (Z:J) ), uel,y
j=1

siendo p € INy a; > 0, j € IN— {0}, tales que ia;p < 00.
Nétese que cuando k(u) = h(u) = uJ,(u) y ; ::1 2 la transformacion W se reduce
a la transformacién de convolucion de Hankel investigada por los autores anterior-
mente citados.

En la primera parte de este Capitulo se define la transformacién integral (II1.2)
en espacios de funciones generalizadas siguiendo el método del nticleo. Establecemos

previamente una férmula de inversion para la transformacion W clasica obteniéndose

después la correspondiente versiéon distribucional.
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La segunda parte de este Capitulo se dedica al estudio de la transformacién de
convolucion de Hankel en ciertos espacios de distribuciones introducidos por A.H.
Zemanian [82] en su investigacién sobre la transformacién distribucional de Hankel.
A la férmula de inversién probada por Ch. Fox [33] para la transformacién de
convolucion de Hankel se le da ahora un sentido distribucional.

PRIMERA PARTE

A lo largo de la primera parte de este Capitulo supondremos que h y k satisfacen

las condiciones exigidas en el Teorema A y ademas

(i) hy k son funciones infinitamente diferenciables sobre I,

d* d*
ii da l e N, —k —
(ii) para cada ¢ € IN, (x) y .

o h(z) son funciones acotadas cerca del origen,
x

y

(iii) existe un operador () generalizado de Euler, en el sentido de R.P. Boas [22] tal
que

ka(.’ﬁy) = (_1)pypk(l,y) y I, Y € Ia y
QxM(xy) = (=D)PyPh(wy), z,y €1,

donde @* denota el operador adjunto de Q y p es el nimero natural presente

en la definicién de la funcién E.

I11.2 La transformacion de convolucion de Watson

En esta Seccién establecemos una férmula de inversién para la transformacion
(IT1.2). Previamente probamos una propiedad que nos serd muy util.

0

d
Lema II1.2.1 Para cada ¢ € IN Wk:(a:) =0 (a:fé) , cuando x — 00 .
x
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Demostracién.- En virtud del Lema «, pag. 234 [74], la funcién k es acotada

en I. Ademas para cada ¢ € IN
Qk(x) = (—1)"'k(x), wel,

siendo QE un operador de Fuler generalizado. Se deduce entonces del Teorema 2
[22]
d’k(z)
dxt

=0 (x*e) , cuandoz — 00. =

Teorema II1.2.1 (de inversién) Sea f € Li(I). Supongamos que f es de variacion

acotada en un entorno de xg € I. Entonces

Jim TT (14 507 Feo) = § w0 +0) + (w0~ 0)

5 —
n=1 n 2

donde F(y) = /OOO S(z,y)f(x)dx, y € 1.

Demostracion.- El teorema de Fubini nos permite escribir para cada m € IN

ﬁ (1 + (_%)pQ*> F(z) = /OOOTm(aso,u)du,

n=1 a
donde Ty, (zo,u) = %(:()Z)) /OOO k(yu)f(y)dy y Ep(u) = jl;[Jrl (1 + (;LL) ), para

cada m € INy u € I. Noétese que la diferenciacion bajo el signo integral esta
justificada por las propiedades de las funciones h, k y el Lema III.2.1.
En lo que sigue denotaremos T'(xg, u) = h(zou) /OOO k(yu) f(y)dy, u e I.
Nuestro objetivo es probar que

[e.e]

lim T (0, w)du = f(xo). (I11.3)

m—00 0

De acuerdo con el Teorema A para establecer (II1.3) es suficiente mostrar que

lim/ Tm(xg,u)du:/ T (zo,u)du . (I11.4)
0 0

m—00
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Procedemos entonces a probar (II1.4).

Sea m € IN. Para cada x € I podemos escribir

/0 (T (0, 1) — T(wo, ) du = Ty () + Tom() — I3(x) |

donde "
hin(a) = [ (Tonlao, ) = Tlao, 0)) du

e / Ton(z0,u)du , y

:/ T (zp,u)du

oo
Fijamos € > 0. Ya que / T (xg,u)du = f(x0) existe o € I tal que
0

<e,

/ ’ T(zo,u)du
1

para cada 1, z2 € [@,00). Por tanto |I3(z)| < €, cuando > «. Teniendo en cuenta

las propiedades de la funcién FE,, y aplicando el segundo teorema del valor medio

1 z3
=|— T(xg,u)du
ey [, T

siempre que o < 1 < 2 y para cierto 1 < z3 < 2. Entonces |I2,,(x)| < €, para

obtenemos

<€

@2
/ T (20, u)du

1

cadaz > ay m € IN.

Finalmente, ya que h y k son funciones acotadas sobre I y que f € Li(I) se tiene

)l < [T (1= ) nGeou)] [ bt |0l dydu <

<o ['( u))d“ a1~ Em1<a>)*0’

cuando m — oco. Aqui C denota una adecuada constante positiva.

De este modo se establece (III.4) y terminamos la prueba del teorema. m
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III.3 La transformacion de convolucion de Watson ge-
neralizada

Nuestro objetivo en esta Seccion es definir la transformacion de convolucién de
Watson en un espacio de funciones generalizadas.
Introducimos, para ello, el espacio A constituido por las funciones complejas

regulares ¢ = ¢(z), = € I, verificando que

Ve(9) = sup () Qe(x)| < oo

xel

para cada ¢ € IN, donde £ es una funcién regular y positiva en I tal que
xli%l+ &(x) = xh_)rglo &(xz) = 0. El espacio A es dotado de la topologia generada por la
familia {7,},. v de seminormas. De este modo A es un espacio metrizable. Ademas
en virtud del Lemma 3.1(i)[79], A es un espacio de Fréchet. Como es usual el espacio
dual de A lo denotamos por A’.

Mediante un procedimiento similar al usado por F. Treves, Teorema 25.4 [75] ,
L.S. Dube and J.N. Pandey, Teorema 4 [27] y J.J. Betancor, Teorema 4 [10], entre

otros, nos permite obtener una representacién para los elementos de A’ cuando son

restringidos a D(I).

Proposicién I11.3.1 Para cada f € A existen n € IN y funciones

{fo,---, fn} C Loo(I) tales que
n § d
f= ZQ ef(x)dffg(a:) , sobre D(I).
=0 v
Demostraciéon.- Sea f € A’. Existen C > 0y n € IN tales que
[(f, #)| < Cmidxo<e<n Y, (8) , dE€A.
Por tanto, si ¢ € D(I) podemos escribir

[(f,¢)| < C max sup

0<t<n xel

5 leoaton] | <
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< C max /0 * % [g(t)Q%(t)Hdt. (I1L5)

0<t<n
Definimos ahora la aplicacién
H: D(I) — HD()C (Li(I)"!
o — (4e0Qom)]) -
Es claro que H es uno a uno.
Consideremos también la aplicacién
L: HD()c (Ly)"" — €
(4 [c0Qem]),_ — (5.9
De (IIL.5) se deduce que L es continua cuando en HD(I) se tiene la topologia in-
ducida por (Li(I))""!. Entonces, en virtud del teorema de Hahn-Banach L puede
ser extendida a (Ly(1))"™! continuamente. Esa extension la seguiremos represen-
tando por L. Por tanto, ya que Lq(I)" es isomorfo a Lo (I), existen fo, f1, -+, fn

funciones en Lo (1) tales que
L. 0 ) = [T fi@o@)dn, (G0 € (LaD)"* .
=070
Concretamente, para cada ¢ € D(I)
oo=3 [ g, e atow] .

quedando probado lo que queriamos. m

El nucleo de la transformacién de convolucion de Watson estd en A.
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Proposicién I11.3.2 Para caday € I, S(-,y) € A.

Demostracién.- Sea y € I. Ya que las funciones £, k y h son funciones acotadas

en [ existe C' > 0 tal que

00 0
‘5(3«") QZS(x,y)’SC/O z%du’ zel yleN.

Ademas, de (25) [33] se infiere que

~ “péd (e N
u<oo, LelN.
| 7w

Por tanto ¥, (S(-,y)) < co para cada ¢ € IN. =

Estamos ya en condiciones de definir la transformacién de convolucion de Watson
sobre A’ como sigue: si f € A, la transformacién W’ f de convolucién de Watson
de f es la funcién

(W'f) () = {f(z), S(z,y)), yel.
Probaremos a continuacién la acotacién y la regularidad de la funcién W’f para

cada f e A'.
Proposicién I11.3.3 Sea f € A’. Entonces W'(f) es una funcién acotada sobre I.

Demostracién.- En virtud de 1.8-1 [84] existen C' > 0y r € IN tales que

W) w)| < € max v, (S@y) . yel,

Ademsds para cada £ € IN tenemos

 k(zu)uPth(u
Yo (Stasy) = sp ela) [ R g, <

xzel E(’U,)
00 upé
<C —d I ytelN

para una cierta Cq > 0.

Por tanto W'(f) esta acotada sobre I. m
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Proposicién 111.3.4 Sea f € A’'. Entonces la funcion W'(f) es regqular sobre I.

Demostracién.- Probaremos inicialmente que F' = W'(f) es una funcién con-
tinua sobre I.

Sea y € I. Tenemos que mostrar que
Fly+z2)—F(y) = <f(;1:) , S(r,y+2) — S(aj,y)> — 0, cuandoz — 0.
Para ello es suficiente ver que
S(z,y+z)—S(x,y) — 0, cuandoz — 0, en A.

Tomamos ¢ € INy z € IR tal que 0 < |z| < y . Se tiene

e U 2)) — h(uy)| uP?|k(zu
€)Q! (5(y +2) — S| s gty [ ULED E’Zi)y” beu)l g, <

Sy 24
<C/ —— |h(u(y+ 2)) — h(uy)|du, x €I,
<0 [ g Ity + 2) — by
donde C es una adecuada constante positiva.

Por consiguiente, el teorema de la convergencia dominada conduce a
Yo (S(x,y+2) — S(x,y)) — 0, cuandoz — 0,

para cada ¢ € IN. De este modo la continuidad de F' queda establecida.
Probamos ahora que F' es diferenciable sobre I. Sea y € I. Para cada z € IR
siendo 0 < |z| < y se tiene

F(y+2)— F(y)

~ (1), 5-S(e) =

~ (fa), AR =IED D g ),

Ademads, podemos escribir para cadaz € I y 0 < |z| <y

S(.fC,y+Z) _S(x7y)

z

B |yt g2
—%S(x,y)—z/y du/y 3 (S@n)d.
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Para cada ¢/ € INy x, z € I tenemos

el/y+z /u 82
- - <
Q- ’ du r: (S(x,t))dt| <

1/ / /‘X’ |k(zw)h” (tw)] P2 g
B Z y (w)
1 [yt+z
< 7/ du/ dt ,
z

para cierta C' > 0. Puede procederse de forma similar cuando z < 0y |z| < y. Por

§(x)

tanto se concluye

(S(az,y—i—z) —S(x,y) 0

ayS(a:,y)) — 0, cuando z — 0,

14

para cada £ € IN.

d
Queda asi probado que d—yF(y) = <f(x) ) 883/5(1’, y)>, yel.
Empleando un procedimiento analogo podemos establecer que
dar a"
an W = (f@), afyns(w,y» ,yelyneN. =

A continuacién probamos una versién distribucional del Teorema I11.2.1.

Teorema II1.3.1 Sea f € A'. Si F =W'(f) entonces

n;gnoo< ﬁ (1 + (—a}))pQ*) F, ¢>> = <f : ¢>> , para cada ¢ € D(I) .
n=1 n

Demostracién.- Sea m € IN. Tenemos que

<ﬁ( (—G%)PQ*>F’¢>:<F’ ﬁ(

n=1 n=1

(—;)p

Q)9). oeDl).

La Proposicién I11.3.4 implica que F' define un elemento en D’(I) por

(F.o)= [ Fuetdy, s D).
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ah

(1+ 58 Q) oty 6 € (1),

Luego se sigue

Q)F. o) = [T Fw ]I

(11 (1+ 5"
n=1 n
Sea ¢ € D(I). Elegimos 0 < a < b < oo tales que (a,b) contiene el soporte de ¢
Entonces
<ﬁ1<1+<;;>‘°@>1« T (R
- [ e s 1T (1 Q) oo -
[1(1+ Q) owy)

:<m,/ oI

Para justificar la Ultima igualdad utilizaremos sumas de Riemann. Para cada ¢ € IN

consideramos la particion
a=yo <y <<y <y =b
. Y/ b —a .
del intervalo (a,b) donde y; ; —y; = ——, paracada i =0,1,...,¢ — 1. Tenemos
m
(=1)P
T (1+,7Q) dway -
an

b
| (@) s() IT
=) > #(y5) =

. b—a Y/ m
— Jim Z<f< ’ w>H< "
7=1 n=1

DI+

) ¢(yf)> :

zlim<

{—00
Por consiguiente para probar la 1gualdad deseada es suficiente establecer que
0y

1 (1 + (_},)p Q) oy;) =

n

l—o00 — o}
fl)p

_ [ 2 (
—/a S(w,y)ll(l-i—

ZEIWH

(I11.6)
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en la topologia de A.

Sea o € IN. Podemos escribir

_ ( —az/ E(hu( “)up“duH(H(al)pQ) o)~

n=1 n

L) (1 2 ) ) s,

n=1

paracadaf e Ny x € 1.
Entonces, ya que hrng &(x) = zlinélo &(z) =0y que h y k son funciones acotadas
T— -
sobre I, para cada € > 0 existe xg € I tal que para cada x € (l'al , ac()) y para

cierta C' > 0 se tiene
[e’e] upOé
< _— .
£(@) [z, )| < c/o B @ <c, LN

Ademas, Iy(z,a) — 0, cuando ¢ — oo, uniformemente en (xal , xo). Luego (I11.6)

es establecido y obtenemos

[ F 11 (1+ 57" Q) swan =

n=1

», [ s ﬁ[( Q) sa)

Por otra parte, integrando por partes sigue

/:S(x,y) ﬁ <1 + (_a%)p Q> P(y)dy =

n=1

= [T (1+ S55) st o -

an
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= / / Mewhow) 4, gy) dy

donde E,,(u) = H (1+ >,u€I.
an

n=m+1
Para terminar la prueba tenemos que mostrar que

k(zu)h(yu)
/ oy / T(u)du dy — ¢(x), cuando m — oo , (I11.7)

en la topologia de A.

En virtud del Teorema III.2.1 e integrando por partes obtenemos
kE(zu)h(yu
(/ oy / ﬁdudy — gb(x)) =
h
—/ Qo(y / k(zu) (g)/u du dy — / Qo(y / k(zu)h(yu)du dy =

En(u
N /0 (Em<u)

- 1) k(:cu)/ Q' (o(y)) h(yu)dy du, x €Ty ¢ € IN.
También, para cierta C > 0

L (p(y)) h(yu)dy| < C,uelylelN.

o [ Q (6(w) )y =

b
Por tanto /QE (6(y)) h(yu)dy € L'(c,00) para cada ¢ > 0, y entonces

[ Q o) hmay < 1)

Sea € > 0. Existe ug € I para el cual

[ (i =) ko) [0 0l iy

Finalmente, para cierta C' > 0 se tiene

[ (o =) ko) [0 o hlompdunl < € (1= ).

con x € I y m € IN. Concluimos que uniformemente en x € [

<e,xelymelN.

/ouo <Em1(u) - 1> k(zu) /ab QZ (¢(y)) h(yu)dy du — 0, cuando m — oo .
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De este modo probamos (II1.7) y la demostracién del teorema finaliza. m
Nota.- El procedimiento empleado puede ser utilizado para definir otras trans-

formaciones integrales de convolucién en espacios de distribuciones ([9]).
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SEGUNDA PARTE

I11.4 La transformacion de convolucion de Hankel

La transformacién de convolucién de Hankel fue introducida por Ch. Fox [33].

Esta transformacion se define por

O = [ Lulao@ida, yel,

donde

x,y €1,

o0 2 00
y E(u) = H <1 + ;), u € I, siendo (a,),~; C I, tal que Za;2 < o0. Como

n=1 n n=1

es usual J,, representa la funcién de Bessel de primera especie y orden p. En esta
segunda parte asumimos que i es mayor o igual que —é. En [33] fue establecida la
siguiente férmula de inversién para la transformaciéon C,,.

Teorema B.- Sea f € LY(I). Si f es de variacion acotada en un entorno de un

cierto x € I entonces

Jin T (1 2%) G = 5 0 +0) 4 5t -0)

donde S,, representa el operador de Bessel cHTED 2D 2 h s |

J.N. Pandey [59] y J.J. Betancor [9] definieron la transformacién de convolucién
de Hankel en ciertos espacios de funciones generalizadas siguiendo el método del
ntcleo, obteniendo versiones distribucionales para el Teorema B. En la Préxima
Seccién definiremos la transformaciéon C), distribucional empleando el procedimiento

del operador adjunto.
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IT1.5 La transformacién de convolucién de Hankel sobre
los espacios H, y H, de Zemanian

A. H. Zemanian ([80], [81], [82] y [84]) investigd la transformacién integral de Hankel
en espacios de distribuciones. En esta Seccién estudiaremos la transformaciéon C),
en algunos de los espacios introducidos por A.H. Zemanian.

En [81] fue definido el espacio H,. Una funcién ¢ = ¢(z), x € I, compleja e

infinitamente diferenciable estd en H,, si, y solo si, para cada m, k € IN

o (30) (o)

El espacio H, se dota con la topologla que genera la familia

’Vﬁn,k(@ = sup

zel

{’Yﬁ@ k} e IN de seminormas. De este modo H,, es un espacio de Fréchet. Como es
b r'/)/L7

usual el dual de H), serd denotado por H, ;: Recientemente J.J. Betancor e I. Marrero

[18] han establecido interesantes propiedades topolégicas de H,, y H/L.

La transformacion integral de Hankel definida por

[N

m @) = [ (@)} Juey)ow)da

es un automorfismo del espacio H, (Teorema 5.4-1 [84]).

A.H. Zemanian [81] introdujo el espacio O constituido por las funciones ¢ com-
plejas infinitamente diferenciables sobre I que satisfacen la siguiente propiedad: para
cada k € IN existe n; € IN tal que la funcién (14 z2)~ "™ (%D)k o(x) es acotada
sobre I. En § 5.3 [84] se prueba que O es un espacio de multiplicadores para H,,.
J.J. Betancor e I. Marrero [19] caracterizan O como el espacio de multiplicadores
de H,. El espacio O puede ser considerado un subespacio del espacio £ (H,) de
transformaciones lineales acotadas de H, en si mismo. En la Proposicién 1 [20]
se prueba que la topologia de convergencia puntual de £ (H,) induce sobre O la

misma topologia que la topologia de £ (H,) de la convergencia uniforme sobre los
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acotados de H,,. Esta topologia es generada por la familia {wm:k§¢}m,k€ﬂ\r; 6cH, de

seminormas donde para cada m,k € INy ¢ € H,

wm,k;(ﬁ(v) = /yum,k(¢v) S 0.

Notese que la topologia definida sobre (O por {wm,k@}m kelN; geH, ©S
independiente de p. De este modo O es un espacio completo. Otras propiedades de
O pueden ser encontradas en [19] y [20].

Probamos a continuacién una propiedad que sera 1til en lo que sigue.

Lema IIL.5.1 Sea (an)n 1 una sucesion de numeros reales positivos tal que

> 1
Za—2<oo Si E H< ),uGI,ypamcadamG]N—{O}
=1 n
n=1 - 2
E,(u) = H <1+2>,UEI, entonces
n=m n
1
— €0
(a) €0,
1 1
(b) — € O, para cada m € IN— {0}, y — — 1, cuando m — oo, en O.
E. Em

1
Demostracién.- (a) Es claro que o) <l,uel.

Ademas

> 01 > 01
ZT ZQ’
n=1 % —1 9

ko
D) —— es una funcién acotada en [

Andlogamente puede probarse que (
E(u)

1
para cada k € IN. Por tanto E( ] e 0.

(b) Procediendo como en (a) puede probarse que

1
B () € O, para cada
m € IN — {0}.

Sean m, n, k € INy ¢ € H,. La regla de Leibniz conduce a

o (18 (e (5 1) -
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=50 (20)” o) (o) (i 1) - e

Luego para probar que

1
] 1)) — 0, cuandom — o0,

H -
es suficiente ver que para cada i € IN existe £ = £(i) € IN tal que

1 1_\* 1
sup |——— ——— —1])| — 0, cuandom — oo .
(14 u?) B (u)

ucl U

Observamos inicialmente que

1—|—1u2E’ml(u)_1‘§1+u2’ uelymelN.
Por tanto, para cada € > 0 existe ug € I tal que
11—1‘<e,paracadau>u0ymelN.
1+ u? | Ep(u)
Ademas si 0 < u < ug entonces
1 1 1
Tr Em(u)_1‘<1_Em(uo)’ me IN.

De aqui se infiere que existe mg € IN de manera que

1 1
sup —— |—— — 1| < ¢ ara cada m € IN siendo m > my .
ue]; 14 u? En (u) ’ P =0

Asi probamos que sup —— ‘ — 1’ — 0, cuando m — oo .
wel 1+ u? En

Por otra parte, para cada u € I y m E IN.

1 1 > 1 1 — 1
‘(u Em(u) ; az B ) 1+% n;n’b az,

(1D> (1—1>’ — 0, cuando m — oo .

Por consiguiente sup
uel
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Anélogamente puede verse que para cada ¢ € IN — {0}, existe C = C(i) > 0 tal

(iD) (5w Y

que

=1

n=m n

uel

de donde sigue

sup
uel

(1D> <1—1> — 0, cuando m — oo .

De este modo queda probado (b). =

Una consecuencia del Lema II1.5.1 es la siguiente

Proposicién 111.5.1 La transformacion de convolucion de Hankel es una apli-

cacion lineal y continua de H,, en si mismo

Demostracion.- Para cada ¢ € H, podemos escribir

Co(6)(y) = hu (Egmww) W), yel. (ITL8)

Entonces el resultado deseado se infiere del Lema II1.5.1 y del Teorema 5.4-1 [84]. m
Probamos ahora una igualdad de Parseval para la transformaciéon C,, y que esta

transformaciéon conmuta con el operador S,, de Bessel.

Proposicién I11.5.2 (a) Para cada ¢, ¢ € H, se tiene
| Cu@ap@ia = [~ o@Cuw) @z .
(b) Los operadores Cy, y S,, conmutan sobre H,, esto es,
CuSup =5,C.¢, paracada ¢ € H,.

Demostracién.- Para probar (a) es suficiente recurrir al teorema de Fubini y

tener en cuenta que L, (z,y) = L,(y,x), =, y € 1.
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La propiedad (b) se sigue del Lema 5.4-1 [84] haciendo uso de la representacién
(IIL.8). m
A continuacién se establece una férmula de inversién sobre H,, para la transfor-

macién de convolucion de Hankel.

Proposicién II1.5.3 Sea ¢ € H,,. Entonces

S
g) Cu(¢p)=¢, en H,. (I11.9)

m
Jim T (1= 2%
n=1

n
Demostracién.- Sea ¢ € H,. En virtud del Teorema 5.4-1 [84] (II1.9) es equi-

valente a

lim h, (H (1 - ig) C“(cp)) =hu(¢), en H,.

m—0o0
n=1 n
Por consiguiente, de acuerdo con el Lema 5.4-1 [84], (II1.9) quedard establecido

cuando se pruebe que

lim ——— R (é)(u) = hu($)(u) , en H, (I11.10)

m=00 B i1 (u)
donde E,,(u) , m € IN — {0}, es definido como en el Lema IIL.5.1. Finalmente, el
Lema IIL5.1, (b), permite concluir (II1.10). m

Nuestro préximo objetivo es estudiar el recorrido de la transformacién C,. Para
ello es conveniente recordar las definiciones de los espacios B, e V,, introducidos por
A H. Zemanian [82].

Para cada a € I el espacio B, , consta de aquellas funciones ¢ en H, tales que
¢(x) = 0, para cada x > a. B, es dotado de la topologfa inducida sobre él por
H,. Asi, By, es un espacio de Fréchet. Es claro que B, , estd contenido en B,
algebraica y topolégicamente, siempre que 0 < a < b. Sobre el espacio B, = U Ba
se considera la topologia inductiva . B, es un subespacio denso en H,,. ol

Si a € I, el espacio ), , estd constituido por las funciones ® complejas que

verifican las dos propiedades que siguen
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(i) z_“_%fb(z) es una funcién entera y par, y
(ii) para cada k € IN

Nt (®) = sug e—alm Z'z%_“_%‘@(z)’ <00 .
ze

Se asigna a Y, la topologfa generada por la familia de normas {1)7“}, v v en-
tonces YV, 4 es un espacio de Fréchet. S5i 0 < a < b, )V, , estd contenido algebraica

y topolégicamente en V), ;. El espacio ), = U Yy es dotado de la topologia in-

acl
ductiva. Para cada a € I, ), , es caracterizado como la transformada de Hankel de

B,.a. También hy, (),) = By, siendo Y, un subespacio denso de H, ([82]).

Proposicién I11.5.4 Sea ¢ € H,,. Existe ¢ € H, tal que ¢ = C(v) si, y solo si, la

2
an

m oo
S
sucesion {H (1 — “) gi)} es convergente en H,. Ademds ), estd contenido
n=1 —
en el recorrido de C,,. Porw%anto el recorrido de C, es denso en H,. Ademds el

recorrido de C), es un subespacio propio de H,,.

Demostracién.- Supongamos primero que ¢ = C,(v) para cierta ¢ € H,.

Entonces de la Proposicién I11.5.3 se infiere que

o S
n;gnoonﬂl(l—ag)w):w,enflu.

n

m S S

Por otra parte, si {H (1—@5) cb} es convergente en H, definimos
n=1 n m=1

i S

¥ = lim H (1 — 5) ¢, donde el limite es entendido en H,. Ya que h, es una

m— oo ool -

aplicacién continua de H), en si mismo Teorema 5.4-1 [84], del Lema 5.4-1 [84] se

deduce que

n=1 n

m 2
hu(¥) = %Enoo H (1 + Zz) hu(®) , en Hy .
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Aplicando el Lema IIL.5.1, (a), obtenemos

E(lu)hu(w)(u)znggnoo = ! —~hu(@)(u) , en H,
i3
n=m+1 n

y el Lema IIL.5.1, (b), conduce a

1

Por tanto ¢ = C,,(v).

hu()(u) = hu(@)(u) , uel.

Sea ahora ¢ € )),,. Entonces ¢ = h,(¢) € By 4, para algtin a € I Teorema 1 [82]).

Sabemos que (Teorema 5.4-1 'y Lema 54-1 [84]) la  sucesién

m S oo
{H (1a§> gb} es covergente en H, si, y soélo si, la sucesién
m=1

n=1 n =
m U2 S
{H <1 + 2) w} converge en H,.
n=1 ) m=1
) u2
Por tanto es suficiente probar que lim H L+ — | Y(u) = ¥(u),
oo n=m-+1 an

en H,, y esto se tiene siempre que para cada k € IN

1 k(> u?
-D 14— 1] -1 0 d
(u ) <n11n< +a%> >—> , cuando m — oo,

uniformemente en u € (0,a).

Es claro que

00 2
1+ -1
=m aTL

2

Entonces hm H ( = 1 uniformemente en u € (0,a). Ademéds para cada
TL

00 a2
< 1:[ (14—@121)—1, u€ (0,a) .

ke IN—{0} empleando la regla de Leibniz concluimos que

[e.9]

1 N\ (5 1
-D < C 0
oo
. .. 1
para cierta C' > 0. Por consiguiente, ya que Z —2
n

n=1

sup — 0, cuando m — oo,

u€(0,a)

o) (I (=)
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para cada k € IN — {0}.
Luego el recorrido de C, contiene a ), y es denso en H,.
Para establecer la tultima afirmacion del enunciado observemos que la funcién

n

o0 2
v(u) = H (1 + ZQ>’ u € I, no estd en O. En efecto, para cada m € IN

n=1

m u2 u2m
U(u)ZH 1+a—2 > — , uel.
— n 2
n=1 H a?
n=1
Por tanto (1 + u2)_k v(u) no es una funcién acotada sobre I para ningtin k € IN.

m 2 o0
Ya que v ¢ O la sucesién { H <1 + u2> qS(u)} no converge en H,, para algin
a

n=1 n m=1

¢ € H,. Se concluye asi que el recorrido de C, es un subespacio propio de H,. =
Definimos la transformacién generalizada C), sobre H,, como la adjunta de la

transformacién C,. Asi, si f € H}, la transformada C, f de f viene dada por

<C;/¢fa¢>:<fﬂcﬂ¢>v ¢€H,u-

Es una consecuencia inmediata de la Proposicién I11.5.1 que CL es una aplicacién
lineal y continua de HL en si mismo cuando sobre H/L se considera la topologia
débil x o la topologia fuerte.

Se sabe que H,, puede ser visto como un subespacio de H, li en el siguiente sentido:

si ¢ € H, entonces ¢ define un elemento de Hli mediante

(6, ) = /0 " s@)(@)de, e H,.

Por consiguiente CL puede ser definida sobre H,,. Ademés cuando C’L se restringe a
H,, coincide con C),. En efecto, para cada ¢ € H, en virtud de la Proposicién II1.5.2,

(a), se tiene

(€l 0) = (&, Cu) = [ o@)Cl) @) =

- [ Cu@) @@z = (€, v) . v e B,
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Luego la transformacién C), cabe considerarla un caso particular de la transformacién
!
C-
En [9] J.J. Betancor introdujo el espacio 7, constituido por las funciones ¢ =

¢(z), = € I, complejas infinitamente diferenciables tales que
Q. (¢) = sup ‘ﬁ(x)Sﬁ)(:L‘)‘ < oo, paracadak € IN.
zel

Aqui € es una funcién positiva infinitamente diferenciable en I que tiende a 0
cuando ¢ — 0% o ¢t — +o0o0. T, es dotado de la topologia generada por la familia
{Q}}eN- de seminormas. Para cada y € I la funcién L(z,y) estd en 7,. Esto
permite definir la transformacion de convolucién de Hankel C}; sobre ’ZL’ como sigue:

sife ’];’, C.f es la funcién definida por

(Cof) ) = () . Lizw)) . yel.

El operador S, es continuo de H,, en si mismo (Lemma 5.3-3, [84]). Por tanto
el espacio H,, estd continuamente contenido en 7, y si f € ’ZL’ f es también un
elemento de H/L Entonces podemos definir sobre T;: las transformaciones C’L y Cp.

Probaremos a continuacién que ambas transformaciones coinciden sobre T/L-
Proposicién I11.5.5 Sea f € 7. Si F(y) = (f(z) , L(z,y)), y € I, entonces

(F(y), o(y)) = {f(x), Cule)(2)), ¢ €Hy.

Demostracién.- De la Proposicién 4 [9] se infiere que F' define un elemento de
H,, por
o0
(F,0) = [ Fuowdy. o,

Entonces, para cada ¢ € H,

(F.0) = [ U@, Laowds = (1), [ Layowdy)
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Debemos justificar la tltima igualdad.

Recurriendo de nuevo a la Proposicién 4 [9] se obtiene que

[:O (f(). L(z,y))é(y)dy — 0, cuando Y — oo, y (ITL.11)

/OY (f(z), L(z,y))dly)dy — 0, cuando Y — 0. (T11.12)

Ademsds, para cada Y € I y k € IN tenemos

st [ 2o < [ [T oty ver.

Y

Aqui C representa una constante positiva que no depende de Y. Luego para cada

ke IN

sup
zel

{(m)Sﬁ/ L(x,y)qb(y)dy’ — 0, cuando Y — oo (IT1.13)
Y
De forma similar se prueba que

sup
zel

{(a:)S/’f /OY L(z,y)¢(y)dy| — 0, cuando ¥ — 0. (I11.14)

Finalmente si 0 < a < b < oo entonces

/ab (£(2). Llz.w))ow)dy = (f(x) . LbL(x,y)¢(y)dy> . (I1.15)

Para probar (III.15) podemos proceder como en la prueba del Teorema 2 [9]
usando una técnica basada en sumas de Riemann.
Combinando (II1.11), (IIL.12), (I11.13), (II1.14) y (II1.15) puede conseguirse la

igualdad deseada, terminando asf la demostracién. m

Extendemos ahora la férmula de inversion presentada en el Teorema B a la

transformacién C’L.
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Proposicién IT1.5.6 Si f € H), entonces

Jim_ H ( )eur =1
en la topologia débil x (y por tanto en la topologia fuerte) de H;L

Demostracion.- Sea f € ’H;L. En virtud de la Proposicién II1.5.2, (b), podemos

escribir
<ﬁ( g)C;f,@_(c;f,?ﬁl(u%)qj)_
(oo (T (-2)o)) = (T (- %) cuo) ocm

Basta ahora tener en cuenta la Proposicion I11.5.3 para obtener que

n%@m<ﬁ(1fg)0;f,¢>=<f,¢>, GEH,

n=1
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