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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo de este trabajo es construir el conjunto y la funcion de
Cantor y estudiar sus propiedades fundamentales.

Palabras clave: Conjunto de Cantor — Funcion de Cantor.

Abstract

The objetive of this work is construct the Cantor set and function
and study their fundamental properties.

Keywords: Cantor set — Cantor function.






Contenido

Resumen/Abstract ........... ... ... . ... 111
IntroducciOn .. . ... ... VII
1. Conjuntode Cantor ............ .. ... .. iiiiiiinninnnenan.. 1
1.1. Construccién del conjunto de Cantor......................... 1
1.2. Propiedades del conjunto de Cantor.......................... 3
1.2.1. Ces Compacto .. ..vvvt ettt 3
1.2.2. C tiene medida de Lebesgue cero ...................... 3
1.2.3. C no contiene intervalos ........... ... .. ... ... ... 3
1.2.4. C es totalmente disconexo ............ .. ..., 4
1.2.5. Cesnunca-denso . ........c..oouuiiuniieinnnennaon.. 4
1.2.6. Cesperfecto ..... ... 4
1.2.7. Cada =z € C' admite una tnica representacién ternaria
sinusar el digito 1....... ... ... .. 5
1.2.8. Cesnonumerable......... .. .. .. .. . ... 6
1.2.9. Cessimétrico: C=1-C ... ... ... .. 7
1.2.10. El conjunto de puntos visibles es numerable y denso en C. 8
1.2.11. Existen racionales no visibles ......................... 8
1.2.12. Nuimeros de Liouville en el conjunto de Cantor .......... 9
1.2.13. C no es extremadamente disconexo .................... 10
1.2.14. CHC=[0,2] e ettt 10
1.2.15. C-C=-1,1] ooiii et 11
1.2.16. C tiene dimension topoldgica cero ........ ... ... ....... 13
1.2.17. C tiene dimensién de Hausdorff In2/In3 ................ 13
1.2.18. Cesunfractal ..... ... .. ... .. 15
1.3. Generalizaciones del conjunto de Cantor...................... 15
1.3.1. Conjuntos tipo-Cantor de medida cero ................. 15
1.3.2. Conjunto de Cantor n-ario.................ccouuunon... 17



VI Contenido
1.3.3. Conjunto tipo-Cantor de medida positiva............... 18
2. Funcidnde Cantor............ .. ... i, 21
2.1. Construccién de la funcién de Cantor ............ ... ........ 21
2.2. Propiedades de la funciéon de Cantor .......... ... ... ... ..... 27
2.2.1. La funcién de Cantor es singular ...................... 27
2.2.2. La funcién de Cantor es Lipschitziana de orden In2/In3 . 28
2.2.3. La funcién de Cantor no es absolutamente continua. . . ... 28
2.2.4. La funcién de Cantor no es débilmente derivable ........ 29
2.3. Caracterizaciones funcionales de la funciéon de Cantor .......... 30
2.4. Otras propiedades de la funciéon de Cantor.................... 33
2.4.1. La funcién de Cantor es subaditiva .................... 33
2.4.2. El grafo de la funcion de Cantor tiene longitud 2 ........ 34
2.5. Ejemplos y contraejemplos usando la funcién de Cantor ........ 35
2.6. La distribucion de Cantor . ............c..cuiiiiiniian... 40
3. Otras funciones definidas en base a conjuntos de Cantor .. ... 41
3.1. Funciones Riemann integrables con un conjunto no numerable
de discontinuidades ........ .. .. . .. L i 41
3.2. Funciones continuas con un conjunto no numerable de ceros. . ... 42
3.3. Funciones de clase C'! con una cantidad no-numerable de puntos
CITEICOS -« vttt e e e 42
3.4. Funciones de Darboux con un conjunto no numerable de
discontinuidades . . ... 43
3.5. Funciones de la primera clase de Baire ....................... 44
3.6. Funciones diferenciables con F’ acotada pero no Riemann
integrable ... ... .. 46
Bibliografia . ....... .. .. .. 51

Poster . ... 53



Introduccién

El conjunto de Cantor es uno de los ejemplos y contraejemplos mas usados
en el drea de las Matemadticas.
Fue construido por primera vez a finales del siglo XIX por Georg Cantor para
resolver un problema topoldgico en el cual se planteaba la existencia o no de un
subconjunto compacto, no vacio de R que fuera totalmente disconexo y perfecto.

En el primer capitulo daremos la construcciéon del conjunto de Cantor y
estudiaremos sus propiedades principales, tales como que es un cojunto no vacio,
compacto, perfecto y totalmente disconexo. También veremos que es no nume-
rable, simétrico y estd formado por dos tipos de puntos: los visibles que forman
un conjunto numerable y denso y estd formado por numeros racionales, y los
ocultos que forman un conjunto no numerable, pero que son dificiles de mostrar
y de los cuales daremos algunos ejemplos. Ademés veremos que es un conjunto
autosimilar con dimensién topolégica cero y dimensién Hausdorff in2/In3, por
tanto un ejemplo de fractal.

En el segundo capitulo definiremos la funciéon de Cantor que nos da un
ejemplo de funcién definida de [0,1] en [0,1], continua, creciente, no absoluta-
mente continua y con derivada cero en casi todo punto. Ademés veremos que
es Lipzchiziana de orden In2/In3, subaditiva y no débilmente derivable. Como
aplicaciones obtendremos que el conjunto de funciones absolutamente continuas
con la norma uniforme no es cerrado, que el conjunto de los conjuntos de Borel
es un subconjunto propio de los conjuntos medibles Lebesgue, que ser de me-
dida cero y ser medible no son propiedades topoldgicas y que existen funciones
continuas y mondétonas cuya longitud de su grafo es 2 mientras que las funcio-
nes diferenciables con continuidad siempre tienen longitud del grafo menor que 2.



VIII Introduccién

En el tercer capitulo construiremos otras funciones en base al conjunto de
Cantor o tipo Cantor, como funciones Riemann integrables con un conjunto no
numerable de discontinuidades, funciones continuas con un conjunto no nume-
rable de ceros, funciones de clase C'' con una cantidad no-numerable de puntos
criticos, funciones de Darboux con un conjunto no numerable de discontinui-
dades, funciones de la primera clase de Baire y funciones diferenciables con F”’
acotada pero no Riemann integrables.
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Conjunto de Cantor

1.1. Construccién del conjunto de Cantor

En primer lugar, dividimos el intervalo I = [0, 1] en tres intervalos de igual
longitud y luego eliminamos el subintervalo abierto que se encuentra ubicado en

el medio, esto es, J(1)=(3,2), y dejamos los intervalos cerrados [0,3] y [2,1].
Definimos:

1 Ji=J(1)=(3,5)

. FH_[O,S] y Flg—[g, ]. La longitud de cada uno de estos intervalos cerrados
es 3.

3. C’li[O,l]\le[O,%] U [2,1]. Tenemos que Cy es compacto y su longitud es 2.
En segundo lugar se subdividen los intervalos cerrados Fi; y Fiao en tres partes
iguales, eliminando, como en el paso anterior, los intervalos abiertos centrales
J(1)=(3,2) y J2(2 ) (8,%), y conservando los cuatro intervalos restantes.

Ahora definimos:

1. Jo=J5(1 )UJQ( )

2. Fo1=[0,55], Fas=|3,55], Fa3=[5> 5%, Foa=[3,1]. La longitud de cada inter-
valo es 37

3. Co=[0,1]\J1 U Jo= [0,1]\(J1(1)UJ2(1)UJ2(2))= U?il F;. Cy es compacto y
su longitud es :,:%. Ademas CyCCh.

Continuando de este modo indefinidamente obtendremos dos sucesiones de
conjuntos (J,,),—; y (Cpn)o—, con las siguientes propiedades. Para cada n > 1:

1. J, es la unién disjunta de 2"~! intervalos abiertos: J,,(1),...,J, (2" 1).
2. C, es una sucesién decreciente de conjuntos cerrados, donde cada C), es la
unién disjunta de 2™ intervalos cerrados:

Cp=FpU..UFuan =[0,1]\ (J1U...UJp).
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Figura 1.1. Conjunto de Cantor

3. Cada uno de los intervalos que definen a J,, ;1 es el centro de alguno de los
intervalos que componen Cp,, n =1,2, ...

4. La longitud de cada una de las componentes, tanto de J,, asi como de C), es
3%. Por tanto, la suma total de todas las longitudes de los intervalos de J,
y C), es, respectivamente:

Finalmente, sean

G == U,?.LOZIJn

C=n,C, =[0,1]\G.

Se observa que G es un conjunto abierto no vacio, y como (C'n,)ff:l es una
sucesion decreciente de conjuntos compactos no vacios, entonces C' es tam-
bién no vacio. A este conjunto C es al que llamaremos conjunto ternario de
Cantor.

Otra manera de describir el conjunto de Cantor es considerar la funcién
definida por

N[

3z sixz <
T(x) =
3—3rsix >

N[ =

entonces
C={z€l0,1]: T"(z) €[0,1],¥n > 0}
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1.2. Propiedades del conjunto de Cantor

1.2.1. C es compacto

Demostracion. Al construir el conjunto de Cantor quitamos a [0,1] una coleccién
numerable de intervalos abiertos, que a su vez forman un conjunto abierto de
[0,1], luego C' es cerrado. Como C estd contenido en [0,1] es acotado. Por tanto,
C' es compacto. O

1.2.2. C tiene medida de Lebesgue cero

Demostmcio’n 1: En la construccién de C eliminamos el intervalo J; (1) de longi-
tud 2 5 en el primer paso. En el segundo paso eliminamos J(1) y J2(2), donde cada
uno tiene longitud - 5z, Por tanto, en estos dos primeros pasos hemos eliminado
en total una longitud de $+245 del intervalo [0,1]. En el n-ésimo paso habremos
eliminado 2"~ intervalos J,(1),...,/,(2" ') cada uno de ellos de longitud Z-,
luego la suma de todas las longitudes eliminadas hasta el paso n es:

1 1 1 1
Sy, 2 +22— 21
3 + 32 + 33 ot 3n
Se observa asi que la suma de las longitudes de los intervalos eliminados
de [0,1] es el siguiente:

Sw-£r(3) 35 6) -y

Como la longitud del intervalo [0,1] es 1, obtenemos asi que C' debe medir
cero.
Demostmcién 2: Tenemos que Vn C CcC, y C), esta formado por 2" intervalos
de longitud 5. Por tanto m(C) <2, Vn. Luego, m(C) = 0.

3”,,

1.2.3. C no contiene intervalos

Demostracion 1: Como C' tiene medida de Lebesgue cero, concluimos que C' no
contiene intervalos.

Demostracion 2: El conjunto de Cantor C' no contiene intervalos, esto quiere
decir que, si z,y € C con z < y, entonces existe z ER\C tal que z < z < y.
Supongamos que el intervalo (x,y) C C. Tomamos p € (z,y) y sea r >0 tal que

1 .
(p—r,p+7) C (v,y). Consideramos n €N tal que 537 < r. Teniendo en cuenta
que:
Sean p € C, r >0 yn €N tales que 23% <r, entonces (p—r,p+r)N R\ Cy)
# 0.

Obtenemos asi que existe ¢ € (p—r,p+7r)N(R\C,,). Luego ¢ € (p—r,p+7)
C C C C, y q €R\C,, esto es una contradiccién que viene de haber supuesto
que hay un intervalo (z,y) C C.
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1.2.4. C es totalmente disconexo

Demostracion. Sabemos que los tnicos subconjuntos conexos en R son los in-
tervalos y los puntos. C' no contiene ningun intervalo por la propiedad anterior.
Probaremos entonces que las componentes conexas de C' son sus puntos. Proce-
demos por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe una componente A que no es unipuntual. Entonces A es
un conjunto conexo, A C C, con xz,y € Ay x < y. Como C no tiene intervalos
hay un punto z €R \C tal que x < z < y. Esto implica que

A= ((—o00,2)NA)U((z,00) N A).

Observemos que z €(-00,2)N A e y € (z,00) N A. Luego hemos escrito A
como unién de dos conjuntos abiertos en A, disjuntos y no vacios. Esto contradice
la conexidad de A. |

1.2.5. C es nunca-denso

Definicién 1.1. Un conjunto es nunca-denso si el interior de su clausura es
vacio.

Demostracion. C es cerrado, luego coincide con su clausura. Ademas como no
contiene ningtn intervalo, por tanto su interior es vacio. O

1.2.6. C es perfecto
Definicién 1.2. Un conjunto es perfecto si es cerrado y no tiene puntos aislados.

Demostracion. Ya hemos visto que C' es cerrado. Para demostrar que C' no
contiene puntos aislados probamos que dado x € C y >0 existe y € C, con
y # x tal que |z — y|<e.

Sea £>0, existe n €N tal que ()" <e.

Dado z € C entonces x €C,, para cada n €N.

En particular, z € C’ entonces existe k£ €{ 0,1,2,...,2" — 1} tal que = € [ g,
“’éjl ]. Sabemos que gk y agjl € C. Eligiendo y =gx é y _a’éfl para que y sea
distinto de . Entonces,

s g <

Ifc—yl_lf—
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1.2.7. Cada x € C admite una tnica representacién ternaria sin
usar el digito 1

Demostracidn. Supongamos que para n € N, a,{0,1,2}. Entonces, la serie
oo

E a, /3" converge a un elemento z € R. En este caso a x también lo repre-
n=1
sentamos en la forma

Tr = (0, a1a2a3...)3

y diremos que (0, ajasas...)s es una representaciéon ternaria de x. Los ndmeros
0,1 v 2 son los llamados digitos ternarios.
Entonces tenemos que,

oo
C={zel0,1]:z= ZC—",cn €{0,2},vn > 1}
n=1 3
Pongamos
¢
C*={zxcl0,1]:2=) —— ¢, <€{0,2},Vn>1}.
(e} = 3 e e (0.2), 2 1)
Sea x = > 07 ¢,37™ € C*, donde ¢, € {0,2} para todo n > 1. Fijamos un
n € Ny consideramos la suma parcial s, =Y ;_, ok

Se sigue entonces de lo anterior que s,, € C' para todo n > 1y, ademés,

oo

; Cn
lim s, = E — =z
n— oo 3n
n=1

Como C' es un conjunto cerrado, resulta que z € C. Esto prueba que C* C C.
Para demostrar la otra inclusién, sea z € C'y supongamos que = ¢ C*. Como z ¢
C*, al expresar dicho nimero en su representacién ternaria resulta que algunos
de sus coeficientes deben ser igual a 1, de modo que no se pierde generalidad en
suponer que z tiene la forma

Cn 1 Cn,
— 4+ — — 1.1

donde ¢y, ..., 1, ... € {0,2} y m es el primer entero tal que ¢, = 1. Observese
que no todos los ¢y, con j > 1 pueden ser iguales a 0, pues si todos ellos fuesen
cero por (1.1) tendriamos que

mlC 1 mlc oo 2
e D s Zecr

n=1 n=1 n=m-+1
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lo cual es absurdo. Si suponemos que ¢y,+; = 2 para todo j > 1 se obtiene como
antes que x € C*. Luego, existe al menos ¢,,+; 7# 0 y al menos un cp,4; # 2. De
esto concluimos que

= ¢ = 2 1
n
0< X 50< X 3= 3m
n=m+1 n=m-+1

Por lo tanto, por las representaciones ternarias de un punto de [0,1] y la
construccién del Conjunto de Cantor, vemos que

m __ Cn ]- o Cp, ]_ e Cp,
G =2 3t <TT 2 g Tgm T > o
n=1 n=1 n=m-+1

e 11 He, 2
n n
< 37+37m+37m: 74-377”_();%
n=1 n=1

es decir, z € J,,(j). Pero como Cy, C [0, 1]\(Jn (1) U...U Jp, (2771)), resulta que
x ¢ Cp, vy, en consecuencia, x ¢ C. Esta contradiccién muestra que x € C* y
finalizamos asi la prueba. O

1.2.8. C es no numerable

Demostracion 1: Para ver que C' es no numerable basta con demostrar que todo
conjunto perfecto es no numerable.
Primero demostraremos el siguiente lema:

Lema 1.3. Si {K,, }5°, es una coleccion de conjuntos compactos no vacios en
un espacio métrico X tales que K41 C K, para n =1,2,3,..., entonces N3

Kn# 0.

Demostracion. Veamos primero que si NS, K, = () entonces la interseccién de
alguna coleccién finita de {K, }>2; es vacia. Como K, es compacto en un
espacio métrico, entonces I, es cerrado y por consiguiente K¢ es abierto.
Dado K3, al ser la N2, K,,= 0, tenemos que US2 , KS= (N2, K, )¢ =Xy
por lo tanto {K¢ }22, es un recubrimiento de abiertos de Kj. Ya que K; es
compacto, existe una coleccién finita {Ky, , Ky, ,....KJ } tales que K;CK} U
K¢ U ..U K, locual permite concluir que K1 N Ky, N Ky, NN Ky, = 0.
Luego K, N K, N ... N K, =0. o

Veamos ahora que todo conjunto perfecto P en R es no numerable. Ob-
servamos en primer lugar que como P tiene puntos de acumulacion, debe ser
infinito. Supongamos que es numerable y representemos sus puntos por {z;}$2;.
Construyamos la sucesién {V,,}22; de entornos como sigue:
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Sea V7 en un entorno x1. Supongamos que se ha construido V;, entorno de cierto
T, entonces V;, N P# 0. Si x,41 € V,,, consideramos un entorno V1 de este
punto de manera que:

1. Vn+1 C V.

2. In ¢ Vn+1.
3. Va1 N P es no vacio.

Si zp41 ¢V, tomamos un conjunto V,41 que verifique las mismas pro-
piedades de antes, esto lo podemos hacer puesto que todo punto P es un punto
de acumulacién. Como V11 N P es no vacio, V,,41 es entorno de algin punto
pEP, como en un principio habfamos numerado los puntos de P, existiria un
m € N tal que p = x,41. Por verificarse que V,,11 N P es no vacio se prosigue
la construccién de la misma manera. Definimos K,,=V,,NP. Como V,, es cerrado
y acotado entonces K, es compacto. Por otro lado, =, ¢ K, 4+1 por 2., lo cual
nos dice que ningun punto de P pertenece a N2, K. Ademas por construccion
K, CP, por lo tanto N, K,,= 0. Es decir, K, # 0, K41 C K, y N2, K,= 0.
Esto es absurdo por el lema anterior, concluimos entonces que P es no numerable.

Demostracion 2: Supongamos que C' es numerable y sea {x1, 3,...} una enu-
meracion de dicho conjunto. Escribimos cada uno de los x; en su representacién
ternaria sin usar el digito 1, esto es:

z1 = (0,a11a12013...)3,
T2 = (07az1a22a23-~-)37

x3 = (0, as1as2a33...)3,

donde 1os a,,,€{0,2} para todo m,neN. Definimos
o — 0siap, =2
" 2siap, =0

Observamos que la lista anterior no contiene al niimero = (0, ajasas...),
que si pertenece a C. Luego, es absurdo, y concluimos que C' es no numerable.

1.2.9. C es simétrico: C=1-C

Demostracion. Sea x € C veamos que 1 —x € C. Dado x € C existe una sucesion
{en}s2, con cada c, € {0,2} tal que x=)_° | <.
Entonces,

w‘z

o0 n oo o0 002_n
l-z=1- Z?}— Z?) Z Zl 3nc

Por tanto 1 — = € C pues 2 — ¢,€{0,2} para todo n O
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1.2.10. El conjunto de puntos visibles es numerable y denso en C.

Los puntos visibles son los extremos de los intervalos eliminados en cada
paso de su construcciéon més el 0 y el 1, es decir,

121278
) 3 ) 3 ) 97 97 97 97 A
Proposicion 1.4. El conjunto de nimeros visibles es numerable y denso en C.

Demostracion. El conjunto de puntos visibles es numerable porque la unién
numerable de conjuntos finitos es numerable.

Veamos ahora que es denso en C. Para ello dado = € C', probaremos que existe
un punto visible tan préoximo a x como queremos. Si x es un punto visible ya
10 tendriamos. Pero si z no lo fuese, para cualquier £ > 0 existe un n tal que

t<eyrelc U2 71[;;,‘1{3#} Luego T € [;—,ﬂ,agl] para algtin j. Por tanto
la distancia de x al punto visible g,{, es menor que &. O

Definicién 1.5. Un conjunto se dice separable si contiene un conjunto denso
numerable.

Por lo tanto como consecuencia de lo demostrado anteriormente obtenemos:

Corolario 1.6. El conjunto de Cantor es separable.

1.2.11. Existen racionales no visibles

Demostracion. En el conjunto de Cantor existen colecciones de fracciones que
estdn ocultas en él, entre ellas las que tienen la forma 7=, para todo n € N.

)t

+1’
En efecto,
2 2 2 2 2 2
(0,0-.02.-20..02..20..)3 = (gopy + gz 530 Hggurr T gmrz TFgm
n n n n
2 2 2 1 1 1 1
3" -1 1 3" -1 3" -1 1
= o T~ 22n = n n = an €C
P 1-L 3 —1 3 +0)B —1) 3+l

Ademas, como C' es simétrico

1 3”

_ _ VneN
iyl gl €

forman parte de C, y también todas las fracciones del tipo
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1 3"
%W,Vm,n e N.

1 1

En particular, para n = 1 obtenemos ;7 = 41

€ C' y su numerosa familia:

111 1 11 25 35 1

3

"473-473-4732.4732.4732.4732.4°3%5. 4

11 25 35 73 83 97 107
33.4733.4733.4733.4733.4733.4733.4777

estdn todos en C. Pero no solo los nimeros de la forma ﬁ y sus simétricos
estdn en C, existen muchos otros racionales ocultos en C' que no son faciles de
visualizar, como por ejemplo, todas las fracciones del tipo 3%7271 estdan en C ya
que

NG

2 2 2 2 1 1

0,0...020..020...)3 == — + —— 4+ — b= — [T+ —+(—)+ (=) +..
2 1 2
= = €C,
31— 3m—1

y por simetria, 1 — ﬁ € C para todo n € N. Por supuesto, los multiplos

% . 3n2_1 y 3% -(1- %) estdan en C' para todo m,n € N. O

1.2.12. Numeros de Liouville en el conjunto de Cantor

Como C posee la misma cardinalidad que R, hay una cantidad infinita no
numerable de ntimeros irracionales ocultos. Determinar los nimeros irracionales
de [0, 1] que habitan en C es una tarea complicada, para ver algunos ejemplos,
introduciremos los niimeros de Liouville, que denotaremos por L.

Definicién 1.7. Un numero real x se dice de Liouville si para todo n entero

positivo, existen enteros p y q con q > 2 tales que
1
0<|z— B| < —

q q

Los nimeros de Liouville son ndmeros irracionales trascendentes.

Teorema 1.8. Existen numeros de Liouville en C.

Demostracion. Veamos que el punto del conjunto de Cantor z = 2?:1 % es un
nimero de Liouville. En efecto, para cualquier entero n > 1, definimos ¢, y p,

como sigue
n

" 2
Qn:?) I Yy anQnZ@~
k=1
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Entonces,
Pn|_ = 2 = 2 2 &l
0<le—""I= dowmS D m Tz T
k=n+1 k=(n+1)! k=0
o2 13 o3 1
~ 3(nt1)! g T 3t = g3t @

d
Por la simetria del conjunto de Cantor, obtenemos que 1 — Zzozl % es
otro nimero irracional trascendente en el conjunto de Cantor.
Hasta ahora hemos visto que todos los puntos visibles del conjunto de Cantor son
racionales y que existen puntos ocultos racionales e irracionales trascendentes.
Por tanto, jexisten nimeros irracionales algebraicos en C'?7 Algunas conjeturas
podrian sugerir que la respuesta fuera negativa.

1.2.13. C no es extremadamente disconexo

Definicién 1.9. Un conjunto se dice extremadamente disconexo si la clausura
de cualquier abierto es abierta.

Demostracion. Tenemos que CD[O&) es un abierto en C'y su clausura es Cﬂ[O,i]

puesto que i € C que no es abierto en C, luego C' no es extremadamente

disconexo. a

1.2.14. C+C=][0,2]

Demostracion. Observamos en primer lugar que:
1 i a
50 = {Z 3—2 can € {0,1},¥n > 1}.
n=1
De esto tenemos que:

1 1 > an + by,
— —( = —_— 1 >1
5C+5C O g @nsbn € {0, 1}, Vn = 1}

n=1

o dn
={> 3w an €{0,1,2},¥n > 1} = [0,1]
n=1

y, por lo tanto, C' + C'=[0,2]. O



1.2 Propiedades del conjunto de Cantor 11

1.2.15. C-C=[-1,1]

Demostracion 1: Es claro que C — CC [-1,1].
Para demostrar la otra inclusién definimos, para cada n € N, el conjunto

R,={ze[0,1]:z= Zg—,’jak € {0,1,2}}.
k=1

Primero demostraremos que

R,CC-C,Vn>1.

Para ello utilizaremos la induccién sobre n. Obsérvese que si z € C, en-
tonces x = x — 0 € C' — C, por lo que solo es necesario analizar los elementos de
R,, que no forman parte de C. Para n = 1, se cumple

12
= _. = C
Rl {073,3}_0

y, por lo tanto, Ry C C'—C. Paran = 2 el conjunto Ry contiene nueve elementos:

R_{012i31+i1+32+i2+3
2 Whgr3i3273273 " 3273 " 3273 " 3273 " 32

Por definicién de C tenemos que todas las fracciones de Ry pertenece a C'

1,1 .1, 2
salvo 5 + 37 ¥ 3 + 5z las cuales las podemos expresar en la forma

11
5+ 3z = (0,11000...)5 = (0,2000...)3 — (0,0200..)3 € C ~ C

1 2
3 + 3= (0,12000...)s = (0,2200...)5 — (0,0222...)5 € C — C.
Por lo tanto Ry C C — C.

Supongamos ahora que se cample que R, ;1 € C—C yseaz = (0,a1...a,)4
cualquier elemento de R,, con a,, # 0. Supondremos que x ¢ C. Como

a

r=(0,a1...0n-1)5 + 3—2

resulta de nuestra hipdtesis que existen 7,1 y g,—1 en C tal que
(07 a1~-~an71)3 =Tn—1 —Q4n-1

Pongamos
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Tn—1 — (O,bl...bnfl...)g, Y 4n-1= (0761...Cn,1...)37

donde los digitos b1,c1,be,ca,... € {0,2}. Se puede escribir 7,1 de la
forma
(0, by...by_1000...)5.
Por eso, (0, a;...an—1)4 se puede escribir como
1. (0,a1...an—1)5 = (0,b1...b,_1000...)3 - (0, ¢;...c,—1000...)3 con ¢, # 0, aun-
que b,_1 puede ser 0, o
2. (0,a1...an,1)3 = (O,blbn,1000)3 - (0,01...671,1,0222...)3.

Si a, =2, hacemos b, =2 y asi se tiene que

(O,al...an_12)3 = (0, blbn_1200)3 - (O,Cl...Cn_l()OO...)g

0
(0, al...an,12)3 = (O, blbn71200)3 — (07 C]_...Cn,10222...)3
pertenece a C' — C'. Si a,, = 1, podemos escribir
(O,al...an_11)3 = (0, blbn_12000)3 - (O,Cl...Cn_10222...)3
o)

(0, al...an,11)3 = (0, blbn,1000)3 - (0, Cl...CnflcnOOO...)g

Por tanto, hemos completado la prueba del paso inductivo. Para finalizar, sea
x € [0,1] y supongamos que su representacién ternaria no es finita, es decir
x ¢ R, para todo n > 1. De la discusién anterior sabemos que, para cada n € N,
existen 7, y ¢, en C tales que p, = r, — g,. Como C' es compacto, se sigue del
Teorema de Bolzano -Weierstrass que existe una subsucesion (r,;)7~, de (r,),,
convergiendo a un tnico punto r € C. La correspondiente subsucesién (gn; )Joil
de (gn),-, también posee una subsucesién (ani)?; que converge a un punto
q € C. Puesto que toda subsucesién de una sucesiéon convergente converge al
mismo punto, se tiene que:
r=lm p,, = lm(ry,, —qn, )=r—qeC~-C
1—00 v 1—+00 o o

Finalmente, si « € [—1,0], entonces —z € [0, 1] y por lo anterior, existen r,q € C
tal que x =r — q. Por eso, —z = ¢ —r € C — C'y, en consecuencia,

-1 ccCc-C
Demostracion 2: Por definicién tenemos que:
C-C={z—-y:2,yeC}

Como C es simétrico dado y en C, existe z en C tal que y = 1 — z. Ademds
sabemos que C + C' = [0, 2], restando 1, obtenemos el resultado. Es decir,

C-C={z—y:2,yeClt={z—(1-2):2,2,6C}=C+C—-1=[-1,]]
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1.2.16. C tiene dimensién topolégica cero

Definicién 1.10. Un subconjunto S de R™ tiene dimension topoldgica cero si
todo punto de S posee entornos arbitrariamente pequenos cuyas fronteras no
intersectan a S.

Todo conjunto finito de puntos tiene dimensién topolégica cero: si la dis-
tancia minima entre dos puntos del conjunto es d, las bolas centradas en cada
punto de radio arbitrariamente pequeno no contienen a ninguin otro punto.
Todo conjunto numerable, como Q, tiene dimensién topoldgica cero. La idea es
observar que para cada racional xg existen incontables bolas centradas en zq
cuya frontera son puntos irracionales.

Teorema 1.11. El conjunto de Cantor tiene dimension topoldgica cero.

Demostracion. Six es un punto del conjunto de Cantor, x € C, entonces existen
a < z'y b > x no pertenecientes al conjunto, arbitrariamente cerca de . Entonces
el intervalo [a, b] es un entorno de x cuya frontera no intersecta a C. O

1.2.17. C tiene dimensién de Hausdorff In2/In3

Para introducir la dimension de Hausdorff, primero debemos introducir
algunas definiciones.

Definicién 1.12. Sea U un subconjunto de R™ no wvacio. El didmetro de U, es
el nimero
U] := supf{le —y| : 2,y € U}.

Por ejemplo, si U = [a,b]x[c,d] entonces |U| corresponde a la longitud de la
diagonal del rectangulo U.

Definicién 1.13. Sean FF C R™. Una coleccion numerable de subconjuntos de
R", {Ui};>q, es un § — recubrimiento de F, si para todo i > 1 se tiene que
0 <|U;| <6 y ademds

F C Ui21Ui.

Definicién 1.14. Sea F' C R™ no vacio y s > 0. Para cualquier 6 > 0 definimos

H§(F) := znf{z |U;|°:U; es un 0 —recubrimiento de F}.
i=1
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Observamos que a medida que § se hace mas pequeno, la clase de recubrimientos
permitidos de F' decrece, por lo tanto, la expresion Hj crece y tiende a un limite
cuando § — 0.

Definicién 1.15. Sea F C R"”, la medida s-dimensional de Hausdorff de F es
el numero

H*(F) = lim H3(F).

El limite anterior existe para cualquier FF C R.

Eziste un valor critico s en el cudl la funcidn H*(F) salta de oo a 0. Este
valor critico recibe el nombre de Dimension de Hausdorff de F.

Definicién 1.16. Sea F' C R™. La dimension de Hausdorff de F', es el nimero
dimg(F) =inf{s>0: H*(F) =0} = sup{s > 0: H*(F) = co}.
De la definicién anterior y que supd = 0, tenemos:

si _ Joosi0<s<dimpg(F)
H*(F) = {0 si s > dimp(F)

Si s = dimpg(F), entonces H*(F) puede ser igual a 0, 0o, 0 0 < H*(F) < oo.

Teorema 1.17. dimy(C) = % y3 < H%(C’) <1

Demostracion. Consideramos los intervalos de la k—énesima etapa de la cons-
truccién del conjunto de Cantor como un 3~ *-recubrimiento de este. Entonces,

s (C) < 2k37ks =1

con s = In2/In3. Haciendo k — oo se tiene que 3™ — 0 y en consecuencia
H*(C) <1
Por otro lado, usando la compacidad de C, es suficiente verificar que

1

S > 9—s — =

E |U;|° >3 5
i>1

para cualquier coleccién finita {U;},~, de intervalos cerrados [0, 1] que cubren a
C. Para cada U, sea k el entero tal que

3=+ < ;| < 37k,

Entonces U; intersecta a lo sumo un intervalo del k—nivel, ya que la sepa-
racién de los intervalos de este nivel es al menos de 37%. Si j > k, entonces Uj;
intersecta a lo sumo
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2k = 27375k <23 |U, |,
intervalos del j—nivel C;. Ya que
293~ (k+1)s — 9ig=sk3=s < oI |1, °.

Si elegimos j lo suficientemente grande tal que 3=+ < |U;| para todo Uj, lo
cual es posible ya que la coleccién es finita, y sumamos todos los intervalos de
la k—ésima etapa, tenemos que

Y < Y U,

i>1
ya que {U;},5,, intersecta a todos los 27 intervalos bésicos de largo 377. Asf

tenemos que
1
S Uil =37 =
i>1 2

Tomando infimos y haciendo tender el didmetro de los cubrimientos a cero, ob-

tenemos H*(C) > 1.

Dado que H!"?/!"3(() es finita distinta de cero, obtenemos que dimg (C) =
in2
n3" -

1.2.18. C es un fractal

Definicién 1.18. Un conjunto se dice autosimilar si sus partes tienen la misma
forma o estructura que el todo.

Definicién 1.19. Un fractal es un conjunto autosimilar con dimension de Haus-
dorff mayor que su dimension topoldgica.

Demostracion. C es un fractal ya que es un conjunto autosimilar por construc-
cién, con dimensién Hausdorff positiva y dimension topolégica nula. O

1.3. Generalizaciones del conjunto de Cantor

1.3.1. Conjuntos tipo-Cantor de medida cero

En esta seccién construiremos conjuntos tipo-Cantor de medida cero. Para
ello, fijamos un o € (0,1) y sea 8 = 152. Nétese que 8 € (0, 3) ya que

1
l<a<l = —-1l<-a<0 = 0Il-a<l = O<B<§
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La construccién de los conjuntos C,, la haremos de manera similar al conjunto
de Cantor.
El conjunto I; se obtiene al eliminar del centro de [0,1] el intervalo abierto
(8,1— ) de longitud 1 — 28 = «, quedando dos intervalos cerrados cada uno de
longitud S, es decir,
I =1[0,]U[1 = B,1].

Continuando con el proceso, tenemos que Is se obtiene de I; eliminando
del centro de cada uno de los intervalos cerrados de I; un intervalo abierto de
longitud 3. Cada uno de los cuatro intervalos que define a I, tiene longitud 32,

por lo que la longitud de I, es 2232 = (1 — a)?.

L= ([0, 81U [B(1 = B), BN U([1 = B, 8% + (1 = Bl U[(1 = B) + B(1 = B),1])

En general, I,, es la unién disjunta de 2™ intervalos cerrados cada uno de
longitud ™ y I,41 se obtiene eliminando del centro de cada intervalo de I,
un intervalo abierto de longitud a3". Por supuesto, la coleccién (I,,);-, es una
sucesion decreciente de subconjuntos compactos de [0,1] que posee la propiedad
de interseccién finita y, en consecuencia, por la compacidad de [0,1], resulta que
C',, es no vacio.

Sea por tanto

Co =Ny 1n,

que es un conjunto con caracteristicas similares al conjunto ternario de Cantor al
que llamaremos un conjunto tipo-Cantor de medida cero. Nétese que si o = 1/3
obtenemos el conjunto ternario de Cantor, es decir, C' = Cy 3.

2 —a—

—FB > —aB—> —pF- —p— —af—> B

Figura 1.2. Conjunto tipo-Cantor de medida cero

Teorema 1.20. El conjunto C,, tiene medida de Lebesque cero.

Demostracion 1: Tenemos que en el n—ésimo paso de la construccién de Cy, I,
estd formado por 2" intervalos disjuntos, cada uno de ellos de longitud 5™, con
B < %, Por tanto, m(I,) = 2" ™. Entonces, como C,, = N2, I, donde I,, es una
sucesién de conjuntos encajados tenemos que
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m(Cq) = lim m(I,) = lim 2"5" = 0.
n—oo n—oo
Demostracion 2: Observamos que en el primer paso eliminamos un intervalo de
longitud «, en el segundo quitamos dos intervalos de longitud « - 3, en el tercero
eliminamos cuatro intervalos de longitud « - 5% y asf sucesivamente. Entonces,
usando que o = 1 — 23 obtenemos que

m(Co) =1-(a+2(af) + ... +2"(@f") +..) =1-a ) 2"gF =1-a- Ly
n=0

1-283

de modo que la medida de C, es cero.
Ademids es compacto, nunca-denso y perfecto.

1.3.2. Conjunto de Cantor n-ario

Existen otros procedimientos distintos al anterior para generar conjuntos
tipo-Cantor de medida cero. Por ejemplo, si dividimos el intervalo [0,1] en 5 par-
tes iguales y eliminamos los intervalos abiertos que ocupan el segundo y cuarto
lugar. Repetimos el paso anterior en los 3 intervalos cerrados que permanecen y
eliminamos de nuevo el segundo y el cuarto intervalos abiertos en cada uno de
ellos.Continuando asi sucesivamente, y obtenemos de este modo que la intersec-
cién de todos los intervalos cerrados que permanecen en cada etapa del proceso
es otro conjunto tipo-Cantor que posee las mismas propiedades topoldgicas que
el conjunto ternario de Cantor, y en particular, su medida también es nula.

El conjunto de Cantor n—ario es una generalizacién del conjunto de Can-
tor donde partimos de un ntmero impar n = 2m + 1 de divisiones con m =
0,1,2,3,.... Comenzamos con el intervalo Ky = [0, 1] y lo dividimos en n subin-
tervalos iguales. Eliminamos los intervalos abiertos (% 2y (3 4y (”sz, ”T’l)

tal que Ky = [0, 2] U2, 2]u. U=t 2] A continuacién subdividimos cada
uno de estos m+ 1 intervalos restantes en n subintervalos iguales, eliminamos de
aqui el segundo, el cuarto,..., 2m—ésimo subintervalo abierto y nos quedariamos
con el resto, que serfa nuestro K. Procediendo de esta forma, obtendremos una
sucesion K, donde cada K, estd formado por (m + 1)° intervalos cerrados dis-
juntos de longitud ().

Luego el conjunto de Cantor n—ario se define por

K(TL) = ﬂzo:OKk
Teorema 1.21. El conjunto de Cantor n—ario tiene medida de Lebesgue cero.

Demostracion 1: En el k—ésimo paso de la construccién de K(n),K}, esta for-

mado por (m + 1)¥ intervalos disjuntos, cada uno de longitud (%)k Por tanto,
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m(Kg) = (m+1)%- (%)’c = (mT'H)]C Entonces, como K (n) =N3>, K donde K},
es una sucesion de conjuntos encajados tenemos que

m+1\"
m(K(n)) = lim m(Kj) = lim < ) =0
k—o0 n—o0 n
Demostracion 2: Observamos que en el primer paso eliminamos m intervalos de
longitud £, en el segundo quitamos (m+ 1) -m intervalos de longitud ()2, en el
tercero eliminamos (m+1)%-m intervalos de longitudes (1)? y asf sucesivamente.
Entonces, usando propiedades de series geométricas obtenemos que

> (m k=1,
m(K(n)) = 1_(m%%-(m—&—l)~m~(%)2+(m+1)2.m.(%)3+m) —1-y %

k=1 "
m =, m+1 m 1 m n
—1- L
nI;)( n ) n 1—’”T+1 n n—m-—1

1.3.3. Conjunto tipo-Cantor de medida positiva

El conjunto ternario de Cantor fue construido eliminando, en cada etapa
de sus construccién, 2"~ ! intervalos abiertos, cada uno de ellos de longitud 3~".
Pero también podemos construir conjuntos tipo-Cantor con medida positiva. El
proceso para lograrlo va a depender del tamano de los intervalos abiertos que
hay que eliminar en cada paso.

Fijamos un « € (0,1). Eliminamos del centro de [0,1] un intervalo abierto de
longitud «/2, llamemos

Jl(l):(l a 1 «

2 2 %)

y denotamos por C;(«) la unién de los dos intervalos cerrados que permanencen,

esto es,
1 « 1 «

S =F1UFo=1[0,- - =|U[=+ =,1
1(a) 11 12 = '3 22] [2+22, ]
Eliminamos del centro de Fy1 y de Fio los intervalos abiertos
1 3a 1 « 3 a 3 3a
LV =(z -5 5) ¥ L@=(g+55*T3)

Nétese que la longitud de cada uno de ellos es /2%, Denotamos Sz(c) la unién
de los cuatro intervalos cerrados que quedan, luego, Sy (o) = Fay UFa3UFo3U Fay,

donde:
1 3a 1 a 1 o

For =10, — 2%, Fp=|o had
21 [ 722 24]7 22 [22 247 2 22]7
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1 o 3 o 3 3o
Fos=|z4+ =5, 5 += Foy=[—+=—.1
23 [2+22522+24} Yy 24 [22+247 }
Observamos que la longitud de cada uno de estos intervalos cerrados es 212 (1-
%a 3 L a). Continuando indefinidamente con este procedimiento se obtiene una
sucesion decreciente de conjuntos compactos (S, (a)),—,, donde cada S, () es
la unién disjunta de 2" intervalos cerrados y acotados. Definimos entonces que

SVC(a) =N5,1S, ().

e e —

Sy —

Figura 1.3. Conjunto Smith-Volterra-Cantor de medida 1/2

Las propiedades topoldgicas del conjunto SVC(«) son iguales a las del
conjunto ternario de Cantor, sin embargo tienen medida positiva, esto es,

1. SVC(a) es compacto, nunca-denso, perfecto y totalmente disconexo
2. SVC(a) tiene medida positiva, concretamente, m(SVC,) =1 — « > 0. En
efecto, observamos que

SVC(a) =[0,1] \ U, J&

donde cada J2 es la unién disjunta de los 2"~1 intervalos abiertos elimina-
dos en la etapa n—ésima, donde cada uno posee una longitud de /22771,
obteniendo asi que:

S =2 ()2 () oo () —o ) -

n=1

De esto se sigue que m(SVC(a))=1—a > 0.
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Funcién de Cantor

2.1. Construccion de la funciéon de Cantor

El conjunto de Cantor, al igual que los conjuntos tipo-Cantor, son usados
para construir funciones especiales.
Existen muchas formas de construir la llamada funcién de Cantor, también co-
nocida como escalera del Diablo. A continuaciéon expondremos cuatro maneras
distintas de definir dicha funcién.

Construccién 1: Fijamos n € N y sean
Cn = nlU-~-UFn2"

la unién de todos los intervalos cerrados que permanecen en la n—ésima etapa
de la construccién de C'y

Iy = I,(1)U...UL,(2" — 1)

la unién de los intervalos eliminados hasta la n—ésima etapa en orden creciente.
Observamos que Iy C I, C ... C I, C ... y, ademads,

Ini1(2k) = I, (k), k=1,2,...2" —1.

Definicién 2.1. Para cada n € N, sea ¢, : [0,1] — R la funcion continua
definida del modo siguiente:

1. ¢n(0) =0 y pn(l) = 1.
2. on(x) = & para todo x € I,,(k), donde k =1,2,...,2" — 1.
3. wn es lineal sobre cada uno de los intervalos cerrados Fyhi que conforman a

Ch.
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Si nos fijamos podemos observar que ¢,, es constante sobre cada uno de los
subintervalos abiertos I,,(k) que definen a I,,, tomando el valor 5= sobre I,,(1),
el valor 2 sobre I,,(2), hasta alcanzar el valor @ sobre I,,(2" — 1).

Las funciones ¢,, se pueden describir explicitamente describiendo primero
la funcién identidad:

¥Yo = x,Vm € [Oa 1]

entonces,
< on(3x) s

. o=

wlrow|— O

w
=

(pn+1($) =

= ool

<
<
<
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B[00 | D0 | =

+ 1 on(3z—2)si
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=
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=
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2
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2
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Si observamos el grafico superior podemos observar que en el interva-
lo [0,1/3] la diferencia entre @o y @1 no excede a 33, ¢1(z) = @) si
x € (1/3,2/3), y en el intervalo [2/3,1] el comportamiento es el mismo que en
el intervalo [0,1/3] menos porque sus graficas son desplazadas hacia arriba por
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una misma constante, la cual se cancela cuando uno toma la diferencia s — 7.
De forma similar vemos que la diferencia entre o3 y oo en el intervalo [0,1/3?]
no excede a 2%, y de igual modo que en el caso anterior, su comportamiento
sobre cada uno de los intervalos [2/32,1/3],[2/3,7/3%] y [8/32,1] son los mismos
que en [0,1/3%] y la igualdad 3 = @9 se cumple para todo = € J3. Con este
razonamiento podemos deducir que para calcular la diferencia entre ¢, v ©n41
basta con analizarla en cualquier intervalo de [0,1]\J, = C,. Sin pérdida de
generalidad podemos considerar el intervalo [0,1/3™] para acotar la diferencia
entre ¢, —@n+1. Notese que sobre dicho intervalo se tiene que @, (x) = g—:x para
todo x € [0,1/3"™], mientras que ¢, 41 viene dada por

n+1 .

gnﬁﬂf Slofmgfsn%

1 : 1 2
Pnt+1 = § aFT 8l garr <@ < gagr

1 3t o 2 3
5arT T 5272 S gagr ST < gagn

Puesto que la igualdad
en() = enta(x)
se cumple para todo x € J,, y cada n € N, se deduce que
lent1 = enlloo = sup{lens1(z) — on(z)] : 0 <z <1} )

= sup{lent1(z) —pn(2)] : 0 <2 < 1/3%} < oo

También se puede observar que ¢, es inyectiva sobre C,, y ¢, (Cy) = [0,1]
para todo n > 1.

Proposicién 2.2. La sucesién de funciones (¢y,),., converge uniformemente
sobre [0,1].

Demostracion. Sea € > 0. Teniendo en cuenta que la serie >~ 1/2™ converge,
se sigue del Criterio de Cauchy para Series que existe un N € N tal que si
m > n > N, entonces E;c":_nlﬂ 1/2F < e. De esto tltimo se concluye que si
m > n > N, entonces

m—1 m—1

1
llom — @nlloo < Z lor+1 — rlloo < Z ok <e
k=n+1 k=n+1
luego, la sucesién (p,,),; converge uniformemente sobre [0,1]. O

Definicién 2.3. La funcion pc : [0,1] — [0,1] definida por
polw) = lm ()

para todo x € [0,1], es llamada la funciéon de Cantor.



24 2 Funcién de Cantor

Construccién 2: Para cada n > 1 consideramos el conjunto C, =
2" Fur y definimos f,, : [0,1] — R por

H"six
fulz) = (g)"-xcn(x) - {(()2) S ; g:

1.5 — ————
144
1.3
129
1.19

1.0

02 04 06 08 1

084

0.6+

0.4+

024

La funcién f,, es discontinua en un conjunto finito de puntos, luego es de
Riemann integrable. Podemos definir asf la funcion ¢, : [0,1] — R como sigue
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on(x) = /OI fa(t)dt.

034

084

064

044

024

Podemos asegurar, gracias al Teorema fundamental del Célculo, que cada
funcién ¢,, es Lipschitz y ademéds continua. Observamos también que

on(0) =0y @u(1) = fy falt)dt = (3)" [y xc, (B)dt = (3)" - U(Cn) = 1.
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Tenemos entonces que ¢, es una funcién continua con ¢, (0) = 0y ¢, (1) =
1 para cadan > 1. Ademés ¢, es constante sobre [0,1]\ C,, y lineal con pendiente
(%)" sobre cada F,, C C,. Esto nos indica que cada ¢,, es monétona creciente.
Sobre cada conjunto Fyr C C, se tiene que f,(x) = (%)” para todo = € Fyx,
mientras que f,11(z) = (3)""" = (2)" f,(z) para z en el primer o dltimo tercio
de F,x, e igual a cero en el tercio del medio. Se sigue entonces que

/Fn,k fnB)dt = /FM Frg1(t)dt =27

Puesto que f,(z) = fni1(x) para todo x ¢ C,, resulta que si « es un
punto extremo arbitrario en cualquiera de los intervalos que conforman a C,,,

entonces o o
| = [ fana
0 0

de donde podemos obtener

Pn (1) = pnia(2), Vo € Cp

y, por tanto,
|on(@) = g1 (@) < 27" Yz € [0,1]

Luego, tenemos que (¢,,), -, es uniformemente de Cauchy y, en consecuen-
cia, converge uniformemente a una funciéon continua @¢.

Construccién 3: Otra forma de definir - es usando la representacién
ternaria de los puntos [0,1]. Sea = € [0,1] y expresando dicho ndmero en su
representacion ternaria habitual, es decir,

=y )
n=1

donde a,(z) € {0,1,2} para todo n > 1. Si ¢ C, entonces existe al menos
un n € N tal que a,(z) = 1. Sea n, el entero positivo méas pequeno para el
cual ap () = 1. Si € C, entonces todos los a,(x) son distintos de 1y, por lo
tanto, convenimos en tomar n, = +oo. Este andlisis permite definir la funcién
de Cantor ¢¢ : [0,1] — R por

1 1! an(z)
po(@) = g + 3 kz T

Podemos observar que si z € C, la igualdad anterior toma la forma

1 & an(x
pel0) =33 o)
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donde a,(x) € {0,2} para todo n > 1.

Construcciéon 4: También podemos definir la funcién de Cantor de la
siguiente manera: para cada x = Y >0 . 2% ¢ | donde a, € {0, 1}, defina

n=1 3»
> 2a, > an
vol@) =vc (DT | =2 o
3 2
n=1 n=1
y extienda a ¢ a todo [0,1] poniendo
> an ad 2a,
wo = sup{oc(y) 1y e C,y<uz}= sup{z on I <z, a, € {0,1}},
n=1 n=1

para todo x € [0, 1].

2.2. Propiedades de la funcion de Cantor

2.2.1. La funcién de Cantor es singular

Teorema 2.4. La funcion de Cantor es continua, creciente y sobreyectiva.
Ademds ¢’ -(z) = 0 para todo = € [0,1]\C.

Demostracion. Como {@,(z)},—, es una sucesién de funciones crecientes, te-
nemos que, para cualquier n y todo x,y € [0,1], con = < y, pn(x) < @,(y).
Tomando limites cuando n — oo a ambos lados, llegamos a que pc(x) < pc(y).
Por tanto, ¢¢ es creciente y sobreyectiva ya que cada ¢, posee esas propie-
dades. Ademéds como {p,(z)} ~, es una sucesién uniformemente de Cauchy y
{¢n ()}~ son funciones continuas, tenemos que ¢ (z) es una funcién conti-
nua.

Veamos ahora que ¢’ ~(z) para todo z € [0, 1]\C. Observamos que p¢c es cons-
tante en cada uno de los intervalos abiertos eliminados en la construccién de C

y, por lo tanto, ¢’ ~(x) = 0 para todo z € [0,1]\C. O
Ademas, por construccién de la funcién de Cantor, es facil observar que:

= ¢c(0) =0.

= po(l) =1

= (o es constante en cada intervalo del complementario del conjunto de Cantor.
Por tanto, ¢ = 0 en c.t.p.

Definicién 2.5. Una funcidn f : [a,b] — R se dice singular si satisface:

= [ es continua en [a,b)].

= f es creciente.

. J(a) < J0).

v Eziste un congunto de medida nula N tal que f'(x) = 0,Vz € [a,b]\N.

Corolario 2.6. La funcion de Cantor es singular.
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2.2.2. La funcién de Cantor es Lipschitziana de orden In2/In3

Definicién 2.7. Se dice que una funcion f es lipschitziana de orden « en [0,1]
st 3C 1 |f(z) = f(y)| < Clz —y|*,Va,y € [0,1].

Teorema 2.8. La funcion de Cantor en [0,1] es Lipschitziana de orden o =
In2/In3.

Demostracion. Primero nétese que

Y 3
en@)=al =1 [ G ¥yt [ G e, = G| [ oyt < G-l
0

Asi, se sigue que:
3.n 16
o (@)=pc )] < lon(@)=en(y)+lpe (@) —en(@)l+lec(y) —enly)l < (5)"le—yl+5o-
Fijados z e y, elegimos n tal que 1 < 3"|z — y| < 3. Entonces se tiene:

[eo(a) = 2ol < 57 = s <

yl*
puesto que 3”‘:2y3%§\x7y|. 0
Corolario 2.9. La funcion de Cantor no es lipschitziana de orden a > In2/In3.

Demostracion. La funcién de Cantor cumple que pc(C) = [0,1]. Si es lipschit-
ziana de orden «, entonces:

1 =dimpy([0,1]) = dimp (pc(C)) < — - dimy (C).

Q|

Por tanto, a < In2/In3. 0

2.2.3. La funcion de Cantor no es absolutamente continua

Definicién 2.10. Una funcion f : [a,b] — R se dice absolutamente continua si
para todo € > 0 existe un § > 0 tal que toda la familia {(a;,b;)}i—, de intervalos
disjuntos en [a,b] tales que Y i, (b; — a;) < & se cumple la desigualdad

Z|f fla) <e.

Se puede probar que la funcién f es absolutamente continua en [a,d], si y
solo si, para todo z € [a,b], f(z) se puede expresar de la siguiente manera

f@) = )+ [ " P



2.2 Propiedades de la funcién de Cantor 29

Teorema 2.11. La funcion de Cantor no es absolutamente continua.

Demostracion. pc no es absolutamente continua porque ¢ es igual 0 en casi
todo punto y ¢¢ no es constante. O

Teorema 2.12. El conjunto de las funciones absolutamente continuas no es ce-
rrado dentro de las funciones continuas con la norma uniforme.

Demostracion. Por definicién, ¢, (z) = foz (%)n Xc, dt, luego es absolutamente
continua. Ademaés ¢, — ¢ uniformemente y ¢ no es absolutamente continua.
Por tanto, el conjunto de las funciones absolutamente continuas no es cerrado
dentro de las funciones continuas con la norma uniforme. 0o

2.2.4. La funcién de Cantor no es débilmente derivable
Definicién 2.13. Una funcién f € L}, (R) es débilmente derivable si existe una
funcion g € L}, (R) tal que

/ngb'dx = f/Rgzj)dx,ng € CX(R).

La funcion g es llamada derivada débil de f, y la denotamos por f'“’.
Por tanto, para derivadas débiles, la formula de integracién por partes dice que

/R féde = — /R Y ede, Vo € C2(R).

La derivada débil de la funcion, si existe, es tinica como funcion de L}, (R).

Ademds la derivada débil de una funcion continuamente diferenciable es la de-
rivada.

Teorema 2.14. Si f : (a,b) = R es débilmente derivable y f/w =0, entonces f
es una funcion constante.

Demostracion. La condicién de que la derivada débil f’ sea cero significa que
/f¢’dx =0,V¢ € C°(a,b).

Sea n € C2°(a,b) con integral igual a 1. Podemos representar una funcién arbi-

rario ¢ € C¢°(a,b) como

¢=An+¢
donde A € Ry ¢ € C>*(a,b) y vienen dadas por

b T
A= [Codn, plw) = [ lot0) - ano)e
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Esto implica que
/fgbdx:A/fndx:c/g‘deE, C:/fndx~

/(f —¢)pdx = 0,V € C(a,b),

lo que implica que f es una funcién constante. O
A continuacién vemos que una funcién continua derivable en casi todo
punto, no tiene porque ser débilmente derivable.

Por tanto,

Teorema 2.15. La funcion de Cantor no es débilmente derivable.

Demostracion. Supongamos f/“’ = g donde

[ goas =~ [ to'ds

para toda funcién ¢ € Cg°. Sabemos que el complementario del conjunto de
Cantor en [0,1] es la unién de intervalos abiertos

1 2 1 2
97 7) U (77 7)
33 9'9
cuya medida es igual a 1. Tomando ¢ con soporte contenido en uno de los
intervalos que llamaremos I, usando que f = c; es constante en I, tenemos que

/@wxz—zfmm:—q£WM=o

Luego g = 0 en casi todo punto de [0,1]\C, y por tanto, si f es débilmente
derivable tenemos que f % = 0. Aplicando la proposicién anterior llegamos a
una contradiccién. Por tanto, la funcién de Cantor no es débilmente derivable.

O

[0, TNC = (

2.3. Caracterizaciones funcionales de la funcién de
Cantor

Existen varias caracterizaciones funcionales de la funcién de Cantor. La
primera que veremos se basard en una definicién interactiva para @c.
Definimos una sucesién de funciones 1 : [0, 1] — R por recurrencia del siguiente
modo:

Eaiz) si0<z<y
¢n+1($) - % si % § x § 3
%_f_ibn(?); 2) Si%ﬁxﬁl
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donde ¢ : [0,1] — R es una funcién arbitraria. Sea M]0,1] el espacio
de Banach de todas las funciones reales uniformemente acotadas en [0, 1] con la
norma infinito.

Teorema 2.16. La funcién de Cantor ¢c es el inico elemento de M[0,1] que
verifica

GBz) si0<x<i
2 —_—

G(z) = % si%ﬁmﬁ%
1 G(3z—2) .2
st =3 sizsesl

Ademds si g € M[0,1], entonces {1, }or, converge uniformemente a ¢ .

Demostracion. Definimos la aplicacién H : M[0,1] — M como

{ () $0§x<%
H(f)(z) = % si%ﬁxgg
%—i—f(BI{Q) si%ﬁxﬁl

Puesto que, .
I[H(f1) — H(f2)|] < §|\f1 — foll,

donde f1, fa € M[0,1] y || - || denota a la norma de este espacio, H es una
aplicacién contractiva en un espacio completo y por el Teorema del punto fijo
de Banach, obtenemos que H tiene un dnico punto fijo fo, es decir, H(fo) = fo
y que 1, converge a fo uniformemente en [0, 1].

Veamos que si g = x, entonces 1, = p,. Sea 9 = =z, llegamos a ver que

1 = 1. Supongamos que ¥ = i para todo k < n. Vamos a probarlo para el
cason + 1,

] Six<%,

2 3 2

3 3n
Ua(32) _ pn(30) _ " Y Xe, (Bt _ / 5 KXo, (3t)dt =
0

x 3n+1
| e 0= o

va que 3t € C,, siy solosit < %,yteCnH.
= Dado % <z< % se observa que ¥,+1 = % = QOp+1-
. Si% < x <1 tenemos que 1 —z < %,ypor tanto

Yn(BA—x))  ¢u(l - (32 —2))

1=pnt1(2) = eny1(1—2) = Ypa(l—z) = 2 2 -
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_ @n(l_(3x_2)) _ 1 @n(3$_2)
N 2 2 2
Por tanto,
1 90Br—2) 1 3z —-2)
Pnt1(z) = 5T 5 =5+ 5 = Ypi1().

De donde concluimos que fo = ¢¢ y por la unicidad H (o) = ¢c-

O

Teorema 2.17. La funcién de Cantor es la dnica funcion real sobre [0,1] que
es mondtona creciente y satisface que:

vo($) = 257

pc(l—x)=1—pc(x).

Demostracion. La funcién de Cantor es una funciéon mondtona creciente. Vamos
a probar que satisface las dos condiciones:

Se verifica que pc(§) = “"C( ) puesto que si z € [0, 1] entonces § < % y por
el resultado anterior tenemOb que:

- po(x)

(f
(2] 3 5

Para ver que se tiene oo (1 —2) =1 — pc(x), observamos que
1—z 1 3
s _ _ 1t Id\n Y d\n o _
po(l-x) = lim ¢, (1-z) = lim ; (3)" X, (t)dt = lim I(2)Abnﬂ u)du
. “ 3
=1- lim (5) Xe, (uw)du =1 — po(x).

Ahora veremos que si una funcién real sobre [0,1] es monédtona creciente y

satisface las propiedades ¢c (%) = “"C(m) y wo(l —x) =1 — ¢c(xr) también
satisface que:
G3z) si0<z <t
G(z) = % si%ﬁxﬁ%
14802 2 <p <

y por tanto es la funcién de Cantor.
e Como QDC(T) — SOC(QU) Sl 0 <z < entonces G( ) @

e (G(0) = 0 porque G( ) =G(3) = G(O . Ademds G(1) = 1 pue G(1) =
G(1-0)=1-G(00) =1. Luego tenemos que G( ) = % = % y que
G(%) = G(1 - %) 1-G(3) = 1 y como G es monétona creciente
entonces G(z) = 4 si § <z < 2.
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e Size(2,1) entonces

1-G(z) = G(l—-z) =G (1_(‘25_2)) = %G(l—(?)x—?)) = %—30(3:5—2).

Por tanto G(z) = 1 + 1G(3z — 2).

2.4. Otras propiedades de la funcion de Cantor

2.4.1. La funcion de Cantor es subaditiva

Definicién 2.18. Una funcion f : R — R se dice subaditiva si satisface la
desigualdad f(x +y) < f(z) + f(y) cuando z,y € R.

Consideramos la funcién de Cantor extendida definida como 0 si x < 0y 1 si
x> 1.

Teorema 2.19. La funcion de Cantor extendida es subaditiva.

Demostracion. La funcién ¢ es el limite puntual de las funciones ¢, cuando
n — +oo. Entonces para probar la subaditividad de ¢, es suficiente con probar
la subaditividad para todas las ¢,,. Procedemos por induccién. El caso n = 0
es trivial, asi suponemos cierto para n y lo comprobaremos para n + 1. Sean
z,y € R,z > y. Consideramos diferentes casos.

= Caso 1: y < 0. Es trivial ya que ¢,41 es mondtona.
s Caso 2:y > % En este caso

1
= < n1(x) + Pnt1(y).

(Pn+1(x+y)§1: +2_

N =

s Caso 3: x < % Como z,y y = + y son todas menores que < %, tenemos que

1 1
Ony1(r+y) = 5%(356 +3y) < 5%(396) + §</Jn(3y) = Ont1(T) + Pny1(y)-

s Caso4:0<y< % < z.Como z +y > %, tenemos que

1 1 1 1 1
Ont1(zty) = §+§¢n(3x+3y—2) < §+§¢n(3$*2)+§¢n(3y) = nt1(2)+ont1(y).

O

Definicién 2.20. Un mddulo de continuidad es una funcion f definida, conti-
nua, no decreciente y subaditiva en [0,1] con f(0) = 0.

Corolario 2.21. La funcion de Cantor es un mdédulo de continuidad.
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2.4.2. El grafo de la funcién de Cantor tiene longitud 2

Definicién 2.22. La longitud de un grafo Gy, [(Gy), de una funcion continua
y creciente, f, del intervalo [a,b] en el intervalo [f(a), f(b)] viene dada por

l(Gy) —sup{z —Ti_1) f(xi)—f(xi,l)ﬁ]% ra=129 <z <..<xy=">b}

Cuando o y f son ntimeros reales [a® + 2]z < |a] + ||, y se obtiene la de-
sigualdad estricta cuando « y 8 son los dos distintos de cero. En consecuencia
tenemos que,

< Z —zi-1)® + (f(@0) = f(2i-1))*] = (b= a) + (f(b) = f(a)).

Por tanto, l(Gf)) s (b—a)+)(f(b) — f(a)).
Teorema 2.23. Sea f derivable con continuidad en [0,1], entonces [(Gy) < 2.

Demostracion. Sea f(z) = x para todo x € [0,1] entonces [(Gy) = /2. Sean
~ y & nimeros positivos y el intervalo [a, 5] C (0,1) tal que 0 < v < f/(¢) <
0 < 1 para todo t € [«, 5]. Denotamos Iy, 15 y I3 las longitudes de las partes del
grafo Gy, [0, @, [, B, [B, 1] respectivamente. Como I(G ) = l1 + 12+ I3 podemos
estimar que Iy < a+ f(a), b < (B—a)+(f(8)— £(a)) y Is < (1-8)+(1— F(8)),
obteniendo asi que I(Gy) < 2.

Sin embargo, si tomamos 0 < A < 1 tal que I3 < A(8 — «) + (f(B) — f(a)),
tenemos que I(Gy) < 2. Si ¢ € [y, 4], implicarfa que

A+ =1+ +¢]F > [1+9]7[1+ Y.

[1+¢%7 < A(L+Q), dondeO<A:[1+»y]%1 <1

Cuando o < u < v < 3, existe un punto r € (u,v) tal que f(v) —v(u) =
f'(r)(w—u),y f'(r) € [y,d]. Luego,

[(v—u)? + (f(v) = F()]?E = [1+ (f(r)2)% (v —w)
< AL+ f/(r)](v —u) = Al(v — u) + (f(v) — f(u)]

Aplicando esta desigualdad a cualquier par de elementos consecutivos de la
particiéon a = tg < t1 < ... <t, = fdea,f]yconle < A(B—a)+(f(8)—f(c)),
nos permite concluir que I(Gy) < 2. O

Ademéds, si f,(x) = 2™ para 0 < z < 1, tenemos que para cada p tal que
0 < p < 1, se tiene que:
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» UGy) =2 (1—p)+1— fulp)

Luego, lim,,_, I(Gy,) = 2.
Teorema 2.24. El grafo de la funcion de Cantor tiene longitud 2.

Demostracion. Sabemos que en el paso k de la construcciéon de la funcién de
Cantor tenemos que hay 2¥*! puntos finales de los intervalos continuos, que
escribiremos como {0 = x, s, ..., Tor+1 = 1}. La longitud de ¢y, en el paso k,

€es
ok+1

=Y [(@i —2i-1)* + (pu(:) — pu(@io1)’]

=2

N

Luego, en intervalos contiguos xq;11 —To; = (%)”C mientras que @i (z2i+1)—
ik (22;) = 0. En los intervalos complementarios se tiene que g (22;)— @k (T2i41) =
(3)". Esto quiere decir que G(F}) consiste en 2* intervalos con una longitud total

de 1 — (%)* y 2* intervalos donde ¢}, incremente la longitud hasta [(3)* + 1]=.
Por tanto, la longitud del grafo G(p¢) es al menos

. 206 2k L1t
klirrgol—(g) —|—[(§) +1]z =2.
Por la definicion de longitud del grafo, tenfamos que

ok+1

Z [(#; — 2i-1)* + (Fi(x;) — Fk(ffifl)f]% <

i=1
<(b—a)+(f(b) — f(a) =2
Por tanto, la longitud total de la funcién de Cantor sera

2k'+1

sup D [z = i) + (Fi(wi) = Fi(wia))*)?

donde el supremo en ninguna particién puede exceder de 2. O

2.5. Ejemplos y contraejemplos usando la funcion de
Cantor

Lema 2.25. Sea (f,),., una sucesion de funciones a valores reales definidas
sobre [a, b] tal que

»  (fn)p—y €s mondtona.
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v s(x) =307 folx) existe y es finita para cada x € [a,b]

FEntonces,

existe y es finita para casi-todo x € [a, b].

Demostracion. Asumiremos que (fy,),-, es creciente. Considerando la funcién
fn — fn(a), podemos suponer que f,, > 0 para todo n > 1. Suponemos entonces
que f, > 0,¥n > 1. Por tanto, tenemos que s = > >~ f, es una funcién
creciente y no-negativa y, en consecuencia, por el Teorema de Diferenciabilidad
de Lebesgue tenemos que s'(x) existe y es finita para casi-todo z € [a, b].
Consideramos las sumas parciales s, = f1 + ... + f, y el resto r, = s — s, para
cada n > 1. Cada una de estas funciones posee una derivada finita casi siempre
y, por tanto, existe un conjunto medible A C [a, b] tal que m(A) = 0 y para todo
n > 1, las derivadas

sp(@) = fi(@) + ... + fr (@)
y §'(x) existen y son finitas para cada x € E = [a,b]\A. Fijamos z € (a,b) y
elegimos cualquier h > 0 para el cual z + h € (a,b). Se sigue de la siguiente
igualdad

s(x+h)—s(x) splx+h)—sp(xr) rplz+h)—ry(z)
= +

h h

que
Sn(x+h) — sp(x) < s(xz+ h) — s(x)
h - h

y esta tltima desigualdad implica que s}, (x) < s'(z) para todo z € E. Como se
cumple ademads que s, (z) < s, (), tenemos entonces que

sp(7) < 8) 1 (2) < 8'(2)

para cada x € E y todo n > 1. De aqui se sigue que

oo
! R / ’
S fie) = dim sy(z) < /()
n—roo
m=1
para cada z € E. Demostraremos ahora que lim,,_,, s}, (z) = s'(x) casi-siempre.
Ya que la sucesién (s),) 2 es creciente para cada z € E, es suficiente probar
que (s},),-, admite una subsucesién convergente casi siempre a s. Sea (ny),,
una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos tales que

> (s(b) = s, (b)) < +00

k=1
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Para cada ny y para cualquier x € (a,b) se tiene que
0 < s(z) = s, () < 5(b) = 5, (b)

lo cual nos muestra que el lado izquierdo de la desigualdad esta acotado por los
términos de una serie convergente y, por tanto, la serie Y .-, (s(x) — s, (7))
’ ) k=1 Nk

converge. Ademads, como los términos de esta serie son funciones mondto-
nas, ella tiene derivada finita casi siempre, de manera que el argumento uti-
. . . ['e) / . .

lizado anterl(;fmente nos dice que Y, f,(z) converge casi siempre y tam-
bién que Y .~ ,(s'(z) — s'p,(x)) converge casi siempre. Obtenemos asi que
limy, 00 8'n, () = §'(x) casi siempre. O

Teorema 2.26. Eriste una funciéon @ : R — R que es estrictamente creciente y
singular.

Demostracion. Extendemos la funcién de Cantor a todo R definida por

0 sixzx <0
vo(x) =< pe(z) stz €0,1]
1 siz>1

Sea ((an,bn)), -, una enumeracién de los intervalos abiertos con extremos
racionales contenidos en [0,1] y definimos @(z) por

- =1 T —ay
ox) = E n¥C <b — ) Vo € [0,1].
n=1 n n

Por el Teorema de Weierstrass tenemos que ¢(x) es continua. Veamos que
es estrictamente creciente. Sean x1,z2 € [0, 1] con x; < x5, escogemos nimeros
racionales a,, b, tales que x1 < a, < b, < 2. Puesto que x1 — a,, < 0, tenemos

que
r1 —a To —a
0:800 1 n <SQC 2 n
bn—an bn_an

de donde se sigue que p(x1) < @(z2). Finalmente, por el lema anterior,

o > —Qp ’ T — Qp o
SD (x) - Z 2n(bn _an)sof (bn _an> - 0

n=1

casi-siempre.

Lema 2.27. ¢¢ : [0,1] — [0,2] definida por
dc(z) =+ o, Vo € [0,1].

es un homeomorfismo.
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Demostracion. Puesto que ¢c(0) = 0y ¢c(1) = 2 por la propiedad del Valor
Intermedio tenemos que para cualquier y € (0,2), existe un z € (0,1) tal que
y = ¢c(x). Esto prueba que ¢¢([0,1]) = [0,2]. Por otro lado, como ¢ es
creciente y la funcién identidad es estrictamente creciente, entonces ¢ también
es estrictamente creciente. En particular, ¢ es una funcién continua y biyectiva.
Por tanto, ¢¢ es un homeomorfismo. 0o

Lema 2.28. Los homeomorfismos no preservan la medida de conjuntos medibles.

Demostracion. Veamos que ¢ (C) tiene medida de Lebesgue 1.
Recordemos que p¢ es constante en cualquier intervalo de [0,1]\C, por tanto
para todo intervalo (a,b) C [0,1\C

m(pc(a), po (b)) = po(b) — dpcla) = po(b) +b—¢c(a) —a=b—a.

gn—1 Ny . -
Sea {En 1}, la coleccién de intervalos eliminados en el paso n en la
construccién del conjunto de Cantor. Entonces

oo 2n7 ! 0o 271
m([0,2\6¢(0)) = m(9e (0, 1NC) = m(6e(3_ 3 Eup)) =m(3 - de(Bun)) =
n=1 k=1 n=1 k=1
oo 27t 0 on-1
=Y mléc(Bnp) =D > m(Eny) =1,
n=1 k=1 n=1 k=1

puesto que, la medida total de los intervalos eliminados es 1. Dado que [0,2] es
una unién disjunta de ¢¢(C) y de [0, 2]\dc(C), entonces

2 =m([0,2]) = m(¢c(C)) + m([0,2\¢c (C)) = m(¢c(C)) +1
Luego la medidad de ¢ (C) es 1. O
Lema 2.29. Los homeomorfismos no preservan los conjuntos medibles Lebesgue.

Demostracion. Como la medida de ¢o(C) es positiva tenemos un subconjunto
no-medible A* C ¢ (C). Por ser ¢¢ biyectiva,

Pt (AY) C 9t (pc(C)) = C

y puesto que la medida del conjunto de Cantor es cero y resulta que todos sus
subconjuntos son medibles, en particular (bEl(A*) es medible. Finalmente, como
¢c es biyectiva, tenemos que ¢¢o(E) = A*, donde E = ngal(A*). O

Teorema 2.30. Eziste un conjunto medible Lebesque que no es medible Borel.
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Demostracion. Recordemos que (;561(.4*) C C'y, en consecuencia, es medible
segun Lebesgue. Por otro lado, como todo homeomorfismo trasforma conjuntos
de Borel es conjuntos de Borel, resulta que si ¢51(A*) fuese de Borel, tendremos
que A* = ¢c(p5' (A*)) serfa un conjunto de Borel, en particular, medible segiin
Lebesgue lo cual es imposible por nuestra hipétesis. Por esto, el conjunto F =
¢4 (A*) no es un conjunto de Borel. O

Teorema 2.31. La medida de Borel no es completa.

Demostracion. Como ¢c no preserva conjuntos medibles Lebesgue y existe un
conjunto medible Lebesgue que no es medible Borel, sabemos que existe un
conjunto no-medible Lebesgue A* C ¢¢(C) tal que

v oA ce
= oo (A7) € ML(R)\Bo(R)

Puesto que m(C) =0y anl(A*) no es boreliano, resulta que m(qﬁal(A*

)) no
estd definido y, por tanto, no puede satisfacer la condicién m(¢g'(A*)) .

0. o

Teorema 2.32. Ezxisten funciones medibles Lebesque cuya composicion no es
medible Lebesque.

Demostracion. Sabemos que existe un conjunto £ = gf)El(A) medible segin
Lebesgue pero que no es medible segun Borel, donde A es un subconjunto no
medible Lebesgue incluido en ¢o(C). Sea f = gbal y consideramos la funcién
g : [0,1] — R definida por g(x) = Xg(z). Podemos observar que f y g son
medibles ya que f es continua y F es medible. Sin embargo, g o f no es medible
Lebesgue. En efecto,

{r€0,2): (g0 (&) > 3} = {r €[0,2): f(z) € B} = [~ () = 6o(B)

que no es medible Lebesgue.

O
Sin embargo, veamos que si f fuera medible y g continua, entonces g o f
siempre es medible.

Proposicién 2.33. Sea f : E — R una funcidon medible y supongamos que
g : R — R es medible Borel. Entonces go f € F,(E).

Demostracion. Para cada a € R,
{z € E:g(f(2)) <a}= (g0 )" ((a,+00)) = (g~ ((a,+00))).

Asf pues, gracias a que g es medible Borel, el conjunto g—*((a,+00)) es un
conjunto medible Borel, y por tanto f~1(g7*((a, +0))) es medible Lebesgue.
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2.6. La distribucion de Cantor

Una funcién de distribucién acumulada F' describe la probabilidad de que
una variable aleatoria real X, sujeta a cierta ley de distribucién de probabilidad
P se sitte en la regién de valores menores o iguales a .

F(z) = P(X < z)

Definicién 2.34. La distribucion de Cantor es la medida probabilistica cuya
funcion de distribucion acumulada es la funcion de Cantor.

Sea B(R) la o—4lgebra de los conjuntos de Borel. Una distribucién o me-
dida probabilistica Q: B(R) — [0, 1] es singular continua si satisface:

. Q(R\C) +m(A) =0 para algin a € B(R).
= Q(x) =0 para todo z € R.

Teorema 2.35. La distribucion de Cantor es una distribucion singular conti-
nua.

Demostracion. Sea Q: B(R) — [0,1] la medida probabilistica asociada a ¢c.
Para cada n € N, dado un intervalo abierto (a,b) C [0, 1]\C},,

Q((a,0)) = vo(b) = pcla) = lm (pn(b) = @nla)) =0,
por lo tanto Q([0,1]\C,,) =0, y asi Q(C,,) = 1.
Esto implica, puesto que C,, es una sucesién decreciente de conjuntos tal que

C =n5,Cy, que
Q) =1,

y por consiguiente tenemos que
QR\C) +m(C) = 0.
La continuidad de ¢ permite probar que
Q(z) =0,V € R,

concluyendo que @ es una distribucién singular continua.
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Otras funciones definidas en base a conjuntos de
Cantor

A continuacion introduciremos algunas funciones definidas en base a con-
juntos de Cantor.

3.1. Funciones Riemann integrables con un conjunto no
numerable de discontinuidades

Teorema 3.1. La funcién caracteristica del conjunto de Cantor X¢ : [0,1] — R
es discontinua sobre C' y continua sobre [0,1]\C.Lo mismo es cierto para Xc.,,
donde Cy es cualquier conjunto tipo-Cantor en [0,1] de medida cero.

Demostracion. Sea © € C. Como C' no contiene intervalos, tenemos que para
cada n € N, el intervalo (z — 1/n,z+ 1/n) € C'y, por tanto, podemos elegir un
Zpn € (x —1/n,z + 1/n) de modo que x ¢ C. Luego, ©, — x, pero

0= Xc(l‘n) —+> Xc(a'}) =1.

Con esto hemos probado que X¢ es discontinua en x y como dicho punto era
arbitrario, se concluye que X¢ es discontinua sobre C'.

Sea ahora x € [0,1]\C y sea ¢ > 0. Recordemos que como [0,1]\C = UX I,
donde I,, donde I, = I,,(1) U... U I,(2™ — 1) es la unién de los 2™ — 1 intervalos
abiertos borrados en la n—ésima etapa de la construccién de C', entonces existe
un tnico n € N tal que z € I,,(k) paraalgin k € 1, ..., 2"~ 1. Si tomamos § < 1/3"
resulta que cualquier y que satisfaga 0 < |x —y| < § se tiene que y € I,,(k) y, en
consecuencia

|Xo(z) — Xe(y) =10 -0 <e.

Esto demuestra que X es continua en x y termina la prueba. O
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3.2. Funciones continuas con un conjunto no numerable
de ceros

Sea C' el conjunto de Cantor en [0,1] y construyamos la sucesion { f, },-;
en C[0,1]. Sea {I,(k) :n=1,2,....k =1,2,....,2" 1} en donde I, (k) denota los
intervalos abiertos extraidos hasta el n—ésimo paso de la construccién de C'y sea
{ank :n=1,2,...,k =1,...,2" 1} los puntos medios de cada uno de los intervalos
en {In(k) :n=1,2,...,k=1,2,..,2" "1}, Puesto que I1(1) = (3, %) es el primer
intervalo extraido en la construccién de C, definimos f1(3) =1, y en el resto de
I1(1), fi(x) esta formado por las ecuaciones de los dos segmentos que unen los
extremos de I;(1) con el punto (aj1,1) = (3,1). Finalmente, fi(z) = 0 si z ¢
I;(1). Procediendo inductivamente, definimos f,, como sigue: f,(z) = fr_1(x)
para todo x € U%:ll I(;,—1y(k) y, como en el primer caso, f,(x) estd formado por
la ecuacién de los dos segmentos que unen cada uno de los extremos de I, (k)
con los puntos (a,x, 5w ). Para los puntos = ¢ U%:ll Ep i, fu(x) =0.

Se puede probar que {f,}, -, converge puntualmente en [0,1] y definimos f(z) =
lim,,—, 0 fn(x) para todo z € [0, 1]. Podemos comprobar que la convergencia es
también uniforme por lo que f € C[0,1] y, ademds, se cumple que Z(f) = C,
siendo Z(f) = {z € [0,1] : f(z) = 0}. Esto nos dice que la cardinalidad de Z(f)
es no numerable.

3.3. Funciones de clase C! con una cantidad
no-numerable de puntos criticos

Teorema 3.2. Existe una funcién F : [0,1] — R de clase C* con una cantidad
no-numerable de puntos criticos.

Demostracion. Vamos a construir una funciéon cuyos ceros sean exactamente los
puntos de C. Como C€ es un subconjunto abierto de R, existe una sucesién
disjunta (I,,),-, de intervalos abiertos tal que C¢ = U2 I,,. Para cada n € N,
sea K, un conjunto cerrado incluido en I,,, usaremos el Lema de Urysohn para
determinar una funcién f, : R — [0,1] de clase C* tal que f,, = 1 sobre K, y
fn =0 fuera de I,,.

En particular, para cada n > 1, f,(x) = 0 para todo « € C. Definimos
f:R —[0,1] por

fay =3

Veamos que f es continua sobre R. En efecto, dado € > 0, escogemos un
N € N de modo que
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o0

1 €
J— — > .
E om < Q,meN
n=m-+1

Como cada f, tiene continuidad uniforme lo usaremos para determinar
0, > 0 tal que

€ .
) = faly)| < 5 siempre que |z —y| < 5.

Si escogemos § > 0 de modo que § < min{dy,...,0n}, resultard que si
|z —y| < 4, entonces

n=1

= |fn(m) — fn(y)| - 1 € €
< 7 [— —_ —_ =

Por tanto, f es continua. Definimos ahora F : [0,1] — R por

x)::Azfumt

Como f > 0, se tiene que F es creciente y positiva. Por el Teorema Fun-
damental del Célculo, F'(x) = f(x) v, asi, los puntos criticos de F' son los ceros
de f el cual incluye al conjunto de Cantor. Nos faltaria verificar que si z,y € C
con x # y, entonces F(x) # F(y). En efecto, sean z,y € C con x < y. Como C
es totalmente disconexo, existe un z ¢ C' tal que = < z < y. Por esto, existe un
no € N tal que f,,(z) # 0. La continuidad de fy,(z) nos garantiza la existencia
de un intervalo alrededor de z, J, C [z,y] C [0,1] tal que f,,(w) > 0 para todo
w € J,. De aqui se sigue que

. fgongt) dt >0
y, por tanto,
_ x x fno (t) x Yy _
@Af@ﬁ<lf@ﬁ+ﬁzWoﬁgﬁf@ﬁ+éf@ﬁﬂm

3.4. Funciones de Darboux con un conjunto no
numerable de discontinuidades

Definicién 3.3. Una funcion real definida sobre un intervalo I satisface la pro-
piedad de los valores intermedios si para todo a,b € I y cualquier valor y entre
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f(a) y f(b), existe x comprendido entre a y b tal que y = f(x). Las funciones que
tienen la propiedad de los valores intermedios se llaman funciones de Darbouz.

Como consecuencia del teorema de los valores intermedios toda funcién
continua es de Darboux, pero existen funciones no continuas con la propiedad
de Darboux.

Tenemos que la derivada de la funcién

Zsen(L)siz #0

f(""”):{o siaz =0

es un ejemplo de funcién de Darboux que no es continua en 0. De hecho el nimero
de discontinuidades no es significativo pues, existen funciones de Darboux con
una cantidad no numerable de discontinuidades.

Sea C el conjunto de Cantor. Si (a,b) es uno de los intervalos eliminados en la
construccién de C, se define

Fz) = {Q(If__aa) si x € [a,b]

0 en otro caso

Entonces f es una funciéon de Darboux que es discontinua para todo = € C.

3.5. Funciones de la primera clase de Baire

Sea X un espacio métrico. Un funcién f : X — R es de la primera clase
de Baire si existe una sucesiéon de funciones {f,}, oy continuas en X tales que
fx) =limp 00 fr(x).

Ejemplos de funciones de la primera clase de Baire son las funciones continuas
salvo un nimero finito de discontinuidades y las derivadas de funciones continuas
en R, mientras que &g no es de la primera clase de Baire.

Es conocido que toda funcién de la primera clase de Baire tiene a lo sumo un
conjunto de discontinuidades de primera categoria.

A continuacién veremos que existen funciones con un conjunto nunca denso de
discontinuidades que pertenecen a la primera clase de Baire y otras con la misma
propiedad que no pertenecen.

Vamos a ver que no es necesario que dos funciones sean de primera clase
de Baire aunque las dos estén definidas en el mismo dominio y tengan el mismo
conjunto de puntos de continuidad. Sea C' el conjunto de Cantor, y definimos

f(x) =Xc en0,1]

() = 1 si € numeros ocultos de C'
9 =90 en otro caso
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Probaremos que f y ¢ son continuas en todo punto de [0, 1]\C. Suponga-
mos que xo € [0,1]\C. Luego, x( es un punto interior ya que [0, 1]\C es abierto.
Por tanto, existe un contorno Ns(zg) contenido en [0,1]\C: Luego, para cada
punto z € Ns(xg) tendremos que f(z) = 0y g(x) = 0. Concluimos asi que f y
g son continuas en todo punto de [0, 1]\C.

Ahora probaremos que f y g son discontinuas en cada punto de C. Para
cada z € C tenemos que todo entorno de x contiene puntos de C°, puntos vi-
sibles de C' y puntos ocultos de C'. Luego, siempre existird un punto y en cada
entorno de z, tal que |f(x) — f(y)| = 1 al igual que para g. Por tanto, f y g son
discontinuas en C.

Veamos que f es una funcion de primera clase. Definiremos una sucesién de
funciones continuas { f, } que tenga como limite puntual f en [0, 1].Construiremos
cada f, siguiendo los pasos de la construccién del conjunto de Cantor.

Sea C}s' = {ag, aj, ...,ax} el conjunto de los ntimeros visibles del conjunto
de Cantor generado en el paso n—ésimo. Definimos A,, tal que contenga todos
estos puntos y los siguientes

(i + —=),Vi=1,3,...,k

3n+1

1

G Vi=2.4, k-1

(ai —

Podemos ordenar los puntos en A,, de la siguiente manera

1 1
3t < ag; — 3nt1 < a2i < G2i41

para cada ¢ = 1,...(k — 1) /2. Podemos ver que

a2i—2 < a2i—1 < 02i—1 + 57

agi—2 < x < agi—1 = folr)=1

1 1
gi-1+ ooy S @ < ag— FLESY = fu(z) =0.

Definimos f,, linealmente y continua en el resto.

Veamos ahora que f es el limite puntual de f,,. Six € C entonces f,(z) =1
para cada n. Si por otro lado x ¢ C tenemos que para algin 4, y un n suficien-
temente grande,

a2i—1 + —— < x < ag —

3ntl gn+l’

Por tanto, fn,(z) =0,y f es el limite puntual de {f,}. Luego, f es de primera
clase.
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Probaremos ahora que g no es una funcién de primera clase. Asumimos
que existe una sucesién de funciones {g,} tal que g, — g. Sea x1 perteneciente
al conjunto de los puntos visibles de C, luego existe un n; tal que

gn, (1) < 1/4,
y como ¢g,, es continua, existe un entorno cerrado I; de z; tal que
p €Il = gn (p) <1/4.

Ahora, sea x5 perteneciente a la interseccion de I; y los puntos ocultos de
C, luego existe un ny tal que

Jn, (z2) > 3/4,

y como ¢, es continua existe un entorno cerrado Iy de 2, tal que

p € Iy = gn,(p) > 3/4

y Io C I y |Is| < 4|I1|. Siguiendo de la misma forma obtendremos la sucesién
{gn,}- Sea x = N2, I;, luego,

Gnai(x) = a > 3/4

Gnaiyr (€) = b < 1/4.

Obtenemos asi dos sucesiones de {g, ()} que convergen a diferentes valores. Por
tanto {gn(z)} no tienen un unico limite. Luego g no es una funcién de primera
clase.

3.6. Funciones diferenciables con F’ acotada pero no
Riemann integrable

Teorema 3.4. Ezisten funciones F : [0,1] — R diferenciables con F' acotada
sobre [0,1], pero F' no es Riemann integrable sobre [0,1]

Demostracion. Sea C, el conjunto de tipo-Cantor con m(C,) > 0 y sea
((an,bn)),—; la lista, disjunta, de todos los intervalos abiertos eliminados en
su construccién. Para cada n € N, consideramos la funcién G, : [an,b,] — R
definida por G, (z) = f(z — an), para todo = € [ay, by, esto es

Ysia, <z <b,
six=ay,

(v — an)?sen(—

-
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Luego,
G (x) = {2(:0 - an)sen(ﬁ) - cos(ﬁ) s% an <z <b,
0 six=an

Como el grafo de G,, oscila indefinidamente cuando x se aproxima a a.,
existen infinitos extremos relativos. Sea

E ={x € (an,by) : ¢ es un extremo relativo de G, }.

Entonces G, (x) = 0 para cada € E. Observamos que entre dos extremos
relativos consecutivos siempre existe un z tal que |G’(z)| = 1. Esto nos permite
concluir que G’ no es continua en = = a,,. En efecto, la sucesién (tj);-’il definida
por t; = a, + 1/jm para j > 1 satisface

lim t; =a, pero lim |G, (t;)|=1#0=|G,(ay)|

J]—00 J—00

Sea ¢ el mayor nimero en (an, (a, + by)/2) para el cual G, (c) = 0y

escogemos un d en ((an + b,)/2,b,) tal que ¢ — a, = b, — d. En este caso
d = a, + b, — cy se cumple
1 1

- an) = —(b, — d)QSen(d — bn).

(c — ay)?sen(

Definimos ahora F), : [ay,b,] — R por
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(x — an)zsen(m) sia, <z <c

Fo(z) =< (c—an)?sen( 1n) sic<z<d

c—a

—(x —by)%sen(-—L—)sid <z < b,

z—bn

Vemos que Fj, tiene el mismo comportamiento oscilatorio que G,, tanto en
ap como en b,. Ademds, F), es constante en el intervalo (¢, d), de modo que F},
existe en cualquier punto de [ay, b,]. Resulta que F) es acotada sobre [ay, by],
pero no es continua en a, ni tampoco en b,,. Mas aun,

|F,(x)] < |x—an|2 <|z fbn|2 sia, <z<ec,

|Fu(z)| < le—an* < |z —a,* sic<z<d,
|Fo(z)] < |d—bp* <z —bu]* sic<a<d,
|Fn(z)] < |z —bu|? < |z —an)® sid<az<b,,
De aquf se sigue que |F,(x)| estd acotada por ambas |z — a,|? y |z — b,|? para

todo = € [ap, by]. Definimos F : [0,1] — R por

Fo(z) siw € (an,bn) C U, (ay,b;)
F(z) =
0 siz €[0,1]\ US2, (an, bn) = Cyq

»  Veamos que F es diferenciable en cada punto de [0, 1].
Fijamos cualquier ¢ € [0,1]. Si ¢ € U2 (an, by ), entonces tenemos que F”’(c)
existe. Supongamos ahora que ¢ € C, y probaremos que

Fl(e) = lim L@ =F(

n—ct Tr —cC

=0.

Sea e > 0yseax € (c,c+¢). Six € C,, entonces F(x) = F(c) =0y,
por tanto, F (¢) = 0. Supongamos entonces que x ¢ C,. En este caso, x €
U2, (an,bn) y, en consecuencia, existe un tnico n > 1 tal que = € (ay, by).

Por esto,
F(x) - F(c F.(x T —ap|?
T —c |z — an| |z — an|
Esto muestra que F’ (c) = 0. Con un argumento similar se prueba que

F'(c¢) =0y, por consiguiente, F’(c) existe para todo ¢ € [0, 1].
= Veamos ahora que F” es acotada sobre [0, 1].
Esto sigue del hecho de que |F'(z)| < |F}(x)| < 3 para todo z € [0, 1].
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Por dltimo, veamos que Disc(F') = C,,.
Sea ¢ € C,. Existird una subsucesion (an, )7, de (a,)p., convergiendo a c.
Para cada k € N, existe un entero ¢, > k tal que

1
F’ = |F’ =1 dond = anp —.
[E" ()| = [Fr, ()] onde  zp = an, + - —

La sucesién (zy),—, converge a c, pero 1 i6n (F'(xk))pe, no conver

k) pet g , pero la sucesié Tk))p—; DO converge
al punto F'(c) = 0. Esto prueba que F’ no es continua en ¢ € C, y como ¢
es arbitrario, tenemos que

Disc(F') = C,.

Puesto que m(C,) > 0, se sigue del Teorema de Vitali-Lebesgue que la
funcién F’ no es Riemann integrable.
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The objetive of this work is construct the Cantor set and function
and study their fundamental properties.

1. Cantor set

The Cantor set is one of the most used examples and counter
examples in the area of Mathematics.

It was made at the end of the 19th century by Georg
Cantor to solve a topological problem in which set out
the existence or not of a compact, non-empty sub-
set of R that was totally disconnected and perfect.

Figure 1: Cantor set

To made the Cantor set first we must to divide the interval 1 =1[0,1]
in three intervals of equal length and then we eliminate the open
subinterval located in the middle, that is, J(1) = G, %), and we leave
the closed intervals [0,3] and [,1].
We define:
" =7 ()=(43)
L] Ful=[0,§] y Fio=[3,1]. The length of each these closed intervals
IS 3-
= C,=[0,1)1=[0,3] u [4,1]. We have taht C; is compact and its
length is 2.
Then we subdivide the closed intervals F;, and Fy, in three equal
parts eliminating, as in the previous step, the central open inter-
vals J(1)=(3,2) and /»(2)=(%,Z), and keeping the four remaining
intervals.
We define:
= Jo=J(1)u]a(2)
# Fy=[0,5], Fo=[3.3], Fs=[3%], Fu=[2,1]. The length of each
interval is 2.
m C,=[0,1\; U Jo= [0,1N1(1)ula(1)U ()= uﬁ; Fj. C,is com-
pact and its length is . Also, C,=Ci.
If we continue in this way indefinitely we will obtain two succes-
sion of sets (J,)52, and (C,)5,.
Finally, we define:
G=Uy,Jn
C=n%2,C,=1[0,1]\G.
We call C Cantor set.
In addiction, it has other interesting properties such as it is un-
countable, symmetric, it has two type of points: the visible points
that form a dense and countable set and they are made up by
rational numbers, and the hidden points that are made up by un-
countable set but that are difficult to show.
Also, it is a self-similary set and it has zero topological dimension
and /n2/1n3 Hausdorff dimension, so the Cantor set is a fractal.

2. Cantor function

The Cantor function gives us an example of a function defined
from [0,1] in [0,1], continuous, increasing, not absolutely continu-
ous and with a zero derivative in almost every point.
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Figure 2: Cantor function

In addition we will see that it is Lipzchiziana of order 1n2/1n3, sub-
addictive and not weakly derivable.

As applications we will obtain that the set of absolutely continuous
functions with the uniform norm is not closed, that the set of the
Borel sets is a proper subset of the Lebesgue measurable sets,
that being of zero measurement and being measurable are not
topological properties.

Moreover it show that there are continuous and monotone func-
tions whose length of their graph is 2 while the functions that can
be differentiated with continuity always have a graph length less
than 2.

3. Other functions defined based on Cantor sets

Based on Cantor set and Cantor type sets we can make other

functions such as:

= Riemann functions integrable with an uncountable set of dis-
continuities.

» Continuous functions with an uncountable set of zeros.

= Functions of C! class with an uncountable number of critical
points.

= Darboux functions with an uncountable set of discontinuities.

= Functions of the first class of Baire.

= Differentiable functions with F’ bounded but not Riemann inte-
grables.

References

[11W. BRITO, Las integrales de Rie-
mann, Lebesgue y Henstock-Kurzweil,
http://www.ciens.ula.ve/matematica/publicaciones/libros/por_
profesor/ wilman_brito/integral2222cambio.pdf

[2] O. DOVGOSHEY, O. MARTIO, V. RYAZANOV AND M. VUORI-
NEN, The Cantor function, Expo. Math, 24 (2006), 1-37.

[3]1R. A. GORDON, The integrals of Lebesgue, Denjoy, Perron
and Henstock, American Math. Soc., Graduate Studies in
Mathematics, Vol.4, 1994.

[4]R. HARDMAN, Pathological applications of Lebesgue
measure to the Cantor set and nonintegrability functions,
http://www.whitman.edu/mathemathics/SenioProjectArchive/
2012/Hardman.pdf



	Título del TFG
	Resumen/Abstract

	Contenido
	Introducción
	Conjunto de Cantor
	Construcción del conjunto de Cantor
	Propiedades del conjunto de Cantor
	C es compacto
	C tiene medida de Lebesgue cero
	C no contiene intervalos
	C es totalmente disconexo
	C es nunca-denso
	C es perfecto
	Cada xC admite una única representación ternaria sin usar el dígito 1
	C es no numerable
	C es simétrico: C=1-C
	El conjunto de puntos visibles es numerable y denso en C.
	Existen racionales no visibles
	Números de Liouville en el conjunto de Cantor
	C no es extremadamente disconexo
	C+C=[0,2]
	C-C=[-1,1]
	C tiene dimensión topológica cero
	C tiene dimensión de Hausdorff ln2/ln3
	C es un fractal

	Generalizaciones del conjunto de Cantor
	Conjuntos tipo-Cantor de medida cero
	Conjunto de Cantor n-ario
	Conjunto tipo-Cantor de medida positiva


	Función de Cantor
	Construcción de la función de Cantor
	Propiedades de la función de Cantor
	La función de Cantor es singular
	La función de Cantor es Lipschitziana de orden ln2/ln3 
	La función de Cantor no es absolutamente continua
	La función de Cantor no es débilmente derivable

	Caracterizaciones funcionales de la función de Cantor
	Otras propiedades de la función de Cantor
	La función de Cantor es subaditiva
	El grafo de la función de Cantor tiene longitud 2

	Ejemplos y contraejemplos usando la función de Cantor
	La distribución de Cantor

	Otras funciones definidas en base a conjuntos de Cantor
	Funciones Riemann integrables con un conjunto no numerable de discontinuidades
	Funciones continuas con un conjunto no numerable de ceros
	Funciones de clase C1 con una cantidad no-numerable de puntos críticos
	Funciones de Darboux con un conjunto no numerable de discontinuidades
	Funciones de la primera clase de Baire
	Funciones diferenciables con F' acotada pero no Riemann integrable

	Bibliografía

	Poster

