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Resumen - Abstract

Resumen

Este trabajo estd dedicado al estudio y resolucion de problemas
importantes de Andlisis de Redes: los problemas de flujo de costo
minimo sobre redes mormalizadas. Concretamente, se afronta la
resolucion de dichos problemas usando algunas variantes del Método
del Simplez.

El estudio se completa con la aplicacion de herramientas compu-
tacionales bdsicas en la resolucion de los ejemplos presentados pre-

viamente.

Palabras clave: Programacion lineal, Método Simplex, Dualidad,
Problemas de Flujo de Costo Minimo, Andlisis de Redes.

Abstract

This work is dedicated to the study and resolution of important
problems of Network Analysis: the problems of minimum cost flow
on standardized networks. Specifically, these problems are addressed
by using some variants of the Simplex Method.

This study is completed with the application of basic computational
tools in the resolution of the previously presented examples.

Keywords: Lineal Programming, Simplex Method,
Duality, Minimum Cost Flow Problems, Network Analysis.
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Introduccién

La Investigacién Operativa (ver, por ejemplo, [1], [5], [6]) tiene como ob-
jeto fundamental “ ayudar a tomar decisiones con aval cientifico ”.

Habitualmente, se apoya en modelos mateméaticos en los que aparecen pro-
blemas de Optimizacién.

El origen de la Investigacién Operativa se sitia al comienzo de la Segunda
Guerra Mundial, en 1939, cuando a diversos grupos de cientificos le encargaron
disenar formas de decidir sobre distintos problemas de indole militar.

En 1947, G. Dantzing, matematico y estadistico, introdujo el Método del
Simplex, y con ello comienza la Programacién Lineal, una de las dreas mas im-
portantes de la 1.O.

La Programacién Lineal estudia y resuelve problemas de optimizacién li-
neal: se minimiza o maximiza una funcién lineal (funcién objetivo) en un con-
texto definido por ecuaciones o inecuaciones lineales (regién factible).

Los problemas sobre redes son muy importantes en muchas de las areas de
actuacién de la sociedad actual. Hay redes de comunicacion, transporte, abaste-
cimiento, distribucion, etc, que son esenciales y que exigen funcionamientos con
atributos de optimalidad.

Los problemas de redes de flujo constituyen un grupo importante en el que
destacan los problemas de flujo de costo minimo sobre una red dirigida norma-
lizada.



X Introduccién

De este modelo general, derivan casos importantes como el Problema de
Transporte, el de Asignacion, el de caminos minimos, etc. Su estudio y resolu-
cién, desde la perspectiva de la Programacién Lineal, constituye el interés del
presente trabajo.
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El capitulo 1 comienza introduciendo los fundamentos de la Programacién
Lineal, la dindmica del Método del Simplex primal, la dualidad, el Método Sim-
plex Dual, ...

En el capitulo 2, veremos cémo resolver los problemas de flujo de cos-
to minimo mediante el Método Simplex Primal. Este consiste en determinar el
patrén 6ptimo de flujo que circula por una red normalizada, respetando las dis-
ponibilidades de los vértices y las capacidades de los arcos.

En el capitulo 3, veremos cémo resolver los problemas de flujo de costo
minimo para otras variantes del Método Simplex Primal: el Método Simplex
Dual y el Método Auto-Dual.

En el capitulo 4 resolveremos, mediante herramientas computacionales, los
ejemplos propuestos en los capitulos 2 y 3.
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Fundamentos de la Programacion Lineal

Los problemas de Programacién Lineal consisten en la optimizacién de
una funcién lineal en un contexto determinado por un sistema de ecuaciones o
inecuaciones lineales.

Un tipo particular de estos, los problemas de optimizacién sobre redes de
flujo, centran el interés del presente trabajo desde la perspectiva de su resolucién
a través de la aplicacién de la metodologia de la Programaciéon Lineal. Necesita-
remos entonces, hacer un recorrido esquemaético por los conceptos y propiedades
bésicos que permiten desarrollar el Método del Simplex y alguna de sus varian-
tes, con el propédsito de adaptarlos y aplicarlos posteriormente a problemas de
flujos sobre redes.

1.1. Forma estandar

La forma estandar de un problema de P.L. es:
min c'x
s.a.: Az =b (1.1)
x>0
donde ¢ € R"™ el vector de los costos, = el vector de variables de decisién, A
la matriz de coeficientes tecnoldgicos de orden m X n y de rango igual a m, y

b € R™ el vector de los recursos.
La forma estdndar de un problema de P.L. con variables acotadas es:

min ctx

s.a.: Az =b (1.2)
1 <z<u

donde [ y u son los vectores de cotas inferiores y superiores respectivamente.



2 1 Fundamentos de la Programacién Lineal

1.2. Ejemplos

Ejemplo 1.1. Problema de produccién.

Una fruteria comercializa 3 tipos de manzanas: Fuji, Golden y Royal. Antes
de comercializarlas deben pasar por dos revisiones de control de calidad. Los
tiempos, en minutos por kilogramo, empleados en ambas revisiones, M1 y M2; los
precios de comercializaciéon de cada una de ellas y las horas diarias disponibles,
vienen especificados en la siguiente tabla:

Fuji|Golden|Royal|Minutos disponibles
M1 13 |19 15 480
M2 5 13 4 180
Precio total(€/ Kg)|1,25(1,80  |1,53

Sean z1 los kilogramos de manzanas tipo Fuji, z2 los kg. de las Golden y
x3 los kg. de las Royal. Tenemos que:

min 1,25x1 + 1,80x2 + 1,53x3
s.a.: 13z1 + 1929 + 1523 = 480
5x1 + 322 + 43 = 180
x; > 0,i€{1,2,3}

Ejemplo 1.2. Problema de transporte.

Aliexpress y Amazon ofertan una cdamara fotogréfica a tres tiendas. El
envio a cada una de estas va variando como aparece en la tabla. Mediamark
solicita 250 camaras a la semana, Worten 207 y El Corte Inglés 323. Por otro
lado, Aliexpress oferta 380 a la semana y Amazon 400.

Mediamarkt|Worten|Corte Inglés|Oferta
Aliexpress|h€ 6€ 8€ 380
Amazon |[3€ 4€ 5€ 400
Demanda |250 207 323

Queremos minimizar los costos globales, atiendiendo las demandas y las
ofertas establecidas.

Sea x;; el nimero de cdmaras que se transportan de una empresa i a una
tienda j , con i € { Aliexpress, Amazon } y j € { Mediamark,Worten,El Corte
Inglés }.
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El problema de P.L. se nos quedaria de la forma:

min 511 + 6x12 + 813 + 321 + 4x922 + ST23
s.a.:x11 +x12 + 13 = 380
To1 + Tao + xo3 = 400
11 + 21 = 250 (1.4)
12 + x22 = 207
x13 + x93 = 323
x;; >0,0e{l,2},j€{1,2,3}

Ejemplo 1.3. Problema de flujo de coste minimo. Dos almacenes de fruta
reparten cada dia a cinco mercados. Los camiones que van de los almacenes a los
mercados, dependiendo de la ruta, tienen una capacidad minima, una capacidad
méxima de carga y un costo de transporte: (I;;,u;j, ¢;j). Por otro lado, es obvio
que los almacenes no pueden repartir mas kilos de los que tienen y los mercados
como maximo demandan una serie de kilos al dia. El problema que se plantea,
es qué ruta deben de llevar los camiones para que el coste de transporte sea el
minimo.

En el siguiente grafo vemos las rutas que pueden realizar y el ntimero de
cajas de frutas minimo y méximo que pueden llevar por esa ruta y los costos
que conlleva cada ruta (en euros):

El problema asociado al problema es:
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min 5x13 + 2x17 + Txo3 + 4xo4 + 4x95 + 3To7 + 3x43 + 254 + 465 + D76
s.a.:r13 +T17 = 9

To3 + Tog + xa5 + 127 = 11

— T13 — To3 — Tyz = —7
— T4 — Tsg +x43 = —4
— To5 + Tsg — Tz = —3
Tes — T7e = —3

XT7e — 17 — Tay = —3

1<213<4,1 <217 <4,1 <293<3,3< 294 <7
3< x5 <9, 1 <297 <3,2<743<6,2< 154 <8
1<wg5 <4,2< w76 <6
(1.5)

Los tres ejemplos anteriores son problemas de Programacién Lineal. Con-
viene entonces, hacer un estudio general de su resolucion.

1.3. Meétodo Simplex Primal

Dado el problema estandar:

min ctx
s.a.: Az =05 (1.6)
x>0

La regién factible es S = {x € R"/Axz = b,z > 0}.
Supongamos que la matriz A de coeficientes, de orden m x n, se puede escribir
como A=(B,N), donde B es una matriz cuadrada invertible de orden m y N
matriz de orden m x (n —m).

1.3.1. Conceptos y propiedades

Definicién 1.4. z= (fB) € S es solucién bdsica si tp = B~'b (variables
basicas) y xn = 0 (variables no basicas). Una solucion bdsica factible (pri-
mal) es una solucién bdsica con g > 0.

Propiedad 1.1 El numero de soluciones bdsicas factibles de un problema de
P.L. es finito y estd acotado por el mimero combinatorio (::L), donde n es el
numero de variables y m es el niumero de restricciones.

Definicién 1.5. El vector de costos relativos es ¢ = ¢! — iy B~ A, donde cly
es el vector de costos de las variables bdsicas. Es evidente que ¢g = 0.
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Definicién 1.6. Sea T una solucion bdsica factible. Como Vx € S, ctx = c'T +
cvan, la condicion de optimalidad nos dice que si ¢y > 0, T es la solucion
bdsica factible optima.

Propiedad 1.2 Si existe, el optimo para un problema de P.L. es alcanzado en
una solucion bdsica factible. En otro caso, salvo que sea mo factible, el problema
planteado seria mo acotado.

1.3.2. Algoritmo del Simplex Primal

El método Simplex Primal parte de una solucién béasica factible inicial, y
hasta que no se detecta la no acotacién o la optimalidad, tenemos que encontrar
una solucién bésica factible mejor.

Cuando la solucién bésica factible Z no es 6ptima, s € N tal que ¢, < 0.
Para mejorar el valor objetivo de T, se construye, en este caso, T+ Ad*, con A > 0
y dS:(fB;“S) siendo a® la columna de A asociada a xg, y €° el vector de R"~™
que tiene un uno en el lugar s y ceros en el resto. ¢'Z + \d* = c'T + \e,.

-Si =B~ 'a®* < 0, T + Ad® es solucién factible VA > 0 y, por tanto, A puede
crecer indefinidamene y se detecta la no acotacién del problema.

- Siy* = —B~'a® £ 0, X puede variar en [0,\], con \ = mm{yb Jyis > 0},
siendo b = B~1b.

El punto T + Ad® es una nueva solucién bésica factible.

Si\= ;—T, quitando x, de la base e incluyendo a x5 como variable bésica, se
s
determina la nueva solucién bésica factible.

Es conocido que el trabajo con el Método del Simplex se ve facilitado, a
nivel docente, si se usa una tabla como la siguiente:

V.B.|zs N -z |ctes
zg |I B INO[B '
-z |0 Ty 1 |-z

que consiste en representar un problema de P.L. como un sistema de ecuaciones
(ver, por ejemplo, [1].

Ejemplo 1.7. Resolver el problema:
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min x1 + 2xo — 4x3
s.a.:2x1+x22 <3
—4xy +x3="7
x; > 0,4 €{1,2,3}.

(1.7)

Para comenzar, pasamos el problema de P.L. a la forma estandar anadiendo una
variable de holgura x4:

min 1 + 2x9 — 43
s.a.:2x1+ 204+ x4 =3
—4xy +x3="7

x; > 0,0 €{1,2,3,4,}

(1.8)

A continuacién construimos la tabla con los datos:

V.B.|z1 22 23 x4 -z|Cte
s (2 1 01 0
z3 (40 1 0 0
-7 1 2 40 1

Ol W

En la segunda y tercera fila tenemos los coeficientes de las dos ecuacio-
nes de la regién factible, y en la cuarta los coeficientes de la ecuacién a minimizar.

Si en la tabla anterior, a la cuarta fila le sumamos la tercera multiplicada
por 4, obtenemos:

V.B.|z1 x2 3 T4 -z|Cte
g (2 1 0 1 0(3
z3 |-4 0 1 0 0|7
-7 -152 0 0 1|28

La variable no bésica x1, con costo relativo -15, es candidata a ser bédsica
y esta sustituye a x4 que pasa a ser no basica. Trasformamos la tabla anterior
cambiando la variable basica por la nueva, y se queda de la forma:

Como todos los ¢y > 0, tenemos que nuestra tabla es 6ptima con el valor
objetivo 6ptimo z= % ycon T = (% 013)

1.3.3. Método de Penalizacion

Cuando inicialmente no podemos identificar una solucién bésica factible
con B = I, forzamos su apariciéon anadiendo variables artificiales que, luego,
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V.B.|z1 22 x3 24 -2|Cte
z1 [1 30 1 03
z3 (0 2 1 2 0113
= [0 F0 P1[8

hemos de eliminar. Para hacer este proceso, podemos utilizar herrramientas au-
xiliares como el Método de Penalizacién o el Método de las Dos Fases.

El Método de Penalizacién consiste en anadir tantas variables artificiales como
sean necesarias, anadiéndole un costo M en caso de problema minimo y -M en
caso de problema de maximo, con M un nimero suficientemente grande.

Ejemplo 1.8. Veamos un ejemplo donde la solucién basica factible inicial no se
ve directamente.

main 4x, + x9
s.a.:4x1 +3x9 =6

(1.9)
r1+ 229 =4
x; >0, € {1,2}
Anadiendole las variables artificiales x3, x4, quedaria:
min 4x1 + o + Maxg + Mxy
s.a.:4x1 +3x2+ 23 =06
P (1.10)

T1 4+ 2x9 +x4 =4
:L'iZO,iE{l,2,3,4}

Y aplicamos el Método Simplex Primal con 3, x4 como las variables basicas
factibles iniciales.

1.4. Dualidad

Dado el problema primal (P):

min ctx
s.a.: Az =b (1.11)
x>0,

se define el dual (D) como:

mazx bty

1.12
s.a.: Aty <c ( )
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1.4.1. Conceptos y propiedades

Propiedad 1.3 (Teorema débil de la dualidad)

1. Cualguier solucion factible de (D) define una cota inferior del valor dptimo
de (P).

2. Cualquier solucion factible de (P) define una cota superior del valor dptimo
de (D).

3. 8i (P ) es no acotado, entonces (D) es no factible.

4. Si (D ) es no acotado, entonces (P) es no factible.

Propiedad 1.4 SiT es una solucion factible primal e g es una solucion factible
dual tales que c*T = b'y, entonces T es solucion dptima de (P) ey es solucion
dptima de (D).

Propiedad 1.5 (Teorema fuerte de dualidad)

1. Si (P) tiene solucidn dptima, entonces (D) tiene solucidon dptima y los valores
optimos de ambos problemas coiciden.

2. Si (D) tiene solucion dptima, entonces (P) tiene solucidn dptima y los valores
optimos de ambos problemas coiciden.

Propiedad 1.6 1. Si (P) es factible y (D) es no factible, (P) es no acotado.
2. 8i (D) es factible y (P) es no factible, (D) es no acotado.

Propiedad 1.7 (Condicion de holguras complementarias)
Sean T solucidn bdsica factible de (P) ey solucidn factible de (D), T es solucidén
optima de (D) si, y solo si, (c — A'y)'T = 0.

Definicién 1.9. Para el problema (P), diremos que una solucién bdsica es fac-
tible dual si, y solo si, T es una solucidn bdsica y ¢y = cty — s B™IN >0

. - — _ (TB\ __ B~ . ¢ P
Propiedad 1.8 $i x—(EN) = ( o ) es una solucion bdsica, los costos rela-

tivos se pueden obtener a partir de c — A'y, cony= 5B~

Propiedad 1.9 Una solucion bdsica es optima si, y solo si, es solucion bdsica
factible primal y solucion bdsica factible dual.

1.4.2. Método Simplex Dual

El Método del Simplex presentado anteriormente trabaja, en cada itera-
cién, con soluciones béasicas factibles primales hasta detectar la no acotaciéon o
la optimalidad.

Una alternativa a esta forma de proceder podria consistir en trabajar,
en cada iteracién, con soluciones bésicas factibles duales hasta detectar la no
factiblidad o la optimalidad.

Esta es, precisamente, la estructura del Método Simplex Dual.
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Ejemplo 1.10. Resolver con el Método Simplex Dual:

min 4z, + 3xs + x3

s.a.:—6xy —2x9 + 3+ 14 = —10
—4xy + 19 — 223 + 15 = —12
x; > 0,4 €{1,2,3,4,5}

(1.13)

Una solucién bésica factible dual inicial seria xp=(-10 -12). Por tanto, la
tabla se nos queda de la forma:

V.B.|z1 2 3 x4 x5 -z|Ctes
gy [-6-21 1 0 0]-10

z5 (41 -20 01]-12

-7 4 3 10 1

Tenemos que x5 = —12 debe salir de la base, pues toma el valor mas

negativo. Por otro lado, x3 es la nueva variable bésica, ya que max{y%/ yrj < 0}

= max{i, }2 = }2 . Y su tabla asociada es:

<
w
B
&
o

5 -z|Ctes
-16

6
-6

4

8 8
w N .
1
v o
[
SR
o 01— s

ol O8

1
N
N
no|~1
oo =8
ol !
o O

Ahora vemos que x

bésica, ya que maw{%s, ==

Asf tendriamos:

V.B.|x1 22 3 x4 x5 -z|Ctes
3 T 1
L 50 § 502
m 0 gLy s 00
2 [0 21 I 57110

Y esta solucion es basica factible dual y primal, por tanto, es éptima.
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1.5. Problemas de P.L. con variables acotadas

Los problemas con variables acotadas son de la forma:

t

min c'x
s.a.: Az =b (1.14)
[ <z <u

donde la regidén factible es S = {x € R"/Az = b,l <z < u}.

Los distintos conceptos ya introducidos, presentan ahora definiciones ge-
neralizadas:

1.5.1. Conceptos y propiedades

Definicién 1.11. Sea A = (B, N1, N3), x € S es solucion bdsica si xn, = In,,
TN, = lN2 yxrp = B~ 'p— B_lNllNl — B_lNguNz =b.

Definicion 1.12. x es una solucion bdsica factible primal si x es solucion
basica con lp < xp < upg.

Definicién 1.13. x es una solucion bdsica factible dual si x es solucion bdsica
concn, > ycn, <0.

Definicién 1.14. x es una solucion optima si x es solucion bdsica factible
primal y factible dual.

Propiedad 1.10 El ndmero de soluciones bdsicas es, como mdximo, 2"_7"(::1).

Propiedad 1.11 Si existe, el dptimo se alcanza en una solucion bdsica factible
primal y dual.

1.5.2. Meétodo Simplex para variables acotadas

Dada una solucion factible x y una solucién bésica factible primal Z, se
tiene en un problema de miimo que ¢z = BT + Ey yn, — Cy,Yn,, siendo
N, = In, + YN, ¥ TN, = Un, — YN, Asi, la solucién T serd optima cuando
¢y, 2 0yen, <0.

Si una solucién bésica factible no es éptima sucede que 3Is € N1/¢; < 0
0 ds € Ny/¢és > 0. Es decir, se puede rebajar el valor objetivo incrementando
una variable que esté en su cota inferior o disminuyendo una que esta en su cota
superior.
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Sea s = argmin{{c;/j € N1,¢; <0} U{—¢;/j € Na,¢; > 0}}, dependien-
do desi j € Ny o0 j € No, debemos hacer distintos pasos.

.SiseN17z<(z£1)+A(ﬂ)<u$l3<b—Ay5<

UNgy 0
ug Yy s+ A< us.
Entonces, definimos:

s s > 0} siy® £ 0. Siy® <0, A\ = oo.

Yis !
b) Ay = min{uf;;b/yis <0}siy® 20.Siy® >0, Ay = 0.

C) Az = us — ls.

a) A\ = min{

Sea A = min{A1, A2, A3}, veamos qué ocurre dependiendo del valor de A:
- Si A = oo, entonces el problema es no acotado.
- Si A = )\, entonces z, se hace bésica v A1 nos da la variable que deja de ser
bésica y va a la cota inferior.
- Si A = )Xo, entonces x, se hace basica y Ay nos da la variable que deja de ser
bésica y va a la cota superior.
- Si A = A3, entonces z pasa de su cota inferior a su cota superior.

oSiseNQ,lg(hsl)—)\(_éi)SuﬁlBSEwL)\ySSuB y s <
e

uN2
Ug — A .
Entonces, tenemos que:
a) A\ = mm{%/yw <0} siy® 20.Siy* >0, A\ = 0.

b) Ay = min{%_s_b/yis >0} siy® £0, Ag = 0.
c) A3 =us — s

Sea A = min{A1, A2, A3}, veamos qué ocurre dependiendo del valor de A:
- Si A\ = 00, entonces el problema es no acotado.
- Si A = Ay, entonces x, se hace basica y A\; nos da la variable que deja de ser
bésica y va a la cota inferior.
- Si A = )Xo, entonces x, se hace basica y Ay nos da la variable que deja de ser
bésica y va a la cota superior.
- Si XA = A3, entonces z pasa de su cota superior a su cota inferior.
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Ejemplo 1.15.

min 3xy, + 2xo — 4x3

S.a. : 21‘1 — T2 —‘1-2373 + x4 = 12

— 21+ 219 — x3 + 25 = 10 (1.15)
1<2:<5,0<22<6,1<23<6
0 < my4,25

Tomemos por ejemplo B = {4,5}, Ny = {2,3} y Na = {1}. La solucién bésica
factible inicial es: 1 =5, 12 =0, z3 = 1, x4 = 0, x5 = 16, asi la tabla queda:

50 1 - -
V.B|x1 z2 x3 x4 x5 -2|C.T|Ctes
rqg |2 -1 2 1 0 0112 (0
T |-1 2 0 010 |16
-z |3 2 0 110 -11

-1 1
-4 0

Tenemos que s = 3 € Ny, y min{A1, A2, A3} = A\ = 0. Luego x3 pasa a ser bési-
ca y x4 sale de la base con su cota inferior, por lo que tenemos que B = {3, 5},
N1 ={2,4} y N> = {1}:

50 - 0 -
V.B|z1 22 x3 x4 25 -2|C.T|Ctes
z3 [1 —21 1 0 0[6 |1
x5 [0 2 0 1 1 0[16 |16
-z |7 0 0 2 0 1|24 |-11

Ahora, s =1 € Ny, y min{A1, A2, A3} = A3 = 4. Luego z; pasa a la cota inferior,

y entonces: B = {3,5}, N1 = {1,2,4}. Ajustando la tabla, se nos queda que la
solucion es éptima.

10 - 0 -
V.Blx1 z2 3 T4 x5 -z|C.T|Ctes
zs [I 21 10 0[6 |5
x5 02 01 1 0/16 |16
-z |7 0 0 2 0 1|24 |17




2

Problemas de flujos de costo minimo. El Método
Simplex Primal para redes

2.1. Problemas de flujos de costo minimo

Consideramos la red dirigida conexa R = (V, A), donde V es el conjunto
de n vértices V={1,2,....n} y A CV x V es el conjunto de m arcos.
Supongamos que Vi € V', b; es la disponiblidad de flujo en 4. Si b; > 0, 7 es un
vértice de oferta; si b; < 0, 7 es un vértice de demanda; y si b; = 0, 7 es un vértice
de transbordo.

V(i,5) € A, ¢;; es el costo por unidad de flujo que circula por el arco (i, 7).
V(i,75) € A, l;j y ui; son las capacidades minima y méxima, respectivamente, de
flujo que pueden circular a través de cada arco.

SiV(i,j) € A, x;j, es el flujo que circula de ¢ a j, entonces, el problema de flujos
de costo minimo se puede plantear como:

min E E CijTij

1€V jeSuc(i)
S.a. : Z 1'7;]‘ — Z xji = bl,VZ S Vv (21)
JESuc(q) jEPred(i)

Lij <y <wj,V(i,5) € A

Con Suc(i) ={j € V/(i,j) € A}, Pred(i) = {j € V/(j,i) € A}.

Este problema se puede poner en forma matricial como:

min ctx
sa.: Mz =b (2.2)
[ <x<u

siendo M una matriz de orden n x m, b € R™ | [, x, u € R™.
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Usemos la representacién grafica:

by b,
(g uigseig)
0 O

Allado de cada vértice escribimos su disponibilidad y, al lado de cada arco,
las capacidades minima y maxima y el costo por unidad de flujo, respectivamente.
En el caso sin capacidades, l;; =0y u;; = oo.

Ejemplo 2.1. Un ejemplo de problema de flujo de costo minimo con capacidades
serfa:

min x12 + 2x13 + 3x25 + T35 + Dx34 + 424

$.a.: %12 +T13 = 4

— X192 + To5 + w24 = 10

— T34 — Toa = —4 2.3)
— 13 + T3a + 235 = =7 '
— I35 — To5 = —3

0<212<2,4<713<8,5< w35 <9
1 <235 <8,0< 234 <5,2< w94 <6

La red correspondiente es:

Para un estudio mds detallado de estos problemas, ver, por ejemplo, [2] y [4].

2.2. Conceptos y propiedades.

Definicién 2.2. Una cadena es una sucesion de arcos que conecta un vértice
con otro.
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Definicién 2.3. Un camino es una sucesion de arcos que va del vértice i al j
stquiendo las direcciones de los arcos. En nuestro ejemplo 2.3, un camino seria
ir del vértice 1 al 4 de la siguiente forma: 1 — 3 — 4.

Definicién 2.4. Un ciclo es una cadena que comienza y termina en el mismo
vértice. Un ciclo del ejemplo 2.3 seria: 1 — 8 — 5+ 2+ 1.

Nota. En este trabajo vamos a considerar que las cadenas, los caminos y los
ciclos son simples, es decir, los vértices utilizados son todos distintos.

Propiedad 2.1 Para que el problema de flujo de costo minimo tenga solucion
factible, debe cumplirse que >« b; = 0.

Definicién 2.5. Supongamos que M = (B, Ny, Nz), con B base, que es una
matriz no singular de orden n — 1. z es una solucion bdsica si xn, = Iy,
TN, = UN,- Si, ademds, Ip < xp < wup, x es una solucion bdsica factible.

Definicién 2.6. Un drbol T es una red conexa R = (V,A) que no contiene
ciclos. St T=(V,A’) con A’ C A, T se denomina drbol generador de R.

Proposicién 2.7. i) Si T es un drbol generador, entonces de las n-1 columnas
asociadas en la matriz M se extrae una submatriz cuadrada de orden n-1 no
singular.

it) Dada cualquier submatriz cuadrada no singular de orden n-1 de M, sus
columnas se corresponden con los arcos de un drbol generador.

Por lo tanto, el rango de la matriz M es igual a n-1.

Propiedad 2.2 Las posibles soluciones basicas del problema de flujo de costo
minimo se corresponden con drboles generadores de la red asociada y tienen n—1
variables bdsicas.

2.3. El Método Simplex Primal para redes

2.3.1. El Método Simplex Primal para redes sin capacidades

Sea problema de flujo de costo minimo sin capacidades:

man E E CijTij

i€V jeSuc(i)
s.a.: Z Tij — Z Tj =b,VieV (2.4)
jE€Suc(i) jE€Pred(i)
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El dual es:
max Z by,
5% (2.5)
S.a.:Y; —Yj; < Cij,V(i,j) €A
El Método Simplex Primal para redes parte de un arbol generador T, es

decir, una solucién basica factible inicial x g, y hasta que no se detecte la optima-
lidad o la no acotacién, debemos de encontrar una solucién béasica factible mejor.

La condiciéon de optimalidad nos dice que una solucién es éptima si los
costos relativos de las variables no bésicas son mayores o iguales a cero.

A continuacion veremos cémo se obtienen los costos relativos y cémo cal-
cular otras soluciones bésicas factibles en caso de que la actual no sea la éptima.

El problema 2.4 lo podemos también representar como:

min csxp + chrp
s.a.: Brp+ Nzy =b (2.6)
rB > Ova > 07

y su dual es:

max bty
s.a.: B'y <cp (2.7
N'y <en

Forzando la igualdad de la primera inecuacién matricial de 2.7, obtene-
mos que ¢z = y'B donde a los elementos de y los denominamos potenciales;
y despejando la y® y hallando las holguras en la segunda inecuacién, llegamos
ach—cBTIN =72l . los¢ly = ¢, —cl3 B~ N los denominamos costos relativos.

Si ahora nos fijamos en 2.5, es fdcil ver que los potenciales salen de:
Cij = Yi —Yj;, V(i,j) € Ar y los costos relativos son: ¢; = ¢;ij — (i — y;),
V(i,7) € A— Ap, donde A son los arcos de la red y Ar los arcos del drbol gene-
rador.

Una vez calculados los costos relativos, vemos si cumple la condicién de
optimalidad; si se cumple paramos con el proceso y la solucién factible bésica
es éptima; en caso contrario tenemos que ver cémo se mejora la solucién basica
factible actual adaptando el Método del Simplex.
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La variable que se va a convertir en bdsica es la que tiene el (r,s) € A— A
con costo relativo mas negativo.

Para ver qué variable sale de la base, hacemos z,; = A, y anadimos el arco
(r,s) a T formando en este un tunico ciclo.

Los arcos del ciclo deben modificar su flujo sumando o restando flujo an-
terior un A ( sumando en el caso de que el arco tenga mismo sentido, en el ciclo,
que el arco (i,7) y restando en el caso de que tenga el sentido contrario).

A serd el minimo valor que cumpla la desigualdad: z;; =X > 0, con A > 0.

Una vez obtenido el A, observamos que al menos un x;; ha pasado a ser
igual a cero. Una de estas variables dejara de ser basica.

Si se quiere ampliar conocimientos, consultar, por ejemplo, [2] v [4].

Para determinar una solucién bdsica factible inicial, podemos utilizar
métodos auxiliares, como por ejemplo, el Método de Penalizacién o el Método
de las Dos Fases. Usaremos, en el siguiente ejemplo, el Método de Penalizacién.

Ejemplo 2.8. Resolver:
min 512 + 413 + 2732 + 2724 + 4725 + 10735 + 2745

s.a.:x12 + 13 =15

— X192 — T32 + Tas + Tog = 20

—x13 + 32 + w35 = —10 (2.8)
— T2q + 45 = —15

— I35 — Tas — g5 = —10

T >0

La red correspondiente es:

donde al lado de los arcos hemos puesto el costo por unidad de flujo.
Como no disponemos de una solucién basica factible inicial, anadimos un
vértice ficticio, L, con by, = 0, y construimos un arbol artificial con arcos que



18 2 Problemas de flujos de costo minimo. El Método Simplex Primal para redes

entran desde los vértices de oferta y salen desde L hasta los vértices de demanda.

La posible eliminacién posterior de esos arcos artificiales se realiza pe-
nalizdandolos con un costo M > 0 suficientemente grande dentro del proceso
conocido como Método de Penalizacién.

Por tanto, se nos quedaria el problema de la siguiente manera:

min 5x19 + 4x13 + 230 + 2x04 + 4x95 + 10235 + 2245 + M1, + Moy, + Mxps+ Mxpy
+Mzps

$.a.:T12 +T13 +T1L = 15

— X192 — T32 + Tas + Tog + w2, = 20

— 13+ 32 + T35 —rr3 = —10
— T2q + Ty5 — L4 = —15
— T35 — Ta5 — Tg5 — Tps = —10
xij Z 0
(2.9)
Las variables bésicas y sus valores son: x1;, = 15, zo, = 20, zp3 = —10,

Tra = _157 TLs = —-10. Y AT = {(1aL)a(2aL)a(La3)a (La4)7(L75)} El drbol
generador es:

Siguiendo el proceso del Método Simplex para redes, ahora debemos ver
si la solucion es 6ptima o no. En caso de que no sea éptima, tenemos que volver
a buscar otra solucién béasica factible, y asi hasta encontrar una que cumpla la
condicién de optimalidad.

Veamos cudles son los potenciales:
y1 =0.
arL=y1 -y, M=0—-yL =y, =—-M.
oL =Y2—yrL , M =y2+ M =y = 0.
cr3=yr—Yys , M =—-M—ys = ys = —2M.
cra =Y — Y4 , M =—-M —yys = ys = —2M.
cLs =YL —Ys , M =—M —ys = ys = —2M.
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Ahora, para las variables no béasicas calculamos los costos relativos:
Ciz=ci2— (y1—y2) , C12=5-(0-0)=5.
c13 =c13 — (Y1 —y3) , C13 :4—(0—|—2M) =4-2M.

( )
Coqa =Cog — (Y2 —ya) , Coa =2 — (0+2M) =2 — 2M.
Cos = Co5 — (Yo —ys) , Cos =4 — (0 +2M) =4 — 2M.
6322632—(y3—y2) ,632:2—(—2M—0):2+2M.
5352035—(y3—y5) , C35 = 10—(—2M+2M) = 10.

Ca5 = Ca5 — (Ya — Y5) , Cas = 2 — (=2M +2M) = 2.

El costo relativo méas negativo es ¢o4, por tanto, xo4 es la variable que
entra, y Tog = .

Ajustando los valores de los z;; se nos quedaria de la forma:

Y observamos que el minimo valor de A que satisface que: z;; £ A > 0 es
A = 15. Esto hard que (L,4) salga del &rbol.

En este ejemplo, repitiendo cuatro veces mas el método, llegamos a que
los costos relativos son todos positivos, por tanto, la solucién bésica factible es
éptima con rig = 5,1713 = 1071’24 = 25,3545 = 10.

2.3.2. El Método Simplex Primal para redes con capacidades

Partimos del problema de flujo de costo minimo:
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man E E CijTij

1€V jeSuc(i)
s.a. : Z Tij — Z Tj; = b;,VieV (210)
jESuc(s) jEPred(i)

Lij <y <, V(i,j5) € A

El proceso es andlogo al caso de sin capacidades modificando adecuada-
mente la condicién de optimalidad y la manera de seleccionar las variables que
entran y salen de la base.

Por tanto, hacemos el mismo proceso, y una vez hayamos llegado al cédlculo de
los costos relativos ¢;; V(i,j) € A — Ap, la condicién de optimalidad nos dice
que la solucién es 6ptima si:

¢i; > 0, V(i,j) € M

¢ij <0, V(i j) € Na

Si la condicién de optimalidad no se cumple, debemos mejorar buscando
otras soluciones basicas factibles o hasta determinar la optimalidad o detectar
la no acotacién. Para ello, debemos buscar qué variable entra a ser basica y cual
sale de la base.

La variable que entra en la base debe cumplir:

min{{@j/@j < O,V(Z,]) S Nl} U {75@'/@@' > O,V(l,]) S NQ}}

Supongamos que el arco que cumple con lo anterior es el (r,s). Este formard
parte de un unico ciclo. Debemos ver qué variable sale de la base.
Se procede de la manera siguiente:
-Si @5 = lys, con (r,s) € N7 , entonces, el nuevo valor serd x,; = l,.s + A.
-Si Zps = ups, con (r,8) € Na, entonces, el nuevo valor serd s = tps — A.
A los otros arcos del ciclo también tenemos que sumarle o restarle un A para que
la red quede compensada.
El valor de A sera el méaximo valor de A que cumpla las siguientes desigualdades.

Cuando x,s = l,.s + A, (r,s) € Ny:

a) lij < a5 + X < wyj, sl (4,5) € Ar y tiene sentido coincidente a (r,s) en
el ciclo.

b) li; <z — A <wy;,si(i,j) € Ap y tiene sentido contrario a (r,s) en el
ciclo.

C)lrs < lrs +A < Uy

Cuando x,s = urs — A, (r,8) € Na:

a) lij < a5 — X < uj, si(i,7) € Ar y tiene sentido coincidente a (r,s) en
el ciclo.

b) lij <xij + A <w;,si(i,j) € Ap y tiene sentido contrario a (r,s) en el
ciclo.
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C)lrs S Urs — A S Ups-
Una vez obtenido el valor de A, observamos que al menos un x;; se anula,
por lo que el arco (i,j) correspondiente saldré de la base.

Ejemplo 2.9. Minimizar:

donde B = {(1,3)7 (332>7 (275)v (374)}7 Ny = {(375)a (475)}7 Ny = {<1v2)}

Siguiendo los pasos del Método Simplex Primal para redes, veamos cuéles
son sus potenciales y cudles son sus costos relativos para ver si la solucién es
optima o debemos seguir buscando otra.

Veamos sus potenciales:
y1 =0.
c3=v1—-Ys,3=0—ys = y3s=—-3.

C32=Ys— Y2 ,3=—3—y2=y2 = —6.

€5 =Y2— Y5 , 4=—6—ys = ys = —10.
C34=Y3—Ya,6=—-3—ys=ys=-9.

Los potenciales para la solucién bésica factible son: y; = 0, yo = —6, y3 = —3,
ya = —9, y5 = —10.

Ahora, para las variables no béasicas calculamos los costos relativos:

Cl2 = C12 — (yl —yg) , Cla =5 — (0+6) = —1. Como (1,2) € Ny y ¢15 <0, se
cumple la condicién de optimalidad.
C45 = C45 — (y4 7y5) , C45 = 5— (*9+ 10) = 4. Como (4, 5) S N1 y C45 Z O, se
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cumple la condiciéon de optimalidad.
Cs5 = ¢35 — (Ys —ys) , G35 = 4 — (=3 + 10) = —3. Tenemos que (3,5) € Ny y
¢35 < 0, por tanto no se cumple la condicién de optimalidad. x35 debe entrar en
la base.

Siguiendo con las pautas: x35 = I35 = 2 = x35 = 2+ A y se crea un ciclo:

Y ahora veamos qué variable sale de la base. Para ello, veamos quién es A
buscando el méximo valor de A que cumpla las siguientes desigualdades:

5<8—-A<15
1<6-X<11
2<24+A<8

Y se observa que A = 3. De esta manera, xo5 sale de la base.
La nueva solucién bésica factible es el arbol generador:

donde B = {(1,3),(3,2),(3,5),(3,4)}, N1 = {(2,5),(4,5)}, Na = {(1,2)}. Re-

pitiendo el proceso anterior, tenemos que los potenciales son: y; = 0, yo = —6,

ys = —3, ya = —9, ys = —7 y los costos relativos son:

¢12 = —1. Como (1,2) € Ny y ¢12 < 0, se cumple la condicién de optimalidad.

C45 = 7. Como (4,5) € Ny y €45 > 0, se cumple la condicién de optimalidad.

Ca5 = 3. Como (2,5) € Ny y ¢35 > 0, se cumple la condicién de optimalidad.
Por tanto, nuestra solucién es éptima.
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El Método Simplex Dual para Redes. El Método
Auto-Dual

3.1. El Método Simplex Dual para Redes

Trabajaremos en este capitulo con problemas de flujo de costo minimo sin
capacidades.

El Método Simplex Dual para redes trabaja, en cada iteracién, con solu-
ciones basicas factibles duales hasta detectar la no factiblidad del problema o
una solucién béasica que sea primal y, en consecuencia, 6ptima. Si la solucién
bésica actual no es factible primal, es porque al menos una z;; V(4,j) € Ar, es
negativa.

Asi, el método consiste en eliminar el arco con el flujo ;; < 0 méas negativo
de T, haciendo que por el circule un flujo igual a cero. De esta manera, se nos
queda divido en dos componentes conexas T’ y T”, por lo que debemos buscar
un arco puente entre T’ y T” que tenga sentido contrario a (i, j), para que entre
en el nuevo arbol generador con flujo igual a a —z;; > 0. Cuando tenemos varios
arcos candidatos, escogemos el que tenga el menor costo relativo.

Si anadimos el arco (r, s) al drbol T, con z,s = A, se forma un ciclo. Por
tanto, habra que modificar los demas flujos que forman el ciclo, anadiendo un £\,
para que el grafo quede compensado. Es obvio que A es el niumero de unidades
que necesita el arco que vamos a eliminar, para ser 0 . Es decir, si z;; =a <0,
entonces A = —a > 0.

Para una informacién més detallada consultar, por ejemplo, [4].

Ejemplo 3.1. Resolver:
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min 6x19 + 331 + 2x39 + 4x94 + 243 + Tx35 + 345 + 2T46 + 3T65
s.a. : x12 + 213 = 20
— T1p — 32 + Tog = —H
— Z13 + X32 — T43 + T35 + T36 = —15 (3.1)
— T2q + T43 + 245 = 10
— X35 — Tgp — Tes = —H
— X36 + Tss = —9, x5 > 0

para la solucién béasica factible dual inicial: x13 = 20, x32 = -5, x24= -10, £36=10,
Te5 =5.

Tenemos que la solucién bésica factible dual no es éptima, asi que veamos
si cumple la condiciéon de optimalidad.

Para ello, usando el drbol generador correspondiente, tenemos que hallar
los costos relativos para ver si se da la condicion de factibilidad dual:

Los correspondientes potenciales son: y; =0, y2 = —5, y3 = —3, y4 = —9,
Ys = =8, Yg = —9.
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Asi, los valores de los costos relativos son: ¢19 = 6 — (04 5) = 1, 43 =
2—(—9+3) =8, C35 :7—(—3+8) =2y Cy5 :3—(—9+8> =4.

Por tanto, se cumple la condicién de optimalidad y la solucién bésica no
es factible primal ya que los arcos (3,2) y (2,4) poseen flujos negativos. Es por
ello que debemos aplicar el Método Simplex Dual para Redes.

Tenemos que xo4 = -10 es el flujo mas negativo, por tanto, debe salir el
arco (2,4) del 4rbol generador, y para ver qué arco va entrar en la base, tenemos
que ver qué arcos cumplen las condiciones citadas anteriormente.

En este ejemplo, son (4,3) y (4,5) los posibles candidatos y ¢43 = 8 >
C45 = 4. Por tanto (4,5) debe entra en la base para formar un nuevo T, con
x45 = 10. Modificando los demaés flujos llegamos a que el nuevo drbol generador
es:

La nueva solucién bésica tiene que xg5; = —5, por tanto, la solucién no es
optima. Tenemos que y; = 0, yo = =5, y3 = =3, y4 = —4, y5 = —8, yg = —5.
Los costos relativos son: ¢1o = 1,643 = 4,Co4 = 4,035 = 2 .

Ast que ¢;; > 0Y(4,j) € Ap, por lo que se cumple la condicién de optima-
lidad y debemos aplicar el MSD para Redes.

El arco (6,5) sale del drbol, y el arco (4,3) es el tnico que cumple las
condiciones citadas, por lo que, repitiendo el mismo proceso que en el paso
anterior, llegamos a que el nuevo arbol generador es:
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Tenemos que todas las variables bédsicas y todos los ¢;; son no negativos, por lo
que la solucién es 6ptima con x13 = 20, 32 = 5, £43=5, T36=DH, Te5=D5.

3.2. El Método Auto-Dual

Como acabamos de ver, el Método Simplex Dual para Redes se utiliza
cuando la solucién bésica no es factible primal pero si se cumple la condicién de
optimalidad.

El Método Auto-Dual (ver, por ejemplo [3]) parte de una solucién bésica
que no es ni factible primal ni factible dual, por lo que, para conseguir llegar a una
solucion éptima, debemos perturbar tanto los flujos como los costos relativos.

Sea p el pardmetro de perturbacién, la optimalidad del problema se con-
seguird para un intervalo u < p < 1, y el proceso finalizard cuando encontremos
un intervalo donde esté contenido el cero, ya que asi se llega a la optimalidad
del problema sin perturbacién.

Asi, si partimos de un problema de costo minimo donde la solucién béasica
tiene flujos y costos relativos negativos, le afiadiremos la perturbacién p a es-
tos, y realizamos las operaciones de pivotajes (primal o dual, segiin convenga)
explicadas anteriormente. Veamoslo mas claro con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2. Resolver

min 3x19 + 2213 + 4xo3 + dToyg + 3x34 + 3T35 + 2245 + 6146 + 357 + 2265 + 6x6s + 476
+ 2w78 + 473
s.a.:x12 +x13 =25
— T12 + T2z + 24 = —10
— 13 — T3 + X34 + T35 — T36 = —15
— T2q + T3 + 245 = 10
— X35 — XTgp — Tes = —H
— x36 + Ts6 = —0, x5 >0
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siendo la solucién bésica inicial: 213 = 25, x23 = —10, x34 = —10,
x73 = —10, 57 = —15,276 = 10, z6g = 5, es decir, el arbol generador:
-10 10

15 -5

Tenemos que la solucién bésica no es factible primal. Veamos si se cumple
la condicion de optimalidad.
Para ello veamos cudles son sus potenciales y sus costos relativos: y; = 0,

Y2 =2,Y3=—2,94=—5,y5 =95, Yy¢ = —2, yr = 2, yg = —8.

Asi, los valores de los costos relativos son: ¢1o = 3 — (0 — 2) = 5, Coy =
5—(245)=-2,¢5=3—-(—-2-5)=10,¢C5 =2— (=5 —5) = 12, ¢4 =
6—(—5+2):9,665:2—(—2—5):9}7@78:2—(24-8):—8.

Por tanto, el problema no tiene solucién bésica factible primal ni cumple
la condicion de optimalidad.
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Asi que perturbamos el problema de costo minimo para que sea éptimo.
Para ello, hacemos x93 = =10+, 34 = =10+, x73 = =104+, 57 = —154+pu,
Cog = —2 4+ y ¢rg = —8 4 . Por tanto, ahora coy =5+ y crg = 2 + p.

-10 4 u 10 - p

-5

Este problema es éptimo si p > 15. Si p € [8,15], tenemos que la solucién
no es factible primal pero si cumple la condicién de optimalidad, por tanto,
debemos seguir el mismo proceso que en el MSD. Es decir, (5,7) debe salir de la
base y (6,5) entra.

Ahora tenemos que el nuevo arbol generador es:

-10 4+ p 10 - 1

La solucién bésica es: x13 = 25, x93 = —10 + p, x34 = —10 + p, 73 =
—10+ p, z76 = 25 — p, Tg5 = 15 — p, Tgg = 5.
Asi, las potencias son: y1 = 0, yo = 2, y3 = =2, y4 = =5, y5 = —4,

Y = —2, yr = 2, ys = —8. Y los costos relativos son: ¢1o =5, Cog =5+ pu— (24
5)=—2+p,C35=1,C45=3,C6=9,C57 =9y Crs =2+ pu—(2+8) = -8+ p.
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Y este problema es éptimo para p = 10. Si p € [8,10], tenemos que (2,3)
debe salir y (1,2) entra.
Ahora tenemos que nuestro arbol generador es:

-10 4+ p 10 - p

Siendo las potencias: y; = 0, yo = —3, y3 = —2, y4 = =5, y5 = —4,
Yo = —2, yr = 2, ys = —8 y los costos relativos: a3 = 5, €oqg = 3+ p, €35 = 1,
Ci5 =3,C46 =9, C57 =9y Crg = =8+ pu.

Esta solucién es éptima para p = 10. Si p € [8,10] , tenemos que (3,4)
sale y (4,5) entra. De esta forma, tenemos que T es:

-10 4+ p 10 -

15 -5

Y tenemos que las potencias son: y; = 0, y2 = =3, y3 = =2, ys = —2,
ys = —4, y¢ = —2, yr = 2, yg = —8 y los costos relativos: ¢a3 = 5, Caqg = 6 + L,
Cas =1,C34 =3,C46 =6,C57 =9y Crg = —8+ p.
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Por lo que esta solucién bdsica es éptima para u = [8,10], y ya tenemos
que la solucién es bésica factible primal, pero no es 6ptima ya que ¢7zg < 0. Por
tanto, debemos de hacer el pivotaje primal explicado en el capitulo 2.

El arco (7,8) debe entrar y (6,8) salir. De esta manera tenemos que la
solucion bésica factible primal es:

-10 + p 10 - p

15 -5

Las potencias son: y1 =0, yo = =3, y3 = =2, ya = =2, y5 = —4, Yy = —2,
y7 = 2, ys = — i y los costos relativos: ¢a3 = 5, Coy = 6 + i, C35 = 1, C34 = 3,
Cap =0, C57 =9y Ces =8 — .

Y vemos que esta solucién es éptima para p € [—6,8]. Como 0 € [—6, 8].
Tenemos que esta solucion es éptima para el problema inicial, quedandose en-
tonces de la forma:

-10 10
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Resolucién computacional de problemas de flujo
de coste minimo

4.1. Introduccién

En el capitulo 2, hemos visto cémo se resuelven los problemas de flujo de
coste minimo mediante el Método Simplex Primal para Redes sin capacidades y
con capacidades. Para ello, hemos resuelto un ejercicio de cada tipo.

En el capitulo 3, hemos visto cémo se resuelven los problemas de flujo
de coste minimo mediante el Método Simplex Dual para Redes y el Método
Auto-dual y, junto a ellos, un ejemplo resuelto de cada tipo.

En este capitulo resolveremos los ejemplos planteados en los capitulos an-
teriores, usando dos complementos del Excel (Solver y Microsoft Solver Founda-
tion) y algunas librerias de R.

4.2. Resolucion de problemas en Microsoft Excel

Microsoft Excel es una aplicacién de hojas de célculo. Estas hojas contie-
nen celdas que forman una matriz de filas y columnas. En ellas, podemos anadir
datos de tipo texto, numéricos e incluso férmulas. Con el Microsoft Excel, de
una manera muy sencilla y rapida, podemos resolver diversas operaciones ma-
tematicas aunque se compongan de un numero elevado de datos. Es por ello,
que es muy util en el mundo de la contabilidad y tareas financieras. Para mas
informacién sobre el excel, podemos acudir a [9].

En nuestro caso, como hemos citado, vamos a emplear el Microsoft Excel
para resolver problemas de flujo de coste minimo (usando los correspondientes
complementos para resolver problemas de Programacién Lineal).
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4.2.1. Microsoft Solver Foundation

El MSF es un complemento que no viene instalado previamente en Excel.
Por ello, debemos acudir a [10] para instalarlo.

Este complemento facilita la creacion y resolucién de modelos de optimi-
zacién. Podemos modelar los problemas programando en lenguaje OML.

Una vez instalado este complemento, en el Microsoft Excel nos aparece
una pestana que pone “Solver Foundation”. Si pulsamos esta pestana, nos apa-
rece la opcién “Model”, que sera donde programemos lo que explicaremos a
continuacion.

Ejemplos de flujo de costo minimo sin capacidades resueltos con
MSF

Como ya vimos en el capitulo dos, el problema de flujo de coste minimo sin
capacidades, parte de n vértices y m arcos. Cada vértice tiene una disponibilidad,
y para cada arco tenemos el flujo que circula por él. Con estos datos, podemos
modelar los problema que se resuelven mediante el Método Simplex Primal para
Redes.

Necesitamos programar el problema 2.4 en el MSF. Para ello, una vez que
estemos en el apartado “Model”, comenzamos definiendo en “Sets”: n y m, para
la indexacién de los n vértices y los m arcos. A continuacién, debemos anadir los
pardmetros nver[n], disp[n], donde “nver” son cada vértice enumerado y “disp”
su disponibilidad. Los pardmetros desde[m] y hasta[m] son los arcos del grafo,
donde “desde” es de donde parte el arco y “hasta” es a dénde llega. El parametro
costo[m] se refiere al costo que tiene cada arco.

A cada uno de estos parametros debemos asignarle a qué conjunto de
nimeros pertenece. Es obvio que nver[n], desde[m], hastajm| € N, por lo que
debemos senalar la opcién de “Nonnegative Integer”. Disp[n],costo[m] € R, asi
que les seleccionamos la opcion ”"Real”.

Una vez tengamos en la hoja de cédlculo el problema planteado, para cada
parametro debemos senalar en qué posiciones estan cada uno de sus respectivos
elementos.

En el apartado “Decisions”, debemos introducir el vector x, que como ya
sabemos, son los m flujos que circulan por la red, por tanto, debemos anadirle
que dependen de m.

Tenemos que los flujos z;; € R;{ , por tanto, debemos seleccionar la opcion
de “Nonnegative Real”.

En ”Constraints” debemos programar, en lenguaje OML, las restricciones
de 2.4, es decir, debemos programar : ZjGSuc(i) Tij —Zjepred(i) i =b;,VieV.
Esto se hace de la siguiente manera : “ Foreach[{i,n},FilteredSum[{j,m},desde[j]-
nver|i],x[j]]-FilteredSum[{j,m} ,hasta[j]-nver[i],x[j]]-disp]i]]”.
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Y finalmente, en el apartado de “Goals”, como tenemos un problema de
minimo, anadimos la opcién “minimize” y programamos min ) ;. > jeSuc(s) CiiTij
de la siguiente manera: “Sum[{ j,m},costo[j]*x[j]]”.

De esta manera, nos sale en pantalla el modelo:

Modeling Pane v X
Sets Parameters Decisions Goals Constraints Directives
Madel Log

Editing Mode: Automatic » X Clear Model

Model[

Paramelers|

Sets|Integers[0, Infinity]].
n,

m

).

Parameters|
Integers(0, Infinity],
nver(n),
desde[m),
hasta[m]

Parameters|
Reals[-Infinity. Infinity),
disp(n].
costo[m]

).

Decisions|
Reals[0. Infinity).

x{m]

).
Constraints|
C1 -> Foreach([{i.n}.FilteredSum({j.m}.desde[j]|==nver{i| x{j]]-
FilteredSum({j.m}.hasta[j]==nver(i] x[j]]==disp(i]]

éoals[
Mimimize[
G1 -> Annotation[Sum[{j.m}.costo[j]"x[j]]. "order", 0

]
]

En nuestra hoja de calculo debemos anadir todos estos datos, poniendo en co-
lumnas los vértices, las disponibilidades de cada vértice, el origen del arco, el fin
del arco y su costo.

En el ejemplo 2.8, la hoja de calculo con los datos es la que se muestra a
continuacién. Y si pulsamos el botén de Solver, el MSF nos resuelve el problema
y nos devuelve la tabla “Solver Foundation Results”, donde se incluye el valor
objetivo y los valores de la solucién éptima:



34 4 Resolucién computacional de problemas de flujo de coste minimo

nver disp narc desde hasta costo

1 15 3 1 2 5
2 20 2 1 3 4
3 -10 3 3 2 2
4 -15 4 2 4 2
5 -10 5 2 5 4

6 3 5 10

7 4 S 2

Solver Foundation Results

Name Value
Solution Type  Optimal
G1 135
x[0] S
x(1] 10
x[2)] 0
x[3] 15
x[4] 10
x[5] 0
x[6] 0

Haciendo lo mismo con el ejemplo 3.1, tenemos que:

nver disp narc desde hasta costo

1 20 1 1 2 6
2 -5 2 1 3 3
3 -15 3 3 2 2
- 10 4 2 4 4
- ] -5 S 4 3 &
6 -S 6 3 5 7

7 4 5 3

8 3 6 2

9 6 5 3

Solver Foundation Results

Name Value
Solution Type  Optimal
G1 105
x[0] 0
x[1] 20
x[2] 5
x[3) 1]
x[4] S
x([5]) 0
x[6] 5
x[7] 5
x[8] 0
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Y para el ejemplo 3.2:

rwer disp narc desde hasta costo
1 » 1 1 2

2 10 2 1 3 2
3 135 3 2 3

4 10 4 2 4 5

5 15 5 3 4 3

6 S5 6 3 5 3

7 15 7 4 5 2

8 3 8 4 6 6

9 S 7 3

10 6 s 2

1 6 B8 L

12 7 [ 4

13 7 8 2

14 7 3 4

Name
4 Solution Type

G1

0]
«1]
«[2)
<13
«fa]
x|5]
«[6]
7]
x(8]
«(9]

x(10)
x(11)
x[12)
x[13)

; Solver Foundation Results
Value

Optimal
140

- ™ P
owgovoogocoolRB
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Ejemplo de flujo de costo minimo con capacidades resuelto con MSF

Para el problema con capacidades, es andlogo al del caso anterior, anadiéndo-
le a la hoja de célculo, las columnas de coste minimo y méximo. Por lo que
tenemos que programar el problema 2.10 en el MSF con las mismas érdenes que
el anterior pero incluyendo los pardmetros cmin|m],cmax[m], sefialando las co-
lumnas que correspondan con los datos y seleccionando ”Nonnegative Integer”.
También, debemos anadir en “Constrains” las cotas de los flujos de la siguiente
manera: “Foreach[{j, m},cmin[j] <= x[j] <=cmax][j]]”.

El modelo se queda entonces de esta forma:
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Model[
Parameters|
Sets[Integers(0, Infinity]].
n,

Parameters|
Integers(0, Infinity),
nver[n],
desde[m),
hasta[m].
cmin[m],

cmax{m)
]

F"aramehers[
Integers[-infinity. Infinity),
disp[n]

ﬁaramehrs[
Reals[nfinity. Infinity),
costo[m)]

becnsions[
Reals[-nfinity. Infinity),
x(m]

Constraints|
C1 -> Foreach[{i.n}.FilteredSum({j.m}.desde[j]==nver(i] x[j]}-
FilteredSum{{).m} hasta[j}==nver[i]x[j]|==disp[i]].
C2 -> Foreach|{j,m},cmin[j]<=xjj<=cmax{j]]
.
Goals|
Minimize[
G1 -> Annotation[Sum[{j,m}.costo[j]"x[j]]. "order", 0]
]
)

En el ejemplo 2.9, la hoja de calculo con los datos es la que se muestra a conti-
nuacién, donde también se ha afiadido la tabla que nos devuelve el MSF con los
valores de las variables y el valor objetivo:

nver disp narc desde hasta cmin cmax costo

1 20 1 1 2 3 12 5
2 -10 2 1 3 1 10 3
3 10 3 2 5 5 15 4
4 10 4 3 2 1 11 3
- -10 5 3 4 1 12 6

6 3 5 2 8 4

7 4 5 [} 14 5

Solver Foundation Results

Name Value
Solution Type  Optimal
G1 193
x[0] 12
x[1] 8
x[2] 5
x[3] 3
x[4] 10
x[5] 5
(6] 0
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4.2.2. Solver

El Solver es un complemento del Microsoft Excel que ya viene preinstalado.
Este se situa en el apartado de “Datos”.

Con este complemento podemos resolver los problemas de Programacion
Lineal de una manera muy intuitiva como veremos a continuacién.

Consiste en una pantalla donde nos pregunta dénde queremos establecer el
valor objetivo, el tipo de problema que queremos resolver, dénde estan situadas
las variables y restricciones, y qué método queremos usar para resolverlo.

Ejemplos de flujo de costo minimo sin capacidades resueltos con
Solver

Para comenzar a resolver un problema de flujo de costo minimo, debemos
crear una hoja de excel de la misma manera que explicamos para el MSF. En
este caso, vamos a dejar una columna libre entre la columna de disponibilidad y
la de el nimero de arcos, y otra casilla libre entre “hasta” y “costos”.

Usaremos la segunda columna que hemos dejado libre para los valores de
las variables de la solucién éptima que nos dard el Solver.

En la primera columna que hemos dejado vacia entre “disp” y “narc”,
tenemos que anadir a cada casilla una férmula. Para ello, nos fijamos qué vértice
le corresponde a esa casilla. Una vez sabido esto, la férmula que debemos anadir
es la suma de las casillas de la columna “Xij” cuando “desde” coincide con el
namero del vértice junto a la resta de las casillas de la columna “Xij” cuando
“hasta” coincide con el niimero del vértice. Por ejemplo ,en nuestro ejemplo,
en el primer recuadro azul, hemos anadido la férmula “=H4+H5”, ya que del
vértice 1, salen los arcos (1,2) y (1,3). Como ningin arco entra en el vértice 1,
no tenemos que restarle nada.

Debemos elegir una casilla para que el Solver nos devuelva en esta el valor
objetivo 6ptimo. Para ello, debemos anadir en dicha casilla, la férmula de suma
de productos ( producto escalar) de la columna de las variables bésicas con la
de los costos. En el ejemplo que mostramos a continuacién, hemos pintado de
verde la casilla del valor objetivo, y esta tiene la féormula “=SUMAPRODUC-
TO(I4:110;H4:H10)”.

Una vez tengamos todo esto formulado, debemos de abrir el Solver, y nos
aparece una pantalla como la que se muestra a continuacién:
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[ ] Parémetros de Solver

Establecer objetivo: | $1514

Para: Mix. © Min Valor de:
Cambiando las celdas de variables
SHS4:SHS10 -
Sujeto a las restricciones
$D$4:5DS8 = SC$4:5CS8 v
Cambiar
Eliminar
Restablecer todo
Cargar/Guardar
Convertir variables sin restricciones en no negativas
Método de resolucién: Simplex LP v Opciones
Método de resolucion

Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales
suavizados. Seleccione el motor LP Simplex para problemas de Solver
lineales, y seleccione el motor Evolutionary para problemas de Solver no
suavizados.

Cerrar Resolver

Como vemos, hemos anadido la localizacion del valor objetivo, la localizacién de
los flujos y hemos anadido la restriccion que teniamos, es decir, las disponibili-
dades han de ser iguales a los elementos de la columna pintada de azul.

En el ejemplo 2.8,

hemos anadido a la hoja de cédlculo, los datos escritos

en las casillas de color blanco, mientras que el Solver nos ha devuelto los datos
escrito en las casillas de colores:

nver disp

15
20
-10
-15

VoW N

narc desde hasta Xij costo

15 1 1 2 5 5
20 2 1 3 10 4
-10 3 2 4 25 2
-15 4 2 5 0 4
-10 5 3 2 0 2
6 3 5 0 10

7 4 5 10 2

135

Si nos fijamos en este ejemplo en particular, si lo comparamos con el que hemos
resuelto con el MSF, tenemos que el valor 6ptimo es el mismo, ya que es tnico,
pero la solucién 6ptima difiere ( hay éptimas alternativas).

Resolviendo el ejemplo 3.1 aplicando lo anterior, tenemos que:



nver disp
20

-15
10

Db W N e
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narc desde hasta Xij costo

20 1 1 2 1] 6
-5 2 1 3 20 3
-15 3 3 2 5 2
10 4 2 4 0 4
5 S 3 5 (1] 7
-5 6 4 3 5 2
7 4 5 5 3

8 3 6 S 2

9 6 5 0 3

105

En el ejemplo 3.2, tenemos que:

nver disp

BNV A W N

25

-15

10

-15

15

narc desde hasta Xij costo
25 1 1 2 10 3
-10 2 1 3 15 2
-15 3 2 3 0 4
10 4 2 L] 0 5
=15 5 3 4 (1] 3
-5 6 3 5 0 E}
15 7 4 5 10 2
-5 8 4 6 0 6
9 5 7 1] 3
10 6 5 5 2
1 6 8 0 6
12 7 6 10 4
13 7 8 5 2
14 7 3 0 4

Ejemplo de flujo de costo minimo con capacidades resuelto con

Solver

La diferencia de estos problemas es que tenemos que anadir las columnas
de “cmin” y “cmax”, y a la hora de implementar las restricciones del Solver,

tenemos que poner que la columna de

“

cmin” < “Xij” y que la columna de

“cmax” > “Xij”. Asi, los pardmetros de Solver son:
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L J Parédmetros de Solver

Establecer objetivo: | Hoja2!s1s33
Para Mix. © Min Valor de

Cambiando las celdas de variables:
$I155:51511

Sujeto a las restricciones

SESS:SESY = $DS5:SDS9 Agregar
$IS5:51511 <= SKSS:$KS11

$ISS:S1S11 > = §)55:5)511 Cambiar

Eliminar

Restablecer todo
Cargar/Guardar
@ Convertir variables sin restricciones en no negativas

Método de resolucién: Simplex LP v/ Opciones

Método de resolucion

Seleccione ¢l motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales
suavizados. Seleccione el motor LP Simplex para problemas de Solver
lineales, y seleccione el motor Evolutionary para problemas de Solver no
suavizados.

Cerrar Resolver

En el ejemplo 2.9, la hoja de cédlculo con los datos es:

nver disp narc desde hasta Xij emin cman costo

1 20 20 1 1 2 12 3 12 5
2 10 -10 2 1 3 8 1 10 3
3 10 10 3 2 5 5 5 15 4
4 10 -10 B 3 2 3 1 1 3
5 10 -10 5 3 4 10 1 12 6

6 3 5 5 a 8 4

7 4 5 ] 1) 14 5

En [5] podemos ver cémo resolver todo este tipo de ejercicios con Solver.

4.3. R

R es un paquete con librerias de programas que, fundamentalmente, se
pueden usar para analisis estadistico. Podemos instalarlo en [7]. También con-
tiene librerias que se pueden usar para resolver problemas de optimizacién [11]

La herramienta R-Studio, que se puede descargar en [8] sirve para apli-
car el R con mayor facilidad. En nuestro caso, vamos a utilizarlo para resolver
problemas de flujo de costo minimo.
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Ejemplos de flujo de costo minimo sin capacidades resueltos con R

Veamos con el siguiente ejemplo, el 2.8, cémo se formula el problema de
flujo de coste minimo.

1 library(lpSolveAPI)

2 pfom <- make,lp(@,7)

3 set.objfn(pfom, c(5,4,2,2,4,10,2))

4 #desde 1,1,3,2,2,3,4

S #hasta 2,3,2,4,5,5,5

6 add.constraint(pfem, ¢(1,1,0,0,0,0,0), "=", 15)
7 add.constraint(pfom, ¢(-1,0,-1,1,1,0,0) . )
8 add.constraint(pfom, c(0,-1,1,0,0,1,0), 'y -10)
9 add.constraint(pfom, ¢(0,0,0,-1,0,0,1), "«", -15)

,
,

10 add.constraint(pfom, ¢(0,0,0,0,-1,-1,-1), "=", -10)

11 RowNames <- c("cl", "c2","c3","c4","c5")

12 ColNames <- c("x12", "x13", "x32","x24", "x25", "x35","x45" )

13 dimnames(pfcm) <- list(RowNames, ColNames)

14 solve(pfcm)

15 get.variables(pfem)

16 get.objective(pfcm)

17:1 (Top Level) =

Console

> get.variables(pfcm)
[1] 510 @025 @ @10
> get.objective(pfcm)
[1) 135

Como observamos, lo primero que debemos hacer es cargar la libreria “IpSol-
veAPI”. Una vez cargada, el comando “make.lp(0,7)” crea un objeto de modelo
de programacién lineal, donde 0 es el nimero de restricciones y 7 es el ntimero
de arcos (variables) que tiene nuestro ejemplo. A continuacién, se muestran los
comandos para definir los costos, los arcos y las disponibilidades. Finalmente
se muestra como obtener el valor objetivo y la soluciéon éptima. En la conso-
la, debajo de donde hemos programado, se muestra la solucién junto al valor
6ptimo.

Si queremos ahora dibujar nuestra solucién, tenemos que cargar las li-
brerias “tidyverse” e “igraph”. Luego, si escribimos lo siguiente:

Ar

18 #dibujar solucidr

19 library(tidyverse)

28 library(igraph)

21 edgelist <- data.frame

22 from = ¢(1,1,3,2,2,3,4),

23 to = ¢(2,3,2,4,5,5,5),

4 sol - ¢(5,18,0,25,0,0,18)0
25 g <- graph_from_edgelist{as.matrix(edgelist[, cl from", "to" 1]
26 E(g)isol <- edgelistisal

Z7 plotig, edge.lobel = E(g)isol’
Z8
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donde en la linea 22 hemos anadido de dénde salen los arcos, en la linea 23 a
donde llegan, y en la linea 24 hemos puesto la soluciéon éptima. Entonces, R
dibuja la solucién 6ptima:

il
W

Lo

El ejemplo 3.1 serfa :

library(1lpSolveAPI)

pfom <- make.lp(0,9)

set.objfn(pfcm, c(6,3,2,4,7,2,3,2,3))

#desde 1,1,3,2,3,4,4,3,6

#hasta 2,3,2,4,5,3,5,6,5

add. constraint(pfem, ¢(1,1,0,0,0,0,0,0,0), "=", 20)
add. constraint(pfem, ¢(-1,0,-1,1,0,0,0,0,0)
add.constraint(pfom, c(0,-1,1,0,1,-1,0,1,0), "=", -15)

add. constraint(pfom, ¢(0,0,0,-1,0,1,1,0,0), "=", 10)

add.constraint(pfom, ¢(0,0,0,0,-1,0,-1,0,-1), "=", -5)

11 add.constraint(pfom, ¢(0,0,0,0,0,0,0,-1,1), "=", -5)

12 RowNames <- c("c1”, "c2","c3","c4","c5","c6")

13 ColNames <- c("x12", "x13", "x32", "x24", "x35","x43","x45","x36","x65" )
14 dimnames(pfcm) <- List(RowNames, ColNames)

15 solve(pfcm)

16 get.variables(pfcm)

17 get.objective(pfcm)

-
SVWRNOV A WN

181 (Top Level) <

Console

> get.variables(pfcm)

[1] 020 S @ @ 5 5 5 @
> get.objective(pfem)

[1] 105



Y si anadimos los
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comandos:

#dibujar solucidn
library(tidyverse)
1ibrary(igraph)
edgelist <- data. frame(
from = ¢(1,1,3,2,3,4,4,3,6),
to = ¢(2,3,2,4,5,3,5.6,5),
sol - ¢(9,20,5,0,0,5,5,5,80)
g < groph_from_sdgelist(as.matrix(edgelist[,c( " from", "ta’ )]0
ECg)isal <- edgelistisol
plot{g, edge.label = E{glisol)

[ Jy e

tenemos el grafo con la solucién éptima:

El ejemplo 3.2 es:

43
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library(lpSolveAPI)

pfem <- make.lp(@,14)

set.objfn(pfom, c(3,2,4,5,3,3,2,6,3,2,6,4,2,4))

#desde 1,1,2,2,3,3,4,4,5,6,6,7,7,7

#hasta 2,3,3,4,4,5,5,6,7,5,8,6,8,3

add. constraint(pfem, ¢(1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), "=", 25)
add. constraint(pfom, c(-1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), "=", -10)
add. constraint(pfem, ¢(0,-1,-1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,-1), "=", -15)
add. constraint(pfcm, ¢(0,0,0,-1,-1,0,1,1,0,0,0,0,0,0), "=", 10)
10 add.constraint(pfcm, ¢(0,0,0,0,0,-1,-1,0,1,-1,0,0,0,0), "=", -15)
11 add.constraint(pfcm, ¢(0,0,0,0,0,0,0,-1,0,1,1,-1,0,0), “"=", -5)
12 add.constraint(pfem, ¢(0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0,0,1,1,1), "=", 15)
13 add.constraint(pfcm, c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0,-1,0), "=", -5)
14 RowNames <- c("cl®, “"c2","c3","c4","c5","cb”,"c?","c8")

15 ColNames <- c("x12", "x13", "x23", "x24", "x34","x35","x45","x46",
16 YRS7, "xE5%, "x88", "xI6","x78","x73" )

17 dimnames(pfcm) <- list(RowNames, ColNames)

18 solve(pfcm)

19 get.variables(pfcm)

20 get.objective(pfcm)

21:1 (Top Level) =

W oeNOWV S WN -

Console -/

> get.variables(pfcm)

11015 ¢ @ @ @210 0 @ 5 @10 5 @
> get.objective(pfcm)

[1] 140

Ahora, para dibujarla programamos:

LTy

22 mdibujar solucldn

23 library(tidyverse)

24  library({igraph)

25 edgelist «<- data.framel

28 from - ¢(1,1,2,2,3,3,4,4,5,6,6,7,7,7),
7 t0 = ©(2,3,3,4,4,5,5,6,7,58,6,8,3),

28 sol = <(18,15,0,0,0,0,19,0,0,5,0,10,5,00)
29 g < groph_from_edgelistCas.matrinCedgelistl,cC from®, "to" 3120
38 ECgiisel «- edgelistisol

31 plotig, edge.label -~ E{g)isol)

32

13

y la solucién grafica es:
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Ejemplo de flujo de costo minimo con capacidades resuelto con R

El caso de problemas de flujo de costo minimo con capacidades es analogo
al de sin capacidades, pero en este caso, debemos de anadir las restricciones que
poseen las variables, es decir, el acotamiento que tienen.

a8 SourceonSave O /- i - ~#Run % _ < Source =~
1 library(lpSolveAPI)
2 pfom <- make.lp(0,7)
3 set.objfn(pfom, ¢(5,3,3,4,4,6,5))
4 #desde 1,1,3,2,3,3,4
S #hasta 2,3,2,5,5,4,5
6 add.constraint(pfem, ¢(1,1,0,0,0,0,0), "=", 20)
7 add.constraint(pfom, c(-1,0,-1,1,0,0,0), "=", -10)
8 add.constraint(pfom, c(0,-1,1,0,1,1,0), "=", 10)
9 add.constraint(pfem, c(0,0,0,0,0,-1,1), "=", -10)
10 add.constraint(pfcm, c(0,0,0,-1,-1,0,-1), "=", -10)
11 set.bounds(pfcm, lower - c(3,1,1,5,2,1,0), columns - ¢(1,2,3,4,5,6,7))
12 set.bounds(pfcm, upper = ¢(12,10,11,15,8,12,14), columns - ¢(1,2,3,4,5,6,7))
13 RowNames <- c("cl", "c2","c3","c4","c5")
14 ColNames <- c("x12", "x13", "x32", "x25", "x35","x34","x45" )
15 dimnames(pfcm) <- list(RowNames, ColNames)
16 solve(pfcm)
17 get.variables(pfcm)
18 get.objective(pfcm)
18:20 (Top Level) ¢ RSi
Console
> get.variables(pfcm)
1] 12 8 3 5 510 @
> get.objective(pfcm)
[1] 193
>
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Y para verla graficamente, escribimos:

s

28  sdibujor solucidn

21  library(tidyverse)

22 library(igraph)

23  edgelist <- doto.frame(

24 from = (1,1,3,2,3,3,4),

25 to = €(2,3,2,5,5,4,5),

26 sol - c(12,8,3,5,5,10,00)
27 g <- graph_from_sdgelist{os matrix(edgelist] o "from", “to" 3130
28 E(g)isol <- edgelistisol

29 plot(p, edge.label - E(giisol)

Y R nos devuelve:



A

Conclusiones

Este trabajo esta dedicado al estudio de aplicaciones de las distintas va-
riantes del Método del Simplex para resolver problemas de flujo de costo minimo
sobre redes normalizadas.

El uso de la Programacién Lineal en la resolucién de estos problemas esta
justificado por las propiedades que tiene la matriz de restricciones del modelo
general que garantiza la integridad de las soluciones bésicas (arboles generadores
de la red).

Por esto, hemos estudiado el uso del Método del Simplex y sus variantes
en la resolucién de problemas de flujo de coste minimo.

Las herramientas computacionales se han empleado para resolver casos
sencillos. Este estudio se puede prolongar, desde el punto de vista computacio-
nal, en la resoluciéon de problemas reales de mayor entidad.
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This work is dedicated to the study and resolution of important
problems of Network Analysis: the problems of minimum cost on
standardized networks flow. Specifically, these problems are
addressed by using some variants of the Simplex Method.

This study is completed with the application of basic computa-
tional tools in the resolution of the previously presented examples.

1. Introdu

Linear Programming problems consist of the optimization of a
linear function in a context defined by a system of linear equations
or inequations.

A particular type of these, the problems of optimization on
networks flow, are focused on the interest of this work from the
perspective of its resolution through the application of the
methodology of Linear Programming.

Then, we will need to make a schematic tour of the basic
concepts and properties that allow to develop the Simplex Method
and some of its variants, for the purpose of adapting them and
subsequently applying them to problems of network flows.

2. Foundations of Linear Programming

The standard form of a P.L. problem is:
minc'x
s.a.:Ax=b (1)
x=0

where ¢ € R" is the cost vector, x is the decision variable vector,
A= (B, N) is the matrix of technology coefficients and b € R” is the
resource vector.
The feasible region is S={xeR"/Ax = b,x = 0}.

So x is a basic solution if xz = B'b and xy = 0, where x; are basic

variables and xy are non basic variables.
A feasible basic solution is a basic solution with xz = 0.

3. The Minimum-Cost Network Flow

A problem of minimum cost flows can be raised as:

minz Z CijXij
i€V jeSucti)

sa: Yy xj— Y Xi=b,VieV 2)
jeSueti) jePred()

Lijsxij<wV(i,j)eA

with Suc(i) = {j € V/(i, j) € A}, Pred(i) = {j € VI(j,i) € A}, where
b; is the flow availability, c;; is the cost per unit of flow circulating
on the arc, x;; is the flow circulating from i to j, I;; and u;; are
the minimum and maximum flow capacities, respectively, that can
circulate through each arc.

x is a basic solution if xy, = Iy,, xn, = uy,. If, in addition,

I < xp < up, x is a feasible basic solution, and the possible basic
solutions of the problem of minimum cost flow correspond to the
generators of the associated network.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de 07, 2019

The next graph is an example of network:

The Primal Simplex Method for Network starts from a T generator
tree, that is, an initial feasible basic solution xz, and until the
optimal condition is detected, We must repeat the process with
other feasible basic solutions until we find the optimal one.

4. Variants of the Simplex Method for Network

The Dual Simplex Method for Network works, in each iteration,
with dual feasible basic solutions until detecting the Factability of
the problem or a solution that is Primal and, consequently,
optimal. If the current basic solution is not feasible Primal, it is
because at least one x;; V(i, j) € Ar, is negative.

The Self-Dual Method starts from a basic solution that is neither

feasible Primal nor dual feasible, so to achieve an optimal
solution, we must disrupt the flows and the relative costs.

5. Computational resolution of minimum cost flow problems

Microsoft Excel has add-ons for resolving network flow problems:
Solver and Microsoft Solver Foundation.

R is a program package that contains libraries capable of solving
flow problems.

The examples raised throughout the work we have solved with
these three tools.
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