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Resumen - Abstract

Resumen

La introduccion de herramientas matemadticas en la neurociencia ha
contribuido al rdpido progreso y expansion experimental de esta dis-
ciplina. FEste trabajo estd organizado en dos capitulos con los que
se pretende dar una vision de algunas aplicaciones de la topologia
en neurociencia. En el primer capitulo introduciremos los comple-
jos stmpliciales y haremos un breve repaso de las equivalencias ho-
motopicas. Esto serd clave para comprender las nociones introduci-
das en el seqgundo capitulo, al igual que para el desarrollo posterior.
Estudiaremos en primer lugar la interpretacion matemdtica de los
fendmenos experimentales en neurociencia, sequiremos con los con-
ceptos de codigo y nervio, asi como la relacion entre ambos, anali-
zaremos el caso de los cddigos converos y finalizaremos con algunos
resultados sobre obstrucciones locales a la convexidad de los cddigos.

Palabras clave: Complejo simplicial — Cédigo neuronal — Cédigos
convexos — Células de posicionamiento — Lema del Nervio.

Abstract

The introduction of mathematical tools in neuroscience has contri-
buted to its rapid experimental progress and expansion. This work is
organized in two chapters where we give a vision of some applications
of topology in neuroscience. In the first chapter we introduce the sim-
plicial complexes and make a brief review of homotopic equivalences.
This will be key to understand the applications that we expose in the
second chapter, as well as for subsequent development. We start stud-
ying the mathematical interpretation of the experimental phenomena
in neuroscience, then we continue with the concepts of code and ner-
ve, as well as the relationship between both, we analyze the case of
convex codes and finish with some results on local obstructions to the
convezity of codes.

Keywords: Simplicial complex — Neural coding — Convez codes —
Place cells — Nerve lemma.
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Introduccién

Sin haberse percatado, cuando el lector se ha movido por el ambiente en
el que se encuentra leyendo esta memoria, su cerebro en un proceso natural ha
formado una representacién de tal experiencia, dotandolo de contexto espacial
para los recuerdos y experiencias pasadas. Es mads, si monitorizaramos algunas
de sus neuronas podriamos incluso inferir su posicién con mas o menos exac-
titud dentro de dicho espacio. En este trabajo se pretende estudiar mediante
técnicas matematicas la manera en la que la actividad del cerebro representa la
informacion espacial del entorno.

Lo que acabamos de comentar es s6lo un ejemplo de las muchas aplica-
ciones de la neurociencia. Esta ciencia multidisciplinar estudia la estructura,
desarrollo y funcionamiento del sistema nervioso, centrandose en el cerebro y su
impacto en el comportamiento y funciones cognitivas del individuo.

Los primeros estudios se atribuyen a los egipcios, autores del texto médico
mas antiguo que conoce la historia, denominado Papiro Edwin Smith. Este data
de 1700 a.C. y en €l se analiza el cerebro, las meninges, la médula espinal y
el liquido cefalorraquideo, aunque tanto los egipcios como el griego Aristételes
adoptaron la creencia de que nuestra conciencia, imaginacion y memoria estaban
enraizadas en el corazén. Fue aproximadamente en el afo 170 a.C. cuando el
trabajo del médico griego Galeno cuestioné esta opinién.

Importantes descubrimientos en esta ciencia han acontecido hasta nuestros
dias, destacando nombres como Descartes, Galvani, Golgi, Ramén y Cajal o
Rabi, entre otros, por sus aportaciones. Sin embargo, no es hasta el siglo XX que
la neurociencia pasa a ser reconocida como una disciplina académica en si misma,
experimentando su més rapido progreso a mitad de siglo. A ello ha contribuido en
gran medida la introduccién de técnicas matematicas y en particular topolégicas.
De hecho, la finalidad de esta memoria consiste en mostrar que las técnicas
topoldgicas pueden pensarse como una herramienta natural para estudiar codigos
neuronales.



X Introduccién

Para poner al lector en contexto, imaginese explorando un entorno. A
medida que avanza, una neurona de posicionamiento se activa cuando se sitia
en una zona del espacio bien delimitada, llamada campo de posicionamiento. De
esta manera, el entorno completo puede quedar determinado por la actividad
de un conjunto de estas neuronas. Considerando los campos de posicionamiento
como una coleccién de abiertos en un espacio topolégico, es posible definir un
c6digo neuronal a partir de dicha coleccién. Es mas, ciertos estudios revelan que
los campos de posicionamiento son esencialmente convexos, lo cual motiva que
en este trabajo pongamos énfasis en examinar los llamados cddigos neuronales
CONVETOS.

Para estudiar satisfactoriamente lo mencionado anteriormente, serdn cla-
ves los complejos simpliciales, utilizados histéricamente para triangularizar es-
pacios topoldgicos. Veremos en el primer capitulo que estos pueden construirse a
partir de estructuras geométricas elementales, los simplices, que no son otra cosa
que segmentos lineales, tridngulos, tetraedros y sus andlogos en mayor dimen-
sién. Durante este proceso nos ayudaremos de las coordenadas baricéntricas, y
estudiaremos que los complejos simpliciales pueden relacionarse mediante apli-
caciones simpliciales. Continuaremos introduciendo la versién puramente combi-
natoria del complejo simplicial, el complejo simplicial abstracto, y finalizaremos
el capitulo con un breve repaso de equivalencias homotdpicas. Estos tltimos con-
ceptos seran especialmente utiles para entender las aplicaciones en neurociencia
del siguiente capitulo.

Comenzaremos la segunda mitad del trabajo analizando los conceptos de
c6digo neuronal, estructura matematica que refleja la manera en que se relacio-
na la actividad de las neuronas y el estimulo al que son sometidas, y nervio de
un recubrimiento, complejo simplicial que revelara cierta informacién topolégica
del espacio que se recubre. Este hecho es consecuencia del Lema del Nervio, que
establece la equivalencia homotdpica entre el poliedro del nervio asociado a un
buen recubrimiento de un espacio topoldgico y dicho espacio. Como comentaba-
mos previamente, este recubrimiento puede interpretarse como un conjunto de
campos de posicionamiento recubriendo un lugar fisico. Finalizaremos la memo-
ria estudiando los c6digos neuronales convexos y algunos resultados acerca de
obstrucciones locales a la convexidad de los cédigos.

La conclusion de este trabajo es que la Topologia puede desempenar un
papel relevante en el desarrollo de la neurociencia. Para reforzar esta idea, mos-
traremos brevemente un ejemplo que atane a otro interesante tipo de neuronas:
las neuronas de red, descubiertas por Edvard y May-Britt Moser, ambos Pre-
mio Nobel en 2014 [2]. Estas producen campos de posicionamiento periédicos
organizados en una malla hexagonal, como muestra la Figura 0.1.
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Figura 0.1.

Se puede observar que sus campos de posicionamiento tienen multiples
componentes disconexas. Interpretados como un recubrimiento abierto del en-
torno bidimensional completo, estos no cumplen la condicién de formar un buen
recubrimiento para poder aplicar el Lema del Nervio. Si en lugar de esto nos
restringimos a un dominio fundamental para estos campos, como en la imagen
derecha, entonces cada campo de red tiene una séla componente convexa y podria
aplicarse el Lema del Nervio. Nétese ademas que el dominio hexagonal con la
identificacién que se muestra coincide exactamente con un toro topoldgico, lo
cual indica que el espacio representado por las neuronas de red no es el entorno
completo, sino un toro.
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Complejos simpliciales

La Topologia Algebraica tiene entre sus principales objetivos buscar in-
variantes algebraicos para clasificar espacios topolégicos. Poincaré introdujo el
llamado grupo fundamental de un espacio topoldgico, que aporta informacién
bésica sobre la estructura topolégica del espacio, aunque puede resultar dificil
de trabajar dado que generalmente no es abeliano. Por su parte, Betti asocié a
cada espacio topolégico cierta sucesién de grupos abelianos, llamados grupos de
homologia, normalmente mas faciles de calcular que el grupo fundamental.

Los complejos simpliciales juegan un importante papel en la Topologia
Algebraica, dado que en un espacio topoldgico que admite una triangulacién por
un complejo simplicial, 6 poliedro, podemos calcular grupos de homologia usando
la teoria de homologia simplicial, en lugar de otras teorias menos manejables.
También son tutiles en el andlisis de datos, porque permiten introducir modelos
finitos o combinatorios de los experimentos realizados.

En este capitulo realizaremos una introduccién a los complejos simpliciales
finitos, espacios topolégicos que son construidos utilizando estructuras mas sen-
cillas, los simplices. Presentaremos también los complejos simpliciales abstractos,
descripciéon puramente combinatoria de la nociéon geométrica de complejo sim-
plicial. Los complejos simpliciales abstractos junto con la nocién de equivalencia
homotdpica, a la que dedicaremos la iltima parte de este primer capitulo, son
las dos herramientas topoldgicas fundamentales para abordar las aplicaciones en
Neurociencia que presentaremos en esta memoria.

1.1. Simplices

Comenzaremos esta seccién introduciendo la nocién de simplice, estructura
geométrica elemental que posteriormente nos permitird construir los complejos
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simpliciales. Estos son simplemente segmentos lineales, triangulos, tetraedros y
sus analogos en mayor dimension.

Precisamos previamente definir la nocién de conjunto de puntos geométri-
camente independiente.

Definicién 1.1. Diremos que un conjunto de puntos {ao,...,a,} de RN es
geométricamente independiente cuando los vectores {apai,...,apa,} son

linealmente independientes.

Observacion 1.2. Al trabajar en el espacio affn RY, (cuyo espacio vectorial aso-
ciado es también RY), tanto puntos como vectores son en realidad N-uplas. En
consecuencia, dados dos puntos p = (p1,...,pn) ¥ ¢ = (g1, - .., qn) tiene sentido
escribir
Pi=q-p=(q1—p1,--av — PN)-
A

Una caracterizacién de la independencia geométrica util a la hora de definir
los simplices es la siguiente.

Proposicién 1.3. El conjunto de puntos {ao, . ..,a,} en RV es geométricamen-
te independiente si y sélo si

n n
Ztiaizo Y Ztizo, con t; € R, implicaty=---=t, =0.
i=0 i=0

Demostracion. Suponemos en primer lugar que el conjunto de puntos dado es
geométricamente independiente, es decir, que {agpai,...,apa,} es linealmente
independiente.

n n
Consideremos tg,...,t, € R de forma que Zti =0y Ztiai = 0. En-

i=0 i=0
tonces,
n n n n n n
s
Ztiaoai == Zti (ai - CL()) = Ztiai — Ztiao = Ztiai — Zti ag = 0.
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
Por la independencia lineal de los vectores se concluye que t; = --- =t, =
n
0, y como Zti = 0 se tiene también que ty = 0.
i=0 N
Reciprocamente, consideremos una combinaciéon lineal tiagai + --- +
tpaopa, = 0, con tq,...,t, escalares. Entonces,

n n n n
Ztim = Zti(ai — ao) = Ztiai — (Ztl> apg = 0.
i=1 i=1 =1 =1
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Considerando ty = — <Z t; > , podemos aplicar la hipétesis y concluir que
to = =t, = 0. En particular, t; = =t, =0. O

Fijado un conjunto de puntos geométricamente independiente podemos
definir un tipo especial de coordenadas de R™: las coordenadas baricéntricas.
Estas, como veremos més adelante, nos permitirdn parametrizar un n-simplice
mediante n+1 ndmeros reales entre 0 y 1.

Definicién 1.4. Una referencia baricéntrica en R es un conjunto de N +1
puntos geométricamente independientes. Llamamos coordenadas baricéntri-
cas de un punto x de RN respecto a una referencia baricéntrica R = {ag, . ..,an}
a la (N+1)-upla (to,...,tn) verificando que, para un punto p,

N
pt = topag + -+ + tnpan con Zti =1.
i=0

Proposicion 1.5. Las coordenadas baricéntricas son unicas y no dependen del
punto p elegido.

Demostracion. Veamos en primer lugar que no dependen del punto p elegido.

Tomamos 2’ v ¢ en RY. Entonces, si qx = toqao +--+ thaN, con Zti =1,
i=0
comprobemos que x = x’. Efectivamente,

zz’ —ﬁ—i—px —ﬁ—i—m—i-qa? —Zﬁ-i-qa? —176‘_

—ﬁ—l—ztzqal Ztlpaz ﬁ—l—zt qa; — pal =
—ﬁ+<2t>

Probemos ahora que las coordenadas son tnicas. Consideremos p =

(0,...,0) y supongamos que para un punto z € R¥ se tiene que x = tgap +
N N

-+ tyan y T = Agag + - + Ayan, con Zti =1y Z/\i = 1. Observamos
i=0 i=0

N N
S ti—X)ai=0y > (ti— )=
i=0

=0

que

y como el conjunto {ag,...,an} es geométricamente independiente, por la Pro-
posicién 1.3 deducimos que t; = \; parai =0,..., N. a
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En adelante, consideraremos por defecto p = (0,...,0), expresando un
N

punto x con coordenadas (tg, ..., tx) como x = tgag+- - +tyan, con Zti =1.
i=0

Por otro lado, es interesante destacar la siguiente relacién entre coordenadas
baricéntricas y cartesianas.

Dada una referencia baricéntrica R = {ag,...,an} de RY se tiene la
referencia cartesiana R = {ag;agai,...,apan}, y considerando p = ag en la

Definiciéon 1.4 se obtiene lo siguiente:

Si (to,...,tn) son las coordenadas baricéntricas de un punto x res-
pecto de fR, entonces las coordenadas cartesianas de x respecto de R son
(t1,...,tn). Por otro lado, si (¢1,...,tx) son las coordenadas cartesianas de

x respecto de R, entonces las coordenadas baricéntricas respecto de PR son
N
1= "t ) tr,. oty
i=1

Es conocida la expresién paramétrica de un subespacio afin n-dimensional
de RY en coordenadas cartesianas, para 0 < n < N. En efecto, dada una fami-
lia de puntos geométricamente independiente {ao, ...,a,} C RY, sabemos que
el subespacio afin n-dimensional generado por esta familia de puntos tiene la
siguiente ecuacién paramétrica

n
F=ap+ Z)\iaoai con \; € R.
=1

Ademds R = {ap;apai,...,apa, es una referencia cartesiana de F, y
usando la conocida relacién entre coordenadas cartesianas y baricéntricas, obte-
nemos la siguiente caracterizaciéon de F en coordenadas baricéntricas.

Proposicién 1.6. Dado {ag,...,an} un conjunto de puntos geométricamente
independiente en RY, el n-subespacio afin de RN generado por ag, ..., a, con-
siste en todos los puntos x tal que

n n
T = E t;a;, con E t; =1,
i=0 1=0
donde los escalares t; son las coordenadas baricéntricas de x respecto de la refe-
rencia R = {ag,...,a,} en RV,

Demostracion. Se tiene que todo punto = del subespacio afin F generado por
agp, ..., ay es de la forma

x =ag +tiapai + - -+ + tpaoan, con t; € R. (1.1)
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Entonces x puede expresarse como

n
x:t0a0+---+tnan, donde t():l* <th> .

i=1
El reciproco se sigue facilmente de la relacién entre coordenadas baricéntri-
n
cas y cartesianas, dado que si ¢ = tgag + - -+ + tpa, con E t; = 1, entonces
i=0
tomando (t1,...,t,) como coordenadas cartesianas de z podemos expresar el
punto como en (1.1). O

A continuacién vamos a introducir la nocién de n-simplice en RY. Para
motivarla comenzaremos viendo un ejemplo en R2.

Ejemplo 1.7 FEl 2-simplice generado por un conjunto {ag, ay,as} de tres puntos
geométricamente independiente de R? es el tridngulo que los tiene por vértices.
Utilizando la referencia cartesiana R = {ao;m,M} de R2, estd claro que
un punto x del tridngulo viene dado por

T = ag + t1apai + taapaz,

con coordenadas cartesianas (t1,t2) tales que t1,to >0 yt; +to < 1.

t+,=1

Figura 1.1. 2-simplice en R?.

Si pasamos a coordenadas baricéntricas con respecto a la referencia R =
{ag,a1,a2}, tenemos que v = (to,t1,t2), con tg = 1 —t1 — ta, t1,t2 > 0 y
2
t1 +t2 < 1, y esto es equivalente a que x = tgag + t1a1 + taas, con Zti =
i=0
1lyt; >0, parat=0,1,2.

Este concepto se generaliza como sigue.



6 1 Complejos simpliciales

Definicién 1.8. Sea {ag,...,a,} un conjunto de puntos geométricamente inde-
pendiente de RN . Un n-sitmplice o generado por ao,...,ay,, que denotaremos
por o =< ag, . ..,a, >, consiste en el conjunto de todos los puntos x de RY tal
que

n n
T = Ztiai, donde Zti =1 yt; >0 para todo i.
i=0 1=0
Como podemos apreciar en la Figura 1.2, un 0-simplice es un punto, un
1-simplice es un segmento, un 2-simplice es un tridngulo y un 3-simplice es un
tetraedro en R3.

a ay a

Figura 1.2. Simplices hasta cuatro vértices.

Los n+1 puntos ay, - . . , a, que generan el simplice o se denominan vértices,
y n es la dimension de o. Cualquier simplice generado por un subconjunto de
{ag,...,a,} se denomina cara de o. Se dice que una cara es propia cuando

es distinta al simplice total, y la unién de caras propias forma la frontera del
simplice o, que denotamos por Fr o. Se llama interior del simplice a Int o =
o — Fro. Es importante destacar que Fr(< v >)=0e Int(<v>) =<wv >.

Observacion 1.9. Usaremos la notaciéon 7 < ¢ para simbolizar que 7 es una cara

de o, y 7 < o cuando se trate de una cara propia. A
a, R
a 0'-.,__‘___ ‘-.a
@, ! & e

Figura 1.3. Frontera e interior del simplice < ag, a1, az >.

A continuacién presentaremos algunas propiedades utiles de los simplices.

Proposicion 1.10. Un punto x de un n-simplice o pertenece a la frontera de
o siy solo si al menos una de sus coordenadas baricéntricas es cero. Por otro
lado, x pertenece al interior de o si y solo si todas sus coordenadas baricéntricas
son positivas.
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Demostracion. Sea 0 =< ay, ..., a, > un n-simplice.
Supongamos en primer lugar que z € Fr o. Como x € o, tenemos que
n
T =toag+ -+ than, Zti =1y t; >0 para todo i.
i=0

Al ser ¢ € Fr o, existe una cara propia 7 de ¢ tal que x € 7, donde 7 es

el simplice generado por {a;,,...,a; } € {ao,...,an}. Asi,
k
T = NigQiy + -+ + Aipai,, con Z Ai; = 1, para A;; > 0, para todo i;.
j=0

De la unicidad de las coordenadas baricéntricas se sigue que t;; = A, y
el resto de las t; son cero.

Reciprocamente, si se tiene que alguna coordenada baricéntrica t; de x es
nula para un ¢ fijo, existe una cara propia z de o generada por {aq, ..., a;i—1,@i+1,
...,an} tal que x € z, y por tanto, z estd en la frontera de o.

Para probar que un punto z del interior del simplice tiene todas sus coor-
denadas baricéntricas positivas, basta observar que Intoc =0 — Fr o. a

Como consecuencia de esta demostracion se tiene que cada punto = de o
pertenece al interior de una unica cara, que es la generada por todos los vértices
para los que x tiene sus coordenadas baricéntricas positivas.

Terminamos esta seccién del trabajo con dos interesantes observaciones.

Observacion 1.11. a) Un sfmplice o es compacto y convexo en RV y es igual a la
interseccién de todos los conjuntos convexos de RY que contienen a ag, . . . , Gy
En otras palabras, es el menor convexo que contiene a los puntos.

b) Dado un simplice o, existe un Unico conjunto de puntos geométricamente
independiente {ay,...,a,} que genera o. A

1.2. Complejos simpliciales

A lo largo de este trabajo nos referiremos a complejos simpliciales formados
por un nuimero finito de simplices, pues son los que tendran aplicaciéon en los
ejemplos de Neurociencia que veremos méas adelante. Los complejos simpliciales
infinitos no seran objeto de estudio.
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1.2.1. Complejos simpliciales en RY

Definicién 1.12. Llamaremos complejo simplicial K en RN a una coleccion
finita de simplices en RN tal que:

1) Cada cara de un simplice de K es también un simplice de K.
2) La interseccion de cualquier par de simplices de K da como resultado una
cara de ambos.

De esta definicién se sigue inmediatamente que un simplice o puede ser
visto en si mismo como un complejo simplicial, si consideramos el conjunto
formado por él y todas sus caras.

Ejemplo 1.13 Obsérvese la Figura 1.4.

i K, £ ’ )@ K, 7
Figura 1.4. jComplejos simpliciales?

K, es un complejo simplicial al ser un 2-simplice. Por otro lado, es claro
que Ko y K4 satisfacen la anterior definicion y son, por tanto, complejos sim-
pliciales. Sin embargo K3 no lo es, pues la interseccion de sus dos 2-simplices
no es cara de ninguno de ellos.

El siguiente resultado es una caracterizacién de los complejos simpliciales.

Proposicién 1.14. Una coleccion finita K de simplices es un complejo simpli-
cial si y solo si se satisfacen las siguientes propiedades

1) Cada cara de un simplice de K es también un simplice de K.
2’) Cada par de simplices distintos de K tienen interiores disjuntos.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que tenemos un complejo simplicial
K. Dados dos simplices o y 7 de K, veamos que de compartir un punto x de sus
interiores, necesariamente son el mismo simplice.

Sea s =0 N7y x € s. Por hipdtesis s es una cara de o y 7, que puede
ser propia o el total. Si es propia de alguno de ellos, se tiene que x € Fro ¢
x € Fr 7, lo cual no es posible al ser z un punto interior a ambos simplices. Asi,
necesariamente se tiene que s = o = T.

Para el reciproco el objetivo es probar que si c N7 # (3, entonces cNT = o’
donde ¢’ es un simplice generado por los vértices {vp, ..., vy} comunes de o y
7. Veamos ambos contenidos.
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“2>” Como o’ es el menor convexo que contiene a los vértices {vg,...,vm} y
la interseccién de o y T es convexa, se tiene ¢/ C o N T.

“C” Ahora sea x € o N 7. Por 2') se tiene que = debe pertenecer a una cara
propia w de o y de 7. Esto implica que los vértices de w son vértices tanto de
o como de 7, por lo que pertenecen al conjunto {vg,..., v, }. Esto nos lleva
a que w es una cara de ¢’, y por tanto, x € o’. |

Definicién 1.15. Llamamos subcomplejo de un complejo simplicial K a una
subcoleccion L de K que es en si mismo un complejo simplicial.

Visualicemos el concepto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.16 El complejo simplicial K, como en la Figura 1.5, estd formado
por los simplices < ag,a1,as >, < ag,az > y < as, a4, a5 > y todas sus caras.

a a4 a; ds a a4, a;

Figura 1.5. Complejo simplicial K.

Un ejemplo de subcomplejo L de K es el formado por los simplices
< ag,ay >, < ag,az >, < ai,az >, < as,az >, y los vértices ag,a1,as y as.

Definicién 1.17. Se llama espacio subyacente o poliedro de K, y se denota
|K|, al conjunto de puntos de RN que coincide con la union de todos los simplices
de K.

Dado que, como puntualizamos al comienzo, estamos considerando Uni-
camente complejos simpliciales finitos en RY, definiremos la topologia de un
complejo simplicial K como la topologia de su espacio subyacente |K|, que visto
como subespacio de RY, es la topologfa inducida por la usual. En el caso infi-
nito también podemos dotar al complejo simplicial de una topologia propia, sin
embargo, esta no coincide en general con la inducida por la usual en RY (ver
[10] para el caso general).

Observacién 1.18. Como consecuencia de la Proposicién 1.14, todo poliedro | K|
es la unién disjunta de los interiores de todos los implices de K. A
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Observacion 1.19. Se tiene que el poliedro |K| es Hausdorff y compacto. Esto
dltimo es consecuencia de que | K| es cerrado y acotado. Nétese que todo simplice
es cerrado en RY y | K| es la unién finita de cerrados. En particular, o es cerrado
en |K|. A

Proposicién 1.20. Un subconjunto A de un poliedro |K| es abierto en |K| si y
solo si Ao es abierto en o, para todo simplice o € K.

Demostracion. Este resultado es equivalente a demostrar que un subconjunto C'
de |K| es cerrado si y sélo si C'()o es cerrado en o, para todo ¢ € K. Por la
Observacién 1.19, es inmediato ver que si A es cerrado en |K]|, entonces A[)o
es cerrado en o. Reciprocamente, si para todo simplice o tenemos A (o cerrado
en o, como o es cerrado en |K|, entonces Ao es cerrado en |K|. Ademds

A= U (A n 0’) es cerrado en |K| por ser unién finita de cerrados en |K|. O
cEK

A continuacion, vamos a presentar tres subespacios particulares del polie-
dro |K| que nos serdan de gran utilidad.

Definicién 1.21. Sea v un vértice de K. La estrella de v en K, denotada por
Stw, consiste en la union de los interiores de aquellos simplices de K que tienen
a v por vértice. Llamamos a su clausura estrella cerrada de v en K, denotada
por St v. Este espacio es la union de todos los simplices de K que tienen v por
vértice y es el poliedro de un subcomplejo de K. Denominamos link de v en K,
denotado por Lk v al conjunto St v — St v.

K Sty Stv Lkv

Figura 1.6. Subconjuntos de |K]|.

Proposicion 1.22. Si K es un complejo simplicial y v es un vértice de K,
entonces St v es abierto en |K]|.

Demostracion. Aplicando la Proposicién 1.20, bastarfa ver que Stv (o es abier-
to en o, para todo o € K. Por la Observacién 1.18, tenemos que

Stva:U{IntT/vETSU}:U—U{Ime/U¢T,TSU}.
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Veamos que

U{IntT/U¢T, TSJ}ZU{T/UgéT, T<o}.
El contenido hacia la derecha es claro. Para ver el otro contenido, tomamos
x €| J{r/v ¢ 7,7 <o}. Tenemos, para algiin 7 < o con v ¢ 7, dos posibilidades:
a) v € Intr.

b) x € Fr 7. En cuyo caso, existe una cara propia 7; de 7 tal que x € Int 7.

Se concluye entonces que

Stva:U—U{T/v¢T,T§J},

que es abierto en o, al ser las caras subconjuntos cerrados de un simplice. a

Como mostraremos a continuacién, un complejo simplicial finito se puede
“subdividir” en simplices tan pequenos como deseemos.

Definicién 1.23. Sea K un complejo simplicial. Un complejo simplicial K' se
dice subdivision de K si:

1)K = |K]|

2) Cada simplice de K' estd contenido en un simplice de K.
La condicién 2) puede ser sustituida por la siguiente:
2’) Cada simplice de K es union de simplices de K'. En particular, los vértices

de K son vértices de K'.

Es posible generar una subdivisién asociada al concepto de baricentro de
un simplice.

Definicién 1.24. Dado un n-simplice 0 =< ay, . . ., a, >, llamamos baricentro
de o al punto
n
%
b(o) = .
() Z n+1
=0
b(o)

o=b(c)

Figura 1.7. Baricentro de diferentes simplices.
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Proposicién 1.25. Dado un complejo simplicial K, y los simplices o9 < 01 <
... < op € K, los puntos {b(og), ...,b(c,)} son geométricamente independientes
y determinan un simplice dentro de o,,.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre la dimensién del simplice mayor
de la sucesién og < ... < 0,. Sea k la dimensién de o,,.

Si k =0, entonces og =< a >y b(og) = a.

Si k =1, entonces 01 =< ag,a; >, y supongamos oy =< ag >. Veamos que
{b(00),b(01)} son geométricamente independientes. Esto es, si se satisface
tob(og) + t1b(01) =0y to +¢1 = 0, se tiene to = t; = 0. En efecto,

ag + a1

t t
. ):(t0+51)a0+51a1:0. (1.2)

tob(Uo) + tlb(Jl) = toao + tl(

Por otro lado, como {ag, a1} son geométricamente independientes, las condi-
ciones (1.2) y to + % + % =ty + t; = 0 implican que tg + %1 = %1 =0, es
decir, t; = 0 de lo que se deduce que ¢ty = 0.

Supongamos ahora que {b(0y), . .., b(c,,)} es un conjunto de puntos geométri-
camente independientes para og < ... < 0y, con o, de dimensién menor que
k. Veamos que si g < ... < g, con o, simplice de dimensién k, entonces
{b(og),...,b(on)} es un conjunto de puntos geométricamente independientes.

n n

Suponemos Ztib(ai) =0y Zti = 0cont; € R, y queremos demostrar
i=0 i=0

que tg =---=t, =0.

De la primera condicién,

n n—1
> tib(oi) =D tib(0s) + tnb(om) = 0. (1.3)
i=0 i=0
n—1 n—1
Si probamos que t, = 0, entonces tendriamos Ztib(oi) =0y Zti =0,
i=0 i=0
y aplicando las hipétesis de induccién, (ya que la dimensién de o; con i =
0,...,n— 1 es menor que k), deducirfamos que to = --- =t,,—1 = t,, = 0.
Por tanto, veamos que ¢, = 0. Supongamos o, =< ao,...,a; >, tal que

ay & on—1. De (1.3), se tiene

n—1 k—1
Qar a;

t;b(o; tn =0. 1.4

Zi:o (o3) + <k+1+zi—0k+1> (1.4)
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Desarrollando y ordenando esta expresién, se obtendra una suma de términos
donde el coeficiente que acompana a aj es 2. Nétese que la suma de los

k+1°
coeficientes que acompanan a los vértices a; con, i =0, ..., k, es exactamente
to+- - -+tn, que por hipotesis es 0. Por tanto, de la independencia geométrica
de los a; se deduce que kt_zl =0, luego t, = 0. a

Definicién 1.26. La subdivision baricéntrica de K, denotada por Sd K, es
el complejo simplicial formado por los simplices de la forma

< b(og),--.,b(on) >,

donde oy, ...,0n son simplices de K verificando que oy < 01 < ... < oy. Asi,
los vértices de Sd K son los baricentros de los simplices de K.

K Sd K

Figura 1.8. Subdivisién baricéntrica de un complejo simplicial K.

Obsérvese que la subdivision baricéntrica divide los simplices del complejo
simplicial en simplices de la misma dimension.

1.2.2. Aplicaciones simpliciales

Una vez definida la nocién de complejo simplicial, es natural introducir
aplicaciones entre ellos que preserven de alguna manera la estructura simplicial.
Ademds, como veremos en la Seccién 1.3, estas aplicaciones nos ayudardn a
describir complejos simpliciales.

Definicién 1.27. Sean K y L dos complejos simpliciales. Denotamos por K(©)
(respectivamente L(9)) el conjunto de vértices de K (respectivamente de L).
Se dird que f : K(© — LO es una aplicacién simplicial si para cual-
quier familia de vértices {vo,...,v,} que genera un simplice de K, su imagen
{f(vo),..., f(vn)} genera un simplice de L.

Toda aplicacién simplicial genera una aplicaciéon continua entre los polie-
dros asociados, como se prueba en el siguiente resultado.
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Proposicién 1.28. Si f : KO — L) es una aplicacién simplicial, entonces
se puede definir una aplicacion continua |f|: |K| — |L| por

e Zt f(ws), pora x = Zt

n
donde t; > 0 y Zti =1, para {vo,...,v,} generando un simplice de K.
i=0

Demostracion. Es claro que |f| estd bien definida, por la unicidad de las coor-
denadas baricéntricas y porque |f|(x) es un punto de |L|, al generar los vérti-
n

ces f(vo),..., f(v,) un simplice de L y cumplirse Zti =1yt >0, para
i=0
1 =0,...,n. Para estudiar el cardcter continuo de la aplicacién, vamos a tomar

n

unpuntoxo—val de |K|, con b; >0yZb =1, entonces

=0 =0
xo—vo+2bv0vzyademab [f1(x0) = f(vo +bevo vli,
=1
de lo que se deriva que |f]| es continua. O

La equivalencia simplicial se define entonces de la siguiente manera.

Definicién 1.29. Una aplicacion simplicial f : K© — LO) biyectiva y con
inversa f~1 también simplicial se denomina isomorfismo simplicial. En tal
caso se dice que los complejos K y L son isomorfos.

Proposicién 1.30. Si f es un isomorfismo simplicial entonces | f| es un homeo-
morfismo.

Demostracién. Sabemos que |f]| es continua por la Proposicién 1.28, y biyectiva
al ser f un isomorfismo. Veamos ahora qué sucede con su inversa.

Consideramos la aplicacién simplicial f~! : L(®) — K©) Aplicando de
nuevo la Proposicién 1.28, f~! se puede extender a una aplicacién continua

[f7H e L] — | K]
definida por

n
|f () th (v3), paraaz—Ztvl
=0

Es inmediato comprobar que |~ = |f|7%. O
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1.3. Complejos simpliciales abstractos

El concepto de complejo simplicial abstracto que introduciremos a conti-
nuacién serd el principal nexo de unién entre las Matematicas y los estudios en
el campo de la Neurociencia que veremos en el proximo capitulo.

Definicién 1.31. Liamamos complejo simplicial abstracto a una coleccion
S de conjuntos finitos no vacios verificando que si A es un elemento de S,
entonces también lo es cada subconjunto no vacio de A.

Cada elemento A de S se llamara simplice de S, y su dimensién es su
cardinal menos uno. Cada subconjunto no vacio de A se denominard cara de A.
La dimension de S es la mayor de las dimensiones de sus simplices, y el conjunto
de vértices V' de S es la unién de todos los 0-simplices de S.

Definicién 1.32. Dos complejos abstractos S y T se dicen isomorfos si existe
una correspondencia biyectiva f entre sus conjuntos de vértices, de manera que

{ag,...,an} €S si y sdlo si {f(ag),...,flan)} €T.

Un ejemplo particular de complejo simplicial abstracto es el esquema de
vértices de un complejo simplicial.

Definicién 1.33. Sea K un complejo simplicial, y V = {ag, ..., an} su conjunto
de vértices. Se llama esquema de vértices de K a la coleccion K de todos
los subconjuntos {a;,,...,a;,} de V tal que los vértices ai,,...,a; generan un

simplice de K.

Ejemplo 1.34 Volviendo al ejemplo de la Figura 1.5, se tiene que V = {ao, ...,
as}, y el esquema de vértices es el formado por K = {{ag},{a1},{az2},{as}, {as},
{as}. {ao, a1}, {ao, a2}, {a1, a2}, {a2, as}, {as, as}, {as, as}, {as, as}, {ao, a1, as},
{ag, a4, a5}}.

El siguiente teorema deja patente la importancia del esquema de vértices.

Teorema 1.35. a) Cada complejo simplicial abstracto finito S es isomorfo al
esquema de vértices de algun complejo simplicial finito K.

b) Dos complejos simpliciales son isomorfos si y solo si sus esquemas de vértices
son isomorfos, vistos como complejos simpliciales abstractos.

Demostracion. a) En efecto, basta con tomar una aplicacién f que envie inyec-
tivamente los vértices {vo,...,v,} de S a puntos geométricamente indepen-
dientes de R"™. Asi, el complejo simplicial K, cuyo esquema de vértices es
isomorfo a S, es aquel que tiene {f(vg),..., f(v,)} por conjunto de vértices,
y {f(vo,)s..., f(vn,)} genera un simplice en K cuando {vg,,...,v,, } genera
un simplice en S. El isomorfismo construido envia todos los simplices de S a
simplices geométricos de la misma dimension en R"™.
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b) Las dos implicaciones de b) se obtienen directamente del hecho que el conjunto
de vértices de un complejo simplicial coincide con el conjunto de vértices de
su esquema de vértices, visto como complejo simplicial abstracto. a

Generalizaremos, ahora para caras de complejos simpliciales abstractos, la
idea de link introducida en la Definicién 1.21 para vértices de un poliedro.

Definicién 1.36. Sea K un complejo simplicial abstracto. Para una cara o € K,
definimos el link de o como

Lko(K)={we K /o[ |w=0, ol Jwe K}.

Definicién 1.37. Liamamos realizacion geométrica de un complejo simpli-
cial abstracto S a todo complejo simplicial K cuyo esquema de vértices es iso-
morfo a S.

Como consecuencia de esta definicion, la realizacién geométrica de un com-
plejo simplicial abstracto estd determinada de forma tnica salvo isomorfismos.

Para terminar esta seccion, introduciremos una técnica muy util que usara
los complejos simpliciales abstractos para determinar complejos simpliciales aso-
ciados a ciertos espacios topoldgicos.

Dado un complejo simplicial finito L, llamamos etiquetado de los vértices
de L a una aplicacion sobreyectiva f llevando el conjunto de vértices de L en
otro conjunto cuyos elementos los llamaremos “etiquetas”.

A este etiquetado le corresponde un complejo simplicial abstracto S, cuyos
sfmplices son los conjuntos {f(vg),..., f(v,)}, donde los vértices {vy,...,v,}
generan un simplice de L.

Consideremos ahora la aplicacién simplicial f : L(®) — K©) donde K
es la realizacién geométrica de S. De acuerdo con la Proposicion 1.28, f pue-
de extenderse a una aplicacién continua y sobreyectiva |f| : |L| — |K| que
llamaremos aplicacion identificadora asociada.

Tenemos que |f| : |L| — |K| es identificacién. Efectivamente, |f| es una
aplicacién cerrada al ser |L| compacto y |K| es Hausdorff, también es continua
y sobreyectiva, condiciones suficientes para serlo.

En consecuencia, |K| es el espacio cociente de |L| mddulo la relacién de
equivalencia que identifica puntos con la misma imagen.

!
IL| = K]

LI/R

Figura 1.9.
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Vedamoslo con un ejemplo. Supongamos que queremos construir un com-
plejo simplicial cuyo espacio subyacente sea homeomorfo al toro.

Partimos del complejo simplicial L que triangula el cuadrado unidad como
se muestra en la Figura 1.10.

L x X, X, X,
X, X X,
Xy X X,
xl.‘T x14 xli xlﬁ
Figura 1.10.

Definimos f : {z1,...,216} — {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j}, etiquetado de
vértices, por

f(@1) = f(za) = f(213) = f(216) = @
f(w2) = f(x14) = b flze) = f
fxs3) = f(z15) = ¢ flzz) =g
f(xs) = fzs) =d f(z10) =1
f(xg) = flz12) = e f(z11) =37

obteniendo un complejo simplicial abstracto S que podemos representar bidi-
mensionalmente de la siguiente manera.

S a b c a

d ) g d
e i e
a b c a

Figura 1.11.

La aplicacién simplicial f : L® — K(© donde K es la realizacién
geométrica de S, se extiende a la aplicacién identificadora |f| : |L| — |K],
identificacién que da lugar al toro.
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xl x.’ xj x-l
L
X X Xy If[
_
Xy Y, X2
X5 X, X, X4
Figura 1.12.

1.4. Equivalencias homotdpicas

En Topologia, dos aplicaciones continuas con idéntico dominio y codomi-
nio se dicen homdtopas si una se puede “deformar continuamente” en la otra. Tal
deformacion se llama homotopia. Este concepto nos permite introducir cuéando
dos espacios se pueden deformar continuamente uno en el otro, en cuyo caso dire-
mos que los espacios son homotopicamente equivalentes. En esta seccién haremos
un breve repaso de algunos resultados relacionados con equivalencias homotdpi-
cas, que tendran una aplicacién directa en el resultado principal del préximo
capitulo, el Lema del Nervio (2.13).

Definicién 1.38. Dos aplicaciones continuas f,g: X — Y se dicen homoto-
pas si existe una aplicacion continua F : X x[0,1] — Y tal que F(z,0) = f(z)
y F(z,1) = g(x), para todo x € X. Se denota por F: f ~ g y la aplicacion F se
denomina homotopia entre f y g.

Recordemos que ~ es una relacién de equivalencia en el conjunto de apli-
caciones continuas de X a Y. Es claro que la aplicacién F(z,t) = f(z) para
todo ¢ € [0,1], es una homotopia entre f y f, por lo que f ~ f. Para ver que
la relacién es simétrica usamos que si F : f ~ g, entonces F : g ~ f, don-
de F(z,t) = F(x,1 —t). Para probar la transitividad se usa la composicién de
homotopias, esto es, si F': f ~ gy G : g >~ h construimos

F(x,2t) si0<t<1/2

(F*G)(,t) = {G(m,Zt— ) sil/2<t<1

que origina que f es hométopa a h.

Definicién 1.39. Se dice que dos espacios X eY son homotdpicamente equi-
valentes y lo denotaremos X ~Y | si existen aplicaciones continuas f : X —
Yyg:Y — X tales quego f ~idx : X — X y fog~idy : Y — Y. Las
aplicaciones f y g se denominan equivalencias homotopicas.
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Un resultado importante establece que una aplicacién continua entre es-
pacios topoldgicos es una equivalencia homotépica cuando lo es al restringirla a
ciertos abiertos, como veremos a continuacion.

Proposicién 1.40. Supongamos que g : X — Y es una aplicacion entre es-
pacios topoldgicos y que existe una base B de Y satisfaciendo que la restriccion
g: 9 Y(B) — B es una equivalencia homotdpica, para todo B € B. Entonces g
es también una equivalencia homotdpica.

De hecho, este resultado es cierto si sustituimos B por un recubrimiento
W de Y que satisface que las intersecciones de cualquier par de sus elementos es
unién de elementos de W.

La demostracién de este resultado estd recogida en [8].

Existe un tipo especial de equivalencia homotdpica que pasamos a describir
a continuacion.

Definicién 1.41. Dado X un espacio topoldgico. Un subespacio A C X se de-
nomina retracto de X si existe una aplicacion continua r : X — A llamada
retraccion tal que r o1 = ida, donde i : A — X es la aplicacion inclusion.
Ademds, decimos que A C X es un retracto por deformacion si el retrac-
to también cumple i o r >~ idx. En particular, si A es un punto de X, se dice
entonces que X es contrdctil.

Observacion 1.42. Diremos que un complejo simplicial es contractil cuando lo
sea su realizacién geométrica. VAN

Una propiedad fundamental es la compatibilidad de la homotopia con la
composicion de aplicaciones.

Lema 1.43. Si f~g: X — Y yh~j:Y — Z, entonces
(hof)~(jog): X — Z.

Demostracion. Sea F : X x [0,1] — Y una homotopia entre f y g, y sea
H:Y x[0,1] — Z una homotopia entre h y j. Definimos la aplicacién
G:Xx[0,1] —Z
(x,t) — G(x,t) = H(F(z,t),t)
y vemos que
G(x,0) = H(F(x,0),0) = H(f(x),0) = h(f(z)) = (ho f)(z).
G(z,1) = H(F(z,1),1) = H(g(z),1) = j(g9(z)) = (j o g) ().

Ademaés, G es continua al ser composiciéon de aplicaciones continuas, por tanto,
G es una homotopia entre (ho f)y (jog). |
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Las aplicaciones que llegan a espacios contractiles son siempre homoétopas
entre si.

Proposicion 1.44. Si f,g : X — Y con Y un espacio contrdctil, entonces f
es homdtopa a g.

Demostracion. Como Y es contractil, idy ~ c,, donde c,, es la aplicacién
constante para yy € Y. Podemos escribir, en virtud del Lema 1.43,

f:idyofzcyoofzcyoa

g=1idy 0 g Cyy0g = Cy,-

Luego, f ~ g, por ser la relaciéon de homotopia simétrica y transitiva. 0O
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La Topologia en la Neurociencia

Nuestro cerebro cuenta con mas de 86 mil millones de neuronas, células
eléctricamente activas conectadas entre si mediante complejas redes. Para trans-
mitir informacién, una neurona se comunica con su vecina mediante impulsos
eléctricos, que se generan como respuesta a estimulos o de manera espontanea.
La Neurociencia estudia el sistema nervioso, su estructura y funcionamiento,
centrandose en el cerebro y su impacto en el comportamiento y las funciones
cognitivas.

En la actualidad, la experimentalidad en Neurociencia estd teniendo un
periodo de rapido progreso y expansion, generando un gran volumen de nuevos
datos que pueden comprenderse mejor con la introduccién de técnicas y herra-
mientas matematicas. En particular, a lo largo de la ultima década se han estado
implementando cada vez més los métodos topoldgicos.

En este capitulo se pretende dar una visién del uso de la Topologia como
herramienta para comprender cémo el cerebro codifica la informacién sobre la
forma del espacio en donde nos encontramos. La pregunta a responder seria:
,cémo la actividad conjunta de las neuronas representa la informacién del mundo
exterior?

Los primeros descubrimientos relevantes en esta tematica tuvieron lugar
en la década de los 50, cuando Hodgkin y Huxley estudiaron la dindmica de
los impulsos eléctricos para una neurona aislada [12]. En ese momento, incluso
sin tener en cuenta la red neuronal que la rodeaba, ya parecia una quimera
predecir cudndo una neurona iba a activarse. Sin embargo, Hubel y Wiesel,
ambos premio Nobel en 1981 por sus aportaciones en el estudio del area visual
de la corteza cerebral, realizaron en los anos 60 un experimento consistente en
mostrarle a un gato despierto patrones de barras negras sobre un fondo blanco.
Estudiando algunas neuronas por separado, encontraron que cada una respondia
a un angulo diferente de dicha barra, como se muestra en la siguiente figura,
donde la frecuencia de impulsos eléctricos de una neurona se dispara para un
angulo de 45°.
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n estimulo

actividad neuronal
N 111114 111

Figura 2.1.

Hubel y Wiesel habian descubierto las neuronas de orientacidn [7], cuya
actividad, por tanto, se podria predecir mirando tnicamente los estimulos de la
pantalla. Se pensé entonces que cada neurona actuaba como un sensor para una
caracteristica particular de la escena visual.

Una década maés tarde tiene lugar un descubrimiento similar, llevado a
cabo por el neurocientifico John O’Keefe, premio Nobel de Medicina en 2014
por sus descubrimientos de células asociadas al posicionamiento espacial del
individuo. Mediante experimentos consistentes en estudiar un roedor moviéndose
por un entorno acotado, este se percatd de que ciertas neuronas del hipocampo
respondfan de forma selectiva a diferentes localizaciones de su entorno fisico [11].
Estas células, que sirven como sensores de posicién en el espacio, se conocen como
neuronas de posicionamiento. Profundizaremos sobre este tema en la siguiente
seccion.

2.1. Neuronas de posicionamiento

Como hemos mencionado previamente, existe un tipo de células cerebrales
conocidas como neuronas de posicionamiento cuyo ratio de impulsos eléctricos
aumenta cuando el individuo se sitia en una zona de su entorno fisico denomi-
nada campo de posicionamiento asociado a la neurona. En nuestro estudio con-
sideraremos un sélo campo de posicionamiento asociado a cada neurona, aunque
en entornos mas grandes que los reproducidos en un laboratorio pueden llegar a
tener varios. Los campos de posicionamiento describen circuitos con importantes
implicaciones para la memoria, dado que proveen el contexto espacial para los
recuerdos y experiencias pasadas.

El hipocampo es un pequeno 6rgano situado en lo que se conoce como el
sistema limbico (conjunto de estructuras interconectadas cuya funcién se rela-
ciona con los estados emocionales). Se le asocian procesos ligados a la memoria,
las emociones y la navegacion espacial.
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Cuerpo calloso_L;_‘f_."_._." =
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Figura 2.2. Sistema limbico.

Durante un largo tiempo sélo se podia monitorizar una neurona. Sin em-
bargo, cuando la monitorizacién simultanea de varias células fue posible, se de-
mostré mediante inferencia estadistica que la posicion del animal podia deducirse
de la actividad colectiva de las células de posicionamiento.

La Figura 2.3 esquematiza el experimento que pasamos a detallar.

SIS

Campo de posicionamiento Campo de posicionamiento Campo de posicionamiente Campo de posicionamiento

tiempo

de la newrona | de la newrona 2 de la neurona 3 de la neurona 4

Figura 2.3.

Supongamos que un ratén comienza a explorar su entorno desde la esquina
superior izquierda. En ese momento se activa la neurona de posicionamiento 1,
cuya actividad se refleja como en la barra superior de la imagen. A medida que el
animal avanza se activard el resto de neuronas monitorizadas. La parte inferior
de la imagen representa un mapa de calor de la concentracién de actividad
neuronal en cada campo de posicionamiento. Las areas rojas reflejan un alto
ratio de impulsos eléctricos, mientras que las azules denotan actividad nula (ver

[6])-
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Los estudios sobre las neuronas de posicionamiento se abordan fundamen-
talmente desde dos perspectivas. Por un lado, la Teoria de la Red Neuronal se
centra en entender como la actividad de las neuronas depende de las propiedades
de la red. Sin embargo, en este trabajo nos centraremos en la Teoria del Codigo
Neuronal, que presta atencién a las relaciones entre la actividad neuronal y los
estimulos externos.

Como nos muestra la Figura 2.3, una vez calculados los campos de posicio-
namiento de las neuronas de posicionamiento del animal, basta ver cual de estas
células se activa para conocer su posicién en su entorno fisico. Por consiguiente,
la idea principal de la investigacién que se aborda desde esta perspectiva es que
las neuronas de posicionamiento disparan impulsos eléctricos en diferentes luga-
res del ambiente de tal forma que el entorno entero se representa por la actividad
del conjunto de neuronas.

En la siguiente seccion, desde el punto de vista matematico, veremos los
campos de posicionamiento como un recubrimiento abierto del entorno fisico
considerado.

2.2. Cdbdigo neuronal

Uno de los principales desafios en Neurociencia consiste en encontrar las
relaciones entre la actividad de las neuronas y el estimulo al que son someti-
das. Estas relaciones se conocen como cdédigo neuronal, pero para descubrir sus
principios no es suficiente describir las relaciones entre estimulos y respuestas.
Se debe también entender la estructura intrinseca de los cédigos neuronales,
independientemente de lo que esta siendo codificado.

Por ello, tiene sentido introducir la siguiente nocién matematica.

Definicién 2.1. Se conoce como cédigo neuronal, o simplemente cddigo, a
toda coleccion de cadenas binarias C C {0,1}". Cada elemento de C se denomina
palabra.

Una vez monitorizada la actividad de n neuronas, interpretaremos cada
digito binario de una palabra como el estado de activacién (1) o silencio (0) de
una neurona.

Para simplificar en ciertas ocasiones la notacién, es interesante considerar
una representacién alternativa para las palabras. Asi, definimos el soporte de
una palabra ¢ =ay ...a, € C como

supp(c) = {ie {1,...,n}/ai:1} c{1,...,n}

Por tanto, para referirnos a una misma palabra podemos considerar
indistintamente cadenas de ceros y unos con longitud n é subconjuntos de
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{1,...,n}. Por ejemplo, la palabra 10110 se puede representar también utili-
zando supp(10110) = {1, 3,4}. Obsérvese que supp(00...0) = (.

Es posible asociar un cédigo a cualquier coleccién de abiertos de un espacio
topolégico, como veremos a continuacién. Representaremos las palabras usando
su soporte.

Definicién 2.2. Sea X un espacio topolégico y consideremos una coleccion de
abiertos U = {Ux,...,U,} de X. El cédigo de U se define por

c) = UC{L...,n}/UU—( U UJ-);A@,
je{1 }—0o

donde U, = ﬂ U;.
i€0

Cada palabra o € C(U) corresponde a una interseccién de abiertos no

cubierta por el resto. Nétese que Uy = ﬂ U; = X, por lo que ) estara en el
i€

c6digo cuando la coleccién U no recubra el espacio en su totalidad. Por otro
lado, como el nimero de neuronas a estudiar es finito, las colecciones de abiertos
que consideraremos también lo seran.

Veamos con algunos ejemplos cémo se calcula C(U).

Ejemplo 2.3 La Figura 2.4 muestra ejemplos de la definicion anterior.

X X=UuGuluy

CR:

Figura 2.4.

La palabra con soporte vacio estard unicamente en el codigo del ejemplo de
la izquierda, pues la coleccion de abiertos no recubre X. Por otro lado, el unico
abierto recubierto por el resto es Uz, en ambos casos, luego los demads abiertos
individuales generan palabras en C(U). En cuanto a las intersecciones de dos
abiertos, no se deben considerar las regiones Ury oy C Uz|J Uy, Uga3y C U J Uy,
ni Ugray = Ugaay = 0. Sin embargo, Ugy 3y y Ugsay s7 generan palabras del
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codigo, al no estar recubiertas por el resto de abiertos. De las intersecciones de
tres abiertos solo Uy 2.3y = Ua genera palabras de C(U), pues el resto son vacio.
Por dltimo, la interseccion de los cuatro abiertos es también vacia.

Asi, en el primer caso C(U) = {0,{1},{3},{4},{1,3},{3,4},{1,2,3}},
mientras que en el sequndo C(U) = {{1}, {3}, {4},{1,3},{3,4},{1,2,3}}.

Interpretando los abiertos del recubrimiento como campos de posiciona-
miento asociados a neuronas, obsérvese que Upy oy = Uz 3y = Upi 23y = Us.
Sin embargo, el cédigo sdlo incluye la palabra {1,2,3}, pues si ariadiéramos
{1,2} no estariamos reflejando que en esa porcion del espacio también se activa
la neurona 3 (equivalentemente para {2,3}).

En definitiva, las intersecciones cubiertas por uniones de otros abiertos no
reflejan toda la informacién sobre la relacién de activacién entre las neuronas.

Hemos visto que toda coleccién de abiertos de un espacio topolégico define
un cédigo neuronal. Es natural plantearse si todo cédigo neuronal puede ser
asociado a una colecciéon de abiertos en algun espacio real d-dimensional. El
siguiente resultado da respuesta a esta pregunta.

Proposicién 2.4. Sea C C {0,1}"™ un cddigo neuronal. Para todo d > 1 existird
una coleccion U de abiertos en R tal que C = C(U).

Demostracién. En primer lugar ordenamos los elementos de C como {cy, ..., ¢m }-
Como R? es un espacio Hausdorff, para cada c¢; € C existe un punto distinto
zj, € R? y un entorno abierto Ny, de zy, de forma que ningtin par de conjuntos
N, se intersequen. Definimos para cada j € {1,...,n},

U; = U Ni,donde A; ={ke{1,...,n}/j € supp(ck)},
kEA;

y tomamos U = {Uy,...,U,}. Por construccién, C = C(U). O

Visualicemos la anterior demostracién con un ejemplo.

Ejemplo 2.5 Tomamos el c¢dédigo C = {000,010,110,101} = {c1,¢2,c3,¢4},
asociado a tres neuronas. En R, elegimos el abierto N; = (i — 3/2,i — 1/2)
para la palabra c;, como en la Figura 2.5.

_~
=
~

Figura 2.5.
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Tenemos que supp(ci) = 0, supp(ca) = {2}, supp(cs) = {1,2} y supp(cs) =
{1,3}, luego U = {U1,Us,Us}, con Uy = N3|J Ny, Uy = No|JN3 y Us = Ny,
como se muestra en la Figura 2.6.

U,
U

e — e
‘ | Vi | y: | Y | y
y T K | K i KX i 7

0 1 2 3
—_

U;

Figura 2.6.

Calculamos su codigo:

o={1} > U — (U2 JUs) =0
o={2} > Us— (U1 JUs) #0
o={3}>Us— (U1 JU2) =0
o={1,2} - U —Us #0

o= {13} = Upay — U £ 0
o= (2,3} = Upy — Uy =0
0 ={1,2,3} = Upyog =0
o=0—=Up—Upaz #0.

Y obtenemos C(U) = {0,{2},{1,2},{1,3}} = {000,010,110,101} =C.

Cabe puntualizar que hemos obtenido un recubrimiento en R, pero es claro
que puede ser generalizado para dimensiones superiores.

Para finalizar esta secciéon veremos una manera de asociar un complejo
simplicial a cualquier cédigo.

Definicién 2.6. Sea C C {0,1}" un cddigo neuronal. Se llama complejo sim-
plicial del cédigo C, denotado por A(C), al complejo simplicial abstracto mds
pequenio con conjunto de vértices {1,...,n} que contiene al soporte de todas las
palabras de C. Las palabras correspondiendo a las caras de A(C) de dimension
madzxima se diran maximales.

Por la definicién de complejo simplicial abstracto, los subconjuntos de los
soportes de todas las palabras de C deben pertenecer a A(C). Por tanto,

A(C)={oc{l,....n} /o #0, o C supp(c), para algtin ¢ € C}.

Ejemplo 2.7 Consideramos los cédigos

C = {Qv{1}’{2}3{3}7{172}7{173}7{273}a{1’273}}'
C2 = {{3}a {1,3},{2,3}, {17233}}~



28 2 La Topologia en la Neurociencia

Cs = {0,{3},{2,3},{1,2,3}}.
Ca={{1}, {2}, {1, 2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.

El complejo simplicial A(C;) de cada uno de los cddigos es el complejo asociado al
2-simplice abstracto {1,2,3}, dado que la palabra {1,2,3} pertenece a los cuatro
codigos.

Para codigos tan diferentes obtenemos un mismo complejo simplicial. El
ejemplo anterior refleja que A(C) pierde cierta informacién acerca del cédigo.
Profundizaremos en este aspecto en las secciones 2.4 y 2.5.

2.3. El nervio de un recubrimiento abierto

En esta seccién introduciremos la nocién de mervio de un recubrimiento
abierto, otra herramienta para modelizar la informacién espacial que codifican
las neuronas de posicionamiento. El resultado principal es el Lema del Neruvio,
que relaciona la estructura del nervio de un recubrimiento con la estructura
topolégica del espacio recubierto.

Definicion 2.8. Llamamos nervio de un recubrimiento de abiertos U =
{U1,...,U,} de un espacio topoldgico X al conjunto

NU) ={occ{l,....n} /o #0 y U, #0}.

Recordemos que U, = ﬂ U;, notacién que ya se uso en la Definicion 2.2,
€0
por lo que es necesario puntualizar que los elementos del nervio son no vacios.

Veremos a continuacién que el nervio de un recubrimiento es un complejo
simplicial abstracto.

Proposicién 2.9. N (U) es un complejo simplicial abstracto, donde {1,...,n}
es el conjunto de vértices.

Demostracion. Sea o € N(U). Esto es, 0 # 0 y U, # 0. Claramente, tomando
un subconjunto no vacio 7 de o, se cumple U, # (), luego 7 € N (U). O

Tlustremos este nuevo concepto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.10 Consideramos tres espacios con diferentes recubrimientos U =

{Ulv U27 U3a U4}
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U,

c) U3

U

U U

Nty Nett,) Netty)

Figura 2.7.

Ast:
NU) = {{1},{2}, {3}, {4}, {1,2},{1,3},{2.3}. {2,4}, {3,4},{1,2,3}, {2, 3,4} }.
N(Uz) = {{1},{2}, {3}, {4}, {1,2},{1,3},{2.4}, {3, 4} }.
N(Us) = {{1},{2}, {3}, {4}, {1,2},{2,3},{3,4}}.

La estructura del nervio de estos ejemplos nos sugiere que, de alguna ma-
nera, este hereda propiedades topolédgicas del espacio. Sin embargo, esto sélo

se puede garantizar cuando trabajamos con cierto tipo de recubrimientos. El
siguiente ejemplo pone de manifiesto este hecho.

Ejemplo 2.11 La Figura 2.8 representa dos recubrimientos diferentes de un

anillo.
!
U U ~AJ Uz :

Figura 2.8. Buenos y malos recubrimientos.

A la izquierda tenemos un recubrimiento abierto U = {Uy,Us, Us}, junto
con una representacion simplicial del complejo abstracto asociado a su nervio. A
la derecha encontramos un recubrimiento con dos abiertos U = {Uy,Us}, cuyo
nervio no nos da informacion topoldgica del espacio subyacente. La diferencia
entre ambos recubrimientos es que en el primero, cualquier interseccion de los
elementos del recubrimiento es contrdctil, hecho que no ocurre en el seqgundo
caso.
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Esto motiva que introduzcamos la nociéon de buen recubrimiento de un
espacio topoldgico.
Definicion 2.12. Para un espacio topoldgico X, decimos que un recubrimiento

abierto U = {Uy,..., Uy} es un buen recubrimiento si toda interseccion no
vacia de abiertos de U es contrdctil.

El siguiente resultado muestra lo que ya anuncidbamos previamente: para
buenos recubrimientos, el nervio da informacién de la topologia del espacio.

Teorema 2.13 (Lema del Nervio). Sea U un buen recubrimiento de un es-
pacio topoldgico X. Entonces, el poliedro |N'(U)| asociado al nervio de U es
homotdpicamente equivalente a X .

A continuacién haremos un “sketch” de la demostracién, sin detenernos en
los detalles de la misma (para una completa demostracién ver [9]). Comenzare-
mos estudiando un caso particular, para posteriormente plantear el caso general.

Sea X un espacio topoldgico y consideremos en principio U={U}", un
recubrimiento abierto de X tal que los U; son contrdctiles y la interseccion de
dos elementos cualesquiera de U es un elemento del recubrimiento.

Noétese que U define un buen recubrimiento, en el sentido de la Definicién
2.12.

Sobre U definimos una topologia cuya base es
B={[U]/UelU}, con[U=4{Veld/VcCU}. (2.1)
B es una base de una cierta topologia sobre U ya que:

a) Recubre X, pues U € [U], para todo U € U.

b) La interseccién de cualquier par de elementos de B es un elemento de la base.
En efecto, dados [U], [V] € B, se tiene que W € [U]([V]siysélosiW Cc Uy
W C V, o equivalentemente, W C U (V. Lo que significa que W € [U V],
y por tanto, [U]N[V] = [UNV].

Sea N'(U) el nervio de U, y consideremos el subcomplejo K (U) de N (U) definido
como

K@) ={o={i,....ix} c{1,....,n} /U, CT;, C---C U }-

Es claro que K(U) es una subcoleccién de simplices de N'(U), pues si

k
{i1,...,ix} € KU) entonces ﬂ U;, = U, . Por otro lado, K(U) es en si mismo
j=1
un complejo simplicial, pues para cualquier simplice o = {i1,...,i1} € K(U) se

tiene que también cualquier cara de o estd en K(U).

A medida que vayamos demostrando el Lema del Nervio iremos ilustrando
la demostracién con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.14 La Figura 2.9 muestra un recubrimiento U = {Uy, ..., Uz} con
las caracteristicas mencionadas.

Figura 2.9. Recubrimiento I/ de X.

Los abiertos de la base B = {[Ui],...,[Us]} definida en (2.1), en este
ejemplo particular son

[Ch] ={01,U0s,Us}  [Us) ={Us,Us, Uz} [Us] = {Us}
(03] = (T3, Us} T5) = {T5) 7] = {T7}.
[U5] = {Us, U7}

El nervio de U es el complejo simplicial

N@) = {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {1, 2}, {1,4}, {1,5}, {1,6},
{2,5},{3,4},{3,7},{4,6},{4,7},{1,2,5},{1,4,6},{3,4, 7} }.

Mientras que

KU) = {{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7},
{5,1},{5,2},{6,1},{6,4},{7,3},{7,4} }.

K(U) ™

Figura 2.10.

Vamos a probar que el poliedro asociado a (i) es homotépicamente equivalente
al espacio X. Esto lo demostraremos en dos pasos:
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1) Construimos una equivalencia homotépica g : [K(U)| — U, entre el poliedro
|KK(U)| y el recubrimiento U con la topologia definida por la base B.

2) Construimos una equivalencia homotépica p : X — U, entre el espacio X y
el recubrimiento U.

Una vez probados estos dos resultados, y usando que ser homotépicamente equi-
valente es una relacién de equivalencia, podemos concluir que |[IC(U)] ~ X.

Lema 2.15. Los espacios |[K(U)| y U son homotdpicamente equivalentes.

Demostracion. Para probar este resultado, construimos la aplicacién continua g

definida como sigue B B
g: IKU)| — U

r—U;,
donde o = {iy,...,ir} € K(U) es el tnico simplice de K(U) tal que x € Int 0.
Para comprobar que g es continua veremos que
(T = | st
U;cU;

siendo St j la estrella de vértice j.
_En efecto, sea = € g~ ([U;]), entonces existe U; € U tal que g(z) = Uy,
con U; C U;. Ademés, z € Int {j,...}, luego x € St j.

Ahora, tomamos = € Stj con U; C U;. Entonces, x € Int{i1,...,j,... i},
donde {i1,...,7,...,ix} € K(U), luego

U,Cc--cUcC--CU,.
Por tanto, g(z) = U;, € [U;], pues U;, C U; C U,.
Utilizando la Proposicién 1.22; concluimos la continuidad de g.

Para demostrar que g es una equivalencia homotépica, usando la Propo-
sicién 1.40, es suficiente comprobar que

g9 (T = |J Sti— [T
U,cU;

es una equivalencia homotépica, para todo [U;] € B. Definimos
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Esta aplicacién estd bien definida, pues si U € [UZL entonces U, C U; y
por tanto, k € U St j.
U, cU;
Es facil comprobar que go g = id[@].

Por otro lado, para ver go g ~ id g—1([T7])> VAINOS a definir la homotopia

F: |J Stixo,1]— [J Stj
U;cUi U;cUi

(:L'ﬂf) — (1 - t)il +1 <§: Al + )\j) R

k=1

m
conzx € Int{iy,...,j,...,im}. Notese que entonces x = Z Akig+AJ, con \; >0
k=1

parai:1,...,m,)\>0yz>\k+)\:l,ytalqueU71C-~-C(7jC-~-CU-

Tm *
k=1
La homotopia F estd bien definida ya que

a) Sit # 0, entonces (1 —t) +tA; > 0, tAy > 0, para k =2,...,m y tA > 0.

Ademas
(1—t)+t (Zx\k—i—/\) =1.

k=1
Podemos concluir que F(z,t) € St j.
b) Sit =0, entonces F(x,0) =iy € Stiy y U;, C ITJ c U;.
m

Por dltimo, F(z,0) =i = g(g(x)) y F(x,1) = A\i1 + Z ik + Aj = x.

k=2
O

Ejemplo 2.16 (Continuacién del Ejemplo 2.14.) Para el poliedro de K(U),
como vemos en la Figura 2.10, tenemos que
g: KU —U
v g)=U,,v=1,...,7.
Us sixeInt{5,1} oz € Int{5,2}
= g(x) = Us siz € Int{6,1} oz € Int{6,4}
U, sixzeInt{7,3} ox € Int{7,4}.



34 2 La Topologia en la Neurociencia

Lema 2.17. Los espacios X y U son homotdpicamente equivalentes.
Demostracion. Construimos la aplicaciéon continua p como sigue
p: X —U
r— U,

donde U;, es el abierto més pequeiio de U { que contiene al punto z. La aplicacién
p estd bien definida ya que el abierto U;_ es tnico, pues de existir dos que

cumplieran la misma condicién, tomariamos el abierto interseccién de los mismos
como el mas pequeno que contiene a x.

La continuidad de p se obtiene observando que, para cualquier U € U,
p([U])=T.

En efecto, sea x € p~'([U]), entonces p(x) € [U], es decir, z € U;, C U.
Por otro lado, si z € U, entonces p(z) = U;,, con x € U;,. Como U, es el mds
pequenio que lo contiene, se tiene que U;, C U, esto es p(z) € [U].

Para probar que p es una equivalencia homotdpica, es suficiente ver que la
siguiente aplicacién lo es, para cualquier [U] (ver Proposicién 1.40),

p:p ([0)) =U — [U]

Primeramente, notemos que [U] es contractil. En efecto, construimos la
homotopia

F:[U]x[0,1] — [U]
(V,t) =V, site|0,1)
(V,t) = U, sit=1.

La aplicacién F es continua dado que

Se tiene ademds que F(V,0) =V = id(V), y F(V,1) = U. Por tanto,
[U] es contractil.

Por otro lado, como U es contractil, entonces, idg; ~ c.,, con c,, la apli-
cacion constante y xg € U. Definimos

p:[U —U
V — xg.

Usando la Proposicion 1.44, tenemos que
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a) Como [U] es contréctil, pop ~ idjg-
b) Como U también es contractil, p o p ~ idg.

Por tanto, p: p~1([U]) = U — [U] es una equivalencia homotépica. O

Ejemplo 2.18 (Continuacién del Ejemplo 2.16.) Para el espacio X, recu-
bierto como podemos apreciar en la Figura 2.9, tenemos que

p: X —U

U,

U,
r—oplx)=<{Us sizeclUs—U;

Uy sizelU,—(UUUr)

U, sixzeU, parai=>5,6,7.

Asi, usando los Lemas 2.15 y 2.17, deducimos que
IKU)| ~ X.

A continuacién, abordaremos la demostracién general del Lema del Ner-
vio. Para ello usaremos el caso particular que acabamos de analizar como una
herramienta para facilitar la demostracién.

Consideraremos, como en las hipétesis del Teorema 2.13, un buen recubri-
miento abierto U = {U;}"_, de X. Veamos que [N (U)| ~ X.

Construimos un recubrimiento U con las propiedades del caso particular
analizado previamente. Elegimos U = {Us }ocq1,....n}, con lo que U C U.

Primeramente, nétese que A (U) es un subcomplejo de N (U), ya que U
es un refinamiento de U formado a partir de intersecciones de elementos de U.
El nervio N(i) por definicién va a reflejar las intersecciones que ya existian
entre elementos de U, mas las intersecciones anadidas. Esto es, cada vértice
de N'(U) se corresponde con un sfmplice de N (U), es decir, es de la forma
v ={i1,...,ir} € {1,...,n}. Esto implica que construimos A (i/) aumentando
la dimensién de los sfmplices de N (U).

_ Nuestro objetivo ahora es ver que [N ()| es un retracto de deformacién de
[N (U)]. Consideremos la aplicacién simplicial entre los vértices de los complejos
r N — N () ©

’U:{il,...,ik};)il

Por la Proposicién 1.28, esta aplicacién induce una aplicacién continua
entre los poliedros de los nervios |r| : [N (U)| — [N (U)|, que envia cada punto
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de un sfmplice de N'(U) a un sfmplice de N (U). Esta serd la retraccién que

buscamos. Por otro lado, la aplicacién inclusién i : NU)? — N (Zjl)(o) es
también simplicial, por lo que induce la aplicacién continua [i| : [N (U)| —
IV@U)I.

a) |i o [r| ~ id| \rg) - Ambas aplicaciones son hométopas mediante

F:INU)| % [0,1] — N (@)
(2,1) = (1= )rl(2) + t.

La homotopia ' estd bien definida dado que x y |r|(z) estdn en un mismo
sfmplice de N (U).

b) [r| o |i] = idin -
Ejemplo 2.19 (Continuacién del Ejemplo 2.18.) Si consideramos el recu-

brimiento abierto U = {U1,Us3,Us,Us} como en la Figura 2.11, el refinamiento
U es el descrito en el Ejemplo 2.14.

U Us
b

Y,

Figura 2.11. Recubrimiento U/ de X.

Ast, el nervio de U es

N@) = {{1}.{2}, {3}, {4}, {1. 2}, {1.4}, 3.4} }.

4

Figura 2.12. N (U).

Nétese que los vértices de N'(U) son
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N@)"” = ({1}, 42}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,4}, {3.4}} = N ().

Por tanto, el complejo N'(U) es exzactamente el descrito en la Figura 2.10.

Respecto a la aplicacion simplicial v, en este caso tendriamos
r N — N ()

v siv={1},{2}, {3}, {4}
ve=r)=<{1} siv={1,2},{1,4}
{3} siv=14{3,4}.

4

Figura 2.13. Retraccién de N (U) en N'(U).

El simplice {1,2,5} lo llevamos sobre {1,2}, el simplice {1,4,6} sobre
{1,4}, y el simplice {3,4,7} sobre {3,4}.

Lema 2.20. Sea U un recubrimiento abierto tal que sus elementos son contrdcti-
les y la interseccion de dos cualesquiera es un elemento de U. Entonces, |K(U)|
es un retracto de deformacion de |N(U)|.

Demostracion. Consideramos en primer lugar la subdivisién baricéntrica Sd N (U)
de N(U), que denotaremos simplemente por Sd N. Dado que los vértices de
Sd N son los baricentros b(c) de los simplices o de N (), definimos la siguiente
retraccion

r:SdN — KU)

b(o) = s
donde o = {iy,...,ir}, con U;, --- N Ui, = Us.
Cualquier simplice de Sd N estd generado por vértices b(ayg), ..., b(o),
con o9 < ... < op. Entonces, sg > ... > si, de manera que estos vértices

generan un sfmplice de K(U).

Para probar que |K(U)| es retracto de deformacién de |N(U)| = |Sd N,
es suficiente ver que, para cada simplice 7 € Sd N, tanto 7 como 7(7) son
subconjuntos de algtin simplice o de N'(U). Sean b(ay), ..., b(ox) los vértices de
T, con og < ... < Ok, Yy sean ug, ..., Uy, los vértices de 0. Podemos elegir o
como el simplice de N'(U) generado por los vértices {ug, ..., Um, S0, .., 8Sk}. O
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Usando este resultado, llegamos a que [KC(U)| es un retracto de deforma-
cién de |V (U)|. Como ademas [N (U)| es retracto de deformacién de [N (U)| y
|K(U)| = X, se tiene finalmente que

IN(U)| ~ X.

Cabe destacar que el Lema del Nervio no se satisface si el recubrimiento
no cumple la condicién de ser un buen recubrimiento, (ver Ejemplo 2.11).

[ Por qué nos resulta realmente practico el Lema del Nervio? Supongamos
que hemos monitorizado las neuronas de un roedor que se mueve por un espacio
X cuya forma no conocemos. El Lema del Nervio nos dice que no necesitamos
mirar directamente al espacio X para saber su forma (por ejemplo, para ver
si tiene agujeros), pues el poliedro del nervio del recubrimiento que definen las
neuronas con sus campos de posicionamiento (siempre y cuando, sea un buen
recubrimiento), ya proporciona esa informacion.

2.4. Cébdigos neuronales convexos

En esta seccion centraremos nuestra atencién en los cddigos convezos, es-
pecialmente relevantes para la Neurociencia pues los campos de posicionamiento
que representan patrones de actividad neuronal son esencialmente convexos.

Definicién 2.21. Diremos que un codigo binario de n neuronas C es convexo
si existe una coleccion de subconjuntos abiertos y convexos U = {Uy,...,U,} de
R? tal que C = C(U). El menor nimero d para el cual esto es posible se denomina
dimensién minima de incrustacion del cédigo C, y se denota por d(C).

Ejemplo 2.22 Los cddigos asociados a las siguientes familias de abiertos

, U,

u U U uy u
u

U

Figura 2.14.

coinciden con los introducidos en el Ejemplo 2.7, es decir:

Cr=CcU,) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.
Co =C(U,) = {{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
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Cs3 = C(u:}) = {(2)7 {3}7 {273}7 {17273}}'
Ci=CU,) = {{1},{2},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.

Se puede observar que d(Ca) = d(C3) = 1, ya que podemos encontrar abier-
tos convezos de R (intervalos) con las mismas relaciones de contenido que las de
los U;. Por otro lado, d(C1) = d(C4) = 2, dado que en R no es posible encontrar
tres intervalos que generen este codigo.

Obsérvese que la dimension minima de incrustacion no coincide en los
cuatros casos, a pesar de que el complejo simplicial asociado a los codigos si es
el mismo, tal como vimos en el Ejemplo 2.7, por lo que el complejo simplicial
no contiene esta informacion.

A primera vista podria parecer que todos los c6digos debieran ser convexos,
ya que podemos elegir la familia de abiertos en dimensiones tan altas como
queramos. Sin embargo esto no es cierto, ya que con tan solo 3 neuronas aparecen
cédigos no convexos.

Ejemplo 2.23 El cédigo neuronal C = {0,1}3 — {111,001} asociado a tres neu-
TONAS NO €S CONVETO.

Procedemos por reduccion al absurdo y suponemos que si lo es. Conside-
ramos U = {Uy,Usy, Uz} formado por conjuntos converos y abiertos en R y
C = C(U). Se tiene que Uy 2y —Us # 0 ya que 110 € C, Uy 33 — Uz # 0 ya
que 101 € C, y Uga 3y — Ur # 0 ya que 011 € C. Tomamos p1 € Uy 3y — Uz y
p2 € Uga 3y — Ur. Dado que p1,p2 € Us y Uz es convero, el segmento lineal que
une py con ps, al que denotamos por L, debe estar contenido en Us. Ezisten dos
posibilidades.

a) Si L intersecara Uy oy, implicaria que Uyy 23y # 0 y tendriamos que 111 € C,
lo cual es falso.

b) SiL C Us—(UrJUsz), entonces Uy 2y seria vacio. Se concluiria que 001 € C,
que tampoco es cierto.

a U U b

WA

Figura 2.15.

Hemos llegado a un absurdo procedente de suponer que el cddigo es convexo en
un cierto R?.
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Definicién 2.24. Llamamos realizacion convexa de un cédigo a una colec-
cion U = {Uy,...,U,} de conjuntos convexos abiertos tal que C = C(U).

Ejemplo 2.25 Consideremos el cédigo C = {0000,0010, 0001, 1100, 0011, 1101,
1011,1111}, con 1111 como dnica palabra mazimal (para la nocidn de palabra
maximal ver Definicion 2.6). La Figura 2.16 muestra la construccidn de una
realizacion convera en R?.

Figura 2.16.

Todas las regiones correspondiendo a palabras son subconjuntos de un disco
en R?2. Para cada i = 1,...,4, el conjunto convexo U; es la unién de todas las
regiones cuyas palabras correspondientes tienen un 1 en la i-ésima posicion. Por
ejemplo, Uy es la union de las cuatro regiones correspondiendo a las palabras
1100,1101,1011 y 1111.

La construccion anterior puede ser generalizada a cualquier cédigo con una
lnica palabra maximal.

Lema 2.26. Sea C un cddigo con una unica palabra maximal. Entonces C es
convezo, y d(C) < 2.

Demostracion. Sea p € C la tnica palabra maximal y m el nimero de palabras
no maximales excluyendo la nula, que definimos como el cardinal de C menos
dos. Inscribimos un poligono regular abierto de m lados P en un disco abierto,
obteniendo m sectores rodeando P, como en la Figura 2.16. Asignamos cada
palabra no maximal (excluyendo la nula) a un sector distinto dentro del disco y
por fuera de P, y la palabra maximal p a P. Seguidamente, para cada i € p, sea
U; la unién de P y todos los sectores cuyas palabras tengan un 1 en la posicién
i-ésima, junto con sus fronteras en comun con P. Para j € {1,...,n} — supp(p),
definimos U; = (). Nétese que cada U; es abierto y convexo, y C =C({U;}). O
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2.5. Obstrucciones locales a la convexidad

Abordaremos en esta seccién final del trabajo, una pequena comparacién
de las herramientas presentadas para modelizar la informacién espacial que re-
coge el cerebro, e introduciremos las llamadas obstrucciones a la convexidad,
aquello que impide que un cédigo sea convexo.

2.5.1. Cébdigo vs Nervio

Tanto el cédigo C(U) como el nervio N (U) aportan informacién sobre
cémo trata el cerebro la informacién espacial captada por las neuronas de posi-
cionamiento. Por un lado, el codigo refleja mas fielmente las interacciones entre
neuronas, dado que detalla mas la relacién entre sus campos de posicionamiento.
El nervio por su parte, si hemos tomado un buen recubrimiento del espacio, nos
ayuda a comprender cémo reconoce el cerebro la forma del espacio.

Matemadticamente, mientras que el nervio N (i) de un recubrimiento abier-
to indica qué familias de abiertos tienen intersecciones no vacias, el cédigo C(U)
refleja, ademads, la informacién acerca de las relaciones de contenido entre los
abiertos y sus intersecciones.

Es facil comprobar que el nervio de un recubrimiento es exactamente el
complejo simplicial del cédigo, es decir,

NU) = ACU)).

Efectivamente, por definicién es claro que toda palabra del cédigo pertene-
ce al nervio, por lo que C(U) C N(U). Entonces, A(C(U)) C N(U), ya que vimos
que el nervio es un complejo simplicial abstracto y A(C(U)) se define como el
complejo simplicial abstracto méas pequeno que contiene al cédigo.

Por otro lado, toda palabra o € N (U) tiene una palabra maximal w €
N(U) tal que o C w. Entonces, U,, # 0, y para todo 7 ¢ w, U, (U, = 0, (en
otro caso, w no seria maximal). Por tanto, U, — Ujgw U; = U, # 0, es decir,
w € C(U). Asi, concluimos o € A(C(U)).

Ejemplo 2.27 La Figura 2.17 a) muestra una coleccion U = {Uy,Us,Us, Uy}
de conjuntos converos abiertos.

a | U b)

Uy,

Figura 2.17.
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Se tiene

C=CcU)={0,{1},{3}, {4}, {1,2},{1,3},{2,3},{3,4},{1,2,3},{2,3,4} }.

Por construccion, C es un cddigo convexo, donde d(C) = 2.

N ) = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1,3},{2,3}, {2,4},{3,4}, {1,2,3}, {2, 3,4} }.

{1,2,3} y{2,3,4} corresponden a las palabras maximales. El nervio, como
comentdbamos, pierde informacion acerca de las relaciones de contenidos de los
U; de U, pero esta informacion si la recoge el codigo. Por ejemplo, el hecho de
que Uy C Uy | Us se refleja en C dado que cualquier palabra que contenga un 2,
contiene también un 1 o un 3.

Pero el nervio no sélo pierde las relaciones de contenidos de los abiertos
del recubrimiento, o la dimensién minima de incrustaciéon de un cédigo convexo,
como menciondbamos en el Ejemplo 2.22. Tampoco es suficiente conocer N ()
para determinar si C(U) es convexo o no (ver articulos [4] y [13]). Trataremos
este tema en la siguiente seccion.

2.5.2. Obstrucciones locales a la convexidad

En el Ejemplo 2.23 comprobamos que no todos los cédigos son convexos.
Las condiciones suficientes para que un coédigo no sea convexo es lo que cono-
cemos como obstrucciones locales a la convexidad. Por supuesto, la ausencia de
obstrucciones no garantiza la convexidad del mismo.

La siguiente definicién nos servirda de herramienta para caracterizar estas
obstrucciones.

Definicién 2.28. Sea C C {0,1}" un cddigo neuronal y U = {Ux,...,U,} una
coleccion de campos de posicionamiento en un espacio X, tal que C = C(U).
La estructura de campos de posicionamiento de C es el conjunto de pares
(o,7) con o,7 CA{L,...,n}, tal que

U, c |JU;,
JET
donde 0 #0, c(\7 =0y U, NU; # 0, para todo j € 7. A los pares (o,7T) de la
estructura de campos de posicionamiento de C se les llama relaciones.

Si 7 = (), entonces la relacién (o, () simplemente implica U, = 0. Nétese
que las relaciones de la forma (o, () reproducen informacién de A(C), mientras
que aquellas de la forma (o, 7) con T # ) reflejan informacién adicional sobre la
estructura en C, que va mas alld que la que proporciona el complejo simplicial.
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Ejemplo 2.29 Para el Ejemplo 2.27 visto anteriormente, observamos que las
relaciones de la estructura de campos de posicionamiento son {({1,4},0),
({1,2,4},0), ({1,3,4},0), ({1, 2,3,4},0), ({2}, {1,3}), ({2}, {1,3,4}),

({2,4}, {31}

El siguiente resultado muestra un caso simple donde las relaciones de la
estructura de los campos de posicionamiento pueden usarse para probar que un
c6digo no tiene realizaciéon convexa. Es un caso particular de la Proposicién 2.34
que veremos mas adelante.

Proposicién 2.30. Sea U un recubrimiento abierto y C = C(U) un cddigo. SiC
tiene relaciones de la estructura de los campos de posicionamiento U, C U; |JU;
y U, NU:NU; =0, para algin o C {1,...,n} yi,j ¢ o distintos, entonces C
no es un codigo convero.

Demostracidn. Por hipétesis, (o,{i,7}) y (oU{%,7},0) son relaciones de C. Se
sigue que los conjuntos V; = U, (\U; # 0y V; = U,(\U; # 0 son conjuntos
abiertos disjuntos que intersectan a U,, y U, C V;|JV;. Asi, podemos concluir
que U, es disconexo en cada recubrimiento abierto U tal que C = C(U). Esto im-
plica que C no puede tener una realizacion convexa, ya que los U; serian convexos
y, por tanto, U, seria convexo, contradiciendo el hecho de que es disconexo. 0O

Ejemplo 2.31 La siguiente figura ilustra la anterior situacion, donde o =
{1,2}, se cumplen todas las hipdtesis y U, debe ser disconezo.

Figura 2.18. Ejemplo del Lema 2.30.

De una forma més general, las obstrucciones locales a la convexidad surgen
cuando un c6digo contiene una relacién (o, 7) tal que U, C U Uj, pero el nervio
JET
del recubrimiento de U,, formado por {UO'Uj }jer» no es contractil.
Por el Lema del Nervio, si los U; son convexos, entonces N ({Uyu;}jer)
debe tener el mismo tipo de homotopia que U,, que es contractil. Asi, si
N({Usuj}jer) resulta no serlo, concluimos que algunos U; no son convexos.
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Obsérvese que el nervio N'({Uyu; }jer) esta relacionado con el nervio del
recubrimiento original (), como sigue

N{Usujtjer) = {w e N(U) /Uﬂw =0, UUw eENU), ywC T} (22)

De hecho, considerando A = N(U) y el complejo simplicial restringido
Alsur, podemos reconocer que la parte derecha de la igualdad (2.2) es precisa-
mente el link Lk, (A|,ur) (recordar Definicién 1.36).

Observacion 2.32. La restriccién de un complejo simplicial A a o € A es el
complejo simplicial

Ay ={weA/wcCo} A
Definicién 2.33. Sea (o, 7) una relacién de C y A = A(C). Decimos que (o, T)
es una obstruccion local de C si T # 0 y Lk, (Al,ur) no es contrdctil.

Las obstrucciones locales estan, por tanto, detectadas por los links no
contractiles de la forma Lk, (A|,u-). La Figura 2.19 muestra que todos los com-
plejos simpliciales de hasta cuatro vértices, salvo permutacion, pueden ponerse
como Lk, (A|sur). Se sefialan en rojo aquellos que no son contréctiles.
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Figura 2.19. Todos los complejos simpliciales de hasta cuatro vértices, salvo permu-
tacién, pueden ponerse como links de la forma Lk, (A|our).
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Notese que 7 # () implica que o ¢ C y U, # 0, dado que la definicién
de estructura de campo de posicionamiento requiere que U,u; # 0, para todo
j € 7. Cualquier obstruccién local (o,7) debe entonces tener o € (A(C) —C) y
Lk, (A|sur) no vacio.

Los argumentos que condujeron a la definicién de obstruccién local impli-
can las siguientes consecuencias del Lema del Nervio.

Proposicion 2.34. Si C tiene obstrucciones locales, entonces C no es un cédigo
convero.

En general, la cuestién de si un complejo simplicial dado es o no contractil
es indecidible. Sin embargo, en algunos casos es facil ver que todos los links
relevantes seran contractiles. Esto produce una condicién simple en las relaciones
de un cédigo que garantiza que no tiene obstrucciones locales.

Proposicién 2.35. Sea C = C(U) el cédigo neuronal asociado a un recubrimien-
to de abiertos. Si para cada relacion (o, T) se tiene que Uy, # 0, entonces C no
tiene obstrucciones locales.

Demostracion. Si A = A(C), la condicién Uy, # 0 implica que Lky(A|sur)
es el simplice “macizo” con conjunto de vértices 7, que es contrictil. Si esto
se cumple para toda relacién de la estructura de campos de posicionamiento,

entonces ninguna puede dar lugar a una obstruccién local. a
Por ejemplo, si la palabra con soporte {1,...,n} estd en C, entonces
Uyur # 0 para cualquier par (o,7) con 0,7 € {1,...,n}, por lo que C no tiene

obstrucciones locales.
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THE introduction of mathematical tools in neuroscience has contributed to its rapid experimental progress and expansion. In particular,

the last decade has seen an increase in the use of topological ideas and methods. This work gives a vision of some applications of
topology in neuroscience. Firstly, we introduce simplicial complexes and make a brief review of homotopic equivalences. This will be key
to understand the applications that we will expose later, as well as for subsequent development.

1. Introdu

EUROSCIENCE studies the structure, development and func-

tioning of the nervous system, focusing on the brain
and its impact on behavior and cognitive functions. When
the reader has moved through his environment, his brain
has formed a representation of the place. ~We owe this
to place cells, neurons that fire when we are in a con-
crete location of the environment, known as place fields.

IMPLICIAL complexes are a fundamental tool for applications

in neuroscience. We distinguish simplicial geometric com-
plexes, which are built by gluing segments, triangles, tetrahedrons
and their analogues in greater dimension, and abstract simplicial
complexes, purely combinatorial description of the geometric ver-
sion.
In order to stablish local obstructions to convexity, we define the
link of a facet o of an abstract simplicial complex K as

Lk,(K)={weK/o(Nw=9,0JweK}.

3. Neural code

EURAL codes allow the brain to represent, process, and store

information about the world. Combinatorial codes, comprised
of binary patterns of neural activity, encode information via the
collective behavior of populations of neurons. We define a neural
code from a collection % = {U,...,U,} of open sets as
U_u)se.

jetl,mni-o

time’

€ (U) :{UC{I,...,n)/U,,—(

where U, = (| U;. In other words, each codeword o in € (%) cor-

«
responds toltﬁe portion of U, that is not covered by other sets.

T s

((®)
T

Figure 2: ¢(%) = {,{1},{3},4},{1,3},13,4},{1,2,3}}.

Furthermore, to any code ¢, by simply including all subsets of
codewords, we obtain the smallest abstract simplicial complex
that contains all elements of €

A@)={oc1l,....n} /0 #®,0cc, for some ce €}.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Julio, 2019

4. Nerve and The Nerve lemma

HE nerve of a cover % of a topological space X is a special
simplicial complex defined as

N(U)

={ocql,...,

n}lo#¢ and U, # @}.

Neu) M Neu) ‘ N) ‘

3 4

We see that A4 (%) = A(€(%)) gives information about a space
covered by a family of open subsets whose non-empty intersec-
tions are contractible, i.e. a good cover of X.

The Nerve lemma. Let % be a good cover of a topological
space X. Then,

[N (@) =X
and |.# (%)| denoting the polytope of N (%).

The following figure shows why good covers are needed.

oA O

5. Convex codes and local obstructions to convexity

LACE fields are essentially convex, which motivates us to put

emphasis on studying convex codes, whose codewords cor-
respond to regions defined by an arrangement of convex open
sets in Euclidean space. We will study some results about local
obstructions to the convexity of the codes.

The place field structure of € (%) is the set of all pairs (o, 7) with
0,7 < {l,...,n}, such that U, = | JU;, where ¢ # ¢, oN7 = ¢ and

jer
U,NU; # ¢, for all j €. These pairs will be called relationships.

7#@ and Lk, (Al,.,) is not contractible.

A relationship (o, 7) is a local obstruction to convexity of € (%) if ‘

If U,u: # @, for every relationship (o, 1), then € has no local ob-
structions.
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