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Resumen - Abstract

Resumen

En la presente memoria se pretende estudiar las ecuaciones diferenciales
estocasticas. Inicialmente daremos una pequena introduccion a la teoria
de probabilidad que es necesaria para su desarrollo. Sequidamente, defini-
niremos el concepto de proceso de Wiener junto con sus propiedades. El
objetivo serd construir un proceso de Wiener que nos servird para modelar
componentes aleatorias en tales ecuaciones diferenciales. A continuacion
presentamos la definicion y propiedades de la integral estocdstica de Ito
para posteriormente introducir la nocion de solucion de una ecuacion di-
ferencial estocdstica, estableciendo la existencia y unicidad de dicha so-
lucion. Finalmente, veremos algunos ejemplos y aplicaciones de métodos
numéricos tales como los método de Fuler-Maruyama y Milsten.

Palabras clave: Proceso de Wiener — Integral Estocdstica de Ito —
Ecuacion diferencial Estocdstica — Método de Fuler-Maruyama — Método
de Milstein.

Abstract

In the present manuscript, we study stochastic differential equations.
Initially, we will give a short introduction to the probability theory that
is necessary for the development of these equations. Next, we will introdu-
ce the concept of Wiener process together with its properties. The objective
will be to build a Wiener process that will allow us to model random com-
ponents for such differential equations. Next, we will present the definition
and properties of the Ité stochastic integral which will lead us to the con-
cept of solution of a stochastic diffential equation, stablishing the existence
and uniqueness of such solution. Finally, we will see some examples and
applications of numerical methods such as the Fuler-Maruyama and the
Milsten methods.

Keywords: Wiener process — Stochastic integral of Ité — Stochastic dif-
ferential equation — Euler-Maruyama method — Milstein method.
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Introduccion y preliminares

1.1. Introduccidon

En este trabajo daremos una introduccién a las ecuaciones diferenciales estocésti-
cas. Son ecuaciones diferenciales que contienen una parte determinista y un término
adicional aleatorio y se utilizan para modelar y estudiar diversos fenémenos que con-
llevan incertidumbre. A mediados del siglo 20, fueron desarrolladas, entre otros, por
los matematicos It6, Stratonovich y Langevin.

Al poseer estas ecuaciones términos aleatorios, el cdlculo clasico no es el adecuado

para tratarlas por lo que es necesario la introduccién de un cédlculo estocéstico que dé
sentido a dichos modelos y a las soluciones de las ecuaciones resultantes. Por ello, el
objetivo de este trabajo serd desarrollar la teoria de ecuaciones diferenciales estocédsticas
en el sentido de It6 con el objetivo final de establecer la existencia y unicidad de solucién
para tales ecuaciones, bajo condiciones similares a las usuales en el caso ordinario
clésico.
Iniciaremos la memoria resumiendo algunas ideas bésicas de probabilidad y procesos
estocasticos. En el capitulo 2, particularmente definiremos el concepto de proceso de
Wiener y se mencionardn algunas de sus propiedades. En el capitulo 3, se pretende
definir y estudiar propiedades de las integrales estocasticas con respecto al proceso
de Wiener en el sentido de It6, ademas de las reglas de la cadena y del producto de
It6. Finalmente, en el capitulo final, definiremos la nocién de solucién de una ecuacién
diferencial estocéstica, veremos algunos ejemplos y presentamos métodos numéricos
para dicha aproximar dicha solucién

1.2. Preliminares sobre teoria de probabilidades

Dado un experimento aleatorio se denomina espacio muestral (2 al conjunto de
todos los posibles resultados de dicho experimento. Un suceso serd un subconjunto de
{2. En general no siempre es posible asignar una medida de probabilidad sobre todos los
subconjuntos del espacio muestral (a los que englobamos en el conjunto de las partes
P(£2)). Esto nos conduce al concepto de o-algebra.

Definicién 1.1. Sea 2 un conjunto no vacio. U C P(§2) es una o-dlgebra si verifica
que
N eld,
()AeU = A°elU, donde A°:= 02\ A,
(iii){Aihien CU= | J As e U.
ieN

Definicién 1.2. Sea 2 un conjunto no vacio y U C P(§2) una o-dlgebra. Una funcion
de probabilidad en (£2,U) es una aplicacion P : 2 — R verificando
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1,
(i) P(A) >0, VAeuU,

(@) P(| ) A) =Y _P(Ai), si{Ai}ien CU, AinA; =0, Vi # j.
€N

i=1

(2,U, P) se denomina espacio probabilistico. Si A es un conjunto tal que A € U decimos
que A es un suceso del experimento aleatorio, mientras que si w € {2 decimos que w
es un punto de muestra. Asimismo, diremos que un suceso A es casi sequro (c.s.) si
P(A) =1.

Ejemplo 1.5. Sean 2 = {w1, w2, ...,wn} un conjunto finito, nimeros reales 0 < p; < 1
para j = 1,...,N, tales que > .p; = 1, y U = P({2). Entonces para un subconjunto
A= {wjl,wjz,‘..,wjm} €U, conl< g <jo<++ < jm < N, definimos P(A) =
pj1 +pj2 + -+ -+ pjm. Entonces (£2,U, P) es un espacio de probabilidad.

Ejemplo 1.4. La menor o-algebra que contiene a los subconjuntos abiertos de R" se
denomina o-dlgebra de Borel, denotada como B. Ahora, si f es una funcién no negativa
e integrable tal que f]R" fdxr = 1, definimos

P(B) ::/Bf(a:)dx, VB e B.

(R™, B, P) es un espacio probabilistico y f es la densidad de la medida de probabilidad
P.

Ejemplo 1.5. Fijado un punto zo € R™ definimos

P(B) :=

{1 sizg € B VB € B.

0 sizggB’

Entonces (R™, B, P) es un espacio probabilistico y P se denomina la medida de Dirac
concentrada en el punto xg.

Definicién 1.6. Se llama limite inferior de una sucesion de sucesos {An}nen, y lo
denotamos por imA,,, al suceso que ocurre cuando ocurren todos los sucesos A, excepto
quizds un numero finito de ellos, esto es

limAn:—G{oo An}.
k

k=1 \n=

Se llama limite superior de una sucesion de sucesos {An}tnen, y lo denotamos como
limA,, al suceso que ocurre cuando ocurren infinitos sucesos Ay, es decir,

mAn:—ﬁ{oo An}.
k

k=1 \n=

Ademas es fdacil comprobar que limA, C limA,. En particular, si limA, = limA,
entonces la sucesion {A,} de sucesos se dice convergente. Este suceso limite se denota
como lim An-

Definicién 1.7. Una sucesion de sucesos { An}nen se dice mondtona creciente (respec-
tivamente decreciente) si An, C Any1 (respectivamente A, O Ant1), para todo n € N.
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Observacidn 1.8. No es dificil probar que toda sucesién monétona de sucesos {A;, }nen
es convergente y que

ﬂ An, si {An}nen es decreciente,
lim A, = { "%t
U Ay, si {An}nen es creciente.

n=1
Recopilamos a continuacién algunas propiedades elementales de toda probabilidad.

Teorema 1.9. Sea (£2,U, P) un espacio de probabilidad.

i)Si A,BeU y AN B =0, entonces P(AU B) = P(A) + P(B).
i) P(A ) =1-P(A).
ii1) P(0) =
w)Sit A,BelU y AC B, entonces P(B\ A) = P(B) — P(A).
v)Si A,BeU y AC B, entonces P(B) > P(A).
vi) P(A) <
vzz)P(AUB) )+ P(B) — P(AN B).

o]

P(A
vit)) P(| ] An) < Z

1x)Si {An }nen es convergente entonces P(lim A,) = lim P(A,)

n—00

z)P(limA,) < nh~>nc}o inf P(A4,) < nl;n;o sup P(A,) < P(IlmA,,).

Lema 1.10. (Borel-Cantelli). Si Z P(A,) < oo, entonces P(limA,) = 0.

n=1

Demostracién. Usando las propiedades v) y viii) del Teorema 1.9, para cada n tenemos

que
P(limAn)<P<U Am> <) P4
Como Y P(Am) < o0, €l término de la derecha tiende a cero cuando n — oo . O

1.3. Variables aleatorias

Definicién 1.11. Se denomina variable aleatoria (v.a.) en (£2,U, P) a toda aplicacion
X : 2 — R™ verificando que X~ *(B) € U, para todo B € B. Equivalentemente decimos
que X es U-medible y denotamos P(X~'(B)) = P(X € B).

Entre las propiedades de las variables aleatorias destacamos las siguientes (ver [12,
Teorema 1.8]).

Lema 1.12. (i)Toda aplicacién constante, X (w) = ¢, para todo w € §2, es una variable
aleatoria.

(#)Si X es una v.a. y ¢ € R, entonces X + ¢ y ¢c- X también lo son.

(i4)Si X e Y son v.a., entonces también lo son X +Y, X =Y, X -Y. En el caso de

que Y (w) # 0, entonces 3= es una v.a.
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Ejemplo 1.13. Sea A € U. Entonces la funcién indicatriz de A

1 siweAd
Xa(w) '7{ 0 siw¢A,

es una variable aleatoria.

Ejemplo 1.14. Si Ay, Aa, ..., Ay € U son disjuntos dos a dos, con 2 = Ui, A;, v a; € R,
i =1,...,m, entonces

m
X = E aiXAi (11)
i=1
es una variable aleatoria que denominamos escalonada.

Lema 1.15. Sea (£2,U, P) un espacio probabilistico, X : 2 — R"™ una variable aleato-
ria y U(X) = {X~1(B)/B € B} CU. Entonces U(X) es una o-dlgebra en 0. O

Observacidn 1.16. U(X) se denomina o-dlgebra generada por la v.a. X, y es la menor
sub-o-algebra de U respecto a la cual X es medible.

Definicién 1.17. Un proceso estocdstico en (£2,U, P) es una aplicacion X : [0, +00) X
2 — R" tal que X(¢,-) es una v.a. Vt € [0,400). Dado w € £2, la aplicacion X (-, w)
se denomina trayectoria del proceso estocdstico.

Definicién 1.18. Sea X = Zle a; X4, una variable aleatoria real escalonada, X :
k

2 — R. Definimos la integral de X como fQ XdP := Z a;P(A;). Si X es una variable
=1
aleatoria real no negativa, definimos

/XdP = sup /YdP.
0 Y<X, N

Y escalonada

Finalmente, si X : 2 — R variable aleatoria real arbitraria, se define

/XdP ::/X*dp—/ X dP
J J 2

donde, X := méx(X,0), X~ := méx(—X,0), de modo que X = X+ — X"

Observacion 1.19. En particular, [, 1dP = P(£2) = 1. Ademas, si X : 2 — R" es
una variable aleatoria n-dimensional con X = (X' X2 ..., X™), entonces escribimos
[o XdP = ([, X"'dP, ..., [, X"dP).

Definicién 1.20. Sea X : 2 — R" una variable aleatoria. Se llama esperanza y va-
rianza de X a E[X] = [, XdP, V[X] = [,(X — E[X])*dP, respectivamente. En
particular, V[X] = E[|X|*] — |E[X]|?, donde el cuadrado en la integral y | - | denotan
el producto escalar y norma euclidea en R™, respectivamente.

Definicién 1.21. Sea 0 < p < co. Se define el espacio LP(§2) como

LP () :={X v.a. /E[|X|?] < 00}.
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1
Observacion 1.22. Si 1 < p < oo entonces la aplicacién || X||Lr (o) := E[|X|P]? es una
norma en L?(2). Ademds el espacio (L¥(£2),]|] - ||Lr(2)) es completo, esto es toda su-
cesién de Cauchy en dicho espacio es convergente (véase [12, Teorema 3.11]).

En particular, cuando p = 2, (X,Y) 2y := E[X - Y] define un producto escalar
en L?(12) y se verifica la desigualdad de Cauchy-Schwartz

(XY )z < IXlz20) - (1Y [l22(0)- (1.2)

Lema 1.23. (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una v.a. y p > 0. Entonces
1
P(IX]|>)) < EEHXW para todo A > 0. (1.3)
Demostracion. E[|X[F] = [,|X[PdP > f{\X\>k} | X|PdP > XPP(|X]| > A). O

Definicién 1.24. Sea X : 2 — R"™ wuna variable aleatoria. Entonces la funcidn de
distribucion de X es la funcidn Fx : R" — [0,1] definida por Fx(z) := P(X < x)
para todo x € R™. Si X1,....Xm : 2 — R"™ son wvariables aleatorias, entonces
su funcion de distribucion conjunta es Fx,,..x,, : (R")™ — [0,1] definida como
Fx,,...xp(21,ec0y®m) = P(X1 < 21, .., Xon < &) para todo i € R™, k=1,...,m.

Definicién 1.25. Sea X : 2 — R"™ una variable aleatoria y F = Fx su funcidn de
distribucion. Una funcidn no negativa e integrable (Lebesgue) f : R™ — R se dice
funcion densidad de X si

1 Tn
F(z) = F(z1,...,20) :/ / Fi, e yn)dyn...dyr, Vo eR™
En particular, X se dice absolutamente continua y
P(X € B) :/ f(z)dx, para todo B € B. (1.4)
B

Ejemplo 1.26. La funcién de densidad

1 le—ps] 2
— )
flx) = s e 2 z € R,

define una variable aleatoria normal de media p y varianza o2, que denotamos como
X ~ N(p,0%). En efecto,

>2

1 o0 _(z—p 1 o0 5 _(@=w? 9
W xe 202 dr=pu y W (x—p)’e 202 dr=o0o".
m02 J o m02 J_

Lema 1.27. Sea X : 2 — R"™ una variable aleatoria con funcion de densidad f : R™ —
R. Sig:R™ — R es integrable (Lebesgue). Entonces

Elg(X)] = / o(@)f (x)dz.

n

En particular, E[X] = [, af(z)dz y V[X]= [,.(x— E[X])*f(z)dx.
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Demostracion. Suponemos en primer lugar que g es una funcién escalonada en R™,

esto es, g = Z b;XB, con B; € B. Entonces
i=1

E[g(X)] = Zb,-/nxsi (X)dP = ZbiP(X € B;) = Zb/B f(z)dzx :/ g(x) f(z)dz.

R"

Finalmente, para una funcién g integrable arbitraria, tendremos como consecuencia de
lo anterior que

Elg(X)| = sup /Q YdP = sup /Q $(X)AP =sup | $(X)f(x)de = / 9(X) f(z)dz,

Y <g(X) ¢<g ¢<g JR™ n
donde Y y ¢ son v.a. y funciones escalonadas. O

Definicién 1.28. (Convergencia de variables aleatorias). Sea una sucesion de varia-
bles aleatorias X1, X2,..., Xn,... en R definidas en un mismo espacio probabilistico
(2,U, P). Podemos definir varios tipos de convergencia:

(1) Convergencia casi sequro (c.s.). Xn ﬁ X si

P ({w €2 lim [ Xo(w) — X (w)| = o}) =1 (1.5)

L3202
(1) Convergencia en media cuadrdtica. X ECING g
n— oo

E[X}]<oo, n>1,E[X* <00 y lim E[(Xn — X)?] =o. (1.6)

(III) Convergencia en probabilidad. X, —— X si
n—oo

lim P({w € 2: |Xn(w) — X(w)| >€}) =0, para todo € > 0. (1.7)
n—oo

(1V) Convergencia en distribucion. X, 2 X si
n—oo

lim Fx,(z) = Fx(z) para todo punto de continuidad x de Fx. (1.8)

n—o0

Teorema 1.29. Respecto a la convergencia de variables aleatorias se tiene que
i) ()= (I1I).
it) (I1)=(III).
ii3) (IlI)= (1) para alguna subsucesion, esto es, eviste una subsucesion {Xy;}72, tal
que X y L) X.
J—0o0
w) (III)=(IV).

Demostracion. i) Sea B := {w € 2/ lim X, (w) # X (w)}. Por hipétesis, P(B) = 0.
n— oo
Seane >0y
Ay = U {w : | Xm(w) — X (w)] > €}
m>n

{An}521 es una sucesién decreciente y converge al suceso A 1= (2, An.

Si w ¢ B entonces existe N = N(w) € N tal que |X,(w) — X(w)| < € Vn > N.
Luego, w ¢ A,, Vn > N y por tanto w ¢ A. Esto implica que A C B. Luego,
0=P(A) = lim P(Ay).
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ii) Es inmediata a partir del Lema 1.23 con p = 2.
iii) Para cada j > 1, sea g; = % Por hipétesis, existe k; € N tal que

P(|Xk]. —X|> 1,) <1
J J

En particular podemos tomar k1 < k2 < ... (kj = 00,7 = 00). Sean A; = {w € 2:

oo oo 1
| Xk, (w) — X (w)] > %}, de modo que ZP(A]') < Z — < 00. Luego, segin el Lema

j=1 j=1

1.10 P(N U Aj) =0, 0 bien P(|J N A45) =1. Sea B:= |J ) Aj. Entonces:

1=1j=l 1=1j=l 1=1j=1
we B & 3(w)>1: X, (w) - X(w)| < % i > J & lim | X, (w) — X (w)| =0,
j—o0

En definitiva, como P(B) =1, P({w € £2: lim | Xy, (w) — X (w)| = 0}) = 1.
j—o0

(iv) Es inmediato comprobar que para cualesquiera v.a. Y,Z y ntimeros reales x y
e>0:

{w: Y(w) <o} € {w: Z(w) <z +ehUlw: [V (w) - Z(w)| > e}.
Usando esta propiedad sique que
P(Xy <2) SP(X S+ +P(X0—X|>¢) y
P(X<z—¢€) <P(Xn<z)+P(Xn—X|>e¢).
Luego
PX<z—€¢)—P(|Xn—X|>e¢) < PXn<2)<P(X<z+e€)+ P(X,—X|>e).

El resultado sigue tomando n — 0o, € — 07 y teniendo en cuenta que z es un punto
de continuidad de F'x. O

1.4. Probabilidad condicionada e independencia

Definicién 1.30. Sea (£2,U, P) un espacio probabilistico y dos sucesos A,B € U. La
probabilidad del suceso A condicionada al suceso B es

P(ANB) .
P(A|B) := ————= P(B .
(1B = TP i P(3) >0
Definicién 1.31. Se dice que los sucesos A y B son independientes si
P(ANB) = P(A)P(B).

Ademds, los sucesos Ai, ..., An, ... son independientes si para cualesquiera 1 < ki <
ko < ... < km se tiene que

P(Ag,, N Ay, NN Ay, ) = P(Ak, )P(Aky) - - - P(Ag,,).

Definicién 1.32. Sean U; C U o-dlgebras, para i > 1. Se dice que {U;}52, son inde-
pendientes si para cualesquiera 1 < k1 < k2 < ... < km y cualesquiera sucesos Ay, € Uy,
se tiene que

P(Ag, N Ak, NN Ay, ) = P(Ak, )P(Aky) - - - P(Ag,,)-
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Definicién 1.33. Sean X; : 2 — R" variables aleatorias, i > 1. Decimos que {X;}$2,
son independientes si para cualesquier k > 2 y cualesquiera subconjuntos de Borel
B, ..., Br CR", se tiene que

P(X1 € Bi,..., X, € By) = P(X1 € By) - - - P(Xx € By).
Esto es equivalente a decir que las o-dlgebras {U(X;)}$2, son independientes.

Recogemos a continuacién (sin demostracién) algunos resultados cldsicos para varia-
bles aleatorias independientes. Para detalles sobre las demostraciones correspondientes
remitimos al lector a [1, p. 36-39].

Teorema 1.34. Sean X1, ..., Xi1r v.a. en R" independientes y f : R™" - R, g : R"* —
R funciones medibles. Entonces Y = f(X1,....,X1) y Z = 9(Xi41, ..., Xi+k) son inde-
pendientes.

Teorema 1.35. Las variables aleatorias Xi,.., Xm : £ — R" son independientes si y
solo si

Fx,,  x,(x1,yTm) = Fx, (1) -+ Fx,, (Tm), Vzr €R™ k=1,...,m.

Teorema 1.36. Si X1,..., X,, son wvariables aleatorias en R e independientes con
E[|X;|] < 00, i =1,...,m, entonces

E[|X1 - Xnl]<oo y E[X1i-Xm]=E[Xi1] - E[Xn].
Ademds, si V[|X;|] < oo, i =1,...,m, entonces
VIXi 4+ Xn] =V[Xi]+ -+ V[Xn]
Definicién 1.37. Sea X una v.a. en R™. Se llama funcidén caracteristica de X a
ox(N) = E[e™], XeR" (1.9)
Ejemplo 1.88. Si X ~ N(u,c?), entonces

2252

dx(N\) =€ "2 XeR. (1.10)

El siguiente resultado permite afirmar que toda v.a. queda determinada por su funcién
caracteristica. Para su demostracién véase [1, p. 170-180]

Lema 1.39. (i) Si X1,..., X,, son v.a. independientes, entonces para cada A € R"

X1t X (A) = 0x1 (A) - x,, ().

(i) Si X es una v.a. en R, entonces ¢ (0) = i*E[X*], k > 0.
(i) Si X eY son v.a. y ¢x(\) = ¢y () para todo A, entonces Fx(z) = Fy (z) para
todo x.

Ejemplo 1.40. Si X ~ N(p1,0%) e Y ~ N(u2,03) son independientes, entonces X + Y
es N(u1 + pa, 0% 4 03). En efecto,

) 2202 2253 ) A2, 2, o
¢X+Y(>\) _ ¢X(>\)¢Y(>\) — AT T g A= —o= _ Ji(pitp2) A= (01 +03)
Definicién 1.41. Las variables aleatorias X1, ..., Xn,... en R se dicen idénticamente

distribuidas si Fx,(z) = Fx,(x) = ... = Fx,(x) = ... para todo x.
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El siguiente resultado cldsico (véase [1, p. 167-170]) permite afirmar que la suma nor-

W de v.a. X1 .

4y varianza o? finitas, converge en distribucién a una v.a. N(0,1).

malizada .. X, en R idénticamente distribuidas con media

Teorema 1.42. (Teorema Central del Limite) Sean X1, ..., Xn, ... variables aleatorias
enR independientes e idénticamente distribuidas con E[X;] = p y V[X;] = o® > 0, para
i>1ysea Sn=Xi+......... + Xn, Vn > 1. Entonces para todos —o0o < a < b < o0

Sn — N

1 b2
Iim Pla< ————<b| =— e 2 dx. 1.11
n—0o < RV ) \/27T/¢1 (1)

1.5. Esperanza condicionada y martingalas

Finalizamos este capitulo inicial con una somera introduccién a los conceptos de
esperanza condicionada para variables aleatorias y de martingala. En particular, nos
interesa considerar la desigualdad de Doob para martingalas (1.12), pues juega un papel
fundamental en la existencia de solucién para ecuaciones diferenciales estocdsticas (que
introduciremos en el capitulo 4).

Definicién 1.43. Sea X una variable aleatoria y B un suceso dado tal que P(B) > 0.
Se llama esperanza de X condicionada a B a

E[X|B] = %/BXdP.

Nuestro objetivo a continuacién es establecer una definicién de esperanza condicionada
E[X]Y] siendo X,Y v.a. Veamos para ello el siguiente ejemplo introductorio.

Ejemplo 1.44. Sea X una variable aleatoria e Y otra variable aleatoria escalonada co-
nocida definida como (1.1), donde A1, As,...,Am €U y a1, ..., am son nimeros reales.
Definimos la esperanza de X condicionada a Y como

1 .
BCAT) fAl XdP, siwéE A
1 J4, XdP, siw e Ay

2

EX|Y]:={ 7%

iy Ja, XAP, siw € Apn.

Observamos que

(i) E[X]Y] es una variable aleatoria no constante. Ademds E[X|Y](w) representa la
mejor aproximacién para X (w) si se conoce Y (w).

(if) E[X|Y] es U(Y)-medible.

(iii) [, XdP = [, E[X|Y]dP para todo A € U(Y). En efecto, poniendo A =
Ule Aij, 0 <k <m, con{A;;};_, disjuntos dos a dos, tenemos que [, E[X|Y]dP =

k k k

1
> E[X|Y]dP = / 7/ XdP|dP =" / XdP:/XdP.
j1/Ai]‘ j=1 Asj P(A’LJ) Aij j=1 Agj A

Esta propiedad (iii) permite dar una definicién general de esperanza condicionada.

Definicién 1.45. Sean X e Y wvariables aleatorias definidas en el mismo espacio proba-
bilistico (£2,U, P). La esperanza de X condicionada a'Y es cualquier variable aleatoria
Z U(Y')-medible tal que

/XdP:/ZdP para todo A € U(Y).
A A
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Definicién 1.46. Sea (2,U, P) un espacio probabilistico, V una o-dlgebra V C U y
X : 2 — R" una variable aleatoria integrable. Se llama esperanza de X condicionada
aV, E[X|V], a cualquier variable aleatoria en {2 tal que

(i) E[X|V] es V-medible,

(ii) [, XdP = [, E[X|V]dP, para todo A€ V.

Observacidén 1.47. Las esperanzas condicionadas E[X|Y] y E[X|V] de las Definiciones
1.45 y 1.46 son tnicas salvo en conjuntos de probabilidad cero (ver [3, p. 29-33]).

Lema 1.48. i) Sia, b son constantes, entonces E[aX+bY|V] = aE[X|V]4+bE[Y|V] c.s.
1) Si X es V-medible, entonces E[X|V] =X c.s.
ii1) Si X es independiente de V, entonces E[X|V] = E[X] c.s.

Finalizamos este capitulo con la definicién del concepto de martingala y la propiedad
fundamental dada en el Teorema 1.51 que establecemos sin demostracién. La prueba
de dicho resultado escapa de los objetivos de este trabajo (véase [3, Sec. 2.6]).

Definicién 1.49. Sea X : [0,00) x 2 — R™ un proceso estocdstico se denomina his-
toria del proceso estocdstico hasta el tiempo t, y lo denotamos por U(t), a la o-dlgebra
generada por las variables aleatorias X (s) para 0 < s < 't, esto es

UR) =UX ()0 <s<t).

Definicién 1.50. Sea X : [0,00) X 2 = R™ un proceso estocdstico tal que E[|X (t)|] <
oo para todo t > 0. X es una martingala si

X(s) = E[X(t)|[U(s)], -casi sequro para todot > s > 0.

Teorema 1.51. (Desigualdad de Doob para martingalas). Sea X una martingala con
trayectorias continuas casi sequro y 1 < p < oo. Entonces

B i x| < (S25) BIx@P) (1.12)

0<s<t
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Procesos de Wiener

2.1. Caminos aleatorios y la distribucién normal.

Sean Az, At > 0 cantidades positivas arbitrarias, pero inicialmente fijas, y la
malla de puntos {(mAz,nAt)/m € Z,n € NU{0}} en R X [0,00). Consideramos
una particula puntual inicialmente en la posicién = 0 en tiempo t = 0. En un
tiempo cualquiera de la forma t = nAt, la particula se desplaza una cantidad Az a la
izquierda o derecha con igual probabilidad 1/2. Sea P(mAx,nAt) la probabilidad de
que la particula esté en la posiciéon x = mAx en tiempo t = nAt. Entonces:

0, m=0,
P(mAz,0) = { L m=1. y
P(mAz, nAt + At) = P(mAz — Ax,nAt)Q—i— P(mAz + Az, At)'

(Az)?

Asumiendo que “=;

= D es constante, se tiene para x = mAzx y t = nAt que:

P(z,t + At) — P(x,t) _ D P(x — Ax,t) — 2P(x,t) + P(x + Az, t) @2.1)
At 2 (Az)? ' '

Ahora, para (z,t) € R x [0,00) cualquiera, interesa conocer la densidad de pro-
babilidad de que la particula esté en la posicion x en tiempo t . Para ello, hacemos
Az — 0, At — 0 en (2.1) y asumimos, en un sentido que serd justificado posterior-
mente mediante el Teorema Central del Limite, que P(mAz, nAt) — u(z,t), cuando
Ax, At — 0, con (AA?Q = D constante.

De (2.1), asumiendo ademés que u € C? respecto de t > 0y u € C* respecto de
z € R, sigue que:

up = %um, t>0, x€R, (2.2)

con una densidad inicial de probabilidades u(z,0) tal que u(z,0) = 0, Vo # 0, y

2 u(x,0)dz = 1 (esto es, u(x,0) = do(z) es la medida de Dirac o masa unitaria
22

\/ﬁe_m, xr €R, t>0,solucién funda-

mental de la ecuacién de difusién (2.2). Asi pues, para cada t > 0, u(z, ) es la densidad

de probabilidad de una variable aleatoria U ~ N (0, Dt).

concentrada en z = 0). Luego u(z,t) =

Veamos a continuacién cémo justificar en (2.1) el paso al limite de una variable discreta
a una variable continua mediante el Teorema 1.42. Sean para i € N, i > 1, las variables

X =

{ 0, sila particula se desplaza a izquierda en tiempo (i — 1) At, (2.3)

1, sila particula se desplaza a derecha en tiempo (i — 1) At.

Entonces P(X; =0) =1 =p(X;=1), E[Xi|=3 vy V[Xi]=1, Vi>1l
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Sea S, 1= Z X, la variable que cuenta el nimero de desplazamientos a la derecha en
los n primezrols pasos. Sea t = nAt y U, la variable aleatoria que indica la posicién de
la particula en dicho tiempo. Se tiene que U, = Sp,Az + (n — Sp)(—Az) = (25, —
n)Az. Ademds, por independencia E[S,] = %, V[S,] = %, E[Un] = 0y V[Un] =
4(2) (Az)*> = Dt, donde en la tltima igualdad hemos usado que (Az)*(At) = D
constante. Por tanto:

a 25, —n b a Sn— % b
Pla<U,<b)=P < =r < =P < 2 < )
(asUnst) (x/Dt - Vn T \/Dt> (

Por el Teorema 1.42:

b
1 [vbr _z2 1 b2
limPaSUngbz—/ e 2dz= /ewtd:c. 2.4
n—00 ( ) V2 2 V2nDt Jq 24)

Asf pues, U, —— N(0, Dt) en distribucién, para cada t > 0.
n— o0

tiempo (t)

-51 5 -10 -5 0 5 10 15
posicion (x)

Figura 2.1. Cinco caminos aleatorios (2.3) con D = 10, T = 5, At = 15r y Az =

v DAt.

2.2. Procesos de Wiener: definicion y propiedades

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores y con D = 1, definimos lo siguiente.
Definicién 2.1. Un proceso estocdstico real W es un proceso de Wiener si:
(:)W(0) = 0 casi seguro.

(@)W (t) — W(s) es N(0,t — s), Vt > s > 0.
(5)W(t) — W(s) y W(v) — W(u) son independientes para 0 < s <t < u < v.

Observacion 2.2. Si W es un proceso de Wiener, entonces para todo ¢ > 0, ya que
W(t) ~ N(0,t)

_a?
2t d.

P(aSW(t)gb):\/%/ ¢

Lema 2.3. .Sea W un proceso de Wiener. Entonces

EW(t)] =0, E[W*®#)]=t Vt>0, (2.5)
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W(t)

0 10 20 ; 30 40 50

Figura 2.2. Cuatro trayectorias de un proceso de Wiener para ¢t € [0, 50].

E[W (t)W (s)] = min{s,t}, Vt,s >0, (2.6)

W es una martingala. (2.7)

Demostracion. (2.5) es inmediato por la Observacién (2.2). Veamos (2.6), para lo cual
asumimos que t > s > 0. Entonces

E[W(OW (s)] = E[W?(s)] + E[(W(t) — W(s))W(s)]
= s+ E[W(t) — W(s)|E[W(s)] = s = min{s, t},

ya que E[W(t) — W (s)] =0, E[W(s)] =0y W(t) — W(s) es independiente de W (s) —
W (0).

Para ver (2.7), escribimos W(t) := U(W(s)|0 < s < t), la o-algebra generada
por W hasta tiempo ¢t = s. Entonces, dado ¢ > s, tendremos casi seguro usando la
proposicién 1.48 que

E[W @)W (s)] = E[W(t) — W(s)[W(s)] + E[W (s)W(s)]
= E[W () — W(s)] + W(s)
= W(s)

2.3. Construccion de un proceso de Wiener
Nuestro objetivo en esta seccién es demostrar la existencia de un proceso de Wie-

ner en el sentido de la Definicién 2.1. Para ello consideraremos un desarrollo particular
en serie de funciones ortonormales en el espacio

L?(0,1) := {f :[0,1] = R/ /01 If(t)|7dt < oo} . (2.8)

Es bien conocido que L?(0,1) tiene estructura de espacio de Hilbert con el producto
interior (véase [12, Cap. 3])

(frg) = / F(D)g(t)dt. (2.9)
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Definicién 2.4. Un sistema {¢(t)}n>0 C L?(0,1) se dice ortonormal respecto del pro-
ducto (2.9) si
1, n=m,

(Wons om) = {O, n # m.

Ademas el sistema es completo si:
f e L*0,1) tal que (f,n) =0,¥n >0= f =0 en L*(0,1).

Definicién 2.5. La familia de funciones de Haar {hi(t)}72 se define para 0 <t <1
como:

1, o<ttt
ho(t) :=1 <t<1, hi(t):= ’ - - %
=1 0zt m@={_; 95557
y si2" <k <2 conn > 1, entonces
n n _on_ 1
2%, A2 << PTEE
—— n _on 1l n
hi(t) == _9%  k 22n+2 <t< B2l (2.10)
0 , en otro caso.

Lema 2.6. Las funciones de Haar {hi(t)}52q forman un sisterma ortonormal completo
de (L2(07 1)7 <'7 >)

Demostracion. En primer lugar, veamos la ortonormalidad de las funciones de Haar
Vk > 0. Tenemos que fol hidt = 2"(2,1% + Qn%) =1y ademsés fol hrdt =0, Vk > 1.

Ahora, si | > k, entonces o bien hi(t)hi(t) = 0 para todo ¢, o hi es constante en
el soporte de h;. En este tltimo caso,

1
/ hihidt = / hihgdt = hk/ hidt = 0.
0 sop(hl) sop(hl)

Veamos ahora la completitud del sistema. Suponemos que f € LQ(O, 1) es tal que
fol fhrdt = 0 para todo k = 0,1,... Demostraremos que f = 0 en L?*(0,1). Para

k = 0, tenemos fol fdt =0.Si k = 1, foé fdt = [i fdt y ambas son cero ya que
2

k+1
0= fo% fdt+ fél fdt = fol fdt. De manera similar deducimos que [2,"" fdt = 0 para
onFT

todo 0 < k < 2™, n > 0. Asi, f; fdt = 0 para cualesquiera racionales diddicos
s,r € [0,1] y, en conclusién, para todos 0 < s < r < 1 reales. Esto implica que f =0
en casi todo punto de [0, 1]. O

Definicién 2.7. Dado k > 0 natural, se denomina k-ésima funcion de Schauder a
t
sk(t) = / hi(s)ds, 0<t<1, (2.11)
0

siendo {hi(t)}rzo las funciones de Haar (2.10). Para las funciones de Schauder ob-
servamos que

. _ . — 77”71 n< n+1 >
Orélta%(l\so(tﬂ 1 y 0r23§x1|sk(t)\ 2 , para 2" <k <2", n>0. (2.12)
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Lema 2.8. Las funciones de Schauder (2.11) verifican

Z sk(t)sk(s) = min(t,s) para0<t, s> 1.
k=0

Demostracion. Definimos para cada 0 < ¢ < 1 las funciones

1, 0<5u<t,
¢t(u):{ 0 t<u<l (2.13)

Por el Lema 2.6, y teniendo en cuenta que todo sistema ortonormal completo es una
base ([12, p. 85]), tendremos que

ot = Zakhk, con ay = {P¢, hi), k>0.
k=0

Como ay = f01 ¢e(u)hi(u)du = fot hi(u)du = si(t), sigue de (2.13) y de la ortonorma-
lidad de las funciones {hi}p2o que

1 oo
mint,s} = [ 6:(won(wdu = (61,6.) = > su®sils). O
0 k=0
Nuestra intencién serd definir un proceso de Wiener mediante
W(t,w) = Ax(w)se(t), 0<t <1, (2.14)
k=0

donde los coeficientes {Ax(w)}52, son variables aleatorias N(0,1) independientes de-
finidas en un espacio de probabilidad (£2,U, P). La expresién (2.14) requiere estudiar
la convergencia uniforme de tal serie y para ello recurrimos a los dos siguientes lemas.

Lema 2.9. Sea {ax}72( una sucesidn de nimeros naturales tal que
lax| < CK°, k=1,2,..,

con C constante y 0 < § < 5. Entonces la serie Y oo arsk(t) converge uniformemente
en 0 <t <1, siendo {sx(t)}izo la familia de funciones de Shauder (2.11).

Demostracion. Fijemos e > 0. Sabemos que para 2" < k < 2"*! las funciones sy, tienen
soportes disjuntos. Sea

boi= méx |ax] < C2"TH°.
QnSk<2n+l

Entonces para 0 < ¢ < 1, (2.12) implica que

ST janllse@®)] < Y be méx st <O S22 T <

n< n+1
h—om 2n<k<2

oo
para m suficientemente grande, ya que 0 < § < % y la serie Z(Z"+1)62Tn_1 es

k=0
convergente. O

Lema 2.10. Supongamos que {Ak}32, son variables aleatorias N(0, 1) independientes.
Entonces, para casi todo w, |Ar(w)| = O(y/logk), k — oco.
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Observacién 2.11. Como v/Togk < Ck#, los ntimeros {Ak(w)}32, satisfacen casi seguro
la hipétesis del Lema 2.9.

Demostracion. Para todo z > 0y k > 1 tenemos que

A 2 > s2 2 z2 ad s2 22
P > :—/ e 2 6_7/ e Tds<(Ce T,
(|Ak| > z) e < 0 ) <

con C constante. Tomando x := 4+/logk tenemos que

_ato 1
P(|Ay| > 4v/logk) < Ce *1°9% = Cop

— 1
Definiendo S, = {w € 2/|Ar(w)| > 4y1ogk}, ya que Z 74 < 00, por el Lema 1.10

k=1
sabemos que P(ﬂ U S;) =0, esto es, P(U ﬂ S5) = 1. Pero
k=1j=k k=1 j=Fk

we | J[) S5 € 3IK=Kw),KeN, tal que |4;(w)| < 4y/logj, Vj>K. O
k=1j=k

Teorema 2.12. (Construccion del proceso de Wiener). Sea {Ax}re1 una sucesidn de
variables aleatorias N(0,1) independientes definidas en el mismo espacio de probabili-
dad (£2,U, P). Entonces la serie

W(t,w) == iAk(w)sk(t), 0<t<1, wen, (2.15)

k=0

converge uniformemente en t para casi todo w. Ademds,

(i) W es un proceso de Wiener en 0 <t < 1.
(i) Para casi todo w, la trayectoria t — W (t,w) es continua.

Demostracion. La convergencia uniforme para (2.15) es consecuencia de los Lemas 2.9
y 2.10. Esto implica (ii).

Probemos que W es un proceso de Wiener. Observamos que W(0) = 0 casi
seguro. Veamos que W (t) — W (s) es N(0,t — s) para todo 0 < s <t < 1. Tenemos que
B[N WO-W O] Z gt Tio Ak(ok(O=sk ()],

Teniendo en cuenta que { Ax }72, son N(0, 1) independientes y la expresién de la funcién
caracteristica de una variable aleatoria normal (1.10):

oo

oo
. ) 22 2
E[GM(WU)—W(S))] _ H Ele MAk(Sk(t)—Sk(S)) H — %5 (s (t)—sk(s))
k=0 k=0
e B TRk (0)? _ o~ A ()

donde en la tltima igualdad hemos usado el Lema 2.8. En virtud del Lema 1.39](iii)]
W (t) — W (s) es N(0,t — s). Finalmente veamos que W (t) — W(s) y W(v) — W(u) son
independientes para 0 < s < t < w < v. En primer lugar, un desarrollo analogo al
anterior muestra que
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E[e! AW O-WE) W @) =W ()] _ oW (O-W ()] pein(W (o) =W @),

Teniendo en cuenta la unicidad de las funciones caracteristicas, Lema 1.39](iii)], esto
implica para la funcién de distribucién conjunta que:

Fw (ty—w(s),w(w)-w) = Fw@)-w ) Fw @) -w(u),

y esto equivale por el Teorema 1.35 a decir que W (t) — W(s) y W(v) — W(u) son
independientes. O

El teorema previo se puede generalizar para construir un proceso de Wiener definido
para todo t > 0.

Teorema 2.13. Sea (2,U, P) un espacio de probabilidad y una sucesion {Ay}ren de
variables aleatorias N(0,1) independientes. Entonces existe un proceso de Wiener uni-
dimensional W definido para w € 2 yt > 0.

Aunque no detallamos la demostracién, ésta se basa en tomar una familia numerable de
sucesiones de variables aleatorias {A;C")}iozo N(0,1) independientes, para cada n > 1,
y para cada una de ellas construir procesos de Wiener independientes W™ (t), para
0 <t < 1. Definiendo

{W(O) =0,
Wity =Wnh-1)+W"t—-(n—1)), paran—1<t<mn,

se obtiene que W es un proceso de Wiener definido en ¢ > 0.

2.4. Propiedades de las trayectorias

En esta seccién demostraremos que para casi todo w € 2 la trayectoria ¢t —
W(t,w) es uniformemente Holder continua para cada exponente 0 < v < %7 pero no
lo es para v > %. En particular t — W (¢, w) no es diferenciable en ningtin punto casi
seguro y es de variacién infinita en todo subintervalo cerrado [a,b] C Rt U {0}.

La herramienta fundamental que usaremos para probar la continuidad Holder de las
trayectorias de un proceso de Wiener es el Teorema de Kolmogorov que enunciaremos
a continuacion, y cuya prueba posponemos al final de esta seccién.

Definicién 2.14. Sea 0 < v < 1. Una funcién f : [0,T] — R se dice uniformemente
Holder continua con exponente v > 0 si existe una constante K tal que:

IF(t) — f(s)] < K|t —s|", Vs, te[0,T]. (2.16)

Decimos que f es Hélder continua con exponente v > 0 en un punto s si existe una
constante K tal que:

F@&) = F()| < KJt—s[*, ¥t e[oT].

Teorema 2.15. (Kolmogorov) Sea X un proceso estocdstico con trayectorias continuas
casi sequro tal que:

E[IX(t) - X(s)") < Clt = s|"™, Vt,5 >0, (2.17)

con B, > 0,C > 0 constantes. Entonces para cada T > 0, para casi todo w, y para
0<y< % existe una constante K = K(w,~,T) tal que

| X (t,w) — X(s,w)| < K[t —s|", VO<s,t<T. (2.18)

Esto es, para casi todo w, la trayectoria t — X (t,w) es uniformemente Holder continua
en [0,T], con exponente 0 < vy < 3
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Observacion 2.16. Decimos que un proceso estocastico X es una versién de X si
P(X(t)=X()) =1, paratodo t=>0. (2.19)

El Teorema de Kolmogorov se puede generalizar omitiendo la hipétesis de que el proceso
X tenga trayectorias continuas casi seguro. Asi, resulta que si X verifica (2.17), entonces
tiene una versién X (2.19) que, casi seguro, tiene trayectorias uniformemente Holder
continuas con exponente 0 < v < %

Teorema 2.17. Para casi todo w y cualquier T > 0, la trayectoria t — W (t,w) es
uniformemente Hélder continua en [0,T] para 0 < v < %

Demostracion. Puesto que W (t) — W (s) ~ N(0,t —s), tenemos param > 1y 0 < s <

|z
t <1 que E[|[W(t) — W(s)|*"] = \/21? Jz |z|*™ e~ 2 dx, con 7 :=t — s > 0. Haciendo
el cambio y = % sique que

1
r
V2

Para f =2my a =m — 1, con m > 1, m € N, utilizando el Teorema 2.15 tenemos

que el proceso W tiene trayectorias uniformemente Holder continuas en [0, 7] para casi

todo w con exponente 0 <y < § = % — ﬁ O

BlIW(t) - W(s)I”™] =

ly|
m/|y|2me_dey=CTm =Clt—s|™.
R

Veremos ahora que las trayectorias de un proceso de Wiener, con probabilidad uno, no
son Holder continuas en ningin punto para exponentes vy > %, y por lo tanto no son
diferenciables en ningun punto.

Teorema 2.18. Para cada % < v <1 y para casi todo w, la trayectoria t — W (t, w)

no es Hélder continua con exponente v en ningin punto. En particular, para cast todo
w, la trayectoria t — W (t,w) no es diferenciable en ningin punto y tiene variacion
infinita en cualquier intervalo cerrado.

Observacion 2.19. Dada f(z) definida en [a, b] se define su variacién en [a,b] como
[Pl—1

V2(f) = sup Z |f(@i1) = fli)l,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones P de [a, b]

Demostracién. Basta considerar W proceso de Wiener definido en ¢ € [0,1]. Sea y > £

y N natural fijo tal que N(y — ) > 1. Observamos que si ¢t — W(t,w) es Hélder

continua en un punto 0 < s < 1 con exponente <, entonces existe una constante
K = K(s,w) tal que

W (t,w) — W(s,w)| < K|t —s|", te€][0,1].

Asi, paran > 1,dadoi=[ns]+1,cont<n,y j=44+1,..,i+ N — 1 tenemos que
. i1 . L

‘W (l,w> 4 (L,wﬂ < ‘W(s,w) -w (l,w)‘ + ‘W(s,w) -w (L,w)’
n n n n

7
x( J<

donde M = K(N” + (N +1)7), pues j —ns < N, i< j<i+ N — 1. Por lo tanto,

. o
3,1‘ +’57L
n n
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we Ay, = {weﬂ/‘W (l,w) fW(E,w)‘ §%, paraj:i,...,i+N71},
’ n n ny

para algin 1 < i < n, para algin M > 1, y para todo n suficientemente grande. Por
tanto, si w € {2 es tal que la trayectoria ¢t — W (t,w) es Holder continua en un punto
s € [0,1] con exponente v > 1 entonces

vere O 0AU
M=1k=1n=ki=1

Veremos ahora que A tiene probabilidad 0, lo cual concluye la primera parte del enun-
ciado. En efecto, para todo k y M fijos tenemos por el Teorema 1.9 (x) que

P (ﬁ OAZ/In> < liminf P ( " AMn> <hm1anP (Ahrn)
1

n==ki=1 =

cun o ()] )

va que las variables aleatorias W () — W (<) son N(0, ) independientes. Ahora

1 Mn~7 an -
Pl |\W(= \/ 'y d <Cnz™ 7,
(‘ (")’ ) 27T/Mn gl z /2 /an 7 V=

con C' = \2/% Deducimos que P <n L_JlAZM,n> < linrr_1>i£f nc™ (n%*v)N =0, ya que
n==ki=

N(y—1) > 1. De aqui se deduce entonces inmediatamente que P(A) = 0. Por lo tanto,
con probabilidad 1, la trayectoria t — W (t,w) no es Holder continua de exponente
para ningin s € [0, 1).

Finalmente si t — W (t,w) fuera diferenciable en s, entonces seria Holder continua en s
con exponente v = 1, pero esto no se verifica casi seguro. Por otro lado, si ¢t — W (¢, w)
fuera de variacién finita en algin subintervalo, seria casi seguro diferenciable en casi
todo punto (véase [9, Sec. 32]). O

Demostracion. (Teorema 2.15). Fijemos 0 < v < § y pongamos T' = 1. Vamos a
probar en primer lugar que para casi todo w € (2:

‘X(Z;17w>—x<2%,w>‘§1<2%, para 0 <i<2"—1, conn>0, (2.20)

donde K = K(w) es una constante suficientemente grande. Definimos

An i={we 2/ ‘X (Z—’— l,w) - X (2%,11))‘ > 2%, para algin natural ¢, 0 <14 < 2"}.

Entonces, por la Desigualdad de Chebyshev (1.3) y la hipdtesis

P(A,) < gP (%) -x(F)]> =)

A

2" —1 . . B -3 2" —1 1+a —B
141 ) 1 1 1
< > EX - X (= — <C> (o —
B i=0 < 2n > (2n> :| <2n"/> =¢ i=0 (2n> (an)

= gon(=atvB)
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Como —a + v < 0 deducimos que Y | P(A,) < oo y el Lema 1.10 implica que
P(limA,) = 0. Entonces para casi todo w existe m = m(w) € N tal que paran > m

‘X (Z;—nl,w) - X (%,w)‘ < 21 para todo i, 0 <7< 2" —1. (2.21)

A partir de (2.21) se deduce (2.20) para todo n > 0 tomando K = K (w) suficiente-
mente grande.

Probaremos finalmente que (2.20) implica la continuidad Hoélder uniforme en [0, 1]
con exponente v para la trayectoria t — W (t,w). Fijemos entonces w € {2 para el

que se cumpla (2.20). Tomemos 0 < ¢1 < t2 < 1 racionales diddicos (t; = ;Tii, con
med(a;,2%) = 1,4 = 1,2). Entonces t := to — t; € (0,1) y existe un tinico n € N,
n > 1, tal que t € [21", 2,} 1) Dado este n, existen unicos i, j naturales tales que
t1e (5, o] ta € [—n ) coni—1<j,i€{l,..,2"}, 5 €{0,..,2" — 1}.

Entonces t = to —t; € [Tf, 3—21:-2) Como j —i > —1yt € [5,5), sélo puede

ser j —i € {0,1}. En cualquier caso, por (2.20):

< (o) - (e <

Ademads, teniendo en cuenta que t1,t2 son racionales diddicos y usando la expresiéon
binaria de los nimeros reales en (0, 1), podemos escribir:

< Kt".

i—j|”
n

k1

7 (0%} j
t1 = 277 ontl +22"+l7 con alaﬂl€{0?1}7
=1

y k1 = ki(t1), k2 = ka2(t2) € N. Como por (2.20)

. L4 . r—1 o
i oy i o 1
(3 atew) ¥ (5 Eate) <5 (38)
1

=1

en virtud de la desigualdad triangular sigue que

. k1 v o r
i 1 K 1 C
|X(t1’w)_x(2n’w)|§;[(<2n+r> SWZ<§> = 9n
con C' = K i+~ = C(v,w). En particular, | X (t1,w) — X (55, w)| < Ct".

Andlogamente podemos comprobar que | X (t2,w) — X (g5, w)| < Ct7. En definitiva,
existe C = C(v,w) tal que para cualesquiera racionales diddicos 0 < t1 < t2 < 1
se tiene que | X (t2,w) — X (t1,w)| < Ct”, t = t2 — t1. Esta propiedad se extiende a
cualesquiera ntmeros reales 0 < t; < t2 < 1 teniendo en cuenta que, por hipdtesis, el
proceso estocastico X tiene trayectorias continuas casi seguro. O
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La integral estocastica de Ito

3.1. Introduccién a la integracion estocastica

Sea W un proceso de Wiener unidimensional. En este capitulo pretendemos defi-
nir y estudiar propiedades de la integral estocéstica fOT GdW en el sentido de It6 donde
G pertenecera a una clase adecuada de procesos estocdsticos. Comenzamos en primer
lugar motivando la integral de Itd del propio proceso de Wiener, esto es, fOT Wdw.
El procedimiento a seguir se basa en definir sumas de Riemann para dicha integral y
estudiar el paso al limite.

Definicién 3.1. Sea P una particion del intervalo [0,T], P = {0 =ty < t1 < ... <
tm =T%, y Tk € [tr,tet1], 0 <k <m—1. Se llama suma de Riemann de fOT WdaWw a:

[

m—

R= ) W(m)(W(tk1) = W(t)).

k=0

Lema 3.2. (Variacion cuadrdtica). Sea [a,b] un intervalo en [0,00) y

Pri={a=ty <ty <---<tp, =b} (3.1)
con |P"| — 0, n — oo, particiones de [a,b], siendo |P"| = o< _l“éléx ) tjy1—t;. Entonces
SJ)smn—
Ko L2(@)
> W) - W) L b—a. (52
k=0

Observacion 3.3. Observar que convergencia en LQ(.Q) implica convergencia en proba-
bilidad, y ésta implica convergencia casi seguro al menos a través de subsucesiones
(Teorema 1.29).

Demostracion. Llamemos Qy := Y ps (W (tr ) — W(t7))?. Entonces
mp—1

Qu—(b—a)= > ((W(tht1) = W(t5))* = (tigr — t5))-
k=0

Por lo tanto, E[(Q, — (b — a))?] es

mp—1myp—1

> Z BI((W (1) =W (E))* = (i —tE)] - (W () = W(E))” = (50— £5))]-

Para k # j, el término correspondiente de la suma doble es nulo debido a que W (t) —
W(s) ~ N(0,t — s) para todo t > s > 0 y a la independencia de los incrementos del
proceso de Wiener (Definicién 2.1). Luego

My —1

El(@n = (b=a)’]= > E[(YE = 1)t — )%,
k=0
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W (g, ) =W ()

donde Y, =Y, := —2t___*° ¢35 N(0,1). Asi tendremos que
Tht1 tk
mp—1
E[(@Qn—(b—a)’]=C > (thy —t8)* < C|P"|(b—a) -0, n— o,
k=0
donde C' = E[(N(0,1)? — 1)?] < oo. O

Observacion 3.4. Este lema nos dice que podemos interpretar dW =~ (dt)% en sentido
L?(02).

Observacion 3.5. Anadlogamente, el mismo desarrollo del lema previo nos dice que si
T = (1 = Ntk + Atrg1, 0 < k <m, — 1, con A € [0, 1] fijo, entonces

mp—1

S W) - W) D zb - a).
k=0

Lema 3.6. Sean P" particiones de [0,T] como en (3.1) tales que |P"| — 0, n — oo,
y XA € [0,1]. Dados 170 = (1 — At + Mg+1 consideramos la suma de Riemann

mp—1
Rypi= Y W)W (tier) — W(tR)). (3-3)
k=0
FEntonces 5
2
lim R, =2, @ + (- %)T. (3.4)
n—o0

Demostracién. Para R, dada por (3.3) con W(0) = 0, tenemos que

mp—1

R.: = W<2T> -1 Z (W) — WD) + g (W () — W(E))?

=:A =:B

mp—1

+Z (th 1) = W)W () = W(iR)) .

=:C
Por el Lema 3.2, A = L y B — AT en L?(2) si n — o0o. Veamos qué ocurre con C.
Nuevamente aplicando la normalidad e independencia de los incrementos de W

mp—1 mp—1
E[C?] = Z E[(W (tis1) — W(E))IE[(W (i) = W ()] = Z (tkpr — 7 ) (7% — tk)
k=0
mp—1
= > (L= Nt — A — 1) S ML= NT|P"| = 0.
k=0
Por lo tanto, C' — 0 en L*(£2) si n — oo. O

Observacidn 3.7. En particular, tomando A = 0 (esto es 75, = t};), se obtiene la integral

de Ito: . ,
/ waw = VIO~ T (3.5)
. 2 2
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3.2. Procesos estocasticos escalonados

Sea W (-) un proceso de Wiener unidimensional definido en el espacio de proba-
bilidad (£2,U, P). La o-dlgebra W(t) := U(W (s)|0 < s < t) es la historia del proceso
de Wiener hasta el tiempo t (véase Definicién 1.49).

Definicién 3.8. La o-dlgebra W (t) := U(W (s) — W (t)|s > t) es el futuro del proceso
de Wiener mas alld del tiempo t.

Definicién 3.9. Una familia F(-) de o—dlgebras en U se dice no anticipativa (o una
filtracidn) con respecto al proceso de Wiener W si

(a) F(t) 2 F(s) para todo t > s >0,
(b) F(t) 2 W(t) para todo t > 0,
(c) F(t) es independiente de WY (t) para todo t > 0.

Definicién 3.10. Un proceso estocdstico G : [0,00) x 2 — R"™ es no anticipativo
con respecto a una filtracion F(-) si G(t) es F(t)-medible, Yt > 0, esto es, Vt > 0
(G(t))™Y(B) € F(t), para todo B conjunto medible Borel en R™.

Intuitivamente, el proceso estocdstico G es no anticipativo para ¢t > 0 si la variable
aleatoria G(t) depende solo de la informacién disponible en la o-dlgebra F(t).

Definicién 3.11. Un proceso estocdstico G: [0,T] x 2 — R™ se dice progresivamente
medible si es no anticipativo y para todo t € [0,T] la aplicacion

G:[0,t] x 2 — R"
(s,w) — G(s,w)

es (B, x F(t))-medible, donde By es la o-dlgebra de Borel en [0,1].

Intuitivamente, un proceso estocastico G es progresivamente medible si es no anticipa-
tivo y conjuntamente medible en las variables t y w.

En lo que resta de esta seccién 3.2 y en la seccién 3.3 consideramos, por simplicidad
en la exposicién, procesos estocdsticos valuados reales (esto es, n = 1). Al final de la
seccion 3.3 daremos unas breves indicaciones sobre la definicién de la integral de It6
para procesos estocdsticos n-dimensionales.

Definicién 3.12. Denotamos por ]LQ(O,T) el conjunto de procesos estocdsticos G en
R progresivamente medibles tales que E [fOT Gth} < o0. Del mismo modo, L*(0,T)
en el conjunto de procesos estocdsticos G en R progesivamente medibles tales que
E [fOT |F|dt] < 0.

Observacidon 3.18. Observar que si X : [0,T] x 2 - R, E [fOT th] =/, fOT XdtdP.

Definicién 3.14. Un proceso G € L2(0,T) se dice escalonado si existe una particion
P={0=to<t1 <......... <tm =T} de [0,T] tal que

G(t) = Gk, paraty <t <tryi, (3.6)

donde G, es una variable aleatoria F(tx)-medible, para k =0,...,m — 1.
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Definicién 3.15. Sea G € L*(0,T) un proceso escalonado (3.6). Se llama integral
estocdstica de Ité de G en el intervalo [0,T] a

T m—1
/ GAW := > Gi(W(txs1) — W(ty).
0 k=0
Se llama integral indefinida de Ité de G al proceso estocdstico
t n—1
/ GAW = 3 Gr(W (ths1) — W(te)) + G (W (1) — W (t)), (3.7)
70 k=0

$it € (tn,tnt1], con 0 <n<m—1.

Observacion 3.16. En particular, fot GdW tiene trayectorias continuas para casi todo
w € §2, pues W verifica dicha propiedad (Teorema 2.12).

Lema 3.17. Sean a,b € R y G, H € L2(0,T) procesos escalonados. Entonces:

T T T
i)/ (aG + bH) dW = a/ GdW + b/ HdW, (3.8)
0 0 0

i { /0 ’ de} 0, (3.9)

(/OTGdW)2 =F [/OTszt}. (3.10)

Demostracién. (i) Es inmediato, pues podemos asumir sin pérdida de generalidad que
Gy H estén definidos a partir de la misma particién P. Bastaria aplicar la linealidad de
una suma finita. Veamos (ii), para lo cual suponemos que G(t) = G para tr, <t < tgy1.
Entonces

iit)E

B UOT de} - mz_:l E[G(W (tes1) — W(te))].

Como Gy, es F(tj)-medible, F(t;) es independiente de W (tx) y W (txr1) — W (tx) es
W (t,)-medible, entonces G, es independiente de W (¢tx4+1) — W (tx) . Por tanto,

E[GR(W (tit1) = W(t))] = E[GRE[W (tr41) — W (tk)] = 0.

Respecto a (iii), tenemos

E

( / de> } = 3 BIGAG, (W (tes) — W)W (t11) = W(E))-

J k=0

Por el mismo razonamiento anterior, si j < k, W (tx+1) — W (tx) es independiente de
GirG;(W (tj+1) — W (t;)), con E[W (tg+1) — W (tx)] = 0. En consecuencia,

5 {( | caw) ] = S BBV () - W) = 3 BIGH s — )
0 k=0 k=0
- nﬂ/jk“ E[G2dt = E mzl/ttk“ G2dt| = B [/OT Gth} .0

Finalizamos esta seccién con una serie de resultados de aproximaciéon de un proceso
G ¢ L2(0,T) mediantes procesos escalonados. Este argumento permitird definir la
integral de Itd6 de G mediante paso al limite.
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Teorema 3.18. Sea G € .2(0,T). Eziste una sucesion de procesos escalonados acota-
dos G™ € 1.2(0,T) tal que

T
lim E U |G—G”|2dt] - 0. (3.11)
n—oo 0

Este teorema es crucial para definir la integral de It6 fOT GdW en la seccién 3.3. Para
su demostracion, que posponemos al final de esta seccién 3.2, haremos uso de los tres
siguientes lemas ([10, Cap. 3], [11, Lec. 15]).

Lema 3.19. Sea G € ]LQ(O,T) un proceso continuo casi sequro verificando que existe

M tal que P ({w € : sup |Gi(w)| < M}> = 1. Entonces existe una sucesion de
0<t<T

procesos escalonados G™ € L2(0,T) cumpliendo (3.11).

Demostracion. En primer lugar, consideramos una sucesién de particiones P = {t?}?;”o

de [0, 7] tal que |P| — 0, n — oco. Ahora, dado el proceso G definimos el proceso G"

como G} = th para todo t € [t},t}}1), de modo que G™ es un proceso escalona-

do y ademas progreswamente medible. Ya que G es continuo casi seguro, tenemos

que G(w) = lim G"(w), casi seguro. Luego, la sucesién de procesos progresivamen-
n oo

te medibles {G"},>0 converge casi seguro a G. Por hipétesis, también tenemos que

p ({w € 2: sup |Gi(w)| < M}) = 1. Asi, el Teorema de la Convergencia Domi-
0<t<T

nada de Lebeséu?a [12, p. 26], junto con la convergencia casi segura permite escribir

T
h’mEU (G" — G)%d }:hm// YdtdP =0. O
n—oo 0 n—oo

Lema 3.20. Sea G € L*(0,T) un proceso acotado casi seguro, esto es |G| < M, c.s.
Exziste una sucesion de procesos continuos acotados G™ € L?(0,T) cumpliendo (3.11).

.z . t
Demostracion. Sea el proceso G" definido como G} = nft 1 Gsds. Tenemos que

1
|G™| < n(£)M = M. Por otro lado, G}) — G{ = n <ft Xsds — f 4" Xsds). Luego,
|Gy — G| < 2nM |t — .

Como G es integrable Riemann casi seguro, G" es continuo y acotado casi seguro.
Por ello, para casi todo w, el conjunto de puntos de discontinuidad de G(w) tiene me-
dida cero y, por el Teorema Fundamental del Cdlculo [12, p. 140], para todo punto de
continuidad t tenemos que lim G"(w) = G(w). Luego concluimos que G™ converge

puntualmente a G casi seguro. Nuevamente, aplicando el Teorema de la Convergencia
Dominada [12, p. 26] se obtiene el resultado. O

Lema 3.21. Sea G € 1.%(0,T). Ewiste una sucesidn de procesos acotados casi seguro
G™ € 1L*(0,T) cumpliendo (3.11).

Demostracién. Definimos G™ como

G, —n<G<n,
G"=< —n, G<-n,
n, G>n.

Tenemos que G" — G, n — oo, casi seguro con respecto aw € 2yt € [0,T], y
|G™| = min{n, |G|}, para cada n. Puesto que (a — b)? < 2(a? + b?) se deduce que
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T T T
/ (G — G)%dt < 2/ (G™)?dt + 2/ G?dt < 4[] G2dt.
0 0 0
Como E[fOT G?dt] < o0, se obtiene el resultado a partir del Teorema de la Convergencia

Dominada [12, p.26]. O

Demostracion. (Teorema 3.18). Es consecuencia de combinar los lemas 3.19, 3.20 y
3.21. O

Observacion 3.22. Podemos enunciar un resultado similar al Teorema 3.18 para proce-
sos F € L'(0,7).

Teorema 3.23. Sea F € L*(0,T). Eziste {F"},>1 C L(0,T) sucesién de procesos
escalonados acotados tales que

T
lim E [/ |F" — F|dt} 0. (3.12)
n— oo 0

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 3.18 a vV F+ y vV F~, con la descomposicién
usual F = VF+ — F~, teniendo en cuenta que F*, VF- ¢ ]Lz(O,T), asi como la
desigualdad de Cauchy-Schwartz en L2(0,T) y L*(£2). O

3.3. La integral de Ito
Definicién 3.24. Sea G € 1L%(0,T) y {G™}52, C L*(0,T) una sucesién de procesos

escalonados acotados para cada n > 1 verificando (3.11). Se llama integral de Ité de G
a

T T
/ GdW := lim G™dW, en L*(12). (3.13)
0 n—oo 0
Lema 3.25. Si G € .2(0,T) entonces fOT GdW estd bien definida.
Demostracion. 1.Veamos que en efecto fOT GdW € L*(92).

Sea G" = fOT G"dW. G™ € L*(2) pues E[(G™)?] = E[fOT(G")2dt] < 00 en virtud de
(3.10). Ahora, usando que (a — b)? < 2(a® 4 b?), se tiene que por (3.10) que

(/OT(G" - G’")dW)2 =E MT(G" - G’")th)]

T T
<2E U (G"—G)th}+2E [/ (Gm—G)th]—>O, si n,m — 0o.
0 0

16"~ G120y = E

Luego, {G"}721 es una sucesién de Cauchy en (L*(£2), | - [|z2()) ¥ como este espacio
es completo (Observacién 1.22), existe lim G" = lim fOT G™dW € L*(0).

2. El mismo argumento muestra que si {G"}32, C L?*(0,T) es otra sucesién
de procesos escalonados acotados verificando (3.11), entonces para G" := fOT G"dW,

se cumple que ||G" — G"|\Lz((3) — 0, si n — oo. Por tanto, lim fOT G dwW =
n— oo
lim [} GmdW. O

n—r00
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Observacidn 3.26. En particular, teniendo en cuenta la demostracién del Lema (3.19),
si G €L*(0,T) y t — G(t,w) es continua para casi todo w, entonces

= 2 [T
> GURW(the) — W(tk) =2 [ Gaw,
donde P" := {0 = t" < ... < t;,, = T} es cualquier sucesién de particiones con

|P™| — 0. Esto muestra la consistencia de la definicién de la integral de It6 con la
propiedad enunciada en (3.5).

Teorema 3.27. (Propiedades de la integral de Ité). Sean a,b € R y G, H € L*>(0,T).

T T T
(i) / (aG + bH)AW = a / GAW +b / Haw, (3.14)
0 0 0

(i) E /OT GdW} =0, (3.15)

(i) B ( /O ’ de>
(i) E (/OT de) (/OT HdW)] -E MT GHdt} . (3.17)

Demostracién. (i) Es obvio por linealidad del limite y por la correspondiente propiedad
para procesos escalonados.

(ii) Sea G := fOT GdW, {G"}n>1 C L?(0,T) es una sucesién de procesos escalonados
acotados verificando (3.11) y G" = fOT G"dW . Entonces, usando (3.9)

2

T
=F [/ Gth} . (isometria de It6) (3.16)
0

|E[G]] < |E[G — G"]| + |E[G"]| = |[EIG — G"]I.
Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz (1.2).
|E[G]| < E[(G — G™)*]2 — 0, sin — oo. Luego E[G] = 0.
(iii) Tenemos que E[G?] = E[(G — G™)?] + 2E[(G — G™)G™] + E[(G™)?]. Ahora E[(G —
G™)?] = 0, n — oo, y por desigualdad de Cauchy-Schwartz
[EI(G ~G™)G"]| < BI(G ~ 6" 12 E[G")*] — 0, n — .

Luego, por (3.10), E[G?] = lim E[(G™)?] = lim E [fOT(G”)th}. Por otra parte,

’E [/()T(G")2dt} —-FE VOT Gth} ‘ = ’E [/OT(G" - G)(G™ + G)dt] ’

T
<E V 6" — G|lG" + G\dt}
0

< (e[ @ -cral)’ (][ e +oral)”

donde en la tultima linea hemos aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwartz en
L2([0,T]) y L?(£2), respectivamente. En virtud del Teorema 3.18 se tiene que 1fm E[fOT(G")th] =
n— oo

E[f,] G2at].
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(iv) Teniendo en cuenta que 2ab = (a +b)*> —a? —b%,si G = fOT GdW y H = fOT Hadw,
entonces aplicando (iii)

2E[GH] = E[(G + H)*] — E[G®] — E[H?]

:EUO'T(GJFH)th} —E[/OTGth} —E{/O.THth}

T
:2E[/ GHdt}. |
0

Finalizamos esta seccién introduciendo el concepto de la integral indefinida de It6 y la
extensién de la integral de It6 a procesos estocdsticos n-dimensionales.

Definicién 3.28. Sea G € L*(0,T). Se llama integral indefinida de It6 de G al proceso
estocdstico

t
I(t)::/ GdW, 0<t<T.
0

Teorema 3.29. ([8, Teoremas 3.2.5 y 3.2.6]). Sea G € L2(0,T). Entonces la integral
indefinida de G, 1(-), es una martingala. Ademds, I1(-) tiene una version con trayecto-
rias continuas casi Sequro.

Definicién 3.30. Un proceso estocdstico G= (G',G?,...,G™) enR™ pertenece aLE(0,T)
st G* e LP(0,T), i=1,..,n, conp=1,2.

Definicién 3.31. Sea G € 1.2(0,T). Se llama integral de It6 de G a la variable alea-
toria en R™ dada por fOT GdW = (fOT GidW) .
i=1

3.4. Diferenciales estocasticas: reglas de la cadena y del
producto de Ito

Definicién 3.32. Sean F € L*(0,T), G € L*(0,T) y W un proceso de Wiener unidi-
mensional. Un proceso estocdstico X en R tiene la diferencial estocdstica

dX = Fdt + GdW (3.18)
si X(r) = X(s)+ [ Fdt+ [T GAW casi seguro, para 0 < s <r < T.
Lema 3.33. Sea W un proceso de Wiener unidimensional. Entonces
(i) d(W?) = 2WdW + dt, (ii) d(tW) = Wdt + tdW.

Demostracion. (i) Es consecuencia inmediata del Lema 3.6 con A = 0. Respecto a (ii),
dados r, s, 0 < s <r < T, nbtese que

mp—1

/ tdW = lim > (W (ti) — W(t)) en L*(12), (3.19)
n— oo

s k=0

donde P" = {s =117 <t! <--- <tp, =r} es una sucesién de particiones de [s, ],

con |P"| — 0. De manera similar, como ¢ — W (t) es continua casi seguro, tenemos
para la integral de Riemann
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myp—1

/ wWdt = nh_}rr;o Z W(tgi1)(tei1 —tg), casiseguro. (3.20)
s k=0

Por tanto, sumando (3.19) y (3.20), y considerando que en (3.19) la convergencia
también es casi seguro tal vez mediante subsucesiones, entonces f: tdW + f; Wdt =
rW(r) — sW(s), casi seguro. O

El principal resultado de esta seccién es la regla de la cadena de Itd6 que queda esta-
blecida en el siguiente resultado. Posponemos su demostracién al final de esta seccién.

Teorema 3.34. (Regla de la cadena de 1t6). Sea X un proceso estocdstico en R con
diferencial estocdstica dX = Fdt + GdW, donde F € L'(0,T) y G € L*(0,T). Sea
w: [0,7] x R = R, continua tal que sus derwadas uy = %, Uy = g—”; Y Uge = %
existen y son continuas. Entonces Y := u(t, X) tiene la diferencial estocdstica

dY = uidt + urdX + %umG2dt = (ut + uF + %umGQ)dt + u GdW, (3.21)

donde las derivadas de u estdn evaluadas en (t, X (t)).
Observacidn 3.35. (i) La férmula de Itd indica que para 0 < s <r < T se tiene que
Y(r)=Y(s) = u(r,X(r)) — u(s, X(s))
_ /sr[ut(t, X)) + ua (t, X (1)) F + %um(t, X (£)G?dt

—|—/ ug(t, X (t))GdW,  casi seguro.

(ii) Como X (t) = X (0) + fot Fds+ fot GdW, X tiene trayectorias continuas casi seguro
(ver Teorema 3.29). Asi para casi todo w, las funciones t — wu(t, X (t)), ua(t, X(t)),
ugz (t, X (t)) son continuas y, en conclusidn, las integrales anteriores estan bien definidas.

Ejemplo 3.36. Sea X = W e Y = X™. Entonces dX = dW, con F =0, G = 1.
Utilizando la férmula de It6 con u(t, X) = X™, sigue que

d(Y)=d(W™) =mW™ dW + %m(m — )W L.
En particular, si m = 2, d(W?) = 2IWdW + dt, tal como ya sabemos.

2
Ejemplo 3.87. Sea X = W, Y = u(t,X), con u(t,X) = A= 2" Entonces por la
férmula de It6, con F =0y G = 1:

2 2
dY = (f%Y +AY -0+ %Y . 12)dt+ AY - 1dW = \YdW.
Asi, puesto que X (0) = W(0) = 1, el proceso estocdstico Y verifica { ;i,lgo):jll/dw
Teorema 3.38. (Fdrmula del producto de Ité). Sean X;, i = 1,2, procesos estocdsticos
con diferenciales dX; = Fdt + G;dW, con F; € L'(0,T), G; € L*(0,T), i = 1,2.
FEntonces

d(X1X2) = X1dX2 + Xod X1 + G1Gadt. (3.22)

Observacidn 3.39. La version integral de (3.22) representa la regla de integracién por
partes de It6. El término G1Gadt representa el término de correccion de Ito.



30 3 La integral estocéastica de It

Demostracidn. En primer lugar, considerando la regla de la cadena de It6 para d(X?),
i=1,2, sigue con u(t,z) = z2, que

d(X}) = 2XidX; + Gidt, i=1,2. (3.23)
Ahora, como ab = %[(a + b)2 —a? - b2], entonces por linealidad de la integral:
d(X1X2) = %d((xl 4 X% - %d(Xf) - %d(XQQ), (3.24)
y aplicando (3.23)

d(X1X5) = Z[2(X1 + X2)d(X1 + X2) + (G1 4 Ga)?dt]

N | =

- %[ZdeXl + Gidt] — %[QXQdXQ + G3dt]
= X1dXs + XodX1 + G1Gadt. O

Observacion 3.40. Una forma heuristica de deducir la regla del producto y de la cadena
de It6 se basa en considerar desarrollo en serie de Taylor con las identificaciones

(dW)? = dt, dtdW =0, (dt)> =0, (3.25)
que guardan relacién con el Lema 3.2 1) Si f = f(x1,22):
AS = fur A1+ for At 2 o (A1 42110 (A00) (A2 + s (A22)21+O( (A1, Aza)]*),
Tomando f(z1,22) = x1T2
Af = 2 Az + 21 A2 + (Az1)(Az2) + O(||(Az1, Az2)|]?)
SidX; = Fidt + G;dW, i = 1,2, tendremos de (3.25)

d(Xng) = XodX;1 + X1dXs + dX1dXs
= XodX1 + X1d X2 + G1Gadt.

2) SidX = Fdt+ GdW e Y = u(t, X), u regular, entonces

1
AY = Ay = utAt—i-uzA:H—§{um(Ax)2+2um.(At)(Ax)—i—utt(At)z}—i—(’)(\|(At, Az)|]?).
Nuevamente, usando las identificaciones (3.25) :

AY = wydt + updX + %um(dX)z

1
= wydt + ugdX + 5umG?cht.

Demostracion. (Teorema 3.34). Tenemos que X(t) = X(0) + fot Fds + fg GdW ca-
si seguro y en particular X tiene trayectorias continuas casi seguro (Teorema 3.29).
Tenemos que probar que

Y(t) = Y(O)+/() [ut(s,X(s))—Fux(s,X(s))F—&—%um(s,X(s))GQ}ds—&—/O uz (s, X(8))GdW, c.s.

(3.26)
1°) Suponemos inicialmente que u y sus derivadas parciales estdn acotadas en [0, 7] X
R, y que F'y G son procesos escalonados acotados. Podemos asumir entonces ademés
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que F' y G son procesos constantes para t € [0,7] (pues bastarfa probar (3.26) en
subintervalos). Luego, X (t) = X(0) + Ft+GW (t), t € [0,T], con E[|F|] < oo, E[G?] <
00.

Para probar (3.26), fijamos t € [0,7] y consideramos particiones arbitrarias
P = {tj}j—0 de [0,T], con |P"| — 0, si n — oo (donde por simplicidad de escritura
suprimimos la dependencia de los nodos t; de n). Denotamos

Aty =tjp —t;, Xj=X(t;), AX; = X(tj+1) — X(t).

Entonces, usando desarrollo de Taylor y el Teorema del valor medio, tenemos casi
seguro que

|
-

Y(t) = Y(0) = u(t, X(t) = u(0,X(0)) = > (u(tj+1, Xj+1) — ullty, X))

J

Il
<}

= ((utjsr, Xj1) —ulty, Xjv1)) + (uty, Xjp1) — ulty, X;)))

1
= {uelty + 0 Aty Xj1) Aty + ua(ty, X;)AX; + Uaa(tj, Xj + 0 AX;)(AX;),
0

J
con 0 < 9;-1), 0](-2) < 1, para todo j = 0, ...,n — 1. Denotando ahora ; = t; + 9§1)Atj7
X, =X, + 9;2)AXJ-, y teniendo en cuenta que AX; = FAt; + GAW;, con AW; =
Wt 1) — W(t,), sigue que

n—1

N 1
V() =Y (0) = > wi(ty, X;41) Aty + ua(t;, X;)FAL; + ot (85, X;)G* Aty +

=0

=Aj

1 .
+ ug(ty, X;)GAW; + §[Uzz(ta‘, X)) = uaalty, X;)|(AX;)?
—_—

=B
’ =Cj

+ puan(t, X)((AX))? - G2 (A1)

Tenemos asi que Y (t) — Y (0) = Sn,1 + Sn,2 + Sn,3 + Sn,4, con

n—1 n—1 n—1 n—1
Sn,1 = Z Aj,  Snai= Z Bj, Snz:= Z Cj,  Sna:= Z D;
7=0 7=0 3=0 7=0

i) Analicemos Sp,1. Puesto que ut, Uz, Uze son continuas y acotadas, tenemos c.s. que

lim  sup sup  Jug(E5, Xj41) — wi(s, X(s))| =0,
N 0<j<n—1 €[t ,t;41]

lim sup sup  |uz(tj, X5) —ux(s, X(8))| =0,
N0 0<j<n—1s€[t;,tj41]

lim  sup sup  |uwa(ts, Xj) — uez(s, X (s))| = 0.
N0 0<j<n—1s€[t;,t;41]
Luego lim Sh1 = fg[ut(s, X(5)) + ua(s, X(8))F + 3uax(s, X(s))G?]ds, c.s.
n— oo

ii) Analicemos ahora Sy 2. Por definicién de integral de 1t6:
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t
lim Sy 2 :/ uz (s, X (8))GdW en L*(£2).
0

n— oo

iii) Respecto a Sn 3, puesto que (AX;)? = F?(At;)? +2FG(At;) (AW;) + G2 (AW;)?,
sigue que

n—1 -
§ 2 2 ) | , .
J’:o(AXJ) =F (O<Iﬂn<;2( 1 ALyt F ZFG(OI%;&%% AW () + G j:o(AWJ)

donde los dos primeros sumandos tienden a cero si n — oo casi seguro, mientras que el
tercer sumando tiende a G*t en L2(£2) en virtud de (3.2). Puesto que convergencia casi
seguro y en media cuadratica implican convergencia en probabilidad (Teorema 1.29),

n—1

sigue que lim Z(AXj)2 = G”t, en probabilidad.
n—00 4—

Como lim  sup |uez(tj, Xj+1)—uaz(t;, X;)| = 0 casiseguro, se tiene que lim S, 3 =
n_>°°0<j<n71 n—oo

0, en probabilidad.
iv) Para estudiar S, 4, como (AX;)? — G2(At;) = F2(At;)? + 2FG(At;)(AW;) +
GQ[(AWJ')2 — (Atj)], sigue que Sp,a = Sfii + Sffi + Sffi, con

57(11,4)1 = F Z“m 15, X At]) )

S¢) = FG Z aa(ti, X;) (At;) (AW)),

s,g%;;(; Zum t, X;)[(AW;)? — (At;)).
Como en (iii), tendremos que hm S< ) = l Sr(i)l = 0 casi seguro. Veamos ahora

que S 4 — 0 en L2 (£2). En primer lugar, observemos que las variables aleatorias
(AW;)? — (At;) son independientes, 0 < j <n —1,y

E[(AW;)? — (At))] =0, E[(AW;)* — (At;))*] = 2(At;)?, 0<j<n-—1.

Luego usando independencia y acotacion de ugzy

(i 2t X)) [(AW)? - (Atm) -

&

0

i: Elugs (ti, Xi)tax (t;, X;) ((AW:)? = (AL)) ((AW;)? = (Aty))]

i,j=0

Z Eluss (5, X;)*1E[((AW;)? — (At,))°]

< QCZ At;)? <20t max (At]) 0, sin— oco.

0<j<n—1
Jj=0 ==

Por tanto, E[(S(3)) ] —0,sin— 0.
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Finalmente, puesto que convergencia casi seguro y en media cuadréatica implican con-
vergencia en probabilidad, y esta convergencia implica convergencia casi seguro con
respecto a alguna subsucesién {ny},=, (Teorema 1.29) tenemos casi seguro que

np—1
. 1
Y(t) =Y (0) = lim ui(ty, Xjr1) Aty + ua (t, X;) FAL; + §um(tj,Xj)G2Atj
7=0
1 .
+ s (ty, X5)GAW; + 5 [uae (8, Xj) — tea(ts, X;)(AX;)?
1

+ §Umx(tj7 Xj)[(AX]')Q - GQ(Atj)]

/0 [ue(s, X(s)) + ua(s, X(s))F + %GQum(s, X(s))]ds +/O Ug (s, X (s))GdW.

2°) En general, si F € L'(0,T) y G € L*(0,T), por los Teoremas 3.18 y 3.23, exis-
ten sucesiones {F"},>1 C L'(0,T) y {G"}n>1 C L?(0,T) de procesos escalonados
acotados verificando (3.12) y (3.11), respectivamente. Ademds, respecto a u, ut, Uz,
Uzz, éstas se pueden aproximar por funciones un, (un)t, (Un)z, (Un)ze acotadas con
convergencia uniforme en compactos de [0, 7] X R. La convergencia uniforme junto con
(3.11)-(3.12) permiten demostrar (3.26) en general mediante paso al limite (ver [2, p.
196-200] para més detalles). O

Finalizamos este capitulo mencionando que la definicién de diferencial estocésti-
ca, asi como la regla de la cadena de It6, se pueden extender al caso n-dimensional del
modo siguiente.

Definicién 3.41. Sean F € LL(0,T), G € L2(0,T) y W un proceso de Wiener uni-
dimensional. Un proceso estocdstico X = (X', ..., X™) en R" tiene la diferencial es-
tocdstica dX = Fdt + GAW si X(r) = X(s) + [ Fdt + [[ GAW casi seguro, para
0<s<r<T. En particular, dX* = Fidt + G'dW, i=1,...,n.

Teorema 3.42. (Regla de la cadena de Ité generalizada). Sean X* procesos estocdsticos
enR con diferenciales estocdsticas dX"* = F'dt+G'dW, (i = 1,...,n), con F* € L'(0,T)
y G € L*(0,T) para i = 1,...,n. Siu: [0,T] x R™ = R es continua, con derivadas
parciales Uty Ug,; , Uz, z; CONEINUAS PATGQ &, ] = 1,....,n, entonces

d(u(t, X', ., X™) = wdt + Y g, dX' + % > Uaye; G'G L. (3.27)

i=1 i,j=1
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Ecuaciones diferenciales estocasticas

4.1. Definicion y ejemplos

Sea W(-) un proceso de Wiener unidimensional y X, una variable aleato-
ria n-dimensional independiente de W(-). De ahora en adelante tomaremos F(t) :=
UW(s) (0<s<t),Xo),t >0, la o-dlgebra generada por Xo y la historia del proceso
de Wiener hasta el tiempo t. Consideramos ademds 7' > 0y b, B : [0,T] x R* — R"
con componentes b = (b, 4%,...,b™7, B = (B', B?,...,B")T.

Definicién 4.1. Un proceso estocdstico X en R"™ es solucidn de la ecuacion diferencial
estocdstica (EDE) de Ité

dX = b(t, X)dt + B(t, X)dW

X (0) = Xo '
si X(-) es progresivamente medible con respecto a F(-), F := b(t,X) € Ly(0,T),
G:=BX)elL2(0,T)y

0<t<T, (4.1)

X(t) = Xo+ /t b(s, X (s))ds + /t B(s, X (s))dW, V¥t e [0,T], casiseguro. (4.2)

Ejemplo 4.2. (Ecuacién del movimiento Browniano geométrico). Si S(¢) denota el pre-
cio de una accién en tiempo t, podemos modelizar la evolucién de S(t) suponiendo que
%, el cambio relativo del precio, evoluciona como

4 _
{ S pdt + odW (4.3)

S(O) = So

con So,u, o > 0 constantes, denominadas deriva y volatidad del precio, respectivamente.
so representa el precio inicial de la accién. A continuacién utilizaremos la regla de la
cadena de It6 para resolver esta ecuacién diferencial estocéstica. Sea Y = wu(t,S) =
log S. Entonces
1 2 1 1 1 2 o2
dY = u.dS + o uss -Gt = §[M - Sdt + o - SdW] + E(fﬁ)(o - 8%)dt, esto es,
dY = (p— 30°)dt+ odW
Y (0) = log so.

De aqui, log S = log so + (1 — 202t + oW (t), y S(t) = so elumg o)t W(h),
Veamos ahora cudl es el valor esperado y varianza para S(t). Dado que

t t
S(t):so+u/ Sds—l—a/ Sdw,
0 0
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sigue usando (3.15) que E[S(¢)] = so + ,ufot E[S]ds. Definiendo e(t) = E[S(t)], se
¢(t) = pe(t)
e(0) = so
V[S(t)]. Dado que

tiene que . Luego, E[S(t)] = soe"*, t > 0. Veamos ahora cémo obtener

22 tto W, 22t Wil
S(t):soe(”fT)‘ toWe _ (n= %) tto t+(og80)’ (4.4)

sea X(t) = (n— é) -t+ (Inso) + o - W;. Es claro que X ~ N((p— %) -t +log so, 0%t).
Usando la funcién generatriz de una distribucién normal (1.10) se deduce que:

)

BIS] = Ble¥] = elt =) tHinso t3ot _ g ohe

E[SQ] _ E[eQX] _ 62((u—§)4t+(lnso))+202t _ sge(2u+o2)t.

Luego, V[S] = E[S?] — E[S]? = s} - e2ut[602t —1).

S(H

—0=0.1

0=0.2

0'00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0'80 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t t

Figura 4.1. Una realizacién de la solucién de la EDE (4.3) con so = 1 para diferentes
valores de o (izquierda) y cuatro realizaciones de la solucién de la EDE con u = 0’5,
o = 0’2 (derecha).

Ejemplo 4.3. (Puente Browniano). Consideramos la EDE

- __B
dB = —y=dt+odW (4.5)
B(0) =0
y buscamos B = X; - X2 con
dX, = —%_t - Xqdt 4+ 0 - X1dW dXs = f(t)dt + g(t)dW
Xi1(0)=1 X2(0) = B(0) =0

con f y g a determinar. Puesto que la primera ecuacién es ordinaria, es claro que,
X1(t) =1 —t. Ahora, por la férmula del producto de It6 (3.22)

d(X1 . Xz) = X1dXs + Xod X1 + (0 . Xl)g(t)dt

= (1 —t)[f(t)dt + g(t)dW] + X5 - L;_ltdet}

- (1;5 (1 —t)f(t)) dt + (1 — t)g(t)dW.
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Como d(X;-X») = dB, tomando f(t) = 0y g(t) = 1%, sigue que { i()z(EO) z FdW
Xo(t) = o [} t2-dW. Luego, B(t) = o(1—t)- [y t2dW,0 <t < 1,con lim B(t) =0,
c.s. o
0.25
—o0=0
0.2 —0=0.1
0=0.2
0.15
_ 0.1 ]
a 0.05 ,N ’\ ]
0 . L Mii iy ! LW i
-0.05 ]
02 o4 08 o8 1

t

Figura 4.2. Una realizacién de la solucién de la EDE (4.5) con By = 0 para diferentes
valores de o (izquierda) y cuatro realizaciones de la solucién de la EDE con o = 0’2
(derecha).

Ejemplo 4.4. (Ecuacion de Langevin). La velocidad X (-) de una particula que sigue un
movimiento Browniano con coeficiente de rozamiento p > 0, coeficiente de difusién o
y una velocidad inicial X satisface

{dX = —u- Xdt +odW (4.6)

X(0) = Xo
Para resolver (4.6), buscamos X = X; - X» con

{Xm = —pXudt {dX2 = f(@)dt +g(t)dW con f(t) y g(t) a determinar.

X:1(0)=1 X2(0) = Xo
Luego X1(t) =e 'y
dX = X1dXs + X2dX1 = (77" f(t) — pX) dt + e - g(t)dW.

Tomando f =0y g(t) = o - "' sigue que Xa = Xo + fot oet*dW. Asi

t
X(t)=e " Xo+ a/ Caw,  t>o.
0

Ejemplo 4.5. (Proceso de Ornstein Uhlenbek). Si X(¢) denota la posicién de una
particula en tiempo ¢ cuya velocidad es V' (t), entonces

{dX =Vdt, X(0) = Xo 47

dV = —pVdt + odW, V(0) =V,

donde Xy, Vi son variables aleatorias y ademéas u > 0 es el coeficiente de rozamiento
y o el coeficiente de difusién. Observamos que la velocidad de la particula V() =
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1.1 1.1

—o0=0

15 —0=0.
ANy 06=0.1

X(t)

0 02 04 : 06 08 1 o 02 04 t 06 08 1
Figura 4.3. Una realizacién de la solucién de la EDE (4.6) con Xo = 1 para diferentes
valores de o (izquierda) y cuatro realizaciones de la solucién de la EDE con u = 0’5,
o = 0’2 (derecha).

14 1.4

1.2¢
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1
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o
(-]
e
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Figura 4.4. Una realizacién de la solucién de la EDE (4.7) con Xo = 0, Vo = 1 para
diferentes valores de o (izquierda) y cuatro realizaciones de la solucién de la EDE con
u =05, 0 =02 (derecha).

eTH Vo + af(f e=dW, ¢ > 0, satisface la ecuacién de Langevin (4.6). Ahora, la
posicién de la particula viene dada por X (t) = Xo + fg V(s)ds. En particular,
1—eH

E[X(t)] = E[Xo] +/0 E[V(s)]ds = E[Xo] +/O e BVolds = B[Xo] + —— —B[Vo]

Ejemplo 4.6. (Oscilador Arménico Estocéstico). Consideramos la EDE

{dX = —Vdt, X(0) = Xo (4.8)

dV = (=X*X — pV)dt + odW, V(0) = Vo ’

donde —A\2X representa una fuerza recuperadora y —uV un término de rozamiento.

En forma vectorial:
dX 0 1||X 0
v )= e ][] o] o

———
D

t
de modo que (ver [3, p. 98-99]) [if((t)] =Pt {XO] +/ ePt=s) {O} dw.
0
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1
Ahora cuando p = 0, eP® = { cos(As) Asen(As):| y

—Asen(As) cos(As)

V0] = [t e ) o [ R aw

1F
1
0.5/
0.5
> 0
Z 0
-0.5 -0.5
-1 - -1
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -15 1.5

Figura 4.5. Una realizacién de la érbita de la EDE (4.8) con Xo = 1, V, = 0 para
diferentes valores de o (izquierda), con g = 0 y A = 1, y cuatro realizaciones de la
6rbita de la EDE con =0, A =1, 0 = 0’2 (derecha).

[X(¥) V(1)
[X(¥) V(b)]

—o0=0

—0=0.1
6=0.2

~o 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.6. Una realizacién de la solucién de la EDE (4.8) con Xo = 1, Vo = 0 para
diferentes valores de o (izquierda), con 4 = 0 y A = 1 y cuatro realizaciones de la
solucién de la EDE con =0, A =1, 0 = 0’2 (derecha).

4.2. Existencia y unicidad de solucion

En esta seccién estudiaremos la existencia y unicidad de solucién para la EDE
(4.1) en el sentido de (4.2). Para ello necesitaremos tener en cuenta el siguiente lema
clasico.

Lema 4.7. (Desigualdad de Gronwall [3, p. 92]). Sean ¢ y f funciones continuas no
negativas definidas en 0 <t < T, y Co > 0 una constante. St ¢(t) < Co—i—fot f(s)o(s)ds,

para todo 0 <t < T, entonces ¢(t) < C’oefff F)ds pora todo 0 <t < T
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Teorema 4.8. (Ezistencia y unicidad de solucién). Sean b y B : [0,T] x R" — R"
continuas cumpliendo las siguientes condiciones para todo 0 <t < T, z,z € R"

a)b(t,x) — b(t,3)| < Llz—2| y |B(t,x) - B(t, ) < Lle — &,
Dlbt,a)| < LA+2)) y |B(ta)| < LA+ Ja]),

para alguna constante L independiente de T'. Sea ademds Xo una variable aleatoria en
R"™ wverificando que

¢) E(|Xo|?| < oo

d) Xo es independiente de W (0)

donde W (-) es un proceso de Wiener unidimensional. Entonces ezxiste una unica solu-
cion X € L2(0,T) de la EDE (4.1).

Observacidn 4.9. Unicidad de solucién para (4.1) significa que si X, X € L2(0,T)
con trayectorias continuas casi seguro son soluciones de la EDE entonces, P(X(t) =
X(®), v0<t<T)=1.

Demostracion. i) Unicidad.
Supongamos que X y X son soluciones de (4.1). Entonces para todo 0 <t < T,

t

X(t)ff((t):/ot (b(s,X)fb(s,X)) ds+/0 (B(S,X)fB(s,X)) AW (4.9)

A continuacién veamos que E[|X (t) — X (¢)[?] < 2L%- (T +1) - fot E[| X (s) — X (s)|?]ds.
En efecto, como (a + b)? < 2a” + 2b* tenemos de (4.9) que

2

E[|X(t)-X ()|’ < 2E +2F

/O (b(s, X) — b(s, X)) ds

/0 (B(s,X) — B(s, X)) dW

2]
En primer lugar, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz y (a)

E{/Ot (b(s. ) — b5, X)) as| | < B [/Ot

t N 2
< L2T/ E “X(s) —X(s)) }ds.
0
Ahora, usando la propiedad de isometria de It6 (3.16) y (a)

b(s, X) — b(s,X)’st}

E /Ot (B(S,X) - B(s,f())

=FE Uot |B(s, X) — B(S,X)|2ds}

< L? /Ot E [|X(s) - X(S)P] ds.

Por lo tanto, con C' = 2L3(T+1), E [\X(t) - X(t)|2] <CJ'E [|X(s) - X(s)ﬂ ds, 0 <
t < T. En virtud del Lema 4.7, E [|X(t)ff((t)|2] = 0, para todo t € [0,T].

Asi X(t) = X(t)A cs., y como X y X tienen trayectorias continuas casi seguro,
P(méx |X(t) — X(t)| > 0)=0.
0<t<T
ii)Existencia.
1) Definimos X°(t) := Xo, X*"'(t) := X0+/ b(s ds+/ B(s, X*(s))dW, k > 0.

(4.10)
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Sea d*(t) := E[|X**'(t) — X*(t)|?] y veamos que existe M > 0 tal que

(M -t)*F+!

d*(t) < T

VEk >0, Vt € [0,T]. (4.11)
: 0 1 07,32
En primer lugar, d"(t) = E[|X (t) — X (t)|"] =

2] S
/Ot b(s, Xo)ds

Usando nuevamente la desigualdad de Cauchy-Schwartz en la primera integral y la
propiedad de isometria (3.16) en la segunda esperanza:

t t
/b(s,Xo)ds+/ B(s, Xo)dW
0 0

2 2

<2E +2E

t
/ B(s, Xo)dW
0

(1) < 2B [t - /Ot |b(s,X0)|2ds] Y Uot \B(s,Xo)|2ds} .

Usando (b), d*(t) < 2E [fg L1+ |Xo|)2ds] +2E [fg L*(1+ \Xo|)2ds] = Mt, con
M := 2L*(T + 1)E[(1 + |Xo|)?] > 2L*(T + 1). Observar que E[(1 + |Xo|)?] <
2(1+ E[|Xo|%]) < cc.

Seguidamente, por induccién sobre k, y considerando un desarrollo anédlogo en el que
se usa (a)

d*(t) = BIX" (1) — X" (0)]%]

= || (b0 b ) ot [ (B0 - 306, X7 0

<2L*(T+1 [/ |X*( X’“*l(s)ﬁds]

(M - s)* MEFL R
< = .
=M / I )

2) Veamos ahora que

k1, vk 2 (MT)k
Bl max |X™7(1) - X" < - —

, con C :=2L°T(T + 4). (4.12)

Tenemos que

2

IXEL ) — XE(1)]? < 2 /t (bs, X*(5)) = bls, X* 7 (5)) ) ds| +

0

2

+2 /Ot (B(s,Xk(s)) - B(s,kal(s))) AW

Ahora, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz y (a) en la primera integral:

T
IXF ) — XF@))? < 2TL2/ |X"(s) — X1 (s)Pds +
0

2

42 /Ot (Bls, X*(s)) — B(s, X (5))) aW
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Tomando méximos y esperanzas, y usando (4.11) y la desigualdad de Doob L? (1.12)

E [ max | X" (1) — X*@)|?] < 2TL? /OTEHX’“(S)—X’H(S)WS

0<t<T
2:|

/OT (3(57 X*(s)) — B(s, XH(S))) W

+ 2F

max
0<t<T

" (Bls, X*(5)) — Bls, X*"1(s))
0

T (M. sk
§2TL2/ %dwz-fﬂ
o !

2}
Ahora por la Isometria de Itd (3.16) y (a)

k1 ko2 2 M"*.T* 2 k=1 |2
X ) - XM < (ret)- (7 T)+8L/ B{IX*(s) — X" (s))ds

, C:=2L°T(T +4).

< 2L3(T 4 4) - (T.Mk'Tk) :C(M.T)

k! k!
3) A continuacién, sea Ap = {w € 2/ 0121tém<xT |XEFL (1) — XE(t)] > 55}, k > 0. Teniendo
en cuenta la desigualdad de Chebyshevi(li.?)) conp=2y (4.12)

2 C(MT)*

2k [ k1o yvkg)2
P(Ax) < 2Bl mix X (0) - X* (0] < 202,

con Z 22)C

k-1
XF=Xx04 Z(X J+1 _ X7Y converge uniformemente en [0, 7] a un proceso estocéstico
§=0

< 00. Segun el Lema 1.10, P( hm Ak) = 0. Asi, para casi todo w,

X. En la definicién de X**! (4.10) pasamos al limite para probar que X cumple
t t
X(t)=Xo+ / b(s, X (s))ds + / B(s, X(s))dW, 0<t<T, cs.
Jo Jo

Ademss, como X* tiene trayectorias continuas c.s. dicha propiedad también se cumple
para X.

4) Veamos finalmente que X € L2(0,T), esto es E [fOT |X(t)|2dt] < 0. Usando que
(a+0b+c)? <3(a®+ b +¢?), y la desigualdad de Cauchy-Schwartz, de (4.10):

2

t 2
| X (1))? < 3| X0 +3'/ b(s, Xx(s))ds| +3
0

/t B(s, Xk(s))dW

t 2
< 3|Xo|* + 3T/ b(s, Xx(s))|[*ds + 3
0

/Ot B(s, Xi(s))dW

2

)

t
< 3|Xo|* + 6L*T° + 6L2T/ | X% (s)>ds + 3
0

/Ot B(s, Xi(s))dW

donde en la tltima desigualdad hemos usado que, por (b), |b(s, X*(s)|> < L*(1 +
|XE(s))? < 2L%(1+]X%(s)|?). Tomando esperanzas y aplicando nuevamente (b) junto
con la isometria de It6 (3.16)

E[|X* (1)) < C( + E[|Xo|*]) + c/t E|X"(s)[*]ds, Vk > 0,Y0 <t < T, (4.13)
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siendo C > 1 constante que s6lo depende de L y T'. En particular,

E[X' ()] < C-(1+E[|Xo|*)) + C- E[|Xo|] -t < C- (1+ E[|Xo|*]) + C* - (1 + E[|Xo[*]) - ¢
<C-(A+E[|Xo)*) - (14+Ct) <C-(1+ E[|Xo]*)e”", Vtelo,T].

Inductivamente, si E[|X*(t)]?] < C - (1+ E[|X0|*])eC*, 0 <t < T, entonces de (4.13)
E[X* @) < C~(1+E[|Xo|2})-{1 + c/ot eC‘Sds} = C(1+E[| Xo|*)e’", 0<t<T.
Haciendo k — oc:

E[X®)’] < C(1 + E[|Xo|*))e”", te]o,T], (4.14)
y de aqui que E [fOT |X(t)|2dt] < oo. O

Observacidn 4.10. Respecto a la solucién de (4.1), se verifica ademds que
EIX(t) - X(s)) <C-(t—5), 0<s <t <T, (4.15)
para cierta constante C' dependiente de L, T y E[Xg]. En efecto, observemos que

X(t) = X(s) = [Ib(u, X (u))du + [ B(u, X (u))dW. Luego, usando la desigualdad de
Cauchy-Schwartz, la propiedad de isometria de 1té (3.16), (b) y (4.14):

(/s xta >>du) (f pxt >>dW)2]
R 7 N
<C- EUS(1+|X du] {t—s /E[Xu2 }

§C~{(t—s c“du} t—s)—!—ec‘T(t—s)}
<C-(t—s), ogsgth,

2

E[|X(t) — X(s)]’] < 2E +2F

donde la constante C se ha tomado acumulativa, pero es finita y sélo depende de L,
T y E[Xo]. Finalizamos esta seccién recogiendo algunas propiedades de la solucién de
(4.1).

Teorema 4.11. (Acotacion de los momentos). En las mismas condiciones del Teorema
4.8, si ademds E[Xgp} < o0 para algun p > 1 natural, entonces la solucion X verifica

E[X()*] < Co(1+ E[X"))e™,  E[(X(t) — X0)™] < Ca(1+ E[XgF])tPe,
para 0 <t < T y ciertas constantes C; = C;(L,T,n,p), i = 1,2.

Aunque no incluimos la prueba (véase [8, p. 136-138] para mds detalles), esta
est4 basada en aplicar la férmula de Tt6 (3.26) a (X¢)?? para obtener

(X ()" = (Xo) + /Ot[Qp(X(S))zpflb(st(S)) +p(2p = 1)(X(5)7*B(s, X (5))’]ds

+ / 2p(X (5))* " B(s, X (5))dW.
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4.3. Meétodos numéricos elementales para EDEs

4.3.1. El método de Euler-Maruyama

Consideramos la ecuacién estocdstica de 1t6 (4.1), donde Xo, b y B satisfacen
al menos la hipdtesis del Teorema 4.8, y W es un proceso de Wiener unidimensional.
Consideramos una particién del intervalo [0, T

O=to<ti1<..<ty=T, conh:= og%é§_1(tj+l —t;). (4.16)

En dicha particién queremos construir un proceso estocéstico discreto X" = {X ]h }5'\7:0
de tal modo que X" ~ Xt;,0<j < N, en algin sentido que precisaremos a continua-
cién. A lo largo de esta seccion, para simplificar la notacién, denotaremos por X; a la
variable aleatoria que corresponde al proceso estocdstico en tiempo t (X (¢)).

Definicién 4.12. Dada la particion (4.16) de [0,T], un proceso estocdstico discreto
X" ={XIMI, converge fuertemente a X solucion de (4.1) si

lim méx E[|X]) — X,|] =0.

h—00<j<N
Ademds, la convergencia fuerte es de orden ~y si

méx E[|X] — Xy, []<C-h", 0<h< ho,

0<j<N
stendo C' constante positiva independiente de h.

Definicién 4.13. Bajo las mismas condiciones de la definicidn previa, X" converge
débilmente a X si

, P h B . . L
}lll_)mo onax, |Elg(X;)] — Elg(X¢;)]| =0, para toda funcion g Lipschitziana.

Ademds, la convergencia débil es de orden [3 si

méx [E[g(X2)] - Elg(X.)]| < Cy-h*, 0<h < ho,

0<j<N !
donde Cy es una constante positiva independiente de h.

Observacion 4.14. La definicién anterior se podria generalizar considerando funciones
g con crecimiento polinémico (véase [8]).

Teorema 4.15. Si X" converge a X fuertemente con orden ~ y débilmente con orden
B, entonces 8 > .

Demostracion. Observamos que |E[g(X])]—E[g(X¢,)]| < E[|lg(X})—g(X¢,)|]. Si Lg es
una constante de Lipschitz de g |g(X]') —g(X+,)|| < Lg+| X} — X4, |. Luego, |E[g(X]")]—
Elg(Xi))]| < Lg - E[|X} — X4,|], de lo cual se deduce inmediatamente el resultado. [

Observacion 4.16. Observar que la convergencia fuerte garantiza la proximidad de las
trayectorias para una misma realizacién de los procesos X" y X, mientras que la
convergencia débil solo asegura la proximidad de las trayectorias E[g(X")] y E[g(X)]
(para toda g Lipschitziana).
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Definicién 4.17. Se llama método de Euler-Maruyama al método numérico por el cual
se genera en la particion (4.16) el proceso discreto

Xh = X4 b(tn, X2) - h + B(tn, X)) - AW,
Xt dado,

siendo AW, := W (tny1) — W(tn) ~ N(0, hy,) variables aleatorias independientes, y
hn:tn+1_tny OSTLSN—].

Observacion 4.18. Claramente, el método de Euler-Maruyama surge de considerar

tnt1 tnt1
Xinyr = Xu,, —|—/ b(s, Xs)ds —|—/ B(s, Xs)dWs
tn tn
y aproximar las integrales mediante f::“ b(s, Xs)ds =~ b(tn, Xt, )-hn y f::“ B(s, Xs)dW, ~
B(tn, Xt,) - [/ dWs = B(tn, X1,,) - AW,

n

Observacion 4.19. El siguiente resultado nos dice que el método de Euler-Maruyama
converge a la solucién de (4.1) con orden fuerte (al menos) v = %. En particular, su
orden de convergencia débil serd 8 > % De hecho el orden débil de dicho método es
B = 1, aunque probar dicha propiedad se escapa de los objetivos de este trabajo. No
obstante, ilustraremos estos érdenes de convergencia al final de éste capitulo.

Teorema 4.20. En las mismas condiciones del Teorema (4.8), si ademds b y B veri-
fican

|b(t, ) —b(s,y)|* < L-(lz—y[* + [t = s]), [B(t,z) = B(s,y)|* < L-(jz—y|* + [t - s])

(4.17)
donde 0 < s, t < T, z, y € R", entonces el método de Euler-Maruyama converge
fuertemente con orden al menos %, esto es, si B[| X} — Xo|2]% <K- h%, para alguna
constante K independiente de h, entonces

méx B[ X" — X,,[] <C-h?,

0<j<N
donde C solo depende de L, T, K y E[Xg].

Demostracion. Sean { X'}, las iteraciones del método de Euler-Maruyama aplicado
sobre la particién (4.16), y consideramos el proceso estocdstico continuo definido a
trozos por

X = XP4+b(te, X)) - (t—tx)+B(tr, XP)-(We=Wy,), t€ [tr,thr1), 0<k<N-1,
con X{ tal que E[| X} — Xo|*] < K% - h. Sean b" y B" definidas como
b (s,Y) = b(t,Ys,), B"(s,Y)= B(t,Ys,), para s € [tg,tr11), 0<k<N—1.

Entonces:

Xh = xty / B (u, XY du + / B"(u, X"Yaw., Vs e [0,T],
0 0

y, por tanto

X' x, = (Xg—xo)+/s[bh(u, Xff)—b(u,Xu)]du—i—/S[Bh(u, XM~ B(u, Xo)|dWo.
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Usando que (a + b+ ¢)? < 3(a® +b® + ¢?) y la desigualdad de Cauchy-Schwartz para
la integral de Riemann sigue que:

(X2 = Xo)* < 3(X§ — Xo0)? +3s [5 [ (u, X)) — b(u, Xu)]*du (418)
+ 3 (J5[B" (u, X2) = B(u, X.)]dW.,)” . :

Ahora, dado u € [0, s), existe k € {0,..., N — 1} tal que u € [tk,tr+1), y entonces:
1" (u, Xu) = b(u, Xu)* = [b(te, X7,) — blu, Xu)|?

< LX) — Xul> 4+ L(u —ty) <
< 2L|X) — X, |* + 2L| X1, — Xu|> + Lh.

Sea ©"(t) := sup E[| X" — X|?], t €[0,T]. Asi, usando (4.15)

0<s<t

E[b" (u, XY — b(u, X,)|?] < 2LE[| X} — X1, |*] + 2LE[|Xt, — Xu|?] + Lh
< 2Le"(tg) + 2LC(u — ty,) + Lh
< 2L¢" (u) + L(1 + 2C)h.

Igualmente, E[|B"(u, X") — B(u, Xu)[*] < 2L¢"(u) + L(1 + 2C)h. Luego, tomando
esperanzas en (4.18) y usando la propiedad de isometria para la integral de Itd (3.16)

E[|X! - X.*] < 3K*h +3s /OS[L(I +2C)h + 2Le" (u)]du
+3 /OS[L(l +2C)h 4 2Lo" (u)]du
< 3K%h+3(T + 1)TL(1 + 2C)h 4+ 6(T + 1)L / ©" (u)du
0
= Coh + /0 Cro" (u)du,

para todo s € [0,7], con Co = 3K? +3(T + 1)TL(1+2C) y C1 = 6(T + 1)L.
Por tanto:

t
o"(t) = sup E[|X!— X.? gco.h+/ Cro"(w)du, Vte[0,T],
0

0<s<t

y en virtud del Lema 4.7
G (t) < Cohelo ©19% < Coe® Th, Wt € [0,T].

Luego, E[| X — X4, |?] € Coe“Th, 0 < k < N, y por la desigualdad de Cauchy-
Schwartz (1.2)

E[|X! - Xy |] < BIXE — X, ]2 <C b3, 0<E<N,
donde C' es constante independiente de h. O

Observacidn 4.21. En las mismas condiciones del teorema previo se prueba en [8, p.342-
344] que
E[ méx |X} — X, |’] < C - h,
0<k<N

con C independiente de h. Asi, dado 0 < ¢ < %, por la desigualdad de Chebyshev (1.3)
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P( méx | X} — X, | >h?7°) <

_ 4 h 2 2¢e
— X < . .
0<k<N = = pi-ee E[Og}g‘N|Xk u|1<C-h

Luego, para todo g, 0 < & < hn%] P(01<nax X — Xy | > h%_g) =0.

De hecho, en [5] y [4] se demuestra que para todo ¢, 0 < £ < %

1 .
max | X (w) — Xy, (w)] < Ceww -h2 ™%, para casi todo w € £2.
0<k<N
Asi, aparte de la convergencia en media cuadrética, las realizaciones del método de
Euler-Maruyama convergen, casi seguro, a las correspondientes realizaciones de la so-

lucién de la EDE (4.1), con orden de convergencia casi %

4.3.2. El método de Milstein

Puesto que el orden de convergencia fuerte del método de Euler-Maruyama es
demasiado pequernio, interesa obetener métodos numéricos de mayor orden fuerte. Esto
se puede conseguir, como veremos a continuacién, por ejemplo mediante la aplicaciéon
de la regla de la cadena de Ité. En efecto, sea X solucién de la EDE (4.1)

t t
X; = Xy +/ b(s,Xs)ds+/ B(s, X.)dW.. (4.19)

to to

Entonces, si f(t,x) es suficientemente regular, la férmula de It6 (3.27) indica que

¢ t
£6.X0) = Flto, X + [ L9 X0ds+ [ 1056 X0aW, (@20)
to to
donde los operadores L™ y L(® vienen definidos como (con b = (b',...,6™7T, B =
(B',...,BMT)

0 ", 0 1 .0

Lo .- < i 9 B'B LM .=N"B". =

ot " ;b oz, T 2 Jz_: axlamj y DRE I

Aplicando (4.20) a b(s, Xs) y B(s, Xs) en (4.19) sigue que

t s s
X = Xy +/ {b(to,XtO)Jr/ L<°)b(u,Xu)du+/ L“)b(u,Xu)qu} ds
to

to to

t s s
+/ {B(to,Xto)—i—/ L(O)B(u7Xu)du+/ L(l)B(u7Xu)qu} dW.. Luego
to

to to

X¢ = Xog + blto, Xeg ) (t — to) + Blto, X)) (W (t) — W(to)) + Ri(t,t0),  (4.21)

con resto

1(t,to) := //L(O)qu duds+/ / L(l)qu YdW,ds +

+//L<0>B(U,Xu)dudWS+/ / LY B(u, X,)dW,dWs.
to J to to Y to

Despreciando Ry (¢, to) se obtiene la formulacién del método de Euler-Maruyama. Ahora
se pueden obtener métodos de It6-Taylor de mas alto orden aplicando sucesivamente
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la férmula de It6 a las integrales en Ri(t,%0). Asi, aplicando nuevamente la férmula de
1t6 (4.20) a LY B(u, X.,) en Ri(t,to) se obtiene que

Xt = Xt +b(to, Xto)(t — to) + Blto, Xt ) (W (t) — Wi(to))
+ LW B(to, Xo) [ [, dWudWs + Ra(t, to),

0B
8951-

W es un proceso de Wiener unidimensional, usando (3.5),

= B’ B, siendo B’ la matriz jacobiana de B, y puesto que

donde LW B = ZBi
i=1

[ awaw = [ vt - wiaaw, - R f ()

t
0

Ademsés

t s t s t s
Rg(t,to):/ / L(O)b(u,Xu)duds+/ / L(l)b(u,Xu)quds—l—/ / L B(u, X,,)dudW,
to Jto to Jto to Jto

t s [ t s u
+/ / / L<1)L<°)B(v,Xu)dvqudWs+/ / / LY LY B(v, X, )dW,dW.,dWi.
to Jto Jtg tg Jto Jto

Suprimiendo Ra(¢,t0) se obtiene una aproximacién de It6-Taylor que posee orden de
convergencia fuerte v = 1 y orden débil 8 =1 (véase [8]).

Definicién 4.22. Se llama método de Milstein al método numérico por el cual se ge-
nera en la particion (4.16) el proceso discreto

Xl = X 4 b(tn, X2 hn + B(tn, X)) AW, + 3(B' - B)(tn, X)) ((AWn)? = hy)
X¥ dado,

siendo AW,, = W(tns1) — W(tn) ~ N(0,hy) variables aleatorias independientes, y
hn:thrl*tnaOSnSN*l'

Observacion 4.23. Para las iteraciones del método de Milstein {th}é\;o, bajo las mis-

mas hipétesis del Teorema 4.20, se tiene que si E[|X{ — Xomé < K - h, para alguna
constante K independiente de h, entonces Or<né<xN E[|XF - Xi,;]] < C-h, con C inde-
J

pendiente de h, esto es, el método de Milstein converge fuertemente con orden v = 1.
Ademas su orden de convergencia débil es precisamente 8 = 1, al igual que ocurre con
el método de Euler-Maruyama. Una demostraciéon de estas propiedades de convergen-
cia puede verse en [8, cap 10]. Asimismo, respecto a las realizaciones del método de
Milstein, éstas convergen casi seguro a las correspondientes realizaciones de la solucién
de la EDE (4.1) con orden de convergencia casi 1, esto es, para todo ¢, 0 < e < 1, ([7,
Teorema 3.3])

/ h 1—¢ .

Jmax [ X5 (w) = Xi; (w)] < Cepwy - h" ™%,  para casi todo w € £2.
Observacidn 4.24. Si B no depende de = entonces B’ = 0 y los métodos de Milstein y
de Euler-Maruyama coinciden. En tal caso, este ultimo método resultaria tener orden
de convergencia fuerte v = 1 sobre tales problemas.
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4.3.3. Ilustracion numeérica

En esta seccién ilustramos los érdenes de convergencia fuerte y débil de los
métodos de Euler-Maruyama y de Milstein en la EDE (4.3)

dS = pSdt+ oSdw
S(0) =1,

con t € [0,1], donde elegimos = 0’5 y o = 0'2. Para cada j = 1,2,...,9, consideramos
una particién uniforme del intervalo [0,1] en N = 100 - 2/ subintervalos, esto es, t, =
n-h, 0<n <N, conh= % Para cada uno de los 9 valores de h aplicamos los
métodos de Euler-Maruyama y Milstein para obtener aproximaciones {S"(w)}2_, a la
solucién exacta {Si, (w)}h_y en los correspondientes nodos de la particién, donde la
solucién exacta de la EDE (4.1) viene dada por

St(w) = eOIZWt(w>+OI48t, t € [0,1].

Pretendemos ilustrar los érdenes de convergencia en el tiempo final 7" = 1. Para ello,
para cada una de las particiones temporales, consideramos M = 25000 realizaciones
del proceso de Wiener, y estimamos (ver [6])

BISk = Swll 2 7 D18k (wi) — Sw(wi)] 1= es (b)

B8k = BlSw = 7 > Skw) = 57+ > Sx(wi)] = ealh),

donde hemos denotado Sy = Siy = S1 = 0 2W1 ()08 Ep 1a tabla siguiente se
muestran los valores obtenidos para ef(h) y eq(h) con los métodos de Euler-Maruyama
(es.mm(h),eq,prr(h)) y de Milstein (ef ariis(h),ea,nrits(h)) para cada h = +, con
N =100-2, 5 = 1,2,....9. En la Figura 4.7 (izquierda) observamos que es(h) se
comporta como ht y como h', para los métodos de Euler-Maruyama y de Milstein,
respectivamente, para h — 0. En la Figura 4.7 (derecha) se observa que para ambos
métodos eq(h) se comporta como h', h — 0. Estas graficas ilustran los ordenes de
convergencia fuerte y débil de ambos métodos respectivamente.
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Rt ea, v (h) | e mis(h) | er.ea(h) | efaris(h)
200 [1.0441e-03|1.0313e-03|2.8134e-03|1.1139e-03
400 |5.4229e-04|5.0996e-04|1.9302e-03|5.5211e-04
800 |2.7367e-04|2.5493e-04]1.3388e-03|2.7612e-04
1600 [1.2771e-04|1.2831e-04|9.3245e-04|1.3918e-04
3200 [6.0930e-05|6.3599¢-05|6.5582¢e-046.8975¢-05
6400 |3.7612e-053.2090e-05|4.6639e-04 | 3.4660e-05
12800|1.3678e-05|1.5987e-05|3.2838e-04|1.7302e-05
25600(7.6752¢-06|7.9895e-06 |2.3333¢-04|8.6658¢-06
51200(3.5820e-06|3.9706e-06|1.6373e-04|4.3020e-06
Tabla 4.1. Estimaciones de los errores débil (eq(h)) y fuerte (ef(h)), con h = &y

N =100-27, 1 < j <9, tomando para cada h 25000 realizaciones del proceso de
Wiener W, en la EDE (4.3) con p =05, 0 =02, S0) =1y T =1.

10 10
107 —10°
= w
@ g
107 107
5 =
= )
M =1
ol =
10°7° h1 107°
--h -t
—e—Euler Maruyama . —e—Euler Maruyama
" —=—Milstein o —=—Milstein
10 -5 ‘74 _3 2 10 _5 —4 _3 _2
10 10 h 10 10 10 10 h 10 10

Figura 4.7. Estimaciones numéricas del orden fuerte (izquierda) y débil (derecha) de
los métodos de Euler-Maruyama y Milstein en la EDE (4.3) con p = 0’5, 0 = 02,
S()=1yT=1.
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In the present manuscript, we study
stochastic differential equations. Initially,
we will give a shor introduction to the prob-
ability theory that is necessary for the de-
velopment of these equations. Next, we
will introduce the concept of Wiener pro-
cess together with its properties. The ob-
Jjective will be to build a Wiener process
that will allow us to model random compo-
nents for such differential equations. Next,
we will present the definition and prop-
erties of the It6 stochastic integral which
will lead us to the concept of solution of
a stochastic diffential equation, stablish-
ing the existence and uniqueness of such
solution. Finally, we will see some exam-
ples and applications of numerical meth-
ods such as the Euler-Maruyama and the
Milsten methods.

1. Introduction

In this work we will study the stochastic
differential equation (SDE)

0<t=<T,

(1)
The stochastic differential equations are
differential equations which contain a de-
terministic part and an additional random
term defined in terms of a Wiener pro-
cess. They are used to model and study
various random phenomena. In having
random terms, the classical calculus is not
adequate, so it is necessary a introduc-
tion of an stochastic calculus wich gives
sense to such models and to the solutions
of such differential equations.
Definition 1 An stochastic process in a
probability space (Q,%,P) is an aplica-
tion X : [0,+00) x Q — R" that X(t,-) Vt €
[0,+00) is @ random variable. The aplica-
tion X (-, w) given w € Q is a sample path.

2. Wiener processes

A real stochastic process W is called
Wiener process if

dX =b(t,X)dt+B(t,X)dW
X(0) = Xo !

(i)W (0) = 0 almost sure.
(i)W (t)—W(s) es N(0,t—s), Vi=5s=0.
FDW () - W(s) y W(v)— W(w).

are independent forOss<t<u<uw.

Theorem 2 Let {A}}, be sequence of in-
dependent N(0,1) random variables de-
fined in the same space probabilistic

Universidad de La Laguna
alu0100989908Rull.edu.es

(Q,%,P). Then there exists a Wiener pro-
cess defined for all w € Q and t = 0. More-
over, the sample path t — X(t,w) are al-
most sure continuous.

3. It6 stochastic integrals

Lema 3 Let [a,b] be an interval in [0,00)
and 2" :={a=tj <t'<---<t) = b} parti-
tions of (a, b] with |22"| — 0, n — co. Then

M1 N
Y wal)-wapy L g (2
i, n—oo

Remark 4 This means that dW =~ (d1): in

L*(Q) sense.

Lema 5 Let GeL*(0, T). There exists a se-

quence of bounded step processes G" €
1%(0, T) that

T
1imEU \ch"\zdzl —0. (3)
oo | Jo

Definition 6 Let G € L?(0, T) and {G™$2, <
1%(0,T) be a sequence of bounded step
processes fulfilling (3). Then, the Ité’s in-

tegral of G is defined by

T m-=1
f GAW := lim Y Ge(W (fgs1) — W(£).
0 =}
(4)

4. Stochastic Differential Equations

Definition 7 An stochastic process X in
R" is a solution of the It6 stochastic dif-
ferential equation (1) if X(-) fulfils almost
surely for all t€ [0, T)

t t
X() = Xn+f b(s,X(s))derf B(s, X(s)dW.
0 0
()
Theorem 8 (Existence and Uniqueness)
Letb and B : [0, T] xR" — R" be continuous
functions fulfilling for all 0< t < T, x,% € R"

a)|b(t,x) - b(t,®)|<Llx-X| and
|B(t,x) - B(t,%)| = Llx— %I,
b)|b(t,x)| <L +|x]) and
[B(t, %) = L +|x]),

for some constant L independent of T.
Moreover, let X, be a random variable in
R" fulfilling

¢) E(1Xo*l <0

d) X, independent from #*(0)

where W () is a one-dimensional Wiener
process. Then, there exists a unique so-
lution X e L2(0, T) for the SDE (1).

5. Numerical illustrations

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Julio, 2019

Example 9 Geometric Brownian Motion

ds
S = pdt+odw
{5(0) =5 ©)

with solution S(t) = s - et=37t+aW @

Euler-Maruyama method

X = X0+ b(t, X)) hy+ B, X1 - AW,
Milstein method

X = X'+ b(ty, XM by + B(t,, XDAW,

+ (B B) (1, X)) (AW,)* — )
with AW, := W(t,.1) - W(t,) ~ N(0, h,) in-
dependent random variables, and h, =
tis1— I, 0SNSN-1.
Orden fuerte

BT
eyt
- Euler Maruyama,

10 - —=—Milstein
10° 10" 107 10%
h
Orden débil
107,
— 107
1
10
10 o
—=—Euler Maruyama
10 ——Milstein
10° 107 107 107
h
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