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Resumen - Abstract

Resumen

Una Introduccion Matemdtica a la Teoria del Sonido es un trabajo que
consta de dos partes y un anexo final. El eje central del trabajo es el estu-
dio de la produccion del sonido de las distintas familias organoldgicas,
dejando a un margen (por limitaciones de espacio y tiempo) los instru-
mentos electréfonos que darian para todo un trabajo en si. En el primer
capitulo introducimos los aspectos bdsicos y necesarios para comprender
los cdlculos y resultados que llevan el andlisis de las ecuaciones de ondas
que se trabajardn en el Capitulo 2. En este capitulo introducimos breve-
mente la Teoria de Fourier, fundamental para el andlisis de la ecuacion
de onda unidimensional que caracteriza a los instrumentos de cuerda
y viento, y las funciones de Bessel, cruciales para las Secciones 2.3 y 2.4
que tratan las familias de membrandfonos e idiofonos, respectivamente,
centrando nuestro estudio en el tambor, el xilofono y las campanas tubu-
lares. Estas secciones (2.3 y 2.4) analizardn la ecuacion de onda bidimen-
sional de grado uno y cuatro, respectivamente. Bajo ciertas suposiciones,
se obtienen una serie de condiciones que permiten realizar un andlisis del
movimiento y del desplazamiento de la onda, para terminar deduciendo
los modos vibracionales que generardn el timbre de los correspondien-
tes instrumentos. El anexo final recoge toda la informacion acerca de la
deduccion de la ecuacion de onda en dimensiones uno, dos, y tres.

Palabras clave: Teoria del Sonido — Ecuacioén de onda — Series de Fou-
rier — Funciones de Bessel — Autovalores — Autofunciones — Operador de
Laplace.
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Resumen - Abstract

Abstract

A Mathematical Introduction to Sound Theory is a work that contains
two parts and a final annex. The central axis of the work is the study
of the sound production of the different organological families, leaving
to a margin (because of time and space reasons) the electrophones ins-
truments that would give for a whole work in itself. In the first chap-
ter, we introduce the basic and necessary aspects to understand the cal-
culations and results that lead the analysis of the wave equations that
will be considered in Chapter 2. In this chapter we introduce the Fourier
Theory, that is fundamental for the analysis of the one-dimensional wa-
ve equation that characterizes string and wind instruments, and Bessel
functions, that are crucial for the Sections 2.3 and 2.4 that treat the fa-
milies of membranophones and idiophones, respectively, centering our
study on the drum, the xylophone, and the tubular bells. These sections
(2.3 and 2.4) will analyze the two-dimensional wave equation of degree
one and four, respectively. Under different assumptions, a series of condi-
tions that allow an analysis of the movement and the displacement of the
wave are reached, to end deducing the vibrational modes that will gene-
rate the timbre of the corresponding instruments. The final annex gathers
all the information about the deduction of the wave equation in dimen-
sions one, two, and three.

Keywords: Sound Theory — Wave equation — Fourier series — Bessel fun-
ctions — Eigenvalues — Eigenfunctions — Laplace operator.
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Introduccion

Las matematicas y la musica son dos disciplinas que han estado intimamente
ligadas alo largo de la historia. Si hacemos un pequefio repaso histérico podemos ver
una evolucion de esta relacion en funcién a diversos factores y tendencias de la épo-
ca. En la Antigtia Grecia, los pocos testimonios y fuentes que nos han llegado hacen
constar la existencia de patrones y simbolos que denotan estructuras ritmicas que
dejan entrever un gusto por la simetria con patrones regulares que se van repitiendo
y sucediendo. Con Pitdgoras, y la importancia de la razén, surgen las primeras divi-
siones de la octava. La cuarta, la quinta y la octava son intervalos que se determinan
mediante proporciones aritméticas (4:3, 3:2 y 2:1 respectivamente). Comienza a apa-
recer un concepto de consonancia y disonancia, es decir, qué se considera audible
y qué no. Esto hace surgir las primeras escalas, o estructuras melédicas basadas en
los sonidos e intervalos permitidos (consonantes). Este concepto continia durante
la Edad Media, sin grandes cambios, con mejoras de algunos instrumentos y apari-
cién de otros nuevos. El Renacimiento es una etapa histérica bastante variada donde
podemos apreciar dos tendencias. En la primera, la musica ha de ser compuesta con
una finalidad puramente afectiva, transmitir sensaciones y sentimientos, se rige por
la emocién y no por la razén. En la segunda, con el desarrollo de la polifonia, pre-
domina el gusto de racionalizar y geometrizar las cosas. Un claro ejemplo de esta
segunda tendencia se ve en Italia, S.XV, con el movimiento Ars Subtilior.

Las composiciones se complican en el Barroco. La figura representativa por
excelencia es Johann Sebastian Bach. Las nuevas composiciones (fugas, invenciones,
e incluso corales) demuestran un alto grado de ingenio. Técnicas como el contra-
punto imitativo invertible llevan la matemaética a otro nivel. Pero sin duda, si hay
que destacar una obra por el alto ingenio que conlleva es la Ofrenda musical, BWV
1079, una coleccién de canones, fugas y otras piezas de misica, a partir de un tema
musical original del rey Federico II de Prusia (Federico el Grande) al que la obra fue
dedicada. Algunos cdnones de esta gran obra aparecian con una sola linea mel6dica
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donde el intérprete debia buscar la solucién para el canon. Destacamos la solucién
para el canon “cangrejo” en forma de banda de Moébius (concepto definido por M6-
bius mucho después de que Bach compusiera la obra). La etapa cldsica rompe con
estos “rompecabezas” y busca naturalidad, simetria y sencillez en sus obras. Aunque
abandona las formas rebuscadas como la fuga, sigue estando el detonante estrella de
la simetria y la proporcién que aportan equilibrio. A partir del Romanticismo nuevas
formas se acontecen. El Lied cobra mayor importancia y la armonia se enriquece;
destacamos a Béla Bart6k por el desarrollo de la escala de los niimeros primos. En
el S. XX, con el auge de la investigacién, de buscar la causa de las cosas y su origen,
se comienzan a definir y enclarecer ciertos aspectos musicales como el sonido y sus
cualidades surgiendo la aciistica como rama encargada de su estudio. Es una eta-
pa de vanguardias donde se busca la innovacién del estilo compositivo mediante la
ruptura de las formas y estructuras musicales vigentes, y la introduccién de nuevos
elementos (figuracion, compases, ritmos, y efectos, entre otros) a las composiciones.
Algunos compositores combinan elementos ya existentes de forma inusual, o inclu-
so, hacen uso de complicadas teorias matematicas y algoritmos en sus obras con el
fin de marcar diferencias. Dos ejemplo claves son Igor Stravinsky e Iannis Xenakis. El
primero fue un compositor y director ruso que destacé por las diversas experimen-
taciones que realiz6 con las tonalidades, las métricas, las disonancias (realzamos el
uso de la técnica del dodecafonismo de Arnold Schoenberg), y técnicas compositivas
como el ostinato, entre otras. Entre sus obras, destacamos La Consagracion de la Pri-
mavera pues, aunque en el estreno causo grandes disturbios en la audiencia y cierto
rechazo, la textura con la que se construye la obra la convierte en punto de partida
de la “muisica contempordnea” (S. XXI). El segundo, Iannis Xenakis, aplic6 compli-
cadas teorias sobre fractales y diversos algoritmos a sus composiciones. Quizas éste
sea un lado més rebuscado de la relacion de ambas disciplinas, menos natural y que
tan solo es tangible y comprensible para algunos entendidos.

Podriamos continuar debatiendo, pero ahora cabria plantearnos: ;podemos
hablar de consonancia o disonancia sin sonido? jexistirdn escalas sin €éI?, ;y la mu-
sica? Varios estudios recientes (S.XX y XXI) han discutido acerca de estos temas. La
cimdtica ha demostrado que es posible visualizar las ondas, y por tanto los sonidos.
No obstante, el concepto de musica tal cual lo entendemos, estéd vinculado no solo a
una onda que se propaga por un medio eldstico; va més alla de ello, considerandose
el resultado de todo un proceso que lleva implicito una parte fisiolégica, que serd la
que de la sensaci6én sonora. Este es el planteamiento sobre el que gira el presente
trabajo. Dejando de lado la parte fisioldgica, nos adentramos en el andlisis y estudio
del elemento principal y fundamental de la musica: el sonido, y mas concretamente,
en su agente productor, las ondas.
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Preliminares

1.1. Introduccién

Tal y como se menciona en [1], la inmensa mayoria de los libros sobre Ecua-
ciones en Derivadas Parciales ponen de manifiesto que la Ecuacion de Onda en una
dimension espacial describe las pequefias vibraciones transversales de una cuerda
elastica. El desarrollo de esta ecuacién en los textos suele invocar simplificaciones
no rigurosamente justificadas, como la suposicién de que el movimiento de cada
particula de la cuerda esta confinado a un plano perpendicular a la linea que une los
extremos de la cuerda. En [1] se prueba que las ecuaciones que gobiernan el movi-
miento de una cuerda de cualquier material pueden ser obtenidas de manera simpli-
ficada a partir de principios fundamentales, mostrando que la formulacién débil de
tales ecuaciones puede obtenerse de manera rigurosa mediante un procedimiento
mds simple que evita tales suposiciones. Sin embargo, si algo queda verdaderamente
claro en este articulo es que la deduccién de la ecuacién de onda no es en absolu-
to trivial, y requiere no solo de herramientas matematicas sofisticadas sino también
de un bagaje de conceptos y propiedades fisicas cuyo desarrollo se sale, de mane-
ra obvia, de los objetivos de esta Memoria, dedicada a establecer una introduccién
matematica a la Teoria del Sonido. No obstante, creemos que la propia naturaleza de
este trabajo justifica el incluir, al menos, algunas nociones bdsicas sobre la deduc-
cion de esta ecuacion (en una, dos y tres dimensiones), que es considerada como
uno de los tres ejemplos clédsicos de las Ecuaciones de la Fisica-Matemdtica. Asi, por
ejemplo, en el caso bidimensional estariamos considerando el obtener una ecuacién
que describa las vibraciones verticales de una membrana eldstica sujeta a un basti-
dor Q que es la frontera (regular, es decir, una curva de clase €' con k = 1) de un
dominio Q del plano que inicialmente estd en reposo bajo el efecto de una tensién
constante Ty. De este modo, cada trozo de la membrana estara sometido a la accién
de fuerzas exteriores al sistema (gravedad, friccién aerodindmica, ...) y a las fuerzas
interiores debidas a la variacion de la tensién por elasticidad del material.
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Para facilitar la lectura de esta Memoria, dado que consideramos que la de-
duccién de la ecuacién de onda es de interés, pero no un objetivo principal de la
misma, hemos optado por incluir estas breves ideas en el Apéndice, siguiendo fun-
damentalmente los apuntes redactados por el profesor J. Sabina de Lis (véase [17]).
La literatura sobre la ecuacion de onda es verdaderamente amplia; también se han
consultado los textos [18, Capitulo 1] para el caso unidimensional y los apuntes [16,
Capitulo 4].

Tal y como se ha indicado, el objetivo de este trabajo es el de presentar una
introduccién matemadtica a la Teoria del Sonido. El sonido es definido, segtin la Real
Academia Espafiola, como la sensacion producida en el 6rgano del oido por el mo-
vimiento vibratorio de los cuerpos, transmitido por un medio eldstico, como el aire.
Desde un punto de vista fisico, es el fen6meno vinculado a la difusién de una onda
de caracteristicas eldsticas. Esta onda es ocasionada por la vibracién de un cuerpo y
puede ser o no audible. Esto tiltimo hace referencia a que el oido humano general-
mente responde a frecuencias que se encuentran entre los 20y 20,000 Hz!, quedando
fuera del rango audible el resto de frecuencias. Obviamente, la especie humana no
es la tinica que tiene la capacidad de responder ante determinadas frecuencias. La
Tabla 1.1 muestra, con cardcter ilustrativo, el rango aproximado de frecuencias audi-
bles para algunos seres vivos. Muchos de ellos captan y se guian por ondas sonoras
que perciben y que no son audibles para el oido humano.

Especie Rango (medido en Hz)
Tortuga 20-1,000
Rana 100 - 3,000
Conejo 300 - 45,000
Perro 50 - 46,000
Gato 30 - 50,000
Ratén 1,000 - 100,000
Murciélago 3,000 - 120,000
Delfin 1,000 - 130,000

Tabla 1.1. Rango de frecuencias audibles para algunas especies de animales.

Las ondas, que analizaremos con mds detalle en la Subseccién 1.2, son oscila-
ciones ondulatorias, que aparecen como oscilaciones temporales en un punto y que
se propagan. Son alteraciones tensionales que se propagan a lo largo de un medio
material, por lo que debemos tener en cuenta el medio de difusién de la misma, que
para nosotros serd un medio gaseoso (el aire), pero que también podria ser s6lido

1 Nombrado en honor al fisico aleman Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894), un hercio mide la
cantidad de veces por segundo que se repite una onda (tanto sonora como electromagné-
tica). La magnitud que mide el hercio es la frecuencia (inversa del periodo). Es por tanto la
frecuencia de una oscilacién que sufre una particula en un periodo de un segundo.
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o liquido. La medicién de la longitud de onda se efectta, generalmente, tomando
dos puntos seguidos que presenten misma fase, entiéndase por esto dos méximos,
dos minimos, o bien dos puntos que crucen el cero, siempre que posean el mismo
sentido.

Si una carga se mueve en un lugar, el campo eléctrico a una distancia x es pro-
porcional a la aceleracién y a un tiempo ¢ anterior, es decir ¢ — 7, donde c € R. Dicho
de otro modo, el campo eléctrico a un tiempo ¢ posterior se desplazara la distancia
ct. Matemadticamente, podemos decir que el campo eléctrico del que hablamos es
funcioén de x — ct. Este tipo de funcién representa la propagacion de una onda y nos
dauna descripcion de la misma, pudiendo resumir en f(x—ct) = f(x+Ax—c(t+At))
donde Ax = c-At. En este caso estamos considerando que la fuente estd a la izquier-
day se propaga a la derecha. Cabe la otra posibilidad: que la fuente esté a la derecha
propagandose la onda hacia la izquierda, por lo que la onda quedaria descrita por
una nueva funcién g(x + ct). Asi, si existiera mas de una onda en el espacio al mis-
mo tiempo, el campo eléctrico seria la suma de los dos campos anteriores, cada uno
propagéndose de manera independiente, dando lugar ala onda f(x—ct) + g(x+ct).
Este comportamiento de los campos eléctricos proviene del principio de superposi-
cién de D. Bernoulli, quién, en un principio no pudo justificarlo matemdaticamente,
provocéandole por ello duras criticas por parte de L. Euler y D’Alembert. Ambos se
dieron cuenta que si fuera cierto, daria la posibilidad de expresar cualquier funcién
en términos de una serie infinita de senos y cosenos. La propagacién del sonido, que
se efectda entre la fuente y el receptor, es una consecuencia de la mecénica, y por
ello se comprende segtn las leyes de Newton.

El sentido del oido tiene la peculiaridad de poder diferenciar dos sonidos dis-
tintos e identificarlos en funcién a particularidades existentes entre ambos. Estas
caracteristicas particulares son denominadas cualidades del sonido y en toda sen-
sacién sonora existen cuatro (véase por ejemplo, [9]):

1. Intensidad o amplitud: mide el tamano de la vibracién y depende de la fuerza
con que son producidas. Las variaciones en intensidad han dado lugar en la ma-
sica a la aparicién de matices, creando con ello una enorme riqueza emotiva. La
intensidad, que se percibe como ruidosidad, se mide en decibelios (dB).

2. Tono: es la mayor o menor altura de los sonidos comparados entre si. El tono de
los sonidos depende del ntimero de vibraciones o ciclos por segundo producidas

2 Nombrado en honor al cientifico Alexander Graham Bell (1847-1922), es la unidad que se
utiliza para expresar la relacion entre dos valores de presién sonora (la unidad es realmente
el Belio, pero dada la amplitud de los campos que se miden en la préctica, se utiliza un sub-
multiplo de éste). Se trata de una expresion logaritmica adimensional. El valor de la mag-
nitud de referencia es cero belios, y asi, un belio, que equivale a 10 decibelios, representa
un aumento de potencia de 10 veces sobre esta magnitud de referencia. Asi por ejemplo,
un objeto que emita un ruido de 80db serd 10 veces més ruidoso que uno que emita uno de
70dBy 100 veces mds que uno de 60dB.
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(frecuencia de la vibracién, medida en Hz). Cuanto mayor (menor, resp.) sea el
namero de vibraciones por segundo, mds agudo (grave, resp.) serd el sonido.

3. Timbre: se corresponde con la forma del espectro de frecuencia del sonido, algo
que analizaremos con detalle en el Capitulo 2. Es la forma vibratoria de la onda
sonora y se manifiesta como la calidad del sonido. Gracias al timbre es posible
distinguir un instrumento de otro, atin habiendo varios sonando a la vez en el
mismo tono y altura.

4. Duracién: hace referencia a la longitud del tiempo por el cual la nota suena.

Para poder comentar la estructura de esta Memoria nos vamos a centrar en
dos grandes cuestiones relacionadas con la Teoria del Sonido. Para abordar la prime-
ra de ellas, planteamos las siguientes cuestiones: ;Qué hace que un intervalo, como
por ejemplo una octava o una quinta perfecta, sea mas consonante que otro? ;Se tra-
ta de una cuestion cultural, o es inherente en la naturaleza de las cosas? La respuesta
a esta cuestion no es obvia, y la literatura al respecto estd llena de conceptos errd-
neos. Una explicacidon atractivay popular, pero incorrecta, se debe a Galileo Galilei, y
tiene que ver con periodicidad. El argumento se basa en que si dibujamos dos ondas
sinusoidales que difieren de un intervalo de una octava, una de ellas tendra exacta-
mente el doble de frecuencia que la otra, y por tanto, su suma seguird teniendo un
patrén regular. En cambio, un ratio de frecuencias ligeramente diferente producirad
que la suma tenga un patrén mds cambiante (véase por ejemplo la Figura 1.1).

AP Tl

Figura 1.1. La gréfica superior izquierda representa dos ondas sinusoidales, una de ellas con
frecuencia el doble de la otra. A la derecha se representa la suma de ambas, puede apreciarse
el patrén periédico resultante. En la figura inferior izquierda se representan dos ondas sinu-
soidales con un ratio de frecuencias igual a 0, 8. A la derecha representamos la suma de ambas,
pudiendo observar un patrén més irregular. Los graficos se han realizado empleando software
Matlab.
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Desafortunadamente, esta explicaciéon no es correcta. El oido no detecta real-
mente nada en especial ante un par de ondas sinusoidales que difieran de una oc-
tava. Dos ondas que no difieran de una octava no tienen por qué sonar “desagrada-
bles”, como seria el caso, por ejemplo, de un par de ondas cuyas frecuencias difieran
minimamente. Ademads, es posible sintetizar musicalmente dos tonos que difieran
de una octava y suenen “desagradables” y otros dos tonos que no difieran de una
octava y suenen “placenteros’.

El orgien de la consonancia de una octava resulta estar en el instrumento
que tocamos. Los instrumentos de cuerda y viento producen sonidos que consis-
ten exactamente en multiplos enteros de una frecuencia fundamental. Si nuestros
instrumentos no tuvieran esta propiedad, nuestra escala musical no seria apropia-
da (como ocurre, por ejemplo, con la instrumentacién indonesia). Los instrumentos
de percusion de la orquesta tampoco producen sonidos que consisten exactamente
en multiplos enteros de una frecuencia fundamental. Analizaremos detalladamente
estas cuestiones en el Capitulo 2.

Para abordar la segunda de las cuestiones nos planteamos las siguientes pre-
guntas: ;Qué tienen de especial las ondas sinusoidales, que hacen que las considere-
mos como el “sonido puro” de una frecuencia dada? ;podriamos considerar otro tipo
de funciones periddicas y definirlas como el “sonido puro” de una frecuencia dada?

La respuesta a esta cuestion radica realmente en cémo funciona el oido hu-
mano. Primero, decir que la propiedad matematica que hace que una onda pura si-
nusoidal sea relevante es que es la solucién general de la ecuacién diferencial de se-
gundo orden correspondiente al movimiento armoénico simple. Cualquier objeto su-
jeto a una fuerza de retorno proporcional a su desplazamiento desde una ubicacién
determinada vibra como una onda sinusoidal cuya frecuencia queda determinada
por la constante de proporcionalidad. La membrana basilar dentro de la cdclea (ca-
racol) en el oido es eléstica, por lo que cualquier punto dado puede describirse por
esta ecuacién diferencial de segundo orden, con una constante de proporcionalidad
que depende de la localizacién a lo largo de la membrana. El resultado es que el oido
actia como un analizador armoénico, y si un determinado sonido puede representar-
se como suma de ciertas ondas sinusoidales, entonces los correspondientes puntos
de la membrana basilar vibrarén, y esto seré trasladado a estimulos que se envian al
cerebro.

Resulta por tanto vital plantearse hasta qué punto se puede descomponer un
sonido en ondas sinusoidales. Dicho de otro modo, ;cémo es posible que una cuerda
pueda vibrar con diferentes frecuencias a la vez? La herramienta matemadtica que
est4 detras de todo esto es el Andlisis de Fourier’, y la version de esta Teoria en la

3 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matematico y fisico francés conocido por sus tra-
bajos sobre la descomposicién de funciones periédicas en series trigonométricas conver-
gentes, método con el cual consigui6 resolver la ecuacion del calor.
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que sonidos periédicos pueden descomponerse como sumas de multiplos enteros
de una frecuencia dada es la Teoria de las Series de Fourier (véase por ejemplo, [15]).*

Esta segunda cuestién serd abordada en la siguiente subseccién de este capi-
tulo, donde consideraremos ondas y armonicos, mientras que en la Subsecciéon 1.3
desarrollaremos, sin entrar en mucha profundidad por limitaciones obvias de es-
pacio, las propiedades esenciales sobre series de Fourier que nos serdn de utilidad
para poder desarrollar una parte del Capitulo 2. Como comentamos anteriormente,
los instrumentos de percusién no producen sonidos que consisten exactamente en
muiltiplos enteros de una frecuencia fundamental. Para poder analizarlos serd nece-
sario abordar algunos aspectos bdsicos sobre la Teoria de Funciones de Bessel en la
Subseccién 1.4. Esto se hard de nuevo de manera breve, comentando tinicamente
aquellas ideas que necesitemos saber para poder abordar los contenidos del Capitu-
lo 2.

Debemos mencionar finalmente que, por razones de tiempo y limitaciones de
espacio, no hemos podido abordar en esta Memoria algunos otros objetivos inicia-
les que relacionan las Matematicas con la Teoria del Sonido. Asi por ejemplo, ca-
bria desarrollar una teoria matemadtica sobre aspectos tan bédsicos en musica como
son la consonancia, la disonancia, las escalas y los temperamentos (o afinaciones),
de manera que se puedan abordar mateméaticamente cuestiones tan fundamentales
como: jpor qué la escala moderna consiste en doce notas equiespaciadas en cada
octava? ;de dénde proviene el nimero 12? ;ha sido siempre asi? ;qué otros tipos de
escalas hay? Un estudio profundo de estas cuestiones requeriria el uso de técnicas
matematicas vinculadas con las Fracciones Continuas, un concepto matemadtico que
mantiene relaciones con la Teoria de Polinomios Ortogonalesy la Teoria de Ntimeros,
dado que permite, entre otras cosas, obtener aproximaciones a nimeros irracionales
(véase [2, Capitulo 6] y [7]). Del mismo modo, podriamos haber establecido algunas
pinceladas sobre Miisica Digital, sobre como sucesiones de ceros y unos permiten
representar musica, la relacién con la z-transformada, el procesamiento de sefnales
digitales y el uso de sintetizadores. Aqui, la mayoria de los sonidos interesantes no
tienen un espectro de frecuencias estético, y se hace necesario entender la evolucién
del espectro con el tiempo.

4 Una descomposicién més general, posiblemente para sonidos no periédicos, daria lugar a
un espectro de frecuencias continuo que nos obligaria a considerar la Teoria de integrales
de Fourier. De este modo, para poder acomodar el espectro discreto dentro de la Teoria
de integrales de Fourier necesitarimos hablar de distribuciones, en vez de funciones, per-
mitiendo que el espectro de frecuencias de un sonido pueda tener una cantidad positiva
de energia concentrada en una frecuencia simple. Este estudio se sale, por limitaciones de
espacio, de los objetivos de esta Memoria.
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1.2. Ondasyarménicos

Para poder entender la misica es necesario entender la naturaleza del sonido
y cémo lo percibimos. El sonido consiste en vibraciones del aire, por lo que prime-
ro debemos tener una idea de c6mo es el aire: un gas cuyos d&tomos y moléculas no
estdn tan préximos entre si (en comparacion con los medios sélido y liquido) y que
no caen al suelo por el efecto de la gravedad debido a que éstos viajan a una veloci-
dad extremadamente rapida (= 500 m/s), recorriendo = 6- 1078 m antes de colisionar
con otros &tomos o moléculas. Estas colisiones son perfectamente elasticas, lo que
hace que estos &tomos y moléculas no caigan practicamente nada antes de que sean
rebotados nuevamente. El aire estd formado, por lo tanto, por una gran cantidad de
moléculas que se encuentran cerca, rebotando continuamente entre si para producir
lo que se percibe como presion de aire. Cuando un objeto vibra, causa ondas de au-
mento y disminucién de la presién en el aire, que son percibidas por el oido humano
como sonido en la membrana basilar situada en la céclea (timpano), tal y como ya
se coment6 (para més detalles, véase [2, Seccion 1.2] y [11, 14]). El sonido viaja a
=~ 340 m/s; esto no significa que cualquier molécula del aire se mueva en direccién
de la onda a esta velocidad, sino que la perturbacién local a la presién se propaga
a esta velocidad (pensemos por ejemplo en una particula en la superficie del mar
cuando una ola se mueve hacia ella; la particula no se mueve a lo largo de la ola sino
que la perturbacién en la superficie se propaga).

Enla subseccién anterior hemos motivado cuél es la relevancia de las ondas si-
nusoidales en la discusion de la percepciéon de un tono. ;Se podria realizar lo mismo
usando alguna otra familia de ondas periddicas que crezcan y decrezcan de manera
similar? La respuesta a esta cuestion estéd en la ecuacion diferencial del movimien-
to armonico simple. Si consideramos una particula de masa m sujeta a una fuerza
F hacia la posicién de equilibrio y = 0, y cuya magnitud sea proporcional a la dis-
tancia “y"de la posicién de equilibrio, F = —x - y, se sigue de las ley de Newton del
d’y d’y

T la aceleracion, que ——5 + % y =0, cuyas soluciones

movimiento F = ma, con a = a2

vienen dadas por

y(8) =Acos(,/£t)+Bsin(\/£t), A, B constantes. (1.1)
m m

Esto explica el por qué las ondas sinusoidales son las base del anélisis arménico para
ondas periédicas: son las soluciones de una aproximacién de la ecuacién diferencial
que gobierna el movimiento de cualquier punto particular en la membrana basilar
en la cdclea, y por tanto gobierna la percepcién humana del sonido. Hablamos de
una “aproximaciéon” de la ecuacién diferencial por dos razones, fundamentalmen-
te. La primera es porque deberiamos pensar realmente en un movimiento oscilador
armonico forzado amortiguado, en el cual existe un término amortiguador propor-
cional a la velocidad, que proviene de la viscosidad del fluido y del hecho de que la
membrana no es perfectamente eldstica. Por tanto, la solucién serd de nuevo sinu-
soidal pero contendrd una componente transitoria de rapido decaimiento. En efecto,
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la ecuacion diferencial para este movimiento se obtiene cuando, ademas de la fuerza

restauradora F, incluimos una fuerza de friccién proporcional a la velocidad, es de-

ay

dr?
. . . . . . . _ 2 _

cuyas soluciones vienen dadas, introduciendo el discriminante A = yu“—4mx, por (A

y B constantes):

cir, F=—-xy—uv,conv = % la velocidad. El resultado es pues m—= + ,u% +xy=0,

» SiA>0:y(f) = Ae®™ ' +Be* " conay = —_#;n\/g

» SiA<O:y(t) = e‘ﬁ” [Asin(‘g;;A t) +Bcos(2£mA t)] En este caso, el movimiento

no estd sobreamortiguado, y se trata del movimiento arménico con el factor de

. . e
amortiguamiento e~ 2m "’

. _ . . ..
= SiA=0:y(f)=(At+B)e 2m ! setrata de un caso de amortiguamiento critico que

se asemeja al caso A > 0.

(movimiento sobreamortiguado).

Podria darse, ademads, un movimiento armoénico forzado, donde el término forzado f
(periédico) de como resultado una ecuacioén diferencial lineal de segundo orden con

coeficientes constantes no homogénea, m% + ,u% +xy = f(f), que representa un
sistema amortiguado al que se le aplica el estimulo externo f. Este movimiento es el
responsable de la produccién del sonido en la mayoria de los instrumentos musica-
les, asi como de la percepcién del sonido en la céclea, y es lo que da lugar al fené-
meno de la resonancia. La segunda razén es porque, para sonidos suficientemente
ruidosos, la fuerza restauradora podria no ser lineal, lo que podemos interpretar co-
mo el posible origen de algtin fenémeno actstico.

La mayoria de las notas musicales no consisten en una simple onda sinusoi-
dal. Por ejemplo, si se tira de una cuerda resultard una onda periédica que es suma
de varias ondas sinusoidales con diferentes amplitudes, por lo que habrén diferen-
tes picos de amplitud de vibracién en la membrana basilar, y la sefial que se envie al
cerebro serd mas compleja. La descomposicién de una onda periédica como suma
de ondas sinusoidales serd estudiado precisamente en la Subseccién 1.3.

A modo de motivacién, supongamos que la cuerda se encuentra anclada en
sus extremos, y que posee una masa justo a la mitad mucho mayor que la propia
masa de la cuerda. La cuerda ejerce una fuerza F en la masa hacia la posicién de
equilibrio cuya magnitud, al menos para pequefios desplazamientos, es proporcio-
nal a la distancia “y” de la posicién de equilibrio. Las constantes Ay B del movi-
miento resultante se obtienen de (1.1) imponiendo la posicién y la velocidad inicial
de la masa. Ahora bien, si la masa se distribuye uniformemente, entonces mds “mo-
dos” vibracionales son posibles. Este es el caso, por ejemplo, si el punto medio de
la cuerda permanece estacionario mientras que las otras dos mitades vibran en fa-
ses opuestas (como puede ser el caso, por ejemplo, cuando se puntea la cuerda de
una guitarra en el punto medio y automdticamente se libera). El efecto que se pro-
duce es un sonido que estd a exactamente una octava superior del tono natural de
la cuerda, o lo que es lo mismo, un sonido con exactamente el doble de frecuen-
cia. En este caso, si cada mitad vibra con una onda sinusoidal pura, entonces cual-
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quier punto que no sea el punto medio tendrd un movimiento que viene descrito por
y(1) = Acos (2v/x/mt) + Bsin (2vx/mt). Por el mismo razonamiento, si la cuerda de
la guitarra se puntea en dos puntos situados a % y % de la longitud de la cuerda, en-
tonces el sonido resultante se corresponderd exactamente con una octava mas una
quinta perfecta sobre el tono natural de la cuerda, y si las tres partes de la cuerda vi-
bran de nuevo con una onda sinusoidal pura, con la parte del medio en fase opuesta
a las otras dos, entonces el movimiento de un punto no estacionario en la cuerda
vendra descrito por y(#) = Acos(3vk/mt) + Bsin(3vx/mt). Y asi sucesivamente.
Cuando una cuerda es punteada, o golpeada, vibrard segiin una mezcla de todos los
“modos” descritos como multiplos de la frecuencia natural, con varias amplitudes,
que dependeran de la manera exacta en la que la cuerda es punteada o golpeada,
dando por tanto a un movimiento descrito por

[ K /K
Ay cos(n —t) + B, sin(n —t)] , Ay, B, constantes, Vn=1.
m m

(1.2)
Finalizamos esta subseccién con algunas tltimas definiciones bésicas. En una
onda sinusoidal de la forma () = csin (2zvt + ¢), la frecuencia serd v (medida en
Hz), la amplitud (o pico) sera c, el &ngulo fase, ¢ y la velocidad angular, 2rtv.
Asi por ejemplo, cuando el primer violinista de una orquesta interpreta la nota
la, justo debajo del do central, para que los musicos procedan a la correcta
afinacién de sus instrumentos antes de la interpretacién de una obra, estara
interpretando una onda sinusoidal de frecuenca 440 Hz que tendra la forma
@(1) = csin (8807t + ¢b), siendo c y ¢ dos ciertas constantes.

y =3
n=1

Una nocién intuitiva del concepto de espectro
de un sonido es un grafo que indica las ampli-
tudes de las diferentes frecuencias en un so-
nido. El gréfico superior a la derecha muestra,
a modo de ejemplo, el espectro de una cuer-
da vibrante con frecuencia fundamental v =
vk/m/2n. El grédfico muestra un sonido con ‘ ‘
un espectro discreto de frecuencias que son
multiplos naturales de una frecuencia funda-
mental y cuyas amplitudes tienden a cero a
medida que las frecuencias aumentan.
Algunos sonidos, como por ejemplo el ruido
blanco, tienen espectro de frecuencias conti-
nuo. El diagrama en este caso se correspon-
deria con el grafico inferior a la derecha. Pa-
ra poder dar explicacién a esta situacion seria
necesario considerar la transformada integral
de Fouriery distribuciones, en vez de funcio- frequency
nes.

amplitude

v 20 3 4v  frequency

amplitude

white noise
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Veamos intuitivamente la razén del por qué dos sonidos que se encuentran a
un intervalo muy préximo entre si pueden sonar “no placenteros". Supongamos que
tocamos en un piano una de las tres cuerdas correspondientes a la nota la anterior, y
que al mismo instante tocamos otra de las dos cuerdas pero que se encuentra desafi-
nada, digamos con una frecuencia de 436 Hz. La cuerda restante esta amortiguada,
por lo que no interfiere en ambos tonos. Si ignordsemos por el momento la intensi-
dad c y la fase ¢, esas dos cuerdas juntas sonarian como sin (8807 ¢) + sin (872xt) =
2sin(8767t) cos (4mt). Esto significa que, como parece razonable pensar, el efecto
combinado que percibimos es una onda sinusoidal con frecuencia 438 Hz, la media
de las frecuencias de las dos cuerdas y con doble amplitud. Sin embargo, tal onda
estard modulada por una onda coseno “lenta", con frecuencia 2 Hz. Esta modula-
ci6n la percibimos como un “golpeo”, que tiene dos “picos” por ciclo, es decir, cuatro
por segundo. Asi, el afinador de piano sintoniza la segunda cuerda con la primera
sintonizando los tiempos, es decir, ajustando la cuerda para que los tiempos se des-
aceleren hasta detenerse. Si incluimos una amplitud ¢ comun (las dos cuerdas se
pulsan con la misma fuerza) y dos fases ¢ y ¢ correspondientes a las cuerdas, enton-
ces obtenemos

b+¢

csin (8807t + ¢p) + csin (8727wt + P) = 2¢sin (876nt+ T) cos (4nt+

)
que nos sirve para poder relacionar la fase de los “golpeos” con las fases de las on-
das sinusoidales iniciales. Finalmente, si las amplitudes son diferentes, entonces los
“golpeos” no estardn tan pronunciados porque, en cierto modo, una parte de la nota
que maés suena es “sobrante” previniendo que la amplitud se vaya a cero cuando el
coseno modular tome el valor cero.

1.3. Algunas cuestiones basicas sobre series de Fourier

En esta subseccién abordaremos muy brevemente algunas cuestiones basicas
sobre el Andlisis Arménico de Fourier, cuya importancia es vital dentro de la Actis-
tica®. Pretendemos contribuir en la respuesta a la siguiente cuestion que ocup6 las
mentes de grandes musicos y matemdticos durante aproximadamente un siglo: ;c6-
mo puede una cuerda vibrar con varias frecuencias diferentes al mismo tiempo?

El Andlisis Armoénico es una de las ramas del Andlisis Matemético de mayor
tradicién y con mayor impacto en otras disciplinas. Su origen histérico estd bien de-
terminado en la obra de J.B. Fourier sobre la transmisién del calor en cuerpos sélidos
y que, para los mateméticos de su época, supuso una verdadera tesitura ya que las

5 Rama de la fisica encargada de estudiar la generacion, la propagacion, el almacenamiento
y la recepcién de un sonido, un ultrasonido o un infrasonido. Es por ello, que la Teoria de
Fourier cobra especial importancia dentro de este campo pues aporta una descripcién mas
detallada de las componentes de un sonido.
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ideas que alli comparecian parecian en principio que respondian a las necesidades
del problema, pero los argumentos matemadticos que utilizaba no estaban del todo
pulidos. La gran aportacién de Fourier no fue la prueba de tales resultados sino la
gran intuicién que tuvo en vislumbrar que la solucién iba por ese camino, aunque
no tuviese en su mano todos los argumentos que la apoyasen. El estudio de las Series
de Fourier sirve para la resolucién de Ecuaciones en Derivadas Parciales cldsicas de
la Fisica-Matemditica pero, con el paso del tiempo, su impacto en campos como la
6ptica, la termodindmica y la electricidad, entre otros, la han configurado como un
tema de entidad suficiente como para ser el tema central del estudio de numerosos
libros y articulos especializados. Veamos brevemente la idea elemental de la obra de
Fourier en relacién a la aproximacién de funciones integrables por medio de funcio-
nes trigonométricas, liberando asi a las funciones aproximantes de las exigencias de
derivabilidad que tiene la formula de Taylor.

Supongamos que la serie funcional % +X.07 | ancos(nx)+bysin(nx) converge,
y sea f la funcién suma (serie trigonométrica), que es, por definicidn, 27-periddica.
Planteemos el problema inverso: dada f funcién 27-periédica, ;en qué condiciones
se puede hallar una serie trigonométrica que converja a ella? Comenzamos con la
siguiente

Definicién 1.1. Se llama serie de Fourier de una funcion f en el intervalo [-n,n] a la
serie
ap & .
flx) = >+ )" apcos(nx) + by sin(nx). (1.3)

n=1

A los coeficientes ay, ay, by, n= 1, se les llama coeficientes de Fourier de f.

Las siguientes relaciones puedes probarse facilmente por integracién directa, para
todo n,meN:

0si n#Zm,

J7 . sin(nx)sin(mx)dx = ["_cos(nx) cos(mx)dx =16, = { Tsinem

(1.4)
S sin(nx)dx = [T _cos(nx)dx = [”_sin(nx)cos(mx)dx =0.
De aqui se sigue por tanto que si multiplicamos en (1.3) por {1}, {cos(nx)} 6 {sin(nx)},

tomamos integral y admitimos por un momento que los simbolos de integral y de
suma infinita pueden intercambiarse, entonces

ST fxdx = X .2m > ap=1/[" f0dx,

T fx)cos(nx)dx = ay 7, cos?(nx)dx=m-a, = a,=21[" f(x)cos(nx)dx,

ST f)sin(nx)dx = by [* sin®(nx)dx=mn-b, = b,= %ffnf(x) sin(nx)dx.
(1.5)
Las propiedades (1.4) pueden resumirse en que el sistema
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{1, cos x,sin x, cos(2x), sin(2x),...,cos(nx),sin(nx),...}

es un sistema ortogonal de funciones con respecto al producto escalar (real)

T /1
<f,g>=f fx)gdx, f,geLZ([—n,n])={f:[—n,n]—>R:f |f(x)|2dx<oo},
-7 -7

yla serie de Fourier de f no es mds que la expresién del vector f como combinacién
lineal de los elementos de esa base, que al ser ortogonal, proporciona unas expresio-
nes elementales para el célculo de los coeficientes de Fourier.

En la practica no siempre encontramos un periodo de 2z segundos. Realmen-
te, el hecho de que trabajemos con una funcién 2z-periédica no supone pérdida de
generalidad alguna. En efecto, si la funcién f fuera 2L-periédica (es decir, que su
frecuencia, o ciclos por sengundo, es de v = (2T)~! Hz), tomando por ejemplo el
intervalo [-L, L] se sigue mediante un simple cambio de variable que

fx)= ?+Zancos(nz )+bn m(nzx)
donde

ff(x)dx’ a,=— ff(x)cos )dxybn— ff(X)Sm(an)dx'

Ademés, de las expresiones (1.5) para el célculo de los coeficientes de Fou-
rier, se sigue trivialmente que si f, definida en [-m, 7], es una funcién par enton-
ces su desarrollo de Fourier serd un desarrollo s6lo en cosenos (es decir, b, = 0
para todo n,y a, = % fg’ f(x)cos(nx)dx) mientras que si es impar, su desarrollo
de Fourier serd un desarrollo s6lo en senos (en este caso, a, = 0 para todo n, y
b, = %fonf(x) sin(nx)dx).

Por otro lado, si la funcién f estuviera definida en [0, L], si consideramos las
extensiones par (F) e impar (G) de f en [-L, L], segiin

o), O0<x<lL,

f(x), 0sx<I,
F(x):{ N Gx)=4 —f(=x), -L<x<0,
f(=x), -L=x<0, 0 x=0, 4L

los desarrollos de Fourier de F y G nos permitirian obtener el desarrollo de Fourier
en senos y cosenos de la funcion original f, definida en [0, L]:

= Serie de cosenos: f(x) = 2 +Y%  a,cos(™X) con a, = 2 [i f(x) cos (22X dx;

» Serie de senos: f(x) = Zo" by sin (%) con by, = %fOLf(x) sin (22%) dx.

Ejemplo 1.2. Con cardcter ilustrativo mostramos a continuacién los desarrollos de
Fourier de tres funciones particulares definidas en [, 7]:

g(cosx+c053x+c035x+_”).

_ T
1. |x| -2 T 12 32 52
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_ o(sinx _ sin2x , sin3x _ .
2. x=2(% Lot 4 St )-
1 si O<x<m

_ 4 (sinx , sin3x , sinbx , . .
_1si_”<x<0,ent0ncesf(x)—”( DE  SOSK  SIOX ).

&ﬁfm:{

En el siguiente gréfico se representan, empleando software Matlab, estas tres funcio-
nes junto con algunas truncaciones de los desarrollos de Fourier obtenidos:

Serie de Fourier de y=x|

Serie de Fourier de y=|x|
Serie de Fourier de y=|x| \ 3 /
k! / ; \ y
\ Vs \ /
\ / \ / /
24 N\ \ /
\ \ /
\ /
\ \ /
Aproximacién n=1 \ \ /’
J e \ /
\ N N\ . /
/ \ ) /
N / \ 1 /
/ \ / \ /
\ \ /
/ \ /
\ / \
\ |/
S v \|/
x x 3z = ix - N 5 sn T r T saaannansl
402 4 T T T 7 T + 5 N b I F
x
Serie de Fourier de y=x Serie de Fourier de y=x
. 5 P
Serie de Fourier de y=x 1 )
3 s 5
/ 2
iy 4 y
/ 1
14
0/
/ Aproximacién n=5 Aproximacign n=12
" —— - Fundén y=x " - Funcidny=x
N —— - Funciény=x L ® m 3n ow
z 71 it m 4 2 4 402 4
N - N x x
x

Serie de Fourier de y=sgn(x)

Serie de Fourier de y=sgn(x)
1
1

1
Wy

14—

Aproximacién n=L
——— - Fundifny=sgni)

ISFE

|
P

Para poder llevar a cabo el anélisis anterior fue necesario admitir por un mo-
mento que era posible permutar los signos integral y suma infinita para la obtencién

Serie de Fourier de y=sgn(x)

Aproximacién n=31
Fundién y=sgnix)
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de (1.5). Nos centramos a continuacién en la cuestién vital del Andlisis Armonico
que consiste en conocer qué tipo de funciones admiten un desarrollo de Fourier.
M4s concretamente, nos planteamos las siguientes dos cuestiones:

= ;Qué debe cumplir la funcién periddica f para que su serie de Fourier sea con-
vergente?
= Siconverge, ;lo hace a la funcién f?

Un ejemplo elemental es que fy f son dos funciones periédicas que difieren en un
numero finito de puntos, o en un conjunto de medida cero, entonces sus coeficien-
tes de Fourier serdn idénticos.

Una pregunta fundamental sobre series de Fourier, formulada a principios del
siglo XIX por el propio Fourier, es sila serie de Fourier de una funcién continua perié-
dica converge puntualmente a la propia funcién. Si se refuerza la hip6tesis de con-
tinuidad se puede probar la convergencia de la serie de Fourier en casi todo punto.
Asi por ejemplo, si la funcién es de variacién acotada, entonces su serie de Fourier
converge en todo punto a la media local de la funcién. Sila funcién es continuamen-
te diferenciable, Dirichlet prob6 que su serie de Fourier converge a la misma en todo
punto.

Teorema 1.3 (Convergencia puntual de series de Fourier). Si f y f " son continuas y
acotadas a trozos en [—L, L], entonces ¥V x € (—L, L) se verifica:

a & nmx . (nrxy 1 . _
7+'§1ancos(T)+bnsm(T)—E[f(x )+ f(x7)].

Para x = £ la serie de Fourier converge a % [f(=L") + f(L7)].

Teorema 1.4 (Convergencia uniforme de series de Fourier). Sea [ continua enR y
., . . . / . .
periddica con periodo 2L. Si f es continua a trozos en [—L, L], entonces la serie de

Fourier de f converge uniformementea f en [—L,L].

Otra forma para obtener convergencia en todas partes es cambiar el método
de la suma. Por ejemplo, el Teorema de Fejér demuestra que si se reemplaza la suma
ordinaria por la sumacion de Cesaro, entonces la serie de Fourier de cualquier fun-

cién continua converge uniformemente a la funcién. En este sentido, diremos que
. 0o R Lo St t Sy .
una sucesion {a,}7>, es sumable Cesaro, con suma @, si lim ————— = a, sien-
= n—oo n

do s = Zle a;. Se puede probar ademas que la serie de Fourier de cualquier funcién
de L?([-m,7]) converge a ella misma en la norma L?.

Tras la demostracién de Dirichlet, numerosos matemaéticos (el propio Diri-
chlet, Riemann, Weierstrass, Dedekind,...) intentaron probar la convergencia de la
serie de Fourier para cualquier funcién periédica continua. El resultado fue refutado

por el matematico Paul du Bois-Reymond, al construir en 1876 una funcién continua
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y periddica cuya serie de Fourier diverge en un punto.

El problema de la convergencia en casi todo punto de las series de Fourier pa-
ra funciones en L?([-,7]) era conocido como la conjetura de Luzin (hasta su de-
mostracion por Carleson en 1966). Kolmogorov prob6 en 1923 que el anédlogo en
LY([-m, 7)) = {f:[-m,7] = R: J7 | f(x)|dx < oo} es falso, encontrando una funcién
cuya serie de Fourier diverge en casi todo punto, y mejorando el resultado tres afios
mds tarde, probando la divergencia en todo punto. La convergencia de la serie de
Fourier en casi todo punto para funciones en

T
Lp([—n,n])z{f:[—n,n]—»ﬂ%:f |f(x)|”dx<oo} con p>1
=7

fue probado por Carleson en 1966 en una demostracién excepcionalmente dificil.

Para finalizar esta subseccién comentamos un fenémeno

interesante, que puede apreciarse en las gréficas mostra-  Setie de Fourier de Fs%““ﬁ v fenémeno de
Gibbs

das en el Ejemplo 1.2, y es que en los puntos de disconti-
nuidad de f, como la convergencia de la serie es al valor
promedio del salto, la serie va a ver reflejada en algtin sen-
tido esta presencia de discontinuidad. En efecto, si xy es 039
un punto de discontinuidad, entonces las sumas parciales
de Fourier de f alcanzardn, en puntos de continuidad pré-
ximos a Xy, el valor f(xp) i0.09|f(x8r) —f(xa) |. Es decir, las
sumas parciales difieren de la funcién en las proximidades
de xp un 9% de la amplitud del salto de f en xp. Este resul-
tado se conoce como fenémeno de Gibbs, y para la tercera
funcién considerada en el Ejemplo 1.2 puede apreciarse en
el grafico de la derecha.

Podemos resumir diciendo que toda funcién periédica de periodo T que cum-
pla ciertas condiciones puede construirse a partir de una suma de sinusoides cuyas
frecuencias formen una serie armoénica fundamental, v = 1/T. Cada sinusoide debe
poseer la adecuada amplitud y fase, que se determina a partir de la funcién peri6di-
ca a estudiar. La disposicion de las amplitudes, frecuencias y fases de las sinusoides
involucradas en la suma es lo que se conoce como espectro de Fourier.

1.4. Algunas cuestiones basicas sobre funciones de Bessel

Una de las ecuaciones de mayor interés en el campo de la ingenieria y de la
matemadtica aplicada es la ecuacién diferencial de Bessel. Su expresién general viene
dada por

Yy +xy +(F-p?y=0 (1.6)
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con p un ndmero real no negativo. Esta ecuacién es denominada ecuacion de Bessel
de orden p.

Como sabemos, en una ecuacién diferencial ordinaria con coeficientes varia-
bles de la forma ay(x)y" + a1 (x)y' + ax(x)y = 0, escrita de la forma y” + Py(x)y' +
P, (x)y =0, se dice que xg es un punto ordinariosi P1, P, son analiticos en ese punto,
y singular en caso contrario. Si xy es un punto singular, pero las funciones

gW=Gx-x%T Yy g =(x-x)*LY

son ambas analiticas en xy, se dice que x( es un punto singular regular. En este caso,
la ecuacion diferencial tiene al menos una solucién expresable en la forma

y(x) = (x—x0)" - Y an(x—xp)",
n=0

siendo r e Ry ag # 0 (método de Frobenius). De la ecuacion (1.6) observamos que
x =0 es un punto singular regular por lo que es posible aplicar este método.

Supongamos que una solucién viene dada por la serie y(x) = x" - Y07 anx".
Derivando y sustituyendo en la ecuacién obtenemos

o0 o0 o0 o0
Y (n+r(n+r-Dax"" + Y (n+napx™"+ Y apnx" - p? Y a,x" =0,
n=0 n=0 n=0 n=0

por lo que igualando los coeficientes de las distintas potencias de x a cero, resulta:

Coeficiente de x"  : ao(r(r—1)+r— p2] =0= ag[r® - ]92] =0
Coeficiente de x"*! : a1 [(r+ Dr+(r+1) - p?1=0=> a1 [(r+1)> = p?1 =0

Coeficiente de x"*" : a,[(r + n)> = p?1+ a,_» =0

De la primera relacion, si suponemos que ag # 0, se obtiene la ecuaciéon indi-
cial r?> — p? = 0 con raices r = + p. De la segunda, resulta que a; = 0, y del coeficiente
de x"*" la siguiente férmula de recurrencia:

a, = > Ap—2, n=2.

1
(r+m?2-p
De aqui se deduce que todos los términos impares se anulan. En cuanto a los térmi-

nos pares, veamos por separado cada raiz indicial.

= Sir = p,los coeficientes de subindice par, ay,, que verifican la ley de recurrencia

son
ao

n
22npl(p+1)(p+2)---(p+n)

azn=(=1)
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Por tanto, la solucién general de la ecuacion serd

[e) (_l)nx2n+p

=0 L Dpr2 - prm’

Dando a aqg el valor particular ay =
Euler, resulta la solucién particular

1 2
PTG donde T es la funcién gamma de

S (—l)n (£)2n+p

yx =Y 2

ZonTn+p+1)’

Esta solucién se denota por J,(x) y se llama Funcion de Bessel de primera especie
de orden p. Su expresion desarrollada es

Ty =(3)"

1 1 x\2 1 x\4
T(p+D) ~ 1T (p+2) (E) + 2T (p+3) (E) _] (1.7)

= Sir = -p, andlogamente, considerando el valor ay = W—PH)’ resulta la solu-
cién general
o (= l)n (E)Zn—p
= nI'(n-p+1)
Esta expresion es llamada Funcion de Bessel de primera especie de orden —p y se
denota por J_,(x). Su expresion desarrollada es igual a (1.7) considerando p <0.

La convergencia de las series puede comprobarse mediante el criterio del co-
ciente. Ademds, para valores pequefios de x la convergencia resulta muy répida, lo
que hace muy sencilla su tabulacién y las convierte en una herramienta muy eficaz
en calculo numérico. Las funciones de Bessel de primera especie son funciones con-
tinuas con oscilaciones amortiguadas. Esto produce un nimero infinito de ceros,
recordando a las funciones seno y coseno.

Volviendo a la resolucién de la ecuacién de Bessel de orden p (1.6), las dos
soluciones obtenidas no siempre van a ser independientes. Puede suceder que:

1. Si p no es un niimero entero, como no se anula ningin denominador y las
series comienzan por potencias de x diferentes, J,(x) y /-, (x) resultan ser li-
nealmente independientes, y la solucidon general para la ecuacion de Bessel es
y(x) = C1Jp(x) + C2J-p(x) con Cy, C; constantes.

2. Si p es un ndmero entero, puede probarse la siguiente relacién de dependencia
comparando sus expresiones desarrolladas: J_j(x) = (—1)” J,(x). Por tanto, para
determinar la solucién general de la ecuacion de Bessel para este caso, necesita-
remos encontrar otra solucién que sea independiente. La forma mds habitual es
hacerlo utilizando la llamada Funcion de Newman definida por
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_ Jpx)cos(pm) — ] p(x)
B sen(pm) '

Np(x)

Como se puede ver, la funcién es solucién de la ecuacién puesto que para p no
entero, ésta es una combinacién lineal de soluciones de la ecuacién de Bessel, y
para el caso que nos ocupa, p entero, Ny, (x) no tiene sentido dado que sin(p7w) =
0. Sin embargo, para cada x existe el limite

Y, = lim N,
p(X) Jim, q(x)

con g no entero. La funcién Y, (x) asi definida es solucién de la ecuacién lineal-
mente independiente de la solucién J,(x), por tanto, la solucién general vendra
dada por

y(x) =CiJp(x) + G Yp(x). (1.8)

Las funciones Yp(x) = Np(x), para p no entero, e Yy (x) = limqﬁ piqez Ng(X), para
p entero, se conocen por Funciones de Bessel de segunda especie. Como conse-
cuencia, para cualquier p (entero o no), la solucién general para la ecuacion (1.6)
serd de la forma (1.8).

En la practica, las ecuaciones de Bessel suelen tener la forma
x2y11+xyl+ (kzxz _pz)y: 0,

que se reduce a la forma estudiada realizando el cambio kx = ¢, por lo que la solucién
general viene dada por
y(x) = C1Jpkx) + C2 Yy (kx).
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Breve guia matematica para la orquesta

La organologia es una disciplina dentro del campo de la musicologia que surge
a principios del siglo XX encargédndose del estudio profundizado de los instrumen-
tos musicales. Desde principios de los tiempo el ser humano ha buscado la manera
de organizar los elementos que le rodean atendiendo a peculiaridades o caracteris-
ticas presentes en los objetos. En el panorama musical, esta labor de clasificacién
es una tarea fundamental que desempefian los musicologos especialistas en orga-
nologia. A lo largo de la historia han surgido diversos sistemas de clasificacién. El
mads antigiio data del afio 4000 a.C, es chino, y se basa en el material del que esta he-
cho el instrumento (existian ocho grupos de instrumentos, materiales productores
de sonido). Sin embargo, no serd hasta 1914, a mano de Hornbostel y Sachs, cuando
encontremos un sistema de clasificacién mds o menos universal que permita incluir
todos los instrumentos que se tienen a excepcién de aquellos nuevos instrumentos
electrénicos como el Theremin o las Ondas Martenon que seran incorporados a esta
clasificacién en un nuevo grupo denominado Electréfonos en 1961 por Anthony Bai-
nes y Klaus P Wachsmann.

El sistema de clasificaciéon de Hornbostel-Sachs estd formado por cuatro gran-
des grupos de los que luego, atendiendo a otras preculiaridades presentes en los ins-
trumentos, van surgiendo sucesivas subdivisiones. Los cuatro grupos principales se
rigen segun el elemento que entra en vibracién, como es el caso del viento o la cuer-
da, o por la manera en que el ejecutante hace que el elemento entre en vibracion, en el
caso de instrumentos de percusién. Estos grupos son:

1. Idiéfonos: son aquellos instrumentos que usan su cuerpo como materia resona-
dora, es decir, tienen sonido propio pues produce el sonido primeramente por
la vibracién del propio cuerpo, sin uso de cuerdas, membranas o columnas de
aire.

2. Membrandfonos: estd formado por los instrumentos donde el sonido es produ-
cido por la vibracién de una membrana estirada.
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3. Cordofonos: influye a todos los instrumentos cuyo sonido es producido por una
0 més cuerdas vibrantes.

4. Aerofonos: es la categoria en la que se encuentran todos los instrumentos cuyo
sonido es producido por una columna de aire.

Hay dos componentes principales que determinan la naturaleza del sonido
proveniente de un instrumento musical: la parte transitoria inicial del sonido y el
conjunto de frecuencias resonantes que conforman el espectro del resto del soni-
do. En este capitulo, siguiendo el sistema de clasificaciéon de Hornbostel-Sachs, nos
centraremos en la descripcion de las frecuencias resonantes pues es un aspecto fun-
damental en el estudio de las escalas musicales. Comenzaremos con el grupo de los
cordéfonos analizando las soluciones de la ecuacién de onda unidimensional, y lue-
go seguiremos con los aeréfonos dada la similitud matemaética con el grupo anterior.
A continuacién de éstos presentamos los membranéfonos, que requieren resolver la
ecuacién de onda bidimensional, usando las funciones de Bessel presentadas en la
Subseccion 1.4; y finalizaremos el capitulo con breves nociones sobre los idi6fonos
que implican la resolucién de una ecuacién de grado cuatro, y por tanto, mucho mas
compleja.

2.1. Instrumentos de cuerdas

En esta seccion buscamos e interpretamos las soluciones de la ecuacion de
onda unidimensional que describen el movimiento de la cuerda, es decir, conside-
raremos la ecuacién (A.5) deducida en el Apéndice. La situacién que se nos presenta
es una cuerda tensada, supongamos que de longitud /, sujeta a dos extremos fijos;
el problema consiste en encontrar la funcién u(x, t) que describe el desplazamiento
de la cuerda en el tiempo ¢ y posicion x a lo largo de la cuerda. La ecuacién de onda
unidimensional que aqui se plantea supone que el desplazamiento de la cuerda es
tal que su pendiente, en cualquier punto y momento, a lo largo de su longitud es pe-
quena. Este hecho hace que en nuestra ecuacién (A.5) consideremos que F(x, 1) =0
yla ecuacién de onda a resolver sea u;; = c2uy, donde ¢ = /T p con T latension de
la cuerda y p la densidad lineal de la misma. En este caso estaremos trabajando con
ondas transversales, cuyos desplazamientos son perpendiculares a la posicién de la
cuerda.

Busquemos entonces las soluciones de la ecuacién de onda’

0° 0°
2r_ 22y 2.1)
or? 0x?
1 Nétese que aqui y(x, ) es la funcién desplazamiento de la cuerda, que hemos denotado
por u(x, t) en (A.5).
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Para ello emplearemos el método de D’Alembert®. Comenzamos factorizando (en
sentido operacional) el operador W - 02667 como ( gt + c%) ( gt c3 x) Haciendo el
cambio de variable u = x+ ct y v = x — ct, y aplicando la regla de la cadena sobre y
se sigue que

oy _oyou oyov_ oy _ oy

0t Oudt Ovot ou 6v

Derivando nuevamente respecto de t llegamos a que

52 = aul\ar)ar Yavl\or) o au ~ Caudv avou — C57

2 (0%y 3’y 07y
=c (auz 261461/ 61}2)

02 a ) 9 9 02 9
y a(y)au a(y)au_c(c y y)_c(c y y)

Sirepetimos de manera andloga, derivando ahora con respecto a x, obtenemos

=)
2=

oy
0x

Q)l >3}
Q=
Q)lQ)

<
°’I§’

ov _
+ v ox =

+

ou? zauav ov?

u Py _(&y
0x ox2

2y By)

Sustituyendo ahora en la ecuacién de onda (2.1) resulta

62y 62y 62y
2

— 249 A
(6u2+ 6u6v+0v2)

52 2 2
—y—2 a Y +a—y):
ou? Oudv 0v?

y de aqui se sigue que aaljayy = 0. Si integramos directamente esta ecuaciéon pode-
mos ver que su solucién general viene dada por y = f(u) + g(v) donde f y g son,
en principio, dos funciones arbitrarias. Deshaciendo el cambio de variable nos que-
da finalmente que y = f(x + cf) + g(x — ct). Esto representa la superposicién de dos
ondas que viajan a velocidad c, una hacia la izquierda y otra hacia la derecha. De la
condicién inicial y(0) = y(I) = 0resultaque f(ct)+g(—ct) =0y fU+cH)+g(l—-ct) =
para todo ¢. De la primera relacién obtenemos que g(1) = — f(—A), VA, es decir, que
y=f(x+ct)— f(ct—x). Estasolucién nos indica que el movimiento de la onda sigue
el principio de reflexién, es decir, que la onda viaja hacia la izquierda y una vez que
llega al final, choca con el extremo fijo de la cuerda y regresa con una onda invertida
hacia la derecha tal y como se muestra en la Figura 2.1. Una importante caracteris-
tica de las soluciones del método de D Alembert para la ecuacién de onda es que
aunque la ecuacién de onda solo tiene sentido para funciones con derivadas parcia-
les de segundo orden, las soluciones que ofrece son vélidas para cualquier funcién
periddica continua f.

2 Jean-le-Rond D Alembert naci6 en Paris el 16 de noviembre de 1717 y muri6 alli el 29 de
octubre de 1783. Era hijo ilegitimo de Destouches, y fue abandonado por su madre en los
escalones de la iglesia St. Jean—le—Rond, de ahi su primer nombre. Creci6 en la familia de
un vidriero y su esposa, y vivié con su madre adoptiva hasta que ella murié en 1757. Su
padre pagé su educacion, lo que le permiti6é formarse y potenciar sus habilidades matem4-
ticas. Dos ensayos escritos en 1738 y 1740 llamaron la atencién de la Academia Francesa
en 1740, quienes le seleccionaron como miembro de la misma. La mayoria de sus trabajos
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—

hvd

Figura 2.1. Principio de reflexién

Del mismo modo, de la condicién inicial en x = [ se sigue que, f(I +ct) =
flct—1), Vt, porlo que, si f verifica las condiciones descritas en la Subseccién 1.3,
ésta admitird un desarrollo de Fourier. Asi, por ejemplo, si tan solo esté presente la
frecuencia fundamental, f serd de la forma f(x) = Ccos((wx/I) + ¢), mientras que si
solo esta presente el n-ésimo armoénico, f serd de laforma f(x) = Ccos((nnx/1) +¢)
y

y(x, 1) = Ccos(w +</)) - Ccos(w +([))

(2.2)
= 2Csin (25%) cos (2Z£L + ¢),

siendo esta ultima, la expresiéon de Bernoulli. La frecuencia v del n-ésimo arménico
viene dada por 27v = nnc/l donde de la velocidad de propagacién ¢ = /T/p se ob-
tiene v = (n/21),/T/p. Esto fue descubierto por Marin Mersenne, quien lo consider
como base fundamental para elaborar las “leyes de cuerdas estiradas” que sostienen
que la frecuencia de una cuerda estirada es inversamente proporcional a su longitud,
directamente proporcional a la raiz cuadrada de su tension e inversamente propor-
cional a la raiz cuadrada de la densidad lineal.

Extendamos el anélisis, especificando ahora la posicién y la velocidad inicial
en cada punto de la cuerda. Sea sy (x) y vo(x) el desplazamiento vertical inicial y la ve-
locidad inicial de la cuerda para el punto horizontal x de la cuerda respectivamente,
0 < x < [. Por las condiciones iniciales se sabe que s¢(0) = so(l) =0y v9(0) = vo(I) =0
ya que la cuerda tiene los extremos fijos. Usando ahora el principio de reflexién saca-

matematicos se escribieron alli en los afios 1743 — 1754, y su resolucién a la ecuacién de
onda fue publicada en el documento: Recherches sur la courbe que forme une corde tendue
mise en vibration.
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mos que Sp(—x) = —so(x) y vp(—x) = —vp(x), lo que significa que sy y vp son funciones
impares en x, y el dominio se ve extendido a —/ < x < [. Dado que los valores coinci-
den en los extremos x = +/, también podemos extender los valores de x teniendo en
cuenta que la funcién es periédica con periodo 21. De este modo sp(x +21) = sp(x) y
vo(x +21) = vg(x). Como la velocidad viene dada por g—{, partiendo de la solucién de
D“Alembert para las condiciones iniciales y = f(x + ct) — f(ct — x), la velocidad sera

% =cf'(x+ct)—cf'(ct—x).

Haciendo t = 0, tenemos que f(x) — f(—x) = so(x) y c¢f'(x) — cf'(—x) = vp(x). In-
tegrando esta ultima expresion, y dado que v(0) = 0, obtenemos f(x) + f(—x) =
% fox vo(u)du. Operando y sustituyendo la expresién anterior quedaria que

F@) = f=x0) =% [ vowdu+ 2 [ vowdu= 5 [ vowdu+3 (fx)+ f(=x)).

Despejando y teniendo en cuenta que f(x) — f(—x) = sp(x), obtenemos f(x) =
%so(x) + % fox vo(u)du. Aplicando ahora este resultado a la solucién de D“Alembert
y=fx+ct) - f(ct—x) nos queda

Y@ =1 (solx+ct) = so(—x+ct) + 5 (f5 " vowdu— [ vo(w)du).

. .2 . —X+ct o1 o
Teniendo en cuenta que vy es funcién impar, f x_xctc vo(u)du = 0, podemos reescribir

la solucién general a la ecuacién de onda como se sigue, siendo ésta la tinica solucién
que verifica las condiciones iniciales y de frontera:

1 xX+ct
y(x)=—(sg(x+ct)+so(x—ct))+—f vo(uw)du.
2 2¢ Jx-ct
Consideremos, a continuacién, las dos situaciones mas comunes en funciéon
al estado de la cuerda.

1. Cuando la velocidad inicial es nula (como el caso de una cuerda que es pun-
teada), la solucién vendria dada por y(x) = % (so(x+ct) + so(x — c1)). Esto quiere
decir que el desplazamiento inicial sucede hacia ambos sentidos a lo largo de la
cuerda con velocidad c, y ademds el desplazamiento en funcién del tiempo ¢ es
el promedio de las dos ondas viajeras.

2. Caso més usual en la préctica, supongamos que para0 < a <1,

=l 0<x<a, / =ﬁ
0= _il-a) asx<L . —

Usando el principio de reflexion podemos extender esta funciéon a una funcién
periddica de periodo 21. Es decir, graficamente se tendria:
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Esta onda se desplaza hacia la izquier-
day hacia la derecha tomando el valor
promedio de las dos funciones resul-
tantes. El movimiento resultante de la
cuerda pulsada sera el que se muestre
en la Figura de la derecha.

Hasta este punto tan solo hemos tratado la cuerda pulsada, ;qué pasaria si la
cuerda estd inclinada? ;cambiaria mucho la solucién? ;y las condiciones iniciales?
Estas fueron preguntas que se hicieron algunos estudiosos, entre ellos Helmholtz,
quien realiz6 varios experimentos con violines inclinados, observando que las cuer-
das de estos violines vibran con un patrén triangular y las pendientes dependen del
punto de observacion (véase [12]).

A continuacion se muestran el desplazamiento cerca del arco, el desplaza-
miento mds cerca del puente® y la velocidad respecto del tiempo, respectivamente:

Nos fijamos ahora en el grafico de la velocidad, el cual verifica que las areas
inferior y superior al eje son iguales, y el ancho del canal disminuye hacia el puente.
Por tanto, es importante distinguir dos fases de movimiento que se observan dentro
de la técnica del violin, ambas dependientes de la accién del arco. En una, el arco
se adhiere a la cuerda tirando de ella y en la otra el arco se desliza contra la cuerda.
Esta forma de movimiento produce que los coeficientes de friccién estéaticos sean
mayores que los coeficientes de friccién dindmicos, dando como resultado del mo-
vimiento entero de la cuerda una envolvente descrita por dos pardbolas, una inversa
de la otra. Estos resultados son fruto del andlisis de la ecuacién (2.1) mas alld de la

3 El puente en los instrumentos de cuerda frotada es la pieza que se sittia entre las cuerdas y
de manera perpendicular a la tabla de armonia del instrumento. Es la pieza que determina
la inclinacién de la cuerda, su papel es transmitir las vibraciones de las cuerdas a la tabla.
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condicién inicial y(0) = y(I) = 0, V. Surgen de imponer también que el valor de y,
como funcién de ¢, esté fijado de antemano en algtn valor particular xo de x para
cualquier valor que tome t. Por supuesto, el movimiento prescrito en x = xy debe
tener la periodicidad correcta, ya que todas las soluciones de la ecuacién de onda
satisfacen y(xg, t +21/c) = y(xo, t).

Figura 2.2. Envolvente del movimiento de una cuerda inclinada.

Es tentador intentar resolver este problema usando la solucién de D “Alembert
para esta ecuacién de onda. Supongamos de entrada que xp = 1/2, por lo que f(I/2+
ct)—f(—=1/2+ct) = y(l/2,t). Reemplazando ¢ por t+21/c en esta ecuacién obtenemos
que f(3l/2+ct)— f(l/12+ct) =y(l/2,t+2l/c). Luego, la suma sera

y(l12,0+y(/2,t+21/c) = fBL/2+ct) — f(~112+ct).

Teniendo en cuenta que f es funcién periédica de periodo 2/, es decir que satisface
f@Bl/2+ct) = f(—1/2+ct),llegamos ala conclusién de que y(1/2,t+1/c) = -y(1/2,1).
De aqui podemos deducir que no todas las funciones periédicas con el periodo 21/c
funcionardn como la funcién y(I/2, ¢). La funcién se ve obligada a ser antisimétrica
de medio periodo, de modo que solo estdn presentes los armdnicos impares (véase
la Subseccién 1.3). Esto es de esperar puesto que los armoénicos pares se anulan en
x =1/2 yno pueden ser involucrados al valor de y(x, ) en x =1/2.

Si consideraramos que xo = [/3 y tratdsemos de resolver el mismo proble-
ma, observariamos un comportamiento similar. Los armdnicos divisibles por tres
no pueden darse para y(l/3, ) puesto que se anulan en x = [/3. Esto es un problema
para cada proporcién racional de la longitud de la cuerda, lo que nos deja entrever
que la forma de Bernoulli (2.2) para la solucién de la ecuacién de onda es mds senci-
lla de usar para este problema que la de D“Alembert.

Ya que estamos interesados en las funciones y(xy, t) de la forma mostrada en
los gréficos anteriores, podemos elegir medir el tiempo de tal manera que y(xo, t) sea
una funcién impar de ¢ para que solo las ondas sinusoidales, y no las ondas coseno,
tengan presencia en su desarrollo de Fourier. Con este objetivo, llegamos a que

y(x0, 1) = X2 by sin (25,

Al ser la ecuacion de onda lineal podemos trabajar con una componente de frecuen-
cia ala vez. Es decir, considerando y(xo, t) = by sin(nmct/l), buscamos soluciones de
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la forma f(x) = ¢, cos (ﬂlx + gbn), con ¢, Y ¢, en términos de b,. Aplicando esto a la

solucién de D"Alembert y(xg, t) = f(xp + ct) — f(—xp + ct) obtenemos:

bysin (22 = ¢, cos(—"”(x?”n +(,bn) +cp cos(—"”(_)l“’”t) +(/)n)

= 2¢psin (Z572) sin (2L + ¢byy)

Como tenemos una identidad entre funciones de ¢ obtenemos que ¢, =0, y por tan-
to by, = 2¢, sin (*%2). Este problema es muy similar al que tratamos de resolver an-
teriormente usando la solucién de D Alembert. Si sin(nnxy/l) =0y b, =0, entonces
nuestro problema no tiene solucién, mientras que si consideramos xy € Z multiplo
de I observamos que algunos componentes frecuenciales de y(xy, t) se pierden. El

valor de c,, resulta ser ¢, = TsmtxorD POT lo que
S by si /1
Fo) = Z nSin(nmx/l) 2.3)

= 2sin(nmxe/1)’

y asi,
sin(nnx/1)cos(nmctl/l)
sin(nmxg/1)

y=flx+ct)—f(-x+ct) = Z by
n=1

En cuanto a la convergencia de (2.3) podemos observar (siguiendo [12]) que
en el caso de la cuerda inclinada, para cualquier eleccién del valor xy tenemos una
onda con forma triangular:

A —a<t<a,

Q=

y(xo, 1) =

~

Alzct g << 2

I—ca T &

donde tanto @ como A dependen de xj. A representa la amplitud méxima en xg y
a determina cudnto tiempo dura el borde anterior de la forma de onda triangular
en la posicién xp a lo largo de la cuerda. Teniendo en cuenta las relaciones de los
coeficientes de Fourier (1.5),

20 _
b= § [SqAgsin(Ht)de+ § [ A sin(2E) de

_ 2A12 .
~ nlnca(l-ca) sin

(222,

Al? sin(nmcall)
n?m2ca(l-ca) sin(nmcxo/l) "

porlo que ¢, =

Como los radios de las cantidades c; no dependen de xy, esto solo puede ocu-
rrir cuando los dos términos en senos de esta ecuacién coinciden, es decir, 7% = ”—f",
lo que implica a = xp/c. Asi, si medimos la vibracién en xp, tenemos que la propor-

cién a/(l/c) del ciclo anterior en el final de la onda triangular es x(/ .. En particular,
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si medimos en el punto de inclinacién, obtenemos el siguiente principio: La propor-
cion del ciclo por el cual el arco se desliza en la cuerda es la misma que la proporcién
de la cuerda entre el arco y el puente. Ahora A es solo una constante dependiendo
de xp. Como ¢, no depende de xy, la constante A/ca(l—ca) = A/ xy(l — xo) debe ser
independiente de xy. Si consideramos K, la cantidad de la misma, obtenemos la si-
guiente férmula para la amplitud en términos de la posicion a lo largo de la cuerda
que explica la envolvente de amplitud parabdlica para la vibracién de la cuerda in-
clinada: A = Kxo(I — xp).

2.2. Instrumentos de viento

Para entender la vibracion de los tubos sonoros es necesario introducir las va-
riables desplazamientoy presion actistica, que denotaremos por ¢(x, 1) y p(x, t) res-
pectivamente, donde x indica la posicién a lo largo del tubo y ¢ el tiempo. Otro pa-
rametro importante a tener en cuenta es la presion del aire ambiente, que denotare-
mos por p (ésta hace alusion a la situacién del tubo sonoro en reposo). En funcién
a estos pardmetros podemos medir la presién actstica considerando la diferencia
entre la presidn en reposo y la absoluta que denotaremos por P(x, t), de manera que
p(x,t)=P(x,1)—p.

De las leyes de Hooke tenemos que p = —B% donde B es el médulo del
volumen de aire. La segunda ley de Newton para el movimiento nos indica que
2
Z—Z =- p%. Haciendo una combinacién de estas ecuaciones obtenemos las siguien-
tes ecuaciones que describen (2.4) el desplazamiento y (2.5) la presién actstica:
0°¢ 10°
0% _10% 2.4)
0x% 20t
?p 106°
P_ P (2.5)

0xz  ¢% 0r?

donde c = y/B/p. Las condiciones iniciales en este caso dependen de si tenemos un
tubo abierto o cerrado, ya que los tubos cénicos siguen el mismo comportamiento
que un tubo abierto en el que un extremo ha sido aplastado. Para un extremo cerra-
do de un tubo, el desplazamiento debe anularse para todos los valores de ¢, mientras
que para un extremo abierto de un tubo, la presién actstica p es cero para todos
los valores de ¢, por lo que para un tubo abierto en ambos extremos, como la flauta,
el comportamiento de la presién actstica p se determina exactamente por las mis-
mas condiciones de contorno que en el caso de una cuerda vibrante. Por tanto, la
solucién de D"Alembert dada en la seccién anterior sirve para este caso obteniendo,
nuevamente, multiplos enteros de una frecuencia fundamental. El modo bésico de
vibracién es una onda sinusoidal tal y como se representa en el siguiente diagrama.
El desplazamiento también es una onda sinusoidal pero con una fase diferente.
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Presion Desplazamiento

Dada la naturaleza longitudinal de las ondas de aire, y a diferencia de los ins-
trumentos de cuerda, el desplazamiento en los tubos es horizontal (el eje vertical del
diagrama anterior lo representa). Ademas, las dos partes de los graficos sefialan los
dos extremos del movimiento; los nodos del diagrama de presién corresponden alos
antinodos del diagrama de desplazamiento y viceversa. El segundo y el tercer modo
de vibracion estardn representados por los siguientes diagramas:

XS XXX

Para el caso de los tubos cerrados en un extremo, el comportamiento es dife-
rente puesto que el desplazamiento debe anularse en el extremo cerrado. Por ello los
dos primeros modos vibracionales se representan como se muestra en la Figura 2.3.
Una diferencia caracteristica entre los tubos abiertos y cerrados es que para tubos
cerrados dominan los multiplos impares de la frecuencia fundamental mientras que
para un tubo abierto, como es la flauta, estdn presentes todos los miltiplos del fun-
damental. Es decir, en el grafico siguiente los dos graficos superiores representan la
frecuencia fundamental; y los dos gréficos inferiores el tercer arménico.

Presion Desplazamiento

> > _ <

Figura 2.3. En estos diagramas, el extremo izquierdo del tubo estd cerrado. Los dos diagramas
izquierdos representan la presion frente a los dos de la derecha que representan el desplaza-
miento.

Un ejemplo de instrumento con tubo cerrado es el clarinete. Cabe destacar
que aunque los multiplos impares de la frecuencia fundamental dominan para este
instrumento, en la practica también existen pequefias amplitudes presentes para los
pares situados, de manera ascendente (mds agudo), a una frecuencia de cuatro veces
el fundamental.
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En cuanto a los tubos cénicos, tal y como comentamos anteriormente, tienen
un comportamiento andlogo a los tubos abiertos de la misma longitud, es decir, pre-
sentan todas las frecuencias multiplos de la fundamental (véase Figuras 2.4y 2.5). El
oboe es un claro ejemplo de ello, y esto explica por qué la flauta y el oboe se encuen-
tran a una octava de diferencia mientras que el clarinete se sittia a una octava mas
una quinta perfecta, lo que representa triplicar la frecuencia.

Presion Desplazamiento

Figura 2.4. Estos diagramas se obtienen de los del tubo abierto, aplastando un extremo.

Figura 2.5. Segundo y tercer armonico respectivamente de un instrumento con tubo cénico.

Llegados a este punto ha de mencionarse que, para un extremo abierto, con-
siderar p = 0 es realmente solo una aproximacién puesto que el volumen de aire que
se encuentra fuera del tubo no es infinito. Una buena manera de ajustar, para hacer
una representacion mds precisa de un tubo real, es trabajar en términos de una lon-
gitud efectiva y considerar que el tubo termine un poco més alld de donde realmente
lo hace. El siguiente diagrama muestra la longitud efectiva para el modo de vibracién
fundamental de una flauta con todos los orificios cerrados.

(= S—

Figura 2.6. Tubo de una flauta sin orificios.

La correccion final es la cantidad en la cual la longitud efectiva excede la lon-
gitud real y, en condiciones normales, por lo general se encuentra alrededor de las
tres quintas partes del ancho del tubo. El efecto de un agujero abierto es disminuir la
longitud efectiva del tubo. A continuacién se muestra un diagrama del primer modo
de vibracién con un agujero abierto (Figura 2.7). La longitud efectiva del tubo esta
representada por lineas de puntos en el diagrama, ésto se puede ver al continuar la
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parte izquierda de la onda como si el agujero no existieray al ver dénde termina ésta.
Cuanto mds grande es el agujero, mayor es el efecto sobre la longitud efectiva. En-
tonces, pueden surgirnos preguntas como 3qué sucede cuando el flautista sopla en la
boquilla de la flauta? ;Cémo hace que una nota suene? Respuestas a estas preguntas
pueden encontrarse en [6].

(==

Figura 2.7. Tubo de una flauta con un orificio.

2.3. Instrumentos de percusion. Autovalores del operador
Laplaciano

La familia de instrumentos de percusion es bastante amplia. En esta seccién
nos centraremos en el estudio de instrumentos membrané6fonos como son el tambor
o los timbales. La ecuacién que describe el movimiento de la onda de vibracién viene
dada por

Pz 2(622+022) 2.6)
arz \ox?  0y? '

donde ¢ =/ T/p siendo T la tensién en los bordes de la membrana, y p la densidad
de area de la piel. Esta ecuacidn surge de una parametrizacién de la superficie de
la membrana mediante dos variables x e y, y una tercera para denotar el desplaza-
miento que consideramos z (para més detalles véase A.3). Aqui, la variable z(x, y, )
es la que denota el desplazamiento.

La naturaleza de la ecuacién (2.6) sugiere realizar un cambio a coordenadas
polares (r,0). Si x = rcosf e y = rsinf con r = y/x% + y%, obtenemos que
#z _ 2(d%z

10z
a2 =¢ (WJ”?W”L

|~

%) . @.7)

&

r

Busquemos soluciones en variables separadas, z(r,8, t) = f(r)g(0) h(?). Sustituyendo
en la ecuacion anterior llegamos a que

FNGOR" (1) = 2 (f"(NgO)h(D) + Lf (NgOh(D) + = FN"O®).  (2.8)

Dividiendo ahora por f(r)g(0)h(t) obtenemos que

'@ _ 2(f'm
h(t) —
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Dado que t, r y 6 son variables independientes el valor comtn de los dos lados es
independiente a estas variables, por lo que su valor ha de ser una constante negativa
que denotaremos por —w?. Esto quiere decir que

') = —w?h(D), (2.9)
'y 1, 180 _ »?
FO T T2 g® — _%' (2.10)

De aqui podemos deducir, resolviendo (2.9), que la solucién general de nuestro pro-
blema inicial serd multiplo de h(f) = sin(wt + ¢), donde ¢ es una constante determi-
nada por la fase temporal inicial. Multiplicando la ecuacién (2.10) por 72 y reorgani-

zando, obtenemos

2 f'(r) £l _g'®

GG HOR
Como podemos observar la parte izquierda de nuestra ecuaciéon solo depende de r, y
la parte derecha de @ por lo que su valor es constante. Esto significa que, teniendo en
cuenta que g(6) es la funcién del dngulo, y por tanto, funcién periddica de periodo
27, el valor comun de la constante serd el cuadrado de un entero n resultando las
siguientes ecuaciones:

20”2
02

+r

" ! 2
2 f (r)+rf(r)+r2w_ 2

" — 2 —
g'@)=—-n"glO) vy o) 7 2 n°.

Multiplicando ahora ambos miembros de la segunda ecuacién por f(r)/r?, y reor-
denando obtenemos la ecuacién

PO+ e+ (% - %) fo =,

cuya solucién viene dada por una combinacién lineal de J,, (wr/c) y Yy (wr/c) (véase
la Subseccién 1.4). Como lfII(l) Y, (wr/c) = —oo, se introduce una singularidad en el
r—

centro de la membrana que demuestra que las tnicas soluciones fisicamente rele-
vantes a la ecuacion anterior son multiplos de J,(wr/c) (en caso contrario, se pro-
duciria una “explosién” al golpear el tambor en el centro). Luego, la solucién a la
ecuacién de onda vendré dada por

z(r,0,) = A-Jy(wr/c)sin(wt+¢)sin(nf +v), A#O0.

Supongamos ahora que la membrana de nuestro tambor circular posee radio
a > 0. Entonces, la ecuacion (2.7) debe satisfacer la condicién de contorno que verifi-
caque z =0 cuando r = a para todos los valores de ¢ y 6. De este modo, J,(wa/c) =0.
Esta funcién toma el valor cero para un conjunto infinito discreto de valores de su
argumento. Por lo tanto, w también estd restringido a un infinito conjunto discreto
de valores.
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Algo a tener en cuenta es que combinaciones lineales de funciones de la forma
anterior aproximan uniformemente la solucién general (de clase 2) de (2.7) tan cerca
como se desee, formando el equivalente en el tambor de las funciones seno y coseno
de la serie de Fourier. A continuacién se muestra, con cardcter ilustrativo, una tabla
de los primeros ceros de las primeras funciones de Bessel.

k| Jo N1 2 I3 Ja

1(2.40483| 3.83171 | 5.13562 | 6.38016 | 7.58834
215.52008(| 7.01559 | 8.41724 | 9.76102 |11.06471
318.65373|10.17347(11.61984|13.01520|14.37254

Denotemos ahora el k-ésimo cero de J;, por j, . Teniendo en cuenta que para
obtener los distintos modos de vibracién debemos elegir un entero no negativo n y
un cero de J,(z), el modo de vibracién asociado a éste tendra frecuencia cj, x/2na,
que viene siendo j, i/ jo,1 veces la frecuencia fundamental. La imagen que se visua-
liza a continuacién, muestra los puntos estacionarios. Debajo de cada imagen se en-
cuentra el valor de j, / jo,1 para la frecuencia relativa.

2.9173 3.5001 4.0589

Py T P
[(; ﬁ f/f % N2 ’\\

=
W &) &J

4.2304 4.8319 5.4121

A finales del siglo XVIII Chladni, motivado por su interés en la vibracién de
placas, llevé a cabo una serie de experimentos que consistieron en colocar arena so-
bre una placa y hacerla vibrar en uno de sus modos normales usando un arco de
violin. En este estado observé que la arena se acumulaba en las lineas estacionarias
y daban una imagen similar a las descritas anteriormente para el tambor. Véase los
detalles en [5].

En la realidad, los instrumentos membrané6fonos como es el caso de un tim-
bal tienen aire confinado. Esto hace que el modo fundamental del tambor esté muy
amortiguado dada la compresién y expansioén del aire encerrado en él. Entonces, lo
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que se escucha como fundamental es realmente el modo con n =1, k = 1 que vie-
ne siendo la segunda entrada en la fila superior del diagrama anterior. Los modos
superiores implican principalmente mover el aire de lado a lado. La inercia del aire
produce un aumento de la frecuencia de los modos con n = 0, especialmente el fun-
damental, mientras que los modos con 7 > 0 se reducen en frecuencia de tal manera
que se amplian las brechas de frecuencias. Por otro lado, en un tambor abierto todas
las frecuencias vibratorias se reducen por la inercia del aire. Dentro de la orquesta
se emplea la inercia del aire para obtener una relacién de frecuencia aproximada de
3:2. Para ello se hace uso delos modosconn=1,k=1yn=2,k=1conelfinde
percibir el fundamental que falta a mitad de la frecuencia fundamental real. Ademas,
los modos con n =3, 4 y5 (atin con k = 1) estdn dispuestos para aproximarse a re-
laciones de frecuenciade 4:2,5:2y6:2 con el modo n =1, k =1, que acentia la
percepcion del fundamental que falta. A la frecuencia del modo n =1, k = 1 se deno-
mina frecuencia nominal del tambor.

A modo conclusivo, cabe sefialar que un timbal puede ajustarse entorno a una
cuarta perfecta siempre que el aire no actiie como agente resonador. Si se diera el ca-
so contrario, solo podria hacerlo en una pequefa parte del rango de frecuencias ya
que las resonancias del cuerpo de aire suelen ser mucho mas altas en el tono y no tie-
nen mucho efecto en el sonido general. Un efecto importante es que ésto evita que
la parte inferior de la cubierta del tambor irradie sonido haciendo que la radiacién
del sonido sea m4s eficiente desde el lado superior.

El andlisis realizado anteriormente para la discusién de los modos vibracio-
nales del tambor se puede llevar a cabo en un contexto mds general, explicando la
relacion entre la forma del tambor y su espectro de frecuencias en términos de los

. 2 2 . ..
autovalores del operador Laplaciano V2 = 25 + 2 Haciendo uso de esta notacién,

0x2 " oy
la ecuacién de onda (2.6) quedaria ‘gz—tf = ¢?V?z, y por tanto, al buscar soluciones en
variables separadas z = f(x, y)h(¢) las ecuaciones (2.9) y (2.10) serdn equivalentes a

Flx, A" (1) = >V f(x, y) (1) es decir, % =c? v;{ )g);)y ) Como el lado de la izquier-

da es independiente de x e y, y el de la derecha independiente de t, se sigue que

W'(1) = -0’h(D),  V2f(x,) =% f(x,)).

La primera ecuacién describe un movimiento arménico simple con frecuencia an-
gular w (estudiado ya en el Capitulo 1), por lo que la solucién asociada a ésta serd
h(t) = Asin(wt + ¢). Por otro lado, toda funcién f(x, y) no nula y doblemente dife-
rencible que satisfaga la segunda ecuacién, es conocida como funcion propia (auto-
funcién) del operador de Laplace —V?, con autovalor A = w?/c?.

Hay dos tipos importantes de autofunciones y autovalores. Por un lado esta
el espectro de Dirichlet que estd formado por el conjunto de autovalores cuyas auto-
funciones desaparecen en el limite de la region, y por otro, el espectro de Neumann
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formado por los autovalores con autofunciones que poseen un derivado de desva-
necimiento normal (es decir, perpendicular) al limite (importantes cuando se estu-
dia la ecuacién de onda de un sonido, donde la variable dependiente es la presién
acustica). La resolucion de esta ecuacion de ondas y la justificacion del método de
separacion de variables puede encontrarse en numerosos textos sobre Ecuaciones
en Derivadas Parciales y se sale de los objetivos de este trabajo. Véase, por ejemplo,
[2, Apéndice W]. En particular, se puede probar que los autovalores de —V? son reales
positivos, y el siguiente resultado para el problema de Dirichlet:

Proposicién 2.1. Sean fi, f>, ... las autofunciones de Dirichlet de —V? en un dominio
Q, con autovalores0 < A1 < A, <.... Entonces,

1. Toda autofuncién es una combinacion lineal finita de autofunciones f; para las
cuales A; son iguales.

2. Cada valor propio se repite solo un niimero finito de veces.

3. limy, oo Ay = 00.

4. Cada funcién continua puede escribirse como la suma de una serie absoluta y
uniformemente convergente de la forma f (x,y) = Y.; a; fi(x, ).

Elautovalor A; determinara la frecuencia a través de w; = c\//l_,- yv;= c\/)L_,- /27
Las condiciones iniciales de nuestra ecuacién en Q son especificadas estipulando
los valores de z y % en Q) para la posicién inicial. Escribiendo z = }; a; fi(x,y) vy
% =Y ;b;fi(x,y) en t =0, latnica solucién para el problema vendrd dada finalmen-
te por
z=Y,fi(x,y) (al- cos(cVAt) + C}% sin(cﬂt)) )

Llegados a este punto podriamos plantearnos jexiste alguna relacién entre la
forma del tambor y su espectro de frecuencia? ;escuchando el sonido podriamos de-
ducir la forma del tambor? Un interesante resultado para estas preguntas, planteadas
por Mark Kac en [13], fue dado por Gordon, Webb y Wolpert en 1991 a partir de dos
superficies isoespectrales no planas construidas y recogidas por Buser en [3].

- s i

Figura 2.8. Superficies isoespectrales no planas de Buser.

S
|

Dividiendo desde el centro las formas mostradas en la Figura 2.8 a la mitad
y “aplastandolas” surge la primera versién de tambores diferentes e isoespectrales
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(Figura 2.9). Para més detalles véase [10] donde se recogen también otros ejemplos
encontrados por Gordon, Webb y Wolpert de pares de regiones con distinta forma y
mismo espectro de Dirichlet utilizando una extensién del teorema de Sunada.

?

Figura 2.9. Membrana de los primeros tambores isoespectrales.

Hasta la fecha no se han encontrado ejemplos convexos. No obstante, si que
se han generado ejemplos de formas convexas que pueden determinarse a partir de
su espectro de Dirichlet. Son varias las teorias que relacionan los autovalores con
la forma del tambor, no obstante, la que mejor recoge la idea es la enunciada por
Osserman en el siguiente teorema pues supone una mejora del Teorema de Hayman.

Teorema 2.2 (Hayman, Osserman). Sea ) una regién acotada, cerraday simplemen-
te conexa del plano; y A el autovalor de Dirichlet mds pequerio del operador de Laplace
para la region Q. Entonces Q) contiene una region circular con radio, al menos, ﬁ

2.4. Xil6fonosy campanas tubulares

El xil6fono y las campanas tubulares son instrumentos que, al igual que en el
caso del tambor, los modos de vibraciéon no consisten en multiplos enteros de una
frecuencia fundamental. Para verlo, en esta seccion, examinaremos la teoria de las
ondas transversales sobre una varilla/ldmina rigida y delgada. Nuestro objetivo sera
abordar brevemente la ecuacién diferencial que modeliza esta situacién:

’y EId'y
LY 2.11
3z " p oxt 10

donde I = f nsz es el momento seccional de la seccion transversal de la lamina,
con area transversal A, 7 la distancia desde la superficie neutra hasta el filamento
(véase la Figura 2.10), E la elasticidad longitudinal, y p la densidad lineal de la lami-
na. Esta ecuacién, que serd la que describa el movimiento transversal de las ondas
enla varilla, surge de realizar varias suposiciones. Por un lado estamos considerando
las suposiciones hechas en la Seccién 2.1 sobre dngulos pequefios, unida a una se-
gunda suposicion de que los términos provenientes de la resistencia del movimiento
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causado por la inercia rotacional de un segmento de la barra son muy pequeiios en
comparacion con los términos que provienen de la inercia lineal (vertical). Es impor-
tante hacer constar que esto es solamente valido para ldminas delgadas. El resultado
de esta suposicion es que la fuerza de torsion total F's (fruto de torcer un objeto alre-
dedor de un eje aplicando una fuerza F a una distancia s del eje) en un segmento de
varilla puede cosiderarse nula, lo que nos permite simplificar célculos.

Consideremos un segmento de varilla de longitud V(z)

X, y supongamos que V(x) es la fuerza vertical (o T

fuerza de corte) aplicada por el extremo izquierdo /" ] N Mot Ad)
del segmento en el extremo derecho del segmento ~~ \ J '
adyacente. Fijemos como direccién positiva para ‘T’ l

.2 . . . Viz+ Ax)
la torsién el sentido antihorario. AT

La fuerza de torsion en el segmento, debido a dicha fuerza de corte, serda
—V(x) (%) —V(x+Ax) (%) ~ —V(x)Ax. Como consideramos que la inercia rota-
cional es insignificante, es decir, la torsién (o momento flector) M(x) aplicado por el
segmento en el segmento adyacente satisface que M(x + Ax) — M(x) - V(x)Ax = 0,
obtenemos que V (x) ~x YEH80-M) Luego, tomando el limite cuando Ax — 0 llega-

Ax
OM(x)
0x

mosaque V(x) = .Ahora, la fuerza vertical en el segmento se puede calcular co-

mo V(x)-V(x+Ax) =~ —Ax% ~ —Ax%. Como las funciones V' y M dependen

2
de x y t, debemos escribir la fuerza vertical total del segmento como —AxaM—(f’”.

Teniendo en cuenta la densidad lineal de la barra p, la masa del segmento sera pAx.
Tomemos y para el desplazamiento vertical, entonces, por la segunda ley de movi-

2
miento de Newton obtenemos que —Ax%zTAf = pr%, es decir,
%y 10°M _
Sz * P 0. (2.12)

Ahora, el momento de flexion M hace que la barra se doble haciendo entrever una
estrecha relacién entre M y 6% y/dx?. Para comprender esta relacién, debemos tener
en cuenta los pardmetros de tension, extension, y mdédulo de Young. Si una fuerza
F = F, — F) estira o comprime una barra delgada rigida de longitud L y 4rea de sec-
ci6on transversal A, la longitud aumentard AL. Teniendo en cuenta esto, la tensién
se define por f = F/A, y la extensién viene dada por el aumento proporcional en
longitud, es decir, e = AL/L. La ley de Hooke para una barra rigida establece que la
extension es proporcional a la tensién, esto es, f = Ee. A la constante de proporcio-
nalidad E se le conoce como mddulo de Young (o longitud eldstica) y dependerd del
material de la ldmina (por ejemplo, partiendo de la temperatura ambiente 18° C, si
ésta es de aluminio E = 7.05 x 10'0, si es de plata E = 8.27 x 10'°). Supongamos la
situacién que describe la Figura 2.10.

Considerando R el radio de curvatura de la superficie neutral, la longitud del
segmento en la superficie neutral serd RAA. La longitud del filamento sera (R—n)A0,
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Figura 2.10. Ldmina con superficie neutra central (linea de puntos sobre el diagrama), en esta
zona no estd comprimida ni estirada. En un lado de esta superficie los filamentos horizontales
de la barra se comprimen y en el otro se estiran.

por lo que la extensién vendrd dada por —(nA8)/(RA6) = —n/R. Entonces, segin la
ley de Hooke, la tension en el filamento es —EnAA/R, donde AA es el area de la sec-
cion transversal del filamento. Como se supone que la fuerza horizontal total es nu-
la, tenemos que _1_1;; SndA=0,estoes, [ndA=0,lo que nos indica que la superficie
neutra pasa a través del centroide de la seccién transversal del drea. Multiplicando
por —n e integrando obtenemos el momento de flexion total M = % [n?dA. Ala can-
tidad I = [n?d A se le denomina momento de seccién de la seccién transversal de la

2
ldmina. Teniendo en cuenta esto, M = —EI/RyR=(1+ (%)2) 3 / %. Asumiendo que

% es pequefio, la formula para el radio de curvatura nos queda determinada por

1/R= % de modo que M(x,t) = EI g%. Combinando estos resultados con la ecua-
cién (2.12), obtenemos la ecuacién (2.11) conocida como ecuacién de emisién de
Euler-Bernoulli. La resolucién de la misma, aplicando el método de separacién de
variables, nos deja la siguiente soluciéon general descompuesta en suma de modos

normales:

y(x, t) = (Asinkx + Bcoskx + Csinhkx + Dcoshxx)sin(wt + ¢) (2.13)

con kK = @ y A,B,C,D constantes a determinar segtin las condiciones de con-
torno. Estas condiciones son las que restringirdn w a un conjunto discreto de valores
y dependeran de lo que suceda al final de la ldmina. Asi por ejemplo, si un extremo
de ésta estd libre se tiene que la velocidad y el momento de flexién total se anulan,
es decir que 8%y/dx? = 0y 0°y/dx> = 0, respectivamente. Si éste se encuentra sujeto
a un extremo de la varilla, el desplazamiento y la pendiente desaparecen por lo que
y =0y 0y/dx =0 para cualquier instante de tiempo ¢ en el valor de x correspondien-
te al final de la varilla.

En el caso del xilé6fono y las campanas tubulares los extremos se encuentran
libres, es decir, 8*y/0x> = 0y 3y/0x> = 0 por lo que considerando los extremos de
la varilla en x =0y x = [, y aplicando estas condiciones sobre la solucién (2.13) para
la ecuacion de onda obtenemos, con x=0,que B=DyA=C,yconx = I:

A(sinhx ! —sinkl) + B(coshkx!—cosxl) =0,
A(coshxl—coskl)+ B(sinhx! +sinkl) =0.
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Estas ecuaciones admiten una solucién distinta de cero en Ay B cuando el deter-
minante verifica que (sinhx [ —sink)(sinhx[+sinx[) # (coshk - cosx)?. Teniendo
en cuenta las relaciones cosh? x/ —sinh®>x [ = 1 y sin®x [ + cos?k = 1, nos queda que
coshxklcoskl = 1. Luego, los valores de k! para los que se cumple esta ecuacion de-

. ) . .. . p 4/ w?
terminaran las frecuencias permitidas mediante la féormula x = 1/ E—p.

Realicemos un cambio de variable considerando A = k! de modo que A sea

.. .. .. 4/ w?
solucién de la ecuacién cosh A cos A = 1. De la expresion k = E—f llegamos a que la
frecuencia angular y la frecuencia vienen dadas por

_ [EL7%. _w _ [EI_A?
w = 71—2, V_E_ FW (214)

Las soluciones positivas de cosh AcosA = 1 son, aproximando por redondeo a cua-
tro cifras significativas: 1; = 4.7300, 1, = 7.8532, A3 = 10.9956, 14 = 14.1372, A5 =
17.2788 y Ag = 20.4204. Como vemos, a medida que n aumenta, cosh n aumenta ex-
ponencialmente, por lo que cos A, debe ser muy pequefio y positivo de manera que
Ay esté proximo a (n+1/2)7w, el n-ésimo cero de la funcién coseno. Una aproxima-
cién para A, es

Ap (n+ 3w — ()26 (1207 _ 4o 20147 (2.15)

Usando la ecuacién (2.14) encontramos que las relaciones de frecuencia como muil-
tiplos de la fundamental estdn dadas por las cantidades 1%/ /lf (cuyos valores para
n=1,2,3,4,5y6, con cuatro cifras significativas y por redondeo, son: 1.0000, 2.7565,
5.4039, 8.9329, 13.3443 y 18.6379, respectivamente). Como vemos el conjunto resul-
tante es inarmoénico al igual que en el caso del tambor. Sin embargo, a medida que
aumentamos 7 la ecuacién (2.15) muestra como los parciales mas altos tienen rela-
ciones que se aproximan a la de los cuadrados de enteros impares.

Para concluir, simplemente notar que este andlisis se ha realizado bajo ciertas
suposiciones que describen una situacion ideal. En la realidad, la serie de derivadas
parciales es algo diferente. Las campanas tubulares son las mds cercanas a la situa-
cién idealizada descrita anteriormente con parciales segundo y tercero en relaciones
de frecuencia de 2.76 : 1 y 5.40 : 1 a la fundamental, pero las barras o ldminas de un
xil6fono orquestal estdn hechas de palisandro o, a veces, de materiales mas moder-
nos que son més duraderos y mantienen su tono en condiciones extremas. Ademas,
cuentan con un arco superficial realizado en la parte inferior de la ldmina con la
intencién de producir relaciones de frecuencia de 3:1y 6: 1 que se corresponden
con el tono de una octava y una quinta perfecta, respectivamente dos octavas y una
quinta perfecta por encima de la fundamental.
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Apéndice: la ecuaciéon de onda

Para poder analizar las cualidades del sonido es necesario encontrar la ecua-
cién de onda que lo caracteriza. El objetivo de este Apéndice es el de incluir algunas
nociones breves sobre la deduccién de esta ecuacién. Comenzaremos con la deduc-
ci6n de la ecuacién de onda en una dimensién, para luego extenderlo a dimensién
dos y concluir con algunos resultados relevantes de la ecuacién de onda en dimen-
sion tres.

A.1. Ecuacion de onda unidimensional

La ecuacion de onda en R se define a través del desplazamiento del aire X(s, £)
que dependeré del tiempo ¢ y la presién del aire s. El aire tiene una velocidad y una
aceleracion de las particulas que lo forman, pero estos pardmetros son conocidos
una vez averigiiemos cémo varia a lo largo del tiempo el desplazamiento del mismo.

Consideramos una cuerda eléstica que se halla en estado de reposo -en au-
sencia de fuerzas exteriores- por el efecto de una fuerza de tensioén Ty alo largo de la
misma, al estar anclada entre los puntos O y P del eje OX. Supondremos que tiene
longitud [ (véase la Figura A.1).

La situacion fisica a describir consiste en separar la cuerda de su posicién
de equilibrio, creando la deformacién una fuerza recuperadora que genera el mo-
vimiento de la misma. El estado futuro de la cuerda -en términos del tiempo ¢- se
representard por las ecuaciones x = x(s, 1), y = y(s,t),con0<s<ly ¢t = 0. Aqui, ses
un pardmetro que se define mediante el convenio de que X(s, t) = (x, y) represente
el punto de la cuerda que inicialmente (¢ = 0) se hallaba en la posicién (x, y) = (s,0).
Admitiremos que en cada instante, la masa de un tramo s; < s < s, viene expresada
por . 3312 p(s)ds, donde p(s) es una funcién continua que designa la densidad lineal de
masa, p(s) >0en0<s<1[.

En todo momento suponemos que el movimiento tiene lugar en el plano
OXY. Las condiciones iniciales son:



40 A Apéndice: la ecuacién de onda

u u
A A
(x(s,8),y(s,1)
To To B | M
- — ]
0 ) 1 0| s
A\ \4

Figura A.1. Cuerda elastica.

{ x(s,0) = s, { y(s,0) = f(9), CD

x:(s5,0) =0, yi(s,0) = g(s),
en donde 0 < s < [. Por otra parte, el proceso impone las condiciones de contorno:
x(0,1) =0, x(l,n)=1, ¥, =y, =0, t=0. (CC)

Suponemos que sobre cada porcién s; < s < s, de la cuerda actia una fuerza
vertical neta (dirigida hacia abajo) de médulo F(sy,s2) = fsslz P(S)F(x(s, 1), t)ds. En
otros términos, F = F(x, t) es una densidad de fuerzas verticales por unidad de masa
en el punto x y en el instante . Por ejemplo, en el caso del peso, F = gy F(s1, $2) =
g/ 5312 p(s)ds, donde la integral representa la masa del trozo de cuerda.

Para determinar las ecuaciones del movimiento analizaremos las fuerzas so-
bre un trozo de cuerda s;_; < s<s;, 0=y < 5] <... <5, =[. Sumomento lineal
viene dado por p; = (fssl’_l p(8)x.ds, fss,-i_l p(s)ytds). Las ecuaciones del movimiento
se obtendrdn escribiendo la segunda ley de Newton (para la variacién del momento
lineal): 42 = F £ +F) conF, (respectivamente F,) la fuerza exterior (respectivamen-
te interior) neta actuando sobre el trozo s;—1 < s < s;. Por hipétesis, s;_1 < s < s; estd
sometido a la fuerza exterior

—E Si
F; =(0,-F(si-1,8)) = (0, —f p(S)F(x(s, 1), t)ds) .
Si-1
Falta por precisar quiénes son las fuerzas internas (de corto alcance) que actian so-
bre la porcion s;_; < s < s; de la cuerda. Para ello es necesario dar una ley que des-
criba como es la naturaleza de las fuerzas de tensi6én en los extremos. Esto equivale
a describir las propiedades elasticas de la cuerda.

En primer lugar medimos el alargamiento neto sufrido por s;_; < s<s; enel
instante f: fssi’;l Vxs2+ ys2ds— As donde As = s; — 5;_1, X5 = X5(s, 1), ¥s = ys(s, 1). El
alargamiento medio por unidad de longitud es - /, oV Xs2+ ys2ds—1. Asi, el alar-
gamiento puntual por unidad de longitud o densidad de alargamiento es finalmente

- 2 2
e=+/xs"+ys-—1.
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Una primera hip6tesis de elasticidad es que en cada punto s la fuerza de ten-
sién T'(s, t) vaya dirigida en la direccién de la tangente, es decir, si T(s, ) designa el
médulo, entonces T (s, 1) = T(s, 1)1(s, ), con £(s, t) = (xsz + ysg)—uz (x5, ys) el vector
unitario tangente en s. Esto significa que el material que constituye la cuerda es tal
que su “reaccién a la deformacién”, cuando uno quiere “separar” una seccién trans-
versal imaginaria de su contigua, es puramente normal a dicha seccién. En otras
palabras, no hay fricciones tangenciales (fatigas), o si se quiere, no hay “oposicion” a
la flexidn.

La segunda hipétesis de elasticidad es que el médulo de la tensién sea una
funcién exclusivadeeydes, T'(s, 1) = J (e, s),conJ (0, t) = Ty, donde Ty es la tensién
de la cuerda en reposo. Desarrollando 9 se obtiene 9~ = Ty + 9,/ (0, s)e + O(e?). Por
ejemplo, el caso particular J = Ty + ke (k constante, el médulo de elasticidad) da
lugar a la conocida ley de Hooke. De aqui se deduce que la resultante de las fuerzas
internas sobre s;_; < s < s; resulta ser
Si
si—1°

Fi = T(si, 0F(si, ) = T(si—1, 0E(si—1,0) = T(s, 0E(s, 1)|

Como, T(s, (s, t)|§§71 =[5 O (T(s,1)E(s, 1)) ds, la identidad para la derivada del

- Si—1 ds
momento lineal da lugar a las ecuaciones

0 [T xs) _

3s | ex1 ) = PXtr Al
0 (T s (A.1)
35| o351 | =PVt PE

El problema consiste entonces en determinar las funciones x = x(s, 1), y =
y(s, 1) a partir de las condiciones (CI) y (CC), donde f, g y 9 son datos del pro-
blema. El cardcter fuertemente no lineal de las ecuaciones (A.1) sugiere, en prime-
ra aproximacion, su linealizacién, para llegar a un modelo mds sencillo. Para ello,
vamos a imaginarnos que el tiempo ¢ y las funciones f y g junto con sus deriva-
das de hasta orden dos son pequefias. Mas precisamente, consideramos el vector
o=(t,f,gf,g, f" g" con médulo |P| = (|t],]| floo,---» 18" |oo), siendo, por ejemplo
| floo = SUPg< < | f(x)]. A continuacion, separaremos en (A.1) los términos lineales, es
decir, O(|®]), de los de orden superior o(|®|), despreciando estos tltimos frente a los
primerosl. La ecuacion resultante (A.4) (véase mds adelante) serd la aproximaciéon
lineal a (A.1). En primer lugar, obsérvese que xs = 1+0(t?) y x5 = O(t?), 0 equivalen-
temente, x; = 1+ O(|®|?) Y Xgs = O(|®|?). Por tanto, para t ~ 0 la ecuaciéon x = x(s, 1)
define s = s(x, t). Podemos considerar entonces v(x, t) = y(s(x, t), t), reultando

2
Vs = UxXs, Ve =VUxX t Vg y Vit = Vpr + Uxx Xy + 2Ux¢ Xt + Ux Xyt

que llevado a (A.1), y teniendo en cuenta que

1 Conviene recordar la notacién u(x) = o(v(x)) (respectivamente u(x) = O(v(x)) si cuando
x — 0, entonces u(x)/v(x) — 0 (respectivamente |u(x)| < M|v(x)|, M > 0).
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0 (T ys 0 (T x ) +6(3‘y32)

— =— V| = pXstvx + — X5 | Vexs

osle+1) osles1 ) TPl 5o et ™) e
T

dalugara pvy = ( x% - px%) —2pvyXx: — pF, que se puede escribir como

e+1

19 , 5 Ty
vn=; mxs—To—pxt Vxx_zyxtxt_F"'?Vxx,
es decir,

To To p(s)—p(x) 1(T , 2
Vyp=—F+——UVyy—————— v — | ——x5 =Ty — px5 | Vxx =201 x;. (A2
tt () xx o(s) () Xx oler1 s 0~ PX; | Uxx e Xt (A2)

En el segundo miembro de dicha ecuacién, —F = O(1). Enseguida se ve que % Vyx =
O(|®|), mientras que
T 2
— x5 —To— pxt) Uxx = 2PpVxtX; = 0(|D)), (A.3)
e+1
Ty p()—p)

ya que, de hecho, tal cantidad es del orden de |®|2, mientras que 5= 5ny Vax =

O(|®|3) cuando f, f v g son pequeiias. En conclusién,

To
Vir= ——VUxx— F (A.4)
p(x)
es la aproximacion lineal de (A.1).
Comencemos estudiando los 6rdenes de magnitud de vy y vx;. Tenemos que
v(x, 1) = y(s(x, 0), 1), Uy = YsSx, UVxx = _Vsssyzc + VsSxx Y Uxt = VssStSx + Vst Sx + VsSxe. De
x = x(s(x,1),1) setiene que 1 = x5, y0 = xsss)zc + X3Sxx, de donde s, = O(1), mien-
tras que Syx = O(£2). Por tanto, vy, es del orden de ¢, es decir vyx = O(|P]). Sin em-
bargo, s; = O(f) y sx¢ = O(t), pues derivando con respecto a ¢ la identidad 1 = x;sy
se llega a 0 = Xxg58:Sx + X5rXs + XsSxs, V basta tener en cuenta que x5 = O(f). Asi,
Vxt = O (Yss + ¥s) + O(|yse|). Como ys +ys = "+ f' + (8" + gt + O(*) = O(1D)),
Vst = &+ 0(r) = O(|®]), entonces vy, = O(|®|). Asi, el término x; vy, en la ecuacion
(A.2) es despreciable frente a vy,. En cuanto al coeficiente de vy, en (A.3) (véase
(A.2)), sabemos que y; = O(|P]). Luego,

e=1\/x2+y2-1=V1+0(2+|®2) -1=V1+0(®]2) - 1= 0D,

puesvV1l+u=1+0OW)yxs=1+ O(£2). Por otro lado,

o

_1J+ - =(Ty+0(e)(1+0(e) = Ty + Ole) = Ty + O(PI"),

mientras que px? = O(¢?), por ello dicho coeficiente es de orden 2 en @, luego de
orden 3 en @ al multiplicar por vy, y serd entonces despreciable frente a vyx. En
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cuanto a p(s(x, ) — p(x), nétese que p(s(x, 1)) — p(x) = p’ (x+0(s(x, 1) — x)) (s(x, 1) — x),
con0< 6 < 1.Como s(x, t) = x+O(t?) se tiene que p(s(x, 1)) —p(x) = O(t?). Alser p >0
en 0 < s <0, se deduce que (A.4) es la linealizacién de (A.2).

Si volvemos a las condiciones iniciales, como s(x,0) = x, mientras s;(x,0) =0
resulta que v = v(x, t) satisface el problema de contornoy valor inicial

Upr = Cuge—F(x, 1), 0<x<Il,t>0,

u(x,0) = f(x), 0<x<l,
us(x,0) = glx), 0<x<l, (A.5)
u©,1) = ull, =0, t=0.

Hemos puesto ¢ = Ty/p(x), donde c se define como la velocidad de propaga-
ci6én de las perturbaciones. Las condiciones de contorno en (A.5) se llaman de tipo
Dirichlet homogéneas. Otras posibles condiciones de contorno pueden ser:

s De tipo Neumann: uy (0, 1) = ux(l,1) = 0;
s De tipo Robin: —u,(0, 1) + B1u(0, 1) = ux(l, 1) + Bou(l, ) = 0.

Por otra parte, pueden considerarse problemas mixtos de contorno donde
se alternan condiciones de diferente tipo en los extremos. También pueden con-
siderarse condiciones de contorno no homogéneas, por ejemplo u(0,t) = a(f) y
u(l,t) = B(t), que en este caso (a y f datos) se llamarian de tipo Dirichlet no ho-
mogéneo. La ecuacion (A.4) (ecuacion de ondas forzada o perturbada por F) puede
contener mds términos, por ejemplo, v;; = % Vxx —bv; — F, que es conocida como la
ecuacion de ondas amortiguada, y en la que el término bv; representa una friccién
aerodindmica.

A.2. Ecuacion de onda bidimensional

En la subseccién anterior debe haber quedado de manifiesto que la deduccién
de la ecuacion de onda en el caso unidimensional no es, en absoluto, trivial. Una ge-
neralizacién al caso bidimensional puede llevarse a cabo suponiendo una membra-
na eldstica sujeta a un bastidor 0Q2 que es la frontera (regular, es decir una curva de
clase C* , k = 1) de un dominio Q del plano, y considerando ahora movimientos en la
forma

x=x(s1,82,1),  y=y(s,80,  z2=2z(s51,%1), (51,52) €Q,

o de manera simplificada, que el movimiento es puramente vertical y que inicial-
mente, la membrana ./ estd en reposo bajo el efecto de una tensién constante Ty,
es decir, x = 51, y = 52 y z = 0. Consideramos que x = s e y = §; en los movimientos
futuros, con lo que perfil de la membrana se puede escribir como u = u(x, y,t) con
(x,y) € Q. Cada trozo 2 de la membrana, 2 = 2(t) = {z = u(x,y, )/ ((x,y) € D}, estd
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sometido a la accién de fuerzas exteriores al sistema (gravedad, friccién aerodina-
mica) y a fuerzas interiores debidas a la variacién de la tensién por elasticidad del
material.

La segunda ley de Newton establece las ecuaciones del movimiento en la for-
map = FlI + FI.E, donde p es el momento lineal de 2 que vale

5:(f@P(x,y)xtdxdy,f@P(x,y)ytdxdy,f@p(x,y)utdxdy ,

y donde admitiremos que las dos primeras componenetes son cero. Contabilizamos
la fuerza extrema neta sobre 2 en la forma I_Jf =(0,0,— [ p(x, »)F(x,y, dxdy); aqui
de nuevo p > 0 en Q representa la densidad de .# . Para las fuerzas interiores intro-
ducimos la tasa (densidad) de deformacién puntual e = \/1+|Vu|2 —1, a la que se
llega por el mismo razonamiento que en el caso de la cuerda. Ahora, las fuerzas de
tensién sobre 2 en un punto P acttan siguiendo la direccién de la normal unitaria
exterior v a 2 que es ademds tangente a .4 en dicho punto. Para calcular v en P =
[xo,yo, u(xo,yo)) suponemos que f y g son regulares en 02 = {x = f(s),y = g(s)}z.

-1/2
Tomamos el vector unitario tangente T = ( f?+g 2) -(f',&') y la normal unitaria

; - 12 272 /
exterior a 0% en el plano, 77 = (f +g ) -(g¢',-f"). Entonces,

(m1+ uruy, np — tr iy, uy) 1
V1+IVul/1+ u? V1+[Vul2\/1+ u;?

donde u; =Vu-tyu,=Vu-n.

Una vez establecida la direccion de la fuerza de tensién T(P, ) en el punto P
e instante #, es necesario observar que en elasticidad, el médulo T(P, ) de T vaa
medir la magnitud de la tensién por unidad de longitud de arco d! en 2. En otras
palabras, para conocer la magnitud de la fuerza neta sobre un arco I de 09, basta
con efectuar la integral de linea

v(P) =

(ﬁ+ uT(uy, _ux); un) ’

b
fT(P’”dl:f T(P)\/f’2+g’2+|Vu-(f’,g’)|2ds,
r

a
en donde hemos parametrizado I" en la forma {(f(s), g(s), u(f(s),g(s)) | a < s < b}.
De ahi, la resultante de las fuerzas internas sobre & sera

n+ur(uy,—Uy)

I _ T _ Un
Fl= [, T(P)dl = (fa@ T(P)—\/mmdl,fm T(P) et dll|,
en donde, si 4 no sufre desplazamientos horizontales, deberd cumplirse

n+ u(Uy, —Uy)
f TP T y X
0

( dl=0.
7 V1+[Vul2y/1+u,2

2 Se supone que [y g recorren 4D siguiendo las agujas del reloj.
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Falta pues definir la relacién que liga la tensién T'(P) con la deformacioén e.
Como antes (Ley de Hooke), admitiremos que T(P) = J (e, P) = Ty + O(e). Podemos
ya escribir las ecuaciones del movimiento que establecen p’ = F lE +F II , es decir,

(fapxeedxdy, [opyidxdy, [opzidxdy) =(0,0,— [ F(x,y, dxdy)
(A.6)

" f T(P) n+ur(Uy,—Uy) 7 dl
00 V1HVuR /1412 NV

Procedamos a continuaci6n a linealizar el problema. Vamos a suponer que a
lo largo del movimiento los desplazamientos son lo suficientemente pequefios co-
mo para que lo sean u'y Vu (en estado de reposo u = 0). En este caso se tienen las
relaciones e = O(|Vul?), T(P) = J (e, P) = O(|Vul?),

\/f,z +g%+|Vu-(f,g)2 = \/f’2 +g%+0(Vu?),

dl, f50, T(P)

1 — 2 Un _ 3
VIHVUR 142 1+0(Vul y VIHVuP /142 tn + O(VU,

mientras que u; (uy, —Uy) = o(Vul?). Despreciando en (A.6) los términos de orden
superior a u'y |Vu| llegamos a las identidad [}, Tondl = 0, que es compatible con el
hechode que x;;=y;;=0enQ,y

f purdxdy = —f oF(x,y, t)dxdy+f Toundl.
Q Q 00
Por el teorema de la divergencia,
f Toundl = / Todiv(Vu)dxdy.

0Q 0Q
Llegamos asi a la relacién

f puy— ToAu+pFdxdy =0,

Q

que es la version integral de la ecuacién que deseamos obtener.

El mismo argumento nos conduce ala ecuacion [, pu;;— ToAu+pFdxdy =0,
siendo 2 cualquier subdominio regular pequefio (por ejemplo un rectdngulo) con-
tenido en Q. Por tanto, la funcién u(x, y, t) es la solucién del problema de contorno
y valor inicial:

U= LAu~F x,))€Q,

u(x,y,0)=¢(x,y) (x,)€Q, (A7)
ur(x, 3,0 =vwxy xyeQ,

u(x,y,)=0 (x,y) €0Q.

A(A.7) se le conoce como un problema de contorno de tipo Dirichlet homogéneo. Co-
mo en el caso unidimensional, pueden considerarse otro tipo de condiciones de con-
torno:
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O (. y, 1) = 0 para todo (x, y) € 0;

an

= De tipo Robin: g—% (x,y,8) + Pu(x,y,t)u =0 para todo (x, y) € 0Q,

» De tipo Neumann:

en donde 7 es la normal unitaria exterior a 0Q2 y 8 es una funcién continua y po-
sitiva. Todas las condiciones pueden considerarse en su versién no homogénea. Por
ejemplo,

0
%(x, »o+pulx,y,Du=alxyl), para todo (x, y) € 09,

enla que a es un dato. La ecuacion de las ondas puede contener otros téminos en el
segundo miembro, por ejemplo

T
Uy = FOAU— but—E

Iy

que se llama ecuacion de ondas amortiguada. De nuevo el término 0

2

se designa por

¢, siendo c la velocidad de propagacién.

A.3. Ecuacion de onda tridimensional

Las magnitudes que describen el estado de un fluido son el campo de veloci-
dades u(x, #), la presion p(x, t) y la densidad p(x, t). La conservacién de la masa se
describe mediante la ecuaciéon de continuidad:

p¢+div(pu) =0. (A.8)

Las fuerzas sobre un elemento B del fluido se descomponen en fuerzas de cor-
to alcance (de cohesion) y fuerzas exteriores. Si las fuerzas del primer grupo derivan
Unicamente de la presion se dice que el fluido es ideal. Més precisamente, las fuerzas
sobre B ejercidas por el fluido circundante se ejecutan sobre su frontera 0B, dirigi-
das normalmente hacia el interior y con una intensidad descrita por una densidad
de fuerzas p(x, t) por unidad de superficie (presién). La conservaciéon del momento
lineal conduce a la ecuacién del balance de fuerzas

pus+Du-u)=-Vp+pF,, (A.9)

endonde u; + Du-u=u;+ (Vu; -u);<;<3 es la aceleracion advectiva y F, la densidad
de fuerzas exteriores por unidad de masa.

Conjuntamente, (A.8) y (A.9) son las ecuaciones de Euler, que forman un siste-
ma de cuatro ecuaciones con cinco incégnitas. Para cerrarlo se introduce una ecua-
ci6én de tipo termodindmico relacionando presién y densidad en condiciones ade-
cuadas: y
p (ﬁ) y>0, (A.10)

Po
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donde p y po son valores constantes de referencia. Asimismo, la tasa de varia-
cién de p (condensacién) se define como s = L ;g) ® luego, de (A.10) se tiene que
p = po(1+5)7. Supondremos que F, = 0 mientras que, para llegar a ecuaciones li-
neales admitimos que el fluido sufre pequefias variaciones (u y s son pequeos).

Esto permite asumir que

p=po(l+ys). (A.11)

Por otro lado, (A.9) se sustituye por u; = —Vp, de modo que, despreciando términos
de orden superior, obtenemos div(pu) = podiv u. La ecuacion de continuidad (A.8)
se simplifica a s; + divu = 0. De ahi,

1
ut:——vp:—czvs, (A]-Z)
o

donde ¢? = %. Por tanto, s;; = c>As. Asimismo, de (A.11) resulta p;; = c>Ap. Ambas
son la ecuacién de ondas correspondiente a la velocidad ¢. Como vemos, dicho nt-
mero que describe la velocidad de propagacion de las perturbaciones (velocidad del
sonido) es de naturaleza esencialmente termodindmica.

En cuanto a la velocidad inicial, supondremos ug = —VUp(x), es decir, que de-
riva de un potencial Up. Integrando la ecuacion (A.12) en tiempo resulta

t
u=u0—czf Vsds,
0

de donde .
u=-V (ll[) - czf sds) =:-VU(x,1),
0
luego u deriva de un potencial en cada instante ¢. De ahi,
Uy = czst = c2div(—u) = AU.

En conclusién, las magnitudes u, s (p) y p cumplen la ecuacién de ondas, la
que describe la propagacion del sonido.
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Mathematical Introduction to Sound Theory is a work that contains two parts and a final annex. The central axis of this work is the

study of the sound production of the different organological families, leaving to a margin the electrophones instruments that would
give for a whole work in itself. In the first chapter, we introduce the basic and necessary aspects to understand the calculations and
results that lead the analysis of the wave equations that are considered in Chapter 2. We introduce briefly the Fourier Theory, that is
fundamental for the analysis of the one-dimensional wave equation that characterizes string and wind instruments, and Bessel functions,
that are crucial for the families of membranophones and idiophones (centering our study on the drum, the xylophone, and the tubular
bells, we analyze a two-dimensional wave equation of degree four). The final annex gathers all the information about the deduction of

the wave equation in dimensions one, two, and three.

1. Introduction

The mathematics, throughout history, has influenced several mu-
sical aspects. The scales and the proportions that govern the in-
tervals, sounds, shapes and musical structures are some of them.
But can we talk about them without sound? Would there be scales
and music without them? Several recent studies (S.XX and XXI)
have discussed these issues. The concept of music, as we under-
stand it, is linked to a sound sensation that occurs when a wave,
propagated by the elastic medium, reaches the ear and, after an
internal process, is analyzed in the brain. Leaving aside the phys-
iological part, in this work we go into the analysis and the study
of the main and fundamental element of music: the sound, and
more specifically, its producer agent, the waves.

2. Preliminaries

This first chapter has two main aims.
. Introduce and contextualize, briefly, the conditions that accom-
panies the propagation of a wave through the air. We can de-
duce that the nature of the solutions of the wave equation is
established as the sum of two electric fields, f(x—ct)+g(x+ct),
that come from the principle of superposition of D. Bernoulli,
and the periodicity of them as sinusoidal waves given to the
perception of a tone.
. Address some basic questions about Fourier series and Bessel
functions that are used in Chapter 2.
= Fourier series: We introduce the Fourier series of a peri-
odic function and we explain how to compute the correspond-
ing coefficients of the trigonometric series. Some comments
about convergence are briefly mentioned and the Gibbs phe-
nomena is also showed.

= Bessel functions: We introduce the Bessel differential equa-
tion of order p: x*y"+xy + (k*x*—p*)y = 0 with p > 0. By
using the Frobenius method we find the general solution as a
linear combination of the Bessel functions of the first and sec-
ond kind. These functions are expressed as a power series
centered at the regular singular point x = 0.

3. Brief mathematical guide for the orchestra

In this chapter, we look for the solutions of the wave equation that

characterizes each organological family.

1. Cordophones: The movement of a string is described by
the one-dimensional wave equation 2% = c22X. By using the
D’Alembert method we found the solution of this equation, in
particular in the following two particular cases: the plucked
string (zero initial velocity), and the string that starts from an
initial position s,. In addition, we also mention the case of the
inclined strings.

2. Aerophones: The vibration of the sound tubes follows the
same equation as the cordophones but with the difference that

=

n
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here, we have to introduce the variables displacement and
acoustic pressure for its analysis. We see the difference be-
tween an open and closed tube depending on the harmonics
that are presented, and the differences with a conical tube.
. Membranophones, the drum: We analyze the solutions of the
two-dimensional equation 22 = ¢? (% + j—yﬁ] where ¢ = /T7p with

w

ar?
T the tension at the edges of the membrane, and p the density
of skin area of the drum. Using polar coordinates and Bessel
functions we analyze the solution of this equation. Here, we
can see that only Bessel functions of the first kind take part in
the general solution, otherwise, an “explosion” will occur when
beatting the drum just in the center. In addition, we discuss
briefly the vibrational modes of the drum based on the Laplace
operator and we present a nice known result in Sound Theory
that answers the following question: Can one hear the shape of
adrum?
.Idiophones, xylophone and tubular bells: We comment the
wave equation of degree four ‘;%+%% = 0 that characterizes
these instruments.

4. Appendix: The wave equation

In order to analyze the qualities of sound it is necessary to find
the wave equation that characterizes it. The Appendix includes
some brief notions about the deduction of the wave equation, be-
ginning with the equation in one-dimension, then extending it to
two-dimension and concluding with some intuitive ideas for the
tridimensional case.
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