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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria se estudian diferentes modelos de localizacion de
servicios, tanto deseados como no deseados, en redes o grafos pe-
sados. Se comienza exponiendo la notacion y conceptos bdsicos, los
cuales nos permiten formular los problemas de localizacion de centros
y medianas en redes. En el primer capitulo, se proponen diferentes
métodos para determinar la ubicacion optima de los puntos donde
localizar los servicios (centros) bajo el criterio de minimizar la dis-
tancia mdzima a recorrer desde el servicio a los vértices del grafo, y
bajo el criterio de minimizar la suma de las distancias ponderadas
desde el servicio (medianas) a todos los vértices del grafo. En el se-
gundo capitulo, se plantean los problemas de localizacion de servicios
no deseados (anti-centros y anti-medianas) en grafos y se presentan
procedimientos para abordar la solucion de estos problemas.

Palabras clave: Problemas de localizacion en grafos — Centros y
medianas — Anti-centros y anti-medianas — . . ..
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Resumen - Abstract

Abstract

In this report, different service location models (desirable and un-
desirable) are studied in networks or weighted graphs. It begins by
exposing the notation and basic concepts, that allow us to formu-
late the problems of locating centers and medians in networks. In
the first chapter, different methods are proposed to determine the
optimal location of the points to locate the services (centers) under
the criterion of minimizing the maximum distance to travel from the
service to the vertices of the graph, and under the criterion of mini-
mizing the sum of the weighted distances from the service (median)
to all the vertices of the graph. In the second chapter, the problems
of locating undesirable services (anti-centers and anti-medians) are
formulated in graphs and procedures are presented to address the
solution of these problems.

Keywords: Location problems in graphs — Centers and medians —
Anti-centers and anti-medians — . . ..
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Introducciéon

A lo largo de los anos, nos hemos planteado en innumerables ocasiones
problemas de localizacién de instalaciones tanto en el sector publico (al inten-
tar localizar hospitales, estaciones de policia, bomberos, etc) como en el sector
privado al ubicar comercios, nuevas oficinas, fabricas, empresas, etc. Logicamen-
te, se pretende situar las instalaciones en aquellos lugares que nos faciliten las
actividades comerciales, logisticas o empresariales que se vayan a realizar. El ob-
jetivo de estos problemas consiste en optimizar uno o mas criterios relacionados
con la localizacion de los servicios y de los clientes, para asi obtener la mejor
ubicacién. La mayor parte de las ocasiones, los criterios consisten en minimizar
o maximizar la distancia entre las instalaciones y los clientes.

La disciplina matematica que se encarga de estudiar este tipo de problemas
se denomina Teorfa de la Localizacién. Esta se dedica a desarrollar los modelos
matematicos apropiados para asi encontrar la mejor ubicacién donde establecer
uno o mas servicios optimizando alguna medida de efectividad. Estos proble-
mas empiezan a ser estudiados en el siglo XVII por los mateméticos Fermat y
Torriceli. Asi, Fermat planteé el problema de ”Dados tres puntos en el plano,
encontrar el cuarto punto tal que su distancia al resto sea minima”. La solucién
puede encontrarse mediante una técnica geométrica sencilla y esa solucién se
conoce como punto de Torricelli o de Fermat.

La Teoria de la Localizacién no empieza a tomar una dimension mas amplia
hasta que ciertos economistas toman interés e incorporan factores de caracter
socioeconémico. Por ejemplo, Alfred Weber [8] estudié el problema de encontrar
el lugar 6ptimo donde localizar una industria que debia abastecer a un solo
mercado y con dos fuentes diferentes que podian suministrar el material. De
este modo, se le atribuye a Weber [7] el origen de la teoria de la localizacién
moderna. Cabe destacar el trabajo realizado por Hakimi [4], quien introdujo los
conceptos de centro y mediana para los problemas de localizacion sobre redes.

En general, los problemas de localizacién pueden agruparse en tres grupos:
localizacion continua, localizacion discreta y localizacién en redes.



X Introduccién

= Localizaciéon continua: las instalaciones se pueden ubicar en cualquier lugar
de un espacio n dimensional considerado.

» Localizacion discreta: el conjunto de lugares donde puede ser ubicado uno o
mas servicios es finito y conocido.

= Localizacion en redes: los puntos de demanda estan sobre los vértices de un
grafo y los servicios deben situarse sobre los nodos o aristas del grafo.

Dentro de cada grupo, para localizar los nuevos servicios existe una am-
plia variedad de métodos y procedimientos que nos ayudan a determinar las
mejores localizaciones para los servicios que se desean ubicar. En este trabajo
nos centraremos principalmente en problemas de localizacién en redes. Pode-
mos diferenciar dos tipos de problemas de localizacién en redes: ubicar servicios
deseados o servicios no deseados.

= En los problemas de localizacion de servicios deseados, los objetivos suelen ser
minimizar la maxima distancia al resto de vértices del grafo, o bien minimizar
la suma de las distancias al resto de vértices.

= En los problemas de localizacién de servicios no deseados, los objetivos sue-
len ser maximizar la minima distancia al resto de vértices del grafo, o bien
maximizar la suma de las distancias al resto de vértices.

En este trabajo, describiremos algunos problemas de localizacién en redes
atendiendo a la clasificacién anterior. Para cada problema desarrollaremos un
procedimiento que nos permita obtener la mejor ubicacién o, en el caso de que
sea dificultoso obtener una solucién, daremos una formulacién de programacién
matematica que nos ofrezca la mejor solucién.
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Problemas de localizacion de servicios deseados

El aumento de la poblacién y el crecimiento de las demandas sociales tiene
como consecuencia el incremento de los servicios publicos o privados con el fin de
intentar satisfacer las necesidades de la poblacion. El problema consiste en buscar
la ubicacién de dichos servicios para que pueda satisfacer a toda la poblacion o en
su defecto a la mayor cantidad de personas, pero teniendo en cuenta la eficiencia
econdémica en la ubicacién de los mismos, es decir, determinar la localizacion
optima de acuerdo con algin criterio. Los problemas mas estudiados dentro de
la localizacién de servicios deseados son el problema del centro y el problema de
la mediana.

El problema del centro consiste en localizar un punto en el grafo que hace minima
la distancia hasta el usuario méas lejano. El problema de la mediana trata de
localizar el servicio haciendo minima la distancia media a los usuarios.

En la siguiente seccién presentamos la notacién que usaremos a lo largo del
trabajo y los conceptos bésicos fundamentales de la Teoria de Grafos sobre los
cuales nos apoyaremos para el estudio de la localizacion en redes.

1.1. Notacién y conceptos basicos

Se define un grafo como un conjunto de vértices o nodos junto con un

conjunto de aristas o arcos que unen los diferentes vértices. Asi, se emplea la
notacion G = (V, A) al grafo donde, V' = (vy,vs,...,v,) representa el conjunto
de vértices y [v;,v;] = e;; el conjunto de aristas, con n = |V|y m = |A|.
Esta estructura permite representar relaciones entre personas, maquinas, pue-
blos, organizaciones, empresas, etc. Si en un grafo queremos, por ejemplo, re-
presentar una red de carreteras con sus respectivas direcciones entonces, es
necesario darle orientacién a las aristas. En este caso, se trata de un gra-
fo dirigido donde las aristas pasan a llamarse arcos y se representan como
A = {a;; = (v;,vj)/v;,v; € V}. La rama de las Mateméticas que estudia las
propiedades de los grafos y sus aplicaciones se denomina Teoria de Grafos.



2 1 Problemas de localizacién de servicios deseados

Si cada arco o arista lleva un peso [;; asociado, éste puede representar la
longitud del arco, el tiempo que se tarda en atravesar dicho arco, o incluso un
coste en el que se incurre al trasladarse por ese arco. A cada vértice v; o v;
nodo le corresponde un peso w; que representa la importancia o ponderacion de
dicho vértice respecto al resto de vértices de la red. Entonces, podemos hablar
de grafo pesado o marcado cuando cada vértice tiene un peso w;, o bien cuando
cada arista o arco (v;,v;) lleva un peso l;; asociado.

Una cadena es una sucesion de aristas de un grafo que une un vértice ¢ con
otro vértice j, es decir, dos vértices estan conectados si existe una cadena entre
ellos. Por otro lado, un camino es una sucesién de arcos que une un vértice con
otro. Dado un grafo pesado, consideramos un camino j;; que va del vértice 7 al
vértice j, entonces la longitud de ese camino [(y;;) es la suma de los pesos de los
arcos que pertenecen a ese camino. Como entre dos vértices cualesquiera puede
haber varios caminos que unan dichos vértices, llamaremos camino minimo a
aquel camino que nos reporte la menor longitud. Entonces, para cada par de
vértices v; y v; definimos la distancia d(v;,v;) como la suma de las longitudes
de los arcos que estan en el camino minimo que une v; con v;. De igual forma,
la distancia d(v;,v;) es la longitud total del camino minimo que va de v; a v;.
Si el grafo es no dirigido evidentemente d(v;, v;) = d(v;,v;). Por otro parte, un
ciclo es una cadena cuyos vértices iniciales y finales coinciden y un circuito es
un camino donde los vértices inicial y final coinciden.

Estos son los conceptos bésicos sobre grafos que necesitamos. En la siguiente
seccion, estudiaremos la localizacién de centros y medianas en servivios deseados.

1.2. La Localizacion de centros

Consideramos un grafo ponderado G = (V, A), con n = |V| vértices y
m = |A| aristas o arcos. Se pretende determinar donde localizar uno o varios
servivios de forma que se minimice la maxima de las distancias a recorrer desde
esa localizacién al resto de vértices del grafo. Para ello, empezamos definiendo
algunos conceptos previos.

1.2.1. Separaciones
Para cualquier vértice v; de un griafo G = (V, A), definimos los conjuntos:
RS (vi) = {vj/wid(vi,v5) < A v; € VY

como el conjunto de todos los vértices v; de G que son alcanzados desde el vértice
v; a través de un camino de longitud ponderada w;d(v;, v;) menor o igual que
cierto parametro \. También se define:

Ry (v5) = {wv;/wjd(v,v;) < Av; € V}
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como el conjunto de todos los vértices v; de G' desde los cuales el vértice v; puede
ser alcanzado a través de un camino de longitud ponderada w;d(v;,v;) menor o
igual que cierto pardmetro \ .

Definimos a continuacién los valores:

Sea(Vi) = maxy, ey [w;d(vi, v;)] (1.2.1)

Sin (Vi) = maxy, ey [w;d(v;, v;)] (1.2.2)

Estos se denominan niimero de separacion exterior y nimero de separacién
interior del vértice v; respectivamente.
Si Ae; es la longitud minima A de forma que para un vértice v;

Riz (Uz) =X
entonces de las ecuaciones (1.2.1) y (1.2.2) se sigue que

Sem(vi> - )\ex (123)

Del mismo modo, sabemos que si \;, es la longitud minima A tal que:

Ry'(v;) = X

entonces sm(vi) = \in. Por tanto, para garantizar que existan nimeros finitos
de separacién exterior e interior debemos admitir que el grafo sea fuertemente
conexo, esto es, que entre dos vértices cualesquiera v; y v; halla un camino de
v; a vj y otro de v; a v;.

Para aclarar los conceptos anteriores presentamos un ejemplo. Asi, defini-
mos un grafo G = (V, A), donde el conjunto de vértices V' = (vy, va, v3, V4, V5, V)
y el conjunto de arcos A = ((v;,v;)/vi,v; € V) son los representados en la Fi-
gura 1.1. A cada arco (v;,v;) le corresponde una marca o peso l;; = 1 la cual
representa la longitud, tiempo o coste asociado a ese arco (v;, v;).

Figura 1.1. Grafo 1.1
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La distancia d(v;, v;) entre dos vértices v; y v; es la suma de las longitudes
de los arcos que estan en el camino minimo que une v; con v;. De igual forma
la distancia d(v;,v;) serd la longitud total del camino minimo que va de v; a
v;. Ademads, todos lo vértices tienen igual importancia en este ejemplo. Por lo
que, los pesos w; son iguales a la unidad para todo j = 1,2, ...,6. Asi, dados dos

vértices v;, v; para el grafo de la Figura 1.1 la matriz de distancia se muestra en
la Tabla 1.1.

| [v1 [v2 [vs [va s Vg [sex(vi) |
V1 0 2 3 2 1 1 3

V2 1 0 2 1 2 2 2%

V3 2 1 0 2 3 3 3

Vg 3 2 1 0 4 4 4

Vs 2 1 2 1 0 3 3

Ve 3 2 3 2 1 0 3

Tabla 1.1. Distancias o longitudes entre los vértices v;

Una vez fijadas todas las distancias, introducimos en la tabla una nueva
columna y una nueva fila en las que incorporamos el nimero de separacién
exterior e interior.

1.2.2. Centro y radio

En esta seccion definimos los centros y radios existentes dentro de un grafo
G. Asi, llamamos centro exterior al vértice v}, que cumple que:

Sex(”:x) = minvieV[Sex(vi)]' (124)
Por otro lado, llamamos centro interior al vértice v}, para el cual
Sin(vzikn) = minviEV[Sin(vi)]~ (125)

Es comin encontrarnos con grafos que presenten més de un centro interior o
exterior formando asi conjuntos de centros exteriores e interiores. El niimero de
separacion exterior del centro exterior se denomina radio exterior 7e; = Ses(vg)
y el niimero de separacién interior del centro interior se denomina radio interior
Tin = Sin(V)).

Aplicando estas nuevas definiciones al ejemplo anterior correspondiente al
grafo de la Figura 1.1 podemos ver que hay un tinico centro exterior, el cual es el
vértice vy dando un radio exterior de dos unidades. Del mismo modo, observamos
que hay dos centros interiores formando asi un conjunto {v, v4} dando un radio
interior de dos unidades. Estudiemos ahora cual seria el centro y radio de la
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Figura 1.1 si los pesos w; tuvieran una cierta ponderacion, la cual recogemos en
la Tabla 1.2.

[ [0z [ws |4 [ws [ws |
0,2 0,1 [0,2 0,3 0,1 0,1 |

Tabla 1.2. Ponderaciones de los vértices

Partiendo de la Tabla 1.1 donde tenemos las distancias o longitudes entre
los vértices v;, ahora crearemos una nueva tabla teniendo en cuenta los pesos es-
tablecidos para asi obtener los nuevos niimeros de separacién exterior e interior,
los cuales, vienen establecidos por las féormulas (1.2.1) y (1.2.2) descritas ante-
riormente. Para determinar los centros exteriores, multiplicamos cada columna
v; de la matriz de distancias por su peso w; obteniendo la Tabla 1.3.

| [v1 v [vs [va [vs [vs [sex(v)) |
V1 0 0,2 0,6 0,6 0,1 0,1 0,6

V2 0,2 0 0,4 0,3 0,2 0,2 0,4"

s 04 0.1 0 0.6 03 03 0,6

V4 0,6 0,2 0,2 0 0,4 0,4 0,6

Vs 0,4 0,1 0,4 0,3 0 0,3 0,4"

Vg 0,6 0,2 0,6 0,6 0,1 0 0,6

Tabla 1.3. Distancias o longitudes ponderadas entre los vértices v; para determinar los centros
exteriores

Podemos ver que en este caso hay dos centros exteriores formando asi un
conjunto de centros exteriores {vq, v5} dando un radio exterior de 0,4 unidades.
Ahora multiplicamos cada fila v; de la matriz de distancias por su peso wj,
obteniendo la Tabla 1.4.

l ‘1)1 "02 V3 V4 Vs ‘v(;; ‘
vl 0 0,4 0,6 0,4 0,2 0,2

V2 0,1 0 0,2 0,1 0,2 0,2

v3 0,4 0,2 0 0,4 0,6 0,6

V4 0,9 0,6 0,3 0 1,2 1,2

Vs 0,2 0,1 0,2 0,1 0 0,3

Ve 0,3 0,2 0,3 0,2 0,1 0

sin(vi) 0,9 0,6 0,6 0,4" 1,2 1.2

Tabla 1.4. Distancias o longitudes entre los vértices v;

De la tabla anterior se deduce que el centro interior es el vértice vy con un
un radio interior de 0,4 unidades.
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Suponemos que los vértices de un grafo representan las ciudades y los arcos
una red de carreteras. Ademas, las longitudes [;; de los arcos forman una matriz
correspondiente a los tiempos de viaje entre las diferentes ciudades. Un grupo de
problemas de localizacién puede ser determinar la ubicacion 6ptima de servicios
de emergencia. El criterio para tomar la decision de donde situar una estacién
de policia, bomberos asi como un hospital esta relacionado con la distancia, por
lo tanto, lo que debemos buscar es que el tiempo de respuesta de estos servicios
sea el minimo posible. Si nos centramos en localizar una estacién de policia o
bomberos y a cada vértice del grafo le asignamos un peso w; ponderado, que nos
indica el nimero de habitantes de cada ciudad, lo que nos interesa es minimizar
el tiempo que se tarda en llegar a la ciudad méas lejana. Si tenemos en cuenta
que soélo es posible ubicar este servicio en un vértice y no en un arco, la solucién
Optima la encontraremos en el centro exterior del grafo.

Dejando atras los servicios de emergencia vamos a plantear un nuevo pro-
blema de localizacién. Se quiere ubicar un taller mecanico que dispone de una
gria para recoger posibles vehiculos averiados y llevarlos al taller. En este caso,
puede interesar minimizar el tiempo que tarda la gria en llegar a la ciudad mas
lejana y regresar al taller. Para encontrar la soluciéon éptima debemos combinar
el nimero de separacién exterior con el interior. Asi obtenemos un nuevo valor:

5ei(vi) = mawy,ev {w;[d(vi, v;) + d(vj, v;)]}

el cual denominamos nimero de separacién combinado exterior-interior.
Ademas, llamamos centro combinado exterior-interior al vértice v}, que cumple:

3@1‘(1};) = minviEV [Sei (Uz)] .

Aplicamos estos conceptos para calcular el centro combinado exterior-
interior para el ejemplo de la Figura 1.1. Partiendo de la Tabla 1.1 donde tene-
mos las distancias o longitudes entre los vértices v;, ahora creamos una nueva
tabla teniendo en cuenta los pesos establecidos en la Tabla 1.2 e incorporamos
el nmero de separacién combinado exterior-interior.

| [v1 [v2 [vs [va [vs Vg [sei(vei) |
U1 0 0,3 1 1,5 0,3 0,4 1,5

V2 0,6 0 0,6 0,9 0,3 0,4 0,9"

Vs 1 0.3 0 0,9 05 0,6 1

V4 1 0,3 0,6 0 0,5 0,6 1

U5 0,6 0,3 1 1,5 0 0,4 1,5

™ 0.8 0.4 12 1.3 04 0 1,3

Tabla 1.5. Distancias o longitudes ponderadas entre los vértices v; para determinar los centros
combinados
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Por tanto, el centro combinado exterior-interior es el vértice vy y el niimero
de separacién combinado exterior-interior es sg;(v¥;) = 0, 9.

1.2.3. Centro absoluto

Hemos visto que el centro de un grafo G inicamente se podia situar en un

vértice pero ahora ampliaremos esta definicion para incluir como posibles puntos
de localizacién cualquier punto de una arista o arco.
Sabemos que la ecuacién (1.2.3) muestra el nimero de separacién exterior de
cualquier vértice v; € V. Sea x un punto situado en una arista a = (v;, v;) de un
grafo G cuyo peso es l;;. Es posible definir ese punto z especificando la longitud
[(v;, ) de la seccion (v;, z) v ademds se debe cumplir que

Lvi, x) + Uz, v;) = i (1.2.6)

Una vez fijado el punto x podemos definir las separaciones s..() y s (x) de
forma similar a (1.2.1) y (1.2.2). Asi, dichas separaciones vienen dadas por:

Sea(T) = maxy, ey [wid(z, v;)] (1.2.7)

Sin() = mawy,evw;d(v;, v)] (1.2.8)

Ambas son vélidas tanto para un vértice de G como para un punto colocado
artificialmente en una arista de G. Del mismo modo llamamos centro exterior
absoluto al punto z}, que cumple que

Sex(Th,) = MiNgec|Ses ()] (1.2.9)

Por otro lado, llamamos centro interior absoluto al vértice z, para el cual
Sin(Tip) = Mingec[sim(2)]. (1.2.10)

El nimero de separacion exterior del centro exterior absoluto se denomina radio
exterior absoluto 7., = se,(z%,) v el nimero de separacién interior del centro in-
terior absoluto se denomina radio interior absoluto r;, = s;,,(z},) Consideramos
el grafo no dirigido de la Figura 1.2 formado por cinco vértices y siete aristas
para aplicar estos nuevos conceptos. Asumimos que cada arista del grafo tiene
una longitud /;; de una tnica unidad salvo las aristas (1,3) y (2,4) que tienen las
longitudes l;3 = 1,8 y loy = 1,6. También las ponderaciones w; de los vértices
son todas iguales a la unidad.
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Figura 1.2. Grafo 1.2

La matriz de distancia del grafo es:

l [v1 [v2 [vs V4 Us [5(vi) ‘
v 0 1 1,8 2 1 2
s 1 0 I 1,6 2 2
v 18 1 0 1 2 2
V4 2 1,6 1 0 1 2
Vs 1 2 2 1 0 2

Tabla 1.6. Distancias o longitudes entre los vértices v;

A partir de esta matriz podemos ver que cualquier vértice del grafo es un
centro con un radio de dos unidades. Ahora analicemos los mejores puntos donde
localizar el servicio dentro de cada arista. Asi, si introducimos un nuevo vértice
y1 en el medio de la arista que une los vértices vy y vs, cuya distancia desde 1,

a los vértices vy y v3 es de 0,9. Ahora, la separacion maxima desde el punto y;
es de 1,9 .

l ‘m ‘Ug ‘1}3 "04 ‘v5 ‘s(y1) ‘
[ [0,9 [1,9 [0,9 [1,9 [1,9 [1,9 |

Tabla 1.7. Distancia desde el punto y; a los vértices.

Consideramos a continuacioén la arista (v, v3) y elegimos el punto y, en el
medio de esa arista. Tendremos que la separacién maxima es s(y2) = 2, 5.
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| o1

R TR

[5 [5(2) ]

lyg 11,5

[0,5 0,5 [1,5

2,5 2,5 |

Tabla 1.8. Distancia desde el punto y2 a los vértices.

Ahora trabajamos de la misma manera con cada una de las aristas de
la Figura 1.2, determinando en cada arista el mejor punto y; que tiene menor

nimero de separacion.

Figura 1.3. Grafo con los distintos puntos y

Y nos quedan finalmente los siguientes resultados:

Arista (1,3) |y1 situado a 0,4 del vértice vi|s(y1) = s(y2) = 2,4
y2 situado a 1,4 del vértice vy

Arista (2,3) |ys situado en el medio de la arista|s(ys) = 2,5

Arista (3,4) |ya situado a 0,4 del vértice va s(ys) = 2,4

Arista (4,5) |ys situado a 0,3 del vértice vs s(ys) = 2,3

Arista (1,5) |ye situado a 0,4 del vértice vs s(ye) = 2,4

Arista (1,2) |yr situado a 0,3 del vértice vy s(y7) = 2,3

Arista (2,4) |ys situado a 0,3 del vértice wva|s(ys) = s(y9) = 2,3
Yo situado a 1,3 del vértice ve

Tabla 1.9. Distancia desde el punto y2 a los vértices.

Por tanto, los puntos ys, y7, ys € yo son los centros absolutos debido a que
estan mucho méas centrados que cualquiera de los vértices de G. El radio absoluto
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es de 2, 3 unidades. En conclusion, el centro absoluto de un grafo no es necesario
que sea Unico.

Método de Hakimi

El método de Hakimi es un algoritmo que encuentra el centro absoluto de
un grafo. Vamos a comenzar a desarrollar el método pero antes cabe destacar
que el algoritmo esta definido para un grafo no dirigido. Aunque, si tuviéramos el
caso de un grafo dirigido el método no cambiaria ya que tinicamente tendriamos
que sustituir cada concepto no dirigido por la parte dirigida. El algoritmo es el
siguiente:

1) Para cada arista a; del grafo encontrar el punto (o puntos) y; en a; que
tiene la separacién minima.

11) Elegimos como centro absoluto de G al menor de todos los puntos y; (k =
1,2,...,m).

El primer paso en el método se realiza de la siguiente manera: Consideramos
una arista ay = (v,,vg) del grafo y un punto y, de esta arista.

Resto de G

Figura 1.4. Representacién del grafo, separando la arista ar, = (va,vg)

Entonces tenemos s(yx) = mazy, ey [wid(yg, v;)] =
= max,,cy[w;min {l(yk, vg) + d(vg, vi), LYk, Va) + d(Va, vz)}]

Las longitudes [(yx, v5) y {(yk, va) son las longitudes de las respectivas partes de
la arista aj ya que la distancia d(yx,v;) puede ser la longitud de un camino a
través de vg o a través de v,. Sea l(yi, vg) = € y yaque l(Yk, Vo) = lag—1(yk, v5) =
lop — €. Entonces nos queda:

s(yr) = mazy,eyminfw; {e + d(vg, v;), lag + d(va, v;) — €}].

Para un vértice v; dado , podemos encontrar el menor valor entre los dos términos
de la ecuacién anterior mediante la gréafica de las dos funciones lineales de ¢
siguientes, esto es, tomando la envoltura inferior de las dos rectas resultantes:
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T, = w; {e + d(vgy } (1.2.11)

T, = w; {lag + d(va, v;) — €} (1.2.12)

)

Repetimos el proceso para todos los vértices v; pertenecientes a V' hasta con-
seguir todas las envolturas inferiores. Y una vez obtenidas éstas, escogemos la
envoltura superior de los trozos de rectas obtenidas, es decir, la maxima. Lo
que nos da la separacién s(y,) para todos los valores de ¢, esto es, para todos
los puntos y, sobre la arista a,. La envoltura final, que es una funcién lineal
a trozos, puede tener varios minimos. La posicién del punto vy que produce el
menor valor de separacion es el centro absoluto y;. Por tanto, el centro absoluto
del grafo se determina como el minimo de los y; obtenidos en todas las aristas
ag..

Ejemplo de aplicacion del método de Hakimi

A continuacion, se ilustra el uso del algoritmo para encontrar el centro
absoluto en un grafo con 5 nodos y 7 aristas. Aplicado a un ejemplo préctico
podemos decir que el grafo es una regiéon donde cada nodo es un pueblo y las
aristas son las diferentes carreteras que conectan todos los pueblos. Se desea
construir un tnico hospital que debe dar servicio a todos ellos. Por lo que, el
problema consiste en buscar la localizacion 6ptima de dicho hospital de forma
que se minimice la distancia entre el hospital y el pueblo mas lejano. Ademas,
la distancia d(v;, v;) serd la longitud total del camino minimo que va de v; a v;
y representa el tiempo en minutos. Todos lo vértices tienen igual importancia
en este ejemplo, esto es, w; = 1,Vi = 1,2, ..., 5.

Figura 1.5. Grafo no dirgido con cinco vértices y siete aristas

La matriz de distancia del grafo se muestra en la Tabla 1.10.
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1 Vo V3 V4 Vs ‘S(’Uz) ‘
U1 0 8 7 10 4 10*
V2 8 0 6 8 12 12
VU3 7 6 0 5 11 11
V4 10 8 5 0 6 10*
Vs 4 12 11 6 0 12

Tabla 1.10. Distancias o longitudes entre los vértices v;

En la ultima columna de la Tabla 1.10 se recoge el nimero de separacion de
cada vértice s(v;). Podemos observar que el centro del grafo es tanto el vértice
v; como el vértice vy con un radio de 10 unidades. Ahora vamos a calcular el
centro absoluto y el radio absoluto del grafo. Para ello, aplicamos el algoritmo
de Hakimi comentado anteriormente.
Para comenzar a realizar el algoritmo primero elegimos la arista a; y medimos
la distancia ¢ desde el vértice vy hasta un punto y situado en la arista (v, vs).
Ahora pasamos a calcular las rectas T; y TZ»/ ,1=1,2,3,4,5.

T; Ti’ ‘
Ty =e+d(ve,v1) =€+ 8 T1’=l2,1+d(v1,v1)—5:8—a
Ty =¢e+d(va,v2) =€ Ty = o, +d(vi,v2) —e=16—¢
Ts =e+d(va,v3) =+ 6 Té:lg,1+d(v1,v3)76—1575
Ty =¢+d(va,vs) =+ 8 Ty =lo1 +d(vi,vs) —e =18 — ¢
Ts = e+ d(va,vs) =€ + 12 Ty =lo1 +d(vi,vs) —e =12 —¢

Tabla 1.11. Distancias o longitudes entre los vértices v;

De la Figura 1.6 se deduce que los puntos de la arista a; que tienen menor
numero de separacion con respecto al resto de vértices del grafo son el punto y,
situado a una distancia de dos unidades del vértice vy y el vértice v;. Ambos
puntos llevan a una separacién de s(y;) = s(v;) = 10 unidades.
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20 == et Ts
lG"E,__ ’,,’f i TiyTa
el P [
12 =&l N
e, Tf4
8 - ‘e T’2
T3
4 == T's
T
T2 1 i 1 i
0 2 4 6
V2 Y1 Vi

Figura 1.6. Arista a1 = (v1,v2) con longitud l12 = 8

Ahora elegimos la arista as = (v, v3). Medimos la distancia € desde vz a
un punto y de la arista as.

7

T; T;

Ty =e+d(vs,v1) =€+ T, =lso+dve,v1)—e=14—¢
Ty =e+d(vs,v2) =€+ Ty = lso + d(va,v9) —c =6 — ¢

T5 =¢+d(vs,v3) =€ Ty =lso+d(va,v3) —e =12 — ¢
Ty =c+d(vs,v4) =e+5 Ti:ls,2+d(112,114)—6_14—6
Ts = e+ d(vs,v5) = e+ 11 T5’=l3,2+d(v2,v5)—5—18—6

Tabla 1.12. Distancias o longitudes entre los vértices v;

De la Figura 1.7 puede observarse que el menor valor de separaciéon es 11
y se obtiene para esta arista justo en el vértice vs.
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Figura 1.7. Arista a2 = (v2,v3) con longitud lo3 = 6

Ahora elegimos la arista ag = (v3,v4). Medimos la distancia ¢ desde vy a
un punto y de la arista as.

Ti Tz'/ ‘
Ty =e+d(va,v1) =¢ + 10 T, =lus+d(vs,v1) —e=12—¢
T =¢e+d(va,v2) =€+ 38 Tglzl4,3+d(v3,v2)—€:11—s
T5 =e+d(va,v3) =c+5 Té:l4,3+d(v3,v3)—5:5—s
Ty =¢c+d(vg,v4) =€ Ty =las+d(vs,vs) —e =10 — ¢
T5s =e+d(va,v5) =€+ 6 Té:l473+d(v3,v5)76:1675

Tabla 1.13. Distancias o longitudes entre los vértices v;

De la Figura 1.8, se tiene que el menor nimero de separacion es 9 y se

alcanza cuando € = 3, esto es, en el punto y3 sobre la arista as que esta a una
distancia de 3 unidades del vértice 4.
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Va VE V3

Figura 1.8. Arista as = (vs,v4) con longitud lz4 = 5

Ahora elegimos la arista ay = (v4,v5). Medimos la distancia ¢ desde v5 a
un punto y situado en la arista ay.

T; Ti’

Ty =e+d(vs,1n) =c+4 T{:l5,4+d(v4,vl)—<€:16—5
Ty =e+d(vs,v2) =+ 12 T;:15,4+d(v4,v2)75:1475
T35 =¢+d(vs,v3) =e+ 11 Té:l574+d(v4,v3)75:1175
Ty =¢+d(vs,va) =c+6 Ty =ls4+d(vs,vs) —e=6—¢
Ts = e+ d(vs,vs) =€ T; =lsa+dva,v5) —e=12—¢

Tabla 1.14. Distancias o longitudes entre los vértices v;

De la Figura 1.9, se deduce facilmente que el punto y4 que esta en la arista
a4 a una distancia de 5 unidades del vértice vs es el mejor punto candidato de la
arista a4 para ser centro absoluto, ya que su numero de separacion es el menor
posible s(y,) = 9.
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20—
16

124

Figura 1.9. Arista a4 = (v4,vs5) con longitud l4s = 6

Ahora elegimos la arista as = (v1,v5). Medimos la distancia ¢ desde vs a
un punto y situado en la arista as.

T, T,

Ty =e+d(vs,v1) =e+4 T{:ls,1+d(v1,v1)76:476
Ty =e+d(vs,v2) =€+ 12 Té:ls,l—&—d(m,vz)—e:m—e
T5 =¢e+d(vs,v3) =e+ 11 T?::ls,l-‘rd(vl,?]g)—é‘:ll—&‘
Ty =ce+d(vs,va) =c+6 Ti:l5,1+d(v1,v4)—a—l4—g
Ts =e+d(vs,uv5) =€ Té:ls,1+d(v1,v5)—e:8—s

Tabla 1.15. Distancias o longitudes entre los vértices v;

De la Figura 1.10, se observa que el punto y5 situado a una distancia de 3
unidades del vértice vs es el que tiene una menor separacion s(ys) = 9.

L L
Ts ' '
Vs Ys Vi

Figura 1.10. Arista as = (v1,vs) con longitud l15 = 4
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Ahora elegimos la arista ag = (v1,v3). Medimos la distancia ¢ desde vs a
un punto y situado en la arista ag.

T; Til

Ty =e+d(vs,v1) =e+7 T{le,1+d(v1,v1)f€:775
Ty =e+d(vs,v2) =€+ 6 Ty =l31 +d(vi,v2) —e =15 —¢
Ts =¢e+d(vs,v3) =€ T, =l31 +d(vi,v3) —e=14—¢
Ti=e+d(vs,va) =€+5 T4:l3,1+d(vl,v4)—<s:17—a
Ts =e+d(vs,vs) =+ 11 T5':1371+d(v1,v5)75:1175

Tabla 1.16. Distancias o longitudes entre los vértices v;

De la Figura 1.11 se deduce que el punto ys situado a una distancia de 2,5
unidades respecto del vértice v es el mejor situado, ya que nos da una menor
separacion s(yg) = 8, 5.

20 =1
Ts
16 7T _,—"’-- T1
Vi _,.--‘: T2
12 == _ -7 I P
e T's
8 _._‘_,—’— T2
T3
4 == s
T
; T
L Il [ L 1 Il 'l
I I 1 1 I I I
0 1 2 3 4 5 6 7
V3 Ve Vi

Figura 1.11. Arista a¢ = (v1,v3) con longitud l13 =7

Ahora elegimos la arista a; = (v, v4). Medimos la distancia ¢ desde vy a
un punto y localizado en la arista ar.
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7

T; T;

Ty =e+d(va,v1) =e + 10 T, =lss+d(va,v1) —e=16—¢
T =¢e+d(va,v2) =€+ 38 Té:l4,2+d(v2,v2)—5:8—5
T3 =e+d(va,v3) =e+5 T;;:l4,2+d(v2,v3)—€:14—5
Ty =¢c+d(vs,v4) =€ Ty =lao+d(va,vs) —e =16 — ¢
Ts = e+ d(va,vs) =+ 6 T5,:l472+d(’l)2,’l)5)76:2075

Tabla 1.17. Distancias o longitudes entre los vértices v;

De la Figura 1.12 se tiene que el vértice vy es el mejor punto de esta arista,
ya que tiene un ntimero de separacién de s(vy) = 10.

20 ==
T1
I
16 _.—"-,. - ol - - - 2
- e _- - . Ts
- . - - B T3
12 = > ” -
e ~— Ts
8 =&’ T'1yTs
T3
A
Ta
!
l l ! T
1 I 1 1
0 2 4 6 8
Va Va2

Figura 1.12. Arista a7 = (v2,v4) con longitud lo4 = 8

Comparando los mejores puntos candidatos de cada arista se deduce que

el centro absoluto es el punto yg de la arista (v;,v3) y el radio absoluto es
s(ys) = 8,5 unidades.

1.2.4. Miiltiples centros (p-centros)

Sea G = (V, A) un grafo donde V' = {vy,v9,..,v,} es un conjunto finito
de vértices y A = {(v;,v;)/i,j € V} es un conjunto finito de aristas. Expuesto
anteriormente el concepto de centro de un grafo, éste lo podemos generalizar de
tal modo que ahora se desea localizar un conjunto de p puntos en los vértices
del grafo, de forma que se minimice la maxima distancia desde el conjunto de
p puntos a todos los vértices del grafo. Para ello, dado un subconjunto V,, =
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{v1, v, ..., v, } de vértices, se define la minima distancia desde el subconjunto V,,
al vértice v; como la minima de las distancias a cada uno de sus vértices, esto
es:

d(Vy, vi) = ming,ev, [d(vj, v;)].

Del mismo modo, definimos la minima distancia entre el vértice v; al subconjunto
V), como:
d(vi’ VZD) = m?:nvj evp [d(vi7 Uj)] .

Ahora podemos desarrollar todos los conceptos vistos anteriormente pero en
este caso para un multicentro. Asi, si consideramos un peso w; asociado a cada
vértice v; del grafo, el nimero de separacién exterior y el nimero de separacién
interior para el subconjunto V), vienen dados respectivamente por:

Se:c(‘/;?) = maxvje\/[wjda/;h Uj)]

Sm(%) - maxUjEV[wjd(Uju ‘/pﬂ

Llamamos p-centro exterior al conjunto de vértices V., que cumple:

Sea(Vew) = miny, cv[ses(V})). (1.2.13)

p,ex

Por otro lado, llamamos p-centro interior al conjunto de vértices V', para el

cual
*

Sin(Viyin) = miny,cv[sin(V})]. (1.2.14)

Anteriormente habiamos visto el problema de buscar la ubicacién 6ptima
de un tnico servicio de emergencia (estacién de policia, bomberos, hospital,etc).
Sin embargo, en la vida real surge el problema de querer localizar varias de
estas instalaciones debido a que una instalacién no es capaz de cumplir todos
los requisitos que permitan atender a toda la poblacion. Entonces, el objetivo
de estos problemas consiste en encontrar el niimero mas pequeno posible de lo-
calizaciones por ejemplo, estaciones de policia, y la ubicacién 6ptima de dichas
estaciones para que todas las ciudades se encuentren dentro de una distancia
preestablecida. O bien, fijado el nimero de localizaciones que se desean esta-
blecer, determinar donde deben ubicarse para que la distancia a la ciudad mas
alejada sea minima.

Sea G = (V, A) un grafo donde los vértices representan las ciudades y los arcos
una red de carreteras. A cada arco le asignamos una marca o valor /;; que nos
indica la distancia entre las diferentes ciudades y a cada vértice le fijamos un pe-
so w; que nos muestra el nimero de habitantes de cada ciudad. Suponemos que
queremos localizar centros de salud o estaciones de policia, las cuales inicamen-
te pueden ser ubicadas en los vértices del grafo. Entonces, el problema consiste
en encontrar los p-centros de G con p = 1,2,3, ... hasta que la separacion del
p-centro sea menor o igual que una distancia preestablecida. Asi, obtenemos el
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nimero minimo de estaciones de policia o centros de salud necesarios y sus ubi-
caciones optimas.

Ahora vamos a ver los dos tipos de formulaciones existentes para el proble-
ma del p-centro, ambos planteados como un problema de programacién entera.
Formulacién del problema del p-centro

Sea un grafo G = (V, A) no dirigido con n vértices vy, vy, ..., v,. Sea la
matriz [y;] que representa una asignacion de vértices de forma que:

yi; = 1, si el vértice v; se asocia al vértice v;.
yi; = 0, en otro caso.

Sean las variables

x; = 1, si se localiza un servicio o una instalacién en el vértice v;.
x; = 0, en otro caso.

Consideramos la matriz de distancias ponderada
di; = wid(v;,v;), Vi, j =1,2,...,n.
di; =0,Vi=1,2,....n.
El problema del p-centro se formula de la forma siguiente:
Min : A
sujeto a:

A > Zdwyz],Vl = 1, N (1)

j=1
yij S ZEj,Vi,j = 1,2, . n (2)

Z%’ =P (3)

Dy =1Vi=12.n4)
j=1

xj;yij € {0, 1} ,Vi,j = 1, 2, ..,n (5)
Notese que en este caso

y;; = 1, si la instalacién j cubre la demanda del vértice v;.
yi;; = 0, en otro caso.
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y A representa la maxima distancia entre cualquier demanda y la asignaciéon

escogida.

En (1) se asegura que el valor objetivo no sea menor que la distancia méxi-
ma de un vértice al centro. La restriccion (2) nos garantiza que ningin vértice
se asocie a j a no ser que haya un centro en j.En (3) se restringe el nimero de
centros a p. La ecuacién (4) asigna exactamente un centro a cada uno de los
vértices. Por tltimo, la restriccién (5) son las variables binarias.

Formulacién del problema de localizar el menor niimero de
instalaciones

Se quiere resolver el problema de localizar el menor niimero de instalaciones
de forma que se cubra la demanda y que la distancia maxima a recorrer desde
una de las instalaciones no supere cierta cantidad.

Sea A la cantidad maxima que se permite para acceder a un vértice v; desde
algin punto de servicio o localizacion.

Definimos el conjunto de vértices que pueden ser alcanzados desde el vértice v;
a una distancia menor o igual que A, esto es

Nj={v; € V/dij <A},Vj=1,2,...n

con d;; = w;d(v;,v;),Vi,j =1,2,...,n. Sea
x;; = 1, si el servicio se localiza en el vértice v;

x5 = 0, en otro caso

La formulacién del problema es:

M'm:z:Z:z:i

=1

sujeto a

d o wi>1,Vi=1,2,...n(1)

1EN;

r; €{0,1},Vi=1,2,....,n (2)

La restriccién (1) nos obliga a que en la vecindad de cada vértice v; exista

al menos un servidor instalado que atienda su demanda con una distancia a
recorrer menor que la prefijada. La restricciéon (2) nos recoge la integralidad de
las variables de decision.
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1.2.5. Los p-centros absolutos

El concepto de p-centro absoluto generaliza al centro absoluto que se
presenté en la seccién 1.2.3. Se considera un grafo no dirigido G formado
por un conjunto de vértices V. = {vy,vs,...,v,} y un conjunto de aristas
A = {(v;,v;)/i,j € V}, las cuales tienen asociados unos pesos l;; no negati-
vos que representan la longitud, tiempo o coste asociado a ese arco. Por otro
lado, el peso w; asociado al vértice v; representa la importancia de ese vértice en
el grafo. Sea Y, un conjunto de p puntos situados en cualquier lugar del grafo, no
necesariamente en un vértice. Definimos la minima distancia entre el conjunto
Y, v el vértice v; como:

d(Yp, vj) = ming,ey, [d(y:, v;)].
Asi, el nimero de separacién s(Y,) del conjunto Y, es:
s(Yp) = ming,evw;d(Y,, v;)]
Entonces, llamamos p-centro absoluto al conjunto de p puntos Y,* que cumple:

S(Y;) = mianenG[S(Y;?)]'
En resumen, el problema del p-centro absoluto consiste en encontrar la locali-
zaciéon 6ptima sobre la red para un ntimero dado de centros teniendo en cuenta
que la distancia para alcanzar el vértice mas lejano debe ser la minima. Y dichos
centros pueden ser ubicados en cualquier lugar del grafo. Un segundo problema
se basa en, dada una distancia critica, encontrar el menor ntimero de centros que
cumplan que todos los vértices del grafo se encuentren dentro de esta distancia
critica desde al menos uno de los centros.

Anteriormente, habiamos visto que para resolver un tnico centro absoluto
utilizabamos el método de Hakimi, pero éste no puede ser generalizado para
encontrar p-centros absolutos. Luego, para resolver el problema del p-centro
absoluto se necesitaria utilizar otros procedimientos como, por ejemplo el método
propuesto por Hatice Calik [5], el cual se fundamenta en el hecho de que el
conjunto de posibles ubicaciones puede ser restringido a la unién del conjunto
de vértices y el conjunto de puntos de interseccion sobre las aristas de la red.

1.3. La Localizacion de medianas

1.3.1. La mediana

Para cualquier vértice v; de un grafo G = (V, A), consideramos los valores
/Beac (vz) y Bin(vi) dados por:
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Bex(vi) = Z [w;d(vs, v))] (1.3.1)

v]EV

Bin(vi) = Y [wyd(v;, v;)] (1.3.2)

”U]'GV

donde d(v;, v;) es la distancia o menor longitud desde el vértice v; hasta el vértice
v; y d(vj,v;) es la distancia desde el vértice v; al vértice v;. Dichos valores se
denominan nimero de transmision exterior y nimero de transmision interior
del vértice v; respectivamente. Si consideramos la matriz de distancias entre
vértices D = [d(v;, v;] entonces el nimero f.,(v;) es la suma de los valores de
la fila asociada al vértice v; de una matriz que se obtiene multiplicando cada
columna j de la matriz de distancias D(G) = [d(v;, v;)] por el peso o ponderacién
wj. Del mismo modo, el ntimero 3;,(v;) es la suma de los valores de la columna
asociada al vértice v; de la matriz que se obtiene multiplicando cada fila j de la
matriz de distancia D(G) por w;. Llamamos mediana exterior al vértice v, de
G que cumple:

ﬁe:c(@ex) = minviEV[ﬂem(Ui)]- (133)

Por otro lado, llamamos mediana interior al vértice v, de G que cumple que:
Bin(Vin) = minyev [Bin(vi)]- (1.3.4)

Notese que si trabajasemos con un grafo no dirigido los nimeros de transmision
interior y exterior coincidirian y se llamarfa tinicamente niimero de transmisién
del vértice v; y se denota por 5(v;). De la misma manera, tanto la mediana
exterior como la interior serian iguales por lo que llamariamos mediana al vértice
v de G que cumple que:

B(0) = miny,ev [B(vi)].

Consideramos de nuevo el grafo G = (V, A) dado en la Figura 1.1 y teniendo en
cuenta las mismas ponderaciones que en el caso de centros (I;; = 1y w; = 1)
podemos determinar las medianas exterior e interior del grafo.

Si partimos de la matriz de distancia ponderada del grafo e incorporamos una
columna que recoja la suma de esas distancias por filas y una nueva fila que
incorpore la suma de las distancias por columnas se tiene:
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v1 Vg v3 V4 vs ve [Bea(vi) |

U1 0 2 3 2 1 1 9

) 1 0 2 1 2 2 8*

U3 2 1 0 2 3 3 11

V4 3 2 1 0 4 4 14

Us 2 1 2 1 0 3 9

Ve 3 2 3 2 1 0 11

Bnlo) |11 g 11 g 11 13

Tabla 1.18. Distancias o longitudes entre los vértices v;

En la tabla anterior podemos observar los niimeros de transmisién exterior
y transmision interior adjuntos a las columnas y filas de la matriz. Asi, vemos
que hay una tnica mediana exterior, la cual es el vértice v, con nimero de
transmision exterior fe.(ve2) = 8 y dos medianas interiores ve y v, ambas con
nimero de transmisién interior Sy, (vy) = Bin(v4) = 8.
Estudiemos ahora cual seria la mediana del grafo de la Figura 1.1 si los pesos
w; tuvieran una cierta ponderacién mostrada en la Tabla 1.19.

[e1 [102 [ws [os [ws [wo |
0,2 0,1 [0,2 0,3 0,1 0,1 |

Tabla 1.19. Ponderaciones de los vértices

Partiendo de la Tabla 1.1 donde tenemos las distancias o longitudes entre
los vértices v;, ahora multiplicamos las distancias por los correspondientes pesos
w; y nos queda:

l ‘111 V2 U3 V4 Us Vs ‘Bem (vi) ‘
v1 0 0,2 0,6 0,6 0,1 0,1 1,6

V2 0,2 0 0,4 0,3 0,2 0,2 1,3"

v3 0,4 0,1 0 0,6 0,3 0,3 1,7

U4 0,6 0,2 0,2 0 04 0,4 1,8

Us 0,4 0,1 0,4 0,3 0 0,3 1,5

Vs 0,6 0,2 0,6 0,6 0,1 0 2,1

Tabla 1.20. Distancias o longitudes entre los vértices v;

Podemos ver que en este caso hay una tnica mediana exterior, la cual es
el vértice vy con [, (vs) =1, 3.
Ahora multiplicamos cada fila v; de la matriz de distancias por su peso w;,
obteniendo la siguiente tabla:



1.3 La Localizacion de medianas 25

V1 V2 V3 V4 Vs Ve
V1 0 0,4 0,6 0,4 0,2 0,2
v 0,1 0 0,2 0,1 0,2 0,2
V3 0,4 0,2 0 0,4 0,6 0,6
V4 0,9 0,6 0,3 0 1,2 1,2
v 0,2 0,1 0,2 0,1 0 0,3
Ve 0,3 0,2 0,3 0,2 0,1 0
Bin(vi) |19 1,5 1,6 1,2° 2.3 25

Tabla 1.21. Distancias o longitudes entre los vértices v;

De la tabla se deduce que la mediana interior es el vértice v4 con un niimero
de transmisién interior de £, (v4) = 1,2.
Por tanto, mediante unos sencillos célculos, se determina de forma rapida y
eficiente las medianas de un grafo.

1.3.2. La mediana absoluta

Se considera un grafo no dirigido G formado por un conjunto de vértices
V = {v1,v9,...,v,} y un conjunto de aristas {A = (v;,v;)/i,j € V}, las cuales
tienen asociados unos pesos [;; no negativos que representan la longitud, tiempo
o coste asociado a ese arco. Por otro lado, el peso w; asociado al vértice v;
representa la importancia de ese vértice. Sea z € GG un punto situado en algin
lugar del grafo no necesariamente en un vértice. Su nimero de transmisiéon es
px) = Z (w;jd(x,v;)]. Entonces, y € G serd la mediana absoluta de G si su

v; eV
nimero de transmision
Bly) = Y [w;d(y, v))]

vjEV

cumple que S(y) = mingeqB(z). Por ello, debe ser menor que el de la mediana
de G, esto es, 5(y) < (). Pero vamos a ver a través del siguiente teorema que,
al contrario que en el caso del centro de un grafo, no existe ningin punto y en
el interior de alguna arista de G que cumpla lo anterior.

Teorema 1.1 Una mediana absoluta de un grafo estd siempre en un vértice
del grafo, o lo que es lo mismo, existe al menos un vértice v en G para el cual
B(v) < B(y) siendo y cualquier punto arbitrario de G.

Demostracion. Sea y un punto del arco (v4,v,), €l cual estd a una distancia €
de v,. Como [y, es la longitud del arco (v,, vp) entonces se tiene que la distancia
desde el punto y a cualquier vértice del grafo verifica:

d(y,vj) = minfe + d(vq, v;), lap — € + d(vp, v})] (1.3.5)
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Sea V, el conjunto de todos lo vértices v; que cumplen que el primer término
de la ecuacién (1.3.5) sea la menor posible y V}, el conjunto de todos los vértices
que hacen que el segundo término sea el menor posible. Entonces:

Bly) =D [wid(y.v)] = Y wjle+d(va,v;)]+ Y wjlla—e+d(vy,v;)] (1.3.6)

v; eV v; €V v €V,

Como d(v,,v;) representa la longitud del camino minimo que une v, con v; se
tiene que:
d(va,v5) < lap + d(vp, vj)

Por lo que, si sustituimos en el segundo término [y, + d(vy, v;) por d(v,, vj) nos
queda que:

Bly) > Y wjle +d(ve, v)] + Y w;[d(va,v;) —é] (1.3.7)

UjGVa ’UjGVb

Teniendo en cuenta que V, UV, =V y reordenando (1.3.7) obtenemos:

Bly) = Y wid(va,v) +e[ D wj— Y wy] (1.3.8)

’U]'EV UjEVa ’UjEVb

Ademas, por una eleccién adecuada de qué vértice del arco (v,,vp) denotamos
) )
por v, y cual por v, siempre vamos a tener:

ijz ij

vjEVa UjEVb

y senalando que el primer término de la derecha de la desigualdad (1.3.8) es
B(v,) entonces:

B(y) > B(va).

Asi, hemos probado que un vértice de GG tiene un nimero de transmisién menor
por lo que el punto y situado en el interior de cualquier arista no puede ser la
mediana absoluta del grafo.

1.3.3. Miuiltiples medianas (p-medianas)

Como vimos en la seccion 1.2.4 sobre los p-centros, se puede plantear el
mismo problema pero con la mediana. Por lo que, sea G = (V, A) un grafo donde
V' = {v1, v, .., v, } es un conjunto finito de vértices y {A = (v;,v;)/i,j € V} esun
conjunto finito de aristas. De nuevo definimos un subconjunto V,, = {vy, va, .., v, }
de p vértices y la minima distancia entre el subconjunto V, y el vértice v; como:

d(V,,v;) = Miny,cv, [d(v;, v;)].
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Del mismo modo, definimos la minima distancia entre el vértice v; y el subcon-
junto V,, como:
d(via V;,) = minvjeVp [d(vi: Uj)]'

Tenemos que el nimero de transmision exterior y el niimero de transmision
interior vienen dados respectivamente por:

Bea(Vy) = > [w;d(Vp, v))]

’UjEV

Bin(Vy) = D [wjd(v;, V})]

”U]'GV

Llamamos p-mediana exterior al conjunto de vértices me de G que cumple que:

ﬁex (‘71),61) = mianCV [561 (‘/p)] :

Por otro lado, llamamos p-mediana interior al conjunto de vértices V,,;, de G
que cumple que:

Bin(Vpin) = miny, v [Bin(Vp)]-

1.3.4. Las p-medianas absolutas

Una vez visto el caso para una tnica instalacién. A continuacion, vamos a
estudiar el caso de la mediana absoluta para p instalaciones, donde p es un entero
mayor que uno. Hakimi en 1965 obtuvo el principal resultado de la p-mediana.
Probé que el conjunto de lugares posibles para localizar las instalaciones puede
restringirse al conjunto de vértices, es decir, la localizacién 6ptima de una ins-
talacién no se va a encontrar en un punto intermedio de un arco (v;,v;). Por lo
que, el Teorema 1 puede ser generalizado para el caso de la p-mediana absoluta
y asi se obtiene:

Teorema 1.2 Ewxiste al menos un subconjunto V,, C V' que contiene p vértices,
tal que B(V,) < B(Y,) siendo Y, un conjunto arbitrario de p puntos situados en
los arcos o vértices del grafo G.

Demostracion. La prueba se fundamenta en que dado cualquier punto y de Y,
que esté en el interior de una arista (v;, v;), siempre se tiene que uno de los vérti-
ces de esa arista ofrece una menor transmisién que el punto y. En consecuencia,
sustituyendo esos puntos por vértices en Y, se obtiene una menor transmision.

Un método general para determinar la p-mediana de un grafo consiste
en calcular el nimero de transmisiéon para cada subconjunto de p vértices que
se pueda formar y luego elegir como soluciéon aquel subconjunto con menor
transmision. Légicamente, este procedimiento requiere un tiempo computacional
elevado ya que hay que trabajar con los diferentes subconjuntos de p vértices
que se pueden obtener a partir de los n vértices del grafo.
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1.3.5. El problema de la p-mediana como problema de
optimizacion entera

Sea [Yij]nzn una matriz de asignacién para n vértices vy, vg, ..., v, en la que:

y;; = 1, si el vértice v; estd asociado al vértice v;.
yi; = 0, en otro caso.

Ademas, la variable y;; tomara el valor 1 si v; pertenece a la p-mediana y
0 en otro caso. La matriz de distancia [d;;] en el grafo se define como:

dij = wjd('vi,vj),‘v’i,j = 1, ...,n,z’ 7éj

dii = wid(vi,vi) = O,Z = j,VZ = 1, ., n

Entonces, el problema de la p-mediana se define de la siguiente manera:

Min: z = Zn:i:d”y”

i=1 j=1

sujeto a:

Zyij =1lparaj=1,...n (1)

=1
Zyn' =p(2)
=1
Vij < Yii, Vi, J = 1,...,1n (3)
yij € {0,1} (4)

La ecuacion (1) nos garantiza que cualquier vértice v; esté asociado tnica-
mente a un vértice v;. En (2) se asegura que exactamente p vértices pertenezcan
a la p-mediana y (3) garantiza que las asignaciones se hagan solo a los vértices
que estdn en el conjunto de la mediana, esto es, que y;; = 1 solo si y; = 1.
Por ultimo, en (4) se restringe a que cada variable y;; sea una variable binaria.
Entonces, si [;;] es la solucién éptima para el problema definido, se tiene que la
p-mediana es:

V, = {vi/y = 1}.
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Problemas de localizaciéon de servicios no
deseados

La acumulacién de basuras, la generacién de residuos nucleares, la conta-
minacion, la deforestacion, etc. son algunos de los problemas generados por el
aumento poblacional y el crecimiento econémico. Muchos son los desafios a los
que nos enfrentamos en la actualidad para reducir las externalidades negativas
que producen las actividades comerciales e industriales. De ahi, el papel tan
importante que han tenido los modelos de localizacién de servicios no deseados
a lo largo de estos anos debido a la preocupacion por la conservacion del me-
dioambiente. Los servicios no deseados (vertederos, plantas quimicas, reactores
nucleares, etc.) son necesarios para la sociedad, pero generan cierto rechazo en
la problacién ya que pueden tener efectos negativos al vivir en los alrededores
de sus instalaciones. Por ello, el principal objetivo de estos problemas de loca-
lizacién es ubicar estos servicios lo mas lejos posible de los domicilios de los
habitantes de una localidad o regién.

En este caso, ya que los servivios a localizar producen efectos negativos sobre la
poblacién se pasan a denominar centro no deseado (o anti-centro) y mediana no
deseada (o anti-mediana).

El anti-centro se utiliza principalmente para localizar servicios que son poten-
cialmente peligrosos (centrales nucleares, depésitos de residuos industriales, etc.)
para asi evitar posibles catastrofes. Por ello, el objetivo de estos problemas es
localizar un punto en el grafo que esté lo mas alejado posible del cliente mas
cercano.

La anti-mediana se emplea para ubicar aquellos servicios que atn siendo ser-
vicios no deseados (industrias, almacenes de chatarrerias o desguaces, etc.) no
representan un gran peligro a los usuarios. Por lo tanto, la finalidad de estos pro-
blemas consiste en localizar un servicio en el grafo haciendo maxima la distancia
media a los usuarios.
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2.1. La localizacion de centro no deseado

Sea un grafo G = (V, A), donde V' = (vy,vs, ..., v,) representa el conjun-
to de vértices y A = ((v;,v;)/vi,v; € V) el conjunto de arcos, con n = |[V|y
m = |A| . A cada vértice v; € V le corresponde un valor w; que nos indica la
importancia de cada nodo. Del mismo modo, a cada arco (v;, v;) le corresponde
una marca o valor [;; la cual representa la longitud, tiempo o coste asociado a
ese arco (v;, v;).

A continuacién, vamos a introducir el centro no deseado. Para ello, dado cual-
quier punto z € G definimos f(z) = min,,cyw;d(z,v;). Asi, llamamos centro no
deseado al punto z € G' que cumple que:

f(Z) = maxzeq f(x) = mazegmingeyw;d(x, v;)

Podemos observar, que el problema de centro no deseado es el contrario que el
problema de localizar un centro deseado. Asi, podemos definir como anti-centro
al centro no deseado T 6ptimo.

Tal como se hizo en el capitulo anterior, si distinguimos entre que el punto x esté
en los vértices del grafo (anti-centro) o que pueda estar en cualquier punto de
la red (anti-centro absoluto), se tiene que la funcién f(x) = min,,cyw;d(x, v;)
es siempre cero cuando x es igual a cualquier vértice v;. Por ello, en este ca-
so, el problema es trivial ya que todos los vértices del grafo serian centros no
deseados. En consecuencia, nos centraremos en el problema de determinar el
centro absoluto no deseado en el grafo. Notese que dado un vértice x en el
interior de cualquier arista (v,,vg) se tiene que f(z) = miny,ecvwid(z,v;) =
min {wad(z,v,), wsd(x, vg)}. Por tanto, la distancia minima ponderada se obtie-
ne de la longitud ponderada asociada a los vértices extremos de la arista (vq, vg).
Luego, el punto y de la arista (z,,23) que cumple w,d(y, v,) = wad(y, vz) serd
un punto candidato para ser el centro absoluto no deseado. En consecuencia, si
los pesos de los vértices son iguales, el maw,e(z, 24)f () se alcanza en el punto
medio de la arista (x,,xs). Teniendo en cuenta lo anterior, si los pesos son igua-
les, para obtener el centro absoluto no deseado solo debemos analizar los puntos
medios de las aristas. Y de ellos el anti-centro absoluto es el punto medio de la
arista de mayor longitud.

Veamos un ejemplo. Consideramos un grafo G = (V,A) no dirigido, don-
de el conjunto de vértices V' = (vy,vq,v3,v4,05) y el conjunto de arcos A =
((vi,v;)/vi,v; € V) son los representados en la Figura 2.1. Ademads, todos los
pesos w; tienen el mismo valor, por lo que todos los vértices tienen igual impor-
tancia en este ejemplo. Supongamos que las aristas son una red de carreteras
y los vértices diferentes pueblos. El objetivo del problema consiste en localizar
una planta de residuos teniendo en cuenta que es un servicio no deseado, por lo
que se debe situar lo mas lejos posible del pueblo mas cercano.
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Figura 2.1. Grafo no dirigido con cinco vértices y siete aristas , considerando pesos en las aristas e
incorporando el punto z situado en medio de la arista (v2,v3)

La matriz de distancia del grafo se muestra en la Tabla 2.1 siguiente:

|

o1 [v2 [vs [vs [vs |
" 0 2 3 1 3
v P 0 5 2 5
v 3 5 0 5 1
v 1 2 5 0 7
vs 3 5 1 7 0

Tabla 2.1. Distancias o longitudes entre los vértices v; del grafos de la Figura 2.1

En este caso, como todos los pesos w; son iguales entonces, el centro abso-
luto no deseado se encuentra en el punto central de una arista. Dicho punto se
colocard en la arista cuyo valor /;; asociado sea el mas grande, es decir, aquella
arista con mayor longitud. Por tanto, introducimos un nuevo punto en la aris-
ta (vg,v3) cuya distancia entre ambos es de 5 (ver Figura 2.1) y calculamos la
distancia al resto de los vértices d(z,v;), i = 1,2,3,4,5, lo cual se recoge en la
Tabla 2.2.

| v [0z [03 |04 [05 |
[z 7 [5 5 7 [9 |

Tabla 2.2. Distancias o longitudes entre = y los vértices v; del grafo de la Figura ??

Por tanto, el punto x es un centro absoluto no deseado debido a que es el
méximo de las f(x), es decir, es el punto méas alejado del pueblo méas cercano.
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Por otro lado, cuando los pesos w; de todos los vértices v; (i = 1,2,...,n)
no son iguales entonces el problema se puede reformular para cada arista e =
(vi,vj) € A de la siguiente manera: llamamos centro absoluto no deseado al
punto x* € G que cumple que

f(z") = mazeeaf(xe) = Mmaxee amving, cyw;d(x, v;).
Este problema, se lleva a cabo a través del siguiente algoritmo:

Paso 1- Para cada arista (v;,v;) determinar el punto z;; en el interior de
la arista tal que:
U)Z'd<.’ll'ij, UZ‘) = wjd(ycij, 'Uj)

Calcular f(x;;) = wid(x;j, v;).

Paso 2- Elegir como centro absoluto no deseado x del grafo, al punto o
puntos x;; con mayor f(x;;).

A partir de ahora cada vez que se hable de centro no deseado nos referimos

al centro absoluto no deseado, ya que la situacion de que el centro esté en los
vértices es trivial.
A continuacién, veamos el problema del centro no deseado en un grafo dirigido.
Sea un grafo G = (V, A), donde V = (vy,vs,...,v,) representa el conjunto de
vértices y A = (v, v;)/vi,v; € V) el conjunto de arcos, con n = |V|y m = |A|
y © € G un punto cualquiera del grafo. Definimos:

f(@)ex = ming,eyw;d(z,v;)

f(@)in = ming,cywid(vi, )

Asi, llamamos centro exterior no deseado al punto x}, que cumple que:

f(x:m) = maszGf<xem)

De la misma forma, llamamos centro interior no deseado al punto z}, que cumple
que :
*
f(@3,) = mazsea f(wm)-

Vamos aplicar estos nuevos conceptos al siguiente ejemplo. Definimos un
grafo G = (V, A) dirigido, donde el conjunto de vértices V' = (vq, v, v3, V4, U5)
y el conjunto de aristas A = ((v;,v;)/v;,v; € V) son los representados en la
siguiente figura. Ademas, todos los pesos w; tienen el mismo valor, por lo que
todos los vértices tienen igual importancia en este ejemplo. Supongamos que las
aristas son una red de carreteras y los vértices diferentes pueblos. El objetivo del
problema consiste en localizar una planta de residuos teniendo en cuenta que es
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un servicio no deseado, por lo que se debe situar lo mas lejos posible del pueblo
mas cercano.

3

Figura 2.2. Grafo dirigido obtenido a partir del grafo de la Figura 2.1 e incorporando los puntos ¥, z
en la arista (v2,vs)

La matriz de distancias entre vértices se muestra en la siguiente Tabla 2.3:

| o1 [v2 [vs [vs [vs |
" 0 2 3 1 7

v 11 0 7 2 1

vs 7 9 0 i 1

v 12 14 5 0 9

vs 3 5 6 7 0

Tabla 2.3. Distancias o longitudes entre los vértices v; del grafo de la Figura 2.2

En este caso, dada una arista (v;,v;) el centro exterior no deseado se va a
encontrar lo méas proximo posible al vértice inicial de la arista, es decir, a una
distancia € del vértice v;. La arista seleccionada sera aquella de mayor longitud,
es decir, aquella que tenga el valor /;; més grande. Por tanto, introducimos un
nuevo punto y que estd a una distancia e del vértice inicial de la arista (ve, v3).
El valor de f(y) = min,ecvw;d(y,v;) = d(y,vs). Tomando una distancia de
e = 0,00001, podemos calcular las distancias del punto y al resto de vértices:

| [o1 [0 [vs [4 [vs |
ly [16,99999 [18,99999 [9,99999  [20,99999 [13,99999 |

Tabla 2.4. Distancias o longitudes entre el punto y y los vértices v; del grafo de la Figura 2.2
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Como se puede observar, el punto y sobre el arco (ve,v3) que esté lo méas

proximo al vértice ve (sin ser dicho vértice) deberia ser el centro exterior no
deseado del grafo. Obviamente, al ser el arco (vg,v3) un conjunto continuo y
conexo de puntos, no habrda formalmente un centro exterior no deseado. Por
ello, nos quedariamos con una buena aproximacién (determinada por el umbral
e fijado).
De igual forma tampoco habra un centro interior no deseado. Puede comprobarse
facilmente que una aproximacién al centro interior no deseado se encuentra en
el punto z situado en la arista (vy, v3) a una distancia de lo3 —e = 9,99999 desde
el vértice v,.

2.2. La localizacion de la mediana no deseada

Sea G = (V, A) un grafo no dirigido, donde V' = (vy, vo, ..., v,,) representa el
conjunto de vértices y A = ((v;,v;)/v;,v; € V') el conjunto de arcos, con n = |V/|
y m = |A|. A cada nodo v; € V le corresponde un valor positivo w; que nos
indica la importancia de dicho vértice.

Para cualquier vértice v; € V' definimos

F) =Y wd(vi,v;)

vjEV

como la suma de las distancias ponderadas obtenidas desde el vértice v;, donde
d(v;,vj) es la menor longitud desde el vértice v; hasta el vértice v;. Llamamos
anti-mediana al vértice vy de G que cumple que:

[ (Vo) = max,ev f(vs)

Ahora vamos a aplicar este nuevo concepto en un ejemplo. Sea G = (V, A) un
grafo no dirigido, donde el conjunto de vértices V' = (vy, v, 03,04, v5,06) v el
conjunto de arcos A = ((v;,v;)/v;,v; € V) son los representados en la Figura
2.3. Las longitudes de los arcos son todas unitarias, esto es, [;; = 1 para cual-
quier arista (v;,v;). Ademads, todos los pesos w; tienen el mismo valor, por lo
que todos los vértices tienen igual importancia en este ejemplo. Supongamos
que las aristas son una red de carreteras y los vértices o nodos los diferentes
pueblos. Queremos localizar un vertedero de residuos de la construccion, que
como habiamos visto anteriormente se trata de un servicio no deseado, pero no
representa ningun peligro para los usuarios. Por lo que, lo mas adecuado para
resolver este problema es calcular la anti-mediana, es decir, hacer maxima la
distancia media a los usuarios.
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Va

O—0

Vs

Figura 2.3. Grafo no dirigido con seis vértices y seis aristas

La matriz de distancia entre vértices del grafo esta recogida en la Tabla

2.5:

l [v1 [v2 [vs [va [vs [vs [fv) ]
vl 0 2 3 3 2 1 11

V2 2 0 1 2 2 1 8

U3 3 1 0 1 2 2 9

V4 3 2 1 0 1 2 9

Vs 2 2 2 1 0 1 8

V6 1 1 2 2 1 0 7

Tabla 2.5. Distancias o longitudes entre los vértices v; del grafo de la Figura 2.3

Al contrario que en la mediana, en este ejemplo lo que buscamos es que la
suma de las distancias sea maxima. De este modo, la anti-mediana se encuentra
en el vértice vy, el cual es el lugar donde se localizaria el vertedero de residuos
de la construccion.

2.3. La mediana absoluta no deseada

Ahora vamos a definir el concepto de mediana absoluta no deseada en un
grafo no dirigido. En el capitulo anterior habiamos visto que no existia ningin
punto y € G' que cumpliera que el nimero de transmision

Bly) = D wid(y, vy)

fuera menor que la transmisién del vértice mediana ,esto es, 5(y) < B(v). Es
decir, la mediana absoluta estaba siempre en un vértice del grafo. Pero, al con-
trario que ésto, ahora la mediana no deseada si es posible localizarla en algin
punto del grafo que no sea un vértice.
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Para cualquier punto € GG definimos

f(z) = Z wid(x, v;).

v, EV

Llamamos mediana absoluta no deseada al punto z* € G que cumple:

f(z*) = maxzeaf(x) = maz,eq Z wid(x, v;).

v, EV

Basandonos en el Teorema 1.1 de la seccion 1.3.2, podemos observar que dado un
vértice v, del grafo, podemos encontrar un punto y en el interior de alguna de las
aristas incidentes con v, tal que el nimero de transmisién 5(y) es mayor o igual
que el nimero de transmisién del vértice 5(v,). Un procedimiento para deter-
minar la mediana absoluta no deseada consiste en determinar para cada arista
(va, vp) las distancias d(y, v;), con y € (v, vp) para cada vértice v; (los cuales son
funciones lineales a trozos) y luego calcular la funcién 5(y) = Z wid(y, v;). A
v eV

continuacién, se determina el maximo de la funcién 5(y), con y € (v4,v,). La
mediana absoluta no deseada sera el punto y* que nos de una mayor transmisién
de entre todos los puntos maximos de las aristas, esto es, el punto y* tal que
B(y*) = maryeaB(y).

Veamos un ejemplo donde encontraremos la mediana absoluta no deseada en
el centro de un arco. Sea G = (V,A), donde el conjunto de vértices V =
(v1,v2,v3,v4,05,06) ¥ €l conjunto de arcos A = ((v;,vj)/vi,v; € V) son los
representados en la siguiente Figura 2.4. Las longitudes de todas las aristas son
unitarias (/;; = 1). Ademds, todos los pesos w; tienen el mismo valor, por lo que
todos los vértices tienen igual importancia en este ejemplo.

Figura 2.4. Grafo no dirigido con seis vértices y ocho aristas, incorporando los puntos z1, x2, x3 en
la arista (vs,v4) y los puntos y1 e y2 en las aristas (v1,vs) y (v1,v2) respectivamente.
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La matriz de distancia de grafo es:

| o [v2 |3 [04 vs vs ) |
V1 0 1 2 2 1 1 7
V2 1 0 1 2 2 1 7
v3 2 1 0 1 2 2 8
Vg 2 2 1 0 1 2 8
Vs 1 2 2 1 0 1 7
Ve 1 1 2 2 1 0 7

Tabla 2.6. Distancias o longitudes entre los vértices v; del grafo mostrado en la Figura 2.4

Ahora si incluimos un nuevo punto x en cualquiera de los arcos del grafo
podemos ver que la suma de las distancias d(x,v;) es mayor que la suma de
las distancias d(v;,v;). Sean x1, 9, 3 € G puntos situados en el arco (vs,v4) a
distancias 0,25, 0,5 y 0,75 del vértice vs (ver Figura 2.4). En la Tabla 2.7 se
recogen las distancias desde esos puntos a los vértices del grafo.

l [v1 [v2 [vs [va vs [vs [f(z) ]
71 2,25 1,25 0,25 0,75 1,75 2,25 8,5

T2 2,5 15 0,5 0,5 15 2,5 9

73 2,25 1,75 0,75 0,25 1,25 2,25 8,5

Tabla 2.7. Distancias o longitudes entre los puntos 1, z2,zs y los vértices v; del grafo de la Figura
2.4

Nétese que si elegimos el punto medio de cualquiera de las aristas del grafo
de la Figura 2.4 se deduce que ese punto es un candidato para ser una mediana
absoluta no deseada.

Ahora consideramos el punto medio y; de la arista (v, vg) v el punto medio ¥
de la arista (vy,vq). Las distancias desde los puntos y; e y2 a los vértices del
grafo se muestran en la Tabla 2.8.

l lvl l'uz lvg lv4 Us lvﬁ lf(yZ) ‘
Y1 0,5 1,5 2,5 2,5 1,5 0,5 9
Y2 0,5 0,5 1,5 2.5 1,5 1,5 8

Tabla 2.8. Distancias o longitudes entre los puntos y1 e y2 y los vértices v; del grafo de la Figura 2.4

El punto medio y» de la arista (v, vs) lo desechamos ya que f(y,) = 8 <
f(y1) = 9. De igual forma también se descartan los puntos medios de las aristas
(v1,vs5), (vs,06), (V2,v3) v (v4,v5) porque su transimisiéon es de 8 unidades.
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Por tanto, en este caso, solo los puntos medios de las aristas (vy,vg) y (vs, v4)
seran medianas absolutas no deseadas. Como hemos podido observar la mediana
absoluta no deseada puede estar sobre un arco y no en un vértice. En este caso,
son el punto xs de la arista (vs,vy4) y el punto y; de la arista (vy,vg) los que
consiguen que la suma de las distancias sea maxima.

Notese que no siempre los puntos medios de los arcos son los puntos can-
didatos para ser mediana absoluta no deseada.
Consideramos el mismo grafo de la Figura 1.5 del capitulo anterior y describamos
el procedimiento para determinar los mejores puntos candidatos de cada arista.
Cada arista (v;, v;) del grafo tiene una longitud asociada l;; y cada vértice v; tiene
un peso w; = 1. Dado un punto y € G llamamos d;(y) = w;d(y, v;) a la distancia
ponderada desde el punto y al vértice v;. El procedimiento consiste en deter-
minar para cada arista (v,,v,) = ay las funciones d;(y), con y € (v,, ), para
todos los vértices del grafo. A continuacion, se calcula la funciéon que representa
el nimero de transmisién B(yx) = Mmatye (v, v,)3(y). Finalmente, la mediana ab-
soluta no deseada y* sera aquel punto de las y, previamente determinados tal
que tenga un mayor nimero de transmisién 5(yy), esto es, 5(y*) = maxy, 5(yx)-
Comenzaremos con la arista a; = (v1,vs). Consideremos un punto y en dicha
arista que estd a una distancia € desde el vértice vy. La figura siguiente mues-
tra las funciones distancias ponderadas d; = w;d(y,v;) y la funcién S(y) =
Z w;d(y, v;). Consideremos para cada vértice v;, las rectas T; = € + d(ve, v;) ¥
v, EV
T, = lig + d(v1,v;) — €. Nétese que d;(y) = min(T;, T, )w;. Esas funciones d;(y)
se representan en la figura siguiente:

16 T

V2 Vi

Figura 2.5. Arista a1 = (v1,v2) con longitud l12 = 8

La funcién B(y), cuando y € (v, v9), viene dada por:
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8—ece+e+e+6+ece+84+12—e=34+¢, si0<e<45,
Bly)y =< 8—c+e+15—c+e+8+12—c=43—¢, si4,5<e<5,
8—e+e+15—e4+18—ec+12—e=53—-3¢,816 < e <8,

La funcién B(y) se representa en la siguiente figura:

| |

T I
0 2 4 6 8
Va2 Vi

Figura 2.6. Funcién 5(y), cuando y € (v1,v2)

El punto méximo de la funcién f(y) en la arista (v;,vy) se obtiene en el
punto y; situado a una distancia de 4,5 unidades desde el vértice v,. El ntimero
de transmisién asociado al punto y; es f(y;) = 38, 5.

Ahora elegimos la arista ay = (v9,v3). El punto y se sitia a una distancia
de ¢ unidades del vértice vs. La figura siguiente muestra las funciones distancias
ponderadas d; = w;d(y,v;) y la funcién f(y) = Z w;d(y, v;). Consideremos

v, eV
para cada vértice v;, las rectas T; = € + d(vs,v;) v T} = log + d(va,v;) — e. A
continuacién, de la Tabla 1.10 calculamos las funciones d;(y) = wymin(T;, T} ),
para cada vértice v;. Esas funciones d;(y) se representan en la figura siguiente:
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Figura 2.7. Arista a2 = (v2,v3) con longitud loz = 6

La funcién B(y), cuando y € (v, v3), viene dada por:

E+T4+6—ec+e+e+0+e+11=29+3, si0<e<3,5
Bly) =X M4—ec+6—c+ec+ec+5+18—c=43—¢, si3,5<e<45
4—c+6—c+e+14d—c4+18—e=52—-36,514,5<e<6

La funcién B(y) se representa en la siguiente figura:

S
N
) e
B
Ul
O e

0
V3 V2

Figura 2.8. Funcién S(y), cuando y € (ve2,vs)

El punto méximo de la funcién 5(y) en la arista (vq,v3) se obtiene en el
punto y, situado a una distancia de 3,5 unidades desde el vértice vo. El niimero
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de transmisién asociado al punto y, es f(y2) = 39, 5.

Ahora elegimos la arista ag = (v3,v4). El punto y se sitia a una distancia
de ¢ unidades del vértice vy. La figura siguiente muestra las funciones distancias
ponderadas d; = w;d(y,v;) y la funcién B(y) = Z w;d(y, v;). Consideremos

v, EV
para cada vértice vy, las rectas T} = € 4 d(vg, v5) v T, = lsg + d(vs,v;) — €. A
continuacién, de la Tabla 1.10 calculamos las funciones d;(y) = wymin(T}, T} ),
para cada vértice v;. Esas funciones d;(y) se representan en la figura siguiente:

Figura 2.9. Arista as = (vs,v4) con longitud lz4 =5

La funcién B(y), cuando y € (v, v4), viene dada por:

eE+10+e+84+b—ec4+e+e+6=29+3,510<e<1
Bly) =< 12—e+e+8+5—c+e+ec+6=31+¢, sil<e<15
12—e+11—c+5—c+e+ec+6=34—¢,5s11,6<e<5H

La funcién B(y) se representa en la siguiente figura:
34 4

32 —+

30 ==

{

|

1 |

1 1
0 1 2 3 4 5
Va V3

Figura 2.10. Funcién B(y), cuando y € (vs,v4)
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El punto méximo de la funcién f(y) en la arista (vs,v4) se obtiene en el
punto y3 situado a una distancia de 1,5 unidades desde el vértice vy. El niimero
de transmisién asociado al punto ys es 5(y3) = 32, 5.

Ahora elegimos la arista aqy = (v4,v5). El punto y se sitia a una distancia
de ¢ unidades del vértice vs. La figura siguiente muestra las funciones distancias
ponderadas d; = w;d(y,v;) y la funcién B(y) = Z w;d(y,v;). Consideremos

v; eV
para cada vértice v;, las rectas T} = € + d(vs,v;) v T} = lus + d(vg, v;) — €. A
continuacién, de la Tabla 1.10 calculamos las funciones d;(y) = wymin(T},T}),
para cada vértice v;. Esas funciones d;(y) se representan en la figura siguiente:

16==

Figura 2.11. Arista as = (v4,v5) con longitud lus = 6

La funcién B(y), cuando y € (v4, v5), viene dada por:

By) = eE+d+e+ 12411 —e+6—-c+e=33+¢,510<e<1
S le+4+14—e+11—e+6—c+e=35—-6,511<e<6

La funcién B(y) se representa en la siguiente figura:
34

32

30

Nt
W =
B
Ul
(=) I =

Vs Va

Figura 2.12. Funcién 8(y), cuando y € (v4,vs)
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El punto méximo de la funcién f(y) en la arista (vy,vs) se obtiene en el
punto y, situado a una distancia de 1 unidad desde el vértice vs. El ntimero de
transmision asociado al punto y4 es 5(y2) = 34.

Ahora elegimos la arista as = (v1,v5). El punto y se sitia a una distancia
de ¢ unidades del vértice vs. La figura siguiente muestra las funciones distancias
ponderadas d; = w;d(y,v;) y la funcién B(y) = Z w;d(y,v;). Consideremos

v, eV
para cada vértice v;, las rectas T; = € + d(vs,v;) v T} = lis + d(v,v;) — e. A
continuacién, de la Tabla 1.10 calculamos las funciones d;(y) = wymin(T;,T}),
para cada vértice v;. Esas funciones d;(y) se representan en la figura siguiente:

12 =
ds
] d2
ds
T / d5
n ds
1 1 |
0 1 2 3 4
Vs Vi

Figura 2.13. Arista as = (v1,vs) con longitud l15 = 4

La funcién B(y), cuando y € (v, vs), viene dada por:
Bly)={4—c+12—c+1l—c+e+6+c=33—¢,si0<ec<4

La funcién B(y) se representa en la siguiente figura:

34

32

Figura 2.14. Funcién 8(y), cuando y € (v1,vs)
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El punto méximo de la funcién f(y) en la arista (v;,vs) se obtiene en el
punto ys situado justo en el vértice vs . El nimero de transmisiéon asociado al

punto ys es B(ys) = 33.

Ahora elegimos la arista ag = (v1,v3). El punto y se sitia a una distancia
de ¢ unidades del vértice vs. La figura siguiente muestra las funciones distancias
ponderadas d; = w;d(y,v;) y la funcién B(y) = Z w;d(y, v;). Consideremos

v; eV
para cada vértice v;, las rectas T} = € + d(vs,v;) v T} = liz + d(vi,v;) —e. A
continuacién, de la Tabla 1.10 calculamos las funciones d;(y) = wymin(T},T}),
para cada vértice v;. Esas funciones d;(y) se representan en la figura siguiente:

Figura 2.15. Arista ag = (v1,v3) con longitud l13 =7

La funcién B(y), cuando y € (v, v3), viene dada por:

T—e4+e+6+e4+e+5+11—-=29+¢, si0<e<4,5
Bly) = 7—ec+15—c+e+ec+5+11—c=38—¢, s14,5<ec<6
T—e+15—c4+ec4+17T—e+11—e=50—-36,s816<e<7

La funcién B(y) se representa en la siguiente figura:
34

32

30

[ I AP —

[=]

[ar
N =t
W =+
b——
n =+
- =+

V3

<
oy

Figura 2.16. Funcién 8(y), cuando y € (v1,v3)
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El punto méximo de la funcién f(y) en la arista (v;,v3) se obtiene en el
punto yg situado a una distancia de 4,5 unidades desde el vértice vs. El niimero
de transmisién asociado al punto yg es f(ys) = 33, 5.

Ahora elegimos la arista a; = (vq,v4). El punto y se sitia a una distancia
de ¢ unidades del vértice vy. La figura siguiente muestra las funciones distancias
ponderadas d; = w;d(y,v;) y la funcién B(y) = Z w;d(y,v;). Consideremos

v, eV
para cada vértice v;, las rectas Tj = € + d(vg,v;) v T = log + d(va,v;) — €. A
continuacién, de la Tabla 1.10 calculamos las funciones d;(y) = wymin(T;, T} ),
para cada vértice v;. Esas funciones d;(y) se representan en la figura siguiente:

16 -1

Figura 2.17. Arista ar = (v2,v4) con longitud lo4 = 8

La funcién B(y), cuando y € (va,v4), viene dada por:

E+10+8—ec4+ec+0+e+e+6=29+3¢, si0<e<3
16 —ec+8—c+ec+5+ec+ec+6=35+¢, sid3<e<45
16—e+8—c+1l4d—c+ec4+e+6=44—¢, s14,5<ec<T7T
16—ec+8—ec4+14—c+e4+20—=508—-3¢,517<e<8

Bly) =

La funcién B(y) se representa en la siguiente figura:
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1

1
0 2 4 6 8
Vi V2

Figura 2.18. Funcién 8(y), cuando y € (v2,v4)

El punto méximo de la funcién S(y) en la arista (vq,v4) se obtiene en el
punto y7 situado a una distancia de 4,5 unidades desde el vértice vy. El ntimero
de transmisién asociado al punto y; es (y7) = 39, 5.

Al final la mediana absoluta no deseada se encuentra en los puntos ¥y, e y7
con mayor nimero de transmisién B(ys) = B(y7) = 39, 5.



Conclusiones

En este trabajo de fin de grado se estudian y analizan diferentes problemas
de localizacién de servicios en redes. Mas concretamente se describen los pro-
blemas de centro y mediana en un grafo, los cuales buscan la mejor localizacién
posible de forma que se minimice la distancia mas lejana y la distancia media al
resto de los vértices del grafo respectivamente. Para cada uno de estos proble-
mas se presentan métodos o procedimientos que permiten obtener las mejores
localizaciones de acuerdo con los criterios considerados. También se plantean los
problemas p-centro y p-mediana y se presentan las formulaciones matematicas
que permiten abordar sus soluciones.

Posteriormente, se discuten algunos problemas de localizacién de servicios no
deseados en redes, los asi llamados problemas del anti-centro y la anti-mediana,
ya que en este caso se busca aquellas localizaciones que maximicen la minima
distancia al resto de vértices del grafo o la distancia media considerada.

Como posibles trabajos futuros, seria interesante estudiar los centros y medianas
en localizacién continua, esto es, cuando se debe ubicar un servicio en un plano
o en un espacio n-dimensional, extendiendo también el analisis a los centros y
medianas no deseados.
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In this report, different service location models (desirable and un-
desirable) are studied in networks or weighted graphs. It begins
by exposing the notation and basic concepts, that allow us to for-
mulate the problems of locating centers and medians in networks.
In the first chapter, different methods are proposed to determine
the optimal location of the points to locate the services (centers)
under the criterion of minimizing the maximum distance to travel
from the service to the vertices of the graph, and under the cri-
terion of minimizing the sum of the weighted distances from the
service (medians) to all the vertices of the graph. In the sec-
ond chapter, the problems of locating undesirable services (anti-
centers and anti-medians) are formulated in graphs and proce-
dures are presented to address the solution of these problems.

1. Introduction

Location problems consist of finding the best places where certain
services should be located to attend demand of users. The math-
ematical formulation of these problems is to maximize or minimize
the weighted distance between the location of the facilities to be
located and the customers. These problems can be divided into
three groups: continuous location, discrete location, and network
location. In each group, we can find different methods and pro-
cedures that allow us to find the best location for the services
that we want to locate. In this work we will focus on network lo-
cation problems, that is, the demand points are on a graph and
the services must be located on the nodes or edges of the graph.
We can differentiate two types of network location problems: de-
sirable services (hospitals, fire stations, police stations, etc.) or
undesirable services (landfills, chemical plants, nuclear reactors,
etc.).

The objective of the desirable service location problems is to sat-
isfy as many people as possible by looking for the best location
for those services. However, the main objective of locating unde-
sirable services is to locate these services as far as possible from
the homes of the inhabitants of a locality or region.

2. First chapter. Location problems of desired services

In this first chapter, two of the most studied problems within the
location of desired services are exposed: the center and the me-
dian. The problem of the center is to locate a vertex in the graph
that minimizes the distance to the farthest user. Expanding this
definition we find the absolute center of a graph, this allows us to
include as possible location points any point on an edge or arc. To
find the best point of the graph that can be located on a vertex or
an edge we use the Hakimi method. This method is an algorithm
that finds the absolute center of a graph. There is also the prob-
lem of locating a set of p points at the vertices of the graph, so that
the maximum distance from the set of p points to all the vertices
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of the graph is minimized. This new concept is called p-center.
On the other hand, the median problem tries to locate the ser-
vice by minimizing the average distance to users. Although the
center can be located at any point of the graph, on the contrary
it is proved that the absolute median of a graph is always going
to be in a vertex of G. In addition, the problem of the p-median
is presented with its corresponding mathematical formulation that
allows addressing their solutions.

3. Second chapter. Location problems of undesired services

In the second chapter, since the services to be located produce
negative effects on the population, the problems are called un-
desirable center (or anti-center) and undesirable median (or anti-
median). The anti-center is used to locate services that are poten-
tially dangerous in order to avoid possible catastrophes. There-
fore, the objective of these problems is to locate a point on the
graph that is as far away from the closest client as possible. In
this case, the situation of locating an anti-center in the vertices of
the graph is a trivial problem because all the vertices of the graph
would be undesirable centers. So, every time we talk about an
anti-center, we refer to an undesirable absolute center.

The anti-median is used to locate those services that, although
being unwanted services, do not represent a great danger to
users. Therefore, the purpose of these problems is to locate a
service in the graph, maximizing the average distance to users.
In the previous chapter, we had seen that the absolute median
is always at a vertex of the graph. But now, on the contrary, the
undesirable absolute median can be located at some point in the
graph that is not a vertex. Finally, a procedure is proposed to
determine the best candidate points of each edge to find the un-
desirable absolute median.
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