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Resumen - Abstract

Resumen

En la presente memoria se pretende estudiar algunos métodos numéricos
que preservan algunas propiedades geométricas de las soluciones de sis-
temas de ecuaciones diferenciales ordinarias, con aplicacion al problema
de N cuerpos. Inicialmente introducimos el concepto de transformaciones
simplécticas, comprobando que el flujo de un sistema hamiltoniano repre-
senta una tal transformacion, en particular, demostramos que en tales
sistemas hamiltonianos el flujo preserva volumen y orientacion. Ademds
estudiaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio de sistemas hamil-
tonianos no lineales. A continuacidon se pasa a analizar el problema de N
cuerpos, sistema hamitoniano cuya solucion exacta es desconocida para
N > 3, estudiando las orbitas del problema de Kepler, caso especial del
problema de dos cuerpos, y estableceremos resultados como el Teorema
Centro de Lyapunov que nos ayudard a probar la existencia de soluciones
periddicas de pequeria amplitud para sistemas auténomos en un entorno de
un punto de equilibrio y lo aplicaremos en el problema restringido de tres
cuerpos. Posteriormente se introducen los métodos de FEuler simpléctico
y Stormer-Verlet para sistemas auténomos, particularizando a sistemas
hamiltonianos, y estudiaremos algunas de sus propiedades, tales como, si-
metria, reversibilidad y simplecticidad. Finalmente ilustraremos mediante
algunos ejemplos la conservacion del hamiltoniano en intervalos de tiempo
suficientemente amplios por parte de los métodos de FEuler simpléctico y
Stormer-Verlet, en comparacion con los métodos cldsicos Euler explicito
y Runge.

Palabras clave: Sistema hamiltoniano — Problema de N cuerpos — Pro-
blema de Kepler —Problema de tres cuerpos restringido — Método de Euler
simpléctico — Método de Stérmer-Verlet.
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Resumen - Abstract

Abstract

In the present manuscript we study some numerical method that preserve
some geometric properties of the solution of systems of ordinary differen-
tial equations, with application to the N-body problem. First, we will study
symplectic transformations, checking that the flow of Hamiltonian sys-
tems represents such a transformation. It this proved that in such Hamil-
tonian systems the flow preserves volume and orientation. Also we study
the stability of equilibria of a mnon-linear Hamiltonian system. Next, we
will analyze the N-body problem, a Hamiltonian system whose exact solu-
tion is unknown for N > 3, by studing the orbits of the Kepler problem, a
special case of a 2-body problem, we will set results as the Lyapunov Cen-
ter Theorem that helps us to prove the existence of periodic solutions of
small amplitude for autonomous differential systems in a neighborhood of
its equilibria, and we apply this to study the restricted three body problem.
Later, we will introduce the symplectic Euler and Stérmer-Verlet method
for autonomous sysmtems, particularly for hamiltonian systems, and we
will study some properties, such as symmetry, reversibility and symplecti-
city. Finally some examples are presented comparing the symplectic Euler
and Stormer-Verlet methods with other clasica methods, like explicit Euler
and Runge methods, according to the conservation of the Hamiltonian in
sufficiently large time intervals.

Keywords: Hamiltonian system — N-body problem — Kepler problem —
Restricted three-body problem — Symplectic Euler method — Stérmer- Verlet
method.
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Sistemas Hamiltonianos

1.1. Nociones basicas

Sean f : 2 C RY — R? una funcién de clase C' definida en un abierto 2 de R? y
z=(z1,...,24) € R?. El sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

i = f() (1.1)

es auténomo pues la variable independiente ¢ no aparece de forma explicita en la
funcién f. A lo largo de esta memoria & denotard derivacién respecto a t, mientras que
el apéstrofo (') indicard derivacién respecto a la variable de estado correspondiente.

Una funcién no constante I(x) es una integral primera de (1.1) si (VI(2))? f(z) = 0,
para todo x de {2, donde V denota el operador gradiente. Esto es equivalente a decir
que toda solucién x(t) de (1.1) satisface I(x(t)) = cte.

Definicién 1.1.1 Sean H : 2 C R®*™ — R una funcidn definida en un abierto 2 de
R*™ y & = (¢,p) € 2, siendo ¢ = (q1,...,q¢m) Yy p = (P1,...,Dm). Denominaremos
sistema hamiltoniano a la ecuacion autonoma 2m-dimensional

{Qj = 5i-(a.p)

. j=1
pi =~ 5o (a,p)

N (1.2)

Llamaremos hamiltoniano a la funcidn escalar H de clase C%, H : 2 C R*™ — R.

Ademds, H(x) es una integral primera de (1.2) pues, como se comprueba facilmente
(VH(z))" f(z) = 0.

Ejemplo 1.1.1 Sea U : R — R una funcién de clase C2. Tomando ¢ = p, tenemos
que la ecuacién § = —U’(q) es equivalente al sistema hamiltoniano con un grado de

2 2
libertad determinado por el hamiltoniano H(q,p) = % + U(g), donde el término Z-

corresponde a la energfa cinética y U(q) a la energia potencial.

Ejemplo 1.1.2 El problema de Kepler para el problema de dos cuerpos puede ser
descrito por un sistema hamiltoniano con dos grados de libertad, con hamiltoniano

2
asociado H(q,p) = % — U(q) en R*, siendo U(q) = _HIjTH el potencial, con v € R, y
I]l la norma euclidea. Su sistema hamiltoniano correspondiente es

{d=p
C g
P="Tq3
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1.2. Transformaciones simplécticas

Reescribimos el sistema (1.2) de la siguiente forma

= Xpu(z):=JVH(z), (1.3)
con z = (¢,p) € R*™, VH = (24 OH OH OH T  J = 01 donde I
=P ; = Bgr 2 Bgm 0 B Y T 10|
denota la matriz identidad de orden m. Observamos que J? = J = —J.

Nota 1.2.1 Para cualquier funcién diferenciable F : R*" — R, dada una solucién
de la ecuacién (1.3) tenemos que:

d
(@) = (VE(())" Xu((t)) = (VF(2(t)" TVH (z(t).
Definicién 1.2.1 Dadas dos funciones diferenciables F,G : R*™ — R, definimos el
corchete de Poisson como

m

(F,G}(x) = (VF(2))"JVG(x) = Z(%m%f(m) - %(x)?—i(x».

Jj=1

Si z(t) es solucién del sistema hamiltoniano (1.3) y F es una funcién diferenciable,
entonces & F(z(t)) = {F, H}(z(t)). Es mas, F es una integral primera de (1.3) si
{F,H} = 0. Luego, como {H, H} = 0, cualquier hamiltoniano es constante a lo largo

de soluciones de su sistema hamiltoniano asociado.

Nota 1.2.2 Consideremos un cambio de variable ¢(y) = z, ¢ : R*™ — R®>™. Sustitu-
yendo en (1.3) tenemos que

a(t) = ¢ (y(0)y(t) = TVHe((y(t)),

lo que implica
9(t) = ¢'(y() " IVH(p(y(1))),
donde ¢’ denota a la matriz jacobiana de .

Estamos interesados en aquellas transformaciones que preserven la estructura del ha-
miltoniano, es decir, los cambios de variable que nos hagan obtener ¥ = Xgo,(y) [1,
p. 226]. Para que esto ocurra, esas transformaciones tendrdn que verificar:

' (Y1) IVH(p(y(t) = JV(H 0 9)(y). (14)

m oz m Ow
Notamos que V(H o p)(y) = (27, 2922, 322, 1L 0% )T _ /()T H(p(y)).
En particular (1.4) se verifica cuando ¢’ (y(t))™'J = J¢'(y(t))”, o bien, multiplicando

por J a izquierda y derecha, cuando J = ¢'(y(t))T J¢'(y(t)). Surge asi la siguiente
definicién [8, Cap. 2].

Definicién 1.2.2 Una transformacion diferenciable ¢ : V. C R*™ — R®*™ en un con-
junto abierto V.C R?™ se dice candnica o simpléctica si Yz € V

¢ (@) T¢ (@) = . (1.5)

En lo que sigue consideramos ¢; : 2 C R*™ — R?>™_ el flujo en tiempo ¢ de la ecuacién
diferencial (1.3), esto es, @¢(z) = x(¢;0,x0) siendo z(¢;0,x0) la solucién del sistema
hamiltoniano (1.3) tal que z(0) = xg. Asi, po(zo) = xo.
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Teorema 1.2.1 (Poincaré) [1, p.227], [2, p.184-185]. Sea H(q,p) un hamiltoniano
de clase C? definido en 2 C R®*™. Entonces, para cada t fijo, la aplicacion o, flujo de
(1.3), es una transformacién simpléctica.

Demostraciéon. Para cada z fijo, como ¢¢(x) es una solucién de (1.3), sabemos que

. od .
verifica la ecuacién R (z) = Xu(p:(z)), donde H es de clase C?. Derivando respecto

a x obtenemos:

L oul@) = Xnlpu(a))gi(a), (16)

esto es, la matriz jacobiana () es una solucién de la ecuacién lineal variacional del
sistema hamiltoniano a lo largo de la solucién ¢¢(x). Ademds, como ¢o(z) = x, esto
implica que ¢(z) = I.

Queremos ver que @; es simpléctica. Para ello definimos a(t) = ¢}(z)” Jo}(x) y deri-
vamos respecto a t.

a(t) = (X (pe(@)eh ()" Tei(x) + wi(2)" T (X (pu()) ot ()

= ¢i(@)" (Xu(pe(@)" T + T X1 (e(2))) 1 ().
Puesto que X} (z) = JH"(z), siendo H” la matriz Hessiana de H, con J? = —I y
JTJ =1, sigue que

a(t) = wi(2)" (H (pe(2))" I + J*H" (pe(2))) 0t ()

= i) (H" (pe(2))" = H" (pu(2))) ¢l () = 0.

Como ¢g(z) = I, se tiene que a(0) = J, y entonces a(t) = J, para todo t. Por tanto
¢ es una transformacién simpléctica. O

Definicién 1.2.3 Sea ¢ : V C RY = R? una transformacion diferenciable.

1. Diremos que ¢ preserva el volumen si /
©

1dy = / 1dy para todo A C V
(A) A

abierto acotado y medible.
2. Diremos que @ preserva la orientacion si det(¢'(z)) >0, Vz € V.

Corolario 1.2.1 (Teorema de Liouville) [2, p.227]. Sea H un hamiltoniano de cla-
se C?. Para cada t > 0 fijo, suficientemente pequerio, vy, el flujo de (1.3), preserva
volumen y orientacion.

Demostracion. En virtud de la prueba del Teorema 1.2.1 de Poincaré tenemos que
ou(x)TJpi(x) = J, Yz € V. Luego, como detJ # 0y det(p;(x)") = det(p}(z)), sigue
que (det(py()))? = 1, Vo € V. Como det(ph(z)) = det] = 1, sigue de la continuidad
de la aplicacién t — ¢:(z) que det(p;(z)) = 1, para ¢t > 0 suficientemente pequefio.
Esto muestra que ¢; preserva tanto el volumen como la orientacién. a

Ejemplo 1.2.1 Consideremos el sistema hamiltoniano del oscilador arménico

{?:“ (17)
pP=—q,

con hamiltoniano asociado H(gq,p) = % + é. Su flujo

B . . [ cost sint go
¢t(g0,p0) = (go cost + posint, —qosint + po cost) = (_ sint cos t) (po)
cost sint

—sint cos t) =1, y ¢+ preserva volumen y orienta-

verifica que dety}(qo,po) = det (

cién. Ademis, (0;)7J(¢})T = J, por lo que ¢; es una transformacién simpléctica.
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Lema 1.2.1 (Lema de integrabilidad) Sean 2 C R? un abierto y f: 2 — R? una
funcidn continuamente diferenciable, tal que la matriz jacobiana f'(x) es simétrica para
todo x € (2. Entonces para todo xo € (2 existe un entorno U y una funcion H : U — R
tal que f(x) = VH(z), VYxeU.

Demostracion. Asumiendo sin pérdida de generalidad xo = 0, y considerando un disco
alrededor de g, contenido en (2, definimos

H(x) :/leTf(ta:)dt:i/olxjfj(tm)dt

Derivando con respecto a x y usando la simetria gfl = gﬁ’? ,
. i

d

o a Z/aﬁn )+ 3 52 (o) /mm+§)ﬁﬁ)w

_ /1 Dt f(ta))dt = fu(z), 1<k<d.
o dt
|

El siguiente teorema caracteriza localmente a los sistemas hamiltonianos en términos
de la simplecticidad de su flujo [2, p.185-186].

Teorema 1.2.2 Sea f : U C R?*™ — R?™ wuna funcidn continuamente diferenciable.
Entonces, ' = f(x) es localmente hamiltoniana si y solo si su flujo es simpléctico para
todo x € U y para todo t suficientemente pequerio.

Demostracion. La necesidad de la simplecticidad del flujo es consecuencia del Teorema
1.2.1 de Poincaré. Supongamos que el flujo ¢; es simpléctico, y probemos la existencia
local de una funcién H(z) tal que f(z) = JVH(z). Derivando respecto de ¢ la relacién
i(z0)T I} (x0) = J y usando el hecho de que @} (o) verifica la ecuacién lineal

2 Gu(w0) = ' (pulw))i(w0)

sigue que 0 = — (tpi(%) J@i(x0)) = @i (x0) " (f'(e(x0))" T + T f'(pe(x0))) e} (20). To-
mando t =0, 0 = f'(x0)"J + Jf'(x0), y de aqui, puesto que J© = —J, se obtiene que
Jf'(x0) = —f'(x0)TJ = (Jf'(20))T. Llegamos asf a que —J f'(20) = J ' f'(x0) es una
matriz simétrica . Por el Lema 1.2.1 J ™' f(x) = VH(z), y f(x) = JVH(z), para cierta
funcién diferenciable H definida al menos en un entorno de xg. O

Ya sabemos que todo sistema hamiltoniano preserva el volumen en virtud del Teorema
de Liouville. No obstante esta propiedad no es exclusiva de los sistemas hamiltonia-
nos. El teorema siguiente caracteriza qué ecuaciones diferenciales tienen un flujo que
conserva el volumen [2, p.228].

Proposicién 1.2.1 El flujo de una ecuacion diferencial v’ = f(z) en R preserva el
volumen si, y solo si, divf(x) =0, para todo x.
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Demostracién. La funcién matricial X (t) = }(zo) es la solucién de la ecuacién dife-

rencial )
X=At)X, X(0)=1I,

donde A(t) = f/(z(t)) es la matriz jacobiana de f en z(t) = @:(x0) En particular,
Tr(A) = divf(z(t)). Consideremos ahora la funcién g(X) := detX. Puesto que
det(X 4+ eAX) = det(I + eA)det(X) = (1 +eTr(A) + o(e?))det(X), & — 0,
det(X + eAX) — det(X)
€

= (Tr(A) +o(e))det(X), e—0,

haciendo € — 0 tenemos para la derivada de Fréchet de g que g'(X)[AX] = Tr(A)g(X).
Evaluando en t ¢’ (X (¢))[A(¢) X (¢)] = Tr(A(t))det(X (t)) y puesto que X (t) = A(t) X (¢),
sigue que

%detX =Tr(A(t))det(X), con det(X(0)) =1.

Por lo tanto, detX (t) = 1, Vt si, y solo si Tr(A(t)) = 0, esto es, divf(xz(t)) =0, Vt. O
A continuacién veamos algunos ejemplos de ecuaciones que preservan el volumen y otro
donde no lo hace.

Ejemplo 1.2.2 Sea la ecuacién del péndulo

{q P (1.8)

p = —sing

con hamiltoniano asociado H(p,q) = %p2 — cos(q). La divergencia de f(q,p) =

b jwf = op 4 d(=sing) _ - )
(_ sin q) esdivf = 3t "y = 0. Luego, el flujo preserva el area.

Figura 1.1: Conservacién del drea en la ecuacién del péndulo (1.8).

Ejemplo 1.2.3 Las ecuaciones de Euler del sélido rigido

—

~—
<
I\

(1.9)

w8
I
_
Sl= ==
[
o [
L
8
N

~—
8
<

I
—
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Figura 1.2: Preservacién del volumen en las ecuaciones de Euler del sélido rigido (1.9).

tienen divergencia divf = % + % + ‘%3 = 0. Luego, el flujo preserva el volumen.
Observar que esta ecuacién posee dos invariantes cuadréticos Fi(z,y,z) = z? + 9% +

2 2 2
2, Filey,z) = L8+ L+ 2,

Ejemplo 1.2.4 Sean las ecuaciones de Lotka-Volterra

{“:“(”_2) (1.10)

v=v(l—u

(1 —u) # 0. Luego, el flujo no preserva el drea. Esta

condivf:%—i—%:(v—Z)—i—l -
=hu—-—u+2lnv—w.

EDO posee el invariante I(u,v)

NN e
A P P
\\\»VH(/////////

P

Figura 1.3: No conservacién del 4rea en las ecuaciones de Lotka-Volterra (1.10).
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1.3. Sistemas hamiltonianos lineales
Sea S € R*™*?™ una matriz simétrica real, y consideremos el hamiltoniano

H(z) = %xTSx

siendo éste un polinomio de segundo grado, inicamente con términos cuadraticos, cuyo
sistema hamiltoniano asociado sera

= Xu(x) = JSuz,
que denominaremos sistema hamiltoniano lineal [1, Sec. 9.2].

Definicién 1.3.1 (a) Diremos que B € R*™*?™ ¢s yna matriz hamiltoniana si
B =JS, donde S es una matriz simétrica.
(b) A€ R*™*2™ ¢s una matriz simpléctica, o candnica, si ATJA = J.

Ejemplo 1.3.1 De (1.5) se sigue quesip: V — R?™ es una transformacién simplécti-
ca, entonces ¢’(z) es una matriz simpléctica para todo = € V.

Proposicién 1.3.1 Una matriz B es hamiltoniana si y solo si
B"J+JB=0. (1.11)
Demostracion. Supongamos que B es una matriz hamiltoniana. Por tanto
B"J+JB=8"J"J+JJS.

Como JT'J=1,J%=—Iy S es simétrica, BTJ + JB = 0.

Reciprocamente, si se verifica (1.11):

B"J+JB=0=-JB=B"J=B"(-J)" =(-JB)".

Llegamos a que —JB es una matriz simétrica. Tomando S = —JB y multiplicando a
ambos lados por J, tenemos que JS = —JJB = B. Luego, B es una matriz hamilto-
niana. 0

Proposicién 1.3.2 Sea B una matriz hamiltoniana. Entonces la matriz exponencial

ePt es simpléctica para todo t € R.

Demostracion. Consideremos la funcién 5(t) = (e#")? JePt. Como B es hamiltoniana,
nos queda que B(t) = (/)T Je’5t, siendo 5(0) = J.

Tenemos que ver que S(t) = J, Vt € R. Derivando 5(t),
B(t) = (JSe"SHT Je75t 4 (75T 7.7 SeSt

_ (eJSt)TSTJTJeJSt + (eJSt)TJQSeJSt
_ (eJSt)TS(eJSt) o (eJSt)TS(eJSt) =0

teniendo en cuenta las igualdades ST = S, JTJ = I'y J?> = —I. Luego §(t) es constante,
y B(t) = J, para todo t. Por tanto, e5* es simpléctica. O

Proposicién 1.3.3 Sea B una matriz hamiltoniana. Si A es un autovalor de B, en-
tonces —A, A y —A son autovalores de B, con la misma multiplicidad que A. Es mds,
st 0 es un autovalor de B, entonces éste tiene multiplicidad par.
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Demostracion. Como B es una matriz hamiltoniana
B"J+JB=0=B=J"'(-B")J.

De aqui tenemos que las matrices B y —B7T son semejantes; por tanto, tienen el mismo
polinomio caracteristico, es decir, tienen los mismos autovalores con la misma multipli-
cidad. Esto es, si A es un autovalor de B, —\ también lo es y con la misma multiplicidad
de \. Obsérvese que BT = B* al ser B real. Ademds, tenemos que A y —\ también lo
son y con la misma multiplicidad de A. En particular, los autovalores de B distintos de
cero vienen dados en grupos de dos o cuatro. Finalmente, si A = 0 es un autovalor de
B necesariamente tiene multiplicidad par, pues B tiene 2m autovalores. a

Lema 1.3.1 [5, p. 85-86]. Si A es una matriz simpléctica entonces det(A) = 1.

Demostracion. Si A es una matriz simpléctica, entonces AT JA = J. Tomando deter-
minantes a ambos lados de la igualdad:

det(ATJA) = det(A) = det(AT) det(J) det(A) = det(J)
= det(A)? =1 = det(A) = 1.
Consideremos la matriz AT A + I. Sabemos que AT A es simétrica y definida positiva,
por tanto los autovalores de AT A+ son reales y mayores que 1, y como el determinante

es el producto de sus autovalores det(AT A +T) > 1. Al ser det(A) = +1, det(A) # 0,
entonces A es invertible. Luego,

ATA+T=ATA+ ATA T = AT A+ A ) =AT(A+TAT

aplicando en la tdltima igualdad que A es simpléctica.

Denotaremos a los cuatro subloques m x m de A como

{i; i;j ,donde Ai1, Ao, Aoy, Aso € R™X™,
Entonces,
aerart= [ el [0 0] [ 42 9 6]
_ {Au A12} [ Az 7A21]
A1 Ao — A An

—Ai2 + A21 A1l + A2
Tomando C' = A1 4+ Aa2 y D = A1z — A21, donde C y D son reales, sigue que

_ [ A1+ Azp Ao — A21}

V2

wvar =5 = G la ] 1707 e Ll G 1]

~DC| T 3 [ I O C-—D I o

con ¢ = /—1. Luego,
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= det(A) det(C +1D)det(C + D)
= det(A)|det(C +2D)|?

I . =il oo .
pues det LI _”} = (—20)™ y det {I il } = (24)™. Concluimos que det(A) > 0 y por

tanto det(A4) = 1. O

Proposicién 1.3.4 Sea A una matriz simpléctica. Si A es un autovalor de A, entonces
)75 Xy (V)7 son autovalores de A, con la misma multiplicidad. Es mds, si 1y —1
son autovalores de A, entonces cada uno de ellos tiene multiplicidad par.

Demostracion. Por el Lema 1.3.1, det(A) = 1. Luego A es invertible, y AT = JA™1J ™1,
es decir, At y AT son matrices semejantes, por lo tanto tienen los mismos autovalores
con la misma multiplicidad. Si \ es autovalor de A, A™! lo es de A~! y por tanto de
ATy como A y AT tienen los mismos autovalores, también lo es de A con la misma
multiplicidad de A. Ademss, como A es real, X y (X)f1 también son autovalores con la
misma multiplicidad de A.

Como det(A) = 1, esto implica que la multiplicidad de A = —1 debe ser par. Puesto
que los autovalores A # +1 forman grupos de cuatro, esto muestra que la multiplicidad
de A = 1 debe ser también par, pues A tiene dimensién 2m. a

Nota 1.3.1 De la Proposicién 1.3.3 se sigue que una ecuacion lineal £ = Bz, donde
B es una matriz hamiltoniana, no es asintéticamente estable. Ademés para que dicha
ecuacién sea estable todos los autovalores de B deben ser imaginarios puros con bloques
de Jordan diagonales.

1.4. Estabilidad de los equilibrios

En esta seccién estudiaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio de sistemas
hamiltonianos no lineales [1, Sec. 9.3].

Definicién 1.4.1 Sea F : R — R una funcidn de clase C?.

(a) Diremos que un punto xo € R? es un equilibrio o punto critico de la funcidn F si

VF(JL‘()) =0.
(b) Un equilibrio zo de F es no degemerado si la matriz Hessiana F"(xo) es no
singular.

Definicién 1.4.2 El éndice de una aplicacion bilineal B : R* x R* — R es la dimen-
sién mdzima de un subespacio V.C R? en el cual B es definida negativa.

Nota 1.4.1 Para un hamiltoniano H : 2 C R?™ — R, en el caso de la matriz Hessiana
no singular H” (x0), interpretada como aplicacién bilineal H” (xo)[u,v] = u” H" (z0)v,
al ser simétrica real, el indice coincide con el nimero de autovalores negativos.

Proposicién 1.4.1 (Lema de Morse) [6, p. 4-7], [10, p. 248-249]. Sea F : RY —
R una funcidn de clase C? y zo € R un equilibrio no degenerado de F. Entonces existe
un cambio de variable g : B(0, p) C R? — V continua, donde V es un entorno de xo,
tal que g(0) = x0 y

A d
(Fog)(yr,. ya) = Flwo) =Y ui+ Y i (1.12)
=1 1=A+1

para cada (y1,...,y4) € B(0,p), donde X es el indice de F" (o).
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Demostracién. Primero observamos que si (1.12) se verifica, entonces es claro que A
debe ser el indice de F' en xg. Veamos que el cambio de variable es posible.
Asumimos sin pérdida de generalidad que xp = 0. En un entorno Uy de xo, tal vez
mediante cambio de variable local en caso necesario, tendremos que

*F

8739%(0) # 0.

Podemos escribir la funcién F' como:

F(x1,...,2q) / o (tz1, ..., txq)dt / Z (‘9 L txg)xde.
Tomando f;(z1,...,zq4) = 01 gf (tx1,...,txq)dt tenemos

F(zi,...,xq) = —&-lefl Tiy...,Td)
donde, por ser o un punto critico, f;(0) = gf_ (0) = 0. Repetimos este proceso ahora

para las funciones f;. Entonces
d
fj(ml, N ,xd) = E a:ih,-j(xh e ,Z’d)
i=1
con h;; una funcién de clase C°, de tal modo que

d
F(xl,. .. ,:L'd) = F(O) + Z xixjhij(atl,. .. ,xd),

i,j=1
. . . N 1 T
Podemos reorganizar la suma anterior poniendo hi;; = 5(hi; + hji), con hi;(0) =
19%£;(0)
2 dx; T ASI
F(zi,...,xzq) = ) + E zizjhij(z1,...,24), con hij = hyj;.

i,j=1

Como el punto critico es no degenerado, la matriz (h;;) es no singular. Siguiendo un
) J

proceso andlogo al de diagonalizacién de formas cuadréticas, podemos diagonalizar esta

expresién de F' considerando el siguiente desarrollo.

Puesto que h11(0) # 0, en virtud del Teorema de la Funcién Inversa podemos considerar
el siguiente cambio de variable en un entorno U; C Uy suficientemente pequenio

d
1= \E1l|1/2(x1 + Zfbiﬁn/ﬁn)

i=2
v =xy, 2<1<d.
Elevando al cuadrado la expresién de v; obtenemos que

d
F(vl,.,.,vd) :F(O):l:’l)%-i- Z ’Uivjilij(’l)l,.,.,’l}d)

4,j=2



1.4 Estabilidad de los equilibrios 11

con ilij = ilij y donde el signo + estd determinado por el signo de hi1 en el entorno Uy
de 0. Supongamos ahora por induccién que hemos continuado el proceso hasta i =r—1
con r > 2, asi que en un cierto entorno U,_; de 0, tal vez renombrando las funciones
ibij, tenemos que

d
F(vi,...,vq) = F(0)£vi+...£07_1 + Z vvjhij (1 ..., va), con hi; = hyji,

i,j=r

donde cada signo positivo o negativo estd determinado por el signo de h;; en 0, 1 <
i < r—1. Ahora, tal vez mediante previo cambio de variables lineal, dado que h,..(0) #
0, podemos considerar, nuevamente en virtud del Teorema de la Funcién Inversa, el
cambio de variables local definido en un entorno U, C U,_1

Yi =0, LFET

d
= e - .
Yr = |h7‘r| / (7-)7" + Z Uihir/hrr)~
i=r+1
Después de elevar las variables al cuadrado y sustituyendo tenemos, tal vez renom-
brando las funciones h;j;, que

d
Flyi,...,ya) =FO) £yi ... 2yl + > wighi; (w1, -, va),

i,j=r+1

obteniendo por induccién el resultado después de determinar los signos de los términos
cuadraticos y ordenarlos segiin el signo més o menos. a

Corolario 1.4.1 Si xg € U es un punto critico no degenerado de F', entonces o es
un punto critico aislado.

Demostracion. Es consecuencia directa del lema de Morse, teniendo en cuenta que
mediante un cambio de variable local F' se transforma en F'(zo) — Z?:1 v+ Z?:M_l y?
que solo tiene un punto critico y = 0. a

Teorema 1.4.1 Sea H : 2 C R?>™ — R un hamiltoniano de clase C*. Si zo es un
equilibrio de H con H'(xo) matriz Hessiana definida (positiva o negativa), entonces
o es un punto estable, pero no asintéticamente estable, de la ecuacion (1.3).

Demostracion. Sea xo un equilibrio de H con matriz Hessiana definida. Como la matriz
Hessiana H"(zo) es definida (positiva o negativa) sabemos que el indice es 0, si es
definida positiva, o 2m, si es definida negativa.

Por el Lema de Morse (Proposicién 1.4.1) existe g : B(0,p) C R*™ — V cambio de
variable, donde V' es un entorno de zo tal que g(0) = zo y (H o g)(y1,...,Y2m) =
H(xo) £ 3°2™ y? para cada (y1, ..., y2m) € B(0, p).

Esto nos muestra que para c suficientemente cercano a H(zo), con ¢ > H(zo) para
H"(z0) definida positiva y ¢ < H(zo) para H"(zo) definida negativa, los conjuntos
de nivel V. = {z € V : H(z) = ¢} son difeomorfos a esferas 2m-dimensionales que se
colapsan en el punto zg cuando ¢ — H (o).

Por otro lado, como H es constante a lo largo de las soluciones de su sistema hamil-
toniano asociado, cualquier solucién ¢:(z) con condicién inicial € V. permanece en
V. para todo t € R. Ademads, como V. es compacto, el intervalo maximal de cualquier
soluciéon es R. Esto concluye la prueba. O
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Nota 1.4.2 No es necesario que H” (zo) sea definida para poder asegurar la estabilidad
de un equilibrio g, como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.1 Consideremos el hamiltoniano

1
H(q1,q2,p1,p2) = 5[((1? +p?) — (g3 +p3)]-

El flujo del sistema hamiltoniano asociado

. __ OH
q1 = P1 = 3p,

d2=—p2=gTi @{QIVPH

P1=—q = Ty p=-V¢H

con equilibrio zo = (0,0,0,0)” y matriz jacobiana

0010
. _|ooo-1
Xulzo)=1_100 ¢ |
0100
es estable pues consiste en dos osciladores arménicos. De hecho, o[ X (z)] = {3, —i}

con cada uno de los autovalores dobles. Sin embargo,

1000
s . lo=100 .
H"(zo) = 00 10| moes definida.
00 0-1
Observar que
0 01011000 0010
s« 1o oo1fflo-t0o0| |0o00-1| _,
JH (@) =11 5 00l loo10]|=|-100 0|=Xu0)
0 —100| [0 0 0—1 0100

Ahora consideremos el caso en el que H”(z9) es no definida en general. Para estudiar la
estabilidad de un equilibrio zo es conveniente considerar los autovalores de X (xo) =
JH" (z0) [1, p. 232-234].

Definicién 1.4.3 Los autovalores de la matriz hamiltoniana Xy (xo) = JH' (z0) se
denominan exponentes caracteristicos del sistema hamiltoniano & = Xg(z) en zo.

Introducimos el producto simpléctico como la aplicacién [5, p. 37]

() :C*"xC*" —C
(u,v) — (u,v) =u"Jv

Proposicién 1.4.2
1. () es bilineal: Vu,v € cm
a) (Au,v) = Au,v),
b) <U, A'U> = )\<u7v>;
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c) (u+v,w) = (u,w) + (v,w),
d) (u,v+w) = (u,v) + (u,w).
2. (-,-) es antihermitiana: (u,v) =
3. En particular st u,v € R2m
a) <’LL,’U> = _<'U7u>’
b) (u,u) =
4. {-,-) es no degenerada. Si existe v € C*™ tal que (u,v) = 0, Yu € C*™, entonces
v=0.

—(v,u), Yu,v € C*™.

Demostracion. 1. a) (u,v) = (u)*Jv = du*Jv = Mu, v).

b) (u, ) =u"J(Av) = du*Jv = A(u,v).
¢) (utv,w)=(u+v)"Jw=(u"+v")Jw=u"Jw+ v Jw = (u, w) + (v, w).
d) (u,v+w)=u"J(w+w)=u"Jv+u"Jw= (u,v) + (u,w).

2. (v,u) =v*Ju = (v Ju)* = u*J v = —u*Jv = —(u,v).

3. Sean u,v € R®™
a) {(u,v) =u*Jv=u"Jv =0T J"u = —vT Ju=—(v,u).
b) Por a), (u,u) = —(u,u) y de aqui que (u,u) = 0.

4. Sea {ei,...,e2n} la base candnica de C*™, y pongamos v = (v1, ..., vam) € C*™.
Tomando u=¢; (1 <i<m): {(e;,v) =el Jv="vms; =0.
u=emti (1<i<m): (emts,v) = ehy;Jv = —v; = 0. Luego, v = 0. O

Proposicién 1.4.3 Sea B € R*™*2™ yna matriz hamiltoniana. Si p1, pe son autova-
lores de B, siendo Ji, + 2 # 0, con autovectores respectivos v1,va € C*™\ {0}, entonces
(v1,v2) =0, esto es, v1 y v2 son J-ortogonales.

Demostracion. Usando la Proposicién 1.3.1.

palv1,va) = (v1, pave) = (v1, Bua) = viJBva = —vi BT Jug = —(Bv1)*Juy = —(Buwy, va)

= —(u1v1,v2) = —[1y (v1, v2).

Luego, teniendo en cuenta que (p2 + ;) # 0 por hip6tesis, (u2 + ;) (vi,v2) = 0y
<’U1,U2> =0. O

Proposicién 1.4.4 Sea A € R*™*?™ yna matriz simpléctica. Si 1 y p2 son autova-
lores de A, siendo psojfi; # 1, con respectivos autovectores vi, va € C2™\ {0}, entonces
<1)1, 1)2) = 0.

Demostracion. pa2{vi,vs) = <’U1,AU2> = viJAvy = VA T Ju, = (Aflvl,m) =
(v, v2). Luego, (k2 — (1) ™" )(v1,v2) = 0y (v1,v2) =0, pues pz — (i) ' #0. O

Teorema 1.4.2 Sea xo un equilibrio de H : 2 C R?®™ — R con exponentes carac-
teristicos +iXi,...,£iAm, X € R, 1 < i < m. Si|\],...,|Am| son no nulos y
distintos dos a dos, entonces xo es un punto critico estable, pero no asintdticamente
estable, de la ecuacion (1.3).

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que Ay > ... > Ay > 0, y
sean wi,...,Wm, w1, ...,om € C™ \ {O} autovectores respectivos de B = JH"(z0)
asociados a A1, ..., A m, —tA1,. .., . Observar que {w;,w;}/~; forman una base
de C*™. Por la Proposicién 1.4.3 (wj,wk> =0 = (wj,wk),Vk # j, y (w;,w;) = 0,Vj =
1,...,m. Luego, puesto que (-,-) es no degenerada (Proposicién 1.4.2 (4)), debe ser
(wj,wj) #0,Vj=1,...,m (si (wj,w;) = 0 entonces por definicién de base y linealidad
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(wj,v) = 0,Yv € C*™). Sean u; = Re(wj), v; = Im(wj). Entonces {u;, v;}™; forman
una base de R*™ y

Bu]- = —)\jvj, B’U]' = )\ju]- 5 1 < ] <m. (1.13)

Usando la Proposicién 1.4.2 (3) (uj,u;) =0 = (vj,v;), 1 <7 < m. Ademés (uj,v;) # 0,
pues en otro caso, si (u;,v;) = 0 entonces

(Wi wi) = (uy + vy, w5 +ivs) = (ug,us) — i(vs, u) +i(us, v;) — i (vy, v;) = 0.

Supongamos sin pérdida de generalidad que (uj,v;) = 1, 1 < j < m. Entonces,
(vj,uj) =—1,1<j <m. De (wj,wr) =0, j # k, sigue que

(wj, uk) + i{ug, ve) — i(vj, ue) + (vj, ) =0, j#k. (1.14)
De (wj,wr) =0, 1 < j,k < m, sigue que
(ug, uk) — i{uz, vk) — i{vj, uk) — (vj,vK) =0, 1< Gk <m. (1.15)

Sumando (1.13) y (1.14): (uj,ur) — i{vj,ur) = 0, 7 # k. Restando (1.13) y (1.14):
<Ujavk> + i<ujvvk> =0, J# k. Luego,

(uj, uk) = (vj, uk) = (uj,vk) = (vj,vk) =0, Vj#k,

<ujvuj> =0= <vjvvj>v <’LL]',’U]'> = —<’Uj,’lj,j> =1, 1<j<m

Definiendo C = [u1]...|um|v1]...|vm], lo anterior implica que CTJC = J, esto es, C
es simpléctica. Ademds, (1.12) en forma matricial indica que BC' = C'JD, siendo

D= (dmgo(ki) diag?()\i)) :

Luego, como J? = —I y CTJC = J, sigue que CTJBC = CTJCJD = J?*D = —D.
Finalmente, teniendo en cuenta que H(z) = H(zo) + 4 (z — z0)" H" (x — z0) + o( ||z —

zo||?), y puesto que H” (z0) = —J B, haciendo el cambio de variables z — 29 = Cly,
1 1
H(z) = H(xo) + Ly Dy +olllyl) = Hiwo) + 5 3Nl +52s) + ollyl).

=1

La prueba concluye entonces como en el Teorema 1.4.1. O
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El Problema de N Cuerpos

2.1. Ecuaciones del movimiento

Consideramos N cuerpos con masa m; > 0 y vector de posicién ¢;, i = 1,..., N en
un sistema de referencia inercial de R, moviéndose bajo la influencia de la atraccién
gravitacional debida a la interaccién de los cuerpos dos a dos.

Por la segunda ley de Newton, que nos dice que la aceleracién m;{; que experimenta
el i-ésimo cuerpo es proporcional a la suma de las fuerzas que actian sobre éste, y
la ley de gravitacién universal de Newton, estableciendo que la magnitud de la fuerza
en el cuerpo ¢ ejercida por un cuerpo j es proporcional al producto de las masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre éstos, donde la direccién de

la fuerza viene dado por un vector unitario que va del cuerpo i al 7, ﬁZ’:Z? f‘ , obtenemos
T J
las ecuaciones del movimiento del sistema de N cuerpos
al Gmymj(g; —qi) OU
mag = —— A = (2.1)
= e —dgl 9gi
J#i
siendo G la constante de gravitacién universal y
Gm;m,;
U= 3 (2:2)
1<i<;<N lla: — q;ll
de modo que —U representa la energfa potencial del sistema. Definiendo p = (p1,...,pn) €
R3M, como p; = mi¢i, el momento lineal del i-ésimo cuerpo, podemos reescribir las
ecuaciones del movimiento como el sistema hamiltoniano
. _ P OH
= m; o api
N
=3 Gmim;(q; —qi) _ _OH (2:3)
= le-gl? 9qi
J#i
siendo su hamiltoniano asociado
H=T-U, (2.4)

donde T es la energia cinética
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1 1L 1
T=2 lall® ==y —|pill* 2.5
5 ;:1 malldill” = 3 ;:1 il (2.5)

Por tanto, podemos describir el movimiento del sistema de N-particulas con un sis-
tema hamiltoniano de 6N ecuaciones diferenciales de primer orden. Observar que
U=U(q,-..,qn) deja de estar definido en el conjunto de colapso

A= |J Ay As={la,-,av) €R*Y g = g5} (2.6)

1<i<j<N
Veamos a continuacién que (2.3) admite 10 integrales de movimiento cuando N > 2.

Sean L = p1 + ...+ pn el momento lineal total y C = miq1 + ...+ mngn el centro de
masas del sistema, de modo que L= 0, siendo el momento lineal constante, y C=L.
Integrando esta tultima expresiéon tenemos que C' = Lot + Co, donde Lo y Co son
constantes de integracién dependientes de las condiciones iniciales del problema. Asi,
tenemos 6 integrales del movimiento, las tres componentes de Lo y las tres componentes
de Co.

Sabemos que el momento angular del sistema

A=qi Xp1+...+qgnv X pN (2.7)
es constante, pues
. . = o Grimgi X (g5 — qi)
A:Z(qiXpi+qi><pi):ZQiXmiQi+ZZ g — a1 =0.
i=1 i=1 i=1 j=1 9 — 4
i

Luego, sus tres componentes también son integrales del movimiento. Y recordemos que
el hamiltoniano asociado al sistema H, o energia total del sistema, es otra integral del
movimiento.

De esta forma, para todo N > 2 podemos obtener para el problema de N cuerpos
espacial 10 integrales del movimiento. Para el problema en el pano tenemos 6 integrales:
las 2 componentes del momento lineal, 2 del centro de masas, 1 del momento angular
y 1 para la energia total del sistema [5, p. 67-68].

2.2. Problema de los dos cuerpos

En esta seccion estudiaremos el movimiento relativo de dos cuerpos de masas mi1 y ma,
viendo finalmente que siempre describe una cénica. Esta observacion la dio por primera
vez Newton al integrar geométricamete las ecuaciones del problema [7, p. 147-149].

De (2.1) para N = 2 tenemos las ecuaciones

.. Gmima
miGr = ———=(q2 — q1)
llar — g2l 2.8)
.. Gmima '
m = — —
S T

Si dividimos la primera y segunda ecuacién entre m; y mo respectivamente, y a conti-
nuacion las restamos tenemos que:

(g1 — q2)

G == Glmtma)
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Tomando r = ¢q1 — g2 vector de posicién de la masa mi respecto de la masa ma y
u = G(m1 + m2), podemos escribir (2.8) como la ecuacién

T

e (2.9)
CE

conocida como el problema de Kepler. Este considera dos cuerpos, uno fijo con masa
superior al otro, y describe el movimiento del cuerpo de masa inferior.

Veamos que podemos reducir el problema a un problema en el plano, para ello definimos
A =r x 7 como el momento angular. Sabemos que si el momento angular es constante,
entonces el movimiento es plano. De (2.9)

A=(rxry=7rx7r+rxi=0,
esto implica que A = r X 7 = ¢, siendo e un vector constante, y r - e = 0. Por tanto, el
movimiento es plano.

Asi, al reducir el problema al plano podemos usar coordenadas polares p = p(t), 0 =
6(t). Tomamos los vectores unitarios

—

i, = cos 0i 4 sin 0] (2.10)
@y = —sinbi + cos 0 (2.11)
en funcién de los vectores de la base cartesiana, formando una base del sistema de
coordenadas polares. La expresion de los vectores de la base cartesiana en funcién de
la base polar sera:

cos 04, — sin Oiig (2.12)

sin 64, + cos 0uy. (2.13)

S sy

Escribimos el vector de posicién como r = pii,, lo derivamos respecto del tiempo y
sustituimos la derivada de (2.10), obtenemos:

= pii, + pbis.
Derivando esta expresién y sustituyendo la derivada de (2.11), tenemos que:
i = (5 — p(0)*)il), + (200 + pb) .
Si sustituimos r y # en la ecuacién del problema de Kepler (2.9)
(= pl6)°)7, + (206 + pb)iiy =~ L517,

e igualamos coeficientes, llegamos a las ecuaciones

. 9'2 —
PP o (2.14)
p0+2p0 =0.

De la segunda ecuacién tenemos que I := p2# es una constante del movimiento.

Nota 2.2.1 El drea A barrida por la érbita entre los instantes to y t (de dngulos
correspondientes 6y y 6) se expresa en la forma:

0
A(9) = / %p(@l)zdel.

0o
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Como p y 0 son funciones de t, la velocidad areolar A(f(t)) resulta ser
A BT
A= 5P (t)6(2).
Asi, la conservacién de I proporciona una prueba de la segunda ley de Kepler.

Veamos ahora que el movimiento relativo en el problema de dos cuerpos queda definido

do
por la ecuaciéon de una cénica. Partiendo de I = p2a tenemos que

o I
== 2.1
&= (2.15)
Poniendo p = p(f) en la drbita:
dp dpd9 I df d®p  d dpI. I
@w _oPer - 9 2L S (B2 2.1
d T dod " 2de Y dZ  dods 2 (2.16)

Sustituyendo (2.15) y (2.16) en la primera ecuacién del sistema (2.14) tenemos que

d Idp, I w o I?
FAY Rl R
do"p*df”p P> p
Luego
d 1dp w1 1. op 1
W' rw =T, Y Tt

1 N .
Tomando u = =~ obtenemos la ecuacién diferencial de segundo orden v +u = 4z cuya

solucién general es u = c1cos(6)+cz sin(f)+ 45. Tomando ¢1 = B cos(w), c2 = Bsin(w),
tenemos que u = B cos(d — w) + 4, y deshaciendo el cambio p = %, obtenemos

k
r= 1+ ecos(f —w)’
la ecuacién de una coénica de excentricidad € = kB, con k = %, siendo una parabola
para € = 1, una hipérbola cuando £ > 1, una circunferencia cuando € = 0, o una elipse
si 0 < € < 1. Estos dos ultimos casos dan lugar a drbitas cerradas, teniendo de forma
directa soluciones periddicas. En el problema de N cuerpos para N > 2 tales soluciones
periddicas serdan mas dificiles de establecer. Esto nos lleva a estudiar la existencia de
soluciones periddicas en la siguiente seccién.

2.3. Bifurcacion de Hopf y Teorema Centro de
Lyapunov.

A continuacion estableceremos dos resultados importantes que nos ayudardn a estudiar
la existencia de soluciones periédicas de pequena amplitud para sistemas auténomos
(1.1) en el entorno de un punto de equilibrio zg cuando (1.1) admite una integral
primera definida en los alrededores de xo.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Hopf) [9]. Sea & = f(x, ) un sistema de ecuaciones
diferenciales d-dimensional auténomo, dependiente de un pardmetro p € R, f(z,p)
dos wveces diferenciable respecto de ambos argumentos y asumamos que cumple que
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£(0, ) = 0, V. Supongamos que para pn = 0, la matriz f,,(0,0) tiene dos autovalores
imaginarios puros £6i cumpliendo las condiciones de no resonancia:

+kiB ¢ o(f.(0,0)), keNk#1. (2.17)

Sia(p)+iB(1) es la continuacion del autovalor i, con a(0) = 0 y B(0) = B, asumimos
ademds la condicion de transversalidad

o'(0) #0. (2.18)

Entonces, ezisten p = u(e) y T = T(e) funciones diferenciables dependientes de un
pardmetro ¢ con u(0) = 0 y T(0) = 27" tales que existen soluciones periddicas no
constantes x(t,€) de £ = f(x,u) con periodo T(e) que colapsan en el origen cuando
e — 0.

Demostracion. Haciendo un cambio lineal de coordenadas y cambiando la variable
independiente t por 7 = 3(u)t, transformamos la ecuacién ¢ = f(x, u) en

(a(p) +3)z1 + fi(z1, 22,9, 1)
(a(p) —i)z2 + fo(z1, 22,9, 18) (2.19)
_B(/“L) +9($1,9€2vy:l$)

donde a(p) = ) , f1,f2 ¥ g contienen términos de orden dos o superior en las variables

B(u
z1, 2, y € y es un vector real de dimensién (d — 2). Ademds B(u) = B(0) + O(u) es

una matriz real cuadrada de orden d — 2, y por (2.17) ningin entero imaginario es
autovalor de B(0). Las soluciones reales de (2.19) solamente se dan cuando z1 = T2 y

por lo tanto en tal caso se cumple la siguiente condicién

fl(wlaanyHu‘) = ?2(1"271'17:(!?/‘1’)'

Observamos también que las funciones fi, fo y g y sus primeras derivadas parciales se
anulan cuando r1 = z2 =0, y = 0.

Dado € # 0, introducimos el cambio de variables
1 1 1
p= s &= 5T 1= 5y

en el sistema (2.19) y obtenemos

& = i + eud (0)6 + O(%)

o = —i&s + epra (0)2 + O(€) (2.20)

1= B(0)n+ O(e).
En nuestra busqueda de soluciones periddicas con periodo préximo a 27 podemos
observar que para € = 0 debemos tomar n = 0 mientras &1, & pueden tomar condiciones
iniciales arbitrarias. Restringiéndonos a las condiciones iniciales £1(0) = £2(0) = 1,
se obtiene la solucién 2m-periédica & = €', & = e~ = 0. Para € # 0, podemos
esperar encontrar una solucién periédica préxima de periodo T = 27(1+¢€6) si podemos
satisfacer la condicién de periodicidad

Considerando &1(0) = &(0) = 1 y n(0) = no llegamos a las siguientes ecuaciones de
bifurcacién



20 2 El Problema de N Cuerpos

0=11:= 5 (&(T) — 1) =i6 + a’(0)p1 + O(e)

TE

0="15:= 2 (&(T) - 1) = —is +d (0 +O(e) (2.21)

2me

0="T:=n(T)—no = (¥ = Is_2)no + O(e)

donde el desarrollo para I (de forma andloga para I2) se obtiene de (2.20) dado que
&(T(e)) = elenia (0)+)T(e) | O(e?) = (') — 1)eeT(e)ma’(0) 4 e TEma’(0) 4 0(é%).
Para ¢ = 0 este sistema tiene como unica solucién § = 0, ugg = 0y o = 0. Como
a’(0) # 0 por (2.18), la matriz jacobiana

oI, I, T)

(8, pa, pr2)
tiene rango maximo d para ¢ = 0. En virtud del Teorema de la funcién implicita
las ecuaciones de bifurcacién (2.21) pueden ser resueltas para |e| # 0 suficientemente
pequenio para obtener §, p1 y no como funcién de e. a

Nota 2.3.1 Si f(x,u) es de clase C", resp. analitica, se obtiene que la familia de
érbitas periédias dependientes del pardmetro € son de clase C" ™', resp. analiticas, [9].

Antes de abordar el Teorema centro de Lyapunov veamos la siguiente propiedad en la
que se basard su demostracién [7, p. 135-138].

Lema 2.3.1 Sea I(x) integral primera de (1.1) mientras x = x(t) es solucidn periddica
de & = f(z) + pVI(z) para algin p € R. Entonces © también es solucion de (1.1).

Demostracion. Sea x = x(t) una solucién periddica de © = f(x) + pVI(z). Tomando
B(t) = I(z(t)), donde I es integral primera de ¢ = f(z), sigue que 5(0) = I(z(0)) =
I(z(T)) = B(T) y B(t) es periddica. Ademds

B(t) = (VD" = (VD) (f + uVI) = (VD" f + p|[VI|* = pl| V1|,
QOnde VI y f estdn evaluadas en z(t). Como B(T) — B(0) = fOT Bdt = 0 sigue que
B =pul|VI||* =0y uVI(z(t)) = 0. Concluimos que z es solucién de (1.1). O

Teorema 2.3.2 (Teorema Centro de Lyapunov) Sea xz = 0 un equilibrio de (1.1)
donde f € C?, £'(0) es no singular, con woi como autovalores simples verificando las
condiciones de no resonancia:

+kwoi & o(f'(0)), keNk#1.

Supongamos ademds que (1.1) admite una integral primera I = I(x) de clase C* con
matriz hessiana I'"(z) tal que detl”(0) # 0. Entonces (1.1) admite una familia de

soluciones periddicas x = x(t,s), en un entorno de s = 0, de periodo T(s) = %,

donde w(s) es C* con w(0) = wo. Ademds, dicha familia bifurca de x =0 en s = 0.
Demostracion. Vamos a probar que la ecuacién

&= f(z,p) = f(z) + uVI(z) (2.22)

satisface las hipdtesis del Teorema 2.3.1 de bifurcacién de Hopf. En primer lugar,
definiendo h(z) = (VI(z))T f(2) = 0, resulta que:

Vh(z) = f'(z)"VI(z) + I" (z) f(z). (2.23)
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Por tanto, 0 = f/(0)"VI(0) y de aqui, VI(0) = 0 y = 0 es un punto critico de (2.22).
Ahora, con f(z,u) = f(z) + uVI(z) escribimos f'(0,u) = f/(0) + uI”(0) := A+ uB,
cuyos autovalores son de la forma A(u) = a(p) £ iw(p).

Respecto a las hipétesis del Teorema 2.3.1, solo resta verificar la condicién de trans-
versalidad (2.18).

De (2.23) definimos G(z) = Vh(z) = Gi(z) + G2(z), con Gi(z) = f'(2)"VI(z) y
Ga(z) = I"(z) f(z). Entonces, puesto que f(0) = 0 = VI(0), tenemos que G;(0) =
F(0)T1"0) = ATB y G4(0) = I"(0)f'(0) = BA = BT A, con B = BT pues I es C*.
Puesto que G =0, ATB+ BT A = 0. Mediante cambio de coordenadas lineal podemos
asumir para A la forma de Jordan real

_ (SO (0 —wo T _ (d—2)x (d—2)
A_(OR>’ dondeS’—(wO 0), S =-S5 yReR ,

]\57“ ]\C/{) y M e R¥>*W2 con UT = U e R**?y 0T = C ¢

RE@=2%(4=2) T yego, la igualdad AT B = —BA implica
STu ST™wm _( -US -MR
R™MT R"c )~ \-MTS —CR )"

>7 como SU = US, esto implica que d11 = d22 = 6 y d12 = 0, con

mientras que B = (

;oo (611 012
Asi, si U = (512 S
§ # 0, pues I"(0) es regular.

. . _ X _
De la ecuacién SM = MR, si escribimos M = ( ) con X,Y € R*™(4=2) ghtenemos:

Y

XR=—wyY RTX" = —woY™

YR = woX Y OlRTYT = woXT.
De aqui se obtiene que RT (X7 +4iY7T) = (diwo)(XT £4Y 7). Como Fiwp es autovalor
simple de A, entonces %iwy ¢ o(R) y debe ser que XT = Y7 = 0. Tenemos asf,

_(S+pU O
A*“B_( 0 R+uC>

y las perturbaciones Ao (1) de los autovalores +iwo son Ao(p) = +dp £ woi, con X' (0) =
0 # 0, siendo cierta la condicién de transversalidad (2.18). O

Teorema 2.3.3 Sea H : R*™ — R un hamiltoniano de clase C* tal que H(0) =
0, VH(0) = 0 y H"(0) es definida positiva. Supongamos ademds que JH"(0) tiene

m pares de autovalores uvyi, v, > 0, tales que 2= ¢ N, para k # 1, siendo J =

L
o1
-10
(1.3) admite m soluciones periddicas distintas de periodos prézimos a 12,—’]:, 1<k<m,

]. Entonces para cada € > 0 suficientemente pequeno, el sistema hamiltoniano

en la superficie H(z) = e.

Demostracion. Como consecuencia del Teorema 2.3.2 de Lyapunov podemos obtener
para cada v la existencia de una familia zx(¢,a) de soluciones periédicas del sistema
hamiltoniano (1.3), de clase C' en a y de periodos préximos a 3—:

Como zx(t,a) ~ a(&kei“kt +&re Y con a — 0, Ker(JH"(0) —ivglom) = span{&},
resulta que las m familias generan m oOrbitas distintas cuando a — 0. Por otro lado:
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H(zk(t,a)) = H(zk(0,a)) := he(a), hi(0)=0.
Como zx(t,a) es de clase C* en a, tenemos que
hy(a) = VH(z1(0,a))" z4(0,a), con hj(0) =0,
y al ser H de clase C?, con H”(0) definida positiva,
hi(0) = (& + &) H"(0)(& + &) > 0.

Luego para cada € > 0, ¢ — 0, la ecuacién hi(a) = € se resuelve para una tnica
a = ai(g). Por tanto, la superficie H(x) = ¢, contiene las m dérbitas cerradas y distintas
de las soluciones & = zx(t, ax(¢)) de (1.3) parae > 0, e — 0. O

2.4. Problema restringido de 3 cuerpos.

A raiz de los resultados vistos con anterioridad, nuestro objetivo en la presente sec-
cién es probar la existencia de soluciones periddicas del problema restringido de tres
cuerpos. Para ello, consideremos tres masas m; ¢ = 1,2, 3, moviéndose libres de otras
perturbaciones que no sean las iteracciones gravitacionales mutuas. Su movimiento
queda descrito por las ecuaciones (2.1) para N = 3

mldl — G(m1m2 lh’g‘?l +m3m1 lISglh)
421 431
mage = G(mima 312 + myma 12592 (2.24)
d12 432
mS(jS — G(m1m3 q1 g‘IB + Maoms ‘Dg‘ZB )’
q13 423
donde ¢;; = ||¢i — gj|l, 1 < 4,5 < 3. En lo que sigue nos ocuparemos del problema

restringido, es decir, asumiremos que el tercer cuerpo, al que denominaremos planetoi-
de, tendrd masa despreciable ¢ < 1 en comparacién con los otros dos cuerpos, a los
que denominaremos primarios, y que los tres cuerpos son coplanares. Dividiendo (2.24)
entre GM con M = my + mz, y tomando 1h; = §f, ¢ =1,2, e = 52, con 1y = 1 — p,
me = p las masas reducidas, y haciendo el cambio de escala temporal 7 = VGMt,
obtenemos

7 Mrg—rl_’_erg—rl
1= 3 3
21 31
.. T — T2 r3 — T2
Fo=(1— )2 (2.25)
712 732
.. KT — T3 T2 — T3
T3 = (1 - ll’) 3 + M 3 5
T13 723

siendo r;(T7) = ¢:;(VGMt), rij = ||ri — 75|, 1 < 4,5 < 3. Por simplicidad de notacién
volvemos a renombrar 7 = t.

Nota 2.4.1 En primer lugar, analizaremos el movimiento de los tres cuerpos. Com-
probaremos que el movimiento de los primarios no se ve afectado por el planetoide, y
que se hayan en movimiento circular con respecto a su centro de masa:

rm(t) = (1 = p)ri(t) + pra(t). (2.26)

Si hacemos € — 0 obtenemos las ecuaciones del problema restringido de tres cuerpos
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.. re —T1
r =
1 T r T

.. 1— T2

o = (1 ) 2 (2.27)
T12

.. T — T3 T2 — T3

T3 = (1 - /“L) 3 T 3 )
T13 T23

pudiendo desacoplar el movimiento de los primarios del movimiento del planetoide.
Observamos que las dos primeras ecuaciones corresponden al problema de dos cuerpos.
Si analizamos la aceleracién del centro de masas (2.26)

T2 —T1 T — T2

Fm(t) = (L — )1 (t) + pit2(t) = (1 — p)p ) +u(l—p) 3 =0,

podemos ver que se desplaza con movimiento uniforme y el planetoide no perturba el
sistema de los primarios. Haciendo el cambio de referencia 7; = r; —ry, para tener como
origen del sistema de referencia el centro de masas, obtenemos las mismas ecuaciones

P —7P1

=R Tgl
P1—72

Py = (1—p) 3,

Como el nuevo centro de masas se halla en el origen, (1 — u)71 + pf2 = 0 y entonces

71 = —u(fe — 1) y 72 = (1 — p)(72 — 71). Si buscamos érbitas circulares se tiene que
|f2 — 71| = a, a > 0 arbitrario, la distancia entre m; y mgo tiene que ser constante, y
las amplitudes de los radios vectores #; son |#1] = pa y |F2| = (1 — p)a. Nétese que
(P2 — 71) = =252 con lo que 72 — 71 = a(cos(ﬁ),sin(as%)). Como el cambio de

escala espacio-temporal r — =, ¢ — ﬁ deja las ecuaciones inalteradas, podemos

suponer sin perdida de generalidad a = 1. Por tanto, hemos comprobado que los
primarios orbitan alrededor de su centro de masas con velocidad angular 1 a distancias
uy 1 — pu del mismo, es decir:

’f‘z — f1 = (COS(t), sin(t)), fl = —M(fg — ’f‘1)7 ’f‘z = (1 — /J,)(’f‘z — fl). (2.28)
Nota 2.4.2 A continuacién, nos interesa escribir las ecuaciones del movimiento como
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden para poder calcular
sus puntos de equilibrio. Para ello definimos ahora r = r3 — r. La ecuacién (2.27)
para el tercer cuerpo queda como

(2.29)

Si consideramos un nuevo cambio de referencia, tomando r = (£,7), r* = (z,y) la
nuevas coordenadas del planetoide, relacionadas mediante

(2)= (< ) )

o bien de forma matricial r(t) = R(t)r*(¢), donde R(t)

(cos(t) - sin(t)), sustitu-

sin(t) cos(t)
yendo esta expresién en (2.29)

L - L T‘*_T* ,r*_'r*
Rr* +2Rr* + Rr —f(lfﬂ)Rm*”RW’
1 2

conr; = Rr}, i = 1,2. Multiplicando por RT a ambos lados, siendo RTR= —-RTR =1,
tenemos que
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7 4+ 2RT R =" — (1 — p) L —ulr — (2.30)

[re—ri> Tl =gl

donde 7} = RT(t)#1(t) = (—p,0) y r3 = RT(t)72(t) = (1 — p,0) en virtud de (2.28),
esto es, los primarios estdn en reposo en el nuevo sistema de coordenadas. Tomando
pr =" —ri| =/ (z+p)? +y*>yp2 = |r" —r3| = \/(z +p—1)® + y? y sustituyendo

en (2.30) obtenemos, usando que RTR = (1) _01) las ecuaciones en coordenadas z, y:
T+ p c—1+p
3 3
ypl Y P2 (2.31)
" /
y' 2 =y —(1—p)5 —p.
pi P

' =2y =x— (1 —p)

Introduciendo las funciones U(z,y) = 1;—1” + Ly olz,y) = L(@* +y?) + U(z,y), las
ecuaciones (2.31) toman la forma:

1 _ 2 / —
T 2 = (2.32)
Yy + 2:1,’ = ¢y7
o bien, como sistema de primer orden
z’ = p,
r_
v=a (2.33)
P =20+ b,
q=-2p+ ¢y,

de modo que I(z,y,p,q) = %(p2 +¢*%) — ¢(z,y) es una integral primera.

Recordemos que nuestro objetivo es probar la existencia de soluciones periédicas de las
ecuaciones (2.33), para este propésito calculamos sus puntos de equilibrio, que tienen
la forma (z,y,p,q) con p = ¢ = 0 siendo (x,y) solucién del sistema

B (2.34)

Distinguimos dos casos:
1. Siy=0:

_ _ (L —p)signo(x +p)  p-signo(z +p—1)
z = h(z):= 5 2
(z+ ) (z+p-1)
Luego, x puede tomar tres posibles valores x = n;, i = 1,2,3, donde n1 < —pu <

n2 < 1 — p < n3. Estos puntos se denominan los puntos de Euler y se denotan por
L; = (n;,0), i = 1,2,3. Ademés el signo de ny coincide con el de (3 — ).

(2.35)

2. Siy # 0, entonces de la segunda ecuacién en (2.34): 1 = (1 — u) K1 + pK>2 donde
K = P1_3 y Ko = p2_3. Luego, debe ser que K1 = K2 = 1 y la distancia de los dos
primarios al planetoide es la misma en estos puntos de equilibrio. Los puntos L;,
i = 4,5 se denominan puntos de Lagrange, obtenidos de resolver

(z+p)?+y* =1
(z+p—1)2+y" =1

estoes, Ly = (3 — p, ?) yLs=(3—u, —@) Cada uno de estos puntos forman
un tridngulo equildtero con los dos primarios.
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Figura 2.1: Posiciones de equilibrio para (2.31). Puntos de Euler: L1, L2,Ls. Puntos de
Lagrange: L4, Ls [7, p. 144].

Comprobemos las hipétesis del teorema centro de Lyapunov: calculamos la matriz
hessiana de I(z,y,p,q) = %(p2 +¢%) — ¢(x,y) en los puntos de equilibrio

wiry _ | —0ya(Li) —¢yy(Li) 00| | =b; —c; 00 .
I(Li) = 0 0 10|70 o 10| rSiSS
0 0 01 0 001

Si f denota el segundo miembro de (2.33), f = (p,q,2q + ¢z, —2p + ¢y), su matriz
jacobiana en los puntos L; es

0010

00 01 .
A]:f/(LJ): ajbj 0 2 ’ 1§.]§5

b]' Cj —20

Los autovalores de A; son las raices de det(A; —AIy) = X+ (tr(D;)—4) A\ +det(D;) = 0,

donde D; = (Z] SJ ) Tenemos que:
i Ci

bae =1 — (1= p)pi° + 3@?‘”(1 — @+ 1)* = ppy® +3p5 "z — 1 — p)?
Goy = 3((1 — p)(x +3ﬂ)ﬂf Y+hps (365+ B g)y) . . (2.36)
byy =1 — (1 —p)p1” +3y" (1 — p)py " — ppz” + 3y ups”.

Para los puntos de Euler se tiene que:
bj = ¢ay(L;) =0, j=1,2,3.
En segundo lugar se tiene de (2.35) que

W () = =2((1 = |z + p| = + ple + = 1]7°) <0,
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y como @uz(x,0) =1 — h'(z), luego a; = ¢ua(L;) =1 —h'(z) > 0,5 =1,2,3.
En tercer lugar, de (2.36)

1 1
ot ulP Mot 1P

Cj:¢yy(Lj):1_(1_u) j:17273'

Para el punto de Euler Lo, p; < 1,7 = 1,2, y por tanto c2 < 0. Por otra parte z¢y, > 0
en L1y x¢yy < 0 en L3, y esto implica que ¢; = ¢yy(L;) <0, 5 =1,2,3.

Luego, I""(L;) es no degenerada y ademés f’'(L;) es no singular , j = 1,2, 3. Luego, de
la ecuacién A* — (a; +c; —4)A% + (ajc;) = 0, con ajc; < 0, tenemos que A toma como
raiz un valor negativo que genera raices imaginarias puras conjugadas A = +w;% y otro
positivo dando lugar a dos raices reales de distinto signo. Concluimos que los puntos
de Euler son inestables y como se dan las condiciones del Teorema 2.3.2 de Lyapunov
podemos asegurar que el problema de los tres cuerpos admite una familia de soluciones

peridédicas de pequena amplitud y periodos préximos a %, 7=1,23.
J

En cuanto a los puntos de Lagrange L;, j = 4,5, sabemos que p; = 1, ¢ = 1, 2. Luego,
de (2.36), a; = 2, ¢; = ¢yy(L;) = 2, b; = %(% — ). Entonces, det I'"(L;) =
detD; = 2l (1 — p) > 0, por lo que I"”(L;) es no degenerada e indefinida; mientras
que la ecuacidn caracteristica para A; es M4 %u(l —u) = 0, que solo admite dos
parejas de raices imaginarias puras +wji, :I:w;i, cuando pu(l—p) < 2%, esto es, cuando
p < 9717‘8/@ = 0.03852 = po. Fijando 0 < w; < w; podemos aplicar el teorema centro
de Lyapunov a w; y obtenemos una familia de 6rbitas periédicas de periodo préximos

a i—’f Sin embargo, para poder aplicar el teorema centro de Lyapunov a w; hace falta

J
!
. ez . W
que se cumpla la condicién de no resonancia: —* # k € N.
J

’
Supongamos que w§~ = kw;. Usando las relaciones de cardano w]2~ + w;Q =1, wjzwjz =

2T 1(1—p), tenemos que ﬁ = 2T p(1—p), lo que sucede si 1 = puj, para 0 < px < po,
con puy — 0 cuando k — +o00. Luego, para todos los 0 < p < po con p # py, el Teorema
Centro garantiza la existencia de una segunda familia de érbitas cerradas de pequena
amplitud y periodos préximos a i—’;

2.5. Colapso total

Finalizamos este capitulo presentando algunos resultados que relacionan el momento
de inercia

| X
_ = Ay 112
I = 5 ;:1 millg ||, (2.37)

de un sistema de N cuerpos (2.1) con las diferentes energias del sistema. Esto permitird

obtener un interesante resultado sobre colapso total en tiempo finito [5, p. 79-80].

Lema 2.5.1 (Férmula de Lagrange-Jacobi) Sea Z el momento de inercia (2.57)
y H =T — U la energia total del sistema de N cuerpos (2.1), donde T es la energia
cinética (2.5) y —U la energia potencial (2.2). Entonces

T=2T-U=T+H. (2.38)

Demostracion. Derivando Z dos veces respecto a t tenemos
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10U
§janqm +—§:n%qi mde) ==V

donde la ultima igualdad se obtiene teniendo en cuenta que

U — a4 +a)" (4 — a:)
q; — = Gmim; szm J J J :
" dg; ;;;; JHq—@HS Zg% ! la; — all®
i J#i
N
_ Z Gmim; Z Gmim;q; (g5 — a)
ZJJ%—%Hzﬁl llg; — all®
J#i J#i
N
_ Z Gmim; ) Gmim;q; (gi — 45)
ZJJ%—%HZFI g —a;ll®
J#i J#i
1 G 1 i
esto es 2 Z Gm,mj 4i(9; — q3) =— Sy op, |
) lla; — aill 5= g — aill
j#i j#i

Lema 2.5.2 (Desigualdad de Sundman) Sea c = ||A||, A momento angular (2.7),
y H=T —U la energia total del sistema (2.1). Entonces

& <47(I - H). (2.39)
Demostracion. ¢ = || 10, magixdill < S22 mallqilllldoll = o0 (Vmallasl) (vl dal)-

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz y (2.38)

P < Z(x/ﬁ'llqill)?z: (vmillgi|)® Zmz\quH Zmzllqzll 27)(2

Nota 2.5.1 Dado el sistema (2.1
t1 >0y q" € R® tales que lim ¢;(t) = q",

t—ty

el origen, 0 = lim C(¢
t—t] tot]

= lim Zmlq,

1 =1

T) = AT(Z—H).

0O

), decimos que experimenta colapso total si existen

1 <i < N. Si el centro de masas esté fijo en

N
= (Z mi)q”, por lo que en tal caso ¢* =0,
i=1

y de modo equivalente7 el momento de inercia verifica lim Z(t) = 0.

t—t,

Teorema 2.5.1 (Teorema de Sundman sobre Colapso Total) SiZ(t) — 0 cuan-
do t — t] entoncesti < oo y A=0, siendo A el momento angular (2.7).

Demostracion. Sea H la energia total del sistema. Por (2.38)
Supongamos que Z(t) estd definido para todo ¢ > 0 con Z =

I=2r—-U=T+H.
s milal? —

0 cuando t — oo. Luego, th’m ¢i(t) = 0,1 <3< N. Entonces,
— 00

U =

y por ser H constante, H(t) =

Z Gmimj

1<i<j<N

— 4o
llg: — q;ll

H(0), Vt > 0, sigue que también T' — 4o0. As{ puesto

que I=T+ H, existe t* > 0 tal que 7>1 para t > t*. Integrando dos veces esta
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desigualdad obtenemos Z(t) > %tz + at + b para t > t* donde a y b son constantes.
Pero esto contradice el colapso total. Luego, el colapso total se producird en un tiempo
finito.

Ahora supongamos que Z — 0 cuando t — t; < 0o y como antes U — +o00 y T — +oo
para t — t. Asi, existe to < t1 tal que I >0paraty <t<ty,con0<Z(t) <1,
to <t < ti, Z(t) — 0, si t — t;. Por el Lema 2.5.3 Z(t) < 0 en [t2,1]. Ahora
multiplicamos ambos lados de la desigualdad (2.39) de Sundman ¢ < 4Z(Z — H) por
—~IZ~' > 0 para obtener —3c*ZZ~' < HI — 11, denotando H = H(t) = H(0), V¢ > 0.
Integrando esta desigualdad tenemos icQ logZ-' < HT — %I2 + k> HZ + k, donde k

S fogz-T- Como Z — 0, si t — t, el lado

derecho tiende a cero. Pero esto implica ¢ = 0. a

es una constante de integracién. Asi, 102 < HItk
Lema 2.5.3 Sea g € C*(a,b) tal que g(t) > 0, §(t) > 0, Vt € (a,b), y ademds g(t) — 0
cuando t — b~ . Entonces §(t) < 0, V¢ € (a,b).

Demostracién. Sea t € (a,b) fijo, y consideremos ¢1 tal que ¢t < t1 < b. Puesto que
g€ C’Q(a, b), sigue desarrollando por Taylor hasta orden dos alrededor de t que

g9(t1) = g(t + (tr = 1)) = g(t) + 9(8)(t2 — 1) + %é(T)(tl —1)?% TE(tt),

y haciendo t; — b~ se tiene que
. 1.
0=g(t) +9(t)(b— 1)+ 5g(N)(b—1)* 7€ (1,0).

Considerando la hipétesis de positividad para g y § sigue inmediatamente que

i) = 51 (90 + a0 - 07) <0
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El método de Stormer-Verlet y la
Integracion Numérica Geométrica.

3.1. Meétodos de un paso. Error local y
consistencia.

Sea el problema de valor inicial en ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

{:[:f(t7$) , te [t07T}7 $,f€Qng7 (31)
z(to) = xo

siendo {2 convexo abierto. Para garantizar la existencia y unicidad de la solucién x(¢),
definida al menos en un entorno de to, asumiremos que la funcién f(t,z) verifica:

(H1) f € C([to, T) x £2). B
(H2) ||f(t,z) — f(t,2)|]| < L|jz — z|| YVt € [to,T],Vx,z € {2 siendo |.|| una norma
arbitraria prefijada en R%.

En el desarrollo de este capitulo asumiremos que f € CP([to,T] x §2), para algin
p > 1 determinado, a efectos de estudiar la consistencia de métodos numéricos para
aproximar la solucién exacta de (3.1). Sea una particién uniforme de [to, T

to<ti<...<tpn<tpy1<...<tn=T conh:=tpt1—tn, 0<n<N-1. (3.2)
Observamos que si z(t) resuelve (3.1) en [to, T], entonces:
E(tni1) = £(tn+h) = 2(tn) +ha' (t,) +O(R?) = x(tn) +hf(tn, z(tn))+O(h?), h— 0.
El método de Euler explicito viene dado por la recurrencia
Tnt1 = Tn + Af(tn,2n), n=0,1,...,N—1. (3.3)

Por otra parte, otros métodos bdsicos y populares en la integracién numérica de (3.1)
son el método de Euler implicito y la regla explicita del punto medio o método de
Runge de orden dos, dados respectivamente por:

Tn+1 :.Tn+hf(tn+1,1’n+1), n=01,...,N -1 (34)

y
Tnt1 = Tn +hf(tn + %,xn + %f(tn,:vn)), n=20,1,...,N — 1. (3.5)
Los métodos (3.3)-(3.5) son ejemplos concretos en la amplia clase de métodos de un

paso en los que se utiliza inicamente la aproximacién x, en el punto t = ¢,, junto con
un tamano de paso h para computar una aproximacion T,+4i en tp41 = tn + h.
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Definicién 3.1.1 Un método de un paso aplicado con paso h en la particion (3.2)
con walor nicial (to,zo) para aproximar la solucién de (3.1) es un método numérico
por el que se genera la sucesion {xn},lyzo definida por

Tnt1 = Gn(tn,Tn), n=0,...,N —1, (3.6)

donde ¢1(t,y) es la funcidn de iteracidn del método. El método (3.6) se dice implicito
cuando ¢, estd definida implicitamente por la funcidn f del sistema diferencial. En otro
caso, se dice que el método es explicito.

Para problemas diferenciales auténomos ¢, es independiente de t y representa el flujo
del método numérico.

Ejemplo 3.1.1 Las funciones de iteracién de los métodos (3.3)-(3.5) verifican

1. Euler explicito: ¢n(t,z) = z + hf(t, z).
2. Runge: ¢u(t,z) =z +hf(t+ 2, 2+ Lf(t 2)).
3. Euler implicito: ¢ (¢, z) =z + hf(t + h, ¢n(t, z)).

Definicién 3.1.2 Sea la ecuacion diferencial (3.1) cumpliendo las hipdtesis (H1) y
(H2). Dado un método de un paso (3.6), se llama error local del método a lo largo de
una curva integral x(t) de (3.1) a

€t h) = z(t + h) — on(t, (1), 3.7)
stendo ¢y, la funcion de iteracion del método.

Asi, el error local de un método representa el error cometido por el mismo al avanzar
con paso h desde un valor de la solucién exacta (¢, z(t)).

Definicién 3.1.3 Un método de un paso (3.6) se dice consistente con la ecuacion
diferencial (3.1) bajo las hipdtesis (H1) y (H2) si para toda curva integral x(t)

h—0 h

esto es, si Ve > 0, 30 > 0 tal que st 0 < |h| < § entonces ||£(t, h)|| < €|h|, Vt € [to, T].

uniformemente en t € [to, T,

Ademds, si f € CP([to, T] x £2), para algin p > 1, se dice que el método es consistente
de orden p, si para toda curva integral existen constantes K y h™ tales que

6t h)|| < K|R|PT', YO < h<h*, uniformemente ent € [to,T).

En otras palabras, consistencia equivale a que £(t,h) = o(h), h — 0, mientras que
consistencia de orden p significa que £(t,h) = O(hP*'), h — 0, uniformemente en
te [tO,T].

Ejemplo 3.1.2 El error local del método de Euler explicito es

t+h
Lt h) = x(t,h) — x(t) — ha'(t) = /t (2’ (5) — 2’ (t))ds.

En particular, ||¢(t,h)|| < h sup ||z'(s)—2'(t)|| = hwr(z'), donde ws(g) := sup |lg(t)—
|s—t|<h lt—s]<5

g(s)|| es el médulo de continuidad de tamafio § de una funcién g. Asi, el método es
consistente, ya que ||Z(t—hh)|| < wp(2') = 0, h = 0, Vt € [to,T]. Si ademds f € C*,
entonces © € C? y el método es consistente de orden 1 dado que

1 2
e(t,h):h2/o (1—0)2"(t+0n)do y Hé(mh)Hg% méx [z (t)].

tefto,T]
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Un argumento similar permite concluir que los métodos de Euler implicito y de Run-
ge son consistentes de orden 1 y 2, respectivamente. En las siguientes secciones pre-
sentamos y estudiamos otros métodos de un paso simples que satisfacen interesantes
propiedades geométricas.

3.2. Meétodos de Stormer-Verlet y Euler
simplécticos

En esta seccién, se presentan los métodos de Stormer-Verlet y Fuler simplécticos con
sus propiedades de consistencia para el caso de una EDO de segundo orden especial

G=F(q), ¢FeR™ (3.8)

con las condiciones iniciales q(to) = qo y ¢(to) = po, donde el lado derecho de la
ecuaciéon no depende de q.

Sea h > 0 el tamafio de paso. La formulacién del método de Stormer-Verlet méas simple
la obtenemos discretizando directamente la EDO (3.8) mediante una diferencia central
de orden dos para §(t»), esto es:

dn+1 — QQn +qn-1= hQF(Qn), (39)

obteniendo de esta forma un método de dos pasos, pues para computar g,+1 se requiere
previamente conocer gn y gn—1. Sin embargo, una EDO de segundo orden se puede
transformar en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden y dimensién
doble. Por tanto, tomando p = ¢ obtenemos el sistema

g=p

Sea
Gn+1 — Gn—1
=955 3.11
oh (3.11)
la aproximacién en diferencias centrales de orden dos a ¢(t,). Sustituyendo (3.11) en
la formulacién de dos pasos (3.9) obtenemos un método de un paso ¢n : (¢n,pn) —
(¢n+1, pn+1) de la forma [3]

Pn

— h
SV {qn+l = qn + h(pn + 5F(qn)) (3.12)

Pn+1 = Pn + %F(Qn) + %F(Qn+1)~

Proposicién 3.2.1 Dados qo, g1 y h arbitrarios, los valores {qn}tn>1, {pn}n>1 defi-
nidos por (8.9) y (3.11) satisfacen (3.12).

Demostraciéon. De (3.11), gnt1 = 2hpn + gn—1, n > 1. Sustituyendo en (3.9) sigue que
qn —Q4n—-1 = hpn - %F(QTL)a n 2 1. Lueg07 de (39)

2

h
gn+1 = qn + (Qn - Qn—l) + hQF(Qn) =gn + hpn + 7F(Qn)§

2

hQF(qn) = (qn+1 = qn) = (gn — Gnt1) = M(Pnt1 — pa) + 7(F(qn) — F(gn+1))

¥ entonces pusi = pn + 2(F(gn) + F(gns1)). 0
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La formulacién del método de Stérmer-Verlet (3.12) es numéricamente més estable que
la formulacién de dos pasos (3.9).

Nota 3.2.1 El método (3.12) fue introducido por C. Stérmer (1907) en sus estudios
sobre la aurora boreal. Fue popularizado posteriormente por L. Verlet (1967) en sus
estudios de dindmica molecular (ver [4, p. 465-466], [2, p. 7-8]).

Figura 3.1: El método de Stormer-Verlet y la EDO de la aurora boreal [4, p. 465-466].

Proposicién 3.2.2 El método de Stormer-Verlet (3.12) aplicado a (3.10)es consisten-
te de orden 2.

Demostracion. Sea & = (Z) = ( FI(JQ)) = f(z) un sistema de ecuaciones diferenciales

con condiciones iniciales po = p(to), go = q(to), y F € C*. Tomando

no= (0) = (e ER) v s = (1) e

y desarrollando por Taylor

a(to +h) = g0 + hpo + 5 Flgo) + O(K°),
plto +h) = po + hF(qo) + '5i(to) + O(h?).

Teniendo en cuenta que derivando p(t) = F(q(t)) tenemos que p(t) = F'(q(t))q(t) =
F'(q(t))p(t), sigue que p(to) = F'(qo)po- Ya que g1 = qo + hpo + O(h?), se tiene que

F(q1) = F(qo0) + hF'(q0)po + O(h*).

Obtenemos de (3.13) que

(a0 + hpo + 5 F(go) + O(h*)) = (a0 + hpo + "5 F(q0) = O(h*),
(po + hF(g0) + 5 F' (q0)po + O(h%))
—(po + 5F(q0) + 5 (F(q0) + hF'(q0)po + O(h?))) = O(R?).

q(to+h) — ¢
p(to +h) —p1

Por tanto, el método de Stormer-Verlet es consistente de orden 2. a
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Definicién 3.2.1 Se llaman métodos de FEuler simplécticos SE1 y SE2 sobre la
EDO (3.10) a los métodos mnuméricos por los que, dados qo,po € R™ y h € R, se
computan las iteraciones

n — Pn F n
qn+1 = Gn + hpn+1,
n — (4n h n
Sge:{ it = I (3.15)
Pnt1 = Pn + hF(anrl)'

Nota 3.2.2 El método SE1 (3.14) consiste en combinar Euler explicito aplicado a
p = F(q) y Euler implicito a ¢ = p, ambos con paso h. El método SE2 (3.15) combina
las formulaciones de Euler explicito en ¢ = p y de Euler implicito en p = F(q), ambos
con paso h. Podemos observar que tanto SE1 como SE2 son métodos explicitos.

Proposicién 3.2.3 Tanto SE1 (3.14) como SE2 (3.15) aplicado a (3.10) son métodos
consistentes de orden 1.

Demostracidn. Sea F € C*. Tenemos q(to + h) = qo + hpo + O(h?) v p(to +h) = po +
hF(qo)+O(h?). Ahora, para SE1, p1 = po+hF(qo) y ¢1 = qo+hp1 = qo+hpo+h>F(qo).
Luego,

q(to) — a1 = O(h%), p(to +h) — p1 = O(h?). (3.16)
Para SE2, g1 = qo+hpo y p1 = po+hF(qo+hpo) = po+hF(q)+O(h?), y nuevamente
se verifica (3.16). O

Nota 3.2.3 Podemos observar que el método SE1 aplicado con paso —h coincide con
SE2, esto es, SE1 aplicado con paso —h y valor inicial (¢n+1,Pn+1) genera una solucién
de avance (¢n,pn) de modo que ambos satisfacen la formulacién de SE2 con paso h.
Como veremos posteriormente esto quiere decir que SE2 es el método adjunto de SE1.

n = Pn — hF n n = Pn hF n
D L (@ns1) L g dPret = Do+ hE(Gnir) (3.17)
n ‘= gn+1 — hpn gn+1 = Qgn + h»pn-

Proposicién 3.2.4 El método de Stormer-Verlet (3.12) para avanzar con paso h desde
(qn,pn) coincide con la composicion de los métodos de Euler simpléctico SE1 y SE2
con paso h/2.

Demostracién. Dado (gn,pn) y un tamaio de paso h > 0. Aplicando SE1 con paso %
se obtiene:
h
1 =pp+ 3 F
Pnyl =Pn 2 (qn) (318)
In+d = dn ¥ 3Pnt g

Aplicando ahora SE2 con paso h/2 desde (qn+%,pn+%) se obtiene:

h h

h h h
Pn+1l = Pyl + §F(Qn+l) =pn+ §F(qn) + §F(qn+1).
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3.3. Reversibilidad, simetria y simplecticidad
del método de Stormer-Verlet

Definicién 3.3.1 Sea la transformacidn en R*™ p : R*™ — R*™, p(q,p) = (¢, —D),
Vq,p € R™. Una EDO i = f(z) en D C R2™ D abierto, se dice reversible si

po f(z)=—fop(z), VzeD. (3.19)
El flujo ¢: de una ecuacion diferencial reversible satisface

popi=p 1op=; op. (3.20)
En efecto, ¢ = gpt_l por la propiedad de grupo ¢¢ o s = @¢4+s. Por otra parte

(0o 00)(@) = po [(pu@) = [ ((po p)(@)),

d

10 0)(@) = —f((p-t0 p)(@)),
mientras que en t = 0, p o @o(x) = p(x) = (p—o © p)(z). Puesto que po g y p_to0p
son soluciones del mismo problema de valor inicial, alli donde ambas estén definidas se
tiene que pop; = p_; 0 p.
La condicién de reversibilidad en una EDO se interpreta en el sentido de que invertir
la direccién inicial del vector velocidad manteniendo la posicién inicial no modifica la

trayectoria de la solucién, unicamente invierte la direccién del movimiento (véase [3] y
[2, Sec. V.1]).

Ejemplo 3.3.1 Toda EDO de la forma (3.10) es reversible. En efecto, f(¢,p) =

P, F(q) v po flg,p) = (p,—F(q)), mientras que —f o p(q,p) = —f(q,—p) =
—(=p, F(q)) = (p, —F(q)).

= F
a 1(q7p§ q,p € R™, es reversible si, y solo si,

Ejemplo 3.3.2 Una EDO < °
p=Fa(q,p

Fi(q,—p) = —Fi(q,p) y F2(q,—p) = F>(q,p). En efecto, si denotamos f(q,p) =

(Fi(g,p)", Fa(q,p)")", tenemos que

—foplg,p) =—flg,—p) = (=Fi(g,—p)", —Fa(q,—p)")"
po f(g,p) = (Filq,p)", —Fa(q,p)")"

Fl(q7p) = _FI(Q7 _p)

veel==fers {Fz(qm) = F(q, —p).

Nota 3.3.1 Este ejemplo previo nos permite identificar si un sistema hamiltoniano

{q' = V,H(q,p)
p=—V4H(q,p)

es reversible o no.

j=2p=F
Ejemplo 3.3.3 1. H(q,p) = ¢*> + p* es reversible pues q P !
p=—2q=F>.
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i=3p>=F
2. H(g,p) = ¢° + p® no es reversible pues { 1 s
p= —3q = FQ.

Teniendo en cuenta (3.20) presentamos la siguiente definicién.

Definicién 3.3.1 Una transformacion regular ¢ : D C R*™ — R?*™, D abierto, se
dice reversible si

podp=¢ 'op. (3.21)

Definicién 3.3.2 Sea una EDO reversible & = f(x) en D C R®*™. Un método de un
paso 1 = ¢n(xo) se dice reversible si ¢n es una transformacidn reversible, esto es,

podn =, op. (3.22)
Nota 3.3.2 Alternativamente, un método reversible aplicado a una EDO z = f(z),
con z = (¢7,pT)T, q,p € R™, verifica para todo go,po € R™ y h € R
én(go,po) = (q1,1) = dn(q1, —p1) = (go, —po)-

Una propiedad estrechamente ligada a la reversibilidad de un método de un paso es su
simetria.

Definicién 3.3.3 Un método de un paso ¢ se dice simétrico si
¢—n 0 dn(z0) = w0, Vo, (3.23)
esto es, ¢ = ¢ ).

Nota 3.3.3 No todo método de un paso ¢y tiene por qué ser simétrico. El método de
un paso ¢:}L se denomina método adjunto de ¢y,. Asi, por ejemplo, como hemos visto
en la Nota 3.2.3 los métodos de Euler simplécticos SE1 y SE2 son uno adjunto del otro.

Teorema 3.3.1 Sea un método de un paso ¢ aplicado a una EDO reversible tal que
poon = ¢_p op. Entonces, ¢, es reversible si, y solo si, ¢n es simétrico.

Demostracion. ¢p es un método reversible si y solo si po ¢y, = qb,:l o p. Aplicando la
hipdtesis, sigue de modo equivalente que ¢_p, 0 p = (;5;1 o p. Puesto que p es regular,

con p~! = p tenemos que tenemos que ¢_; = ng}:l opop~ ! obien ¢p_p = qb,:I, esto es,

¢n es simétrico. m]

Nota 3.3.4 Este resultado serd de utilidad para estudiar la reversibilidad y simetria
del método de Stormer-Verlet (3.12) sobre (3.10) ([3]).

Teorema 3.3.2 El método de Stormer-Verlet (3.12) cumple p o ¢pr = ¢p—p 0 p.
Demostracion. El flujo numérico de Stérmer-Verlet sobre (3.10) viene dado por (3.12)
h? h h 2
on(a:p) = (¢ +hp+ 5 F(q),p+ 5F(q) + 5F(q+ hp+ 5 F(q)).

Asi, tenemos que

podn(gp) = <q+hp+h F(g),—p— LF(q) — L F(q+ hp + 22 F(g)),
¢-nop(q,p) = d-n(qg,—p)
— (q+hp+ 22 F(q),—p — LF(q) — 2F(q+ hp + - F(q)).

Luego, po ¢n = ¢—_p 0 p. a
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Teorema 3.3.3 El método de Stormer-Verlet (3.12) aplicado a (3.10) es simétrico.

Demostracion. Tenemos que ¢n(qo,po) = (q1,p1) con g1 = qo + hpo + h;F(qo) y
p1=po+ £F(q) + 5 F(q1). Luego, ¢ n(q1,p1) = (g2, p2), siendo
g2 = q1— hp1 + %F(m)
= @0+ hpo + ' Flgo) = h(po + 5 F(@0) + 5 F (@) + ' Fla) = o,
p2 =p1— 5F(q1) — 5F(q2) = (po + 5 F(q0) + 5 F(q1)) — 5F(q1) — 5F(q0) = po.
O
Corolario 3.3.1 El método de Stormer-Verlet (3.12) aplicado a (3.10) es reversible.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los tres teoremas anteriores. O

Nota 3.3.5 El flujo de la EDO (3.10) preserva el volumen. Esto es consecuencia de la
Proposicién 1.2.1 del capitulo 1, pues la divergencia del campo vectorial correspondiente

es nula:
Opi
Z 0q; Z 8pZ -

=1

Teorema 3.3.4 Los métodos de Euler simpléctico SE1 (3.14) y SE2 (3.15) y el méto-
do de Stormer-Verlet (3.12) aplicados a (3.10) preservan el volumen.

(SE1) ¢(SE2)
h

Demostracion. Sean ¢, y ¢§st> los flujos de los respectivos métodos de un

paso
S (o0, po) = (go + h(po + hF(q0)), po + hF(qo))
;Lsm)(qo,po) (go + hpo, po + hF(qo + hpo))
(V) _ SE2) (SE1)
h 0y -

Asociadas a la EDO (3.10) con51deramos las EDOs

g=p . G=0
p=0 p=F(q)

con ¢} (go, po) = (0 + tpo, po) ¥ 1 (g0, p0) = (q0,po + tF(qo)) sus respectivos flujos,
que ademds preservan el volumen en virtud de la Proposicién 1.2.1 del capitulo 1.

Veamos que

(SEI) _ ‘PEL] o <P[h] y ¢(SE2) LQJ o gpf]. (3.24)

En efecto,

e (0 (90, p0)) = @ (g0, po + hF (o))

= (go + hlpo + hF(qo)], po + hF(qo))

S
51 El)(q()?po)a

(21 [t

e, (#h .

N(g0,90)) = @} (a0 + hpo, po)
= (qo + hpo, po + hF(qo + hpo))
(SE2)
n (qo,po)-

En particular, de (3.24), se deduce que <Z>(SV) (cpE}Q ) cpu2) (‘pu2 o @f}Q) ¢f}2 o
[, 2

AT Como los flujos ga[l] y gom, y su composicién, preservan el volumen, se obtiene

SE2 SV
5y g

que los flujos numéricos ¢§LSE1), sobre (3.10) preservan el volumen. 0O
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Nota 3.3.6 Otra propiedad interesante de los métodos SE1 (3.14), SE2 (3.15) y SV
(3.12) es que todos ellos preservan las integrales primeras lineales que pueda tener la
EDO (3.10) ([3])-

Teorema 3.3.5 Los métodos SE1 (3.14), SE2 (3.15) y SV (3.12) preservan las in-
tegrales primeras lineales de (3.10).

Demostracién. Si I(q,p) = bTq + ¢Tp es una integral primera lineal, con b,c € R™
vectores constantes, entonces b p + ¢’ F(q) = 0, Vp, q, pues (VI(z))T f(z) = 0, Vo =
(g,p), con f(z) = (p7, F(¢)T)T. Luego, debe ser que ¢’ F(q) = 0y b"p = 0, esto es
c"F(q) = 0,Yq y b =0.Si (pnt1,gnr1) es la solucién de avance por cualquiera de
los métodos SE1 (3.14), SE2 (3.15) y SV (3.12), sigue que I(gni1, pni1) = € Pnt1 =
CTpn = I(qn,pn), n > 0. u

Teorema 3.3.6 Los métodos SE1 (3.14), SE2 (3.15) y SV (3.12) preservan las in-
tegrales primeras cuadrdticas de la forma I(q,p) = p* (Cq +c¢), C € R™*™ ¢ € R™,
del sistema (3.10).

Demostracion. Si I(q,p) = p” (Cq+ c) es una cantidad conservada, entonces

0=["C,(Cq+e)'] <F](Oq)) =p"Cp+(Cq+c)"F(g)

=p"Cp+F(9)"(Cq+c), Vpq.

(3.25)

Veamos que I(gq,p) se preserva para cada método:

» Para SE1: usando (3.14), tenemos que

I(gn+1,Pnt1) = Pps1 (Cangr + ) = ppi1(Cgn + ¢ + hCpry1)
= ph1(Cqn + ¢) + hpp 11 Cpnsa
= Pn(Can + ¢) + h[F(g2)" (Can + ¢) + Prr+1CPnia].

De (3.25), I(qn+1,Pnt1) = Ppi1(Cani1 +¢) = pp (Caqn + ¢) = I(gn, pn), n. > 0.
» Para SE2: usando (3.15) tenemos que

Pri1(Cans1 +¢) = pp (Cqns1 + €) + hF (gni1)" (Cgns1 + )
= PZ(C% +c)+ h[F(an)T(anH +¢) +pZC’pn],

y SE2 preserva el invariante cuadrético en virtud de (3.25).
= SV preserva el invariante, pues es composicién de SE1 y SE2 con paso h/2 .
O

A continuacién nos centraremos en la propiedad de simplecticidad por parte de los
métodos SE1, SE2 y SV ([3]).

Nota 3.3.7 Sabemos por el Teorema 1.2.2 que la EDO (3.10), con F € C*(D), D C
R™ abierto, tiene flujo simpléctico si, y solo si, la EDO es localmente hamiltoniana,
con hamiltoniano, definido al menos localmente, dado por (salvo constante aditiva)

1
H(q,p) = 5pr +U(q),

esto es, VYgo € D, existe Uy, C R™ bola centrada en qo y U € C*(Uy,) tal que
F(q) = —VU(q). Equivalentemente, la matriz jacobiana F'(qo) es simétrica, Vqo € D.
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Obsérvese que la funcién potencial U, y por tanto el hamiltoniano H, podria definirse
globalmente en D si tal dominio fuese simplemente conexo. En definitiva, tenemos que
el flujo p; de la EDO (3.10) es simpléctico si, y solo si, F'(q) es simétrica, Vg € D.
Recordemos que ¢: es una transformacién simpléctica si

pi(z0)" Joi(wo) = J, Vo = (q,p) € 12, siendo J = (f)[ (I)) .

Definicién 3.3.4 Sea i = f(z) una EDO en 2 C R*™ abierto con flujo simpléctico.
Un método de un paso x1 = ¢n(zo) se dice simpléctico si ¢p es una transformacion
simpléctica en §2, esto es,

! ! O I
o) Toh(an) = 5, Ve 2, n 1= (0 [).

Proposwlon 3.3.1 La composicion ¢pn = ¢(2) o qb(l) de dos métodos simplécticos qZ)S)

Y (;3 , con tamano de paso hi y ha, es nuevamente un método simpléctico.

Demostracion. Usando la simplecticidad de ¢(1) y ¢(2) y que

Oh(20) = 012 (81 (20))}) (o)
sigue que
1 (0)TIgh (o) = (04 (20)T (82 (61 (@o))) T T (852 (851 (0)) () (o))
= (65" (o))" (8} (o)) = J.
|

Teorema 3.3.7 Sea la EDO (3.10), con F € C*(D), D CR™ abierto, y F’'(q) matriz
simétrica en D. Los métodos SE1 (3.14), SE2 (3.15) y SV (3.12) aplicados a dicha
EDO son simplécticos.

Demostracion. Respecto a SE1, su flujo es ¢(SE1) (g+h(p+hF(q)),p+hF(q)). Asi:

/ _ (I+h*F'(q) hI
snan = (500" )

Luego:

(65, (0,p)) T Th (0, p) = (”"jj/(qy hF'I(Q)T) (%) P ")

_ (—h{’lw I+hj5'(q>T) (I + ;ﬁg)@ hzj) _J

pues F'(q)T = F’(q). La simplecticidad de SE2 se deduce de forma andloga teniendo
en cuenta que su flujo es ¢5°2 = (¢ + hp,p+ hF(q+ hp)) y

, B I hl
®n(g:p) = hF'(q+hp) T+R*F'(q+hp))"

Finalmente, como SV es la composicién de SE1 y SE2, por la Proposicién 3.3.1 se
deduce la simplecticidad de SV. a
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3.4. Meétodos de Stormer-Verlet y Euler
simplécticos para sistemas hamiltonianos

Extendemos en esta seccién la definicién y propiedades de los métodos de Euler
simplécticos y Stormer-Verlet cuando se aplican a sistemas hamiltonianos

p=—VqH(q,p),
con hamiltoniano H : 2 C R*™ — R, H € C?(2) (véase [3] v [2, Sec.V1.3])

Definicién 3.4.1 Dado el sistema hamiltoniano (5.26), qo,po € R™ y h € R, los
métodos de Euler simpléctico SE1 y SE2 y de Stérmer-Verlet SV son

Pn+1 = Pn — thH(qruanrl)
SE1 , n>0, 3.27
{ Gn+1 = Gn + hVpH(gn, Pr+1) - (3:27)

Gn+1 = gn + hva(anrhpn)
SE2 , n>0, 3.28
{pn+1 = pn — hV¢H (qn+1,pn) o ( )

Poyy =Pn = 5VaH (Gn, P, 1)
SV { nir = G+ 5(VpH(n, Py ) + VpH(@ni1,2,11)), n>0. (3.29)
Pn+1 = pn+% - %VQH(qn-H’pn-;_%)

Nota 3.4.1 1. Si H(q,p) = %pr + U(q), entonces el sistema hamiltoniano es de la
forma (3.10), con F(q) = —VU(q). La definicién de los métodos dada en (3.27)-
(3.29) coincide con la definicién dada en (3.12), (3.14) y (3.15), respectivamente.

2. A diferencia de un sistema (3.10), los métodos SE1, SE2 y SV aplicados a sistemas
hamiltonianos (3.26) son en general implicitos. No obstante, en caso de hamilto-
nianos separables H(q,p) = T(p)+U(q), (3.27), (3.28) y (3.29) resultan explicitos.

3. El método SV aplicado desde (gn,pn) con paso h coincide con la composicién de
SE1l y SE2, ambos aplicados con paso h/2.

2 SE2s
Gpit = dn+ 3 Vel (@n,Ppy 1), :

2

P e AV 4H(gn, pni1) 1 = qoi 1+ 5VpH (G104 1)
h
Pnt1 =Ppil — %VqH(an,anr%)
SE1, SE2,
(qn,pn) — (qn+%7pn+%) — (qn+1,Pn+1)
que coincide con el método SV para avanzar (¢n,Pn) — (Gn+1,Pn+1) con paso h.

Proposicién 3.4.1 Los métodos SE1 (3.27) y SE2 (3.28) aplicados a (8.26) son
consistentes de orden 1.

Demostracion. Sean qo = q(to), po = p(to). Asi, q(to +h) = qo +hV,H(qo,po) +O(h?)
y p(to + h) = po — hVeH(qo,po) + O(h?). Para SE1:
p1 = po — hVeH(qo,p1) = po — hV4H (qo, po) + O(h”)
@1 = qo +hVpH(qo, p1) = qo + hV,H(qo, po) + O(h*)

usando, en ambos casos, en la ltima igualdad que p1 = po+O(h). Luego, q(to+h)—q1 =
O(h*) y p(to + h) —p1 = O(h*), h — 0.
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Para SE2:

@1 = go +hV,H(q1,p0) = qo + hV,H(go, po) + O(h?)

p1 = po — hVeH(q1,p0) = po + hV H (qo, po) + O(h?)
usando, en ambos casos, en la dltima igualdad que g1 = qo +O(h). Asi, q(to+h) —
O(h?) y p(to + h) — p1 = O(h*), h — 0. O
Proposicién 3.4.2 El método SV (8.29) aplicado a (3.26) es consistente de orden 2.

Demostracidn. Debemos asumir H € C*(£2). Entonces con qo = ¢(to), po = p(to)

q(to +h) = qo + hVpH (qo, po) + (to) o ° 4 O(r®), h—0,

d . .
E(VPH(sz)) = Hpqq+ Hppp = HpqVpH — HppVeH, con

OH,, OHp, OH )
: Hyp = (—)ij= H, =-— 1<i<m. 3.30
9, ) i,j=1> pp ( ap; ) g=1 Y i O <t1<m ( )

siendo § =

Hpq = (
Observamos que Hypq = Hg; =Hgy = Hg;, y Hpp = Hg;). Luego, para h — 0,
q(to+h) = qo-+hV ,H (g0, o)+ (Hpa (90, p0) Vi H (0, p0) — Hpp (g0, o) Vo H (0, p0))+O(h").
Anélogamente, p = —%(VqH(qm)) = —Hyyq— Hypp = HpyV¢H — HyyV,pH, con

9H,,

Heq = ( dq;
i

)itj=1 = Hyq, (3.31)

y se tiene que, para h — 0,

plto+h) = po—hVeH(qo, po)+ " (Hpq(go, 20)V o H (do, po) —Haq (do, p0) Vi H (qo, po))+O(h®).

Veamos el desarrollo en potencias de h para (qi1,p1) dados por SV (3.29) con paso h.

Py =po— 5VeH(q,p1) =po — 5VeH(qo,po) + O(h?), h—0,

Q= QO+%VPH(‘ZOap%)JF%VPH(QoJr%VpH(qu%)JF%VPH(‘h’p%)’p%)
= qo+ 5V, H(q0,p1) + 5(VpH(q0,py) + O(h))
= qo+hV,pH(go,p1) + O(h*), h—0

Con esto:
¢ = g0+ 5VpH(qo,p1) + 5V H(qo + hV,H(qo,p1) + O(h*).py1)
= qo + §VpH (q0,p3) + 5(VoH (a0, py) + hHpg(g0,p3) Vo H (0,93 ) + O(h?))
= g0+ hVpH(q0,p3) + %5 Hya(a0, 03 )V H a0, p3) + O(h*),  h =0,

con p1 = po — %VQH(qo,po) + O(h?). Por tanto, para h — 0
a1 = qo + h(VpH (90, p0) — 5 Hyp(90,p0) Vo H (g0, po) + O(h?))

+ 1 Hyq (90, p0) Vi H(qo,po)+0(h3)
= qo + hV,H(qo,po) + % (Hpq(Qpro)V H(q0,p0) — Hpp(qo, 0)VqH (qo,p0)) + O(h?).
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En definitiva, q(to + h) — ¢ = O(h®), h — 0. Finalmente

p1=p3 — 5VeH(q1,py)
= py — 5VeH(qo + hV,H(go, po) + O(h?), po — 5V, H (qo. po) + O(h*))
=p1 — 5(VaH(q0,p0) + hHyq (40, p0) Vi H (90, p0) = § Hpa(a,p0) Vo H (g0, po) + O(h?))
siendo
Py =po— %VqH(QO,p%)
= po — 5VH (q0,p0 — 5V4H (g0, p0) + O(h*))
= po — 2(V4H(q,p0) — % Hpq(g0,0) Ve H (g0, po) + O(h?))
= po — EVaH (q0,po) + 5 Hpg(q0,p0) Vo H (g0, po) + O(h%).
Por tanto,

P1 = po — hVqH (g0, p0) + 2 (Hpq (g0, p0) Ve H(q0, po) — Haq(q0, o)V H(qo, po)) + O(h?)
=p(to+h)+0(R*), h—0

|
Proposicién 3.4.3 El método de Stormer-Verlet (3.29) aplicado a (3.26) es simétrico.
Demostracion. (q1,p1) es la solucién de avance de (3.29) con paso h desde (go, po)

p% = Po — quH(qovpl/Z)
And Q= q0+%(VPH(q(hpl/Q)+VLDH(q17p1/2))
P1 = PpP1/2 — quH(qlvpl/Q)

Py =p1- CRV,H(q1,p1)2)
9 q=aq+ F2(VoH(q,pi/2) + VoH (g0, p1/2))
Po = P1/2 — %VQH(qovpl/Z)
esto es, (go,po) es la solucién de avance de (3.29) con paso —h desde (g1, p1). |

Nota 3.4.2 Teniendo en cuenta el Ejemplo 3.3.2, el sistema hamiltoniano (3.26) es
reversible si, y solo si

VpH(q,—p) = =VpH(q,p) vy VeH(q,—p) =V4H(qp). (3.32)
Esto se verifica en particular si H(q,—p) = H(q,p).

Proposicién 3.4.4 El método SV (3.29) aplicado a un sistema hamiltoniano rever-
sible (3.26) verifica p o ¢pn = d_pn o p, siendo p la transformacidn p(q,p) = (¢, —p).

Demostracién. Sean (qo,po) y h dados. Tenemos ¢—_p o p(qo,po) = ¢—n(qo, —po) =
(q1,p1) definido por:

P = —po + %qu(qovpl/Z)

a1 = qo — 2(VpH(qo,p12) + Vo H(q1,p1/2))

p1=pij2+ 2VeH(q1,p1)2)-

Definiendo p; /2 := —p1/2, sigue usando (3.32)
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pL =po— 5V H (q0,P1/2)
a1 = qo+ 2(VpH(qo,P1/2) + VpH(q1,P1/2))
—p1 = P12 — 2V H(q1,p1/2).
Luego, de (3.29) (g1, —p1) = én(qo,po) ¥ p© ¢n(qo,po) = p(q1, —p1) = (g1, p1). O

Corolario 3.4.1 El método SV (5.29) aplicado a un sistema hamiltoniano reversible
(3.26) es reversible.

Demostracion. Es consecuencia de las Proposiciones 3.4.3 y 3.4.4 y del Teorema 3.3.1.
O

Proposicién 3.4.5 Los métodos SE1 (3.27), SE2 (3.28) y SV (5.29) preservan las
integrales primeras lineales de un sistema hamiltoniano (3.26).

Demostracién. SiI(q,p) = bT g+ cTp es una integral primera lineal, con b, ¢ € R™ vec-
tores constantes, entonces b” V, H(q,p) —c* V,H (g, p) = 0, Vg, p. Luego, si (¢n+1, pn+1)
denota la solucién de avance por cualquiera de los métodos (3.27), (3.28), (3.29), es
directo que I(gn+1,Pn+1) = b  gnr1 + ¢ pnt1 = b gn + ¢ pr = I(gn,pn), n > 0. a

Proposicién 3.4.6 Los métodos SE1, SE2 y SV (3.27)-(3.29) preservan las integrales
primeras cuadrdticas de la forma I(q,p) = p* (Cq+c), C € R™ ™, ¢ € R™, que posea
el sistema hamiltoniano (3.26).

Demostracion. Si I(q,p) = p” (Cq+ c) es una integral primera de (3.26), entonces

0= 7 e (00

=p"CV,H(q,p) — (Cq+¢)"V4H(q, p).

(3.33)

Para SEL:

Prs1(Cnir 4 ¢) = prs1((Can + ¢) + RCV, H(qn, pns1))
= P7T1+1(CCIn +¢c)+ hp77:+1chH(qn7p”+l)
= (P = hVH (gn, Pns1)")(Can + ¢) + hpp 11OV H (gn, prs1)
= pn (Can + ¢) + h[pni1CVpH (qn, Prs1) — VoH (qn, Prs1)(Can + )]

Por (3.33) llegamos a que I(¢ni1, Pnt1) = Pot1(Cgni1 +¢) = pE(Can +¢) = I(gn,pn),
n > 0. Para SE2 se comprueba de forma andloga dicha propiedad. Finalmente, SV
cumple la propiedad de conservacién como consecuencia de la Nota 3.4.1 (3). a

Nota 3.4.3 La clase de invariantes cuadraticos I(q,p) = p’ (Cq + ¢) es relevante.
En particular, las componentes del momento angular total (2.7) en un sistema de N
cuerpos obedecen a dicha expresion, y en particular dicho momento serd preservado
por los métodos SE1, SE2 y SV (3.27)-(3.29)

(@) o () () 3

A=Y xp? con ¢ = (¢, pV =)

M=

1

T con

— =

y A= (A1, Az, A3

N N N
A=) (a8 —asp),  As = (P —aipy), As = (ai7pd - e p().
=1 =1 i=1
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Proposicién 3.4.7 Los métodos SE1, SE2 y SV (8.27)-(53.29) aplicados al sistema
hamiltoniano (3.26) son simplécticos y, por tanto, preservan el volumen.

Demostracién. Denotamos (g1, p1) como la solucién de avance con paso h de un método

9q1 9q1
de un paso ¢, partiendo de (g, p). Entonces ¢},(q, p) (61,1 591%) y

op
(5" (F) = (FT (50 (FT () = (3" (58
O (0 0) TS (0,p) = |, i vy o), ) (o) R
WP IOGP) = | Sy — (BT (4T - (BT ()
M1 Mo
M21 M22
Veamos para cada método que M11 = Mas = O y Mia = —Mo; = I, teniendo en
cuenta que M4 = —Mi,.
Para SE1: g1 = ¢+ hV,H(q,p1), pr = p — hV¢H(q,p1). Luego:
0 0
8% =T+ hHpy + thpaiql
8q1 8p1
—= = hH,
op PP op
Op1 Ipr _ O; -1
—— = —hHyq, — hH, — = —h(I + hH, H,
aq qap aq = aq ( + PQ)
Op1 Ipr _ Op -1
—~— =1-hH, = I+ hH,
ap ap a = 8]7 ( + PQ) )

donde Hyp, = Hpg, Hpp y Hqq, dadas en (3.30) y (3.31), son simétricas y estdn evaluadas
n (q,p1). Luego:

(9(]1
dq

0 0 0 0
O 1) 20) = it 4 1T 020

ap1
)T (52) = [ + Hyg) + h( oy oy 5

B¢ Coq

es simétrica y por tanto M11 = 0. También (‘%})T(%Lpl) = h(aa—’;})Tpr(%) es simétri-

)
ca, y entonces Mz2 = 0. Finalmente

Oq1\7,0p1, Op1\1 Op1
(87q) (67) = [(I + hHpq) + h(—5— aq )T pr](afp)
8}71 8}71
= I+ WY Hop (G2,
Op1\7,0q1, _ Op1.T op1
(BTG = (G (h) ()

Luego, My2 = I. Por tanto, SE1 es simpléctico.

La simplecticidad de SE2 se comprueba de forma aniloga a la de SE1. Como conse-
cuencia de la Proposicién 3.3.1 y de la Nota 3.4.1 (3) sigue la simplecticidad de SV. 0O

Nota 3.4.4 Finalizaremos esta seccién con unas breves indicaciones acerca de la con-
servaciéon del hamiltoniano H por parte de los integradores simplécticos. Aunque el
hamiltoniano no es exactamente preservado por un método simpléctico, el error en
el hamiltoniano se comporta como h?, siendo p el orden del método, en intervalos
temporales exponencialmente largos. Esta propiedad no se verifica para métodos no
simplécticos. Més concretamente, tenemos el siguiente teorema [2, p. 367].
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Teorema 3.4.1 Sea un sistema hamiltoniano, con H : 2 C R*™ — R analitica en 12
abierto y ¢n un método de un paso de orden p simpléctico, con tamario de paso h > 0.
Dado xo € (2, si la solucion numérica permanece en un conjunto compacto K C 2,
entonces existe v > 0 tal que

H(x,) = H(zo) + O(h?), para nh < /@M, (3.34)
siendo xn = ¢p(x0), n > 0.

Nota 3.4.5 La prueba de este resultado requiere herramientas que exceden los propdsi-
tos de esta memoria [2, Cap. IX]. En general, para métodos no simplécticos se ob-
servarda un crecimiento lineal respecto de la longitud del intervalo de integracion del
error en el hamiltoniano. En efecto, para un método de orden p arbitrario tendremos
Tni1 — pn(zn) = O(RPTY),  h — 0, siendo ¢y, el flujo del sistema hamiltoniano, con
H(gn(w2)) = H(wa). Lucgo, H(wns1) — H(wn) = H(wns1) — H(gn(za)) = O(h7H),
n > 0, y por tanto, para h — 0

H(zn)— H(zo) = i(H(asHl)—H(acj)) = O(nh"*Y) = O((tn —to)h?), n > 0. (3.35)
j=0

Iustramos las propiedades (3.34) y (3.35) de conservacién del hamiltoniano en la sec-
cién final de ilustracién numérica.

3.5. Ilustracion numeérica

Finalizamos esta memoria comparando los métodos de Euler explicito (3.3), Runge
(3.5), Euler simpléctico SE1 (3.27) y Stormer-Verlet (3.29) aplicados a paso fijo a cuatro
sistemas hamiltonianos. Nuestro objetivo es estudiar la conservaciéon del hamiltoniano
H(t)— H(0) = H(z(t)) — H(z(0)) por parte de los métodos numéricos en intervalos de
tiempo suficientemente amplios.

3.5.1. La ecuacion del péndulo en el plano

q=p, q(0) =0
{p —ng, poy=17 ‘€ [0, 200], (3.36)

con hamiltoniano H(q,p) = % p® —cos q. Aplicando los métodos numéricos arriba citados

200 S
(v =
en los tiempos correspondientes a cada particiéon temporal. En la Figura 3.3 se observa
que cada método preserva el hamiltoniano dentro de su orden de consistencia respectivo,
esto es, méx,c(o,200] | H(t) — H(0)| = O(h?), h — 0, con p = 1,2, segiin cada método.
A efectos orientativos, en esta figura se han incluido dos rectas con trazo discontinuo
con pendientes 1 y 2 a efectos de visualizar el orden de conservacién del hamiltoniano
como potencia de h para cada método.

con tamano de paso h = ..., 7, medimos el error en el hamiltoniano

En la Figura 3.4 se aprecia la evolucién del error en el hamiltoniano para los cuatro

métodos con h = Para los métodos simplécticos se observa la propiedad (3.34),

00
. 2 . 105 . 7’ . ’ . . . .
mientras que para los métodos no simplécticos se observa un crecimiento lineal del
error con la longitud del intervalo de integracién (véase (3.35)).
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t

Figura 3.2: Componentes de la solucién numérica
cha) del método de Stormer-Verlet en la ecuacién

-0.5 0
qa

(izquierda) y érbita numérica (dere-

del péndulo (3.36) con h = 1073,

—*— Runge

Euler simpléctico (SE1)
—*— Stormer-Verlet

- _‘h1
___h2

—*— Euler explicito

h

_1

10

10

Figura 3.3: Méaximo error en el hamiltoniano en funcién de h en la ecuacién del péndulo

(3.36).

3.5.2.

Problema de Kepler para un sistema de dos

cuerpos

con excentricidad ¢ = 0’7 y hamiltoniano H(q1,q2,p1,p2) =

G =
G2 =

_ a1
(¢3+43)3/?

_ 92
(a2+43)3/2

ql(O) =1- &,
q2(0) =0,

41(0)

t € 0,200],

1(p? +p3) —

(3.37)

1
Vi +a
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Euler explicito -8 Runge
01 2 x 10
g 0.08 § 4
T 0.06 =
L o
* 0.04 N
o o 1
0.02 B
0 -2
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t t
x 107* Euler simpléctico (SE1) %1078 Stérmer—Verlet
4 15
§ 2 § 10
= =
Lo ' 5
5 5
=, =
-4 -5
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t t

Figura 3.4: Error en el hamiltoniano para ¢ € [0,200], con h = 1072, en la ecuacién del
péndulo (3.36).

Nuevamente aplicamos los cuatro métodos citados al inicio de la seccién con tamano

2(1/10)3+7

para la ecuacién del péndulo (3.36) son vélidas en este nuevo ejemplo respecto a la
conservacién del hamiltoniano.

de paso fijo h = , 7 =1,...,7. Anélogas consideraciones a las realizadas

Stormer-Verlet Stormer-Verlet

J —a,0
—q,0 |
0.5 4
ol
-0.5

-1 B

2 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 -16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2
t

Figura 3.5: Componentes de la solucién numérica (izquierda) y érbita numérica (de-
recha) del método de Stérmer-Verlet en las ecuaciones del problema de Kepler (3.37)
con h = 1073,
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Figura 3.6: Méximo error en el hamiltoniano en funcién de h en las ecuaciones (3.37).
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t

200

<10° Runge
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Figura 3.7: Error en el hamiltoniano para ¢ € [0,200], con h = 1072, en las ecuaciones

(3.37).
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3.5.3. Problema restringido de tres cuerpos

G1=q1+2¢2+Ug
G2 =q2 —2q1 + Uy,

/

con Ulqr,q2) = 4o+ —o o= (@ + w)? + 63, r2 1= (o — #)* + 63, mu' €R
5] T2
constantes. Introduciendo los momentos p1 := ¢i — g2, p2 := G2 + q1, se obtiene el
sistema hamiltoniano.
g1 =q2 +p1
it
=0T pe (3.38)
p1=p2+Uqy

p2 = —p1 + Uy,

con hamiltoniano H (g1, g2, p1,p2) = (b3 +p3) + (21 — a1p2) — U(qy, 2). Para este
problema tomamos los pardmetros y valores iniciales de [4, p. 129-130]:

p=0012277471 4 =1—p
¢1(0) = 0'994 ¢@1(0) =0
¢2(0) =0 G42(0) = —2/00158510637908252240537862224

que producen una solucién periédica con periodo T' = 17'0652165601579625588917206249.
Integramos la ecuacién (3.38) a paso fijo en el intervalo [0,27] para ocho valores de

h = (2T)/N, con N = 2.5-10°"% y 10" para j = 1,2,3,4. En las Figuras 3.9 y 3.10
se muestran las propiedades de conservacion del hamiltoniano para cada método.

Stormer-Verlet Euler explicito Runge

-1 0 1 : -1 0 1
a1 q1

Euler simpléctico (SE1) Stérmer-Verlet

—1.50 L L L L L L -1.5 -1.5

Figura 3.8: Componentes de la solucién numérica del método Stérmer-Verlet en las
ecuaciones (3.38) (izquierda) y érbita numérica de cada método con h = (27)/10®
(derecha).
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—#— Euler explicito
—#— Runge

Euler simpléctico (SE1) [}
—*— Stormer-Verlet
R "‘h1
- = —h?
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Figura 3.9: Méaximo error en el hamiltoniano en funcién de h, cuando h = (21')/N, con
N =25-10"3 y 1077 j = 1,2,3,4 en las ecuaciones (3.38).

Euler explicito

0 10 20 30
t

x 1072 Euler simpléctico (SE1)

0 10 20 30
t

x 107 Runge

10 20 30
t

x107 Stérmer—Verlet

0 10 20 30

t

Figura 3.10: Error en el hamiltoniano en el intervalo [0,27] para cada método con
h = (2T)/107, en las ecuaciones (3.38).
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3.5.4. Sistema solar exterior

Consideramos el sistema de 6 cuerpos formados por Jupiter, Saturno, Urano, Neptuno,
Plutén y el Sol (al que consideramos como un cuerpo que aglutina a los cuerpos del
sistema interior). Se obtiene un sistema hamiltoniano con

5

1 mim; .
H(q,p) = 527@ pi — GZZ Tar qJJ” g,pi €ER®, 0<i<5.  (3.39)
=0 i=1 =0

Las masas m; son masas relativas al Sol, las distancias se miden en unidades astronémi-
cas y el tiempo se mide en dias terrestres, mientras que G denota la constante de gravi-
tacién universal. De[2, p. 13-14] tomamos las masas relativas y posiciones y velocidades
iniciales para cada cuerpo (que se corresponden a datos astronémicos reales con fecha
5 de septiembre de 1994 a las 0:00 horas).

Integramos el sistema hamiltoniano asociado a (3.39) a paso fijo en el intervalo de
tiempo [0, 200750] (aproximadamente 550 afnos), con un tamano de paso h = 365 dias.
La érbita numérica para cada método se muestra en las Figuras 3.12 y 3.13. En la
Figura 3.11 se muestra la evolucién del error en el hamiltoniano a lo largo del tiempo.

x107 Euler explicito x107 Runge
5 4
4 3
s B
T3 T 2
! I
P s g
= =
1 0
0 -1
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
¢ x10° t x10°
X 10 Euler simpléctico (SE1) x 1078 Stérmer—Verlet
—~ 1 .
< S
= =
Lo i
e =
= =
-1

0 05 1 15 2
¢ x 10° ¢ x 10

5

Figura 3.11: Error en el hamiltoniano para ¢ € [0,200750], con h = 365, del sistema
solar exterior (3.39).
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Euler explicito Runge

400, ®
200

0
200l |
1000 '

100
¥-1000 -500 X ¥ -100 -100 X

Euler simpléctico (SE1) Stdérmer-Verlet

Y 50 -50 X Y 50 -50 X

Figura 3.12: Simulacién numérica del sistema solar exterior (3.39) al cabo de T =
200750 dias, con h = 365 dias.
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Stoérmer—Verlet

Sol
- Jup
L ] - Sat
R IR ’ Ura

Plu

~40  _40

Figura 3.13: Simulacién numérica con el método de Stormer-Verlet del sistema solar
exterior (3.39) al cabo de T' = 200750 dias, con h = 365 dias.
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In the present manuscript we study some numerical method that
preserve some geometric properties of the solution of systems
of ordinary differential equation, with application to the N-body
problem. First, we will see the kind of transformations that pre-
serve the Hamiltonian, volume and orientation, of a Hamiltonian
system, as well as the stability of its equilibria. Next, we will ana-
lyze the N-body problem, by studing the orbits of the Kepler prob-
lem and the existence of periodic solutions of the restricted three
body problem. Later, we will introduce the symplectic Euler and
Stérmer-Verlet method for autonomous sysmtems, particularly for
hamiltonian systems, and we will study some properties, such as
symmetry, reversibility and symplecticity. Finally some examples
are presented comparing the symplectic Euler and Stérmer-Verlet
methods with other non-symplectic classical methods, like the ex-
plicit Euler and Runge methods, according to the conservation of
the Hamiltonian in sufficiently large time intervals.

1. Hamiltonian Systems

Definition 1 Let H : O C R*" — R be a function in ), an open
subset of R™, and = = (q,p) € €, where ¢ = (qi,..., qm) and
p = (p1..--, pm). The 2m-dimentional autonomous differential
equation

q= ﬁﬁ,’,’(q P) .

. Z ’I/( ) Jg=1..., m
is called a Hamiltonian system.
The scalar differentiable function H(q, p) is called the Hamiltonian
or the total energy and is a first integral.
Definition 2 A differentiable transformation ¢ : V C ]R{-’” — R2m
in an open set V C R2", is said to be symplectic if o/ (x)T J ' (x) =
J for every x in'V, where J = (9 /) and I denotes the identity
matrix of order m.
We consider ¢; : Q C R2" — R2" the flow of a Hamiltonian sys-
tem in time ¢.
Theorem 1 (Poincaré) Let H be a Hamiltonian of class C2 in
) C R2™, For each fixed t, the map ¢, is a symplectic trans-
formation.
Corollary 1 (Liouville Theorem) Let H be a Hamiltonian of class
C2. For each sufficiently small fixed t > 0, ; preserves volume
and orientation.

2. N-Body Problem

Consider N masses m; > 0, i = 1,..., N in a inertial reference
system in R moving under the influence of mutual gravitational at-
traction, where each mass i have position vector ¢; and p; = m;¢;
is the momentum. We can describe the motion of the N-body
problem as the Hamiltonian system

o OH NGyl ) oM
m;  Op; pst llai = a1 0q;
j#i
where the Hamiltonian is
1 N w9 N Gmim
H==>"millal*+ Y m

i=1 1<i<j<N
For N > 3 we can not calculate the exact solution of the system,
however for N = 2 we can obtain periodic solutions and for the

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Julio, 2020

restricted 3-body problem we can ensure by the Lyapunov Center
Theorem the existence of periodic solutions of small amplitude.

3. The Stormer-Verlet method and the Geometric Numerical
Integration

The Stormer-Verlet method SV applied to a Hamiltonian system
forn >0is

Posl = Pn— ’—’VqH (an: P y1)

Gntl = G+ (V[;H(‘In Ppsd) + VpH(Gni1,0,41))

P+l = Ppil— I H (g1 1‘,,+1,)
Proposition 1 The Stérmer-Verlet method applied to a Hamilto-
nian system is symplectic, and hence volume preserving.
Proposition 2 The Stérmer-Verlet method preserves llnear first
integrals and quadratic first integrals of the form I(q, p) = p* (Cq+
{f), (V € ]RHIXIH, ce ]R’”.
We apply the Stérmer-Verlet, the symplectic Euler, the explicit
Euler and Runge methods to the system which describes the
motion of the five outer planets relative to the sun and they
are compared considering the conservation of the Hamiltonian.

Euler oxplicito Runge

: :
. B .
~200. Ea =20

o o o o
¥-1000 500 x ¥ 100 100 x

Evler simpléctco (SE1)

Stormer-Veret

o
¥ 5050 x Y 8050 x

Figure 1: Numerical simulation of the outer solar system after
T = 200750 days, with h = 365 days.

Figure 2: Hamiltonian error for the outer solar system for t €
[0,200750], with h = 365.
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