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Prdlogo

La transformacién integral de Hankel adopta en la literatura matemdtica dife-

rentes formas. Dos de las més habituales son las que siguen

WD) = [ " 2 gy () pla)d, y € (0, 00) (1)
y
ha( @) = [ VBT (ay)dl@)da, y € (0,00). (2)

Aqui J, representa a la funcién de Bessel de primera especie y de orden p, siendo
p > —1/2. La transformacién , es a veces designada como transformacién de Hankel-
Schwartz (véase [48], [54], [55], [65], [66] y [67]), pues A.L. Schwartz obtuvo una férmula
de inversién para , ([65]), analizé la regularidad de la transformada ,(¢) de ¢ a
partir de las propiedades de ¢ ([66]) y definié la convolucién de Hankel de cierta clase
de medidas de Borel sobre (0,00) ([67]). Por otra parte la transformaciéon h, fue
la escogida por A.H. Zemanian ([79], [80] y [81]) para definir la transformacién de
Hankel de distribuciones pues era en algunos aspectos la que mas se asemejaba a la
transformacién integral de Fourier. En cualquier caso la relacion existente entre A, y
. (obsérvese que, formalmente, h,($)(y) = y*+1/2, (27" 12¢)(y), y € (0,0)) hace
que ambas formas de la transformacion de Hankel sean equivalentes.

Esta Memoria, que consta de dos partes, se dedica al estudio de diferentes aspectos

en relacién con la transformacion de Hankel. En la primera parte adoptamos para la
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transformacién de Hankel la forma (1) y en la segunda la forma (2). Aunque, como
es obvio en virtud de la relaciéon anteriormente citada, sin dificultad los resultados
podrian haber sido enunciados para una tunica forma, hemos preferido adoptar para
la transformacién de Hankel la definicién mas usual en la literatura matematica en
relacién con los problemas tratados en cada parte.

Pasamos a continuacién a comentar el contenido de nuestra Memoria indicando los
antecedentes que motivaron la consideracién de cada problema.

En la primera parte incluimos tdnicamente el Capitulo 1.

Para cada 1 < p < oo, representamos por Ly , el espacio constituido por aquellas

funciones f medibles sobre (0, c0) tales que

[ fllp = {/ |f(x)|$2“+1d$}1/p < 00, cuando 1 < p < oc
0

[ flloo = [Iflloc = sup esen |f| < oo, cuando p = oo,

donde, como es usual, por sup esen significamos el supremo esencial con respecto a la
medida de Lebesgue sobre (0, 00).

C.S. Herz (Teorema 3, [41]) probé que la transformacién , de Hankel puede ser
extendida como un operador acotado de L, , en Ly ,, siempre que 1 < p < 2 y siendo

p’ el exponente conjugado de p, esto es, p' =

pl,cuand01 <p<oo,yyp = oo,
cuando p = 1.
Definimos, para cada T € (0,00), la integral parcial de Hankel Sp(f,u;-) de f €

Lpu.1<p<2 por

Se(fmia) = [ () Tulay) )y, o € (0,00).

4p+1)
2u+3
[1S7(f ;)= fllp,p — 0, cuando T' — oco. Ademads, Y. Kanjin (Corolario 2, [44]) probé

En el Teorema 5 [41] se establecié que si f € L, ,, , con < p < 2, entonces



que, bajo las hipétesis anteriores, Sp(f, pu;2) — f(z), cuando T' — oo, para casi todo
x € (0,00).

I.I. Hirschman [42] y D.T. Haimo [39] investigaron la convolucién para la transfor-
macién , de Hankel sobre los espacios Ly ;. Concretamente, si f y ¢ € Ly, se define

la convolucién f#g¢g de f y g como sigue

(9@ = [ FO gy, = € (0,0).

y2+ldy
siendo dy(y) = m y donde el operador de traslacién 7., z € (0,00), viene

dado por
(rg)w) = [ " 9(2) Dy, 2)dy(2), 2,y € (0,00),

231Dy + 1)
D+ 1/2)/x

A(z,y, 2) es el drea del tridngulo de aristas x, y, z, si el tridngulo existe, y Az, y, z) =0,

siendo D(z,y,2) = (2y2) 2 A(w,y,2)% 1, 39,2 € (0,00), donde
en otro caso.

Haciendo uso de la convolucién # podemos extender la definicion de St a fun-
ciones f € Ly ,, con p > 2. Definimos, para cada T € (0,00), la funcién ¢r(z) =
TQ(M+1)(LET)_N_1JM+1(LL‘T), z,T € (0,00). Puede probarse quesi 1 <p<2y feL,,

entonces

Sr(f,mx) = (pr#f)(x), para cada T € (0,00) y casi todo x € (0, 00).

. 4p+1
Definiendo St(f,u;+) = or#f. [ € Lpu. 2 <p < % y T € (0,00), L.

Colzani, A. Crespi, G. Travaglini y M. Vignati (Corolario 3.2, [24]) probaron que

Sr(f,p;x) — f(z), cuando T — oo, para casi todo x € (0,00), cuando f € L, ,
Ad(p+1) Ap+1)

2u+3 P 2u+1"
Recientemente, D.S. Lubinski y F. Méricz [49] y C.P. Chen y C.C. Lin [23] han

dado condiciones necesarias y suficientes para que las integrales parciales de Fourier

converjan a la funcién original en casi todo IR. Asimismo, resulta de interés la nueva



prueba de T.G. Genchev [32] de la férmula de inversién para la transformacion de
Fourier.

Motivados por estos trabajos previos abordamos en el Capitulo 1 el problema de
la convergencia puntual de las integrales parciales de Hankel, obteniendo condiciones
necesarias y suficientes para que estas integrales permitan recuperar la funcién origi-
nal. Completamos, en algunos sentidos que son precisados en el texto, los resultados
obtenidos por los autores anteriormente citados. Resulta fundamental que, como es bien

conocido, (Proposicién 6(b), [70]), las medias de Béchner-Riesz asociadas a una funcién
4 2

PYe <o
2u+3
También en el primer capitulo de esta Memoria introducimos nuevos espacios de

J convergen a f en casi todo (0,00), para cada f € L ,, cuando

funciones que denotamos espacios de Lipschitz-Hankel y de Besov-Hankel. Estos espa-
cios se definen como los espacios de Lipschitz y de Besov sustituyendo la traslacién usual
por la traslacién de Hankel. Inspirados en trabajos de D.V. Giang y F. Méricz ([33],
[34] v [35]) caracterizamos los espacios introducidos mediante las integrales parciales
de Hankel y las medias de Bochner-Riesz.

Finalizamos el capitulo probando que si una funcion f estd en un adecuado espacio
de Lipschitz-Hankel entonces la transformada de Hankel ,f de f presenta ciertas
propiedades de integrabilidad. Nuestros resultados suponen, por ejemplo, una extensién
a la transformacién , de resultados cldsicos (véase, entre otros, el Teorema 84 [75])
para la transformacion integral de Fourier.

La segunda parte de esta Memoria que consta de tres capitulos se dedica al estudio
de la transformacién h, y la convolucién de Hankel en diferentes espacios de funciones
generalizadas.

Kl estudio de la transformacion de Hankel distribucional fue comenzado por A.H.
Zemanian, quien la definié sobre funciones generalizadas de lento crecimiento (el espacio

Hy,, [79]) y de rdpido crecimiento (el espacio 3, [80]).



Posteriormente han sido muchos los autores que han investigado transformaciones
de tipo Hankel en espacios de distribuciones (véanse, por ejemplo, [2], [4], [26], [27],
[29], [47], [48], [54] y [55]).

Se observa que los resultados obtenidos para la transformacién h, de Hankel guardan
un paralelismo con los cldsicos relativos a la transformacion integral de Fourier ([68]).
Asi los espacios H,, y f, de Zemanian corresponden a los espacios S y D(IR) presentes
en la teoria de la transformacién integral de Fourier.

En los ultimos anos J.J. Betancor e I. Marrero, profundizando en este paralelismo,
en una serie de trabajos ([8], [9], [10], [11], [12] y [52]) han desarrollado una teoria para la
convolucién de Hankel distribucional, la cual habia sido iniciada por J. de Sousa-Pinto
[69] en 1985. Estos autores caracterizan el espacio (’):L,# de operadores de convolucién
sobre 7—[:1 que desempena en esta teoria un papel similar al jugado por el espacio O,
([68]) de operadores de convolucién sobre S'.

Teniendo los trabajos anteriores como punto de partida nos planteamos en la se-
gunda parte de esta Memoria algunas cuestiones no tratadas en relacién con la con-
volucién generalizada de Hankel.

M. Hasumi [40] en el afio 1961 estudi6 la transformacioén de Fourier y la convolucién
usual sobre distribuciones de crecimiento exponencial. En el Capitulo 2 abordamos el
problema correspondiente para la transformacién h, y la convolucién # de Hankel.
Para la resolucién de la cuestion resulta fundamental el conocimiento de la técnica
empleada por S.J.L. van Eijndhoven y M.J. Kerkhof en [29] donde dan una prueba
correcta para un resultado de R.S. Pathak [61].

El Capitulo 3 se dedica a las ecuaciones de convolucién de Hankel en espacios de
funciones generalizadas de crecimiento lento y exponencial. Introducimos el concepto de
hipoelipticidad para los operadores de convolucién de Hankel y aquélla es caracterizada.

a través del crecimiento de la transformada de Hankel de tales operadores.



Con el objetivo de unificar algunos aspectos de la teoria de las funciones genera-
lizadas, P. Mikusinski y M.D. Taylor [57], inspirados en un trabajo de R.A. Struble
[72], consiguen caracterizar los espacios D' de Schwartz [68], K(M,)" de Gelfand y
Shilov [31] y de las ultradistribuciones de Beurling [45] como conjuntos de operadores
que conmutan con la convolucién usual. Fn el Capitulo 4, ultimo de esta Memoria,
describimos los espacios H:L y 7-[;% » mediante cierta clase de operadores que conmutan
con la convolucién de Hankel. Previamente necesitamos analizar la convolucién y la
transformacién de Hankel sobre el espacio H, ar y su dual 7-[;% M due serd un espacio
de distribuciones cuyo crecimiento es exponencial y restringido por la funcién M €

C?[0,00) y tal que M(0) = M'(0) = 0, M'(c0) = ooy M"(x) > 0, para cada z € (0, 00).



Parte 1

Sobre las integrales parciales de
Hankel, las medias de
Bochner-Riesz y los espacios de
Lipschitz y de Besov-Hankel.



Capitulo 1

Las integrales parciales de
Hankel, las medias de
Bochner-Riesz y los espacios de
Lipschitz y de Besov-Hankel

Una de las formas mas usuales en las que aparece la transformacion integral de
Hankel en la literatura matematica (véanse, por ejemplo, [2], [39], [42], [65], [66] y [68])

es la siguiente

s(D)) = [ 2 ) Py (@)

0

donde J,, representa la funcién de Bessel de primera especie y orden p. A lo largo de
todo este capitulo supondremos que el pardmetro p es mayor que —1/2 salvo que otra
cosa sea, especificada.

Recordamos ahora la definicién de algunos espacios de funciones importantes en las
investigaciones realizadas sobre la transformacién , y a los cuales también nosotros
recurriremos en el estudio abordado en este capitulo.

Sea 1 < p < oo. Denotamos por L, , el espacio constituido por las funciones f
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medibles Lebesgue sobre (0, 00) tales que

1l = [ (@) P+ de < oo,

Es bien conocido que L, , normado por || - ||, es un espacio de Banach.

Como es habitual Cy (C§°) representa el espacio de las funciones continuas (regu-
lares) que tienen soporte compacto contenido en (0, 00). El espacio C§° (por tanto Cp)
es densoen Ly ,, 1 < p < oc.

Por L. denotaremos el espacio de las funciones medibles Lebesgue esencialmente
acotadas (respecto de la medida de Lebesgue) sobre (0, o0).

C.S. Herz [41] investigd el comportamiento de la transformacién , de Hankel sobre
los espacios Ly . Ya que la funcién z7#J,(2) es acotada sobre (0, 00) no es dificil ver
que , aplica continnamente L;, en L. En el Teorema 3 [41] se establece que ,
puede ser extendida a L, , como un operador acotado de L, , en Ly ,, siempre que
1 <p <2 Aquiy en el resto de este capitulo por p’ denotaremos el conjugado de p,
esto es: p’ = p%f’ para 1 < p < o0, yp’ = 00, cuando p = 1.

El estudio de la convolucién para la transformacién , de Hankel sobre los espacios
Ly, fue abordado por I.I. Hirschman [42] y D.T. Haimo [39]. Estos autores definieron
la convolucién de Hankel f#g¢ de dos funciones [ y ¢ medibles Lebesgue sobre (0, c0)
como sigue

o0
(F#9)@) = [ 10)(ra9))dv(w). @ € (0,00,

y2u+1
20T (p + 1)

(0, 00), se define por

siendo dy(y) = dy y donde el operador de traslacién de Hankel 7., = €

(ro)w) = [ " Dy, 2)g(=)dy(2), y € (0,00),

siempre que las integrales anteriores existan. La funcién nucleo D(z,y, 2), z,y,z €
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(0, 00), viene dada por

23u—1F(lu + 1)2
D(u+1/2)v/@

siendo A(x,y, z) el drea del tridngulo cuyas aristas miden z, y, z, si este tridngulo existe,

D(z,y,2) = (zy2) " Az, y, 2)** 7", z,y,2 € (0,00),

y 0, en otro caso.

La convolucién # y la traslaciéon 7, presentan propiedades similares a las de la
convolucién y la traslacién usuales, desempenando ahora la transformacién integral de
Hankel el papel que alli desempeniaba la transformacién de Fourier (véanse, [39], [42],
[70] y [71], entre otros). En particular, en el Teorema 2.d [42] se establece la férmula

de intercambio
w(f#9) = u(f)ulg) (I.1.1)

valida cuando f y g € L1 ;. En este capitulo probaremos que (I.1.1) es también vélida
cuando f y g estdn en otros espacios de la clase Ly ,,.

También, para cada f € Ly, se tiene (Proposicién 2.1, [52])

u(T2f ) ) = culzy) ™ Ju(zy)u(N)(y), .y € (0,00),

donde ¢, = 2*T'(n + 1).
Para cada T' € (0,00) y f € Ly, 1 < p <2, definimos la integral parcial de Hankel
St(f,p;-) de f por

Se(fma) = [ @) o))y, = € (0,00).
De (6) §8.5 [30] se deduce que
Srfo) = [y ) ule)ulen) WD)y, @ € (0,00),

para cada f € L,,, 1 < p < 2, donde @r(z) = T**D)(Tz)=#=1],(Tz), =, T €

(0,00). En virtud del Teorema 3 [41] podemos escribir

ST (fs 15 2)loe < Cllpler)u(N e < Cllulepr)

ol (O pr e < Cll fllpys f € Lip,pae
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Aqui y a lo largo de este capitulo C denotard una constante positiva no siempre la
misma en cada aparicion.

También del Teorema 2.b [42] se infiere

157 (f5 115 )oe < Cllr!lpr pullf

pys ] € Lp e (I1.1.2)

Por tanto, ya que St(f,u;-) = or#f. f € Coy que (1) € Lp, ¥ o1 € Ly 4,

tenemos que St (f, u;x) = (pr#f)(x), para casi todo x € (0,00) y para cada f € Ly .

1<p<2
, dp+1
Ademds, al ser o € Ly, para cada p < ST Y T € (0,00), de (I.1.2) se
sigue que la aplicacion f — p7#f es acotada de L, , en L, cuando p < Aptl y

2p +1
T € (0,00). Definimos

4p+1
Sr(fow) =or#f, f€Lpu, 2<p< % y T € (0,00).

Definimos ahora las medias de Bochner-Riesz ag( fops-) de f. Sean 8 > pu+1/2,

T € (0,00) y 1 <p < 2. Se conoce como media de Béchner-Riesz ag(f,u; Jde fely,

a la funcién

T
) = [ e e (1= (02) )W)y, @ € (0,00),

Procediendo como en el argumento anterior y teniendo en cuenta (33) §8.5 [30] se

obtiene que
JT(f?:u'; ) = fT,,B#f: f € Lp,/u 1 < p < 2: (113)

donde frg(z) = 2°T(8 + \)T? W) (Tx) #8151 (Tx), = € (0,00).

Adoptamos la parte derecha de (I.1.3) como definicién de ag( fyp;-), para cada
f €Ly, dndep>2.

La transformacién , de Hankel ha sido definida sobre espacios de funciones ge-

neralizadas por diferentes autores (véanse, [2], [3], [4], [48] y [56], entre otros). G.
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Altenburg [2] introdujo el espacio H de funciones constituido por aquellas funciones

¢ € C*(0,00) tales que para cada m,k € IN

Yk (@) = CL‘GS(%,IZO)(I + xQ)mK%D)kqb(a:)‘ < 00.

El espacio H es dotado de la topologia generada por la familia {vmk},, ey de
seminormas. De este modo H es un espacio de Fréchet. La transformacién , es un
automorfismo de H. Como es usual por H' denotaremos el espacio dual de H. Nétese

quesi f € Ly ,, para algin p € [1,00), entonces [ define un elemento de H' mediante

< f.p>= /Ooo f@)p(z)a* e, ¢ € H.

En efecto, de la desigualdad de Holder se deduce

| <[y > | <N llpull@lly w < Cllfllpuymo(#), ¢ € H,

para cierta m € IN que no dependerd mds que de pu.

Este capitulo lo estructuramos como sigue. Después de esta introduccién, en la
Seccién I.1.2 establecemos condiciones sobre una funcién f € L, , para que las integrales
parciales de Hankel Sp(f, p; 2) de f converjan, cuando T' — oo, a f(x), para casi todo
x € (0,00). Los estudios abordados en las Secciones 1.1.3, 1.1.4 y 1.1.5 estdn inspirados
en los trabajos de D.V. Giang [33] y D.V. Giang y F. Méricz ([34] y [35]). En la
Seccién 1.1.3 se introducen los espacios de Lipschitz-Hankel. Aqui la traslacién de
Hankel juega el papel de la traslacién usual en los espacios de Lipschitz. Obtene-
mos una caracterizacion de los espacios de Lipschitz-Hankel a través de las medias de
Bochner-Riesz. También se da un resultado de aproximacion que involucra las integrales
parciales de Hankel. En la Seccién 1.1.4 probamos que las integrales parciales de Hankel
de una funcién f convergen en L.,, cuando T — oo, a f, siempre que esta funcién
pertenezca a un adecuado espacio de Lipschitz-Hankel. En la Seccién 1.1.5 se introducen

los espacios que denominamos de Besov-Hankel, que son caracterizados mediante las
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integrales parciales de Hankel y las medias de Bochner-Riesz. Finalmente, obtenemos
en la Seccién 1.1.6 condiciones sobre una funcién f (en el marco de los espacios de

Lipschitz-Hankel) de las cuales se deduce la integrabilidad de la transformada de Hankel

uf de f.

En esta seccidn obtenemos condiciones necesarias y suficientes sobre una funcién f

medible sobre (0, 00) para que
Tlim St(f,p;z) = f(z), para casi todo z € (0,00).
—00

Nuestro estudio estd inspirado en los trabajos de D.S. Lubinsky y F. Méricz [49] y
de C.P. Chen y C.C. Lin [23] quienes obtuvieron los correspondientes resultados para
la transformacién integral de Fourier.

Como veremos la convergencia de Sy se inferird de la de o+. Por ello establecemos
en primer lugar el siguiente resultado que es una consecuencia inmediata del Corolario

2 [70].
11 .
Lema 1.1 Sean f € Ly, ypu € (75, 5) Se tiene
lim on(f, ;) = f(x), para casi todo x € (0, 00).
T—o0

O

En lo que sigue, para simplificar, denotaremos por A el conjunto formado por
aquellos = € (0,00) tales que Tlgréo ot(f,p;x) = f(x), siendo f una funcién de Ly, y
W E (f%, %) Observamos que en virtud del Lema 1.1 el conjunto (0,00) \ Ay tiene
medida cero para cada f € Ly, y p € (f%, %)

Probamos ahora dos lemas de caracter técnico.
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Lema 1.2 Sea f € L1 ,. Para cada ,T € (0,00) y A € (1,00) definimos

Bt a) = s [y ) o) (1 () )l

Entonces

2

A
o [ (Fo o) = ob(fo )] = Tr(f, s Xiw).

St(f,ma) —op(f, ) = S

para cada z,T € (0,00) y A € (1,00).

Demostracion:

Sean z,T € (0,00) y A € (1,00). Una sencilla manipulacién conduce a

A 2
oxr(fspz) = op(f, px) = LTy2“+1(wy)#Ju(xy)(l - (%) )ulD@)dy+

A —1
)\2

+ /OT y? () M T (ay) <%>2u(f) (y)dy =

= /:T yQ‘”H(xy)*“Ju(xy) (1 — (%)2 )u(f)(y)dy+

A2 —1

—i—)\Q

(Sr(f.m2) = ob(f. i) )

de donde la igualdad deseada se deduce sin dificultad. O

Lema 1.3 Sea f € Ly, tal que z*f € L, ,, donde k € IN. Entonces ,(f) es

diferenciable k veces sobre (0,00) y

(50) W@ = Vs Nla), 2 € 0,09), (L1.4)

T
para cada [ € IN, 0 < [ < k. Ademds, si suponemos que x_“_1/2_kf € Li vk y que
g2 ¢ Ly, se tiene

x“H/“l(lD)lu(f)(x) — 0, cuando r — o0, (I.1.5)

x

para cada l € IN, 0 <[ < k.
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Demostracién:
De acuerdo con (7) §5.1 [81], (I.1.4) sigue sin mds que derivar bajo el signo integral.
Por otra parte, (I.1.5) es una consecuencia de (I.1.4) y del Lema de Riemann-Lebesgue

para la transformacién integral de Hankel (véase p. 457, [77]). O

Senalamos aqui que resultados de naturaleza similar a los presentados en el Lema
1.3 fueron probados en [64] y [66].

Obtenemos ahora una condicién necesaria y suficiente para que
lim Sr(f, p;2) = f(z)
T—00
cuando f € Ly, y x € Ay.

Proposicién 1.4 Sean f € Ly, x € Af yp € (*%, %) Entonces, Tlim St(f,pu;z) =
— 00
f(x), siy sdlo si,

lim limsup [Fr(f, u, ;)] = 0,
A=1t Too

donde Ir(f,u, \;x) es definido como en el Lema 1.2.

Demostracion:

Del Lema 1.2 se deduce que

1S0(f,152) = ob (F, 3 2)| = [Er(f, 1, X5 2) | <

)\2
S g ‘OiT(ﬁu;x) - 0%(f7u;x)‘ (1.1.6)

para cada T € (0,00) y A € (1, 00).

Nuestro resultado puede ser ahora inferido de (I.1.6) y del Lema 1.1. O

De la Proposisién 1.4 podemos deducir nuevas condiciones que son suficientes para
asegurar que

Jim Sr(f,7) = f(z),
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para cada r € Ay.

Proposiciéon 1.5 Sean u € (*% §) y f € L1,. Sipara algin k € IN

—

AT
tim Timsup [~ 520, () (w)ldy = 0 (1.L.7)
T

A1t T

siendo z™H1/2f ¢ Ly, 2k f € L,y gHTh=3/2 ¢ ¢ Ly, cuando k> 0, entonces
lim Sr(f,p;x) = f(z), para cada x € Ay.
T—o0

Demostracién:
Supongamos primero que k£ = 0. Ya que la funcién 27" J,(z) es acotada sobre (0, c0)

para cada v > —1/2, tenemos

)] < e [ ) el (5) )l <

2 1
AT

<C [y )y, para cada 5,7 € (0,00) y A€ (1,50).
T

Por tanto (I.1.7) implica que

lim hmsup|IT(f,u,)\ z)| =0, paraz € (0,00),
T—

A1t

y de la Proposicién 1.4 se infiere que Tlim Sr(f,p;2) = f(x), para cada = € Ay.
— 00

Sea ahora k € IN (k > 0). En virtud de (6) §5.1 [81] integrando por partes obtenemos

[ (- ()
=02 [ Gy o) (1 - (%T)Q
et P ey o) (;T) o -

=x—2ﬂ2{[<wy> Salen) (1 () Y] -
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- /TXT(xyw“JM(xy)[(l—(%)2)%@@)@))—#@)@) &l ]dy} -

—2p—2 +1 N1
=z {—(HJT)“ Ju+1(93T))\72u(f)(T)—

[ e (- () W) (7))

2

AT
+W/T (o:y)uHJuH(xy)y#(f)(y)dy} _

A2 —1

= —T2“+2(xT)_“_1JM+1 (2T) Tu(f)(T)_

L ) @) (- (1)) G b )

T
+<A_;>2/T yPUHDT ()T () () )y,

para cada z,T € (0,00) y X € (1,00).

Se sigue entonces del Lema 1.3 que
Ip(f,ps X)) = =T242(2T) 7 (2T) W (F)(T)+

2 My —p—1
+ ()\2 _ 1)T2 /T Y () (LEy) . Jqul(xy)#(f)(y)dy + IT(fv [y 17 A7 .Z'),
para cada z,T € (0,00) y X € (1,00).
Repitiendo el argumento se concluye que

k
Tp(f, s Asw) = =TH42 3 (@) 47 Ty (1) g1 (NI T~ D+
i=1

2 kopaT . ey
e I ) ) (D) )y + I b X,
j=1

para cada z,T € (0,00) y A € (1,00).

Analizamos ahora cada uno de los tres términos de la suma anterior.
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Observamos inicialmente que, procediendo como en el caso £ = 0 ya considerado,

(I.1.7) implica que

lim limsup [I7(f,p + k, A\ 2)| =0, = € (0,00). (I.1.8)

A1t T

Ademas, la acotacién de la funcién \/zJ,(z), z € (0,00), cuando v > —1/2, conduce

k
(7252 (@) T (2T ()T T2070| <
j=1

k
< CgHm12 > x_jTj+“_1/2|u+j,1(f)(T)I, para cada T,z € (0, 00).
Jj=1

Por tanto, del Lema. 1.3 se infiere que

k
lim 2423 (@) ™7 T,y (0T )y j1 (f) (D) T?U ™Y = 0, 2 € (0,00). (1.1.9)

T—o0 =1

Finalmente, teniendo de nuevo en cuenta que la funcién y/zJ,(z) es acotada sobre

(0,00), cuando v > —1/2, podemos escribir

2 XT . o
m Z/T y I () T Tt i@y i () y)dy| <
j=1
C’ —u—1/2y k AT -
)\2 _ 1 Z / |N+.7 1 )| ! 1/2dy S
Cx 12\ &

+5-1/2
<7 ;m J;;lp‘w (N2 5, T € (0,00) y A€ (1,00).
Entonces el Lema 1.3 permite concluir
9 E_par

Tlggc m ; . Z/Z(NH)H($y)_u_j<]u+j($y)u+j71(f)(y)dy =0 (1.1.10)

para cada z € (0,00) y A € (1,00).

Combinando (1.1.8). (I.1.9) and (I.1.10) se deduce ya que

lim hmsup|IT(f,u,)\ z)| =0, para cada z € (0, 00),
A1t 7
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y el resultado deseado sigue de la Proposicién 1.4. O

Proposicién 1.6 Sean u € (*%, %) yfeLli, S
limsup y** D], () ()] < oo
y—>oc
para algin k € IN, siendo ademds z—*1/2f ¢ Ly, P = Li, y ghTh=3/2 1 ¢ Ly,

cuando k > 0, entonces
lim Sr(f,u;x) = f(x), para cada x € Ay.
T—o0

Demostracion:

Elegimos C e yg € (0, 00) tales que

C
PN < 2y € (0,50).

Entonces, para cada T € (yg,00) y A € (1,00) tenemos

M k)t AT dy
[l <c [ 2 = ci

Luego
AT
tim timsup [ 204 () ) dy =0,
A1t Toeo JT
v la prueba termina recurriendo a la Proposicién 1.5. O

11
Proposicién 1.7 Sean u € <f§, 5) y f € L1,. Supongamos que

lim ~ [ P () () ldy < oo, (L111)

r—oc o 0

para cierto k € IN. Si ademds 2~ F~V2f € Ly, ey = Li, y gHth=3/2f ¢ Ly,

cuando k > 0, entonces Tlim Sr(f,px) = f(x), para cada © € Ay.
— 00
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Demostracion:

Para cada T € (0,00) y A € (1,00) tenemos
A 2(ptk)+1 L AT 2(p+k+1)
| @y < 7 [ s D)l

— /OT yQ(“+k+1)lu+k(f)(y)ldy>

1 x
Luego, si L = lim — yz(“JrkH)]Hk(f)(y)]dy, para cada € > 0

r—oc o 0

A
[ (D wldy <AL+ )~ (o),

siempre que T sea suficientemente grande y para cada A € (1, 00).

Por tanto, la arbitrariedad de € nos permite concluir que

AT
timsup [ g0 (F)(g)ldy < (A= 1), para A € (1,00)
T

T—o00

De aqui se deduce que

AT
lim lim Sup/ y2(“+k)+1‘u+k(f)(y)|dy =0
T

A=l 7o

y el resultado sigue de la Proposicién 1.5. o

Nétese que la propiedad (I.1.11) anterior es equivalente, bajo las condiciones im-

puestas a la funcién f en la Proposicién 1.6, a que se verifique

. 1
lim
o X — X

[ () )y < . (1112)

para algin g € (0,00). La condicién (I.1.12) es andloga a la que aparece en el Teorema
4 149].
De la Proposicién 6(b) [70] se infiere el siguiente lema en el que se establece la

convergencia de las medias de Bochner-Riesz de f € Ly, ,,.
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4p+ 2

L 1.8 Si
ema i T3

< p < 2 entonces para cada f € Ly,
lim on(f, p;x) = f(x), para casi todo x € (0,00).
T—00

|

Procediendo como en la prueba de las proposiciones anteriores y recurriendo al

Lema 1.8 en lugar de al Lema 1.1 podemos probar lo que sigue.

2
25 3 <p<2yfe€L,,. Entonces

Proposiciéon 1.9 Sean
lim S7(f,p;2) = f(x), para casi todo = € (0, 00),
T—o0

siempre que
AT
tim timsup [ () () dy = 0.
A1t Toeo JT
O
Ademds, en las hipdtesis de la Proposicién 1.9, Tlim Sr(f,u;2) = f(x) cuando
— 00
lim o7 (f, p;2) = f(x).
T—o00
A continuacién establecemos dos consecuencias de la ultima proposicidn.

4p+ 2
2u+3

Proposiciéon 1.10 Sean <pZL2yfely, S

AT
timsup [ 4200 () dy < oo,
T—oo JT

para algin A > 1 y algun r > 1, entonces
lim S7(f,p;2) = f(x), para casi todo = € (0, 00).
T—00

Demostracién:
De la desigualdad de Holder se sigue
1/r

[ ey < ([ anwrta) ([ ) =

T
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A2t g
= 2(p +1)

)\Q(M"Fl) —1\1/r T N 1/r
- - (p+1)r—1 r
< (Guso) (/T y W(DW)IMdy) T € (0,00) y A7 € (1,00).

1/r

)I/T'TQ(;Hrl)/r/ (/TAT |lu(f)(y)‘ry2,u+1dy) <

AT
Por tanto, si lim sup/ yQ(“H)’"*l]M(f)(y)\rdy < 00, para algunos A y r € (1, 00),
T

T—00
entonces

T
lim 1imsup/ () () |y Ty =0,
A1t Tsoo JT

y para terminar la prueba basta tener en cuenta la proposicidon anterior. O

Proposicién 1.11 Sean 4M12 <p<2yfely, S yQ(/LH)M(f)(y) = 0(1),

cuando y — 0o, entonces Tlim St(f,pw;x) = f(x), para casi todo = € (0, 00).
— 00

Demostracion:

Es suficiente observar que existe C' > 0 tal que

A 4p+3 2
/T y () ()P dy < Clnd,

para cada A > 1 y T suficientemente grande, y recurrir a la Proposicién 1.10. |

Senalamos que el rango de valores de p para los cuales es cierto que
lim S7(f,p;2) = f(x), para casi todo = € (0, 00),
T—00

y para cada f € L, ,. que se obtiene en las proposiciones anteriores es mas amplio que
el que aparece en el clisico resultado de C.S. Herz (Teorema 5, [41]).
Fn la siguiente proposicién establecemos la convergencia en sentido distribucional de

las integrales parciales de Hankel. Completamos de este modo el resultado establecido
4p+1)

en el Corolario 3.2 [24]. Recordamos que cuando f € Ly, siendo 2 < p < SR
L

definimos St (f, y; ) como sigue:

ST(fmu'; ) = @T#f: donde @T(x) = TQ(M+1)(:ET)_N_1JM+1($T): JL‘,T € (07 OO)
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Es conveniente probar primero la siguiente versién de la férmula de intercambio

para la transformacién ,, de Hankel.
Lema 1.12 Para cada ¢,% € Lo, se tiene que

(p#Y)(x) = 1 (u(@) (V) (), para casi todo x € (0, 00). (I1.1.13)

Demostracion:

Sean ¢, 1 € Ly . Del Teorema 2.b [42] se sigue

¢p#Plloc < CllBll2,ull®]l2,u-

Ademas, el Teorema 3 [41] conduce a

[ (u (@) ()loo < Cllu(@)u (@l < Clla(@)2.ul w20 < Cllll2,pllb]l2,u-

Por tanto, ambos miembros de la igualdad (I.1.13) definen aplicaciones bilineales
acotadas de Lo ,xL9 , en L.

Finalmente, ya que (1.1.13) es vélida cuando ¢ y ¢ estdn en C§° (Teorema 2.d, [42])
y teniendo en cuenta que Cg° es denso en Ly, concluimos que (I.1.13) es cierta para

cada ¢, € Lo ,. O

Proposicién 1.13 Sean 1 < p < 42(Z i % y [ € Ly ,. Entonces

lim Sr(f,p2) = f(z)
T—00
en la topologia débil x de H'.

Demostracién:
Observamos inicialmente que Sp(f, u;-) € Leo. para cada T € (0, 00) (Teorema 2.b,

[42]). Por consiguiente Sp(f, u;-) € H'.
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Sean ¢y € Cg°y ¢ € H.
Del Teorema 2.b [42] se deduce que @r#1 € Ly ,, para cada T € (0,00). Por tanto,
la igualdad de Parseval para la transformacién ,, de Hankel y el Lema 1.12 conduce a
o0
"

| ertn@etala® s = [ L lor#) @)@ @) ds =

— [T s @len) @@ @)z = [ pla)uler) (@) @) ds =

- /ooo ¥(z)(or#e)(z)z* dz.

Recurriendo de nuevo al Teorema 2.b [42] se tiene

‘/OOO(@T#f)(x)ﬁb(x)qudx‘ < ler# fllooll@ll1u < Cllflpuller!ly wlldll1u:
para cada f € Ly ,, € Hy T € (0,00), y
‘ /000 f(x)(goT#@(x)xQ“de‘ < | Fllp,ullpr# Sl o < Cllflpullor!ly pll@ll1u:

para cada f € L, ,, ¢ € Hy T € (0,00).
Por tanto ya que ¢r € Ly ,, T € (0,00), y que C§° es denso en L, ,, podemos

escribir

|7 t@ter#o@a®tas = [ er#n) @)gla)s o, f € Ly 4 € Hy T >0,

Luego para cada f € L, ,, vy ¢ € H, se tiene
| [T ertn@owe i - [~ @i <
< [T er#)(@) - s@lsds <

T
<l | [ 2 (at) #Ju(at)u(8) ()t = D)

. T € (0,00).
P
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Ya que ,(¢) € Ly, y ¢ € Ly, cuando ¢ € H, en virtud del Teorema 3 [41]
(cuando p < 2) y del Teorema 5 [41] (cuando p > 2) y teniendo en cuenta que % es la

identidad sobre H. obtenemos

lim [ 2 (a) T, (00) () (D = () 2) = Bl

T—o00 Jo
en Ly ,, y concluimos la prueba. |
4 1
Fue probado por C.S. Herz (Teorema 5 [41]) que si 2(/1—::‘_3) <p<
w
lim S7(f,p;2) = f(z) en Ly, (I.1.14)
T—o0

para cada f € L,,. Maés adelante (véase la demostracién de la Proposicién 1.29)

. . dp+1 .
probaremos que el resultado también es cierto cuando 2 < p < 2(#74_1) Teniendo
7
esto presente la prueba de la Proposicion 1.13 sigue inmediatamente, basta aplicar la

4 1 4 1
desigualdad de Holder, cuando M <p< M Sin embargo 1.1.14 no es
2p+3 2u+1
4(p+1)
2u + 3

I.I. Hirschman (Corolario 2.e, [42]) y D.T. Haimo (Corolario 2.10, [39]) establecieron

valido, en general, cuando 1 < p < (véase Teorema 5 [41]).
que

Tlim St(f,p;z) = f(z), para casi todo z € (0, 00), (I.1.15)
—00

cuando f € Ly, y 4(f) € L1,. Probamos ahora que (I.1.15) es también cierto cuando
ghV2f € Iy, y a7 Y2 (f) € L1, La demostracién de nuestro resultado, ins-
pirada en la prueba dada por T.G. Genchev [32] para una f6rmula de inversién para
la transformacion integral de Fourier, es completamente diferente a las presentadas en

[39] ¥ [42].
Proposicién 1.14 Seq z7# 1/2f ¢ Ly, tal que x_“_l/Quf € Ly . Entonces

Wu()@) = Jim Sp(f,550) = [(x), pora casi todo x € (0, 0).
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Demostracion:

Sean 0 < a < b < 0o. Definimos

(z) = 2 sig e (a,b)
Pap®) = 0 ,sizd (a,b).

De [65] se infiere que
lim S7(@ap. 145 ) = @ap(x), para casi todo x € (0, 0). (I.1.16)
T—o0 ’ ’
Ademsds, sin mas que tener en cuenta el Teorema de Fubini obtenemos que
* 2u+1 o 2u+1
L D @pus(@a® e = |7 () @)l pun) @)™ . (1117
También, para cada m € IN, se tiene
i 2u+1
|7 D @(pa) @) o =

= [T @ttt [Ty ) o)) () dyds.
0 0

Sea m € IN. De 5.11 (8) [77] sigue
12 [ 2pi1
w /0 y H wy) M Tu(@y) u(pap) (y)dy =

b m
:/a ($Z)1/2/0 yJu(Zy)Ju(wy)dydz:

b (z2)Y/?
= /a m(asz#H(azm)Ju(zm) — szu(xm)JuH(zm))dz, x € (0,00).

Por tanto, del Lema 7 [53] se infiere que
m

‘x““ﬁ/ y2“+1(wy)fuJu(xy)u(wa,b)(y)dy‘ <C, x€(0,00) ymeIN,m>0.
0

Entonces, ya que z #~1/2f € L; ,, de (1.1.16) y (I.1.17), aplicando el teorema de la

convergencia dominada, obtenemos

/ T i) ) pap(@)? s = / " F@)pup(@)a® ds.
0 0
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De este modo concluimos que, para cada funcién paso ¢ con soporte compacto en

(0, 00) se verifica
/Ooo i1/ [u(uf)(x) - f(:v)]go(a:)dx _0.

Por tanto ,(,f)(z) = f(x), para casi todo x € (0, 00). O

FEn esta seccién introducimos unos nuevos espacios de funciones que llamaremos
espacios de Lipschitz-Hankel ya que la traslacién de Hankel juega ahora el papel que
desemperia la traslacién usual en los espacios de Lipschitz. El estudio comenzado en
esta seccién serd completado en las dos siguientes.

Sea « € (0,1]. Una funcién f € Lo se dird que estd en AH,, si

sup " |1z f — flloc < 00.
2€(0,00)

Nuestro primer objetivo es caracterizar el espacio AH, a través de las medias de
Bochner-Riesz.

Previamente probamos algunos resultados que necesitaremos. El primero de ellos

es una version de la férmula de intercambio para ,,.
Lema 1.15 Sean ¢ € Ly, y ¢ € Ly ,. Entonces

w(d#Y) (z) = () (@), (¥)(z), para casi todo x € (0, 00). (I1.1.18)

Demostracién:
Sabemos que (I.1.18) es vélida cuando ¢ € C§® y 9 € Ly, (véase, por ejemplo, p.

658 [37)).
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Por otra parte, en virtud del Teorema 3 [41] y el Teorema 2.b [42] tenemos

lu(@# P lon < Cllg# o < Cliplloullllip ¢ € Loy y b € Ly,

donde C > 0 es independiente de ¢ y de .

Ademds, si 9 € Ly, entonces ;9 € Ly y podemos escribir

(D) u( D)2 < MlulDoollu (D |2 < Mlullol|Bll2n: ¢ € Loy

Por tanto para cada ) € Ly, ambos miembros de (I.1.18) definen operadores aco-
tados de Ly, en si mismo. Ya que Cp es un subespacio denso en Lg ,,, se sigue ya que

(I.1.18) es cierta para cada ¢ € L1, y ¢ € Ly ,. O

Lema 1.16 Sean ¢ € Ly, y 8 > 0. Entonces

d(x)In2 = /OOO[JST(qﬁ,M; x) — ojﬂw(qb,u; x)]d?T para casi todo x € (0, 00).

Demostracion:

Para cada T' € (0, 00) tenemos

2T g
oo, 13 2) — o, ) = s E[Gf(qw;x)]dt, r € (0,00).

Por tanto, intercambiando el orden de integracién se sigue

o0 dr > d tdT
8 oo By owdL (e d s ar . _
|} o) — bl g = [ gotemsa) [ St
> d
= ln2/ Eaf(qﬁ,,u;x)dt, x € (0,00). (I.1.19)
0

Ademas, la Proposicién 6 [70] afirma que
Tlim Ug(qb,u; z) = ¢(x), para casi todo = € (0, 00),
—00

y no es dificil ver que

m o C) =
%ILI}]UT(¢7M7:B) - O: LS (07 OO)
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En efecto, teniendo en cnenta el Teorema 3 [41] la desigualdad de Hélder conduce a
(s 13.2)| < CT* o . T € (0,00). (1.1.20)

De (I.1.19) se sigue entonces el resultado deseado. O

Caracterizamos ahora las funciones en el espacio de Lipschitz-Hankel AH,, a través
de las medias de Bochner-Riesz. El resultado obtenido recuerda otros relativos a las

series o la transformacién integral de Fourier (véase [33]).

Proposicién 1.17 Sean ¢ € Ly, 0 < <1, f>-1/2 y -1/2<p<f—-1/2—q.

Entonces ¢ € AH,, si, y sdlo si, TO‘HUg(qb,,u, ) — @|loc es acotada sobre (0, 00).

Demostracién:
x
Supongamos que ¢ € AH,. Ya que / frpdy(z) =1, T € (0,00), podemos
0

escribir

A bi) = d(a) = [ Fra®lmd)®) = dla)dy(e), T, € (0,0).

Por tanto, ya que las funciones v/zJ,(z) y 27 ¥.J,(2) son acotadas en (0, c0) cuando

v > —1/2, se tiene
105 15) = Blloe < [ Ura(®) 116 = dllocdy(®) < [ t21fra(0)r(t) <
0 0

1 x0
- CT_O‘</ L0+ gy, +/ ua_l_u_ﬁ_l/Qdu), T c (O7 OO)
0 1

Sigue de aqui que sup T“HU?((/ﬁ,u; ) = @] < 0.
Te(0,00)
Asumamos ahora que Ta||a§(qﬁ,u; ) — ¢|]c es acotada sobre (0, 00).

Observamos inicialmente que ¢ € L. En efecto, de (I1.1.20) se infiere

16lloc < [[0(¢y 15 -) — Blloe + by 155 )| < C(T@ + THFY), T € (0, 00).
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Definimos el incremento

A(¢7x7t) = (Tt¢)(x) - ¢($) x,t € (07 OO)
El Lema 1.16, haciendo uso del Teorema de Fubini, nos permite escribir

o0 dT
A(Qbaxvt)an = [) A(OZ/BT(d)?.U';') _‘7?(@#;')7%75)?: (1121)

para t € (0,00) y casi todo x € (0, 00).
Ya que 74, t € (0,00), es un operador contractivo sobre L. (p. 16, [71]) sigue

A (G5 (b, i) — 0B, i), 8o <

< 2|05 (¢, 13 +) — O, 53 )|loo Tt € (0,00). (11.22)

Sea T € (0,00). Elegimos una funcién ¢ € C*(0,00) tal que p(z) =1, 0 < z < 1,
y ¢(z) = 0, x > 2. Es claro que ¢ € § (donde, como es usual, S denota la clase de
Schwartz) y, en virtud del Corolario 4.8 [28], & = ,(¢) € S. Entonces del Lema 1.15

y de la unicidad de la transformacién , sobre Lo, se sigue que
8 co) B RS O N - co] —
Tt[OQT(¢7//’7x) 0T(¢7//’7x)] [UQT(¢7N7$) OT(¢7N7=T)] -

= @r#(fors — frp)#(nd — ¢)(z) =
= (@ — ®7)#(fors — frp)#¢(z). para casi todo z € (0, 00),
donde ®7(z) = (27?120 (2Tx), = € (0, 00).
Recurriendo ahora al Teorema 2.b [42] y al Corolario 2.2 [37] obtenemos

A (G5 (b, i) — 0B, i), 8o <

< Cllofnly ) = i loe [ Inr(@) = Br(o)ldy(a) <

< OTH|05 (b, 157) — 07 (b, 155 |oos Tot € (0,00). (1.1.23)
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De (I.1.21), (1.1.22) y (1.1.23) inferimos

1/t
1= dlloe <Ot [ N0l ps™) = (1)l T+

IA

dT)

+ [ Mofn(nps ) = ol oo

1/t (o)
TdT + [ T7'7dT) < O, t € (0,00).

= C(t 0 1/t

Probamos asi que ¢ € AH,,. O

Observamos que de la demostracion anterior puede deducirse lo siguiente

Proposicién 1.18 Sean ¢ € Lo, 0 <a <1, f>-1/2y-1/2<p<pf—-1/2—q.

Sip € Loy TO‘||U§T(¢,H; ) - aéi(qb,u; Ve estd acotado en (0,00) entonces ¢ € AH,,.

|

Damos ahora una condicién necesaria para que una funcién en Lg ,, esté en AH;.

Proposicién 1.19 Sean ¢ € AH, Ly, y S > p+ 1/2. Entonces, cuando T — oc

B ) _Joah, cuando > p+3/2
|‘UT(¢7N7 ) - ¢Hoc - { O(TQ(;L*/BJrl))’ cuando [+ 1/2 < 5 <u+ 3/2

Demostracion:

Sea T € (1,00). Tenemos que para cada x € (0, 00)

o) = (@) = PTEDTHD [ [(719) ) 4@ T (TO).

Teniendo en cuenta que la funcién z~J,(z) es acotada sobre (0,00) cuando v >

—1/2, se sigue

S1Q

1T
TQ(IH—I)‘/O [(thb)(w)—qﬁ(:z:)](Tt)*“*ﬁ’leﬁH(Tt)dv(t)‘ < =, Te€(0,00). (I.1.24)
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También, ya que la funcién /zJ,(z) es acotada sobre (0,00) cuando v > —1/2,

tenemos
T
T20+)| / L@ - @) ,  (THAY(D)| <
T
< QTHAHL2 / P2y — C(TQW*WU — l), T € (0, 00). (1.1.25)
1T T

Finalmente, al ser 74, ¢t € (0, 00), contractivo en L. (p. 16, [71]), obtenemos
o.¢]
72| [ () @) = G yepen (T (0] <

[e.e]
< O||p|loTH P72 / =P 2q = oYL T € (0, 00). (1.1.26)
T

Para terminar la prueba basta combinar (I.1.24), (1.1.25) y (I1.1.26). O

Probamos a continuacién 1un resultado sobre aproximacién de ¢ € Lo, (Y AH, por
integrales parciales de Hankel de ¢ en una norma mixta. Antes necesitamos establecer

dos resultados auxiliares.
Lema 1.20 Sea ¢ € Ly . Entonces para cada 0 <T < v
Sulop (b, s ), s 2] = 05, p3 ), para casi todo x € (0, 00).

Demostracion:

Es suficiente aplicar el Lema 1.15 y tener en cuenta la f6rmula (33), p.16 [30]. DO

Lema 1.21 Sean ¢ € Ly, yT € (0,00). Si se verifica una de las siguientes condiciones
(1) ge (1,2 yp<1/2-1/g;
(i) ge (1,2 y p<q—2;

(i) g € [2,00) y p < 2=,
() g € [2,00) yu<1/qg—1/2,
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entonces

{% /OT |Su(¢,u;w)|qu}l/q < Cllloos =, T € (0,00), (1.1.27)

donde C > 0 no depende de z,T € (0,00).

Demostracion:

La contractividad de 7z, x € (0, 00), sobre L. conduce a

L L 0wy s i) <

’ go% L) =, T e 0,00,

Supongamos ahora que ¢ > 2. En virtud del Teorema 3 [41] podemos escribir

2L ey s gy =
YT

T )
— l/ V?(;H“l)(qfl)fl‘/ (7‘;“@(3]) (yV)i'uiljqul (yy)y2u+3dy‘qu2,u+3dy <
T Jo Uyr oy

oxC x0
< T2(u+1)(q71)72/ ‘/I/T (ijg(y) (yu)_“_lJuH(yu)y2“+3dy‘qy2“+3dl/ <

< CTZ(/Hrl)(q*l)*?{ /oo <

T

T, q a/qd

‘( x¢3(y)‘ y2“+3dy}
Yy

< OTHE Va2 g f / oy g 4520 gV < Ol T € (0,0),

. 2—q
slempre que g < g—1
Por tanto, las estimaciones anteriores permiten concluir que (#3¢) implica (I1.1.27).

Tenemos ahora g € (1,2]. De la desigualdad de Hélder sigue

(7], 1ssmara} < (g [Cis@mara)’ ai

De (1.1.28) se deduce que (i%) implica (7i4) donde q es reemplazado por ¢’. Por tanto
(I.1.27) sigue de (7).
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Para ver que de (i) y (iv) se infiere (1.1.27) es suficiente tener en cuenta p. 180 [21]

y proceder como en los casos anteriores. O

Proposicién 1.22 Sean ¢ € AHy(N Lo, y0 < a < 1. Sil1 < g < 1l/a y ademds g

satisface una de las cuatro condiciones enunciadas en el Lema 1.21, entonces

H{ / i) — o)} || < er T e (0,00).

Demostracion:

Fn virtud de los Lemas 1.20 y 1.21 y de la Proposicién 1.17 tenemos

{%L2T|Su(¢7ﬂ;$) ( )|qd }l/q

2T

- {% |SV[¢ - U?(gbv/j'; '),M;LB] —|—0’,’$1(¢7M;x) _ ¢($)|qdy}1/q <

3

T
18160 — ot ) st} " 110 ) — Bl

1

2T
{f /0 1Su[(¢ = U?(Q%M; ), s z]|Tdv+

b [ 1800 — o)l } 4 110 — Dl
Cllop () = dllec < CT™%T € (0, 20).

Por tanto, para cada k € INy z,T € (0,00) se sigue
1 fT/2F
= 1S, (¢, 3 ) — ()| 9dy < CT—9204=DF,
T Jrjok+t
Obtenemos entonces que
(o]
- / (i3 0) — Bla)|%dv < € Y 2000 Dh=ea < opoa,
k=0

para cada z,T € (0,00), y queda demostrado el resultado. O
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Probamos en esta seccion que las integrales parciales de Hankel S (¢, 4; ) convergen
a ¢, cuando T — o0, en Ly, siempre que ¢ sea una funcién de un espacio de Lipschitz-

Hankel que definimos a continuacién.

wy(P)

Sea a > 0. Decimos que una funcién ¢ € Ly, estd en AHE , si o € L1y, donde

wy(@) = [|729 — ¢||p, = € (0, 00).

Kl siguiente resultado es una extensién del Lema 1.20.

Lema 1.23 Sean 8> u+1/2 y 42(5—151))) <p< 42(Z i % . Entonces para cada ¢ € Ly ,

y0<T <v <o se tiene

STISu (s 3 +), s ] = Sy [ST (P, 15 7), 3 ] = S(b, 15 2), (I.1.29)

RISy 113 -), 3 2] = T (b, i3 ), (1.1.30)

para casi todo x € (0, 00).

Demostracion:

Sean ¢ € Coy T € (0,00). Ya que @1 € Lo, del Lema 1.15 se sigue

/L((PT#@ = u(@T)u(¢)-

Luego,siv>T
Su1Sr (i) i) = [y ()T (o) or) (0),(8) )y =

= [ ) @)y = Sr(6,59). 7 € (0,00).

De un modo similar podemos ver que

StSu(, p;+), ps ] = S, p; ), T € (0,00).
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Por otra parte cada uno de los miembros de la igualdad (I1.1.29) define un operador
lineal acotado de L, en si mismo, (véase Corolario 1 [44]). Ya que Cj es denso en
Ly .. (1.1.29) es valida para cada ¢ € Ly ,.

Para probar (1.1.30) se procede anidlogamente. O

dp+1) 4(p + 1)
(wrn/pr) ¥ 20 F3 <p< 2u+1

C>0ya>1 tales que para cada 0 < T < v < aT

/T
18,6 = Sr(6.slle < © [ B )

Lema 1.24 Sean ¢ € AH" b2 Entonces existen

Demostracion:

Sean a > 1y 0 < T <v <daT. Definimos la funcién

g(x) = SV(¢,M;$) - ST(Qb,/J,;.’IJ), T e (07 OO)

Nétese que g € Ly .
Tomamos § > pu + 1/2. De acuerdo con el Lema 1.23, ag(g,y;x) = 0, para casi

todo x € (0,00). Por tanto, podemos escribir
@) = 9(a) = o goi ) = [ lol@) = (ng) @) ra(r(e) =

1/T a/T
= (/ +/ — (1eg9) ()] fr 5 (t)dv(t), para casi todo z € (0,00).
0 1T /T

Analizamos ahora cada una de las tres integrales de la 1iltima igualdad.

En virtud del Teorema 2.a [42] y ya que 74, t € (0,00), es un operador contractivo

en Lo, tenemos

1T 1/T
[ @) = (g alra@an®)] < [ lgo) = () @) rp(0dr(e) =

s /
- % [ @RI g (1) l9(0) — () @)t <
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Ir'g+1)

< 00 , z € (0,00).
< [lgll 20T (+ D (u+ B +2) @ € (0,00)
También,
/ /T[g(w) - (Ttg)(x)}fT,ﬁ(t)dv(t)\ <
2P0 (8 + )T 12 g 1 e
- 27T (s + 1) Pl i (7) o/T

2PT(8 + 1)a" P12 g]| oo 1/2
= J , z € (0,00).
2D (4 1)(8 — p—1/2) 2213'2 wrp1(2)l; @ € (0,00)

La acotacién de la funcién v/zJ,4g41(2) sobre (0,00) nos permite elegir a. > 1 tal

que

8 p—B+1/2 1/2
(6 +1) 2°T(B+ a ?iglz Jutp1(2)]

= < ].
22T (p + T (p + B+ 2) X710 (p 4+ 1)(B — p — 1/2)
De este modo, obtenemos
1/T 00
([ + [ )o@ = (ng)@lirs®yd)] < bllglle, 7 € (0,00 (1131)
0 a/T

Por otra parte. intercambiando el orden de integracién, se sigue que para cada
P € Cy
00 T 2t
Al @) = [ Dlat2) [ u ) (e () (w)dudy(2) =
T 00
= [ w @) [ Dot ) ) )y () =
T
= [ ) ) () w)du = Sl i), b € (0,00)

Ya que St y ¢ son operadores acotados en Ly, concluimos que

e[ ST (b, p; V() = Sp(1e(P), 5 %), t € (0,00) y casi todo = € (0, 00). (1.1.32)

Luego, de (I1.1.32) inferimos

179 — glloc = ||Su (¢ — T2, 15 ) — ST(P — T2, 115 )| |oc <
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< [Su(¢ = 7edh, 1, loe + 1S7(¢ — Tedh, 13 ), € (0, 00). (I.1.33)

Ademads, del Teorema 2.b [42] se deduce

157(¢ = 72, 115 )loe < Cllprlpr ulld = 7l <

< OT* P g = 76l s ¢ € (0,00). (1.1.34)

Combinando (1.1.33) y (I.1.34) obtenemos

1729 — glloc < CTXFTIP|| g — 74| 1. t € (0, 00),

y entonces
a/T
[ o) ~ o) @lrsnr0] < [ g~ rgllelra®lin® <
/T 1T
o/T
<c [ TDEEDR)|G - ||, #2 dE <
1/T
a/T

<C _wpld)t) (1.1.35)

2D/

De (1.1.31) y (I.1.35) concluimos que

||g||OC§C #+1 1/p+1) (t)

Nuestro préximo resultado establece la convergencia en Lo de Sp(é,u;-) a ¢,
cuando T — oo, siempre que ¢ sea adecuada, y completa otros conocidos (Teorema 3.1

[24], Teorema 5 [41] y Corolario 1 [44]).

4p+1 4p+1
Proposicidn 1.25 Sean ¢ € AH 21 /pr1) Y 2(Z—+3—) <p< 2(Z T 1) Enlonces

157 (¢, 1t;+) — @|loc —> 0, cuando T — oo.
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Demostracién:
Sea 0 < T < v. Elegimos n € IN de manera que a"T < v < ¢"*!'T, donde a es la

constante positiva obtenida en el Lema 1.24. De este iltimo lema se infiere

1S (®, 15 +) — Sty 15 Mloe < NSu(d, ;) — Sarr (b, 15 )| |0t

n—I1

+ Z |‘Sa,(k+1)7“(¢7u; ) - SakT(¢7 H; )||OC <
k=0
o _wp()(t)
<0 /0 SGrazern Y-
Entonces el Lema 1.23 permite escribir

e Sz/ s Hby - -5 s M5
150 157) = S20ps oo < € [ LeBAL L) =BG g

Ademas, ya que 7; es un operador contractivo en Ly, , (p.16, [71]), del Teorema 5

[41] y el Corolario 1 [44] sigue

Wwp[ Sy (s 15 ) — S1(hs a3 )](1) < 2([1Su (b, 113 °) — Bllp,ut
+||S7(d, p15°) — bllp,u) — 0. cuando v, T — o0,

para cada t € (0, 00).

Por tanto, ya que en virtud del Corolario 1 [44]
wp[Su (@, 15 +) — St(¢, 3 )](1) < Cwp(P)(L), ¢ € (0,00),
concluimos que
S0 (é, 15 ) — Sty 5 +)|lc — 0, cuando v, T — oo.

Basta recurrir ahora al Corolario 3.2 [24] para terminar la prueba. O



1.1.5. Los espacios de Besov-Hankel 41

Introducimos ahora los espacios de funciones que llamaremos de Besov-Hankel ya
que su definicién recuerda a los espacios de Besov usuales ([35] y [46]).

Seana >0y 1 < p,r <oo. Una funcién ¢ € L, , estd en el espacio de Besov-Hankel
BHP™ s

oc
[ (00,

donde como en la Seccién 1.1.4 w,(¢)(£) = |[12¢ — ¢|lp,u, t € (0, 00).

En esta seccién caracterizamos los espacios BHE" mediante las integrales parciales
de Hankel y las medias de Bochner-Riesz.

Necesitamos probar primero dos resultados. El primero de ellos es una extensién

del Lema 1.16 y puede ser probado de 1un modo similar.

Lema 1.26 Sean 8> p+1/2 y 1 <p < co. Entonces para cada ¢ € Ly,

o dT
d(z)in2 = /0 [OQ’BT((b,M;x) - a§(¢,u;x)]?, para casi todo x € (0, 00).

|

Lema 1.27 Seana,f € R, —1/2 < p<f—a—1/2 y1 <p < oo. Si¢ es una funcién

localmente integrable sobre (0,00) entonces

{/ |ta+u—ﬂ+1/2/ Zu—ﬁ—1/2¢(z)dz|p@}l/p SC{/ |t—a¢(t)|P£}l/p_ (1.1.36)
0 1/t t 0 t

Demostracion:

Tras un cambio de variables obtenemos

G(t) = (oHn=p+1/2 / P2 () dy = 1° / P22 dz, ¢ € (0,00).
1/t 1

Sea 1 < p < 0o0. Kl Teorema de Fubini y la desigualdad de Holder conducen a

oc dt oc B 0 o 4 =
| emps < [Tlempt [Tt g dedr =
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_/ / (Pt 122 s <

< [Tl [Flewie v YT [T}

Una sencilla manipulacién permite concluir ya (1.1.36) en este caso.
Finalmente, si p = 1, (I.1.36) sigue inmediatamente sin mds que intercambiar el

orden de integracion. |

A continuacién caracterizamos los espacios de Besov-Hankel a través de las medias

de Bochner-Riesz.

Proposicién 1.28 Sean 0 < a <1, —1/2<pu<f—a—1/2,1<p,r<ocy¢ € Ly,.
Las tres propiedades que siguen
(i) ¢ € BHET,
(i) T\ (b 1) = Bllpu € L((0,00), LF),
i) TP Yy LB .. L.((0 ar
(Z”) ‘|02T(¢7M: ) OT(¢7.“’7 )HP:M = T(( ,OO), T )7

son equivalentes.

Demostracién:
(i) = (i7). Supongamos que ¢ € BHE". La desigualdad de Minkowski generalizada

conduce a,
5 1/T 00
026,159 = bl < [ rs@lp@ @) + [ 1frs@lup@) () <

1/T 00
< o™+ / wy () (2) 22+ dz 4 THB+1/? / B2, (6) (2)d2) <
0 1

/T

< C’(T/()l/T wp(¢)(2)dz + TH B2 /100

p z“fﬁ*lﬁwp(qb)(z)dz), T € (0, 00).

Entonces del Lema 6 [35] y del Lema 1.27 podemos inferir

1/r

([T @e o ms) - sl 3 <o [T [ w2
0 0 0 T
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+{ /0°°[Ta+u5+1/2 /;; z“*ﬂ’l/pr(qb)(z)dz]rd?T}l/”) -

of [T (R T <

2 z
De este modo hemos establecido (i7).
(13) = (4i1) Es claro.

(14) = (i) Definimos el operador A como sigue

A(¢7x7t) = (Tt¢)(x) - ¢($) z,t € (07 OO)

Ya que ¢, t € (0,00), es un operador acotado (contractivo, p.16 [71]) de L, , en si

mismo, 7.¢ € Ly, para cada t € (0,00), de acuerdo con el Lema 1.26 podemos escribir

A(¢,x,t)ln2 = /Ooo[(fQT,,B - fT,ﬁ)#(Tt¢ - ¢)]($)d?T para cada ¢ € (07 OO): (1137)

y para casi todo = € (0, 00).

Ademds, si € L1, y ¢ € Ly, entonces

Ti(Ytp) = () = (), t € (0,00). (I.1.38)

Para probar (I1.1.38) es suficiente observar que cada término de la igualdad define
un operador bilineal acotado de Ly, x Ly, en Ly, (véanse, p.16 [71] y Teorema 2.b
[42]) y que (1.1.38) es valido cuando ¢ y ¢ estdn en Cj, siendo Cjy un subespacio denso
en Ly, 1<p<oo.

De (1.1.37) y (1.1.38) se sigue que

dT

o (1.1.39)

A2 = [ AloZedypis) — o6 ),)

para cada t € (0,00) y para casi todo = € (0, 00).

La contractividad de 74, t € (0, 00), sobre L, ,, implica

VA (0 (s 15 ) — (s 1)y s )l o < 2|0 (s 3 ) — 0By i) |prs (1.1.40)
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para cada t,T € (0,00).

También tenemos que

IA(GE (B, 155 ) — 0o 115 -), -5 1) |pu < CET |0 (s 13 -) — ooyt Wlps  (1141)

para t,T € (0,00). Ya que o5y (¢, p5-) — oy 155-), ) ¥ Oop(b, i) — 05y 115 )
definen operadores acotados de L, , en si mismo, para cada 7T,t € (0,00), para pro-
bar la desigualdad (I.1.41) es suficiente verificarla sobre Cy. Esto fue probado en la

demostracién de la Proposicién 1.17.

Combinando (1.1.39), (I.1.40), (I.1.41) y teniendo en cunenta la desigualdad de

Minkowski generalizada obtenemos
VB g
wp(@)(0) < Of [ tlob (@) = s )T+

o dT
+ | 086 ) = 061 )y} £ € (0,00),

Entonces del Lema 4 [35] se infiere

{/Ooc (w,;_g@)ﬁ}l/ <cf /OOO(T‘“HagT(qb,M; ) = o (s ')”P’“)Td?T}l/r’

y probamos asi (). O

A continuacién caracterizamos los espacios de Besov-Hankel mediante las integrales

parciales de Hankel.

Proposicidon 1.29 Sean 0 < o < 1, %<p<42(21% ,1<r<ocyocLy,.

Entonces las tres propiedades que siquen
(i) ¢ € BHP,
(i6) T1S7(, p15-) — Hllpus € Li((0,00), F),
(i) T/ Sor (¢, 1) — Sr(by 153 [pys € Lo((0,00), &L,

son equivalentes.
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Demostracion:
Elegimos § > p + a + 3/2. Nétese que § > 1.

(1) = (i1). Sea T € (0,00). Observamos inicialmente que
ST(Ug(qﬁ,u; Dy psx) = Jg(qﬁ,u;w), para casi todo z € (0, 00). (1.1.42)

Para probar (1.1.42) es suficiente ver que se verifica cuando ¢ es reemplazada por
una funcién ¢ € Cp, ya que Cp esdensoen L, , y STy aj’Bﬂ son operadores acotados de

Ly, en si mismo. (I.1.42) sigue entonces sin mas que tener en cuenta que del Teorema

2.d [42] se deduce que

W00, 1)) = w(fr8) (), 9 € Co.

La familia {St}7e(0,00) de operadores de Ly, en si mismo es acotada (Corolario 1

[44]). Aplicando (I.1.42) obtenemos
[1ST(¢, 15 +) — dllpp < HST(UP?(@H; )= &) lp + Hag((/ﬁall? )= llpu <

< Cllof(d1s5) = Bl
Por tanto (i) puede ser deducido de la Proposicién 1.28.
(13) = (4i7). Es claro.
(7i1) = (i). Comenzamos probando que para cada T' € (0,00) y casi todo z € (0, 00)

28 (T

2% |, (T — )7 14S,($, ps w)dt = 7. ($, 13 ). (1.1.43)

Si i € Cy intercambiando el orden de integracién obtenemos

721_55 T(T2 — )P 4S, (4, p; w)dt =
0
28 (T t
= B [ 2y [ ) ) ) )t =

T

= 721—2185 /0 ! Y wy) T T () u(9) () /y (T? — t2)P~\tdtdy =



46 Capitulo 1. Las integrales parciales de Hankel, las medias de Béchner-Riesz...

T
= [y ) (L = () )y = o i), T € (0,00).

Sabemos que el término a la derecha de la igualdad (I.1.43) define un operador
acotado de L, en si mismo. Esta misma propiedad la tiene el término a la izquierda

de (I.1.43). En efecto, de la desigualdad de Minkowski generalizada se sigue

128 [ a2 — ey -tusygomoa]| <
728 J, BN o
20 r 2 2v8—1
< 7, (T = )7 1] [Se(b, 13 )| |p,udt < Cl|d]]p,u-

Por tanto, ya que Cj es denso en L, . (1.1.43) es cierta.
Recurriendo de nuevo a la desigualdad de Minkowski generalizada y atendiendo al

Lema 5 [35], obtenemos

dT r
{/ [ a‘|02ﬂT(¢7“?') _Ug‘(@/ﬁ;'mp,u]r T }1/ <
0

) ' dTy1/r
< 25{4 [Ta_Q,B/O (T2 — t2)5*1t||52t(¢,;¢; ) _ St(¢,ﬂ ')prdt]r?}l/ <

p,udt]rd?T}l/r <
dT\1/r
T

<op{ [T [T 118u(6,m) - Sut6.15)

< of [T 1Ser (@ ms) = Se(6.ps Ml

La prueba termina aplicando la Proposicién 1.28. O

En p. 115 [75] se presentan algunos resultados relativos a la integrabilidad de la
transformada de Fourier de funciones que satisfacen una condicién de Lipschitz. En
esta seccién probaremos que la transformada de Hankel ,(¢) de ¢ estd en L; , cuando
¢ pertenece a adecuados espacios de Lipschitz-Hankel. Aqui, como en la Seccién 1.1.4,
por AHE , representaremos el espacio formado por aquellas funciones ¢ € Ly, tales

aue ) ¢ 1, donde w,()(x) = 726 — gl = € (0.00).
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Haremos uso del siguiente resultado que es una consecuencia del conocido Teorema

de interpolacién de Marcinkiewicz.

Lema 1.30 Sea 1 <p < 2. Para cada ¢ € Ly, tenemos

| e @ @pdre) < ¢ [T ls@Ida).

Demostracién:
El procedimiento seguido es similar al empleado en el Teorema 1 [1]. Definimos el

operador
(T§)(w) = 2™+ 4 (9)(2), = € (0,00).
En virtud del Teorema 3 [41] T es un operador de tipo fuerte (2, 2) entre los espacios
((0,50), ) ¥ ((0,00), —2).

Ademas, ya que la funcién z7#J,(2) es acotada sobre (0, 00) podemos escribir

d 1 o0
i / T3y < C—H¢L’\1’”, A € (0,00).

<
/{me(o,oo):T¢<x)>A} D T 2T (1) Jo(pp /e

Por tanto T es un operador de tipo débil (1, 1) entre los espacios considerados.

Kl resultado sigue ahora del Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz. |

2p —

2
. s’ . /"L
Proposicién 1.31 Sean 1 < p <2y —-1/2 < u < 2 St e NH) o0 1y1/pin)
entonces ,(¢) € L1 .
Demostracién:
Sea ¢ € AHIﬁ?(uH)(l/pH)' Ya que ¢ € L, , tenemos que

u(r2d — @) y) = [eu(ay) ™ Tu(zy) —1]u(d)(y),

para cada x € (0,00) y para casi todo y € (0,00), donde ¢, = 2¢T'( + 1).
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Entonces, del Lema 1.30 se sigue
x
/0 y?ETE2) () () P len(@y) ™ Tu(wy) — 1Pdy(y) <

<0 [T Imd)) — 60)Pdy(y) < Cun(@) @), o € (0,00).

Ademads, existen a, § € (0, 00) tales que
lcpz P T, (2) — 1] > az®, para cada 0 < z < 4.
Por tanto, se tiene que

w2 [ 00D, () )Py Pr(y) < Cup()), 7 € (0,00),

y de la desigualdad de Holder se sigue

§/%  2utl)(p-2 3w
[T i @wine < { [ @ mpye )
0 0

§/x / w 2)52k+1)/p'
{/0 d,y(y)}l/p <cC p(¢)(2)

, € (0,00).
$2+2(;;j1) : ( ’ )

Integrando el primero y el dltimo término de la desigualdad anterior sobre (0, 00)

2(p+1)(p—2)+1

respecto de la medida x» dz obtenemos ya el resultado deseado. |

La siguiente propiedad es andloga a la recogida por E.C. Titchmarsch (Teorema 84

[75]) para la transformacién integral de Fourier.

Proposicién 1.32 Sean 1 < p < 2 y ¢ € Ly,. Si wy(¢)(z)/2* € L entonces

2(p+1)p
ap+2(u+1)(p—1)°

u(®) € Ly, siempre que 1%1— >q >

Demostracion:
Seguimos un procedimiento similar al empleado en la prueba de la Proposicién 1.31.

Ya que ¢ € Ly . en virtud del Teorema 3 [41] tenemos

o / ’ 1/p
L@@ leutan) ey =17 drw)} " <
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1/p

<of [Tlmow - swraw}”, 5 e 0.0,
donde ¢, = 2*T'(n + 1).
Ademads para cierta 6 > 0
é/x , , P
"32{/0 (D)W ™ dv(y)}l/ < Cup(9)(z) < Ca®, x € (0,00). (1.1.44)

p > 2(p+1)p , s
Sea poT>42 I TESN Definimos la funcién

/ (D) ()92 dy (y), t > 1.

De la desigualdad de Holder y de (I.1.44) sigue
<{ [ 1@l nw)" { [ aw) " < oo gy,
1
Por tanto, podemos escribir
q ! =24, —2q ! —2¢—1
/ |u(9)(w)|*dy(y) = /1 y W (y)dy =1t W)+2q/1 y T (y)dy <

< Qe ert2m0=a/P) L1y ¢ > 1. (1.1.45)

Finalmente recurriendo de nuevo al Teorema 3 [41] obtenemos

q/p 1 /v’
/ |u y)|4dry(y) / |u |p dy( / dry( <
Cllgllp,u- (I.1.46)
Las desigualdades (1.1.45) y (I.1.46) permiten concluir la prueba. a

Una inmediata consecuencia de la Proposicién 1.32 es la que sigue.

Corolario 1.33 Sean 1 <p <2y ¢ € L,,. Sia>2(u+1)/p ywy(d)(z)/z* € Loc

entonces ;,(¢) € L1 .



Parte 11

Sobre la convolucion
distribucional de Hankel.
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FEsta segunda parte de la Memoria estd dedicada al estudio de ciertos aspectos en
relacién con la convolucién distribucional de Hankel.

Como ya fue comentado en la introduccién del Capitulo 1 fueron I.I. Hirschman [42]
y D.T. Haimo [39] quienes introdujeron e investigaron una operacién de convolucién
para la transformacién integral de Hankel. Ellos consideraron la transformacién de

Hankel definida por

D) = [T ay) o) pla)do, y € (0,00, (1)

donde, como es usual, por J, representamos la funcién de Bessel de primera especie y
de orden p. Como en la primera, a lo largo de esta segunda parte p serd, salvo que
otra cosa sea especificada, mayor que —1/2. Sin embargo, A.H. Zemanian [81] para
estudiar la transformacion integral de Hankel en espacios de distribuciones considerd

la variante definida por

he @) = [ VaGIuay)pla)ds, y € (0,00). (1r2)

Aunque la simetria que presenta la forma (I1-2) la hace en algunos casos mds ade-

cuada que (II-1), es claro que en virtud de la relacién

hu(d)(y) = "2, (@™ 2 9)(y), y € (0,00),

los resultados que se obtengan para (I1-2) tienen un anilogo para (II-1) y viceversa.
Ya que nuestro objetivo es estudiar la convolucién de Hankel en espacios de dis-
tribuciones adoptaremos para la transformacién de Hankel la forma (11-2).
De los resultados de I.I. Hirschman [42] y D.T. Haimo [39] se deduce que la adecuada
definicién para la operacién de convolucién para h, es la siguiente. Denotaremos aqui
por L, 1 el espacio constituido por aquellas funciones f medibles sobre (0, c0) tales que

o«
I fllp1 = / |f ()27 2dz < co. Asi,sifyge L, 1 definimos la convolucién de
0
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Hankel f#g de [ y ¢ mediante

(9@ = [ " 1) (ra9) W)y, € (0, 00),

donde el operador de traslacién de Hankel 7., 2 € (0, 00), es definido por
o0
(rg)w) = |~ Dla.y.2)g(2)dz. @,y € (0,00).

x0
siendo D(z,y,2) = / t_“_l/Q\/HJ#(xt)\/ﬁJu(yt)\/EJu(zt)dt, z,y,z € (0,00).

0
Del Teorema 2.d [42] se infiere que la férmula de intercambio

hu(f#9) = 27" 2hy,()hy(9) (11-3)

es valida para cada f,g € L, 1.

La convolucién # fue usada por J.M. Gonzilez [36] en la resolucién de ciertos
problemas que involucran al operador de Bessel S, = g2 Dg2tl Dy 1/2

Fue J. de Sousa-Pinto [69] el que comenzd el estudio de la convolucién distribucional
de Hankel aunque sélo lo hizo para u = 0 y para distribuciones de soporte compacto.
Recientemente J.J. Betancor e I. Marrero ([8], [9], [10], [11], [12], [13] ¥ [52]) ¥ J.J.
Betancor y B.J. Gonzilez ([6]), han investigado la convolucién # para cada p > —1/2
y en diferentes espacios de funciones generalizadas.

Recordamos ahora las definiciones y las principales propiedades de algunos espacios
de funciones que surgen en los estudios de la transformacion integral y la convolucién
de Hankel y a los cuales recurriremos con frecuencia a lo largo de esta segunda parte
de nuestra Memoria.

A H. Zemanian [79] introdujo el espacio H,, de funciones formado, para cada p € IR,
por las funciones ¢ complejas y regulares sobre (0, 00) tales que para cada m,k € IN la

cantidad

Dhs@) = s (14207 (20) gt
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es finita. H, es dotado de la topologia generada por la familia {Flrfz,k}m,k cIN de semi-
normas. De este modo H, es un espacio de Fréchet. Ademds, la transformacién h, de
Hankel es un automorfismo de #H,, siempre que p > —1/2 (Teorema 5.4-1, [81]). Como
es usual, el espacio dual de H,, se representa por 7—[;

La transformacién h,, de Hankel se define sobre 7—[; como la traspuesta de la trans-
formacién clisica. Concretamente, si denotamos por h;; la transformacién de Hankel
cuando actia sobre elementos de Hj,, para cada f € H;,, h), f es el elemento de
definido por

<hyfop>=<f hup > ¢ EH,

Es inmediato que h;; define un automorfismo sobre 7-[;“ cuando sobre éste se con-
sidera la topologia débil * o la fuerte, siempre que p > —1/2.

Diferentes propiedades de H,, y H,, fueron establecidas en [7] y [9].

La férmula de intercambio (I1-3) revela que en el analisis de la convolucién # resulta
util conocer quienes son los multiplicadores de H,, y Hj,. A.H. Zemanian (p.134, [81])
introdujo el espacio O counstituido por las funciones f complejas y regulares sobre
(0, 00) que verifican la siguiente propiedad: para cada k € IN existe n = n(k) tal que la
funcién (1 4 2%) ™" (iD)kf(x) es acotada sobre (0, 00). Este autor probd que O es un
espacio de multiplicadores sobre H,,, esto es, para cada f € O la aplicacién ¢ — f¢ es
continua de H,, en si mismo. En el Teorema 2.3 [7] O es caracterizado como el espacio
de multiplicadores de H,. Las principales propiedades topolégicas de O se establecen
en [12].

Sea a > 0. El espacio 8, 4 fue definido por A.H. Zemanian [80] como el subespacio
de H,, constituido por las funciones ¢ € H, tales que ¢(z) = 0, x > a. Sobre 3, , se
considera la topologia inducida por H,. Asi 3, . es un espacio de Fréchet. Ademds

si 0 < a < b entonces B,, C Bup y la topologia que induce 8, sobre 3, , es la
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propia de f, ,. Se define 5, = U Bu,a y se dota a f§, de la topologia inductiva. g,
es 1n subespacio denso en H,,. ﬁ;.otra.nsforma,da de Hankel h,(8,) del espacio g, fue
caracterizada en el Teorema 1 [80] cuando > —1/2. De nuevo la transformacién h,, de
Hankel se define sobre el espacio 5L dual de §,, como la traspuesta de la transformacién
clasica.

La convolucién # de Hankel fue investigada sobre H;, y sobre 8, en [8], [9] y [52].

En [9] y [52] se caracteriza el espacio O, ,, de operadores de convolucién sobre #,,.
Este espacio resulta de especial interés en el estudio abordado en el Capitulo 3 de esta
Memoria sobre ecuaciones de convolucién de Hankel. Recordamos ahora la definicién

de (9:%#. Sea m € 7. Kl espacio O, 4 es aquél que estd formado por las funciones ¢

complejas y regulares sobre (0, 00) tales que

BE () = sup )(1 + )" S g (z)] < oo
xe (0,00

para cada k € IN, siendo S, = g=h2 D2l D pn=1/2, Oum,# €s un espacio de
Fréchet cuando se considera sobre él la topologia asociada a la familia de seminormas
{Bﬁb’u}keﬂ\p Es claro que H,, estd contenido en O, . Definimos el espacio O, p, &
como la clausura de H, en O, %. Tenemos que O, 11,4 estd continuamente con-
tenido en O, 4. Fl espacio O, 4 = U O,,,m,# es dotado de la topologia inductiva
y O, 4 es el dual de O 4. En la P%i)osicién 2.5 [9] se prueba que si T € H), y
TH#HP(x) =<T,7,¢ >, para cada x € (0,00) y ¢ € H,, entonces T#¢ € H,,, para cada
¢ € Hy. si, y slosi, T € O], 4. Ello permite definir la convolucién T#S de T € H,, y

S €0, como sigue
<TH#HS, ¢ >=<T,S#¢p>, ¢ € H,.

De este modo T#5 € 7—[:1 v ademads se satisface la siguiente versién distribucional

de la férmula de intercambio (I1-3)

L —p—1/2
L (T#S) = 2P V2R (S)W(T), TEH), v S € O 4.
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Conviene seflalar aqui que S € O}, 4 cuando, y sélo cuando, gl 2hL(S) €O
(Proposicién 4.2, [52]). Las principales propiedades topolégicas de los espacios O, 4 y
O, pueden ser encontradas en [12] y [13].

En el estudio sobre la convolucién # en §), ([8]) es introducido el espacio &, cons-
tituido por aquellas funciones ¢ complejas regulares sobre (0,00) tales que existe el
siguiente limite
tim (D) o2 (a)]

=0t \x

para cada k € IN. Después de dar una caracterizacién del espacio 8/'1 dual de £, como
subespacio de ﬁL (Proposicién 4.4, [8]) se establece que # es una operacién cerrada en
&;, (Corolario 4.10, [8]).

Nos proponemos en la segunda parte de esta Memoria estudiar algunas cuestiones
en relacién con la transformacién integral y la convolucién de Hankel no tratados hasta
el momento. Concretamente estudiamos la transformacién h,, y la convolucién # sobre
espacios de distribuciones de crecimiento exponencial (Capitulo 2), ecuaciones de con-
volucién de Hankel sobre espacios de distribuciones de crecimiento lento y exponencial
(Capitulo 3) y caracterizamos los duales de ciertos espacios de funciones transformables
Hankel mediante #- operadores (Capitulo 4).

A lo largo de esta parte C siempre denotard una constante positiva adecuada aunque
no necesariamente la misma en cada aparicién.

Nos resultaran muy itiles las siguientes propiedades de las funciones .J, de Bessel

y H ,(f) de Hankel que pueden ser encontradas, por ejemplo, en [29] y en p. 139 [50],

(i) |z P Juan(2)| < Cell™? 2 eCyne N (I1-4)
(i) |2'PHD ()| < Ce ™2, 2 €Ty |2] > 1, (11-5)
(iid) [2*H (2)| < C, |2] <1, (I1-6)
(iv) Sip € G%, %) entonces |zl/2Hlsl)(z)| <Ce ™z »cC. (I1-7)



Capitulo 2

La convolucion de Hankel sobre
espacios de distribuciones con
crecimiento exponencial

M. Hasumi [40] estudié la transformacion integral de Fourier sobre distribuciones
de crecimiento exponencial en la década de los 60. Sin embargo todavia no habia sido
estudiada la transformacién integral h, de Hankel sobre funciones generalizadas de
aquella naturaleza. En este capitulo abordamos esta cuestién. En la Seccién 11.2.2
introducimos dos espacios de Fréchet de funciones que denotaremos por &, y Q,, entre
los que la transformacion de Hankel es un isomorfismo. Fn la prueba de este resultado

(1)

desemperian un papel fundamental las funciones de Hankel H ,f .1 =1,2, de primera
especie y orden p (véanse [29] y [38]). La transformacién h, es definida sobre los
correspondientes espacios duales X y Q) como la traspuesta de la transformacién hy,
clasica. La Seccién I1.2.3 se dedica al estudio de la convolucién # de Hankel sobre

el espacio X/ll. de distribuciones de crecimiento exponencial. Obtenemos resultados

similares a los conseguidos en [52] para distribuciones de crecimiento lento.

59
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X, Qu

FEn esta seccién introducimos nuevos espacios de funciones entre los cuales la trans-
formacién integral de Hankel h,, resulta ser un isomorfismo. Estudiamos también las
principales propiedades topoldgicas de estos espacios.

El espacio X, estd constituido por aquellas funciones ¢ complejas y regulares sobre

(0,00) tales que

’Yﬁlk(d)): sup e
z€(0,00)

(20) (@ 2g(a))| < oo,

para cada m,k € IN. Consideramos sobre &), la topologia generada por la familia
{’yfn,k}m,k <IN de seminormas. Siguiendo los métodos habituales (véase p. 131, [81]) no
es dificil probar que X, es un espacio de Fréchet. Ademas, recurriendo a la Proposicién
4.1.5 [62], puede establecerse que X, es un espacio nuclear procediendo. por ejemplo,
como en la Proposisién 4.2 [7].

Como veremos, resulta util disponer de otras familias de seminormas sobre A,

que definan sobre él la misma topologia que {Wﬁ%k} v- En particular, para cada

m,kéE

Hp
m,k

p € [1,00], el sistema {n;", } v de seminormas donde

b (¢) = |le™ x2Sk g ()|, ¢ € X,

para cada m,k € IN, siendo S, el operador de Bessel gTP 2D g2t Dp=h=1/2 g
equivalente a {,y?lj@,k}m,k cIN- Aqui || - [|, representa la norma en el espacio de Lebesgue
L,(0,00), para cada p € [1,00]. Esto puede ser establecido siguiendo las pautas mar-
cadas en el Lema 2.2 [9].

Ademas es claro que X, estd contenido en H, y que la topologia de &), es més fina
que la que induce sobre él la de H,. El operador de Bessel S, define una aplicacién

lineal y continua de X, en si mismo.
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Denotaremos por Oy el espacio de los multiplicadores de &), esto es, una funcién
[ definida sobre (0, 00) estd en Oy cuando f¢ € X, para cada ¢ € X),. Siguiendo un
procedimiento andlogo al desarrollado en el Lema 2.2 y el Teorema 2.3 [7] y en [78]

podemos probar lo siguiente.

Proposicién 2.1 Una funcién f definida sobre (0,00) estd en Oy si, y sélo si, f
satisface las dos propiedades que siguen

(1) [ es regular sobre (0,00), y

(13) para cada k € IN existe m = m(k) para la cual la funcion e_mx<éD)kf(a:) estd

acotada sobre (0,00).

Observamos que la Proposicién 2.1 justifica que no aparezca el pardmetro y cuando
nos refiramos al espacio de multiplicadores de A, pues el espacio de multiplicadores
de X, es el mismo cualquiera que sea p. Ademds z7H12¢ € Oy, para cada ¢ € Xy

El espacio dual de X}, serd representado, como es usual, por X/IL' Oy es también el
espacio de multiplicadores sobre X /;

Argumentos habituales basados en el teorema de extensién de Hahn-Banach y dua-
lidad permiten probar la siguiente representacién para los elementos de X},. (En [5] y

[9] pueden encontrarse resultados similares para el espacio H,).

Proposicién 2.2 Sea T un funcional sobre X,,. Entonces T € X/L si, y solo si, existen
r€INyr+1 funciones fr, € Loo(0,00), k=0,...,7, teniéndose que

T= Z Sl’j(emx_“_l/ka).
k=0

O
El espacio @, es el formado por las funciones ® complejas que satisfacen las dos

propiedades que siguen
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(1) 27#~12®(z) es una funcién entera, par, y
(73) para cada m,k € IN
w” (®) = sup (14 |2[2)Fz7#"Y28(2)| < 0.
[Im z|<m
Noétese que, para cada m, k € IN, wﬁfm & €s una norma sobre Q. Dotamos a Q,, de

la topologia asociada a la familia {w) .} . v de normas. Asi, Q, es un espacio de

m,ke
Fréchet y nuclear.
Introducimos también el espacio Qg constituido por las funciones F' complejas,
enteras y pares tales que para cada m € IN existe k = k(m) € IN para el cual
2\—k
sup (14 |2[*)7F[F(2)] < oc.
[Im z|<m
Og es un espacio de multiplicadores para Q. ya que la aplicaciém & — F® es
continua de @, en si mismo para cada F' € Og. Ademads 2h—1/2 Q. C Og. El espacio

dual de Q,, lo denotaremos QL.

A continuacién estableceremos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.3 La transformacion integral h, de Hankel es un isomorfismo de X, en

Q. Ademds la inversa de hy, tiene la misma forma.

Demostracién:
Sea ¢ € X,,. Definimos ® = h,(¢). En virtud de (II-4) para cada m € IN podemos

escribir
o« o0
| @) g () de < © [ e o 2 () do <
0 0

<C sup |eM*VzL=r=12004)| | cuando |Im z| < m.
2€(0,00)
De aqui se deduce que z=#~1/ 2®(z) es una funcién entera. Ademds para ver que

z_“_l/Q(I)(z) es par basta tener en cuenta que z7#J,(2) es una funcién par.
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Por otra parte, ya que H, contiene a &, del Lema 5.4-1 [81] sigue que
(1412274720 (2)] < O+ [2*) |27+ /2®(2)| =
0
= (|27 28(2)| + |z*u71/2/0 \/szu(zx)SﬁMx)dafD <

< C{nZ0(8) + 1T k(@) ) mk € Ny |Im 2] < m.

Por tanto, para cada m, k € IN, se tiene que

wh (@) < C {0l o(8) + 0 (@)} -

Probamos asf que la transformacién h,, es continua de &), en Q,,.
Sea ahora ® € Q,. Ya que ® es absolutamente integrable sobre (0,00) podemos

definir
o.¢]
W) = | VIR @)y, 7 € (0,00),
siendo la integral absolutamente convergente (basta recordar que /zJ,(z) es acotada

sobre (0,00)). Ademads, de acuerdo con (7) §5.1 [81], para cada k € INy = € (0,00) se

tiene

(0) @120 = (0 [ @) sl o)y, (L2

r
La integral en (I1.2.1) es absolutamente convergente para cada z € (0,00). Proce-

diendo como en la prueba del Lema 6.1 [29] de (I1.2.1) se sigue que

_1)* foo
ﬂ/ (& +in)) R H), (2(€ + in))-

TNk,
(GP) @ B == |

T
(& + i) HFRE2 (6 4 in)de,

para cada x € (1,00), n € (0,00) y k € IN. Aqui H,Sl) denota la funcién de Hankel de
primera especie y de orden p (p. 73, [77]).

En virtud de (II-5), al ser |z(£ + in)| > 7. cuando x € (1, 00), obtenemos

(D) @ @) < 0o [ Jeinle + e, (1122)
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para cada z € (1,00), 7 € (0,00) y k € IN, donde C representa una constante positiva
que depende sélo de 1.

Elegimos ahora [ € IN tal que [ > p+ 3/2. Entonces de (I1.2.2) se infiere para cada
m,k € IN

emm(lD)k(x_M—l/2¢(x))‘ Scer/o:c |f+i(m+1)|k|<1>(f+i(m+1))|df <

X _

<0 [ et itm e+ DPE i DPE F i 1) 2D iGm + 1) <
< Cuypy, g y(®) ; para cada z € (1, 00). (I1.2.3)

Por otra parte, para cada 2 € (0,1) y m, k € IN, tenemos

(G P) G | < e [l ) ey <
0

< Cuwl'y (@), (11.2.4)

donde n € IN es escogido de manera que n > p + 1.

Combinando (I1.2.3) y (I1.2.4) concluimos que h,, es una aplicacién continua de Q,,
en X,.

Para terminar la prueba basta observar que, al estar X, contenido en H,,, hi = Id,

sobre X, y Q. O

Una consecuencia inmediata del Teorema 5.4-1 [81] y del Teorema 2.3 anterior es

lo siguiente.

Corolario 2.4 El espacio Q,, estd continuamente contenido en el espacio H,,.

Definimos la transformacién h, de Hankel sobre los espacios X/A y QL como la

traspuesta de la transformacién h,. Como es usual, cuando la transformacion de Hankel
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actiia sobre los espacios duales la denotaremos por h;. De este modo, la transformada

de Hankel b, T de T € X}, (Q},) es el elemento de Q), (A}) definido por
<h, T, >=<T,hyp >, ¢ € Qu(X,)
Del Teorema. 2.3 se deduce lo que sigue.

Teorema 2.5 La transformacién h, de Hankel es un isomorfismo de X}, (Q),) sobre

Q,, (X}) cuando consideramos sobre X, y Q) la topologia débil + o la topologia fuerte.

|

Xy

X,

Comenzamos analizando el comportamiento de la traslacién y la convolucién de

Hankel sobre el espacio X,.

Proposicién 2.6 Para cada x € (0,00), la traslacién de Hankel 1, define una apli-

cacion lineal y continua de X, en si mismo.

Demostracion:

Sea z € (0,00). Ya que H, contiene a X}, de (2.1) [52] se sigue

(Ta$)(y) = hu[t7#7 2 (@) 2 Tu(at) b (D) (1)) (v), y € (0,00) y $ € X (T1.2.5)

Por tanto, en virtud del Teorema 2.3 para ver que 7, es continua de X, en si mismo
es suficiente probar que la funcién ®,(z) = (z2) " *J,(22),2 € C, estd en Og.

Es claro que @, es una funcién entera y par. Ademas, de (I1-4) se infiere que

1®,(2)| < Ce®lImel 2 e
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Luego, para cada k € IN, la funcién ®,(z) estd acotada en la banda |Im z| < k. De

este modo concluimos que &, € Op. O

Proposicidon 2.7 La convolucion # de Hankel define una aplicacion bilineal y continua

de X, x X, en X),.

Demostracién:
Del Teorema 2.d [42] (véase también Proposicién 2.2 [52]) se deduce que la férmula

de intercambio
B ) = 274 R (@) (), (11.2.6)
es valida para cada ¢,9 € X,.
Ademads la aplicacién definida por (@, ¥) — 2~ F=1/20W es continua de Q, x Q,

en Q.

Basta ahora aplicar el Teorema 2.3 para terminar la prueba. |

La Proposicién 2.6 permite definir la convolucién de Hankel T#¢ de T € X/L y
¢ € &), como sigue

(TH#p)(x) =< T, 120 >, 2 € (0,00). (11.2.7)

Nétese que si f es una funcién localmente integrable sobre (0, 00) tal que e ™* f €

L, 1, para algin m € IN, entonces [ define un elemento de X’ ;L mediante
x0
<Ty,¢>= /O [(@)p(z)dz, ¢ € X,
En este caso, tenemos para cada ¢ € X,
x0
T#d)@) =< Tyt >= [ W))Wy, 7 € (0,00).

En este sentido la definicién (I1.2.7) supone una generalizacién de la convolucién

clasica de Hankel.
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SiT e X/A y ¢ € X,, en general, no podemos garantizar que T#¢ € &),. En efecto,

definimos el elemento T' de X}, como sigue

xo
<T,¢>= / "2 (), ¢ € X,
0

Esto es, T' = T,.+1/2, con la notacién anterior. Para cada ¢ € X, de (2) §2 [42]

inferimos

> >
<T1p>= /0 12 /0 D(z,y, t)p(y)dydt =

p+1/2 00
o L ey, - e (0.0,
0

_ 0 0 12 _
o) [ DGy p iy = e

Por tanto, para cada ¢ € A,
e*z P2 < T 1, >— 00, cuando z — oo,
y T#¢ & X,

En la siguiente proposicién probamos que 2 #~V/2(T#4¢) es un multiplicador para

X, paracada T € X} y ¢ € A),.
Proposicién 2.8 Si T € X}, y ¢ € X, entonces TTP2(THe) € Oy.

Demostracién:
Sean T € X! y ¢ € X,. En virtud de la Proposicién 2.2 existen r € INy r + 1
wY Iz

funciones fi, k= 0,1, ...,r, esencialmente acotadas tales que
T
T = Z Sl’j(emx_“_l/ka).
k=0
Por consiguiente, para probar que z=#~1/ 2(T#¢) € Oy es suficiente ver que
e TA(SEE T [ ¢) € O

para cada r k € INy f € Luo(0,00).
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Sean r,k € INy [ € Ly(0,00). De la Proposicién 2.1 (4i) [52] y de (I1.2.5) se

deduce, definiendo T' = Sﬁ[emx_“_lﬂf], que
(T#)() =< Tymap>= [ f)e™y * Hora(Ske) w)dy =

= (ke [T p)ey oy [ @ (OO W)y, 2 € (0,0)

Sea n. € IN. Aplicando (7) §5.1 [81] obtenemos

(lD)n[QE*#*l/Q(T#(p)(I)] — (_1)n+k: /Ooof(y)eryy,ul/2_

xr

by [ () (3 (0)(8)] () dy, @ € (0,00).

Entonces,
1 n
(CD) e+ ()| <
<O sup [l Duy B2y [0 (o) Eon g (e (8)(1)] (W) . 7 € (0,00).
y€(0,00)

Ademas, de acuerdo con el Teorema 2.3 y ya que la funcién z7#J,(z) estd en Og

(sigue de (11-4)), existen m,[ € IN tales que

(20" a1 4) a)]

x

<

< Cwlt [2F ) () T () By (9) (1), = € (0, 00). (I1.2.8)

También de (I1-4) se deduce

wh (@)™ T (20) 2 R (9) ()] <

m,l

< wan’l+k+n(hu(¢>))emm, x € (0,00). (I1.2.9)

Senalamos que la constante C' no depende de x € (0, 00).
Recurriendo de nuevo al Teorema 2.3 y combinando (I1.2.8) y (I1.2.9) concluimos

que

(50)"tw AT < O, 7 € (0,00)

x
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Por tanto 2~ #~V2(T#¢) € Oy. O

Observamos que realmente en la demostracién anterior probamos algo més que la
propiedad enunciada en la Proposicién 2.8. Concretamente se establece que si T € X/i
existe m € IN tal que para cada ¢ € X, y cada n. € IN la funcién

e (DY o (T ) )]

x

es acotada sobre (0, 00).
En virtud de la Proposicion 2.8 si T' € X/A y ¢ € X, entonces T#¢ define un

elemento de X/A mediante

<T#b>= [ (T#O@)(a)ds, € A,

Proposicién 2.9 SiT € X, y ¢ € &), entonces

<TH#H, Y >=<T,p# >, Y € X, (11.2.10)

siendo valida la formula de intercambio
K (T#¢) =z 21 (T)hy(¢). (I1.2.11)

Ademds para cada T € X la aplicacion ¢ — TH# es continua de X, en X,

cuando consideramos sobre X;L la topologia fuerte.

Demostracion:

Sean T € X y ¢ y ¢ € &,. Tenemos que

<T#op>= | (T @) dz = / Y T > Yl)de.

Por tanto, ya que (7,9)(y) = (1y¢)(z), z,y € (0,00), habremos probado (I1.2.10)

desde que veamos que

x>

/0 Y Tomd > )z =< T(y), /0 (120) (y) )z > . (11.2.12)



70 Capitulo 2. La convolucién de Hankel sobre espacios de distribuciones...

Dividiremos nuestra prueba en dos partes.

(I) Se tiene que

o0

Jm [T ()@ =, (11.2.13)
y
lim [ (7o) (g () do = 0, (11.2.14)

en el sentido de la convergencia en X,.
Probamos ahora (I1.2.13). Para demostrar (I1.2.14) puede procederse de un modo
similar.

Sea a € (0,00). Es obvio que

Lw(Tx¢)(y)¢($)d$ = (ha# ) (y), v € (0,00),
donde

0, z<a.

= { #6122

Ademads, en virtud del Teorema 2.d [42] tenemos

hu(PaFtd) = 274 2R, (o) hu (). (I1.2.15)

Nétese que
a2 hy () (2) = / (zt) H I ()t 2y(t)dt, 2 €C,

es una funcién entera y par. También, para cada m € IN, recordando (I1-4) podemos

escribir
(e 8]

) @) < [ 1) T () de <

a

<cC / G2 (1) |dE < oo, |Tm 2| < m. (TT.2.16)

Por tanto z7#~'/2h,(1,) € Og. Del Teorema 2.3 y de (I1.2.15) se sigue entonces

que Y. #P € Xy,



I1.2.3. La convolucién de Hankel sobre los espacios X, y X, 71

Ademads de (I1.2.16) se deduce que para cada m,k € IN

wh 272, () h(8)] < Cuwk, (hy(6)) / gt 2 ) i <

o
< Cwﬁn,k(hu(gb))%/fwl,o(‘/’)/ e 't gt — 0, cuando a — co.

Hemos probado que z=#~1/2h,(1p,)h,(¢) — 0, cuando a — oo, en Q,,.
El Teorema 2.3 junto a (I1.2.15) nos permiten deducir (I1.2.13).

(IT) Sea 0 < a < b < oo. Entonces

/a D Tt > ple)ds =< T(y), / %(Tﬁ))(g)@[)(:ﬂ)dﬁ: > (T.2.17)

Para probar (I1.2.17) utilizaremos una técnica basada en sumas de Riemann. Sea

b—
m € IN— {0}. Definimos z, = a+n a
m

,n=0,1,....,m. Teniendo en cuenta que T

es lineal se sigue

b _ m
/ <T,72¢p > P(z)dx = n}g%c <T(y), bma Z(Ty¢)(3§n)¢($n) >
a n=1

Por tanto, (I1.2.17) quedard establecida desde que probemos que

b—a b
> ) E)ben) = [ (o) @)p(e)de,  (112.18)

n=1 a

lim
m—oc I,

donde la convergencia es entendida en A,.
Por otra parte del Teorema 2.d [42], (I1.2.5) y el Teorema 2.3, se infiere que (11.2.18)

es equivalente a que

. b—a
lim
m—oc  m

Dt (@) 0) (trn) 2 Tt ) =

= 1TH 2R (@) (O hy () (1), (11.2.19)
en el sentido de la convergencia en Q,,, donde ), ; es la funcién definida por

{ W(t), te (a,b; .
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Conviene observar que las funciones (z2,) *J,(22,), n = 0,1,..om y 27# V2R, (1hg )
estdn en Og.

Procedemos ahora a probar (I1.2.19).

Sean k,[ € IN. De (II-4) se deduce que

2P (9)(2) (br_na D (ewn) T Tu(zmn) ol T P p(n) -

n=1

In(2) = (1+|2%))"

-/ b(zx)sz)x““%(x)dx) < O+ M hy (9)(2)

— m b
(b a.Z€$n|1m2‘|‘x5+1/2¢(xn)|+/ 6x|[mzlxu+1/2|7,/)($)|d$) <

m n=1

< C(1+ 22|27+ Y2h,(4)(2)], cuando |Im z| < 1. (11.2.20)

Aqui la constante C no depende de m € IN — {0}.

Sea € > 0. De (I1.2.20) se sigue que para toda m € IN — {0}
In(z) <e, para |[Im z| <!y |Rez| > M, (I1.2.21)

para cierta M > 0.

Por otra parte, existe mg € IN — {0} tal que para cada m € IN, siendo m > my,

tenemos
b—a & —i p+1/2 b —p pt1/2
— Z(zxn) J(zay )zt ¢(wn)—/ (zz) MJ,(22)x P(x)dzr| < e,
n=1 a

(11.2.22)
para cada z € € tal que |Re z| < M e |Im z| <.
De (I1.2.21) y (I1.2.22) inferimos ya que (I1.2.19) y de esta manera queda probado
(IL.2.17).
Haciendo uso de (I) y (IT) pasamos a probar (11.2.12).

Para cada 0 < a < b < oc podemos escribir

x>

/OC < T 10> p(@)da— < T(y),/ (126) ()b (z)dz >=
0 0
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a b oc
= / <T,1p¢ > Y(x)dx + / <T,1p¢ > Y(x)dx + / <T,1p¢ > P(x)dr—

0 a b

a b
- <T@, [ () > = <T(), [ (md)p(e)de > -
<), [ () () >=
b
_ / < Tyry > lz)de + /OC < Tyrpdp > (w)da— < T(y), /G(quﬁ)(y)dj(x)da: >

0 b 0

- <T@, [ ) plards >

Ya que el tltimo término de esta igualdad tiende a cero cuando a — 07 y b — oo,
concluimos la validez de (11.2.12).
Sea ahora ¥ € Q,,. De (I1.2.10) y de la férmula de intercambio ((I1.2.6) es valida

para cada ¢, € H,,) se deduce
<P, (TH#P), U >=<TH#¢p,h, VU >=<T, ¢p#h,V >=

=< W (T), hyu(d#thy, ¥) >=< z=P=Y2R (T)h, (), T > .

De este modo (I1.2.11) queda probado.
Finalmente, teniendo en cuenta la Proposicién 2.7 y (I1.2.10) concluimos que, para
cada T € X}, la aplicacién ¢ — T#¢ es continua de X, en A, cuando sobre A}, se

considera la topologia fuerte. O

A continuacién introducimos un subespacio X /IL,# de X, que tiene como propiedad
fundamental la siguiente: T#¢ € X, para cada T ¢ X/{L,# y ¢ € &,. Este espacio
X /'L,# desemperia en nuestra teorfa el papel que juegan el espacio O, en el estudio de
la convolucién sobre el espacio de distribuciones temperadas (véase p. 314, [76]) y el
espacio O}, 4 en la teorfa de la convolucién de Hankel sobre H;, ([52]). Concluimos

definiendo la convolucién # de Hankel sobre X x & /IL, -
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Sea m € Z. Representamos por X, ,, « el espacio formado por las funciones ¢

complejas y regulares sobre (0, 00) tales que
A u($) = sup [¢"PaTHTH25EG(a)] < oo,
x€(0,00)

para cada k € IN. X, ,, » es dotado de la topologia generada por la familia {a’,ﬁz, u ) eeIN
de seminormas. Procediendo como en el Lema 6.3-1 [81] podemos probar que X, ,, 4 es
completo y, por tanto, Fréchet. Es claro que X, esta contenido en X, ,, . Definimos
el espacio X, ,, » como la clausura de X, en X, ,, ». De este modo &), ,,, »» es también
un espacio de Fréchet. Ademas X, ;11 4 estd continnamente contenido en &), , 4.

Obtenemos ahora una representacién para los elementos de T € X /Iwn,# sobre X,.

Proposicion 2.10 Seam € 7. SiT € X/i,m,# entonces existen v € IN y r+1 funciones

& € Loo(0,00), k=0,1,...,7, tales que
k=0
sobre X,,.

Demostracion:

Sea T € X/IL m- Existenn € INy C > 0 para los cuales se tiene

| <T,¢p>|< Coril]?é(n a'fn#(@, b€ X, ma- (11.2.23)

Sean ¢ € X, y k € IN. Supongamos en primer lugar que m € IN . Para cada

x € (0,00) tenemos
—u—1/2 ok vd —u—1/2 ok
oI Shg(a) = [ SRS o)
FEntonces

e me 16,
M = H 1/2Sllj¢(x)| <e / ‘a[t Iz 1/2557t¢(t)]‘dt§

xz
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00 d 1 4
< /0 e[ SE ()]t = /0 ety nl| /0 2SI (o) di+
x0 x0
+/ emtﬁy—l‘/ u“H/le’j“qb(u)du‘dtg
1 4
1 t
S/ emt/ u7“71/2|55+1¢(u)|du dt+
0 0
x0
|4

+ /oo e_tt_Q“_I/ e(m+1)“u“+1/2|5ﬁ+1¢(u)|du dt <
1

<C (/0 u—u—1/2|5ﬁ+1¢(u)ldu+/o e(m+2)“u_“_1/215ﬁ+1¢(u)|du> 2 e (0,00).
Luego
(@) < C/ o2y =12 SR g (w) | du. (11.2.24)
0

Supongamos ahora que m € Z, siendo m < —1. Podemos escribir
|emxx—u—1/25k¢(x)| < /OC ‘i[emtti‘uil/zskqb(t)]‘dt <
# —Jo Idt # -
o o
< |m| / "2 Sk (1) dt + / et 12 gk )]t <
0 . 0 di H
00 0 4
< |m| / e 112 gk o 1) | dt + / gty 2 / w2 S b ) iy it <
0 0 0
* mt,—p—1/2| ok 0 (mAD)t—u—1/2) qh+1
gc(/@ emty—n=1/ ]Su¢>(t)]dt+/0 e+t —=1/2 qﬁ(t)\dt), 2 € (0, 00).

Por tanto,

buuld) < O ([T entern P istgeyidn+ [T em e st g(0) ar)

(11.2.25)
De (11.2.23), (I1.2.24) y (I11.2.25) concluimos que
o
| <T,¢>|<C max /0 Mt n12 15k t)|dt , ¢ € A, (I1.2.26)

para ciertos C > 0y r € IN.

La representacion deseada para T puede ser ahora obtenida de (I1.2.26) haciendo

uso del teorema de extensiéon de Hahn-Banach y teniendo en cuenta que el dual de
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L1(0,00) es Ly (0,00) (véanse, por ejemplo, (p.214, [76]), [5] v [9], donde se prueban

representaciones para ciertos espacios de distribuciones). O

Denotaremos por X, » el espacio U Xm,# dotado de la topologia inductiva.
me
Como es usual representaremos por X/L,# el espacio dual de &), ». Nuestro préximo

objetivo es caracterizar los elementos de X/i que pertenecen a X /'L 4
’

Teorema 2.11 Sea T € X/;. Las propiedades que a continuacion enunciamos son
equivalentes.

(1)) TEX, 4.

(i) 2=+~ 12h) (T) € Og.

(731) Para cada m € IN existen v € IN y r + 1 funciones fr, k = 0,...,7, continuas
sobre (0,00) y tales que

T= XT: Sy fr (11.2.27)
k=0
y €™ fi es acotada sobre (0,00), para cada k=10,...,7.

(1v) Para cada m € IN existen v € IN y r+ 1 funciones fy, k=0,...,r, continuas y
acotadas sobre (0, 00) verificando (I11.2.27) y siendo €™ f, — 0, cuando x — oo, para
cada k=0,...,r.

(v) Para cada m € IN ezisten r € IN y r + 1 funciones fy, k =0,...,7, continuas y

acotadas sobre (0,00) tales que (11.2.27) es vdlida y que €™ f, € L1(0,00), para cada
k=0,..,r.

Demostracién:
(1) = (#9). Sea T € A ,. Entonces T € &), ,, para cada m € 7. Sea m € 7 tal
que m < —2. La Proposicién 2.10 garantiza la existencia de r € IN y r + 1 funciones

& € Loo(0,00), k=0,1,...,7, tales que

r
T= Z Sﬁ[x_“_l/Qe(m+2)xfk], sobre X),.
k=0
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Definimos gi(z) = emT22z=6=1/2f, f = 0,1, ...,r. El Teorema de Fubini permite

escribir

<HLT, ® >=< T, hy (D) >= Z(—m/o (@) hu[y?* @ (y))(x)dz =

_Z 1 [Ty [ gula)e R ) ey dedy, € Q.
0

Por tanto se tiene que

y AR, (y) = Z(—l)ky%/o gn(@)z T2 (@y) T (ey)de, sobre Q.
(I1.2.28)
Sea ahora n € IN. Consideramos la representacion (I1.2.28) asociada a m = —n — 3.

Entonces, de acuerdo con (I1-4) concluimos que para cada n € IN
ly =2 (0, T)(y)| < C(1+ [y*"), cuando [Tm y| <n.

De este modo probamos que y‘“_l/zhL(T) € Og.
(49) = (iii). Sea m € IN. Definimos § = A T. Sabemos que 27120 ¢ Og.

Entonces, para cada [ € IN existen Cy > 0y n; € IN tales que
2747 120(2)| < Cil1 + |2°)™, [Tm 2| < L.

Definimos la funcién v(z) = (M? 4 22)7%0(2), |[Im z| < m + 1. Hemos escogido
k,M € IN de manera que M > m+ 1y k > npy +p + 1. De este modo v es
absolutamente integrable sobre (0,00) y por tanto hj,v = h,v. Ademds, teniendo en

cuenta el Lema 5.4-1 [81], podemos escribir
k k
2 k-

donde f; = (];)(—1)jM2(k*j)huv, para cada 7 = 0,..., k. Es claro que, al ser v absolu-

tamente integrable sobre (0,00), f; es continua sobre (0,00) para cada j =0, ..., k.
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Para establecer (ii7) debemos probar que "k, (v)(z) es una funcién acotada sobre
(0,00). Observamos inicialmente que €™*h,(v)(x) es acotada sobre (0, 1] ya que v €
L1(0, 00). Por otra parte, procediendo como en la prueba del Lema 6.1 [29] obtenemos

1

huo)(z) = 5012 [ (ol -+ in) P (€ +im)(¢+ inp 2o(E +inyde. (11229)

para cada = € (1,00) y 0 < < M. De la propiedad (II-5) y de (11.2.29) se deduce que

0 . 1/2
|emxhu(v)(x)| < Cefx/ |£ +Z(m + 1)‘M+ df-

—oc (14 € +i(m + 1)) mmtr

sup (1 + |22tz E 1 20(2)], 2z € (1, 00).
[Im z|<m+1

Concluimos asi, ya que k > ny, 1 + ¢+ 1, la acotacién de e™*h,,(v) sobre (1, 00).
(791) = (iv) and (iv) = (v) pueden ser probadas sin dificultad.

(v) = (i). Tenemos que ver que ' € &/, para cada m € Z.

Sea m € Z. Tomamos n € IN de manera que n > —m + 1. Existenr € Ny r + 1

funciones f;, 2 =0, ..., 7, continuas y acotadas sobre (0,00), y tales que

T
="
y €™ f; € L1(0,00), 1 =0,...,7T.

Entonces se tiene

<T, ¢>= Z /0 - filz) S p(z)dz, ¢ € X, (11.2.30)
=0

Por tanto,

|<T,¢p>]<Y /O €77 fi() | a1 2elmmmmImeme g =i 1/2 61 (1) | dy <
=0

< Giam(@, ¢ E X, (11.2.31)
1=0

Ya que X, es un subespacio denso de X, ,, x, de (I1.2.31) se sigue que T puede
ser extendido a &), ;, » como un elemento de X/:,m,#' Este elemento de X/:,m,# tiene

también la representacién (11.2.30) sobre X, ,, 4.
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Completamos asi la demostracién del teorema. O

Del Teorema 2.3 y en virtud de las Proposiciones 4.5 y 4.6 [8] se deduce que &), estd
contenido en X /IL,#‘ Ademis es claro que &), es un subespacio de X /'L,#
Probamos a continuacién que los elementos de X/IL,# definen operadores de con-

volucién en X),.

Proposicidon 2.12 Seq S € X/’M#. Entonces la aplicacion ¢ — S#H¢ es continua de

X, en si mismo.

Demostracion:

De la Proposicién 2.9 se sigue que
h,(S#¢) = m_“_l/QhL(S)hu(@, para cada ¢ € A),.

Entonces los Teoremas 2.3 y 2.11 permiten concluir que hL(S #¢) € Q, para cada
¢ € X, y que la aplicacién ¢ — hj,(S#¢) es continua de &, en Q,. Finalmente,
teniendo en cuenta que sobre @, la transformacién h;; se reduce a la transformacién
h,, clasica, recurriendo de nuevo al Teorema 2.3 obtenemos que la aplicacién ¢ — S#¢

es continua de X, en s{ mismo. O

La Proposicion 2.12 permite definir la convolucién T#S5 de T € X/L y S € XZL,#
como sigue: si T € X, y S € A , la convolucién T#S de T'y S es el elemento de &),
definido por

<TH#S, ¢ >=<T,S#¢>, ¢ A,.

Noétese que, en virtud de la Proposicién 2.9, la definicién de la convolucién sobre
X, x X, 4 que acabamos de dar es una generalizacién de la definicién dada para la

convolucién sobre X/i x X),.
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En la siguiente proposicién establecemos la férmula de intercambio de la transfor-

macién hj, de Hankel y la convolucién sobre A, x X, .
Proposicién 2.13 Sean T € X, y S € X, ,,. Entonces
hi(T#S) = &=+ 121 (T)h),(S) .

Demostracion:

Basta observar que, de acuerdo con las Proposiciones 2.9 y 2.12. se tiene
< hL(T#S),q) >S=<TH#HS, h,(®) >=<T,S#h,(®) >=

< W(T), by (S#hu (@) >=< B, (T), 27+ /21, (9)® >=
=< g PR (T)R(S), @ >, @ € Q.
O

Del Teorema 2.11 y la Proposicién 2.13 se deduce que la convolucién # es cerrada

!
en Xu,#'

Proposicién 2.14 Sean R, S € X/IL,# entonces R#S € X/IL,#

Las principales propiedades algebraicas para la convolucién # sobre X /L se recogen

a continuacién.

Proposicién 2.15 Sean T € X, y R,S € X ,,. Se tienen
(1) (TH#R)#S = T#(R#5).
(i) R#S = S#R.
(iid) Su(T#R) = (S, T)#R = T#(S,R).
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(iv) Si por §,, denotamos a la funcional sobre X, definida por

<Oy >= 2T (u+1) lim 7+ V29(x), ¢ € X,

0t

entonces 0, € X, 4 y R#3, = R.

Demostracién:
Las propiedades (i), (49) y (4i1) siguen inmediatamente de la Proposicién 2.13. Para

probar (iv) es suficiente tener en cnenta que y_“_l/QhL((Su) =1. O



Capitulo 3

Ecuaciones de convolucion de
Hankel en espacios de
distribuciones

Fn este capitulo estudiamos algunos aspectos relativos a las ecuaciones de con-
volucién de Hankel en 1, y A7,
En la Seccion 11.3.2 se dan condiciones necesarias y suficientes sobre S € (9; 4 para

que la ecuacién de convolucién

u#S =w

tenga solucién para cada v € H),, o en otras palabras, para que H,#0, 4 = H,,.
Abordamos también el problema cuando H), y O,, . son reemplazados por X, y &}, 4.
respectivamente. En la Seccién 11.3.3 obtenemos una condicién necesaria y suficiente
para que S € O , sea hipoeliptica en H,,, esto es, para que u esté en O, » siempre
que u € H, y u#S € O 4. La hipoelipticidad de S € X} , se trata en la Seccién 11.3.4

obteniéndose una condicién necesaria para que S € A , sea hipoeliptica en X))

83
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En esta seccién, teniendo como punto de partida los trabajos de S. Sznajder y Z.
Zielezny ([73] y [74]) y D.H. Pahk y B.K. Sohn [60], obtenemos condiciones necesarias
y suficientes para resolver ecuaciones de convolucién de Hankel en los espacios H:L y
X}, de distribuciones.

Recientemente J.J. Betancor e I. Marrero ([10] y [52]) han estudiado ecuaciones
de convolucién sobre H;,. Fl subespacio O}, 4 de H,;, de operadores de convolucién
en H, fue caracterizado en la Proposicién 4.2 [52]. Fl resultado que a continuacién

enunciamos fue establecido en [10].

Proposicién 3.1 (Teorema 3.1, [10]). Sea S € O, .. Las dos condiciones que siguen
son equivalentes.

(1) Para cada k € IN existen m,n € IN y una constante positiva M tal que

A sup {\(%D)l[tﬂlﬂh;(sxw]\ 1€ (0,00), |z —t| < (1+ xQ)—k} >

> (1+22)7", siempre que © € (M, c0).
(1) SiT € O, 4 y SHT € H, entonces T € H,,.
O

Probaremos en la siguiente proposicién que, si S € (9; % la existencia de solucién
3

en H:L para la ecuacién de convolucién
u#S = v, (I1.3.1)
para cada v € H},, implica las condiciones (i) y (4) en la Proposicién 3.1.

Proposicién 3.2 Sea S € O, 4. Si H,#S = M, entonces se satisfacen las condi-

ciones (i) y (i) enunciadas en la Proposicion 3.1.
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Demostracién:
Es suficiente probar que la propiedad (7i) que aparece en la Proposicién 3.1 se da
cuando Hj,#S = H,,.
Observamos inicialmente que la aplicacion
F:H, — H, =H,#S
U — u#S
es la traspuesta de la aplicacién
G:H, — S#H, CH,
¢ — S#.
Entonces, del Corolario establecido en la pagina 92 de [25] se sigue que G es un
isomorfismo. En particular, la aplicacién G~ : § #H, — H, es continua.
Supongamos ahora que T € (’):L,# es tal que T#S € H,. Nuestro objetivo es probar
que T € H,.
Elegimos una sucesién (¢y)2°, de funciones regulares sobre (0,00) de manera que
las siguientes condiciones
(1) /Ooo T2 (1) de = ¢, donde ¢, = 2*T'(p + 1),
(i) 0 < pp(w). = € (0,00), y
(i) pr(w) =0, 2 ¢ (27 )
se satisfacen para cada k € IN.

Como se recoge en la pagina 1148 [9] tenemos que
Yr#$ — ¢, cuando k — oo, (I1.3.2)

para cada ¢ € H, y donde la convergencia es entendida en H,,.

Ademas, de la Proposicién 4.7 [52] se deduce

S#H(TH#Hopr) = (SHT)#Hor = (T#S)F#¢k. para cada k € IN. (11.3.3)
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Ya que T#yy, € H,, para cada k € IN, y teniendo en cuenta que G~ es continua,
de (I1.3.2) y (I1.3.3) se deduce que (T'#¢g)3>, converge en #H,. De (I1.3.2) inferimos
también que

TH#pr — T, cuando k — oo, (11.3.4)

en Hj,, cuando consideramos sobre H, la topologia débil * (o la topologfa fuerte). En

efecto, en virtud de la Proposicién 3.5 [52] podemos escribir
< T#Hpp, ¢ >=<T,pr#¢ >, para cada ¢ € H, y k € IN.

Basta ahora tener en cuenta (I1.3.2) para obtener (11.3.4).
Ya que la convergencia en H,, implica la convergencia en 7—[:“ cuando se considera

la topologfa fuerte de ;. concluimos que T' € H,,. O

En el Capitulo 2 de esta Memoria fue definida y estudiada la convolucién de Hankel
sobre distribuciones de crecimiento exponencial. Alli fueron introducidos los espacios
X,y Xy 4 y sus correspondientes espacios duales X}, y X/'L,#. Los elementos de X/'L, 2
definen operadores de convolucién sobre Xl'“ esto es: para cada § € X /'L,# la aplicacién
¢ — S#¢ es continua de A, en si mismo.

A continuacién establecemos una condicidn necesaria para que S € X /I%# sea tal que

la ecuacién (I1.3.1) admita solucién para cada v € X,

Proposicién 3.3 Sea S € X ,. Si X #S = X, entonces S satisface la siguiente

propiedad: T € X, siempre que T € X/{L,# yTH#S € &,.

Demostracién:

Este resultado puede ser probado de un modo similar a como fue demostrada la
Proposicién 3.2. Es suficiente probar que si (¢)5°  es una sucesién de funciones regu-
lares sobre (0, 0o) verificando las tres condiciones citadas en la prueba de la Proposicién

3.2
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(4) /Ooo T2 (1) de = ¢, donde ¢, = 2*T'(p + 1),
(%) 0< Sokr(x) LS (0700): y
(i) pr(w) =0, 2 ¢ (27 )

para cada k € IN, entonces, para cada ¢ € &), se tiene que
Yr#P — ¢, cuando k — oo,

en X,.
En virtud del Teorema 2.3, y de la férmula de intercambio (Teorema 2.d, [42]) basta

probar que, para cada ® € Q,

z_“_l/ghu(wk)q) — @, cuando k — oo, (I1.3.5)

en Q.
Sea ® € Q,,. Nuestro objetivo es probar (I1.3.5) donde (¢;)72, es una sucesién de
funciones regulares sobre (0, 0o) verificando (. las condiciones (7), (41) y (47¢) para cada

x
k € IN. Ya que / t“+1/2cpk(t)dt = ¢, para cada k € IN, podemos escribir
0
x
) ()~ 1 = [ et e bt — 1 =
0

Lk - L1 g2
= / [(zt) BT, (2t) — C—]t“ wr(t)dt, para cada k€ INy z € C.
1/(k+1) 1

Sea K un subconjunto compacto de C y € > 0. Existe tg > 0 tal que
_ 1
‘(zt) BJu(2t) — —‘ <e paracada0<t<tyyzeK.
Cu

Por tanto

1/k

b (o)) - 1] <

- 1
ki) ‘(zt) FJu(zt) — C_’tu+1/2(ﬂk<t)dt < ecp,
"

para cada z € K y k € IN siendo k > ky, para cierto kg € IN.
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Ademads, del Lema 4 [47] se infiere que
x

‘27“71/%#(%)(2) - 1‘ < /0 (|(2t) ™ T (2t)] + D2 (t)dt <

x0
< Cellm= / # L 20, () dt = Ccueum 4 zeCykelN.
0

Nétese que la constante C no depende de k € IN.

De aqui se deduce que para cada m € IN existe o > 0 tal que

1
1+ |z[2

lzf‘“l/Qhu((pk)(z) — 1| <e, paracada k € IN, |Re z| > ay |[Im z| <m.

Por tanto podemos concluir que para cada m € IN existe kg € IN tal que

1
1+ |z[2

|zf‘“1/2hu(<pk)(z) — 1| <e paracadak € IN, k> ko y |Im z| <m.

Si m,n € IN podemos entonces escribir que

wh o (B hy04) (2) — 1)) <

< sup (142" 2747 28(2)|  sup

2 2h (o) (2) — 1| — 0,
[Im z|<m Hmz|<m1+|2|2‘ M( )( ) ‘

cuando k£ — oo.

Probamos asi (I1.3.5). O

Damos ahora una condicién para § € X, /'L 4 que garantiza la existencia de solucién
?

en X para la ecuacién (I1.3.1) cualquiera que sea v € &)
Proposicién 3.4 Sea § € X/'L,#. Si existen tres constantes positivas N,r y C tales que
sup (6 +2) T PhL(S)(E+ )| > — 5, EER, (I1.3.6)

ze@, |z|<r g (1 + |§|2)N

entonces X, #S = X,.
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Demostracién:
De acuerdo con el Corolario establecido en la pagina 92 [25] para ver que X, #S = A},
es suficiente probar que la aplicacién lineal
G:X, — S#X, C X,
¢ — S#¢
es un isomorfismo.
Noétese, en primer lugar, que, como S € X /;7 2 la aplicacién G es continua (Proposicién

2.12). Ademds, G es inyectiva. En efecto, podemos escribir

G(d) = hu(z_”_l/ZhL(S)hu(@): P € Ay

Por tanto, si G(¢) = 0 entonces hL(z_“_1/2hL(S)hu(¢)) =0, en (0,00). y el Teo-
rema 2.3, conduce a que z_“_l/QhL(S)hu(@ = 0, sobre C. Basta ahora tener en cuenta
que z_“_l/ZhL(S) no es idénticamente nula para concluir que h,(¢) = 0, sobre C.
Recurriendo de nuevo al Teorema 2.3, obtenemos que ¢ = 0, sobre (0, 00).

Para terminar la prueba debemos probar que la aplicacién

Gl S#X, — X,
SHP— ¢
es continua, o lo que es lo mismo (véanse la Proposicién 2.9 y el Teorema 2.3) debemos
demostrar que la aplicacion
Fia i 21 (5)0, — O,
ZTHL20 (S)e — @
es continua.

Sea ® € Q,, y definamos ¥ = z_“_l/th(S)@. Sea m € IN. En virtud del Lema 3.2

[43] obtenemos

27 PB(2) < sup [sTETRRL(S)(s)sTE TP B(s))-
[z—s|<4(m+r)
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sup  [s7#72h1(S)(s)]
) |z—s|<4(m+r)

[ sup s (8) ()]

|z—s|<m+r

, 2 €C. (11.3.7)

Ademads, de (I1.3.6) se sigue cuando |[Im z| <m

sup [P (S)(s)| = sup [(z+8)TFTVPRL(S) (2 4 5)] >

|z—s|<m+r [s|<m+r
> sup [(Re 2z +s)_“_1/2hL(S)(Re z+s)‘ > ¢ N ¢ s (I1.3.8)
Js|<r (1+|Re 2[")" — (1412
Por otra parte, del Teorema 2.11, se deduce que
sup (14 [s]”) s 7HT 2RI, (S) (5)] < oo,
[Im s|<Bm-+4r
para cierto n. € IN. Entonces
sup  [sTETYRRL(S)(s)| = sup  [(s+2)TPTYERL(S) (s + 2)| <
[z—s|<4(m+7) [s]<4(m-+r)
<C sup (14[s+z2zH"<C1+]|23)", |[Im 2| < m. (I1.3.9)
|s|<4(m+r)

Combinando ahora (11.3.7), (I1.3.8) y (I1.3.9) se consigue

() < OO+ B sup (2 8) B2z 4 5), T 2] < .
|s|<4(m~+r)
(11.3.10)

Sea ahora k € IN. (I1.3.10) implica que

sup (14 |2*)Fz7#728(2)] <

[Im z|<m
<C sup (L+ 2PN qup (2 +8) P20z + 5)| <
[Im z|<m [s|<4(m+r)

<C sup sup (14 |z + /)" 2V (2 4 )+ 120(2 4 5)| <
[Im z|<m |s|<4(m~+r)

<C  osup (14 [z)r N R ().
[Im z|<5m+4r

Queda asi probado que F' es continua y, por tanto, que G es nn isomorfismo. O
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H,

Numerosos autores (véanse, por ejemplo, [58], [59], [73], [74], [82] y [83]) han
investigado la hipoelipticidad de ecuaciones de convolucién (usual) en ciertos espacios
de distribuciones.

FEn esta seccién damos condiciones necesarias y suficientes para que una ecuacién
de convolucién de Hankel sea hipoeliptica en el espacio H;L

Sea § € (’)L,#. Decimos que S ( o la ecuacién de convolucién de Hankel u#S = v) es
hipoeliptica en H,, si se verifica la siguiente propiedad: si u € Hj,, v € Oy y u#S = v
entonces u € O, %. Nétese que, como estableceremos a continuacién, inversamente si
u € Oyux y v =u#S entonces v estd en O, ». Para probar este resultado debemos

establecer previamente los siguientes lemas.

Lema 3.5 Sea S € (’)L,#. Entonces para cada m € IN existen k € IN y k+ 1 funciones

Ip, p=0,...,k, continuas sobre (0,00) tales que

k
S=Y Shfy (I1.3.11)
p=0
y (1+ x2)mm_“_1/2fp es acotada sobre (0,00), para cada p=0,1,..., k. (11.3.12)

Demostracion:

Basta hacer una pequena modificacién en la prueba de la Proposicién 4.2 [52]. O

El espacio O,  puede ser visto como un subespacio de 7—[:1 ya que cada [ € O x

define un elemento de 7—[:1 mediante

<1.6>= [ 1@z, ¢ € .
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Lema 3.6 Sean f € Oy 4, para ciertol € Z. y S € O, 4. Entonces

k
J#S =3 SU(f#y), sobre Hy,

p=0

donde (fp)lgzo es la familia de funciones asociada segin el Lema 3.5 a m € IN siendo

m > [+ p+1.
Demostracion:
k
Sea ¢ € Hy. Yaque S = Z S, f» podemos escribir
p=0

o0 k o0
< [#5,4 >=< [, S >= /0 [0y /0 fo(0) (727 6) () dyder =
p=0

k o o0
=X [ 0 [, (st dsdy

La inversién del orden de integracién estd justificada ya que

/Ooo /OOC | fo(y)] 1 f ()] /O % D(z,y,2)|S0 ,¢(2)|dzdzdy =

- /000 /OOC | o) 188 ,h(2)] /|:+jD(x,y,Z)qu/2$“l/zlf(x)ldxdzdy <
< C/OOO /OOC |fp(y)| |Sﬁ,z¢(z)|(1 + (Z + y)2)|l|(zy)u+1/2dzdy <

o0 o.¢]
<0 [Tyt gy dy [ S0z < o,

al ser m > || + p+ 1.

Cambiando de nuevo el orden de integracién obtenemos

ko oo o0
<1#5.0>= 3 [1S0@ [ Hs) ) dvde

De este modo queda probado el Lema. |
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Lema 3.7 Seal € Z. Sig es una funcién continua sobre (0, 00) tal que (1+z2)*z =+ 12 g(x)

es acotada sobre (0,00), para algin o> |l| +p+1, y f € O, 4 entonces f#g € O, 4.

Demostracion:
Sea 8 € IN. Procediendo como en la prueba del Lema 3.1 [6] podemos ver que los
operadores 7, y S, conmutan, para cada = € (0,00), sobre O, 4. Por tanto, podemos

escribir
Sir#e) ) = | " g a(SE F)w)dy, = € (0,00).

Ademads procediendo como en la prueba del lema anterior, obtenemos

ISP < [ lo In(SEf) wldy <

< [Tlot)l [ DS @ dedy <

<C sup |(1+22)27#72(SE1)(2)] /OC g1+ (z + y)*)(zy)* T Pdy <
z2€{0,00) 0

<C sup |[(1+ ZQ)lZ_“_l/Q(Sﬁf)(z”‘
2€(0,00)

o«
(14 2t/ / lg() |y T2 (1 + y*)dy, z € (0, 00). (I1.3.13)
0
Por tanto f#g € O, | 4-
Ademis, existe (¢;)72 C H, tal que ¢; — f, cuando j — oo, en Oy 4, v de
(I1.3.13) se sigue que ¢;#g — f#g, cuando j — oo, en O, _jj». En virtud de la
Proposicién 2 [13], ¢;#g € O, p 2,5 € IN, para algin n € Z, n < —|I|. Entonces, ya

que O, 5, 2 es completo, f#g € O, 4. O

Lema 3.8 Sea f € O, 4. Entonces

<1.5u>= [ (Sl @) dle)dz, ¢ € H,
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Demostracion:
Existen [ € Z y una sucesién (@-)?‘;0 C H, tal que ¢; — [, cuando j — oo, en

O,.1,- Entonces tenemos

| Sup@i@is = [~ 6;@)(Su)(w)dn, j€ Ny ¢ e H

y tomando limites cuando 7 — oo, concluimos que

| Sup@dads = [ 1@)(Su0) @z, ¢ € Hy.
0 0

De los lemas anteriores inferimos lo siguiente.
Proposicién 3.9 Sean f € Oy y S € O, 4. Entonces f#S5 € O 4.

Demostracién:
Seal € 7Z tal que f € O, «. Elegimos m € IN siendo m > || + 4+ 1. El Lema 3.6

permite escribir

k
[#8 =3 SL(f#1y). sobre Hy

p=0

donde, para cada p = 0,1,....,k, f, es una funcién continua sobre (0,00) tal que
(1 + 2?)mz=#=1/2f, es acotada sobre (0,00). Finalmente de los Lemas 3.7 y 3.8 se

concluye que f#5S estd en O, . g

Introducimos ahora una propiedad que caracterizard a los elementos de (’):L,# que
son hipoelipticos en #,.

Decimos que S € (’)L,# satisface la propiedad (HE) si existen By M > 0 tales que
|1}, (S)(y)| >y P, para cada y > M.

Probaremos que la propiedad (HE) es necesaria y suficiente para que un elemento
S de O, 4 sea hipoeliptico en H,,.

Fl siguiente resultado nos permitird probar la necesidad de la condicién (HE).
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Lema 3.10 Supongamos que (§;)72; C (0,00) y que (a;)32; C @, siendo & > 1,
& —&i—1>1, para cada j = 2,3, ..., y |aj| = O(ﬁ]), cuando j — 0o, para cierto y > 0.

Denotamos por §,, el elemento de 7—[; definido por

<y, >=c¢, lim cH 1 20(z), ¢ € Hy,
z—0%

oc oc
donde ¢, = 2T (u+1). Entonces Z a;7¢; 0 € M, Ademds si T = h;(Z a;Te; 5ﬂ> se
tiene que T € O, u si, y solo si, |a;| = O(ﬁj_”), cuando § — 00, para cada v € IN.

Demostracion:
oC

La serie Z a;jTe; 0, converge en 7-[;“ cuando consideramos en ’HL la topologia débil .
=1
En efecto, para cada ¢ € H, y £ € (0,00) teniendo en cuenta (2.1) [10], obtenemos

< Tedsd >y L, o7 red) o) =
= ¢, lim_ by, [(@t) T (2)hy(6) (1](6) = $(6). (T1.3.14)

z—0t

Por tanto, para cada n € IN,

<N a7 b >= S a;0(E;), ¢ € Hy,
j=1 j=1

n
o0
¥, ya que |a;| = O(ﬁ]), cuando j — oo, para algun y > 0, la sucesién (Z aj¢(§j)) .
n—
=1
converge, para cada ¢ € H,. Ademas

‘ < ZajT§j6N7¢ > ‘ S CP?TL,O(¢), ¢ € HN:
j=1

o«C
donde m € IN es tal que 2m — vy — u — 3/2 > 0. Concluimos que Z a;jTe; 0y € 7—[;
j=1
De (I1.3.14) se deduce que

<T,p>=<_ ajTe,0u, hud >=Y  ajhu(d)(&) =D ay /OOC 2850, (1€ p(x)dz =
7=1
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=< Za, z€;J,(w€), (z) >, ¢ € H,.

Probamos asi que T = Z ajr/xé;J, (x€5).
Jj=1
En virtud de la acotacién de la funcién /zJ,(z) sobre (0,00) no es dificil probar
que si |a;| = O(|¢;|77), cuando j — oo, para cada v € IN, entonces para cada 8 € IN la

serie

Z a;(— x5 (2&;),

que define el elemento SﬁT de H;, converge nniformemente sobre (0,00). Ademais ya
que z #J,(z) es acotada sobre (0,00) se sigue que la funcién x_“_l/QSlfT es acotada
sobre (0,00). Por tanto, T' € O, 4. Ademds, T' € O, 4. En efecto, sea A una funcién
regular sobre (0,00) tal que A(z) =1, z € (0,1); A(z) = 0. = € (2,00); y A(z) > 0,

€ (0,00). Definimos A\, (z) = )\(%), x € (0,00) y n=1,2,... Entonces \,T € H,,,
para cada n € IN. Probamos ahoralque AT — T, cuando n — oo, en O, _1 . Sea

B € IN. Tenemos que

v S (@) T (@) = T(@)] = 27 25T (@) (n(w) = 1)+

1

+ Zc 2 25]2:1 ( )( ) (z P 2T (z ))(ED)jiz()\n(x)) =

= g7 # 288D (2)) (M) — 1)+

L e SRR A S R )
+35 6% g;z(5 D) (z# 12T (g))g% 281 <5D) (An(z)) =

DY xi(—D)i(x_“_l/QT(:ﬁ))ni_Qﬁ [u%—w—i(%p)j ’i(A(u))] | € (0, 00).
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Sea ahora € > 0. La acotacién de la funcién z=#J,(z) sobre (0,00) permite obtener

o > 0 tal que

1

o T PISHT @) () — )] £ C

o0

2B+u+1/2 T
3 2 lasl] ME) -1 <e,
1+z o J n

para n € IN— {0} y x € (29, 00).

También se tiene

28 Jj—1 ‘ )
1 . (LNt 12 i—28[ 2j-28—i j—i
T el ot (CD) (@t AT @)t w0 (D) (A(u))]‘ <
j=8 i=0 u=%
c it Qtpb1/2—i
1 —2
SEZ Z|al’£l g ,nEIN—{O}y:BE(O,oo),
=5 =0 [=1
y para n > g, Ap(z) = 1, para x € (0,20), y, por tanto,
m_“_1/2|Sﬁ(T(x))(/\n(x) —1)] =0, 2 € (0,z9) y n > xp.
Concluimos de las estimaciones anteriores que
1
sup ——13 * 2|S8 [\, (2)T(z) — T(z)]] — 0, cuando n — co.

z€{0,00) 1+ 22
Supongamos ahora que T' € O, 4. Sean ¢ € H,, y k € IN. De acuerdo con (2.1) [10]

y teniendo en cuenta el Lema 3.8 y (I1.3.14) se sigue
< 7P, (zh) SET (2), ¢(z) >=< SET(z), hy(thhyu¢)(2) >=
=< By (SpT), i (hy) >=< (=2*)" (B, T) (), 70 (R ) (z) >=
=34y < by (—aDe Zag €Y () (1) =

j=1
o.¢]
— /0 Vahd,(h) (SET) (z)2 2 p(w)de, h € (0, 00).
Ya que x_“_l/zqzﬁ(w)(Sl’jT)(x) es absolutamente integrable sobre (0, 00), el Lema de
Riemann-Lebesgue generalizado para la transformacién de Hankel (14.41 [77]) conduce

a

Z a;(—&)*re, (hud)(h) — 0, cuando h — oc . (11.3.15)
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Elegimos ahora una funcién ¢ € H,, tal que ¢ # 0, h,(¢)(z) =0, 2 > 1,y h,(¢) > 0.
(No es dificil ver que una funcién como ésta existe). Entonces, siz,y € (0,00) y z—y > 1
se tiene

T4y

rlt)) = [ @D )z = [T @Dy 2z =0, (1310
Ademds, si z > 1/2 de (3) §13.45 [77] inferimos
2z
re(hud)(@) = [ (h9)(2) Dz, 3, 2)dz =

1

~ o8- 1F(u+1/2 f/

T 2Ne 1F(u+1/2 \/_/ SR C G)Q)M_I/Q(hm(z)dz

12 (4a? = 22 (hyug) (2)dz =

Por tanto

QTH

1
T+ 1/2)vx Jo #712(h,¢)(2)dz, cuando z — oo, (I1.3.17)

o (hu¢)(z) —

1
Nétese que / z“il/Q(huqﬁ)(z)dz € (0,00), al ser p > —1/2.
0

Por otra parte, en virtud de (I1.3.16) tenemos para cada [ = 1,2, ...
> aj (1) e T, (hd) (&) = ai(—1)"€ 15 (o) (&).
j=1

Por tanto de (I1.3.15) y (I1.3.17) se sigue que a;¢?¥ — 0, cuando [ — co. De este

modo concluimos la prueba. |

Probamos ahora que la propiedad (HE) permite caracterizar los elementos de (9;,#

que son hipoelipticos.

Proposicién 3.11 Sea S € (’)/'%#. S es hipoeliptico en 7-[:1 si, y solo si, S satisface
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Demostracién:
Supongamos primero que S no verifica (HE). Entonces, para cada j € IN existe

¢; € (0,00) para el cual
&4, (9) () < &7

siendo 1 > 1y &—&-1>1,7=2,3,....

oc oc

Consideramos u. € H), tal que A, (u) = Z 7¢;0u- Notese que Z T, 0y estd en H),.
Jj=1 Jj=1

De acuerdo con el Lema 3.10 u € O, ». Ademas, de la Proposicién 4.5 [52] se deduce

oc

b (u#S) = 2P 2R (k) (S) = Y g;“—l/Qh;(S) (€)7¢, 0.

i=1
El Lema 3.10 implica ahora que u#S € O, ». Por tanto S no es hipoeliptico en
!
H,,-
Asumamos ahora que § € (9; 4 satisface la propiedad (HE). Consideramos una

funcién ¢ definida sobre (0, 00) y tal que

b(z) = P2 para 0 <z < M
10, para x > M + 1,

donde M es la constante positiva que aparece en la definicién de la propiedad (HE).

Definimos también

0, para0 <z <M
P(z) = g2 — (a)
o 2R (S) (x)

para x > M.

Sabemos que x_“_l/QhL(S)(a:) es un multiplicador de H,. Por tanto, ya que S sa-
tisface la propiedad (HE), P es regular sobre (0, 00). Ademas z=#~/2P es un multipli-
cador de 7,,. Para probar este hecho es suficiente tener en cuenta que z=#~1/ 2ht, () (x)
es un multiplicador de H,, (Proposicién 4.2, [52]), que S satisface la propiedad (HE) y
recordar la caracterizacién de los multiplicadores de #,, (Teorema 2.3, [7]).

Tenemos que

a2 P(2)h],(9)(z) = 2" T2 — ¢(x), = € (0,00). (11.3.18)
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Aplicando en (I1.3.18) la transformacién de Hankel obtenemos
Q#S = o — ¢

donde @ = h,(P) € O}, , (Proposition 4.2, [52]) y ¢ = h,(¢) € H,, (Lema 8, [79]).
Supongamos ahora que u#S = v donde u € 7-[:1 y v € O, 4. Entonces, en virtud

de la Proposicién 4.7 [52], se sigue

u = u#d, = ut (QF#S) + ugth = (utS)#Q + ufth = v#Q + uFp.

Ya que u#y € O, 4 (Proposicién 2, [13]) y que v#Q € O, (Proposition 3.9),

concluimos que v € O, ». De este modo queda probada la hipoelipticidad de S. O

De la prueba de la proposicién anterior se deduce también lo que sigue.

Corolario 3.12 Sea S € O, 4. Si existen Q € O, 4 y b € H,, para las cuales Q#S =

b, — 4, entonces S es hipoeliptica en H,,.

X,

Sea S € X/'L,#. Se dice que S (o que la ecuacién de convolucién u#S = v) es
hipoeliptica en X/i cuando u € &), » siempre que u € X/A yu#S e X, .

En esta seccién probamos que la propiedad (HE) es necesaria para que S € X/'L, &
sea hipoeliptica.

La siguiente proposicién puede ser demostrada de un modo similar a como fue
probada la Proposicién 3.9. Observamos inicialmente que si f € &), » entonces f define

un elemento de X /'L 2 mediante

< [,¢p>= /Ooo f(z)p(z)dz, ¢ € X,
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Proposicién 3.13 Si f € X, 2 y S€ X ,, entonces f#S € X, 4.

Kl lema que probamos a continuacién es andlogo al Lema 3.10.

Lema 3.14 Sea p > 1/2. Supongamos que & > 1 y & > 21,7 = 2,3, ..., y que
(aj);’ol C C es tal que |a;| = O({ ), cuandoj — 00, para algin v > 0. Entonces
ZGJT:SJ'(SM € Qu‘ Ademds si T = h ZaﬁTf u) entonces T € X, si, y solo si,
j=1 j=1
laj| = 0(@‘”), cuando j — 00, para cada v € IN.
Demostracién:
oc
Ya que Q, C H, (Corolario 2.4), del Lema 3.10 se deduce que la serie Z a;jTe; Oy
Jj=1
converge en Q) cuando en Q) consideramos la topologia débil (o la fuerte). Entonces,

del Teorema 2.3 se sigue que

= hu( D ajme;6u) = Zaj w€jJu(at;) € X
j=1

La convergencia de la serie es entendida en la topologia débil * o fuerte.
Ademas, si |a;| = O({;”), cuando j — oo, para cada v € IN, tenemos que T' € &), 4.
En efecto, ya que la funcién /zJ,(z) estd acotada en (0,00) la serie que define T

converge uniformemente en (0,00). También, para cada ¢ € X,

<T,¢>= Zajf LIIEMET) (m)dxz/o Zaj x&;J, (2€;)p(z)dz.
Para cada 8 € IN, se tiene
x2S (o Zag )PP (0 1 (wgg), w € (0,00).

Ya que z27#J,(2) es acotada se sigue que T € O, . Procediendo como en el Lema

3.10 podemos probar que T' € X, 4.



102 Capitulo 3. Ecuaciones de convolucién de Hankel en espacios de distribuciones

Supongamos ahora que T' € &), ». Sean ¢ € &), y k € IN. Podemos escribir
o0
Z —&3) "7, (hud) (B / Vahd,(zh)(SET)(z)z ™2 ¢(z)de — 0, (I1.3.19)

cuando h — oo.
Definimos ¢(z) = e~ %’ z#12, 2 € (0, 00). De acuerdo con (10) §8.6 [30]

yu+1/2
hu(9)(y) = NS v / y € (0,00).

Por tanto, ya que h,(¢) € X,, ¢ € Q, (Teorema 2.3). Noétese también que

hu(9)(y)y= =12 >0, y € (0,00).

Sea m € IN. Tenemos

T4y
relbud)) = | Diwy, hu()()dz <
|lz—yl
< Clay) (14 fo =y, 2,y € (0,50). (113.20)

Ademads para cada x € (0, 00)

2x
7o) @) = [ Doz, 2) () () =
1

o 1F(M+1/2 f/

72 ((22)% = 2V Phy(g)(2)dz =

(u+1/2 \/_/ 2R <2g;> )u P hulg) )z

Por tanto,

To(hyuo)(z) — m/ Y2 (hu¢)(z)dz , cuando z — co.  (I1.3.21)

Sean k y [ € IN. De (I1.3.20) se deduce

\Zaj 2 (e, hud) ()| > an €25 (e, hu) (&) — m €3 (e, hu) (&) >

]751
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> g €7 (e, hu) (&) — T2 Z| I (R I

J?ﬂ

> Jaglé7* (e, hud) (&) — C ““/22|J\52’“+“+1/21@ g™, (11.3.22)
7752

Al ser |a;| = O(€]), cuando j — oo, para algin y > 0, tenemos

ZI a |2l g < 03 R, (I1.3.23)

i=1
i i#

Teniendo en cuenta que

=& 1225 1—& 1 =& 1>271 j=23, ..,

obtenemos

& — & > 27, paracadaj=1,2,.., yj #L

Por tanto, tomando m € IN verificando m > 2(2k + v + u + 1/2) se sigue

o0
i B (2k+y+p+1/2) B
ng +7+u+1/2‘£ g < Z|€9 al” 1‘1__‘ & — &l (2k+y+p+1/2) <
?z J?ﬂ
<c2 (11.3.24)
Combinando (11.3.22), (I1.3.23) y (11.3.24) inferimos que
— +1/2 Qk—p—1/2
| > 0y (~ DR (e, hug) (&) = € (Jaulg? ™ e () (&) — €277 (T1.3.25)
g
De (I1.3.19), (I1.3.21) y (I1.3.25) se concluye ya que |al]§lk S AN 0, cuando
[ — oo. O

Podemos establecer ahora, procediendo como en la prueba de la Proposicién 3.11,

que la propiedad (HE) es necesaria para que S € X /IL,# sea hipoeliptica en X/;.
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Proposicién 3.15 Sean p > 1/2 y S € X 4. Si S es hipoeliptica en X, entonces S

satisface la propiedad (HE).

O
Una condicién suficiente para que S € X /IL,# sea hipoeliptica en X/A es la existencia
de Q € X/IL,# y ¢ € X, de manera que Q#S =6, — ¢.

Esto puede ser probado como el resultado correspondiente en H;L



Capitulo 4

Espacios de #-operadores y
funciones generalizadas
transformables Hankel

Nuestro objetivo en esta seccion es desarrollar para ciertos espacios de funciones y
distribuciones transformables mediante A, una teoria que corresponde a la presentada
por P. Mikusinski y M.D. Taylor [57] para los espacios D' y KC(M,)".

Introducimos el espacio C,, constituido por las funciones complejas f continuas sobre

(0, 00) para las que existe

: —p—1/2

C,, es dotado de la topologia generada por la familia {wZ } keIN—{0} de seminormas,
donde

wi(f)= sup |z7*"2f(z)], f €Cuy ke IN-{0}.
x€(0,k)

De este modo C,, es un espacio de Fréchet.
Sea ahora H un espacio de Fréchet de funciones donde el operador de traslacion de
Hankel 7, # € (0,00), estd definido. Decimos que una funcién f € C, estd en el #-

dual de H (para abreviar escribimos f € H#) si para cada ¢ € H se verifican las dos

105
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propiedades que siguen

@) [ 17w |(728)w)ldy < oo, para cada = € (0,0). ¥

(i) lim z # 12 /Ooclf(y)l () ()ldy = /Ooclf(y)l [$(y)|dy < oo, donde

x—0+

_ 1
T YT(u+1)

Una aplicacién F lineal de H en H# es un #-operador si

Qy

F($#4p) = F($)#, para cada ¢, € H.

Fl espacio de #-operadores sobre H lo representamos por G(H). Decimos que una
sucesion (F,)% o C G(H) converge a F' € G(H) si para cada ¢ € H, F,,(¢) — F(¢),
cuando n — o0, en C,,.

En la Seccién 11.4.2 de este capitulo identificamos (via isomorfismo) los espacios
G(Bu) y By, dual de B,. En la Seccién 11.4.3 introducimos el espacio H,, ar de Fréchet
caracterizando su transformada de Hankel. También estudiamos la convolucién de
Hankel sobre 7—[;’ v ¥ los resultados obtenidos nos permiten demostrar en la Seccién

11.4.4 que H;, 1y v G(Hy,ar) son isomorfos.

B/
I

. . . .
En esta seccién caracterizamos el espacio §,, dual de ;. como el espacio de #-

operadores sobre 3,,.

Comenzamos describiendo ﬁf, el #-dual de j,,.
Proposicion 4.1 ﬁj‘f =C,.

Demostracién:
Sean f € C, y ¢ € Buq, con a > 0. En virtud del Corolario 3.3 [8], 7,¢ € Bu.a+z-

para cada z € (0,00). Por tanto tenemos que

a+x

/OOC |f ()] |(r20) ()| dy :/0 |f ()] [(728) (y)|dy < o0, z € (0, 00).



I1.4.2. El espacio 3, 107

Ademas

lim 2 =#2(r, ) (y) = cpud(y). (IL4.1)

x0Tt

uniformemente en y € (0,00). En efecto, de (1.2) [9] sigue

22 () () = () T (@) (D) (D]W). 7.y € (0,00).

La funcién h,(¢) estd en H, (Teorema 5.4-1, [81]) y ya que las funciones v/zJ,(z)

and z#J, () son acotadas sobre (0, 00) podemos escribir para cada b € (0,00) y m € IN

| VBRI wt) 3, B () (0]t <

oc tu+1/2

< Ol glu(@) [ dt, 3,y € (0,00).

(1+1%)

De aqui se deduce que para cada € > 0 existe bg > 0 tal que

‘/boo Vytd, (yt) [(zt) * T, (zt) — au}hu(@(t)dt‘ <e, z,y € (0,00). (11.4.2)

Ademds, teniendo en cuenta que hm+ 2 #Ju(2) = «, para cada € > 0 podemos
z—0

encontrar & > 0 tal que

[ VIR t) 1) — el (9) 0] < e (11.4.3)

para cada y € (0,00) y 0 < 2z < §.
De (I1.4.2) y (11.4.3) inferimos (I1.4.1).

Se sigue entonces que

lim &=Y2 [ |f()] |(ra6) (9)ldy = lim_ a2 " [f ()] ((729) (y)|dy =
0 x—0t 0

x—0+

= [ 15w 1#w)ldy.

Probamos asi que [ € ﬁj‘f. O

En la siguiente proposicién caracterizamos la convergencia en f, mediante #-

operadores sobre 3,,.
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Proposicién 4.2 Sea (¢,,)32 o una sucesion en (. Entonces ¢, — 0, cuandon — oo,

en By, si, y solo si, F(¢,) — 0, cuando n.— oo, en C,, para cada F € G(f,).

Demostracién:

Recurrimos al teorema del grafo cerrado para probar que si ¢, — 0, cuando
n — 00, en f,, entonces F(¢,) — 0, cuando n. — oo, en C,, para cada #-operador F’
sobre (. Sean F € G(B,) ¥ (¢n)5> una sucesién en 3,. Supongamos que para ciertas

e By fel, tenemos
Y — %, cuando n — 00, en f,,

y F(¢p,) — f, cuando n — oc en C,.

Nuestro objetivo es probar que F(¢) = f.

Para cada ¢ € f, se tiene

F(pn)#e = F(p)#n — Flo)#h = F(i)#¢, cuando n — oo, en Cp.

En efecto, ya que ¢, — 1, cuando n — o0, en f,, existe a € (0,00), tal que
Yn € Bu,a. para cadan € INy 9 € B, ,- Teniendo en cuenta nuevamente el Corolario

3.3 [8], podemos escribir para cadan € INy m € IN— {0}

o — @] < [ IR e e - ) @)ldy <

<C S(lép | ‘hu[(xt)‘“Ju(xt)hu(% - w)(t)}(y)‘ para cada x € (0,m). (I1.4.4)
ye(0,00

De (I1.4.4) y ya que h,, es un isomorfismo de H,, y que (xt) *J,(xt), t € (0,00), es

un multiplicador de #,, uniforme en 2 € (0,m), inferimos

sup 7P V2|[F()# (4 — ¥)](2)| — 0, cuando n — oo,
x€(0,m)

para cada m € IN— {0}, o lo que es lo mismo, F(p)#v¥, — F(¢)#%, cuando n — oo,

en Cy,.
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Por otra parte, si ¢ € (3,4, siendo b > 0, para cada m € IN — {0} tenemos

b+m
sup |z #7 V2 [F (i) — f#e)(x)] < /0 (F(a) = ) (@)™ |(ra0) (y)|dy <

z€(0,m)

<C sup y P V|(F(ya) = )], ne IV,
x€(0,b+m)

Luego, al ser F(i,) — f, cuando n — oo, en C,,, se sigue que F(i,)#¢ — f#o,
cuando n — o0, en C,,.

Concluimos entonces que F(¢)#¢ = f#p, ¢ € p.

Ademas, de (I1.4.1) se deduce

i o2 [T W)~ Dy = o [ E )~ ey =o.
para cada ¢ € 3,. Por tanto F(¢) = f.
Supongamos ahora que (¢,,)72 o es una sucesion en £, tal que F(¢,) — 0, cuando
n — oo, en C,, para cada F € G(,).
No es dificil probar que ¢, — 0, cuando n. — oo, en S, si, y sélo si, se verifican
las dos propiedades que siguen
(4) existe a > 0 tal que ¢, € B4, para cada n € IN, y
(1) para cada k € INy m € IN— {0}
sup |x_“_1/QSﬁ¢>n(x)| — 0, cuando n — oo.
z€(0,m)
En virtud de la Proposicién 2.2 [52], para cada k € IN, la aplicacién F), definida por
Fy: 6, —C,
¢ — Sko
es un #-operador en f,. Por tanto, nuestra hipétesis implica que la propiedad (4)
anterior es cierta.
Supongamos que ¢, /= 0, cuando n — oo, en f,. Esto implica que () no se verifica

0, 1o que es 1o mismo, que existe una sucesion creciente (z,)5° , C (0, 00) y una sucesién
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creciente (gn)22, C IN tales que x,, — oo, cuando n. — 00, |¢g, ()| > 0, para cada
n € N,y ¢4 (zn) =0, para cada n, k € IN, siendo k < n.
Sea. (¢5,)2%; una sucesién en (0, o).
Definimos una aplicacion F' sobre 3, como sigue
oc
F($)(x) = D (rog)(@n)cn, & € By z € (0,00),
n=0
F estd en G(B,). En efecto, sea ¢ € 4, donde a € (0,00). Observamos que si
m. € IN— {0}, para cada z € (0,m) el nimero de sumandos no nulos que aparecen en la
suma que define F'(¢)(z) es finito. Ademds el nimero méximo de sumandos no nulos

en F(¢)(x) no depende de x € (0,m). Esta afirmacién sigue ya que 7.¢ € B, 4+m. para

cada x € (0,m) (Corolario 3.3 [8]). De (I1.4.1) se deduce entonces que

hmx“l/zF —a#Zqﬁxn

z—0t
Ademas F'(¢) es una funcién continua sobre (0,00). Por tanto F(¢) € C,.
Por otra parte, si ¢, € B, ya que (12¢)(y) = (7y¢)(x), z,y € (0,00), y que
To(O#HY) = (120)# . z € (0,00), podemos escribir

F(p#4)(z Z%:n (p#) (z Z (T2, ¢ Jen =

(S end)en) 40 0) = (F@#D)@), 7€ (0,00).  (145)

Para justificar la tercera igualdad en (I1.4.5) recurrimos de nuevo al Corolario 3.3

[8]. Si ¢, € By, siendo a > 0, entonces para cada z € (0,00) se tiene
a+x
(9] @ = [ ()@ m)(2)d
0
Ademis de §2 [42] sigue

(o)) = | T Dy 2 ) ()dt =0,

Tn—2|
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cuando z € (0,00), z € (0,a + x) y n es suficientemente grande. Por tanto, para cada
€ (0,00), |:(7'mn qzﬁ)#z/)] (z) = 0, siempre que n sea suficientemente grande. Queda asi
(I1.4.5) establecido.

También, para cada k € IN

z—0t

lim z7#~ 1/2}7'(¢> Wz) = oy Z b, (Tn)en,
n=0

lo que implica que para cada k€ IN, k£ > 1

k
sup |a ™2 () (2)]| 2 au Y bo(wn)ea] =
xe(l, _

k—1

> o (|60, (21 ok — 3 |da, (zn)len). (IL.4.6)
n=0

Lo desarrollado hasta ahora es valido para cualquier sucesion (¢,)>2 , C (0, 00). Si

escogemos la sucesion (¢, )22, de manera que

|¢q‘< >|(’“+ ZW% Tallen), k=12, ...

tenemos F € G(f,), siendo , en virtud de (I1.4.6),
F(¢q,) + 0. cuando k — oo, en C,,.

Concluimos de este modo la demostracion. O

Probamos ahora que los espacios G(8,) y ﬁL pueden ser identificados.
Proposicién 4.3 Los espacios G(B,) y B, son isomorfos.

Demostracion:

Definimos la aplicacién
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J:G(Bu) — 5,2
F— JF):8, —C
. r
¢ — J(F)(¢) = lim —z # ?F(¢)(x)
z—0t

Veamos que J es un isomorfismo algebraico y secuencial.

Sea F' € G(B,). Si(¢n)s>y C B, converge a 0 en f,, entonces, de la Proposicién 4.2
se sigue que F(¢,) — 0, cuando n — oo, en C,,. Por tanto J(F)(¢,) — 0, cuando
n — oo. Concluimos asf que J(F) estd en f3,,.

Es claro que la aplicacién J es lineal. Ademés si F' € G(8,) y J(F) = 0. para cada
¢, € B, de (I1.4.1) inferimos

N A S
J(F)(¢p#e) = lim —a # 2P () (e) = lim —z #"V2(F(d)#¢)(z) =
z—0t z—0t oy

= L dim [T PG @) R () (w)dy = | F@ @iy =o.

ay z—0% Jo
Ya que F(¢) € C,, obtenemos que F(¢) = 0, para cada ¢ € 3,. Probamos asi que
J es uno a uno.
También J es sobre. En efecto, sea f € ﬂl'L. Definimos una aplicacién F' sobre f,

como sigue
F(¢)(z) = (f#)(z) =< f,72¢ >, 2 € (0,00) ¥ ¢ € By.

Sea ¢ € B4, donde a > 0. Vamos a ver que F(¢) € C,. Sea m € IN — {0}.
Sabemos que T:¢ € B, 4+m. para cada = € (0,m), (Corolario 3.3, [8]). En virtud de la
Proposicién 2.3 [8] existen r € IN y r + 1 funciones fr € Loo(0,a +m), & =0,1,...,7,

tales que

r a+m
<hr>= Y [ fly S ) )y =
k=0""

= ];] /0 Y 2(1,5%) (y)dy, = € (0,m). (I1.4.7)

De (I1.4.1) y (I1.4.7) inferimos que
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0t

r a+m
lim 2 A Y2 < frh >=a, Z/O Fey)y™ "2 SEp(y)dy =
k=0
=a, < f,¢>. (11.4.8)

Ademids f#¢ es continua en (0, 00).

El Corolario 4.2 [8] permite escribir

F(@)#y = ([H#O)#Y = [H#(d#) = F(d#b), ¢, ¢ € Py

Por tanto F € G(5,).

Finalmente de (I1.4.8) se sigue que

J(F)($) = lim —a P 12P(@)(a) =< [, >, § € P

20+

Sea ahora (F),)2q € G(B,) tal que F;, — 0, cuando n. — oo, en G(f,,). Esto quiere

decir que Fj,(¢) — 0, cuando n. — oo, en C,,, para cada ¢ € ,. Luego, para cada
b€ by

lim Lac’“’l/QFn(d))(x) = J(F,)(¢) — 0, cuando n — oo,
z—0t oy

o lo que es lo mismo, J(F,) — 0, cuando n — oo, en la topologia débil * de f,.
Probamos asi que J es secuencialmente continua.

Para ver que .JJ 7! es secuencialmente continua es suficiente observar que si f, — 0,
cuando n — oo, en ,6’1’“ entonces f,#¢ — 0, cuando n. — oo, en C,, para cada ¢ € f3,,.
Esto puede ser probado recurriendo a la Proposicién 2.11 [8] y procediendo como en

(11.4.7). O

%M,M

En esta seccién analizamos la transformacion y la convolucién de Hankel sobre un

espacio que denotaremos H, s y que recuerda a los espacios K(M,) de I.M. Gelfand
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y G.E. Shilov [31]. Algunos de los resultados obtenidos en esta seccién se asemejan a
los que establecimos en el Capitulo 2 de esta Memoria. Kl estudio que desarrollamos
aqui nos permitird caracterizar en la préxima seccién el espacio dual de H:L a de Hyar
mediante el espacio de #-operadores sobre H,, /.

Denotaremos por K al siguiente conjunto de funciones
K= {M € C2([0, 0)), M(0) = M'(0) =0, M'(00) =ocy M"(z) >0, z € (o,oo)}.

Para cada M € K representamos por M¥ la funcién dual en el sentido de Young
de M (véase, por ejemplo, p.18, [31]). En [29] se recogen algunas propiedades 1tiles de
la clase K.

Sea M € K. Decimos que una funcién ¢ compleja y regular sobre (0, 00) estd en

H,,mr sipara cada m, k € IN la cantidad

Mm)| (2 ) [ 1)

X

7M JE—
Vg (#) = sup e
z€{0,00)

es finita. Elespacio H, s es dotado de la topologia generada por la familia {fyfnf,\f}m keIN
de seminormas. De este modo #H,, as es un espacio de Fréchet. No es dificil probar que
el espacio H, ar estd continnamente contenido en el espacio H,. Ademds 5, es un
subespacio denso de H,, 7. Si definimos para cada m,k € INy ¢ € H, m

il (6) = sup )eM(m)x_“_l/leﬁ(x)l,
xe (0,00

la familia {nfn,]g}mkg v de seminormas genera sobre H, s la misma topologia que
{fyr‘;]\,f}mk ¢IN- Para probar esta propiedad basta proceder como en la Proposicién 27
§IV [63].

El espacio Q@ ar estd formado por las funciones complejas ® que satisfacen las
siguientes dos propiedades

(1) 27#~1/2®(z) es una funcién entera y par, y
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(1) para cada k € INy m € IN— {0}

Pl (@) = sup(1 -+ [z 20 (z)e M < oo,
zeC

Sobre Q,, s consideramos la topologia asociada a la familia {p‘”mf\g}me IN_ {0} kcIN
de normas y este espacio es de Fréchet.

Probamos a continuacién que la transformacién integral b, de Hankel es un isomor-
fismo de Hy a en @ yyx. El procedimiento seguido para la demostracion es similar al

desarrollado en la prueba del Teorema 2.3 (véase también [29]).

Teorema 4.4 La transformacion h, de Hankel es un isomorfismo de H, pr sobre

Qu,MX' Ademds h;l = hy.

Demostracion:

Sea ¢ € H,, ar. Teniendo en cuenta (5.3.b) [29] podemos escribir
o« <
/ () " T ()] [t (2| dt < C / efmal e 12141 dt, 2 € .
0 0
Por tanto, si |[Im z| < k entonces del Lema 2.4 [29] se sigue
o« <
|l e o old < ¢ [ e g dt <
0 0
< CM DM (),

Probamos asi que la funcién z7#~"/2h,,($)(z) admite una extensién holomorfa al
plano complejo €.

Ya que 2 #J,(2) es una funcién par, también lo es la funcién z=#=1/2h,,(¢)(z).

De acuerdo con el Lema 5.4-1 [81], recordando que H,, s es un subespacio de H,,,

tenemos que, para cada k € IN

2R B2, (9)(2) = (1) / Oo(zt)_“Ju(zt)t““/QSﬁd)(t)dt, z eC.
0
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Teniendo en cuenta de nuevo (5.3.b), el Lema 2.4 y (2.2) [29], se sigue
o0
222, () ()] <O [ T M At ) at <

m oz o
< CM* I / MmO g 1/2 6k (1) |t <

m oz o8]
< M Mt k(qﬁ)/ e M2t g ke N,me IN— {0} y 2 €C.
’ 0

Obtenemos asi

k
X
Pl () < Yl (9), me Ny k€ N~ {0}
i—0

y queda probado que la transformacién h,, es continua de H, ar en Qu X

Sea ahora ® € @, )/x. De acuerdo con el Lema 6.1 [29]

2Ry, (@)(1) =

1 o0

~32 /, (g im) T HED(E +im)B(E + in) (€ + i) Pdg, ¢ € (0,00), (T1.49)

para cada n € (0,00). Aqui la funcién H ,Sl) denota la funcién de Hankel de primera
especie y de orden u.

Sea k € IN. Inferimos de (5.1.b) [29] que para cada t,n € (0, 00),

(30) 1 hu(@)0)] =

_1Ye roo
- % / (€ im) R (BE i) B(E + i) (€ + i) g

Supongamos que g > 1/2. De (5.3.¢) [29] se deduce

1 ko _ —1/2 . N —p1/2,—2u—2k
(Gp) ¢ hu@)(t))\sc(/lt crimier e 2EH I IE+in 2R ey

+ / e MR 19(¢ + i) [¢ +inlkd€> , t,1 € (0,00).
lt(¢+in)|>1, eclR
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Por tanto, si £ > 1 tenemos

1 Nk
D) [t Ph (@) ()] < C / D€ + )| €+ in| TP 2de+
G W@ <O e IR il €+ i g

—in . .k
+/|t(€+in)|>1,§elRe (@ (¢ + )] ¢ +in"de), n € (0,00).

Si m € IN — {0}, teniendo en cuenta el Lema 2.4 [29] y tomando n € (0,00) de

manera que M'(mt) = —%, sigue
LNk 12 p, MX —M(mt)
‘(;D) (G hu(CD)(t)]‘ < opi (@)e Jt>1, (I1.4.10)

donde I € IN es tal que 20 > k + p + 3/2.

Por otra parte, si t € (0,1) de (7) §5.1 [81] se infiere

(%D)k[t’“’lﬂhu(@)(t)] = (=¥ /O OO(xt)*ﬂ*kJu+k(xt)xﬂ+1/2+2’fq>(x)dx.

Luego, para cada m € IN—{0}, ya que la funcién z~#J,(z) es acotada sobre (0, c0),

tenemos

Go) e P ra@n| < 0 [T s et e <

< OplaiL(@)e™ M0t e (0,1), (I.4.11)

siendol € IN, [ > p+ 1.

De (I1.4.10) y (I1.4.11) concluimos que hy, es una aplicacién continua de @ ,/x en
Hy -

Cuando —1/2 < p < 1/2 podemos proceder de un modo similar recurriendo a

(5.3.d) [29]. O

Del Teorema 5.4-1 [81] y del Teorema 4.4 se deduce que Q,, ps estd continuamente
contenido en H,.
En el siguiente lema probamos que la funcién (zt)"#J,(#t) define un multiplicador

de Q,, ar para cada t € (0,00).
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Lema 4.5 Sea t € (0,00). La aplicacion ®(z) — (tz) *J,(tz)®(2) es continua de

Qu M en si mismo.

Demostracion:

Del Lema 2.4 y (5.3.b) [29] se sigue que

|Im z|

(t2) ", (t2)] < Cell™m = < M), zeCyl e IN—{0}.

Por tanto, para cada k € INy m € IN — {0}, obtenemos de (2.2) [29]

(L |2*)re Mt

|Im z|
e )‘

(t2) 1 u(t2)0(2)| <

|Im z\)

< C(1+ |Z’2)keM(H$nZ|)7M(_m ‘(I)(Z)| <
<O+ |20)ke MEED02)), z€Cy @ € Q.
Luego, para cada k € INy m € IN — {0},

Pk (1) T, (2% (2)) < Cphine(®), @ € Qunr,

y demostramos el resultado enunciado. O

La segunda propiedad es 1til en el estudio de la convolucién de Hankel sobre H, a;.

Lema 4.6 La aplicacion

(®,T) — 2+ 1/20@

es bilineal y continua de Qv x Quar en Qp ar.

Demostracion:

Es suficiente recurrir a (2.2) [29]. O

El comportamiento de la traslacion y la convolucién de Hankel sobre H,, a es es-

tablecido en la siguiente proposicién.
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Proposicién 4.7 (a) Para cada x € (0,00) el operador de traslacion de Hankel T,
define una aplicacion continua de H, pr en si mismo.
(b) La convolucion de Hankel es una aplicacion bilineal y continua de Hy apr x Hym

en Hy .

Demostracion:

(a) Se sigue del Teorema 4.4 y del Lema 4.5 ya que (2.1) [52] implica

() (y) = 2*H 20y () T () B (8) (D) (), @,y € (0, 00),

para cada ¢ € H, ur.

(b) De la férmula de intercambio se deduce ((1.3), [52])

dHp = Ry (7P 2Ry (B) R (), byt € Hynre

Por tanto del Teorema 4.4 y del Lema 4.6 inferimos la continuidad de la convolucién

de Hankel sobre H,, ar. O

La siguiente propiedad la necesitaremos mas adelante.

Proposicion 4.8 Sea ¢ € H, pr. Entonces la aplicacion Ty definida por
Ty :0,00) — Hym
x— P24, six e (0,00)
a,p, siz=0

es continua.

Demostracién:
Sea zq € (0,00). De acuerdo con (2.1) [52] y el Teorema 4.4 para ver que Ty es

continua en x( es suficiente probar que

[(z2) *Ju(22) — (2o2) HJu(202)]P(2) — 0, (11.4.12)
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cuando z — x¢, con x € [0,00), en Q, ux,; donde & = h,$. Nétese que ® € Q \/x

(Teorema 4.4).

En virtud de (5.3.b) [29] podemos escribir

|(22) 7 Ju(w2) — (w02) ™ Ty(w02)| < O™ 2 4 gmollim ey <

< Ce@otlIm 2l hara cada z €Cy x € (0,29 + 1).

Sean k € INy m € IN—{0}. Del Lema 2.4 y (2.2) [29] se sigue

(1 4+ |PY 1 20 (@) (02)Tulwz) = (@0) T ulaoz)lle D <

<C(1+ |z|2)k’Z*llfl/?(l)(zﬂe(x(ﬂ»l)\lmz\fMX(_“:';Z\) <

[Im z\)

< O(1 + |2)2)F |z 120 ()| M -M¥ D o

<C(1+ |z|2)_1p§;fkﬁl(<l>), para cada z € Cy z € (0,29 + 1). (I1.4.13)

Sea € > 0. De (I1.4.13) se deduce que existe r > 0 tal que para cada = € (0,29 + 1)

ylzl >
(14 |22)5 12720 (2)] [(22) P Tu(22) — (202) #Ju(zoz)le M < e (11.4.14)

Ademas, ya que la funcién 27#J,(2) es uniformemente continua en cada compacto

del plano complejo, existe 6 > 0 tal que para cada z € [0,00) siendo |z — zg| < 6 ¥

lz| <r
(1+ |2]2)F)27#7128(2)| [(52) T (x2) — (xoz)fuJu(sz)lefMX(%) < e (IL4.15)

De (I1.4.14) y (I1.4.15) se sigue ya (I1.4.12). a
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!
HM,M

Nuestro objetivo en esta seccién es caracterizar el espacio 7-[; ar» dual de H,, s,
2
mediante los #-operadores sobre H,, ar.

La Proposicién 4.7 (a) nos permite definir la convolucién de Hankel T#¢ de T €

Hy, a0 ¥ & € Hym por
(T#¢)(z) =<T(y) (ra9){y) >, = € (0,00).

Observamos que, en virtud de la Proposicion 4.8, T#¢ € C,,, para cada T € HL, M
y ¢ E 7‘[”’ M-
En la siguiente proposicién caracterizamos la convergencia de siucesiones en la

topologia débil * de 7-[;% & través de la convolucién de Hankel.

Proposicién 4.9 Sea (T,,)5°, una sucesion en H:LM. Entonces < Ty, >— 0,
cuando n. — 0o, para cada ¢ € H, ar si, y solo si, Ty#¢d — 0, cuando n — oo, en C,

para cada ¢ € Hypr.

Demostracién:
Supongamos inicialmente que < T, ¢ >— 0, cuando n — oo, para cada ¢ € H,, ar.
Sea ¢ € H, ar y m € IN. De acuerdo con la Proposicién 4.8 el conjunto Ty[0,m] es
compacto en H, ps, donde Ty representa la aplicacién definida en la Proposicién 4.8.

Del Teorema de Banach-Steinhaus se infiere que

1/2

sup ‘ < Ty, Ty(z) > ‘ = sup |z7HE< Ty, > | =

z€[0,m z€(0,m)

= sup = V(T #¢)(x)] — 0, cuando n — oco.
x€(0,m)

Probamos asi que T,,#¢ — 0, cuando n — oo, en C,,.
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Para probar la implicacién inversa es suficiente observar que de la Proposicién 4.8
se sigue que

lirélJr oY <« T o >=< T, 0 >,
x

para cadan € INy ¢ € H, ur. O

A continuacién describimos el #-dual Hi ade Hyne

.. & L2 .
Proposicién 4.10 H7 ,, = {f €eC,: ) € L1(0,00), para algin p € ﬂ\f}
Demostracion:

ut+1/2
Sea f € C, tal que xMW)i € L1(0,00), para cierto p € IN, y sea ¢ € H,, -
€

Podemos escribir para cada x € (0, o)
oc oc , u+1/2
[T 1wlEom < sip My g [ Wy,
0 y6(07oo) 0 & Py

Por tanto, ya que 7,¢ € H, ., € (0,00) (Proposition 4.7 (a)),

Ademas, de la Proposicién 4.8 se infiere que
o«

lim 7 #1/2 /OOC |f ()] |7ed(y)|dy = O‘“/o |f ()] [(y)ldy < oo.

x0Tt

Se concluye entonces que f € Hi M-
ut+1/2

Supongamos ahora que f € HfM y que xMW)i ¢ L1(0,00), para ningin p € IN.
’ e
Elegimos ¢ € §,, de manera que ¢ # 0, ¢(z) > 0, sobre (0,00), y ¢(z) =0, z > 1.
Para cada n € IN— {0} y p € IN tenemos

L2 p1/2

o X(0,n) Y L X(0,n)t
| 1@ (o) @iz = [ [ oty (X w)dyds.
También

+1/2 + ut+1/2
Te ( M) (y) = ; M) D(z,y,2)dz, z,y € (0,00).
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x0
Por tanto, ya que D(x,y,2z) > 0, x,y,z € (0,00) y que / D(x,y,z)z“+1/2dz =
0

au(xy)“'H/Q, x,y € (0,00), (véase (2) §2 [42]), se sigue

o pt+1/2 n— +1/2
/ |f<x>|(%#¢)<x>dxz / 1|f<x>|(t” #¢)<>

n— 1 z+y zu—|—1/2
_/ / / D(z,y,z)dzdydz >

M{pz)

> [Tl [ L /0 #412D(a,y, 2)ddyds =

n—1 p+1/2
= ozu/ :L““H/Q]f |/ %dydm >
0

S0 n—l ghtl/2) g )‘d 12
/ T2p7) :r/O Yy g(y)dy, n € IN—{0}.
En la ultima desigualdad hemos usado que M es una funcién creciente y que
¢(xz) = 0, para cada x > 1.
Deducimos pues que
172

im [ |f()) (’“”—

n—00 0

#d>> (z)dx = oo, para cada p € IN.

Consecuentemente existe una sucesién (ap)pdN monotona creciente de ntmeros
positivos de manera que

n+1/2

[ o (Xesme—

Ademds, 7,¢0 > 0, x € (0,00), al ser ¢ > 0 sobre (0,00). Por ello, ya que M es una

#gb) (z)dx > p, para cada p € IN.

funcién creciente, se tiene
b tlH-l/Q b t/H-l/Q
e (Txgb)( Ydt > ST (Tx¢)( Ydt, z € (0,00) y 0<a <b.

a a €

Fntonces, para cada p € IN

|7 i@ @as >
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+1/2
donde Q/)P(x) = x/H—l/Q: 0 <2z <ao, Q/}p(x) = x/;/[(li)' a1 <r<a,l=1.,py
€

Pp(z) =0, £ > ap. De aqui se deduce que

[T 1@l W) = +x. (I1.4.16)

+1/2
donde ¢(z) = 2tV 0 < 2 < ag, y h(z) = %, a1 <r<a,l=1,2,...
e

Por otra parte, z7#~1/2h,, (1) es un multiplicador en Q, ux. En efecto, de (5.3.b)

y del Lema 2.4 [29] obtenemos para cada m € IN — {0}

PR <0 [T A ) <
0

X[ Im 2| 0
< ce ( " >/ eMma) Lt 1/2)4p(1) | da, 2 € T.
0

De donde se sigue que

MX(\Im 2|

sup e m )]zf“fl/Qhu(zp)(zﬂ < oo, para cada m € IN— {0},

2eC
y procediendo como en el Lema 4.5 se concluye que z = #~1/ 2h,, () es un multiplicador

en Q/J/,MX'

Recurriendo ahora a la férmula de intercambio (Proposicién 2.5 [51]) y al Teorema
4.4 obtenemos que Y#¢ € H, ur.

Ya que [ € HiM sigue

tim, [ £ @)™V ) )y = e [ F@I#D )y < .

z—0T Jo

Esto contradice (I1.4.16) y completa la demostracién. O

Establecemos ahora una consecuencia de la proposicién anterior.

Corolario 4.11 §i f ¢ HiM entonces f#¢ € Cy,, para cada ¢ € Hy ar.
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Demostracion:

# . . . pht1/2
Sea f € H ;- En virtud de la Proposicion 4.10 existe p € IN tal que M3

L1(0,00). Sea ¢ € H,, pr. Tenemos

o2 () (x) — yTHT (SRS )] <

o /
</ PTGy (oM 12(1 (0) - Ty, 2y € (0,00),
0

2€(0,00)

eM(p2)
donde T representa la aplicacion definida en la Proposicién 4.8. De la Proposicién 4.8

se sigue que

lim &=V (f46) (x) = y ™ (f#0)(v), y € (0, 00).

Por tanto f#¢ es continua en (0, c0).

Ademas recurriendo de nuevo a la. Proposicién 4.8 podemos probar que

lim 2P Y2(f#¢)(x) = o /0 ” fy)oly)dy.

z—0t

Concluimos asi que f#¢ € C,,. O

En la siguiente proposicién se caracteriza la convergencia de sucesiones en H, ur

mediante los #-operadores sobre H,, as.

Proposicién 4.12 Sea (¢,)52, una sucesion en H, . Entonces ¢, — 0, cuando

n — oo, en Hyum, si, y sdlo si, F(¢p,) — 0, cuando n — oo, en C,, para cada

F e Q(?—[“,M)

Demostracién:

Probamos en primer lugar que si ¢, — 0, cuando n — oo, en H, ps, entonces
F(¢,) — 0, cuando n — oo, en C,, para cada #-operador F' sobre H, ps. Para ello
haremos uso del teorema del grafo cerrado.

Supongamos que (9p)5>o C Hy o verificando
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Y — ¢, cuandon — oo, en Hy . ¥
F(typ) — f, cuando n — oo, en C,,
dondep e H,my f € Hf’M. Nuestro objetivo es probar que F (i) = f.
Observamos que para cada g € ?—tjiM, g#Pn — g#%, cuando n. — oo, en C,.
En efecto, sea g € Hf a- De acuerdo con la Proposiciéon 4.10 existe p € IN tal que

xu—l—l/Q

GT(IJI)Q € L1(0,0). Entonces

gt~ W@ < [ iy,
sup |eMPY) (zy)H V20, (v, — ) ()], 2 € (0,00). (I1.4.17)
y€(0,00)
De (1.2) [9] sigue

w27 (P — ) (y) = hu(@t)TH T (@) b — ) (0] (), 7,y € (0,00).

Por tanto, ya que h, es un isomorfismo de H, ps en Qu,MX (Teorema 4.4) y que
(zt) " Ju(xt) es un multiplicador de Q, ;/x uniforme en z € (0,m), para cada m €

IN—{0} (como se deduce de la demostracién del Lema 4.5), de (I1.4.17) obtenemos que

sup |z P2 (g#(h — ¥))(2)] — 0, cuando n — oo,
x€(0,m)

Sea ahora ¢ € 8,. Ya que I es un #-operador sobre H, 3r podemos escribir

F(pn)#e = F(o)fpn — Flo)#y = F(P)#¢, cuandon — oo, en C,.  (IL4.18)

Ademds, para cadan € INy = € (0,m), donde m € IN — {0}, se tiene
1/2 arm 1/2
o= 2 [(F () — f)#0)(2)] S/O I (Wa) = Fl)le™ 2 (100 ()| dy <

< (armpr [ BRI E () — 1) (@) T ()b (0) () (1) |dy.

Aqui a € (0,00) de manera que ¢(z) = 0, para cada x € (a, c0).
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Luego, para cada m € IN — {0} existe C > 0 tal que

sup |z # T (P (n) — N#) @) <C sup |y # VA (F () — )], n € IV,
xz€(0,m) ye(0.a+m)

Probamos asi que F (i, )#¢ — f#, cuando n — oo, en C,,. Esto permite, junto

a (I1.4.18), mostrar que f#¢ = F(y)#p.

También tenemos que

lim =+~ 1/2 /Ooo F(h) (y)(1e0)(y)dy = o /Ooo F)(y)ply)dy =

x—0+

—a, [ fWeidy = Y 52 [T 1) ) )y

La arbitrariedad de ¢ € g, y la continuidad de f y F(¢) conducen ya a que
f=F@).

Suponemos ahora que F'(¢,) — 0, cuando n — oo, en C,, para cada F' € G(H,, m).
Probaremos que ¢, — 0, cuando n — oo, en H,, ar.

De (2.2) [29] se sigue que ¢, — 0, cuando n — oo, en H, u, si, y sélo si, se
verifican

(4) (Pn)p>g es acotada en Hy ar, y

(41) para cadal € IN— {0} y k € IN,

sup |x_“_1/25ﬁ¢n(3:)| — 0, cuando n. — oo.
x€(0, 1)

Notamos que, en virtud de la Proposicién 2.2 [52], para cada k € IN, la aplicacién

Fy. definida por
Fy:Hypm — HiM
b — Sk

estd en G(H,, ar). Por tanto, de nuestra hipdtesis se deduce que la condicién (i) anterior

es verificada por (¢,)5% .
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Asumamos que ¢, -~ 0, cuando n — oo, en H,, »;. De acuerdo con lo comentado
esto, en nuestro caso, es equivalente a que (¢,)52 no es acotada en #H, »;. Existen
entonces m, k € IN tales que el conjunto

M(mz),.—u—1/2) gk

sup e x |S ) n ()]
{CL’E(0,00) B }TLEIZ\]
no es acotado en [0, 00).

Ya que sup eM(mw)x_“_l/QISﬁ¢n(x)| — 0, cuando n — oo, para cierto w > 2
z€(0,1)

sup Mgk m121588, (0)] < w, m € IN.
x€(0,1)

Ademas, existen 1 € (0,00) (necesariamente z1 & (0,1)) y n; € IN tales que

6M(mm)$1_u_l/2‘5ﬁ¢m (1)| > w,

y existe 1 > 0 para la cual
27" P|SE g (21)| < C1, me IN.

Supongamos en este punto que hemos encontrado, para cierto s € IN—{0}, (z4)5_1,

(Ca)ie1 v (Pn,)i—;. verificindose las tres condiciones que siguen para cada a =
1,2,...,8

(2) Sullzolegl‘_msﬁ%(%)l < Ca,
S

” ‘Ze (ma) M 1/25k¢na(xz)

> 1+ Z 2%

j=s—a+l1

i ) < 1L,
(@)

(191) e~
y vamos a definir x4y, Cs41 y ¢n,,, de manera que (wa)f;';ll (Cq )‘;'Hl y (<ﬁna)‘(”'H
satisfagan las tres condiciones anteriores cuando s es reemplazado por s + 1.
Elegimos p, > 0 de manera que e > (s 4 1)2. para cada = & (0, p,).

Existe C > 0 tal que

M[<m+1)x]x_“_1/2|5ﬁ¢ni(33)| <C.zre(0,00)ei=1,..s.
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De (2.2) [29] se sigue entonces que

eM(m$)x—N—1/2|Sﬁ¢ni(x)| < %: T e (07 OO) el = 17"'737
€

y podemos escoger p, suficientemente grande para que
. 1 .
GM(mz)fL‘ # 1/2‘Sﬁ¢nz(x)| < W T ¢ (Oaps) et = 17“'55'
Elegimos también w > 2 + eMme) oy 4 eM(’”’””s)C’S verificando
M)y =i 12| Sk ()] < w, € (0,p5) y m € IN.

Ya que el conjunto { sup eM(mI)$*“*1/2|Sﬁ¢n(x)|}
z€(0,00)
existen ng1; € INy z511 € (0,00) para los cuales

tad
o] o es acotado en [0, 00)

—u—1/2
eMimzsr) g b2 gk (g 40)| > w.

Es obvio que z4,1 & (0,ps). Por tanto eM@s+1) > (s +1)2 y la propiedad (iii) se
da.
Escogemos Cs 1 > 0 tal que sup |x5_f1_1/25’ﬁ¢n(x5+1)| < Cs41. De este modo (4)
ne

es satisfecho.

Por otra parte, si 1 < a < s podemos escribir

‘eM(mml)lﬂlﬁuil/zSﬁ(ﬁna (331) +.t eM(mIs+1)$;f;1/QSﬁ¢na (Ierl)‘ 2

> ‘ZGM(mxi)x;M—l/QSﬁ¢na (z:)
i—1

M (mz, —b=1/2 ok
_ ‘e (mx +1)wsﬁ1 / Su¢na(xs+l)‘ >

>1 3 L L =1 L
21+ D gt X g
j=s—a+1 j=(s+l)—a+1

Ademas

—pu—1/2 —p—1/2
eM(mml)Ilu / S/]j¢ns+1 (331) + ot eM(mISH)st—ﬁl / Sﬁ¢"s+1($s+l)‘ Z
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> Mmas )Tt 218k G (mean)| = D Mg T Sk ()] >
i—1

B
>w— Y Mmec; > 9.
i=1
Probamos asi que (ii) es cierto.

Construimos de este modo tres sucesiones (24)5 1, (Cq)3 1 ¥ (¢n, )32 verificando
(1) y (i44) para cada « = 1,2,..., y (i3) para cada s =1,2, ...y a = 1,2, ..., s.

Definimos ahora una sucesién (Fy,)52; en G(H, a) como sigue: para cada n €
IN— {0} y ¢ € Hym, Frn(¢) es dado por

n

(@) (@) = 3 Mg, (Skg)(a). @ € (0,00).

a=1
De la Proposicién 4.7 (a) y teniendo en cuenta que 7,(¢)#vy = 1.(p#1)), para cada
z € (0,00) y ¢,% € H,m, se sigue que F,, € G(H,, ), para cada n € IN.

Nuestro préximo objetivo es probar que, para cada ¢ € H,, ar, la sucesion (F, (¢))52
converge en C,,.

Sea ¢ € H, m. Para cada n,l € IN— {0}, de acuerdo con (1.2) [9] podemos escribir

n—+l
P B (B)@) — [Fa(@l(@)] < Y M) (ga0) ™12 7, (SE) ()] <
a=n-+1
< ni:l e—M(xa)eM[(m+1)xa]x;u—1/2‘hu[(xt)—uju(xt)hu(sﬁ(ﬁ)(t)}(%)| <
a=n-+1
n+l
< 3 % sup eM[(mH)Z]z’“’l/z‘hu[(xt)’“Ju(a:t)hM(Sﬁ@(t)](z)‘,:BE(O,oo).

a=nt1 % 2€(0,00)

Por tanto, ya que para cada r € IN — {0} la funcién (zt)"#J,(xt) es multiplicador
de Q, yx uniforme en z € (0,r) (véase la demostracién del Lema 4.5), (Fn(¢))52; es
una sucesién de Cauchy en C,,. Al ser C,, un espacio de Fréchet (F),(¢))5>, converge en
Cp.

Definimos

F(¢) = WILH(}OFn(d)), ¢ € 7_[/L,M:
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donde el limite es entendido en C,,.
Para cada ¢ € H, m. F(¢) € Hf’M. En efecto, sea ¢ € H,, ps. En virtud de (1.2)
[9], de (5.3.b) y (2.2) [29] y del Teorema 4.4, existe [ € IN tal que

MUt 1zal (g V=127, (Skg) ()| <

< sup eM[<m+1>z1z—ﬂ—1/2\hu[(xt)—wu(xt)hu(sﬁ@(t)](z)\gceMW), (I1.4.19)
2€(0,00)

para cada z € (0,00) y a € IN — {0}.

Entonces

/oc 3cu+1/2’[F(gb)](a:)]alaj <c i i

M((+1)z)

y la Proposicién 4.10 implica que F(¢) € HiM.

Para ver que F € G(H, m) nos hace falta probar que

F(¢)#4 = F(¢#p), para cada ¢, € M .

Sean ¢, € H,, p. Para cada f € IN— {0} podemos escribir

&7 H 2 [(Fa(@) — F(9) ] (2)] < / T (B() — F@) )l ) w)ldy <

0
<yt 21 (8) — F(¢)(y)]
S/o - MDY Py

sup eM+1)2) ,—p—1/2 ‘hu[(xt)_uju(xt)huw)(t)](z)‘
2€(0,00)

IA

o0
1
<C Z — . para cada x € (0,8).
a
=n+1
Aqui [ es el nimero natural que aparece en (11.4.19).

Por tanto F,(¢)#y — F(¢)#, cuando n — oo, en C,. Ademds F,(¢)#¢ =
Fn(¢#4), n € IN—{0}. Luego F(¢)#¢ = F(d#).

Observamos también que para cada [ € IN — {0} se tiene

V2[R V] () = 212 i eMmea) g oi=1/27, (Skg, V(z), = € (0,00),

a—=1
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de donde se sigue

lim x_u_1/2|[F(¢n1)](x)| = ‘ Z 6M(mma)$guil/2 lim $7u71/27’x(sﬁ¢nl)(xa)‘ =

z—07+ o z—0t

= a#‘ Z eM(mxa)xgﬂfl/QSi(ﬁnl (xa)‘ > ay, | € IN—{0}.
a=1

Concluimos de aqui que F(¢,) - 0, cuando n — oo, en C,, lo que contradice

nuestra suposicion. O

A continuacién probamos que el espacio G(H, ) de #-operadores sobre H, ar

puede identificarse con ), /.
Proposicién 4.13 Los espacios G(Hu,m) y M, 5y son isomorfos.

Demostracién:
Definimos la aplicacién .J como sigue
T2 G(Hyuns) — H oy
F— JF):Hym —C
1
¢ — J(F)($) = lim —a™#"2F(¢)(2).
z—0t oy,

Probamos que J es un isomorfismo algebraico y secuencial.

Procediendo como en la prueba de la Proposiciéon 4.3 podemos demostrar que J
es lineal y uno a uno. Ademds J es sobre. En efecto, sea f € 7-[;% - Definimos
F(@)](z) = ([46)(@) =< [). () (y) >, 7 € (0,00) ¥ 6 € Hy.

De la Proposicién 4.8 se deduce que F(¢) € C, y que

lim —az *Y2[F(¢)](z) =< f,¢ >, para cada ¢ € H, -
Por otra parte, ya que f € HL,M: existen C > 0 y r € IN tales que

| < f,¢>|<C max sup eM(mx)x_“_1/2|Sﬁ¢(x)|, b€ Hyum.
0<m,k<r z€(0,00)
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Luego, para cada ¢ € H, as, de (5.3.b) [29] y del Teorema 4.4 se sigue

y T (F#G) )| <

<C max sup M2, (y2) 71 (y2) (S5 () (0)] <
=m, 77’3:6(0,00)

< CeM), gy e (0,00),

para cierta [ € IN. Recurriendo ahora a la Proposicién 4.10 se deduce que F(¢) € Hf M
para cada ¢ € H, ur.

Finalmente, procediendo como en la prueba de la Proposicién 2.9, podemos mostrar
que F(9)#y = F(p#1), ¢.1 € Hym-

Concluimos asi que F' € G(H,,m) y que J(F) = f.

Que J y J~! son secuencialmente continuas puede ser probado de 1n modo similar

a la propiedad correspondiente en la Proposicién 4.3. O

Sefialamos para terminar que los resultados obtenidos para H, ar pueden con-
seguirse de un modo similar para los espacios H, y &},. Concretamente los espacios H:L
y A, se identifican con los espacios de #-operadores G(H,) y G(&),) sobre H, y A,

respectivamente ([19]).
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Fe de erratas

- En la pdgina 26, donde dice “y teniendo en cuenta que i es la identidad sobre

‘H” deberia decir “y teniendo en cuenta que i es la identidad sobre H”.

- En la pigina 36, cuando se define el espacio AHJ,, donde aparece w,(¢) =

[72¢ — ¢l deberia decir wy(¢)(z) = [[72¢ — Sllp,u-

- En la pagina 100, donde dice “Observamos inicialmente que si f € &), » entonces
f define un elemento de X /IL, 4", deberfa decir “Observamos inicialmente que si f € X, x

entonces [ define un elemento de X/'L.”

- En la p4gina 105, cuando introducimos el espacio C,,, en lugar de ILm g2y (z)
x oo

debe aparecer lim z Y2 f(z).
z—07+
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