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Índice

Lista de Tablas XII

Lista de Figuras XX

Agradecimientos XXVII

Introducción XXIX

1. El muestreo de aceptación 1

1.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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4.5. Diseños óptimos aproximados para las distribuciones log-normal y de

Weibull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

5. Planes de muestreo utilizando riesgos a posteriori 149

5.1. Distribuciones condicionales de la proporción de disconformes . . . . 154
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4.7. Diseños óptimos (m, k) cuando T ∼ Exp(0, σ), α = 0.05, β = 0.10,

pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una dist. de máxima entroṕıa . . . . . 131
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discontinua) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.7. Curvas de densidad de la distribución exponencial de máxima entroṕıa
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Introducción

Los métodos estad́ısticos utilizados en el control de la calidad juegan un papel

muy importante en la descripción de la variabilidad de los procesos de producción

y fabricación de productos de la industria moderna. En dicho contexto, uno de los

aspectos primordiales en relación al estudio de la calidad es el grado de conformidad o

satisfacción de un conjunto especificado de requerimientos del producto con el objetivo

de poder llevar a cabo decisiones sobre la aceptación o el rechazo del mismo. Este

estudio de conformidad se lleva a cabo por medio del muestreo de aceptación aplicado

a conjuntos o lotes de unidades del producto, concretamente a través de la definición

de planes de muestreo.

En general, las especificaciones de calidad de un producto se suelen plantear en

función de los intereses simultáneos tanto de los productores como de los consumidores

del mismo. Dichos intereses hacen referencia a los niveles de calidad requeridos, los

cuales se pueden medir como la proporción de unidades defectuosas, p, presentes

en los lotes de producto, y los riesgos del muestreo asociados a los mismos. Con

frecuencia, el diseño de un plan de muestreo se basa en un acuerdo entre el productor

xxix
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y el consumidor sobre los niveles de calidad aśı como los riesgos que ambos están

dispuestos a aceptar. Entre los planes que satisfacen las condiciones impuestas por el

productor y el consumidor, se suele seleccionar el diseño que verifica un determinado

criterio de optimalidad (por ejemplo, el plan con menor tamaño muestral).

Este trabajo considera los métodos y procedimientos del muestreo de aceptación

cuando la variable caracteŕıstica de calidad del producto sometido a estudio es su

tiempo de vida o tiempo hasta que se produce un fallo, que se denotará como T . En

esta situación, el control de calidad se realiza a través del estudio de la conformi-

dad de los requisitos o especificaciones concernientes a la fiabilidad del producto. Por

tanto, los planes de muestreo que utilizan este tipo de especificaciones se conocen

como planes de muestreo de aceptación de fiabilidad. En estos planes se observan los

tiempos de fallo de las unidades o items del producto mediante pruebas o experimen-

tos denominados, a menudo, contrastes o ensayos de tiempo de vida o contrastes de

fiabilidad (”life or reliability testing”). A partir de la información recogida en estos

experimentos el plan de muestreo permite tomar decisiones acerca de la aceptabili-

dad/rechazo del lote o el proceso de fabricación. En los contrastes de fiabilidad resulta

habitual que sólo se observe el tiempo hasta el fallo de algunas de las unidades mues-

trales, mientras que el resto de observaciones estaŕıan censuradas. Se pueden definir

los siguientes tipos de censura más comunes:

Censura por tiempo o de tipo I: El experimento finaliza en un tiempo fijado con

anterioridad.

Censura por el número de fallos o de tipo II: El experimento finaliza cuando se

alcance un número prefijado de observaciones de tiempos de fallo.

Los mecanismos de observación de datos en contrastes de fiabilidad admiten, en
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ocasiones, un mayor nivel de complejidad. Por ejemplo, en la censura progresiva se

retiran unidades funcionales antes de su fallo durante el desarrollo del experimento y

no sólo a su finalización.

El Caṕıtulo 1 recoge las definiciones y los métodos más importantes del muestreo

de aceptación en fiabilidad. A lo largo del caṕıtulo proporcionamos una recopilación

de referencias bibliográficas sobre el muestreo de aceptación. Asimismo, se presenta

la definición del riesgo de muestreo clásico, aśı como de los riesgos promedios y a

posteriori, a partir de una distribución a priori de p.

El Caṕıtulo 2 expone el método para determinar los planes de muestreo en fia-

bilidad con menor tamaño muestral que utilizan riesgos clásicos. En particular, se

obtienen los diseños cuando T sigue una distribución exponencial. En este caṕıtu-

lo se muestran los procedimientos para hallar los planes exponenciales óptimos de

forma exacta aunque, también, se proporcionan varias aproximaciones a los mismos.

La utilidad de dichos diseños aproximados se justifica de forma razonada mediante

tablas y gráficos comparativos. Algunos de los resultados de este caṕıtulo se encuen-

tran recogidos en diferentes publicaciones, véase Pérez González y Fernández (2006,

[139], 2009, [141]) y Fernández y Pérez-González (2006, [64]).

En el Caṕıtulo 3 se estudian los planes óptimos (con mı́nimo tamaño muestral)

que utilizan riesgos clásicos cuando T sigue una distribución de log-localización y es-

cala. Concretamente, analizamos las distribuciones log-normal y de Weibull. En esta

situación no es posible determinar los planes de forma exacta pero se proponen dife-

rentes aproximaciones considerando distintos tipos de estimadores de los parámetros

de localización y escala de la distribución de X = log(T ). El autor describe diferentes
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procedimientos para hallar los planes óptimos aproximados y analiza, de forma sepa-

rada, los casos con censura de tipo II y con censura progresiva. Debido a la utilización

de métodos aproximados, realizamos un estudio de simulación de los riesgos reales

del muestreo. Mediante este análisis se podrá evaluar el grado de ajuste de los planes

a los requisitos fijados por el productor y el consumidor. Los resultados del estudio

se muestran en distintas tablas aśı como en varios gráficos comparativos. Una parte

del análisis ha sido presentado por Pérez-González y Fernández (2009, [142]).

A partir de la utilización de una distribución a priori de p, se obtienen en el Caṕıtu-

lo 4 los planes con menor tamaño muestral basados en riesgos promedios. Estudiamos

diferentes tipos de distribuciones de p, cuyas caracteŕısticas se comparan en varios

gráficos mediante un ejemplo ilustrativo. Con este propósito, se considera en este

caṕıtulo la familia de distribuciones a priori beta generalizada, varias distribuciones

de máxima entroṕıa que verifican diversas restricciones admisibles y otros modelos a

priori, los cuales permiten además limitar el rango de posibles valores de p. Este es-

tudio se recoge, de forma parcial, en el trabajo de Fernández y Pérez-González (2009,

[65]). Asimismo, detallamos los procedimientos para la determinación de los planes

de muestreo óptimos cuando T sigue las distribuciones exponencial, log-normal y de

Weibull. Los diseños presentados en este caṕıtulo sólo consideran la censura de tipo II

y los estimadores de máxima verosimilitud de los parámetros de localización y escala

de T (cuando la distribución es exponencial) o de X = log(T ) (cuando la distribución

es log-normal o de Weibull). Con estas condiciones se simplifican los procedimientos

para hallar los correspondientes diseños óptimos. Estos planes se agrupan en un con-

junto de tablas junto con un estudio por simulación de los riesgos promedios reales

del muestreo. En concreto, se presentan varios ejemplos que permiten comparar los
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diseños en los que se requiere la imparcialidad de la distribución de p con respecto a

las especificaciones del productor y el consumidor. Algunos de los diseños con riesgos

promedios se muestran en un trabajo de Pérez-González y Fernández (2007, [140]).

Actualmente, estos autores están trabajando en un art́ıculo donde se analizan, de

forma más detallada, este tipo de planes.

Los planes de muestreo que utilizan riesgos a posteriori se estudian en el Caṕıtulo

5. A partir de las distribuciones a priori de p consideradas en el Caṕıtulo 4, defi-

nimos diferentes procedimientos para determinar los diseños óptimos. En este caso,

supondremos que la censura es de tipo II y los estimadores de los parámetros de T

(o X = log(T )) son los de máxima verosimilitud. De nuevo, recogemos los diseños

en varias tablas utilizando un ejemplo similar al considerado en el Caṕıtulo 4 con el

propósito de poder realizar un análisis de las caracteŕısticas de los planes. En parti-

cular, no sólo se estudian los riesgos reales a posteriori mediante simulación sino que,

además, se comparan con los diseños óptimos con riesgos promedios. En este caṕıtulo,

el autor ofrece una comparativa del comportamiento de los planes de acuerdo a cada

tipo de riesgo y se deducen algunas propiedades de interés.



Caṕıtulo

1
El muestreo de aceptación

1.1. Introducción

El muestreo de aceptación es el procedimiento adoptado para obtener muestras

a partir de lotes o procesos de fabricación de algún producto industrial, y realizar

pruebas o inspecciones de las unidades del producto o items de dichas muestras con

el propósito de alcanzar ciertos objetivos sobre la calidad del producto. Los objetivos

para el productor podŕıan ser los siguientes:

Comprobar las propiedades o el funcionamiento del producto (pruebas de de-

mostración).

Cumplir ciertos requerimientos estándares, como aquellos que se especifican en

algún procedimiento para el control de calidad.

Controlar la presencia de lotes no satisfactorios en la entrega al consumidor o

en una fase posterior de la producción.

Estimar y optimizar los costes relacionados con la producción o el funcionamien-

to del producto.

1



2 1.1. Introducción

Para el consumidor que recibe el producto, los objetivos podŕıan ser:

Confirmar que los lotes suministrados cumplen los requerimientos de calidad

estandarizados.

Prevenir la utilización de productos procedentes de lotes no satisfactorios en

otros procesos de producción.

Motivar al productor a suministrar la calidad deseada.

El muestreo de aceptación se podŕıa definir como un problema de decisión

sobre la calidad de los lotes o los procesos de fabricación sometidos a inspección. Si se

cumplen determinados requisitos o especificaciones sobre la calidad del producto se

considera que éste es satisfactorio. En caso contrario, se dice que es defectuoso o no

satisfactorio. El problema de decisión consiste en determinar el grado de verificación

de los requisitos de calidad del lote o el proceso. En general, los planes de muestreo

son procedimientos que proporcionan el tamaño de las muestras que se han de obtener

y una regla o criterio para decidir si el lote o el proceso es satisfactorio o aceptable

o, por el contrario, se considera no satisfactorio o rechazable.

Existen diversos trabajos de carácter introductorio y monográfico que exponen

los principales métodos del muestreo de aceptación. En particular, Chiu y Wetherill

(1972, [36]) y Wetherill y Chiu (1975, [179]) llevan a cabo una revisión bastante

completa de dichos métodos. En estos art́ıculos se recogen definiciones y conceptos

básicos, aśı como una bibliograf́ıa clasificada con los trabajos más destacados sobre el

tema. Entre los autores que proporcionan gúıas detalladas y prácticas de los planes

de muestreo cabe mencionar a Dodge y Romig (1959, [51]), Bowker y Goode (1952,

[22]), Hamaker (1958, [87]), Hill (1961, [88]), Wetherill (1977, [177]), Duncan (1986,
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[52]), Grant y Leavenworth (1996, [74]) y Montgomery (2000, [125]).

Una caracteŕıstica importante de la calidad de un producto es la fiabilidad o su

capacidad para realizar la función para la que ha sido diseñado, bajo ciertas condi-

ciones operativas, durante un cierto periodo de tiempo. Entre otros, los objetivos de

un análisis de fiabilidad incluyen:

Estudiar los datos consistentes en periodos de tiempo transcurridos hasta que

se produce algún tipo de evento (a menudo, el fallo) durante el funcionamiento

del producto.

Obtener información acerca de las causas y modos de los fallos de compor-

tamiento del producto.

Determinar los periodos de tiempo durante su funcionamiento en los que el

producto es más susceptible de generar fallos.

Comparar la fiabilidad de productos o diseños diferentes.

Estudiar los factores que influyen en la fiabilidad.

Predecir los costes de las garant́ıas del producto.

De lo anterior, se deduce que la variable en estudio en un análisis de fiabilidad es

el tiempo de vida o tiempo hasta que se produce el fallo de un item del producto.

Denotaremos dicha variable por T y se considerará que es absolutamente continua y

no negativa.

Definición 1.1. A partir del estudio de T se pueden definir las siguientes medidas

de calidad:
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Función de supervivencia (o fiabilidad):

S(t) = Pr(T ≥ t) =

∫ ∞

t

f(s)ds, t ≥ 0,

donde f(t) denota la función de densidad de T .

Tiempo medio hasta el fallo:

E(T ) =

∫ ∞

0

tf(t)dt, t ≥ 0.

Tasa de riesgo:

h(t) = ĺım
∆t→0

S(t)− S(t + ∆t)

∆tS(t)
=

f(t)

S(t)
, t ≥ 0.

Tiempo de vida fiable:

ts0 = S−1(s0), 0 < s0 < 1.

En el análisis de la fiabilidad, las pruebas o experimentos para obtener datos

de fallo o supervivencia de los productos sometidos a ensayo reciben el nombre de

ensayos de tiempo de vida o contrastes de fiabilidad. Entre las referencias más

destacadas sobre los contrastes de fiabilidad, cabe citar a Lawless (1981, [106]), Nelson

(1982, [129]), Martz y Waller (1982, [116]) y Meeker y Escobar (1998, [118]). Este

tipo de pruebas permiten recoger información concerniente a las caracteŕısticas de

fiabilidad de un producto a través del análisis de muestras de lotes del mismo. A partir

de los datos muestrales es posible aplicar una regla de decisión sobre la aceptabilidad
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del producto con respecto a dichas caracteŕısticas a través de los planes de muestreo

de aceptación de fiabilidad. Esta clase de planes de muestreo representa el tema

de estudio principal de este trabajo.

1.2. Curva operativa caracteŕıstica

El criterio de decisión de un plan de muestreo se determina a partir de una medida

o nivel de la calidad ϑ de los lotes o los procesos sometidos a inspección. Dicho nivel,

como se verá más adelante, se cuantifica a través de alguna caracteŕıstica (unidimen-

sional o multidimensional) que puede ser observada sobre cada unidad del producto

inspeccionada. En el diseño de los planes de muestreo convencionales el nivel de ca-

lidad suele ser, de forma habitual, la proporción p ∈ [0, 1] de unidades defectuosas

del lote o del proceso que están dispuestos a admitir el productor y el consumidor.

Además, en el análisis de fiabilidad, se pueden definir otros niveles de calidad uti-

lizando algunas de las medidas definidas en (1.1). En particular, Epstein y Sobel

(1953, [59]) consideran el tiempo medio hasta el fallo y Fertig y Mann (1980, [66]))

la fiabilidad como medidas de calidad.

Definición 1.2. La probabilidad de aceptación del lote o del proceso cuando p es el

nivel de calidad se define como

L(p) = Pr(”aceptar el lote”|p),

cuya representación frente a p se conoce como curva operativa caracteŕıstica (OC) del

plan de muestreo.

La curva OC permite analizar un plan de muestreo frente a diferentes valores de p
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observados sobre los lotes o procesos sometidos a inspección. En la curva OC existen

varios puntos de interés general que se describen a continuación:

El nivel de calidad aceptable se define como un valor pα de p en el cual la

probabilidad de rechazar lotes de buena calidad es ”baja”. En los planes de

muestreo clásicos, esta probabilidad se define como riesgo del productor, quien

especifica un valor máximo α para dicho riesgo. Por ejemplo, suele ser frecuente

fijar α = 0.05.

El nivel de calidad rechazable se define como un valor pβ de p en el que la

probabilidad de aceptar lotes de mala calidad es ”baja”. En los planes clásicos,

dicha probabilidad se define como riesgo del consumidor. El valor máximo to-

lerable de dicho riesgo se denota por β y una especificación habitual puede ser

β = 0.10.

El nivel de indiferencia en la calidad se define como el valor de p en el cual el

producto tiene la misma probabilidad de aceptación que de rechazo.

En general, los planes de muestreo de aceptación se determinan a partir de especi-

ficaciones de estos puntos de la curva OC. Dichas especificaciones son establecidas,

de común acuerdo, por el productor y el consumidor según sus intereses.

1.3. Curva del proceso

Bajo ciertas condiciones es posible disponer de información sobre la calidad del

proceso de fabricación de los lotes, la cual puede servir de ayuda en el diseño del

plan de muestreo. Dicha información suele tener un carácter subjetivo o consistir

de información histórica que procede de inspecciones previas de lotes similares. En
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muchos casos, esta información se podŕıa representar mediante una distribución de

probabilidad sobre el nivel de calidad p.

En un proceso de fabricación bajo control estad́ıstico la calidad del lote es el

resultado del nivel de calidad p (del proceso que genera los lotes) y de la variabilidad de

dicho nivel entre los sucesivos lotes generados por el proceso y sometidos a inspección.

Esta variación se puede definir en términos de una distribución de probabilidad π(p),

que recibe el nombre de curva del proceso o distribución a priori sobre p. En concreto,

Mood (1943, [126]) ha demostrado la importancia de π(p) en procesos donde el nivel

de calidad no es constante. En general, los planes bayesianos verifican algún criterio

de optimalidad que utiliza una distribución de la calidad p. Sin embargo, existen otros

planes que no son bayesianos pero en su determinación se suele considerar algún tipo

de información a priori de p.

Generalmente, las distribuciones a priori continuas suelen ser más utilizadas que

las discretas en los diseños de planes bayesianos. En particular, la distribución beta

es muy habitual en el muestreo de aceptación cuando p ∈ [0, 1]. Sin embargo, algunos

autores consideran que el uso extendido de esta distribución no resulta satisfactorio

y proponen otros modelos que podŕıan ser más apropiadas en determinados procesos

de producción.

1.4. Tipoloǵıa de los planes de muestreo

En los planes de muestreo de fiabilidad la caracteŕıstica individual de calidad que

se observa del producto es el tiempo de vida o tiempo hasta el fallo, T . En este caso,

una unidad del producto se considera defectuosa si no se cumplen ciertos requeri-

mientos de calidad con respecto a T . Las caracteŕısticas del muestreo de aceptación
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en fiabilidad son similares a las del muestreo de aceptación convencional. La selección

de las muestras que se han de inspeccionar presenta varios tipos: muestreo simple,

muestreo doble, muestreo múltiple, muestreo secuencial y muestreo continuo. Según

la forma de realizar la prueba, el contraste de fiabilidad puede ser simultáneo si todos

los items muestrales se someten a la prueba de forma simultánea o secuencial si la

prueba se realiza a cada item uno a uno. En ciertas situaciones, es posible realizar un

muestreo con reemplazo de las unidades muestrales defectuosas observadas durante

la prueba por otras unidades funcionales. En el muestreo sin reemplazo sólo se retiran

las unidades defectuosas y se continua la observación del resto de items muestrales.

Por otra parte, dependiendo del tipo de información recogida de las unidades mues-

trales, los ensayos de tiempo de vida se clasifican en dos categoŕıas, por atributos o

por variables.

En un contraste de tiempo de vida por atributos la información que se

obtiene es el número de unidades muestrales que fallan durante la realización del

experimento. Por ejemplo, en una prueba por atributos realizada a un conjunto de

cien transformadores eléctricos de un cierto tamaño y tipo de una planta energética

se sabe que han fallado seis durante un plazo de tiempo de un año. Por tanto, el dato

que se observa es el número de fallos de las unidades muestrales y no el tiempo de

ocurrencia de los mismos. Las pruebas que registran los datos de tiempos hasta el

fallo se denominan contrastes de tiempo de vida por variables. Por ejemplo,

en esta situación se podŕıan haber registrado los tiempos de supervivencia de los

transformadores eléctricos durante un año.

Una prueba de tiempo de vida por atributos tiene una serie de ventajas sobre el

ensayo por variables. En primer lugar, los costes de equipos de experimentación, de
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monitorización y de registro de datos son más reducidos. En segundo lugar, no es

necesario conocer una distribución de probabilidad de la variable de tiempo hasta el

fallo y los resultados son independientes del modelo de distribución de dicha variable.

Sin embargo, existen algunas desventajas en las pruebas por atributos. Si la distribu-

ción de tiempos de fallo es conocida, las estimaciones de la fiabilidad serán mejores

en una prueba por variables. Además, dichas estimaciones obtenidas a partir de los

datos por atributos pueden estar relacionadas con la fiabilidad durante un periodo de

tiempo igual a la duración del experimento y no durante otros periodos de tiempo.

Hay que mencionar, también, que es posible transformar los datos de las pruebas por

variables a datos por atributos pero no viceversa.

De acuerdo al tipo de contraste de tiempo de vida utilizado en un plan de

muestreo de fiabilidad, éstos se clasifican por atributos o por variables.

1.5. Tipos de censura

En los ensayos de tiempo de vida suele ser habitual que la prueba finalice antes

de que se produzca el fallo de todas las unidades muestrales. En estos casos, las

unidades que sobreviven al experimento y que no han fallado se eliminan o se retiran,

en cuyo caso se dice que las observaciones correspondientes a dichas unidades están

censuradas. Por tanto, el análisis se realiza sobre los datos de tiempos de vida que se

hayan observado hasta el momento de la finalización de la prueba. La retirada puede

ser de carácter no intencionado como, por ejemplo, la rotura accidental de una unidad

experimental o el final de la disponibilidad de las instalaciones o laboratorios donde se

realizan los ensayos. Sin embargo, la situación más usual es que la retirada de unidades

sea intencional y esté planificada de antemano. Por ejemplo, se podŕıa llevar a cabo
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para ahorrar en los costes de realización y en el tiempo de duración de las pruebas.

También, puede tener como objetivo la reducción del tiempo de utilización de las

instalaciones donde se desarrollan las mismas. En el caso de una retirada planificada

de unidades de una prueba hay varias formas o métodos para llevar a cabo la censura

de los datos. Existen numerosas referencias sobre los procedimientos de censura en

fiabilidad. Además de los trabajos ya mencionados de Lawless (1981, [106]) y Nelson

(1982, [129]) podemos citar a Schneider (1986, [158]) y Cohen (1991, [38]).

A continuación, consideramos una muestra de n items cuyos tiempos de vida son

observados durante una prueba. Los tiempos hasta el fallo de los items se denotan

como n variables independientes e idénticamente distribuidas, T1, .., Tn. En este caso,

la variable Ti, con i = 1, .., n, tiene una función de distribución acumulada F (·; ω) y

función de densidad f(·; ω), donde ω denota el parámetro vectorial de la distribución,

el cual pertenece a un espacio paramétrico Ω. Las observaciones ordenadas de los

tiempos de fallo se denotan por T1:n ≤ · · · ≤ Tn:n, donde Ti:n es el i-ésimo estad́ıstico

de orden de la muestra T1, .., Tn, con i = 1, .., n.

1.5.1. Censura de tipo II o por número de fallos

La censura de tipo II por la derecha consiste en fijar de antemano el número

de fallos que se han de observar en una prueba de fiabilidad con n items. En este

caso, en el momento de la finalización de la prueba, los tiempos hasta el fallo de las

unidades o items supervivientes se desconocen. En la censura de este tipo sólo se

recogen las m primeras observaciones, T1:n, .., Tm:n, con 1 ≤ m < n y m prefijado

de antemano. El resto de los (n −m) tiempos de fallo estaŕıan censurados en Tm:n.

La censura de tipo II se caracteriza por el hecho de que el número de observaciones

m es conocido y la prueba finaliza en el instante del m-ésimo fallo. Por tanto, la
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duración total de la prueba es aleatoria y viene dada por T d = Tm:n. Los libros de

Sarhan y Greenberg (1962, [149]) y David (1970, [44] ) recogen las propiedades de

los estad́ısticos de orden y otros procedimientos de inferencia utilizando datos con

censura de este tipo. Cuando T sigue una distribución exponencial, conviene señalar

las primeras referencias de Epstein y Sobel (1954, [60]) y Epstein (1960, [58]). Si T

sigue una distribución de Weibull, podemos citar los trabajos de Engelhardt y Bain

(1973, [55] y 1974, [56]), Engelhardt (1975, [54]) y Mann y Fertig (1977, [115]). Por

su parte, Persson y Rootzen (1974, [143] y Mann (1977, [114]) estudian la censura de

tipo II cuando T sigue una distribución log-normal.

Definición 1.3. La función de verosimilitud de ω ∈ Ω dada una muestra fija de

observaciones con censura de tipo II, 0 < T1:n < · · · < Tm:n < ∞, es:

L(ω | T1:n, .., Tm:n) =
n!

(n−m)!

{
m∏

i=1

f(Ti:n; ω)

}
{1− F (Tm:n; ω)}n−m.

También es posible definir la censura de tipo II por la izquierda. En esta situación,

al comienzo de la prueba sólo se conoce que previamente han fallado un número

determinado de items pero los correspondientes tiempos están censurados. Esta forma

de censura se justifica en casos donde los primeros tiempos de fallo no pueden ser

observados. Por ejemplo, cuando dichos fallos suceden de forma muy rápida y éstos

no pueden ser medidos correctamente. Asimismo, esta censura aparece cuando las

unidades del producto han estado funcionando un tiempo determinado en una fase

previa antes del comienzo de la prueba y se han producido fallos no observados.

Los procedimientos anteriores se pueden generalizar para definir la censura doble,

cuando ésta sucede al principio y al final de la prueba.
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1.5.2. Censura de tipo I o por el tiempo

La censura de tipo I por la derecha se caracteriza por la especificación de un peri-

odo de tiempo [0, U ] fijo. En el transcurso de dicho periodo, se observan los tiempos

Ti:n de los items sometidos a experimentación que fallen. En el instante de tiempo U

se retiran de la prueba las unidades o items que no han fallado y que permanecen en

funcionamiento, es decir, se realiza una censura por el tiempo.

En ciertas situaciones, puede resultar conveniente especificar un tiempo de censura

para cada item o unidad sometida a la prueba como, por ejemplo, cuando las unidades

no comienzan el experimento de forma simultánea. En el caso general de la censura

de tipo I se determinan las observaciones de tiempos de fallo de la muestra de n

items del producto durante periodos limitados de tiempo Ci = [0, Ui], con i = 1, .., n.

Los tiempos de censura Ui están especificados de antemano y son independientes

de los tiempos Ti:n de los items sometidos a la prueba. En este tipo de censura los

fallos observados verifican que Ti:n ≤ Ui pero se desconocen los tiempos de vida

de las unidades para las cuales Ti:n > Ui. Entre las caracteŕısticas que describen

la censura de tipo I hay que mencionar que la duración máxima de la prueba es

conocida de antemano y es, exactamente, T d = máxn
i=1 Ui, mientras que el número de

observaciones, m, es una variable aleatoria desconocida. En concreto, se tiene que

m =
n∑

i=1

ICi
(Ti:n),

donde IA(x) = 1 si x ∈ A, o IA(x) = 0 si x 6∈ A. De hecho, m es la suma de

n distribuciones binomiales Bi(1, pi) independientes, donde pi = F (Ui; ω), con i =

1, .., n. Cuando U1 = · · · = Un = U , se tendŕıa que m ∼ Bi(n, p), con p = F (U ; ω).
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Existen diversos problemas que dificultan los procedimientos exactos de inferencia

utilizando datos con censura de tipo I. Por esta razón, los estudios con este método

de censura suelen utilizar resultados asintóticos. Por ejemplo, Kalbfleisch y Prentice

(1980, [97]) y Basu y Ghosh (1980, [17]).

En una muestra de n items con censura de tipo I, las observaciones de T se pueden

representar como T ∗
i = mı́n{Ti:n, Ui}, con i = 1, .., n. Entonces

Definición 1.4. La función de verosimilitud de ω ∈ Ω dada la muestra fija de ob-

servaciones 0 < T ∗
1 < · · · < T ∗

n < ∞ es

L(ω | T ∗
1 , .., T ∗

n) =
n∏

i=1

f(T ∗
i ; ω)δi{1− F (T ∗

i ; ω)}1−δi ,

donde la variable δi indica si el tiempo de fallo Ti:n está censurado (δi = 0) o no

(δi = 1).

La forma más simple de censura de tipo I por la derecha se obtiene cuando U =

U1 = · · · = Un. Aunque es menos común que el tipo anterior, también es posible

definir la censura de tipo I por la izquierda al considerar sólo las observaciones de

Ti:n que suceden a partir de un instante de tiempo prefijado antes del comienzo de la

prueba. De nuevo, este tipo de censura puede ser aplicable en los casos comentados

anteriormente para la censura de tipo II.

1.5.3. Censura progresiva

Los métodos de censura anteriores sólo permiten la retirada de unidades no de-

fectuosas de las pruebas en el momento de su finalización. Sin embargo, en ciertas

situaciones podŕıa resultar conveniente efectuar dicha retirada en distintas fases del
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ensayo y no sólo en el instante final. Por ejemplo, es posible que el coste de utilización

de las instalaciones donde se realizan las pruebas sea muy alto o que exista un tiempo

limitado para su uso. Este tipo de censura se conoce como censura progresiva. En-

tre los primeros estudios sobre la importancia de la censura progresiva en las pruebas

de fiabilidad es necesario mencionar a Cohen (1963, [37]). Un trabajo más reciente de

Balakrishnan y Aggarwala (2000, [7]) recoge los métodos y propiedades de los méto-

dos de la censura progresiva aunque han sido ampliamente estudiados por numerosos

autores. En este sentido, Balakrishnan (2007, [6]) presenta una revisión actualizada

de muchos de los desarrollos que se han realizado en esta ĺınea.

Supongamos que en una prueba de vida se ponen en funcionamiento n items en

un instante T0 = 0. En la censura progresiva de tipo II por la derecha se especifica el

número m de las observaciones de eventos de fallo. También, antes del comienzo de la

prueba, se fija R = (R1, .., Rm) formado por m cantidades enteras no negativas tales

que
∑m

i=1(Ri +1) = n, y que representan el esquema de censura progresiva. Entonces,

en cada uno de los instantes de fallo observados se retiran aleatoriamente Ri unidades

supervivientes del experimento, con i = 1, ..,m. Las observaciones de tiempos de

fallo se denotan por TR
i:m:n o, de forma más simplificada, Ti:m:n, con i = 1, .., m.

Conviene señalar que Ti:m:n es un estad́ıstico de orden que depende del esquema

de censura, es decir, Ti:m:n no es igual al i-ésimo estad́ıstico de orden usual, Ti:n,

cuando i ≥ 2. Sin embargo, como no se produce censura antes del primer fallo, se

verifica que T1:m:n = T1:n. En este caso, T = (T1:m:n, .., Tm:m:n) denotan los estad́ısticos

de orden con censura progresiva de tipo II. Algunas referencias que describen los

procedimientos de inferencia y simulación utilizando estad́ısticos de orden con censura

progresiva de tipo II son Aggarwala y Balakrishnan (1998, [1]), Balakrishnan, Childs
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y Chandrasekar (2002, [8]) y Ng, Chan y Balakrishnan (2002, [130]).

Definición 1.5. La verosimilitud de ω ∈ Ω dada una muestra fija de observaciones

con censura progresiva de tipo II por la derecha, 0 < T1:m:n < · · · < Tm:m:n < ∞, se

expresa como

L(ω | T,R) = c′
m∏

i=1

f(Ti:m:n; ω){1− F (Ti:m:n; ω)}Ri ,

donde c′ = n(n−R1 − 1) · · · (n−R1 − ..−Rm−1 −m + 1).

La censura progresiva de tipo I por la derecha se caracteriza por la especificación

de m tiempos de censura U1, .., Um de tal forma que en dichos instantes de tiempo

se retiran aleatoriamente R1, .., Rm unidades supervivientes del experimento, respec-

tivamente. Los tiempos Ui están prefijados, con i = 1, .., m, aunque el número de

observaciones es una variable aleatoria. Las cantidades R1, .., Rm también están pre-

fijadas con la condición de que existan, al menos, Ri unidades supervivientes en el

tiempo de censura Ui, con i = 1, .., m. El experimento finaliza en el instante Um con

la retirada de las Rm unidades supervivientes hasta ese momento.

Al considerar una muestra de n items con censura progresiva de tipo I, las obser-

vaciones de T se denotan como T∗∗ = (T ∗∗
1 , .., T ∗∗

n ) y se definen de la forma siguiente:

si el tiempo de fallo del item i-ésimo, Ti:m:n, es observado, entonces T ∗∗
i = Ti:m:n,

si Ti:m:n está censurado, entonces T ∗∗
i = {Uj : Uj−1 < Ti:m:n ≤ Uj} para j =

1, .., m.

Definición 1.6. La verosimilitud de ω ∈ Ω dada la muestra fija de observaciones
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T∗∗ = (T ∗∗
1 , .., T ∗∗

n ) es:

L(ω | T∗∗,R) =
n∏

i=1

f(T ∗∗
i ; ω)δi{1− F (T ∗∗

i ; ω)}1−δi ,

donde δi indica si Ti:m:n está censurado (δi = 0) o no (δi = 1).

El estudio de las propiedades teóricas de los tiempos de fallo ordenados de una

muestra con censura progresiva de tipo I presenta bastantes dificultades. La razón es

que, debido a la naturaleza aleatoria de los fallos que suceden en cada intervalo de

observación, existe una posibilidad de que el experimento finalice antes de alcanzar

el último periodo o intervalo de censura.

1.6. Diseño de planes por atributos

En general, el muestreo simple por atributos representa el método más sencillo

y más ampliamente desarrollado del control de aceptación. El procedimiento general

de los planes por atributos consiste en extraer una muestra de tamaño n de un lote

de N unidades del producto o items sometido a inspección. En este caso, el plan se

puede aplicar a un lote individual o a una serie de lotes producidos a partir de un

proceso determinado. Los items inspeccionados de la muestra se clasifican como no

defectuosos, si se verifican determinados requerimientos de calidad, o defectuosos, en

caso contrario. El criterio general de decisión es el siguiente

si m ≤ c, se acepta el lote,

en otro caso, se rechaza el lote,

donde m es el número de unidades del producto defectuosas en la muestra de tamaño

n y c se denomina constante de aceptación. Por tanto, los diseños por atributos quedan
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determinados por dos caracteŕısticas: el tamaño muestral, n (≤ N), y el número de

aceptación, c.

Los planes por atributos se describen en muchos trabajos de carácter introduc-

torio y monográfico entre los que podemos citar a Dodge y Romig (1959, [51]), Hill

(1961, [88]), Duncan (1965, [52]), Wetherill (1969, [177]) y Stephens (2001, [166]).

Hald (1967, [84]) presenta una discusión sobre planes de muestreo y compara los

diseños obtenidos a partir de distintas expresiones de las curvas OC. Existen un gran

número de estándares de control de calidad publicados que utilizan tablas de planes

de muestreo de aceptación por atributos. Conviene mencionar el estándar americano

MIL-STD-105D (1963, [119]) y el británico DEF-131A (1966, [47]) aunque, actual-

mente, estos esquemas se han sustituido por ANSI/ASQC Z1.4 (1993, [3]). En estos

estándares los planes de muestreo se clasifican en función a un ı́ndice o nivel de ca-

lidad de aceptación. Según la definición de MIL-STD105D, este nivel de calidad de

aceptación, denominado AQL, es la proporción máxima de unidades defectuosas que,

a los propósitos del muestreo de inspección, se puede considerar que es satisfactoria

como promedio del proceso. Otra caracteŕıstica de este tipo de esquemas de muestreo

es la definición de una regla de intercambio entre los tipos de inspección realizados

sobre los procesos o lotes sometidos a muestreo (normal, severa y reducida). El tra-

bajo de Pérez-González (2004, [138]) recoge los resultados más importantes de los

planes de muestreo clásicos por atributos aśı como una descripción de los estándares

mencionados.

Los resultados conocidos del muestreo de aceptación convencional se aplican di-

rectamente al caso de los planes por atributos en fiabilidad. En este sentido, existen

varios modelos del muestreo por atributos que se describen a continuación.
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Muestreo binomial e hipergeométrico

La distribución binomial permite estudiar el número de fallos en n pruebas inde-

pendientes, en las cuales la probabilidad de fallo en cada prueba es constante e igual a

p, con 0 < p < 1. En este caso, el estimador puntual más frecuente de p es p̂ = M/n,

donde M es el número de fallos. Si el tamaño muestral n está prefijado de antemano,

la distribución de M es binomial Bi(n, p) y su función de probabilidad se expresa

como

g(m | p, n) =

(
n

m

)
pm(1− p)n−m, m = 0, 1, .., n, 0 < p < 1.

Debemos señalar que la distribución binomial resulta adecuada cuando el tamaño

de lote N es grande. Si el muestreo se aplica a lotes de tamaño N conocido entonces

la distribución de M es hipergeométrica, con función de probabilidad

g(m | p, n, N) =

(
Np
m

)(
N(1−p)
n−m

)
(

N
n

) , m = 0, 1, .., n, 0 < p < 1.

Como se aprecia en Wetherill y Kollerstrom (1979, [180]), cuando N >> n, la curva

OC correspondiente a la distribución binomial representa una aproximación bastante

precisa de la curva asociada a un muestreo con distribución hipergeométrica.

Muestreo de Pascal

En este tipo de muestreo el número de fallos m está prefijado de antemano y el

tamaño muestral es una variable aleatoria que sigue una distribución binomial negati-

va o de Pascal. Este esquema de muestreo resulta más apropiado en los casos en que m

tiene mayor importancia en la determinación de los costes de la prueba. Por ejemplo,
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puede suceder que las unidades que fallan tengan un coste significativamente ma-

yor que las unidades supervivientes. En esta situación es preciso determinar cuántas

unidades del producto se han de someter al ensayo hasta que se obtenga un número

prefijado de observaciones de fallo. La distribución de Pascal del número de pruebas

necesarias para observar m fallos se expresa de la forma

g(n | p, m) =

(
n− 1

m− 1

)
pm(1−p)n−m, m = 0, 1, .., n, n = m,m+1, .., 0 < p < 1.

Muestreo de Poisson

Un proceso de Poisson es aquél en el cual los tiempos que separan eventos suce-

sivos son independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo a una distribución

exponencial. Sea Mt una variable aleatoria que denota el número de fallos que ocurren

en un intervalo de tiempo [0, t], con t > 0 prefijado. Entonces se puede caracterizar

la prueba de tiempo de vida como un proceso de Poisson. En este caso, Mt sigue una

distribución de Poisson con parámetro λt (λ por unidad de tiempo) y se expresa como

g(mt | λ) =
exp (−λt)(λt)mt

mt!
, t > 0, mt = 0, 1, .., (λ > 0),

donde λ representa la tasa de fallos del proceso.

El muestreo binomial y de Pascal se utilizan en el control de aceptación conven-

cional. En fiabilidad también se suelen emplear a menudo, además del muestreo de

Poisson. Por otro lado, los modelos anteriores permiten incorporar una distribución

a priori sobre el nivel de calidad utilizado. De este modo, es posible considerar una

distribución sobre p, en el caso del muestreo binomial y de Pascal, o sobre λ, en el
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caso del modelo de Poisson.

1.7. Diseño de planes por variables

En muchas ocasiones, los planes de muestreo convencionales por variables asumen

que la caracteŕıstica de calidad, X, que se mide sobre el producto se distribuye según

una normal N(µ, σ). Si `L denota un ĺımite de especificación inferior de X, entonces

una unidad del producto o item inspeccionado se considera inaceptable o defectuoso

si X < `L, y aceptable en caso contrario. Si el ĺımite es superior, `U , el producto

es inaceptable si X > `U . La especificación es unilateral cuando se utiliza un sólo

ĺımite, `L o `U , y bilateral cuando se utilizan ambos ĺımites. Considerando sólo un

ĺımite inferior para X, existen varias posibilidades en el planteamiento del criterio de

decisión del plan de muestreo por variables:

cuando µ es desconocida y σ conocida, se acepta el lote si (X̄ − `L)/σ ≥ k,

cuando µ y σ son desconocidas, se acepta el lote si (X̄ − `L)/S ≥ k,

donde X̄ y S denotan la media y la cuasidesviación t́ıpica muestrales de las ob-

servaciones X1, .., Xn de la variable X. El parámetro k se denomina constante de

aceptación. De este modo, el diseño de los planes por variables queda determinado

por el tamaño muestral, n, y la constante de aceptación, k.

Una gran parte de los trabajos sobre los planes de muestreo por variables estudian

el caso de la distribución normal de X, como Bowker y Goode (1952, [22]), Liebermann

y Resnikoff (1955, [108]) y Duncan (1965, [52]). Owen (1967,[135], 1969, [136]) ha

estudiado los planes de muestreo por variables cuando σ es desconocida utilizando

propiedades de la distribución t de Student no central. También se pueden mencionar
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los trabajos de Das y Mitra (1964, [43]), Rossow (1972, [148]), y Schneider y Wilrich

(1981, [160]) sobre el efecto de la desviación de la hipótesis de normalidad en los

planes unilaterales. El estándar de planes de muestreo por variables MIL-STD-414

(1957, [120]) reproduce completamente los resultados y las tablas publicadas por

Liebermann y Resnikoff (1955, [108]). En la actualidad, este estándar se ha sustituido

ı́ntegramente por la norma civil ANSI/ASQC Z1.9 (1993, [4]). Estos esquemas de

muestreo, que incluyen la regla de intercambio entre tipos de inspección (normal,

severa y reducida), clasifican los planes en función al nivel de calidad aceptable, AQL,

y el nivel de calidad rechazable, LTPD. El nivel de tolerancia o de calidad rechazable,

LTPD, representa un nivel de calidad no satisfactoria que se define como la máxima

proporción de unidades defectuosas del producto para la cual se da una probabilidad

muy baja de aceptación por parte del plan de muestreo. También en este contexto,

Pérez-González (2004, [138]) expone el diseño de los planes clásicos por variables,

aśı como las metodoloǵıas utilizadas en las normas y estándares correspondientes.

Los planes de fiabilidad por variables pueden ser de varios tipos según sea la forma

de observar los tiempos de fallo en las pruebas de vida. El método de censura utilizado

resulta muy importante en la determinación del plan de muestreo.

1.8. Metodoloǵıas en el diseño de los planes de

muestreo

Los diseños de los planes de muestreo presentan varias metodoloǵıas de acuerdo

a las especificaciones o requerimientos que ha de verificar el plan aśı como el criterio

de decisión, y que determinan las caracteŕısticas del mismo. Además, en muchas

situaciones es posible que existan varios planes de muestreo distintos que cumplan
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las condiciones propuestas. Por tanto, es preciso definir alguna condición o criterio

de optimalidad adicional que permita llevar a cabo una selección del plan óptimo. En

este sentido, suele ser habitual determinar el plan con tamaño muestral mı́nimo o el

plan con menor duración de la prueba de vida.

El método convencional para obtener el plan de muestreo requiere especificar de

antemano los niveles de calidad, pα y pβ, y los correspondientes riesgos máximos, α

y β, que están dispuestos a asumir el productor y el consumidor, respectivamente. A

continuación, se describen diferentes criterios para la definición del tipo de riesgo que

puede ser utilizado en el diseño de los planes.

Supongamos que A y R denotan las decisiones de aceptación y de rechazo del lote,

respectivamente, que se determinan al aplicar el plan de muestreo. De este modo,

según la Definición 1.2, la curva OC se expresa como L(p) = Pr(A|p), con 0 < p < 1.

Los riesgos se pueden clasificar de la forma siguiente (1982, [116], 2008, [85]):

Riesgos fijos o clásicos:

CPR ≡ Pr(R|pα) = 1− L(pα) y CCR ≡ Pr(A|pβ) = L(pβ) (1.1)

Según esta definición, CPR (classical producer’s risk) representa el riesgo del

productor de rechazar un lote con un nivel pα que se considera aceptable y CCR

(classical consumer’s risk) es el riesgo del consumidor de aceptar un lote con

un nivel tolerable pβ. Por tanto, este método consiste en ”fijar” ciertos puntos

de la curva OC y es una forma habitual de proporcionar las especificaciones de

un plan de muestreo.
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Riesgos promedios:

APR ≡ Pr(R|p ≤ pα) y ACR ≡ Pr(A|p ≥ pβ) (1.2)

En este tipo de riesgos se tiene en cuenta la distribución a priori sobre p. De

este modo, APR (average producer’s risk) representa el promedio sobre valores

aceptables de p del riesgo clásico del productor y ACR (average consumer’s risk)

es el promedio sobre valores inaceptables de p del riesgo clásico del consumidor.

Por tanto, si π(p) denota una distribución a priori sobre p, los riesgos promedios

se podŕıan expresar como:

APR ≡
∫ pα

0

{1− L(p)}π(p)dp y ACR ≡
∫ 1

pβ

L(p)π(p)dp.

Riesgos a posteriori:

PPR ≡ Pr(p ≤ pα|R) y CPR ≡ Pr(p ≥ pβ|A) (1.3)

De forma similar al caso de los riesgos promedios, en este tipo de riesgos se

especifica una distribución a priori π(p). Entonces, los riesgos a posteriori PPR

(posterior producer’s risk) y PCR (posterior consumer’s risk) se calculan de la

forma siguiente:

PPR ≡ 1

Pr(R)

∫ pα

0

{1− L(p)}π(p)dp y CPR ≡ 1

Pr(A)

∫ 1

pβ

L(p)π(p)dp,
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donde

Pr(A) =

∫ 1

0

L(p)π(p)dp y Pr(R) =

∫ 1

0

{1− L(p)}π(p)dp.

En este trabajo de investigación se introducen los planes de muestreo en fiabilidad

utilizando riesgos clásicos y, a partir de estos diseños, se presentan los correspondientes

a los planes que utilizan los riesgos promedios y a posteriori. Los riesgos promedios

proporcionan resultados aceptables, en término medio, sobre una secuencia de planes

de fiabilidad. Los riesgos clásicos son más apropiados cuando la decisión que se debe

adoptar en una determinada prueba es más importante que garantizar la efectividad

del plan cuando se aplica de forma continuada.

A través de la especificación de los riesgos clásicos o riesgos promedios, el productor

y el consumidor intentan que los lotes satisfactorios o no defectuosos sean aceptados

mientras que los no satisfactorios sean rechazados. Sin embargo, el interés de ambos

puede estar en asegurar que los lotes aceptados sean, de hecho, lotes satisfactorios

y que los lotes rechazados sean realmente insatisfactorios. Este objetivo es posible a

través de la especificación de valores pequeños en los riesgos a posteriori.

Además de las especificaciones de niveles de calidad y riesgos, existen otras metodo-

loǵıas en el diseño de planes de muestreo. Los planes bayesianos permiten incorporar

la información a priori disponible sobre la calidad de los lotes o del proceso. Dicha

información se puede referir, también, a los parámetros desconocidos de los modelos

utilizados en los planes. También es posible determinar diseños óptimos o eficientes

utilizando funciones de pérdida (ante decisiones de aceptación correctas e incorrectas).
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1.8.1. Planes de muestreo bayesianos

Los planes de muestreo bayesianos por atributos suelen utilizar criterios que tienen

en cuenta la información disponible sobre el nivel de calidad del proceso o de los lotes

del producto. Goel y Joglekar (1976, [72]) realizan un extenso estudio recopilando

los procedimientos del muestreo de aceptación bayesiano en fiabilidad. En particular,

Calvin (1990, [29]) presenta un estudio comparativo con varios diseños bayesianos por

atributos considerando una distribución beta. Pham y Turkkan (1992, [145]) obtienen

un plan de muestreo por atributos cuando la proporción de unidades defectuosas sigue

una distribución beta generalizada mientras que Savchuk y Martz (1994, [150]) pro-

ponen un diseño binomial utilizando distribuciones de máxima entroṕıa de p. Existen

otras referencias de planes bayesianos en fiabilidad que emplean los distintos tipos

de riesgos definidos en la Sección 1.8. Por ejemplo, Tobias y Trindade (1995, [172])

estudian el muestreo por atributos con riesgos clásicos y, por su parte, Martz y Waller

(1982, [116]) y Hamada et al. (2008, [85]) consideran los riesgos promedios y a poste-

riori en el desarrollo de sus diseños. Entre los trabajos sobre muestreo bayesiano por

variables en fiabilidad hay que señalar los estudios de planes secuenciales de Schafer

y Singpurwalla (1970, [152]), MacFarland (1971, [112]), y Berger y Sun (1993, [20]).

Wetherill y Chiu (1975, [179]) presentan una discusión sobre la conveniencia de la

aplicación práctica de los esquemas de muestreo bayesianos. En su trabajo concluyen

que los conjuntos de tablas o estándares de planes de muestreo clásicos resultan más

idóneos para consumidores como administraciones gubernamentales o grandes indus-

trias con un alto nivel de adquisiciones del producto de un fabricante o productor.

Sin embargo, los esquemas que utilizan planes bayesianos presentan la ventaja de ser

más precisos y más adecuados para el estudio de procesos donde la caracteŕıstica de
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calidad presenta una apreciable variabilidad estad́ıstica.

Lindley y Singpurwalla (1993, [111]) también obtienen un diseño de los planes

de muestreo en fiabilidad que utiliza los procedimientos de decisión bayesianos. En

particular, su estudio recoge las diferencias con los planes no bayesianos del estándar

MIL-STD 481C (1977, [123]). Conviene destacar que los diseños presentados por estos

autores consideran la situación en la que el productor y el consumidor están de acuerdo

en el modelo de la variable T pero utilizan distintas distribuciones a priori.

1.8.2. Planes de muestreo de coste óptimo

Los trabajos de Chiu y Wetherill (1972, [36]) y Wetherill y Chiu (1975, [179])

proporcionan una revisión detallada de los planes de coste óptimo por atributos. La

metodoloǵıa del diseño de este tipo de planes consiste en evaluar y optimizar de forma

conjunta los costes y pérdidas involucrados en la aplicación del plan. Además, estos

diseños utilizan la proporción p de unidades defectuosas, de forma habitual, como

medida de especificación de la calidad de los lotes o procesos. En este tipo de planes

el incremento del tamaño de las muestras y, por tanto, de los costes implica una

disminución de las pérdidas que conllevan las decisiones incorrectas y viceversa.

En ciertas situaciones, el plan de muestreo se determina mediante la optimización

del coste promedio de los lotes sometidos a inspección sin que se requiera una distribu-

ción a priori de p. Entre los trabajos que presentan diseños de este tipo se encuentran

Truscott (1969, [173]) y Brown y Rutemiller (1974, [25]), además de las referencias

citadas por Wetherill y Chiu (1975, [179]).

También existen algunas contribuciones sobre planes de coste óptimo bayesianos.

Estos diseños consideran un modelo funcional de costes con funciones de pérdida

aśı como una distribución a priori de p. Guthrie y Johns (1959, [79]) introducen un



1. El muestreo de aceptación 27

modelo lineal de costes y determinan un plan de muestreo asintótico para lotes de gran

tamaño en el caso de varias distribuciones a priori. Hald (1960, [81]) discute, de forma

detallada, los problemas involucrados en los planes por atributos y por variables que

utilizan distribuciones a priori y funciones de pérdida. Existen otros estudios de Hald

(1964, [82], 1967, [83]) relacionados con los diseños de coste óptimo. Dichos trabajos

establecen algunos resultados importantes cuando se consideran ciertas hipótesis sobre

los modelos de costes. Wetherill y Campling (1966, [178]) estudian las propiedades de

eficiencia y optimalidad de los planes propuestos por Hald.

Existen otras referencias destacadas sobre planes de coste óptimo. Evans y Thyre-

god (1986, [61]) obtienen un diseño óptimo tanto por atributos como por variables a

partir de resultados aproximados. Moskowitz y Tang (1992, [127]) utilizan un modelo

de costes propuesto por Schmidt, Case y Bennet (1974, [157]) para determinar un

diseño de coste óptimo bayesiano por variables.

Finalmente, los planes de coste óptimo en fiabilidad se han estudiado para varias

distribuciones de T . Soland (1968, [165]) presenta un diseño óptimo bayesiano cuando

T se distribuye según una Weibull. Thyregod (1975, [171]) y Nigm e Ismail (1985,

[132]) proponen diseños óptimos bayesianos cuando T sigue las distribuciones ex-

ponenciales uniparamétrica y biparamétrica, respectivamente. Otra referencia más

reciente que se puede señalar es el trabajo de Huang y Wu (2008, [91]).

1.9. Otras referencias

A continuación, se recogen algunas contribuciones de interés sobre el muestreo

de aceptación. En los caṕıtulos siguientes se estudiarán, en mayor profundidad, los

diseños por variables en fiabilidad y se citarán otros trabajos importantes.
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Muestreo por atributos
Planes clásicos: Freeman et al. (1948, [69]); Hamaker (1958, [87]);

Dodge (1963, [50]); DEF-131A (1966, [47]); Hald
(1967, [84]); Craig (1968, [40]); Schilling y Johnson
(1980, [155])

Planes de coste óptimo: Hamaker (1951, [86]); Guenther (1971, [75]); Chiu
(1974, [34]); Collani (1986, [39])

Planes bayesianos: Sheng y Fan (1992, [163]); Tagaras y Lee (1987,
[167]); Lee y Tagaras (1989, [107]); Case y Keats
(1982, [30]); Guild y Raka (1980, [77])

Muestreo por variables
Planes clásicos: Garner (1958, [70]); Schilling (1970, [154]); Takagi

(1972, [168]); DEF-05-30 (1974, [48]
Planes bayesianos (con
coste óptimo):

Davies (1959, [45]); Dayananda y Evans (1973, [46]);
Lam (1988, [101]); Kwon (1996, [100])

Muestreo en fiabilidad por atributos
Planes clásicos: Gupta y Groll (1961, [78]); Danziger y Papp (1988,

[42]); Nachlas y Kim (1989, [128]
Planes de coste óptimo: Breakwell (1956, [24]); Pfanzagl (1963, [144]); Case

et al. (1975, [31]); Riew y Bai (1984, [146])
Planes bayesianos: Guild (1973, [76]); Chiu y Lin (1992, [35])

Muestreo en fiabilidad por variables
Planes clásicos: H108 (1960, [80]); MIL-STD-690B (1960, [121]); MIL-

STD-781B (1967, [122]); Wu et al. (2001, [182]); Ba-
lasooriya y Low (2004, [14]); Jun et al. (2006, [96])

Planes bayesianos (con
coste óptimo):

Thyregod (1974, [170]); Schmidt et al. (1980, [156];
Lam (1990, [102], 1994, [103]); Lin (1999, [110]);
Huang y Lin (2004, [92]); Chen et al. (2007, [33])



Caṕıtulo

2
Planes clásicos con censura
progresiva: caso exponencial

2.1. Introducción

En los diseños de planes de muestreo por variables convencionales se supone, de

forma habitual, que la caracteŕıstica de calidad en estudio sigue una distribución

normal. En general, no se suelen aplicar esquemas de censura a las unidades o items

muestrales sobre los que se mide dicha caracteŕıstica de calidad. Sin embargo, en los

planes de muestreo por variables en fiabilidad la hipótesis de normalidad no resulta

adecuada para describir la distribución de la variable tiempo de vida o tiempo hasta

el fallo. Las distribuciones exponencial, log-normal y Weibull son las más utilizadas

en el diseño de este tipo de planes de muestreo.

Supongamos que T denota la variable tiempo de vida. En este caso:

Si T sigue una distribución del tipo de localización y escala, la función de

distribución acumulada se representará por F (t; µ, σ) = F0((t−µ)/σ), donde µ

es el parámetro de localización, σ > 0 el parámetro de escala y F0 es la función

de distribución estandarizada de T . Entre las distribuciones de este tipo cabe

mencionar la exponencial biparamétrica, la normal y la de valor extremo.

29
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Si T sigue una distribución del tipo de log-localización y escala, entonces la

distribución de X = log(T ) es del tipo de localización y escala. Por tanto, se

pueden aplicar los resultados de esta última familia de distribuciones en el diseño

de los correspondientes planes de muestreo. Ejemplos de distribuciones de log-

localización y escala son la log-normal y la de Weibull, y sus correspondientes

distribuciones de localización y escala son la normal y la de valor extremo.

A continuación se describe la metodoloǵıa para determinar el diseño de los planes

de muestreo en fiabilidad cuando la distribución de T es de localización y escala.

Estos diseños utilizan la definición de riesgos clásicos en los requisitos fijados por el

productor y el consumidor. Supongamos que `L es un ĺımite de especificación inferior

de la variable T y que los niveles de calidad se miden mediante la proporción p

de unidades defectuosas o disconformes del lote o del proceso de producción. En

consecuencia, `L es el cuantil p de la distribución de T , i.e. ξp = µ + σF−1
0 (p). El

productor considera que un lote del producto o el proceso es aceptable o satisfactorio

si p ≤ pα, donde pα se denomina nivel de calidad aceptable. Por otro lado, para el

consumidor, el lote o el proceso es rechazable o no satisfactorio si p ≥ pβ, donde pβ se

denomina nivel de calidad rechazable. De esta forma, la decisión sobre la aceptación

del lote consiste en resolver el contraste de hipótesis:





H0 : p ≤ pα,

H1 : p ≥ pβ.
(2.1)

Para aplicar el criterio de decisión se obtiene una muestra aleatoria de n unidades

del producto, las cuales se someten a experimentación de forma simultánea mediante

un ensayo o prueba de fiabilidad. Durante el experimento se observan los tiempos
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de fallo aplicando alguno de los esquemas de censura definidos en la Sección 1.5 del

Caṕıtulo 1. En general, si R = (R1, .., Rm) denota un esquema de censura progresiva,

entonces la muestra de observaciones es TR
1:1:n, .., T

R
1:m:n o, para mayor simplicidad,

T1:1:n, .., T1:m:n. De este forma, m +
∑m

i=1 Ri = n y la proporción de censura aplicada

vendŕıa dada por q = 1−m/n, con q ∈ [0, 1).

El criterio de decisión más ampliamente utilizado en el diseño de planes de muestreo

de aceptación por variables se basa en el siguiente estad́ıstico

Kp(µ̂, σ̂) = (µ̂− `L)/σ̂, (2.2)

donde µ̂ y σ̂ son estimadores equivariantes de µ y σ, respectivamente, obtenidos a

partir de la muestra de tiempos de fallos observados. Como se demuestra en Lawless

(1981, [106]), la propiedad de equivarianza de los estimadores garantiza que Kp es

una cantidad pivotal. En general, los estimadores de máxima verosimilitud (maximum

likelihood estimators, MLEs) suelen ser los más utilizados. Sin embargo, también se

pueden usar otros estimadores como los mejores estimadores lineales insesgados (best

linear unbiased estimators, BLUEs). A partir del estad́ıstico Kp(µ̂, σ̂), el criterio de

aceptación se define de la siguiente forma:

Si Kp(µ̂, σ̂) > k, se acepta el lote, donde k se denomina constante de aceptación.

En otro caso, se rechaza el lote.

En consecuencia, la curva OC del plan de muestreo está definida por

L(p) ≡ L(p; n,m, k,R) = Pr(µ̂− kσ̂ > ξp) = Pr(Y1 − kY2 > F−1
0 (p)), 0 < p < 1,

(2.3)
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donde

Y1 = (µ̂− µ)/σ e Y2 = σ̂/σ (2.4)

son cantidades pivotales.

Si la censura es de tipo II, la expresión de la curva OC se simplifica ya que sólo

es necesario fijar el porcentaje de censura, q, en lugar de un esquema R.

La curva OC permite obtener los planes de muestreo a partir de los requerimientos

fijados, mediante algún tipo de acuerdo entre el productor y el consumidor. Dichas

especificaciones vienen determinadas por los niveles de calidad sobre la proporción

p de disconformes del lote, pα y pβ, aśı como los riesgos máximos correspondientes,

α y β. En general, el productor está dispuesto a aceptar lotes satisfactorios (i.e. con

p ≤ pα) con una probabilidad de, al menos, 1 − α. Por otro lado, el consumidor

rechazará los lotes no satisfactorios (i.e. con p > pβ) con una probabilidad de, al

menos, 1−β. Entonces, el plan de muestreo debe verificar las inecuaciones siguientes:

CPR ≡ 1− L(pα; n, m, k,R) ≤ α y CCR ≡ L(pβ; n,m, k,R) ≤ β, (2.5)

donde CPR y CCR denotan los riesgos clásicos del productor y el consumidor, respec-

tivamente. Entre los planes que cumplen las anteriores condiciones, se elegirá como

plan óptimo el correspondiente al menor tamaño muestral n. De este modo, un plan de

muestreo por variables con un esquema de censura progresiva R quedará determinado

por el tamaño muestral, n, y la constante de aceptación, k. El número de tiempos de

fallo observados, m, depende de n y de las proporciones de censura qi = Ri/n, con

i = 1, ..,m.

En las secciones siguientes se presentan los diseños de planes de muestreo de
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menor tamaño muestral (en adelante, diseños óptimos) cuando la variable tiempo de

vida, T , sigue una distribución exponencial. Además de los diseños determinados de

forma exacta presentamos algunos planes aproximados alternativos. Pérez-González

y Fernández (2006, [139], 2009, [141]) estudian dichas aproximaciones y justifican su

utilidad para deducir de forma expĺıcita la expresión del correspondiente diseño. En

general, para cada uno de los diferentes diseños, se describen los procedimientos de

determinación a partir de los requerimientos de calidad especificados sobre la curva

OC. En dichos procedimientos se utiliza la siguiente notación para la obtención de

los valores enteros de n y m: dxe denota el menor entero mayor o igual a x, mientras

que bxc representa la parte entera de x.

2.2. Diseños óptimos en el caso exponencial

Considérese que T se distribuye según un modelo exponencial Exp(µ, σ) con fun-

ción de distribución acumulada

F (t; µ, σ) = F0((t− µ)/σ), t ≥ µ (µ ≥ 0, σ > 0),

donde F0(x) = 1− exp(−x), mientras que µ y σ son los parámetros de localización y

escala, respectivamente.

Epstein (1954, [57]), y Epstein y Sobel (1953, [59]) estudian los planes de muestreo

exponenciales cuando µ es conocida y la censura es de tipo II. Epstein presenta un

plan que se obtiene a partir del test uniformemente de máxima potencia entre todos

los tests del contraste (2.1) con nivel de significación α. Epstein y Sobel también

desarrollan un diseño que considera los casos de un muestreo con y sin reemplazo de las

unidades defectuosas inspeccionadas. En este diseño se considera que la prueba finaliza
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en un tiempo Tend = mı́n{Tm:n, T0}, con T0 especificado de antemano. Recientemente,

Fernández (2005, [62]), y Fernández y Pérez-González (2006, [64]) han estudiado el

diseño de planes de muestreo cuando µ es desconocida y la censura es progresiva.

En esta sección se presentan los planes de muestreo óptimos correspondientes a

la distribución exponencial cuando la censura es progresiva. Se distinguen dos situa-

ciones posibles en el estudio de estos diseños dependiendo si µ es conocido o no.

2.2.1. Distribución uniparamétrica

Cuando T sigue una distribución exponencial Exp(0, σ) y la censura es progresiva,

el MLE (y BLUE) de σ viene dado por la expresión

σ̂ = {
m∑

i=1

(Ri + 1)Ti:m:n}/m.

De acuerdo con (2.2), el estad́ıstico del contraste seŕıa Kp(0, σ̂) = ln(1−p)/Y2, donde

Y2 se definió en (2.4). Se puede comprobar que 2mY2 ∼ χ2(2m), donde χ2(ν) denota

una distribución chi-cuadrado con ν grados de libertad. De este modo, a partir de

(2.3), la curva OC se expresa como

L(p) ≡ L(p; m, k) = Pr(χ2(2m) > 2m ln(1− p)/k), 0 < p < 1. (2.6)

Obsérvese que la curva OC es independiente de n (≥ m) y, por tanto, del esquema

de censura. Por esta razón, el diseño de los planes de muestreo queda definido comple-

tamente mediante la especificación de m y de k. La elección de n vendŕıa determinada

por otros factores como la duración esperada del contraste, el coste económico de las

unidades y el esquema de censura.
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Procedimiento 2.1: Diseño óptimo (m, k) del plan de muestreo cuando
T ∼ Exp(0, σ)

Se fijan los riesgos, α y β, aśı como los niveles de calidad, pα y pβ, del productor
y el consumidor, respectivamente. También se fija la proporción de censura, q.

El diseño (m, k) se determina como m = dm0e, donde m0 es la solución exacta
de (2.8), y k puede ser cualquier valor de [kβ, kα], donde:

kα = 2m ln(1− pα)/χ2
α(2m) y kβ = 2m ln(1− pβ)/χ2

1−β(2m).

Un valor razonable de k podŕıa ser k∗ = (kβ + kα)/2.

El tamaño muestral puede ser cualquier valor entero n ≥ m. La elección del
mı́nimo tamaño muestral n seŕıa la siguiente:

• si q = 0, entonces n = m,

• si q 6= 0, entonces n = bm0/(1− q)c.
Debido a que n y m son enteros, se tiene que la proporción de censura del plan
de muestreo es, exactamente, q∗ = 1−m/n ' q.

Para determinar el diseño con el valor óptimo de m es necesario resolver el siguiente

sistema de ecuaciones 



1− L(pα; m0, k0) = α,

L(pβ; m0, k0) = β.
(2.7)

Sustituyendo la expresión (2.6) de la curva OC en las ecuaciones (2.7) se deduce que

χ2
α(2m0)/χ

2
1−β(2m0) = ln(1− pα)/ ln(1− pβ), (2.8)

donde χ2
η(ν) denota el cuantil η de la distribución chi-cuadrado con ν grados de liber-

tad. Entonces, el diseño óptimo exacto (m, k) se obtiene aplicando el Procedimiento

2.1.
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2.2.2. Distribución biparamétrica

Cuando el parámetro de localización µ se desconoce y la censura es progresiva, los

MLEs (y BLUEs) de µ y σ son

µ̂ = T1:m:n y σ̂ = {
m∑

i=1

(Ri + 1)Ti:m:n − nT1:m:n}/m (m ≥ 2),

respectivamente. De este modo

Kp(µ̂, σ̂) = {Y1 + ln(1− p)}/Y2,

donde Y1 e Y2 están definidos en (2.4). Ambas variables son independientes y, además,

verifican que

2nY1 ∼ χ2(2) y 2mY2 ∼ χ2(2m− 2). (2.9)

Entonces, la expresión general de la curva OC definida a partir de (2.3) es la siguiente

L(p) ≡ L(p; n,m, k) = Pr(Y1 − kY2 > − ln(1− p)), 0 < p < 1. (2.10)

Se observa que la curva OC es independiente del esquema de censura aplicado y, por

tanto, m depende de n sólo a través de la proporción de censura, q. Según Fernández

(2005, [62]), la curva OC viene dada por

L(p) ≡ L(p; n,m, k)

=





(1− p)n

(1 + kn/m)m−1
si k ≥ 0,

1− (−m/k)m−1

Γ(m− 1)

∫ − ln(1−p)

0

1− (1− p)n exp(ny)

y2−m exp(−my/k)
dy si k < 0,

(2.11)
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Procedimiento 2.2: Diseño óptimo (n,m, k) del plan de muestreo cuando
T ∼ Exp(µ, σ)

Se establecen las especificaciones de riesgos y niveles de calidad del productor
y el consumidor, aśı como la proporción de censura.

Se determina la solución (n0, k0) del sistema de ecuaciones

1− L(pα; n0,m0, k0) = α,
L(pβ; n0,m0, k0) = β,

(2.12)

donde m0 = n0(1− q).

El tamaño muestral mı́nimo se calcula como n = dn0e. Si q = 0, entonces m = n,
y si q 6= 0:

• se escoge m = b(1− q)n0c cuando (n,m) verifica las condiciones (2.5).

• en otro caso, m = d(1− q)n0e.
Como n y m son enteros, la proporción real de censura del plan de muestreo es
q∗ = 1−m/n ' q.

La constante de aceptación k puede ser cualquier valor de [kβ, kα], donde:

1− L(pα; n,m, kα) = α,
L(pβ; n,m, kβ) = β.

Se puede comprobar que, dado que siempre se cumple que pα < pβ, entonces
kβ ≤ kα. Una elección razonable para k podŕıa ser k∗ = (kβ + kα)/2.

donde Γ(·) es la función gamma y 0 < p < 1. El Procedimiento 2.2 utiliza esta

expresión de la curva OC para obtener el diseño óptimo exacto (n,m, k).
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2.3. Diseños óptimos aproximados en el caso ex-

ponencial uniparamétrico

2.3.1. Diseño aproximado I

Es preciso observar que el valor de m0 que verifica la condición (2.8) no puede

hallarse de forma expĺıcita, y que se han de emplear técnicas de resolución iterativa

de ecuaciones como, por ejemplo, los métodos de Newton-Raphson o de la secante.

Sin embargo, podemos obtener una expresión anaĺıtica y prácticamente exacta de m

utilizando una excelente aproximación de la curva OC mediante la transformación de

Wilson-Hilferty (1931, [181])

√
9ν/2

[{χ2(ν)/ν}1/3 + {2/(9ν)} − 1
] ' N(0, 1) (2.13)

cuando ν es suficientemente grande (digamos, ν ≥ 10) y donde N(0, 1) denota la

distribución normal estándar. Luego, si m ≥ 5, es posible aproximar la curva OC de

la forma siguiente

L(p) ' LI(p) ≡ LI(p; m, k) = 1− Φ
([{ln(1− p)/k}1/3 − {1− 1/(9m)}]

√
9m

)
,

(2.14)

donde Φ(·) denota la función de distribución normal estándar. Si se utiliza esta aproxi-

mación en (2.8) y se denota por zη el cuantil η de la distribución normal estándar,

entonces podemos deducir (véase Pérez-González y Fernández, 2009, [141]) que

m0 =

(
s +

√
s2 + 4

6

)2

, (2.15)
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Procedimiento 2.3: Diseño óptimo aproximado (m, k)I del plan de muestreo cuando
T ∼ Exp(0, σ)

Se establecen las especificaciones de riesgos y niveles de calidad del productor
y el consumidor, aśı como la proporción de censura.

El valor de m viene determinado por m = dm0e, donde m0 se obtiene a partir
de (2.15).

Además, k ∈ [kβ, kα], con

kα = ln(1− pα)/hα(m) y kβ = ln(1− pβ)/h1−β(m),

donde hη(m) = (1− 1/9m + zη/
√

9m)3. De nuevo, se puede escoger k = (kα +
kβ)/2.

La elección del tamaño muestral n se puede realizar de acuerdo al criterio del
Procedimiento 2.1.

donde s = (z1−βu1/3 − zα)/(1− u1/3) y u = ln(1− pα)/ ln(1− pβ).

En consecuencia, el diseño óptimo aproximado del plan de muestreo denotado

como (m, k)I se determina de la forma que se describe en el Procedimiento 2.3.

2.3.2. Diseño aproximado II

También se han estudiado aproximaciones normales a la curva caracteŕıstica (2.6).

En esta situación, sin embargo, la aproximación que obtenemos no es muy precisa

pero, al menos, proporciona una cota superior de m. Como demuestra Fernández

(2002, [63]), se considera que
√

nk(σ̂ − σ) sigue una distribución asintótica

N(0, k2σ2/(1 − q)), cuando q es fijo. De esta forma, la curva OC se puede aproxi-

mar como:

L(p) ' LII(p) ≡ LII(p; m, k) = 1− Φ
(√

m {ln(1− p)/k − 1}) . (2.16)
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Procedimiento 2.4: Diseño óptimo aproximado (m, k)II del plan de muestreo cuan-
do T ∼ Exp(0, σ)

Se establecen las especificaciones de riesgos y niveles de calidad del productor
y el consumidor. También se fija la proporción de censura.

En esta situación, m = dm0e, donde m0 se obtiene a partir de (2.17).

La constante de aceptación k ∈ [kβ, kα], con

kα = ln(1− pα)/(1 + zα/
√

m) y kβ = ln(1− pβ)/(1 + z1−β/
√

m).

La eleccion de k y n se puede hacer siguiendo el mismo criterio presentado en
el Procedimiento 2.1.

Pérez-González y Fernández (2009, [141]) utilizan esta aproximación en el sistema de

ecuaciones (2.7) y obtienen que

m0 =

[
ln {(1− pβ)zα/(1− pα)z1−β}

ln {(1− pα)/(1− pβ)}
]2

. (2.17)

El diseño óptimo aproximado del plan de muestreo denotado como (m, k)II se

determina mediante el Procedimiento 2.4.

2.3.3. Comparativa de los diseños exactos y aproximados

Las Tablas 2.1 y 2.2 muestran una comparativa de los planes de muestreo óptimos

que se obtienen aplicando los procedimientos descritos anteriormente. En particular,

se presenta el diseño (m, k) correspondiente a la expresión exacta (2.6) de la curva

OC, aśı como los planes aproximados (m, k)I y (m, k)II . En la Tabla 2.1 seleccionamos

α = 0.05, β = 0.1 y los niveles pα y pβ de la Tabla X-K-1 del estándar ANSI Z1.4

(1993, [3]). La Tabla 2.2 utiliza otros requerimientos de α, β, pα y pβ para obtener

diseños con tamaños muestrales de distinta magnitud y poder apreciar mejor las
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Tabla 2.1: Diseños óptimos (m, k),(m, k)I y (m, k)II de planes de muestreo cuando
T ∼ Exp(0, σ) con α = 0.05 y β = 0.10

Diseño (m, k) Diseño (m, k)I Diseño (m, k)II

pα pβ m k m k m k

0.00041 0.01840 1 -8.030E-03 2 -5.982E-03 3 -9.410E-03
0.00284 0.03110 2 -0.01613 3 -0.01419 4 -0.01764
0.00654 0.04260 3 -0.02431 3 -0.02445 5 -0.02625
0.01090 0.05350 4 -0.03250 4 -0.03260 6 -0.03473
0.02090 0.07420 6 -0.04919 6 -0.04924 8 -0.05177
0.03190 0.09420 8 -0.06620 8 -0.06624 10 -0.06898
0.03760 0.10400 9 -0.07476 9 -0.07480 11 -0.07762
0.04940 0.12300 11 -0.09202 11 -0.09205 13 -0.09500
0.06150 0.14200 12 -0.11036 12 -0.11039 14 -0.11367
0.07400 0.16100 14 -0.12840 14 -0.12843 16 -0.13176
0.09950 0.19800 17 -0.16578 17 -0.16580 19 -0.16942
0.11900 0.22500 19 -0.19455 19 -0.19458 21 -0.19841

Tabla 2.2: Diseños óptimos (m, k),(m, k)I y (m, k)II de planes de muestreo cuando
T ∼ Exp(0, σ)

Diseño (m, k) Diseño (m, k)I Diseño (m, k)II

α β pα pβ m k m k m k

0.01 0.05 0.0200 0.0230 797 -0.02197 797 -0.02197 812 -0.02200
0.0300 0.0375 311 -0.03490 311 -0.03490 321 -0.03501
0.0400 0.0550 152 -0.04974 152 -0.04974 160 -0.05004

0.05 0.05 0.0100 0.0140 95 -0.01200 95 -0.01200 97 -0.01207
0.0200 0.0350 35 -0.02744 35 -0.02744 36 -0.02790
0.0300 0.0700 15 -0.04957 15 -0.04958 17 -0.05128

diferencias entre los mismos.

Las Figuras 2.1 y 2.2 representan las curvas caracteŕısticas de varios de los planes

obtenidos. Los diseños (m, k)I son prácticamente iguales a los (m, k) que utilizan la



42 2.3. Diseños óptimos aproximados en el caso exponencial uniparamétrico

0.03 0.0315 0.033 0.0345 0.036 0.0375
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

P
ro

ba
bi

lid
ad

 d
e 

ac
ep

ta
ci

ón

(a)

Proporción de disconformes (p)

m=311 − Curva L(p)
m=311 − Curva L

I
(p)

m=321 − Curva L
II
(p)

0.04 0.0425 0.045 0.0475 0.05 0.0525 0.055
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
(b)

Proporción de disconformes (p)

m=152 − Curva L(p)
m=152 − Curva L

I
(p)

m=160 − Curva L
II
(p)

Figura 2.1: Curvas caracteŕısticas de planes de muestreo cuando T ∼ Exp(0, σ) con
α = 0.01, β = 0.05 y: (a) pα = 0.0300 y pβ = 0.0375; (b) pα = 0.0400 y pβ = 0.0550
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Figura 2.2: Curvas caracteŕısticas de planes de muestreo cuando T ∼ Exp(0, σ) con
α = 0.05, β = 0.05 y: (c) pα = 0.0100 y pβ = 0.0140; (d) pα = 0.0200 y pβ = 0.0350

curva OC exacta, tanto para valores pequeños como altos del tamaño muestral. Por

otro lado, el plan (m, k)II es bastante conservador y muestra resultados más alejados

de los diseños (m, k). Este plan aproximado proporciona una cota superior cercana a
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m suficientemente válida para muchas aplicaciones prácticas. En las figuras se puede

apreciar que la curva LI(p) es prácticamente exacta si se compara con L(p), mientras

que LII(p) representa una aproximación bastante precisa a pesar de las diferencias

entre el plan aproximado y el exacto.

Una caracteŕıstica de las aproximaciones presentadas es que m se determina di-

rectamente a partir de las especificaciones del diseño. El plan (m, k)I tiene la ventaja,

con respecto al (m, k)II , del alto nivel de precisión en el cálculo de m.

2.4. Diseños óptimos aproximados en el caso ex-

ponencial biparamétrico

2.4.1. Diseño aproximado I

De nuevo, para hallar el valor de n del plan de muestreo exacto cuando

T ∼ Exp(µ, σ) es preciso emplear técnicas o métodos iterativos de resolución de

ecuaciones. Estos métodos precisan un valor inicial suficientemente próximo para

converger a la solución. En esta situación también se puede deducir una expresión

expĺıcita para calcular de forma aproximada el tamaño muestral. En primer lugar,

se utiliza la aproximación χ2 de Patnaik a la distribución del estad́ıstico µ̂ − kσ̂ y,

a continuación, se aplica la transformación de Wilson-Hilferty. Mediante este méto-

do de aproximación, Pérez-González y Fernández (2009, [141]) determinan un diseño

suficientemente preciso comparado con el que se obtiene al aplicar el Procedimiento

2.2.

A partir de (2.4) y (2.9), es posible expresar la cantidad pivotal
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U = {(µ̂ − kσ̂) − µ}/σ en términos de una combinación lineal de variables χ2 in-

dependientes puesto que

U = {1/(2n)}2nY1 + {−k/(2m)}2mY2.

De acuerdo a Patnaik (1950, [137]), la distribución de U/c se puede aproximar a una

χ2
ν , donde c y ν verifican que

E[U ] = cν y V ar[U ] = 2c2ν. (2.18)

Entonces, utilizando la aproximación de Wilson-Hilferty (2.13), la curva OC se expresa

del siguiente modo

L(p) ' LI(p) ≡ LI(p; ν, c) = 1−Φ
([{− ln(1− p)/(cν)}1/3 − {1− 2/(9ν)}]

√
9ν/2

)
.

(2.19)

Considerando la expresión anterior de L(p) en las condiciones (2.12), el plan de

muestreo óptimo aproximado ha de verificar los siguientes requerimientos

LI(pα; ν0, c0) = 1− α y LI(pβ; ν0, c0) = β,

o, de forma equivalente





c0ν0

(
1− 2

9ν0
+ zα

√
2

9ν0

)3

= − ln(1− pα),

c0ν0

(
1− 2

9ν0
+ z1−β

√
2

9ν0

)3

= − ln(1− pβ),
(2.20)
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De las ecuaciones anteriores se deduce que

u1/3 = {1− 2/(9ν0) + zα

√
2/(9ν0)}/{1− 2/(9ν0) + z1−β

√
2/(9ν0)},

donde u = ln(1− pα)/ ln(1− pβ). Por tanto, se puede demostrar que

ν0 = (s +
√

s2 + 2/9)2,

con s = (u1/3z1−β − zα)/{√18(1−u1/3)}. Esta expresión de ν0 permite hallar el valor

de c0 a partir de (2.20).

Para determinar los valores de n y k es preciso tener en cuenta que la media de U

viene dada por

EU = E[U |m, k] = {(1− q)− k(m− 1)}/m, (2.21)

y la varianza por

VU = V ar[U |m, k] = {(1− q)2 + k2(m− 1)}/m2. (2.22)

Mediante las propiedades anteriores se obtienen las siguientes expresiones cuando

c = c0 y ν = ν0

EU = c0ν0 = 1/n0 − k0(m0 − 1)/m0 y VU = 2c2
0ν0 = 1/n2

0 + k2
0(m0 − 1)/m2

0.

Para k0 6= −(1− q), estas ecuaciones proporcionan el siguiente resultado

A′k2
0 + B′k0 + C ′ = 0,
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Procedimiento 2.5: Diseño óptimo aproximado (n,m, k)I del plan de muestreo
cuando T ∼ Exp(µ, σ)

Se especifican los riesgos, α y β, aśı como los niveles de calidad, pα y pβ, del pro-
ductor y el consumidor, respectivamente. Asimismo, se selecciona el porcentaje
de censura, q.

El tamaño muestral es n = dn0e, donde n0 viene dado por (2.23). El valor de
m se determina de la forma descrita en el Procedimiento 2.2.

La constante de aceptación se determina como

k = (1− q)(1− nEU)/{n(1− q)− 1}.

donde

A′ = (1− q)− EU , B′ = 2(1− q)EU − E2
U − VU y C ′ = (1− q)(E2

U − VU),

con lo cual, denotando ∆ = B′2 − 4A′C ′, se tiene que

k0 =
−B′ +

√
∆

2A′ y n0 =
1 + k0/(1− q)

EU + k0

. (2.23)

Finalmente, el Procedimiento 2.5 describe el método para obtener el diseño óptimo

aproximado del plan de muestreo.

2.4.2. Diseño aproximado II

Pérez-González y Fernández (2009, [141]) también consideran otras aproxima-

ciones distintas de la curva caracteŕıstica (2.10). Para valores suficientemente altos

de m se puede deducir un diseño aproximado a partir de una aproximación normal

asintótica de U = {1/(2n)}2nY1 +{−k/(2m)}2mY2, donde Y1 e Y2 han sido definidas
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en (2.4). Teniendo en cuenta las expresiones de la media y la varianza de U dadas en

(2.21-2.22), la curva OC se puede aproximar del siguiente modo

L(p) ' LII(p) ≡ LII(p; n,m, k) = 1− Φ

(
−m ln(1− p)− (1− q) + k(m− 1)√

(1− q)2 + k2(m− 1)

)

con m = (1− q)n.

Para hallar el plan de muestreo es necesario resolver el sistema de ecuaciones de

n0 y k0

LII(pα; n0,m0, k0) = 1− α y LII(pβ; n0, m0, k0) = β,

donde m0 = (1− q)n0. Entonces, si k0 6= −(1− q), se obtiene la ecuación

A′′k2
0 + B′′k0 + C ′′ = 0,

cuyos coeficientes vienen dados por

A′′ = (w − 1)(D + G), B′′ = −2DG−G2 − E2 y C ′′ = (1− q)(G2 − E2),

con w = zα/z1−β,

D = (w − 1)(1− q), E =
w − 1

zα − z1−β

ln

(
1− pβ

1− pα

)
y G = ln

(
(1− pβ)w

1− pα

)
.

Denotando Ω = B′′2 − 4A′′C ′′, se deduce que

k0 =
−B′′ +

√
Ω

2A′′ y n0 =
1 + k0/(1− q)

G/(1− w) + k0

. (2.24)

En esta ocasión, el Procedimiento 2.6 proporciona el diseño óptimo aproximado del
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Procedimiento 2.6: Diseño óptimo aproximado (n,m, k)II del plan de muestreo
cuando T ∼ Exp(µ, σ)

Se establecen las especificaciones de riesgos (α, β) y niveles de calidad (pα, pβ)
del productor y el consumidor. También, se selecciona el porcentaje de censura,
q.

El tamaño muestral es n = dn0e, donde n0 viene dado por (2.24). De nuevo, el
valor de m se obtiene como se explica en el Procedimiento 2.2.

La constante de aceptación es k = {nG/(w − 1) + 1}/{n− 1/(1− q)}.

plan de muestreo.

2.4.3. Comparativa de los diseños exactos y aproximados

De nuevo, en las Tablas 2.3 y 2.4, aśı como en la Figura 2.3, se muestra un estudio

comparativo de los diferentes planes que se obtienen a partir de los procedimien-

tos anteriores, i.e. el diseño (n,m, k) correspondiente a la curva OC exacta (2.10) y

los diseños aproximados (n,m, k)I y (n,m, k)II . Los requerimientos de dichos planes

vuelven a considerar ciertos valores de α y β, aśı como los niveles pα y pβ de la Tabla

X-K-1 del estándar ANSI Z1.4 (1993, [3]).

Se aprecia claramente que los planes de muestreo (n,m, k)I se aproximan bastante

al diseño (n,m, k) correspondiente a la curva OC exacta. En cambio, los diseños

(n,m, k)II muestran un mayor error y resultan bastante imprecisos. Los gráficos de la

Figura 2.3 ilustran la caracteŕıstica conservadora de estos diseños, aśı como el error

en la curva OC que presenta el plan (n,m, k)II para valores de p diferentes a pα y pβ.

De nuevo, en ambas aproximaciones se puede calcular el tamaño muestral n me-

diante una expresión expĺıcita a partir de las especificaciones iniciales, sin necesidad

de acudir a procedimientos iterativos. La primera aproximación permite obtener un
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Figura 2.3: Curvas caracteŕısticas de planes de muestreo cuando T ∼ Exp(µ, σ)
para α=0.05, β=0.1, q ≡ 50 % y: (a) pα=0.005 y pβ=0.050; (b) pα=0.005 y
pβ=0.100; (c) pα=0.005 y pβ=0.150

valor de n suficientemente aceptable mientras que la segunda aproximación sólo pro-

porciona una cota superior. Esta cota puede utilizarse para buscar el valor exacto de

n mediante métodos iterativos.
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Tabla 2.3: Diseños óptimos (n,m, k), (n,m, k)I y (n, m, k)II de planes de muestreo
cuando T ∼ Exp(µ, σ) con α = 0.05 y β = 0.10 para niveles de censura q ≡ 0 % y
50 %

Diseño (n,m, k) Diseño (n,m, k)I Diseño (n,m, k)II

pα pβ n m k n m k n m k

q ≡ 0 %

0.00041 0.01840 124 124 7.161E-07 126 126 -3.765E-04 162 162 -4.473E-03
0.00284 0.03110 79 79 -2.348E-03 87 87 -5.471E-03 103 103 -9.386E-03
0.00654 0.04260 62 62 -6.180E-03 71 71 -0.01217 80 80 -0.01503
0.01090 0.05350 52 52 -0.01065 61 61 -0.01963 68 68 -0.02131
0.02090 0.07420 42 42 -0.02213 50 50 -0.03697 54 54 -0.03471
0.03190 0.09420 36 36 -0.03517 43 43 -0.05661 47 47 -0.04959
0.03760 0.10400 34 34 -0.04234 41 41 -0.06739 44 44 -0.05708
0.04940 0.12300 32 32 -0.05855 38 38 -0.09012 40 40 -0.07278
0.06150 0.14200 30 30 -0.07518 35 35 -0.11475 38 38 -0.08993
0.07400 0.16100 29 29 -0.09346 33 33 -0.14144 35 35 -0.10682
0.09950 0.19800 27 27 -0.13081 31 31 -0.19780 33 33 -0.14398
0.11900 0.22500 27 27 -0.16124 30 30 -0.24241 32 32 -0.17291

q ≡ 50 %

0.00041 0.01840 124 61 7.221E-07 126 63 -3.522E-04 162 81 -4.501E-03
0.00284 0.03110 79 39 -2.381E-03 88 44 -5.089E-03 103 52 -9.479E-03
0.00654 0.04260 62 30 -6.345E-03 71 35 -0.01076 81 41 -0.01538
0.01090 0.05350 53 26 -0.01148 62 31 -0.01723 69 35 -0.02185
0.02090 0.07420 43 21 -0.02396 51 25 -0.03119 56 28 -0.03601
0.03190 0.09420 39 19 -0.03980 45 23 -0.04654 50 25 -0.05188
0.03760 0.10400 37 18 -0.04783 44 22 -0.05512 48 24 -0.06018
0.04940 0.12300 36 18 -0.06595 41 21 -0.07183 45 23 -0.07716
0.06150 0.14200 36 17 -0.08595 40 20 -0.09004 44 22 -0.09549
0.07400 0.16100 36 18 -0.10533 39 20 -0.10882 43 22 -0.11440
0.09950 0.19800 38 19 -0.14674 40 20 -0.14868 44 22 -0.15420
0.11900 0.22500 41 21 -0.17808 42 21 -0.17968 46 23 -0.18506
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Tabla 2.4: Diseños óptimos (n, m, k), (n,m, k)I y (n,m, k)II de planes de muestreo
cuando T ∼ Exp(µ, σ) con α = 0.05 y β = 0.10 para niveles de censura q ≡ 70 % y
90 %

Diseño (n,m, k) Diseño (n,m, k)I Diseño (n,m, k)II

pα pβ n m k n m k n m k

q ≡ 70 %

0.00041 0.01840 124 37 7.300E-07 126 37 -3.560E-04 163 49 -4.577E-03
0.00284 0.03110 79 23 -2.431E-03 88 26 -5.169E-03 104 32 -9.699E-03
0.00654 0.04260 62 18 -6.582E-03 72 21 -0.01117 82 25 -0.01579
0.01090 0.05350 53 16 -0.01201 62 19 -0.01763 71 22 -0.02269
0.02090 0.07420 45 14 -0.02647 53 16 -0.03277 59 18 -0.03777
0.03190 0.09420 43 12 -0.04534 49 14 -0.04967 54 17 -0.05466
0.03760 0.10400 42 13 -0.05383 48 14 -0.05858 53 16 -0.06364
0.04940 0.12300 44 13 -0.07460 48 14 -0.07725 53 16 -0.08226
0.06150 0.14200 46 14 -0.09469 49 14 -0.09671 55 17 -0.10187
0.07400 0.16100 49 15 -0.11551 51 15 -0.11692 57 18 -0.12192
0.09950 0.19800 57 17 -0.15769 57 17 -0.15794 64 20 -0.16277
0.11900 0.22500 63 19 -0.18871 63 18 -0.18907 70 21 -0.19369

q ≡ 90 %

0.00041 0.01840 124 12 7.749E-07 126 12 -3.765E-04 164 16 -4.814E-03
0.00284 0.03110 79 7 -2.809E-03 88 8 -5.611E-03 108 10 -0.01074
0.00654 0.04260 65 6 -9.130E-03 74 7 -0.01275 89 8 -0.01815
0.01090 0.05350 60 6 -0.01781 68 6 -0.02122 82 8 -0.02677
0.02090 0.07420 65 7 -0.03892 68 6 -0.04088 84 8 -0.04618
0.03190 0.09420 78 8 -0.06118 79 7 -0.06187 97 9 -0.06634
0.03760 0.10400 86 9 -0.07113 86 8 -0.07210 105 10 -0.07625
0.04940 0.12300 103 11 -0.09057 103 10 -0.09194 122 12 -0.09560
0.06150 0.14200 119 12 -0.11123 119 11 -0.11150 139 13 -0.11495
0.07400 0.16100 135 14 -0.13031 135 13 -0.13119 155 15 -0.13457
0.09950 0.19800 165 17 -0.16976 165 16 -0.17052 187 18 -0.17387
0.11900 0.22500 187 19 -0.19983 187 18 -0.20030 209 20 -0.20371
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2.5. Nomogramas del tamaño muestral

En el muestreo de aceptación los nomogramas pueden representar una herramien-

ta gráfica de gran utilidad. Mediante este tipo de gráficos seŕıa posible obtener el

diseño aproximado de un plan de muestreo a partir de un conjunto de requisitos

de forma sencilla. En particular, el diseño clásico por atributos se puede determinar

utilizando un nomograma binomial desarrollado por Larson (1966, [105]). Sin embar-

go, la elaboración del nomograma presenta algunas dificultades de gran importancia.

Por un lado, el trazado de la gráfica resulta extremadamente complicado para un

número muy alto de variables (niveles de calidad y riesgos especificados tanto por

el productor como por el consumidor). Por esta razón, en los nomogramas que pre-

sentamos a continuación, se fijan los valores de α y β y sólo se utilizan los niveles

pα y pβ como variables. El gráfico representa los tamaños muestrales de los diseños

aproximados correspondientes. Sin embargo, el tiempo de cómputo para realizar dicha

representación resulta ser muy elevado si no existen expresiones anaĺıticas que per-

mitan obtener, de forma inmediata, el valor de n y m a partir de unas condiciones

(α, β) y (pα, pβ). En este sentido, se pueden utilizar los resultados estudiados en las

Secciones 2.3 y 2.4, y desarrollar una serie de nomogramas que ayuden a determinar

los diseños aproximados.

En la Sección 2.2.1 se ha comprobado que la aproximación (2.15) proporciona,

con una precisión casi exacta, el valor de m del diseño cuando T ∼ Exp(0, σ). Los

nomogramas de la Figura 2.4 ayudan a determinar dicho valor, de forma orientativa,

a partir de un conjunto de requisitos dados.

Para la distribución exponencial biparamétrica también se puede utilizar la ex-

presión (2.23) del diseño (n, m, k)I y trazar un nomograma aproximado de forma
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Figura 2.4: Nomogramas de los planes aproximados cuando T ∼ Exp(0, σ) con
α = 0.05 y β = 0.10

sencilla. Como ya se ha podido comprobar, esta aproximación permite calcular el

valor de n con una precisión aceptable. Los nomogramas de las Figuras 2.5, 2.6 y 2.7

ilustran la utilidad de este resultado para determinar el diseño aproximado con unas

especificaciones particulares.

Ejemplo

Supongamos que se desea obtener el tamaño muestral aproximado de los diseños

exponenciales que se han de aplicar en la inspección de un proceso o un conjunto de

lotes determinado. El productor especifica un riesgo máximo α = 0.05 para un nivel

de calidad pα = 0.025 mientras que el consumidor fija β = 0.10 y un nivel pβ = 0.06.

Se puede observar que si T sigue la distribución uniparamétrica, entonces el valor
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Figura 2.5: Nomogramas de los planes aproximados cuando T ∼ Exp(µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10 y q ≡ 0 %

aproximado de m estaŕıa en torno a 12 ó 13. De hecho, el diseño exacto con los

requerimientos anteriores es (m, k) = (12,−0.04431).

En el caso que T siga una distribución biparamétrica, se tiene que n es 80, aprox-

imadamente, cuando q ≡ 0 % y 50 % mientras que su valor se sitúa alrededor de 130

cuando q ≡ 90 %. En esta situación, los diseños exactos (n,m, k) son:

(66, 66,−0.02688), (70, 34,−0.02892) y (126, 13,−0.03930),

cuando los niveles de censura son q ≡ 0 %, 50 % y 90 %, respectivamente.
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Figura 2.6: Nomogramas de los planes aproximados cuando T ∼ Exp(µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10 y q ≡ 50 %
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Figura 2.7: Nomogramas de los planes aproximados cuando T ∼ Exp(µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10 y q ≡ 90 %



Caṕıtulo

3
Planes clásicos para las dis-
tribuciones log-normal y de
Weibull

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se estudia el diseño de planes de muestreo utilizando riesgos

clásicos cuando la variable tiempo de vida T sigue una distribución log-normal o

de Weibull. Por tanto, al tratarse de distribuciones de log-localización y escala, los

procedimientos que se describen a continuación consideran la variable X = log(T ) en

la determinación del diseño. En consecuencia, los planes que se obtienen corresponden

a las distribuciones normal y de valor extremo de X. Estas distribuciones se denotarán

como N(µ, σ) y EV (µ, σ), respectivamente, donde µ y σ serán los parámetros de

localización y escala de X. Cuando T sigue una distribución de log-localización y

escala, se puede aplicar a la variable X la metodoloǵıa descrita en la introducción del

Caṕıtulo 2.

Si `L es un ĺımite de especificación inferior de la variable T , entonces el estad́ıstico

57
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para decidir entre las hipótesis H0 : p ≤ pα y H1 : p ≥ pβ se define como

Kp(µ̂, σ̂) = (µ̂− `′L)/σ̂, (3.1)

donde `′L = log(`L) es el correspondiente ĺımite de especificación inferior de X, y µ̂ y

σ̂ representan los estimadores equivariantes de los parámetros µ y σ, respectivamente.

En este caṕıtulo, se presentan diferentes diseños que utilizan tanto los estimadores

de máxima verosimilitud (MLEs) como los mejores estimadores lineales insesgados

(BLUEs). El Apéndice A recoge las expresiones generales que permiten calcular, de

forma aproximada, dichos estimadores para las distribuciones normal y de valor ex-

tremo.

De nuevo, la curva OC L(p) ≡ L(p; n, m, k,R) tiene la expresión general (2.3)

y los diseños han de verificar las inecuaciones (2.5). Sin embargo, al contrario que

en el caso de la distribución exponencial, no se puede hallar la expresión exacta de

L(p) cuando X sigue las distribuciones log-normal o de Weibull. Por esta razón, en la

determinación del plan de muestreo se suele utilizar una aproximación de la función

OC. De esta forma, una vez fijadas las especificaciones del productor y el consumidor,

es posible obtener un diseño aproximadamente óptimo (n,m, k,R).

A continuación, presentamos los diseños aproximados con tamaño muestral ópti-

mo (en adelante, diseños óptimos) aśı como los procedimientos para su obtención.

Además, realizaremos un estudio de los riesgos de dichos planes con el fin de com-

probar que se cumplen los requisitos. En general, los diseños se denotarán de acuer-

do a la expresión correspondiente de L(p). Esta notación dependerá del método de

aproximación utilizado en cada caso y del tipo de estimador de los parámetros de la

distribución que se haya considerado.
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3.2. Diseños óptimos aproximados

Si F0(·) denota la función de distribución estandarizada de X, entonces `′L es el

cuantil p de la distribución de X, i.e. `′L = ξp, donde ξp = µ + σF−1
0 (p). De acuerdo a

(2.3), la expresión general de la curva caracteŕıstica del plan de muestreo viene dada

por

L(p) ≡ L(p; n,m, k,R) = Pr(µ̂− kσ̂ > ξp)

= Pr(Y1 − kY2 > F−1
0 (p)), 0 < p < 1,

(3.2)

donde Y1 e Y2 se han definido en (2.4).

Cuando n es suficientemente grande, la distribución de
√

n(Y1, Y2 − 1) es aproxi-

madamente normal con media el vector (0, 0) y matriz de varianzas-covarianza

(n/σ2)Cov(µ̂, σ̂). Según el tipo de estimador de µ y σ considerado, es posible deter-

minar una buena aproximación de dicha matriz. En concreto, la matriz aproximada

de varianzas-covarianza de los estimadores µ̂ y σ̂ es:

Acov(µ̂, σ̂) =
σ2

n




γ11(n) γ12(n)

γ21(n) γ22(n)


 =

σ2

n




J11(n) J12(n)

J21(n) J22(n)




−1

, (3.3)

donde Jij(n), con i, j = 1, 2, es el elemento (i, j) de la matriz de información de

Fisher esperada. La obtención de dicha matriz cuando los estimadores son los MLEs,

i.e. Acov(µ̂MLE, σ̂MLE), se muestra, de forma detallada, en el Apéndice A.

Si los estimadores son los BLUEs, la expresión exacta de Cov(µ̂BLUE, σ̂BLUE) puede

hallarse pero su cálculo resulta muy complicado. En esta situación, si n es grande,

los elementos γij(n) de la matriz (3.3) también se deducen de forma aproximada en

el Apéndice A.



60 3.2. Diseños óptimos aproximados

La aproximación normal del estad́ıstico V =
√

n{Y1−k(Y2−1)} permite expresar

la curva OC de la siguiente forma

L(p) ≡ L(p; n,m, k,R) = Pr (Dn,k > δn,k) ' 1− Φ (δn,k) , (3.4)

donde

Dn,k =

√
n{Y1 − k(Y2 − 1)}

An,k(p)
y δn,k =

√
n{F−1

0 (p) + k}
An,k(p)

,

con An,k(p) = {γ11(n) + k2γ22(n)− 2kγ12(n)}1/2.

Si la censura es de tipo II, conviene mencionar que las expresiones de la matriz de

varianzas-covarianza (3.3) y de la curva OC (3.4) se simplifican si los estimadores de

µ y σ son los MLEs. En esta ocasión, fijada la proporción de censura q, los elementos

de la matriz de información de Fisher asintótica se calculan como Jij = ĺım
n→∞

Jij(n),

con i, j = 1, 2, tal y como se describe en el Apéndice A. De esta forma, la distribución

de V =
√

n{Y1 − k(Y2 − 1)} es asintóticamente normal con media 0 y varianza

γ11 + k2γ22 − 2kγ12, donde γij = (−1)i+jJij/(J11J22 − J2
12). Por tanto, la expresión

correspondiente de la curva OC es similar a (3.4) aunque An,k(p) no depende de n.

3.2.1. Distribución normal

Supongamos que T sigue una distribución log-normal o, de forma equivalente, que

X = log(T ) se distribuye según una N(µ, σ), con −∞ < µ < ∞ y σ > 0. En este

caso, la función de distribución acumulada se puede expresar como

F (x; µ, σ) = F0

(
x− µ

σ

)
, −∞ < x < ∞,
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donde F0(x) = Φ(x) =
∫ x

−∞(1/
√

2π) exp(−x2/2)dx es la función de distribución nor-

mal estandarizada.

Una de las referencias más destacadas sobre el diseño de planes de muestreo en

fiabilidad con la distribución log-normal se debe a Schneider (1989, [159]). Dicho

trabajo presenta un plan con censura de tipo II y utiliza la aproximación normal (3.4)

de la curva OC. También, existen algunos estudios con diseños que utilizan los BLUEs

de µ y σ en lugar de los MLEs. En concreto, Balasooriya y Balakrishnan (2000, [13])

obtienen un plan de muestreo con censura progresiva considerando una aproximación

de los BLUEs (estos estimadores aproximados se denotarán como ABLUEs).

En la Sección 3.3 generalizamos los resultados de Schneider (1989, [159]) con los

MLEs para obtener un diseño óptimo aproximado cuando la censura es progresiva.

Además, se realiza una comparativa de este plan con los diseños planteados por Bala-

sooriya y Balakrishnan (2000, [13]) con los ABLUEs. Dicha comparativa se muestra

en la Sección 3.4 y, como resultado de la misma, proponemos un diseño óptimo al-

ternativo con censura progresiva utilizando una mejor aproximación a los BLUEs.

Concretamente, Pérez-González y Fernández (2009, [142]) presentan y analizan los

diferentes diseños mediante un estudio por simulación de los riesgos del productor y

del consumidor con objeto de evaluar su grado de ajuste a las especificaciones fijadas

por éstos.

En las Secciones 3.3 y 3.4 también se determinan los planes y el correspondiente

análisis de riesgos cuando la censura es de tipo II, en cuyo caso la metodoloǵıa para

obtener el diseño se simplifica.



62 3.2. Diseños óptimos aproximados

3.2.2. Distribución de valor extremo

Cuando T sigue una distribución de Weibull, la variable X = log(T ) se distribuye

según un modelo de valor extremo. En esta situación, se considera que X ∼ EV (µ, σ)

tiene una función de distribución acumulada

F (x; µ, σ) = F0

(
x− µ

σ

)
, −∞ < x < ∞, (−∞ < µ < ∞, σ > 0),

donde F0(x) = 1 − exp{− exp(x)} es la función de distribución de valor extremo

estandarizada.

Cuando la censura es de tipo II, el diseño aproximado propuesto por Schneider

(1989, [159]) se aplica también a la distribución de valor extremo. Hay que recordar

que este plan utiliza los MLEs de µ y σ. Ng et al. (2004, [130]) generalizan dicho diseño

al caso de la censura progresiva estudiando, además, diversos criterios de optimalidad

en la obtención del plan de muestreo. Balasooriya et al. (2000, [16]) desarrollan un

diseño alternativo al propuesto por Ng et al. a partir de una aproximación de los

MLEs. La diferencia entre ambos resultados es que el plan de muestreo de Ng et al.

(2004, [130]) considera, igual que el diseño presentado por Schneider (1989, [159]),

una aproximación de la matriz de varianzas-covarianza de los MLEs mientras que el

diseño de Balasooriya et al. (2000, [16]) se obtiene a partir de la expresión exacta de

dicha matriz para los MLEs aproximados.

La Sección 3.3 muestra el plan aproximado con MLEs y censura progresiva pro-

puesto por Ng et al. (2004, [130]). En la Sección 3.4 presentamos un diseño alternativo

óptimo considerando la aproximación de los BLUEs sugerida en el caso normal. De

nuevo, se realiza un estudio comparativo de los planes a partir de los riesgos simulados
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Procedimiento 3.1: Determinación del esquema de censura progresiva para un valor
de n

Se fijan las proporciones de censura en cada tiempo de fallo, qi ∈ [0, 1), con
i = 1, .., m.

Para un tamaño muestral n, el correspondiente esquema de censura progresiva,
R = (R1, .., Rm), se obtiene como Ri = 〈qi·n〉, de tal forma que m+

∑m
i=1 Ri = n.

del productor y del consumidor. En las dos secciones también se obtienen los diseños

correspondientes a ambos estimadores y sus riesgos simulados cuando la censura es

de tipo II.

3.2.3. Determinación del diseño con censura progresiva

El esquema de censura progresiva (R1, .., Rm) suele especificarse mediante las pro-

porciones de censura (sobre el tamaño de la muestra) en cada tiempo observado de

fallo, i.e. qi ∈ [0, 1), con i = 1, .., m, tales que 0 ≤ ∑m
i=1 qi < 1. Resulta inmediato

comprobar que el esquema (R1, .., Rm) depende de n a través de m. Como n es des-

conocido, estas proporciones se pueden definir de forma sistemática, e.g. q1 = 0.25,

q2 = q3 = ... = qm−1 = 0, qm = 0.25. Para un valor fijo de n, el Procedimiento 3.1

describe la forma de obtener el correspondiente esquema de censura progresiva. En

particular, denotaremos por 〈x〉 al entero más próximo a x.

A partir del resto de especificaciones, y considerando las expresiones de las curvas

OC asintóticas, el diseño óptimo aproximado (n,m, k) se obtiene a partir de la solución

del siguiente sistema de ecuaciones

1− L(pα; n0,m0, k0,R) = α,

L(pβ; n0,m0, k0,R) = β,
(3.5)
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Procedimiento 3.2: Diseño óptimo aproximado (n,m, k,R) del plan de muestreo
con censura progresiva

Se fijan los riesgos máximos, α y β, aśı como los niveles de calidad, pα y pβ, del
productor y el consumidor, respectivamente. También se especifican las propor-
ciones de censura qi, con i = 1, .., m.

El tamaño muestral óptimo, n, se calcula iterativamente de la forma siguiente:

1. Se define t = 0 y se selecciona un valor inicial del tamaño muestral, n(0).

2. Se determina el esquema de censura progresiva correspondiente a n(t) me-
diante el Procedimiento 3.1. A su vez, se calculan los valores γij(n(t)), con
i, j = 1, 2, a partir de las expresiones del Apéndice A correspondientes a
la distribución y el tipo de estimador considerado.

3. De acuerdo a (3.6), se calcula

ntemp =

(
zα − z1−β

zpα − zpβ

)2

{γ11(n(t)) + k2
0γ22(n(t))− 2k0γ12(n(t))}.

Si n(t+1) = 〈ntemp〉 6= n(t) entonces t = t + 1 y se repite el paso 2. En otro
caso, la búsqueda iterativa finaliza y el tamaño muestral seŕıa n = n(t).

La constante de aceptación es k = k0, donde k0 se ha definido en (3.6).

donde m0 es el número de fallos observados aśı como la dimensión del esquema de

censura progresiva. Se puede demostrar a partir de (3.4) que

k0 =
zpαz1−β − zpβ

zα

zα − z1−β

,

n0 =

(
zα − z1−β

zpα − zpβ

)2

{γ11(n0) + k2
0γ22(n0)− 2k0γ12(n0)},

(3.6)

donde zη = F−1
0 (η). El diseño óptimo aproximado (n,m, k) se determina de la forma

descrita en el Procedimiento 3.2.
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3.2.4. Determinación del diseño con censura de tipo II

El Procedimiento 3.3 describe el método iterativo para determinar el diseño óptimo

aproximado (n,m, k) cuando la censura es de tipo II. Dicho método resulta especial-

mente adecuado cuando las varianzas y la covarianza asintóticas de los estimadores

de µ y σ dependen de n y m. Sin embargo, es posible simplificar el procedimiento si

los estimadores son los MLEs ya que, en esta situación, la matriz Acov(µ̂, σ̂) se puede

aproximar calculando la inversa de la matriz asintótica de Fisher cuyos elementos son

Jij = ĺım
n→∞

Jij(n).

En general, para distribuciones de localización y escala, podemos demostrar (véase

el Apéndice A) que los elementos de la matriz de información de Fisher asintótica se

expresaŕıan como

J11 =

∫ uq

−∞

f ′0(t)
2

f0(t)
dt +

f0(uq)
2

q
,

J12 =

∫ uq

−∞

f ′0(t)
2

f0(t)
tdt + f0(uq) +

f0(uq)
2uq

q
= J21,

J22 =

∫ uq

−∞

f ′0(t)
2

f0(t)
t2dt + 2uqf0(uq) +

f0(uq)
2u2

q

q
− (1− q),

(3.7)

donde uq = F−1
0 (1 − q). A partir de estas expresiones, se deduce un método directo

para determinar un diseño óptimo aproximado (n,m, k)MLE con censura de tipo II y

utilizando MLEs. En concreto, este método se describe en el Procedimiento 3.4.
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Procedimiento 3.3: Diseño óptimo aproximado (n,m, k) del plan de muestreo con
censura de tipo II

Se fijan los riesgos máximos, α y β, y los niveles de calidad, pα y pβ, del productor
y el consumidor, respectivamente, aśı como la proporción total de censura, q ∈
[0, 1).

El tamaño muestral óptimo, n se determina de la forma siguiente:

1. Para t = 0, se fija un valor inicial del tamaño muestral, n(0).

2. Si q = 0, m(t) = n(t), y si q 6= 0, m(t) = 〈(1− q)n(t)〉. Entonces, se calculan
los valores γij(n(t)), con i, j = 1, 2, a partir de las expresiones del Apéndice
A de los estimadores y la distribución correspondientes.

4. Se calcula

ntemp =

(
zα − z1−β

zpα − zpβ

)2

{γ11(n(t)) + k2
0γ22(n(t))− 2k0γ12(n(t))}.

Si n(t+1) = 〈ntemp〉 6= n(t) entonces t = t + 1 y se repite el paso 2. En otro
caso, la búsqueda iterativa finaliza y el tamaño muestral seŕıa n = n(t).

La constante de aceptación es k = k0, donde k0 se ha definido en (3.6).

3.3. Diseños óptimos aproximados utilizando

MLEs

En el Apéndice A se detallan las ecuaciones que permiten calcular los MLEs de

µ y σ para las distribuciones normal y de valor extremo de X. Asimismo, también

se deducen las expresiones correspondientes de los elementos γij(n), con i, j = 1, 2,

de la matriz (3.3). En este caso, la curva OC aproximada (3.4) se denotará como

LMLE(p; n, m, k,R), cuando la censura es progresiva, o bien como LMLE(p; n,m, k), si

la censura es de tipo II. En este caṕıtulo se presentarán, en varias tablas, los diseños

óptimos con ambos tipos de censura. Las especificaciones que se van a utilizar para
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Procedimiento 3.4: Diseño óptimo aproximado (n,m, k)MLE del plan de muestreo
con censura de tipo II y MLEs

Se fijan los riesgos máximos, α y β, y los niveles de calidad, pα y pβ, del productor
y el consumidor, respectivamente, aśı como la proporción total de censura, q ∈
[0, 1).

En esta situación, podemos obtener una aproximación asintótica de Acov(µ̂, σ̂)
mediante el cálculo de Jij = ĺım

n→∞
Jij(n) a partir de las expresiones (3.7). De

esta forma, el valor de n0 en (3.6) se determina de forma inmediata.

El tamaño muestral óptimo es n = dn0e. Si q = 0, entonces m = n, y si q 6= 0:

• se selecciona m = b(1− q)n0c cuando (n,m) verifica las condiciones (2.5).

• en otro caso, se escoge m = d(1− q)n0e.
La constante de aceptación es k = k0, donde k0 se ha definido en (3.6).

los riesgos máximos son α = 0.05 y β = 0.10 y los niveles pα y pβ corresponden a la

Tabla X-K-1 del estándar ANSI Z1.4 (1993, [3]).

Los diseños óptimos aproximados (n,m, k,R)MLE con censura progresiva se de-

terminan mediante el Procedimiento 3.2. Las Tablas 3.1 y 3.2 presentan estos planes

cuando X sigue las distribuciones citadas. Para mayor simplicidad, los esquemas de

censura progresiva utilizados consideran que la censura se produce en la primera y

última observación, es decir

q1 > 0, qm > 0, q2 = .. = qm−1 = 0, q1 + qm < 1.

Por otro lado, en las Tablas 3.3 y 3.4 se recogen los planes óptimos aproximados

(n,m, k)MLE para las distribuciones mencionadas y los niveles de censura de tipo II

0 %, 50 %, 70 % y 90 %. En esta situación, cuando se utilizan los MLEs en los diseños,
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el Procedimiento 3.4 permite obtener el plan de forma inmediata y sin que sea preciso

emplear un método iterativo.

Para comprobar la desviación con respecto a los requisitos de los planes aproxi-

mados mostrados se simulan los riesgos CPR y CCR del productor y el consumidor,

respectivamente. Aplicando el Procedimiento B.3 del Apéndice B para cada diseño,

se generan N = 2000 muestras de tamaño n de la distribución estandarizada de X

para cada tipo de censura y se calculan los riesgos simulados CPRsim y CCRsim.

3.3.1. Análisis y comparación de los diseños

Diseños con censura progresiva

Los planes (n,m, k,R)MLE de las Tablas 3.1 y 3.2 presentan, para unos requisitos

determinadas, un tamaño muestral n que es cada vez mayor a medida que aumenta la

asimetŕıa de los esquemas de censura. Esto se aprecia claramente cuando q1 es mucho

mayor que qm.

Podemos señalar que el valor de CPRsim en los planes de muestreo normales con

el esquema de censura q1 ≡ 90 %, qm ≡ 0 % se aleja del riesgo máximo α = 0.05

fijado por el productor. Algo similar parece ocurrir con el riesgo del consumidor

cuando q1 disminuye y qm aumenta para los planes con niveles de calidad restrictivos

(valores bajos de la proporción p de items defectuosos). Sin embargo, con la excepción

mencionada del esquema q1 ≡ 90 %, qm ≡ 0 %, los riesgos simulados se aproximan a

los valores de α y β para restricciones de calidad menos exigentes.

En relación a la distribución de valor extremo, el Procedimiento 3.2 sólo permite

determinar los planes para niveles altos de calidad con el esquema de censura q1 ≡
90 %, qm ≡ 0 %. En este caso, existe un buen ajuste en los riesgos CPRsim y CCRsim.
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eñ

os
óp
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Como sucede en los diseños con la distribución normal, a medida que disminuye q1

y aumenta qm se observa una falta de ajuste del riesgo del consumidor. La diferencia

entre el riesgo simulado CCRsim y β = 0.10 es muy grande para valores más exigentes

de pα y pβ (proporciones bajas de disconformes). Asimismo, en los planes con el

esquema q1 ≡ 15 %, qm ≡ 75 % se observan las mayores desviaciones del riesgo del

consumidor respecto de β. En concreto, para los niveles de calidad más bajos, el riesgo

CCRsim llega a ser notablemente inferior a β. Incluso, en algunos diseños, el riesgo

CPRsim también se desv́ıa significativamente de α = 0.05.

En general, en los diseños de las tablas se aprecia que el tamaño muestral n

aumenta cuando los niveles de calidad son menos restrictivos (valores altos de pα

y pβ). Conviene recordar que, para los planes exponenciales que se muestran en el

Caṕıtulo 2, sucede el efecto contrario. Por tanto, se puede concluir que el diseño es

sensible, no sólo al esquema de censura considerado, sino a una posible desviación en

la hipótesis de la distribución de T .

Diseños con censura de tipo II

Las Tablas 3.3 y 3.4 muestran los riesgos simulados de los diseños (n,m, k)MLE con

censura de tipo II. Se aprecia que CPRsim y CCRsim están bastante más próximos a

las condiciones fijadas por el productor y el consumidor. Sin embargo, en estos planes

se observa también que las diferencias con respecto a los requisitos α y β aumentan

para niveles exigentes de calidad y porcentajes altos de censura. Aún aśı, en general,

el ajuste de los riesgos cuando la censura es de tipo II es mejor que en el caso de la

censura progresiva.
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Algunos aspectos comentados en las tablas anteriores se pueden contrastar más

claramente en las Figuras 3.1 hasta 3.4. En dichas figuras se representan, en primer lu-

gar, la curva LMLE(p; n,m, k,R), cuando la censura es progresiva, y LMLE(p; n,m, k),

si la censura es de tipo II. Estas curvas OC se obtienen a partir de la expresión

general (3.4). Por otro lado, aplicando el Procedimiento B.3 del Apéndice B, es posi-

ble calcular la probabilidad simulada de aceptación de un plan de muestreo para

cualquier valor de p. Esta función OC simulada se denotará como LMLE
sim (p; n,m, k,R)

y LMLE
sim (p; n,m, k), de acuerdo al tipo de censura considerado.

Curvas OC con censura progresiva

Las Figuras 3.1 y 3.2 muestran, para los dos tipos de distribuciones, las curvas

OC (aproximada y simulada) de algunos de los diseños que se recogen en las Tablas

3.1 y 3.2, respectivamente. Las gráficas ilustran las diferencias existentes en los ries-

gos del plan de muestreo. Esto permite comprobar que, salvo para los esquemas de

censura con q1 grande, los diseños representados presentan un carácter conservador

con respecto al riesgo del consumidor.

Curvas OC con censura de tipo II

Si la censura es de tipo II, las Figuras 3.3 y 3.4 ilustran las curvas OC aproxi-

madas y simuladas de algunos diseños de las Tablas 3.3 y 3.4 correspondientes a las

distribuciones estudiadas. El ajuste parece ser, quizás, algo mejor en el caso de los

planes normales al compararlos con los diseños para la distribución de valor extremo.
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eŕ
ıs

ti
ca

s
L

M
L
E
(p

)
y

L
M

L
E

si
m

(p
)

d
e

p
la

n
es

d
e

m
u
es

tr
eo

cu
an

d
o

X
∼

E
V

(µ
,σ

),
α

=
0.

05
,

β
=

0.
10

,
p α

=
0.

01
09

0,
p β

=
0.

05
35

0
y
:
(a

)
q
≡

0
%

;
(b

)
q
≡

50
%

;
(c

)
q
≡

90
%



3. Planes clásicos para las distribuciones log-normal y de Weibull 79

A través de estos gráficos ilustrativos, es posible observar el grado de similitud

existente entre cada curva aproximada y su correspondiente curva simulada, lo que

permite evaluar la precisión de las diferentes planes aproximados. Es preciso señalar

que ambas curvas se ajustan de forma más precisa en los niveles de p fijados por el

productor (pα) y el consumidor (pβ). Sin embargo, las caracteŕısticas operativas del

diseño óptimo aproximado son bastante sensibles ante variaciones en los requisitos.

En definitiva, en la mayoŕıa de los casos, las diferencias observadas en los riesgos

parecen ser suficientemente aceptables para alcanzar, dentro de los niveles de calidad

prefijados, una decisión correcta sobre la aceptación o el rechazo del lote aplicando el

plan de muestreo aproximado.

3.3.2. Nomogramas del tamaño muestral de los diseños con
censura de tipo II

La expresión de n0 en (3.6) permite obtener el tamaño muestral de los planes

aproximados aplicando los procedimientos descritos anteriormente. En general, este

cálculo se suele realizar de forma iterativa pero, como se explica en el Procedimiento

3.4, resulta inmediato cuando se utilizan los MLEs y la censura de tipo II. De esta

forma, se puede representar un gráfico que facilite la determinación del tamaño mues-

tral óptimo de estos diseños a partir de unas especificaciones particulares. En dichos

gráficos aproximados se fijan los riesgos máximos, α y β, aśı como el nivel de censura,

q, y se representan los valores correspondientes de n para los niveles pα y pβ.

Las Figuras 3.5, 3.6 y 3.7 ilustran los nomogramas para la distribución normal

cuando q ≡ 0 %, 50 % y 90 %, respectivamente. Los gráficos correspondientes a la

distribución de valor extremo se muestran en las Figuras 3.8, 3.9 y 3.10.
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Figura 3.5: Nomogramas de los planes aproximados cuando X ∼ N(µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10 y q ≡ 0 %

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

 20

 30

 40

 50
 60
 70

pα

p β

n

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

 60

 70

 80
 90
 100
 110

pα

p β

n

Figura 3.6: Nomogramas de los planes aproximados cuando X ∼ N(µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10 y q ≡ 50 %
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Figura 3.7: Nomogramas de los planes aproximados cuando X ∼ N(µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10 y q ≡ 90 %
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Figura 3.8: Nomogramas de los planes aproximados cuando X ∼ EV (µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10 y q ≡ 0 %
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Figura 3.9: Nomogramas de los planes aproximados cuando X ∼ EV (µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10 y q ≡ 50 %
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Figura 3.10: Nomogramas de los planes aproximados cuando X ∼ EV (µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10 y q ≡ 90 %
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Los nomogramas presentados permiten estudiar la variación del tamaño muestral

de los diseños cuando se producen pequeñas modificaciones en las restricciones de los

niveles de calidad, sobre todo para valores bajos de p. En concreto, si el productor o

el consumidor fijan, de forma precisa, un nivel de la proporción de disconformes (pα o

pβ), el gráfico proporciona un rango de valores de n para distintos requisitos del otro

nivel.

Ejemplo

Supongamos que se necesita conocer el tamaño muestral de los diseños en la

inspección de un conjunto de lotes. Las condiciones del productor son α = 0.05 y

pα = 0.015, mientras que el consumidor fija β = 0.10 y pβ = 0.080.

Cuando X ∼ N(µ, σ), n es aproximadamente 40 cuando q ≡ 0 %, y se sitúa en

torno a 50 si q ≡ 50 % o 90 %. Los diseños óptimos aproximados (n,m, k) con las

condiciones anteriores seŕıan

(37, 37, 1.7401), (47, 24, 1.7401) y (53, 5, 1.7401),

cuando los niveles de censura son q ≡ 0 %, 50 % y 90 %, respectivamente.

Por otro lado, si X ∼ EV (µ, σ), n está alrededor de 30, 40 y 55 cuando q ≡ 0 %, 50 %

y 90 %, respectivamente. En esta situación, los correspondientes planes óptimos aproxi-

mados a partir de las especificaciones son los siguientes

(27, 27, 3.2322), (43, 22, 3.2322) y (56, 6, 3.2322).
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3.4. Otros diseños óptimos aproximados: planes con

censura progresiva y ABLUEs

Balasooriya y Balakrishnan (2000, [13]) utilizan una aproximación de los BLUEs

(ABLUEs) de µ y σ para determinar un diseño óptimo con censura progresiva cuan-

do X ∼ N(µ, σ). En esta sección se muestra dicho plan y se señalan algunas difi-

cultades que presenta. Por esta razón, proponemos una aproximación más precisa

de los estimadores que permite obtener un plan alternativo con mejores caracteŕısti-

cas. Además, los ABLUEs también se pueden utilizar para deducir un diseño óptimo

cuando X ∼ EV (µ, σ).

Como se explica en el Apéndice A, la obtención de los BLUEs requiere el cálculo de

los momentos de estad́ısticos de orden de una muestra de observaciones con censura

progresiva, X1:m:n, .., Xm:m:n. Esta notación simplificada no incluye el esquema de

censura considerado, aunque conviene mencionar que la muestra depende de dicho

esquema. Balakrishnan et al. (2000, [8]) desarrollan la expresiones para determinar

dichos momentos, las cuales se detallan en el Apéndice A. Estas expresiones requieren

una alta precisión computacional cuando el número de observaciones m es grande

ya que son bastante inestables frente a los errores de redondeo. Por esta razón, no

se calculan de forma exacta los BLUEs sino que, mediante aproximaciones a los

momentos de los estad́ısticos de orden, se obtienen los ABLUEs que permiten deducir

el correspondiente diseño aproximado.

A partir de los estad́ısticos de orden estandarizados Yi:m:n = (Xi:m:n − µ)/σ, con

i = 1, ..,m, el Apéndice A muestra el cálculo de forma aproximada de

E[Yi:m:n], i = 1, .., m y E[Yi:m:nYj:m:n], i, j = 1, .., m,
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mediante el desarrollo por polinomios de Taylor de orden s de Yi:m:n, tal y como

se muestra en (A.11). Los ABLUEs obtenidos a partir de estas aproximaciones se

denotarán como ABLUE(s). En particular, el diseño que presentan Balasooriya y

Balakrishnan (2000, [13]) utiliza desarrollos de Taylor de orden 2 en el cálculo de

los momentos y, por tanto, los estimadores son ABLUE(2). Estas aproximaciones se

exponen en las expresiones (A.17) en el Apéndice A.

Cuando la censura es progresiva, la expresión general (3.4) de la curva OC aproxi-

mada se puede representar de la siguiente forma

LABLUE(s)(p; n, m, k,R) = 1− Φ

( √
n(zp + k)

{γ∗11(n) + k2γ∗22(n)− 2kγ∗12(n)}1/2

)
, (3.8)

donde γ∗ij(n), con i, j = 1, 2, es el correspondiente elemento (i, j) de la matriz aproxi-

mada de varianzas-covarianza de los ABLUE(s) cuando n es suficientemente grande.

El cálculo de dichos elementos γ∗ij(n), para s ≥ 1, se muestra en el Apéndice A.

Una vez fijados las condiciones del productor y el consumidor, el diseño óptimo

aproximado con ABLUE(s) y censura progresiva, (n,m, k,R)ABLUE(s), se obtiene me-

diante el Procedimiento 3.2. En esta situación, los elementos γij(n) se sustituyen por

los γ∗ij(n).

En las Secciones 3.4.1 y 3.4.2 se determinan diferentes planes siguiendo este pro-

cedimiento. En concreto, las condiciones para los riesgos máximos son α = 0.05 y

β = 0.10, y los niveles pα y pβ corresponden a la Tabla X-K-1 del estándar ANSI

Z1.4 (1993, [3]). Se utilizan esquemas de censura progresiva con niveles q1 y qm no

nulos. Los diseños se recogen en varias tablas y, para cada uno de ellos, se calculan sus

riesgos simulados (N = 2000). El análisis de los riesgos permitirá comparar los planes

con ABLUE(2) de la Sección 3.4.1 y los que utilizan ABLUE(3) que proponemos en
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la Sección 3.4.2.

3.4.1. Diseños óptimos aproximados utilizando ABLUE(2)

Las Tablas 3.5 y 3.6 muestran los diseños (n,m, k,R)ABLUE(2) correspondientes a

las distribuciones normal y de valor extremo de X, respectivamente. En primer lugar,

se observa que los planes de la Tabla 3.5 presentan un tamaño muestral menor que los

diseños (n,m, k,R)MLE que aparecen en la Tabla 3.1. Sin embargo, los riesgos CPRsim

y CCRsim de los planes con estimadores ABLUE(2) resultan muy ilustrativos puesto

que, en general, no verifican las condiciones previas del productor y el consumidor. En

concreto, hay una diferencia notable en el riesgo del productor ya que toma un valor

bastante alto en comparación con α = 0.05. Con respecto al riego del consumidor,

se produce una falta de ajuste aunque los valores simulados, que también superan el

valor β = 0.10, no se diferencian tanto como en el caso del productor.

Cuando la distribución es de valor extremo, los riesgos simulados de los diseños

de la Tabla 3.6 tampoco se ajustan a las especificaciones iniciales. Las diferencias son

muy acentuadas tanto en el riesgo del productor como en el del consumidor.

3.4.2. Diseños óptimos aproximados utilizando ABLUE(3)

En esta sección proponemos un diseño alternativo que utiliza los estimadores

ABLUE(3) con el propósito de obtener un plan de muestreo con mejores caracteŕısti-

cas operativas que los planes con ABLUE(2). Estos planes (n,m, k,R)ABLUE(3) se

incluyen en las Tablas 3.7 y 3.8, aśı como los correspondientes riesgos simulados.

Al estudiar los diseños (n,m, k,R)ABLUE(3) de las Tablas 3.7 y 3.8 se observa que

tienen tamaños muestrales mayores en comparación con los planes correspondientes

(n,m, k,R)ABLUE(2) mostrados anteriormente.
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De cualquier forma, la conclusión más clara que se deduce del análisis de dichos

diseños corresponde al estudio de los riesgos simulados. En primer lugar, los riesgos

CPRsim se encuentran bastante más ajustados al valor fijado para α. En el caso con-

creto de los diseños con la distribución de valor extremo, CPRsim se sitúa por encima

de la restricción fijada por el productor, de forma general. En cambio, desde el punto

de vista del consumidor, el riesgo CCRsim muestra un valor que se sitúa por debajo

de la especificación. Por tanto, se puede afirmar que el diseño (n, m, k,R)ABLUE(3) se

comporta de forma más conservadora que los diseños (n, m, k,R)MLE en relación a

las condiciones fijadas por el consumidor.

En definitiva, estos diseños pueden representar una alternativa más precisa a los

planes de muestreo (n,m, k,R)MLE. Esto es particularmente cierto cuando la distribu-

ción es de valor extremo y se tienen niveles altos de censura qm. En este sentido, resulta

conveniente destacar que los planes de la Tabla 3.2 correspondientes al esquema de

censura q1 ≡ 15 %, qm ≡ 75 % no presentan un buen ajuste del riesgo CCRsim.

Es preciso aclarar que no se han podido determinar los diseños para ciertas es-

pecificaciones cuando q1 ≡ 90 %, qm ≡ 0 %. A medida que las condiciones son menos

restrictivas, los tamaños muestrales son cada vez mayores y su determinación se com-

plica debido a que el método iterativo del Procedimiento 3.2 no converge. Además,

como ya se ha observado en los planes (n, m, k,R)MLE, la asimetŕıa en el esquema

de censura tiene el efecto de aumentar el tamaño de n en los diseños con las mismas

restricciones.

En las Figuras 3.11 y 3.12 es posible examinar las desviaciones entre las curvas

aproximadas LABLUE(3)(p; n,m, k,R) y las curvas OC obtenidas por simulación.
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En general, se puede asumir que las diferencias observadas son muy pequeñas y

que los diseños son bastante precisos. De este modo, el plan no sólo se ajusta a las

condiciones fijadas por el productor y el consumidor, sino que proporciona ciertas

garant́ıas con respecto a la decisión de aceptar o rechazar el lote.

3.5. Diseños óptimos aproximados con censura de

tipo II y ABLUEs

Cuando la censura es de tipo II, podemos presentar un diseño que utiliza también

desarrollos de Taylor de los BLUEs hasta cierto orden. Los detalles de la aproximación

se encuentran en la Sección A.2.3 del Apéndice A. En esta situación, la curva OC, cuya

expresión es similar a (3.8), se denotará como LABLUE(p; n,m, k). Al contrario que en

los planes con censura de tipo II y MLEs, no es posible expresar los elementos γ∗ij(n)

de Acov(µ̂, σ̂) en función de la proporción de censura, q. Por tanto, el correspondiente

diseño óptimo aproximado se debe hallar aplicando el Procedimiento iterativo 3.3.

Las Tablas 3.9 y 3.10 recogen los diseños (n,m, k)ABLUE, aśı como sus riesgos

simulados. Las condiciones de los riesgos máximos de estos planes son α = 0.05 y β =

0.10, mientras que los niveles de calidad corresponden a la Tabla X-K-1 del estándar

ANSI Z1.4 (1993, [3]). Los porcentajes de censura de tipo II son 0 %, 50 %, 70 % y

90 %.

Es destacable el alto grado de similitud que presentan los planes de estas tablas con

los diseños (n,m, k)MLE de las Tablas 3.3 y 3.4. Efectivamente, los tamaños muestrales

son muy parecidos, salvo quizás para niveles altos de censura (q ≡ 90 %). En concreto,

los diseños (n,m, k)ABLUE tienen un valor de n superior al de (n,m, k)MLE para las

mismas condiciones. Asimismo, existe un alto grado de ajuste en los riesgos simulados,



3. Planes clásicos para las distribuciones log-normal y de Weibull 95

al igual que se hab́ıa observado en la Tablas 3.3 y 3.4, incluso mejor que en el caso de

los planes con censura progresiva. Este buen ajuste o corrección en los riesgos reales

del productor y el consumidor se obtiene también con niveles altos de censura, al

contrario de lo que se conclúıa en los diseños (n,m, k)MLE.

Las Figuras 3.13 y 3.14 permiten ilustrar las diferencias entre las curvas OC aproxi-

madas y simuladas de los planes presentados. De nuevo, se aprecia que las desviaciones

en los riesgos cuando la censura es de tipo II son mucho más reducidas en comparación

a los diseños con censura progresiva.
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óp

ti
m

os
ap

ro
x
im

ad
os

(n
,m

,k
) A

B
L
U

E
y

ri
es

go
s

si
m

u
la

d
os

(C
P

R
si

m
,
C

C
R

si
m

)
p
ar

a
d
if
er

en
te

s
n
iv

el
es

d
e

ce
n
su

ra
d
e

ti
p
o

II
cu

an
d
o

X
∼

N
(µ

,σ
),

α
=

0.
05

y
β

=
0.

10

q
(%

)
0

%
50

%
70

%
90

%

p
α

p
β

(n
,m

)
k

(C
P

R
si

m
,C

C
R

si
m

)

0.
00

04
1

0.
01

84
0

(2
5,

25
)

(3
9,

20
)

(5
1,

16
)

(8
5,

8)
2.

63
9

(0
.0

53
,
0.

10
2)

(0
.0

60
,
0.

09
3)

(0
.0

53
,
0.

10
6)

(0
.0

59
,
0.

10
6)

0.
00

28
4

0.
03

11
0

(3
8,

38
)

(5
6,

28
)

(6
8,

21
)

(9
2,

9)
2.

25
9

(0
.0

41
,
0.

09
1)

(0
.0

50
,
0.

10
0)

(0
.0

56
,
0.

09
7)

(0
.0

59
,
0.

09
6)

0.
00

65
4

0.
04

26
0

(4
7,

47
)

(6
4,

33
)

(7
6,

23
)

(9
1,

9)
2.

05
4

(0
.0

51
,
0.

10
5)

(0
.0

66
,
0.

09
1)

(0
.0

48
,
0.

10
3)

(0
.0

56
,
0.

09
3)

0.
01

09
0

0.
05

35
0

(5
3,

53
)

(7
0,

35
)

(8
0,

24
)

(8
9,

9)
1.

91
0

(0
.0

43
,
0.

09
4)

(0
.0

46
,
0.

09
8)

(0
.0

49
,
0.

11
1)

(0
.0

47
,
0.

08
9)

0.
02

09
0

0.
07

42
0

(6
1,

61
)

(7
6,

38
)

(8
3,

25
)

(8
6,

9)
1.

70
4

(0
.0

44
,
0.

10
3)

(0
.0

59
,
0.

09
8)

(0
.0

47
,
0.

09
5)

(0
.0

55
,
0.

10
5)

0.
03

19
0

0.
09

42
0

(6
6,

66
)

(7
9,

40
)

(8
2,

25
)

(8
8,

9)
1.

55
1

(0
.0

48
,
0.

10
4)

(0
.0

56
,
0.

09
5)

(0
.0

47
,
0.

09
0)

(0
.0

55
,
0.

09
0)

0.
03

76
0

0.
10

40
0

(6
7,

67
)

(7
9,

40
)

(8
2,

25
)

(9
1,

9)
1.

48
7

(0
.0

52
,
0.

10
3)

(0
.0

52
,
0.

10
3)

(0
.0

44
,
0.

09
8)

(0
.0

55
,
0.

09
9)

0.
04

94
0

0.
12

30
0

(7
0,

70
)

(7
9,

40
)

(8
0,

24
)

(1
02

,
10

)
1.

37
5

(0
.0

56
,
0.

09
7)

(0
.0

47
,
0.

10
4)

(0
.0

53
,
0.

10
6)

(0
.0

53
,
0.

10
8)

0.
06

15
0

0.
14

20
0

(7
1,

71
)

(7
8,

39
)

(7
8,

23
)

(1
16

,
12

)
1.

27
8

(0
.0

47
,
0.

08
7)

(0
.0

54
,
0.

09
6)

(0
.0

58
,
0.

08
9)

(0
.0

56
,
0.

10
4)

0.
07

40
0

0.
16

10
0

(7
1,

71
)

(7
6,

38
)

(7
7,

23
)

(1
34

,
14

)
1.

19
0

(0
.0

50
,
0.

09
3)

(0
.0

52
,
0.

10
1)

(0
.0

50
,
0.

10
3)

(0
.0

50
,
0.

08
6)

0.
09

95
0

0.
19

80
0

(7
0,

70
)

(7
3,

37
)

(7
4,

23
)

(1
78

,
18

)
1.

04
0

(0
.0

52
,
0.

08
6)

(0
.0

50
,
0.

10
4)

(0
.0

44
,
0.

10
0)

(0
.0

48
,
0.

08
8)

0.
11

90
0

0.
22

50
0

(6
9,

69
)

(7
1,

36
)

(7
4,

23
)

(2
17

,
22

)
0.

94
1

(0
.0

48
,
0.

09
9)

(0
.0

44
,
0.

09
3)

(0
.0

49
,
0.

09
1)

(0
.0

48
,
0.

09
7)



3. Planes clásicos para las distribuciones log-normal y de Weibull 97
T
a
b
la

3
.1

0
:

D
is

eñ
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Caṕıtulo

4
Planes de muestreo utilizan-
do riesgos promedios

4.1. Introducción

Un problema habitual en el muestreo de aceptación en fiabilidad es la excesiva

duración total de los ensayos de tiempo de vida, sobre todo en pruebas con productos

de alta fiabilidad. En algunas situaciones, los ensayos pueden tener carácter destruc-

tivo. Además, es posible que las unidades defectuosas sean irrecuperables o, incluso,

que al reparar dichas unidades se pierdan propiedades funcionales del producto. Una

de las soluciones consiste en la utilización de esquemas de censura aplicados a los

tiempos de fallo observados. Otra posibilidad consiste en incorporar información a

priori sobre alguna caracteŕıstica del producto. El resultado seŕıa la reducción del

tamaño muestral requerido en las pruebas.

Como ya se ha comentado en los caṕıtulos anteriores, el nivel de calidad de los

lotes de productos procedentes de un proceso de producción se mide, habitualmente,

mediante la proporción p de unidades defectuosas del lote. En general, los planes de

muestreo convencionales asumen que p es constante. A menudo, sin embargo, es lógico

suponer que p podŕıa variar de un lote a otro, incluso cuando el proceso de fabricación

101
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es estable.

En este caṕıtulo se utiliza una distribución a priori sobre p para obtener los ries-

gos promedios de un plan de muestreo. Este tipo de riesgos (véase la Sección 1.8)

se define como el promedio de los riesgos clásicos para los valores de p satisfactorios

(riesgo promedio del productor) o no satisfactorios (riesgo promedio del consumidor).

Easterling (1970, [53]), y Martz y Waller (1982, [116]) consideran que esta definición

del riesgo del plan resulta más apropiada para garantizar, en promedio, una decisión

correcta de aceptación o rechazo de los lotes sometidos a inspección en una secuencia

continua de ensayos. Es decir, el riesgo promedio permite obtener resultados acep-

tables en la repetición continuada del muestreo de aceptación. Cuando se trata de

evaluar la calidad de un proceso de producción el plan de muestreo suele ser mucho

más estricto y este tipo de riesgo podŕıa no resultar apropiado.

A veces no se dispone de información precisa y puede resultar muy dif́ıcil deter-

minar la distribución adecuada en una situación real. Sin embargo, existen resultados

que muestran que el conocimiento de la distribución a priori no tiene que ser muy pre-

ciso. Sólo es necesario que la distribución elegida sea suficientemente razonable como

aproximación. En este sentido, hay que mencionar los trabajos de Wetherill (1960,

[176]), Wetherill y Campling (1966, [178]), Hald (1967, [83]) y Chiu (1974, [34]).

Las siguientes distribuciones a priori de p, donde 0 < p < 1, representan algunos

modelos teóricos propuestos por diversos autores:

(i) h(p) ∝ (1− p)s, donde s es un parámetro (Sittig, 1951, [164]),

(ii) h(p) ∝ ps−1(1− p)t−1, donde s, t son parámetros (Champernowne, 1953, [32]),

(iii) h(p) ∝ πiIpi
(p), donde πi, pi son constantes, con i = 1, .., k. Además, Ip(p) = 1
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y Ip(x) = 0, si x 6= p (Wetherill, 1960, [176]),

(iv) h(p) = σ−1 exp{y2/2− (y− c)2/(2σ2)}, donde y ∼ N(c, σ), con c, σ parámetros,

y p = Φ(−y) (Chiu, 1974, [34]).

Los modelos (i-ii) y (iii) corresponden a la distribución beta y la distribución

discreta degenerada en un número finito de puntos, respectivamente. El modelo (iv)

se genera a partir de la distribución normal.

Fernández y Pérez-González (2009, [65]) presentan otras distribuciones que po-

dŕıan ayudar a describir, con mayor precisión, el conocimiento a priori sobre p. A

continuación, se recogen dichas distribuciones y se analizan mediante un ejemplo

ilustrativo.

4.2. Distribuciones a priori de la proporción de

unidades defectuosas

4.2.1. Distribución beta generalizada

La distribución beta es ampliamente utilizada en estad́ıstica como distribución a

priori de p debido a sus propiedades y las diversas formas de su curva de densidad.

La función de densidad de la distribución beta es

h(p; a, b) = {1/B(a, b)}pa−1(1− p)b−1, 0 < p < 1,

donde a > 0 y b > 0 son los parámetros y B(a, b) es la función beta. Sin embargo,

en la práctica, debido a su naturaleza biparamétrica, tiene ciertas limitaciones para

representar la información a priori disponible. Por ejemplo, en algunas situaciones
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c ≤ p ≤ d, donde c y d son ĺımites o cotas conocidas de p. En este caso, es necesario

tener en cuenta dichos ĺımites en el modelo de distribución a priori.

Consideramos que una variable aleatoria tiene una distribución beta generalizada

definida en un intervalo [c, d] si su función de densidad es

h(p) ≡ h(p; a, b, c, d, r) =
(1− r)a(d− c)(p− c)a−1(d− p)b−1

{d− c− r(p− c)}a+bB(a, b)
, c ≤ p ≤ d, (4.1)

donde a, b, c, d y r son parámetros (a > 0, b > 0, 0 ≤ c < d ≤ 1 y r < 1). En ade-

lante, esta distribución se denotará como BG(a, b, c, d, r). La función de distribución

acumulada se expresa en términos de la función beta incompleta de la siguiente forma

H(p) ≡ H(p; a, b, c, d, r) = Ba,b

[
(p− c)(r − 1)

r(p− c)− (d− c)

]
, c ≤ p ≤ d, (4.2)

donde

Ba,b(z) = {1/B(a, b)}
∫ z

0

pa−1(1− p)b−1dp, z ∈ [0, 1].

Se observa que la distribución beta generalizada se obtiene a partir de la beta

estándar realizando el cambio de variable p′ = (p− c)(r − 1)/{r(p− c)− (d− c)}.

4.2.2. Propiedades de la distribución beta generalizada

Los momentos de p ∼ BG(a, b, c, d, r) se definen de la forma siguiente

E[ps | a, b, c, d, r] =
s∑

i=0

(
s
i

)(
a+i−1

i

)
2F1(a + b, a + i, a + b + i, r)

ci−s(d− c)−i(1− r)−a
(

a+b+i−1
i

) , s = 1, 2, ...,
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donde 2F1(a + b, a + i, a + b + i, r) es la función hipergeométrica de Gauss

2F1(a + b, a + i, a + b + i, r) =
∞∑

s=0

(
a+i+s−1

s

)(
a+b+s−1

s

)
rs

(
a+b+i+s−1

s

)
s!

,

cuya representación integral es

2F1(a + b, a + i, a + b + i, r) =

∫ 1

0

ta+i−1(1− t)b−1

B(a + i, b)(1− rt)a+b
dt.

En la distribución beta generalizada se puede restringir el rango de p a un intervalo

[c, d] cuando existe información a priori al respecto. En caso contrario, se supone que

c = 0 y d = 1. Además, también resulta posible obtener una amplia variedad de formas

y asimetŕıas de las curvas de densidad en función de los valores de los parámetros a,

b y r. Por ejemplo, se pueden dar las siguientes posibilidades:

si c = 0, d = 1 y r = 0, se obtiene la distribución estándar Beta(a, b),

si a = b = 1 y r = 0, la distribución resultante es uniforme U(c, d),

si a = b y r = 0, la distribución es simétrica,

si a > 1 y b > 1, la distribución es unimodal y campaniforme,

si a < 1 y b < 1, la densidad de la distribución tiene forma de bañera.

La función de densidad de la distribución beta generalizada puede ser decreciente

o creciente, y puede tener una moda y una anti-moda. Por tanto, esta distribución

resulta bastante adecuada para representar cualquier clase de información a priori

que exista acerca de p.
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A continuación, mediante un ejemplo, se muestran algunas formas caracteŕısticas

de las curvas de densidad de la distribución beta generalizada.

Ejemplo

Se considera un proceso de producción de un producto determinado cuya fiabilidad

se desea estudiar. Por ejemplo, en referencia a Montanari y Cacciari (1988,[124]), dicho

producto podŕıa ser un tipo de cable de tendido eléctrico con aislamiento (XLPE)

fabricado en una industria de componentes eléctricos. Después de realizar un muestreo

sobre los lotes de producto generados en el proceso, se comprueba que p vaŕıa entre

c = 0.002 y d = 0.045.

La Figura 4.1 ilustra distintos modelos de la densidad beta generalizada que po-

dŕıan describir este proceso. También es posible obtener diferentes formas de la curva

mediante el parámetro r de la distribución, tal y como se aprecia en la Figura 4.2.

Las figuras anteriores recogen una gran variedad de posibles distribuciones sobre la

proporción de unidades defectuosas de un proceso de producción o un conjunto de

lotes. Esto demuestra la flexibilidad de la familia de distribuciones beta generalizada

para incorporar la información disponible sobre p en el diseño de un plan de muestreo.

A continuación, se exponen varios ejemplos de la distribución beta generalizada

de acuerdo al tipo de información conocida sobre p. Con respecto al muestreo de

aceptación, supongamos que el productor especifica un riesgo α = 0.05 de rechazar

los lotes con un nivel de calidad aceptable pα = 0.01. Por otro lado, el consumidor

acepta con una probabilidad β = 0.10 los lotes que tienen un nivel de calidad no

satisfactorio pβ = 0.03. Se consideran los siguientes tipos de información sobre p:

La distribución de p es imparcial, i.e. el modelo se caracteriza por presentar
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Figura 4.1: Curvas de densidad de la distribución BG(a, b, c, d, r) con c = 0.002 y
d = 0.045

cierta propiedad de neutralidad entre H0 : p ≤ pα y H1 : p ≥ pβ. Si

Pr(p ≤ pα) = Pr(p ≥ pβ) = ε,

con 0 < ε ≤ 1/2, la distribución se denominará ε-imparcial. En esta situación,

fijando el valor de un parámetro de la distribución (se escoge el parámetro r) y
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Figura 4.2: Curvas de densidad de la distribución BG(a, b, c, d, r) con c = 0.002 y
d = 0.045 cuando r = −0.9 (ĺınea sólida), r = 0 (ĺınea discontinua) y r = 0.9 (ĺınea
de puntos y discontinua)

conocido ε, se trata de resolver el sistema de ecuaciones no lineales:





H(pα; a, b, c, d, r) = ε,

1−H(pβ; a, b, c, d, r) = ε,

a > 0, b > 0, r < 1.

(4.3)

La imparcialidad de una distribución a priori de p se justifica en determinadas

situaciones en las que se quiere garantizar una postura objetiva y equitativa ante

los intereses del productor y los del consumidor. De esta forma, esta propiedad

proporciona una posible distribución a priori de consenso entre ambos. Esta

condición puede ser impuesta, bien por el productor y el consumidor de forma

simultánea, o bien por una autoridad neutral que no desee favorecer ni perju-

dicar a uno u otro. Si no se verifica la propiedad de imparcialidad se tiene que
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Figura 4.3: Curvas de densidad de la distribución BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial con
c = 0.002, d = 0.045, r = 0 y ε = 0.2 (ĺınea sólida), ε = 0.3 (ĺınea discontinua) y
ε = 0.4 (ĺınea de puntos y discontinua)
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Figura 4.4: Curvas de densidad de la distribución BG(a, b, c, d, r) no imparcial con
c = 0.002, d = 0.045 y r = 0 cuando ε1 > ε2 (izquierda) y ε1 < ε2 (derecha)

Pr(p ≤ pα)=ε1 y Pr(p ≥ pβ) =ε2, con ε1 6= ε2 y 0 < ε1 + ε2 ≤ 1. De este

modo, el problema que hay que resolver es similar a (4.3). En las Figuras 4.3 y

4.4 se representan varios ejemplos de curvas de densidad de distribuciones beta

generalizada imparciales y no imparciales, respectivamente.
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Figura 4.5: Curvas de densidad de la distribución BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial con
c = 0.002, d = 0.045, ε = 0.25 y µ1 = 0.013 (ĺınea sólida), µ1 = 0.019 (ĺınea
discontinua) y µ1 = 0.025 (ĺınea de puntos y discontinua)

La media µ1 de p es conocida y la distribución de p es ε-imparcial. En esta

ocasión, no es necesario prefijar el valor de ningún parámetro de la distribución

(aparte de c y d) y se trata de resolver el sistema:





E[p | a, b, c, d, r] = µ1,

H(pα; a, b, c, d, r) = ε,

1−H(pβ; a, b, c, d, r) = ε,

a > 0, b > 0, r < 1.

(4.4)

La Figura 4.5 muestra algunas curvas de densidad para diversos valores de µ1

de la distribución beta generalizada imparcial.

La media µ1 y la varianza σ2
1 de p son conocidas. En la Figura 4.6 se ilustran

varios ejemplos de curvas de densidad para µ1 = 0.019 y distintos valores de σ1.
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Figura 4.6: Curvas de densidad de la distribución BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial con
c = 0.002, d = 0.045, ε = 0.25, µ1 = 0.019 y σ1 = 0.006 (ĺınea sólida), σ1 = 0.012
(ĺınea discontinua) y σ1 = 0.018 (ĺınea de puntos y discontinua)

De nuevo, se puede seleccionar un valor para r y determinar a y b a partir del

sistema: 



E[p | a, b, c, d, r] = µ1,

V ar[p | a, b, c, d, r] = σ2
1.

(4.5)

En general, la resolución de los sistemas (4.3), (4.4) y (4.5) se lleva a cabo uti-

lizando algún método iterativo. Concretamente, se ha comprobado que el método

de Gauss-Newton (descrito en el Apéndice B) proporciona muy buenos resultados

computacionales. La siguiente tabla recoge una comparativa de dicho método y otros

de mayor complejidad utilizados en la resolución de algunos casos de los problemas

anteriores. En particular, se muestra el promedio del número de iteraciones hasta la

convergencia del algoritmo y el tiempo medio de resolución en segundos.
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Tabla 4.1: Comparativa de métodos iterativos de resolución de ecuaciones

Problema a resolver Algoritmo Iteraciones Tiempo (seg.)
(4.3) Gauss-Newton 5.8 0.069

Levenberg-Marquardt 6.7 0.080
Región de confianza 7.3 0.061

(4.4) Gauss-Newton 46.0 13.719
Levenberg-Marquardt 65.8 23.707
Región de confianza 6.0 0.609

(4.5) Gauss-Newton 4.7 0.391
Levenberg-Marquardt 4.0 0.318
Región de confianza 2.7 0.140

Se observa que los resultados del método de Gauss-Newton son bastante acepta-

bles. Además, su programación es más sencilla en comparación con los algoritmos de

Levenberg-Marquardt y de región de confianza, que suelen estar justificados en pro-

blemas de mayor complejidad. La descripción detallada de estos métodos se encuentra

en Nocedal y Wright (2006, [133]).

4.2.3. Distribuciones de máxima entroṕıa

Es muy frecuente que no se disponga de suficiente información para especificar

completamente la distribución a priori, y que sólo exista cierta información parcial

como, por ejemplo, algunos momentos o cuantiles de la distribución. Desde el punto

de vista del análisis bayesiano, resulta apropiado elegir la ”mejor” distribución a priori

entre las que verifican la información parcial disponible. El método tradicional para

hacer esta selección utiliza la entroṕıa de una distribución. El concepto de entroṕıa

ha sido estudiado, entre otros, por Jaynes (1968, [93], 1983, [94]), Rosenkrantz (1977,
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[147]) y Berger (1985, [19]). La entroṕıa de la función de densidad π(·) se define como

Ent(π) = Eπ[− log{π(p)/π0(p)}] = −
∫ 1

0

π(p) log{π(p)/π0(p)}dp, 0 ≤ p ≤ 1,

(4.6)

donde π0(·) denota la densidad a priori invariante no informativa de referencia. Hay

que observar que la entroṕıa de π0(·) es 0 y el resto de las distribuciones tienen menor

entroṕıa.

El concepto de entroṕıa está relacionado con la distancia de Kullback-Liebler

(1951, [99], 1987, [98]) entre π(·) y la distribución π0(·) ya que ésta es igual a −Ent(π).

De este modo, a mayor desviación de la distribución π0(·), mayor es la distancia de

Kullback-Liebler y menor será la entroṕıa de π(·). En cierto sentido, la entroṕıa mide

la ”cantidad” de incertidumbre de la distribución π(·) y, para ello, se considera una

distribución de referencia completamente no informativa.

El problema de determinar la distribución a priori menos informativa consiste en

hallar aquella que maximice la entroṕıa entre las que satisfacen ciertas restricciones.

En general, estas restricciones vienen impuestas por la información parcial conocida.

Entre las funciones de densidad a priori no informativas de p, donde 0 < p < 1,

cabe citar los siguientes ejemplos:

(i) π(p) = 1, i.e., la densidad de la distribución uniforme U [0, 1], propuesta por

Bayes (1783, [18]) y Laplace (1812, [104]).

(ii) π(p) = p−1(1 − p)−1, que se puede considerar la densidad de una distribución

beta impropia, utilizada por Novick y Hall (1965, [134]), Jaynes (1968, [93]) y

Villegas (1977, [174]).

(iii) π(p) ∝ p−1/2(1 − p)−1/2, i.e., la densidad de una distribución Beta(1/2, 1/2),
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sugerida por Jeffreys (1961, [95]), Box y Tiao (1973, [23]), Akaike (1978, [2]) y

Bernardo (1979, [21]).

(iv) π(p) ∝ pp(1− p)p, considerada por Zellner (1977, [183]).

Si la información a priori se expresa en la forma siguiente

Eπ[gk(p)] =

∫ 1

0

gk(p)π(p)dp = µk, k = 1, .., m, (4.7)

entonces la densidad π∗(·) que maximiza la entroṕıa Ent(π) entre las que satisfacen las

restricciones anteriores se determina aplicando resultados del cálculo de variaciones.

En concreto

π∗(p) =
π0(p) exp{∑m

i=1 λkgk(p)}∫ 1

0
π0(p′) exp{∑m

i=1 λkgk(p′)}dp′
, 0 < p < 1,

donde λk, con k = 1, .., m, son constantes que se obtienen a partir de las restricciones

(4.7).

De esta forma, se trata de hallar la densidad no informativa π(·) que es solución

del siguiente problema

máxπ Eπ[− log{π(p)/π0(p)}]
sujeto a Eπ[gk(p)] = µk, k = 1, ..,m.

(4.8)

A continuación se presentan algunos ejemplos de funciones de densidad de distri-

buciones de máxima entroṕıa (en adelante, se denotarán como distribuciones ME)

según el tipo de información parcial conocida sobre p. Se supondrá que la distribu-

ción natural no informativa es π0(p) = 1 (Geisser, 1984, [71]) y que p ∈ [c, d], donde
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0 ≤ c < d ≤ 1.

Sin información parcial conocida, es evidente que la densidad de máxima en-

troṕıa es U [c, d], es decir, π∗(p) = 1/(d− c).

Si se requiere que la distribución a priori sea ε-imparcial, donde 0 < ε ≤ 1/2,

entonces la densidad de máxima entroṕıa es una densidad uniforme definida a

trozos

π∗(p) =





ε/(pα − c) si c ≤ p ≤ pα,

(1− 2ε)/(pβ − pα) si pα < p < pβ,

ε/(d− pβ), si pβ ≤ p ≤ d.

(4.9)

Si ργi
∈ (c, d) es el cuantil γi de p, con i = 1, .., m, donde γi−1 < γi < γi+1 (se

considera que γ0 = 0 y γm+1 = 1), la densidad de máxima entroṕıa es

π∗(p) =
γi − γi−1

ργi
− ργi−1

, ργi−1
< p < ργi

, i = 1, .., m. (4.10)

Si Eπ[p] = µ1, entonces la densidad de máxima entroṕıa es

π∗(p) = π∗(p; λ, c, d) =
λ exp(−λp)

exp(−λc)− exp(−λd)
, c ≤ p ≤ d, (4.11)

donde el parámetro λ viene determinado por la condición Eπ∗ [p] = µ1, en la

cual

Eπ∗ [p] = E[p | π∗(p; λ, c, d)] =
(1 + λc) exp(−λc)− (1 + λd) exp(−λd)

λ{exp(−λc)− exp(−λd)} .

(4.12)

Se puede observar que si λ < 0 la distribución es exponencial uniparamétrica
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truncada. Si λ → 0, la distribución tiende a ser U [c, d].

Si Eπ[p] = µ1 y, además, se exige que la distribución sea ε-imparcial, donde

0 < ε ≤ 1/2, entonces la densidad de máxima entroṕıa es

π∗(p) =





επ∗(p; λ, c, pα) si c ≤ p ≤ pα,

(1− 2ε)π∗(p; λ, pα, pβ) si pα < p < pβ,

επ∗(p; λ, pβ, d) si pβ ≤ p ≤ d.

(4.13)

donde π∗(p; λ, ·, ·) es la densidad definida en (4.11). En esta situación, el parámetro

λ queda determinado por Eπ∗ [p] = µ1, donde

Eπ∗ [p] = εE[p | π∗(p; λ, c, pα)]+(1−2ε)E[p | π∗(p; λ, pα, pβ)]+εE[p | π∗(p; λ, pβ, d)],

y E[p | π∗(p; λ, ·, ·)] está definido en (4.12).

Si Eπ[p] = µ1 y V arπ[p] = σ2
1, entonces la densidad de máxima entroṕıa es

π∗(p) = π∗(p; λ1, λ2, c, d) =
exp(λ2[p− {µ1 − λ1/(2λ2)}]2)∫ d

c
exp(λ2[p′ − {µ1 − λ1/(2λ2)}]2)dp′

, c ≤ p ≤ d,

(4.14)

que corresponde a una distribución normal truncada de media µ = µ1−λ1/(2λ2)

y varianza σ2 = −1/(2λ2), es decir

π∗(p) = π∗(p; λ1, λ2, c, d) =
φ{(p− µ)/σ}

σ[Φ{(d− µ)/σ} − Φ{(c− µ)/σ}] , c ≤ p ≤ d.

(4.15)
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Tabla 4.2: Comparativa de métodos iterativos de resolución de ecuaciones

Información a priori Algoritmo Iteraciones Tiempo (seg.)
µ1 conocido Gauss-Newton 3.8 0.016

Levenberg-Marquardt 3.8 0.012
Región de confianza 7.0 0.024

µ1 y σ1 conocidos Gauss-Newton 2 0.047
Levenberg-Marquardt 2 0.046
Región de confianza 18.0 0.609

Se puede comprobar que





Eπ[p] = µ− σ
φ(ξ1)− φ(ξ0)

Φ(ξ1)− Φ(ξ0)
,

V arπ[p] = σ2

[
1 +

ξ0φ(ξ0)− ξ1φ(ξ1)

Φ(ξ1)− Φ(ξ0)
−

(
φ(ξ1)− φ(ξ0)

Φ(ξ1)− Φ(ξ0)

)2
]
,

(4.16)

donde ξ0 = (c− µ)/σ y ξ1 = (d− µ)/σ.

Ejemplo (continuación)

De nuevo, consideramos el proceso de fabricación de un producto (e.g., cable de

tendido eléctrico XLPE) con p ∈ [c, d], donde c = 0.002 y d = 0.045. La Figura 4.7

presenta algunas curvas de densidad de máxima entroṕıa cuando la media µ1 de p

es conocida. Si, además, se conoce la varianza σ2
1 de p entonces las correspondientes

curvas de densidad de máxima entroṕıa se muestran en la Figura 4.8.

El método de Gauss-Newton también resulta aceptable para determinar comple-

tamente la distribución de máxima entroṕıa. Como se aprecia en la Tabla 4.2, este

algoritmo muestra buenos resultados de convergencia al realizar la comparación con

otras técnicas de resolución.
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Figura 4.7: Curvas de densidad de la distribución exponencial de máxima entroṕıa
con c = 0.002, d = 0.045 y media µ1 = 0.016 (ĺınea sólida), µ1 = 0.021 (ĺınea
discontinua), µ1 = 0.026 (ĺınea de puntos y discontinua) y µ1 = 0.031 (ĺınea de
puntos)

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045
0

10

20

30

40

50

60

70

80

Proporción de disconformes (p)

F
un

ci
ón

 d
e 

de
ns

id
ad

 π
(p

)

σ
1
=0.006

σ
1
=0.009

σ
1
=0.012

Figura 4.8: Curvas de densidad de la distribución normal de máxima entroṕıa con
c = 0.002, d = 0.045, media µ1 = 0.019 y desviación t́ıpica σ1 = 0.006 (ĺınea sólida),
σ1 = 0.009 (ĺınea discontinua) y σ1 = 0.012 (ĺınea de puntos y discontinua).
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4.2.4. Distribución beta generalizada de máxima entroṕıa

En ciertas situaciones puede resultar conveniente determinar la distribución de

máxima entroṕıa en una clase particular. Por ejemplo, la región factible de soluciones

del problema (4.8) se podŕıa restringir a la familia de distribuciones beta generali-

zada. En adelante, dicha distribución beta generalizada de máxima entroṕıa se de-

notará como MEBG. A continuación se describen algunos tipos de información a

priori disponible acerca de esta distribución y el planteamiento del correspondiente

problema de optimización que permite su obtención.

Si suponemos que la distribución de p es imparcial, se trata de resolver en a, b

y r el problema de optimización con restricciones:





máxh −Eh[log h(p)]

sujeto a H(pα; a, b, c, d, r) = ε,

1−H(pβ; a, b, c, d, r) = ε,

a > 0, b > 0, r < 1,

(4.17)

donde h(p) y H(p) vienen dadas por (4.1) y (4.2), respectivamente.

Cuando se conoce el valor µ1 de la media de p, el problema a resolver para

determinar los parámetros de la distribución MEBG se define de la siguiente

forma: 



máxh −Eh[log h(p)]

sujeto a Eh[p | a, b, c, d, r] = µ1,

a > 0, b > 0, r < 1.

(4.18)

Si sabemos que la media y la varianza de p es µ1 y σ2
1, respectivamente, el
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Tabla 4.3: Comparativa de métodos iterativos de optimización

Problema a resolver Algoritmo Iteraciones Tiempo (seg.)
(4.17) Quasi-Newton 6.0 12.151

Otros(∗) 23.8 7.511

(4.18) Quasi-Newton 5.5 20.113
Otros(∗) 39.8 32.324

(4.19) Quasi-Newton 3.0 19.281
Otros(∗) 37.0 20.235

(∗) Sección áurea, Nelder-Mead

siguiente problema permite hallar la correspondiente distribución MEBG:





máxh −Eh[log h(p)]

sujeto a Eh[p | a, b, c, d, r] = µ1,

V arh[p | a, b, c, d, r] = σ2
1,

a > 0, b > 0, r < 1.

(4.19)

En esta situación, la solución de los problemas (4.17), (4.18) y (4.19) se obtiene

mediante un método de optimización Quasi-Newton (descrito en el Apéndice B). La

Tabla 4.3 recoge un análisis de diferentes ejemplos de los problemas mencionados,

aśı como los datos de convergencia de este método. En la comparación con otros

algoritmos de optimización, se observan buenos resultados en la resolución de estos

problemas.
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4.2.5. Otras distribuciones a priori

Obviamente, es posible utilizar otras distribuciones a priori de p en los diseños

de planes de muestreo. Por ejemplo, si Z es una variable aleatoria con distribución

N(µz, σz), entonces la función de densidad de p1 = {c + d exp(Z)}/{1 + exp(Z)} es

h1(p) =
exp[−(log{(p− c)/(d− p)} − µz)

2/(2σz)]

(p− c)(d− p)
√

2πσz

, c < p < d.

Por otro lado, si Z es una variable aleatoria Gamma(αz, βz), donde αz > 0 y

βz > 0 son los parámetros de forma y escala, respectivamente, la densidad de p2 =

c + (d− c) exp(−Z) es

h2(p) =
(p− c)1/βz−1[log{(d− c)/(p− c)}]αz−1

βz
αzΓ(αz)(d− c)1/βz

, c < p < d.

Es posible determinar otra familia general de densidades a priori definidas en

(c, d) de la siguiente forma. Si g(·) y G(·) son funciones de densidad y de distribución

acumuladas, respectivamente, del tipo de localización y escala, entonces la densidad

seŕıa

h3(p) =
g[G−1

0 (p)]/g0[G
−1
0 (p)]

G[G−1
0 (d)]−G[G−1

0 (c)]
, c < p < d,

donde g0(·) y G0(·) denotan las correspondientes funciones estandarizadas. Es preciso

observar que, si z = G−1
0 (p), entonces

∫ d

c

g[G−1
0 (p)]

g0[G
−1
0 (p)]

dp =

∫ G−1
0 (d)

G−1
0 (c)

g(z)dz = G[G−1
0 (d)]−G[G−1

0 (c)].
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En ocasiones, una función simple de densidad puede que no resulta apropiada

para recoger con suficiente precisión el conocimiento previo disponible sobre p, en

especial si dicha información es aportada por varias fuentes (ingenieros, auditores

de calidad, etc.). Sin embargo, una mixtura finita de distribuciones a priori puede

ser bastante flexible. De hecho, la utilización de mixturas de distribuciones discretas

suponen un método fácil y conveniente de combinar las opiniones de varios expertos

sobre p sin la necesidad de elegir una distribución a priori por consenso. Además,

hay que señalar que cualquier densidad a priori arbitraria puede ser aproximada por

mixturas de distribuciones naturales conjugadas (véase Dalal y Hall, 1983, [41]). En

particular, la información a priori de p puede ser descrita de forma apropiada por una

mixtura finita de distribuciones BG.

4.3. Diseños óptimos utilizando riesgos promedios

Si denotamos por A y R las decisiones de aceptación y rechazo del lote, respecti-

vamente, los riesgos promedios de un plan de muestro se definen de la forma siguiente:

Definición 4.1. El riesgo promedio del productor se define como la probabilidad

promedio de rechazar un lote o un proceso satisfactorio, i.e. aquellos con p ≤ pα,

y se expresa como APR ≡ Pr(R | p ≤ pα). Por otro lado, el riesgo promedio del

consumidor es la probabilidad promedio de aceptar un lote o proceso no satisfactorio,

i.e. con p ≥ pβ, en cuyo caso se expresa como ACR ≡ Pr(A | p ≥ pβ).

Conviene mencionar que el productor y el consumidor pueden estar de acuerdo

en una determinada distribución a priori sobre p. Sin embargo, es posible que ambos

especifiquen distribuciones diferentes. En general, se denotarán por h1(p) y H1(p)
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(h2(p) y H2(p)) las funciones de densidad y de distribución seleccionadas por el pro-

ductor (consumidor), respectivamente. Por tanto, el riesgo promedio del productor

viene dado por

APR ≡ Eh1 [1− L(p) | p ≤ pα] = 1− 1

H1(pα)

∫ pα

c

L(p)h1(p)dp,

mientras que el riego promedio del consumidor se calcula como

ACR ≡ Eh2 [L(p) | p ≥ pβ] =
1

{1−H2(pβ)}
∫ d

pβ

L(p)h2(p)dp,

supuesto que p ∈ [c, d] y L(p) es la curva OC tal y como se ha expresado en los

Caṕıtulos 2 y 3 para los distintos casos de la distribución de la variable T . Cabe

recordar que, en general, la expresión L(p) de la curva OC depende del tamaño

muestral, n, del número de observaciones no censuradas, m, y de la constante de

aceptación, k. Para planes con censura progresiva hay que especificar, además, el

esquema de censura, R. Si se trata de diseños con censura de tipo II sólo se necesita

fijar el porcentaje de censura, q. En particular, en este caṕıtulo presentamos los diseños

con censura de tipo II. Dichos planes utilizaŕıan la curva OC L(p) ≡ L(p; n,m, k) que

se obtiene a partir de los MLEs de µ y σ.

Sean α y β los riesgos promedios que, como mucho, están dispuestos a tolerar

el productor y el consumidor, respectivamente. Entonces, el plan de muestreo ha de

satisfacer las siguientes inecuaciones

Eh1 [1− L(p; n,m, k) | p ≤ pα] ≤ α y Eh2 [L(p; n,m, k) | p ≥ pβ] ≤ β. (4.20)
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Procedimiento 4.1: Diseño óptimo general del plan de muestreo con riesgos prome-
dios y censura de tipo II

Se fijan los valores máximos de los riesgos promedios, α y β, y los niveles de
calidad, pα y pβ, aśı como las densidades a priori, h1(p) y h2(p), del productor
y el consumidor, respectivamente. Además, se selecciona también el porcentaje
de censura, q ∈ [0, 1).

Considerando que m0 = n0(1 − q), se halla la solución (n0, k0) del siguiente
sistema de ecuaciones

Eh1 [1− L(p; n0,m0, k0) | p ≤ pα] = α,
Eh2 [L(p; n0,m0, k0) | p ≥ pβ] = β.

(4.21)

El tamaño muestral mı́nimo es n = dn0e. Si q = 0, entonces m = n, y si q 6= 0:

• se selecciona m = b(1−q)n0c cuando (n,m) verifica las condiciones (4.20).

• en otro caso, m = d(1− q)n0e.
La constante de aceptación k puede ser cualquier valor del intervalo [kβ, kα],
donde

Eh1 [1− L(p; n,m, kα) | p ≤ pα] = α,
Eh2 [L(p; n,m, kβ) | p ≥ pβ] = β.

Una elección razonable para k podŕıa ser k∗ = (kβ + kα)/2.

Aplicando el Procedimiento 4.1 es posible obtener el diseño (n,m, k) del plan de

muestreo con menor tamaño muestral (diseño óptimo) y censura de tipo II. De nuevo,

dxe y bxc denotan el menor entero mayor o igual a x aśı como la parte entera de x,

respectivamente.

En la Sección 4.4 se obtienen los diseños cuando la distribución de la variable

tiempo de vida, T , es exponencial y en la Sección 4.5 se analizan los planes log-

normales y de Weibull. En general, las distribuciones a priori de p que se utilizarán

son la beta generalizada y las de máxima entroṕıa.

Hay que señalar que si se considera una distribución a priori degenerada en pα y
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pβ, es decir, si

Pr(p = pα | p ≤ pα) = Pr(p = pβ | p ≥ pβ) = 1,

el plan óptimo con riesgos promedios coincide con el diseño basado en riesgos clásicos

que se ha estudiado en los Caṕıtulos 2 y 3.

El ejemplo siguiente fija los requisitos que se utilizarán para determinar los planes

de muestreo con riesgos promedios. De esta forma, se podrán efectuar comparaciones

entre los diseños correspondientes a diferentes distribuciones de T y de p. En general,

como se puede apreciar en las ecuaciones (4.21) del Procedimiento 4.1, no siempre

será posible hallar la solución (n0, k0) de forma expĺıcita para dos distribuciones h1(p)

y h2(p). Cuando se tienen distribuciones no degeneradas, se deben emplear métodos

iterativos. Si T sigue una distribución exponencial, las aproximaciones utilizadas en

los planes de muestreo del Caṕıtulo 2 proporcionan una elección adecuada del valor

inicial. Si la distribución es log-normal o de Weibull, dicho valor se puede obtener a

partir de las ecuaciones (3.6) que aparecen en el Caṕıtulo 3.

Ejemplo (continuación)

Se desean obtener los planes con riesgos promedios para el muestreo de aceptación

de la fiabilidad de un producto (por ejemplo, el cable de tendido eléctrico con ais-

lamiento XLPE). En adelante, consideramos que el productor especifica un riesgo

máximo α = 0.05 para un nivel de calidad pα = 0.01 mientras que el consumidor fija

el riesgo β = 0.10 para un nivel pβ = 0.03. De nuevo, p ∈ [c, d], donde c = 0.002 y

d = 0.045. Se supondrá que tanto el productor como el consumidor están de acuer-

do en establecer la misma distribución a priori de p. Para determinar los diseños

óptimos con distintas distribuciones a priori se utilizará el Procedimiento 4.1 y los
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riesgos promedios simulados se podrán calcular mediante el Procedimiento B.5. En

este caso, se generan una muestra de N1 = 2000 valores de p y N2 = 2000 muestras

de tamaño n de la distribución estandarizada de T (diseños exponenciales) o de X

(diseños log-normal y de Weibull).

4.4. Diseños óptimos para la distribución expo-

nencial

En esta sección se deducen los planes de muestreo óptimos con censura de tipo

II cuando T sigue una distribución exponencial. Mediante un ejemplo ilustrativo,

se muestran dichos diseños en diferentes tablas utilizando las distribuciones a priori

consideradas en la Sección 4.2.

4.4.1. Caso uniparamétrico

Cuando T sigue una distribución exponencial uniparamétrica, la curva L(p; m, k)

viene dada por la expresión (2.6), la cual no depende del tamaño muestral n (≥ m).

La elección de n se ha de realizar atendiendo a otros criterios. El plan de muestreo

viene determinado por el número de observaciones y la constante de aceptación. El

diseño clásico óptimo con riesgos máximos α y β en los niveles de calidad p(1) y p(2),

respectivamente, satisface las condiciones

1− L(p(1); m′, k′) ≤ α y L(p(2); m′, k′) ≥ β. (4.22)

Supongamos, a partir de las especificaciones anteriores, que dicho diseño óptimo se

denota como m′ = m(p(1), p(2)) y k′ = k(p(1), p(2)).

Si existe una distribución a priori con p ∈ [c, d], donde 0 ≤ c ≤ pα < pβ ≤ d ≤ 1,
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el valor de m del plan de muestreo óptimo con riesgos promedios máximos α y β en

los correspondientes niveles de calidad pα y pβ, verifica

ml = m(c, d) ≤ m ≤ mu = m(pα, pβ),

es decir, ml = m(c, d) y mu = m(pα, pβ) son una cota inferior y superior de m,

respectivamente. La Tabla 4.4 muestra los valores mu para α = 0.05, β = 0.10 y

los niveles pα y pβ de la Tabla X-K-1 del estándar ANSI Z1.4 (1993, [3]). Además,

para ilustrar la posible variación potencial de m en el diseño con riesgos promedios,

se calcula ml cuando c = pα − plag y d = pβ + plag. En este caso, plag representa un

80% del valor de pα.

Se puede apreciar claramente que las mayores diferencias posibles en el valor de m

se observan para porcentajes altos de pα y pβ (niveles de calidad menos restrictivos),

puesto que la separación entre ambos niveles es mayor.

Ejemplo (continuación)

Supongamos que el tiempo de vida del cable eléctrico XLPE sigue una distribución

Exp(0, σ). La Figura 4.9 ilustra la variación de m(c, d) cuando c = pα − plag y d =

pβ + plag, donde 0 < plag < 0.8pα. El cálculo de m(c, d) se realiza a partir de la

aproximación (2.15) correspondiente al diseño (m, k)I descrito en el Caṕıtulo 2. Dicha

aproximación ha demostrado ser suficientemente precisa y cercana al valor exacto de

m. La Figura 4.9 ilustra la reducción que se puede alcanzar en el valor de m cuando

se elige un intervalo amplio para los valores de c y d.

En particular, el diseño óptimo con distribución a priori degenerada en pα y pβ
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Tabla 4.4: Valores de ml y mu cuando T ∼ Exp(0, σ) con α = 0.05, β = 0.10,
c = pα − plag, d = pβ + plag y plag = 0.8pα

pα pβ ml mu

0.00041 0.01840 1 1
0.00284 0.03110 1 2
0.00654 0.04260 2 3
0.01090 0.05350 2 4
0.02090 0.07420 2 6
0.03190 0.09420 2 8
0.03760 0.10400 2 9
0.04940 0.12300 2 11
0.06150 0.14200 2 12
0.07400 0.16100 2 14
0.09950 0.19800 2 17
0.11900 0.22500 2 19

(diseño clásico), es

(m, k) = (8,−0.0204). (4.23)

A continuación, se recogen en varias tablas los diseños óptimos con riesgos prome-

dios para las distribuciones a priori de p estudiadas en la Sección 4.2. En general,

en estos planes se puede apreciar una disminución considerable del valor de m y, por

tanto, del tamaño muestral, con respecto al diseño clásico (4.23).

La Tabla 4.5 presenta los diseños óptimos cuando p ∼ BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial

para diferentes valores de r y ε. Aunque los tamaños muestrales son bastante reduci-

dos, se observa una mayor disminución de m para valores altos de ε. Sin embargo,

no existen diferencias entre los diseños para distintos valores del parámetro r de la

distribución con ε fijo. Por otro lado, en las Tablas 4.6, 4.7 y 4.8 se muestran los
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Figura 4.9: Variación de m(c, d) cuando T ∼ Exp(0, σ) con c = pα − plag y
d = pβ + plag

diseños cuando p sigue las distribuciones BG no imparcial, ME y MEBG, respecti-

vamente. Considerando las especificaciones utilizadas en este ejemplo, los planes para

estas distribuciones a priori son prácticamente similares entre śı.

Con el propósito de verificar el cumplimiento de los requisitos prefijados de ante-

mano, se toman como referencia los diseños de la Tabla 4.5 y se calculan sus riesgos

simulados APRsim y ACRsim. Podemos señalar que dichos riesgos verifican, de forma

general, las condiciones (4.20). Es necesario comentar que en los diseños con ε > 0.2

los tamaños muestrales son muy bajos y los riesgos resultantes son bastante inferiores

a los valores máximos α y β.

4.4.2. Caso biparamétrico

Cuando T ∼ Exp(µ, σ) la curva OC L(p; n,m, k) del plan de muestreo con censura

de tipo II viene dada por la expresión (2.11). Si p(1) y p(2) son los niveles de calidad
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Tabla 4.5: Diseños óptimos (m, k) y ries-
gos simulados (APRsim, ACRsim) cuan-
do T ∼ Exp(0, σ), α = 0.05, β = 0.10,
pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r)
ε-imparcial

r ε m k APRsim ACRsim

0 0.1 5 -0.0207 0.043 0.109
0.2 4 -0.0210 0.044 0.097
0.3 3 -0.0213 0.050 0.094
0.4 3 -0.0196 0.032 0.053

0.5 0.1 5 -0.0205 0.043 0.107
0.2 4 -0.0206 0.044 0.087
0.3 3 -0.0209 0.038 0.077
0.4 3 -0.0193 0.034 0.080

-0.5 0.1 5 -0.0209 0.044 0.093
0.2 4 -0.0212 0.045 0.079
0.3 4 -0.0203 0.041 0.085
0.4 3 -0.0197 0.040 0.074

0.9 0.1 5 -0.0202 0.043 0.100
0.2 4 -0.0201 0.038 0.089
0.3 3 -0.0203 0.049 0.077
0.4 3 -0.0190 0.037 0.058

-0.9 0.1 5 -0.0210 0.045 0.103
0.2 4 -0.0213 0.045 0.086
0.3 4 -0.0205 0.043 0.089
0.4 3 -0.0198 0.039 0.084

Tabla 4.6: Diseños óptimos (m, k)
cuando T ∼ Exp(0, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y
p ∼ BG(a, b, c, d, r) no imparcial

r ε1 ε2 m k

0 0.4 0.2 3 -0.0206
0.5 0.2 3 -0.0194
0.2 0.4 4 -0.0208
0.2 0.5 3 -0.0219

0.9 0.4 0.2 3 -0.0196
0.5 0.2 3 -0.0185
0.2 0.4 4 -0.0199
0.2 0.5 3 -0.0210

-0.9 0.4 0.2 3 -0.0210
0.5 0.2 3 -0.0198
0.2 0.4 4 -0.0212
0.2 0.5 3 -0.0223

fijados por el productor y el consumidor, respectivamente, el diseño clásico óptimo

con riesgos máximos α y β verifica las siguientes condiciones

1− L(p(1); n′,m′, k′) ≤ α y L(p(2); n′,m′, k′) ≥ β. (4.24)
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Tabla 4.7: Diseños óptimos (m, k)
cuando T ∼ Exp(0, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p
sigue una distribución de máxima en-
troṕıa

µ1 σ1 ε m k

- - 0.1 4 -0.0210
0.2 4 -0.0210
0.3 4 -0.0210
0.4 4 -0.0210

0.019 - - 4 -0.0206

0.019 - 0.1 4 -0.0204
0.2 4 -0.0201
0.3 4 -0.0196
0.4 4 -0.0190

0.019 0.012 - 4 -0.0206

Tabla 4.8: Diseños óptimos (m, k)
cuando T ∼ Exp(0, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p
sigue una distribución beta generaliza-
da de máxima entroṕıa

µ1 σ1 ε m k

- - 0.1 5 -0.0207
0.2 4 -0.0212
0.3 4 -0.0204
0.4 3 -0.0188

0.019 - - 4 -0.0206

0.019 0.012 - 4 -0.0206

En esta situación, consideremos que el diseño óptimo se expresa como n′ = n(p(1), p(2)),

m′ = m(p(1), p(2)) y k′ = k(p(1), p(2)).

Se puede comprobar que, para una distribución a priori con p ∈ [c, d], donde

0 ≤ c ≤ pα < pβ ≤ d ≤ 1, las cotas de n y m del diseño óptimo con riesgos promedios

máximos α y β en los correspondientes niveles de calidad pα y pβ son

nl = n(c, d) ≤ n ≤ nu = n(pα, pβ),

y

ml = m(c, d) ≤ m ≤ mu = m(pα, pβ).

En la Tabla 4.9 se observa la diferencia entre las cotas anteriores de n y m con

varios niveles de censura q. De nuevo, se calcula nl = n(c, d) y ml = m(c, d) cuando
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Tabla 4.9: Valores de (nl,ml) y (nu,mu) cuando T ∼ Exp(µ, σ) con α = 0.05,
β = 0.10, c = pα − plag, d = pβ + plag y plag = 0.8pα

q (%)
0% 50% 90%

pα pβ (nl,ml) (nu, mu) (nl, ml) (nu,mu) (nl,ml) (nu,mu)

0.00041 0.01840 (120, 120) (124, 124) (120, 59) (124, 61) (120, 11) (124, 12)
0.00284 0.03110 (68, 68) (79, 79) (68, 33) (79, 39) (68, 6) (79, 7)
0.00654 0.04260 (48, 48) (62, 62) (48, 23) (62, 30) (48, 4) (65, 6)
0.01090 0.05350 (37, 37) (52, 52) (37, 18) (53, 26) (37, 3) (60, 6)
0.02090 0.07420 (25, 25) (42, 42) (25, 12) (43, 21) (25, 2) (65, 7)
0.03190 0.09420 (19, 19) (36, 36) (19, 9) (39, 19) (19, 2) (78, 8)
0.03760 0.10400 (17, 17) (34, 34) (17, 8) (37, 18) (18, 2) (86, 9)
0.04940 0.12300 (14, 14) (32, 32) (14, 6) (36, 18) (16, 2) (103, 11)
0.06150 0.14200 (12, 12) (30, 30) (12, 5) (36, 17) (16, 2) (119, 12)
0.07400 0.16100 (10, 10) (29, 29) (10, 4) (36, 18) (10, 1) (135, 14)
0.09950 0.19800 (8, 8) (27, 27) (8, 3) (38, 19) (8, 1) (165, 17)
0.11900 0.22500 (7, 7) (27, 27) (7, 3) (41, 21) (7, 1) (187, 19)

c = pα−plag y d = pβ +plag en el caso que plag = 0.8pα. Cuando los niveles de calidad

pα y pβ no son restrictivos, la Tabla 4.9 muestra que las diferencias entre los valores

de n y los de m son bastante grandes, sobre todo para niveles altos de censura.

Ejemplo (continuación)

En esta ocasión, se considera que T sigue una distribución exponencial Exp(µ, σ).

En la Figura 4.10 se puede observar como vaŕıa el tamaño muestral n(c, d) para dife-

rentes niveles de censura q cuando c = pα−plag y d = pβ+plag, donde 0 < plag < 0.8pα.

Si la diferencia de los valores de c y d se amplia con respecto a pα y pβ se consigue una

mayor disminución de n y m. Además, cuando plag aumenta, los tamaños muestrales

convergen a un mismo valor con independencia del nivel de censura q.

Los diseños óptimos (n,m, k) con distribución a priori degenerada en pα y pβ
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Figura 4.10: Variación de n(c, d) cuando T ∼ Exp(µ, σ) con c = pα − plag y
d = pβ + plag

(diseños clásicos) son

(113, 113,−0.01004), (115, 57,−0.01044) y (135, 14,−0.01339),

cuando q ≡ 0 %, 50 % y 90 %, respectivamente.

Las Tablas 4.10 hasta 4.14 recogen los correspondientes diseños óptimos (n,m, k)

para diferentes distribuciones a priori de p y con varios niveles de censura. En general,

los diseños de estas tablas se caracterizan por una reducción significativa del tamaño

muestral en comparación con los diseños clásicos.

Los planes imparciales de la Tabla 4.10 para un nivel de censura dado presentan

diferencias cuando cambia el valor de ε y el valor de r se mantiene fijo. La variación

del tamaño muestral n se aprecia, también, en los diseños no imparciales de la Tabla

4.11, aśı como en los planes MEBG imparciales de la Tabla 4.14. Sin embargo, en este
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ejemplo, los diseños de ambas tablas apenas tienen modificaciones cuando cambia el

valor del parámetro r.

Tampoco existen diferencias entre los diseños de las Tablas 4.12 y 4.13 cuando la

media y/o la varianza de p son conocidas. Cabe destacar la alta similitud entre los

tamaños muestrales de los diseños sin censura y con q ≡ 50 %. Si la censura alcanza

el 90 % se obtienen cambios de mayor magnitud en el tamaño muestral de ciertos

planes.

Para evaluar el ajuste a las especificaciones de los diseños, se toman como refe-

rencia los planes de la Tabla 4.10 y se calculan los riesgos promedios simulados con el

Procedimiento B.5. Es necesario señalar que al utilizar la expresión (2.11) de la curva

OC se pueden determinar los riesgos de forma exacta y, de este modo, el Procedi-

miento 4.1 permite deducir el diseño óptimo exacto del plan de muestreo. En efecto,

tal y como se observa en la Tabla 4.10, las desviaciones de los riesgos promedios con

respecto a α y β son mı́nimas y, por tanto, se consideran aceptables a efectos del

muestreo de aceptación.

4.5. Diseños óptimos aproximados para las distri-

buciones log-normal y de Weibull

En el Caṕıtulo 3 se obtiene la expresión general (3.4) de la curva OC aproximada

L(p; n,m, k) cuando la censura es de tipo II y X = log(T ) sigue una distribución de

localización y escala. Por tanto, es posible aplicar el Procedimiento 4.1 y determinar

los planes aproximados para las distribuciones normal o de valor extremo de X.
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Tabla 4.10: Diseños óptimos (n,m, k) y riesgos simulados (APRsim, ACRsim) cuando
T ∼ Exp(µ, σ), α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r)
ε- imparcial

q (%)
0% 50 % 90%

r ε (n,m, k)
(APRsim, ACRsim)

0 0.1 (91, 91, -0.00825) (92, 45, -0.00856) (100, 10, -0.0110)
(0.043, 0.110) (0.049, 0.101) (0.052, 0.107)

0.2 (82, 82, -0.00736) (82, 40, -0.00750) (88, 9, -0.00974)
(0.051, 0.088) (0.051, 0.107) (0.048, 0.098)

0.3 (72, 72, -0.00603) (73, 36, -0.00637) (75, 7, -0.00807)
(0.048, 0.094) (0.044, 0.101) (0.052, 0.102)

0.4 (61, 61, -0.00375) (61, 30, -0.00383) (64, 6, -0.00633)
(0.049, 0.100) (0.051, 0.094) (0.051, 0.096)

0.5 0.1 (92, 92, -0.00820) (92, 45, -0.00835) (101, 10, -0.0109)
(0.042, 0.100) (0.049, 0.099) (0.052, 0.096)

0.2 (83, 83, -0.00725) (83, 41, -0.00738) (88, 9, -0.00941)
(0.046, 0.104) (0.048, 0.102) (0.048, 0.095)

0.3 (73, 73, -0.00593) (73, 36, -0.00604) (76, 7, -0.00790)
(0.053, 0.101) (0.052, 0.108) (0.052, 0.106)

0.4 (61, 61, -0.00353) (61, 30, -0.00360) (65, 6, -0.00666)
(0.049, 0.094) (0.059, 0.093) (0.050, 0.088)

-0.5 0.1 (90, 90, -0.00824) (91, 45, -0.00854) (100, 10, -0.0112)
(0.052, 0.096) (0.047, 0.098) (0.052, 0.108)

0.2 (81, 81, -0.00736) (82, 40, -0.00768) (87, 9, -0.00979)
(0.053, 0.103) (0.049, 0.108) (0.048, 0.100)

0.3 (72, 72, -0.00623) (72, 35, -0.00635) (75, 7, -0.00831)
(0.048, 0.085) (0.048, 0.100) (0.050, 0.090)

0.4 (61, 61, -0.00387) (61, 30, -0.00396) (63, 6, -0.00600)
(0.046, 0.101) (0.048, 0.102) (0.045, 0.100)

0.9 0.1 (93, 93, -0.00806) (93, 46, -0.00821) (101, 11, -0.0104)
(0.043, 0.108) (0.053, 0.096) (0.056, 0.100)

0.2 (85, 85, -0.00718) (85, 42, -0.00730) (90, 9, -0.00925)
(0.049, 0.091) (0.052, 0.113) (0.054, 0.101)

0.3 (75, 75, -0.00582) (75, 37, -0.00592) (78, 7, -0.00772)
(0.045, 0.100) (0.048, 0.114) (0.050, 0.099)

0.4 (62, 62, -0.00341) (62, 30, -0.00349) (68, 6, -0.00757)
(0.049, 0.105) (0.048, 0.100) (0.050, 0.102)

-0.9 0.1 (90, 90, -0.00831) (91, 45, -0.00862) (100, 10, -0.0113)
(0.041, 0.109) (0.045, 0.104) (0.045, 0.096)

0.2 (81, 81, -0.00746) (82, 40, -0.00778) (87, 9, -0.00991)
(0.047, 0.097) (0.048, 0.093) (0.045, 0.103)

0.3 (72, 72, -0.00634) (72, 35, -0.00646) (75, 7, -0.00845)
(0.051, 0.099) (0.047, 0.103) (0.047, 0.090)

0.4 (61, 61, -0.00395) (61, 30, -0.00403) (63, 6, -0.00602)
(0.050, 0.102) (0.047, 0.103) (0.056, 0.090)
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Tabla 4.11: Diseños óptimos (n,m, k) cuando T ∼ Exp(µ, σ), α = 0.05, β = 0.10,
pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r) no imparcial

q (%)
0% 50% 90 %

r ε1 ε2 (n,m, k)

0 0.4 0.2 (74, 74, -0.00589) (74, 36, -0.00600) (76, 8, -0.00739)
0.5 0.2 (69, 69, -0.00473) (69, 34, -0.00482) (71, 7, -0.00621)
0.2 0.4 (72, 72, -0.00651) (72, 35, -0.00664) (75, 8, -0.00844)
0.2 0.5 (67, 67, -0.00594) (67, 33, -0.00606) (69, 7, -0.00775)

0.9 0.4 0.2 (76, 76, -0.00547) (76, 37, -0.00557) (79, 7, -0.00727)
0.5 0.2 (71, 71, -0.00434) (71, 35, -0.00441) (73, 7, -0.00571)
0.2 0.4 (75, 75, -0.00626) (75, 37, -0.00637) (78, 8, -0.00807)
0.2 0.5 (70, 70, -0.00581) (70, 34, -0.00592) (72, 7, -0.00751)

-0.9 0.4 0.2 (73, 73, -0.00597) (73, 36, -0.00608) (76, 7, -0.00798)
0.5 0.2 (69, 69, -0.00503) (69, 34, -0.00512) (70, 7, -0.00629)
0.2 0.4 (71, 71, -0.00659) (72, 35, -0.00695) (75, 7, -0.00909)
0.2 0.5 (67, 67, -0.00622) (67, 33, -0.00634) (69, 7, -0.00810)

Tabla 4.12: Diseños óptimos (n,m, k) cuando T ∼ Exp(µ, σ), α = 0.05, β = 0.10,
pα = 0.01 y pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r)

q (%)
0% 50% 90%

µ1 σ1 ε r (n,m, k)

0.019 - 0.1 -0.999 (76, 76, -0.00673) (76, 37, -0.00686) (80, 8, -0.00888)
0.2 -0.029 (76, 76, -0.00645) (77, 38, -0.00677) (80, 8, -0.00851)
0.3 0.009 (76, 76, -0.00644) (76, 37, -0.00656) (80, 7, -0.00876)
0.4 0.000 (76, 76, -0.00644) (76, 37, -0.00656) (80, 7, -0.00876)

0.019 0.012 - 0 (76, 76, -0.00643) (77, 38, -0.00676) (80, 8, -0.00850)
0.5 (77, 77, -0.00632) (78, 38, -0.00664) (81, 8, -0.00833)
-0.5 (76, 76, -0.00659) (77, 38, -0.00691) (80, 8, -0.00871)
0.9 (78, 78, -0.00607) (79, 39, -0.00637) (81, 8, -0.00779)
-0.9 (76, 76, -0.00669) (77, 38, -0.00702) (80, 8, -0.00884)
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Tabla 4.13: Diseños óptimos (n,m, k) cuando T ∼ Exp(µ, σ), α = 0.05, β = 0.10,
pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución de máxima entroṕıa

q (%)
0% 50 % 90%

µ1 σ1 ε (n,m, k)

- - 0.1 (75, 75, -0.00682) (76, 37, -0.00717) (80, 8, -0.00924)
0.2 (75, 75, -0.00682) (76, 37, -0.00717) (80, 8, -0.00924)
0.3 (75, 75, -0.00682) (76, 37, -0.00717) (80, 8, -0.00924)
0.4 (75, 75, -0.00682) (76, 37, -0.00717) (80, 8, -0.00924)

0.019 - - (76, 76, -0.00667) (77, 38, -0.00700) (80, 8, -0.00882)

0.019 - 0.1 (77, 77, -0.00667) (77, 38, -0.00679) (81, 8, -0.00879)
0.2 (78, 78, -0.00659) (78, 38, -0.00672) (82, 8, -0.00867)
0.3 (79, 79, -0.00640) (79, 39, -0.00651) (82, 9, -0.00803)
0.4 (80, 80, -0.00598) (80, 39, -0.00609) (84, 8, -0.00789)

0.019 0.012 - (79, 79, -0.00700) (79, 39, -0.00713) (84, 8, -0.00937)

Tabla 4.14: Diseños óptimos (n,m, k) cuando T ∼ Exp(µ, σ), α = 0.05, β = 0.10,
pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución beta generalizada de máxima entroṕıa

q (%)
0% 50% 90%

µ1 σ1 ε r (n,m, k)

- - 0.1 0.120 (91, 91, -0.00821) (92, 45, -0.00852) (100, 10, -0.01096)
0.2 -0.424 (82, 82, -0.00751) (82, 40, -0.00766) (87, 9, -0.00976)
0.3 -0.669 (72, 72, -0.00628) (72, 35, -0.00640) (75, 7, -0.00837)
0.4 0.967 (63, 63, -0.00354) (63, 31, -0.00361) (64, 6, -0.00476)

0.019 - - -0.890 (76, 76, -0.00670) (76, 37, -0.00683) (80, 8, -0.00885)

0.019 - - 0 (77, 77, -0.00657) (78, 38, -0.00689) (81, 8, -0.00867)
0.5 (79, 79, -0.00663) (79, 39, -0.00674) (83, 8, -0.00867)
-0.5 (77, 77, -0.00677) (77, 38, -0.00689) (81, 8, -0.00890)
0.9 (81, 81, -0.00650) (82, 40, -0.00679) (85, 9, -0.00830)
-0.9 (76, 76, -0.00668) (77, 38, -0.00701) (80, 8, -0.00884)

0.019 0.012 - -0.858 (76, 76, -0.00668) (77, 38, -0.00701) (80, 8, -0.00883)
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En las Tablas 4.15 y 4.16 se calculan las cotas (inferior y superior) de n y m

para los diseños con riesgos promedios máximos α y β cuando p ∈ (c, d), donde

0 ≤ c ≤ pα < pβ ≤ d ≤ 1. Es decir

nl = n(c, d) ≤ n ≤ nu = n(pα, pβ)

y

ml = m(c, d) ≤ m ≤ mu = m(pα, pβ).

Como en el caso exponencial, las diferencias son más amplias para valores altos de

las condiciones pα y pβ. De la misma forma, cuando la censura aumenta también se

observa un incremento notable en la amplitud de los intervalos.

Ejemplo (continuación)

Supongamos, a continuación, que el logaritmo de tiempo de vida de un producto

(e.g. cable eléctrico XLPE) sigue una distribución normal o de valor extremo. Las

Figuras 4.11 y 4.12 ilustran la variación de n(c, d) para ciertos niveles de censura

cuando c = pα − plag y d = pβ + plag, donde 0 < plag < 0.8pα. A medida que aumenta

plag se reducen las diferencias entre los tamaños muestrales con distintos valores de q.

Cuando q ≡ 90 %, los valores de n(c, d) son muy similares para ambas distribuciones.

Esto sugiere que, con una censura tan alta, las correspondientes curvas OC aproxi-

madas utilizadas en el diseño seŕıan bastante similares.
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Tabla 4.15: Valores de (nl,ml) y (nu,mu) cuando X ∼ N(µ, σ) con α = 0.05 y
β = 0.10

q (%)
0% 50% 90%

pα pβ (nl,ml) (nu,mu) (nl,ml) (nu,mu) (nl,ml) (nu,mu)

0.00041 0.01840 (15, 15) (25, 25) (24, 12) (38, 19) (53, 6) (76, 8)
0.00284 0.03110 (18, 18) (38, 38) (26, 13) (55, 28) (46, 5) (86, 9)
0.00654 0.04260 (17, 17) (47, 47) (25, 13) (63, 32) (39, 4) (87, 9)
0.01090 0.05350 (17, 17) (53, 53) (23, 12) (69, 35) (32, 4) (86, 9)
0.02090 0.07420 (15, 15) (61, 61) (19, 10) (75, 38) (24, 2) (84, 9)
0.03190 0.09420 (13, 13) (66, 66) (16, 8) (78, 39) (19, 2) (87, 9)
0.03760 0.10400 (12, 12) (67, 67) (15, 8) (78, 39) (17, 2) (90, 9)
0.04940 0.12300 (11, 11) (70, 70) (13, 7) (79, 40) (14, 2) (99, 10)
0.06150 0.14200 (10, 10) (71, 71) (11, 6) (78, 39) (13, 2) (113, 12)
0.07400 0.16100 (9, 9) (71, 71) (10, 5) (76, 38) (12, 2) (130, 13)
0.09950 0.19800 (8, 8) (70, 70) (8, 4) (73, 37) (12, 2) (173, 18)
0.11900 0.22500 (7, 7) (69, 69) (7, 4) (71, 36) (13, 2) (212, 22)

Tabla 4.16: Valores de (nl,ml) y (nu,mu) cuando X ∼ EV (µ, σ) con α = 0.05 y
β = 0.10

q (%)
0% 50% 90%

pα pβ (nl,ml) (nu,mu) (nl,ml) (nu,mu) (nl,ml) (nu,mu)

0.00041 0.01840 (9, 9) (14, 14) (17, 9) (28, 14) (50, 5) (71, 8)
0.00284 0.03110 (11, 11) (24, 24) (20, 10) (43, 22) (47, 5) (87, 9)
0.00654 0.04260 (11, 11) (31, 31) (20, 10) (53, 27) (41, 5) (91, 9)
0.01090 0.05350 (11, 11) (36, 36) (19, 10) (60, 30) (35, 4) (90, 9)
0.02090 0.07420 (11, 11) (45, 45) (17, 9) (69, 35) (27, 3) (88, 9)
0.03190 0.09420 (10, 10) (51, 51) (15, 8) (74, 37) (21, 2) (87, 9)
0.03760 0.10400 (9, 9) (53, 53) (15, 8) (76, 38) (19, 2) (89, 9)
0.04940 0.12300 (9, 9) (57, 57) (13, 7) (78, 39) (16, 2) (97, 10)
0.06150 0.14200 (8, 8) (60, 60) (12, 6) (78, 39) (14, 2) (111, 12)
0.07400 0.16100 (8, 8) (62, 62) (11, 6) (78, 39) (12, 2) (129, 13)
0.09950 0.19800 (7, 7) (64, 64) (9, 5) (76, 38) (11, 2) (184, 19)
0.11900 0.22500 (6, 6) (65, 65) (8, 4) (74, 37) (11, 2) (238, 24)
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Figura 4.11: Variación de n(c, d) cuando X ∼ N(µ, σ) con c = pα − plag y
d = pβ + plag
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Figura 4.12: Variación de n(c, d) cuando X ∼ EV (µ, σ) con c = pα − plag y
d = pβ + plag
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Los diseños óptimos aproximados con distribución a priori degenerada en pα y pβ

(diseños clásicos) correspondientes a los niveles q ≡ 0 %, 50 % y 90 % son, respectiva-

mente

(137, 137, 2.076), (188, 94, 2.076) y (262, 27, 2.076),

cuando la distribución de X es normal y

(89, 89, 3.977), (155, 78, 3.977) y (266, 27, 3.977),

cuando X sigue la distribución de valor extremo.

Los diseños óptimos aproximados (n,m, k) con distintas distribuciones de p se

recogen en las Tablas 4.17 hasta 4.26.

De forma general, se observa una notable reducción del tamaño muestral cuando p

sigue una distribución BG(a, b, c, d, r) en los diseños ε-imparciales de las Tablas 4.17

y 4.18, aśı como en los planes no imparciales de las Tablas 4.19 y 4.20. En ambos

tipos de diseños, si r se mantiene fijo, el tamaño muestral n depende de ε y (ε1, ε2),

respectivamente. Algo similar sucede con los diseños MEBG imparciales de las Tablas

4.25 y 4.26.

De nuevo, el conocimiento de µ1, de σ1 o ambos de forma simultánea determina,

en este ejemplo, diseños bastante similares. En concreto, son similares los diseños

de la familia beta generalizada de las Tablas 4.21 y 4.22 y los correspondientes a

distribuciones de máxima entroṕıa, que se encuentran recogidos en las Tablas 4.23 y

4.24. Considerando los mismos casos de información a priori, los planes MEBG de

las Tablas 4.25 y 4.26 tampoco muestran tamaños muestrales distintos.

Podemos advertir que los planes de las distribuciones normal y de valor extremo

presentan una gran similitud cuando la censura es q ≡ 90 %, tal y como se ilustraba
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en las Figuras 4.11 y 4.12.

Debido a la utilización de la curva OC aproximada en la obtención de los planes,

es necesario evaluar su grado de ajuste a las especificaciones de riesgos. Por ello, en

las Tablas 4.17 y 4.18 se realiza un estudio preliminar de los riesgos simulados para

cada diseño cuando p ∼ BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial. Si la distribución es normal y

el nivel q es bajo-medio, los diseños parecen mostrar un buen comportamiento con

respecto a los valores fijados por el productor y el consumidor. Pero si el nivel de cen-

sura es alto, el diseño presenta mayores diferencias en los riesgos. Si la distribución es

de valor extremo, dichas diferencias se pueden considerar aceptables. En definitiva,

en los diseños para ambas distribuciones se observa un riesgo simulado del produc-

tor bastante conservador e inferior a α = 0.05. El riesgo simulado del consumidor

está situado por encima de β = 0.01 pero, en general, esta discrepancia es asumible

en la utilización del plan de muestreo.
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Tabla 4.17: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) y riesgos simulados (APRsim,
ACRsim) cuando X ∼ N(µ, σ), α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y
p ∼ BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial

q (%)
0% 50 % 90 %

r ε (n,m, k)
(APRsim, ACRsim)

0 0.1 (85, 85, 2.087) (118, 59, 2.087) (166, 16, 2.087)
(0.045, 0.108) (0.051, 0.103) (0.036, 0.126)

0.2 (68, 68, 2.093) (94, 47, 2.093) (133, 14, 2.093)
(0.043, 0.109) (0.058, 0.102) (0.037, 0.119)

0.3 (52, 52, 2.106) (72, 35, 2.106) (102, 10, 2.106)
(0.048, 0.113) (0.051, 0.097) (0.034, 0.136)

0.4 (35, 35, 2.136) (49, 25, 2.136) (72, 7, 2.136)
(0.047, 0.110) (0.057, 0.092) (0.032, 0.134)

0.5 0.1 (85, 85, 2.091) (118, 59, 2.091) (166, 17, 2.091)
(0.051, 0.108) (0.053, 0.105) (0.036, 0.125)

0.2 (68, 68, 2.100) (94, 47, 2.100) (134, 13, 2.100)
(0.046, 0.105) (0.057, 0.110) (0.036, 0.141)

0.3 (52, 52, 2.113) (72, 35, 2.113) (103, 10, 2.113)
(0.044, 0.109) (0.050, 0.097) (0.040, 0.145)

0.4 (35, 35, 2.141) (49, 25, 2.141) (72, 7, 2.141)
(0.047, 0.111) (0.051, 0.097) (0.029, 0.139)

-0.5 0.1 (86, 86, 2.084) (118, 59, 2.084) (166, 16, 2.084)
(0.054, 0.096) (0.046, 0.098) (0.034, 0.124)

0.2 (69, 69, 2.089) (95, 47, 2.089) (133, 14, 2.089)
(0.050, 0.110) (0.053, 0.102) (0.036, 0.122)

0.3 (52, 52, 2.101) (72, 36, 2.101) (102, 11, 2.101)
(0.058, 0.105) (0.055, 0.099) (0.039, 0.132)

0.4 (36, 36, 2.133) (50, 24, 2.133) (72, 7, 2.133)
(0.050, 0.113) (0.048, 0.118) (0.032, 0.146)

0.9 0.1 (85, 85, 2.097) (118, 59, 2.097) (167, 16, 2.097)
(0.051, 0.123) (0.048, 0.101) (0.039, 0.121)

0.2 (68, 68, 2.109) (95, 47, 2.109) (135, 14, 2.109)
(0.048, 0.096) (0.056, 0.091) (0.033, 0.129)

0.3 (52, 52, 2.124) (72, 36, 2.124) (104, 11, 2.124)
(0.045, 0.099) (0.057, 0.106) (0.036, 0.132)

0.4 (35, 35, 2.149) (49, 25, 2.149) (73, 7, 2.149)
(0.050, 0.116) (0.054, 0.092) (0.029, 0.138)

-0.9 0.1 (86, 86, 2.082) (119, 59, 2.082) (166, 16, 2.082)
(0.045, 0.099) (0.051, 0.099) (0.036, 0.124)

0.2 (69, 69, 2.087) (95, 47, 2.087) (133, 14, 2.087)
(0.044, 0.123) (0.052, 0.106) (0.031, 0.132)

0.3 (52, 52, 2.098) (72, 36, 2.098) (103, 10, 2.098)
(0.049, 0.110) (0.056, 0.096) (0.037, 0.139)

0.4 (36, 36, 2.131) (50, 25, 2.131) (72, 7, 2.131)
(0.046, 0.113) (0.056, 0.102) (0.030, 0.159)
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Tabla 4.18: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) y riesgos simulados (APRsim,
ACRsim) cuando X ∼ EV (µ, σ), α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y
p ∼ BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial

q (%)
0% 50 % 90 %

r ε (n, m, k)
(APRsim, ACRsim)

0 0.1 (56, 56, 4.014) (98, 49, 4.014) (169, 17, 4.014)
(0.043, 0.115) (0.046, 0.110) (0.041, 0.113)

0.2 (45, 45, 4.037) (78, 39, 4.037) (137, 14, 4.037)
(0.045, 0.119) (0.039, 0.116) (0.040, 0.118)

0.3 (34, 34, 4.078) (60, 30, 4.077) (106, 11, 4.076)
(0.045, 0.113) (0.039, 0.114) (0.037, 0.113)

0.4 (23, 23, 4.180) (41, 21, 4.177) (75, 8, 4.176)
(0.046, 0.118) (0.041, 0.123) (0.034, 0.118)

0.5 0.1 (56, 56, 4.026) (97, 49, 4.026) (170, 17, 4.025)
(0.044, 0.114) (0.041, 0.117) (0.043, 0.119)

0.2 (45, 45, 4.053) (78, 39, 4.053) (137, 14, 4.053)
(0.039, 0.121) (0.051, 0.103) (0.038, 0.125)

0.3 (34, 34, 4.096) (60, 30, 4.095) (106, 11, 4.095)
(0.043, 0.115) (0.037, 0.118) (0.040, 0.119)

0.4 (23, 23, 4.193) (41, 20, 4.194) (75, 8, 4.189)
(0.038, 0.134) (0.033, 0.127) (0.033, 0.122)

-0.5 0.1 (56, 56, 4.007) (98, 49, 4.007) (169, 17, 4.007)
(0.034, 0.110) (0.043, 0.109) (0.042, 0.116)

0.2 (45, 45, 4.027) (79, 39, 4.027) (137, 14, 4.027)
(0.037, 0.113) (0.038, 0.109) (0.039, 0.124)

0.3 (34, 34, 4.066) (60, 30, 4.066) (106, 11, 4.065)
(0.041, 0.141) (0.042, 0.123) (0.036, 0.120)

0.4 (24, 24, 4.167) (41, 21, 4.169) (75, 8, 4.168)
(0.039, 0.126) (0.037, 0.114) (0.035, 0.122)

0.9 0.1 (56, 56, 4.041) (97, 49, 4.041) (170, 17, 4.041)
(0.042, 0.108) (0.050, 0.113) (0.049, 0.109)

0.2 (45, 45, 4.074) (78, 39, 4.075) (139, 14, 4.074)
(0.047, 0.122) (0.044, 0.113) (0.039, 0.120)

0.3 (34, 34, 4.123) (60, 30, 4.123) (108, 11, 4.122)
(0.047, 0.116) (0.043, 0.117) (0.039, 0.119)

0.4 (23, 23, 4.213) (41, 21, 4.211) (76, 8, 4.210)
(0.043, 0.124) (0.037, 0.127) (0.032, 0.119)

-0.9 0.1 (56, 56, 4.003) (98, 49, 4.002) (169, 17, 4.002)
(0.042, 0.114) (0.039, 0.130) (0.049, 0.112)

0.2 (45, 45, 4.021) (79, 39, 4.021) (137, 14, 4.021)
(0.042, 0.115) (0.039, 0.113) (0.038, 0.119)

0.3 (35, 35, 4.058) (60, 30, 4.059) (106, 11, 4.058)
(0.042, 0.124) (0.041, 0.115) (0.039, 0.110)

0.4 (24, 24, 4.162) (42, 21, 4.163) (76, 8, 4.161)
(0.038, 0.123) (0.037, 0.116) (0.036, 0.128)
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Tabla 4.19: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ N(µ, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r) no imparcial

q (%)
0% 50% 90%

r ε1 ε2 (n,m, k)

0 0.4 0.2 (51, 51, 2.119) (72, 35, 2.119) (103, 10, 2.118)
0.5 0.2 (43, 43, 2.138) (60, 30, 2.138) (88, 8, 2.138)
0.2 0.4 (54, 54, 2.091) (75, 37, 2.091) (105, 11, 2.091)
0.2 0.5 (47, 47, 2.092) (65, 33, 2.092) (92, 9, 2.092)

0.9 0.4 0.2 (51, 51, 2.137) (71, 36, 2.137) (104, 11, 2.137)
0.5 0.2 (43, 43, 2.157) (60, 30, 2.157) (89, 9, 2.157)
0.2 0.4 (55, 55, 2.109) (76, 38, 2.109) (108, 11, 2.109)
0.2 0.5 (48, 48, 2.109) (66, 33, 2.109) (94, 10, 2.109)

-0.9 0.4 0.2 (52, 52, 2.111) (72, 36, 2.111) (104, 10, 2.110)
0.5 0.2 (44, 44, 2.130) (61, 30, 2.130) (88, 9, 2.130)
0.2 0.4 (55, 55, 2.084) (75, 38, 2.084) (105, 11, 2.084)
0.2 0.5 (48, 48, 2.085) (66, 32, 2.085) (92, 9, 2.085)

Tabla 4.20: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ EV (µ, σ),
α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r) no imparcial

q (%)
0% 50% 90%

r ε1 ε2 (n,m, k)

0 0.4 0.2 (34, 34, 4.110) (60, 30, 4.109) (106, 11, 4.110)
0.5 0.2 (28, 28, 4.170) (50, 25, 4.169) (91, 9, 4.170)
0.2 0.4 (36, 36, 4.039) (62, 31, 4.040) (109, 11, 4.040)
0.2 0.5 (31, 31, 4.049) (55, 27, 4.049) (96, 10, 4.047)

0.9 0.4 0.2 (34, 34, 4.156) (59, 30, 4.157) (108, 11, 4.156)
0.5 0.2 (28, 28, 4.219) (50, 25, 4.218) (92, 9, 4.220)
0.2 0.4 (36, 36, 4.083) (63, 32, 4.083) (112, 12, 4.082)
0.2 0.5 (32, 32, 4.090) (55, 28, 4.090) (98, 10, 4.091)

-0.9 0.4 0.2 (34, 34, 4.090) (60, 30, 4.090) (107, 11, 4.089)
0.5 0.2 (29, 29, 4.147) (51, 25, 4.148) (92, 9, 4.148)
0.2 0.4 (36, 36, 4.022) (63, 31, 4.022) (109, 11, 4.022)
0.2 0.5 (32, 32, 4.031) (55, 28, 4.031) (96, 10, 4.031)
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Tabla 4.21: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ N(µ, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r)

q (%)
0 % 50% 90%

µ1 σ1 ε r (n,m, k)

0.019 - 0.1 -0.999 (58, 58, 2.097) (81, 40, 2.097) (114, 12, 2.097)
0.2 -0.029 (57, 57, 2.105) (79, 40, 2.105) (113, 11, 2.105)
0.3 0.009 (57, 57, 2.106) (79, 39, 2.106) (112, 11, 2.106)
0.4 0.000 (57, 57, 2.106) (79, 39, 2.106) (112, 12, 2.105)

0.019 0.012 - 0 (58, 58, 2.105) (80, 40, 2.105) (114, 12, 2.104)
0.5 (57, 57, 2.112) (79, 40, 2.112) (114, 11, 2.112)
-0.5 (59, 59, 2.100) (81, 41, 2.100) (115, 11, 2.100)
0.9 (56, 56, 2.123) (78, 39, 2.123) (113, 11, 2.123)
-0.9 (59, 59, 2.097) (82, 40, 2.097) (115, 12, 2.097)

Tabla 4.22: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ EV (µ, σ),
α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r)

q (%)
0 % 50% 90%

µ1 σ1 ε r (n,m, k)

0.019 - 0.1 -0.999 (39, 39, 4.050) (67, 34, 4.051) (118, 12, 4.051)
0.2 -0.029 (38, 38, 4.071) (66, 33, 4.072) (117, 12, 4.071)
0.3 0.009 (37, 37, 4.074) (66, 33, 4.073) (116, 12, 4.073)
0.4 0.000 (38, 38, 4.073) (66, 33, 4.073) (116, 12, 4.073)

0.019 0.012 - 0 (38, 38, 4.070) (67, 33, 4.071) (118, 12, 4.070)
0.5 (38, 38, 4.089) (66, 33, 4.090) (117, 12, 4.089)
-0.5 (39, 39, 4.057) (67, 34, 4.058) (119, 12, 4.057)
0.9 (37, 37, 4.118) (65, 33, 4.118) (117, 12, 4.117)
-0.9 (39, 39, 4.051) (68, 34, 4.051) (119, 12, 4.051)
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Tabla 4.23: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ N(µ, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución de máxima entroṕıa

q (%)
0% 50% 90 %

µ1 σ1 ε (n, m, k)

- - 0.1 (59, 59, 2.090) (82, 40, 2.090) (115, 11, 2.090)
0.2 (59, 59, 2.090) (82, 40, 2.090) (115, 11, 2.090)
0.3 (59, 59, 2.090) (82, 40, 2.090) (115, 11, 2.090)
0.4 (59, 59, 2.090) (82, 40, 2.090) (115, 11, 2.090)

0.019 - - (59, 59, 2.097) (82, 41, 2.097) (116, 11, 2.097)

0.019 - 0.1 (59, 59, 2.101) (82, 41, 2.101) (116, 12, 2.101)
0.2 (59, 59, 2.107) (82, 41, 2.107) (117, 11, 2.107)
0.3 (59, 59, 2.116) (82, 40, 2.116) (117, 12, 2.116)
0.4 (58, 58, 2.130) (81, 40, 2.130) (117, 12, 2.129)

0.019 0.012 - (63, 63, 2.097) (87, 44, 2.097) (124, 12, 2.097)

Tabla 4.24: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ EV (µ, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución de máxima entroṕıa

q (%)
0% 50% 90 %

µ1 σ1 ε (n, m, k)

- - 0.1 (39, 39, 4.033) (68, 34, 4.033) (119, 12, 4.032)
0.2 (39, 39, 4.033) (68, 34, 4.033) (119, 12, 4.032)
0.3 (39, 39, 4.033) (68, 34, 4.033) (119, 12, 4.032)
0.4 (39, 39, 4.033) (68, 34, 4.033) (119, 12, 4.032)

0.019 - - (39, 39, 4.051) (68, 34, 4.051) (119, 12, 4.051)

0.019 - 0.1 (39, 39, 4.061) (68, 34, 4.062) (120, 12, 4.061)
0.2 (39, 39, 4.076) (68, 34, 4.076) (120, 12, 4.076)
0.3 (39, 39, 4.097) (68, 34, 4.097) (121, 12, 4.097)
0.4 (38, 38, 4.133) (67, 33, 4.134) (120, 12, 4.134)

0.019 0.012 - (42, 42, 4.047) (72, 36, 4.048) (127, 13, 4.048)
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Tabla 4.25: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ N(µ, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución beta generalizada de
máxima entroṕıa

q (%)
0% 50% 90%

µ1 σ1 ε r (n,m, k)

- - 0.1 0.120 (85, 85, 2.088) (118, 59, 2.088) (166, 16, 2.088)
0.2 -0.424 (68, 68, 2.090) (95, 47, 2.090) (133, 14, 2.090)
0.3 -0.669 (52, 52, 2.100) (72, 36, 2.100) (102, 11, 2.099)
0.4 0.982 (36, 36, 2.153) (50, 25, 2.153) (74, 7, 2.152)

0.019 - - -0.889 (58, 58, 2.097) (81, 40, 2.097) (115, 11, 2.097)

0.019 0.012 - -0.858 (59, 59, 2.097) (81, 41, 2.097) (115, 12, 2.097)

0.019 - - 0 (59, 59, 2.103) (82, 41, 2.103) (117, 11, 2.103)
0.5 (60, 60, 2.110) (83, 41, 2.110) (118, 12, 2.110)
-0.5 (59, 59, 2.099) (82, 41, 2.099) (116, 11, 2.099)
0.9 (61, 61, 2.118) (85, 42, 2.118) (122, 13, 2.118)
-0.9 (59, 59, 2.097) (82, 41, 2.097) (116, 11, 2.097)

Tabla 4.26: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ EV (µ, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución beta generalizada de máxima
entroṕıa

q (%)
0% 50 % 90%

µ1 σ1 ε r (n,m, k)

- - 0.1 0.120 (56, 56, 4.017) (98, 49, 4.016) (169, 17, 4.017)
0.2 -0.424 (45, 45, 4.028) (79, 39, 4.028) (137, 14, 4.028)
0.3 -0.669 (35, 35, 4.061) (60, 30, 4.063) (106, 11, 4.062)
0.4 0.982 (23, 23, 4.223) (41, 21, 4.221) (77, 8, 4.219)

0.019 - - -0.889 (39, 39, 4.052) (67, 34, 4.052) (118, 12, 4.052)

0.019 0.012 - -0.858 (39, 39, 4.051) (68, 34, 4.051) (119, 12, 4.051)

0.019 - - 0 (39, 39, 4.067) (68, 34, 4.067) (120, 12, 4.067)
0.5 (39, 39, 4.082) (69, 34, 4.083) (122, 12, 4.082)
-0.5 (39, 39, 4.056) (68, 34, 4.056) (120, 12, 4.056)
0.9 (40, 40, 4.102) (71, 35, 4.102) (126, 13, 4.101)
-0.9 (39, 39, 4.050) (68, 34, 4.050) (119, 12, 4.050)



Caṕıtulo

5
Planes de muestreo utilizan-
do riesgos a posteriori

Consideremos, de nuevo, la situación en la que el productor y el consumidor es-

pecifican una distribución a priori de p. Ambos pueden estar de acuerdo y adoptar

conjuntamente la misma distribución sobre p, pero también pueden proporcionar sus

propias definiciones de forma separada. En general, sean h1(p) y H1(p) (h2(p) y H2(p))

las funciones de densidad y de distribución del productor (consumidor), respectiva-

mente. De acuerdo con la Sección 1.8 del Caṕıtulo 1, supongamos que A y R denotan

las decisiones de aceptación y rechazo del lote. A continuación, se definen los riesgos

a posteriori de un plan de muestreo:

Definición 5.1. El riesgo a posteriori del productor se define como la probabilidad

de que un lote rechazado sea satisfactorio, i.e. que tenga una proporción de unidades

defectuosas p ≤ pα, y se expresa como PPR ≡ Pr(p ≤ pα | R). Por otro lado, el

riesgo a posteriori del consumidor es la probabilidad de que un lote aceptado sea no

satisfactorio o rechazable, i.e. con p ≥ pβ, en cuyo caso se expresa como PCR ≡
Pr(p ≥ pβ | A).

Schick and Drnas (1972, [153]) utilizan este tipo de riesgos aśı como Martz y Waller

149
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(1982, [116]) y Hamada et al. (2008, [85]), quienes estudian el muestreo por atributos

(binomial y de Poisson) con riesgos a posteriori. Por otro lado, Brush (1986, [27]), y

Sharma y Bhutani (1992, [162]) analizan la importancia de los riesgos a posteriori y

la diferencia que existe entre éstos y los riesgos promedios.

De acuerdo a la definición de la curva caracteŕıstica L(p) especificada en los

Caṕıtulos 2 y 3

L(p) = Pr(Kp(µ̂, σ̂) > k | p), 0 < p < 1,

donde Kp(µ̂, σ̂) es la cantidad pivotal definida en (2.2). Entonces, se obtiene que

Pr(A) = L(p) y Pr(R) = 1 − L(p), con lo cual las funciones de densidad de p

condicionadas a la decisión sobre la aceptación/rechazo del lote se definen como

h1(p | R) ∝ {1− L(p)}h1(p) y h2(p | A) ∝ L(p)h2(p) (5.1)

para el productor y el consumidor, respectivamente. Considerando que p ∈ [c, d], el

riesgo a posteriori del productor (PPR) se calcula como

H1(pα | R) =

∫ pα

c

{1− L(p)}h1(p)dp

∫ d

c

{1− L(p)}h1(p)dp

,

y el riesgo a posteriori del consumidor (PCR) es

1−H2(pβ | A) =

∫ d

pβ

L(p)h2(p)dp

∫ d

c

L(p)h2(p)dp

,

donde H1(p | R) y H2(p | A) denotan las correspondientes funciones de distribución
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acumuladas de p condicionales.

Este caṕıtulo recoge los diseños con censura de tipo II que utilizan los MLEs de

µ y σ. De esta forma, la curva OC del plan de muestreo es función de (n,m, k), i.e.

L(p) ≡ L(p; n,m, k). La determinación del diseño óptimo requiere que el productor y

el consumidor fijen los valores máximos de los riesgos a posteriori, es decir

H1(pα | R; n,m, k) ≤ α y 1−H2(pβ | A; n,m, k) ≤ β. (5.2)

El diseño (n,m, k) con menor tamaño muestral (diseño óptimo) y censura de tipo

II se puede obtener aplicando el Procedimiento 5.1.

En la sección siguiente se ilustran algunas curvas de densidad de la distribución

condicional de p cuando se acepta y cuando se rechaza el lote. Se utiliza un ejemplo

similar al planteado en el Caṕıtulo 4 con las mismas especificaciones y distribuciones

a priori. También, a partir de dicho ejemplo, se presentarán diferentes diseños con

riesgos a posteriori para las distribuciones exponencial, normal y de valor extremo en

las Secciones 5.2 y 5.3. Finalmente, en la Sección 5.4 se realiza un estudio comparativo

de los diferentes tipos de riesgos estudiados en este trabajo.

Ejemplo

Supongamos que se desea estudiar la fiabilidad de un producto. Por ejemplo,

el producto podŕıa ser el cable de tendido eléctrico con aislamiento de Montanari

y Cacciari (1988, [124]). Se considera que p ∈ [c, d], con c = 0.002 y d = 0.045.

El productor (consumidor) fija un nivel de calidad pα = 0.01 (pβ = 0.03) con un

riesgo máximo a posteriori α = 0.05 (β = 0.10). Además, tanto el productor como

el consumidor se ponen de acuerdo en utilizar la misma distribución a priori de p.



152

Procedimiento 5.1: Diseño óptimo del plan de muestreo con riesgos a posteriori y
censura de tipo II

El productor y el consumidor especifican los valores máximos tolerados para los
riesgos, α y β, los niveles de calidad, pα y pβ, y las densidades a priori de p,
h1(p) y h2(p). También se especifica un nivel de censura q ∈ [0, 1).

Se obtiene la solución (n0, k0) del siguiente sistema de ecuaciones:

H1(pα | R; n0,m0, k0) = α,
1−H2(pβ | A; n0,m0, k0) = β,

(5.3)

donde m0 = n0(1− q).

El tamaño muestral mı́nimo se calcula como n = dn0e. Si q = 0, entonces m = n,
y si q 6= 0:

• se selecciona m = b(1− q)n0c cuando (n,m) verifica las condiciones (5.2).

• en otro caso, m = d(1− q)n0e.
La constante de aceptación es k ∈ [kβ, kα], donde

H1(pα | R; n,m, kα) = α,
1−H2(pβ | A; n,m, kβ) = β,

Como ya se ha sugerido en otros diseños, se puede elegir k como k∗ = (kβ+kα)/2.

Mediante el Procedimiento 5.1 se determinarán los diseños óptimos aproximados.

Es necesario mencionar que se han de emplear técnicas de resolución iterativa para

obtener la solución (n0, k0) del sistema (5.3) en el Procedimiento 5.1. Cuando T sigue

la distribución exponencial, se puede encontrar un valor inicial adecuado a partir de

las aproximaciones utilizadas en los planes de muestreo del Caṕıtulo 2. Si T sigue una

distribución log-normal o de Weibull, entonces una buena elección del punto inicial

se obtiene de las ecuaciones (3.6) del Caṕıtulo 3.
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Figura 5.1: Curvas de densidad a priori y condicionales cuando p ∼ BG(a, b, c, d, r)
ε-imparcial con c = 0.002, d = 0.045 y: (a) ε = 0.2, (b) ε = 0.3 y (c) ε = 0.4

Los riesgos a posteriori se podrán simular a partir del método descrito en el Pro-

cedimiento B.6 del Apéndice B. De nuevo, se generan una muestra de N1 = 2000

valores de p y N2 = 2000 muestras de tamaño n de la distribución estandarizada de

T (diseños exponenciales) o de X (diseños log-normal y de Weibull).
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Figura 5.2: Curvas de densidad a priori y condicionales cuando p sigue una
distribución de máxima entroṕıa con c = 0.002, d = 0.045 y media µ1 = 0.016

5.1. Distribuciones condicionales de la proporción

de disconformes

La distribución a priori de p representa el promedio de las distribuciones condi-

cionales (5.1) cuando se decide la aceptación/rechazo de lotes sucesivos. En las Fi-

guras 5.1, 5.2 y 5.3 se ilustran las curvas de densidad a priori y condicionales para

ciertos diseños óptimos que se determinarán en la Sección 5.2. A modo de referencia,

se consideran los diseños óptimos para la distribución exponencial biparamétrica y

se utilizan varios ejemplos de distribuciones de p. Conviene precisar que, para unas

especificaciones y una distribución h(p) común para el productor y el consumidor,

las curvas de densidad condicionales con diseños óptimos de otras distribuciones son

similares a las que se muestran en estas figuras.

La densidad h(p | R) muestra la distribución de los niveles bajos de p en los lotes
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Figura 5.3: Curvas de densidad a priori y condicionales cuando p sigue una
distribución de máxima entroṕıa con c = 0.002, d = 0.045, media µ1 = 0.019 y
desviación t́ıpica σ1 = 0.012

de buena calidad que son rechazados por el productor al aplicar el plan de muestreo.

Desde el punto de vista del consumidor, h(p | A) ilustra la distribución de los niveles

altos de p que indican mala calidad en aquellos lotes aceptados por el plan.

5.2. Diseños óptimos en el caso exponencial

Las tablas que se incluyen en esta sección recogen los diseños óptimos utilizando

riesgos a posteriori cuando T ∼ Exp(µ, σ) y la censura es de tipo II. En la determi-

nación de los planes se utilizan las expresiones (2.6) y (2.11) de las correspondientes

curvas OC, por lo cual los diseños obtenidos son exactos. El siguiente ejemplo analiza

las distintas situaciones para la distribución exponencial, dependiendo si µ es o no

conocida.
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Tabla 5.1: Diseños óptimos (m, k) y ries-
gos simulados (PPRsim, PCRsim) cuando
T ∼ Exp(0, σ) con α = 0.05, β = 0.10,
pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r)
ε-imparcial

r ε m k PPRsim PCRsim

0 0.2 2 -0.0258 0.045 0.086
0.4 2 -0.0216 0.044 0.077

0.5 0.2 2 -0.0247 0.042 0.079
0.4 2 -0.0212 0.042 0.079

-0.5 0.2 2 -0.0266 0.040 0.089
0.4 2 -0.0218 0.045 0.089

0.9 0.2 2 -0.0234 0.040 0.079
0.4 2 -0.0206 0.049 0.075

-0.9 0.2 2 -0.0271 0.045 0.087
0.4 2 -0.0220 0.040 0.086

Tabla 5.2: Diseños óptimos (m, k)
cuando T ∼ Exp(0, σ) con α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y
p ∼ BG(a, b, c, d, r) no imparcial

r ε1 ε2 m k

0 0.4 0.2 3 -0.0279
0.5 0.2 3 -0.0291
0.2 0.4 2 -0.0173
0.2 0.5 2 -0.0156

0.9 0.4 0.2 3 -0.0260
0.5 0.2 3 -0.0273
0.2 0.4 2 -0.0161
0.2 0.5 2 -0.0147

-0.9 0.4 0.2 3 -0.0288
0.5 0.2 3 -0.0299
0.2 0.4 2 -0.0179
0.2 0.5 2 -0.0160

Tabla 5.3: Diseños óptimos (m, k) cuando T ∼ Exp(0, σ) con α = 0.05, β = 0.10,
pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución de máxima entroṕıa

µ1 σ1 ε m k

- - 0.1 2 -0.7703
- - 0.2 2 -0.0254
- - 0.3 3 -0.0221
- - 0.4 3 -0.0226

0.019 - - 3 -0.0255

0.019 0.012 - 2 -0.0318

Ejemplo (continuación)

Las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3 muestran los diseños óptimos exponenciales uniparamétri-

cos (µ es conocida) correspondientes a las distribuciones beta generalizada y de máxi-

ma entroṕıa de p. El tamaño muestral de estos planes es bastante reducido. Incluso,
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al compararlos con los correspondientes planes con riesgos promedios, el valor de

m que se obtiene resulta ligeramente inferior. En primer lugar, en las Tablas 5.1 y

5.2 aparecen los diseños ε-imparciales (i.e., Pr(p ≤ pα)=Pr(p ≥ pβ)=ε) y no impar-

ciales (i.e., Pr(p ≤ pα)=ε1 y Pr(p ≥ pβ)=ε2, con ε1 6= ε2), respectivamente, cuando

p ∼ BG(a, b, c, d, r). En esta situación, debido a la escasa magnitud del tamaño

muestral, los planes apenas presentan diferencias entre śı. La similitud entre ellos

se advierte, también, en la Tabla 5.3 que recoge los planes que corresponden a las

distribuciones de máxima entroṕıa: (i) imparcial, (ii) con media conocida y (iii) con

media y varianza conocidas.

Como referencia, en la Tabla 5.1 se simulan los riesgos a posteriori PPRsim y

PCRsim de los diferentes diseños. En particular, se observa que ambos riesgos toman

valores conservadores, sobre todo en el caso del consumidor.

Por otro lado, las Tablas 5.4 hasta 5.6 agrupan los diseños exponenciales bi-

paramétricos (µ es desconocida) para varios niveles de censura, q. En esta ocasión,

los planes ofrecen mayores diferencias en los tamaños muestrales para las distintas

distribuciones a priori. Además, es posible apreciar una mayor disminución de n en

comparación con los correspondientes planes con riesgos promedios del Caṕıtulo 4.

Sin embargo, el tamaño muestral de los diseños se mantiene prácticamente invariable

cuando cambia el valor de q. Esto se debe a la elección particular de las especifica-

ciones del productor y el consumidor que se han utilizado en este ejemplo. En general,

n vaŕıa según el nivel de censura cuando se consideran otros requerimientos.
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Tabla 5.4: Diseños óptimos (n,m, k) y riesgos simulados (PPRsim, PCRsim) cuando
T ∼ Exp(µ, σ) con α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r)
ε-imparcial

q (%)
0% 50% 90%

r ε (n,m, k)
(PPRsim, PCRsim)

0 0.2 (40, 40, -0.00456) (40, 19, -0.00461) (40, 4, -0.00530)
(0.042, 0.104) (0.046, 0.107) (0.049, 0.095)

0.3 (52, 52, -0.00440) (52, 25, -0.00448) (53, 5, -0.00611)
(0.047, 0.104) (0.046, 0.102) (0.040, 0.110)

0.4 (53, 53, -0.00303) (53, 26, -0.00310) (54, 5, -0.00448)
(0.039, 0.098) (0.041, 0.094) (0.048, 0.095)

0.5 0.2 (41, 41, -0.00383) (41, 20, -0.00388) (42, 4, -0.00623)
(0.052, 0.099) (0.047, 0.097) (0.041, 0.098)

0.3 (53, 53, -0.00418) (53, 26, -0.00426) (54, 5, -0.00582)
(0.044, 0.100) (0.044, 0.089) (0.045, 0.098)

0.4 (53, 53, -0.00260) (54, 26, -0.00330) (54, 5, -0.00403)
(0.048, 0.099) (0.042, 0.100) (0.046, 0.095)

-0.5 0.2 (40, 40, -0.00585) (40, 19, -0.00591) (40, 3, -0.00731)
(0.031, 0.093) (0.030, 0.092) (0.047, 0.104)

0.3 (52, 52, -0.00497) (52, 25, -0.00506) (52, 5, -0.00595)
(0.043, 0.097) (0.039, 0.098) (0.045, 0.105)

0.4 (53, 53, -0.00327) (53, 26, -0.00334) (53, 5, -0.00407)
(0.045, 0.095) (0.040, 0.099) (0.046, 0.106)

0.9 0.2 (43, 43, -0.00383) (43, 21, -0.00388) (43, 4, -0.00450)
(0.044, 0.104) (0.041, 0.102) (0.049, 0.099)

0.3 (55, 55, -0.00396) (55, 27, -0.00403) (56, 5, -0.00550)
(0.045, 0.097) (0.047, 0.092) (0.050, 0.091)

0.4 (55, 55, -0.00303) (55, 27, -0.00310) (55, 5, -0.00380)
(0.045, 0.090) (0.042, 0.103) (0.044, 0.098)

-0.9 0.2 (39, 39, -0.00504) (39, 19, -0.00510) (39, 4, -0.00582)
(0.040, 0.097) (0.039, 0.098) (0.044, 0.094)

0.3 (51, 51, -0.00447) (51, 25, -0.00455) (52, 5, -0.00629)
(0.040, 0.106) (0.040, 0.101) (0.047, 0.102)

0.4 (53, 53, -0.00340) (53, 26, -0.00347) (53, 5, -0.00423)
(0.041, 0.096) (0.048, 0.092) (0.046, 0.099)
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Tabla 5.5: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando T ∼ Exp(µ, σ), α = 0.05,
β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r) no imparcial

q (%)
0% 50% 90%

r ε1 ε2 (n,m, k)

0 0.4 0.2 (32, 32, -0.00553) (32, 15, -0.00574) (34, 3, -0.01098)
0.5 0.2 (29, 29, -0.00548) (29, 14, -0.00573) (31, 3, -0.01116)
0.2 0.4 (71, 71, -0.00380) (71, 35, -0.00383) (71, 7, -0.00412)
0.2 0.5 (77, 77, -0.00291) (77, 38, -0.00294) (77, 7, -0.00316)

0.9 0.4 0.2 (34, 34, -0.00512) (34, 16, -0.00530) (35, 4, -0.00776)
0.5 0.2 (30, 30, -0.00465) (30, 14, -0.00487) (32, 3, -0.00976)
0.2 0.4 (75, 75, -0.00317) (75, 37, -0.00320) (75, 7, -0.00346)
0.2 0.5 (81, 81, -0.00278) (81, 40, -0.00280) (81, 8, -0.00300)

-0.9 0.4 0.2 (31, 31, -0.00525) (31, 15, -0.00545) (33, 4, -0.00937)
0.5 0.2 (28, 28, -0.00507) (28, 13, -0.00533) (31, 3, -0.01201)
0.2 0.4 (70, 70, -0.00420) (70, 34, -0.00424) (70, 6, -0.00462)
0.2 0.5 (76, 76, -0.00299) (76, 37, -0.00302) (76, 7, -0.00324)

Tabla 5.6: Diseños óptimos (n,m, k) cuando T ∼ Exp(µ, σ) con α = 0.05, β = 0.10,
pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución de máxima entroṕıa

q (%)
0% 50% 90%

µ1 σ1 ε (n,m, k)

- - 0.2 (37, 37, -0.00471) (37, 18, -0.00478) (37, 3, -0.00584)
- - 0.3 (55, 55, -0.00578) (55, 27, -0.00586) (56, 5, -0.00758)
- - 0.4 (66, 66, -0.00650) (66, 32, -0.00659) (68, 7, -0.00833)

0.019 - - (38, 38, -0.00537) (38, 18, -0.00550) (39, 4, -0.00801)

0.019 0.012 - (33, 33, -0.00532) (33, 16, -0.00544) (34, 3, -0.00880)
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Las Tablas 5.4 y 5.5 recogen los diseños óptimos cuando p sigue una distribución

beta generalizada imparcial y no imparcial, respectivamente. Podemos señalar otra

diferencia entre estos planes y los diseños con riesgos promedios. En los diseños ε-

imparciales de la Tabla 5.4 se observa que n aumenta a medida que lo hace el valor de

ε, al contrario de lo que sucede en los correspondientes planes con riesgos promedios.

Por otro lado, el tamaño muestral de los diseños no imparciales mostrados en

la Tabla 5.5 difiere notablemente según la relación entre ε1 y ε2. En cambio, en los

planes con riesgos promedios, la variación de n en los planes con ε1 > ε2 es similar

a la observada cuando ε1 < ε2. En cualquier caso, el parámetro r de la distribución

tampoco parece influir de forma significativa, al menos en este ejemplo, en el tamaño

muestral del diseño.

Al estudiar los planes correspondientes a las distribuciones de máxima entroṕıa

de la Tabla 5.6 se detectan otras diferencias con respecto a los diseños con riesgos

promedios. En concreto, se aprecia una relación entre el tamaño muestral y el tipo

de información conocida (media y varianza). Incluso, los diseños con una distribución

de máxima entroṕıa ε-imparcial tienen valores distintos de n según el valor de ε.

De nuevo, se calculan los riesgos simulados de los diseños de la Tabla 5.4 como

referencia. Como se puede comprobar, éstos se ajustan de forma precisa a las especi-

ficaciones máximas fijadas por el productor y el consumidor.

5.3. Diseños óptimos aproximados para las distri-

buciones log-normal y de Weibull

En esta sección se muestran los diseños óptimos con censura de tipo II cuando X =

log(T ) sigue una distribución normal o de valor extremo. Estos planes se determinan
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a partir de la expresión aproximada de la curva OC dada en (3.4). De nuevo, mediante

un ejemplo, resulta posible realizar un estudio comparativo de los diferentes planes

de muestreo.

Ejemplo (continuación)

Como ya se hab́ıa observado en los planes exponenciales de la Sección 5.2, los

diseños que se muestran en las tablas siguientes para ambas distribuciones de X pre-

sentan tamaños muestrales inferiores en comparación a los planes con riesgos prome-

dios. En esta ocasión, el tamaño muestral vaŕıa según el nivel de censura.

Las Tablas 5.7 y 5.8 recogen los diseños óptimos aproximados correspondientes

cuando p ∼ BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial. En este ejemplo, podemos observar un cambio

en la variación de n a medida que aumenta ε, al contrario que en los planes con riesgos

promedios. Dicha variación no es similar a la observada en los diseños exponenciales

puesto que, cuando ε > 0.3, se aprecia un decrecimiento de n.

Los diseños cuando p ∼ BG(a, b, c, d, r) no imparcial aparecen en las Tablas 5.9 y

5.10. De nuevo, la situación difiere de la observada en los planes con riesgos promedios.

Además, conviene señalar que la variación de n en estos planes con riesgos a posteriori

es bastante moderada, al menos para los niveles de censura q ≡ 50 % y q ≡ 90 %.

Por otro lado, los diseños cuando p sigue una distribución de máxima entroṕıa se

detallan en las Tablas 5.11 y 5.12. Como ya se ha señalado en los planes exponen-

ciales, existe una cierta dependencia entre el tamaño muestral de estos diseños y la

información de la distribución de p (media, varianza) que es conocida.
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Tabla 5.7: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) y riesgos simulados (PPRsim,
PCRsim) cuando X ∼ N(µ, σ) con α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y
p ∼ BG(a, b, c, d, r) ε- imparcial

q (%)
0% 50% 90%

r ε (n,m, k)
(PPRsim, PCRsim)

0 0.2 (23, 23, 2.019) (31, 15, 2.018) (41, 4, 2.018)
(0.054, 0.108) (0.044, 0.117) (0.041, 0.125)

0.3 (31, 31, 2.083) (42, 21, 2.083) (59, 5, 2.083)
(0.044, 0.110) (0.041, 0.122) (0.036, 0.122)

0.4 (29, 29, 2.125) (40, 19, 2.126) (57, 6, 2.125)
(0.053, 0.105) (0.044, 0.133) (0.036, 0.136)

0.5 0.2 (23, 23, 2.036) (31, 15, 2.035) (42, 4, 2.035)
(0.047, 0.114) (0.042, 0.109) (0.037, 0.126)

0.3 (30, 30, 2.096) (42, 21, 2.096) (59, 6, 2.096)
(0.051, 0.101) (0.044, 0.101) (0.041, 0.125)

0.4 (28, 28, 2.132) (40, 19, 2.132) (57, 6, 2.132)
(0.054, 0.107) (0.043, 0.122) (0.039, 0.131)

-0.5 0.2 (23, 23, 2.008) (31, 15, 2.007) (41, 4, 2.007)
(0.046, 0.104) (0.040, 0.116) (0.034, 0.115)

0.3 (31, 31, 2.076) (42, 21, 2.076) (59, 5, 2.075)
(0.048, 0.107) (0.040, 0.119) (0.036, 0.139)

0.4 (29, 29, 2.121) (40, 20, 2.121) (57, 6, 2.120)
(0.041, 0.108) (0.041, 0.116) (0.030, 0.138)

0.9 0.2 (23, 23, 2.059) (31, 16, 2.059) (43, 4, 2.059)
(0.047, 0.098) (0.043, 0.111) (0.031, 0.133)

0.3 (31, 31, 2.114) (43, 21, 2.114) (61, 6, 2.113)
(0.043, 0.107) (0.046, 0.115) (0.034, 0.131)

0.4 (29, 29, 2.142) (40, 20, 2.142) (58, 6, 2.142)
(0.046, 0.109) (0.042, 0.120) (0.033, 0.134)

-0.9 0.2 (23, 23, 2.002) (31, 15, 2.001) (41, 4, 2.001)
(0.047, 0.106) (0.042, 0.126) (0.032, 0.121)

0.3 (31, 31, 2.071) (43, 21, 2.071) (59, 5, 2.071)
(0.043, 0.108) (0.040, 0.118) (0.035, 0.126)

0.4 (29, 29, 2.118) (40, 20, 2.118) (57, 6, 2.118)
(0.043, 0.103) (0.042, 0.123) (0.032, 0.135)
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Tabla 5.8: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) y riesgos simulados (PPRsim,
PCRsim) cuando X ∼ EV (µ, σ) con α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y
p ∼ BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial

q (%)
0% 50 % 90%

r ε (n,m, k)
(PPRsim, PCRsim)

0 0.2 (15, 15, 3.878) (25, 13, 3.876) (41, 4, 3.878)
(0.046, 0.115) (0.043, 0.123) (0.045, 0.109)

0.3 (20, 20, 4.041) (35, 17, 4.042) (61, 6, 4.040)
(0.044, 0.116) (0.049, 0.115) (0.042, 0.115)

0.4 (19, 19, 4.163) (33, 16, 4.166) (60, 6, 4.162)
(0.039, 0.119) (0.045, 0.127) (0.040, 0.128)

0.5 0.2 (15, 15, 3.920) (25, 13, 3.919) (42, 4, 3.921)
(0.046, 0.106) (0.043, 0.115) (0.047, 0.122)

0.3 (20, 20, 4.072) (35, 17, 4.073) (61, 6, 4.074)
(0.047, 0.109) (0.041, 0.118) (0.043, 0.108)

0.4 (19, 19, 4.180) (33, 16, 4.184) (60, 6, 4.180)
(0.043, 0.125) (0.040, 0.119) (0.041, 0.126)

-0.5 0.2 (15, 15, 3.851) (25, 13, 3.849) (41, 4, 3.848)
(0.047, 0.107) (0.042, 0.119) (0.044, 0.129)

0.3 (20, 20, 4.022) (35, 18, 4.019) (61, 6, 4.019)
(0.044, 0.128) (0.043, 0.115) (0.045, 0.128)

0.4 (19, 19, 4.151) (33, 17, 4.150) (60, 6, 4.150)
(0.041, 0.127) (0.041, 0.126) (0.042, 0.124)

0.9 0.2 (15, 15, 3.978) (26, 13, 3.976) (44, 4, 3.978)
(0.041, 0.116) (0.047, 0.113) (0.042, 0.108)

0.3 (20, 20, 4.118) (35, 18, 4.116) (63, 6, 4.119)
(0.043, 0.112) (0.045, 0.111) (0.037, 0.108)

0.4 (19, 19, 4.207) (33, 17, 4.206) (61, 6, 4.207)
(0.044, 0.111) (0.051, 0.107) (0.034, 0.122)

-0.9 0.2 (15, 15, 3.835) (25, 13, 3.833) (41, 4, 3.830)
(0.044, 0.111) (0.045, 0.123) (0.041, 0.123)

0.3 (20, 20, 4.010) (35, 18, 4.008) (61, 6, 4.007)
(0.050, 0.115) (0.042, 0.117) (0.042, 0.109)

0.4 (19, 19, 4.144) (33, 17, 4.143) (60, 6, 4.143)
(0.043, 0.117) (0.044, 0.109) (0.043, 0.132)
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Tabla 5.9: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ N(µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r) no imparcial

q (%)
0% 50% 90%

r ε1 ε2 (n,m, k)

0 0.4 0.2 (24, 24, 1.911) (31, 15, 1.907) (38, 3, 1.907)
0.5 0.2 (22, 22, 1.879) (29, 14, 1.878) (35, 3, 1.878)
0.2 0.4 (34, 34, 2.219) (49, 24, 2.219) (76, 7, 2.219)
0.2 0.5 (35, 35, 2.270) (51, 25, 2.269) (81, 8, 2.270)

0.9 0.4 0.2 (23, 23, 1.937) (31, 15, 1.937) (39, 3, 1.937)
0.5 0.2 (22, 22, 1.905) (29, 14, 1.903) (35, 3, 1.901)
0.2 0.4 (35, 35, 2.249) (50, 25, 2.249) (79, 8, 2.249)
0.2 0.5 (35, 35, 2.298) (51, 26, 2.296) (84, 8, 2.297)

-0.9 0.4 0.2 (24, 24, 1.898) (32, 15, 1.898) (39, 3, 1.898)
0.5 0.2 (22, 22, 1.868) (29, 14, 1.868) (35, 3, 1.869)
0.2 0.4 (35, 35, 2.203) (49, 25, 2.203) (75, 8, 2.203)
0.2 0.5 (36, 36, 2.255) (51, 25, 2.258) (81, 8, 2.257)

Tabla 5.10: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ EV (µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p ∼ BG(a, b, c, d, r) no imparcial

q (%)
0% 50% 90%

r ε1 ε2 (n,m, k)

0 0.4 0.2 (14, 14, 3.598) (24, 12, 3.603) (35, 3, 3.596)
0.5 0.2 (13, 13, 3.527) (21, 11, 3.527) (31, 3, 3.522)
0.2 0.4 (24, 24, 4.375) (43, 21, 4.385) (83, 9, 4.367)
0.2 0.5 (25, 25, 4.507) (45, 22, 4.522) (90, 9, 4.521)

0.9 0.4 0.2 (14, 14, 3.671) (24, 12, 3.674) (36, 3, 3.668)
0.5 0.2 (13, 13, 3.589) (21, 11, 3.587) (31, 3, 3.579)
0.2 0.4 (24, 24, 4.460) (44, 22, 4.457) (87, 9, 4.451)
0.2 0.5 (25, 25, 4.579) (45, 23, 4.583) (93, 10, 4.569)

-0.9 0.4 0.2 (15, 15, 3.582) (24, 12, 3.574) (35, 3, 3.569)
0.5 0.2 (13, 13, 3.501) (22, 10, 3.498) (31, 3, 3.500)
0.2 0.4 (24, 24, 4.341) (43, 22, 4.337) (83, 8, 4.346)
0.2 0.5 (25, 25, 4.478) (45, 23, 4.478) (90, 9, 4.486)
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Tabla 5.11: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ N(µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución de máxima
entroṕıa

q (%)
0% 50% 90 %

µ1 σ1 ε (n,m, k)

- - 0.2 (20, 20, 2.014) (26, 13, 2.013) (35, 3, 2.013)
- - 0.3 (35, 35, 2.065) (48, 24, 2.065) (67, 6, 2.065)
- - 0.4 (48, 48, 2.078) (66, 33, 2.078) (92, 9, 2.078)

0.019 - - (26, 26, 1.969) (34, 17, 1.967) (44, 4, 1.967)

0.019 0.012 - (21, 21, 1.933) (28, 14, 1.933) (36, 3, 1.934)

Tabla 5.12: Diseños óptimos aproximados (n,m, k) cuando X ∼ EV (µ, σ) con
α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y p sigue una distribución de máxima
entroṕıa

q (%)
0% 50% 90%

µ1 σ1 ε (n,m, k)

- - 0.2 (13, 13, 3.876) (21, 11, 3.875) (35, 4, 3.871)
- - 0.3 (23, 23, 3.988) (40, 20, 3.987) (69, 7, 3.985)
- - 0.4 (32, 32, 4.008) (55, 27, 4.009) (95, 10, 4.007)

0.019 - - (16, 16, 3.749) (27, 14, 3.749) (43, 4, 3.746)

0.019 0.012 - (13, 13, 3.667) (22, 11, 3.667) (34, 3, 3.664)
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Finalmente, se calculan los riesgos simulados PPRsim y PCRsim correspondientes

a los planes ε-imparciales de las Tablas 5.7 y 5.8. En general, en ambas distribuciones,

se observan ciertas diferencias con respecto a las especificaciones. Como suced́ıa en los

planes con riesgos promedios, cuando la censura es alta, los diseños óptimos presentan

un valor conservador de PPR mientras que PCR tiende a ser superior al valor máximo

β. En niveles de censura más bajos, los riesgos se acercan más a los valores prefijados.

5.4. Comparación de riesgos de los diseños ópti-

mos

Un método apropiado para comparar diferentes planes de muestreo consiste en

estudiar la relación que existe entre los distintos tipos de riesgos. Hoadley (1981,

[89]), Brush et al. (1981, [28]) y Brush (1986, [27]) utilizan esta técnica para analizar

los planes del estándar MIL-STD 105D (1963, [119]). En esta sección efectuaremos

una comparativa del comportamiento en los riesgos de los diseños óptimos obtenidos

en este caṕıtulo y en los anteriores.

Ejemplo (continuación)

Supongamos que, a partir de unas especificaciones determinadas, se obtiene un

plan de muestreo óptimo utilizando un determinado tipo de riesgo. Por ejemplo, la

Tabla 5.13 muestra un diseño óptimo con riesgos clásicos, i.e. PPR ' α y PCR ' β,

donde α = 0.05, pα = 0.01, β = 0.10 y pβ = 0.03. Como ya se ha explicado, los ries-

gos clásicos representan un caso particular de los riesgos promedios cuando p sigue

una distribución a priori degenerada en los niveles de calidad. En la tabla se presen-

tan, además, los riesgos promedios y a posteriori del diseño considerando, a modo
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Tabla 5.13: Riesgos de diseños óptimos (n,m, k) basados en riesgos clásicos cuando
T ∼ Exp(µ, σ) con α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y q ≡ 0 %

Dist. (n,m, k) (APR, ACR) (PPR, PCR) PPR/APR PCR/ACR

(a) (113, 113, -0.01004) (0.004, 0.058) (0.002, 0.025) 0.363 0.441
(b) (113, 113, -0.01004) (0.002, 0.049) (0.002, 0.017) 0.955 0.344
(c) (113, 113, -0.01004) (0.001, 0.044) (0.002, 0.014) 1.382 0.313
(d) (113, 113, -0.01004) (0.003, 0.042) (0.001, 0.045) 0.319 1.074
(e) (113, 113, -0.01004) (0.002, 0.035) (0.001, 0.052) 0.300 1.497
(f) (113, 113, -0.01004) (0.003, 0.047) (0.001, 0.021) 0.358 0.453
(g) (113, 113, -0.01004) (0.003, 0.050) (0.002, 0.021) 0.607 0.419
(h) (113, 113, -0.01004) (0.003, 0.054) (0.002, 0.020) 0.505 0.373

Distribuciones de p:
(a) BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial con r = 0 y ε = 0.2;
(b) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.4 y ε2 = 0.2;
(c) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.5 y ε2 = 0.2;
(d) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.2 y ε2 = 0.4;
(e) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.2 y ε2 = 0.5;
(f) Máxima entroṕıa ε-imparcial con ε = 0.2;
(g) Máxima entroṕıa con µ = 0.019;
(h) Máxima entroṕıa con µ = 0.019 y σ = 0.012.

de referencia, distintas distribuciones de p. En este caso particular, se observa que el

riesgo promedio del productor disminuye más de un 90 % con respecto al correspon-

diente riego clásico, y el del consumidor en un 50%. La disminución es aún mayor

en los riesgos a posteriori. Asimismo, en las Tablas 5.14 y 5.15 se recogen algunos

diseños óptimos utilizando riesgos promedios y riesgos a posteriori, respectivamente.

En estas tablas se aprecia que los valores de ambos tipos de riesgos son mayores y la

comparación resulta más clara.

En general, se deducen las siguientes relaciones entre los riesgos promedios y a
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Tabla 5.14: Riesgos de diseños óptimos (n,m, k) basados en riesgos promedios
cuando T ∼ Exp(µ, σ) con α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y q ≡ 0 %

Dist. (n,m, k) (APR, ACR) (PPR, PCR) PPR/APR PCR/ACR

(a) (82, 82, -0.00736) (0.048, 0.099) (0.017, 0.044) 0.364 0.443
(b) (74, 74, -0.00859) (0.047, 0.099) (0.043, 0.035) 0.916 0.355
(c) (69, 69, -0.00473) (0.048, 0.099) (0.062, 0.032) 1.299 0.325
(d) (72, 72, -0.00651) (0.048, 0.099) (0.016, 0.101) 0.329 1.019
(e) (67, 67, -0.00594) (0.048, 0.099) (0.015, 0.136) 0.315 1.373
(f) (75, 75, -0.00682) (0.049, 0.100) (0.009, 0.023) 0.174 0.235
(g) (76, 76, -0.00667) (0.050, 0.100) (0.030, 0.042) 0.598 0.425
(h) (79, 79, -0.00700) (0.048, 0.099) (0.024, 0.038) 0.498 0.378

Distribuciones de p:
(a) BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial con r = 0 y ε = 0.2;
(b) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.4 y ε2 = 0.2;
(c) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.5 y ε2 = 0.2;
(d) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.2 y ε2 = 0.4;
(e) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.2 y ε2 = 0.5;
(f) Máxima entroṕıa ε-imparcial con ε = 0.2;
(g) Máxima entroṕıa con µ = 0.019;
(h) Máxima entroṕıa con µ = 0.019 y σ = 0.012.

posteriori:

PPR/APR = Pr(p ≤ pα)/Pr(R) =
H1(pα)∫ d

c
{1− L(p)}h1(p)dp

,

PCR/ACR = Pr(p ≥ pβ)/Pr(A) =
1−H2(pβ)∫ d

c
L(p)h2(p)dp

.
(5.4)

Las relaciones anteriores son muy útiles para analizar un plan de muestreo. Si las

distribuciones a priori del productor y el consumidor favorecen los niveles de calidad

aceptables, i.e. H1(pα) es alto y 1−H2(pβ) bajo, entonces la probabilidad de rechazar

(aceptar) los lotes es baja (alta), en cuyo caso el valor de PPR/APR irá en aumento

y PCR/ACR disminuirá. Por el contrario, a medida que los lotes presentan niveles

de calidad superiores a los tolerados, la probabilidad de rechazo será cada vez mayor,
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Tabla 5.15: Riesgos de diseños óptimos (n,m, k) basados en riesgos a posteriori
cuando T ∼ Exp(µ, σ) con α = 0.05, β = 0.10, pα = 0.01, pβ = 0.03 y q ≡ 0 %

Dist. (n,m, k) (APR, ACR) (PPR, PCR) PPR/APR PCR/ACR

(a) (40, 40, -0.00456) (0.087, 0.286) (0.041, 0.100) 0.469 0.348
(b) (32, 32, -0.00553) (0.027, 0.358) (0.039, 0.099) 1.438 0.277
(c) (29, 29, -0.00548) (0.017, 0.381) (0.037, 0.099) 2.185 0.259
(d) (71, 71, -0.00380) (0.135, 0.085) (0.041, 0.099) 0.304 1.167
(e) (77, 77, -0.00291) (0.156, 0.056) (0.044, 0.099) 0.280 1.757
(f) (37, 37, -0.00471) (0.065, 0.292) (0.032, 0.099) 0.488 0.339
(g) (38, 38, -0.00537) (0.049, 0.296) (0.040, 0.100) 0.816 0.338
(h) (33, 33, -0.00532) (0.049, 0.355) (0.037, 0.099) 0.754 0.280

Distribuciones de p:
(a) BG(a, b, c, d, r) ε-imparcial con r = 0 y ε = 0.2;
(b) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.4 y ε2 = 0.2;
(c) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.5 y ε2 = 0.2;
(d) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.2 y ε2 = 0.4;
(e) BG(a, b, c, d, r) no imparcial con r = 0, ε1 = 0.2 y ε2 = 0.5;
(f) Máxima entroṕıa ε-imparcial con ε = 0.2;
(g) Máxima entroṕıa con µ = 0.019;
(h) Máxima entroṕıa con µ = 0.019 y σ = 0.012.

en cuyo caso PPR/APR disminuirá, y aumentará el valor de PCR/ACR. Estas

situaciones contrapuestas se observan en los diseños no imparciales de las Tablas 5.13

hasta 5.15. Efectivamente, en los planes de dichas tablas con ε2 = 0.2 se observa que

PPR/APR tiene un valor alto (y, en general, mayor que 1) y que PCR/ACR < 1. Por

su parte, en los diseños correspondientes a ε1 = 0.2 se obtiene que PPR/APR < 1 y

PCR/ACR > 1.

El resto de los diseños de las tablas, que corresponden a distribuciones de p

ε-imparciales y de máxima entroṕıa, muestran valores intermedios en las relaciones

PPR/APR y PCR/ACR. Esto se debe al hecho de que, en general, estos planes

utilizan distribuciones a priori en las que existe cierto equilibrio entre los niveles
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Eπ[L(p)]

PPR < APR

PCR > ACR

PPR ≤ APR

PCR ≤ ACR

PPR > APR

PCR < ACR

)[ ](
ε 1 − ε

Figura 5.4: Relación entre los riesgos promedios y a posteriori cuando la
distribución de p es ε-imparcial

de calidad aceptables y tolerados. Dicho equilibrio permite comparar la probabi-

lidad de aceptación frente a rechazo de los planes ε-imparciales. Por ejemplo, si

PPR/APR > PCR/ACR entonces Pr(R) < Pr(A), tal y como se observa en los

diseños ε-imparciales con riegos a posteriori de la Tabla 5.15. Por el contrario, los

planes ε-imparciales con riesgos clásicos y riesgos promedios tienen mayores posibili-

dades de rechazo de los lotes que de aceptación de los mismos.

Cuando la distribución de p es ε-imparcial y el productor y el consumidor se ponen

de acuerdo en la distribución a priori, i.e. h(p) = h1(p) = h2(p), se puede estudiar

la relación entre los riesgos promedios y a posteriori según el valor de Eh[L(p)] =
∫ d

c
L(p)h(p)dp. La Figura 5.4 muestra, de forma gráfica, dicha relación.

En particular, cuando Pr(A) = Eh[L(p)] ∈ [ε, 1−ε], con 0 < ε < 0.5, se puede de-

mostrar que npr ≤ nar, donde npr y nar denotan los tamaños muestrales de los diseños

óptimos con riesgos a posteriori y con riesgos promedios, respectivamente, para un

mismo conjunto de especificaciones. Efectivamente, en esta situación, se tendŕıa que

PPR ≤ APR < α y PCR ≤ ACR < β. Además, se comprueba que si Eh[L(p)] = ε

entonces PCR = ACR, mientras que si Eh[L(p)] = 1− ε se tiene que PPR = APR.



Apéndice

A
Métodos de estimación
paramétrica en fiabilidad

Considérese que −∞ < XR
1:m:n < .. < XR

m:m:n < ∞ es una muestra de m estad́ısti-

cos de orden con censura progresiva de tipo II, donde R = (R1, .., Rm) representa

el esquema de censura. En adelante, para mayor simplicidad en la notación y sin

olvidar la dependencia del esquema de censura progresiva, se denotará la muestra co-

mo X = (X1:m:n, .., Xm:m:n). Esta muestra se determina a partir de las observaciones

de una variable aleatoria X sobre n unidades idénticas de un cierto producto en un

experimento de fiabilidad.

En general, en este apéndice se supondrá que X pertenece a una familia de distri-

buciones de localización y escala, y que tiene una función de distribución acumulada

F (x; µ, σ) = F0((x−µ)/σ), y una función de densidad f(x; µ, σ) = (1/σ)f0((x−µ)/σ),

donde µ es el parámetro de localización y σ > 0 el parámetro de escala. En esta

situación, F0 y f0 denotan las funciones de distribución y de densidad estandarizadas

de X. En particular, las distribuciones normal y de valor extremo son ejemplos de

distribuciones de localización y escala. Estas distribuciones se suelen utilizar cuando

X representa el logaritmo de la variable T de tiempo de fallo observado. Es decir,

Xi:m:n = log(Ti:m:n), con i = 1, .., m, donde Ti:m:n denota, de forma general, la i-ésima

171
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observación de T en una muestra de tamaño n cuando la censura es progresiva de

tipo II.

En las secciones siguientes se presentan las expresiones que permiten obtener los es-

timadores de máxima verosimilitud (MLEs), aśı como los mejores estimadores lineales

insesgados (BLUEs), de µ y σ. Además, también se calculan, de forma aproximada,

las varianzas y covarianza de dichos estimadores.

A.1. Estimadores de máxima verosimilitud (MLEs)

De acuerdo al apartado 1.5.3 del Caṕıtulo 1, la log-verosimilitud de µ y σ dada la

muestra X con esquema de censura progresiva R se expresa como

logL(µ, σ | X,R) = c′ −m log σ +
m∑

i=1

log f0 (Yi:m:n) +
m∑

i=1

Ri log {1− F0 (Yi:m:n)},

donde Yi:m:n = (Xi:m:n − µ)/σ con i = 1, ..,m y c′ es una constante.

Por tanto, las ecuaciones de verosimilitud de µ y σ son

∂ logL
∂µ

= − 1

σ

m∑
i=1

f ′0(Yi:m:n)

f0(Yi:m:n)
+

1

σ

m∑
i=1

Ri
f0(Yi:m:n)

1− F0(Yi:m:n)
= 0,

∂ logL
∂σ

= −m

σ
− 1

σ

m∑
i=1

Yi:m:n
f ′0(Yi:m:n)

f0(Yi:m:n)
+

1

σ

m∑
i=1

RiYi:m:n
f0(Yi:m:n)

1− F0(Yi:m:n)
= 0.

(A.1)

Balakrishnan y Mi (2003, [10]), y Balakrishnan y Kateri (2008, [9]) establecen la

existencia y unicidad de los MLEs a partir de las ecuaciones de verosimilitud en el

caso de las distribuciones normal y de valor extremo, respectivamente.

En general, las ecuaciones anteriores no permiten obtener de forma anaĺıtica los
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estimadores de µ y σ, y sólo se pueden resolver mediante métodos iterativos. El al-

goritmo de Newton-Raphson representa uno de los métodos más utilizados, aunque

requiere el cálculo de las segundas derivadas parciales de la log-verosimilitud. En

algunos casos, dicho cálculo puede llegar a ser bastante complicado. Un método alter-

nativo que evita el cálculo de las derivadas segundas es el algoritmo EM desarrollado

por Dempster et al. (1977, [49]) y estudiado, entre otros, por McLachlan y Krishnan

(1997, [117]). Ng et al. (2002, [130]) aplican este algoritmo a la obtención de los MLEs

y estudian el caso particular de las distribuciones normal y de valor extremo.

Para determinar las varianzas y covarianza de los MLEs suele considerarse la

aproximación normal asintótica a la distribución conjunta de (µ̂MLE, σ̂MLE). En tal

situación, cuando n es grande, la matriz de varianzas-covarianza de los MLEs,

Cov(µ̂MLE, σ̂MLE), se puede aproximar por

Acov(µ̂MLE, σ̂MLE) =
σ2

n




γ11(n) γ12(n)

γ21(n) γ22(n)


 =

σ2

n




J11(n) J12(n)

J21(n) J22(n)




−1

, (A.2)

donde Jij(n) es el correspondiente elemento (i, j) de la matriz de información de

Fisher esperada, es decir

J11(n) =
σ2

n
EY

[
−∂2 logL

∂µ2

]
, J12(n) = J21(n) =

σ2

n
EY

[
−∂2 logL

∂µ∂σ

]

y

J22(n) =
σ2

n
EY

[
−∂2 logL

∂σ2

]
.

Si la censura es de tipo II, podemos obtener la matriz asintótica de varianzas-

covarianza de los MLEs a partir de (A.2) mediante el cálculo de Jij = ĺım
n→∞

Jij(n)
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cuando la proporción de censura, q, se mantiene fija. Como demostramos en el si-

guiente resultado, los elementos Jij sólo dependen de n a través de la proporción de

censura.

Proposición A.1.1. Si la proporción de censura, q, está fija, los elementos de la

matriz de Fisher asintótica son

J11 = ĺım
n→∞

J11(n) =

∫ uq

−∞

f ′0(t)
2

f0(t)
dt +

f0(uq)
2

q
,

J12 = ĺım
n→∞

J12(n) =

∫ uq

−∞

f ′0(t)
2

f0(t)
tdt + f0(uq) +

f0(uq)
2uq

q
= J21,

J22 = ĺım
n→∞

J22(n) =

∫ uq

−∞

f ′0(t)
2

f0(t)
t2dt + 2uqf0(uq) +

f0(uq)
2u2

q

q
− (1− q),

(A.3)

donde uq = F−1
0 (1− q).

Demostración. Supongamos que la muestra con censura de tipo II se denota por

−∞ < X1:n < .. < Xm:n < ∞ e Yi:n = (Xi:n − µ)/σ, con i = 1, .., n. A partir de las

expresiones de (A.1), se comprueba que

−σ2

n

(
∂2 logL

∂µ2

)
= − 1

n

m∑
i=1

f ′′0 (Yi:n)f0(Yi:n)− f ′0(Yi:n)2

f0(Yi:n)2

+

(
n−m

n

)
f ′0(Ym:n){1− F0(Ym:n)}+ f0(Ym:n)2

{1− F0(Ym:n)}2
,

−σ2

n

(
∂2 logL
∂µ∂σ

)
= − 1

n

m∑
i=1

f ′0(Yi:n)

f0(Yi:n)
− 1

n

m∑
i=1

f ′′0 (Yi:n)f0(Yi:n)− f ′0(Yi:n)2

f0(Yi:n)2
Yi:n

+

(
n−m

n

)[
f ′0(Ym:n){1− F0(Ym:n)}+ f0(Ym:n)2

{1− F0(Ym:n)}2
Ym:n

+
f0(Ym:n)

1− F0(Ym:n)

]
,
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−σ2

n

(
∂2 logL

∂σ2

)
= −m

n
− 2

n

m∑
i=1

f ′0(Yi:n)

f0(Yi:n)
Yi:n − 1

n

m∑
i=1

f ′′0 (Yi:n)f0(Yi:n)− f ′0(Yi:n)2

f0(Yi:n)2
Y 2

i:n

+

(
n−m

n

)[
f ′0(Ym:n){1− F0(Ym:n)}+ f0(Ym:n)2

{1− F0(Ym:n)}2
Y 2

m:n

+
2f0(Ym:n)

1− F0(Ym:n)
Ym:n

]
.

Cuando n es grande, se puede demostrar la convergencia casi segura (c.s.) de

Ym:n
c.s.−−−→

n→∞
uq y (1/n)

m∑
i=1

h(Yi:n)
c.s.−−−→

n→∞

∫ uq

−∞
h(t)f0(t)dt

para cualquier función h(·) integrable. Aplicando estas propiedades se deduce que

J11 = −
∫ uq

−∞
f ′′0 (t)dt +

∫ uq

−∞

f ′0(t)
2

f0(t)
dt + q

{
f ′0(uq)

q
+

f0(uq)
2

q2

}
,

J12 = −
∫ uq

−∞
f ′0(t)dt−

∫ uq

−∞
f ′′0 (t)tdt +

∫ uq

−∞

f ′0(t)
2

f0(t)
tdt

+q

[
f0(uq)

q
+ uq

{
f ′0(uq)

q
+

f0(uq)
2

q2

}]
,

J22 = −(1− q)− 2

∫ uq

−∞
f ′0(t)tdt−

∫ uq

−∞
f ′′0 (t)t2dt +

∫ uq

−∞

f ′0(t)
2

f0(t)
t2dt

+quq

[
2f0(uq)

q
+ uq

{
f ′0(uq)

q
+

f0(uq)
2

q2

}]
.

Por último, las expresiones anteriores de J11, J12 y J22 se simplifican considerando

que

∫ uq

−∞
f ′′0 (t)dt = f ′0(uq),
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∫ uq

−∞
f ′′0 (t)tdt = uqf

′
0(uq)− f0(uq),

y ∫ uq

−∞
f ′′0 (t)t2dt = u2

qf
′
0(uq)− 2uqf0(uq) + 2

∫ uq

−∞ f0(t)dt.

A.1.1. Distribución normal

Cuando X sigue una distribución N(µ, σ) y la censura es progresiva, las ecuaciones

de verosimilitud (A.1) se pueden simplificar. Si f0(x) = φ(x) y F0(x) = Φ(x) denotan

las funciones de distribución y de densidad normal estandarizadas, entonces

(X̄ − µ) = −σ

m∑
i=1

(
Ri

m

)
W (Yi:m:n),

S2 + (X̄ − µ)2 = σ2

{
1−

m∑
i=1

(
RiYi:m:n

m

)
W (Yi:m:n)

}
,

(A.4)

donde:

X̄ = (1/m)
∑m

i=1 Xi:m:n,

S2 = (1/m)
∑m

i=1(Xi:m:n − X̄)2,

W (Yi:m:n) = φ(Yi:m:n)/{1− Φ(Yi:m:n)}, i = 1, .., m.

En este caso, los elementos Jij(n) se expresan de la forma siguiente

J11(n) =
m

n

(
1 +

m∑
i=1

(Ri/m)E [W (Yi:m:n) {W (Yi:m:n)− Yi:m:n}]
)

,

J12(n) =
m

n

(
m∑

i=1

(Ri/m)E [W (Yi:m:n) (Yi:m:n {W (Yi:m:n)− Yi:m:n} − 1)]

)
= J21(n),

J22(n) =
m

n

(
2 +

m∑
i=1

(Ri/m)E [W (Yi:m:n)Yi:m:n (Yi:m:n {W (Yi:m:n)− Yi:m:n} − 1)]

)
.



A. Métodos de estimación paramétrica en fiabilidad 177

Utilizando los resultados de la Sección A.2.2 es posible calcular, de forma aproxi-

mada, las expresiones anteriores. En concreto, si n es grande, Yi:m:n ' Φ−1(ηi), donde

ηi = 1− ζ1i se obtendrá a partir de (A.14).

En particular, si la censura es de tipo II, la muestra se denota como X1:n, .., Xm:n

y los MLEs se expresan de la siguiente forma

µ̂MLE = X̄ − Ω(Ym:n)

Ω(Ym:n) + Ym:n

(X̄ −Xm:n),

σ̂2
MLE = S2 +

Ω(Ym:n)

Ω(Ym:n) + Ym:n

(X̄ −Xm:n)2,
(A.5)

donde Ym:n = (Xm:n − µ)/σ y

X̄ = (1/m)
∑m

i=1 Xi:n,

S2 = (1/m)
∑m

i=1(Xi:n − X̄)2,

Ω(Ym:n) = {(n−m)/m}W (Ym:n).

En esta situación, se observa que los elementos Jij de la matriz de información de Fi-

sher asintótica admiten la siguiente representación particular, de acuerdo a la Proposi-

ción A.1.1

J11 = (1− q)[1 + Ω(uq) {W (uq)− uq}],

J12 = (1− q)[Ω(uq) (uq {W (uq)− uq} − 1)] = J21,

J22 = (1− q)[2 + Ω(uq)uq (uq {W (uq)− uq} − 1)],

donde Ym:n
c.s.−−−→

n→∞
uq = Φ−1(1− q), con q fijo.
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A.1.2. Distribución de valor extremo

Cuando X sigue una distribución de valor extremo, las ecuaciones de verosimilitud

(A.1) se expresan como

m = exp (−µ/σ)
m∑

i=1

(Ri + 1) exp (Xi:m:n/σ),

X̄ = −σ +

m∑
i=1

(Ri + 1)Xi:m:n exp (Xi:m:n/σ)

m∑
i=1

(Ri + 1) exp (Xi:m:n/σ)

.

(A.6)

A partir de las ecuaciones anteriores, se comprueba que los elementos de la matriz de

información de Fisher esperada son

J11(n) = m/n,

J12(n) = (1/n)

{
m +

m∑
i=1

E [Yi:m:n]

}
= J21(n),

J22(n) = (1/n)

{
m +

m∑
i=1

(Ri + 1)E
[
Y 2

i:m:n exp (Yi:m:n)
]
}

.

Utilizando la función generatriz de momentos de Yi:m:n, se obtienen las siguientes

expresiones, de acuerdo a Ng. et al (2002, [130] y 2004, [131]),

E[etYi:m:n ] = ciΓ(t + 1)
i∑

j=1

aj,i

rt+1
j

,

E[Yi:m:ne
tYi:m:n ] = ciΓ(t + 1)

i∑
j=1

aj,i

rt+1
j

{ψ(t + 1)− log rj},

E[Y 2
i:m:ne

tYi:m:n ] = ciΓ(t + 1)
i∑

j=1

aj,i

rt+1
j

[ψ′(t + 1) + {ψ(t + 1)− log rj}2],
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donde ψ(x) = ∂
∂x

log Γ(x) y ψ′(x) = ∂
∂x

ψ(x) son las funciones digamma y trigamma,

respectivamente, y

ri = n− i + 1 +
m∑

j=i

Rj, i = 1, .., m,

ci =
i∏

j=i

rj, i = 1, .., m,

aj,i =
i∏

l=1
l 6=j

1

rl − rj

, 1 ≤ j ≤ i ≤ m.

Cuando la censura es de tipo II, las ecuaciones que permiten calcular los MLEs

dada una muestra X1:n, .., Xm:n son las siguientes

X̄ =

m∑
i=1

Xi:neXi:n/σ + (n−m)Xm:neXm:n/σ

m∑
i=1

eXi:n/σ + (n−m)eXm:n/σ

− σ,

eµ =

[
(1/m)

m∑
i=1

eXi:n/σ + (n−m)eXm:n/σ

]σ

,

(A.7)

Como X sigue una distribución de valor extremo, los elementos de la matriz de

información de Fisher asintótica se calculan según la Proposición A.1.1. En particular

J11 = 1− q,

J12 = (1− q)

{
1 +

1

1− e−euq Γ′(1, euq)

}
= J21,

J22 = (1− q)

[
1 +

1

1− e−euq {2Γ′(1, euq) + Γ′′(1, euq)}
]
,

donde Ym:n
c.s.−−−→

n→∞
uq = ln(− ln q), con q fijo, y
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Γ′(k, euq) =

∫ euq

0

tk−1 ln(t) exp(−t)dt y Γ′′(k, euq) =

∫ euq

0

tk−1{ln(t)}2 exp(−t)dt.

A.2. Mejores estimadores lineales insesgados

(BLUEs)

Si X = (X1:m:n, .., Xm:m:n) y Y = (Xt − µ1)/σ, con 1 = (1, .., 1)t vector m-

dimensional, los BLUEs se obtienen minimizando la varianza generalizada

Q(η) = (Xt − η)tΣ−1(Xt − η),

donde η = E[Y] y Σ = V ar(Y).

Por tanto, los BLUEs de µ y σ se expresan de la siguiente forma

µ̂BLUE = −ηtΓXt y σ̂BLUE = 1tΓXt,

donde Γ = (1/∆)Σ−1(1ηt − η1t)Σ−1 y ∆ = (ηtΣ−1η)(1tΣ−11)− (ηtΣ−11)2.

La matriz de varianzas-covarianza de los BLUEs viene dada por

Cov(µ̂BLUE, σ̂BLUE) =
σ2

n




γ11(n) γ12(n)

γ21(n) γ22(n)


 , (A.8)

donde

γ11(n) = n
ηtΣ−1η

∆
, γ12(n) = γ21(n) = −n

ηtΣ−11

∆
y γ22(n) = n

1tΣ−11

∆
.

(A.9)

Con respecto al cálculo de η y Σ, las secciones siguientes recogen las expresiones
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para el cálculo de los momentos de los estad́ısticos de orden Yi:m:n. Sin embargo, la

determinación de dichos momentos presenta algunas dificultades. Por esta razón, se

proponen algunas aproximaciones que facilitan su obtención, en cuyo caso los co-

rrespondientes mejores estimadores lineales insesgados aproximados se denominarán

ABLUEs. En esta situación, si n es grande, la matriz (A.8) es aproximadamente igual

a

Acov(µ̂BLUE, σ̂BLUE) =
σ2

n




γ∗11(n) γ∗12(n)

γ∗21(n) γ∗22(n)


 , (A.10)

donde γ∗ij(n) se calculan a partir de (A.9) utilizando las expresiones de los momentos

que se estudiarán en las Secciones A.2.2 y A.2.3. Es preciso señalar que la matriz

anterior es una buena aproximación de la matriz asintótica de varianzas-covarianza

de µ̂BLUE y σ̂BLUE cuando n es grande.

A.2.1. Momentos de estad́ısticos de orden con censura pro-
gresiva

Existen varios métodos para determinar los momentos de los estad́ısticos de or-

den de los tiempos de fallo (o de sus logaritmos) cuando la censura es progresiva.

Thomas y Wilson (1972, [169]) presentan un procedimiento por medio del cual se

pueden obtener las medias, varianzas y covarianza de dichos estad́ısticos de orden.

Balakrishnan et al. (2002, [8]) desarrollan un método computacional alternativo para

calcular los momentos. Cabe destacar que los métodos citados resultan válidos para

cualquier distribución. Además, ambos utilizan los momentos de los estad́ısticos de

orden usuales. Sin embargo, desde el punto de vista computacional, el procedimiento

de Balakrishnan et al. (2002) es más eficiente que el propuesto por Thomas y Wilson

(1972).
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De acuerdo a Balakrishnan et al. (2002), el k-ésimo momento del estad́ıstico de

orden con censura progresiva Yi:m:n se expresa como

E[Y k
i:m:n] = ε

i−1∑
u=0

η1(u, 1, i− 1)

η2(u, 1, i− 1)
µ

(k)
1:η2(u,1,i−1), i = 1, .., m,

donde ε = n(n−R1 + 1) · · · {n−∑i−1
s=1(Rs + 1)} y

η1(u, i, j) = (−1)uη11(u, i, j)η12(u, i, j), u = 0, .., j − i + 1, 1 ≤ i ≤ j ≤ m,

con

η11(u, i, j) =

{
u∏

s=1

j−u+s∑
t=j−u+1

(Rt + 1)

}−1

, u = 1, .., j − i + 1,

η12(u, i, j) =

{
j−i+1−u∏

s=1

j−u∑
t=s+i−1

(Rt + 1)

}−1

, u = 0, .., j − i,

η11(0, i, j) = η12(j − i + 1, i, j) = 1,

y, además

η2(u, i, j) = n + η3(i, j) + η3(j − u + 1, j), u = 1, .., j − i + 1,

η2(0, i, j) = n + η3(i, j),

donde η3(i, j) =
∑j

s=i(Rs + 1). En este caso, µ
(k)
1:η2(u,1,i−1) denota el k-ésimo momen-

to del estad́ıstico de orden 1 en una muestra de tamaño η2(u, 1, i − 1), es decir,

E[Y k
1:η2(u,1,i−1)].

El momento producto de los estad́ısticos de orden con censura progresiva viene
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dado por

E[Yi:m:nYj:m:n] = ε

i−1∑
u=0

j−i−1∑
v=0

η3(i−u,j−1−v)−1∑
w=0

(
η3(i− u, j − 1− v)− 1

w

)

(w + 1)(w + 2)

(
ϑ(i, j, u, v)

w + 2

)

×η1(u, 1, i− 1)η1(u, i + 1, j − 1)µ1,(w+2):ϑ(i,j,u,v),

i, j = 1, .., m, i < j,

donde

ϑ(i, j, u, v) = {η3(i− u, j − 1− v) + η2(v, 1, j − 1)},

y µ1,(w+2):ϑ(i,j,u,v) es el momento producto de los estad́ısticos de orden 1 y (w + 2) en

una muestra de tamaño ϑ(i, j, u, v).

Para obtener los momentos de los estad́ısticos de orden usuales, µ1:n y µi,j:n,

conviene recordar que la función de densidad de Yi:n es

gYi:n
(x) =

n!

(i− 1)!(n− i)!
F0(x)i−1{1− F0(x)}n−if0(x),

y la función de densidad conjunta de Yi:n e Yj:n es

gYi:n,Yj:n
(x, y) =

n!F0(x)i−1{F0(x)− F0(y)}j−i−1{1− F0(x)}n−j

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
f0(x)f0(y), x < y.

Hay que mencionar que, para ciertas distribuciones como la normal, el cálculo

exacto de los momentos de los estad́ısticos de orden con censura progresiva requiere

una precisión numérica bastante alta para evitar los errores de redondeo. Cuando

la censura es de tipo II, el cálculo de los momentos correspondientes también puede
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presentar cierta complejidad. Por tanto, en estos casos, se suele recurrir a expresiones

alternativas. En concreto, en las Secciones A.2.2 y A.2.3 se presentan aproximaciones

a los momentos mediante polinomios de Taylor que facilitan su cálculo de forma

significativa.

Para la distribución de valor extremo, las expresiones presentadas por Balakrish-

nan et al. (2002) se simplifican notablemente debido a sus propiedades. Lieblein (1953,

[109]) desarrolla dichas expresiones cuando la censura es de tipo II. Mann (1971, [113])

estudia los momentos con censura progresiva para deducir los mejores estimadores lin-

eales invariantes (BLIE) de µ y σ. También se han estudiado aproximaciones a los

momentos de los estad́ısticos de orden cuando la distribución es de valor extremo. Por

ejemplo, Thomas y Wilson (1972, [169]) utilizan una aproximación a dichos momentos

para obtener los ABLUE. En este sentido, las aproximaciones mediante polinomios de

Taylor presentadas en las Secciones A.2.2 y A.2.3 se pueden aplicar a esta distribución.

A.2.2. Aproximaciones de los momentos de estad́ısticos de
orden con censura progresiva

Tal y como se ha comentado al final de la sección anterior, el cálculo de los momen-

tos de estad́ısticos de orden con censura progresiva resulta muy complicado. Por tanto,

a menudo es aconsejable utilizar ciertas aproximaciones que faciliten dicho cálculo.

Concretamente, Balakrishnan y Rao (1997, [11]) y Balasooriya y Saw (1999, [15])

utilizan los desarrollos de Taylor de Yi:m:n. Mediante la transformada de la integral

de probabilidad, se tiene que:

Yi:m:n ≡ F−1
0 (Ui:m:n), i = 1, .., m,
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donde Ui:m:n denota el i-ésimo estad́ıstico de orden con censura progresiva de una

distribución uniforme U(0, 1), i = 1, .., m. Suponiendo la existencia de las derivadas

correspondientes, el desarrollo de Taylor de orden s de F−1
0 (Ui:m:n) en torno a ηi =

E[Ui:m:n] viene dado por

F−1
0 (Ui:m:n) '

s∑
u=0

F−1(u)

0 (ηi)

u!
(Ui:m:n − ηi)

u, i = 1, .., m,

donde F−1(0)

0 (x) = F−1
0 (x) y F−1(u)

0 (x) =
∂u

∂xu
F−1

0 (x) es la derivada u-ésima de F−1
0 (x).

En particular, si la distribución de Y es normal, se tiene que

F−1
0

(1)
(y) =

∂Φ−1(x)

∂x
=

1

φ(Φ−1(y))

y

F−1
0

(2)
(y) =

∂2Φ−1(x)

∂x2
=

Φ−1(y)

φ(Φ−1(y))2
.

Si Y sigue la distribución de valor extremo, entonces

F−1
0

(1)
(y) =

−1

{(1− y) ln(1− y)}

y

F−1
0

(2)
(y) =

−{1 + ln(1− y)}
{(1− y)2 ln(1− y)2} .

Por tanto, las aproximaciones de orden s a los momentos de los estad́ısticos de orden

Yi:m:n vienen dadas por
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E[Yi:m:n] '
s∑

u=0

F−1(u)

0 (ηi)

u!
E[(Ui:m:n − ηi)

u],

E[Y 2
i:m:n] '

s∑
u=0

{
F−1(u)

0 (ηi)

u!

}2

E[(Ui:m:n − ηi)
2u]

+2
s−1∑
u=0

s∑
v=u+1

{
F−1(u)

0 (ηi)F
−1(v)

0 (ηi)

u!v!

}
E[(Ui:m:n − ηi)

u+v],

E[Yi:m:nYj:m:n] '
s∑

u=0

s∑
v=0

{
F−1(u)

0 (ηi)F
−1(v)

0 (ηj)

u!v!

}
E[(Ui:m:n − ηi)

u(Uj:m:n − ηj)
v].

(A.11)

Balakrishnan y Sandhu (1995, [12]) establecen que

Ui:m:n = 1−
i∏

u=1

Wu, i = 1, .., m, (A.12)

donde Wu ∼ Beta(η3(u,m), 1), con u = 1, .., m, son independientes y η3(u,m) =

∑m
s=u(Rs + 1), como ya se hab́ıa denotado previamente. Se puede comprobar que

Ui:m:n − ηi = ζ1i −
i∏

u=1

Wu, i = 1, ..,m, (A.13)

donde

ζ0i = 1,

ζhi =
i∏

u=1

η3(u,m)

η3(u,m) + h
, h = 1, 2, ...

(A.14)

A partir de (A.13), Balasooriya y Saw (1999, [15]) desarrollan los momentos de

los estad́ısticos de orden Ui:m:n, para i = 1, .., m, con lo cual
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m10(i, 0) = E[(Ui:m:n − ηi)] = 0,

mu0(i, 0) = E[(Ui:m:n − ηi)
u] =

u∑

k=0

(−1)k

(
u

k

)
ζu−k
1i ζki, u = 2, 3, ....

(A.15)

En general, si i < j, con i, j ∈ {1, .., m}, se tiene que

muv(i, j) = E[(Ui:m:n − ηi)
u(Uj:m:n − ηj)

v]

=
u∑

k=0

v∑

l=0

(−1)k+l

(
u

k

)(
v

l

)
ζu−k
1i ζv−l

1j ζ(k+l)iζlj/ζli, u, v = 1, 2, 3, ...

(A.16)

Utilizando las expresiones anteriores, se obtienen las aproximaciones de cualquier

orden a los momentos de los estad́ısticos de orden de Yi:m:n. Por ejemplo, denotando

por τi = F−1
0 (ηi), τ ′i = F−1(1)

0 (ηi) y τ ′′i = F−1(2)

0 (ηi), se tiene la siguiente aproximación

de segundo orden

E[Yi:m:n] ' τi +
τ ′′i
2

m20(i, 0),

E[Y 2
i:m:n] ' τ 2

i + {(τ ′i)2 + τiτ
′′
i }m20(i, 0) + τ ′iτ

′′
i m30(i, 0) +

(τ ′′i )2

4
m40(i, 0),

E[Yi:m:nYj:m:n] ' τiτj +
τiτ

′′
j

2
m02(i, j) + τ ′iτ

′
jm11(i, j) +

τ ′iτ
′′
j

2
m12(i, j)

+
τ ′′i τj

2
m20(i, j) +

τ ′′i τ ′j
2

m21(i, j) +
τ ′′i τ ′′j

4
m22(i, j),

(A.17)

donde ηk = E[Uk:m:n] = 1− ζ1k, con k = i, j.

Los desarrollos de Taylor presentados permiten calcular los estimadores lineales

insesgados aproximados de µ y σ, en cuyo caso se denotan como ABLUE(s) depen-

diendo del orden s considerado en la aproximación. A partir de (A.8), es posible

obtener los elementos γ∗ij(n) de la matriz aproximada (A.10) de varianzas-covarianza

de estos ABLUE(s).
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A.2.3. Aproximaciones de los momentos de estad́ısticos de
orden con censura de tipo II

Cuando la censura es de tipo II, las aproximaciones a los momentos de estad́ısticos

de orden se simplifican de forma significativa. Si X1:n, .., Xm:n es una muestra con

censura de tipo II, entonces Yi:n ≡ F−1
0 (Ui:n), donde Ui:n denota el i-ésimo estad́ıstico

de orden usual de una distribución uniforme U(0, 1), i = 1, ..,m. De este modo, el

desarrollo de Taylor de Yi:n en torno a pi = E[Ui:n] se expresa como

F−1
0 (Ui:n) '

s∑
u=0

F−1(u)

0 (pi)

u!
(Ui:n − pi)

u, i = 1, .., m,

donde pi = i/(n+1), i = 1, ..m. David (1970, [44]) ha estudiado la precisión del desa-

rrollo anterior hasta el orden (n + 2)−2. Denotando por ξi = F−1
0 (pi), ξ′i = F−1(1)

0 (pi),

ξ′′i = F−1(2)

0 (pi) y aśı sucesivamente, se deducen las siguientes aproximaciones:

µi:n = E[Yi:n] ' ξi +
pi(1− pi)

2(n + 2)
ξ′′i +

pi(1− pi)

(n + 2)2

{
1
3
(1− 2pi)ξ

′′′
i + 1

8
pi(1− pi)ξ

′′′′
i

}
,

σ2
i:n = V ar[Y 2

i:n] ' pi(1− pi)

(n + 2)
(ξ′i)

2 +
pi(1− pi)

(n + 2)2
{2(1− 2pi)ξ

′
iξ
′′
i + pi(1− pi)

× (ξ′iξ
′′′
i + (ξ′′i )2/2)} ,

σi,j:n = Cov[Yi:nYj:n] ' pi(1− pj)

(n + 2)
ξ′iξ

′
j +

pi(1− pi)

(n + 2)

{
(1− 2pi)ξ

′′
i ξ′j + (1− 2pj)ξ

′
iξ
′′
j

+ 1
2
pi(1− pi)ξ

′′′
i ξ′j + 1

2
pj(1− pj)ξ

′
iξ
′′′
j + 1

2
pi(1− pj)ξ

′′
i ξ′′j

}
.

(A.18)



Apéndice

B
Métodos de simulación

A continuación se describen los procedimientos para generar muestras con censura

progresiva o censura de tipo II de una variable X. También se describe el método

empleado para simular los riesgos del productor y el consumidor en los diseños de

planes de muestreo presentados en este trabajo.

B.1. Simulación de muestras pseudo-aleatorias

sometidas a censura

Sea X una variable aleatoria continua con una función de distribución acumulada

F (x; ω), donde ω denota el vector de parámetros de la distribución definido sobre un

espacio paramétrico Ω.

Balakrishnan y Sandhu (1995, [12]) desarrollan el procedimiento B.1 que permite

obtener una muestra pseudo-aleatoria X = (X1:m:n, .., Xm:m:n) cuando la censura es

progresiva. El esquema de censura viene dado por R = (R1, .., Rm), de forma que

m +
∑m

i=1 Ri = n.

Cuando la censura es de tipo II, el Procedimiento B.2 describe el método para

generar una muestra pseudo-aleatoria X = (X1:n, .., Xm:n) (véase Meeker y Escobar,

189
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Procedimiento B.1: Generación de una muestra (X1:m:n, .., Xm:m:n) con censura
progresiva de la variable X con función de distribución F (x; ω)

Dada una muestra de m valores pseudo-aleatorios U1, .., Um de una distribución

U [0, 1], se calculan las cantidades Vi = U
1/(i+

∑m
j=m−i+1 Rj)

i , i = 1, .., m.

Los estad́ısticos de orden pseudo-aleatorios con censura progresiva de la dis-
tribución uniforme se obtienen como

Ui:m:n = 1−
i−1∏
u=0

Vm−u.

La muestra pseudo-aleatoria procedente de la distribución F (x; ω) se obtiene
como

Xi:m:n = F−1(Ui:m:n; ω), i = 1, .., m.

Por ejemplo, si la distribución es de localización y escala se considera que
ω = (µ, σ). Entonces, la función de distribución acumulada es F (x; µ, σ) =
F0((x− µ)/σ) y

Xi:m:n = µ + σF−1
0 (Ui:m:n), i = 1, .., m.

1998, [118]). En este tipo de censura se someten a experimentación n unidades mues-

trales y sólo se consideran las m primeras observaciones.

B.2. Simulación de la curva OC de un plan con

riesgos clásicos

En el caso de algunas distribuciones, los diseños de planes de muestreo clásicos que

se presentan en los Caṕıtulos 2 y 3 se obtienen a partir de aproximaciones asintóticas

de la curva caracteŕıstica. Por tanto, la aplicación del plan de muestreo está sujeta a

unos riesgos que no coinciden de forma exacta con los valores especificados tanto el

productor como el consumidor. Como no se conoce la expresión exacta de la curva
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Procedimiento B.2: Generación de una muestra (X1:n, .., Xm:n) con censura de tipo
II de la variable X con función de distribución F (x; ω)

A partir de una muestra de m valores pseudo-aleatorios U1, .., Um de una dis-
tribución U [0, 1], se calculan los estad́ısticos de orden pseudo-aleatorios de la
distribución uniforme

Ui:n = 1− (1− Ui−1:n)(1− Ui)
1/(n−i+1), i = 1, .., m.

donde U0:n = 0.

La muestra pseudo-aleatoria procedente de la distribución F (x; ω) se obtiene
como

Xi:n = F−1(Ui:n; ω), i = 1, .., m.

Por ejemplo, si la distribución es de localización y escala, se considera que
ω = (µ, σ). La función de distribución acumulada es F (x; µ, σ) = F0((x−µ)/σ)
y

Xi:n = µ + σF−1
0 (Ui:n), i = 1, .., m.

caracteŕıstica, resulta necesario simular los puntos de dicha curva con objeto de estu-

diar en qué medida se satisfacen los requerimientos del plan de muestreo. En general,

sean α y β los riesgos máximos especificados para unos niveles de calidad pα y pβ

por el productor y el consumidor, respectivamente. Entonces, a partir del diseño del

plan de muestreo correspondiente a dichas especificaciones, se trata de simular los

riesgos exactos del plan. De acuerdo a la notación del Caṕıtulo 1, los riesgos clásicos

simulados del productor y del consumidor se denominarán CPRsim y CCRsim, respec-

tivamente. En particular, el Procedimiento B.3 describe la metodoloǵıa que permite

determinar dichos riesgos.
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Procedimiento B.3: Simulación de los riesgos clásicos del productor y del consu-
midor

Se considera el diseño (n,m, k,R), si la censura es progresiva, o (n,m, k), si la
censura es de tipo II, de un plan de muestreo con riesgos clásicos.

Se generan N muestras de tamaño n de la distribución estandarizada de X. En
concreto, se supone que X sigue una distribución de localización µ y escala σ.
El método para obtener dichas muestras está descrito en los Procedimientos B.1
(si la censura es progresiva) y B.2 (si la censura es de tipo II).

Para cada una de las N muestras generadas se determinan los correspondientes
estimadores equivariantes µ̂v y σ̂v de los parámetros de localización y escala,
con v = 1, .., N . En particular, en el Apéndice A se muestran las expresiones
que permiten calcular los MLEs y los BLUEs.

La curva OC del plan es L(p) = Pr(Kp(µ̂, σ̂) > k), donde Kp(µ̂, σ̂) es la cantidad
pivotal definida en (2.2) para los estimadores µ̂ y σ̂. Considerando la función
indicatriz IA(x) = 1 si x ∈ A, ó IA(x) = 0 si x 6∈ A, la probabilidad emṕırica de
aceptar el lote se obtiene como

Lsim(p) = (1/N)
N∑

v=1

IS(µ̂v, σ̂v), (B.1)

donde S = {(µ̂, σ̂) : Kp(µ̂, σ̂) > k}.
Los riesgos clásicos simulados del productor y el consumidor seŕıan CPRsim =
1− Lsim(pα) y CCRsim = Lsim(pβ), respectivamente.

B.3. Simulación de la curva OC de un diseño con

riesgos promedios y a posteriori

En esta sección se detallan los procedimientos de simulación de los riesgos reales de

los planes óptimos con riesgos promedios y a posteriori presentados en los Caṕıtulos 4

y 5. De nuevo, de acuerdo al Caṕıtulo 1, los riesgos promedios simulados del productor

y el consumidor se denotarán como APRsim y ACRsim, respectivamente. Por otro
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Procedimiento B.4: Generación de una muestra (p1, .., pN) de la variable p con
función de distribución H(p; ωp)

Se generan N valores pseudo-aleatorios U1, .., UN de la distribución U [0, 1].

La muestra pseudo-aleatoria procedente de la variable p se obtiene mediante el
método de inversión de la función de distribución:

pi = H−1(Ui; ωp), i = 1, .., N.

lado, los riesgos simulados a posteriori se denominarán PPRsim y PCRsim. Como

principal diferencia con respecto al método de simulación de riesgos clásicos, hay que

señalar la necesidad de tener en cuenta la distribución a priori de la proporción de

unidades defectuosas p.

Supóngase que H1(p; ω
(1)
p ) y H2(p; ω

(1)
p ) denotan las funciones de distribución de

p especificadas por el productor y el consumidor, respectivamente. En esta situación,

ω
(1)
p y ω

(2)
p denotan los vectores de parámetros de ambas distribuciones a priori

definidos, de forma respectiva, sobre los espacios paramétricos Ω
(1)
p y Ω

(2)
p . Mediante

el Procedimiento B.4 es posible generar una muestra (p1, .., pN) de valores de p para

dichas distribuciones. Una vez obtenida la muestra, los riesgos promedios simulados

de un plan de muestreo se pueden hallar aplicando el Procedimiento B.5 mientras que

los riesgos a posteriori se obtendŕıan a partir del Procedimiento B.6.

La incorporación de una distribución a priori de p en los diseños óptimos para

ambos tipos de riesgos dificulta su determinación puesto que es necesario utilizar

métodos de resolución numérica. En particular, la Sección B.4 describe algunos de

los métodos empleados en los Caṕıtulos 4 y 5 para obtener los parámetros de las

diferentes distribuciones de p.
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Procedimiento B.5: Simulación de los riesgos promedios del productor y el consu-
midor con censura de tipo II

Sean h1(p) y h2(p) (H1(p) y H2(p)) las funciones de densidad (funciones de
distribución) a priori del productor y el consumidor, respectivamente.

Suponiendo que p ∈ [c, d], se aplica el Procedimiento (B.4) para obtener una
muestra de N1 valores de p para cada distribución. La muestra con la dis-
tribución del productor es p

(1)
1 , ..., p

(1)
N1

, y con la distribución del consumidor es

p
(2)
1 , ..., p

(2)
N1

.

Se considera el diseño (n,m, k) de un plan de muestreo con riesgos promedios y
con censura de tipo II. Utilizando el procedimiento B.2 se generan N2 muestras
de tamaño n de la distribución estandarizada de X. De nuevo, X sigue una
distribución de localización µ y escala σ.

Sean µ̂v y σ̂v los estimadores equivariantes (e.g., los MLEs) de los parámetros
de X, con v = 1, .., N2. Las expresiones para obtener los MLEs se presentan en
el Apéndice A.

Considerando la función indicatriz IA(x) = 1 si x ∈ A, ó IA(x) = 0 si x 6∈ A, la
probabilidad emṕırica de aceptar el lote es

Lsim(p) = (1/N2)

N2∑
v=1

IS(µ̂v, σ̂v), (B.2)

donde S = {(µ̂, σ̂) : Kp(µ̂, σ̂) > k}.
Los riesgos promedios simulados se calculan de la forma siguiente:

APRsim =

∑N1

u=1 I[c,pα](p
(1)
u ){1− Lsim(p

(1)
u )}

∑N1

u=1 I[c,pα](p
(1)
u )

,

ACRsim =

∑N1

u=1 I[pβ ,d](p
(2)
u )Lsim(p

(2)
u )

∑N1

u=1 I[pβ ,d](p
(2)
u )

.

(B.3)

B.4. Métodos de optimización numérica

Sea x ∈ Rn y f : Rn → Rm una función vectorial tal que f(x) = (f1(x), ..., fm(x))t,

con fi : Rn → R no lineales, i = 1, .., n. Consideremos el siguiente problema de
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Procedimiento B.6: Simulación de los riesgos a posteriori del productor y el con-
sumidor con censura de tipo II

Se aplica el Procedimiento B.4 para generar las muestras de N1 valores de
p ∈ [c, d] para las distribuciones del productor y el consumidor. Dichas muestras

son p
(1)
1 , ..., p

(1)
N1

y p
(2)
1 , ..., p

(2)
N1

, respectivamente.

Considérese el diseño (n,m, k) de un plan de muestreo con riesgos a posteriori y
con censura de tipo II. Se generan N2 muestras de tamaño n de la distribución
estandarizada de X mediante el Procedimiento B.2.

Se calculan los estimadores equivariantes (e.g., los MLEs) µ̂v y σ̂v de los
parámetros de localización y escala de X, con v = 1, .., N2 (véase el Apéndice
A).

A partir de la probabilidad emṕırica de aceptación del lote dada por (B.2), los
riesgos a posteriori simulados se calculan de la forma siguiente

PPRsim =

∑N1

u=1 I[c,pα](p
(1)
u ){1− Lsim(p

(1)
u )}

∑N1

u=1{1− Lsim(p
(1)
u )}

,

PCRsim =

∑N1

u=1 I[pβ ,d](p
(2)
u )Lsim(p

(2)
u )

∑N1

u=1 Lsim(p
(2)
u )

.

(B.4)

optimización:

mı́nx∈Rn f(x). (B.5)

En general, la resolución de este problema se realiza mediante métodos iterativos que

proporcionan una solución óptima aproximada del mismo. Estos métodos permiten

generar una secuencia {xl}∞l=0 de posibles soluciones, comenzando en un punto inicial

x0, y finalizan cuando se consigue una solución suficientemente óptima. En la iteración

l, el algoritmo busca un nuevo valor xl+1 a partir de xl de tal forma que f(xl+1) ≤
f(xl). Concretamente, en los procedimientos de búsqueda lineal se determina una
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dirección, dl, y una longitud de paso, δl, de tal forma que xl+1 = xl + δldl.

La dirección dl se puede determinar de forma aproximada a partir del desarrollo

de Taylor de segundo orden de f(xl + d). De esta forma

f(xl + d) ' pl(d) = f(xl) + dt∇f(xl) + 1
2
dt∇2f(xl)d, (B.6)

donde ∇f(x) y ∇2f(x) denotan el gradiente y el Hessiano de f(x), respectivamente.

Suponiendo que ∇2f(xl) es definida positiva, se puede obtener dl como solución del

sistema:

∇2f(xl)dl = −∇f(xl). (B.7)

Esta dirección dl se denomina dirección de Newton y se considera aceptable en un

entorno suficientemente cercano a xl, es decir, cuando la diferencia entre f(xl + d) y

pl(d) no es muy grande.

Por otro lado, la longitud de paso δl se determina mediante condiciones que garan-

ticen una reducción adecuada de f . En concreto, se suelen utilizar las condiciones de

Wolfe:

f(xl + δldl) ≤ f(xl) + c1δl∇tf(xl)dl,

∇f(xl + δldl)
t ≥ c2∇tf(xl)dl,

(B.8)

con c1, c2 constantes tales que 0 < c1 < c2 < 1.

B.4.1. Método Quasi-Newton

Para determinar la dirección de Newton, dl, a partir del sistema B.7 es necesario

calcular la inversa del Hessiano de f en cada iteración. Se puede utilizar una aproxi-

mación Hl a dicha inversa que sea fácil de calcular en cada paso del algoritmo. El

método de optimización se ilustra en el siguiente procedimiento, donde ‖ · ‖2 denota
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la norma eucĺıdea.

Algoritmo 1: Algoritmo del método Quasi-Newton

1: Sea x0 punto inicial y ε > 0 el nivel de tolerancia;
2: Sea H0 una aproximación inicial del inverso del Hessiano de f (véase Nocedal y

Wright, 2006, [133]);
3: l = 0;
4: while ‖∇f(xl)‖2 > ε do
5: Calcular dl = −Hl∇f(xl);
6: Obtener xl+1 = xl + δldl, donde δl verifica las condiciones (B.8);
7: Si sl = xl+1−xl e yl = ∇f(xl+1)−∇f(xl), entonces Hl+1 se calcula considerando

la fórmula BFGS propuesta por Broyden (1970, [26]), Fletcher (1970, [68]),
Goldfarb (1970, [73]) y Shanno (1970, [161])

Hl+1 = (1− ρlsly
t
l )Hl(1− ρlsly

t
l ) + ρlsls

t
l , (B.9)

donde ρl = 1/(yt
lsl);

8: l = l + 1;
9: end while

B.4.2. Método de Gauss-Newton

Las técnicas de búsqueda lineal se pueden aplicar también a la resolución de un

sistema de ecuaciones no lineales

f(x) = 0, x ∈ Rn. (B.10)

El problema se puede expresar de la forma mı́nx∈Rn g(x), con g(x) = (1/2)‖f(x)‖2
2, y

se denomina problema no lineal de mı́nimos cuadrados. En este caso, no se trata sólo

de hallar una solución óptima x∗ que minimice g(x) sino, además, que se cumplan

todas las ecuaciones fi(x
∗) = 0, i = 1, .., m.
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El gradiente y el hessiano de g(x) se pueden expresar de la forma

∇g(x) = J(x)tf(x),

∇2g(x) = J(x)tJ(x) +
∑m

i=1 fi(x)∇2fi(x),

donde J(x) = (∇f1(x), ...,∇fm(x))t es el jacobiano definido a partir de los gradientes

de fi(x), con i = 1, .., m.

Cuando x está cerca de una solución óptima, los ∇fi(x), i = 1, .., m, son relativa-

mente pequeños y se puede aproximar el hessiano de g(x) por ∇2g(x) ' J(x)tJ(x). El

método de Gauss-Newton utiliza esta aproximación para simplificar el sistema (B.7)

y evitar el cálculo de las derivadas de segundo orden de g(x).

Algoritmo 2: Algoritmo del método de Gauss-Newton

1: Sea x0 punto inicial y ε > 0 el nivel de tolerancia;
2: l = 0;
3: while ‖∇f(xl)‖2 > ε do
4: Calcular dGN

l como solución del sistema

J(xl)
tJ(xl)d

GN
l = −J(xl)

tf(xl); (B.11)

5: Obtener xl+1 = xl + δldl, donde δl verifica las condiciones (B.8);
6: l = l + 1;
7: end while



Conclusiones y ĺıneas de trabajo

En este trabajo hemos estudiado los planes de muestreo de aceptación en análisis

de fiabilidad en función de las especificaciones del productor y del consumidor aśı como

del tipo de censura (progresiva o de tipo II). El Caṕıtulo 1 proporciona algunas

referencias importantes sobre este tema e introduce los resultados necesarios para el

diseño de los planes.

Mediante los diferentes procedimientos generales que hemos presentado es posible

determinar los planes con menor tamaño muestral óptimo a partir de unas restric-

ciones determinados. Estos procedimientos se aplican cuando la distribución de la

variable ”tiempo hasta el fallo”, T , o su logaritmo, es de localización µ y escala σ.

A partir de las correspondientes expresiones de la curva OC, L(p), se obtienen los

diseños óptimos utilizando riesgos clásicos.

Si la distribución de T es exponencial, se pueden obtener los planes con riesgos

clásicos de forma exacta pero es necesario aplicar métodos de búsqueda iterativa

(Newton-Raphson, método de la secante u otros). En esta situación, se plantean varias

199
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aproximaciones de la curva OC que proporcionan, en general, expresiones expĺıcitas

del tamaño muestral, n, y el número de tiempos de fallo observados, m, aśı como la

constante k. Cuando el modelo es Exp(µ, σ) y µ es conocida, se consigue obtener una

aproximación casi exacta (cuando m > 5) de L(p). Si µ es desconocida, se obtienen

unas cotas superiores de los valores de n y m que pueden servir de puntos iniciales

para la búsqueda iterativa de la solución exacta. Conviene señalar que en los planes

exponenciales con censura progresiva bastaŕıa con especificar la proporción de censura

total, q, para determinar el diseño.

Para las distribuciones log-normal y de Weibull no es posible obtener una expre-

sión exacta de la curva OC. Por esta razón, se recurre a resultados asintóticos que nos

permite desarrollar diseños óptimos con riesgos clásicos suficientemente precisos. En

ambas distribuciones, se proporcionan procedimientos para obtener los planes aproxi-

mados que difieren si la censura es progresiva o si es de tipo II. También se deducen

los diseños óptimos en función de la clase de estimador considerado en el criterio de

decisión del plan (MLEs o BLUEs). Los resultados obtenidos mediante simulación re-

flejan un buen ajuste de estos diseños aproximados a los requerimientos fijados por el

productor y el consumidor. En particular, sugerimos una aproximación en los planes

correspondientes a los BLUEs que consigue mejorar un diseño similar propuesto por

otros autores (Balasooriya y Balakrishnan, 2000, [13]).

En los planes con riesgos clásicos se supone, con frecuencia, que la proporción de

unidades defectuosas del lote, p, es constante. En ocasiones, es posible elegir de forma

adecuada un modelo a priori que describa adecuadamente las fluctuaciones aleatorias

de p. En este trabajo se estudian varias distribuciones que son útiles para reflejar la

información disponible sobre p y que puede ser de gran importancia en el diseño de los
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planes en fiabilidad. Prácticamente en todas las situaciones se dispone de información

cuantitativa y subjetiva sobre el comportamiento probabiĺıstico de p a partir de la

experiencia previa acumulada. Este trabajo presenta un enfoque para incorporar dicha

información utilizando diversas distribuciones a priori de p. En particular, se analiza

la familia de distribuciones beta generalizada, la cual proporciona un rango extenso

de formas posibles y permite restringir el rango de p cuando esta limitación forma

parte de la información a priori. Por su parte, las distribuciones de máxima entroṕıa

son de gran utilidad cuando sólo se dispone de información parcial y se exige utilizar

un modelo lo menos informativo posible. Generalmente, el enfoque utilizado en este

trabajo no requiere una cantidad considerable de información a priori. De este modo,

el efecto de asumir en el diseño del plan una determinada distribución que difiere (de

forma no considerable) del verdadero modelo de p se puede considerar despreciable.

En muchos procesos suele existir alguna evidencia a priori de que la fiabilidad

del producto es muy alta. En estas situaciones, las distribuciones a priori de p con

dominio (0, 1) pueden resultar inapropiadas. Con frecuencia, parece razonable asumir

un espacio paramétrico reducido (c, d) ⊂ (0, 1). Esta condición no es muy restrictiva

cuando productores y consumidores han acumulado un conocimiento suficiente del

proceso de fabricación. Los intervalos [nl, nu] de posibles tamaños muestrales de los

planes óptimos se han determinado en función del rango de posibles valores de p.

De acuerdo al principio de imparcialidad, la veracidad a priori de las hipótesis de

un contraste debe ser idéntica salvo que se demuestre lo contrario. De este modo, si

no hay ninguna razón previa conocida por la cual alguna de las hipótesis debeŕıa ser

elegida de forma preferente, la consideración de ambas seŕıa equivalente. En general,
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los ensayos de fiabilidad consideran la situación en la que el productor y el consumi-

dor son adversarios, i.e. en muchos casos tienen intereses contrapuestos. Ambos suelen

estar de acuerdo en el modelo estad́ıstico del tiempo de vida, T , pero proponen distri-

buciones a priori diferentes. La propiedad de imparcialidad puede quedar justificada

cuando no se desea favorecer los intereses del productor sobre los del consumidor o

viceversa. De esta forma, el empleo de una distribución a priori imparcial de p es una

forma equilibrada de resolver este conflicto puesto que dicha distribución asigna la

misma probabilidad a priori de aceptación y rechazo del lote. Por tanto, si se requiere

un consenso en la distribución a priori, una elección natural seŕıa aquella que verifique

la propiedad de imparcialidad.

El diseño de los planes con riesgos promedios y a posteriori recogidos en este tra-

bajo incorpora una distribución a priori de p. Con la utilización de dicha distribución

de p, además de reducir los costes del muestreo, es posible una evaluación más rea-

lista de los riesgos del productor y del consumidor. Si se utiliza información a priori

relevante sobre p, el tamaño muestral requerido para el diseño óptimo se reduce de

forma significativa con respecto a los planes convencionales, sobre todo cuando la

distribución no se encuentra muy concentrada en [pα, pβ]. Por tanto, este punto de

vista es particularmente interesante cuando las unidades sometidas a inspección son

muy costosas o escasas.

En esta memoria se describen los procedimientos para determinar los planes con

riesgos promedio y a posteriori cuando se utilizan los MLEs y la censura de tipo II. La

metodoloǵıa propuesta utiliza un modelo en el que se incluye, de forma muy sencilla,

la distribución de p en la definición de los riesgos. Los diseños presentados utilizan
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las distribuciones a priori mencionadas anteriormente (beta generalizada y de máxi-

ma entroṕıa). También se obtienen los planes cuando seleccionamos la distribución

generaliza de máxima entroṕıa. Además, en los casos log-normal y de Weibull, la sim-

ulación de los riesgos permite apreciar que los correspondientes planes aproximados

se ajustan de forma bastante precisa a las especificaciones.

Finalmente, realizamos un análisis comparativo entre los distintos tipos de riesgos

para varios diseños óptimos. A través de este análisis se observa el comportamiento del

plan con respecto a las posibilidades de aceptación/rechazo de los lotes de buena/mala

calidad. En concreto, mediante dicho estudio comparativo resulta posible analizar las

diferencias existentes entre los diseños imparciales y los no imparciales.

Los procedimientos para determinar los planes descritos en este trabajo han sido

programados utilizando MATLABr. En particular, entre estos procedimientos están

los algoritmos de Newton-Raphson y el método de la secante, los cuales han permitido

la resolución numérica de sistemas de ecuaciones no lineales. Además, también se ha

programado las distintas rutinas para el cálculo de los estimadores de los parámetros

µ y σ de las distribuciones de localización y escala con censura progresiva y de tipo II.

Las expresiones de dichos estimadores se muestran en el Apéndice A. La programación

incluye las fórmulas de los momentos de los estad́ısticos de orden con censura progre-

siva, que requieren de una alta precisión computacional para evitar la propagación

de los errores de redondeo. Por otro lado, a partir de los resultados publicados por

diversos autores, se han escrito otras rutinas como los procedimientos de generación

de muestras pseudo-aleatorias con censura progresiva y de tipo II aśı como los méto-

dos de simulación de los riesgos de los diseños. Con respecto a la determinación de

los parámetros de las distribuciones de p a partir de condiciones previas, el tiempo de
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desarrollo ha sido menor puesto que los métodos de búsqueda lineal explicados en el

Apéndice A ya se encuentran programados en las últimas versiones de MATLABr.

El código de programación resulta bastante extenso para ser incluido en el presente

estudio.

La utilización de MATLABr en la resolución de los problemas planteados tiene

algunas ventajas. Entre ellas, cabe citar la facilidad que supone procesar una eleva-

da cantidad de datos en los resultados de salida, ya que éstos pueden ser fácilmente

exportados a LATEX (en formato de tabla) utilizando un software de hoja de cálcu-

lo como Excelr. En concreto, a través de una sencilla macro es posible importar

completamente el área de trabajo de MATLABr correspondiente a una sesión de

usuario.

Posibles ĺıneas de trabajo actuales y futuras

Entre las ĺıneas de trabajo actuales cabe destacar el estudio de los planes de

muestreo clásicos y los que utilizan una distribución a priori de p (planes con riesgos

promedio y a posteriori) cuando se consideran distribuciones de log-localización y

escala de T diferentes a la log-normal y de Weibull.

Asimismo, otra posible ĺınea de trabajo consiste en la determinación de los diseños

por atributos que utilizan riesgos promedios y a posteriori. Algunos autores, como

Hamanda et al. (2008, [85]), han estudiado este tipo de diseños. Una posible gene-

ralización de este tipo de diseños consiste en el empleo de las distribuciones beta

generaliza o de máxima entroṕıa de p. Además, en esta situación también se analizan

las diferencias cuando se verifica la propiedad de imparcialidad en la distribución.

Es posible obtener el diseño de los planes que utilizan distribuciones a priori de p
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cuando se utilizan esquemas de muestreo más complejos que el simple (muestreo

doble, muestreo múltiple, etc.).

También se pueden plantear algunas posibles ĺıneas de trabajo futuras que, en

algunos casos, supondŕıan una extensión o generalización de los resultados presentados

en este trabajo.

Los diseños presentados en este estudio consideran una regla de decisión para la

aceptación del lote que se determina a partir de la cantidad pivotal Kp(µ̂, σ̂) definida

en el Caṕıtulo 2. Esta regla de decisión es muy utilizada, a menudo, en los diseños por

variables con distribuciones de localización y escala, sobre todo a partir del trabajo

de Liebermann y Resnikoff (1955, [108]). Sin embargo, en los planes de muestreo se

pueden considerar otras reglas de decisión, las cuales pueden ser de carácter frecuen-

tista o no. El método empleado para determinar los planes estudiados en este trabajo

suele emplear, con frecuencia, la matriz de Fisher aproximada o asintótica de los es-

timadores µ̂ y σ̂. También se podŕıan utilizar otros métodos, como el test de razón

de verosimilitudes. Supongamos que T = (T1, .., Tn) denota una muestra de observa-

ciones cuya distribución se caracteriza por un parámetro (escalar o vectorial) ω ∈ Ω.

Por ejemplo, como se puede ver en Nelson (1982, [129]), la razón de verosimilitudes

para contrastar H0 : ω = ω0 frente a H1 : ω 6= ω0 se define como

Λ =
L(ω0 | T)

máxω∈Ω L(ω | T)
,

donde L(ω | T) es la verosimilitud asociada a ω dada la muestra fija T. De este

modo, el criterio seŕıa

Si Λ > λ, se acepta H0,
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En otro caso, se rechaza,

donde λ denota una constante de aceptación. En concreto, ω0 puede indicar el nivel

de referencia para la aceptación de un lote cuyo nivel de calidad se mide en términos

de ω. Por otro lado, algunos autores proponen otros criterios de decisión diferentes.

Por ejemplo, en el caso de la distribución exponencial uniparamétrica de T , Epstein y

Sobel (1953, [59]) estudian un plan de muestreo secuencial con censura de tipo II que

emplea un criterio estad́ıstico basado en la duración del experimento. En concreto, si

T1:n ≤ .. ≤ Tm:n son los tiempos de fallo observados durante la prueba, el tiempo total

acumulado por todas las unidades es V (m) =
∑m

i=1 Ti:n + (n−m)Tm:n. El criterio de

decisión propuesto es de la forma siguiente:

Si V (m) > c, se acepta el lote,

En otro caso, se rechaza,

donde c denota una constante de aceptación. También se pueden definir reglas para

decidir la aceptación/rechazo del lote desde un punto de vista bayesiano. Por ejem-

plo, si T ∼ Exp(µ, σ), Nigm e Ismail (1985, [132]) determinan un método de decisión

calculando la pérdida esperada por item en los lotes que son aceptados. En esta

situación, dicho procedimiento permite obtener un diseño bayesiano utilizando una

distribución a priori de µ y σ. Otros autores, como Kwon (1996, [100]) y Lin (1999,

[110]), proponen planes bayesianos cuando T sigue las distribuciones de Weibull y

exponencial uniparamétricas, respectivamente, considerando una distribución a prio-

ri del parámetro desconocido. El estudio de los criterios frecuentistas y bayesianos

permitiŕıa desarrollar diseños con riesgos promedios y a posteriori diferentes a los

propuestos en este trabajo. El problema de estos métodos es que, con frecuencia, es
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necesario calcular los estimadores de µ y σ, y esto puede suponer una gran dificultad

según la distribución de T y el tipo de censura considerado. Este problema se puede

solventar mediante el uso de aproximaciones de los estimadores, tal y como se ha

explicado en este trabajo.

En muchos casos, los planes de muestreo se determinan a partir de la curva OC,

i.e. la probabilidad de aceptación del lote. En los diseños por variables en fiabilidad no

siempre es posible definir dicha curva de forma anaĺıtica. Como ya se ha explicado en

el Caṕıtulo 3, cuando T sigue una distribución log-normal o de Weibull, es necesario

emplear resultados asintóticos para obtener la curva OC aproximada definida a partir

de Kp(µ̂, σ̂). Sin embargo, la utilización de los criterios de decisión por atributos per-

mite obtener la curva caracteŕıstica de forma anaĺıtica. Por ejemplo, se puede aplicar

un muestreo binomial o de Poisson y se decide la aceptación del lote de acuerdo al

número de tiempos de fallo observados. El inconveniente de este tipo de reglas es que

implican una pérdida de información. Por esta razón, para mejorar las caracteŕısticas

operativas de estos planes, es posible incorporar en los modelos correspondientes algu-

na distribución a priori sobre los parámetros de T . En concreto, Hamada et al. (2008,

[85]) desarrollan este tipo de planes bayesianos por atributos considerando los riesgos

a posteriori. Para las distribuciones mencionadas anteriormente, los procedimientos

por atributos se pueden combinar con los criterios por variables y proponer diseños

”mixtos” alternativos utilizando riesgos promedios y a posteriori. Por otro lado, la

aplicación de métodos de inferencia condicional puede facilitar la estimación de los

parámetros de T . Viveros y Balkrishnan (1994, [175]) estudian un método condicional

con censura progresiva de tipo II que se puede considerar en el diseño de los planes de

muestreo en fiabilidad. Por su parte, Hamada et al. (2008, [85]) desarrollan un criterio
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de aceptación condicionado a una muestra de datos observados y proponen un plan

bayesiano utilizando riesgos a posteriori cuando T sigue una distribución de Weibull.

Cabe la posibilidad de emplear este método para otras distribuciones y diferentes

tipos de riesgos.

En los diseños estudiados en este trabajo, el nivel de calidad del lote se mide co-

mo la proporción de unidades defectuosas, p. Sin embargo, otras medidas alternativas

que se pueden considerar son el tiempo medio hasta el fallo (E[T ] = θ) o el tiempo

de vida fiable (ts0 = S−1(s0)). Martz y Waller (1982, [116]) discuten el diseño de

los planes con distintos tipos de riesgos (clásicos, promedios, a posteriori, etc.) cuan-

do el productor especifica un tiempo medio de fallo aceptable, θα, mientras que el

consumidor fija el valor mı́nimo θβ que está dispuesto a tolerar. En particular, estos

autores describen los planes bayesianos de Schafer (1971, [151]) y Goel y Joglekar

(1976, [72]) cuando T sigue una distribución exponencial con parámetro λ = 1/θ.

En ciertos casos, los diseños combinan la censura de tipo II con la de tipo I, de tal

forma que el experimento de fiabilidad finaliza antes de un tiempo máximo prefijado.

Estos resultados sugieren la posibilidad de desarrollar planes de muestreo con dichas

caracteŕısticas cuando T sigue una distribución log-normal o de Weibull y, además,

se utilizan riesgos promedios o a posteriori. Por ejemplo, Fertig y Mann (1980, [66])

determinan un plan de muestreo con duración limitada y con riesgos clásicos para la

distribución de Weibull que considera la fiabilidad en un instante de tiempo t0 como

medida de calidad del lote.

Los procedimientos presentados en este trabajo permiten seleccionar los planes de

muestreo con tamaño muestral óptimo. Sin embargo, este criterio de optimalidad se

puede modificar para determinar planes que tengan otras propiedades. Por ejemplo,
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Lam (1990, [102], 1994, [103]) y Huang y Lin (2004, [92]) desarrollan algunos planes

bayesianos con la distribución exponencial que utilizan una función de pérdida que

mide el coste de la decisión de aceptación/rechazo adoptada sobre un lote. Mediante

esta función se obtiene el diseño con un riesgo Bayes óptimo. También se pueden

citar otros autores, como Tagaras y Lee (1987, [167]), Moskowitz y Tang (1992, [127])

y Lin (1999, [110]), que determinan planes bayesianos con un coste total esperado

óptimo. Dichos diseños no utilizan las especificaciones de riesgos del productor y

el consumidor. Por tanto, se pueden utilizar estos modelos de función de pérdida

en los planes estudiados en este trabajo para determinar diseños con coste óptimo.

También se pueden utilizar los criterios de optimalidad definidos sobre la matriz de

información de Fisher de µ̂ y σ̂, cuya inversa es la matriz de varianzas-covarianza de

dichos estimadores. Considerando que

Cov(µ̂, σ̂) =




V11(n) V12(n)

V21(n) V22(n)


 ,

entonces se podŕıan emplear, entre otros, los siguientes criterios

A-optimalidad: Minimizar la traza de Cov(µ̂, σ̂)

tr[Cov(µ̂, σ̂)] = V11(n) + V22(n).

D-optimalidad: Minimizar el determinante de Cov(µ̂, σ̂)

det[Cov(µ̂, σ̂)] = V11(n)V22(n)− V12(n)2.
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Ng, Chan y Balakrishnan (2004, [131]) proponen diseños clásicos óptimos de acuerdo

a los criterios anteriores cuando T sigue una distribución de Weibull y la censura es

progresiva. A partir de los resultados presentados en este trabajo, otra posible ĺınea

de trabajo consistiŕıa en el estudio de los diseños A-óptimos y D-óptimos con riesgos

promedios y a posteriori para distintos modelos de T .

Los planes con riesgos promedios y a posteriori de los Caṕıtulos 4 y 5 utilizan los

MLEs de los parámetros µ y σ y la censura de tipo II. En esta situación, los procedi-

mientos para determinar los diseños óptimos proporcionan el tamaño muestral n de

forma directa, sin emplear métodos iterativos. Estos métodos se podŕıan generalizar

para obtener los planes con censura progresiva de acuerdo a la metodoloǵıa planteada

en el Caṕıtulo 3. Además, si se consideran los BLUEs, es posible mejorar este tipo de

diseños utilizando esquemas de censura óptimos, de acuerdo a los resultados de Ba-

lakrishnan y Aggarwala (2000, [7]) y Hoffman et al. (2005, [90]). En concreto, dichos

esquemas reducen la varianza de los estimadores con respecto a la censura de tipo II.

Algunos autores combinan varios tipos de riesgos en la determinación de planes de

muestreo alternativos. Balaban (1975, [5]) utiliza un criterio con el riesgo clásico del

productor y, por otro lado, considera el riesgo a posteriori del consumidor. Schafer y

Sheffield (1971, [151]) proporcionan algunas tablas con diseños que emplean, también,

un criterio mixto con el par de riesgos clásico y bayesiano. Goel y Joglekar (1976,

[72]) desarrollan la rutinas apropiadas para calcular planes de muestreo utilizando

varias combinaciones de riesgos bayesianos. También presentan algunos ejemplos con

diseños donde se pueden especificar más de dos riesgos. La combinación de los riesgos

promedios y a posteriori ha sido estudiada por Fitzgerald et al. (1999, [67]) en el

muestreo binomial. Por ejemplo, el plan podŕıa considerar el riesgo a posteriori del



Conclusiones y ĺıneas de trabajo 211

consumidor y, por otro lado, el riesgo promedio del productor. De esta forma, el diseño

debe verificar las siguientes condiciones

APR ≡ Pr(R | p ≤ pα) ≤ α y PCR ≡ Pr(p ≥ pβ|A) ≤ β,

donde α y β son las especificaciones máximas de los correspondientes riesgos en los

niveles pα y pβ, respectivamente. Fitzgerald et al. (1999, [67]) señalan que, en ciertas

aplicaciones del muestreo en fiabilidad, el productor y el consumidor son la misma

persona o entidad. En esta situación, puede que no sea necesario especificar dos niveles

distintos de calidad en la selección del plan. Por tanto, las condiciones del plan seŕıan

Pr(R | p ≤ p∗) ≤ α y Pr(p ≥ p∗|A) ≤ β,

donde p∗ representa un nivel fijo de calidad. Una de las posibilidades de desarrollo

futuro consistiŕıa en desarrollar planes de muestreo por variables que consideren este

tipo de criterios ”h́ıbridos”.



Abreviaturas y notación

Planes de muestreo

T Variable aleatoria del tiempo de vida o hasta el fallo

`L Ĺımite de especificación inferior de T

T = (T1:n, .., Tm:n) Muestra de observaciones de T con censura de tipo II

T = (T1:m:n, .., Tm:m:n) Muestra de observaciones de T con censura progesiva

A Acción consistente en la aceptación de un lote

R Acción consistente en el rechazo de un lote

R = (R1, .., Rm) Esquema de censura progresiva

p Proporción de disconformes

L(p) Probabilidad de aceptación del plan de muestreo (curva OC)

α Riesgo máximo del productor
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β Riesgo máximo del consumidor

pα Nivel de calidad aceptable del productor

pβ Nivel de calidad tolerable del consumidor

CPR Riesgo clásico del productor

CCR Riesgo clásico del consumidor

APR Riesgo promedio del productor

ACR Riesgo promedio del consumidor

PPR Riesgo a posteriori del productor

PCR Riesgo a posteriori del consumidor

Caracteŕısticas de las distribuciones

F0(·) Función de distribución de localización y escala estandarizada

f0(·) Densidad de la distribución de localización y escala estandariza-

da

Φ(·) Función de distribución normal estándar

φ(·) Densidad de la distribución normal estándar

N(0, 1) Distribución gaussiana o normal estándar

zη Cuantil η de la distribución normal estándar

χ2(ν) Distribución chi-cuadrado con ν grados de libertad
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χ2
η(ν) Cuantil η de la distribución chi-cuadrado con ν grados de li-

bertad

ξp Cuantil p de una distribución de localización y escala

Distribuciones

Exp(µ, σ) Distribución exponencial con localización µ y escala σ

N(µ, σ) Distribución normal con localización µ y escala σ

EV (µ, σ) Distribución de valor extremo con localización µ y escala σ

h(p), π(p) Densidades a priori de la proporción de disconformes p

Beta(a, b) Distribución beta con parámetros a y b

BG(a, b, c, d, r) Distribución beta generalizada con parámetros a, b, c, d y r

Ent(π) Entroṕıa de la función de densidad π(·)

ME Máxima entroṕıa

B(·, ·) Función beta

Γ(·) Función gamma

Estimación

µ̂ Estimador equivariante de µ

σ̂ Estimador equivariante de σ

MLEs Estimadores de máxima verosimilitud
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BLUEs Mejores estimadores lineales insesgados

ABLUEs Mejores estimadores lineales insesgados aproximados

Jij(n) Elemento (i, j) de la matriz de Fisher esperada, con i, j = 1, 2

Jij Elemento (i, j) de la matriz de Fisher asintótica, con i, j = 1, 2

Notación matemática

IA(x) Función indicatriz dada por

IA(x) = 1 si x ∈ A, o IA(x) = 0 si x 6∈ A

c.s.−−−→
n→∞

Convergencia casi seguro

dxe Menor entero mayor o igual a x

bxc Parte entera de x

〈x〉 Entero más próximo a x
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óptimos para la distribución exponencial biparamétrica. En Contribuciones a

la Estad́ıstica y a la Investigación Operativa, J. Sicilia et al., eds, pp. 351–358.

ISBN 84-689-8552-X.
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