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Pr�ologo

La necesidad de cierto rigor cient���co ha ocasionado una creciente aplicaci�on de los

m�etodos estad��sticos en todas las disciplinas experimentales que, como tales, est�an

sujetas a razonamientos de tipo inductivo que van de lo particular a lo general, es

decir, que pretenden extender la conclusiones obtenidas en una parte, al todo. El

�unico m�etodo cient���co adecuado para dar validez a tales extensiones es el m�etodo

estad��stico, pues precisamente ese es el motivo de su existencia.

Con el t�ermino an�alisis de supervivencia (o �abilidad) se denota una amplia

variedad de t�ecnicas estad��sticas orientadas al estudio de variables aleatorias no

negativas, que representan el tiempo que transcurre desde un instante inicial hasta

la ocurrencia de alg�un suceso de inter�es (a menudo, el fallo). Son ejemplos t��picos,

el tiempo de vida de un paciente con c�ancer o el que tarda en fallar un sistema

inform�atico. En general, la variable en estudio se denomina g�enericamente tiempo

de supervivencia, de vida o de fallo. Sin embargo, mediante estas t�ecnicas, tambi�en

se podr��an analizar variables de otra clase. Por ejemplo, el n�umero de fotocopias

realizadas por una m�aquina o el kilometraje de un autom�ovil hasta su primera

aver��a no son variables temporales sino que miden la frecuencia de uso.

Desde sus or��genes, los primeros trabajos sobre tablas de mortalidad, hasta la

actualidad, con aplicaciones en campos tan diversos como la biolog��a, ingenier��a,

econom��a, f��sica, demograf��a, criminolog��a, y un largo etc�etera, el campo de ac-

tuaci�on de estas t�ecnicas ha ido aumentando constantemente.

La variabilidad de los resultados que se obtienen y la existencia de cierta re-

gularidad inherente a esa incertidumbre justi�can la utilizaci�on de modelos proba-

bil��sticos, que proporcionan el soporte te�orico esencial y las herramientas necesarias

para un an�alisis profundo, en los problemas de supervivencia. Una de las carac-

ter��sticas distintivas de estos problemas es la presencia de complicados patrones de

censura que di�cultan en gran medida el estudio. Asimismo, un aspecto inherente
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al an�alisis de supervivencia es que el mecanismo del fallo/censura puede modelizarse

preferentemente utilizando t�ecnicas extra��das de la probabilidad y estad��stica. La

necesidad de obtener m�etodos de an�alisis que incorporen la censura es quiz�as la

raz�on m�as importante para la aparici�on y desarrollo de modelos y procedimientos

especiales para datos de supervivencia.

La estimaci�on de la distribuci�on del tiempo que transcurre hasta el fallo tiene

con frecuencia un inter�es primordial en los estudios de supervivencia. En su reso-

luci�on se han utilizado una gran variedad de puntos de vista de acuerdo con el mo-

delo supuesto y el tipo de informaci�on disponible. En bastantes ocasiones, debido

a los m�etodos de muestreo y a ciertos factores que escapan al control experimental,

puede que el tiempo de vida no sea directamente observable. En la mayor��a de esos

casos s�olo se sabe que es mayor o menor que un determinado tiempo de censura

por la derecha o por la izquierda, respectivamente. El problema de la estimaci�on

de funciones de supervivencia a partir de datos no censurados o censurados por la

derecha ha sido analizado por multitud de investigadores. A pesar de que en bas-

tantes ocasiones aparecen observaciones censuradas por la izquierda, la estimaci�on

de la supervivencia con datos doblemente censurados no ha sido tratada con la

debida atenci�on en la literatura cient���ca. No obstante, en los �ultimos a~nos han

aparecido un buen n�umero de art��culos que analizan modelos de doble censura, e

incluso esquemas de censura m�as complejos.

Por diversas razones, a menudo, cierta informaci�on relevante para el an�alisis

de la supervivencia no se conoce. Por ejemplo, cuando ha �nalizado el periodo

de garant��a, el vendedor desconoce el kilometraje de los autom�oviles que no han

sufrido a�un una aver��a. Muchos investigadores han propuesto m�etodos para salvar,

en lo posible, esa falta de informaci�on. En esta memoria se recomienda obtener (por

ejemplo, mediante el servicio postal) un apropiado porcentaje de datos censurados

por la derecha (esto es, kilometrajes de autom�oviles sin aver��a en el periodo de

garant��a) cuando no se cuenta con sus valores. Esto es importante ya que esas ob-

servaciones censuradas contienen informaci�on relevante y pueden ayudar a conseguir

la precisi�on requerida del estimador.

En este trabajo ahondamos en la resoluci�on del problema de la estimaci�on de

la supervivencia en doble censura con datos incompletos. Para ello, se generalizan

algunos modelos propuestos en el caso de censura a la derecha y se introducen

nuevas t�ecnicas param�etricas (en el cap��tulo 2) y semiparam�etricas (en los cap��tulos
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3 y 4) en este campo. Al mismo tiempo, se eval�ua el efecto de la proporci�on de

datos desconocidos sobre la e�ciencia de los estimadores propuestos. Se asume que

el mecanismo de censura no depende de la supervivencia y que la variable de censura

a la derecha no siempre se conoce, esto es, los datos censurados a la derecha son

s�olo parcialmente observables. Este tipo de datos incompletos ha sido analizado con

amplitud en el caso de censura a la derecha, pero no cuando existe doble censura.

El primer cap��tulo es meramente introductorio y, adem�as de varias rese~nas

hist�oricas, presenta algunos procedimientos de estimaci�on y la formulaci�on b�asica

de los modelos probabil��sticos de supervivencia. Asimismo, se de�ne el modelo de

censura aleatoria doble y el de tasas de fallo proporcionales, y se hace hincapi�e

en la frecuente presencia de informaci�on incompleta cuando se analizan datos de

supervivencia.

En el segundo cap��tulo se presenta un procedimiento, basado en una funci�on

de pseudo-verosimilitud, para la estimaci�on de par�ametros de distribuciones de su-

pervivencia cuando se analizan datos incompletos y doblemente censurados. El esti-

mador propuesto se obtiene bajo los supuestos de un modelo param�etrico conocido,

seleccionado mediante estudios preliminares, y la independencia entre los tiempos de

vida y los de censura. Aun cuando el mecanismo de censura es simple y conocido, la

distribuci�on te�orica de los estimadores de la supervivencia suele ser compleja. Este

hecho conduce, en la mayor��a de casos, a la utilizaci�on de m�etodos asint�oticos. En

particular, el estimador obtenido veri�ca tan buenas propiedades asint�oticas como

las de un estimador de m�axima verosimilitud; entre otras, consistencia y normalidad

asint�otica. Un estudio acerca de la �abilidad de cierto sistema de gesti�on de bases

de datos se presenta como ilustraci�on. Adem�as, se realiza un estudio computacional

dise~nado para analizar, seg�un el nivel de censura y el tama~no muestral, la e�ciencia

del estimador propuesto.

Desde el punto de vista no param�etrico, la funci�on de supervivencia muestral

no es apropiada para estimar la funci�on de supervivencia te�orica cuando existe

informaci�on censurada o desconocida. Una de las posibles v��as de soluci�on es la

de considerar un modelo param�etrico exclusivamente para aquellos datos que no se

conocen con exactitud. De este modo, en el tercer cap��tulo se propone un proce-

dimiento semiparam�etrico para la estimaci�on de la funci�on de supervivencia de la

variable de inter�es cuando se analizan datos incompletos en un modelo de doble

censura aleatoria. El estimador obtenido trata las observaciones no censuradas de
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forma no param�etrica y utiliza modelos param�etricos para las que est�an censuradas

tanto a la derecha como a la izquierda. Por tanto, si el nivel de censura no es elevado,

mantiene la mayor��a de las propiedades de distribuci�on libre de los estimadores no

param�etricos y, adem�as, mejora la precisi�on de la estimaci�on de la supervivencia en

las colas. El m�etodo se ilustra mediante un ejemplo en el que se analiza un sistema

de garant��a de calidad que ofrece un establecimiento que vende fotocopiadoras.

Asimismo, se estudian algunas propiedades asint�oticas del estimador propuesto,

como la consistencia y la convergencia d�ebil a un proceso Gaussiano, y, mediante

simulaci�on, se analiza y compara su comportamiento.

A veces existe la posiblidad de obtener alguna informaci�on previa, basada en

opiniones subjetivas o en experiencias pasadas, que puede mejorar la e�cacia del

proceso de estimaci�on. Adem�as de evaluar n�umericamente las consecuencias de las

decisiones a trav�es de una funci�on de p�erdida, cuyo valor esperado debe minimizarse,

las t�ecnicas Bayesianas proporcionan una metodolog��a para combinar la informaci�on

a priori con la que origina la propia muestra.

En el contexto Bayesiano no param�etrico, donde la propia funci�on de super-

vivencia es el "par�ametro" a estimar, no es necesario someterse a restricciones im-

puestas por consideraciones te�oricas, pero cuenta con la di�cultad de de�nir una

medida de probabilidad sobre un espacio funcional que asigne probabilidad uno al

conjunto de las funciones de supervivencia. En el caso de censura doble, las enormes

complicaciones que surgen han ocasionado que no se haya obtenido ning�un resultado

relevante hasta la actualidad. Estas di�cultades han propiciado la aparici�on de pro-

cedimientos Bayesianos alternativos, tales como el que se propone en el cap��tulo 4.

Este �ultimo cap��tulo presenta un procedimiento Bayesiano semiparam�etrico para la

estimaci�on de una curva de supervivencia cuando los datos son doblemente censura-

dos e incompletos y la funci�on de p�erdida es cuadr�atica. El conocimiento a priori

se expresa mediante un proceso de Dirichlet sobre el vector completo de variables

observables, y se considera el modelo de tasas de fallo proporcionales. Adem�as de

estimar los par�ametros del modelo y comprobar su normalidad asint�otica, se cons-

truye un estimador semiparam�etrico de la funci�on de supervivencia y se demues-

tran algunas propiedades asint�oticas, como la consistencia fuerte y la convergencia

d�ebil a un proceso Gaussiano. Asimismo, se estudia y compara su e�cacia mediante

simulaci�on.



Cap��tulo 1

Introducci�on al an�alisis de

supervivencia

1.1 Introducci�on

El an�alisis de supervivencia engloba una amplia variedad de t�ecnicas estad��sticas

orientadas al estudio del comportamiento de variables aleatorias no negativas, es-

pecialmente aqu�ellas referentes a datos recogidos en tablas de vida. El tiempo que

transcurre hasta la muerte o reca��da de una paciente con c�ancer, el que tarda en

fallar una componente el�ectrica o mec�anica, o en germinar una semilla, o el de du-

raci�on de una huelga son algunos de los muchos ejemplos que podr��an citarse como

variables de inter�es para este an�alisis. Aunque todos estos casos tienen en com�un

el estudiar una variable de tipo temporal, el tiempo de ocurrencia del suceso de in-

ter�es, se podr��a analizar mediante estas t�ecnicas variables de otro tipo, por ejemplo,

el n�umero de fotocopias realizadas por una empresa.

Los or��genes del an�alisis de supervivencia pueden atribuirse a los primeros

trabajos sobre tablas de mortalidad de hace ya varios siglos, no obstante, su era

moderna comenz�o hace aproximadamente medio siglo a ra��z de las aplicaciones de

la teor��a de la �abilidad en ingenier��a, especialmente las de tipo militar, puestas

en pr�actica a partir de la Segunda Guerra Mundial. Hoy en d��a, estas t�ecnicas no

s�olo se emplean con gran profusi�on en las ciencias biom�edicas y actuariales, sino

que tambi�en se han introducido en muchas otras �areas del conocimiento como son

la zoolog��a, ecolog��a, bot�anica, biometr��a forestal, procesos industriales, �abilidad
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de sistemas, f��sica, etc.

Entre �ablidad y supervivencia existe una importante conexi�on: ambas tratan

de modelizar, a trav�es de conceptos probabil��sticos, el tiempo de vida de un meca-

nismo, un sistema, un animal o un ser humano. Por supuesto, tambi�en existen dife-

rencias. Un problema de gran importancia en an�alisis de �abilidad es la opti-

mizaci�on de la e�ciencia de un sistema de m�ultiples componentes. Dicha opti-

mizaci�on depende de la relaci�on entre el n�umero de componentes del sistema y su

localizaci�on respectiva dentro del mismo. En an�alisis de supervivencia no existe

ning�un problema de este tipo, ya que el sistema en esta ocasi�on est�a vivo y funcio-

nando, lo que hace que la redisposici�on de las componentes, que en este caso ser��an

los �organos, no sea una alternativa viable. Por otro lado, un problema de gran

relevancia en este �ultimo campo es la comparaci�on de tiempos de supervivencia de

pacientes o animales experimentales que est�an sometidos a dos o m�as tratamientos

diferentes. En teor��a de �abilidad tambi�en surgen problemas de esa ��ndole, por

ejemplo, cuando se precisa comparar las distribuciones del tiempo de vida antes y

despu�es de ciertos cambios en el sistema; sin embargo, no son tan importantes como

los problemas de comparaci�on en an�alisis de supervivencia.

1.2 Tipos de datos de supervivencia

Sup�ongase que se somete a estudio una muestra aleatoria de N individuos sobre

la que se pretende analizar el comportamiento de cierta variable de inter�es. Si

la observaci�on de cada unidad en estudio es continua, se obtendr�a la informaci�on

exacta del tiempo transcurrido, T , hasta la ocurrencia del suceso de inter�es. En

esta ocasi�on, la variable observada, T , es una variable continua, es decir, puede

suponerse que toma cualquier valor dentro de cierto intervalo de tiempo. Cuando

la observaci�on de las unidades en estudio se realiza en instantes de tiempo discretos,

la informaci�on que se recoge es el n�umero de ocurrencias del suceso de inter�es dentro

de cada uno de los intervalos de�nidos por los tiempos consecutivos de observaci�on.

En este caso se consideran variables aleatorias discretas que representan el n�umero
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de fallos en cada uno de los intervalos. Bajo esta clasi�caci�on, existen en principio

dos tipos de datos: agrupados (caso discreto) y no agrupados (caso continuo).

El an�alisis de los datos depende del tipo de observaciones de que se disponga.

A menudo, por razones de tiempo y dinero, los experimentos deben �nalizar antes de

que el suceso de inter�es haya ocurrido para todos los individuos en estudio. En tales

casos, la informaci�on acerca del tiempo de ocurrencia de dicho suceso es completa

(supuesto que la observaci�on se realiza de forma continua) s�olo para una parte de la

muestra. De los individuos para los que no ha ocurrido a�un el suceso, solamente se

tiene una informaci�on parcial. Este tipo de dato suele denominarse censurado por

el tiempo. Si todas las unidades empiezan a funcionar al mismo tiempo, o todos los

individuos "nacen" a la vez, el caso es de censura simple. La censura simple por el

tiempo tambi�en se denomina a menudo censura de tipo I.

Algunos experimentos �nalizan en el instante en que se produce el r-�esimo

fallo, donde r es un n�umero entero predeterminado menor que el tama~no muestral.

En estos experimentos se dice que los datos est�an censurados por el n�umero de

fallos. La censura simple por el n�umero de fallos se denomina tambi�en censura de

tipo II.

Cuando las unidades en estudio empiezan a funcionar en distintos instantes

o, lo que es lo mismo, los individuos de la muestra nacen en diferentes momentos

dentro de cierto intervalo [0; t�] ; y el experimento �naliza en el instante t�; se dice

que el caso es de censura m�ultiple.

Finalmente, debe distinguirse entre censura a la izquierda y censura a la

derecha. Si algunos individuos de la muestra empezaron a funcionar, o nacieron,

antes del inicio del estudio, existir�a censura a la izquierda. El otro tipo de infor-

maci�on censurada se origina cuando, �nalizado el experimento, hay individuos en

la muestra para los que no ha ocurrido todav��a el suceso de inter�es. Esta clase de

censura se denomina censura a la derecha. Cuando algunos datos est�an censurados

a la derecha y otros a la izquierda, se dice que existe doble censura, mientras que

en el caso de censura por intervalos existe alg�un dato que est�a censurado tanto a la

derecha como a la izquierda.
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1.3 T�ecnicas en an�alisis de supervivencia

Como se mencion�o en el apartado anterior los datos de supervivencia pueden ser de

muy diversos tipos, por lo que no es posible establecer unas reglas de procedimiento

universales.

En un principio, la mayor parte de la investigaci�on estad��stica, desarrollada

para obtener aplicaciones en ingenier��a, se centr�o en problemas param�etricos. En

las �ultimas d�ecadas, el n�umero de ensayos cl��nicos sometidos a investigaci�on m�edica

ha experimentado un gran crecimiento, lo que ha permitido un mayor acercamiento

a las t�ecnicas no param�etricas.

Los primeros estudios realizados con datos censurados utilizaron modelos

param�etricos, quiz�a por su simplicidad y atractivo matem�atico m�as que por su

idoneidad a la hora de afrontar los problemas pr�acticos. Estos modelos param�etricos

se basan en la suposici�on de que la determinaci�on exacta de la distribuci�on de la

variable de inter�es, T , depende s�olo y exclusivamente de un vector de par�ametros

desconocidos �. Para aplicar correctamente estos m�etodos es imprescindible poseer

gran cantidad de informaci�on con objeto de seleccionar un conjunto reducido de dis-

tribuciones, expresable param�etricamente, dentro del cual se encuentre con certeza

la distribuci�on de T .

Los procedimientos gr�a�cos pueden utilizarse para efectuar una comprobaci�on

informal de la validez del modelo propuesto e incluso para la obtenci�on de estima-

ciones aproximadas de los par�ametros desconocidos. La idea b�asica es construir

gr�a�cas que ser��an aproximadamente lineales si el modelo considerado se ajustase a

los datos obtenidos. De este modo, puede apreciarse a simple vista las desviaciones

de la linealidad, las cuales proporcionar��an evidencias de la incorrecci�on del modelo

supuesto (v�ease, por ejemplo, Nelson, 1982).

Si se conoce la familia param�etrica a la que pertenece la distribuci�on de super-

vivencia subyacente, se pre�eren, en general, los m�etodos param�etricos de m�axima

verosimilitud (v�ease Mann et al., 1974; Bain, 1978; Lawless, 1982; Nelson, 1982). Ya

se sabe que, bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador m�aximo veros��mil
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de � es consistente y sigue una distribuci�on asint�oticamente normal. Entre las dis-

tribuciones utilizadas con mayor frecuencia se encuentran la exponencial (Davis,

1952; Epstein y Tsao, 1953; Epstein y Sobel, 1953, 1954; Bartholomew, 1957, 1963;

Epstein, 1958; Zelen y Dannemiller, 1961), la de Weibull (Weibull, 1951; Lieblein y

Zelen, 1956; Kao, 1959; Cohen, 1965; Harter y Moore, 1965), la normal y log-normal

(Dixon, 1960; Feinleib, 1960; Cohen, 1961; Hill, 1963), la gamma (Gupta y Groll,

1961; Wilk et al., 1962a, 1962b; Stacy y Mihram, 1965; Harter, 1967), la Gaus-

siana inversa (Chhikara y Folks, 1977; Padgett, 1979), la log-log��stica (Kalbeisch y

Prentice, 1980, sec. 2.2.6), la de Pareto (Proschan, 1963; Davis y Feldstein, 1979),

y la exponencial potencial (Smith y Bain, 1975). Debido a la frecuente di�cul-

tad para distinguir entre las distribuciones candidatas (por ejemplo, v�ease Bain

y Englehardt, 1980), el investigador puede muy bien elegir una distribuci�on inco-

rrecta. Si se elige un modelo equivocado, entonces se sabe que el m�etodo de m�axima

verosimilitud conduce a la obtenci�on de resultados asint�oticamente sesgados y ser�a,

por tanto, inapropiado. Este problema en el sesgo de las estimaciones por un error

en la especi�caci�on del modelo es quiz�as el m�as generalizado en la utilizaci�on de

este m�etodo.

Cuando no se conozca con certeza el modelo param�etrico subyacente, los

m�etodos no param�etricos se presentan como la alternativa m�as razonable ya que no

requieren informaci�on sobre la distribuci�on de la variable T .

El desarrollo te�orico de las t�ecnicas de estimaci�on no param�etricas con datos

censurados puede considerarse bastante reciente. En 1958, Kaplan y Meier publican

un compendio de los escasos resultados que se hab��an obtenido hasta ese momento

para observaciones censuradas a la derecha y a~naden un estudio de las propiedades

de un nuevo estimador de la supervivencia, el estimador producto-l��mite, al que se

conocer�a m�as tarde con el nombre de sus autores. En los a~nos siguientes, Bres-

low y Crowley (1974), Peterson (1977) y Johansen (1978) establecen en sendos

trabajos algunas de las buenas propiedades del estimador de Kaplan-Meier. Es-

tas buenas propiedades, junto al ser de m�axima verosimilitud no param�etrica, han

hecho que este estimador se haya utilizado casi con exclusividad en los problemas
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no param�etricos con datos censurados a la derecha. En este �area, Miller (1981)

proporciona muchas referencias, adem�as de un an�alisis conciso de los principales

m�etodos no param�etricos de estimaci�on.

Ambos planteamientos tienen sus pros y sus contras. Mientras que el estimador

de Kaplan-Meier tiene muchas de las propiedades deseables para grandes muestras,

sus propiedades para muestras peque~nas dejan mucho que desear. En particular, es

sesgado para muestras �nitas y la magnitud del sesgo es inversamente proporcional

al tama~no muestral (v�ease Gross y Clark, 1975). Miller (1983) demuestra que la

e�ciencia as��ntotica del estimador producto-l��mite de Kaplan-Meier es inferior a la

del estimador param�etrico de m�axima verosimilitud si el nivel de censura es alto o

la supervivencia est�a proxima a cero.

Cuando los datos est�an doblemente censurados en los problemas de estimaci�on

no param�etrica, se utiliza con frecuencia el estimador autoconsistente de la funci�on

de supervivencia, propuesto primeramente por Turnbull (1974), el cual veri�ca

propiedades similares al de Kaplan-Meier (v�ease Gu y Zhang, 1993; Mykland y

Ren, 1996). En 1976, el propio Turnbull generaliza su estimador para datos arbi-

trariamente agrupados, censurados y truncados.

El hecho de que la informaci�on inicial que se disponga no aconseje la utilizaci�on

de modelos param�etricos no signi�ca que tenga que utilizarse s�olo y exclusivamente

la informaci�on muestral. Existen situaciones en las que es posible obtener infor-

maci�on a priori y por razones pr�acticas deber��a tenerse en cuenta. La metodolog��a

Bayesiana proporciona un procedimiento para combinar las opiniones a priori con

los datos observados. Adem�as, a menudo, pueden conocerse las consecuencias de

las decisiones, y es posible cuanti�car n�umericamente la p�erdida que ocasiona cada

decisi�on en cualquiera de las situaciones mediante una funci�on de p�erdida.

En el caso Bayesiano par�ametrico se considera que existe una distribuci�on a

priori sobre el espacio param�etrico �; al que pertenece �; y una funci�on de p�erdida

del decisor, cuyo valor esperado se intenta minimizar. En este campo, Tsokos

y Shimi (1977) y Martz y Waller (1982) proporcionan un extenso compendio de

t�ecnicas Bayesianas aplicables en �abilidad. Asimismo, ambos textos analizan al-
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gunos m�etodos Bayesianos emp��ricos.

Por otra parte, los m�etodos Bayesianos no param�etricos, donde la propia

funci�on de distribuci�on de T es el "par�ametro" que se desea estimar, cuentan con

la di�cultad de de�nir una distribuci�on a priori. Este problema ha sido abordado

por autores como Ferguson (1973), Doksum (1974), Antoniak (1974), Susarla y Van

Ryzin (1976, 1978), Kalbeisch (1978), Ferguson y Phadia (1979), Dykstra y Laud

(1981), Tiwari y Zalkikar (1993) y Fern�andez et al. (1997).

Tambi�en tienen especial relevancia las t�ecnicas semiparam�etricas o parcial-

mente param�etricas, en las cuales se supone que existe cierta informaci�on sobre

las variables del modelo que permite estimaciones m�as e�cientes de la superviven-

cia. Los modelos estad��sticos semiparam�etricos incluyen como desconocidos tanto

par�ametros como funciones. En general, el inter�es se centra en la estimaci�on de

los par�ametros del modelo especi�cado, considerando que las funciones desconoci-

das constituyen un par�ametro de dimensi�on in�nita. Una motivaci�on pr�actica para

la utilizaci�on de modelos semiparam�etricos es la de evitar restricciones sobre as-

pectos secundarios del problema, mientras se preserva una formulaci�on estricta de

las caracter��sticas de inter�es primordial. Mediante la imposici�on de restricciones

param�etricas sobre los modelos no param�etricos pueden obtenerse modelos semi-

param�etricos (por ejemplo, los modelos de los cap��tulos 3 y 4). El modelo de riesgos

proporcionales de Cox (1972) es el modelo semiparam�etrico que m�as se utiliza en

an�alisis de supervivencia.

En los modelos completamente param�etricos, sujetos a ciertas condiciones de

regularidad, los estimadores de m�axima verosimilitud son consistentes, y asint�oti-

camente normales y e�cientes. Para los modelos semiparam�etricos no se obtienen

esos resultados generales. Tradicionalmente, los procedimientos de inferencia para

los modelos semiparam�etricos se han obtenido ad hoc. No obstante, en las �ultimas

d�ecadas, han aparecido algunos art��culos sobre el desarrollo de una teor��a asint�otica

para problemas semiparam�etricos su�cientemente regulares que intenta imitar el de-

sarrollo tradicional de �esta para modelos completamente param�etricos (por ejemplo,

v�ease Gill, 1987; Bickel et al., 1993). La idea fundamental es la aproximaci�on local
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de un modelo semiparam�etrico por otro puramente param�etrico "menos favorable".

Entre la variedad de art��culos que utilizan t�ecnicas semiparam�etricas con datos

censurados se encuentran: Miller (1976), Buckley y James (1979), Finkelstein y

Wolfe (1985), Finkelstein (1986), Oakes (1986), Maguluri (1993), Bravo y Esteban

(1993b), Bravo et al. (1995a, 1995c) y Genest et al. (1995).

1.4 Modelo probabil��stico

La variabilidad de los resultados que se obtienen al medir el tiempo transcurrido

entre el instante inicial y el momento en que ocurre el suceso de inter�es, junto con

cierta regularidad inherente a esa incertidumbre, justi�can la utilizaci�on de modelos

probabil��sticos en los problemas de supervivencia. No obstante, hemos de decir que,

en todas las aplicaciones de los m�etodos estad��sticos basados en probabilidades, los

modelos y las suposiciones en que se basan no se satisfacen, por lo general, de forma

completa. Esto ocurre igualmente en el campo de la �abilidad y supervivencia. La

teor��a de la probabilidad proporciona el soporte te�orico esencial y las herramientas

necesarias para estudiar el tiempo de vida, pero existen muchas y muy variadas

posibilidades de que la realidad se desvie de los modelos te�oricos, por lo que es

esencial confrontar directamente los datos con los modelos mediante un an�alisis

descriptivo previo.

El modelo probabil��stico b�asico est�a constituido por una variable aleatoria no

negativa, T , (tiempo de vida o de fallo) que mide el tiempo transcurrido desde

un instante inicial (t0=0) hasta que ocurre el suceso de inter�es en los distintos

elementos de una poblaci�on homog�enea. Asociados a esta variable aleatoria hay

una serie de conceptos imprescindibles para el desarrollo posterior que se presentan

a continuaci�on.

Se denomina funci�on de supervivencia o �abilidad de la variable T a la funci�on

ST de�nida por:

ST (t) = Pr(T > t) ; t � 0:
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Obviamente, ST (t) es la probabilidad de que el suceso de inter�es ocurra con

posterioridad al instante t y se veri�ca que ST (t) = 1 � FT (t); donde FT es la

funci�on de distribuci�on de T . Por tanto, la funci�on de supervivencia es continua

por la derecha, mon�otona no creciente y veri�ca que ST (0�) = Pr (T � 0) = 1 y

lim
t!1

ST (t) = 0:

Si la variable aleatoria T es absolutamente continua, y fT es su funci�on de

densidad, entonces

ST (t) =
Z 1

t
fT (s)ds ; t � 0 y E [T ] =

Z 1

0
ST (t)dt:

Adem�as, fT (s) = � (d=dt) ST (s) en todo punto de continuidad de fT .

Otra funci�on utilizada con frecuencia, y de especial importancia, es la tasa de

fallo o funci�on de riesgo, cuya expresi�on matem�atica para variables absolutamente

continuas es

hT (t) = lim
�!0+

Pr(t < T � t +� j T > t)

�
; t � 0:

Intuitivamente, hT (t) representa la propensi�on a la ocurrencia instant�anea

del suceso de inter�es en t; sabiendo que hasta dicho instante no hab��a ocurrido.

Hist�oricamente, en los estudios de epidemiolog��a, se la denomin�o fuerza de la mor-

talidad. Es sencillo comprobar que esta funci�on es no negativa y que

hT (t) = fT (t)=ST (t)

en su campo de de�nici�on. Adem�as, para todo t � 0; se cumple que

ST (t) = exp
�
�
Z t

0
hT (s)ds

�
y fT (t) = hT (t) exp

�
�
Z t

0
hT (s)ds

�
:

En ocasiones es �util de�nir la tasa de fallo acumulativa o funci�on de riesgo

acumulativo:

HT (t) =
Z t

0
hT (s)ds = � logST (t):

Los conceptos anteriores pueden extenderse con facilidad al caso en el cual la

variable T no es absolutamente continua.
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En situaciones homog�eneas se considera que los tiempos de vida de todos los

individuos son variables aleatorias independientes e id�enticamente distribuidas. En

otras ocasiones se supone que, adem�as de los tiempos de vida de cada individuo,

tambi�en se han observado sobre cada uno de ellos cierto n�umero de covariables

que, de alguna forma, afectan a la distribuci�on del tiempo de vida. En el intento

de incorporar este tipo de informaci�on en los modelos de supervivencia ha sido

fruct��fero trabajar en t�erminos de la funci�on tasa de fallo. Por ejemplo, el modelo

de riesgos proporcionales, introducido por Cox (1972), asume que el efecto de las

covariables sobre la tasa de fallo es multiplicativo. Asimismo, con frecuencia, no

existe una �unica variable de supervivencia. Campbell (1981), Korwar (1987), Oakes

(1994) y otros investigadores consideran distribuciones multidimensionales.

En el campo del an�alisis de �abilidad, a menudo, la variable T representa el

tiempo que transcurre hasta que falla un determinado sistema (Barlow y Proschan

(1965, 1975) y Gerstbakh (1989) analizan, desde la �optica estad��stica, la teor��a de

�abilidad). Adem�as, con frecuencia, estos sistemas constan de varios subsistemas,

y cada uno de �estos de dos o m�as componentes que pueden reponerse y/o repararse.

(v�ease, por ejemplo, Ascher y Feingold, 1984; Klassen y van Peppen, 1989)

1.5 Modelo de censura aleatoria doble

En muchas ocasiones s�olo se conoce con exactitud el tiempo transcurrido, T , hasta

la ocurrencia del suceso de inter�es de una parte de los N individuos de la muestra

que se desea analizar, mientras que del resto solamente se tiene una informaci�on

parcial. Cuando s�olo se sabe que el tiempo de vida de un individuo, Ti; es menor que

un cierto valor conocido, Xi, se dice que Ti est�a censurado por la izquierda en Xi: Si

se conoce �unicamente que Ti > Yi; entonces Ti est�a censurado por la derecha en Yi:

Cuando existen algunos datos censurados por la derecha y otros por la izquierda,

se dice que el caso es de censura doble. Este tipo de censura es el que motiva todo

el trabajo de investigaci�on que aqu�� se presenta.

En el modelo de doble censura aleatoria se considera que existen tres
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variables aleatorias de�nidas sobre cada individuo: T , tiempo de ocurrencia del

suceso de inter�es, Y , tiempo de censura por la derecha y X, tiempo de censura por

la izquierda. Adem�as, se supone que Pr (X � Y ) = 1 y que T es independiente del

intervalo aleatorio de observaci�on [X; Y ] :

En este caso, dada una muestra aleatoria simple (Ti; Xi; Yi), i = 1; :::; N , la

informaci�on disponible vendr�a dada por los pares (Zi; �i), i = 1; ::::; N , donde

Zi = max fmin (Ti; Yi) ; Xig ;

y

�i =

8>>><>>>:
0 si Xi � Ti � Yi (no censura);

1 si Ti > Yi (censura por la derecha);

2 si Ti < Xi (censura por la izquierda):

Gehan (1965), Mantel (1967), Peto (1973) , Leiderman et al. (1973), Turnbull

(1974), Turnbull y Weiss (1978), Morales et al. (1991), Tang et al. (1995) y otros

autores proporcionan ejemplos de muestras doblemente censuradas que aparecen en

situaciones pr�acticas.

En los estudios sobre supervivencia o �abilidad, la estimaci�on de la funci�on

de distribuci�on del tiempo de vida es, con frecuencia, de especial inter�es. En esos

problemas, a menudo, aparecen observaciones censuradas y, por tanto, la funci�on

de distribuci�on emp��rica no es apropiada para la estimaci�on no param�etrica de la

funci�on de distribuci�on te�orica del tiempo de vida o de supervivencia. En el caso

de censura a la derecha se acepta generalmente el estimador producto-l��mite de

Kaplan y Meier (1958) como sustituto de la funci�on de distribuci�on emp��rica, ya

que es el estimador de m�axima verosimilitud no param�etrico (EMVNP) (Cox y

Oakes, 1984, pag. 48) y posee las propiedades de autoconsistencia (Efron, 1967),

normalidad asint�otica (Breslow y Crowley, 1974) y e�ciencia asint�otica (Wellner,

1982). Es natural que, en otros casos distintos a �este, se busquen estimadores que

posean propiedades similares. Para una discusi�on detallada, v�ease Tsai y Crowley

(1985) y Gill (1989).

En el caso m�as general de doble censura, Turnbull (1974) propone un algoritmo
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autoconsistente para hallar el EMVNP de la distribuci�on subyacente. Chang y

Yang (1987) demuestran la identi�cabilidad y la consistencia uniforme fuerte del

estimador autoconsistente, bajo ciertas condiciones aceptables sobre la censura,

para distribuciones continuas con soporte (0;1), y Chang (1990) comprueba la

normalidad asint�otica en intervalos compactos supuesta una condici�on adicional

bastante restrictiva sobre la censura. Gu y Zhang (1993) generalizan los resultados

de consistencia a distribuciones no continuas con soporte arbitrario, establecen la

normalidad asint�otica sobre el soporte completo del tiempo de vida bajo condiciones

m�as generales sobre las distribuciones de las variables de censura, y demuestran que

el estimador de Turnbull es asint�oticamente e�ciente.

Desde otro punto de vista, Samuelsen (1989) construye estimadores no para-

m�etricos consistentes de la funci�on de supervivencia y de la tasa de fallo acumula-

tiva que convergen d�ebilmente (propiamente normalizados) a procesos Gaussianos,

considerando que se conocen todos los tiempos de censura a la izquierda.

En el contexto param�etrico, Fern�andez et al. (1996) estudian el modelo de ries-

gos proporcionales de Cox (1972), a partir de datos de supervivencia doblemente

censurados y covariables, mediante la modelizaci�on param�etrica de la tasa de fallo

base en t�erminos de distribuciones de�nidas a trozos (o con par�ametros variables).

Considerando que la distribuci�on base de la supervivencia es, a trozos, exponencial,

de Weibull o de valor extremo generalizada, obtienen los correspondientes sistemas

de ecuaciones de verosimilitud, contrastan la inuencia de las covariables en la su-

pervivencia y proponen algunos m�etodos gr�a�cos para la evaluaci�on de los modelos

propuestos.

Muchos trabajos recientes en el �area de la supervivencia con datos censura-

dos por la derecha han sido motivados por la teor��a de los procesos contadores

(v�ease Aalen, 1978; Andersen y Gill, 1982). Esta estructura ha proporcionado de-

mostraciones elegantes y simples de muchos problemas de este campo. Fleming y

Harrington (1991) y Andersen et al. (1993) presentan un compendio de las apli-

caciones de las martingalas y los procesos contadores al an�alisis de supervivencia

con datos censurados por la derecha. Sin embargo, la estructura de los procesos
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contadores no puede adaptarse con facilidad cuando los datos est�an doblemente

censurados ya que es dif��cil de�nir de forma adecuada la secuencia creciente de

�-�algebras. Por este motivo, el desarrollo de una metodolog��a apropiada para datos

de supervivencia arbitrariamente censurados requiere una punto de vista esencial-

mente diferente, y constituye una importante �area de investigaci�on.

Desde luego, la estimaci�on del tiempo de vida no es el �unico inter�es en el

campo del an�alisis de supervivencia con datos doblemente censurados. Muchos

art��culos analizan los m�as diversos temas cuando existe censura doble. Por ejemplo,

el contraste de homogeneidad de dos muestras (Gehan, 1965; Mantel, 1967), el

contraste de bondad de ajuste (Turnbull y Weiss, 1978; Ren, 1995), la estimaci�on

de una funci�on de supervivencia bivariada (Korwar, 1987), y el modelo lineal de

regresi�on (Zhang y Li, 1996).

Un campo en el que aparecen con frecuencia datos doblemente censurados es

en los experimentos de supervivencia/sacri�cio en animales, especialmente los que

se dise~nan para determinar si ciertos agentes aceleran la aparici�on de un tumor.

En tales estudios, a cada animal se le administra una dosis predeterminada de

la sustancia supuestamente cancer��gena y se examina, a su muerte o sacri�cio,

la presencia o no de un tumor. En la mayor��a de las ocasiones, la aparici�on del

tumor no es observable directamente. Tan s�olo puede constatarse el tiempo de

su muerte o sacri�cio. En los casos donde el tumor es irreversible y no letal, los

tiempos observados de muerte o sacri�cio proporcionan observaciones censuradas

a la izquierda (si el tumor est�a presente) o censuradas a la derecha (si el tumor

est�a ausente) de los tiempos de aparici�on del tumor. Algunos trabajos que analizan

datos sobre tumores no letales son, entre otros, Hoel y Walburg (1972), Peto et al.

(1980), Dinse y Lagakos (1983) y Finkelstein (1986).

Huang (1996) estudia el estimador de m�axima verosimilitud para el modelo de

riesgos proporcionales de Cox (1972), considerando datos que est�an censurados a la

derecha o a la izquierda, y aplica sus resultados a un estudio sobre tumorog�enesis.

Este tipo de datos tambi�en aparecen en estudios demogr�a�cos; v�ease, por ejemplo,

Diamond et al. (1986) y Diamond and MacDonald (1991). Tang et al. (1995) pro-
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ponen varios tests no param�etricos para contrastar la homogeneidad de dos mues-

tras de esta clase y Wang y Gardiner (1996) construyen una clase de estimadores

autoconsistentes de la funci�on de supervivencia. Rabinowitz et al. (1995) tratan

el problema de la estimaci�on en modelos de regresi�on con datos censurados por

intervalos. Adem�as, en los estudios sobre del virus de inmunode�ciencia humana

(VIH) y el s��ndrome de inmunode�ciencia adquirida (SIDA) aparecen esquemas de

censura similares; v�ease, por ejemplo, Shiboski y Jewell (1992) y Jewell et al. (1994).

1.6 Modelo de tasas de fallo proporcionales

Un caso particular del modelo de censura aleatoria a la derecha, que ha sido utilizado

por varios autores, es el modelo de tasas de fallo proporcionales o modelo de Koziol-

Green.

En el caso de censura aleatoria a la derecha se supone que existe un n�umero

real positivo desconocido, �; tal que las funciones de supervivencia de las variables

inependientes T e Y , ST y SY respectivamente, veri�can la siguiente relaci�on:

SY (t) = S�
T (t) ; para todo t � 0:

Si T e Y son absolutamente continuas con soporte com�un [0;1) ; entonces se

veri�ca la siguiente relaci�on entre las tasas de fallo de Y y T

hY (t) = �hT (t) ; para todo t � 0;

expresi�on que justi�ca el nombre del modelo.

Algunos investigadores, entre otros, que estudian este modelo son: Koziol y

Green (1976) proponen un test de bondad de ajuste de ST del tipo de Cram�er-von

Mises; Cs�orgo y Horv�ath (1981) analizan bandas de con�anza para la estimaci�on

de la supervivencia ; Ebrahimi (1985) propone un estimador de ST y demuestra

su consistencia fuerte y normalidad asint�otica; Cheng y Lin (1987) examinan el

estimador de m�axima verosimilitud de ST y comprueban que es asint�oticamente m�as

e�ciente que el estimador de Kaplan-Meier; Herbst (1992a) construye un estad��stico
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de Kolmogorov-Smirnov para contrastar la validez del modelo de Koziol-Green; y

Herbst (1992b, 1993) estima los momentos y momentos residuales respectivamente,

y demuestra su consistencia y normalidad asint�otica.

Este modelo puede extenderse con facilidad al caso de doble censura: con-

sid�erese que T1; ::,TN, X1; ::; XN e Y1; ::; YN son tres muestras aleatorias de las

variables independientes T , X e Y respectivamente, donde T representa el tiempo

de ocurrencia de un determinado suceso de inter�es y X e Y se corresponden con

las variables de censura por la izquierda y por la derecha. Adem�as, se supone que

solamente se observan los pares (Zi; �i), i = 1; ::::; N , donde

Zi = max fmin (Ti; Yi) ; Xig ;

y

�i =

8>>><
>>>:

0 si Xi � Ti � Yi (no censura)

1 si Xi � Yi < Ti (censura por la derecha)

2 si Ti < Xi � Yi o Yi < Xi (censura por la izquierda)

En este caso, la extensi�on natural del modelo de Koziol-Green a doble censura

considera que existen dos n�umeros reales positivos desconocidos, � y ; tales que

SX(t) = S
T (t) y SY (t) = S�

T (t) ; para todo t � 0: Por tanto, si T , X e Y son

absolutamente continuas, existe proporcionalidad entre las tasas de fallo, esto es,

hX (t) = hT (t) y hY (t) = �hT (t) en su campo de de�nici�on com�un.

Varios autores estudian este modelo generalizado de Koziol-Green. Por ejem-

plo, Bravo y Esteban (1993a) y Fern�andez et al. (1995a) proponen sendos es-

timadores de ST que extienden a los propuestos por Ebrahimi (1985) y Herbst

(1992a), respectivamente, al caso de doble censura y demuestran su consistencia

uniforme fuerte y normalidad asint�otica. Bravo et al. (1995b) construyen un es-

timador de la funci�on de supervivencia uniformemente fuertemente consistente y

asint�oticamente normal cuando el tiempo de vida es independiente del intervalo de

observaci�on y los datos son incompletos. En el contexto Bayesiano no param�etrico,

Morales et al. (1990, 1991) presentan un procedimiento para la estimaci�on de ST ;

supuesto que existe un proceso de Dirichlet a priori sobre Z y T respectivamente,
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mientras que Fern�andez et al. (1995b, 1997) consideran que la informaci�on a priori

se expresa mediante un proceso de Dirichlet sobre el vector observable completo

(Z; �); y proponen un estimador de ST uniformemente fuertemente consistente y

asint�oticamente normal.

1.7 An�alisis de supervivencia con datos incompletos

En multitud de ocasiones, y por muy diversas razones, se desconoce cierta infor-

maci�on relevante para el an�alisis de la supervivencia. Muchos investigadores han

propuesto m�etodos para salvar, en lo posible, esa falta de informaci�on, especial-

mente cuando se analizan datos de supervivencia que incluyen varios tipos de fallo.

Estos modelos constan de una variable que mide el tiempo que transcurre hasta que

sucede el fallo y de otra que indica el tipo de fallo que se presenta, denominadas

respectivamente tiempo y tipo de fallo. Cuando se introducen los mecanismos de

censura, a menudo, una observaci�on censurada del tiempo de fallo impide constatar

el tipo de fallo. Por ejemplo, Dinse (1982) considera que el tiempo de fallo est�a

censurado por la derecha y que se desconoce el tipo de fallo de algunos individuos,

y utiliza el algoritmo EM (Dempster et al., 1977) para estimar la distribuci�on con-

junta del tiempo y tipo de fallo. Adem�as, demuestra que las estimaciones sucesivas

son autoconsistentes (Efron, 1967) y convergen a la estimaci�on no param�etrica de

m�axima verosimilitud. Otros autores que han propuesto m�etodos para estimar las

funciones de supervivencia en este caso son, entre otros, Miyakawa (1984), Racine-

Poon y Hoel (1984) y Kodell y Chen (1987). Asimismo, Peto et al. (1980), Lagakos

(1982), Dinse (1986, 1988) y Lagakos y Louis (1988) discuten el problema de la

p�erdida de la causa de muerte en experimentos de carcinog�enesis animal. En este

contexto, Goetghebeur y Ryan (1990) obtienen un test logrank modi�cado para

comparar la supervivencia en dos poblaciones, y Dewanji (1992) sugiere una modi-

�caci�on de este contraste. Goetghebeur y Ryan (1995) extienden los resultados que

obtuvieron en 1990 a modelos de regresi�on con riesgos proporcionales, y proponen

un m�etodo para analizar esta clase de datos de supervivencia, que incluyen tipos de
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fallo desconocidos para algunos individuos, bas�andose en una generalizaci�on de la

estructura semiparam�etrica discutida por Cox y Oakes (1984, sec. 9.4) que requiere

el supuesto de "p�erdida al azar" de Little y Rubin (1987).

Por otra parte, Suzuki (1985a, 1985b) analiza el problema de la estimaci�on

de la funci�on de supervivencia con la presencia de censura aleatoria a la derecha,

cuando se desconoce el tiempo de censura de algunos individuos, en el contexto no

param�etrico y param�etrico respectivamente. En el primer art��culo, generaliza el

estimador no param�etrico de Kaplan-Meier para esta clase de datos y comprueba

que es de m�axima verosimilitud, adem�as de consistente y asint�oticamente normal.

En el segundo, considera que la distribuci�on del tiempo de vida tiene una formulaci�on

param�etrica conocida y utiliza las distribuciones exponencial y de Weibull como

ejemplos. En este caso, Suzuki obtiene un estimador consistente y asint�oticamente

normal de los par�ametros del modelo.

En este trabajo profundizamos en el campo de la estimaci�on de la super-

vivencia en doble censura con datos incompletos, extendiendo algunos modelos

propuestos para el caso de censura a la derecha e introduciendo nuevas t�ecnicas

param�etricas y semiparam�etricas, y analizamos el efecto de la proporci�on de datos

desconocidos sobre la e�ciencia de los estimadores considerados. De este modo,

en el cap��tulo 2 se presenta un m�etodo para la estimaci�on param�etrica de dis-

tribuciones de supervivencia cuando la variable de censura por la derecha es s�olo

parcialmente observable. El estimador propuesto, que extiende de forma natural

al considerado por Suzuki (1985b) en el caso de censura por la derecha, veri�ca

propiedades asint�oticas similares a las del estimador de m�axima verosimilitud, y se

obtiene bajo los supuestos de un modelo param�etrico conocido y la independencia

entre los tiempos de vida y los correspondientes tiempos de censura. Adem�as, se

realiza un estudio computacional dise~nado para analizar la e�ciencia del estimador

obtenido seg�un el nivel de censura y el tama~no muestral.

En el tercer cap��tulo se presenta un procedimiento semiparam�etrico para esti-

mar una curva de supervivencia a partir de datos doblemente censurados, cuando se

desconoce el tiempo de censura por la derecha de algunos individuos, que extiende
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la idea dada por Klein et al. (1990) en el caso de censura por la derecha. El es-

timador propuesto utiliza modelos param�etricos para las observaciones censuradas

y trata de forma no param�etrica a las no censuradas. Tambi�en, se estudian algu-

nas propiedades asint�oticas del estimador obtenido, como la consistencia uniforme

fuerte y la convergencia d�ebil a un proceso Gaussiano, y se analiza y compara su

comportamiento mediante simulaci�on.

En el cap��tulo 4 se considera el modelo generalizado de Koziol-Green en el

contexto Bayesiano no param�etrico, y se propone un m�etodo de estimaci�on de la

funci�on de supervivencia ST con datos incompletos y doblemente censurados cuando

el conocimiento a priori viene dado por un proceso de Dirichlet (Ferguson, 1973)

sobre el vector de variables observables (Z; �); como alternativa al obtenido por

Morales et al. (1990) cuando la informaci�on a priori es s�olo sobre la variable Z y los

datos son completos. Adem�as, se analizan las propiedades asint�oticas del estimador

propuesto, y se estudia y compara su e�cacia mediante simulaci�on.



Cap��tulo 2

Estimaci�on param�etrica de

distribuciones de supervivencia

2.1 Introducci�on

Un �n primordial del an�alisis de supervivencia o �abilidad es estimar la distribuci�on

del tiempo que transcurre hasta el fallo de un determinado sistema, o de una de

sus componentes (tiempo de supervivencia, de vida o de fallo). Existen muchas

situaciones en las que el tiempo de fallo no es realmente una variable temporal, sino

que representa la frecuencia de uso. Por ejemplo, la vida de un autom�ovil se mide

generalmente por su kilometraje, y la de una fotocopiadora, por el n�umero de copias

que ha realizado. Asimismo, una compa~n��a de seguros utiliza la cantidad total que

se ha pagado a un cliente con una enfermedad prolongada para medir su tiempo de

vida y, con frecuencia, para establecer la �abilidad de un sistema dise~nado para la

gesti�on de grandes bases de datos se utiliza la cantidad total de datos almacenados

en ella. En cualquier caso, todas estas variables miden, de alg�un modo, la longitud

del intervalo de "tiempo" que transcurre hasta que sucede el fallo.

Debido a los m�etodos de muestreo, o a la ocurrencia de alguna otra causa de

fallo que se desea eliminar del estudio, puede que el tiempo de fallo no sea directa-

mente observable. En la mayor��a de esos casos s�olo se conoce si el tiempo de fallo

es mayor o menor que un determinado tiempo de censura por la derecha o por la

izquierda, respectivamente. En particular, la censura por la derecha ha sido exten-

samente tratada en la literatura cient���ca. El an�alisis de datos de supervivencia o
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�abilidad con un esquema de censura doble se ha considerado ampliamente en los

�ultimos a~nos. Los art��culos de Chang (1990), Bravo y Esteban (1993a, 1993b), Gu

y Zhang (1993), Jewell et al. (1994), Bravo et al. (1995a), Ren (1995), Mykland

y Ren (1996), Zhang y Li (1996) y Fern�andez et al. (1997) son s�olo algunos de los

muchos trabajos que han aparecido recientemente en este �area.

Este cap��tulo presenta un procedimiento para la estimaci�on de par�ametros de

distribuciones de supervivencia cuando se analizan datos incompletos y doblemente

censurados. Doblemente censurados en el sentido que algunas de las observaciones

est�an censuradas por la derecha y otras est�an censuradas por la izquierda. Incom-

pletos en el sentido que la variable de censura por la derecha s�olo es parcialmente

observable.

El m�etodo se ilustra mediante un ejemplo basado en un estudio de la �abi-

lidad de un determinado sistema de base de datos dise~nado para la gesti�on de un

gran volumen de informaci�on en la secci�on 2.2. Adem�as, se discute la motivaci�on

y construcci�on del estimador propuesto. Este estimador, el cual extiende de forma

natural al considerado por Suzuki (1985b) en el caso de censura por la derecha, se

obtiene bajo los supuestos de un modelo param�etrico conocido de la funci�on de su-

pervivencia, seleccionado mediante estudios preliminares, y la independencia entre

los tiempos de fallo y los correspondientes tiempos de censura. En la secci�on 2.3 se

demuestra que el estimador obtenido presenta tan buenas propiedades asint�oticas

como las de un estimador de m�axima verosimilitud. Por �ultimo, la secci�on 2.4 est�a

dedicada a un estudio de simulaci�on de Monte Carlo realizado con el �n de analizar

el efecto de la proporci�on de datos desconocidos sobre la e�ciencia del estimador

propuesto.

2.2 Motivaci�on y construcci�on del estimador

El ejemplo que se presenta en este cap��tulo se basa en un estudio sobre la �abilidad

de un determinado sistema de gesti�on de bases de datos (SGBD). Una compa~n��a

ofrece a sus clientes un contrato de mantenimiento con una duraci�on de un a~no que
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consiste en la actualizaci�on del producto sin costo adicional, y el soporte t�ecnico

necesario para la resoluci�on de los problemas que les planteen. Siempre que ocurra

un fallo del SGBD durante el periodo de vigencia del contrato de mantenimiento,

el cliente avisa al personal t�ecnico de la compa~n��a para conseguir que su sistema

vuelva a activarse. Esta compa~n��a est�a muy interesada en demostrar que su sistema

es su�cientemente �able para gestionar grandes bases de datos y, a �n de realizar un

estudio de su e�cacia, ha dise~nado un nuevo contrato de mantenimiento, en el cual

se le pregunta al cliente tanto si su sistema ha fallado anteriormente como el tama~no

actual de su base de datos. Se seleccionan para este estudio los mil primeros clientes

que �rman este nuevo contrato de mantenimiento. Debido a las caracter��sticas del

negocio de la compa~n��a, se presume que el tiempo necesario para obtener esos mil

clientes no es superior a dos meses. Como se plantea que el estudio tendr�a una

duraci�on de nueve meses, todos los contratos de mantenimiento correspondientes a

la muestra seleccionada expirar�an con posterioridad a la �nalizaci�on del proyecto. El

an�alisis de �abilidad requiere conocer el tama~no de las bases de datos de los clientes

elegidos cuando ocurre el primer fallo del SGBD. Por tanto, durante los nueve

meses que constituyen el periodo de estudio, siempre que un cliente seleccionado

llame debido a un fallo de su sistema, el personal t�ecnico de la compa~n��a le pedir�a

el tama~no de su base de datos, si efectivamente �este es su primer fallo. Al �nal del

periodo de estudio, el vendedor del SGBD se pone en contacto (por ejemplo, por

carta) con aquellos clientes seleccionados cuyos sistemas no han fallado a�un para

solicitarles el tama~no de sus bases de datos, ya que esas observaciones contienen

importante informaci�on acerca del tiempo de vida del SGBD. Este estudio constituye

un ejemplo claro de an�alisis de datos de �abilidad. Obs�ervese que, aunque tanto el

periodo de mantenimiento como el de observaci�on se miden realmente en unidades

de tiempo, la variable que representa al tiempo de vida, esto es, "el tama~no de la base

de datos del cliente cuando ocurre el primer fallo", se mide en megabytes. N�otese

tambi�en que la muestra de datos que se considera est�a doblemente censurada, y que

estos datos se originan a partir de la observaci�on de los SGBD en las tres posibles

situaciones siguientes:
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� El sistema falla durante el periodo de estudio. En ese caso, el cliente avisa a

la compa~n��a suministradora del software para solicitar soporte t�ecnico. A su

vez, puede observarse el tama~no exacto de la base de datos del cliente, el cual

proporciona un dato no censurado.

� El sistema ha fallado antes de la �rma del contrato de mantenimiento. El

tama~no de la base de datos del cliente en el momento del fallo es desconocido.

En esta ocasi�on, la compa~n��a s�olo es capaz de saber el tama~no de la base de

datos del cliente al inicio del periodo de mantenimiento, el cual se almacena en

el impreso del contrato. Este caso corresponde a una observaci�on censurada

por la izquierda.

� El sistema no ha fallado al t�ermino del estudio. Esta vez, la compa~n��a no

conoce ni el tama~no de la base de datos cuando falle el SGBD por primera

vez (este evento no ha ocurrido a�un) ni el tama~no de la base de datos al �nal

del estudio. Sin embargo, como se mencion�o antes, estos datos contienen im-

portante informaci�on sobre el tiempo de vida del SGBD. La compa~n��a puede

solicitar por carta a un cierto porcentaje de esos clientes el tama~no de sus

bases de datos al �nal del estudio. La informaci�on as�� obtenida puede ayudar

a incrementar la e�ciencia del estimador propuesto. Esta tercera situaci�on co-

rresponde al caso de datos censurados por la derecha con un cierto porcentaje

de informaci�on desconocida.

2.2.1 El modelo

En este cap��tulo se considera el modelo de doble censura aleatoria. Sup�ongase que

T es una variable aleatoria no negativa, con funci�on de supervivencia o �abilidad

ST (t) = Pr(T > t); que representa a la variable tiempo de vida en estudio. La

observaci�on de T est�a sujeta al intervalo aleatorio [X; Y ], esto es, T es observable

si y s�olo si pertenece a [X; Y ] ; donde X e Y son variables aleatorias no negativas y

Pr(X � Y ) = 1. Si T no pertenece a [X; Y ], su valor exacto no puede determinarse.
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Tan s�olo puede saberse si T es menor que X o mayor que Y; y solamente se observa

X o Y en cada caso. Formalmente, en esta situaci�on, la informaci�on disponible

sobre T puede expresarse mediante un par de variables aleatorias Z y �; donde

Z = max fmin(T; Y ); Xg (2.1)

y

� =

8>>>><>>>>:
0 si X � T � Y (no censura);

1 si T > Y (censura por la derecha);

2 si T < X (censura por la izquierda):

(2.2)

Como supuesto crucial del modelo, se asume que el mecanismo de censura es

independiente del tiempo de supervivencia, es decir, que el intervalo aleatorio [X; Y ]

no depende de la variable T:

A partir de estudios preliminares, se supone que la funci�on de supervivencia

de T se expresa mediante un modelo param�etrico conocido ST (t; �); donde � es un

vector de par�ametros desconocidos que toma valores en un determinado espacio

param�etrico �; cuyo soporte, ft � 0 : 0 < ST (t; �) < 1g ; no depende de �:

El problema que se plantea es estimar el vector de par�ametros de supervivencia,

�; a partir de una muestra de N pares independientes, (Zi; �i) para i = 1; :::; N;

donde (Zi; �i) est�a de�nido como en (2.1)-(2.2).

En el caso del SGBD se tendr�a una relaci�on parcial de las observaciones cen-

suradas por la derecha. M�as especif��camente, se veri�ca que las cantidades Zi no

se observan cuando �i = 1; y que, despu�es de realizar un seguimiento de esos sis-

temas por correo, se obtienen los valores de Y �unicamente para una determinada

proporci�on de ellos. Sin esta informaci�on, un estimador apropiado de � s�olo puede

obtenerse en casos especiales.

De este modo, para i = 1; :::; N; se considera que Fi = 1 si la unidad i-�esima

est�a sujeta a un seguimiento posterior y que Fi = 0 en otro caso.

El n�umero de observaciones no censuradas, censuradas por la derecha sin
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seguimiento, censuradas por la derecha con seguimiento y censuradas por la izquierda

se denotan por N0; N10; N11 y N2 respectivamente. La probabilidad de que una

unidad est�e sometida a un seguimiento posterior se representa por f�; y se supone

que N11 y f� = Pr(F = 1 j � = 1) son ambos positivos.

2.2.2 El estimador de m�axima pseudo-verosimilitud

Para construir el estimador del p�arametro desconocido, �, se considera la dis-

tribuci�on muestral de las cantidades observadas (Zi; �i); i = 1; :::; N; la cual viene

dada por

L =
NY
i=1

h
fT (Zi)

n
SY (Z

�
i )� SX(Zi)

oiI(�i=0)
[fY (Zi)ST (Zi)]

I(�i=1)Fi

fPr(�i = 1)gI(�i=1)(1�Fi)
h
fX(Zi)

n
1� ST (Z

�
i )
oiI(�i=2)

;

donde fT ; fX y fY son respectivamente las funciones de densidad de pro-

babilidad de las variables aleatorias T , X e Y , las funciones ST ; SX y SY son

sus correspondientes funciones de supervivencia o �abilidad, e I(�) representa la

funci�on indicatriz del suceso (�) :

Si se de�nen las variables condicionales siguientes

eZi = Zi j f�i = 0g ; i = 1; :::; N0;

Zj = Zj j f�j = 1; Fj = 1g ; j = 1; :::; N11;

bZk = Zk j f�k = 2g ; k = 1; :::; N2;

la funci�on de verosimilitud puede expresarse como:

L =
N0Y
i=1

h
fT ( eZi)

n
SY ( eZ�

i )� SX( eZi)
oiN11Y

j=1

h
fY (Zj)ST (Zj)

i
fPr(� = 1)gN10

N2Y
k=1

h
fX( bZk)

n
1� ST ( bZ�

k )
oi
:
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Teniendo en cuenta que Pr(� = 1) no puede calcularse anal��ticamente de forma

sencilla, excepto en ciertos casos especiales (por ejemplo, cuando T e Y son expo-

nenciales), se asume que la distribuci�on de las N10 observaciones censuradas por

la derecha y sin seguimiento posterior coincide con la distribuci�on de las N11 con

seguimiento. Por este motivo, la masa de los N10 valores desconocidos se redis-

tribuye equitativamente entre las N11 observaciones conocidas de Z; y se utiliza

N11Y
j=1

h
fY (Zj)ST (Zj)

iN10=N11

en vez de fPr(� = 1)gN10 : Si adem�as se supone que la censura es no informativa,

esto es, que las funciones fX, fY , SX y SY no incluyen ning�un par�ametro de inter�es,

resulta �nalmente la siguiente funci�on de pseudo-verosimilitud

L� =
N0Y
i=1

fT ( eZi)
N11Y
j=1

n
ST (Zj)

o1+N10=N11
N2Y
k=1

n
1� ST ( bZ�

k )
o
:

El estimador de � que se propone es el vector �� 2 �; en el cual la pseudo-

verosimilitud L� sea m�axima.

Como 1 +N10=N11 converge casi seguramente a 1=f�; tambi�en se podr��a con-

siderar la pseudo-verosimilitud

L�� =
N0Y
i=1

fT ( eZi)
N11Y
j=1

n
ST (Zj)

o1=f� N2Y
k=1

n
1� ST ( bZ�

k )
o
;

que generaliza la propuesta por Kalbeisch y Lawless (1988) en el caso de censura a

la derecha, y denotar por ��� al valor del par�ametro que maximice L��: Sin embargo,

la atenci�on se centrar�a principalmente en el estimador �� ya que proporciona mejores

resultados.
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Observaciones

� N�otese que �� y ��� son v�alidos incluso cuando los modelos de X e Y son no

param�etricos.

� Cuando la variable de censura por la izquierda, X; tambi�en es parcialmente

observable, las expresiones de L� y L�� son inmediatas. No obstante, no se

estudiar�a aqu�� ese caso.

2.2.3 Familias de tipo exponencial

En este apartado se supone que la funci�on de densidad de T pertenece a una familia

de tipo exponencial en su parametrizaci�on natural, esto es,

fT (t) = h(t) exp
n
�tu(t) + v(�)

o
; (2.3)

donde h(t) es una funci�on escalar de t, u(t) es una vector p � 1 de funciones de t

linealmente independientes y v(�) es una funci�on escalar del par�ametro �:

Por tanto, la log pseudo-verosimilitud vendr�a dada en este caso por:

logL�(�) =
N0X
i=1

log fT ( eZi; �)+
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

logST (Zj; �)+
N2X
k=1

log
n
1� ST ( bZk; �)

o
:

Como se veri�ca que

@

@�
log fT ( eZi; �) =

@

@�

n
log h( eZi) + �tu( eZi) + v(�)

o
= u( eZi) +

@

@�
v(�);

@

@�
log ST (Zj; �) =

@

@�
ST (Zj; �)

ST (Zj ; �)
= E�

h
u(Tj) j Tj > Zj

i
+

@

@�
v(�);

@

@�
log

n
1� ST ( bZk; �)

o
=
� @

@�
ST ( bZk; �)

1� ST ( bZk; �)
= E�

h
u(Tk) j Tk < bZk

i
+

@

@�
v(�)

y (@=@�)v(�) = �E� [u(T )], donde @=@� denota al correspondiente vector columna

de derivadas parciales o gradiente respecto de �; se obtiene que
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@

@�
logL�(�) =

N0X
i=1

u( eZi) +
N11X
j=1

E�

h
u(Tj) j Tj > Zj

i

+
N2X
k=1

E�

h
u(Tk) j Tk < bZk

i
�NE� [u(T )]

=
X
i2I�

!�i fE� [u(Ti) j D] �E� [u(T )]g ;

donde I� es un conjunto indexado que representa a las (N0 +N11 +N2) observa-

ciones conocidas; !�i = 1+I(�i = 1; Fi = 1)N10=N11; y D es el conjunto de los

datos observados. Luego, la soluci�on �� de las ecuaciones de pseudo-verosimilitud

se obtiene igualando la esperanza de u(T ) al promedio pesado de las esperanzas de

los u(Ti)0s condicionadas a los datos observados: M�as formalmente, �� se obtiene

como soluci�on de

1

N

X
i2I�

!�iE� [u(Ti) j D] = E� [u(T )] :

An�alogamente, ��� es soluci�on de la ecuaci�on

1

N

X
i2I�

!��i E� [u(Ti) j D] = E� [u(T )] ;

donde !��i = 1 + (1=f� � 1)I(�i = 1; Fi = 1); para i 2 I�:

2.2.4 El algoritmo EM

El algoritmo EM, propuesto por Dempster et al. (1977), es altamente e�caz cuando

la log verosimilitud logL0(�;D0) de los datos D0 que se observar��an si no exis-

tiera censura tiene una expresi�on funcional apreciablemente m�as simple que la log

verosimilitud logL(�;D) de los datos D que realmente se observan.

En el caso que se plantea, la funci�on Q(�0; �) = E� [logL0(�0;D0) j D] puede
expresarse como
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N0X
i=1

E�

h
log fT (Ti; �0) j Ti = eZi

i
+
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

E�

h
log fT (Tj; �0) j Tj > Zj

i

+
N2X
k=1

E�

h
log fT (Tk; �0) j Tk < bZk

i
:

Dada la estimaci�on actual ��(j) de �, el algoritmo EM determina una nueva

estimaci�on ��(j+1) como aquel valor de �
0 que maximiza Q(�0; ��(j)): Bajo condiciones

bastante generales (v�ease Wu, 1983) la sucesi�on
n
��(j)

o
converge al valor �� que

maximiza la log pseudo-verosimilitud logL�(�):

Si la densidad de T est�a de�nida por la expresi�on (2.3), entonces

Q(�0; �) =
X
i2I�

!�i �
0tE� [u(Ti) j D] +Nv(�0)

salvo una funci�on aditiva que no depende de �0: La maximizaci�on de Q en �0 puede

obtenerse anulando (@=@�0)Q(�0; �); lo cual proporciona la siguiente ecuaci�on en �0,

para un � dado,

E�0 [u(T )] =
1

N

X
i2I�

!�iE� [u(Ti) j D] : (2.4)

De este modo, si � es un punto �jo del algoritmo EM, es decir, �0 = � en la expresi�on

(2.4), entonces � es tambi�en una soluci�on de la ecuaci�on de pseudo-verosimilitud

(@=@�) logL�(�) = 0:

La log pseudo-verosimilitud logL�(�) no decrece en ninguna iteraci�on del

algoritmo EM. Como consecuencia inmediata, el estimador de m�axima pseudo-

verosimilitud �� debe satisfacer la condici�on de autoconsistencia siguiente

Q(��; ��) � Q(�0; ��); para todo �0 2 �;

ya que, si iniciamos el proceso con � = ��, la log pseudo-verosimilitud logL�(�) no

puede incrementarse en ninguna iteraci�on del algoritmo EM, o de cualquier otra

forma.
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2.2.5 Ejemplos

Caso exponencial: Si la distribuci�on de la variable T es exponencial de par�ametro

�; entonces su funci�on de supervivencia estar�a de�nida por ST (t) = exp(��t) para
t > 0: Por consiguiente,

L� (�) =
N0Y
i=1

� exp(��Zi)
N11Y
j=1

exp
�
��

�
1 +

N10

N11

�
Zj

� N2Y
k=1

f1� exp(��Zk)g :

De (@=@�) logL� (�) = 0; resulta la ecuaci�on

N0

�
�

N0X
i=1

Zi �
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zj +
N2X
k=1

Zk

fexp(�Zk)� 1g = 0:

La soluci�on, ��; puede hallarse, por ejemplo, mediante el m�etodo de Newton-

Raphson. De esta forma, si la estimaci�on actual de � es ��(j); la nueva estimaci�on

��(j+1) estar�a de�nida por

��(j+1) = ��(j) �
@

@�
logL�(��(j))

@2

@�2
logL�(��(j))

;

donde

@2

@�2
logL� (�) = �N0

�2
�

N2X
k=1

Z2
k exp(�Zk)

fexp(�Zk)� 1g2 :

Tambi�en puede utilizarse el algoritmo EM. En ese caso, como Q(�0; �) es

�0

8<:�
N0X
i=1

Zi �
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zj +
N2X
k=1

Zk

fexp(�Zk) � 1g �
N1 +N2

�

9=;+N log �0;

dada la estimaci�on actual ��(j) de �; la nueva estimaci�on ��(j+1) estar�a de�nida por

��(j+1) =
N

N0X
i=1

Zi +
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zj �
N2X
k=1

Zkn
exp(��(j)Zk)� 1

o +
N1 +N2

��(j)

:
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Como ilustraci�on, consid�erense los datos de la tabla 1 de Mantel (1967): 2�,

3, 5�, 6, 6+, 7, 7, 8, 8+, 9+, 10, 11�, 12, 15 y 18+, donde los super��ndices + y �
indican respectivamente censura a la derecha y a la izquierda en el correspondiente

dato. Si se eliminan las observaciones 6+ y 18+, con lo cual N10 = N11 = 2; y se

toma como ��(0) a la inversa de la media muestral, resulta la siguiente tabla

j 0 1 2 3 4 5 6
��(j) 0.1263 0.1063 0.1018 0.1006 0.1003 0.1002 0.1002

logL�
�
��(j)

�
-31.979 -31.685 -31.667 -31.666 -31.666 -31.666 -31.666

Mediante el m�etodo de Newton-Raphson los resultados hubieran sido

j 0 1 2 3 4
��(j) 0.1262 0.0934 0.0997 0.1002 0.1002

logL�
�
��(j)

�
-31.979 -31.693 -31.666 -31.666 -31.666

Por otra parte, utilizando los datos completos de Mantel, la estimaci�on de

m�axima verosimilitud de � hubiera sido 0:094145.

Una tercera posibilidad es la aplicaci�on de m�etodos de bisecci�on ya que es

posible acotar el valor de ��: Como 0 � Ti � Xi cuando �i = 2; puede obtenerse

una cota inferior, ��L, y una cota superior, �
�
U , de �

� considerando respectivamente,

en tales casos, que Ti = Xi y que Ti = 0: Se comprueba con facilidad que

��L =
N0 +N2

N0X
i=1

Zi +
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zj +
N2X
k=1

Zk

y ��U =
N0 +N2

N0X
i=1

Zi +
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zj

:

El intervalo inicial de acotaci�on [��L ,�
�
U ] puede reducirse repetidamente (por

ejemplo, mediante el m�etodo regula falsi) hasta conseguir la precisi�on deseada para

��: En el ejemplo que se analiz�o anteriormente se obtiene que ��L = 0:091667 y

��U = 0:10784, mientras que �� = 0:10021:
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El valor de ��� puede hallarse mediante un desarrollo similar sustituyendo

1 +N10=N11 por 1=f� en las f�ormulas precedentes.

Caso Weibull: Si T sigue la distribuci�on de Weibull de par�ametro � = (�; r)t,

ST (t) = exp(��tr) para t > 0, se veri�ca que

L�(�) =
N0Y
i=1

�rZr�1
i exp(��Zr

i )
N11Y
j=1

exp
�
�
�
1 +

N10

N11

�
�Zr

j

� N2Y
k=1

f1� exp(��Zr
k)g :

A partir de (@=@�) logL�(�) = 0 y (@=@r) logL�(�) = 0; resulta que

N0

�
�

N0X
i=1

Zr
i �

�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zr
j +

N2X
k=1

Zr
k

exp(�Zr
k)� 1

= 0;

N0

r
+

N0X
i=1

(1 � �Zr
i ) logZi �

�
1 +

N10

N11

�
�
N11X
j=1

Zr
j logZj + �

N2X
k=1

Zr
k logZk

exp(�Zr
k)� 1

= 0:

Este sistema de dos ecuaciones puede resolverse utilizando, por ejemplo, el m�etodo

de Newton-Raphson, obteni�endose as�� su correspondiente soluci�on �� = (��; r�)t:

De este modo, si la estimaci�on actual de � es ��(j); la nueva estimaci�on ��(j+1) estar�a

de�nida por

��(j+1) = ��(j) �

0BBBB@
@2

@�2
logL�(��(j))

@2

@�@r
logL�(��(j))

@2

@r@�
logL�(��(j))

@2

@r2
logL�(��(j))

1CCCCA
�1

@

@�
logL�(��(j));

donde
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@2

@�2
logL�(�) = �N0

�2
�

N2X
k=1

Z2r
k exp(�Zr

k)

fexp(�Zr
k)� 1g2 ;

@2

@�@r
logL�(�) = �

N0X
i=1

Zr
i logZi �

�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zr
j logZj +

N2X
k=1

Zr
k logZk

exp(�Zr
k)� 1

��
N2X
k=1

Z2r
k exp(�Zr

k) logZk

fexp(�Zr
k)� 1g2 ;

@2

@r@�
logL�(�) =

@2

@�@r
logL�(�);

@2

@r2
logL�(�) = �N0

r2
� �

N0X
i=1

Zr
i (logZi)

2 � �
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zr
j (logZj)

2

+�

8<:
N2X
k=1

Zr
k (logZk)

2

exp(�Zr
k)� 1

� �
N2X
k=1

Z2r
k (logZk)

2 exp(�Zr
k)

fexp(�Zr
k)� 1g2

9=; :

Como en el ejemplo anterior, se consideran los datos de Mantel (1967), salvo

6+ y 18+; y se toma como valores iniciales ��(0) = 0:0045 y r�(0) = 2:465; estimados

mediante el m�etodo de los momentos sin tener en cuenta la censura de algunos

datos. Entonces, la nueva estimaci�on de �� = (��; r�)t ser��a:

0@ ��(1)

r�(1)

1A =

0@ 0:0045

2:4650

1A �
0@ �533037 �5017:34
�5017:34 �74:7898

1A�10@ �555:962
�7:18571

1A :

Esto es, ��(1) = 0:0041238 y r�(1) = 2:39416: Continuando con el proceso se obtienen

las estimaciones �� = 0:0117448 y r� = 1:95939:

Como en el caso exponencial, puede acotarse el valor de ��. Si r� es conocido,

se veri�ca que ��L � �� � ��U ; donde

��L =
N0 +N2

N0X
i=1

Zr�
i +

�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zr�
j +

N2X
k=1

Zr�
k

y ��U =
N0 +N2

N0X
i=1

Zr�
i +

�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Zr�
j

:
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Con los mismos datos de Mantel que se utilizaron con anterioridad se obtiene

que ��L = 0:0108145 y ��U = 0:0124989, mientras que �� = 0:0117448:

De forma an�aloga, es posible hallar el valor de ��� = (���; r��)t considerando

en las f�ormulas precedentes 1=f� en vez de 1 +N10=N11.

2.3 Propiedades asint�oticas del estimador

Es bien sabido que, cuando todas las unidades est�an sujetas a seguimiento y se satis-

facen las apropiadas condiciones de regularidad, el estimador de m�axima verosimi-

litud, b�; del par�ametro � es asint�oticamente la �unica soluci�on de la ecuaci�on de

verosimilitud (@=@�) logL0(�) = 0; donde L0(�) es la verosimilitud total que se ob-

tiene cuando cada valor, censurado o no, es observado, es decir, cuando f� = 1:

M�akel�ainen et al. (1981) proporcionan condiciones su�cientes para asegurar la exis-

tencia y unicidad de este estimador. A su vez, b� es un estimador consistente de � con
distribuci�on asint�oticamente normal de media � y matriz de varianzas-covarianzas

J(�)�1; donde

J(�) = �E
h
(@2=@�@�t) logL0(�)

i
se denomina matriz de informaci�on de Fisher (v�ease, por ejemplo, Le Cam, 1953,

1970; Cox y Hinkley, 1974, sec 9.2; Lehmann, 1983, sec. 6.2).

En esta secci�on se demuestra que, bajo las mismas condiciones de regularidad

que satisface b�, el estimador de m�axima pseudo-verosimilitud propuesto, ��; veri�ca
id�enticas propiedades asint�oticas. De igual modo, se comprueba que ��� presenta

propiedades an�alogas.

Teorema 2.1

El estimador de m�axima pseudo-verosimilitud �� es un estimador consistente

de �: Asimismo, ��� tambi�en veri�ca esta propiedad.

Demostraci�on

Para probar este teorema se demuestra que las soluciones de los sistemas
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R�(�) = (@=@�) logL�(�) = 0 y R0(�) = (@=@�) logL0(�) = 0 coinciden asint�otica-

mente.

Para el sistema R�(�) = 0 se veri�ca que

1

N
R�(�) =

1

N

N0X
i=1

R( eZi; �) +
1

N

�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

R(Z j; �) +
1

N

N2X
k=1

R( bZk ; �)

=
N0

N

1

N0

N0X
i=1

R( eZi; �) +
�
N10 +N11

N

�
1

N11

N11X
j=1

R(Zj ; �)

+
N2

N

1

N2

N2X
k=1

R( bZk; �) = 0;

donde

R( eZi; �) =
@

@�
log fT ( eZi; �); i = 1; :::; N0;

R(Zj; �) =
@

@�
logST (Zj ; �); j = 1; :::; N11;

R( bZk; �) =
@

@�
log

n
1� ST ( bZk; �)

o
; k = 1; :::; N2:

Tomando l��mite en probabilidad, resulta que

1

N
R�(�)

Pr�!
N!1

p0E
h
R( eZ ; �)i+ p1E

h
R(Z ; �)

i
+ p2E

h
R( bZ; �)i ;

donde pi = Pr (� = i), para i = 0; 1; 2. Asimismo, se observa que el miembro de

la derecha de la expresi�on anterior es igual al l��mite en probabilidad de R0(�)=N

cuando N !1; donde

R0(�) =
N0X
i=1

R( eZi; �) +
N1X
j=1

R(Z j; �) +
N2X
k=1

R( bZk; �):

De este modo, las soluciones de ambos sistemas, R�(�) = 0 y R0(�) = 0; coinciden

asint�oticamente. Por tanto, �� es un estimador consistente de �. Id�entica propiedad

veri�ca ��� ya que tambi�en
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1

N
R��(�) =

@

@�
logL��(�)

Pr�!
N!1

p0E
h
R( eZ ; �)i+ p1E

h
R(Z ; �)

i
+ p2E

h
R( bZ; �)i ;

donde R��(�) = (@=@�) logL��(�):

2

Teorema 2.2

La distribuci�on asint�otica de
p
N (��� �) es normal de media cero y matriz de

varianzas-covarianzas �(�)�1��(�; f�)�(�)�1; donde

�(�) = p0E

"
@2

@�@�t
log fT ( eZ; �)

#
+ p1E

"
@2

@�@�t
logST (Z; �)

#

+ p2E

"
@2

@�@�t
log

n
1� ST ( bZ; �)o

# (2.5)

y

��(�; f�) = p0E

"
@

@�
log fT ( eZ; �) @

@�t
log fT ( eZ; �)

#

+
p1
f�
E

"
@

@�
logST (Z; �)

@

@�t
log ST (Z; �)

#

+p2E

"
@

@�
log

n
1� ST ( bZ; �)o @

@�t
log

n
1� ST ( bZ; �)o

#

�p1(1� f�)

f�
E

"
@

@�
log ST (Z; �)

#
E

"
@

@�t
logST (Z; �)

#
:

(2.6)

A su vez, la distribuci�on de
p
N(��� � �) es asint�oticamente normal de media

cero y matriz de varianzas-covarianzas �(�)�1���(�; f�)�(�)�1; donde
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���(�; f�) = p0E

"
@

@�
log fT ( eZ; �) @

@�t
log fT ( eZ; �)

#

+
p1
f�
E

"
@

@�
logST (Z; �)

@

@�t
logST (Z; �)

#

+p2E

"
@

@�
log

n
1� ST ( bZ; �)o @

@�t
log

n
1� ST ( bZ; �)o

#
(2.7)

Demostraci�on

Como R�(��) = (@=@�) logL�(��) = 0; mediante un desarrollo de Taylor de

R�(��) en un entorno del verdadero valor del par�ametro �; se obtiene que

R�(��) = R�(�) +NM(e�)(�� � �) = 0; (2.8)

donde

M(e�) = 1

N

@2

@�@�t
logL�(e�)

y e� es un determinado punto del segmento que une �� y �.

Puesto que E [M(�)] = �(�); se veri�ca por la ley de los grandes n�umeros que

M(�)
Pr�!

N!1
�(�):

Por las condiciones de regularidad, se sabe que J(�) es de�nida positiva. Por

tanto, la matriz �(�); que coincide con �N � J(�); es de�nida negativa. Este hecho
implica la no singularidad de M(�) con probabilidad uno para todo N su�ciente-

mente grande. Luego, se obtiene a partir de (2.8) que

p
N(�� � �) = �M(e�)�1R�(�)=

p
N casi seguramente (c. s.) cuando N !1:

Como �� es un estimador consistente de � por el teorema 2.1 y se cumple

que e� = ��� + (1� �)� para alg�un� 2 [0; 1] ; entonces e� Pr�!
N!1

�: Por tanto, resulta

que M(e�)�M(�)
Pr�!

N!1
0; esto es, M(e�) = M(�) + op(1):

De esta forma, se cumple que

p
N(�� � �) = �M(�)�1R�(�)=

p
N + op(1) = ��(�)�1R�(�)=

p
N + op(1):
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Adem�as, las condiciones de regularidad aseguran que R�(�)=
p
N veri�ca el

teorema central del l��mite multidimensional. Por tanto, converge en distribuci�on a

una variable aleatoria normal, esto es,

1p
N
R�(�)

d�!
N!1

N(0;��(�; f�));

donde ��(�; f�) est�a de�nida por la expresi�on (2.6), y consecuentemente

p
N(�� � �)

d�!
N!1

N(0;�(�)�1��(�; f�)�(�)�1):

Mediante un desarrollo similar, resulta que

p
N (��� � �)

d�!
N!1

N(0;�(�)�1���(�; f�)�(�)�1)

ya que en esta ocasi�on

1p
N
R��(�)

d�!
N!1

N(0;���(�; f�)) y
p
N(��� � �) + �(�)�1R�(�)=

p
N

Pr�!
N!1

0:

Para �nalizar, se procede a comprobar que la esperanza de R�(�)=
p
N y de

R��(�)=
p
N es el vector cero y que sus correspondientes matrices de varianzas-

covarianzas asint�oticas vienen dadas por la expresiones (2.6) y (2.7).

Por simplicidad, se supone que � = (�1; �2)t y que

@

@�1
log fT ( eZi; �) � Ui ;

@

@�1
log ST (Zj; �) � Vj ;

@

@�1
log

n
1� ST ( bZk; �)

o
�Wk;

@

@�2
log fT ( eZi; �) � U

0

i ;
@

@�2
log ST (Zj; �) � V

0

j ;
@

@�2
log

n
1� ST ( bZk; �)

o
�W

0

k:

Por tanto, resulta que

1p
N
R�(�) =

1p
N

0@ R�
1(�)

R�
2(�)

1A =
1p
N

0BBBBBBB@

N0X
i=1

Ui +
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Vj +
N2X
k=1

Wk

N0X
i=1

U
0

i +
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

V
0

j +
N2X
k=1

W
0

k

1CCCCCCCA
:
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Utilizando la notaci�on anterior, se obtiene que

E [R�
1(�)] = E

24E
24N0X
i=1

Ui +
�
1 +

N10

N11

� N11X
j=1

Vj +
N2X
k=1

Wk j N0; N10; N11; N2

3535

= E

24E
24N0X
i=1

Ui j N0

3535+ E

24E
24�1 + N10

N11

� N11X
j=1

Vj j N10; N11

3535

+E

24E
24 N2X
k=1

Wk j N2

3535 :
Por consiguiente,

E [R�
1(�)] = E [N0E [U ]] + E [N1E [V ]] + E [N2E [W ]]

= N (p0E [U ] + p1E [V ] + p2E [W ]) :

Luego, teniendo en cuenta que p0E [U ] + p1E [V ] + p2E [W ] vale

Z 1

0

@

@�1
log fT (z; �) fSY (z)� SX(z)g fT (z)dz +

Z 1

0

@

@�1
logST (z; �)ST (z)fY (z)dz

+
Z 1

0

@

@�1
log f1� ST (z; �)g f1� ST (z)g fX(z)dz

=
Z 1

0

@

@�1
fT (z; �) fSY (z)� SX(z)g dz +

Z 1

0

@

@�1
ST (z; �)fY (z)dz

+
Z 1

0

@

@�1
f1� ST (z; �)g fX(z)dz

=
@

@�1

Z 1

0
Pr(X < z < Y )fT (z)dz +

@

@�1

Z 1

0
Pr(T > z)fY (z)dz

+
@

@�1

Z 1

0
Pr(z > T )fX(z)dz

=
@

@�1
fp0 + p1 + p2g = 0;

resulta que E [R�
1(�)] = 0: Del mismo modo, se comprueba que E [R�

2(�)] = 0: Por

tanto, se veri�ca que la esperanza de R�(�)=
p
N es el vector cero.
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Ahora, se plantea el c�alculo de la matriz asint�otica de varianzas-covarianzas

del vector R�(�)=
p
N:

En primer lugar, la varianza de R�
1(�)=

p
N es igual a

1

N
V ar (E [R�

1(�) j N0; N10; N11; N2]) +
1

N
E [V ar (R�

1(�) j N0; N10; N11; N2)] :

El primero de los t�erminos anteriores vale

1

N
V ar (N0E [U ] +N1E [V ] +N2E [W ])

=
1

N
V ar (N0(E [U ]� E [W ]) +N1(E [V ]� E [W ]) +NE [W ])

=
1

N
(E [U ]� E [W ])2V ar(N0) +

1

N
(E [V ]� E [W ])2V ar(N1)

+
2

N
(E [U ]� E [W ])(E [V ]�E [W ])Cov(N0; N1)

= p0(1 � p0)(E [U ]�E [W ])2 + p1(1� p1)(E [V ]� E [W ])2

�2p0p1(E [U ]� E [W ])(E [V ]� E [W ])

= p0E [U ]2 + p1E [V ]2 + p2E [W ]2 :

N�otese que en la �ultima l��nea se ha utilizado que

p0 + p1 + p2 = 1 y p0E [U ] + p1E [V ] + p2E [W ] = 0:

El segundo t�ermino es igual a

1

N

(
E [N0]V ar (U) + E

"
N11

�
1 +

N10

N11

�2#
V ar (V ) + E [N2]V ar (W )

)

=
1

N

(
Np0V ar (U) +

(Np1)
2

Np1f�
V ar (V ) + op(N) +Np2V ar (W )

)
;

donde op(N) es una expresi�on que dividida por N converge en probabilidad a 0.
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Luego,

1

N
V ar (R�

1(�)) = p0E [U ]2 + p1E [V ]2 + p2E [W ]2 + p0V ar (U) +
p1
f�
V ar (V )

+op(1) + p2V ar (W )

= p0E [U2] +
p1
f�
E [V 2] + p2E [W 2]� p1(1� f�)

f�
E [V ]2 + op(1):

En segundo lugar, se procede al c�alculo de la covarianza

Cov(R�
1(�)=

p
N;R�

2(�)=
p
N) = E [R�

1(�)R
�
2(�)] =N:

Al hallar E [R�
1(�)R

�
2(�)] aparecer�an los nueve t�erminos siguientes:

1) E

24N0X
i=1

Ui

N0X
i=1

U
0

i

35 = E

24E
24N0X
i=1

UiU
0

i +
N0X
i6=i0

UiU
0

i0
j N0

3535

= E
h
N0E[UU

0

] +N0(N0 � 1)E [U ]E[U
0

]
i

= E [N0]E[UU
0

] + (E [N2
0 ]� E [N0])E [U ]E[U

0

]

= Np0E[UU
0

] +N(N � 1)p20E [U ]E[U
0

];

2) E

24�1 + N10

N11

� N0X
i=1

Ui

N11X
j=1

V
0

j

35 = E

24E
24�1 + N10

N11

� N0X
i=1

N11X
j=1

UiV
0

j j N0; N10; N11

3535

= E
h
N0N1E [U ]E[V

0

]
i

= N(N � 1)p0p1E [U ]E[V
0

];

3) E

24N0X
i=1

Ui

N2X
k=1

W
0

k

35 = N(N � 1)p0p2E [U ]E[W
0

];

4) E

24�1 + N10

N11

� N0X
i=1

U
0

i

N11X
j=1

Vj

35 = N(N � 1)p0p1E[U
0

]E [V ] :
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5) E

24�1 + N10

N11

�2 N11X
j=1

Vj

N11X
j=1

V
0

j

35

= E

"
N11

�
1 +

N10

N11

�2
E[V V

0

]

#
+ E

"
N11(N11 � 1)

�
1 +

N10

N11

�2
E [V ]E[V

0

]

#

=

 
Np1
f�

+ op(N)

!
E[V V

0

]

+

 
Np1(1 � p1) +N2p21 �

Np1
f�

� op(N)

!
E [V ]E[V

0

];

6) E

24�1 + N10

N11

� N11X
j=1

Vj

N2X
k=1

W
0

k

35 = N(N � 1)p1p2E [V ]E[W
0

];

7) E

24 N2X
k=1

Wk

N0X
i=1

U
0

i

35 = N(N � 1)p0p2E [W ]E[U
0

];

8) E

24�1 + N10

N11

� N2X
k=1

Wk

N11X
j=1

V
0

j

35 = N(N � 1)p1p2E [W ]E[V
0

];

9) E

24 N2X
k=1

Wk

N2X
k=1

W
0

k

35 = Np2E[WW
0

] +N(N � 1)p22E [W ]E[W
0

]:

Obs�ervese que la suma de los t�erminos que incluyen N2 se anula ya que

p0E [U ] + p1E [V ] + p2E [W ] = p0E[U
0

] + p1E[V
0

] + p2E[W
0

] = 0:

Sumando los nueve t�erminos anteriores y dividiendo por N , se obtiene que:

Cov(R�
1(�)=

p
N;R�

2(�)=
p
N) = p0E[UU

0

] +
p1
f�
E[V V

0

] + p2E[WW
0

]

�p1(1 � f�)

f�
E [V ]E[V

0

] + op(1);
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con lo que �naliza la comprobaci�on de la f�ormula (2.6).

Veamos que la esperanza de R��(�)=
p
N es el vector cero y que su matriz de

varianzas-covarianzas asint�otica viene dada por la expresi�on (2.7).

En esta ocasi�on se veri�ca que

1p
N
R��(�) =

1p
N

0@ R��
1 (�)

R��
2 (�)

1A =
1p
N

0BBBBBBB@

N0X
i=1

Ui +
1

f�

N11X
j=1

Vj +
N2X
k=1

Wk

N0X
i=1

U
0

i +
1

f�

N11X
j=1

V
0

j +
N2X
k=1

W
0

k

1CCCCCCCA
:

De ah��, se tiene que

E [R��
1 (�)] = E

24E
24N0X
i=1

Ui +
1

f�

N11X
j=1

Vj +
N2X
k=1

Wk j N0; N10; N11; N2

3535

= E

24E
24N0X
i=1

Ui j N0

3535+ E

24 1

f�
E

24N11X
j=1

Vj j N10; N11

3535

+E

24E
24 N2X
k=1

Wk j N2

3535 :

Por consiguiente,

E [R��
1 (�)] = E [N0E [U ]] +

1

f�
E [N11E [V ]] + E [N2E [W ]]

= N (p0E [U ] + p1E [V ] + p2E [W ]) = 0:

An�alogamente,E [R��
2 (�)] = 0. Por tanto, se veri�ca que la esperanza deR��(�)=

p
N

coincide con el vector cero.

En este punto, se plantea el c�alculo de los elementos de la matriz de varianzas-

covarianzas asint�otica de R��(�)=
p
N:

En primer lugar, la varianza de R��
1 (�)=

p
N es igual a



2.3 Propiedades asint�oticas del estimador 43

1

N
V ar (E [R��

1 (�) j N0; N10; N11; N2]) +
1

N
E [V ar (R��

1 (�) j N0; N10; N11; N2)] :

El primero de los t�erminos anteriores vale

1

N
V ar

 
N0E [U ] +

1

f�
N1E [V ] +N2E [W ]

!

=
1

N

 
E[N2

0 ]E [U ]2 +
1

f�2
E[N2

1 ]E [V ]2 + E[N2
2 ]E [W ]2

+
2

f�
E[N0N11]E [U ]E [V ] + 2E[N0N2]E [U ]E [W ]

+
2

f�2
E[N11N2]E [V ]E [W ]

!

= fNp20 + p0(1� p0)gE [U ]2 +
1

f�2
fNp21f

�2 + p1f�(1 � p1f�)gE [V ]2

+ fNp22 + p2(1� p2)gE [W ]2 + 2(N � 1)p0p1E [U ]E [V ]

+2(N � 1)p0p2E [U ]E [W ] + 2(N � 1)p1p2E [V ]E [W ]

= p0E [U ]2 +
p1
f�
E [V ]2 + p2E [W ]2 :

El segundo t�ermino es igual a

1

N

(
E [N0]V ar (U) +

1

f�2
E [N11]V ar (V ) + E [N2]V ar (W )

)

= p0V ar (U) +
p1
f�
V ar (V ) + p2V ar (W ) :

Luego,
1

N
V ar (R��

1 (�)) = p0E[U
2] +

p1
f�
E
h
V 2
i
+ p2E

h
W 2

i
:

En segundo lugar, se procede al c�alculo de

Cov(R��
1 (�)=

p
N;R��

2 (�)=
p
N) = E [R��

1 (�)R
��
2 (�)] =N:
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En el c�alculo de E [R��
1 (�)R

��
2 (�)] aparecer�an los mismos nueve t�erminos que

se obten��an al hallar E [R�
1(�)R

�
2(�)] salvo el quinto que, en este caso, ser�a:

5)E

24 1

f�2

N11X
j=1

Vj
N11X
j=1

V
0

j

35 = E

"
N11

1

f�2
E[V V

0

] +N11(N11 � 1)
1

f�2
E [V ]E[V

0

]

#

=
Np1
f�

E[V V
0

] +N(N � 1)p21 + E [V ]E[V
0

]:

Sumando esos nueve t�erminos y dividiendo por N , resulta que:

Cov(R��
1 (�)=

p
N;R��

2 (�)=
p
N) = p0E[UU

0

] +
p1
f�
E[V V

0

] + p2E[WW
0

] + op(1):

Por consiguiente, queda demostrada la v�alidez de la expresi�on (2.7).

2

Observaciones

� N�otese que
p
N(b� � �)

d�!
N!1

N(0;��(�)�1):

� Como �� es una estimador consistente de �; el estimador semiparam�etrico

obtenido en Bravo et al. (1995a, 1995c) es consistente. Este estimador puede

utilizarse como alternativa al puramente param�etrico ST (t; ��). Resultados

an�alogos se obtienen si se considera al estimador ���:

� Obs�ervese que

E
h
h( eZ; �)i = 1

p0

Z 1

0
h(z; �) fSY (z)� SX(z)g fT (z; �)dz;

E
h
h(Z; �)

i
=

1

p1

Z 1

0
h(z; �)ST (z; �)fY (z)dz;

E
h
h( bZ; �)i = 1

p2

Z 1

0
h(z; �) f1� ST (z; �)g fX(z)dz:
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� Aplicando la ley de los grandes n�umeros, es posible obtener estimaciones de

las matrices � y �� aproximando �; pi; i = 0; 1; 2; E
h
h( eZ; �)i ; E hh(Z; �)i

y E
h
h( bZ; �)i por ��; Ni=N; i = 0; 1; 2;

PN0
i=1 h(

eZi; ��)=N0;
PN11

j=1 h(Zj; ��)=N11

y
PN2

i=1 h(
bZk; ��)=N2, respectivamente: De forma similar, se pueden conseguir

estimaciones de las matrices � y ��� intercambiando a �� por ���.

Corolario 2.1

Si la funci�on g(�) = (g1(�); :::::::gr(�))t es diferenciable con continuidad en un

entorno de �; en el cual la matriz de derivadas parciales Dg(�) = ((@=@�i)gj(�))kxr
es no singular, entonces

p
N(g(��)� g(�))

d�!
N!1

N(0; Dg(�)
t�(�)�1��(�; f�)�(�)�1Dg(�));

y
p
N(g(���)� g(�))

d�!
N!1

N(0; Dg(�)
t�(�)�1���(�; f�)�(�)�1Dg(�)):

Por supuesto, g(��) y g(���) son ambos estimadores consistentes de g(�); y de

m�axima pseudo-verosimilitud L� y L�� respectivamente.

Demostraci�on

Mediante un desarrollo en serie de g(��) en un entorno de �; se obtiene que

g(��) = g(�) +Dg(e�)t(�� � �);

donde e� est�a en el segmento que une �� y �:

Como e��� = op(1); se cumple queDg(e�) = Dg(�)+op(1): Adem�as,
p
N(����)

est�a acotado en probabilidad. Por consiguiente, se veri�ca que

p
N (g(��)� g(�)) = Dg(�)

t
p
N (�� � �) + op(1);

y de ah��, como

p
N(�� � �)

d�!
N!1

N(0;�(�)�1��(�; f�)�(�)�1);
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resulta que

p
N(g(��)� g(�))

d�!
N!1

N(0; Dg(�)
t�(�)�1��(�; f�)�(�)�1Dg(�)):

La normalida asint�otica de g(���) se demuestra de forma similar.

2

Como caso particular, los estimadores de la supervivencia y de los percentiles

son consistentes y asint�oticamente normales, esto es, se veri�ca el corolario siguiente.

Corolario 2.2

Dado � 2 (0; 1); sea t�(�) el cuantil � de la distribuci�on de T y sup�ongase que

el vector columna de derivadas parciales Q(�) = (@=@�)t�(�) es no nulo y continuo

en un entorno de �, entonces t�(��) y t�(���) son estimadores consistentes, y de

m�axima pseudo-verosimilitud L� y L�� respectivamente, de t�(�): Adem�as,

p
N (t�(�

�)� t�(�))
d�!

N!1
N(0; Q(�)t�(�)�1��(�; f�)�(�)�1Q(�));

y
p
N(t�(�

��)� t�(�))
d�!

N!1
N(0; Q(�)t�(�)�1���(�; f�)�(�)�1Q(�)):

Si el vector Gt(�) = (@=@�)ST (t; �) es no nulo y continuo en un entorno de �,

entonces ST (t; ��) y ST (t; ���) son estimadores consistentes, y de m�axima pseudo-

verosimilitud L� y L�� respectivamente, de ST (t; �): Adem�as,

p
N (ST (t; �

�)� ST (t; �))
d�!

N!1
N(0; Gt(�)

t�(�)�1��(�; f�)�(�)�1Gt(�));

y

p
N (ST (t; �

��)� ST (t; �))
d�!

N!1
N(0; Gt(�)

t�(�)�1���(�; f�)�(�)�1Gt(�)):

Observaci�on

� Dada la normalidad asint�otica de

p
N (ST (t; �

�)� ST (t; �)) y
p
N(t�(�

�)� t�(�));
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es posible construir intervalos de con�anza asint�oticos para ST (t; ��) y t�(��),

y efectuar contrastes de hip�otesis. Similares resultados se obtienen si intercam-

biamos a �� por ���: Hemos de precisar que, en general, es preferible utilizar

la normalidad asint�otica de log [� log ST (t; ��)] a la de ST (t; ��):

En los corolarios 2.3 y 2.4 se analizan dos casos particulares.

Corolario 2.3

Si Ti; Yi y Xi; para i = 1; ::; N; son variables aleatorias exponenciales con tasas

de fallo �, � y  respectivamente; entonces
p
N(�� � �) converge en distribuci�on a

una variable aleatoria normal con media 0 y varianza:

va(
p
N��) =

�2
(

1

1 + �
+

�(1 � f�)

f�(1 + �)3
� 1

1 + �
+ 2��(3; 1 + �)

)
(

1

1 + �
� 1

1 + �
+ 2��(3; 1 + �)

)2 ; (2.9)

donde � = �=�, � = =� y � es la funci�on Zeta de Riemann generalizada de�nida

por

�(z; q) =
1

�(z)

Z 1

0

tz�1e�qt

1� e�t
dt:

Asimismo, la distribuci�on de
p
N(�����) es asint�oticamente normal con media

0 y varianza:

va(
p
N���) =

�2
(

1

1 + �
+
2�(1 � f�)

f�(1 + �)3
� 1

1 + �
+ 2��(3; 1 + �)

)
(

1

1 + �
� 1

1 + �
+ 2��(3; 1 + �)

)2 : (2.10)

Demostraci�on

En primer lugar, se veri�ca que

p1 = Pr(T > Y ) =
Z 1

0
ST (y)fY (y)dy =

Z 1

0
e��y�e��ydt =

�

� + �
;
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p2 = Pr(T < X) =
Z 1

0
SX(t)fT (t)dt =

Z 1

0
e�t�e��tdt =

�

� + 
;

y

p0 = Pr(X � T � Y ) = 1� p1 � p2:

Sustituyendo los valores de pj ; j = 0; 1; 2; y las expresiones:

@

@�
log fT ( eZ;�) =

1

�
� eZ; @2

@�2
log fT ( eZ;�) = � 1

�2
,

@

@�
logST (Z;�) = �Z ,

@2

@�2
logST (Z;�) = 0 ;

@

@�
log

n
1� ST ( bZ;�)o =

bZ exp(�� bZ)
1� exp(�� bZ) y

@2

@�2
log

n
1� ST ( bZ;�)o = � bZ2 exp(�� bZ)n

1� exp(�� bZ)o2 en (2.5), (2.6) y (2.7), se obtiene (2.9)

y (2.10) despu�es de algunos c�alculos que se proceden a exponer con detalle.

Como

p0E

"
@2

@�2
log fT ( eZ;�)

#
= �

Z 1

0

1

�2

�
e��z � e�z

�
�e��zdz

= �1

�

 
1

� + �
� 1

� + 

!
;

p1E

"
@2

@�2
logST (Z;�)

#
= 0;

p2E

"
@2

@�2
log

n
1� ST ( bZ;�)o

#
=

Z 1

0

�z2e��z
f1� e��zg2e

�z(1� e��z)dz

= �
Z 1

0

z2e�(�+)z

1� e��z
dz

= �2

�3
�(3; 1 + =�);

se obtiene, en este caso, que

�(�) = � 1

�2

 
1

1 + �
� 1

1 + �
+ 2��(3; 1 + �)

!
;
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donde � = �=�, � = =� y � es la funci�on Zeta de Riemann generalizada.

Ahora, se procede a hallar la matriz ��(�; f�): Resulta que

p0E

24( @

@�
log fT ( eZ;�)

)2
35 =

Z 1

0
(
1

�
� z)2�e��z(e��z � e�z)dz

=
�2 + �2

�(� + �)3
� �2 + 2

�(� + )3
;

p1
f�
E

24( @

@�
logST (Z;�)

)2
35 = 1

f�

Z 1

0
(�z)2�e��ze��zdz = 2�

f�(�+ �)3
;

p2E

24( @

@�
log

n
1� ST ( bZ;�)o

)2
35 =

Z 1

0

z2e�2�z

f1� e��zg2e
�z(1� e��z)dz

= 
Z 1

0

z2e�(2�+)z

1� e��z
dz

=
2

�3
�(3; 2 + =�);

y, puesto que E

"
@

@�
log ST (Z;�)

#
= � 1

p1

Z 1

0
z�e��ze��zdz = � 1

�+ �
;

p1(1� f�)

f�
E

"
@

@�
logST (Z;�)

#2
=

(1� f�)�

f� (�+ �)3
:

Considerando que � = �=�, � = =� y �(3; 2 + �) = �(3; 1 + �) � (1 + �)�3, y

utilizando la f�ormula (2.6), se veri�ca que

��(�; f�) =
1

�2

(
1

1 + �
+

�(1 � f�)

f�(1 + �)3
� 1

1 + �
+ 2��(3; 1 + �)

)
:

Por tanto, �(�)�1��(�; f�)�(�)�1 coincide con la expresi�on (2.9).
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De forma an�aloga, se cumple que

���(�; f�) =
1

�2

(
1

1 + �
+
2�(1 � f�)

f�(1 + �)3
� 1

1 + �
+ 2��(3; 1 + �)

)
;

por lo cual, �(�)�1���(�; f�)�(�)�1 es id�entica a la expresi�on (2.10).

2

Observaci�on

� N�otese que, si la variable T es exponencial, se veri�ca que:

Para todo � 2 (0; 1);

p
N(t�(�

�)� t�(�))
d�!

N!1
N(0; log2(1� �)va(

p
N��)=�4);

p
N(t�(�

��)� t�(�))
d�!

N!1
N(0; log2(1� �)va(

p
N���)=�4):

Para todo t > 0;

p
N (ST (t;�

�)� ST (t;�))
d�!

N!1
N(0; t2 exp(�2�t)va(

p
N��));

p
N (ST (t;�

��)� ST (t;�))
d�!

N!1
N(0; t2 exp(�2�t)va(

p
N���));

de donde

p
N (log [� logST (t;�

�)]� log [� logST (t;�)])
d�!

N!1
N(0; va(

p
N��)=�2);

p
N (log [� log ST (t;�

��)]� log [� logST (t;�)])
d�!

N!1
N(0; va(

p
N���)=�2):

Basado en L; la cota inferior de Cram�er-Rao de
p
N�, CR(

p
N�); para el caso

exponencial es

CR(
p
N�) =

�2

1

1 + �
+
�(f� � 1)

(1 + �)3
� 1

1 + �
+ 2��(3; 1 + �)

:
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Obviamente, va(��) coincide con CR(�) cuando f� = 1 ya que el estimador

de � que maximiza la verosimilitud es el mejor estimador asint�oticamente normal

y su varianza asint�otica alcanza la cota inferior de Cram�er-Rao.

La tabla 2.1 muestra los valores de CR(
p
N�)=�2 y va(

p
N��)/�2 para

f� = 0:1; ::; 1:0 cuando el nivel de censura es del 10%; 25% y 50%: Tambi�en se

presentan los porcentajes de e�ciencia ef(��) = 100� CR(�)=va(��).

censura f� 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

10% va 1.503 1.253 1.169 1.128 1.103 1.086 1.074 1.065 1.058 1.053
CR 1.100 1.094 1.088 1.083 1.078 1.073 1.068 1.063 1.058 1.053
ef 73.18 87.35 93.12 96.09 97.79 98.81 99.42 99.77 99.94 100.0

25% va 2.272 1.646 1.437 1.332 1.270 1.228 1.198 1.176 1.158 1.144
CR 1.270 1.254 1.239 1.225 1.211 1.197 1.183 1.170 1.157 1.144
ef 55.87 76.22 86.26 91.93 95.35 97.47 98.76 99.51 99.89 100.0

50% va 3.661 2.378 1.950 1.736 1.607 1.522 1.461 1.415 1.380 1.351
CR 1.630 1.593 1.558 1.525 1.493 1.462 1.433 1.405 1.377 1.351
ef 44.51 67.00 79.91 87.83 92.85 96.06 98.06 99.24 99.83 100.0

Tabla 2.1 : Valores de va(
p
N��)=�2; CR(

p
N�)=�2 y ef(��)

en el caso exponencial.

Obs�ervese que, como se esperaba, los porcentajes de e�ciencia crecen cuando

aumenta la proporci�on de seguimiento, f�, y cuando disminuye el nivel de censura.

N�otese tambi�en que se necesitan bajas proporciones de seguimiento para alcanzar

buenos porcentajes de e�ciencia. Por ejemplo, para obtener un 90% de e�ciencia,

una proporci�on de seguimiento de 0.2371, 0.3598 y 0.4378 es su�ciente para un nivel

de censura del 10%, 25% y 50% respectivamente.

La tabla 2.2 presenta los valores de va(
p
N���)/�2, CR(

p
N�)=�2 y ef(���)

para f� = 0:1; ::; 1:0 cuando el nivel de censura es del 10%; 25% y 50%: Obs�ervese

que, tambi�en en esta ocasi�on, va(���) = CR(�) cuando f� = 1; pero que la e�ciencia

de ��� es inferior a la de �� en los dem�as casos.
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censura f� 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

10% va 1.953 1.453 1.286 1.203 1.153 1.1196 1.096 1.078 1.064 1.053
CR 1.100 1.094 1.088 1.083 1.078 1.073 1.068 1.063 1.058 1.053
ef 56.31 75.32 84.67 90.09 93.55 95.87 97.48 98.62 99.43 100.0

25% va 3.400 2.147 1.729 1.520 1.395 1.311 1.252 1.207 1.172 1.144
CR 1.270 1.254 1.239 1.225 1.211 1.197 1.183 1.170 1.157 1.144
ef 37.34 58.42 71.67 80.56 86.78 91.26 94.52 96.93 98.71 100.0

50% va 5.972 3.405 2.549 2.121 1.865 1.693 1.571 1.479 1.408 1.351
CR 1.630 1.593 1.558 1.525 1.493 1.462 1.433 1.405 1.377 1.351
ef 27.29 46.80 61.13 71.89 80.07 86.35 91.19 94.93 97.81 100.0

Tabla 2.2 : Valores de va(
p
N���)=�2; CR(

p
N�)=�2 y ef(���)

en el caso exponencial.

Corolario 2.4

Si la variable T sigue una distribuci�on exponencial de par�ametro � y la ventana

de observaci�on [X; Y ] es el intervalo de tiempo que transcurre entre el r-�esimo y

el s-�esimo (r < s) eventos en un proceso homog�eneo de Poisson de par�ametro �,

entonces
p
N(�� � �) converge en distribuci�on a una variable aleatoria normal con

media 0 y varianza va(
p
N��) dada por:

�2
( 

�

1 + �

!r

�
 

�

1 + �

!s

+
s(1 � f�)�s

f�(1 + �)s+2
+ r(r + 1)�r�(r + 2; � + 1)

)
( 

�

1 + �

!r

�
 

�

1 + �

!s

+ r(r + 1)�r�(r + 2; � + 1)

)2 ; (2.11)

donde � = �=� y � es la funci�on Zeta de Riemann generalizada.

De forma an�aloga, la distribuci�on de
p
N(��� � �) es asint�oticamente normal

con media 0 y varianza va(
p
N���) dada por:

�2
( 

�

1 + �

!r

�
 

�

1 + �

!s

+
s (s+ 1) (1� f�)�s

f�(1 + �)s+2
+ r(r + 1)�r�(r + 2; � + 1)

)
( 

�

1 + �

!r

�
 

�

1 + �

!s

+ r(r + 1)�r�(r + 2; � + 1)

)2 :

(2.12)
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Demostraci�on

Se supone que existen E1; :::; Es ; variables aleatorias independientes e id�enti-

camente distribuidas con funci�on de supervivencia com�un SE(t) = exp(��t) para
t > 0; tal que X =

Pr
j=1 Ej e Y =

Ps
j=1 Ej: Por tanto, X e Y siguen sendas

distribuciones gammas G(r; �) y G(s; �) respectivamente y su funci�on de densidad

conjunta viene dada por:

f(X;Y )(x; y) =

8>><>>:
�r

(r � 1)!(s� r)!
exp(��x)xr�1(y � x)s�r�1 si 0 < x < y;

0 en otro caso:

Luego, se cumple que

p1 =
Z 1

0
ST (y)fY (y)dy =

Z 1

0
e��y

�s

�(s)
e��yys�1dt =

 
�

� + �

!s

;

p2 =
Z 1

0
SX(t)fT (t)dt =

r�1X
i=1

Z 1

0
e��t

(�t)i

i!
�e��tdt = 1�

 
�

� + �

!r

y

p0 = 1� p1 � p2 =

 
�

� + �

!r

�
 

�

�+ �

!s

:

Teniendo en cuenta las f�ormulas anteriores y el teorema 2.2, se obtienen las

expresiones (2.11) y (2.12) a partir de los c�alculos que se especi�can a continuaci�on.

Como

p0E

"
@2

@�2
log fT ( eZ;�)

#
= �E

�
1

�2
j X < T < Y

�
=

1

�2

( 
�

� + �

!s

�
 

�

� + �

!r)
;

p1E

"
@2

@�2
logST (Z;�)

#
= 0;

y, utilizando la funci�on Zeta de Riemann generalizada �;
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p2E

"
@2

@�2
log

n
1� ST ( bZ;�)o

#
= �

Z 1

0

z2e��z

f1� e��zg2
�r

(r � 1)!
e��zzr�1(1� e��z)dz

= � �r

(r � 1)!

Z 1

0

zr+1e�(�+�)z

1� e��z
dz

= �r(r + 1)�r

�r+2
�(r + 2; 1 + �=�);

se obtiene que, en esta ocasi�on,

�(�) = � 1

�2

( 
�

1 + �

!r

�
 

�

1 + �

!s

+ r(r + 1)�r�(r + 2; � + 1)

)
;

donde � = �=�.

Ahora, se plantea el c�alculo de la matriz ��(�; f�): Resulta que

p0E

24( @

@�
log fT ( eZ;�)

)2
35

=
Z 1

0
(
1

�
� z)2�e��z(

sX
i=1

e��z
(�z)i

i!
�

rX
i=1

e��z
(�z)i

i!
)dz

=
1

�2

( 
�

�+ �

!r

�
 

�

� + �

!s)
+ r(r + 1)

�r

(� + �)r+2
� s(s+ 1)

�s

(� + �)s+2

=
1

�2

( 
�

1 + �

!r

�
 

�

1 + �

!s

+ r(r + 1)
�r

(1 + �)r+2
� s(s+ 1)

�s

(1 + �)s+2

)
;

p1
f�
E

24( @

@�
logST (Z;�)

)2
35 = 1

f�

Z 1

0
(�z)2e��z �s

(s� 1)!
e��zzs�1dz =

s(s+ 1)�s

f�(� + �)s+2
;



2.3 Propiedades asint�oticas del estimador 55

p2E

24( @

@�
log

n
1� ST ( bZ;�)o

)2
35 =

Z 1

0

z2e�2�z

1� e��z
�s

(s� 1)!
e��zzs�1dz

=
�r

(r � 1)!

Z 1

0

zr+1e�(2�+�)z

1� e��z
dz

=
r(r + 1)�r

�r+2
�(r + 2; 2 + �=�)

y

p1(1� f�)

f�
E

"
@

@�
logST (Z;�)

#2
=

s2(1 � f�)�s

f� (�+ �)s+2
;

ya que

E

"
@

@�
log ST (Z;�)

#
= � 1

p1

Z 1

0
ze��z

�s

(s� 1)!
e��zzs�1dz =

s

� + �
:

Teniendo en cuenta que �(r+2; 2+�) = �(r+2; 1+�)�(1 + �)�(r+2) y � = �=�;

se obtiene, a partir de la f�ormula (2.6), que ��(�; f�) es igual a

1

�2

( 
�

1 + �

!r

�
 

�

1 + �

!s

+
s(1 � f�)�s

f�(1 + �)s+2
+ r(r + 1)�r�(r + 2; � + 1)

)
:

Por tanto, �(�)�1��(�; f�)�(�)�1 coincide con la expresi�on (2.11).

Del mismo modo, se cumple que ���(�; f�) es igual a

1

�2

( 
�

1 + �

!r

�
 

�

1 + �

!s

+
s(s+ 1)(1� f�)�s

f�(1 + �)s+2
+ r(r + 1)�r�(r + 2; � + 1)

)
;

por lo cual, �(�)�1���(�; f�)�(�)�1 es id�entica a la expresi�on (2.12).

2
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En este caso, la cota inferior de Cram�er-Rao de
p
N� basada en L es

CR(
p
N�) =

�2 
�

1 + �

!r

�
 

�

1 + �

!s

+
s(1 � f�)�s

(1 + �)s+2
+ r(r + 1)�r�(r + 2; � + 1)

:

La tabla 2.3 muestra los valores de va(
p
N��)/�2; CR(

p
N�)=�2 y ef(��);

para f� = 0:1; ::; 1:0 y varios niveles de censura, cuando r = 1 (Caso I).

p1 p2 f� 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0:051 0:050 va 1.128 1.087 1.073 1.066 1.062 1.059 1.057 1.056 1.055 1.054
CR 1.061 1.061 1.060 1.059 1.058 1.057 1.056 1.056 1.055 1.054
ef 94.10 97.58 98.75 99.31 99.61 99.79 99.90 99.96 99.99 100.0

0:118 0:125 va 1.478 1.287 1.224 1.192 1.173 1.161 1.152 1.145 1.140 1.135
CR 1.171 1.167 1.163 1.159 1.155 1.151 1.147 1.143 1.139 1.135
ef 79.22 90.61 94.98 97.17 98.41 99.14 99.59 99.84 99.96 100.0

0:237 0:250 va 2.506 1.851 1.634 1.525 1.459 1.416 1.384 1.361 1.343 1.328
CR 1.458 1.442 1.427 1.412 1.4397 1.383 1.369 1.355 1.341 1.328
ef 58.16 77.87 87.33 92.60 95.75 97.69 98.87 99.56 99.90 100.0

Tabla 2.3 : Valores de va(
p
N��)=�2; CR(

p
N�)=�2 y ef(��) en el Caso I:

Se observan conclusiones similares a la expuestas en el caso exponencial.

Asimismo, se necesitan bajas proporciones de seguimiento para alcanzar buenos

porcentajes de e�ciencia. Por ejemplo, para obtener un 90% de e�ciencia es su�-

ciente una proporci�on de seguimiento de 0.0614, 0.1909 y 0.3440 cuando el nivel de

censura es del 10.1%, 24.3% y 48.7% respectivamente.

p1 p2 f� 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0:051 0:050 va 5.419 2.994 2.186 1.781 1.539 1.377 1.262 1.175 1.108 1.054
CR 1.061 1.061 1.060 1.059 1.058 1.057 1.056 1.056 1.055 1.054
ef 19.58 35.42 48.48 59.44 68.75 76.76 83.72 89.82 95.21 100.0

0:118 0:125 va 6.956 3.722 2.644 2.105 1.782 1.566 1.412 1.297 1.207 1.135
CR 1.171 1.167 1.163 1.159 1.155 1.151 1.147 1.143 1.139 1.135
ef 16.83 31.34 43.96 55.03 64.79 73.46 81.19 88.12 94.36 100.0

0:237 0:250 va 8.394 4.469 3.160 2.506 2.113 1.852 1.665 1.525 1.416 1.328
CR 1.458 1.442 1.427 1.412 1.4397 1.383 1.369 1.355 1.341 1.328
ef 17.37 32.27 45.15 56.34 66.11 74.68 82.22 88.88 94.77 100.0

Tabla 2.4 : Valores de va(
p
N���)=�2; CR(

p
N�)=�2 y ef(���) en el Caso I .
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Los valores de va(
p
N���)/�2, CR(

p
N�)=�2 y ef(���) = 100�CR(�)=va(���)

para f� = 0:1; ::; 1:0 y varios niveles de censura se presentan en la tabla 2.4. Al

igual que ocurr��a anteriormente, va(��) y va(���) coinciden con CR(�) s�olo cuando

f� = 1; en los dem�as casos, la e�ciencia de ��� es inferior a la de ��.

2.4 Experiencia computacional

En esta secci�on se presentan los resultados de un estudio computacional dise~nado

para investigar la e�cacia del estimador de � de m�axima pseudo-verosimilitud, ��;

y de los percentiles estimados de la distribuci�on de T , t�0:10; t
�
0:50 y t�0:90: Se analiza

el efecto de la proporci�on de seguimiento, f�; sobre el comportamiento de los esti-

madores precedentes, seg�un el nivel de censura y el tama~no muestral, en dos casos

particulares: Caso I y Caso II .

El sesgo, E [��]��; y el error cuadr�atico medio (ecm); E
h
(�� � �)2

i
; se estiman

mediante los estad��sticos

1

k

kX
i=1

��(i) � � y
1

k

kX
i=1

�
��(i) � �

�2
respectivamente, donde k es el n�umero de muestras que se han generado y ��(i) es el

valor de �� para la i-�esima muestra de la simulaci�on.

El estudio consiste en la simulaci�on de 5000 muestras de tama~nos 25; 50 y 100

para diferentes niveles de censura (aprox. 10%; 25% y 50%), mientras que f� var��a

de 0.1 a 1.0 con incrementos de 0.3.

En primer lugar, se considera el Caso I , esto es, la variable T sigue una dis-

tribuci�on exponencial de par�ametro � y la ventana de observaci�on es el intervalo

de tiempo que transcurre entre el primer y el s-�esimo eventos en un proceso ho-

mog�eneo de Poisson de par�ametro �. De este modo, T � Exp(�); X � G(1; �) e

Y � G(s; �); donde por simplicidad � vale 1; el par�ametro � se obtiene resolviendo

la ecuaci�on

p2 = Pr(T < X) =
Z 1

0
SX(t)fT (t)dt =

Z 1

0
e��t�e��tdt =

�

� + �
=

1� p0
2

;
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y el valor del par�ametro entero s se halla de forma que

p1 = Pr(T > Y ) =
Z 1

0
ST (y)fY (y)dy =

Z 1

0
e��y

�s

�(s)
e��yys�1dt =

 
�

�+ �

!s

sea aproximadamente (1� p0) =2: Resulta que � = � (1 + p0) = (1� p0) ; mientras

que s se obtiene redondeando log f(1� p0) =2g = log f(1 + p0) =2g al entero m�as

pr�oximo. Consecuentemente, para una censura aproximada del 10%; 25% y 50%;

se veri�ca respectivamente que � = 19; 7 y 3; y que s = 58; 16 y 5. Aproximada-

mente p1 = 0:051; 0:118 y 0:237 en las tres situaciones precedentes, con lo cual los

correspondientes niveles de censura son en realidad del 10:1%; 24:3% y 48:7%:

La tabla 2.5 muestra el efecto de la proporci�on de seguimiento, f�; sobre el

sesgo (�104) de �� y el error cuadr�atico medio (ecm) de
p
N��. Obs�ervese que, aun

para muestras peque~nas, los valores del ecm est�an pr�oximos a la varianza asint�otica

te�orica. Como era de esperar, los resultados del sesgo y ecm decrecen cuando

aumenta la proporci�on de seguimiento o el tama~no muestral para cada nivel de

censura. Por otra parte, si aumenta el nivel de censura, los valores del sesgo y ecm

crecen.

N = 25 N = 50 N = 100 varianza
p1 p2 f� sesgo ecm sesgo ecm sesgo ecm asint�otica

0.051 0.050 0.1 470 1.749 209 1.514 87 1.152 1.128
0.4 276 1.305 166 1.176 74 1.072 1.066
0.7 275 1.302 164 1.174 71 1.070 1.057
1.0 274 1.301 163 1.172 69 1.068 1.068

0.118 0.125 0.1 559 1.869 241 1.577 100 1.536 1.478
0.4 326 1.371 191 1.280 89 1.248 1.192
0.7 320 1.351 180 1.258 77 1.205 1.152
1.0 319 1.344 177 1.246 74 1.184 1.135

0.237 0.250 0.1 654 2.921 301 2.728 203 2.564 2.506
0.4 456 1.730 203 1.607 99 1.576 1.525
0.7 393 1.602 197 1.475 84 1.439 1.384
1.0 381 1.558 178 1.433 79 1.402 1.328

Tabla 2.5 : Resultados del sesgo� 104 de ��, ecm de
p
N�� y va

�p
N��

�
en el Caso I para � = 1.
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Resultados similares a los expuestos anteriormente se obtienen para el esti-

mador de la mediana poblacional, t�0:50; en la tabla 2.6. N�otese que, como t�0:50 es

igual a log 2=��; se veri�ca que la varianza asint�otica de
p
Nt�0:50 viene dada por

va
�p

Nt�0:50
�
= (log 2)2 va

�p
N��

�
=�4:

Asimismo, del an�alisis de los percentiles estimados t�0:10 y t�0:90 se deducen

consecuencias an�alogas.

N = 25 N = 50 N = 100 varianza
p1 p2 f� sesgo ecm sesgo ecm sesgo ecm asint�otica

0.051 0.050 0.1 -98 0.667 -44 0.594 -23 0.554 0.542
0.4 48 0.556 35 0.542 20 0.522 0.512
0.7 46 0.553 33 0.541 16 0.520 0.508
1.0 45 0.551 32 0.539 14 0.519 0.506

0.118 0.125 0.1 105 0.770 45 0.748 24 0.731 0.710
0.4 101 0.666 44 0.633 23 0.612 0.573
0.7 97 0.643 43 0.601 22 0.589 0.553
1.0 95 0.633 43 0.585 22 0.578 0.545

0.237 0.250 0.1 123 1.343 73 1.291 35 1.261 1.204
0.4 116 0.816 71 0.786 33 0.761 0.733
0.7 111 0.756 68 0.724 31 0.701 0.665
1.0 108 0.736 67 0.706 30 0.680 0.638

Tabla 2.6 : Resultados del sesgo� 104 de t�0:50, ecm de
p
Nt�0:50 y va

�p
Nt�0:50

�
en el Caso I para � = 1:

En segundo t�ermino, como Caso II , se considera que la amplitud aleatoria de

la ventana de observaci�on, Y � X, y las variables aleatorias T y X siguen sendas

distribuciones de Weibull. De forma expl��cita, Y � X � W (�; r); T � W (�; r) y

X � W (�; r); donde � = 1; r puede ser 0:5; 1:0 �o 2:0; el par�ametro � se obtiene

resolviendo la ecuaci�on

p2 = Pr(T < X) =
Z 1

0
SX(t)fT (t)dt =

Z 1

0
e��t

r

�rtr�1e��t
r

dt =
�

� + �
=

1� p0
2

;

y el valor de � debe veri�car que

p1 = Pr(T > Y ) =
Z 1

0
ST (y)fY (y)dy = (1� p0) =2:
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De esto resulta que � = � (1 + p0) = (1� p0) ; mientras que el valor de � s�olo puede

hallarse anal��ticamente cuando r = 1; en cuyo caso � = � (1� p0) = (2p0) ya que

p1 =
Z 1

0
e��y

��

� � �

�
e��y � e��y

�
dy =

��

(�� �) (�� �)
:

Por tanto, para r = 1 y un nivel de censura del 10%; 25% y 50% se veri�ca respec-

tivamente que � = 19; 7 y 3; mientras que � = 1=18; 1=6 y 1=2.

La tabla 2.7 presenta los valores del sesgo (�104); ecm (�104) y porcentajes de
e�ciencia relativa (ef) de las estimaciones �� y r� para un 10% y 25% de censura

y N = 100: La e�ciencia relativa se obtiene multiplicando por 100 la raz�on entre

(ecm cuando f� = 1) y (ecm cuando f� = i) para i = 0:1; 0:4; 0:7 y 1:0:

10% censura 25% censura
r f� 0:1 0:4 0:7 1:0 0:1 0:4 0:7 1:0
0.5 sesgo(��) 91 78 75 70 111 92 88 78

ecm(��) 130 122 119 118 174 131 127 125
ef(��) 90.7 96.7 99.3 100 71.8 95.0 98.3 100

sesgo(r�) 84 80 79 77 182 171 169 168
ecm(r�) 21 19 18 18 30 24 22 21
ef(r�) 86.9 95.6 99.2 100 70.8 89.7 95.6 100

1.0 sesgo(��) 126 116 106 104 154 138 125 116
ecm(��) 143 134 130 129 188 148 137 135
ef(��) 90.0 96.1 98.8 100 72.1 90.9 98.5 100

sesgo(r�) 181 170 163 161 435 393 374 369
ecm(r�) 79 73 70 69 137 105 97 93
ef(r�) 86.4 95.2 98.5 100 68.1 88.7 96.7 100

2.0 sesgo(��) 81 73 69 68 99 86 81 75
ecm(��) 134 122 120 119 177 137 128 126
ef(��) 88.5 97.4 99.0 100 71.2 91.9 98.2 100

sesgo(r�) 272 256 247 250 859 753 709 687
ecm(r�) 337 304 295 292 572 421 381 359
ef(r�) 86.7 96.2 98.9 100 62.9 85.4 94.4 100

Tabla 2.7 : Resultados del sesgo� 104; ecm� 104 y eficiencia de �� y r�

en el Caso II para N = 100:

El efecto de la proporci�on de seguimiento sobre el sesgo y el ecm es similar al

que se obtuvo en el Caso I . Obs�ervese que un 40% de seguimiento es su�ciente para
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alcanzar un alto nivel de e�ciencia. Cuando aumenta el nivel de censura tambi�en

lo hacen los valores del sesgo y ecm de los estimadores �� y r�; sobre todo para

el segundo de �estos. Adem�as, el sesgo y ecm de r� crecen r�apidamente si aumenta

el valor del par�ametro r.

Cuando se estiman los percentiles de la distribuci�on de supervivencia se ob-

tienen resultados parecidos. La tabla 2.8 muestra los porcentajes de e�ciencia rela-

tiva de los percentiles estimados t�0:10; t
�
0:50 y t

�
0:90: En este caso, la e�ciencia de t�0:10

y t�0:50 es bastante similar, mientras que la de t
�
0:90 es apreciablemente inferior, sobre

todo cuando aumenta el nivel de censura y se reduce la proporci�on de seguimiento.

10% censura 25% censura
r f� 0:1 0:4 0:7 1:0 0:1 0:4 0:7 1:0
0.5 ef(t�0:10) 94.5 98.4 99.8 100 88.3 95.4 97.9 100

ef(t�0:50) 94.0 98.2 99.6 100 85.1 96.5 99.0 100
ef(t�0:90) 67.2 91.2 98.6 100 37.9 83.1 94.7 100

1.0 ef(t�0:10) 97.0 98.9 99.8 100 88.8 96.4 98.2 100
ef(t�0:50) 94.2 98.4 99.7 100 85.3 97.4 98.8 100
ef(t�0:90) 74.5 91.5 96.6 100 43.0 80.7 94.5 100

2.0 ef(t�0:10) 96.0 98.8 99.6 100 87.7 96.5 98.0 100
ef(t�0:50) 94.2 98.8 99.5 100 86.9 97.6 99.1 100
ef(t�0:90) 71.3 92.9 97.5 100 40.7 76.1 93.6 100

Tabla 2.8 : Resultados de la eficiencia de t�0:10 ; t�0:50 y t�0:90 en el Caso II

para N = 100:



Cap��tulo 3

Estimaci�on semiparam�etrica de la

funci�on de supervivencia

3.1 Introducci�on

El prop�osito de este cap��tulo es presentar un m�etodo semiparam�etrico para la esti-

maci�on de la funci�on de supervivencia de la variable de inter�es cuando se analizan

datos incompletos en un modelo de doble censura aleatoria. Al igual que en el

cap��tulo anterior, los datos que se disponen son incompletos en un doble sentido.

En el modelo de doble censura aleatorio, el tiempo de supervivencia de algunos

individuos es desconocido; en su lugar, se observa solamente el tiempo de censura

a la derecha o a la izquierda. Adem�as, se considera que la variable de censura a

la derecha no siempre se conoce, esto es, los datos censurados a la derecha son

s�olo parcialmente observables. Este tipo de datos incompletos han sido analiza-

dos con amplitud en el caso de censura a la derecha por Suzuki (1985a, 1985b),

en la estimaci�on de la funcion de supervivencia desde el punto de vista tanto no

param�etrico como param�etrico, y por Kalbeisch y Lawless (1988), en la estimaci�on

de los coe�cientes de regresi�on en modelos param�etricos de �abilidad. Al igual que

argumentaba Suzuki, se recomienda obtener alg�un porcentaje de los datos censura-

dos a la derecha cuando no se cuenta con sus valores. Esto es fundamental ya que

esas observaciones censuradas contienen informaci�on relevante acerca del tiempo de

supervivencia, y pueden ayudar a conseguir la precisi�on requerida del estimador.

Por otra parte, Klein et al. (1990) proponen un estimador semiparam�etrico de
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la funci�on de supervivencia para datos censurados por la derecha cuando el tiempo

de vida/censura es completamente observable.

En la secci�on 3.2 se ilustra el modelo mediante un ejemplo en el que se analiza

un sistema de garant��a de calidad que cada vez es m�as popular. Asimismo, bajo

la suposici�on de que el mecanismo de censura no est�a relacionado con el tiempo

de supervivencia de los individuos, se propone un estimador semiparam�etrico de la

funci�on de supervivencia que extiende la idea dada por Klein et al. (1990) al caso de

datos incompletos y doblemente censurados. El estimador propuesto trata las ob-

servaciones no censuradas de forma no param�etrica y utiliza modelos param�etricos

para las observaciones censuradas tanto a la derecha como a la izquierda. Por tanto,

mantiene la mayor��a de las propiedades de distribuci�on libre de los estimadores no

param�etricos autoconsistentes si el nivel de censura no es elevado, y permite estimar

la funci�on de supervivencia en las colas con una precisi�on razonable. En la secci�on

3.3 se examinan algunas propiedades asint�oticas del estimador obtenido, concre-

tamente su consistencia y normalidad asint�otica, todo ello supuesto una elecci�on

correcta del modelo param�etrico te�orico. Por �ultimo, la secci�on 3.4 presenta un

estudio computacional dise~nado para comparar el comportamiento del estimador

semiparam�etrico de la supervivencia frente al param�etrico propuesto en el cap��tulo

anterior y al no param�etrico autoconsistente (Turnbull, 1974; Mykland y Ren, 1996).

En los mismos dos casos estudiados en el cap��tulo 2, se analiza el efecto de la pro-

porci�on de seguimiento, f�; sobre la e�ciencia de los estimadores precedentes, seg�un

el nivel de censura y el tama~no muestral.

3.2 Construcci�on del estimador

3.2.1 Una aplicaci�on pr�actica

Muchos establecimientos que venden fotocopiadoras ofrecen un sistema de garant��a

que cubre cualquier desperfecto que tenga cada nueva m�aquina durante un cierto

periodo de tiempo y/o hasta un determinado n�umero de fotocopias. Esta clase de

sistemas de garant��a de calidad se ha hecho muy popular en los �ultimos a~nos. Son

�utiles tanto para los compradores, que quieren tener la certeza de que la m�aquina
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que han comprado funcionar�a correctamente, como para los empresarios, que desean

conocer la �abilidad de los productos que venden.

Veamos qu�e tipos de datos aparecer�an en esta situaci�on. Si una fotocopiadora

falla durante el periodo de garant��a, su propietario solicitar�a al establecimiento que

la repare. Cuando la m�aquina llegue al servicio de reparaci�on, el establecimiento

podr�a obtener una informaci�on exacta acerca del fallo, por ejemplo, el n�umero

de fotocopias que ha hecho. Este tipo de datos se denominan completos o no

censurados. N�otese que en este caso la variable de inter�es T , "n�umero de fotocopias

realizadas antes del primer fallo", no es una variable temporal sino que mide la

frecuencia de uso. Si la fotocopiadora no falla durante el periodo de garant��a, no

puede determinarse el valor exacto de T . Se dice que tales datos est�an censurados

por la derecha. En esta aplicaci�on, incluso la empresa no puede conocer el valor

de Y , esto es, "el n�umero de fotocopias realizadas durante el periodo de garant��a".

No obstante, puede obtenerse informaci�on de la variable Y mediante el seguimiento

de un cierto porcentaje de esas unidades censuradas por la derecha (por ejemplo,

utilizando el servicio postal). Obs�ervese, sin embargo, que incluso algunos de los

propietarios no responder�an a lo solicitado. Por tanto, el establecimiento tendr�a

una relaci�on parcial de esta clase de datos. Los datos se denominar�an incompletos

en este sentido de observaci�on parcial: la variable de censura por la derecha, Y; no

siempre se conoce. En esta clase de estudios a posteriori ser�a primordial estimar

el n�umero apropiado de m�aquinas que deben someterse a un seguimiento posterior

para alcanzar un equilibrio entre el coste y la precisi�on del estimador.

Con objeto de incrementar las ventas, algunos empresarios admiten un pe-

riodo adicional de prueba previo al de garant��a (por ejemplo, quince d��as), en el

cual se contrasta la �abilidad del producto, y se consideran fallos de naturaleza dis-

tinta al que ocasiona el uso normal (piezas de repuesto defectuosas, fallos de f�abrica,

etc.). Si una fotocopiadora falla durante el periodo de prueba, dicha m�aquina ser�a

autom�aticamente enviada al fabricante y reemplazada por otra nueva. Esto es im-

portante no s�olo para los establecimientos, que pueden as�� incrementar las ventas y

conocer la calidad de los productos que venden, sino tambi�en para los compradores,
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quienes, si ocurre un fallo, pueden cambiar la fotocopiadora por otra nueva (la

mayor��a de la gente piensa que una m�aquina reparada no es comparable a una

nueva) o recuperar su dinero. En tal caso, se supone que el vendedor no puede

obtener el valor de T ya que la fotocopiadora no pasar�a por el servicio de reparaci�on

del establecimiento. Por consiguiente, no conoce el valor de X, "n�umero de foto-

copias hechas en el periodo de prueba". En esta aplicaci�on pr�actica se considera que

X toma un valor por defecto para todas las unidades censuradas por la izquierda,

por ejemplo, "el n�umero medio de fotocopias realizadas hasta el inicio del periodo

de garant��a por todas las m�aquinas que sobreviven al periodo de prueba". Luego,

es necesario que esta informaci�on est�e disponible. Sin embargo, los resultados pre-

sentados en este cap��tulo se obtienen en el caso general, donde X se observa para

todas las unidades que fallan en el periodo de prueba.

N�otese que, tanto la variable de inter�es, T , como las variables de censura, X

e Y , se miden en las mismas unidades (n�umero de fotocopias), mientras que los

periodos de prueba y garant��a se miden en unidades de tiempo.

Supuesto el modelo de doble censura aleatoria con informaci�on incompleta

que se present�o en el cap��tulo anterior e id�entica notaci�on, las fotocopiadoras del

estudio se clasi�can en los cuatro grupos siguientes: las m�aquinas que fallan en

el periodo de garantia, aqu�ellas que lo hacen en el de prueba, las que no fallan

antes de la expiraci�on de la garant��a y su propietario no inform�o del valor de Y

(fotocopiadoras sin seguimiento), y aqu�ellas de las s�� inform�o (fotocopiadoras con

seguimiento). El n�umero de unidades en cada grupo se denota por N0; N2; N10 y

N11 respectivamente, donde

N0 =
NP
i=1

I(�i = 0) ; N2 =
NP
i=1

I(�i = 2) ;

N10 =
NP
i=1

I(�i = 1)(1� Fi) ; N11 =
NP
i=1

I(�i = 1)Fi ;

Fi = 1 si la fotocopiadora i-�esima est�a sujeta a seguimiento (Fi = 0 en otro caso),

y N = N0 + N2 + N10 + N11 es el n�umero total de fotocopiadoras en estudio. Al

igual que en el cap��tulo 2, se supone que tanto N11 como la probabilidad de que

una fotocopiadora tenga un seguimiento posterior, f�; son positivos:



66 Cap��tulo 3. Estimaci�on semiparam�etrica de la funci�on de supervivencia

3.2.2 El estimador semiparam�etrico

Se desea estimar la funci�on de supervivencia de T a partir de una muestra deN pares

independientes, (Zi; �i); i = 1; :::; N; donde (Zi; �i) est�a de�nido como en (2.1)-(2.2),

pero, cuando �i = 1, los valores de Zi s�olo se observan si Fi = 1: A su vez, a partir de

estudios preliminares o mediante una an�alisis gr�a�co de los datos, se selecciona un

modelo param�etrico, S(t; �); para la funci�on de supervivencia de T; donde � es un

vector de par�ametros desconocidos que pertence a determinado espacio param�etrico

�: Se supone que el soporte del modelo, ft � 0 : 0 < S(t; �) < 1g ; no depende de

� y que b� es un estimador consistente de � basado en la muestra observada o en el

an�alisis preliminar de otra muestra.

Si se hubiera observado el valor de Ti; para todo i = 1; :::; N; se tendr��a un

problema con datos completos, y ST podr��a estimarse mediante la correspondiente

funci�on de supervivencia emp��rica. Por analog��a al caso anterior, y despu�es de

prestar atenci�on especial a aquellos datos que no son directamente observables y

a las observaciones censuradas a la derecha que son desconocidas, se propone una

especie de funci�on de supervivencia semi-emp��rica como estimador de ST .

Obs�ervese que si Zi > t y �i = 0; o bien �i = 1 y Fi = 1; se sabe con certeza

que Ti > t: An�alogamente, cuando Zi � t y �i = 0 �o 2, se cumple con seguridad

que Ti � t: Sin embargo, no es posible determinar si Ti es mayor que t o no cuando

Zi � t; �i = 1 y Fi = 1; o cuando Zi > t y �i = 2. Lo mismo sucede para

aquellas unidades con �i = 1 y Fi = 0, en las cuales no se ha observado el valor

de Zi. Se asumir�a que la distribuci�on de las N10 unidades censuradas a la derecha

sin seguimiento coincide con la de las N11 unidades con seguimiento. Esto es, las

p�erdidas de informaci�on son aleatorias, o bien, las unidades con seguimiento se

eligen al azar. Por tanto, la masa de las unidades sin seguimiento se redistribuir�a

equitativamente entre las que s�� lo tienen. Consecuentemente, cada una de las N11

observaciones censuradas a la derecha que se conocen tendr�a una masa adicional de

N10=N11:

En todos los casos indeterminados mencionados anteriormente, se utilizar�a la

informaci�on disponible y el modelo param�etrico seleccionado, S(t; �); para estimar
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Pr (Ti > t) de la forma siguiente:

Si Zi � t, �i = 1 y Fi = 1, resulta que

Pr (Ti > t j �i = 1; Fi = 1) = Pr (Ti > t j Ti > Zi; Yi = Zi; Fi = 1) = C1(t; Zi; �);

donde

C1(t; Zi; �) =

8>>><>>>:
S(t; �)

S(Zi; �)
si S(t; �) > 0;

0 si S(t; �) = 0;

mientras que, si Zi > t y �i = 2; se veri�ca que

Pr (Ti > t j �i = 2) = Pr (Ti > t j Ti < Zi; Xi = Zi) = C2(t; Zi; �);

donde

C2(t; Zi; �) =

8>>><>>>:
S(t; �)� S(Z�

i ; �)

1� S(Z�
i ; �)

si S(t; �) < 1;

1 si S(t; �) = 1;

supuesto que el modelo param�etrico es correcto.

Los resultados anteriores conducen a proponer el siguiente estimador de la

funci�on de supervivencia de T :

bST (t) = 1

N

NX
i=1

!i(t j S(�; b�)); (3.1)

donde

!i(t j S(�; b�)) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 si Zi � t; �i = 0; 2 �o �i = 1; Fi = 0�
1 +

N10

N11

�
C1(t; Zi; b�) si Zi � t; �i = 1; Fi = 1

1 si Zi > t; �i = 0�
1 +

N10

N11

�
si Zi > t; �i = 1; Fi = 1

C2(t; Zi; b�) si Zi > t; �i = 2
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N�otese que, si la variable de censura por la izquierda tambi�en se observa de

forma parcial, la extensi�on del procedimiento de estimaci�on utilizado es inmediata.

Ahora, se procede a comprobar que el estimador propuesto est�a bien de�nido.

Teorema 3.1

El estimador bST de�nido en (3.1) es una funci�on de supervivencia:

Demostraci�on

Puesto que

bST (t) =
1

N

NP
i=1

I(Zi > t; �i = 0) +
1

N

�
1 +

N10

N11

�
NP
i=1

I(Zi > t; �i = 1; Fi = 1)

+
1

N

�
1 +

N10

N11

�
NP
i=1

C1(t; Zi; b�)I(Zi � t; �i = 1; Fi = 1)

+
1

N

NP
i=1

C2(t; Zi; b�)I(Zi > t; �i = 2);

resulta que bST (0�) = 1

N

�
N0 +

�
1 +

N10

N11

�
N11 +N2

�
= 1 y lim

t!1

bST (t) = 0:

A su vez, el estimador propuesto puede expresarse como

bST (t) =
1

N

NP
i=1

I(Zi > t; �i = 0) +
1

N

�
1 +

N10

N11

�
NP
i=1

I(�i = 1; Fi = 1)�(t; Zi; b�)
+
1

N

NP
i=1

C2(t; Zi; b�)I(Zi > t; �i = 2);

donde

�(t; Zi; b�) = n�
1� C1(t; Zi; b�)� I(Zi > t) + C1(t; Zi; b�)o :

Por tanto, bST es no creciente y continua por la derecha en [0;1) ya que, para

i = 1; ::; N; las funciones de t

I(Zi > t; �i = 0); �(t; Zi; b�) y C2(t; Zi; b�)I(Zi > t; �i = 2)

cumplen id�enticas propiedades.

2



3.3 Propiedades asint�oticas del estimador 69

3.3 Propiedades asint�oticas del estimador

En esta secci�on se supone que el modelo param�etrico seleccionado es correcto, es

decir, que ST (t) = S(t; �) para todo t � 0: Antes de analizar algunas propiedades

asint�oticas del estimador descrito en la secci�on anterior, y con objeto de simpli�car

los c�alculos, se procede a obtener una expresi�on alternativa de �este. Para ello, se

consideran las funciones de subsupervivencia emp��rica bS0(t) y bS2(t), que se basan en
los datos no censurados y censurados por la izquierda respectivamente, y la funci�on

de subsupervivencia pseudo-emp��rica bS�1(t); basada en las observaciones censuradas

por la derecha con seguimiento, de�nidas por:

bS0(t) = 1

N

NP
i=1

I(Zi > t; �i = 0);

bS2(t) = 1

N

NP
i=1

I(Zi > t; �i = 2);

bS�1(t) = 1

N

�
1 +

N10

N11

�
NP
i=1

I(Zi > t; �i = 1; Fi = 1):

Como bS�1(t) y bS2(t) son funciones no decrecientes y de�nidas a trozos con

incrementos comunes, (1 +N10=N11) =N y 1=N respectivamente, en los correspon-

dientes valores observados, es f�acil comprobar que el estimador propuesto en este

cap��tulo puede expresarse como:

bST (t) = bS0(t) + bS�1(t)� Z t

0
C1(t; Zi; b�)d bS�1(u)� Z 1

t
C2(t; Zi; b�)d bS2(u);

donde
R t
0 y

R1
t representan las integrales de Lebesgue-Stieltjes en [0; t] y (t;1)

respectivamente.

En el resto de esta secci�on se consideran los siguientes procesos

Q0N(t) = bS0(t)� S0(t) ; Q1N(t) = bS�1(t)� S1(t) ; Q2N(t) = bS2(t)� S2(t) ;

donde t � 0; y Sj(t) = Pr (Z > t; � = j) ; j = 0; 1; 2; son las funciones de subsuper-

vivencia de Z,
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W1N(t; u) = C1(t; u; b�)� C1(t; u; �) ; para 0 � u � t;

y

W2N(t; u) = C2(t; u; b�)�C2(t; u; �); para 0 � t < u:

Lema 3.1

Los procesos estoc�asticos

�1N(t) =
Z t

0
C1(t; u; �)dQ1N(u) ; �2N (t) =

Z t

0
W1N(t; u)dQ1N(u) ;

�3N(t) =
Z 1

t
C2(t; u; �)dQ2N(u) y �4N (t) =

Z 1

t
W2N(t; u)dQ2N(u)

convergen a 0 uniformemente en t � 0 con probabilidad 1 cuando N !1.

Demostraci�on

Obs�ervese que, por el teorema de Glivenko-Cantelli,

bSj(t) = 1

N

NX
i=1

I(Zi > t; �i = j)
c: s:�!

N!1
Sj(t) = Pr (Z > t; � = j) ; j = 0; 1; 2;

y

bS11(t) = 1

N

NX
i=1

I(Zi > t; �i = 1; Fi = 1)
c: s:�!

N!1
S11(t) = Pr (Z > t; � = 1; F = 1)

uniformemente en t � 0: Asimismo,

bS�1(t) = �
1 +

N10

N11

� bS11(t) c: s:�!
N!1

1

f�
S11(t) = S1(t)

uniformemente en t � 0 ya que, por la ley fuerte de los grandes n�umeros de Borel,

1 +
N10

N11
=

N1=N

N11=N
c: s:�!

N!1

Pr (� = 1)

Pr (� = 1; F = 1)
=

1

Pr (F = 1 j � = 1)
=

1

f�
:

Luego, los procesos Q0N(t); Q1N(t) y Q2N(t) convergen a 0 uniformemente en t � 0

con probabilidad 1 cuando N !1. Del mismo modo,

QjN(0
�) =

Nj

N
� Pr (� = j)

c: s:�!
N!1

0; j = 0; 1; 2:
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Por consiguiente, como jC1(t; u; �)j � 1 y jW1N(t; u)j � 1 para 0 � u � t;

sup
t�0

j�jN (t)j � sup
t�0

����Z t

0
dQ1N(u)

���� = sup
t�0

���Q1N(t)�Q1N(0
�)
��� c: s:�!
N!1

0; j = 1; 2:

Analogamente,

sup
t�0

j�jN (t)j � sup
t�0

����Z 1

t
dQ2N (u)

���� = sup
t�0

jQ2N(t)j c: s:�!
N!1

0; j = 3; 4;

ya que jC2(t; u; �)j � 1 y jW2N (t; u)j � 1 para 0 � t < u:

2

Lema 3.2

Si, para todo t � 0, ST (t) = S(t; �) y S(t; :) es continua en �, y b� converge

casi seguramente a �, entonces

�5N(t) =
Z t

0
W1N (t; u)dS1(u) y �6N (t) =

Z 1

t
W2N(t; u)dS2(u)

convergen a 0 con probabilidad 1 cuando N !1.

Demostraci�on

Notese que, para 0 � u � t; W1N(t; u) converge a 0 casi seguramente ya que,

si ST (t) = 0; W1N(t; u) = 0 y, si ST (t) > 0;

W1N(t; u) =
S(t; b�)
S(u; b�) � ST (t)

ST (u)
c: s:�!

N!1
0

por la continuidad de S(t; :) en � y la convergencia casi segura de b� a �. De este

modo, como jW1N (t; u)j � 1 para 0 � u � t; aplicando el teorema de la convergencia

dominada, se obtiene que, para todo t � 0,

�5N(t) =
Z t

0
W1N(t; u)dS1(u)

c:s:�!
N!1

Z t

0
0dS1(u) = 0:
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Mediante un razonamiento an�alogo, se comprueba que

�6N (t) =
Z 1

t
W2N(t; u)dS2(u)

c:s:�!
N!1

Z 1

t
0dS2(u) = 0:

2

Teorema 3.2

Si b� es un estimador fuertemente consistente de �; S(t; :) es continua en �

y ST (t) = S(t; �), para todo t � 0, entonces bST (t) es un estimador fuertemente

consistente de ST (t); para todo t � 0: Si, adem�as, ST es continua en [0;1); entoncesbST es un estimador uniformemente fuertemente consistente de ST :

Demostraci�on

Puesto que b� converge casi seguramente a �, es obvio que bST (t) = ST (t) casi

seguramente cuando ST (t) es 0 �o 1. Sup�ongase, por tanto, que 0 < ST (t) < 1: Como

ST (t) = E [I (T > t)] = E [E [I (T > t) j (Z; �)]] = E [Pr (T > t j (Z; �))]

resulta que

ST (t) = � 2P
j=0

Z 1

0
Pr (T > t j Z = u; � = j) dSj(u)

= � 2P
j=0

Z 1

t
Pr (T > t j Z = u; � = j) dSj(u)

� 2P
j=0

Z t

0
Pr (T > t j Z = u; � = j) dSj(u):

Luego,

ST (t) = �
Z 1

t
dS0(u)�

Z 1

t
dS1(u)�

Z 1

t

ST (t)� ST (u�)

1� ST (u�)
dS2(u)�

Z t

0

ST (t)

ST (u)
dS1(u);

de donde se obtiene la siguiente expresi�on

ST (t) = S0(t) + S1(t)�
Z t

0

ST (t)

ST (u)
dS1(u)�

Z 1

t

ST (t)� ST (u�)

1� ST (u�)
dS2(u):
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Puesto que tambi�en

bST (t) = bS0(t) + bS�1(t)� Z t

0

S(t; b�)
S(u; b�)d bS�1(u)�

Z 1

t

S(t; b�)� S(u�; b�)
1� S(u�; b�) d bS2(u);

se veri�ca que bST (t)� ST (t) puede expresarse como

n bS0(t)� S0(t)
o
+
n bS�1(t)� S1(t)

o
�
Z t

0

S(t; b�)
S(u; b�)d bS�1(u) +

Z t

0

ST (t)

ST (u)
dS1(u)

�
Z 1

t

S(t; b�)� S(u�; b�)
1� S(u�; b�) d bS2(u) + Z 1

t

ST (t)� ST (u�)

1� ST (u�)
dS2(u);

o bien, como

Q0N(t) +Q1N(t)�
Z t

0

(
W1N(t; u) +

ST (t)

ST (u)

)
d (S1(u) +Q1N(u)) +

Z t

0

ST (t)

ST (u)
dS1(u)

�
Z 1

t

(
W2N (t; u) +

ST (t)� ST (u�)

1� ST (u�)

)
d (S2(u) +Q2N(u))

+
Z 1

t

ST (t)� ST (u�)

1� ST (u�)
dS2(u);

de lo cual resulta �nalmente que

bST (t)� ST (t) = Q0N(t) +Q1N(t)�
Z t

0
W1N(t; u)dS1(u)�

Z t

0

ST (t)

ST (u)
dQ1N(u)

�
Z t

0
W1N(t; u)dQ1N(u)�

Z 1

t
W2N(t; u)dS2(u)

�
Z 1

t

ST (t)� ST (u�)

1� ST (u�)
dQ2N (u)�

Z 1

t
W2N (t; u)dQ2N(u):

(3.2)

Luego, ya que Q0N(t) y Q1N(t) convergen casi seguramente a 0; se obtiene que

bST (t)� ST (t) = Q0N(t) +Q1N(t)�
6X

j=1

�jN (t)
c:s:�!

N!1
0 ; para todo t � 0;
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a partir de los lemas 3.1 y 3.2.

Si, adem�as, ST es continua en [0;1); entonces dado un " > 0 arbitrario,

existen (k + 1) puntos 0 = t0 < t1 < ::: < tk =1 tales que

�j = ST (tj�1)� ST (tj) < "=2; j = 1; 2; ::; k:

A su vez, como bST (tj) c:s:�!
N!1

ST (tj), j = 0; ::; k ; existe un n�umero natural m tal que

8N � m : max
j=0;::;k

��� bST (tj)� ST (tj)
��� < "=2 c: s:

Dado t � 0 arbitrario, existe j 2 f1; 2; ::; kg tal que t 2 [tj�1; tj): Si ocurre quebST (t)� ST (t) � 0; entonces

bST (t)� ST (t) � bST (tj�1)� ST (tj) = bST (tj�1) � ST (tj�1) + ST (tj�1)� ST (tj);

de donde

��� bST (t)� ST (t)
��� � ��� bST (tj�1)� ST (tj�1)

���+ jST (tj�1)� ST (tj)j :

De igual modo, si bST (t)� ST (t) < 0;

ST (t)� bST (t) � ST (tj�1)� bST (tj) = ST (tj�1)� ST (tj) + ST (tj)� bST (tj);
lo que implica que

��� bST (t)� ST (t)
��� � ��� bST (tj)� ST (tj)

���+ jST (tj�1)� ST (tj)j :

Por consiguiente, puesto que

8N � m : sup
t�0

��� bST (t)� ST (t)
��� � max

j=0;::;k

��� bST (tj)� ST (tj)
���+ max

j=1;::;k
�j < " c: s:;

se obtiene la consistencia uniforme fuerte de bST ; esto es,
sup
t�0

��� bST (t)� ST (t)
��� c:s:�!
N!1

0:

2
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Observaci�on

Si se supone que b� converge en probabilidad a �, la convergencia de �5N (t)

y �6N(t) a 0 en el lema 3.2 ser��a en probabilidad, y la consistencia de bST (t) en el

teorema 3.2 ser��a d�ebil.

Lema 3.3

Para cada t � 0, sea QN(t) = (Q0N(t); Q1N(t); Q2N(t)). Si 0 � t1 < ::: < tm,

entonces la distribuci�on asint�otica de
p
N (QN(t1); :::; QN(tm)) es normal de media

cero y matriz de varianzas-covarianzas


 (t1; :::; tm) =
�

titj

�
i=1;::;m;
j=1;::;m;

donde, para s � t, la matriz 
ts =
�
!ts
ij

�
3�3

se de�ne como


ts =

0BBBBBBBBBB@

S0(t) f1� S0(s)g �S0(t)S11(s)
f�

�S0(t)S2(s)

�S11(t)S0(s)
f�

S11(t) f1� S11(s)g
f�2

�S11(t)S2(s)
f�

�S2(t)S0(s) �S2(t)S11(s)
f�

S2(t) f1� S2(s)g

1CCCCCCCCCCA
;

y 
st es la traspuesta de 
ts:

Demostraci�on

En primer lugar, se consideran las matrices diagonales

AN = diag(1; 1 +N10=N11; 1) y A = diag(1; 1=f�; 1);

y los vectores BN (t) =
1

N

NP
j=1

Dj(t), donde

Dj(t) = (I(Zj > t; �j = 0); I(Zj > t; �j = 1; Fj = 1); I(Zj > t; �j = 2))t ;

para j = 1; ::; N; son independientes e id�enticamente distribuidos con media

� (t) = (S0(t); S11(t); S2(t))
t. Obs�ervese que, con esa notaci�on,
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p
N (QN(t1); :::; QN(tm)) =

p
N (AN (BN(t1); :::; BN(tm))� A (�(t1); :::; �(tm)) ) :

Puesto que (BN (t1); :::; BN(tm)) =
1

N

NP
j=1

Dj(t1; :::; tm); donde

Dj(t1; :::; tm) = (Dj(t1); :::; Dj(tm)) ; j = 1; ::; N;

son vectores independientes e id�enticamente distribuidos, entonces, por el teo-

rema central del l��mite multidimensional, se obtiene que
p
N (BN (t1); :::; BN(tm))

es asint�oticamente normal de media
p
N (�(t1); :::; �(tm)) y matriz de varianzas-

covarianzas

� (t1; ::; tm) =
�
�titj

�
i=1;::;m;
j=1;::;m;

donde, para s � t ; �ts = diag (� (t))� � (t)� (s)t y �st es la traspuesta de �ts. La

expresi�on de la matriz �ts =
�
�tsij
�
3�3

puede obtenerse con facilidad. Por ejemplo:

�ts11 = cov [I(Z > t; � = 0); I(Z > s; � = 0)]

= E [I(Z > t; � = 0)I(Z > s; � = 0)]� E [I(Z > t; � = 0)]E [I(Z > s; � = 0)]

= S0(t)� S0(t)S0(s);

�ts13 = cov [I(Z > t; � = 0); I(Z > s; � = 2)]

= E [I(Z > t; � = 0)I(Z > s; � = 2)]� E [I(Z > t; � = 0)]E [I(Z > s; � = 2)]

= 0� S0(t)S2(s);

�ts22 = cov [I(Z > t; � = 1; F = 1); I(Z > s; � = 1; F = 1)]

= S11(t)� S11(t)S11(s)

y, en �ultimo lugar,

�ts23 = cov [I(Z > t; � = 1; F = 1)I(Z > s; � = 2)]

= 0� E [I(Z > t; � = 1; F = 1)]E [I(Z > t; � = 2)] = �S11(t)S2(t):

Por otra parte, como 1 +N10=N11
c: s:�!

N!1
1=f�; resulta que AN

c: s:�!
N!1

A: Luego,

p
N (QN(t1); :::; QN(tm))
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est�a asint�oticamente id�enticamente distribuido como

p
NA (BN (t1)� �(t1); :::; BN(tm)� �(tm)) :

Por consiguiente, ya que 
titj = A � �titj � A ; i; j = 1; ::; m, se veri�ca que

p
N (QN (t1); :::; QN(tm))

d�!
N!1

N (0;
(t1; ::; tm)) ;

donde 
 (t1; :::; tm) =
�

titj

�
i=1;::;m
j=1;::;m

: N�otese que 
titj puede expresarse como


titj = diag(1; 1=f�; 1)
n
diag [� (max fti; tjg)]� � (ti)� (tj)

t
o
diag(1; 1=f�; 1):

2

Teorema 3.3

Si las variables aleatorias T , X e Y son continuas, el soporte de X (o de T )

est�a acotado,
p
N(b� � �) converge en distribuci�on a una variable aleatoria normal

de media cero y, para todo t � 0, ST (t) = S(t; �) y S(t; :) es diferenciable con

continuidad en un entorno de �, entonces el proceso	N = f	N (t); �1 � t � �2g ;
donde 	N(t) =

p
N
� bST (t)� ST (t)

�
y 1 > ST (�1) > ST (�2) > 0, converge d�ebil-

mente a un proceso Gaussiano 	 = f	(t); �1 � t � �2g de media cero.

Demostraci�on

Como d (UV ) = UdV + V �dU , se obtiene que
Z
V �dU = UV �

Z
UdV .

Por tanto, para t 2 [�1; �2] arbitrario, se veri�ca que

�1N(t) =
Z t

0

ST (t)

ST (u)
dQ1N(u) =

ST (t)

ST (u)
Q1N(u)

#t
0�

�
Z t

0
Q1N(u)ST (t)dS

�1
T (u)

= Q1N(t)� ST (t)Q1N(0�)� ST (t)
Z t

0
Q1N(u)dS

�1
T (u);

donde V = ST (t)=ST (u); dU = dQ1N(u); dV = ST (t)dS
�1
T (u) y U = Q1N(u) en

la f�ormula de integraci�on por partes. Del mismo modo, como
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�3N (t) =
Z 1

t

ST (t)� ST (u)

1� ST (u)
dQ2N(u)

= ST (t)
Z 1

t

1

1� ST (u)
dQ2N(u)�

Z 1

t

ST (u)

1� ST (u)
dQ2N(u);

e, integrando por partes, resulta que

Z 1

t

1

1� ST (u)
dQ2N(u) =

Q2N(u)

1� ST (u)

#1
t

�
Z 1

t
Q2N(u)d (1� ST (u))

�1

= � Q2N(t)

1� ST (t)
�
Z 1

t
Q2N(u)d (1� ST (u))

�1 ;

donde en este caso V = (1� ST (u))
�1 ; dU = dQ2N(u); dV = d (1� ST (u))

�1

y U = Q2N(u); y que

Z 1

t

ST (u)

1� ST (u)
dQ2N(u) =

ST (u)

1� ST (u)
Q2N(u)

#1
t

�
Z 1

t
Q2N(u)d

(
ST (u)

1� ST (u)

)

= �Q2N(t)
ST (t)

1� ST (t)
�
Z 1

t
Q2N(u)d

(
ST (u)

1� ST (u)

)
;

donde V = ST (u)= (1� ST (u)) ; dU = dQ2N(u); dV = d
n
ST (u) (1� ST (u))

�1
o
y

U = Q2N(u); se obtiene �nalmente la siguiente representaci�on de �3N (t)

�3N(t) =
Z 1

t
Q2N(u)d

n
ST (u) (1� ST (u))

�1
o
� ST (t)

Z 1

t
Q2N(u)d (1� ST (u))

�1 :

Por consiguiente, sustituyendo �1N(t) y �3N(t) en la expresi�on (3.2),

bST (t)� ST (t) = Q0N(t) +Q1N(t)�
6X

j=1

�jN (t);

y multiplicando por
p
N; resulta que, para todo t 2 [�1; �2],

	N (t) =
p
NQ0N(t)�

p
N
Z t

0
W1N(t; u)dS1(u) +

p
NST (t)Q1N(0

�)

+
p
NST (t)

Z t

0
Q1N(u)dS

�1
T (u)�

p
N
Z t

0
W1N(t; u)dQ1N(u)
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�pN
Z 1

t
W2N(t; u)dS2(u)�

p
N
Z 1

t
Q2N(u)d

n
ST (u) (1� ST (u))

�1
o

+
p
NST (t)

Z 1

t
Q2N(u)d(1 � ST (u))

�1 �
p
N
Z 1

t
W2N(t; u)dQ2N(u)

= U1N (t)� U2N(t) + U3N(t) + U4N(t)� R1N(t)� U5N(t)� U6N (t)

+U7N(t)� R2N(t):

Si se de�ne bT = sup ft � 0 : ST (t) > 0g y bX = sup fx � 0 : SX(x) > 0g,
entonces, por la acotaci�on del soporte de X (o de T ), b = min fbX ; bTg es �nito.

Para todo u > bX , S2(u) = 0 y bS2(u) = 0 c: s: ; para todo u > bT ; ST (u) = 0

y W2N(t; u) = 0. Luego, para todo u > b; o bien S2(u) = 0 y Q2N(u) = 0 c: s:;

o bien ST (u) = 0 y W2N (t; u) = 0. Por tanto, dado t 2 [�1; �2] arbitrario, si

t < b, las integrales en (t;1) que aparecen en la expresi�on de 	N (t) coinciden con

las correspondientes integrales en (t; b], mientras que, si t � b, dichas integrales

se anulan. Obviamente, se supone que �1 < b; si ocurre lo contrario, entonces

U5N (t) = U6N (t) = U7N (t) = R2N (t) = 0:

Por otra parte, como ST , SX , SY son continuas, las subsupervivencias

S0(t) = Pr(T > t; X � T � Y ) = �
Z 1

t
fSY (u)� SX(u)g dST (u);

S1(t) = Pr(Y > t; T > Y ) = �
Z 1

t
ST (u)dSY (u)

y

S2(t) = Pr(X > t; T < X) = �
Z 1

t
f1� ST (u)gdSX(t)

tambi�en lo son.

A partir del lema 3.3, se obtiene que QN (t) =
p
N (Q0N(t); Q1N(t); Q2N(t))

converge d�ebilmente a un proceso Gaussiano G(t) = (G0(t); G1(t); G2(t)) de me-

dia cero con trayectorias continuas c: s: (S0; S1 y S2 son continuas). Mediante las

construcciones de Skorohod (1956, sec. 3.1.1), se comprueba que existen nuevas

versiones (esto es, con id�enticas distribuciones de dimensi�on �nita) de los procesos
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QN y G (que, por simplicidad, se denotan de igual forma) que convergen casi segu-

ramente respecto a la m�etrica de Skorohod en intervalos compactos. Adem�as, como

la convergencia a un l��mite continuo (como lo son G0; G1 y G2 c: s:) en interva-

los compactos respecto a la m�etrica de Skorohod es equivalente a la convergencia

respecto a la norma del supremo (Prokhorov, 1956, teorema 1 del ap�endice 1), puede

suponerse que

sup
0�t��2

���pNQjN (t)�Gj(t)
��� c:s:�!
N!1

0; j = 0; 1; y sup
�1�t�b

���pNQ2N(t)�G2(t)
��� c:s:�!
N!1

0:

Considerando aW1N(t; u) yW2N (t; u) como funciones de b�; y desarroll�andolas
en series de Taylor en un entorno de �; se veri�ca que

p
NW1N(t; u) =

p
N(b� � �)t

@

@ b�
"
S(t; b�)
S(u; b�)

#
b�=� + op(1) ; 0 � u � t � �2;

p
NW2N(t; u) =

p
N(b� � �)t

@

@ b�
"
S(t; b�)� S(u; b�)
1� S(u; b�)

#
b�=� + op(1) ; �1 � t < u � b;

de donde se deduce que

np
NW1N(t; u); 0 � u � t � �2

o
y

np
NW2N(t; u); �1 � t < u � b

o
convergen d�ebilmente a sendos procesos Gaussianos de media cero,

fV1(t; u); 0 � u � t � �2g y fV2(t; u); �1 � t < u � bg ;

cuyas trayectorias son uniformemente continuas casi seguramente. Utilizando las

construcciones de Skorohod y la continuidad c: s de V1 y V2, se demuestra que

existen nuevas versiones de los procesos
p
NW1N ;

p
NW2N , V1 y V2 (con id�entica

notaci�on, por simplicidad) tales que

sup
0�u�t��2

���pNW1N(t; u)� V1(t; u)
��� c:s:�!
N!1

0 ; sup
�1�t<u�b

���pNW2N(t; u)� V2(t; u)
��� c:s:�!
N!1

0:
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Consid�erese ahora el proceso 	 = f	(t); �1 � t � �2g ; donde

	(t) = G0(t)�
Z t

0
V1(t; u)dS1(u) + ST (t)G1(0

�) + ST (t)
Z t

0
G1(u)dS

�1
T (u)

�
Z 1

t
V2(t; u)dS2(u)�

Z 1

t
G2(u)d

n
ST (u) (1� ST (u))

�1
o

+ST (t)
Z 1

t
G2(u)d(1 � ST (u))

�1

= U1(t)� U2(t) + U3(t) + U4(t)� U5(t)� U6(t) + U7(t):

Este proceso es Gaussiano de media cero al ser un promedio pesado de procesos

Gaussianos de media cero. Se demostrar�a que las nueva versi�on de 	N converge

c: s: respecto a la norma del supremo en [�1; �2] a la nueva versi�on de 	: De esta

forma, la versi�on original de 	N converger�a d�ebilmente a la versi�on original de 	;

ya que la convergencia casi segura implica la convergencia en distribuci�on o d�ebil y,

por la construcci�on de Skorohod, las versiones original y nueva tienen las mismas

distribuciones de dimensi�on �nita, para cada N . Como 	 tiene c: s: trayectorias

continuas, se veri�car�a la convergencia d�ebil tanto en el sentido de la m�etrica de

Skorohod como en el sentido de la norma del supremo.

En primer lugar,

sup
�1�t��2

jU1N (t)� U1(t)j � sup
0�t��2

���pNQ0N(t)�G0(t)
��� c:s:�!
N!1

0;

sup
�1�t��2

jU2N(t)� U2(t)j � sup
0�u�t��2

���pNW1N (t; u)� V1(t; u)
��� ����Z �2

0
dS1(u)

���� c:s:�!
N!1

0

y

sup
�1�t��2

jU3N (t)� U3(t)j �
���pNQ1N(0

�)�G1(0
�)
��� c:s:�!
N!1

0:

Asimismo, puesto que

sup
0�t��2

����ST (t) Z t

0
dS�1T (u)

���� � Z �2

0
dS�1T (u) = S�1T (�2)� S�1T (0�);
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se obtiene que

sup
�1�t��2

jU4N (t)� U4(t)j � sup
0�t��2

���pNQ1N(t)�G1(t)
��� nS�1T (�2)� 1

o
c:s:�!

N!1
0:

En segundo lugar, como

U5N(t)� U5(t) =
Z b

t

np
NW2N (t; u)� V2(t; u)

o
dS2(u);

U6N (t)� U6(t) =
Z b

t

np
NQ2N(u)�G2(t)

o
d
n
ST (u) (1� ST (u))

�1
o

y

U7N(t)� U7(t) =
Z b

t

np
NQ2N(u)�G2(t)

o
d (1� ST (u))

�1

si �1 � t < b, y estas expresiones se anulan cuando t � b; resulta que

sup
�1�t��2

jU5N (t)� U5(t)j � sup
�1�t<u�b

���pNW2N(t; u)� V2(t; u)
��� �����
Z b

�1
dS2(u)

����� c:s:�!
N!1

0;

sup
�1�t��2

jU6N(t)� U6(t)j � sup
�1�t�b

���pNQ2N(t)�G2(t)
��� �����
Z b

�1
d

(
ST (u)

1� ST (u)

)����� c:s:�!
N!1

0;

y

sup
�1�t��2

jU7N(t)� U7(t)j � sup
�1�t�b

���pNQ2N(t)�G2(t)
��� �����
Z b

�1
d

(
1

1� ST (u)

)����� c:s:�!
N!1

0:

N�otese que �����
Z b

�1
d

(
ST (u)

1� ST (u)

)����� = ST (�1)

1� ST (�1)
� ST (b)

1� ST (b)

y �����
Z b

�1
d

(
1

1� ST (u)

)����� = 1

1� ST (�1)
� 1

1� ST (b)

est�an acotadas ya que ST (�1) < 1.

Por otra parte,

jR1N(t)j �
����Z t

0

np
NW1N(t; u)� V1(t; u)

o
dQ1N (u)

����+ ����Z t

0
V1(t; u)dQ1N(u))

����
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si �1 � t � �2, y

jR2N (t)j �
�����
Z b

t

np
NW2N(t; u)� V2(t; u)

o
dQ2N (u)

�����+
�����
Z b

t
V2(t; u)dQ2N(u))

�����
si �1 � t < b; y se anula si t � b: Los primeros t�erminos de los segundos miembros

de las expresiones anteriores son menores o iguales que

2� sup
0�u�t��2

���pNW1N (t; u)� V1(t; u)
��� y 2� sup

�1�t<u�b

���pNW2N(t; u)� V2(t; u)
���

respectivamente. Para acotar los segundos t�erminos, se considera un subconjunto


0 del espacio muestral subyacente 
 con Pr (
0) = 1 donde V1(t; u) y V2(t; u) sean

uniformemente continuas en 0 � u � t � �2 y en �1 � t < u � b; respectivamente,

y

sup
0�t��2

jQ1N(t)j c:s:�!
N!1

0 y sup
�1�t�b

jQ2N(t)j c:s:�!
N!1

0:

De esta forma, dado un " > 0 arbitrario, existir�a una partici�on de [0; �2] en k

intervalos, I0 = [�0; �1] ; I1 = (�1; �2] ; :::; Ik�1 = (�k�1; �k], y una partici�on de

[�1; b] en m intervalos, J0 = [�0; �1] ; J1 = (�1; �2] ; :::; Jm�1 = (�m�1; �m], tales que

sup
(t;u)2Ii�Ij

u�t

jV1(t; u)� V1(�i; �j)j < " y sup
(t;u)2Ji�Jj

t<u

jV2(t; u)� V2(�i; �j)j < ":

Luego,

sup
0�u�t��2

jV1(t; u)� V �
1 (t; u)j < " y sup

�1�t<u�b
jV2(t; u)� V �

2 (t; u)j < ";

donde 8<: V �
1 (t; u) = V1(�i; �j) si (t; u) 2 Ii � Ij; u � t;

V �
2 (t; u) = V2(�i; �j) si (t; u) 2 Ji � Jj ; t < u:

Por consiguiente, como

����Z t

0
V1(t; u)dQ1N(u))

���� � ����Z t

0
fV1(t; u)� V �

1 (t; u)gdQ1N (u)

����+ ����Z t

0
V �
1 (t; u)dQ1N(u)

����
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y�����
Z b

t
V2(t; u)dQ2N(u))

����� �
�����
Z b

t
fV2(t; u)� V �

2 (t; u)g dQ2N(u)

�����+
�����
Z b

t
V �
2 (t; u)dQ2N(u)

����� ;
se obtiene que����Z t

0
V1(t; u)dQ1N(u))

���� � �
"+ max

i;j=0;::;k
jV1(�i; �j)j

� ���Q1N(t)�Q1N(0
�)
���

y ����Z 1

t
V2(t; u)dQ2N(u))

���� � �
"+ max

i;j=0;::;m
jV2(�i; �j)j

�
jQ2N(b)�Q2N(t)j :

Por tanto,

sup
0�t��2

����Z t

0
V1(t; u)dQ1N(u))

���� c:s:�!
N!1

0 y sup
�1�t

����Z 1

t
V2(t; u)dQ2N(u))

���� c:s:�!
N!1

0;

con lo cual,

sup
0�t��2

jR1N (t)j c:s:�!
N!1

0 y sup
�1�t

jR2N (t)j c:s:�!
N!1

0:

En de�nitiva, como los procesos U1N ; :::; U7N originales convergen d�ebilmente

respecto a la norma del supremo en el intervalo [�1; �2] a sendos procesos Gaussianos

de media cero, U1; :::; U7; y los procesos R1N y R2N convergen a 0 casi seguramente en

esta m�etrica, se obtiene como resultado �nal que la versi�on original de 	N converge

d�ebilmente a la versi�on original de 	.

2

Observaci�on

La evaluaci�on de la estructura de la covarianza asint�otica del proceso 	N in-

cluye el c�alculo de las covarianzas asint�oticas de
�p

N
� bS0(t)� S0(t)

�
;
p
N(b� � �)

�
;�p

N
� bS�1(t)� S1(t)

�
;
p
N(b� � �)

�
y
�p

N
� bS2(t)� S2(t)

�
;
p
N(b� � �)

�
; las cuales

son dif��ciles de obtener cuando se han utilizado t�ecnicas iterativas para determinar

al estimador b�:
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3.4 Experiencia computacional

En esta secci�on se presenta un estudio computacional dise~nado para comparar el

comportamiento de los estimadores de la funci�on de supervivencia propuestos en este

cap��tulo y en el anterior, y del estimador no param�etrico autoconsistente. Se analiza

el efecto de la proporci�on de seguimiento, f�; sobre la e�cacia de los estimadores

precedentes, seg�un el nivel de censura y el tama~no muestral, en los mismos dos

casos estudiados en el cap��tulo anterior.

La bondad de ajuste global de un estimador gen�erico eST de la funci�on de su-

pervivencia ST se mide a trav�es del estimador del error cuadr�atico medio integrado,

E
�Z 1

0

n eST (t)� ST (t)
o2
dt
�
; de�nido por

ECMI =
1

kN

kX
i=1

NX
j=1

8<: eST (Z�
ij ) +

eST (Zij)

2
� ST (Zij)

9=;
2

;

donde k es el n�umero de muestras de la simulaci�on, N es su tama~no, y Zij es la

j-�esima observaci�on de la i-�esima muestra. Adem�as, para aquellos valores de � tales

que ST (� ) = 0:1; 0:5 y 0:9 (esto es, para � = t0:90; t0:50 y t0:10), se estima el sesgo;

E
h eST (� )i � ST (� ); y el error cuadr�atico medio (ecm), E

�n eST (� )� ST (� )
o2�

; deeST (� ) mediante los estad��sticos
1

k

kX
i=1

eST(i)(� )� ST (� ) y
1

k

kX
i=1

n eST(i)(� )� ST (� )
o2

respectivamente, donde eST(i)(� ) es el valor del estimador en � para la i-�esima muestra

generada.

El estudio consiste en la simulaci�on de 5000 muestras de tama~nos 25; 50 y 100

para diferentes niveles de censura (aprox. 10%; 25% y 50%) y f� variando de 0.1

a 1.0 con incrementos de 0.3, y el an�alisis comparativo de los estimadores de la

funci�on de supervivencia siguientes:

1. Estimador param�etrico de m�axima pseudo-verosimilitud propuesto en el

cap��tulo anterior.
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2. Estimador no param�etrico autoconsistente (de m�axima pseudo-verosimilitud).

3. Estimador semiparam�etrico considerado en este cap��tulo con b� = ��.

en los Casos I y II estudiados en el cap��tulo precedente.

En el Caso I se asume que T sigue una distribuci�on exponencial de par�ametro

�; y que la ventana de observaci�on es el intervalo de tiempo que transcurre entre

el primer y s-�esimo eventos en un proceso homog�eneo de Poisson de par�ametro �:

Como en el cap��tulo anterior, se supone que � = 1:

La tabla 3.1 muestra los valores del ECMI (�105) para los tres estimadores

considerados. Como parece l�ogico, los valores del ECMI se reducen cuando au-

menta el tama~no muestral o la proporci�on de seguimiento, y crecen cuando lo hace el

nivel de censura. En este caso, el comportamiento global del estimador param�etrico

propuesto en el cap��tulo 2 es mejor que el de los otros dos, mientras que los ECMI

del estimador semiparam�etrico considerado en este cap��tulo son ligeramentemenores

que los correspondientes al no param�etrico.

p1=0:051; p2=0:050 p1=0:118; p2=0:125 p1=0:237; p2=0:250

f� N 25 50 100 25 50 100 25 50 100
0.1 ECMI1 455 202 83 504 225 113 742 404 217

ECMI2 776 369 179 944 441 214 1449 701 345
ECMI3 743 353 170 815 383 185 999 481 241

0.4 ECMI1 339 165 78 406 197 99 568 286 141
ECMI2 734 356 177 886 418 203 1229 580 279
ECMI3 689 337 167 742 359 177 805 395 199

0.7 ECMI1 338 164 77 401 193 95 528 263 130
ECMI2 733 356 177 880 415 201 1191 560 269
ECMI3 687 336 167 735 356 176 780 383 194

1.0 ECMI1 338 164 77 398 192 94 515 257 126
ECMI2 732 355 176 878 414 200 1178 554 266
ECMI3 687 336 166 732 355 175 771 380 192

Tabla 3.1 : Resultados del ECMI � 105 en el Caso I

Las tablas 3.2 y 3.3 contienen respectivamente las estimaciones obtenidas del

sesgo (�104) y ecm (�104) de los tres estimadores de ST (� ); para � = t0:90; t0:50 y
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t0:10; cuando el tama~no muestral N = 100. Tanto los valores del sesgo como del

ecm tienden a decrecer si aumenta f� o el tama~no muestral, o se reduce el nivel de

censura.

p1=0:051; p2=0:050 p1=0:118; p2=0:125 p1=0:237; p2=0:250

f� ST (� ) 0:1 0:5 0:9 0:1 0:5 0:9 0:1 0:5 0:9
0.1 sesgo1 -8 16 8 -10 26 11 -14 41 18

sesgo2 32 -6 -24 58 9 -45 122 -14 -105
sesgo3 13 -16 -9 15 20 12 19 37 17

0.4 sesgo1 -7 13 7 -9 22 10 -12 33 13
sesgo2 25 -5 -22 43 8 -41 89 -12 -73
sesgo3 12 -14 -8 13 18 11 17 32 16

0.7 sesgo1 -7 12 6 -9 20 9 -12 31 12
sesgo2 22 -5 -20 39 8 -39 67 -11 -58
sesgo3 11 -14 -8 12 17 9 16 30 16

1.0 sesgo1 -6 11 6 -8 19 8 -11 29 12
sesgo2 20 -5 -19 37 8 -36 59 -11 -56
sesgo3 11 -14 -8 12 17 10 16 28 15

Tabla 3.2 : Resultados del sesgo� 104 en el Caso I para N = 100.

p1=0:051; p2=0:050 p1=0:118; p2=0:125 p1=0:237; p2=0:250

f� ST (� ) 0:1 0:5 0:9 0:1 0:5 0:9 0:1 0:5 0:9
0.1 ecm1 7 14 2 8 17 3 12 28 6

ecm2 11 26 12 34 29 18 63 31 32
ecm3 10 24 9 13 28 12 21 29 13

0.4 ecm1 6 13 2 7 15 3 8 18 5
ecm2 10 25 11 18 26 17 41 30 31
ecm3 10 24 9 10 27 10 16 28 12

0.7 ecm1 6 12 1 6 14 2 7 17 4
ecm2 10 24 11 14 26 16 31 29 31
ecm3 9 23 8 9 26 9 15 27 12

1.0 ecm1 5 12 1 6 14 2 7 17 4
ecm2 10 23 10 13 25 16 27 28 30
ecm3 9 22 8 11 25 9 14 27 11

Tabla 3.3 : Resultados del ecm� 104 en el Caso I para N = 100.

En cuanto al sesgo, la bondad del estimador param�etrico es superior a la de

los otros dos cuando ST (� ) = 0:1 �o 0:9; mientras que el estimador no param�etrico
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obtiene los mejores resultados si ST (� ) = 0:5.

Respecto al ecm, el estimador param�etrico presenta el mejor comportamiento,

mientras que el semiparam�etrico es ligeramente superior al no param�etrico.

En el Caso II se considera que la amplitud aleatoria de la ventana de obser-

vaci�on, Y �X, y las variables T y X siguen sendas distribuciones de Weibull. De

forma expl��cita, Y � X � W (�; r); T � W (�; r) y X � W (�; r); donde � = 1 y

r 2 f0:5; 1:0; 2:0g :
Los valores del ECMI (�105) cuando N = 100 de los tres estimadores consi-

derados aparecen en la tabla 3.4. Al igual que ocurr��a antes, los ECMI se reducen

cuando aumenta el tama~no muestral o la proporci�on de seguimiento, y crecen si se

incrementa el nivel de censura (sobre todo para el estimador param�etrico). Para

un nivel de censura del 10%, el comportamiento global del estimador param�etrico

propuesto en el cap��tulo 2 es mejor que el de los otros dos, mientras que el estimador

semiparam�etrico es ligeramente superior al no param�etrico. Cuando se asume una

censura m�as alta (25% �o 50 %), la superioridad del estimador semiparam�etrico es

mani�esta.

10% censura 25% censura 50% censura
f� r 0:5 1:0 2:0 0:5 1:0 2:0 0:5 1:0 2:0
0.1 ECMI1 137 138 142 425 410 420 924 852 869

ECMI2 193 194 194 248 248 261 400 387 390
ECMI3 181 182 183 219 223 231 331 321 322

0.4 ECMI1 134 133 135 383 392 402 817 780 812
ECMI2 184 185 187 216 217 226 301 299 297
ECMI3 172 174 174 188 193 198 250 251 247

0.7 ECMI1 128 131 133 372 386 377 776 763 775
ECMI2 183 183 184 212 211 220 287 282 281
ECMI3 171 171 172 184 188 192 241 237 236

1.0 ECMI1 127 130 131 369 383 375 762 756 758
ECMI2 180 182 184 209 208 215 282 278 274
ECMI3 169 170 171 182 186 190 234 233 229

Tabla 3.4 : Resultados del ECMI � 105 en el Caso II para N = 100.
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10% censura 25% censura 50% censura
f� ST (� ) 0.1 0.5 0.9 0.1 0.5 0.9 0.1 0.5 0.9
0.1 sesgo1 19 16 12 -32 39 46 -87 -83 124

sesgo2 44 25 -25 64 28 -33 82 44 -106
sesgo3 13 20 14 15 22 19 57 40 66

0.4 sesgo1 15 10 9 -30 35 43 -76 -68 109
sesgo2 33 21 -20 53 23 -29 70 38 -95
sesgo3 11 14 11 13 17 15 51 35 54

0.7 sesgo1 14 9 8 -29 33 39 -68 -57 100
sesgo2 32 20 -19 50 22 -27 63 34 -91
sesgo3 10 13 10 12 16 14 49 32 50

1.0 sesgo1 13 8 6 -28 31 36 -63 -49 96
sesgo2 30 19 -19 48 20 -26 59 31 -88
sesgo3 10 13 9 12 16 13 47 30 46

Tabla 3.5 : Resultados del sesgo� 104 en el Caso II para r = 1 y N = 100.

10% censura 25% censura 50% censura
f� ST (� ) 0.1 0.5 0.9 0.1 0.5 0.9 0.1 0.5 0.9
0.1 ecm1 9 20 7 20 52 25 45 99 55

ecm2 12 27 11 19 30 16 43 39 33
ecm3 11 26 10 16 28 11 32 34 16

0.4 ecm1 8 20 6 15 50 23 35 90 49
ecm2 11 26 10 13 28 15 26 31 32
ecm3 10 26 9 12 26 11 19 28 15

0.7 ecm1 7 19 6 12 49 22 29 87 47
ecm2 10 26 10 12 27 15 21 30 31
ecm3 10 25 9 11 26 10 16 27 15

1.0 ecm1 7 19 6 12 48 22 28 84 45
ecm2 10 26 10 12 27 15 19 30 31
ecm3 10 25 9 11 25 10 15 27 15

Tabla 3.6 : Resultados del ecm� 104 en el Caso II para r = 1 y N = 100.

Las tablas 3.5 y 3.6 muestran respectivamente los resultados del sesgo (�104)
y ecm (�104) de los tres estimadores de ST (� ); para � = t0:90; t0:50 y t0:10; cuando

r = 1 y el tama~no muestral N = 100. Como en el caso anterior, los valores del

sesgo y ecm tienden a decrecer si aumenta la proporci�on de seguimiento o se reduce

el nivel de censura.
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En relaci�on al sesgo, el estimador semiparam�etrico presenta los mejores resul-

tados cuando la censura es del 25% �o 50%, mientras que la bondad del estimador

param�etrico es superior a la de los otros dos si la censura es del 10%.

Resultados similares a los obtenidos en la tabla 3.4 respecto al ECMI se

deducen para los ecm de los tres estimadores de ST (� ); para � = t0:90; t0:50 y t0:10;

en la tabla 3.6.

En general, como parece l�ogico, los valores del sesgo, ecm y ECMI correspon-

dientes a los tres estimadores que se han considerado en el estudio comparativo se

reducen cuando aumenta la proporci�on de seguimiento o el tama~no muestral, y

crecen cuando se incrementa el nivel de censura.

Cuando la censura es baja (10%) o la funci�on de pseudo-verosimilitud es relati-

vamente simple (Caso I), el estimador param�etrico de la supervivencia de m�axima

pseudo-verosimilitud presenta el mejor comportamiento, mientras que el estimador

semiparam�etrico es ligeramente superior al no param�etrico. Si la funci�on de pseudo-

verosimilitud es compleja (Caso II) y el nivel de censura es alto (� 25%), la bon-

dad del estimador semiparam�etrico es apreciablemente mejor que la de los otros

dos, quiz�as debido a la inestabilidad de la soluci�on de la ecuaci�on de verosimili-

tud. En esta situaci�on, el estimador propuesto en este cap��tulo parece combinar las

mejores propiedades de los estimadores param�etrico y no param�etrico para obtener

los mejores resultados.



Cap��tulo 4

Estimaci�on de la supervivencia

con proceso de Dirichlet a priori

4.1 Introducci�on

La estimaci�on de la funci�on de supervivencia de la variable T , tiempo de vida, tiene a

menudo un inter�es especial en los estudios de biometr��a y �abilidad. Cuando algunas

observaciones no son exactas, la funci�on de supervivencia emp��rica no es apropiada

para la estimaci�on de la funci�on de supervivencia te�orica de T . Para resolver este

problema se han utilizado varios puntos de vista alternativos de acuerdo con el

modelo supuesto y el tipo de informaci�on disponible.

En ocasiones es posible obtener cierta informaci�on a priori basada en opiniones

subjetivas o en experiencias pasadas. Las t�ecnicas Bayesianas transforman este

conocimiento previo en una distribuci�on de probabilidad (denominada "a priori")

sobre el espacio param�etrico en cuesti�on. Adem�as, proporcionan una metodolog��a

para combinar la informaci�on a priori con la que origina la propia muestra y obtener

as�� una distribuci�on "a posteriori", y tienen en cuenta las consecuencias de las

decisiones a trav�es de una funci�on de p�erdida, cuyo valor esperado se trata de

minimizar.

En el contexto Bayesiano no param�etrico, donde la propia funci�on de super-

vivencia es el "par�ametro" a estimar, no es necesario someterse a restricciones im-

puestas por consideraciones te�oricas, en muchos casos arti�ciales y alejadas del

problema real. Sin embargo, cuenta con la di�cultad de de�nir una medida de
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probabilidad sobre un espacio funcional que asigne probabilidad uno al conjunto de

las funciones de supervivencia.

En 1973, Ferguson aborda el problema de la estimaci�on Bayesiana no param�e-

trica en un importante art��culo, en el cual asume que existe un proceso de Dirichlet

a priori sobre el espacio de las funciones de distribuci�on. Posteriormente, Susarla

y Van Ryzin (1976) analizan el caso de censura aleatoria a la derecha mediante la

utilizaci�on de procesos de Dirichlet a priori, y obtienen el estimador Bayesiano

no param�etrico de la funci�on de supervivencia considerando que la p�erdida es

cuadr�atica. Ferguson y Phadia (1979) generalizan este resultado al caso de procesos

"neutrales a la derecha" (v�ease Doksum, 1974) cuando las variables de censura son

degeneradas.

Las enormes complicaciones que se presentan en el caso de censura doble han

propiciado que no se haya obtenido ning�un resultado relevante hasta el momento.

Estas di�cultades han fomentado la aparici�on de procedimientos Bayesianos alter-

nativos, tales como el que aqu�� se presenta, en cada caso particular.

En este cap��tulo se considera el siguiente esquema de doble censura:

Sean T1; :::; TN variables aleatorias independientes con id�entica funci�on de su-

pervivencia, ST (t) = Pr(T > t); que la variable aleatoria T: Las variables Ti,

i = 1; :::; N , representan el tiempo de vida (o de fallo) de N individuos. El meca-

nismo de censura doble supone que existen dos variables no negativas de censura X

e Y tales queX; Y y T son independientes. Por consiguiente, tambi�en se consideran

dos muestras aleatorias X1; :::; XN e Y1; :::; YN de X e Y respectivamente. De este

modo, las observaciones consisten solamente de vectores aleatorios independientes

(Zi; �i), i = 1; :::; N , con la misma distribuci�on que (Z; �); donde

Z = max fmin(T; Y ); Xg (4.1)

y

� =

8>>><>>>:
0 si X � T � Y (no censura);

1 si X � Y < T (censura a la derecha);

2 si T < X � Y o Y < X (censura a la izquierda):

(4.2)
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Morales et al. (1991) proporcionan un ejemplo en el que es v�alido este modelo.

Los autores analizan la supervivencia de cierto tipo de �arboles plantados en una

granja y estudian una determinada causa de muerte. Cuando comenz�o el estudio,

varios �arboles ya hab��an muerto debido a la causa de inter�es o a otras causas (censura

a la izquierda). Algunos �arboles murieron por la causa de inter�es durante el periodo

de observaci�on (no censura), mientras que otros murieron debido a otras causas, o

bien permanec��an vivos al �nal del estudio (censura a la derecha).

Morales et al. (1990, 1991) analizan esta situaci�on de doble censura desde

el punto de vista Bayesiano no param�etrico, supuesto que existe un conocimiento

a priori a trav�es de un proceso de Dirichlet sobre la variable observable Z y so-

bre la variable de inter�es T respectivamente. En cambio, aqu�� se considera que

el conocimiento a priori viene dado por un proceso de Dirichlet sobre el vector

observable completo (Z; �). Esto conduce directamente a tener un conocimiento a

priori sobre las funciones de subsupervivencia de Z.

De este modo, se supone que P es una medida de probabilidad aleatoria

a priori sobre (
;�), donde 
 = IR
+ � f0; 1; 2g y � = B � C , siendo B la

�-�algebra de Borel restringida a IR
+=(0;1) y C la �-�algebra de las partes de

f0; 1; 2g. Adem�as, se asume que la medida aleatoria P es un proceso de Dirichlet

sobre (
;�) con par�ametro �, que es una medida �nita no nula sobre (
;�) ; y

que (Z1; �1); :::; (ZN; �N) es una muestra aleatoria de tama~no N de este proceso de

Dirichlet.

Por tanto, el estimador Bayes no param�etrico de cada funci�on de subsuper-

vivencia de Z, Sj(t) = Pr(Z > t; � = j) para j = 0; 1; 2; ser�a

eSj(t) = � ((t;1); fjg) + NP
i=1

I (Zi > t; �i = j)

� (
) +N
;

bajo la funci�on de p�erdida cuadr�atica

L( eSj; Sj) = Z 1

0

n eSj(t)� Sj(t)
o2
dw(t) ;

donde w es una determinada funci�on de peso (�nita, no decreciente y no negativa).
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Adem�as, si la funci�on � ((�;1); fjg) ; j = 0; 1; 2; es continua por la derecha en

t = 0, el estimador Bayes de pj = Pr(� = j); supuesto que la p�erdida es cuadr�atica,

viene dado por

epj = lim
t#0

eSj(t) = �(IR+; fjg) + NP
i=1

I (�i = j)

� (
) +N
:

Si se conoce la funci�on de subsupervivencia So
j (t), que representa la estimaci�on

a priori de Sj(t); para j = 0; 1; 2; y el valor de � (
) ; el cual mide el grado de creencia

en la elecci�on a priori de las subsupervivencias, entonces el proceso de Dirichlet P
queda perfectamente determinado, donde

�j (t;1) = � ((t;1) ; fjg) = � (
) So
j (t) para j = 0; 1; 2:

Este cap��tulo presenta un procedimiento Bayesiano semiparam�etrico para la

estimaci�on de una curva de supervivencia cuando los datos son doblemente cen-

surados e incompletos (la variable Y es parcialmente observable) y la p�erdida es

cuadr�atica, supuesto el modelo de tasas de fallo proporcionales y que el conocimiento

a priori se expresa mediante un proceso de Dirichlet sobre el vector aleatorio obser-

vado (Z; �). As��, en la secci�on 4.2, para cada t > 0 �jo, se obtienen los estimadores

de las funciones de subsupervivencia de Z en t; bSj(t); j = 0; 1; 2; bajo p�erdida

cuadr�atica. Asimismo, se de�ne el estimador pseudo-Bayesiano bS�1(t) que susti-

tuir�a a bS1(t) cuando Y sea parcialmente observable. En la siguiente secci�on se

estiman los par�ametros del modelo de tasas de fallo proporcionales y se demuestra

su normalidad asint�otica y, a partir de las estimaciones previamente obtenidas, se

construye una estimaci�on semiparam�etrica de ST (t) y se comprueba que el estimador

propuesto, bST ; es realmente una funci�on de supervivencia. Algunas propiedades

asint�oticas de este estimador, como su consistencia fuerte y la convergencia d�ebil

a un proceso Gaussiano, se demuestran en la secci�on 4.4. Finalmente, la secci�on

4.5 contiene los resultados de un estudio de simulaci�on dise~nado para analizar y

comparar el comportamiento del estimador propuesto, e investigar el efecto que

produce la existencia de una relaci�on parcial de datos censurados por la derecha.
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4.2 Estimaci�on de las subsupervivencias

En vez de tratar el problema de la estimaci�on de las funciones de subsupervivencia

Sj ; j = 0; 1; 2; se considera, para cada t > 0; la estimaci�on de los par�ametros

positivos Sj(t) y, a partir de �estos, se estiman las probabilidades pj .

Por las propiedades del proceso de Dirichlet, la distribuci�on de probabilidad a

priori de Sj (t) es Beta con par�ametros �j(t;1) y � (
)��j (t;1), para j = 0; 1; 2:

Por tanto, se obtiene el teorema siguiente:

Teorema 4.1

Para cualquier t > 0 arbitrario y j = 0; 1; 2, el estimador Bayes de Sj(t) bajo

p�erdida cuadr�atica y distribuci�on a priori Beta(�j(t;1); �(
) � �j(t;1)) viene

dado por la expresi�on

bSj(t) = '
N
Se
j (t) + (1 � '

N
)So

j (t); (4.3)

donde '
N
= N=(� (
) + N); y Se

j (t) = N�1PN
i=1I(Zi > t; �i = j) es el valor de la

correspondiente funci�on de subsupervivencia emp��rica de Z en el punto t. Adem�as,

si la funci�on �j(�;1); para j = 0; 1; 2; es continua por la derecha en t = 0, el

estimador Bayes de pj = Pr(� = j) viene dado por

bpj = lim
t#0

bSj(t) = '
N

Nj

N
+ (1� '

N
)So

j (0) ;

donde Nj =
PN

i=1I(�i = j) :

Demostraci�on

Como Vj(t) =
PN

i=1I(Zi > t; �i = j) sigue una distribuci�on binomial con

par�ametros N y Sj(t); y la distribuci�on a priori de Sj(t) es Beta con par�ametros

�j(t;1) y � (
) � �j (t;1), se veri�ca que la distribuci�on a posteriori de Sj(t);

condicionado a Vj(t) = vj ; es Beta(vj + �j(t;1); N � vj + � (
) � �j(t;1)): Por

tanto, como la p�erdida es cuadr�atica, el estimador Bayes de Sj(t) coincide con la

media de su distribuci�on a posteriori, es decir,

bSj(t) = E [Sj(t) j Vj(t) = vj] =
vj + �j(t;1)

� (
) +N
=

NSe
j (t) + � (
) So

j (t)

� (
) +N
�
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Luego, la expresi�on (4.3) es correcta. El estimador Bayes de las probabilidad pj ,

para j = 0; 1; 2, se obtiene de forma similar teniendo en cuenta que Se
j (0) = Nj=N:

2

Observaci�on

� A pesar de que la t�ecnica precedente puede utilizarse para hallar estimadores

con cualquier proceso a priori "neutral a la derecha", el estimador as�� obtenido

y el estimador Bayes en sentido global coinciden �unicamente cuando se con-

sideran procesos de Dirichlet.

A partir de este punto, como en los cap��tulos anteriores, se supone que los

valores de la variable de censura a la derecha, Y; s�olo se conocen para las N11

unidades con seguimiento posterior. En ese caso, el segundo t�ermino de la expresi�on

de la funci�on de supervivencia emp��rica

Se
1(t) =

1

N

NX
i=1

I(Zi > t; �i = 1; Fi = 1) +
1

N

NX
i=1

I(Zi > t; �i = 1; Fi = 0)

se desconoce. Asumiendo que la distribuci�on de las N10 observaciones censuradas

por la derecha sin seguimiento coincide con la de las N11 con seguimiento, es l�ogico

redistribuir equitativamente la masa de los N10 datos desconocidos de la variable

Y entre las N11 observaciones conocidas de �esta. Por tanto, se sustituye el t�ermino

desconocido

NX
i=1

I(Zi > t; �i = 1; Fi = 0)

por
N10

N11

NX
i=1

I(Zi > t; �i = 1; Fi = 1)

para obtener as�� la funci�on de subsupervivencia emp��rica modi�cada

Sem
1 (t) =

�
1 +

N10

N11

�
1

N

NX
i=1

I(Zi > t; �i = 1; Fi = 1)
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que se utilizar�a en lugar de Se
1(t) en las f�ormulas precedentes. Por consiguiente,

ya que no se conoce el estimador Bayesiano bS1(t), se de�ne el siguiente estimador
pseudo-Bayesiano de S1 (t)

bS�1(t) = NSem
1 (t) + � (
)So

1(t)

� (
) +N

que sustituir�a a bS1(t) cuando sea necesario.
N�otese que, utilizando el teorema de Glivenko-Cantelli, al igual que ocurr��a

con Se
1 ; la funci�on de subsupervivencia emp��rica modi�cada Sem

1 es un estimador

uniformemente fuertemente consistente de S1:

4.3 Estimaci�on del tiempo de vida

En esta secci�on se obtiene una estimaci�on semiparam�etrica de ST (t) cuando T , X

e Y son absolutamente continuas y existe proporcionalidad entre las tasas de fallo

de las variables de censura y de la variable tiempo de vida, esto es, hX(t) = �hT (t)

y hY (t) = hT (t) en su campo de de�nici�on com�un: Este hecho puede expresarse

en t�erminos de las funciones de supervivencia como:

8<: SX(t) = S�
T (t) ;

SY (t) = S
T (t) ;

(4.4)

para todo t � 0, donde � y  son par�ametros positivos desconocidos.

Las constantes � y  pueden interpretarse como los par�ametros de censura a

la izquierda y derecha respectivamente. As�� pues, (� = +1;  = 0) corresponde al

caso de no censura, (� = +1;  6= 0) y (� 6= +1;  = 0) a los casos de censura

a la derecha y a la izquierda respectivamente, y �nalmente (� 6= +1;  6= 0)

corresponde al caso de doble censura.

N�otese que, en el caso de censura a la derecha, el supuesto de tasas de fallo pro-

porcionales es equivalente a la independencia de Z y � (Allen, 1963). Sin embargo,

no es cierto cuando aparece censura a la izquierda.
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El esquema de doble censura aleatoria (4.1)-(4.2)-(4.4) ha sido utilizado recien-

temente por Morales et al. (1990, 1991), Bravo y Esteban (1993a) y Fern�andez et

al. (1995a, 1997) y puede considerarse la extensi�on natural del modelo de Koziol-

Green (KG) al caso de doble censura. Entre los autores que analizan el modelo

KG se encuentran, entre otros, Koziol y Green (1976), Cs�orgo y Horv�ath (1981),

Ebrahimi (1985) y Herbst (1992a, 1992b, 1993).

Dada la proporcionalidad de las tasas de fallo, resulta que

8>>>><>>>>:
p0 =

Z 1

0
SY (t) f1� SX(t)gd f1� ST (t)g = 1

 + 1
� 1

� +  + 1
;

p2 =
Z 1

0
f1� ST (x)SY (x)g d f1� SX(x)g = 1� �

� +  + 1
:

Reemplazando en las ecuaciones anteriores p0 y p2 por sus estimaciones

Bayesianas bp0 y bp2 ; dadas en el teorema 4.1, se obtienen las estimaciones de �

y  siguientes:

b� =
(bp0 + bp1)2bp0 bp2 ; b =

bp1bp0 : (4.5)

Adem�as, utilizando que (N0; N1; N2) sigue una distribuci�on multinomial

M(N; p0; p1; p2); el hecho que '
N
! 1 cuando N ! 1; y el m�etodo delta (Rao,

1973), puede demostrarse el teorema siguiente:

Teorema 4.2

La distribuci�on de
p
N
� b� � �; b � 

�
es asint�oticamente normal bivariada con

media cero y matriz de varianzas-covarianzas

� =

 
��� ��
�� �

!
;

donde ��� = �(1 + � + )f� + (1 + )2g=(1 + ), � = (1 + )2(1 + � + )=� y

�� = (1 + )(1 + � + ):
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Demostraci�on

Obs�ervese que
� b�; b� puede expresarse como una funci�on de bP = (bp0; bp1; bp2)t.

Sea
� b�; b� = F (bp0; bp1; bp2) = (F1 (bp0; bp1; bp2) ; F2 (bp0; bp1; bp2)), donde

F1 (bp0; bp1; bp2) = (bp0 + bp1)2bp0 bp2 ; F2 (bp0; bp1; bp2) = bp1bp0 :
Como F es derivable con continuidad en un entorno del punto P = (p0; p1; p2)t;

ya que p0 y p2 son positivos, puede considerarse el siguiente desarrollo de Taylor en

un entorno de P

F (bp0; bp1; bp2) = F (p0; p1; p2) +
2X

j=0

(bpj � pj)

 
@

@pj
F (p0; p1; p2) +Rj

!
;

donde Rj �! 0 cuando bpj �! pj :

Se veri�ca que bpj Pr�!
N!1

pj ; esto es, 8 " > 0 : lim
N!1

Pr (jbpj � pj j � ") = 0: N�otese

que, por la desigualdad de Chebychev,

Pr (jbpj � pjj � ") = Pr
�����'N

�
Nj

N
� pj

�
+ (1� '

N
)
�
So
j (0) � pj

����� � "
�

es menor o igual que

E

"�
'
N

�
Nj

N
� pj

�
+ (1� '

N
)
�
So
j (0)� pj

��2#
"2

:

Luego,

Pr (jbpj � pjj � ") � '2
N

N"2
pj(1 � pj) +

(1 � '
N
)2

"2

�
So
j (0) � pj

�2 �!
N!1

0:

Por consiguiente, Rj
Pr�!

N!1
0; para j = 0; 1; 2; de donde resulta que

p
N
� b� � �; b � 

�
=
p
N
�
F1

� bP�� F1 (P ) ; F2

� bP�� F2 (P )
�

est�a asint�oticamente id�enticamente distribuido como

�
Gt

1

p
N( bP � P ); Gt

2

p
N( bP � P )

�
;



100 Cap��tulo 4. Estimaci�on de la supervivencia con proceso de Dirichlet a priori

donde Gj es el gradiente de Fj en P; para j = 1; 2. Adem�as, como (N0; N1; N2)

sigue una distribuci�on multinomial M(N; p0; p1; p2) y '
N
! 1 cuando N ! 1

se obtiene, por el teorema central del l��mite, que
p
N( bP � P ) es asint�oticamente

normal con media cero y matriz de varianzas-covarianzas � = (�ij)i=0;1;2
j=0;1;2

, donde

�ij = piI(i = j)� pipj ; para i; j = 0; 1; 2:

Por tanto, en de�nitiva,
p
N
� b� � �; b � 

�
es asint�oticamente normal bivariada

con media cero y matriz de varianzas-covarianzas � = (Gt
i�Gj)i=1;2

j=1;2
:

Los elementos de la matriz � se obtienen con facilidad considerando que

G1 =

 
p20 � p21
p20p2

;
2(p0 + p1)

p0p2
;
�(p0 + p1)2

p0p22

!t

; G2 =

 �p1
p0

;
1

p0
; 0

!t

;

p0 =
1

 + 1
� 1

� +  + 1
; p1 =



 + 1
� 

� +  + 1
; y p2 = 1� �

� +  + 1
:

2

Este resultado puede utilizarse para construir intervalos de con�anza asint�o-

ticos de los par�ametros � and :

Supuesto el modelo de tasas de fallo proporcionales, Bravo y Esteban (1993a)

demostraron que las funciones de subsupervivencia de Z ven��an dadas por las ex-

presiones siguientes:

S0(t) = Pr(Z > t; � = 0) =
S+1
T (t)

 + 1
� S�++1

T (t)

� +  + 1
;

S1(t) = Pr(Z > t; � = 1) = 

 
S+1
T (t)

 + 1
� S�++1

T (t)

� +  + 1

!
; (4.6)

S2(t) = Pr(Z > t; � = 2) = �

 
S�
T (t)

�
� S�++1

T (t)

� +  + 1

!
:
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Reemplazando en las expresiones (4.6) Sj(t); j = 0; 1; 2; por sus estimaciones

respectivas bS0(t); bS�1(t) y bS2(t); de�nidas en el apartado anterior, y los par�ametros

� y  por sus correspondientes estimaciones b� y b; dadas en (4.5), se obtienen tres

estimaciones de ST (t) que se denotan por bST 0(t); bST 1(t) y bST 2(t): Este hecho lleva
a proponer, de forma natural, el siguiente estimador de la funci�on de supervivencia

de T :

bST (t) = bp0 bST 0(t) + bp1 bST 1(t) + bp2 bST 2(t): (4.7)

Observaciones

� En el contexto no Bayesiano (� (
) = 0) con datos completos (f� = 1) ; bST (t)
resulta ser el estimador propuesto por Bravo y Esteban (1993a).

� La expresi�on (4.7) puede justi�carse de la siguiente forma: la estructura del

modelo que aparece en (4.4) implica que cualquier estimador natural de ST

debe presentar saltos tanto en los tiempos de vida como en los tiempos de cen-

sura, y esos saltos deben ser id�enticos a los de las funciones de subsupervivencia

estimadas de Z: Adem�as, la probabilidad de que bS0; bS�1 o bS2 provoque el salto
de cualquier estimador de ST puede estimarse por bp0; bp1 y bp2 respectivamente.

Ahora, se procede a comprobar que el estimador propuesto, bST ; est�a bien

de�nido.

Teorema 4.3

El estimador bST de�nido en (4.7) es una funci�on de supervivencia.

Demostraci�on

La unicidad de bST se obtiene ya que

g0(x) =
xb+1b + 1

� xb�+b+1b� + b + 1
;
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g1(x) = b
0@ xb+1b + 1

� xb�+b+1b� + b + 1

1A ;

g2(x) = b�
0@xb�b� � xb�+b+1b� + b + 1

1A
son funciones crecientes para x 2 [0; 1] :

A partir de las de�niciones de bS0; bS�1 y bS2, resulta que bST es continua por la

derecha, bST (0) = 1 y lim
t!+1

bST (t) = 0.

Finalmente, tambi�en bST es no creciente ya que

bST (t) = bp0g�10

n bS0(t)o+ bp1g�11

n bS�1(t)o+ bp2g�12

n bS2(t)o ;
donde g�1j ; j = 0; 1; 2; son funciones crecientes, y bS0; bS�1 y bS2 son no crecientes.

2

El siguiente corolario proporciona las expresiones del estimador propuesto para

los casos sin censura y con s�olo censura a la derecha.

Corolario 4.1

(a) Si no existe censura y �1(IR
+)=�2(IR

+)=0, resulta que bST coincide con el es-

timador bS0 propuesto por Ferguson (1973):

(b) En el caso de censura a la derecha con �2(IR
+) = 0;

bST (t) = bp0 exp nbp0 log � bS0(t)=bp0�o+ bp1 exp nbp0 log � bS�1(t)=bp1�o ; (4.8)

que es la versi�on Bayesiana con informaci�on incompleta del estimador pro-

puesto por Ebrahimi (1985).
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Demostraci�on

(a) El resultado se obtiene inmediatamente a partir de la de�nici�on de bST en (4.7).

(b) Si no existe censura a la izquierda, las soluciones de las ecuaciones

bS0(t) = 1b + 1
Sb+1T (t) y bS�1(t) = bb + 1

Sb+1T (t)

son respectivamente

bST 0(t) = h
(b + 1) bS0(t)i1=(b+1) y bST 1(t) = h

(b + 1) bS�1(t)=bi1=(b+1) :
La expresi�on (4.8) puede comprobarse con facilidad utilizando que b = bp1=bp0

y la de�nici�on de bST (t) en (4.7).

En este caso, si la informaci�on es completa (esto es, f� = 1) y se reemplazan

las subsupervivencias estimadas por las emp��ricas, y bpj por Nj=N para j = 0; 1; se

obtiene el estimador de Ebrahimi (1985).

2

4.4 Propiedades asint�oticas del estimador

Teorema 4.4

El estimador bST de�nido en (4.7) es un estimador uniformemente fuertemente

consistente de la funci�on de supervivencia de T:

Demostraci�on

A partir de la relaci�on (4.5), bST 0; bST 1 y bST 2 pueden expresarse un��vocamente en
t�erminos de bS0(t); bS�1(t) y bS2(t) respectivamente, y de las probabilidades estimadas
bp1 y bp2. Por tanto:
bST (t) = (1� bp1 � bp2)	0

�bp1; bp2; bS0(t)�+ bp1	1

�bp1; bp2; bS�1(t)�+ bp2	2

�bp1; bp2; bS2(t)�
= 	

�bp1; bp2; bS0(t); bS�1(t); bS2(t)� ;
donde 	j

�bp1; bp2; bSj(t)� = bST j(t), para j = 0; 2; y 	1

�bp1; bp2; bS�1(t)� = bST 1(t):



104 Cap��tulo 4. Estimaci�on de la supervivencia con proceso de Dirichlet a priori

Utilizando que '
N
= N=(N + � (
))! 1 y que 1 +N10=N11

c:s:! 1=f� cuando

N ! 1; y el teorema de Glivenko-Cantelli, se obtiene que bS0; bS�1 y bS2 son esti-

madores uniformemente fuertemente consistentes de S0, S1 y S2 respectivamente.

Adem�as, como

bpj = '
N

Nj

N
+ (1 � '

N
)So

j (0)
c:s:�!

N!1
pj , j = 0; 1 ;

ya queNj=N converge casi seguramente a pj por la ley fuerte de los grandes n�umeros,

'
N
! 1 cuando N ! 1; y las funciones 	j ; j = 0; 1; 2; son continuas y est�an

de�nidas en un subconjunto del compacto

f(q1; q2; q3) : q1 � 0; q2 � 0; q1 + q2 � 1; 0 � q3 � 1g ;

resulta que 	 es suma de funciones uniformemente continuas. Por consiguiente,

se veri�ca que bST (t) = 	
�bp1; bp2; bS0(t); bS�1(t); bS2(t)� converge casi seguramente a

	 (p1; p2; S0(t); S1(t); S2(t)) = ST (t) uniformemente en t � 0, esto es,

Pr
�
k bST � ST k1 �!

N!1
0
�
= Pr

 
lim
N!1

sup
t�0

��� bST (t)� ST (t)
��� = 0

!
= 1:

2

De aqu�� en adelante, se considera que �1 y �2 son n�umeros reales que veri�can

inf ft � 0 : ST (t) < 1g < �1 < �2 < sup ft � 0 : ST (t) > 0g :

Lema 4.1

Para cada t 2 [�1; �2] arbitrario, se de�ne b�t = � bp1; bp2; bS0(t); bS�1(t); bS2(t) �t
y �t = ( p1; p2; S0(t); S1(t); S2(t) )

t : Si �1 � t1 < :::: < tm � �2; entonces
p
N
�b�t1 � �t1 ; :::;

b�tm � �tm
�
es asint�oticamente normal con media cero y matriz de

varianzas-covarianzas

� (t1; ::; tm) =
�
�titj

�
i=1;::;m;
j=1;::;m;
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donde, para �1 � s � t � �2 ; la matriz �ts se de�ne como

0BBBBBBBBBBBBBBB@

p1(1� p1) �p1p2 �p1S0(s)
(1� p1)S11(s)

f�
�p1S2(s)

�p1p2 p2(1� p2) �p2S0(s)
�p2S11(s)

f�
(1� p2)S2(s)

�p1S0(t) �p2S0(t) S0(t) f1� S0(s)g
�S0(t)S11(s)

f�
�S0(t)S2(s)

(1� p1)S11(t)

f�
�p2S11(t)

f�
�S0(s)S11(t)

f�
S11(t) f1� S11(s)g

f�2
�
S11(t)S2(s)

f�

�p1S2(t) (1� p2)S2(t) �S0(s)S2(t)
�S1(s)S2(t)

f�
S2(t) f1� S2(s)g

1CCCCCCCCCCCCCCCA
; (4.9)

la matriz �st es la traspuesta de �ts y S11(t) = Pr(Z > t; � = 1; F = 1)

Demostraci�on

N�otese que los vectores

Hjt = (I(�j = 1) ; I(�j = 2); I(Zj > t; �j = 0) ; I(Zj > t; �j = 1;Fj = 1) ; I(Zj > t; �j = 2))t ;

para j = 1; ::; N; son independientes e id�enticamente distribuidos con media

�t = ( p1; p2; S0(t); S11(t); S2(t) )
t ;

y que b�t = '
N
ADt + (1� '

N
)Ct ;

donde

A = diag(1; 1; 1; 1 +N10=N11; 1), Dt =
1

N

NX
j=1

Hjt

y

Ct = (So
1(0); S

o
2(0); S

o
0(t); S

o
1(t); S

o
2(t) )

t :

Si �1 � t1 < ::: < tm � �2; entonces

�b�t1; :::; b�tm� = '
N
A (Dt1 ; :::; Dtm) + (1� '

N
) (Ct1; :::; Ctm) :

Como '
N
�!
N!1

1 y 1 + N10=N11
c: s:�!

N!1
1=f�, resulta que el vector

�b�t1 ; :::; b�tm�
est�a asint�oticamente id�enticamente distribuido como A� (Dt1; :::; Dtm) ; donde la

matriz A� = diag(1; 1; 1; 1=f�; 1):
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Adem�as, (Dt1; :::; Dtm) =
1

N

NP
j=1

Hj(t1; :::; tm); donde

Hj(t1; :::; tm) = (Hjt1; :::; Hjtm) ; j = 1; ::; N;

son independientes e id�enticamente distribuidos. Luego, por el teorema central del

l��mite multidimensional, se obtiene que
p
N (Dt1; :::; Dtm) es asint�oticamente normal

de media
p
N (�t1; :::; �tm) y matriz de varianzas-covarianzas


 (t1; ::; tm) =
�

titj

�
i=1;::;m;
j=1;::;m;

donde, para �1 � s � t � �2 ; 
ts = diag(�t) � �t�ts + Rts ; Rts = (rij)5�5 es

una matriz 5�5 cuyos �unicos elementos no nulos son r14 = S11(s); r25 = S2(s);

r41 = S11(t) y r52 = S2(t); 
st = 
t
ts y Rst = Rt

ts: Por tanto, como �ti = A��ti y

�titj = A� � 
titj � A�; para i; j = 1; ::; m, se obtiene en de�nitiva que

p
N
�b�t1 � �t1 ; :::;

b�tm � �tm
�

d�!
N!1

N (0;�(t1; ::; tm)) ;

donde � (t1; ::; tm) =
�
�titj

�
i=1;::;m;
j=1;::;m;

: N�otese que �titj puede expresarse como

�titj = diag(1; 1; 1; 1=f�; 1)
n
diag

�
�maxfti;tjg

�
� �ti�

t
tj
+Rtitj

o
diag(1; 1; 1; 1=f�; 1):

S�olamente se hallar�an algunos t�erminos de la matriz 
ts =
�
!ts
ij

�
i=1;::;5
j=1;::;5

:

El resto se calcula de forma similar. Por ejemplo:

!ts
11 = var [I(� = 1)] = E [I(� = 1)]� fE [I(� = 1)]g2 = p1 � p21;

!ts
14 = cov [I(� = 1); I(Z > s; � = 1; F = 1)]

= E [I(� = 1)I(Z > s; � = 1; F = 1)]�E [I(� = 1)]E [I(Z > s; � = 1; F = 1)]

= E [I(Z > s; � = 1; F = 1)] (1� p1) = (1� p1)S11(s);

!ts
23 = cov [I(� = 2); I(Z > s; � = 0)]

= E [I(� = 2)I(Z > s; � = 0)]� E [I(� = 2)]E [I(Z > s; � = 0)]

= 0� Pr (� = 2) Pr (Z > s; � = 0) = �p2S0(s);
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!ts
35 = cov [I(Z > t; � = 0); I(Z > s; � = 2)]

= E [I(Z > t; � = 0)I(Z > s; � = 2)]� E [I(Z > t; � = 0)]E [I(Z > s; � = 2)]

= 0� S0(t)S2(s):

y, en �ultimo lugar,

!ts
44 = cov [I(Z > t; � = 1; F = 1); I(Z > s; � = 1; F = 1)] = S11(t)� S11(t)S11(s):

2

Teorema 4.5

El proceso fWN (t); �1 � t � �2g ; donde WN (t) =
p
N
� bST (t)� ST (t)

�
; con-

verge d�ebilmente a un proceso Gaussiano de media cero.

Demostraci�on

Para cada t 2 [�1; �2] arbitrario y �jo, como se comprob�o en el teorema 4.4, se

veri�ca que bST (t) puede expresarse como una funci�on de b�t, esto es, bST (t) = 	(b�t).
Como 	 es diferenciable con continuidad en un entorno del punto �t (ya que

0 < Sj(t) < pj ; j = 0; 1; 2), puede considerarse el desarrollo de Taylor en dicho

punto

bST (t) = 	(b�t) = 	(�t) +
�
Gt

t +Rt
N

�
(b�t � �t);

donde Gt denota al gradiente de 	 en �t y RN = (R1N ; :::; R5N)t converge a cero

cuando b�t converge a �t: Adem�as, puesto que b�t converge en probabilidad a �t; ya

que
p
N(b�t��t) es asint�oticamente normal de media cero por el lema 4.1, se veri�ca

que RN
Pr�!

N!1
0: Por tanto,

WN (t) =
p
N
� bST (t)� ST (t)

�
=
p
N
�
	(b�t)�	(�t)

�
est�a asint�oticamente id�enticamente distribuido como Gt

t

p
N (b�t � �t), y �este, por

el lema 4.1, es asint�oticamente normal con media cero y matriz de varianzas-

covarianzas Gt
t�ttGt: La matriz �tt puede obtenerse con facilidad de acuerdo con la

expresi�on (4.9).
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An�alogamente, en el caso m-dimensional, se obtiene que, para cualquier

�1 � t1 < ::: < tm � �2, (WN (t1); :::; WN(tm)) est�a asint�oticamente id�enticamente

distribuido como
p
N
�
Gt

t1
(b�t1 � �t1); :::; G

t
tm(

b�tm � �tm)
�
que, por el lema 4.1, es

asint�oticamente normal con media cero y matriz de varianzas-covarianzas

� (t1; :::; tm) =
�
Gt

ti
�titjGtj

�
i=1;::;m
j=1;::;m

:

2

Observaciones

� Dada la normalidad asint�otica de
p
N
� bST (t)� ST (t)

�
; es posible construir

intervalos de con�anza asint�oticos para ST (t) y efectuar contrastes de hip�otesis

sobre el valor de �este.

� Aunque el proceso considerado, fWN (t); �1 � t � �2g ; es asint�oticamente nor-
mal, no tiene asint�oticamente incrementos independientes. Basta observar que,

para �1 � s < t � �2; se veri�ca que

lim
N!1

cov [WN (t)�WN (s);WN (s)] = lim
N!1

cov [WN(t);WN(s)]� lim
N!1

var [WN (s)]

= Gt
t�tsGs �Gt

s�ssGs 6= 0:

4.5 Experiencia computacional

En esta secci�on se presenta un estudio computacional dise~nado para analizar el

comportamiento del estimador de la funci�on de supervivencia bST de�nido en (4.7).

En primer lugar, se pretende estudiar la bondad de ajuste de bST ; analizar su robustez
frente a violaciones de los supuestos del modelo, y compararlo con el estimador no

param�etrico autoconsistente (Turnbull, 1974; Mykland y Ren, 1996) y el de Morales

et al. (1990) considerando datos completos (esto es, con f� = 1): En segundo lugar,

se eval�ua el efecto de f� en el comportamiento del estimador propuesto bST .
La bondad de ajuste global de un estimador gen�erico eST de la funci�on de su-

pervivencia ST se mide a trav�es del estimador del error cuadr�atico medio integrado,
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E
�Z 1

0

n eST (t)� ST (t)
o2
dt
�
; de�nido por

ECMI =
1

kN

kX
i=1

NX
j=1

8<: eST (Z�
ij ) +

eST (Zij)

2
� ST (Zij)

9=;
2

donde k es el n�umero de muestras de la simulaci�on, N es su tama~no, y Zij es la

j-�esima observaci�on de la i-�esima muestra.

Adem�as, para aquellos valores de � tales que ST (� ) = 0:1; 0:5 y 0:9 (esto es,

para � = t0:9; t0:5 y t0:1), se estiman el sesgo; E
h eST (� )i�ST (� ); y el error cuadr�atico

medio (ecm), E
�n eST (� )� ST (� )

o2�
; de eST (� ) mediante los estad��sticos

B =
1

k

kX
i=1

eST(i)(� )� ST (� ) y m =
1

k

kX
i=1

n eST(i)(� )� ST (� )
o2

respectivamente, donde eST(i)(� ) es el valor del estimador en � para la i-�esima muestra

de la simulaci�on.

El estudio consiste en la simulaci�on de 2000 muestras de tama~nos 100 y 25

con un 10% �o 50% de censura, considerando que las tasas de fallo son propor-

cionales y distribuciones de Weibull. Espec���camente, se supone que las funciones

de supervivencia de T; X; e Y son

ST (t) = exp
n
�(t=�)�

o
; SX(x) = exp

n
�(x=�)�

o
y SY (t) = exp

n
��(x=�)�

o
,

para t; x; y � 0 respectivamente, donde � y  son los par�ametros de censura que

se obtienen como soluci�on del siguiente sistema:

8>>>><>>>>:
p0 =

1

 + 1
� 1

� +  + 1
;

p2 =
1� p0
2

= 1� �

� +  + 1
;

esto es, � = (1+p0)2= f2p0(1 � p0)g y  = (1�p0)= (2p0). Consecuentemente, para

un bajo nivel de censura (p0 = 0:9) se obtiene que � = 361=18 y  = 1=18; mientras

que para un alto nivel de censura (p0 = 0:5); � = 9=2 y  = 1=2: En ambos casos,

� y � toman los valores 0.5, 1.0, 1.5 y 2.0.
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La elecci�on del par�ametro de Dirichlet � es una cuesti�on importante. Si se

cuenta con datos previos, pueden utilizarse para estimar � (en un contexto Bayes

emp��rico). En ausencia de tales datos, la elecci�on del par�ametro s�olo puede ha-

cerse subjetivamente. Es conveniente especi�car una familia param�etrica a la que

pertenezca �: En nuestro caso, un m�etodo apropiado ser��a el estimar subjetivamente

ciertos percentiles de las subsupervivencias a priori, y de ah�� elegir los par�ametros

de forma que los percentiles de las subsupervivencias sean tan pr�oximos como sea

posible a los percentiles estimados. No obstante, en este estudio se considera que

las subsupervivencias a priori son correctas o uniformes.

Tanto para un nivel de censura bajo como alto, se analizan los cuatro casos

correspondientes a unas subsupervivencias correctas o uniformes, y un grado de

creencia en las elecciones a priori fuerte (�(
) = 5N) o d�ebil (�(
) = N=5).

La tabla 4.1 muestra los valores del ECMI de bST cuando se asume una co-

rrecta elecci�on de las subsupervivencias a priori. Como era de esperar, los valores

del ECMI crecen cuando disminuye el tama~no muestral, y decrecen cuando se

considera un menor nivel de censura. Asimismo, los valores del ECMI son menores

cuando se supone una fuerte creencia en las subsupervivencias a priori.

� 0:5 1:0 1:5 2:0
Baja Alta Baja Alta Baja Alta Baja Alta

� � (
) cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens:
0.5 n=5 16-55 20-81 16-56 22-80 18-51 21-87 16-54 19-85

5n 9-21 11-61 9-22 10-61 9-21 11-63 9-22 10-59
1.0 n=5 16-50 19-90 18-50 21-74 16-54 20-76 16-52 21-73

5n 9-21 10-60 9-21 10-55 9-21 10-57 9-21 10-57
1.5 n=5 16-54 19-74 18-55 19-75 16-56 19-73 17-54 18-80

5n 9-21 10-59 9-21 10-59 9-22 10-57 9-23 10-59
2.0 n=5 17-50 19-70 16-52 19-85 17-53 19-72 16-51 18-76

5n 9-21 10-59 9-21 10-59 9-21 10-58 9-20 10-58

Tabla 4.1 : Resultados del ECMI � 104 de bST con subsupervivencias

a priori correctas para N =100 - 25.
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� 0:5 1:0 1:5 2:0
� (
) n=5 5n n=5 5n n=5 5n n=5 5n

� ST (� ) B (m) B (m) B (m) B (m) B (m) B (m) B (m) B (m)

0.5 0.1 -33 (17) -53 (30) -31 (15) -51 (28) -32 (18) -51 (28) -33 (17) -51 (28)

0.5 -11 (18) -31 (12) -16 (16) -32 (12) -14 (19) -32 (12) -12 (17) -31 (12)

0.9 0 (6) -11 (4) -3 (6) -10 (4) -2 (7) -12 (4) -4 (7) -13 (4)

1.0 0.1 -34 (18) -52 (29) -34 (18) -52 (28) -32 (16) -50 (27) -32 (17) -52 (28)

0.5 -13 (17) -31 (12) -15 (20) -30 (11) -15 (18) -31 (12) -9 (16) -30 (11)

0.9 2 (7) -9 (3) -1 (7) -11 (4) -4 (7) -12 (5) 1 (7) -11 (4)

1.5 0.1 -31 (17) -51 (28) -33 (17) -51 (28) -32 (16) -52 (29) -31 (16) -51 (29)

0.5 -13 (17) -30 (11) -11 (21) -29 (11) -11 (19) -31 (12) -10 (20) -29 (10)

0.9 -1 (5) -10 (3) -5 (7) -10 (4) -2 (6) -12 (4) 0 (7) -11 (4)

2.0 0.1 -35 (19) -53 (30) -33 (17) -51 (28) -33 (18) -52 (29) -32 (19) -53 (30)

0.5 -18 (17) -31 (11) -12 (18) -29 (10) -15 (20) -31 (12) -11 (17) -30 (12)

0.9 -3 (5) -13 (4) 0 (6) -11 (4) 0 (6) -10 (4) -2 (6) -11 (4)

Tabla 4.2 : Resultados del sesgo� 103 (ecm� 104) de bST (� ) en el caso de baja

censura con subsupervivencias a priori correctas para N =100:

� 0:5 1:0 1:5 2:0
� (
) n=5 5n n=5 5n n=5 5n n=5 5n

� ST (� ) B (m) B (m) B (m) B (m) B (m) B (m) B (m) B (m)

0.5 0.1 -35 (23) -80 (70) -37 (27) -83 (76) -36 (26) -81 (73) -33 (23) -78 (68)

0.5 0 (22) -18 (5) -3 (25) -19 (6) 2 (24) -18 (5) 6 (21) -17 (5)

0.9 -12 (11) -29 (14) -16 (10) -32 (14) -8 (9) -27 (11) -9 (9) -29 (12)

1.0 0.1 -33 (24) -79 (69) -36 (26) -81 (73) -32 (23) -77 (67) -36 (24) -84 (78)

0.5 5 (21) -18 (5) -5 (21) -20 (6) 0 (21) -19 (5) -1 (23) -18 (5)

0.9 -10 (10) -29 (13) -15 (10) -33 (15) -16 (11) -34 (16) -16 (11) -33 (15)

1.5 0.1 -32 (22) -78 (69) -35 (24) -81 (73) -34 (24) -81 (74) -32 (23) -82 (74)

0.5 1 (18) -18 (5) -1 (21) -19 (6) -1 (19) -21 (6) 2 (20) -19 (6)

0.9 -12 (10) -29 (13) -18 (11) -33 (15) -14 (11) -32 (15) -13 (10) -31 (14)

2.0 0.1 -34 (24) -80 (71) -34 (23) -82 (75) -35 (24) -83 (77) -33 (20) -78 (69)

0.5 3 (20) -18 (6) 1 (22) -18 (5) -2 (20) -19 (5) 5 (19) -17 (5)

0.9 -14 (9) -32 (14) -17 (11) -33 (15) -16 (10) -32 (14) -9 (10) -29 (13)

Tabla 4.3 : Resultados del sesgo� 103 (ecm� 104) de bST (� ) en el caso de alta

censura con subsupervivencias a priori correctas para N =100:

Las tablas 4.2 y 4.3 contienen las estimaciones del sesgo y ecm de bST (� ) (con
� = t0:9; t0:5 y t0:1) para los casos de baja y alta censura respectivamente. En
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ambos se considera una correcta elecci�on a priori y un tama~no muestral N = 100.

En general, se observa que los sesgos (absolutos) y ecm son menores en el caso de

baja censura. N�otese, sin embargo, que los valores del sesgo parecen ser mayores

cuando se supone una creencia fuerte en las subsupervivencias a priori que cuando

se asume que la creencia es d�ebil.

Por otra parte, la tabla 4.4 presenta los valores del ECMI cuando las subsu-

pervivencias a priori son uniformes. Obviamente, estos valores son mucho mayores

que los que se obtuvieron cuando las subsupervivencias a priori eran correctas.

Puede observarse que, si se asume una creencia d�ebil en la correcta elecci�on de

las subsupervivencias a priori, los valores del ECMI son mayores para muestras

peque~nas. En general, se veri�ca lo contrario cuando el grado de creencia es fuerte.

� 0:5 1:0 1:5 2:0
Baja Alta Baja Alta Baja Alta Baja Alta

� � (
) cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens:
0.5 n=5 10-13 10-16 10-13 10-16 10-13 10-16 10-12 10-15

5n 134-98 95-81 135-99 96-80 135-98 95-81 134-99 96-79
1.0 n=5 7-9 7-12 6-9 7-13 6-10 7-13 6-9 7-13

5n 73-48 52-44 72-47 51-46 72-46 51-45 72-47 51-47
1.5 n=5 5-8 5-11 4-8 5-11 5-8 5-12 4-8 5-12

5n 40-26 30-29 39-26 30-29 39-25 30-30 39-25 30-30
2.0 n=5 3-7 4-11 3-7 4-11 4-7 4-10 4-8 5-11

5n 23-17 20-22 23-16 21-21 23-16 20-22 24-16 21-23

Tabla 4.4 : Resultados del ECMI � 103 de bST con subsupervivencias

a priori uniformes para N =100 - 25.

En resumen, los resultados de la simulaci�on indican que el estimador propuesto

en este cap��tulo presenta un comportamiento su�cientemente bueno, incluso cuando

el nivel de censura es alto. Como resulta del todo l�ogico, un fuerte grado de creencia

en las subsupervivencias a priori es mucho mejor cuando �estas son correctas.

Con objeto de analizar la robustez del estimador propuesto frente a violaciones

de los supuestos del modelo, se considera que las variablesT e Y 0 = Y �!� tienen
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sendas distribuciones de Weibull,

ST (t) = exp
n
�(t=�)�

o
, t � 0; y SY 0(y0) = exp

n
�(y0=�)�

o
, y0 � 0;

donde � = 1; y que la variable X sigue una distribuci�on uniforme en el intervalo

(0; !�). La generaci�on de datos para evaluar los ECMI en este contexto (Caso R)

se realiz�o de forma similar al caso en el que el modelo se ajustaba a los datos.

Resolviendo el sistema p0 = Pr(� = 0) y (1 � p0)=2 = Pr(� = 2) resulta que

! es la soluci�on de la ecuaci�on f1� exp(�!)g =! = (1 + p0)=2; mientras que

 = 1= f1 + 1=! + (p0 � 1=!) exp(!)g � 1:

De este modo, se veri�ca que ! = 0:60586 y  = 0:84572 en el caso de alta

censura, mientras que ! = 0:10348 y  = 0:05871 en el de baja censura.

En esta simulaci�on:

S0(t) =

8>>>>><
>>>>>:

1

!

n
e�t=� (1 + t=�)� e�! (1 + !)

o
+

e�!

1 + 
si t < !�;

e!�(1+)t=�

1 + 
si t � !�;

S1(t) =

8>>>>><
>>>>>:

e�!

1 + 
si t < !�;

e!�(1+)t=�

1 + 
si t � !�;

S2(t) =

8>><>>:
1� t

!�
+

1

!

�
e�! � e�t=�

�
si t < !�;

0 si t � !�:

La tabla 4.5 muestra los valores del ECMI para el Caso R cuando se asume

una elecci�on correcta de las subsupervivencias a priori. A partir de los resultados

expuestos en esta tabla y los de la tabla 4.1 (para � = 1), puede concluirse que

las desviaciones de los datos de los supuestos del modelo no parecen ser relevantes,

excepto cuando el nivel de censura es alto. La conclusi�on es similar cuando las

subsupervivencias a priori son uniformes.
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� 0:5 1:0 1:5 2:0
Baja Alta Baja Alta Baja Alta Baja Alta

� � (
) cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens:
1.0 n=5 19-57 91-176 19-53 89-181 17-57 93-180 16-54 91-186

5n 10-23 87-163 10-23 86-162 10-24 85-163 10-24 85-173

Tabla 4.5 : Resultados del ECMI � 104 de bST con subsupervivencias

a priori correctas y N =100 - 25 para el Caso R:

En este punto, se pretende realizar algunas comparaciones con otros esti-

madores. En primer t�ermino, se considera el estimador no param�etrico autoconsis-

tente, obtenido primeramente por Turnbull (1974), el cual, bajo condiciones bas-

tante generales, es el estimador no param�etrico m�aximo veros��mil de la funci�on

de supervivencia para datos doblemente censurados. Adem�as, se veri�ca que este

estimador es uniformemente fuertemente consistente, y asint�oticamente e�ciente y

normalmente distribuido (v�ease Gu y Zhang (1993) y sus referencias).

Cuando se comparan los resultados del ECMI de la tabla 4.1 con los de la

tabla 4.6, que corresponden al estimador no param�etrico autoconsistente, puede

apreciarse que el estimador bST es mejor que el autoconsistente si se supone una

creencia d�ebil en las subsupervivencias a priori, y mucho mejor cuando se asume

una creencia fuerte. Las diferencias son a�un mayores cuando el nivel de censura es

alto.

En segundo t�ermino, se considera el estimador propuesto en el art��culo de

Morales et al. (1990). La tabla 4.7 muestra los valores del ECMI de este estimador

supuesta una correcta elecci�on de las subsupervivencias a priori . A partir de los

resultados de la simulaci�on, se observa que bST y el estimador de Morales et al.

presentan un comportamiento similar. En algunas ocasiones, el estimador bST parece

ser ligeramente mejor; en otras, se observa exactamente lo contrario.
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� 0:5 1:0 1:5 2:0
Baja Alta Baja Alta Baja Alta Baja Alta

� cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens:
0.5 19-75 46-125 18-75 47-128 19-67 47-138 17-74 49-135
1.0 18-71 50-144 19-66 42-126 17-71 47-137 18-65 46-132
1.5 18-81 44-137 20-81 45-130 19-75 42-132 21-83 48-134
2.0 17-73 45-134 18-77 46-143 21-74 40-120 18-73 48-128

Tabla 4.6 : Resultados del ECMI � 104 del estimador autoconsistente

para N =100 - 25.

� 0:5 1:0 1:5 2:0
Baja Alta Baja Alta Baja Alta Baja Alta

� � (
) cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens:
0.5 n=5 17-52 20-77 16-52 22-75 17-53 22-81 16-50 21-81

5n 5-13 11-41 5-13 11-41 5-12 12-47 5-13 12-44
1.0 n=5 16-51 21-91 17-51 21-76 15-52 20-74 16-52 21-69

5n 5-13 11-49 5-13 12-44 5-13 10-40 5-13 12-38
1.5 n=5 16-55 19-76 17-52 19-74 16-52 17-74 15-55 19-78

5n 5-13 10-41 5-13 10-38 5-13 9-43 5-21 10-49
2.0 n=5 15-51 19-74 16-53 20-84 18-53 17-73 16-52 18-72

5n 5-14 10-40 3-21 10-45 5-13 9-40 5-13 10-42

Tabla 4.7 : Resultados del ECMI � 104 del estimador de Morales et al.

con subsupervivencias a priori correctas para N =100 - 25.

En �ultimo lugar, se analiza el efecto de la proporci�on de seguimiento, f�; en

el comportamiento del estimador propuesto. En las tablas 4.8 y 4.9 se presentan

los resultados de la e�ciencia relativa de bST ; supuesto que las subsupervivencias a

priori son correctas, cuando el tama~no muestral es 25 y 100 respectivamente. La

e�ciencia relativa se obtiene multiplicando por 100 la raz�on entre (ECMI cuando

f� = 1) y (ECMI cuando f� = i) para i = 0:1; 0:4 y 0:7 . En la mayor��a de

las ocasiones, basta un nivel f� = 0:4 para obtener una e�ciencia aceptable, sobre

todo si el nivel de censura no es alto. Como resulta l�ogico, la e�ciencia aumenta

cuando f� crece o cuando disminuye el nivel de censura. A pesar de que el ECMI

de bST disminuye si aumenta el grado de creencia en las subsupervivencias a priori,

no ocurre lo mismo con la e�ciencia relativa. Adem�as, se aprecia que la e�ciencia

relativa para N = 25 y N = 100 es bastante similar, excepto cuando f� es peque~no.
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� 0:5 1:0 1:5 2:0
Baja Alta Baja Alta Baja Alta Baja Alta

� � (
) f� cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens:
0.5 n=5 0.1 59.2 52.6 58.0 49.9 58.4 51.3 57.1 51.2

0.4 86.3 78.5 83.9 77.2 85.0 77.7 84.6 78.2
0.7 96.4 93.0 96.3 92.1 96.2 91.8 95.7 92.9

5n 0.1 66.8 40.3 66.4 39.9 66.7 39.3 65.3 39.3
0.4 80.3 67.2 79.3 67.9 79.5 67.1 79.9 67.4
0.7 95.1 87.3 95.0 87.4 95.8 87.2 94.3 86.6

1.0 n=5 0.1 58.5 51.1 56.8 51.9 59.0 50.2 57.5 50.6
0.4 86.0 76.8 84.8 77.8 85.6 78.7 84.5 77.0
0.7 96.7 91.8 95.5 92.6 96.7 93.4 96.0 92.0

5n 0.1 65.2 39.6 65.4 39.2 66.7 38.9 65.7 40.2
0.4 79.7 67.9 79.7 66.5 80.0 67.9 79.4 67.6
0.7 94.3 87.2 95.4 86.5 94.7 87.9 95.1 87.2

1.5 n=5 0.1 58.2 50.3 59.6 51.9 58.0 52.7 57.5 52.4
0.4 84.8 78.1 86.1 79.1 85.0 78.9 83.6 78.5
0.7 95.8 93.1 97.0 93.2 96.3 93.3 96.7 92.1

5n 0.1 66.6 39.2 65.9 39.5 66.1 40.5 64.9 39.4
0.4 80.3 68.2 80.7 67.1 79.6 67.7 78.9 67.4
0.7 95.2 88.3 94.8 87.2 94.8 87.4 95.0 87.1

2.0 n=5 0.1 57.2 53.5 57.7 51.6 58.4 52.3 57.9 50.8
0.4 83.9 79.9 84.5 77.7 84.9 79.6 83.8 78.4
0.7 95.3 93.4 96.0 92.0 96.3 94.0 95.9 93.2

5n 0.1 65.6 40.2 66.1 40.2 65.7 39.4 65.4 39.5
0.4 80.2 68.3 80.1 67.4 80.1 67.7 78.6 67.4
0.7 94.6 87.4 94.9 87.6 94.7 87.9 95.3 87.1

Tabla 4.8 : Resultados de la e�ciencia relativa de bST con subsupervivencias

a priori correctas para N =25.

Para �nalizar, la tabla 4.10 presenta los resultados de las estimaciones de los

errores cuadr�aticos medios de los tres estimadores considerados (autoconsistente,

de Morales et al. y el propuesto en este cap��tulo) de ST (� ) cuando � coincide con

la mediana poblacional, supuesto que las subsupervivencias a priori son correctas

y que N =100 - 25: Desde luego, los ecm disminuyen cuando aumenta tanto N

como f� en todos los casos. Tambi�en, como las subsupervivencias a priori son

correctas, una fuerte creencia en dichas subsupervivencias proporciona unos ecm
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m�as reducidos. Se observa a simple vista que los ecm del estimador autoconsistente

en t0:5 son mayores que los de los otros dos estimadores, sobre todo si existe un fuerte

grado de creencia en las subsupervivencias a priori. A partir de los resultados de

la simulaci�on, puede apreciarse que el comportamiento de bST y del estimador de

Morales et al. en t0:5 es bastante similar. En algunas ocasiones, los ecm de bST (t0:5)
son ligeramente menores; en otras, ocurre lo contrario. En los otros dos casos, para

� = t0:1 y t0:9; se observan resultados parecidos a los obtenidos para � = t0:5 .

� 0:5 1:0 1:5 2:0
Baja Alta Baja Alta Baja Alta Baja Alta

� � (
) f� cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens: cens:
0.5 n=5 0.1 58.7 39.4 59.2 41.7 58.8 40.6 58.6 40.3

0.4 85.1 78.7 86.4 80.0 85.8 78.3 84.8 78.2
0.7 95.3 92.4 95.5 93.3 95.5 92.7 95.0 92.8

5n 0.1 46.1 23.5 46.1 23.4 46.1 23.9 45.9 24.0
0.4 71.8 63.8 72.3 64.3 72.1 63.3 72.0 64.2
0.7 88.7 86.4 88.3 86.7 88.5 86.3 88.1 86.6

1.0 n=5 0.1 58.9 39.9 58.2 41.0 59.8 39.5 58.7 40.3
0.4 84.6 78.5 84.7 79.9 85.9 79.5 85.5 80.0
0.7 95.5 93.0 94.9 93.6 95.7 94.0 95.1 93.9

5n 0.1 46.0 23.4 46.1 24.4 46.0 23.4 46.5 23.5
0.4 72.1 63.9 72.3 64.7 71.9 63.9 72.5 63.9
0.7 88.4 86.6 88.6 87.2 88.3 87.0 89.4 86.9

1.5 n=5 0.1 58.5 41.5 59.2 40.4 59.2 39.3 59.8 39.5
0.4 84.8 80.0 86.3 80.4 86.5 78.4 86.1 78.3
0.7 95.7 93.2 95.8 93.1 95.4 92.1 94.9 92.4

5n 0.1 45.6 23.9 46.3 24.4 46.3 23.6 46.1 23.8
0.4 71.3 64.3 72.0 65.4 72.4 64.2 72.3 63.7
0.7 87.9 87.0 88.7 87.5 88.7 86.5 89.2 86.1

2.0 n=5 0.1 57.8 39.1 58.9 40.4 57.8 41.1 59.7 39.8
0.4 84.7 78.2 85.7 80.1 84.3 79.4 85.8 78.5
0.7 94.9 93.5 94.6 93.1 94.6 93.1 95.6 92.3

5n 0.1 45.6 23.5 45.5 23.6 45.6 24.0 46.7 23.6
0.4 71.9 63.7 71.7 64.4 71.8 64.2 71.4 63.5
0.7 88.4 86.8 88.9 86.9 88.2 86.9 88.6 86.7

Tabla 4.9 : Resultados de la e�ciencia relativa de bST con subsupervivencias

a priori correctas para N =100.
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� 1:0 2:0
Baja censura Alta censura Baja censura Alta censura

� f� � (
) n=5 5n n=5 5n n=5 5n n=5 5n

1.0 0.1 ecm1 26-113 26-113 61-199 61-199 27-114 27-114 60-198 60-198
ecm2 21-72 3-26 43-161 14-75 22-76 3-26 44-161 14-69
ecm3 22-68 17-55 48-174 16-162 24-71 18-54 50-176 15-163

0.4 ecm1 25-112 25-112 50-161 50-161 27-113 27-113 49-154 49-154
ecm2 18-71 3-26 27-116 13-68 19-75 3-25 28-115 13-64
ecm3 18-67 14-54 25-107 10-90 20-70 15-53 26-108 11-94

0.7 ecm1 25-111 25-111 48-154 48-154 26-112 26-112 48-146 48-146
ecm2 17-70 3-25 24-106 12-62 18-73 3-24 25-105 13-60
ecm3 17-66 12-53 21-93 7-72 19-68 12-51 22-93 7-73

1.0 ecm1 25-111 25-111 48-151 48-151 26-112 26-112 47-144 47-144
ecm2 17-70 3-25 23-103 12-62 18-73 3-24 24-101 12-58
ecm3 17-66 11-53 21-89 6-63 18-68 12-51 21-88 6-63

2.0 0.1 ecm1 27-109 27-109 63-195 63-195 27-112 27-112 62-203 62-203
ecm2 23-72 3-26 46-153 14-70 22-75 3-27 47-153 14-71
ecm3 23-68 18-54 52-164 15-160 23-72 18-55 54-165 14-161

0.4 ecm1 26-108 26-108 52-151 52-151 26-111 26-111 50-159 50-159
ecm2 18-70 3-25 29-109 13-64 18-73 3-26 28-109 12-65
ecm3 19-66 14-53 26-99 11-91 19-71 14-54 25-100 11-92

0.7 ecm1 26-107 26-107 51-143 51-143 26-110 26-110 48-153 48-153
ecm2 18-69 3-25 26-100 13-61 18-72 3-25 24-100 12-61
ecm3 18-64 12-52 23-87 7-73 18-69 12-52 22-88 7-73

1.0 ecm1 26-107 26-107 50-141 50-141 26-110 26-110 48-152 48-152
ecm2 17-69 3-25 25-97 12-59 18-71 3-25 23-97 12-59
ecm3 17-64 11-52 22-84 6-64 18-68 11-52 21-84 6-64

Tabla 4.10 : Resultados del ecm� 104 de los estimadores de ST (t0:5) con

subsupervivencias a priori correctas para N =100 - 25.
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