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Matemático y Estad́ıstica e Investigación de Operaciones, aśı como a sus
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4.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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Prólogo

Entre los problemas que estudia la optimización combinatoria están

el problema de transporte y el problema de asignación. El problema de asig-

nación (AP) es un caso particular del problema de transporte, donde todas

las ofertas y demandas son iguales a uno; y ambos conjuntos, tanto el de

oferta como el de demanda, son de igual tamaño.

El AP es considerado un problema polinomial, ya que existen algorit-

mos exactos ejecutables en tiempo polinomial que lo resuelven hasta la op-

timalidad. Sin embargo, y debido a la extensa aplicabilidad del AP, se han

planteado problemas más complejos, como por ejemplo determinar el coste

mı́nimo de asignar individuos a diferentes trabajos y en determinados ho-

rarios. En este trabajo se trata de una extensión del AP conocida como el

problema de asignación multi-dimensional (mAP). Este problema aparece en

diversas situaciones de la vida real (en ciencia, manufactura, administración,

educación, entre otras) y es el objeto de estudio, junto a sus métodos de

resolución, en esta memoria.

El 3AP ha estado presente desde hace bastante tiempo en la literatura

(véanse, por ejemplo, Pierskalla, 1968), presentándose en las últimas décadas

novedades sobre su estudio y resolución. Entre estos trabajos destacan en

forma especial los realizados por Balas y Saltzman (1989 y 1991), Crama y

Spieksma (1992), Burkard y Rudolf (1993), Magos y Miliotis (1994), Burkard
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et al. (1996a y 1996b), Magos (1996). Más recientemente, han aparecido otros

trabajos entre los cuales se encuentran el de Aiex et al. (2001) y Huang y

Lim (2006).

El mAP es un problema con complejidad algoŕıtmica de tipo NP -dif́ıcil,

en el sentido fuerte, cuando m ≥ 3 [Frieze, 1983]. Este hecho, junto con

su importancia en operaciones prácticas justifican la necesidad de un estudio

profundo que conduzca a la propuesta y desarrollo de nuevos algoritmos para

su resolución.

Bandelt et al. (1994) habla en su t́ıtulo del mAP, pero el desarrollo del

trabajo es para m = 3. Sin embargo, otros trabajos tales como: Robert-

son (2001), Pasiliao (2003), Oliveira y Pardalos (2004), Gutin y Karapetyan

(2009a y 2009b) y Karapetyan y Gutin (2010), presentan algoritmos meta-

heuŕısticos que resuelven el mAP, para m ≥ 3.

Existen en la literatura otras investigaciones relacionadas con el mAP,

las cuales desarrollan otros tipos de algoritmos, estudios y métodos, tales co-

mo: Poore y Robertson (1997) presentan un algoritmo basado en relajación

lagrangiana para una clase delmAP, la cual consiste en problemas de observa-

ciones particionadas de examen cuidadoso múltiple de la región de vigilancia

y de sensores de huellas y falsas alarmas, sencillos o múltiples. Grundel et

al. (2004) muestran propiedades asintóticas de problemas de asignación mul-

tidimensional aleatorios, a través de la prueba de dos conjeturas. Grundel

y Pardalos (2005) presentan un método de generación de un mAP -axial de

tamaño controlable con una única solución conocida e investigan ciertas car-

acteŕısticas delmAP generado. Grundel et al. (2007) realizan un estudio sobre

el número de mı́nimos locales para el mAP y establecen que el número más

grande de mı́nimos locales tiene estad́ısticamente un efecto negativo signifi-

cante en la calidad de soluciones producida por varios algoritmos heuŕısticos



que involucran la búsqueda de vecindades locales y Krokhmal et al. (2007)

responden la pregunta de la conducta asintótica del valor óptimo esperado del

mAP de gran escala, cuyos costes de asignación son valores independientes

aleatorios idénticamente distribuidos con una distribución de probabilidad

establecida. Demuestran que para una clase amplia de distribuciones contin-

uas, el valor ĺımite del coste óptimo esperado del mAP es determinado por la

localización del punto final izquierdo del conjunto soporte de la distribución

y construyen las cotas asintóticas para el coste óptimo esperado.

Dentro del caso tridimensional caben distinguirse dos variantes. En una

primera versión se debe elegir cada valor de una dimensión una única vez,

y crear aśı n ternas disjuntas, donde n es el tamaño de la dimensión. Es la

llamada versión axial (3AP -axial). En otra versión se debe elegir un valor de

cada dimensión para cada pareja de valores de las otras dos dimensiones. Es

la versión planar (3AP -planar).

En esta memoria hemos desarrollado, con el fin de buscar soluciones al

3AP -axial y al 3AP -planar, algunos algoritmos heuŕısticos y metaheuŕısticos

en búsqueda de “buenas” cotas superiores, y por que no del óptimo, sobre

los problemas que se han considerado para su resolución.

En esta investigación también se trató el problema de asignación para

m > 3, espećıficamente m = 4. Se desarrolla un algoritmo metaheuŕıstico

para la resolución del 4AP, haciendo uso de la metaheuŕıstica sistema hormi-

ga.

La memoria se presenta dividida en seis caṕıtulos de la siguiente forma:

Caṕıtulo 1. Primeramente se expone una motivación y luego se define el

problema de asignación y varias representaciones de éste. Seguidamente se

presenta el 3AP, los tipos de problemas existentes y sus modelos matemáticos,

para luego presentar el 4AP. Finalmente, se describe el mAP y mencionan



algunos resultados existentes en la literatura.

Caṕıtulo 2. En este caṕıtulo presentamos los diferentes métodos de res-

olución existentes para problemas de optimización combinatoria de tipo NP -

dif́ıcil. Entre éstos tenemos los algoritmos de relajación, el algoritmo de ram-

ificar y acotar y los algoritmos heuŕısticos y/o metaheuŕısticos.

Caṕıtulo 3. Aqúı describimos los algoritmos genéticos desarrollados en

esta memoria, para la resolución del 3AP -axial, y presentamos los resulta-

dos computacionales sobre problemas generados aleatoriamente y problemas

existentes en la literatura. Los resultados principales han sido publicados en

González y Centeno (2001).

Caṕıtulo 4. Este caṕıtulo se desarrolla de igual forma que el anterior, con

la salvedad que el algoritmo que se presenta hace uso de la metaheuŕısti-

ca búsqueda tabú. Los resultados han sido publicados en Centeno (2007) y

Centeno et al. (2010).

Caṕıtulo 5. En este caṕıtulo se desarrolla un algoritmo heuŕıstico para

la resolución del 3AP -planar y presentamos los resultados computacionales

sobre los problemas tratados.

Caṕıtulo 6. En este caṕıtulo se desarrolla un algoritmo para resolver el

4AP haciendo uso de la metaheuŕıstica sistema hormiga y se muestran los

resultados computacionales sobre los problemas tratados. Los resultados han

sido publicados en Centeno y Salazar (2008).

Finalmente, se muestran las conclusiones y algunas recomendaciones,

aśı como las referencias bibliográficas.

Este trabajo se inicia en el año de 1998, cuando el Departamento de Análi-

sis Matemático de la Universidad de La Laguna (ULL) realiza un convenio

con varias universidades venezolanas, entre ellas la Universidad de Oriente

(UDO), en el cual docentes en el área de Matemáticas de esta última institu-



ción realizaŕıan sus estudios doctorales en este departamento. Es por ello que

un grupo de docentes de la ULL se trasladaron entre los años 1998 y 1999 a la

UDO para dictar las asignaturas correspondientes al Doctorado en Análisis

Matemático de la ULL. Luego los doctorandos estuvimos trabajando entre

cuatro y cinco meses de cada año en la ULL y el resto del año, con una carga

académica mı́nima, en nuestros respectivos lugares de trabajo en Venezuela.

Durante estos años de mis estudios doctorales, hemos realizado las sigu-

ientes publicaciones:

1. González S., J. y Centeno R., M. V. (2001). Desarrollo de un programa

para resolver el problema de asignación 3-dimensional, a través de un
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15. V ALIO/ EURO. 2005. Paŕıs-Francia.
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Caṕıtulo 1

Introducción: el problema de

asignación

1.1. Motivación

Los oŕıgenes de la optimización son muy antiguos, ya que todas las

sociedades organizadas se han planteado la necesidad de optimizar el uso de

recursos y la planificación de las actividades a realizar.

La optimización pretende maximizar o minimizar una función de varias

variables sujeta a restricciones. En innumerables actividades de la economı́a,

la ciencia, la educación, entre otras áreas, se presentan situaciones sujetas a

ciertas limitaciones que deben ser analizadas de la mejor manera posible para

reducir al mı́nimo los costes, o bien, para obtener el mayor nivel de ganancia

o satisfacción.

Dentro de las Matemáticas Aplicadas existe un campo orientado al diseño

de metodoloǵıas para resolver, desde el punto de vista práctico y haciendo

uso de un ordenador, problemas de optimización con recursos limitados. Este

campo es denominado Programación Matemática.
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1.1. Motivación

La Programación Matemática se divide a su vez en varias ramas según

las caracteŕısticas de las variables y de las ecuaciones y/o inecuaciones que

describen los modelos matemáticos. Entre estas ramas está la Optimización

Combinatoria que persigue la resolución de problemas de optimización car-

acterizados por tener un número finito (aunque en general muy grande) de

posibles soluciones.

El hecho distintivo de la optimización combinatoria, discreta o entera,

es que se exige que algunas de las variables deben pertenecer a un conjunto

discreto, t́ıpicamente un subconjunto de enteros. Estas restricciones discretas

permiten la representación matemática de fenómenos o alternativas donde la

indivisibilidad es requerida o donde no existen alternativas de continuidad

[Nemhauser y Wolsey, 1998].

Los problemas de optimización combinatoria abundan en la vida cotid-

iana. Un área de aplicaciones importante y extensa concierne la adminis-

tración y uso eficiente de escasos recursos para aumentar la productividad.

Estas aplicaciones incluyen problemas operacionales como la distribución de

bienes, producción shedulling y secuenciación de máquinas, problemas de

planificación y diseño de redes de telecomunicaciones y transporte, entre

otros [Nemhauser y Wolsey, 1998].

Las aplicaciones de optimización combinatoria se han desarrollado rápida-

mente debido al uso de ordenadores y los datos proporcionados por los sis-

temas de información. Esto es particularmente relevante en el sector indus-

trial y de la economı́a, donde la competencia y flexibilidad proporcionada

por la tecnoloǵıa hace indispensable la búsqueda de mejores soluciones sobre

conjuntos alternativos más grandes y complejos.
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1.2. Conceptos básicos

1.2. Conceptos básicos

Los problemas de asignación responden la pregunta ¿cómo asignar

n nodos oŕıgenes (trabajadores) a n nodos destinos (máquinas) en la mejor

forma posible?. Estos problemas contienen dos componentes: la asignación

que tiene tras de śı una estructura combinatoria, y la función objetivo que

modela la “mejor forma”. Matemáticamente, una asignación es una función

biyectiva de un conjunto finito en śı mismo, es decir, una permutación. Las

asignaciones pueden ser modeladas y visualizadas en diferentes formas: cada

permutación φ del conjunto N := {1, 2, ...n} corresponde en una única forma

a la matriz de permutaciones Xφ := {xij} con xij := 1 para j := φ(i) y

xij := 0 para j 6= φ(i) [Burkard y Çela, 1998].

Definición 1.2.1 Un grafo G es un objeto que consiste de dos conjuntos V

y E llamados conjunto de vértices o nodos y conjunto de aristas, respectiva-

mente, y se denota G(V,E).

Definición 1.2.2 Sea G un grafo. Un camino en G es una sucesión de nodos

y aristas v0, a1, v1, a2, ..., an, vn, tal que los extremos de la arista ai son vi−1, vi,

i := 1, ..., n, n ≥ 0.

Definición 1.2.3 Un camino se dice cerrado si los nodos v0 y vn coinciden.

Definición 1.2.4 Un camino cerrado de un grafo G que pasa por cada nodo

de G, excepto por el inicial, una y sólo una vez se denomina un camino

hamiltoniano.

Definición 1.2.5 Un tour es un camino hamiltoniano.

Definición 1.2.6 Un grafo G se llama hamiltoniano si contiene un tour.
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1.2. Conceptos básicos

Definición 1.2.7 Dos nodos u y v de un grafo G se dicen que están conec-

tados cuando existe un camino en G de extremos u y v.

Definición 1.2.8 Sea G un grafo. Si para todo par de nodos u y v de G

existe un camino en G que los conecta, entonces se dice que el grafo G es

conexo.

Definición 1.2.9 Un grafo conexo que no tiene ciclos se denomina árbol.

Definición 1.2.10 Un árbol que conecta todos los vértices de un grafo G se

denomina un árbol de expansión de G.

Definición 1.2.11 Dos nodos de un grafo G son adyacentes si existe una

arista de G que los contiene.

Definición 1.2.12 El grafo G se dice completo si todos sus nodos son ady-

acentes dos a dos.

Definición 1.2.13 Si G(V,E) es un grafo y V := {1, 2, ..., n}, se llama ma-

triz de adyacencia del grafo G y se denota Ma(G), a la matriz Ma(G) := [aij;

i, j ∈ {1, 2, ..., n}], donde aij es igual al número de aristas cuyos extremos

son i y j.

Definición 1.2.14 Un grafo G′(V ′, E ′) se dice que es un subgrafo del grafo

G(V,E) si V ′ ⊆ V y E ′ ⊆ E.

Definición 1.2.15 Un “clique.en el grafo G es un subgrafo completo maxi-

mal, es decir, un subgrafo G′(V ′, E ′) con

E’:={(i, j) : i ∈ V ′yj ∈ V ′}
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1.2. Conceptos básicos

Definición 1.2.16 Un grafo es k-partito si sus nodos pueden ser particiona-

dos en k subconjuntos tales que dos nodos en el mismo conjunto no están

unidos por una arista.

Definición 1.2.17 Un grafo k-partito se dice completo si todo nodo es ady-

acente a todos los otros nodos excepto a aquéllos en su subconjunto.

El grafo k-partito completo con ni nodos en su i-ésimo subconjunto, es

denotado por Kn1,n2,...,ni,...,nk
. La matriz de permutaciones Xφ que representa

una asignación puede visualizarse como la matriz de adyacencia de un grafo

bipartito (2-partito) Gφ(V ∪ W,E), donde los conjuntos de nodos V y W

tienen n elementos, es decir, |V | := n := |W |, y existe una arista (i, j) ∈ E

con j := φ(i), como se representa en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Diferentes representaciones de asignaciones.

Definición 1.2.18 Un grafo bipartito completo de la forma K1,s se denom-

ina un grafo estrella.

Como todo grafo estrella G se puede representar como un árbol que conec-

ta todos los nodos de G, entonces G es un árbol de expansión al que se

denomina estrella de expansión.
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1.2. Conceptos básicos

El conjunto de todas las asignaciones de n art́ıculos (oŕıgenes y destinos)

es denotado por Sn y tiene n! elementos. Se puede describir este conjunto

por las siguientes ecuaciones llamadas restricciones de asignación.

(1.1)

n
∑

i=1

xij := 1, j := 1, . . . , n

n
∑

j=1

xij := 1, k := 1, . . . , n

xij ∈ {0, 1} , i := 1, . . . , n; j := 1, . . . , n;

Este problema tiene gran cantidad de aplicaciones prácticas y una gran

importancia teórica. Además, es de sencilla formulación y existen algorit-

mos eficientes para su resolución exacta (variantes polinómicas del método

simplex como el clásico algoritmo húngaro) [Burkard y Çela, 1998].

Definición 1.2.19 Supónganse conocidos los cij. Si cada origen sólo se puede

asignar a un destino y a cada destino se le puede asignar un único origen,

entonces el problema de determinar qué origen debe asignarse a cada desti-

no, de manera que el coste total resulte mı́nimo, se denomina Problema de

Asignación (AP).

Un modelo matemático para este problema en el cual están representadas

las dos componentes de asignación (la función objetivo y las ecuaciones (1.1))

está dado por el modelo (1.2).

Obviamente, las soluciones de un AP se pueden representar gráficamente

mediante arcos disjuntos de un grafo bipartito de 2n nodos, como se muestra

en la Figura 1.2.

(1.2)
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1.2. Conceptos básicos

mı́n
n

∑

i=1

n
∑

j=1

cijxij

sujeto a:
n

∑

j=1

xij := 1, i := 1, . . . , n

n
∑

i=1

xij := 1, j := 1, . . . , n

xij ∈ {0, 1} , i := 1, . . . , n; j := 1, . . . , n

Figura 1.2: Grafo bipartito con n:=4 (8 nodos).

Definición 1.2.20 Una matriz real C de orden m×n se llama una matriz

Monge si:

cij + crs ≤ cis + crj; para todo 1 ≤ i < r ≤ m, 1 ≤ j < s ≤ m (1.3)

Definición 1.2.21 Una matriz real C de orden m×n se llama una matriz

Monge inversa, si C satisface la inversa de la propiedad (1.3), es decir:

cij + crs ≥ cis + crj; para todo 1 ≤ i < r ≤ m, 1 ≤ j < s ≤ m (1.4)
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1.3. El problema de asignación 3-dimensional

Es importante notar que la propiedad (1.3) tiene una larga historia. Ya en

1781 el ingeniero y matemático francés Gaspard Monge (1746-1818) la consid-

eró en el problema relacionado con el transporte de tierra [Burkard et al., 1996a].

Monge quiso partir dos volúmenes igualmente grandes (representando la

situación inicial y final de la Tierra transportada) en infinitamente muchas

part́ıculas pequeñas y asociarlas entre śı, para que la suma de los productos

de las longitudes de los caminos usados, multiplicados por el volumen de

las part́ıculas, se minimice. Este problema puede verse como el problema de

transporte continuo especial [Burkard et al., 1996a].

En el problema de transporte (TP) es indiferente si la matriz de coste es

una matriz de Monge o Monge inversa. Ello se debe a que todos los resultados

donde C es una matriz de Monge pueden trasladarse a matriz Monge inversa

intercambiando el orden de las columnas de la matriz [Burkard et al., 1996a].

Luego, en el AP, por ser un caso especial del TP, sucede de igual forma.

Además, si la matriz de costes C es una matriz Monge, entonces tiene una

solución óptima con una estructura fija que no depende de C.

1.3. El problema de asignación 3-dimensional

Si se consideran ahora tres conjuntos de nodos I, J , K, tales que

|I| := |J | := |K| := n, I∩J :=J∩K:=I∩K:=φ, y dada la familia

S := {(i, j, k) : i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K},

se desea hallar la partición de S que cubra exactamente la unión de los tres

conjuntos, y además el coste de asignación sea mı́nimo. Este problema es

denominado Problema de Asignación 3-dimensional axial (3AP -axial), para

distinguirlo de otro problema de asignación 3-dimensional conocido como

3AP -planar, y que se define a continuación.
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1.3. El problema de asignación 3-dimensional

Considérense n3 coeficientes de costes cij dados, los cuales denotan el

coste que origina asignar el nodo i ∈ I al nodo j ∈ J y éste a su vez al

nodo k ∈ K. El 3AP -planar consiste en encontrar el costo mı́nimo de la

colección de un conjunto de n2 tripletas que no tengan en común ninguna

pareja de elementos, es decir, ningún par de tripletas de la solución pueden

tener dos componentes iguales. El 3AP -planar está dado por el siguiente

modelo matemático.

mı́n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

cijkxijk

sujeto a: (1.5)

n
∑

i=1

xijk :=1, j := 1, . . . , n; k := 1, . . . , n

n
∑

j=1

xijk :=1, i := 1, . . . , n; k := 1, . . . , n

n
∑

k=1

xijk :=1, i := 1, ..., n, j := 1, ..., n

xijk ∈ {0, 1} , i := 1, . . . , n; j := 1, . . . , n; k := 1, . . . , n.

Una representación geométrica del modelo (1.5) se presenta en la Figura

1.3.

Definición 1.3.1 Un rectángulo latino es una matriz de orden m×n con

elementos aij ∈ {1, ..., n} tal que los enteros en cada fila y columna sean

distintos.

Definición 1.3.2 Un cuadrado latino de orden n es un rectángulo latino con

m := n. Espećıficamente, un cuadrado latino consiste de n conjuntos de los

números desde 1 hasta n arreglados de tal forma que ninguna fila o columna

contiene el mismo número dos veces.
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1.3. El problema de asignación 3-dimensional

Figura 1.3: Una representación geométrica del 3AP -planar para n = 4.

El número N(n, n) de cuadrados latinos de orden n := 1, 2, 3, 4, 5, ... es 1,

2, 12, 576, 161280,... [Sloane, 2003].

Cada piso en el arreglo 3-dimensional, mostrado en la Figura 1.4, xijk,

debe contener una asignación (2-dimensional). Aśı, las soluciones factibles

del 3AP -planar corresponden a un cuadrado latino. La Figura 1.4 muestra

una solución factible para el 3AP -planar con n := 4, donde el número 1

representa la asignación en el piso horizontal inferior, el número 2 muestra

la asignación en el segundo piso, el número 3 representa la asignación en el

tercer piso y el número 4 la asignación en el piso superior. Debido a esta

interpretación, el número de soluciones factibles del 3AP -planar de tamaño

n, es igual al número de cuadrados latino de orden n, y por lo tanto crece

muy rápido.

Frieze (1983), demostró que el 3AP -planar es NP -dif́ıcil. No se conocen

muchos algoritmos para el 3AP -planar. El primer algoritmo de ramificar y

acotar fue realizado por Vlach (1967). Vlach computó las cotas inferiores

por aplicaciones (generalizadas) de reducciones de filas y columnas. Otro

algoritmo de ramificar y acotar para el 3AP -planar, fue descrito por Magos
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1.3. El problema de asignación 3-dimensional

Figura 1.4: Un cuadrado latino representando una solución factible del 3AP

planar, con n = 4.

y Miliotis (1994).

Consideremos nuevamente n3 coeficientes de costes cijk y describamos

ahora el modelo correspondiente al 3AP -axial.

mı́n
n

∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

cijkxijk

sujeto a: (1.6)

n
∑

j=1

n
∑

k=1

xijk :=1, i := 1, . . . , n

n
∑

i=1

n
∑

k=1

xijk :=1, j := 1, . . . , n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

xijk :=1, k := 1, . . . , n

xijk ∈ {0, 1} , i := 1, . . . , n; j := 1, . . . , n; k := 1, ..., n.

El origen del nombre del modelo se debe al asignar los 1s del lado derecho

de las restricciones en el modelo (1.6) a las distintas posiciones en los ejes

de un arreglo 3-dimensional. La suma sobre el “piso” correspondiente en el

arreglo tiene que ser igual a la asignación a la posición de los ejes, como se
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1.3. El problema de asignación 3-dimensional

muestra en la Figura 1.5.

Figura 1.5: Una representación geométrica del 3AP -axial para n = 4.

.

Ahora, xijk := 1 si el trabajo j es asignado al trabajador i en la máquina

k, y xijk := 0 en otro caso. Una solución factible de este problema será un

arreglo 0-1 que satisface las restricciones de asignación dadas en (1.4).

Equivalentemente, el 3AP -axial puede escribirse con la ayuda de dos per-

mutaciones φ y ψ

mı́n
φ,ψ∈Sn

n
∑

i=1

ciφ(i)ψ(i) (1.7)

Aśı, este problema tiene (n!)2 soluciones factibles. Karp (1972) demostró que

el 3AP -axial es NP -dif́ıcil.

En términos de Teoŕıa de Grafos, el 3AP -axial puede definirse como sigue:

dados un grafo tripartito completo Kn,n,n con conjuntos de vértices disjuntos

U, V y W , hallar un subconjunto T de n triángulos, T ⊆ UxV xW , tal que

todo elemento de U ∪ V ∪W ocurre en exactamente un triángulo de T y el

costo total
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1.3. El problema de asignación 3-dimensional

∑

(i,j,k)∈T

cijk

es minimizado.

Considérese el problema de programación lineal dado a continuación.

mı́n z := cx

s.a : Ax ≤ b, (1.8)

donde A es una matriz de orden mxn y b un m-vector.

Definición 1.3.3 Si c es un vector tal que c 6= 0 y δ := máx {cx : Ax ≤ b},

el hiperplano af́ın {x : cx := δ} es llamado un hiperplano soporte del poliedro

P := {x : Ax ≤ b}.

Definición 1.3.4 Un subconjunto F de P es llamado una cara de P si F :=

P o si F es la intersección de P con un hiperplano soporte de P.

Definición 1.3.5 Una faceta de P es una cara maximal distinta de P.

Si F := {x ∈ P : aix := βi}, se dice que aix := βi define o determina la

faceta F, donde aix := βi es un hiperplano generador de P.

Lema 1.3.6 Cada cara de P, excepto P misma, es la intersección de facetas

de P.

Demostración. Por las definiciones 1.3.5 y 1.3.4, cada hiperplano generador

de P define una faceta, aśı la intersección de facetas está dada por:

F := {x ∈ P : A′x := b’},
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1.3. El problema de asignación 3-dimensional

para algún subsistema A’x ≤ b’ de Ax ≤ b, y por 1.3.4, una cara G es la

intersección de P con un hiperplano soporte H de P, donde c es la suma de

las filas de A’, aśı si x ∈ F , entonces x ∈ P y x ∈ H , ahora si x ∈ P ∩ H ,

entonces x ∈ F , luego F := P ∩H , de donde F es una cara de P.

Definición 1.3.7 Un “cliqueçubierto exactamente, es un conjunto de “cliques”,

(i, j, k) ∈ IxJxK, que particionan el conjunto de nodos y representan una

cara del 3AP.

En términos de Kn,n,n, en el 3AP la matriz A es la matriz de incidencia

de nodos versus cliques, la cual tiene una fila por cada nodo y una columna

por cada clique de Kn,n,n.

Definición 1.3.8 El grafo intersección GA(V,E) de la matriz A, es el grafo

clique intersección de Kn,n,n, el cual tiene un nodo para cada clique de Kn,n,n

y una arista para cada par de cliques que comparten algún nodo de Kn,n,n.

Representando aśı una faceta del 3AP.

Definición 1.3.9 Se llama cápsula convexa de soluciones factibles del 3AP,

a:

PI := conv
{

x ∈ {0, 1}n
3

: Ax ≤ 1
}

.

Definición 1.3.10 Un politopo está definido como la intersección finita de

subespacios cerrados.

Definición 1.3.11 El politopo inducido por el 3AP se define por:

P̃I := conv
{

x ∈ {0, 1}n
3

: Ax ≤ 1
}

.
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1.3. El problema de asignación 3-dimensional

En 1987 Euler inició la investigación del politopo de asignación 3-́ındice

axial (esto es la cápsula convexa de soluciones factibles del modelo (1.6)

considerando el papel de agregar ciclos de una clase de facetas de este poli-

topo). Independientemente, Balas y Saltzman (1989) investigan en detalle la

estructura poliédrica del politopo de asignación 3-́ındice, y mostraron que

este politopo tiene dimensión n3−3n+2. Ellos describieron un algoritmo de

separación de O(n4) para facetas inducidas por ciertos cliques.

Balas y Qi (1993) continuaron este trabajo y presentaron algoritmos de

separación de O(n3). Identificaron facetas de primera clase tan buenas como

para una nueva clase de facetas (nótese que como existen n3 variables, estos

son algoritmos en tiempo lineal en el número de variables).

Otro trabajo relacionado con la búsqueda de algoritmos para el 3AP, es

el realizado por Aiex et al. (2001), en el cual describen variantes del GRASP

con encadenamiento de trayectorias para el 3AP, mejorando las soluciones

de las heuŕısticas propuestas por Balas y Saltzman (1991), Crama y Spieks-

ma (1992) y Burkard et al. (1996), sobre la gran mayoŕıa de los instances

propuestos en estos art́ıculos. De igual forma, Huang y Lim (2006) desarrol-

lan un algoritmo genético h́ıbrido para el problema de asignación 3-́ındices,

ellos proponen una nueva búsqueda local heuŕıstica que resuelve el problema

simplificándolo al problema de asignación clásico y desarrollan un algoritmo

h́ıbrido entre su heuŕıstica y un algoritmo genético. Los resultados experi-

mentales de este trabajo indican que el método h́ıbrido es superior a métodos

heuŕısticos anteriores que incluyen aquéllos propuestos por Balas y Saltzman

(1991), Crama y Spieksma (1992), Burkard et al. (1996) y Aiex et al. (2001).
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1.4. El problema de asignación 4-dimensional

1.4. El problema de asignación 4-dimensional

Supóngase que se tienen n individuos, n trabajos, n máquinas y n

insumos, entonces cijkl es el coste que se incurre al asignar al individuo i en

el trabajo j en la máquina k con el insumo l. Se desea encontrar el coste

mı́nimo de asignar los individuos en los trabajos con máquinas establecidas,

utilizando diferentes insumos. Sea xijkl la variable de decisión para este prob-

lema, entonces cada solución básica factible xijkl := 1 significa que el i -ésimo

individuo en el j -ésimo trabajo con la k -ésima máquina utilizando el l -ésimo

insumo es asignado, y xijkl := 0 indica que el i -ésimo individuo en el j -ésimo

trabajo con la k -ésima máquina utilizando el l -ésimo insumo no es asignado.

Al igual que en el caso 3-dimensional, aqui se presentan dos tipos de proble-

mas, el primero es el caso axial, en el cual una vez que los i -ésimo, j -ésimo,

k -ésimo, l -ésimo elementos son asignados, no pueden ser utilizados en otras

asignaciones y el caso planar que consiste en encontrar el costo mı́nimo de

la colección de un conjunto de n2 4-uplas que no tengan en común ninguna

pareja de elementos, es decir, ningún par de 4-uplas de la solución pueden

tener dos componentes iguales.

Un modelo matemático para este problema es el siguiente:

mı́n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

n
∑

l=1

cijklxijkl

sujeto a: (1.9)
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1.4. El problema de asignación 4-dimensional

n
∑

j=1

n
∑

k=1

n
∑

l=1

xijkl :=1, i := 1, . . . , n

n
∑

i=1

n
∑

k=1

n
∑

l=1

xijkl :=1, j := 1, . . . , n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

l=1

xijkl :=1, k := 1, . . . , n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

xijkl :=1, l := 1, . . . , n

xijkl ∈ {0, 1} , i := 1, . . . , n; j := 1, . . . , n;

k := 1, . . . , n; l := 1, . . . , n.

Este modelo (1.9) pertenece al problema de asignación 4-dimensional, y

consiste en: dados 4 conjuntos disjuntos I, J , K, L con cardinalidad n cada

uno y un peso asociado a cada elemento ordenado por la 4-upla (i, j, k, l) ∈

I × J × K × L, se desea encontrar una colección de mı́nimo peso de n con-

juntos disjuntos. Sea A la matriz de coeficientes del conjunto de restricciones

del 4AP, la cual es unimodular, ya que todos sus coeficientes son enteros y el

determinante de toda submatriz invertible es 0, 1 ó -1, con aijkl el coeficiente

de la matriz A que representa la columna asociada. Luego, aijkl se representa

por: aijkl := ei + en+j + e2n+k + e3n+l, para (i, j, k, l) ∈ I × J × K × L

de orden n. Entonces, el conjunto de ı́ndices fila y columna de A se da por

|I|+ |J |+ |K|+ |L| := 4n y |I| × |J | × |K| × |L| := n4, respectivamente.

Un aumento considerable del valor n, implicaŕıa un incremento en el

tamaño de la matriz A, trayendo como consecuencia la utilización de mayor

espacio en memoria, y además, mayor tiempo en la realización de las opera-

ciones correspondientes.

Es por lo antes expuesto, que se han diseñado métodos de resolución para

este tipo de problemas, tales como las metaheuŕısticas, los cuales aunque no

obtengan la solución óptima, producen una “buena” aproximación a ésta.
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1.5. El problema de asignación multi-dimensional

El problema de asignación multi-dimensional (mAP), con m ≥ 3,

es una extensión natural del AP. Éste fue considerado por primera vez por

Pierskalla (1968).

Cuando el número de conjuntos disjuntos a considerar en el problema de

asignación es m ≥ 3, estamos en presencia de un problema de asignación

multidimensional (mAP). Este problema aparece en diversas situaciones de

la vida y es descrito en esta sección, siendo un problema con complejidad

algoŕıtmica de tipo NP -dif́ıcil, en el sentido fuerte [Frieze, 1983].

Este hecho, junto con su importancia en operaciones prácticas justifica la

necesidad de un estudio profundo que conduzca a la propuesta y desarrollo

de nuevos algoritmos para su resolución.

Entre este tipo de problemas se encuentran el 3AP -axial, el 3AP -planar

y el 4AP, descritos anteriormente.

La formulación general del mAP, está dada por el siguiente modelo.

mı́n
n

∑

i1=1

n
∑

i2=1

...
n

∑

im=1

ci1i2...imxi1i2...im

sujeto a:

(1.10)
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n
∑

i2=1

n
∑

i3=1

. . .
n

∑

ii=1

n
∑

ii+1=1

. . .
n

∑

im=1

xi1i2...im := 1, i1 := 1, . . . , n

n
∑

i1=1

n
∑

i3=1

. . .
n

∑

ii=1

n
∑

ii+1=1

. . .
n

∑

im=1

xi1i2...im := 1, i2 := 1, . . . , n

...
...

...
...

...
...

n
∑

i1=1

. . .
n

∑

ik−1=1

n
∑

ik+1=1

. . .
n

∑

im=1

xi1i2...im := 1, ik := 1, . . . , n

...
...

...
...

...
...

n
∑

i1=1

. . .

n
∑

ik=1

n
∑

ii+1=1

. . .

n
∑

im−1=1

xi1i2...im := 1, im := 1, . . . , n

xi1i2...im ∈ {0, 1} , 1 ≤ i1, i2, . . . , im ≤ n

También se puede modelar y visualizar un mAP a través de m − 1 per-

mutaciones φ1, ...φm−1, donde la función objetivo está dada por:

mı́n
φ1...φm−1

n
∑

i1=1

ci,φ1(i)...φm−1(i)xi,φ1(i)...φm−1(i)

El mAP es un problema de optimización combinatoria, ya que pretende

encontrar una solución que minimice una función de costes, siendo finito el

número de soluciones posibles. En efecto, hay (n!)m−1 posibles asignaciones.

Precisamente, lo grande de este número impide resolver la enumeración ex-

haustiva, inclusive cuando n y m son moderadamente pequeños.

Ahora, en el mAP, el cual es en general un problema NP -dif́ıcil, si el

arreglo de coeficientes de costes es un arreglo Monge, éste es resuelto por

la permutación identidad φi := id; para i := 1, ..., m − 1. Burkard, Rudolf

y Woeginger (1996) mostraron, sin embargo, que el mAP, para m ≥ 3, es

NP -dif́ıcil si el arreglo de costes es Monge inverso (véase Definición 1.2.21).

Esto implica que maximizando la función objetivo con elementos de costes

sacados de un arreglo Monge, el mAP es NP -dif́ıcil [Burkard et al., 1996b].

Usando la terminoloǵıa de grafo, el mAP puede ser descrito como sigue:
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1.5. El problema de asignación multi-dimensional

sea G(V1, ..., Vm;E) un grafom-partito completo, con conjunto de vértices Vi,

|Vi| := n; para i := 1, ..., m y E un conjunto de aristas dado. Un subconjunto

X de V := ∪mi=1Vi es un “clique”, si éste satisface cada conjunto Vi en exacta-

mente un vértice. Una asignación m-dimensional es una partición de V en n

“cliques”disjuntos dos a dos. Si c es un valor real de la función de coste defini-

da sobre el conjunto de “cliques”del grafo G(V1, ..., Vm;E), se llama coste de

una asignación a la suma de los costes de sus n “cliques”. El problema de

asignación m-dimensional pregunta por una asignación m-dimensional con

coste mı́nimo.

Bandelt, Crama y Spieksma (1994) consideraron casos donde el coste

c de un “clique”no es arbitrario, sino dados como una función de costes

elementales asociados a las aristas de un grafom-partito completo. Los costes

de un “clique”que ellos consideraron son: la suma de los costes (suma de las

longitudes de las aristas inducidas por el “clique”), costes estrella (longitud

mı́nima de un estrella en expansión), costes del tour (costo mı́nimo de un

tour del TSP en el “clique”), y costes del árbol (costo mı́nimo de un árbol

de expansión en el “clique”). Los autores obtienen costes de casos peores

sobre la razón entre los costes de las soluciones obtenidas por aplicación de

heuŕısticas.

Gutin y Karapetyan (2009a) agrupan a todas las familias de instances

en dos clases: instances con pesos independientes e instances con pesos de-

scomponibles. Después muestran que las heuŕısticas se comportan diferente-

mente en los casos de estas clases y, aśı, esta división ayuda en el análisis

experimental correcto de los algoritmos de búsquedas locales. Una de las

clases más estudiadas de instantes para el mAP es la Familia de Instances

Aleatorias. En la aleatoriedad, el peso asignado a un vector tiene una dis-

tribución aleatoriamente uniforme en el intervalo [a, b-1]. Los casos aleatorios
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1.5. El problema de asignación multi-dimensional

son usados en [Pierskalla, 1968] [Balas y Saltzman, 1991] [Aiex et al., 2001]

[Huang y Lim, 2006] y algunos otros.

Se puede ver, que un instance aleatorio para el 4AP tiene una (an)-

asignación (asignación de n vectores de peso a) con la probabilidad muy

cerca de 1 si n ≥ 40; un instance para el 5AP tiene una (an)-asignación

con la probabilidad muy cerca de 1 para n ≥ 12, un instance para el 6AP

tiene una (an)-asignación con la probabilidad muy cerca de 1 para n ≥ 8 y

un instance para el 7AP tiene una (an)-asignación con la probabilidad muy

cerca de 1 para n ≥ 7; aśı que, es muy probable que las soluciones óptimas

para todos los casos aleatorios usados en los experimentos sean de peso an

[Gutin y Karapetyan, 2009a].

En ese art́ıculo, Gutin y Karapetyan (2009a) proponen un nuevo caso

especial de peso descomponible, RaizCuadrada. Es una modificación de la

familia de instances de clique. Ellos asumen tener s radares y n aviones y

cada radar observa todos los aviones. El problema es para asignar señales las

cuales vienen de diferentes lugares. Realmente es natural definir una función

de distancia entre cada par de señales de diferentes radares, y para un con-

junto de señales que corresponden a un avión, la suma de las distancias debe

ser pequeña, aśı veintiseis (26) es una buena opción. Sin embargo, no es real-

mente correcto minimizar la distancia total entre las señales asignadas, pero

también se debe asegurar que ninguna de estas distancias es larga. Algunos

requisitos aparecen en varias aplicaciones. Ellos proponen una función de pe-

so, la cual puede llevar a la menor distancia total entre las señales asignadas

y la dispersión de las distancias.

Gutin y Karapetyan (2009b) tratan familias de instance usadas para la

evaluación experimental del algoritmo memético desarrollado por ellos. Us-

an pseudos instances reales-mundiales, tales como: la Composición de Ciclos
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1.5. El problema de asignación multi-dimensional

(CC), Clique Compuesto (CQ), Ráıces Cuadradas (SR) y la versión pertur-

bada de cada uno de ellos. La CC y familias de CQ se propusieron antes

en la literatura (vea Burkard y Çela (1998) y referencias alĺı) mientras los

otros son tratados en ese art́ıculo por primera vez. Para explicar estas famil-

ias de instances es bueno representar el mAP como un problema de grafos.

Sea G = (V1∪V2∪. . .Vm, E) un grafo m-partito, donde |V i| = n para cada

i=1,2,...,m. Un peso se asigna a cada clique en G, es decir, a cada subgrafo

inducido ({v1, v2, ..., vm},{v1v2, v1v3, ..., v1vm, v2v3, v2v4, ..., v2vm, ..., vs−1vm}),

donde v1 ∈V1, ..., vm∈Vm; un clique corresponde a un vector en la inter-

pretación original. El objetivo es encontrar n cliques disjuntos, tal que su

peso total sea mı́nimo.

La idea de todo el CC, CQ y SR es que en la vida real es posible usarlo

sólo para definir alguna relación entre dos objetos, pero no entre m objetos.

Aśı, el grafo G muestra su peso y el peso de un clique C = (VC , EC) debe ser

una función de los pesos EC de las aristas en el clique.

En este caso, el objetivo no es sólo minimizar los pesos considerados, sino

también no guardar todos los pesos demasiado grande.

Los casos perturbador son los mismos casos, pero el peso asignado a cada

clique se modifica aleatoriamente: w(c) = w(c)+ r, para cada clique c donde

r ∈ {0,1,...,19} es escogido aleatoriamente.

En Gutin y Karapetyan (2009b), se incluyen instance para el 3AP, 4AP,

5AP y el 6AP, seis (6) tipos de instance para cada valor de m
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Caṕıtulo 2

Métodos de resolución

2.1. Introducción

Muchos de los problemas que se presentan en el quehacer cotidiano de

diversos sectores como el comercial y el empresarial, pueden formularse como

un mAP, y en especial como un 3AP, dadas las grandes áreas de aplicación,

sus numerosas generalizaciones y problemas relacionados. Pero generalmente

su planteamiento sugiere el desarrollo de un modelo cuya resolución resulta

prácticamente intratable usando técnicas clásicas (entre las que se pueden

mencionar: programación lineal, dinámica y simulación) pues siempre se re-

suelve haciendo simplificaciones razonables del problema original.

Entre los problemas que se pueden formular como unmAP, podemos men-

cionar: problemas de asignación de recursos, telecomunicaciones, operaciones

de tripulación de aeroĺıneas, diseño eficaz de división de zonas escolares, entre

otros.

Debido a que los métodos que emplean algoritmos exactos son incapaces

de resolver muchos de los problemas que se plantean en la realidad, en el

ámbito laboral existe la imperiosa necesidad de disponer de herramientas
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2.2. Heuŕısticas y metaheuŕısticas

que permitan obtener, de manera rápida, si no la óptima, una buena solución

para el mAP.

Como se dijo en el caṕıtulo anterior, el mAP es, en general, NP -dif́ıcil

para m ≥ 3. Por lo tanto, no existen algoritmos de resolución en tiempo poli-

nomial. Esto último junto con su importancia en las operaciones prácticas,

justifica la necesidad de un estudio profundo que conduzca a la propuesta y

desarrollo de nuevas herramientas para su resolución.

Entre las herramientas existentes para la búsqueda de soluciones para el

mAP se tienen: los algoritmos heuŕısticos y metaheuŕısticos, los algoritmos

de relajación y algoritmos de ramificar y acotar.

2.2. Heuŕısticas y metaheuŕısticas

Definición 2.2.1 Se llama algoritmo heuŕıstico, metaheuŕıstico o simple-

mente heuŕıstico, a cualquier algoritmo que con poco esfuerzo computacional

proporcione una solución factible cuyo valor objetivo, normalmente, debe es-

tar próximo al valor objetivo óptimo del problema original.

Este término, derivado de la palabra griega heuriskein que significa en-

contrar o descubrir, se usa en el ámbito de la optimización para describir una

clase de algoritmos de resolución de problemas.

Los métodos heuŕısticos se limitan a proporcionar una buena solución

no necesariamente óptima. Lógicamente, el tiempo invertido por un método

exacto para encontrar la solución óptima de un problema NP -dif́ıcil, si es que

existe tal método, es de un orden de magnitud muy superior al del heuŕıstico

(pudiendo llegar a ser tan grande en muchos casos, que sea inoperable).

En los últimos años ha habido un crecimiento espectacular en el desarrollo

de procedimientos heuŕısticos para resolver problemas de optimización. Este
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2.2. Heuŕısticas y metaheuŕısticas

hecho queda claramente reflejado en el gran número de art́ıculos publicados

en revistas especializadas [Mart́ı, 2002].

Existen muchas razones para la utilización de métodos heuŕısticos, además

de ser utilizados para resolver problemas de tipo NP -dif́ıcil, entre las cuales

podemos mencionar las siguientes:

. No existe un método exacto de resolución del problema.

. Aunque existe un método exacto para resolver el problema, éste re-

quiere mucho tiempo de cálculo y memoria.

. No se necesita la solución óptima.

. Los datos son poco fiables.

. El método heuŕıstico es más flexible que un método exacto, permitiendo

por ejemplo, la incorporación de condiciones de dif́ıcil modelización.

. El método heuŕıstico se utiliza como parte de un procedimiento global

que garantiza el óptimo de un problema. Existen dos posibilidades:

- El método heuŕıstico proporciona una buena solución inicial de

partida.

- El método heuŕıstico participa en un paso intermedio del proced-

imiento, como por ejemplo las reglas de selección de la variable a

entrar en la base en el método simplex.

En los métodos heuŕısticos, las técnicas e ideas aplicadas a la resolución

de un problema son espećıficas de éste y aunque, en general, pueden ser

trasladadas a otros problemas, han de particularizarse en cada caso. Aśı pues,

es necesario referirse a un problema concreto para estudiar con detalle los
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2.2. Heuŕısticas y metaheuŕısticas

procedimientos heuŕısticos. Es por ello que decimos que el estudio de los

algoritmos heuŕısticos dependen en gran medida del problema concreto para

el que se ha diseñado.

Existen muchos métodos heuŕısticos de naturaleza muy diferente. A con-

tinuación describimos cinco grandes métodos, no excluyentes, en donde ubicar

los heuŕısticos más conocidos.

Métodos de descomposición. El problema original se descompone en

subproblemas más pequeños y sencillos de resolver, teniendo en cuenta, al-

menos de manera general, que todos los subproblemas pertenecen al mismo

problema.

Métodos inductivos. Aqúı la idea es generalizar versiones pequeñas o

más sencillas al caso completo. Propiedades o técnicas identificadas en estos

casos más fáciles de analizar pueden ser aplicadas al problema completo.

Métodos de reducción. Consisten en identificar alguna caracteŕıstica

que presumiblemente deba contener la solución óptima y de ese modo sim-

plificar el problema. El objeto es restringir el espacio de soluciones. El riesgo,

en estos casos, es dejar fuera las soluciones óptimas del problema original.

Métodos constructivos. Consisten en construir, literalmente, paso a

paso una solución del problema, sin precisar de ninguna solución previa.

Usualmente, son métodos deterministas y suelen estar basados en la mejor

elección en cada iteración.

Métodos de búsqueda local. A diferencia de los anteriores, los proced-

imientos de búsqueda local o mejora local, también llamados de búsqueda por

entornos, comienzan con una solución del problema y la mejoran progresiva-

mente. El procedimiento realiza en cada paso un movimiento de una solución

a otra con mejor valor. El método finaliza cuando, para una solución, no

existe ninguna solución accesible que la mejore.
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2.2. Heuŕısticas y metaheuŕısticas

En los últimos años han aparecido una serie de métodos bajo el nombre

de Metaheuŕısticos con el propósito de obtener mejores resultados que los

alcanzados por los heuŕısticos tradicionales.

Cuando se habla de heuŕısticos se refiere a los métodos clásicos, pero

cuando se habla de metaheuŕısticos nos estamos refiriendo a los métodos

más recientes y complejos, es por ello que también se hace referencia a los

metaheuŕısticos como “heuŕısticos modernos”[Reeves, 1995].

Los metaheuŕısticos que posteriormente analizaremos, pertenecen a la cat-

egoŕıa de los métodos de búsqueda local. Es de hacer notar, que los métodos

constructivos y los de búsqueda local constituyen la base de los procedimien-

tos metaheuŕısticos.

Este trabajo se centra en métodos resultantes de combinar la construcción

con la búsqueda local, puesto que pueden considerarse un punto de inicio en

el desarrollo de métodos metaheuŕısticos.

Un algoritmo heuŕıstico debe tener las siguientes propiedades:

1.- Eficiente. Un esfuerzo computacional realista para obtener la solución.

2.- Bueno. La solución debe estar, en promedio, cerca del óptimo.

3.- Robusto. La probabilidad de obtener una solución muy alejada del ópti-

mo debe ser baja.

4.- Fácil de comprender e implementar.

5.- Eficiente. En cuanto al uso de los recursos disponibles, en especial tiem-

po y memoria.

Cuando se plantea cualquier nuevo procedimiento para resolver un proble-

ma, el investigador está interesado en analizar el comportamiento del proced-

imiento propuesto y en comparar éste con otras técnicas exactas o heuŕısticas,
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conocidas o no, para resolver el mismo problema. Aśı, para medir el compor-

tamiento o la calidad de un heuŕıstico existen diversos procedimientos, entre

los que se encuentran los siguientes:

Medición de la calidad de la solución propuesta por un

heuŕıstico

Aunque normalmente se recurre al heuŕıstico por no existir un método ex-

acto para obtener el óptimo, o por ser éste computacionalmente muy costoso,

en ocasiones puede que dispongamos de un procedimiento que proporcione el

óptimo para ejemplos de tamaño reducido. Estos ejemplos pueden servir para

medir la calidad del método heuŕıstico. Cuando esto es posible, se mide la

desviación porcentual de la solución heuŕıstica frente a la óptima, y se calcula

el promedio de dichas desviaciones. Sea ch el coste de la solución heuŕıstica

y copt el coste de la solución óptima de un ejemplo dado, en un problema de

minimización la desviación porcentual, también llamada función gap viene

dada por:

gap :=
ch − copt

copt
× 100

Cuando la comparación directa con el óptimo no es posible, puede re-

currirse a una comparación indirecta midiendo la distancia entre la solución

heuŕıstica y cotas sobre las soluciones óptimas.

Uno de los métodos más empleados en problemas NP-dif́ıciles es la com-

paración con otros heuŕısticos sobre los que se ha trabajado y se conocen

algunos buenos resultados. Al igual que ocurre con la comparación con las

cotas, la conclusión de dicha comparación está en función de la bondad del

heuŕıstico escogido.
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Medición del esfuerzo computacional

Se está interesado en conocer, entre otros, el tiempo empleado hasta en-

contrar la mejor solución, el tiempo total de ejecución, el tiempo por fases y

el tiempo de la relación esfuerzo-calidad. Este último se define como el ratio

entre el tiempo necesario para hallar una solución dentro de un porcenta-

je especificado de la mejor solución encontrada y el tiempo necesario para

encontrar esta última.

Un ejemplo de heuŕısticas constructivas son los llamados algoritmos greedy,

cuya lógica es que si se quiere alcanzar cierta meta en varias etapas sucesivas,

en cada una de ellas debe tratar de hacer lo mejor que se pueda hacer en ese

momento, y dicha decisión no se cambia tras decisiones futuras.

En los algoritmos greedy se define una función greedy que mide el beneficio

de añadir cada uno de los elementos según la función objetivo y elegir la

mejor. Nótese que esta medida es miope en el sentido que no tiene en cuenta

qué ocurrirá en iteraciones sucesivas al realizar una elección, sino únicamente

en esa iteración.

Un algoritmo greedy puede describirse de manera general como se muestra

en la Figura 2.1.

En los últimos años, en la búsqueda de mejores resultados, han aparecido

una serie de métodos bajo el nombre de metaheuŕısticos, con el fin de obtener

mejores resultados que los alcanzados por los heuŕısticos tradicionales.

El término metaheuŕıstico fue introducido por Fred Glover en 1986 y

los profesores Osman y Kelly, en 1995, introducen la siguiente definición

[Mart́ı, 2002].

Definición 2.2.2 Los procedimientos metaheuŕısticos son una clase de méto-

dos aproximados que están diseñados para resolver problemas dif́ıciles de op-

timización combinatoria, en los que los heuŕısticos clásicos no son efectivos.
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Procedure GREEDY

main {

S = ∅ ;

while (existe e /∈ S : z(S ∪ {e}) < z(S)) {

elegir tal e;

S = S ∪ {e};

}

}

Figura 2.1: Algoritmo greedy general.

Los metaheuŕısticos proporcionan un marco general para crear nuevos algo-

ritmos h́ıbridos combinando diferentes conceptos derivados de la Inteligencia

Artificial, la evolución biológica y los mecanismos estad́ısticos.

Entre los algoritmos metaheuŕısticos más conocidos se encuentran: búsque-

da tabú, métodos evolutivos (algoritmos genéticos, búsqueda dispersa y sis-

tema hormiga), templado simulado y métodos GRASP, los cuales están den-

tro de la categoŕıa de los métodos de búsqueda local.

En este trabajo desarrollamos algoritmos utilizando las metaheuŕısticas

búsqueda tabú, algoritmos genéticos y sistema hormiga, combinándolas con

unos algoritmos greedy.

2.3. Métodos evolutivos

Los métodos evolutivos están basados en poblaciones de soluciones.

En cada iteración del algoritmo no se tiene una única solución, sino un con-
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junto de éstas. Estos métodos se basan en generar, seleccionar, combinar y

reemplazar un conjunto de soluciones. Dado que mantienen y manipulan un

conjunto en lugar de una única solución a lo largo de todo el proceso de

búsqueda, suelen presentar tiempos de computo más altos que otros meta-

heuŕısticos.

Entre los métodos evolutivos se encuentran los algoritmos genéticos, búsque-

da dispersa y sistema hormiga.

2.3.1. Algoritmos genéticos

En la naturaleza, la Evolución de los seres vivos tiene algunas car-

acteŕısticas que motivaron a John Holland a comenzar una ĺınea de inves-

tigación. Con el fin de emular a la Naturaleza, que ha logrado que sus or-

ganismos evolucionen bajo diversas condiciones ambientales, adaptándose a

cambios y haciendo que a través de generaciones se especialicen para sobre-

vivir (según lo planteado por Darwin), nace esta ĺınea de investigación que

eventualmente se transformó en lo que hoy en d́ıa se denomina Algoritmos

Genéticos (AGs) [Dı́az et al., 1996].

Los AGs fueron introducidos por Holland en 1970 inspirándose en el pro-

ceso observado en la evolución natural de los seres vivos. De manera general

podemos decir que en la evolución de los seres vivos el problema al que cada

individuo se enfrenta cada d́ıa es la supervivencia. Para ello cuenta con las

habilidades innatas provistas en su material genético.

En general, la evolución se produce en dos procesos: la selección y la

alteración genética de los cromosomas que almacenan la caracteŕıstica de la

especie.

Aunque muchos aspectos, en la evolución natural de los seres vivos están

todav́ıa por discernir, existen unos principios generales de la evolución bi-
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ológica ampliamente aceptados por la comunidad cient́ıfica. Algunos de estos

son:

. La evolución opera en los cromosomas en lugar de en los individuos a

los que representa.

. La selección natural es el proceso por el que los cromosomas con “bue-

nas estructuras” se reproducen más a menudo que los demás.

. En el proceso de reproducción tiene lugar la evolución mediante la

combinación de los cromosomas de los progenitores. Llamamos recom-

binación a este proceso en el que se forma el cromosoma del descendi-

ente.

. Las mutaciones pueden causar que los cromosomas de los hijos sean

diferentes a los de los padres y los procesos de recombinación pueden

crear cromosomas bastante diferentes en los hijos, por la combinación

de material genético de los cromosomas de los padres.

. La evolución biológica no tiene memoria, en el sentido de que en la

formación de los cromosomas únicamente se considera la información

del peŕıodo anterior.

En la naturaleza, los anteriores procesos ocurren sobre una generación, y

luego sobre su descendencia, y a continuación sobre la descendencia de ésta, y

aśı sucesivamente. Después de cada ciclo, la generación actual será (al menos

aśı se desea) mejor que las anteriores. Esto es, los individuos estarán más

evolucionados y adaptados al medio [Moreno y Moreno, 1999].

La habilidad de una población de cromosomas para explorar el espacio

de búsqueda “en paralelo” y combinar lo mejor que ha sido encontrado en
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él mediante el mecanismo de recombinación, es algo intŕınseco a la evolución

natural y trata de ser explotado por los AGs.

El campo de los AGs ha evolucionado, principalmente debido a las in-

novaciones introducidas en la década de 1980. Estos han ido incorporan-

do mecanismos cada vez más elaborados, bajo la motivación de la necesi-

dad de resolución, aproximada, de problemas prácticos de amplia variedad

[Dı́az et al., 1996].

Los AGs establecen una analoǵıa entre el conjunto de soluciones de un

problema y el conjunto de individuos de una población natural, codificando

la información de cada solución en una cadena de śımbolos, por ejemplo un

vector binario, a modo de cromosoma.

A tal efecto se introduce una función de evaluación de los cromosomas

que llamaremos calidad (”fitness”) y que está basada en la función objetivo

del problema. Igualmente, se introduce un mecanismo de selección de manera

que los cromosomas con mejor evaluación sean escogidos para “reproducirse”

más a menudo que aquellos cuya evaluación sea peor.

Los AGs están basados en integrar e implementar eficientemente dos ideas

fundamentales: las representaciones simples como vectores binarios de las

soluciones del problema y la realización de transformaciones simples para

modificar estas representaciones.

Para utilizar las ventajas del proceso evolutivo de la naturaleza en la

resolución de un problema de optimización, deben hacerse las siguientes con-

sideraciones [Moreno y Moreno, 1999]:

. Una apropiada codificación de las soluciones del problema represen-

tará a estos de la misma forma que el cromosoma representa a los in-

dividuos de la especie. Dada esta uńıvoca relación, a partir de ahora se

usarán indistintamente los términos solución, codificación, cromosoma,
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individuo.

. La adecuación de cada solución será una medida del comportamiento

de ésta en el problema considerado. Normalmente, se considera que es

sólo función del valor objetivo de la solución, pero pueden tenerse en

cuenta otros elementos como son la robustez de la solución, el recurso

necesario para obtener una mejor solución, entre otros.

. Se definirán unos operadores genéticos que, al actuar sobre una vari-

able o varias soluciones, suministren una o más soluciones al alterar

genéticamente los cromosomas.

. Una población inicial que será la base a partir de la cual evolucionará la

solución mediante la aplicación de los operadores genéticos.

Para la representación genética de las soluciones del problema, se con-

sideran las entradas y salidas del ambiente donde evoluciona la población.

Éstas pueden ser representadas con una cadena de śımbolos de longitud finita

(codificación) basados en un alfabeto dado, el cual es un conjunto finito de

śımbolos.

Para escoger el alfabeto de los AGs se basan en el principio del mı́nimo

alfabeto que expresa lo siguiente:

“El diseñador de un AG deberá seleccionar el alfabeto más pequeño que

permita expresar de manera natural el problema”

El alfabeto que representa al problema debe ser claro, de tal manera que

el espacio de búsqueda pueda ser acotado al espacio exacto del problema.

Definición 2.3.1 Se llama individuo a cada punto del espacio del problema,

el cual es representado uńıvocamente por una cadena de caracteres que se

genera a partir del alfabeto seleccionado.
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Definición 2.3.2 Un cromosoma es una cadena de śımbolos, que contienen

śımbolos únicos (genes) que toman valores (alelos), sobre los cuales cada

individuo sirve como material genético con una posición espećıfica.

Definición 2.3.3 Un operador genético es aquel que, al actuar sobre una o

varias soluciones, suministra una o más soluciones al alterar genéticamente

los cromosomas.

En los trabajos realizados inicialmente sobre o utilizando AGs, el alfa-

beto utilizado era el sistema binario, es decir, listas de 1s y 0s. Este tipo de

representación ha sido ampliamente utilizada incluso en problemas donde no

es natural.

En la actualidad, podemos distinguir dos escuelas. La primera se limita al

uso del sistema binario como alfabeto, mientras que la segunda utiliza todo

tipo de configuración. Hemos de notar que las operaciones genéticas dependen

del tipo de representación, por lo que la elección de una condiciona la otra

[Mart́ı, 2002].

La población inicial suele ser generada aleatoriamente. Sin embargo, últi-

mamente se están utilizando métodos heuŕısticos para generar soluciones

iniciales de calidad. En este caso, es importante garantizar la diversidad es-

tructural de estas soluciones para tener una representación de la mayor parte

de la población posible o al menos evitar la convergencia prematura.

Respecto a la evaluación de los cromosomas, se suele utilizar la calidad

como medida de bondad según el valor de la función objetivo en el que se

puede añadir un factor de penalización para controlar la infactibilidad. Este

factor puede ser estático o ajustarse dinámicamente.

Los operadores genéticos son los encargados de ejecutar acciones sobre

los individuos de la población actual P (t) (padres), para obtener una nueva

generación P (t+ 1) (hijos) con individuos soluciones cada vez más aptos.
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Los operadores genéticos estándar son: operador selección, operador cruce

y operador mutación.

. Operador selección. Dada una población de individuos P (t), los in-

dividuos que conforman la próxima generación son escogidos de P (t)

mediante un proceso de generación probabiĺıstica, la cual asegurará que

el número de veces que se espera que un individuo sea seleccionado es

proporcional al rendimiento relativo del individuo en comparación con

el resto de la población, aśı el “mejor” cromosoma hará más veces de

padre que el “peor”.

. Operador cruce. Éste combina los caracteres de dos individuos (padres)

para formar descendientes hijos con carga genética similar, y actúa in-

tercambiando segmentos o puntos entre las representaciones de los in-

dividuos, produciendo dos nuevos individuos para el espacio solución

del problema. Los operadores cruce más utilizados son:

- De un punto. Se elige aleatoriamente un punto de ruptura en los

padres y se intercambian sus genes. Como se muestra en la Figura

2.2.

- De dos puntos. Se eligen dos puntos de ruptura al azar para

intercambiar los genes. Como se muestra en la Figura 2.3.

- Uniforme. En cada gen se elige un padre para que contribuya

con su gen al del hijo, mientras que el segundo hijo recibe el gen

del otro padre. Como se muestra en la Figura 2.4.

En la Figura 2.4 se realiza la elección que se describe a contin-

uación.

Para el hijo 1 se seleccionaron los siguientes genes:
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Figura 2.2: Ejemplo de cruce de un punto.

Figura 2.3: Ejemplo de cruce de dos puntos.

Gen 1 - padre 1 → 1.

Gen 2 - padre 2 → 1.

Gen 3 - padre 2 → 0.

Gen 4 - padre 1 → 1.

Gen 5 - padre 1 → 0,

por lo tanto al hijo 2 se le asignaron los siguientes genes:

Gen 1 - padre 2 → 0.

Gen 2 - padre 1 → 0.
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Figura 2.4: Ejemplo de cruce uniforme.

Gen 3 - padre 1 → 1.

Gen 4 - padre 2 → 1.

Gen 5 - padre 2 → 1.

- PMX, SEX. Son operadores más sofisticados producto de mezclar

y aleatorizar los anteriores.

. Operador mutación. La operación mutación más sencilla, y una de

las más utilizadas consiste en reemplazar con cierta probabilidad el

valor de un gen. Este operador también actúa aleatoriamente sobre los

individuos de una generación P (T ) alterando arbitrariamente uno o

más valores de los genes de la estructura seleccionada, este operador

incrementa la variabilidad de la población, ya que aumenta las posibil-

idades de ampliar el espacio de búsqueda a zonas que de otra manera

quedaŕıan ocultas.

Un algoritmo genético estándar [Vignaux y Michalewicz, 1991] está de-

scrito de modo tal que se pueden determinar las acciones que se deben realizar

para alcanzar la evolución de la población. Éste se presenta en la Figura 2.5.

Descripción del procedimiento. Durante la t-ésima iteración, se dispone

de una población P (t) := {xt1, ..., x
t
h}, de soluciones. Cada solución se evalúa
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Procedure GENÉTICO

main {

t := 0 ;

inicializar P (t);

evaluar P (t);

while (condición de parada) {

t := t+ 1;

seleccionar P (t) desde P (t− 1);

operar P (t);

evaluar P (t);

}

}

Figura 2.5: Algoritmo genético estándar.

para tener una medida de su adecuación. La población de la etapa (t+ 1) se

forma seleccionando, en primer lugar, los individuos más adecuados de P (t).

Después de esta fase de selección, se opera genéticamente sobre las codifica-

ciones. Estos pasos se reiteran hasta que se cumpla el criterio de parada.

Convergencia del algoritmo. Dado que losAGs operan con una población

en cada iteración, se espera que el método converja de modo que al final del

proceso la población sea muy similar, y en el infinito se reduzca a un solo

individuo.

Se ha desarrollado toda una teoŕıa para estudiar la convergencia de es-

tos algoritmos en el caso de usar codificación binaria. Esta teoŕıa se basa

principalmente en considerar que un vector binario es una representación de

una clase de equivalencia o esquema reinterpretando la búsqueda en lugar de

entre vectores binarios entre esquemas.
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En el caso de un vector no binario, se introducen los conceptos de forma y

conjunto de similitud que generalizan el de esquema. Se consideran una serie

de condiciones sobre los operadores de manera que se garantice la convergen-

cia. Básicamente, se exige que al cruzar dos cromosomas de la misma clase

se obtenga otro de ésta. Además, hay que respetar ciertas condiciones sobre

selección de los progenitores. Bajo toda esta serie de hipótesis se prueba la

convergencia del algoritmo.

En la práctica no se suelen respetar estas condiciones, ya que son dif́ıciles

de seguir y probar, encontrándose con que en ocasiones los AGs resuelven

satisfactoriamente un problema de optimización dado y en otras se quedan

muy alejados del óptimo.

Greenhalgh y Marshall (2000), observando el efecto de la mutación en la

convergencia, mostraron la convergencia de un algoritmo genético ejecutando

éste durante un tiempo suficientemente largo para garantizar la convergencia

a un óptimo global, con cualquier espećıfico nivel de confianza. Ellos obtienen

una cota superior para el número de iteraciones necesarias para asegurar

la mejora de resultados anteriores. Las cotas superiores obtenidas decrecen

inversamente proporcional al tamaño de la población.

Es importante citar que, a diferencia de otros metaheuŕısticos, los AGs

han crecido de forma espectacular, hasta el punto de poder encontrar ref-

erencias en revistas de informática de carácter general. Además, muchos de

los investigadores de este campo están trabajando en desarrollar los aspec-

tos teóricos, e incorporando algunas otras técnicas de búsqueda local en el

esquema genético.

Los Algoritmos Meméticos son un caso particular de estos nuevos h́ıbridos

que aúnan los elementos de la combinación con los de búsqueda local bajo el

nombre de cooperación y competición.
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2.3.2. Búsqueda dispersa

La Búsqueda Dispersa (BD) es un método evolutivo que ha sido apli-

cado en la resolución de un gran número de problemas de optimización.

La primera descripción del método fue publicada en 1977 por Fred Glover,

donde establece los principios de la BD determinando que ésta realiza una ex-

ploración sistemática sobre una serie de buenas soluciones llamadas conjunto

de referencias [Mart́ı, 2002].

Al igual que los AGs, este método se basa en mantener un conjunto

de soluciones y realizar combinaciones con éstas; pero a diferencia a ellos

no está fundamentado en la aleatorización sobre un conjunto relativamente

grande de soluciones, sino en las elecciones sistemáticas y estratégicas sobre

un conjunto pequeño de éstas [Mart́ı, 2002].

Glover, Laguna y Mart́ı (2000), estudian las implementaciones más re-

cientes del método en la resolución de problemas de optimización combi-

natoria. Además, describen los rasgos de BD y su generalización llamada

re-encadenamiento de trayectorias, que los colocan aparte de otros métodos

evolutivos y que ofrecen oportunidad para mejores y más métodos efectivos

y versátiles en el futuro.

El algoritmo de BD . El método se basa en combinar las soluciones que

aparecen en el llamado conjunto de referencia. En este conjunto se tienen las

soluciones “buenas” que se han ido encontrando. Es importante destacar que

“buena” no se restringe a la calidad de la solución, sino que también se con-

sidera la diversidad que ésta aporta al conjunto. La BD consta básicamente

de los siguientes elementos:

. Un generador de soluciones diversas. El método se basa en generar

un conjunto P de soluciones diversas (alrededor de 100), del que se

extrae un subconjunto pequeño (alrededor de b := 10) con el que se
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realizan las combinaciones y que se denomina R.

. Un conjunto de referencia R. Extráıdo del conjunto de soluciones

diversas. Estas soluciones están ordenadas de “mejor” a “peor” respecto

a su calidad.

- Creación. Se inicia R con las b/2 mejores soluciones de P . Las

b/2 restantes se extraen de P por el criterio de máxima distancia

con las ya incluidas en R. Para ello se define previamente una

función distancia en el problema.

- Actualización. Los resultados de las combinaciones pueden en-

trar en R y reemplazar a aquéllas incluidas que sean mejoradas.

. Un método de combinación. BD se basa en combinar todas las solu-

ciones en R, considerando subconjuntos de 2 o más elementos y com-

binándolos mediante una rutina diseñada a tal efecto. Estas soluciones

obtenidas pueden ser inmediatamente introducidas en R (actualización

dinámica) o almacenada temporalmente y después ver que soluciones

entran a R (actualización estática).

. Un método de mejora. Un método de búsqueda local para mejorar

las soluciones, tanto de R como de las combinaciones, antes de estudiar

su inclusión en R.

En la Figura 2.6 presentamos un esquema básico del algoritmo de BD

[Mart́ı, 2002].

El algoritmo hace referencia a los subconjuntos de R, ya que se pueden

combinar pares, tŕıos o cualquier número de soluciones y se detiene cuando

al tratar de combinarlos no hay nuevos elementos en R.
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Procedure BÚSQUEDA DISPERSA

main {

P := ∅;

while (|P | < 100){

Generar una solución y mejorarla;

Sea x solución mejorada. Si x /∈ P , hacer P := P ∪ {x};

Sea R :=
{

x1, ..., xh
}

⊂ P con |R| := b/2 las b/2 mejores soluciones de P ;

}

Evaluar xi ∈ R, i := 1, ..., h y ordenarlas de mejor

a peor respecto a la función objetivo;

NuevaSolucion := TRUE;

while (NuevaSolucion) {

NuevaSolucion := FALSE;

Generar S ⊂ R, donde S tiene al menos una nueva solución xj ;

while(Subconjuntos sin examinar) {

Seleccionar S ⊂ R y etiquetarlo como examinado;

Aplicar método de combinación a las soluciones de S y mejorar

las soluciones obtenidas;

Sea x solución mejorada;

If f(x) mejora a f(xb) y x /∈ R {

xb := x y reordenar R;

NuevaSolucion := TRUE;

}

}

}

}

Figura 2.6: Algoritmo de BD.
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2.3.3. Sistema hormiga

En una colonia de hormigas la estrategia empleada para descubrir

fuentes de alimentación consiste en: establecer el camino más corto entre

estos y el hormiguero, y transmitir esta información al resto de la colonia.

Este hecho inspiró a los investigadores Dorigo, Maniezzo y Colorni (1991),

a emular dicha estrategia proponiendo un procedimiento de solución para

problemas combinatorios.

A la hora de buscar comida, inicialmente, las hormigas desarrollan una

búsqueda aleatoria alrededor del hormiguero. Si alguna de ellas encuentra una

fuente de alimentación, transporta cierta cantidad de alimento al hormiguero

y deja en su recorrido un rastro de feromona (sustancia qúımica que excretan

algunos animales y que influye en el comportamiento de otros de su especie).

Este rastro sirve de gúıa a otras hormigas que, al realizar la misma operación,

marcan con su feromona el camino volviéndose cada vez más intenso el rastro.

Ahora, si la fuente se vuelve poco apetecible para las hormigas, éstas realizan

el recorrido cada vez en menor cantidad y frecuencia, lo que hace que el rastro

tienda a desaparecer por efectos de la evaporación.

En caso de que entre la fuente y el hormiguero se encuentre un obstáculo

que no pueda atravesarse, las hormigas bordean el mismo tomando al azar la

ruta a seguir (izquierda o derecha). Al igual que anteriormente, por efectos

de la evaporación, el rastro dejado sobre el camino más largo, es más débil

y tiende a desaparecer más rápidamente, que el dejado en el camino más

corto, estableciéndose nuevamente el camino más corto entre ambos puntos

[Moreno y Moreno, 1999].

De acuerdo a lo anteriormente descrito, se tiene que las hormigas con-

struyen iterativamente soluciones al problema que se les plantea e intercam-

bian información sobre éstas para construir mejores soluciones.
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Para las hormigas, la atracción que sienten por un determinado camino

es proporcional a la intensidad del rastro de feromona sobre el mismo. Esta

idea puede aplicarse a la resolución de un problema si se supone que un

agente (hormiga artificial), al construir una solución, asocia a cada elemento

constituyente de la misma un rastro proporcional a la calidad de aquella.

De la capacidad que tienen las hormigas para establecer el camino más

corto desde el hormiguero a la fuente de alimentación y viceversa, como se ha

expresado con anterioridad, ha surgido una técnica de optimización llamada

Sistema Hormiga (“Ant System”, AS), la cual está enmarcada dentro de las

llamadas metaheuŕısticas.

Como el procedimiento heuŕıstico lo que trata es de emular el proceso

natural y no de imitarlo fielmente, éste puede mejorarse utilizando informa-

ción adicional. Luego, se puede disponer de dos medidas para realizar una

determinada elección: la que aporta la intensidad de feromona asociada a

esa elección y la que se obtiene a través de una evaluación heuŕıstica de los

movimientos permitidos de tal elección. Estas dos medidas deben usarse para

guiar el proceso de búsqueda de buenas soluciones.

En un algoritmo AS se debe especificar: cómo se inicializa el rastro, cómo

se obtiene su incremento, cómo se actualiza, cómo se elige el próximo ele-

mento de la lista y cuál es el criterio de parada, sin olvidar la heuŕıstica

que se emplea en combinación con la intensidad del rastro para decidir cuál

elemento de la lista se escoge.

2.4. Búsqueda tabú

Los algoritmos de Búsqueda Tabú (TS por su nombre en inglés, “Tabu

Search”) fueron introducidos, oficilamente, por Glover (1989), como una
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meteheuŕıstica diseñada para obtener buenas soluciones a problemas de op-

timización. Sin embargo, los oŕıgenes de TS pueden situarse en diversos tra-

bajos publicados a finales de los años 70 [Moreno y Moreno, 1999].

Definición 2.4.1 Cuando la búsqueda de buenas soluciones se desarrolla en

los alrededores de una solución actual, se denomina búsqueda local.

Definición 2.4.2 Búsqueda tabú (TS), es un procedimiento metaheuŕıstico

utilizado para guiar un algoritmo heuŕıstico de búsqueda local para explorar

el espacio de soluciones más allá de la simple optimalidad local y está basada

en principios generales de Inteligencia Artificial (IA).

TS pertenece a una clase de métodos heuŕısticos de búsqueda local,

o más espećıficamente a una clase de Métodos Descendentes-Ascendentes

[Hansen y Jaumard, 1990]. Ésta se basa en la premisa que para poder cal-

ificar de inteligente la solución de un problema, debe incorporar memoria

adaptativa y exploración sensible, para ello toma de la IA el concepto de

memoria y lo implementa mediante estructuras simples, con el objeto de

dirigir la búsqueda teniendo en cuenta la historia de ésta.

Definición 2.4.3 Un movimiento es una operación que permite obtener una

solución desde otra.

Definición 2.4.4 El conjunto de soluciones que se obtienen desde una dada,

empleando un movimiento particular, constituyen el entorno o vecindad de

la solución asociada a tal movimiento.

Definición 2.4.5 Una estructura de entorno, para un problema particular,

es una aplicación que asocia a cada solución factible un conjunto de solu-

ciones que están cercanas, en algún sentido, a la solución dada.
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Un entorno o vecindad de una solución x de un problema dado se denota

por N(x).

TS o h́ıbridos de TS con otras heuŕısticas o procedimientos algoŕıtmicos,

han sido utilizados para encontrar mejores soluciones a problemas en progra-

mación, secuenciación, asignación de recursos, planificación de inversiones,

telecomunicaciones y en muchas otras áreas.

TS comienza de la misma forma que cualquier procedimiento de búsqueda

local, procediendo iterativamente de una solución x a otra y en el entorno de

la primera: N(x). Sin embargo, en lugar de considerar todo el entorno de una

solución, TS define el entorno reducido N∗(x) ⊆ N(x) como aquellas solu-

ciones disponibles en N(x), las cuales serán las únicas soluciones alcanzables

a partir de x.

Definición 2.4.6 Las soluciones que no son admitidas en N∗(x) se denom-

inan tabú.

Definición 2.4.7 Las soluciones tabú son almacenadas en una lista durante

cierto número de iteraciones, la cual se denomina lista tabú, cuyo tamaño se

puede ajustar dinámicamente según la estrategia utilizada.

Existen varias formas de definir el entorno reducido de una solución. La

más sencilla consiste en etiquetar como tabú las soluciones previamente vis-

itadas en un pasado cercano. Esta forma se conoce como memoria a corto

plazo (short term memory) y está basada en una lista tabú T de las solu-

ciones visitadas recientemente (Recency). Aśı, en una iteración determinada

se tiene que N∗(x) := N(x)− T [Mart́ı, 2002][Dı́az et al., 1996].

El objetivo principal de etiquetar las soluciones visitadas como tabú es el

de evitar que la búsqueda se cicle. Luego de un cierto número de iteraciones,
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la búsqueda estará en una región distinta y podrán liberarse estas soluciones

del status tabú, reduciendo aśı el esfuerzo computacional [Mart́ı, 2002].

Definición 2.4.8 Se define nivel de aspiración a aquellas condiciones que,

de satisfacerse, permitirán alcanzar una solución aunque tenga status tabú.

Una implementación sencilla del nivel de aspiración consiste en permitir

alcanzar una solución siempre que mejore a la mejor almacenada, aunque sea

tabú.

Es importante considerar que los métodos basados en búsqueda local

requieren de la exploración de un gran número de soluciones en poco tiempo,

por ello es importante reducir al mı́nimo el esfuerzo computacional de las

operaciones que se realizan a menudo.

La memoria usada en TS puede ser expĺıcita o basada en atributos,

aunque ambas modalidades no son excluyentes. La memoria expĺıcita con-

serva soluciones completas, y consiste en una élite de soluciones visitadas

durante la búsqueda (o entornos altamente atractivos pero inexplorados por

tales soluciones). Estas soluciones especiales se introducen estratégicamente

para ampliar N∗(x), y aśı presentar opciones útiles que no se encuentran en

N(x) [Mart́ı, 2002][Dı́az et al., 1996]..

La memoria basada en atributos produce un efecto más sutil en la búsque-

da, ésta guarda información sobre atributos de las soluciones que cambian al

moverse de una solución a otra. Por ejemplo, en un contexto de grafos o redes,

los atributos pueden consistir de nodos o arcos que se añaden, se suprimen o

sustituyen por los movimientos ejecutados. Aśı, un atributo que fue ejecutado

como tabú por pertenecer a una solución visitada hace n iteraciones, puede

impedir en la iteración actual alcanzar una solución por contenerlo, aunque

ésta sea diferente de la que provocó el que el atributo fuese etiquetado. Esto
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2.4. Búsqueda tabú

permite, a largo plazo, el que se identifiquen y mantengan aquellos atributos

que inducen una cierta estructura beneficiosa en las soluciones visitadas.

Un algoritmo TS está basado en la interacción entre la memoria a corto

plazo y la memoria a largo plazo. Ambos tipos de memoria llevan asociadas

sus propias estrategias y atributos, y actúan en ámbitos diferentes.

2.4.1. Memoria a corto plazo y sus elementos

Definición 2.4.9 La memoria a corto plazo que lleva la cuenta de los atrib-

utos de la solución que han sido cambiados en el pasado reciente es llamada

memoria basada en recencia (soluciones visitadas en el pasado reciente).

Es de hacer notar, que la memoria basada en recencia es la memoria a

corto plazo más comúnmente usada.

Para explorar esta memoria, los atributos seleccionados que se presentan

en soluciones recientemente visitadas son designados como “tabú-activos”, y

las soluciones que contienen elementos tabú-activos, o combinaciones partic-

ulares de estos atributos, son las que se convierten en tabú. Esto evita que

algunas soluciones del pasado reciente pertenezcan a N∗(x) y por tanto que

sean revisitadas.

A continuación describimos los elementos de la memoria a corto plazo en

la búsqueda tabú.

Manejo de memoria basada en recencia. El proceso se maneja cre-

ando una o más listas tabú, las cuales registran los atributos tabú-activo y

expĺıcita o impĺıcitamente identifican su status actual.

Definición 2.4.10 Se denomina tenencia tabú, a la duración, medida en

número de iteraciones, que un atributo permanece tabú-activo.
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La tenencia tabú puede variar para diferentes tipos o combinaciones de

atributos, y además puede variar para diferentes intervalos de tiempo o etapas

de la búsqueda, permitiendo la creación de diferentes tipos de ajuste entre

estrategia a corto y largo plazo.

Niveles de aspiración. El criterio de aspiración produce un elemen-

to importante de flexibilidad en TS. El status tabú de una solución (o un

movimiento) puede ser ignorado si ciertas condiciones se cumplen, ya que los

niveles de aspiración dan umbrales de atracción, los cuales controlan el hecho

de que las aspiraciones pueden ser consideradas admisibles a pesar de estar

clasificadas como tabú.

Estrategias para la lista de candidatos. Las estrategias para la lista

de candidatos son usadas para restringir el número de soluciones examinadas

en una iteración dada, para los casos en los que N∗(x) es grande o la evalu-

ación de sus elementos es costosa.

En TS es importante contar con reglas eficientes para la generación y

evaluación de buenos candidatos. Aún en casos donde las estrategias para

la lista de candidatos no se usan expĺıcitamente, las estructuras de memoria

que den actualizaciones eficientes de evaluaciones del movimiento de una it-

eración a otra, y que reduzcan el esfuerzo de encontrar mejores o casi mejores

movimientos, son parte integral de las implementaciones de TS. La actual-

ización inteligente puede reducir apreciablemente los tiempos de solución, y

la inclusión de estrategias para la lista de candidatos, para problemas grandes

pueden aumentar significativamente los beneficios resultantes.

2.4.2. Memoria a largo plazo

En algunas aplicaciones, los componentes de la memoria TS de corto

plazo son suficientes para producir soluciones de muy alta calidad. Sin em-
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bargo, en general, TS se vuelve significativamente más potente incluyendo

memoria a largo plazo y sus estrategias asociadas.

Definición 2.4.11 Se denomina memoria a largo plazo, a aquella que al-

macena las frecuencias u ocurrencias de atributos en las soluciones visitadas

tratando de identificar o diferenciar regiones.

Tipos especiales de memoria basada en frecuencia son fundamentales en

consideraciones de largo plazo. Éstas operan introduciendo penalizaciones e

incentivos determinados por el rango relativo de tiempo durante el que los

atributos han pertenecido a soluciones visitadas durante la búsqueda, permi-

tiendo diferenciación por regiones. Las frecuencias de transición mantienen

un registro de con qué frecuencia cambian los atributos, mientras que las

frecuencias de residencia mantienen el registro de las duraciones relativas de

los atributos en las soluciones generadas.

Es posible que el uso de memoria a largo plazo no requiera secuencias de

larga duración antes de que sus beneficios se hagan visibles. Frecuentemente,

sus mejoras comienzan a manifestarse en lapso de tiempo relativamente corto,

y puede permitir que los esfuerzos para llegar a la solución finalicen antes

que de alguna otra manera posible, debido a que son encontradas soluciones

de alta calidad dentro de un rango corto de tiempo.

La memoria a largo plazo tiene dos estrategias asociadas las cuales de-

scribimos a continuación.

Estrategias de intensificación. La idea detrás del concepto de inten-

sificación de la búsqueda es que, como un humano inteligente lo haŕıa prob-

ablemente, se deben explorar más completamente las porciones del espacio

de búsqueda que parecen ”promisorias”para asegurarse que las mejores solu-

ciones en estas áreas son halladas. Entonces, se puede decir que la intensi-

ficación consiste en regresar a regiones ya exploradas para estudiarlas más
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a fondo. Para ello se favorece la aparición de aquellos atributos asociados a

buenas condiciones encontradas. De vez en cuando, se detendŕıa el proceso de

búsqueda normal para realizar una fase de intensificación [Gendreau, 2003].

Dos variantes han demostrado tener bastante éxito. La primera introduce

una medida de diversificación para asegurar que las soluciones registradas

difieren una de otra en un grado deseado, y borra toda memoria de corto plazo

antes de reanudar el proceso desde la mejor de las soluciones registradas. La

otra variante, mantiene una lista secuencial de longitud limitada que añade

al final una nueva solución sólo si es mejor que cualquier otra previa vista

[Dı́az et al., 1996].

El actual y último miembro de la lista es siempre el escogido (y suprimi-

do) como base para reanudar la búsqueda. Sin embargo, la memoria a corto

plazo TS que acompañó a esta solución también es guardada, y el primer

movimiento inhibe además el movimiento previamente tomado de esta solu-

ción, con lo que un nuevo camino de solución será tomado.

Otro tipo de enfoque de intensificación es la “intensificación por de-

scomposición”, donde se pueden imponer restricciones a partir del proble-

ma o a la estructura de solución para generar una forma de descomposición

que permita un enfoque más concentrado en otras partes de la estructura

[Dı́az et al., 1996].

La intensificación por descomposición también incluye otro tipo de consid-

eraciones estratégicas, como basar la descomposición no sólo en indicadores

de fuerza y consistencia, sino también en las oportunidades de elementos

particulares para interactuar productivamente.

La intensificación es usada en muchas aplicaciones de TS, pero no siempre

es necesario. Esto es porque hay muchas situaciones donde el buscador por

el proceso normal de búsqueda está bastante completo. No hay necesidad
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de pasarse tiempo explorando más cuidadosamente las porciones del espacio

de búsqueda visitadas, y este tiempo puede usarse más efectivamente como

veremos a continuación.

Estrategias de diversificación. La diversificación consiste en visitar

nuevas áreas no exploradas del espacio de soluciones. Para ello se modifican

las reglas de elección para incorporar a las soluciones atributos que no han

sido usados frecuentemente. Alternativamente, se pueden introducir dichos

atributos al reiniciar parcial o completamente el proceso de solución.

Las estrategias de diversificación pueden utilizar también una forma de

largo plazo de memoria basada en recencia, cuyos resultados incrementan la

tenencia tabú de los atributos de la solución.

Existen otros elementos más sofisticados de TS que, aunque poco proba-

dos, han dado muy buenos resultados en algunos problemas. Entre ellos se

pueden destacar:

Movimientos de influencia. Son aquellos movimientos que producen

un cambio importante en la estructura de las soluciones. Usualmente, en un

movimiento de búsqueda local, la búsqueda es dirigida mediante la evaluación

de la función objetivo. Su utilidad principal es la determinación de estructuras

subyacentes en las soluciones. Esto permite que sean la base para procesos

de Intensificación y Diversificación.

Oscilación estratégica. Ésta está estrechamente ligada a los oŕıgenes de

búsqueda tabú, y proporciona un medio para lograr una interacción efectiva

entre intensificación y diversificación, ya sea a mediano o largo plazo. La

oscilación estratégica opera orientando los movimientos en relación a una

cierta frontera, donde el método se detendrá normalmente. Sin embargo, en

vez de detenerse, las reglas para la elección de los movimientos se modifican

para permitir que la región del otro lado de la frontera sea alcanzada; para
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luego regresar a la zona inicial. El proceso de aproximarse, traspasar y volver

sobre una determinada frontera crea un patrón de oscilación que da nombre

a esta técnica. Una implementación sencilla consiste en considerar la barrera

de la factibilidad/infactibilidad de un problema dado.

Elecciones probabiĺısticas. Normalmente TS se basa en reglas sis-

temáticas en lugar de decisiones al azar. Sin embargo, en ocasiones se re-

comienda el aleatorizar algunos procesos para facilitar la elección de buenos

candidatos o cuando no está clara la estrategia a seguir. La selección aleato-

ria puede ser uniforme y seguir una distribución de probabilidad construida

emṕıricamente a partir de la evaluación asociada a cada movimiento.

Umbrales tabú. Este procedimiento, conocido como tabu thresholding

(TT), se propone para aunar ideas que provienen de la oscilación estratégica

y de las estrategias de lista de candidatos en un marco sencillo que facilite

su implementación. El uso de la memoria es impĺıcito en el sentido que no

hay una lista tabú en donde anotar el status de los movimientos, pero la

estrategia de elección de los mismos previene el ciclado. TT utiliza elecciones

probabiĺısticas y umbrales en las listas de candidatos para implementar los

principios de TS.

Encadenamiento de trayectorias. Este método conocido como Path

Relinking (PR) [Glover, 1989][Glover, 1995], proporciona una integración muy

útil de las estrategias de intensificación y diversificación, y se basa en volver

a unir dos buenas soluciones mediante un nuevo camino. Aśı, si en el proceso

de búsqueda se han encontrado dos soluciones x e y con un buen valor de la

función objetivo, podemos considerar tomar x como solución inicial e y como

solución gúıa e iniciar el nuevo camino desde x hasta y. Para seleccionar los

movimientos no se considera la función objetivo o el criterio utilizado hasta

el momento, sino que se incorporan a x atributos de y, construyendo una
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trayectoria de x a y, esperando que alguna de las soluciones intermedias que

se visitan en este proceso de “entorno constructivo”sea muy buena.

Es importante destacar el hecho de que muchas de las aplicaciones basadas

en TS no utilizan los últimos elementos descritos, por lo que son susceptibles

de ser mejoradas. Al mismo tiempo, los éxitos de las numerosas implementa-

ciones del procedimiento han llevado la investigación hacia formas de explorar

con mayor intensidad sus ideas subyacentes.

2.5. Templado simulado

Kirpatrick, Gelat y Vecchi (1983) proponen un procedimiento o nue-

va estrategia heuŕıstica utilizada para la resolución de complejos problemas

combinatorios, con el fin de obtener soluciones aproximadas a problemas de

optimización. Este método es el denominado Templado Simulado (“Simulat-

ed Anneling”(SA), en inglés), y surge como consecuencia del establecimiento

de una analoǵıa entre este tipo de problemas y resultados teóricos de la Ter-

modinámica.

El SA ha sido probado con éxito en numerosos problemas de optimización,

mostrando gran “habilidad”para evitar quedar atrapado en óptimos locales.

La idea original que dio lugar a esta metaheuŕıstica es el denominado

algoritmo de Metrópolis [Metropolis et al., 1953]. Este algoritmo simula el

cambio de enerǵıa en el proceso de enfriamiento de un sistema f́ısico. Las leyes

de termodinámica establecen que, a una temperatura T , la probabilidad de

un aumento de enerǵıa de magnitud ∂E viene dada por la siguiente expresión.

P (∂E) = exp





−∂E

KT



 , (2.1)

donde K es la constante de Boltzmann.
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La simulación de Metrópolis genera una permutación y calcula el cambio

resultante en la enerǵıa. Si ésta decrece, el sistema se mueve al nuevo estado,

en caso contrario, se acepta el nuevo estado de acuerdo con la probabilidad

dada en la ecuación (2.1).

A principios de los años 80, Kirpatrick, et al. (1983), trabajando en el

diseño de circuitos electrónicos y de modo independiente Cerny (1985), inves-

tigando el TSP, consideraron aplicar el algoritmo de Metrópolis en problemas

de optimización combinatoria que aparecen en este tipo de diseños. Para ello

establecieron una analoǵıa entre los parámetros que intervienen en la sim-

ulación termodinámica, y los que aparecen en los métodos de optimización

local, la cual se muestra en la Tabla 2.1.

Cuadro 2.1: Analoǵıa entre la simulación termodinámica y los métodos de

optimización

Termodinámica Optimización

Configuración ⇔ Solución factible

Configuración fundamental ⇔ Solución óptima

Enerǵıa de la configuración ⇔ Coste de la solución

Para llevar a efecto esta analoǵıa, establecen un paralelismo entre el pro-

ceso de las moléculas de una sustancia que van colocándose en los diferentes

niveles energéticos buscando un equilibrio, y las soluciones visitadas por un

procedimiento de búsqueda local.

Luego SA es básicamente una estrategia heuŕıstica de búsqueda local, en

la cual la elección del nuevo elemento del entorno N(x) se realiza aleatori-

amente. Como este tipo de estrategia presenta el inconveniente de la posi-

bilidad de caer en un óptimo local y no ser capaz de salir de él, el SA lo
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evita permitiendo con una cierta probabilidad (cada vez menor conforme nos

acercamos a la solución óptima) el paso a soluciones de no mejora. En efecto,

analizando el comportamiento del factor de Boltzmann en función de la tem-

peratura, como se muestra en la Figura 2.7, vemos que conforme disminuye

ésta, disminuye rápidamente la probabilidad de que aceptemos una solución

peor que la actual.

Figura 2.7: Valor del factor de Boltzmann en función de la temperatura T y

de δ.

Se puede observar en la Figura 2.7 que para δ := 2, es 50 veces menos

probable un movimiento si T := 0,5 que si T := 20,0.

Por lo tanto, la estrategia que sigue el SA es partir de una “temperatura”

alta, y posteriormente reducirla lentamente, disminuyendo la probabilidad

de cambios a soluciones peores cuando se aproxima al óptimo buscado.

De esta forma SA tiene la habilidad de salir de óptimos locales al acep-

tar movimientos de no mejora en los estados intermedios. Al final del pro-
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ceso estos son tan poco probables que no se producen, con lo que, si no

hay movimientos de mejora el algoritmo finaliza. En la Figura 2.8 se mues-

tra un esquema general del algoritmo para un problema de optimización

[Mart́ı, 2002].

Procedure Templado Simulado

main {

solución inicial x;

temperatura inicial T ;

while (no congelado) {

n := 0;

while (n < L+ 1) {

n := n+ 1;

Sea x′ ∈ N(x);

d := f(x′)− f(x);

If d < 0

x := x′;

If d > 0

x := x′ con P := d−e/T ;

}

Hacer T := rT ;

}

Figura 2.8: Algoritmo SA.

A continuación se determinan los parámetros del sistema.

. Temperatura inicial. Una de las caracteŕısticas que debe cumplir

toda heuŕıstica de búsqueda es la de no ser dependiente de la solución
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inicial (T0). Esto lo consigue SA partiendo de una temperatura inicial

alta, con lo cual al principio irá erráticamente recorriendo soluciones

lejanas de la óptima. Sin embargo, no parece conveniente considerar

para T0 valores fijos independientes del problema, se suele determinar

realizando una serie de pruebas para alcanzar una determinada fracción

de movimientos aceptados.

. Velocidad de enfriamiento. La velocidad de enfriamiento está rep-

resentada por r.

. Longitud L. La longitud L se toma habitualmente proporcional al

tamaño esperado de N(x).

. Temperatura final Tf . Éste es el criterio para finalizar la secuencia

de enfriamiento. En teoŕıa, la temperatura correspondiente al “sistema

fŕıo”debeŕıa ser Tf := 0. Sin embargo, bastante antes de llegar a ese

valor es prácticamente nula la probabilidad exp(−δ/T ) de que se acepte

un movimiento hacia una solución peor. Por lo tanto, normalmente

se puede realizar con Tf > 0, sin pérdida de calidad en la solución.

Usualmente, se hace cont := cont + 1 cada vez que se completa una

temperatura y el porcentaje de movimientos aceptados es menor de

la cantidad MinPercent. Contrariamente, se hace cont := 0 cuando se

mejora la mejor solución almacenada [Dı́az et al., 1996][Mart́ı, 2002].

La clave de una implementación de SA es el manejo de la cola o se-

cuencia de enfriamiento. Cuál es la T0 y cómo disminuye la temperatura en

cada iteración, son las dos preguntas a responder para diseñar un algoritmo

[Mart́ı, 2002].

Las últimas implementaciones de SA apuntan a olvidarse de la analoǵıa

f́ısica y manejar la cola de enfriamiento como una estructura de memoria.
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Es decir, la probabilidad de aceptar o rechazar un movimiento de no mejora

depende no del tiempo transcurrido sino de lo sucedido en la búsqueda. En

este sentido, la probabilidad será función de algunas variables de estado.

En la actualidad se están diseñando numerosos algoritmos h́ıbridos donde la

búsqueda local se realiza con un procedimiento basado en SA, en ocasiones

combinado con TS.

2.6. GRASP

Los métodos GRASP fueron desarrollados al final de la década de

los años 80, con el fin de resolver problemas dif́ıciles en el campo de la opti-

mización combinatoria [Dı́az et al., 1996].

El término GRASP fue introducido por Feo y Resende (1995), en un

art́ıculo en el que demuestran como desarrollar tal heuŕıstica para problemas

de optimización combinatoria.

La palabra GRASP proviene de las siglas de Greedy Randomized Adap-

tive Search Procedures, una traducción de las palabras que forman el acrónico

seŕıa “Procedimientos de búsqueda, adaptativos, aleatorizados y voraces”.

Cada una de estas palabras caracteriza una de las componentes de esta meta-

heuŕıstica, la cual dirige la mayor parte de su esfuerzo a construir soluciones

de alta calidad que son posteriormente procesadas con el fin de conseguir

otras aún mejores. Es decir, cada iteración de GRASP consiste de dos fases,

una fase de construcción y otra de post-procesamiento o mejora.

En la primera fase se construye iterativamente una solución posible, con-

siderando un elemento en cada paso. En cada iteración la elección del próxi-

mo elemento para ser añadido a la solución parcial se determina a través de

una función greedy. Esta función mide el beneficio de añadir cada uno de los
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elementos según la función objetivo y elegir la mejor.

Se dice que un algoritmo es aleatorizado si su respuesta está determinada

no sólo por los datos de entrada, sino también por los valores producidos por

un generador de números aleatorios. En GRASP se dice que el heuŕıstico es

aleatorizado porque no selecciona el mejor candidato según la función greedy

adaptada, sino que, con el objeto de diversificar y no repetir soluciones en dos

construcciones diferentes, se construye una lista con los mejores candidatos

de entre los que se toma uno al azar.

El término adaptativo ha sido usado en el contexto de sistemas de control,

ya que en un número de campos muy importantes de la ingenieŕıa es necesario

construir controles para sistemas que muestran con el tiempo cambios en sus

caracteŕısticas dinámicas, cambios que se deben, en la mayoŕıa de los casos,

a un medio ambiente en continua evolución.

En este caso se dice que el heuŕıstico se adapta porque en cada iteración

se actualizan los beneficios obtenidos al añadir el elemento seleccionado a la

solución parcial.

En la fase de mejora se suele emplear un procedimiento de intercambio

simple con el objeto de no emplear mucho tiempo en esta mejora.

Una descripción de este procedimiento se muestra en la Figura 2.12.

2.7. Otros métodos

2.7.1. Relajaciones

Algunas herramientas para la búsqueda de soluciones de problemas de

optimización aprovechan soluciones óptimas de problemas simplificados del

original. Estas simplificaciones se conocen como relajaciones. Es por ello que

se asume que las relajaciones deben ser necesariamente problemas fáciles de
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Procedure GRASP

main {

Entrada;

while (criterio de parada no satisfecho) {

Construcción solución greedy aleatorizada (solución);

Búsqueda local (solución);

Actualizar la solución (solución, mejorsoluciónencontrada);

}

Return mejorsoluciónencontrada;

}

Figura 2.9: Algoritmo genérico GRASP.

resolver.

Los métodos de relajación fueron introducidos por Agmon (1954) y Motzkin

y Shoemberg (1954).

Cuando el problema relajado es un problema de optimización combina-

toria, hablaremos entonces de una relajación combinatoria. En muchos casos

la relajación es un problema que puede ser resuelto rápidamente.

La estructura del problema tratado en este trabajo, el mAP, es conve-

niente para la aplicación de una relajación como procedimiento para obten-

er cotas inferiores. Existen varios tipos de relajación, entre las cuales cabe

destacar la relajación lineal y la relajación Lagrangiana.

Para resolver el problema planteado, haciendo uso de la relajación lin-

eal, no se considera la condición de integrabilidad sobre el vector x y la

forma apropiada de resolver este problema haciendo uso de la relajación La-

grangiana, seŕıa dualizar uno o varios conjuntos de restricciones. La ventaja

de estas relajaciones Lagrangianas, algunas veces llamadas dual Lagrangiano,
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es que una buena aproximación a esta cota puede muchas veces ser calculada

con mucho menos esfuerzo que el involucrado en la solución de la relajación

lineal.

Tipos de relajaciones

Geoffrion (1974) definió una relajación de un problema de minimización

de la siguiente forma [Guignard, 2003].

Definición 2.7.1 Considérense los problemas de optimización siguientes:

mı́n {z(x) : x ∈ S} (2.2)

mı́n {w(x) : x ∈ S ′} . (2.3)

Se dice que (2.2) es una relajación de (2.1), si S ⊆ S ′ y w(x) ≤ z(x) para

todo x ∈ S.

Las relajaciones de un problema original de minimización pretenden proveer,

de forma rápida, cotas inferiores del valor óptimo de éste; ya que:

mı́n
x∈S′

w(x) ≤ mı́n
x∈S

z(x) ≤ mı́n
x∈S

w(x)

Por ello se asume que las relajaciones deben ser problemas fáciles de

resolver.

Una descripción del método de relajación es la siguiente: Considérese el

sistema lineal Ax ≤ b. Seleccionar un vector x0 y un escalar λ. Determı́nense

vectores, x1,x2,x3,..., inductivamente de la siguiente forma. Supón- gase xi

hallado (i ≥ 0). Chequear cual Axi ≤ b es satisfecha. Si esto pasa se ha en-

contrado una solución y el método se detiene. Si no, se escoge una inecuación,

akx ≤ βk de Ax ≤ b, violada por xi. Sea xi+1 dado por:

xi+1 := xi
λ(βk − akx

i)

||ak||
(ak)

t,
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aśı, xi+1 se obtiene de xi por la proyección del vector xi sobre el hiperplano

akx ≤ βk. Para λ := 2, xi+1 es la reflexión de xi en este hiperplano. Si λ := 1,

xi+1 es la proyección de xi sobre este hiperplano.

Una gran utilidad de las cotas inferiores es que sirven para evaluar la

bondad de las heuŕısticas, pero otra no menos importante es que sirven para

acelerar algoritmos que buscan soluciones exactas del problema original.

Si P , Q y R representan problemas tales que R es una relajación de P y

Q una relajación de R, entonces Q es una relajación de P , y en tal caso se

dice que R es más ajustada a Q que P . En tal sentido, cuando se dispone de

un problema de optimización dif́ıcil, suele convenir tener relajaciones lo más

ajustadas posibles para dichos problemas.

Entre los tipos de relajaciones existentes, se encuentran:

. Relajación lineal: consiste en prescindir sólo de la restricción que

requiere de la integrabilidad de las variables enteras del modelo.

. Relajación por eliminación: consiste en eliminar del modelo original

una o varias restricciones, sin perder demasiado, de tal forma que el

nuevo modelo resulte más sencillo de resolver.

. Relajación subrogada: consiste en sustituir una o varias restricciones

mediante una combinación lineal de las mismas.

. Relajación por descomposición: consiste en dividir las restricciones

en grupos y dividir los costes originales, mediante una combinación

convexa entre los grupos, para luego resolver independientemente cada

subproblema descrito por cada grupo.

. Relajación Lagrangiana: consiste en cambiar una o varias restric-

ciones del modelo original mediante combinaciones lineales de las mis-

mas. Sin embargo, a diferencia de la relajación subrogada, la nueva
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combinación no se considera una restricción, sino su oportuna holgu-

ra como una penalización en la función objetivo para soluciones que

satisfacen las restricciones eliminadas.

Proposición 2.7.2 1. Si (2.2) es no factible, entonces (2.1) es no factible.

2. Sea x* una solución óptima de (2.2). Si x* ∈ S y w(x*):= z(x*),

entonces x* es solución óptima de (2.1).

Demostración.

1. Si (2.2) es no factible, entonces S’:= ∅, pero como S⊆S’:= ∅, se tiene

que S:=∅, aśı (2.1) es no factible.

2. Como x* ∈ S, entonces mı́nx∈S z(x) ≤ z(x*):= w(x*):=mı́nx∈S′ w(x),

entonces mı́nx∈S z(x) ≤ mı́nx∈S′ w(x) pero como (2.2) es una relajación

de (2.1), se tiene que mı́nx∈S′ w(x) ≤ mı́nx∈S z(x) ∴ mı́nx∈S′ w(x) :=

mı́nx∈S z(x), aśı x* es solución óptima de (2.1).

El papel de la relajación es doble: ella proporciona cotas sobre el valor

óptimo de problemas dif́ıciles, y sus soluciones, mientras normalmente la

infactibilidad del problema original puede verse a menudo como los puntos

de partida (gúıas) para el heuŕıstico especializado (Guignard, 2003).

Relajaciones de programación lineal entera

Trataremos aqúı problemas de programación lineal entera (PLE ) o

simplemente programación entera (PE ), en los cuales el conjunto de restric-

ciones es definido por un conjunto poliédrico racional más condiciones de

integrabilidad sobre al menos un subconjunto de componentes de x.

La relajación más ampliamente usada en un problema de PE es la rela-

jación lineal, es decir, el problema entero ignorando la condición de integra-

bilidad sobre x.
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Definición 2.7.3 Para el problema entero

mı́n {cx : x ∈ P ∩ Zn} , (2.4)

con P :=
{

x ∈ Rn
+ : Ax ≥ b

}

, la relajación lineal es el problema lineal

mı́n {cx : x ∈ P} . (2.5)

Como P∩Zn ⊆ P y, la función objetivo de (2.4) y la de la relajación lineal

es la misma, entonces por Definición 2.7.1, (2.5) es claramente una relajación

de (2.4).

El problema relajado es obtenido por eliminación de las condiciones de

integrabilidad de las variables. En muchos problemas las restricciones pueden

ser particionadas en un conjunto de unas restricciones “simples”que pueden

ser manipuladas “fácilmente 2otras “complicadas”. Una relajación puede ser

obtenida removiendo las restricciones “complicadas.eincluyéndolas en la fun-

ción objetivo, en tal sentido mı́nx∈P w(x) ≤ cx, para todo x ∈ P∩Zn.

Considérese el siguiente problema de programación entera (PE ):

mı́n z := cx

s.a : Ax ≥ b

Dx ≥ d (2.6)

x ∈ Zn+

Supóngase que las restricciones Ax ≥ b de (2.6) son “buenas.en el sentido

que un programa entero con exactamente estas restricciones es fácil. Aśı, si

son eliminadas las “restricciones complicadas”Dx ≥ d de (2.6), la relajación

resultante es más fácil de resolver que el modelo (2.6). Entre los problemas

que tienen tal estructura se pueden citar el problema del viajante de comercio
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(TSP) (si son eliminadas las restricciones conectantes) y el problema de

localización de plantas sin capacidades (si son eliminadas las restricciones de

demandas de clientes), entre otros. Sin embargo, las cotas restantes obtenidas

de la relajación pueden ser débiles, ya que algunas restricciones importantes

son totalmente ignoradas. Un camino para enfrentar esta dificultad es la

relajación lagrangiana.

Relajación Lagrangiana

Considérese el PE en una forma un poco más general

minz := cx

s.a:Dx ≥ d (2.7)

x ∈ X,

donde Dx ≥ d son m restricciones complicadas y

X :=
{

x : Ax ≥ b;x ∈ Zn+
}

(2.8)

Para cualquier valor u := (u1, ..., un) se define el problema PE (u) por:

z(u) := minx∈X(cx + u(d−Dx)) (2.9)

Proposición 2.7.4 El modelo (2.9) es una relajación de (2.7), para todo u

≥ 0.

Demostración. El modelo (2.9) es una relajación del problema (2.7) si:

i) La región factible es al menos tan grande. Esto es cierto, ya que:

{x : Dx ≥ d,x ∈ X} ⊆ X
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ii) El valor objetivo es a lo más tan pequeño en (2.9) como en (2.7), para

toda solución factible de (2.7). Como u ≥ 0 y Dx ≥ d, para todo

x ∈ X , entonces cx+ u(d−Dx) ≤ cx, para todo x ∈ X ∴ z(u) ≤ z.

En el modelo (2.9) las restricciones complicadas son manejadas por adi-

ción en la función objetivo como un término de penalización u(d−Dx), en

otras palabras, u es el precio o variable dual asociado con las restricciones

Dx ≥ d.

Definición 2.7.5 Las variables duales u se denominan multiplicadores de

Lagrange.

Definición 2.7.6 El problema (2.9) es llamado una relajación lagrangiana

de (2.7) con parámetro u.

Intuitivamente, la relajación lagrangiana es el problema de hallar los mul-

tiplicadores de Lagrange u, para compensar, penalizando, con u(d−Dx) el

coste de soluciones x enteras, no negativas, que satisfacen Ax ≥ b, pero no

satisfacen Dx ≥ d.

Como z(u) es una cota inferior del valor óptimo de (2.7). Para hallar

la mejor cota inferior sobre los posibles infinitos valores de u, es necesario

resolver el problema

wLD := máx {z(u) : u ≥ 0} , (2.10)

el cual es llamado el dual lagrangiano de (2.7) con respecto a las restricciones

Dx ≥ d.

Cuando las m restricciones que son dualizadas son igualdades de la forma

Dx := d, los correspondientes multiplicadores de Lagrange u ∈ Rm son no
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restringidos de signo, y (2.10) se transforma en:

wLD := máx
u

z(u)

Proposición 2.7.7 Si el vector u de los multiplicadores de Lagrange cumple

para u ≥ 0,

i.- x(u) es una solución óptima de (2.9) y

ii.- Dx(u) ≥ d y

iii.- (Dx(u))i := di, cuando ui > 0 (complementaridad),

entonces x(u) es óptima en (2.7).

Demostración. Por (i) wLD ≥ z(u) := cx(u) + u(d − Dx(u)). Por (iii)

cx(u)+u(d−Dx(u)) := cx(u). Por (ii) x(u) es factible en (2.7) y aśı cx(u) ≥

z, luego wLD ≥ cx(u) + u(d −Dx(u)) := cx(u) ≥ z, pero wLD ≤ z ∴ z ≤

wLD ≤ z ⇒ wLD := z y aśı x(u) es solución óptima de (2.7).

De acuerdo con la Proposición 2.7.7, si las restricciones dualizadas son

igualdades se satisface (iii) automáticamente, y aśı una solución óptima para

(2.7) es óptima para (2.9) si ésta es factible en (2.9). Por lo tanto, en el

3AP, como todas las restricciones son igualdades, la solución óptima de la

relajación lagrangiana del 3AP que sea factible para el 3AP es óptima para

el 3AP.

Para entender el problema del dual lagrangiano (DL) se supone, por

simplicidad, que X es un conjunto muy grande pero finito, por ejemplo

X := {x1, x2, ..., xT}.

Teorema 2.7.8 wDL := mı́n {cx : Dx ≥ d, x ∈ conv(X)}.
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Demostración. Por (2.10) wDL := máxu≥0 z(u) := máxu≥0(mı́nx∈X(cx +

u(d − Dx))) := máxu≥0(mı́nt:=1,...,T (cxt + u(d − Dxt))) := máx η, donde

η ≤ cxt + u(d − Dxt), para todo t := 1, ..., T,u ∈ RT
+, η ∈ R. Escribiendo

este problema como un problema de programación lineal (PL), se tiene:

máx η

sujeto a:

η − u(d−Dxt) ≤ cxt, para todo t := 1, ..., T.

(2.11)u ∈ RT
+, η ∈ R.

Tomando el dual de (2.11) queda:

wDL := mı́n
T
∑

i:=1

µt(cxt)

sujeto a:

(2.12)T
∑

t=1

µt(Dxt − d) ≥ 0

T
∑

t=1

µt := 1

µ ∈ RT
+

Haciendo x :=
∑T

i:=1 µtxt con
∑T

i:=1 µt := 1, µ ∈ RT
+, se tiene:

wDL := mı́n cx

s.a: Dx ≥ d

x ∈ conv(X).
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Más generalmente, se puede mostrar que el resultado podŕıa mantenerse

cuando X es la región factible de cualquier PE.

X :=
{

x ∈ Zn+ : Ax ≥ b
}

Este Teorema 2.7.8 dice cuan fuerte es una cota obtenida de dualización.

La demostración del Teorema 2.7.8, también dice una buena forma sobre

la estructura del DL. Esto muestra que el problema tiene convexidad, aśı que

se vuelve al PL. Además, se tiene que

wDL := máxu≥0(mı́nt:=1,...,T (cxt + u(d−Dxt))).

Aśı el problema del DL puede verse como el problema de maximizar

respecto a trozos de ĺıneas convexas, pero z(u) función no diferenciable.

La formulación lineal para el DL de la demostración del Teorema 2.7.8,

produce una forma para calcular wDL, aunque el gran número de restric-

ciones significa que una restricción aproximada generada (o plano cortante)

es requerida. Una aproximación alternativa que es muy simple y fácil de

implementar, sin usar un sistema de PL, es un algoritmo de subgradiente.

Algoritmo del subgradiente

El algoritmo del subgradiente se diseña para resolver el problema de

minimizar una función lineal convexa “en cuanto a partes”.

mı́nu≥0(f(u)) donde f(u) := máxt:=1,...,T [atu− bt].

En el caso del DL, se tiene:

wDL := máxu≥0 z(u),

donde z(u) := mı́nt:=1,...,T (cxt + u(d−Dxt))).

Un subgradiente es una generalización fácil de un gradiente.
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Definición 2.7.9 Un subgradiente en u de una función convexa f : Rn → R,

es un vector γ(u) ∈ Rn tal que f(v) ≥ f(u)+γ(u)(v−u)t, para todo v ∈ Rn.

Para una función convexa continuamente diferenciable f ,

γ(u) := ∇f(u) := ( ∂f
∂u1

, . . . , ∂f
∂um

),

es el gradiente de f en u.

En la Figura 2.10 se describe el algoritmo del subgradiente para el prob-

lema dual lagrangiano.

Procedure SUBGRADIENTE

main {

Inicialización: u := u0;

Iteración k : u := uk;

Resolver el problema lagrangiano;

PE(uk) : z(uk) := minx∈X(cx+ u(d−Dx));

con solución óptima x(uk);

uk+1 := máx
{

uk + µk(d−Dx(uk)), 0
}

;

k := k + 1;

}

Figura 2.10: Algoritmo del subgradiente para el dual lagrangiano.

Se puede observar que el subgradiente de z(u) en uk es d−Dx(uk).

La simplicidad de este algoritmo es extraordinaria. En cada iteración se

toma un paso del punto actual uk en la dirección del subgradiente.

La dificultad está en la selección del tamaño de los pasos {µk}
∞
k:=1.

Para ello a continuación se muestran tres reglas para seleccionar µk:

a.- Si
∑

k µk → ∞ y µk → 0 cuando k → ∞, entonces Z(uk) → wDL

(valor óptimo del DL).
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b.- Si µk := µ0ρ
k para algún parámetro ρ < 1, entonces Z(uk) → wDL si

µ0 y ρ son suficientemente grandes.

c.- Si w ≤ wDL y µk :=
ǫk[w−z(u

k]
‖d−Dx(uk)‖2

, con 0 < ǫk < 2, entonces Z(uk) → w,

o el algoritmo encuentra uk con w ≤ Z(uk) ≤ wDL para algún k finito.

La regla (a) garantiza convergencia, pero como la serie {µk} puede ser

divergente, convergencia es demasiado suave para ser de interés práctico real.

Por otro lado, los casos (b) y (c) llevan a una convergencia más rápida,

pero cada vez con un posible inconveniente.

Usando el caso (b), el valor inicial de µo y ρ puede ser suficientemente

grande, de otro modo, la serie geométrica µoρ
k tiende a cero rápidamente, y la

sucesión uk converge antes de alcanzar un punto óptimo. En la práctica, antes

que decrezca µk en cada iteración, un decrecimiento geométrico es realizado

dividiendo por 2 el valor de µk cada ν iteraciones, donde ν es algún parámetro

del problema natural tal como el número de variables.

Usando la regla (c), la dificultad es que la cota inferior dual w ≤ wDL

es t́ıpicamente desconocida. Esto es más probable en la práctica que una

buena cota superior primal w ≥ wDL sea conocida. Tal cota superior w es

usada entonces inicialmente en lugar de w. Sin embargo, si w > wDL, los

términos Z(uk) − w en el numerador de la expresión para uk podŕıa no

tender a cero, y aśı las sucesiones {uk} y {Z(uk)} podŕıan no converger. Si

tal comportamiento es observado, el valor de w puede ser aumentado.

Como el algoritmo subgradiente frecuentemente finaliza antes que wDL

alcance el valor óptimo, y también como existe, en muchos casos, una fun-

ción gap dual (wDL < z) la relajación lagrangiana debe, t́ıpicamente, estar

inmersa en un algoritmo de ramificar y acotar.

Una vez las variables duales u comienzan a aproximarse al conjunto de

soluciones óptimas, una solución x(u) es obtenida finalizando con la existen-
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cia de factibilidad primal cada vez que un subproblema lagrangiano PE(u)

es resuelto.

Construcción de una relajación Lagrangiana

En algunas ocasiones una reformulación previa a la relajación puede

ayudar; y para muchos modelos complejos intuición y conocimiento de las in-

teracciones entre las restricciones pueden proporcionar ingeniosos y eficientes

esquemas de relajación.

Existen muchas formas para que un problema pueda ser relajado haciendo

uso de una relajación Lagrangiana. Entre éstas tenemos (Guignard, 2003):

1.- Aislar un subproblema interesante y dualizar las otras restricciones.

Este es el enfoque más usado, y tiene la ventaja que los subproblemas

Lagrangianos son ”interesantes”, ya que tienen una estructura especial

y pueden existir algoritmos especializados para resolverlos eficiente-

mente.

2.- Si existen dos o más subproblemas interesantes y éstos tienen todas

sus variables comunes, se pueden dividir las variables y entonces du-

alizar las restricciones copia. Primero se puede reformular el problema

usando división de variables, renombrando las variables en parte de las

restricciones como variables independientes.

La segunda forma de relajación, dada anteriormente, haciendo uso de

la relajación Lagrangiana es llamada descomposición Lagrangiana (Soenen,

1977), división de variables (Näsberg et al., 1995) o capas de variables (Glover

y Klingmann, 1988). Shepardson y Marsten (1980) y Ribeiro y Minoux (1996)

están entre los primeros art́ıculos que introducen este enfoque.

Cuando se dualizan restricciones igualdades, una solución Lagrangiana

factible es automáticamente óptima para el problema entero original. Este es
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el caso del 3AP donde todas las restricciones son igualdades.

2.7.2. Ramificar y acotar

En esta sección se darán los conceptos básicos de otra técnica al-

goŕıtmica para resolver cualquier problema de programación entera, la cual

divide y examina distintas zonas de la región factible, hasta encontrar una

solución óptima.

Esta técnica, denominada ramificar y acotar, involucra una búsqueda sis-

temática bien estructurada de todo el espacio de soluciones factibles de prob-

lemas de optimización restringido que tienen un número finito de soluciones

factibles [Gillett, 1976].

Ramificar y acotar fue introducida por Land y Doig (1960) y modificado

por Dakin (1965). Es considerada como la primera herramienta para abordar

problemas NP -dif́ıciles, como el 3AP, debido a que los problemas combina-

torios tienen un número finito de soluciones y una técnica enumerativa, en

teoŕıa, es capaz de encontrar el óptimo mediante un proceso recursivo de

división de la región factible.

Definición 2.7.10 Un algoritmo que divide y examina distintas zonas de

la región factible P de un problema de programación lineal, es llamado un

algoritmo enumerativo.

Supóngase que se desea resolver el siguiente problema de programación

entera:

z := min {cx : Ax := b,x ≥ 0 y xh ∈ Z para h ∈ {1, . . . , n}} (2.13)

Sea x* la solución óptima de la relajación lineal de (2.13). Si x* es un

vector de componentes enteras, entonces x* es la solución óptima de (2.13).
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En caso contrario, existe una componente x∗h no entera y la solución ópti-

ma buscada coincide con la solución óptima de alguno de los siguientes dos

problemas enteros:

min {cx : x ∈ P, xh ≤ [x∗h]}

min {cx : x ∈ P, xh ≥ [x∗h] + 1}

Aplicando rećıprocamente esta idea se obtiene la base del algoritmo cono-

cido con algoritmo de enumeración impĺıcita.

De lo anterior se puede concluir que no es necesario memorizar todos los

puntos enteros obtenidos, sino que basta con almacenar el punto x̄ de menor

coste en cada momento, el cual será finalmente la solución óptima de (2.13).

Un algoritmo de enumeración impĺıcita se puede representar a través de

un árbol, como se muestra en la Figura 2.11, el cual es llamado árbol deci-

sional, donde cada nodo representa uno de los problemas de la ramificación

Figura 2.11: Árbol decisional

.
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Definición 2.7.11 Las ĺıneas que unen dos nodos de un árbol decisional se

denominan ramas.

Definición 2.7.12 El nodo que genera los subproblemas se llama nodo padre

y los nodos que representan cada subproblema generado nodos hijos.

Definición 2.7.13 El nodo del árbol decisional que representa la relajación

lineal de 2.13 se denomina nodo ráız y aquellos nodos que no tienen hijos, es

decir, que no se ramifican, nodos hojas.

Proposición 2.7.14 Si P :=
{

x ∈ Rn
+ : Ax ≤ b

}

es acotado, un árbol deci-

sional, como el mostrado en la Figura 2.11, será finito en cada nodo i que re-

quiera división, una dicotomı́a de la forma (xh ≤ [x∗h], xh ≥ [x∗h]+1) es se-

leccionada cuando xh no es entera. En particular, si wh := [max {xh : x ∈ P}],

ningún camino del árbol puede contener más de
∑

h∈N wh aristas.

Demostración. Una vez agregada la restricción xh ≤ d para algún d ∈

{0, . . . , wh − 1}, las únicas otras restricciones que pueden subsecuentemente

aparecer en un camino de la ráız a una rama del árbol son xh ≤ d′ para

d′ ∈ {0, . . . , d− 1} y xh ≥ d̄ para d̄ ∈ {1, . . . , d}. Sigue que el mayor número

de restricciones que involucran xh ocurrirá agregando xh ≤ d para todo

d ∈ {0, . . . , wh − 1}, o xh ≥ d para todo d ∈ {1, . . . , wh}; o xh ≥ d para todo

d ∈ {1, . . . , α} y xh ≤ d para todo d ∈ {α, . . . , wh − 1}. En cada uno de estos

casos se requieren wh restricciones en xh y aśı se recorrerán
∑

h∈N wh aristas

sobre cualquier camino.

Un subproblema deja de ramificarse, es decir, coincide con un nodo hoja,

si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

Su solución óptima es entera.
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No contiene soluciones enteras con mejor valor, de la función objetivo,

que alguna solución entera ya obtenida.

Es no factible.

Ahora, si c es un vector de componentes enteras, entonces la segunda

condición es equivalente a verificar la desigualdad [cx] + 1 ≤ cx̄, donde cx̄

es una cota superior del problema entero y es una restricción por exceso del

valor óptimo de éste y z∗ := cx∗ es una cota inferior del nodo asociado al

subproblema y representa una estimación por defecto del valor objetivo de

cualquier solución entera de este subproblema.

Las cotas del valor óptimo de un problema de programación lineal entera

obtenidas de la ramificación, permiten descartar del estudio algunos subprob-

lemas que no contienen la solución óptima entera y localizar esta solución,

este proceso es llamado acotación y constituye un ingrediente fundamental

en cualquier proceso de enumeración impĺıcita para evitar una enumeración

expĺıcita total.

Definición 2.7.15 La unión del proceso de ramificación y el proceso de

acotación definen el llamado algoritmo de ramificar y acotar.

Algoritmo

Cuando la región factible P es un politopo, el algoritmo de ramificar

y acotar es una técnica que precisa un número finito de pasos, y por tanto

es un algoritmo. Sin embargo, el árbol decisional que representa el proceso

de resolución del problema, puede contener un número exponencial de nodos

hijos, lo que nos dice que no es una técnica polinomial. Por otro lado, la

técnica ofrece ingredientes, como la acotación y la selección del problema a

ramificar, capaces de ser ajustados apropiadamente en muchas situaciones
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prácticas para minimizar el número de ramificaciones y por tanto producir

una metodoloǵıa efectiva en la resolución de problemas NP -dif́ıciles como el

3AP.

En la Figura 2.12 se describe en forma general el algoritmo de ramificar

y acotar.

Procedure RAMIFICAR Y ACOTAR

Inicio {

Inicializa Γ con el problema entero original y sea z̃ := ∞;

while (Γ 6= ∅) {

extrae un subproblema de la lista Γ;

calcula un óptimo x* de la relajación y sea z∗ := cx∗;

if (z∗ < z̃) {

if (x∗ es entero) {

z̃ := z∗ y x̃ := x∗;

}

else {

elige h tal que x∗ /∈ Zn;

añade a Γ los subprob con xh ≤ [x∗
h] y con xh ≥ [x∗

h] + 1;

}

}

}

}

Figura 2.12: Algoritmo de ramificar y acotar.
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Caṕıtulo 3

Algoritmos genéticos para el

3AP-axial

3.1. Introducción

El 3AP-axial, como se dijo anteriormente, es un problema NP-duro con

grandes áreas de aplicación y gran importancia en las operaciones prácticas.

En el presente caṕıtulo proponemos y desarrollamos nuevas herramientas

para su resolución haciendo uso de los Métodos Evolutivos a través de dos

algoritmos genéticos.

Para resolver un problema cualquier algoritmo genético debe tener los

siguientes componentes básicos descritos en la Subsección 2.3.1:

. Una apropiada codificación.

. Valores de los parámetros.

. Una población inicial de poblaciones.

. Una función de evaluación.
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3.2. Metodoloǵıa

. Operadores genéticos.

3.2. Metodoloǵıa

En el presente trabajo se han desarrollado y analizado dos algoritmos

genéticos, llamados genético I y genético II, haciendo uso de una metodoloǵıa

de desarrollo de software, que comprendió las siguientes fases: diseño, con-

strucción/codificación y prueba [Fabregas, 1991] [Pressman, 2002].

La fase de diseño contempló la definición de variables y parámetros, y la

estructura modular y de datos. En ésta se llevó a cabo la estructura de los

algoritmos genéticos, los cuales fueron desarrollados a través de arreglos y

estructuras, funciones y procedimientos.

La fase de codificación de los programas en śı, fue llevada a cabo de

la siguiente manera: ambos algoritmos genéticos, denominados genético I y

genético II, fueron codificados en C++, ya que C++ es un lenguaje portable, lo

cual hace que el programa se pueda ejecutar en un ordenador distinto a donde

fue creado o generado. Otras razones por las cuales se escogió este lenguaje

son: C++ trabaja como un lenguaje ensamblador haciendo más rápido los

cálculos.

La fase de prueba consideró tres tipos:

a Prueba de unidad: validó el rendimiento funcional de los programas,

ésta se realizó a través de los resultados arrojados por los programas,

es decir, verificación de cada uno de los objetivos planteados.

b Prueba de integración: constituyó un medio para evaluar que las fun-

ciones y procedimientos fuesen ejecutados a cabalidad.

c Prueba de validación: comprobó que se cumplieran todos los requer-
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3.3. Algoritmos genéticos

imientos a través de comparaciones de los resultados con los obtenidos

con algoritmos exactos y heuŕısticos de la literatura.

3.3. Algoritmos genéticos

Para el diseño e implementación de los algoritmos genéticos para re-

solver el 3AP-axial, se llevó a cabo una investigación basada en los aportes

teóricos existentes y la necesaria descripción, análisis e interpretación de la

metaheuŕıstica algoritmos genéticos.

3.3.1. Representación o codificación

El alfabeto seleccionado para la representación genética del problema

es el conjunto N := {1, 2, ..., n}, cada individuo es representado por una

tripleta (i, j, k) (cromosoma), con i, j, k ∈ N , donde i, j, k son los genes del

cromosoma y a cada tripleta se le asigna su coste cijk.

3.3.2. Parámetros de los algoritmos

Los siguientes parámetros definen al entorno evolutivo de los algorit-

mos:

n: cardinalidad de N

mutación: número de mutaciones a realizar

prob.: probabilidad de selección

padres: matriz de soluciones

fin: número de generaciones a evaluar
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3.3. Algoritmos genéticos

3.3.3. Población inicial

La selección de la población inicial se realizó a través del método

estocástico remanente con reemplazo, ya que un padre puede formar parte

de otra solución o individuo.

Este método fue utilizado en ambos algoritmos. Sin embargo, la selección

de la solución inicial es diferente en cada caso.

Solución inicial para el algoritmo genético I.

Los costes de cada individuo fueron generados aleatoriamente.

Para llevar a cabo este algoritmo se diseñó una matriz de soluciones

(padres); es decir, ésta contiene todos los posibles cromosomas con mejor

probabilidad que podŕıan formar parte de la solución. Esto para ir selec-

cionándolos como pertenecientes a la población inicial de individuos.

Con el fin de formar parte de la solución inicial, también se consideraron

los cromosomas pertenecientes a la mejor solución obtenida a través de un

algoritmo greedy adaptado al 3AP, que en forma general se muestra en la

Figura 3.1.

A continuación se presenta una descripción del procedimiento desarrolla-

do en este algoritmo greedy.

Para cada j = 0, 1, . . . , n, se elige un par (i,k) con el menor valor cijk,

descartando los valores de i y k considerados con anterioridad. Este proceso

se repite hasta completar la asignación. Luego se considera el segundo menor

valor cijk, para cada j = 0, 1, . . . , n, y se procede de igual forma. Al completar

la asignación, se comparan los dos costes totales obtenidos tomándose la

mejor solución como parte de la matriz de soluciones para la población inicial

de individuos.

83



3.3. Algoritmos genéticos

Procedure GREEDY 3AP

Leer n, semilla;

Generar costes aleatorios;

Repetir

Realizar las asignaciones;

Evaluar las asignaciones;

Seleccionar las asignaciones de menor coste;

Eliminar los ı́ndices de la asignación seleccionada;

Hasta completar la asignación

Figura 3.1: Algoritmo greedy adaptado al 3AP.

Solución inicial para el algoritmo genético II.

En este algoritmo se trabajó con problemas existentes en la literatura

(Balas y Saltzman, 1991; Burkard et al., 1996b; Crama y Spieksma, 1992),

los cuales fueron generados uniformemente y de diferentes formas por los

autores respectivos.

Al igual que en el genético I, en este algoritmo se diseñó una matriz de

soluciones (padres) pero en ella fueron incluidas las soluciones generadas por

seis algoritmos greedy adaptados al 3AP y desarrollados para ello.

El código general de estos algoritmos greedy coincide con el presentado en

la Figura 3.1, con la salvedad que en lugar de las dos primeras instrucciones,

“Leer n, semilla” y “Generar costes aleatorios”, se leen archivos de costes

existentes en la literatura.

A continuación se presenta la descripción de estos algoritmos llamados

Greedy A, Greedy B, Greedy C, Greedy D, Greedy E y Greedy F.

Para seleccionar los cromosomas a pertenecer a la solución, es decir, las

tripletas que conformarán la solución de cada uno de estos algoritmos, se fija
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3.3. Algoritmos genéticos

una de las componentes y se vaŕıan las otras dos, cuyo orden de variación

es permutado para obtener un nuevo algoritmo, seleccionándose para cada

componente fija la tripleta de menor coste, hasta completar la asignación y

se calcula el coste total.

La componente fija y el orden de las otras dos componentes en cada uno

de estos algoritmos greedy se muestra en la Tabla 3.1.

Cuadro 3.1: Componentes fijas y orden de selección de las otras componentes

en los algoritmosGreedy A, Greedy B,Greedy C,Greedy D,Greedy E yGreedy

F.

Algoritmos Greedy

A B C D E F

Componente fija i i j j k k

Orden de variación j − k k − j i− k k − i j − i i− j

3.3.4. Operadores genéticos

Selección.

El operador de selección en los algoritmos genéticos, como su nombre lo

indica, selecciona individuos para la reproducción. Esta selección está basada

en la aptitud de los individuos; es decir, los individuos más aptos tienen mayor

probabilidad de ser seleccionados para la reproducción.

En nuestros algoritmos la evaluación de un individuo (i,j,k) con i, j, k ∈

N , está dada por su coste cijk y la probabilidad de selección pijk se calcula a

través de la siguiente ecuación:
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3.3. Algoritmos genéticos

pijk :=
cijk

z
(3.1)

Para el algoritmo genético I se procede de la siguiente forma: para selec-

cionar los primeros individuos para la reproducción, se parte de la solución

obtenida por el algoritmo greedy y seleccionando otra solución del conjunto

de soluciones factibles, se realizan comparaciones a través de los costos re-

spectivos y de la probabilidad de selección de buenos individuos dada en la

ecuación (3.1), seleccionándose para su reproducción aquellos cuya probabil-

idad sea menor que un valor uniformemente distribuido entre 0 y 1 generado

aleatoriamente [Gonzalez y Centeno, 2001].

Luego de la reproducción de estos individuos seleccionados y de haber

obtenido una nueva solución, a ésta se le aplica nuevamente este operador,

seleccionándose aśı los nuevos individuos para la reproducción. Este proceso

se repite hasta que se obtenga una “buena solución”.

En el algoritmo genético II se procede de la siguiente manera: para se-

leccionar los primeros individuos para la reproducción, se consideran los in-

dividuos pertenecientes a cada una de las soluciones obtenidas por los seis

algoritmos greedy utilizados en la solución inicial, se calcula la probabilidad

de selección de cada uno de ellos haciendo uso de la ecuación (3.1) a través

de la siguiente ecuación:

pijk :=
cijk

mı́n z
(3.2)

donde mı́n z representa el menor valor objetivo entre los mı́nimos obtenidos

por cada algoritmo greedy, seleccionándose para su reproducción aquellos

cuya probabilidad sea menor que un valor uniformemente distribuido entre

0 y 1 generado aleatoriamente [Gonzalez y Centeno, 2001].
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3.3. Algoritmos genéticos

En las siguientes generaciones de individuos se procede de igual forma

que en el algoritmo genético I.

Mutación.

Para el algoritmo genético I el operador mutación implementado se de-

scribe a continuación:

Para la mutación se selecciona un individuo a mutar y se cambia el valor

de los ı́ndices aleatoriamente, verificando que el nuevo cromosoma cumpla

con las condiciones para formar parte de la solución, hasta completar la

asignación, esto da como resultado un nuevo individuo al cual de inmediato

le es evaluado su coste. Luego se compara con el individuo o solución anterior,

realizándose este proceso hasta encontrar una solución con menor coste al de

la solución anterior. Este algoritmo finaliza cuando no se puede mejorar más

la solución o hasta que se realicen todas las mutaciones posibles.

Es de hacer notar, que en este caso, el número máximo de mutaciones

introducido al algoritmo es de 5000 para n <10, 10000 para 10 ≤ n <20,

20000 para 20 ≤ n ≤30 y 50000 para n >30.

Para el algoritmo genético II se procede de la siguiente forma:

A cada ı́ndice i, j, k, de un individuo a mutar, se le cambia su valor

aleatoriamente, y de acuerdo a una cierta probabilidad, hasta completar la

asignación, esto da como resultado un nuevo individuo al cual de inmediato le

es evaluado su coste. Luego se compara con el individuo o solución anterior,

realizándose este proceso hasta encontrar una solución con menor coste al

de la solución anterior. Este algoritmo finaliza cuando no se puede mejorar

más la solución o hasta que se realicen todas las iteraciones y/o mutaciones

posibles.
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3.3. Algoritmos genéticos

3.3.5. Algoritmos

En esta subsección se presentan los algoritmos genéticos diseñados

para resolver el 3AP -axial haciendo uso de los componentes básicos descritos

en las subsecciones desarrolladas anteriormente en esta sección.

El algoritmo genético I aplicado al 3AP cuyos costes son generados aleato-

riamente, y una de las soluciones que intervienen en la población inicial gen-

erada por el algoritmo greedy mostrado en la Figura 3.1, en forma general se

presenta en la Figura 3.2.

Inicio

Leer n, semilla;

Leer número máximo de mutaciones;

Generar costes aleatorios;

Generar todas las posibles soluciones considerando las de mejor probabilidad;

Generar solución a través del algoritmo greedy ;

Generar población inicial de individuos P (t);

Repetir

Seleccionar individuos a partir de P (t+ 1);

Realizar mutaciones;

Evaluar individuo;

Hasta última selección de individuos

Fin

Figura 3.2: Algoritmo genético I adaptado al 3AP.

El algoritmo genético II aplicado al 3AP -axial, el cual es aplicado a prob-

lemas existentes en la literatura y su población inicial generada por los seis

algoritmos greedy descritos con anterioridad, se muestra en la Figura 3.3.
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Inicio

Leer archivos de costes ;

Leer número máximo de mutaciones;

Generar solución a través de los seis algoritmos Greedy ;

Generar población inicial de individuos P (t);

Repetir

Seleccionar individuos a partir de P (t+ 1);

Realizar mutaciones;

Evaluar individuo;

Hasta última selección de individuos

Fin

Figura 3.3: Algoritmo genético II adaptado al 3AP.

3.4. Resultados computacionales

Con la finalidad de mostrar el desempeño de los algoritmos genéticos

desarrollados en esta investigación, se realizaron comparaciones con algorit-

mos exactos y heuŕısticos existentes en la literatura.

En el genético I las pruebas se realizaron con 41 problemas generados

aleatoriamente, y sus resultados comparados con los obtenidos con la apli-

cación de un algoritmo exacto codificado en LINGO, el cual es un lenguaje

de modelos matemáticos en el que se pueden desarrollar, correr y modificar

dichos modelos. Es de hacer notar, que los cuarenta y un (41) problemas

fueron seleccionados previamente de cien (100) problemas generados aleato-

riamente y que al ser resueltos a través de LINGO, se escogieron aquellos con

los cuales se obtuvo solución óptima entera para 2 ≤ n ≤ 6.

En la Tabla 3.2 se muestran los promedios de los resultados arrojados
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por el genético I para n := 5,6,10,14,16,20,25,30,40,50, conjuntamente con los

promedios de los resultados suministrados por el algoritmo exacto codificado

en LINGO, para los 41 problemas generados aleatoriamente.

Cuadro 3.2: Resultados computacionales del algoritmo genético I.

n LINGO Genético I

valor tiempo valor tiempo

5 11974 0.0000 11974 0.0028

6 12724 0.0000 12724 0.0030

10 —– —– 24812 0.0033

14 —– —– 25997 0.0050

16 —– —– 28855 0.0069

20 —– —– 27313 0.0094

25 —– —– 27319 0.0300

30 —– —– 30636 0.0430

40 —– —– 25201 0.0970

50 —– —– 32782 0.1188

Se observa en la Tabla 3.2 que el algoritmo genético I para n := 5,6 ob-

tiene iguales resultados que el LINGO, es decir, obtiene la solución óptima,

por lo cual podemos decir que a través del genético I se obtienen resulta-

dos satisfactorios debido a que se obtiene la solución óptima en tiempo de

ejecución razonable. Por otro lado, se observa que el tiempo de ejecución en

general es bastante pequeño, inferior a 1 segundo. El algoritmo en general

funciona ”bien”para un valor de n bastante elevado.

En el algoritmo genético II las pruebas se realizaron con problemas ex-

istentes en la literatura (Balas y Saltzman, 1991; Crama y Spieksma, 1992;
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Burkard et al., 1996b) y se compararon los resultados con los presentados en

Aiex et al. (2001) y Huang y Lim (2006).

En la Tabla 3.3 se muestran los resultados obtenidos por los seis algorit-

mos Greedy al ser ejecutados con los problemas de Balas y Saltzman (1991)

(B-S), cuyos costes son generados uniformemente en el intervalo [1,100]. Es de

hacer notar que se tomaron los promedios de los cinco problemas generados

aleatoriamente, para cada n, por B-S.

Cuadro 3.3: Resultados computacionales de los algoritmos Greedy A, B, C,

D, E, F con los problemas de B-S.

n Algoritmos Greedy

A B C D E F

12 105.0 103.2 132.4 101.8 101.2 103.2

14 85.0 79.0 115.0 83.2 112.2 96.4

16 103.2 83.8 92.2 77.2 73.2 70.0

18 105.6 107.0 82.4 92.6 108.8 86.8

20 90.8 92.4 110.0 96.8 92.6 96.8

22 104.8 83.2 89.4 101.6 100.8 82.6

24 115.4 93.2 77.0 110.6 100.0 131.8

26 88.2 123.6 85.2 103.2 106.4 60.0

En la Tabla 3.3 se observan resaltados los menores promedios de los val-

ores obtenidos por los algoritmosGreedy, para los valores de n := 12, 14, 16, 18, 20,

22, 24, 26.

Otros problemas utilizados para la ejecución de estos seis algoritmos

greedy y el algoritmo genético II, son los de la clase T△, descritos por Cra-

ma y Spieksma (1992). Los costes de estos problemas son generados de la
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siguiente forma: el 3AP es visto como el problema de optimización sobre un

grafo tripartito completo Kn,n,n. Para la clase T△ una longitud duv ≥ 0,

es asignada a cada arista de Kn,n,n y el coste cijk de un triángulo (i, j, k) ∈

IxJxK es su longitud total, es decir, cijk := dij + djk + dki. Tres tipos de

problemas generados aleatoriamente son considerados, ellos difieren en cómo

las longitudes duv son computadas. Cada tipo consiste de tres ejemplos de

tamaño n := 33 y tres ejemplos de tamaño n := 66, totalizando 18 problemas.

En la Tabla 3.4 se muestran los resultados obtenidos por los seis algorit-

mos Greedy al ser ejecutados con los problemas de Crama y Spieksma(C-S)-

tipo I.

Cuadro 3.4: Resultados computacionales de los algoritmos Greedy A, B, C,

D, E, F con los problemas de C-S-tipo I

Datos n Algoritmos Greedy

A B C D E F

3DA99N1 33 2118 2118 2079 2079 2196 2196

3DA99N2 33 2284 2345 1740 1740 1666 1666

3DA99N3 33 2204 2204 2257 2257 1993 1993

3DA198N1 66 3301 3297 3622 3604 3632 3632

3DA198N2 66 3466 3466 3578 3578 3244 3360

3DA198N3 66 3958 3979 3612 3612 3958 3958

En la Tabla 3.4 se resaltan los menores valores obtenidos por los algorit-

mos Greedy, aplicados a los problemas generados aleatoriamente por C-S-tipo

I, para los valores de n := 33, 66.

La Tabla 3.5 presenta los resultados obtenidos por los seis algoritmos

Greedy al ser ejecutados con los problemas de C-S-tipo II.
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Cuadro 3.5: Resultados computacionales de los algoritmos Greedy A, B, C,

D, E, F con los problemas de C-S-tipo II

Datos n Algoritmos Greedy

A B C D E F

3DIJ99N1 33 5246 5246 5204 5204 5192 5192

3DIJ99N2 33 5487 5487 5430 5430 5444 5444

3DIJ99N3 33 4794 4794 4597 4597 4752 4752

3DI198N1 66 10442 10434 10563 10560 10330 10330

3DI198N2 66 9685 9685 9729 9738 9689 9706

3DI198N3 66 10501 10496 10708 10706 10524 10561

En la Tabla 3.5 se observan resaltados los menores valores obtenidos por

los algoritmos Greedy, aplicados a los problemas generados aleatoriamente

por C-S-tipo II, para los valores de n := 33, 66.

En la Tabla 3.6 se muestran los resultados obtenidos por los seis algo-

ritmos Greedy, al ser ejecutados con los problemas de Crama y Spieksma

(C-S)-tipo III.

En la Tabla 3.6 se pueden ver resaltados los menores valores obtenidos por

los algoritmos Greedy, aplicados a los problemas generados aleatoriamente

por C-S-tipo III, para los valores de n := 33, 66.

El último bloque de problemas a los cuales se le aplicaron los algoritmos

greedy A, B, C, D, E y F son los descritos por Burkard et al (1996). Estos

problema tienen coeficientes de coste descomponibles. Sean αi, βj y γk los

elementos de secuencias de n elementos de tres, entonces los coeficientes de

coste son cijk := αi.βj.γk. Cada coeficiente de coste entero tiene αi, βj y

γk distribuidos uniformemente en el intervalo [0,10]. Para cada tamaño del
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Cuadro 3.6: Resultados computacionales de los algoritmos Greedy A, B, C,

D, E, F con los problemas de C-S-tipo III

Datos n Algoritmos Greedy

A B C D E F

3D1299N1 33 151 149 148 150 147 149

3D1299N2 33 147 144 144 147 151 144

3D1299N3 33 142 145 149 147 144 147

3D1198N1 66 315 317 317 317 312 309

3D1198N2 66 316 315 312 308 314 305

3D1198N3 66 316 313 316 320 312 313

problema, todos los 100 problemas probados por Burkard, et al (1996) fueron

considerados

En la Tabla 3.7 se presenta el promedio de los resultados obtenidos por

los seis algoritmos Greedy, al ser ejecutados sobre los problemas de Burkard,

Rudolf y Woeginger (B-R-W).

Cuadro 3.7: Resultados computacionales de los algoritmos Greedy A, B, C,

D, E, F con los problemas de B-R-W.

n Algoritmos Greedy

A B C D E F

12 2465 2465 2529 2520 2426 2427

14 2977 2977 3040 3040 3046 3046

16 3181 3181 3204 3232 3118 3117

En la Tabla 3.7 se resaltan los menores volares obtenidos por los algorit-
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mos Greedy, aplicados a los problemas generados aleatoriamente por B-R-W.

En la Tabla 3.8 se muestran los resultados obtenidos por el algoritmo

genético II al ser ejecutado con los problemas de B-S, haciéndose la com-

paración con los resultados obtenido por B-S, el mejor resultado obtenido

por Aiex, Resende, Pardalos y Toraldo (2001) (A-R-P-T) para 100 y 10000

iteraciones y los resultados producidos por los algoritmos de Huang y Lim

(2006), el de búsqueda local multi-rondas, que se termina después de 100 ron-

das (multiLS) y el algoritmo genético h́ıbrido (LSGA). Es de hacer notar, que

se tomaron los promedios de los cinco problemas generados aleatoriamente,

para cada n, por B-S.

Cuadro 3.8: Resultados computacionales del algoritmo genético II con los

problemas de B-S, comparados con los resultados de B-S, A-R-P-T(100 iter.),

A-R-P-T(10000 iter.), multiLS, LSGA y el Opt.

n Opt B-S A-R-P-T A-R-P-T multiLS LSGA genético II

(100 iter.) 10000(iter.)

12 15.6 24.0 18.0 15.6 26.2 15.6 35.0

14 10.0 22.4 15.0 10.0 26.4 10.0 11.4

16 10.0 25.0 18.4 10.2 26.0 10 0 14.8

18 6.4 17.6 17.2 7.2 24.6 7.2 12.8

20 4.8 27.4 18.6 6.4 26.8 5.2 20.4

22 4.0 18.8 20.8 7.2 26.4 5.6 20.8

24 1.8 14.0 16.8 7.4 23.2 3.2 15.8

26 1.3 15.7 21.2 8.4 23.2 3.6 17.0

En la Tabla 3.8 se observa que nuestro algoritmo mejora los resultados

de (B-S) para n:= 14,16,18 y 20, de igual forma mejora los resultados de (A-
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R-P-T), para 100 iteraciones, con n:= 14,16,18,24 y 26, obteniendo idéntico

resultado que estos últimos para n:= 22 y también mejora los resultados de

(multiLS) para n:= 14,16,18,20,22,24 y 26. Aunque en ningún caso mejora

los resultados mostrados en (A-R-P-T), para 10000 iteraciones, y en (LSGA),

se puede decir que nuestros resultados están bastante próximos a estos otros.

Por otro lado el promedio de mutaciones realizadas por el genético II fue

de 4 mutaciones, aproximadamente, y el tiempo de cómputo inferior a 45s.

Es de hacer notar, que aunque hemos desarrollado un algoritmo genético, los

tiempos de cómputo registrados por nuestro algoritmo son pequeños.

En la Tabla 3.9 muestramos los resultados obtenidos por el algoritmo

genético II al ser ejecutado con los problemas de C-S-tipo I, haciéndose la

comparación con los resultados obtenido por éstos, una cota inferior (LB), el

mejor resultado obtenido por A-R-P-T, para 100 y 10000 iteraciones, y los

resultados producidos por los algoritmos de Huang y Lim (2006), multiLS y

LSGA.

En la Tabla 3.9 se puede observar que nuestro algoritmo no mejora los

resultados obtenidos por C-S, ni los obtenidos por A-R-P-T en ninguno de

los dos casos y tampoco los alcanzados por los algoritmos multiLS y LSGA.

Además, los tiempos de computo del genético II están entre 2 y 2:30 minutos

para n:= 33 y de alrededor de 8 minutos para n:= 66. Por lo tanto, en este

caso nuestro algoritmo no ha resultado eficiente.

En la Tabla 3.10 se muestran los resultados obtenidos por el algoritmo

genético II, al ser ejecutado con los problemas de C-S-tipo II, haciéndose la

comparación con los resultados obtenido por éstos, una LB, el mejor resul-

tado obtenido por A-R-P-T para 100 y 10000 iteraciones y los resultados

producidos por los algoritmos de Huang y Lim (2006), multiLS y LSGA.

En la Tabla 3.10 se observa que nuestro algoritmo genético no mejora
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Cuadro 3.9: Resultados computacionales del algoritmo genético con los prob-

lemas de C-S- tipo I, haciéndose comparaciones con los resultados obtenido

por éstos, una cota inferior (LB), el mejor resultado obtenido por A-R-P-T

(100 y 10000 iter.) y los obtenidos por multiLS y LSGA .

Datos n LB C-S ARPT ARPT multi LSGA gen. II

(100) (10000) LS

3DA99N1 33 1607 1618 1608 1608 1608 1608 2079

3DA99N2 33 1395 1411 1401 1401 1401 1401 1666

3DA99N3 33 1604 1609 1604 1604 1604 1604 1993

3DA198N1 66 2654 2668 2678 2664 2662 2662 3297

3DA198N2 66 2433 2469 2452 2449 2449 2449 3244

3DA198N3 66 2748 2775 2766 2758 2758 1758 3612

los resultados de C-S, ni los resultados obtenidos por A-R-P-T, en ninguno

de los dos casos, aśı como tampoco los de multiLS y LSGA. Además, los

tiempos de computo del genético II están entre 2 y 2:30 minutos para n:=

33 y superior a los 8 minutos para n:= 66 . Por lo tanto, en este caso nuestro

algoritmo tampoco ha resultado eficiente.

En la Tabla 3.11 son mostrados los resultados obtenidos por el algoritmo

genético II, al ser ejecutado con los problemas de C-S-tipo III, haciéndose la

comparación con los resultados obtenido por éstos, una LB, el mejor resul-

tado obtenido por A-R-P-T, para 100 y 10000 iteraciones, y los resultados

producidos por los algoritmos de Huang y Lim (2006), multiLS y LSGA.

En la Tabla 3.11 se observa que nuestro algoritmo genético no mejora

los resultados de C-S, ni los resultados obtenidos por A-R-P-T, en ninguno

de los dos casos, aśı como tampoco los de multiLS y LSGA. Además, los
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Cuadro 3.10: Resultados computacionales del algoritmo genético II con los

problemas de C-S-tipo II y comparados con los resultados obtenido por éstos,

una LB, el mejor resultado obtenido por A-R-P-T (100 y 10000 iter.) y los

obtenidos por multiLS y LSGA.

Datos n LB C-S ARPT ARPT multi LSGA gen.II

(100) (10000) LS

3DIJ99N1 33 4772 4861 4798 4797 4797 4797 5192

3DIJ99N2 33 5035 5142 5070 5067 5068 5067 5430

3DIJ99N3 33 4260 4352 4288 4287 4287 4287 4597

3DI198N1 66 9633 9780 9703 9694 9687 9684 10330

3DI198N2 66 8831 9142 8962 8951 8947 8944 9685

3DI198N3 66 9670 9888 9764 9751 9747 9745 10496

tiempos de computo del genético II están entre 2 y 2:30 minutos para n:=

33 y superior a los 9 minutos para n:= 66 . Por lo tanto, en este caso nuestro

algoritmo no ha resultado eficiente.

En la Tabla 3.12 se muestran los resultados obtenidos por el algoritmo

genético II, al ser ejecutado con los problemas de B-R-W, haciéndose la com-

paración con los resultados obtenido por éstos, el mejor resultado obtenido

por A-R-P-T, para 100 y 10000 iteraciones, y los resultados producidos por

los algoritmos de Huang y Lim (2006), multiLS y LSGA.

En la Tabla 3.12 se observa que el genético II no mejora los resulta-

dos de B-R-W, ni los de A-R-P-T, en ninguno de los dos casos, aśı como

tampoco los de multiLS y LSGA. Sin embargo, tenemos que la desviación

porcentual, comparando nuestros resultados con el mejor valor presentado,

es de 7.3233%, en promedio para los problemas tratados, lo que indica que

98



3.4. Resultados computacionales

Cuadro 3.11: Resultados computacionales del algoritmo genético II con los

problemas de C-S-tipo III y comparados con los resultados obtenido por

éstos, una LB, el mejor resultado obtenido por A-R-P-T (100 y 10000 iter.)

y los obtenidos por multiLS y LSGA.

Datos n LB C-S ARPT ARPT multi LSGA gen. II

(100) (10000) LS

3D1299N1 33 133 135 133 133 133 133 147

3D1299N2 33 130 137 131 131 132 131 144

3D1299N3 33 130 135 131 131 131 131 142

3D1198N1 66 283 293 286 286 287 286 309

3D1198N2 66 281 294 286 286 286 286 305

3D1198N3 66 280 293 282 282 283 282 312

aunque no se han mejorado los resultados existentes, con el genético II se

han obtenido resultados bastante cercanos al mejor existente. Además, los

tiempos de cómputo son, en promedio, inferiores a 13 segundos, con lo cual

podemos decir que con nuestro algoritmo hemos obtenido resultados bastante

aceptables.
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Cuadro 3.12: Resultados computacionales del algoritmo genético II con los

problemas de B-R-W y comparados con los resultados obtenido por éstos,

el mejor resultado obtenido por A-R-P-T (100 y 10000 iter.) y los obtenidos

por multiLS y LSGA.

n B-R-W ARPT ARPT multi LSGA gen. II

(100) (10000) LS

12 1188.02 1186.81 1186.81 1186.83 1186.81 1215.52

14 1469.19 1467.74 1467.74 1467.76 1467.74 1579.80

16 1476.80 1475.13 1475.13 1475.15 1475.13 1686.15
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Caṕıtulo 4

Algoritmos de búsqueda

tabú para el 3AP-axial

4.1. Introducción

Muchos problemas pueden formularse como un 3AP, es por ello que se

creó la necesidad de disponer de una herramienta que permitiera obtener, de

manera rápida y eficiente, sino la óptima, una buena solución para el 3AP ;

para ello se empleó la Búsqueda Tabú (TS ), la cual es una metaheuŕıstica

diseñada para obtener buenas soluciones a problemas de optimización com-

binatoria.

Aśı, en el presente caṕıtulo proponemos y desarrollamos dos algoritmos

metaheuŕısticos basados en TS, a fin de buscar ”buenas”soluciones para el

3AP -axial.

En muchos casos, la gran mayoŕıa de los métodos descritos en el Caṕıtulo

2 proporcionan soluciones muy próximas al óptimo y están entre los más

eficaces. Esto ha hecho a TS sumamente popular entre aquellos interesados en

buscar buenas soluciones a problemas combinatorios grandes que se presentan
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en muchos casos particulares.

TS es una extensión de los métodos de búsqueda local. De hecho, el

TS básico puede verse como una simple combinación de búsqueda local con

memoria a corto plazo, teniendo como primeros elementos básicos la defini-

ción de su espacio de búsqueda y la estructura de la vecindad [Gendreau, 2003].

4.2. Metodoloǵıa

La metodoloǵıa empleada para realizar los algoritmos que aqúı se

presentan, TS-I y TS-II fue una combinación de la ingenieŕıa del software,

mediante el paradigma de ciclo de vida clásico de Pressman (1990) y ciclo

de desarrollo de sistemas de información de Fábregas (1991). Esta compren-

dió tres fases: Diseño, Construcción/Codificación y Pruebas.

Fase de Diseño: se diseñaron los procedimientos algoŕıtmicos y las es-

tructuras de datos a utilizar: arreglos tanto lineales como de dos y

tres dimensiones. También se seleccionó el software de programación,

los cuales fueron Borland C++, para el primer algoritmo de búsqueda

tabú (TS-I ) y Microsoft Visual C++ para el segundo (TS-II ).

Fase de Construcción/Codificación: se implementaron los algoritmos

diseñados en la fase anterior, en Borland C++ y Microsoft Visual C++,

respectivamente, haciendo uso de la programación modular. El compo-

nente de TS utilizado fue memoria a corto plazo y el tipo de memoria

que se empleó fue expĺıcita, es decir se conservaron las soluciones com-

pletas y consistió de todas las soluciones visitadas durante la búsqueda.

El elemento de memoria a corto plazo empleado fue la estrategia para

la lista de candidatos. Debido a que no se busca solucionar un prob-

lema determinado, se genera una matriz de costo y en cada ejecución
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del programa se utilizan valores diferentes en dicha matriz. La solución

inicial se obtiene a través de una función greedy, a partir de la cual se

genera la vecindad. De ésta se selecciona una nueva solución, la cual

es llamada solución actual, luego se obtiene la nueva vecindad donde

es buscada la solución actual nueva y aśı sucesivamente hasta que se

cumpla el criterio de parada. Finalmente, la mejor solución es aquella

de menor coste de asignación entre todas las visitadas.

Fase de Prueba: Se realizaron las pruebas necesarias para detectar er-

rores que pudiesen presentarse tanto de lógica como de implementación,

verificándose que los resultados producidos por una entrada definida

fueran los requeridos. Además, se realizaron comparaciones de los resul-

tados con los obtenidos por un algoritmo exacto codificado en LINGO

y con resultados existentes en la literatura.

4.3. Algoritmos de búsqueda tabú (TS)

El desarrollo de los algoritmos TS para resolver el 3AP -axial, que se

presentan en este caṕıtulo, se llevó a cabo basándose en los elementos básicos

de TS como se presenta a continuación.

4.3.1. Espacio de búsqueda y estructura de la vecindad

La selección de un espacio de búsqueda y una estructura de vecindad,

es el paso más cŕıtico en el plan de cualquier heuŕıstico TS, por tanto es en

este paso donde uno debe hacer uso mejor de la comprensión y conocimiento

del problema.

El espacio de soluciones de una búsqueda local o de una heuŕıstica TS

es simplemente el espacio de todas las posibles soluciones que pueden ser
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consideradas (visitadas) durante la búsqueda. Luego en el TS adaptado al

3AP -axial, el espacio de búsqueda considerado es el conjunto de todas las

soluciones factibles al problema, donde cada punto o elemento en el espacio de

búsqueda corresponde a un conjunto de ternas que conforman una asignación.

Por tanto, el número de elementos del espacio de búsqueda en los algoritmos

TS aqúı desarrollados es (n!)2.

Estrechamente ligada a la definición del espacio de búsqueda está la de

la estructura de la vecindad. A cada iteración de la heuŕıstica TS, las trans-

formaciones locales que puedan aplicarse a la solución actual (S ), definen un

conjunto de soluciones vecinas (N(S)) en el espacio de búsqueda.

En nuestros algoritmos TS aplicados al 3AP -axial, a partir de una solu-

ción actual se generan las candidatas (vecindad) que son soluciones “cer-

canas” a la solución actual, éstas se obtienen intercambiando los elementos

de las ternas que conforman la solución uno a la vez. A medida que el espa-

cio de soluciones aumenta su tamaño, la vecindad a utilizar es cada vez más

pequeña con el fin de no revisar gran cantidad de soluciones.

En los algoritmos TS aqúı desarrollados se tomó una vecindad de cinco

elementos en las lista de candidatos, para n < 10, mientras que para n ≥ 10

esta lista está conformada por una vecindad de tres elementos.

4.3.2. Estatus tabú

El Estatus Tabú es el elemento distintivo de TS cuando se compara

con búsqueda local. Como se mencionó en la Sección 2.6, el estatus tabú es

usado para prevenir el ciclado al moverse fuera del óptimo local a través de

un movimiento de no-mejora. El hecho importante aqúı es que cuando esta

situación ocurre, se necesita hacer algo para impedir a la búsqueda rastrear

sus pasos anteriores que invierta el efecto de recientes movimientos.
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En los algoritmos TS aqúı presentados, se utilizó memoria a corto plazo

para tener en cuenta los atributos de soluciones que hayan sido cambiados

en el pasado reciente, junto con una función que verifica si la solución ac-

tual pertenece a la historia de movimientos que evita revisitar soluciones.

Los atributos seleccionados que se presentaran en soluciones recientemente

visitadas se designan tabú activos y las soluciones que tengan ese tipo de

elementos se convierten en tabú

4.3.3. Criterio de aspiración

El estatus tabú es un elemento importante en un algoritmo TS, pero

a su vez demasiado poderoso, ya que éste puede prohibir movimientos atrac-

tivos, incluso cuando no hay peligro de que se produzca ciclaje, o pueden

llevar a un estancamiento global del proceso de búsqueda. Es por ello que

en estos algoritmos existe la necesidad de usar dispositivos algoritmicos que

permitan la cancelación del estatus tabú. Estos dispositivos son llamados

criterio de aspiración.

El criterio más simple de aspiración y el más frecuentemente utilizado

consiste en permitir un movimiento, aún cuando tenga el status tabú, si éste

produce una solución con un mejor valor objetivo que el de la mejor solución

conocida actualmente, partiendo de que la nueva solución no se ha visitado

previamente. Este es el criterio de aspiración utilizado en el desarrollo de los

dos algoritmos TS presentados en este caṕıtulo.

4.3.4. Criterio de parada

En teoŕıa, la búsqueda de una mejor solución a través de una meta-

heuŕıstica TS podŕıa seguir “para siempre”, a menos que el valor óptimo del
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problema sea conocido de antemano. En la práctica, obviamente, la búsqueda

tiene que ser detenida en algún punto.

En nuestros algoritmos TS el criterio de parada implementado consiste

en realizar la búsqueda, a partir de una solución inicial, haciendo uso de los

elementos anteriores hasta regresar a dicha solución inicial.

4.3.5. Lista de candidatos

Un camino para controlar el número de movimientos examinados es

por medio de la estrategia de lista de candidatos, que proporciona caminos

estratégicos para generar un subconjunto N ′(S) ⊆ N(S) el cual se consid-

era útil en la búsqueda de soluciones. El fracaso para dirigir los problemas

involucrados creando listas de candidatos eficaces adecuadamente, es una de

las más inminentes limitaciones que diferencia una aplicación de TS ingenua

de una más sólidamente conectada con la realidad.

En los algoritmos metaheuŕısticos TS aqúı presentados, se hace uso de

una estrategia para la lista de candidatos que consiste en restringir el número

de soluciones examinadas, disminuyendo la vecindad para los casos en los que

el entorno de la solución es grande.

Como se mencionó en la Subsección 4.3.1, para n < 10 se consideró una

vecindad de cinco elementos en la lista de candidatos, y para n ≥ 10 esta

lista está conformada por una vecindad de tres elementos.

4.3.6. Soluciones iniciales

Usualmente para generar una solución inicial es utilizada una heuŕısti-

ca constructiva. Durante el proceso de construcción de la solución inicial, la

longitud de las soluciones candidatas crece mientras sus costes de asignación

decrecen. El procedimiento para cuando la solución obtenida es factible.
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En este trabajo es utilizada una solución inicial generada a través de

algoritmos greedy, para cada uno de los algoritmos TS desarrollados. Sin

embargo, la selección de la solución inicial es diferente en cada caso.

Solución inicial para el TS-I . Los costes de cada tripleta fueron gener-

ados aleatoriamente y para seleccionar la solución inicial se consideraron las

tripletas pertenecientes a la mejor solución obtenida a través del algoritmo

greedy utilizado en el algoritmo genético I, que está descrito en la Subsección

3.3.3.

Solución inicial para el TS-II . La ejecución de este algoritmo se llevó a

cabo considerando los mismos problemas de la literatura utilizados en el

genético II, y se tomó como solución inicial la mejor solución entre las gen-

eradas por los algoritmos Greedy A, Greedy B, Greedy C, Greedy D, Greedy

E y Greedy F, presentados en la Subsección 3.3.3, en cada uno de los casos.

4.3.7. Estrategia de intensificación

Dos componentes altamente importantes de largo plazo de TS son las

estrategias de intensificación y de diversificación. Las estrategias de intensifi-

cación, las cuales son las que nos interesan en este trabajo, están basadas en

la modificación de reglas de elección de tal forma que se favorezcan combina-

ciones de movimientos y caracteŕısticas de solución que históricamente hayan

sido buenas. Pueden además iniciar un regreso hacia regiones atractivas para

buscar en ellas más extensamente.

En el algoritmo TS-I no es implementada este tipo de estrategia a largo

plazo. Sin embargo, se han obtenido “buenas”soluciones del 3AP -axial ha-

ciendo uso de la memoria a corto plazo y sus componentes descritos con

anterioridad.

En el algoritmo TS-II aplicado al 3AP -axial, se hace uso de la estrategia
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de intensificación con el fin de, como su nombre la indica, intensificar la

búsqueda de soluciones en regiones “atractivas”.

El procedimiento de la estrategia de intensificación aplicado al 3AP -axial

se muestra en la Figura 4.1.

Procedure INTENSIFICACIÓN

Seleccionar 10 mejores soluciones del algoritmo a corto plazo;

Crear lista Soluciones Élite de mayor a menor;

Guardar memoria a corto plazo de Soluciones Élite;

Repetir

Escoger mejor Solución Élite y quitarla de la lista;

Aplicar TS a corto plazo, haciendo tabú movimiento previo a la solución;

Si nueva solución válida para estrategia selección

Si hay cupo agregar nueva solución a la lista;

Si no reemplazar una solución de coste superior;

Si nueva solución no válida para estrategia selección

no se considera;

Hasta lista vaćıa o criterio de parada

Fin

Figura 4.1: Estrategia de intensificación.

Descripción del procedimiento: luego de aplicar el algoritmo TS a

corto plazo, son seleccionadas las 10 mejores soluciones obtenidas por este

algoritmo, creando una lista de soluciones élite ordenada de mayor a menor

y a su vez guardar la memoria a corto plazo que acompañó a cada una

de las soluciones élite. Aśı, en este proceso de selección, la mejor solución

encontrada por TS a corto plazo estará ubicada en la última posición de la

lista.
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Al escoger un elemento de la lista, se toma el último, es decir, la mejor

solución encontrada hasta el momento y ésta es eliminada de la lista.

Como la memoria a corto plazo de esta solución ha sido guardada, se

conoce la solución anterior que dió origen a ésta, por tanto ese movimiento

se hace tabú, produciéndose aśı un nuevo camino aplicando TS a corto plazo.

Se compara la nueva solución con los elementos de la lista de soluciones

élite, si su coste es menor que alguno de los existentes en la lista, se agrega si

hay cupo y si no hay cupo se reemplaza en el lugar de uno con coste superior.

Ahora, si la solución encontrada no mejora ninguna de las soluciones élite,

no se considera, y nuevamente se verifica si la lista está vaćıa o se cumple el

criterio de parada.

4.3.8. Algoritmos

En esta subsección se presentan los algoritmos TS diseñados para

resolver el 3AP -axial haciendo uso de los elementos básicos descritos en las

subsecciones desarrolladas anteriormente en esta sección.

El algoritmo TS-I aplicado al 3AP, cuyos costes son generados aleatori-

amente y su solución inicial generada por el algoritmo greedy mostrado en la

Figura 3.1, en forma general, se presenta en la Figura 4.2.

El algoritmo TS-II aplicado al 3AP -axial, el cual es ejecutado sobre prob-

lemas existentes en la literatura y su solución inicial es la mejor entre las

soluciones generadas por los seis algoritmos greedy descritos en la Subsección

3.3.3, se muestra en la Figura 4.3.
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Inicio

Leer n, semilla;

Leer tamaño de vecindad;

Generar costes aleatorios;

Generar solución inicial S0;

S := S0;

Repetir

Generar vecindad de la solución actual N(S);

Seleccionar x′ ∈ N(S)/f(x′) < f(x), ∀x ∈ N(S) * HM ;

Actualizar Historia de los Movimientos (HM);

Hasta criterio de parada

Fin

Figura 4.2: Algoritmo TS-I adaptado al 3AP.

4.4. Resultados computacionales

Al igual que en el caso de los algoritmos genéticos desarrollados en

el Caṕıtulo 3, el desempeño del TS-I y del TS-II se muestra a través de

comparaciones con resultados obtenidos con algoritmos exactos y con los

obtenidos a través de otras heuŕısticas y/o metaheuŕısticas.

Para el caso del TS-I, las comparaciones han sido realizadas con los resul-

tados obtenidos haciendo uso de un algoritmo exacto codificado en LINGO y

con los resultados del genético I, mientras que las comparaciones para el caso

del TS-II se realizan con resultados de heuŕısticas existentes en la literatura

y los obtenidos a través del genético II.

En el TS-I las pruebas se realizan con los 41 problemas generados aleato-

riamente utilizados para la prueba del genético I.
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Inicio

Leer archivos de coste;

Leer tamaño de vecindad;

Generar solución inicial S0;

S := S0;

Repetir

Generar vecindad de la solución actual N(S);

Seleccionar x′ ∈ N(S)/f(x′) < f(x), ∀x ∈ N(S) * HM ;

Actualizar Historia de los Movimientos (HM);

Hasta criterio de parada

Estrategia de intensificación Fin

Figura 4.3: Algoritmo TS-II adaptado al 3AP.

En la Tabla 4.1 se muestran los promedios de los valores de los 41 prob-

lemas, obtenidos a través de LINGO, el genético I y el TS-I, para n :=

5, 6, 10, 12, 14, 16, 20, 22, 24, 26.

En la Tabla 4.1 se observa que para n := 5, 6 se obtuvo la solución óptima

con las metaheuŕısticas, también se puede observar que los valores obtenidos

por el TS-I son menores y por tanto mejores que los obtenidos por el genético

I, con lo cual podemos concluir que el TS-I genera mejores resultados que

el genético I. Con relación a los tiempos de cómputo se observa que hasta

n := 30 los tiempos registrados por el TS-I son menores que los registrados

por el genético I, aunque luego cuando aumenta el tamaño del problema, el

tiempo de cómputo tiende a ser mayor con el TS-I que con el genético I, pero

siempre inferior en ambos casos a 1 seg., por lo tanto podemos decir que el

algoritmo TS-I funciona eficientemente para valores grandes de n.

En el TS-II, al igual que en el genético II, las pruebas y comparaciones se
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Cuadro 4.1: Resultados computacionales del algoritmo TS-I.

n LINGO Genético I TS-I

valor tiempo valor tiempo valor tiempo

5 11974 0.0000 11974 0.0028 11974 0.0001

6 12724 0.0000 12724 0.0030 12724 0.0017

10 —– —– 24812 0.0033 22906 0.0030

14 —– —– 25997 0.0050 22272 0.0031

16 —– —– 28855 0.0069 24370 0.0037

20 —– —– 27313 0.0094 21052 0.0041

25 —– —– 27319 0.0300 23071 0.0193

30 —– —– 30636 0.0430 24810 0.0370

40 —– —– 25201 0.0970 20603 0.4951

50 —– —– 32782 0.1188 24916 0.6256

realizaron con los problemas y resultados, respectivamente, de los art́ıculos de

Balas y Saltzman (1991), Crama y Spieksma (1992), Burkard et. al. (1996),

Aiex et. al. (2001) y Huang y Lim (2006).

Como se expresó en la Subsección 3.3.3, la solución inicial para la im-

plementación del TS-II se obtuvo seleccionando la mejor solución entre las

obtenidas por los algoritmos Greedy A, Greedy B, Greedy C, Greedy D,

Greedy E y Greedy F, presentados con anterioridad, para cada uno de los

problemas aleatorios existentes en los art́ıculos mencionados anteriormente y

descritos en la Sección 3.4.

Los mejores resultados de estos algoritmos greedy para cada uno de los

problemas, aparecen resaltados en la Tablas 3.3, 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7.

En la Tabla 4.2 se muestran los resultados obtenidos por el algoritmo
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TS-II al ser ejecutado con los problemas de B-S (Balas y Saltzman, 1991),

haciéndose la comparación con los resultados obtenidos por B-S, el mejor

resultado obtenido por A-R-P-T (Aiex et al., 2001) y de Huang y Lim (2006).

Es de hacer notar que se tomaron los promedios de los cinco problemas

generados aleatoriamente por B-S para cada n.

Cuadro 4.2: Resultados computacionales del algoritmo TS-II con los proble-

mas de B-S, comparados con los resultados de B-S, A-R-P-T, el Opt, multiLS

y LSGA.

n Opt B-S A-R-P-T A-R-P-T multiLS LSGA TS-II

100 iter. 10000 iter.

12 15.6 24.0 18.0 15.6 26.2 15.6 38.8

14 10.0 22.4 15.0 10.0 26.4 10.0 35.2

16 10.0 25.0 18.4 10.2 26.0 10.0 30.8

18 6.4 17.6 17.2 7.2 24.6 7.2 33.2

20 4.8 27.4 18.6 6.4 26.8 5.2 34.2

22 4.0 18.8 20.8 7.2 26.4 5.6 30.6

24 1.8 14.0 16.8 7.4 23.2 3.2 23.8

26 1.3 15.7 21.2 8.4 23.2 3.6 23.6

En la Tabla 4.2 se observa que nuestro algoritmo no mejora los resultados

de (B-S), de igual forma no mejora los resultados de (A-R-P-T) y tampoco

mejora los resultados de (multiLS) y (LSGA). Sim embargo, en algunos ca-

sos nuestros resultados son muy próximos a algunos resultados de los otros

autores.

En la Tabla 4.3 mostramos los resultados obtenidos por el algoritmo TS-II

al ser ejecutado con los problemas de C-S-tipo I, haciéndose la comparación
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con los resultados obtenidos por éstos, una cota inferior (LB), el mejor re-

sultado obtenido por A-R-P-T y los resultados de los algoritmos multiLS y

LSGA.

Cuadro 4.3: Resultados computacionales del algoritmo TS-II con los prob-

lemas de C-S-tipo I, haciéndose comparaciones con los resultados obtenido

por éstos, una cota inferior (LB), el mejor resultado obtenido por A-R-P-T,

multiLS y LSGA.

Datos n LB C-S ARPT ARPT multi LSGA TS-II

100 10000 LS

3DA99N1 33 1607 1618 1608 1608 1608 1608 1815

3DA99N2 33 1395 1411 1401 1401 1401 1401 1474

3DA99N3 33 1604 1609 1604 1604 1604 1604 1685

3DA198N1 66 2654 2668 2678 2664 2662 2662 3032

3DA198N2 66 2433 2469 2452 2449 2449 2449 2947

3DA198N3 66 2748 2775 2766 2758 2758 2758 2947

En la Tabla 4.3 se observa que nuestro algoritmo no mejora ninguno de

los resultados obtenidos por los otros algoritmos, cuando éstos se ejecutan

sobre los problemas generados aleatoriamente por C-S-tipo I.

En la Tabla 4.4 mostramos los resultados obtenidos por el algoritmo TS-II

al ser ejecutado con los problemas de C-S-tipo II, haciéndose la comparación

con los resultados obtenido por éstos, una cota inferior (LB), el mejor resul-

tado obtenido por A-R-P-T y los resultados de multiLS y LSGA.

En la Tabla 4.4 observamos que los resultados obtenidos por nuestro

algoritmo TS-II mejora los de C-S. Aśımismo, al comparar con los otros

algoritmos, se puede observar que nuestros resultados están muy próximos a
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Cuadro 4.4: Resultados computacionales del algoritmo TS-II con los proble-

mas de C-S-tipo II y comparados con los resultados obtenido por éstos, una

LB, el mejor resultado obtenido por A-R-P-T, multiLS y LSGA

Datos n LB C-S ARPT ARPT multi LSGA TS-II

100 10000 LS

3DIJ99N1 33 4772 4861 4798 4797 4797 4797 4830

3DIJ99N2 33 5035 5142 5070 5067 5068 5067 5107

3DIJ99N3 33 4260 4352 4288 4287 4287 4287 4314

3DI198N1 66 9633 9780 9703 9694 9687 9684 9775

3DI198N2 66 8831 9142 8962 8951 8947 8944 9090

3DI198N3 66 9670 9888 9764 9751 9747 9745 10059

los obtenidos por éstos, ya que tienen, en promedio, un Gap igual a 0,0137,

aplicados a los problemas generados aleatoriamente por C-S-tipo II.

En la Tabla 4.5 se muestran los resultados obtenidos por el algoritmo

TS-II, al ser ejecutado con los problemas de C-S-tipo III, haciéndose la com-

paración con los resultados obtenido por éstos, una LB, el mejor resultado

obtenido por A-R-P-T y los resultados de los algoritmos multiLS y LSGA.

En la Tabla 4.5 se puede observar que nuestro algoritmo TS-II mejora los

resultados de C-S para todos los problemas de tamaño n:= 33 y para uno de

los problemas con n:= 66. De igual forma, podemos ver que mejora, en un

caso, el resultado de multiLS para n:= 33 y para los otros dos (2) problemas

iguala el resultado. Para el problema 3D1299N1, nuestro algoritmo obtiene

el mismo resultado que A-R-P-T, multiLS y LSGA, el cual coincide con la

cota inferior reportada. De igual forma, se observa que para los otros dos

(2) problemas con n:= 33, nuestra búsqueda tabú obtiene iguales resultados
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Cuadro 4.5: Resultados computacionales del algoritmo TS-II con los proble-

mas de C-S-tipo III y comparados con los resultados obtenido por éstos, una

LB, el mejor resultado obtenido por A-R-P-T, multiLS y LSGA

Datos n LB C-S ARPT ARPT multi LSGA TS-II

100 10000 LS

3D1299N1 33 133 135 133 133 133 133 133

3D1299N2 33 130 137 131 131 132 131 131

3D1299N3 33 130 135 131 131 131 131 131

3D1198N1 66 283 293 286 286 287 286 296

3DI1198N2 66 281 294 286 286 286 286 292

3D1198N3 66 280 293 282 282 283 282 300

que A-R-P-T y LSGA. Ahora, para n:= 66 el TS-II no mejora los resultados

dados por A-R-P-T, multiLS, ni LSGA, sin embargo están muy próximos a

estos valores. Todo esto al resolver los problemas generados aleatoriamente

por C-S-tipo III.

En la Tabla 4.6 se muestran los resultados obtenidos por el algoritmo TS-

II, al ser ejecutado con los problemas de B-R-W, haciéndose la comparación

con los resultados obtenido por éstos, el mejor resultado obtenido por A-R-

P-T y los reportados por multiLS y LSGA.

En la Tabla 4.6 se observa que nuestro algoritmo TS-II no mejora los

resultados de los otros algoritmos al resolver los problemas generados aleato-

riamente por B-R-W. Sin embargo, los valores obtenidos están muy próximos

a los reportados por los otros autores; ya que, tienen un Gap promedio igual

a 0,0588, el cual es bastante pequeño.
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Cuadro 4.6: Resultados computacionales del algoritmo TS-II con los proble-

mas de B-R-W y comparados con los resultados obtenido por éstos, el mejor

resultado obtenido por A-R-P-T, multiLS y LSGA

n B-R-W A-R-P-T A-R-P-T multiLS LSGA TS-II

100 iter. 10000 iter.

12 1188.02 1186.81 1186.81 1186.83 1186.81 1232.25

14 1469.19 1467.74 1467.74 1467.76 1467.74 1563.16

16 1476.80 1475.13 1475.13 1475.15 1475.13 1584.14
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Caṕıtulo 5

Algoritmo de búsqueda

tabú para el 3AP-planar

5.1. Introducción

En el presente caṕıtulo se presenta una herramienta que permite

obtener, de manera rápida y eficiente, sino la óptima, una “buena”solución

para el 3AP -planar; para ello se empleó, al igual que en el Caṕıtulo 4 para el

caso axial, la Búsqueda Tabú (TS ), por ser esta una metaheuŕıstica diseñada

para obtener “buenas” soluciones de problemas de optimización combinato-

ria.

Como se mencionó con anterioridad, TS es una extensión de los métodos

de búsqueda local, es por ello que el algoritmo desarrollado presenta una

combinación de búsqueda local con memoria a corto plazo y memoria a largo

plazo, teniendo como primeros elementos básicos la definición de su espacio

de búsqueda y la estructura de la vecindad y como elemento a largo plazo la

intensificación de la búsqueda [Gendreau, 2003].
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5.2. Metodoloǵıa

La metodoloǵıa empleada para realizar el algoritmo que aqúı se presen-

ta, es una combinación de la ingenieŕıa del software, mediante el paradigma

de ciclo de vida clásico de Pressman (1990) y ciclo de desarrollo de sistemas

de información de Fábregas (1991), a través del modelo de desarrollo de

software basado en componentes.

La actividad de ingenieŕıa de software comienza con la identificación de

clases candidatas. Esto se lleva a cabo examinando los datos que se van a

manejar por parte de la aplicación y el algoritmo que se va a aplicar para

conseguir el tratamiento. Los datos y los algoritmos correspondientes se em-

paquetan en una clase. Las clases creadas en los proyectos de ingenieŕıa de

software anteriores se almacenan en una biblioteca de clases o diccionario de

datos (repository). Una vez identificadas las clases candidatas, la bibliote-

ca de clase se examina para determinar si estas ya existen. En caso de que

aśı fuera, se extraen de la biblioteca y se vuelven a utilizar. Si una clase

candidata no reside en la biblioteca, se aplican métodos orientados a objetos.

Se compone aśı la primera iteración de la aplicación a construirse me-

diante las clases extráıdas de la biblioteca y las clases nuevas construidas,

para cumplir las necesidades únicas de la aplicación. El modelo de desarrollo

basado en componentes conduce a la reutilización del software, produciendo

beneficios a los ingenieros de software.

El ciclo de vida clásico, también llamado “modelo secuencial lineal”, sug-

iere un enfoque sistemático y secuencial para el desarrollo del software que

comienza en un nivel de sistemas y progresa con el análisis, diseño, codifi-

cación, pruebas y mantenimiento.

Modelado, según el ciclo de ingenieŕıa convencional, el modelo lineal se-

cuencial, empleado en esta investigación, comprende las siguientes activi-

119



5.2. Metodoloǵıa

dades:

Análisis de los requerimientos de software: el proceso de reunión de

requisitos se intensifica y se centra especialmente en el software. Para

comprender la naturaleza del(los) programa(s) a construirse, el análisis

del software comprende el dominio de información del software, aśı co-

mo la función requerida, comportamiento, rendimiento e interconexión.

Diseño: el diseño del software es realmente un proceso de muchos pasos

que se centra en cuatro atributos distintos de programa: estructura de

datos, arquitectura de software, representaciones de interfaz y detalle

procedimental (algoritmo). El proceso del diseño traduce requisitos en

una representación del software, es por ello que aqúı se diseñaron los

procedimientos algoŕıtmicos y las estructuras de datos a utilizar: ar-

reglos tanto lineales como de dos y tres dimensiones. También se selec-

cionó el software de programación, el cual fue C++.

Generación de código: el diseño se debe traducir en una forma legible

por la máquina, el paso de generación de código lleva a cabo esta tarea.

El diseño fue realizado de forma detallada generándose el código, en

el lenguaje seleccionado C++, mecánicamente. En esta fase se imple-

mentó el algoritmo diseñado en la fase anterior haciendo uso de la pro-

gramación modular. Para la memoria a corto plazo de TS se empleó la

memoria expĺıcita; es decir, se conservaron las soluciones completas y

consistió de todas las soluciones visitadas durante la búsqueda. El el-

emento de memoria a corto plazo empleado fue la estrategia para la

lista de candidatos. Debido a que no se busca solucionar un proble-

ma determinado, se genera una matriz de costo y en cada ejecución

del programa se utilizan valores diferentes en dicha matriz. La solución
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inicial se obtiene a partir de un cuadrado latino y de este se genera la

vecindad, se intensifica la búsqueda y de ésta se selecciona una nueva

solución o un nuevo cuadrado latino, el cual representará la solución

actual, luego se obtiene la nueva vecindad donde es buscada la solu-

ción actual nueva y aśı sucesivamente hasta que se cumpla el criterio

de parada. Finalmente, la mejor solución es aquella de menor coste de

asignación entre todas las visitadas.

Pruebas: una vez que se ha generado el código, comienzan las pruebas

del programa. El proceso de pruebas se centra en los procesos lógicos

internos del software, asegurando que todas las sentencias se han com-

probado y en los procesos externos funcionales; es decir, realizar las

pruebas para la detección de errores y asegurar que la entrada defini-

da produce resultados reales de acuerdo con los resultados requeridos.

Además, se realizaron comparaciones de los resultados con los obtenidos

por un algoritmo exacto codificado en LINDO.

Mantenimiento: el software indudablemente sufrirá cambios después de

terminado. Se producirán cambios porque se han encontrado errores,

debe adaptarse para acoplarse a los cambios de su entorno externo o

porque se requieren mejoras funcionales o de rendimiento. El soporte

y mantenimiento del software vuelve a aplicar cada una de las fases

precedentes a un programa ya existente y no a uno nuevo.

5.3. Algoritmos de búsqueda tabú (TS)

El desarrollo del algoritmo TS para resolver el 3AP -planar, que se

presentan en este caṕıtulo, se llevó a cabo basándose en los elementos básicos

de TS como se presenta a continuación.
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5.3.1. Espacio de búsqueda y estructura de la vecindad

La selección de un espacio de búsqueda y una estructura de vecindad es

el paso más cŕıtico en el plan de cualquier heuŕıstico TS, por tanto es en este

paso donde uno debe hacer un mejor uso de la comprensión y conocimiento

del problema.

El espacio de soluciones de una búsqueda local o de una heuŕıstica TS

es simplemente el espacio de todas las posibles soluciones que pueden ser

consideradas (visitadas) durante la búsqueda. Luego, en el TS adaptado al

3AP -planar, el espacio de búsqueda considerado es el conjunto de todos los

cuadrados latinos asociados al problema, donde cada cuadrado latino del

espacio de búsqueda corresponde a un conjunto de ternas que conforman

una asignación. Por tanto, el número de elementos del espacio de búsqueda

en el algoritmo TS aqúı desarrollado es: [Rayser, 1963]

L(n, n) := n!(n− 1)!l(n, n) (5.1)

donde l(n, n) = ln representa el número de cuadrados latinos reducidos.

En general, no es fácil encontrar todos los cuadrados latinos reducidos de

orden n [Rayser, 1963]. En la Tabla 5.1 se muestran algunos valores de ln.

Cuadro 5.1: Número de cuadrados latinos y cuadrados latinos reducidos para

n ≤ 7

n 1 2 3 4 5 6 7

ln 1 1 1 4 56 9408 16942080

L(n, n) 1 2 12 576 161280 812851200 61479419904000

Como puede observarse, el número de cuadrados latinos, y por ende el
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tamaño del espacio de búsqueda, crece exponencialmente a medida que n

crece.

Estrechamente ligada a la definición del espacio de búsqueda está la de

la estructura de la vecindad. A cada iteración de la heuŕıstica TS, las trans-

formaciones locales que puedan aplicarse a la solución actual (S ), definen un

conjunto de soluciones vecinas (N(S)) en el espacio de búsqueda.

En nuestro algoritmo TS aplicado al 3AP -planar, a partir de una solu-

ción actual o del cuadrado latino actual, se generan las candidatas (vecindad)

que son soluciones “cercanas” a la solución actual, éstas se obtienen prefi-

jando una columna e intercambiando todas las demás con ella, luego se fija

una fila y se hace el mismo procedimiento, obteniéndose 2n − 1 cuadrados

latinos distintos, aqúı se intensifica la búsqueda generándose nuevas vecinas

de la solución actual, estableciéndose un radio de acción, el cual consiste en

fijar un número de columnas o filas, de acuerdo al caso, e intercambiando

las restantes. Es de hacer notar, que a medida que n aumenta, el número

de columnas o filas fijas debe aumentar, esto motivado al gran número de

cuadrados latinos en el espacio de soluciones, reduciéndose aśı el tiempo de

cómputo; es decir, a medida que el espacio crece, la vecindad a utilizar es

cada vez más pequeña, con relación al espacio de soluciones, con el fin de

reducir el tiempo de cómputo.

En el algoritmo TS aqúı desarrollado se tomó una vecindad consistente de

2n − 1 cuadrados latinos reducidos. Al intensificar la búsqueda, para n ≤ 7

se fija una columna o fila, respectivamente, mientras que para n > 7, el

número de columnas o filas fijas aumenta, evitando aśı revisar gran número

de soluciones.
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5.3.2. Estatus tabú

El Estatus Tabú es el elemento distintivo de TS cuando se compara

con búsqueda local. Como se mencionó en la Sección 2.6, el estatus tabú es

usado para prevenir el ciclaje al moverse fuera del óptimo local a través de

un movimiento de no-mejora. El hecho importante aqúı es que cuando esta

situación ocurre, se necesita hacer algo para impedir a la búsqueda rastrear

sus pasos anteriores que invierta el efecto de recientes movimientos.

En el algoritmo TS aqúı presentado, se utilizó memoria a corto plazo para

tener en cuenta los atributos de soluciones que hayan sido cambiados en el

pasado reciente, también se realizó un procedimiento de intensificación, como

elemento de memoria a largo plazo, estos junto a una función que verifica si

la solución actual pertenece a la historia de movimientos, que evita revisitar

soluciones poco atractivas. Los atributos seleccionados que se presentaran en

soluciones recientemente visitadas se designan tabú activos y las soluciones

que tengan ese tipo de elementos se convierten en tabú.

5.3.3. Criterio de aspiración

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, el estatus tabú es un elemen-

to importante en un algoritmo TS, ya que éste puede prohibir movimientos

atractivos, incluso cuando no hay peligro de que se produzca ciclaje, o pueden

llevar a un estancamiento global del proceso de búsqueda. Es por ello, que

en este algoritmo existe la necesidad de usar dispositivos algoritmicos que

permitan la cancelación del estatus tabú. Estos dispositivos son llamados

criterio de aspiración.

El criterio más simple de aspiración y el más frecuentemente utilizado

consiste en permitir un movimiento, aún cuando tenga el status tabú, si éste
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produce una solución con un mejor valor objetivo que el de la mejor solución

conocida actualmente, partiendo de que la nueva solución no se ha visitado

previamente. Este es el criterio de aspiración utilizado en el desarrollo del

algoritmo TS presentado en este caṕıtulo.

5.3.4. Criterio de parada

A pesar de que la búsqueda puede seguir indefinidamente, existe la

imperiosa necesidad de que ésta tiene que ser detenida en algún punto.

En nuestro algoritmo TS el criterio de parada implementado consiste en

realizar la búsqueda, a partir de una solución inicial, haciendo uso de los

elementos anteriormente descritos hasta agotar el número total de soluciones

existentes en la vecindad.

Si una solución es atractiva, se explora por fila y por columna, si se obtiene

una “buena”solución se continúa explorando, en caso contrario se etiqueta

tabú, si no es atractiva se etiqueta tabú. Si ha sido explorada, tanto por fila y

por columna, se etiqueta tabú, de esta forma se exploran todas las soluciones

de la vecindad.

5.3.5. Lista de candidatos

El control del número de movimientos examinados se lleva a cabo

a través de la estrategia de lista de candidatos, que proporciona caminos

estratégicos para generar un subconjunto N ′(S) ⊆ N(S), el cual se considera

útil en la búsqueda de soluciones.

En el algoritmo presentado en este caṕıtulo, haciendo uso de la meta-

heuŕısticos TS, se utiliza una estrategia para la lista de candidatos que con-

siste en restringir el número de soluciones examinadas, disminuyendo la vecin-

dad para los casos en los que el entorno de la solución es grande.
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Como se mencionó en la Subsección 5.3.1, para el algoritmo TS desar-

rollado se consideró una vecindad de 2n− 1 cuadrados latinos reducidos. Al

intensificar la búsqueda, para n ≤ 7 se fija una columna o fila, respectiva-

mente, mientras que para n > 7, el número de columnas o filas fijas aumenta,

evitando aśı revisar gran número de soluciones.

5.3.6. Soluciones iniciales

En este algoritmo es utilizada una solución inicial haciendo uso de un

cuadrado latino.

Los costes de cada tripleta son generados aleatoriamente y para selec-

cionar la solución inicial se procedió a construir un cuadrado latino de orden

n. En este cuadrado latino no debe repetirse ningún ı́ndice (ki) ni en la fila

i ni en la columna j, para toda i y para toda j, con 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n y

1 ≤ ki ≤ n.

Debido al tamaño del espacio de soluciones del 3AP -planar es imposible

explorarlo todo a través de cuadrados latinos, por tal razón se debe elegir una

solución inicial que permita alcanzar una buena solución para el mismo. Una

forma, muy utilizada y sencilla, para construir un cuadrado latino inicial

es la siguiente: cada columna j comienza con el número j y continúa las

siguientes filas en orden creciente, j+1, j+2, hasta llegar a n, luego si no se

ha alcanzado la última fila, se continúa en las siguientes filas, reiniciando el

conteo con un uno (1) en orden creciente hasta llegar a la última fila. En estas

condiciones, se puede determinar, en orden, los elementos en una columna j.

En general la columna j del cuadrado latino inicial se caracteriza por fila(i)

= i+ j − 1, si i < n− j + 1 y fila(i) = n, si i = n− j + 1.

En estas memorias, considerando el gran número de cuadrados latinos

reducidos existentes, se tomaron como base, para la solución inicial, los
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cuadrados latinos reducidos asociados a un bloque de restricciones espećıfi-

co, obteniéndose aśı soluciones iniciales para la exploración de subregiones o

áreas de soluciones del 3AP-planar.

Existe una correspondencia entre cuadrados latinos asociados a bloques

de restricciones del 3AP-planar y soluciones del mismo. Tal correspondencia,

en cada bloque, entre un cuadrado latino y una solución del 3AP-planar es

uńıvoca. Este cuadrado latino reducido inicial no es muy útil a la hora de

obtener una buena solución, dado que sólo se estará explorando una misma

subregión o área del espacio de soluciones de un instance del 3AP-planar.

A continuación se describe el procedimiento utilizado para obtener los

cuadrado latinos reducidos iniciales, del algoritmo, conociendo previamente

el vector de coste de un instance del 3AP-planar.

Fase I. Inclusión de ı́ndices de costes en un rango permitido: en primer

lugar, se revisan m costes y se incluyen aquellos ı́ndices que satisfagan

el rango permitido:

1.- Construya un vector CO (Coste Ordenado) con los elementos del

vector de costes C, del instance del 3AP-planar, en orden cre-

ciente.

2.- Seleccione un bloque de restricciones del 3AP-planar, consideran-

do una terna de ı́ndices (i,j,k) con dos ı́ndices fijos y uno variable.

3.- Establezca un rango de selección de los costes.

4.- Establezca un número m de coeficientes de costes a incluir, con

1≤ m ≤ n3.

5.- Crear una matriz nula de orden n para construir el cuadrado latino

reducido inicial.
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6.- Asignar los n primeros números naturales, en orden creciente, en

la primera fila y la primera columna.

7.- Mientras el número de costes es menor que m. Seleccione coefi-

cientes de coste en un rango permitido RangoMin≤ Cijk ≤RangoMax.

a.- Si los ı́ndices fijos son j y k, y el ı́ndice libre es i, entonces

verifique que el ı́ndice i no esté en la fila ni en la columna de

la matriz, luego incluya el ı́ndice i en la posición (j,k) de la

matriz.

b.- Si los ı́ndices fijos son i y k, y el ı́ndice libre es j, entonces

verifique que el ı́ndice j no esté en la fila ni en la columna de

la matriz, luego incluya el ı́ndice j en la posición (i,k) de la

matriz.

c.- Si los ı́ndices fijos son i y j, y el ı́ndice libre es k, entonces

verifique que el ı́ndice k no esté en la fila ni en la columna de

la matriz, luego incluya el ı́ndice k en la posición (i,j) de la

matriz.

d.- En caso que no se pueda incluir el ı́ndice en la matriz, vaya

al paso 7.

e.- Fin mientras.

Si la matriz está completa, es decir, si satisface las condiciones de los

cuadrados latinos reducidos, entonces el procedimiento termina. En caso con-

trario, se debe ir a la Fase II.

Fase II. Completación del cuadrado latino reducido: en esta fase se

procederá a incluir ı́ndices que permitan la construcción de un cuadrado

latino, sin importar la condición de rango permitido.
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Inicialmente, se construye una matriz de orden n− 2 para guardar los

ı́ndices candidatos de cada posición (fila, columna) del cuadrado latino,

esto incluye los ı́ndices que ocupan la primera fila y primera columna.

Después, se construyen dos conjuntos de ı́ndices para guardar los ı́ndices

que están en una columna y en una fila determinada. Esto se hace con

la finalidad de cruzar la información de los ı́ndices que están y los que

no pueden estar, tanto en la fila, como en la columna de la matriz.

1.- Se recorre la matriz A de cuadrados latinos por fila, en orden

creciente.

2.- Si existe un candidato r a ocupar la posición (i,j) y no está en la

fila i, entonces incluir en esta posición. Luego se excluye el ı́ndice

de la lista de candidatos y se elimina de la columna j en caso de

que esté incluido.

3.- Si no existe un candidato r a ocupar la posición (i,j), entonces se

busca un candidato s por columna a ocupar la posición (i,j). Si s

no está en la columna, entonces incluirlo en esta posición. Luego

se excluye el ı́ndice de la lista candidatos y se elimina de la fila i,

en caso de que esté incluido.

4.- Se continúa con los pasos 2 y 3 hasta recorrer todas las filas de A,

completando de esta forma el cuadrado latino o con la respuesta

de que no se ha podido completar el cuadrado latino, para los

costes especificados.

5.3.7. Estrategia de intensificación

Dos componentes altamente importantes de largo plazo de TS son las

estrategias de intensificación y de diversificación. Las estrategias de intensi-
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ficación, las cuales son las que nos interesan en este trabajo, están basadas

en la modificación de reglas de elección, de tal forma que se favorezcan com-

binaciones de movimientos y caracteŕısticas de solución que históricamente

hayan sido “buenas”. Pueden además iniciar un regreso hacia regiones atrac-

tivas para buscar en ellas más extensamente.

Considérese una zona τ y una vecindad N(x) de la región factible, donde

una zona es una porción de la región factible del 3AP-planar que contiene

soluciones que están asociadas a cuadrados latinos con la n-ésima columna

igual. La solución x tiene asociado un cuadrado latino, el cual tiene las

columnas n y n−1 fijas. Se establece la siguiente estrategia de intensificación

en N(x):

Sea r un contador que indique el número de columnas fijas adicionales

en el cuadrado latino asociado a la vecindad N(x) y n − (r + 1) la

posición de la nueva columna que se fija en el cuadrado latino.

Al principio se toma r = 1 y se fija una columna en la posición n− 2,

realizándose movimientos con an−2 y cada una de las restantes n − 3

columna libres.

Seguidamente, se aumenta r en una unidad y se fija ahora la posición

n − 3, realizándose movimientos con an−3 y cada una de las restantes

n− 4 columnas libres.

Este procedimiento continúa hasta r = n − 1, se fija la posición 2 y

se realiza el intercambio entre las dos últimas columnas en el cuadrado

latino.

Definición 5.3.1 Se llama transposición columnas (filas) de un cuadrado

latino A, a toda permutación columnas (filas) de A que permute solamente

las columnas (filas) ai y aj ( a
i y aj).
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Luego para el almacenamiento de soluciones de calidad de una vecindad,

se procede de la siguiente forma: sea i el ı́ndice de una columna que se

fijará en el cuadrado latino A asociado a x de una vecindad N(x). Por cada

columna libre que sea ubicada en esta posición, se determina una sucesión

de transposiciones del tipo A(i,j). Para simplificar los cálculos, se tomará la

mejor (las mejores en caso de empate) por cada columna i fija. Con lo cual

se construye una lista de soluciones de calidad contenidas en la vecindad.

5.3.8. Algoritmo

En primer lugar, considérese un instance del 3AP-planar asociado a

tres n-conjuntos I, J , K ⊂ N y un cuadrado latino de orden n asociado a una

solución del instance. Motivado a la imposibilidad de explorar toda la región

factible, partiendo de un cuadrado latino inicial, y además, el intercambio de

filas o columnas en un cuadrado latino es un problema de tipo exponencial,

se plantea una serie de estrategias que permitan hallar “buenas”soluciones,

en un tiempo razonable, mediante la metaheuŕıstica búsqueda tabú:

Agrupar las restricciones del 3AP-planar en bloques. Se fijan

dos ı́ndices y se deja un ı́ndice libre. Luego se construyen tres bloques de

restricciones que contienen exactamente, cada uno, las n3 variables del

instance, permitiendo la exploración de soluciones a través de planos

paralelos entre si y perpendiculares a un eje coordenadas de R3. Aśı,

la búsqueda es realizada en un bloque de restricciones y en caso de

ser necesario, se exploran todos los bloques, con el fin de seleccionar la

mejor solución.

Construcción de un cuadrado latino reducido de bajos costes.

Como el problema de determinar el número de cuadrados latinos de
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orden n es de tipo exponencial y este número también es dif́ıcil de

obtener, entonces se dificulta la exploración de la región factible medi-

ante la intensificación. Por tal razón, se plantea la construcción de un

cuadrado latino que contenga inicialmente la mayor cantidad de ı́ndices

asociados a bajos costes de la función objetivo. Esto permite iniciar el

algoritmo de búsqueda tabú con una solución que no esté muy alejada

de la solución óptima.

Determinar zonas de exploración en el espacio de soluciones.

Las zonas están asociadas a cuadrados latinos que tienen fija la última

columna. Toda vecindad en una zona satisface la caracteŕıstica de dicha

zona. Partiendo de un cuadrado latino inicial se obtienen, al comien-

zo, n zonas de exploración, cada zona contiene vecindades cuyo radio

depende del número de columnas que se vayan fijando a partir de la

n-ésima columna y cada solución en la vecindad mantiene las carac-

teŕısticas de la vecindad y de la zona. También es posible obtener nuevas

zonas mediante el intercambio de filas, en cada cuadrado latino.

Crear lista de soluciones tabú. Cada nueva solución obtenida me-

diante la transposición de fila y/o columna es incluida en una lista de

soluciones exploradas. Cuando una solución es explorada, tanto por fi-

las como por columnas, es incluida en una lista de soluciones tabú y

eliminada de la lista soluciones exploradas, esto se hace para evitar la

exploración de soluciones ya visitadas. Un criterio de parada para el

algoritmo se dará cuando la lista tabú contenga todas las soluciones

exploradas y la lista soluciones en exploración esté vaćıa.

Crear lista de buenas soluciones. A medida que se explora el espa-

cio de soluciones, se construye una lista de “buenas”soluciones, en orden
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creciente. Ante la posibilidad de que hayan quedado algunas soluciones

sin explorar y que conduzcan a una mejor solución. Por esta razón,

son guardadas para realizar nuevas exploraciones alrededor de ellas y

aśı proseguir con la búsqueda de forma intensa.

Intensificación de la búsqueda. De todas las “buenas”soluciones

encontradas, se toma un número determinado de ellas y se intensifi-

ca la búsqueda en sus entornos y se prosigue en la búsqueda de una

mejor solución. El proceso de exploración termina cuando se hayan re-

visado todas las buenas soluciones seleccionadas y no se tengan nuevas

soluciones para explorar.

Partiendo de las estrategias antes señaladas, se realiza el diseño del algo-

ritmo de búsqueda tabú para el 3AP-planar, para ello se presentan a contin-

uación dos pseudo-códigos: uno para encontrar un cuadrado latino reducido

de bajo coste para el 3AP-planar y el otro el algoritmo en śı para hallar

soluciones del 3AP-planar a través de una búsqueda tabú.

Pseudocódigo para encontrar un cuadrado latino reducido de

bajo coste para el 3AP-planar .

1.- Inicio

2.- Leer n

3.- Leer un instance del 3AP-planar

4.- Seleccionar un bloque de restricciones

5.- Definir una matriz de orden n para el cuadrado latino

6.- Insertar ı́ndices, en la matriz, en orden creciente, tanto en la primera

fila como en la primera columna y en el resto del arreglo inserte cero
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7.- Definir un vector de orden m = n3

8.- Insertar en el vector los ı́ndices asociados a los costes que llevan un

orden creciente

9.- Colocar los ı́ndices asociados a los menores costes, tanto como sea posi-

ble, manteniendo las caracteŕısticas de los cuadrados latinos

10.- Si no hay ceros en la matriz, entonces se ha obtenido el cuadrado latino

y fin del algoritmo. Si no, se aplican los siguientes pasos:

11.- Definir un vector de ı́ndices Tabú de orden n

12.- Definir un vector de ı́ndices Candidatos de orden n

13.- Mientras existan ceros en la matriz

a.- Buscar ceros (j,k)

b.- Si hay cambio de fila, reiniciar vector Tabú

c.- Revisar la fila j y la columna k hasta la fila j − 1 de la matriz y

actualizar Candidatos(k). Vaya al paso (d)

d.- Si Candidatos(k) ∩ Tabu(k) =1, entonces asignar a la posición

(j,k) de la matriz y actualizar vector Tabú. Si no, revisar la fila j

hasta la columna k - 1 y la columna k hasta la fila j - 1 y actualizar

Candidatos(k). Vaya al paso (e)

e.- Si Candidatos(k) ∩ Tabu(k) =1, entonces asignarlo a la posición

(j,k) de la matriz y actualizar el vector Tabú. En caso de que el

ı́ndice esté en la columna k a partir de la fila j + 1, se asigna cero

a esta posición
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f.- Si Candidatos(k) ∩ Tabu(k) > 1, escoger un ı́ndice asociado al

menor coste y asignarlo a la posición (j,k) de la matriz y actualizar

el vector Tabú

14.- Fin mientras

15.- Fin algoritmo

Pseudocódigo del algoritmo de búsqueda tabú para el 3AP-

planar .

A continuación se muestra el pseudocódigo del algoritmo de búsqueda

tabú para buscar “buenas”soluciones para el 3AP-planar.

1.- Inicio

2.- Leer n

3.- Leer un instance del 3AP-planar

4.- Generar un cuadrado latino inicial A de orden n

5.- Asociar el cuadrado latino inicial a un bloque de restricciones del in-

stance

6.- Crear una lista de Soluciones no Exploradas

7.- Crear una lista de Soluciones Tabú

8.- Crear una lista de Buenas Soluciones

9.- Mientras existan soluciones no exploradas:

a.- Fijar una zona en el cuadrado latino asociado a la solución no

explorada
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b.- Si la exploraciones es por columna, entonces:

i.- Realizar transposiciones de columnas no fijas en el cuadrado

latino

ii.- Anexar las mejores soluciones a la lista ordenada de Buenas

Soluciones

iii.- Incluir las soluciones exploradas por filas y por columnas en

la lista Soluciones Tabú y excluirlas de la lista Soluciones no

Exploradas

c.- Fin si

d.- Si la exploraciones es por filas, entonces

i.- Realizar transposiciones de filas no fijas en el cuadrado latino

ii.- Anexar las mejores soluciones a la lista ordenada de Buenas

Soluciones

iii.- Incluir las soluciones exploradas por filas y por columnas en

la lista Soluciones Tabú y excluirlas de la lista Soluciones no

Exploradas

e.- Fin si

10.- Fin mientras

11.- Seleccionar las mejores soluciones encontradas de la lista Buenas Solu-

ciones

12.- Intensificar la búsqueda, explorar las mejores soluciones

13.- Escribir el mejor valor objetivo encontrado y la solución asociada a él

14.- Fin
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5.4. Resultados computacionales

En esta sección se construyen aleatoriamente instances del 3AP-planar,

para probar los algoritmos de generación de cuadrados latinos reducidos de

bajo coste y de búsqueda tabú, descritos en la sección anterior y que fueron

implementados en C++. Además, se realizarán comparaciones entre los resul-

tados obtenidos por los algoritmos diseñados y los producidos haciendo uso

del paquete LINDO.

Es importante resaltar, que a medida que n aumenta el tamaño del in-

stance aumenta significativamente, en cuanto al número de variables y de

restricciones, como se muestra en la Tabla 5.2, influyendo esto notablemente

en el tiempo computacional empleado en la búsqueda de soluciones de un in-

stance y además, emṕıricamente se puede ver, que la complejidad algoŕıtmica

del 3AP-planar es exponencial.

En la búsqueda de soluciones, se genera un cuadrado latino inicial, uti-

lizando los costos de la función objetivo en un rango permitido que está en

el intervalo [0, 1].

En la exploración del espacio de soluciones para n = 2 y 3, sólo se necesita

un cuadrado latino reducido inicial, mientras que para n = 4, se determinaron

los cuatro (4) cuadrados latinos reducidos, que generan todos los cuadrados

latinos de orden 4.

Ahora, a partir de n = 5, se generan cuadrados latinos iniciales utilizando

los costos de la función objetivo del instance. Para generarlos, se toma un

rango que está en el intervalo [0, 1]. Por ejemplo, si el rango mı́nimo es cero

(0), se toma en cuenta los costes más altos y si el rango máximo es uno (1),

se consideran los costes más pequeños.

Motivado al hecho que para n = 5 el número de cuadrados latinos re-

ducidos es de cincuenta y seis (56) y el número de cuadrados latinos es de
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Cuadro 5.2: Número de variables vs. tamaño del instance

n Número de variables (n3) Número de restricciones (3n2)

2 8 12

3 27 27

4 64 32

5 125 75

9 729 243

10 1000 300

15 3375 675

20 8000 1200

25 15625 1875

30 27000 2700

40 64000 4800

quinientos setenta y seis (576), lo cual aumenta de considerablemente a me-

dida que aumenta el valor de n [Sloane, 2003], entonces a partir de n = 5,

se hace la búsqueda desde una clase de cuadrados latinos, donde el cuadrado

latino reducido generado es su representante.

En la Tabla 5.3, se muestran los resultados computacionales obtenidos al

resolver los problemas generados para el 3AP-planar para n = 2, 3, 4, 5, 6, 10, 20

y 40. Es importante resaltar, que se generaron cinco (5) instances para cada

valor de n y se muestran los promedios de los resultados obtenidos para cada

n.

Es de hacer notar, que en dicha tabla se muestra los resultados haciendo

uso del paquete computacional LINDO (valor óptimo, tiempo de resolución y

número de iteraciones realizadas) y se comparan con los resultados obtenidos
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al aplicar el algoritmo desarrollado (valor, tiempo de resolución y valor de la

función Gap).

Cuadro 5.3: Resultados computacionales del algoritmo TS para el 3AP-

planar

n LINGO TS

valor t.(seg.) num. iter. valor t.(seg.) Gap

2 166.6 0.0000 3 166.6 0.0000 0.00

3 387.6 0.0000 26 387.6 0.0000 0.00

4 473.2 0.0000 43 473.2 0.0872 0.00

5 708.2 0.0000 193 799,8 2.747 0.13

6 1035 0.0000 1151 1136.8 9.946 0.098

10 —– —– —– 3650.2 12.975 —–

20 —– —– —– 17476.2 14.662 —–

40 —– —– —– 75566.2 103.871 —–

Se puede observar, en la Tabla 5.3, que para n = 2 y 3, el algoritmo

desarrollado obtuvo el valor óptimo y un tiempo de cero segundos (0.00 seg.),

para n = 4 también se obtuvo el valor óptimo, pero con un tiempo de 0.0872

seg. Para los valores de n ≥ 5, no se obtuvo el valor óptimo, sin embargo,

los resultados obtenidos están muy cercanos al óptimo, como se puede ver

para n = 5 y 6, donde los valores de la función Gap son de 0.13 y 0.098,

respectivamente.

Por lo anteriormente expuesto, podemos suponer que para n ≥ 5 el algo-

ritmo propuesto produce “buenosresultados.
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Caṕıtulo 6

Algoritmo sistema hormiga

para el 4AP

6.1. Introducción

En este caṕıtulo proponemos un procedimiento haciendo uso de la

metaheuŕıstica “sistema hormiga”para encontrar la mejor solución al 4AP.

Su efectividad se evalua sobre problemas generados aleatoriamente.

En el 3AP, como se planteó anteriormente, se distinguen dos tipos de

problemas, el 3AP -axial y el 3AP -planar. En el caso del 4AP, también po-

dŕıamos hablar de varios tipos de problemas, fijando, en cada restricción,

solo uno de los sub́ındices, fijando dos sub́ındices o fijando tres sub́ındices,

que utilizando las definiciones dadas en el 3AP, podŕıamos hablar del axial,

planar y espacial, respectivamente.

En este caṕıtulo y en el trabajo en general, trataremos sólo el 4AP cuando

se fija un sólo sub́ındice en cada restricción y hablaremos de él como el 4APA.

Se han diseñado métodos de resolución para este tipo de problemas, los

cuales aunque no obtengan la solución óptima, producen una “buena” aprox-
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imación a ésta. Entre estos métodos están las metaheuŕısticas, siendo una de

ellas el sistema hormiga.

Se han propuesto muchos algoritmos basados en sistema hormiga para

solucionar diversos tipos de problemas de optimización combinatoria, algunos

de estos problemas y autores son: el problema del agente viajero, en investi-

gaciones realizadas por: Dorigo et al. (1991), Gambardella y Dorigo (1995),

Dorigo y Gambardella (1997) Stutzle y Hoos (1997) y Bullnheimer et al.

(1997), asignación cuadrática, en trabajos realizados por: Maniezzo et al.

(1994), Gambardella (1997), Taillard y Dorigo (1998) Stutzle y Hoos (1998)

y Maniezzo y Colorni (1998), ruta de veh́ıculos, investigación de: Colorni et

al.(1994), coloreado de un grafo, Costa y Hertz (1997), entre otros. También

se han desarrollado algoritmos heuŕısticos y/o metaheuŕısticos para resolver

el mAP, para m:= 3, 4, 5, 6, 7 y 8, tales como los desarrollados por: Oliveira

y Pardalos (2004), desarrollan algoritmos heuŕısticos paralelos aleatorizados

para m:= 5, 6 y 7; Gutin y Karapetyan (2009a) presentan una heuŕıstica

de búsqueda local para m:= 3, 4, 5, 6, 7 y 8; a su vez, Gutin y Karapetyan

(2009b) desarrollan un algoritmo memético param:= 3, 4, 5 y 6; y finalmente

Karapetyan y Gutin (2010) resuelven problemas de asignación multidimen-

sional para m:= 3, 4, 5 y 6, pero hasta ahora no se ha propuesto ningún

algoritmo basado en sistema hormiga para resolver el mAP.

6.2. Metodoloǵıa

Para el desarrollo de la implementación de esta investigación, se uti-

lizó una metodoloǵıa h́ıbrida entre la metodoloǵıa de investigación de op-

eraciones descrita por Taha (1991) y ciclo de vida de desarrollo de software

(Pressman,2002), la cual está constituida por las etapas que se describen a
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continuación.

Definición del problema: aqúı se realizó una descripción del problema en

estudio, definiéndose las variables de decisión y sus limitaciones, aśı como los

objetivos.

Construcción del modelo: en esta fase se representó el problema en expre-

siones matemáticas, definiéndose la función objetivo, restricciones y tipo de

variables de decisión, que serán empleados.

Fase de diseño: es realmente un proceso multipaso que se enfoca sobre cu-

atro atributos distintos del programa para resolver el problema: la estructura

de datos, caracterización de la interfaz, el detalle procedimental y funcional.

Todo este diseño se llevó a cabo tomando en cuenta un esquema modu-

lar, que satisfaga los requerimientos del software de la implementación antes

mencionada.

Fase de codificación: en esta fase se escogió el lenguajes de programación

C++. Este lenguaje facilita la programación modular gracias a la inclusión

de las estructuras de Clases. Además, este lenguaje incluye funciones que

facilitan la manipulación de los datos, lo que permite una reducción impor-

tante del tiempo de ejecución. Luego se codificó el algoritmo planteado en el

lenguaje seleccionado.

Implementación del modelo: la manipulación de los parámetros a utilizar

permitió obtener las soluciones del modelo.

Validación del modelo: se comprobó la confiabilidad del funcionamiento

del modelo a través de los resultados obtenidos en la fase anterior, para

ello se utilizó la técnica de la media muestral para cada N, comparando los

resultados obtenidos por el algoritmo desarrollado con los arrojados por el

algoritmo exacto codificado en XPRESS.
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6.3. Algoritmo sistema hormiga

6.3. Algoritmo sistema hormiga

El algoritmo que se define es un modelo derivado del estudio de colo-

nias de hormiga aplicado a problemas de optimización combinatoria, llamado

Sistema Hormiga (Ant System(AS)). La idea básica del algoritmo sistema

hormiga, es generar una gran cantidad de agentes artificiales simples, para

poder construir “buenas”soluciones a los problemas de optimización combi-

natoria. Este sistema tendrá algunas diferencias comparado con el real (nat-

ural): aqúı las hormigas artificiales tienen memoria, no son completamente

ciegas y viven en un ambiente donde el tiempo es discreto.

6.3.1. Descripción general del proceso

En primer lugar se inicializa el rastro de cada una de las acciones

posibles. A continuación, cada una de las hormigas construye una solución

escogiendo de una lista de nodos los posibles. La elección del nodo se realiza

tomando en consideración la información suministrada por la metaheuŕıstica

y el rastro dejado por las hormigas en las iteraciones previas. El nodo escogido

se almacena en una lista tabú para guardar los nodos visitados en tiempo t y

proh́ıbe a la hormiga visitarlos de nuevo antes de la n-ésima iteración. Estos

dos pasos se reiteran hasta que la hormiga obtiene una solución factible del

problema. Para que esta solución sea candidata a ser la mejor, va a depender

de la actualización del rastro de feromona de la hormiga asociada. Para este

proceso existen tres variantes: (1) hormiga ciclo: en este caso, las hormigas,

una vez finalizado su recorrido, segrega una cantidad de feromona que es

inversamente proporcional a la longitud del recorrido. (2) Hormiga densi-

dad: en esta variante, cada hormiga segrega una cantidad fija de feromona

durante cada recorrido por los nodos. (3) Hormiga cantidad: cada hormiga
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6.3. Algoritmo sistema hormiga

segrega feromona durante cada nodo visitado, pero segrega una cantidad que

es inversamente proporcional a la distancia entre los nodos.

Cuando todas las hormigas concluyen esta fase constructiva, los incremen-

tos parciales que se han obtenido permiten actualizar el rastro de feromona.

Este proceso se repite hasta satisfacer un criterio de parada. La mejor solu-

ción, obtenida durante la ejecución del algoritmo, es la solución propuesta

por el procedimiento.

6.3.2. Algoritmo

En este trabajo se desarrolló un algoritmo de asignación 4-dimensional

y un algoritmo que hace uso de la metaheuŕıstica AS, adaptado al algoritmo

anterior, denominado 4APAS, que se describe a continuación.

La fase de inicialización consiste en asignar un valor constante f a la inten-

sidad de feromona (número entero cualquiera) de cada asignación i,j,k,l, en el

tiempo cero; es decir Fi,j,k,l(0):=f . Se toma el incremento total de feromona

en i,j,k,l igual a cero, ∆Fi,j,k,l:=0. Se procede a encontrar la solución ini-

cial (utilizando un algoritmo greedy). Continuando, se ubica aleatoriamente

una hormiga en nodos diferentes representando los nodos de arranque, de-

scribiéndose en las matrices: Mi[h,r], Mj[h,r], Mk[h,r], Ml[h,r], donde cada uno

de los elementos de estas matrices representa una componente de cada 4-upla

solución, para la hormiga h-ésima, en la r-ésima iteración-.

Luego de varias pruebas, se decidió, por obtenerse mejores resultados, que

el algoritmo trabajara con veinte (20) hormigas (ya que con más veinte (20),

se genera un tiempo computacional muy elevado), permitiendo aśı mayor

exploración de los nodos que pueden formar parte de la solución del problema;

y un número de quince (15) ciclos que significan quince (15) intentos que

van a tener las veinte (20) hormigas para encontrar una buena solución. A

144



6.3. Algoritmo sistema hormiga

continuación, se asignan valores a los siguientes parámetros: α, que indica la

importancia relativa del rastro de feromona, número real tal que 0 < α ≤ 1.

β es un parámetro que indica la importancia relativa de la visibilidad. β es

un número real tal que 0 < β ≤ 1. Q valor constante que indica el rastro de

feromona que recibe cada asignación por ser visitada. Q es un número entero

positivo cualquiera y ρ representa la cantidad de feromona que desaparece de

una asignación por efecto de la evaporación, número entero tal que 0 < ρ ≤ 1.

La siguiente fase es la de construcción y expresa que, mientras queden

nodos por visitar, cada hormiga elige aleatoriamente el próximo nodo. Para

un i,j,k,l espećıfico se verifica, en cada ı́ndice, si ha sido visitado. Si se ha

seleccionado se descarta dicha asignación, escogiéndose aleatoriamente una

nueva; si no, se escoge el próximo nodo a visitar, esto se hace según la sigu-

iente función de probabilidad, que representa el nivel de intensidad de la

feromona:

P h
i,j,k,l(t) :=



















[Fijkl]
α[ηijkl]

β

∑

[Fidwz(t)]α[ηidwz ]β
, si d ∈ SJ(i)h , w ∈ SK(i)h , z ∈ SL(i)h ,

∀i := 1, . . . , n.

0 , en otro caso

(6.1)

donde SJ(i)h , SK(i)h y SL(i)h representan cada uno de los conjuntos de todas

las asignaciones j, k y l, respectivamente, tomadas por la h-ésima hormiga,

partiendo de i y ηβijkl determina, que mientras más pequeño sea el coste de

una 4-upla, más deseable es esta.

Para la selección de una asignación se escoge un número aleatorio, y si

éste es igual o aproximado a una determinada probabilidad acumulada, se

escoge la asignación correspondiente a dicha probabilidad, guardándose en

una lista para cada hormiga.
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Una vez que no existen más nodo a visitar, entonces cada hormiga ha

completado un camino; y cuando las 20 hormigas han construido su camino

se ha completado un ciclo. A continuación comienza el cálculo del incremento

del rastro de feromona; obteniéndose la longitud del camino construido por

cada hormiga; luego se calcula el incremento de feromona para la asignación

(i, j, k, l) de la h-ésima hormiga, aplicando el método hormiga-ciclo, que ha

mostrado buenos resultados en trabajos anteriores [Babaoglu, 1996]. Este

método consiste, en que las hormigas segregan la feromona una vez construida

la solución; es decir, una vez finalizado su recorrido, segrega una cantidad de

feromona que es inversamente proporcional a la longitud del recorrido y se

expresa a través de la función ∆F h
i,j,k,l, definida por:

∆F h
i,j,k,l :=



















Q
Longh

, si la asignación(i, j, k, l)pertenece al camino

construido por la h-ésima hormiga

0 , en otro caso

(6.2)

A continuación se calcula el incremento total de feromona para la asig-

nación i,j,k,l, debido a la aportación de todas las hormigas, según la expre-

sión:

∆Fi,j,k,l :=

n
∑

h=1

∆F h
i,j,k,l,

la sumatoria se refiere a la suma de los incrementos parciales debido a cada

hormiga, para una asignación (i, j, k, l) determinada.

La siguiente fase es la de actualización de feromona, donde se obtiene

el nuevo rastro de feromona para las asignaciones (i, j, k, l). Esto se realiza

mediante la siguiente fórmula:

Fi,j,k,l(t+ n) := ρFi,j,k,l(t) + ∆Fi,j,k,l,
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es decir, la feromona actual (Fi,j,k,l(t+ n)), de la cual la asignación (i, j, k, l)

ha experimentado un cambio con respecto a la anterior feromona en función

de una constante ρ, dada por el usuario (ρFi,j,k,l(t)), más el aporte de las

hormigas que han escogido esta asignación (∆Fi,j,k,l). La idea de utilizar el

parámetro ρ radica en hacer que las hormigas olviden asignaciones (i, j, k, l)

que pudieron ser malas. Aśı, si una asignación ya no es escogida por las

hormigas, la cantidad de feromona irá decreciendo de manera que cada vez

tendrá menor probabilidad de ser elegido, este proceso es llamado conducta

de estancamiento.

La última fase radica en verificar el criterio de parada; el cual consiste en

parar el algoritmo cuando se alcance el número máximo de ciclos, que es igual

a catorce (14); ya que para valores mayores el tiempo computacional es muy

grande, y no exista conducta de estancamiento; si no se cumple se actualiza

el camino más corto encontrado por las veinte (20) hormigas, guardándose en

los vectores Ai[r], Aj [r], Ak[r], Al[r]; que representan el valor de la asignación

i,j,k y l, respectivamente, que forma parte de la solución del problema en la

r-ésima asignación, donde r es el número de iteraciones o de ciclos, volviendo

luego a la fase de construcción. Si se cumple el criterio de parada se imprime

la mejor solución encontrada y el tiempo empleado.

6.4. Resultados computacionales

Los experimentos se realizaron en una computadora con las siguientes

caracteŕısticas: procesador Pentium IV, 1.6 GHz, 256 Mb RAM.

Se utilizó el XPRESS, el cual es un software de programación lineal para

resolver modelos matemáticos, para resolver el 4AP para n:=2,3,4,6; ya que

fue lo que la versión encontrada del programa permitió. Estos resultados
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se compararon con los emitidos por el 4APAS, que inclusive resolvió casos

para n entre 8 y 25. El comportamiento del 4APAS en comparación con el

XPRESS, utilizando los siguientes valores para los parámetros α :=0.8, β

:=0.5, feromona:=10, Q=1000, ρ :=0.5, es mostrado en la Tabla 6.1, el cual

contiene los promedios, entre los cinco problemas generados aleatoriamente

para cada n, de los costes y los tiempos obtenidos por el XPRESS y el

4APAS.

Cuadro 6.1: Resultados computacionales obtenidos por el 4APAS.

n XPRESS 4APAS gap Tiempo(seg.)

2 54.0 54.0 0 0.0

3 35.0 35.0 0 0.0

4 19.2 19.2 0 0.0

6 17.8 17.8 0 0.0

8 —– 12.6 —– 1.2

10 —– 14.2 —– 3.2

12 —– 19.2 —– 6.0

16 —– 19.6 —– 20.6

20 —– 20.8 —– 57.2

25 —– 29.6 —– 176.2

En la Tabla 6.1, puede observarse como el 4APAS alcanza la solución

óptima para 2 ≤ n ≤ 6, y para 8 ≤ n ≤ 25, con el 4APAS se obtienen

valores pequeños, lo que induce a pensar que son soluciones próximas al

óptimo. Además, en la Tabla 6.1 puede observarse que el tiempo de cómputo

es también pequeño.
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Conclusiones

Realizado el trabajo de investigación presentado en esta memoria llegamos

a las siguientes conclusiones:

Los algoritmos metaheuŕısticos son “buenos”para la resolución de prob-

lemas NP -dif́ıciles, como en este caso, problemas de asignación multi-

dimensional (mAP), para m = 3 y 4.

Las metaheuŕısticas algoritmo genético y búsqueda tabú, produjeron

“buenos” resultados para el 3AP -axial, para los problemas tratados en

esta memoria.

Los resultados obtenidos por el algoritmo TS-I, para el 3AP -axial,

mejoraron los resultados producidos por el algoritmo genético I, en

los problemas tratados.

Los resultados producidos por el algoritmo genético II mejoraron los

resultados de Balas y Saltzman (1991) y en los de otros autores, aunque

no los mejoró, los resultados son muy próximos y con tiempo de cómputo

muy pequeño.

Los resultados obtenidos por el algoritmo TS-II, al resolver los proble-

mas de la literatura presentados en estas memorias, mejoran en varios

casos los existentes en los art́ıculos tratados y en otros, aunque no los

mejoran, están muy próximos, con un Gap y tiempo de cómputo bas-

tante pequeño.
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Para los problemas de Balas y Saltzman (1991), el algoritmo genético

II obtiene mejores resultados que el algoritmo TS-II, mientras que para

los otros problemas tratados, los resultados obtenidos por el algoritmo

TS-II son mejores que los alcanzados por el genético II.

La búsqueda tabú produjo “buenos” resultados, para el 3AP -planar,

para los problemas generados y presentados en estas memorias.

Aunque el 3AP -axial y el 3AP -planar son ambos problemas del tipo

NP -dif́ıciles, se puede considerar al 3AP -planar de mayor complejidad

para su resolución, ya que tiene un espacio de soluciones mucho mayor

al espacio de soluciones del 3AP -axial, lo cual complica la búsqueda.

La metaheuŕıstica sistema hormiga produjo “buenos” resultados, para

el 4AP, para los problemas tratados en estas memorias.
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[Centeno, 2007] M. Centeno. Búsqueda de soluciones para el 3AP-axial us-
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