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Prélogo.

En esta Memoria se estudia la transformacion integral

F(r) = /0 T OF (g, a7 ) di (1)

donde, para simplificar la notacién, hemos denotado con

1 1
F(ua,7,t) = 2Py (5 +im pt 5 —im e+ L =01,

siendo o F} la funcién hipergeométrica de Gauss, en la que o y p constituyen
parametros complejos y 7 es real y positivo.

Como se sabe, esta funciéon representa una conocida serie definida para
|t| < 1, y puede ser prolongada analiticamente [t| > 1 (ver Apéndice).

De la transformacién (1) se efectia, en primer lugar un andlisis de sus
principales propiedades clésicas (convergencia, férmula de inversion, relacién
de Parseval, teoremas de tipo Abeliano), procediéndose luego a su extension
a espacios de funciones generalizadas.

La convolucién que se construye y el calculo operacional generado revisten
especial importancia en la resolucion de algunas ecuaciones diferenciales y en
derivadas parciales que se presentan en determinadas aplicaciones.

La transformacion integral (1) pertenece a una clase de transformaciones
integrales especiales, cuyo nucleo contiene una funcién especial, dandose la
circunstancia de ser la funcion transformada dependiente de uno de los indices
o parametros que comparecen en aquel. Gran parte de ellas, son agrupadas
mas concretamente, en un conjunto (en el que debe incluirse la (1)) conocido
como transformaciones integrales respecto del indice!, entre las que desta-
can las de Kontorovich-Lebedev, de Mehler-Fock y otras con nucleos mas

generales (funcién G de Meijer (Wimp [85]), etc. ).

!Brevemente, transformaciones fndice (”index transforms”)



La férmula de inversién para la transformacién (1) viene dada por

0= [ S nGl 0, T OF(r) dr 2)
donde
S(t) = — 2 s shar (i 2 4 in)D(u+ = — i)
,T) = Tshrt — 4T — — 4T
b (1) A3 HE3
y
IPR B B
Gy, o, 7,t) =t a2F1(§ +ZT,§ —iTip+ 15 —t)

Para la extensién de la transformacién (1) a espacios de funciones ge-
neralizadas se han seguido las dos principales vias de extensién para las
transformaciones clasicas. En primer lugar, se ha aplicado el denominado
método del nicleo ([89], [91], [62]...) esto es, construyendo un espacio de
funciones prueba que contenga al nicleo de la transformacién, y definiendo
luego la transformada de una funcion generalizada como la aplicacion de la
misma a aquel nicleo. En este punto hacemos hincapié en la relacion existente
entre el espacio que se define con algunos otros estudiados por Glaeske-Hess
[20]. Se hace el estudio, por otra parte, de la transformacién generalizada por
el también conocido método del operador adjunto ([69], [89],...) empleando
una técnica utilizada por Lisena [45], método que puede proporcionar ciertas
ventajas en determinadas aplicaciones.

El trabajo lo hemos dividido en cuatro capitulos:

En el primero de ellos se analizan las propiedades clasicas de la trans-
formacién integral (1). Comenzamos exponiendo sus condiciones de validez,

asi como una regla operacional en la que interviene el operador diferencial
Ay = tH(E 4+ 1) TFDP T (¢ + DD

operador que sera de primordial importancia en la definicién posterior del

espacio de funciones prueba. Resultado basico de este capitulo es la formula

II



de inversion clasica (2), que se demuestra para funciones f(t) pertenecientes
al espacio M} (L) estudiado por Vu Kim Tuan y Marichev [81] imponiendo
ciertas condiciones a f(t). En la demostracion se acude a una técnica utilizada
en [87] y se hace uso de la transformacién de Hankel-Clifford introducida
por Hayek [24] y estudiada distribucionalmente por Méndez [49]. El capitulo
sigue con la demostracion de una relacién de tipo Parseval, el estudio de la
conexion con otras transformadas, y la prueba de algunos teoremas de tipo
Abeliano.

En el capitulo II, se estudia la transformacién (1) desde el punto de vis-
ta de su extensién a funciones generalizadas. Apoyandonos en el método
del niicleo, construimos el espacio de funciones prueba U, .4, con a € [0, 3),
a, € C, que representa un espacio vectorial topoldgico Hausdorff, localmen-
te convexo y secuencialmente completo, con una base numerable de entornos
(espacio de Fréchet) y al que pertenece el nicleo F(u, ,7,t). Un resulta-
do notable es la caracterizaciéon que se da de los elementos de U, por su
comportamiento asintético en cero e infinito. Una vez establecidas ciertas

propiedades de U, y de su dual U, asi como su relaciéon con otros

a,p,o0
espacios, se define la transformacion generalizada, denotada por o F;, exami-
nando sus propiedades de acotacion, asi como su analiticidad. Seguidamente
nos ocupamos del teorema de inversion, cuya prueba se apoya en la de in-

versién clésica, teniéndose que si f € £'(I) y ¢ es un elemento de D(I), bajo

ciertas condiciones en los parametros « y p, puede escribirse

< f.6>= Jim </OT S, )G, o, 7, ) F(7) dr,¢(t)>

En segundo lugar, se aplica el método del operador adjunto en el que,
como es sabido, es técnica habitual apoyarse en una generalizacién de cierta
relacién de Parseval para la transformada clésica (véase [49] y [89]). En el caso

que nos ocupa, la relacion de Parseval que se obtiene no resulta adecuada para

IIT



seguir la técnica mencionada, por lo que conviene senalar que hemos hecho
uso del procedimiento que permitié a Lisena [45] dar una extensién de la
transformada de Kontorovich-Lebedev a funciones generalizadas, para poder
realizar un estudio distribucional de la transformacién (1) por dicho método.
Con ello, se definen nuevos espacios de funciones, probandose, ademas, que
funciones infinitamente regulares con comportamiento en el origen y en el
infinito dados, resultan ser transformadas de ciertas funciones generalizadas.
El capitulo se termina con el establecimiento de teoremas de tipo Abeliano
para la transformacion generalizada.

En el tercer capitulo se construye, en primer lugar, una convolucion
para la transformacion clasica haciendo uso de un operador traslacion ge-
neralizado. Seguidamente, es definido otro operador traslacién generalizado
sobre el espacio U, , . y a través del operador adjunto de este tltimo, se
procede a dar una convolucion para la transformacion generalizada. Los re-
sultados obtenidos arrancan de cierta representacion integral del producto de
dos funciones asociadas de Legendre P:g +iT($)P:§ () [34], a partir de la
cual se obtiene otra para el producto F(u, o, 7, ) F(u, o, 7,y), lo que permite
construir los operadores traslacion generalizados mencionados anteriormente,
déandose varias proposiciones que ponen de manifiesto, tanto sus propiedades
clasicas como distribucionales. El teorema 3.5.1 constituye parte fundamen-
tal de este capitulo por recogerse en él las principales caracteristicas de la
convolucién introducida. Es importante destacar también la relacion de la
convolucién definida para la transformacion clasica con la generalizada que
se pone de manifiesto en la proposicion 3.5.6.

El cuarto y ultimo capitulo, se dedica a algunas aplicaciones de la trans-

formacion o F; a cierto tipo de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
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donde interviene el operador

Ay =t(t+1)D} + [2t(a —p+ 1) + 1 — pu+ 2a)]Di+

ala+1
+(Oé + 1)(Oé — 2,U/) + (t),
adjunto del A;. Conviene subrayar en este punto el calculo operacional que se

da en el sentido distribucional, y que permite resolver problemas de la forma
P(A)u=gy,

siendo P un polinomio, g, u funciones generalizadas o F;-transformables y A}
el operador antes mencionado. Como es usual en estos casos, se procede a
una resolucién formal del problema, encontrandose con posterioridad un ele-
mento de D'(I) que cumple la ecuacion y asi, de existir solucién sobre £'(I),
esta coincidirfa sobre D(I) con aquella perteneciente a D’(I). Este cdlculo
operacional se utiliza, por otra parte, para la resolucion de algunos circuitos
eléctricos variables con el tiempo. Con ayuda de la F;-transformacién se
tratan, por ultimo, algunas ecuaciones integrales, tanto el sentido clésico
como en el distribucional, en donde comparece la convolucién definida en el
capitulo anterior.

Finalmente, se incluye una tabla de diversas transformadas de algunas
notables funciones, un Apéndice en el que se recogen varias propiedades de
la funcién hipergeométrica de Gauss utilizadas en la Memoria y un conjun-
to de cuestiones abiertas, algunas de las cuales estamos investigando en la

actualidad.



CAPITULO 1

La »>F,—transformada indice. Estudio
clasico.



Capitulo I. La o JF;-transformada indice. Estudio clasico. 3

1.1. Preambulo.

El fundamento del capitulo es la introducciéon de una nueva transforma-
cién integral que denotamos por 97, con la consiguiente exposicién de sus
principales propiedades clésicas. Son establecidas especialmente, un teorema
de convergencia, una regla que fundamenta un calculo operacional, asi co-
mo cierta relaciéon peculiar de Parseval, amén de algunas proposiciones de
tipo abeliano y la conexion de la transformacion que nos ocupa con otras
transformadas integrales.

Resultado basico es la férmula de inversion para la o F1, la cual es deducida

siguiendo una técnica utilizada en [87].

1.2. La >Fi—transformada indice. Condiciones de con-
vergencia.

En este apartado se presenta la transformacion integral objeto de estudio.

Pertenece a las de tipo indice y su ntcleo es la siguiente funcion

1 1
2F1<M+§+iT,u+§—iT;M—l—l;—t)ta (1.2.1)

donde 5 F; es la funcién hipergeométrica de Gauss, a y p representan para-

metros complejos y siendo 7 real. Conviene hacer hincapié en que esta funcién



estd definida para |t| < 1 como suma de una conocida serie (ver [13]) y puede
prolongarse analiticamente para [t| > 1 (ver Apéndice ).

A efectos de abreviar la notacion, la funcién hipergeométrica (1.2.1)
serd denotada por F(u, a, 7,t), con lo que la transformacién que se examina

vendra definida asfi:

F(r) = /0 T FOF(, o, 7, t)dt. (1.2.2)

Las hipdtesis de validez de (1.2.2) son las contenidas en el siguiente teo-

rema de convergencia:

Teorema 1.2.1 Si f(t) representa una funcion localmente integrable en

(0,00), tal que:
ft)=0("), BeERr, para t— 0" (1.2.3)

f) =01, MNER, para t— o (1.2.4)

la transformacion (1.2.2) converge absolutamente, siempre y cuando:

1
B+ Rav>—1, A+ R.(a—pu)< —5 (1.2.5)
DEMOSTRACION:
Basta tener en cuenta que
O(1), t—o0t

1 I
2B1(p 5 Him k5 —ampt 1)) =

1.3. Una regla operacional

El teorema siguiente fundamenta las bases de las principales aplicaciones

de la transformacién estudiada.



Capitulo I. La o JF;-transformada indice. Estudio clasico. 5

Teorema 1.3.1 Sea f € C? en (0,00), verificando (1.2.3) y (1.2.4), y tal
que

D[t (t+ 1) f()] = O(t"), yeR, t—0"
D[t (t+ 1) f()] = O(t"), veER, t— +oo

con

1 3
B+ Ra>0, A+ R(a—p)<—=, v+Rpu>-1, v+ Rpu<-—=.

2 2
En estas condiciones, se tiene:
LA Fam )t =
1\?2 ol [
_ (u+2> e72| [T 50 Fl a7, 1) (1.3.1)
0
siendo A} el operador diferencial:
AL =Dt + VP D (4 1) 7R (1.3.2)

DEMOSTRACION:

En efecto, las condiciones del teorema garantizan en primer lugar, la
convergencia de la integral del segundo miembro de (1.3.1).

Por otra parte, si se tiene en cuenta (1.3.2), y tras integrar por partes, se

infiere:

/ooo A(f (1) Fp, a, 7, t)dt =

9]
0

= [t D 1) ()] R (a8 -

— /OO Lt + VP D* (4 1) f(t) Dt~ “F(p, o, 7, t)dt. (1.3.3)
0



Ahora bien, las condiciones impuestas en 7 y v, junto con el comporta-
miento asintético de la funcién hipergeométrica en 0 e co promueven que el
primer término de (1.3.3) sea nulo, y ademas, aseguran la convergencia de la
integral que alli aparece.

Si se integra de nuevo por partes, se deduce que (1.3.3) es igual a:
—t (1 1) f () Dt F e, 1) +/ FOA Flu, oy, )dt (1.3.4)
0

resultando, por idénticas razones a las anteriormente apuntadas, que el pri-

mer término de (1.3.4) es nulo, con lo que al tener en cuenta que:

A F(p, o, 1,t) = — Ku + ;) + 72] F(u,a,7,t) (1.3.5)

se concluye el aserto.

1.4. Formula de inversion.

En este apartado probaremos un resultado central: la formula de inversion
para la transformacién (1.2.2). Para ello vamos a recurrir a la siguiente clase

de funciones (véase [81]):

Definicién 1.4.1 Sean c y v numeros reales tales que 2 sgn ¢ + sgn v > 0.

El espacio de funciones f(x) que pueden ser representadas en la forma:

1

~ 2mi

f(2) /p(s)x_sds z € (0,00)
donde,
c={seC:R.s= ;}, p(s) = s Ve~emImsIp(s), / |F(s)|ds < o0,

se denota por ML) y escribimos f(x) € M} (L).
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El espacio M (L) con la norma

[ Fllon 20y = [ 1F(3)lds

es un espacio de Banach.
Antes de entrar en la prueba de la férmula de inversién precisamos de-

mostrar algunas proposiciones previas:

Proposicion 1.4.1 Si ¢ y v son numeros reales y p complejo, tales que

2 sgn (c+ 1)+ sgn (v — Rep) > 0, existe la integral:

1 Mp+1
F(r) = o— 1 ( ) I _ .\
2mi I'(p + 5 +im)l(p + 5 —i7)

/ T(p+i—atir—s)(p+i—a—ir— s)F(a+s)f*(1 —s)ds (1.4.1)

Fl4+p—a-—s)
siendo [* la transformada de Mellin de f, con [ € Sﬁcjvl(L), a,peC, >0,
oc={s€C:Res=1}.

Ademds, si Rea > —% y R.(u— a) > 0, se tiene que

F(r) = /OOO f(@&) F(p, a, 1, t)dt.

DEMOSTRACION:
Por el comportamiento asintético de la funcién Gamma ([13] pag. 47), se
tiene, para |[Im s| — oo

Pp+i—a+ir—s)l(p+i—a—ir—s)T(a+s)
Fl4+p—a-—s)

_ Rep—2
~ Ce 7r|1m3\‘3 el

de modo que, por estar f en M '(L) y tenerse que 2 sgn (¢ + 1) + sgn (y —
Rep) > 0, la integral (1.4.1) converge absolutamente.

Por otra parte,

/ F(u, o, 7, t) 5 dt
0



converge absolutamente Vs € o, ya que R.a > —% y Re(u — a) > 0; por
ltimo, si f(t) € M '(L), f*(s) es absolutamente integrable sobre o dedu-

ciéndose:

/0°° FOOF (i, a, 7, t)dt =

1 [e's)
= —/ F(u,a,, t)dt/ (1 —s)t"tds =
211 Jo o
1 . 00 .
= 5 / f (]' - S)dS/ F(#ﬁ Qa, T, t)ts dt =
21 Jo 0

1 I'(p+1)

2mi I+ 2 +4im)D(p+ L —ir)’

/F(u+§—oz+i7—s)1“(u+§—oz—z'r—s)l“(oﬂrs)

Tl+p—a—s) JrL=s)ds =

= F(7)

Proposicién 1.4.2 Sean o, i1 y s parametros complejos con Reaw > 0, Rep >
0, Res = 3, § < Re(u—a) < 1, Re(p—2a) < —1. Entonces, la representacion
integral
1 , 1 .
mShWTF<M+§—Oé+ZT—S)F(M+§—Oé—ZT—S).

t*G(p, o, 1, t) =

:/0 z“_"‘_sCu(tz)dz/ eX(k=at3-9) g Co(ze’W)sen 27u du (1.4.2)

—o0 10|

es valida, siendo W = 2ch u — 2ch 6 y

1 1
G(p,a,7,x) = a:“*O‘QFl(Q + i, e i+ 1 —x). (1.4.3)
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(), denota la funcién de Bessel-Clifford de primera especie y orden pu.
Esta funcién estd relacionada con la funcién J, de Bessel mediante C,,(z) =

275J,(2/7). (véase [23]).
DEMOSTRACION:

Partamos de la representacion integral (ver [42])

2
7K2TZ<2\/E>K2TZ(2\/§) sh 2nT =
7

= g Co(2\/zy chu — z — y) sen 27u du. (1.4.4)
3 log 3

Multiplicando ambos miembros por y“’a’s’% e integrando respecto a y

desde 0 hasta oo queda:

2

™

Kori(2v/2) /OOO y“_a_%_sKgTi(Z\/@)dy sh 2nT =

= /oo (/OO Co(2y/zy chu — z — y) sen 2Tu du) a1} (1.4.5)
0

1 Y
5 log Z|

Si ahora multiplicamos ambos miembros de (1.4.5) por z’%Cu(tz) y se

integra respecto a z desde 0 hasta oo, se tendra:

2 oo oo
— (/ KQTZ'(Q\/;)Z_%CM(.[:Z) dz) (/ y“_o‘_é_sKQn(Z\/@)dy) sh 2mT =
7 \Jo 0
_ / e (1) dz / T lati=s) g,
0 —00

/Oo Co(2+y/zy chu — z — y) sen 2Tu du (1.4.6)
0



10

Ahora bien, la primera integral del primer miembro de (1.4.6) es igual a
(ver [78] pag. 248):

L3 +ir)T(5 — ir)

2 (p+1)
y la segunda vale ([14] 10.2(2)):

7 G(p, a, T, t)

1 1 1
§I‘(,u+§—a+i7'—s)f‘(,u+§—oz—z'T—s)

con lo cual, mediante el cambio de variable % log £ = 6 en el segundo miembro,
y las simplificaciones oportunas en el primero, se tiene la igualdad (1.4.2).
Solo resta justificar la existencia de la integral iterada de (1.4.2). Para

ello tendremos en cuenta lo siguiente:
/ |Co(ze? W) sen 27u|du §/ |Co(2e? W) |du (1.4.7)
16| 0]

y puesto que para z > 0, 21Cy(z) estd acotada, (1.4.7) resulta menor o igual

que

oo yTieidu yTiemd oo ch udv
Al/ T = AQ T / T 2 T <
0l (chu—ch @)1 chu)1 /1 (v—1)i(v3ch®0 —1)2

0

Z 1€ 1 [

< Ag—-— v—1)"
3(chu)4/1( )

siendo esta tltima integral convergente. Con esto:

N
N

(v? — 1)_% dv

/ \z“’a’SC#(tz)]dz/ |€29(“a+é8)‘d9/|| |Co(2e? W) sen 27uldu <
0 o [4

00 3 0o ee(Re(ﬂ—O‘)_i)
< A / ARel=)=3|0 (t2)|d2 / < T (1.4.8)
0 —00 (ch @)Z
siendo A; > 0,1=1,2,3,4.
Por 1ltimo, si tenemos en cuenta que ([23]):

1__Rep

C'#(x):O(x_Z_ 2 ), T — +00
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asi como:

y, ademds, que % < Re(p—a)< %, R.(u — 2a) < —1, sigue que la primera

integral de (1.4.8) converge. En cuanto a la segunda, £ < R.(u —a) < 1

garantiza también su convergencia absoluta, de todo lo cual se infiere la

validez de (1.4.2).

Procedemos a continuacién a establecer la féormula de inversion para la

transformacion estudiada.

Teorema 1.4.1 Sean ¢,y numeros reales verificando 2 sgn ¢ + sgn (v +
R.(u —2a)) > 0, a, o pardmetros complejos tales que R.ov > 0, Ry > 0,
§ <Re(p—a) <iyRpn—20) <—1 Sea f e m_}(L). Entonces, si F(r)

es la o Fi-transformada de f(t), se tiene:

£t) = /O ¥ S(u, )G, @, 7, ) F(7)dr (1.4.9)

donde G(p, o, 7, ) estd dada por (1.4.3) y siendo

2 L. L
S(M,T) = m’r sh Tt F([I/—i— 5 —|—ZT>F(ILL+ 5 —’ZT) (1410)

DEMOSTRACION:

Consideremos la integral:
A
10 = [ (1, 7)Glu, a7, ) F(r)dr
0

la cual, por la Proposicién 1.4.1 puede escribirse:

A 1 I'(p+1)
I\ t) = / - .
(Aat) 0 S(,U,T)G([L,Oé,T, t)dTQﬂ'Z F(/JJ—F % +Z7')F(ILL+ % —ZT>
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f (1= s)ds.
(1.4.11)

/F(,u+§—oz+i7—s)F(,u+§—a—iT—s)F(a+s)
o Fl4+p—a-—s)

Como para A finito se puede cambiar el orden de la integracién, resulta

al hacer uso de la Proposicion anterior:

215“ @ D+ s) o0
0 1= s [ e
T 1+/,L—a—s)f (1—s)ds 2 C,(tz)dz

oo 1 ) A
/ 629(“‘”25)6&9/” Co(2e"T) [/ T sen 2Tu dT] du =
0 0

—0o0

e (o +s)
T 2n% c(l+pu—a—s)

Jr=s)ds [ 200, 1)z,

/OO 629(M7a+%75)d9 o0 CO(Zee\Ij> (_a sen 2)\’1,(,) du
—o0 16| ou u
y al cambiar el orden en la integracién, lo cual es posible dado el comporta-

miento asintético de las funciones C), y las hipdtesis del teorema, se tiene

p—C 00 2 u
I =" / ( 0 sen A“) du / e20lu=at3) gy,
0 —u

T ou  u

/OOO [217”/0 T i(/ojji)_ S)f*(l - s)(zeze)_sds] 270, (t2)Co(2e? V) dz
(1.4.12)
Obsérvese ahora que la expresion entre corchetes de (1.4.12), representa
la Gly-transformada de f en el punto ze? (ver [81]), la cual existe por ser,
en virtud de las hipétesis, f € M} (L), y 2 sgn ¢+ sgn (v + Re(p — 20)) >
0. De ahora en adelante, denotaremos a esta ultima por G(f)(ze*). Por
otra parte, cabe destacar que esta transformada constituye, esencialmente,

la transformacion de Hankel-Clifford estudiada por Hayek [24] y Méndez [49].
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El cambio de variable ze? = y, permite escribir (1.4.12) de la siguiente

p—o o) 2 u
I =" / ( ai Se"u A“) du / e=0dg.
s 0 —u

/OOO G(f) )y *Cpu(tye")Co(ye ") dy. (1.4.13)

forma:

Integrando por partes, resulta:

I(\t) =
p—a 9 o0
_ T sen A“/ ‘9d9/ YOO, (tye ) Colye W) dy|  +
& 0
th= oo sen 2 \u
+ - /0 O(t,u) » du
siendo
O(t,u) =
=e /0 G W)y " Cultye™) dy+
+e" /0 Gy Cultye") dy+
0 00
B / G W)y~ C,ltye ) Colye ) dy.  (1.4.14)
Notese ahora que:
/ ’ade/ YO, (tye ) Co(ye W) dy (1.4.15)
—u 0

tiende a cero para u — 0, y que ademds, si hacemos ye~2’ = z, esta integral

queda igual a:

/u bu-aty d@/ Nt C(t2)Co(2e" W) dz.



14

Como, por otra parte,

‘/u e2(h=et3) gg /Oo G(f)(2e*)2"C,, (t2)Co(2e°W) dz| <
—u 0

_1 _90
[Cut))ete

(chu—ch )1
(1.4.16)

< Ml/ eQeR‘f(”’a%)dG/ ‘G(f)(zew)‘z&(”*a
—u 0

I

[N

y dado que para R.s =
G(f)(w)| < Cw2 (1.4.17)

siendo C una constante adecuada, (1.4.16) se encuentra acotada por

u 0o »Re(p—a)—3
iy [ oot igy [* S
0 (chu—ch9)i

—Uu

1

u 9(2R6(N*0‘)*l) u ch 9 2Re _ _ 1
<M3/ ¢ 41d0:2M3/ ch 0QRR(n =) = 3) 4
—u (chu—ch 0)1 0 (chu—ch®)i

con M; >0,:=1,2,3.
Si escindimos esta tltima en dos, con intervalos (0,1) y (1, 00), resulta
que la integral entre 0 y 1 estd acotada (pues ch u —ch 0 > chu—chl),y

para la segunda al tener en cuenta que
ch pd = O(ch?8), p>0, 6>1

y que ademsds,

sh0=0(chb), 0>1,

podemos inferir:

/u ch 02R.(u — o) — i)dQ _0 (/u (ch 9)2Re(u—a)—%—1d o 9) _
. 1

(chu— ch )1 (chu—ch )1
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=0 ((ch u)zRe(“_a)_%) , uU— 00

L

la cual tiende a cero para u — oo puesto que % < Re(p—a) <

Con esto, podré escribirse:

™ u

th— oo 2\
I\ 8) = / o, u) 2 gy,
0
Sentado esto, denotemos ahora:

0

Fit) = [ ean s [T G Cultye ™) Colye W) dy

que al tener en cuenta que el comportamiento asintético de las funciones que

intervienen posibilita la derivacion bajo el signo de integral, adopta la forma:

F(t,u) /_u _edﬁ/ YO, (tye )a(?uCo(ye_g\Il) dy

y al hacer uso de la relacion

aauC’o (ye_glll> = ye (7 — 1)C (ye_elll) — 88000 (ye_ellf)

resulta:

Fitu) =2e7 [* e [~ G )y Cultye)Crlye " W)dy—

- ie_gede/oooG(f)(y)y““"“cu(tye ")Ci(ye™"W)dy—

0
_0 o —0
-/ d9/ Y C(tye )%C’O (ye \I/) dy. (1.4.18)

Puesto que, mediante una integracion por partes, el iltimo término de

(1.4.18) se escribe:

—e /0 h G(f)(y)y" *Cpu(tye™) dy + " /0 b G(f) )y *Cpu(tye") dy—
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— [ ean [T Gy [ Cultye™) + 2tyeCpn (tye ™) dy

sigue, al sustituir esta expresién en (1.4.18):

F(t,u) =

= e [T Gy Cultye) dy+
e [T G Cultye™) dy+

+Fi(t,u) — Fy(t,u) — F3(t,u)

donde

Filtow) =2¢7 [* e2ag [~ Gy Cultye)Ci(ye "W)dy

Bytu)=2 [ e ¥ds /0 TG )y (tye ) Cl (ye 0T dy

Fg(t,U) =

N /—u 676’d6/0 Gy {eiecﬂ(tyeiw) + 2ty67390u+1(tye*29)} dy.

Si sustituimos F'(t,u) en (1.4.14), se llega a:
O(t,u) =

= 2¢e" /OOO G(f) )y Cu(tye) dy + Fi(t,u) — Fo(t,u) — F5(t,u). (1.4.19)
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Debemos senialar ahora que la formula de inversion para la transformacién

de Hankel-Clifford (véase [24] y [49]) puede ser aplicada al primer sumando

de la expresion (1.4.19) lo que permite escribir:
O(t,u) = QtO‘_“e_Z“(“_“_%)f(teQ“) + Fi(t,u) — Fy(t,u) — Fs(t,u). (1.4.20)
Veamos a continuacién que, para cada t > 0, las funciones
1 .
—Fi(t,u), (i=1,2,3)
u

son absolutamente integrables en el intervalo (0, 00). Para ello nos apoyare-
mos en la acotacién de las funciones 1Cy(x) y #1Cy(z), en las condiciones

del teorema, en la relacién (1.4.17) y en las siguientes consideraciones:

(i) tras el cambio de variable tye=2? = 2, F|(t,u) queda igual a

26_“#”1kab/uc£m“_a+nd8.

—u

/OOO G(f) (2t ) 2T (2)Cy (2t e W) d2

cuyo modulo esta acotado por

5 ru 02 Re(p—a)+%) )
Ale_“tRe(o‘_“)_Z/ ¢ 41 d@/ zRe(“_o‘)+i|CM(z)| dz.
—u (chu—ch@)z Jo

Ahora bien, dado que la segunda integral es convergente por el comporta-

miento asintético de

las  funciones de Bessel-Clifford (véase

[23] ), se tiene que

s ru 92 Re(p—a)+32)
|Fi(t,u)| < A2€—utRe(a—u)_Z/ e 4l 0
~u (ch u—ch 6)3

y asi,

/“UM@WI

du < AQtRe(a_“)_
u

ot
S—
8
Q)
I
5
IS
Q)
>
w©
oy
=~
b
£
+
Bl
N ~
QL
<>
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con Ay, Ay > 0.

Cambiando ahora el orden de integracién, la integral del segundo miembro

queda:
/°° @ Reu=)+3) (e 4 — ch 0)F dO : € du <
—00 0 Uu

s B2 Relua)t o ]
Ly LD .
< (ch@)s vV —1va?2 —1logva? —1

\9|
:2[w (ch@ / vV —1va?2 —1logva? —1

siendo ambas convergentes al tenerse % < Re(pp—a) < i, de lo que sigue:

~ |F :
JAR A B}
0 u

(ii) Razonando de la misma forma,

F2 (t, U) =
2ta_“_2[ f 2= a)H)dH/ )t e 2) 2O (2) Oy (2 W) d2
de donde se infiere:
|Fy(t,u)| <

u e O(2Re (n—0c)—

(chu—ch9

< zBltRe<u-a>—%/ 9/ 0|0 (2)] de <

0(2Re(n—a)—1

< Byen-af [* €
—u (ch u — ch 0)

siendo By y B, constantes positivas, con lo cual,

-7)
/ |F2(t U’)|d < By tRe a— ,u,)—f/ dU/ . 4o
0 (ch u—ch )Z
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teniéndose asf:

/°° el pypie-i-i pso,
0 u

(iii) Finalmente, haciendo el mismo cambio de variable, se puede escribir:

Fg(t, U) = ta—,u—l / G(f)(t_l6292)69(2(#_Q)+1)Z“_a dz.
0

/jt Co(t™ze*) [Cu(z) +22C,11(2)] db

obteniéndose:
|F3 (t7 U)| <

1 X e (2R€(u‘ Ot
< DltRe(“*a)*Z/ de/ b=)=31C, (2)| de+
0 (chu—ch@)a

o) eG(QRe(.U—OC)_i) o] 1
+D tRe(“’a)’i/ d@/ Pelb=a)=3 10 z)| dz
: ot Gt (2)

de donde,

9(2R5,u, o) i

)
/ ‘F3(t u)’d tReoz u)——/ du/ lde <
0 (chu—ch@)i

< Dy e

con D; >0,1<1<4.
Los tres tltimos resultados reflejan ya que:

1
—F;(t,u) € L(0,00), i=1,2,3
u

deduciéndose por el Lema de Riemann:

%0 2
im [ Ew) 2 g =0, i=1,2,3.
A—o00 J0 u
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Estudiemos, por tltimo, la integral

2 [ 2
hd1) = 7/0 €_QU(#_Q_%)f(te2“)w du.

™ u

Puesto que f € imCTWl(L), para una ¢ adecuada se podra escribir:

f(te*™) = 271m'/g¢<8)(t62u)8d8

con lo que al sustituir en I; y cambiar el orden de la integracion (lo cual es

posible dada su convergencia absoluta), queda

2 1 o [ (il SEN 2AU
he) = 2o [ s [~ ermlmem e B gy
21 2\
= —— / o(s) arctg t°ds.
w21 Jo 25 =14 2u — 2«

expresién en la que la funcién

2)

A\ s) =arct
VA s) =arety 55 —oa

es continua para todo valor real de A y todo s € o, y ademas,

(A, )] <

NN

lfm (), s) = g

A—00

Por consiguiente [1], cabe deducir:

tim L0 = 5 [ 6(s)70ds = f0).

™

En definitiva:

lim I\ 8) = f(t) = /0°° S, 7)G (, v, 7, ) F(7)dr

A—00

lo que concluye la demostracion.
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1.5. Relacion de Parseval.

En esta seccion se prueba una relacion de tipo Parseval para la transfor-
macién (1.2.2), la cual resulta util en el cdlculo de transformadas de algunas
funciones. Previamente es preciso demostrar una proposicién en la que se da

una acotacion para el niucleo de la transformada.

Proposicion 1.5.1 Sea p un pardmetro complejo con Rep > 0. Entonces,

para T — 00, se tiene
F(p, 0,7, 1) < Mo~z Rel5=) (g 4 1) 3 Befpma—Ren (1.5.1)

DEMOSTRACION:
Partiendo de la estimacién (ver [64] pag. 231, (24)):
_1y,
Pl (ch§) ~ T (e(%ﬂ'f)f + ei(u+%)ﬂe(%—ﬁ)§)

—5+iT \/7?(625 - 1)%

para 7 — 00, sigue al hacer ch §{ = 2z + 1:
- -1 1
|P—§+i7(2x +1)| < My[z(z+1)] 2772 Rep

con lo que si se tienen en cuenta las relaciones existentes entre F(u, o, 7, x)

y P1 . (2z + 1), resulta
2
B, 0,7, 2)| < M Re6mo) (g 4 1) 7o Fieb pmaHen
para 7T — OQ.

Teorema 1.5.1 (Relacién de Parseval). Sean c,~, 5 y p pardmetros rea-
les, 1, o complejos. Sean f(t), g(t) € M} (L) con 2 sgn (c+ 1)+ sgn (v —
Ro(p—2a)) >0, Rex >0, Rept > 0, 1 < Re(pn— ) < 3, Re(p — 2a0) < —1.

Se supone que:

g(t) =0t"), t— o0, con B+ R(u—a)<O0,
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1
g(t)=0(t"), t— 0%, con p+ R.(a— g) > =3

y si denotamos por F(1) y G(T) sus respectivas oJF1-transformadas, que:

En estas condiciones:

/0 S, TV F(N)G(r)dr = /0 T Ren(E £ 1) R () g(t) d. (1.5.2)

DEMOSTRACION:

Por la Proposicion 1.5.1,

G < [T 1B o, t)llgldt <

< 7_7%736#/ t,%JrRe(gfa)(t_i_ 1)*%*R§“|g(t)|dt < MleéfReu, M >0
0

por cuanto las condiciones impuestas a g(t) garantizan la convergencia abso-
luta de la ultima integral.

Por otra parte,

S(u7) =0(%), -0
S(7) = O(F*10H1), 7 o0

lo que unido a las acotaciones impuestas a v y A, aseguran la convergencia
absoluta de la primera integral de (1.5.2).

Ademas,

/OOO S(p, T)F(T)G(7) dT =

_ /0°° S(u, 7)F(7)dr /OOOF(M,Q,T, $)g(t)dt (1.5.3)
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y por las hipétesis del enunciado cabe aplicar el Teorema de Fubini para
cambiar el orden de la integracién, con lo que (1.5.3) puede escribirse, tras la
consideraciéon de ciertas propiedades de la funcién hipergeométrica de Gauss

(ver Apéndice):

/0 T gt + 1)t /0 S, TG, a7, ) F () (1.5.4)

y asi, al aplicar la férmula de inversiéon de la o F;-transformada se llega a que

(1.5.4) es igual a
/0 Tamn( 4 1) F(8)g(t) dt.

1.6. Relacion con otras transformadas.

En este apartado se exponen conexiones de la o F;-transformada indice
con otras conocidas transformaciones integrales.
a) La transformacién de Olevskii.

En [58] Olevskii estudia la transformacién integral definida por:

p(§) = /OOO o i (a+ Bi, o0 — Bisy; =€) S1 (e, v, B) f(B)dB (1.6.1)

con

xsh 2wz

Si(a,y,x) = W

MNa+zi)lNa—z)'(y—a+zi)[(y—a—axi) (1.6.2)
cuya formula de inversion es la
1) = [ToRiat o a - i S0, Op©d (163)

siendo

Sala,y,a) = 27 (i + 1) (16.4)

bajo las condiciones:

1
a+l>v>a>0, 7> 5 27e™ f(z) € L(0,00).
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Si tomamos o = 3, 3 =7, v=p+1, (1.6.1) y (1.6.3) se transforman en:

F(z) =

2 00 1 1
= Tsh mrl(pw+ = +om)l(pw + = — 7).
T (-t 5 im0+ 5 = i7)
r 1
2F1(§ +T, o TITH +1;—x) f(r)dr (1.6.5)

f(r) = /OOO o Fy (1 + ; +iT, p+ ; —irip+ 1 —x)2t F(x)de. (1.6.6)

Cabe observar que la formula de inversién de la F;-transformada indice
que estamos considerando, coincide con (1.6.5) y que la férmula de inversién
(1.6.6) de la transformacién de Olevskii equivale a la (1.2.2) que define la
transformada objeto de estudio, todo ello con @ = p en (1.2.2), lo cual
imposibilita las demostraciones realizadas hasta ahora al haberse exigido % <
Re(u—a) < i, por lo que se puede decir que la relacion existente entre ambas
transformadas es, mas bien, de caracter formal.

b) La transformacién de Fourier seno.

Si en el nticleo de la transformacion (1.2.2) tomamos p = 3 se tiene (véase

[63]):

«

27'\/t—i——152

con lo que (1.2.2) puede escribirse

F(u,a,7,t) = sen (27 arc shy/t)

F(r) = _217 /OOO \/:__ﬁf(t)sen (21 arc sh \/t)dt. (1.6.7)

Haciendo el cambio de variable arc sh v/t = x, sigue

1 oo
F(r)= ——/ sh**x f(shz) sen 2rxdx (1.6.8)
7 Jo
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la cual se puede expresar como
1 2 2
——Fs (sh xf(shx); 27)
-
donde F, denota la transformada de Fourier seno.

1.7. Teoremas abelianos para la ,J; —transformada.

Se introducen en este epigrafe algunos teoremas de tipo abeliano para la
transformacion (1.2.2). Probaremos un teorema que relaciona el comporta-
miento de una funciéon en un entorno del origen con el de su transformada
para grandes valores de 7 y también otro que se refiere al comportamiento
de una funcién f(z) cuando x — oo con el de su transformada F(7) para

T — 0.
Teorema 1.7.1 Sea f una funcion medible en (0,00), tal que
R )T (nE)

sea absolutamente integrable en cualquier intervalo de la forma (T, 00) con

T > 0. Supongamos que

lfm t7f(t) = 3 (1.7.1)

t—0t

donde v y 3 son dos complejos tales que —Reav < Ry < Re(pn— ). Entonces

lim [F(1) — BH(a, p,7y,7)] =0 (1.7.2)

T—00

donde

H(a 7-)—F(M+1)F(”+%_a—7+i7‘)r(u+%—a—7—@'7)
T T T it L a — T (ut § +in)D(u+ L — i)

(1.7.3)
y F () dada por (1.2.2).
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DEMOSTRACION:

En primer lugar, obsérvese que las hipodtesis del teorema garantizan la

existencia de F(7).

Por otra parte, (véase [14], 6.9(3))

/OO F(u, a, 7, 0)7dt = H(c, p, 7, 7) (1.7.4)
0

[N

para —R.a < Ry < Re(p— ) +

Consideremos ahora,

|F(r) — BH (0, p1,7,7)| = ‘/Ooo(t'yf(t) _ B)F (a7, )] <

< [Tl - 8l 1P m e a <
é

< [ A ) = 8 B0, )| e+

[Tl =8| B n |t <

0
< sup ‘tﬂf(t) —6’/0 |F (i, o, 7, )87 | dt+

0<t<d

[Tl - 8 1P m )t

Haciendo uso de la Proposicion 1.5.1 tenemos

d
[P(7) = BH (0,77 < sup |67 7(6) = 8] [ [F(,m, )07 i+
0<t<é 0

Rep

+CT—;—RE;L/6°° () = Bl [t(t + 1)) 2 E gy (1.7.5)
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Por (1.7.1), dado € > 0, existe un § > 0 tal que el primer sumando de

(1.7.5) es menor que . Por tanto

|F(7-) - ﬁH(Oé7/JJ777T)‘ g

R

e OrE R [Tl p(e) - B (e + D] (176)
0

Ahora bien, siendo R.y < R.(p — «) y en virtud de las hipdtesis sobre f,
la dltima integral de (1.7.6) es convergente. Ademds, como para 7 — oo el

ultimo término de (1.7.6) tiende a cero, se tiene:

‘F(T) _BH(OQ;%PY?T)' <ée
con lo que

lim [F(7) — BH(a, 1,7, 7)] = 0.

T—00

El siguiente teorema establece una relaciéon entre el comportamiento de

f(t) parat — oo y el de F(7) para 7 — o0.
Teorema 1.7.2 Sea f(t) una funcién medible en el intervalo (0,00) tal que
TR )T (aonE)

sea absolutamente integrable en cualquier intervalo de la forma (0,7T), 0 <
T < c0. Supongamos que existe un complejo (3 tal que

tli)rono tf(t) =71 (1.7.7)

donde v € C con —R.ae < Rey < Re(pt— @), Rey > Re(§5 —a) — % Entonces
lim [F(r) = BH(a, p,7,7)] = 0

con H(o, u,v,7) y F(7) definidos por (1.7.3) y (1.2.2), respectivamente.
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DEMOSTRACION:

Por (1.7.4) sigue:

F(r) = H ) < [ |05 () = B B am, )07 dt =

/OT () = B [F (, a, 7, )27 i+
+/TOO )tﬂf(t) - 5’ F(p, o, 7, )87 dt <
T
- /0 ‘tﬂf(t) - 5‘ F (i, a, 7, )| dt+

+sup‘t Tf(t) 6’/ F(u,a,,t)t7| dt

t>T

Utilizando la Proposiciéon 1.5.1, se tiene

|F(T) - ﬁH(O&, Hy 7Y, T)| S
1 T 1 el
< Crh e [ p(e) = Bl (e + 1)) 73 R e
0

+supt7f ﬁ‘/ F(u,a,r,t)t7| dt

t>T

mas, por (1.7.7), dado £ > 0, el segundo sumando de la anterior expresién se

puede hacer menor que € para T suficientemente grande, y asi

‘F(T) - ﬁH(a>N7’7>7—)’ <

<Cr3 Re“/ (477 £(t) = | [t(¢ + 1) 72 Relear 4 >
0



Ahora bien, siendo R,y > R.(4 —a) — 5 y cumpliendo f las hipétesis del
teorema, esta ultima integral converge absolutamente y, por consiguiente, si
7 — oo el primer sumando de la anterior desigualdad se puede hacer menor

que 3, teniéndose con esto que

|F(T) - BG(O(7M7/V7T)| <E

lim [F(1) — BG(a, 1,7y, T)] = 0.

T—00



CAPITULO 1II

La >F;—transformada indice distribucional.
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2.1. Preambulo.

En este capitulo se estudia la o Fi-transformada en un espacio de funciones
generalizadas. Para ello, en primer lugar, se construye un espacio numera-
blemente multinormado U, , . de funciones prueba que contiene al ntcleo de
la transformacion y se le dota de una topologia generada por una familia
de seminormas. Se analizan propiedades de este espacio y se establecen las
principales propiedades del mismo, definiéndose en él la o F;-tranformacion
generalizada de un elemento f del dual de U, . como la aplicacién de f al
nicleo de la transformacion. Ademas, se prueba un teorema de analiticidad
para la transformada generalizada y se demuestra una formula de inversion
generalizada. Se pone de manifiesto asimismo la relacién de U, ,  con otros
espacios construidos por Glaeske [20] y [21] para la transformada generaliza-
da de Mehler-Fock. Por otra parte, la o F;-transformada es también estudiada
por el denominado método del operador adjunto (véase [89]). El capitulo aca-
ba con la prueba de algunos teoremas de tipo abeliano para la transformacion
generalizada.

En lo que sigue I denotard el intervalo real (0, 00), N el conjunto de los

enteros positivos y R, el conjunto de los niimeros reales positivos.
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2.2. El espacio de funciones prueba y su dual.

Sea U, o €l conjunto de todas las funciones complejas ¢, regulares de-
finidas en el intervalo abierto I = (0,00) y tales que para todo entero no
negativo k, exista

Viapma(6) = sup |(2t+1)"t5(t +1)5 Afo(t)] (2.2.1)

0<t<oo

con a € |0, %), i, o € C, y siendo A; el operador diferencial definido por:
tH(E A+ 1) TED T (4 P D, (2.2.2)

Es obvio que, provisto de las operaciones usuales de adicién de funciones
y producto de un escalar complejo por una funcién, U,, . constituye un
espacio vectorial. Ademads, el conjunto {7iq.a}, representa una familia de
seminormas sobre U, , o, ya que:

1) Teamal®+ ) < Mapmal®) + Mhapal®)s V6,0 € Uspa, k € No

1) Veapa(AP) = (M Vkapa(@), YAEC, k €Ny, ¢ € Uy -

Ademss, para k = 0, Y040 'epresenta una norma por cuanto

iii) Y0,0ma(@) =0  si,ysélosi¢p = 0.

En efecto, si ¥p,,u.a(¢) = 0, como para cualquier compacto K C I existe

inf [(2t + )50 (t +1)5| = A

teK

I3
2

y puesto que la funcién (2t + 1)%t2~%(t + 1)% es continua, se tendrd para

teKk:

[M}S

0 < Alp(t)] < |2+ D)5 (t +1)5g(1)| <

<sup |(2t+ )5t + 1)
te K

o(t)] <
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123
2

< sup [(2t+ D+ 1D)EG)] = Yapal(d) = 0.

Ahora bien, como en general A # 0y 0 < Alo(t)] < 0 sobre K, ello
implica que ¢(t) = 0 sobre K. Luego, teniéndose para cualquier dominio I,
que existe una sucesién Ky C Ky C --- C K,, C --- de conjuntos compactos
con

oo
I=|JK,
n=1
sigue que ¢(t) = 0 en I. Por consiguiente, {Y.ap,q}, constituye una familia
numerable de seminormas sobre U, , . que, ademés es separadora. Se trata
pues, de una multinorma numerable que dota a U, , . de una topologia que
convierte a U, ,, o €n un espacio numerablemente multinormado.
Para demostrar que U, , . es, ademds, secuencialmente completo, ante-

ponemos el siguiente

Lema 2.2.1 Para toda funcion reqular ¢(t) y todo entero positivo k, se tiene

Ato(t) = i:tf—kpjwwzqs(t) 2.2
=
con
poek(t) =+ 1" vy por k() = k(t+ Dy — 20+ k +2t(n— a + k)]
siendo pj i (t) un polinomio de grado k, 0 < j < 2k.

DEMOSTRACION:

Procederemos por induccién sobre k. Para k = 1 resulta evidente, puesto
que
a(o—p)

t
(2.2.4)

A =t(t+1)D? +[p—2a+1+2t(p—a+1)]|D;+ |ala — 2u — 1) +
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Supongamos que (2.2.3) es cierto para k y probémoslo para k + 1.

En efecto:

Aflo(t) = A, (AFo(1)) =

=t(t + 1)DIAFG(t) + [ — 2+ 1 + 2t(pu — a + 1)| D AF () +

M A%(t)-

+ lafa—2u—1) + "

Teniendo en cuenta ahora que

2k+1

D, A o(t) Z 1 g;.(6) DY (1)

2k+2

DQAk(b Zt]kQ Dj(b()

con q;x(t) vy r;x(t) polinomios de grado k en t, resultara

2%+2
AT O(t) = 1t 4+ 1) D2 7 Pr() D] o (1) +
=0
2%k+2
=20+ 1+ 2t — a+ 1)) S #7752, (1) D (1) +
7=0
+ lafa—2u—1) + Zt] *pin(t) D] o(t) =
242 ,
= Z t]_k_lsj,k+1(t)Di¢(t)
j=0

donde
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+t(a? —a = 2ap) + alp — a)lpx(t)
con 0 < 7 < 2k, es un polinomio de grado k + 1 en t.
Para 7 = 2k + 1y 57 = 2k + 2 basta aplicar la hipdtesis de induccion y
comprobar que los factores que multiplican a DZ*™¢(t) v D 2¢(t) en el

desarrollo de A, son los que se pretende obtener.

Proposicién 2.2.1 El espacio U, . es secuencialmente completo y, por

tanto, un espacio de Fréchet.

DEMOSTRACION:
Sea {¢y, tnen una sucesién de Cauchy en U, . Probaremos que existe
¢ € Uypa tal que ¢, — ¢ en U, ;o para n — o00. Para ello, mediante un

proceso de induccién se demostrara que, para todo € > 0,

’7k,a,u,a<¢n_¢) <e¢g, ]{3:0,1’27‘_'

Sea K cualquier subconjunto compacto de I. Si ¢,, € U, .., se tendra que

Veaa(Pn) <00, k=0,1,2,..., y en particular

Voagma(@n) = sup |(2t+1)%52 (L +1)5 ()] < oo.

0<t<oo

Pero al ser {¢,, }nen de Cauchy en U, , resulta

’Yk’,a,u,a(gbn - ¢n’) — 0, sl n, ’n/ — 00,

y en particular, para k =0 :

70,a,u,oz(¢n - (bn’) ==

= sup [(2t+1)%E 0+ 15 (n(t) — b (1)) — 0

0<t<oo

sin,n — oo.
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Cualquiera que sea el compacto K C I, la funcion

(NS

(2t 4+ 1)%>72(t + 1)

es acotada en K. Sea

[M}S

A= inf |(2t+ 157 (¢ + 1)

teK

Entonces, podra escribirse, para cualquier K C I :

0 < Algn(t) = du ()] < |2+ D)5+ 1)5 (0n(t) — o (t))] <

< sup |26+ DUE(E 4 D)5 (Gnlt) — dw()| =

0<t<oo

= ’VO,a,u,oz(qbn - ¢n’) — 0

cuando n,n’ — oo, esto es,
|¢H_¢TL'| _>07 n,n/—>oo,

lo cual representa la condicién de Cauchy para la convergencia uniforme en
todo K, por lo que ¢,, converge uniformemente en todo compacto de I.

Sea, ahora, k = 1. Se tendra:

71,a,u,a(¢n - (bn’) =

= sup (2t + D)5+ 1) Ay(du(t) — dw (1)) — 0,

0<t<oo

si n,n’ — o00. Aplicando el mismo razonamiento anterior sigue que
{A;¢,(t) }nen converge uniformemente en cualquier K compacto de I si n —
0o. Ahora bien, teniendo en cuenta que

Ay = t(t+ 1) D+ [ =20+ 1+ 2t (u—a+1)| Dy + [a(a —ou—1)+ O‘(a_“)l

t



36

Yy que

la(a —ou—1)+ O‘(O‘t_“)] (t)

también converge uniformemente en cualquier compacto K de I, resulta:

ala —p)

Audalt) — [a(a o+ A

] onlt) =

=t(t +1)Dpn(t) + [pp — 2+ 14+ 2t(pn — a + 1)] Dy (2). (2.2.5)

Si integramos entre £ y t en el segundo miembro de (2.2.5) se mantiene

la convergencia uniforme en K y se tendra que

t(t + 1)Dt¢n(t) - 5(5 + 1)D§¢n(§)+

+i = 200+ 2t(p — @) dn(t)—

[ =20+ 2600 = @)]6a(O) — 20— ) [ dn(a)do

converge uniformemente en K (£ es un punto fijo de K). Ademds, como

(€ + 1) Degn(E)

[ = 200+ 26 (1 — )] (E)

convergen y

oult), u =20+ 20— )lon(0). | ) dz

convergen uniformemente en K, se infiere que

t(t + 1) Dy (t)
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converge uniformemente en K. Lo mismo le ocurrird a Dy, (t).

Por otra parte, A, (t), ¢n(t) v Dipn(t) convergen uniformemente en K
y por la relacién que los liga, D?@,(t) converge uniformemente en K. Conti-
nuando el proceso de induccion se supone probado el resultado para 2k — 2.

Como

Veapmaldn) = sup |(2t+1)"5 (¢ +1)5 Afpa(t)| < o0
0<t<oo

’yk,a,u,a(QSn - ¢n’) -

= sup |(2t+ D)5t + 1)EAF(Gn(t) — du(t))] = 0

0<t<oo

para n,n’ — 0o, se induce que A¥¢,(t) converge uniformemente en K.

[gualmente
2% —2

S t77Fp k() Dl (t)

J=0

converge uniformemente en K, estando los p;x(¢) determinados en el Lema

2.2.3. Con esto, la diferencia

2k—2

Afdn(t) = Y 7 pa(t)Dign(t) =
j=0

= por () D7F b (t) + por—1 1 (t) DI by, ()

converge uniformemente en K.
Integrando ahora entre £ y ¢, se mantiene la convergencia uniforme y por

el mismo proceso que para k = 1, se concluye que

D ¢n(t)

D" n(t)
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convergen uniformemente en K.

Entonces, para cualquier £ =0,1,2,---,

Df o, (t)

converge uniformemente en cualquier compacto K C I; por consiguiente, sigue
de un resultado conocido ([1], pag. 402) que existe una funcién regular ¢ tal
que

Dy ¢n(t) — Di(t)
uniformemente para todot € Iy k =0,1,2,---. Ademds, dado € > 0, existe

un ng € N tal que si n,n’ > ng,

'Yk,a7u,a(¢n - ¢n’) <¢€

y tomando limite para n’ — oo:

'Yk,a,u,a((én - Qb) <e n>ng. (2.2.6)

Asi, para n — oo,

7k,a,u,a(¢n - ¢) - 07

para cada k.
Finalmente, en virtud de la convergencia uniforme y el hecho de que para

todo k, existe un C}, (independiente de n) tal que

Ve,a,m,0 (gbn) < Ck )

se tiene

f}/k,a,,u,a(¢> — /Yk,a,u,a(Qb - ¢n + (bn) S

S ka,a,u,a((bn) + ka,a,u,a((b - ¢n) S Ck +¢€
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lo que demuestra que ¢ € Ug 0.

El espacio U, o €s un espacio vectorial topoldgico, localmente convexo,

Hausdorff y secuencialmente completo. Ademas:
Proposicién 2.2.2 U, , . es un espacio de funciones prueba.

DEMOSTRACION:
En efecto, cumple ([89)):
i) Es un espacio de funciones regulares.
ii) Es un espacio numerablemente multinormado y completo.
iii) Si ¢, — 0 en U,,.q, se tiene que para todo k € No: D¢, — 0

uniformemente en cualquier compacto K de 1.

/ 4 I ] . ’
Up o denotard el dual de U, 0. Ast f es un elemento de U, , , si, y sélo

si es un funcional lineal y continuo en U, , . Por la Proposicién anterior,

Uy .0 €8 un espacio de funciones generalizadas que dotado de las definiciones

usuales de igualdad, adicién y producto por un escalar complejo es un espacio

vectorial. Si asignamos a U, , , la topologfa débil, sigue del Teorema 1.8-3
[89] que U, , , es también completo.

Es inmediato comprobar que si 0 < a < b < 1, entonces Uy 0 C Ugpa ¥
que la topologia de Uy, o es més fuerte que la inducida en él por U, .
Seguidamente se pone de manifiesto una caracterizacion de los elementos

de U, o Para ello es preciso anteponer la prueba de los siguiente lemas:
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Lema 2.2.2 Para una funcion ¢ € C>(I), se tiene:
Afg(t) = O (thelemm=a) = ¢ 00, 0<k<I
st, Y solo st
t*Dfg(t) = O (t7) | t—o0, 0<k<2
siendo | un entero mo negativo.

DEMOSTRACION:

(2.2.7)

(2.2.8)

Haciendo uso de la representacién (2.2.3) dada para A¥ en el Lema 2.2.1

y puesto que los polinomios p; x(t) son de grado k, si se tiene (2.2.8) es obvio

que se cumple (2.2.7).

Reciprocamente, si (2.2.7) es cierto, en particular,
o(t) = O (") |t — o0

Ap(t) =t H(t+ 1) D"t + DFI Do (t) =
— O (tRe(aftu’)fa) , t — 00

con lo cual,
D"t (¢ + )P D () = O (), t — 0.
Integrando esta relacion y operando de forma adecuada:
Dt~ ¢(t) = O (1 Fer=) |t — oo
con lo que, de (2.2.9) y (2.2.10) sigue:
Dié(t) = O (t—l—Re(“—a>—“) . t— 00

de donde
tDio(t) = O (tRe(o‘_“)_“) , t—o00

(2.2.9)

(2.2.10)
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Ahora, de la expresiéon de A;¢(t) por sustraccién se obtiene
£Di(t) = O (thelemm=a) ¢ - og

Mediante un proceso de induccién y utilizando argumentos similares, se

prueba (2.2.8) para k > 2.
Lema 2.2.3 Para toda funcion ¢ € C*(1), se tiene:
Alg(t) = t© Zq]k t)Di (t_o‘qﬁ( )) (2.2.11)
con
Qorp(t) ="+ 1), qur_1x(t) = "7+ D)2+ D)2k + k(k + 1))
stendo q; . un polinomio de grado j en t independiente de ¢.

DEMOSTRACION:
Una vez mas procederemos por induccién en k. Para £k = 0 es trivial.

Para k£ > 0 se tiene
k af— - +1 +1 k —«
Afo(t) =t (7 (L + 1) DAt + 1D, ) (170(1)) -
Si denotamos por B; al operador diferencial
tH(t + 1) # Dt (¢ + 1) D,

puede escribirse
Afo(t) =By (7°0(1))

y por lo tanto, el Lema quedara probado si se cumple que

By o(t) Zq]k )D]p(t) (2.2.12)
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con
Qo) =t + 1) quroip(t) = tF7H 4+ D)2t 4+ D)2k 4 k(k 4+ 1)]
Obsérvese que
By =t(t+1)D} +2(u+ 1)(2t + 1) D;.

Si se supone (2.2.12) vélido para un cierto k, resulta:

Bf“ B, (Z%k DtSO )

2k
(t+1D2(Zq]k Dt¢())+2(u+ )(2t +1) (Zq]k (t)Dlp(t) )
7=0
2k-+2
_Zsjk‘ Dt‘P

donde s, ;(t) es un polinomio de grado j en ¢, y el resto de la demostracion es
inmediato siguiendo el desarrollo de los factores que multiplican a D1 o(t)

a D¥*2p(t), respectivamente.
Lema 2.2.4 Para una funcion ¢ € C*(I), se tiene:
Af(t) = O (D) t =0, 0<k<I (2.2.13)

st, y solo si

DE(too()) =0 (%), t—0%, 0<k<2 (2.2.14)
siendo | € Ny

DEMOSTRACION:

Que (2.2.14) implica (2.2.13) es inmediato a la vista del Lema 2.2.3.
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Para probar que (2.2.13) implica (2.2.14), procederemos a aplicar una vez
mas el método de induccién en [. Para [ = 0 es obvio. Supongamos el aserto

vélido para un cierto [ > 0. Aplicando (2.2.14) a A;¢(t), se infiere

Rep

Dy (tAg(t)) =0 (%), t—o0t.

Ahora bien, teniendo en cuenta que

D (7 Ap(t)) = Dy (£"(t + 1) Dt (¢ + 1) Dt "¢ (t)) =

= Dj (t(t + 1D G(t) + 2(p+ 1)(2t + 1) Dit *6(t)) =

t(t + 1) DI (t) + (2t + 1) (21 + 1+ 2) Do (1) +
+I(l +2u 4+ 1)Dit=¢(t) =

=t P (4 1) TR DR (4 )RR DI e g (1) -

HU(1+ 2+ 1) D ¢(t)

de lo que sigue

tﬂ‘*l*l(t 4 1),#7171Dttu+l+2(t + 1)u+l+2Di+1tfa¢(t) =

= Dp (t7°Ap(t)) — (I + 2 + 1) Dyt "¢ (t),

y como la primera expresion diferencial de la tltima linea es de O (t_%)

y la segunda, por hipdtesis, tiene el mismo comportamiento para t — 07, se

deduce que existe el
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lim tu+l+2(t + 1)u+l+2Di+lt_a¢(t).

t—0t

Aun mas:
2 )2 DI () = 6+ O (t”%w) , t—0"

siendo ademas ¢ = 0 ya que de lo contrario, incurririfamos en contradiccion
con la hipdtesis hecha para las derivadas de orden inferior.

En definitiva:

Rep

DIt (tog(t) =0 (%), t— 0%,

lo que termina la prueba del Lema.

Proposicién 2.2.3 Una funcion ¢ € C*(I) es un elemento de Uy, 0 Si, y

solo si, para todo k € N
(a) Df (t70(t)) = O(1), t—0*
(b) t"DE(t) = O (tRelemm=a) ¢ — oo

DEMOSTRACION:

Si ¢(t) € Uy pas Se tiene que
|AR A1) < Yhapal(@)(2t + 1)79FC@=2) (¢ 4 1) B3 e L
Entonces, por los lemas anteriores,
Df (t¢(t) =0 (t7"%5), t—o0F

t*Dfg(t) = O (thelemm=r) - ¢ — oo

Ahora bien, si m representa la parte entera de R.5 + 1, puede escribirse

Dff™(teg(t)), t— 0
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y tras m integraciones se deduce:
Df (16(1)) = O(1), ¢ — 0"

(nétese que a la misma conclusion se llega si se aplica la integracién fraccio-
naria).

El reciproco es inmediato a la vista de los lemas anteriores.

En particular, de esta Proposicion sigue:
Corolario 2.2.1 FEl nicleo de la transformacion,
F(u,a,7,t)
es un elemento de U,y q-

2.3. Propiedades de U, ,, y de U,

a0t

En este apartado se dan algunas propiedades de los espacios Uq .0 ¥ Uy, o

que seran requeridas posteriormente.
Proposicién 2.3.1 D(I) es un subespacio de U, -

DEMOSTRACION:
Sea ¢ € D(I). Existe una sucesion Ky C Ky C --- C K, C --- de
conjuntos compactos de I tal que

D) = U Dx. (D),

neN

y en estas condiciones:

Veamal®) = sup [(2t+1)"t57(t +1)5 Afg(t)] =

0<t<oo
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= sup (2t +1)"t5 (¢ + 1) 5 Afo(t)|

teK’IL

para un cierto n € N. Ahora bien, por (2.2.3) esta tultima expresién es igual

a

sup [(2t + 1)“752_0‘ (t+1 Ztﬂ kp]k, ngzﬁ( )| <
teKy,

< sup Z\ (2t + 1) 57y, ()] [ DEo(t)| (2.3.1)

teKy, j=0

Pero en el compacto K,, se mantiene acotada la funcién
(2t + 1)"t5 4R, ()|

y por consiguiente, (2.3.1) resulta menor o igual que
2k

chk sup |Dt¢( )|

teKn,

y, al ser ¢ € D(I),
Vi (9) = sup D] o(t))]

se mantiene acotado para todo K C I, y por tanto que v q,.0(¢) < 00 para
todo k € N, de donde se desprende que D(I) C U, .0

Ademas,
2%

7k,a,u,a(¢) S Z Ojk’yKn,j (¢)

j=0
Lo anterior implica que la topologia de D(I) es mas fuerte que la que en él
induce U, ,, . Asi, la convergencia en D(I) implica la convergencia en U, ,, 4.
Por otra parte se tiene que D(I) no es denso en U, , o, pudiéndose encon-

trar dos elementos en Uy, , , cuya restriccién a D(I) sea la misma.

Proposicién 2.3.2 U, .. es un subespacio denso de E(I).
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DEMOSTRACION:

Claramente, desde un punto de vista conjuntista, U, ;o C £(I). Por otra
parte, si la sucesion {¢, }nen C U, o converge en U, , o serd de Cauchy en
Uspa y en E(I) (la prueba serfa la misma que la de la Proposicién 2.2.1).
Como &(I) es completo, {¢, }nen converge en E(I); y por la unicidad del
limite, se tiene que {¢, }nen converge en la topologia de £(I) y al mismo limite
que en U, , . Ello ya es suficiente para afirmar que la topologia de U, o €s
més fuerte que la inducida en él por £(I), puesto que estamos tratando con
espacios metrizables.

Por dltimo, como D(I) C U,ua C E() y D(I) es denso en E(I), se

concluye el aserto.

Proposicion 2.3.3 Para todo f € U, , ., existen una constante C' > 0 y un

S

entero no negativo v dependientes de f, tales que si ¢ € U, o se tiene

| < f,0>]<C max Vg apuald) (2.3.2)

0<k<r

DEMOSTRACION:

Es una consecuencia inmediata del Teorema 1.8-1 [89].

Proposicién 2.3.4 El operador diferencial A; dado por (2.2.2) representa

una aplicacion lineal y continua de U, en si mismo.

DEMOSTRACION:
En efecto, dado que A; puede ser expresado en la forma dada en (2.2.4)

y ¢(t) es regular, sigue que A;¢(t) es también regular. Ademas,

Viapma(Ai$) = sup |(2t+1)%5 (¢ + 1)E AT o(t)] =

0<t<oo

= Vrt1apalP) < 00.
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Obviamente, A; es lineal y su continuidad se desprende de lo tltimamente

escrito y del Lema 1.10-1 de [89].

El operador Aj, adjunto de Ay, es el operador diferencial generalizado

AU e UL

221ed a, [,

f= A

que se define del siguiente modo:
<A f, ¢ >=<f, A >

Con esto, ademds, A; es una aplicacién lineal y continua de Uy , , en si

mismo.

2.4. Funciones generalizadas regulares en U, , ..

Sea f(t) una funcién localmente integrable en I, tal que
(2t +1)" 45t +1)"5f(t) (a,u€C)

sea absolutamente integrable en dicho intervalo. Esta funcién f(¢) engendra
un elemento regular en U; , , que también se denotard por f y que se define

mediante
<ﬁ¢>=émﬂﬂwwﬁ, 6 € Uy (2.4.1)

Basta considerar que

|<ﬂ¢>%{£mﬂwawﬂg
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< Yoapald) /OOO (2t + 1) 5 (t+ 1) E (1) dt

y por la convergencia absoluta de la ultima integral, existe una constante

C > 0 tal que
| < f,0> 1< Camal®) (2.4.2)

Asi, el funcional definido por (2.4.1) es lineal y ademds continuo (por

(2.4.2)); por tanto f € U, , -

El espacio de todas las funciones que satisfacen las precedentes condicio-

nes serd denotado por U, , , co-

1

Proposicién 2.4.1 i R.(2a —5) > =1 ya+ Re(pp — o) > —3,

el espacio

: : : /
Uapa puede ser identificado con un subespacio de U, , .

DEMOSTRACION:
Por la Proposicion 2.2.3, para todo elemento ¢ € U, ;o se tiene
Df (t7¢(t)) = O(1), t— 0"
t*DFG(t) = O (t=(e-m=2) ¢ — oo,

Por consiguiente, si se cumplen las hipotesis, ¢ se encuentra en las condi-

ciones de la Proposicién anterior y genera un elemento regular en U o AST

. . )
Uau,o se identifica con una parte de U ,, -

Proposicién 2.4.2 Dos elementos diferentes de U, ;o no pueden dar origen

a un mismo elemento de U, , ..

DEMOSTRACION:



20

Procederemos por reduccién al absurdo, suponiendo que dos elementos

y 1 generan el mismo elemento de U’ Por ser ¢ # 1) existe un ty € I tal

a,p,ot
que (¢ — @)(tp) # 0. Asumimos que esta expresion sea mayor que cero (en
caso contrario se procederia de forma similar).

Dado que ¢ — % es una funcién continua existira un entorno J de ¢y, en

el cual ¢ —1) > 0. Sea ahora p(t) € D(I) C U, o de modo que p(t) > 0 para
telysopoCJ

<p—tvio>= [ lp—v)Wedt >0

con lo que < ¢, 0 >#< 1), p >, en contra de lo supuesto; luego efectivamente

2.5. La transformacion generalizada. Método del nu-
cleo.

Nos proponemos dar en este punto la definicion de la transformacion
integral generalizada mediante el denominado método del nicleo. Para ello
construiremos un espacio U, , . que contenga a F(u,,7,t), definiendo la

transformacion generalizada de una funcién f € U! , , de la siguiente forma

prasied

Definicién 2.5.1 La  >F;-transformacion  indice  generalizada  de

feu. ., ., sedefine por

2F1(f) = F(7) = (f(t), Fp, o, 7, 1)) . (2.5.1)

La definicién anterior tiene perfecto sentido, pues representa la aplicacion

de f(t) e U, ,, aF(p,a,7,t) € Uy pa-

a, [,

De ahora en adelante, nos referiremos a la aplicacién

2?11 UCIL,,u,a — C
— F(r) = (), F(p, o, 7, 1))
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como la o Fi-transformacion generalizada indice de f.
Debe observarse que, bajo ciertas condiciones, la ,F; -transformacion
indice generalizada contiene a la cldsica. En particular, si f(t) es una funcién

localmente integrable en I = (0,00) y
(2t + 1) 5 (E+ 1) 72 f(2)

absolutamente integrable en I, resulta, por (2.4.1), que f engendra una

funcién generalizada regular en U , , cuya oF;-transformacién indice ge-

o

neralizada, mediante (2.5.1), adquiere la forma

Qfl(f) = F(T) = <f(t)’F(M7a7Ta t)) =

_ /OOO F(6) Flu, a,7,t) dt

la cual coincide con (1.2.2).
Seguidamente se recogen algunas propiedades de la 5 F;- transformacion

indice generalizada.

Proposicion 2.5.1 La o F;-transformacion indice generalizada es una fun-

cLon par.

DEMOSTRACION:
Basta recordar la bien conocida propiedad de la funcién hipergeométrica
de Gauss:

2Fi1(a,b;¢; —t) = 2 F1(b, a; ¢ —t)
en virtud de la cual, y segun (2.5.1), F(1) = F(—71)

Proposicion 2.5.2 Si A, denota el operador adjunto de A, puede afirmarse

que para todo k € Ny, se tiene:
k

A = 0| (e g) 4+ A0 @s2)
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DEMOSTRACION:
Dado que
1\2 F
AF (1,0, 1) = <—1>’f[(u+ o ] F(, 0,7, 1)
se infiere

2F1<Azltkf) = <A2kf<t)7F(ﬂ>aaT> t)> = <f(t>7A7]t€F(/L>O‘77_7 t)> =

= (700 (e 5) 4

— (—1)F [(u + )2 + 721 k2-7:1(f>‘

k

(s aumt)) =

2.6. Analiticidad de la y F;-transformacion generalizada.

Establecemos ahora la analiticidad de la 9] -transformacion indice ge-
neralizada y para ello anticiparemos algunos lemas.

En primer lugar, si se tiene en cuenta que el nicleo de la transformada
admite la siguiente representacién integral (ver [13] pag. 155), vélida para
Rep > —%:

F(u,a,7,t) =

T

 Dlp+ 1)t —p—3— »
_\/W/O <2t+1+2\/t(tTl)cos 5) (sen €)* d¢ (2.6.1)

se deduce al derivar m veces respecto de 7:

DI'"F(p, o, 1,t) =
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_ m /07r (2t 414 2,/t(t + 1)cos 5) T

(=)™ [log <2t + 14+ 2\/t(t+ 1)) cos §}m (sen €)% d¢

con lo que:

|DI'F(p, o, 7, 1) <

D( + 1)t

~ VAl (e +3)

/07r (215 + 1+ 24/t(t+ 1)cos §> _Reu_%(sen )2 Her d¢ =

s (20 1+ 2+ )]

= Mt [log (Qt + 14+ 2¢/t(t + 1)>]m [t(t+1)] 2 P_’%Re“(Zt +1)

donde P~ " representa la funcién asociada de Legendre [13].
2

Lo anterior permite enunciar el siguiente

Lema 2.6.1 Sim €Ny y pu € C con Rep > —%, se tiene:

|DI'F(p, o, 7,t)] <

< Mt v : el prflen 6.
< Mt [1og <2t +1+2yt(t+ 1))] [t(t+1)] 1{5 (2t +1) (2.6.2)
para un M adecuado.

Como consecuencia cabe probar ademas este otro:
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Lema 2.6.2 Si p es un pardmetro complejo con Rep > —%, k y m enteros

no negativos y a € |0, %), existe una constante C' (dependiente de a, k,m,yu),

tal que
1\2 F
Trapa(DFF(p, 0, 7,1)) < C‘ (u + 2) +72 . (2.6.3)
DEMOSTRACION:
Para k=0

Yoo (DI (1 0,7,1)) =

= sup [(2t+1)%E 0t + 1)EDIF (0,7 1) <

0<t<oo

0<t<oo

< M, sup ‘(2t+1)“ {log (2t+1+2\/t(t+1)>}mP__fe“(2t+1)‘ (2.6.4)

Teniendo en cuenta que (véase [59] pag. 173, (12.20))

1 ) 2
P Rerop 1 1) ~ log(2t + 1 t
-3 (2t +1) D(p+3) <7r(2t+1)> og(2t+1), 0

se constata que (2.6.4) estd acotado por

M, sup ‘(2t+1)“ {log (2t+1~|—2\/t(t+1)>}m(2t+1)_510g(2t—|—1) <

0<t<oo

< Mj

puesto que a < % yM;>0,i=1,2,3.
Por otra parte,

’Yk,a,u,a(DTF(M7 a, T, t)) =

= sup [(2t+ 1)t + 1)EASDIF (n, 0,7, 1) =

0<t<oo

= sup |2+ )50+ DD ASE (a7, 1) =

0<t<oo
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= sup
0<t<oo

. . 1\? ’
@t+1V#f“@+-U2DT[Qr+2> +Tﬂ F(,0,7,¢) =

(i

— sup |(2t4+ 1)t +1)

0<t<oo

m , 1\ 2 k .
Z(W-L)Dil(/“rQ) +72] DI F(p, ,7,t)| <
; J

jz:) (?)Nj Di[(,u%— ;)2 +72]

sup ‘(275 +1)° [1og <2t + 14+ 2¢/t(t+ 1))]m_j P2t 4+ 1)

0<t<oo 2

<

m m ] 12 k 1 2 k
<>M (" |H; DI (u+) + 7 §C<u+) +7°
i=o\J 2 2
conHj>O(0§j§m),dadoqu60§a<%.

Con esto, ademds, queda probado que DI"F(pu, o, 7,t) pertenece a Uy, o

para todo entero no negativo m.

Teorema 2.6.1 (Analiticidad) Si F'(7) = (f(t),F(u,a,7,t)) con f € U!

T,

Yy Repr > —%, se tiene que F (1) es una funcion reqular y ademds:
DI F(r) = (f(t), DIF(, 0,7, 1)) (2.6.5)

DEMOSTRACION:

Basta efectuar una demostracion para el caso m = 1, puesto que por un
proceso inductivo, y utilizando la misma técnica, se prueba para cualquier
m € N.

A tenor del Lema 2.6.2, la expresién (2.6.5) tiene sentido. Sea 7 fijo,
AT # 0, y consideremos

F(r+ At) — F(1)
AT

— (f(t), D-F(p, 0,7, 1)) = (f(1), Tar (1)) (2:6.6)
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donde

1
TAT(t) = E[F(ﬂ’a a, T + ATa t) - F(:uv Q, T, t)] - DTF(/La Qa, T, t)

Se tiene:

AFY (1) = (1"

l(,u + ;)2 + (7 + Ar)ﬂ kF(,u, a, 7+ AT, t) —

— [(u + 1)2 + 72] kF(u, o, T, t)

2

-1 k T+AT T 1 2 k
= (AT)/T d:v/T Di[(u+2> +n2] F(u, a,n, t)dn.

Si se denota por A el intervalo 7 — |A7| < n < 7+ |A7|, se infiere

(26 + 1) 5 7 (t + 1) 2 AfTa-(1)] <

I

I3
2

sup
neA

|AT| 12 .
< - ](2t+1)“t%—a(z&+1) Df,[(quQ) +n2] F(u,a,n,t)

mas, dado el comportamiento asintético para t — 0 y para t — oo de la

funcion hipergeométrica de Gauss, sigue que

I3
2

(2t +1)"t5 (¢ + 1)

sup
neA

2 ]‘ 2 2 :
D; <u+2) +n7| F(u, a,n,t)

estd acotado en 0 < t < co. Por consiguiente
AfYa-(t) < BJAT|, B>0

de donde se deduce que Ya-(t) converge en U, , » a cero cuando At — 0, y

comoquiera que f € U! (2.6.6) tenderd a cero para AT — 0, lo que acaba

y2en)

la prueba.
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El siguiente teorema pone de manifiesto el comportamiento de la oF;

-transformacién indice generalizada F(7) para T — 0y 7 — oc.

Teorema 2.6.2 Sea T > 0y F(7) la o -transformacion indice generalizada

: > ,
de una cierta funcion f € U, , . Entonces

i) Para 7 — 0, se tiene F™(r)=0O(1), para todo m € N
it) Existe un p € Ny tal que F(1)=0 (T2p—Re”_%) , T — 00
(2.6.7)

DEMOSTRACION:

Por la Proposiciéon 2.3.3

()] =1 < f({), F(g,a,7,8) > | < C max Yo pa(F (1 o, 7,1) =

= (C max sup
0<Ek<ro<t<oo

B n 1 2
(21 4 15 (1 4 1) [(u ) ] F(s,0,7.1)

(NS

=C sup |(2t + 1%t + 1)

0<t<oo

l(u + ;)2 + TQ]Z)F(,M, . t)‘ (2.6.8)

para un cierto p € Ny. Ahora bien, para 7 — 0, (2.6.8) es una O(1) dado el
comportamiento asintético de la funciéon hipergeométrica.

Para 7 — oo y por la Proposicion 1.5.1
P, @, 7,1)] < M- i e D)(p 4 1) g mifo
lo que conduce a que

| < f(),F(uo,71) > | = O (727 Fer3) | 7 — o0,
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2.7. Formula de inversién generalizada.

La férmula de inversion generalizada que se expone en esta seccion
constituye el resultado fundamental de esta primera parte del capitulo y

para su demostracion se requiere la prueba de algunos lemas previos.

Lema 2.7.1 Sea Dﬁc}l el espacio dado en la definicion 1.4.1. Se tiene: D(I) C

’Jﬁofnl para todo n € N.

DEMOSTRACION:
Sea ¢(t) € D(I) con soporte contenido en el intervalo cerrado [c, d] donde

0 < ¢ < d < 0oy consideremos

d(s) :/OOO B(t) t51dt:/cdq§(t) t5dt.

Para todo niimero natural n, se tiene

(—1)"s"®(s) = /d (ti)nqﬁ(t) 51 dt

C

y por ser ¢(t) un elemento de D(I) sigue que existe un M > 0 tal que
|s"D(s)] < M

esto es,

|P(s)| < M s, VYneN

Ahora, teniendo en cuenta que, trivialmente, ®(s) = s "®(s)s™ y que,
ademds, ®(s)s™ € L(o) (por cuanto tomando m > n es |®(s)] < N s7™), se

infiere, al ser
1

~ 2mi

(%) /U O(s) t—ds

que ¢(t) € Dﬁofnl.
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Lema 2.7.2 Si F(1) = 2Fi(f), ¢ € D(I) y ponemos

o(r) = S, 7) /0 T S(0G (a7, )t (2.7.1)
se tiene

[ 60 < (0. Pl v > ar = {0, [ 1) Pl 7.0) )

(2.7.2)
para cualquier numero real fijo T > 0.
DEMOSTRACION:
Si
/ o(t)G(u, a, T, t)dt = 0,
0
(2.7.2) es evidente. Supongamos pues, que
[~ oG, a,7. 1)t 0.
0
En primer lugar, vamos a probar que
T
Or(z) = / o(1) F(u, o, 7, ) dr (2.7.3)
0

es un elemento de U, , , para lo cual consideraremos

ArOr(z) = /OT@(T) (—1)* Ku + ;)2 + TQY F(u,a,7,2) dr

Ahora bien,
(20 +1)%25 (2 + 1)5 A0 ()| <

< (2 4 1)z Re5 =) (g 4 1)Fe5

dr <

©(7) l(p + )2 + 72] F(u,a,7,7)
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k

dr (2.7.4)

< C/OT w(¢)[<u+;>2+721

|F(u,a,7,2)| < Biz™®, 1 — 0"

y puesto que

F (0,7, 2)| < Bpa™ @173, 2 o0

sigue, que existe una constante B > 0, tal que
IF (1,0, 7, 7)| < B 2fe*(1 + x)_Re“_%, zel

Asi podemos concluir de (2.7.4) que O7(z) € U, pa, con lo cual (2.7.2)
tiene sentido.

Por otra parte, sea

Podré escribirse
< f(x),Q(x,n) >= z; zn:lcp (f) <f(:v), F <,u, a, pnT,a:)> (2.7.5)
=

y por la continuidad de las funciones que intervienen, para n — oo, (2.7.5)

tiende a
T
/ (1) < f(2),F(p,a,7,2) > dr
0

Nétese que Q(x,n) también es un miembro de U, o.

Escribamos ahora:

(22 +1)%2>%(z + 1) A*Or(2) — Q(z,n)] =

I3
2

" T
= (20 +1)%5 "z + 1) / o(r) AXF(u, o, 7, ) dr—
0
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T2 T T
—(2z+ 1)z +1)7 = d e <p) AR R <,u, a, p,x) .
n n n
Por el comportamiento asintotico de la funcién hipergeométrica de Gauss,

(2.7.6)

. . 1\2 g
(20 + 1)t 1 1)f [(u oy ] F(y,0,7.2)

tiende a cero uniformemente en 0 < 7 < 7T para x — 00, y por consiguiente,

dado e > 0 existe un N > 0 tal que, si x > N, (2.7.6) estd acotado por

S| [ et

expresion que representa una cantidad finita puesto que

-1

| oG, a1t 0.

Por tanto

sup ‘(23: +1)%2 %z + 1)%Af@T(:1:)’ <
>N

Wl M

También, para todo n

-1
T n
—~2.

p=1

sup ‘(2:10 +1)%E (x4 1) 2 AFQ(x, n)‘ <
€
< —

1 vowe] T D)

Asi, existe un ng tal que para n > ng el segundo miembro de la ultima

desigualdad esta acotada por %E, conlocualsin>ngyx >N
2z + 1) 2@+ 1) AbOr(2) - Q(z,n)]| <e.

Ademas, en el dominio £ = {(z,7): 0< 2z <N, 0<7<T}
F(u,a,7,2) (R > 0) constituye una funcién uniformemente continua en

(z,7), y por consiguiente, existird un n; € N, tal que si n > ny,

|2z + 1) (@ + 1) A [Or(z) — Q(z,n)]| <
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para 0 < x < N. Tomando ahora n > madz{ng,n1}, se deduce por tltimo,
que

(2 +1)%25 (2 + 1) 5 AE[O7(2) — Q(a,n)]| < &
en 0 < x < 00, con lo que
Q(ZE,TL) - @T(x)7
lo cual completa la prueba.

Lema 2.7.3 Para cada subconjunto compacto K contenido en I y k € Ny,

sea Y,k la seminorma dada por

i (6) = sup [ Ao (1)

teK

, o0&

donde A; es el operador definido mediante (2.2.2). En estas condiciones,

{Vk.x} genera una topologia en E(I) que coincide con su topologia usual.

DEMOSTRACION:

Por la expresién de AF dada en el Lema 2.2.1 se tiene, que si una sucesion
{on(t)},en € E(I) converge a cero en la topologia usual de £(I), también
converge a cero en la topologia generada por vy k.

Reciprocamente, sea {¢,(t)}, .y una sucesién en £(I) que converge a cero
en la topologia generada por i i. Es obvio que ¢,,(t) y Ai¢,(t) convergen a

cero uniformemente en cada compacto K C I. Ademas,

A (t) = t(t + 1) D2 (t) + [ — 200 4+ 1+ 2t(p — o + 1)) Dy () +

+ [a(a —2u—1)+ O‘(O‘t_“)] dn(t) (2.7.7)

Asi,
&@ﬁw—km—au—m+am‘“ﬂ¢aw=
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=t({t + 1)D?pn(t) + [ — 20 + 14 2t(pn — o+ 1)] Dy (2) (2.7.8)

converge a cero uniformemente en K y teniendo en cuenta que (2.7.8) puede

escribirse como:
POt 4 1) Dy (72 (4 1) Dy (1)) (2.7.9)

se deduce que

Dy [t4720F 1 (4 1) Dy ()]

también converge uniformemente a cero en cualquier compacto K C 1. Por

medio de una integracion se infiere que lo mismo le ocurre a

y por consiguiente, D;¢,(t) — 0 uniformemente en K. Ahora de (2.7.7) se
desprende que a D?¢,(t) le sucede lo mismo.

Con un argumento similar puede probarse que, para todo entero no ne-
gativo k, ngbn(t) converge uniformemente a cero en K.

Finalmente, basta tener en cuenta que £(I) es metrizable para que siga

la conclusién.

Lema 2.7.4 Sea ©r(x) la dada por (2.7.3) y ¢ un miembro de D(I). Si v y
[ son pardmetros complejos tales que Reaw > 0, Rep > 0, é < Re(p—a) < i

y Re(pn — 2a)) < —1, entonces Or(x) converge en E(1) a ¢(x) para T — oo.

DEMOSTRACION:
Si el soporte de ¢ estd contenido en el intervalo cerrado [¢,d] con 0 < ¢ <

d < 0o, se tiene

o0

Or(z) = /0 S, 7V, 0, 7, ) dr /0 ()G (1,7, t)dt (2.7.10)

Denotemos ¢*)(x) = AF¢(x). Por la regularidad de las funciones que

intervienen y siendo finitos los limites de integracion se podra derivar la
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expresién anterior bajo el signo integral, con lo que al hacer uso de (2.2.7),

la (2.7.10) se puede escribir como:

T
:/ S(u,7) F(p, a, 7, 2) dr.
0

/cd o(t)(—1)" [(,u + ;)2 + 7'21 kG(u, a, T, t)dt.

Ahora, si A} designa el operador adjunto de A; y tenemos en cuenta que
se verifica

1

2
NG onmt) = Ku Oy ] T 711)

una integracién por partes conduce a

AO( :/T " 0
tOr(a) = | S(u.)F(n, a7 2)dr / oW (DG, 0) dt (2.7.12)

y por propiedades de la funcién hipergeométrica de Gauss, (2.7.12) podra es-

cribirse

T
A0r(x) = [ ()" (@ +1) Gl .7, 2)dr
0

/d o) ()2 (t + DMF(p, o, 7, t) dt. (2.7.13)

Mas, si se tiene en cuenta que D(I) C 9y, (L), al aplicar la Proposicién
1.4.1, la (2.7.13) cabe expresarla asi:

T 1 I'(p+1)
22(z + 1 “/ - .
Y (ZL’ + ) 0 S(H’> T)G(u7a777$)d727”; F(,LL + % _|_ ZT)F(ILL + % _ ZT)
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/ P(p+i—a+ir—s)D(p+i—a—ir—s)T(a+s)
o F'l+p—a-—s) '
(oM )2t +1)"] (1 — s)ds (2.7.14)

donde
(oM @2t + 1)) (1 - )

representa la transformada de Mellin de la funcién
oW (2t + 1)

calculada en el punto 1 — s, para cualquier entero no negativo ky o = {s €
C : Res=1}.

Cambiando el orden de integracién (lo cual es licito ya que el comporta-
miento asintético de las funciones que intervienen aseguran la convergencia

absoluta) y aplicando el Lema 1.4.2 resulta:

1 o0 oo
—/ z“_a_SCM(xz)dz/ e2h—ets=s) g,
™ Jo —o0

0 T
/l Co(ze" W) [/ T sen 2Tu dT‘| du
0 0

(recuérdese que ¥ = ch u—ch 6) expresién que puede escribirse en la siguiente

forma:

x4+ 1)7# N+ s X 20 u1*
( s ) /oF(l +<u + a)_ ; [6® ()2t + 1) (1 - s)ds.
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1 oo o0 1
— / z“_o‘_sC’u(mz)dz/ M=otz =9)qg,
0

—0o0

/OO Co(2e"0) < asen2TU> du.
0

| ou u
Por las circunstancias que comparecen, podremos cambiar una vez mas

el orden de la integracién, para obtener

L0 () = T < 0 sen 2T 2T“) )
0 —u

T ou U

/Oo 2H7C,(22)C (269\11> dz.

0

1/(7 (¢(k) ()" (t + 1)“>*(1 —3) (ze29> “ds. (2.7.15)

211

Pondérese aqui que la expresion

1
21

S

/ (6® (@)t 2(t + 1)) (1 — s) (2¢*) " ds (2.7.16)
es el valor de la G3-transformada de
) ()2t 4 1)#

en el punto ze? (ver [81]), la cual existe por el Lema 2.7.1. Denotaremos
(2.7.16) por G(¢y,)(ze?).

Si hacemos el cambio de variable ze? =y, (2.7.15) adopta la forma

o 1) # foo 2T U
z*(x +1) / ( 0 sen u) du/ e
0

T ou U —u

|7 G@nwyCu (e ™) Co (ye™w)dy  @717)
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y si integramos por partes se tiene:

2Tu z¢ 1)=# fu
A,;@T(x):_sen w z®(x+1) / —

u ™

/Ooo G(on)(y)y" “Cy (91?3/6729) Co (ye*QQ\IJ) dy :O 1
+xa<x:1)_u /OOO @(a:,u)‘senu?Tudu (2.7.18)
siendo
O, u) = [~ Gl Wy "C (aye) dy+
+et /0 IREICAIaer (zye™") dy+
’edG—/ yC, (:vye’%) Co (yeg\lf) dy. (2.7.19)

De la misma forma que se procedié para la féormula de inversion clasica,
puede comprobarse que el primer sumando de (2.7.18) tiende uniformemente
a cero para 4 — 0 y u — oo cuando x varia en un compacto K C I, si
§ <Re(p—a)<i

Llegados a este punto, denotemos por F'(x, u) el iltimo término de (2.7.19).
Si sopesamos el comportamiento asintético de las funciones involucradas, se
puede diferenciar bajo el signo integral debido a su convergencia absoluta,

de lo que sigue
F(z,u) / _ede/ yC, (:Uye_29> gC’O (yee\If) dy
—u ou
y si, como en la férmula de inversiéon clésica, hacemos uso de la igualdad

L0y (e W) = 2y~ 1) (9 W) — 550 (v~ ")
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se obtiene

F(z,u) =

=2 [* a0 [ Glon) )y Cultye ) Calye W)y
—2 /_1; e /000 G(w) )y Cultye ) Cy (ye W) dy—

) 9o (e dy

con lo que aplicando los mismos procedimientos que en la demostracién de

— *(’de/ Y C(tye ™

la citada férmula de inversion clasica, se puede escribir

O(z,u) =

= 26" [ Glo0 W)y~ (rve™™) dy + Fr(a,u) = Falar,w) = Fifa,w)
(2.7.20)
donde
Fi(z,u) =

= 2¢ " /ﬂ e‘zedQ/O G(d)(y)y" O, (vye ) Cy (ye W) dy

Fa(w,u) =2 [ e a9 [~ Gon) )y Culaye ) Crlye ")y

F3(z,u) =

/w e_9d0/0 G(ow)(y)yt—« [e‘eCu(xye_ze) + 2xye_3ecu+1(xye_20)} dy.
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A continuacién, debemos tener presente que la primera integral de (2.7.20),
por las condiciones que se dan, representa la transformada de Hankel-Clifford
(ver [24] y [49]) de

o (1)t (¢ 4 1)

con lo que, si se aplica la correspondiente féormula de inversién, se tiene

O(z,u) =
= 2727 H (g 4 1)He 2 a=3) (k) (we®™) + Fi(z,u) — Fy(z,u) — Fy(x,u).
(2.7.21)
Asi concluimos que:
k —2u(p—a—1) ze? +1\" (k) (. ouy €N 2Tu
ATOr(z / 2e 21T — | ¢"(ze™)———du+
r+1 U

o0 2T

oo+ 1) [ (Fileu) = Fa(e,u) = Byle,u) “du.
0 u

Para demostrar que Or(z) — ¢(x) en £(I), hemos de tener en cuenta lo

siguiente

A3 (Or(2) — ¢(x)) =

1 oo 2T
+f/ (Fy(z,u) — Fy(z,u) — Fy(z, u)) Wdu. (2.7.22)
mJo

Supongamos que x pertenece a un compacto K C I y pongamos

A3 (Or(2) — ¢(x)) =
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é 00
= </0 +/5 )v(as,u)sen 2Tu du+

1 oo 2T
4o / (Fy(z,u) — Fy(,u) — Fy(z,u)) S22 gy, (2.7.23)
7T Jo u

siendo

2 9 1 (e + 1\
— 2 | 2ulp—a—3) &) (pe2v) — *)
o u) = — [ ( — ) 6 (we™) — 6 (2)

con § > 0.

Analicemos (2.7.23), estudiando en primer lugar:
5
/ v(x,u) sen 2Tu du.
0

La funcién v(z,u) estd acotada en el dominio £ = {(z,u) : z € K, 0 <
u < 1}; por tanto, dado € > 0 existe §; > 0 tal que para cualquier § € (0, d;]
y cualquier 7" > 0 :
/05 v(x,u)sen 2Tu du

<&
2
En segundo lugar y por lo que se refiere a la [5° de (2.7.23), si
T o1y [ xe® 4+ 1\
Mz, u) = Ee 2u(p-a 2)<:1:+1 ) gb(k)(er“)
se tiene que, como ¢ € D(I), existird una constante h > ¢ tal que el soporte
de A(x,u) respecto a u estd acotado por h para x € K. Asi, integrando por

partes sigue:

/Oo Az, u) sen 2Tu du =
5

1 h 0
= o7 [(cos 2T0 YA(z, )] +/6 (cos 2Tu )%)\(I, u) du

y como A(z,u) es una funcién acotada de x, y

0
%A(:c,u)
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se mantiene acotada para todo x € K y cualquier u € [d, h|, y, ademés,

% sen u
/ du—0, T — o0,
25 U

existird un 7} tal que, para T' > T} y todo z € K

/ v(x,u) sen 2Tu du| < g
5

Para terminar la demostracién probaremos que para = € K,

Fi(x, u)
u

€ L(0,00), i=1,2,3.

Por la acotacién de las funciones 21 Co(z) y 3 Cy (), y la relacion (1.4.17),
se tiene que

0(2 Re(p—a)+32

u )
|Fy(z,u)| < Ale_“xRe(o‘_“)_%/ ¢ +df
4

—u (ch u — ch 0)
con lo cual, al igual que en la demostracién del teorema de inversion clésico:

/OO (2, u)) du < Aggele—m-%,
0 u

siendo A; > 0,7=1,2.
De esta manera

Fi(z,u)

@ 1)~*
%z +1) "

€ L(0,00), z€K.

De igual forma

/oo |F2(§C7U)’du < Bfoe(ufa)fg’ B>0
0 u

teniéndose asi que

Fy(z,u)

« 1)+
z%(z +1) "

€ L(0,00), z€K.

Y también,

~ R
/ | S(L u>’du < Cx_Re(“_a)_%, C>0
0 u
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con lo que

F.
@+ 1) B Cro o), pek
u
Ahora bien, por el Lema de Riemann se tiene

00 sen 2Tu

xa(a:—i-l)_“/o Fi(x,u)

du — 0
U

uniformemente en K para 7' — oo, 1 =1, 2, 3.

Con esto hemos probado que
A;0r(x) — Aje(z)
uniformemente en cualquier compacto K C I, de donde se desprende que
Or(z) — ¢(x)
en £(I) lo que termina la prueba del Lema.
Teorema 2.7.1 Sea f € E'(I) y pongamos
F(r) =< f(t),F(p,a,7,t) > .
1

Si Reav >0, Rept > 0y § < Re(pp— ) < 1, Re(pn — 200) < —1, se tiene que:

< f,0>= lim < /0 S TG, a7 t)F(T)dT,(b(t)> (2.7.24)
para todo ¢ € D(I).

DEMOSTRACION:

Sea ¢ € D(I). Hemos de probar que

</0T S(p, 7)G(p, v, 7, t) F(T)dT, qb(t)> (2.7.25)

tiende a < f, ¢ > para T" — oc.



Capitulo II. La oJ;-transformada indice distribucional. 73

Por la regularidad de F(7) y el hecho de que el soporte de ¢(t) es un
subconjunto compacto de I, sigue que (2.7.25) es una integral iterada en
(t,7), teniendo un integrando continuo sobre un dominio compacto de inte-
gracion. De esta manera, cabe cambiar el orden de integracion, infiriéndose
que (2.7.25) coincide con

T 0
/0 S, 1) < f(x), Flp,a, 1, 2) > dT/O o(t)G(p, o, 7, t)dt
Ademas, por el Lema 2.7.2 esta expresién es igual a

oo

<f(x),/OT S(M,T)F(M,a,f,x)dffo ¢(t)G(u,a,T,t)dt>. (2.7.26)

Por consiguiente, como f € £'(I) y en virtud del Lema 2.7.4, la funcién
prueba de (2.7.26) converge en £(I) a ¢(x) cuando T — oo, se tiene que

(2.7.26) tiende a < f,¢ >, lo que completa la demostracion.

Una consecuencia inmediata del anterior teorema de inversién es el si-

guiente teorema de unicidad:

Teorema 2.7.2 (Unicidad) Sean F(7) = 2F1(f) y G(1) = 2Fi(g) con
f,g € (1) y supongamos que F(1) = G(7) para todo T > 0. Entonces
f=g

DEMOSTRACION:

Por el teorema anterior,

f{t) —g(t) =

T

= lim S(p, 7)G(p, oo, 7, ) F(T)dT—

T—o0 Jo
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T
_Tlim S(/L,T)G(/L,Oé,T, t)G(T)dT =
—00 0
T
— i [ S0 7)G( 0, IF() — Glr)ldr =0
—00.J0

con lo cual f = g sobre £(I).

2.8. Relacién de U, ,, con otros espacios.

Si consideramos los espacios U, ,, ¥ (~]a7n estudiados por Glaeske-Hess [20]

y el Uy e aqui tratado, podemos establecer el siguiente esquema:
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Las igualdades siguientes prueban los homeomorfismos mencionados:

Cy(t* —1)"2¢(t) = (* — 1) 2Cye(t)

C’t¢(2t + 1) = 62t+1¢(2t + 1)

Cit®p(t) = t“Cyo(t)

A la vista del esquema anterior se observa que la clase de los espacios
U estudiados en esta Memoria resulta ser mas amplia (con p complejo)

que la de los analizados por Glaeske-Hess [20] en los que dicho pardmetro

queda restringido a ser un nimero natural.

2.9. Caracterizacién de los elementos de U , .

Proposicién 2.9.1 Sif €U, ,,,
Lo () tales que, para cada ¢ € D(I):
T / B_q B
< fo>= <Z (AF) (2t + 1)t (t + 1) 5 (— Dyl (1), ¢><t>>
k=0

DEMOSTRACION:

Si f € U, . Por la Proposicién 2.3.3 existe una constante C' > 0 y un

r € N tal que

Y

[ < f¢>]<C mix sup (2t 4+ 1)"5 7 (t + 1) 5 AT (t)

SMET )<t<oo

cuyo ultimo término se mantiene acotado por

C méx [[Dy(2t + 1)"t27(t + 1) A6 (1)),

existe unr € N yr+1 funciones hg, hy, ---

h, €
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donde || ||, denota la norma usual de L;(I). Asi, si escribimos
D(I) — L7 (I) —C

¢ — (Dy(2t +1)"t27(t + 1)%AT¢(t))m:0’1727mr —< f >

y siendo
< 16> 1< C mis D20+ 15+ DEAT O],
serd continua la aplicacion:
Im (D(I)) — C

(D2t + 1) 5t +1)5 AT¢(t) ) o< [¢> (2.9.1)

m=0,1,2,--
siendo I'm (D(I)) C LyTH(I).

Ahora, por el Teorema de Hahn-Banach, se puede extender (2.9.1) a una
aplicacion continua

L7{+1 (I) —C

/
Por 1ltimo, como consecuencia del isomorfismo existente entre (L’{H) y
L™*1 si aplicamos el teorema de representacién de Riesz, existen funciones

oo )

hi, k=0,1,---r de Ly tales que

< [,0>=

T

= > (hult), Dil(2t + 1)°¢5 (¢ + D) EAFG(1)]) =

k=0

- <Z (Af)’(% +1)"2 (¢ + 1) 2 (— D)y (t), ¢(t)>

k=0
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2.10. Aplicacién del método del operador adjunto.

En este apartado se estudia la transformacion generalizada utilizando el
método del operador adjunto, obteniendo de esta manera una extensién de
los resultados precedentes. Nuestro proceso permite probar la existencia de
funciones generalizadas cuya oF;-transformada es una funcién entera F(7)
con comportamiento asintético conocido en 0 y en oo.

En primer lugar introducimos un nuevo espacio de funciones prueba

Definicién 2.10.1 Sea V el espacio vectorial definido por
V={peC*() :wu(p) <oco, keEN}

donde
() = sup |t (¢ + 1)"72 Afg(t)|

tel

y Ay es el operador definido por (2.2.2).

El espacio V, provisto de la topologia generada por la familia de semi-
normas {7}, es un espacio de Fréchet contenido en cualquier espacio U, ,, -

En efecto, la prueba de que es un espacio de Fréchet es completamente
analoga a la realizada para U, , .. Por otra parte, si ¢ € V:

Teama(®) = SUp|(2t -+ 1) 0 (¢ + 1) EAFo ()] <

< (@) sup |(2t + )¢5 (E+ 1)7EE] < Moy ()

siendo M > 0.
Por procedimientos similares a los empleados para caracterizar los ele-

mentos de U, , se demuestra la siguiente proposicion:
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Proposicién 2.10.1 Una funcion ¢ € C*(I) es un elemento de V', si, y sdlo

si, para todo k € Ny, se tiene
(a) t"Dfg(t) = O (t™M73) ¢t o0
(b) Df () =0(1), t—0°

Las funciones que pueden expresarse en la forma en que a continuacion
se describe, seran utilizadas mas adelante.

Para cada f € V' consideremos

Ur(r) = S, )T [f1(7) (2.10.1)

donde
TIf](7) = /O Y H )G, o, 7, 2)d. (2.10.2)
Notese que por la Proposicion 2.10.1, al ser f un elemento de V', la integral
(2.10.2) converge absolutamente.
De la representacion integral (2.6.1), sigue que ¢¢(7) es una funcién entera
par de 7.
En la siguiente proposicion analizamos el comportamiento asintotico de

Y¢(7) para T — 07 y 7 — 00.

Proposicién 2.10.2 Si ¢¢(7) viene dada por (2.10.1) y f es un elemento
del espacio V', se tiene:
i) Y(r)=0(7?), para T—0F

it) para cualquier r €N, Yp(1)=0(r""), T — 00.

DEMOSTRACION:
Para probar i), basta tener en cuenta que sh w7t ~ 77 para 7 — 07, con

lo cual

sl < Cir® [T G 0,7 2)|f(a)de < G 7
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siendo C] y (5 constantes adecuadas.
Para ii), si se pondera que el operador adjunto A; de A, satisface la
relacién

A;G(:uv «, T, .’L’) =

1 2
(,u + 2) + 7‘2] G(u,a,7,7)
y que si f(z) € V, (=A,)"f(z) € V, cualquiera que sea el nimero natural

n, integrando por partes resulta:
n? o Ll oo
() 7] 7010 = [ Glo o)A s
Como, ademas, para 7 — o0
G, a, 7, 2)| < Ma—2+Be(5-0) (g 4 1)~ 2Rl 7oy Ren (2.10.3)

con M > 0, (esto ultimo sigue de [64], pag. 231, (24)) se tiene que

—-n

73 Ren

ITIA()] < M’(M+;>2+T2

Por otra parte, como

1 1
I'(p+ 5t in)(p+ 5 iT)

=0 (TzRe“e_’”> , T — 00

shmr =0 ("), T—

resulta

(7)) < MyratBen=2n 2 o0 peN, M;>0

de lo que se infiere inmediatamente ii).

Para definir la oJ;-transformacion generalizada, se requiere el siguiente

espacio de funciones

W = {u(1) entera, par: p,(¢)) < oo, r€Ng}
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siendo
) ] e
pr(Y) = sup |t2e e TR S e gy (t) (2.10.4)

donde ™ denota la transformada de Fourier.
La familia de seminormas {p, }, genera una topologia en W que le confiere
una estructura de espacio numerablemente multinormado.

Conviene observar que, para cualquier (1) € W y todo n € Ny,

l(u - ;)2 + Tzrw(r) cw.

En estas condiciones puede darse la siguiente

Definicién 2.10.2 Para ¢ € W, el operador L) se define por

(L) () = /0 T F(u a7 2)(r)dr, x>0 (2.10.5)

Proposiciéon 2.10.3 Si u € C con R.p > —%, L representa un operador

lineal y continuo de W en V.

DEMOSTRACION:

En primer lugar, se tiene:

k

oo 1 2

AL (£0) (@) = (1) [ [(u Y ] F(u, 0,7, 2)0(r)dr. (2106)
0

Haciendo ahora uso de la representacién integral ([13] 3.7(11))

F(u,a,1,2) =

 2T(p DT (p+ g
V2rD(p+ 5 +im)T(p+ 3
valida para Rep > —%,

_ / (2z+1+ch f)_“_%cos 7€ d€ (2.10.7)
—iaT) Jo
e integrando por partes, sigue que

F(u,a,1,2) =
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2T(+ V(1 + L)a®
V2rrl(p+ 5 +ir)D(p+ 5 —ir

con lo que al sustituir esta representacién en (2.10.6) y cambiando el orden

) /000(2:10 +1+4+ch 5)_“_3511 ¢ sen TE d€

de integracion (lo cual es factible por la convergencia absoluta de la integral),

queda:
AL (L) (2) =

M ()T (4
B V2

)z°

N[

(n+3)"+] v()
T(p+ 2 +in)(p+1—ir)

/000(2:17+ 14 ch &) F3sh ¢ (€)de.

En consecuencia:

o (@ + 1) AR (Ly) (2)| < My (24 1)t (20 4 1) Fers,

0o Chf _Re“_% .3
1 8672,
/0 ( +23:+1) she&e

—

3 (i +3) + 7 eln)
T(p+ 2 +in)T(u+ 1 —ir)

)(5) d¢ <

0 p—§
< M, /)k(W/O : ih §d§ < Mz pi(¥)

&2

donde M;, ©=1,2,3 son constantes adecuadas, siguiéndose sin dificultad la

conclusién.

Para demostrar la proposicion que luego se enuncia, es preciso probar el

lema siguiente:
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Lema 2.10.1 Sean «, i y s pardmetros complejos con R.ao > 0, Rep > 0,

é < Re(p—a) < i y R.s = % En estas condiciones, sip € V
(t+ 1)l (t) € Mg, (L)
para cualquier niumero natural n.

DEMOSTRACION:
Sea
o(s) = / (t + 1)Pr 20 (1)L,
0
Por las condiciones del Lema esta integral converge absolutamente, siendo

entonces licito diferenciar bajo el signo integral, con lo cual

) d n
(—1)"s"p(s) = / (tdt> [(t 4 1)Ht# 22 (2)]¢* dt. (2.10.8)
0
Ahora bien, mediante un proceso de induccién, se demuestra sin dificultad
que
d\" °
(tdt> [(t 4+ 1)t p(t)] = (E+ 1) ag(t) Diap(t)
k=0
con
n—Fk o
ar(t) =Y ap(t+1) 77tk
5=0

y también que
(t;g [(f 4+ 1) 200 (1)) = (¢ + 1) Xi: Br(H) D (17u(1))

n—Fk
Br(t) =D byt + 1) 77,
j=0

Ahora bien, del comportamiento asintético de los elementos de V en 0 y

en oo reflejado en la Proposicién 2.10.1, sigue que

d " —2a e (p—a)—3
(14p) 4 1po2oo] = 0 (0=03) 1o
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<t§t> [(t + D)2 (t)] = O (tReW*“)), t— 0t

y como, por hipdtesis é < Re(p—a) < i, se tiene que (2.10.8) converge

absolutamente, de lo que se infiere que
|s"o(s)| < M,

es decir:

lp(s)| <M s™", VneN (2.10.9)

para un cierto M > 0.

Por la férmula de inversion de la transformada de Mellin

(£ 4+ 1) 20 (1) = [ ets)ds

2w

y habida cuenta de que
sigue de (2.10.9):

de donde se deduce que
(t+ 1)t 722(t) € Mg, (L)

para cualquier n € N, tal y como queriamos demostrar.

Nos encontramos ahora en condiciones de demostrar la siguiente

Proposiciéon 2.10.4 Si « y p son pardmetros complejos con R.a > 0,
Repp > 0, £ < Re(p—a) < 7 y Re(p —2a) < —1, se tiene que, para to-
do elemento ¢ de W, existe un f € V', tal que:

er(r) = S(u, 7) TIf](7)
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con T[f]() dado por (2.10.2).

DEMOSTRACION:
Sea ¢ € W, y definamos f(z) = (L) (z), x > 0, cuya existencia viene
garantizada por la Proposicion 2.10.3.

En primer lugar, denotemos por

(1) = S(p, T)TLf](7).
Veamos ahora que ¥(7) = (7). En efecto, se tiene:

(£0) (@) = [~ F(u,a,7.0) dlr)dr =

o0

:/OOOF(M,Q,T,LE)S(/L7T)dT/O G(p, o, 7, ) f(t)dt

de donde por propiedades de la funcién hipergeométrica (ver Apéndice) se

puede escribir, tras el cambio del orden de integracién:
(£0) (x) =

o0

P 1) [T S ()G w)dr [T ()t ()
0

0

Entonces, por las hipotesis asumidas y el Lema anterior, se puede aplicar

la férmula de inversién de la o Fi-transformada, quedando

(L) (x) = f(2) = (LY) (x).

Para finalizar, s6lo nos resta comprobar que L es inyectiva.

Suponiendo (L) (z) = 0, por (2.10.7) se tiene

0= [ F(uaumap(r)dr =

2T (1 + )T (1 +

V2r

)z*

N[ =
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/000(233 +14cht) 2 (F(u I qu)(;zu - z'T))(t)dt —

con

B : w(T) 0) 2
O =m57 (F(u +1 T (u+ 35— m)“ g(¢+ 1+ /2 +20)).

1
2
Y como

/000(2:76 F 14 O)TRU(C)dC

es la transformada generalizada de Stieltjes, sigue por su férmula de inversion
([73] pag. 180) que ¥({) = 0, pero siendo ¥(¢) la transformada de Fourier

de
Y(7)
C(p+2+ir)T(p+ 3 —ir)

resulta ¢(7) = 0, concluyéndose asi la demostracion.

Si V' y W’ designan los duales de V' y W, respectivamente, se define la
o Fi-transformacion generalizada como el operador adjunto de £ dado por

(2.10.5), es decir,
<L f>=<fLp> feV, peW (2.10.10)

L'f se denominara la o F;-transformada generalizada de f. Tal y como se ha
definido, £’ es un operador lineal y continuo de V' en W".
En la siguiente proposicién se demuestra que la definicién (2.10.10) coin-

cide con la dada en la seccién 2.5 para distribuciones de soporte compacto.
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Proposicién 2.10.5 Sea f € E'(I) y o, p pardmetros complejos con R.a >
0, Ret > 0, § < Re(p—a) < § y Re(p— 2a) < —1. En estas condiciones,

para cualquier i € W, se tiene:

<£7ﬂb>:4mfwﬂ¢@mf (2.10.11)

donde
F(r) =< f(z),F(p, 0,7, x) >

es la o F1-transformada introducida en la seccion 2.5.

DEMOSTRACION:

Se tiene que D(I) C V' C &(I) siendo la topologia de V més fuerte que la
inducida en él por £(I); ademds, el espacio V' es denso en £(I), y por tanto
E'(I) es un subespacio de V’. Por otra parte, por las Proposiciones 2.6.1 y
2.6.2, F(7) es una funcién entera tal que:

i)Para 7 — 0, se tiene F(7)= 0(1),
i1) Existe un r € Ny tal que F(r)=0 (TQT_RE“_%) T — 00
(2.10.12)

Con esto y las Proposiciones 2.10.2 y 2.10.4, se desprende que la integral
de (2.10.11) converge.

Es obvio que, si f € D(I), la Proposicién es cierta.

Consideremos ahora que f es una distribucién de soporte compacto. Por el
Corolario del Teorema 28.2 de [76], existe una sucesion { f,, }nen de elementos
de D(I) tal que converge a f en £'(I) y, por tanto, en V'. Ademas, como L'

es continuo, {L'f, }nen converge a L' f en W’  y como se tiene
L' fo(7) =< fulz), F(pt, a0, 7, ) >
sigue que L'f(1) = F(7) en W, esto es,

<£%¢>:Awmﬂmﬂm
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como queriamos demostrar.

A continuacion probamos un teorema que garantiza que una funcién en-
tera que satisface condiciones del tipo (2.10.12), es la oF;-transformada de

un elemento de V.

Teorema 2.10.1 Sea F(7) una funcion entera par tal que existe un entero
no negativo r y una constante C' > 0 de modo que |F(1)| < C (14 7%") para
7 >0, a y u pardmetros complejos con R.ae > 0, Ry > 0, é < Re(p—a) < i
y Re(pp — 2a) < —1. En estas condiciones, F(7) es la oJF-transformada

generalizada de un elemento f € V':

< Lf ) >= /Om F(r)b(r)dr, YW,

Ademds, para cualquier ¢ € V

< f,¢>= jlgr;o </OT S(p, 7)G(p, oo, 7, ) F(7)dT, ¢(m)> )

DEMOSTRACION:

Consideremos en primer lugar una funcién G(7) analitica en I tal que:
IG(1)] < C (1 4 1) Fer=2
y definamos para x > 0,
g(z) = /O ¥ (1, )G, @, 7, )G (7)dr (2.10.13)

La acotacién (2.10.3) y las condiciones impuestas, aseguran que ¢ es local-

mente integrable en I, y

/ e (a4 1P R g(a)lde < 0o
0
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de lo que se infiere que g genera un elemento regular en V'. Probemos ahora
que G(7) es la yF;-transformada generalizada de g(z).

Sea ¢ € W. Por la Proposicion 2.10.4:
(1) = S, 7)T[¢](7)
con ¢ = Lp € V. Ast:

< Ly >=< g, Lo >= [~ go(t)dt -

B /OOO o(t)dt /Ooo S(p,7)G (1, @, 7,2)G(7)dr =

:/0°° G(T)df/om S(u,T)G(,u,Oz,T,$)¢(t)dt:/OOO G(T)Y(r)dr

es decir, L'g = G sobre W’.
Supongamos ahora que F(7) satisface las hipé6tesis del teorema y denote-

1mos

F(7)
(o 2)" 47

siendo p la parte entera de R.5 + 1y g() la definida por (2.10.13)

G(r) =

r+p

Segun lo visto hasta aqui, £'g(7) = G(7). Si se considera la distribucién

f = (A7*?)'g definida por
< fio>=<g,(-A)"Td> VoeV
se tiene que, cualquiera que sea ¢ € W:

<Lfp>=<f, L >=<g,(—A,) LS >=

(0] (n+3) +72]%> ~ (2o ](n+g) +7] ””w> _
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A [(u + ;)2 + 72] u(r)dr = [ F(r(n)dr.

Ademas, si ¢ € V,

< fp>= </OOO S(p, 7)G(p, v, 7, ) G(T)dT, (—Ax)r+p¢(x)> =

~ lim </0TS(M, NG, o, 7, 2) F(7)dr, ¢(x)> |

T—o00

2.11. Teoremas abelianos para la ;Fj-transformacion
generalizada.

Siguiendo una técnica utilizada por Zemanian [91], probamos en este apar-
tado dos teoremas de tipo abeliano para la oF-transformada generalizada
de ciertos elementos de U , -

Antes de abordar dichos teoremas, se hace preciso recordar la forma en
que Zemanian asigna limite a ciertas funciones generalizadas.

Si f es una funcién generalizada regular en un intervalo abierto (a,b),
existe una funciéon medible h(t), integrable Lebesgue en cualquier intervalo
(c,d)cona<c<d<by

b
< f ¢ >= / h(t)o(t)dt
para cualquier funcién regular ¢ en (a,b) cuyo soporte sea un subconjunto
compacto de (a,b).

Se tiene que f es la representacién distribucional de la clase de todas
las funciones en (a,b) que difieren de A(t) en un conjunto de medida nula.
Ademas, si se supone que una funcién de la clase (por ejemplo h(t)) posee

lim; .+ h(t) = A, puede demostrarse que cualquier otra funcién de esta clase
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tiene el mismo limite A o carece de limite para t — a™, y que es imposible
que otra funcion de la misma clase posea un limite diferente. De esta manera,
se asigna el limite tnico A a la funcién generalizada f para t — a® cuando
al menos una funcién de la clase de f tenga este limite, escribiéndose en este
caso

lfm f(t) = A.

t—at
Supongamos ahora que f € U, ,, ¥ ¢ € Uiy, y asumamos asimismo
que < f,p >=0si¢(t) =0en T <t < oo, (T > 0). En este caso se dice
que el soporte de f estd contenido en el intervalo cerrado [T, 00). Como f es
cero en (0,7"), escribiremos

lim f(t) = 0.

t—0t

De la misma forma, si < f,¢ >= 0 cuando ¢(t) = 0en 0 <t < T,
(T < 00), se dice que el soporte de f estd contenido en [0, 7] y por la misma

razon se escribe

ltm f(t) = 0.

t—o0
Por otra parte, definimos el orden de una funcion generalizada f como el

menor entero no negativo r que verifica

| <fio> 1< C max Yapald)-

La definicién queda justificada ya que, en cierto modo, generaliza la dada
por Schwartz [69] para el orden de una distribucién, por cuanto la Proposicién
2.9.1 contiene un representacién andloga (para funciones generalizadas de
Ui o) @ la existente para las distribuciones de orden m en £(I).

Antes de demostrar el primer teorema de tipo abeliano, estableceremos

el siguiente Lema:
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Lema 2.11.1 Sea f € U, , . con soporte contenido en [T,00), (T > 0) de

O

orden r, siendo 2r — Ry < 5. Entonces, si F(1) = 2F1[f], se tiene

lim F (1) =0.

T—00

DEMOSTRACION:
Por la Proposicién 2.3.3, existe una constante C' > 0 y un entero r,

dependientes de f, tales que

| < f7 ¢ > | S C Orgrz}é(r 'Vn,a,u,a(gb)a vqb € Ua,ma

Si &(x) es una funcién regular en [0,00) tal que {(x) = 1 en un entorno de

[T,00) y &(x) =0en [0,p] con 0 < p < T, se tendrad que

[ (7)] = [{f(2), &(2)F (p, @, 7, 2)) | <

< C méX Ynapa (§(@)F (1, a,7,7)).

0<n<r

Pero, por otra parte,

Tn,a,pm,a (f(l‘)F(M, a, T, JZ)) -

= sup )(23: +1)%5 %z + 1)2 A" (2) F(p, a, T, m)‘

p<x<oo

y por la expresion de A” dada en (2.2.3), esta ultima expresion estd acotada

por
" “ 2n
sup |<2x + 1% (2 + 1) Y 2P, (@) DEE(2)F (07, 2)| <
p<x<oo k=0

2n

< M; Y sup ‘(230 +1)%5 % (x + 1) 228 DFe(2)F (p, v, 7, x)’ <
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2n
<M, > sup ‘(293 +1)%2 (x4 1)

k=0 p<r<oo

P

<

k
: , 1 1

> DEIE(2) )DL o Fy (u+ 3 + T,y + 3~ ity p+ 1, —x)

=0

2n  k
<MY Y sup ‘(2x+1)“x%’a(x+1)%xk.

: , 1 1
DEI[¢(2) 2| DIy Fy (1 + g Timput g —impt L —z)|.

Teniendo en cuenta ahora que:

sup ’D’;_j [f(m)xo‘]‘ < Az A >0

p<r<oo

¥y que

, 1 . 1 .
D;QFl(/uL‘i_i_}_lT“U/“f‘i_ZT;M+1;_J:):

D(p+i+j+in)T(p+5+7—ir)l(p+1)
T(p+3+in)T(p+3—in)T(p+j+1)

Lo 1 .
2Fi(p+ 5+ in pt g ) —inpt 4 1)

y como, ademas, se tiene, para 7 — 00

1 I
2Pi(p+ g +i+impt g+ —inptl—a) <

< BjT_%_Re”_j[x(x + 1)]_%_Re%_j, B; >0

= O<7—2j>’

D(p+i+i+in)T(p+i+j—ir)
C(p+3+in)T(p+ 3 —ir)
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se deduce que

sup ‘(Qx +1)%2 (x4 1) 228 DI [¢ (1) 2]

p<r<oo

. 1 1
Dy oFi(p+g+inpt g —imp+li—a) <

< Bj sup |22 + 1) o (w + 1)) 72T rma Rt | < Oy Rentd

con lo cual

Ynsaa (E(T)F (1, , 7, 2)) <

2n k
_1_ ; _1_
Mgzz sup C;7 2 Renti < DNpy7— 2~ Rent2n
k:0j20p<:c<oo
infiriéndose entonces:

[F(r)| < Myg—a~ert2e

con M; >0 (1 < i <5) de donde, al ser 2r — R.pu < 3 se concluye:

lim F(7) = 0.

T—00

Teorema 2.11.1 Sea f € U, , ., tal que f = f1 + fa, siendo f1 una funcion

M
ordinaria que satisface las hipotesis del Teorema 1.7.1 y fo una funcion ge-

neralizada a la que es aplicable el Lema anterior. Entonces,

lim [F(T) - 5H(O'/7:u7777—>] =0

T—00

siendo F (1) la o F1-transformada generalizada de f y estando 5 y H (o, p, v, T)

definidos en el Teorema 1.7.1.
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DEMOSTRACION:
Por las consideraciones sobre limites de funciones generalizadas hechas
anteriormente, es:

lim 277 fo(z) =0,

z—0t

con lo cual

lim 77 f(x) = h’rél+ fi(x) = B.

z—0t
Ademas, la 9 F-transformada generalizada F} de f; es igual a su oJ7-

transformada ordinaria y por consiguiente, por el Teorema 1.7.1:

lim [Fy(7) — BH (o, 1,7y, 7)] = 0.

T—00

Si F, denota la o Fi-transformada generalizada de fs, resulta por el Lema
anterior,

lim Fy(7) = 0.

T—00

Como F(1) = Fi(1) + F(7), el teorema queda probado.

A continuacién, se establece un teorema de tipo abeliano que relaciona el
comportamiento de cierto tipo de funciones generalizadas para x — oo con

el de su F;-transformada generalizada para 7 — o0.

Teorema 2.11.2 Sea f € U, , ., con f = fi + fa, donde f, es una funcion

M
ordinaria que satisface las hipotesis del Teorema 1.7.2 y fo una distribucion
de soporte compacto. Entonces, si F(T) es la 3 F;-transformada generalizada

de f, se tiene que

lim [F(T) - ﬁH(awua’va)] =0

T—00

estando B y H(«, p,7y,7) determinados en el Teorema 1.7.2.



DEMOSTRACION:
Como la o Fi-transformada generalizada contiene a la clasica como caso
particular, sigue inmediatamente la conclusién por el Teorema 1.7.2 y la

asignacion de limite para x — oo sobre distribuciones de soporte compacto.

Es de destacar que si f5 tiene soporte compacto entonces,

lim 277 fo(x) =0

r—00

lim 277 f(z) = 5,

r—00
a tenor de las consideraciones hechas sobre limites de funciones generalizadas,
teniéndose asi una generalizacion del correspondiente teorema de tipo abelia-
no clasico. En caso contrario, no queda demasiado claro que se pueda asignar
limite para x — oo a la funcién generalizada f, y la constante 5 que aparece

en el Teorema serfa simplemente el limite para x — oo de 77 fi(x).



CAPITULO III

Una convolucion para la ;F;—transformada
indice.
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3.1. Preambulo.

En este capitulo se introduce una convolucion para la o F;-transformacion
clasica haciendo uso de un operador traslacion generalizado introducido a
partir de una férmula producto para la funcién F(u, «, 7, z), estudidndose
también sus propiedades fundamentales. Seguidamente, se define otro ope-
rador traslaciéon generalizado que permite considerar una convolucion relativa
a la transformacion generalizada siguiendo técnicas empleadas en la definicién
de convolucién de otras transformadas de tipo indice (véase [19], [20], [18],

[55]). Se analizan asimismo las principales propiedades de esta convolucién.
3.2. Una férmula integral para el producto de dos fun-

ciones hipergeométricas.

En [34] (pdg. 1003) se prueba la siguiente férmula de adicién para funcio-

nes asociadas de Legendre

(i

(22— 1) 2P 7(2) = 2"T(p) (x® — 1) 2 (y* — 1) &.

[e.e]

S (4 n)(=1)" (4 v+ D — 0)u Py * " (2) P () Cli(cos 6) - (3:2.1)

n=0

siendo

z=ay+[(2® — 1)(y* — 1)]7cos 0 (3.2.2)
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I'(p+v+1+n)
Fp+v+1)

(w+v+1), =

(n+v+1)p=1

y C! el polinomio de Gegenbauer de primera especie y orden pu (véase [13]).
La validez de (3.2.1) queda condicionada a que Ry > —1, x> 1,y > 1.
Multiplicando ambos miembros de (3.2.1) por sen?¢ e integrando

respecto a 6 entre 0 y m, se tiene:

/W(ZQ —1)72 P (2)sen?0df =
0

/07r i(,u +n)(=1)"(p+ v+ 1) (pp— ) PP () PP (y) CH(cos §) sen*0df
h (3.2.3)
Puesto que el comportamiento de las funciones de Gegenbauer (ver [13])

garantiza la convergencia uniforme de la serie, se podra integrar término a

término y escribir (3.2.3) de la siguiente forma

(VIS

2T ()(a? — 1) 5 (y? — 1) 7.

o0

S (pAn) (=) (p+v+1),(p—v), P ()P (y) /07T C*(cos)sen*0do
i (3.2.4)

Teniendo en cuenta ahora que ([13], pdg. 177)

) 0, n=1,23, -
/ C*(cos 6)sen*0 df =

0 2720 x(2p+1)
—_— n =
D(ut1)? 0
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resulta
/ (22 —1)"2 P (2)sen®0dl =
0

2T = 1) = 1) o) ) P

de donde sigue
By @) B (y) =

(NS

2“P(,U/ + 1) 9 9 T o ,

o @ Dy -1 — 1) zpH n

T 1) D = [ - 0 ER ) sen 0

con z dado por (3.2.2).
Asi, y como:

n
2

F(p,a,7,2) =T(n+1)2""2(z + 1)~ P:§+i7<22 +1)

SIS

se tendra
F(p, a,7,0)F(p, o, 7,y) =
I'(p+1) /’T - 2
= ———(xy)* | 2 °F(u,a,T,2)sen"6 db 3.2.5
NG Pt (1,0,7,2) (3:25)
con

cos 0 (3.2.6)

N

2 =2y 4+ +y+2zylr +1)(y + 1)]

y si en (3.2.5) se toma z como nueva variable:
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F(p, o, 7, 2)F (1,0, 7,y) =

= /OOO K(z,y,2)F(u, a, 7, 2)dz = o F1 (K(x,y,-)) (3.2.7)

siendo

K(x,y,2) =

[ S e @ D+ DY g2 Y 0 o
0, Y <0
con
Y(z,y,2) = dvyz + 2zy + 222 + 2y2 — 2 — y? — 27 (3.2.9)

Obsérvese que

K(x,y,2) = K(y,z, 2).

Incluimos ahora un Lema que sera requerido posteriormente.
Lema 3.2.1 Siz,y €1, 0 € [0,7] y z viene dado por (3.2.6), se tiene que:
Y(z,y,2) < 4zyz(z+1)(y+ 1)(z + 1)]% (3.2.10)
2(z4+1) > ay(z + 1)(y + 1) send. (3.2.11)

DEMOSTRACION:

En primer lugar, es facil comprobar que si z,y € I, puede escribirse:

N|=

2oy +x+y—2zylx+1)(y+1)]2 >0

de donde se infiere:

=

2z +1)(2y + 1) — 4[zy(z + 1) (y + 1)]2 > 1 (3.2.12)
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y tras algunas operaciones:

NI

(22 +1)* > [(2x +1)(2y +1) — 4fzy(z + 1)(y + 1)] ]2+

+162y(z + 1)(y + 1)(1 + cos 0)*+

8 ((21; D)@y +1) - 4fey(a+ Dy + 1)) (1 + cos 0)[zy(z + 1)(y + 1)]3.
(3.2.13)
Ahora, de (3.2.12) y (3.2.13), se deduce:

4z2(z+1) > 16xy(z + 1) (y + 1)(1 + cos 0 )* > day(z + 1)(y + 1) sen’d

desigualdad que no es otra que la (3.2.11).
Para demostrar (3.2.10) basta ver que la desigualdad es obvia si Y < 0;

y si fuera Y > 0 se tendria:
Y(z,y,2) = dzy(z + 1)(y + 1) sen?d

que por la (3.2.11), se concluye la (3.2.10).

Anadamos, por tltimo, que de la definicion de K(z,y,z) y del Lema

anterior resulta:

K (2,9, 2)| < C(ay) @ m[(z + 1) (y 4 1)) RerzReay Ren—s <

N

< M(zy) =73z + 1) (y + 1)) ETa GO e AT (3.2.14)

con M > 0, y en particular:

K(z,y,z)= (3.2.15)
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3.3. Un operador traslacién generalizado.

En base a la férmula integral (3.2.7), definiremos ahora un operador tras-
lacion generalizado sobre los elementos de un cierto espacio.

Denotamos por E“* el espacio de las funciones f localmente integrables
en (0,00), tales que:

f() = 0(t%), t—0
J(t) = O(t"), t— oo

con

3 1
2 A<R(u—a)—-.
7 < Re(p— ) 5

Entonces, para g € E“*, puede definirse el siguiente operador traslacién

ﬁ>Re(g—a)—

generalizado 7,:
Tglz) = | Ko,y 2)g(y)dy. (33.)
Obsérvese que, de (3.2.15) sigue inmediatamente:

@, (xRe("_%)_%) , x—0

T.9(2) = (3.3.2)
O (xRe(a_“)_%) , T — 00.

En la siguiente proposicion se recoge una interesante propiedad del ope-

rador traslacién que se acaba de definir:

Proposiciéon 3.3.1 Sig € EY*, Rou > %, se tiene:

2»7:1 [7;9(2)] - F(M’ Q, T, ZE) 2]:1 [g(Z)] . (333)

DEMOSTRACION:

En primer lugar, y puesto que:

FITg(2)] = [ Tg(2)F (a7, 2)dz =
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—/ (00, 7, 2)dz /OOO K(z,y,2)g(y)dy (3.34)

resulta, por el comportamiento asintético de F(u, a, 7, 2), que se puede en-

contrar un M; > 0 de modo que
B, , 7, 2)| < 2P0 (z + 1) Rens

con lo cual,

// F(p, o, 7, 2) K (2, 2)9(y)|dy dz <

< MQ//G |9(y)’yRe(Q_%)_%(y+1)_Re%_%zRe%_%(z+1)_R8%_%dy dz (3.3.5)

3

- p_1 _R.E_ . .
y como la funcién zfe2 (2 4 1) F<2~7 estd acotada para z > 0 si Ry > %

la (3.3.5) se conserva menor o igual que

My [ [ gy 0y + )Ry ds =

N / lg(y)ly" DTy + 1) 75T idy < oo
0
pues g € E“* vy viniendo el recinto GG, dado por:

0<y<oo
2a:y+:c+y—2\/xy(:v+1)(y+1)<z<
<2xy+x+y+2\/xy(x+1)(y+1)

Asi pues, podra cambiarse el orden de integracién en (3.3.4), y por (3.2.7)

inferirse:

/ dy/ F(u,o,7,2)K(2,y, 2)dz =

=F(p, a7, rc)/o F(u, o, 7,9)9(y)dy = F(p, o, 7, 2)2.F1g).
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3.4. Convolucién para la transformada clasica.

Si f y g pertenecen a E“*, se define la convolucién f x g asi:

(f  9)( / flo (3.4.1)

El siguiente teorema pone de manifiesto las principales propiedades de

esta convolucion:

Teorema 3.4.1 Si f,g,h € E“*" con Rep > f, se tiene:

g*f
gl = F[fl2Filg]
iti) fx(g+h) = fxg+ [fxh

~

N~—

N
*

<
I

DEMOSTRACION:

i) Dado que f,g € E** por (3.2.15) tiene sentido definir g * f. Ademads:

(95 N(:) = [ 9@ Tfda = [~ gyde [~ K(ay.2)f)dy (34.2)

Ahora, teniendo en cuenta (3.2.14):

/ / K(z,y,z)|dz dy <

<u [" [ ()@ Dt ](z + 1)(y + 1)) "5 i dy, M >0

la cual existe por ser f y g elementos de E*". Por tanto, podremos cambiar

en (3.4.2) el orden de integracion, resultando:

| fway [ K@y g@de = [ @) Ta)dy = (£ 9)(2),

ii) Por definicién de la o F;-transformada:

Filfwgl = [T 90,7, 2)dz =
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— [T F(ua.m 2z [T 5@)Tg(z)dn =

—/ (o0, 7, 2)dz /0OQ f(x)dx /Ooo K(z,y,2)g(y)dy. (3.4.3)

Al igual que en la Proposicién anterior, serd posible encontrar una cons-

tante real M; > 0 tal que
F(p, 0,7, 2)| < MyzRe(z 4 1) Fers (3.4.4)
Ahora bien, en virtud de la definicién de K(z,y, z), existe

///GVF(N,O%T, 2 f(@)g(y) K (z,y,2)| dr dy dz (3.4.5)

siendo G el recinto:
O<x< oo
0<y< oo
2xy+x+y—2\/xy(x+1)(y+1) <z<
<2ry+a+y+ 2yl +1)(y+1)

y por (3.2.14) y (3.4.4), la integral (3.4.5) esta acotada por:

Mz///c |£(2)g(y)|(wy) =85,

S i (4 1) BeE iy dy dz (3.4.6)

.

[(z+ 1)y + 1)) ="

’ . b1 — b_3 .
Asi, si tenemos en cuenta que 27271 (2 + 1)"#271 se mantiene acotada

para 2 >0y Rep > %, (3.4.6) se conserva menor o igual que

MB///G £ (2)g()|(zy) @ D=1 [(z + 1) (y + 1)] Bt idz dy dz <
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<My [ 1f @)D @ 4 1)

o0 eyl _pB,l
/0 lg(y)|yTeem DT (y 4 1) b tagy

siendo M; > 0, (1 <i < 4) y como ambas integrales existen, por ser f,g €
E** queda garantizada la existencia de (3.4.5), lo que faculta el cambio

del orden de integracién en (3.4.3), obteniéndose, en definitiva (recordando

(3.2.7)):

/Ooof(x)dx/ dy/ xy) ,U,Oé,T,Z)dZ:

— / F(p, o, 7, 7)dx /OO g(y)F(p, o, 7,9)dy = 2 F1[fl2F1lg)-

0

Para probar iii), pongamos:

[f % (g + )] / F@)Tolg + B)(2)dz =

_ /OOO f(z)dx /OOO K(x,y,2) (9(y) + h(y)) dy

que, por la convergencia absoluta de la integral, se puede expresar en la

forma:

/Ooo f(x)dx/o K@y, 2 dy*/ / K (x,y, 2)h(y)dy =

~ [T 1@ Tgle)dn + [ @ T = (5 9)(2) + (f + )
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3.5. La convolucién generalizada.

Para definir la convolucién de dos funciones generalizadas, se precisa de-
finir un nuevo operador traslaciéon que introducimos a partir de (3.2.5) me-

diante la siguiente:

Definicién 3.5.1 Siz,y € (0,00) y ¢ € Uy 0, Se define el operador T, asi:

T0(y) = \/%(:Uy)“ /Oﬂ 2 %sen® 0 ¢(2)df (3.5.1)

viniendo z dado por (3.2.6).

Si en la integral (3.5.1), se toma z como nueva variable, puede escribirse:

To) = [ Ky,2) o) dz (35.2)

donde K(x,y, z) estd dado por (3.2.8).
Esta ultima integral debe ser entendida como una integral impropia de

Riemann, esto es:

oy 2Tt 1) e r=3 T (x TH2T%dz
11§n2 \/M/Sl P(2)(z—21)(z2—2)]* "2 (zy)* *[(z+1)(y+1)] d
siendo

21 = 2xy+w+y—2\/xy(x+ D(y+1)

22:2xy+x+y+2\/my(x+1)(y+1)
Ademas, z(z,y,0) > z; > 0, Ve,y € I, 0 € [0,7] y z = 0 si y sélo si
r=vy, 0 =m.

El siguiente lema es de interés para demostraciones posteriores:

Lema 3.5.1 Siz,y €I, K(x,y,-) genera un elemento reqular en U, , ,.
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DEMOSTRACION:

Siz,y el conx #y, se tiene:

| K@y, )@+ 1) e 1)
0

/ )
21

pues, por (3.2.14):

dz =

K(z,y,2)(22 +1)7 %25 (2 + 1)75 | d2 < o0

(SIS

IS

K (2,y,2)] < M(ay) @ D= (a4 1)(y+1)] Res iy ReatReg =g (5 1)fe

Con esto tiene sentido definir el operador traslacién generalizado sobre

Uq o mediante la igualdad

%0(y) =< K(0,9.2),0() >= [ K(w.,2)6(2) dz.
En relacion con este operador, es valida la siguiente

Proposicién 3.5.1 Para todo ¢ € U,y q:

T,0(y) € CX(I X 1),
Ademds, T,0(y) es simétrico respecto a x e y.

DEMOSTRACION:

Se tiene que

50(y) = M@wa [+ sen®d ()0

de donde

0 _ Te+1) o [0 4 oy 07
%%QS@)_\/EF(—NJF%)(M) /0 %(z qb(t))sen 0 —do.



110

Al ser D¥ (27%¢(2)) = O(1) para z — 07, la integral anterior y cual-
quier otra similar sobre derivadas de ¢ representa una integral en sentido
de Riemann de una funcién continua, con lo cual T,¢(y) es indefinidamente
derivable respecto de ambas variables. La simetria en x e y es evidente, a la

vista de la propia definicién del operador traslacion generalizado.

Proposicion 3.5.2 Si T, es el operador traslacion generalizado definido en

(3.5.1) y A, el operador diferencial (2.2.2), se tiene:

(1) AyngS(y) = Aygyﬂb(x)
(2) = T, A,0(y)
(3) = T,A.0(x)

DEMOSTRACION:
La igualdad (1) es trivial por la simetria del operador Z,.

Para probar (2), hay que tener en cuenta que:

Agsaoty) = D Ayt [ sens o0 -

I(p+1)

V(i +3)
(zy)* y "y + 1) *Dyy" (y + 1)**' D, /0 "2 sen0 o(z2)df =

I'(p+1)

V(i +35)

(zy)” /07r sen®0 {y’“(y + 1) Dy (y + 1)“+1Dy} (z’a¢(2)) do.

Por otra parte,

Tszqb(y) =
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LT

VL (g + 3)

/7r sen?0 {z’”(z +1)7#D 2" (2 + 1)”+1DZ} (z’o‘¢(z)) db.
0

Por consiguiente, para el aserto (2) serd suficiente comprobar que

/7r sen0 [y_“(y +1)"* Dy (y + 1)“+1Dy} (z“%(z)) df =
0

= /7r sen®0 [z‘“(z + 1) #D, 2" (2 + 1)”“+1Dz} (z_agb(z)) df
0

mas, esta ultima igualdad sigue sin dificultad ponderando que, por la relacion
(3.2.6) existente entre z,y y z,

_2yztz—x+y

D B
Y 2y(y + 1)

Djz 20z +z—x+y 2D§ 21‘y+x+y—zDz
2y(y +1) Ay?(y +1)2

y, ademas, que

1
2ay(z 4+ 1)(y + 1)]2sen 0

D, (z’o‘qﬁ(z)) =— Dy (z’o‘qﬁ(z))

D?(27°¢(2)) =

1 [Dg (z_a¢(2’)) —ctg 0 Dy (Z_aﬁb(z))]

~ day(z + 1)(y + 1)send

bastaria ya la aplicacién de una integracién por partes.
La prueba de (3) es trivial, dada la simetria del operador en z e y.

Para demostrar (4), tengamos en cuenta que:

TyAe(2) = To Ayo(y) =
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— M(xy)a.

VAl (p + 3)
/07r sen®0 [z_“(z + 1) 7D, 2" (2 + 1)“+1Dz} (z‘%ﬁ(z)) df =

_ e+l
VA "

/7T sen?0 {af“(:ﬁ + 1) * Dy (z + 1)“+1D4 (z"%(z)) db
0

probandose igual que (2), por la simetria entre x e y, que esta ultima integral
es igual a

AT d(y).

Proposicién 3.5.3 El operador %, (Vz € (0,00)) es una aplicacion lineal

y continua de Ug o en Ugpyo-

DEMOSTRACION:
La linealidad es evidente. Para ver la continuidad, sea ¢ € U, . Se tiene

que Vi,aua(P) < 0o. Por consiguiente,

|Abs,0(y)| =

T Abo(y)| =

r 1 gl
- m(azy)“/o 2 %sen*0 AF¢(2)do

<

I 1
< Yoapal®) D+ 1)

VL (p+ 3) (z) ™"

/7r y e gen?Rerg (2, + 1)_aZRe(a_%)(Z + 1)_Re%d‘9 =
0
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I'(p+1)

VL (e + 3)

y por el Lema 3.2.1, esta ultima expresién esta acotada por

= Vkapa(®) (zy) e /OTr [271(2 + 1)*1367149} fies (22 +1)~*df

I(p+1)
’yk,a,u,a<¢) \/EF(/L + %)

ARet () Re@= D [(241) (y+1)) T2 /Oﬂ(2z+1)“d9 =

= eann(d) | D

Val(p+ 3)

/0“ (22 +1)(2y + 1) + dfay(e + 1)(y + 1)

ARer (g ) Re@=2) (2 4+ 1) (y + 1) 71"

N

0050] e =

= Vk,a“u,a ((rb) M

N e IR O CRR VRSV

(22 + 1)(2y + 1) *nT*P_,(T)

siendo

N

T=Q2r+1)2y+1)4r* +4y* + 20 +2y + 1)~

y P_o(T) la funcién asociada de Legendre de orden 0 y grado —a (Erdelyi
[13] 3.7(14), pag. 157).

Ademés, T*P_,(T) estd acotada para 0 < a < 3 (ver [59] 12.18, pég.
173).

Con esto,

A, 6(0)] < Blay) ™+ 1)y + D] E[(20 4 1)(2y + D] pa(6)

y asi:

Veama(Tap(y)) < BrOD (2 +1)7F% (22 + 1) papa(9).
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la constante B dependiendo de p y de a.

El operador ¥, tiene asociado el correspondiente operador adjunto ¥, de

/ /
Uspo €0 Uy, o, v s€ puede enunciar:

Proposicion 3.5.4 Si f € E“* entonces f y T, f son elementos del espacio

Up pporegr Y s0bre Ua o se tiene la igualdad:
=T

DEMOSTRACION:

En primer lugar, el hecho de que f € U, , ., resulta inmediato a la

vista del comportamiento asintético en 0 y en oo de las funciones de dicho
espacio.

Sea ahora ¢ € U, o. Por definicién de T/, se puede escribir:

W) = [ Fw)dy [ K@y, 2)0(:)dz

Como la integral iterada

// (@, y, 2)|o(2)[f (y)]dz dy

existe, puesto que el interior de la integral sobre z estd acotado por

Bo,apua(@)(@y) @D [z + 1) (y+ 1)] 2 [(22 + 1) (2y + 1)] | f(y)| (3.5.3)

segun se desprende de la demostracién de la proposicion anterior y esta tltima
funcién es integrable sobre (0, c0) por ser f una funcién generalizada regular,

se puede aplicar el teorema de Fubini, obteniéndose:

(I FW)oW) = [ o)z [ WKy 2)dy =
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= [ Tie()d = (T1.0).
Con esto se tiene
L =Tf
sobre Ug y,o. Ahora bien, 7, f es un elemento de U, , ., Puesto que, como

hemos visto,
| o Tsway

existe para todo ¢ € U, . ¥, por consiguiente, para todo ¢ € D(I). De
ello sigue ([6] 13.13) que esta funcién es localmente integrable en I. Ademaés,

Ccomo
Yo pa ((2y + 1)7ayRe(af%)<y + 1)*1%%) — 1,

por ser f un miembro de U, , , .., sigue que |f(y)| € U de donde por

(3.5.3):

7u7a7reg ’

@y 0yt + 1) T f ()] dy <

< /0 (2y + 1)~ yRee2) (y 4 1)‘Re%dy/0 K (2, 2,y) f(2)|dz <

< B3 (g 4 1)71es / (22 + 1) 2R 2) (2 + 1)7 el | f(2)|dz < 00
0

Se desprende ya facilmente que T, f € U; , , .., ¥ coincide con T/ f sobre

Ua,,u,oc‘

En la siguiente proposicién se pone de manifiesto la relacién existente
entre la transformacion generalizada objeto de estudio y el operador adjunto

de ¥, definido anteriormente.
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Proposicién 3.5.5 Para xz,y € (0,00) y f € U, la transformacion ge-

7;’1/7(){7

neralizada de ) f es igual a

2T T, f ()] = Fu, a, 7, 2):F1 [ f (y)] (3.5.4)

DEMOSTRACION:

2FL(Tf) () = (T, f (), Fp, o, 7)) =

= (f(), TF(w, a,7,y)) =< f(y), F(p, o, 7,2) Fp, , 7,y) >=

= F(M,O{,T, [L’) < f(y),F(,U,,O{,T, y) >= F(/L,Oé,T, ZE) 2f1(f)(y)

Definimos seguidamente una convolucién para la o F;-transformada indice
generalizada en base al operador traslacién que se ha definido.
Sean f,g € Uy , o ¥ ¢ € Uapa- Una convolucién fikg sobre U, . puede

definirse de la siguiente forma:

< frg, ¢ >= (f(2),(T.9(v), o)) - (3.5.5)

Antes de probar las propiedades més destacadas de esta convolucion,

necesitamos probar algunos lemas previos. En primer lugar:

Lema 3.5.2 Para toda ¢ € Uy a, v € 1, y siendo k un entero no negativo,

se tiene:
Di%,0(y) € Uapa

como funcion de y.
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DEMOSTRACION:
Utilizando un argumento inductivo, se demuestra que existen funciones

ajr(z), Bijk(x) € C™, tales que

DY =" a(x) DAL+ Bila) A,
j=0

Jj=0
siendo m la parte entera de %

Ahora bien, teniendo en cuenta que

A5%,0(y) = T ALO(Y) € Unpa

como funcién de y, nos bastarfa probar que D,T,¢(y) € U, .a, para toda

Y € Uppa-
Por los Lemas 2.2.4 y 2.2.8, se tiene:

D. (= “A(2)) =0 (7 ™5), z—0*
D, (Z_aAzlb(Z)) =0 (Z_RE“_C”_l) , Z— 00
con lo cual, existe una constante L > 0, dependiente de k y de v, tal que
|D. (708 (2))| < L 2B (z 4 1) 75 (22 4 1) 1 Feh

y, procediendo de forma similar a la demostracion de la Proposicién 3.5.3,

sigue que para todo entero no negativo k:

[ASD.T,0(y)| = | DT AfY(y)| =

_ M(xy)a /7r 202 + 2 — y—i—ﬂiDz |:Z—O(A];}¢(Z):| sen2“9d€ <
0

VIL(p+ 1) 2x(z + 1)

I(p+1)

S |G o) @
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2024+ z2z—y+a
2e(x + 1)

[

‘Dz [z_aAljw(z)” ‘senQ“Q’ df <

xReayRea

2x(x + 1)

I(p+1)
Gy

/ 222 + 2 — y 4 x|z 5 (2 4 1) Rz (22 4 1)o7 Fes ‘36712“9‘ df
0

y como z = 2zy + x + y + 2[zy(z + 1)(y + 1)]2cos 0, teniendo en cuenta
(3.2.11), esta expresion estd acotada por

- I'(p+1)
~ VAT (et 3)

:L,Rea Rea

Y
2z(x + 1)

[z + Dy(y + 1)) ">,

/ 1202 + 2 —y + 2| (22 + 1) 3140
0

Ahora, de la definicién de z, sigue que Y (x,y, z) > 0, estando Y (z,y, 2)

dado por (3.2.9). Por consiguiente, existe un n € [0, 7], tal que
1
y=2xz+x+ z+2xz(x+1)(z+ 1)]2cos 1.
Con esto:

222 + z —y + x| = 2[zz(z + 1)(z + 1)]%cos nl <

< 2\/a(z + 1)y/2(2 + 1) < 2y/a(z +1)(22 + 1)

de donde:
LD, %0 (y)| <
D(p+1) |afeamsyfa ~R.Y —a—R. A
L 1 1 ¢z [(2 1)(2 1)] 74 ez
T | v e D+ DI e 12y + )

infiriéndose asi el aserto.
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Lema 3.5.3 §5i f € U /ww ¢® € Ugpa, * €1 yn es un entero no negativo,

se tiene:
Dy (f(y), Ted(y)) = (f(y), DiTed(y)) -
DEMOSTRACION:
Lo probaremos para n = 1, ya que para n > 1, y por induccién, se

procederia de forma similar.

Consideremos, para h # 0,

}11 (F(Y): Tasnd(y) — T20(y)) — (f(y), DaTu(y)) = (f(y), &nlx,y)) (3.5.6)
donde
gh(l’,y) _ (zx-‘rhgb(y)h_ Ing(y) N Clcijgqu(y)

Teniendo en cuenta que

AN -2

se deduce:
Al (z,y) h/ dt/ ‘: WA (y)
y asi,
2y + 1)y (y + 1) 5 A (z,y)| <
h [N u
< G eyt ninis o). (57)

2 o |h<n<a+inl

Ahora, si |h| < 1, resulta, por el Lema anterior que
2y +1)"y5(y + 1) 8 D23, Al (), (3.5.8)

estd acotado para y € I. Por tanto, por (3.5.7), &,(x,y) converge en U, .o a

cero para h — 0; y como f € U, se tiene de (3.5.7), que (3.5.6) converge

a,ua’

a cero para h — 0, como queriamos demostrar.
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Lema 3.5.4 Bajo las mismas hipotesis impuestas en los Lemas 3.5.2y 3.5.3,
la aplicacion

¢ — ¢y

donde ¢¢ : I — R estd dada por

¢p(x) = (T, 1, 9)
es una transformacion continua de Uy o en Ug pq.

DEMOSTRACION:

Por el Lema anterior y la Proposicion 3.5.2, se puede escribir

Alor(x) = (1), ArTa0(y)) = (f(y), AyTa0(y))

Ahora bien, existen una constante C' > 0 y un entero no negativo r

dependientes de f, de manera que

[A207(2)] < C méx Yhape (A)T01) < C | MEX oo (Tad(y)) <

< € B (ay) D[+ 1)y + D20 + 1)y + D)™ | mAX Tanal0)

teniéndose asf:

7k,a,u,a(¢f) S Mogri?gzin ’yk’,a,u,a<¢)

habiéndose hecho uso de la Proposicién 3.5.3. Esto nos permite afirmar la

continuidad de la transformacion ¢ — ¢ de U, o en si mismo.

En el siguiente teorema se recogen las principales propiedades de la con-

volucion definida anteriormente.
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Teorema 3.5.1 Sean f,g€ U, , .y Al el operador adjunto de A,. Se tiene:

1. f*g es un elemento de U, , .

2. La convolucion asi definida es distributiva.

8. 2 F1(f4g) = 2F1(f)2F1(9)-

4. A(frg) = (AL f)*g = fH(ALg).

5. Para todo x € 1, las ecuaciones siguientes son vdlidas siendo f,g,h €
E'(I):
a) fkg=gkf
b) fi(gkh) = (fxg)*h
c) T(frg) = (T.f) %9 = [+ (T.9)

DEMOSTRACION:

De la definicién de fig y el Lema 3.5.4, sigue obviamente que la convo-

lucién f*g es un elemento de Uy , ,, Vf,g € U , -

Para demostrar el apartado 2), basta observar que

< fR(g+h), ¢ >=(f(2),(%, (9(y) + My)), o(y))) =

= (f(2), (9(y) + hy), %0 () = (f(2), (9(y), Td(y)) + (h(y), Tad(y))) =
= (f(2), (9(y), T0(y))) + (f(z), (M), T20(y))) =
=< fkg, 0 > + < fih,¢ > .
Para la prueba del apartado 3), obsérvese que

Qfl(f%g) = <<f’i<g)(x)>F(:u70‘7T7 l’)> =

= (f(2),(T,9(y), F(p, a,7,9))) =
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= (f(2),{9(v), TF (1, . 7,9))) =
= (f(@), (9(y), F(p, o, 7. 0)F (1, o, 7)) =
= (f(2), F(p, a7, 2) 2 F1(9)) = (f(2), F(p, o, 7, 7)) 2 Fa(g) =
= 2F1(f)271(9)
En cuanto a 4), tomemos ¢ € U, . y partamos de
(Au(frg)(x), o(x)) = ((fHg)(x), Audp(x)) =
= (f(2),(%29(y), Ayo(v))) = (f(x). (9(y), T2 A0 (¥))) ,

que, por el Lema 3.5.3, es igual a:

(f(2), Az (9(y), T20(y))) = (ALf (%), (T,9(y), o (v))) =
= ((A,f)*g,0)

de donde resulta:
A (f*g) = (AJf) *g
sobre U, ;-

De forma similar puede probarse:
A (f*g) = [x(ALg) .
Por tltimo demostremos 5).
(a) Si se aplica la o F;-transformada a ambos miembros de
f*g = g*f
se infiere:
2F1(f)271(g) = 2F1(9)271(f)

quedando el resultado puesto de manifiesto, sin mas que aplicar el teorema

de unicidad de esta transformada.
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El apartado (b) se prueba de forma totalmente andloga.

(c) Es suficiente tener en cuenta que
271 (T,(f*9)) = F (1, o, 7, 2)2 F1(fkg) =

=F(u,a, 7, 2)2F1(f)2F1(9g).

De la misma forma:
oF1 (3.1) %) = 2F1 (Z,.f) 2F1(g) =

=F(u, o, 7, 2)2F1(f)2F1(9g).
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Mediante un proceso similar al empleado en la demostracién de la Pro-

posicién 3.5.4 se prueba también la siguiente:

Proposicién 3.5.6 Si f,g € E“", su convolucion f x g definida por (3.5.5)

pertenece a U , .., y coincide con la convolucion generalizada fig sobre

Ua,p,,oz :

DEMOSTRACION:

Si ¢ es un elemento del espacio U, , o se tiene:

< frg, ¢ >= (f(2),(T,9(y), 9(y))) =

Ahora bien,

/// )lgW|o ()| K (2, y, 2)| do dy dz <

(3.5.9)
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< BYo,apal®).

L7 [ Bl 4 0+ D)o+ D@y D7 @)lg(y)d dy

que es finito por ser f,g € Uy , 4 co-
Por consiguiente, cabe cambiar el orden de integracién en (3.5.9), infi-
riéndose:
| T ez [ oy = [ (F * 9)m)otw)dy
Ahora, de la existencia de < f % g, ¢(z) >, para toda ¢ de U, 0, ¥, €n
particular, para toda ¢ € D(I) sigue ([6] 13.13) que esta funcion es localmente

integrable en 1.

Por 1ltimo, llamando
D(z) = 2O D) (z 4 1) Rt (22 4 1)
se tiene que

[T o 1) 22 1) g) (e <

< B Yoapa(?) /0 o= (z 4+ 1)7Fe8 (20 + 1)7| f (2)|da.

/O Y@= 8) (y + 1) R (2 + 1) g(y)|dy

y al ser f y g miembros de U/, resulta que f*g también es un elemento

a,p,a,reg?

de dicho espacio.



Si se consideran ahora o y 1 parametros reales, se tiene que la convolucién
generalizada de dos elementos f y g de U/  _ es positiva, siempre que f v g

a,p,¢

sean positivos. En base a este hecho, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3.5.2 La convolucion definida a tenor de (3.5.5), es una aplica-
cion de B x E en E, donde:

i) E =L (I, (22 + 1)~ 5 (z + 1)’%) es el espacio Ly con la medida
(22 + 1)~ % (x + 1)~ 2d\(x), siendo d\(z) la medida de Lebesgue.

i) E =M (I, (22 + 1)z 2 (z + 1)’%) es el espacio de las medidas de
Radon p en I, con || ((293 +1)7%2% 5 (x + 1)’%> < 00.

iii) E = U’

o €5 €l dual de Uy yy .

DEMOSTRACION:
La parte i) es consecuencia de la Proposicién 3.5.4.
La parte iii) queda contenida en el Teorema 3.5.1.
El apartado ii) sigue como consecuencia de que, si ¢ € Uy o y it €

M (I, (22 + 1) 2 (z + 1)’%>, puede escribirse:

(SIS

| < 1,6 > | < Yopmal®) (lul, (20 + 1) ™22 5 (x +1)"

= M’)/07u7a(¢)’ M > 0

y ademds, si f,g € U, ,, son positivos pueden ser considerados medidas

de Radon en I y mediante la convolucién, se aplican al elemento positivo
fxg e U,
Por ultimo, para p,v € M (I, (22 + 1)z 2 (z + 1)_%>, se tiene:

7/“L7a.

pxY =

=ptivt 4 pTHkvT — ptivT — pTHavT e M (I, (20 4 1) 2 (z + 1)_%> :



CAPITULO 1V

Aplicaciones.
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4.1. Preambulo.

En este capitulo la ;F;-transformada indice que nos ocupa es aplicada a
la investigacién de soluciones (tanto en el sentido cldsico como en el distri-
bucional) de una clase de ecuaciones diferenciales y en derivadas parciales
que se presentan en diversos campos de la Fisica e Ingenieria, entre los que
destaca, el de los circuitos eléctricos.

La transformacion interviene, también, eficazmente en la resolucion de
un determinado tipo de ecuaciones integrales que involucran la aparicion del
operador traslacién definido en el capitulo anterior.

Al final del capitulo son incluidas, a modo de Tablas, algunas expresiones

de interés para el manejo de nuestra transformada.

4.2. Resolucion de un tipo de ecuaciones en derivadas
parciales.

Consideremos, en primer lugar, la ecuaciéon

0*u ou
t(t+1)ﬁ + 2t —p+1)+1 —u+2a]§+
+ (oz+1)(a—2,u)—|—a(at_'u) u—i—ugz—o (4.2.1)

donde v es un parametro complejo.
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Se procede a una resolucién formal del problema:

Si f cumple ciertas condiciones, puede escribirse:

2 F1 (Af (1) = - K’” ;> “2] S

siendo

Al =tt+1)D} + [2t(a — pu+ 1)+ 1 — pp + 2a] Dp+

a(a — p)

+Ha+ 1) (a—2u) + ;

con lo cual, si denotamos
U(Ta I) =25 (U(t, I)) )

la ecuacién queda reducida a la forma

[(M + ;>2 + 72] Ulr,z) = VﬁUé;x)

(u+%)2+72

U(r,z) =C(t)e v °

cuya soluciéon es

determinandose C'(7) a la vista de las condiciones que se exijan.

Por ejemplo, si se impone la condicién de frontera

u(t,0) = f(t)
se dard lugar a
Ulr,z) = F(r)e v

La formula de inversion proporcionard, por tultimo, la solucién buscada.

Dada esta otra ecuacion:

0%u ou
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ala —p) 5 0%

con v complejo, para la que se imponen las condiciones de frontera

+ (a4 1)(a—2u) +

u(t,0) = f(t)
HI%U(T,I) =0, 7>0

y teniendo U (7, x) el mismo significado que se dio anteriormente, resulta, al

aplicar nuestra transformacion:

n? ,0°U(T,2)
[<M+2> +T‘|U(7',x)—y 7_0

de solucién

(u+%)2+72 (u+%)2+72
U(r,z) = Cy(T) ch x + Cy(7) sh x

14 14

la cual, por las condiciones impuestas se reduce a:

2
i
U(r,x) = F(1) sh x,

14

cuya antitransformada proporciona la solucién buscada.

4.3. Circuitos eléctricos dependientes del tiempo.

Se exponen a continuacion dos ejemplos que ponen de manifiesto que la
transformacién estudiada puede ser aplicada a la resolucién de situaciones
de algunos circuitos eléctricos que dependen del tiempo. En ambos casos

interviene el operador generalizado A;.
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a) Consideremos un circuito como el mostrado en la figura:

El circuito lo forman una fuente de voltaje v(t), una inductancia constante
L, una resistencia R que depende del tiempo por medio de la relacién (« y
p representan parametros reales)

a—p+1)+1—p+2a

k() = t(t+1)

L ohms.

y un condensador (dependiente del tiempo):

t(t+1)

[(a—i— (o —2p) + M} L

O(t) =

Se trata de determinar la carga ¢(t) que fluye a través del circuito.

Por aplicacién de las leyes de Kirchhoff, se deduce la ecuacién

a—p+1)+1—p+2a
tt+1)

L Dt + L~ 0)

L D2q(t) + C)

en la que, al sustituir C'(¢) por su valor, resulta
tit+1)Djq(t) + [2t(a — p+ 1)+ 1 — p+ o] Dyg(t)+

ala—p) o) = tt+1) v(t)

+ (a+ 1)(a—p)+ ; 7
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la cual puede ser escrita como:

£t +1) v(t)

Alq(t) = 7

Si aplicamos la o Fi-transformada, se tiene:

- Ku + ;)2 T 72] Q(r) = oF, (W)

siendo Q(7) la o Fj-transformada de ¢(t). Por tanto,

1 -1 tt+1) v(t)
t :2f1 5 2.;:1 .
q(t) ((,u—l-;) 472 ( L >)

b) Supongamos ahora un circuito de la forma

u(t) u(t) " q(t)
K(t
< _/
L(t)
— C()

compuesto de una fuente de voltaje v(t), un amplificador K (¢), un conden-
sador C(t) y un inductor L(t), todos ellos dependientes del tiempo. Si se

tienen, ademads las relaciones:

L(t) =t/ #+2e(t + 1)1+,
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th2(t 4 1)F
(a+1)(e = 2p)°

O(t) =

_ a—a)
() = tla+1)(a—2u)’

donde « y p representan parametros reales, se trata de determinar la carga
q(t) que pasa a través de la red.

Aplicando las Leyes de Kirchhoff, se obtiene la ecuacion

d dq(t) (t) (t)
= [L(t)ilﬁ] + g,(t) — K(t) [’U(t) + g(t)]

en donde al sustituir L(t), C(t) y K(t), se tiene:

jt <t1“+2°‘(t + 1)1“612(:)) + (a4 D(a —2u)t? H(t + 1) Hq(t) =

a1
tla+1)(a—2u)

la cual puede escribirse:

d?q(t)
12

[0(t) + (@ + 1) (a = 2 (t + 1) (1)),

dq(t
+[2t(a—u+1)+1—u+2a](§t)+

tH(t+1)

v(t)

+ [(a (o o)+ MO0 ’”] (1) = Lp )t + 1)

ta+1)(a —2u)

es decir,
alp — )t (t+ 1)
A q(t) = t
0=t Da—20) Y
en donde, si aplicamos nuestra transformacion resulta
e, ol — a)tr2(t + 1)
_ — — t
K’” )+ 1 @)= A ( tat Dia—2m "V

siendo Q(7) la transformada de ¢(¢). Invirtiendo:

q(t) _ 2]_-1—1 (1 7 (Oé(M - Oé)t“—%é(t + 1)Mv(t)>) ‘

(u+%)2+f22 tla+1)(a—2p)
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4.4. Aplicaciones de la convolucién.

La convolucién introducida en el Capitulo III, puede ser aplicada a la
resolucion de ecuaciones integrales en las que intervienen los operadores tras-
lacién generalizados definidos en dicho Capitulo. La aplicacién que se realiza,
se hace tanto en el sentido clasico como en el distribucional.

a) Caso clasico.

Pretendemos resolver la ecuacion integral

(f *9)(z) = h(2)

siendo g y h funciones conocidas y la funcién f a determinar.
f * g representa la convolucién dada por (3.4.1).
Supuestas cumplidas las condiciones requeridas para la aplicacion de la

transformacion, se tiene:

2f1(f * g) = 2«7:1<h)

de donde, por el teorema 3.4.1, resulta

siendo F', G y H las o J;-transformadas de f, g y h, respectivamente. Asi, en

el caso en que G no posea ceros en el dominio que se considere:

de lo que sigue:
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b) Caso distribucional.
Sean f,g € Uy, o ¥ P € Uaya, y recordemos que la convolucién gene-

ralizada fue definida sobre U, , , por:

< fxg,p >= (f(2),(Z,9(v), p(¥))) -

Queremos ahora resolver una ecuacion distribucional del tipo:
frg =h,

con f, g y h distribuciones de soporte compacto. Al aplicar la »F;-transfor-

mada se tiene
2 F1(f*g) = 2F1(h)

de donde

siendo F', G y H las transformadas de f, g y h, respectivamente.

Entonces, en el caso en que G # 0, podra escribirse

H(r)
G(7)

F(r) =
proporcionando la férmula de inversion la solucién buscada.

4.5. Una ecuacion operacional.

Consideremos la ecuacién operacional:
P(A)u=g (4.5.1)

donde g € £'(I), P(z) es un polinomio sin ceros en —oo < z < 0y A’ es el

operador diferencial

A =1 Dyt (o + )P Dy Mo+ 1)7H, a,p €R

z —
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Nos proponemos encontrar una funciéon generalizada v € &'(I) que sa-
tisfaga (4.5.1). Para ello, seran de utilidad las férmulas que expresan el com-
portamiento asintdtico de la transformacién generalizada objeto de estudio
y que se recogen en el teorema 2.6.2; por otra parte, tendremos en cuenta la

siguiente regla operacional:

2F1 (A f) = (-1 [(u + ;)2 + 72] kal(f), keN.

Si en la ecuacién (4.5.1), aplicamos la o Fj-transformada generalizada y

hacemos uso de esta regla operacional, se obtiene:

P (— (u 4 ;)2 _ T2> U(r) = G(r)

siendo U(1) y G(7) las transformadas generalizadas de u(z) y g(x), respec-
tivamente.
Al tenerse
1 2
P (-(M+2> —7'2> 750,
se puede aplicar la férmula de inversién generalizada, de tal forma que si
¢ € D(I), resulta:

<u,p>=

G(7)
P(-(e+3)-

Con esto hemos descrito un método formal de obtencién de solucién de

— lim </UT S(u, 7)G (1, v, 7, 7) 2) dr, qb(:p)>. (4.5.2)

(4.5.1). El problema que abordaremos ahora es demostrar que (4.5.2) es una
funcién generalizada que satisface (4.5.1).

Por el Teorema 2.6.2, existe un entero no negativo r, tal que

G(r) =0 (T2T_“_%> , T — 00.
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Sea Q(z) un polinomio de grado r+1 sin ceros en el semieje z < 0, siendo
r el entero citado anteriormente.

La convergencia del segundo miembro de (4.5.2), puede ser establecida
del siguiente modo:

</OT S(p, 7)G(p, o, 7, ) G()

Py o) -

<Q ) /OT P( S, 7)G(p, 0, 7, 2)G(T) dr,gb(x)> _

—(u+ %)2 —72) Q <—<u+ %)2 —72>

</T Sy, 7)G (s @, 7, 2) G(7)
0 P(_(M+;)2 _72> Q (_(#‘i‘ %>2 _ g2

)dT,Q(Az)¢($)>
dado que

1 2
A;G([L,Oé,T, :L‘) = - [(M + 2> + 72] G(,ua a, T, l’)

Al tener ¢ soporte compacto, la expresion (4.5.2) se puede escribir como

lm [ 5w, 7)C(T) 2 -
R p (e d) =)@ (< 1) - )
/ab G(p, o, 7,2)Q(As) () da (4.5.3)

estando el soporte de ¢ contenido en el intervalo [a, b].

Para poder continuar la demostracién, precisamos hacer uso del siguiente:

Lema 4.5.1 Para x € [a,b], existe un Ty > 0, tal que V7 < T}

1 1
2F1 (2+ZT,2—ZT,/L+1,—Z'> SBl,
y existe un Ty > 0, tal que V17 > Ts
11 _1
2F1<2+Z7'»2—27';M+1§—$> < By77z,

siendo By >0 y By > 0.
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DEMOSTRACION:

Partiendo de la representacion integral [78] (pag. 248):

2Fi(a, By, —x) =

= r(gg)(ﬁ) x4 f; Haes (f/i) S (@)

valida para R.a > 0, R.0 > 0 y siendo K y J las conocidas funciones de
Bessel, sigue:

1 1
oy (2+i7,2—i7;u+1;—m) =

_ P(p+1) L[ (25 —
_F(%+i7)r(l—i7>4x /0 KQ”(ﬂ) Ju(2s)s~ds

2
y para un T} > 0 adecuado, si 7 < T} se tiene,

o () ()

yasi, si T <T)

1 1
QFl (2+Z7',2 —ZT,/L+1,—£L'> < Cl
con C; > 0.
Por otra parte, para 7 — oo,
2
‘K%i (\;%) < Mye ™72
siendo M; > 0 (ver [14] 7.14.2(69)).
Ademas,
1 1 T
I'(z+4+)(z —i7) = :
(2+ZT) (2 i) chnr’

luego, para 7 > Th

1 1
oFy (2 +i7,§ — T+ 1;—1’)

<
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< Myr~2¢ ™ ch 7T7'/ s Ju(2s)|ds < Cor 2,
0

siendo Cy > 0.

De esta forma, la integral (4.5.3) queda acotada por:

c [ : S(u, 7) 2 "
Py ey e
[ G(r)S (i, 7) N

np (—(/L—i- %)2 — 7'2> Q <—(M+ %)2 —72)
/ab

g 3 (S(u, 7)|

P (—(;Hr %)2 —T2> Q <—(u+ %)2 —72)

Obsérvese ahora que las dos primeras integrales no ofrecen dificultad en

1 1
o F1 (2 + 1T, 3~ 1T+ 1 —a:> dx+

+FE dr

Ts

cuanto a su acotacion; y que para la tercera, basta tener en cuenta que si
T — 00,

[S(p, 7)| < M

y que la eleccion del grado de () garantiza la acotacion de la integral.
De este modo, existe la integral (4.5.2) y asi, por la completitud de D'(I),
existe f € D'(I), tal que:

G(7)

P (—(u—l— %)2 — 7'2)

=< f,¢0>. (4.5.4)

T
Jfm < [ 760,72
0

T—o00

dr, ¢(x)> =



Ahora, en virtud de la continuidad de la operacién de diferenciacién y

multiplicacién por z y por 2% en D'(I), se tiene, para cualquier ¢ € D(I):

G(7) _
i)

l{m <P (AL) /OT S(p, 7)G(p, o, 7, )

T—o0

=(P(4,) [, 9)
y de la expresion anterior, y en base a la férmula de inversion, sigue que
<g,¢>=(P(4,) f. ),

resultado que prueba que la funcién generalizada f, la cual pertenece a D'(I)
y coincide con la restriccion de u € £'(I) a D(I), satisface la ecuacién opera-

cional (4.5.1).
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La funcién hipergeométrica.

En este apéndice, se resumen algunas propiedades generalmente conocidas
de la funcién hipergeométrica de Gauss que pueden ser ampliadas en [13].
Es bien sabido que:
pe

d
x(l—x)d—;~l—[c—(a+b~|—1)x]£—abu:0 (1)

se denomina ecuacion hipergeométrica, donde a, b y ¢ son parametros com-

plejos independientes de x, y que poniendo

I'(a+n)
n= "= == ,1,27"',
(a) I'a) n=>0
se tiene, con ¢ # 0, —1,—2,---, que
= (@B .
u= EO (Ol " =9F(a,b;c; ) (2)

constituye una solucién de (1).

A la funcién o F; (a, b; ¢; x) se la llama serie hipergeométrica en la variable
x, con parametros a, b, c.

Siay bson distintos de 0, —1, =2, ..., la serie (2) converge absolutamente
para todos los valores de |z| < 1.

De (2) se deduce inmediatamente que:
oI (a, b ;) = o F1 (b, a5 ¢; ).
Otras propiedades destacadas de la funcién o Fj(a, b; c; z), son:

1) %2F1(a, b;c;x) = 7(‘1)(2)(:)"2571 (a+n,b+n;c+n;x)
2) oFi(a,bic;r) = (1—2)*%Fi(c—a,c—b;cr)
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La funcién hipergeométrica de Gauss oF}(a,b;c;z) puede ser prolongada
analiticamente para |z| > 1, con z verificando |arg (1 — x)| < m, por me-

dio de la representacién integral de Euler

r(b)l;((z)— 3 /01 71— 1) (1 — ) dt

Rec > Rb >0, |arg (1 — )| < 7.

2F1(a7 bu G, ZL‘) =

El comportamiento asintético de o F(a, b; ¢; x) viene dado asi:
oFi(a,b;c;2) =0(1), x—0

o Fi(a,b;c;x) = O (:U_mm{Rea’Reb}) , T — 00

Si tomamos a = g+ 5 +ir,b=p+43 —i7y ¢ = p+1 en la ecuacién (1),

cambiamos x por —t y hacemos u = t~%v, resulta la ecuaciéon

d> d
t(t—i—l)d—t;)—i—[u+1—2a+2t(,u—oz+1)]—v+

—i—[a(a—Qu—i—l)—l—a(a_'u)—l—(u—i—l)z—i-TQ]v:O,

cuya solucion

| I
o Fy (,u~|—2+z7',u+2—z7';u+1;—t)t“

no es otra cosa que el nicleo de la transformada objeto de estudio. Esta
funcién se encuentra relacionada con la funcién asociada de Legendre de
primera especie, mediante la igualdad:

1 . 1 . N
oy (,u—|—2+27',u+2—z7';u+1;—t)t =

=T(p+ 1)t 5(t+1)"2P 1 (2t 41).

l .
—5 T
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Por ltimo, indicamos que a lo largo del trabajo se hace uso de las repre-

sentaciones integrales que a continuacién se relacionan:

1) oF (,u+%+i7',u+%—i7';u—l—1;—t) =

21T (I

= VoG IinT (#+1 fo (2t + 1+ ch 2) " 2cos Tz dx

2) oF (u+%—|—h,u+%—i7;u+1;—t) =

—p—x—ir
= fpu:}r 15 <2t+1+2 t(t + 1) cos 93) e (sen z)* dx
(T . _
3) ok (§+ZT,§—ZT,M—|—1,—15> =

F([J,+1) _1 o0 . ﬁ —
W‘lx 2 Joo Kar (\/Z) J,.(2s)s™ " ds.

Cuestiones abiertas.

A continuacion, son resenadas algunas nuevas vias de investigacion rela-

cionadas directamente con nuestro trabajo:

i) La oF-transformada indice respecto a un parametro com-
plejo.

La transformacién integral:
F(v) = / f@)eFi(p+v,u—rv;p+1; —0)t%dt, v= —3 +o+ir, 0, T ER.
0

constituye una interesante generalizacion del trabajo que hemos desarrollado.
Actualmente nos encontramos dando los primeros pasos en esa direccién,

habiéndose presentado ciertas dificultades en relacion con la férmula de in-
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version, la cual, al ser compleja, requiere ciertos cambios en las técnicas
utilizadas aqui.

Los trabajos de Negrin [55] en los que investiga una transformada de
tipo Kontorovich-Lebedev con indice arbitrario, son considerados interés para

abordar la nueva problematica.

ii) Transformaciones-indice con nticleos mas generales.

Otra posible extensiéon de la o F;-transformada indice podria lograrse ha-
ciendo intervenir la funcién G de Meijer. En este sentido, ya se han realizado
algunos trabajos en el caso cldsico (ver [85] y [87]); no obstante, el estudio
distribucional de estas nuevas transformadas presenta ciertos inconvenientes,
dado que el tipo de ecuacion diferencial que satisface el niicleo obliga a hacer
uso de operadores que complican en grado sumo las demostraciones. Aun asi,
consideramos que esta linea incluye el suficiente interés para trabajos futuros.
Otro caso aun més general, es la posibilidad de utilizar la funcién H de Fox

como nucleo.

iii) Desarrollos asintéticos para la o Fi-transformada indice.

La obtencién de desarrollos asintoticos para transformadas de tipo indice
exige el uso de técnicas distintas a las empleadas habitualmente en otras
clases de transformadas (ver los trabajos de Erdelyi [12] y de Wong [86]).
Ultimamente, se han realizado determinados trabajos en el sentido que hemos
apuntado para las transformadas de Kontorovich-Lebedev [51] y de Mehler-
Fock [61]. En el caso de la transformacién que nos ocupa, existen algunas
dificultades para la la consecucién de tales desarrollos, ya que es preciso
acudir a adecuadas representaciones integrales del nicleo que ain no han

podido ser halladas.
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iv) Estudio de la o Fj-transformada indice finita.

Para la transformada de Kontorovich-Lebedev se han efectuado algunos
intentos de estudio de la transformacion finita que arrojan ideas sobre lo que
podria hacerse con la transformada aqui estudiada, si bien no se ha logrado

ningun resultado firme.

v) Teoremas tauberianos.

Se han probado teoremas abelianos para la ,F;-transformada clasica y
distribucional, y sin embargo no hemos visto ningiin teorema tauberiano
para transformadas de tipo indice. La elaboracién de alguno de ellos para la

o F1-transformada, supondria una interesante via de investigacion.

vi) Un célculo operacional para la oJF;-transformada indice
en el sentido de Mikusinski.

Partiendo de las operaciones adiciéon de funciones y convolucion, cabe
la posibilidad de definir un espacio funcional que tenga estructura de anillo
conmutativo sin divisores de cero y del cual sea posible pasar a un cuerpo
de fracciones. De esta manera, se puede desarrollar un calculo operacional en
la linea de Mikusinski, que permita considerar al operador diferencial como
un elemento algebraico y asi codificar las soluciones de ciertas ecuaciones

diferenciales de un modo sencillo.

vii) Investigacion de nuevas aplicaciones.
Hasta el momento se han estudiado las aplicaciones expuestas en el IV
capitulo; sin embargo, tenemos previstas algunas que atin no hemos logrado

materializar de forma adecuada tales como las relacionadas con el movimiento



de fluidos, problemas de lentillas en coordenadas toroidales y otros en los que

funcion hipergeométrica interviene de forma fundamental.
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