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Introduccion

El tema principal de esta memoria serd el estudio del comportamiento cualitativo de las solu-
ciones positivas de problemas de la forma

—Apu=Af(u) en (1)
u=10 en 0f),

cuando el pardmetro A > 0 tiende a infinito. Como es habitual, A, representa el operador
laplaciano-p, definido en sentido distribucional en VVO1 P(Q) con valores en W17 (Q), p > 1,
p' =p/(p—1), como Apu = div (|[VuP~2Vu), y Q C RY es un dominio acotado regular. Una
parte importante de la memoria tratard también de algunas perturbaciones de (1).

Como es de esperar, la estructura de la no linealidad f determina los aspectos de existencia,
unicidad y perfil asintético de las soluciones de (1). En una parte de la memoria estudiaremos
el problema “modelo” donde f es una funcién continua tal que f(u) ~ muP~! cuando u — 0+,
m > 0, f(u)/uP~! es decreciente en u > 0y f admite un (tinico) cero 7y de orden k > 0. Estas
hipétesis serdn llamadas (H1) a lo largo de toda la memoria (véanse los Capitulos 1, 2 v 3).

El paradigma de esta clase de problemas es la versién para el laplaciano-p de la ecuacién
logistica en dindmica de poblaciones (p = 2, [61], [62]), también llamada ecuacién de Fisher en
genética de poblaciones (p = g = 2, [30], [61]). Concretamente,

—Apu = ImfulP2u — julftu en Q ()
u=10 en 0f),

donde m, p, q son constantes positivas tales que p > 1, ¢ > p— 1 y A es un parametro positivo.

1
El cambio de escala u = (Am)a=»+T v, reduce el problema (L) al formato (1) en el que se cumplen
las hipétesis anteriores. Ademds, uno de los objetivos més importantes de la memoria es el
estudio del problema perturbado

—Apu = ImulP"2u — |[u|i" u+ g(u) en Q (LP)
u=20 en 0f),
donde g = o(uP~1) cuando u — 0+ v g = o(u?) cuando u — +oo (cf. hipétesis (Hg) v (Hg)' en
los Capitulos 1, 2 y 4).

Bajo las hipétesis (H1), resulta ya conocido que (1) admite una tnica solucién positiva uy
sélo cuando A > o1,,/m, siendo o1, el autovalor principal de —A, en  (véase el §2.1.1 para
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una discusién sobre el problema de autovalores). Una demostracién de este hecho se dio por
vez primera en [27] (los trabajos [48] y [49], aunque son posteriores a [27], s6lo proporcionan
existencia y unicidad para A grande). Se puede probar ademds que

0 < up(z) < g, re). (2)

Uno de nuestros objetivos es analizar el comportamiento de la solucién uy de (1) cuando A —
400. Describamos en primer lugar la fenomenologia que vamos a estudiar. La primera propiedad
de la que nos ocuparemos es la de “homogeneizacién”, es decir, la validez del limite

)\113_100 uy =1 , (3)
uniformemente sobre compactos de €. Este tipo de comportamiento interior ha sido estudiado
en el caso semilineal (p = 2) en una serie de articulos. Por ejemplo [7], [15], [21], [31], [34], [76]
(también [65] para condiciones de contorno tipo Neumann y [60] para sistemas elipticos de tipo
cooperativo).

El segundo fenémeno que estudiaremos es consecuencia de la interaccién entre la condicién
de contorno uy|sg = 0 y el proceso de homogeneizaciéon. De hecho, cuando A crece, u) varia
desde valores préximos a @ cada vez mds cerca de 9f2 hasta v = 0 en 912, dando lugar a una
capa limite. En particular, resulta claro que habra de tenerse

sobre 02, donde v es la normal exterior unitaria en 9. Medir el “ancho” de la capa limite
consiste en encontrar una estimacién lo mds exacta posible de la forma en que diverge du) /Ov.
Para el caso semilineal, estas estimaciones han sido obtenidas en [31] y [76].

Un tercer aspecto del comportamiento de uy para A grande, consecuencia de la degeneracién
de A, consiste en la aparicién de “nicleos muertos” (“dead” o “flat” cores). Esto quiere decir
que el conjunto Oy := {x € Q: wuy(z) = 7o} puede ser no vacio para A suficientemente grande,
dependiendo de los valores relativos de p v k, el orden de ug. Tal tipo de fenémeno se encuadra
en el campo de las fronteras libres (cf. [26] para una introduccién al tema). En el contexto de
(1), los nicleos muertos han sido estudiados en [47] (en dimensién N = 1), [53] (bajo simetria
radial) y [51] (en dominios generales).

Una de las consecuencias de la metodologia empleada para el estudio de los problemas
precedentes es que el comportamiento de las soluciones es “esencialmente” unidimensional. Es
por ello que analizaremos en detalle la versién unidimensional del problema (1), estudiando
la homogeneizacién, formacién de capas limite y niicleos muertos para familias de soluciones
{ux} con maximo préximo a un cero ug de f. Més ain, emprendemos un estudio exhaustivo y
clasificatorio de todas las homogeneizaciones miltiples que pueden presentar las familias {u)}
de soluciones cuando se aproximan a ceros distintos de f cuando A — +oo. Por su novedad,
presentamos férmulas explicitas que localizan de manera exacta las “capas de transicién interna”
(transition layers) que separan las regiones donde u) converge a distintos ceros de f.
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En este contexto unidimensional nos ocuparemos también del caso en que la homogeneizacién
multiple involucra ceros de f de orden k < p— 1. Este escenario proporciona ejemplos explicitos
de existencia de infinitas familias de soluciones con la propiedad de homogeneizacién. FEsta
situacién de referencia nos permitirda “medir” el caracter éptimo de las condiciones para la
unicidad en dimensiones superiores.

En el ambiente N-dimensional desarrollaremos un estudio completo de los tres fendmenos
anteriores: homogeneizacién, capas limite y nicleos muertos, para el problema (1), donde f
satisface (H1). El ejemplo mds significativo es el problema logistico (L). Por otra parte, la
experiencia del caso semilineal p = 2 (cf. [31]) invita a estudiar la presencia de estos compor-
tamientos en perturbaciones de orden inferior en el infinito. Para el problema logistico (L), (LP)
representa el ejemplo candnico de este tipo de perturbaciones.

El andlisis que permite estudiar las propiedades de homogeneizacion, capa limite y nicleo
muerto se apoya fuertemente en la unicidad de soluciones, por lo que no es directamente aplicable
al problema (LP). En efecto, hasta donde sabemos, la unicidad de soluciones positivas de (LP)
en un dominio general es todavia un problema abierto bastante complicado. En el caso de
referencia p = 2 se sabe que la unicidad no es cierta si A es del orden de oy ,/m ([20]), aunque la
solucién positiva es tnica si A es suficientemente grande (cf. [7], [16], [31], [76]). Tal unicidad se
prueba por lo general usando argumentos de continuacién, donde la linealidad del operador —A
es crucial. Este método es impracticable cuando tratamos con —A,,, p # 2. De hecho, el gran
obstaculo al considerar las linealizaciones formales de problemas como (1), (L) é (LP) es que no
se dispone de la teoria espectral necesaria. Fn efecto, tales ecuaciones degeneran en los puntos
“a priori” desconocidos donde se anula el gradiente de las soluciones. Mas atin, en presencia de
ntcleos muertos, donde la degeneracién se extiende a todo un conjunto con interior no vacio, las
linealizaciones formales carecen de sentido.

Por tanto, para avanzar en el estudio de la unicidad de soluciones positivas de (LP) parece
razonablemente justificado el andlisis de una situacién simétrica. Estudiaremos asi el problema
(LP) cuando 2 = D, un dominio con simetria radial, es decir, una bola o un anillo. En el caso
de la bola para p = 2 y soluciones positivas, el célebre teorema de Gidas-Ni-Nirenberg ([45])
reduce el estudio a soluciones radiales (para p = 2, hay una larga relacién de trabajos que se
apoyan en GNN para estudiar (1); cf. por ejemplo [73], [74] para condiciones bastante generales
sobre la no linealidad). Esto no es cierto para anillos, pues por ejemplo en [18] se considera una
ecuacion con infinitas soluciones no radiales. Sin embargo, el resultado de GNN no es vélido en
general para el laplaciano-p (véase [53]). Dos casos conocidos en los que el Teorema de GNN
es valido son cuando se sabe a priori que la solucién tiene un tinico punto critico en el centro
de la bola ([8]) o cuando p = N, bajo condiciones bastante restrictivas sobre la no linealidad
([52]). Ademds, incluso en el caso D = B, los resultados de [8] no son aplicables si p > 2, por
la presencia de niicleos muertos. En el contexto de (LP), no sélo conseguiremos probar que
la solucién radial positiva es unica para A grande, sino que seremos capaces — mediante una
aplicacién especial del método de sub y supersoluciones (c¢f. Apéndice B) — de probar que ésa
es la unica solucién de (LP) para A grande.

Nos ocuparemos ademads de problemas de la forma (1) en bolas, en el régimen de pardmetros
donde no es posible la aparicién de niicleos muertos (véase mas adelante). La situacién es



viii Introduccién

bédsicamente la misma que en el caso p = 2, donde se han construido familias de soluciones
radiales positivas con méximo préximo a un cero ug de f (cf. [73], [53]), mostrandose en
algunos casos la unicidad de tales familias (cf. [74] y para dominios generales [7], [16] [31] ¥
[76]). Aqui seguiremos el enfoque de [16], obteniendo estimaciones adecuadas de las soluciones
vy demostrando que son no degeneradas para A grande.

Es muy importante destacar una diferencia fundamental entre el caso singular 0 < &k <p—1
(k el orden de g como cero de f) y el no singular & > p—1: en el dltimo, es suficiente con que una
familia de soluciones radiales positivas {u)} cumpla maxuy — %y para que sea homogeneizante,
y esto proporciona la unicidad (esta propiedad es valida para el anillo independientemente de la
relacién entre k y p). Sin embargo, en el caso singular y en la bola, la condicién max uy — g
no es suficiente para la unicidad, y se pueden construir todas las familias de soluciones que
queramos sin que ninguna de ellas sea homogeneizante (cf. §4.2.4).

Una vez expuesta la fenomenologia que vamos a tratar, presentemos de forma més concreta
nuestros resultados.

En el Capitulo 1 estudiaremos problemas unidimensionales de la forma

_ p(;b’i:()i()) 0<x<l ()

donde @,(z) = [2|P"22, z € R y X es un pardmetro positivo. Los resultados obtenidos seran
necesarios a la hora de tratar con los casos N-dimensionales. Después de un breve preliminar
sobre regularidad de soluciones (§1.1), estudiamos el problema (4) bajo las hipdtesis (H1) sobre
f. Probaremos que bajo estas condiciones (4) posee una tnica solucién positiva uy cuando
A > 01,/m, donde o1 ) es el autovalor principal de

— pp(u) =Xpp(u) 0<z<1
u(0) = u(1) = 0.

El problema (4) fue estudiado en [47], donde se consideraron ademads soluciones con cambios de
signo. Nuestra demostracién, sin embargo, es diferente de la de [47], y pone de manifiesto que la
afirmacién sobre la unicidad en su Teorema 2.1 ([47, pag 423]) puede obtenerse de sus hipétesis
(2.3) sin necesidad de requerir ademads la condicién (2.7).

Asimismo, obtenemos la estimacién (2) y la homogeneizacién (3) para la dnica solucién
positiva uy de (4). Més ain, la estimacién sobre la capa limite toma la forma

lim ATYP0(0) = lim —ATVYP/(1) = (p'F(ao))'/? (5)

A—+o0 A—+4o00

donde F(tig) = [3° f(s)ds (cf. Teorema 1.2.2). Por otro lado, demostramos en el Teorema 1.2.3
que si el orden k del cero i1y de f v p cumplen la relaciéon 0 < k < p — 1, entonces para A > \*
el conjunto Oy = {z € (0,1) : ux(z) = up} es no vacio, dando ademds una expresién explicita
de A* y Oy en términos de f v p. Esto nos permite, de forma inmediata, obtener la estimacion
dist(Oy, {0,1}) ~ CA~/P_ donde C viene dada explicitamente en términos de f v p.
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Como hemos resaltado previamente, todos estos resultados son aplicables a la versién unidi-
mensional del problema logistico (L):

— () = NuP2u—|ultlu 0<z<1
u(0) =u(l)=0.

Mediante un tratamiento andlogo, estudiamos la versién unidimensional del problema (LP), es
decir,

op(u') = MulP2u — Jul? tu+g(u) 0<z<1

u(0) = u(1) =0,

obteniendo al menos una solucién positiva wy cuando A > o1 ,/m. Esta solucién es ademas
Unica para A grande, tiene la propiedad de homogeneizacién y satisface la estimacién de capa
limite (5).

Una segunda parte del Capitulo 1 (§1.3) estd dedicada a caracterizar el conjunto de soluciones
positivas de (4), sin imponer ninguna hipétesis de monotonia sobre f. Solamente supondremos
que f es C'! excepto quizé en sus ceros, que serdn de orden finito. Nuestro propésito es clasificar
todas las posibles familias de soluciones positivas {uy} para las que, llamando Ty = maxuy, se
tenga

Ty — U cuando A — 400 . (6)

Para ello, es imprescindible conocer la estructura del conjunto N := {u € [0,1ug] : F(u) =
F(ug)}, con F(u) = [ f(s)ds. Dependiendo del mimero de ceros de f que haya en el conjunto
Ny del orden de cada cero, se presenta una fenomenologia distinta. El caso mds interesante (y
la aportacién mds significativa de este primer capitulo) aparece cuando el conjunto N consta de
varios ceros del mismo orden, generandose en estas condiciones las capas de transicién interna.
Es decir, si N = {ug,u9,...,uy,} y todos los u; son ceros de orden k de f, entonces existe una
unica familia de soluciones positivas {uy} tales que se da (6), y unos ntmeros & = 0 < & <
€2 < .. <&m—1 < &m = 1/2 tales que uy — u;y1 uniformemente sobre compactos de (§5,&5+1),
j=0,1,....m—1 (cf. §§1.3.4 y 1.3.5). Por tanto, se determina con exactitud la posicién
asintética de las capas de transicién.

Por otro lado, si el orden de los ceros de N es menor que p — 1, aparecen nticleos muertos en
las soluciones de (4). La presencia de estos niicleos muertos hace que la unicidad no sea vélida ni
siquiera para A grande, debido a la presencia de infinitas familias homogeneizantes. Para p > 2,
este resultado estd contenido en [47] para un tipo especifico de no linealidad.

En el Capitulo 2 estudiaremos los fenémenos de homogeneizacién y capa limite para la tnica
solucién positiva {uy} de (1) cuando f cumple las hipétesis (H1). Nuestra estimacion de la capa
limite toma la forma

lim S = (/P (i) /7 (7)

uniformemente en 02, donde v es la normal exterior unitaria en 0€). Este resultado fue obtenido,
en el caso p = 2 y para dominios convexos en [31]. El caso p # 2, todavia para dominios convexos,
fue tratado en [38], y el caso general en [41] (véase también [40]).
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La estrategia consiste en obtener una estimacién superior del limite (7) cuando 2 = B, una
bola de RY, v una estimacién interior en el caso = A, un anillo. Para ello son necesarios
los resultados unidimensionales obtenidos en el Capitulo 1 (en particular, el Teorema 1.2.2). El
caso general se deduce entonces mediante una comparacién adecuada, haciendo uso esencial de
la unicidad de soluciones de (1) en cualquier dominio acotado regular.

Todas estas afirmaciones son ciertas para la tinica solucién positiva del problema logistico,
denotada por 8 ,,. Ademds, se puede probar, empleando también argumentos de comparacién,
que todas las posibles familias {v)\} de soluciones positivas del problema logistico perturbado
(LP) se comportan de la misma forma. Esto es consecuencia de que, para todo £ > 0, existe
Ao > 0 tal que si v es una solucién positiva de (LP) con A > Xg, entonces

(9)\7,77,,5 <v < 9)\7,77,_;,_5 en Q). (8)

En el Capitulo 3 nos ocuparemos de los ntcleos muertos. Como ya se ha dicho, la dege-
neracién de A, permite que para la solucién positiva uy de (1) y A grande el conjunto Oy =
{z € Q: wuy(z) = up} sea no vacio. La primera observacién es que sélo pueden desarrollarse
tales nucleos muertos cuando el orden & de ug satisface & < p — 1.

Por otro lado, se demostré en [51] que los niicleos muertos Oy aparecen cuando A es mayor o
igual que un cierto valor critico A* > o4 ,/m, proporcionando una estimacién de la proximidad
de O, a la frontera de la forma 0 < dist (Oy,00Q) < CoA~'/P cuando A — +o0, sin informacién
explicita sobre Cj. La existencia de nicleos muertos fue demostrada independientemente en la
investigacién que ha dado lugar a la presente memoria. Mds atn, en el §3.2, se mejoran los
resultados de [51] en dos aspectos. Por un lado, estimamos el valor de A* en términos de la no
linealidad f y ciertas constantes geométricas asociadas a ). Por otro lado, como contribucién
mads importante, obtenemos una estimacion exacta de la distancia de O) a la frontera 952 de la
forma

dist (Oy,8Q) ~ CA™'/P cuando A — +oo , (9)

donde C viene expresada explicitamente en términos de f y p. Estas propiedades se recogen en
el Teorema 3.2.1, el principal resultado del capitulo. Es importante destacar que las técnicas
empleadas en el capitulo, al apoyarse de manera fundamental en la unicidad de soluciones de
(1), no son vélidas para estudiar la formacién de nicleos muertos en el problema (LP). Nétese
ademds que la estimacion (8) tampoco ofrece informacién sobre posibles nicleos muertos de las
soluciones v de (LP). Sin embargo, después de demostrar la unicidad de soluciones positivas de
(LP) para A grande en bolas v anillos, es posible establecer que todas las soluciones positivas
de (LP) en un dominio arbitrario {2 desarrollan un nticleo muerto Oy para A suficientemente
grande, teniéndose ademds la estimacién (9) (§4.4). Hasta donde sabemos, es éste el primer
resultado donde sin unicidad “a priori” se establece la existencia de niicleos muertos para todas
las posibles soluciones de un problema.

En el Capitulo 4, el mds importante de la memoria, nos centraremos en estudiar la unicidad
de soluciones para A grande del problema (LP), cuando el dominio 2 = D es una bola o un
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anillo. De hecho, nos ocuparemos de la clase mas general de problemas:

—Apu=Af(A,u) en D

uw=0 en 0D, (10)

donde f(A,-) tiene un cero fijo ug de orden 0 < k < p — 1 (véanse detalles precisos en el §4.2).
FEste tipo de problemas incluye, después de una normalizacién, al problema logistico perturbado
(LP).

En cuanto al problema (10), demostraremos la existencia de una 1inica familia homogeneizan-
te, en el sentido (3), de soluciones radiales positivas. De hecho, la condicién (3) es fundamental
para la unicidad de soluciones con maximo préximo a g cuando A es grande, como se demuestra
en el contraejemplo de la seccién 4.2.4 (cf. Corolario 4.2.13). Esta peculiaridad marca una
diferencia fundamental con respecto al caso no degenerado (cf. Capitulo 5).

Tratar con soluciones radiales de (10) es reducir el problema al estudio de una ecuacién
diferencial ordinaria. En efecto, si u € VVO1 P(Q)) es una solucién radial débil de (10) entonces
como u € C1(Q) (Teorema A.3 del Apéndice A) se tiene que u = u(r), con r = |z|, mientras
u, V"1, (u') € C1(J) define una solucién clésica del problema

—(r"lpp(u)) = rNTINF(A u)
o' (d) z 0, u(R) =0, (11)

donde J = [0, R] en el caso de la bola y J = [a, R] en el anillo. En cuanto a las condiciones de
contorno en (11), si llamamos ug = supp u, d € J se elige de tal forma que u(d) = ug. Por esa
razén, en el §4.1 centraremos nuestro interés en el estudio del problema de Cauchy

—(rN (') = rN (N u)
w(d) 2w () = 0, (12)

donde tendremos presente que ug va a jugar el papel de maximo de una solucién radial (hemos
reescalado A en (12)), y dA\~1/? mediré el tamafo de un posible niicleo muerto.

Para aclarar las dificultades que surgen cuando tratamos con (12), nétese que éste se puede
escribir en la forma alternativa:

!/

u o= @y (v) u(d)
o = =y — F(\ ) v(d)

U0
0,

donde p’ = p/(p—1) es el conjugado de Holder de p. Por eso, ya que v(d) = 0, resulta que no son
aplicables a (12) los resultados cldsicos de existencia y unicidad de soluciones si, por ejemplo,
p > 2, independientemente de la regularidad de f. Si ademds d = 0, entonces (12) se vuelve
singular en r = 0, y la teoria estdndar de ecuaciones diferenciales no se puede aplicar en ningtin
caso.

Por otro lado, si f(A,ug) = 0, aparece otra fuente de singularidad en el problema, tal y como
fue observado en [32]. En efecto, se da alli el ejemplo de f(A\ u) =8(1—u)y p = 4, mostrdndose
que (12) tiene al menos las soluciones

u=1, uzl—arQ, u:1+ar2,
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donde a = (1/(N +2))1/2. Asimismo, Walter ([84]) sefiala mediante el método de sub y super-
soluciones, que el problema (12) con f(A\u) = 1 —uP~! (p > 2) y ug = 1, tiene una solucién
distinta de la trivial v = 1.

Por tanto, nuestro interés en el §4.2 se centrard en el caso singular f(X,ug) = 0 de (12).
El principal resultado es la existencia de una unica solucién no trivial v = u(r) de (12), en el
sentido de que u(r) < wg si 0 < r < § (obsérvese que u = 1ug es ya solucién de (12)). En cuanto a
f, supondremos que 7ig es un cero de orden k, es decir, f(\, u) ~ v(\)(iig—u)* cuando u — 7ig—,
~v(A) # 0, para una cierta constante positiva k. Se demuestra que y(A\) >0y 0 < k < p—1es una
condicién necesaria y suficiente para la existencia de soluciones no triviales (Teorema 4.1.3). Més
aun, si el comportamiento de f a ambos lados de wg es como f(A, u) ~ y(A)¢k+1(tp —u) cuando
u — wg, nuestro andlisis nos permitird encontrar todas las infinitas soluciones restantes de (12)
(Corolario 4.1.6). Este parece ser el primer estudio sistemdtico del caso singular. La existencia
v unicidad se basan en estimaciones a priori locales de las soluciones no triviales que permitan
tratar el problema de punto fijo asociado (cf. [64] para un tratamiento menos constructivo de
este caso). El enfoque de existencia y unicidad adoptado en la memoria es ademds crucial para
abordar seguidamente la dependencia regular en datos y pardametros.

Las soluciones radiales positivas uy de (10) que se homogeneizan a g cuando A — +oo
se corresponden cuando d, A — 400 con la solucién no trivial u = u(-, g, A, d) de (12). Esto
implica que la homogeneizaciéon y la formacién de nicleos muertos dependen del comportamiento
de dicha solucién cuando d, A — 4o00. Por tanto, la dependencia continua de la solucion u =
u(-, up, A\, d) de (12) respecto a d y A, asi como la derivabilidad respecto a d, son fundamentales
en nuestro andlisis, y se estudian en los §§4.1.3 v 4.1.4. De hecho, la solucién no trivial v =
u(-, up, A\, d) converge local y globalmente a la solucién no trivial del problema unidimensional

—p() = Flu) 3

donde f = limy_, o f(, ). Finalmente, la unicidad de soluciones positivas de (10) se consigue
demostrando que tales soluciones son la 1inica perturbacién cuando d, A — +o0o de la solucién
no trivial de (13).

En el Capitulo 5 analizaremos el problema (1) en el caso no singular, es decir, sin la presencia
de nucleos muertos. De acuerdo con los resultados del Capitulo 3, si ug es un cero de f de orden
k > p — 1, v consideramos soluciones positivas « con maximo préximo a #g para A grande, se
tiene 0 < u < ug, por lo que estamos en una situacién semejante al caso p = 2. Sin embargo,
los métodos usados en el caso semilineal para demostrar unicidad se basan normalmente en
argumentos de continuacién, fuertemente dependientes de la diferenciabilidad del operador A
(cf. [74], [16]). Por ello, nos restringiremos de nuevo al 4&mbito de las soluciones radiales. En este
contexto, es posible demostrar que el operador inverso de —A,+m es diferenciable, circunstancia
que es interesante en si misma. Los resultados de este capitulo son una adaptacion de las ideas
en [16] (véase también [76]).

El primer paso es demostrar la existencia de una familia homogeneizante de soluciones {u)}
de (1). En el caso p = 2, esto es una consecuencia de los resultados de [73]. Para p # 2 haremos
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uso, igualmente, del hecho de que la integral

_ 1 U ds
T® =077 |, TE=FoT

diverge cuando u — ug. Una vez establecida la existencia de esta familia, obtenemos esti-
maciones precisas de todas las soluciones con méximo préximo a #ug. De hecho, es posible
demostrar que para A grande, todas las soluciones radiales positivas u con g — ¢ < maxu < g
estdn en el intervalo ordenado [z, up|, donde z) es una subsolucién de (1) v ug hace el papel
de supersolucién. En particular, se obtiene que cualquier familia {u)} con maxuy — g es
homogeneizante, en contraste con la situacién en que k < p — 1 (cf. §4.2.4).

Si elegimos m > 0 para que f(u) + mu sea una funcién creciente en [0, 7g], resulta que el
problema (1) es equivalente a la ecuacién de punto fijo

uw = Kyn(Af(u) + dmu) (14)

donde K, es el operador inverso de —A, + Am bajo condiciones de Dirichlet homogéneas. La
unicidad de soluciones radiales positivas de (1) con maximo préximo a g cuando A es grande
es entonces consecuencia de que todos los puntos fijos de (14) tienen indice 1.

Para probar esto es necesario, segtin se ha dicho, disponer de la diferenciabilidad del operador
Kym. La obtendremos haciendo uso de la expresién explicita para K := K{, combinindola con
el teorema de las funciones implicitas.

Es importante destacar que el problema (1) en el caso no singular en un anillo se trata con
el mismo tipo de herramientas, v se ha omitido aqui por brevedad.

La memoria finaliza con dos apéndices, en los que se recogen algunos resultados de regularidad
para ecuaciones con el laplaciano-p, y una variante, adaptada a los fines de la memoria, del
método de sub y supersoluciones.

Debe resefiarse finalmente que parte del contenido de esta memoria ha sido divulgado en
varios congresos nacionales e internacionales. A saber: Workshop on Reaction Diffusion Systems,
organizada en Tenerife en enero de 1995, con cargo al proyecto E. C. Program on Human Capital
& Mobility “Reaction Diffusion Systems” con el contrato ERBCHRXCT93-0409; Second World
Congress of Nonlinear Analysts, celebrado en Atenas en julio de 1996 ([38]); XV CEDYA-V
CMA, Vigo, septiembre de 1997 ([40]) y The Delft Meeting on Functional Analysis and Nonlinear
Partial Differential Equations, Delft, mayo de 1998. Tales actividades fueron financidas por los
proyvectos: “Reaction Diffusion Systems” antes citado; DGICYT PB93-0465 y DGES PB96-0621.
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Preliminares unidimensionales

En este capitulo estudiaremos resultados de existencia, unicidad y comportamiento respecto a
A de las soluciones positivas de problemas de la forma

— () =Af(u) 0<x<lI
(0) = ull) =0 .

donde p,(2) = [2[P"22, z€ Ry A > 0.

Obtendremos una descripcién precisa de los fendmenos de homogeneizacién, capa limite y
ntcleos muertos para las soluciones positivas de (1.1) v algunas de sus perturbaciones. Cuando f
satisface las hipdtesis (H1) de la introduccién, los resultados aqui obtenidos serdn fundamentales
en los Capitulos 2 v 3.

Asimismo, estudiaremos en detalle las familias de soluciones positivas {uy} de (1.1) con
maximo préximo a un cero de f, interesdndonos particularmente en las capas de transicién
interna y en la apariciéon de multiples niicleos muertos.

1.1 Regularidad de las soluciones

Vamos a analizar en esta seccién la regularidad que poseen las soluciones débiles de ecuaciones

de la forma
op(u') = flu) O<az<l

u(0) = u(l) = 0.

Por solucién débil entenderemos una funcién v € W, 7(0,1) que verifique

l l
| enta @)@ @) = [ flut)éyda (13)
0 0

para toda ¢ € Wol’p((), I). Veremos que si f es continua en R, toda solucién débil es cldsica', en

el sentido de que u € C[0,1], p,(u') € C1[0,1] v se cumple la ecuacién en (1.2) en todo punto
del intervalo (0, 7).

(1.2)

'Es importante resaltar la diferencia con el concepto estdndar de solucién clésica, que requiere u € C2.
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La demostracién de este hecho es elemental, v estd basada en consideraciones generales en
los espacios de Sobolev en dimensién 1 (cf. [13, Cap. §]).

Teorema 1.1.1 Supongamos que f es una funcion continua en R, y que u € Wol’p((),l) es una
solucion débil de

V=fu 0O0<z<l

= u(l) = 0.

— pplu

u(0)
Entonces u € C0,1], pp(u') € C10,1] y se cumple la ecuacién en todo punto de (0,1). Es decir,
u es una solucion cldsica de (1.2).

Demostracion. Si u € WyP(0,1), médulo redefinicién en un conjunto de medida nula, se tiene
que

y por tanto u es absolutamente continua, y derivable casi todo punto (cf. [66, Teorema 8.3.3)).
Ademis, siendo @, (u') € L' (0,1), f(u) € L®(0,1), y como —f(u) es la derivada débil de @, (u'),
concluimos que @y, (u') € WH? (0,1). Razonando como antes, ¢, (u') es absolutamente continua,
derivable en casi todo punto y para xg € (0,1):

T

o0l () = ol (0) = [ fluls))ds

z0

De aqui se deduce, de la misma forma, que ¢,(u’) es C', con lo que, integrando por partes en
(1.3) tenemos

l
| ontw @) + f(ula)) dla)do =0

para toda ¢ € W,P(0,1). Por eso, @,(1') + f(u) = 0 en casi todo punto de (0,1), y al ser
op(u’)" continua, u verifica la ecuacién en (1.2) en todo punto. Claramente, u verifica también
las condiciones de contorno. O

Como consecuencia de este resultado, y del hecho de que ¢, es C'R)sil<p<2y
CY(R\ {0}) si p > 2, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.1.2 Sean f una funcion continua en R, y v € Wol’p((), ) una solucidn débil de
(1.2). Entonces u € C?[0,1] si1 <p <2 yuecC*0,]]\Z) sip>2, donde Z = {x € [0,1] :
u'(x) = 0}.

Queda pendiente la cuestién de si u puede ser C? en los puntos de Z. En general, no puede
serlo, como demuestra la siguiente proposicién (compérese con el Teorema 4.1.1).
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Proposicién 1.1.3 Sea f una funcién continua en R, y u € WyP(0,1) una solucion débil de

(1.2). Sixzg € Z ={x€[0,1]: u'(x) =0}, se tiene

i () = —pp{JulT
M =gy~ P (o))

En particular, sip > 2, u no es C? en ningiin punto xo € Z en el que f(u(xg)) # 0.

Demostracion. Fijado e > 0, existe § > 0 tal que para |s—xg| < § se tiene | f(u(s))— f(u(xo))| <
€. Por eso, para x > xg:

—p(u(w)) = [ fuls))ds < ((u(an)) +2)(w = a0)

y de la misma forma
_LPp / f dS > (f(u(xo)) — 5)(x — ;[;0) .

De aqui se concluye que

fim =220 )

z—x0+ X — X

Para obtener el limite por la izquierda se procede de la misma manera.
Sip>2y flu(xg)) #0, se tiene 1/(p — 1) < 1, con lo que el limite

u'(x)

lim

no puede ser finito, v no existe la derivada de «' en zg. O

Un ejemplo tipico de esta situacién se obtiene cuando consideramos el problema de autova-
lores. Sin embargo, es importante destacar que existen situaciones en las que u € C?, incluso
en problemas N-dimensionales, N > 2 (véase la Observacién 4.2.7 b).

1.2 Problemas de tipo logistico y sus perturbaciones

Vamos a estudiar ahora la existencia, unicidad y comportamiento cuando A — 400 de las
soluciones de problemas de tipo logistico unidimensionales. Es decir, problemas de la forma

O<ax<l

pp(u') = Af(u
(0) _ (1.1)

= u(l)

donde la no linealidad f verifica las siguientes hipotesis

)
0.

(H1); f es continua en R, y verifica lim, o4 IPLE)T =m > 0.
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(H1)2 la funcién f(u)/uP~! es decreciente si u > 0.
(H1)s f tiene un cero positivo g de orden k > 0. Es decir, existe una constante Cp > 0 tal

que
lim — 1)
u—iio— (g — u)

- =Cy.

Tales condiciones seran referidas en toda la memoria como hipétesis (H1). Bajo estas hipétesis, el
problema (1.1) ha sido estudiado en [47], donde se consideraban ademés soluciones con diferentes
signos (cf. Introduccién).

Recordemos de la seccién anterior que toda solucién débil u de (1.1) en W1P(0,1) verifica
u € CY0,1] v ¢p(u’) € CL[0,1], con lo que nos proporciona una solucién clésica de la ecuacién.
El siguiente resultado nos da con precisién la existencia y unicidad de soluciones positivas de

(1.1).
Teorema 1.2.1 Supongamos que f satisface (H1). Entonces, el problema

— o)y =Af(u) O<z<l
)

_ p p Lo .. .. L,
posee, para cada A > Apin(l) 1= p=1 (%) (M) una unica solucion cldsica positiva u =
ux(z), que verifica 0 < ux(x) < wg.

Demostracion. Si u es una solucién clésica de (1.1), entonces u; = u(z), v1 = |[u/[P7%u es
solucién en [0,1] de
/ -2
uy = |nff "u
14
o= M), Y

donde p’ es el conjugado de Holder de p, 1/p+1/p" = 1. Puesto que E(u1,v1) = |1 |p//p’—i—/\F(u1),
F(u) = [y f(s) ds, es una integral primera de (1.4), podemos afirmar que para cada solucién de
(1.1), existe una constante C' tal que:

|/ ()P + p'X F(u(z)) =C x € [0,1]. (1.5)

Ahora realizaremos un andlisis detallado de la existencia y unicidad de las soluciones de (1.1).
En virtud de (1.5), cualquier solucién positiva estd relacionada con su maximo % = supg,.; ()
mediante

[P = p'AMF(u) = F(u)). (1.6)

Puesto que F' es una funcién creciente, u es el tunico valor critico de v = wu(z). Llamando
x1 =min{r: u = u}, ro = max{zr: u = u}, se tiene que u es creciente antes de 1, decreciente
después de z9, mientras que u =% en 1 < 2 < x9. Por eso, se deduce de (1.6) que:

u(x) ds ,
/0 (F(u) - F(s))/? NPz 0<z <, (L.7)
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y que

u(x) s
/o (F(a) —dF(S))l/p =N -7)  m<z <l (1.8)

Ademds, (1.7) y (1.8) implican que u es simétrica respecto a /2, v que:

u ds , »
/0 (F(i) — F(s)/r — (P 2)! 7y (1.9)

Obsérvese que el caso degenerado 1 < w9 puede darse sélo si 4 = ig ya que u(r) = % en
r1 <z < 2y laecuacién (1.4) llevan a f(u) = 0.

. . . . L u ds
A efectos posteriores, es conveniente introducir la notacién I(u) = / :
o F(0) = F)77
FEntonces se tienen las siguientes propiedades de la integral I:
i) I = 1I(u) es creciente en 0 < u < ig.
. . 1
i) I(04) = limy o4 I(u) = (&) /P ﬁ%.
+00 k>p-1
i) T(ug—) = limy_yy— I(u) =
< +oo k<p—1.
. . ., 1/ 71 _pe1 -1/p
En efecto, i) es consecuencia de la expresién I(u) = |, (fs oP~ h(uo) da) ds, 0 <u <

fig, v del cardcter decreciente de h(u) := f(u)/uP~L.
En cuanto a ii), se obtiene, usando la expresién anterior para I:

1(0+) = <%)1/p /01 @flﬁ . (1.10)

Con un cambio de variable llegamos a

1/p 1 1/p
I(04) = <£> l/ (1 — )" V/rel/r=1gp = <£> lp <l, 1- 1) =
0

m p m p p p

(B 5 Gl () =t

donde B, I' son las funciones eulerianas Beta y Gamma (cf. [1, Férmula 6.1.17]).
Se deduce de (1.9) y las propiedades anteriores que I(0+) < I(@) < (p'A)}/PL. Por tanto,

la existencia de soluciones positivas de (1.1) sélo es posible si A > T% (%1(04_))7’ = Amin(!)
(obsérvese que el niimero m Amin(1), segin la expresién (1.10), coincide con el valor para o (1)
calculado en [47], ecuacién (0.4)).

Ahora podemos describir las soluciones positivas de (1.1) en términos de su maximo u, de la
forma siguiente:
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A) Si k > p—1, la integral I(g—) diverge, y (1.1) admite, para cada Apin < A < 400 una
tnica solucién positiva u = uy(z) cuyo maximo u = ) es la inica solucién de la ecuacién

l
I(a) = (N7 (1.11)
(la solucién es tnica en base a la propiedad i) de I). Nétese ademds que la solucién
u = uy de (1.11) es creciente en A si Apin < A < 400, verificando limy_. . uy =0y
limy 400 %) = 7g. De hecho, la solucién de (1.1) se puede obtener a partir de %) mediante

min

la féormula:

u(zx) ds 1 ]
/0 (F(uiy) — F(s))'/p (P'A) P, 0<x< 3" (1.12)

Obsérvese que 1 = 19 = % en este caso.

B) Si £ < p — 1, la integral I(up—) converge, y pueden darse dos opciones. La primera

corresponde al régimen Apin < A < A*(1) := T% (%I(uo—))p. En este caso (1.11) posee una

familia creciente de soluciones @ = wy, con 1y — O+ si A — Apin+, v @)y — Uy cuando
A — A*—. Como en el caso anterior, la solucién positiva de (1.1) puede ser descrita en
términos de su maximo uy usando (1.12).

Si A > A* entonces (p'A)"VPI(ug—) < & v de (1.7) v (1.8) podemos deducir que la tinica
solucién u = u(x) de (1.1) viene dada por

u(=) ds .Y
/o (F(fo) — F(s)/7 AP, 0<z<dA), (1.13)

mientras que u = ug si d(A) <z <

Esto finaliza la demostracién del teorema. O

La existencia de expresiones casi explicitas para la solucién uy como (1.12) y (1.13), v la in-
tegral primera nos permiten de manera muy sencilla, estudiar los fenémenos de homogeneizacién
y capa limite. Concretamente, se tiene:

Teorema 1.2.2 Supongamos que f verifica (H1), y sea uy la unica solucion positiva de la
ecuacion (1.1) para A > Amin. Entonces

Iim wu) = 7o
A—+00

uniformemente sobre compactos de (0,1). Ademds,
uh (0) = —uh (1) ~ AVP(p/ F(ug))V/P cuando A — 400, (1.14)

donde F(ug) = [3° f(s) ds.
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Demostracion. Dado € > 0, denotemos por x) . al tinico punto de (0,1/2) tal que uy(zr.) =
1o — . En virtud de (1.12) y (1.13) tenemos

uo—e ds
e — ,>\ 71/:0/ ’
e SUNTR) W - R

donde 1) = maxuy. Por eso, al ser la integral convergente, z) . — 0 cuando A — +00. De ello,
v de la simetria de u) se deduce la convergencia uniforme sobre compactos.

La estimacién (1.14) es una sencilla consecuencia de (1.6), ya que w4 (0) = (p'\)'/PF(uy)'/P ~
(P’ )P F(1ig)'/P cuando A — +00. Esto concluye la demostracién del Teorema 1.2.2. O

Nétese que, cuando la integral I(up—) es finita (éste es el caso si & < p — 1), ha quedado
patente la aparicién de nicleos muertos (cf. Introduccién) para valores de A suficientemente
grandes. De hecho, tenemos expresiones explicitas del conjunto Oy = {x : ux(z) = g} v del
valor A\* a partir del cual aparecen los niicleos muertos. De ahora en adelante, usaremos la
notacién

C(f.p) = ]} (2(0-))" . (1.15)

Corolario 1.2.3 Supongamos que f verifica las hipdtesis (H1) y que el orden del cero ug verifica
0 <k <p—1. Entonces existe un valor X*(I), dado por X*(I) = C(f,p)/IP tal que, para A > X*
se tiene

Ox={z € (0,]): ux(x) =ap} =[dX),l —dN)],
siendo d(\) = C(f,p)Y/PX"1/P /2. En particular

: . C(f,p)'/r
Jim AP dist(0y, {0,1}) = % :

1.2.1 Aplicaciones al problema logistico

Todos los resultados anteriores son validos para el problema logistico (L) tal y como hemos dicho

anteriormente. En efecto, introduciendo el cambio de variable v = (Am)q*rﬁv en (L) llegamos
al problema
op(u) =uP~t —ul 0<a <l
u(0) = u(l) = 0.

que estd en las hipétesis (H1) con m =1, ug =1, k =1y Cyp = (¢ — p+ 1). Aplicando los
Teoremas 1.2.1, 1.2.2 y 1.2.3 al problema (1.16) obtenemos:

(1.16)

Teorema 1.2.4 Sean p, q, m numeros reales tales que p > 1, g >p—1 y m > 0. Entonces el
problema logistico
— () = muP —ud 0< a2 < ()
u(0) = u(l) =0,
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1
admite, para X\ > Amin, una unica solucion positiva 0y ,,, que cumple 0 < 0y, < (Am)a=r+1. Se
tiene ademds que

1 1
lim M\ ep+if = ma—p+1
Am
A—+4o0 ’

uniformemente sobre compactos de (0,1). Por otra parte,

] g1 . ___gq+1 g+l q_p+1 1/p
lim A\ P@ 2@, (0)= lim —\ P@ D@, (1) = m»@ riD (—) -
Jm AP0 (0) = Hm A FEEE O () = mIE e T

Si ademds p > 2, entonces para X > \* = (q+17)7§p_1) {QB(lp’q) }p, se tiene Oy = [d(X),] — d(N)],

donde
(q+1)P(p— 1)t/
ml/p

d(A) = B(p, A~/

En particular, limy_, o \'/Pdist(Oy, {0,1}) = @) P p- Ve B(p,q). Aqui B(p,q) denota a la

ml/P
integral convergente:

/1 ds
0o [(g—p+1)—(qg+1)sP+psit!]l/p’

B(p,q) = (1.17)

1.2.2 Perturbaciones sublineales del problema logistico

A continuacién vamos a estudiar perturbaciones adecuadas de la ecuacién logistica. Las per-
turbaciones que consideraremos, a pesar de romper la “monotonia” de la no linealidad, hacen
que ésta mantenga la propiedad de tener un unico cero para A grande, lo que conlleva que las
soluciones de dichas ecuaciones tengan propiedades andlogas a las de (L) cuando A — +oc.
Concretamente, estudiaremos

— @p(u) = Db —wl +g(u) 0<a <l

w(0) = u(l) =0 , (LP)
donde g € C'(R) verifica la hipétesis
oglw) g
uli{gl—i— up—l 0, UEI—POO wi—1 0. (Hg)

Para obtener estimaciones de las soluciones positivas de (I.P) vamos a estudiar los ceros positivos
de g(\,u) := dmuP~' —ud+g(u). Afirmamos que, para cada A > 0 existe un mayor cero positivo
u=7p(A) > 0 de g(A, ) tal que g(A,u) < 0 siu > 1g(A). De hecho, como consecuencia de (Hg),

A
i 2% s lim —_1,
u—0+ up_l Uu——+00 ud
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que implica la existencia de @g(\). Por otro lado, nétese que la igualdad

ao(N)T P 1 g(ug(\
m—uo() —i——?( 0(2)1=0,
A A ug(A)P
implica limy_ 4o %p(A) = 4+00. Por eso,
tuo( A
lim By (1.18)

Aee tmA /@ pHD)

que nos proporciona una estimacién asintética exacta de ug(\). Obsérvese que todo esto es vélido
para cualquier cero positivo de g(), ) cuando A — oo. De hecho, veamos que 7ig()) es el inico
cero positivo de g(],-) cuando A — +oco. De no ser asi, existirfan sucesiones \,, &}, €2 — +oo

. 1 .
tales que & # €2, g(\p, &) = 0y (A\ym) T#11 ¢, — 1 cuando n — oo. El Teorema de Rolle
1
nos proporcionaria una sucesién 7, de forma que (A,m) =¥, — 1y gu(An,mn) = 0. Pero

entonces

Anm(p — 1) g' ()
— 4t —== =0,
Tin Mn

v haciendo n — oo llegamos a p — 1 — g = 0, una contradiccién. Por eso, para A grande, se tiene
g(Xu) > 0siue (0,u(N) v g(Au) <0siu>ag(N).

Estamos ahora en disposicién de analizar el problema (LP). Estudiaremos primeramente las
cuestiones de existencia v estimaciones de las soluciones.

Teorema 1.2.5 Supongamos que p > 1, g >p—1, m > 0 y que g verifica las hipdtesis (Hg).
FEntonces:

i) (LP) no tiene soluciones positivas si A < A/m, donde A = inf, > %ﬂ, y existe al menos
una solucion positiva wy st A > Amin.

it) Todas las soluciones positivas u de (LP) verifican 0 < u < ug(X).

Demostracion. Es conveniente, por analogia con el problema logistico, introducir el cambio
u = up(A)v, con lo que el problema (LP) se transforma en

(1.19)

donde f(A\v) = A ag(\) " Pg(\, do(N)v) = moP—t — A ad Pt 4+ A= 1al Pg(ag(A)v). Con
esto, el inico cero de f para A grande es Tg(A) = 1. En lo que sigue, consideraremos el problema
(1.19), teniendo en cuenta que todas las conclusiones obtenidas seran aplicables a (LP).

Igual que en el Teorema 1.2.1, toda solucién v de (1.19) se puede parametrizar por su maximo
¥, y se tendra la igualdad

[0'(@)]” = PAMEF (N 0) = F(A,0())) (1.20)
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donde F(X\,v) = [j f(A s)ds. Si A < A/m, llegamos a que f(A,v) <0 para todo v > 0, con lo
que la funcién F(},-) es decreciente en v > 0. Por eso, F(\ v(x)) > F(A,v), para todo =, que
contradice (1.20). Esto prueba la primera parte de i).

Para probar ii), tenemos que ver que todas las posibles soluciones positivas v de (1.19)
verifican v < 1. A tal fin, ndtese que F(A,-) es decreciente si v > 1, v ~ 1. Por eso, si
suponemos ¥ > 1, llegamos a F'(\,7) < F(\ v(z)) para v(x) ~ o, contradiciendo de nuevo
(1.20).

Vamos a analizar ahora la existencia de soluciones positivas. Denotando

v ds
/0 (F(\,v) — F(\ 8)t/p

I(\v) =

(1.21)

tendremos que las soluciones v = vy vienen caracterizadas por su maximo 7 mediante la ecuacién

107 = (/NP5

Un sencillo calculo muestra que lim,_o4 I(A, v) = I(04), uniformemente en A sobre intervalos
acotados, donde I denota a la integral correspondiente al problema logistico (véase Teorema
1.2.1, en particular (1.10)). Por eso, si A > Apin, se tendrd que T(\,0) — (p'A)Y/?1/2 < 0.

Por otro lado, es ficil ver que I(\,v) converge si v — 1 cuando p > 2, mientras que I(\,v) —
+oosiv — 1y 1< p <2 (ndtese que en este caso el orden del cero To(A) = 1 es k = 1). Llamemos
Io(N\) = supI()\,v), donde el supremo estd extendido a todos los valores de v que hacen que
la integral (1.21) tenga sentido (este es el caso si, por ejemplo, v > 0, v ~ 0). Dos situaciones
pueden darse:

A) Io(\) — (PA)V/P1/2 > 0. Este es siempre el caso si 1 < p < 2, ya que Io()\) = +o0.
Podemos garantizar que existe un valor T tal que I(\,T) = (p’A\)/P1/2. Por tanto, existe
una solucién v(z) que viene definida implicitamente, al igual que en los casos anteriores,
por la ecuacién

v() ds , l
= (P NPy 0<z<=—
| T T e 0<a<s,

v que es simétrica respecto a /2.

B) Io(\) — (P \)/P1/2 < 0. Este es el caso en particular si p > 2 para \ suficientemente

grande, ya que limy_ o Ioo(A) = I(1). Aqui estamos en el régimen de desarrollo del
ntcleo muerto. Es decir, existe d = d(\) tal que

v(@) ds .
= /p
/0 (F(/\,l)—F(/\,S))l/p N (p /\) T, 0<T<d(/\) ’

vy v =1en [d()\),] —d()\)]. En este caso, claramente d()\) = (p’\)~V/PI(\ 1).
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(Nétese que, en este iltimo caso, todas las posibles soluciones de (LP) para A grande deben
desarrollar nicleo muerto.) Con esto queda demostrado el teorema. O

Como ya se ha dicho, en esta clase de problemas sélo podemos esperar unicidad para A
suficientemente grande. Las estimaciones de la capa limite y de los niicleos muertos son entonces
inmediatas.

Teorema 1.2.6 Supongamos que p > 1, g >p—1, m >0 y que g verifica las hipdtesis (Hg).
Entonces, para X\ suficientemente grande, el problema (LP) admite una tinica solucién positiva
wy, que verifica 0 < wy < ug(N). Ademds, se tiene

1 1
)\lim AT =Ty = ma—p+]
——+00

uniformemente sobre compactos de (0,1). Por otra parte,

_ 1/p
lim )\7p(qupl+1) wS\(O) = lim —Aip(quplel) ws\(l) = mp(quplel) <M> .
A—+o00 A——+00 (q + 1)(p - 1)

Si ademds p > 2, entonces para \ suficientemente grande, se tiene Oy = [d(X),l — d(N)], siendo
d(\) = (PN)"YPI(\1)). En particular,

1/p _ 1/p
lim AVPdist(Oy, {0,1) = LD 0 1)

i —r B(p, q), (1.22)

donde B(p,q) viene dada por la expresion (1.17).

Observacién 1.2.7 La homogeneizacién y la estimacién de la capa limite para la solucién vy
del problema logistico perturbado puede ser conseguida comparando v con soluciones adecuadas
del problema logistico (véase Capitulo 2). Sin embargo, hemos prescindido de esta demostracion,
puesto que en el caso unidimensional es inmediata (cf. Teorema 1.2.2).

Demostracion del Teorema 1.2.6. Consideremos de nuevo el problema normalizado (1.19). La
homogeneizacién de todas las posibles soluciones vy v la estimacién de la capa limite se obtienen
como en el Teorema 1.2.2. Pasemos pues a analizar la unicidad.

Para ello, es necesario distinguir los casos 1 < p < 2y p > 2. Comencemos con 1 < p < 2.
La unicidad es consecuencia de que la ecuacién

I\ ) = (p'/\)l/pé (1.23)

tiene una tinica solucién para A suficientemente grande. Por eso, basta con ver que I es creciente
respecto a la segunda variable si A — 400, v ~ 1.
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Es conveniente reescribir I en la forma

_ 1 ds
I(\7) =
D= |, O F
con lo que, llamando H(s,v) = (F(A,v) — F(A, sv))/vP, tendremos

aJ _ Hi(s0)
% _“/ H”(p+1)/p 5

Ademis, Hy(s,0) = (0f(\,0) — pF(\,0) — [s0f(\, s0) — pF(\, s0)])/oPT!. Llamemos z)(v) =
vf (X, 0)—pF (A, 0). Entonces 2, (0) = 0f,(A, 0)—(p—1)f(A, 0), de donde 2} (1) — —(¢—p+1) <0
cuando A — 400, y esto implica que existen A\g > 0, 6 > 0 tales que zy es decreciente en [1—26, 1]
si A > Ag. Tomemos sg = (1 —26)/(1—6). Entonces, si v € [1—6,1), s € [s0,1], A > Ag, tenemos
1—26 < 598 < s <7 <1, se donde se deduce que z) () — 2x(s7) < 0. Por tanto,

1 1 H@(S 7_})

"o Hs oyt > 0

sive[l—261), A > Ao. Sitenemos en cuenta que la integral permanece finita entre 0 y s,
mientras que diverge entre sp y 1 cuando v — 1, A — 400, llegamos a que

or

8(/\1)) 0, v~ 1 A — 400,

que es lo que queriamos probar.
En cuanto al caso p > 2, basta con observar que todas las soluciones para A grande desarrollan
niicleo muerto, con lo que todas verifican el problema de Cauchy

— p(u) = Af(\ ) O<x<li
u(0) =0, /(0) = PN PEO 1)

lo que nos da la unicidad. La estimacién

(1.22) es una consecuencia directa del hecho de que
Ox = [d(A), ] — d(N)], con d(X) = (#'A) P (3,

1), junto con la convergencia I(\,1) — I(1). O

Observacion 1.2.8 Nétese que para este problema no es inmediato conseguir estimaciones del
primer valor A\* a partir del cual aparecen los nicleos muertos. Todo lo que podemos decir es
que es una solucién de la ecuacién

LX) = (/N /7

(cf. Teorema 1.2.6).
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1.3 Capas de transicién internas

En esta seccién vamos a estudiar problemas de la forma (1.1), pero sin imponer ninguna hipétesis
de monotonia a la no linealidad f. Especificamente, estamos interesados en caracterizar todas
las soluciones positivas cuando A — +oo (es importante destacar que, en general, la unicidad
incluso para A grande es imposible de conseguir). Puesto que muchos de los resultados que vamos
a obtener son nuevos incluso en el caso semilineal, supondremos en lo que sigue que p = 2.

Por tanto, consideraremos el siguiente problema

— " = Af(u) 0<z<l1

u(0) = u(1) = 0. (1.24)

donde A serd un pardmetro positivo. Supongamos que el problema (1.24) tiene una familia de
soluciones positivas {uy} tal que, llamando 7y = maxuy, se tenga

) — o cuando A — 400. (1.25)

Nuestro principal propésito serd describir la geometria de las soluciones para las que este
fenémeno tiene lugar (ndtese que no se trata propiamente de una homogeneizacion, en el sentido
de §1.2).

Sobre la no linealidad f haremos las siguientes hipdtesis estructurales:
i) f es C', excepto quizd en los ceros.

ii) Todos los ceros de f tienen multiplicidad finita. Es decir, si f(ug) = 0, entonces existen
k>0y~y€eR, v #0, tales que

u=0 p i1 (g — )

En particular, la hipétesis ii) implica que f tiene un nimero finito de ceros en cualquier
intervalo acotado. Noétese que, debido a la hipétesis i), el orden de los ceros de f puede ser
cualquier nimero real positivo, y no necesariamente un entero.

Para propédsitos futuros, es conveniente establecer la siguiente definicién: si g es un cero de
f, decimos que f es “par” si

lim ———— =7,

donde £ > 0 y v es una constante no nula. Por oposicidn a esta definicién, los ceros de orden k
definidos anteriormente seran llamados a veces ceros “impares”.

Pasemos a continuaciéon a determinar algunas propiedades preliminares del valor iy que
aparece en (1.25). En primer lugar, la existencia de la integral primera H (u,u’) = u/?/2 + F(u),
donde F(u) = [y f(s)ds, nos proporciona que

F(uy) =
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con lo que F'(iig) > 0. También se obtiene de la integral primera que F'(u) < F(7y)si 0 < u < Wy,
v por eso
F(u) < F(ug) si0<u<1p. (1.26)

Obsérvese que esta condicién implica, en particular, que f(ig) > 0.
A la vista de (1.26), es conveniente estudiar la estructura del conjunto

N = N(ug) :={u € [0,u9] : F(u) = F(up)}. (1.27)
Veamos una propiedad importante de N,

Lema 1.3.1 El conjunto N contiene al menos un cero de f. Es decir, F(ug) es un valor critico
de F. Ademds, siu € N, u # 0, u # g, entonces u es un cero impar de f con vy > 0. Por otro

lado, si 0 € N, se tiene f(0) < 0.

Demostracidn. En virtud de la desigualdad (1.26), se tiene que todos los elementos u € N'N(0, 1)
son maximos locales de F'. Por tanto, F'(u) = f(u) = 0, y u debe ser un cero impar con
~v > 0. Esto demuestra ademds que N contiene un cero si N'N (0,%g) # @. En el caso en que
N N(0,1g) = @, si suponemos f(0) # 0, se tendrd, en base a (1.7), que

1 /m ds B vV
V2o VE@y) - F(s) 2
asi que, cuando A — +o0, la integral debe diverger, lo cual es imposible a menos que f(ug) = 0.

0)
Por otro lado, supongamos que 0 € A/. Si f(0) > 0, se tendrd que F'(u) > F(0) = F(i)
para u > 0, u ~ 0, contradiciendo (1.26). Por tanto, f(0) <0. O

Empezaremos estudiando el caso en que f € C''(R), es decir, el orden de todos los ceros de
f es mayor o igual que 1. El otro caso serd analizado en la Seccién 1.3.5.

1.3.1 Homogeneizaciones simples

Son las que se dan cuando el conjunto A sélo contiene un cero, que es g, es decir N' = {7p}.
Por tanto, se da la condicién

F(u) < F(ap) si0<u<dg,

cuando g > 0.

Veremos que es posible encontrarse con dos situaciones donde (1.25) puede darse. El primer
caso, al que llamaremos homogeneizacién por defecto, se produce cuando ) — ip—, mientras
que el caso complementario, llamado homogeneizacién por exceso, se da si wy — ug+. Es fécil
de comprobar que la homogeneizaciéon por exceso sélo es posible si iy es un cero par de f.

En la homogeneizacion por defecto, la situacién que se da es exactamente la misma que en
§1.2 (nétese que es irrelevante que g sea par o impar, ya que sélo el comportamiento de f a la
izquierda de wg es importante en esta situacién).
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Teorema 1.3.2 Sea g > 0 un cero impar de f de orden k, de forma que
F(u)<F(fL0) si0<u<uag.
Entonces, (1.24) admite una familia de soluciones positivas {uy} tales que:

(i) Existen ¢ > 0, A\g > 0 tales que, para A > X, uy es la unica solucion positiva de (1.24)
que cumple ug — e < Uy < Ug, donde Uy = maxuy.

(i) Si k=1,
ﬁ)\wﬂo—ef\/ﬂy—k/g, A— oo,

mientras que, si k > 1,

1
2B \FT 1
Ty ~iig— | —2k | ATFT, A= 400,
e ((k+1)7>

donde By = B(1/2 —1/(k+1),1/2), y B es la funcién beta euleriana.

jii ilia {u .07, €1 7] ir, uy — U Y) rement pact
11) La familia {uy)} se homogeneiza a g, es decir, u) g uniformemente sobre compactos

de (0,1).
(iv) u)(0) ~ /2F () \'/?, A — 400 .

Observaciones 1.3.3 a) La propiedad (iii) justifica que llamemos a este fenémeno homogenei-
zacién simple, por analogia con los problemas en §1.2.
b) En el caso k € N, y f suficientemente regular,

en virtud del desarrollo de Taylor de orden k.

Demostracion del Teorema 1.8.2. Es facil ver que la hipdtesis sobre F' nos lleva a que existe
6 > 0 tal que

F(s) < F(u) si0<s<u
para todo 1y — 6 < u < . Entonces, el problema —u” = f(u) admite una solucién tal que

u(0) = u(2T(@)) = 0, donde

T(u

LY -
V2Jo JF(u)—F(s)
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v i = u(1/2) = maxu (cf. la demostracién del Teorema 1.2.1). Por dependencia continua se tiene
que T(i) — +oo cuando @ — fp—, y entonces, poniendo A = (27(@))? y ux(z) = u(A~/%x),
obtenemos una familia de soluciones de (1.24). Para probar la unicidad, es suficiente con proceder
como en la demostracién del Teorema 1.2.6.

Ahora pasemos a mostrar la estimacién (ii), para lo cual obtendremos una estimacién de
T(@) cuando @ — @p. Tomemos e > 0. Existe § > 0 tal que

(7= &)iio — W)t < F(u) < (v + &) (iip — w)*
si g — 6 < u < 7g. Estéd claro que el comportamiento de T'(#) es el mismo que el de la integral
1 v ds
V2 o s VE@ — F(3)

va que la integral entre 0 y 1o — 6 permanece finita cuando v — ug—. Se tiene que:

k+1 /
U =
\/ tig—5 \/ (i — s)k+1 — (Uo — )kl

kE+1 6/(ao—u) d
B 49 (1.28)
2(y—e) 1 oktl —1
Procediendo de manera anéloga, se obtiene una estimacion inferior de Tgs(u), como la que aparece
n (1.28), pero cambiando v — ¢ por v + . Por tanto, si k = 1, se tiene que

/Wwﬂo T o log (g — u)
—— ~log— ~ —1lo — 1),
1 -1 Clw—w Tt

cuando % — g, mientras que, para k > 1, la integral converge al valor

Ts(u) =

_1(1 11)_13
ohii—1 k+1 \2 Ek+1'2) Ek+1 "

Por eso, queda demostrado, en el caso k =1, que

T(uy) ~ —\% log(tg — ), (1.29)

cuando A\ — +o0. En particular, (ii) es consecuencia de la igualdad T(7y) = VA/2 v de (1.29).
Para k& > 1, procedemos de forma andloga teniendo en cuenta que
1 k—1
——Bp(tig —uy)" 2 .
v(k+1) (o =)

2
cuando A — +oo. La demostracién de (iii) y (iv) es exactamente igual que la del Teorema 1.2.2.
0

T(Wy) ~

A continuacién estudiaremos las homogeneizaciones simples por exceso, es decir, el caso en
que existe una familia {u)} de soluciones de (1.24) tales que T\ = maxuy > fig y T\ — #g. El
cero 1 debe ser par en tal caso.
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Teorema 1.3.4 Sea g > 0 un cero par de f de orden k y supongamos que
F(u) < F(up) si0<wu<dpg.
Entonces (1.24) admite una familia de soluciones positivas {uy} tales que:

(i) Existen € > 0, A\g > 0 tales que para X > Ao, uy es la unica solucion positiva de (1.24)
que cumple g < Ty < g+ &, donde Ty, = max u).

(ii) Sik=1,
Uy~ dig — e VM2, A — +oo,

mientras que, para k > 1,

Ty ~ o + 2w T Vicot(—=—\B %x; A — +
~ —_— [ k—1 —
Ao ((k+1)7) <Csc<k+1> «© <k+1) ’“) ’ o

siendo By, como en el Teorema 1.5.2.

(17i) La familia {uy} se homogeneiza a ug en (0,1).
(iv) Sidig > 0, entonces uh(0) ~ /2F (ig)A\"/?, cuando X — +o0.

Demostracion. Las afirmaciones (i), (iii) y (iv) se demuestran de forma semejante a los teoremas
anteriores. Por ello, vamos a pasar a demostrar la estimacién (ii). Igual que antes, necesitamos
estimar la integral que define T'(#).

Puesto que, para 6 > 0, la integral entre 0 y 29 — 6 permanece finita, tenemos que

- 1 /“ ds 1 /“0 ds N 1 e ds
V2Jo VF@)—F(s) V2Jugs VF@)—F(s) 2 Jag VF(i)— F(s)’
cuando @ — g, donde § es tal que (y — ¢)|iig — ul¥ < f(u) < (v + &)|ag — ul¥, si |y —u| < 6.

Procedamos a estudiar las dos integrales por separado. Para la primera, téngase en cuenta que,
para 0 < ug — s < 6, se tiene

T(u

F(ig) — F(s) ((iig = )" + (a — i) **1)

~—
k41

si 4 — g, y por eso

1 [uo ds k-l—l/“o ds B
V2 Jiams V@ T~ 27 Jams (G0~ 577+ (0 PO

F L gy 02 / Vaw) __do
2y 0 (cF+1 +1)1/2

1
——log(u — up)

\/,7
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para u — g, si k = 1, teniéndose, si k > 1,

! (i1 — 1ig) ™~ 1)/23< ! ) , (1.30)

\/_/uo s F(u) 29(k+1) k+1 k41

cuando @ — %g. En cuanto a la segunda integral, ndtese que, si —§ < @iy — s < 0,

Fu) = F(s) ~ 7= (0= w0)* ™ = (s — )+

cuando % — 1, con lo que se obtiene

L u ds k+1/ ds B
V2 Jug VF(@) — F(s) 27 Jug—s (@ — iig)F+1 — (s — @ig)k+14)1/2

k’—i—l _ _ —(k‘,fl)/Q 1 dO’
5, (@) / FECGOE

Si k =1, la integral tiende a una constante cuando 4 — @g. Si k > 1, por el contrario,

1 07 ds 1 L (k—1)2 < 1 )
V2 Jao VF (@) — F(s) 27(k+1>(7L 7o) B 5T

para 4 — ug. Finalmente, se puede obtener una relacién entre las integrales B(1/2 — 1/k +
1,1/k+1), B(1/2,1/k + 1) y los ntimeros By, definidos en el Teorema 1.3.2.
En efecto, en virtud de la férmula 6.1.17 en [1], se tiene

111 1 1 1 -
B<§_k+1’k+1>_¥P<k+1>r<1_k+1)B’“_CSC<k:+1)B’“'

Anélogamente, usando ademds 6.1.30 en [1], obtenemos

PTCSRIN T G ) ) BRI SR P
2" k+1 I‘(%_L)F<%+k+_l) ' k+1) 7"
Por ello, se tiene finalmente

(@) ~ —% log (i — o) (1.31)

cuando 4 — g, sik =1,y

(@) ~ m(u — Gg) 1)/ <csc (k - 1) + cot (kLH)) B, (132

si @ — g+, para k > 1. La estimacién en (ii) se obtiene como en el Teorema 1.3.2. O
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Observaciones 1.3.5 a) Si g = 0 y k > 1, la situacién no varia sustancialmente. El tnico
cambio significativo es que en la estimacién (1.32) el término de la cosecante no aparece. Si
kE = 1, sin embargo, se tiene que T'(%) tiende a una constante cuando @ — %g, por lo que no
existen soluciones con méximo tendiendo a 0.

b) Si @wg = 0, la familia de soluciones {uy} no desarrolla una capa limite cerca de = = 0,
x =1, pues limy .o ) (0) = 0. En efecto, usando (ii), se tiene

uh (0)2 = 2AF (my) ~ 2/\191 1ﬁ§+1 ~ONRET

1 2
donde C' = kg—jl (ﬁ)m (csc (kﬁﬁ) + cot (kLH) Bk)m.
c¢) En el caso p # 2, las modificaciones de los resultados anteriores son minimas. Nétese, en
primer lugar, que la condicién £ > 1 que hemos venido considerando se transforma ahora en
E > p—1 (lo que excluye la presencia de nicleos muertos). En cuanto a las estimaciones de
convergencia (ii) en el Teorema 1.3.2, se convierten en

sik=p—1,y
1/ Z ;
E+1N\/P 1 o \FPft 1
Ty ~ Uy — 2< + ) By, A F—pHT A— o0,
vp' E4+1

sik>p—1, donde By = B(1/p —1/k + 1,1 — 1/p). En cuanto a (ii) en el Teorema 1.3.4,

razonando de la misma forma, se llega a:
— _ 1 _1)1/p
T\ ~ dig — e~ 3(/P—1) , A — 400

sik=p—1,y

o~ (i)™ e (2) (o ) e () e (2)) 8
Uy ~ UQ TES =) sen " csce ) co ) co " I

cuando A — +oo, si k> p— 1.

1.3.2 Homogeneizaciones simples con pico

Estas homogeneizaciones se dan cuando el conjunto A contiene un tinico cero, que no es ig. En
este caso, vy de acuerdo con observaciones anteriores, se tendrd f(ug) > 0.
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Teorema 1.3.6 Supongamos que f(iig) > 0, y que ui, 0 < uy < g, es un cero impar de f de
orden k tal que F(u1) = F(up), y

F(u) < F(uo) si0<u<ug, usup,

gunto con f(0) < 0 en el caso F(ug) = 0, uy > 0. Entonces, existe una familia de soluciones
positivas {uy} de (1.24) tales que

(i) Ezisten e > 0, Ao > 0 tales que para X\ > Ao, uy es la unica solucion positiva de (1.24)
que cumple ug < uy < ug + €, donde Uy = maxuy.

(i) Sik=1,
ﬁ)\wﬁoﬁ—ei\/v)\/g, A—>—|—OO,
mientras que, si k > 1,

2(k+1)

Arr) 2
1 V8 T T e 1I\NFT k1
Ty ~ Ty + —— cse By, <—> A RT, A— oo,
AT f () <k—i—1 <k—i—1> k) vy

donde los By, estan definidos en el Teorema 1.8.2. Siuy = 0, sin embargo, las estimaciones
son de la forma

ES

ﬂkwﬁo—i-e_\/’y)\, A— 400,

sik=1,y
\/_ 2(]\k-+11) y )
1 2 T o 4+ I\ FT _ _kt1
U ~ U B _ )\ k—1 >\
“ u0+f(ao) <k+1csc<k+1) k) ( ot ) ’ T e
sik>1.

(#i) La familia {uy\} se homogeneiza a ur en (0,1)\ {1/2}.

(iv) Siuy >0, entonces uh(0) ~ /2F (iig)A/? cuando A\ — +oc.

Demostracion. Probemos primeramente la unicidad (la existencia sigue las ideas del §1.2). Para
ello, como en el Teorema 1.2.6, tenemos que probar que la integral

3 1 uo ds
0= [

es decreciente cuando u ~ g, v > . Es conveniente escribirla bajo la forma

_ 1 ! ds
T(?l/) = E/O H(S,fb)l/g
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donde H(s,u) = (F(i1) — F(su))/u%. Por eso,

T'(u) = ds .

2[/ H(s, @) 3/2
Ahora nétese que Hy(s, @) = (2(u) — z(su))/u>, donde z(w) = uf(u) — 2F(u). Ademss, z(tg) —
z(u1) = g f(tg) > 0, con lo que Hy(s, @) > 0 si u ~ dig, s ~ sg := uy/Up. Por tanto, podemos
tomar 6 > 0 pequeno para que

so+6 H T
/50 s 7}1(5(@332‘1 5>0. (1.33)

Como las integrales entre 0 y sg — 8, y entre sg + § v 1 permanecen finitas cuando @& — g,
mientras que la dada por (1.33) diverge, se tiene que T"(a) < 0 para @ ~ ug, @ > g, luego T
decrece si U ~ g, 4 > .

Para demostrar (ii), basta con estimar la integral

Uy u1+6 S
"= % </ul /u + ) dF(s))1/2 = T15(1) + Tos(u)

cuando % — g, va que las demds integrales permanecen finitas cuando @ — g (recuérdese que
f(ug) > 0). Por simetria, es suficiente con estimar la primera de ellas. Nétese que

P(a) = F(s) = F(@) = Flio) + F(u) = F(s) ~ f(i0)(@ — o) + (w1 — 5)**!

si 0 < uy — s < 6, para 6 suficientemente pequeno. Por eso,

ds _

1 /u1
\ /2f(7_10)(7_1 — 1_1,0) wy—6 (1 + (k“’l—)f@;m(lu - 3)1€+1)1/2 =

1 (k + 1) f (ti0) (@ — tig) \ T ¥/ (Do) @—m0)) (g
2f (uo)(u — o) < gl ) /0 (1 +ortD)I/2 ~
1 1 S (ko 1 6/ ((k+1) f (tio) (7 —1io)) do

V2 <f(uo)(u—uo)> <T> /0 (1+ ght1)1/2

cuando u — ug. Esta dltima integral ya ha sido estimada en los casos anteriores (cf. (1.30)).
Por tanto, teniendo en cuenta que T3 s se comporta como 77 s, obtenemos que

T175(fb) ~

T(u) ~ —%log(u —1p) , (1.34)

para 4 — g, si k = 1, mientras que, para k > 1,

Ta) ~ k\fl (f(uo)(i - Uo))% <$)k;+1 e (#—H) B (1.35)
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cuando % — 1g. En el caso u; = 0, la integral T 5(7) no aparece, y por tanto, las estimaciones
de T'(u) en (1.34) v (1.35) se convierten en

T (i) ~ —— log(i — iio)

ﬁ

cuando @ — 1, y

T{w) ~ %k-li-l (f(uo)(i—uo))% <$)ﬁcsc <k‘7'7‘1> B

si u — g, respectivamente. De estas estimaciones se deduce (ii). Para finalizar la demostracion,
veremos que uy — uj uniformemente sobre compactos de (0,1)\ {1/2}. Sean z7} 4 los (tinicos)
puntos en (0,1/2) tales que uy = u; + §. Tenemos que

_ _L/ ds
DT ande (Fla) = F(s)2

y, puesto que la integral permanece finita, 7, s — 0 cuando A — +o00. Andlogamente,

"= r/ " —d jw N2~ (/ /m) —3F<s>>1/2 -

1 1 ds

2" Vo uso (Fa) —F(&) 2
Como esta ultima integral también es finita, se tiene T;\"& — 1/2 cuando A — 4oc0. Esto prueba
la convergencia uniforme de u) sobre compactos de (0, 1) \ {1/2}. O

Observaciones 1.3.7 a) En el caso en que F(ug) = 0, se puede ver que limy_. 4~ ¢4 (0) =0, a
pesar de la formacién de una capa limite (cf. Observacién 1.3.5 b)).
b) Cuando p # 2, las estimaciones en (ii) se traducen en

Ty ~ U + e~ 3(N/P- l)l/p A — +o0,

si k= p — 1, mientras que para k > p — 1,
p(k+

m~ it s (e () (7))
U ~ U, sen — ] CSC
P ) \ o) e+ 1) \p F+1) 7t

cuando A — +oo, donde los By estdn definidos en la Observacién 1.3.5 b). Si u; = 0, sin
embargo, las estimaciones son de la forma

<k + 1) Foprl /\_k-ﬁipig
v

Ty~ tig + e VP N oo
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sik=p—1,y
p(k+1)

T 1 < 2 <7r> < T >B>m<k+1>ﬁAkkﬂl
U\ ~ U sen — ] CSC _— c—p ,
MO T ) N\ P+ D) \p 1)k .

cuando A — +oo, para k > p — 1.

P

0 1 0 1
a) b) ¢)

Fig. 1.1. Homogeneizaciones simples: a) por defecto, b) por exceso y ¢) con pico.

1.3.3 Homogeneizaciones multiples: ceros del mismo orden

Las homogeneizaciones mtltiples son las que se dan cuando el conjunto A contiene més de un
cero. Resulta claro que en este caso ha de ser %g > 0. Empezaremos estudiando la situacion
simple en que todos los ceros de A/ son de orden k. Es decir, si N = {u1,us,...,un}, entonces

lim ()

U, SDk+1(Ui — U) =i

con y; > 0 (cf. Lema 1.3.2). Puede ocurrir que g sea un cero de f o no. Supongamos, para
comenzar, que f(iig) = 0. Por nuestras hipdtesis estructurales sobre f, 7o debe ser un cero par,

es decir,
lim —f(u)

e |,a0 — u|k‘ =7 > 0 .

Por otro lado, nétese que, si F(7ig) = 0, pueden darse dos situaciones: f(0) < 0o f(0) = 0 junto
con f(u) ~ —you® si u — 0+. En este 1iltimo caso denotaremos ug = 0, para homogeneizar la
notacién. Andlogamente, tmi1 = U ¥ Ym+1 = -

El aspecto maés interesante es la aparicién de capas de transicién interna, junto con la loca-
lizacién asintética exacta de dichas capas.
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Teorema 1.3.8 Supongamos que ui,ua, ..., Uy, son ceros impares de f de orden k tales que
F(u;) = F(ug) > 0,i=1,2,...,m, y que ug es un cero par de orden k. Entonces, existe una
familia de soluciones de (1.24) tales que

(i) Existen € > 0, A\g > 0 tales que para X > o, uy es la unica solucidn positiva de (1.24)
que cumple g < wy < g + &, donde W) = max u).

(ii) Sik=1,
wy ~ Ug + ef‘/x/@z;ll%ﬁl/?), A — 400,

mientras que, si k > 1,

1 )
_ _ 8B£ RNy R g == T T
“ u0+<7m+1(k+1)> L_1< Yi ) Csc<k+1>+co <k+1)

cuando A — +oo, donde By, estdan definidos en el Teorema 1.5.2.

k+1

A k=1

7

(#i) Si llamamos

1
k+1

&= l 1%
I 2 m+1 7k-i1 ,k;ﬂ s
i1 Vi +7 COS {71

7 j:]‘?""m?

&0 =0, &my1 = 1/2, se tiene que uy — uji1 uniformemente sobre compactos de (§5,&j+1)
cuando A — 4o0.

(iv) u\(0) ~ /2F (ag)A\'/? cuando A — +oo.

Demostracion. Como antes, tenemos que estudiar la divergencia a 400 de la integral

B 1 ru ds
T0)= 75 ), = Fe

cuando u — ug+. Supondremos, para simplificar, que k£ > 1. Se tiene que

B 1 o puitd U ds
T() ~ <§ /71,1-,—5 +/u0_6> TG (1.36)

Estimemos la integral i-ésima que aparece en (1.36). Nétese que, si 0 < u; — s < §, se tiene

F(u) = F(s) = F(u) = F(ig) + Flus) = F(s) ~ 7= (0= o) 4 =i (g — )7

V por eso

i/“’i ds kE+1 /“17 ds _
V2 Ju—s (F(u) — F(s))1/2 2 Ju—s (7(@ — oL+ yi(u — sFHI2
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E+1/~y\®&T e fOa/MYERLS (o) do
—(—) (u — up) T/ e
0 (14 gk+1)1/2

1 <P)/>k+1 (_ ! )_% < n ) B
— | — U — U, CSC .
2k 1y \ oo K1)k

cuando u — wug. El andlisis de la integral entre u; v u; + 6 es completamente simétrico. En
cuanto a la integral entre @y — 8 v g, se obtiene de (1.32) que

e s 2 (7—7)_% (csc( T )+cot<—7T ))B
V3 Jugs (F(a) — F()72 3+ Pl 1)) P

si 4 — ug. Por tanto, combinando todas estas estimaciones, se tiene finalmente que

T(u) ~ ﬁ(u—uo)_% Lﬁ:} <%)%ﬂcsc (k‘j—l) + cot <kL—i—1>] By, , (1.37)

para u — g, de donde se concluye (ii) como en casos anteriores.
Para probar (iii), tomemos 6 > 0, y sea x) s el tinico punto en el intervalo (0,1/2) tal que
ux = ujy1 — 6. Entonces

1

1 ujy1—6 ds 2 k-1 T J T
Vzys = —/ ~ 0—1g)" T < )B <l)
M=l Ew R Ayt T e ) B

cuando A — +oco. Como ademds T'(u) ~ v/A/2, tenemos, gracias a (1.37), que x) s — &; cuando
A — +o00. O

Observacién 1.3.9 El caso F(up) = 0 puede incluirse en el teorema anterior, teniendo en
cuenta solamente que si f(0) = 0, las expresiones en (ii) y (iii) deben ser sustituidas por

1 1 1
_ 8B;% Pt 1 'YO)IJH m <’7>’v+1 < T ) < & )
_J ~ U, —_— = t
“ 710+<7(k+1>> [(2 <%: +7-; Vi ) TR

cuando A — +o00, ¥

1 1

ISRt > B
&= 5T

1 1
1.7 m+1l T FF - P
2% 2T 7y K+ cos (k_+1)

? j:17"'7m7

respectivamente. En cuanto a la capa limite, la situacidn es similar a la sefialada en la Obser-
vacién 1.3.7 a).
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Veamos a continuacién lo que ocurre en el caso f(7g) > 0. La demostracién de este teorema
es completamente andloga a la del anterior, usando las estimaciones de las integrales obtenidas
previamente, y no la daremos aqui.

Teorema 1.3.10 Supongamos que uy,us, ..., Uy Son ceros impares de f de orden k, tales que
F(u;) = F(up) >0,i=1,2,...,m, y que f(ug) > 0. Entonces, existe una familia de soluciones
de (1.24) tales que

(i) Ezisten ¢ > 0, Ao > 0 tales que para X\ > Ao, uy es la unica solucion positiva de (1.24)
que cumple ug < uy < ug + €, donde Uy = maxuy.

(ii) Sik=1,
1/2
UANU0+6 \/_/221 1'71, ’ >\_>+OO,
mientras que, si k > 1,
i 1 8Br\ *! <k+1)k_+1 ( T ) T ka1
U\~ U+ ——| ——— csc A E=T A— too,
f(uo)<k+1> L%; Yi k+1

donde los By, estan definidos en el Teorema 1.3.2.

(#i) Si llamamos

12 177
2 7_’
z=17i s

& = 0, se tiene que uyx — ujy1 uniformemente sobre compactos de (&5,&11) cuando
A — —+00.

(iv) u\(0) ~ /2F (up)\'/? cuando N\ — +oo.

§ =

Observacién 1.3.11 De nuevo, en el caso p # 2, los cambios que sufre la estimacién (ii) en el
Teorema 1.3.10 son minimos. De hecho, tal estimacién se convierte en

—1
_\/—2 21/}7 3 —1/2
Wy ~ g + e A2 (EZ t )) , A — +oo ,

para k = p — 1, mientras que, si k > p — 1,

p(k+1) p(k+1)

1 4B, Fp i(kﬂ)ﬁ < ™ ) <7‘r> "
Uy ~ Up+ — - csC sen | — —p+1
A 0 fao) \ (p)V/P(k +1) =\ v k41 P

cuando A — 400, mientras que la expresién de &; en (iii) no resulta alterada.
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1.3.4 Homogeneizaciones multiples: ceros de distinto orden

Veamos a continuacién lo que ocurre cuando en el conjunto N hay varios ceros de distinto
orden. Bésicamente, los ceros de orden superior dominan a los restantes, formandose una capa
de transicién interna sélo por efecto de estos ceros. Por simplicidad, consideraremos solamente
el caso F'(ig) > 0, f(ig) > 0.

Teorema 1.3.12 Supongamos que N' = {uq, ..., um,v1,..., 0,7}, donde uy, ug, ..., Uy Son ceros
de f de orden k > 1, y v1,ve,...,v, de drdenes respectivos ki, 1 < ki < k, Si f(ug) > 0,
entonces, existe una familia de soluciones de (1.2]) tales que

(i) Existen € > 0, A\g > 0 tales que para X > Ao, uy es la unica solucion positiva de (1.24)
que cumple g < Uy < g+ &, donde Ty = max u).

(ii) Si k=1,
m —1/2
H)\ ~ ,ELO + e_\/X/(QZ'L:I ’Y'L )’ )\ N +OO R
mientras que, si k > 1,

2(k+1) 1 2(k+1)
N 1 \/_Bk R i(k—i—l)m < T )
Uy ~ Ug+ —— _— csce
flao) \k+1 SN v k+1

donde By, estan definidos en el Teorema 1.3.2.

AFET A= +oo,

(11i) Si llamamos

—-

12‘3,:1 'Yq_m

é.j = D) —_1 > Jj=1 )y 11,
m k+1
i=1"7i
& = 0, se tiene que uy — ujy1 uniformemente sobre compactos de (&5,&541) cuando

A — +o0.

w) Si F(ug) > 0, entonces u)(0) ~ /2F (19 A2 cyando A — +o0.
A

Demostracidn. Nétese primeramente que f(u) ~ Yiok, +1(vi—u), u ~ v, convy, >0y 1 < k; < k.
La demostracién es exactamente igual a la del Teorema 1.3.8, sin mas que tener en cuenta que

V2 < 1 )% < ™ )Bi<k+1>ﬁ+
CSC
T+ 1 \ f(iio) (@ — 1) k+1) TP\

= 1
n \/_ ( 1 ) 2(1«];:1) ( T ) Ey + 1\ FH
Z — cse By, ~
ki + 1\ f(uo)(u — uo) ki +1 ~

/
i=1 7

;fl <f( ><i—uo>>ﬁ<kil)3ki<kjl)_

T(u) ~
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vaque (ki —1)/(ki+1) < (k-1)/(k+1),i=1,2,...,m. O
u
U
u
0 1

Fig. 1.2. Homogeneizacion multiple. Caso en el que N = {u1,u2, 70} y f(7ug) > 0.

Observacién 1.3.13 En el caso p # 2, las estimaciones en (ii) del Teorema 1.3.12 quedan
alteradas segun lo recogido en la Observacion 1.3.11.

1.3.5 Casos degenerados

Pasemos a estudiar a continuacién el caso en el que los ceros de f tienen 6rdenes menores que
1. Especificamente, supongamos que los ceros del conjunto N son u; < ug < ... < Uy, con
érdenes respectivos ki1, ko,...,km, 0 < k; < 1. Por tanto, F'(u;) = F(#g), y para simplificar
supondremos F'(ug) > 0y f(uo) > 0.

Vamos a describir la forma exacta de las soluciones de (1.24) para A grande, cuando Ty =
max u) cumple wy — .

En primer lugar, definimos

Ui ds

1
'R e V(o) = F(s)

T, i=1,2,...,m+1, (1.38)
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donde, para homogeneizar la notacién, hacemos ug = 0, w1 = 9. Notese que todas las inte-
grales son convergentes, ya que los érdenes k; de los ceros cumplen 0 < k; < 1. Andlogamente,
definimos implicitamente las funciones v = U;(x), 0 < = < T; como

1 u ds
V2 Jui VF(ug) — F(s)

y prolongamos U; por cero fuera del intervalo [0, T;].
Para A suficientemente grande, se tiene

=7, 1=0,1,...,m, (1.39)

m
23 T, < VX
i=0
Por eso, podemos tomar nimeros positivos d;, d; tales que

m—1 m
Nodi+di=vX-2)"T. (1.40)
i=0 =0

Introducimos los puntos &o, ..., &m, &, ---,&, de la forma siguiente:
=0
Siv1 =&+ T +d;, i=0,1,...,m—1,
S,’ﬂ Em + 2T,

£+E 1+d’L 15 Zzl,,m

Finalmente, denotando por x a la funcién caracteristica del intervalo unidad, definimos la funcién
u=u(&, d;,d):

m—1

= 5 51 - 5 514_1
ZU7 (&) + Z Uit1X ( )+Z Ui( fl )+ Z Uip1X d/ . (1.41)
La expresién dada por (1.41) es el perfil exacto de una solucién de

E— :f(u) 0<z<VA (1.42)

con méximo préximo a 7ip cuando A — +oo. Por tanto, las funciones uy(x) = uy(VAz, d;, d})
son soluciones de (1.24) para A suficientemente grande. Resumiendo, tenemos

Teorema 1.3.14 Sean vy < ug < ... < Uy ceros de orden 0 < k; < 1 de f tales que
F(u;) = F(ug) > 0 y f(ug) > 0. Entonces, existen ¢ > 0, Ao > 0, tales que para toda solucion
positiva v de (1.24) con X > Ao y @g < U < g + &, T = maxu, existen numeros positivos

di,..., dm, dj,..., d, cumpliendo (1.40), tales que u = ux(NAx,d;,d}), dada por (1.41).
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Observaciones 1.3.15 a) En este caso, la homogeneizacién es trivial, ya que, para cualquier
solucién u de (1.24) con A grande, se tiene que u = wjy1 en [)\_1/21},)\_1/257;], mientras que
u =iy en [NV ATV - T

b) Cuando en el conjunto N hay algin cero de f de orden k£ > 1, los ceros de orden menor
que 1 no juegan ningin papel en cuanto a las estimaciones (ii) de los Teoremas 1.3.2, 1.3.4,
1.3.6, 1.3.8, 1.3.10 y 1.3.12. Sin embargo, se puede probar, de forma ansloga a la demostraciéon
del Teorema 1.3.14, que no se da la unicidad de soluciones con maximo préximo a .

c) Si p # 2, la situacién es exactamente la misma, con la salvedad de que ahora la de-
generacién se traduce en 0 < k < p — 1, y las integrales en (1.38) y (1.39) deben sustituirse

por
1 i ds
i = i=1,2,... 1
ERNTORE /w_l (Flag) — Flo)r: = b2omtl
Yy ) ) ]
' 1S
= i=1,2,... 1
(p/)l/]? /m (F(ug) — F(s))l/]? T, ¢ 32, ..m+ 1

respectivamente. Las soluciones u de (1.42) vienen dadas todavia por la expresién (1.41), para
unos d;, d; convenientes.

I

N

Fig. 1.3. Homogeneizacién miltiple en presencia de nicleos muertos. Caso en el que
N = {71,1, U, U3, 7_1,0} v f(f_llo) > 0.
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Capitulo 2

Estudio de capas limite

En el presente capitulo vamos a estudiar el comportamiento interior y en la frontera de las
soluciones positivas de problemas de la forma

—Apu=Af(u) en

u=20 en 0, (2.1)

donde © C RY es un dominio acotado, cuando A — +oco. La no linealidad f que consideraremos
serd de tipo logistico, es decir, f(u) ~ m uP~! cuando u — 0+, m > 0, f(u)/uP~! es decreciente
en u > 0, v f admite un 1nico cero positivo u = g de orden k > 0 (cf. hipétesis (H1) en §2.1).
El problema (2.1) incluye, después de un cambio de variable, a la ecuacién logistica:

—Apu = ImulP"2u — [u)i"lu en  Q ()
u=10 en 0f),

donde m, p, ¢ son constantes positivas, p>1,¢g>p—1,y A > 0.

Estudiaremos la homogeneizacién de la tinica solucién positiva uy de (2.1), es decir, el limite
lim) 1o ur(z) = up, uniformemente sobre compactos de €2, y obtendremos una estimacién
exacta de la capa limite de la forma

ou

TIN L _oa\/r

ov
donde v es la normal exterior unitaria, y C' es una constante que se expresa explicitamente en
términos de f v p.

Los resultados se aplican a la ecuacién logistica (I.), asi como a sus perturbaciones sublineales:

—Apu = dmulP"2u — |[u|i" u 4+ g(u) en Q

u=20 en 0f), (LP)

donde g es un término de perturbacion de pequenia amplitud en v = 0 y de orden inferior a
u? cuando v — 4o00. Comparando la ecuacién (LP) con problemas logisticos convenientes,
probaremos que las soluciones positivas de (LP) se homogeneizan, dando una estimacién precisa
de la correspondiente capa limite.

31
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2.1 Problemas de tipo logistico

En esta seccién, nos vamos a ocupar del estudio de la existencia, unicidad, dependencia respecto
a parametros y comportamiento cuando A — +o00 de las soluciones positivas de problemas de
contorno de la forma:

—Apu=Af(u) en

uw=0 en 0f) (21)

donde p > 1, X es un pardmetro positivo y @ C RV es un dominio acotado de clase C** para
algin 0 < p < 1. Supondremos que la no linealidad f cumple las hipétesis (H1) del Capitulo 1.
A saber:

(H1); f es continua en R, y verifica lim, o4 Jp(qf?l =m > 0.

(H1)2 La funcién f(u)/uP~! es decreciente si u > 0.

(H1)s f tiene un cero positivo g de orden k > 0. Es decir, existe una constante Cp > 0 tal

que:
fu)
k

=Cy.

I
71,—1371,,(1)— (7_1,0 — U)

2.1.1 Existencia y unicidad de soluciones positivas

Empezaremos describiendo algunos resultados basicos sobre existencia, unicidad y dependencia
respecto a A de las soluciones de (2.1). En los siguientes resultados, el autovalor principal
A = o1, del operador —A, en € con condiciones de Dirichlet homogéneas jugard un papel
destacado. Concretamente, consideremos el problema de autovalores:

—Apu=NuP~2u en Q (2.2)
uw=20 en 0f),

donde las soluciones se consideran en VVO1 P(Q). A diferencia del caso p = 2, la estructura global
del conjunto de autovalores de (2.2) no es conocida completamente atin. Entre los resultados que
se encuentran en la literatura debe destacarse el de la existencia de una sucesién de autovalores
{on} de (2.2) tal que o, — 400 (cf. [4], [35]). La prueba hace uso de la teoria de Lusternik-
Schnirelman, que permite a su vez obtener estimaciones de o, cuando n — +oo (cf. [36], [33]).
En cualquier caso, es inmediato comprobar que cualquier autovalor A de (2.2) verifica A > O,
donde C' es cualquier constante valida en la desigualdad de Poincaré en WO1 P(Q). Por eso, estd
bien definido el siguiente ndmero positivo:

p
o1p = inf M . (2.3)
ueW, P (Q)\{0} o lul?

Por otro lado, usando los métodos directos del célculo de variaciones (cf. [75, Cap. 1]) se puede
demostrar que o7, es en efecto el primer autovalor de (2.2). Ademds, si el dominio 2 es C%H
para algin 0 < p < 1, se demostré en [3] que oy, es simple, aislado y es el inico autovalor
asociado a una autofuncién positiva (véase [9] cuando 92 es conexo, [24], [10] en bolas de R,
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[57] sin regularidad sobre 9Q y [39] cuando Q es C1# y (2.2) contiene pesos). Por tanto, o1,
tiene una unica autofuncién positiva ¢ asociada de forma que |¢|oc = 1. Se tiene también, en
virtud por ejemplo del Teorema A.3 del Apéndice A, que ¢ € C1%(Q) para algin 0 < By < 1.

Para una discusién completa del problema (2.2) unidimensional, véase [22] y [84]. En cuanto
a problemas de autovalores con conveccién, véase [5] (N > 2) y [43] para un anélisis minucioso
del caso unidimensional. En [6] se tratan ademds algunas cuestiones sobre el segundo autovalor.

El siguiente teorema proporciona la informacién bdsica sobre el problema (2.1). Las cues-
tiones de existencia y unicidad de soluciones son conocidas en la literatura, pero incluimos una
demostracion por completitud.

Teorema 2.1.1 Sea Q C RY un dominio acotado de clase C** para algiin 0 < p < 1. Supon-
gamos que f cumple las hipdtesis (H1). Entonces:
(i) (2.1) tiene al menos una solucidn no negativa u € Wol’p(Q) sélo cuando

T1,p
m

A > (2.4)

(ii) Si se cumple la relacion (2.4), entonces (2.1) tiene una unica solucion positiva uy, que
verifica la estimacion

0< 71,)\(.77) <ug, Vxef. (2.5)

(iii) Existe 0 < By < 1 tal que uy € C’é’ﬁo (Q) para cada X\ > o1,/m.
() La familia de soluciones positivas {uy} bifurca desde cero en X = o1 ,/m. Ademds, la

aplicacion X — wy es continua y creciente de [o1,,/m, +00) en C’é’ﬁ(ﬁ), para cada 0 < 3 < fy.

Demostracion. Comencemos con (i). Sea u € Wol’p(Q) una solucién débil no negativa de
(2.1). Entonces podemos tomar u como funcién test en la formulacién débil de (2.1) y usar la
caracterizacién variacional (2.3) del primer autovalor para obtener:

Am
/ |VulP =X f(“3|u|p < Am |u|p < — |Vu|p
Q Q ub~ T1p

de donde A > a1 p,/m.
Para demostrar (ii) haremos uso del método de sub y supersoluciones, del cual introducimos
una demostracién en el Apéndice B. Puesto que

Af(u)

m
u—0+ upP~1

=Am >0y,

obtenemos, en virtud del Teorema B.7 del Apéndice B, que u = §¢ es una subsolucién, donde ¢
es la autofuncién principal asociada a o1, normalizada de forma que |[¢|oc =1,y 0 < 6 < g es
suficientemente pequenio. Puesto que, claramente, 7 es una supersolucién y u < %g, obtenemos
la existencia de una solucién wuy € Wol P(Q), uy > 0, que verifica la estimacién (2.5).

Para probar que u) es la tinica solucién no negativa, usaremos la Proposicién 1 de [3] (véase
también [27]). En primer lugar, demostraremos que todas las posibles soluciones positivas de
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(2.1) verifican la estimacién (2.5). En efecto, si v es cualquier solucién positiva de (2.1), y
tomamos ¢ = (v — )™ como funcién test en la formulacién débil de (2.1), encontramos que

[Iv@=atr=x [ fe)-m) <0,
Q {v>u0}

de donde (v — 1g)™ = 0, es decir, v < 4. Como consecuencia del Teorema A.3, v € C’é’ﬁo Q)
para algin 0 < By < 1 (con lo que también (iii) queda probada). En particular, el principio
fuerte del méximo (cf. [81]) implica v >0 en Q, y % < 0 en 012, donde v es la normal exterior
unitaria a 0f2. Por tanto,

uy v

2, — e L¥(Q),

v Uy

y entonces, en virtud de la Proposicién 1 de [3],

I{uy,v) = <_APUA _ A vp> > 0.

Uy —
1 —1 A
uP pP—1

Pero, por otro lado, por la propiedad (H1)s de f,
flun)  flv) P
I(U)\,U) = /Q < ui—l - op—1 (u)\ - vp) <0 P

si suponemos v # wuy. Por eso, la dnica opcién posible es v = wy, v la unicidad queda probada.

Veamos que u) es creciente respecto a A. Sean o1,/m < XA < pu. Puesto que f > 0 en el
intervalo [0, @o], uy es subsolucién de

—Apu=pf(u) en Q
u=20 en Of.

Tomando g como supersolucion, de la unicidad se desprende que uy < .
Para finalizar la demostracion del teorema, sea A, — A, con A, > o1 ,/m, y soluciones
positivas uy,. En virtud del Teorema A.3 del Apéndice A, podemos conseguir la cota uniforme

|U)\n|1”30 <M, néeN,

v se deduce que para cada 0 < 3 < [y, existe una subsucesion uy = (OW tal que ux — @ en

C(l)’ﬁ(ﬁ). Por tanto, % es una solucién débil no negativa de (2.1) con A = X. Si A > o1,/m,
entonces Ap, > A—¢e > o1,p/m para e convenientemente pequenio y k grande. Por eso, uj >
us_. > 0, v se concluye que % > 0, de donde @ = uy. La unicidad del limite implica uy — wuy. Si,
por el contrario, A = o1,p/m, entonces @ = 0, y uy — 0. Esto demuestra también la aseveracién
sobre bifurcacién desde el cero. O
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Observaciones 2.1.2 a) Una demostracién alternativa sobre la existencia de soluciones del
problema (2.1) se encuentra en [27], donde se usan técnicas variacionales, que extienden a p # 2
los resultados del caso semilineal p = 2, obtenidos previamente en [14].

b) Las conclusiones (y la demostracién) del teorema anterior permanecen inalteradas si se
permite m = 400 en la hipétesis (H1);. En ese caso, el valor o1,/m debe ser sustituido por
cero.

c¢) La condicién en (H1)s de que f(u)/uP~! sea decreciente puede remplazarse por la de
que sea no creciente. Sin embargo, hay ligeras diferencias en las conclusiones del teorema. En
primer lugar, si uy, := sup{u > 0: f(u)/uP~t = m} es cero, las conclusiones son las mismas.
Sin embargo, si u,;, > 0, aparecen una serie de cambios.

En relacién con (i), se concluye de la misma forma que las soluciones no negativas no son
posibles si A < o1,/m 6 A = 01,/m v supqu > upy. En cambio, si A = o1 ,/m, podemos
construir la familia de soluciones vy, /pm s = t@, con 0 <1 <y,

En cuanto a (ii), la unicidad sigue siendo cierta si A\ > o1,/m. En efecto, si existiesen
dos soluciones u, v, entonces I(u,v) = 0, y por tanto v = cv para una cierta constante ¢ > 0
(Proposicién 1 de [3]). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ < 1. Si llamamos
r(2) = f(2)/2P~1, obtenemos que r(u(z)) = r(cv(z)), para todo = € Q, y entonces r(u(z)) = m,
para todo z € €2, de donde supq v < . Pero u cumple

—Apu = AmuP~l en O
u=20 en 0,

y se tendria que Am es un autovalor mayor que o1 5, asociado a una autofuncién positiva. Puesto
que esto no es posible, © = v, y la unicidad sigue siendo vélida.

En cuanto a los resultados de regularidad y monotonia en (iii) v (iv), siguen siendo ciertos
(de hecho, la unicidad de wy implica la monotonia y la continuidad para A > o1,/m). Ademas,
COMO SUpq Uy > Um Si A > o1,/m, se concluye usando los argumentos de compacidad antes
descritos que el tnico posible limite de uy cuando A — o1,,/m+ en C'B(Q) para 0 < B < By es
precisamente 1 = up @, lo cual conlleva que limy_.;, /my ux = um¢ en C LB(Q).

Finalmente, nétese que en este caso el conjunto de soluciones no triviales de (2.1) puede ser
parametrizado de la siguiente forma: (A(s), ux(s)), con A(s) = a1p/m, Uy = s¢ i 0 < s <y
Y A(s) = o1p/m + (5 — um), Ux) = Ux para s > Up,. Es decir, se produce una bifurcacion
vertical en A = oy p/m.

d) Los resultados recogidos en este epigrafe se encuentran en [41], bajo la hipétesis adicional
f € CH(RT). En este caso, (iii) se puede mejorar de la siguiente forma: existe ¢ = £(\) tal que
uy € C?7(€Q.), donde v = min{u, k,p — 1} (véase el Teorema A.5 en el Apéndice A).

2.1.2 El fenémeno de homogeneizacién

Vamos ahora a analizar el comportamiento de las soluciones positivas de (2.1) cuando A — +o0.
Concretamente, el primer fenémeno del que nos ocuparemos es la “homogeneizacién” de {uy}
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hacia %, es decir, en la validez del limite

AETOO ux(x) =ug, =€, (2.6)

uniformemente sobre compactos de 2. Nuestro primer resultado establece que, en efecto, las
soluciones de (2.1) se homogeneizan hacia ug. Aunque esto es consecuencia de los resultados en
§2.1.3, daremos una demostracién que es una adaptacién de la del Teorema 2.1 en [31].

Teorema 2.1.3 Sea Q C RN un dominio acotado de clase C** para algin 0 < p < 1, y para
cada X\ > o1,/m sea uy la dnica solucion positiva de (2.1), con f satisfaciendo las hipdtesis
(H1). Entonces

AETOOUA($) =uy, x€,

uniformemente sobre compactos de ).

Demostracion. Sea K C ) un subconjunto compacto. Puesto que, en virtud del Teorema
2.1.1, uy < g para todo A > o1 ,/m, es suficiente demostrar que para todo € > 0 existe A(e)
tal que uy > g —e en K si A > Ae). Fijemos 29 € K, y tomemos R > 0 de forma que
Bpr = Br(xg) C Q. Para € > 0 fijo, elegimos \g = Ag(xo, ) tal que
o1p(Br) _ [l —2/2)
A0 B (7_1,0 — 6/2)]’71 '
donde o7 ,(Bpr) denota al autovalor principal de —A, en Bpr (nétese que esto puede hacerse

porque f(iig — £/2)/(tig — £/2)P~ > 0). Segiin el Teorema 2.1.1, si A > \g, entonces uy > uy,.
Ademés, u), es supersolucién del problema

—Apu=Xf(u) en Bp
uw=20 en 0Bp,

(2.7)

que tiene una unica solucién ufOR. Por tanto, uy > ufOR en Br. Veamos ahora que u =
(g — €/2)¢, donde ¢ es la autofuncién positiva asociada a o1 ,(Bg) con |¢|los = 1, es una
subsolucién. En efecto, como f(u)/uP~! es decreciente, se tiene que

fli—e/208) _ fao—c/2) _ oralBa)
(7_1,0 _5/2)p—1¢p—1 B (7_1,0 _5/2)])—1 - Ag ’

de donde, al ser ¢ autofuncién:
~Apu = (70 - /2P 01,(BR) ™ < Maf (u) .

y por tanto u es una subsolucién. De la unicidad de soluciones del problema (2.7), y puesto que
1 = 7o es una supersolucion, se obtiene uy > (7ig—e/2)¢ en Br. Ademds, como ¢ es radialmente
simétrica, ¢p(xg) = 1, y podemos elegir Ry = Ri(xg,£) de manera que

Uy — €

o(z) 2 —

lo cual implica que uy(x) > g — & en Bpg,(x0) para A > Xg. Un argumento de compacidad

en BR1 (’I‘o) ,

completa la demostracion. O
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2.1.3 Estimaciones de la capa limite

Como vimos en la introduccién, la homogeneizacién de las soluciones de (2.1) hacia ug, junto

con la condicién de contorno v = 0 en 012, lleva a que %% — —o00 sobre 92 cuando A — +oo.

En esta seccién nos ocuparemos de estudiar exactamente cémo es el comportamiento de 8(;’; El
principal resultado es el siguiente.

Teorema 2.1.4 Sea Q@ C RN un dominio acotado de clase C** para algin 0 < p < 1 y
supongamos que f satisface (H1). Siu = ux(x) denota a la unica solucion positiva de (2.1),

—Apu=Af(u) en

u=10 en 05},
cuando X > o1,/m, entonces
Ouy,
lim AYP2(2) = —(p'F (o) ? 2.
JJm 5, (1) = —(P'F(uo) 7, (2.8)
uniformemente sobre 0, donde v es la normal exterior unitaria y F(ug) = [7° f(s) ds.

La demostraciéon del Teorema 2.1.4 se va a llevar a cabo en varios pasos. Recordemos primera-
mente que en el caso unidimensional N =1 de (2.1), la estimacién (2.8) es vélida en virtud del
Teorema 1.2.2. Esta informacién se usard para obtener algunos resultados auxiliares en los que
Q es una bola o un anillo de R, y asf proceder finalmente a la demostracién de (2.8) en un
dominio arbitrario €.

En primer lugar vamos a estudiar el caso en que {2 = Bp es una bola de RY, {z € RV :
|z] < R}. Obtendremos una estimacién superior del limite en (2.8). En el caso general en que
Q es un dominio regular, podrd obtenerse una estimacién superior de /\’1/7’%}(.7:0), g € 09,
eligiendo una bola conveniente tangente a 02 en xg

Antes de enunciar nuestro siguiente resultado, vamos a hacer una breve recapitulacién de
propiedades basicas del caso radial Q@ = Br. Si u = u(x) denota, para A > o1,(R)/m, a la
tnica solucién positiva de (2.1), entonces u debe ser radial, es decir u(z) = u(r) con r = |z|. En
efecto, u es O (Teorema 2.1.1, (iii)) y como la versién débil de —A,u = Af(u) es invariante por
rotaciones, la unicidad conlleva la afirmacién deseada. En particular, v € C1([0, R]), «/(0) =
u(R) = 0. Por otro lado

R R
/ op(u ) PN dr = /\/ f)e vV dr
0 0

para toda ¢ € C1([0, R]), ¢'(0) = p(R) = 0, y entonces argumentos similares a los de §1.1 nos
permiten llegar a que V="l (u) € CL([0,R]) vy que —(rN =Ly, (u/)) = MN=1f(u) se verifica
puntualmente en 0 < r < R. Por eso podemos asegurar que u = u(r) es una solucién clasica del
problema

{ — (N lgpu)) =M N f(u)  0<r<R 2.9)
' (0) =u(R) =0, '

en el sentido del Capitulo 1 (§1.1).
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Lema 2.1.5 Sea f = f(u) una funcidn continua que verifica (H1) y para X > o1,(R)/m, sea
u = ux(r), 0 < r < R, la unica solucion positiva de (2.1) en la bola Q@ = Bgr. Entonces, la
derivada en la direccion de la normal exterior u\(R) satisface

lim sup A™Pu (R) < —(p' F(ug)) /7. (2.10)
A—+400
Demostracién. Fijemos \ > %(R) v sea u = ux(r), 0 < r < R, la solucién positiva de (2.9).

Para poder conseguir una estimaciéon adecuada de u) es conveniente eliminar la dependencia de
r del segundo miembro de (2.9). Para ello, nétese que tal ecuacién puede escribirse en la forma:

—rggpp(rgul)' =) rpgf(u), (2.11)

donde § = (N —1)/(p — 1). Por tanto, es natural introducir un cambio de variable p = p(r) de
manera que dp/dr = £r~?. Si tomamos el signo menos y normalizamos para que p(R) = 0, la
expresion del cambio es la siguiente:

- - %(Rl—o_rl—g p#N
P—g(r)—{lloge(%g) b= N.

Nétese que 0 < p < T'si 0 < r < R donde T = 400 para p < N, y T = R"?/(1 — 6) cuando
p> N.
Haciendo v(p) = u(g~1(p)) en (2.9) llegamos al problema

— @) =M () 0<p<b (2.12)

donde ' = d/dp. Fijemos 0 < b < T. Si para A > 01 ,(R)/m, v = vA(p) = ur(g~(p)) denota a
la nica solucién positiva de (2.12), entonces

—op(v") 2 Mg () f(v)

cuando 0 < p < b. Por tanto, vy es supersolucién de

_ oY = — 0 £
o Py e (213)

Resaltemos que (2.13) tiene una tnica solucién positiva v = vy(p,b) cuando X verifica A >
Amin(0) /(g1 (B)P? (véase el Teorema 1.2.1). Podemos por tanto concluir que 0 < v,(p,b) <
va(p) si 0 < p < b, de donde se deduce

0 < 2(0,0) < v)(0),
cuando A > max {017P(R)/m, )\min(b)/(gfl(b))po}. Esta desigualdad implica

AP du,

0< RO d_p

(0,b) < —xl/f’cf%(R). (2.14)
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En virtud del Teorema 1.2.2, A—l/PCff—;(o, b) ~ (g~ (b)) (p'F (1)) "/? cuando A — +o0. Por eso,
tomando limites inferiores en (2.14) obtenemos que

- 0
<glwv W/ (0))"7 < limin X722 (R

R A—+00 dr
es decir,
1 0
limsup A~ /P2 (py < — <9—(b)> (0 F(iig)) 7. (2.15)
A—+400 dr R

Haciendo b — 0+ llegamos a la desigualdad (2.10), con lo que concluye la demostracién del
Lema 2.1.5. O

A continuacién nos dedicaremos a obtener una estimacién inferior del limite (2.8) en el caso
del anillo A(a,R) = {z € RV : 0 < a < |z| < R}, pero sélo en los puntos de A en los que
|| = a. Esto nos permitird, en el caso de un dominio C*# arbitrario Q C RY, estimar el limite
inferior liminfy .4 %(mo) en cualquier punto zg € 9€2. En esa situacién general, elegiremos
un anillo A(a, R;yo) := A(a, R) + yo, Q@ C A(a, R;yo) tangente a 9Q en xo.

Aligual que en el caso de la bola, la solucién positiva de (2.1) en Q = A(a, R) correspondiente
a A > o1 ,(A)/m debe ser radial, u = u\(r), a <7 < R, r = |z|. Ademés, uy y ¢p(u}) son C!
en a <7 < R,y por tanto u) es una solucién clasica del problema

(rN=Lo,(u) = AN f (u) a<r<R

u(a) =u(R)=0. (2.16)

FEn relacién con éste, tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.1.6 Consideremos el problema (2.1) en el anillo A(a,R) = {z ¢ RN : 0 < a < |2| < R}
siendo f = f(u) una funcion continua que satisface (H1). Para X > o1 ,(A)/m sea w = uy(r)
la inica solucion positiva de (2.1) en ese anillo. Entonces,
lim jnf “ATYPyL (a) > —(p'F (7o) /7. (2.17)
——4-00

Demostracion. Siguiendo la idea usada en la demostracién del Lema 2.1.5, la variable r puede
eliminarse del primer miembro de (2.16) introduciendo una nueva variable p = p(r) mediante la

expresion
= g(r) = ﬁ[rlio —a'] p#N
P=9 log (L) p=N,

donde § = (N—1)/(p—1). Obsérvese que ahora dp/dr = =% y que 0 < p < T cuandoa < r < R,
siendo T = g(R). Llamando v(p) = u(g!(p)), el problema (2.16) se puede escribir como

o) = Mg~ (PP f(w)  0<p<T (2.18)
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donde " = d/dp.
Si vy designa a la tnica solucién positiva de (2.18) v A > a P’ \uin(T), entonces vy es
supersolucion del problema

_ " — po
op(v AaP f(v) 0<p<T (2.19)
v(0) =v(T)=0
Podemos por tanto deducir que, para A > a P\ ;. (T),
0 < vy (p) <wrlp) 0<p<T, (2.20)

donde vy es la tnica solucién positiva de (2.19). Del Teorema 1.2.2 se deduce que vy — 7o
cuando A — 400, uniformemente en compactos de 0 < p < T.
Elegimos un nimero positivo 0 < b < T//2 y consideramos el problema auxiliar en el intervalo
0< p<b,
— ) = Mg O Fw)  0<p<b 2o
w(0) =0, w(b) =wv)(b), '

donde vy es la solucién positiva de (2.18) correspondiente a X > o1 ,(A)/m. Obsérvese que
(2.21) puede tener como mucho una solucién positiva. De hecho, basta con repetir el argumento
usado para demostrar la unicidad en el Teorema 2.1.1. Por otro lado, la solucién positiva vy(p)
de (2.19) es subsolucién de (2.21) mientras que w = 7y define una supersolucién. Por tanto,
(2.21) tiene, para cada A > o1 ,(A)/m, una tnica solucién positiva w = wy(p) tal que

0 < vr(p) <walp) 0<p<b, (2.22)

lo que implica que

W(0) < wh(0) = {(wh(5)) + (g~ ) Fload))} (2.23)

Afirmamos que (w)(b))’/A — 0 cuando A — +oo. En efecto, si reescalamos la ecuacién en
(2.21) haciendo @y (s) = wy(A~1/Ps), tenemos

—op(@') = (g O f(@) 0 < s < AVPh, (2.24)

de donde se obtiene que W) estd acotada. Tomemos una sucesién A, — +00 y sea w, := Wy, .

Pasando a una subsucesion, podemos suponer que w;(A}/ Pb) — ¢ v w, — w uniformemente en
intervalos acotados de [0, +00). Supongamos que ¢ > 0. Usando la ecuacién (2.24) llegamos a
que wy, — w en C. [0,400), y que @ es solucién de (2.24) con w(0) = 0, @'(0) = (P + F(ig)) /.
Pero esto lleva a la existencia de sop > 0 tal que @'(sp) = ¢, wW(sg) = @p, que implica w(s) > g
si s ~ 59, $ > sg, contradiciendo que w < ug. De forma andloga se descarta el caso ¢ < 0, por
lo que ¢ =0, y la afirmacién queda probada, al ser la sucesiéon {\,} arbitraria.

Como tenemos ademads que limy_, o~ vA(b) = @p, (2.23) nos permite llegar a

lim sup )\_l/pv')\(O) < (g_l(b))o(p/F(ﬂo))l/p-
A—~+00
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Por tanto

(g~ ()’

lim sup A~ Pu (a) < = (p' F(u0))"/7 . (2.25)

A—+4o0
Haciendo b — 0+ en (2.25), obtenemos la estimacién (2.17). Esto concluye la demostracién del
Lema 2.1.6. O

Demostracion del Teorema 2.1.4. Elegimos zg € 02 arbitrario, con normal exterior unitaria
v = v(x0). Puesto que 9 es una superficie de clase C># (cf. [46]), es posible encontrar puntos
yi € Q, ¥ € RN\ Q y niimeros positivos R;, a, R tales que la bola B; := Bg,(yi) C , el
anillo Ac := A(a, Re,ye) = {a < |* — ye] < Re} contiene a 2, es decir Q C A, siendo B; y A
tangentes a J€) en xg.

Puesto que wu) es supersolucién del problema (2.1) en la bola B; (que tiene una solucién

unica uy p,), se tiene que wuy g, () < uy(z) si # € B;. Entonces 85;} (r0) < 8731’/37‘ (x0) cuando

A > 01 p(Ri)/m. El Lema 2.1.5 implica que -

lim sup A‘l/p%(mo) < lim sup A—l/p%(mo) < —(p'F(ap))'/?. (2.26)

De la misma forma, consideremos el problema (2.1) tomando como dominio 2 el anillo A, y sea
) A, su unica solucién positiva, para A > o1 ,(Ae)/m. Entonces, como uy 4, es supersolucién de

(2.1), tenemos igual que antes que uy(x) < uy . () para todo = € . Por tanto, urac (z9) <

ov
%(mo). Por otro lado, si 7 = |2 — ye|, entonces uy 4, = ux 4. (r), mientras que 8“'51’,“6 (r0) =

—u) 4 (a) (" =d/dr). Aplicando el Lema 2.1.6 concluimos que

— (P F ()P < lim ianl/p%(xO) < lim inf Al/f’%(mo). (2.27)

A—+00 v A—+00

Finalmente, combinando (2.26) y (2.27) llegamos a la desigualdad deseada (2.8) en xy € 0€.
Ademds, como la compacidad de 92 nos permite efectuar una eleccién de a, R;, R, independiente
de la posicién de xq en 0€2, el limite (2.8) es de hecho uniforme. Con esto finaliza la demostracién
del Teorema 2.1.4. O

2.2 Aplicaciones a la ecuacion logistica y perturbaciones

En esta secciéon vamos a estudiar casos particulares de problemas de contorno. El primero es la
versién para el laplaciano-p de la ecuacién logistica con difusién:

—Apu = ImulP2u — |[ulflu en  Q

L

u=10 en 0f), (L)

donde m, p, ¢ son constantes positivas, p > 1, ¢ > p—1, v A es un parametro positivo. También
vamos a estudiar perturbaciones de (L) de orden inferior en el infinito, como

—Apu = dmulP2u — |[u|i" u 4+ g(u) en Q

u=20 en 0f), (LP)
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donde el término de perturbacién verifica g € C(R") v

i 9 g T C (Hg)'
u—0+ P~ 1 u—+oo 4

Obsérvese que esta hipdtesis es ligeramente més débil que (Hg) del Capitulo 1.

Veremos que el problema (L) estd en el marco de los resultados de la seccién 2.1, obteniendo
en particular estimaciones precisas de la capa limite, que comprobaremos que también son vélidas
para todas las posibles soluciones positivas del problema (LP).

De hecho, introduciendo, como en el Capitulo 1, el cambio de escala v = (Am) 1(a=p+y, as
soluciones positivas de (L) satisfacen

—Apv=Am(vP L —v9) en Q

v=20 en O0f), (2.28)

que estd en las condiciones de la Seccién 2.1, con ug =1, k =1y Cy = m(q—p—+1). Por tanto,
como consecuencia del Teorema 2.1.1, obtenemos:

Teorema 2.2.1 Sea Q C RN un dominio acotado de clase C** para algin 0 < p < 1, con
m>0,p>1yq>p—1. Entonces

i) Existe una solucion positiva de (L) en Wol’p(Q) solo cuando X > o1p/m. En tal caso, la
solucién es unica, y serd denotada por 0 .

ii) Para cada X > o1p/m, Oy, verifica

0< 9)\,777, < ()\m) q_;+1, T €.

Ademds, existe 0 < By < 1 tal que O\, € Cé’ﬁo(ﬁ), y la aplicacion X — 6\, € C’é’ﬁ(ﬁ) es
creciente y continua para cada O < 3 < (.

Vamos a estudiar a continuacién el problema (LP). Sea wug(A\) = sup{u > 0 : g(A\,u) = 0}
el mayor cero positivo de g(\,u) = AmuP~! —u? + g(u). Recuérdese entonces (cf. §1.2.2) que
uo(\) es el tnico cero positivo de g(A, ) para A grande, que verifica ademés

fio(A) ~ (Am)TF T, A — oo .

Consideraremos ahora las cuestiones de existencia y estimaciones de las soluciones positivas
de (LP). En primer lugar, observemos que, llamando )\ := inf,cg+ (u9 — g(u))/uP~!, entonces
g(Au) < 0siu >0, cuando A < A/m. Como consecuencia, no pueden existir soluciones
positivas de (LP) si A < A/m. En efecto,

/ |VulP = / g( A u)u <0,
Q Q

v u debe ser cero. En cuanto a la existencia de soluciones positivas, usando exactamente el
mismo argumento que en el Teorema 2.1.1, encontramos que para A > o1 ,/m, el problema (LP)
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admite al menos una solucién positiva v € Cj 1,40 (Q) para algiin 0 < By < 1 (donde 3 no depende
de ). Ademads, toda posible solucién positiva satisface

0<u(r) <aolh), aeQ. (2.29)

Es conveniente recalcar que el procedimiento para demostrar la homogeneizacién de las
soluciones de (L) y la estimacién (2.8) de la capa limite depende fuertemente de la unicidad de
soluciones positivas de (L). Por tanto, no se puede proceder de la misma forma que en §2.1.

Sin embargo, probaremos que es posible deducir la homogeneizacién, y estimar la corre-
spondiente capa limite de las soluciones de (LP) (independientemente de que sean tnicas). De
hecho, vamos a ver que todas las soluciones de (LP) para A grande estdn comprendidas entre
dos soluciones de ecuaciones de la forma (L), que son tanto mas préximas cuanto més grande
es A. En efecto, sea u una solucién de (LP). Entonces

_ 1 g(“) p—1 q
—Apu = A < = ) U —u en €.

Probemos que es posible hacer el término g(u)/AuP~! tan pequefio como queramos sin més que
tomar A grande. Fijando € > 0, nétese que |g(u)| < eu? si u > ue, para un cierto u. > 0. Usando
la estimacién (2.29) obtenemos

Llg(u(@))] _

€ /\ 71( )p

1 U 1 U
L 0L 1 )
>\ 0<u<u. UP A we<u<uo(n) WP

El primer término del miembro derecho es claramente del orden de ¢ para A grande. En cuanto
al segundo término se tiene que |g(u)/uP | < eu? P < eiig(A)9 P+, Puesto que 2ig(\)7 PT!
se comporta como Am cuando A — 400, este término también es del orden de £ para A grande.

En particular, para cada e > 0, existe A(e) > 0 tal que, si u es una solucién positiva de (LP)
con A > A(e), entonces

Am —e)uP ™t —ul < —Apu < X(m + e)uP ™! — uf en .
La unicidad de las soluciones positivas de (L) nos lleva entonces a las estimaciones:
Orm—e < U < O)mye - (2.30)
Por tanto, para el problema (LP), podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 2.2.2 Sea Q C RN un dominio acotado de clase C** para algin 0 < 1 < 1, con
m>0,p>1yq>p—1. Supongamos que g cumple la hipétesis (Hg)’. Entonces

i) No hay soluciones positivas de (LP) en Wol’p(Q) si A <inf,>0 “1_},3(1“), y existe al menos
una si X > oq,p/m.

ii) Para A > 0, sea iip(A) := sup{u > 0: AmuP~! —ud 4 g(u) = 0}. Entonces, todas las
soluciones positivas u de (LP) satisfacen

0 < u(z) < ag(N), €,
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donde ug(N) ~ ()\m)q—zl’le cuando X — +oo. Ademds u € C’é’ﬁo () para cierto 0 < By < 1.
iti) Para cada € > 0, existe A(e) > 0 tal que cualquier solucion u de (LP) con A > X(e)
cumple (2.30)

9)\,177,75 <u< 0)\,m,+5 ) en ().

Usaremos a continuacién los resultados de la seccién 2.1 para caracterizar el comportamiento
de la solucién 0y ,, de (L) cuando A — 4o00. Ademds, como consecuencia de las estimaciones
(2.29), tenemos también que las soluciones positivas de (LP) se comportan como las de (L). Mds
precisamente

Corolario 2.2.3 Sea Q C RY un dominio acotado de clase C** para algin 0 < p < 1, con
m>0,p>1yq>p—1. Supongamos que g cumple la hipétesis (Hg)’. Si {uy} denota a la
familia de soluciones positivas de (L) o bien cualquier familia de soluciones positivas de (LP)

cuando A — 400, entonces
1 1
lim X\ a=ptTuy = martl
A——+00

uniformemente sobre compactos de ). Ademds,

—atl g — 1/p
lim Aip(q:;il) 8“)‘ = —mp(q:;1+1) <M)
A= oo v (¢+1)(p—1)

uniformemente en 0f2.

Observacion 2.2.4 A la vista de los argumentos usados anteriormente, se puede estudiar otro
tipo de problemas cuyas soluciones positivas se comportan como las de (2.1). De hecho, si
consideramos

—Apu=Af(u)+g(u) en Q

uw=0 en 0f}, (2.31)

donde f verifica (H1) v g € C(R) es tal que g = o(u?~!) cuando u — 0+ y g = o(f) cuando
1 — 400, es posible demostrar que para toda familia {uy} de soluciones positivas de (2.31) con
A — +o00 son ciertas las conclusiones de los Teoremas 2.1.3 v 2.1.4.

Anexo al Capitulo 2.

La estimacion de la capa limite en el caso radial se puede obtener de manera alternativa mediante
ideas andlogas a las de [76]. En dominios generales, sin embargo, el uso de estas técnicas
requiere algun tipo de sweeping principle, que no es valido en general para operadores de la
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forma —A, + My,, M > 0. En efecto, se sabe que para tales operadores no es valido en general
el principio de comparacién fuerte (ver [83]).
Veamos cémo se puede demostrar el Lema 2.1.5. La solucién uy de (2.1) verifica

)= [y ( A (f)N_l Af(ur(0)) dp> s

Llamemos Uy(x) = ua(R — A" YPz), 0 < 2 < AY/PR. Mediante un cambio de variable en la
integral, es facil ver que Uy verifica

T A/p 1/p _ N-1
Ux(7) =/0 Py (/S <%> f(Un(p)) dp) ds .

Ademss, Uy y Uy estdan uniformemente acotadas, pues 0 < Uy < #p. Por tanto, para cada
sucesion A\, — 400 podemos encontrar una subsucesién (denotada de nuevo por {\,}) tal que
Uy, — U en CL_[0,+00). Esto lleva a que U verifica

Ty = [ ([ 1T do) a

(compérese con el Teorema 4.1.8). En particular, U es solucién del problema unidimensional
w0 = f(T)
U(0) =T (+

de donde [T (0)? = p'F(ig), y llegamos a

— T(+o0) =

lim —A,"/Pul (R) = lim U} (0) =

Tim. T (0).

La eleccién arbitraria de la sucesién {\,} nos lleva entonces a que

Jim =NV (R) = (0 F ()7
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Capitulo 3

Fenomenologia de niicleos muertos

Como hemos serialado en la introduccién, la degeneracién del laplaciano-p permite que una
solucién positiva u de un problema de la forma

—Apu=Af(u) en

u=20 en Of) (3.1)

desarrolle un niicleo muerto. Es decir, que el conjunto {z € Q : wu(x) = 4o}, donde g es un
cero de f, sea no vacio. En este capitulo veremos que si f satisface las hipétesis (H1) de los
Capitulos 1 v 2 y el orden del cero ug de f v p cumplen una cierta relacién éptima, entonces la
tunica solucién positiva uy de (3.1) desarrolla un nicleo muerto Oy para A > A*. Obtendremos
una estimacién de A\* en términos de f, p v del dominio €2, asi como el comportamiento exacto
de la distancia de O, a la frontera, que es de la forma dist (Oy, 9Q) ~ CA/P cuando A — +o0,
donde C' viene expresada explicitamente en términos de f y p.

3.1 Condicién necesaria para la existencia de nicleo muerto

Nuestro primer objetivo es conseguir una condicién necesaria (que veremos en §3.2 que también
es suficiente) para la aparicién de nicleos muertos en las soluciones de (3.1). La herramienta
fundamental en este caso es el principio fuerte del méximo en [81].

Teorema 3.1.1 Sea Q C RN un dominio acotado de clase C** para algin 0 < p < 1, y
supongamos que f verifica la hipétesis (H1)s de los Capitulos anteriores. Si se tiene la relacion

E>p—1, (3.2)

entre p y k, el orden del cero gy de f, entonces toda solucion positiva u de (3.1) con 0 < u < g
satisface

0<u < x e (3.3)

47
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Demostracion. Sea u una solucién positiva de (3.1). Si llamamos v = g — u, entonces v es una
solucién no negativa de

—Apv + Af(tig —v) =0 r€eN. (3.4)

Pero f(tg — v) = Cov*hy(v), siendo h; una funcién continua y positiva en 0 < u < 1o y
lim,_o4 hi(v) = 1. Puesto que (3.4) lleva a

—Apv + ACh < sup h1> oF >0 x €,

0<v<up

y, gracias a (3.2), la integral [f con a > 0, diverge, podemos aplicar el principio fuerte

dv
(vk+1 ) 1/p>

del méximo en [81] para concluir que v > 0, es decir, u < 7. O

3.2 Existencia de nicleos muertos y estimaciones

El principal resultado de este capitulo es que las soluciones de (3.1) desarrollan un nicleo muerto
Oy cuando A sobrepasa un cierto valor critico A* > oy ,/m. Para estimar A\* y dist (Oy, 09Q),
necesitamos introducir alguna notacién. Definimos el radio interior Rq del dominio €2 como el
radio de la mayor bola contenida en 2, es decir, Rq := sup{R > 0: Bpr(zp) C 2, para algin
xo € Q}. También definimos la “anchura” Lq de 2 como la minima distancia entre hiperplanos
paralelos que contienen a . De manera mds precisa, para cada n € SV=! := {x : |2| = 1},
existe x,, € 0N tal que Q C {z : (x — x,)n > 0}. Sea [, el minimo I > 0 que cumple Q C {x :
0 < (7 —2y)n < I}. Entonces Lo = inf, con—11y.
Nuestro principal resultado es el siguiente.

Teorema 3.2.1 Sea Q@ C RN un dominio acotado de clase C**, 0 < pu < 1, y f = f(u) una
funcion continua que satisface las hipdtesis (H1), mientras que p > 1 y el orden k del cero g

de f guardan la relacion
O0<k<p-—-1. (3.5)

. . ey ag 13
FEntonces existe un primer valor positivo \* de X\, \* > %, tal que, para cada A > \* la solucion
positiva uy de (3.1) desarrolla un micleo muerto. Es decir,

O\x={r€Q: ux(zr)=u} #9 para todo X > \*.
Ademas,

(i) El valor \* se puede estimar en los términos siguientes:

Clfigyr <X < O (5 ) (36)
7p L?Z —_ - 7p 2RQ ? N
Uy S p — £ . .
donde C(f,p) := ]%( 00 m) , 0= %, y Cop = 0°9=1 si p # N mientras que

Cop=eparap=N.
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(ii) Para la distancia del nicleo muerto Oy a la frontera 0X), se verifica la siguiente estimacion,

1/p
Jlim A7 dist (03,09) = %. (3.7)

asintotica exacta:

Observacién 3.2.2 Nétese que el valor exacto para A* en el caso unidimensional Q = (0,/)
(véase el Corolario 1.2.3) se obtiene de (3.6) haciendo Lo = 2Rqg =1y N — 1 en la expresién
para Cp.

Para probar el Teorema 3.2.1, procederemos como en el §2.1.3. Es decir, analizaremos el pro-
blema (3.1) en una bola Br y en un anillo A, usando los resultados unidimensionales contenidos
en el Corolario 1.2.3. Finalmente, procederemos como en la demostracién del Teorema 2.1.4.

Consideremos el problema (3.1) en una bola Bp de RY. Segiin lo visto en §2.1.3, se tiene
que la 1inica solucién positiva u) verifica la ecuacién

— (N lp,(u)) =N f(w) 0<r<R
W/(0) = u(R) = 0.

Vamos a obtener una estimacién superior de A* y del limite en (3.7) en este caso.

Lema 3.2.3 Sea f = f(u) una funcidn continua que verifica (H1) y para X > o1 ,(R)/m, sea
u = ux(r), 0 < r < R, la dnica solucion positiva de (3.1) en la bola Q = Bp. Entonces
uy desarrolla un nicleo muerto Oy = {z : ux(x) = up} al menos cuando X > X*(R) :=
C(f,p)(Co/2R)P, y se tiene la estimacion

1/p
lim sup dist (O, 090) < clhn .
A——+o0 2

Demostracion. Con el cambio de variable p = g(r) introducido en el Lema 2.1.5, y llamando
v(p) = u(g~"'(p)), obtenemos

— () =Xg T ()P fv)  0<p<b

Elijamos 0 < b < T y consideremos el siguiente problema de contorno:

VY = Mg tO))Pf(v)  O0<p<b
v(0) = U(Qb)g: 0, ! (3.8)

~
~

(cf. la demostracién del Lema 2.1.5), problema que tiene una tdnica solucién wy(-,b) si A >
g1 (B) P Amin(20). Definiendo

w0y = up), 0<p<bh
ua(2b—p), b<p<2b
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obtenemos una supersolucién débil de (3.8) (cf. Teorema B.8 en el Apéndice B). En particular,
0 <ux(pb) <ualp) <tup  0<p<b.

Nétese ahora que v = v, (p, b) desarrolla un niicleo muerto para cada A > C(f, p)/(2b(g~(b))?)?.
Por tanto, podemos asegurar la aparicién de nicleos muertos al menos cuando A es mayor que

cihp _1_ C{p)
(2b(g~"(0))?)» 27 sup (b(g~1())?)"

donde el infimo y el supremo deben tomarse en 0 < b < T'. Es facil ver que el valor maximo de
b(g~())? es R/Cy.

Vamos a estimar ahora la distancia del ntcleo muerto a la frontera. Puesto que wuy(r) es
decreciente v vy (p, b) desarrolla el nicleo muerto

A (R) = inf

Ox(b)

_ e o Cn)?
- 2g—1(b)PA\1/P’ 29~ 1(b)OAL/P |

para A > (2bg~(5)?)"PC(f,p) llegamos entonces a que

ux(x) = ug cuando |z| < g ! <

C(f.p)'/»
2 AT )

Por tanto,

_ L Cipr
_ o _C\nLp)
0 < dist (Ox,0B)<R—g <29_1(b)9/\1/p )

Si llamamos d()\) := R — g~ ! (C(f, )P/ (29’1(17)9/\1/7’)), se obtiene que

_ C(fvp)l/p R o —1/p —1/p
d(\) = 5 <gl(b)> A + o(A ) cuando A — 400 .
Puesto que
limsup AV/Pdist (Oy,8B) < lim A'/Pd(\) = Olf.p) " ( R )9 (3.9)
A— 00 » T Ao 2 g b)) '

se obtiene, pasando al limite cuando b — 04, que

1/p
lim sup A/Pdist (0,,0B) < M7

A—+400 2

con lo que concluye la demostracion del lema. O
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Analicemos a continuacién el problema (3.1) en un anillo Q = A(a, R). Como en el caso de
la bola, la tnica solucién positiva uy si A > o1 p,/m es radial, con lo que define una solucién
clasica del problema

— (N lp,(u)) =N f(w) 0<r<R
u(a) =u(R)=0.

En el siguiente lema obtendremos una estimacién inferior de la distancia del nicleo muerto Oy
a la parte de la frontera de A dada por || = a.

Lema 3.2.4 Consideremos el problema (3.1) en el anillo A(a,R) = {z ¢ RN : 0 < a < |2| < R}
siendo f = f(u) una funcion continua que satisface (H1). Para X > o1 ,(A)/m sea © = uy(r)
la inica solucidn positiva de (3.1) en tal anillo. Entonces uy desarrolla un nicleo muerto Oy
para \ suficientemente grande, y se tiene
1

liminf AYPdist (Oy, {|z] = a}) > cin' : (3.10)

A—-+o00 2
Demostracion. La existencia de ntcleos muertos para A grande se obtiene como en la de-
mostracién del Teorema 3.2.1 (véase mds adelante). Pasemos a probar la estimacién (3.10).

Al igual que en el Lema 2.1.6, consideramos el cambio de variable p = g(r), que nos lleva al

problema,

— Y =M S)  0<p<T )
v(0) =v(T) =0. '
Consideremos por tanto el problema auxiliar
— N — -1 Pl
eo(u) = Mg D) flw)  0<p<b 52

w(O) =0, w(b) =g,

donde b es un nimero fijo, 0 < b < T'/2. De la misma forma que anteriormente, se puede ver que
(3.12) tiene una tnica solucién positiva w = w,y(p, b) para A suficientemente grande. Ademds,
si p(A) == %%;A’l/p, entonces wy = fig para p(A) < p <b,y 0 <wy < digen 0 < p < p(A).

Por otro lado, como vy es solucién de (3.11) en 0 < p < T, es subsolucién de (3.12) en
0 < p < b. Por eso,

0 <ux(p) Swy(p,b) <@g si 0<p<h
De aqui se concluye que
ux(r) S wy(g(r),b) <o,

sizre€Qya<r<gp(N), donde r = |z|. Esto significa que
dist (O, {|z| = a}) > g ' (p(N) —a. (3.13)

Ya que (7' (p(N)) —a) = C(f,p)"/?/2(a/g~" (b))’ A\~V/P + 0(A\~1/P) cuando X\ — +o0, concluimos
de (3.13) que

. . C(fip)P ( a
1)32141—125)\ dist (Ox, {|z| = a}) > 5 (gl(b))
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Esta estimacién, cuando b — 0+ nos conduce a

1/p
fiminf X'/7dist (O, {lo] = a}) > TSP
A—+4o0 2
con lo que queda demostrado el lema. -

Demostracion del Teorema 3.2.1. Ahora consideraremos el problema (3.1) en un dominio acotado
Q de clase C** para algin 0 < g < 1. Introducimos A\* como el primer valor de A > 0717”
(en principio posiblemente infinito) tal que Oy # @. Notese que Oy = @ si A > Ul—mp es
suficientemente préximo a Z:2. De hecho (véase el Teorema 2.1.1 - (iv)) uy bifurca desde la
solucién trivial en A = Zi2. Por tanto, A* > 22 Usando de nuevo el Teorema 2.1.1 -(iv), se
deduce que \* < 400 implica Oy # @ para todo A > A\*, ya que la familia {u)} es continua y
creciente en A.

Vamos a estimar A* por debajo. Siguiendo la terminologia precedente al enunciado, elegimos
neSNlyax, €001, >0tales que Q C {7 :0 < (v —2y)n < Ip}. Definimos u = ui (v) =

wx(§), donde £ = (z — x,))n vy wy designa a la tnica solucién positiva de

— pp(u) = Af(u) 0<&<y

(' = d/d€) correspondiente a A > Apin(ly). Es claro que uy es supersolucién de (3.1) en Q. Por

otro lado, segtin el Corolario 1.2.3, wy no desarrolla un nicleo muerto para A < C(f,p)/l5. Por
eso, se tiene necesariamente \* > C(f, p)/Ih, de donde

s G .
inf,con-1 1y

que implica la estimacién inferior en (3.6).

Para obtener la estimacién superior, consideramos una bola B de radio R contenida en (2.
Sea uy p la tnica solucién positiva de (3.1) en B para A suficientemente grande. Entonces
uy > uyp en B, y ello conlleva que u) tiene un nicleo muerto para A > A*(R). Por eso,
A* < inf A*(R) = A*(Rq), donde el infimo debe ser tomado sobre todos los R > 0 tales que
Br(ro) C Q para algin zg € , y esto demuestra (3.7).

Para probar la estimacién de la distancia de Oy a 9€2, tomamos xg € 0f) y elegimos B de
forma que sea tangente a 9€) en xg, y B C €2, tenemos

dist (29, Oy) < dist (29, Oz B),

donde Oy p = {x € B: uy p(r) = 1g}. Entonces, se tendra que

1/p
lim sup \'/Pdist (Oy, 99) < cifn (3.14)

A—+o00 2
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Para obtener la estimacién inferior en (3.7), tomamos un punto zg = z9(A) € 98 de tal forma
que dist (Oy,0) = dist (xo,O,), y usamos el anillo A = {z:a < |z — ye| < Re}, Q C Ae, Ae
tangente a Jf) en g, que fue introducido en la demostracién del Teorema 2.1.4. Recuérdese que
uy < uy 4, en 2, donde u = uy 4,(r) es la tnica solucién positiva de (3.1) en A, r = |2 — yel.
Por tanto, si Oy 4, = {2 : ux 4 (r) = Up}, tenemos

lim inf AVPdist (0, O a,) < lim +mfAl/ff’dist (O, 09) , (3.15)
y la estimacién (3.7) es consecuencia de (3.15), (3.10) vy (3.14). O

3.3 Aplicaciones a la ecuacién logistica

A continuacién vamos a usar el estudio realizado en la seccién anterior para efectuar un andlisis
de los nucleos muertos en las soluciones positivas del problema logistico
—Apu = MmfulP2u — julftu en  Q
(L)
v=20 en 0.
Para ello, analizaremos las soluciones del problema normalizado (2.28). En virtud del Teorema

3.1.1, las soluciones de (2.28) pueden tener nicleos muertos {x : vy = 1} sélo cuando p > 2.
Aplicando los resultados del Teorema 3.2.1 a (2.28), obtenemos:

Corolario 3.3.1 Sea Q ¢ RY un dominio acotado de clase C** con radio interior Rq. En-
tonces la solucion positiva 0y, de (L) con p > 2 desarrolla un nicleo muerto Oy = {z € Q:
Orm = (/\m)l/p} al menos cuando

y s e+ -1 {CeB(p, ) }‘”
i m RQ 9
donde Cy es como en el Teorema 3.2.1 y B(p,q) designa la integral convergente

1 ds
B(PaQ):/O [(g—p+1)—(q+1)sP + psat1]t/p”

(cf. (1.17)). Ademads,

(g+1)r(p -t/

dist, (O, 00) ~ 7
m

B(p, AP, (3.16)

cuando A — +00.

Observacién 3.3.2 Obsérvese que, al contrario que en el Capitulo 2, las conclusiones del Teo-
rema 3.2.1 no se pueden extender, usando argumentos de comparacién, a las perturbaciones
(LP) del problema logistico (L). De hecho, las soluciones de (L) que aparecen en la estimacién
(2.30) desarrollan nicleos muertos, pero correspondientes a diferentes valores de ug, a saber:
iy = (m =+ 5)1/(’1’7’“). Sin embargo, podremos concluir que todas las posibles soluciones posi-
tivas de (LP) forman ntcleos muertos, que también satisfacen (3.16), cuando probemos en el
Capitulo 4 la unicidad de soluciones positivas de (LP) para A grande en bolas y anillos.
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Capitulo 4

Unicidad en dominios radiales.
Problema de Cauchy

FEn este capitulo estudiaremos la unicidad para A grande de las soluciones radiales positivas de

—Apu=Af(Au) en D

uw=0 en 0D, (4.1)

donde D C R es un dominio acotado con simetria radial v f satisface hipétesis naturales. Este
tipo de problemas es lo suficientemente general como para englobar a las perturbaciones (LP)
de la ecuacién logistica (cf. introduccién).

Para ello, obtendremos resultados generales sobre existencia y unicidad de soluciones, y lo
que es mds importante, continuidad respecto a ug, A, d v diferenciabilidad respecto a d bajo
condiciones singulares, del problema de Cauchy

(N () = PN f () w2
u(d) = ug, u'(d)=0. '
Estudiaremos con detalle el caso limite d, A — 400, que serd determinante cuando consideremos
el problema (4.1).
También obtenemos la existencia de nticleos muertos Oy para todas las posibles soluciones

de (LP) en un dominio general 2 cuando A es grande, junto con una estimacién exacta de la
distancia de Oy a 0f).

4.1 El problema de Cauchy

El estudio de las soluciones radiales del problema (4.1) conduce al andlisis de las soluciones
clésicas del problema de Cauchy (4.2), que vamos a estudiar usando la siguiente versién “traslada-

da”
—((r+ )N, (u))
u(0) = ug, u'(0) =

; (r+ )N F(A ) (4.3)

95
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donde ' = d/dr, pp(2) = |2|P"22, 2 € R, p > 1. En (4.3), el niimero d > 0 serd observado como
un parametro. El término solucién clasica debe ser entendido como en el Capitulo 1. Ademads,
tendremos siempre en mente que wug es el maximo de v = u(r) en un dominio radialmente
simétrico D, y por tanto estudiaremos las soluciones de (4.3) menores o iguales que ug.

Para comenzar la descripciéon de nuestros resultados sobre el problema de Cauchy, vamos a
considerar en primer lugar el caso “no singular”, en el que ug no es un cero de f(\,-) (véase

[32], [59], [64]).

Teorema 4.1.1 Supongamos que f(X ug) # 0, y que existe 61 > 0 tal que f(X,-) es Lips-
chitziana en |u—ug| < 61. Entonces, para cada d > 0, existe 6 > 0 tal que (4.3) tiene una unica
solucion en [0,8]. Ademds, podemos elegir § independiente de d. Se tiene también la siguiente
estimacion:

u(r)y =ug — Cr? + o(r?), cuando r — 0+, (4.4)

donde p' =p/(p—1), C = p (f(XNug)/N)/p' sid=0yC =oy(f(Aug))/p cuando d # 0.

Observaciones 4.1.2 a) La estimacién (4.4) nos da el comportamiento exacto de una solucién
radial positiva v = u(r) de (4.1) cuando r ~ 0, suponiendo que su maximo ug = supg u = u(0)
no es un cero de f(\,-). En particular, si p > 2, 4 no es nunca C? en este caso.

b) La demostracién del Teorema 4.1.1 se basa en la contractividad del operador

Tu(r) =0~ [ o ( (= d)Nl (o) dp> ds (4.5)

s+d

definido en el espacio C[0, §]. De hecho, nétese que las soluciones u de (4.3) son puntos fijos de
T mientras que, reciprocamente, todo punto fijo de 7" en C|0, §] es necesariamente una funcién
C! tal que (r + d)N Ly, (v') € CH0,68] v ((r + )N Lpp(u)) = —(r + d)N=1f(\, u), siendo por
tanto una solucién clésica de (4.3). Sin embargo, si f es solamente continua, podemos aplicar el
teorema de punto fijo de Schauder para obtener la existencia de al menos una solucién de (4.3),
independientemente del valor de f(A,ug) (véase, por ejemplo, [84], [64]).

¢) Una inspeccién cuidadosa de la demostracién del Teorema 4.1.1 nos muestra que la con-
clusién sigue siendo vélida si f(A, ug) = 0, siempre que 1 < p < 2 (nbtese que, de hecho, la
teorfa estdndar de e.d.o.’s es también aplicable), siendo la tnica solucién v = ug. El hecho
fundamental es que se mantenga un balance adecuado entre p y k, el orden del cero de f. Més
concretamente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.1.3 Supongamos que f(\,-) es continua en 0 < |u — ug| < 81 para cierto §1 >0, y
que u = g es un cero de orden k >0 de f(\,-) en el sentido de que

i T

—_— = 4.6
u=tuo g1 (Up — u) (4.6)
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para cierta constante no nula C = C(X). Entonces, la unica solucidn de (4.3), ug = to, es la
trivial, w = ug tanto st C < 0 como si C' > 0, pero se da la desigualdad

k>p—1. (4.7)

A continuacién vamos a describir el caso “singular” f(A,ug) = 0 del problema de Cauchy
(4.3).

Antes de introducir las hipétesis sobre f, es conveniente destacar que sélo vamos a tratar
ceros u = iig de f(A,-) aislados, y de orden finito. Por otro lado, se puede ver que f(\ u) > 0 si
u < g, U ~ Ug, s una condicién necesaria para que g sea candidato a maximo de una solucién
radial positiva v = u(r) de (4.1). Si suponemos que u = g tiene orden k, en vista del Teorema
4.1.3, las siguientes condiciones sobre f son bastante naturales (cf. hipé6tesis (H2) en el Capitulo

1):

(H2); Existe 19 tal que f(\ 4g) = 0, para todo X y la derivada 9f/0u existe v es continua en
R x [ﬂo — 01, fbo) para algun 61 > 0.

(H2)o wg es un cero de orden k de f en el sentido de que

—0f

S ) = (h(Vk + RO\ w) (7o — wyk=t,, (4.8)

para unas cierta funciones continuas v(A) > 0 y R, cumpliéndose R(A\, %) =0y 0 < k <
p—1.

Cuando estudiemos el caso asintdtico A — 400 necesitaremos también la hipétesis
(H2)3 limy 400 v(A) =7 >0y R(A\, u) — R(u) uniformemente en [iig — &1, ).

Después de una normalizacién, el problema logistico perturbado (LP) cumple estas hipdtesis
(ver §4.3). En realidad, la dependencia tan especial (4.8) de f respecto al pardmetro A no juega
ningin papel en cuanto a la existencia y unicidad de la solucién no trivial, sino a la hora de
estudiar la dependencia de las soluciones respecto a pardmetros y datos iniciales. No obstante,
es conveniente introducir estas hipétesis desde el principio para homogeneizar la notacién.

Observemos que (H2) sélo restringe el comportamiento de f en u < g, u ~ g, y que ademés
el orden k de 7 es cualquier nimero real, no necesariamente entero. En particular, también se
tiene

o fAw)
lim ——=~(}\). 4.9
Jim L2 = a0 (19)
Nuestros principales resultados en relacién con el caso singular de (4.3) estdn contenidos en
el siguiente teorema.
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Teorema 4.1.4 Supongamos que f satisface las hipdtesis (H2)1 y (H2)2. Entonces, el problema
de Cauchy singular

(r+ N1 F (A )

—((r+ d) wp(u')) (4.10)

u(0) = 1o, u'(0)
tiene, para cada d > 0, una unica solucion no trivial v en 0 < r < §, es decir, u(r) < g si
0<r<é, donde 6 se puede elegir independiente de d. Ademds,

0

(4.11)

lim
r—0+ re

ig—u(r) | Cn, d=0
o Cy, d>0

dondea=p/p—k—1y

1

ov= (i)

Observaciones 4.1.5 a) Nétese que, bajo las hipdtesis (H2); v (H2)2 sobre f, se puede dar
una informacién més precisa sobre el problema de Cauchy singular (4.3). A saber, la existencia
de una tnica solucién no trivial u de (4.3) en un intervalo de la forma [—6,0], en el sentido de
que u(r) < ug si —6 <r < 0, que también satisface la estimacién (4.11).

b) El resultado de existencia y unicidad de la solucién no trivial, asi como el Corolario 4.1.6
mas adelante, pueden deducirse de los resultados en [64] (en particular del Corolario h, pagina
54), construyendo una supersolucién adecuada.

Las propiedades mostradas en el Teorema 4.1.4 v Observacién 4.1.5 se deducen de las condi-
ciones impuestas a f(A,-) en u < g, u ~ @p. Si el comportamiento de f cerca de 7y comprende
los dos lados, se puede dar una descripcién completa de las soluciones no triviales que parten
del valor u = 1o con derivada cero en r = d. En otras palabras, si cambiamos (H2) por

(H2)] 0f/0u existe y es continua en R X ([fig — 61, 70) U (7o, @ + 61]), con f(A, 7g) = 0.

(H2), existen funciones continuas v(A) > 0 tales que R(\, 1g) =0y

gf (A1) = (Y(Nk + RO u))|u — ag)F L.
Bajo estas condiciones, una dnica solucién no trivial ui(r) > ug llega a u = ug desde r < 0,
y otra tal solucién wua(r) > @ sale de u = g hacia r > 0. El siguiente corolario, una especie
de versién singular de la propiedad del punto de silla (cf. [50]), proporciona una descripcién
detallada del conjunto de las infinitas soluciones de (4.3) (véase la Figura 4.1). Los resultados
estdn expresados en términos del problema original (4.2).
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Corolario 4.1.6 Supongamos que f satisface (H2) . Entonces, para cada d > 0, existe § = 6(d)
y cuatro soluciones unicas: v~ (-,d—), u*(-,d—) definidas en d—6 <r < d yu=(-,d+), u™(-,d+)
definidas en d < r < d+ 6 del problema singular (4.2) con ug = g, que son no triviales en el
sentido de que u™ (-, d—) < g (respectivamente u™(-,d—) > ug) end—6 <r < d yu~(-,d+) < g
(r. ut(-,d+) > ug) parad <r < d+ 6. Ademds, u*(-,4d) cumplen las estimaciones

u*(r,d—) ~ig £ C(d —r)* +o((d —)*)  cuando r — d—
ut(r,d+) ~ iig+ C(r —d)® +o((r —d)*) cuando r — d+,

donde C' y o son como en (4.11). Por otra parte, dada cualquier otra solucion w = u(r) de (4.2)
definida end — 6 <r < d+ 96, eristen d—6 < dy <d <dy < d+6 tales que v =u (-, d1—) o
u=ut(,di=)end—6<r<di,u=ugend <r<dyyu=u (-, dot) ou=ut(-,dot) en
dy <r <d+56.

u (-,d+)

u(-,d+)

u(-,d-)

d-5 d d d d+s

Fig. 4.1. Las soluciones no triviales del problema (4.2).

Observacién 4.1.7 Si escribimos la ecuacién (rV=ly,(u/)) = —rV=1f()\ u) como el sistema
L 1s . ; ; N—1 S .

unidimensional v’ = v, ¢, (v)' = = f(A, u) — ==p(v) y dibujamos el diagrama de fases con el

convenio de que las érbitas comienzan en v = 0 cuando r = 0, encontramos que

_ L 0-), (L 0-)) si —6<r<0
(u,v) ~ -
uo si r>0,
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parametriza una especie de variedad estable degenerada W asociada al punto critico (u,v) =
(up,0). Andlogamente,

(u,v) = (u*(-,04), %("04‘)) si 0<r<é
, g si r<0,

describe para 0 < r < § una especie de variedad inestable degenerada W, en (u,v) = (ug,0)
(véase la Figura 4.2).

Fig. 4.2. Variedades estable e inestable del punto critico (u,v) = (1o, 0).

Para completar el estudio del problema de Cauchy, vamos a estudiar a continuacién la
dependencia en los datos iniciales. Esta informacién resultard fundamental a la hora de estudiar
la unicidad de soluciones radiales positivas de (4.1) en el §4.2. Este es nuestro primer resultado
en esta direccion.

Teorema 4.1.8 Supongamos que f satisface las hipdtesis (H2)1 y (H2)2, y sea u(r,ug,d, ) la
unica solucidn (respectivamente solucion no trivial) de (4.3) para ug — 61 < ug < ug (resp.
ug = 1g). Entonces, para ¢ > 0 pequenio y A C R un intervalo acotado, existe 6 > 0 tal que
la aplicacion u(-,ug,d, \) es continua en (ug,d, \) € [ty — &,tug] x [0,+00) x A con valores en
C'0,8]. Ademds, u(-,ug,d,\) converge en C'[0,68], cuando d — +oo a la tinica solucién (no
trivial en el caso ug = ug) del problema unidimensional

—(pp(u)) = F(A u)

71,(0) = up, 71,/(0) = 0 . (412)
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Si f wverifica (H2)s3, entonces u(-,up,d, X) converge en;C’l[O,é} a la unica solucidén (no trivial
si ug = up) de (4.12), con f(A,u) remplazado por f(u) = (=7 + Ri(u))(ug — u)*, siendo
Ry(u) = m [0 R(s)(7ig — s)F1ds.

Nuestro préximo resultado extiende la regularidad en los datos iniciales a derivabilidad con
respecto a d.

Teorema 4.1.9 Sean ¢ > 0, A y u(r,ug,d,\) como en el enunciado del Teorema 4.1.8. En-
tonces, para cada dy > 0 existe 6 > 0 tal que la aplicacion d — u(-,ug,d,\) es derivable con
valores en C'[0,8] para cada (ug,d,\) € [iig — ¢, 1ig] X [do, +00) x A . Ademds, la funcién
v = %(, wo, d, A) verifica la ecuacidn

—((r + NP2 = S+ NV (L wpe — Ehg ()
v(0) =4'(0) =0,

y la aplicacion (ug,d, \) — %(, ug, d, \) es continua en [t —e, o] X [do, +00) X A con valores en

C'[0,6]. También se cumple que %(-,uo,d, A) — 0 cuando d — +o0 en C1[0, 8], uniformemente

en A€ A.

Observacién 4.1.10 a) Como consecuencia del Teorema 4.1.9, se tiene que la solucién no trivial
uw = u(r, ug,d, \) es regular en las variables (r,d), hecho que serd esencial en los resultados de
unicidad del §4.2.

4.1.1 Demostracion de resultados: el caso no singular

Demostracion del Teorema 4.1.1. Nuestro objetivo serd demostrar que el operador

Tutr) =~ [ oy ( (2 IZ)NI O (o)) dp> s

es contractivo, si lo consideramos en C[0, §] para § pequenio. Sin pérdida de generalidad, supon-
dremos f(A,up) > 0. Reduciendo ¢; si fuera necesario, podemos tener también f(\ u) >
FAug)/2 en ug — 61 <u < ug+81. Siu€ Bg,(ug) = {uecCl0,8]: |u—uplew <61} tenemos

_1
Mr=1 /

w0 =Tur)] < [y ([ 10 uto)) dp) ds < 2o

donde M = M(X) := sup{|f(Au)| : |u—ug| < 61}. Eligiendo ¢ suficientemente pequeno,
llegamos a que T es invariante en Bg, (ug). Veamos que T es de hecho contractivo en By, (uq).
En efecto, si u,v € Bg, (ug),

|Tu(r) — To(r)] <
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[ lew ( A (’;jj)mm, u(p)) dp> Ry ( I (’)j—j)Nl O 0(p)) dp> ds.

Aplicando el teorema del valor medio a la 1iltima expresién, llegamos a

Py </OS <513>N_1 (A u(p)) dp) — </08 <%)N_lf()\,v(p)) dp> —

el 2 [(2) (O ue) = 1O olp) d

donde &(s) es un valor comprendido entre las dos integrales en la primer linea de la igualdad.
Puesto que f(\,-) es lipschitziana en |u — ug| < 61, con constante de Lipschitz L = L()),

L T /
|Tu(r) —Tou(r)] < —/ |€(s)|P 72|u — Voo s ds.
p—1Jo
Por tanto, necesitamos una estimacién para £(s). Para ello, tenemos que considerar dos casos
por separado: 1 <p<2yp>2.
Sil<p<2,p'—22>0 teniendo que estimar £(s) por exceso. Obsérvese que

[ (29 st do < bas,

. . ., .. ;_ ;- ’
y que disponemos de una estimacién similar para v. Luego |£(s)|P 2 < MP ~2s” ~2 y obtenemos

L / r / L / /
|Tu(r) — Tu(r)| < —1Mp _2/ U — ]oos? “lds < =MV 7267 |u — v| o,
p— 0 p

que implica la contractividad para 6 pequeno e independientemente de d.
Si p > 2, estimamos £(s) por defecto:

s /p+d\Vt (X, uo) dN (X, uo)
/0<s+d) fOvulp)) dp 2 =55 <(S+d)_(s+d)N1>2 oN

y entonces |£(s)[P' "2 < (f(/\,71,0)/2]\7)p/_2 s”' =2 En este caso

L f(A uo) P=2 /1 L [/ f(\ up) =2 /
— < — P < = — P
|Tu(r) — Tou(r)] 1 < 3 ) /0 |t — v|oos” “ds < 3 ) |t — v]ecd?,

y conseguimos la contractividad tomando 6 pequeno, independientemente de d. Puesto que el
caracter contractivo de T nos garantiza la existencia de un tnico punto fijo, la primera parte
del Teorema 4.1.1 estd demostrada. La estimacién (4.4) es consecuencia de la ecuacién de punto
fijo (4.5) teniendo en cuenta que f(\ u) = f(X uo) +o(1) v o (f(N 1)) = o (f(A u0)) +o(1)
cuando u — 1. O
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Observacién 4.1.11 La solucién « de (4.3) dada por el Teorema 4.1.1 se puede prolongar con
unicidad a un intervalo de la forma —6 < r < §. Notese, de hecho, que si d = 0 basta con
extender v como una funcién par en [—4,6]. Si d > 0, calculos similares a los anteriores nos dan
contractividad de T en una bola cerrada de C[—6, 6] si § cumple, por ejemplo, 0 < § < %.

Demostracion del Teorema 4.1.3. Comencemos con un comentario general. Si uw € C!, (r +
d)N=1p,(u") € O es una solucién cldsica de (4.3) en 0 < 7 < § entonces (u,v) = (u(r), pp(u(r)))
es solucién de

v = op(v) u(d) = g
{ Vo= —%v—f(A,u) v(d) =0, (4.13)
Por eso,
d / P(IN=1) . P (N —1)
L lwlP 'F(au)) = — o L |p|P = 2 _]/IP < 4.14
Lo+ Py = LIy PN g (1.14)

si0 <r <6, donde F(\u) = [ f(A s)ds. Esto quiere decir que la expresiéon H (A, u,v) 1=
[o|P" + p'F(\u) = [t/|P + p'F(\, 1) es no creciente en 7.

Si suponemos ahora que C' < 0 en (4.6), entonces H(\, u,v) = F(\ %) + |[v|’ — Clu —
tio|* 1 + o(Ju — 7ig|**1) tiene un minimo local en (u,v) = (7p,0), asi que H(X, u(r),v(r)) se
mantiene constante en 0 <r < §y (4.14) implica u = ug, como querfamos probar.

En cuanto al caso C' > 0 en (4.6) y k > p—1, nétese que, puesto que H (A, u, v) es decreciente,
se tiene que —u/(r) < (p'F(\, 1p) — F(\, u(r)))'/P para 0 < r < § y cualquier solucién positiva
u. Integrando, obtenemos

1o ds .
/u('r) (F(\ 1) — F(X, s))1/p < ()P —dy,

donde d = sup{r > 0: u(r) = 7g}. Pero esto es imposible, ya que la integral diverge. O

4.1.2 El caso singular

El objetivo de la presente seccién es dar la demostracion del Teorema 4.1.4. Debe resaltarse
que vamos a probar la existencia v unicidad de una solucién no trivial u, en el sentido de que
u(r) < g si 0 < r < 6. De hecho, u = g es una solucién obvia de (4.3) y, como establece
el Corolario 4.1.6, este problema tiene otras tres soluciones bastante diferenciadas, ademas de
un numero infinito obtenido a partir de ellas. Por tanto, la unicidad dependerd fuertemente
de saber encontrar el espacio adecuado donde “a priori” deben estar todas las soluciones no
triviales.

Para normalizar, haremos el cambio de variable v = ug — u (aunque a la nueva variable la
volveremos a llamar u, por simplicidad), y buscaremos soluciones positivas. El problema (4.3)
se convierte entonces en

(4 AV
u(0) =0, v/ (0

) == +d)N"g(Au)

2o (4.15)

)
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donde g(X\,u) = f(\ g — u). Por tanto, g verifica

%@,u) = (ky(A) + (A w)ul*

siendo (X, u) = —R(X, o —u). A lo largo de las secciones 4.1.2, 4.1.3 y 4.1.4 trataremos con el
problema (4.15), teniendo presente que todas las conclusiones obtenidas son vdlidas para (4.3).
Por consiguiente, nuestro objetivo es elegir un subespacio & de C[0, 8] de forma que el

operador
Tutr) = [ < (2 IZ)N_lgu,u(p)) dp> ds (4.16)

mantenga &s invariante y sea contractivo.

La forma natural de hallar £ es conseguir estimaciones precisas para todas las posibles
soluciones no triviales de (4.15) cuando r — 0+. Estas estimaciones se detallan en la siguiente
proposicién.

Proposicién 4.1.12 Sea u una solucion no trivial, u(r) > 0 cuando 0 < r < § de (4.15).

FEntonces
. U(”f') _ ON, d=20
e (17

__D
donde v = o s
1

ov= (i)

La estrategia seguida para demostrar la estimacién (4.17) estd basada en el uso del problema
unidimensional N = 1 para obtener subsoluciones, y en un andlisis conveniente del problema
“normalizado” obtenido al despreciar en (4.15) los términos de orden superior en «. Dicho
problema normalizado se estudia en el siguiente resultado.

Lema 4.1.13 Fijemos § > 0. Para cada >0 y d > 0, el problema

—((r + d> Yol > —(r+ )Nyt (4.18)
u(0) =0, w'(0) = '
tiene al menos una solucion u en [0,6] que cumple
p = _ ufr) p =
p—k— 1 p—k—
—_— < < 4.1
<(ak + N)ap—1> - o = <(ak I 1)ap—1> (4.19)

si0<r <6, dondea=p/(p—Fk—1).
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Demostracion. Usaremos el método de sub y supersoluciones (cf. [82] y Apéndice B). Como
candidatos a sub y supersolucién tomaremos funciones de la forma u = Sr®, con a como en el
enunciado, y § una constante positiva. Puesto que las soluciones de (4.18) son puntos fijos del

operador
- r s p+ d N—-1 ’
Tu(r) :=/0 ©p </0 <s T pu(p)F dp | ds

en C10, 6], u1 serd una subsolucién si u; < Tul v 9 una supersolucion si uo > T uo. Tomando
u; = Br®, i = 1,2 v teniendo en cuenta que
p_ptd
- < <1 d>0 0<p<s
s = S+d = Ly - Yy = ,0 9
un calculo directo nos conduce a

/1 p—1
1 ko\P . 1 k
1 [ up o < Fug(r) < — pB; o
al\ak+ N a\ak+1

para i = 1,2. Por tanto, (u1,us) serd un par de sub y supersoluciones si elegimos 31, 2 para
que se cumpla

1

v < (rme) = (@ere) =

Puesto que 17 < 19, el método de sub y supersoluciones nos proporciona la existencia de al
menos una solucién de (4.18) que cumple (4.19). O

Observaciones 4.1.14 a) Es importante destacar que en el problema unidimensional, N =1,
la unica solucién no trivial posible viene dada por

1

up(r) = <Z&%TI%355:T>p_k_lra‘ (4.20)

Esto es consecuencia de que cualquier solucién debe satisfacer la ecuacion

p_lmmﬂp—g%imm“4za 0<r<s (4.21)
p

y entonces (4.20) se obtiene de (4.21) mediante separacién de variables. Para uso posterior,

fijaremos la notacién
Tyu(r) = /0 Py < /0 pu(p)* dp) ds
donde u € C10, 6].

b) Cuando d = 0, se puede obtener una solucién explicita de (4.18), que verifica (4.19). A
saber:

u(r) = <(ak+luw> P e

Como consecuencia del Teorema 4.1.4, esta serd la tinica solucién posible de (4.18) si d = 0.
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Demostracion de la Proposicion 4.1.12. Primeramente, nétese que, por las condiciones impuestas
a f, para cada ¢ > 0, existe §' > 0 tal que

(v = < g u) < (v(A) + )"
si 0 < wu < ¢'. Sea w una solucién no trivial arbitraria de (4.15). Si ¢ es suficientemente pequeno,

entonces 0 < u(r) < &, siempre que 0 < r < 8. Por tanto, g(\, u(p)) < (v(A) + &)u(p)¥, para
0 < p < 6. Puesto que v es un punto fijo del operador T,

u(r) < Ty eur) = [“o ([ 00+ 2ulo)* dp) ds,

0
es decir, u es subsolucion de T, (y),.. Por otro lado, disminuyendo ¢ si fuese necesario, siempre
podemos comparar u con una supersolucién de T’y 4.. Por ejemplo, con la solucién exacta del
problema
—op(u) = =(y(A) + e)u”
u(0)=n, v (0)=0,

donde 7 > 0 es suficientemente pequetio. Por tanto, la sucesién creciente TW”(T)\) Lo, moe N,
converge en C[0,6] a un punto fijo de T,(y);.. De acuerdo con la Observacién 4.1.14 a), este

punto fijo es u = u,, dado por (4.20) con p = () + ¢. Es decir, hemos demostrado que

u(r) < <( YA +¢€ >p-1 .

ak + 1)ap~1

lim sup
r—0+ T

Haciendo tender ¢ a cero, obtenemos

lmsup ) < ¢ | (4.22)

r—0+ T¢

donde (' es la constante dada en el enunciado.
Ahora vamos a estimar el limite inferior. Consideraremos por separado los casos d > 0y
d = 0. Comencemos con d > 0, observando que (p+d)/(s+d) > d/(d+6)si0<s <r <6.

Por eso,
utr) 2 [ oy ( I (d%&)m (1(N) — 2Ju(p)* dp> s,

N-1
con lo que u es supersolucién de T),, con p = (dL-HS (v(A) — ). Veamos que u = nu es

subsolucién de T), para 0 < n < 1 pequeno (nétese que u < u). Para ello, es suficiente con que

Ny ( (= j)ng@, u(p)) dp> < oy ( I(5) T A0) - () dp>

N
)
para todo 0 < s < §. Teniendo en cuenta que g(\, u(p)) < (v(A) +e)u(p)f si 0 < p <6, la
desigualdad anterior es consecuencia de que

L (p+d\NT! d A\
() GWra it (755) G- 0<p<s<e.
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Por tanto, eligiendo 7 para que se tenga

G )
YA +e/) \d+6
obtenemos que u > Tj,u. La existencia de un tinico punto fijo u, de T}, implica entonces que
u < u,. Al igual que antes, la expresién (4.20) para 7T}, implica que

hmMUMZ<JWM_@)Pﬂ( d)ﬁ%.

r>0+ 1o ak +1)ap—1 d+6

—1
p—k—1

0<n<

Haciendo tender € y ¢ a cero, y recordando (4.22), llegamos a

lim ur) = (1,

r—0+ 7r¢

siempre que d > 0. Con esto hemos probado una parte de la estimacién (4.17).

Estudiaremos a continuacién el caso d = 0. Sea u cualquier solucién no trivial de (4.15), y
tomemos ¢ y 6 como antes. Para cada 0 < d < /2, sea u = ugq, la solucién de (4.18) dada
por el Lema 4.1.13. Definamos w(r) = 0 para 0 < r < d, mientras que w(r) = uqy—c(r — d) si
d<r<d+6/2. Se tiene que u(r) > w(r) si 0 < r < d+ §/2. En caso contrario, y llamando
ro =sup{r1 > d: u(r) > w(r),0 <r <ri} obtendriamos ro < d+6/2 y

w2 [ g0 ( [ (8 60— etor dp> is >

Lém¢ﬂ<%f<§>N](VQ)—aﬁNchm>d8=“4m%

que es claramente incompatible con la eleccién de rg. Por ello, u(r) > w(r) en 0 <r < d+6/2.
En particular, u(r) > ugyny—c(r —d) sid <r < d+6/2 para todo 0 < d < ¢/2. Por tanto, la
estimacién (4.19) conduce a

1

u(r) > <r - d)a (( vy(A) —¢ )p—k=—1 (4.23)

ro r ak + N)ar—1

sid<r<d+§/2. Eligiendo d = r/2 en (4.23) y tomando limites inferiores cuando r — 0+,
seguido del limite cuando ¢ — 0, llegamos a

lim inf wr) > (%) Chn,

r—0+ r® -

que, junto con (4.22), nos permite concluir la estimacién
u(r)

u(r
0 < a:=liminf ()szzlimsup—<+oo,
r—04+ r¢ r—0+ %
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para cualquier solucién no trivial u de (4.15) con d = 0. Para finalizar la demostracién tenemos
que ver que a = b= C'y. Para ello, fijemos ¢ > 0 convenientemente pequeno, para que se tenga
u(r) < (b+e)r® y g u(r)) < (y(A) + e)u(r)* cuando r es suficientemente pequeno. Puesto
que u es un punto fijo de T con d = 0, llegamos facilmente a

u(r) _ ((’Y(A) +e><b+a>k>p+1
re = (ak + N)ap—1 ’

para r pequeno. Haciendo r» — 0+ y luego ¢ — 0+ obtenemos

A0\
b:S <(a%:+—fV)ap_1> 9

y por tanto b < Cy. Un argumento simétrico nos proporciona a > C'y, con lo que concluye la
demostracién de la Proposicién 4.1.12. O

Una vez que hemos establecido la estimacién (4.17) para todas las soluciones no triviales del
problema de valor inicial (4.15), estamos preparados para demostrar la existencia y unicidad de
tales soluciones (Teorema 4.1.4). Este serd uno de los resultados mds importantes de la presente
seccion.

En virtud de la Proposicién 4.1.8, eligiendo § > 0 suficientemente pequeno, todas las solu-
ciones no triviales de (4.15) estdn en

Es = {u € C[0,6]: sup @ < —i—OO} . (4.24)
o<r<s T

Es facil de comprobar que & es un espacio de Banach con la norma

u(r
||| ;== sup | (a)| (4.25)
o<r<é T
Por brevedad, supondremos que d > 0 y k£ > 1, siendo el tratamiento de los casos restantes

completamente similar.
La Proposicion 4.1.12 sugiere considerar en & el siguiente subconjunto cerrado:

u(r)

Ta

Bn::{u€55:01—77§ <Ci+n, 0<r§6}

donde 7 > 0 (nétese que B, es la bola cerrada con centro Cir® y radio 7). Nuestro objetivo
serd demostrar que para 7, 6 suficientemente pequenos, el operador

Tu(r) = [ oy ( (2 jj)mgu,u@» dp> s
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es contractivo en B, para lo cual usaremos varios lemas. Primeramente, obsérvese que las
condiciones (4.8) v (4.9) sobre f y la definicién de g implican, para cada € > 0, la existencia de
un 8 > 0 tal que
(1) — ) < g ) < (v(A) + eyt

5 (4.26)

(k= ek < —=E(h, ) < (YK + !

U

siempre que 0 < u < ¢'. Puesto que, para cada u € B, se tiene que 0 < u(r) < (C7 +n)r® <
(C14+n)6%, 0 <r <6, mientras podemos elegir § para que (Cy +n)6* < ¢'; cada u € B, cumple

(Y(X) =) (C1 = m)Fre® < g(A,ulr)) < (v(A) +)(Cr +m)Frek
P (4.27)
(Y(WE = e)(Cr —m)h T 1) < —a—i(A, u(r)) < (YO + &)(Cy + n)Fpo=D)

si0 <r < 6. Como pasamos a detallar, es una simple cuestién de célculo probar que T'(B,)) C By,
eligiendo § y ¢’ adecuadamente pequenos.

Lema 4.1.15 Para todo n > 0, existe 6o > 0 tal que si 0 < 6 < 6y, T es invariante en B, C .
Ademds, 69 se puede elegir independiente de d > dg > 0, y de A en intervalos compactos.

Demostracion. Como consecuencia de (4.27) tenemos, para u € By,

r s p—l—d N-1
/Ocpp' </0 <S+d g(Xulp)) dp | ds
1

r (YN +)(CL+ )" e 1 (A +)(Ci+p)t 7T,
= /0@,,/< ak + 1 Sk+>d‘9:E< okt 1 ) T

Tu(r)

Tu(r)

y por tanto —

< (1 + n suponiendo que
1
) e\
(@enarr) =Gt

que es claramente cierto si ¢ = 0. Por eso podemos elegir ¢ (y por tanto § v ¢') pequenos para
obtener

Tu(r) <Cya.

re
De forma similar, podemos obtener una estimacién inferior:

Tu(r)21(@@)—5)(01—77)’“)?*( d )”—

re o ak+1 d+ 6

b

asi que Tu € B, si elegimos ¢ y 6 pequenos. Claramente, la eleccién de ¢ y 6 no depende de d
si d > dg > 0, ni de A en intervalos compactos. O

Nuestro siguiente objetivo es probar que el operador T es contractivo cuando lo restringimos
a B, con respecto a la norma || - || introducida anteriormente, con tal de elegir n y ¢ pequeiios.
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Lema 4.1.16 Existen g, 6o > 0 tales que si 0 <n <19, 0 <6 < b, el operador T : B, — B,
es contractivo. Ademds, no y 69 no dependen de A. Si 1l < p <2, ny y 6o no dependen de d, y
para p > 2 son también independientes de d en intervalos de la forma [do, +00).

Demostracion. Sean u,v funciones arbitrarias en B,. Entonces
|Tu(r) — To(r)] <

[ lew ( [ (2 g0 dp> o ( [ (20 g0 dp> ds. (4.98)

Usando el Teorema del Valor Medio,

Py </0 <§ j: Z)Nl g u(p)) dp) — o </0 <§ j: Z)Nl g(A,v(p)) dp)

s N—-1
16 [T(20) T eOulo) — g0 (0) d, (4.29)

siendo &(s) una funcién comprendida entre las dos primeras integrales de (4.29). Vamos a estimar
el término |£(s)[P'~2. Como en la seccién 4.1.1, tenemos que distinguir los casos 1 < p < 2y
p>2 8Sil < p <2 debemos estimar £(s) por exceso. Puesto que u € B,, la primera
desigualdad en (4.27) implica

s p+d>N‘1 (N +)(Cr+0)F s
, [p <
/O(Hd g0 u(p) dp < L NELEID o,

v lo mismo para v. Por eso,

/_ A +€ C + k P/*Q « /_
£(s)|P 2 < <(’Y( ) ak)—f_ 11 n) ) glak+1)(p'=2)

Sip > 2, tenemos que p' —2 < 0y &(s) tiene que ser estimada por defecto. Asi,
° p+d)N1 (v(N) —e)(C1 —n)* ( d )Nl ket
A dp > oF
[ (25) sty dp > T e I
satisfaciéndose una estimacion andloga para la integral con v. Por tanto,

/2 _ ,_
()72 < (v(N) = e)(C1 =m)*\” < d >(N = lokt1)(p'—2)
i - ak +1 d+6

Por otro lado, g(A, u(p)) — g(A\,v(p)) = g%()\,x(p))(u(p) —v(p)), donde x(p) es una funcién
intermedia entre u(p) v v(p). Luego

lg(\ ulp) —gXo(p)l < (vWk 4+ e)x(p)Hulp) — v(p)]

< (YR +)(Cr+n)F 1 Du(p) —v(p)].-
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Como |u(p) —v(p)| < p*||u — v||, la dltima integral en (4.29) queda estimada como

. /)er>N"1 (YWE+e)(Cr+ )" a1
AU —g(A dp < , — .
L(EE5) o uto)) - g0 (o))] dp < = ool
Sustituyendo todas las estimaciones en (4.28) llegamos finalmente a
P2 -
Tur) = Tol) 1 (G +eCant ) GOkt @t
re “alp—-1) ak+1 ak+1 /

para 1 < p < 2, es decir, T es lipschitziana con una constante que, para ¢ = § = 0 se reduce
a k/(p—1) < 1. Por tanto, T es contractiva en B, si tomamos e, n suficientemente pequetios,
independientemente de d y de A en intervalos compactos.

Sip > 2, obtenemos de (4.29)

|Tu—Tv| <

1 () =G =P\ d NI (ko) (€ )
alp —1) ak+1 <d_+(5> ak+1

y otra vez para ¢ =7 = § = 0, la constante de Lipschitz de T se reduce a k/(p — 1) < 1. Por
tanto, eligiendo ¢, n y ¢ pequenos, T" es también contractivo en B,, independientemente de A en
intervalos compactos. Sin embargo, ¢ es independiente de d sélo cuando estd alejado de cero.
FEsto concluye la demostracién del Lema 4.1.16. O

[l = wll,

Demostracion del Teorema 4.1.4. De los Lemas 4.1.15 y 4.1.16, la discusién previa a ambos y
el teorema de Banach, se deduce inmediatamente la existencia y unicidad local de soluciones no
triviales de (4.15). La afirmacién de que el intervalo [0, §] de existencia de las soluciones puede
ser elegido independientemente de d serd probada mas tarde, en la demostracién del Teorema
4.1.8. O

Demostracién del Corolario 4.1.6. Para demostrar la existencia de las cuatro soluciones u* (-, d+)
de (4.3), haremos uso del problema (4.15).
Sea v; la solucién no trivial positiva de (4.15) dada por el Teorema 4.1.4. Entonces

u” (r,d+) = tig — vi(r — d), d<r<d+6.

Para obtener u™ (-, d+) necesitamos probar la existencia de una tinica solucién negativa vy de
(4.15). A tales efectos, consideremos

—((r+ )N Lo, (u)) = —(r + )N Lh(N u) 0<r<$é

u(0) =0, «/(0) =0, (4.30)

donde h(A, u) = —g(\, —u). En virtud de las hipétesis (H1)’, h cumple (H1) con 7g = 0. Por
tanto, existe una unica solucién positiva v de (4.30), pues basta con hacer vo9 = —v, y

ut(r, d+) = 1o + vo(r — d), d<r<d+6¢.
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Por otro lado, la existencia de una solucién no trivial v;1 > 0 en —6 < r < 0 de (4.15) puede
obtenerse teniendo en cuenta que wi(r) = vi(—r) es una solucién no trivial de

(4.31)

—((r = )N pp(w’ ) ( d)N=1g(\, w) O<r<é
w(0) =0, w()

Dicho problema es el mismo que (4.15), pero considerando valores negativos de d (ndtese de
paso que el problema permanece invariante si d = 0). La existencia y unicidad de w9 se obtiene
repitiendo los Lemas 4.1.15 y 4.1.16, pero observando que ahora aparece el grupo (p—d)/(s—d)
en lugar de (p+d)/(s+ d). Como consecuencia, debemos restringir 6 para tener 0 < § < d y se
debe usar la estimacién

p—d d .
1< < <p<s<h.
_<s—d>_d—6 S 0spsss

Por tanto, las conclusiones del Teorema 4.1.4 también son aplicables para valores negativos de d,
y aseguran la existencia de una tnica solucién wy de (4.31) en 0 < r < 6, que cumple wy(r) >0
y (4.11). Por tanto,

u (r,d—) = g +wa(d —r) si d—6<r<d.

La existencia de u™ (-, d—) se obtiene argumentando como en la primera parte de la demostracién.

En cuanto a la tiltima afirmacidn, sea u Z g cualquier solucién de (4.2) definida en |r—d| <6
y llamemos dg := sup {r > d : u = @igen [d,r]}. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer la
existencia de una sucesién r, > da, r,, — da tal que u(ry) > 0,y Ju(r)| < Kendy <r <d+ 96,
donde elegimos K > 0 para que f(A,-) > 0en g — K < u < @p.

Se tiene que u'(rp) > 0 para todo n. De hecho, si u/(r,,) < 0 para algin ng, entonces
u'(r) < 0 cuando r < 1y, T ~ 1y, (en el caso de la igualdad, basta con usar el Teorema 4.1.1).
Pongamos r* :=inf {r <rp, : v/ <0 en (r,ry)}. Claramente, r* > dy y «/(r*) = 0, mientras
que f(A\ u(r*)) > 0. El Teorema 4.1.1 implicaria que u(r) < u(r*) si » > r* es suficientemente
préximo a r*, que es imposible. Por tanto, u/(r,) > 0 para todo n.

Tomemos ahora uno de esos 7y, por ejemplo, 7y, v sea d5 := inf {r < r,, : v <
0 en (r,rp,)}. Necesariamente d5 > ds. Para finalizar la demostracién, basta con ver que
dy = d3, lo que implica que u es la solucién no trivial de (4.10) correspondiente a d = da. Supon-
gamos dj > da. Usando los argumentos anteriores, este caso es sélo compatible con u(d3) = 0.
Ademas, debe existir do < 1, < d5 de forma que u/(r,,) > 0. Por tanto, el Teorema de Rolle
nos proporcionaria otro valor r,, < rj < db tal que «/(r) = 0, junto con u(r;) > 0. Como
vimos antes, esto no es posible, v queda demostrada nuestra afirmacién.

Finalmente, la existencia de d; y el comportamiento correspondiente de u antes de d; se
demuestra simétricamente. Con esto finaliza la demostracién del Corolario 4.1.6. O
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4.1.3 Continuidad respecto a datos iniciales y parametros.

En esta secciéon daremos una prueba del Teorema 4.1.8. Es decir, veremos que la solucién
u(r,ug,d, ) de (4.3) es continua respecto a (ug,d, \) con valores en C'1[0,8]. Para ello estudia-
remos de nuevo el problema (4.15).

Demostracion del Teorema 4.1.8. El primer paso consiste en probar que todas las soluciones
de (4.15) con dato inicial 0 < ug < e estdn definidas en un intervalo comun [0, 8], donde 6§
no depende de d > 0 (con lo que se concluird la demostracién del Teorema 4.1.4) ni de A en
intervalos acotados.

Sea A C R un intervalo acotado, y llamemos

= supy ¥(A)

= infp y(A)

(u) = infp r(A, u)
(1) = supp r(A, u) .

il =

Claramente, R, R son funciones continuas tales que R(0) = R(0) =0, y v > 0. Ademés, como

(ky + B(u)lul* " < g—z(% u) < (k5 + R(u))[ul* (4.32)

para A € Ay u € R, se tiene, definiendo

g = | "(h7 + RB(s))|st1 ds

que g1, g2 son funciones C' que cumplen
g2(u) < ghu) < gi(w), A€M ucR.

Como ademads, g1, go estan en las hipétesis del Teorema 4.1.4, podemos concluir que los proble-
mas

—(p(u))" = —g1(u)
u(0)=-¢, v'(0) =0,

—(TN_lgpp(ul))/ — —TN_lgg(u)
w(0) =0, ¥/(0)=0,

tienen unicidad de soluciones no triviales para cada ¢ > (. Denotemos a tales soluciones por 1,
u, respectivamente, que estéan definidas en [0, 6], donde § = 6(¢).

Nétese que la condicién (4.32) implica ademds que podemos elegir e > 0 para que g(A,-) sea
creciente en [0, 2¢]. Empequeneciendo ¢ si fuera necesario, podemos suponer que 0 < u < 2¢ en
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[0,6]. Claramente, u(r) < 7(r) si 0 < r < §. Tomemos ug € [0,¢]. Entonces u y 7 forman un
par de sub y supersoluciones para la ecuacién de punto fijo

oy ( I (2 jj)N_lgu,u(p» dp> ds (4.33)

u(r) = ug + /
0
y por tanto (4.33) tiene una solucién v en [0, 6], que satisface u(r) < v(r) < @(r). Debido
a la unicidad local v(r) = u(r,ug,d,\) en un intervalo de la forma [0, §1] para algin §; > 0.
Esta igualdad es, sin embargo, cierta en [0,8]. En efecto, sea 6y = sup{r; > 0 : v(r) =
w(r,ug,d, A), 0 <r <ri}y supongamos que 6y < §. Entonces u(r, ug,d, A) es solucién de

~((r+ DY plal)) =~ + DV g0 )
u(bp) = v(bg), u'(60) = v'(6p)-

Si v'(60) # 0 concluimos, como consecuencia de la teoria estdndar de ecuaciones diferenciales,
que u(r, ug, d, \) = v(r) para r > 6y, préximo a 8y, que contradice la maximalidad de &p. Si, por
otro lado, v'(8p) = 0, nétese que v(ég) > u(dp) > 0y, por el Teorema 4.1.4, (4.34) admite de
nuevo una unica solucién a la derecha de g, contradiciendo la eleccién de 8y. Por tanto, 6g = 6

(4.34)

y queda probada la afirmacién.

Hemos visto que u(r) < u(r,up,d,\) < @(r) para todo 0 < r <6, 0<wuy<e, d>0y
A € A. Esto, junto con la expresién para u en (4.33) nos ayuda a conseguir cotas uniformes
para u(-, up,d, \) y su derivada u/(-, ug, d, \). Por tanto, en base al teorema de Ascoli-Arzeld, el
conjunto

{u(- ug,d,A): 0<wupg<e, d>0, A€ A},

es precompacto en C[0, §].

Sean {ugn} C [0,¢], {dn} C [0,400) v {An} C A sucesiones tales que ug, — g, d, — do v
An — Ao, no estando excluido el caso dyp = +00. Vamos a probar que wu, := u(-, uon, dn, An) —
u(+, ug, do, Ao) en C1[0,6]. Tomemos una subsucesion uy,, tal que u,, — @ en C[0,6]. Puesto
que

p+ dp, \ VT p+do\ N1 )
(257 ) gOmeumlo) = (2] g0 ile))
Nk

para cada p en [0,s], 0 < s < §, el teorema de la convergencia dominada implica

S(pAdn VT S (p+dg\N! )
L) gOmeum o) dp— [ (2250) T g ilo)) dp
gk

para cada s € [0,6]. Entonces

' ’ p+dnk>N1 / /5<p+d0>N1 i
/ —k A in, ) dp | d / —_— Ao, 1) dp | d
/0 Pp </0 <S+dnk 9 Anys tny) dp | ds — 0 Pp o \Us+do g(Xo, @) dp | ds

v esto conlleva que 7 es solucién de

r s N—-1
a(r) = ug —1—/0 o </0 <%§g> g(No, u(p)) dp) ds .
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Por tanto, u(r) = u(r,ug,do, Ao) en [0,6]. Siendo la subsucesién arbitraria, tenemos u, —
u(+, ug, do, Ao) en C|0, 6]. Pero entonces la ecuacién de punto fijo que verifica u, nos proporciona

() = oy ( () g0 ) dp> ,

de donde se concluye que u), — /(- ug, do, Ag) en C[0, 6].
Para finalizar, nétese que en el caso d,, — dp = +0o0, llegamos a que 4 es solucién de

a(r) = uo +/0T Py </059(Ao,ﬁ(p)) dp) ds,

coincidiendo por tanto con la tnica solucién del problema unidimensional N =1 en (4.15). O

4.1.4 Diferenciabilidad respecto a d

Lo que haremos a continuacién es probar que la solucién u(r, ug,d, A) de (4.15) es diferenciable
respecto a d para d > (. Consideraremos solamente el caso singular ug = 0, pues su dificultad
excede largamente la del caso no singular, que no siendo inmediato, es sin embargo mas sencillo.
Para probar diferenciabilidad de la solucién no trivial u(r,0,d,\) de (4.15) respecto a d,
comentaremos algunas propiedades preliminares. Antes que nada, si derivamos la ecuacion

(4.15) respecto a d y denotamos por v a la funcién du/dd(r,0,d, \), obtenemos
—((r+ N PRy = e+ )V (2O, w)e + Rl ()

T = o) =0 (435

Denotaremos, para simplificar,

hr) = S e )
() = %%(A,U(T)) .

Nétese que h(r) ~ d2( )(Ola)p LreREl iy 2(r) ~ ]ﬁV()\)k‘C’fflrf’“(k—l) cuando r — O+.
Ademds, como consecuencia del Lema 4.1.167 podemos asegurar que para cada ¢ > (0 existe
6 > 0 tal que

k—1
g 2(WRCY
ra(k—1) — p—1
rla=1)(p—2) - 1
|/ (r)[P=2 — (Cra)p=?
si 0 < r <6, independientemente de d > dy, para un dg > 0 fijo, e independientemente de A en
intervalos acotados.

+e (4.36)
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Por otro lado, debemos precisar un subespacio conveniente de C[0, 6] a donde pertenezcan
los cocientes incrementales

uw(-,0,d + h,\) —u(-,0,d, \)

opu := A )

(4.37)

v donde deban converger hacia % cuando h — 04. Claramente, Jpu € &s, siendo Es el espacio

definido por (4.24), con la norma (4.25).
Nuestro objetivo mds inmediato es probar que (4.35) tiene una solucién tnica en &s.

Lema 4.1.17 Para cada dyg > 0 y A C R intervalo acotado, existe 6 > 0 tal que el problema
(4.35) tiene una unica solucion vg en Es para d > dy, XA € A.

Demostracion. Nuestra intencién es probar que el operador

1o = [ s | (5 Z)Nl (h(p) + ()0 () dp ds

es contractivo en &. Pero primero, debemos comprobar que 7 estd bien definido. De hecho, si
v € Es:

T 1 S
Tv(r)] S/O W/o (Ih(p)| + [z(P)llv(p)]) dp ds <

roo1 s y(AECE!
D ok 1 ak dp ds =
/0 |/ (s)[P—2 /0 < p+ <—p — +e | p* ol | dp ds

(p =)D+ (Y(WECT ' +e(p—D)|v]| 7 s+
(p—1)(ak +1) o |u/(s)[P2
(p—1)D+ (y(WECT ' +e(p— 1)|v] ( 1
(p—1)(ak+1) (Cra)p—2

donde D := supg.,<sh(r)/r**. Por tanto, | Tv| < 400, y Tv € &. Demostrar que T es
contractivo es ahora més sencillo que en el §4.1.2. De hecho, si v,w € &, entonces

ds <

1
— +5> re,
«

Tol) = Twir)| < [ sy [ 0l1o(0) = w(o)] dp ds <

r 1 s 'y(/\)ka_l
| o, ( e ) ol = wl dp ds <

)\ k k*l _ 1 r ak+1
’7( ) C’1 +5(p) )HU—U)”/ ds <
0

(p—1)(ak +1 u'(s)fP=2

LyWECF 4 e(p—1) 1 N
a  (p —11)(ak 1) ((C’la)PQ + 5) o= wlr
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y se concluye, como en los casos anteriores, que 7 es Lipschitz, con una constante que, cuando
e =0sereduce a k/(p—1) < 1. Por tanto, tomando ¢ (y por tanto 6) pequeno, 7 es contractivo
en &, independientemente de d > dy, A € A, v el teorema de Banach finaliza la demostracion.
]

Ahora procederemos a obtener estimaciones de los cocientes incrementales dpu dados por
(4.37). Para simplificar, denotemos uqg = u(-,0,d, A). Resulta que las estimaciones Gptimas
involucran a la norma || - ||.

Lema 4.1.18 Sean dg > 0, y A C R un intervalo acotado. FEzxiste M = M(dy, A) tal que
|Onul| < M para cada d > do, N € A y 0 < |h| < hg, con hg > 0 suficientemente pequeno.

Demostracion. Restando las ecuaciones de punto fijo que verifican wugyp v ugq, v aplicando el
teorema del valor medio:

Ugn(r) — ua(r) =

p+d
s+d

) o0 mnton — (

— [laer=2 [

siendo &;,(s) una funcién intermedia entre las dos integrales respecto a p. Podemos aplicar de
nuevo el teorema del valor medio a la expresién en la ultima integral:

<p+d+h

N-1
m ) 90\7 Ud(P))} dp ds

p+d
s+d

<p+d+h

N-1
m ) g\ ua(p)) =

) o0 mnton — (

A
9 wan(P) |\ S s+d s+d

<p . h>N_1 - <p . d>N_1] + <p i d>N_1 (9N warn(p)) — 9N ua(p))) =

9N uan(p)) (N =-1)(s —p) <p+ Ch)N_Q - <M>N—1 99

(5 +Cn)? s+ h s+ d 5, A (P) (warnp) = ua(p))

donde 7, (p) estd comprendida entre ug(p) v uqrn(p), v ¢p entre d y d+ h. Por eso, Opu verifica:

i) = = [ [ [(N—m(s"’ (2E) ™ g0 masnto

s+ )2 \s+ G

p+d\N ! dg
v (E5) Semonle)| dp ds (4.38)

Vamos a estimar ahora estas integrales. Recordemos que, para ¢ > 0, existe § > 0 tal que

W) o oive 0<r<s,

C1—e< <
;ra




78 Capitulo 4. Unicidad en dominios radiales. Problema de Cauchy

independientemente de d en [dg, +00) v de A en A. De hecho, esto estd implicito en el enunciado
del Lema 4.1.15. Por tanto, usando la desigualdad (4.26),

dg

au()\ )| < (YO k4 )nFL < (v(NE + 2)(Ch + &)1 peE=D)

si 0 < p < 4. Ademsds, el mismo argumento nos lleva a que |g(X\, ugrn(p))| < (v(A) + )(Cy +
£)Fp* i 0 < p < 6. Luego

G p—/ |s =2 | [T GOk +)(C + 5 Dloyu(p)] d

4 / B =D )+ e)(Ch + ) po dp| ds <
0 [

" € £ k—1 — c c k
— | |£<s>|”'2<(7mk LT g+ ”%&: igcﬁ ) S) ki,
(

(nétese que Opu € Es para todo h). Es el momento de estimar &(s). Puesto que ugyp — ug en

C'0, 6] cuando h — 0 (cf. Teorema 4.1.8), el limite

s p+d+h N—-1 s ,0+d N—-1
/0 <m) 9(A7Ud+h,(/0)) dﬂ—>/0 <5+d) Q(Aaud(P)) dp

es uniforme en 0 < s < § cuando h — 0. Por tanto, para h suficientemente pequeno:

0= [ (25 gt o < [ (2 o0 (o)) o <

s+d s+d+h
1o [[(E) ohuto)) dp
Por otro lado, tenemos
s/p+d\N!
L(25) otale)) dp = eyl (4.39)

y entonces |£(s)|P 2 < (1 — &)’ 2/july(s)P"2 sip > 2 (el caso 1 < p < 2 se trata de forma
similar). Disminuyendo § si fuera necesario para obtener (4.36), llegamos a

! ((«A)k FC ) (VOO £ (E e)kr> .

)l < 2= ak + 1 d2(ak + 1)

LR . Y

o (Cra)p—2
que implica, para una cierta constante B > 0:

Loy GOV + (G 1 )
-1 o ((C’la)pQ + 8) ak+1 [Onull + B.

1O ull <
p
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Como en todos los casos anteriores, el primer coeficiente del segundo miembro se reduce a
kE/(p—1) < 1 parae =0, asi que, eligiendo y fijando € pequeno, tenemos

1Ohull < Allpull + B,

donde 0 < A < 1. Esto implica la existencia de M > 0 de forma que ||0pu|| < M, independien-
temente de h. 4

En el resultado anterior, hemos obtenido una estimacién uniforme de [|Opu|, 0 < |h| < ho.
Puesto que |Opt|oo < 8%|0pu|| < %M, también tenemos una estimacién uniforme de |Opu|co

que, a la vista de (4.38), nos proporciona una estimacién uniforme para |(9pu)’|co-

Demostracion del Teorema 4.1.9. Gracias a la observacién anterior, hemos visto que toda
sucesion {0, u} con h, — 0, admite una subsucesién, denotada de nuevo por {dj, u}, que
converge a alguna v € C[0,6]. Veremos a continuacién que v debe coincidir con vy, la tnica
solucién de (4.35) en &s. Por tanto, Opu — vgq en C[0, 6].

Para ello, nétese primero que 9y, u — © en C[0, ], junto con la estimacién para |0, ul|,
implican que ¢ € &. Por otro lado, introduzcamos, en la expresién (4.38) para v, := Jp, u, las
funciones &, 1= &, M = Nh, Vv (o = Cp,,- Puesto que 1,(p) es una funcién intermedia entre
ua(p) v atn, (p), se sigue que n, — ug y 9g/0u(X, ny) — 0g/0u(X, ugq) uniformemente en [0, 6],
y por la misma razén &, — —pp(u)) uniformemente en [0,6]. Por tanto, tomando limites en

(4.38), llegamos a

1o 1 s d\N"19 X
o) =25 [ [ () GewaeDite)
o I\ N—2
HW - () g(A,ud@))] dp ds, (4.40)

va que (, — d. Ademis, podemos transformar la dltima integral respecto a p mediante una
integracién por partes, como sigue

| = 0o+ Y2900 uatp)) dp = [ ﬁ ([ + g0 ua(rar ) dp =

S P T [ Nfl S
| sy ( / (pjj) g(A,w»dT) do == | s+ D)o+, (uip)) d.

Introduciendo esta expresién en (4.40) nos da

= e (55a) (G atonio) + gmentidon] o i

Puesto que, como ya se ha dicho, © € &, se tiene que ¥ = vg, la dnica solucién de (4.35) en
Es. Por tanto, Opu — vg en C[0,6], v esto, como en los casos anteriores, usando la ecuacién de
punto fijo (4.38), nos lleva a (Opu) — v}; cuando h — 0 en C[0, 6].
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Para probar la continuidad de vy como funcién de (ug, d, A) con valores en C'1[0, §], obsérvese
que la estimacién ||Opu|| < M nos proporciona estimaciones uniformes para vg(-, ug,d, \) con
(uo,d, ) € [0,¢] x [do, +00) x A. Usando la ecuacién de punto fijo vg = 7T (vq) llegamos a que
{vq(-, up,d, \)} es equicontinuo y por tanto precompacto en C[0,5]. El mismo argumento que
en la demostracién del Teorema 4.1.8 nos da la continuidad de vg en (ug,d, A). Lo que es més
importante, el valor limite de 7 cuando d — +o00 nos conduce al operador

_ _ 1 T 1 s ag
= p—1 /0 |u’(5)|P72 /0 ou (A, ulp))v(p) dp ds,

donde u es la tnica solucién (no trivial si ug = 0) de (4.12). El tinico punto fijo de 7 en & es
v = 0. Por tanto, v4(-, 19, d, A) — 0 en C'[0, §] cuando d — +o0, y esto finaliza la demostracién
del Teorema 4.1.9. O

4.2 Unicidad con homogeneizaciéon simple

En esta seccién estudiaremos las soluciones radiales positivas del problema de contorno (4.1)

—Apu=Af(A\,u) en D

u=0 en 0D, (4.41)

donde D es un dominio acotado radialmente simétrico de RN, N > 2, es decir, una bola B =
{z :|z| < R} oun anillo A = {z : 0 < a < |z|] < R}, y A — +oo. Supondremos que f
es sublineal en el sentido de que tiene un cero positivo g de orden & € R. Por eso, vamos
a restringirnos al estudio de soluciones radiales positivas que cumplen u(z) < ug, descartando
otras posibles soluciones que excedan iy en algin punto. Especificamente, examinaremos en
detalle las familias de soluciones radiales positivas {ux}a>», de (4.1) que cumplen supp uy < o,
tales que

lim  wuy(z) = g, (4.42)

A—+00

uniformemente sobre compactos de D (cf. Capitulo 2). Para referencia futura, cualquier familia
{ur}r>», que cumpla (4.42) serd llamada homogeneizante. A continuacién vamos a probar (cf.
Teoremas 4.2.4 y 4.2.7) que existe una tnica familia con estas caracteristicas, suponiendo que f
satisface hipdtesis bastante naturales.

4.2.1 Resultados preliminares

Antes de seguir adelante, necesitamos establecer algunas propiedades preliminares sobre las
soluciones radiales de (4.1). Supondremos en lo que sigue que f verifica las hipétesis (H2);,
i=1,2,3 del §4.1.

En primer lugar, si u es una solucién débil de (4.1) que verifica 0 < u(x) < g en D, el
Teorema A.3 del Apéndice A implica que u € C1%(Q) para algin 0 < § < 1. Si ademds u es
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radialmente simétrica y ponemos u(x) = u(r), se obtiene como en el §2.1.3 que u y V"1, (u')

son C' en 0 < r < R, si D = B, mientras que u, ¢,(u’) son C'[a, R] en el caso D = A. En
bolas, v = u(r) es una solucién clasica del problema

—(TN’1¢p(u’))’ =MV ), O0<r<R

W'(0) = u(R) =0, (4.43)

mientras en anillos u cumple la misma ecuacién en ¢ < r < R vy condiciones de contorno
u(a) = u(R) = 0.

En segundo lugar, cualquier solucién radial positiva de (4.1) en bolas B verifica ug :=
u(0) = suppu = supg<,<; u(r). Ademds, u(r) es decreciente en 0 < r < R. De hecho,
estas dos afirmaciones son consecuencias del hecho de que H A u, v’y = WP+ p'AF (A u),
F(\u) =[5 f(X s)ds, es decreciente en r (cf. (4.14)). Por tanto, las soluciones radiales
positivas © de (4.1) se pueden parametrizar por su maximo ugp mediante el problema de valor
inicial

— (N1, (u)) = M NTLF(A ), 0<r<R

u(0) = ug, u'(0) =0, (4.44)

Si D esun anillo Ay u = u(r) es una solucién de (4.1) con 0 < u(r) < @ig en a < r < Ry méximo
ug = sup4 u, se tiene que ug = u(rg) para algiin a < ro < R, que en principio es desconocido.
Sin embargo, razonando como antes en rg < r < R e invirtiendo r en a < r < rg, se llega de
nuevo a que u es decreciente (respectivamente, creciente) en rg < r < R (resp. a < r < rg). Por
la misma razén, (4.46) sigue siendo vélida, y w = u(r) es solucién de

—(rNlop(u)) = N (A u), a<r<R

u(ro) = ug, u'(rg) =0. (4.45)

Asimismo, el comportamiento de H (A, u, ') también implica F'(A,u) < F(A ug) en 0 < u < ug.

Puesto que tenemos en mente (4.42), ug = ug(A) — g cuando A — 400, v entonces F(u) <

F(up) si 0 < u < g, siendo F' el limite uniforme de F(X,:) cuando A — 4o00. De hecho,
pediremos la condicién mas fuerte

F(u) < F(uo) para todo 0 < u < . (4.46)

En efecto, si f no depende de A y N > 2, los resultados en el §1.4 implican que la condicién
(4.46) es necesaria para tener una familia que cumpla (4.42).

En base a las anteriores observaciones, es razonable pedir, ademds de las hipétesis (H2)q,
(H2)2 y (H2)3, la siguiente condicién de energia (cf. (H3) en el Capitulo 1):

(H3) f(\,-)es Cl enRy F(u) = [ f(s) ds satisface la desigualdad (4.46).

Observaciones 4.2.1 a) Ha sido demostrado en el Capitulo 1 (cf. §1.3.5) que en el caso
unidimensional N = 1 de (4.1) la condicién F(u) < F(up) en 0 < u < 1 permite la existencia
de infinitas familias homogeneizantes {uy}, en contraste con nuestro resultado de unicidad,
Teorema 4.2.5.
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b) Por otro lado, para N = 1, la sola condicién (4.46) es suficiente para asegurar la existencia
de una 1nica familia cumpliendo (4.42). Sin embargo, como consecuencia del Corolario 4.2.13,
esto no es cierto si N > 2.

4.2.2 El problema en bolas

Nuestro préximo objetivo serd estudiar las familias homogeneizantes de (4.1) cuando D es una
bola de RY. El primer resultado asegura que todas las soluciones radiales positivas que pertenez-
can a una familia homogeneizante {uy} desarrollan un nicleo muerto Oy = {z : wuy(z) = o},
para A suficientemente grande.

Lema 4.2.2 Supongamos que f satisface las hipdtesis (H2) y (H3). Sea {ur} una familia
homogeneizante de soluciones radiales positivas de (4.1) en B. Entonces existe Ao > 0 tal que
el conjunto {x : ux(x) = ug} es no vacio para todo X\ > Ag.

Demostracién. En primer lugar, nétese que, si hacemos w(r) = u(A~1/Pr), (4.44) se puede

escribir como Nt Nt
—(r" T p(w)) =M (A w)

w(0) = ug, w'(0) = 0. (4.47)

Por tanto, w(AYPR) =0 si u = u(r) es una solucién radial de (4.1).
Supongamos que la conclusién del lema no es cierta. Podemos, pues, encontrar una sucesién
An — Foo tal que, llamando ug, = supg uy,,, se tenga

ugn, < g para todo n .

Entonces wy(r) = uAn()\;l/prn) es solucién de (4.47) con ug = ug,, vy ademds wy(r) > 0 si

0<7r<MPR, wa(\/PR) = 0.
Nétese que de la hipétesis de homogeneizacién (4.42) se tiene, para ro > 0, € > 0 dados,

g —e <wp(r)y<uyg en0<r<rg,

suponiendo que n > ng = ng(rg,e). Por otro lado, el Teorema 4.1.8 (véanse también las
Observaciones 4.1.10) nos garantiza que w, — w en C'[0, ] para un cierto § > 0, donde w es la
tnica solucién no trivial de

Puesto que w(8) < ug, podemos elegir ¢ > 0 de forma que w,(6) < up — 2¢ para n grande, que
estd en clara contradiccién con (4.42). Esto demuestra el lema. O

Para poder enunciar nuestro préximo resultado, introduzcamos alguna notacién. Sea u una
solucién radial positiva de (4.1) con un nicleo muerto O. Puesto que u es decreciente en |z|, se
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tiene que @ = Bg,(0), para cierto Ry > 0. Esto implica que la solucién w(r) = w(A~/Pr) de
(447yen 0 <r < A/PR satisface w = g sir <d v 0 < w < g en d < r < A'/PR, d dado por
d = A/PRy. Por tanto, v(r) = w(r + d) define, en el intervalo [0, \"/PR — d] una solucién no
trivial del problema (4.3) en el §4.1, con ug = 1ug, es decir,

—((r + )" lpp(0)) = (r + V(A 0)

w(0) = g, '(0) (4.48)

El siguiente resultado nos da una primera informacién sobre el comportamiento de d = d()\) en
una familia homogeneizante {uy} de (4.1).

Lema 4.2.3 Sea {ux} una famila de soluciones radiales positivas de (4.1) verificando (4.42).
Entonces d(A\) — +o0o cuando A\ — +oo.

Demostracidn. Supongamos que existe una sucesién A\, — +oo tal que d,, := d(\,) estd acotada.
Pasando a una subsucesién si fuera necesario, tenemos que d,, — do > 0. Poniendo v, (r) =

71,)\77,(/\;1/])(7“ +dp)), el Teorema 4.1.8 implica que v, — ¥ en C1[0, §] para cierto § > 0, siendo ¥
la tnica solucién no trivial de

Sin embargo, v(8) < ugp, vy esto contradice la hipétesis de homogeneizacién. Por tanto, d(\) —
+00 cuando A — +o0. O

Teniendo en cuenta los lemas anteriores, resulta que el comportamiento relevante de una
solucién u perteneciente a una familia homogeneizante ocurre en el intervalo A™V/?d < r < R.
Cuando escribimos tales soluciones u como v(r) = w(A~"/P(r + d)), este comportamiento viene
determinado por las soluciones no triviales de (4.3) cuando d — 4o00. Reciprocamente, el
problema de encontrar familias homogeneizantes {uy)} se traduce al de construir soluciones no
triviales v de (4.3) tales que v(T") = 0 para algin valor positivo T' = T'(\, d), cuando A, d — +o0.
Por tanto, vamos a efectuar un analisis pormenorizado de tales soluciones.

En primer lugar, recordemos que los Teoremas 4.1.4 y 4.1.8 nos garantizan que existe una
solucién no trivial positiva de (4.3) de tal forma que v(-,d, \) converge en C''[0, 6] cuando A, d —
+00 a la tnica solucién no trivial v del problema unidimensional (cf. Teorema 3.1.5),

~(pp(v)) = f(v)
;0(0) =g, v'(0) =0. (4.49)

Debido a la hip6tesis de energia (H3) impuesta a f, podemos extender v, hasta conseguir una
solucién positiva en 0 < r < Tp, donde Tp viene dado por la integral convergente:

_ /P pig s
Ty = <pTl>1 p/o (F(uo) iiﬁ'(s))l/p ’ (4.50)
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con F(u) = [3' f(s)ds. De hecho, voo(r) > 0 en 0 < 7 < Tp, veo(Tp) = 0 y estd definida
implicitamente por la ecuacion

r= <2%1>1/P AUO (F(ip) ilSF(s))l/p.

En particular, v/ (Tp) = —(p'F(1ig))"/P. Nétese que vo, puede ser extendida incluso hasta
[0, T + ¢, donde € > 0 es suficientemente pequerio, de forma que v, <0 en 0 <r < Ty+e (cf.
Capitulo 1).

A continuacién vamos a demostrar que la solucién no trivial local v(r,d, \) de (4.3) se puede
extender al intervalo 0 < r < Ty + ¢ para ¢ pequenio v A, d suficientemente grandes. Si esto
no fuera cierto, existirian sucesiones \,, d, — 400 v 6 < r, < Ty + ¢ tales que v}, (r,) = 0
(vn = v(+,dn, A\n)). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que r,, — rg. Definamos

N U,,-,,(T), 0<r<m

Un(rn), 1 <r <Ty+e.
El teorema de Ascoli-Arzeld nos garantiza entonces que {o,} es precompacto en C[0,Tp + ].
Por tanto, podemos tomar una subsucesién o, de forma que o, — 9 en C[0, Ty + ¢]. Por eso

o)== [“o ([ 70000 dp) ds.

para todo 0 < r < rg, v esto implica que 0 = vy en [0,79). Sin embargo, esto estd en
contradiccién con el hecho de que o'(rg) = vl (r9) < 0. Por ello, la solucién no trivial v(-,d, \)
de (4.3) se puede extender al intervalo 0 < r < Tj + ¢ para A y d grandes.

Ademés, como v(-,d, \) — vo en C1[0, Ty + €] cuando A, d — 400 se tiene v/(-,d, \) < 0 en
0 <r <Ty+e, junto con v(Tp +¢,d,\) < 0 para A y d grandes. Esto nos lleva a obtener la
existencia de un tnico T'= T'(d, \) tal que v(r,d,A) >0si 0 <r < Ty v(T,d,\) =0, cuando A
y d son suficientemente grandes. Ademds, T(d,\) — Tp cuando A, d — +o0.

tenemos

En el préximo resultado obtendremos una propiedad fundamental de la aplicaciéon T =

T(d,\).

Lema 4.2.4 Existen dg, Ao > 0 tales que la funcion T : (dy, +00) x (A9, +00) — R es derivable
respecto a d. Ademds, limy 4. yo0 Tj(d, ) = 0.

Demostracion. Puesto que v'(-,d, ) < 0y v, < 0en (0,Ty + ] para A y d grandes, la familia
{v(-,d,\)} cae dentro del régimen de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias
para la ecuacién (4.3) en cualquier intervalo de la forma § < r < Ty + ¢ para § > 0 tan pequeno
como se quiera. Por otro lado, v(+,d, \) es derivable respecto a d en un intervalo fijo de la forma
0 <r < 6 (Teorema 4.1.9). Por tanto, la unicidad estdndar en ecuaciones diferenciales ordinarias
implica que v(-,d, \) es derivable respecto a d con valores en C''[0, Ty + ] para A y d grandes.
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La discusién que precede al lema implica que ¢'(T,d,A) < 0 para A y d grandes y T cerca
de Ty. Por eso, podemos aplicar el teorema de las funciones implicitas para resolver en 1T la
ecuacién

o(T,d,\) =0 (4.51)
para A y d grandes en un entorno de 7' = T concluyendo que T'= T'(d, \) es la tinica solucidn,
por tanto derivable respecto a d. Ademads, derivando con respecto a d en (4.51) obtenemos
Ud(T(dv )‘)7 d7 >‘)

V(T(d,\),d, \)’

Ty(d,\) = —

donde v4 denota a la derivada respecto a d. Como del Teorema 4.1.9 — propiamente enunciado
— se tiene vg(-,d, \) — 0 en C[0,Tp + €] cuando A, d — +oo, resulta que T)(d, \) — 0 cuando
A, d — 4o0. O

Podemos ya establecer un teorema de existencia y unicidad de familias homogeneizantes para
el problema (4.1).

Teorema 4.2.5 Supongamos que f verifica las hipétesis (H2) y (H3). Entonces el problema
(4.1)
—Apu=Af(A\u) en B
u=20 en 0B

donde B es una bola de RN, admite una <inica familia de soluciones radiales positivas {uy}
verificando 0 < uy < ug y

li Ax) =1
Airfoo“*(T) o

uniformemente en compactos de B. Ademds, todas las soluciones wy desarrollan un nicleo
muerto Oy = {x: ux(x) =g} para X suficientemente grande.

La misma herramienta desarrollada para demostrar el Teorema 4.2.5 nos conduce también
a conseguir estimaciones exactas de los niicleos muertos y de la capa limite (compdrese con los
Capitulos 2 y 3).

Teorema 4.2.6 Supongamos que f verifica las hipdtesis (H2) y (H3). Entonces, la unica familia
homogeneizante {uy} del problema (4.1) dada en el teorema previo satisface, si Oy = {x :
ux(x) = up}, la siguiente estimacion:

—1\Y/pr puo ds
lim AYPdist B) = <p—> / = = : 4.52
Jim A7dist (05, 0B) " o (Flao) = F(s)77 (4.52)

Asimismo, se da la siguiente estimacion exacta de la capa limite cerca de OB:

Jim ATVP(R) = — (o F o)) 7 (4.53)

donde F(ug) = [J° f(s) ds.
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Demostracion de los Teoremas 4.2.5 y 4.2.6. Sin pérdida de generalidad, supondremos que el
radio de la bola es R = 1. De hecho, el cambio de escala y = R~z reduce (4.1) a un problema
en la bola unidad, donde RPX sustituye a A\. Ninguna de las estimaciones (4.52) o (4.53) resulta
afectada por este cambio.

Por otro lado, cualquier solucién radial positiva u) que pertenezca a una familia homo-
geneizante debe desarrollar un nicleo muerto {uy(x) = dp} = {x : |#| < A~YPd}, donde
d = d(\) (cf. Lemma 4.2.2). Por eso,

ur(r) = o(\YPr —d,d, \),

siendo v(-,d, A) la 1dnica solucién no trivial de (4.3) que, definida en 0 < r < T(d, ), cumple
v(T(d,A),d,\) = 0 (X y d suficientemente grandes). Este es el caso si A — 400 en virtud del
Lema 4.2.3.

Por tanto, el problema de encontrar familias homogeneizantes {uy} de (4.1) se reduce al de
resolver la ecuacién en d:

T(d, \) +d = X'/, (4.54)

cuando A — +o00. Puesto que el Lema 4.2.4 nos garantiza que limy 4.4 Tj(d, X) = 0, (4.54) nos
proporciona d como funcién de A\, d = d(A) para A > A* (A* un ntimero positivo suficientemente
grande). En particular, la unicidad de soluciones de (4.54) para A > A* implica la de la familia
homogeneizante asi construida. Para obtener {uy} es suficiente con definir

ur(r) =4 0 0 <r < A~UPd(N)
M v — d(), d(N), N) AYPd(N) <r < 1.

Con esto queda demostrado el Teorema 4.2.5. En cuanto a la estimacién (4.52) nétese que la
ecuacién (4.54) nos lleva a
AVPdist (05, 0B) = T(d(\), \),

y por tanto (4.52) es consecuencia de que limy 410 7'(d, ) = Tp, donde Ty viene dado por
(4.50).

Para finalizar, vamos a probar (4.53). Llamemos r(\) = A~'/Pd(\). Si multiplicamos la
ecuacion en (4.43) por )\ (r) e integramos en el intervalo [r(\), 7] obtenemos la siguiente “iden-
tidad de energia”:

r

£ ; Ll (r) + (N - 1)/ Mds = ME(\, i) — F(A, ux(r))). (4.55)

r(A)

Esto implica en particular que el término |u)(r)[P?/X estd acotado en 0 < r < 1 por C :=
F (A, s)| cuando A — 4o00. Por eso,

p
2577 SUPg<s<iip A> A"

L P, C
- ls < — —
- /T(A) s < oy ()) = 0
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cuando A — 4o00. Por tanto, basta con hacer r =1y A — 400 en (4.55) para obtener

R (N I
| —— =9’ F(u
)\—1>r-|r—100 p (710),

que es la estimacién deseada. O

Observaciones 4.2.7 a) Si el orden k del cero ug de f en (H2) verifica la desigualdad contraria
k Z b= 17

todavia se puede demostrar la existencia de una familia homogeneizante {u)} de soluciones
radiales positivas de (4.1) (de hecho, también se verd en el Capitulo 5 que dicha familia es
tnica). Sin embargo, en este caso no es posible la aparicién de nicleos muertos, aunque todavia
sigue desarrollandose una capa limite cerca de 9B, que también viene estimada por (4.53).

b) Nétese que, como uy(r) = v(A/Pr — d), con v solucién del problema (4.3), el Teorema 4.1.4
implica que

—r
71,,)\(7‘) ~ C (7‘ _ A*l/pd> p—k—1 cuando r — Afl/pd +.
Es decir, la relacién

p<2(k+1)

resulta ser una condicién necesaria y suficiente para que u) € CQ(B).

4.2.3 El problema en anillos

Veremos a continuacion que los Teoremas 4.2.5 v 4.2.6 son también vélidos cuando el dominio
D es un anillo A. La diferencia maés significativa con el caso de la bola es que la condicién
sup 4 uy — g cuando A — 400 (junto con (H3)) resulta ser suficiente para la unicidad. No es
éste el caso en la bola, como se verd en el §4.2.4 (Corolario 4.2.13).

Teorema 4.2.8 Supongamos que f satisface (H2) y (H3). Entonces, existe una uinica familia
de soluciones radiales positivas {ux} de (4.1) en A= {zx:a < |z| < R} que satisface

li = uy. 4.
A_l}rfoosgpuA uo (4.56)

Teorema 4.2.9 Supongamos que f satisface (H2) y (H3). Si {ux} denota a la dnica familia
de soluciones radiales positivas de (4.1) dada en el teorema previo y denotamos por Oy := {x €
A uy = tg}, tenemos la siguientes estimaciones exactas:

Jim AVPdist ({|z] = a},0)) = Jim AVPdist ({|z| = R}, 0,) = Ty, (4.57)
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donde,
- <p—1>1/7’ o ds
RN /o (F(ag) — F(s))'/7
Ademas,
du du _
: 18NN —1/p YA — (o F(ua))1/P
g NG = = g S TGRE) = (/P ) (4.58)

siendo F(ug) = [3° f(s) ds.

Demostracion del Teorema 4.2.8. Como en el caso en que D es una bola, empezaremos probando
que todas las soluciones uy en la familia desarrollan un nicleo muerto Oy = {z : ux(z) = g}
cuando A es suficientemente grande. De hecho, supongamos, como en la demostracién del Lema
4.2.2, que podemos encontrar una sucesiéon A, — —+oo tal que g, = wuy, (rn) = supyuy,,
a < r, < R cumple ug, < tg para todo n.

Definiendo v, (r) = uAny(Aﬁl/p(r + 7)), donde 7, = )\n/prn, 0<7r<pn pn:= )wl/pR — Ty
resulta que v, es la solucién de

—((r + )N teop( ’) (7‘+7" (A )

0(0) = ign v'(0) = (4.59)

Como )\n/ Pa < 1, < )\,17/ P R, entonces 7, — +o0o. Razonando como en el §4.2.2, podemos

prolongar v, para n grande, al intervalo [0,7p + €], € > 0 pequeno y Ty dado por (4.50). Asi,
Un — Voo en C10, T + €], siendo v, la tinica solucién no trivial de (4.49), definida en [0, Tp + ¢].

Obsérvese que podemos elegir ¢ de forma que vy > 0 si r < Ty, mientras vy < 0 si
Ty < r <Tp+e. De aqui se concluye que liminf p, > Ty v simétricamente lim sup p, < Ty. Por
eso, pn — 1o, es decir, r, = R — Aﬁl/ppn — R.

Argumentando de manera simétrica, podemos prolongar v,,, para n convenientemente grande,
al intervalo —Tp — & < r < 0 cumpliéndose v, = v, (1) — Voo (—7) en C[0, Ty + ¢]. Nétese que
ahora v, es positiva en p;, < r <0, con p, = —Fp — )\717,/]), v vn(p;,) = 0. Esto nos lleva a
lim p,, = —Tp, concluyéndose que r, — a, que es ciertamente imposible. Resumiendo, toda
solucién u) debe desarrollar un nicleo muerto

Orx={z:uy=u}={r:a<r(N) <|z| <rsA) < R},

para A suficientemente grande.

Llamando d;(\) = AY/Pry()\), i = 1,2, se tiene de forma inmediata, en contraste con el Lema
4.2.3, que d; — 400 cuando A — +o0. En particular uy < g sir > A~ 1/Pdy()\) (respectivamente
r < A='/Pdy(\)). Por tanto, reducimos el problema de construir la familia {uy} al de encontrar
los valores de d; como funciones de A. De hecho, una vez que consigamos esto, ) vendra definida
como

u=(AVPr di(N)—, \) A/Pa < AVPr < dy(N)
ux(r) = { o di(A) <7 < da(A) (4.60)
w™ (AVPr dy( M)+, A) do(XN) < \V/Pr < A\V/PR
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donde hemos usado la terminologia del Corolario 4.1.6.
Finalmente, la existencia de dy se obtiene al resolver, para A\ — +o00, la ecuacién

dy 4+ T(dy, \) = \/PR,

donde T es el primer cero positivo de v(-,da, \), v v(-,d2, A) la tnica solucién no trivial de (4.3)
con d = dy. En cuanto a dj, nétese que (4.3) tiene una unica solucién no trivial v(-, d, X) definida
en r < 0y que satisface v(-,d, \) < ug (cf. Corolario 4.1.6). Un andlisis semejante al del §4.2.2
nos muestra que v(-,d, ) tiene, para A y d grandes, un primer cero negativo T = T(d, A), tal
que Tc’l(d, A) — 0 cuando A\, d — +o0. Por eso, d; viene caracterizado por ser la dnica solucién
de

dy +T(d1,\) = \Pa,

cuando A — +o00. Esto concluye la demostracién del Teorema 4.2.8. O

La demostracién de las estimaciones (4.57) y (4.58) (Teorema 4.2.8) es exactamente igual
que la de (4.52) y (4.53), y por eso se omite.

4.2.4 Necesidad de la hipotesis de homogeneizacion en §4.2.2

En esta seccién vamos a ver cémo la hipdtesis de homogeneizacién (4.42) resulta imprescindible
para los resultados de unicidad de soluciones radiales positivas del problema

—Apu=Af(u) en B (4.61)
u=0 en 0B,
donde B es una bola en RY (Teorema 4.2.5). Construiremos una funcién f que cumple las
hipétesis (H2) y (H3), junto con una familia de soluciones radiales positivas {vy} de (4.61) para
las que se tiene

)\11}51_100 mMax vy = 1 (4.62)
pero no hay homogeneizacion. Esto implica que, ademas de la solucién uy obtenida en el Teorema
4.2.5 (véanse las Observaciones 4.2.14), existe otra solucién positiva vy # u) con sup vy = g
para A grande.

El siguiente contraejemplo se basa en estudiar el espacio de fases radial asociado a (4.61)
para lograr una conexién en tiempo finito entre @y y otro cero uy < g de f. Pensamos que la
construccion de tal conexion tiene interés en si misma.

A tal efecto, construimos una familia de funciones f; de la siguiente forma: fijamos los dos
ceros 0 < uy < ug, vy definimos f de forma que v = wup, u = wu; safisfagan las hipétesis (H2).
Ahora consideraremos el pardmetro u1 < 7 < @g, que hard las veces de cero intermedio. Para
T = uy, tomamos fr > 0 en [0,up]. A medida que 7 crece, f; serd positiva en [0, u1), negativa
en (uy,7) y positiva en (7, @), hasta llegar a un valor de 7 = 77 en el que Fr(u;) = Fr(7g). La
no linealidad resultante la denotaremos por f.
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En virtud del Teorema 4.1.4, el problema de valor inicial

—((r+d)N’1g0p(71,’))’ (r+d)N=1f(u)

w(0) = 11, 1'(0) (4.63)

0
tiene para cada dg > 0 y u1 < 7 < 71, una unica solucién no trivial, que serd denotada por ur,
en un intervalo de la forma [0, 6], donde 6 no depende de 7. Como hemos visto en el §4.2.2,
tal solucién se puede prolongar de forma 1tinica siempre que v’ < 0. Veamos una propiedad
importante de ..

o

a) b) 9]
Fig. 4.3. Variacion de fr y Fr respecto al pardmetro 7: a) T=1u1, b)) 0< 7 <7 yc)7T="11.

Lema 4.2.10 Para 7 = wuy, existe T = T(uy) > 0 tal que v/ < 0 en [0,T], v > 0 en [0,T) y
w(T) =0.

Demostracion. Puesto que f,,, > 0 en (u1,up), se tiene que u = w,, cumple

T(/H-do

N-1
r+d0) fur (u(p))dp <0, (4.64)

e =~ |

0
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en [0, 8]. Por tanto, podemos prolongar u a [0, +00), teniéndose siempre (4.64) (ya que f,,, > 0).
Supongamos que u(r) > 0 para todo r. Esto implica que lim,_ 400 u(r) =1 > 0, lim, 4 oo v/ (1) =
0. Necesariamente f(I) =0, es decir, I = u1. Veamos que esto no es posible.

En efecto, sea d > 0. Entonces v4(r) = u(r + d) es solucién del problema

—((r + )" Tpp(v)) = (r + )V f ()
0(0) = u(d), v'(0) = u'(d).

En virtud del Teorema 4.1.8, vg — vo en C1[0, 6] cuando d — +oo, para un § > 0, donde vy, €s
la solucién no trivial de
—p(v) = f(v)

v(0) =1, '(0)=0.

Por eso, debe obtenerse que u(6 + d) = vg(6) < uy — ¢ si d es suficientemente grande, lo que
contradice que limy_, 4o () = u1. Esto finaliza la demostracién. O

Teorema 4.2.11 Sea f,, u1 <7 <711 como antes. Existen 7%, u1 < 7 <1 yT™ > 0 tales que
para la solucion u = ur+ de (4.63) se tiene u(T*) = uy y u'(T*) = 0.

Demostracion. Consideremos el conjunto
A={r€fu,n]: IT=T(1) >0, v, <0en [0,T], u>O0en [0,T), u(T)=0}.

Por la continuidad de las soluciones respecto a 7 (Teorema 4.1.8) y el Lema 4.2.10, se tiene que
[u1,u1 + €] C A para € > 0 convenientemente pequeno. Sea 7% = sup .A.

Llamemos u = u,+. Supongamos que «’ < 0 en [0, +00). Veamos que en tal caso debe existir
un 7' > 0 tal que u(T) = 0. En caso contrario, deberia ser v > 0 en [0, +00). Esto implicaria,
como en el Lema 4.2.10, que lim, . u(r) = wuy, lim, v/ (r) = 0, que ya vimos que es
imposible. Por ello, u(T) = 0 para algin T, vy como «' < 0 en [0,T], por dependencia continua
(Teorema 4.1.8), se debe tener que u.. < 0 en [0,T +¢], para ¢ > 0 pequeno y u,(T(7)) = 0 para
algin T(7) < T +e,si 7> 7% 7~ 7% Esto contradice la eleccién de 7*.

La discusién anterior prueba la existencia de T* > 0 tal que «/(T*) = 0. Claramente,
u(T*) < 7*. Supongamos que u; < u(T*). Entonces, puesto que f(u(T*)) <0, v’ > 0sir > T,
r ~ T* (Teorema 4.1.1). Por dependencia continua, u. > 0sir >T* r~T*y 7 < 7% 7~ 7%
Esto contradice de nuevo la definicién de 7%, y el teorema queda demostrado. O

Podemos construir ya una f adecuada, junto con una familia de soluciones radiales positivas
de (4.61) cumpliendo (4.62), pero no (4.42).

Teorema 4.2.12 FEziste f = f(u) cumpliendo las hipdtesis (H2) y (HS3), de forma que el pro-
blema (4.61) admite una familia de soluciones radiales positivas {vy\} con

Iim maxwvy = g
A—+oco0 B

que no tiene la propiedad de ser homogeneizante.
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Corolario 4.2.13 Para la f dada en el teorema anterior, existen al menos dos soluciones ra-
diales positivas de (4.61) para \ grande.

Fig. 4.4. Las soluciones uy y vy del problema (4.61) con f = fr«.

Observacion 4.2.14 Un anélisis cuidadoso de la demostracién del Teorema 4.2.12 revela que se
puede construir f de forma que (4.61) tenga tantas soluciones radiales positivas como se quiera
(en un nimero finito) para A grande.

Demostracion del Teorema 4.2.12. Fijemos dg > 0y 0 < uy < Ug. Sea f = fr« dada por el
Teorema 4.2.11. Entonces el problema de Cauchy

—(r"ep(u") = r¥ 1 (u)
u(0) =g, v/ (0) =0

tiene una solucién positiva que cumple v = 7g en [0,dp], w1 < u < 7g en (do,do +T*) v
w(T*) = uyg, v (T*) = 0.

Redefinamos f en [0,u1) (lo que no afecta la conexién obtenida en el Teorema 4.2.11) de
forma que f cumpla las hipétesis (H2), f(0) > 0y F(u) < F(u1) para 0 < u < uj. De esta
forma, si consideramos d > do 4+ T* suficientemente grande, segin los resultados en §4.2.2; la
Unica solucién no trivial de

—(TN_lcpp(u/))/ — TN_lf(u)
u(d) =ur, u'(d)=0



4.3. Aplicaciones al problema logistico perturbado 93

cumple que u > 0 en [d,T(d)) y u(T(d)) = 0, para un cierto T'(d) > 0. Al igual que en §4.2,
esto nos proporciona una familia de soluciones radiales positivas de (4.61), cuyo méximo es o,
pero que no es homogeneizante. Esto termina la demostracién del teorema. O

4.3 Aplicaciones al problema logistico perturbado

En esta seccién analizaremos la unicidad y el comportamiento asintético cuando A — —+oo de
las soluciones positivas del problema logistico perturbado

—Apu = muP~ ' —ul+g(u) en D

uw=0 en 0D, (LP)

donde m, p, ¢ son constantes positivas, p > 2, ¢ > p— 1, A > 0 es un parametro positivo y D
un dominio acotado de R" con simetria radial.
El término de perturbacién g = g(u) € C! va a satisfacer la hipétesis

lim g (u)

!/
0+ up—1 0, lim % )
uU— U

u—-+too d—1

=0. (Hg)

Obsérvese que (Hg) implica, en particular, g(0) =0y g = o(u?) cuando u — +o0.
Recordemos que g(\,u) = AmuP~t — ud + g(u) tiene un tinico cero positivo ig()\) para A
grande, que es ademds simple (cf. el §1.2.2).
Si cambiamos u en (LP) por u/ig()), y volvemos a llamar « a la nueva incégnita, llegamos
al problema equivalente
—Apu=Af(A\u) en D
uw=10 en 0D,

donde f(\, u) = muP~t—aup(A\)TPHud A+ g(ug(N)u)/(Mig(A)P~1). Con este cambio, resulta que
f(A, u) tiene un cero fijo 7y = 1, que es simple para A suficientemente grande. De la hipdtesis
(Hg) se concluye ademds que tanto g(tg(M\)u)/(Atg(A)P~1) como ¢ (tig(A)u)/(Mig(N)P~2) con-
vergen a cero uniformemente en 0 < u < 1, cuando A — 4o0. Por tanto, f(\u) — f(u) y
Of Jou(X\, u) — f'(u) uniformemente en 0 < u < 1 cuando A — +oo donde f(u) = m(uP~! —u?).
Es decir, f(\, u) satisface las hipétesis del §4.2; v son aplicables en este caso los Teoremas 4.2.5,
4.2.6,4.2.8 v 4.2.9.

Sin embargo, podemos mejorar las conclusiones de dichos teoremas, en dos aspectos: el
primero de ellos es que, en base al Teorema 2.2.2, todas las familias de soluciones positivas
de (4.65) son homogeneizantes. El segundo se refiere a la simetria de soluciones. El hecho de
que todas las familias sean homogeneizantes, junto con una aplicaciéon cuidadosa del método de
sub v supersoluciones, nos lleva a que no existen soluciones no radiales para A suficientemente
grande. Por tanto, la solucién positiva de (LP) obtenida en el Teorema 2.2.2 es tinica para A
suficientemente grande en un dominio acotado radialmente simétrico.

Recogemos estas reflexiones en el siguiente resultado. El dominio D serd una bola B = {z :
|z] < R} oun anillo A={z: 0<a <|z| <R}, a, R>0.

(4.65)
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Teorema 4.3.1 Supongamos que m > 0, p, q satisfacen ¢ > p—1, p > 2 y que el término
de perturbacion g = g(u) verifica (Hg). Entonces existe Ao > 0 tal que para todo A > Mg,
el problema (LP) tiene una tnica solucion positiva u. = ux(x) en D (por tanto, radialmente
simétrica). Ademds, el conjunto Oy = {z: ux(x) = ug(N)} es no vacio, y

Jim APdist (Ox,0B) = m~YPB(p,q), (4.66)
donde Up o1
q+ 1) p/ ds
B(p,q) = | —— . 4.67
(p.q) <p—1 0 (q—p+1—(q+1)sP + psa)t/p (4.67)

Demostracion. La existencia y unicidad de una familia de soluciones radiales positivas {uy} de
(LP) para A grande es consecuencia de los Teoremas 4.2.5 y 4.2.8. Veamos que, de hecho, para
A grande no existen otras soluciones que las radiales.

En efecto, supongamos que (4.65) admite otra familia @y = ux(z), A > Ay de soluciones
positivas no radiales en D. El Corolario B.4 del Apéndice B sobre sub y supersoluciones radiales
nos permitird concluir que @) = wu) para A suficientemente grande. De hecho, puesto que
u = 7y es subsolucién y iy < @ := ug(A), que es supersolucién radial de (4.65), entonces
iy < uy < up(A) en D, A > Xy, De la misma forma, la positividad de @y en D y el principio
fuerte del maximo nos permiten encontrar ¢ > 0 tal que 0 < e¢(x) < @y(x) si # € D, siendo
¢ la autofuncién principal de —A, en D, que es radial (cf. [10]). Puesto que u := ¢ ¢ es
una subsolucién radial de (4.65) si A > o1,/m (haciendo ¢ més pequefio si fuera necesario),
obtenemos ¢ ¢ < u) < %) en D, que nos conduce al resultado deseado %) = wu) en D si
A > max{Ay,01,/m}. La estimacién (4.66) se obtiene inmediatamente de (4.52) teniendo en
cuenta que en este caso F(u) = m/puP —1/(q + 1)ud*?. O

4.4 Existencia de nucleos muertos

Tal v como estudiamos en el Capitulo 3, la tnica solucién positiva vy del problema logistico

—Apu = AdmuP~' —u? en Q ()
u=0 en 0f),

conm>0,p>2¢>p—1,yQCRY un dominio acotado regular, desarrolla un micleo muerto
Oy = {z € Q:ux(zr) = (Am)/@P+)} si X excede un cierto valor critico A* > o1,/m. Como
vimos alli, este hecho depende fuertemente de la unicidad de soluciones positivas de (L) en un
dominio arbitrario. Esta unicidad también nos permitié estimar de forma exacta la distancia
dist(Oy, 0€) de O, a la frontera 0N (es decir, la estimacién (3.16) del Capitulo 3).

Nuestro préximo objetivo es mostrar que todas las posibles soluciones positivas u = u(z) del
problema perturbado (LP) también desarrollan un nicleo muerto Oy = {z € Q : u = up(\)}
para A suficientemente grande, teniéndose ademéds la misma estimacién exacta (3.16) para la

distancia dist(Oy, 0Q).
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Teorema 4.4.1 Sea Q un dominio acotado de RN de clase C**, 0 < u <1, y {urtasy, una
familia arbitraria de soluciones positivas de

—Apu=dmuPt —ud +g(u) en Q

uw=20 en 0f, (LP)

donde p > 2, q > p— 1. Si el término de perturbacion g satisface la hipétesis (Hg) del §4.2, y
fig(A\) es el 1inico cero positivo de (A, u) = AmuP~t — ud + g(u) para X\ grande, entonces eriste
X* tal que, para X > X* los conjuntos Oy = {z : ux(x) = ug(N\)} son no vacios, y verifican la
estimacion

Jim APdist (O, 00) = m PB(p,q),

donde B(p,q) es la expresion dada por (4.67).

Demostracion. La demostracién es una ligera modificacién de la del Teorema 3.2.1. Sea wuy
una solucién positiva arbitraria de (LP) para A grande. Fijemos xg € 0f2, y tomemos una bola
B C Q) tangente a 02 en xg. Esta claro que u) es una supersolucién de

—Apu = dmuP~t —ul +g(u) en B

uw=0 en 0B, (4.68)

porque 1y > 0 en 0B. En base al Teorema 4.4.1, designemos por uy p a la tnica solucién positiva
de (4.68). Del método de sub y supersoluciones se concluye que uy p < uy en B, y puesto que
uy < tp(A), esto implica que Oy es no vacio para A grande. Ademds, llamando Oy p = {7 €
B : uy p(x) =1i0(N)}, tenemos Oy p C Oy v de aqui dist (O, xg) < dist (Oy g, zo). Por tanto,
A/Pdist (Oy,0Q) < A/Pdist (Ox g, dB), luego

lim sup AY/Pdist (Oy,8Q) < m~YPB(p,q),
A—+4o00
siendo B(p, ¢) la expresién en (4.67).

En cuanto al limite complementario, elijamos xg = zo(A) € 9 tal que dist (Oy,00) =
dist (O, z0). Entonces, podemos encontrar dos nimeros positivos a, R > 0 y un punto z € RV
tales que el anillo A = {z: a < |z — z| < R} contenga a § y sea tangente a 9 en z9. En base
al Teorema 4.4.1, sea u) 4 la tinica solucién positiva del problema

—Apu = muP~t —ud +g(u) en A

u=0 en O0A, (4.69)

para A suficientemente grande. Definamos u = uy(z) € WyP(A) como wuy () = ur(z) en Q
yvuy, = 0six € A\ Q. En virtud del Teorema B.8 del Apéndice B, uy es subsolucién de
(4.69). Por tanto, uy < uya en Q, y Oy C Oxa := {2 : wupa(x) = up(N)}. Por eso,
dist (Ox, xg) > dist (O a,0) de donde

lim inf AY/Pdist (Oy,9Q) > m~YPB(p,q).

A—+4o00

Con esto queda demostrada (4.66). 0
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Capitulo 5

Unicidad en el caso no singular

En este dltimo capitulo, trataremos con soluciones radiales positivas de ecuaciones de la forma

—Apu=Af(u) en B

u=10 en 0B, (5-1)

(donde B C RY es la bola unidad) en el caso no singular, es decir, sin la presencia de nticleos
muertos. Supondremos que f verifica las hipotesis

(H4); f € CYR)

(H4)s f(tg) =0,y f'(u) = (—v + R(u))(tig — u)*~', siendo R una funcién continua que verifica
Y

(H4)4 F(u) < F(up) para todo 0 < u < @, donde F'(u) = [ f(s)ds.

La situacién para este tipo de problemas es, como ya hemos observado en la introduccién,
andloga a la del caso semilineal, y difiere considerablemente de la tratada en el capitulo anterior.
Precisamente, en virtud de (H4)s, éste es el caso complementario.

Como hipétesis técnica, consideraremos a lo largo del capitulo que p > 2.

5.1 Existencia de soluciones
Veamos que, bajo las hipdtesis anteriores, podemos garantizar la existencia de una familia ho-

mogeneizante de soluciones. La primera observacién importante es que, segin la hipétesis (H4)3
y el Teorema 3.1.1, las soluciones positivas u de (5.1) tales que u < 5y cumplen 0 < u < wg.

97
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Teorema 5.1.1 Supongamos que f cumple las hipdtesis (H]). Entonces existen n > 0, Ag > 0
tales que para todo X > Ao, el problema (5.1) tiene al menos una solucion positiva uy que verifica
fg —n < maxuy < Ug. Ademds, la familia {ux} es homogeneizante, es decir

lim ) = g
A—+o0

uniformemente sobre compactos de B.

Demostracion. Vamos a probar que existe 17 > 0 tal que para la solucién del problema de Cauchy

= Y ) =Y )
u(O)goi ug, ©'(0)=0 (5:2)

(que es unica en virtud del Teorema 4.1.1) con ug —n < up < tug, existe 7> 0 con u(7T") = 0.
Denotaremos a esta solucién por (-, ug).

En primer lugar, nétese que las soluciones de (5.2) y sus derivadas estdn uniformemente
acotadas en r > 0. De hecho (véase (4.55)),

ol -y [T

; . ds = p'(F(uo) — F(u(r))),

con lo que se obtiene que |v/(r)|P < p/(F(ug) — F(u(r))) si r > 0. Elijamos ¢ > 0y R > 0 tales

que

/ p—1
(N—l)wga, r > R.
r

Por tanto, para r > R se tendrd —pp,(u') = f(u) + (N — D)pp(u')/r > f(u) — e y, siempre que
u <0, llegamos a —pp(u) v/ < (f(u) — )/, es decir,

(W' (NP +p' Fe(u(r)) >0,  r>R, (5.3)

donde F.(u) = F(u) —eu,y F(u) = [y’ f(s)ds. Obsérvese que f — ¢ tiene un cero () < g de
forma que 1g(e) — 7p cuando € — 0, teniéndose ademés la condicién de energia F.(u) < F.(1),
0 <u<u,parau € [up(e) — 6(¢), up(e)], y un cierto §(e) > 0.

Ademads, f es positiva y decreciente en [ug — 8, 1g), para un 6 > 0 adecuado. Tomemos £ > 0
de forma que ug(e) —6(e) > up—98. Puesto que f > 0 en [ug(e) —6(¢e), up), existe n(e) > 0 tal que
si g — n(e) < up < g entonces g(e) < u(R,up) < iip. De la misma forma, también es posible
elegir Ry > 0, n'(¢) > 0 tales que @ig—n'(e) < ug < g implique ug(e) —6(e) < u(Ry,up) < @p(e).

En resumen, hemos demostrado que si ug — n'(e) < wug < 1p, entonces wup(e) — 6(e) <
u(Ry,up) < 7g(e). Por tanto, si r > Ry, se tendrd, en virtud de (5.3), que |[u/(7)|P > |u/(R1)|P +
P (F-(u(Ry)) — Fe(u(r))), para r > Ry. En particular, esto implica que siempre «/(r) < 0, y
entonces

u'(r) < u'(Ry), r> Ry .

Integrando esta desigualdad tenemos que

u(r) < u(Ry) 4+ ' (Ri)(r — Ry), r> Ry,
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por lo que u debe anularse para algin T' = T'(ug), tal que T(ug) < Ry —u(Ry1)/u'(R1). De esta
forma, tenemos una aplicacién T : [ug — 1, 4p) — RT que es continua (Teorema 4.1.5). Esto
proporciona de manera estdndar una familia de soluciones {uy}y~5 (cf. Capitulo 1).

Para completar la demostracién del Teorema es suficiente ver que T'(ug) — +oo cuando
ug — Ug—. Supongamos que esto no es cierto, y que existe una sucesién ug, — wug tal que
T(ugn) estd acotada. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que T'(ugn) — Tp > 0, v
que Uy, := u(-, uon) — @ uniformemente en [0,7p] (cf. Teorema 4.1.9), donde @ es solucién del

(TN_lcpp(ul))/ — TN_lf(u)
u(0) =19, v (0)=0.

Del Teorema 4.1.3 se deduce que u = ug. Por otro lado, deberia tenerse que u(Tp) = 0, que es
imposible. Esto demuestra el teorema. O

problema

Observacién 5.1.2 De un andlisis similar al llevado a cabo en la demostracién del Teorema
5.1.1 se concluye que todas las soluciones radiales de (5.1) en el intervalo [0, %g] cumplen «/(r) < 0
sir>0.

5.2 Resultados preliminares

Fn esta seccién vamos a ver algunos resultados auxiliares, que tienen que ver con la linealizacién
del laplaciano-p con simetria radial, y que serdn fundamentales a la hora de demostrar la unicidad
de familias homogeneizantes.

Es bien sabido que, para m > 0y f € C(B), existe una tnica solucién débil de la ecuacién

—Apu+mu=f en B
u=20 en OB

(cf. [58]), tal que u € C'B(B) para algin 0 < 3 < 1 (Teorema A.3 del Apéndice A). De hecho,
se tiene la estimacién

lul1,3 < €= C(N,p,|floo) (5.4)

(cf. Teoremas A.1 y A.3). Si ademds f es radialmente simétrica, también lo es u, asi que,
identificando f y u como funciones de r = |z, se verifica

— (Nl (u ’))’+mrN_1u:TN_1f(r) 0<r<l1

u'(0) =0, u(l) =
donde ' = d/dr (véase el Capi‘rulo 4). De esta forma, podemos definir un operador K,
Cl0,1] — C’l [0,1] dado por v = K, (f), que es compacto en virtud de la estimacién (5.4). Es

facil comprobar que en el caso m =0, K := Kj viene dado por la expresion

= lcppf (/ < )le(p) dp) ds .
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Por comodidad notacional, seguiremos llamando K, a la restriccién de estos operadores a
o, 1].

Volviendo al problema (5.1), si tomamos m > 0 tal que f'(u) +m > 0 en [0,7o], tenemos
que las soluciones radiales de (5.1) se corresponden con los puntos fijos del problema

u = Kym(Af(u) + Amu) .

Denotemos T (1) = Ky (Af(u) + Amu). Ty es un operador compacto en C1[0, 1] y creciente en
el intervalo [0, up]. Nuestro primer objetivo es demostrar que T es diferenciable en un entorno
de sus puntos fijos. Para ello, resulta conveniente examinar primero la diferenciabilidad del
operador K. El siguiente resultado es un caso particular del Teorema 2.1 de [43].

Teorema 5.2.1 Supongamos que f € C10,1] es tal que f(0) # 0 y u/(r) # 0 para 0 < r < 1,
donde u = K f. Entonces K, como operador definido en C'[0, 1], es diferenciable-Fréchet en f,
y se tiene

1 1 1 S (p N-1
DK = - dp d .
(Fg=+— /T MO /0 (s) 9(p) dp ds (5.5)
para toda g € C'[0,1]. En particular, w = DK(f)g es solucion de la ecuacion
(rN =L/ |P=20") = TN:fg(r) 0<r<1

p

w'(0) =0, w(l)=0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(0) > 0. En base al Teorema 4.1.1
se tiene que

u'(r) ~ —C’rp+1, r — 0+

1
para una cierta constante C' > 0. Existe por tanto una constante ¢ > 0 tal que |u/(s)|/sP—T > ¢
para 0 < s < 1, de donde la expresién (5.5) estd bien definida. Llamémosla R(g). Entonces se

tendra que
s N-1
(K(f +9) = K(f) = R9)(5)] < o ( L(2) o)+ o) dp> -

o ( [ s dp> L () st <
el - | [1(2) b o < g s = o

donde £(s) es una funcién intermedia comprendida entre las integrales [; (%)Nfl (f(p)+g(p)) dp
v (.;Z)N—l f(p) dp. Por eso, cuando |g|1 — O se tiene que

&s) = /0 <§)N1 fp) dp = [/ (s)P™!



5.2. Resultados preliminares 101

uniformemente en [0, 1]. Veamos que, de hecho, £(s)/s — —|u/(s)[P~1 /s uniformemente en [0, 1].

En efecto,
L) o aon a2 s

S S S S

<lgl, (5.6)

y como &(s)/s es un valor intermedio, se tiene lo requerido. Esto implica

(M) B <|u'<s>|p1>”’2

cuando |[gl; — 0. De la misma forma |K(f + g) — K(f) — R(g9)|cc = o(|g|1) cuando [g|1 — 0.
Con esto concluye la demostracién del Teorema 5.2.1. O

(K(f +9) — K(f) - R(@))(s)] < ——s7T 19l = ollgl1) ,

p—1

Corolario 5.2.2 Supongamos que f € C1[0,1] es tal que f(0) # 0 y u/(r) # 0 para r > 0,
donde u = K f. Entonces K es C' en un entorno de f en C'[0,1].

Demostracion. Veamos en primer lugar que K es diferenciable en un entorno de f. Nétese que,
en virtud de (5.6), si |g|1 es pequeria, se tiene que

I p—1
[0 G

en (0,1], donde v = K(f + ¢g). A la vista de la demostracién del Teorema 5.2.1, esta condicién
resulta ser suficiente para la diferenciabilidad de K en f + g. Ademas, si h € C1[0, 1],
1
(DK (f +g)h — DE(f)1)'(s)| <

<> [(2) hioan <

1 = p—2 L p—2
Sp— Sp—

hli < —— — h

=3 (|u'<s>|> <|v'<s>|> "

de donde se obtiene, en virtud de (5.6), que

1 1

W/ (s)[P=2 [o'(s)[P—2

1 1
s _
p—1 [[/(s)P=2 |/ (s)[P~?

up |DE(f +g)h = DK(f)hl1
h |1

S

cuando g — 0 en C''[0,1]. Esto demuestra el Corolario 5.2.2. O

Podemos ahora obtener, como consecuencia del teorema de las funciones implicitas, la difer-
enciabilidad del operador T en sus puntos fijos del intervalo [0, @g].
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Corolario 5.2.3 Sea u un punto fijo del operador Ty en el intervalo [0, ug], con f(u(0)) # 0.
Entonces Ty es C' en un entorno de u y se tiene que para toda g € C'[0,1], w = DTy\(u)g es
solucion del problema

—1 TN_

_(TN_1|ul|p—2w/)/ + T]jil Ny = p,11 ()\f’(u) + )\m)g

Demostracion. Veamos que Ky, es diferenciable en Af(u) + Amu. El resto se deducird de la
regla de la cadena. Llamemos f = Af(u) + Amu. Resolver la ecuacién —A,v + Amov = f es
equivalente a resolver

Fu, fy==v—K(f—Amv)=0.

Veamos que podemos aplicar el teorema de las funciones implicitas. En efecto, F(u, f) =0,y
se tiene, en virtud del Corolario 5.2.2, que K es C! en un entorno de f — dmu = Af(u), (pues
f(u(0)) # 0 v u/(r) < 0sir > 0, Observacién 5.1.2). Por eso, F es C! respecto a sus dos
variables. Supongamos que existe g tal que Dy F(u, f)g = g+ DK(f — Amu)Amg = 0. Entonces
g es solucién de N

_(TN71|,”/I|])729/)I + rp:ll /\m/g —0

g'(0)=0, g(1) =0,

y como consecuencia g = 0. Por tanto, D,F(u, f) es un isomorfismo. En efecto, D,F(u, f) es
una perturbacién compacta de la identidad, y por ello un operador de Fredholm de indice cero.

El teorema de las funciones implicitas nos garantiza la existencia de una unica funciéon R
que es C!, tal que F(v,f) = 0 implica v = R(f) en un entorno de (u, f). Por unicidad,
R(f) = Kam(f), v entonces Ky, es C!. Ademés,

Dy F(u, fYDEKm(f) + DpF(u, f) =0,

A

de donde se deduce que w = DKy, (f)g es solucién de la ecuacién

N—-1 N-1
_(T,N—1|u/|p72w/)/+ Tp—l Ny = Tp—l g
w'(0) =0, w(l)=0.
La afirmacién del enunciado es consecuencia inmediata de la regla de la cadena. O

Para finalizar con los preliminares, necesitamos analizar una cuestién relativa a un problema
de autovalores para DT). Recordemos que el radio espectral de un operador lineal acotado L

viene definido como
spr(L) = lim || L"]"/"

(cf. [85]). Ademsds, se tiene que |u| < spr(L) para todos los valores espectrales de L, en particular
los posibles autovalores p. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.2.4 Sea u un punto fijo de T\. Si o = spr(DTy(u)) > 0, entonces o es un autovalor
de DT\ (u) que admite una autofuncion v tal que v(r) >0 si0 <r < 1.
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Demostracion. Veamos que el operador DTy (u) es positivo. Es decir, que g > 0 implica que
DTy (u)g > 0 (esto es en realidad una sencilla consecuencia del principio del méximo débil). Si
llamamos w = DTy (u)g, se tiene

N—-1 N-—-1

T Amw = S (Af'(u) + Am)g

w'(0) =0, w(l)=0.

Multiplicando lo ecuacién por w~ = max{0, —w}, integrando en (0,1) e integrando por partes
el primer miembro, obtenemos

N—1 N-1
/ (7']\[_1|u'|p_2(w')2 4= /\mw2> dr = / z (Af'(u) + Am)wg dr <0,
w<0 p— 1 w<0 P — 1
de donde w™ = 0. Por tanto, w > 0.
Puesto que DT)(u) es compacto, el teorema de Krein-Rutman ([2, Teorema 3.1]) nos garan-
tiza la existencia de una autofuncién v asociada a o que verifica v > 0. Veamos que v > 0.
Supongamos que v(rg) = 0 en algin 79 < 1. Puesto que v > 0, debe tenerse que v'(rg) = 0.
Ademas, v verifica la ecuacién

1A 1
p—1lolu/(r)pP—2

~/(r) =

v/ p\N-1
[ (2) () +m - opeiodp.
ro \T
Por eso, denotando |v]eos = Supj,_, <, llegamos a que para una cierta constante C' > 0 se
tiene,

()] < Clolos -

Integrando obtenemos que |v|o 5 < C6|v]s0 5, de donde v = 0 en [r—rg| < 6 si 6 es suficientemente
pequenio. Un argumento de continuacién nos lleva a que v = 0 en [0, 1], que no puede ser. Por
tanto, v(r) > 0sir € [0,1). 0

Observacién 5.2.5 Si el operador DT)(u) fuese fuertemente positivo, tendriamos automética-
mente que v > 0 v que o es el Gnico autovalor con una autofuncién positiva. Para operadores
uniformemente elipticos, esto es consecuencia del principio fuerte del méaximo. En nuestro caso,
sin embargo, el operador degenera si » = 0, y el principio fuerte del maximo sélo nos permitiria
concluir que v(r) > 0si r > 0.

5.3 Unicidad de soluciones

Vamos a construir en primer lugar una subsolucién de (5.1) que estimard por defecto a todas las
posibles soluciones positivas en el intervalo [0, ug] para A grande. Para ello, prolongaremos f de
forma conveniente fuera de [0, 7g]. Especificamente, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que f estd acotada, f < 0 en [ug,+00), f =0en (—oo,—1] v F(u) < F(up) si —1 <u <0.
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Tomemos ¢ > 0 de forma que f sea decreciente en [ig — 2¢,1p]. Disminuyendo ¢ si fuera
necesario, podemos encontrar un valor A\; de A de forma que la solucién uy, de (5.1) dada por
el Teorema 5.1.1 cumpla wuy,(0) = 7%p — . Por la condicién impuesta a la energia, podemos
prolongar uy, hasta que wy,(rg) = —1 para algin ro > 1, y w) (r) < 0si r € (0,r9]. Como
ademds f =0 en (—oo, —1], uy, verifica

—(rN e, (u)) =0, r >
u(rg) = —1, ul)\l (ro) <0,

de donde se concluye integrando que

0,.1-0
r@rl=v —p
u(r) = 1+, (ro)4—p—,  p#N
, r
u(r) = =1+ ) (ro)ro log E , p=N,

si v > rg, siendo § = (N —1)/(p — 1). En particular, uy,(r) < 0si r > 1. Con esta funcién
vamos a construir una subsolucién del problema (5.1).

Proposicion 5.3.1 Sea uy, como antes y definamos

) = <<%>1/p T)

Entonces zy es subsolucion de (5.1) para X\ > A.

Demostracién. Claramente, zy verifica la ecuacién. Ademds, z)(1) = uy, (A/\)'/P) < 0, pues
ux (r) <0sir>1. O

La existencia de esta subsolucién es fundamental. De hecho, para A suficientemente grande,
todas las soluciones radiales positivas con méximo mayor o igual que 4y — ¢ estdn por encima

de ella.

Teorema 5.3.2 FEzxiste A > 0 tal que todas las soluciones radiales positivas u de (5.1) con A > A
y upg — e < maxu < Ug verifican u > z.

Demostracion. Siu es radial, se tiene que u(0) = maxu y «/(r) < 0sir > 0 (Observacién 5.1.1).
Ademads, por la unicidad de soluciones del problema de Cauchy (Teorema 4.1.1)

—(TNflcpp(wl))/ — TNflf(w)
w(0) = u(0), w'(0)=0,

se debe tener que u = uy para algin A, donde {uy}r>), es la familia de soluciones dada por el
Teorema 5.1.1. Por el cardcter homogeneizante de dicha familia, fijado 6 > 0, existe Ay tal que
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si A > Ao, ux(r) > g — e, para todo r € [0,1 — §]. Como maxzy = @i — &, se tiene u > z) en
[0,1 — 8]. Ademas,

/p
A(r) < oa(1— 6) = ua, ((%)1 (1— 5)) <0,

siA> A /(1 =8P, r>1—6. Poreso, uy > 2y en [1 — 6, 1], y podemos tomar A = max{\;/(1 —
5)P, A2} Esto concluye la demostracién del teorema. O

Corolario 5.3.3 Sean ¢, A como en el teorema anterior. Existe A > 0 tal que toda solucion
positivau de (5.1) con A > X ytig—e < maxu < fig verifica u(r) > ug—2¢ si0 < r < 1—AN /P,

Demostracion. Definimos la familia de subsoluciones

up (1) = uy, <<%) v (r— t)) ,

para 0 <7 < 1yte0,1— (A1) /P). Puesto que, en virtud del Teorema 5.3.2, 1 > Uyl gy

estamos en condiciones de aplicar el sweeping principle del anexo a este capitulo para obtener

que u > u Sea 0 < R < 1 tal que uy, () > 59 — 2¢ si 0 < x < R. Entonces

tlt=1-(\/A1)=1/p"
u(r) > g —2esi0<r<1—(1—-R)(A ) P. Por eso, podemos tomar A = (1 — R)/\}/p. O

Observacién 5.3.4 Esta situacién contrasta con la que tratamos en el Capitulo 4 (cf. §4.2.4).
En el presente caso, la hipétesis (H4), basta para que toda familia de soluciones {wu)} tal que
limy 100 maxuy = g sea homogeneizante.

Del Teorema 5.3.2 se deduce que todas las soluciones radiales positivas de (5.1) con A grande
y maximo préximo a g estdn en el intervalo ordenado [z),ug]. Como ademds el operador T)
definido anteriormente es creciente, zx < Th(zx) v Ta(7g) < g, resulta entonces que Ty aplica
el intervalo [zy, 4p] en si mismo.

Nétese ademas que T es compacto, y no deja fijos los extremos del intervalo. Es por ello
que el grado de Leray-Schauder de I — T estd bien definido ([2], [63]). Lo denotaremos por
d(I =Ty, (2x, 1), 0). El indice de una solucién u serd denotado, como es usual, por i(I — T, u, 0)

Puesto que (zy, tg) es un conjunto convexo, tenemos que ([2], [37])

d(-[ - T)\a (ZA,[LO),O) =1.

Veamos que, cuando A es suficientemente grande, todos los puntos fijos de T en el intervalo
[2x, 4p] son aislados y de indice 1.
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Teorema 5.3.5 FExiste \* > 0 tal que para A > X* todos los puntos fijos uw de Ty en el intervalo
[2x, o] son aislados y se tiene i(I — Th,u,0) = 1.

Demostracion. Sea u € (z),%g) un punto fijo de Ty. En virtud del Corolario 5.2.3, T} es

diferenciable en u. Por tanto,
i(I —Th,u,0) = (=1)X,

donde y es la suma de las multiplicidades de los autovalores de DT (u) que son mayores que 1,
admitiendo que spr(DTy(u)) # 1 (con lo cual u es aislado, [2, Teorema 11.4]). Bastard por ello
con demostrar que spr(DTy(u)) < 1, para X suficientemente grande.

Supongamos que existen sucesiones A, — +00, u, > 0 de forma que o, = spr(DTy, (un)) >
1. En virtud del Teorema 5.2.4, o, tiene una autofuncién asociada v, > 0, que normalizaremos
tomando |vp |0 = 1. Nétese que f/(u,) <0en [0,1— A)\ﬁl/p], en virtud del Corolario 5.3.3. Las

v, cumplen entonces
N-1

r 1f’(un)vn <0

(Nl 2y <

en [0,1 — AA;l/p}. Por el principio del maximo, v, alcanzard el maximo en [1 — AA;l/p, 1].

Tomemos ry, € [1 — A/\El/p, 1] tal que v, () = 1 = maxv,. Introducimos las funciones
Up() = un (1 — A;/Pz)
V() = vn(1 - /\;l/pm) )

para 0 < 2 < )\711/10_ Puesto que u,, es solucién de (5.1), se tiene que

O N 4 C R

v un cambio de variable en la integral nos lleva a que

x )\711/? AT1L/p _ N—-1
Un(r) =/0 P (/S </\71L/p—_;)> F(Un(p)) dp) ds .

Andlogamente,

1
1 1 MNP, 1 1

Vo(z) = p—1 /0 \ur (s)|p—2 / )\1/];— {O__f/(Un(p)) +m <0'_ - 1>:| Va(p) dp ds .
n S n — 8 n n

Noétese ahora que U), # 0 en [0, /\}L/p). Por tanto (cf. Teorema 6.3 del Capitulo 4 de [54]),

Un, Vn € C2P|0, )wl/p). Ademis, {U,}, {V,} son precompactos en C2[0,T] para todo T > 0.
Por tanto, podemos suponer que U, — U, V, — V en CZ [0, +0c0), donde

7w = [T ([ 1T dp) as,
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V)= = [ [T 2@ 4w (2 1) | ) dp a

x) = — — m|—=— s,
p—1h T2t 777 7 P

siendo & = lim,, .~ oy (el caso @ = +00 1o estd, en principio, excluido, y entonces debe tomarse

1/& = 0). Por tanto, U, V son soluciones de los problemas unidimensionales

—op(T) = (T)
T(0) =T (+00) =0, (5.7)

(TP =5 (3@ +m (3 -1)) 7V

S (5.8)
V(0) =V (+00) =0,

mientras 0 < U < 1ig, 0 < V < 1. Como ademds las funciones V;, alcanzan su maximo en
Ty = )\717,/])(1 — 1) < A, se puede concluir que V' # 0. Por tanto, V > 0.

Por otro lado, nétese que U verifica [T [P = p/(F(iig) — F(T)), junto con T > 0 en [0, +0c0).
Derivando en (5.7), resulta que U es solucién de la ecuacién de segundo orden:

— — 1 —
~([TP2T)) = —fOT ,
p—1

v se deduce que U € C2[0, 4+00).
Tomemos el menor C' > 0 para el que se verifica W := CTU —V > O en [0, A+1]. W tiene que
anularse entonces en algin punto de [0, A + 1]. Ademds, W € C?[0, +00) y cumple la ecuacién
77\ p—27x57/\/ 1 1T ATT 1/—— 1 7
(P2 = — (F@CT - 2 O =m (2-1)7) .
- o]

Por nuestra eleccién de m, f'(U) +m > 0, y como & > 1,

—

(T2 W) = = OW
-

en [0, A + 1]. Esto implica que
— 1 —
~(TP2WY + =W > —(f T) +m)W >0 (5.9)
p— p—
en [0, A 4+ 1]. Puesto que [0 # 0 en [0, A + 1], el operador en (5.9) es no degenerado, y podemos
aplicar el principio fuerte del mdximo para obtener que W > 0 en (0, A+1). Ademas, W(0) > 0
y como W debe anularse en algiin punto llegamos a que W (A +1) = 0. El principio del maximo
de Hopf nos da entonces que W/'(A + 1) < 0.

Por tanto, podemos tomar un 6 > 0 pequenio tal que W < 0 en (A+1,A+1+ ). De hecho,
esta desigualdad se da en (A + 1,+00). En caso contrario, si llamamos §p = sup{é >0: W <
Oen (A+1,A+146)}, tenemos que

—(|T' P2y > L pOw
WA+1)=W(A+1+68)=0.
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Puesto que f/(U) < 0en [A+1,+00), el principio del maximo implica W > 0 en [A+1, A+1+4],
que no es posible. Por eso, W < 0 en [A + 1, 4+00).
Esto en particular nos lleva a

—(T'P?wy 20

en [A+ 1,+00). Si integramos esta desigualdad, obtenemos

W) < WA + DT (A + 1)~ / s (5.10)

A+1 [T (5)[p—2

de donde al diverger la integral si z — +o0o (recuérdese que p > 2) se tiene que lim, o W(z) =
—00, que contradice el hecho de que W > —1. Esto concluye la demostracién del Teorema 5.3.5.
O

Como consecuencia de los resultados anteriores, Ty tiene, para A grande, un Unico punto
fijo uy en [z, up]. En conclusién, (5.1) tiene una tnica solucién radial positiva uy con maximo
préximo a ug cuando A es suficientemente grande. Hemos obtenido asi el siguiente resultado.

Teorema 5.3.6 Supongamos que f cumple las hipdtesis (Hf). Entonces existen € >0, A* > 0
tales que el problema
—Apu=Af(u) en B

u=20 en OB (5.11)

admite una unica solucion radial positiva uy con g — e < maxuy < g, s A > N*. Ademds, la
familia {uy} es homogeneizante, es decir

lim w) = 4o
A—+00

uniformemente sobre compactos de B. Mds aiun, se tiene la siquiente estimacion de la capa

limite cerca der = 1:
Jim —ATVP (1) = (' F ()P

donde F(iig) = [° f(s)ds.

Debe observarse que para deducir la estimacién de la capa limite basta con argumentar como
en el anexo al Capitulo 2.

Anexo al Capitulo 5.

En este anexo vamos a presentar una generalizacion del sweeping principle de Serrin (cf. [70],
[68]) adecuada a nuestros propdsitos (véase también [49]).
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Sweeping principle Sea {u:}cj0,q) C Wol’p(Q) N CY8(Q) una familia de subsoluciones del
problema
—Apu= f(u) en Q

u=10 en 00, (5-12)

donde f es C' y Q un dominio acotado regular de RY. Sea u > 0 una solucion de (5.12).
Supongamos que la familia {u;} verifica

(i) up <0 en 0.
(ii) La aplicacion t — u; € C(Q) es continua.

(i1i) El conjunto {x : Vuz(x) = 0} consta de un inico punto xt, y para cada t se tiene que
Vu(z) # 0 o bien u(xe) > u(xe).

(iv) u > Uyl o

Entonces v > u .
t|t=a

Demostracion. Consideremos el conjunto E = {t € [0,a] : u > u; en Q}. Por las hipétesis (ii)
y (iv), E es cerrado y no vacio. Veamos que también es abierto.

En efecto, supongamos que tg € E, y definamos By, := {x € Q\ {4, } : u(x) = w(x)}. El
conjunto By, es cerrado respecto a Q\ {z4,}. Para ver que es abierto, sea zo € Bt,. Puesto que
u > uy v u(wo) = uy(wo), debe tenerse Vu(xg) = Vg, (zo) # 0, ya que xg # z1,. Entonces,
eligiendo m > 0 para que f(u)+ mu sea creciente en un entorno de u(xy),

—Apu 4+ Aprgg +m(u —gy) > 0 en €,

y puesto que los gradientes de u y w, son no nulos, se tiene que L(u — uy,) > 0, donde L es un
operador lineal uniformemente eliptico en un entorno de =g (cf. Apéndice en [67]). Esto implica
que u = uy, en ese entorno, y By, es abierto.

Puesto que Q \ {x¢,} es conexo, debe tenerse que By, = Q\ {x¢,} 6 By, = @. La primera
posibilidad implica u = 1z, en 2, que es imposible, pues uz, < 0 en 9Q. La segunda nos lleva
a que u > uy en )\ {xy,}. La hipétesis (iii) implica entonces que u > uy, en 2, y por tanto,
u > up en §) para t ~ tg, es decir, F es abierto.

Finalmente, como E es abierto, cerrado y no vacio, tenemos que F = [0,a], con lo que

uU>u O

t|t=a’
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Apéndice A

En este Apéndice vamos a recoger algunos resultados sobre regularidad de soluciones de
problemas de la forma
—Apu=f(z) en

u=20 en 0f), (A1)

donde © C RV es un dominio acotado de clase C?* para algin 0 < p < 1. Una primera
observacién interesante es que, en general, (A.1) no admite soluciones clésicas, es decir, funciones
u € C%(Q) N C(Q) tales que la ecuacién en (A.1) se satisfaga puntualmente. Sin embargo, en
algunos casos las soluciones sf son C? (véanse Observaciones 4.2.7).

Es ademds importante destacar que el problema (A.1) ni siquiera tiene, por lo general,
soluciones fuertes (cf. [46, Cap. 9]), esto es, funciones u € Wol’p(Q) N W?2P(Q) tales que la
ecuacién en (A.1) se satisfaga casi todo punto. Si f € I (Q), p’ = p/(p — 1), se tendra segin
los resultados en [71], [23] que u € VVIQOé”(Q) sil < p <2 (cf [72] para regularidad hasta
la frontera). Para p > 2, la informacién éptima que puede darse sobre las soluciones es que
ue WyP(9Q)n Wpl’p(Q) (cf. [71]). De hecho, aunque f € C°°(Q), se puede dar el caso de que

loc
u ¢ VVI%)’Z(Q) para ningin r > 1 (véase el contraejemplo dado en [71, Teorema 6.1]).
Por tanto, las soluciones de (A.1) deben ser consideradas siempre en sentido débil. De ahora
en adelante entenderemos por solucién de (A.1) toda funcién u € Wol’p(Q) que cumpla

[ 1vur2vave = [ s

para toda ¢ € C5°(92) (o equivalentemente ¢ € W, ?(£2)). No obstante los comentarios prece-
dentes, si f € L>°(Q), las derivadas de primer orden de u son de hecho hélderianas.

Consideraremos un problema ligeramente mds general que (A.1). Supondremos que f de-
pende ademaés de w, es decir,

—Apu = f(z,u) en

u=>0 en Of). (A-2)

Primero estudiaremos la acotacién de las soluciones débiles de (A.2). Vamos a probar que si f
cumple hipétesis adecuadas de crecimiento, todas las soluciones en T/VO1 P(Q) estdn en L°(Q). El
siguiente resultado es la versién para soluciones débiles del Lema 10.8 de [46].

Teorema A.1 Supongamos que existe Co > 0 tal que |f(x,u)] < Co(1 + |u|P~1), para u € R.
Entonces, existe una constante C = C(N,p, Cop, Q) tal que

fulso < Cfuly + 1) | (A.3)

para todas las soluciones de (A.2) en Wol’p(Q).
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Demostracion. Nétese que, cuando p > N, el teorema de inmersién de Morrey ([46, Teor. 7.17])

nos garantiza que u € C*(Q)) para a = 1 — N/p, ddndose ademés la estimacién
[ula < Clulip .

donde C' = C(N,p,). Como |ul;, < (3r1_7][1)|u|:,,7 donde o1, es el autovalor principal de —A,, en
), se tiene la estimacion deseada.

Por tanto, supondremos a continuacién que 1 < p < N (cuando p = N, las funciones de
Wol’p(Q) no son necesariamente acotadas, [13]). Elijamos 8 > 1, m € N, m > 1 y definamos la
funcién

Hm(z):{zﬁ—l, 1<z<m
pmPlz — ((B—1)ymP +1), z>m.

Nétese que H,, es creciente. Por eso, si definimos

Gn() = [ 1H ()7 ds |

se tiene G (v) < vGY, (v). Tomemos como funcién test ¢(x) = G (w(z)), w =u™ + 1, en la
formulacion débil de (A.2). Claramente, ¢ € W, ”(€2). Entonces

/ VulP~2Vuve = / Flr, 1) . (A.4)
Q Q
Pero, usando la definicién de G, v Hpy,
L1var2vave = [ [Vt piHL )P = [ Gw)Vul .
Q Q Q
Por otra parte:
[ f@ae= [ fnGnlw) < Co [ (140w, (w)
Q Q Q
y como (1 + [2[P71) < C(p)(1 + |2|)P~1, donde C(p) = max{1,227P}, llegamos a
[ #ws < CoC) [ wrGw) .
Q Q
Llevando todas estas estimaciones a (A.4), tenemos
[ Gl VP < CoC) [ 006 w)
Q Q

Ademés, debido a la definicién de H,, y G, tenemos, por un lado, que wPG), (w) = |wH] (w)[P
y por otro, que G, (w)|VwP = |V Hy,(w)[P. Por eso,

[ IV Hn()lP < CoClp) [ fw ()P
Q Q
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y como Hp,(w) € Wol’p(Q), podemos aplicar la desigualdad de Sobolev para obtener un cierto

s > p tal que
1/s 1/p
( / |Hm<w>|$) <c ( / |VHm<w>|p) ,
Q Q

donde C" = C'(N, p, ), obteniendo finalmente que

([ itmor) " <c ([ wroor)” (A5)

(de ahora en adelante, C' denotard constantes genéricas que dependen de N, p, Cy v ). Supon-
gamos que w € Lpﬁ(Q). Aplicando el teorema de la convergencia mondtona, tenemos que

tim [ fwHp () = [ g7
Q Q

m——+oo

y entonces (A.5) nos lleva a

</Q |w/3 - 1|8> 1/Bs - (Cﬂ)l/ﬁ </Q wpﬁ) 1/pB ‘

Por otra parte, es facil ver que

1/s 1/s 1/p
(o =) 2 () e (o)
Q Q Q

v llegamos entonces a
[wlgs < (Cﬁ)l/ﬁ|w|p/3 :

A continuacién, vamos a iterar esta desigualdad, por el procedimiento de Moser (cf. [46]).
Elegimos 3 de la forma

para obtener que

(p/s)’

[wl(spyms < ﬁ (c (5)> el (A.6)

Puesto que la constante en (A.6) se puede acotar independientemente de m, obtenemos, haciendo
m — 400, que
[wlee < Cluly,

Teniendo en cuenta que |ut | < |w|oo v que |w|p < |ul, + [Q]'/P, tenemos
" oo < Cllulp +1)

donde C' = C(N,p,Cy, ). Puesto que —u es solucién de una ecuacién con las mismas carac-
teristicas que (A.2), obtenemos una estimacién similar para u~, v combinando ambas se obtiene
(A.3). Esto finaliza la demostracién del teorema. O
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Observaciones A.2 a) Cuando sabemos que wujpq € L*(09), por ejemplo u € C(Q), la
condicién v = 0 en 0f) no es importante en la demostracién de este teorema. Una sencilla
adaptacion nos permite obtener

1| oo < C(|u|p +sup |u| + 1) ,
o0

en el caso en que ulgg Z 0.

b) Usando los resultados de Serrin, [69], pueden obtenerse estimaciones locales de las normas
|tt|oo. Para conseguir estimaciones globales basta con hacer un argumento de reflexién respecto
a 02, como el que se lleva a cabo en [9] o [77]. Sin embargo, es imprescindible en este caso la
condicién de contorno u|gn = 0.

Vamos a estudiar a continuacién la cuestiéon de holderianidad de las derivadas primeras.
Muchos autores han estudiado este problema para la ecuacién (A.2) y otras similares. Entre
ellos, cabe citar a Ural’tseva [80] v Uhlenbeck [79] (para sistemas homogéneos, que en particular
incluyen la ecuacién (A.2) con f = 0), Evans [29] (en todos estos casos, p > 2), Lewis [55] (donde
1 < p < 2), DiBenedetto [28] y Tolksdorf [78] (cubriendo los tltimos el rango completo p > 1).
Sin embargo, todos estos resultados son de naturaleza local. Para obtener hélderianidad global,
se puede proceder por reflexién respecto a 9€2, como en [77] (aunque este procedimiento sélo
es valido si la condicién de contorno es homogénea) o de una forma més general, como en el
articulo de Lieberman [56], que permite condiciones de contorno no homogéneas, que incluyen
las de tipo Neumann.

El teorema principal de [56] (Teorema 1) aplicado al problema (A.2) nos proporciona el
siguiente resultado.

Teorema A.3 Supongamos que Q es de clase CV* para algin 0 < p < 1, y que existe una
constante Cy > 0 tal que |f(x,u)| < Co(1 + |ulP~1), para u € R. Entonces, si u es una solucion
débil acotada de (A.2) con |uleo < M, existe 3 = B(u, N,p,Co) tal que u € CYP(Q). Ademds,
se tiene la estimacion

ulip <C

donde C = C(p, N, p, Co, M, Q).

Observacion A.4 Dos casos importantes en que se da la condiciéon sobre f impuesta en el
Teorema A.3 son cuando f € L(Q) sélo depende de z o cuando f € C(R) sélo depende de w.
FEsta ultima sera la situaciéon mas habitual a lo largo de la memoria.

Otra situaciéon genérica con la que tendremos que tratar es la de soluciones positivas de la
ecuacién (A.2). Gracias al principio del maximo fuerte ([81]), es tipico que el gradiente de las
soluciones sea no nulo cerca de 95, por lo que la ecuacién en (A.2) se convierte en no degenerada
cerca de la frontera. Se puede asi mejorar la regularidad de las soluciones, lo que serd crucial
en relaciéon con el método de sub y supersoluciones y las técnicas de comparacién usadas en la
memoria (cf. Teorema B.8). Nos restringiremos al caso en que f = f(u).
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Teorema A.5 Supongamos que Q0 es un dominio C** para algin 0 < p < 1, y que f es una
funcion derivable. Sea u € C1P(Q) una solucién positiva de

—Apu= f(u) en

u=10 en 00, (A7)
y supongamos que la funcion f verifica
liminfM > —00 . (A.8)
u—0+ uP—1

Entonces existe un ¢ > 0 tal que u € C**(S).), donde Q. = {x € Q: dist (r,00Q) < ¢}.

Demostracion. En virtud de la hipétesis (A.8), podemos encontrar M > 0 tal que f(u) +
MuP=1 > 0si 0 < u < supu. Por eso, u cumple —Apu+ MuP=1 > 0 en Q, y como consecuencia
del principio del maximo fuerte, du/0v < 0 en 9, donde v es la normal exterior unitaria a 9f.
En particular, como Vu es continua, podemos encontrar g9 > 0 tal que |Vu| > ¢ > 0 en Q.
Por eso, la ecuacién en (A.7) es no degenerada en Q.

Por otro lado, f(u(r)) es diferenciable en Q. De ahi, el Teorema 6.4 en el Capitulo 4 de
[54] nos proporciona que u € C'IQO’(’f(QEO). Tomando ¢ < gy, tendremos que u € C*(9.), v el
Teorema 6.3 del Capitulo 4 de [54] nos da u € C*H(Q.). O
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Apéndice B

En este apéndice demostramos algunos resultados sobre el método de sub y supersoluciones
para ecuaciones con el laplaciano-p. Concretamente, consideraremos el problema

—Apu = f(u) en

uw=20 en 01, (B.1)

donde ©Q C R" es un dominio acotado de clase C** para algiin 0 < < 1, y f es una funcién
continua. Una subsolucién de (B.1) es una funcién v € WHP(Q) N L>®(Q) tal que

—Apu < f(u) en Q
u <0 en 01,

en sentido débil, es decir

[ 1vur2vave < [ pw.
Q Q

para toda funcién ¢ € C3(D), ¢ > 0. Andlogamente definimos una supersolucién 7, invirtiendo
las desigualdades anteriores. La existencia de sub y supersoluciones ordenadas nos lleva a la
existencia de una solucién en el intervalo [u, 7] (cf. [25]).

Teorema B.1 Supongamos que existen u, @ € WHP(Q)NL>®(Q) sub y supersolucion respectiva-
mente de la ecuacion (B.1), tales que u <, y que f es continua. Entonces el problema (B.1)
admite al menos una solucion en el intervalo ordenado [u, 7).

Demostracion. Definimos el operador “truncamiento”, para v € WP(Q) de la siguiente forma:
Tu(r) = max{u(x), min{u(z),7(r)}}, con lo que obtenemos que T : WIP(Q) — WIP(Q) es
continuo y acotado (cf. [25]). Consideremos la forma

B(u,v) = / |Vul|P~2VuVv — F(Tu)v, u, vE Wol’p(Q) ,
Q

donde F : WyP(Q) — L”(Q) es el operador de Nemytskii de f, F(u)(z) = f(u(z)), que es
continuo y acotado en [u, 7] (nétese que f € L*®(a,b), donde a = infu, b = sup@). Se tiene
entonces que B es coerciva en el sentido siguiente:

B(v, v)

|U|17p

— Fo0, v e WiP(Q), |v]1, — +o0 .

Por tanto (ver Teorema I1.2.8 en [58]), existe u € Wol’p(Q) tal que B(u,¢) = 0 para toda
b € WyP(Q), es decir,

[1vur2vuve = [ f(Tuws, o e W)
Q Q
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Para demostrar el teorema, basta con ver que v < u <7, ya que en tal caso T'(u) = u y u seria
solucién de (B.1). A tal fin, tomamos como funcién test ¢ = (u —u)™". Entonces

| fws = /{ oy (=T < | varevav. - va)

{u>u}

v llegamos a

/ (|vu|P*2vu — |W|P*2W) (Vu—Va) <0 .
{u>n}

Aplicando la monotonia del laplaciano-p (Lema 1 en [78]) concluimos que (v —u)" = 0, es decir,
u < T. Andlogamente se prueba que v > w. O

Observacion B.2 Esta demostracién es una simplificacién de la contenida en [25], que es vélida
en situaciones mas generales. Véase también [17].

Cuando la regularidad de f lo permite, se puede dar informacién maés precisa sobre las
soluciones de (B.1) en el intervalo definido por una sub y una supersolucién. Por ejemplo, si
f es localmente Holderiana, podemos usar el cldsico esquema iterativo monétono (cf. [68], [2]
junto con sus referencias para el caso lineal y [26] para el laplaciano-p).

Teorema B.3 Supongamos que existen u, @ € WIP(Q) N L>(Q) sub y supersolucion respec-
tivamente de la ecuacion (B.1), tales que uw < @, y que f es localmente u—Hélder continua.
Entonces, existen u < u_ < uy < @, u_, uy € CH(Q) para algin 0 < By < 1, solucion
minimal, respectivamente mazximal, de (B.1) en el intervalo [u,T|.

Demostracion. Puesto que f es localmente p—Holder continua, podemos tomar una constante
M > 0 tal que la funcién g(u) := f(u) + M|u[*'u sea creciente en el intervalo [a,b], donde
a = infu y b = sup@ (Iinfimo y supremo esenciales). Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que p < p — 1.

Definimos u; como la tinica solucién en Wy (Q) de

—Apu+ Mlulttu=g(u) en Q

u=20 en Of. (B.2)

La unicidad de soluciones de (B.2) es consecuencia del principio de comparacién débil (Lema
3.1 en [77]), v la existencia se sigue de que el funcional

1 M
J(u :/ —|Vul? + w1 — glw)u
)= [ 29up+ 2ot — gt

es secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente y coercivo en VVO1 P(Q) (obsérvese que
J estd bien definido, pues p+1 < py g(u) € L>®(Q2)). Por tanto, sabemos del célculo de
variaciones ([75]) que J admite un minimizante global en T/VO1 P(Q), que es solucién de (B.2).
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Andlogamente, definimos la sucesién {u,} tomando u, como la tnica solucién de (B.2), al
sustituir g(u) por g(un—1).

Del principio de comparacién débil, v < up_1 < u, < % para cada n, luego u, € L*(Q)
Vv U_ := sup u, es una funcién acotada que cumple u < u_ < @. Veamos que u_ es de hecho
una solucién de (B.1). Puesto que |g(un_1) — M |tn|* 'up|oo estd uniformemente acotada por
Coy := sup,<.<p |9(s)| + M|s|*, obtenemos en virtud del Teorema A.3 que

|un|01»‘30 S Ca

para ciertas constantes 0 < By < 1 y C' > 0, que dependen solamente de N, p, Cy, a v b. Por
tanto, para cada 0 < 3 < By, existe una subsucesién {u,, } tal que u,, — u_ en C'P(Q). Ya
que u, — u_ puntualmente en €2, podemos tomar limites en

/Q Vi, P2V in, Ve + Mt [P in, ¢ = /Qg(”nk*l)‘b ,

para obtener que u_ es solucién de (B.1). De hecho, toda la sucesién {un} converge a u_ en
C'8(Q1). En efecto, supongamos que Up; — u* en C18(Q) para otra subsucesién. El que las
{un} estén ordenadas puntualmente implica que u— < u* y v* < uw_. Por eso, u, — u_ en
C8(QY), para todo 0 < 3 < fo.

La solucién maximal u; se obtiene de la misma forma como el limite en C1#(Q), para
todo 0 < B < fy, de una sucesién decreciente {v,} que verifica u < u,, < v, < . De hecho
uy := inf v,. De la discusién precedente se tiene finalmente que «_ es la solucién minimal vy u
la maximal de (B.1) en el intervalo funcional [u,7]. O

Para su aplicacién en los resultados de unicidad del Capitulo 4, necesitaremos una conse-
cuencia més precisa del Teorema B.3, en el caso en que €2 = D, un dominio acotado con simetria
radial (es decir, una bola o un anillo).

Corolario B.4 Supongamos que Q es un domino acotado radialmente simétrico D C RN y
que el problema (B.1) tiene una subsolucion u y una supersolucion T tales que w < T y que u
(respectivamente @) es una funcion radialmente simétrica. Entonces, la solucion minimal (resp.
mazimal) de (B.1) en el intervalo [u,u] es una funcion radialmente simétrica.

Demostracion. Sélo hay que observar que si, por ejemplo, u es radial, entonces 1 es la solucion
de un problema invariante por rotaciones (cf. la ecuacién (B.2)). Por tanto, como u; € C'(D),
u1 ha de ser radial. Procediendo por induccién, wu, es una funcién radial para cada n, con lo
que u_ serd radial. O

Observacién B.5 También se pueden permitir discontinuidades en la funcién f, siendo vélido
el mismo resultado (cf. [12]).

El Teorema B.3 es, de hecho, consecuencia de un resultado méas general, concerniente a la
existencia de puntos fijos T(u) = w, para un operador compacto y creciente definido en un espacio
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de Banach ordenado E. Para su uso en el Capitulo 4, nos restringiremos al caso £ = C[0, ¢],
para algin 6 > 0 (cf. Teorema 6.1 en [2]).

Teorema B.6 Sea T : C[0,6] — C0,6] un operador compacto y creciente. Supongamos que
eristen u, u € C|0, 8] tales que u < T(u), w > T(u) y u < u. Entonces el operador T" admite un
punto fijo minimal u_ y uno mazimal uy en el intervalo [u,).

Finalmente, nos queda resolver la cuestién de cémo conseguir sub y supersoluciones. Puesto
que nuestro objetivo es tratar siempre con problemas sublineales, la existencia de supersolu-
ciones no ofrece problemas. Asi, veamos a continuaciéon dos métodos que usaremos para obtener
subsoluciones positivas.

El primero de ellos es una adaptacién directa de una célebre idea en [2] para el caso semilineal.
En lo que sigue, o1, denotard al autovalor principal de —A, en 2 bajo condiciones de Dirichlet
homogéneas, siendo ¢ la autofuncién positiva correspondiente, normalizada de forma que se
tenga ¢l = 1 (véase la referencia al problema de autovalores en el §2.1.1).

Teorema B.7 Supongamos que f es una funcion continua en R que verifica

)
1}1%(1)51_f pyrs >0, (B.3)

Entonces u. = 6¢ es subsolucion de (B.1) si 6 > 0 es suficientemente pequeno.

Demostracion. En virtud de (B.3) tenemos que, para § > 0 suficientemente pequeio, f(u) >
o1,uP~ 1 en [0,68]. Por eso,

[ V@296V =y [ (010 < [ f60)0

para toda ¢ € Wol’p(Q) no negativa, y & es una subsolucién de (B.1). O

El segundo método es la adaptacién que hemos producido a partir de una situacién estandar
en el caso p = 2 (véase [11]). Especificamente, supongamos que el problema

—Apu = f(u) en

uw=10 en 0 (B.4)

tiene una solucién positiva acotada u, siendo Qg C € un dominio con frontera C** para algiin
0 < p < 1. Definimos

L I A L8

Veamos que u es una subsolucién del problema (B.1) si f satisface condiciones adecuadas.
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Teorema B.8 Supongamos que el problema (B.4) tiene una solucién positiva y acotada u, y
que f es una funcion derivable tal que

imint 2% 5 oo (B.6)
u—0+ 2P—1

Entonces la funcion u definida por (B.5) es subsolucion de (B.1).

Demostracion. Tenemos que ver que

/ |V71,|p72VuV<p§/ flu)e
Qo Q0

para toda ¢ € C5°(Q2), ¢ > 0 (mientras que sabemos que se cumple para toda ¢ € C5°(£)).
Nétese que podemos aplicar el Teorema A.5 del Apéndice A, para obtener que u € C?#(Qj.),
donde Q. := {z € Qp: dist (z,0Qp) < €}, vy € > 0 es suficientemente pequerio. Ademas, del
principio del méximo fuerte en [81] podemos concluir que 9u/Ov < 0 en 98, donde v es la
normal exterior unitaria a 9.
Elijamos ¢ € C°°() tal que 0 < & < 1, £ =1 en Qg \ Qo.. Con esta eleccién, podemos
escribir cada ¢ € C§°(2) en la forma ¢ = o + (1 — &)@ 1= @ + ¢1. Asi,

/ \VulP2VuVy = fu)eo —|—/ \VaulP2VuV, . (B.7)
Qo QOE

QO \QOa

Integrando por partes en el dltimo término (teniendo en cuenta que u es C2),

. _o0u
|ovur2vave = [ g+ [ [vaptSton< | pwe
0e QOE BQO v QOE

B

con lo que, volviendo a (B.7), tenemos que

/Qo |VU|T’*2VUV4P < /Qo\ﬁos fluw)eo +/Qoa fu)ypr = /Qo fu)e ,

que es lo que queriamos demostrar. O
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