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Prodlogo

La importancia de la Informacion y por tanto de su Proteccién es un
hecho ampliamente reconocido y manifestado. Actualmente, en lo que se ha
dado en llamar la Era Informatica toma ain mayor sentido la conocida frase
de Bacon (1561-1626) Nam et ipsa scientia potestas est (La informacion es
poder).

Las formas de llevar a cabo esa proteccion han variado mucho a lo largo
de los anos. De hecho, dada la actual exigencia de preservar la informacion
mediante procesos inmediatos, los viejos procedimientos de la Criptografia
Clasica se han visto relegados a meras curiosidades precientificas. A pesar
de que otros conceptos criptograficos gozan de mayor popularidad, no cabe
duda de que es el Cifrado en Flujo la tnica solucién factible para optimizar
el recurso tiempo. Su origen es practica y tecnolégicamente la plasmacion del
unico cifrado matematicamente perfecto: el Cifrado de Vernam. Las secuen-
cias aleatorias propuestas por Vernam [169] son sustituidas en este caso por
secuencias seudoaleatorias, nacidas de la tecnologia informatica. Sus métodos
de generacion han sido analizados en profundidad durante casi dos décadas
debido a su manifiesta utilidad en una amplia variedad de situaciones tec-
nolégicas que incluyen la Seguridad y Eficiencia de las Comunicaciones, la
Simulaciéon de Procesos Aleatorios o la Generacion de Codigos entre otras.

Entre las caracteristicas que se le exigen a una secuencia seudoaleatoria
para ser de utilidad criptografica destaca la de una alta complejidad lineal
(cantidad de secuencia necesaria para describir el resto de la secuencia). Por
eso se hace necesario que a las secuencias generadas con un simple Registro de
Desplazamiento con Realimentacién Lineal (RDRL) se les aplique una trans-
formacién no lineal conocida con el nombre de Filtrado no Lineal. Dicho
generador resulta éptimo en casi todos los aspectos, sin embargo paraddji-
camente se han llevado a cabo pocos esfuerzos en la investigacion sobre la
complejidad lineal resultante debido fundamentalmente a la dificultad que su
analisis plantea.

Por tanto el propésito fundamental de la presente memoria es el estudio
de la complejidad lineal de varios casos de filtrados no lineales. En particular
se hace hincapié en aquéllos con un tnico término de orden maximo. Esto se
debe a que gran parte de este trabajo puede considerarse como una contin-
uacién del trabajo realizado por Rueppel con su ‘test de presencia de raices’
[152].

Por estar las técnicas que se exponen en sus comienzos, no se pretende



dar ninguna solucion cerrada, sino que mas bien se abre la posibilidad de
continuar la investigacion en el futuro segtn las directrices que aqui se inician.

Para su desarrollo se ha dividido la presente memoria en cuatro capitulos
organizados de la siguiente forma:

En el capitulo 1, con el propdsito de que la memoria sea autocontenida,
se efectiia en primer lugar una revisién de los conceptos fundamentales que
se manejan. En segundo lugar se lleva a cabo un recorrido bibliografico por
los trabajos que conforman el punto de partida para las nuevas teorias que se
plantean y desarrollan en los capitulos posteriores. Ademas se anaden algunas
rectificaciones y ampliaciones a las teorias de cada autor.

El capitulo 2 se dedica integramente a la deduccién teodrica de cotas de
la complejidad lineal del filtrado. Para ello se explotan dos maneras duales
de enfocar el problema. Por un lado se obtienen para un amplio grupo de
funciones no lineales cotas del valor de complejidad lineal muy generales. Por
otro lado se determina un grupo de funciones no lineales para las que se tiene
garantizado un alto valor de complejidad lineal. Los resultados obtenidos
de ambas maneras se presentan al final del capitulo en forma de practicas
sugerencias para la eleccion del filtrado.

En el capitulo 3 se desarrolla una técnica para el calculo de cotas infe-
riores a la complejidad lineal de los filtrados no lineales. A diferencia de los
esquemas existentes en los que se requiere el calculo de determinantes en
cuerpos finitos, este método se basa tinicamente en operaciones logicas sobre
cadenas binarias. Esta técnica queda plasmada en dos algoritmos. Ambos re-
sultan ser de gran aplicabilidad ya que sélo requieren que el filtrado tenga un
unico término de orden maximo. Ademas, los resultados obtenidos permiten
acotar inferiormente la complejidad lineal mediante una curva polinémica,
lo que queda reflejado en estimaciones de complejidades lineales muy altas,
validas para muchos casos practicos.

En el capitulo 4 se plantean dos procedimientos alternativos cuyas bases
se sitian en los trabajos de Key [85] y Kumar y Scholtz [90]. Con ambos
analisis se pone de manifiesto al mismo tiempo la posibilidad de enfocar
el problema utilizando herramientas muy diversas, y la gran dificultad que
entrana el estudio exhaustivo del valor concreto de la complejidad lineal.

Por tultimo y a modo de apéndice figuran los diagramas de flujo de los
algoritmos y los listados de los programas realizados para el calculo numérico.



Capitulo 1

Conceptos Basicos y
Antecedentes

Este capitulo aporta las herramientas necesarias para la investigacion re-
alizada. En las dos primeras secciones se establecen los conceptos y resultados
bésicos correspondientes respectivamente a las estructuras lineales y no lin-
eales que se manejan. Obsérvese que muchas definiciones sencillas se exponen
de forma abreviada entre paréntesis.

En la tltima seccién se hace un recorrido bibliografico donde se desta-
can aquellos resultados que constituyen el punto de partida de las nuevas
teorias que se desarrollan en capitulos posteriores. En esta parte se incluyen
ademads para cada autor referenciado, una serie de observaciones tales como
rectificaciones y ampliaciones.

1.1. Teoria Lineal

El tnico cifrado incondicionalmente seguro conocido hasta el momento es
el cifrado de Vernam o de cinta aleatoria. Ahora bien, dada la longitud de la
clave necesaria, este tipo de cifrado resulta poco practico. De ahi la tendencia
a usar su esquema de cifrado y descifrado para disenar nuevos sistemas que
eviten el problema de la longitud de la clave. Esa es la idea de los cifrados
en flujo cuyo esquema de funcionamiento se muestra en la figura 1.

La situacion ideal para la seguridad de estos esquemas seria que la se-
cuencia de clave o secuencia cifrante fuera aleatoria, tal y como ocurre
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Figura 1.1: Cifrado en Flujo

en el cifrado de Vernam. Pero dada la necesidad practica de usar un algo-
ritmo deterministico para generar la secuencia, se tiene que ésta es siempre
una secuencia finita y por tanto nunca puede ser considerada verdaderamente
aleatoria. Para garantizar su seguridad criptografica, a estas secuencias se les
exigen una serie de caracteristicas que las hacen parecer aleatorias. Las se-
cuencias que las verifican se conocen con el nombre de seudoaleatorias. Las
propiedades que deben cumplir estan contenidas en los llamados postulados
de aleatoriedad que Golomb formula en [68] y que se pueden describir en
el caso binario de la forma siguiente:

G1. En cualquier secuencia de periodo p, el nimero de unos debe ser casi
igual al nimero de ceros, es decir, £ si p es par y % si p es impar.

G2. En cualquier secuencia periddica, aproximadamente la mitad de las
rachas debe tener longitud uno, la cuarta parte de las rachas longitud dos,
la octava parte longitud tres y asi sucesivamente. Ademas, para cada una de
estas longitudes deben existir tantas rachas de ceros como de unos.

G3. La funcién de autocorrelacién debe tomar los valores siguientes:

Siplt, AC(t) = 1.
: _ —1/(p—1) sipespar
_ A-D _
Sip jt, AC(t)= P { —1/p si p es impar
siendo A y D respectivamente el niimero de coincidencias y diferencias entre

{sn} ¥ {8n41}

Dada una secuencia {s,}, la secuencia {s,s}=s, Si11, St12,... se llama
desplazamiento de fase o fase t-ésima de {s, }, y la secuencia {s,.q}=so, sS4, S2d, ---
se llama decimacién d de la secuencia {s,}.
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El dltimo postulado G3 implica que el recuento de coincidencias entre
una secuencia {s,} y su desplazamiento de fase {s,,;} no debe proporcionar
ninguna informacién sobre el periodo de la secuencia salvo cuando t es multi-
plo del periodo.

Para comprobar la seudoaleatoriedad de las secuencias se utilizan con-
trastes de hipétesis tales como el test de frecuencias (para comprobar G1), el
test de las rachas y el test serial (para G2) y el test de correlacién (para G3).
Dado que el objetivo de este trabajo no es el estudio de estos tests, para may-
or informacién sobre los mismos pueden consultarse diversas fuentes como
[102] y [88].

Por otra parte, ademas de la aleatoriedad, existen otras propiedades que
una secuencia debe cumplir para ser de utilidad criptografica [112], tales
como:

C1. El periodo p de la secuencia debe ser muy grande (aproximadamente
del orden de 10%°).

C2. La secuencia ha de ser facil de generar.

C3. El conocimiento de una parte de la secuencia cifrante no debe permitir
a un criptoanalista generar la secuencia completa.

Después de haber dejado claras las propiedades que debe cumplir una
secuencia cifrante, se estudiara en el proximo apartado el mas extendido de
todos los métodos de generacion de dichas secuencias, los llamados registros
de desplazamiento realimentados.

1.1.1. Registros de Desplazamiento Realimentados

Existen muchas y variadas aplicaciones de las secuencias en cuerpos finitos
cuyos términos dependen de una forma sencilla de sus predecesores. Una
ventaja computacional de estas secuencias reside en su facilidad para ser
generadas mediante procedimientos recursivos. Ademas, tal y como veremos,
estas secuencias presentan algunas propiedades estructurales muy ttiles. En
particular dichas secuencias resultan de gran interés tanto en Criptografia
como en Teoria de la Codificaciéon y algunas ramas de la Ingenieria Eléctrica.

Los cuerpos finitos a los que se hace referencia en este trabajo son los
cuerpos de Galois GF(q), formados por los enteros {0,1,...,q-1} siendo q un
ntimero primo (cuerpo con la suma y el producto médulo q), y los cuerpos
extension finita de éste, GF(q"). En concreto este trabajo se dedica exclusi-
vamente al caso binario (q=2).
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Figura 1.2: RDR

Los generadores de las secuencias mencionadas responden todos a la for-
ma general g(z1,xs,...,2,) = (Z2,23,...,2,11), donde g es una aplicacién
de (GF(2))" en (GF(2))™. En particular resultan de mayor utilidad practi-
ca aquéllos tales que g(z1,xa, ..., x,) = (x9, 23, ..., A(x1, T2, ..., x,)), siendo h
una aplicacién de (GF(2))™ en GF(2). Dichos generadores se denominan reg-
istros de desplazamiento realimentados (RDR 6 FSR del inglés Feed-
back Shift Register) y pueden implementarse ficilmente mediante circuitos
electronicos.

La figura 2 muestra el esquema general de un generador de este tipo.

A intervalos periddicos determinados por un reloj, los contenidos de x;
son transferidos a x;_1. Para obtener cada nuevo valor de x,,; se calcula una
funcién h(zy, zs, ..., z,,) de todos los términos presentes en el registro. De esta
forma la salida del generador resulta ser una secuencia de elementos recibidos
en cada intervalo de una unidad de tiempo.

Entre estos generadores, los mas estudiados y utilizados son los lineales.
Se habla de registro de desplazamiento con realimentaciéon lineal
(RDRL 6 LFSR del inglés Linear Feedback Shift Register) cuando la fun-
cién de realimentacion h se puede expresar de una forma lineal mediante
h(z1, oy ooy Ty) = 1Ty + CoTp_1 + - - - + CpT1.

La notacién de la figura 3 serd la utilizada a lo largo de todo el trabajo.

Tanto los coeficientes ¢; como los digitos de salida s; son elementos del
cuerpo de Galois GF(2). El nimero L de celdas se llama longitud del RDRL,
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y cada celda se llama etapa del RDRL. A cada vector formado por los
contenidos de las L etapas s;, ..., sj1—1 se le denomina estado del RDRL y
se le denota mediante 3;. El vector 5, formado por los L digitos sg, ..., sp—1
inicialmente cargados en las L etapas se llama estado inicial del RDRL.
Si se representan como nodos cada uno de los posibles estados y se unen
mediante arcos aquellos estados que van uno a continuacién de otro, al digrafo
resultante se le llama diagrama de transicién de estados.

Los coeficientes c¢; se caracterizan mediante el llamado polinomio de
realimentacién o de conexién, C(x)= 1+ c1x + cpz® + - - - + cpat que
tiene como grado maximo L. Se denota mediante s={s,},cn a la secuencia
producida por el RDRL. Los digitos s; (j > L —1) se determinan a partir del

L
RDRL y de su estado inicial segtn la expresion  sjir = Y ¢;Sj1n—i, Vj >0,
i=1

6 también s;iz + c18j4-1 + - - - + crs; = 0, conocida como relacién de
recurrencia lineal de orden L.

Asociada a dicha relacién se tiene la matriz cuadrada de orden L y ele-
mentos binarios,

00 .. 0 C1
C2
C3

O =
)
o O

00 .. 0 Cr—1
0O 0 .. 1 Cr,

Mediante esta matriz se puede describir cada estado del RDRL en funcion
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del estado inicial segin la expresién §; = SpA7.

Si cg, # 0 se dice que el RDRL es no singular. En ese caso, cualquiera de
los posibles estados del RDRL tiene un predecesor tnico, por lo que su diagra-
ma de transicién de estados esta formado por varias componentes conexas que
son circuitos. Obsérvese que en ese caso cualquier secuencia {s,} producida
por un RDRL con un determinado estado inicial también puede obtenerse
mediante un desplazamiento de fase {s,.;} generado por el mismo RDRL
pero con distinto estado inicial. El ntimero de tales desplazamientos de fase
coincide con el nimero de nodos de la componente conexa a la que pertenece
el estado inicial de partida.

Se define la D-transformada o funcién generatriz S(x) de la secuencia

{sn } como la serie S(z) = Y s;27 = sg + s12 + s22® + - - -. La idea subya-
j=0

cente en esta expresion consiste en que en ella quedan almacenados de forma
ordenada todos los términos de la secuencia, luego de alguna forma refleja
sus propiedades.

Mediante esta funcién y el polinomio de realimentacion se puede construir
el polinomio, P(x)=C(x)S(x), llamado polinomio de estado inicial. Gra-
cias a la relacion de recurrencia lineal se puede demostrar que este polinomio
es siempre de grado menor que L. La expresiéon que lo describe se conoce
como identidad fundamental.

Segun [71], si med(P(x),C(x))=1, entonces el RDRL de polinomio de re-
alimentacién C(x) es el de menor longitud que puede usarse para generar
la secuencia {s,} que determina la funcién S(x). Esta propiedad jugard un
papel fundamental en el analisis de Fourier que se presentard en el apartado
1.2.2.

Una de las caracteristicas mas destacables de las secuencias recurrentes
lineales en un cuerpo finito es que, después de un posible comportamiento
irregular, siempre terminan manifestando su naturaleza periédica.

Se denomina periodo de la secuencia {s,} al menor entero p tal que
{Sn4p}= {sn} ¥n > ng y se llama comienzo no periédico de {s,} a la
subsecuencia 80,81, ..., Spg-

Teorema 1.1.1
Toda secuencia producida por un RDRL de longitud L es peridodica y su
periodo p cumple que p < 21 — 1.

Demostracion Dado un estado inicial, si uno de los estados del RDRL
es el estado nulo, entonces el periodo es exactamente p=1<2E-1 ya que la
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secuencia se convierte en la secuencia nula después de pasar por el estado
nulo. Supéngase ahora que el RDRL no pasa por el estado nulo. Excluyen-
do el vector nulo existen exactamente 2 — 1 cadenas binarias distintas de
longitud L. Por tanto, si se consideran los 2% primeros estados 5; del RDRL,
se tiene forzosamente que §; = 5; para algun par de valores i y j tales que
0<i < j <2l —1. A partir de esa igualdad, usando la relacién de recurrencia
lineal y un procedimiento de induccién se llega a que s,4;_; = 5, Vn > 1,
lo que demuestra la periodicidad de la secuencia y que el menor periodo es
p<j—i <2k —1.

Concretamente, si el RDRL es no singular se tiene que la secuencia pro-
ducida es periddica desde el principio, es decir, no contiene un comienzo no
periédico. Por eso en este trabajo sélo se consideran RDRLs no singulares.

Ejemplo 1.1.1

Dados L=/, ¢c; = co = 0,¢c3 = ¢4 = 1 y el estado inicial (1,0,0,0) se tiene
el siguiente RDRL de polinomio de realimentacion C(z)=1+2>+1".

A continuacion se muestran los sucesivos estados del RDRL a cada golpe
de reloj.

reloj | So S1 So Sz || reloj| sg s1 So s3 || reloj| sg S1 S2  S3
0 1 0 0 0 5 0o 0 1 1 10 |1 0 1 1
1 0o 0 0 1 o 0 1 1 0 11 0 1 1 1
2 o 0 1 0 7 1 1 0 1 12 |1 1 1 1
3 0o 1 0 0 8 1 0 1 0 13 |1 1 1 0
4 1 0 0 1 9 0 1 0 1 1 1 1 0 0

Su diagrama de transicion de estados estda formado por el nodo que rep-
resenta el estado nulo y el circuito con los 15 estados distintos.

La D-transformada queda de la forma S(z)=1+2*+a"+2%+ - -, luego el
polinomio de estado inicial es P(x)=(1+ 2*+ 2"+ 28+ - - )+ (P + 27+ 10+
s )+ (A B 2= 1+ 2R

1.1.2. Polinomio Caracteristico y Polinomio Minimal

Con el fin de analizar la periodicidad de las secuencias generadas, a con-
tinuacion se define un polinomio asociado a cada RDRL mediante el cual se
pueden describir los términos de las secuencias. En esta secciéon también se
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describen las secuencias de méximo periodo que, segin el requerimiento C1,
son las que se utilizan en criptografia.

Al polinomio ménico asociado al RDRL definido en GF(2)[x] median-
te c(x) = 2l + cpal~t + - - - + ¢,_12 + ¢ se le conoce como polinomio
caracteristico del RDRL.

Este polinomio sélo depende de la relacion de recurrencia lineal, por lo
que puede ser expresado en funcién de la matriz A segin c(x)=det(x-I,+A).
Por otra parte, la relacion que le une con el polinomio de realimentacién
viene dada por C(x)=x"c(x™1), es decir, son polinomios reciprocos.

Como primera aplicacién de este polinomio se presenta la siguiente rep-
resentacion de los términos de la secuencia.

Teorema 1.1.2
Dada una secuencia binaria {s,} producida por un RDRL de longitud L y
polinomio caracteristico c(x), si las L raices de c(x) aq, ..., ap son distintas,

L
entonces s, = 3. fBjal, Vn = 0,1,... siendo [, ..., 01 elementos de GF(2")
j=1

univocamente determinados por el estado inicial.

Demostracion El estado inicial se puede expresar segin las ecuaciones
L

sn = 2 fjaf, n=0,1,...,L-1 ya que el determinante asociado a este sistema
j=1

es un determinante de Vandermonde no nulo por ser las raices «; todas
distintas. Los restantes elementos definidos segtin esa relacion verifican la

L
relacion de recurrencia lineal s, p + ¢1Sp0p-1 + -+ cpsp = > ﬁjoz;l”‘ +
=1

L L L
a Y Byt e 3 Bia} = 3 Bjajc(a;) =0, Vn. Por tanto, ya que
7j=1 j=1 j=1

cada relacion de recurrencia lineal y estado inicial determinan univocamente
una secuencia, se tiene que la secuencia definida mediante esa expresion co-
incide con la secuencia {s, } generada por el RDRL.

En adelante se usara la notacién Trl para representar a la funcién traza
Trarer)/cre) que aplica cada elemento 3 € GF(2%) en el cuerpo GF(2) de
la forma Trgperyare)(8) = B+ 62+ B2+ ...+ 327" Esta funcién traza no
es sélo una transformacién lineal de GF(25) sobre GF(2), sino que ademds
sirve como descripcién de cualquier otra transformacién lineal entre ambos
cuerpos [101].
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A continuaciéon se muestra un resultado analogo al teorema 1.2 para el
caso en el que el polinomio caracteristico sea irreducible. En este caso todas
las raices de c(x) corresponden a distintas potencias de una de ellas y los
elementos de la secuencia se expresan en términos de una funcién traza.

Teorema 1.1.3

Dadas una secuencia binaria {s,} producida por un RDRL de longitud
L y polinomio caracteristico c(x) irreducible sobre GF(2) y o € GF(2") una
raiz de c(x), entonces existe un tnico elemento A € GF(2") tal que

L-1 :
sn=Tri(Aa™) = ¥ (Aa™)?, Vn=0,1,...

=0

Demostracién Dado que {1,a,02,...,a"7!} es una base de GF(2%) sobre
GF(2) por ser c(x) irreducible, se puede definir una aplicacién lineal f de
GF(2F) sobre GF(2) de la forma f(a®) = s, (¥n = 0,1, ..., L — 1). Segtin lo
ya comentado [101], toda transformacién lineal de GF(2L) sobre GF(2) se
puede describir mediante una funcién traza. En particular, la transformacion
definida se puede expresar de la forma f(a") = s,, = Tr¥(Aa™) para un tinico
Ae GF(2%), [101]. La secuencia asi definida coincide con la secuencia gener-
ada por el RDRL de polinomio caracteristico ¢(x) ya que verifica la relacién
de recurrencia lineal Tri(Aa™ ) + ¢, TrF(Aa™ =) + -« 4+ ¢, Tri(Aa™)=
Tri(Aa™l 4 i Ao oo fep Aa™)= TrE(c(a)Aa™)= 0 Vn > 0, y posee
el mismo estado inicial.

Segtn la expresion de la secuencia dada en el teorema anterior, cada uno
de los 2% posibles valores del coeficiente A determina una secuencia diferente
que puede ser generada mediante el RDRL. Dado que existen exactamente 2
posibles estados iniciales del RDRL, se puede establecer una biyeccion entre
los coeficientes A € GF(2L) y los posibles estados iniciales del RDRL. Conc-
retamente, para cada estado inicial, mediante la expresién del teorema 1.3 se
define un sistema de ecuaciones lineales que permite calcular el coeficiente
A correspondiente. Por tanto siempre se puede escoger como estado inicial
aquél que produzca el coeficiente A=1, quedando en ese caso la expresion
anterior de la forma s, = TrF(a™). Esta serd ampliamente utilizada en el
ultimo capitulo de este trabajo.

En este punto hacemos un inciso en el desarrollo normal de la memoria
para introducir varios conceptos de Teoria de Galois [125].
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Sea B €GF(2F) entonces los elementos £, 52,42, ..., 52" se llaman
raices conjugadas de ( respecto a GF(2). Si o €GF(2F) es un elemen-
to primitivo de GF(2F) (su orden, 2%-1, coincide con el orden de GF(2%)),
entonces los elementos no nulos de GF(2%) se pueden expresar como potencias
de a. Siempre se puede definir una particién del conjunto de elementos 3 no
nulos de GF(2%) en conjuntos disjuntos de raices conjugadas. Los conjuntos
disjuntos de exponentes de esas raices conjugadas expresadas como potencias
de un elemento primitivo jugaran un papel fundamental en el desarrollo de
esta memoria.

Se define ahora la siguiente relacion de equivalencia sobre 77, : E; ~
Eo, E1,Ey €75, | siy solosi i, 0< ¢ < L — 1 tal que E 2 = E; mod(2*-
1). Las clases de equivalencia resultantes de esta particién coinciden con los
conjuntos disjuntos de exponentes de las raices conjugadas anteriormente
mencionadas.

Definicién 1.1.1
Se denomina coset al conjunto de todos los enteros de la forma FE-2°
mod(25-1) siendo 0<i < L—1y Ec Zj,_,.

Observacién 1.1.1

En este trabajo usamos la terminologia coset por razones de conveniencia
y simplicidad en lugar de una traduccion como podria ser clase de equivalen-
cia.

Por extensién a veces también se asigna este nombre a los conjuntos
de raices conjugadas. Dado que los cosets son disjuntos, siempre podemos
referirnos al coset que contiene un elemento E como coset E. Al menor de
sus elementos se le conoce como lider del coset. Segin la definicién de coset
se deduce que, si se expresan dichos enteros en base 2, todos los elementos de
un mismo coset tienen exactamente el mismo peso de Hamming (ntimero de
unos en su representaciéon binaria). A este valor se le llama peso del coset.
Obsérvese que en la expresion de s, dada en el teorema 1.3 estdan incluidos
todos los elementos del coset {1, 2, 22, ..., 2571} de peso 1. Se llama cardinal
del coset al nimero de elementos del coset.

Golomb en [68] distingue los cosets E tales que med(E,2X — 1) = 1 del
resto. A los primeros los llama cosets propios y a los demas, cosets im-
propios.
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Ejemplo 1.1.2
Para L =42 —1=15=3-5, GF(2") ={0,1,a,a?, ...,a}, GF(2'}-

{0}: {{]}7 {OZ, 062, OZ4, OZS}, {063, 066, 0[12, OZQ}’ {0[57 alO}’ {a7’ 0614, 0613, all}}

Coset Fy :1,2,4,8 :0001,0010,0100, 1000 coset propio de peso 1
Coset Fy : 3,6,12,9 :0011,0110, 1100, 1001 coset impropio de peso 2
Coset F5: 5,10 :0101,1010 coset impropio de peso 2
Coset Fy : 7,14,13,11:0111,1110, 1101, 1011 coset propio de peso 3

Tanto la caracterizacion dada en el teorema 1.3 como los cosets recien
definidos juegan un papel fundamental en el tema que se analiza ya que
constituyen la base de los analisis de algunos autores y de gran parte del
presente trabajo.

Tal y como ya se ha mencionado, el periodo es una de las caracteristicas
mas relevantes de las secuencias cifrantes. Dado que el periodo de las secuen-
cias producidas por cualquier RDRL de longitud L estd acotado por 25-1, a
continuacion se describen las secuencias cuyo periodo coincide exactamente
con ese valor.

Si el periodo de una secuencia producida por un RDRL de longitud L es
2.1, se dice que es una secuencia de longitud maxima, m-secuencia
o PN-secuencia, y también que el RDRL que la genera es un RDRL de
longitud maxima. Un RDRL no singular de longitud L genera una m-
secuencia si y sélo si su polinomio caracteristico es primitivo (polinomio de
menor grado tal que una de sus raices es un elemento primitivo de GF(2F))
y el estado inicial es no nulo.

Toda secuencia producida por un RDRL satisface varias relaciones de
recurrencia lineal aparte de la usada para generarla. Por ejemplo, dado el
periodo p de una secuencia, siempre se tiene la relacion valida s, 1, =s,, Vn =
0,1, .... En el caso extremo de la secuencia nula se tiene que satisface cualquier
relacién de recurrencia.

Dada una secuencia binaria producida por un RDRL cualquiera, al poli-
nomio caracteristico de menor orden posible que permita describir una relacién
de recurrencia lineal valida para dicha secuencia se le conoce como poli-
nomio minimal de la secuencia. Este polinomio puede ser de menor o
igual grado que el polinomio caracteristico del RDRL usado para generar
la secuencia, y siempre divide a los polinomios caracteristicos de todos los
RDRLs que sirvan para generarla.
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El polinomio minimal es de importancia crucial para las secuencias pro-
ducidas por un RDRL dado que su orden (menor entero positivo t tal que el
polinomio divide a (x* — 1)) coincide con el periodo de la secuencia.

Teorema 1.1.4
Dada una secuencia {s,}de polinomio minimal m(z)e GF(2)[x], entonces
el periodo de {s,} es igual a ord(m(z)).

Demostracién Si p es el periodo de la secuencia {s, } y ng es la longitud
de su comienzo no periddico, entonces s,4, = S,, Vn > ny y en particular
Sntno+p = Sntng, V1 > 0. Entonces, por su condicion de polinomio minimal
de la secuencia, m(x) divide a x"0*P-x" luego m(x)=x"g(x) con h< ng y
g(x)eGF(2)[x] que divide a x? — 1. Por tanto ord(m(x))= ord(g(x))< p. Por
otro lado, dado que el periodo p siempre divide a ord(m(x)) [101], se tiene la
igualdad.

A continuacién se da un criterio para descubrir si un polinomio carac-
teristico de un RDRL corresponde o no al polinomio minimal de la secuencia
generada.

Teorema 1.1.5

Dada una secuencia binaria {s,} no nula generada por un RDRL de longi-
tud L y polinomio caracteristico c(x)e GF(2)[z], entonces c(z) es el polinomio
minimal de la secuencia si y solo si los estados Sg,51,...,5,_1 del RDRL son
linealmente independientes sobre GF(2).

Demostracion ‘=’ Se procede por reduccion al absurdo. Si §y,51,...,57,_1
fueran linealmente dependientes sobre GF(2), se tendria que bySg+ b1S1 + - -
++br_15,-1 =0, by, by,...b,_1 €GF(2). Multiplicando dicha ecuacién por la
matriz A" se tiene que by, + biS,11 4+ +br_15,47-1 =0, Vn > 0. Si b;=0
Vj # 0, se obtendria la secuencia nula s, = 0 Vn > 0, cosa que es contradic-
toria con las hipdtesis. Si j> 1 es el mayor valor tal que b; # 0, entonces la
secuencia satisface una relaciéon de recurrencia lineal de orden 57 < L, lo que
entra en contradiccién con que c(x) sea el polinomio minimal de la secuencia.
Luego 5¢,51,...,5,_1 son linealmente independientes sobre GF(2).

‘=" Se supone por reduccién al absurdo que c(x) no es el polinomio
minimal de la secuencia. En ese caso la secuencia satisface una relacion lineal
de orden m con 1< m < L, lo que contradice la independencia lineal de los
L estados.
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A lo largo de esta memoria se trabajara siempre con PN-secuencias, es
decir, con secuencias tales que su polinomio minimal es primitivo. Ademaés se
considerara siempre el RDRL cuyo polinomio caracteristico es el polinomio
minimal de la secuencia.

1.1.3. Propiedades de las PN-secuencias

En este apartado se analiza si las PN-secuencias binarias (generadas me-
diante un RDRL no singular de polinomio primitivo y estado inicial no nulo)
cumplen o no los postulados de Golomb y los requerimientos criptograficos
comentados en el apartado 1.1. Estas secuencias pasan con cierto margen
los contrastes de hipdtesis mencionados alli, tal y como se deduce de las
siguientes observaciones hechas para cada uno de los postulados.

G1. Dado que el RDRL genera ciclicamente los 25-1 estados no nulos, cada
estado no nulo ocurre exactamente una vez por periodo. Luego el nimero de
unos por periodo es 2°~! mientras que el de ceros es 2871-1.

G2. Hay 2L7%72 estados cuyos k-+2 bits mds significativos son 011...10 (k
unos) y otros 267572 estados para el caso 100...01 (k ceros). Luego de longitud
k<L-2 existen 2¥7%=2 rachas, tanto de ceros como de unos. El estado 011...11
aparece exactamente una vez y su sucesor 111...11 va seguido a su vez por el
estado 111...10, mientras que al estado 100...00 le sigue forzosamente 000...01.
De todo esto se deduce que existe una racha de ceros y ninguna racha de unos
de longitud L-1 y sélo hay una racha de unos y ninguna de ceros de longitud
L.

G3. El ntmero de coincidencias por periodo entre {s,} y {s,+:} viene
dado por el nimero de ceros por periodo de {s,+s,:}, considerando la suma
moédulo 2. Este nimero es 267121 y en consecuencia el ntiimero de diferencias
es 2671 Por tanto la autocorrelacién es AC(t)=57, cuando 1< ¢t < 28 — 1.

De lo anterior se concluye que las PN-secuencias cumplen satisfacto-
riamente los tres postulados de Golomb. Sin embargo, con respecto a las
propiedades de naturaleza criptografica a continuacién se ve que, debido a la
propiedad C3 del apartado 1.1, dichas secuencias no resultan suficientemente
seguras como claves de un cifrado en flujo.

C1. Dado que el periodo de una PN-secuencia generada por un RDRL
de longitud L es 2'-1, se pueden conseguir facilmente grandes periodos. Por
ejemplo para L=166 el periodo 2'%-1 ronda el valor 10°°. Adem4s ni siquiera
resulta dificil encontrar, para cualquier valor de L, suficientes polinomios
primitivos entre los que elegir el polinomio caracteristico del RDRL. En par-
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ticular, existen exactamente w polinomios primitivos de grado L. Por

tanto, si se consideran iguales aquellas secuencias que difieran sélo en su
estado inicial, se tienen @ PN-secuencias distintas. Este niimero crece
exponencialemente a medida que L crece, de manera que, mientras para L=11
hay 176, para L=24 hay 276480.

C2. Los RDRLs son muy faciles de implementar en hardware ya que su
estructura esta basada en puertas simples.

(C3. Las PN-secuencias resultan muy inseguras dado que el conocimiento
de 2L digitos consecutivos S, Sgi1, .-, Skr2r,—1 permite al criptoanalista deter-
minar exactamente los coeficientes de realimentacién ¢; y de ahi la secuencia

completa. Esto es posible mediante la ecuacion matricial

Sj+r-1  Sj+L-2 - S €1 Sj+L
Sj+L Sj+L—1 - Sj+1 C2 | _ | Sj+L+1
Sj+2L-2 Sj+2L-3 - Sj+L-1 CrL Sj+2L-1

Por el teorema 1.5 se tiene que cualesquiera L estados consecutivos son
siempre linealmente independientes. Por tanto, la ecuacion matricial anterior
representa un sistema compatible de L ecuaciones cuyas soluciones son los
coeficientes c;.

De lo anterior se concluye que el tnico de estos requerimientos que no
cumplen las PN-secuencias es el requerimiento C3, por tanto en lo que resta
de capitulo se procedera de la siguiente manera:

1. Se presentardan herramientas que permitan analizar el requerimiento

C3.

2. Se estudiaran con ellas otros tipos de generador de secuencia cifrante.

Con respecto a este ultimo paso, dado que las PN-secuencias cumplen el
resto de propiedades, resulta bastante natural aprovechar esas buenas cual-
idades de los RDRLs que las generan. Para ello lo logico es utilizar estos
RDRLs de una forma no lineal de manera que no se modifiquen dichas
propiedades, pero si se verifique el requerimiento C3. Esto se hara en la
seccion 1.2.

Por otro lado, el primer paso mencionado se desarrollara a lo largo de los
dos siguientes apartados.
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1.1.4. Complejidad Lineal

La complejidad lineal de una secuencia periddica es el concepto central
de este trabajo.

Toda secuencia binaria de periodo p puede generarse siempre mediante un
RDRL. Al menos siempre se puede considerar como estado inicial el primer
periodo y como polinomio caracteristico 1+x”.

En general se define la complejidad lineal de una secuencia periddica
{sn} como la longitud del menor RDRL que puede utilizarse para generar-
la. A este RDRL se le conoce como equivalente lineal de la secuencia. El
polinomio caracteristico del equivalente lineal es el polinomio minimal de la
secuencia {s,}. En el caso de secuencias infinitas se habla de complejidad
lineal global y se denota como A({s,}) mientras que en el caso de secuen-
cias finitas s" = sq, s1, ..., S,_1 se habla de complejidad lineal local y se
denota mediante A(s™) (6 también L, ). Evidentemente una secuencia finita
s", realizacién concreta de una secuencia infinita {s,}, tiene su complejidad
lineal local acotada inferiormente por la complejidad lineal global de ésta,
A(s") < A({5,)).

Dado que se trata de determinar la secuencia entera a partir del conocimien-
to de una parte, resulta evidente la importancia del estudio de la complejidad
lineal como medida de impredecibilidad de la secuencia. Segin lo comentado
en el apartado anterior, siempre se puede obtener la secuencia completa {s, }
a partir de 2 - A({s,}) digitos conocidos.

Existe un algoritmo bien conocido para calcular la complejidad lineal
local de una secuencia conocida a partir de sus digitos. El propdsito inicial
del algoritmo disenado por Berlekamp [4] era la decodificacién de codigos
BCH, pero posteriormente Massey [111] demostré su utilidad para el calculo
de la complejidad lineal local. A partir de entonces el algoritmo se conoce
como algoritmo de Berlekamp-Massey.

El algoritmo de Berlekamp-Massey relaciona las complejidades lineales lo-
cales asociadas respectivamente a los primeros n y n-1 digitos de una misma
secuencia binaria A(s") y A(s"7!). Se llama discrepancia y se denota como
0,1 a la diferencia entre el n-ésimo digito de la secuencia analizada s, 1 y el
n-ésimo digito generado por el equivalente lineal de la secuencia s"~!. Obvia-
mente si el equivalente lineal de s"~! también genera la secuencia s”, entonces
8,-1=0 y ambas complejidades lineales locales coinciden A(s")=A(s""1). Si,
por el contrario dicho RDRL no sirve para generar s", entonces 6,,_1=1 y la
complejidad lineal local de s es mayor que la de s"~! cuando la de ésta es
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menor que 3. Por tanto, el proceso de actualizacion de la complejidad lineal
local que se lleva a cabo en el algoritmo de Berlekamp-Massey, cuya completa
descripcién se puede encontrar en [112], se resume como sigue.

* Si 0,1 = 0 entonces A(s") = A(s"1)
A(s™) = A(s" 1) si A(s"1) >

* ; _
Si 0n—1 = 1 entonces { A(s")=n+1—A(s"1) si A(s") <

ISN[3

Por ultimo hay que destacar que el algoritmo de Berlekamp-Massey es
aplicable a todo tipo de secuencias binarias, tanto las generadas linealmente
como las no lineales.

1.1.5. Perfil de Complejidad Lineal

La complejidad lineal de una secuencia es una medida de su impredeci-
bilidad, mientras que el llamado perfil de complejidad lineal refleja su aleato-
riedad.

Ya se ha mencionado que si una secuencia tiene periodo p entonces puede
ser generada con un RDRL de longitud p, polinomio caracteristico 1+x”
y estado inicial correspondiente al primer periodo de la secuencia. A este
generador se le conoce como RDRL ciclico puro. De lo anterior se tiene
que la complejidad lineal de una secuencia nunca puede superar el valor de
su periodo.

Como se ha dicho en el apartado anterior, el algoritmo de Berlekamp-
Massey sirve para calcular la complejidad lineal local L,,. Ademas, para cal-
cular L, este algoritmo necesita previamente calcular todas las complejidades
lineales L1, Lo,..., L,_1 de las subsecuencias sg, S¢S1,..., S9S1...Sn—2-

Se llama perfil de complejidad lineal (PCL) de la secuencia s al
vector de complejidades lineales locales (Ly, Lo, .., L,,). El PCL representa
el comportamiento dinamico de la complejidad lineal local frente al niimero
n de digitos considerados. Se dice que el PCL tiene un salto en s;_; si
Ly — L1 > 0 y esta diferencia se llama peso del salto. A partir del
algoritmo de Berlekamp-Massey se sabe que sélo puede haber salto en s;_;
si 2L,_1 < k y que si lo hay entonces Ly =k + 1 — Ly_4.

La secuencia 1000111101000011011110100010100 obtenida lanzando una
moneda 31 veces puede ser utilizada para ilustrar el concepto de perfil de
complejidad lineal como medida de aleatoriedad. Se considera la secuencia s
obtenida repitiendo sucesivamente la secuencia anterior. Si se representa su

PCL frente al ntimero de digitos n se observa que se aproxima a la recta 3
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desde n=1 hasta n=62. A partir de n=62 las sucesivas complejidades lineales
locales permanecen constantes e iguales a 31 (periodo de la secuencia).

De ahi se puede deducir que el polinomio caracteristico de menor orden
que se puede usar para generar la secuencia es 14+x°! y por tanto que la
complejidad lineal global de esta secuencia toma su valor méaximo, el periodo.

Por otro lado, para mostrar que la exigencia de un alto valor de compleji-
dad lineal no es condicién suficiente para garantizar aleatoriedad, considérese
ahora la secuencia formada por treinta ceros y un uno. Esta secuencia puede
ser generada, igual que en el caso anterior, por el RDRL ciclico puro de lon-
gitud 31. Sin embargo, al contrario que en el caso anterior, esta secuencia no
cumple ninguna de las propiedades de aleatoriedad. Esto puede asociarse a
su PCL, pues en él las complejidades lineales locales se mantienen iguales a
0 hasta el caso n=31 en que pasa a valer 31, donde se mantiene para valores
mayores de n.

Segun estos sencillos ejemplos es facil asociar la idea de aleatoriedad de
una secuencia a la cercanfa de su PCL a la recta 7, cuestion demostrada
tedricamente en [91]. Ademds hay que mencionar que la no aleatoriedad re-
flejada en el PCL ha demostrado ser de gran utilidad préctica ya que en
muchos casos pasa desapercibida para los tests estadisticos.

No obstante como ultima indicacion sobre el PCL hay que aclarar que
aunque la cercania a la recta § es una cualidad necesaria para la aleato-
riedad de la secuencia, esta condicion no es suficiente ya que una regularidad
excesiva en el PCL es incompatible con los postulados de Golomb. Sirva co-
mo muestra de ello la secuencia 110100010710*103!..., donde 0* representa
una secuencia de x ceros consecutivos. Tal y como primero conjeturé Ruep-
pel [152] y luego demostré Dai [27], esa secuencia tiene complejidad lineal
n+1

2

local de valor { J Esta funcién ciertamente estd muy cercana a 7 pero

su regularidad manifiesta claramente la no aleatoriedad de la secuencia, que
queda por otra parte demostrada mediante contrastes de hipotesis.

1.2. Teoria no Lineal

Para intentar conseguir una alta impredecibilidad de las secuencias pro-
ducidas, los generadores de secuencia cifrante normalmente incorporan uno
o varios RDRLs y alguna transformacion no lineal. Tal y como se vié en
la seccién anterior, la complejidad lineal proporciona una medida de dicha
impredecibilidad. Por tanto resulta bastante conveniente poder analizar las
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secuencias cifrantes en términos de su complejidad lineal. De ahi que un fac-
tor a tener en cuenta a la hora de disenar un generador es la posibilidad de
analisis de esta propiedad. En esta seccion se presentan algunas herramientas
tedricas que permiten calcular o acotar inferiormente la complejidad lineal
global de algunas secuencias cifrantes.

La transformacion no lineal més sencilla de todas es sin duda el producto
de dos digitos binarios (operacién AND). Esta encuentra su generalizacién
natural en el caso de las funciones booleanas. De hecho existe una expresiéon
candnica para las funciones booleanas llamada forma algebraica normal
(FAN) que representa dichas funciones como sumas de productos. Dado x=
(21,2, ..., z) € {0,1}F, 1la FAN de una funcién booleana no lineal f se puede
escribir como

fz) =

&0+a1x1+"'+aLxL+a1,2x1x2+'"+aL71,L.TL,1$L+~-~—|—a12

ghigesey

LL1X2...2p,.

Se llama producto de orden n a un producto de n variables y se lla-
ma orden de una funcién booleana al mayor de los 6rdenes de todos los
términos de su FAN.

La FAN representa un sistema de referencia valido para toda la teoria no
lineal de las secuencias que, ademas resultara de gran utilidad ya que existe
cierta relacién entre el orden de la funcién no lineal y la complejidad lineal
de la secuencia resultante.

Segun el tipo de transformacion no lineal utilizada se distinguen dos méto-
dos de generacién de secuencia cifrante. El llamado filtrado no lineal de un
RDRL consiste en una funcién booleana no lineal que se aplica a las etapas
de un RDRL tal y como se muestra en la figura 4.

En adelante se denota mediante z = {z,}, .y a la secuencia resultante
a la salida de un filtrado no lineal f, llamada en muchos casos secuencia

filtrada.

Se tiene que zg = f(30), 21 = f(81),-.., 2009 = f(S2r_o).

En este caso la tendencia de la mayoria de autores, segiin se verd en la
seccion 1.3, ha sido centrarse en la busqueda de conjuntos de funciones no
lineales que produzcan secuencias de complejidad lineal global predecible. Se
suele seguir esta via porque en general, tal y como se menciona en [152],
‘es extremadamente dificil acotar inferiormente (o garantizar) la complejidad
lineal de las secuencias producidas por un filtrado no lineal de un RDRL’.
Nosotros en este trabajo abordaremos este problema.
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Figura 1.4: Filtrado no Lineal

El segundo método de generacién de secuencias cifrantes utiliza la com-
binacién no lineal de RDRLs. Las secuencias producidas por varios RDRLs
se combinan mediante una funciéon no lineal F obteniéndose un generador
conocido como combinador no lineal, cuyo funcionamiento se muestra en
la figura 5.

En el estudio de la complejidad lineal global del combinador no lineal el
problema consiste generalmente en, dada una funcién no lineal F, encontrar
tipos de RDRLs para los que el generador resultante tenga una complejidad
lineal global predecible. Este problema es bastante mas facil que el anterior
y prueba de ello es que ya se han encontrado ([85], [180], [153], [56]) reglas
sencillas para la eleccion de los RDRLs que permiten un completo andlisis
de la complejidad lineal global del combinador no lineal resultante.

En ambos casos, filtrado y combinador no lineales:

a) Los RDRLs proporcionan a la secuencia de salida una buena distribu-
cion estadistica y un gran periodo.

b) La funcién no lineal proporciona ‘confusién’ (no existe una relacién
sencilla entre el texto original y el texto cifrado) [158] y una gran complejidad
lineal.

c¢) La clave secreta determina el estado inicial del RDRL(s) y puede tam-
bién determinar la eleccién de la funcién no lineal concreta.
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Figura 1.5: Combinador no Lineal

Dada la estructura del filtrado no lineal, la mejor complejidad lineal global
que se puede obtener es 2% — 1. El interés de este trabajo consiste en intentar
demostrar que muchas secuencias filtradas no linealmente tienen una com-
plejidad lineal global muy grande.

Tal y como se menciona en la seccién anterior, si un RDRL no singular
tiene polinomio de conexion primitivo y estado inicial no nulo, entonces los
2L — 1 estados siguientes son todos distintos y no nulos. Dado que para
definir univocamente una funcién hay que asignar una salida a cada una de
las posibles entradas, tal y como se afirma en [152], para cada RDRL de
maxima longitud y estado inicial no nulo existe una tnica correspondencia
entre cada una de las posibles secuencias no nulas de longitud 2-1 y alguna
funcién f de GF(2F) en GF(2).

Esto implica que, para cualquiera de las posibles secuencias binarias de
longitud 2%-1 siempre se puede encontrar una funcién no lineal que aplicada
a un RDRL de méxima longitud genere esa secuencia. En particular existe
dicha funcién para todas las secuencias periddicas cuya complejidad lineal
global esta cercana al valor del periodo.

El problema consiste en encontrar la relacion existente entre cada funcién
y la complejidad lineal global de la secuencia generada. El principal objetivo
de este trabajo es intentar descubrir dicha relacion para una clase amplia de
funciones.

En el préoximo apartado se ven una serie de condiciones minimas que
debe cumplir un filtrado no lineal para poder ser utilizado como generador
de secuencia cifrante.
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1.2.1. Principios de Diseno para el Filtrado no Lineal

Los principios de diseno [112] estdn senalados con P1, P2,....

En primer lugar, tal y como se mostré en la seccién anterior, para partir
de una buena base es necesario utilizar un RDRL de longitud méxima y
estado inicial no nulo. De esta forma se consiguen un periodo grande (C1) y
buenas propiedades estadisticas (postulados de Golomb). En particular, si se
parte de un RDRL de estas caracteristicas y longitud L, se obtiene a la salida
una secuencia filtrada cuyo periodo es 2/-1 ¢ un divisor suyo. Por tanto el
primer principio se puede escribir como sigue.

P1. Utilizar un RDRL de longitud méaxima y estado inicial no nulo para
obtener un gran periodo y buenas caracteristicas estadisticas.

Tal y como ya se ha mencionado, la secuencia generada por un RDRL
ciclico puro con estado inicial 00...001 tiene complejidad lineal global maxima
pero a cambio no cumple los postulados de Golomb. En relaciéon con esto se
tiene el siguiente resultado.

Lema 1.2.1

El producto de todas las etapas de un RDRL no singular de longitud L,
polinomio caracteristico primitivo y estado inicial no nulo siempre produce
una secuencia de mdrima complejidad lineal global 2F-1.

Demostracion La secuencia generada por un RDRL no singular con
polinomio caracteristico primitivo es una PN-secuencia, por lo que en el di-
agrama de transiciéon de estados el circuito contiene exactamente una vez
el estado formado por L unos. Este es el tnico estado que produce para el
filtrado no lineal de la hipotesis una salida de valor 1, por lo que la secuencia
de salida de dicho filtrado es la secuencia formada por 2% — 2 ceros y un uno,
que ya sabemos tiene complejidad lineal 2 — 1.

Segtn el comentario anterior al lema, se puede concluir la inutilidad de
dicho producto como filtrado no lineal por producir una secuencia que, a
pesar de tener maxima complejidad lineal global, no tiene las propiedades de
aleatoriedad requeridas.

Esto mismo se puede hacer extensivo a todas las transformaciones no
lineales que incluyan solo productos de un orden alto, ya que las secuencias
resultantes pueden aproximarse mediante la secuencia nula cometiendo sdlo
errores en unos pocos bits. Esta predecibilidad queda de manifiesto en su PCL
ya que no se aproxima a la recta n/2. Todo este razonamiento conduce a la
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recomendacion de utilizar transformaciones no lineales que incluyan varios
productos de todos los érdenes, y que tengan un orden maximo no muy alto.
La primera parte esta contenida en el siguiente principio.

P2. Incluir en la funcién no lineal varios términos de cada orden para
conseguir una buena confusion.

Por otro lado, segin se vera mas adelante, el orden k de la funciéon no
lineal juega un papel fundamental en la determinacién de la complejidad
lineal global de la secuencia producida, hasta el punto de que ésta siempre

, . L . .
esta acotada superiormente por Zle( ; ). Esta propiedad sugiere el uso de

un orden k alto. Luego para llegar a un compromiso entre este razonamiento
y el anterior al P2 se recomienda utilizar una funcién de orden de valor
aproximado a L/2; lo que queda recogido como sigue.

P3. Escoger una funcién no lineal de orden k que permita obtener una
complejidad lineal global cercana al valor maximo k ~ L/2.

Las buenas caracteristicas estadisticas de la PN-secuencia pueden verse
perjudicadas por una mala eleccién de la funcion booleana. Para intentar
evitarlo, al menos se puede garantizar el cumplimiento del primer postulado
de Golomb mediante el uso de un término lineal ya que la funcién de la forma
x1 + fs(za, ..., x,) produce una secuencia binaria que contiene aproximada-
mente la mitad de unos, cuestion que se resume en el siguiente principio.

P4. Incluir en la funcién no lineal un término lineal para garantizar algu-
nas propiedades estadisticas.

Por 1ultimo, dado que la clave es secreta resulta bastante apropiado ex-
tender la influencia de este secreto no sélo al estado inicial del RDRL sino
también a la funcién no lineal. De esa manera se podria hacer que cada clave
estuviera formada por un estado inicial y una funciéon no lineal, tal y como
se indica en el siguiente principio.

P5. Hacer que la clave determine el estado inicial del RDRL y algunos
términos de la funcién no lineal.

Estos cinco principios pueden ser complementados en casos particulares
con otros principios adicionales. De hecho, al final del préximo capitulo se
aportaran nuevas sugerencias que se sumaran a éstos.

No obstante, aunque se sigan todos estos criterios en la eleccién del fil-
trado no lineal, la dificultad principal en el manejo de estas transformaciones
no lineales reside en su dificultad de analisis. Este hecho se manifiesta clara-
mente en el préximo apartado donde se plantean varias formas diferentes de
abordar este problema.
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1.2.2. Aproximaciones a las Secuencias Filtradas no Li-
nealmente

Aproximacion Matricial

Forma Algebraica Normal La primera aproximacion viene dada por
la FAN de la funcién no lineal ya que, como veremos, cualquier secuencia
filtrada puede expresarse como combinacion lineal de una serie de vectores
linealmente independientes que quedan determinados a partir de la FAN del
filtrado no lineal.

En particular, dada una PN-secuencia s={s, }, si se denota como s, ,; €
{0, 1}2L*1 al vector formado por el primer periodo del desplazamiento de fase
{Snst} v como 2, € {0,1}2"~1 al vector formado por el primer periodo de la
secuencia filtrada, segin la FAN se tiene que

Zn = 018p41 + -+ QLSpsL T 12541842 + 0+ Q12 LSyl St

donde los productos entre vectores son productos vectoriales.
. ~ L _
Por tanto, dado que cualquier vector z, € {0,1}* ~! puede expresarse
como la combinacién lineal anterior, los 2-1 vectores

Sn41y -0y Snt+Ly Snt1Sn42) -y Sntl Sn42 * " SptL
son linealmente independientes tal y como indica el siguiente resultado.

Lema 1.2.2

St una funcion no lineal f se aplica sobre las etapas de un RDRL de maxi-
ma longitud, entonces las 2%-1 secuencias correspondientes a los términos de
la FAN son linealmente independientes y constituyen una base del espacio
vectorial de las secuencias de periodo 2F-1.

Dado que cada coeficiente de la FAN de f indica la participaciéon o no de
cada secuencia de la base anterior, la FAN de f proporciona una descripcién
natural de la secuencia filtrada.

El problema de esta representaciéon surge cuando hay que obtener el
primer periodo de la secuencia {z,} a partir de la expresiéon matricial z,, =
P! . A, donde P es una matriz cuadrada de orden 2%-1 cuyas filas estan for-
madas respectivamente por S,.1, ..., Spi1---Sner ¥ A aqui denota el vector de
coeficientes de la FAN. Dada la dimensién de la matriz P, incluso para valores
de L pequenos, esta aproximacién implica un calculo matricial irrealizable.
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Equivalente Lineal Descompuesto Cualquier secuencia de periodo
2L — 1 se puede generar mediante un RDRL ciclico puro de longitud 2% — 1
tomando simplemente como estado inicial el primer periodo de la secuencia.
De este hecho se obtiene una segunda representacién [152] de la secuencia
filtrada como suma de secuencias tal y como se ve a continuacion.

El polinomio de conexién del RDRL ciclico puro de longitud 2 — 1 es
22 14 1, por lo que puede expresarse como producto de todos los polinomios
irreducibles C;(x) de grados divisores de L (salvo el polinomio x): #2" "1 4+1 =

Si esta propiedad se aplica a la identidad fundamental se tiene que S(x) =
A
se ha logrado expresar la D-transformada de la secuencia filtrada como suma
de D-transformadas de secuencias generadas por varios RDRLs de polinomios
de conexién C;(x) cuya suma de longitudes coincide con 25-1.

De ahi que las 2-1 secuencias correspondientes a las etapas de cada uno
de estos RDRLs, tomando como estados iniciales vectores con un tinico uno,
puedan considerarse como una segunda base para el espacio vectorial de las
secuencias de periodo 2°-1.

Esta segunda representacién implica la descomposicién del RDRL de lon-
gitud L filtrado no linealmente en un generador formado por varios RDRLs
cuyos polinomios de conexion son polinomios irreducibles de grados divisores
de L. A este generador se le conoce como equivalente lineal descompuesto
y un ejemplo de su estructura se muestra en la figura 6.

= XZ: %, siendo el grado de P;(x) menor que el de C;(x). Por tanto

Cada polinomio de estado inicial P;(x) nulo implica un estado inicial
nulo para el RDRL correspondiente al polinomio de conexién C;(x), es decir,
implica la ausencia de dicho componente en el equivalente.

La desventaja de este método viene dada, al igual que en el primer caso,
por la necesidad de manejo de matrices de orden 2-1. Los estados iniciales
de los RDRLs componentes del equivalente han de obtenerse mediante la
expresién matricial z, = D' - R, donde D es una matriz cuadrada de orden
21 cuyas filas estan formadas por las 2-1 subsecuencias de longitud 2£-1
(correspondientes a las etapas de cada uno de los componentes y generadas a
partir de estados iniciales con un tinico 1), y R es un vector de dimensién 2--1
formado por los estados iniciales de todas las componentes del equivalente.

El equivalente lineal descompuesto planteado es el antecedente de un
nuevo equivalente que se presentara en el ultimo capitulo.
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Figura 1.6: Equivalente Lineal Descompuesto

Estas dos aproximaciones proporcionan las herramientas necesarias para
generar una funcién no lineal que produzca una secuencia de complejidad
lineal global garantizada, tal y como se ve en el siguiente apartado.

Como Garantizar la Complejidad Lineal Dado un valor de com-
plejidad lineal, para un disenador de generadores de secuencia cifrante seria
muy conveniente poder encontrar una funciéon no lineal que produzca una
secuencia filtrada con ese valor de complejidad lineal.

Combinando las dos expresiones matriciales dadas en los apartados anteri-
ores se obtiene A = (P')"'D'R = (D- P~!)'R. Segtn esta expresion, siempre
pueden escogerse los estados iniciales para cada una de las componentes del
equivalente lineal descompuesto (R) y deducir mediante A qué funcién no
lineal concreta produce la secuencia filtrada. Esto implica la eleccién previa
de la complejidad lineal global del generador mediante la adjudicacién de
estados iniciales no nulos a aquellas componentes cuya suma de longitudes
proporciona la complejidad lineal deseada.

De nuevo, lo que inutiliza este método es la enorme dimensién de las
matrices que hay que manejar ( 25-1).

En el siguiente apartado se plantea un acercamiento muy distinto al prob-
lema del andlisis del filtrado no lineal, mediante transformadas discretas de
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Fourier.

Aproximaciéon Mediante el Analisis de Fourier Las transformadas de
Fourier en un cuerpo de Galois juegan un papel muy importante en el estudio
y procesamiento de las seniales. En este apartado se extiende su aplicacion al
andlisis del filtrado no lineal.

Se dan aqui sin demostracién algunos resultados fundamentales obtenidos
mediante esta aproximacién por varios autores, Blahut [7], Massey y Serconek
[116] y Paterson [143].

Dada una secuencia {s, }, se define la transformada discreta de Fouri-
er (TDF) de s = sg,...,5,-1 como el vector S = (Sy,...,S,—1) donde
S; = pzl spw™ con i=0,...,.p-1 y w un elemento primitivo de orden p.

k=0
La secuencia puede obtenerse mediante la inversa de la TDF definida

p—1 .
como s; = 1% 'Zo S;w™ con j=0,...,p-1.
=

Las componentes de las p-uplas s? y SP pueden utilizarse respectivamente
como coeficientes de dos polinomios s(x) y S(x) de grados menores o iguales
que p-1, 8(x) = so+s12+- -+, 127ty S(x) = So+S1z+--+S, 2Pt
Segun estas representaciones las definiciones de TDF e inversa de TDF se
pueden escribir como S; = s(w') y s; = I%S(w*j) con i,je {0,1,...,p-1}.

El siguiente resultado debido a Blahut [7] confirma la utilidad de la TDF
para el calculo de la complejidad lineal global de una secuencia periddica.

Teorema 1.2.1
Si{sn} tiene periodo p y SP es la TDF de s, entonces A({s,}) = Wy (SP).

La TDF constituye una herramienta tutil para el analisis de las transforma-
ciones no lineales de RDRLs, segin se observa en las siguientes aplicaciones
a los casos de un filtrado no lineal de orden 2 [116] y un producto de fases
equidistantes [143].

En 1994 [116] Massey y Serconek demuestran el siguiente resultado uti-
lizando la herramienta propuesta.

Proposicion 1.2.1

Dadas una secuencia {s,} de polinomio minimal c(x)e GF(2)[x] primiti-
vo y de grado L primo, y la secuencia {z,} definida mediante z, = s,Sp1s, €n-
tonces la complejidad lineal de la secuencia resultante viene dada por A({z,}) =

Lt(5).
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Este mismo resultado sera demostrado en el ultimo capitulo sin necesidad
de utilizar transformadas discretas de Fourier.

También en 1994 [143] Paterson amplia este resultado a los casos de
un producto de fases equidistantes y de una suma de productos de fases
equidistantes. En el primer caso demuestra el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2

Dadas una secuencia {s,} de polinomio minimal c(x)e GF(2)[x] primi-
tivo y de grado L primo, y la secuencia {z,} definida mediante z, = S, Spis
Sn426 *** Snt(k—1)5, SUt es el menor entero positivo tal que 2% — 1|6(2 — 1),

entonces A({z,}) ( li Y( L)k,

t

Al generalizar el resultado anterior se obtiene el siguiente.

Teorema 1.2.3
Dadas una secuencia {s,} de polinomio minimal c(x)e GF(2)[x] primiti-
N
vo y de grado L primo, y la secuencia {z,} definida mediante z, = % b;Spyi
i=0
Sntits " * Sntit(k—1)8, St es el menor entero positivo tal que 28 —1]5(2" — 1),

entonces A({z,}) > ( Z V(LY — (N —1).

t

Obsérvese que la mejor cota que se puede obtener segtin este ultimo resul-
tado viene dada para el caso t=L. La cota alcanzada para este caso también
se demostrara en un apartado posterior sin necesidad de utilizar transfor-
madas discretas de Fourier.

En la préxima seccién se veran por orden cronoldgico las diferentes aprox-
imaciones al estudio de la complejidad lineal del filtrado no lineal llevadas a
cabo por algunos de los autores més representativos en este campo.

1.3. Recorrido Bibliografico

1.3.1. Estudio de Groth sobre las Funciones de Segun-
do Orden

En 1971 Groth [71] estudia el caso de sumas de productos de segundo
orden de etapas de un RDRL con polinomio caracteristico primitivo. Pre-
senta la complejidad lineal como un parametro controlable y directamente
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proporcional al orden de la funciéon y no admite la existencia de posibles
irregularidades.

Para realizar su andlisis impone las siguientes restricciones. E1 RDRL
debe ser de longitud méaxima y la funcién no lineal una suma de productos
de orden dos tales que las fases consideradas no sobrepasen la longitud del
RDRL. Ademas como ultima restriccién considera en todo caso el estado
inicial s =81 =---=51,.0=0, sp_1 = 1.

Bajo estas condiciones la funcién generatriz de la secuencia filtrada {b,}

0 L-1 . ) SN
se puede escribir como B(z) = ¥ b,a™ = Y B'(x) donde B'(x) = Y b’ a™
n=0 1=1 n=0

. L-1 .
y by, = IZ €] 11iSL+n—1SLtn—(1+i)-
=1
La expresiéon de B!(x) se simplifica de la siguiente forma

L-1

B'(x) = ef ' ([spaisp—qenaz ™ + -+ spoisp0n T+
=1

oo

Z SL+nSL+n—19U")

n=0
Debido a la ultima restriccién considerada la expresion entre corchetes
se anula. Ademas, utilizando la relacién de recurrencia lineal y esa misma

. L—i . L .
restriccion se tiene que B'(x)= Y einxlS@-, donde S; = Y cpx'Si_;.
=1 - k=1
De todo esto se obtiene la siguiente expresion de la funcion generatriz de
L—1L—i
la secuencia B(z) = ¥ 3 e, ;2'S;. De la definicién recursiva de S; resultan
i=11=1

también expresiones con subindices negativos, de manera que utilizando de

nuevo la tltima restriccién se obtiene que S_; = x7°S;. Esta igualdad se
aplica al siguiente sistema de L-1 ecuaciones con L-1 incognitas,
1+ Csox Csx - O« S
Cyz + Csya? 1+ Cy2? 220 So
OL_gILfg + OL_lIL72 CL_4ZEL74 + k2. 1 0 Sr_s
Cpr_gxt™2 4 It Cp_gxt™3 - Cir 1 S;_4
Cl.flf
0212
SO *
OL_QI n
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Debido a la presencia de L-1 potencias de x en la diagonal menor se tiene
que, segun la regla de Cramer, en el denominador de las soluciones aparece
un polinomio de grado L(L-1)/2. El determinante del numerador corresponde
a un polinomio del mismo grado. Al desarrollar este determinante por los
elementos de la matriz término independiente siempre se puede sacar como
factor comun una potencia de x. Denotando ig = rcnjéroli, Dip = t0 Y Vi # i :

p; = 19, se tiene que

P <CL0 +ar+ -+ @L(Ll)p.pri>
S; = 2 S

g+ a1+ - +arLe-nr 2
2

De la expresion de Sy que resulta después de aplicar la tltima restriccion
se llega a que

) M,p.
zPilag+ax+---+are-y A i

k3

Si=

L(L+1)
g + a1+ -+ aL@+n T 2
2

En S; numerador y denominador son primos entre si, y B(x) no es sino
una combinacioén de los S; multiplicados por x!, que a su vez es primo también
con el denominador de S;. De todo esto Groth deduce que el numerador y el
denominador de B(x) tienen que ser primos entre si. De esta forma garantiza
una complejidad lineal de valor el grado del polinomio del denominador que
es L(L+1)/2. Ahora bien, a pesar de que el resto del andlisis realizado es cor-
recto, esta ultima conclusion es errénea y por tanto ese valor de complejidad
lineal no estd en modo alguno garantizado.

Rectificaciones y Ampliaciones Como demostracién del tltimo comen-
tario damos un contraejemplo.

Se considera el RDRL de polinomio de realimentacién 2% + 2° + 1 y la
funcion no lineal s,5,47 + Spi25,45. Siguiendo los pasos dados por Groth se
llega a que Sy = 2°(1 + 23 + 2% + 2% + 29) Sy, Sy = 211 + 23 + 2°)Sy, S =
m, y para esta funcion particular se tiene que

21+ 2% + 25 + 210 + 212 4 2™ 4 219)

B(z) =
(@) Q+z+23)(1+ 25425 (1 + 2+ 2* + 25+ 29)(1 + 22 + 24 + 2° + 25)
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En este ejemplo, numerador y denominador no son primos entre si, al
contrario de lo que aseguré Groth. Luego al simplificar queda de la forma
2514 23 + 2° + 2% + 2?)
(I4+z+23)(1+a+ a4+ 25+ 20) (1 + 22 + 24 + 25 + 29)

B(z) =

Por tanto, la complejidad lineal no es maxima ya que como en este co-
ciente numerador y denominador si son primos entre si se puede deducir que
la complejidad lineal global del generador es 15. De hecho se observa con este
ejemplo que el error proviene de asegurar que el numerador y el denominador
de B(x) son primos entre si siempre.

Por otro lado, lo que si podemos asegurar, dada la forma de B(x), es que
siempre se puede sacar x°t™"! como factor comin en el numerador, luego
siempre queda asegurada una complejidad lineal de valor L + iy — (max{ —
min/) (denotando maxl y minl respectivamente al mayor y menor valor 1 tal
que e;;4+; # 0 para algun i€ {1,2,...,L — 1}).

El mayor valor que se puede obtener para esta expresion es 2L, que resul-
ta de tomar aquellos productos cuyos términos menores sean muy cercanos
(méx ! ~ minl) y considerar aquellos RDRLs cuyos polinomios caracteristi-
cos tengan sélo potencias altas de x (ip = L).

Por otro lado, si se consideran las sumas de productos de orden 2 de
fases equidistantes s,,S,,4+5 + Snt6,Sn+6,46 + * * * + Snts, Sntd,+0, S€ tiene que el
numerador de B(x) queda de la forma Ssal=(OsF9) [0k 40k =01 4 0k =02 ... 1 1],
Si el polinomio entre corchetes es primo con el denominador de B(x), entonces
se obtiene una complejidad lineal maxima.

Por 1ltimo, el anélisis planteado se puede generalizar al caso de funciones
no lineales que incluyan también términos lineales. Eso se consigue mediante

o0 L
la simple adicién de un término B%(xz) = > 92", 8 = Y €¥,a, 10,4, de
n=0 =1

L-1
manera que B(x)= )Y B'(x). De esta forma amplia el andlisis a una clase
i=0

mayor de funciones.

1.3.2. Caracterizacion de las Secuencias Segiin Key

En 1976 Key [85] investiga tanto el filtrado no lineal de un RDRL como el
combinador no lineal de varios RDRLs. Su aportacién fundamental consiste
en que establece una relacién entre la complejidad lineal de la secuencia
generada y las raices de su polinomio minimal.
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Al igual que Groth, Key comete un error en sus conclusiones. Por un
lado asegura que un producto de segundo orden siempre tiene complejidad
lineal maxima y por otro, al generalizar esta propiedad a un producto de
varios términos, deduce que ‘sin dificultad tedrica ni limitacion préctica, la
complejidad lineal puede ser escogida de forma deterministica’. No obstante
hay que mencionar que él, al contrario que Groth, si admite que pueden
presentarse excepciones.

Key parte del teorema 1.3 segun el cual la secuencia producida por un
RDRL se puede representar en funcién de las raices de su polinomio carac-
teristico. En su trabajo demuestra que las operaciones no lineales inyectan
en dicha representacion raices del polinomio minimal de la secuencia resul-
tante. Ademas concluye que el nimero de tales raices que no desaparecen de
la expresion de la secuencia resultante sirve como medida de su complejidad
lineal global ya que coincide con la longitud del equivalente lineal.

Ejemplo 1.3.1

Dado un RDRL de longitud L=4 y una funcion de la forma s,S,+1, se
tiene que:

sp=Aa" + A2 + At + ABaBM y s, = AT 4 A2 Atadnt o
ABa® 8 Luego la funcion producto se puede expresar como s,8,4+1 = Aata™+
Ao+ Ata?atm+ ABata®m+ AP+ a)ad+ AS(at+a?)abm+ AV (B +
aal?+ A%(aB+a)a® + AS(at+ a)a®+ AP (a® +a?)alom.

En la expresion anterior, ademds del conjunto de raices conjugadas {«,
a?, o, o} presentes en las expresiones de s, Yy Sni1, aparecen dos nuevos
conjuntos de raices conjugadas {a?®, af, a'?, o} y {a®, a'°}. De las diez
potencias de o anteriores, aquéllas cuyos coeficientes no se anulan son las
raices del polinomio minimal de la secuencia filtrada. Por tanto, el nimero
de estas raices determina el grado del polinomio caracteristico del equivalente
lineal, que es la complejidad lineal.

A la vista del ejemplo anterior se observa que:

Los tnicos cosets que pueden aparecer en la expresion de una secuencia
filtrada son aquéllos que tienen peso menor o igual que el orden de la
funcién.

Dada la forma de los coeficientes que acompanan a las raices se deduce que
dichas raices se presentan siempre en conjuntos de conjugadas.
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Dados un RDRL de longitud L y polinomio caracteristico ¢(x) primitivo
sobre GF(2) y a € GF(2%) una raiz de c(x), entonces la secuencia producida

L-1 . ,
viene dada por s, = > A;(a*)", A; = A¥ € GF(2F) segin lo visto en el
i=0
apartado 1.1.2.

Key considera la secuencia producto s,s; = LE: Lz; A, A}%(Oﬂimﬂ' ). Uti-
=0 j=

lizando la notacién referente a cosets, se tiene que el coset 2° + 2/ tiene
diferente peso segun sea i=j 6 i# j. El caso i=j define el coset de peso uno y
cardinal L., mientras que cuando i#j se tienen los cosets de peso dos cuya suma
de cardinales es L(L-1)/2. Por tanto hay L(L+1)/2 potencias distintas de «
presentes en la secuencia producto y, si ninguno de los coeficientes se anula, el
generador tiene complejidad lineal global de valor L(L+1)/2. Key en este pun-
to trata de demostrar que esos coeficientes nunca se anulan. Para ello parte de
que la secuencia {s;} es simplemente un desplazamiento de fase de la secuen-
cia {s,}, s = snts 0 < < Lluego A% = A;(a*)’. De esa manera tiene que

L—1L-1 . o
la expresién anterior queda de la forma s,s,45 = > > A;A;(a?)°(a* )"
i=0 j=0

Si i=j el coeficiente A;A* = A2a® nunca se anula. Si i#j, debido a la
simetria de los exponentes 2°4-27, se concluye que los coeficientes AiATy Aj AT
acompanan siempre a la misma potencia. Por consiguiente, esta potencia
desaparece siempre que la suma de ambos coeficientes se anula. Es decir,
considerando el lider del coset (i=0), esta potencia desaparece siempre que
AgA;(a®)04 A;Ag(a?")’= 0 en GF(2L). Ahora bien, segtin Key esto no puede
ocurrir porque 27§ # §(mod(2L — 1)).

El analisis llevado a cabo por Key es correcto pero la tltima conclusion
solo se verifica para d tal que 0< 0 <L. En el caso en el que § pertenece al
intervalo [L,25-2] puede no cumplirse la relacién anterior. Como demostracién
de esto vemos un contraejemplo.

En el caso de un RDRL de longitud L=6 y una secuencia producto s, S,19,
el coeficiente correspondiente al coset 20 4 23 se anula AgAs(a?? +a®) = 0
en GF(2%) puesto que 72=9 (mod (2°-1)).

El trabajo de Key planteado en este apartado constituye la base del equiv-
alente lineal propuesto en el ultimo capitulo.



1.3. RECORRIDO BIBLIOGRAFICO 49

1.3.3. Cotas de Kumar y Scholtz para Algunas Secuen-
cias

En 1983 Kumar y Scholtz [90] fijan una serie de condiciones restrictivas
sobre la funcién no lineal y la longitud del RDRL (L= 4 , m=L/2, k <m) para
obtener unas cotas superiores e inferiores a la complejidad lineal. Dichas cotas
resultan vélidas para una familia de secuencias concreta [140] que verifican
las condiciones mencionadas. A continuaciéon se ven sin demostracion los
resultados mas destacables.

En primer lugar definen los siguientes conjuntos de lideres de cosets

Qr={1<Q<2"—1/Wy(Q) <r, Q <PQ(mod 2" —1), j=1,..,L—1},

H,={Q € Q./a% € GF(2™), Q <2'Q(mod 2% — 1), i =1,...,L — 1},

ET = {Q € QT/WH(Q) ‘:7“, Q:Z;’:12’Ui’ Uio _Ujo =m, 1 SZO <j0 Sra
Q < 2iQ(mod 28 — 1), i=1,...L — 1}.

El primer conjunto esté formado por los lideres de los cosets de peso menor
o igual que r. Los otros dos son subconjuntos suyos H, C @, E, C Q,.

Estos autores utilizan la expresion de la secuencia generada por el RDRL
de polinomio caracteristico irreducible como una funcién traza demostrada
en el teorema 1.3 y la nocién del equivalente lineal descompuesto definido
en el apartado 1.2.2. A partir de ambos conceptos obtienen la expresion de
las secuencias filtradas como suma de funciones traza. Denotan como AQQZ los
coeficientes que acompaifian al conjunto de raices conjugadas de a©.

Obsérvese que en la notacién que ellos utilizan las fases s,s5, sobre las
que se aplica la funcién no lineal f estan indicadas mediante variables g;=
a .

El primer resultado del trabajo garantiza que en el caso de un filtrado
no lineal en que las fases consideradas corresponden a g; € GF(2™) (sub-
cuerpo de GF(2F)), los cosets E tales que o € GF(2™) no contribuyen a la
complejidad lineal del generador.

Lema 1.3.1
Si f es una funcion booleana de orden k en m variables, g1, gz, ..., gm (base
L—1 .
de GF(2™)) y spys, = TrE(gia™) = ¥ (g;0™)?, i=1,...,m, donde o es un
5=0

elemento primitivo de GF(2"), entonces se tiene que en
f(Sn-i-éi) - QXC?) TTII)Q (AQaQn) AQ: 0 VQ € Hk C Qk
€@k
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El siguiente resultado afirma que, si la secuencia filtrada resulta de una
funcién booleana aplicada sobre las m fases correspondientes a g1, go, ..., gy €
GF(2™), entonces los cosets Q € Ej, (cosets de peso k tales que en su expre-
sién binaria tengan algtiin par de unos separados m lugares) no contribuyen
a la complejidad lineal del generador.

Lema 1.3.2
St f es una funcion booleana de orden k en m wariables g1, 9o, ..., Gm
-1 .
(base de GF(2™)) y Snis, = TrE(ga™) = ¥ (g:a™)?, i=1,...,m siendo
5=0

a un elemento primitivo de GF(2F), entonces en la expresion f(s,is,) =

QZQ Tri?(Aga®™) se tiene que Ag =0, VQ € E,.
€@k

Para aclarar estos resultados presentamos a continuacion un ejemplo.

Ejemplo 1.3.2

Con L=8, k=3, m=4, GF(2) = {0,1,a,a?, ...,a®}, GF(2%) = {0, 1, a®,
alT0 17 34 68 (136 (51 102 (204 (153 119 (238 (221 (18T G oo toman
las tres fases de la funcion segin los exponentes de elementos no nulos de
GF(2'), por ejemplo g1 = o, go = a7 y g5 = ™, es decir, f:5,5,1 1750185,
entonces se tiene que por el lema 1.1, el coeficiente A17=0 y por el lema
1.2 los coeficientes Ag= Aoy = Ags=0, luego los cosets 17, 19, 21 y 25 no

contribuyen a la complejidad lineal de la secuencia generada.

El resultado mas relevante del trabajo de Kumar y Scholtz garantiza que
los cosets de peso k contribuyen a la complejidad lineal cuando la funcion es
un producto de fases escogidas de una forma muy especifica.

Teorema 1.3.1

Si f es una funcidn no lineal de orden k de la forma f(Spis,y - Snio, )=
k :
I1 Sn4i, @ es un elemento primitivo de GF(2%), el conjunto {3% }i—o...L-1 €8
i=1

-----

una base normal de GF(2") sobre GF(2) y la secuencia s,y5, = TrE(62 " a™),
i =1,2,..., L, entonces en la expresion de la funcion f(snys,) = > Trie
QEQy

(Aga®n), se tiene que Ag # 0, VQ : Wi (Q) = k.

En las demostraciones realizadas por Kumar y Scholtz de los lemas 1.4
y 1.5 en ningin momento utilizan la condicién de base de GF(2™) sino la
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simple pertenencia a dicho cuerpo. Por tanto se puede relajar dicha hipétesis
en ambos enunciados.

Después de dar estos resultados generales, en su trabajo Kumar y Scholtz
los aplican a unas secuencias concretas, conocidas como secuencias bent, que
parecen hechas a medida ya que verifican todas las condiciones exigidas en las
hipdtesis. Para estas secuencias obtienen una cota inferior de la complejidad
L/2 )2L/4
L/4 '

En relacién con el trabajo realizado por Kumar y Scholtz remitimos al
lector al ultimo capitulo donde se presenta una generalizacién de su teoria.

lineal ligeramente superior a (

1.3.4. Test de Presencia de Raices de Rueppel

El trabajo realizado por Rueppel en 1986 [152] tiene como punto de par-
tida el analisis llevado a cabo por Key. Rueppel parte de una funcién no
lineal f de orden k aplicada sobre las k etapas S,iiy, Snttys -, Sntt,_, de un
RDRL de maxima longitud. En su trabajo Rueppel da explicitamente la co-
ta superior de la complejidad lineal de las secuencias filtradas il f , que se

i=

encontraba implicita en el trabajo de Key. A partir de este punto en su tra-
bajo deja bien claro que, dado que la linea légica a seguir en criptografia es
intentar conseguir cifrados lo mas seguros posibles, esto se traduce en el caso
del cifrado en flujo en intentar generar secuencias con una complejidad lineal
minima garantizada. Con este objetivo presenta el siguiente resultado cono-
cido como ‘test de presencia de raices’, que permite, mediante el cdlculo
de una serie de determinantes en un cuerpo finito, obtener una cota inferior
a la complejidad lineal de una secuencia producto. Para conseguirla hay que
aplicar el siguiente test a cada uno de los conjuntos de raices conjugadas
correspondientes a cosets de peso k determinando asi cudles contribuyen a la
complejidad lineal.

Teorema 1.3.2
Dadas {Sn+ty }, {Sn+t: }s s {Sn+t,_, } k fases distintas de la secuencia s={s,}
cuyo polinomio minimal c(z) es primitivo y de grado L, o € GF(2F) una

raiz de c(z), y z={z,} la secuencia producto de las k fases distintas z, =
k=1

SnttoSntty *** Snaty, = 11 Snat,, entonces af tal que Wy (E)=Fk es una raiz
i=0

del polinomio mainimal de z st y solo si el siguiente determinante no se anula
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en GF(2F)
atQQeO at1260 atk712eo
&t02el C(t1261 L. th—12el
Ap=| | L . 7 0,
atogek—l atlgek—l Oétk—12ek71

donde F=2°0 + 20 + ... 4 2%-1 9y 0<ey<ep <---<ep1<L.

Demostracion Se supone sin pérdida de generalidad que el estado inicial
de la secuencia s es tal que s; = TrF(a?). Entonces por la propiedad s;,; =
Tri(atad), se tiene que z; = [] Tri(afiad) = ] (a'iad + a®ia® +- - +

i=1 i=1
« . En el anillo de enteros médulo 2%-1 cualquier elemento j con
Wp(j) < k se puede describir como suma de k potencias de dos, pero éstas
sélo son distintas cuando Wy (j)=k. La expresién de z; puede descomponerse

en suma de dos términos z;= y;+ > Apa®’ donde y; denota una
{B:WH(E)=k}

suma de raices o tales que Wy (E)jk. Para obtener un exponente E de peso
k a partir de la suma de k potencias de 2, éstas deben ser todas dife/-rentes,
es decir, E= 2% +2°0 4 ... 4 2%1 ¢y 0 < ey <e; <---<epq1 < L. Luego

L—1y. oL—-1;
2 tZC(2 ])

el ultimo sumatorio contiene ( sumandos. Un mismo exponente E se

)
puede obtener de k! formas diferentes, luego el coeficiente de o®’ resulta ser

m m m .
Ap= Y (o) (a®)?™ ... (a'*)?"* donde Pg es el conjunto de todas las
mePg
permutaciones de {eg, e1, ..., ex_1 }. Teniendo en cuenta que suma y diferencia

coinciden en este cuerpo, se deduce que Ag coincide con el determinante
de orden k definido en la tesis del teorema. Se concluye por tanto que el
determinante Ag es distinto de cero si y sélo si la raiz o” contribuye a la
complejidad lineal de z.

Observacién 1.3.1

Este resultado permite determinar cudles de los cosets de peso k contribuye
a la complejidad lineal global. Sin embargo no dice nada acerca de los cosets
de peso menor que k.

k
Se dice que hay degeneracién cuando alguna de las Y ( i ) potencias
i=1

de a no esta presente en la expresion de z,, es decir, cuando la complejidad
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lineal de la secuencia filtrada no es maxima. Decimos que el coset E de peso
k es un coset degenerado cuando el determinante Ag correspondiente se
anula, y en consecuencia, que es no degenerado cuando no se anula.

El teorema anterior no solo sirve para comprobar la no degeneracion de
los cosets de peso k, sino que ademas permite encontrar clases de funciones
no lineales para las que el determinante Ag nunca se anula. De esta forma se
logra una cota inferior para la complejidad lineal de determinadas secuencias
filtradas.

Corolario 1.3.1
St {spit}, {Sntirsts oo {Snrt—1)0}, 1< k < L son fases equidistantes de
la misma PN-secuencia s={s,} y med(5,2" —1)=1, entonces para la funcién

producto de las k fases se tiene que los ( 1 ) cosets de peso k son todos
no degenerados. Por tanto la complejidad lineal de la secuencia producto z
L

estd acotada inferiormente mediante A(z) > ( I ).

Demostracion Se supone sin pérdida de generalidad que t=0. El de-
terminante Ag es siempre un determinante de Vandermonde, por lo que se
anula si y sélo si al menos uno de los factores (a2~ a’*7) (n#j) se anula.
Es decir, si y sélo si los exponentes de « de al menos uno de estos factores
coinciden en médulo 25-1. Esto tltimo no es posibler ya que 2° # 2% mod
(2L —1), Vn # j y como med(6, 2L — 1) = 1, la multiplicacién por § produce
una permutacién de todos los elementos del anillo de enteros médulo 2% — 1.
De ahi se deduce que todos los cosets de peso k contribuyen a la complejidad
lineal de z.

El proximo resultado es una generalizacion de éste a una funcién combi-
nacion lineal de productos de fases equidistantes.

Corolario 1.3.2

Sean SpitSnti4s** Snrt+(k—1)s un producto de k (<L) fases equidistantes
de una PN-secuencia s, con med (5,28 —1)=1y z una secuencia producida por
una combinacion lineal no nula de N productos consecutivos del tipo anterior

N-1
Zy = bi SptiSntits ** * Sntit(k—1)5, entonces la complejidad lineal de z
i=0
. . , L
estd acotada inferiormente segin A(z) > () — (N —1).

k
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Observacién 1.3.2
En el caso N<L y L primo, ninguna de las raices del polinomio minimal
de la secuencia filtrada puede desaparecer de la expresion de z porque ninguna

puede ser raiz de un polinomio de grado menor que L. De ahi que la cota (

i)
se mantenga en este caso particular.

Al comparar la cota obtenida por Rueppel con la de Kumar y Scholtz se
observa que, por ejemplo para L=24 la complejidad lineal de las secuencias
bent esta acotada inferiormente por 76864 mientras que la de la clase de
secuencias estudiada por Rueppel para k=12 esta acotada inferiormente por
2'7-10°. No obstante en ambos casos las cotas obtenidas sélo son aplicables
a ejemplos concretos de secuencias filtradas y en ningin caso valdrian para
una funcién no lineal general. En este trabajo sin embargo se daran cotas
validas para funciones no lineales generales.

Rueppel en su analisis separa los cosets cuyos pesos coinciden con el orden
de la funcién no lineal de aquéllos con peso menor. La razon es la existencia
de una representacion tunica de los exponentes E de peso k.

Los cosets de peso menor que k también pueden estar presentes en la
expresion de z. Sin embargo, debido a que no poseen una tinica representacion
en base 2, no es posible hacer un andlisis andlogo al anterior. Por eso en
adelante, siempre que no se indique lo contrario, se entendera que los cosets
analizados son de peso k.

Rueppel en su andlisis concluye que ‘el caso de un RDRL filtrado no
linealmente es extremadamente dificil de manejar desde un punto de vista
matematico. Pueden ocurrir degeneraciones muy grandes en la complejidad
lineal de las secuencias producidas sin posibilidad de predecirlas. Esta im-
predecibilidad de la complejidad lineal resultante puede haber causado que
muchos diseniadores de generadores de secuencias cifrantes se resistan a usar
el tipo de generador no lineal discutido’.

En este trabajo se abordara el problema de la impredecibilidad de la
complejidad lineal del filtrado no lineal.

1.3.5. Recapitulacion de Resultados

Hasta aqui se han introducido los diversos puntos de vista de los autores
maés renombrados en la materia. Se observan claramente dos vias de actuacion
en el andlisis de la complejidad lineal:
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(a) Mediante el anélisis de los digitos de la secuencia.

(b) Mediante el estudio de las caracteristicas de la funcién no lineal uti-
lizada como filtrado.

El tnico autor de los mencionados que sigue la primera via de acercamien-
to es Massey. El método que utiliza es el mencionado en el apartado 1.1.4,
el algoritmo de Berlekamp-Massey. El resto de autores, cuyo trabajo se ha
comentado en los ultimos apartados, utilizan la segunda via de acercamien-
to. En particular definen clases de funciones para las que son capaces de
garantizar unas determinadas cotas de la complejidad lineal de las secuen-
cias filtradas resultantes. En la siguiente tabla quedan sintetizados por orden
cronolégico los resultados obtenidos segun esta forma de actuar.

Autores Condiciones Cota
k
Key orden k A< Z(l;)
i=1
Kumar secuenciasbent
y Scholtz L=4k<L/4 A > ( éﬁ 2L/
Rueppel med(6,28 — 1) =1
término de mayor orden :
N-1 L
2 biSntiSntits ** Snit(k—1) A>( k )= (N —=1)
Massey L primo,

y Serconek SnSnis A=L+( l; )
Paterson | L primo, término de mayor orden :|  (t: 2V —1|§(2" — 1))
N-1 ¢

> biSn+iSntits *** Sntit(k—1)5 A>( ()= (N —1)

Obsérvese que en todos los casos en los que se obtiene una cota inferior
las condiciones exigidas a la funcién son bastante restrictivas. En el proximo
capitulo se dard una cota inferior de la complejidad lineal valida para una
clase de funciones mucho més amplia.



Capitulo 2

Cotas de la Complejidad Lineal

En este capitulo se toma como base el ‘test de presencia de raices’ presen-
tado en el capitulo anterior, para obtener mediante algunos tipos especiales
de cosets, varias cotas superiores e inferiores de la complejidad lineal global
de la secuencia filtrada. La caracteristica especial de dichos cosets consiste
en que, a diferencia del resto de cosets, su degeneracién o no degeneracién
se puede analizar completamente. Ademas, en muchos casos dicho anélisis
sera llevado a cabo de manera independiente del filtrado no lineal consid-
erado. Por tanto, nuestra estrategia en cierta forma va contra corriente ya
que el resto de autores, segin lo visto, se centran basicamente en la bisque-
da de funciones no lineales concretas para las que se puede garantizar la no
degeneracion de todos los cosets. Nosotros por el contrario en este capitulo
trabajamos en tres sentidos distintos al anterior:

1. encontramos un grupo de cosets que resultan ser no degenerados para
todos los filtrados no lineales (apartado 2.4),

2. encontramos un grupo de cosets que resultan ser degenerados para un
grupo amplio de filtrados no lineales (apartado 2.8),

3. encontramos un grupo amplio de cosets que resultan ser degenerados
para un grupo de filtrados no lineales (apartado 2.8).
También hacemos una incursién en el mismo sentido que los autores
anteriormente mencionados ya que:

4. encontramos un grupo de filtrados no lineales para los que se garantiza
la no degeneracién de todos los cosets (apartado 2.5).

57
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El punto 1 constituye la primera de las dos ideas fundamentales corres-
pondientes al analisis que se comienza en este capitulo y se completa en el
préximo:

(I1) Independientemente de la funcién no lineal y del RDRL de méxima
longitud escogidos, algunos cosets nunca son degenerados.

(I2) Si algunos cosets son degenerados, otros no pueden serlo.

Los resultados del apartado 2.4 son sin lugar a dudas los mas destaca-
bles de todo el capitulo ya que proporcionan cotas inferiores a la complejidad
lineal global completamente validas para una amplia clase de filtrados no lin-
eales. Esto resulta doblemente provechoso ya que por un lado, siguiendo las
recomendaciones de Rueppel [152], se garantizan complejidades lineales mini-
mas, es decir, se garantiza la seguridad de los filtrados no lineales implicados.
Por otro lado, dada la ausencia de restricciones, la cantidad de filtrados no
lineales implicados es bastante considerable.

Dado que todo este analisis se basa en la manipulacién de cosets, daremos
en el primer apartado algunas representaciones de los mismos.

2.1. Representaciones de los Cosets

A partir del ‘test de presencia de raices’ se pueden extraer varias carac-
terizaciones vélidas para cualquier coset E [18]. Nos referiremos a ellas como
C1, C2,...

En primer lugar, la caracterizacion mas obvia se obtiene al considerar el
elemento E como un entero expresado como suma de potencias de 2. Esta es
la forma utilizada por Rueppel en su trabajo [152].

Cl. E=2% 420 ...+ 2%t glendo 0< ey < e1 < --- < ep_1 < L.

La representacion anterior conduce a una representacion de E como ca-
dena binaria cuando se expresa en base 2.

C2. E se puede representar como una cadena binaria de longitud L y k
unos en las posiciones {e;};—o 1, k-1 contadas a partir de la derecha.

El ‘test de presencia de raices’ proporciona una tercera representacion ya
que el determinante A g define el coset E.

C3. El determinante asociado a E, Ag.

Esta representacién depende ademas del polinomio caracteristico y del
término de mayor orden de la funcién no lineal.

A partir de ese determinante se puede definir un sistema de ecuaciones
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dado por

0= doat()Z@O + dlat1260 4t dk_latk*ﬂeo
0= do&to2€1 + leét12el R dkflOétk_ﬂel
(2.1)

2k—1

€l— €l—
O = doOét02 ! + leét12 ! 4+ .- + dk_lOétk71

donde d; € GF(2%) Vj.

Por tanto, una tltima caracterizacion de E es el sistema asociado a Afg.

C4. El sistema lineal homogéneo (1) asociado a Ap.

En este trabajo se utiliza principalmente la caracterizacién C2, pero en
muchos casos el resto de caracterizaciones son utilizadas indistintamente.

Para el uso de las cadenas binarias se hace necesaria cierta notacion adi-
cional.

Dadas dos cadenas binarias E y F de longitud L, cuyos unos estan situados
en las posiciones indicadas respectivamente por {e; }izo1,. k-1 ¥ {fi}izo1...1-1
con kjl, la notacién ECF significa que todos los unos de E estdn también en
F, es decir, que {e;}i—01,... k-1 C{fi}iz01,..1-1-

Dado un grupo de cadenas binarias {E,} = {E4, Es, ..., Ex}, OR[{E,}]
denota la cadena binaria resultante de una operacion OR entre las N cade-
nas binarias del grupo. Obviamente se tiene que Vn € {1,2,..., N}, E, C
OR{E,}].

Esta notacién se utilizara primordialmente en el sexto apartado de este
capitulo.

En el proximo apartado se introduce una de las herramientas mas desta-
cadas de este trabajo. Se define un grupo de cosets que son no degenerados
independientemente del filtrado no lineal.

2.2. Cosets de Distancia Fija

El grupo de cosets al que hace referencia el titulo, se puede definir de la
siguiente forma [51].

Se llama coset de distancia fija d de peso k al coset E; tal que E; =
260 4 2¢1 ... 4 2%-1 con e; = d i (mod L) (i=0,1,...,k-1) siendo d un entero
positivo menor que L y tal que med(d,L)=1.

El apelativo ‘de distancia fija’ hace alusién a la distancia fija d existente
entre los unos de la cadena binaria asociada a Ejg.
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Ejemplo 2.2.1

Para L=8 se tienen 1, 3, 5 y 7 como posibles valores de d primos con L.
Consideramos pues d=1y d=3. Los cosels de distancia fija para cada posible
valor de k< L, correspondientes a d=1 son 00000001, 00000011, 00000111,
00001111, 00011111, 00111111, 011111111 y 11111111. Los cosets de dis-
tancia fija para cada posible valor de k< L, correspondientes a d=3 son
00000001, 00001001, 01001001, 01001011, 01011011, 11011011, 11011111
y 11111111. Para k= / los cosets de distancia fija son 00001111 (d=1),
01001011 (d=3), 10100101 (d=5) y 11100001 (d=7). A la vista de este ejem-
plo se deduce que los cosets de distancias fijas d=1y d=7 coinciden porque sus
correspondientes elementos representativos son rotaciones ciclicas. Lo mismo
sucede para d=3 y d=5. Por tanto para este ejemplo solo se tienen dos cosets
de distancia fija distintos.

En adelante se llamara j-ésimo uno de un coset de distancia fija E; al uno
situado en la posicién e;. Para simplificar la notacién se denotara mediante
A, el determinante Apg,.

Mediante estos cosets, en el cuarto apartado de este capitulo se concre-
tard la primera idea fundamental con la que trabajamos (I1).

Para llevar a cabo su demostracion es necesario el resultado presentado
en el préximo apartado.

2.3. Orden de la Funcion

A continuacién se da un resultado [15] que proporciona una condicién
sencilla para garantizar el orden de la funcién no lineal.

Lema 2.3.1

El producto de k fases distintas {s,,} de una PN-secuencia es una fun-
cion de orden k si y sdlo si las potencias o'i € GF(2Y) (j=0,1,...,k-1) son
linealmente independientes sobre GF(2).

Demostracién El resultado se deduce a partir del trabajo de Key [85]

k—1
segun el cual cualquier o' verifica que o = Y. d;a%, d; € GF(2) siy sélo
J=0j#1
. o1 . k_l , .
Si Sp44, puede escribirse como 8,14, = 3 d;Sp4q,. Ademds esta igualdad se
J=0,j#l

da si y sélo si la funcién producto se puede escribir como Sy, Sp+t, * * * Sn+t, -
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k—1
C Sntty_oSntty_y = SntteSntty OZ# danthj "t Sntty_gSnity_, - AST pues, si
J=0,j

las potencias o' (j=0,1,...,k-1) fueran linealmente dependientes sobre GF(2),
entonces la funcién producto seria o bien una funcién de orden k-1 (cuando
el nimero de d; # 0 es impar), o bien la funcién idénticamente nula (cuando
ese nlimero es par).

Reciprocamente, si la funcién producto no fuera de orden k entonces las
potencias o' (j=0,1,....k-1) serfan linealmente dependientes sobre GF(2).

Una forma fécil de garantizar la condicion del lema anterior consiste en
tomar las k fases {s, 4, } dentro de un estado del RDRL, ya que {a, o, ...,
aF~1} constituyen siempre una base de GF(2%) sobre GF(2).

A continuacién se demuestra mediante los cosets de distancia fija definidos
en el apartado anterior la idea (I1) anteriormente mencionada.

2.4. Cota Inferior General

La demostracién de la idea (I1) descrita anteriormente proporciona una
cota inferior general a la complejidad lineal global por lo que representa una
de las principales aportaciones de este trabajo.

Concretamente en este apartado se demuestra [51] que todos los cosets de
distancia fija son no degenerados independientemente de la funcién no lineal
y del RDRL considerados, siempre que la funciéon contenga un tinico término
de orden maximo.

Esta condicion se debe a que la base sobre la que se asienta el analisis
realizado es el test de presencia de raices que sirve para analizar la contribu-
ciéon a la complejidad lineal del término de orden méximo. También como
consecuencia de dicho test, los tinicos cosets analizados en éste y posteriores
apartados de este capitulo son los de peso coincidente con el orden de la
funcién.

En primer lugar se presenta un resultado bastante destacable en dos as-
pectos. Por un lado no se exige ninguna condicién sobre el filtrado no lineal y
por otro lado, servird para obtener en posteriores resultados, cotas inferiores
a la complejidad lineal global del filtrado no lineal.

Teorema 2.4.1 (Teorema Principal)
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Sea f una funcion no lineal con un unico término de orden mdximo, en-
tonces f es una funcion no lineal de orden k si y solo si todos los cosets de
distancia fija y peso k son no degenerados.

Demostracion ‘=" Por induccion sobre k. Para k=1, obviamente el coset
de peso 1 es no degenerado para un filtrado de orden 1. Se supone cierto para
k-1 de manera que, para cualquier funcién de orden k-1 con un tinico término
de orden maximo, todos los cosets de distancia fija y peso k-1 son no degener-
ados. Se demuestra para k. Se supone que para la funcién f de orden k existe
un coset de distancia fija d y peso k que es degenerado. Esto significa que
el correspondiente determinante Ay se anula. En ese caso, el sistema lineal
homogéneo (1) asociado a Ay es compatible y tiene soluciones no triviales
d; € GF(2F) (i=0,1,....k-1). Si se elevan a 2¢ las ecuaciones de dicho sistema,
se obtiene un nuevo sistema lineal homogéneo donde las primeras k-1 ecua-
ciones coinciden con las k-1 ultimas del sistema original. Segin la hipdtesis
de induccién aplicada sobre la funcién producto de orden k-1, se tiene que en
particular ese subsistema de k-1 ecuaciones tiene su determinante asociado
no nulo. Segin esto, resolviendo por la regla de Cramer se deduce que las
soluciones del sistema asociado a A, deben ser de la forma d; = (di)Qd en
GF(2%) (i=0,1,...,k-1). Esto implica que el orden de d; divide a 2%-1 y, como
29-1 y 25-1 son primos entre si, se concluye que los d; han de ser coeficientes
binarios. Por tanto, segtin el lema anterior, la funcién f no puede ser de orden
k.

‘<" Por reduccién al absurdo. Si la funcién f no fuera de orden k, segin
el lema anterior, las potencias o' (j=0,1,...,k-1) serfan linealmente dependi-
entes sobre GF(2). Es decir, 31 : 0 <1 < k — 1 tal que o' = kz;l djalti,

J=0,j
siendo d; €GF(2) no todos nulos. De ahf que d; = (d;)* en GF(2%) por lo
que para cualquier coset E; el sistema (1) asociado a Ag serfa compatible
con soluciones binarias no triviales. Consecuentemente, todos los cosets de
peso k serfan degenerados, y en particular cualquier coset de distancia fija
también lo seria.

La repercusion de este resultado es clara. Proporciona una cota inferior
general a la complejidad lineal global de cualquier filtrado no lineal con un
unico término de méaximo orden. Esto se muestra en los siguientes resultados,
donde A representa la complejidad lineal global del filtrado no lineal.

Corolario 2.4.1
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Sea f una funcion no lineal con un unico término de orden mdximo, en-
tonces la complejidad lineal global del filtrado no lineal resultante estd acotada
inferiormente segin A > Np - L, donde N = ? (siendo ®(L) la funcion
de Euler) representa el nimero de cosets de distancia fija y L el cardinal de
esos cosets.

Demostracién Obviamente el nimero Ny, se expresa en funcién de ®(L)
por propia definiciéon de coset de distancia fija. Concretamente Ny, es igual a
% por el siguiente razonamiento: Para los valores d y L-d primos con L se
obtiene el mismo coset de distancia fija E;=E;_4 ya que Vi = 0,1,....k — 1
di+(1-k)d=di+d—dk=(—-d)(k—i—1)=(L—d)(k—i—1) (mod L),
luego los conjuntos {e?}i—o. x-1y {ef’d}izo,m,k,l, correspondientes respec-
tivamente a los cosets de E4 v E;_4 coinciden.

De esta forma se tiene que la complejidad lineal global de cualquier fil-
trado no lineal con un tnico término de orden maximo pertenece al intervalo
cerrado cuyos limites vienen dados por la cota inferior obtenida aqui y la
cota superior dada por Key.

El mayor valor que puede tomar la cota anterior resulta cuando L es
primo ya que entonces existen muchos méas cosets de distancia fija. En ese
caso concreto, de manera trivial se llega a la siguiente cota.

Corolario 2.4.2
Sea f una funcion no lineal con un unico término de orden mdximo, si L
es primo, entonces la complejidad lineal global del filtrado no lineal resultante

estd acotada inferiormente segun A > ( 9 ).

Obsérvese que ambos resultados son independientes tanto del polinomio
caracteristico del RDRL como del orden y forma particulares de la funcion
no lineal. Esto significa que para cualquier funcién no lineal con un tnico
término de orden maximo aplicado sobre un RDRL cualquiera de longitud
L siempre se sabe que ®(L)/2 cosets de cardinal L son no degenerados. Si
se pretendiera llegar a esta misma conclusiéon mediante el test de presencia
de raices habria que calcular al menos ®(L)/2 determinantes de orden k en
el cuerpo finito GF(2L) para cada uno de los posibles filtrados no lineales,
es decir para cada uno de los posibles polinomios caracteristicos primitivos
del RDRL y para cada una de las posibles funciones producto de orden k.
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Por ejemplo, si L=17 y k=8, para cada uno de esos posibles casos habria que
calcular al menos 8 determinantes de orden 8 en el cuerpo GF(2!7) ya que la
cota dada por el corolario 2.2 es 136.

En conclusion, los resultados presentados en este apartado proporcionan
una complejidad lineal minima para una amplia clase de filtrados no lineales,
con lo que se consigue para éstos un minimo de seguridad garantizada.

El teorema 2.1 puede replantearse desde un punto de vista dual, con-
siguiéndose asi una cota inferior mejor a base de exigir mayores restricciones
al filtrado no lineal. Esto es lo que se hace en el préoximo apartado.

2.5. Producto de Fases 2((@)_distantes

El titulo del apartado hace referencia a un grupo de funciones no lineales
que se definen de la siguiente forma.

Se llama producto de k fases 2(?)-distantes a cualquier funcién
que sea el producto de las k fases distintas {s, 97 }j=01,.. k-1 de una PN-
secuencia, donde r; = d-j (mod L) siendo d un entero positivo menor que L
tal que med(d,L)=1. Es decir, se llama de esta manera a la funcién no lineal
de la forma

Snt1 * Spg2((@d) * Sppa(@d) ** Sy a((k-1)d)

donde el doble paréntesis (()) indica que el entero que se encuentra dentro
debe ser considerado en moédulo L. A este tipo de funciones se las deno-
tara como fj.

En primer lugar se presenta un resultado que determina los valores de
k para los que se puede asegurar que el orden de los productos de k fases
2(d)_distantes es realmente k.

Lema 2.5.1

Dada una funcion no lineal f cuyo unico término de orden mdzximo es un
producto de k fases 2D _distantes f;, entonces f es una funcion de orden k
sty solo st k< L.

Demostracion ‘=’ Si se supone por reduccién al absurdo que k& > L,
entonces f; quedaria de la forma

Sl Spaal(@) " Spaa@d) *** Spyo((L-1)d) * Spyo((Ld) * Spio((L+D)d) *** Spio(((k-1)d) =
+ + + + + +
Sl " Spta(@) * Sppa(@d) ** * Spio((L-1)d) * Sptl * Spya((@) * °° =
Sntl * Spial@) * Spia(@d) ** * Spio((L-1)d)) -
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Luego la funcién f no serfa de orden k sino de orden L.
2 3 L—1
‘" Dado que {a,a? a*,a?,...,a? '} es una base de GF(2F) sobre
(@) 9(2d) _o((3d)) 9(((k=1)d)) 2 92 98 9L-1
GF(2) y {a,a @y gy g g >}>>g{&’& o7, a%, et
. d 2d 3d k—1)d . . .
se tiene que a, 0, a? 7 a® 7 L o2 son linealmente independi-

entes sobre GF(2) y por el lema 2.1 se tiene que la funcién f es de orden k.

Segtn lo anterior y los principios de diseno vistos en el apartado 1.2.1, de
ahora en adelante y salvo que se indique lo contrario, siempre que se mencione
un producto de k fases 2((®)_distantes se debe entender que k es menor que
L.

A continuacién se demuestra, para las funciones producto de fases 2(#)-
distantes, un resultado analogo al demostrado por Rueppel para los productos
de fases equidistantes [152]. Segtin el préximo teorema, los productos de fases
2((4) _distantes constituyen una nueva clase de funciones para las que se tiene
asegurada la no degeneracion de todos los cosets de peso k.

Teorema 2.5.1

Dada una funcion no lineal f cuyo unico término de mazximo orden es un
producto de k fases 2D _distantes f;, entonces f es una funcién de orden k
sty solo si todos los cosets de peso k son no degenerados.

Demostracion ‘=’ Por induccién sobre k. Para k=1 obviamente el inico
coset de peso uno es no degenerado. Se supone cierto para k-1, de manera que
para cualquier funcién de orden k-1 de esas caracteristicas, todos los cosets
de peso k-1 son no degenerados. Se demuestra para k. Para ello se supone
que para alguna de esas funciones de orden k existe un coset E de peso k que
si es degenerado. Esto significa que el determinante correspondiente Ag se
anula. En ese caso, el sistema lineal homogéneo asociado a Ag

70 9€ 0 9€ r09C€k—1
0= doa? % + d10¥ %" + - dp_ 1?02
0= deo®'® +d1a®"2" + . 4 dj_ja®" 2
O _ d0&2rk_1260 + d1&2rk_1281 + . + dk 1&2rk—128k—1

conr; =d-j (mod L)y med(d,L)=1, es compatible con soluciones no triv-
iales d; € GF(2%) (i=0,1,...k-1). Si se elevan a 2% las ecuaciones de dicho
sistema, se obtiene un nuevo sistema lineal homogéneo donde las primeras
k-1 ecuaciones coinciden con las k-1 ultimas del sistema anterior. Segin la
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hipétesis de induccién aplicada a la funcién producto de k-1 fases 2(4)-
distantes s,4or1Sp42m - ~*S,40m—1 Se tiene en particular que ese subsistema de
k-1 ecuaciones tiene su determinante no nulo. Segin esto, resolviendo por
la regla de Cramer se deduce que las soluciones del sistema asociado a Ag
deben ser de la forma d; = (di)Qd (i=0,1,....k-1). Esto implica que el orden de
d; divide a 29-1, y como 29-1 y 2--1 son primos entre si, se concluye que los
d; han de ser coeficientes binarios. Por tanto, segin el resultado del apartado
2.3, f no puede ser una funciéon de orden k.

‘<" Por reduccion al absurdo. Si f no fuera una funcién de orden k, segin
el mismo resultado del apartado 2.3, las potencias o2 (j=0,1,....k-1) deberdn
ser linealmente dependientes sobre GF(2). Es decir, 31 : 0 < [ < k — 1 tal
que o' = koz;z d;a®” | d; €GF(2) no todos nulos. De ahf que d; =d?, por
lo que parajcuglquier coset E, el sistema asociado a Ag seria compatible con
soluciones binarias no triviales. Consecuentemente, todos los cosets de peso
k serian degenerados.

Del resultado anterior se deduce directamente una cota inferior a la com-
plejidad lineal global, que resulta ser la mas alta que se puede conseguir
mediante los cosets de peso igual al orden de la funcion.

Corolario 2.5.1
La complejidad lineal global de una funcion no lineal cuyo unico térmi-
no de mdzimo orden es un producto de k fases 2D -distantes estd acotada

inferiormente segun A > (

i)

El préximo corolario proporciona un recuento de las funciones a las que se
pueden aplicar los resultados anteriores. Obsérvese que este recuento resulta
favorable siempre que L sea primo y k sea menor que L. Esta tltima condicién
coincide con la mencionada anteriormente.

Corolario 2.5.2

El nidmero de funciones producto de k fases 2(9) _distantes diferentes
viene dado por

a) 1 sik=1L

b) ®(L) si k < L.
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Demostracién a) Si k=L entonces el producto de k fases 2((¥)_distantes
viene dado por s,q1 S, o) * S,400a) ** S, aL-ay . Para cualquier valor
d primo con L, mediante la conmutatividad del producto se demuestra que
ese término coincide con S,41 - Spy2 - Sp02 - -+ S, 0-1). Luego ésta es la tinica
funcién producto de k fases 2((4)-distantes cuando k=L.

b) Si k < L entonces para cada valor d primo con L, se ve que cada
funcién producto de k fases 2((¥)_distantes es diferente. Para ello se supone
por reduccion al absurdo que hay dos funciones producto de este tipo con
distancias d; y ds (dy #ds), que son iguales. En ese caso se tendria que los
conjuntos de fases de cada producto coincidirian salvo rotaciones ciclicas de
las secuencias, lo cual seria imposible dadas sus definiciones respectivas co-
mo productos de fases crecientes s,41 - S, o) * Sppo@d) *  * Sppo((k-1dy)) Y
Spt1 * Sppa((d) * Sppa(2d) ** * Sy a(-1dy) con di #dy. Dado que existen ®(L)
valores d distintos, éste es el nimero de funciones distintas buscado.

Ejemplo 2.5.1

Para L="7y k=4, los ®(7) = 6 productos de 4 fases 2(9)-distantes, con
de {1,2,3,4,5,6} son respectivamente Spi1 - Spt2 * Sntd * Snt8, Snil * Snid -
Sn+16 * Sn+64, Snt+1 - Sntd " Snt8 ° Snt64, Sntl " Snt2 * Sntl6 C Snt32; Sntl Sni2
Snt8° Sn+32 Y Snal - Snt16 - Snt32 - Sniea, quE tal como se aprecia, efectivamente
son todos distintos.

De los tltimos resultados se puede concluir que el disenador de un gener-
ador del tipo discutido podria simplemente considerar cualquier funcién no
lineal de orden menor que k y sumarle un tnico producto de k fases 2(4)-
distantes. La complejidad lineal global del filtrado no lineal resultante seria

mayor o igual que ( . Esta cota resulta ser un nimero muy grande a par-

i)
tir de unos valores de L y k bastante practicos, como por ejemplo 127 y 64
respectivamente para los que la cota anterior toma un valor del orden 10%7.
No obstante, tal como se mencioné en los principios de diseno del capitulo
anterior, hay que ser cauteloso con las funciones con un tunico término de
orden maximo. Por esto, a continuacion presentamos un resultado andlogo
para una clase de funciones criptograficamente mas interesantes.

Corolario 2.5.3
La complejidad lineal global de un filtrado no lineal cuyo término de orden
mdzimo es una combinacion lineal de productos de k fases 2D -distantes,
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N-—1
> biSnpid1 * Sppio@) * Spiita(ed) ** t Spuio-nay, donde N es un entero
=0

positivo y no todos los b; son nulos, estd acotada inferiormente segin A >

(7)— (V-

Demostracion Como se demostro en el tltimo teorema, todas las fun-
ciones producto de k fases 2((¥)_distantes tienen todos los cosets E de pe-
so k no degenerados. Esto significa que cada producto de la forma s, ;1 -
Sppita((@) * Spyipold) *** Syiipa(((k-1d) PoOsee, en su expresién en funcién de
las potencias de una raiz primitiva del polinomio minimal de la secuencia,
un determinante denotado como (Ag); no nulo como coeficiente de cada raiz
af. Ya que (Ap)y = Ag y (Ag); = o'f-Ag, para la funcién de las hipétesis
de este corolario se puede escribir el coeficiente que acompaiia a cada raiz o

N-1 |
de la forma Y b;a'f Ag. Por tanto, dado que Ap # 0, el coset E es no degen-
i=0

erado siempre que by +bjaf +---+by_1(aF)N7! #£ 0 en GF(2F). Dado que el
polinomio by +byz+---+by_12"¥ ! tiene como maximo N-1 raices, se concluye
que como maximo hay una disminucién en la complejidad lineal de valor N-1.

Observacién 2.5.1
St N L y L es primo, ninguno de los cosets de peso k puede ser degen-

erado, por lo que en este caso se mantiene la cota (

La adicién de una funcion f’ de fases linealmente independientes no afecta
a la cota obtenida siempre y cuando el orden de f” sea menor que k. De ahi se
tiene la siguiente propuesta. Escoger el filtrado no lineal a aplicar sobre las

etapas de un RDRL de méxima longitud con L etapas, segin la expresién
N—1

, .
Zn = 'Eo biSntiSntite Sntit(k—1)5+ f (Sn, Snt1s -y Sprr—1) siendo ord(f”) <k.
1=

De esta forma la complejidad lineal de la secuencia resultante es mayor o igual
L
que ()~ (N —1).

En el préoximo apartado, tomando como punto de partida los cosets de
distancia fija, se define y analiza un nuevo grupo de cosets.
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2.6. Quasicosets de Distancia Fija

A continuacién presentamos un nuevo grupo de cosets [18] cuya definicién
obtenida a partir de los cosets de distancia fija, utiliza parte de la notacion
introducida en el primer apartado de este capitulo.

Dado un coset de distancia fija Fq = 20421 4. 4+2%-1y j € {0, ..., k—1},
se llama j-ésimo quasicoset de distancia fija (o en forma abreviada,
quasicoset d-f) a cualquier coset que tenga un elemento Fj de la forma
Fj =200 420 4 4251 tal que {e;}izjizo,...h—1 C { fitizo,..k-1-

Ejemplo 2.6.1
Para L=9, k=5, los elementos representativos de los quasicosets de dis-
tancias fijas d=1, d=2 y d=4 son respectivamente

000101111 001010111 100011011
001001111 001011101 100011101
010001111 001110101 ¥ | 100111001
100001111 011010101 101011001

Es decir, un j-ésimo quasicoset d-f Fj es cualquier coset cuya cadena
binaria asociada contiene todos los unos de la cadena binaria asociada a Ey,
salvo el j-ésimo uno. De nuevo para simplificar notacion, se denota mediante
A’ al determinante AFﬁ' Por otro lado, {Fﬁln} = {Fil, . FiN} denota un
conjunto de j-ésimos quasicosets d-f.

A partir de estos cosets, a continuacién se presenta un resultado rela-
cionado con la segunda idea fundamental que se maneja en este trabajo (12).

Esta idea se utilizarda en el préximo capitulo para incrementar la cota
general obtenida en el apartado 2.4. En concreto se demostrard la no degen-
eracién simultanea de grupos de quasicosets d-f cuando se verifican determi-
nadas condiciones. Para realizar dicha demostracion es necesario el siguiente
resultado previo.

Lema 2.6.1

Sea F un j-ésimo quasicoset d-f cualquiera, entonces su determinante
asociado A’ tiene al menos un menor de orden k-1 (sin la j-ésima fila y una
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columna arbitraria) que no se anula:

C(t()QeO Oéti,12eo &ti+1260 C(tk712eo
Odt()?ej*l Odti_12ej71 Ogti+126j71 Oétk_ler71 0
at02€j+1 Oétiflg"'jﬁ-l ati+12€j+l atk—12ej+1 7é
&togek—l &ti_lgek—l C(ti+12€k_1 &tk_12ek—1

Demostracion Fg se define a partir del coset de distancia fija E; que por
el teorema 2.1 sabemos es no degenerado. Esto significa que su determinante
asociado A4 no se anula, por tanto, Vj € {0,1,..., k — 1} existe al menos un
menor de orden k-1 (sin la fila j-ésima y una columna i-ésima) que no se anula.

El resultado anterior se utiliza en la demostracion del siguiente teorema,
que sirve para apoyar la idea (12).

Teorema 2.6.1

Dados E4 un coset de distancia fija y j€{0,1,....,k-1}, si para algin grupo
de j-ésimos quasicosets d-f {F?jn} existe al menos un coset de distancia fija
Ey tal que Ey C OR[{FC{H}], entonces los cosets de {len} no pueden ser
todos simultaneamente degenerados.

Demostracion Se supone por reduccion al absurdo que los cosets de
{F én} son simultdneamente degenerados. Esta degeneracién simultdnea es
equivalente a la existencia de un grupo de sistemas compatibles asociados
a cada determinante Aéyn que tienen solucién no trivial y k-1 ecuaciones en
comun. Ademas, seguin el lema anterior, estas k-1 ecuaciones tienen una tinica
solucién expresada en funcién de o!2”. Como ésta es una solucién comin
a todos los sistemas, puede deducirse que el sistema compuesto por todas
las ecuaciones tiene soluciones no triviales. Finalmente, segiin la hipdtesis,
las k ecuaciones asociadas al determinante Ay estan entre las ecuaciones
del sistema completo, lo que lleva a una contradicciéon al tener un sistema
compatible con soluciones no triviales un subsistema homogéneo cuya tnica
solucién es la trivial.

El grupo de cosets definido en este apartado sera analizado con mayor
profundidad en el préximo capitulo, donde se desarrollard un algoritmo es-
pecialmente disenado para la comprobacion de las circunstancias referidas en
el teorema anterior.
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Por ultimo y como parte mas amplia de este capitulo se presenta en el
proximo apartado un grupo de cosets cuya degeneraciéon se demuestra en
multiples casos, por lo que son los responsables de una disminucion en el
valor de la complejidad lineal global de muchos filtrados no lineales.

2.7. Cosets Simétricos

A diferencia de los grupos de cosets definidos en los apartados anteriores,
la existencia del nuevo grupo de cosets que se definen a continuacién viene
dada por los valores especificos de L y k. En particular juegan un papel
fundamental los factores comunes de L y k, a los que se les denota fc;(L,k).
Para determinados pares (L,k) no existe ningun coset de los que se llamaran
simétricos, mientras que para otros pares existe una cantidad muy superior
a la de cosets de distancia fija y a la de quasicosets d-f.

Se llama coset simétrico a todo coset de cardinal menor que L.

Como la definiciéon anterior no proporciona una idea clara de la forma
particular de estos cosets, a continuacion se presentan unas cuantas carac-
terizaciones equivalentes.

Dado que todo coset esta formado por todas las rotaciones ciclicas de
una cualquiera de sus cadenas binarias componentes, se dice que un coset
es simétrico si al rotar ciclicamente una cualquiera de sus cadenas binarias
menos de L posiciones se obtiene la misma cadena. Esto queda expresado
mediante el siguiente teorema de caracterizacion de los cosets simétricos,
donde se utiliza la caracterizacién C1 de los cosets.

Teorema 2.7.1

Dada una longitud L, un coset E es simétrico si y solo st 31 : 0 <1 < L
tal que 2 - E ~ E (mod 2 —1).

Para comprender mejor la estructura de estos cosets, a continuacién se
analiza uno cualquiera de sus elementos a los que se les adjudica también el
calificativo de simétrico.

Se llama cadena simétrica a cualquiera de las cadenas binarias que
forman parte de un coset simétrico.

Dada su definicién, toda cadena simétrica esta constituida por repeti-
ciones de una misma subcadena no simétrica. En particular, se trata de un
nimero fc;(L,k) de repeticiones y la subcadena mencionada es de longitud
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L/fe;(Lk) y peso k/fc;(L.k). El cardinal del coset al que pertenece dicha
cadena es L/fc;(L.k).

Ejemplo 2.7.1

Para L=8, k=4 existen dos factores comunes fc1(8,4)=2 vy fco(8,4)=4.
Cada factor define un coset simétrico, tal y como se muestra a continuacion
sequn las representaciones de los cosets en binario y como niumeros enteros.

0011 : 0011 : 51

01100110 : 102 01:01:01:01:85
11001100 : 204 7 10101010 : 170
10011001 : 153

Obsérvese que, tal como se habia indicado,las cuatro cadenas simétricas
del primer coset estdn formadas por dos subcadenas de longitud cuatro y peso
dos, y las del sequndo estan formadas por cuatro subcadenas de longitud dos
Y Peso uno.

Observacién 2.7.1

Este tipo de cosets estd contenido dentro de la categoria de los cosets
impropios que describe Golomb en [68], pero en general ambos conjuntos no
coinciden.
Los cosets simétricos E se corresponden con los elementos de la forma «
pertenecientes a los subcuerpos propios de GF(2") distintos de GF(2). Esto
sin embargo no se verifica para todos los cosets impropios.

E

Ejemplo 2.7.2

Para L=/, utilizando las representaciones binarias y como niumeros en-
teros

0001 : 1 0011: 3
0010: 2 0110: 6
Coset B9 gro0: 4+ ot B2y 4100 12
1000 : 8 1001: 9
0111 : 7
0101: 5 1110 14
Coset Ej { 1010 10 Coset Ejy : 101 13

1011 : 11
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Los cosets Fy y Ey son propios, los cosets Ey y E3 son impropios y el
coset 5 es simétrico. Este ultimo coset se corresponde con los elementos o
y o'® pertenecientes al 1inico subcuerpo propio de GF(2*) distinto de GF(2),
es decir, GF(2?)={0, 1, o®,a' }.

En general, cada factor comun de L y k, fc;(I,k) determina un grupo de
cosets simétricos. A continuacién se escoge representante para cada uno de
estos grupos.

Se llama representante del grupo de cosets determinado por fc;(L,k) al
coset simétrico cuyo lider se forma a partir de la subcadena no simétrica con
los k/fc;(L,k) unos seguidos.

Esta cadena binaria es de la siguiente forma, donde cada bloque de unos
es de longitud k/fc;(L,k)

0.,01..,11:...:0..,01...11: 0..,01..,11
—— —— ——

Su caracterizacién equivalente como entero en base dos es

20 49l 4 ... 4 9FaEm ! 4 oTaEm 1 oFarmtl 4 ... 4 9TaEm Iy

2L+k

2L 2L 44 1
2fc,bv(L,k) + 2fci(L,k) + .« o + 2fci(Lk,) + .. +
(fei(Lk)~DL (feLR)-DL (fei(Lk)=DL+k 4
Q" Fei (LR _+,2 fei (LK) + .. .+_2 fe; (LK)
e la anterior resulta una tercera caracterizacion de estos representantes
De la ant It t t de est tantes,
que viene dada explicitamente por el siguiente resultado.

Proposicion 2.7.1

Sean L y k dos numeros enteros con factores comunes, el representante
del coset simétrico correspondiente a fe;(L,k) es un entero de forma general
B=(27m — 1) — 2L

9 fei(Lik) _q

Demostracién La representacion binaria de E esta constituida por fe;(L,k)
subcadenas con k/fc;(L,k) unos consecutivos. La distancia entre bloques con-
secutivos de unos es de L/fc;(Lk) posiciones. Sea n; (j=1,2,....fc;(L.k)) la

k
contribucién al entero E de la j-ésima subcadena. Dado que nj=(27%E"-

—1)—E— . . .,
1)2(3 )T Vi =1,2,..., fe;(L, k), el sumatorio de esta expresiéon corre-
sponde a la suma de los fc;(L,k) primeros términos de una progresién ge-
L L
9 fe; (LK) (2L7 fei(L,k) _1)

L ke
ométrica de razén 27¢EH | luego E= (27%FH-1) (1+ T )=
o TeilLH) _1

k___ L
(2fcﬂLJﬂ_1) __j%f:L__'
2T (LR _q
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Ejemplo 2.7.3

Para L=12, k=6 existen cosets simétricos para los distintos factores co-
munes fc1(12,6) = 2, fea(12,6) = 3y fe3(12,6) = 6, se tienen los rep-
resentantes 7% = 455, 3% =819 vy % = 1365, que se correspon-
den respectivamente con las cadenas binarias 000111000111, 001100110011
y 010101010101, representantes de los tres grupos de cosets simétricos. Al
primer grupo de cosets simétricos pertenecen ademdas los cosets simétricos
001011001011 y 010011010011. Sin embargo los otros dos cosets simétricos
solo estan formados por los representantes.

Tras dar tres caracterizaciones distintas para los cosets representantes, se
presenta a continuacion un resultado que caracteriza cada uno de los cosets
simétricos determinados por un factor comin de L y k. Se deriva directa-
mente del hecho de que un mismo uno en dos subcadenas consecutivas estan
separados por L/fc;(L,k) posiciones.

Proposicion 2.7.2
Dados unos valores de L y k, todos los cosets de peso k, F=2° 4 2¢1 4 ..
-4 2%=1 determinados por un fe;(L,k) cumplen que¥j = 1,2, ..., fe;(L, k) —1,

L . _
(6060 et ) + (1 1o 1) =

€ jk € jk e, € gk k _).
<—fci(L,k)’ IO R oy v il o 7w R

Una de las caracteristicas mas destacables de estos cosets es que para
valores de L y k no muy grandes, el niimero de cadenas simétricas puede ser
muy elevado. Por ejemplo para L= 128 y k= 64, este niimero es del orden de
1037, Por ello, el siguiente resultado tiene bastante trascendencia en lo que
resta de capitulo. Consiste en un recuento de cosets simétricos y se obtiene
a partir de la siguiente idea bésica. Para cada fc;(L, k) existen tantos cosets
simétricos como cosets no simétricos hay de longitud L/fc;(L, k) y k/fc;(L, k)
unos.

Proposicion 2.7.3
Dados unos valores de L y k, el numero de cosets simétricos de cardinal
L/fe;(L, k) viene dado por la formula recursiva

(L) /fCZ(L, k)k/fCZ(L, k’) — %:T’jsr].
Sk = L/fei(L, k) ’
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donde r; es cada uno de los divisores propios de L/fc;(L,k) que pertenecen
al congunto {L/fci(L,k)}irzi.

Demostracién Cada una de las cadenas simétricas asociadas a un fc; (L,k)
estd constituida por fc;(L,k) repeticiones de una misma subcadena no simétri-
ca de longitud L/fc;(L,k) y peso k/fc;(L,k). El coset simétrico al que pertenece
dicha cadena es siempre de cardinal L/fc;(L,k). Por tanto, el nimero de ca-
denas simétricas pertenecientes al grupo determinado por fc;(L,k) coincide
con el nimero de cadenas binarias de longitud L/fc;(L.k) y peso k/fc;(L,k)
menos el nimero de subcadenas simétricas de esa longitud y peso (que son
las asociadas al factor fe(L/fc;(L,k),k/fc;(L,k))). Ahora bien, si existe este
factor comun, estas subcadenas simétricas corresponden a subcadenas de las
cadenas simétricas asociadas a algin factor comtin de L y k.

La férmula recursiva anterior se logra expresar de forma no recursiva en
muchos casos. Uno de ellos es el siguiente.

Corolario 2.7.1

Si L = phly y k = pMky siendo mcd(ly, ky)=1, el nimero de cadenas
L/p )
k/p

Demostracion Se supone sin pérdida de generalidad que ky < [;. Dado

que en este caso los ky factores comunes de L y k se pueden escribir como
fe;(L, k) = p717¢ i=1,2,... k,. Por la propiedad anterior se tiene que Vi > 1

binarias simétricas viene dado por (

1 —k1+i—1
1—ki1+1 l2
pz—le

llfk1+i72l2

(P
) pz—2k2 )

11 —ki+i—1 p
pl 1+e ZQSpllflirifllQ :(

Se ve por induccién sobre i. Para i=1, fe;(L, k) = p™, ph=F11S8 1 vy, =

p
( pll—k‘ll
ko

2 . .
). Se supone cierto para i-1, o sea

llfk1+i73l2

117k1+i72l )
2 pzf3k2 )

P Spll—k1+i—2l2 = ( 2 ) — p

Se demuestra para i,

—1

1
11*k1+j*1l S ) _
i—1 - 2P 20pl —k1+i—1p, =
Pk = P 2
117k1+171l2 ( pllfk1+172l2

pi—le ) - pi—2k2 )

11 —k1+i1—1
_ - p ly
pll kiti 1ZQSpl1—k1+i—1l2 =

(p
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De donde, en general se tiene que el nimero de cadenas binarias simétricas
viene dado por

k1
1 —ki14+i—1 —
Z pt 1+ l25p117k1+i71l2 =

=1
l1—k l1—ki+i—1 I1—k1+i—2 I1—1
pl 1[2 k1 pl 111 l2 pl 1+ 12 pl 12

( ey )+ ZEQ ( 0y ) — 0 2ky = pmig, )

A continuacién se presenta un ejemplo de coset simétrico no degenerado
para demostrar que este tipo de cosets, a pesar de lo que pudiera parecer en
lo que resta de capitulo, no siempre es degenerado.

Ejemplo 2.7.4

Dados L=8 y k=/, los unicos cosets simétricos son F1 =85~ 01010101 y
Ey=51~00110011. A continuacion se ve que la degeneracion de estos cosets
simétricos esta determinada por la eleccion de la funcion, al contrario de lo
que ocurria con los cosets de distancia fija. En particular para la funcion
producto SpSni17Sn+515n452, ambos cosets resultan degenerados independien-
temente del RDRL, tal como se comprueba con el test de presencia de raices.

1 o7 ofl o2 1 o7 ofl o2
1 af® 204 208 1 a3t 102 104
1 a7 Pl of7 = 1 a7 Pl of7 =0
1 of8 204 13 1 o3t qloz 134

Por el contrario, con la funcion producto S,S,i17Sn+18Snt19, €l coset Fo re-
sulta ser no degenerado para el RDRL de polinomio caracteristico.

1 Oél7 0618 0[19
1 0634 0436 0[38
1 0417 0633 0[49 -
1 &34 &66 &98
17
‘ 1 334 [a19(a36 + 0[66) + 0[38(0418 —f-OéSS) + 0[49(0[36 +a66) +a98(a18 + a33)] —

a'7(1 4 a'7) [(@! + a®)(a® + a%) + (0 + a®®)(a!® + )] =
al7(1+al™) [0 + ol + o + o™ + a1 4 131] =
al?(l + al?) [1 + a?) + &4 + &7] # 0
El primer producto escogido presenta algunas de las caracteristicas que
debe cumplir la funcién para poder garantizar la degeneracién de los cosets
simétricos. Este ejemplo sera retomado en el préximo apartado para senalar
cuales son las caracteristicas mencionadas.



2.8. COTAS SUPERIORES 7

2.8. Cotas Superiores

En este apartado se den algunos resultados sobre la degeneracion de los
cosets simétricos bajo ciertas circunstancias. Concretamente el proximo re-
sultado impone unas condiciones muy amplias para lograr la degeneracién
de un coset simétrico.

Teorema 2.8.1

Dada una funcion no lineal de orden k con un unico término de orden
MATIMO SpSptt, =+ * Sntt,_, oplicada sobre un RDRL de longitud L, si k — Ly
3i €{1,2,...,k-1} tal que o € GF(2"/%), entonces el coset simétrico asociado
a fe(L,k)=k es degenerado.

Demostracion En primer lugar se demuestra que para el factor comin
fc(L,k)= k existe un tnico coset simétrico porque sélo existe un tnico coset
no simétrico de cardinal L /k y peso uno. Este coset E coincide con el llamado
coset representante, por lo que se puede expresar como E = 20428/k 4 92L/k 4
- 4 26=DL/E de ahf que el determinante Ag sea de la siguiente forma

ati-1 ati alit+l .. atk-1
ati712L/k atZ2L/k atl+12L/k atk712L/k
Ap =
1 ... ati712(k—1)L/k atiQ(k—l)L/k ati+12(k—1)L/k o atk712(k—1)L/k
, T ) ) oL/k 52L/k
Segtin las hipétesis, af € GF(21/F). Por tanto ofi = of?"" = ot?"" =

= o2 oy GF(21), por ser GF(25/%) subceuerpo de GF(25). En con-
secuencia Ap contiene dos columnas linealmente dependientes sobre GF(2%)
y por tanto se anula.

Observacién 2.8.1

Segun las hipotesis planteadas se ha exigido que la primera fase del térmi-
no de orden maximo sea s,, es decir, tlo=0. Esta condicion no supone ninguna
restriccion por la equivalencia ciclica de las secuencias producidas por de-
splazamientos de fase distintos. Esto significa que para adaptar una funcion
cualquiera de término de orden mdzimo SpitySntt, * * * Sntt,_, @ la hipdtesis
del teorema, solo hay que considerar un desplazamiento de fase -ty quedando
dicho término de la forma S, Snit,—ty * * * Sntty_y—to-
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Ejemplo 2.8.1

Dados L=8, k=4 y la funcion producto S, S,+17Sn+18Sn+85- Pl coset simétri-
co E=85=2° 422 + 2% 4+ 26 =~ 01010101 es el coset representante correspon-
diente al factor comin 4. En este caso, como o® € GF(2%) se tiene que el
coset E es degenerado.

Del teorema anterior se deduce directamente una cota superior a la com-
plejidad lineal de las secuencias producidas bajo esas hipdtesis.

Corolario 2.8.1

Dada una funcion no lineal de orden k con un inico término de orden
MATIMO SpSptt, * * * Sntt,,_, aplicada sobre un RDRL de longitud L, si k — L
y i €{1,2,....k-1} tal que o' € GF(21/%), entonces la complejidad lineal de
las secuencias generadas estd acotada superiormente por

S| -1

=1

La cota anterior resulta de restar a la cota superior dada por Key [85], el
cardinal del coset simétrico asociado a fc(L,k)=k.

En el proximo resultado, a base de imponer mayores restricciones sobre
la funcion, se concluye la degeneracion de un niimero mayor de cosets.

Teorema 2.8.2

Dada una funcion no lineal de orden k con un inico término de orden
MATIMO SpitySntt, * * * Sntt,_, aplicada sobre un RDRL de longitud L, si
3 fe(L, k) : ot € GF(2MT4ER)) i = 0,1, ..., k/fe(L, k), entonces todos los
cosets simétricos determinados por fe(L,k) son degenerados.

Demostracion Para cualquiera de los cosets simétricos E determinados
por fc(L,k), utilizando la hipétesis ot € GF(2F/7(L+)) el determinante Ag
queda de la siguiente forma

Ap =
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t g 2° t k 2€0
ato2?° . o TR o Farm ! . altk—12%0
ek ef(IZk)_l ef(IZk)_l ek
-1 t g 2 Jelhs t i 2 Jelk, -1
Oét02 fe(L,k) a To(L®) o fc(L,k)Jrl . O{tk_12 fe(L,k)
&
t 2% t g 9 Te(LF) €k
102 : o TR o TaEm ! =12 T
< et ! “rettm ok
. AR | t k 2 Jelb, t k 2 Jell, —1
qto2 TR o T o FaEm .otk TR
ok g t k e i t
oto2 Tk . o TR 9 Farm ! o TRy Q€k—1 . otk—12771
Por tanto al desarrollar por las k — % — 1 ultimas columnas, el deter-

minante Ag puede expresarse como combinacién lineal de adjuntos de orden
k

Ferm T 1, todos ellos con dos filas idénticas. Luego Ag= 0.
Observacién 2.8.2

En las hipotesis del teorema anterior no se ha exigido que las fases t;
sean consideradas en orden creciente, por lo que la condicion de la hipotesis
corresponde realmente a la existencia de —*— + 1 fases t; cualesquiera del

fe(L k)
producto que verifiquen dicha propiedad.

Ejemplo 2.8.2

En un ejemplo anterior se demostro la degeneracion del coset simétrico
E=85 para L=8, k=4 y funcion producto S, 5,+17Sn+51Sn+52- Sequn este ultimo
teorema, esa degeneracion estd probada por ser 1,a'” y o' elementos de

GF(2").

También del teorema anterior se deduce una cota superior a la compleji-
dad lineal de las secuencias producidas, pero en este caso la cota obtenida es
considerablemente inferior. De hecho en los dos proximos resultados se dan
condiciones para la degeneracion de todos los cosets simétricos de peso k.

Corolario 2.8.2

Dada una funcion no lineal de orden k con un unico término de orden
MATIMO SpitySntty ** * Sntty,_, aplicada sobre un RDRL de longitud L, siVj,V
i=0, 1,..., k/fe;(L, k) : ot € GF(2L/fLR)Y " entonces la complejidad lineal
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de las secuencias generadas estd acotada superiormente por

k
L L
-y —5
200 "2 e et

Demostracion Segin las hipotesis, todos los cosets simétricos son dege-

nerados. Dado que por la proposicion 2.3 el numero de cadenas simétricos es
L . .

%: () Lk)S i se concluye la tesis del corolario.
Ejemplo 2.8.3

Para L=8, k=4, para cualquier filtrado cuyo unico término de orden mdzxi-
mo sea de la forma $,Sn+855n+1025n+t5, Stendo 0<ts < 28 — 1 distinto de 0,
85 y 102, la complejidad lineal global estd acotada superiormente por 156 ya
que los dos cosets simétricos de cardinales 2 y 4 son degenerados.

Para algunos valores de L y k las condiciones de los ultimos resultados se
cumplen con mas facilidad, pudiéndose de esta forma relajar la hipdtesis.

Corolario 2.8.3
Dados L=p"ly y k=p*1ky siendo p un nimero primo y med(ly, ko)=1y

una funcion no lineal de orden k con un unico término de orden mdxi-
MO SpitySntt; * * * Sntt,_, oplicada sobre un RDRL de longitud L, si Vi =
0,1,...k/p: ol € GF(2/?) | entonces la complejidad lineal de las secuen-
cias generadas estd acotada superiormente por

=L L/p

2= Ip )

n=1

Demostracion Para cada uno de los cosets simétricos E determinados
por cualquier fc(L,k)=p’, el determinante Ax queda de la siguiente forma

€0 €0
102 o120 at%Q feia? k120
€1 €1
02! o2 Of%Q b2 ko121
€k €k
kg kg (g2 P by 2P Ck_y
P P k ki P
AE — &to2 C(t12 ar art &tk_IQ
€k
€0 D °k
ato??° a2 at52 at%HQ atk—12 7
€k_4 €k_y the%_l ty 2%k—1 e
Oét02 p C(t12 p ap o 5+1 . C(tk_12'k_1
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Utilizando la hipétesis, Vi = 0,1,....,k/p : ol € GF(2/?), vy desarrollando
Apg por las k-1+k/p dltimas columnas se concluye que Ap se anula porque
cada uno de los adjuntos de la expresién obtenida tiene dos filas iguales. Por
tanto, el valor de la complejidad lineal se ve reducida en el niimero de cadenas
L/p )
kip ”

Las hipotesis del corolario 2.9 son mucho menos restrictivas que las del
corolario 2.8. De hecho existen muchas funciones que verifican esas condi-
ciones. Esto queda reflejado en el siguiente corolario.

simétricas que, en virtud del corolario 2.6, es (

Corolario 2.8.4
Cumpliéndose las hipotesis del corolario anterior existe un niumero de
funciones mayor que

( L/p )(L—(l—l-k‘/p))
L+k/p "t k—(1+k/p)

Demostracion Se deduce facilmente utilizando herramientas de célculo
combinatorio.

Ejemplo 2.8.4
Segun esta expresion, para L=8 y k=4 existen mds de 20 funciones distin-

tas para las que se tiene asequrada una cota superior a la complejidad lineal
global de valor 156.

Mediante los cosets simétricos se han deducido para varios grupos de
funciones, unas cotas superiores a la complejidad lineal que son inferiores a
la cota dada por Key. Sin embargo, de todo el estudio realizado para estos
cosets sin duda el aspecto mas practico se refleja en el siguiente apartado. En
¢l se retinen conclusiones de todo el capitulo en forma de sugerencias para
escoger la funcion no lineal de manera que se garantice la mayor complejidad
lineal posible.

2.9. Sugerencias para la Eleccion del Filtrado

Las sugerencias senaladas con S1, S2,... constituyen la conclusiéon de todo
lo expuesto en este capitulo. Se recomienda cumplir alguna de estas sugeren-
cias a la hora de elegir un determinado tipo de filtrado no lineal. Es imposible



82 COTAS DE LA COMPLEJIDAD LINEAL

verificarlas todas a la vez ya que la mayoria corresponden a condiciones dis-
juntas.

En primer lugar, en relacién con los resultados demostrados para los cosets
de distancia fija, se obtiene la siguiente,

S1. Tomar un valor de L primo y la funcién no lineal con un tnico término
de orden maximo.

De esa forma, la no degeneracion garantizada de los cosets de distancia
fija proporciona una cota inferior de la complejidad lineal que alcanza su
valor maximo cuando L es primo.

Las siguientes observaciones se concluyen a partir de lo visto para los
productos de fases 2(4)_distantes.

S2. Escoger la funcién no lineal con un tnico término de orden maximo
que sea un producto de k fases 2((®)_distantes, con k=L /2.

El filtrado no lineal obtenido tiene una complejidad lineal global superior

L o
a ( 1 ), v el mayor valor que puede tomar esta expresién viene dado cuando

k> L/2.

Si no se quiere utilizar una funcién con un unico término de orden maxi-
mo, se tiene como opcion la siguiente funcion.

S3. Escoger la funcién no lineal de manera que su término de orden maxi-
mo sea una combinacién lineal de N productos de k fases 2((4)-distantes, con
k= L/2.

La cota inferior a la complejidad lineal garantizada para ese caso es

( i ) — (N — 1), cuyo maximo valor viene dado cuando k= L/2. Si ademads

se tiene que N< L y L es primo, la cota mejora ligeramente quedando de la

forma (

Para evitar posibles degeneraciones de los cosets simétricos se propone la
siguiente sugerencia.

S4. Escoger L y k niimeros primos entre si.

De esta forma no existen cosets simétricos, y por tanto no pueden hacer
disminuir con su degeneracion el valor de la complejidad lineal.

La siguiente indicacion no supone grandes restricciones pero a cambio
tampoco proporciona un gran control sobre la complejidad lineal.

S5. Si k — L, tomar el término de mayor orden de la forma s,,S,1¢ - - -
Snat, , tal que Vi € {1,2,....k — 1} : ol ¢ GF(2L/%).

En realidad con esta condicion sélo se intenta evitar la degeneracion de
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un coset simétrico, lo que no supone una gran disminucion del valor de la
complejidad lineal. La siguiente si intenta prevenir una disminucién mayor.

56. Escoger el término de mayor orden de la forma s,14,Sn4t, * - * Sntt,_,
tal que Vfc;(L, k), existen k—% etapas t; tales que afi ¢ GF(2F/Fei(L:k)),

Pues en caso contrario degenerarian todos los cosets simétricos. Si L y
k toman unos determinados valores, la condicién anterior se puede relajar
quedando de la siguiente forma.

S7. Si L=p"l, y k=p*'k, con p un ntimero primo y mecd(ly, k2)=1, tomar
el término de orden maximo de la forma s,44,Sp4t, * * * Sntt,_, tal que exista
al menos k-k/p valores t; : afi ¢ GF(2L/P).

Ya que en caso contrario el valor de la complejidad lineal disminuiria en
L/p )

k/p

En el préximo capitulo se retoman los dos primeros tipos de cosets trata-
dos en este capitulo. En particular se disenan dos algoritmos que manejan
ambos conceptos y que sirven para mejorar la cota inferior general obtenida
en el principal resultado de este capitulo, el de la no degeneracién de los
cosets de distancia fija.

una cantidad (



Capitulo 3

Algoritmos de Calculo de Cotas
Inferiores

En este capitulo se demuestra de forma practica la segunda idea funda-
mental de este trabajo, la idea (I12) descrita en el capitulo anterior. Para ello
se presentan dos algoritmos, algoritmos 1 y 2, que permiten calcular cotas
inferiores a la complejidad lineal de cualquier filtrado no lineal siempre y
cuando éste tenga un tnico término de orden maximo.

Ambos algoritmos tienen como tunicas entradas L (longitud del RDRL) y
k (orden de la funcién). En consecuencia los valores que se obtienen con ellos
son validos para una amplia clase de filtrados.

Aunque los dos algoritmos tienen en comun que se basan en el analisis
de la degeneracion simultanea de un grupo de cosets, el algoritmo 2, segin
se vera, produce unos valores de cota muy superiores a los producidos por el
algoritmo 1. Esto se debe a que el grupo de cosets analizados con el algoritmo
2 es mucho mayor que el de los analizados con el 1.

En concreto los cosets analizados en ambos casos son de peso k y pertenecen
al tipo de cosets presentado en el apartado 2.6, los quasicosets d-f. Las op-
eraciones que se realizan en ambos algoritmos tienen como objeto comprobar
las hipotesis del Teorema 2.3, por lo que este resultado se puede considerar
la base tedrica de los algoritmos.

En el proximo apartado se introduce la técnica comin que se utiliza en
ambos algoritmos. Aunque la idea que hay detras es muy sencilla, gracias
a esta técnica se evita el calculo de determinantes en cuerpos finitos susti-
tuyéndolo por manipulaciones de cadenas binarias, lo que representa un con-
siderable ahorro en computacion.

85
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3.1. Paso de Determinante a Cadena Binaria

En el primer apartado del capitulo anterior qued6 de manifiesto la equiv-
alencia entre las cuatro posibles representaciones de los cosets. Entre ellas
retomamos ahora las caracterizaciones C2 y C4, referentes respectivamente a
cadenas binarias y sistemas lineales homogéneos. En el resto del capitulo se
manejaran representaciones binarias idénticas en su forma a la C2, pero dis-
tintas en su definicién. El origen de esta nueva representacion es un sistema
lineal homogéneo de la forma

0= doat02€0 + dlat1260 4t dk_lOétk*ﬂeo
0= doat02€1 + dlat1261 4t dk;_lOétk*ﬂel (3 1)
0= do&t02em—1 + d1@t128m_1 4. +dk,104tk_12em_l

donde « es un elemento primitivo de GF(2%), t; # t; Vi # j, 0< eg < €1 <
s < €1 <Lyd]€GF(2L) VJ

A partir de €l se construye una cadena binaria de longitud L, manera que
la presencia de la ecuacion i-ésima

OzdoatOQEi + leétﬂeqL +---+ dk_loztk_12€i

implica la presencia en la cadena de un uno en la posicién e; (contada
desde la derecha).

Observacién 3.1.1

Hay que destacar que aunque un bit unitario en la cadena binaria significa
que se da la igualdad de la ecuacion correspondiente en el sistema asociado,
un bit nulo por el contrario no significa que se dé la desigualdad de la ecuacion
correspondiente. Solo significa que no se sabe con certeza si se da o no dicha
tqualdad.

De esta descripciéon se concluye que la cadena binaria asi definida para el
sistema descrito en el apartado 2.1 coincide totalmente con la cadena corre-
spondiente a la caracterizacion C2 del mismo apartado. Sin embargo si sobre
el sistema lineal asociado a un coset de peso k se realiza alguna operacion que
incremente o disminuya su ntimero de ecuaciones, la cadena binaria asociada
al sistema resultante segin la descripcién anterior no coincide con ninguna
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cadena asociada a ningun coset de peso k. Por tanto esta nueva representacién
es esencialmente distinta de la C2.

Dada la forma del sistema lineal homogéneo anterior, la operacién de
elevar al cuadrado todas las ecuaciones se traduce inmediatamente en una
rotacion ciclica a izquierda de la cadena binaria asociada. La equivalencia
entre ambas operaciones sera de gran utilidad en los préximos apartados.

Ejemplo 3.1.1
Dados L=6 y k=3 se observa la equivalencia de ambas operaciones

0= do' +dia" 4 dya®? 0= d3a’? + d3a"? 4 diat?
0= doa"? + dya"? + dya'??* 0= d2a"? + @2a"? + d2ak?’
0= dpa? +djah? +dya?? ~ ) 0= 2t + 2o 4 dZat2?
0= dpa'o® + dya"? + dya'??’ 0= diab 4 d2ah + dia®

101101 = 011011

En el proximo apartado se analizan una por una las operaciones bésicas
que se llevan a cabo en los algoritmos. Se explica la interpretacién de cada una
de las tres operaciones l6gicas AND, OR-exclusiva (denotada como XOR) y
OR, segun la representacién en sistemas de ecuaciones presentada en este
apartado.

3.2. Interpretacion de las Operaciones Logi-
cas

3.2.1. Operacion AND

La operacion AND entre dos cadenas binarias cualesquiera de igual longi-
tud implica la construccion de una nueva cadena binaria de la misma longi-
tud, donde cada bit unitario proviene de la coincidencia de dos bits unitarios
en las dos cadenas de partida.

Por tanto segin lo dicho en el apartado anterior, esta operacion se puede
interpretar de la siguiente forma. A partir de dos sistemas lineales homogéneos
del tipo (2) asociados a las dos cadenas binarias de partida se construye un
nuevo sistema lineal homogéneo con las ecuaciones que estén presentes a la
vez en ambos sistemas. De esta forma dicha operaciéon permite comprobar la
presencia de ecuaciones en un sistema de este tipo. Para ello s6lo hay que
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realizar la AND entre la cadena binaria asociada al sistema que se quiere
comprobar y la cadena binaria asociada a las ecuaciones que se buscan. Si el
resultado coincide con esta ultima cadena, la comprobacion resulta satisfac-
toria.

Esta operacién de comprobacién se llevara a cabo en los dos algoritmos
que se presentan en este capitulo.

Dicha comprobacion resulta especialmente 1til en los dos siguientes ca-
sos. En primer lugar, la presencia de unas determinadas ecuaciones dentro
de un sistema puede implicar que el sistema sélo tenga la solucion trivial.
Esto es asi por ejemplo cuando las ecuaciones anteriormente mencionadas
forman un subsistema del sistema general con solucion trivial tnicamente.
Concretamente los subsistemas que se buscan en los algoritmos son los sis-
temas asociados a los cosets de distancia fija definidos en el capitulo anterior.
Alli se demostré que estos sistemas sélo tienen la solucién trivial, por lo que
se pueden utilizar para aplicar el razonamiento anterior.

En segundo lugar, dicha operacion se puede utilizar de manera obvia para
despejar dudas acerca de si un coset ha sido ya analizado o no. Para ello solo
hay que hacer las operaciones AND entre el coset en cuestion y cada uno
de los cosets analizados. Dependiendo de si el resultado coincide o no con el
segundo operando se tiene una respuesta afirmativa o negativa. Esta segunda
aplicacion de la operacién AND se utilizara en el algoritmo 2.

3.2.2. Operaciéon XOR

La operacion XOR de dos cadenas binarias cualesquiera de igual longitud
implica la construccion de una nueva cadena binaria de la misma longitud,
donde cada bit nulo proviene de la coincidencia de dos bits en las dos cadenas
de partida.

De ahi se puede deducir la siguiente interpretacién mediante sistemas
de ecuaciones. A partir de los dos sistemas lineales homogéneos asociados
a las dos cadenas binarias de partida se construye un nuevo sistema lineal
homogéneo con las ecuaciones que pertenezcan exclusivamente a uno de los
dos sistemas.

Esta operacion permite comprobar no sélo las ecuaciones presentes en el
sistema sino también las ausentes. Por ejemplo, si se quiere saber si un sistema
lineal homogéneo de la forma (2) es subsistema de otro con una ecuacién
adicional, se puede utilizar esta operacién simplemente comprobando que el
sistema asociado al resultado de la operacién XOR esta formado por dicha
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ecuacion.

Esta comprobacién se utilizara en el algoritmo 2. Concretamente se usa
para dilucidar si un coset ha sido previamente estudiado a lo largo del al-
goritmo. Para ello se utilizan unas ‘méscaras’ que representan conjuntos de
cosets, de manera que al realizar la XOR entre el coset puesto en duda y cada
una de estas mascaras, se descubre si dicho coset pertenece o no a alguno de
esos conjuntos.

De hecho, dado que las mascaras son cadenas binarias con k-1 unos la
operacion de comprobacion se remite exactamente al ejemplo mencionado.

3.2.3. Operaciéon OR

La operacién OR de varias cadenas binarias cualesquiera de igual longitud
implica la construccion de una nueva cadena binaria de la misma longitud,
donde cada bit nulo proviene de la coincidencia de bits nulos en todas las
cadenas de partida.

Esta es de las tres, la operacién cuya interpretacion mediante sistemas
de ecuaciones resulta mas clara ya que implica la construccién de un macro-
sistema formado por la unién de todos los sistemas lineales asociados a las
cadenas binarias de partida.

En ambos algoritmos se utiliza esta operaciéon como herramienta basica
necesaria para comprobar la idea (I2), es decir, para vigilar la degeneracién
simultanea de varios cosets. La justificacién es como sigue:

Si varios cosets de peso k son simultaneamente degenerados, entonces los
respectivos sistemas de k ecuaciones asociados tienen simultaneamente solu-
cion no trivial. Por otro lado, si ambos cosets tienen k-1 unos comunes, los
respectivos sistemas tienen k-1 ecuaciones comunes. Si ademés se cumple que
la cadena binaria formada por los k-1 unos comunes es un coset de distancia
fija de peso k-1, dado que el determinante asociado a este coset es no nulo, y
coincide exactamente con el determinante asociado al subsistema de las k-1
ecuaciones comunes, entonces se puede deducir que el macrosistema formado
por las k-1 ecuaciones comunes y todas las demas ecuaciones distintas, tiene
solucion no trivial. De hecho el fundamento teérico de ambos algoritmos con-
siste en suponer que se da la hipdtesis de partida del razonamiento anterior,
es decir, que varios cosets son simultaneamente degenerados. De esa forma,
al realizar la operacion OR entre dichos cosets se construye el mencionado
macrosistema con soluciéon no trivial.



90 ALGORITMOS DE CALCULO DE COTAS INFERIORES

3.3. Fundamento Tedrico del Algoritmo 1

En este apartado se presenta en primer lugar la explicacién tedrica del
primer algoritmo y a continuacién, de forma paralela, las operaciones binarias
que se llevan a cabo en él.

3.3.1. Sistemas de Ecuaciones

Para cada uno de los posibles valores d<L/2 tales que med(d,L)=1, de
forma paralela se hace lo siguiente. Se consideran los L-k-1 sistemas lineales
distintos del tipo (2) con k ecuaciones y ¢; =i -d (mod L) Vi € {0, 1, ...,k —
2}, y se supone que tienen solucién no trivial. Se utiliza un contador m
decreciente cuyo primer valor es L-k-2.

Con dichos sistemas se forman todos los posibles grupos tomados de m
en m y se construyen los macrosistemas correspondientes a las uniones de
cada uno de estos grupos. Dado que todos los sistemas de partida tienen
en comun un subsistema de k-1 ecuaciones cuya Unica solucion es la trivial,
se tiene que el macrosistema tiene obligatoriamente solucién no trivial. Se
descubre si entre las ecuaciones de cada macrosistema se encuentran las k
ecuaciones correspondientes al sistema asociado a algun coset de distancia
fija, ya que en este caso se deduce que el macrosistema solo puede tener
la solucién trivial, llegdndose a un absurdo con la hipdtesis de partida. Por
tanto, en cuanto se consigue algin valor de m para el que no se cumple
lo anterior, se concluye que aunque puede ocurrir que m sistemas del tipo
mencionado tengan simultaneamente soluciéon no trivial, es imposible que
m-+1 sistemas la tengan. En este caso se deduce que entre todos los sistemas
considerados, como maximo pueden existir m que tengan simultdneamente
solucién no trivial, lo que se utiliza para incrementar la cota inferior de la
complejidad lineal.

3.3.2. Operaciones Binarias

Paralelamente para cada uno de los posibles valores djL/2 tales que
mced(d,L)=1 se hace lo siguiente. Se generan todos los (k-1)-ésimos quasi
cosets d-f distintos obtenidos a partir del coset de distancia fija d. Se utiliza
un contador m decreciente cuyo primer valor es L-k-2. Con dichos cosets se
forman todos los posibles grupos de m cosets y se hace la OR de cada grupo.
Se descubre mediante una operacion AND si la cadena binaria resultante de
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la operaciéon OR contiene algin coset de distancia fija. En cuanto aparece
algin valor m para el que no se cumple lo anterior se concluye que aunque
todos los cosets de algin grupo de m cosets pueden ser simultaneamente
degenerados, no existe ningin grupo de m+1 cosets que lo sean. Por tanto,
se tiene que entre todos los (k-1)-ésimos quasicosets d-f considerados, como
maximo pueden existir m simultaneamente degenerados y en consecuencia
los demas cosets siempre contribuyen a la complejidad lineal.

3.4. Algoritmo 1

Este primer algoritmo tiene como entradas L (longitud del RDRL) y k
(orden del filtrado), y como salida una cota inferior a la complejidad lineal
A. En primer lugar se aclarara la notacion especifica usada en el algoritmo,
a continuacion se da una descripcion detallada del algoritmo y por ultimo se
presenta un ejemplo ilustrativo de su funcionamiento.

3.4.1. Notacion

Los cosets de distancia fija de peso k se denotan mediante CDF (i) (i=1,2,...,Np)
y para representarlos se utiliza la cadena binaria resultante de su definicién.

Los k-ésimos quasicosets d-f generados a partir del CDF(i) se denotan
mediante CD;(j) (j=1,2,...,L-k-1).

A la cadena binaria resultante de la operacién OR entre los m cosets de un

grupo cualquiera de CD;(j) se le denota como VOR. A lo largo del algoritmo
. . ., L—k—-1 .

se realiza dicha operacién con cada uno de los ( m ) posibles grupos

y siempre se almacena el resultado en la misma variable VOR, por tanto en

cada momento sélo se conserva el resultado de la iltima operacién realizada.

Observacién 3.4.1

En el algoritmo, cuando se pide hacer la AND entre alguna cadena binaria
y algin CDF(l) se entiende que se deben hacer las L operaciones AND entre
la cadena y cada uno de los elementos del coset CDF(I).

A; denota el incremento de la cota A calculado gracias al grupo de qua-
sicosets d-f generado a partir de CDF(i).
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3.4.2. Algoritmo
ENTRADA: L, k (2<k<L-2)

Paso 1:
Calcular los Ny, valores djL/2 tales que med(d,L)=1
Mediante ellos, generar los CDF (i) (i=1,2,...,Np).
Para cada i€ {1,2,..., N} por separado:
Paso 2:
Generar los CD;(j) (j=1,2,...,L-k-1).
Hacer m=L-k-2, n=1.
Paso 3:
L—k

sinc (17177,

escoger el n-ésimo grupo de m cosets CD;(j),
hacer la OR de dicho grupo obteniendo VOR y
hacer VL=0, I=1.
En otro caso ir al Paso 5.
Paso 4:
Si 1< Ny,
hacer la AND entre VOR y CDF(1),
si coincide con CDF(1), entonces hacer VL=1, n=n+1 e ir al Paso

en otro caso hacer 1=I+1 e ir al Paso 4.
Paso 5:
Si VL=0, entonces A; = (L —k —m — 1)L.
En otro caso,
si m>2 entonces hacer m=m-1 e ir al Paso 3,
en otro caso A; = (L k—m)L.
SALIDA: A=L- Ny + ZA

El primer diagrama de ﬂuJo del apéndice A aclara la situacion.

3.4.3. Ejemplo Numérico

Para L=9, k=5, d=1, 2 6 4, Ny = 3 y numero de cosets de peso 5=14,
los cosets de distancia fija de peso 5 se representan mediante

CDF(1) : 000011111
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CDF(2) : 101010101
CDF(3) : 110011001

Se denota como CDF(i)* a un elemento del CDF (i) distinto de su repre-
sentante.

Para i=1,
CD;(1)=000101111, CD;(2)=001001111, CD;(3)=010001111,
m=2,
n=1,
OR[CDy(1), CDy(2)]=001101111=VOR, VL=0, 1=1,
AND[VOR, CDF(1)]#CDF(1), 1=2,
AND[VOR, CDF(2)]#CDF(2), 1=3,
(3)"

AND[VOR, CDF(3)*]=CDF(3)* = VL =1,

n=2,

OR[CDy(1), CDy(3)]=010101111=VOR, VL=0, 1=1,
AND[VOR, CDF(1)]#CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*]=CDF(2)* = VL =1,

n=3,

OR[CD4(2), CDy(3)]=011001111=VOR, VL=0, 1=1,
AND[VOR, CDF(1)]#CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)]#CDF(2), 1=3,

AND[VOR, CDF(3)*]=CDF(3)* = VL =1,

n=4— A;=2.9=18.

Para i=2,

CD5(1)=001010111, CD5(2)=001011101, CD5(3)=001110101,
m=2,

n=1,

OR[CD3(1), CD4(2)]=001011111=VOR, VL=0, 1=1,
AND[VOR, CDF(1)]#CDF(1)= VL =1,
n=2,

OR[CD,(1), CD,(3)]=001110111=VOR, VL=0, 1=1,
AND[VOR, CDF(1)]£CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)]CDF(2), 1=3,

AND[VOR, CDF(3)*]=CDF(3)* = VL =1,

n=3,
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OR[CD,(2), CD4(3)]=001111101=VOR, VL=0, =1,
AND[VOR, CDF(1)*]=CDF(1)* = VL =1,
n=4=— A,=2.9=18.

Para i=3,

CD3(1)=100011011, CD3(2)=100011101, CD3(3)=100111001,
m=2,

n=1,

OR[CD3(1), CD3(2)]=100011111=VOR, VL=0, 1=1,
AND[VOR, CDF(1)]=CDF(1)= VL =1,

n=2,

OR[CD3(1), CD3(3)]=100111011=VOR, VL=0, 1=1,
AND[VOR, CDF(1)]#CDF(1), 1=2

AND[VOR, CDF(2)*|]=CDF(2)* = VL =1,

n=3,

OR[CD3(2), CD3(3)]=100111101=VOR, VL=0, =1,
AND[VOR, CDF(1)]#CDF(1), 1=2

AND[VOR, CDF(2)]#CDF(2), 1=3

AND[VOR, CDF(3)*]=CDF(3)* = VL =1,
n=4— A3=2.9=18.

A=Nyg-94+A1+Ay+A3=27+3-18 =81.

Para este ejemplo el algoritmo ha servido para demostrar que de los 14
cosets de peso 5, 9 son no degenerados. Para obtener este mismo valor de
cota con el ‘test de presencia de raices’, para cada funcién y polinomio es-
cogidos habria sido necesario calcular en el cuerpo finito GF(2?) al menos
9 determinantes de orden 5. Més atun, el resultado obtenido mediante este
método es véalido para cualquier funcién de orden 5 y polinomio de grado 9,
lo que lo convierte en un método de mayor aplicacion.

3.5. Fundamento Tedérico del Algoritmo 2

A continuacion se presentan en un primer apartado las diferencias en la
explicacion tedrica mediante sistemas de ecuaciones para el algoritmo 2 con
respecto al anterior y en un segundo apartado de forma paralela las nuevas
operaciones binarias que se requieren en este algoritmo.
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3.5.1. Sistemas de Ecuaciones

En este caso hay que actuar de forma secuencial de manera que los calculos
llevados a cabo para cada d menor que L/2 y primo con L se realicen uno a
continuacién de otro. Para cada ig € {1,2, ...,k — 1} se considera un nimero
mpri de sistemas lineales del tipo (2) distintos con k ecuaciones y e¢; = i -
d (mod L) i # ig. El célculo secuencial se debe a que en este segundo
algoritmo podria aparecer el mismo sistema de ecuaciones para dos valores
d distintos. Por tanto en este algoritmo es prioritaria la eliminacién de los
sistemas de ecuaciones que hayan sido previamente considerados. El ntimero
de sistemas resultante después de dicha eliminacion es el denotado como mpri.
Se utiliza un contador m decreciente cuyo primer valor es este valor mpri. El
resto de operaciones coincide con las realizadas en el algoritmo anterior.

3.5.2. Operaciones Binarias

De forma secuencial, para cada uno de los posibles valores d< L/2 primos
con L y para cada iy € {1,2,....,k — 1} se hace lo siguiente. Se genera el
grupo de los ig-ésimos quasicosets d-f distintos obtenidos a partir del coset de
distancia fija d. Se descubren mediante operaciones AND con todos los cosets
de distancia fija aquellos cosets del grupo anterior que no es necesario estudiar
por saberse ya que son no degenerados, y se eliminan del grupo. Se descubren
mediante operaciones XOR con las mascaras de los cosets analizados hasta
el momento, aquellos cosets del grupo que ya hayan sido estudiados y se
eliminan del grupo. El nimero de cosets que queden en el grupo después de
estas eliminaciones se denota como mpri. Sobre estos cosets se realizan las
mismas operaciones que en el algoritmo anterior.

3.6. Algoritmo 2

Siguiendo con el mismo esquema usado para el anterior algoritmo, primero
se da la notacion, luego una descripcién completa del algoritmo y finalmente
un ejemplo numérico.

3.6.1. Notacion

El grupo de j-ésimos quasicosets d-f generados a partir del CDF(i) se
almacena en CD. En esta variable no se contemplan los indices i y j porque
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de hecho, al igual que ocurria con la variable VOR del algoritmo anterior,
no es necesario guardar los grupos ya estudiados. Para su control se utilizan
unas mascaras, lo que representa un ahorro en memoria.

CDM(i,j) denota la cadena binaria de longitud L y k-1 unos que sirve
de méscara del grupo CD correspondiente a los indices i y j. Corresponde
exactamente a la AND de todos los elementos del grupo. Ademas, dada la
definicién de j-ésimo quasicoset d-f, se tiene que CDM(i,j) contiene todos los
unos de CDF (i) salvo el j-ésimo. A lo largo del algoritmo no sélo se eliminan
los cosets de CD que hayan sido previamente estudiados sino que también se
aprovechan los grupos de cosets CD que no hayan producido ningiin aumento
en la cota A ya que se elimina su correspondiente méscara CDM(i,j).

3.6.2. Algoritmo

ENTRADA: Lk (2<k<L-2)
Paso 1:
Calcular los Ny, valores d<L/2 tales que med(d,L)=1.
Mediante ellos generar los CDF(i) (i=1,2,...,Np).
Para cada i=1,2,.... N :
Para cada j=1,2,... k-1 :

Paso 2:
Generar CDM(i,j).
Generar CD.
Hacer m=L-k.
Para cada 1=1,2,... N :
Paso 3:
Para cada coset de CD hacer la AND entre dicho coset y
CDF(1).
Si coincide con CDF(1), entonces eliminar dicho coset de CD
Yy

hacer m=m-1.
Para cada 0=1,2,...,i-1, p=1,2,.... k-1 y
para cada(o,p)=(i,1),(i,2),...,(i,j-1):
Paso 4:
Para cada coset de CD hacer la XOR entre dicho coset y
CDM(o,p).
Si la cadena resultante tiene peso de Hamming igual a 1,
entonces eliminar dicho coset de CD y hacer m=m-1.
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Paso 5:

Hacer mpri=m
Paso 6:

Hacer n=1 y VL=0.

Mientras n< ( m:;m )y m>1:

Paso 7:
Escoger el n-ésimo grupo de m cosets de CD y hacer la

OR
de dicho grupo obteniendo VOR.
Hacer VL=0 y 1=1.
Paso 8:
Si 1< Ny, entonces hacer la AND entre VOR y CDF(1),
si coincide con CDF (1), entonces hacer VL=1, n=n+1
e ir al Paso 7,
en otro caso, hacer 1=I+1 e ir al Paso 8.
Paso 9:
Si VL=1, entonces m=m-1,
si mj2, entonces hacer A = A+(mpri-m)L,
en otro caso, ir al Paso 6.
En otro caso,
si mpri=m, entonces eliminar CDM(i,j),
en otro caso, hacer A = A + (mpri —m)L.
SALIDA: A.

El segundo diagrama de flujo del apéndice A resulta bastante aclaratorio.

3.6.3. Ejemplo Numérico

Para L=11, k=6, d=1, 2, 3, 4, 5 y N1;=5, los cosets de distancia fija d
son los siguientes.

(1) : 00000111111

(2) : 10101010101

CDF(3) : 01001011011

(4) : 01100110011

(5) : 11000111001
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Con * se indica una rotacion del representante.
Se inicializa la cota inferior segin A = 11 -5 = 55.

Para i=1, j=1
00001111101
00010111101
CDM(1,1) : 00000111101, CD : ¢ 00100111101 , ,m=>5.
01000111101
10000111101

Se comprueba el primer coset de CD, 00001111101,
V1=1,2,3,4 v 5, AND[00001111101,CDF(1)]2CDF (1),

Se comprueba el segundo coset de CD, 00010111101,
V1=1,2,3,4 v 5, AND[00010111101,CDF(1)]£CDF (1),

Se comprueba el tercer coset de CD, 00100111101,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[00100111101,CDF(1)]£CDF(1),

Se comprueba el cuarto coset de CD, 01000111101,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[01000111101,CDF(1)]£CDF(1),

Se comprueba el quinto coset de CD, 10000111101,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[10000111101,CDF(1)]£CDF(1),
mpri=5, n=1,

OR[CD]=11111111101=VOR, VL=0, 1=1,

AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=2,

m=4, n=1,

OR[CD - 10000111101]=01111111101=VOR, VL=0, 1=1
AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=2,

OR[CD - 01000111101]=10111111101=VOR, VL=0, 1=1
AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=3,

OR[CD - 00100111101]=11011111101=VOR, VL=0, 1=1
AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=4,

OR[CD - 00010111101]=11101111101=VOR, VL=0, 1=1
AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)] = CDF(2), VL=1, n=5,

OR[CD - 00001111101]=11110111101=VOR, VL=0, 1=1
AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=6,

m=3, n=1,

OR[00001111101,00010111101,00100111101]=00111111101=VOR, VL=0,
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AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=2,

OR[00001111101,00010111101,01000111101]=01011111101=VOR, VL=0,
1=1

AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=3,

OR[00001111101,00010111101,10000111101]=10011111101=VOR, VL=0,
=1

AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=4,

OR[00001111101,00100111101,01000111101]=01101111101=VOR, VL=0,
1=1

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=5,

OR[00001111101,00100111101,10000111101]=10101111101=VOR, VL=0,
1=1

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)] = CDF(2), VL=1, n=6,

OR[00001111101,01000111101,10000111101]=11010111101=VOR, VL=0,
=1

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=7,

OR[00010111101,00100111101,01000111101]=01101111101=VOR, VL=0,
=1

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=8,

OR[00010111101,00100111101,10000111101]=10110111101=VOR, VL=0,

Vi =1,2, AND|VOR, CDF(l)] # CDF(l), 1=3,

AND[VOR, CDF(3)*] = CDF(3)*, VL=1, n=9,

OR[00010111101,01000111101,10000111101]=11010111101=VOR, VL=0,
=1

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=10,

OR[00100111101,01000111101,10000111101]=11100111101=VOR, VL=0,
=1

Vi =1,2, AND|VOR, CDF(l)] # CDF(l), 1=3,

AND[VOR, CDF(3)*] = CDF(3)*, VL=1, n=11,

m=2, n=1,

OR[00001111101,00010111101]=00011111101=VOR, VL=0, 1=1

AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=2,

OR[00001111101,00100111101]=00101111101=VOR, VL=0, 1=1
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AND[VOR, CDF(1)]# CDF(1), 1=2,
AND[VOR, CDF(2)]# CDF(2), 1=3,
AND[VOR, CDF(3)*]=CDF(3)*, VL=1, n=3,
OR[00001111101,01000111101]=01001111101=VOR, VL=0,
VI AND[VOR, CDF(1)]# CDF(l), VL=0
A=55+4(5—2)-11 =88

Para i=1, j=2
00001111011
00010111011
CDM(1,2) : 00000111011, CD :X 00100111011 », m=5.
01000111011
10000111011

Se comprueba el primer coset de CD, 00001111011,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[00001111011,CDF(1)]A#CDF(1),
(o,p)=(1,1), Wg(XOR[00001111011,CDM(1,1)*])=1, se elimina de CD,

m=4.

1=1

Se comprueba el segundo coset de CD, 00010111011,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[00010111011,CDF(1)]ACDF(1),
(o,p)=(1,1), Wg(XOR[00010111011,CDM(1,1)])#1.
Se comprueba el tercer coset de CD, 00100111011,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[00100111011,CDF(1)]ACDF(1),
(o,p)=(1,1), Wg(XOR[00100111011,CDM(1,1)])#1.
Se comprueba el cuarto coset de CD, 01000111011,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[01000111011,CDF(1)]ACDF(1),
(o,p)=(1,1), Wg(XOR[01000111011,CDM(1,1)])#1.
Se comprueba el quinto coset de CD, 10000111011,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[10000111011,CDF(1)]ACDF(1),
(o,p)=(1,1), Wg(XOR[10000111011,CDM(1,1)])#1.
mpri=4, n=1,

OR[CD]=11110111011=VOR, VL=0, 1=1,
AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=2,
m=3, n=1,
OR[00010111011,00100111011,01000111011]=01110111011=VOR, VL=0,

AND[VOR, CDF(1)"] = CDF(1)*, VL=1, n=2,
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OR[00010111011,00100111011,10000111011]=10110111011=VOR, VL=0,
=1

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=3,

OR[00010111011,01000111011,10000111011]=11010111011=VOR, VL=0,
1=1

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=4,

OR[00100111011,01000111011,10000111011]=11100111011=VOR, VL=0,

V1=1,2,3 AND[VOR,CDF(1)|]#CDF(1), 1=4,

AND[VOR, CDF(4)] = CDF(4), VL=1, n=5,

m=2, n=1,

OR[00010111011,00100111011}=00110111011=VOR, VL=0,

V1=1,2,3 AND[VOR,CDF(1)|]#CDF(1), 1=4,

AND[VOR,CDF(4)*] = CDF(4)*, VL=1, n=2,

OR[00010111011,01000111011]=01010111011=VOR, VL=0, 1=1

AND[VOR,CDF(1)]ACDF(1), 1=2,

AND[VOR,CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=3,

OR[00010111011,10000111011}=10010111011=VOR, VL=0,

V1=1,2,3 y 4, AND[VOR,CDF(1)]#CDF(1), VL=0

A=83+(4—2)-11 =110

Para i=1, j=3
00001110111
00010110111
CDM(1,3) : 00000110111, CD:q 00100110111
01000110111
10000110111

Se comprueba el primer coset de CD, 00001110111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[00001110111,CDF(1)]2CDF (1),

(0,p)=(1,1), Wy (XOR[00001110111,CDM(1,1)])#1,

(0,p)=(1,2), Wx(XOR[00001110111, CDM(1,2)*]=1, se elimina de CD,
m=4.

Se comprueba el segundo coset de CD, 00010110111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[00010110111,CDF(1)]£CDF (1),

V(o,p)=(1,1) v (1,2), W (XOR[00010110111,CDM (o,p)])#1.

Se comprueba el tercer coset de CD, 00100110111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[00100110111,CDF(1)]£CDF(1),
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V(o,p)=(1,1) y (1,2), Wx(XOR[00100110111,CDM(o,p)])#1.

Se comprueba el cuarto coset de CD, 01000110111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[01000110111,CDF(1)]ACDF(1),

V(o,p)=(1,1) y (1,2), Wg(XOR[01000110111,CDM(o,p)])#1.

Se comprueba el quinto coset de CD, 10000110111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[10000110111,CDF(1)]#CDF(1),

V(o,p)=(1,1) y (1,2), Wx(XOR[10000110111,CDM(o,p)])#1.

mpri=4, n=1,

OR[CD]=11110110111=VOR, VL=0, 1=1,

AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=2,

m=3, n=1,

OR[00010110111,00100110111,01000110111]=01110110111=VOR, VL=0,
1=1

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=2,

OR[00010110111,00100110111,10000110111]=10110110111=VOR, VL=0,

Vi =1,2, AND[VOR, CDF(l)] # CDF(l), 1=3

AND[VOR, CDF(3)*] = CDF(3)*, VL=1, n=3,

OR[00010110111,01000110111,10000110111]=11010110111=VOR, VL=0,
1=1

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=4,

OR[00100110111,01000110111,10000110111]=11100110111=VOR, VL=0,
1=1

AND[VOR, CDF(1)*] = CDF(1)*, VL=1, n=5,

m=2, n=1,

OR[00010110111,00100110111}=00110110111=VOR, VL=0,

V1=1,2,3 AND[VOR,CDF(1)]#CDF(1), 1=4,

AND[VOR,CDF(4)*] = CDF(4)*, VL=1, n=2,

OR[00010110111,01000110111]=01010110111=VOR, VL=0, 1=1

AND[VOR,CDF(1)]£CDF(1), 1=2,

AND[VOR,CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=3,

OR[00010110111,10000110111}=10010110111=VOR, VL=0,

Vl=1,2, AND[VOR,CDF(1)]ACDF(1), 1=3,

AND[VOR,CDF(3)*|]=CDF(3)*, VL=1, n=4,

OR[00100110111,01000110111]=0110110111=VOR, VL=0,

Vl=1,2 AND[VOR,CDF(1)]#CDF(1), 1=3, VL=0

AND[VOR,CDF(3)*]=CDF(3)*, VL=1, n=5,
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OR[00100110111,10000110111)=10100110111=VOR, VL=0,
Vl=1,2,3.4 y 5 AND[VOR,CDF(1)]£CDF(1), VL=0
A=110+(4—2)-11 =132

Para i=1, j=4
00001101111
00010101111
CDM(1,4) : 00000101111, CD:q 00100101111
01000101111
10000101111

Se comprueba el primer coset de CD, 00001101111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[00001101111,CDF(1)]ACDF(1),
(0,p)=(1,1),(1,2) Wx(XOR[00001101111,CDM(o,p)])#1, (o,p)=(1,3),
W (XOR[00001101111,CDM(1,3)*])=1,se elimina de CD, m=4.
Se comprueba el segundo coset de CD, 00010101111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[00010101111,CDF(1)]ACDF(1),
V(o,p)=(1,1),(1,2) y (1,3), Wx(XOR[00010101111,CDM(o,p)])#1,
Se comprueba el tercer coset de CD, 00100101111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[00100101111,CDF(1)]ACDF(1),
V(o,p)=(1,1),(1,2) y (1,3), Wx(XOR[00100101111,CDM(o,p)])#1.
Se comprueba el cuarto coset de CD, 01000101111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[01000101111,CDF(1)]ACDF(1), (o,p)=(1,1),
Wy (XOR[01000101111,CDM(1,1)*])=1, se elimina de CD, m=3.
Se comprueba el quinto coset de CD, 10000101111,

V1=1,2,3,4 y 5, AND[10000101111,CDF(1)]#CDF(1),
V(o,p)=(1,1),(1,2) y (1,3), Wx(XOR[10000101111,CDM(o,p)])#1.
mpri=3, n=1,

OR[CD]=10110101111=VOR, VL=0, 1=1,

AND[VOR, CDF(1)] # CDF(1), 1=2,

AND[VOR, CDF(2)*] = CDF(2)*, VL=1, n=2,

m=3, n=1,

OR[00010101111,00100101111]=00110101111=VOR, VL=0, 1=1
Vl=1,2,34 y 5 AND[VOR, CDF(1)] # CDF(l), VL=0
A=132+(3-2)-11 =143

Para i=1, j=5
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00001011111

00010011111
CDM(1,5) : 00000011111, CD:4 00100011111

01000011111

10000011111
Se comprueba el primer coset de CD, 00001011111,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[00001011111,CDF(1)]ACDF(1),
(o,p)=(1,1),(1,2),(1,3) W (XOR[00001011111,CDM(0,p)])#1, (0,p)=(1,4),
Wy (XOR[00001011111,CDM(1,4)*])=1,se elimina de CD, m=4.
Se comprueba el segundo coset de CD, 00010011111,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[00010011111,CDF(1)]ACDF(1),
V(o,p)=(1,1),(1,2),(1,3) y (1,4) Wx(XOR[00010011111,CDM(o,p)])#1,
Se comprueba el tercer coset de CD, 00100011111,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[00100011111,CDF(1)]#CDF(1),
V(o,p)=(1,1),(1,2),(1,3) y (1,4), Wx(XOR[00100011111,CDM(o,p)])#1.
Se comprueba el cuarto coset de CD, 01000011111,
V1=1,2,3,4 y 5, AND[01000011111,CDF(1)]ACDF(1), (o,p)=(1,1),
W (XOR[01000011111,CDM(1,1)*])=1, se elimina de CD, m=3.
Se comprueba el quinto coset de CD, 10000011111,1=1,
ANDJ[10000011111,CDF(1)*]=CDF(1)*, se elimina de CD, m=2.
mpri=2, n=1,
OR[CD]=00110011111=VOR, VL=0,
V1=1,2,3, AND[VOR, CDF(1)] # CDF(l), 1=4,
AND[VOR, CDF(4)*]=CDF(4)*, VL=1, n=2,
A=1434+(2—-1)-11 =154

Después de calculos similares con i=2, 3, 4 y 5 se obtiene finalmente la
cota A = 242,

3.7. Comparacion Entre Ambos Algoritmos

En primer lugar se destacan las similitudes generales que presentan am-
bos algoritmos sin entrar en los detalles comunes que ya se han senalado
en los apartados anteriores. En segundo lugar y siguiendo el mismo crite-
rio se resaltan las diferencias mas marcadas. En particular se termina esta
enumeracién con la diferencia més significativa, una tabla comparativa de
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resultados numéricos. Por tltimo se acaba este apartado con algunas obser-
vaciones y conclusiones que se pueden extraer de ambos algoritmos.

3.7.1. Similitudes

El primer punto en comtn entre ambos algoritmos lo constituyen precisa-
mente la entrada y la salida. En ambos algoritmos la entrada estd formada
por dos valores L y k, que corresponden respectivamente a la longitud del
RDRL y el orden del filtrado. Para estos valores resulta valida la cota inferior
de la complejidad lineal A, tnica salida que se obtiene con estos algoritmos.

La tnica condiciéon que se impone al filtrado para que se considere valida
la cota obtenida es que tenga un tnico término de orden maximo. Por tanto
esta restriccién es un segundo punto en comun.

Por otra parte y debido precisamente al primer punto mencionado se tiene
en cualquiera de los dos casos que, al depender la cota A tnicamente de los
valores L y k se deduce que sélo es necesario aplicar el algoritmo una vez para
cada par (L,k), cuestién a la que se hara referencia de nuevo mas adelante.

El valor A obtenido para ese par (L,k) es vélido para cualquier filtrado
no lineal de orden k con un tnico término de orden maximo aplicado sobre
cualquier RDRL de longitud L. En ambos casos la cota obtenida sirve para
evitar el calculo de la serie de determinantes en un cuerpo finito que exige
el ‘test de presencia de raices’ (o al menos de unos cuantos si la cota no
resulta suficiente). En este tltimo caso mencionado se presenta el mismo
tipo de problema abierto con ambos algoritmos, el del anélisis de los cosets
no analizados con cada algoritmo.

3.7.2. Diferencias

Al comienzo de la descripcién de cada algoritmo se establece la primera
diferencia, el algoritmo 1 se puede llevar a cabo segtin un procedimiento en
paralelo mientras que en el 2 hay que llevar cabo una vigilancia de los cosets
que se repiten, por lo que se hace necesaria la secuencialidad.

Ademas hay que senalar que en el algoritmo 1 la experiencia ha demostra-
do que los incrementos aditivos obtenidos con cada uno de los procedimientos
paralelos coinciden mientras que en el segundo obviamente los incrementos
resultan diferentes para cada grupo de cosets analizados.

En cuanto a los conjuntos de cosets no analizados con cada uno de los dos
algoritmos se tiene claramente que el conjunto correspondiente al algoritmo
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1 contiene al conjunto correspondiente al algoritmo 2. A cambio de esto se
tiene que la complejidad computacional del algoritmo 2 es mucho mayor que
la del 1. En concreto la complejidad computacional maxima del algoritmo 1
viene dada por el siguiente ntimero de operaciones realizadas en paralelo

L—k—-1 L—k—-1
L

Np, (QL_k_l—L+l€) SNL'L'QL_k_l.

L-b=1]_
; _

Por el contrario, la del algoritmo 2 viene dada por el siguiente ntimero de
operaciones secuenciales

M- [T B e ()

N} (k—=1)-L-(2%—L+k)<N2-(k—1)-L-2*

Por tanto la complejidad computacional del primer algoritmo es O(2L=%~1)
mientras que la del segundo es O(257F).

Por ultimo se presenta una tabla en la que se contrastan los resultados
numéricos obtenidos para algunos pares (L,k) con cada uno de los dos al-
goritmos. Obsérvese que, debido a la mayor complejidad computacional del
algoritmo 2 y a la escasez de medios computacionales, no ha sido factible has-
ta el momento aplicar el algoritmo 2 sobre valores de L superiores a L=>53,
por lo que para esos valores se han hecho estimaciones (sefialadas con ~) en
base al crecimiento manifestado por los valores obtenidos.
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L k | Cotal| Cota 2 L k | Cotal L k | Cota 1l
2 1 2 2 67 34| 13266 || 157 79 | 73476
3 2 3 3 71 36| 14910 || 163 82 | 79218
5 3 10 10 73 37| 15768 || 167 84 | 97027
7 4 24 28 79 40| 18486 || 173 87 | 89268
11 6 165 242 83 42| 20418 || 179 90 | 111517
13 7 234 728 89 45| 23496 || 181 91 | 97740

17 9 544 3128 97 49| 27936 | 191 96 | 127015
19 10| 684 4617 || 101 51 | 30300 | 193 97 | 129696
23 12| 1012 8349 || 103 52 | 31518 | 197 99 | 135142
29 15| 2030 | 22330 || 107 54 | 34026 | 199 100 | 137907
31 16| 1860 | 24645 || 109 55| 35316 | 211 106 | 155085
37 19| 3330 | 47952 || 113 57| 37968 | 223 112 | 173271
41 21| 3280 | 58220 || 127 64 | 48006 | 227 114 | 179557
43 22| 4515 | 75852 || 131 66 | 51090 || 229 115 | 182742
47 24| 5405 | 99405 || 137 68 | 55896 || 233 117 | 189196
23 27| 6890 | 143206 || 139 70 | 57546 | 239 120 | 199087
29 30| 8535 149 75| 66156 || 241 121 | 202440
61 31| 10980 151 76 | 67950 | 251 126 | 219625

3.8. Observaciones y Conclusiones

En la tabla numérica anterior sélo se contemplan valores de L primos.
Hay varias razones para esta elecciéon. Por una parte evita el calculo de los
valores d<L/2 primos con L necesarios ya que si L es primo, todos los valores
d<L/2 son primos con L.

Por otro lado, dado que para valores de L primos existe siempre un niimero
mayor de cosets de distancia fija, se obtienen mayores cotas para estos casos.

Ademas, la ausencia de factores comunes de L y k cuando L es primo evita
la existencia de cosets simétricos. Esto resulta favorable para la obtencién de
cotas grandes ya que, segun los resultados sobre la posible degeneracién de
los cosets simétricos vistos en el capitulo anterior, su existencia produciria
una disminucién considerable en el valor de la cota inferior de la complejidad
lineal dada la imposiblidad de asegurar su no degeneracién para todas las
funciones no lineales.

Hay que mencionar que ambos algoritmos permiten algunas modifica-
ciones sencillas tales como variar el recorrido de los bucles. Estos cambios



108 ALGORITMOS DE CALCULO DE COTAS INFERIORES

podrian producir mejoras en las cotas obtenidas, aunque se puede estimar
que no serian mejoras significativas.

Las complejidades computacionales maximas obtenidas en el apartado
anterior (considerando el ‘peor caso posible’) son exponenciales, sin embargo
con respecto a este punto se deben hacer las siguientes observaciones validas
para ambos algoritmos:

1. De los resultados experimentales se concluye que en realidad no es
necesario hacer todas las operaciones consideradas en el cédlculo de la
complejidad lineal maxima por lo que el ‘peor caso posible’ no resulta
muy representativo.

2. Para cada par (L,k) sélo es necesario aplicar el algoritmo una vez.

3. Las longitudes de los RDRLs utilizados en la practica no suelen ser
mayores que un valor relativamente pequenio (L€ [120, 250]).

No obstante la mejor aportacién de estos algoritmos consiste en que un
valor alto de complejidad lineal obtenido para un par (L,k) permite utilizar
una amplia clase de filtrados no lineales con bastante seguridad. Esta libertad
de eleccion de filtrado resulta bastante comoda para el criptégrafo ya que no
tiene que cuidarse de utilizar funciones inseguras, lo que por otra parte hace
imposible un ataque por buisqueda exhaustiva dado el tamano del conjunto
de claves.

Todo esto se traduce en 1ltimo término en la confirmaciéon del cifrado
en flujo como un cifrado realmente seguro, lo que lo convierte en el cifrado
seguro mas rapido de todos.

La siguiente grafica muestra el crecimiento segiin los calculos y estima-
ciones de los valores de cota inferior de la complejidad lineal que se obtienen
con el algoritmo 2. Tal como se aprecia, el crecimiento que se manifiesta se
puede aproximar segin una curva polindémica, lo que permite estimar que el
primer valor de L para el que se obtiene una cota inferior mayor que 5 - 103
es 73, y para un de las longitudes mas frecuentemente utilizadas actualmente
L=127 se consigue una cota inferior mayor que 4 - 10%. De darse esta tltima
cota significaria que, si se pretendiera realizar un criptoanalisis utilizando el
algoritmo de Berlekamp-Massey, habria que analizar mas de ocho millones
de digitos. Luego se podria concluir la seguridad de estos filtrados en cuanto
a complejidad lineal.
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Capitulo 4

Procedimientos Alternativos

Este capitulo consta de dos partes bien diferenciadas. Cada una consti-
tuye una propuesta distinta de aproximacion al problema de la complejidad
lineal que difieren de la llevada a cabo en el resto del trabajo. La primera
corresponde a un nuevo equivalente lineal descompuesto valido para el caso
del filtrado no lineal. Su antecedente se remite al equivalente lineal descom-
puesto descrito en el primer capitulo, pero sin embargo su definicién no sigue
los mismos pasos. La segunda seccion constituye la generalizacion del método
de Kumar y Scholtz [90] presentado entre los antecedentes bibliogréficos del
primer capitulo.

4.1. Equivalente Lineal Descompuesto

En esta seccién se presenta un nuevo equivalente lineal descompuesto, que
en adelante se denotara como ELD. A diferencia del presentado en el primer
capitulo, el propuesto aqui se deduce, utilizando algunas propiedades de los
cosets, a partir de la expresion

Sp = i(a”)T (Vn=0,1,...) (4.1)

=0

siendo « una raiz del polinomio minimal de {s,}. Ademds este nuevo ELD
solo se describe para los filtrados no lineales.

En un primer apartado se plantea el ELD de la funcién no lineal mas
sencilla posible, el producto de orden dos. En los sucesivos apartados se
obtiene su expresion para funciones mas complejas.

111



112 PROCEDIMIENTOS ALTERNATIVOS

4.1.1. Producto de Orden Dos

Se considera la funcién no lineal de orden dos s, 5,45 con 0 < § < 2F —1.

A partir de la expresiéon (3) y de las propiedades de los cosets de peso
dos en el anillo de los enteros mod(2--1), se obtiene, denotando r= | L/2], la
siguiente expresion:

_ B2t e B n+6\29 __ Ll 2n+6)2¢ b Ll n\2i4+27 [ 5\29 —
SnSnts = 3, (a")F X (a")F = ¥ (o) + ¥ X (a")TF (%)Y =
i=0 =0 i=0 i=0 j=0,j#i
L—1 L—1

3
) (an)w(aﬂ*lé)? + a(2i+2i+1)n(a2i+15 +o¢2i5) +Li1 a(2i+2i+2)n(a2i+25 +
i=0 =0 =0

. L-1 . . . ,
aQZJ) +ot 3 a(21+21+r)n(a2“”5_}_a216)
i=0

De donde resulta la siguiente

L-1 L-1

susnrs = (") (@) 4 Y (aPTIMT (0P +af)Pr (42)
=0 =0

Lil(&(22+1)n>2i(&226 + &5)2i 4ot
=0

Zo(oz(yﬂ)")w (% + a®)? si L es impar
1=
L-1

Y (a2 (09250 L es par.
i=0

Cuando § es potencia de 2, la expresién (4) se puede simplificar quedando
como suma de expresiones del tipo (2) de la forma siguiente
SnSn+§ = Spyal-1§ + S(241)n4+m1 6 + 3(22+1)n+m25 +---+ S2r+1)n+m.6 (43)

siendo o™ = a? 4 a en GF(2%) Vi y m, tal que

am =ao? +a en GF(2L)  si L es impar
m, =1 mod (21— 1)  si L es par

La expresién (5) se puede interpretar como un equivalente lineal des-
compuesto (ELD) formado por la suma de 14+r RDRLs. El primer RDRL
corresponde al coset de peso uno mientras que los demas corresponden cada
uno a los r cosets de peso dos. Todos los RDRLs componentes del ELD
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s
Figura 4.1: ELD

poseen el mismo polinomio caracteristico del RDRL que genera la secuencia
{sn}. Sin embargo, la secuencia resultante de cada uno de los componentes
se ve afectada por un desplazamiento de fase y una decimacion distinta. Esto
se muestra en la figura 8, donde para el caso que nos ocupa dfy=2L"1§ y
df; =m;o Vi =1,2,...;r.

Concretamente el ELD mostrado en esta figura es véalido para cualquier
filtrado de orden dos, tal y como se mostrara en los sucesivos apartados,
donde se obtendran los diferentes valores que toman los desplazamientos de
fase para cada caso.

Dado que las decimaciones son valores fijos para cada L, y los m; son
independientes de d, las modificaciones en el valor de § no suponen calculos
complicados para la actualizacion del ELD.

Una de las ventajas mas destacables del ELD propuesto consiste en una
mejora en el tiempo de generacion de la secuencia debida a la sustitucién
del producto de secuencias por la suma pues es bien sabido que en las im-
plementaciones electrénicas la suma es mucho mas facil de realizar que el
producto. Ademas hay que resaltar que las secuencias a sumar se obtienen
todas con el mismo RDRL, por lo que sélo es necesario implementar un tinico
circuito electronico de este tipo. Ambas ventajas se valoran méas a medida que
se complica el filtrado no lineal considerado, tal y como se vera en posteriores
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apartados.

Por otro lado, una segunda ventaja esta relacionada con el cédlculo de la
complejidad lineal de la secuencia. Dicha complejidad lineal se puede obtener
mediante el ELD debido a que coincide con la suma de las longitudes de los
cosets a los que corresponden las componentes activas en el equivalente. En
consecuencia la desactivacion de una componente implica la degeneracién del
coset, correspondiente y por tanto una disminucion en el valor de la comple-
jidad lineal. Dicha desactivacion viene dada por la imposibilidad de calculo
del correspondiente desplazamiento de fase. Esta propiedad del ELD sera uti-
lizada en lo siguiente para demostrar algunos resultados sobre la complejidad
lineal global del filtrado.

Dado que o + o # 0 en GF(2%) Vi=1,2,...r, se obtiene el siguiente
resultado trivial.

Proposicion 4.1.1
Para la secuencia {z,}nen €ON zp = SpSnis Yy 0 < 6 < 2L — 1, 50 6 es
potencia de 2, entonces todos los cosets de peso 2 son no degenerados.

Observacién 4.1.1
El resultado anterior es completamente independiente del RDRL particu-
lar sobre el que se aplica el filtrado.

En general para un § cualquiera, la inica modificacién que sufre el ELD
anterior viene dada por la expresion siguiente:

SnSn+s = Sntdfo T S@+1)n+dfi T S22+ )n+dfz T ** T S@r+1)n+df, (4.4)

donde los desplazamientos de fase quedan respectivamente de la forma dfy =
2L=1§ v df;, i=1,2,...,r, tales que a¥i = a?? +a® Vi£ry

alr=a?° +a® en GF(2L)  si L es impar
df, =06 mod (2L'—1)  si L es par

De la expresion (6) se deducen directamente los dos resultados siguientes
que determinan respectivamente la imposibilidad y la posibilidad de desac-
tivacion de algunas componentes del equivalente. Obsérvese que, de nuevo,
ambos resultados son independientes del RDRL particular al que se aplica la
funcién.
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Proposicion 4.1.2
Para la secuencia {z, tnen €ON 2y = SpSpys y 0 < 8 < 28 — 1, el coset de
peso uno es no degenerado.

Proposicion 4.1.3
Para la secuencia {z, nen €ON 2y = SpSpys y 0 < 8 < 28 — 1, el coset de
peso 2, 2+1 (i€{1,2,...,r}) es degenerado si y sélo si 26 = 6 mod(2F — 1).

De este tltimo resultado se deduce que si mecd(d, 28 — 1) = 1, entonces
todos los cosets de peso dos son no degenerados. En consecuencia, para este
caso, utilizando también el pentltimo resultado se obtiene que la complejidad

lineal de la secuencia producida es ( + L, lo que se presenta en el siguiente

5 )
corolario.

Corolario 4.1.1
Para la secuencia {z,} nen con z, = Spspys y 0 < 6 < 28 — 1, si

med (6,28 — 1) =1, entonces A({z,}) = L + ( S ).

Esta ultima expresion constituye un caso particular del resultado sobre
productos de fases equidistantes demostrado por Rueppel [152]. Y el caso
analizado previamente en que 0 es potencia de dos es un caso particular de
este ultimo resultado.

La condicion de degeneracion de los cosets de peso dos dada en la proposi-
cién 4.3, 2'§ = § mod(2* — 1), coincide con la caracterizacion de los cosets
simétricos presentada en el capitulo dos, 2'F = E mod(2F — 1). All{ se de-
mostré que cuando L es primo no existe ningiin coset simétrico. Por tanto,
cuando L es primo la hipotesis de la proposicion 4.3 no se verifica para ningtin
i cuando L es primo, por lo que ningtn coset de peso dos puede ser degener-
ado. En consecuencia se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.1.2
Para la secuencia {z,nen €ON 2p = SpSpps y 0 < 6 < 2L —1, si L es
primo entonces AN({z,}) = L + ( é/ ).

Observacioén 4.1.2



116 PROCEDIMIENTOS ALTERNATIVOS

Este resultado coincide exactamente con el demostrado por Massey y Ser-
conek en [116]. No obstante, para demostrarlo aqui se ha utilizado el resultado
anterior deducido a partir del ELD conjuntamente con las condiciones de ca-
racterizacion y existencia de cosets simétricos, mientras que en aquel caso se
utilizaron transformadas discretas de Fourier.

4.1.2. Funcién de Orden Dos con un Unico Término
Producto

Dando un paso adelante en la generalizaciéon de la funcién, se considera
ahora una funcién de la forma
SnSn+s, + Z Sp+s; CON
0<§ <0y <---<0y, <2L—10<50<2L—1y 0<m<2F—1.
En este caso la tnica modificacién que sufre el ultimo ELD considerado

consiste en que el desplazamiento de fase de la primera componente deja de
ser 21715 para convertirse en dfy tal que

ado = 2" Mo 4 fj o’ en GF(2F).
i=1

De ahi se deduce directamente el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.4
Para la secuencia {z,}nen con z, = SpSpis, + f Sptoi, 0 < 01 < 09 <
c< Oy, <21, 0< 5y <2k -1 yO<m<2Lfi, el coset de peso uno
es degenerado si y sélo si % + ‘§1 % =0 en GF(2F).
=
La proposicion 4.3 sigue siendo valida para la nueva funcion, considerando
que dp es la nueva notacién para el § utilizado alli.

Por otra parte los dos tltimos corolarios de dicho apartado se traducen
en el caso de esta funcion de la siguiente forma.

Corolario 4.1.3
Para la secuencia {z, }nen €O 2, = SpSpis, + Z Spts; con 0 <9 < 9y <

<Oy <2l -1, 0<dp <2k -1y O<m<2L—1 si med(8g, 28 —1)=1
entonces A({z,}) > ( é/ ).
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Corolario 4.1.4 .
Para la secuencia {z,}nen €ON Zp = SpSpis, + 2 Snas, con 0 < &) <
i=1

g <o <0y <2 —1,0< 8y <2 —1y 0<m < 2F—1, si L es primo

entonces A({z,}) > ( é/ ).

4.1.3. Suma de Dos Productos de Orden Dos

Se considera ahora la funcién de orden dos de la forma s,,5,, 15, + Sn-t+6, Sn+6,
con0<dy<2l—1y0<d < <2l —1.

El nuevo ELD sufre los siguientes cambios en los desplazamientos de
fase, que ahora corresponden a los valores dfy, df1, .., df, definidos segin las
siguientes expresiones

ado = (afo 4 fr02)2" " en GF(2F)
a¥li = af% 4 200 4 20H0 L (0420 op GF(2L) Vi=1,2,..,r

A partir de la primera expresién se deduce en caso de degeneracién del
coset de peso uno, el siguiente resultado. Al igual que en casos anteriores,
este resultado es independiente del RDRL.

Proposicion 4.1.5
Para la secuencia {2, }nen CON Zp = SpSnisy + Snisy Snisy, 0 < 0o < 2L —1

y0 < 8 < 0y < 2F—1, sidy = 61+09 mod (28 —1), entonces A({z,}) < ( g ).

La generalizacién de esta ultima funcién considerada al caso de una suma
de n productos de orden dos es posible pero las expresiones que resultan
no son tan faciles de analizar. Analogamente el caso general de una funcion
de orden dos con n productos de orden dos méas m términos lineales corres-
ponde a la conjuncién de los tultimos casos considerados. También en este
caso se complican las expresiones impidiendo deducir facilmente cotas a la
complejidad lineal, tal y como se ha hecho en los casos analizados.

A partir de los resultados obtenidos hasta ahora se puede afirmar que
resulta bastante sencillo el calculo del ELD y, en consecuencia, de la comple-
jidad lineal para muchos casos de funciones de orden dos.

A continuacion se plantea el problema del calculo del ELD para funciones
de un orden superior.
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4.1.4. Producto de Orden Tres

Se considera ahora el caso de una funcién de orden 3 de la forma s,,5,,45, Sn+s,
con 0 < 8y < 0y < 28 — 1.

En el ELD, ademas de las 1 4 [ L/2] componentes correspondientes a los

(W} correspondientes a los

cosets de peso 1 y de peso 2, aparecen las
cosets de peso 3.

La expresion del ELD en este caso viene dada por

SnSn+615n+82 =
Sntdfo TS+ 1)n+dfy T -+ S@r +1)n+df. T S2424 Dntdfr i T + S(2ds 425 +1)nt-dfy 4 s
. L—2 silL +3
p— L p— .
con Jo = LL/3) y K { 2L/3 sil =3

A partir de las propiedades de los cosets en el anillo de los enteros
mod(2Y — 1) se deducen los valores de los desplazamientos de fase df; segtin

las expresiones siguientes:
L—2 L—2 L—-2 L—1 L—-1 L—2
adfo = 0[2 61+2 o2 + Oé2 61+2 o2 + 062 61+2 o2 en GF(QL),

adfi = &2L7151+2i52+C(2L7151+2L7152+042i51+21‘7152_'_ 0451+2i7152+042i7151+2i7152_‘_
o 10t o GF(2D), Vi=1,2,...r,

a¥i = (a2 4 af1)a2" %2 4 (0210 4 082)a2" 0 4 o110 (P8t o
GF(2%), Vi=r+1,042,...,r+s-1 y

a¥frts =

(@270 4 f1) o202 4 (@202 g o82) o2 0L | 142ty | 2rebi 40
si L #3
Q0120 4 PNt g [ — 3

siendo s=[E=UE=2T v 015k, (L Vi,

De lo anterior se deduce que cuanto mayor es el orden de la funcién, mas
complicado resulta el calculo de los desplazamientos de fase. En particular,
para una funcién de orden 4 de la forma

SnSnt81SntssSniss con 0 < 0p < 0y < 03 < 28 — 1,

el desplazamiento de fase de la componente correspondiente al coset de

peso uno se obtiene a partir de la expresiéon siguiente
a¥o =
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2L_2(51+52+53) +&2L_3(51+252+2253) +&2L_3(51+2252+253) +&2L_3(251+52+2253)+
2L_3(2251+52+253)+&2L_3(251+2252+53)+&2L_3(2251+252+53)+&2L_3(51+52+2253)+
2L=3(51 +52+263) + QQL_3(51+2252+53) +&2L_3(51+252+53) +&2L_3(2251+52+53)+

2873(201462403) oy GF(2").

e L QL

Se concluye por tanto que a medida que aumenta el orden de la fun-
cién, resulta mas dificil el analisis de la degeneracion los cosets mediante el
calculo de los desplazamientos de fase de las correspondientes componentes
del equivalente. No obstante, hay que destacar que las expresiones pueden
simplificarse en algunos casos concretos.

4.1.5. Generalizacion y Conclusiones

En esta seccién se ha desarrollado un modelo de equivalente lineal de-
scompuesto que cumple dos funciones. Por un lado representa una mejora en
la implementaciéon electrénica de las funciones no lineales ya que sustituye
el producto de secuencias por una suma siendo ademas los RDRLs que las
generan idénticos al RDRL bésico. Por otro lado sirve de herramienta de
estudio de la complejidad lineal de las secuencias producidas, tal y como se
ha manifestado con los sucesivos resultados obtenidos.

Después de analizar las posibilidades de dicha herramienta para cada una
de los casos de funciones de orden dos, hemos introducido el problema para
las funciones de un orden superior. En este caso ha quedado de manifiesto que
las expresiones generales de los desplazamientos de fase de las componentes
del equivalente propuesto se complican a medida que aumenta el orden de la
funcién. Se ha abierto por tanto un camino a la deduccién de funciones para
las que el calculo de esas expresiones resulte sencillo, pudiéndose asi deducir
la degeneracién o no degeneracion de determinados cosets, tal y como se ha
hecho aqui para las funciones de orden dos.

4.2. Generalizacion del Método de Kumar y
Scholtz

En esta seccion se generalizan los resultados obtenidos por Kumar y
Scholtz en [90] expresandolos en términos de los cosets simétricos estudi-
ados en el capitulo 2. Al mismo tiempo se relajan las condiciones del filtrado
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no lineal analizado. Al igual que en aquel caso, aqui se imponen condiciones
tanto sobre la funcién no lineal como sobre la longitud del RDRL.

En adelante « representa un elemento primitivo de GF(2%). En los dos
primeros apartados se toma como valor de L un ntimero par y se utiliza un
entero m=L/2>k.

4.2.1. Degeneracion de Todos los Cosets Simétricos

En el préximo resultado se garantiza la degeneracién de los cosets simétri-
cos de peso menor o igual que k para unas determinadas funciones.

Teorema 4.2.1

Sea f es una funcion no lineal de orden k aplicada sobre m elementos
Snitys Snates -5 Snit,, de una PN-secuencia tales que o' € GF(2™) Vi =
1,2,..,m. Entonces para el filtrado no lineal resultante se tiene garantizada
la degeneracion de todos los cosets simétricos E de peso menor o igual que k
tales que o € GF(2™).

Demostracién Se considera 1=2" 4 1. El elemento s,;; de la PN-
secuencia puede escribirse como

L—1 . .
Snit, = Tri(atia™) = ZO (a) (a™)¥
j:

Tomemos ahora {s,;;¢ } una subsecuencia de la secuencia {s,;;, }. Vemos
que

-1 -
. J .27
Snivt, = Tri(aliam) = > ) o™ qti? = ()
]:

nl2m+i ;27 t; 27+ /i

puesto que « = a" Vi =0,1,..m—-1ya j =
0,1,...,m por ser o't € GF(2™) Vi =1,2,...,m.

Por tanto los elementos de la traza anterior se anulan dos a dos.

Sea {z, } una secuencia cuyos elementos son de la forma z,=f(s, 14, ,---,Sn+s,, )
y sea {z, } una subsecuencia de la anterior {z, } C {z, }, cuyos elementos
son de la forma z,,=f(Spi+t,,--,Sni+t,, ). Como Spu4,=0 Vi = 1,...,m, tenemos
que £(0,0,...,0)=0 Vn luego z,,=0 ¥n y la subsecuencia {z,, } serd idéntica-
mente nula.

=
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Por otro lado sabemos que z,=f(st, 1) = > Tri? (Agaf®™) 0<n <2F -2
Q

donde el sumatorio se extiende a todos los cosets Q de peso menor o igual
que k. Los coeficientes Ag de dichos cosets se han obtenido a partir de los
a'i € GF(2™) y por tanto son elementos de GF(2™). Al mismo tiempo se
puede ver dichos coeficientes también pertenecen a GF(27?) donde Pg es un
entero tal que GF(272) es el menor cuerpo que contiene a a®. Si se define
e=m.c.d.(m, Pg) entonces GF(2°) es un subcuerpo de GF(2™) y de GF(27?)
a la vez que Ag € GF(2°).

Denotamos por Q* al grupo de cosets tales que a® ¢ GF(2™) y por Q
al grupo de cosets tales que a® € GF(2™). Para el primer grupo se tiene
que Po« no es divisor de m, luego e # Pg- por lo que se puede concluir
que e=Pg- /2 y consecuentemente Ag- € GF(2Fe*/2). Por otro lado es facil
ver que /9" € GF(2Fe*) y simultdneamente o!?" € GF(2™) (ya que o! €
GF(2™) por ser E; un coset simétrico de cardinal m), por lo que se deduce
que '@ € GF(2Fe/?).

Reescribiendo z,; como

2l = % Ter (Agal@m) + c%: TTfQ* (Ag-a!@™) =0

tenemos que por ser Ag- € GF(2Fe*/2) la contribucién del segundo sumatorio
es cero por anularse los sumandos dos a dos, luego los elementos z,; quedan
expresados unicamente en funcién de los cosets Q:

Znl = %TTfQ(AQal”Q) = %TTfQ (Aga®?) =0 Vn

Tendriamos un total de ) P coeficientes Ag, luego tomando ese mismo
Q
nimero de ecuaciones homogéneas para n=0,1,..., (3 Py)-1 planteamos un
Q

sistema de ecuaciones lineal homogéneo cuyo determinante es un Vander-
monde distinto de cero y las incégnitas los coeficientes Ag. La tunica solucién
es la trivial Ag=0, que implica la degeneracién de todos los cosets referenci-
ados en el enunciado.

Este resultado se traduce en una disminucién en el valor de la complejidad
lineal de los filtrados implicados. Su repercusion se centra en que proporciona
informacion sobre algunos cosets de peso menor que el orden de la funcién,
cosets que se escapan del control del ‘test de presencia de raices’, por lo que
son muy dificiles de analizar.
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4.2.2. Degeneracion de Algunos Cosets Simétricos

En el siguiente resultado se garantiza la degeneracion de algunos cosets
bajo determinadas circunstancias.

Teorema 4.2.2

Si f es una funcion de orden k par y en cada uno de los términos de orden
mdzximo se tienen al menos % + 1 etapas sy, (iz],...,% + 1) tales que o'
€ GF(2™), entonces para el filtrado no lineal resultante se tiene garantizada
la degeneracion de todos los cosets simétricos de peso k y cardinal m o divisor
de m.

Demostracion El coeficiente que acompana a dichos cosets sélo depende
de los términos de orden k. Se considera uno de estos términos, por ejemplo
k .1 . k L—-1 L—-1
[T Sn+e,, que se puede escribir como [] (oztioz" +ati?2a? .. 4 ali? a? ") )

i=1 i=1
Dado un coset simétrico de peso k Q=2+ .. .+ 2%-1 el término a®"
aparece en dicha expresiéon acompanado por un coeficiente de la forma

C(tl 2€0 C(t2 2€0 C(tk 2€0
C(tl2€k/2_1 C(tQQek/Q—l &thGk/Q—l
. . . s
Oétl 2€0 OétQ 2€0 athEO
Oét12€k/271 OétQQEk/271 athEk/271

determinante que, al desarrollarse por las k-1+k/2 ultimas columnas, re-
sulta ser nulo por ser o' € GF(2™).

Observacion 4.2.1

Si L es potencia de dos se tiene que el numero de cosets degenerados
seqiin el lema anterior aumenta debido a que todos los subcuerpos de GF(2)
estan contenidos unos dentro de otros. Por tanto, esta restriccion, aunque
deja menos posibilidad de eleccion en las etapas, a cambio permite obtener
mas informacion sobre la complejidad lineal del filtrado resultante.

Ejemplo 4.2.1
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Para L=2, se tiene GF(2) = {0,1, o, a2, ..., a®*} que tiene los subcuer-
pos GF(222) = {0,1,a'7, a1, %, a130, a5, o a153 ql02 o170, 0200 o187 o119,
a8 a®Y 5 GF(22)={0,1,a%,a'™} D GF(2) = {0, 1}.

Los cosets indicados por el teorema son 20421 424 425 4 20422 4 24426,
Para la funcion producto de cuatro fases tales que tres de ellas corresponden
a los tres elementos no nulos de G’F(24), Sns Snags Y Sni102 Se tiene asequrada
la degeneracion de los dos cosets anteriores.

4.2.3. No Degeneracion de Algunos Cosets

Las funciones no lineales a considerar en este apartado, que poseen un
tnico término de orden méximo. Este término s,44Sn+t,..-Snte,_, €5 tal que
e GF(2™ decir, las et lo f d le-
a' e , es decir, las etapas que lo forman se corresponden con ele
mentos de dicho subcuerpo.
En el proximo resultado, valido para cualesquiera L y k, se exige que
dichas etapas correspondan a elementos de una base normal del subcuerpo

GF(zm) SObre GF(2)7 {ﬁ? ﬂ27 /3227 R /BQm_l}'

Teorema 4.2.3
Si f es una funcion no lineal de orden k de la forma f(Spie,, Snity,

-----

GF(2") sobre GF(2) y la secuencia s,., = Tri(a™)® i=1,2,...,L, siendo
o =" e {B% }icon,..p-1 donde 1< <28 =2, 1y =i -d (mod L) y

med(d,L)=1, entonces para el filtrado no lineal resultante se tiene garantiza-
da la no degeneracion de todos los cosets de peso k.

Demostracion El coeficiente que acompana a cualquier coset Q=2+

-4 2%-1 en la expresion de (S,44,, ..., Sntt, )es de la forma
€0270 €071 €09 k—1
047‘2 2 047‘2 2 047‘2 2
e 9r e19r e19"k—1
O[TQ 1270 O[TQ 1271 O[TQ 12
€k—19r7 €k—197 €k—19Tk—1
OéTQ 270 OéTQ 2" OéTQ 2

Si se denota 1; = a"?” Vi = 0,1,....,k — 1 se tiene que el determinante
anterior se puede expresar de la siguiente forma
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270 270 270

770T 771T 771971
2r1 2r1 2r1
Mo Un o M
)
2"k—1 2"k—1 2Tk—1
0 m v M1

que por el teorema 2.1 se sabe no nulo en GF(2%).
Para las funciones que cumplen las hipétesis del resultado anterior se

v si

las hipotesis de los teoremas 4.2 y 4.3 se unen se obtiene la siguiente cota
inferior a la complejidad lineal.

tiene garantizada una aportacién a la complejidad lineal de valor (

Corolario 4.2.1
Si L y k son nimeros pares, m=L/2 y k<m, dada una funcion con un
unico término de orden mdzrimo que sea producto de k fases s,44, correspondi-
entes aali = 32" Vi =0,1,....k—1, r; = d-i (mod L), elementos de una base
normal de GF(2™) sobre GF(2), entonces la complejidad lineal del filtrado
L L/2

no lineal resultante estd acotada inferiormente segin A > ( 1 ) —( k)2 ).

Los teoremas 4.1, 4.2 y 4.3 son fruto de la aplicacién del método de Kumar
y Scholtz [90] a nuevos grupos de cosets y de funciones. En particular, el
ultimo teorema representa una generalizacién de su andlogo en [90], ya que
en aquél se exigia que las fases fueran elementos seguidos de la base normal.
Por tanto, el teorema 4.3 proporciona una mayor versatilidad en la eleccién
de las fases del término de orden maximo.



Capitulo 5

Principales Aportaciones y
Conclusiones

Los principales resultados obtenidos pueden resumirse de la siguiente
manera:

1. Se ha definido un grupo de cosets, los cosets de distancia fija, y se ha
demostrado que son no degenerados para cualquier filtrado no lineal con
un tnico término de orden méaximo. De esta forma se ha obtenido una
cota inferior de la complejidad lineal vélida para todos esos filtrados.

2. Se ha descrito un nuevo grupo de funciones no lineales, los llamados

productos de fases 2(®)_distantes, tales que, utilizados como filtrados
no lineales, resultan tener todos los cosets de peso igual al orden de
la funcién, no degenerados. Ademéas se ha ampliado este analisis a las
funciones no lineales que se pueden expresar como combinacion lineal
de dichos productos obteniendo también en este caso un valor alto de
complejidad lineal.
Ambos resultados resultan de mayor utilidad que los encontrados en
la Literatura. El primero porque goza de total independencia tanto de
la funcién no lineal como del polinomio caracteristico del RDRL. El
segundo sélo es comparable con el resultado sobre ‘productos de fases
equidistantes’ [152], ya que ningin otro autor ha obtenido una cota
inferior tan alta para la complejidad lineal de un filtrado no lineal.

3. Se ha introducido y analizado en profundidad un nuevo y amplio grupo
de cosets, los llamados cosets simétricos. Mediante ellos se han obtenido

125
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dos resultados duales:

-Una cota superior de la complejidad lineal valida para un amplio grupo
de filtrados no lineales.

-Un grupo de filtrados no lineales para los que es vélida una cota su-
perior pequena.

Los resultados referidos se pueden incorporar a la tabla de recapitu-
lacion dada en el apartado 1.3.5 del primer capitulo de la forma sigu-
iente:

Condiciones Cota

Unico término de orden mazimo A > @ - L

med(d, L) =1
Término de orden mazximo :

N—-1 L
Zo bi5n+i+15n+z‘+2<<d>> © 0 Spi2(((k=1)d) A> ( k
1=

Unico término de orden maximo

SnSn4t; ©  Sndty_q -

k|L Ji: ot € GF(2LF) ) —

=~

L
l

k
Vj,Vi : ot € GF(28/Fe(Lk)) A<

~—

2

L =phly, k= pFky, p primo,
(lg,kg) = ]_, Vi = 0, ,k/p :

ol € GF(24/7) A<yt

4. Se ha introducido una representacién binaria valida para ciertos de-

terminantes. Esta nueva representacion ha permitido el desarrollo de
una técnica basada en manipulaciones de cadenas binarias que viene a
sustituir el cdlculo de dichos determinantes, lo que representa un gran
ahorro en computacion.

. Se han presentado dos algoritmos de calculo de cotas inferiores de la

complejidad lineal de cualquier filtrado no lineal con un tnico término
de orden maximo. La tnica entrada necesaria para ambos es la longitud
del RDRL, por lo que las cotas obtenidas son validas para todos los
filtrados no lineales aplicados sobre cualquier RDRL de esa longitud.

_ ( L/fe;
j:fe; primo k’/ij

)
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6. Mediante los resultados obtenidos con el algoritmo 2 se ha acotado in-
feriormente la complejidad lineal segiin una curva polinémica, lo que ha
permitido estimar unos valores de cota inferior muy altos para muchos
casos practicos.

7. Se ha propuesto un nuevo equivalente lineal descompuesto (ELD) valido
para cualquier filtrado no lineal. Este ELD presenta dos ventajas:
-Su célculo implica el de la complejidad lineal.
-Su uso para la generacién de la secuencia filtrada permite sustituir el
producto de secuencias por la suma, con la consecuente mejora en la
implementacion electrénica que esto supone.

8. Se ha generalizado el método presentado por Kumar y Scholtz [90]
para el estudio de la complejidad lineal, demostrandose aqui que el
caso estudiado por ellos no es mas que una mera particularizacion de
un caso analizado en este trabajo.

Los problemas que quedan abiertos y que pueden ser objeto de posteriores
investigaciones son:

Estudio de nuevos grupos de cosets, similares a los de distancia fija, que
sean no degenerados independientemente de la funcién no lineal y del
polinomio caracteristico del RDRL.

Anélisis de otros filtrados no lineales parecidos a los productos de fases 2((4)-
distantes, de manera que las complejidades lineales obtenidas tengan
un valor alto asegurado.

Determinacién de condiciones y restricciones para los filtrados no lineales
de manera que se asegure la no degeneracion de los cosets simétricos.

Extension del rango de aplicacion de los algoritmos presentados a un con-
junto mayor de cosets.

Implementacién en ordenadores de gran potencia de calculo para completar
la tabla de resultados numéricos.

Desarrollo de una técnica complementaria que estudie la degeneracién de
los cosets no analizados en la memoria.
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Deduccion de filtrados no lineales para los que el calculo del ELD resulte
sencillo.

Anélisis de la complejidad lineal desde un punto de vista probabilistico.

Examen de las interrelaciones entre la complejidad lineal, el PCL, y la
aleatoriedad de una secuencia binaria.



Capitulo 6

Apéndice

6.1. Algoritmo 1

/*Programa realizado por Amparo Fuster y Pino Caballero*/
/*Algoritmo 1 - Caso L=37, k=19*/
/*Objetivo:Obtener Cota Inferior de la Complejidad Lineal*/

#include <conio.h>

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <string.h>

#include <io.h>

unsigned comprueba(unsigned long q);
unsigned long CDF[36]; /* NL x 2 */
unsigned long CD[612]; /* tamano x NL x 2 */
unsigned long incremento, prij = 0; char a[32];
FILE *fi;

int i;

int L = 37, tamano, NL, m;

void main() {

unsigned char s, sl, s2;

int K, d[18], tope, paso; /* NL */

int j1, j2, n;

register int j, k;

unsigned long pl;

K=(L+1)>>1;

129
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tamano = L - (K + 1);

NL=(L-1)>>1;

incremento = L * NL;

fi = fopen(gotad.sol”, "w”);

for(i = 0; 1 < NL*2; i++) /* inicializacién CDF(i) */

CDF[i] = 0;
for(i=0;1 < NL; i++) /* inicializacién d(i) */
diij =1+ 1;

for(i = 0; 1 < tamano ; i++) /* inicializacién prij */

prij |= (0x1 << 1);

tope = NL * tamano;

for(i=0;1 < tope * 2; i++) /* inicializacién CD(i) */

CD[i] = 0;

fprintf(fi, ”\nL = %d K = %d tamano = %d NL = %d incremento = %lu\n\n" L,
K, tamano, NL, incremento);

fprintf(fi, ”\ntope = %d prij = %lu\n\n", tope, prij);

fori=0;1 < NL *2;i=1+4 2) { /* bucle generacién CDF */

j=0;
m=K-1;
sl = 0;
paso = d[i>>1];
while(m-) { /* generacién cosets de distancia fija */
if(j > 31 ) CDF[i + 1] |= (0x1 << (j-32));
i

else CDF[i] |= (0x1 << j);

j = (j + paso) % L; } /* cierre del while */

if(j > 31 ) { /* ceros especiales */

il=j-32;81=1;}

else j1 = j;

j2= L-paso;

s2=0;

if (j2 > 31) {

i2 .= 32;

s2=1; }

for(j = 0; j < tamano * 2;j =j + 2) {
D[(tamano * i) + j| = CDF][i]; /* coset base con k-1 1’s */
D[(tamano * i) + j + 1] = CDF[i + 1]; }

J=0;

for(k = 0; k < 32; k+4) /* genera CD[i] */ {
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to

if(! (CDFJi] & (0x1 << k)) ) /* encontramos un 0 */ {

i (51 == 1) || (kI 1)) dede (52 == 1) || (k = 2)) ) {
CD[(tamano*i) + j] |= (0x1 << k); j =]+ 2; }} }

for(k =0; k < L -32; k++) {

if(! (CDF[i + 1] & (0x1 << k)) ) {

i (51 == 0) || (i '= j1)) && (52 == 0) || (k= 2)) ) {
CD[(tamano*i) + j + 1] |= (0x1 << k);

j=j+2;}}} /* Anade k-ésimo 1 a CDF[i] */

CDF[i + s1] |= (0x1 << jl); /* escribe CDFJ[i] */
ultoa(CDF[i + 1], a, 2);

fprintf(fi, ”\n\nCDF[%02d] = %05s”, 1 >> 1, a);
ultoa(CDFi], a, 2);

fprintf(fi, ” %032s\n”, a); /* escribe CDJ[] */

for(j = 0; j < tamano * 2; j=j+2) {

ultoa(CD|[(tamano*i) + j + 1], a, 2);

fprintf(fi, ”\n %05s”, a);

ultoa(CD[(tamano*i) + j], a, 2);

fprintf(fi, ” %032s”, a); } } /* fin for i */

for(i =0;1 < NL *2;i=1i+4 2) /* bucle trabajo con cada grupo */
{ m = tamano; /* m=n. uplas que toma */

while(m-) {

j1 = prij; /* recorre las uplas de long tamano */
while(j1-) {

n = 0; /* cuenta unos */

for(k = 0; k < tamano; k++)

if(j1 & (0x1 << k)) n++;

if(n == m)

if(!comprueba(jl)) /* a la subrutina */ {

incremento += ((tamano - m) * L);

ultoa(jl, a, 2);

fprintf(fi, 7 \nincremento = %lu m = %d j1 = %s n = %d\n\n”, incremen-

m, a, n);
m = 0;
il=0}1}1}

fclose(fi);} /* fin programa principal */
unsigned comprueba(unsigned long q) { /* subrutina */

register int 1, p;
long unsigned OR0, OR1, RCDF0, RCDF1,;
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char flag;

ORO = ORI = 0:

for(l = 0; 1 < tamano; 14++)

if(q & (0x1 << 1)) {

ORO |= CD](i * tamano ) + 2*1J;

OR1 |= CDI(i * tamano ) + 2*1 + 1]; }
for=0;1<NL*2;1=1+ 2) {

p =L

RCDF0 = CDFJI];

RCDF1 = CDF[l + 1];

while(p—) /* p=n. rotaciones */ {

flag=0; /* uno a pasar de RCDF0 a RCDF1 */
if(RCDFO & (0x1 << 31)) flag = 1;

RCDF0 <<= 1; RCDF1 <<= 1; /* uno a pasar de RCDF1 a RCDF0 */
if(flag) RCDF1 |= 0x1;

if(RCDF1 & (0x1 << (L- 32))) {

RCDFO |= 0x1;

RCDF1 &= 0x1F; /* L-32 unos */ }

if( ((ORO & RCDF0) == RCDF0) && ((OR1 & RCDF1) == RCDF1) )
return (1); /* si hay absurdo */

} /* fin while =rotaciones */

} /* fin for=para cada CDF */

if(i == 18) {

ultoa(OR1, a, 2);

fprintf(fi, ”\n OR1 = %05s", a);

ultoa(ORO, a, 2);

fprintf(fi, ” OR0 = %032s”, a);

ultoa(RCDF1, a, 2);

fprintf(fi, "\nRCDF1 = %05s", a);
ultoa(RCDFO, a, 2);

fprintf(fi, ” RCDF0 = %032s 1 =%d p =%d”, a, 1, p); }
return (0); } /* fin subrutina */
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6.2. Algoritmo 2

{Programa realizado por Antonio Sedeno y Pino Caballero}
{Algoritmo 2 - Programa Principal}
{Objetivo: Obtener Cotas Inferiores de la Complejidad Lineal}

program cota; {programa principal}

uses hospital; {utiliza la unidad hospital}

type cd = “cedd;

ccdd = record;

valor:code; {code es un string de longitud 15}

sig:cd;

end;

vect = array[l..(nmax*8-1) div 2] of code;

{nmax=15} vectl = array[l..(nmax*8+1) div 2 - 1] of code;

var primos,conter,,, K,d,tamano,i,j,m,mpri:integer; {tamano:n. char para
L}

delta:longint; {delta es donde se guarda la cota}

n:real; {n es el n. de combinaciones}

copia:code;

mem:word;

CDF':vect;

VCDM:array|l..(nmax*8-1) div 2] of vectl;

CDD:cd;

VL:boolean; {true si hay absurdo para todos false si no hay para alguno}

fichero:text; {fichero donde busca los L}

{******>|<>I<>|<>I<>|<>l<>|<****>l<>|<>l<>|<>l<>|<***************************}

function p6(var a:code):boolean; {hace AND de a y cada CDF y rota-
ciones}

var b,bcop:code; {y devuelve 1 si alguna da absurdo}

i1,i2,j3,codigo,valor:integer;

gm,iguales:boolean;

begin

gm:=false; {true=absurdo}

il:=1;

while (i1<= d) and not(gm) do {para todos los CDF mientras no haya
alguno}

begin {que d absurdo}



6.2. ALGORITMO 2 135

for i2:=1 to tamano do {para todos los strings}

begin

codigo:=ord(CDFi1][i2]);

b[i2]:=chr(codigo); {en b pone el CDF}

beop[i2]:=bli2]; {hace copia de b}

end;

iguales:=true;

andl(bcop,a,tamano); {hace AND de bcop y a y lo pone en beop}

j3:=1;

while (j3<=tamano) and iguales do {para todos los strings mientras sean
ig.}

begin

if beop[j3]<>CDF(i1][j3] then {si un string de bcop es dist. del}

iguales:=false; {de CDF pone iguales a false}

j3:=j3+1; {siguiente string}

end;

gm:=iguales; {es false si para el CDF(il) no coinciden}

i2:=1;

while (i2<1) and not (gm) do {L-1 rotaciones del CDF mientras sean
dist. }

begin

rotarl(b,tamano,l); {rota CDF 1 posicién a izda y lo pone en b}

for j3:=1 to tamano do

beoplj3]:=b[j3]; {hace copia de bcop}

andl(bcop,a,tamano); {AND de bcop y a y lo pone en beop}

iguales:=true;

j3:=1;

while (j3<=tamano) and iguales do {para todo string mientras iguales}

begin

if beop[j3]<>b[j3] then {si string de beop es dist. del CDF rotado}

iguales:=false;

j3:=j3+1; {siguiente string}

end;

gm:=iguales; {false si para la rotacién del CDF(il) no coinciden}

i2:=i2+1; {otra rotacién}

end;

il:=il+1; {otro CDF'}

end;
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p6:=gm; {variable légica final que devuelve}

?ﬁf;***********************************************}

procedure DFC(il,j1:integer); {crea todos los CD para il,j1, poniéndolos}

var nuevo,ultimo:cd; {en una lista donde cada uno apunta al sgte}

a:code;

uno:boolean;

j2,j3,codigo,position:integer;

begin

for j3:=1 to tamano do {para todo string que hacen falta segtin L}

begin

codigo:=ord(VCDM]i1][j1][j3]); {inicializa segin CDM(il,j1)}

a[j3]:=chr(codigo);

end;

if cdd<>nil then {inicializacién de la lista}

begin

nuevo:=cdd;

while (cdd<>nil) do

begin

cdd:=cdd" .sig;

dispose(nuevo);

nuevo:=cdd;

end;

end;

cdd:=nil;

ultimo:=cdd;

uno:=true;

for j2:=1 to -k do {n de CD del grupo}

begin

position:= (i1*(k+j2-1) + 1) mod L; {posicién nuevo 1 donde los 0 de
CDF}

if position=0 then

position:=L;

put(a,uno,position); {pone el 1}

new(nuevo);
for j3:=1 to tamano do nuevo”.valor[j3]:=al[j3]; {anade el CD creado a la
lista}

nuevo " .sig:=nil; {y hace que el ltimo sea nil}
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if cdd=nil then

cdd:=nuevo else

ultimo”.sig:=nuevo;

ultimo:=nuevo;

for j3:=1 to tamano do

begin

codigo:=ord(VCDM[i1][j1][;3]);

a[j3]:=chr(codigo);

end;

end;

end;

{**************************************************}

procedure borrar(var h:code); {borra un CD de la lista}

var anterior,p:cd;

cod:integer;

encontrado,igual:boolean;

begin encontrado:=false;

anterior:=cdd; {1 de la lista}

p:=cdd;

while (p<>nil) and not(encontrado) do {mientras no llegue al final de
la}

begin {lista y no lo haya encontrado}

cod:=1;

igual:=true;

while (cod<=tamano) and igual do {para cada string siempre que den
ig}

begin

if ord(p”.valor[cod])<> ord(h[cod]) then {si algtn string es dist.}

igual:=false;

cod:=cod+1; {siguiente string}

end;

if (igual) then {si después de revisar todos los strings fueron ig.}

encontrado:=true

else

begin

anterior:=p; {pasa al siguiente de la lista}

p:=p .sig;

end;
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end;

if encontrado then {si lo encontré}

begin

if anterior=p then {si era el 1 lo borra}

cdd:=cdd" .sig

else

anterior”.sig:=p~.sig; {se lo salta}

dispose(p);

end;

end;
{************>|<>l<>|<>l<>|<>l<>|<>l<>|<*****************************}
procedure or_exc(il,jl:integer); {para los CD de la lista i,j hace la OR-ex}
var a,b:code; {con los ant. CDF y saca de lista los malos}
codigo,j2,j3,j4,j5,j6:integer;

pp:cd;

borrado:boolean;

begin

pp:=cdd;

borrado:=false;

while pp<>nil do {mientras no llegue al final de la lista}
begin

for j2:=1 to il do {para j2 anteriores o iguales a il}

begin
j3:=1;
j6:=k-1;

if j2=il then {en el mismo bloque nos quedamos en el anterior a j1}
j6:=j1-1;

while (j3<=j6) and not(borrado) do {los anteriores mientras no borrado}
begin

if odd(ord(VCDM][j2][j3][1])) then {siempre el 1 string es impar}
begin

for j4:=1 to tamano do

begin

codigo:=ord(VCDM][;2][j3][j4));

a[j4]:=chr(codigo);

b[j4]:=a[j4]; {mete en a y en b el CDM(j2,j3)}

end;

exorl(a,pp”.valor,tamano); {hace OR-ex de a y CD de la lista}
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if (unosolo(a,tamano)) then {si en esa OR-ex hay un 1 solo}
begin

borrar(pp~.valor); {lo saca de la lista}

borrado:=true; {para salir del while}

m:=m-1; {uno menos en la lista}

end

else

begin j5:=1;

borrado:=false;

while (j5 <=I-1) and not(borrado) do {L-1 rot. si no borrado}
begin

rotarl(b,tamano,l); {rota 1 a izda el CDM(j2,j3)}

for j4:=1 to tamano do

begin

codigo:=ord(b[j4]);

a[j4]:=chr(codigo); {mete el CDM rotado en a}

end;

exorl(a,pp”.valor,tamano); {ORex de a y CD de lista}

if (unosolo(a,tamano)) then {si tiene un 1 solo}

begin

borrar(pp~.valor); {lo saca de lista}

borrado:=true; {sale del while}

m:=m-1; {uno menos en la lista}

end;

j5:=j5+1; {otra rotacién}

end; {while j5}

end; {else}

end; {if odd}

j3:=j3+1; {otro CDM}

end; {while j3}

end; {for j2}

pp:=pp " .sig; {otro CD de la lista}

borrado:=false;

end; {while pp}

end;
[ o |
procedure and_dfc; {hace AND de cada CD de la lista i,j y cada CDF y}
var a,b:code; {rotaciones y se queda con los buenos}
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codigo,j3,j4,jb:integer;

pp:cd;

borrado,distinto:boolean;

begin

pp:=cdd;

borrado:=false;

while pp<>nil do {mientras no llegue al final de la lista}
begin

j3:=1;

while (j3<=d) and not(borrado) do {con cada CDF mientras no borrado}
begin

for j4:=1 to tamano do

begin

codigo:=ord(CDF[j3][j4]);

a[j4]:=chr(codigo);

bijd]:—aljd];

end;

andl(a,pp”.valor,tamano); {hace AND de CDF y CD de la lista}
distinto:=false;

j4:=1;

while (j4<=tamano) and not(distinto) do {mientras ningun string}
begin {sea distinto}

if ord(a[j4]) <> ord(b[j4]) then

distinto:=true;

jA=j4+1;

end;

if not(distinto) then {si son iguales}

begin

borrar(pp~.valor); {lo saca de la lista}

borrado:=true; {para salir del while}

m:=m-1; {uno menos en la lista}

end else {en otro caso a rotar el CDF}

begin

jhi=1;

borrado:=false;

while (j5 <=I-1) and not(borrado) do {L-1 rot si no borrado}
begin

rotarl(b,tamano,l); {rota 1 a izda b}
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for j4:=1 to tamano do {para cada string}
begin

codigo:=ord(b[j4]);

a[j4]:=chr(codigo); {mete el CDF rotado en a}
end;

andl(a,pp”.valor,tamano); {hace AND de ay CD}
distinto:=false;

j4:=1;

while (j4<=tamano) and not(distinto) do
begin

if ord(a[j4])<>ord(b[j4]) then

distinto:=true;

jAd=j4+1;

end;

if not(distinto) then {si dan iguales}

begin

borrar(pp~.valor); {lo saca de lista}
borrado:=true; {para salir del while}

m:=m-1;

end;

j5:=j5+1; {otra rotacién}

end;

j3:=j3+1; {otro CDF'}

end;

end; {while j3}

pp:=pp " .sig; {otro CD}

borrado:=false;

end;

end;

[ RO o |
procedure CDM(i,j:integer); {crea el CDM(i,j)}
var uno:boolean;

x,codigo,jl:integer;

begin

for j1:=1 to tamano do {para cada string}
begin

codigo:=ord(CDFi][j1]); {inicializa el CDM(i,j) como el CDF(i)}
VCDMi][j][j1]:=chr(codigo);
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end;

uno:=false;

x:= (i*j + 1) mod I; {la posicién del nuevo 0}

if x=0 then

x:=L;

put(VCDM]i][j],uno,x); {pone un 0 en posicién x}
end;

procedure FDC(dist:integer); {crea el CDF(dist)}

var i,j:integer;

uno:boolean;

begin

uno := true;

j=1

=1,

ponercero(CDF[dist],tamano);

put(CDF[dist],uno,j); {coloca el primer 1 a dcha}

if ((i+dist) mod L) <> 0 then {el segundol nunca esté en posicién L}
i:= (i + dist) mod L

else

=L

while (j < k) do {lo mismo para los k-1 unos restantes}

begin

put(CDF[dist],uno,i); {coloca j+1-simo 1 en posicién i}

j=]+1L

if ((i+dist) mod L) <>0 then

i:= (i + dist) mod L

else
i:=L;
end;

end;

[ RO |

procedure combina(tamano2:integer;a:code;var bb:code); {haya OR del
grupo}

var j2,j3:integer; {indicado por la codificacién a y la devuelve en bb}

acop,b,c:code;

uno:boolean;

p:cd;

begin
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ponercero(b,tamano);

j2:=1;
p:=cdd;
uno:=true;

while (p<>nil) do {recorre la lista buscando los que irdn a la OR}
begin

ponercero(c,tamano?2);

put(c,uno,j2); {c string con un 1 rotante para descubrir los de a}
for j3:=1 to tamano2 do

acop|j3]:=alj3];

andl(acop,c,tamano2); {para descubrir los 1 de a}

if (j2 mod 8) <> 0 then

j3:=j2 div 8 +1

else

j3:=j2 div 8§;

if (ord(acoplj3])=ord(c[j3])) then

orl(b,p”.valor,tamano); {mete en la OR el CD de la lista que toca}
p:=p”.sig; {siguiente CD de la lista}

j2:=j2+1; {para mover el 1 de c}

end;

for j3:=1 to tamano do
bb[j3]:=b{j3;

end;

{>l<>1<>l<>k*******************>l<>l<*************************}

procedure p5(var esuno:boolean); {devuelve esuno=true si hay absurdo}
var cop,a:code; {a es la codificacién para hacer la OR}
uno:boolean;

j4:integer; {n de string necesarios para una upla de longitud mpri}
procedure patron(i,contador:integer);

var j:integer;

begin

Ji=1

if contador<m then {los m 1 a colocar}

begin

while (j<=mpri) and (esuno) do {recorre las mpri}

begin {posiciones mientras esuno sea true}

uno:=true; {para que coloque un 1}

put(a,uno,j); {coloca un 1 en posicién j de a}
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patron(j+1,contador+1); {procedimiento recursivo}
uno:=false; {para que coloque un 0}

put(a,uno,j); {coloca un 0 en posicién j de a}

j:==j+1; {movimiento a izda del tltimo 1}

end

end

else

begin combina(j4,a,cop); {con codificacién j4 da la OR en cop}
esuno:=p6(cop); {variable que indica absurdo}

end;

end;

begin

if (mpri mod 8) <> 0 then {averigua j4}

j4:= mpri div 8 +1

else

j4:= mpri div §;

ponercero(a,j4); {pone a 0 todo a[l],...,a[j4]}

patron(1,0); {calcula codificaciones, ORES y var lg que indica absurdo}
?*lf;***********************************************}
function combi(u,v:integer):real; {haya n combinatorio (u v)}
var hl:real;

g:integer;

begin

hl:=1;

if ((u-v) > u) then

begin

for g:==1 to v do

hl := trunc(((u-g+1)/g)*h1);

{u/1(u-1)/2...(u-v+1)/v}

end

else

begin

for g:=1 to (u-v) do

hl := trunc(((u-g+1)/g)*h1); {u/1(u-1)/2...(v++1)/(u-v)}
end;

combi := hl;

end;



6.2. ALGORITMO 2 145

{**>l<>l<>!<>l<>l<>l<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>l<>|<>l<>|<>!<>I<>!<>I<>l<>k>k>l<>l<>l<*********************}

begin {comienza el cuerpo del programa principal}

assign(fichero,’primos.dat’); {abre el fichero donde estan los primos L}

reset (fichero);

readln(fichero,primos); {lee primera linea donde dice cudntos primos analizar}

for conter:=1 to primos do {para tantos primos con que vayamos a tra-
bajar}

begin

readln(fichero,L); {lee 1 primo como L}

k:= (L + 1) div 2;

d = (L-1) div 2; {n de CDF que hay}

delta := (L - 1) * L div 2; {valor inicial de la cota}

if (L mod 8) <> 0 then {calcula el valor de tamano}

tamano := (L div 8) + 1

else

tamano := (L div 8);

for i:=1 to d do {bucle de creacién de los CDF}

FDC(i);

cdd:=nil;

for i:=1 to d do {1 bucle de trabajo, para cada CDF}

for j:=1 to k-1 do {2 bucle de trabajo, para cada CDM}

begin

CDM(i,j); {creaciéon del CDM(i,j)}

m:=L-K; {inicializa el tamano de la lista}

DFC(i,j); {crea todos los correspondientes CD para i,j}

and_dfc; {limpia lista con las AND con los CDF'}

or_exc(i,j); {limpia lista con las ORex con los CDM anteriores}

mpri:=m; {tamano de la lista que queda}

vl:=true;

while (vl) and (m<>0) do {mientras todos los grupos para un m den}

begin {absurdo y n de uplas de los grupos no sea 0}

p5(vl); {p5 y p6 hasta que algiin gm sea 0 todos sean 1}

if (VL) then {si todos los grupos dan absurdo}

begin

m:=m-1; {considerar grupos con una upla menos}

if m < 2 then {si sélo quedan por estudiar grupos de 1 upla}

begin

delta:=delta + (mpri-m)*L; {incrementa cota}
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vl:=false; {para salir del while}

end

end

else {si todavia es m>1}

begin if (mpri=m) then {si esto ocurre con el grupo de mpri uplas}
ponercero(vCDM][i][j],tamano) {elimina el CDM(i,j)}

else

delta:=delta + (mpri-m)*1; {incrementa cota}

end;

end; {while v1}

end; {for j}

writeln(1,” —> ’/delta); {escribe valor final de la cota para cada L}
end; {for conter}

end. {cuerpo del programa principal}
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{Unidad Hospital del Programa del Algoritmo 2}

unit hospital;

INTERFACE const

nmax=15;

type code=string[nmax];

procedure ponercero(var a:code;ll:integer);
procedure poneruno(var a:code;ll:integer);
function landa (j:integer):integer;

procedure put(var a:code;valor:boolean;position:integer);
procedure exorl(var a,b:code;ll:integer);
procedure andl(var a,b:code;ll:integer);
procedure orl(var a,b:code;ll:integer);

procedure notl(var a:code;ll:integer);

procedure rotarl(var a:code;tamanol,ll:integer);
function unosolo(var a:code;ll:integer):boolean;
IMPLEMENTATION

{>l<>1<>l<>l<*******************>l<>l<>l<>l<***********************}

147

procedure ponercero(var a:code;ll:integer); {pone a 0 todos los 1l strings

var j:integer;

begin

for j:=1 to 1l do
alj]:=chr(0);
end;

procedure poneruno(var a:code;ll:integer); {pone a 1 todos los 1l strings

var j:integer;

begin

for j:=1 to 1l do

a[j]:=chr(255);

end;

Rkt OO O |
function landa (j:integer):integer; {obtiene 2 elevado a j}
var parcial:longint;

i:integer;

begin

parcial:=1;
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i:=1;

for i:=1 to j do

parcial:=2*parcial;

landa:=parcial;

end;

{**********>|<>l<>|<>l<>|<***********************************}

procedure put(var a:code;valor:boolean;position:integer); {pone un 1 en}

var i,j,codigo:integer; {posicién de a si valor es true, si no pone un 0}

begin

if (position mod 8) <> 0 then {segin position se pone en el string corre-
sp.}

begin

j:==(position div 8) + 1;

i:=(position mod 8);

end

else

begin

j:=(position div 8);

1:=8;

end;

i:=landa(i-1);

if valor then {poner un 1}

begin

codigo:=(ord(alj]) or i);

a[j]:=chr(codigo); {pone un 1}

end

else {poner un 0}

begin

codigo:=(ord(a[j]) and not(i)); {pone un 0}

a[j]:=chr(codigo);

end;

end;

{**********>|<>l<>|<*>|<***********************************}

procedure exorl(var a,b:code;ll:integer); {hace ORex de a y b y lo pone

en a}
var j,codigo:integer;
begin j:=1;

while j<=lIl do {string por string}
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begin

codigo:= ord(alj]) xor ord(blj]);

a[j]:=chr(codigo);

J=j+1

end;

end;
{**************************************************}

procedure andl(var a,b:code;ll:integer); {hace AND de ay by lo pone en

var j,codigo:integer;

begin

Ji=1

while j<=lIl do {string por string}

begin

codigo:=ord(alj]) and ord(b[j]);

a[j]:=chr(codigo); {lo pone en a}

j:=j+1; {siguiente string}

end;

end;

[ RSO o |
procedure orl(var a,b:code;ll:integer); {hace OR de a y b y lo pone en a}
var j,codigo:integer;

begin

j=1

while j<=Il do

begin

codigo:=ord(alj]) or ord(bl[j]);

a[j]:=chr(codigo);

J=j+1

end;

end;
{**************************************************}

procedure notl(var a:code;ll:integer); {complementario de a y lo pone en

var j,codigo:integer;
begin

ji=1

while j<=Il do
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begin

codigo:=not(ord(a[j])); {complementario de a}
a[j]:=chr(codigo);

J=j+1

end;

end;
{**************************************************}

procedure rotarl(var a:code;tamanol,ll:integer); {rota 1 a izda a que mide
Iy

var ii,jj,bdesp,valor,codigo:integer; {y son tamanol strings}

begin

jj:=tamanol;

1i:=jj;

while jj>=1 do {para los tamanol strings}

begin

if ii=jj then {para el ultimo string}

begin

valor:=landa(8-(8*ii-11)-1); {1 en ultima posicién izquierda}

bdesp:= (valor and ord(aljj]))

div valor; {el 1 que se sale por izda}

codigo:= (ord(aljj])) and not(valor); {lo coloca en string a dcha}

a[jj]:=chr(codigo);

end;

if jj<>1 then {para todos los strings menos el 1}

begin

valor:=landa(7);

codigo := ord(a[jj]) shl 1 or (valor and ord(a[jj-1]) div valor);

a[jj]:=chr(codigo); {rota string 1 a izda y anade 1 del string anter}

end

else {para el 1}

begin

codigo:= ord(al[jj]) shl 1 or bdesp; {a izda y anade 1 a dcha si debe}

a[jj]:=chr(codigo);

end;

jj:=jj-1; {string anterior}

end;

end;
{**************************************************}
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function unosolo(var a:code;ll:integer):boolean; {ve si hay un 1 solo en a}

var 1,j,j1,codigo,valor,contador:integer;

solo:boolean;

begin

i:=ll;

ji=1

solo:=true;

contador:=0;

while (j<=i) and (solo) do {para cada string mientras haya visto sélo un
1}

begin

codigo:=(ord(alj]));

jl:=1;

while (j1<=8) and (solo) do {en cada string mientras un 1 solo}

begin

valor:=landa(j1-1);

if ((valor and codigo) = valor) then {si estd el 1 en posicién j1-1}

begin contador:=contador+1; {aumenta contador }

if contador > 1 then {cuando haya + de 1 solo a false}

solo:=false;

end;

jli=j141;

end;

J=j+1

end;

unosolo:=solo;

end;

begin

end.
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