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Introduccion

El hamiltoniano es el operador central en la descripcién mecano cudntica de un sistema.
Determina tanto la evolucién temporal como las energias permitidas. En general se supone
hermitico, para obtener valores propios reales y una evolucién temporal unitaria que conserve la
norma del estado cudntico. Sin embargo, existen muchos procesos en los que la norma asociada
con una especie, o con un estado, no se conserva: en las reacciones quimicas las particulas
se reordenan credndose y destruyéndose distintas combinaciones atémicas estables; en algunos
detectores la particula incidente desaparece como tal al ser (por ejemplo) ionizada; en general las
colisiones ineldsticas modifican las poblaciones de los distintos niveles internos de las particulas
compuestas; en sistemas “abiertos” las fuentes inyectan y los sumideros absorben probabilidad.
En todos estos casos, la descripcién de la dindmica puede en principio realizarse mediante
hamiltonianos hermiticos apropiados, que consideren explicitamente todos los grados de libertad
o todos los estados internos involucrados. Pero esta descripcién completa y exhaustiva puede ser
muy engorrosa y a menudo inviable por complicada, o simplemente demasiado detallada para
nuestros propésitos. Los hamiltonianos con potenciales no hermiticos (complejos), absorbentes
o creadores, y las correspondientes ecuaciones de Schrodinger efectivas ofrecen una descripcién
reducida, més sencilla, en la que retenemos explicitamente lo esencial, la amplitud para el estado,
o el tipo de particula de interés, y consideramos la complejidad del sistema real s6lo a través
de una interaccién efectiva, el potencial complejo. En ocasiones el potencial complejo puede
obtenerse a partir de primeros principios, pero con frecuencia se emplea fenomenolégicamente,

de forma que se reproduzca algtn resultado conocido.

El campo tradicional en el que se han desarrollado la mayoria de las aplicaciones de los po-
tenciales complejos es el del clculo aproximado de secciones eficaces en fisica nuclear mediante
el formalismo de “potenciales épticos” de H. Feshbach [1]. Pero recientemente se han empleado
también en otros ambitos: en particular, hoy estd muy extendido su uso como absorbentes y
“desacopladores” en una serie de métodos numéricos dependientes e independientes del tiempo
para investigar la dindmica de las reacciones quimicas; también se han empleado como mode-

los de detectores, y por tanto para dilucidar cuestiones fundamentales de mecédnica cuantica
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relacionadas con la medida y definicién de tiempos caracteristicos.

Los potenciales complejos cumplen en suma una funcién importante y complementaria a la
de los hermiticos en la teoria cuintica. Sin embargo, sus propiedades no se han estudiado con la
misma extensién ni profundidad. Una lectura de cualquiera de las monografias sobre la teoria
de colisiones revela que apenas se les ha prestado atencién desde un punto de vista formal, y
mucho menos riguroso.

Esta Tesis se dedica a estudiar diversos aspectos de los potenciales complejos. En el capitulo
1, tratamos de llenar la laguna del formalismo de colisiones para potenciales no hermiticos.
Como complemento a este formalismo hemos desarrollado un modelo analitico en el capitulo
2: el capitulo 3 se dedica a la optimizacién de potenciales absorbentes; y el capitulo 4 a las
aplicaciones de los mismos en la definicién y modelado de tiempos de llegada y transito en
mecdnica cudntica.

Todo el trabajo se orienta hacia sistemas en una dimensién (1D). Los modelos en 1D son
suficientes para tratar de forma efectiva algunos sistemas fisicos (por ejemplo, ciertos proble-
mas de difusién, las reacciones quimicas en determinados limites y condiciones, y sobre todo
ultimamente el transporte electrénico en estructuras semiconductoras artificiales) y, por su sen-
cillez, constituyen el marco ideal para poner a punto métodos numéricos o aproximados que
luego habran de aplicarse en un nimero mayor de dimensiones. También hay que tener en
cuenta que muchos aspectos fundamentales de la fisica no requieren mayor complicaciéon. En
particular gran parte de los misterios de la mecénica cudntica se presentan con toda su fuerza
ya en 1D, por lo que estos modelos sirven también para examinar cuestiones basicas, tales como

la incorporacién del tiempo al formalismo de la teoria de colisiones.
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Capitulo 1

Teoria formal

1.1 Introducciéon

En este capitulo expondremos la teoria cudntica formal de colisiones para potenciales no
hermiticos en una dimensién. Se entiende por “teoria formal de colisiones” el entramado de
operadores y funciones (junto con sus relaciones y propiedades) empleados para. describir cuan-
titativamente la colisién. En la teoria formal no se especifica el potencial concreto (todo lo
més ciertas propiedades genéricas), por lo que algunas de las relaciones que se suponen validas,
en particular la completitud asintdtica, han de ser comprobadas posteriormente para cada, po-
tencial o familia de potenciales. Trabajaremos en los capitulos siguientes con potenciales (de
soporte finito, o separables) en los que la mayoria de estas relaciones formales pueden verificarse

explicitamente sin dificultad.

A pesar de que existen muchas monografias sobre la teorfa de colisiones, ninguna de ellas
presta apenas atencién a las peculiaridades de los potenciales no hermiticos. Algunos aspectos
particulares se tratan de forma aislada y dispersa en un niimero de articulos (véase por ejem-
plo [2,3]), pero no existia hasta el momento un tratamiento global y sistemdtico como el que
presentamos aqui. Incluimos elementos novedosos como por ejemplo el teorema de Levinson, la
propuesta de una notacién consistente, las relaciones entre operadores y amplitudes de transmi-
sién y reflexién, o el analisis de la dependencia temporal. La teoria de colisiones con potenciales
no hermiticos generaliza los conceptos y operadores de la teoria ordinaria, que trata potenciales
reales y evolucién temporal unitaria. Remitimos al lector interesado a la excelente monografia
sobre el tema de J. R. Taylor [4], donde se abordan muchos de los puntos que por similitud con

el caso unitario no tratamos en profundidad.
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1.1.1 Conceptos y notacién basicos

Supondremos que el hamiltoniano de la particula (no relativista) de masa m puede escribirse
como suma del operador energia cinética que corresponde a la evolucién “libre” del sistema, Ho,

y del operador potencial V,
H=Hy+V. (1.1)

Los estados propios de Hy son las ondas planas con momento definido |p),
2

Holp) = Eylp) = 2-Ip). (1:2)

Es conveniente utilizar la normalizacién “delta de Dirac”, (p|p’) = é(p — p’), que corresponde a

la siguiente representacién de posiciones de la onda plana,
(z|p) = h=1/2ePo/M (1.3)

Las relaciones de cierre (o resoluciones de la identidad) en las representaciones de coordenadas

y momentos son por tanto

[~ awlaal= [~ dplo)ol = L. )

(Aunque en general los operadores no se distinguen en este trabajo por ningtn simbolo o tipo
de letra especial, usaremos el subindice “op” cuando pueda haber confusién entre una funcion,
o un nimero, y un operador, como en este caso para el operador unidad 1op.) Consideraremos
V como un operador, en general no hermitico (V1 #£ V), para el que se puedan definir todos los
operadores de la teoria de colisiones, en particular los operadores de Moller, y tal que verifique
la relacién de completitud asintdtica descrita en la siguiente seccién.

Al caso de potenciales hermiticos nos referiremos usualmente como el caso “hermitico” o
“unitario” (ya que el correspondiente operador de evolucién temporal y el operador S son uni-
tarios). Es por un lado un caso particular de todo el tratamiento, pero también una importante
referencia puesto que la teoria general se inspira constantemente en la teorfa mejor conocida del

caso hermitico. Serdn objeto de nuestro estudio principalmente potenciales locales,
(z|V|z') = 6(z — =)V (=), (1.5)

y potenciales no locales separables,
V = x)v(xl, (1.6)

para los que v o V(z) toman en general valores complejos, a diferencia del caso hermitico, donde

deben ser reales.




1.1 Introduccién

La evolucién de un estado |1(¢)) con el tiempo viene dada por la ecuacién de Schrodinger,

L, d
B2 1¥(®) = Hlp (o), (17)
que en representacién de posiciones toma la forma,
, 0 h? 92
ihotp(,t) =~ (e,t) + (VIR0 (18)

Para hamiltonianos independientes del tiempo la solucién formal de la ecuacién (1.7) es [1(t)) =

exp(—iHt/h)[4(0))-

Por otro lado, la ecuacién de autovalores de H viene dada por
H|E) = B|B), (1.9)

donde |E) es el autovector correspondiente al autovalor E. En representacion de posiciones esta

ecuacién no es mas que la ecuacién estacionaria de Schrodinger,

R d?
573 (@l B) + (a|V|E) = B(a| E). (1.10)

Para los potenciales que trata la teoria de colisiones el término (z|V|E) tiende a cero cuando
& — +00, de tal forma que el comportamiento de los estados en esas regiones es esencialmente
libre. Las soluciones de (1.10) no normalizables correspondientes a estados estacionarios de
colisién se obtienen imponiendo condiciones de contorno asintéticas de onda plana saliente o
entrante. Interpretaremos una onda plana exp(ipz/h) en la regién asintética de la izquierda
como una onda entrante (p > 0) o saliente (p < 0) de la regién del potencial. En la region
asint6tica de la derecha la interpretacién es la inversa. Es importante fijar la convencién que
seguiremos para las amplitudes. Supongamos primero que p es positivo. Podemos construir

dos funciones propias de H linealmente independientes imponiendo las condiciones asintéticas

siguientes,
1 { exp(ipz/h) + R'(p) exp(—ipz/h), si & — —o0 (1.11)
h1/2 | T!(p) exp(ipz/h), si T — oo, '
1 {T’”(p) exp(—ipz/h), si £ — —o00 (1.12)
h1/2 | exp(—ipz/h) + R" (p) exp(ipz/h), si z — oo. )

Para p > 0 llamaremos a estos estados (z|p+) y (z|(—p)+), respectivamente. Corresponden a
una onda plana entrante por la izquierda, (z|p), o por la derecha, (z|—p). R""(p) y T""(p) son las
amplitudes de reflexion y transmision. Los superindices [ y r hacen referencia a incidencia desde
la regién asintética de la izquierda (I) y de la derecha (r). Un paquete de ondas “concentrado”
en torno a un estado |p+) estaria dominado por la onda plana |p) antes de la colisién, y después

constaria de dos paquetes, uno reflejado y el otro transmitido, con probabilidades |R""|2 y |T*"|2.
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Para p < 0, sin embargo, los estados con comportamiento asintético dado por (1.11) y
(1.12) corresponden, respectivamente, a (z|p—), con onda plana saliente (z[p), y (z| — p—), con
onda plana saliente (z| — p). (La notacién “~” se discutird en secciones posteriores de este
capitulo.) En estos casos el paquete de ondas incidente estaria formado por una superposicién
de ondas entrantes desde los dos lados. Por supuesto, llevar a cabo tal superposicién puede ser
complicado, pero ello no impide que estos estados sean muy utiles como funciones base, y en
general en situaciones fisicas en las que se controlan o seleccionan los estados de salida, en lugar
de los de entrada.

Obsérvese que T™(p < 0) no es una amplitud de transmisién convencional (puesto que es un
factor que acompaiia a una onda entrante). Sin embargo, contintia analiticamente la amplitud
esténdar T™!(p > 0) en el dominio de momentos negativos, p < 0, y por tanto mantendremos
la misma denominacién “amplitud de transmisién”, independientemente del signo de p. De
acuerdo con esta convencién notacional los argumentos positivos de las amplitudes corresponden
a estados |p+) (con p > 0 0 p < 0), con onda entrante (z|p), mientras que argumentos negativos
corresponden a estados |f—) (de nuevo p > 0 o p < 0), con onda saliente (z|p).

En cuanto a las soluciones normalizables del espectro puntual de H, supondremos por sim-

plicidad que no hay degeneracién. De la ecuacién de autovalores,
H|E;) = E;|Ej), (1.13)

se obtiene la expresién conjugada
(E;|H' = (Ej|E} . (1.14)

Denotemos ahora por |Ek) los vectores propios “derechos” de H' con valor propio Ej. Como en

el caso anterior,

HY\Ey) = ExlEy), (1.15)
(Bo|H = (EylEf. (1.16)

En realidad los valores propios E; y Ej no son independientes. Para verlo, basta con evaluar
los elementos de matriz (E;|H t| ;) usando (1.14) y (1.15),

Ev(E;|Ey) = E}(E;|By) - (1.17)

La relacién Ey = E7 tendria que satisfacerse siempre que (E]|Ek) # 0, pero esto sélo puede
ocurrir para un valor de j (digamos para j = j'), puesto que de lo contrario Ey tendria varios
valores, lo cual es imposible. De esta forma asociamos un indice 4" a cada indice k. Podemos

finalmente reordenar los indices de tal forma que j' = k. Concluimos que cada estado propio
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“derecho” de H, |E}), tiene un compaiiero “biortogonal” izquierdo (Ej|, que normalizaremos de
acuerdo con

(Ex|Ex) =1. (1.18)

Podemos entonces escribir la componente discreta de H como

Hyis = Y |Ex)Bi(Ex|. (1.19)
k
De forma similar,
HYy, = |B) BBy (1.20)
k

1.2 Operadores de Moller

Denotemos por U(ts,t1) el operador de evolucién con el hamiltoniano H del instante ¢; al

instante %9,
Ulty, 1) = e Ht2—0)/B, (1.21)

A diferencia del caso hermitico, Uf(t2,%1) no es igual a U(t1,t2). La no unitariedad en la
evolucién implica una serie de modificaciones de la teoria ordinaria. Sin embargo, mostraremos
que la teoria general puede reformularse de manera que la dependencia del operador de colision
S con los operadores de Moller sea igual formalmente al caso unitario. Para ello se introduce el

operador de evolucién con H t [7, como [5]
Ul(to, t,) = e tH (t2=t1)/R, (1.22)

En este punto es conveniente resaltar que la elecciéon de H o H t es puramente convencional, ya

“~n

que se supone valida la relacién (H')t = H. Luego las expresiones con o sin acento son

intercambiables, sin mds que sustituir H por H t y viceversa. Esto simplifica mucho la exposicién
de la teoria, ya que a menudo mostraremos s6lo la mitad de las relaciones posibles, obteniéndose

las relaciones conjugadas de forma inmediata mediante los cambios

A - ﬁ,
H — HY,
v = Vi, (1.23)

y sus cambios inversos. Aqui A es un operador genérico que presente la version con y sin acento

(130
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De las definiciones anteriores (1.21,1.22), se obtienen las relaciones

Ol(ta, 1) = R =TU(iy,1),
Uf(t2,t1) = ein(tz—tl)/n=ﬁ(t1,t2). (1.24)

Supongamos, por ejemplo, que t2 > t1, y que V es un potencial absorbente (que destruye norma,)
cuando el sistema evoluciona de ¢; a t3, mientras que V1 tiene el efecto contrario (crea norma).
El operador U (ty, 1) describe por tanto una evolucién con H hacia adelante (de t1 a t2) en la que
se destruye norma, mientras que el operador ot (t2,t1) = U(t1,12) describe la evolucién inversa,
de t5 a t1, en la que se crea la norma perdida (Se entiende entonces que H destruye norma al
evolucionar hacia el futuro pero que la crea al evolucionar hacia el pasado.) La relacién que

generaliza la unitariedad del operador de evolucion es por tanto,
ﬁt(t2at1)U(t2at1) = 101)' (125)

Por supuesto, existe también la posibilidad de una evolucién con HY tanto hacia el futuro como

hacia el pasado, lo que lleva a la relacién paralela,
Ut(ta, 81)U (t2, 1) = Lop- (1.26)

Podemos ahora definir los operadores de Méller, {2, como

Q_+_ — lim e'th/he—-iHot/h
t——o00 ?
Q. = tl_l’I& ciHt/h—iHot/h (1.27)

donde el limite debe entenderse en el sentido fuerte. 2 se interpreta como en el caso hermitico:
relaciona las asintotas de entrada, que denotaremos de forma genérica como |gent), con los

estados de colisién que evolucionan con H, |14),

|"/’+> = Q+|¢ent)- (1.28)

Sin embargo, la interpretacién de Q_ es diferente. La exponencial de la izquierda en este caso
corresponde a una evolucién hacia atrds en el tiempo con H t. por lo que _ relaciona las

asintotas de salida, |¢sq), con los estados de colisién del “hamiltoniano” H oy,

[p-) = Q_|dsar)- (1.29)

Para recuperar relaciones similares al caso hermitico entre los operadores de Moller y el operador

de colisién es necesario introducir los operadores de Moller complementarios, (2,

0. = lim eHt/hg—iHot/h
+ t——00 ’
Q_ = lim /e iHot/h, (1.30)

t—o0
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El primero relaciona las asintotas de entrada |¢ens) con los estados de colision |9,) de HY, y el
segundo conecta las asintota de salida, |¢sq), con los estados de colision de H, \@.)
Con estas definiciones de los operadores de Moller se pueden generalizar las relaciones de

isometria y completitud asintética del caso hermitico. La generalizacién de la isometria sera
Loy =1, (1.31)

Recuérdese que la relacién resultante del intercambio de operadores con y sin acento también es
véalida (1.23).

La relacién (1.31) puede entenderse de forma intuitiva. Por ejemplo, en el caso QLQJF, el
operador de la derecha, €, actia sobre una asintota de entrada dando lugar a un estado de
colisién de H. La actuacién del segundo operador, fljﬂr, llevard ese estado de colisién hacia
atras en el tiempo (evolucionando con H) hasta la asintota en el pasado remoto, tras lo cual
evolucionar4 libremente, hacia adelante, volviendo al estado de partida.

Supondremos como premisa béasica que es posible la separacién del espacio de Hilbert en un
subespacio correspondiente a autovalores discretos (de H o H T), en general complejos, y en otro
subespacio asociado al continuo de energias reales y estados de colisién [6,7]. Las relaciones de

completitud asintética se generalizan entonces de la siguiente manera

AH)+ Q8L = 14, (1.32)
AH)+Q_QL = 1,
AEHD) + 0,00 = 1,,
AEY+ L = 1,,

donde A(H) y A(H') son, de acuerdo con la discusién final de la seccién previa, proyectores

sobre los estados del espectro puntual de H y H t,
AH) = 3 |ENE, (1.33)
k

AHY) = D |ENE-
k

En el caso hermitico corresponderian a la proyeccién sobre los estados ligados del sistema, de
energia real negativa. Por otra parte, los productos de operadores de Moller presentes en el
primer sumando de (1.32) son proyectores sobre los subespacios de estados de colisién, Ry o
Rpyt, de H o Hf, con asintotas de salida y entrada. Para los potenciales que satisfacen la
“condicién asintética” se supone que los rangos de los operadores de Moller verifican R(Q24) =
R(Q-) = Ra, y R(Qy) = R(Q-) = Ry




TEORIA FORMAL

La ortogonalidad entre A(H) y Ry, es decir entre los estados de colisién de H, [¢), y el
espacio de los vectores propios genuinos (normalizables) de H puede justificarse mediante la

relacion
(Ek|¢) _ (Ek|€th/he_th/h|¢> =0, (1.34)

ya que la integral es independiente del tiempo y podemos tomar los limites ¢ = 00 0 ¢t = —00 de
tal forma que el estado de la izquierda permanezca localizado en la zona de interaccién, mientras
que el derecho evolucione libremente como un estado asintético lejos de la misma.

Otro grupo de relaciones importantes son las ecuaciones de “entrelazado”, que ligan los

productos de los operadores de Moller con los hamiltonianos H y H,

HQy = Q4Ho,
H'O_ = Q_H,. (1.35)
Su obtencién se basa en el mismo procedimiento empleado en el caso unitario [4].
El operador de colisién, S, relacionard las asintotas de entrada con las de salida, S |pent) =
|psar). La definicién de los operadores de Méller utilizada permite expresar S como en el caso

unitario,
s=qlq,. (1.36)

En el caso no hermitico ya no es vélida la relacién de unitariedad Sts = lop- Sin embargo si

introducimos el operador S ,
§=010,, (1.37)

que no es mas que el operador de colisién que relaciona las asintotas de entrada y salida de H f,

encontramos, usando (1.32), (1.34), (1.36) y (1.37), la siguiente generalizacién,
StS = 881 = 1. (1.38)
Utilizando las relaciones de entrelazado se comprueba que
[S, Ho) = [S, Ho] = 0, (1.39)

pero la conmutacién con Hy no puede interpretarse como una conservacién asintética de energia

cinética excepto en el caso hermitico, ya que S no es unitario,

(¢sal!H0|¢sal) = (¢entIStSH0|¢ent) . (1-40)

La razén fisica es que en general el potencial complejo puede crear o absorber preferentemente

determinados momentos por lo que la energia final no tiene que coincidir con la inicial.




1.3 Teoria de colisiones estacionaria

1.3 Teoria de colisiones estacionaria

Con la introduccién de los operadores (1.27,1.30,1.36,1.37) es posible desarrollar la teoria
estacionaria de colisiones de forma paralela al caso hermitico. Con este fin se introduciran los
operadores de Green (o resolvente) y de transicién, para finalmente obtener la versiéon parame-

trizada de los operadores de Mdller y los estados estacionarios de colision.

Operadores de Green parametrizados

Se definen los operadores de Green parametrizados G(z) y G(z), para H y H' respectiva-
mente, como

1
z—H’
1

G(z) = —7 (1.41)

G(z) =

Las relaciones de Lippmann-Schwinger son formalmente idénticas al caso hermitico,
G(z) = G%2) + G*(2)G(z) = GO(z) + G(2)VGO(z), (1.42)

donde G°(z) = (z — Hy)™! es la resolvente del caso libre. Las relaciones paralelas para G(z) se
obtienen mediante (1.23).
A partir de la definicién de los operadores de Green (1.41) se puede demostrar la siguiente

relacién entre G y G
Gt(z) = G(z). (1.43)

Operadores de transicién parametrizados

Los operadores de transicién parametrizados para H y H t. que denotaremos como Tpp(2) ¥

Top(z) respectivamente, se definen como

Tp(z) = V+VG(2)V,
Tplz) = V4 VIGEV (1.44)

A partir de (1.42) se obtiene una relacién mas entre el operador transicién y el operador

potencial,
G(2)T(z) = G(2)V. (1.45)

Adems, de la definicién (1.44) y la propiedad (1.43) se obtiene una relacién entre los operadores
de transicién de H y Hf,
TH(2) = T(z"). (1.46)
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Operadores de Moller parametrizados

Con estos elementos podemos introducir los operadores de Méller parametrizados Q4(z). El
proceso es completamente paralelo al caso unitario. Por simplicidad lo examinaremos detenida-
mente sélo para Q_ y daremos el resultado final para el resto.

El operador §2_ puede expresarse en forma integral,
Q=15+ % /O % dt Byt gmiHot/h (1.47)
Si actuamos con este operador sobre una asintota |¢) se obtiene
Q_|6) = |6 + % /0 % gt cH My temiHot/h gy (1.48)

Tntroduciendo un factor de convergencial e, la relacién de cierre para las ondas planas (1.4)

y considerando que estas tiltimas son autoestados de Ho, la integral toma la forma
Q_|p) = |6) + / dp lim + [ deemiEim NIy ) () (1.49)
—oo a0t R Jo
Integrando en tiempos (el limite superior de integracién no contribuye debido al factor de con-
vergencia), e identificando el operador de Green parametrizado (1.41) se obtiene finalmente

w -~
Q_|¢) = lim [ dp[lep + G(E, — i)V ']IP)(pl¢)- (1.50)
e—0t —00
Esta expresién (y las equivalentes para el resto de operadores) induce a introducir los ope-

radores de Moller parametrizados (z) y Q(z),

Q2z) = lyp+GR)V,
Qz) = 1, +GR)VE. (1.51)

Estados estacionarios de colisién

Los estados estacionarios de colisién se definen como los resultantes de la actuacién de los
operadores de Méller parametrizados sobre las ondas planas. Son vectores propios no norma-
lizables, cuya relacién con las ondas planas es similar a las de los estados de colisién con las

asintotas dadas por la expresién (1.50) y las andlogas para el resto de operadores. Asi,

) = A =1+ gV P

) = 2N =1+ gV ) (152

'] factor, como en el caso hermitico, no modifica el resultado de la integral (1.48), que es en principio
absolutamente convergente, y permite en cambio definir la actuacién de los operadores de Moller sobre vectores
impropios como las ondas planas.
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donde se ha usado una notacién abreviada para los argumentos: () denotan a (B, + i¢) en el
limite € — 0.

Las relaciones para los estados resultantes de la accién de los operadores ﬁ(:l:), que denota-
remos por |p+), se obtienen cambiando H y V por H t y V1, y viceversa, segiin (1.23).

La relacién de entrelazado (1.35) permite interpretar estos estados: [p+) y [p—) son auto-
vectores (derechos) de H con autovalor E,, mientras que [p+) y [p—) son autovectores de H f
con el mismo valor propio.

Introduciendo la resolucién de la unidad en ondas planas (1.4) en las relaciones de comple-
titud asintética (1.32) se puede obtener nuevas expresiones para la resolucién de la unidad en

términos de los estados estacionarios de colision,

A+ [T aplp)FH] = Loy,

m+ [ -l = Lo (1.53)

La forma asintética de los estados de H, |p+) y |[p—), para valores grandes de |z| se obtiene
de 1a relacién entre el operador de Green y el operador de transicién (1.45), considerando que

la resolvente libre se comporta como

(2|G°(2) ") ::Fhﬁ eHPlle==ln, (1.54)

Si tomamos p > 0, el resultado es el siguiente,

wlp) = { ” m;ﬁ{—guip())gt =), orwo (1.55)
o T
[ T
5= ﬁiﬁzﬁ A e POV

Unas relaciones similares se obtendrian para los estados de colisién de H t s+ v lp—).

El estado |p+) corresponde a una onda plana de amplitud unidad entrante por la region
asintética de la izquierda més dos ondas salientes, una en la regién asintética de la izquierda y
otra en la de la derecha. |—p-+) tiene una interpretacién similar para una onda plana de amplitud

unidad entrante por la derecha. El estado |p—) corresponde a dos ondas planas entrantes, una
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por la izquierda y otra por la derecha, mas una onda plana saliente de amplitud unidad por
la derecha. El caso | — p—) es similar, con la onda, saliente por la izquierda. Las funciones
(z| + p+) y (z| & p—) serdn por tanto soluciones de la ecuacién estacionaria de Schrodinger
(1.10) con condiciones de contorno de la forma (1.58). Esta interpretacién permite identificar

las amplitudes de reflexién, Ry transmisién, T4 introducidas en la seccién 1.1.1,

2mim

R(p) = - > (—p|Top(sign(p))|p) ,
) = 1- Iy (sem)lp),
R) = ~ Gl - p),
Tr(p) = 1- 2% (p|Top(sign(p))| — ) (1.59)

En las expresiones anteriores p es de nuevo arbitrario. Para valores positivos del momento
corresponderan a las amplitudes de los estados |p+), mientras que para valores negativos a las
de los estados |[p—). Sustituyendo Top por ’fop en los miembros derechos de (1.59), se obtendrian

las amplitudes RY" y Th7 de los estados |p+) y |p—) de H t,

1.4 Amplitudes de colision
1.4.1 Representaciones del operador de colision

El operador de colisién “en la capa de energia” en una dimensién es una matriz dos por
dos que depende de la representacion seleccionada. En esta seccién nos centraremos en las
representaciones del operador S, pero el analisis para S es andlogo.

La representacién de momentos del operador S toma la forma?

(p|SIp') = 6(p — p') — 2im8(Ep — Ep)(p|Top(+)1p") - (1.60)

Si trabajamos en la capa de energia es conveniente eliminar la funcién delta de energia. Para
ello se usa la relacién

s(p—p) = %5(13,, — Ep)opp (1.61)

y se define la matriz S mediante

wlsi) = Doz, - B)@islp), (1.62)

2La deduccién de esta expresién es de nuevo andloga al caso unitario. Se utiliza la relacién entre S y los
operadores de Méller, cuyos elementos de matriz en la base de ondas planas pueden ser escritos de forma integral
para identificar finalmente la delta de Dirac en energias y el operador transicién.




1.4 Amplitudes de colisién

Usando (1.62) y (1.60),

2iTm
(pISIp') = Opp — W@ITop(Hlp’), P =+p, (1.63)

de forma que la matriz resultante tiene por elementos las amplitudes de reflexién y transmisiéon

(1.59),
_ (plS|p) (p|S| — p) _ Tl(p) R (p)
>= ( (-pISlp) (-»pIS|—p) ) B ( Ri(p) T"(p) ) . (1.64)

Otra representacién importante es aquella en la que la matriz de colisién es diagonal,

Sy = ( S‘]ép) Sl(zp) ) . (1.65)

Las amplitudes S;(p), j = 1,2, corresponden a los autovalores de la matriz (1.64), que se obtienen

resolviendo la ecuacién secular,

5 = (T'+T7) + (—1)1’[(? —T")* + 4R'R']7 (1.66)

La dependencia en p no se hace explicita para simplificar la notacién. Es importante ser cui-

dadoso con la interpretacién de la raiz ya que el radicando (T* — T7)% 4+ 4R'R" es un ndmero
complejo. En principio podriamos elegir un corte de rama y mantener el mismo criterio en todos
los calculos y aplicaciones. Pero la fase del radicando puede saltar de un lado al otro del corte de
rama para ciertos valores de p, lo que implicarfa discontinuidades en los valores propios Sj, y en
una serie de fases y cantidades relacionadas; en definitiva, un tratamiento matematico engorroso.
Para evitar este problema y mantener la continuidad entendemos la raiz z1/2 en (1.66) como la

funcién |z|'/2 exp[i arg(z)/2] definida en una superficie de Riemann con dos hojas Hy y Hy,

—r < arg(z) <, (Hi) (1.67)
m < arg(z) < 3w, (Hz) (1.68)

Los estados propios correspondientes a estos autovalores en la base de ondas planas serdn

1
uy) = = + ap| — )
l 0) \/2—}—1 (Ip) OI )
-1 /1

w) = —\{—|p)+]|— , 1.69

w) = = (5 +1-) (1.69)
(=T' +T7) + (—1)Y[(T* — T")2 + 4R'R"]2

2R" )

La representacién del operador de colisién en la base de ondas planas S (1.64), y la diagonal Sy

(

donde

a; = (1.70)

(1.65) estén relacionadas por la matriz C,

1 *
C=5{ =1 f‘i), .7
o)

Sl
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segin

Sy =CSCl. (1.72)

C es la matriz unitaria correspondiente al cambio de base entre la base de ondas planas y la base

de autovectores de S (1.69).

1.4.2 Propiedades

A continuacién estudiaremos las relaciones entre las amplitudes, ya sean Th" R™, Thr y
R o S;y §j, que se deducen de las relaciones entre los operadores de transicién para H y HT
(1.46), y de la generalizacién de la relacién de unitariedad (1.38). A lo largo de esta subseccién
trataremos p como una variable compleja. Las amplitudes serdn por tanto las continuaciones
analiticas de las amplitudes de argumento real (1.59) y (1.66). Las regiones del plano p complejo
donde exista la continuacién analitica dependeran del potencial particular estudiado. En este
punto simplemente supondremos su existencia y exploraremos las consecuencias de las relaciones
(1.38) y (1.46).

De la relacién (1.46) entre los operadores 1oy y Top, considerando la definicién de las ampli-

tudes en términos del operador transicién (1.59), se obtiene

(R (p))* = RM(-pY),
(T (p))* = Tr(-p"), (1.73)

que para las amplitudes Sj, teniendo en cuenta la relacién (1.66), queda de la forma
S;(p) = S;(=p")- (1.74)

La generalizacién de la relacién de unitariedad (1.38) en las distintas representaciones del

operador colisién (1.64,1.65) proporciona otra serie de relaciones entre las amplitudes: para la

representacién en ondas planas,3

™ (@*)T'(p) + R (")R'(p) = 1,
T"(p")R' (p) + B* ()T (p) = 0,
R@"T'p) + T (" )R'(p) = 0,
R@R @)+ T () = 1, (1.75)
y para la representacién diagonal
5075, = 1. (176)

3Recuérdese que si f(z) es analitica en una regién D, f*(z*) también lo serd en D*.
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Combinando (1.74) y (1.76),
8i(p) = S; (-p)- (1.77)

Estas relaciones merecen un comentario especial. En el caso hermitico S; = S5, y de la ex-
presién (1.76) se deduce que las amplitudes S; tienen médulo 1 para valores reales del momento.
En el caso no hermitico esto ya no es cierto, por lo que es conveniente introducir la siguiente

notacién para las amplitudes [8],
S;i(p) = n;(p)e* . (1.78)

A n;(p) se le denomina pardmetro de inelasticidad, y d;(p) es el desfasaje. Ambas funciones son
reales. El caso hermitico se recupera tomando n; = 1. Por otro lado, la relacién (1.77) en p =0

toma la forma

8;(0) = S;1(0). (1.79)

La igualdad anterior implica que S;(0) = +1, y por tanto, 7;(0) = 1, lo que tendra importantes
repercusiones en el comportamiento de los potenciales absorbentes para momentos en torno al

origen, como se detalla en la tltima seccién de este capitulo.

1.4.3 Singularidades de S;(p): Estados ligados, resonancias

Uno de los aspectos més estudiados de las colisiones con potenciales no hermiticos es el
significado de los polos de S;(p) en el plano p de momentos complejos y, en particular, sus
desplazamientos cuando a un potencial real se le ahade una parte imaginaria [9,10,11]. En el
caso unitario los polos de las amplitudes S;(p) pueden clasificarse segin su posicion en el plano:
los polos en el eje imaginario positivo corresponden a estados ligados, aquellos situados en el
cuarto cuadrante a resonancias, y los situados en el tercer cuadrante a antirresonancias. El caso
no unitario presenta nuevas posibilidades: polos en el primer cuadrante, que corresponden a
estados cuya norma crece exponencialmente con el tiempo, y polos en el segundo cuadrante,
que corresponden a estados cuya norma decrece con el tiempo [9]. Los polos en el semiplano
imaginario positivo estdn a la primera hoja de Riemann de la energia y por tanto al espectro
puntual de H. Eso permite identificar el polo como el momento correspondiente a una de las

energias de los estados |E).

1.5 Simetrias y sus consecuencias

La invarianza del sistema ante las operaciones de simetria permite obtener relaciones adi-
cionales entre las amplitudes que, aunque no son generales, simplifican el analisis de casos tan

comunes como el de potenciales simétricos. En particular, analizaremos las consecuencias de la
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invarianza ante transformaciones de paridad y ante el equivalente a la invarianza temporal para
el caso no unitario. En esta seccién nos centraremos en los operadores correspondientes a H.
Para H' las relaciones se obtienen utilizando (1.23).

1.5.1 Inversién temporal

Denotemos por © el operador de inversién temporal. Se trata de un operador antilineal

y antiunitario,

Oclyp) = cOY), (1.80)
eof = ole=1,, (1.81)

y su actuacién sobre los vectores impropios |z) y |p) viene dada por

Olz) = l|a},
©lp) = |-p) (1.82)

Al ser antilineal, la accién del adjunto serd
($,01) = (04, 9)" . (1.83)

(Con operadores antilineales es conveniente, para evitar errores, usar la notacion matematica de
los elementos de matriz en vez de la de Dirac.)

En el caso unitario el hamiltoniano del sistema conmuta con el operador de inversion tem-
poral. Esto permite relacionar los operadores de Moller . entre ellos y el operador colision
con su conjugado hermitico [4]. Para hamiltonianos del tipo (1.1), la conmutacién entre © y H

implica la siguiente igualdad entre los elementos de matriz del potencial ([Ho,®] = 0),
(#'|V|z) = (z|VT]z'). (1.84)

Esta relacién no se cumple para ninguno de los potenciales bajo estudio (1.5,1.6) salvo en el
caso hermitico V = V1. Luego en general los sistemas considerados no seran invariantes bajo
trasformaciones de inversién temporal. Sin embargo, para obtener una relacién similar a la del

caso unitario entre S y ST, es suficiente exigir que
©H = H'®O. (1.85)
Utilizando esta relacién y la definicién de los operadores de Moller se encuentra
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que permite mostrar, utilizando la relacién entre el operador colisién y los operadores de Moller
(1.36), la siguiente igualdad
s =o0'se. (1.87)

Si en la expresién anterior tomamos elementos de matriz en la base de las ondas planas, se

obtiene
(p|S|p") = (~p'|S| —p)- (1.88)

Teniendo en cuenta que p' = +p, esto implica
T =1T7. (1.89)

En los sistemas que verifiquen la condicién (1.85) la amplitud de transmision se denotara

simplemente T'. Si la estructura del hamiltoniano es (1.1), (1.85) es equivalente a exigir
(z|V|z") = (&'|V]=), (1.90)

que se verificar4 en particular para potenciales locales (1.5) y potenciales separables (1.6) en los
que x(z) = (z|x) sea una funcién real. La mayoria de potenciales estudiados en este trabajo seran
locales, por lo que la propiedad (1.89) permite simplificar notablemente muchas de las expresiones

presentadas en secciones anteriores. En este caso, o, definido en (1.70), sera simplemente

(RrRl)l/Z

o = (-1 "%

(1.91)

De la relacién CTC = 1 se deduce que los médulos de R" y R! son iguales. Es conveniente definir

e21(p) — _® (1.92)
[RrRl]l/Z ’

donde (p) es una funcién real. La matriz C tendra por tanto la estructura

1 1 e
C== ( TR ) . (1.93)

Con ello la relacién entre las amplitudes de la representacién en ondas planas y las de la repre-

sentacién diagonal del operador colisién serd

T = =
2 2 ’
[ R So — S1 oy 7’]062150 - ,,7162151
= e —é—— =€ 2 ,
21, 2i6
R = e%M _ iy e —me . (1.94)

2
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Por tltimo, los estados propios de S, (1.69), tendran la siguiente dependencia con las ondas

planas
lug) = —j—ium +eW —p)),
jug) = %(62”|p)—l~p>)- (1.95)

Se puede mostrar que los vectores correspondientes a S, |%;), son iguales a los definidos ante-
riormente. La relacién entre las amplitudes de reflexién con y sin acento que se deducen de la

unitariedad generalizada (1.75),
R™R" = R"R', (1.96)

permite siempre elegir las fases de las amplitudes de reflexién de modo que
$r— 1= — 1, (1.97)

o de forma equivalente, 2¢, — ¢, — ¢y = 2{5, — cz, — $l. El término de la izquierda es 4y (médulo
27) y el término de la derecha 45 (médulo 27) lo que implica que podemos siempre elegir la

relacién sencilla*
v(p) = 3(p)- (1.102)
1.5.2 Paridad
La actuacién del operador paridad, II, sobre los vectores impropios |z) y |p) viene dada
por
Mjz) = | —x)
Ilp) = | - p). (1.103)

El sistema serd invariante ante transformaciones de paridad si el hamiltoniano, H, y II conmutan.

Si esto sucede, los operadores de Moller y el operador de colisién también conmutardn con II, lo

4Otras propiedades de v serdn necesarias posteriormente para generalizar el teorema de Levinson. Puede
mostrarse, usando (1.73), y para p real, que

2vy(—p) = —2y(p) + 2nw, n=10,£1,%2,.. (1.98)
y por tanto
cos[27(—p)] = cos[2y(p)] (1.99)
Los posibles valores de <y en el origen son,
Y(0) = nm/2, (1.100)
lo que implica que
cos[2y(0)] = £1. (1.101)

En nuestro formalismo no aparece el caso cos[2y(0)] = 0, que considera en principio M. Sassoli de Bianchi, y que
tiene que descartar a posteriori por llevar a una contradiccién [14].
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que se comprueba inmediatamente sin mas que considerar la dependencia de los primeros con

el hamiltoniano (1.27,1.36). Luego en un sistema invariante ante la transformacién de paridad,
I, H] = [II,Q,] = [I,Q!} = [I1, ] = 0. (1.104)

Una consecuencia inmediata de la conmutacién entre II y S es la siguiente relacién,

(~p|SIp') = (p|S| —p), (1.105)
donde p' = =p, o de forma equivalente
T'p) = T'(p)
R'(p) = RMp). (1.106)

En este caso los superindices 7 y ! son superfluos y denotaremos las amplitudes de reflexién y
transmisién simplemente por Ry T'.

Si el hamiltoniano tiene la estructura Ho + V (1.1), el sistema serd invariante bajo transfor-
maciones de paridad si [II, V] = 0. (Téngase en cuenta que [Hy,II] = 0.) Esta condicién implica
la siguiente igualdad

(—z|V|z') = (z|V]| -2}, (1.107)
que se verificars, para potenciales locales simétricos ((z'|V|z) = V(z)d(z—z') = V(~z)d(z~2')),
independientemente de si son hermiticos o no, y para potenciales separables (1.6) para los que
x(z) = (z|x) sea una funcién de z simétrica o antisimétrica real. Para los potenciales de este
tipo las expresiones de las secciones anteriores se simplifican enormemente. La matriz C, las
relaciones de T 'y R con Sy y S1 y los vectores propios de S se obtienen tomando v = 0 en las
expresiones (1.93,1.94,1.95). Asi,

c:%(}i), (1.108)
mientras que la relacién entre las amplitudes queda

So+S1 _ moeo 4 p e

T
2 2 k
Sh— S8 2ib0 _ . 02101
R 0= o1 _ e  —me (1.109)
2 2
Por ltimo, los estados propios de S (1.69) tendran la siguiente dependencia con las ondas planas
1
w) = —=(p)+|-p)),
|uo) ﬁ(|p> | —p))
1
u) = —f= —|-p))- 1.110
|u1) ﬁm | —p)) (1.110)

Obsérvese que en este caso los estados |u;) no son més que las combinaciones simétrica (j = 0)

y antisimétrica (j = 1) de las ondas planas [12].
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1.6 Teorema de Levinson

El teorema, de Levinson en el caso unitario establece una relacién entre el desfasaje (1.78) en
el origen de momentos, 6;(0), y el ntimero de estados ligados del sistema. A pesar de ser uno de
los asuntos més estudiados en colisiones unitarias, pocos trabajos analizan el caso de potenciales
no hermiticos. Por ejemplo, en la ref. [11] se analiza el caso de colisiones en el espacio (3D), y en
la ref. [13] el caso de colisiones en una dimensién pero para un tipo particular de potenciales que
dependen linealmente del momento. En esta seccién generalizaremos el teorema para potenciales
no hermiticos en una dimensién siguiendo la deduccién realizada por M. Sassoli de Bianchi [14]
para potenciales unitarios.

Nos restringiremos al caso de potenciales para los que al menos se verifique la condicién
T™ = T*, es decir, potenciales que cumplan la condicién (1.90) o sean simétricos (1.107). Serd

conveniente exigir dos condiciones adicionales. La primera, que el potencial tenga soporte finito,

es decir,
, 0, siz<z_ o6z <z_
— 1.111
=Vie) {0, siz>zq 62 >z, ( )
La segunda condicién es que el comportamiento de las amplitudes para p — oo sea
1
S,=1+0 2) k=0,1. (1.112)

(Para energias altas (p grandes), el potencial apenas afectard la dindmica del sistema, y el
comportamiento serd igual al del caso libre.)

De hecho, es de esperar que la primera condicién pueda relajarse, y hemos comprobado con
modelos concretos (por ejemplo, el potencial separable del capitulo 2) que no es estrictamente
necesaria, aunque la mantendremos por simplicidad.

La condicién (1.112) exige que las amplitudes diagonales para p — oo sean iguales a la unidad,
y por tanto, n; = 1, j = 0,1 (1.78). El valor de la fase quedard sin embargo indeterminado en

una cantidad 2nw, con n entero. Convencionalmente se tomara
pll,%lo §(p) =0. (1.113)

En la primera parte de esta seccién introduciremos las resoluciones del operador unidad
en términos de los estados |u;) (1.95,1.110), y en términos de sus estados de colision que se
definirdn posteriormente. A continuacién se presentars el teorema de Levinson para potenciales

que cumplan (1.90), y por tltimo se particularizard para potenciales simétricos (1.107).

5En los iltimos afios existe un interés especial en el teorema de Levinson para colisiones en una dimensién
(véase el articulo [15] y las referencias citadas en él).
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1.6.1 Relaciones de cierre

Los estados |u;), j = 0,1 (1.95,1.110) son combinaciones lineales de ondas planas Ip), | — ),

con p > 0, linealmente independientes entre si. Por lo tanto forman una base completa,

o0
> / dp [u;)(u;| = Lop. (1.114)
j=0,170
Para potenciales simétricos la relacién no serd mas que la suma sobre las combinaciones
pares e impares de las ondas planas. En ese caso denotaremos los vectores (1.110) como |ug),

de forma que

) /Ooo dp [u3) (u] = Lop. (1.115)

§=0,1
Si introducimos la expresién (1.114) en la relacién de completitud asintética (1.32), deno-
tando por ju;+) y |G;+) los estados de colisién resultantes de la actuacion de los operadores de
Moller 2 y ﬁ+ sobre los estados |u;) (accién que queda definida por la relacion de éstos con
las ondas planas y la actuacién de los operadores de Moller sobre estas altimas), y utilizado la

forma del proyector sobre los estados del espectro puntual de H (1.33), obtenemos

o
> /0 dp luj+)(t; + | = lop, (1.116)

N o~
> |Ee)(Ex| +

donde N es el niimero total de estados discretos. Las resoluciones de la unidad (1.115) y (1.116)
serdn el punto de partida para la demostracién del teorema de Levinson. Ademds, haremos uso
de la forma asintética de los estados |u;+), que se obtiene ficilmente a partir de las expresiones
de los estados |u;) multiplicando en cada zona asintética (derecha o izquierda) la onda plana
saliente (|p) a la derecha y | — p) a la izquierda) por la amplitud S;, y dejando inalterada la

onda entrante con su correspondiente factor,

_L_[8.etp/htBe7) 4 (—1)ie~ipe/AtB-7] > g
uj+(2) = lzh[ ij(pm/ﬁ+ﬁ+7) ( J') —i(pz/fH-ﬁ—v)] =, (1.117)
E[e + (—1) Sje ]7 r<z_,
donde denotamos u;4(z) = (z|u;+) y
Br=1%(—1)11. (1.118)

En el caso de potenciales simétricos, la dependencia asintética se obtiene tomando v = 0,

mientras que la dependencia asintética de las funciones u?(av) = (x|u2) se obtiene tomando

Sj = v = 0 en las férmulas anteriores.
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1.6.2 Caso general (T' =T")

Si restamos las expresiones (1.116)-(1.115), se obtiene

N
Z/ dp (Juj+) (@ + | = |uj ZIEk Y(Eg- (1.119)

7=0,1
Si los elementos de matriz diagonales en posiciones de la expresion anterior se integran entre
¢ = —r y x = —r, donde £r son dos puntos en las regiones asintéticas de la derecha y la

izquierda respectivamente (finalmente tomaremos el limite r — 00),

/ ap ZTv 7(p,1 E dx (| B (Bil) (1.120)
Tr 7 denota la traza del operador 7,
Tr 7(p, 1) Z dx [uj 4 (z)U} 4 () — ug*(:v)ug* (z)]- (1.121)
_7 =0,1

Para el caso unitario 7 es el operador tiempo de retardo [14].
Considerando que los estados |Ej) estdn normalizados, la integral del miembro izquierdo de
(1.120), cuando r — oo, serd igual a menos el nimero de estados ligados, —N. En el caso de
potenciales locales, para resolver la integral en posiciones del primer miembro se utilizara la

siguiente relacién entre las funciones u y &,

hZ
ujt(2)ij, (2) = 2pamfg( z), (1.122)
donde 5 5 5
fi(z) = azA;Jr( )apug'+() A}‘+8p8w +(z). (1.123)

Esta relacién se obtiene considerando que las funciones u y % son soluciones de la ecuacion
estacionaria de Schrédinger (1.10) para V y V' respectivamente. Diferenciando la ecuacién de
Schrédinger para u;4 con respecto al momento, multiplicando por @, y usando la ecuacién de
Schrodinger para esta Gltima funcién, se obtiene el resultado (1.122). Para u®(z) se verifican
relaciones similares a (1.122,1.123), que se obtienen simplemente sustituyendo u;y y ;4 por ug.
Para potenciales no locales aparece un término adicional en la ecuacién (1.122). Sin embargo,
este término no contribuye a la integral (véase el apéndice A), por lo que podemos usar el mismo
tratamiento también en este caso. En lo sucesivo para simplificar la notacién denotaremos
mediante una prima (’) la derivada parcial respecto al momento.

El resultado de la integracién en (1.121) para cada j serd por tanto proporcional a

1 2ipn,
T 0 ! oy
f3l_ iy = 4p 5 +

+ z'cos(2fy) [(—1)it18;e%Pr/m 4 (—1)js;1e—2ipr/’i]}, (1.124)

(—=1)*"'2sen (2pr/h)
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que se obtiene, después de un calculo muy laborioso aunque directo, haciendo uso de las relaciones
entre las amplitudes S; y 5} (1.76), y entre v y ¥ (1.102).

Por tanto (1.121) tendra la forma,

m(oh+6 i (ny, M
’I‘I' , T = —_ 0 ! — a_ (—O' + _1)
7(ps7) p { P 2r \mo  m
L) (2@) So+ 85"~ 81— 87"
™ h 4
L ocosy) (@) So=Sy =Si+8 | (1.125)
p h 4

Discutamos separadamente las integrales en momentos (1.120) de los cuatro términos del
miembro derecho de (1.125). La integral del primer término, con el convenio (1.113), sera

_00(0) +61(0)

T

, (1.126)

La integral del segundo término dar4 lugar a funciones del tipo In7;(p) evaluadas en el origen
e infinito. De la propiedad (1.77) se deduce la nulidad en el origen de estas funciones y de la
condicién (1.112) la nulidad en el infinito; por tanto la integral del segundo sumando seré nula.

En la integral del tercer término aprovecharemos que la funcién %727’%@ se comporta, en el
limite r — 0o, como una delta de Dirac. Para ello es necesario extender los limites de la integral
al intervalo (—o0,00). Esto es posible debido a que el integrando es par, lo que se comprueba
facilmente sin mas que hacer uso de (1.77) y (1.99). Con estas consideraciones, teniendo en
cuenta la condicién (1.112) més la propiedad 7;(0) = 1, y la relacién entre S; y la fase d; (1.78),

el resultado sera®

cos[2(0)]
2
Como la traza de 7 y las integrales que acabamos de discutir son finitas, la integral del cuarto

(sen251 (0) — sen250(0)) : (1.127)

término debe también existir. La integrabilidad de ese término en el origen implica, debido a la

presencia del término p~! del integrando, la nulidad del numerador en p = 0,
cos[27(0)] { sen[dp(0) — 61 (0)] cos[dp(0) + 61(0)]} = 0. (1.128)

Como la funcién que multiplica al coseno oscilante cos(2pr/h) decae més rapido que 1/|p| cuando
p — 00, puede aplicarse el lema de Riemmann-Lebesgue, lo que permite mostrar que la integral
tiende a cero cuando r — oo.
Reuniendo todos los resultados, la ecuacién (1.120) queda de la forma,
m cos[2v(0)]
2

5La relacién trigonométrica sen®(d) = 471[2 — exp(26) — exp(—2:8)] facilita el célculo.

80(0) + 6:(0) = 7N + (sen?61(0) - sen?8(0) ) (1.129)
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que, junto con la condicién (1.128), permite una discusién similar a la del caso unitario [14]. De-
bemos considerar el comportamiento de las soluciones de la ecuacién estacionaria de Schrodinger
(1.10) cuando p = 0. Para un momento no nulo, la ecuacién estacionaria admite dos soluciones
linealmente independientes (por ejemplo, (z|p+) y (z| —p+), con p > 0). En el limite de p — 0,
estas soluciones, en el caso de existir, son constantes en las regiones asintéticas, pero no son
linealmente independientes. Por tanto existen unas relaciones entre las amplitudes de reflexién
y transmisién para p = 0: los coeficientes R'(0) y R"(0) deben ser iguales (los denotaremos

simplemente como R(0)), y ademds debe verificarse
+T(0) = 1+ R(0). (1.130)

Si incluimos la relacién entre los coeficientes (1.75) para p = 0, 2R(0)T'(0) = 0, las posibilidades

compatibles con la expresién anterior son:

e T(0) = 0y R(0) = —1, que corresponde a la solucién trivial de la homogénea (no existiria

estado de energia cero) y a probabilidad de reflexién unidad en el umbral (p = 0).

e T(0) = +1 y R(0) = 0, que corresponde a la existencia de un estado de energia cero (que
se comporta asintéticamente como una constante) y probabilidad de reflexién nula en el

umbral.

El comportamiento de estas soluciones permite desechar algunas de las posibilidades de
(1.129) compatibles con (1.128). Recordemos que el cos[27(0)] sélo puede tomar los valores +1
(1.101). Para que se cumpla (1.128) una de las posibilidades es que cos[6o(0) + 61(0)] = 0, y

para que sea compatible con (1.129) los valores del desfasaje deben ser:’

e Sicos[2v(0)] =1,

50(0) = (m—-1/2)m,

§(0) = nr. (1.131)
e Si cos[27(0)] = —1,

(5()(0) = mm,

00 = (n—1/2)r. (1.132)

"En principio existen dos posibilidades més, pero se descartan ya que dan lugar a dos estados de energfa cero
linealmente independientes.
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En ambos casos n y m son nimeros enteros sujetos a la restriccién n +m = N. De las
relaciones (1.94) se encuentra que corresponden a probabilidad reflexién unidad para p = 0.
La otra posibilidad® es que sen?d;(0) — sen?§y(0) = 0. En ese caso® (1.129) tiene la forma

80(0) + 61(0) = N y son compatibles los siguientes valores del desfasaje,

60(0) = mm,
&(0) = nm, (1.133)

5(0) = (m+1/2)r,
5(0) = (nt1/2)r. (1.134)

De nuevo n y m son enteros con la restriccién n+m = N. De las relaciones con las amplitudes de
reflexién y transmisién (1.94) se encuentra que corresponden a casos de probabilidad de reflexién

nula para p = 0.

1.6.3 Caso simétrico

El teorema de Levinson para potenciales simétricos es mds sencillo al permitir discutir se-
paradamente el caso par e impar. Denotemos por P; el proyector sobre el espacio par, j = 0,
o impar, j = 1. La paridad bien definida de los estados |u;+) y |Ex) permite desarrollar estos

proyectores como
N; R 0
Py = 1Bl Byl + [ dp )@ + | (1.135)
k=1

En esta expresién denotamos por |E;x) los N; estados del espectro puntual de simetria par,
4 =0, o impar, j = 1.
Para el caso libre,

PO = /0 ” dplud) (2. (1.136)

Restando (1.135)-(1.136), obtendremos dos relaciones independientes, una para los estados

pares y otra para los impares, de la forma,

oo N; N
| dpllug )@ 41— ) 1) = = 3 1Fje) (B (1.137)
k=1

8La posibilidad de que ambos términos sean nulos (sen y cos) no es compatible con (1.129).
9Se usa la relacién sen?a — sen?8 = sen(a — B) sen(a + ).
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Si procedemos como en la seccién anterior, tomando elementos diagonales de matriz e inte-

grando,
©., P
/0 dp, T 7i(p,7) = Z/ do (| By (Bjikl2), (1.138)

donde
Tr 7j(p,7) = % /; dm[uj+(a:)ﬁ;_|_(a:) - ug*(m)ug*(w)] , (1.139)

Siguiendo un procedimiento completamente andlogo al de la seccién anterior se obtiene

m 6’. Z 77'.
Tr 7j(p,7) = —[—J*——j
J plm 2mn;
4 (=1)i+1 (@1)2—5} ST
p [ 4
(-1y (2pr> Si = Si"
— | — 1.14
+ = cos { — 5 , (1.140)

por lo que el resultado de las integrales (1.138) en el limite r — 0o sera
§;(0) = 7N; + (-1 itz 5 sen®4;(0), (1.141)
para j = 0,1. El equivalente a la condicién (1.128) sera en este caso
sen24;(0) = 0. (1.142)

La ecuacién (1.141) y la condicién (1.142) permiten una discusién del comportamiento del
desfasaje en el origen andloga de nuevo al caso unitario. Ahora las posibilidades compatibles

con las soluciones en el umbral de la ecuacién estacionaria de Schrédinger son:

e 50(0) = (No — 1/2)7 y 61(0) = N1, que por la relacion (1.109) entre los desfasajes y las
amplitudes de reflexién y transmisién corresponde a T' (0) = 0 y R(0) = —1 (probabilidad

de reflexién unidad en el umbral).

e §,(0) = Nom y 61(0) = N1, que corresponde a T(0) = 1y R(0) = 0 (estado de energia

cero par).

e 60(0) = (Ng — 1/2)m y 6:1(0) = (N1 + 1/2)m, que corresponde a TO)=-1y R(0)=0

(estado de energia cero impar).
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1.7 Dependencia temporal

La evolucién temporal de un estado arbitrario, |1(0)), vendrd dada por la ecuacion de

Schrédinger dependiente del tiempo (1.7), que tiene como solucién formal

[ (8)) = U(8)1(0)), (1.143)

donde U(t) es el operador de evolucién (1.21) y |1(0)) es el estado en el instante inicial, que
se elige convencionalmente como ¢ = 0. Puede corresponder al instante de preparacién en un
experimento, o al instante en el que se comienza el clculo en simulaciones numéricas. La teoria
de colisiones expuesta en secciones anteriores permite relacionar la evolucién de 3 con los estados
estacionarios de H (1.52), y reducir (z|1(t)) al calculo de una integral simple. Si introducimos la
resolucién de la unidad (1.53) en la ecuacién (1.143), suponiendo que |1) pertenece al subespacio

de estados de colisién, obtenemos

(alp@) = [ doalp+)e™ " 5+ W(O). (1.144)

Supongamos adem3s que el estado inicial se encuentra a la izquierda del potencial, sin solapar
significativamente con él. Si utilizamos la relacién de isometria (1.31), el solapamiento entre el

estado de colisién y 7 puede escribirse como

B+ 1$(0)) = (P|, Qs | dent (0)) = (pldent (0)), (1.145)

donde |gent(t)) es la asintota de entrada del estado de colisién [(2)). Como 1(0) se encuentra en
la zona asintética, la tentacién es identificar (p|¢ent(0)) con (plt(0)). Sin embargo, J. G. Muga,
S. Brouard y R. F. Snider [16] demostraron que, aunque el estado se encuentre en una zona
asintética, esta identificacién es en general errénea debido a la presencia de momentos negativos.
Para analizar correctamente el factor (§ + |#(0)) debemos tener en cuenta el comportamiento

del estado (p + | para z = —o0,

3 _ [ (o) + By (—plp(0)), >0
‘p““"”(””‘{TT(—p)*@1¢(£>, ! p <. (1.146)

Usando las relaciones entre amplitudes (1.73) en (1.146), y separando la integral (1.144) en

contribuciones de momentos positivos y negativos, se encuentra que

ey = | ” dp (zlp+)e B plp(0))

+ [ dp e O ()l + R el —ph] (1147
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La cantidad entre corchetes, [...], debe ser la amplitud de un estado propio del hamiltoniano H,
puesto que es una combinacién lineal de dos estados propios. Podemos identificarlo examinando
su comportamiento asintético a derecha e izquierda,

(z|p) + R (p){z| —p), = — —00
[] - {Tl(p)<$|p), T — 00. (1.148)

Recuérdese que en estas expresiones p es negativo. El estado propio puede por tanto identificarse
con [p—), (p < 0), que constituye la continuacién analitica de [p+), (p > 0) (obsérvese que la
dependencia asintética tiene la misma forma para ambos estados, pero su significado fisico es di-
ferente puesto que los términos entrantes de un caso son salientes en el otro). Esta identificacion
nos permite escribir expresiones sencillas para la funcién de onda en las zonas asintoticas.

En particular, para £ — oo,

@lp@) ~ [~ dpT'@)aip)e ol (0) (1.149)

En contra de la intuicién clasica, ha de incluirse en la integral la contribucién de momentos
negativos, que formalmente se obtiene mediante la continuacién analitica de la amplitud de
reflexién. De forma similar, para  — —o0,

(@lp®) ~ [ dplialp) + (al = )R @))e 5 ol (0)) (1.150)

En esta expresién se considera la contribucién tanto de la parte incidente como de la reflejada a
la funcién de ondas. Si (p|1(0)) es nula para momentos negativos, para tiempos suficientemente
grandes sélo permanecer a la izquierda del potencial la parte reflejada del estado, que vendra
dada por el término [(z| — p) R!(p)]- Bajo las condiciones anteriores se puede expresar de forma
sencilla las probabilidades de reflexién (R) y transmisién (7) para 1. Intercambiando el orden

de integracién se muestra que

R

0 [¢%)
/ dz (o, D) = /0 dp |R(p) (pl9(0))[?,

-0

T = [T lr(e0f = [ do 17'0) GO (1.151)

1.8 Tiempos de retardo

El tiempo de retardo es una de las cantidades bésicas para caracterizar procesos de colisién
cudnticos. Para el caso unitario, F. T. Smith defini6 una matriz de tiempo de retardo en
términos de la matriz de colisién S y su derivada respecto a la energia, Q = iSdSt/dE, [17).
Los elementos diagonales pueden interpretarse como la suma sobre contribuciones de diferentes

canales de salida para el canal de entrada, que denotaremos por o, Qaa = 22g |Sas |2Atq g- Cada
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uno de los retardos parciales Atqg da el tiempo de retardo de un paquete saliente en el canal 3
con respecto a un paquete incidente cuya representacién de momentos toma valores apreciables
en un entorno pequefio de E en el canal de entrada a.

Anélogamente al caso unitario, se pueden definir varios retardos (parciales) en el caso no

hermitico. Para la representacién diagonal (1.65), los retardos son

2hm 0
"7 = ——,
p Op
2km 00,
o= Zhmooh 1.152

donde dg; son los desfasajes correspondientes (1.78). Para la representacién en la base de ondas

planas (1.64) los retardos parciales de transmisién y reflexién seran

r hm 6¢Rr,l
7,1 = —
R p Op
hm 8¢T1',l
o = ———— 1.153
TT i p ap ? ( )
donde ¢gri y dpri son, respectivamente, las fases de R™ y T, R™ = |R™|exp(igprt) ¥

T7 = |T™| exp(idpri)-

Como en el caso unitario [18], bajo determinadas condiciones los tiempos de retardo (1.153)
pueden relacionarse con la diferencia entre la evolucién libre y con potencial de un estado
arbitrario 1. Supongamos que 7 se prepara a la izquierda del potencial y que (p|+(0)) es no
nula sélo para momentos positivos. Para tiempos (asintéticos) posteriores a la colisién se pueden

definir las posiciones promedio de los paquetes reflejados y transmitidos como

(@) = [, dz z|prr(z,t)]?
BT =1 do [Yrr(z, )2

(1.154)

donde g T se calculan con las expresiones (1.149,1.150). Evaluando en primer lugar la integral

en z, se encuentra

@n = [ do KplONP IR [+h g — Lo hiom] |
R Jo op m op
@r = 2 [ do eI I [-h g0+ Eenden] . (155)
T Jo dp m op
donde ¢y es la fase de (p|(0)). Para el estado que evoluciona libremente, la posicién promedio
se obtiene a partir de (z)r tomando 7 = 1, T = 1 y ¢ = 0. Si la funcién (p|(0)) estd
muy “concentrada” en torno a un momento p. y los médulos de las amplitudes de reflexién y

transmisién varian suavemente en ese entorno, las expresiones anteriores pueden aproximarse
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por
~ [, _ P 0
@)y ~ [ac + 232y ] (1.156)
- ‘'m Op T ;o=;oc7 )

donde z, es la posicién promedio inicial. Para la parte transmitida del estado, el término que
depende de la derivada de la fase es el retraso (adelanto) respecto a la posicién promedio del
paquete libre. El tiempo de retardo (avance) vendra entonces dado por el tiempo de retardo
estacionario de transmisién (1.153). Para la parte reflejada la interpretacién es ligeramente
diferente. El término entre corchetes en la expresién de (z)r para ¢p = 0 es el movimiento
de la posicién promedio de un estado que evoluciona libremente en sentido opuesto al original,
con valor inicial —z.. El tiempo de retardo estacionario de reflexién no es méas que el retardo

(avance) de (z)r respeto a la posicién promedio de ese segundo estado.

1.9 Potenciales absorbentes

Los potenciales considerados en esta Tesis (1.5,1.6) se pueden descomponer de la forma
V = Vg + iV;, donde Vi y Vi corresponderdn a la parte real e imaginaria del potencial.!®
Supongamos la colisién de un estado normalizable arbitrario con un potencial complejo de la
forma anterior. La no unitariedad implica que la norma puede variar durante este proceso y
por tanto, para tiempos asintéticos posteriores, no serd en general igual a la norma previa a la
colisién. Si la norma es menor el potencial actiia como absorbente, mientras que si es mayor
actia como creador.

A partir de la ecuacién de continuidad para la evolucién de un estado genérico 1 puede

encontrarse una interesante relacién entre el potencial y el ritmo de absorcién (creacién) [19],

dN

v ($VIlY), (1.157)

donde N es la norma del estado en un instante ¢,

N= /°° dz (2, 1), (1.158)

Para que el potencial sea absorbente basta con que el miembro derecho de la ecuacién
(1.157) sea siempre negativo. Esto se asegura si la parte imaginaria del potencial es negativa.

Debido a este hecho a menudo se confunden los términos “potencial absorbente” con “potencial

1 - . . .z 1z
OPara potenciales locales la descomposicién corresponde a la separacién de la funcién V(x) en parte real e
imaginaria, mientras que para potenciales separables a la parte real e imaginaria del coeficiente v.
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con parte imaginaria negativa”. Lo segundo implica lo primero, pero no por ello es la dnica
posibilidad, y como veremos a lo largo del capitulo 3, ni siquiera la éptima. En general un
potencial absorbente para un estado determinado podria no serlo para otro estado diferente.
Por lo tanto, seria necesario precisar el conjunto de estados para los que el comportamiento es
absorbente.

Supongamos que la particula incide contra el potencial desde la izquierda e inicialmente s6lo
tiene momentos positivos. Si estd normalizado a la unidad, la absorcién, entendida como la
fraccién de norma que es absorbida durante todo el proceso y que denotaremos por A, puede

escribirse como o
a=1- ["dp (RGP +T'0)P) kO (1.159)

donde hemos utilizado las expresiones asintéticas (1.151). En la expresién anterior se puede

identificar la probabilidad estacionaria de supervivencia, P;(p),
Py(p) = |R'(p)]” +IT'(0)I?, (1.160)

y la probabilidad de absorcién estacionaria, 1 — Ps(p). Diremos que un potencial es absorbente
en un intervalo de momentos determinado, Ap, si Ps(p) < 1 para todos los momentos del
intervalo A,. El absorbente ideal serfa tal que P;(p) = 0 para todo momento p > 0. Sin
embargo, a partir de consideraciones generales, se puede mostrar que este comportamiento no
es posible. La expresién (1.79) muestra que la absorcién para p = 0 debe ser nula y por
continuidad, también lo debe ser en un pequefio entorno del origen. Aparte de esta dificultad
intrinseca, tampoco se han encontrado potenciales que sean estrictamente absorbentes salvo
en un conjunto de momentos discretos. Ademds, las aplicaciones préicticas con potenciales
absorbentes suelen conllevar algunas exigencias adicionales, que dificultan ain més la labor
de encontrar uno adecuado. En el capitulo 3 profundizaremos en aspectos concretos de este

problema.
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Capitulo 2

Modelo analitico

2.1 Introduccién

El objetivo de este capitulo es ilustrar algunas de las relaciones formales del capitulo ante-
rior utilizando un potencial especifico, siguiendo los resultados expuestos en las referencias [20]
y [21]. En el estudio estacionario de las colisiones prestaremos especial atencién al calculo de
las amplitudes, tanto de reflexién y transmisién como diagonales, y al significado de las singu-
laridades (polos) de estas tltimas. También trataremos los tiempos de retardo asociados a cada
una de las amplitudes, aspecto especialmente interesante ya que presenta posibilidades que no
ocurren en el caso unitario, como tiempos de retardo de reflexién y transmisién asimétricos.
Ademss, obtendremos una expresién analitica para la dependencia temporal de la colisién de
un paquete particular con el potencial. Esta ilustra el efecto de la asimetria de los tiempos de
retardo en el caso no hermitico, asi como diferentes aspectos de las colisiones unitarias, algunos
bien conocidos, como el decaimiento exponencial, y otros no tanto, como por ejemplo el régimen
previo al decaimiento exponencial, las deformaciones debidas a resonancias, el comportamiento
a tiempos cortos o muy largos, las interferencias entre componentes libre y de colisién, el efecto
de polos “espiireos”! y otras singularidades en el plano de momentos complejos.

El potencial modelo es un potencial separable,

V = x)#(x|, (2.1)
que queda especificado por la representacién en momentos o de posiciones de |x),
1/2 1
2q3 1 a\? -is
e — - [ T = { — [ 2.2
(7lx) (W) Tz @=(3)e (22)

La naturaleza no unitaria del potencial vendra dada por valores complejos del coeficiente ©. p

y % denotan aqui el momento y la posicién dimensionales, y a es un momento caracteristico

1Los polos “espireos” son polos de la matriz S que no aparecen en los elementos de matriz de la resolvente.
La denominacién puede llevar a error, puesto que, como veremos, tienen consecuencias fisicas {25].
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del sistema (anchura a mitad de altura de |(p|x)|?). A lo largo de este capitulo reservaremos la
notacién sin tilde para variables adimensionales que permiten una presentaciéon mas compacta
de los resultados.

El potencial separable definido por (2.2) ha sido utilizado en un gran nimero de trabajos
previos con diferentes propésitos [22-29], aunque siempre en el caso hermitico (9 real).

Si introducimos el momento (p), posicién (z), tiempo (t), y energia del potencial (v) adi-
mensionales, que estaran relacionados con las cantidades dimensionales por p = p/a, T = aZ/h,
t = a’t/(mh) y v = mii/a?, (2.2) queda de la forma

1/2
oo = (2) " e (eb0 = e 2.3

2.2 Colisiones estacionarias

El operador transicién parametrizado (1.44) para un potencial separable arbitrario? y para

una energia compleja z puede expresarse como

_ Ixvixl
Top(z) 1= U(XIGO |X) ’ (2.4)

donde G°%(z) = (z — Hp)™! es la resolvente del caso libre. Esta expresién se puede obtener

a partir de las relaciones de Lippmann-Schwinger para el operador de Green (1.42) mediante
simples manipulaciones algebraicas.
El término (x|G°(2)|x) de (2.4) puede evaluarse ficilmente introduciendo la relacién de cierre

en momentos (1.4) dos veces e integrando en el plano complejo,

2(q + 2i)

prn )2 Img >0, (2.5)

XIG°(2)Ix) =

donde se ha definido ¢ = tv/2mz como la raiz con parte imaginaria positiva (corresponde a la
hoja de Riemann de la energia 0 < arg(z) < 27). ¢ tiende a |p| cuando z tiende al valor real
p?/2m desde arriba en el plano complejo, y a —|p| desde abajo. Si introducimos (2.5) en (2.4)

se obtiene la expresién del operador de transicién parametrizado para el potencial separable

2
To(&) = ) 252 (2:6)
donde C(g,v) es el polinomio
C(g,v) = q(q+1)% — 2v(q + 2i). (2.7)

?Las propiedades generales de un potencial separable han sido examinadas con detalle por G. C. Ghirardi y
A. Rimini [30]
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Es habitual y conveniente continuar analiticamente estas expresiones en el semiplano inferior
g (correspondiente a la hoja de Riemann de la energia 27 < arg(z) < 47.) g es en definitiva
un momento complejo y también usaremos la notacién p cuando ello no se preste a confusion.
Mantendremos la notacién g en integrales o elementos de matriz en los que conviene subrayar
la. forma en la que se ha de obtener la expresién final.

Como (z|x) es una funcién simétrica de z, el potencial es simétrico (véase la seccion de
simetrias del capitulo 1), por lo que no es necesario distinguir entre incidencia desde la izquierda
o desde la derecha en las amplitudes de reflexién y transmisién. Las amplitudes se obtienen de

su relacién con el operador de transicién (1.59),

—iY
B = xvw
X
T = ——= 2.
X +iY’ (28)
donde X e Y son los polinomios,
X =pp*+2(1 —v)p’+(1—-60)], Y =4v. (2.9)

(Tanto para incidencia por la derecha como por la izquierda p debe ser una cantidad positiva en
esta expresion.)
Utilizando la relacién (1.109) se obtienen las amplitudes de la representacién diagonal de la
matriz de colisién (1.65), Sj,
(P + ’i)zc*(p*, ’U*)
(p—i)2Clp,v) ’
S = mef"=T-R=1. (2.10)

Sy = me? =T +R=

Recordemos que los estados propios correspondientes no son més que las combinaciones simétrica
(para Sp) y antisimétrica (para Si) de las ondas planas.

Una peculiaridad de este potencial es su transparencia para las ondas antisimétricas (S =1),
por lo que el pardmetro de inelasticidad y el desfasaje serdn independientes del momento e iguales
an=1,46=0.

Las probabilidades estacionarias de reflexién, transmisién y absorcién pueden escribirse en

términos de los desfasajes y de los factores de inelasticidad, véase (2.10),

—1\2
R E|RP:(%2 )-+mﬁﬁw@
1\ 2
T = ]T|2=(noz—1) +770C082(50)
A = 1——7'—7%:1—%(77(2)—}-1).

En particular, la absorcién méaxima ocurre cuando Sy = 79 = 0.
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2.2.1 Resonancias y estados ligados

Como sefialamos en el capitulo 1, es ttil identificar las singularidades de las amplitudes
en el plano p complejo por su relacién con estados ligados o resonancias. En este caso S1 no
tendra ninguna singularidad, mientras que Sp tendrd un polo doble espureo e independiente
del valor del potencial en p = i, una raiz doble de la misma indole en p = —i y el resto de
polos y ceros corresponderéan a raices de los polinomios C(p,v) y C*(p*,v*) respectivamente.
El polinomio C(p,v) tendra tres raices que denotaremos como p;, j = 1,2,3. De la relacion
entre los polinomios se encuentra que las raices de C*(p*,v*) estdn en —p;, que no es mas que
la manifestacién de las propiedades de simetria de Sy discutidas en el capitulo 1.

Las trayectorias de las raices de C(p,v) (polos de Sp) en funcién del parametro del potencial

en el caso unitario (v real) fueron descritas en [25]. Se pueden distinguir los siguientes casos:

e Siv < (=11 —5v/5)/4, se tiene un polo en el eje imaginario positivo, que corresponde a
un estado ligado (los potenciales separables en el caso unitario admiten un dnico estado
ligado [30]), y dos en el eje imaginario negativo. Cuando v = (—11 — 5v/5) /4, los polos en

el eje imaginario negativo coinciden en p =~ —2.62:.

e Si(—11— 5v/5)/4 < v < 0, se mantiene el estado ligado, pero los otros polos se sitdan de
forma, simétrica en torno al eje imaginario negativo, uno en el tercer cuadrante y el otro

en el cuarto.

e Si v = 0, los polos del semiplano imaginario negativo vuelven a coincidir en p = —1,

mientras que el polo que correspondia al estado ligado se sitda en p = 0.

e Si0<v< (—11+ 5v/5), los tres polos estdn en el eje imaginario negativo, y cuando
v=(-11+ 5v/5), dos de los polos coinciden en p ~ —0.38:.

e Siv>(—11+ 5v/5) un polo permanece en el eje imaginario negativo mientras los otros se
sitfian simétricamente en torno a él, en el tercer y cuarto cuadrante, y mds préximos al

eje de momentos reales cuanto mayor sea el potencial.

En general, la adicién de una parte imaginaria al potencial (v complejo) desplazard los polos
de su posicién unitaria. Por simplicidad, nos centraremos en potenciales con parte imaginaria
negativa (que corresponderén a absorbentes) y parte real Re(v) > (=11 + 5v/5), el ultimo de
los casos unitarios descritos, y en principio el més interesante ya que corresponde al intervalo
de v en el que aparecen resonancias. En este caso los polos con parte real de signo opuesto a

ambos lados del eje imaginario negativo, que denotaremos por p; y pg respectivamente, seran
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los polos resonante y antirresonante de So. La tercera raiz, en el eje imaginario negativo, ps,
estarad asociada a un estado virtual que se aproxima a —2¢ cuando v — oo.

En el caso unitario, el polo resonante da lugar a un pico en la probabilidad de reflexién para
v > 1/6 [25], o, equivalentemente, un minimo en la probabilidad de transmisién. En la figura

2.1 se ofrece un ejemplo de este comportamiento.

1.0 e

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0 coeey ; ; = :
0 1 2 3 4 5 6

Figura 2.1: Probabilidades de transmisién (lineas superiores) y absorcién (lineas inferiores) para Re(v) =
5: Im(v) = 0 (lineas continuas), Im(v) = —0.8 (lineas a trazos) e Im(v) = —20 (lineas punteadas).

Obsérvese también el minimo en la probabilidad de transmisién a energia cero relacionado
con el efecto combinado del polo virtual ps y el polo doble espireo en p = ¢ [25]. El polo
resonante, cuando ests suficientemente préximo al eje real, produce una variacién rapida del
cambio de fase de aproximadamente 7, como se muestra en la figura 2.2.

En una colisién arbitraria las variaciones rapidas de la fase dan lugar a un miximo o a
un minimo del coeficiente de reflexién, dependiendo de la fase de fondo, (6y — 01)pg- Nuestro
potencial separable provee un maximo en el coeficiente de reflexién, mientras la barrera cuadrada
es un ejemplo bien conocido de minima reflexién en la resonancia.

Cuando v es real, para cada polo de Sy en p; hay un cero en pj, que denotaremos por Zj. La
distancia desde cualquier p real a ambos puntos, (polo y cero) es igual, de forma que Sp factoriza
en contribuciones de médulo unidad para cada par cero-polo [25]. Sin embargo, la adicién de
una parte imaginaria a v rompe esta simetria. En particular, si se afiade una parte imaginaria
negativa, el cero Z; estard més préximo al eje real que el polo pj, y existird absorcion en la

proximidad del par porque |p — Z;|/|p — p;| < 1.
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Figura 2.2: 8o(p) frente a p para Re(v) = 5: Im(v) = 0 (linea continua), Im(v) = —0.3 (linea punteada)
e Im(v) = —20 (linea a trazos).

La figura 2.3 muestra el movimiento de los ceros y polos de Sp cuando —Im(v) se incrementa.
El par cero-polo resonante se mueve hacia la bisectriz del cuarto cuadrante, y el par cero-polo
antirresonante hacia la bisectriz del segundo cuadrante.> Cuando se alcanza el valor critico
Im(v) = I, el cero Z; asociado con el polo resonante cruza el eje real y So (y por tanto no) se
anula para el momento real del cero, lo que dara lugar a un valor maximo de la absorcién (2.11).
Simultdneamente, el polo antirresonante cruza el eje real negativo y se sitiia en el semiplano
imaginario positivo, por lo que ahora debe interpretarse como asociado a un estado del espectro
puntual cuya norma decrece con el tiempo. La aparicién de este nuevo estado provoca un salto
en el valor del desfasaje dp para p = 0, como se muestra en la figura 2.2, que puede interpretarse
con ayuda del teorema de Levinson presentado en el capitulo 1. Como el potencial es simétrico y
la probabilidad de reflexién es uno en el umbral (figura 2.1), el comportamiento de los desfasajes
en el origen debe ser: §,(0) = (No — 1/2)7 y 61(0) = Ny, donde Ny y Ny es el nimero de
estados del espectro puntual en cada caso (simétrico y antisimétrico). Ny es siempre cero, por
lo que ;(0) = 0, como se argumenté previamente para cualquier valor de p. Para Im(v) < I,
Ny = 0, por lo que §(0) = —=/2, mientras que para Im(v) > I. Ny = 1 debido al nuevo estado
localizado, y por tanto §(0) = m/2, como se muestra en la figura 2.2. En ese caso particular
I, = —0.223.

3En el caso de que la parte imaginaria fuera positiva, el cero-polo resonante se moverian hacia la bisectriz del
primer cuadrante, mientras que el par antirresonante lo haria hacia la bisectriz del tercer cuadrante. En este caso
Ip — Z;|/|lp — p;j| > 1 y por lo tanto el potencial crearie norma.
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Figura 2.3: Movimiento de los ceros (cuadrados) y polos (estrellas) de So en el plano complejo p para
Re(v) = 5 e Im(v) entre 0 y —20.

Si disminuimos atin mé4s Im(v) hacia valores mdas negativos, el par cero-polo se mueve
alejandose del eje real y la resonancia se ensancha hasta que el pico en la reflectancia finalmente
desaparece, como se muestra en la figura 2.1. Para Re(v) fijo, el comportamiento asintético
cuando Im(v) — —oo de las raices de C(p,v) es p; ~ [~Im(v)]*/2(1 - 1), pg ~ [—Im(v)]Y/2(i - 1),

y p3 ~ —2i. Por tanto el polo p; y su cero asociado Z; convergen, y la absorcidn desaparece.

2.2.2 Tiempos de retardo

El salto del desfasaje en p = 0 no es el tinico efecto del movimiento de los polos. Para
valores de Im(v) ligeramente mas negativos que I, la pendiente de dy es negativa en torno a
la resonancia, lo que fisicamente implica un tiempo de retardo (1.152) negativo (19 < 0), que
debe interpretarse como un tiempo de avance. Constituye un hecho singular de las colisiones no
unitarias, ya que en el caso hermitico los tiempos de retardo asociados a resonancias son siempre
positivos.*

La figura 2.4 ofrece una visién complementaria de la discusién anterior. Se representa la parte
imaginaria de Sy frente a la parte real (diagramas de Argand) desde un valor grande de p hasta
p = 0 y para cuatro valores de Im(v). Para interpretar éstas figuras es conveniente pensar en

las curvas como trayectorias dependientes del momento. Los casos representados corresponden

“En el caso unitario se encuentran tiempos de avance cuando el sistema tiene un estado ligado a energia cero
para potenciales reales atractivos [31].
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a: Im(v)=0 (caso unitario), Im(v) = I, Im(v) < I y Im(v) << L.

1.0
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Figura 2.4: Im(S,) frente a Re(Sp) para Re(v) = 5: Im(v)
espaciados de p), Im(v) = —0.223 (linea continua), Im(v) = —0.
punteada).

= 0 (circulos para valores igualmente
8 (linea a trazos) e Im(v) = —20 (linea

Para v real, Sy estd en un circulo de radio unidad con centro en el origen. Para valores
grandes del momento, el efecto de la colisién es minimo y So = 1. Cuando el valor de p decrece,
la trayectoria de Argand se mueve en sentido horario, pasando por el cuarto, tercer, segundo y
primer cuadrante consecutivamente, lo que corresponde a valores negativos del desfasaje entre
0y ~ —. Este movimiento se hace “mds ripido” en las inmediaciones del momento resonante.
8o ~ —m constituye un punto de retroceso de la trayectoria, a partir del cual se mueve en sentido
antihorario hasta llegar de nuevo a Sy = —1 para p = 0. En toda la trayectoria los valores de
8o son negativos (figura 2.2). Debido al retroceso, el efecto de la resonancia queda enmascarado
en el semiplano imaginario positivo de la figura 2.4, pero se hace especialmente evidente en
el semiplano negativo, donde a valores igualmente espaciados del momento le corresponden
puntos cada vez més separados, como consecuencia de la rapida variacién de dg. Para valores
de Im(v) < 0, la amplitud S deja de tener médulo unidad, y la trayectoria de Argand se
contrae, de forma especialmente notoria en el tramo que evoluciona en sentido horario. Si
Im(v) > I, el comportamiento del desfasaje es similar al caso unitario. Para Im(v) = I, la
trayectoria cruzard por el cero del diagrama, que corresponde a So =0 (maxima absorcién). Si
Im(v) < I, la trayectoria cruzard del cuarto al primer cuadrante pero sin pasar por el tercer y

segundo cuadrante. Luego dp tomard valores positivos lo que provoca un cambio en el signo de
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la pendiente de &(p), y por tanto en el tiempo de retardo asociado. Para valores decrecientes
del potencial, el cruce se produce en puntos cada vez més alejados del origen, por lo que la
pendiente se suaviza hasta finalmente desaparecer si Im(v) << I (En este caso la trayectoria

transcurre totalmente por el primer y segundo cuadrante.)

0.5 ./w"" T ./»-*"” T
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- // - // -
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E . 1 ; {
% \\ //l \\ //]

-0.5 . — . . : — .

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Re(R),Re(T)

Figura 2.5: Im(R) frente a Re(R) (curvas de la izquierda) e Im(T') frente a Re(T) (curvas de la derecha).
Re(v) = 5: Im(v) = 0.00001 (circulos para valores igualmente espaciados de p) e Im(v) = —0.25 (linea a
trazos).

En colisiones en una dimensién, las condiciones de contorno habituales corresponden a una
onda incidente desde un lado, y no a la combinacién discutida hasta el momento. Se deben
considerar entonces los tiempos de retardo asociados a las amplitudes de reflexion, 7g, y trans-
misién, 77, (1.153). Para v real, como consecuencia de la unitariedad de la matriz S (1.38), las
fases de T' y R solo difieren en un miiltiplo impar® de 7/2, de forma que los retardos asociados
a cada amplitud son iguales, T = 7r. Esta propiedad deja de ser valida cuando se le afiade una
parte imaginaria al potencial. T' tiene un cero para el momento (real) de la resonancia en el caso
unitario, que para valores de Im(v) negativos se mueve fuera del eje real y por tanto la derivada
de ¢ cambia de signo en torno a la resonancia. Este efecto es similar al discutido previamente
para dg, pero con el valor critico de Im(v) igual a 0 en vez de a I.. El andlisis es también similar,
aunque ahora los diagramas de Argand de Ry T (figura 2.5) no estdn centrados en el origen, ya
que para este potencial, R = So/2—1/2y T = Sp/241/2, de forma que Re(R) <0y Re(T) > 0.
La adicién de una parte imaginaria contrae de nuevo las trayectorias. Mientras que la fase de

R, $r, no sufre ningtin cambio dramdtico, la de T, ¢r, pasa a tomar valores positivos, como se

51,a relacién se obtiene de los elementos no diagonales de la ecuacién matricial §St = 1 para potenciales
simétricos.
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muestra en la figura 2.6, dando lugar a una asimetria de los tiempos de retardo asociados a cada
una de las amplitudes. La adicién de una parte imaginaria provoca la aparicién de un tiempo

de retardo negativo asociado a la amplitud de transmision.

6

P

Figura 2.6: ¢r(p) (lineas inferiores) y ¢r(p) (lineas superiores) para Re(v) = 5: Im(v) = —0.00001
(linea continua) e Im(v) = —0.25 (linea a trazos).

2.3 Régimen dependiente del tiempo

Existen pocos modelos que permitan un andlisis analitico de las colisiones cudnticas depen-
dientes del tiempo. Por ejemplo, W. Elberfeld y M. Kleber [32], describen la colisién de un
estado particular con un potencial delta de Dirac. Este modelo se ha empleado en algunas
aplicaciones [33]; sin embargo, su utilidad es limitada, ya que no admite resonancias. El po-
tencial separable supera esa carencia, y en esta seccién describiremos cémo es posible obtener
expresiones explicitas de la evolucién temporal de un estado similar al utilizado en [32]. La
representacién de momentos de ese estado viene dada inicialmente por una funcién lorentziana

(23 1
(p|L) = e™i%eP <?> e TETAL (2.11)
donde b est4 relacionado con la anchura de la distribucién de momentos, |(p|£)|?. ([2'/2—1]'/2b ~
0.64b es la anchura a mitad de altura). Consideraremos en todo el desarrollo posterior que el
valor esperado inicial de la posicién es menor que cero (z. < 0), lo que corresponde a preparar

el estado a la izquierda del potencial.
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La funcién de onda en un instante arbitrario de tiempo ¢ > 0 y posicién z puede obtenerse
usando una representacién integral del operador evolucién U(t) (1.21) en el plano ¢ de momentos

complejos en términos de la resolvente (1.41),
i —i
@U@IL) = 5= [ daalale ™G (IE). (2.12)

(Recordemos que z = q?/2 es la energia compleja). La integral de contorno I' va desde —oo hasta
+00 en el plano ¢ de momentos complejos pasando por encima de todas las singularidades de la
resolvente en el semiplano q superior (primera hoja de energias). Para v real esas singularidades
corresponden al discreto de estados ligados del hamiltoniano en el semieje ¢ imaginario positivo
y el espectro continuo en el eje real. Para un potencial con parte imaginaria negativa, podria
haber también un polo antirresonante en el segundo cuadrante.

La resolvente G(z) puede separarse en dos sumandos utilizando las relaciones de Lippmann-

Schwinger (1.42) e introduciendo el operador de transicion parametrizado, Top(2) (2.4),
G(2) = G°(2) + G°(2)Top(2)G(2). (2.13)

La descomposicién de la resolvente da lugar a una descomposicién paralela del operador evolucion
en una parte correspondiente al movimiento libre, Up = e~iHot vy yna parte de colisién, Us =
e—iHt _ g—iHot Utilizando (2.12), (2.13) y la forma explicita del operador de transicién para el

potencial separable (2.6), se encuentra que la parte libre y de colisién de la funcién de onda son

(el () = (lUn,1£) = 5 [ dae™Ins(0), 2.149)
donde

(@ = (al =76, (2.15)

o = (ot e, 216)

z— Hp C’(q) ( lz-—H()

Los elementos de matriz involucrados pueden obtenerse desarrollando el hamiltoniano libre
en funciones propias del momento y utilizando técnicas de integracién de contorno. Insertando
el resultado en las integrales (2.14), la parte de colisién se puede descomponer en seis términos
Yn, n = 1,...,6, y la parte libre da lugar a un término adicional 1. Estos términos tienen la
forma, general

b = Kn /F dq Ru(gqle™ e ¥ n.=0,...,6. (2.17)

K, y Y, son factores independientes de ¢, y R,(g) es una fraccién racional con L, polos en g,

[ =1,..,Ly,. Todos los polos son de primer orden, exceptuando posiblemente un polo de segundo
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orden en ¢q = i. Los coeficientes de (2.17) seran

p3/2 v e~ 1Tl g—iTe (pe+ib)
Ky = —, K =—b? Ky=-K 2.18
0 w0 Ot P YB[1 + (pe + ib)2] (2.18)
K K e-(ll‘l_l'c) K K —|:l:| (2 19)
3 = - 1[b2+(’i—pc)2], 4 = 1€ .
Kt ek e’ 2.20
Ky = — =— .
5 Vbl + (pe +ib)?]” ©° Vi + (G — po)] (2.20)
Ry = —— R = ! (2.21)
T (g-pr+t® T (g-i)2C()lb? + (g pe)?] '
2 : 2
q°(q +1) q
2 @—)CQ2— e +ib)?] ° (g—1)%C(q) (2.22)
Ry = qu, Rs = Rg/q, Rg = R3/q (2.23)
Yo=x.—2, Yi=z,—|z|, a=Y3=0, Yo =z, ¥5 =Ys = —|7] (2.24)

Las posibles posiciones de los polos en los siete términos son, ademds de las raices de la ecuacién
cibica C(g) =0, p= £(pc +b), p=pc —ib, y p =

La integral en (2.17) puede calcularse completando en primer lugar el cuadrado del expo-

nente,
—izt —iqYy, = —ul +iY;2/2t. (2.25)
donde hemos introducido u, y f,
Un = (q + Yn/t)/fa (2'26)
f = (1 —1i)y/1/t. (2.27)

Los términos R, (q) se pueden desarrollar en fracciones parciales,

& A Bn
Ro(g) =) —"—+

. 2.28
~g—qn (g—1i)? (2.28)

donde A;,, es el residuo de R,(q) en g, y By = limgy; (q — i)2Ry;(q) es un término adicional
para los casos en que aparezca el polo doble® (n=1,3,4,6). La descomposicién (2.28) permite
obtener expresiones explicitas para todos los coeficientes de (2.21-2.23). Una vez descompuesta la
integral original para 1, (z) en una suma de integrales para cada una de las fracciones parciales,

el contorno original se deforma en cada caso a lo largo de una linea recta en el punto de silla

5En estos casos hay que tener la precaucién de incluir los dos términos del polo doble (4;, y B») para que la
descomposicién anterior sea correcta.
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de la exponencial (u, = 0) rotada 7/4 con respecto al eje real. El momento correspondiente al
punto de silla sera

P = —Yo/t. (2.29)

El contorno D,, es el camino de maxima pendiente del factor exponencial e~Un. Alo largo de
este camino, la variable u,, es real.

Exceptuando el caso n = 0 para z, —z > 0, todos los ¥;, son negativos o nulos, de forma que
el momento del punto de silla es real, positivo o cero. Para los casos en que Y, # 0, la posicién
del polo dependera del instante ¢, situdndose en valores asintéticamente grandes del momento
para t muy pequefios y tendiendo a cero para ¢ grandes. En cada caso es necesario examinar con
detenimiento los posibles polos que se crucen en el proceso de deformacién desde el contorno
original I hasta D, (t). En los casos en que para t = 0 el punto de silla p° = oo, se cruzan los
polos situados en p = p, +ib y p = i, por lo que sus residuos deben sumarse a la integral a lo

largo de D,,. Un ejemplo se muestra en la figura 2.7 para el término n = 1.

3

0 X >
\\ /;\
AN a 510
-1 N \n\
\\\/ 1
o3 \\
-2 h Y
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 2.7: Una configuracién particular de los polos (cuadrados) para ¥ en el plano de momentos
complejos. Se muestra también el contorno de integracién original (linea punteada) y el contorno defor-
mado para tiempos cortos (linea continua) y tiempos grandes (linea a trazos). Los pardmetros utilizados
son: v =0.5-14,p. =3.269y b=0.4.

El cruce no ocurre para el polo antirresonante cuando esta en el segundo cuadrante, ya que
el contorno original T' tiene un bucle en torno a é1 que desaparece en la deformacién al contorno
D,,(0). La contribucién del residuo (proporcional a una exponencial, véase (2.35) y (2.36) a

continuacién), y la de la integral por el contorno D, (una funcién w) pueden expresarse como
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una funcién w usando la definicién y propiedades de simetria de la misma [34] (véase por ejemplo
el apéndice A de la ref. [35]). Conforme ¢ aumenta, Dy se mueve hacia la izquierda, y esos dos
polos se cruzan de nuevo para ciertos tiempos criticos. Pero la funcién w después del cruce es
formalmente idéntica a la funcién previa al mismo. Consideraciones similares se pueden realizar
para el polo resonante y para p. — ib, ambos en el cuarto cuadrante, de forma que 1, se escribe

finalmente como

Ln
() = Kn€™2H[im Y A nsn(sintp)] - 2imBulymwlyn) — i/ ?1/f}, (2:30)
l
donde
-1, polo antirresonante (2.31)
Sl.n sign [Im(q;)] , en cualquier otro caso '
Uln = (CIl,n + Yn/t)/f (2'32)
Yn = (Z + Yn/t)/f - (2'33)
(El punto de silla para 1 cuando z. —z > 0 se mueve hacia la derecha desde p = —oo hasta

t = 0, pero (2.30) sigue siendo vélida.)

Algunos de los términos de v, pueden despreciarse en circunstancias especiales debido a su
dependencia exponencial. Los términos n = 2,3,5,6 son importantes solamente para valores
pequefios de |z.|. En problemas de colisién, |z.| es normalmente lo suficientemente grande para
que no sea necesario considerar esos términos. Sin embargo, serdan importantes en problemas
de “decaimiento”, donde el estado se localiza inicialmente en la region del potencial. Si no
se est4 interesado en la regién ocupada por el potencial, préxima al origen z = 0, el término

— 4 también puede despreciarse. En consecuencia, para un andlisis asintético (valores de |z|
grandes) del paquete preparado inicialmente lejos del centro del potencial, ¥(t) = 1o +1)1 es una
excelente aproximacién. De hecho, para el paquete reflejado después de la colisién ¢ es el tinico
término importante. En la figura 2.7 se muestra una configuracién particular de los seis polos
en R;. Denotaremos esos polos de la siguiente manera: p; 23 son, como en la seccién previa, las
raices de C, mientras que py = pc + @b, ps = pc — b, y ps = 1. La configuracién corresponde a
b < Im(p1) y pe > Re(p1). Obsérvese que los polos estructurales de la funcién de onda inicial,
P4 ¥ Ps, son también polos para la fraccién racional Ro correspondiente al movimiento libre.

En determinadas circunstancias las integrales (2.17) para los términos n = 0,1 pueden apro-
ximarse por la aportacién del punto de silla y/o los polos correspondientes. Ademds, estas
aportaciones permiten analizar de forma sencilla algunos de los mecanismos basicos de la pro-

pagacién. Asi, para tiempos muy cortos, el punto de silla del camino de mdxima pendiente de
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descenso est4 lejos de cualquiera de los polos en el eje real positivo, de forma que la contribuciéon
principal a la integral a lo largo de D, viene del momento grande del propio punto de silla. Esta
puede calcularse aproximando Ry (u) = Rn(u=0) e integrando,

P = K/ [ﬁ -3 _41»_“] _ (2.34)

f y% 1 'U'l,n
En el proceso de deformacién del contorno I' al contorno Dy, (t = 0) (n = 0,1) se cruzaron los
polos ps (paran =0,1) y pe (para n = 1) en el plano superior p, por lo que hemos de sumar la
contribucién de los residuos en cada caso. La contribucién general del residuo de un polo simple

en las integrales (2.17) serd de la forma
K, Vi) e in2in Ay, (2.35)

y para el polo de segundo orden ps,
—4am
f

El residuo del polo p4 es particularmente importante porque crece exponencialmente con el

Yn K Bne¥n /@ evn (2.36)

tiempo cuando el punto de silla de Dy se mueve hacia la izquierda. En el instante
Yy
b+pe’

ty = (2.37)

D; cruza ps y la contribucién del residuo se anula. Por supuesto, el efecto final del polo en la
funcién de onda total no es discontinuo y se tiene en cuenta completamente en la funcién w
de la expresién exacta (2.30), pero la aproximacion burda dada por la exponencial proporciona
una descripcién aproximada muy simple. Poco después de t4 se cruza el polo ps = p. — ib en el
cuarto cuadrante. El instante del cruce vendra dado por
—_ Yn
Cb-pc’

t5 (2.38)

de forma que se debe considerar un nuevo residuo.” Al contrario del residuo de py4, esta con-
tribucién decrece exponencialmente con el tiempo porque el polo estd, situado en el semiplano
superior. La contribucién formal es la misma que en la ecuacién (2.35) pero con un signo menos,
ya que el bucle en torno a ps tiene el sentido horario. Por tanto, el responsable del mecanismo
bdsico del crecimiento y posterior decaimiento en el tiempo del paguete libre y de colision es el
efecto sucesivo de los residuos de ps y ps. Para n = 1 también se cruzaria el polo resonante, y
la contribucién del residuo correspondiente debe considerarse en general, pero para la configu-
racién particular de la figura 2.7, [Im(p1)| > b, decae més rapido que las otras aportaciones, y

por tanto se puede despreciar.

"Salvo que b > p., en cuyo caso el polo ps nunca serfa cruzado.
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2.4 Aplicaciones

En esta seccién estudiaremos algunos aspectos de las colisiones dependientes del tiempo con la
ayuda de los resultados anteriores. En primer lugar analizaremos los tiempos de retardo. Después
ilustraremos diferentes aspectos de las colisiones unitarias para los que el modelo desarrollado
permite un andlisis completo. Ejemplos adicionales de colisiones de paquetes de ondas y procesos
de decaimiento para este potencial separable pueden encontrarse en las referencias [23,28,29].
Nuestro modelo tiene una resonancia simple, pero sistemas con miiltiples resonancias, como la
doble barrera delta [36], pueden tratarse con las mismas técnicas utilizadas aqui. Por ejemplo,

la barrera cuadrada ya ha sido estudiada de esta forma [35].

2.4.1 Tiempos de retardo en paquetes de ondas

Analizaremos las caracteristicas de la propagacién unitaria de dos paquetes cuya anchura
inicial en momentos es menor que la anchura de la resonancia b < |Im(p1)|. En cada caso
tomaremos el momento central p, de forma que el paquete esté o bien fuera o bien dentro de la

regién de la resonancia.

-2

-4

InP
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-12 , : . . .
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t

Figura 2.8: In P frente a ¢ (P = |¥(z = 100,1)|*) parav =5, p. = 3, b = 0.03, z. = —150. ¥ =% (linea
continua) , ¥ = ¢ (linea a trazos) y ¥ = contribucién de los residuos de ps y ps a o (tridngulos).

La figura 2.8 muestra la densidad de probabilidad transmitida en z = 100 en funcién del
tiempo para p. = 3, que corresponde esencialmente a una region de transmisién completa

(véase la figura 2.1). La densidad total coincide basicamente en este caso con la densidad
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correspondiente a la evolucién libre, que estad bien descrita por la contribucién de los residuos
de los polos ps y ps a tp. Recuérdese que estos polos son los responsables del crecimiento y

decaimiento de la funcién de ondas.
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Figura 2.9: In P frente al tiempo t (P = |¥(z,)|?) para Re(v) = 5 p. = 3.269, b = 0.03 y z, = —150.
Figura superior: Im(v) = 0; ¥ = 9(z = 100) (linea continua), ¥ = tho(z = 100) (linea punteada),
¥ = oy (z = 100) ~ ¢1(z = —100) (linea a trazos) y ¥ = contribucién de los residuos de p1, ps y ps a
Po(z = 100)+1 (z = 100) (tridngulos). Figura inferior: Im(v) = —0.25; ¥ = ¢(z = 100) (linea continua)
¥ = 4 (z = 100) ~ 91 (z = —100) (linea a trazos). Se incluye de nuevo la curva ¥ = to(z = 100) (linea
punteada).

Como contraste, en la figura 2.9 p. corresponde a la parte real del polo resonante. Se
representan también las componentes |1|? y |11|? de la densidad de probabilidad en z = 100. En
estas condiciones 1, puede aproximarse adecuadamente por 1. Ninguna de las contribuciones,
Yo 6 91, domina. Es més, es la interferencia entre ambas la que determina la forma de la
onda total. Una aproximacién razonable se obtiene sumando los residuos de los polos p1, ps ¥
ps. Se puede identificar claramente un minimo en la onda transmitida, que corresponde a la
reflexién causada por la resonancia. Para z negativos, no hay interferencias significativas entre
la componente libre y |¢(z = —100)|2 = |[¢1(z = —100)> = |¢1(z = 100)>. En la figura se
pueden destacar dos hechos importantes: aparece un retardo de la parte reflejada y transmitida

respecto al caso libre,® y ese retardo es similar en ambos casos. Esto 1ltimo es consecuencia

8Recuérdese que el paquete reflejado se comparaba con la imagen especular del paquete libre respecto al centro
de simetria del potencial (en este caso el origen), o de forma equivalente, como se hace en la figura 2.9, es la
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de la igualdad entre los retardos estacionarios asociados a reflexién y transmision discutidos
anteriormente. Bajo las condiciones de la figura 2.9 no se observa decaimiento exponencial
asociado al polo resonante porque, como se discutié en una seccién previa, el efecto de p1, con
parte imaginaria grande, decae mucho mas rapido que el de ps = pc — 1b.

Consideremos ahora el caso no unitario, en particular, cuando se le afiade una parte ima-
ginaria negativa a la constante v del potencial y p. es el momento real de la resonancia. Si la
parte imaginaria es grande en médulo, no hay absorcién apreciable y el 1inico efecto importante
es la desaparicién del pico resonante, como se discutié en la seccién dedicada a las colisiones
estacionarias (figura 2.1). Sin embargo, si la parte negativa es pequefla aparecen dos efectos
significativos: parte del paquete es absorbido y se crea una asimetria entre los retardos de los
paquetes reflejados y transmitidos, el primero ligeramente mds retrasado que el paquete libre (a
semejanza del caso unitario), y el segundo ligeramente adelantado. Este efecto se muestra en la

figura 2.9, y no es mas que la consecuencia de la asimetria discutida en el caso estacionario.

2.4.2 Decaimiento exponencial en colisiones resonantes

0

In P

-20

5 15 5 35 45
t

Figura 2.10: InP frente a t (P = |¥(z = —50,t)|?) para v = 5, p, = 3.269, b = 0.2 y ©, = —20:
¥ = 7 (linea continua), ¥ = ¢ (linea a trazos), ¥ = contribucién de los residuos de py ¥ p5 a ¥ + Y1
(tridngulos) y ¥ = contribucién del residuo de p; a 9o + 91 (circulos).

El decaimiento exponencial es uno de los temas mas estudiados en colisiones unitarias

(véase por ejemplo [37]). En nuestro modelo, el decaimiento exponencial asociado a la resonancia

imagen especular del paquete reflejado el que se compara con el caso libre.
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se observa mejor cuando b > |[Im(p;)| y para el paquete reflejado, ya que en ese caso 1p es muy
pequefia y su interferencia con %5 es minima. Un ejemplo de este tipo se muestra en la figura

2.10.

Obsérvese que el crecimiento de la densidad de probabilidad estd dominado por las carac-
teristicas del paquete de ondas, esto es, por el polo estructural p4, mientras que el decaimiento
depende de p;. Esta asimetria es de interés, por ejemplo, para determinar las diferentes tiempos
que se necesitan para cargar o descargar estructuras mesoscépicas, tales como el pozo en un

diodo resonante compuesto por una doble barrera. [38,39].

2.4.3 Efectos de la resonancia en paquetes arbitrarios

En paquetes con un momento medio arbitrario, pero que solapen con el momento (real) de
la resonancia pres, aparece un minimo en la densidad de probabilidad del paquete transmitido,
aspecto que ya fue discutido en relacién a la figura 2.9. La posicién de ese minimo variaré al

evolucionar el paquete, y la denotaremos por Tres(t). El efecto se muestra en la figura 2.11.
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Figura 2.11: P(z) = |¥(z,t)]* frente a = para t = 600,800,1000, 1200 (lineas continuas y a trazos
alternativamente). Las posiciones donde el contorno D; cruza el polo p; se indican con circulos. Los
pardmetros son v = 5, p. = 2, b= 2y z. = —20.

M. H. Bramhall y B. H. Casper [40], y A. Edgar [41] describieron este fendémeno para paquetes
reflejados en colisiones con potenciales con un maximo de transmisién en la resonancia, pero no

discutieron el movimiento del minimo. Se puede comprobar que la velocidad de ese movimiento
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es diferente a la velocidad media del paquete transmitido.? En consecuencia, se trata de una
caracteristica dependiente del potencial (y no del estado), asociada con el polo resonante. Como
se muestra en la figura 2.11, la posicién critica donde el camino de mixima pendiente de descenso

cruza el polo resonante p; es una buena aproximacion de Tres.
Tres(t) = T + [Re(p1) + Im(p1)]t. (2.39)

2.4.4 Colisiones de baja energia

El potencial separable refleja las componentes de momentos bajos debido al pico de energia
cero en la reflectancia, o lo que es equivalente, al minimo en la. transmitancia (figura 2.1). El
punto de silla del camino de mdxima pendiente de descenso se mueve desde momentos altos
(donde no hay reflexién) a tiempos pequeiios hacia momentos bajos (para los que se incrementa
la reflexién) a tiempos grandes. Como consecuencia de esta reflexién selectiva, se produce un
avance del paquete transmitido con respecto al movimiento libre. Un ejemplo se muestra en la

figura 2.12.
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Figura 2.12: InP frente a t (P = |¥(z = 100,t)|?) para v = 5, p. = 0.25, b =1y z. = —100. ¥ =9
(Iinea continua), ¥ = 1 (linea punteada) y ¥ = 11 (linea a trazos) y ¥ = gpgeddle + ypgeddle (cfrculos).

En este caso particular b es bastante grande y el solapamiento del paquete inicial con la
regién de la resonancia es despreciable, de forma que el residuo de los polos tiene una influencia

minima en el resultado final, que se vuelve indistinguible, en la escala de la figura, del resultado

9Variando los parametros del paquete de ondas, pc ¥ b, Tres (t) permanece esencialmente inalterado.
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de aproximar g + %1 por la aportacién de los puntos de silla, 9§ + ¥§. Aunque los residuos de
los polos no contribuyen de forma apreciable, el efecto de las diferentes singularidades pueden
separarse de acuerdo con su contribucién a 9§ + ¥ (2.34). En la figura 2.12, se requiere el
efecto combinado de las contribuciones de p1, p3, p4+ ¥ Pe para conseguir un buen acuerdo con el

resultado exacto.

2.4.5 Comportamiento asintético a tiempos muy grandes

A tiempos grandes el punto de silla del camino de integracién de mdixima pendiente de
descenso D,, estd muy préximo al origen ¢ =0, y las exponenciales e~Un ge vuelven funciones
gaussianas muy estrechas en el plano de momentos complejos. Se puede obtener una férmula
asintética para el comportamiento a tiempos grandes desarrollando en torno al origen los factores
Iy y I, (2.15,2.16) que multiplican esas exponenciales en las integrales de g y 1)g, y reteniendo

los primeros términos,

1—3i 1 3/2 d?

En consecuencia, la densidad de probabilidad decae asintéticamente de la forma ¢~3, como se

muestra en la figura 2.13.
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Figura 2.13: InP frente aInt (P = |¥(z = 100,t)[?) para v = 5, p. = 3.269, b = 0.03 y z = —150.

¥ = ¢ (linea continua) y ¥ = 1 (linea a trazos).

En cambio, para el movimiento libre la dependencia asintética es t71, ya que no hay ninguna

contribucién de los términos de colisién que cancele la del término de orden cero. El limite
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asintético (2.40) y la integracién sobre z conmutan porque las series asintéticas son uniformes
y pueden integrarse término a término [42]). Eso implica que la probabilidad de permanecer en
cierta regién del espacio tiene también la dependencia asintética t~2 cuando t — oo [27,43]. Este
modelo proporciona por tanto un claro contraejemplo del comportamiento asintético predicho
por G. Garcia Calderén y colaboradores [44]. De hecho, existen argumentos generales que

predicen el comportamiento ilustrado por el modelo [27].

2.4.6 Comportamiento asintético a tiempos muy cortos

Por tltimo examinaremos la densidad de probabilidad cuando el cociente = /t es grande. En
este caso los términos importantes serdn n = 0,1, y todos los polos estaran lejos del camino de
méxima pendiente de descenso Dy,. Luego es posible aproximar la integral por la contribucion del
punto de silla (2.34). Sin embargo, como p$ es muy grande, los residuos A; 1 seran pequefios y la
contribucién de 1§ puede despreciarse con respecto a la contribucién de 4. Como consecuencia,
la cola delantera del paquete de ondas es la misma con y sin el potencial de interaccién. Esto
es razonable puesto que las componentes de momento muy alto, que son las que determinan el
comportamiento del paquete en estas condiciones, se ven muy poco afectadas por el potencial.

En resumen, la expresion asintética de (z) a t pequeiios se obtiene teniendo en cuenta que
P~ tho ~ Pp,

26° 1 263t

t {[pe + (s — @)/t + ¥} mwlze—2)*

W (z)[* ~ (2.41)




Capitulo 3

Potenciales absorbentes

En el capitulo 1 se introdujo el concepto general de potencial absorbente. En este capitulo nos
centraremos en aspectos practicos del uso y construccion de potenciales absorbentes como herra-
mientas auxiliares en cdlculos numéricos de colisiones moleculares. En la seccién 3.1 repasaremos
los principales métodos en los que intervienen, lo que nos permitird justificar algunas exigencias
adicionales sobre los potenciales; luego discutiremos, en la seccién 3.2, cémo se construyen y/u
optimizan las distintas formas funcionales; en la. seccién 3.3 compararemos sistemdticamente su
rendimiento; en la seccién 3.4 resumiremos los principales resultados y por tltimo ilustraremos
la bondad de uno de los potenciales propuestos con el sistema colineal H + H en la seccion 3.5.

Nos basaremos en las referencias [45,46,47).

3.1 Potenciales complejos en colisiones moleculares
3.1.1 Absorbentes en la “zona asintética lejana”

Los métodos de propagacién de paquetes de ondas (o “métodos dependientes del tiempo”)
ofrecen una serie de ventajas respecto a los “métodos estacionarios”. A la hora de obtener
secciones eficaces, probabilidades de reaccién o de transicién estado a estado, son relativamente
sencillos de concebir y programar. Ademds, una \inica propagacién proporciona una columna
completa de la matriz S para un intervalo amplio de energias, y sus resultados se interpretan
en términos sencillos e intuitivos: al seguir la dindmica del sistema permiten visualizar los
mecanismos de reaccién. Proporcionan también la descripcién adecuada de los experimentos
recientes en los que la dependencia temporal de los procesos estudiados (debido al uso de laseres
pulsados en la preparacién o en la deteccién) es un ingrediente fundamental.

Sin embargo, su uso practico ha sido més tardio que el de los métodos estacionarios, puesto
que hubo que esperar al descubrimiento de algoritmos de propagacion eficientes [48,49] para que

comenzaran a ser viables computacionalmente. Los potenciales absorbentes son unas herramien-
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tas auxiliares que han contribuido considerablemente al desarrollo de estos métodos [49].

El estudio numérico de la propagacién de paquetes de ondas requiere discretizar las coorde-
nadas continuas mediante una red finita de puntos. En sistemas no acotados espacialmente, y en
particular en las colisiones, esta red no puede reproducir la dindmica exacta indefinidamente, ya
que en algin momento se alcanzan sus fronteras, y se producen efectos de contorno espireos [50].
Cuando el paquete de ondas alcanza uno de los extremos es, o bien reflejado, o bien transmitido
al extremo opuesto, dependiendo de las condiciones de contorno utilizadas. En ambos casos el
paquete de ondas interferird consigo mismo, deteriorando la calidad del clculo. Una solucién
sencilla consiste en ampliar la red de forma que no se alcancen las fronteras durante el tiempo
que dure el cdlculo, pero esto lo ralentiza considerablemente, y el estudio puede volverse inviable

en muchos casos.

Una opcién mas eficaz es introducir potenciales complejos que absorban el paquete de ondas
en los bordes de la red. Se utilizaron de forma pionera en el estudio de la fotodisociacion

molecular [51], aunque es en las colisiones reactivas donde han alcanzado un papel mas relevante.

Como ejemplo de colisién reactiva tomemos la colineal atomo-molécula diatémica, A+BC —
AB + C. En el caso més estudiado A, B y C representan dtomos de hidrégeno. Para él se dis-
pone de superficies de potencial fiables, por lo que constituye la referencia central a la hora de
comprobar nuevos métodos. Las colisiones colineales pueden proporcionar buenas aproximacio-
nes de las probabilidades de reaccién en tres dimensiones espaciales (3D) en algunos casos; esto
ocurre en particular en la reaccién H + Hy debido a que el “cono de aceptacién” del dtomo

favorece la configuracién colineal.

El objetivo de los métodos dependientes del tiempo es resolver la ecuacién de Schrodinger
para el sistema reactivo A + BC,

LdU(t)
ih = = HY(t), (3.1)

con la condicién inicial a tg, ¥(tp). El problema, tras las suposiciones habituales sobre la
separacién de grados de libertad electrénicos y nucleares (aproximacién de Born-Oppenheimer),
se reduce al estudio del movimiento nuclear sobre un potencial efectivo (la superficie de energia
potencial). Es necesario escoger un conjunto adecuado de coordenadas para los grados de libertad
nucleares. Generalmente se utilizan las coordenadas escaladas de Jacobi [52], Qo ¥ ga- Se trata
de dos pares de coordenadas (« = 1,2), cada uno de los cuales hace referencia de forma natural
a los diferentes canales asintéticos, A + BC (a = 1) y AB + C (a = 2). Estas coordenadas se
relacionan con las coordenadas (no escaladas) de Jacobi Ry, que es la distancia entre el 4tomo

aislado y el centro de masa de la molécula diatémica en cada caso, y Ta, que €s la distancia
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intramolecular en la diatémica correspondiente,

Qa = FuRy,
o = "'a/Faa (3'2)

donde

P =

( ma(mp +mc)? )1/4

(ma +mp + mg)mpme

1/4
P, = mc(ma +'mB)2 / (3.3)
2 (m4 +mp + mc)mamp ’ )

y ma, mp y mc son las masas de los 4tomos A, B y C respectivamente.

En cualquier par de coordenadas escaladas el hamiltoniano del sistema serd

K? 82 o2
— et arda) 4

donde p = (mampmc/(ma +mp + me))'/2 es la masa efectiva y V(Qa,4a) €s el potencial

H=

efectivo, que puede separarse en dos contribuciones,

V(Qa, Qa) = Vint(Qaa o) + Vvib(Qa) . (3'5)

V(q,) es el potencial vibracional de la molécula aislada en el canal a y V™ es el potencial
de interaccién, que se anulard cuando la distancia stomo-molécula @, sea lo suficientemente
grande, pero también cuando lo sea ¢a, s decir, en las “regiones asintéticas”.

La forma habitual de estudiar colisiones reactivas consiste en preparar un paquete de ondas
en una de las regiones asintGticas, por ejemplo Q: grandes, como el producto de un estado
vibracional determinado de la molécula BC por una gaussiana en la variable traslacional Q1,
con momentos dirigidos hacia la zona de interaccién, y propagarlo mediante algin algoritmo
como el basado en los polinomios de Chebychev [53] o el de particién del operador de evolucidn
(POE) [54]. Estos algoritmos numéricos requieren representar el sistema en una red de puntos, en
este caso bidimensional, por ejemplo (Q1, ¢1), que generalmente se extiende hasta regiones donde
el potencial de interaccién Vint es nulo, es decir, que los sistemas dtomo y molécula diatémica
puedan considerarse independientes en cada una de las disposiciones a. La regién de Q1 grandes
y ¢1 moderados corresponderd por tanto al canal de los reactivos y la de g1 grandes y (1
moderados a la de los productos. Junto a la propagacién es necesario extraer las amplitudes de
colisién, o las probabilidades de transicién estado-estado, probabilidades de transicién ineldstica,
etc. Como se comenté anteriormente, el problema surge cuando se requiere que la propagacion

se extienda hasta tiempos grandes, por ejemplo por la existencia de resonancias que conllevan
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la permanencia de parte del paquete de ondas en la regién de interaccién por un periodo largo
de tiempo. En este caso, el paquete de ondas puede alcanzar los extremos de la red (en el
problema colineal los valores maximos de Q1 0 ¢1). En un problema de colisiones colineales, una
posible solucién consiste en incluir dos potenciales absorbentes,! uno en cada una de las regiones
asintGticas, correspondientes a Q; y ¢1 grandes, para absorber la funcién de onda y evitar que
alcance los extremos. Los potenciales dependerdn en cada caso de la coordenada traslacional
correspondiente y le son exigibles determinadas propiedades, como que sean buenos absorbentes
para las energias traslacionales presentes en el paquete de ondas, y que ocupen pocos puntos de
red. En las primeras aplicaciones el potencial se colocaba en la region asintética lejana, para
facilitar el analisis de los productos; se obtiene asi informacién sobre las transiciones del estado
vibracional inicial a los estados vibracionales finales en el canal de los productos.

El procedimiento descrito ha sido utilizado, por ejemplo, para las reacciones colineales H +
Hy — Hy+ H[52], C+ NO - CN + O [55] y Li + HF — LiF + H [56]. A pesar de que
en principio podria utilizarse para problemas con cualquier nimero de grados de libertad (por
ejemplo una reaccién dtomo-molécula diatémica general tiene tres grados de libertad), el esfuerzo
numérico exigido lo hace inviable. En la siguiente subseccién discutiremos métodos alternativos

para abordar sistemas con un ndmero mayor de dimensiones.

3.1.2 Otros métodos dependientes del tiempo

En los métodos dependientes del tiempo que describiremos a continuacién los potenciales
absorbentes constituyen un elemento central, y no meramente auxiliar como en el apartado
anterior. Estos métodos est4n propuestos o inspirados en los trabajos de D. Neuhauser, M. Baer
y colaboradores. La idea bésica consiste en usar los potenciales complejos en la zona asintotica
cercana a la de interaccién (o incluso poco después de la zona del “estado de transicién”) para
bloquear los canales de los productos y convertir asi el problema reactivo en uno esencialmente
ineldstico [57]. Por ejemplo, en la reaccién colineal el potencial absorbente se incluiria en la
regién de q; moderados. Esto, unido al uso de operadores de proyeccién asociados con los
estados vibracionales del canal de los reactivos, permite trabajar en la regién asintética del canal
reactivo con un sistema de ecuaciones acopladas en una dimensién para cada estado vibracional
(en vez de con una red bidimensional), y en dos dimensiones sélo en la zona de interaccién. En
una reaccién dtomo-molécula diatémica general los posibles canales serfan A 4- BC, AB+C'y
AC + B, una de las cuales corresponderia al canal de los reactivos y el resto a los productos.

Este método fue utilizado, por ejemplo, para el estudio de la reaccién H + Hz colineal [657] ¥

!Existen otros medios de evitar que el paquete alcance los extremos de la red, pero el método basado en
potenciales absorbentes es el més utilizado en la practica.
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en 3D [58]. Con su forma inicial [57], no es posible obtener las probabilidades estado a estado,
pero si las probabilidades totales de reaccién para cada canal mediante el flujo absorbido.

En principio, para calcular las amplitudes de colisién estado a estado podriamos recurrir al
esquema discutido en la subseccién anterior, en el que la red bidimensional abarca todas las
zonas asintéticas, pero ya hemos sefialado las limitaciones que eso conlleva. Como alternativa,
se han desarrollado una serie de métodos basados en el uso de potenciales absorbentes en la
proximidad de la zona de interaccién, pero que consideran mds de un canal explicitamente
[59,60]. Asi se ha estudiado la reaccién H + Hj en 3D, o reacciones como F+H, ~HF+H,
D+ Hy— HD+ H [61], y Ho(v =0,1,j =0) + OH(v =0,1,j = 0) — H + H0 [62]. Entre
estos métodos, el mas prometedor es el propuesto por T. Peng, Z. H. Zhang y colaboradores [63],
denominado desacoplamiento de reactivos y productos, que emplea potenciales complejos, tanto
absorbentes como creadores. La idea consiste en absorber la funcién de onda entrante en el
canal reactivo, para posteriormente propagarla en cada canal por separado. Para ello la funcién
de onda se separa como suma de componentes correspondientes a reactivos (r) y productos (p),
T =0, +3,7. La presencia del potencial absorbente en la entrada de cada canal permite

escribir la ecuacién (3.1) como

ih—p = HlIJr(t)+ng\Il,(t),
L dTp(t)
th—p— = H%(t)—;mr(t), (3.6)

donde V}, es un potencial absorbente utilizado con el fin de desacoplar la ecuacién para reactivos
y productos. La primera de las dos ecuaciones es la misma que la utilizada en los métodos
anteriores [57], y da la evolucién de la funcién de ondas en el canal de los reactivos y en la region
de interaccién. Esta ecuacién esté desacoplada de las siguientes (una para cada p). Sin embargo,
cada una de estas tltimas tiene un término (-3, V¥, (t)) que se interpreta como un término
fuente que inyecta la parte de la funcién absorbida en cada canal (—V, seré el potencial creador
asociado al potencial absorbente V). Este método tiene la ventaja de que la funcién de onda en
cada canal reactivo puede propagarse representada en las coordenadas de Jacobi correspondientes
a su disposicién, evitando el cdlculo de las amplitudes de colisién en las coordenadas de Jacobi
de los reactivos, muy poco eficiente computacionalmente. Por otra parte permite propagar
solamente en aquellos canales de productos que interesen. El tnico esfuerzo adicional consiste
en el cambio del término V,¥,(t) a las coordenadas utilizadas en la propagacién en cada uno
de los canales reactivos, pero esto debe efectuarse sélo en la regién donde V, es no nulo. Por
ejemplo, en el sistema colineal se propagaria la funcién de ondas en el canal reactivo y en la

zona de interaccién en las coordenadas Q; y ¢i. La segunda ecuacién, correspondiente en este
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caso al canal de los productos, podria ser o no propagada (o incluso podrian almacenarse los
valores de V,¥,(t) para uso posterior). En el primer caso, se transformaria el término Vp¥r(t)
a las coordenadas Q2 y go y se resolveria la segunda ecuacién en estas coordenadas. El uso
de Vp no evita los problemas en los extremos de la red, y de nuevo podria ser conveniente
introducir potenciales absorbentes para evitar efectos de contorno espiireos [64]. Este método se
ha utilizado para el estudio de la reaccién H + Hp en 3D [63], y constituye una de las técnicas
més prometedoras en el estudio de reacciones que involucren cuatro o mas dtomos (seis o mas

grados de libertad), que se empiezan a abordar estos tiltimos afios [65].

3.1.3 Métodos estacionarios

El desarrollo de los métodos dependientes del tiempo ha inspirado nuevos métodos estacio-
narios paralelos. Por ejemplo, D. Neuhauser y M. Baer han propuesto una versién estacionaria
del método descrito anteriormente utilizando de nuevo operadores de proyeccién y potenciales
absorbentes cercanos a la zona de interaccién [66]. En este caso los potenciales absorbentes
permiten pasar de un problema de colisiones a un problema de estados ligados al simular condi-
ciones de contorno de onda saliente en las fronteras. Ademés, permiten optimizar el tamafio de
la red utilizada, con la precaucién de evitar que los absorbentes se superpongan con el potencial
fisico. Este método ha dado lugar a otros m4s sofisticados basados en potenciales absorbentes
de soporte muy pequefio [67], en el desacoplamiento de los reactivos y los productos [64], o en
técnicas estacionarias mas tradicionales [68].

El cdlculo de constantes de velocidad (térmicas) es otro campo de la quimica-fisica donde
el desarrollo de métodos con potenciales absorbentes ha adquirido importancia. El objetivo
de estos métodos es obtener la constante de velocidad directamente, evitando el cilculo de
las amplitudes de colisién, utilizando, por ejemplo, la funcién de correlacién flujo-flujo o la
probabilidad acumulativa de reaccién. T. Seideman y W. H. Miller propusieron un método
para obtener la probabilidad acumulativa de reaccién mediante el célculo de los operadores de
Green con potenciales absorbentes [69]. Su papel consiste en imponer condiciones de contorno
adecuadas. Este método ha sido utilizado por ejemplo para calcular la constante de velocidad
de la reaccién H + Oz — OH + O [70]. También se han utilizado los potenciales absorbentes
para obtener el operador flujo, a partir del cual se deduce la funcién de correlacién y finalmente
la constante de velocidad [50]. Existe cierta controversia acerca de la validez de este método. Se
han realizado estudios cuidadosos que muestran que es posible obtener resultados comparables
con los de otros métodos sin influencia aparente del potencial absorbente [70]. Sin embargo,
algunos autores argumentan que al afiadir el potencial absorbente al potencial fisico se modifica

el espectro del hamiltoniano lo que puede introducir efectos espiireos incontrolados [71,72].
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Por tltimo, los potenciales absorbentes, aunque de forma més esporadica, se han utilizado
también en métodos para el cilculo de probabilidades de transicién en campos dependientes del
tiempo [73], ecuaciones de ondas acustica en una y dos dimensiones [74], y en la modelizacién
de detectores. Este tltimo punto lo desarrollaremos mds profundamente en el siguiente capitulo

de esta Tesis.

3.2 Formas funcionales
3.2.1 Propiedades generales

La eleccién de un absorbente adecuado es fundamental para obtener resultados fiables con
los métodos descritos en la seccién anterior (véase por ejemplo [63,70]). Por ello se han dedicado
diversos trabajos tanto al analisis de propiedades generales de los potenciales absorbentes como
al estudio del comportamiento de formas funcionales especificas [52,69,74-82]. Siguiendo esta
linea de trabajo, en este capitulo se describen y comparan diversas formas funcionales. Ademads,
se propondran nuevos potenciales que aprovechan las interferencias cudnticas para mejorar la
absorcion.

En todas las aplicaciones citadas el uso del potencial tiene el fin de absorber la parte traslacio-
nal de la funcién de ondas en una zona asintética, o imponer condiciones de contorno adecuadas
para valores grandes de una coordenada. En definitiva, el proceso de absorcién es esencialmente
unidimensional, y nos limitaremos a estudiar este caso. Por otra parte, es exigible que el soporte
del potencial sea lo menor posible para evitar tener que utilizar muchos puntos de la red re-
presentandolo, lo que ralentizaria el cdlculo. Por ello, nos limitaremos al estudio de potenciales
absorbentes con soporte finito, restringiéndonos ademds al caso de potenciales locales, que son
los tinicos empleados en la practica hasta el momento. La naturaleza de las aplicaciones a la
que estdn orientados impone algunas caracteristicas adicionales, como que sean “robustos” ante
discretizaciones espaciales.? En algunos métodos numéricos de propagacién es necesario ademds
exigir que el potencial s6lo tenga parte imaginaria negativa para evitar inestabilidades.

El comportamiento de un potencial puede cuantificarse mediante sus amplitudes de reflexion
y transmisién en funcién del momento incidente, como se sefiald en la seccidén 1.9 del capitulo
1. Hemos de resolver por tanto la ecuacién estacionaria de Schodinger
R? d?

—%dyz\l’(y) +V@)¥(y) =ET(y), (3.7

H(y)¥(y) =

2Un potencial es “robusto” si su versién discreta reproduce con un ndmero pequefio de puntos de la red las
caracterfsticas esenciales del potencial original, cosa que no serfa posible, por ejemplo, cuando éste tenga muchas
oscilaciones.
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donde ¥(y) es un estado de energia & = p?/(2m). En el contexto de las colisiones colineales
reactivas, y seria una de las coordenadas de Jacobiy m seria la masa reducida p del sistema. V
representa a un potencial absorbente genérico de soporte [0, L] en la coordenada y.

Para analizar y comparar las caracteristicas del potencial es conveniente introducir unidades
adimensionales. Dividiendo (3.7) por AL"Y2 donde A = 2—7—;%;, y definiendo el potencial y
energia adimensionales como V' = V/X y E = £/X respectivamente, obtenemos la ecuacién

adimensional

L 0@ + Vi) = Puta), 6.9

donde z = y/L, ¥(z) = LT (y) y k = E'/2 = pL/# son la coordenada, la funcién de onda y el
ndmero de onda adimensional respectivamente. Nos referiremos al ltimo frecuentemente como
“momento”. El soporte del potencial absorbente en la coordenada adimensional z es [0, 1].

Por convenio estudiaremos el caso de incidencia desde la izquierda. El objeto central de

nuestro estudio seré la probabilidad de supervivencia,
Py(k) = |R' (k) +|T'(R), (3.9)

introducida en el capitulo 1. Prestaremos especial atencién a la regién de valores de k pequenos,
muy importante en la practica porque un buen absorbente en esta zona ocuparia un intervalo
dimensional [0, L] pequeiio, minimizando asi el esfuerzo computacional. Ademés, el entorno de
k = 0 es importante para describir en las colisiones reactivas el umbral correspondiente a la
apertura de un canal.

Distinguiremos en nuestro estudio dos tipos de potenciales:

(a) Potenciales “tipo I”, que seran aquellos que incluyan una barrera infinita,

0, siz <0
Vi(z) =} Wi(z), si0<z<1 (3.10)
00, sil <z,

Debido a la barrera infinita, no existe transmisién en este caso. Los potenciales de tipo I se
adaptan naturalmente a condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas, en las que se impone
la nulidad de la funcién de onda en los extremos de la caja. Este tipo de condiciones son las
naturales en algunos métodos de propagacién basados en diferencias finitas [83]. El potencial
absorbente se coloca justo antes del borde (z = 1) de lared, y la condicién sobre la funcién de
onda simula el efecto de la pared infinita sin necesidad de modelarla.

(b) Potenciales “tipo P”. No incluyen la pared infinita, luego son adecuados para condi-

ciones de contorno periédicas.

0, siz <0
Vp(z) = { Wp(z), si0<z<1 (3.11)
0, sil <z,
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En este caso la parte del paquete de ondas que desaparece por un extremo de la red aparece
en el extremo opuesto. El potencial situado en el borde de la red produce tanto reflexién como
transmisién (hacia el otro extremo).

Obsérvese que la misma funcién W (z) puede dar lugar a diferentes valores de la probabilidad

de supervivencia P;(k) en cada uno de los tipos (I y P) de potencial.

3.2.2 Potenciales factorizables: monomios

La mayoria de los potenciales utilizados en la practica tienen una forma funcional puramente
imaginaria, cuyos pardmetros pueden variarse con el fin de conseguir la maxima absorcion para,
0 en torno a, un valor del momento ko. Muchas de las propuestas de potenciales tienen la forma
factorizada

W (z; ko) = —in(ko) F(z) - (3.12)

Una vez fijada la funcién F(z), n(ko) se escoge mediante un proceso de optimizaciéon para
minimizar la probabilidad de supervivencia en el momento o entorno seleccionado. Se han
propuesto diversas formas funcionales para F(z), muchas de las cuales tienen en comun ser
funciones mondtonamente crecientes con la coordenada z en el intervalo [0,1] correspondiente
al soporte adimensional del potencial. Entre éstas se encuentran dependencias como la de tipo
monomio [69,75], exponencial [77], seno [52] o producto de potencias por exponenciales [64]. De
todas ellas la més estudiada y utilizada en la prictica es la dependencia en monomios de la
forma

W(:L‘; ko) = ——in(ko)x" ’ (3.13)

donde 7 se toma como un niimero entero. Estos potenciales para condiciones tipo P han sido
estudiados extensamente en diversos trabajos [75,69]. U. V. Riss y H. D. Meyer han realizado
un estudio comparativo para los diferentes valores de n [81]: las potencias superiores (n > 2)
mejoran las absorciones de los potenciales lineales o cuadraticos solo para ko grandes, pero las
diferencias no son significativas. El error debido a la discretizacién del potencial puede ser en
general mayor que el cambio en la absorcién debido al incremento de n. De forma mds general
D. Macias y colaboradores han estudiado los potenciales mondémicos tipo I [79], permitien-
do prefactores complejos y exponente n arbitrario. Estos autores concluyen que la inclusién
del prefactor complejo mejora la absorcién con respecto al caso imaginario. Nosotros hemos
comprobado que esto es cierto también para los potenciales del tipo P. Ademas, encontra-
mos que el comportamiento de los diferentes monomios y otras formas funcionales factorizables
monétonamente crecientes es cualitativamente muy similar, en acuerdo con trabajos previos [77].

Luego en nuestro estudio nos limitaremos a los casos n = 1 (potencial lineal) y n = 2 (potencial
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cuadritico) como representativos de los potenciales factorizables. Consideraremos prefactores

reales o complejos, nLr 0 NLc para el caso lineal, y ngr 0 ngc para el cuadratico,

Wir(zike) = —inpr(ko)z, (3.14)
Wic(z; k) = —inuc(ko)z, (3.15)
Wor(ziko) = —ingr(ko)z®, (3.16)
Woc(z k) = —ingo(ko)z®. (3.17)

Si fuera necesario, un subindice adicional, I o P, especificard el tipo de potencial. En cualquier
otro caso debe entenderse que se hace referencia a los dos tipos. Aunque Vor y Vir son
casos particulares de Voo y Vic, hemos optimizado las dos formas separadamente para las
comparaciones numéricas, ya que el caso 7 real es el mis usado con fines practicos y servira
como referencia de la bondad de las diferentes propuestas.

Para optimizar el potencial con respecto a un momento ko 0 en un entorno de kp se pueden
seguir diferentes criterios entre los que se encuentran optimizar la absorcién en la propagacién de
un paquetes de ondas [52] o utilizar expresiones semiclasicas [81]. En nuestro caso utilizaremos
una técnica basada en la resolucién numérica de la ecuacién de Schrodinger para determinar las
amplitudes complejas de reflexién y transmisién T!(ko) y R'(ko). A partir de ellas se obtiene la
probabilidad de supervivencia Ps(ko) para el pardmetro n(ko), que optimizamos utilizando un
método cuasi-Newtoniano estindar.

Se ha argumentado que el potencial lineal presenta una ventaja sobre el resto: “el proceso de
optimizacién del prefactor 7, al menos para el caso de prefactores reales, podria evitarse usando
una relacién propuesta por D. Neuhauser y M. Baer [75] que acota su valor”. En cantidades
adimensionales, la relacién es 3

0

5 << (ko) << 2k3 . (3.18)

En la figura 3.1 se muestra el valor de 7 optimizado para los dos tipos de potencial (I y
P) frente a las cotas inferior (ko) y superior (2k3) de la desigualdad. Se observa que para la
regién de kg < 2 la desigualdad no es vélida, mientras que para el resto, a pesar de verificarse,
da una idea poco precisa del valor 6ptimo de 7. Por ejemplo, para ko = 10, (3.18) sélo informa
que el valor de 7 estd comprendido entre 5 y 2000, lo que sin duda es una orientacién poco
titil. De hecho, si tomamos 7 como el valor medio de los limites de la desigualdad, el valor de
la probabilidad de supervivencia es dos ordenes de magnitud superior al valor éptimo. Debido
a la dependencia de los limites (kg y k§) la indeterminacién crece con el valor de ko, por lo que,
en resumen, las desigualdades anteriores sélo pueden utilizarse como un criterio orientativo, y

no evitan el proceso de optimizacion.
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Figura 3.1: n optimizado para ko: potenciales lineales tipo P (linea continua) y tipo I (linea a trazos).
También se presentan los limites de la desigualdad (3.18): ko /2 (linea punteada) y 2k§ (linea a trazos y
puntos).

M. S. Child [76] por su parte analiza mds detenidamente €l potencial lineal y propone la

siguiente desigualdad,
3

10ky << (ko) << ’%0 (3.19)
En este caso no seria valida para kp < V50, donde el limite superior de la desigualdad es menor
que el inferior (esto ocurre porque se busca una longitud dimensional minima, o lo que es lo
mismo, un momento adimensional minimo para que el potencial tenga una absorcién aceptable;
como veremos en la siguiente seccién el potencial lineal y los monomios en general con prefactor
real son deficientes absorbentes en la regién de momentos pequefios, incluso para un s6lo valor

ko). Para valores altos de ko la dependencia de las cotas con ko es similar al caso anterior (3.18),

y adolece de los mismos problemas.

3.2.3 Potenciales propuestos por S. Brouard y colaboradores

S. Brouard, D. Macias y J. G. Muga propusieron en las referencias [78,79] una estrategia
diferente para construir potenciales absorbentes. Se basa en un método de inversién simple
que parte de imponer una dependencia arbitraria a la funcién de ondas estacionaria para ky en
la regién del potencial, pero dejando algunos pardmetros libres para imponerle determinadas
condiciones de contorno, en particular la que corresponde a absorcién total. Con esta funcién de

ondas e invirtiendo la ecuacién de Schrédinger se obtiene un potencial cuyo estado estacionario
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correspondiente a kq verifica las condiciones de contorno. Ademis, si se incluyen mas paradmetros
que condiciones de contorno, se pueden exigir condiciones adicionales sobre las amplitudes de
reflexién y transmisién en un entorno del momento seleccionado. De esta forma se generara una
familia de potenciales Vé’;&, » que incrementan de forma sistemdtica el intervalo de absorcién. A
continuacién expondremos las ideas bésicas de esta propuesta para condiciones del tipo I [78] y
la generalizaremos para condiciones del tipo P.

La dependencia funcional més simple para la funcién de ondas estacionaria 1 (z) es la po-

linémica [78],
J
P(z) =Y aj(ko)z’ (3.20)
3=0

donde los coeficientes complejos a; se obtienen imponiendo J + 1 condiciones en las fronteras
z =0y z =1. El caso més simple (que denominaremos orden cero) consiste en tomar sélo tres
coeficientes libres (J = 2) e imponer la continuidad de la funcién de ondas y su derivadaenz =0
con la condicién R(kg) = 0 (esto determina la funcién de ondas en la regién asintética z <0y
por continuidad en z = 0, evitando la existencia de reflexién para ko). Se supone ademds una

barrera infinita en £ = 1 para evitar la transmisién. Las tres condiciones toman la forma,

P=0) = 1,
Ed; (z=0) = ik,
bz=1) = 0. (3.21)

Substituyendo (3.20) en (3.21) se obtiene un sistema de ecuaciones para los coeficientes a;.

Con estos coeficientes, W (z) puede despejarse de la ecuacién de Schrodinger,

" 1
W}(30124M,1($) = kg + %(%—) =k +2(z—1)7" (CL‘ + 7 +1ik0> : (3.22)

El potencial resultante es complejo con parte imaginaria negativa, tiene una discontinuidad en
z = 0 y una divergencia en z = 1. Podria pensarse que esto ltimo fuera un grave inconveniente
en los métodos discretos, pero como veremos en la siguiente seccién resulta ser bastante robusto.
La principal ventaja de este método para J = 2 es que proporciona un potencial explicito (se
evita la tarea de la optimizacién), que garantiza la absorcién completa en cualquier momento
seleccionado y con una longitud L arbitraria. Esto es suficiente para algunas aplicaciones. Es
también un claro contragjemplo de la creencia bastante extendida de que no existe un potencial
perfectamente absorbente de soporte arbitrario, incluso para un solo momento incidente [84,85].
El potencial (3.22) permite ademés aclarar otros aspectos de los absorbentes que con frecuencia

se han ignorado o enunciado incorrectamente en la bibliografia. En primer lugar, el potencial
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no tiene que ser necesariamente imaginario, y la adicién de una parte real puede mejorar la
absorcién. Ademds, como para un momento dimensional p la longitud dimensional L es en
principio arbitraria (con tal de que se tome el potencial para el ko = pL/h correspondiente), se
demuestra que no es necesario que el soporte del potencial sea mayor que una o varias longitudes
de onda asociadas a p. (En [82] se interpreta este fenémeno con argumentos semiclasicos). Por
tltimo, muestra que las discontinuidades no dan lugar necesariamente a reflexién y no son un
obstéculo para alcanzar absorcién completa.

Los miembros de orden superior de esta familia de potenciales pueden construirse permitiendo
un mayor ntimero de coeficientes (J > 2), e imponiendo que las derivadas sucesivas de R!(k)
sean cero para k = ko. Para los potenciales de tipo I, si se impone que v derivadas sean cero,
se necesitars un nimero de coeficientes J = 2 4 v. Excepto en el caso v = 0, los coeficientes a;
deben obtenerse numéricamente y, en la practica, ir més alld de v = 2 es bastante complicado.
Los potenciales resultantes, ademds, tienen parte imaginaria de signo arbitrario y presentan
variaciones rapidas con la coordenada z, por lo que, como veremos en la siguiente seccién, no
son tan robustos como los de orden cero.

El mismo método puede adaptarse a potenciales de tipo P. En este caso se impone la
continuidad de la funcién de onda y la derivada en z = 0 y z = 1, con la condicién Rl(ko) =

— = . .

Si suponemos una dependencia polinémica como en el caso anterior, el primer miembro de la
familia tendra cuatro coeficientes (J = 4), y con las condiciones (3.21,3.23) la forma explicita

del orden cero para el potencial absorbente tipo P en ko serd,

3+ 2iko ] [

~1
W1(30124M,P($) = kg +6 [ﬁ - m ] [z — 1]"2 . (3.24)

2 +iko

Este potencial es complejo, con parte imaginaria negativa, discontinuo en z = 0, divergente en
z = 1, y robusto frente a discretizaciones. A diferencia de (3.22) permite la transmisién para
momentos diferentes a ko, propiedad que como veremos es muy ttil a la hora de aprovechar los
efectos de interferencia en potenciales formados sumando sucesivamente varias unidades.

Para ampliar la anchura efectiva de absorcién, se impone la nulidad de derivadas sucesivas
de T' y R! para k = ko, de forma que por cada orden adicional son necesarios dos coeficien-
tes mas (para potenciales tipo P, J = 3 + 2v). Los coeficientes adicionales deben calcularse
numéricamente, y como en este caso hay mayor niimero por cada orden, el proceso de construc-

cién es aiin mas dificil que en el caso anterior.
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3.2.4 Potenciales compuestos

A continuacién proponemos dos métodos que hacen uso de las interferencias entre cami-
nos asociadas con las colisiones miltiples en barreras compuestas, para construir potenciales
complejos que absorban en un conjunto seleccionado de momentos incidentes o para un inter-
valo ancho de momentos. El primer método consiste en la adicién de una unidad de potencial
apropiada por cada momento absorbido, de forma que se consigue absorcién perfecta para los
momentos seleccionados. En el segundo no se alcanza absorcién perfecta, pero es mucho mas
robusto numéricamente que el primero, y permite una buena absorcién en un intervalo amplio

de momentos.

Método 1: Absorcién perfecta para un conjunto de momentos

Supongamos dos unidades de potencial complejas, V1 y Vs, de soporte finito contiguo, d; y

d, sea V4 el primero por la izquierda, y V2 el segundo (figura 3.2).

e T, e

[13 | ikx

R. e
VZ

ikx | tkx

R fe -tkx
- v, v,

X

Figura 3.2: Dos unidades de potencial contiguas arbitrarias, V1 y Va, v la barrera compuesta Vi + Va,
con las amplitudes de reflexién y transmisién correspondientes para incidencia desde la izquierda.

En todo lo referente a este método las unidades adimensionales estardn referidas al soporte
dimensional del primer potencial, d;. Denominemos Tir’l y Rg’l, i = 1,2, las amplitudes complejas
de transmisién y reflexién de la barrera i-ésima aislada, correspondientes a incidencia desde la
izquierda (1) y desde la derecha (r). Sean ™!y R™ (sin subindice), las amplitudes de la barrera
compuesta, V = Vi + V2. Estas dltimas cantidades pueden obtenerse a partir de las primeras

mediante la técnica de colisiones muiltiples [86], esto es, considerando la suma de las amplitudes
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de todos los posibles caminos que finalmente dan lugar a transmision o reflexidn,

o0
1
r = 4| S ey o -t

= 1
R' = R +TIR, [Z(RQR{)"} T =R, + T{Rél—_kl—RrT{ : (3.25)
n=0 2441
Supongamos que el potencial V1 es tal que
Ti(k1) = Ri(k1) =0, (3.26)

donde k; > 0 es un momento adimensional arbitrario (k1 = dip/h). Insertando (3.26) en (3.25)
se obtiene que las amplitudes para k; del potencial total son T (k) = Ri(k1) = 0. En otras
palabras, si V; es un absorbente perfecto en k; el potencial total V también lo serd. El objetivo

de afiadir Vs es absorber para un momento adicional k # k1. Si V2 se construye de forma que

Ty(ka) = 0 (3.27)

I _ R (k)
Bolke) = W Ri () - THR)TE () (3.28)

se consigue absorcién total para ke, T'(k2) = R'(k2) = 0. La ecuacién (3.28) se obtiene im-
poniendo R!(ky) = 0 y despejando R, en (3.25), que quedard en funcién de cantidades que
dependen dnicamente de V7.

Aunque las dos barreras por separado tienen amplitudes no nulas para kz, cuando se colocan
juntas las interferencias cancelan exactamente la reflexién global. El potencial asi construido
absorber4 perfectamente dos momentos (k1 y k2) y nada impide asociarle una tercera unidad V3
que absorba en un nuevo momento k3. El procedimiento sera igual al descrito, donde el papel
de Vi lo representara el potencial compuesto Vi + Va. Este procedimiento se puede continuar
iterativamente al construir un potencial que absorba perfectamente n momentos mediante la aso-
ciacién de n barreras. Mientras que los trabajos de S. Brouard y colaboradores [78] permitieron
mostrar que existia un potencial de soporte finito que absorbia perfectamente para un momen-
to ko, el procedimiento anterior permite construir potenciales de soporte finito que absorben
perfectamente un nimero n arbitrario de momentos, siempre que se cuente con las unidades V;
adecuadas. En principio, la tinica condicién sobre los V; es que las amplitudes para un momento
k; tengan un valor determinado. Para V) esto se consigue con el método de inversiéon descrito
en la seccién anterior para construir los potenciales BMM de orden cero. El potencial V2 (v los
sucesivos) requiere ligeras modificaciones del método para que la probabilidad de reflexién R,
verifique (3.28). Para construir el potencial V5 entre 1 y 1 + Lo, (Ly = da/d1), o unidades de

potencial adicionales V; con soporte entre dos puntos 2 =2y £ = 2+ L, es conveniente definir
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una nueva variable y = (z — z)/L, de forma que las unidades de potencial vayan dey=0a
y = 1. Un nuevo ntimero de onda se define como k = Lk (recuérdese que L es aqui adimen-
sional). La amplitud de reflexion (k) para las nuevas variables (k, y) estd relacionada con las
variables originales (k, ) mediante ri(k) = R'(k)e"%** [87]. Es mucho més fécil manipular
las restricciones (3.27) y (3.28) utilizando el nuevo conjunto de variables. En particular, para
obtener V5, se supone primero que la onda plana incidente por la izquierda, Uy (y), con numero

de onda ko = Lok, obedece las siguientes cuatro condiciones

Uy(y=0) = 1+'ré,
Uy =0) = ika(1—1h),
Tyy=1) = Ty(y=1)=0, (3.29)

con rh(ky) = Rh(k2)e %*2 y Rb(k;) dadas por (3.28). Suponiendo, como anteriormente, una
dependencia polinémica, ¥a(y) = > ;03 b;y’, y sustituyendo en (3.29), se encuentra que los

coeficientes son

bo = 147, by = iky(1 —75), (3.30)
by = —(3+ 2iks) — rh(3 — 2iky), by = (2 + ikg) + r4(2 — ko) . (3.31)

Despejando en la ecuacién de Schrodinger el potencial correspondiente, y reescribiendo el resul-
tado para las variables originales, 12(z) = P2 (y), encontramos que Vz entrez =1y z =1+ Lo

tiene la forma

W@=%+ﬂ@. (3.32)
(7

El potencial V; 4 V; construido de esta manera es perfectamente absorbente para kiy ke, yla
adicién de una tercera unidad V3 no cambiars esta propiedad, como hemos discutido anterior-
mente. Con ligeros cambios, este método es aplicable cuando se coloca una barrera infinita en
el borde derecho de la tiltima barrera. La tinica diferencia es que no es necesario imponer la
condicién o' (z = ¥ L;) = 0, y para la tltima barrera seria suficiente un polinomio cuadratico.

Obsérvese que los polinomios y el conjunto minimo de condiciones discutidas aqui tienen la
ventaja de proporcionar expresiones explicitas muy simples, pero en principio podrian usarse
otras formas funcionales para la funcién de onda y condiciones adicionales.

La figura 3.3 muestra la probabilidad de supervivencia, Ps (k), para potenciales construidos
con dos unidades de la forma descrita (linea continua gruesa y linea punteada). La anchura
efectiva de absorcién en torno a ko se incrementa cuando se reduce Ly, un efecto reminiscente
del ensanchamiento de las resonancias de transmisién cuando las paredes de una barrera doble

se estrechan.
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Figura 3.3: Probabilidad de supervivencia, P,(k) frente a k. Las lineas continua gruesa y punteada
gruesa corresponden a potenciales compuestos perfectamente absorbentes con Ly = 0.5y Ly = 1.6
respectivamente (L1 =1 en ambos casos), que absorbeen bk =1y ks = 1.2. Por razones de estabilidad
numérica el potencial V; tedrico se trunca para valores de la parte real o imaginaria mayores de 103.
Las lineas punteadas y a trazos corresponden a potenciales compuestos de barreras cuadradas (Vsg,p)
con N = 2y N = 3, respectivamente, con la mista longitud total que el potencial de linea gruesa y
optimizados para los mismos valores de k (s = 2). La linea continua con circulos corresponde al potencial
—inz?, donde n minimiza la suma de la probabilidad de supervivencia en los dos momentos seleccionados.

En la figura 3.4 se utilizan tres unidades de potencial para absorber tres nimeros de onda
diferentes. El precio que hemos de pagar por requerir absorcion perfecta es que, al menos
para las unidades de potencial que hemos empleado, aparecen inestabilidades numéricas. A
pesar de que el potencial es explicito, la absorcién para un momento arbitrario debe calcularse
numéricamente. La probabilidad de supervivencia calculada en el entorno de ko se vuelve muy
sensible a pequefios errores en la discretizacién de los potenciales si Ti(k) es muy pequena
(para una barrera de potencial aislada, las amplitudes de transmisién desde la derecha y desde
la izquierda son iguales cuando los niveles del potencial —asint6ticos— son iguales a ambos lados
y el potencial es local). Aparece como un denominador en la estimacién del error de P causado
por errores de Rll’r o T;. Una via para evitar este problema en la practica consiste en truncar los
potenciales de forma que P;(k;) no sea exactamente cero, aunque sf suficientemente préximo,
digamos P, (k1) = 107°. Esto incrementa el valor de T (k2) y hace que P sea mucho mas estable
respecto a pequefios errores numéricos debidos a la representacién discreta del potencial. Sin

embargo, las dificultades se incrementan cuando se afiaden méas puntos de absorcién k;.
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Figura 3.4: Probabilidad de supervivencia Ps (k) frente a k. La linea continua corresponde a un potencial
compuesto perfectamente absorbente construido con tres unidades para absorber en ky = 1.94, ko = 4.84
y k3 =7.75, Ly = 1, L, = 0.008 y L3 = 0.024. Como en la figura 3.3 el potencial se trunca para evitar
inestabilidades numéricas. También se muestra la probabilidad de supervivencia para el potencial Vss,p
optimizado para los mismos puntos (s = 3) y con la misma longitud total: linea continua N = 1, linea
punteada N = 2, linea a trazos N = 3, linea a puntos y trazos N = 4. La linea continua con circulos
corresponde al potencial —inz?, donde 7 minimiza la suma de la probabilidad de supervivencia para los
tres momentos seleccionados.

Método 2: Potenciales compuestos por barreras cuadradas

Describiremos a continuacién un procedimiento simple para construir potenciales absorben-
tes que usa de nuevo las interferencias entre unidades consecutivas pero evita los problemas
numéricos del caso anterior. Estos potenciales no serdn absorbentes perfectos para ningun mo-
mento k, pero sus prestaciones son mds que aceptables para la mayoria de las aplicaciones
précticas, superando a cualquier otra propuesta conocida en la regién de momentos pequenos.
La idea bdsica es muy simple: la forma funcional es explicita, una serie de N barreras cuadradas
complejas de longitud € = 1/N (de forma que la longitud adimensional del potencial total es de
nuevo 1) y energias complejas {V;}, j = 1,2,..., N (figura 3.5).

Para una serie determinada de barreras, las amplitudes de transmisién y reflexién globales
se obtienen exactamente mediante la multiplicacién de matrices 2 x 2. Ademds, el gradiente
con respecto a los cambios del potencial en cada barrera se puede también obtener exactamente
mediante un producto de matrices. Estas evaluaciones son muy répidas, de forma que el tiempo
necesario para una optimizacién serd mucho menor que para cualquier otro potencial usando

el mismo ntmero de pardmetros libres. La ventaja que ofrecen los potenciales compuestos por
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Figura 3.5: Partes real e imaginaria de un potencial compuesto por barreras particular Vsp 1, N = 5.
Los paréametros se dan en el apéndice B.

barreras cuadradas es que podemos optimizar un mayor nimero de pardmetros, dos por cada
barrera, lo que permite obtener una mayor flexibilidad.

La eleccién de barreras cuadradas estd motivada por la simplicidad ganada. En principio los
resultados podrian mejorarse, por ejemplo, mediante barreras lineales como unidades bésicas.
La dificultad en este caso se debe a que las matrices de transferencia vienen dadas en términos
de funciones de Airy de argumento complejo, cuyo tratamiento numérico es delicado [79]. En
cambio, las matrices de transferencia para las barreras cuadradas involucran sélo exponenciales.

En la seccién dedicada a los potenciales BMM discutimos que las discontinuidades del poten-
cial no dan lugar a reflexién necesariamente (lo que acaba con el prejuicio de no utilizar barreras
cuadradas como absorbentes), y que la inclusién de una parte real favorece la absorcién. En con-
secuencia, permitiremos que las barreras tengan parte real e imaginaria. Otra propiedad de las
barreras cuadradas es que, en principio, cualquier forma potencial puede aproximarse con pre-
cisién arbitraria usando un niimero suficiente de ellas. Esto permitiria, al menos teéricamente,
encontrar una forma funcional éptima para un objetivo dado. Por supuesto, en aplicaciones
tipicas, el nimero de barreras estard limitado por el tamaiio y densidad de la red, y por el tiem-
po dedicado a su optimizacién, por lo que los potenciales obtenidos serdn sélo aproximaciones
discretas al potencial ideal.

Se han estudiado las propiedades de potenciales reales formados por la sucesién de barre-

ras cuadradas con fines pedagdgicos [88], y mds recientemente en el campo de “super redes”
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mesoscopicas semiconductoras. Usaremos en nuestro caso las matrices de transferencia de T.
M. Kalotas y A. R. Lee [89], adaptadas para barreras complejas. Definamos en primer lugar la

matriz auxiliar M(k, z),

My, = €, My =e*,

I

Mz 1 = keikz, M2,2 = -—ke_ikx, (333)

]

y la matriz K(k;,€) para la barrera j-ésima

Ky, = &Q—L’w ,

Kip = -—”—”‘_ekj;:.e_kje )

Kz = kj(_ekj]€2+ ) )

Ko = eki——;e—_ki , (3.34)

donde k; = (V; — E)1/2 (1a eleccién de la rama en la rafz cuadrada carece de importancia). La

matriz de transferencia W relaciona los coeficientes que multiplican las ondas planas a ambos

(gﬁ)zw(g:), (3.35)

donde A y B son los coeficientes de ¢kz y e~y los subindices [ y r se refieren a incidencia

lados de la barrera total

desde la izquierda y desde la derecha. W puede escribirse en términos de My K [89],

W = M~1(k,z = 0) [ﬁ K(kj,e)} M(k,z = 1). (3.36)

Esta matriz contiene toda la informacién asintética de la colisién. En particular, las amplitudes
de reflexién y transmisién para una onda plana incidente desde la izquierda con nimero de onda

k (supondremos que el potencial complejo se encuentra en el borde derecho de la red), vienen

dadas por
Wa
Rik) = ==,
(k) Wi
1
THE) = ——, 3.37
(k) Wi (3.37)

de forma que la probabilidad de supervivencia para un nimero de onda determinado, puede
evaluarse facilmente a partir de W. La funcién que se ha de minimizar con respecto a los valores

de V; es el promedio de la probabilidad de supervivencia en s valores de k, {kq},

8
FViy ey Vivi bty eenks) = O wa Po(VA, o, Vivi k) - (3.38)
a=1




3.2 Formas funcionales

A diferencia del método anterior, en el que cada nueva unidad daba cuenta de la absorcién para
un nuevo momento, el nimero de barreras N no tiene que ser necesariamente igual al nimero
de puntos optimizados a (aunque la experiencia muestra que en este caso una absorcion dptima
en o puntos requiere N = « + 1 para potenciales tipo P y N = a para potenciales tipo I).
En general tomaremos s puntos igualmente espaciados en un intervalo determinado. En las
aplicaciones N se escoge de acuerdo con la densidad de puntos de la red espacial, de forma que
corresponda un nfimero entero de puntos para cada barrera. Los factores w, pueden escogerse
proporcionales a la distribucién de momentos de un paquete de ondas particular incidente o,
como en este trabajo, de acuerdo con un criterio homogéneo, w, = 1, para absorber paquetes
de onda arbitrarios dentro de una regién de momentos seleccionada. f se minimiza utilizando
un método cuasi-newtoniano. Las semillas de los valores de {V}}¢ se eligen aleatoriamente y
se selecciona el mejor valor de varias minimizaciones. Los métodos numéricos de optimizacién
son maés eficientes si se les proporciona una expresién del gradiente de la funcién a minimizar.

Para evaluar el gradiente de f con respecto a las variables {V;}, se necesitan las derivadas

-g%, j =1,...,N, que estan dadas por un producto similar a (3.36), sustituyendo la matriz K(k;)

por a%'%. A continuacién mostramos algunos ejemplos de las posibilidades de estos potenciales.
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Figura 3.6: Probabilidad de supervivencia P,(k) para potenciales con N = 7. Los s puntos se escogen
igualmente espaciados entre k = 1 y k = 25. s = 1, linea continua; s = 2, linea a trazos; s = 10, linea
punteada; s = 95, linea a trazos y puntos.

En la figura 3.6, se muestra la probabilidad de supervivencia Py(k) para diferentes valores

de s utilizando potenciales con N = 7. Los s puntos se toman igualmente espaciados en el
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intervalo entre k = 1 y k = 25 excluyendo los extremos. Cuando s se incrementa, la anchura de
absorcién mejora y los saltos entre los puntos k&, tienden a desaparecer. En particular la anchura
A(kg = 1) para el potencial con valores més altos de s es aproximadamente diez veces mayor que
la anchura del mejor de los potenciales conocidos previamente, incluyendo los potenciales BMM
de segundo orden [79]. La absorcién también mejora al aumentar el nimero de barreras para
un ndmero fijo de puntos, pero el aumento de s es menos costoso (en tiempo de computacion)

que incrementar N en el proceso de optimizacion.
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0.00
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Figura 3.7: Probabilidad de supervivencia P,(k) para un potencial que se obtiene minimizando f =
szzizl P2+ a)+ E?El P,(30 + B) en dos regiones diferentes de momentos en torno a k =7y k = 35.
=8.

La flexibilidad de estos potenciales permite en particular absorber en diferentes regiones del
espectro de momentos. Por ejemplo, la figura 3.7 muestra la probabilidad de supervivencia para
un potencial N = 8 y s = 18 puntos en el entorno de k = 7 y k = 35. Este comportamiento
podria ser 1til para clculos con subpaquetes que se mueven a velocidad traslacional diferente

debido a sus diferentes energias internas.

3.3 Comparacion

En esta seccién compararemos las caracteristicas de los diferentes potenciales descritos en
secciones previas. Los aspectos estudiados son: probabilidad de supervivencia optimizada para
un kg fijo, anchuras de absorcién, y robustez frente a discretizaciones.

Para facilitar la interpretacién de las figuras se han utilizado los siguientes simbolos: las lineas
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discontinuas (con simbolos blancos) corresponden a potenciales tipo P, y las lineas continuas
(con simbolos negros) corresponden a potenciales tipo I. La correspondencia entre potenciales y

simbolos es la siguiente: tridangulos con un vértice hacia arriba corresponden a potenciales V1§ 1\)/1 M

tridngulos con un vértice hacia abajo corresponden a Vé?\)/f ur; cuadrados a Vgr (cuadrético con
n real); circulos a Vge (cuadratico con 1 complejo); tridngulos con un vértice hacia la derecha
a Vig (lineal con 7 real) y diamantes a Vgp (potencial compuesto por barreras cuadradas

complejas) .

3.3.1 Absorcién estacionaria

En la figura 3.8 comparamos la probabilidad de supervivencia, Ps(ko), para potenciales
optimizados para un valor de kg. (Cada punto kp en la figura corresponde a diferentes pardmetros

optimizados de cada forma funcional).
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Figura 3.8: Probabilidad de supervivencia para potenciales optimizados P;(ko) frente a ko. Las lineas a
trazos y simbolos blancos corresponden a potenciales tipo P, mientras que las lineas sélidas y simbolos
negros corresponden a potenciales tipo I en todas las figuras. Cuadrados Vgr; circulos Ve, tridngulos
hacia la derecha Vi i. Para el resto de potenciales discutidos en el texto Ps(ko) en indistinguible con el
eje de ordenadas en la escala de la figura.

Un buen ntimero de potenciales optimizados da lugar a absorciones excelentes para un mo-
mento determinado, y sus probabilidades de supervivencia son indistinguibles del eje kg en la
escala de la figura. Los potenciales Vgaras pueden siempre adaptarse para garantizar absorcién
completa en cualquier momento incidente, por lo que el resultado de Py (kp) seria cero en todos

los casos y no se muestra en la figura. Tampoco se muestran los resultados de Vic,1, Voo,
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Vamu, Vsp,p(N =2),y Vs (N = 1) ya que dan lugar también a valores indistinguibles con el
eje de abscisas de la figura, valores que serdn lo suficientemente buenos para cualquier propdsito
en el limite monocromatico de absorcién. Merece destacarse que una simple barrera cuadrada
compleja permite, con condiciones de tipo I, obtener probabilidades de absorcién por debajo de
10~7 en el intervalo estudiado.

Los potenciales monémicos no se comportan de forma tan eficiente como el grupo anterior
en la regién de ko pequefios. El potencial lineal mejora en cierta medida el comportamiento del
cuadratico, pero no lo suficiente para ser una opcién prictica. La absorcién de los monomios
mejora de forma substancial para las condiciones de tipo [ considerando un prefactor complejo
como se discute en [79], y més recientemente en [82]. Sin embargo, esta mejora significativa no
se consigue con potenciales del tipo P. La curva para Vpc,p no se incluye porque es similar a la

de Virp ( excepto para kg < 3 donde es sdlo ligeramente mejor).

3.3.2 Anchuras de absorcién

La anchura de absorcién efectiva® A(ko; ) estd definida como el intervalo en torno a ko donde

Pi(k) <e.

30

25 1

Figura 3.9: Anchuras de absorcién A(ko;0.001) frente a ko. Diamantes, Vsgp (5 barreras cuadradas);
i . . @ . g
tridngulos hacia arriba, Vg s ,; cuadrados, Vgr; circulos, Voo

La figura 3.9 muestra esta anchura para ¢ = 0.001. Para Vgr y Vgc usamos el mismo poten-

3Esta es la magnitud importante cuando lo que se quiere absorber es un paquete cuya distribucién de momentos
tenga cierta anchura.
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cial optimizado de la figura 3.8. De nuevo, Vg (cuadrados) es inservible para momentos bajos,
pero su anchura efectiva crece rdpidamente a partir de cierto umbral. De acuerdo con la figura
3.8, Ve (circulos) absorbe con una anchura no nula para momentos bajos sélo para potenciales
del tipo I, pero esta anchura es muy pequeiia en cualquier caso. Los potenciales optimizados
Vl(?21\)/1 s (tridngulos hacia arriba) ofrecen buenas absorciones en la regién de momentos bajos en
comparacién con los cuadraticos, aunque su comportamiento a ko mds altos no es tan bueno.
Se observa una mejora utilizando condiciones de tipo I (con una barrera infinita en z = 1) en
lugar de condiciones tipo P. Las mejores anchuras se alcanzan con los potenciales compuestos
Vsp. Hemos usado cinco barreras, N = 5, en los célculos de la figura 3.9, (diamantes), pero los

resultados podrian mejorarse aumentando el nimero de barreras.
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Figura 3.10: Probabilidad de supervivencia Ps(k) para el mismo potencial de la figura 3.9 optimizado
para ky = 5.

La figura 3.9 se complementa con la figura 3.10, donde se representan las curvas de probabi-
lidad de supervivencia Ps(k) para los potenciales optimizados en torno a ky = 5. En esta figura
es evidente la ventaja de los Vsp frente a los otros potenciales estudiados. Los coeficientes para
cada uno de los potenciales de la figura 3.11 se dan en el apéndice B. Ademads, la figura 3.5

representa la parte real e imaginaria del potencial Vsp (N = 5) utilizado.

3.3.3 Robustez

Otra caracteristica necesaria para un buen absorbente es su robustez frente a discretizaciones.

Para cuantificar la robustez de un potencial dado, de la forma mds independiente posible del
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paquete de ondas incidente y del método de célculo utilizado, definiremos la siguiente cantidad,
Eq, (ko) = Ps(ko) — Psn (ko) , (3.39)

donde P;(k) es la probabilidad de supervivencia para un determinado potencial, y P; N (ko) es la
probabilidad de supervivencia para una aproximacién discreta del potencial original construida
mediante N barreras cuadradas de igual anchura, §, Né = 1. Las barreras de la versién discreta

se eligen de la siguiente manera
V; =V(z;), j=1,..N, (3.40)

donde z; = (j — %)6 . La figura 3.11 representa la parte imaginaria de un potencial arbitrario y

su versién discreta cuando N = 5.

Im(V)

<O A
lel

Figura 3.11: Parte imaginaria de un potencial arbitrario y su aproximacién discreta para N = 5.

Las amplitudes de reflexién y transmisién para la aproximacién discreta pueden calcularse
utilizando la técnica de matrices de transferencia discutida para los potenciales Vsp.

La figura 3.12 muestra el valor absoluto E, frente a N para kg = 1. Los tres potenciales exa-
minados en esta figura, Vgr, Voc vy V]g(;\)/[ 1> S€ representan adecuadamente con discretizaciones
de siete 0 més barreras. Un resultado curioso es que la representacién discreta del potencial Vgr
absorbe mejor que el propio potencial, aunque en esta regién de momentos este potencial no es
muy 1til, como se mostrd en la figura 3.6. Vz(a(;\)/.rM, ; es bastante robusto, y sus aproximaciones

con una o dos barreras corresponden al error mas pequefio entre los potenciales comparados en
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Figura 3.12: Error absoluto de la probabilidad de supervivencia, E,, frente al niimero de barreras de
la discretizacién para ko = 1. Las lineas se incluyen como ayuda visual, ya que sélo los valores enteros
tienen sentido. Tridngulos hacia abajo, Vg}\),, 11 €l resto de simbolos como la figura 3.9.

la figura 3.12. Por el contrario, los potenciales Vg\)/[ s oscilan demasiado, y no son robustos (su
E, es demasiado grande para la escala de la figura). Con este criterio de robustez, los potencia-
les Vg, formados por Ny barreras cuadradas, son perfectamente robustos cuando se utiliza un
miltiplo de Ny en la discretizacién, N = nNp,n = 1,2,3,.., pero para otros valores F, puede
ser apreciable. En la préctica esto significa que, cuando se discretiza un potencial Vsp en una
red, se debe siempre elegir un néimero entero de puntos (tipicamente 1, 2, 6 3) para cada una
de las barreras cuadradas y obtener asi un buen acuerdo con la absorcién tedrica.

Para examinar la robustez en funcién del momento incidente, hemos definido N,(ko) como
el nimero de barreras que se necesitan para que E, < 0.001 en un potencial optimizado en ko-
Como regla general, N, aumenta con kg exceptuando quizas la regién de momentos bajos. Como
en absoluto robusto, véase la figura 3.13.

.. . 2
se indicaba anteriormente, Vé 1\)/1 A DO es

3.4 Resumen y conclusiones de la comparacién

Hemos estudiado las caracteristicas de varias formas de potenciales absorbentes, en particu-
lar su robustez numérica frente a la discretizacién y su absorcién efectiva cuando se imponen
condiciones de contorno periédicas o de pared infinita (ambas condiciones se encuentran en las
aplicaciones practicas). Ningin potencial es util para todos los propésitos, pero nuestro estudio

permite seleccionar el més adecuado para cada aplicacién. Ademds de la anchura de absorcién
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Figura 3.13: Numero de barreras requerido para que E, < 0.001 para potenciales optimizados en ko
tipo P (A) y tipo I (B). Tridngulos hacia abajo, VB nars €l resto de simbolos como en la figura 3.9.

y la robustez, la estabilidad de algunos de los métodos numéricos requiere que el potencial satis-
faga propiedades adicionales. En particular, algunos de los algoritmos de propagacién temporal
son inestables cuando la parte imaginaria del potencial complejo toma un valor positivo grande
(hemos comprobado esta inestabilidad usando la transformada de Caley [83] o el método POE
[54]; en este 1ltimo caso el problema aparece s6lo en la evaluacién de exponenciales de argumento
positivo muy grande). Para estos métodos inestables, la mejor eleccién estard entre uno de los
siguientes potenciales: monomios, Vg;\),f A © Vsp con la restriccion Im(V;) < 0. Dependiendo
del intervalo de absorcién, podemos distinguir los siguientes casos:

(0)

a) Absorcién monocromética: En este caso la mejor eleccién es V- Se trata de un poten-

cial que es a la vez explicito (no requiere optimizacién) y robusto (a pesar de las singularidades),
con parte imaginaria puramente negativa, y que absorberd cualquier kg seleccionado, de forma
que, en unidades dimensionales, la longitud del potencial L puede ser arbitraria (en la practica,
sujeta s6lo a las restricciones impuestas por la robustez). La dependencia para condiciones de
tipo I era conocida, y en este trabajo hemos dado la forma explicita para condiciones tipo P.
También pueden usarse monomios pero tienen ciertas desventajas. Es necesario optimizar los
pardmetros y, en la regién de momentos pequefios, solo absorben para condiciones de tipo I y
prefactor complejo 7.

b) Absorcién de un intervalo de momentos [k;, ks] con k; > 10: En este caso cualquier mo-

nomio podria utilizarse de forma eficiente. Sea p; el valor minimo del momento dimensional que




3.5 Ejemplo de aplicacién: colisién colineal H + Hy

debemos absorber en una aplicacién particular; el valor correspondiente de k; puede incremen-
tarse siempre més alld del valor k =~ 10 aumentando L, ya que k = pL/h. Sin embargo, esto
podria llevar a grandes anchuras dimensionales del potencial y, consecuentemente, dificultar el
caleulo numérico. Calculos precisos en umbrales, o para colisiones de baja energfa, requeririan
valores de L muy grandes e impracticos. Una fuente adicional de dificultades es el decrecimiento
de la robustez de los monomios con el incremento de kp.

¢) Absorcién para intervalos de momentos que incluyan la regién k < 10: Este es el caso im-

portante en los umbrales, para colisiones de baja energia o para evitar valores de L demasiado
grandes. La mejor eleccién entre las formas funcionales conocidas es el “potencial compuesto”
formado por barreras cuadradas complejas, Vsp. Estos potenciales son robustos si cada barrera
se representa mediante un nimero entero de puntos en la discretizacién. La optimizacion de las
“alturas” (energias) de las barreras puede restringirse de forma que s6lo se permita una parte
imaginaria negativa, lo que evita los problemas de estabilidad numérica. En los casos donde los
algoritmos sean estables para potenciales con parte imaginaria positiva no es necesario imponer
esta restriccién, y se obtienen mejores absorciones.

Por tltimo, nuestro estudio clarifica un ndmero de concepciones erroneas sobre los potencia-
les complejos, que han podido dificultar biisquedas mas exhaustivas de formas funcionales: en
particular, los potenciales no tienen que ser puramente imaginarios (una parte real anade flexibi-
lidad y mejora la absorcién [79], [82]), la anchura del potencial puede ser menor que la longitud
de onda del momento incidente, y las discontinuidades del potencial no provocan necesariamente

reflexién y pueden ser numéricamente robustas.

3.5 Ejemplo de aplicacién: colisién colineal H + H;

Para finalizar este capitulo dedicado a los potenciales absorbentes comprobaremos las venta-
jas de los potenciales compuestos Vsp en un problema realista. Tlustraremos cémo estos poten-
ciales permiten reducir el 4rea de la red dedicada a la absorcion, y al mismo tiempo aumentar
el intervalo de absorcién incluyendo energias menores.

Los valores de los pardmetros corresponden a un cdlculo para la colision colineal H + Hy
realizado por M. Monnerville, P. Halvick y J. C. Rayez [52]. Estos autores utilizaron técnicas
basadas en paquetes de onda en una red bidimensional (Q, q) (3.2), donde @ y ¢ son las coorde-
nadas escaladas de Jacobi proporcionales a la distancia del centro de masa de la diatémica H; al
dtomo H, y a la separacién internuclear de Hy. En estas coordenadas la energia cinética total es
“diagonal”, y corresponde al movimiento efectivo de una sola particula de masa m = my/ 3i/2,

donde my, es la masa del protén. Después de comparar varios potenciales complejos absorbentes
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Figura 3.14: Probabilidad de supervivencia P,(k) para el potencial (3.41) optimizado para k = 7.9
(n = 0.92 eV), linea continua, y para un potencial Vsp con N = 4 optimizado para s = 19. Las flechas en
el eje de abscisas sefialan la regién [4.5,11.4] que corresponderfa al rango estudiado en [52] si L = Lq/4.
y otros métodos alternativos usaron finalmente la funcién

V(y) ig{l—l-sin [7r (—%+ )]}

con soporte en el intervalo [yg, Ymaz], para absorber el paquete de ondas en la regién de Q o ¢

Y —Ya

Ymax — Ya

(3.41)

grandes (en cada caso y = Q o y = ¢). Seleccionaremos el valle de @) grandes para comparar
con el potencial Vsp, y como cédlculo de referencia el correspondiente a energias totales entre
E; =04 eV y E; = 1.1 eV, y soporte del potencial complejo igual a Lg = 3A, [52]. En ese
calculo se utilizé una densidad de 10 puntos de red por Amstrong (30 puntos en total para el
potencial complejo). Nuestro criterio para fijar el nimero de barreras N es poner una barrera
cuadrada cada dos puntos de red del célculo original de M. Monnerville y colaboradores; de esta
forma podemos asegurar que la absorcién de la versién discretizada serd préxima a la tedrica
del potencial compuesto por las barreras (obtenida mediante las matrices de transferencia).
Obtuvimos las energias traslacionales sustrayendo la energia del estado fundamental de la
diatémica, 0.27 eV. Transformando todas las cantidades a unidades adimensionales, el intervalo
de niimeros de onda traslacionales a absorber es [18.1,45.7]. La probabilidad de supervivencia
para el potencial usado en [52] (n = 0.35 €V) estd por debajo de 0.001 para ese intervalo
de momentos. Nuestro primer objetivo es alcanzar unas caracteristicas similares con nuestro
potencial con longitudes dedicadas a la absorcién menores. Usando una cuarta parte de la

longitud inicial, L/4, el rango de nimero de ondas adimensionales sera [4.5, 11.4].




3.5 Ejemplo de aplicacién: colisién colineal H + H,

En este caso un potencial optimizado de la forma [52] es incapaz de absorber de forma
apropiada, mientras que cuatro barreras cuadradas complejas dan lugar a una absorcién en
ese intervalo por encima del 99.9%, véase la figura 3.14. Este resultado implica una reduccién
significativa de la zona dedicada a la absorcién, que en el cdlculo original era préxima a la mitad
de la red utilizada [52].
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Figura 3.15: P,(ko) para el potencial (3.41) optimizado para cada ko.

M. Monnerville y colaboradores no podian estudiar energias totales por debajo de 0.4 eV.
La naturaleza de este problema se pone de manifiesto en la figura 3.15. En ella se muestra la
probabilidad de supervivencia Ps(ko) para potenciales optimizados de la forma (3.41). Clara-
mente, esta forma funcional es iniitil para k < 10, de forma que energias bajas pueden tratarse
tmicamente con un valor de I muy grande. Esto motiva nuestro préximo objetivo, absorber a
energias menores con la mitad de la longitud del calculo original, Lq /2. El intervalo de niimeros

de onda adimensionales es, bajo estas condiciones, [9.0,22.8].

La figura 3.16 muestra la probabilidad de supervivencia calculada mediante la multiplicacién
de las matrices de transferencia, para tres potenciales diferentes con N = 7. Para comparar,
se muestran también las curvas correspondientes al potencial (3.41) optimizado a k = 15y
k = 10. La mejor figura de absorcién se obtiene si la parte imaginaria de las barreras cuadradas
se optimiza sin ninguna restriccién. Sin embargo, la parte imaginaria optimizada de alguna de
las barreras toma valores positivos lo que, como comentamos, puede introducir inestabilidades

numéricas en ciertos métodos de propagacién de paquetes de onda. De cualquier forma, pueden
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Figura 3.16: P,(k) para tres potenciales diferentes con N = 7: sin restricciones (linea a trazos), con
la restriccién ImV; < 0 (linea continua), y con la restriccién ReV; = 0 (cuadrados). Para comparar se
incluyen dos potenciales de la forma (3.41) optimizados para k¥ = 10y k = 15 (linea punteada y a trazos y
puntos respectivamente). Las flechas en el eje de abscisas indican la regién [9.0, 22.8] que corresponderia

al rango estudiado en [52] si L = Lqg/2.

evitarse imponiendo la restriccién ImV; < 0 en la optimizacién. Al restringir el espacio de
los pardmetros permitidos, la absorcién es menor, pero a cambio el potencial es robusto para
los métodos de propagacién mencionados. (Hemos comprobado que los célculos con el método
POE usando la misma densidad de puntos de red que en [52] dan lugar a probabilidades de
supervivencia en buen acuerdo con la absorcién calculada con la. matrices de transferencia.) En
la figura 3.16 también se muestra la probabilidad de supervivencia para una optimizacién donde

las barreras son puramente imaginarias. Esta restriccién, al contrario que la anterior, deteriora

severamente la calidad de la curva de probabilidad de supervivencia.
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Capitulo 4

Tiempos de llegada y transito

4.1 Introduccion

A pesar de que las colisiones son procesos temporales, las monografias sobre teoria de colisio-
nes se dedican fundamentalmente a los aspectos “estacionarios”. Esto se debe en parte a que el
experimento de colisién tradicional se realiza en un régimen cuasi estacionario, y también a que
los estados estacionarios forman, como ya hemos visto en el capitulo 1, una base para analizar
la colisién dependiente del tiempo.

Sin embargo, cada vez es mds importante considerar explicitamente la dependencia tempo-
ral: los experimentos modernos con ldseres pulsados permiten preparar y detectar estados no
estacionarios, y seguir en algunos casos la evolucién del paquete de ondas; ademas, los métodos
numéricos de propagacién de paquetes de ondas, cada vez mas potentes, proporcionan una ima-
gen de los mecanismos que subyacen a los cambios de estado o de estructura propiciados por
la colisién. La teoria debe adaptarse a esta tendencia resumiendo en unas pocas cantidades
caracteristicas los principales aspectos de la evolucién: tiempos de transito, tiempos de llegada,
tiempos de retardo, o tiempos de vida de especies inestables. A pesar de que muchas de estas
cantidades son, en un sentido experimental, “observables”, la teoria cudntica, que tanto énfasis
ha puesto precisamente en este concepto, encuentra serias dificultades para formalizarlas. Este
campo de investigacién involucra ingredientes tan diversos como la interpretacién del forma-
lismo mecanico-cudntico y de la dualidad onda particula, las ambigiiedades de la cuantizacién
de una cantidad clasica, la relacién entre mecdnica cldsica y mecanica cudntica, la interpreta-
cién y el uso de operadores no autoadjuntos, o el problema de la medida en mecédnica cudntica.
Ninguno de ellos est4 completamente entendido en la actualidad por lo que no es de extrafiar
que la definicién de cantidades intrinsecas con dimensiones de tiempo sea una cuestién esen-
cialmente abierta y a menudo controvertida. Por “intrinseca” entendemos “que no depende

explicitamente del aparato o método de medida”. Contrapuestas a estas cantidades estdn las
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“operacionales”, que se obtienen mediante modelos teéricos de procedimientos experimentales
concretos. Es importante disponer de teorias operacionales, tanto para guiar la definicién de
cantidades intrinsecas interesantes, como para interpretar los experimentos. Conviene en cual-
quier caso observar que diferentes modelos operacionales, inspirados en diferentes procedimientos
experimentales, pueden dar distintos resultados.

En este capitulo estudiaremos algunos modelos operacionales para el tiempo de llegada y
para el tiempo de transito en los que el detector se representa fenomenolégicamente mediante
un potencial absorbente. Exploraremos también algunos aspectos de la definicién intrinseca
del tiempo de llegada para compararla posteriormente con los resultados operacionales. Nos
basaremos en las referencias [90-93].

En general la deteccién de una particula microscépica es un proceso muy complejo cuya
descripcién completa desde principios fundamentales puede ser una tarea muy ardua. Por ello se
impone en general un tratamiento fenomenolégico. La deteccién (al menos dentro del contexto de
los procedimientos que inspiran las definiciones operacionales de este capitulo) puede describirse
como una colisién multicanal de un sistema cuyo estado asintdtico de entrada corresponde a
la particula en el estado incidente mds el detector en el estado de no deteccidn. Si la colisién
provoca el cambio del estado del detector, la particula es detectada. En nuestro caso, el canal
de interés corresponde a la particula incidente con el detector en su estado de no deteccion.
Supongamos que el detector se sitta entre 0y Ly la particula incide desde la izquierda. Para
z < 0 la dependencia temporal de la amplitud del canal incidente puede describirse! mediante

la. expresién (1.150) deducida en el capitulo 1,

(@lp@) = [ dple /" + Ri(p)e /M E M ply(0) (@)

La expresién (1.149) permite obtener una relacién similar para la descripcién a la derecha de L en
términos de la amplitud de transmisién T%(p). Si encontramos un potencial complejo V(z) que
reproduzca las funciones R!(p) y T'(p), podremos reproducir exactamente la dindmica del canal
incidente fuera del detector. Como veremos en la seccién 4.2.2, esto es ya suficiente para extraer
una serie de conclusiones generales, y en gran medida inesperadas, sobre el proceso de deteccién
cuantico. La forma concreta de V(z) determinard ademds el ritmo de absorcién, es decir, la
velocidad con la que desaparece la norma del canal incidente, que corresponderd también a la
distribucién operacional de deteccién y llegada. En este procedimiento fenomenoldgico, V(z)
se obtiene de los datos experimentales y no de primeros principios, pero recientemente J. J.
Halliwell [94] ha deducido, para una familia de modelos sencillos microscépicos e irreversibles

del detector, el potencial complejo correspondiente a la evolucién efectiva del canal incidente.

!Suponemos por simplicidad que la contribucién de momentos negativos es despreciable.
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Se han utilizado previamente diferentes modelos operacionales basados en potenciales absor-
bentes para estudiar el tiempo de llegada. Por ejemplo, G. R. Allcock (84], usando un escalén
imaginario, concluye que no puede definirse operacionalmente este concepto. Sin embargo, se
ha mostrado que sus resultados dependen del tipo de potencial estudiado. Asi, J. G. Muga,
S. Brouard y D. Macias [19] o Ph. Blanchard y A. Jadzcyk [95] han definido y estudiado
distribuciones operacionales de tiempo de llegada con la ayuda de potenciales absorbentes.

Por simplicidad, supondremos que la particula se mueve en una dimensién espacial (z), y en

los ejemplos numéricos se usaran unidades atémicas (h = 1) y m = 1.

4.2 Tiempo de llegada

La extensién del concepto clasico de “tiempo de llegada” a la mecédnica cudntica es pro-
blemético a causa de la ausencia de trayectorias en la interpretacién estdndar del formalismo
cuantico. Se ha intentado resolver el problema desde diversos marcos tedricos, entre otros, me-
diante trayectorias en el espacio de fases o trayectorias “causales” de la teoria de D. Bohm;
modelos operacionales, como los basados en potenciales complejos o en descripciones simples de
la medida; ecuaciones de renovacién; o reglas de cuantizacién en el espacio de fases y los opera-
dores tiempo asociados. En un trabajo reciente (ref. [90]) se repasan y discuten las principales
caracteristicas de los resultados obtenidos y cuestiones que permanecen abiertas.

En esta seccién nos centraremos en dos de las posibles vias. Por un lado analizaremos diversos
aspectos relacionados con el operador tiempo introducido por Aharonov y Bohm, Typ, y con
su distribucién asociada. Por otro, estudiaremos una definicién operacional de la distribucién
de tiempos de llegada. En todos los casos supondremos que la particula evoluciona libremente
(exceptuando la influencia del potencial absorbente en los modelos operacionales) y, salvo que

se especifique lo contrario, el punto de llegada (X) sera el origen (X = 0).

4.2.1 Operadores tiempo de llegada

El camino habitual para especificar una variable dindmica en mecédnica cudntica es definir
el operador correspondiente. Este procedimiento presenta un problema, senalado originalmente
por W. Pauli, cuando la variable dindmica es el tiempo: no es posible construir un operador
autoadjunto que sea conjugado del hamiltoniano, H, si el espectro de H estd acotado por debajo
[84,96,97,98].

Existen varios caminos para evitar la objecién de W. Pauli y cuantizar el tiempo cldsico de

llegada, al menos para casos sencillos como el movimiento libre. Por ejemplo, Y. Aharonov y D.
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Bohm introdujeron el operador T4p [99],
1 R 1 m 1 1
Tap = *m<QopF0; - §ZP_3P> =-7 (Qop}?o; + E;Qop) ; (4.2)
simetrizando la expresién clasica para el tiempo de llegada a X = 0 para una particula con
posicién ¢ y momento p en el instante ¢ = 0. Qop ¥ Fop representan los operadores posicién
y momento respectivamente. El mismo resultado se obtiene usando las reglas de cuantizacién
de Weyl, Rivier o Born-Jordan [100]. En principio esta coincidencia no justifica el operador
(4.2), ya que, a priori, ninguna regla de cuantizacién es mas fundamental que cualquier otra;
simplemente proporcionan generalizaciones cudnticas de la cantidad clasica; una (o varias) de
esas generalizaciones pueden seleccionarse con diferentes criterios, por ejemplo, de acuerdo con
algin procedimiento experimental determinado, o exigiendo ciertas condiciones deseables, por
ejemplo que se verifiquen propiedades de su equivalente clasico. Es por lo tanto esencial exami-
nar cuidadosamente el comportamiento de un operador determinado y sus autofunciones para
determinar su contenido fisico.
Las propiedades matematicas de Tap como operador lineal en el espacio de Hilbert han sido
examinadas entre otros por V.H. Paul [97,101,102,103]. En un primer apartado revisaremos

algunas de esas propiedades.

Propiedades de Ty

Tup es un operador simétrico mazimal [103,104,105], lo que significa que es hermitico (o
simétrico en el lenguaje mas comin de los matemdticos) pero no admite una extensién autoad-
junta (dicho coloquialmente, simétrico mazimal es lo mds cercano posible a “autoadjunto”).
Asi, el primer camino para evitar los argumentos de W. Pauli es relajar el requisito estandar y
admitir que ciertos operadores no autoadjuntos pueden representar propiedades fisicas.

Si se impone la hermiticidad y la integrabilidad de los estados de su rango, el dominio
del operador Tsp, D(Tap), vendrd dado por el conjunto de estados cuya representacién en

momentos verifique la siguiente propiedad [101],

im 28 ¢ (4.3)
p—0 p3/2
Los autoestados de Tap se pueden obtener a partir de la ecuacién de autovalores en repre-

sentacién de momentos, (p|Tasl|¥) = T(p|¥),

L (14d 1
—mit (32— 525 ) (plv) = TOoiw), (4.4

cuya solucién para p # 0, denotada como |T', o), vendra dada por,

(p|T, @) = (|p|/mh)V/2e?’ T/ MM (ap), (4.5)
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donde o = £1 y © es la funcién escalén de Heaviside. |T),a) son autoestados débiles [97], que
satisfacen la condicién (T, a|(Tap — T)|¢) = 0 para todo ¢pe D(Tap). Ademds (4.5) no son
funciones de cuadrado integrable por lo que no definen vectores del espacio de Hilbert H = L?
realizables fisicamente.

Los autoestados (4.5) transforman correctamente ante desplazamientos temporales. Asi, un
estado con tiempo nominal de llegada T' que evoluciona un tiempo ¢, se transformara en un

estado con llegada nominal a tiempo T' — ¢,
e HYMT o) = |T — t,a). (4.6)

Ademsds, constituyen una resolucién de la identidad que, con la eleccién de la constante de

proporcionalidad realizada en (4.5), toma la forma
o0
lop =3 / dT |T, (T, a|. (4.7)
o —00

En la interpretacién fisica de esta expresién se supone que tarde o temprano todas las particulas
llegan a la posicién X = 0. Nétese la inclusién de tiempos negativos. En un contexto experi-
mental, todos los tiempos de llegada medibles son positivos si el estado de la particula de interés,
1(t), se prepara en el instante ¢ = 0. Sin embargo, como discutieron con gran detalle N. Grot,
C. Rovelli y R. S. Tate [106], el andlisis tedrico es mucho més simple si se considera un problema
diferente donde el sistema se prepara a t = —oo en un estado que, en ausencia de interaccion,
evoluciona hasta el estado realmente preparado 1 (¢ = 0), y la distribucién de tiempos de llegada
incluye tanto tiempos (de llegada) negativos como positivos. Esto resulta muy itil desde el
punto de vista matemdtico, como se mostrard posteriormente en las ecuaciones (4.17) y (4.23).

Las autofunciones |T, ) son completas (forman una base del espacio de los estados), pero

no son ortogonales entre si,

a0l i 1
!t _ Oa,a ot *
(T,a|T,a)—————2 oT T)+7TP(T— ,)] (4.8)

La no ortogonalidad de los autoestados se ha asociado con el carcter intrinsecamente im-
preciso de Ty por los proponentes de la teoria operacional de la mecdnica cudntica [104]. Esos
autores, y en particular R. Gianitrappani [97] muestran que los estados [T, o) permiten construir
una resolucién espectral generalizada (POVM) del tiempo de llegada. Esto significa que para
un intervalo de tiempo [T1,T%], se puede construir la siguiente familia de operadores acotados

positivos,

BT =Y [ ITa)ar(Tial. (4.9)
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Estos operadores no son proyectores, pero no se requieren necesariamente proyectores para definir
probabilidades en mecénica cudntica [104,107]. Si se toma la traza de (4.9) con el operador

densidad fisico normalizado, p, se obtiene una funcién,
P(T3,Th) = tr[B(T2, T1)p], (4.10)

que cumple en principio las condiciones de una probabilidad para llegadas entre Ty y T5: es
positiva, aditiva para conjuntos disjuntos, y, como se muestra utilizando la relacién (4.7), tiende
a1 cuando T; — —oo y Ty — co. Si particularizamos para un estado puro i en el instante ¢ se

obtendria la siguiente distribucién de tiempos de llegada,
Ik (T;%() = Y (T, el @) (4.11)
o

(El subindice K se incluye para diferenciarla de otras distribuciones de tiempos de llegada
obtenidas con diferentes argumentos).
Se pueden comprobar ficilmente algunas propiedades de la POVM (4.9) y de la distribucién

Ilg. Utilizando la expresién de transformacién temporal de los estados [T, a) (4.6), se obtiene
e~ iHYR BTy Ty)e ' = B(Ty — ¢, Ty — 1) . (4.12)

lo que significa que las probabilidades de la POVM satisfacen la condicién de covarianza, que

particularizada para la distribucién (4.11) toma la forma.
Mk (T;4(0)) = Nk (T — () - (4.13)

Es decir, la densidad de probabilidad de llegada en el instante T' es igual a la densidad de
probabilidad de llegada en el instante T' — ¢ cuando el estado original ha evolucionado un tiempo
t. Este es un requerimiento inspirado en las propiedades de la distribucién cldsica de tiempos
de llegada, y es natural exigirlo a cualquier candidata al equivalente cuantico.

Se puede comprobar también que el operador tiempo de llegada, T4, es el primer momento
de la medida POV

#1BO1) = [ TWIBEDW) = (GTashs) =3 [ ar@maraet). @19

En principio, existen otras medidas POV compatibles con (4.12) y (4.14), pero (4.9) es la
tnica que verifica que el operador del segundo momento asociado obedece, para estados en

D(T4g), la relacién [103]

AW) = [ TWIBED)W) — (TapblTasy) =0, (4.15)




4.2 Tiempo de llegada

que no es obvia, ya que los autoestados de T4 no son ortogonales.?

A partir de las propiedades de simetria de las funciones (4.5),
(pIT, )" = {p| - T, ), (4.16)
se puede mostrar la siguiente relacion para la distribucién de tiempos de llegada,

g (T,4(0)) = Ok (-T,41(0)), (4.17)

donde (p|h1) = (pl)*. La ecuacién (4.17) es de nuevo una relacién motivada clésicamente que
se verifica cuando el punto de llegada es X = 0 [103,108]. |

La distribucién de tiempos de llegada, ITg (4.11), fue obtenida por J. Kijowski para estados
con momentos o bien positivos o bien negativos (& = 1 0 & = —1) [108], y ha sido rederivada,
estudiada o generalizada posteriormente por varios autores, [98,103,106,109,110,111). R. Werner
en particular [103], con las mismas restricciones impuestas por J. Kijowski, justificé la unicidad
de (4.11) sujeta a las condiciones (4.13), (4.15), y (4.17).

Varios estudios relacionados con el tiempo de llegada se han dedicado a obtener variantes
autoadjuntas del operador T4 p, para evitar los supuestos inconvenientes producidos por no cum-
plir ese requisito el operador de Aharonov-Bohm. N. Grot y colaboradores [106] introdujeron un
operador autoadjunto regularizado y consideraron la expresién completa (4.11) para su posible
aplicacién a estados con momentos tanto positivos como negativos, pero que se anulen en las
proximidades de p = 0. V. Delgado y J. G. Muga [98] llegan a la misma distribucién utilizando
un operador autoadjunto diferente, valido sélo para estados con momentos o bien positivos o

bien negativos. A continuacién describiremos esas propuestas.

Variantes autoadjuntas del operador Typ

N. Grot, C. Rovelli y R. S. Tate [106] atribuyen la no ortogonalidad de las autofunciones a
la singularidad en p = 0, y producen un operador tiempo regularizado, Te, con autoestados que
difieren de (4.5) s6lo en una regién de momentos pequefia en torno a p =0,
iT P dp )

WEk=mmemm*mm(—

mh Jie 7 00) (4.18)

€ es un numero positivo pequeno, y

l/p, lpl>e¢
4.
Ie {8‘210, lpl <e, (4.19)

2La ecuacién (4.15) se satisface de forma trivial para operadores autoadjuntos porque los momentos de la
distribucién del observable se obtienen como valores esperados de las potencias del operador.
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La integral en (4.18), que representa el papel de la energia cuando se divide por m, sera

P _dp { (0 —%)/2, Ip|>e (4.20)

+e fe()  LefIn(lpl/e), Ipl <e.
La regularizacién produce un cambio en el espectro de energias en la region en torno a p = 0, ya
que introduce energias negativas. De esta forma se evita la objecién de W. Pauli. Mientras que
N. Grot, C. Rovelli y R. S. Tate modifican los autoestados (y como consecuencia, el operador
tiempo) en la proximidad de p = 0, V. H. Paul discute una idea similar [101], modificando
infinitesimalmente la funcién de ondas asociadas al estado fisico en torno a ese punto, de forma
que T4 g pueda ser aplicado al mismo. Sin embargo, V. H. Paul concluyé que esas modificaciones
no tenfan sentido fisico ya que los cambios infinitesimales pueden dar lugar, por ejemplo, a valores
arbitrarios del valor esperado del cuadrado de T4, (Tﬁ g)- Téngase en cuenta que la region
de p pequefios es la responsable del comportamiento asintético de la distribucién de tiempos
de llegada a tiempos grandes (véase el apéndice C) y por tanto, cualquier cambio infinitesimal
afectars dristicamente a cantidades tales como (T% ), aunque afecte de forma despreciable otros
valores esperados, por ejemplo, (Q%), o (Pg,), con n = 1,2,3... [101]. Aunque la observacién de
V.H. Paul es correcta, argumentaremos mds adelante que las consecuencias no son tan negativas
como él supuso.

Una segunda propuesta, debida originalmente a J. Kijowski (en la seccién 8 de [108]) y

desarrollada posteriormente por V. Delgado y J. G. Muga [98], consiste en descomponer T4p en

dos partes,
Tup = TABG')(Pop) + TAB@(_Pop) , (4.21)

la primera actia en el subespacio de momentos positivos y la segunda en el subespacio de

momentos negativos. Si las combinamos con un signo negativo,
T = TAB@(Pop) —~TapO(—Ppp) . (4.22)

se obtiene un operador autoadjunto. Los vectores propios de T, |T), se relacionan con los

autoestados de Ty (4.5) mediante
T)=|T+)+|-T-). (4.23)

El operador tiempo T evita la objecién de W. Pauli de forma diferente a la propuesta de N.
Grot y colaboradores. No es conjugado de H, sino de un operador (sgn(P,,)H) relacionado
con H mediante el cambio del signo para momentos negativos. Técnicamente, como Tsp es
un operador simétrico maximal, 7 no puede ser su extensién autoadjunta, y sélo da el mismo
resultado que T4p cuando actia en el subespacio de momentos positivos (en el subespacio de

momentos negativos se produce un cambio de signo).
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Estas dos propuestas muestran que, en principio, pueden construirse diferentes variantes
autoadjuntas de Tap. Sin embargo, es esencial determinar su significado y, en particular, qué
informacién adicional puede obtenerse a partir de ellas. Desafortunadamente, ni los estados
|T'+)e, ni los estados |T) transforman de acuerdo con la ecuacién (4.6). De forma equivalente,
ni los operadores autoadjuntos discutidos ni las distribuciones asociadas satisfacen la condicion
de covarianza. Para evitar ese problema, es necesario restringir el dominio de aplicabilidad
fisica de las variantes autoadjuntas descritas con respecto a sus dominios matemdticos. Para
la propuesta de N. Grot y colaboradores, el dominio debe restringirse a estados cuyo soporte
de momentos quede fuera de la regién de regularizacién en torno a p = 0, (—¢,€). Con esta
restriccion la distribucién que se obtiene es de nuevo (4.11). De forma similar, la propuesta
asociada con T tiene sélo significado fisico para estados con momentos o bien positivos, o bien
negativos, y la distribucién correspondiente estard por tanto contenida en (4.11). En resumen,
la ventaja aparente de las propuestas anteriores es engafiosa, ya que en la practica sélo son
aplicables cuando sus resultados son equivalentes al resultado que ofrece la POVM relacionada
con el operador de Aharonov-Bohm. De hecho, las limitaciones en el dominio de aplicabilidad de
las dos propuestas son bastante severas. En un contexto experimental, las llegadas de particulas
a una pantalla o cualquier otro dispositivo detector ocurrirdn para todos los estados en H y no

sélo para un conjunto especial.

Para considerar que una teoria es completa debe ofrecer la distribucién de tiempos de lle-
gada en todos los casos, y no sélo a un conjunto especial de éstos. Al contrario que las dos
propuestas discutidas, la distribucién asociada con la POVM se aplica a todos los estados en
H, independientemente de su comportamiento en p = 0, y en este sentido se puede considerar
como un método mas completo. Ademds, esto es perfectamente compatible con D(Tap) #H
ya que el operador tiempo es unicamente uno de los momentos de la POVM. Recordemos que
una distribucién de probabilidad existe independientemente de sus momentos. De hecho, en
mecanica clasica, para colectivos con probabilidad no nula en p = 0, el tiempo medio de llegada
no es finito pero la distribucién estéd bien definida en cualquier caso. En este sentido sélo la

propuesta basada en la POVM da un limite clasico correcto.

En resumen, la distribucién Ilg (T) es satisfactoria desde varios puntos de vista. Sin embar-
go, para completar el marco ofrecido por la POVM faltaria analizar el comportamiento de las
autofunciones (4.5), y en particular, determinar en qué medida representan estados de llegada
en un instante y posicién determinados. Para ello es necesario estudiar la dependencia espacial

y temporal de los estados |T, o), estudio que abordaremos a continuacién.

Antes de hacerlo conviene sefialar que, debido a la simetria (4.16), las representaciones en
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coordenadas de estados que han evolucionado temporalmente,
|Ty+) = exp(—tHt/h)|T+), (4.24)
para diferentes valores de a estan relacionadas por
(2]T3—) = (—2|Ti+) (4.25)

de forma que ser suficiente estudiar uno de los casos. Otra simplificacién viene del hecho de que,
como consecuencia de (4.6), estudiar la dependencia temporal de uno de los estados, digamos
|T{+), desde t = 0 hasta el tiempo de llegada nominal ¢ = 7", es equivalente a considerar la
secuencia de autofunciones |T+) desde T =T" a T = 0.

El andlisis espacial que se realiza en el préximo apartado debe tomarse con muchas precau-
ciones debido a que los estados no son de cuadrado integrable. Como ocurre con los estados de
colisién del continuo, su interpretacién fisica requerird la construccién de paquetes normalizados

centrados en uno de ellos.

Dependencia espacial de los autoestados de T4p

La representacién en coordenadas de la funcién de ondas (4.5) viene dada por la integral,

e p \'/? ip?T/(2mh)
lr+) = [T} (Z7) T T, (426)

Supongamos por el momento que 7' > 0, por lo que (4.26) corresponde a la funcién de un
autoestado en un instante previo a la llegada (la funcién para el estado llegando correspondera a
T = 0). La integral anterior puede expresarse exactamente en términos de funciones cilindricas

parabdlicas, mediante el cambio de variable
s=ap, (4.27)

donde 1/2
a=— [i] eI/t (4.28)

Con este cambio (4.26) toma la forma

___1__ 1/2 ,—52/2+zs
hm1/2(a1/2)3/cdss e , (4.29)

donde todas las raices cuadradas se calculan con un corte de rama en el eje real negativo, y

1/2
-y
z=ze (hT) . (4.30)
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El camino de integracién C en (4.29) va desde 0 hasta oo por la bisectriz del segundo cuadrante
del plano complejo s. z serd un punto de silla de la exponencial exp(—s%/2 + sz), que estard en
la bisectriz del segundo/cuarto cuadrante para valores negativos/positivos de z.

El camino de méxima pendiente de descenso desde el punto de silla es paralelo al eje real, y
C recorre la frontera entre una colina y un valle.? El contorno puede deformarse en una linea
por encima del corte de rama, ya que la contribucién del arco que la une con el contorno original
es nula en el infinito. Como el integrando a lo largo del corte de rama simplemente cambia de
signo, (4.29) es la mitad de la integral por un camino que rodea el corte, con sentido desde el
infinito al origen por el tercer cuadrante y rodeando el cero y desde el origen al infinito por el
segundo. Con este procedimiento puede reconocerse una de las formas integrales de la funcién

cilindrica parabdlica D_3/,(2) [34],

LB/ e AD_yo(2). (4.31)

(fL’lT—}-) = hm1/2 ((11/2)

Este resultado permite analizar de forma sencilla el comportamiento de la solucién a partir
de las formas asintéticas de D_3z/o [34,112]. Para valores grandes de = y pequefios de T', que
corresponde a valores del argumento de D_3/, de médulo grande en el cuarto cuadrante, se
obtiene el término dominante

R1/2g3im/4

(z|T+) ~

Luego la funcién (4.31) decrecerd como z3/2 y su comportamiento asintético serd independiente
de T.
Para el caso de z negativos y grandes en valor absoluto, que corresponde a valores del

argumento de D_3/, de médulo grande en el segundo cuadrante, se obtiene el término dominante

1/2 ; iz?m
(|T+) ~ @—a—;léie”/‘ie' 2T , T — —00, (4.33)

que en este caso crece como |z|'/? (esta es la razén de la no integrabilidad de las funciones
(=T, ).

El entorno de z = 0 puede describirse desarrollando la funcién cilindrica parabélica en serie
de potencias y manteniendo los primeros términos,

I'(-1/4) _ T(1/4)

D_32(2) = ~ 70578 — —ijzgari? * 0(z%). (4.34)

Combinando (4.34) y (4.31) se obtienen expresiones explicitas para las funciones en el origen,

3Que corresponde a una solucién de la ecuacién Re(—s?/2 + sz) = 0.
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(z = 0|T+), la densidad de probabilidad y el flujo asociado a ellas, J(z = 0).* En particular, el
“Aujo” serd
I'(3/2)

J(z=0) = [_2??]2 . (4.35)

Al contrario de lo que se esperaria de forma intuitiva, ni la densidad de probabilidad ni el
flujo son nulos en z = 0 para T' > 0, sino que crecen monétonamente cuando T — 0.

Los resultados del caso T' < 0 se obtienen utilizando la simetria
(#|T+)* = (—z| - T+). (4.36)

Por tanto, el comportamiento asintético para z negativos y positivos (crecientes y decrecientes
respectivamente) cambia abruptamente para 7' = 0. Como |T+) no representa un estado fisico,
la discontinuidad en T = 0 no es problemadtica, pero indica de nuevo que no se puede realizar
una interpretacién fisica literal del significado de los autoestados. Se mostrard mas adelante que

paquetes de ondas normalizados en torno a uno ellos no presentan ninguna singularidad.

30000
20000
A
+
=
.
V. 10000 |
. | . | o\
2.0 . . . . 0.5

Figura 4.1: |(z|T+)|? frente a x para T = 0.01 (linea a trazos), 0.005 (linea punteada) y 0.001 (linea
continua), y m = 1. Todas las magnitudes en unidades atémicas.

La inexistencia de algoritmos eficientes que permitan evaluar la funcién D_3/, hace que la

expresién (4.31) sea poco util para determinar (z|T, +) en un valor arbitrario de z. Tampoco la

4Aunque la densidad de probabilidad y el flujo se obtienen con las expresiones habituales ([¢|* vy A/mIm{y*¢'}
respectivamente), los resultados que se obtienen no tienen la dimensionalidad adecuada. Esto se debe a la norma-
lizacién del continuo utilizada para las autofunciones (4.5). Las dimensiones apropiadas se obtienen integrando
es0s objetos durante un periodo de tiempo para formar paquetes de onda.
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integracién numérica por el contorno original (4.26) es una buena alternativa debido a las rdpidas
oscilaciones de las exponenciales. El camino mds sencillo para calcular la integral consiste en
deformar el contorno en el plano p complejo a lo largo del eje imaginario, desde el origen hasta

la interseccién con el camino de méaxima pendiente de descenso definido por la curva
pr =mz/T + pr, (4.37)

(Por pr y pr denotamos la parte real e imaginaria de p.), y continuar entonces por el camino de
méxima pendiente de descenso hacia el infinito en el primer cuadrante. El punto de silla serd
real y estard en pgp = —maz/T. Este camino de integracién permite realizar un anlisis simple
de las expresiones asintéticas de la funcién descritas anteriormente. Para z >> 0 el contorno
de integracién no cruza el punto de silla y el origen es el iinico punto critico relevante. La
integral original puede aproximarse en este caso por la integral en el intervalo [0, pr] del semieje
imaginario positivo, que puede obtenerse utilizando el lema de Watson [42]. El resultado esté de
acuerdo con la expresién (4.32). Puede hacerse un andlisis similar para z << 0. En este caso el
punto critico dominante es el punto de silla y la integral puede aproximarse por su aportacion.

El resultado que se obtiene estd de acuerdo con la expresién asintética (4.33).

400
300 {\
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— 200
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100 |
0
0.2 0.2

Figura 4.2: Igual que la figura 4.1 para un intervalo de x menor.

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestra |(z|T+)|?, calculada mediante la integracién por el con-
torno descrito, para una serie de tiempos decrecientes T > 0 como funcién de z en dos escalas
diferentes: entre z = —2 y z = 0.2 (figura 4.1), y entre z = —0.2 y ¢ = 0.2 (figura 4.2). En la

escala mas grosera, la densidad de las autofunciones es esencialmente una linea recta, que pivota
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en z = 0 y se aproxima a la vertical para T — 0. La escala mds detallada muestra sin embargo
que la llegada no ests definida de forma precisa. Aunque, en un sentido vago, la mayoria de
la onda (z|T+) pasa de z < 0 a ¢ > 0 en el instante 7 = 0, hay una cola en z > 0 presente
en cualquier instante 7T arbitrario. Pero como los estados no estdn normalizados a uno, no es
posible cuantificar la fraccién de particulas que se encuentran a la derecha de z = 0 antes de
T=0.

Se podria esperar que las autofunciones de los operadores autoadjuntos, que son ortogonales,
evitaran esa imprecision.® Sin embargo, no lo hacen. Para valores arbitrarios de €, hemos
comprobado (véase el apéndice D) que no hay una densidad |(#|T+)|? nula para z > 0y T
fijo. De forma similar, los estados (z|T’) tampoco son nulos a la derecha de z = 0. Usando su
definicién (4.23), ademés de (4.25) y (4.36), se encuentra que

(z|T) = 2Re(z|T+) . (4.38)

(Para el estado que ha evolucionado con el tiempo no se mantendria esa dependencia, sino
(@|Ty) = (z|e ™ HYHT) = (2|(T - t)+) + (|(T + 1)+)".)

10000

8000 1

0 ‘ .
-1.5 -1.0 -0.5 0.0
X

Figura 4.3: |(z|T)|? frente a 2 paraT = 0.0l y m = 1.

La figura 4.3 representa el cuadrado de esa cantidad para intervalos espaciales relativamente

grandes (el valor no nulo de la densidad para z > 0 no se aprecia en esta escala). La figura

%De acuerdo con la terminologia de [104], cualquier operador autoadjunto es preciso. Sin embargo, al referirnos
a las autofunciones de operadores tiempo autoadjuntos, utilizamos las palabras “preciso” e “impreciso” de forma
més préxima a su uso comuin. Una llegada precisa serd una llegada instanténea.
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correspondiente a la parte imaginaria es similar. Se aprecian oscilaciones cada vez mas rapidas
cuando 7 — —oo. Estas oscilaciones se cancelan para combinaciones lineales de estados (z|T') o
(z|T+) sobre un intervalo no nulo de tiempo, dando lugar a la localizacion en una regién proxima
al origen. Un ejemplo se muestra en la figura 4.4, que se comenta ampliamente en el préximo
apartado. Una asociacién clasica ayuda a interpretar el patrén oscilatorio de la figura 4.3: las
particulas con velocidades altas (que corresponden a oscilaciones ripidas) deben comenzar a
distancias mayores mientras que las particulas con velocidades pequenas (oscilaciones lentas) lo

deben hacer a distancias mas préximas para llegar a X = 0 simultdneamente.

Dependencia espacial y temporal de cuasi-autoestados de T4p normalizados

En este punto estudiaremos paquetes normalizados construidos utilizando una distribucion

gaussiana de estados (z|T{+), centrada en torno a T =T,
00 T-7)2
Ut T, AT)) = N / ¢ AT |TY4) dT" | (4.39)
-0

donde N serd una constante de normalizacién y AT la anchura a mitad de altura de la gaussiana.
V. H. Paul estudié también paquetes en torno a uno de los autoestados con una funcién cuadrada
en lugar de una gaussiana. Sin embargo los deseché por no pertenecer a D(Tag).

La representacién de momentos de (4.39) se obtiene facilmente utilizando la expresién (4.5)
y realizando la integral gaussiana en T". Para obtener la representacién de posiciones es nece-
sario introducir una relacién de cierre en momentos adicional. El resultado permite evaluar la
norma del paquete, [ dz |(z|¥(t; T, AT))|*. Sise normaliza a la unidad, las representacion de

momentos sera’

1/4 1/2 4
(p| T T, AT)) = &f_(}lr(n_‘;f”ﬁ))_pl/%u:r—t)ﬂ/(zmn)e—(AT)2p4/(sm2n2>@(p) , (4.40)

mientras que la representacién en posiciones del paquete serd

27r1/4(AT)1/2 9, ; 2 2,4 /g2 52
. N Sl S /2 jipz/h i(T—t)p? [2mh ,—(AT)?p* /8m*h
(z|T(¢; T, AT)) =y /0 plce e e dp. (4.41)
Esta integral puede evaluarse numéricamente con facilidad debido a la dependencia exponencial
en —p*. En la figura 4.4 se muestra la funcién (4.41) para diferentes instantes de tiempo.
Obsérvese cémo el paquete se concentra en torno al punto de llegada (X = 0) en el instante

t="T.

6Esto estados no verifican la condicién (4.3), por lo que tampoco pertenecerén al dominio de Tas.
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Figura 4.4: Densidad de probabilidad de los estados propios normalizados (véase la ecuacién (4.39))
para T = 0.04, m = 1, AT = 0.001; ¢ = 0 (linea continua), t = 0.02 (linea a trazos) y t = 0.04 (linea
punteada).

Se puede mostrar que cuando AT — 0, los estados (4.39) son ortogonales entre si y satisfacen

la ecuacién de autovalores (Taplt) = T|1)) con el grado de precisién deseado,

il

(T(t;T', AT)|¥(8; T, AT))

T-T 1 ifT =T
= 4.42
»(ar) {~0(T—e%) as 2 w0 (44

(pITaB|2(0; T, AT)) T(p|T(0; T, AT)) + O(AT)*?, (4.43)

En la relacién de ortogonalidad (que se obtiene mediante una relacién de cierre en momentos
y realizando la integral) se ha introducido la funcién w(z) [34].

También es posible obtener los momentos estadisticos de la distribucién de momentos, (Fy,),
introduciendo de nuevo una relacién de cierre y evaluando las integrales resultantes [112],

) = () e (ﬂ)‘"ﬂ
(Po,,)_r( e (5) (4.44)

De forma similar, de (4.41) se deduce que el primer momento de la posicién es

1/2
(@) =2 (2) T -, (4.45)

mientras que los momentos superiores divergen. Sin embargo, es siempre posible definir una
anchura finita como la anchura a mitad de altura. La velocidad promedio, (Pyp/m), que es
también la velocidad del centroide (Q.p) vendrs dada por I'(3/4)[h/ (ATmm?)])"/2.
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Estas propiedades muestran que el comportamiento de los estados (4.39) es arbitrariamente
préximo al que se desearfa para un autoestado del tiempo de llegada ideal: estan normalizados
y no hay ninguna discontinuidad en ¢t = T'; para un valor fijo de AT, obedecen una ley de
transformacién de la forma (4.6); la onda viaja hacia el origen con una velocidad constante;
y la posicién promedio cruza el origen en el instante ¢ = T', que corresponde al instante en el
que la anchura espacial de paquete alcanza su valor minimo. Por supuesto, permanece cierta

imprecision. A partir de la expresién (4.41) se encuentra que
(2| Q2T — : T, AT)) = (¥ (t; T, AT)|z), (4.46)

lo que implica que la densidad de probabilidad tiene simetria de inversion en (z,t) con respecto
al punto espacio temporal (0,7). En particular, para ¢ = T, la mitad de la norma estd a la
derecha de z = 0, independientemente del valor de AT. El problema de la existencia de estados
cudnticos donde la particula permanece estrictamente a un lado de X antes del instante T' y al
otro lado después de T se trata en el apéndice E.

Sin embargo, cuando AT — 0 la densidad del paquete de ondas y el flujo estdn cada vez mas

centrados en torno al punto espacio temporal (z = 0, t = T, por lo que el paso de izquierda a

derecha es tan preciso como se desee,’
1/2 T'(3/8)2
- — 7. 2 _ m (3/8)
z =0|2(t =T;T,AT))|* = (hAT) Tk (4.47)
04— L'(3/8)L(5/8)
Jz=0,t=T) AT329378 (4.48)

4.2.2 Distribuciones operacionales de tiempos de llegada

Procederemos ahora a generalizar un procedimiento clésico que utiliza condiciones de con-
torno perfectamente absorbentes para obtener la distribucién de tiempos de primera llegada.

Encontraremos que condiciones compatibles en el caso cldsico dejan de serlo en el caso cuantico.

Caso cldsico

Si todas las particulas de un colectivo clésico que evoluciona libremente tienen momento
p positivo, la distribucién de tiempos de llegada ¢(X) a una posicién z = X (como antes su-
pondremos que X = 0 a menos que se indique lo contrario), que denotaremos por I[t(X)], es
igual al flujo en ese punto, J[z = X,t = t(X)] (en los sucesivo denotaremos (X) simplemen-

te como t). No es sorprendente por tanto que en muchas investigaciones las distribuciones de

"Los paquetes de ondas normalizados construidos con los autoestados (4.18) se examinaron en [113], donde se
llega a la conclusién de que en este caso no se encuentra la precisién arbitraria que se muestra para los estados
(4.39).
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tiempos de llegada propuestas para las particulas cudnticas estén relacionadas con la corriente
de probabilidad J(0,t) [19,98,106,114]. Es tentador extender el resultado clasico e interpretar
J(0,t) como una distribucién cudntica de tiempos de llegada. Pero esto no es posible ya que en
mecénica cudntica J(0,t) puede ser negativo, incluso para un colectivo de particulas sin compo-
nentes de momentos negativos que evolucionan libremente. A este flujo sin equivalente clasico
lo denominaremos flujo anémalo. A. J. Bracken y G. F. Melloy [115] analizaron este fenémeno,
mostrando que el intervalo temporal en el que J(0, t) < 0 es finito aunque arbitrariamente gran-
de. Ademas estimaron una cota superior para la integral temporal de |J(0,t)| sobre el intervalo
de J(0,t) < 0, con un resultado de 0.04, un valor suficientemente grande para hacer posible la
observacién experimental del flujo anémalo.

Sin embargo, ni siquiera en mecanica clasica J (X,t) es la distribucién de tiempos de llegada
para el caso general en el que se mezclen momentos positivos y negativos (debido, por ejemplo,
a la presencia de un potencial de interaccion, o simplemente a las condiciones iniciales del
colectivo.) Atin en ese caso existe una expresién ezacta para la distribucién de tiempos de
primera llegada que evita el uso de trayectorias. Se basa en el uso de condiciones de frontera

perfectamente absorbentes que eliminan cualquier particula que alcance X, y tiene la forma
II(t) = —dN(t)/dt. (4.49)

(Debe ser normalizada adecuadamente para tener en cuenta cualquier particula incidente que no
alcance el detector.) La probabilidad total N(t) decrece con el tiempo debido a la presencia de
la. frontera absorbente y (—dN (t)/dt)dt se interpreta como la fraccién de particulas absorbidas
entre ¢ y t + dt. El ritmo de absorcién —dN (t)/dt es igual a limo+[J(X —¢, t) — J(X + €, t)],
pero la segunda cantidad diferird en general del resultado que se obtiene evaluando el flujo en el
mismo punto sin la condicién de frontera absorbente, exceptuando el caso simple de la dindmica
de movimiento libre para un colectivo de particulas con sélo momentos positivos o negativos.
Para simplificar el problema consideraremos en lo sucesivo que el estado inicial del sistema se
encuentra inicialmente en el semieje & negativo, por lo que la condicién de frontera absorbente
perfecta evitaria el paso de particulas al semieje positivo. Ademss, esto nos permitird que
la absorcién se produzca en un intervalo con extremo izquierdo en el origen, relajando asi la

condicién de absorcién perfecta en un punto que, como veremos, no tiene equivalente cuantico.

Caso cudntico

Un procedimiento operacional para definir una cantidad mecanocuantica, utilizada amplia-
mente en contextos experimentales, consiste en adoptar una prescripcién que sea véalida en el

caso clasico. Esto es perfectamente legitimo, pero, como ya hemos indicado, es importante tener
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en cuenta que, en general, procedimientos que son equivalentes clasicamente pueden diferir en
el caso cudntico. Con esta idea, una distribucién cudntica de tiempos de llegada se define por
la ecuacién (4.49), donde ahora

N = [ dol(elv®) (4.50)

Es una definicién sensata, ya que parte de la expresion clisica mas general posible para la distri-
bucién de tiempos de primera llegada (4.49), sin hacer uso explicito del concepto de trayectoria.
Consideraremos que la frontera absorbente en el caso cudntico es fruto de algtin dispositivo
detector y serd descrita por tanto por una ecuacién efectiva de Schrodinger con un potencial
absorbente. Durante la evolucién de la particula que describe esta ecuacién, la norma N del
estado inicial decrece con el tiempo de acuerdo con el ritmo de deteccién. Claramente, —dN, /dt
dependers del aparato pero, desde un punto de vista fundamental, es necesario identificar el
conjunto de condiciones de una medida ideal, las consecuencias de tal definicién operacional,
y las propiedades generales de la distribuciéon operacional que permanece independiente del
mecanismo particular de deteccién. Con ese objetivo analizaremos el comportamiento de un
absorbente ideal® durante el régimen de flujo anémalo, que al tratarse un caso genuinamente
cuantico pondré de manifiesto las diferencias con el caso clasico. Parte de este anilisis, la des-
cripcién de la amplitud del primer canal fuera del detector ideal, es independiente de los detalles
del mecanismo final de la deteccién. Sin embargo, para determinar la distribucién operacional,
es necesario emplear algin modelo especifico y en este caso se usarad un modelo fenomenolégico
sencillo.

Suponemos que el experimento se repite con particulas simples muchas veces, con las mis-
mas condiciones iniciales, y que el mimero final de detecciones para un d¢ dado es proporcio-
nal a la cantidad de norma del canal inicial que desaparece durante ese intervalo de tiempo,
—dt(dN(t)/dt), donde (z|t(t)) representa la amplitud del canal inicial. Consideraremos que
el detector se sitiia entre 0 y I, dos puntos donde la interaccién entre la particula y el detec-
tor sea despreciable. Como se discutié en la introduccién de este capitulo, el efecto externo
del aparato en la amplitud del canal inicial vendrd descrita por las funciones Ri(p) y T'(p),
independientemente del mecanismo de deteccion.

En ausencia de flujo anémalo en z = 0, J(0,t) en el extremo frontal del detector y —dN (t)/dt
serdn similares una a la otra, con la segunda ligeramente retrasada respecto a la primera debido
al tiempo que emplea el detector en absorber (esto es, pasar del canal incidente a los canales

finales) la parte de la onda que se encuentra en la regién de deteccién. La diferencia de los

8Clon este término definimos un potencial que absorba para todos los momentos incidentes, sin ninguna supo-
sicién adicional sobre su extensién espacial o ritmo de absorcién.
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promedios temporales evaluados con J(0,t) y —dN(t)/dt serd el tiempo de permanencia medio
en el detector, 7p [19].

Un buen detector absorberd completamente un amplio rango de momentos incidentes, Ap,
R(p)=T'(p) =0, (pendy). (4.51)

En lo sucesivo denominaremos absorbente perfecto en el intervalo A, al potencial que cumpla este
requisito. Para particulas libres que evolucionan clisicamente con momentos iniciales positivos,
las condiciones de frontera perfectamente absorbentes en z = X implican un flujo positivo,
J(X —¢,t) > 0, ya que una vez que la particula alcance la frontera no podrd volver al semiplano
z < X. Sin embargo el comportamiento en mecénica cudntica puede ser diferente.
Consideremos por ejemplo una funcién de ondas en el instante inicial £ = 0 que no tiene
componentes de momentos negativos y con un solapamiento despreciable con la regién del de-
tector? [0, L]. En ausencia del mismo, la funcién de ondas para el canal incidente evolucionard

libremente y, utilizando la base de ondas planas, puede escribirse como

(@|pent () = /Ooo dp (z|p)e ™"/ M) (p|dens (0)) (4.52)

mientras que si el detector est4 presente, el canal incidente de la funcién de ondas viene dado
por
o —ip?t/(2mh)
(alp(®) = [ dp(alpte (Plent(0)) (4.53)

Los elementos necesarios para obtener las expresiones anteriores fueron descritos en la seccion
1.7.

El comportamiento asintético del estado de colisién, descrito en el capitulo 1, es

(zlp+) ~ €+ R(p)e™*, & oo, (4.54)
(zlp+) ~ T'p)e?®, z— co. (4.55)

Las amplitudes de reflexién R!(p) de un absorbente perfecto son cero para todos aquellos mo-
mentos en que (p|dent(0)) tenga un valor no despreciable. Como consecuencia, si z < 0 se verifica
que (z|p) = (z|p+). Luego, (z|¥(t)) = (z|dent(t)) para z < 0, es decir, la funcién de ondas a la
izquierda del detector no se altera por la presencia de éste, y los flujos para ¢y (siny con

detector) serdn también iguales en z = 0,

Jy(z,t) = Jp(z,t), z L0. (4.56)

9Un paquete sin momentos negativos siempre tiene soporte espacial en todo el eje real, pero la norma a la
derecha NT puede hacerse arbitrariamente pequefia.
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Esto es cierto independientemente del signo de J, y en particular, la igualdad se mantiene cuando
Js(z = 0,t) < 0 durante algin intervalo de tiempo finito 6;. Como el detector absorbente perfec-
to reproduce esta regién de flujo anémalo exactamente, debe devolver parte de la probabilidad

que entré en [0, L] antes de 8;, pero que no ha sido atn absorbida, y en consecuencia
AN~ (t)/dt = —Jy(z =0,t) = —Jy(z = 0,t) >0, paratend, (4.57)

donde 5
N0 = [ lalb(e)Pds. (4.58)

—00

Este resultado es cuando menos sorprendente y merece algunos comentarios:

e La ecuacién (4.57) no depende del mecanismo particular de la deteccion. Es un resultado
general que se deduce de la suposicién de que el detector se comporta como un absorbente

perfecto, como se especifica en la ecuacién (4.51).

e El flujo de probabilidad hacia la izquierda fuera del espacio ocupado por el detector es sélo
temporal y no implica ninguna reflexién permanente de una fraccion de particulas ya que

la norma para tiempos asontéticamente grandes verifica

o0
N = /0 (IR + T @) (pl$(0))* dp =0, (4.59)
es decir, todas serdn finalmente absorbidas.

e Si el flujo en el frente de un detector real es siempre positivo, el detector no puede ser un
absorbente perfecto en el sentido preciso de la ecuacién (4.51). Esta incompatibilidad estd

en clara contradiccién con el concepto de absorbente en mecanica clasica.

e La ecuacién (4.57) no depende del mecanismo propio del detector. Luego esta ecuacion no
especifica la distribucién operacional de tiempos de llegada, —dN /dt, que debe obtenerse
incorporando alguna o toda la complejidad de los detectores reales con diferentes grados
de sofisticacién [94]. El modelo més simple trata de forma implicita los grados de libertad
de la particula, salvo al traslacional del centro de masa a lo largo del eje z, mediante un
potencial complejo que reproduce las funciones caracteristicas del detector R'(p) y T (p).
En este punto, incluso el estudio del modelo mas simple es interesante, ya que a priori no
es obvio que un modelo fenomenolégico que utilice un hamiltoniano no hermitico pueda

reproducir el comportamiento descrito por (4.57).

e Mientras en mecanica clasica la absorcién es instantdnea y la frontera perfectamente absor-

bente se reduce a un punto, para el absorbente que satisface (4.51) en mecdnica cudntica ni
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la absorcién puede ser instantdnea, ni la longitud de absorcién L puede ser estrictamente
cero porque se debe acumular una cantidad finita de norma entre 0 y L sin ser absorbida

para satisfacer (4.56) en el régimen de flujo anémalo.

A continuacién mostraremos que el comportamiento predicho en (4.57) se observa con un
modelo fenomenolégico de la deteccién, y que una distribucién operacional —dN (t)/dt positiva
(el signo se asegura utilizando un potencial absorbente con parte imaginaria negativa) es com-
patible con que —dN~(t)/dt sea negativa para un rango finito d; de ¢ en el régimen de flujo

andémalo.

Distribucién operacional de tiempos de llegada

Para construir la distribucién operacional de tiempos de llegada (4.49) utilizaremos el po-
tencial compuesto por barreras cuadradas'’ descrito en el capitulo 2. En esta aplicacién restrin-
giremos la parte imaginaria de las barreras a valores negativos, evitando asi cualquier posible
efecto de creacidn de norma por parte del absorbente. Los estados de colisién estacionarios
de estos potenciales se pueden determinar exactamente, lo que permite calcular ficilmente los
ritmos de absorcién —dN/dt (y también cantidades tales como la absorcién total, o los tiempos
de permanencia) para un paquete de ondas dado mediante integracion numérica.

Las relaciones necesarias para obtener la evolucién del paquete de ondas fueron descritas en
el capitulo 1. El potencial construido permite una absorcién eficiente para momentos medios
y altos (superior al 99.9%) pero no para momentos demasiados bajos. El paquete de ondas
se seleccioné para que evitara esa regién, y como consecuencia la cantidad de flujo anémalo
ser4d mucho menor que la cota de la ref. [115], pero sera suficiente para mostrar el efecto y para
ilustrar las predicciones tedricas de la ecuacién (4.56). Para ello consideremos primero un estado

incidente |+) que da lugar a expresiones analiticas para (z|y(t)) y J(z,1),
(php(0)) = C(1 — 0"/ )e = eopol® /W iro/g p) (4.60)

con 02 +a > 0, zg << —4, y donde C es la constante de normalizacién. ©(p) es la funcién
escalén y asegura la ausencia de momentos negativos en la distribucién inicial. Esta funcién para
determinados valores de los parametros presenta flujo anémalo. La representacién en posiciones

del estado serd

Chl/2 {w(~ig/2A1/2) _ w[—ig/2(A + )"/ 2]} (4.61)

08¢ eligié este potencial porque presentaba el mejor comportamiento para la regién de momentos adimensio-
nales bajos, indispensable para tratar casos de flujo anémalo.
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Aqui w(z) = e‘zzerfc(—iz), ko = po/h, A = 0% +iht/(2m), y g = i(z — o) + 2ko0%. La
derivada con respecto a z, y por tanto el fluyjo son también analiticos ya que dw(z)/dz =
—2zw(2) + 2i/n/2.

La distribucién de momentos de (4.60) estd demasiado préxima al origen (p = 0) para ser
absorbida eficientemente por cualquier potencial conocido, por lo que en vez de ese estado se usd

uno nuevo que se obtiene de (4.60) mediante una traslacién en momentos en el instante ¢ = 0,

{ply'(0)) = (p — bl(0)) - (4.62)

El flujo para el nuevo estado puede relacionarse con el flujo y densidad de probabilidad del

original mediante la relacién
Ty (0,2) = Jy(=bt/m, 1) + (b/m)|(z = —bt/mlpp(t)) [ - (4.63)

El dltimo término puede entenderse como la contribucién al flujo debido al desplazamiento de
un observador con velocidad —b/m. Como b > 0, este término serd siempre positivo y si la
traslacién se realiza hacia momentos altos la regién de flujo anémalo en la funcién original

(4.60) desaparecerd.

4.2.3 Resultados

En esta seccién compararemos las distribuciones de tiempos de llegada IIg (4.11) y —dN/dt
(4.49) para el estado!! (4.62). También calcularemos la distribucién que se obtiene en la teoria
causal de Bohm [116], IIp = |J(0, t)|.

Las figuras 4.5 y 4.6 muestran el flujo en z = 0 y —dN(t)/dt. Los dos flujos, con y sin
potencial complejo, son indistinguibles en la escala de las figuras; durante el periodo de flujo
anémalo, que se detalla en la figura 4.6, la regién ocupada por el potencial devuelve norma al
semiplano izquierdo [—o0, 0] con el ritmo exacto requerido para mantener el mismo flujo anémalo
que el estado que evoluciona libremente. La figura 4.5 muestra un acuerdo global en la forma
entre el flujo y el ritmo de absorcién —dN (t)/dt, estando el segundo ligeramente retrasado.

En el régimen de flujo anémalo, la distribucién operacional —dN (t)/dt desplazada y Ik (t)
muestran un acuerdo cualitativo, mientras que IIp(¢) tiene un comportamiento diferente, con
dos ciispides separadas por un méximo local. Estas distribuciones pueden interpretarse teniendo

en cuenta que

e II; tiene en cuenta llegadas desde cualquier direccién.

11Ge utilizé un valor de b lo suficientemente pequefio para que el efecto permanezca y lo suficientemente grande
para que se alcance esencialmente absorcién total (99.97%). El potencial absorbente se escogié con L = 0.01, 4
barreras cuadradas, y un rango de absorcién optimizado entre p; = 260 y p2 = 740.
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Figura 4.5: Linea continua: J(0,t) para el movimiento libre, J(0,t) con el absorbente, Ilg ) vy Ox(2)
(las cuatro curvas son indistinguibles en esta escala). Linea a trazos: —dN/dt para el paquete de ondas
' en (4.62), véase también (4.61), con los siguiente pardmetros (todos en unidades atémicas): o = 1.4,
po = 1, zo = —0.22, § = 0.007, b = 300. Cuadrados: —dN(t')/t'|¢4+p, 7D = 1.0515 X 105 au.

e Se puede argumentar que IIx es sélo sensible a llegadas desde la izquierda, e ignora com-

pletamente las de la derecha (este aspecto se discutird en la siguiente seccion).

e De forma similar, el flujo hacia la izquierda resta norma que podria ser absorbida por el

detector, luego su contribucién a —dN/dt consiste en un decrecimiento.

Como consecuencia, la comparacién significativa de —dN (t)/dt desplazada es con Ilk(t) y
en este caso el acuerdo es alentador. En la figura 4.6 hemos considerado dos desplazamientos
diferentes: en un caso —dN/dt esta desplazado —7p, pero —7p es sélo un retardo de absorcién
promedio y el retardo real podria fluctuar en torno a ese valor; para el otro caso, que corresponde
a situar el minimo de —dN/dt en la misma posicién que el de Il g, existe un gran acuerdo entre las
dos curvas. Atn asf, el minimo de la distribucién operacional desplazada es menos pronunciado.
La razén de este comportamiento puede ser el promedio implicito debido a la absorcién en
el detector en posiciones diferentes y con diferentes retardos de absorcién, un resultado de la

extensién finita e inhomogeneidad del absorbente.

4.2.4 Discusion

A lo largo de esta seccién se ha investigado la posibilidad de la definicién de una distribucién

de tiempo de llegada, tanto de la forma usual de la mecanica cuintica, basada en operadores,
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Figura 4.6: Linea sélida: J(0,t) para el movimiento libre y J(0, t) con el absorbente (las dos curvas son
indistinguibles en esta escala). Linea punteada: Ip(t). Linea a trazos y puntos: Ilx (). Linea a trazos:
—dN/dt. Cuadrados: —dN(t')/t|¢4rp. Circulos —dN(t')/t'|e4r, T = 9.200 X 1075 au. Se utilizan los
mismos parametros que en la figura 4.5.

como de forma operacional. Para el primer caso se mostré que la POVM vy la distribucién
correspondiente IIx(T) asociada con el operador tiempo Tap ofrece una respuesta bastante
satisfactoria desde el punto de vista de las propiedades que cumple: covarianza con respecto
a traslaciones temporales, varianza minima, simetrias apropiadas, correcto dominio fisico de
aplicabilidad y un comportamiento espacio temporal preciso de las autofunciones normalizadas
(4.39). El uso de la teorfa de las POVM permite ademds superar la. objecién de V. H. Paul
sobre el dominio restrictivol? del operador Tap (u otros operadores tiempo), que no incluye,
por ejemplo, estados tales como una gaussiana de minima incertidumbre. El punto importante
es considerar la POVM!3 o la distribucién de tiempos de llegada, més que el operador en si
mismo, como los objetos importantes. De esta forma, el dominio de aplicabilidad de la teoria es
4, v el limite cldsico es correcto. Ademds, bajo este punto de vista, el otro problema indicado
por V. H. Paul, la sensibilidad extrema de los valores esperados de las potencial de Tap a
pequefias perturbaciones, es sélo de importancia relativa. Es un hecho que algunas cantidades
son extremadamente sensibles a determinadas perturbaciones pequefias, y en este caso tratamos
con una de estas cantidades. Ademds, los momentos en el caso cldsico también sufren tal

sensibilidad y no seria de esperar que esto no sucediera en el caso cudntico. La moraleja es que

12fgte problema aparece también en las teorfas basadas en operadores autoadjuntos.
130) de forma equivalente, la resolucién de la identidad generalizada.




114 TIEMPOS DE LLEGADA Y TRANSITO

no se debe prestar demasiada atencién a los momentos de la distribucién de tiempos de llegada
(muy inestables con respecto a pequefias perturbaciones o cambios en la resolucién del aparato,
y posiblemente divergentes), sino a las caracteristicas generales de la distribucién, tales como
picos, forma global o anchura a mitad de altura entre otras. Como consecuencia, el principio de
incertidumbre en términos de (T 5) no es muy itil, ya que esta cantidad en general divergerd o,
si no lo hace, seria muy inestable ante pequefias perturbaciones. Es mejor expresar el principio
de incertidumbre en términos de otras medidas de la anchura, tales como la anchura a mitad de
altura.

Ademas de las caracteristicas positivas de IIx (T), se deben sefialar varios puntos que ain
estadn poco claros y preguntas que permanecen sin respuesta. Por ejemplo, un analisis riguroso
de la conexién entre Ilx (T) y la medida experimental, especialmente en casos no clasicos, esta
atn pendiente [117].

Sin embargo se pueden adelantar algunas caracteristicas importantes de una medida hi-
potética de Ix(T): La resolucién de la unidad (4.7) implica la siguiente estructura para la

distribucién de tiempos de llegada:
I(T) = [(T + [p+)]” + T — [p-) (4.64)

donde |1h+) = ©(£P,p)|p). Esto implica que los términos de interferencia [ Y (bt | ¥ b+ ) (-]
son ignorados, y en un procedimiento operacional hipotético para medir I (T) s6lo contribuirian

los términos diagonales del operador densidad,

p = [P4) (b | + o) o-| (4.65)

Aparte de que la diagonalizacién puede ser problemética en la practica, obviar las interferencias
no es un hecho en principio deseable, ya que muchos estados cuanticos diferentes darian entonces
la misma distribucién.

2

Otro aspecto problematico est4 asociado con la interpretacién de |(T' + |1 )|* como la contri-

bucién a I g (T') de particulas que llegan desde la izquierda y de |(T'—|¢—) |2 como la contribucién
de particulas que llegan desde la derecha. Esto es particularmente evidente cuando existe flujo

andémalo,

J<0 para  [9) =), (4.66)
J>0 paa ) =¥), (4.67)
ya que IIx(T) le asigna probabilidad cero a las llegadas desde el lado andmalo, por ejemplo,

desde la derecha cuando |1) = |14), como en el caso estudiado en la seccién anterior. Si

) = [+) o ) = [¢p—), esto puede implicar una de las siguientes posibilidades:
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e Las particulas o bien llegan por la izquierda o bien por la derecha, incluso durante el

intervalo de tiempo cuando J tiene signo incorrecto (desde el punto de vista cldsico).

e La teoria seria apropiada para los casos en que el detector fuera sensible a llegadas desde

uno de los lados sélamente, e ignorara llegadas del lado (clisicamente) anémalo.

Si consideramos el caso general |1) = |[¢+) + |1p—), una posibilidad indicaria que los términos de
interferencia no contribuyen de hecho a la distribucién intrinseca de tiempos de llegada mientras
que en el otro caso la distribucién (4.64) serfa apropiada nicamente cuando el aparato mide el
signo del momento de cada particula incidente, colapsando la funcién de ondas de la particula
o bien a [¢+) o bien a [1_), y activando entonces el lado apropiado de la deteccion.

Para, el caso de la distribucién operacional, se mostré que esta puede definirse clasicamente
mediante el ritmo de absorcién (4.49) del canal inicial debido al instrumento de deteccion.
Examinando las consecuencias de tal procedimiento bajo condiciones ideales se mostré que
diferentes propiedades clsicas de la absorcidn perfecta son incompatibles en mecénica cudntica.
En el primer caso, una condicién de frontera perfectamente absorbente para todas las particulas
inicialmente a la izquierda de X implica:

(a) Reflexién nula para todos los momentos incidentes.

(b) Si la absorcién es instantdnea, el ritmo de absorcién y el flujo se relacionan por
—dN(t)/dt = J(X,t) > 0. (4.68)

Sin embargo, en mecénica cudntica la ignaldad entre el ritmo de absorcién, —dN(t)/dt, y el
flujo, J(X,t), no puede establecerse en general: si se impone (a), durante el régimen de flujo
anémalo las dos cantidades toman signo diferente, ya que el detector debe devolver parte de la
norma temporalmente si es perfecto en el sentido de (finalmente) absorber todas las particulas
incidentes; si se impone (4.68) en el caso cuéntico (sin componentes de momentos negativos),
entonces el detector deberia ser necesariamente imperfecto porque algunas de las particulas no

serian detectadas.

4.3 Tiempos de transito

El concepto de tiempo de transito de una particula de un punto a otro por una regién del
espacio, que podria estar ocupada por una barrera de potencial, es un problema que, como el
tiempo de llegada, se ha abordado desde diferentes puntos de vista. Responder la pregunta
jcudnto tarda la particula en cruzar una regién del espacio?, es decir, definir un tiempo de

transito, ha sido y es un problema controvertido. Ya en los comienzos de la teorfa cudntica L.
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A. McColl [118] abordé el problema de la caracterizacién temporal de las trazas de particulas
en condiciones en las que el efecto tunel es importante. M4s recientemente, un articulo de M.
Biittiker y R. Landauer [119] y el interés en el tema desde diversos campos, tan variados como
fisica nuclear y molecular, cosmologia y fisica de semiconductores, han disparado un debate
sobre el concepto de tiempo de transito de una barrera en condiciones de efecto tinel [120].

El debate en el tiempo de transito es consecuencia esencialmente de que distintos autores
imponen diferentes condicionantes y criterios que se afiaden a la simple cuestién original, y que
privilegian una cantidad cudntica respecto a las otras. Pero siempre que los condicionantes
adicionales sean explicitos, para que pueda identificarse a qué versién de la pregunta origi-
nal responden los tiempos definidos, no hay ningin conflicto fundamental entre las diferentes
propuestas aparentemente irreconciliables. Asi, parte del trabajo tedrico en este campo se ha
dedicado a desarrollar formalismos comprensivos que permitan clarificar y relacionar muchas de
las posibles cantidades caracteristicas [18,121]. Sin embargo, estos formalismos, aunque estruc-
turalmente compactos, no siempre ofrecen una imagen sencilla del proceso de medida asociado
con cada uno de los tiempos de transito intrinsecos que definen. Por ello, como complemento
a una serie de estudios tedricos previos [18,19,35,122-124], examinaremos en esta seccién una
definicién operacional del tiempo de transito. El dispositivo experimental en el que se basara la
definicién operacional se inspira en una receta cldsica: para medir el tiempo de transito a través
de una regién espacial, se mide el tiempo de primera entrada ¢; y el de primera salida i3 y se
evalda la diferencia 7 = to — #; para cada particula. En nuestro caso, la regién espacial incluira
una barrera de potencial y sélo se consideraran las particulas que se detecten antes y después de
la barrera. Si el experimento (ideal) se repite muchas veces, 7 puede promediarse y se pueden
estudiar sus propiedades estadisticas.

En una publicacién previa, J. G. Muga, S. Brouard y R. Sala [122] propusieron un método
con caracteristicas similares: para la evolucién de una particula en una dimensién, definieron un
instante de entrada promedio ()™ en @ y un instante de salida promedio (£)*® en b (a y b son
puntos situados antes y después de la barrera respectivamente) en términos de las corrientes de

densidad entrantes y salientes,

ent _  Jo-J(a)tdt
e = —————}OC Ty dt (4.69)
P = L JO)tdt (4.70)

& I)dt

y un tiempo de transito, 7p = ()53 — (¢)$", dado por la diferencia entre los dos promedios. En
estas expresiones J es la densidad de corriente, y se supone que a estd lo suficientemente lejos

de la barrera para que todo el paquete pase a la derecha de @ antes de t., que es un instante
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previo al paso por a del paquete reflejado. Aunque 7r es, en principio, medible, tiene un claro
inconveniente ya que no es el promedio de los tiempos de transito para particulas individuales,
sino la diferencia entre dos promedios de diferente naturaleza. En términos clésicos, el instante
de entrada promedio (t)®"* estard definido operacionalmente por el colectivo de particulas que
llegan al primer detector, mientras que el tiempo de salida estard sélo definido para un pequeno
subconjunto de éste, aquellas particulas que pasan la barrera y llegan al segundo detector. Esta
definicién puede proporcionar de hecho valores negativos de 77, tanto en el caso clasico como
en el cuantico [123,125,126]. Por ejemplo, en el caso cldsico, el promedio de tiempos de entrada
podria ser dominado por trayectorias que son finalmente reflejadas, de forma que ()"t puede
ser muy diferente de los tiempos de entrada tipicos de las trayectorias que finalmente pasan
la barrera. En este trabajo, esa inconsistencia con el limite clasico se supera restringiendo el
promedio a aquellas particulas que son detectadas antes y después de la barrera.

En el modelo operacional que proponemos aparece un elemento adicional: el primer detector
perturbara en mayor o menor medida el estado de la particula incidente, pero no la aniquila.
Aceptamos esta perturbacién como un hecho inherente a la dindmica cuantica, y describiremos el
efecto de diferentes detectores, prestando especial atencién a aquellos que minimizan la pertur-
bacién de forma que se preserve la distribucién de momentos del paquete incidente. El resultado
obtenido con nuestro modelo no puede asignarse directamente a ninguna de las definiciones del
tiempo intrinseco de transito. Sin embargo, es interesante comprobar en qué condiciones las
caracteristicas de las magnitudes intrinsecas se mantienen y en qué medida lo hacen.

A continuacién describiremos un modelo matematico fenomenoldgico del experimento des-
crito anteriormente. Este modelo no especifica las caracteristicas particulares de la deteccion,
pero se inspira en las trazas de particulas que se producen en una cidmara de burbujas o en
placas fotograficas. Estas trazas o rastros estdn formados por un conjunto discreto de puntos
macroscépicos (dos en nuestro caso), originados en el instante en el que el detector se dispa-
ra, y que consideraremos como eventos cldsicos que resultan del paso o llegada de la particula
cuantica. El efecto del primer detector asociado a uno de esos puntos sobre la particula detec-
tada se simula de acuerdo con el modelo de formacién de rastros propuesto por A. Jadczyk y
Ph. Blanchard [127].

4.3.1 Descripcién del modelo

En el modelo del experimento descrito analizaremos el tiempo de transito de una particula
con un grado de libertad traslacional (z) en una regién del espacio ocupada en parte por una
barrera cuadrada de potencial. El estado inicial de la particula, de masa m = 1, vendréd dado

por una funcién de ondas %), asociada a algiin procedimiento de preparacién. En particular,
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utilizaremos como estado inicial a t = 0 un paquete gaussiano de minima incertidumbre centrado
en la posicién z = 20, momento p = 8 y varianza espacial 9/4. La barrera tiene una altura
Vo = 50, y se sitiia entre z = 80 y z = 80 + d. El paquete inicial evolucionard (de izquierda
a derecha) hacia la regién ocupada por la barrera de potencial. En términos operacionales,
describe a un colectivo de particulas no interactuantes, representado simbdlicamente por {F},
que se envia hacia la barrera de una en una con especificaciones idénticas.

Para completar el dispositivo experimental, se colocan dos detectores de particulas, A y B,
a ambos lados de la barrera de potencial, en z = ¢ y £ = b. El primero es un detector de paso
que, aunque perturba el estado de la particula, no la destruye. El segundo es un detector de
llegada. El grado de libertad traslacional de la particula es el tinico representado explicitamente.
Utilizaremos como hipétesis simplificadora que sélo uno de los dos detectores funcione en un
instante dado: cuando la particula se envia hacia la barrera solo A estd activo. La deteccion de

la particula en A desconecta este detector y activa el segundo, B.

Probabilidad de deteccién en A

Supondremos que la interaccién entre la particula y el primer detector puede describirse por
una ecuacién efectiva de Schrodinger
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Hy(z,t) = —%5;51#

(z,t) + [V(z) + Alz)]9(z, t), (4.71)

donde V(z) representa la barrera de potencial y A(z) es un potencial complejo que simula el

efecto del detector (por extensién, nos referiremos al potencial A como el detector),
1
A(z) = — 562 (x50), (472)

con
g(z,a) = se~(#=0)*/20%, (4.73)

Con esta definicién A(z) serd un potencial imaginario negativo y por tanto absorbente. La
intensidad, s, y anchura, o, del detector son parametros ajustables que corresponden a la altura
en energias y al soporte espacial del potencial.
La norma del canal incidente,
o0
N(t) = /_ RGO (4.74)
decrece desde un valor inicial N(0) = 1, debido a la presencia del detector. La absorcion

total 1 — N(oo) serd la eficiencia del mismo. La eficiencia no es necesariamente igual a uno,

de forma que el colectivo de particulas detectadas en A, {E,}, es generalmente mds pequerno
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que €l colectivo de particulas incidentes, {Eo}. La densidad de probabilidad normalizada para
disparar el detector a un tiempo ¢, sera proporcional a la variacién en la absorcién —dN/dt|¢, .

Si se normaliza con respecto al colectivo {E,}, vendra dada por

_ dN(ta)/dt
P(talEa) - fooo dt dN(t)/dt * (475)

Efecto de la deteccién en la funcién de ondas

El efecto de un detector real sobre la particula debe determinarse mediante un andlisis de-
tallado de la interaccién entre ambos. Sin embargo, en el espiritu del modelo fenomenolégico
simple, supondremos que después de cada deteccién por A, el estado de la particula se puede
representar de forma efectiva por una nueva funcién de ondas motivada fisicamente. El colectivo
de particulas detectadas puede entonces describirse con una mezcla estadistica de tales estados.
Esto recuerda al postulado de proyeccién de Von Neumman. Sin embargo, una caracteristica
importante en la deteccién de trazas, por ejemplo en una cdmara de burbujas, es que el cami-
no seguido por las particulas no parece aleatorio, sino mas bien determinado por el momento
incidente dominante. Este fenémeno no puede explicarse utilizando Gnicamente el postulado
de proyeccién habitual en mecanica cudntica, ya que en ese caso la posicion de las particulas
después de la deteccién quedaria completamente determinada y el estado correspondiente seria
uno de los estados propios de la posicién. Estos tienen igual probabilidad de expandirse en
cualquier direccién, borrando por tanto la memoria sobre el estado previo a la medida. En el
caso de la cdmara de burbujas, esto significarfa que no habria tendencia a ionizar 4tomos en la
direccién del momento dominante [128], al contrario de lo que realmente se observa. A. Jadczyk
y Ph. Blanchard [127], desde premisas fenomenoldgicas, proponen un postulado de proyecciéon
modificado que permite describir la formacién de trazas. En su propuesta la funcién de ondas
inmediatamente después de una deteccién en el instante t,, y consistente con la formacién de
trazas, guarda memoria del estado previo y ademds refleja las propiedades del detector. Para el

potencial de interaccién (4.72), una expresién simple que satisface esas dos condiciones es [127]

9(z)y(z, ta)
Y. (z) = ; (4.76)
(/2% 9% (@) [(x, ta)|? da]'/2
donde 9(z, tq) es la funcién de ondas que evoluciona con la ecuacién de Schrédinger (4.71).
El efecto del detector sobre la funcién de ondas incidentes se puede determinar comparando
el promedio del momento y la varianza para los colectivos {Eo} y {E,}. Promediar sobre {E,}
exige tener cierto cuidado ya que implica un doble promedio: el primero, representado como

Q, es un promedio mecanocudntico usando cada paquete de ondas ,; el segundo (D) es un
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promedio sobre los tiempos de deteccién t, “pesados” por P(t.|Eq),

(#)5. = DQp = [ PltalBo) tha Pl ) dta. (4.77)

Debido al doble promedio son posibles diferentes varianzas [129]. Para el colectivo {E,} la
varianza importante es A%Q = DQ[p? — (DQp)?], que es una varianza calculada sobre las
particulas detectadas sin importar el instante de la deteccién [129]. Se puede comprobar que
el momento promedio se conserva bien, especialmente para detectores débiles (s pequefos),
exceptuando el caso de detectores muy estrechos. Para todos los detectores utilizados en este
trabajo DQp = (p) g, (la diferencia es menor que el 0.2%). Sin embargo, la anchura en momentos,
Apg, definida como la raiz cuadrada de la varianza, puede cambiar drdsticamente respecto a
la. anchura en momentos A, del paquete original. La figura 4.7 muestra que detectores anchos
tienden a mantener la varianza del estado original mientras que detectores estrechos dan lugar

a varianzas muy grandes.

4

Figura 4.7: Raiz cuadrada de la varianza en momentos después de la deteccién, Apg, para s = 1 (linea
continua) y s = 10 (linea a trazos). La linea a trazos y puntos es el valor de referencia de la varianza en
momentos del colectivo original Ey.

Ademss los detectores débiles (s pequefio) conservan mejor la varianza que los detectores
fuertes (s grande). En resumen, en el modelo, detectores débiles y anchos son los que mejor
conservan la distribucién de momentos del paquete original. En cambio, son poco eficientes:
para s = 1 la norma absorbida va desde 0.05 a 0.6 en el intervalo de ¢ de la figura 4.7. En

comparacion, practicamente toda la norma es absorbida para s = 10.
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Descripciéon del segundo detector

Supondremos que el segundo detector es un detector perfecto del tipo descrito en [19], de
forma que todas las particulas transmitidas sean finalmente detectadas. Este detector lo situa-
remos en el extremo derecho de la barrera (z = 80 + d). Si {Ey} es el colectivo de particulas
que se detectan por A y B en los instantes t, y tp, y P(Ep|ts) es la transmitancia de y,, (es
decir, la fraccién de la norma de 4;, que serd transmitida y, por tanto, detectada en B [16]), la
probabilidad de que la particula sea detectada en B condicionada a haber sido detectada en A

serd,

P(Ey|E,) = [ P(Bylta) PltalEa) dta. (4.78)

En vez de usar una expresién similar a (4.75), la distribucién de tiempos de llegada ¢ para un
absorbente perfecto puede aproximarse por el flujo (normalizado) sin absorbente!* [19]. Para
un paquete v, (z;1,), la densidad de probabilidad de deteccién en B a tiempo t;, condicionada

a la deteccién previa en A a t,, restringida al colectivo {Ep}, viene dada por

Jt (batb)
ty) = ———— 4.79
P(tblEb’ a) tha (b, tb)dtb 9 ( 7 )

donde J;, es el flujo para el estado 1, . Utilizando la regla de Bayes, la densidad de probabilidad

conjunta para la deteccién en A a t, y en B a t; restringida al colectivo {Ey} serd

P(tblEbata)P(Eblta)P(ta|Ea)
J P(Ey|ta)P(talBa)dta

P(ty, ta| Bp) = (4.80)

Finalmente, la distribucién de probabilidad de 7 = #, — ¢, se calcula, para el colectivo {E},

integrando sobre t; y t, con la funcién delta de Dirac §(tp — to — 7),

— [ P(ta + 7|E yta) P(Eplte) P(te| Ey)dts
Pri) = TP i) Pl B ' (4.81)

4.3.2 Resultados

Para ilustrar el modelo descrito, calculamos tiempos de transito promedio
7 = (1)p, = / P(r|By)rdr, (4.82)

para diferentes anchuras d de la barrera y para dos detectores débiles (s = 1) diferentes, A;
( = 1,2), situados en z = a: Aj, que es un detector ancho que conserva bien la distribucién

de momentos de {Ep} y Az, que es un detector estrecho, y por tanto produce una varianza

143e est4 considerando que en la regién asintética de la derecha de la barrera no se produce ningiin efecto como
el del flujo anémalo, o que en su caso, éste serfa lo suficientemente pequefio para no perturbar apreciablemente
la distribucién de tiempos de llegada.
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en momentos que es aproximadamente diez veces mayor que la inicial. El cdlculo se realizé
mediante la propagacién numérica del paquete de ondas inicial con el potencial absorbente y la
barrera, y la propagacién del las funciones detectadas (4.76) en ausencia de potencial absorbente,
lo que permite construir la distribucién'® (4.81) y calcular finalmente 7;. El detector previo a
la barrera se situd en los calculos lejos de ésta (a = 50) para poder comparar con el resultado
que se obtiene mediante el método de la referencia [122], 7, descrito anteriormente. Con esta
eleccién, el paquete inicial pasard por a antes de interactuar significativamente con la barrera.
El segundo detector, B, se sitta en el borde derecho de la barrera. Denominaremos 71 y 72 los
promedios correspondientes al uso de los dos detectores iniciales, A; y Az. En la figura 4.8 se
muestran los resultados para el tiempo de transito correspondiente a condiciones en las que, sin

la perturbacién del primer detector, dominaria el efecto tinel.

7

2 .
1.0 1.5 2.0 25

d

Figura 4.8: Tiempos promedio de transito frente a la anchura d evaluados para s =1y ¢ = 4.5 (linea a
trazos); s = 1 y o = 0.2 (linea a trazos y puntos). También se representa el tiempo promedio 7r (linea
sélida).

En particular se observa que el efecto Hartman, es decir, el hecho que el tiempo de transito
promedio no aumente con d (realmente decrece suavemente) [123] se mantiene cuando se usa el
detector A; hasta un valor critico de la anchura de la barrera, d., a partir del cual domina el
trdnsito cldsico debido a momentos por encima de la barrera [18,124]. Cuando se usa el detector

estrecho, As, la varianza en momentos es tan grande que la transmisién es siempre dominada

15F] procedimiento es equivalente al que se derivaria de la teoria fenomenolégica EEQT [127] para el estudio de
este sistema. Sin embargo conviene sefialar que no hay nada no convencional en el método que hemos descrito,
salvo el efecto del detector sobre la particula.
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por los momentos rdpidos por encima de la barrera. El dominio de los momentos por encima de
la barrera hace que el comportamiento que se encuentra sea el esperado clisicamente, es decir,
un crecimiento lineal de 75 con d. La figura 4.8 también muestra 77, que es cualitativamente
similar a 71. La relacién 7 < 71 se debe a las dos formas diferentes de promediar realizadas
en el primer detector y puede entenderse con argumentos cldsicos: el frente derecho del paquete
incidente estd dominado por los momentos mds rdpidos y contribuye con mds particulas al
colectivo transmitido. Mientras, en el calculo de 77, no se hace ninguna distincién en a entre
las particulas que son o no transmitidas. En ese caso el efecto crece con d hasta que se satura
cuando la transmisién se debe s6lo a momentos por encima de la barrera. También es importante
sefialar que aunque en determinados casos T podria ser negativo, los tiempos definidos en este
trabajo, por construccién, son siempre estrictamente positivos. Por dltimo, el desplazamiento de
la curva de 71 con respecto a la de 77, que se observa por ejemplo en el valor de la anchura critica
dc, se debe a la pequefia perturbacién del detector A; que modifica ligeramente la varianza de

momentos.



Discusion y conclusiones

En esta Tesis hemos investigado diversos aspectos de los potenciales complejos en colisiones

cuanticas unidimensionales. Resumiremos las principales contribuciones:

e Hemos construido una teoria formal de colisiones para potenciales complejos en una di-
mensién. No existia un estudio unificado tan extenso, y sistemitico como el presentado
aqui. Se han demostrado relaciones novedosas, tales como expresiones compactas para la

dependencia temporal de paquetes de onda, o €l teorema de Levinson.

e Se ha elaborado el tinico modelo analitico conocido capaz de describir colisiones resonan-
tes dependientes del tiempo con potencial complejo o real. Se han puesto de manifiesto
varios efectos interesantes debidos a la interaccién compleja: la asimetria de los tiempos
de retardo de transmisién y reflexién, y la posibilidad de encontrar tiempos de retardo

negativos.

e Se han propuesto nuevas formas funcionales de potenciales complejos y métodos de optimi-
zacién que han permitido mejorar sustancialmente los intervalos y capacidad de absorcién
con respecto a los potenciales usados habitualmente en aplicaciones numéricas. Mientras
que los tratamientos tradicionales usaban argumentos semiclasicos la idea central de nues-
tras propuestas es el uso de las interferencias cudnticas debidas a “colisiones multiples” en
barreras de potencial compuestas por varias unidades. Se ha efectuado un estudio com-
parativo exhaustivo de la efectividad de absorcién y de la robustez ante la discretizacién
numérica de los potenciales existentes que permite selecionar la forma funcional idénea

para cada aplicacion.

e Por 1ltimo, hemos elaborado modelos operacionales para el tiempo de llegada y el tiempo
de transito mediante un tratamiento fenomenoldgico de los detectores con potenciales
complejos. Hemos demostrado que las condiciones de frontera absorbentes en mecdnica
cudntica son sustancialmente diferentes a las clisicas (la frontera absorbente cudntica

devuelve norma en condiciones de “flujo anémalo”); también se ha clarificado en qué
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condiciones una medida con dos detectores, antes y después de una barrera de potencial,
es compatible con el efecto Hartman, que predice tiempos de trénsito extremadamente
cortos independientemente de la anchura de la barrera. Se han estudiado ademds las
propiedades del operador para el tiempo de llegada (intrinseco) de Aharonov-Bohm, de su
resolucién espectral generalizada y de sus cuasi-estados propios, lo que nos ha permitido
establecer la superioridad de esta teoria con respecto a otras propuestas. La distribucién
intrinseca de tiempos de llegada se ha comparado con la operacional, encontrdndose un

acuerdo esencial entre ambas.

Quedan por supuesto muchas cuestiones abiertas. Sefialaremos algunas en las que pretende-

mos seguir trabajando

e La teoria formal de colisiones complejas debe completarse con estudios que establezcan

con rigor matematico propiedades tales como la completitud asintética. Se sabe muy
poco, también desde un punto de vista matemdtico, del “problema inverso” en el caso de
potenciales complejos, es decir de la obtencién sistemdtica de potenciales que reproduzcan
determinadas amplitudes de colisién. Los avances en este terreno tendrian importantes

repercusiones practicas.

Los potenciales absorbentes del capitulo 3 han de aplicarse y/o adaptarse a reacciones

concretas y a diversos métodos numéricos.

Debe continuarse la investigacién sobre la incorporacién del tiempo al formalismo cuantico.
En este terreno, y en particular en conexién con los modelos de detectores, queda mucho
por hacer. Los modelos existentes son, o bien fenomenoldgicos, o bien caricaturas burdas
de procesos reales de deteccién. Los modelos mds complejos existentes, que incorporan la
irreversibilidad del proceso mediante ecuaciones cudnticas maestras, son todavia demasiado
simples para conectar con medidas concretas. Seria interesante construir modelos mads

elaborados y poder analizar experimentos reales de deteccion.
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Apéndice A
Producto de las autofunciones de

colision

La relacién (1.122) es vélida s6lo para potenciales locales. Para potenciales no locales aparece

un término adicional, A(z),

. R? 9

uj ()5 (7) = %%fj(-’”) - A(z), (A.1)
donde f;(z) es de nuevo (1.123) y
A(z) = Ai(z) + As(z),
Ai(z) = —(?E-ii*- (a:)—Q—u (z)
BT ge2 it gp
- 2 9

o) = (o) ($%<x|tf|uj+>+?,;—2a—puj+(x>>. (A2)

Se puede mostrar que si el potencial verifica la condicién (1.111) la integral en z entre dos
puntos (—r y r) del término A(z) es nula. Para ello basta comprobar que la integral de Az(z)
es menos la integral de A;(z). Utilizando una relacién de cierre en posiciones,

2
" dotow) = [ do [~ d @yulo) (‘,f—l”%wwwxw'lujn + %a%<z1uj+>) . (A3)
Las propiedades del potencial (1.111) permiten intercambiar los limites de integracién entre z
y @', y realizar la integracién en z del primer sumando del integrando. Mediante el cambio de
variable ' = z, se obtiene el resultado

T T —2m 2
" dotoo) = [ o (—%—@-uvm + %(aj+|x'>) o (oluis). (A.4)

, . e . . 2 . .
El término entre paréntesis del integrando es simplemente —;%gu; +(z), de donde se sigue inme-

diatamente que

' dzAs(z) = — ' dzA,(z) . (A.5)

-r -r




Apéndice B

Potencial compuesto optimizado

Los parametros de los potenciales optimizados de la figura 3.10 son los siguientes:

Vor,1 nor = (0.61419 x 10%,0)
Vor,p nor = (0.11182 x 10%,0)
Voo, noc = (0.74360 x 102, —0.52910 x 10°)
Voc,p noc = (0.15113 x 10%, —0.75050 x 10%)
Vlé%\)/IM,I aop = (1,0)

a1 = (01 5)

as = —ag — a1 — 03 — Q4

a3 = (0.29166 x 102, —0.10395 x 10?)
as = (—0.12891 x 102,0.10522 x 10?)
Vlgl\)/IM,P ao = (1,0)

a = (07 5)

ag = —3ag — 2a1 + a4 + 2as5 + 3as + 4da7
a3z = 2ag + a1 — 2a4 — 3as — 4dag — day
as = (0.23264 x 10%,0.24091 x 10*)

as = (—0.40929 x 10%,—0.37388 x 10*)
as = (0.32269 x 10%,0.27900 x 10%)

a7 = (—0.94918 x 103, —0.80405 x 10%)
Vsa1(N =5) | Vi = (—0.26953 x 10%,0.73126 x 10%)
Va = (—0.49506 x 10*, —0.66007 x 10?)
Vs = (—0.89834 x 10%,—0.24970 x 10%)
Vi = (—0.65683 x 10%,0.43720 x 103)
Vs = (—0.15653 x 10%,0.67373 x 10%)
Vsp.p(N =5) | Vi = (—0.32005 x 10°,0.19649 x 10%)
Vs = (—0.10844 x 108, —0.18877 x 10%)
Vs = (—0.32519 x 10%,—0.33460 x 10%)
Vi = (—0.37319 x 10%, —0.29552 x 10%)
Vs = (—0.48302 x 103, —0.28221 x 10*)




Apéndice C

Comportamiento asintético de II(T).

Consideremos el comportamiento de (T' + |¢),

(T + |4) = [ eI g, (1)

1
(mh)l/z
para valores grandes de 7. Suponiendo que (p|) puede continuarse analiticamente en el cuarto
cuadrante del plano complejo p, deformaremos la integral de contorno a lo largo del rayo p =
ve~#/% (0 < 4 < 00). Con el cambio g = v%/(2mh) la integral toma la forma

(mh)1/4

(T + ) = o34

. 00
¢im3/8 /0 dg e~ Tap(g) g4, (C.2)

donde el origen aparece como el tnico punto critico. Si, cuando g — 0, ¥(g) ~ cg* (donde u es

no necesariamente un entero), el lema de Watson [42] proporciona el término dominante,

_in3js c(mh)/4 T (u + 5/4)

om3/4 Tu+5/4 (03)

(T+ ) ~e




Apéndice D

Representacion de los estados GRT

La integral sobre p para la representacién de coordenadas (z|T+). puede separarse en dos
partes, desde 0 hasta ¢, I1, y desde ¢ hasta oo, I,. La segunda se puede obtener numéricamente
deformando el contorno y utilizando el camino de maxima pendiente de descenso desde el punto

de silla. I; puede expresarse como

gl—iTe2/(mh) re i (T_J _1)
- p/h mh 2
L YD /0 e"*P/%p dp. (D.1)
con el cambio de variable u = —izp/h se reconoce la funcién gamma incompleta,
53/2 ZE —A _

3?2 & (ize/h)"
hml/2 — nl(A+mn)’

donde A = iTe%/(mh) +1/2.




Apéndice E

Estados del tiempo de llegada
“precisos”

En este apéndice discutiremos sobre la existencia de estados cudnticos en los que la particula
esté estrictamente a un lado de X antes del instante T y en el otro después de ese instante. En el
capitulo 4 se muestra que ninguna de las representaciones de coordenadas de las autofunciones de
los diferentes operadores tiempo estudiados (|T+), |T¢),|T’)) cumple estrictamente esa exigencia.
Argumentaremos a continuacién que no hay ningin estado cudntico, ni puro ni mezclado, que
satisfaga completamente esa condicién. Para ese fin usaremos el formalismo del espacio de fases
de Weyl-Wigner (equivalente a la mecanica cudntica ordinaria). Su ventaja consiste en que el
nucleo de evolucién y la ecuacién dindmica de movimiento son iguales en mecanica clasica y
cuantica para el movimiento libre [130]. Ademds, es posible aplicar un teorema de Liouville,
de forma que cada punto del espacio de fases tiene su propio peso probabilistico (que puede ser
negativo en el caso cudntico), de forma que en cilculos intermedios se puede pensar y operar
cldsicamente. (Las diferencias se establecen en el dominio de estados permitidos en cada una
de las mecédnicas y en la interpretacién del formalismo [130,131].) La distribucién de Wigner
f(g,p) en el espacio de fases posicién-momento representa un estado mecano-cudntico correcto
si el operador densidad asociado p es positivo, véase por ejemplo [132,133]. Dos condiciones

necesarias para que esto ocurra son [134]

|f(g,p)] < (2/h), (E.1)
h / f(g,p)dgdp < 1. (E.2)
La pregunta que se plantea ahora es qué colectivo clasico describe particulas con posiciones

negativas en el instante ¢ = 0 que llegan a X = 0 en el instante 7. Como el momento se

conserva, es necesario un movimiento coordinado en el que las particulas mas rapidas comiencen
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a moverse mas lejos, y las mds lentas partan de puntos més préximos a X = 0, de forma que

todas lleguen al mismo tiempo. La densidad del espacio de fases que cumple esos requisitos sera
fr(zo,p;t = 0) = g(z0)©(~z0)d(z0 + pT/m), (E.3)

con g(zg) > 0. Pero esta distribucion es demasiado singular para satisfacer las condiciones (E.1)

o (E.2).
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