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Prélogo

La creciente matematizacién de las ciencias, desde las usualmente denominadas

” (Ingenieria,

“ puras 7 (Fisica, Quimica, Biologia, entre otras) a las “ tecnoldgicas
Arquitectura, ...), pasando por las de tipo socio-econémico, demanda cada vez mas el
uso de técnicas de Analisis Numérico y de la Teoria de Aproximacién para la resolucién
de una gran variedad de modelos matematicos. La irrupcién de los ordenadores digitales

en las ultimas décadas del siglo XX y la generalizacion de su uso han hecho que esta

tendencia se haya manifestado con especial intensidad en los ltimos veinte afios.

En este sentido, una de las técnicas de uso méas frecuente en numerosas aplicaciones
es la de Aproximacién de Funciones, la cual, constituye el nicleo fundamental de esta
memoria. Debemos precisar que utilizamos el término de Teoria de Aproximacién en un
sentido amplio; esto es, nos referimos al conjunto de técnicas constructivas destinadas
no solo a aproximar el valor de una funcién en un conjunto de puntos, sino también a las
conducentes a resolver numéricamente un amplio abanico de problemas que involucran
a funciones, incluyendo, por ejemplo, la Integracién Numérica (Férmulas de Cuadratura

y Cubatura) o la resolucién de ecuaciones integro-diferenciales.

En esencia, la idea central subyacente en la Teoria de Aproximacién es muy simple:
Se trata de emular en lo posible el comportamiento de funciones “complicadas” (ya sea
porque no se conoce una expresion explicita de las mismas o porque resultan “poco
manejables” matemédticamente) mediante funciones mucho més sencillas (Aproxi-
mantes). El tipo de Aproximante utilizado y el criterio para optimizar su eleccién
viene determinado en buena medida por la naturaleza de las funciones a aproximar y

de los problemas concretos que queremos resolver.

Por razones obvias de sencillez en la manipulacién e idoneidad en cuanto a propieda-
des algebraicas (linealidad, etc.), los Aproximantes considerados en primer lugar son

los Polinomios. Es bien sabido que éstos proporcionan aproximaciones de alta calidad,



amén de una computacion extremadamente simple, en el caso de funciones suficiente-
mente “suaves” (“roly-poly”, en terminologia acufiada en el texto cldsico de Rice [116]).
Sin embargo, cuando las funciones originales presentan comportamientos no demasiado
“suaves” (bajo orden de diferenciabilidad, ...) o tratamos de aproximar nuestra funcién
en la cercania de singularidades, el uso de Polinomios puede tornarse claramente ineficaz

(al menos desde un punto de vista numérico).

En este contexto, las alternativas més frecuentes al uso de Polinomios son las Fun-

ciones Racionales y las denominadas Funciones “ Splines ”

(esencialmente, aproxi-
mantes polinémicos a trozos). Las primeras consisten simplemente en cocientes de
Polinomios, con lo cual retienen buena parte de las propiedades de sencillez de estos
ultimos. Desde nuestro punto de vista, las funciones Racionales presentan la enorme

ventaja de ser meromorfas en C, por lo cual permiten el uso exhaustivo de la Teoria de

Funciones de Variable Compleja para el estudio de su convergencia.

Dentro de este marco general de aproximacion de funciones, una de las técnicas
mas usadas, por su sencillez, es la de Interpolacién. Como es bien sabido, ésta consiste
en imponer que el valor del Aproximante coincida con el de la funcién original en un
conjunto de puntos prefijados (nodos de interpolacién), pudiendo algunos de éstos (o
todos) ser coincidentes, en cuyo caso la coincidencia entre Aproximante y funcién se ex-
tenderd a una o varias derivadas (orden de contacto). Légicamente, el caso més simple
dentro de este esquema general de Interpolacion es aquel en el cual el conjunto de nodos
se reduce a un unico punto (generalmente el origen). Esta situacién se conoce como
Problema de Interpolaciéon de Taylor, cuya versiéon racional da origen a los denomi-
nados Aproximantes de Padé. Si bien este concepto, de interpolar funciones mediante
aproximantes racionales, estd ya presente en la obra de grandes matematicos de los
siglos XVIII y XIX, como Jacobi, Frobenius, Krdnecker, Cauchy, etc., es en la Tesis
de H. Padé (1892) donde se realiza el primer estudio sistemético de las propiedades al-
gebraicas de tales aproximantes. Este y otros grandes matematicos de finales del XIX

y/o principios del XX, como Montessus de Ballore, A. Markov, T. Stieltjes, entre otros,



contribuyeron a cimentar la Teorfa de la Interpolacién Racional (o de la Aproximacién
de Padé), tanto en relacién a los aspectos algebraicos como a los primeros resultados
sobre convergencia de sucesiones de estos aproximantes. En este 1ltimo sentido desta-
can los clasicos teoremas de Markov, Stieltjes y Montessus de Ballore que, en un afan
de completitud, reproduciremos y comentaremos en el primer capitulo de la presente

memoria.

Tal y como comentamos anteriormente, el inicio reciente de la era digital, con la
consiguiente posibilidad de implementar algoritmos numéricos cuya aplicacién resultaba
impensable unos anos atras, impulsé y renovo el interés por esta teoria, produciéndose
en la segunda mitad del siglo XX, fundamentalmente en su ultimo cuarto, un buen
ntmero de importantes resultados que han contribuido a que hoy podamos contemplar
la Teoria de la Interpolacién Racional como un edificio coherente, sélido y, en muchos
aspectos, bien acabado, aunque a la par, pujante y lleno de expectativas, especialmente
en lo relativo a las aplicaciones. A este respecto, cabe citar las importantes aportaciones
de matematicos, algunos de ellos en plena actividad, como O. Perron, G. Baker, J. Nu-
ttall, H. Wallin, A. A. Gonchar, E. A. Rakhmanov, H. Stahl, G. Lopez Lagomasino, E.
B. Saff o D. S. Lubinsky, entre muchos otros. Estas aportaciones, fundamentalmente en
el estudio de la convergencia de sucesiones de Interpolantes Racionales a diversas clases
de funciones, no sélo han estado dedicadas al estudio del caso unipuntual (Aproximante
de Padé clésico), sino también al multipuntual (Problema de interpolacién Racional de
Cauchy-Jacobi) o a los denominados (en terminologia debida a C. Brezinski) Aproxi-
mantes tipo-Padé, que permiten prefijar de antemano la totalidad o parte de los polos
del aproximante racional, en base al posible conocimiento que se tenga sobre la estruc-
tura de las singularidades de la funcién a aproximar. En este ultimo aspecto, cabe
resaltar, especialmente, las aportaciones de J. L. Walsh y T. Bagby, asi como otras,

mas recientes que detallaremos a lo largo de la memoria.

Tal y como senalamos al principio, otro de los problemas capitales de la Teoria de

Aproximacion, que ha venido ocupando a buena parte de la comunidad matemaética a lo



largo de los siglos, es el de la integracién aproximada de funciones. Mucho antes de que
cupiera vislumbrar, tan siquiera remotamente, la posterior formalizaciéon rigurosa de
conceptos como los de Integral de Riemann o Lebesgue, ya en la Grecia clasica, genios
universales como Eudoxio o Arquimedes se interesaron por el problema de determinar
el area comprendida entre una curva y el eje de abscisas, legando a la posteridad el

conocido Método de Exhaucién.

Desde nuestra perspectiva actual, podemos sintetizar el problema senialando que la
mayor parte de las técnicas de integracién numérica consisten en lo que se de-
nomina férmulas de cuadratura lineales; las cuales, emulando el concepto de las Sumas
de Riemann (o del Método de Exhaucién) tratan de aproximar el valor de la integral de
la funcién en un cierto intervalo a través de una combinacion lineal de ciertos valores
funcionales (en los puntos denominados “nodos”), ponderados mediante determinados
“pesos”. En este contexto, las reglas de cuadratura més simples serian las que se
corresponden con Sumas de Riemann elementales, tales como las conocidas Reglas del
Punto Medio, Trapezoidal o de Simpson (o sus variantes compuestas, producidas al
descomponer el intervalo en pequenos subintervalos). La indudable sencillez y elegan-
cia de tales cuadraturas elementales se ve a menudo empanada por la lentitud de su
convergencia al valor de la integral. Una de las vias usadas para obtener férmulas de
cuadratura lineales con mayor estabilidad numérica y mayor velocidad de convergen-
cia ha sido la de “liberar” a los “pesos” de las Sumas de Riemann de su condicién
de longitudes de subintervalos en cuyo interior se encuentren los “nodos”. La idea
consiste, entonces, en determinar el valor de dichos “pesos” mediante algin criterio de
optimizacion (destinado a garantizar que la férmula de cuadratura proporcione buenos
resultados para integrandos dentro de una clase lo mas amplia posible). Histéricamente,

dos de los criterios mas usados con este fin han sido los siguientes:

- Imponer que la férmula de cuadratura coincida con la integral de un interpolante

3

(originariamente un polinomio) del integrando. Este criterio determina los “ pesos ”.

3

- Determinar los “ pesos 7 de manera que la férmula de cuadratura integre exacta-



mente familias de funciones simples (usualmente, polinomios) lo mas amplias posibles.

Lo que puede resultar sorprendente, a primera vista, es que ambos criterios re-
sultan coincidentes, en el sentido de que conducen al mismo conjunto de “pesos” vy,
consecuentemente, a la misma férmula de cuadratura. Tales férmulas de cuadratura se
denominan, de manera natural, interpolatorias, y tal vez su versién més conocida (no
necesariamente la mas eficaz) la constituyen las férmulas de Newton-Cotes (usando no-
dos equidistantes). Por otra parte, el intento de aumentar al maximo esa capacidad de
integracién exacta de familias de funciones elementales (grado de precisién) nos lleva a
la construccién de las denominadas féormulas de cuadratura Gaussianas, mediante una
eleccion muy particular de los nodos de integracién, que conecta nuestro problema con
otro de los temas clave de la Matemadtica Aplicada contempordnea: Los Polinomios

Ortogonales.

En cuanto al desarrollo moderno de esta teoria, y dentro de los aspectos méas conec-

tados con nuestra investigacion, queremos destacar dos temas fundamentales:

- La obtencion de féormulas de cuadratura eficaces para el caso de integrales con
funcién “peso” (funcién de densidad en el sentido de Riemann-Stieltjes) compleja. Esta
problematica se complica ain més cuando, ademas, el intervalo de integracién no esta
acotado.

“ polinémicas ” (en el sentido

- La generalizacién de las féormulas de cuadratura
de que integran exactamente ciertos subespacios de polinomios) mediante el uso de
funciones bésicas mas generales, como por ejemplo las racionales (en particular, uno de

los casos mas simples es el de los llamados Polinomios de Laurent).

Como veremos en lo que sigue, en nuestra investigacién hemos abordado conjunta-

mente ambos problemas.

Una vez hecho este breve y, tal vez, apresurado recorrido por estos grandes temas
de Teoria de Aproximacién, permitasenos introducir sucintamente el contenido de la
presente memoria. Esta se presenta estructurada en tres capitulos, estando dedicado el

primero de ellos a introducir y sistematizar el conjunto de resultados previos a nuestra



propia investigacion, y los otros dos a la exposicién de nuestros resultados en cuanto
a Férmulas de cuadratura (Capitulo II) y Teoria de Aproximacién de Padé (Capitulo

I11).

En el amplio capitulo introductorio a ambos tépicos (por otra parte, intimamente
relacionados entre si), tratamos de hacer un recorrido histérico por los principales hitos
que jalonan el desarrollo de ambas teorias, haciendo especial hincapié en los aspec-
tos que mas directamente inciden en nuestros resultados. Con este primer capitulo
pretendemos, si se nos permite la inmodestia, presentar de forma integrada y parcial-
mente novedosa un cuerpo de resultados cuya relacion sistematizada resulta, creemos,
de dificil acceso en la literatura corriente sobre estos tépicos. Es nuestra aspiracién, en

este sentido, contribuir a llenar en algo ese hueco.

El segundo capitulo estd dedicado a nuestras contribuciones en el estudio de formulas
de cuadratura, centrdndonos fundamentalmente en aquellas que son exactas en
subespacios de Polinomios de Laurent y concediendo especial atencién al caso en que el
intervalo de integracion no esta acotado. En este sentido, ademés de tratar de obtener
teoremas que garanticen la convergencia de sucesiones de férmulas de cuadratura para
amplias clases de integrandos y estimar las correspondientes velocidades de convergen-
cia, tratamos de ofrecer elecciones de nodos que conduzcan a algoritmos eficaces desde

el punto de vista computacional.

Finalmente, en el tercer capitulo, se estudia la posibilidad de recuperar funciones
meromorfas en el plano complejo mediante Aproximantes de Padé bipuntuales con los
polos total o parcialmente prefijados (tipo-Padé). En este aspecto, distinguimos dos

situaciones generales:

- El primer caso se refiere a funciones meromorfas fuera de un cierto compacto K
del plano complejo extendido. Los resultados obtenidos son vélidos para funciones de
la clase mas general posible, siempre que el dominio de meromorfia, esto es, @\K , sea
regular con respecto al Problema de Dirichlet. Finalmente, se muestra la extensién de

estos resultados a casos mas generales en los que la funcién es meromorfa en un abierto



con un numero finito de componentes conexas (cada una de ellas regular con respecto
al Problema de Dirichlet) y/o el esquema de interpolacién empleado es multipuntual.
- En el segundo caso consideramos la posibilidad de que el cerrado K no esté acotado,
centrandonos en el supuesto de que K = [0,00) (de esta forma, ademds, los nodos de
interpolacién estarian en los extremos del intervalo conflictivo; con lo cual, en general,
estaremos trabajando con desarrollos asintéticos). Las funciones estudiadas serén las
denominadas Funciones Meromorfas de tipo Stieltjes, en la linea de trabajos precedentes
de autores como A. A. Gonchar, E. A. Rakhmanov, G. Lépez Lagomasino y A. Martinez

Finkelshtein.






Capitulo I

Aproximacion de Padé y
formulas de cuadratura

Como ya se indico en el prologo, a lo largo de esta memoria se abordaran dos temas
importantes del anélisis moderno; por un lado, la teoria de aproximacién de funciones

meromorfas y por otro, la convergencia de férmulas de cuadratura.

En lo que concierne a la teoria de aproximacién nos centraremos, basicamente, en
la convergencia de aproximantes tipo Padé (funciones racionales que satisfacen ciertas
condiciones de interpolacién con parte de los polos libres). Este tipo de problemas goza
de un gran interés. Muestra de ello son las numerosas contribuciones que recientemente
se han obtenido, véanse por ejemplo [4, 5, 6, 7, 84, 85], que ponen de relieve por un lado,
la ventaja numérica para el calculo de estos aproximantes sobre los de Padé clésicos (con
todos sus polos libres) y por otro, la aplicacién a una familia mas amplia de funciones,
consiguiendo, en situaciones particulares, incluso iguales ratios de convergencia que los

aproximantes de Padé.

En lo referente a féormulas de cuadratura, analizaremos la convergencia de las de
tipo interpolatorio y, en determinados casos, obtendremos la velocidad de convergencia;
tratando de optimizar, por un lado, la amplitud de la familia de funciones para la cual

se consigue dicha convergencia y por otro, la sencillez en la determinacion de los nodos.

En este capitulo introductorio, haremos un breve recorrido histérico, seleccionando

aquellos resultados que influyeron de forma decisiva en nuestra investigaciéon. En este

9



10 Capitulo I. Aproximacién de Padé y férmulas de cuadratura

sentido, iremos introduciendo, de forma sucesiva, todas las definiciones mas usuales.
Esta paridad nos ha obligado a dividir el capitulo en dos secciones para dar mas

claridad a la exposicién; a pesar de que, como veremos, existe una relaciéon intima

entre los dos topicos. La primera de ellas estd dedicada a la aproximacién racional y la

segunda a las férmulas de cuadratura.

I.1 Sobre la convergencia de los Aproximantes de Padé

En esta seccién, nuestro interés esta centrado en una breve exposicion histérica, de-
teniéndonos sélo en aquellos resultados que de alguna forma hayan influido en nuestra
investigacién (para un recorrido histérico exhaustivo de la aproximacién racional medi-
ante interpolantes recomendamos, entre otros [20, 29, 31], y dentro de un contexto mas
general [92, 125]). En la teoria de aproximacién y, en particular, en la aproximacién
racional de tipo interpolatorio ocupan un papel destacado aquellos aproximantes con
polos libres, es decir, los APROXIMANTES DE PADE, AP en lo sucesivo, los cuales reciben
este nombre en honor al matemético francés Henri Padé (1863-1953), quien en su tesis
doctoral (1892) estudi6é con detalle esta clase de funciones racionales. Sin embargo,
no fue Padé el primero en considerar su aplicacion; hay constancia de una carta que
Georges Anderson envidé a William Jones en 1731 en la que aparecen unas funciones
racionales que son AP. Tales funciones también fueron estudiadas por Leonhard Eu-
ler (1707-1783). Sin embargo, ni Anderson, ni Euler eran concientes de la propiedad
principal de los AP, esto es, la coincidencia de los coeficientes de su desarrollo en serie
con el de la serie a aproximar tanto como sea posible. A saber, el primero que se
percaté de este hecho fue Joseph Louis Lagrange (1736-1813), quien cuando estudiaba
las soluciones de ecuaciones diferenciales mediante fracciones continuas, transformaba
los convergentes en funciones racionales, a las cuales les exigia que los coeficientes de
su desarrollo en serie de potencias coincidieran con los de la solucién tanto como fuera

posible.

Mis tarde, durante el siglo XIX, numerosos mateméticos de reconocido prestigio,
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con aportaciones puntuales, fueron dotando a esta teoria de una base sélida. En parti-

)

cular, Cauchy (1821) en su “ Cours d’Analyse ” extiende el polinomio de interpolacién
de Lagrange al caso racional; luego, Jacobi, en 1846, simplifica la férmula de Cauchy y
ademads incluye la repeticién de los nodos de interpolacién (interpolacién de Hermite).
Por otro lado, Frobenius, en 1881, obtiene unas igualdades que hoy dia llevan su nombre,
sentando las bases para el posterior desarrollo algebraico de los AP. En este mismo
ano, Kronecker hace un tratamiento sobre la existencia de interpolantes racionales,
proporcionando incluso algoritmos mediante fracciones continuas para calcularlos. En
general, la posible inexistencia de interpolantes racionales impulsa el desarrollo de los
aproximantes de Padé, que vienen a ser las soluciones del problema de interpolacién
racional linealizado y que, como veremos, siempre existen. Pero fue en 1892, bajo la
direccién de Charles Hermite, cuando Padé estudié de forma rigurosa y sistemética esta
clase de funciones racionales, siendo el primero que las clasificé en una tabla de doble
entrada que hoy lleva su nombre, TABLA DE PADE, e inicié el estudio de la estructura de
dicha tabla (en cuanto a propiedades algebraicas). A finales del siglo XIX y principios
del XX, se obtuvieron numerosas propiedades algebraicas relacionadas con la tabla,
pero hubo, como veremos en la exposiciéon, muy pocos resultados sobre convergencia. El
verdadero desarrollo de esta teoria tiene lugar a partir de los anos 60, como consecuencia
de dos hechos fundamentales: por un lado, se encuentran aplicaciones en la fisica, la
quimica, el andlisis numérico, e.t.c., ver [16, 17|, surgiendo asi el interés tedrico y por
otro, se produce la generalizacion del uso de los ordenadores digitales que permitian
realizar calculos que anteriormente resultaban tediosos y enormemente costosos. Fruto

de ello surgieron, a su vez, las distintas generalizaciones de este tipo de aproximantes.

La clase de funciones aproximantes que definié Padé puede formularse de una forma

muy sencilla.

En efecto, dado un desarrollo en serie en potencias de z,

i f, 2 (1.1.1)
v=0
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Padé propuso encontrar una funcién racional

de forma que

i) Pum € Py Y Qum € P Qum 0
(L1.2)
“) Qn,m(z)f(z) — Pnym(z) = An,m z"+m+1 4o 2 —0

donde A, ,,, es una constante que puede ser nula y el miembro derecho de ii) es una
serie en potencias crecientes de z, en principio sélo formal (si (I.1.1) es convergente,
ésta lo es). Como es habitual, P,, denota el conjunto de polinomios de grado n a lo
sumo y P es el espacio de todos los polinomios.

A partir de estas condiciones, el célculo de II,, ,,,(f) se reduce a resolver un sistema

de ecuaciones lineales, ya que si realizamos el producto @y, - f, obtenemos

Qum (2)f(2) = af fo + (af f1 + al fo)z + (ag fo + a f1 + ab fo)z* + -+ (I1.1.3)

siendo

Qnm(2) = af +alz+ayz* + - +al 2™

Si anulamos los coeficientes que acompanan a las potencias desde z"*! hasta z"t™,
obtenemos un sistema homogéneo de m ecuaciones con m + 1 incégnitas, {al'} o<i<m,
los coeficientes de @y, m, que como sabemos tiene siempre solucién distinta de la trivial.
Una vez determinado Q) m, P m seria el polinomio de Taylor de grado n de Qnm - f
es decir, la suma de los primeros n+ 1 términos del desarrollo (I1.1.3). De esta forma, el
calculo del AP resulta sumamente sencillo de computar. Conviene resaltar que aunque
no hay unicidad en la determinacién de @, ., y, como consecuencia, tampoco en la de
P, m, st la hay para el cociente; por lo tanto, I, ,,(f) existe y es tnico. Por otra parte,
obsérvese que el AP también se puede definir como aquel elemento del subconjunto de

las funciones racionales (ver [136])

_ [ P(7) .
Rn,m—{Q(Z) ) Peb, y Qewm.Q;-éO},
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que satisface el siguiente problema extremal
f(z) = m(f)(2) = Lpm 2¥ + términos de mayor grado en z z—0 (L.1.4)

donde L, ,, es una constante no nula y v es un entero positivo lo mayor posible; es decir,
el AP es la mejor aproximacién local a f en z =0 en R, ,,. Asi, los aproximantes de
Padé constituyen la extensién natural del desarrollo de Taylor en la clase de las funciones
racionales. Pero a diferencia de los polinomios de Taylor, estos no son necesariamente
interpolantes, ya que se demuestra que la igualdad (I.1.4), como consecuencia de la

unicidad y de (I.1.2), se transforma en :
f(2) = m(f)(2) = An,mz"er“_dn +eiz— 00

donde d,, € N se denomina defecto de interpolacién de II, ,,(f) en Ry, y cuya
presencia estd motivada por el hecho de que P, ,,, ¥ @Qn,»m pueden no ser primos entre
si y ambos anularse en z = 0 (si @y, tiene un cero en z = 0 de orden d,,, entonces P, p,
también posee, al menos, un cero de ese mismo orden); de aqui que reciban el nombre
de aproximantes y no de interpolantes. Pero si existiese el correspondiente interpolante
racional, necesariamente coincidirfa con el AP (ver [136] para los detalles). A la funcién
racional II,, ,,,(f) se le suele denotar por [n/m]s y se le denomina APROXIMANTE DE
PADE de la funcién f. De acuerdo a sus dos subindices, se pueden ordenar en una tabla

de la siguiente forma

[0,0] [1,0] [2,0]
0,1 [1,1] [2,1]

[0,2] [1,2] [2,2]

Como ya se ha comentado, dicha tabla recibe el nombre de “ Tabla de Padé ”. La
m-ésima fila de la tabla de Padé estd formada por la sucesién {1, ,,,(f)}nen con m
fija, y a la sucesion {IL, (f)}men con n fija se le denomina la n-ésima columna de
la tabla de Padé, pudiendo también denominar diagonal principal de la tabla de Padé

a la sucesion {IL, ,(f)}nen, y de forma analoga, j-ésima paradiagonal de la tabla a la
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sucesién formada por {II,, n1;(f)}nen, con j fijo. Finalmente, obsérvese que la fila cero
estd formada por los polinomios de Taylor de la funcion f.

Sobre las propiedades algebraicas de los aproximantes y la estructura de la tabla de
Padé, hay una extensa bibliografia en la que aparecen detalladamente dichos resultados,
como pueden ser [18, 30, 74, 135]. Sélo citaremos, en este punto, que una de las
propiedades mds importantes para la convergencia es la estructura de bloques que
posee dicha tabla; en el sentido de que s6lo puede haber elementos iguales dentro de un
bloque cuadrado, de forma que si hay un bloque infinito, entonces f es necesariamente
una funcién racional®. Se dice que la tabla de Padé es normal cuando ningiin elemento
de ella se repite. Fue Padé, en su memoria doctoral antes mencionada, el primero que
estudié esta propiedad en casos particulares y quien demostré en 1899 que la funcién
exponencial tiene una tabla de Padé normal?.

La utilizacién de este tipo de aproximantes racionales tiene dos objetivos princi-
pales, v parte de nuestra investigacion estd orientada a dar respuestas parciales a uno

“ problema directo ” , que se basa en la recuperacién

de ellos, usualmente denominado
de funciones holomorfas més alla del dominio de convergencia de su desarrollo de Taylor.
El otro, mucho més complejo, es el “ problema inverso ”, en cuyo estudio destaca fun-
damentalmente Gonchar, y que consiste en obtener propiedades globales de la funcién
a partir de propiedades locales y del estudio del comportamiento de los aproximantes.
Excepcionalmente, a lo largo de la exposicién, citaremos algunos de estos resultados
por mor de completitud. EIl problema de la convergencia para los aproximantes de
Padé consiste en determinar cudndo la sucesién de AP [n/m]; converge, y cudndo lo
hace a f, si n y/o m tienden a infinito, o lo que es lo mismo, si n +m — co. Seguin
el tipo de funciones que queramos aproximar, las sucesiones mas interesantes de las
anteriormente mencionadas son :

a) Las filas {[n/mo]}, ey » ™o €N.

b) La diagonal principal {[n/n]}, oy

'Recibe el nombre de criterio de Kronecker.
2La normalidad de la tabla es equivalente a la carencia de defecto de interpolacién de los AP.
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Como veremos, el problema de la convergencia de ellas es de naturaleza totalmente
distinta. Con el fin de estructurar mejor este repaso, hemos dividido lo que resta de
esta seccién en dos subsecciones: la primera trata sobre algunos resultados sobre la
convergencia de las filas de la tabla de Padé y la segunda, sobre la convergencia de la
diagonal principal; siendo quizas este dltimo tipo de sucesiones el que mas interés ha
suscitado, en parte por su estrecha relacién con otros tépicos del andlisis, como pueden
ser las fracciones continuas, los polinomios ortogonales, las férmulas de cuadratura,

e.t.c..

I.1.1 Convergencia de las filas de la tabla de Padé. Extensiones y
generalizaciones

Es natural que si queremos recuperar una funcién meromorfa con un ntimero finito de
polos en su dominio de meromorfia, debemos usar aproximantes racionales y escoger
como candidatos a aquellos que posean al menos el mismo nimero de polos, tratando de
que el resto de los polos sea expulsado del dominio de meromorfia, o bien se acumule en
la frontera. Este andlisis elemental, constituye el niicleo del enfoque a seguir en nuestra
exposicién.

La caracteristica mas importante de este tipo de sucesiones de funciones racionales
es el hecho de que su denominador es de grado acotado (por el numero de la fila),
perteneciendo asi a un espacio finito dimensional, facilitando considerablemente el es-
tudio de su convergencia. El primer resultado en esta linea fue obtenido en 1902 por
R.F. Bernard, “ Viscounti de Montessus de Ballore” [44], y es generalmente referen-

b

ciado como “ Teorema de Montessus de Ballore ”, en el cual usando resultados de
Hadamard sobre la localizaciéon de polos de una funcién expresada en serie de poten-
cias, demostro el siguiente resultado para funciones meromorfas. Para ello debemos
introducir previamente algunos conceptos.

Siendo f(z) como en (I.1.1) con radio de convergencia Ry(f), admitiremos que la

funcién admite prolongacién analitica en un dominio mayor y denotaremos también

por f dicha prolongacién analitica fuera de Do(f) = {|z| < Ro(f)}. Para cada m € N,
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definimos D,,(f) como el mayor disco centrado en z = 0 donde f admite una extensién
meromorfa con no mas de m polos, siendo R,,(f) su radio. Denotaremos por Do (f)
al méximo disco donde f admite una extensién meromorfa. Diremos que m € M (f) si

hay exactamente m polos en D,,(f).

Teorema I.1.1 Teorema de Montessus de Ballore
Sea f una funcion holomorfa en z = 0, con extension meromorfa a Dy, (f) y

supongamos que m € M(f). Entonces

1. A partir de un n suficientemente grande, los polinomios Q. tienen grado m
y los ceros de Qnm convergen a los polos de f en Dy, (f), de acuerdo con su

multiplicidad.

M (f)(2) = 3f(z) en D::n(f)4

Setenta anos después, a partir de los resultados obtenidos por A.A. Gonchar (véase

[64, 65]), se puede deducir el siguiente resultado cuantitativo (ver [92] para los detalles).

Teorema 1.1.2 En las mismas condiciones que en el teorema anterior, se tiene

1. nli—>nc>lo”Qn’m - QmH% =0<1 donde Qm(z)= H(z — (i) , siendo (j los polos
k=1
de f en Dy, (f).

2. Rp(f) =

I

donde p= 1r<r}§a<xmlgk] .

3. Sea K compacto de D}, (f), entonces

1
lim [ f =Tl m (f) | <

n—oo

donde || - ||k denota la norma uniforme en K.

3Aqui y en lo sucesivo fn(2) = f(z) en D significa que la convergencia es uniforme en compactos
de D.

4Si Q es un dominio de meromorfia, denotamos por Q* al correspondiente dominio de holomorfia,
esto es, Q" = Q\{polos def}.
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En 1., la norma que se use no es relevante, por tratarse de elementos de un es-
pacio finito dimensional. Ademas, Gonchar demostré que no sélo hay convergencia
geométrica en D} (f), sino que también hay convergencia uniforme en cada subcon-
junto compacto de la frontera de D,,(f), formado por puntos donde converja la serie
en potencias de z de la funcién @,,(z)f(z), habiendo divergencia fuera de la clausura
de Dy, (f) .

Por otro lado, Gonchar en [65] estudié el problema inverso, caracterizando el do-
minio de m-meromorfia a partir del comportamiento de los polos del aproximante de

Padé. Si definimos
- 1
A(p) = nlLI%O|Qn7m(p)’"
y denotamos por p(p) el nimero de ceros de @y, que se acumulan en p con velocidad

geométrica cuando n tiende a infinito, el resultado es el siguiente:

Teorema 1.1.3 Sea f(z) una funcion holomorfa en z = 0. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
1. a € Dp,(f) y f tiene un polo en a.
2. Ala) < 1.

Ademds, si 1. ¢ 2. se cumple, entonces:

donde v es el orden del polo de f en a.

Como consecuencia de estos resultados, surge una cuestién, ;qué ocurre cuando
m ¢ M(f), es decir, cuando el nimero de polos u en D, es inferior a m 7. En este
caso los elementos de la sucesion podran tener un polo més que la funcién; la clave
esta, por tanto, en preguntarse qué es lo que hacen esos polos de méas. En esta linea,
surge entonces una conjetura propuesta por Baker y Graves-Morris en [19], que es la

siguiente.
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Conjetura 1.1.1 Para toda funcion que verifique (I1.1.1) y para cualquier valor de m,

existe una subsucesion de la fila m-ésima de la tabla de Padé asociada a f verificando

Wom(f)(2) o f(z) en Dy(f) (1.1.5)
donde A = A(f,m) C N depende de f y de m.

Fruto de los intentos por demostrar la veracidad de la conjetura son algunos resultados
parciales. Asi para m = 0, estamos ante el desarrollo de Taylor, para el que sabemos
que converge toda la sucesion. Y para el caso m =1y pu = 0, la validez de la conjetura
fue establecida por Beardon en [23]; sin embargo més de una década después, Buslaev,
V.I., Gonchar, A.A. y Suetin, S.P. en [36] proporcionaron un ejemplo en el que no es
posible obtener dicha subsucesiéon, cuando m = 2y u = 0, quedando invalidada tal

conjetura. No obstante, dichos autores proporcionaron una respuesta parcial positiva.

Teorema 1.1.4 Sea f como en (I.1.1) y sea u el nimero de polos de f en Dy, (f), con
R, (f) < 0o . Supongamos que pn < m. Entonces existe una sucesion del tipo (1.1.5)
que converge uniformemente en compactos de D}, (f)\S, donde S es un conjunto con

no mds de m — u — 1 puntos.

Obsérvese que si u = m — 1, entonces S = @ y por lo tanto, la conjetura es cierta para
este caso, obteniéndose asimismo el resultado de Beardon para m =1y u =0 . Por
otra parte, demostraron que la conjetura era cierta si D,,(f) = C, de lo que se sigue
que cualquier funcién entera posee sucesiones convergentes del tipo (I.1.5) para todo
m.

Como puede comprobarse, todos estos resultados se refieren a la posibilidad de
recuperar con convergencia uniforme una funcién meromorfa en un disco centrado en
z = 0, jqué ocurriria si el dominio de meromorfia {2 no es un disco centrado en el origen,
sino un dominio acotado arbitrario en C con el origen en su interior 7. Aplicando el
teorema de Montessus de Ballore no recuperariamos la funcién en todo su dominio
de meromorfia. Este problema lo resuelve Gonchar, quien proporciona un método

alternativo en el intento de recuperar la funcién en todo su dominio, mediante una
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generalizacion de los AP, que posteriormente recibieron el nombre de “APROXIMANTES
TIPO PADE ” o “APROXIMANTES PARCIALES DE PADE ”. Se trata de aproximantes
racionales con parte de los polos fijados de antemano y el resto, libres. Estos ultimos, asi
como los ceros, se determinan de forma anéloga al caso de los AP clésicos, exigiendo que
coincidan el mayor nimero posible de coeficientes del desarrollo en serie de potencias
con los de la funcién que se pretende aproximar.

Debemos resaltar que los elementos de la fila m en la tabla de Padé se pueden
interpretar como elementos pertenecientes a R, , donde hemos fijado n — m polos en
el infinito; por lo tanto, podriamos decir que se trata de un caso particular de
aproximantes tipo Padé, permitiendo asi que el dominio de meromorfia pueda llegar a
ser C, describiendo la frontera del dominio maximal de meromorfia que puede poseer una
funciéon meromorfa no racional que se pretende aproximar y reproduciendo, al mismo
tiempo, la singularidad esencial existente en el infinito. En esta nueva situacion, al
tratarse de dominios acotados de C, los polos fijos deben tratar de describir su frontera,
que es la del maximo dominio de meromorfia que serd considerado, surgiendo asi de
forma natural, como veremos mas adelante, la utilizacion de polinomios extremales.
Estos aproximantes con polos parcialmente prefijados permiten ampliar considerable-
mente los dominios en los que se puede recuperar la funcién. La formulacion es la
siguiente. Consideramos la tabla triangular infinita de polos B :

b11

bi2 bopo
b3 ba3 b33

bl,n b2,n b3,n to bn,n

contenida en C\Q, siendo C el plano complejo extendido y definamos la sucesién
n

polinémica {7}, }, oy de la siguiente forma: T, (z) = H (z — brn)* 7. Sea f una funcién
k=1

holomorfa en Q) tal que 0 € Q, verificando (I.1.1), entonces si n > m, existe una unica

5 7z a .
2% x 7 denotard de ahora en adelante, que cuando algin b; , = oo el correspondiente factor se

sustituye por 1.
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funcién racional

P,
Tl = g
nmin—m

verificando:

1. Pn,m ceP, vy Qn,m € Py Qn,m 5—'5 0
2. Qun(2) (Tr-m(2)f(2)) = Pom(2) = Anymzn-i-m—kl 4+ z2—0

A la funcién racional Wﬁ,m(f) se le denomina APROXIMANTE TIPO PADE de fen z =0
asociado al esquema de polos B, ATP en adelanteS. Su existencia y unicidad se obtienen

como consecuencia de la existencia y unicidad del AP, ya que

T () = Ty (T f)

Nétese que aunque son funciones racionales de orden n (numerador y denominador de
grado n a lo sumo, es decir, perteneciente a Ry, ), el nimero de pardametros libres es
exactamente el mismo que el de II,, ,,,(f) , es decir, n +m + 1. Ahora si estamos en

condiciones de enunciar el mencionado resultado de Gonchar (ver [64]).

Teorema 1.1.5 Sea Q2 un dominio acotado de C conteniendo al origen y regular con
respecto al problema de Dirichlet, es decir, que posee funcion de Green go(z;0) con

singularidad en el origen. Supongamos que se verifica:

12 T = Ael92G0)en QA eRr?t (I.1.6)

Tn(2)|

Si f es meromorfa con m polos en ), siendo holomorfa en z =0, entonces

1. A partir de un n suficientemente grande, los polinomios Q. tienen grado m y

los ceros de Qpm convergen a los polos de f en €Y, de acuerdo con su multiplicidad.

2. 81 K es un compacto de 0*, entonces

HHf - wgm(f)H; < max[e (=0 ;€ K]

n—oo

SUsaremos II y 7 para denotar los AP y ATP, respectivamente.
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Obsérvese que cuando T, = 1 , Q = D, (f), entonces e 90mn(0) |Ri| y
recuperamos el teorema de Montesus de Ballore. Debemos matizar que en la condgr(inén
(I.1.6) estd inmersa la condicién de extremalidad, ya que, si definimos T}, (z) = Z”Tn(%),
entonces

‘Tn(z) z — \e9r(2:0) en L

donde L = C\Q™!, y ésta es precisamente la condicién de extremalidad de una familia
de polinomios con respecto al compacto L, condicién que en términos geométricos no

” asintéticamente la frontera del compacto con los ceros

es otra que la de “ dibujar
de la familia de polinomios. Existen varios procedimientos para construir familias de
polinomios con esta propiedad (ver [118, 137]); en este sentido debemos resaltar que
los polinomios de Tchebyshev de norma minima de un compacto la verifican.

Cuando hacemos m = 0, el ATP es el interpolante racional caracterizado por el
hecho de que todos sus polos estan fijos de antemano. Este seria el andlogo al polinomio
de Taylor, en cuyo caso se han fijado todos los polos en el infinito. Esta familia de
interpolantes surge cuando pretendemos aproximar funciones holomorfas. La condicién
(I.1.6), ademés de suficiente, es necesaria, como asi demostraron Karlberg y Wallin en
[85]. Posteriomente, Ambroladze y Wallin, en [7], caracterizan la convergencia de los
ATP a funciones holomorfas en dominios regulares, estableciendo equivalencias entre
las distintas condiciones, que se venian usando en la literatura, que debian verificar los
denominadores para la convergencia a funciones holomorfas. Ademds, plantean una
conjetura afirmando que ésta es una propiedad exclusiva de los dominios regulares.

Transcurridos unos anos, Kovaceva en [83] trata el problema inverso para esta nueva

situacién; para ello se centra en esquemas newtonianos de polos fijos, es decir, que

respondan a la siguiente estructura:

b1
by by

by by b3
. . . (I.1.7)
b1 b2 b3 e by,
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n
y definiendo , en este caso, T),( H z —bj)

Teorema 1.1.6 En las mismas hipotesis del teorema anterior, exigiendo que el es-

quema de polos satisfaga (1.1.7), son equivalente las siguientes afirmaciones:

1. feM(Q)y p1, p2, D3y, Pm Son los polos de f en Q2 (contando multiplicidad).

m
2. Eviste un polinomio Q(2) = [[ (= —px) + p; € Q\{0}, j =1, 2 3, m,
k=1
verificando
A Qi — Q" <A<1 ; con A= max e 9@
o 1<j<m

donde la norma usada en el apartado 2 no es relevante, ya que estamos trabajando en
espacios finito dimensionales. Estos resultados fueron mejorados por Gonchar en [65],
obteniendo un resultado andlogo al de los aproximantes de Padé, conseguido anterior-
mente por él mismo (ver pag. 17).

Unos anos antes, E.B. Saff extendi6 el teorema de Montessus de Ballore a una fa-
milia de funciones racionales con polos libres méas generales que los AP y que reciben
el nombre APROXIMANTES DE PADE MULTIPUNTUALES, que pasamos a definir. Con-
sideremos el esquema de puntos de interpolacién A :

ai1
a2 Q22
a13 Q23 a33

Q1n A2 G3n Qnn

n
Denotemos por W, ( H z — akn

Sea Q un dominio de C, supongamos que los elementos del esquema de interpolacién
A estan en Q2 y consideremos f una funcién holomorfa en 2. Nos planteamos el problema
de encontrar

Pn,m e Py y Qn,m € Py Qn,m 7_é0

verificando:
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Qn,m'f_Pn

Wn+m+1

e H(),
y cuando el dominio {2 es no acotado, debemos imponer ademas

Q”,m(z)f(z) - Pn,m(z) 1

S R E I = mj
oy S b b 2o L= min{an)

El segundo miembro de 2 indica que se trata de un desarrollo en serie en potencias
crecientes de % y H() es el conjunto de las funciones holomorfas en €. A la funcién
racional II,  (f) = Q”—m se le denomina APROXIMANTE DE PADE MULTIPUNTUAL
n,m
de f, APM en lo sucesivo, asociado al esquema de interpolacién A. La existencia
y determinaciéon del APM se prueba, exactamente igual que el caso cldsico (a;, =
0,V 1, n),es decir, a partir de la teoria de sistemas de ecuaciones lineales homogéneos,
(ver [123] para un estudio exhaustivo de la existencia y unicidad de estos aproximantes

y de todos los que trataremos en nuestra memoria). Podemos pues, enunciar el siguiente

teorema de Saff (ver [117]).

Teorema 1.1.7 Sea E un conjunto compacto cuyo complementario O es reqular con
respecto al problema de Dirichlet, en el sentido de que O posee funcion de Green go(z; 00)
con singularidad en el infinito. Sea T', (p > 1) la curva de nivel go(z;00) = logp, y
denotemos por E, al interior de I'). Supongamos que los elementos del esquema de

interpolacion A no tienen puntos de acumulacion en O y satisfacen la relacion
1 .
[Wo(2)|" = Cap(E) - €90 en O,

donde Cap(E) es la capacidad logaritmica de E. Supongamos, ademds, que f es holo-

morfa en E T y meromorfa con m polos en E,. 515 es un compacto de E7, entonces

Tlim m ;00):2
lim || f — Hﬁ,m(f)llg < emax{gn, (s100):2€5}

n—oo

1
cuando S = F, la ratio es —. Si en el teorema hacemos a;, =0 Vi,ny E = Dy, se
p

vuelve a recuperar el teorema clasico de Montessus de Ballore.

"Por lo tanto siempre existe un abierto donde f es holomorfa y contiene a los nodos apartir de un
n suficientemente grande.
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Como es de suponer, en la situacion multipuntual también podemos plantearnos
desplazar los polos que estan fijos en el infinito, surgiendo de este modo, los APRO-
XIMANTES TIPO PADE MULTIPUNTUALES, cuya formulacién es la extensién natural del
caso clasico, que comentaremos brevemente.

Sea © un dominio en C y {T}, ey la familia de polinomios asociada al esquema de
polos B contenido en el complementario de 2 y consideremos una funcién f en H ().
Si consideramos la funcién Ty, - f, estarfa en H(£)') donde Q' = QN C y se puede
determinar su APM asociado al esquema de puntos de interpolacién A. Se sigue que
para n > m,
existen FPo.;m € Pp y Qum € Pm Qnm #0 verificando:

Qn,m : (Tn—m : f) - Pn,m
Wn+m+1

€ HQ).

2. Si el dominio es no acotado, entonces

Qn,m(z)(Tnfm(z)f(Z)) - PT%m(Z) _ L 1

Witm41(2) o mA

Al cociente 2% (f) = _Fom se le denomina Aproximante tipo Padé Multipuntual
’ QnmTn—m

de f, ATPM de ahora en adelante, asociado al esquema de interpolacién A con polos
fijos en el esquema B. En este sentido, puede decirse que fue Gonchar en [64], quien dio
un resultado bastante general, utilizando el concepto de condensador correspondiente
a dos compactos (ver Bagby [13]), que viene a generalizar la condicién (I.1.6) impuesta
en el Teorema 1.1.5 en la pagina 20 por el mismo autor. Concretamente:

Sean E y F dos compactos disjuntos de C, siendo G = C\ (EUF) regular con respecto
al problema de Dirichlet y sea h la medida arménica de la frontera de F, O(F'), con

respecto a G (en el punto z); es decir, h es la funcién arménica que vale 1 en 9(F) y 0

en O(F). Entonces existen esquemas de puntos (véase también Walsh [137, Cap. XII)):

ai,1 b1,1
a2 G232 bia bopo

a3 a3 asg b1z b2z b33

a1n A2n Q3 cee Qpn, bl,n b2,n b3,n te bn,n
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denotados por A y B, respepectivamente, tales que A C E y B C F, verificando

h(z)—h(c0)
C

en G

Donde C' = C(F, Q) es la capacidad del condensador, también llamada capacidad de
Green de E con respecto a G. En esta situacién diremos que (A, B) € P(E,G). En

este caso, se obtiene el siguiente resultado (ver [64]):

Teorema 1.1.8 Sea f una funcion holomorfa en un compacto E y meromorfa en un
dominio D = EUG tal que el nimero de polos u = p(f, D) < +00. Supongamos que el
esquema de interpolacion A y el de los polos B satisfacen (A, B) € P(E,G). Entonces,

la sucesion {Wﬁﬁ}n@; verifica:

1. A partir de un n suficientemente grande, los polos libres de Wﬁﬁ son atraidos por

los de f en D, de acuerdo con su multiplicidad.

2. Sea K un compacto de D*, entonces
T = mh (Dl < =5

Si particularizamos el esquema de interpolacién A, tomando todos los a;, = 0, VYi,n
(E = {0}), obtenemos el Teorema 1.1.5 y si hacemos que el esquema de polos satisfaga
bin = 00 (F' = {o0}), con las oportunas modificaciones obtenemos el resultado de Saff.

Como hemos visto, la distribucién de los polos fijos esta influenciada por la dis-
tribucién de los puntos de interpolacién. J. Walsh hizo un estudio sistematico en [137],
en la situacion particular m = 0, es decir, cuando no hay polos libres. Se trata de
la extensién natural del polinomio de interpolacién cuando, en lugar de fijar los polos
en el infinito, los desplazamos segin nuestro interés. En este tratado se establece el
concepto de dualidad entre los puntos de interpolacién y los polos de los aproximantes,
proporcionando condiciones necesarias y suficientes para la convergencia, trabajo que
fue completado por Bagby en [14, 15]. Hemos de decir que gran parte de la inves-
tigacion realizada por nosotros en este area estd fuertemente influenciada por estos

dltimos trabajos.
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En esta misma linea, Ambroladze y Wallin reescribieron estos resultados en [§]
usando la maquinaria moderna de la teoria del potencial. Esta nueva interpretacion les
facilité la extension en [9], que permite que los nodos se acumulen en la frontera del do-
minio, en tanto que hasta ahora el esquema de nodos estaba compactamente contenido
en el dominio de holomorfia. Todos estos resultados, y en particular el Teorema 1.1.5
junto con el Teorema 1.1.8, nos llevaron a tratar de encontrar esquemas de polos apropi-
ados asociados a una situacion multipuntual particular, la denominada bipuntual. Para
fijar ideas, introduciremos seguidamente el tipo particular de aproximantes que son
objeto de estudio en esta memoria. El esquema de interpolaciéon A sélo esta formado
por z =0y por z = co. Sea Q un dominio en C, tal que contiene al origen y al infinito
¥ {Th},ey la familia de polinomios asociada a un esquema de polos B contenida en
C\Q. Consideremos una funcién f en M(Q) (meromorfa en ), holomorfa en z =0 y
2 = 00, con m polos en . Entonces, la funcién T;,_,,(2) f(2) estd en M () y se puede
determinar su APM asociado al esquema de interpolacion formado por z =0 y z = oc.
Se sigue que W;,(z) = 2P, donde {p(n)}, ey C Ntal que 0 < p(n) < n+m+1 Vn €N,

de modo que si n > m, entonces existe una tnica funcién racional

Pn,m
Tn—m : Qn,m

satisfaciendo
1. Pn,m € P, y Qn,m € Pn Qn,m 7_é 0

2' Qn,m(z)Tn—m(Z)f(Z) — Pn7m(Z) = An,m Zp(n) + e z — 0

3. Qnm(2)Th-m(2)f(2) = Pom(2) = Bym <%)m+1—P(n)

n,m

A la funcién racional se la denomina APROXIMANTE TIPO PADE BIPUN-

n—an,m
TUAL de f asociado a {T),}nen, relativo a la sucesién {p(n)}n,en y la denotaremos
(p(n)/n + m)]? Su existencia y unicidad, se desprende como consecuencia de la exis-

tencia y unicidad del APM, ya que

T (p(n)/n+ m)} = IO (T,_ f)
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Uno de los resultados que se puede deducir a partir de los obtenidos en [46], puede
considerarse como una respuesta practica a la eleccién de la parte fija de los polos. En
sintesis, se trata de un problema de discretizacion efectiva, concepto que analizaremos

en el dltimo capitulo.

Teorema 1.1.9 Sea Q2 un dominio reqular y f € M(Q), siendo holomorfa en z =0 y en
z = 00. Supongamos que f tiene m polos en ) contando multiplicidades. Sea {p(n)}nen

una sucesion de enteros no negativos tal que para cada n, 0 < p(n) < n+m+1y
n
lim p—< )

Jim = = 0 € [0,1]. Consideremos ademds dos sucesiones {k(n)}nen y {h(n)}nen

de enteros no negativos verificando:
p(n)=p(m)+k(n), 0<k(n)<n—-m y k(n)+h(n)=n—-m , n>m.

Si escogemos como esquema de polos fijos B a aquellos que dan lugar a la siguiente

sucesion de polinomios {Ty, }nen :

Tnfm(z) = Ek(n) (Z)Lh(n) (Z)

donde ka(n)(Z) = Zk(n)ffk(n)(

ISE

) werifica®

3=

‘f,n(z) = Cap(K™1) - 9610 e 71

Y Lyn(2) verifica
\Ln(z)ﬁ — Cap(K)e9x5®)  en Q

FEntonces

1. A partir de un n suficientemente grande, los polinomios Qy m tienen grado m y

los ceros de Qp, m convergen a los polos de f en €Y, de acuerdo con su multiplicidad.
2. 515 es un subconjunto compacto de * entonces

1
lim ||f — (k(n)/n + m)JJB; |z < e maxdpgx—1(=z0)+(1-plgx (2,00) : 2€5}

n—o0

donde K = C\Q.

8Sf A ¢ C, denotaremos por A~ = {z € C/% € A}
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I.1.2 Convergencia de la diagonal de la tabla de Padé

Originariamente, el estudio de la convergencia de la diagonal de la tabla de Padé
es el que mayor interés despertd, ya que estd intimamente relacionado con el de las
fracciones continuas, que en el siglo XIX era la herramienta por excelencia en la teoria
de aproximacién, principalmente en el estudio de desarrollos asintoticos de una familia
importante de funciones que estudiaremos mds adelante. Por otro lado, el estudio
de la diagonal resulta necesario cuando se pretende aproximar funciones meromorfas
con infinitos polos, ya que no se pueden usar las sucesiones anteriores, que solo dejan
un numero finito de polos libres para reproducir las singularidades de la funcién a
aproximar y el resto los fijan en el infinito; como consecuencia de ello, debemos liberar
esos polos surgiendo asi la sucesién diagonal. Por contra, este grado de libertad de
los polos ocasiona un inconveniente fundamental para la diagonal que la diferencia de
las anteriores sucesiones y es que el nimero de polos no permanece acotado. Este
hecho complica considerablemente la obtencion de criterios de convergencia, ya que
como veremos, en general, no se tiene control sobre ellos y por lo tanto no podemos
garantizar a priori si reproducen las singularidades de la funcién a aproximar.

Sea f una funcién holomorfa en un dominio €2 tal que 0 € €). Se tiene entonces que

f admite el siguiente desarrollo en potencias de z en un entorno del z = 0.
oo
> fu 2
v=0

P,
Consideremos el n-ésimo elemento —— de la diagonal en la tabla de Padé, el cual
n

denotaremos por IL,(f). Entonces, se tiene

i) Pp€Py Yy QuEPy Qu#EO
(L1.8)
“) Qn(z)f(z) — Pn(z) = A, y2n+1 I 2—50

donde A,, es una constante que puede ser nula y el miembro derecho es una serie en
potencias crecientes de z (hemos omitido un subindice por ser iguales y para facilitar

asi la notacién). Otra forma de expresar ii) es la siguiente:

@n(2)f(2) = Pu(2)

22n+1

€ H(Q)
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Entonces se sigue que

P(2) (@n(2)f(2) = Pu(2))

22n+1

€eHQ) VY PeP,,

de donde, aplicando el teorema de Cauchy, obtenemos:

ﬁP(t) - Qn(t) tfs?l dt=0 , Y PeP,, (1.1.9)

siendo I' cualquier curva cerrada de Jordan en {2, que contiene al origen en su interior.
Se sigue que el denominador es ortogonal al espacio vectorial de los polinomios de grado
inferior al suyo; pero esta relacion de ortogonalidad es, en general, no hermitiana, debido

a que, por un lado, la curva de integracion es arbitraria, contenida en €2, y por otro,

f(t)

t2n+1

la funcién peso no sélo es compleja sino ademés variante (depende de n). Por

tanto, de poco sirve la condicién de ortogonalidad en general. Pero también sabemos
1

que si en (I.1.9) hacemos el cambio de variable t = -, obtenemos

| P@@u@f@dz=0 ¥ Per,

donde Q,(z) = x”Qn(%) y flz) = f(%), con lo cual, aunque la condicién de orto-
gonalidad sigue siendo no hermitiana, la medida ha dejado de ser variante. Como ya
veremos, para una determinada familia de funciones, esta condiciéon de ortogonalidad
se convierte en hermitiana y permite deducir informacién acerca de los polos. Por
ello, cuando se pretende estudiar la diagonal, lo normal es transformar el problema de
interpolacién en z = 0 a uno en z = .

Por todo ello, consideraremos funciones holomorfas en un dominio €2, con oo € €2,

con su correspondiente desarrollo en serie de potencias en —:
z

o] 1 1
=% 5 (3)
v=0 z
Entonces, si definimos P, (z) = 2"P,(1/2) y Qn(2) = 2"Qn(1/2), con P, y Q,, definidos
en (I1.1.8), se tendra que P, v Q,, satisfacen las siguientes condiciones:

a)PyePy  y  QuEP, Qu#0
-~ (1.1.10)
D) Qu(2)f(2) = Pu(z) = Au (1) +--- . zoo00
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donde el miembro de la derecha en b) es un desarrollo en serie en potencias creciente

1 P,

de ~. Al cociente II,(f) = =~ se le denomina Aproximante de Padé en el infinito, y
z n

serd denotado por AP(c0) en lo sucesivo. Ademds, el AP(c0) verifica:

_BE) g (T
f(z) Qn(z)iBn (2> + z — 00 (I.1.11)

donde d,, es el posible defecto de interpolacién (el cual tiene lugar si deg Qn < n).

La importancia del estudio de la sucesién {Qn}neN, formada por los denominadores,
en la convergencia de los aproximantes, se debe a que ésta depende exclusivamente
de su comportamiento asintético, como se puede deducir de la expresién del error que
se obtiene a partir de (I.1.10). En efecto, al multiplicar ésta por P € P, se obtiene
que la funciéon P (Qn - f = Pn), es holomorfa en {2 con un cero en el infinito; luego, si
escogemos una curva cerrada de Jordan I' contenida en €2 y con el co en su exterior y
aplicamos el teorema de Cauchy, para todo z perteneciente al dominio de holomorfia

exterior a I', obtenemos

PO T = qrp s f e ¥ Per,

donde se puede escoger P con el fin de probar resultados 6ptimos de convergencia.

En principio, como ya hemos resaltado, para funciones f generales poco se puede
decir acerca de la localizacién de los polos, al tratarse de un producto interior no hermi-
tiano. No obstante, el primer resultado sobre convergencia de diagonales fue dado para
una familia de funciones que recibe el nombre de funciones de Markov, las cuales de-
sempefian un papel muy importante ya que muchas funciones elementales pertenecen a
esta familia (logaritmos, raices, e.t.c.); ademds de su importancia en la teoria espectral,
polinomios ortogonales y féormulas de cuadratura, entre otras aplicaciones.

Sea p una medida finita de Borel positiva con soporte en el intervalo cerrado y
acotado [a,b]. Se denomina funcién de Markov a la transformada de Cauchy g de la

medida pu, esto es :

) = [

zZ—XT

Evidentemente, esta funcién es holomorfa en Q@ = C\[a,b] y admite el siguiente
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desarrollo en el co, convergente para |z| > b,

o0 1 l/+1 b
i) =S¢ (- Cdonde ¢, = | 2Vdu(z).
a(z) Zc (2) onde ¢ /a z’dp(zx)

v=0
A los coeficientes ¢, se les denomina momentos de la medida u. Cuando el soporte
de la medida es discreto, su transformada es una funcién racional R, y por lo tanto,
existird un ng a partir del cual R = II,(R) para todo n > ng. Para eliminar casos
triviales, supondremos que la medida tiene soporte infinito. La propiedad que verifican
los denominadores de la diagonal para esta clase de funciones puede reescribirse, usando

el teorema de Fubini y el de Cauchy, de la siguiente forma:

b A
/ 2O (@)dp(x) =0 1=0,1,2 -, n—1. (11.12)
a

Por lo tanto, el denominador Qn del AP(0), es el n-ésimo polinomio ortogonal con
respecto a la medida p. Ahora si se trata de un producto interior hermitiano, y por lo
tanto Qn posee todas las propiedades conocidas de los polinomios ortogonales clasicos,
como puede ser la de tener sus ceros simples {z;,}7_; en (a, b). Por consiguiente, no
existen defectos de interpolacion (d,, = 0) y consecuentemente la correspondiente tabla

de Padé es normal. Ademas, la condicién de interpolacién (I.1.11) se transforman en :

2 (e e

con lo cual, por un lado el aproximante racional es un interpolante y, por otro, se

: : P,

pueden deducir las férmulas de cuadratura gaussianas. En efecto, al ser P (,u, -,
n

con P € Py,_1, una funcién holomorfa €2 con un cero de orden dos en el oo, se verifica:

ng(z) (/l(z) - g:((?)>dz =0 , V PEPyy

donde T es una curva cerrada de Jordan que rodea a [a, b]; de donde, aplicando el

teorema de los residuos y el teorema de Cauchy, obtenemos las denominadas férmulas

de cuadratura de Gauss-Christoffel 9.

b n
/ P(@)dp(z) = 3" AinP(zin) VP € Py s
a i=1

9Ver [131] para mds informacién.
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donde ); , 1 < i < n son numeros positivos llamados COEFICIENTES DE CHRISTOFFEL,

que estan definidos de la siguiente forma:

b Qn(x)
)\in: = du(x
’ / (0~ 2im)0L (i) )

Por lo tanto, los polos del AP(o0) son los nodos de la férmula de cuadratura gaussiana

y los pesos de ésta (coeficientes de Christoffel) son los residuos del primero.

Reciprocamente, y a partir de una férmula de Gauss-Christoffel, si escogemos los no-
dos como los ceros del denominador de una funcién racional, y los niimeros de Christoffel
como sus residuos, entonces esa funcién racional es un AP (o0) de la funcién de Markov
correspondiente. En este ultimo analisis queda perfectamente clara la estrecha vincu-
lacién entre estos dos topicos, los Aproximantes de Padé y las férmulas de cuadratura
gaussianas.

El primer resultado de convergencia de la diagonal fue dado por A.A. Markov, en
[99], en términos de los convergentes de una determinada fraccién continua. El teorema

dice asi.

Teorema 1.1.10 Teorema de Markov
Sea (1 una medida finita de Borel positiva con soporte compacto contenido en |a, b].
Si Q = C\[a, D], entonces

M ()(z) = i(z)  en Q

La ratio de la convergencia fue obtenida por W.B. Gragg en [73], quien demostré que

L 1
lim || — I (2)]|2F < —— 1.1.13
T i =T < (11.13)

para todo compacto K de €, donde p(K) = min{|®(x)|/z € K} y ®(2) es la trans-
formacion conforme de €2 en el complementario del disco unidad, que deja al infinito
invariante.

Para dar el siguiente paso en este tipo de resultados, tuvo que pasar casi un siglo,
siendo Gonchar en [63] quien extendid el anterior resultado a ciertas perturbaciones
de funciones de Markov, aunque restringiendo para ello la familia de medidas. Enten-

damos por tales perturbaciones el hecho de sumarle a la funcién de Markov una cierta
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funcién racional. Es decir, vamos a trabajar con funciones meromorfas con la siguiente

estructura:

_ [P du(z) I i
f(z)—/a z_xdx—i—r(z) , €O r—Q (I.1.14)

donde r(o0) = 0, siendo P y @ polinomios dados, @ con grado d, y estando su conjunto

de ceros Z contenido en 2. El teorema dice lo siguiente:

Teorema 1.1.11 Sea u una medida finita de Borel positiva con soporte compacto F' en
R. Supongamos que A es el menor intervalo que contiene a F y Q su complementario en
C. Si denotamos por ®(z) a la transformacion conforme de Q en el complementario del
disco unidad, conservando el punto del oo y por Ly(z) al n-ésimo polinomio ortogonal

monico con respecto a p. Si suponemos que se verifica:
1
— = 5@(2) en 2, (I.1.15)
entonces para cualquier funcion de la forma (1.1.14), se tiene:

1. Sea U un abierto de Q tal que O(U) N Z = @. Entonces, a partir de un n
suficientemente grande, dependiente de U, I1,,(f) y f poseen el mismo nimero de

polos en U de acuerdo con la multiplicidad.

2. Ademds ,

nhj;oﬂf—ﬂn(f)H?? < m

siendo K cualquier compacto de Q* y p(K) = min{|®(z)|/z € K}.

Obsérvese que este tipo de resultado es novedoso en nuestra exposicion, ya que anterior-
mente se partia del conocimiento del nimero de polos. En este caso, dicha informacién
no es necesaria, de manera que para este tipo de funciones los AP(c0) se convierten en
utiles instrumentos para la deteccién del ntimero y la localizacién de los polos, dado que
cada polo de la funcién atrae tantos polos del aproximante como orden de multiplicidad

tenga.
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El propio Gonchar, en este mismo articulo, propone como ejemplo las medidas

T fl—’; > 0 c.p.t. que satisfagan la condicién de Szego, a saber:

b In(u'(t))
o V1—¢2

Asimismo, concluye que la condicién de que el soporte esté contenido en R es esen-

dt > —oo.

cial, proporcionando al respecto un ejemplo. M4s tarde, E. A. Rakhmanov en [110]
demostro que la condicién g—g > 0 c.p.t. es suficiente para que se cumpla (I.1.15) (por
supuesto, las medidas de Szegé satisfacen esta condicién). Ademds, Rakhmanov, en
[111], demostré que no se puede debilitar la condicién de la medida manteniendo la
generalidad de la funcién racional r, y anadié que si se restringia la funcién racional
al caso de tener coeficientes reales, se lograria extender el resultado clasico de Markov,
obteniendo exactamente el mismo resultado que Gonchar para cualquier medida finita
positiva de Borel. Posteriormente, Ambroladze y Wallin extienden en [6] el resultado

a funciones que admiten la siguiente expresion

i)+ Y

k=0 %~ Pk

siendo [ una funcién de Markov, los a; > 0 y la sucesién de polos reales {py }ren con-
tenida en el complementario del intervalo menor que contenga al soporte de la medida
1y tales que sélo se pueden acumular en los extremos de éste. A las correspondientes
medidas du + i a;jop; se les suele denominar medidas de Nevai.

Unos aﬁosjrzléms tarde, Gonchar, A. A. y Lépez Lagomasino en [68] extendieron el
resultado de Rakhmanov usando APM, pero con condiciones mas restrictivas de lo
natural, que se concretan en exigir que la medida p tenga ;Z—Z > (0 c.p.t., a pesar de que
la perturbacién racional tenga coeficientes reales.

Esencialmente, la tinica diferencia en las hipdtesis con respecto al teorema de Saff

para APM, es la simetria del esquema de interpolacién con el fin de usar la teoria de

polinomios ortogonales con respecto a medidas variantes. El enunciado es el siguiente.

Teorema 1.1.12 Sea p una medida finita de Borel positiva con soporte F' contenido

en R, werificando d’fi—(f) > 0 ecopt. en F , siendo A el intervalo mds pequeno que
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contiene a F y r(z) una funcion racional con coeficientes reales. Si E es un compacto
simétrico con respecto al eje real en 2* y escogemos en él un esquema de interpolacion

A simétrico, que verifique:
1
[Wa(z)|n = Ve en C\E
entonces, se tiene que:

1. Para cualquier abierto U contenido en §) tal que O(U) N Z = @ , a partir de un
n suficientemente grande, dependiente de U, II2(f) y f poseen el mismo nimero

de polos en U de acuerdo con la multiplicidad.

2. Ademdas, si K es un compacto de 2%, entonces

L K
Jim 17 = = e (-2,
donde 0(K) = min{h(z)/z € K} yC = C(E,G) denota la capacidad del conden-
sador (E,F), siendo G = C\(EUF) y h la medida armdnica de la frontera de
E, O(E), con respecto a G, y U, el potencial logaritmico de la distribucién de

equilibrio pg del condensador (E, F).

Como cabria esperar, Lépez Lagomasino, en [93], bajo las mismas hipdtesis, extiende
el resultado a r(z) con coeficiente complejos.

Tengase en cuenta que todos estos resultados se caracterizan por el hecho de que el
esquema de interpolacién esta compactamente contenido en el dominio de holomorfia.
Fue este ultimo autor en [94] quien obtuvo el mismo resultado permitiendo que el es-

quema de nodos contenido en R se acumulase en uno de los extremos, siempre que

13 9

la velocidad de acumulacién no fuese “ excesiva Recientemente, en un brillante
articulo, Lopez Lagomasino y Martinez Finkelshtein en [96] obtienen resultados cuanti-
tativos para una determinada familia de funciones peso, obteniendo la ratio exacta de la
velocidad cuando los nodos estdn exclusivamente en los extremos (situaciéon bipuntual).

Ademsds, obtienen los resultados cualitativos que faltaban por estudiar. Hay que decir
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que aunque no ha quedado explicitamente reflejado en la exposicion, inmersa en todos
estos resultados, subyace la teoria de polinomios ortogonales, incluso con respecto a
medidas variantes, que por si sola posee un gran interés.

No obstante, para esta clase de funciones (Markov) también posee un gran interés el
uso de ATP. De hecho, en la literatura hay varias referencias, siendo quizas la primera
significativa en el uso de ATP para funciones de Markov debida a Karlberg y Wallin
quienes, en [84], fijan parte de los polos colocdndolos en el soporte de la medida, de
forma que el resultado dé lugar a una medida variante positiva. Concretamente, se

tiene el siguiente:

Teorema 1.1.13 Sea p una medida positiva de Borel finita soportada en [a,b]. Es-
cogemos el esquema de polos fijos B contenido en [a,b] de tal forma que la sucesion
de polinomios que define, {1y }nen, tenga signo no negativo en |a,b]. Si tomamos el
denominador del ATP de la forma Q,_pm) Tk, tal que lim k‘(nn) =0, y K es un

n—oo

compacto de C\[a,b], entonces

— R
Jim [|2 — I, (A)[| 7 < o) <1

donde p(K) = min{|®(z)|/z € K}, siendo ®(z) la transformacion conforme del com-

plementario de [a,b] en el complementario del disco unidad, con el infinito como punto

nvariante.

Unos anos después, Cala y Lopez Lagomasino en [38] generalizaron el resultado en
funcién de un pardmetro (0 = 7111330 kszl)) que mide la proporcién de la cantidad de
polos fijos, obteniendo incluso la velocidad exacta, aunque imponiendo, eso si, que la
medida tuviese Z—g > 0 c.p.t.. Resultado que posteriormente generalizaron al caso
multipuntual en [39], y que més tarde el primer autor extendi6 en [37] a una clase mas
amplia de medidas, denominadas regulares por Stahl y Totik, ver [127].
Recientemente, Ambroladze y Wallin en [10] obtienen los mismos resultados en el

caso unipuntual con otro tipo de condiciones, incluyendo medidas positivas de Borel

con soporte compacto en C. También, estos mismos autores, en su empefnio por elevar
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el valor tedrico y practico de los ATP(o00) sobre los AP(c0), logran obtener en [5], para
una subclase de las funciones de Markov, las mismas estimaciones de convergencia con
ATP que con AP(c0) (ademds de la ya conocida ventaja de garantizar la convergencia
para una clase mas amplia de funciones).

Paralelamente al estudio iniciado por Markov para medidas positivas de Borel finitas
de soporte compacto, Stieltjes realizé el estudio andlogo para el caso de medidas finitas
de Borel positivas en RT = [0, +00). Ahora, las denominadas funciones de Stieltjes son

las transformadas de Cauchy de medidas en RT, esto es, funciones de la forma:

A(z) = /OOO dp(z)

z—x
y se tiene, por tanto, que ji es holomorfa en ) = C\R™. No obstante, conviene senalar
que la motivacién original de Stieltjes fue el estudio de criterios de sumabilidad para

desarrollos divergentes del tipo

00 1\ k

> ek (z> (1.1.16)
k=0

mediante el uso de fracciones continuas. Sila medida u posee todos los momentos finitos
cn = [y~ «™dp(x), entonces i admite un desarrollo del tipo (I.1.16) que no es conver-
gente pero si asintéticamente convergente (ver [78] para los detalles). Como la exis-
tencia, la construccién y las propiedades elementales del AP(oo) son sélo una cuestion
algebraica (resolucién de un sistema de ecuaciones), se procede de forma andloga al
caso de Markov, caracterizandose esta nueva situaciéon por dos hechos que la hacen
totalmente distinta a la anterior: uno es el de la interpolaciéon en un punto de los
extremos del soporte de la medida y el otro, el hecho de que los polinomios no son
densos en el espacio de las funciones continuas en el soporte de la medida, por ser éste
no acotado. La convergencia del AP(c0) tropieza con un problema fundamental: el
denominado PROBLEMA DE MOMENTOS, que surge del hecho de que pueden existir dos
medidas distintas que posean la misma sucesién de momentos. Es decir, a diferencia
de lo que ocurre en el caso acotado, si la diagonal de aproximantes de Padé converge,

no necesariamente lo hace a [, y este problema se debe esencialmente a la no densidad

de los polinomios.
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Fue el propio Stieltjes en [128], quien dio la respuesta positiva al problema.

Teorema 1.1.14 Teorema de Stieltjes
Si el problema de momentos estd determinado entonces 11, (1) converge uniforme-

mente a i en compactos de ).

En este sentido, se dice que el problema de momentos {¢;, } nen estd determinado cuando
existe una unica medida p que tiene a {cy Jneny por sucesion de momentos. Mas tarde,
fue Carleman en [40] quien dio una condicién suficiente para que el problema de mo-

mentos esté determinado. A saber :

21
=0 .

Por consiguiente, puede enunciarse el siguiente teorema.

Teorema 1.1.15 Teorema de Stieltjes-Carleman

oo
1
Si > = t 1L, (fa 1 Q.
i 2 e oo , entonces n()(2) = a(z) en

Pasaron muchos anos hasta que Lépez Lagomasino en [90], definiendo unos momentos
generalizados y con una condicién de tipo Carleman generalizada, extendio el resultado
de Stieltjes-Carleman para APM, escogiendo el esquema de interpolacién en [—oo, a]
donde a € R™. El mismo autor, en [91], extiende el resultado de Stieltjes-Carleman a
perturbaciones reales de la transformada de Stieltjes, siendo todos estos resultados de
tipo cualitativo. El primer resultado de tipo cuantitativo (estimacion de la velocidad

de convergencia) se puede deducir de los resultados obtenidos por Rakhmanov en [112],

« X

oy . Y <7 .
para la familia de pesos de tipo Freud, esto es, w(z) = 2%e*", obteniéndose la ratio de
convergencia para el caso unipuntual en el infinito, como queda indicado en el siguiente

teorema.

Teorema 1.1.16 Sea w(x) una funcion peso en RY con todos sus momentos finitos y

satisfaciendo,
/Rln(wwdm>—oo VR>0.
0
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Ademds, supongamos que existen dos constantes positivas v y 6, con y > %, tales que

Entonces, si denotamos por w a la transformada de Stieltjes de w, se tiene que

1

1
@(2) — (@) (z)|em' 3 = e8P PEVRW=D) o

1

donde /=1 =1 y D(\) = )\{IF()‘ 1)}A.

o

A1 \VE 1)

M4ds de una década después, Bello y otros, en [24], extienden los resultados obtenidos

o>~

en [38] por Cala y Lépez Lagomasino a esta nueva situacién para, esencialmente, la
misma clase de funciones peso que Rakhmanov, consiguiendo la misma estimacién de
la velocidad de convergencia.

Finalmente, en el trabajo antes mencionado, Lépez Lagomasino-Andrei Martinez,
en [96], extienden el resultado de Rakhmanov al caso bipuntual considerando, al mismo
tiempo, perturbaciones racionales de la transformada de Stieltjes.

En este contexto, los puntos de interpolacién son exactamente los extremos del so-
porte de la medida, y la familia de funciones peso que consideran admiten los siguientes

desarrollos asintéticos

[ee) 1 k+1

Z Ck () , z—o00 cuando |arg(z)| >0
z

k=0

o0

Z c_p 2t , 2z— 0 cuando |arg(z)| >0

k=1

oo
donde ¢, = / xkd,u(a;) < oo Vke€Z. Porun argumento analogo al caso unipuntual,
0
podemos construir los aproximantes de Padé bipuntuales. En efecto, si denotamos
{p(n)}nen la sucesién de enteros no negativos que determina el orden de contacto en

z=0con 0 < p(n) < 2n, entonces existen polinomios P,_1 y @, tales que:

1. Pn—l ceP,_1 y Qn c P, Qn ;7é 0

2. (a) Qu(2)f(2) = Puq(2) = ApzP™ ... 250 Jargz| > 0.

(b) Qn(2)f(2) — Pr-1(2) = Bn(%)n+17p(n) + - z — 00 largz| >0 .
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. . Prn1 -, ,
La funcién racional II10°°}(f) = ~2=L representa el n-ésimo APROXIMANTE DE PADE

@n

BIPUNTUAL (AP2) a f, relativo a la sucesién {p(n)}nen. El importante resultado de

Lépez Lagomasino y Martinez queda resumido en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.17 Sea w una funcion peso definida de la siguiente forma:
w(z) = 2% 7@

donde o € R y 7(x) es una funcion continua en (0,+00), verificando

7(z)

. Y B
Jp (so'r(o) =l e =1
p(n)

1
para v > = y s > 0. Si se tiene que lim —— = 6@, entonces
2 n—oo 2n

1

I - 1-5- T
(271)17% :;672D(2’Y){(176) 7 S(Vaz)to 27%( ;)} en D*.

[£(z) = I (£)(2)

Como podemos observar, esta familia de funciones peso es la extensién natural al caso
bipuntual de la familia de pesos de Freud. Por nuestra parte, esencialmente inspirados
en estos resultados, hemos logrado extender para las transformadas de Stieltjes pertur-
badas nuestros resultados obtenidos en [46], como ya veremos en la segunda seccién del
capitulo III.

En el andlisis realizado hasta el momento, hemos escogido como familia de funciones
a aproximar una clase muy especial, las transformadas de Cauchy, que aunque es una
familia muy importante en las aplicaciones, es obviamente muy restringida. Conviene
indicar que también se han podido conseguir resultados de convergencia para otras
familias de funciones, como por ejemplo, las llamadas series de frecuencia de Polya,
también denominadas series de coeficientes totalmente positivos, para las cuales Edrei
en [56] y luego Arms-Edrei en [12] consiguen resultados bastante generales, entre los

que destacamos el siguiente.

Teorema 1.1.18 Sea

1+aq;-t
f ’Ytnl_ﬁz
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[o¢]
donde A, v, a; y B; son constantes positivas y la serie Z(O‘i + (;) converge. Sea
i=1

. mg
{Hmk,nk(f)}keN tal que khllélo nik = A > 0. Entonces,

[e.e]
i) Pu ()= A- et [[1+at)  en C.
A 007;:1
ZZ) an (t) = eim'ﬂyt H(l — ﬁzt) en C.
i=1

P,
Qn,

Mo () = £(8) en C {8 Yien} -

donde Iy, n, (f) = Y por lo tanto,

Si ademds, v = 0, entonces se consigue el mismo resultado, simplemente con la condicion

de que lim my + n, = oo.
k—o0

Cabe preguntarse si la convergencia uniforme puede garantizarse sélo a partir de la
analiticidad de la funcién; es decir, si una funcién es lo suficientemente analitica, ; Su
diagonal de Padé converge a ella 7. La respuesta es negativa, ya que Wallin en [136]
construye una funcién entera para la cual la diagonal permenece no acotada en C salvo
en el 0; por lo tanto, y en general, la analiticidad no es suficiente. Incluso en el caso
aparentemente simple de funciones de tipo Markov, si permitimos que la medida no sea
positiva, podemos tener serios problemas. Por ejemplo, en [124] se muestra como los

AP(oc0) diagonales a una funcién de tipo Markov de la forma:

_ ! p(x)
fz) = /—1 /1 —22(z — x)dw ’

con p(x) un polinomio de grado 2 convenientemente elegido, tienen sus polos densos
en todo C (!). Asi pues, para la convergencia uniforme se precisa de alguna propiedad
estructural especifica de la funcién, por lo que si pretendemos obtener resultados sélo
a partir de la analiticidad de la funcién, debemos debilitar el tipo de convergencia, de
tal forma que pequenos entornos de los polos donde ésta pueda fallar sean conjuntos

excepcionales. En este sentido Nuttall en [106], demuestra:
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Teorema 1.1.19 Teorema de Nuttall
Sea f una funcion meromorfa en C. Entonces {I1,,(f)}nen converge a f en medida

planar sobre subconjuntos compactos de C.

Luego, Pommerenke en [109] extiende este resultado en el sentido de la convergencia

en capacidad logaritmica.

Teorema 1.1.20 Teorema de Pommerenke
Sean E un conjunto compacto con Cap(E) = 0y f una funcidn holomorfa en C\E.
Entonces, para todoe > 0,17 >0,r > 1y > 1 existe un mg tal que para todo m > mg

se tiene:

|f(2) —pm(f)(2)] < €™ , donden satisface <—<A

3=

> =

para |z| < r, conz & Eppm @ Cap(Epm) < 1. Ademds, si K es un subconjunto
compacto de C\E que no contiene ningin punto de acumulacién de los polos de los

aproximantes, la convergencia es uniforme en K.

Obsérvese que el teorema, ademdas de garantizar la convergencia, proporciona una
estimacién de la velocidad, que es mas rapida que la geométrica y que mejora el teorema
de Nuttall, ya que la capacidad logaritmica mayora a la medida planar de Lebesgue
(m(K) < (Cap(K))? para cualquier compacto K de C). Estos dos tltimos resultados
fueron obtenidos también para las para-diagonales de la tabla de Padé. Este orden de
convergencia implica la extension univaluada de f en su dominio de definicién; por lo
tanto, en esta clase de funciones no se admiten los puntos de rama por singularidades.
En este sentido, para las funciones multivaluadas (con puntos de rama) la convergencia
debe ser mas lenta. Fue Stahl quien establecid el primer resultado general para esta
clase de funciones, demostrando previamente la existencia del dominio maximal de holo-
morfia Dy (a Ky = (@\D ¢ se le denomina conjunto de capacidad minima con respecto
a f y viene caracterizado por una cierta propiedad de simetria, ver [121, 122, 126]) de
las funciones que son localmente holomorfas en un dominio cuyo complementario tiene

capacidad nula.
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Teorema 1.1.21 Sea f una funcion localmente analitica en C\E con Cap(E) = 0,
siendo f holoforma en oo, entonces la diagonal de la tabla de Padé {IL,(f)}nen converge
a f en capacidad sobre subconjuntos compactos del dominio extremal Dy. Es mds, si

K es un subconjunto compacto de Dy, se sigue que para cualquier € > 0

lim Cap (= € K £ 1/(2) = Tan(1)(3)] 2 (9, (2,00) +" ™} =0

lim Cap {= € K :[£(2) ~ T ()(2)] < (g, (250) — /") =0
donde N = {(ng, my) : k1 cuando klim ng +my = 0o}
myg —00

Por tanto, este resultado no sélo proporciona la convergencia, sino ademaés la velocidad
exacta de ésta. La clase de funciones para la cual es cierto estos resultados fue carac-
terizada, ademds de extenderse los resultados para APM y para la mejor aproximacion

racional (véase asimismo [67], asi como [125] para una exposicién exhaustiva).
I[.2 Férmulas de cuadratura

En esta seccién haremos un breve recorrido histérico sobre las férmulas de cuadratura
de tipo interpolatorio, sin entrar en detalles, al objeto de resaltar tan sélo aquellos resul-
tados que nos sirvieron de motivacién para el desarrollo de nuestra investigacién. Para
una informacién més completa nos remitimos a los textos clasicos de Davis-Rabinowitz
[42], Krylov [88] y Nikolski [102], entre otros, asi como al interesante compendio de
Gautschi [59]. Tal y como se traté en la seccién anterior, y como veremos en esta ex-
posicién con més detalle, esta parte de las matemadticas estda intimamente relacionada
con la teoria de los polinomios ortogonales, asi como con la aproximacién racional,
fundamentalmente a través de las fracciones continuas (al menos en sus origenes). En

esencia, nuestro objetivo no es otro que evaluar integrales definidas de la forma:

/abf(x) dx .

Como es bien conocido, el calculo de una integral definida es un problema matemaético

muy antiguo que se remonta hasta los tiempos de Eudoxio con el método de exhaucién,
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desarrollado posteriormente por Arquimedes con el célculo de areas y volimenes de
algunas figuras geométricas y de magnitudes fisicas tales como el centro de gravedad.
El origen geométrico del problema relativo al célculo del area comprendida entre un
trozo de curva y el eje de abscisas influyé considerablemente, como es légico, en las
técnicas para aproximar dicha integral; ya que la reduccién del area en cuestion a

un mallado de figuras planas perfectamente conocidas determiné la apariciéon de las

“ b

llamadas “ reglas primitivas ”, como pueden ser la regla rectangular o trapezoidal,
entre otras (ver Nikolski [102], para més detalle). Todas ellas respondian a la siguiente

férmula de aproximacion:
b n
[ #a) dom Y Mgt
a k=1
Hoy en dia, dicha férmula parece natural a partir de la definicién de integrabilidad de
Riemann, pero su uso practico data de algo mas de doscientos anos antes de Cristo. A
la expresion

L(F) = 3 Mf(a) (12.1)
k=1

se la denomina FORMULA DE CUADRATURA DE n PUNTOS, y a los niimeros \; y x, se les
llama, respectivamente, coeficientes (o “ pesos ”) y nodos de la férmula de cuadratura.
Pero fue Newton, en 1676, quien obtuvo un método general basado en un resultado que
por si s6lo posee una importancia trascendental en la teoria de aproximacién (obtenido
también por Cotes de forma independiente). Nos referimos a la existencia, unicidad
y construcciéon del polinomio interpolador. En efecto, es bien conocido, el siguiente

resultado.

Teorema 1.2.1 Sea un conjunto de puntos {x1, x2, x3,..., xp} enla,b] : z; # x; Vi, j
y una funcion f definida en [a,b]. Entonces, existe un unico polinomio de grado a lo

sumo n — 1, verificando

Pn—1(xi) = f(x;) 1=1,2,3,..., n.

Si escribimos:

f(@) =pn_1(x) +ro(f,x) VYazeElal] (I.2.2)
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donde r,(f,x) denota el error de interpolacion, se cumple
m(p,x) =0 VpeEP, 1. (1.2.3)

Newton, ademads dio, explicitamente la expresion de dicho polinomio en términos de
las diferencias divididas, con una expresién muy complicada y dificil de manejar. No
obstante, un siglo mas tarde, en 1795, Lagrange dedujo una expresion bastante mas
sencilla y util para las posteriores generalizaciones, a saber:
n
Po1(2) =D ljn(2) f(z5), (1.2.4)
j=1
donde l;,, € P,,_1 y verifica que ljm(xi) = 0;j 10 Estos polinomios recibe el nombre de

polinomios fundamentales de Lagrange.

Haciendo uso de (1.2.2) y (I.2.4) obtenemos

I(f) = I(f) + En(f) (I.2.5)
donde
b
1) = [ f(a)de.
L(f) = Z)\j,nf(xj) Yy En(f) = I(ra(f,.))
j=1
siendo

Njm = I(Lj). (L2.6)

Obsérvese que, como consecuencia de (1.2.3), se obtiene

I(p) =In(p) VpeEPy

Por esta razén, se dice que dicha férmula de cuadratura tiene grado de exactitud (o de
precisién) n—1, d(I,) = n—1; reciprocamente, cualquier férmula de cuadratura del tipo
(I.2.1) que posea grado de exactitud n— 1 se obtiene por el proceso de interpolacién que

acabamos de describir. Como consecuencia de esta caracterizacién, reciben el nombre

105, ; es la delta de Kronecker.
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de FORMULA DE CUADRATURA DE TIPO INTERPOLATORIA, FCI de ahora en adelante.

Si denotamos por w,, al polinomio nodal, es decir:
n
wn (@) = [] (e — ;)
j=1
los polinomios fundamentales de Lagrange admiten la expresion:

() = wy ()
R TG

con lo cual (I1.2.6) se transforma en

Ajn = I(—w”(') ) (1.2.7)

(- = j)wp(z))
Si los nodos se escogen equiespaciados, los correspondientes \;, reciben el nombre de
nimeros de Cotes, ya que fue él quien primero los estudié, computando algunos de
ellos (estas férmulas reciben el nombre de FORMULAS DE CUADRATURA DE NEWTON-
COTES, y contienen, como caso particular, a las ya conocidas reglas rectangular, trape-
zoidal y de Simpson). Evidentemente, en toda esta teoria juega un papel fundamental
la localizacién de los nodos (ya que en las FCI los pesos estdn determinados si se
conoce el polinomio nodal w,,, por (1.2.7)). Entonces surge una importante cuestion,
,podremos elegir los nodos de forma que se logre aumentar el grado de exactitud de la
férmula de cuadratura?. En principio, cabria pensar que se puede llegar hasta 2n — 1,
ya que al quedar n pardmetros (nodos) por determinar, existiria la posibilidad , a priori,
de aumentar en n el grado de exactitud de la férmula de cuadratura, una dimensién
por cada parametro que fijemos. Fue Gauss, en 1814, quien, conocedor de la teoria
desarrollada por Newton-Cotes y haciendo uso de su gran conocimiento sobre las series
hipergeométricas, obtuvo el resultado esperado que, més tarde, en 1877, Christoffel
generalizé para una clase mas amplia de integrales. Analizaremos estos ultimos resul-
tados, ya que recogen las ideas innovadoras de Gauss y hacen uso del vinculo existente
entre féormulas de cuadratura y fracciones continuas. Las integrales a las cuales ex-

¢

tendié Christoffel los resultados de Gauss reciben el nombre de integrales “ pesadas ”

(o ponderadas):

1) = [ f@ptas (1.2.8)
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donde p es una funcién positiva integrable en [a,b] (funcién de densidad), siendo
a,b t.q. —oo < a < b < oo (Gauss hizo el estudio para p = 1). El objetivo del
problema es buscar una coleccién de puntos {zi,z9,xs,...,x,}, para los cuales la
correspondiente FCI sea exacta para polinomios de grado menor o igual a 2n — 1, es
decir:

I(f) =In(f) + En(f) @ En(p)=0 V p€Po (1.2.9)

De la teoria clésica de fracciones continuas, se sabe que la funcién p (transformada de

Cauchy de p) posee una fraccién continua asociada

3(z) = Bo B P
p _$—O(0— r—1— I — 09—

cuyos coeficientes ay y (i son reales y O > 0. Ademds, es sabido que su n-ésimo

convergente Cp,(z) verifica:

A(z) — Cu(z) = 0(#) L r— oo (1.2.10)

Pn—1

donde C), es una funcién racional del tipo R,_1,, que denotaremos por y que

n

posee todos los polos simples y contenidos en [a, b], ya que tanto su denominador como

su numerador satisfacen la ecuacion en diferencias :
Lyt1(t) = (t — o) L(t) — BrLp—1(t)  k=0,1,2,...

con datos iniciales L_1 =0y Lo = 1 para el numerador y L_1 = —1 y Ly = 0 para el
denominador.
De aqui, podemos descomponer C), en fracciones simples dando lugar a la expresién

I(ll)—ﬁi % :O(ﬁ;J T — 00 (1.2.11)

T —- P

Asi, aplicando el desarrollo

1 Xtk
T Z k+1
x—t o T

que es uniformemente convergente cuando x es lo suficientemente grande, en (1.2.11),

obtenemos

It =1,t% k=0,1,2,...,2n—1
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donde I,(f) = Z a; f(x;), deduciéndose el siguiente resultado.
j=1

Teorema 1.2.2 Si escogemos como nodos de la formula de cuadratura (1.2.1) los polos
del convergente Cy, y como pesos los respectivos residuos, podemos construir la formula

de cuadratura de grado de exactitud mdzrima 2n — 1, y reciprocamente.

Esta férmula de cuadratura recibe el nombre de GAUSS-CHRISTOFFEL, que denotare-
mos por FCG. Christoffel no sélo extendié los resultados de Gauss para integrales
pesadas, sino que ademas generalizé la teoria desarrollada por Jacobi en 1826, que
unificaba los resultados de Newton-Cotes y los de Gauss de una forma muy elegante,

relacionando por primera vez los polinomios ortogonales con esta teoria. A saber:

Teorema 1.2.3 La formula de cuadratura (1.2.1) es exacta en el espacio de polinomios

Pp_14k, con 1 <k <mn, siy sélo si se satisfacen las dos condiciones:
1. La formula de cuadratura es interpolatoria.
2. I(wy,-p)=0 , VpeEPr_q.

donde wy, es el polinomio nodal.

Un breve andlisis de este resultado nos permitira hacer tres interpretaciones distintas,
que aunque en el caso polinémico conducen a la misma respuesta, este no sera el
caso para posteriores generalizaciones. En primer lugar, la de su motivacién, que es
conseguir férmulas de cuadratura de grado méximo de exactitud (lo que se denomina
“ la via gaussiana ”). En segundo lugar, si escogemos los nodos como los ceros del
elemento de P,, que es ortogonal a P,,_1, en este caso el polinomio nodal coincide con el
n-ésimo polinomio ortogonal con respecto al peso p (ésta daria lugar a la denominada
“ via ortogonal ”). Finalmente, el enfoque obtenido cuando se escogen como nodos
los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal al espacio en el que es exacta la FCI (la
denominaremos “ via Tchebyshev 7, cuyo nombre vendra justificado por el hecho de que

en determinadas situaciones el correspondiente polinomio nodal satisface propiedades

analogas a los polinomios clasicos de Tchebyshev). Vamos a describir el proceso que
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realizé Christoffel para conseguir este resultado, ya que ademds de estar presente en las
posteriores generalizaciones, nos va a permitir establecer la conexién con los polinomios

ortogonales y la aproximacién de Padé. Para ello introdujo varias funciones especiales,

a saber:
sy = [ = [l
b,
onte) = [ 2 ey

Una simple manipulacién nos conduce a :

wp(z)p(x) — Pr1(z) = on(x) (1.2.12)

Cuando z es suficientemente grande, podemos expresar o, (x) de la siguiente forma:

@)=Y . = / twn (£)p(t)dt
1=0 @
sustituyendo esta igualdad en (I1.2.12), obtenemos:
) — 0
wn(2)p(x) = Poo1(z) = Z s
1=0

dado que por definiciéon P,_1 es un polinomio de grado a lo sumo n — 1 y w, es un

—1 .
es el aproximante
n

tipo Padé en el infinito de p (con todos los polos fijos). Si ahora exigimos que 6; =

polinomio de grado n. De la igualdad anterior se sigue que

Oconl=0,1, 2,...,n— 1, obtenemos:

wa@)pla) —~ Par(2) = Y ooy

l=n

Pnfl

@n

es el aproximante de Padé de la funcién p(x) (por la unicidad de éste y teniendo en

donde ahora w,, es el n-ésimo polinomio ortogonal @,, asociado a p y, por lo tanto,

cuenta que el convergente C), verifica la misma igualdad, ver (1.2.10), ambos coinciden).
Esta propiedad de los polinomios ortogonales, es decir, la de ser los denominadores de
los correspondientes convergentes de la fraccion continua asociada a la transformada

de Cauchy de su peso, era el procedimiento que se seguia durante el siglo XIX para
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el estudio de tales familias de polinomios. Cabe resaltar que este andlisis nos propor-
ciona un camino para encontrar formulas de cuadratura intermedias por medio de los
aproximantes tipo de Padé ( 6, =0, 1 =0, 1, 2,..., kK : kK <n—1), con parte de
los polos libres; la idea que, casi un siglo después, Kronrod usé para sus métodos de
implementacion. Posteriormente, Stieltjes, en 1894, extiende todos estos resultados a
integrales de la forma:

/a " b ) do(t) (1.2.13)
donde ¢ es una funcién acotada, mondtona creciente, con un niimero infinito de valores
en (a,b), que se denomina medida de Stieltjes.

Unos anos antes, Markov en 1885, obtuvo mediante otros argumentos los mismos
resultados que Christoffel, estableciendo una expresién del error E, (f) en términos de
la suavidad de la funcién. La idea de partida es el uso del polinomio de interpolacién
de Hermite asociado a f, para lo cual es necesaria la existencia de la derivada de f en

los nodos de interpolacién.

Teorema 1.2.4 Sea un conjunto de puntos en |a,b], {x1,z2,23,..., 20} : 1 £ JVi, j
y [ una funcién arbitraria definida en [a,b] y derivable en dichos puntos. Entonces,

existe un unico polinomio H, de grado a lo sumo 2n — 1, verificando:

Hy(z;) = f(;)
i=1,2,3,.... n.
Hy (i) = f'(x:)

Ademds si f es derivable con continuidad hasta el orden 2n en [a,b], es decir, f €

c?n) ([a,b]), entonces ¥ x € [a,b], &, = &u(x) € (a,b) t.q.

2n)
F(@) — Hola) = T2 Cn) 2 )

2n!

Si hacemos uso de la anterior igualdad (I1.2.8), se obtiene

n)
1) = L(f) + Lten)

2n!

siendo

= [ wdop
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y en este caso:

L= M flen) + 3 Ay fan)
k=1 k=0

Si exigimos que A =0, k=1, 2,..., n, se concluye que los nodos son necesariamente
los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal @, con respecto a la funcién peso p. Por

tanto,

Teorema 1.2.5 Si f es una funcion de C?™ ([a,b]), entonces el resto E,(f) en la

ecuacion (1.2.9) es igual a

2n)
B =6,

donde ~, = f; Q2 (t)p(t)dt , siendo Q, el n-ésimo polinomio ortogonal monico con

respecto a la funcion peso p y C, un valor en (a,b).

Por supuesto, para el caso de una FCI es posible obtener un resultado similar. Asi, si

f € C™ ([a,b]), entonces (1.2.5) se transforma en :

1) = 1)+ oy [ 76 (0) unt) pl0i

Cabe senalar que ya Heine, en 1881, habia obtenido otra expresion del error para las
FCI para una clase mas restrictiva de funciones: las holomorfas en un entorno U del

intervalo [a, b], de la siguiente forma:

En(f) = — f[} onl2) ¢ e (1.2.14)

" 2mi Jr wn(2)

siendo I" una curva cerrada de Jordan que rodea al intervalo [a,b] y contenida en
U. Sin embargo, este tipo de expresiones tenfa un uso bastante limitado, ya que exigia
demasiada regularidad a la funcién, en tanto que lo que se perseguia era que las férmulas
de cuadratura fuesen convergentes para una familia de funciones lo mas amplia posible.
En este sentido, siguiendo la demostracién clasica relativa a la estimacion del error
para integrandos continuos en las férmulas gaussianas obtenida por Bernstein, podemos

deducir facilmente (ver [41]).
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Teorema 1.2.6 Si la férmula de cuadratura (1.2.1) es exacta en ®,_11k, entonces para

toda funcion continua se tiene:
|En(f)| < (co+ An)Mp—141(f) (1.2.15)

donde ¢y = f; p(t)dt >~ [Nl < Ay Mi(f) = jnf ||If = Plloc, siendo |- | la
— k

norma del mdzimo y My(f) denota al usualmente denominado error “mini-max” .

Finalmente, Sydow, en 1978, demostré en [129], s6lo para el caso gaussiano e integran-

dos analiticos, el siguiente resultado.

Teorema 1.2.7 Si consideramos la formula de cuadratura de Gauss-Christoffel (1.2.9),

entonces una estimacion del resto es

[En(f)l <4-co(l— @™ e ™" - max|f(2)] (1.2.16)

siendo I, una elipse con focos a y b, y tal que la suma de semiejes es o, en cuyo interior

es holomorfa la funcion f.

Estudiadas algunas de las distintas expresiones del error, a partir de ahora nos cen-
traremos en el estudio de la convergencia de sucesiones de FCI para clases de funciones
lo més amplia posible, tratando de considerar nodos de facil computacién. Para ello,
planteamos el siguiente problema:

Dada una tabla de nodos X contenidos en un intervalo finito [a,b], de la siguiente

forma
r1,1
r12 2.2
x1,3 Z2.3 z3,3

T1n T2.n T3,n te Tn,n

siendo a < x1, < T2y <+ < Tpp < b, Vn, consideramos las férmulas de cuadratura

interpolatorias de n puntos {z;,}j_;, asociadas a las integrales

10 = [ st
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que, como sabemos, satisfacen

donde

In(f) = Z Ajn f(wj,n) Yy En(p) =0 ,VpePlP,
j=1

Nuestro objetivo es escoger la tabla de nodos X de forma que las férmulas de cuadratura

converjan, es decir,

lim I,(f) = I(f) VfeA, (1.2.17)

n—00
de manera que la familia de funciones A sea lo mas amplia posible.

Un primer resultado de convergencia cualitativo lo dio Stieltjes para las formulas de
cuadratura de Gauss-Christoffel, en 1894, considerando integrandos Riemann-Stieltjes
integrables. Posteriormente, Steklov dio un resultado mas general, valido para cualquier

familia de férmulas de cuadratura.

Teorema 1.2.8 Sea un intervalo finito [a,b] y supongamos que todos los pesos {\jn}j—
de la sucesion de formulas de cuadratura asociada a la integral (1.2.13) son positivos.
Si hay convergencia para cualquier polinomio, entonces también la hay para cualquier

funcion Riemann-Stieltjes integrable.

Ma3s tarde, Pdlya dio una caracterizacion de la convergencia para cualquier familia de

férmulas de cuadratura, pero a cambio limit6 la amplitud de la familia de integrandos.

Teorema 1.2.9

lim L,(f)=I(f) VfeC(a,b]) si y solo si

n—oo

i) lim I,(p)=1(p) paratodo p € P.

n—oo

n
i1) Z Ajn| < K para todo n ,
j=1

donde K es una constante positiva.
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(este teorema de Pdélya puede verse como un caso particular del teorema de Banach-
Steinhaus para operadores lineales continuos). Obsérvese que las férmulas de cuadratura
de Gauss-Christoffel satisfacen estas dos condiciones: la primera, por ser exacta para
cualquier polinomio tomando un n suficientemente grande, y la segunda, dado que los
pesos son positivos (Aj, = I(l?’n) )y z”: Ajn = /b dp(t) = co. Por lo tanto, convergen
— a

para las funciones continuas. Pero el t]e_olrema de Steklov permite ampliar la clase hasta
las Riemann-Stieltjes integrables (resultado que ya habia sido obtenido por Stieltjes).
Es precisamente la condicion, la positividad de los pesos, la que pretenden imitar las
FCI, dependiendo de la eleccion de nodos, o en su defecto, la acotacién uniforme, ya que
la convergencia para polinomios la tenemos garantizada por el caracter interpolatorio.

Demostrado que las FCG convergen incluso para las funciones Riemann-Stieltjes
integrables, faltaba estudiar la calidad de dicha convergencia, es decir, las estimaciones

de la velocidad de convergencia. Bernstein, usando su estimacién (1.2.15, pag. 52) y

algunos resultados suyos y de Jackson, demuestra el siguiente:

Teorema 1.2.10 Sea E,,(f) el error de la formula de cuadratura de Gauss-Christoffel.

Entonces, se cumple:

1. Si f estd en C®)([a,b]), entonces E,(f) = O((g}z)s)-

2. Si f es holomorfa en [a,b], entonces HWMEn(f)\ﬁ <1.

3. Si f es entera, entonces mnﬂoo|En(f)|ﬁ =0.

Una estimaciéon mejor que la ofrecida en el apartado 2. se consigue utilizando el re-
sultado anteriormente citado de Sydow, en términos de la mayor elipse en la cual la
funcién es holomorfa en su interior; también puede deducirse a partir de la estrecha
relacién con los aproximantes de Padé, a partir de (1.2.14, pdg.51) y de la estimacién
obtenida por W.B. Gragg para el error en los aproximantes de Padé (ver (I.1.13), pag.
32). Los resultados andlogos para las férmulas de cuadratura interpolatorias de grado
n — 1 pasan por estimar A, en la acotacién dada en (1.2.15) por Bernstein. Para las

FCI, la mejora del apartado 2, se consigue usando la misma férmula del error obtenida
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por Heine en (1.2.14) y haciendo uso de los resultados obtenidos por Gonchar (ver [63])
para aproximantes tipo Padé. En cuanto a la estimacion de las formulas de cuadratura
intermedias s6lo se conocen algunos resultados para las deno-minadas FORMULAS DE
CUADRATURA DE GAUSS-KRONROD, que escogen como parte fija de nodos los ceros
de polinomios ortogonales (de grado inferior) con respecto a la medida asociada; pero
para los tinicos pesos que se han obtenido grandes avances son para los pesos de Jacobi
(b — )% —a)® VYa € [a,b) cona > —1yB > —1) (ver [53, 54] y las referencias
contenidas en ellos).

En general, los criterios de convergencia para las FCI pasan por el teorema de Pdlya,
con el cual, se llega a demostrar la convergencia para funciones continuas. Entonces
surge una cuestiéon, jpuede haber alguna eleccién de la tabla de nodos para la cual
las correspondientes FCI converjan en las funciones Riemann-Stieltjes integrables?. En
este sentido, una condicion suficiente fue propuesta por Sloan, I.H. y Smith, W.E. en

[120], estableciendo el siguiente resultado.

Teorema 1.2.11 Supongamos que la medida de Stieltjes dp(x) es absolutamente con-
tinua con respecto a la medida de Lebesgue, es decir, dp(x) = ¢'(x)dx, siendo ¢’
positiva casi por todo e integrable de Lebesgue en [a,b] y sea {Qn},cy la familia de
polinomios ortogonales con respecto a la funcion peso ¢'(x). Sea k una funcion peso

compleja integrable Lebesgue, verificando:

b |k(@)?
/a (@) dr < oo. (I.2.18)

Si escogemos como nodos de la FCI los ceros de @, para evaluar la integral

/abf(x)k:(x)dx <o,

entonces (1.2.17) se cumple para cualquier funcion Riemann integrable. Ademds, se

satisface:

n b
Jim S Nl foin) = [ F@) k()] do (12.19)
k=1 @
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Esta ultima igualdad afirma que cuando la funciéon peso k es real, los pesos
asintéticamente reproducen el signo de la funcién peso. KEsta caracteristica produce
estabilidad numérica en su computacion. Ademads, proporciona un método para eva-
luar integrales indefinidas, ya que si k satisface las hipotesis, también las satisface

k(z)u(x — d)u(c — x) (siendo u la funcién de Heaviside 1), lo que permite evaluar

/C " k() da

donde [c,d] es cualquier subintervalo de [a,b]. Por otro lado, [ f |k(z)|dx representa
una estimacion de la constante A, en la acotacién de Bernstein; consecuentemente,
también para estas FCI pueden deducirse estimaciones de la velocidad en términos de
la suavidad de la funcién, exactamente igual que en el caso gaussiano (ver Teorema
1.2.10, pag.54), pero sustituyendo 2n por n, ya que varia el grado de exactitud de la
FCI.

Podemos, por tanto, garantizar resultados de convergencia de FCI para una gama
relativamente amplia de nodos disponiendo, ademds, de estimaciones del error en

“mini-max ”). Surge,

funcién del error de la mejor aproximacién por polinomios (error
sin embargo, un problema adicional: es sabido que determinadas funciones con ciertos
comportamientos son muy malas de aproximar por polinomios (por ejemplo, aquellas
funciones que posean singularidades en las proximidades del intervalo o en los extremos
del mismo). Esto sugiere la posibilidad de sustituir las funciones base usadas para la
interpolacién. Es decir, sustituir los polinomios por otra familia que permita repro-
ducir dichas singularidades. La idea primitiva que subyace en las diferentes elecciones
es la de, en lugar de fijar los polos en el infinito (interpretando los polinomios como
la familia de funciones racionales con todos sus polos en el infinito), acercar los polos
para tratar de reproducir las singularidades que posea el integrando, de tal forma que

las funciones racionales elegidas sean integrables y por supuesto, densas en la familia

deseada. Ademas, se trata de conservar la idea de ir creando espacios vectoriales enca-

11 o 1 IZO
“(x)_{ 0 <0
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jados. Varios autores (Illdn-Lépez Lagomasino, Gautschi entre otros) han tratado desde
diferentes épticas de formalizar estas ideas, dando lugar a las férmulas de cuadratura
basadas en funciones racionales. A nuestros efectos, senalaremos el trabajo de Walter
Van Assche e Ingrid Vanherwegen [133]. Estos autores, consideran el siguiente sistema

de funciones base:

{ 1 1 1 }
1+tix’ T+tox’ 7 T4ty

donde t; € (a, b) y = € [a,b] tal que [—b, —a] ' N [a,b] = 0 . Si algiin t; # 0 se repite

K; veces, entonces segun el orden de aparicion, se va escogiendo de

{ 1 1 1 }
1+t (1+tx)2 7 1+ ta)s—t |7

Si el que se repite es t; = 0 k; veces, se realiza la misma operacién pero con el conjunto

{1, z, a2 w’”*l}.

Obsérvese que si t; = 0 V 4, estamos ante el caso clasico de los polinomios. Este con-
junto de funciones racionales verifican la propiedad de ser un sistema de Markov para
el intervalo [a, b] (ver [103]); lo que nos va a permitir extender toda la teorfa cldsica, ya
que, esencialmente, ésa es la propiedad que caracteriza a la familia de los polinomios
desde el punto de vista de la interpolacion; ademas de garantizar que se trata de un
sistema linealmente independiente. Por lo tanto, el conjunto de todas las combinaciones
lineales de tales funciones forma un espacio vectorial infinito dimensional, a cuyos ele-
mentos los denominaremos “ R-polinomios 7. A partir de ellas, definimos una sucesién

de espacios vectoriales encajados R,, de la siguiente forma

n+1 aj,
R, = C .
{ Z 1+t [ ax € }

k=1
Es evidente que la dimensién de R, es n + 1. Siguiendo el mismo procedimiento que

en el caso cldsico, nos planteamos construir FCI exactas en estos espacios encajados,

es decir:
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Dado un conjunto de puntos {x1, x2, ..., Zn} en [a,b] : x; # x; V i, j, jexistirdn
formulas de cuadratura verificando :
b n
/ R(x)p(z)dw =S MenR(zy) ¥ RERy 1 ?
@ k=1
La respuesta depende de la existencia de un elemento de R,_1 que interpole al in-
tegrando, y que satisfaga todas las propiedades oportunas. Dicha existencia y las
propiedades quedan satisfechas por tratarse de un sistema de Markov, pero su expresion
explicita se obtiene resolviendo un problema asociado de interpolacién. Recogemos di-

cho resultado en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.12 Sea un conjunto de puntos {x1, T2, x3,..., Tpn} enfa,b] : x; # x; Vi, j
y una funcion f arbitraria definida en [a,b]. Entonces, existe un unico elemento L,, de
Ry,—1 , verificando

Se sigue que

f(x)=Ly(z) +ro(f,z) VYac€lalb], (1.2.20)

donde ,(f,x) denota el error de interpolacion, verificindose

rn(R,x) =0 V ReR,_1,

siendo
L,(x) = Z f(xj)rjn(z), (I1.2.21)
j=1
re (1) = Wi (2)pn(2;)
1) = G (o)
donde

Ahora, sustituyendo en

1) = [ fast
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la igualdad (1.2.20) y haciendo uso de (1.2.21), obtenemos

I(f) :In(f> +En(f>7 (I.2.22)

donde
L(f) =Y Anf(zj) y  Eu(f)=1I(ra(f,.)),
=1

siendo
>\j7’l’b = I(rjvn) N

Deduciéndose que

I(R)=1I,(R) VYRER,1.

Llegados a este punto, nos podemos plantear las mismas cuestiones que en el caso
clasico, esto es, jpuede existir alguna eleccién de nodos de tal forma que la férmula
de cuadratura sea exacta en Ro,—1 7. La respuesta y el procedimiento de obtencién se
basan en la misma idea, surgiendo un teorema de tipo Jacobi. La demostracion para el
caso general, presentado aqui, sigue esencialmente los mismos pasos, que la realizada

en el capitulo II para el caso limite de los polinomios de Laurent.

Teorema 1.2.13 La férmula de cuadratura (1.2.22) es exacta en Ry,_11f con 1 <k <

n st y solo si

1. La formula de cuadratura es interpolatoria en Ry_1.

n P
2. I( w R):O VREDy1 donde Dklz{nJ(j]?(l"i_tjx)/PePkl}
Prn+1 J=n42

La condicién 2. es una condicién de ortogonalidad con respecto a dy, consiguiéndose el

dominio de mayor exactitud Rs,_1 cuando es el R-polinomio ortogonal a D,,_1.

Pn+1
Por lo tanto, cuando las FCI tienen por nodos sus ceros dan lugar a las férmulas
de cuadratura gaussianas. Es aqui donde surge ya la primera diferencia con el caso
polinémico, ya que en general D, 1 no coincide con R, 1. Asi, si escogemos como

nodos de la féormula de cuadratura a los ceros del n-ésimo R-polinomio perteneciente

a R, ortogonal a R,_; surge la denominada férmula de cuadratura ortogonal, FCO
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en adelante, la cual, en general, no aumenta en exactitud con respecto a las funciones
base. Y, finalmente, si escogemos como nodos a los ceros del R-polinomio Wn ortogonal
n
a R, 1 surgen las férmulas de cuadratura que hemos denominado de Tchebyshev y que
denotaremos por FCT (que tampoco aumentan el grado de exactitud con respecto
a las funciones bases; es decir, siguen siendo exactas en R,_1). Curiosamente, son
las FCT las que mas heredan las propiedades del caso clasico, como se puede ver
en [100, 101]. En [133], Van Assche-Vanherwegen observan que en las dos primeras
férmulas de cuadratura sus nodos son los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con
respecto a una medida que depende del nimero de nodos, esto es, lo que cominmente

3

se denomina una “ medida variante ”. En el caso de las FCT, la situacién es similar.

De esta forma, la correspondencia es la siguiente:

1. Los nodos de la FCG son los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con respecto
dyp
a —.
D2n

2. Los nodos de la FCO son los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con respecto
dip

a —.
DPn * Pn+1

3. Los nodos de la FCT son los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con respecto
dep
a .
2
Dn
Con respecto a los pesos \j,, cabe sefialar que en los tres casos éstos son positivos. En

este mismo articulo se da un resultado cualitativo acerca de la distribucién asintotica

de los respectivos nodos (el tomar el intervalo [—1, 1] es simplemente por comodidad).

Teorema 1.2.14 Supongamos que la distribucion asintética de los pardametros { t; :
1<i<n},n=12, ... viene dada por una medida v en [—1,1], es decir, para toda

funcion f continua en [—1,1] tenemos
N !
lim = 3" f(t) = [ Sa)dv(a)
e -1

Siv =mpi_1+¢qd +715+[1—(p+qg+ 1) , donde 6, denota la masa de Dirac

1
concentrada en a, y p,q, v > 0, p+q+1r < 1, y/ log|t|dvy(t) < oo, entonces
~1
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la distribucion asintdtica de los nodos de las formulas de cuadratura anteriores viene

dada por la siguiente medida

p=por+qo_1+rpo+[1—@+q+7)m

”

donde g es la distribucion “ arcoseno n [—1,1] (distribucion de equilibrio con

respecto al potencial logaritmico), con funcion peso

1 1
/1 — 22

y up es una medida absolutamente continua en [—1,1] con funcion peso

, 11 L /I— 2
Mb(x) = — / dV()(t)
T/1—22/)1 1+ at

Haciendo un simple andlisis, se deduce a primera vista que cuando los polos de las
funciones base se acumulan cerca de algin extremo, los nodos tienden hacia él, y
si éstos se acumulan en el infinito, entonces los nodos se van hacia el interior del
intervalo (situacién clésica). Este analisis ha permitido poner de manifiesto que para
determinados integrandos estas férmulas son mucho més eficientes que las FCG usuales,
en el sentido de que cuando, por ejemplo, el integrando posee una singularidad en 1,
el hecho de que acumulemos méas nodos cerca de dicho punto permite obtener mas
informacién del comportamiento del integrando donde posee dicha singularidad; lo cual
se anade al hecho de que estamos tratando de aproximar por funciones base que tratan
de reproducirla (ver [60, 61, 133] para més detalles). Ademads, existen expresiones
explicitas de los R-polinomios para unos determinados pesos (ver [131] para las FCG y
FCO y ver [2] para las FCT).

También en [133], Van Assche-Vanherwegen obtienen una estimacién del error asi
como un resultado de convergencia para las FCG y FCO. Por otro lado, Min en [103]
realizé un estudio andlogo para las FCT. Estas aportaciones las recogemos conjunta-
mente en el siguiente teorema. Si denotamos por ES(f), ESQ(f) vy EL(f) el error en
las férmulas de cuadratura gaussiana, ortogonal y de Tchebyshev , respectivamente, se

sigue que:
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Teorema 1.2.15 Sea f, la mejor aprozimacion de f € C([a,b]) en R, entonces:

1. Sit1 =0, entonces para la FCO se tiene que
B ()] < 2¢0llf = fallc
donde ¢y = ff dp(z).
2. Para la FCG existe una constante positiva M wverificando
7 (N < M|f = fan-1lloo
3. Para la FCT existe una constante positiva K verificando

B ()] < KIIf = faille

Para obtener teoremas de convergencia, necesitamos el siguiente resultado clasico (ver
Achiezer [2]), que da una condicién para garantizar la densidad de las R-polinomios
en C ([a, b]) en funcién de la velocidad de aproximacién de los polos a los extremos del

intervalo:

Teorema 1.2.16

o 1+4,/1—t

Z (1 —|ek|]) =00 , donde ¢ = V- (1.2.23)
k=1 b

sty solo si

U R, es denso con la norma uniforme en C([a,b])
neN

Ahora, del Teorema 1.2.16 y teniendo en cuenta que los pesos en tales cuadraturas son
positivos se puede enunciar el siguiente resultado de convergencia, también contenido

en los articulos referidos.

Corolario 1.2.1 Sea {t;}ien verificando (1.2.23). Entonces, para los tres tipos de

cuadraturas mencionados se tiene que

lim I,(f) = I(f)

n—oo

para toda funcién Riemann-Stieltjes integrable en [a,b].
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También, de los resultados obtenidos por Lépez-Lagomasino en [93, 94] para aproxi-
mantes multipuntuales de Padé, se obtienen criterios de convergencia totalmente nove-
dosos, ya que introducen una condicion de tipo Carleman sobre la integrabilidad de las
funciones base, que se traducen en limitar la velocidad a los {t;};cy de acercamiento a
los extremos del intervalo, que depende de la distribucién ¢(z). Més explicitamente, si

reordenamos los { ¢; : 1 <14 < 2n } denotando por {t;} aquellos que estén en [0, 1),

ordenados de menor a mayor 0 < tf < t;r <. < tZL < 1, siendo 4, el numero de
d
t; con esta propiedad, y si definimos ahora dp, = aa , Pman(T H + t+
Dan k=1
Smp = / , entonces tenemos:
Pm 2n

Teorema 1.2.17 Si se verifica:

b
/ dpp(z) < oo VneN.

noo_ 1
c) lim E Smi = +o0
n—oo
m=1
Entonces para los tres tipos se tiene que

n—oo

para toda funcion Riemann-Stieltjes integrable en [a,b).

Si sustituimos los {t]} por los {t; }, que serdn los que estén en (—1,0], se consigue
exactamente lo mismo. Como se puede ver, este resultado es sélo cualitativo; sin em-
bargo, en un trabajo posterior [96], el mismo autor con Martinez-Finkelshtein, obtiene
un resultado cuantitativo para una determinada familia de funciones peso, escogiendo
los {t;}ien exactamente en 1 y —1 (caso no contemplado hasta el momento). Ademas,
se obtienen estimaciones del error, para funciones holomorfas, muy parecidas al caso
clasico.

Con todo, hemos de decir que en 1984 ya habia surgido la primera generalizacion

por parte de Illdn y Lépez-Lagomasino [76], al permitir que los pardmetros {¢;}ien
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pudieran ser complejos conjugados cuyas partes reales estén compactamente contenidas
en (—1,1). En general, estas férmulas de cuadratura no quedan englobadas en la
extension clasica, aunque se trata de generalizaciones (motivadas por su intima conexién
con los aproximantes de Padé multipuntuales) que de una forma u otra amplian el
conjunto de funciones que integran exactamente, aunque no pertenezcan, en principio,
a la familia de funciones base. Es aqui donde, las FCG pierden su importancia en favor
de las otras dos. En efecto, combinando los resultados de Van Assche-Vanherwegen en
[133], de Min en [100], de Lépez Lagomasino-Martinez en [96] y con los de Bultheel y

otros en [34] obtenemos:

Teorema 1.2.18 Sea k una funcion compleja integrable en [a,b] y p una funcion inte-

grable positiva casi por todo, que satisfacen:

b k()
/a () dr < oo

y sean los {t;}ien verificando:

1. La caracterizacion de densidad (1.2.23).

o bien

2. La condicion de tipo Carleman (1.2.24).

Si escogemos como nodos de la FCI, los nodos de la FCT asociados a p para el cdlculo

de integrales del tipo:
b
I(f) = / f(z) k(z)dr < co.

Entonces
b

Jim 1,(5) = [ f@) k) do

a

para toda funcion Riemann integrable. Ademds, con una estimacion para integrandos

continuos de tipo Bernstein para la condicion 1, se sigue que:

1)~ (0l < Cwlr, D+ T e

=1

1
donde w(f,—) es el médulo de continuidad de f y C1,Cy constantes positivas.
n
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Obteniéndose, en esta ultima situacion, calidad de convergencia en funcién de la suavi-
dad del integrando. Ahora bien, si usamos las ideas de Sloan-Smith en [120] y algunos

resultados de Min en [100], podemos extender los resultados (pero ahora para las FCO).

Teorema 1.2.19 Sea k una funcion compleja integrable en [a,b] y sea p una funcidon
integrable positiva casi por todo, que satisfacen:

b k(z)]?
/a () dxr < 0o

y sean los {t;}ien verificando:

1. La caracterizacion de densidad (1.2.23).

o bien
2. la condicion de tipo Carleman (1.2.24).

Si construimos la FCI con los nodos de la FCO asociada a p para el cdlculo de integrales

del tipo:
b
(/) :/ Fl2) k(z) da < oo
entonces

n—oo

n b
lim S Ay f(w5) = / Fl@)k(z)dz
k=1 @
para toda funcion Riemann integrable. Mds ain, puede probarse que
. " b
Jin Y Nl f @) = [ F@)(@)ldo (1.2.25)
k=1 @

para la misma clase de funciones. Y para la condicion 1 se consigue una estimacion
para integrandos continuos de tipo Bernstein de la forma:
1 n
() = ()] < Miw(f, —) + Mz [ ¢
j=1

donde My y Mo son constantes positivas.

De (I1.2.25) se infiere la estabilidad numérica del proceso de cuadratura, y de la acotacién

de tipo Bernstein, se sigue que podemos estimar el orden de la convergencia en funcién
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de la suavidad del integrando. En este mismo contexto, puede establecerse igualmente,
un resultado de este tipo para la familia particular de funciones peso estudiadas por
Loépez-Lagomasino y Martinez-Finkelshtein en [96], con una estimacion de la velocidad
de convergencia para las funciones holomorfas en un entorno de [a,b] que mejorarian
considerablemente las que se consiguen mediante los teoremas anteriores, ya que de-
penden de lo grande que sea el dominio de holomorfia.

Los resultados comentados hasta el momento hacen referencia a la integraciéon de
funciones en intervalos acotados. A continuacién nos centraremos en el caso no aco-
tado. Estamos interesados en el estudio cuando el intervalo de integracién es [0, 00),
aunque algunos de los resultados que citaremos fueron formulados originariamente para
(—00, +00), han sido adaptados a nuestro caso mediante el sencillo cambio de variable
1?2 = 1.

Por lo tanto, ahora nuestro problema es evaluar integrales de Riemann-Stieltjes
impropias del tipo:

/0 ~ F0)de(t) (1.2.26)

Inicialmente, a la medida de Stieltjes dp(t) le exigiremos que los momentos sean finitos
oo
ck:/ thdp(t) <oo  VEkEN,
0

lo cual es una condicién natural si se pretende construir férmulas de cuadratura exactas
en el espacio de los polinomios. En realidad, el pasar de las formulas de cuadratura
basadas en funciones racionales con polos prefijados fuera del intervalo finito [a,b] a
férmulas de cuadratura para el intervalo [0, 00) que sean exactas para polinomios hasta

un cierto grado, puede interpretarse a través del simple cambio de variable

t_m—a
Cb—=x

; tef0,00); = € [a,b],

como una “ situacién limite ” del primero de los procesos, en el sentido que todos los

polos de las funciones racionales son prefijados en z = b. La construccién de las FCI
en P,_1 se hace exactamente igual que en el caso acotado. Fue Stieltjes en [128] quien

desarrollé la teoria para este tipo de integrales. En su andlisis, tuvo que enfrentarse
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a un obstaculo que no se presentaba en el caso acotado, y es que, en este caso, el
desarrollo de la transformada de Cauchy de la medida de Stieltjes mediante desarrollo

. . 1 . . .
en serie en potencias de — es asintético, es decir:
T

b= [

pt) <~ 1
m—tzzckﬁ y w—o00 twefzeCrlarg(z)] <7}
k=0

Asimismo, formaliz6 toda la teoria algebraica de polinomios ortogonales con respecto
a la medida de Stieltjes dy(t), a partir de la teoria de fracciones continuas; aunque con
un interés secundario, ya que estaba interesado fundamentalmente en la convergencia
de determinadas fracciones continuas. El hecho de trabajar con desarrollos asintéticos
dio origen a un nuevo problema, que también lleva su nombre: el PROBLEMA DE
MOMENTOS DE STIELTJES, el cual, como es bien sabido, consiste en que dada una
sucesién {c, }nen de nimeros reales positivo hay que encontrar una distribucién ¢ t.q.
Cn = /0 ~ t" dp(t). Si tal distribucién existe y es unica se dice que el problema de
momentos esta determinado, y si existe pero no es tnica es indeterminado.

Stieltjes, a partir de las FCG, construye con los pesos una sucesién mondétona cre-

ciente de funciones de distribucién Fj, no negativas definidas en R, como sigue:

0 si0<t<miy
l
F,(t) = Z Ajn stz <t<aig1y, ,conl<i<n—1
=1
Co Sl Tpp <t <00,

donde {x;,, }7_; son los nodos de la FCG. La sucesién { I, }nen estd uniformente acotada
(F(t) < cp) y segun el teorema de seleccién de Grommer [135], existe una subsucesion

{F,, }ren y una funcién positiva monétona creciente F definida en R, verificando:

lim F,, (t) = F(t) VteR"

k—o0

y si ademas g es una funcién tal que tlim g(t) =0, es decir, g € Cy(R™), entonces
—00
o0 oo
tm [ g(0dF, () = [ gdF().
k—oo Jo 0

A partir de aqui es ficil demostrar que esta medida dF posee los mismos momentos que

dy. Pero dado que aqui no podemos usar el argumento de densidad de los polinomios
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en Co(R1), no se puede garantizar, por tanto, que dF(t) = dp(t), ni tampoco la
convergencia de las FCG en Cp(R™). Sin embargo, de los resultados de Stieltjes se

logra este objetivo (ver [128]).

Teorema 1.2.20 Las formulas de cuadratura de tipo Gauss-Christoffel construidas
para aprozimar (1.2.26) convergen para toda funcion Riemann-Stieltjes integrable en

R si el problema de momentos estd determinado.

Obsérvese que, tan sélo por el hecho de que el problema de momentos esté determinado,
y al ser las férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio, podemos asegurar la conver-
gencia en la clase de las funciones f localmente Riemann integrable, que satisfagan la

siguiente condicién de crecimiento polindémico en el infinito (ver [132]):
Jzg>0yun PeP : |f(z)]<|P(x)] Va:z>mx

Como senalamos anteriormente, una condicion suficiente para la unicidad del problema

de momentos la dio Carleman (ver [40]) y radica en la divergencia de la serie

<1
k;;l Qka’

El siguiente resultado relevante en este sentido fue obtenido por Uspensky (ver [132]).
A partir de una estimacion de los momentos, logré pasar de las funciones continuas
con cierto crecimiento polinémico en el infinito a funciones integrables con crecimiento

exponencial en el mismo, estableciendo el siguiente resultado:

Teorema 1.2.21 Sea p una funcién peso integrable positiva c. p. t. en RY. Supon-

gamos que los momentos satisfacen la condicion.:

Cn "

donde C' y R son constantes positivas. Entonces las FCG convergen para toda funcion

Riemann integrable en cualquier intervalo finito de R™ que verifique

]f(a:)|<m cuando x — 00,

1
donde 0 < p <1 =—.
onde 1) yr=4,
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Téngase en cuenta que este resultado es aplicable, en particular, a integrales del tipo:

00 . 1
/ flx)e ™ dx con’y>§ y a>0,
0

13

ya que los momentos correspondientes a estos pesos verifican “ sobradamente ” la
condicién (1.2.27); aunque obviamente con este resultado no se optimiza la clase de

funciones admisibles, que son las que verifican:

[N

ax”
e

F@l< S enlgarde 1) <

eT’{E

S

como se deduce del Teorema 1.2.21. Esta cuestiéon la solventaremos posteriormente con
un resultado més general (véase seccién 2 del capitulo II).

En lo referente a las FCI, éstas presentan los mismos problemas que en el caso
acotado, con ciertas sutilezas anadidas. La respuesta positiva volvieron a darla Smith
y otros en [107], con el siguiente resultado que permite una parte de la clase de funciones

considerada por Uspensky.

Teorema 1.2.22 Sea k(z) una funcion integrable Lebesgue verificando

00 z 1 p
/ [k@eza2 P ) o o (1.2.28)
0 2

T
para alguin p > 1, y sea f una funcion Riemann integrable en cualquier intervalo finito

de R™, verificando
3
f@)|<C— , s o0,
(1t

donde C' es una constante. Entonces, k- f € L1(R"), y si escogemos como nodos de las
efx
FCI los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal Q,, con respecto al peso — , entonces

N
n b
Jim 3 N f(ei) = [ f@)k(@)de,
k=1 @
y ademds se tiene

n—oo

n b
tin 3 Nialf(30) = [ F@)lh(@)lde.
k=1 @

Asimismo, se logran estimaciones del error en base a la suavidad de la funcién y de su

crecimiento (por supuesto, con la norma uniforme pesada).
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Corolario 1.2.2 FEn las condiciones del teorema anterior, si f es continua se obtiene
que

|En(f)] < DMy (f,h)

siendo D una constante positiva. Si ademds f es derivable con continuidad hasta el

orden r y | f(z)| < C - h(z), para cierta constante C, entonces

_ et o _
donde h(t) = ) y M, (f, h) = ]gélﬁ [(f = P)h||s

[N

Nétese que de la condicién (I1.2.28) se deduce que el correspondiente problema de mo-
mentos para k(z) estd determinado. Paralelamente, y en base a los resultados de
Rakhmanov en [112] sobre la asintética de polinomios ortogonales con respecto a los

Y . .
T se puede estimar la velocidad de conver-

pesos de tipo Laguerre de la forma: x%e™
gencia de las FCG para estos pesos cuando el integrando es analitico en un entorno de
R*.

Como consecuencia de los mismos argumentos que en el caso acotado, dependiendo
del integrando, puede resultar mas efectiva la aproximacion del integrando por funciones

racionales, en lugar de polinomios. Esto nos conduciria, nuevamente, a sustituir el

espacio de los polinomios por el espacio generado por:

{ 1 1 1 }

1+tix’ 1+tox’  1+tpr’ )7

donde t; € [0,00) y z € R, con las mismas observaciones que en el caso acotado. Para
la construcion de las formulas de cuadratura se procede exactamente igual. En cuanto
a la convergencia, el primer resultado lo dan Illan y Lopez-Lagomasino, en un contexto

maés general (ver [77]).

Teorema 1.2.23 Sea la sucesion {t;}icr y J el correspondiente conjunto de los subindices,

sin contar multiplicidades. Supongamos que

1
2V

1€
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Entonces, la sucesion de FCG, verifica que

n b
lim Z Ninf(xjn) = / f(z)dp(z) ,
k=1 @

n—oo

para toda funcién Riemann-Stieltjes integrable en RY, tal que se anule en el infinito,

siendo dp(x) cualquier medida de Stieltjes.

Sid !l tal que t; = 0, entonces podemos incluir hasta las de comportamiento polinémico,
en funcién de la multiplicidad. Por supuesto, aqui no tiene sentido plantearse el
problema de momentos ya que la férmula es exacta en una familia total'? de Co(R™").

Ahora bien, si hacemos un anélisis de las funciones base, observamos que poseen
polos en _?li; luego, si nos planteamos la situacién limite ¢; — 07 y para el resto de
las funciones base, t; — +00, obtenemos funciones que tienen al co y al 0 por polos,

respectivamente, surgiendo asi de forma natural la familia de funciones base

Al espacio generado a partir de las combinaciones lineales de ellas se le denomina espacio
vectorial de los polinomios de Laurent A, abreviadamente L-polinomios; es decir:
n
A:{Zakxk/akEC,m,nengn}. (1.2.29)
k=m
En el mismo sentido, definimos los subespacios vectoriales
n
Am’n:{ Zakxk / akE(C} conn, meEZ ,m<n
k=m
donde la dimensién es: dim(A,,,) = n+ m + 1 (obsérvese que U Apn = Ay que
m,n
Ao = Py, es el espacio vectorial de los polinomios de grado a lo sumo n, de lo cual
se sigue que UAO,n = P). Para que este sistema de funciones base tengan sentido
n
debemos garantizar que son integrables Riemann-Stieltjes en sentido impropio. Por

ello, en lo que resta de esta seccién, vamos a ocuparnos de medidas para las cuales esté

garantizada dicha integrabilidad: es decir, trabajaremos con medidas de Stieltjes dp,

12Una familia de funciones es total cuando las combinaciones lineales finitas de ellas son densas.
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que satisfagan la siguiente condicién:
o0
cn:/ zdp(x) <oco , VYneZ.
0

Como quedara consignado en el capitulo II de la memoria, parte de nuestra investi-
gacion ha estado dedicada al estudio de férmulas de cuadratura para integrales definidas
asociadas a este tipo de medidas de.

Por supuesto, la convergencia de la sucesion de féormulas de cuadratura también
tropieza con un problema de momentos doble; es decir, ya no son sélo los momentos
positivos {cp tnen los que deben caracterizar la medida, sino también los momentos
negativos {c¢_y, }nen. Este problema de momentos (denominado “ PROBLEMA FUERTE
DE MOMENTOS ”) fue planteado y resuelto por W.B. Jones y otros en [78]. No obstante,
puede establecerse una condicién suficiente de tipo Carleman (ver [3]) de la siguiente
forma.

Teorema 1.2.24

O 1 o
St E e = o0 o bien ) E c_ " =00
n=1 n=1

—n
entonces el problema fuerte de momentos tiene solucion unica.

El objetivo, pues, es evaluar integrales del tipo:

1) = | @ det)
donde f, en general, es una funcién integrable Riemann-Stieltjes con respecto al inte-
grador dyp. Surge inmediatamente una cuestién: jen qué direcciéon habré que crecer
(en potencias positivas o negativas de ) para construir los subespacios encajados que
permitan definir las FCI 7. Una primera respuesta la dan Jones-Thron-Waadeland en
[78] en su resolucién del problema fuerte de momentos de Stieltjes, donde demuestran
que la transformada de Cauchy de la medida de Stieltjes posee asociada una fraccién

continua llamada T-fraccién positiva, cuyo n-ésimo convergente C,, satisface:

B(2) — Cu(2) = Ol

27’L+1) ’

zZ — —0O0

(1.2.30)
o(z) — Cu(z) = O(z"“) , z2— 0",
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—1 ,
——. Ademis, se
dn

demuestra que los ceros del denominador ¢, son positivos, simples y estan separados por

siendo C), una funcién racional del tipo R,_1, que denotaremos por

los de p,—1, de lo cual se sigue que C), admite la siguiente descomposicién en fracciones

simples:

Piorl@) 5~ Ay s
qn(x) j=1 T = Tjn o 7

la cual, sustituida en (1.2.30), junto con
= 1 o x™ - dp(x)
Z_: J+1 "Gt /0 P
77/ 00 d
p()

y procediendo con C}, como en el caso clésico, permite obtener:

n

/R )dip(t) Z R(zjn) REApn1.

Aparece asi la primera férmula de cuadratura exacta en ciertos subespacios de L-
polinomios. Ademads, como era de esperar, se trata de formulas gaussianas. De aqui se

puede deducir que el denominador del convergente ¢, satisface:

o . d
/ 2! G () g0(:‘”)=0 j=0,1,....,n—1.
0

xn
Si reescribimos lo anterior y denotamos por V,, a qr(a:)] donde [-] es la parte entera
xrl 2
se obtiene
/ Vi(z (x)dp(x) =My -0, VI, kcon My >0.

Surge asi el concepto de L-polinomios ortogonales, que como hemos comentado, aparece
vinculado a las T-fracciones positivas, al igual que los polinomios ortogonales a
las S-fracciones. Asi pues, los primeros pasos en el desarrollo de la teoria de los L-
polinomios ortogonales vienen dados como consecuencia de la teoria de las T-fracciones
positivas (véase [79, 80, 81, 82|, entre otras, para un estudio mds exhaustivo). Cabe
senialar, asimismo, que de (1.2.30) se desprende que el convergente C,, coincide con el

apro-ximante de Padé en dos puntos de la funcién ¢. Incluso, Jones-Thron-Waadeland
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en [78] obtienen la férmula del error del AP2 que, como veremos més adelante en un
marco mas general, serd de gran utilidad para estudiar el error en las férmulas de
cuadratura.

El intento de formalizar esta teoria separdndola de sus origines (fracciones conti-
nuas) y darle estructura propia constituye el objetivo fundamental del capitulo II de

esta memoria, cuyos resultados estan recogidos en [33, 34, 35].



Capitulo 11

Formulas de cuadratura basadas
en polinomios de Laurent

En este capitulo desarrollaremos nuestros resultados sobre las formulas de cuadratura
que integran exactamente ciertos subespacios de L-polinomios. Hemos dividido el
capitulo en tres secciones: la primera, en la que se expondra el planteamiento de
nuestro objetivo y los aspectos algebraicos para el posterior estudio de la convergencia.
La segunda, en la que se detallaran los resultados de convergencia obtenidos para aque-
llas integrales en las que el dominio de integracién es [0,00) y la tltima, en la que se
presentaran los resultados conseguidos cuando el intervalo de integracién es [0,b) con

0<b< 0.

II.1 Aspectos algebraicos

Nuestro propdsito es evaluar las integrales de la forma:

1= " F@) (), (IL1.1)

donde f es, en general, una funcién integrable Riemann-Stieltjes con respecto a dy en
sentido impropio con el infinito y/o el origen como tnicas singularidades, siendo ¢ una
funcién acotada, mondtona creciente que toma un nimero infinito de valores en (0, 00)
[13

(funcién de distribucién). A la medida asociada a ¢ y que también denotaremos por

7, esto es, p(A) = [, dp(x), denominada medida de Stieltjes, le exigiremos que sus

75
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momentos, tanto positivos como negativos, existan. Es decir:
oo
cn:/ 2dp(zr) <oo  Vnez
0
Pretendemos aproximar (II.1.1) por medio de una expresién de la forma:

zn: )\kf(xk) y (11.1.2)
k=1

que como ya hemos visto recibe el nombre de FORMULA DE CUADRATURA DE n PUN-
TOS. Recordemos que a los nimeros {\;}}_; se les denominan pesos de la férmula
de cuadratura y a los puntos {xj};_;, nodos, los cuales deben ser distintos y estar en
(0,00). Por lo tanto, dicha expresién depende de 2n pardmetros.

Como consecuencia de la integrabilidad de las potencias tanto positivas como
negativas, se consigue la integrabilidad de cualquier potencia, en efecto:
si definimos ¢(t) = [;°2'dp(z), Vit € R, entoncesdadoun ¢t € R\Z, I n € Z
satisfaciendo n — 1 < t < n. Asipues, 4 p , talque 0 < p < 1 , de modo que

t =n — p. Finalmente, usando la desigualdad de Holder para (%, ﬁ) , se obtiene

o0
c(t) = / " Pdp < P _jenP.
0

Por lo tanto, cabe esperar que el conjunto de integrandos esté formado por funciones que
puedan poseer un comportamiento polinémico en el infinito y permanecer no acotadas

en el origen. Por ello, resulta natural escoger como funciones base para la interpolacién:

que constituyen un sistema de Markov en cualquier intervalo (¢, d) C R\{0}, formando
asi un conjunto linealmente independiente, y sus combinaciones lineales finitas generan
un espacio vectorial infinito dimensional denominado espacio vectorial de los polinomios
de Laurent A, abreviadamente L-polinomios, tal y como se definieron en (1.2.29, pag.71).

Consideramos, a su vez, los subespacios vectoriales:

n
Am,nZ{ Zakxk/ake([?} conm,n€Z m<n
k=m
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El primer problema al que nos enfrentamos es la direccion en la que se debera cre-
cer, ya que existen dos posibilidades: bien en potencias negativas, bien en positivas.
Vamos a considerar recubrimientos de A que conserven la idea de subespacios vecto-
riales propios encajados. Para ello, partimos de dos sucesiones de ntimeros naturales
mondtonas crecientes {p(n)}tnen v {¢(n)}nen verificando p(n) +q(n) =n Vn € N
tal que nlggo p(n) = lim ¢(n) = co. Estas sucesiones son las que van a establecer el

n—oo

orden de crecimiento en A, definiendo los subespacios R, = A , cuya dimension

—p(n),q(n)
es n + 1, verificindose que R,—1 C R, vy A = U Ry . Nuestro primer objetivo
serda construir formulas de cuadratura que sean exzeclzas en R,_1. Para ello, debemos
garantizar la existencia del L-polinomio interpolador en R,_1, como asi sucede, por

tratarse de un sistema de Markov; no obstante, el siguiente teorema nos proporciona su

expresion explicita, necesaria posteriormente para obtener los criterios de convergencia.

Teorema I1.1.1 Sea un conjunto de puntos {x1, z2,..., zp} en (0,00) : x; # x; Vi, j
y una funcion f arbitraria definida en [0,00). Entonces existe un tnico elemento Ly,

de R,_1, verificando

de lo cual se sigue que
f(z) = Lp(x) +m(f,z) Vo e (0,00) (I1.1.3)

donde r,(f,x) denota el error de interpolacion L-polindmica que satisface

rn<L,$) =0 VL e Rna (11.1.4)
siendo
Ln(z) =Y f(aj)Ljn(x)
j=1
con
wn(x)xg(n_l)
Ljn(x) = (I1.1.5)

(z — zj)wy (z;)ar=D

n
donde wy,(x) = H(x — ;) es el polinomio nodal, verificdndose que Lj,(z;) = 65,1
j=1

16@]- es la delta de Kronecker
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Demostracion:

Si denotamos por Pn,l[xp(”_l) f,+] al polinomio de grado a lo sumo n — 1 que interpola

a la funcién 2P("=1 . f en los puntos {z;}";, sabemos por (1.2.4, pag. 45) que:
— - n— wn(x)
P [aP™ Y f 4] o) gy —
IR 2R S e ey ey
de donde

2?0 f(x) = Poca[aP0 7V fLa] 4 (P f )V €00, 00)

donde 7, (zP("~1 f, x) es el error en la interpolacién polinémica. Dividiendo la igualdad
Pnfl[l'p(n_l)f) ZL’]
_’I;P(”_l)

por zP("=1) se obtiene (I1.1.3), con lo cual L, (z) = , v el resto de la
demostracién se obtiene de forma inmediata. |

Al sustituir en (II.1.1) la igualdad (II.1.3) obtenemos

I(f) :In(f)+Rn(f)

donde
D Njaf(z;) vy Balf)=I(ra(f.),
siendo
Ajm = 1(Ljn) - (11.1.6)
Se sigue entonces de (I1.1.4) que
I(L)=1,(L) VYLER,—1. (I1.1.7)

A toda férmula de cuadratura que satisfaga (I1.1.7) diremos que posee grado de
exactitud n — 1, y escribiremos d(I,,) = n — 1. Reciprocamente, cualquier férmula de
cuadratura (II.1.2) exacta en R,_1, se demuestra que se puede obtener a partir del
proceso de interpolacion que acabamos de describir; de ahi que reciban el nombre de
FORMULAS DE CUADRATURA INTERPOLATORIAS asociadas a las sucesiones {p(n)}nen
y {q(n)}nen, FCI de ahora en adelante. Concretando, dados n puntos arbitrarios no

nulos distintos entre si siempre podemos encontrar FCI exactas en R,,_1. Ahora bien,
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en la férmula de cuadratura (I1.1.2) hay 2n pardmetros libres y hasta ahora sélo hemos
fijado n exigiendo que los pesos satisfagan (I1.1.6). Como éstos dependen a su vez
del polinomio nodal w, , es natural plantearse el hecho de que si al escoger de alguna
forma apropiada los nodos, podremos aumentar el grado de exactitud de la FCI. La
respuesta viene dada por un teorema de tipo Jacobi. Senalemos, previamente, que
como consecuencia de las propiedades de la medida ¢, podemos definir un producto

interior sobre los L-polinomios de la siguiente forma:
<L,Q>= / L(z)-Q(x)dp(z) Y L,QeA
0

con lo cual tiene sentido hablar de ortogonalidad, pudiendo enunciar el siguiente resul-

tado (resaltar que I(L-Q) =< L,Q >).

Teorema I1.1.2 La férmula de cuadratura (11.1.2) es exacta en Ry—14) con1 <k <n

sty solo si

1. La formula de cuadratura es interpolatoria en Rp—1.

xp(?l)
r(k) =p(n—14+k) —p(n).

P
2. I( -L)y=0 , YLeEDy_1, donde Dy_1= { (z) / Pe€ Pkl} siendo
T

r(k)

Demostracion:
?= 7 1. Es inmediato por hipétesis.

Para demostrar 2., s6lo hay que tener en cuenta que

Wn,
xp(n)

-L e Rn+k_1 <— LeDp_.

Luego, como es exacta en R, 11k, tenemos que

I(xp(n) L) = kzlx\%nxi(n) -L(xzk) =0 yaque wy(zg)=0, 1<k<n

"<" VR € R,_1+r sabemos que existe un tinico L-polinomio interpolador L,[R| €

Rn_1 satisfaciendo:

_ wp(z) P(z)
2p(n)  pp(n—1+k)—p(n)

con PePg_q.
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luego,

I(R - Ln[RD = I( 2p(n) ) rP(n—1+k)—p(n)

como la férmula de cuadratura es interpolatoria por 1.,y L,[R] estd en R,_1 se tiene

que:
w (z) P(x)
() pp(n—1+k)—p(n)

)

de donde se sigue la demostracién a partir de la condiciéon de ortogonalidad 2. y del

hecho de que I,(L,[R]) = I,(R). [ |
wp ()

(I;P(”)

Tomando k = n conseguimos exactitud en Ro,_1 de forma que la funcién es
ortogonal a D,,_1 con respecto a la medida dyp, siendo éste, ademés, el dominio maximo
de exactitud y surgiendo asf la FORMULA DE CUADRATURA “ GAUSSIANA ", denotada
por FCG. Queda garantizado que sus nodos estdn donde cabria esperar, esto es, en
(0,00), ya que, de hecho, los nodos son los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con
de(x)

respecto a la medida
x

1Y sabemos por la teoria general de polinomios ortogonales

que sus ceros estan en el interior de la envolvente convexa del soporte de la medida,
que en este caso es (0,00). En definitiva, la condicién de ortogonalidad que genera las

FCG puede interpretarse de la siguiente forma:

Wn,
xp(”) ’

P

Dado que, en general, p(2n — 1) — p(n) # p(n — 1) , entonces a diferencia del caso
polinémico (p(n) =0, Vn), vemos que D,,_1 # Ry_1. Surge asi otro tipo de cuadratura:
la que hemos denominado FORMULA DE CUADRATURA “ ORTOGONAL ”, basada en
escoger como nodos los ceros del n-ésimo L-polinomio de R,, ortogonal a R,,—1 con
respecto a la medida dy (de ahi su nombre). Se puede ver que su dominio maximo de
exactitud es A_,,_1)_p(n),q(n)+q(n—1)- Los nodos estén localizados en (0,00), ya que

en este caso son los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a la medida

dp(z)

——————. Finalmente, senalar que surge otra féormula de cuadratura al considerar
xP(n—1)+p(n)

w (z)
xp(nfl)
tud R,,—1, obtenemos la FORMULA DE CUADRATURA DE “ TCHEBYSHEV ”, FCT en lo

como nodos de la FCI los ceros del L-polinomio ortogonal al dominio de exacti-
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que sigue, que serd exacta en A_gp(,_1) 2¢(n—1)+1- En este caso los nodos serdn los ceros

dip(z)

del n-ésimo polinomio ortogonal a 22p(n—1)

. En los tres tipos, sus pesos son positivos
n

y satisfacen Z Ajn = cg. Pero, como veremos, las unicas que extienden, en general,
j=1

la igualdad clésica A, = I(Lin) son las FCO y FCT, con Lj,, dado por (II.1.5). En

efecto, se tiene el siguiente resultado:

Corolario I1.1.1 §i denotamos por )\jo,n y por )\;{n a los pesos de la FCO y FCT,

respectivamente, entonces )\gn = )\;{n =1 (Lin)

Demostracién:
Como Lj, pertenece a R,_1 por (II.1.5), entonces sz,n estd en A_gp(,,—1) 2¢(n—1), donde
son exactas la FCT y la FCO (p(n —1) < p(n)), y como L;,(x;) = d;;, se obtiene el
resultado. u
Esta propiedad falla para las FCG ya que en general A_g,;,_1)2¢(n—1) € Ran—1-
Pero veremos que podemos deducir unos L-polinomios {¢;,}7_; con las mismas propie-
dades. Su obtencién es una consecuencia de la extencion del resultado de Markov al
caso de los L-polinomios. A tal efecto introduciremos la construccién del L-polinomio

de Hermite.

Lema I1.1.1 Sea un conjunto de puntos {x1, x2,..., xp} C (0,00) : ;i #xj; Yi,jy
sean otros dos conjuntos de puntos {yi}1<k<n, {Yjt1<k<n - Entonces, existe un dnico

elemento He,, de Rap—1 , verificando

Hen(mz) =Y
1=1,2,....n
H en(xl) =Y
Ademas,
Hen(x) =Y 4;iSin(x) + Y i Tin(). (IL.1.8)
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Donde los L-polinomios fundamentales de Hermite S, y T;, admiten la siguiente ex-

Presion:

Sjn(x) = [1 = 285,0(2) (@ — )} 1 (27))65 . (2) (IL.1.9)

Tin(@) = sjm(@)(x — 25)65 ()

& —aula)am k)= {

siendo  Ljn(z) =

17(71);0(271,—1)
X 2
—= , donde [-] denota parte entera.
x

Demostracion:
La existencia y la unicidad se deducen a partir del caso polinémico. En efecto, si

denotamos por He,, al polinomio de Hermite que verifica las condiciones:

He,(x;) = xf(%_l) Y
1=1,2,...,n
H'e,(z;) = p(2n — 1) p(2n=1)= - Y —i—a: p(2n=1) T

sabemos que (véase [41])

n

Hey(x Z )y + Z B] n yz )

7j=1 J=1

donde:
Ui () p(2n—1 p(2n —1) pen-1

Ap(o) = 1= 25 (@ = ) B ) P

Bjn(z) = (z — z;){ ()} - x§(2n71)

Siendo {l;}7_ los polinomios fundamentales de Lagrange. A continuacién, si dividi-

mos He,, por 2P(2»~1) ¢ identificamos, obtenemos:
_ Ajn(z) _ Bjn(z)
Sjn(z) = op(2n—1) y Tjn(x) = 2p(2n—1)

de donde, podemos deducir (II.1.9). [ |
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Obsérvese que ¢ ,(x) = “—% > con lo cual estamos en condiciones de enunciar

el siguiente lema.

Lema 11.1.2 Sea f una funcion que admite derivada hasta el orden 2n en un intervalo

abierto que contiene los puntos {z;}1<i<n C (0,00) , tales que x; < ziy1 y definimos

f(z)

pOT’F(:U):W .

FEntonces

() wi()

2n!  gp(2n-1) 7

F(z) — Hey[F)(z) = &n € (min{x, 1}, max{z,x,}) (11.1.10)

Aqui hemos denotado por He,[F| al L-polinomio de Hermite que interpola a F.

Demostracién:
Como en el caso polinémico (p(n) =0, Vn € N), supongamos que z & {1, T2,..., Tn}

y definamos

V() = [F(t) — Hen [F](0)]P? 1) — K (2)w? () (IL.1.11)
donde K(z) = xp(zn1)[F(£3(;)H%[F](x)]. Entonces, V se anula en z,z1,...,Ty.

Ademads, como tp(2”_1)Hen[F] es un polinomio y f = t?#*»=1 . F la funcién V posee
la misma regularidad que f.

Aplicando el teorema de Rolle deducimos que V' tiene n ceros distintos de los
xr,T1,...,T,. Por otro lado, de las condiciones de interpolacién, se puede deducir que
V/(zj) =0 paraj =1,...,n. Asi, V' tiene 2n ceros distintos en (min{x, z1 }, max{x, z, }).
Aplicando reiteradamente el teorema de Rolle, deducimos que V(2”)(§) = (0 para algin
¢ = &(x) € (min{z, 2}, max{z, x,}). Pero, como 2P?"~DHe,[F] € Py, por (I1.1.11)
tenemos que

Ve () = fE() — (2n) 1K (x) =0,
como querfamos ver. [ |

Si ahora sustituimos en (II.1.1) las expresiones (II.1.10) - (II.1.8) y aplicamos el

teorema del valor medio para integrales definidas, obtenemos que:

n 2n) 00 2
/ F(z)dp(x ZWMF ;) Z f 27~E|C )/0 x%ﬁ)nd@(”:)




84 Capitulo II. Férmulas de cuadratura basadas en polinomios de Laurent

donde
Win= [ Siu@de@ v W= [ Tu@dea).

Si ahora exigimos que V~Vj’n =0,j=1,2,...,n, se sigue que:

- /0 T2 (2) d(x)

ya que Sjp(x) = €§n(m) — 20} ,(2;)Tjn(x). Obtenemos asi el siguiente resultado,

Teorema I1.1.3 Sea f de clase 2n en [0,00) y definamos F(z) = 7}7{2@)1). Entonces
rPlen—
_5 LG < wile)
/ F(x)dp(x) = Z o /0 @) . G € (0,00) (IL112)

siendo \j, = I(E?’n) los pesos de la FCT.

Demostracion:

Sélo quedarfa identificar A;,, con W, , pero eso es inmediato, ya que si en la igualdad
(I1.1.12) hacemos f = p, siendo p cualquier polinomio de grado a lo sumo 2n —1 | el
resto se anula. Por lo tanto, la férmula de cuadratura es exacta en Ro,_1, es decir,

gaussiana. Y si en esa misma igualdad introducimos KJ ns S€ obtiene que \;, = W .

Se puede demostrar que para los nodos de las dos formulas de cuadratura restantes

[p(nfl)er(n)

se verifica ¢;,, = L;n, ya que para la ortogonal k(n) = 5 | =p(n—1) y para

la de Tchevyshev k(n) = [M]

5 = p(n — 1). Senalemos que con este resultado se ha

obtenido una expresién del error que ya habia sido deducida por Jones-Njastad-Thron
en [81] para el caso particular de la situacién balanceada p(n) = [”T“] Finalmente,
obsérvese que las férmulas de cuadratura gaussianas y ortogonales coinciden si
p(2n—1) =p(n—1)+p(n) .

A continuacién y al objeto de demostrar nuestro principal resultado de esta seccién,

necesitamos los siguientes lemas, los cuales permitirdn extender las denominadas

“ DESIGUALDADES DE TCHEBYSHEV-MARKOV-STIELTJES 7 ([131]).
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Lema I1.1.3

Sean p, k y n enteros no negativos tales que 0 < p <2n—1 y 1 <k <n—1 siendo
G =2n — 2 — p. Consideremos n nimeros reales positivos distintos dos a dos {xj}?zl,
ordenados de menor a mayor, 0 < x1 < x2 < --- < x,,. FEntonces existe un L-polinomio

L € A_;; verificando
1. L(z;)=1, i=1,...,k.
2. L(x;)) =0, i=k+1,...,n.
3. L(x) >0, Vz>0.

4. L(x) > 1, Vxe(0,x].

Demostracion:

Para p = 0, estamos en la situacién polinémica y el resultado es bien conocido (se
puede encontrar en [41]). Procedamos entonces a la demostracién para 1 < p < 2n— 1.
La existencia y unicidad de L es consecuencia de la existencia y unicidad del polinomio

P € Py,_5 que satisface las siguientes condiciones de interpolacién:

1. P(xj):xg, j=1,.. k. 2.P(x;)=0 j=k+1,...,n .
3. Pl(zj)=p-a', j=1,...k-1. 4. P'(z;) =0, j=k+1,...n.
De esta forma, nuestro L(z) = 5 € A_j; satisface las siguientes condiciones de
x

interpolacién (recordemos que los z; son positivos y diferentes dos a dos):

L(x;)) = 0, i=k+1,...,n.
L'(z;) = 0, i=1,...,n,i#k.
Ahora, comprobaremos que este L-polinomio posee las propiedades requeridas.

Usando el teorema de Rolle, se deduce que L’ se anula en al menos 2n — 3 puntos

en (0,z,). Sip = 2n — 2, se tiene que L'(z) = z~P*YP(x), con P € Py, 3. Por
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tanto, L tiene exactamente 2n — 3 ceros en (0, z,), de forma que éste s6lo puede tener
el comportamiento descrito en la figura siguiente, verificando asi L las condiciones del

lema.

T1 T2 Tp—1Tk T+l Tk42 Tp—-1 Tn

Diag. II.1: La funcién L(z)

Sip # 2n — 2, entonces L'(x) = m_(ﬁH)Q(w), con Q € Py,_s. Se sigue entonces que
L’ tiene 2n — 2 ceros, de los cuales 2n — 3 son como los de la figura anterior.

Nuestro objetivo es demostrar que el cero que queda por determinar de L’ no puede
estar en (0,x,). Esto es inmediato para p > 2n — 2, ya que L(co) = 0 y como
L(z,) = 0, debe existir algin punto £ > z;,, donde L'(£) = 0. Supongamos, finalmente
que 0 < p < 2n — 2. Sabemos que Q tiene al menos 2n — 3 ceros positivos. Si por
reduccién al absurdo el otro cero también es positivo, entonces sabemos que, por las
igualdades de Cardano-Vieta, los coeficientes de Q son no nulos. Perosi 0 < p < 2n—3,

2n—2
L(z) =2 PP(z) , P(z)= Z bjx! € Pop_a.
j=0
luego,
2n—2
L'(z) =2 "Q(z) , Qz)=—pP(x) —aP'(z) =Y aja’
j=0
donde ag = —pby y aj = b;(j — p) para 1 < j < 2n — 2. Se sigue que a; = 0, llegando
asi a una contradiccion. Por lo tanto, el cero que quedaba por determinar en el caso
1 < p < 2n — 3 es necesariamente negativo. Asi, el comportamiento de L esta descrito

por la figura anterior. [ ]

El siguiente lema se obtiene de forma similar.
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Lema I1.1.4

Sean p, k y n enteros no negativos verificando 0 < p<2n—1y1 <k <n-1,
siendo q tal que p+q§ =2n—2. Sean 0 < x1 < x9 < - -+ < T, numeros reales. Entonces
existe un L-polinomio R € A_; g verificando las condiciones

1. R(xz) =1, i=1,...,k.

2. R(x;) =0, i=k+1,...,n.

3. R(x) <0, Vz>xp.

4. R(x) <1, Vz>0.
Ahora, estamos en condiciones de establecer el siguiente teorema.

Teorema II.1.4 Desigualdades de Tchebyshev-Markov-Stieltjes

Sea I,(f) = Z Njinf(xjn) la FCG . Entonces
j=1

Tk4+1,n

Tkon
/ dp(r) < AMip+Agpn+ 0+ Mg < / dp(z)
0 0
donde k es un entero positivo verificando 1 < k <n — 1.

Demostracién:
Sea el L-polinomio L como en el lema II.1.3, donde reemplazamos los puntos x; por los

nodos de la FCG . Como L € Ry, _1, donde es exacta la FCG, entonces se sigue que:

00 n k
|7 L@ de@) = X N Lian) = 3 A
0 j=1 7j=1
Asi,
Tk,n Tk,n k
| @) < [ L@ de@) < X v
j=1

Por otro lado, usando el L-polinomio R como en el lema I1.1.4, se sigue de forma similar

que
k

;Aj,n:/oooR(x)daK/

mk+1,n

" R@ doo) < | T (@),

Observacion I1.1.1 Se obtiene el mismo resultado para las FCO y FCT.
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I1.2 Férmulas de cuadratura sobre [0, c0)

En esta seccion vamos a exponer nuestros resultados en cuanto a férmulas de cuadratura
sobre [0, 00) se refiere. Dividiremos la seccién en dos subsecciones: la primera tratara
sobre los resultados de convergencia de las férmulas de cuadratura y la segunda, so-
bre los resultados numéricos que con carécter ilustrativo y al objeto de contrastar los

resultados tedricos seran introducidos.
I1.2.1 Convergencia.

En primer lugar vamos a dar una caracterizacion de la convergencia de las FCG, que
serd clave para nuestros resultados, en términos del comportamiento de los pesos. Para
simplificar, supondremos que ¢ es absolutamente continua en (0, 00), con lo cual existira
¢/, positiva casi por todo, de modo que al integrando se le exigird ser Riemann-Stieltjes
integrable en sentido propio o impropio con respecto ¢’, obteniéndose béasicamente los

mismos resultados. Asi, tenemos en primer lugar el siguiente:

Teorema II1.2.1 Sean {\;,}7—1, n € N, los pesos de la FCG. Entonces:
lim I,(f) = I(f) para cualquier f Riemann-Stieltjes integrable con respecto a ¢’ en

n—oo

[0,00), siy sdlo si nh_}n(r)lo Ajn = 0, uniformemente en j.

Demostracién:

“«<” Supongamos que nango Ajn = 0, uniformemente en j y sea f cualquier funcién
verificando que f - ¢’ es integrable en [0,00). Definimos h(z) = [; ¢'(s)ds. Como
hemos supuesto que ¢'(x) > 0 c.p.t., entonces h es continua y estrictamente creciente
en (0,00) y h(oo) = [ ¢'(x) dz = ¢o. Si denotamos por y;, = h(zjn), j=1,...,n,

n=1,2,..., entonces, por el Teorema II.1.4, podemos establecer que
0< Yin < >\1,n <Y2n < >\1,n + >\2,n <Ysn < A1,n + AZ,n + A3,n <.
Como h es continua , existe 0, , tal que

)\1,n+)\2,n++A‘7,n:h(9]7n):gj,n ) j:17"'7n_17
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n
y denotamos por 4o, =0y Unn = Z Ajn = cg. Se tiene que, §j11,n — Yjn = Ajjn — 0
k=1

uniformemente en j. Ahora, la funcién f(y) = f(h~'(y)) es Riemann integrable en

[0, co] (en sentido propio o impropio) y como la expresién Z f (Yin)(Ujt1n — Tjn) €8
j=1
una suma de Riemann en [0, ¢g], podemos escribir

1= T Fo)g (@) de = / * F) dy

= lim ) FWin) @1 = Gjin)

j=1
= nILH;O Z )\j,nf(xj,n) = nILH;O In(f) :
j=1

“=" Sea f = X[4,4), la funcién caracteristica de cualquier intervalo [a, b] C [0, o), donde

b puede ser incluso oo, es decir,

f(@) = Xjap) (%) = { 0, z¢a,b]

Entonces x4 - ¢ es integrable y por hipétesis:

b

: _ /

lim Y- Aj,n—/ ¢'(z) dx > 0.
a<z;,<b a

Supongamos por reduccién al absurdo que existe una sucesién {l(n)}nen de nimeros
naturales tal que

n
Obsérvese que para cualquier j, 1 < j < n, \;, < Z Min = co. Consideremos la

k=1
sucesion Zj(n) (o posiblemente una subsucesién) que necesariamente converge a un

cierto z, es decir, lim z(,), = =, donde x puede ser finito o infinito. Si z es finito,
n—oo

entonces podemos elegir un € > 0 tal que

de lo que se sigue que

n—00
T—€e<xj n<x+e

T+e€
A < lim Z Ajn :/ ¢'(s) ds.
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que es un absurdo (el absurdo proviene de haber negado la hipdtesis). De forma andloga,
si & = oo, elegimos un M > 0, tal que [,; ¢'(x) dz < A/2, que nos conduce a la misma
contradiccién. Por lo tanto, nILH;o Ajn = 0 uniformemente en j. [ ]

Ademsds, como consecuencia de los resultados obtenidos por Lépez-Lagomasino en
[91] y por Illan-Lépez en [77], se logra obtener un resultado general para cualquier

eleccion {p(n)}nen. En efecto, vale el siguiente.

Teorema I1.2.2 Sea {p(n)}nen una sucesion de enteros no negativos tal que
0 < p(n) <nysea ¢ una funcion de distribucion para la que existen los momentos

o0
Cn,n=0,=x1,£2,...; conc, = / x"dp(x). Entonces,
0

> _L
st lim n— p(n) = oo Y z:l cn 2" =00 (A)
n=
o  bien, (I1.2.1)
S
si nanolop(n) =00 Yy X:IC_EL” =00 (B)
n=

podemos asegurar que las FCG convergen para toda funcion Riemann-Stieltjes integrable

con respecto al integrador dp.

Concluimos, pues, que basta con exigir que se dé (II.2.1) para garantizar que
lim \;, = 0 uniformemente en j.
n—oo

Una consecuencia inmediata de los dos teoremas anteriores y usando los mismos

argumentos que Uspensky en [132], se obtiene el siguiente corolario
Corolario I1.2.1 Sea f una funcion verificando:

1. f(x) es Riemann integrable en cualquier subintervalo [0,a] C [0,00) y sean M y
m tales que

[f@)|<a™ Ve=M, M>0, meN
y se verifique la condicion (A) de (I1.2.1)

0 bien
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2. f(z) es Riemann integrable en cualquier subintervalo [b,00) C (0,00) y existen

dos constantes k y h tal que
[f@) <@ Ve<h h>0, keN
y se verifique la condicion (B) de (11.2.1).
Entonces, lim I.(f) = I(f), siendo {I,(f)}nen la correspondiente sucesion de FCG.

Parece 16gico que se pueda asegurar la convergencia de nuestras formulas de cuadratura
para integrandos con comportamiento similar al de un L-polinomio en los extremos de
[0,00), dada la integrabilidad de éstos. Pero si pretendemos extender tales resultados
de convergencia a otra clase de integrandos de comportamiento mas general, debe-
mos anadir alguna restriccién a los momentos {cy, }nez. Precisamente, éste es nuestro
objetivo: imponer condiciones sobre el tamano de los momentos que garanticen la con-
vergencia de las férmulas de cuadratura para integrandos positivos pertenecientes a la
clase mas amplia posible, con vistas a demostrarlo para los integrandos mayorados por
éstos, de forma similar al corolario anterior.

En este sentido, supondremos inicialmente que los momentos verifican:
cn <CI'((n+60+1)y)R", neN (I1.2.2)

o bien

A~

¢n <CT((n—0—1)y)R™, neN (I1.2.3)

donde 0 > -1, 6 < -1, C,C,R y R son constantes positivas, 0 < v < 2, y I'(s)
denota a la funcién Gamma. Notese que bajo estas condiciones, los momentos {cg }rez,
y por lo tanto las integrales I(f) y las FCG {I,,(f)}nen, dependeran de . Ademds,
se satisfacen las condiciones de tipo Carleman contenidas en la condicién (I1.2.1) del
Teorema 11.2.2.

En el siguiente teorema haremos uso de la funcién de Mittag-Leffler ([55]), definida
por

Eyy) =3 Fyi Vy € C, (I1.2.4)
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que es una funcién entera. La técnica que utilizamos para su demostracion estd inspi-

rada en la usada por Uspensky en [132].

Teorema I1.2.3 Supongamos que los momentos safisfacen (I1.2.2) y que lim q(n) =
n—oo
0o. Entonces, para cualquier funcion localmente Riemann integrable verificando

1/v
erx

|f(z)] < pREE Y r=

i 0<p<l, 6>-1 (I1.2.5)

para los x a partir de un xo en adelante, se tiene que

lim I,(f) = I(f)

n—oo

siendo {I,(f)}nen la correspondiente sucesion de formulas gaussianas.

Demostracién:

Nuestro objetivo es demostrar que la integral

I E’Y (T’Y[E)
1+ rlt+0+p

existe, y como el integrando es una funcién positiva, el teorema estaria probado asimismo
para cualquier integrando f tal que |f| la minore.

Sea b > 0. Como consecuencia de la convergencia uniforme de la serie (I11.2.4) en
[0, 0], podemos garantizar que

b B, (rx) n r b x!
Yy / _ . /
/0 [ girorp? (@)de = lim g T+ 1) /0 [ i, (@)de

— r b 7 ,
- x)dx
g Lyl +1) /o 14 oit0p? (z)

> T"yl [e'e] xl ,
= x)dzx. 11.2.6
< §F(71+1)/0 1+$1+9+p90( ) ( )

Veamos que la serie (I1.2.6) es convergente. En efecto,

0o SL‘Z o
/O msDl(x)d.fc < /0 xl 1-p egol(a:)dl' = C(l—l—p—&),

Por otro lado, dado que 6 > —1 , existirdn un ny natural y un ntimero real positivo
(o.9]

wp < 1 tales que § = ny — wy. Por consiguiente, recordando que ¢(t) = / z'y (x)d,
0

se sigue que

c(l=1-0—p)=c(l—1—np+wy— p)
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c(l—1—ngp) si wg—p=0 (A)
=< c(l—ng—pp) si. wg—p=1—pg : 0<pp<l (B) (I1.2.7)
cl—nmp—1—pp) si wg—p=—pg s 0<pp<l (O)

Considerando el caso 11.2.7 (A) y con la estimacién de los momentos positivos

(I1.2.2), obtenemos
c(l—1—0—p)=c(l—1—ng) <CT (y(—ng+0))-R17m) [>pg41.

Sustituyendo en (I1.2.6), se tiene

© rl oo x! , > r
dr < —c(l—-1—-60—
zor(ylﬂ)/o T e (B)de S ZF(7l+1)C( 2

l =0
ng 1
_ ; F(77+ pyelt=1=m0)
00 1
' l—;-',-l F(’Y7+ 1)C(l — 1)
no 1
= g r(ry7+ et =1 =)
+ CR(4ne) li r (Vr(l(y_l Zef)r 0))
ot (I1.2.8)

Ahora, usando la férmula de Stirling (ver [55]) .

By DBy

[(z) = e 2227 Y2(2m)Y2 |1+ = + o) + - } , z — 00 cuando |Arg(z)| <,

z
se sigue que las expresiones

P(y(l—n9+0)) 1
T(yi+1)  ° e

son equivalentes cuando I — oo en el sentido de que el cociente tiende a un nimero

finito. Concluimos que la serie (I1.2.8) es convergente y por tanto, la integral

/OOO _Ey(7z) gpl(:c) dz

1+ glt0+p
existe y es finita (el razonamiento es totalmente andlogo para los casos (B) y (C) de

(I1.2.7)). Usando el comportamiento asintético de la funcién E, (ver [55])),

1
E,(z) = iexp(zl/"’) +0 <|Z’> , cuando z — oo en |Arg(z)| < ym/2,
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obtenemos que
VE,(2)

)
"% |exp(al/)

T—00

=1. (11.2.9)

Asi, de (I1.2.5) y (I1.2.9), concluimos que I(f) existe y procediendo de forma andloga
a la demostracion del corolario I1.2.1 se completa la demostracion. |
Si ahora, en lugar de la condicién (I1.2.2), consideramos la (I1.2.3), conseguimos un

resultado similar, procediendo para su demostracién de modo similar.

Teorema I1.2.4 Supongamos que los momentos negativos satisfacen (I11.2.3) y que la
sucesion {p(n)}nen verifica lim p(n) = oco. Entonces, para toda funcidn Riemann
n—oo

integrable en cualquier intervalo de la forma [a,0), (a > 0), satisfaciendo

2=

er/x

|f(x)| < ., P=1/R, 0<p<1, 6<—1, conz <

z0-p

y siendo xg suficientemente pequeno, se verifica

lim 1,(f) = I(f).

n—oo

siendo {I,(f)}nen la correspondiente sucesion de formulas gaussianas.

Observacion 11.2.1 Se llega al mismo resultado si en lugar de usar las FCG usamos

las FCO o bien las FCT.

Observacidn 11.2.2 Téngase en cuenta que si p(n) = 0 para todo n = 1,2,..., recu-
peramos las formulas de cuadratura gaussianas cldsicas. Si hacemos v = 2, y 0 = 0,
obtenemos los resultados de convergencia de Uspensky [152].

Otros resultados de convergencia en esta linea fueron obtenidos por Gonzdlez Con-

cepcidn y otros en [69] para la situacién balanceada p(n) = [%F] con v =2 y 6 = 0.

Observacion I1.2.3 Las funciones peso estudiadas por Lopez-Lagomasino y Martinez-

Finkelshtein en [96] tienen la forma:

¢ (z) =% 7@ 2 e (0,00) (I1.2.10)

donde lim (sz)"'7(x)= lim (sx) ?7(x)=A>0,

z—0+ T—+00
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siendo T(x) una funcion continua en (0,00), « €R, s >0, con vy >1/2 y v > 1/2.
Tales funciones peso satisfacen nuestras condiciones (I11.2.2) y (I1.2.8) para elec-
ciones de 6 vy 6 apropiadas (como veremos en la subseccion relativa a los resultados

nUmMEricos).
Supongamos ahora que queremos estimar la integral

10)= [ @) k@) do

donde en general la funcién peso k no conserva el signo (puede incluso tomar valores
complejos). En esta situaciéon no tiene sentido hablar de férmulas gaussianas, pues
nada podemos asegurar sobre la localizacién de los nodos. A tal efecto, utilizaremos
FCI con una especial eleccion de los nodos de modo que estemos en condiciones de

poder extender los resultados de Sloan-Smith obtenidos en [120] al caso no acotado.

Teorema I1.2.5 Sea k una funcion posiblemente compleja satisfaciendo:

/OOO mdm < 00 (I1.2.11)

Sea {I,(f)}nen la sucesion de FCI que tienen por nodos los de la FCO para cp/ para el

calculo de integrales del tipo:

oo
(/) :/ F(@) k(z) de < 0.
0
1. Si la sucesion {q(n)}nen verifica que lim g(n) = oo y los momentos ¢, =
n—oo
o0 !
/ x"p (z)dr, n=0,1,... satisfacen (11.2.2)
0
o bien
2. La sucesion {p(n)}nen verifica lim p(n) = oo y los momentos c_, =
n—oo
o0 ’
/ x "o (x)dx, n=1, 2, ... satisfacen (11.2.3).
0
Se tiene que

n—oo

lim I,(f) = /0 Y )k (z)de (I1.2.12)
y ademds

n b
Jim S Nl f@i) = [ F@)k()ldo
k=1 @
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donde, para el apartado 1, f es cualquier funcion localmente integrable en [0,00) que

satisface
403 1
e
|f(x)] SC‘W tal quedzﬁ, c>0, 0<p<l yf>-1 (I1.2.13)

a partir de un xg suficientemente grande; mientras que para el apartado 2, f serd

cualquier funcidn integrable en [a,00) para todo a > 0, verificando

==

dy
] .
|f(x)|§5'€2é talquedzE,E>0, 0<p<l yb<—1, <z, (I1.2.14)

X

para un cierto Ty suficientemente pequeno.

Demostracion:
Recuérdese que Ry, = Ap(n) g(n) siendo {p(n)}nen y {q(n) nen sucesiones de enteros no
negativos tales que p(n) + ¢(n) = n, y que para cualquiera de las dos condiciones sobre

los pesos, el espacio de los L-polinomios es denso en

Lo(¢') = { f:[0,00) = C/ f es medibley /OOO If(2))? ¢ () dx < o0 }

con la norma que induce el citado producto interior, a saber:
o0
<L,R >=/ L(z)- R(z) ¢ (z) de,
0

Obsérvese ademas que se trata de un espacio Hilbert (ver [131]).
En consecuencia, siguiendo el proceso de ortogonalizacién en A asociado a {R;, }nen,

podemos construir una base ortonormal maximal {V,,} es decir:

nen
/OOOL(a:) V(@) ¢ (2)dz =0 Y L €Rpy con V.ER..
De donde se sigue que:
/OOO Vi(x) - Vi(z) ¢/ (2) de = 8p; Yk, 1EN

Seguidamente, denotaremos por Aj,(p) a los pesos (en general complejos) de la FCI

asociada al peso p, teniendo por nodos los de la FCO asociada al peso ¢'. Vamos
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a establecer una propiedad que relaciona los pesos Aj, (k) con los Aj,(¢’) bajo la

condicién (I1.2.11), de forma paralela a lo hecho en [34, 120]. En efecto, la condicién
k k

(I1.2.11) es equivalente a que — € Lo(¢') ; asi, al tratarse — de un elemento de
¥ ¥

/

La(¢') admite el siguiente desarrollo de Fourier:

k(z) & .
2(2) _l;)bkvk( ) (I1.2.15)

Ahora, recordando que
Ain(k) = / Ljn(x)k(x)dx , con Ljn € Ru—1 ¥y Ljn(Ten) =0k,
0

podemos escribir

¢’ (x)

_ l;)bk /0 Ljn(z) - Vi(z) ¢ (x) da

Nalk) = [ Linle) 55 ) do

y como L;, € R,_1, se sigue por la ortogonalidad que

n—1 0o
Nak) = St [ L@ Vie) ¢/ () d.
k=0

Ahora bien, como Lj, - Vi € A_pn)—p(n—1),q(n)+q(n—1)> con k : 0 <k <n—-1yla

FCO es exacta en ese espacio, tenemos que
n—1 ,
Njn(R) = > bidjn(e) - Vilz))
k=0

dado que Lj,(z;) = d; ;. Esta igualdad se reduce a :

k
Y

Ajn(k) = Xjm (@) - 8,7 (25) (I1.2.16)

k
siendo S| (x;) la suma parcial del desarrollo de Fourier (I1.2.15).

Vamos a demostrar el teorema para la situacion 1. Queremos ver que para todo

€ > 0 existe un ng(e), tal que para todos los n mayores que él se cumpla:

|/ @@ = 3 PR )| < e
0 k=1
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cuando la funcién f satisface (I1.2.13). La demostracién de (I1.2.12) se hace de forma
andloga pero sin valor absoluto, y la de las funciones del tipo (I1.2.14) se hace exacta-
mente igual con las consideraciones oportunas.

Sea € fijo y w una funcién verificando la condicién de integrabilidad (I1.2.11). En-

tonces:

/f )k (x |dx—Z|)\Jn Nf(@5n)

’/ F@) k(o |dm—/ F() ()| dz

T)|w(z |d~"3—Z|)‘1n Nf(@jn)

n

Z ‘f x]n z |f acjn

xY

si definimos || f||p, = sup |f(z)h(x)|, donde h(x) = :I:HSM o8

reRT
la linealidad de los pesos con respecto a la funcién peso, llegamos a que

edw'y %
JCIEE |dw—zwn Wi < 1003 | [ Ihte) = i) <W> s

| [ 1@ wla)lda - 2 Pan)l (e

,con d= % y usamos

d-z”

n e Jn
Z Ajn(k — w) 1+0+p

Q

3

\—/
=

L Y
© klz) w@), [ e \? - E_y e in
< ||f”h ‘/0 |90I(:73) - (,Dl(i') ’ p1 1040 (p/(l‘)dﬂf + Zl )\j,n(@/) Srf—l ® (.’E]’,n) x1+9+p
j= Jim

/ (@) w(z |dx—z|m 157 3 ()| f ()

Para llegar a la ltima de81gualdad se ha usado (I1.2.16). Asi, si denotamos por
k= % y por w = %, teniendo en cuenta que k, & € La(¢') y aplicando la desigualdad

de Schwarz, se sigue que

[ Sz = 3 Py 01250
0 =

to\»—A

~ edz? % d‘xW.
< |1 flln- Hk—@||2(f($1+9+p Z)\gn “(xjn)] Z)‘J” m

J,

# NI sl i) = [ St

1
2

-

|
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)
Al ser ‘Sﬁ:‘f‘ € A_p(n)—p(n—1),q(n)+q(n—1) S€ sigue que

1
2

2 = L ~
) [SE=f i) | = ISET e < 11— @)l2

ZM

debiéndose esto tltimo a la desigualdad de Bessel (ver [41]).
Como P es denso en Lo(g'), existe un polinomio Q tal que ||@Q — k|ls < e . Con Q,
fijamos w, estableciendo @ = Q, es decir, w = Q - ¢’; as{ podemos asegurar que I7 tal

que para todo n mayor que él se verifica que S¥ | = Sg_l =Qvy

~
ecl:p

l n
|/ f(@)|k(z |d33—Z’)‘Jn W @in)| < el flin (0 1+9+p )2 ZA, W

Jj=1 Jmn

2 dinle ) Qs 0) = | r@IQ@)y @)z

sabemos que ;117:; y |@Q]- f, donde f cumple (I1.2.13), satisfacen las hipdtesis del
Teorema I1.2.3. Se sigue entonces que existe un 79 tal que para los n mayores que él,
el segundo sumando se puede hacer menor que ¢, mientras que el primer sumando esté
acotado por C'- € para cierta constante C' positiva. Para concluir la demostracién, basta

tomar ng = max{ng, ng}. [ |
I1.2.2 Resultados numéricos

En esta seccién vamos a comparar la efectividad de nuestras férmulas de cuadratura
(FCG) que llamaremos de ahora en adelante “ tipo Gauss ”, con las clésicas gaussianas.
A tal efecto, nos limitaremos a la funcién peso:
1
bl
N

Se trata de un caso particular de las funciones pesos comentadas anteriormente en la

w(x) =

€ (0,00). (11.2.17)

observacion I1.2.10, estudiadas en [96]:

p(z) = 2% @) (I1.2.18)
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siendo 7 una funcién continua en (0,00), « € R, s >0, con 1 > 1/2y 2 > 1/2. Asi,

1
escogiendo 7(x) = x + —, a = 58 = 1 ¥y 71 = 72 = 1 obtenemos nuestra funcién
x

peso.
En primer lugar, comprobaremos, en general, que estos pesos p satisfacen, bien para
6 o bien para 6 apropiados, las condiciones (I1.2.2) 6 (I1.2.3) impuestas por nosotros.

1
Asi, para y1 y 9 > 3 definamos

1 1
— 02 _
h(IE)—.T +£U717 Y1, V2 > 27

entonces, por (I1.2.18) y la continuidad de 7 en (0, 00), asi como por su comportamiento

en los extremos, podemos deducir que existen constantes positivas By y Bj verificando:

7(z)
B()g%gBl Vl’E[0,00)

y por lo tanto,
exp(—Bih(z)) < exp(—7(z)) < exp(—Boh(z)), Vz € [0,00). (I1.2.19)
Si para cada entero k, denotamos por dj a los momentos de p en (I1.2.18), es decir:
dp, = /OOO ¥z exp(—7(z)) dz |
se sigue de (I1.2.19) que :
di, < /OOO 2%z exp(—Boh(x)) dz .
Asi, si denotamos por
S 1
[k :/0 "z exp(—Bo(z™ + —7)) dz

entonces, bastard comprobar que {py }rez satisface las condiciones requeridas.

Primero, consideraremos los momentos pg con k € N. Distinguiremos dos casos:

1. a > —1. Entonces, podemos tomar o = 6. En efecto,

oo o0
_ V2 —Bo-—i— — 2%
L :/ zFafe B0 = BogaT gy g/ 2P e B0 g
0 0
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1 L L
si hacemos el cambio de variable Boz"? =t, © = (— B )72t72, obtenemos:
0
1 k641 L [0 ktet1_ g 4 1 1 &
e < () Ryt [T e = () B T 0+ 1) ()
By 0 By By

2. a < —1. En este caso podemos encontrar p > 0 tal que a + p =6, con 6 > —1,

de modo que,

k.0 —Boxz2 € ~Bosir
Mk:/ ir’e P ——dx.
0 xP
1
e Bom .
Pero como — < K para todo x € [0,00), se sigue que:
x

o0
— Y
e < K/ zFafe=Bor™ g
0
con > —1, que se reduce al caso anterior.

A continuacién, consideraremos los momentos p1_ ;1) con k € N. Con el cambio
. 1 o
de variable x = n podemos escribir

— o0 —(k+1),.« _Bo(r’m"'_%)d - Ootkt_(1+a) _Bo(t’ﬂ_;,_ﬂ%)dt
(k1) = A T x% z T = A e

si denotamos por & = —(1+ «) y se procede con & exactamente igual que como se hizo
con « en los casos anteriores, se concluye (I1.2.19) en cualquier caso.

En definitiva, los resultados de la subseccion anterior se pueden aplicar a las fun-
ciones peso (I1.2.18) y en particular, al peso en consideracién (I11.2.17). Nuestro objetivo
sera estimar la integral:

—(z+1/x)
/ Fla) " de, (IT.2.20)

para diferentes elecciones del integrando f. Como eleccién de la sucesion {p(n)}nen,
tomaremos la denominada situacién “ balanceada ”, es decir, p(n) = [%E] | n € N,
donde [-] es parte entera.

Bésicamente, para poder calcular las formulas de cuadratura I,,(f) = Z Njmf(Zjn)
serd necesario computar los pesos y los nodos. Para ello usaremos la relacién existente

entre las férmulas de cuadratura y la aproximacion de Padé. Sabemos que los nodos de

la féormula de cuadratura de tipo Gauss son los ceros de n-ésimo polinomio ortogonal
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w(x

@, con respecto a la funcién peso % (siendo p(2n —1) = [%] = n). En este caso
P2

concreto (ver [113]), se puede deducir una relacién de recurrencia a tres términos para

la sucesién {@Qy, }nen, a saber:

Quit(@) = (= 1)Qu(a) = 5aQu-r (), n>1,

con condiciones iniciales Qp(z) =1y Q1(z) = x — 1. Ello nos va a permitir calcularlos

recursivamente. Ahora, si consideramos el aproximante de Padé en dos puntos [n/n]

de F,(z) = /Oo w(z) dz, , esto es, [n/n]p,(2) = Py,—1(2)/Qn(2), con P,_1 € Pp,_q, se
0

z—x
demuestra que {P,},>0 satisface la misma relacién de recurrencia que {Qp}n>0 (ver

[113]), es decir ,
Po(z) = (z — 1)Py_y(z) — gmpn_Q(x), n>1

aunque, ahora, con las condiciones iniciales P_.1 =0y Py = ¢.
Teniendo en cuenta que, por la descomposicién en fracciones simples,

n/nlp, (2 :Ll_l(z) = ” _Adn_
/e (2) = L = Y

)
j=1 Z —Tjn

se desprende que
Qn(jn) ’

Se concluye, por tanto, que las formulas de cuadratura de tipo Gauss en este caso

Ajn = 1=1,...,n.

pueden ser computadas facilmente.
A efectos de comparar estas férmulas de cuadratura de tipo Gauss con las clasicas

formulas gaussianas, escribiremos

n=["te mmdm— [ e fdx— | s@B@)dz = 15(9)

con g(z) = f(x)exp(—1/x) y B(z) = exp(—z)//x. Asi, la integral Ig(g) sera es-
timada por medio de las férmulas de cuadratura de Gauss-Laguerre de orden —1/2.
Denotaremos esta férmula por:

n
=Y Bjn-g(t

J=1
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Recuérdese que I, (g) es exacta para los polinomios de grado menor o igual que
2n—1, mientras que nuestra férmula de cuadratura de tipo Gauss es exactaen A_, ,_1.
La construccién de las férmulas de Gauss-Laguerre I,,(g) requiere de los momentos
805 - - -+ 02n—1, con §; = [;° 27 exp(—x)//x dz, mientras que las férmulas de tipo Gauss
I,,(f) requieren de los momentos ¢_y, ..., c,—1. Veremos que la inclusién de momentos
¢, de indices positivos y negativos proporciona excelentes resultados numéricos.

Escogeremos como integrandos g a las siguientes funciones

W N =
o
8=
—~
8
[
|
—
=
53
02
—
8
N5

T

7 loR(177)
log(1 + x)

N O Ot

Podemos observar que los integrandos son continuos en R™, pero poseen cierta singu-
laridad en el origen a pesar de que admiten diferenciabilidad lateral en él, por lo tanto,
es bien sabido que se les puede aplicar las formulas de cuadratura gaussianas a pesar de
que como consecuencia de dicha singularidad la convergencia es ralentizada ya que los
polinomios necesitan un gran esfuerzo para reproducirla, por ello es natural usar como
funciones bases los L-polinomios ya que reproducen mejor dicho comportamiento.
Con caracter ilustrativo y a efectos de visualizar el comportamiento de los pesos w

y 3, en la siguiente figura hemos trazado las gréficas de w(x) = 2= 2 exp(—(z + 1/z))

y B(z) = a7 /? exp(~a).
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0.16 T T T T 3 T T T T
B omega(x) — | eta(x) —
0.14 - |
0.12 -
0.1 . 2 7
0.08 B 1.5 H B
0.06 . 1L |
0.04 -
0.02 . 05 7
O 1 O 1 1 1
8 10 0 2 4 6 8 10

Diag. I1.2: Gréficas de los pesos w(z) = =2 exp(—(z+1/x)) y f(z) = 2~ /2 exp(—z).

A continuacién, la grafica de la izquierda describe los nodos como funciones de k
para la férmula de cuadratura Gauss-Laguerre de 10 puntos, con linea continua y para
la féormula de cuadratura de tipo Gauss con linea discontinua. Y en la grafica de la
derecha, podemos ver los correspondientes pesos, Aj son los pesos Aj10 y Bj son los
pesos de la féormula de cuadratura de Gauss-Laguerre de 10 puntos.

100 T T T T T T T T E 1

10

le-10

0.1

0.01 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1e-20 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Diag. II.3: Nodos y pesos para las formulas de Gauss-Laguerre de 10 puntos (linea
continua) y la férmula de tipo Gauss de 10 puntos (linea discontinua)

Téngase en cuenta, como muestra la anterior figura, que los ceros del n-ésimo poli-
nomio ortogonal [,, de Laguerre se alejan hacia el infinito, huyendo de la zona en la
cual la funciéon peso (8 concentra mayor masa; este hecho viene dado al exigir que la
férmula de cuadratura sea exacta en Py,_1 en cambio, en nuestro caso, los ceros del
polinomio @), tienden, de una forma equilibrada, hacia el cero y el infinito, que es donde
el peso w posee menos masa. Esto viene determinado por el hecho de que la férmula

de cuadratura de tipo Gauss es exacta en P,_1 y en A_j, 1.
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En general, la distribucion asintética de los ceros y nodos dependerd del parametro
2n —1
0 = lim pi( )

(que en nuestro caso es § = %), como se puede deducir explicitamente
n—00 n

de los resultados cuantitativos obtenidos por Lépez-Martinez en [96] para los pesos
(I1.2.18); aunque, en general, se puede deducir de forma més intuitiva a partir del
andlisis cualitativo hecho por Van Assche-Vanherwegen en [133].

En las siguientes graficas, se exponen los trazados de las gréaficas de los integrandos
gi de la tabla anterior y de las funciones f; = g;-exp(1/x), que seréan los integrandos de
la formula de tipo Gauss. Con caracter ilustrativo, también hemos incluido las gréaficas

de las funciones (integrando completo pesado) h; = f; -w = g; - (.
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Finalmente, en las siguientes figuras, hemos dibujado a escala logaritmica, la grafica
como funciéon de n = 1,...,10, de los valores absolutos de los errores de la férmula de
Gauss-Laguerre y los de la formula de tipo Gauss. El trazo continuo corresponde a las
férmulas clasicas de Gauss, mientras que el discontinuo corresponde a las formulas de

tipo Gauss.

15 T T T T T T T T 1: T T T T T T T T

01t 3
: 0.001 | .
0.0001 F .

0.01 | i !
E 1le-05 E \\\\ 3
1e-06 R

0.001 I I I I I I I I 1e-07 L I I I I I I I I
1 1
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00001 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1e_05 1 1 1 1 1 1 1 1 b
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
0.1
0.01
0.001
0.0001
19'05 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 001 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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1e-06 L 1 1 1 1 1 1 1 1
1

Diag. 1II.4: Errores como funcién de n: |I(f;) — I.(fi)| (linea discontinua) y

115(gi) — In(9:)| (linea continua)

En el ejemplo correspondiente a la funcién fg, observamos que lirn+ flx) =00y
z—0

lil}rl f(x) = co. Por tanto, responde perfectamente a las caracteristicas adecuadas
T—1T00

para el uso de nuestras férmulas de cuadratura; en cambio, vemos que los resultados

no son muy buenos. La explicacién radica en que esta funcién posee una singularidad
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en x = o0, lo cual produce una ralentizacién numérica de la velocidad de convergencia
a pesar de que dicha singularidad es tedricamente absorbida por el peso.
En el ejemplo relativo a fr, 1ogicamente, al ser el factor e!/% absorbido por el peso,

la integral se reduce a:
—X

1) = [ tog(1+2) N

y en este caso el integrando g7(x) = log(1 + z) tiene un buen comportamiento en el

dx,

0 y presenta un crecimiento lento hacia el infinito. Por tanto, parece légico pensar
que en esta integral se obtengan mejores resultados con la formula de cuadratura de
Gauss-Laguerre ya que acumula mas nodos para valores grandes, como queda reflejado
en la grafica de los nodos.

Vemos que para las funciones f1 y f3, los errores para las férmulas de cuadratura
de tipo Gauss son iguales a cero. En el caso de f; es evidente ya que 271 € A_,, ;1
para n > 1, teniendo en cuenta que las férmulas de cuadratura son exactas en este
subespacio . La explicacién de los resultados tan sorprendentes para la funcién f3 es la

siguiente. Tenemos que :

 log x

I=1() = [ f@wi)ds= [" T exp(— (o + 1/2) ds

Llogx >~ log x
= / & exp(—(z+1/x))dx+/ g exp(—(z + 1/x)) dx
0 x 1 x
= L+ I
Si hacemos el cambio de variable z = 1/t en I, vemos que Io = —I; y se sigue que

I =0. La razén por la cual I,(f) = 0 para todo n € N, se debe a cierta simetria de la
funcién peso w(z) = 2~ Y2 exp(—(z + 1/z)).
En general, para ¢ > 0, se dice que w(z) es c-inversible en (0, 00) (ver [114]) sii

w(c/z) = %w(:p), Vz € (0,00),

también en [114] se puede encontrar el siguiente resultado:

n

Teorema 11.2.6 Si I,,(f) = Z Njinf(xjn) es la formula de cuadratura de tipo Gauss
j=1

con n puntos, exacta en A_p,—1 , con respecto a una funcién peso c-inversible w,
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entonces

Ljn =

1
c ) j = ]'7 R \‘n + J ) n Z ]‘7
Tn+1—j 2

Ajn _ Anti-jn i1 {nJrlJ’ n>1
VZin  /Tnil—jn 2

donde | x| es la parte entera de x.

Claramente, la funcién peso (I1.2.17) es c-inversible con ¢ = 1. En consecuencia, los

nodos de la correspondiente férmula de cuadratura verificaran

n—l—lJ

In+l1—jn = 1/$j,n7 J=1... L 9

Ademaés, cuando n es impar, es decir, n = 2k + 1, entonces 41, = 1. Con respecto a

los pesos tendremos:

Aj n+1
Antlojm = —2= ':1,...{ J
n+1—jn Tim ) J ) 9
Por otro lado, si f(z) = x~'/2?logz, entonces f(1/z) = —axf(z). Por lo tanto,

obtenemos para I,(f) los siguiente resultados, segin n sea par o impar

1. n = 2k:

N f(@in) + D Njnf (@jn)

j=k+1

M=

Li(f) =

<
Il
-

[)‘jmf(xj,n) + )‘n+1*j,nf(1’n+1*j,n)]

I

<
Il
—

)\j,nf(xj,n) + )\j’nf(l/l‘j,n)

‘77n

I

<
Il
—

I

[)‘j,nf(xj,n) - )\j,nf(l'jm,)] =0.

<
Il
—

2. n = 2k 4+ 1. Realizando las mismas manipulaciones que en el caso par, llegamos
a que

Lpr1(f) = Mev10f (@rg1,n) = Aeg1nlog(l) = 0.
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Asi pues, las formulas de cuadratura son todas nulas.

Como conclusién de los ejemplos anteriores, podemos decir que las férmulas de
cuadratura de tipo Gauss compiten favorablemente con las gaussianas clasicas, teniendo
en cuenta que ambas requieren el mismo esfuerzo computacional. En nuestra opinién,
una de las razones que pudiera motivar la excelencia de los resultados numéricos radica
en la distribuciéon de los nodos, como cabe deducir de la figura II.3 . No obstante,
pensamos que ain se debe hacer un andlisis riguroso y con mayor profundidad al objeto

de dar una respuesta categorica a tal conjetura.

Como comentario final a éste andlisis numérico, estimamos oportuno hacer la
siguiente advertencia: las limitaciones de las férmulas de cuadratura gaussianas son

bien conocidas. La convergencia es considerablemente lenta cuando el integrando posee

¢ b

algin comportamiento ¢ poco regular ” cerca del intervalo de integracién. Nuestros
ejemplos confirman esta circunstancia: el integrando g(x) contiene el factor ez y
cuando el peso (3(z) no lo compensa, entonces la convergencia es muy lenta. Este tipo
de comentario también es aplicable a las férmulas de tipo Gauss. No obstante, con
caracter general, y a la vista de los ejemplos expuestos, podemos decir que la conver-
gencia de las férmulas de cuadratura de tipo Gauss es més rapida. Si bien es verdad, que

se pueden encontrar ejemplos donde tal cosa no sucede (véase por ejemplo el ltimo),

en los cuales las férmulas gaussianas proporcionan mejores resultados.

Por otro lado, desde el punto de vista de una integracién numérica de caréacter
practico, uno podria preferir usar las llamadas reglas de integracién automatica (adap-
tativas, iterativas, etc.), que incluyen técnicas sofisticadas que van mucho més lejos del
tipo de regla que hemos estudiado en esta memoria (para més detalles, véase [42, Cap.6]
y referencias que se pueden encontrar alli). En modo alguno las llamadas férmulas de
tipo Gauss presentadas en esta memoria pretenden competir con tales integradores
automaticos. Nuestro interés en estas férmulas es principalmente tedrico, motivado

por su estrecha relacién con los aproximantes de Padé bipuntuales.

Finalmente, cabe consignar que en la bibliografia consultada muy pocos experi-
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mentos numéricos han sido desarrollados, siendo los presentados en esta memoria una

primera aportacién en tal sentido.

I1.3 Férmulas de cuadratura en [0,b)

En esta seccién supondremos que la medida dy esta soportada en un intervalo acotado
de [0, 00), més concretamente, en intervalos de la forma [0, b]. Asi pues, nos ocuparemos

del calculo de las integrales del tipo:

/0 b)) (I1.3.21)

con 0 < b < 0o, donde la medida dy sigue verificando las mismas propiedades que en
la seccién anterior, entre otras, la existencia de sus momentos tanto positivos como
negativos. Tal circunstancia aconseja la utilizacién de los L-polinomios como funciones
base de interpolacién para construir formulas de cuadratura que, en ciertos casos, sean
mas eficientes que las clésicas (como asi demuestran Jones-Njastad-Thron, pioneros en
este tipo de estudios en [81]). Estamos pues, en la misma situacién que en la seccién
anterior, con la ventaja de que aqui podemos usar el hecho de que los polinomios
son densos en el espacio de las funciones continuas en [0,b]; por lo tanto, siempre
que involucremos a éstos no habra dificultades con la indeterminacién del problema
de momentos. Esto, ademéas, nos va a permitir obtener estimaciones de tipo Jackson.
Nuestro andlisis estd inspirado en [81].

Iniciamos nuestra exposicion recordando que los aspectos algebraicos estudiados en
la seccién anterior siguen siendo vélidos aqui. En base a los argumentos dados en el
primer capitulo, asi como en la seccién anterior, comenzamos primero estudiando los
resultados de convergencia para las férmulas de cuadraturas gaussianas, para luego
concluir con los resultados sobre las FCI. El primer resultado, como punto de partida,

es el siguiente, siendo su demostracién inmediata.

Teorema I1.3.1 Supongamos que {p(n)}nen satisface que nhngo[n —p(n)] = co. En-
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tonces, las FCG verifican:

lim I,(f) =1(f), Yfe€R(p),

n—oo

siendo R(p) el conjunto de las funciones Riemann-Stieltjes integrables con respecto al
integrador dp.

Demostracién:
n

Sabemos que los pesos son positivos y satisfacen Z Ajn = co. Como lim [n—p(n)] =
n—oo
j=1
00, las FCG son exactas, para un n suficientemente grande, para cualquier polinomio.
Basta ahora aplicar el teorema de Steklov (ver Teorema 1.2.8, pag.53), que afirma que

todas las formulas de cuadratura que converjan para los polinomios y tengan los pesos

positivos convergen para R(y), concluyéndose asi la demostracion. |

Observacién 11.3.1 Conviene serialar que el resultado es independiente de las poten-

cias negativas para las que son exactas las FCG.
Si incluimos informacién a este respecto, obtenemos el siguiente:

Teorema I11.3.2 Supongamos que {p(n)}nen satisface que lim [n — p(n)] = oo y de-
n—oo

notamos m = supp(n). Entonces la sucesion de FCG verifica:

neN
Siendo Fn,([0,0]) el congunto de las funciones F(x) = LQ;) donde f € R(p) yl € N :
x

I <m. SifeC(0,0b]), ademds,

[I(F) = In(F)| < 2¢1Map 1 (f)

para un n suficientemente grande, donde My(f) es el denominado error minimaz, esto

[N

M (f) = min [[f = Plles, k=0,1,...

PePy
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Demostracién:
Por un resultado cldsico sobre las funciones Riemann-Stieltjes integrables (ver [131]),

sabemos que si M es la constante definida por:

M =max{| inf f(z)|,| sup f(2)|},
z€[0,b]

z€[0,b]

entonces para todo € > 0, existen dos polinomios p y P verificando
~M —e<plx)< f(zr) <Plx)<M+e Vzel0,b
y (11.3.22)
[ 1P@) —p@)] dote) < ¢
Sea € > 0 fijo y p y P verificando (I1.3.22). Entonces:
P)—px) < (M+e¢)—(—M —€) =2(M +¢€), z€][0,b],
con lo cual, se obtiene
[1P@) ~p@)Pdeta) < [ 200+ OP@) - p@)ldole) < 260 40, (11323
Si ahora definimos R(x) = x~'P(z) y r(z) = 2 'p(z) (que son L-polinomios) y apli-
camos (I1.3.22), se sigue que:
r(z) < F(z) < R(z), VYae/(0,Db]. (I1.3.24)

Como nhrrolo[n — p(n)] = oo, existe un ng € N tal que para todo n natural, n > ng, se
tiene:
re Rp(Qn—l) y Re Rp(Qn—l)'

de donde

b n
/ r(z)dp(z) = Z)\mjr(xn] / R(x)dp(x Z AnjR(xn 5).
0 =

Usando la desigualdad de Schwarz y la estimacién (11.3.23), podemos escribir:

() ) = 18- = [ PO D

b 1/2
/ x_zldgo(ac)]
0

26(M + E)C_Ql. (11325)

IN

b 1/2
[ | P —p(xn?dso(x)]

IN
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Finalmente, para todo n > ng, de (11.3.24)-(I1.3.25) obtenemos

[I(F) = I(F)| = [I(F) = I(R) + I(R) — In(F)|

IN

[I(F = R)| + [[(R) — In(F)|

IN

I(R(z) — F(x))+ In(R—F)

< I(R(z)—r(z)+I,(R—71)
< 2y/2¢(M + O)c_a.

Esto prueba la primera parte del teorema.
Ahora, suponiendo que f es continua, si denotamos por Ps,_1 a cualquier polinomio
de grado menor o igual a 2n—1y por L, [F] al L-polinomio interpolador de F', y tenemos

: 1 :
en cuenta que para un n suficientemente grande la FCG es exacta para —, se tiene
x

que:
H(F) = L(P)] < | fg (55 = 222 dp(a)| + | Jy (2252 — La[F)() ) dio(w)
< pona(f) et Sy Ay | (P25 an) - L) )|
= pan—1(f) (C—z + 3 0n /\j,nxiy)
= 2cypan-1(f)
lo que concluye la demostracién. [ |

Observacion I1.3.2 Si en el teorema anterior m = oo, entonces el teorema es cierto

para cualquier funcion F(z) para la tal que exista un k de forma que zk F(x) € R(p).

Observacion I1.3.3 El mismo argumento sirve para demostrar un resultado andlogo

tanto para las FCO como para las FCT.

Seguidamente, nuestro objetivo es extender el resultado cldsico de Erdds-Turdn [57].

Para ello, definimos el siguiente conjunto funcional:

F0,b) ={F :[0,b] = R: F(z) =2 " f(x) para algin m entero m >0, f € R(p)}.



118 Capitulo II. Férmulas de cuadratura basadas en polinomios de Laurent

Para esta clase de funciones, I(F') existe como integral de Riemann-Stieltjes en sentido
impropio, ya que f es Riemann-Stieltjes integrable y los momentos fé’ x™dp(x) existen
para todo entero m, y R(p) es cerrada para la multiplicacién. Ademas, F([0, b]) también

lo es, por lo que si F' € F([0,b]), se tiene que F? € F([0,b]). Asi, podemos enunciar:

Teorema I1.3.3 Sea F' € F([0,b]) y supongamos que la sucesion {p(n)}nen es tal que
Jirgo[n—p(n)] = nlirgop(n) = 00. Entonces, la sucesion {L,[F]}nen de los L-polinomios

que interpola a F en los nodos de la FCO converge a F en La(dy), es decir,

b
Ji | ZalF) = I = Jim [ Lu[F)(@) = F(@) Pdp(a) = 0.

n—oo

Demostracién:

Sea F(x) = f;i), entonces

[ 1aFi) - FPae) = [ FEPde@ [ LF@ P -2 [

Y como,

Ln[F] € Ru-1 = Apn—1)q(n—1)
se sigue que
(LnlF1)? € A_gp(n-1),24(n-1) € Aep(m)—p(n—1),q(n)+a(n—1)>

donde la FCO es exacta. Por lo tanto,

1 (ILalFIP) = 3 Aug Ll F)(@ng)? = In(F2).

Jj=1

Por otro lado,

(w)dp ()

Y teniendo en cuenta que las FCO convergen para esta clase de funciones (ver obser-
vacion I1.3.3), se sigue

lim I,(F?) = I(F?),

n—oo

(z)dp(z).

2 b b
<{ [rwraoH [eirera ) - e
0 0
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de donde tenemos

lim sup /Ob|F(x) [F)(2)|?dp(x) < 4 / 2)2dy(x) (I1.3.26)

n—oo

Ahora, si fijamos € > 0, usando el mismo resultado que en la demostracién del teorema
anterior, existe una constante positiva M y un polinomio g(z) tal que —M —e < f(z) <

q(x) < M +¢€ Ve e[0,b] y

[ 156 - at@)ldote) < ¢

Asi, para cualquier k£ > 1,
[ 156~ a@Fapta) = [ 15) - @17 - a@ldaa) < 2701 +

Si definimos Q(z) = qu)’ entonces (tomando k = 4), se tiene

b x
[ 1#6@ - Q@Pdste) = [17@) - P
b 1/2 b . 1/2
< { / !f(w)—q(m)!4d<p(x)} { / dffm)}
< Ve2(M + )32 /e am. (11.3.27)

Como a partir de un n suficientemente grande se cumple que Lg = @, podemos escribir
F—Ly[F]=F-Q+Q—Ly[F|=F—-Q— L, [F - Q].

Teniendo en cuenta que F' — @ € F([0,b]), junto con (I1.3.26) y (I1.3.27), se tiene que

n—oo n—oo

[ / (o) de()
< 4y/el2(M + e)]3/2m.

b b
limsup/o |F(2) = La[F(2)Pdip(z) = limsup/ (F = Q)(x) — Ly %(x)*dp(x)

IN

lo que implica que
b
limsup | [F(z) = La[F]()]2dp(x) = 0

n—oo 0

concluyéndose asi la demostracion. [ |
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Observacién 11.3.4 Este resultado fue obtenido por Njastad en [104] para la eleccion

particular p(n) = [2£2].

Observacion 11.3.5 Procediendo de forma andloga se consigue el mismo resultado con

los nodos de las FCT.

A continuacién vamos a estudiar las FCI. El siguiente resultado es una consecuencia

de la combinacién de la teoria clasica y la teoria de los L-polinomios.

Teorema 11.3.4 Sea k una funcion en general compleja verificando:

@),
/0 (@) dr=K; < (I1.3.28)

donde hemos supuesto que dp es absolutamente continua y @' es su derivada positiva
casi por todo e integrable Lebesgue. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, si denota-
mos por {I,(F)}nen la sucesion de FCI con los nodos de la FCT. Entonces, tenemos

que

lim I,(F)=I(F), YFe€F(0,b]), siendo I(F)= /Ob F(z)k(zx)dx < co.

n—oo

Ademds, existe una constante positiva M tal que

I(f) = In(f)] < Mpym—1)(f), Vf€C[0,]. (11.3.29)
siendo g(n) =n —p(n), ¥n € N.

Demostracion:
Senalemos, para empezar, que por la condicién (I1.3.28) las funciones de F([0,b]) son
integrables Riemann-Stieltjes con respecto a k(z)dx . La convergencia en F([0,b]) se

debe al teorema anterior (ver observacién I1.3.5) y al uso de la desigualdad de Schwarz,

ya que

b b
|| F@k@)de = 1) < [ 1F(@) = Lu[F) @) () da

3 a0\
= (/ObF(x)—Ln[F](xNZcp'(x)d;c) </Ob !l;(,(ig dx)
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donde L,[F](x) denota al L-polinomio interpolador de F'.

Para la demostracién de la segunda parte procederemos de la siguiente forma. Sea
P,[f] el polinomio que interpola a f en los mismos nodos Sabemos que I,(f) =
I(Ly[f]), olo que es lo mismo, que I, ( / P, dx donde f(z) = 2P f(z).

Asi, usando (I1.3.28) y la desigualdad de Schwarz, obtenemos:

b b _ - T
[ 5@ - LA k@ il = | [ f(ﬂf)—Pn[f](ﬂf)gj((n_)l)dxl

< w} (/1760 - P i)

Ahora, sea {m,}nen la sucesion de polinomios minimax para f. Es bien conocido

(Teorema de aproximacion de Weierstrass) que

lim [|f — mpllec = hm pn(f) = 0.

n—oo

Y como p(n—1)+q(n—1) = n—1, se sigue que P, [fn] = fn , si fn(z) = 2P~ 1)Pq(n_1)(x),

con Py(,—1) un polinomio de grado a lo sumo q¢(n — 1); por tanto,

VF = Palflliaaon) = 1F = Fu+ Fo = Palflllcaaon)
< 1F = Fallzatagn) + IPALF = Filllzatagn)
< By ny(F) + I1PulF = Falllna(apn):
do

r2p(n—1)"

Finalmente, las propiedades de ortogonalidad de los L-polinomios de Lagrange en

donde hemos denotado por dy, =

el caso Tchebyshev nos conducen a

1Palf = Fll Bty = IT([f - %_DJ?)
= Z A xn,g q(n—l)(‘rn,j)]z < pg(n—l) (f) Z /\777:]
j=1

= Pn(f) /0 dp(a)

donde el superindice T denota que se trata de la FCT asociada a ¢’. Si hacemos

M = 2(K100)%, se obtiene (IL.3.29). [ |
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Observacién 11.3.6 Vemos que usando los resultados de Jackson podemos estimar la
velocidad de convergencia de la sucesion {I,(f)}nen en funcion de la reqularidad de la

funcion f.

Observacion I1.3.7 Se consiguen los mismos resultados al escoger en {I,(f)}nen
como nodos los de la FCO, ya que que sus L-polinomios de Lagrange también son

ortogonales.

Ademss, siguiendo la misma linea que en el caso no acotado, podemos demostrar que:

Teorema I1.3.5 Supongamos que {p(n)}nen satisface lim p(n) = lim [n—q(n)] = co.
n—oo n—oo

Sea k una funcion compleja integrable Lebesque que verifique:
b 2
/0 “;E?m))dx < 0.
Supongamos que escogemos como nodos de la FCI asociada a k los nodos de la FCO
de ¢'. Entonces
lim L,(f)=1(f) Vfe€F[0,b].

n—oo

y ademds
n b
Jim 3% gl @) = [ F@lk(@)ldz, S € Fo,bl.
j=1
Demostracion:
Para la demostracién, se procede exactamente igual que en el Teorema I1.2.5 . [ |

Solo resta decir que en base a la estrecha relacién con los aproximantes de Padé,
puede probarse que hay velocidad geométrica de convergencia (para el caso de integran-
dos holomorfos), obteniéndose estimaciones ain mejores que las dadas en los teoremas
anteriores. En este sentido véase el capitulo 3, en la seccién relativa a las aplicaciones

a férmulas de cuadratura.



Capitulo III

Aproximantes tipo Padé en dos
puntos

En este capitulo nos centraremos en el estudio de los aproximantes de Padé y tipo
Padé. Tal y como se tratd en el primer capitulo, los aproximantes de Padé constituyen
una extensién natural a la familia de funciones racionales de los polinomios de Taylor;
es decir, se trata de escoger de una clase de funciones racionales a aquella que posea
mayor contacto local con la funcién a aproximar. Cuando el contacto se realiza en dos
puntos surgen asi los denominados aproximantes de Padé bipuntuales o en dos puntos,
de forma abreviada AP2. Si poseemos cierta informaciéon a priori, como por ejemplo
el dominio de holomorfia de la funcién, obtenida a partir del conocimiento explicito de
la funcién a aproximar o por otros medios, es muy util usar dicha informacién, ya que
ésta permite obtener buenos resultados para una familia mas amplia de funciones que
cuando se usan los aproximantes de Padé propiamente dichos.

Asf pues, sea f una funcién holomorfa en un dominio Q de C (plano complejo
compactificado). Si 0 € Q , se sabe que la funcién admite el siguiente desarrollo en

serie en potencias de z:
o0
k
()= fu®,
k=0

el cual es absoluta y uniformemente convergente en compactos de {z € C/|z| < a} a f,
siendo a = inf{|z| / z € C\Q}. Vemos que del dominio de holomorfia €2, puede quedar

una regiéon en la cual no se puede aproximar la funcién mediante su desarrollo en serie

123



124 Capitulo III.  Aproximantes tipo Padé en dos puntos

de potencias, siendo por lo tanto insatisfactorio su uso. En este sentido, el aproximante
tipo Padé optimiza esta informacién y consigue aproximar a f en todo el dominio €2,
en el sentido de que podemos construir sucesiones de tales aproximantes que convergen
a f uniformemente en compactos de 2. En este contexto hay dos tipos de problemas:
uno es el que acabamos de describir, cominmente llamado caso clésico, y el otro se
produce cuando 0 € 9(2), es decir, cuando el punto en el que interpolamos esté en la
frontera del dominio de holomorfia; entonces, el anterior desarrollo se convierte en un
desarrollo asintético. En nuestra investigacion hemos dado respuestas parciales a estas
dos situaciones en el caso bipuntual.

Con el fin de estructurar nuestros resultados, hemos dividido este capitulo en cuatro
secciones. En la primera seccion, desarrollaremos los resultados relacionados con el caso
clésico. En la segunda, abordaremos el caso en que la interpolacién se realiza en puntos
de la frontera. En la siguiente seccion, haremos una generalizacién al caso multipuntual
que, aunque no totalmente novedosa, es fruto del conocimento adquirido a lo largo de
nuestro doctorado y nos permitird afrontar nuevos problemas en el futuro. Finalmente,
en la cuarta y ultima seccién, expondremos las aplicaciones de nuestros resultados a

las férmulas de cuadratura.

I11.1 Aproximantes tipo Padé en dos puntos para el caso
clasico

Hemos desglosado esta seccién en dos subsecciones: Una que contiene los resultados

tedricos y otra con algunos experimentos numéricos.

III.1.1 Aspectos tedricos

Supondremos conocido el dominio de holomorfia €2, asi como los desarrollos de Taylor
de la funcién en dos puntos que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
son el origen y el infinito, contenidos ambos en el dominio de holomorfia. Es decir,

partiremos de una funcién f holomorfa en €2 tal que 0, 0o € €. Por lo tanto, f admitira
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sendos desarrollos en serie de potencias del tipo:

fo(z) = i fr 2 cuando z — 0 (IIL.1.1)
k=0
foo(2) = }if;; (Zik) cuando z — o0, (II1.1.2)

donde ambos desarrollos en serie convergen absoluta y uniformemente en subconjuntos

compactos de
Dy={z€C/|z| <a} y Do ={2€C/|z| > b}

respectivamente, donde a = min{ |z| /2 € K} yb=max{|z|/z € K}, con K = C\Q un
subconjunto compacto de C (sin pérdida de generalidad, hemos supuesto que f(o0) =
0). Como hemos mencionado, el hecho de considerar como puntos de interpolacién el
origen y el infinito no es relevante, ya que mediante una transformacién de Mdbius
adecuada siempre podemos reducir nuestro problema a esta situacién, al ser la clase de
las funciones racionales de orden n (a la que pertenecen los aproximantes con los que
vamos a trabajar) invariante para este tipo de transformaciones.

Vamos a recordar brevemente la definicién de aproximante tipo Padé bipuntual,
asociado a fo v a foo. A tal efecto, consideremos dos nimeros naturales k y n, verifi-
cando 0 < k < n y una familia de polinomios {7}, } men tal que para cada m € N, T,
es un polinomio de grado m y 7,,(0) # 0. Entonces, existe un tnico polinomio P,
de grado a lo sumo n — 1, verificando

Pn,l(z)

fO(Z)_T(z) = 0" , z—0
foo(z)]w - 0(#) , 2o o0

n—1

v a la funcién racional se le denomina aproximante tipo Padé de f en dos puntos,

n
abreviadamente ATP2, asociado al esquema de polos al que da lugar la familia de
polinomios {7}, }nen, y lo denotaremos por (k/n)y¢.

Supongamos que €2 es de conectividad finita y que su frontera no contiene ningtin

punto aislado, es decir, K = C\Q estd formado por una unién finita de continuos
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(compactos y conexos) que no se reduzcan a un punto. Se sabe que bajo esta situacién
siempre existe una curva cerrada de Jordan I" (o una unién finita de curvas cerradas de
Jordan, una para cada componente de K) que rodea a K, de forma que el origen esté

n
en el exterior. Asi, si (k/n); es el ATP2 de f con denominador 7T),(z) = H(z — bi),
k=1
donde los b; no son necesariamente distintos, entonces usando la representacién integral

de Hermite del error en la interpolacién racional con polos fijos, ver [137, pag.186-187],

obtenemos

Lema IIL.1.1 Sea Q un dominio del tipo que acabamos de describir, tal que 0 y oo

estén en €. Entonces, para todo z € Ext(D)\{b; /i =1, 2,..., n} se tiene que

2k n
f(z) = (k/n)s(z) = 2T (7] ﬁ Z(_t)j)(tt,fdt. (TI1.1.3)

Observar que en dicha expresion también se recogen las situaciones clasicas de k =0y
k = n; esto es, aproximantes tipo Padé en el infinito y en el origen, respectivamente. A
partir de la férmula del error ( I111.1.3) se deduce que la convergencia de los aproximantes
tipo Padé depende exclusivamente del comportamiento asintdtico de los polinomios

{T }nen. Surge asi la siguiente definicion.

Definicién II1.1.1 Se dice que una sucesion de polinomios mdnicos {Tpnen €s ex-

tremal con respecto al compacto K si satisface
Th(2)|" = 1Cap(K) - [¥(2)]  en Q, (IIL.1.4)

donde Cap(K) es la capacidad logaritmica de K y 1 es la transformacion conforme de

Q en el complementario del disco unidad, tal que el infinito permanece invariante.

¢

Este comportamiento “ extremal ” implica que los ceros de esta familia de polinomios
se acumulan asintéticamente en K. Existen familias de polinomios {7, } ey con dicha
propiedad, como pueden ser los de Tchebyshev asociados a todo compacto con infinitos

elementos, los de Fekete, Leja, etc. (ver [118]).

'Recordar que por f,(z) = f(z) en Q denotamos la convergencia uniforme en compactos de .
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De ahora en adelante, {k(n)}nen serd una sucesién de niimeros enteros no negativos

k(n
tales que 0 < k(n) <ny nlingO (—) =0, con 0 < <1. Ahora, estamos en condiciones
— n

de enunciar nuestro primer resultado de convergencia.

Teorema II1.1.1 Supongamos que f y K wverifican las condiciones anteriores y que
{T}nen satisface la propiedad (111.1.4) y 0 = 0. Entonces, la sucesion {(k(n) /n)}, oy
converge a f uniformemente en subconjuntos cerrados de 2 y ademds lo hace con ve-

locidad geométrica, verificandose:

T 1) = (k) )7 < s

Demostracion:

Sea C, ={z € C/|Y(z)] =~} (y>1) una curva de nivel de la transformacién . Si
K es conexo, C, es una curva de Jordan cerrada que rodea a K. En el caso en que K es
una unién finita de conexos, cuando v es lo suficientemente préximo a 1, C., consiste
en una unién finita de curvas cerradas de Jordan tal que cada una rodea a una y sélo
una de las componentes conexas de K. Si ahora usamos la férmula del error (II1.1.3)

con I' = C,, llegamos a que

k() L
&) = (ki) /)5(2) = s f

para todo z € Ext(C,) : T,(z) # 0, de lo cual se tiene

- max ,
teCy

donde M es una constante positiva. Asi, aplicando la raiz n-ésima y teniendo en cuenta

k(n) Tn(t>

th(n)

z

[f(2) = (k(n) /) (2)] < M e

que {Ty}nen satisface (I11.1.4), que § = 0 y que Ext(C,) = {z € C/[¥(2)| > v},

obtenemos:
Tim |£(2) = (k(n) /) (2)]" < | w(”z” <1, VzeEat(C,).
Asi, si hacemos tender 7 a 1, concluimos facilmente la demostracién. [ |

Observacion III.1.1 Conviene aclarar que el hecho de que 8 = 0 no significa que la

interpolacion se dé exclusivamente en el infinito, ni tan siquiera que el nidmero de veces
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que se interpola en el origen permanezca acotado. De hecho, la situacion es bastante

mds general, permitiendo por ejemplo que k(n) = [\/n], siendo [-] la parte entera.

Para la otra situacién limite, § = 1, cuando asintéticamente sélo estamos inter-
polando en el origen, la eleccién del teorema anterior no es 6ptima ya que sélo nos per-
mite demostrar, siguiendo el mismo procedimiento, que hay convergencia geométrica
en G={zeC/|Y(z)] > %}, dominio que estd estrictamente contenido en ; incluso
si Cap(K) > a, entonces G se reduce a un dominio acotado que contiene al origen.

Otra lectura del resultado obtenido en el teorema anterior seria que

T |/(2) = (k(n) /n) (=) < e792>)

n—oo

para todo z € Q, donde gq(z,00) es la funcién de Green de Q con singularidad en
el infinito, dado que |[¢¥(2)| = e92(5:%) v est4 garantizada su existencia al ser Q de
conectividad finita y tal que su frontera carezca de puntos aislados. Esto sugiere que
cuando la interpolacién se realiza asintoticamente en el origen, 8§ = 1, debemos escoger

{T }nen de tal forma que el resultado que se obtenga sea

T |f(2) — (k(n) / m) ()| 7 < e 9GO

n—0o0

donde ga(z,0) es la funcién de Green de €2 con singularidad en el origen, teniéndose
que e9220) = |y(2)| , siendo x la transformacién conforme de Q en el complementario
del disco unidad de tal forma que el origen se transforma en el infinito. Por otro lado,
se sabe que go(z,0) = 9971(%, ), donde Q' ={ze€C/ % € Q}. Teniendo en cuenta
que C\Q_l = K1 siendo a su vez K~! un compacto con las mismas propiedades
topoldgicas que K, deducimos que si escogemos {Tn}neN extremal con respecto a K !

y definimos T},(z) = Z"Tn(%) (“ polinomio reciproco "), se sigue que:

= Cap(K~Y)|x(2)] en \{0}. (IIL.1.5)

Procediendo de forma andloga al teorema anterior, considerando ahora C, = {z €

C/|x(z)| =~} con 7 > 1, obtenemos el siguiente resultado .
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Teorema II1.1.2 Sean f y 2 como en el teorema anterior y {1, }nen tal que satisface
(I11.1.5) y 0 = 1. Entonces, la sucesion {(k(n) /n)s}, oy converge a f uniformente en

subconjuntos cerrados de 2, con velocidad geométrica, teniéndose que

<1 VzeQ.

3=

T IS(2) = (k) [ (I < (s

Ahora, estudiaremos el caso propiamente bipuntual, es decir, cuando 0 < 6 < 1.
En este caso, las elecciones sugeridas tanto por el Teorema III.1.1 como por el Teorema
II1.1.2 no son buenas, ya que como vimos en una observacién anterior, la bondad de
la eleccién depende de la geometria del dominio €2; pudiéndose demostrar que para la

eleccién del Teorema II1.1.1 sélo se garantiza la convergencia en el dominio

2|

ee/wen> ()

obteniéndose para la eleccion del Teorema II1.1.2, la regién

ee/ > (1)1

2|

Con el fin de recuperar todo el dominio, debemos buscar una eleccién de {7}, } nen con

un comportamiento intermedio, surgiendo entonces el siguiente resultado.

Teorema II1.1.3 Tomando f y Q como en los teoremas anteriores, sea {h(n)}nen
la sucesion definida a partir de {k(n)}nen, de forma que h(n) = n —k(n) ,¥n € N.
k(n)

Supongamos ademds que lim ——= =60, con 0 <0 <1, y que escogemos la sucesion
n—oo N

{T) }nen de la siguiente forma:
To(2) = Lin) (2) - Ly (2) (I11.1.6)

donde { Ly, }nen es extremal en K y f/n(z) = z”ﬁn(%), siendo {ﬁn}neN extremal en K1,
Entonces, la sucesion {(k(n)/n)¢}tnen converge a f uniformemente en subconjuntos

cerrados de 2, con velocidad geométrica, verificindose

T |£(2) — (k(n) / n) ()% < !

<1l , VzeQ.
oo (=) "0 x ()|
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Demostracién:

Definamos ¢ = (1)'~%(x)?, la cual es una funcién holomorfa en Q\{0, c0} que alcanza el
valor minimo en 0(2), donde ¥ = 1. Si consideramos, como en los teoremas anteriores,
C,={2€C/|¥(2)] =~ } cony > 1, una curva de nivel de la funcién ¥, y aplicamos el

lema III.1.1, con I' = C, teniendo en cuenta (III.1.4), (III.1.5) y (IIL.1.6), obtenemos

—_— 1 Yy
T 17G) = (hin) )P < s < 1 92 € Bat(C)

de donde, haciendo tender v a 1, concluimos la demostracién. [ ]

Obsérvese que en el caso particular, muy frecuente en las aplicaciones, en que 0(€2)
es un intervalo (por ejemplo: Funciones tipo-Markov), es bien conocido que la misma
ratio puede obtenerse mediante el uso de polinomios ortogonales con respecto a ciertas
medidas variantes (véase, por ejemplo, [34]). En efecto, si 9(Q2) = [a,b] (0 < a < D),
bastara elegir T;, como el n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a

_do (x)

doy, (z) = —2R()” siendo o >0 cp.t.en [a,b].

Sin embargo, nuestra eleccién de T, (I11.1.6) presenta la ventaja de ahorrar el cdlculo
de polinomios ortogonales con respecto a medidas variantes, con la consiguiente mejora
en la eficacia computacional.

La idea, utilizada en el Teorema III.1.3, basada en la descomposiciéon del denomi-
nador, nos va a permitir obtener un resultado andlogo de convergencia para el caso en
el que €2 no es conexo, sino de la forma € = Qy U ., donde gy y Qs son dominios de
Jordan, en el sentido de que sus respectivas fronteras son curvas de Jordan cerradas,
y tales que Qo N Qs = @, con 0 € Qy vy 00 € Q. En lo que sigue, denotaremos por
Fop=0(Q) y I'nc = 0(Qeo). En esta situacién los desarrollos (I11.1.1) y (III1.1.2) con-
vergen absoluta y uniformemente en compactos de Dy y Dy, respectivamente, donde
ahora a = {IGlILI(} It| y b= max |t|. Seguidamente, enunciamos un lema que nos va a decir

cémo elegir la descomposicién del denominador. A tal efecto, vedse [137, pag.214-215].

Lema III.1.2 1. Sea C una curva de Jordan que contiene al origen en su interior

y g(z,00) la funcion de Green del Ext(C) con singularidad en el infinito. Si
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denotamos por { Ly }nen a la sucesion de polinomios tal que el grado de Ly, esn y

g |dt|

escogemos sus ceros equidistribuidos sobre C con respecto a la medida do = 5.5,

donde v es la normal exterior de C y |dt| el pardmetro arco sobre C, entonces se

verifica:

Lo (2)|7 = Cap(C)|w(2)|  en Ext(C).

Y ademds,

ILn(2)|7 = Cap(C)  en Int(C)

donde ) es la transformacion conforme del Ext(C) en el complementario del disco

unidad, conservando el punto del infinito.

2. Sea g(z,0) la funcidn de Green del Int(C) con polo en el origen. Sea {Lp}nen

una sucesion de polinomios tal que L, tiene grado m y sus ceros son elegidos

equidistribuidos en C segin la medida do’ = —@%. Se sigue que:
fim | £2(2)| x(z)]  en Int(C)\{0}
n— oo zn =X )
Y por otro lado,
. 1
L n
‘ n(2) =1 en Ext(C) .
Z?’L

siendo x la transformacion conforme del Int(C) en el complementario del disco

unidad, tal que x(0) = oco.

Si ahora escogemos la descomposicién (I11.1.6):

Tp(2) = L) (2) - Liny(2) (ITL.1.7)
donde {Ljn)}tnen se toma de tal forma que los ceros de Ly, (2) son h(n) puntos
equidistribuidos en I's, segin el apartado 1. del lema anterior (tomando C' = T'w) v
la sucesién {Ek(n)}nEN de tal forma que los ceros de f}k(n)(z) son k(n) puntos equidis-
tribuidos en I'g segtin el apartado 2. del mismo lema (tomando ahora C' = I'y), entonces

podemos concluir el siguiente resultado:



132 Capitulo III.  Aproximantes tipo Padé en dos puntos

Teorema II1.1.4 Sea f holomorfa en ) con las propiedades que acabamos de describir
k
y sea {Tp}nen una sucesion de polinomios verificando (II1.1.7), con nlingo(—n) =0,
—00 n

0 <60 < 1. Entonces, la sucesion {(k(n)/n)s}, oy converge a f en subconjuntos

cerrados de Q); teniéndose, ademds:

) W si z € Int(Ty)
SN HORICOVONCIEES S
W S z € E.Tt(FOO) .

Demostracién:
Definamos las curvas de nivel Cp = {z € C/ |x(2)] =1+€} cone >0y Cxx = {2 €
C/ |Y(z)|=1+¢€} con € > 0. Entonces Cy C Int(I'y) y Coo C Ext(I's) . Asi, usando

el lema (III.1.1), obtenemos:

Zk n n
£(2) = (k(n) /) () = {fc defc T(t)f(t)dt} |

21T, (2) o (t—2)tk o (t—2)tk
Ademas, sabemos que:

L[ [CapT) () s € Eat(Ty)

T(2)
zk(n)

=

[Cap(Too)]* = x(2)]° si ze Int(Ty) .

Separando nuestro estudio por regiones, si z € Int(Cy), entonces

S s I le I lle. "
nh_)ngo‘f(z)_(k(n)/n)f(/z”" < Jinolo To(2) - To(2)
| ke | | Sk |
1 0 1 Y]
< max{( +6€)’ (1+¢€) v,

IX(2)1? 7 [x(2)]
Con lo cual si € y € tienden a cero, se concluye que es cierto el teorema para z € Int(Ty).
De forma anéloga se procede con z € Ext(Cy ), concluyendo asi la demostracién. H
De hecho, en cualquiera de las situaciones anteriores se puede obtener un teorema
para funciones meromorfas en ) cuyas tinicas singularidades sean polos finitos distintos
del origen. Pero para ello debemos usar otro tipo de aproximantes, permitiendo que
parte de los polos queden libres, es decir, que no estén todos fijados de antemano.
Vamos a recordar brevemente esta definicién. Sean {my, tnen v {p(n)}nen dos suce-

siones de enteros no negativos verificando 0 < m, < ny 0 < p(n) < n+m, . Sea
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{T}} ken una sucesién de polinomios tal que 9Ty, = k y T3(0) # 0 ,Vk € N. Entonces,

existen dos polinomios no nulos Q,, v P,—1 verificando:

1. an EPm, ¥y P, €P,1

‘ an (Z)Tnfmn (Z)f(z) - Pnfl(z) _

2 o) =0@) , z—=0  (ILL8)
an (Z)Tnfmn (Z)f(Z) - Pnfl(z) . 1
3. Zp(n) = O(W) N z — OO
A la funcién racional
Pn—l
T G T

se le denomina aproximante tipo Padé en dos puntos de f con respecto a la sucesién
{p(n)}nen asociado a la familia de polinomios {7}, }nen con {my, }nen polos libres, que
es tnico (es el andlogo a la m-ésima fila de la tabla de Padé ya que los polos fijos
estdan situados en el infinito). Obsérvese que por las condiciones (II1.1.8), si hacemos
my, = 0, Vn , entonces el denominador T, estaria totalmente fijado de antemano,
dando lugar al ATP2. Por otra parte, si hacemos m,, = n, recuperamos el AP2.

De ahora en adelante, tomaremos m,, = m para cada n (n > m). Estamos en

condiciones, pues, de dar el siguiente resultado general.

Teorema II1.1.5 Sea f una funcion meromorfa en 2, con m polos contando multi-
plicidades. Sea {p(n)}nen una sucesion de enteros no negativos tal que para cada n,

0<pn)<n+my limM

=0 € [0,1]. Consideremos ademds dos sucesiones
n—oo n

{k(n)}nen y {h(n)}nen de enteros no negativos verificando:

p(n)=p(m)+k(n), 0<k(n)<n—-m y k(n)+h(n)=n—-m , n>m.

Si escogemos {Tp tnen tal que Ty—pm(z) = Ek(n)(z)Lh(n) (z) como en el Teorema II1.1.3,
entonces {mn(f)}nen converge a f uniformemente en cerrados de 2*? con wvelocidad
geométrica. Mds ain, cada polo de f atrae tantos polos de m,(f) de acuerdo con su

multiplicidad.

2Recordar que Q* es el dominio obtenido de € después de haber suprimido los polos de f.
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Demostracion:
De las condiciones (III.1.8) donde hemos cambiado la notacién por Qp,, = Q,, se tiene
que
Q(2)Qn(2)Th-m(2) f(2) — Q(2) Po-1(2) =0() , z—0 ;
Zp(n)
n T _ P 1
CRIEIOE) —QOBAE) _ol) | o
z n

donde @ es el polinomio que tiene por ceros los polos de f. Entonces, si definimos la

funciéon h,, como:

Q(z)Q%(z)Tn,m(z)f(z) — Q(Z)Pnfl(z)

hn (Z) - zP(TL) ’

se sigue que h,, es holomorfa en Q y ademéas h,(co0) = 0. Sea C,, una curva de nivel de
9(z) = (¥(2))' 7% (x(2))? con v suficientemente préxima a 1. Entonces, para todo z en

el exterior de C,, utilizando el teorema de Cauchy, se obtiene

hy— L f ey 1 QUELOTn(BI) - QP

- = t
2mi Jo, t— 2 2mi Je, (t — z)tp(n)

_ 1 Q)@ () Tn—m(t) f(2) 1 Q(t) Po1(t)
=5 .. (t = ™ dt — 3 (= 2w dt , Vze Ext(Cy).

Esta tltima integral es nula, por ser el integrando holomorfo en Int(C,). Se obtiene,

por tanto,

Q(2)Qn(2)Th-m(2)f(2) = Q(2) Pa1(2) _ 1]{ Q) Tn-m () () ,,
zp(n) 2m Jo, (t — 2)tr™)
de lo cual
2)Pn_1(z 2p(n) n _
Q(Z)Q%(Z)f(z) _ Q( )Pn 1( ) o 1 Q(t)Qm(t)Tn m(t)f(t) dt,

Thom(z) %Tn_m(z) c,y (t — 2)tr(n)

como sabemos que p(n) = p(m) + k(n), sustituyendo en la expresién anterior, se tiene

que

dt .

Q) Pn-1(2) ZPm) - gk 7{ Th-m(t) Qn()Q)f(t)
Th—m 271 Th—m(2) c,

n(QE)(2) - - R Ty v



III.1. Aproximantes tipo Padé en dos puntos para el caso cldsico 135

Si suponemos que los polinomios @), han sido normalizados de forma que la suma
de los modulos de sus coeficientes sea la unidad, con coeficiente director positivo, y
procedemos de la misma forma que en las demostraciones de los teorema anteriores, se

concluye que

T Q)@ () f() - LB 0

o T | = WE@P <10 T2 EHG)

Como + es arbitraria, se tiene que:

lim [|Q-Qn, (f—m(f)) Ik =0 , VK CQ compacto

n—oo
Si denotamos t, = Q - Q7

e/l -mNE) 2 o c (s ecy DDy, () )

€

[tn (f = ™ (f)) Il

€

K0{zec/lfe) -m)@) 2 ¢ o {z e i I ZmDED] ), o)

Cap({z € K /1f(2) —mu(H)(2)| = €}) < Cap<{z ek /! > |tn<z>|}

[tn (f = mn(f)) 5| 2

6 ik

= (
donde m + [,, es el grado de t,, que como sabemos estd acotado por 2m, se sigue que

Ca
() = f(z) e Q.

Como consecuencia de un resultado obtenido por Gonchar en [64], la convergencia en
capacidad implica la convergencia en compactos en 2%, garantizando ademas, que cada

polo de f atrae tantos ceros de ), de acuerdo con su multiplicidad. Entonces

lim QU(z) =AQ(z) . A#0

n—oo

Por tanto, para todo K subconjunto compacto de Q*, existe una g tal que K C
Ext(Cy, ) y un ng tal que para todo n > ng, Qn,(2) #0V z € K. Asi, si procedemos

de la misma forma que antes, se obtiene que

T |£(2) Poalz)  |" gL

- K
n—o0 Q%(Z)Tn—m(z) - W;(z)|1—9|x(z)’9 <1 Vze ,
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al estar K alejado de los ceros de Q},. Como lo anterior es cierto para cualquier
K, se concluye la demostracién. Finalmente, si hacemos tender vx a 1 obtenemos la
estimacién de la ratio. [ |

En todos estos resultados existe un problema que hasta ahora no hemos podido sol-
ventar completamente, y que no es otro que poder garantizar descomposiciones del tipo
(IT1.1.6) de fécil computacién, para las cuales todos su ceros sean simples (condicién in-
dispensable para las posteriores aplicaciones a férmulas de cuadratura interpolatorias).
Por el momento, sélo podemos garantizar que todos los ceros sean simples cuando
usamos polinomios ortogonales variantes, tal y como comentamos en la observacién
posterior al Teorema II1.1.3 .

El siguiente resultado es esencialmente un caso particular de los resultados con-
tenidos en [127, Section 6.1] para el caso multipuntual, aunque se sigue directamente

de [66].

Lema II1.1.3 Sea p una medida finita de Borel positiva soportada en [a,b] con 0 <

a<b<ooy{l(n)len una sucesion de enteros no negativos verificando:

l
| @:9 con 0<0<I1.
n—oo 2n
. . o du(x)
St Q es el n-ésimo polinomio ortonormal con respecto a iy - Entonces
x

lim |Qn(x)\% > exp{G[mb](z V) —VY(2)}

n—0o0

uniformemente en compactos de C\[a, b] donde v = 059+ (1 —0)00c y G|a)(2;v) denota

el potencial de Green de la medida v en [a,b], definida de la siguiente forma:

Gag(:7) = [ a2+ )d0(6) = 09101y (2,0) + (1 = O)giay(230)

siendo giap)(2;t) la funcion de Green de C\[a, b] con singularidad en t & [a,b] y V¥ (2)

el potencial logaritmico de la medida v normalizado esféricamente, es decir,

V¥ (2) :—/ 10g|z—x|du(1:)—/ log|1—i|dy(m).
lz[<1 |z|>1 x
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d
St, ademds, d—u >0 c.p.t. en[a,b], se tiene que :
T

Qn(2)7 = exp{Gay(2:v) = V¥(2)}, =€ C\[a,b] (IT1.1.9)

lim ]Qn(z)ﬁ < exp{Gay(z;v) =V (2)} , VzeC.

n—o0o

Ahora, estamos en condiciones de dar el siguiente resultado.

Corolario IIL.1.1 Sea f una funcidn holomorfa en Q = C\[a,b] que se anula en el

infinito y % >0 c.p.t. en[a,b]. Si{k(n)}lnen es una sucesion de enteros no negativos

k(n)

tal que para cadan, 0 < k(n) <ny lim —= =0 € [0,1] y escogemos T,, = Q.,, donde
n—oo N

du(z

r2k(n)

a f uniformemente en cerrados de §2, y se tiene que

~—

Qn es el polinomio ortogonal con respecto a , entonces {(k(n) / n) ¢ }nen converge

T [£(2) = (k(n) /n); ()" < exp{=Gay(ziv)}  VzeQ.

n—oo
Demostracion:
Como f es holomorfa en  y f(oo) = 0, entonces a partir de la representacién integral
del error (II1.1.3) obtenemos:

Zk(n) n(t) (2
Fz) = (k/n)p(2) = 5 on?) 75 (?_(z)){lg(g) dt,

de donde se sigue que

. A Q)

Concluimos la demostracién usando el comportamiento asintético (II1.1.9). u
ITI.1.2 Resultados numéricos

En esta subseccién, ilustraremos numéricamente los resultados teéricos obtenidos. Para
ello, hemos seleccionado una serie de ejemplos que usualmente aparecen en las aplica-
ciones. Contrastaremos los aproximantes tipo Padé bipuntuales ATP2 con los aproxi-

mantes tipo Padé ATP unipuntuales en el infinito y en el origen.
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Denotaremos por E; ) al error de interpolacién del aproximante tipo Padé bipun-
tual (k/n); (recordamos que 0 < k <n es el orden de interpolacién en el origen).

De los ejemplos més conocidos de las funciones holomorfas en un dominio cuyo
complementario es compacto, destacan las denominadas funciones de tipo Markov, ya
comentadas anteriormente en el capitulo I. Son aquellas que estan definidas mediante la
transformada de Cauchy de una medida, posiblemente compleja, con soporte compacto

contenido en R; es decir, aquellas que admiten la siguiente representacion:

a(2) :/du(x) _

Z—X

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el soporte de p es el intervalo [a, b]
con —00 < a < b < +oo. Ademds, admitiremos que el 0 ¢ [a,b] y por lo tanto,
podemos suponer que a > 0. Bajo estas condiciones, ji es holomorfa en C\[a,b] y

a(z) =0 (%) (z — o0). Por tanto, p admite los siguientes desarrollos en serie:

oo
a(z) = — Z C_(14k) & cuando |z] < a
k=0
> 1
a(z) = Z Ck T , cuando |z| > b,
k=0

b
donde a los coeficientes ¢ = / a*du(z) , k € Z , se les denomina momentos de la
a

medida p.

Nuestro primer anédlisis estd dedicado al caso particular ,u/ =1, lo que da lugar a la

b dx (z—a)
/ = log ;
a Z2—X z—0b

con 0 < a < b < 400, cuyos momentos vienen dados por:

funcion

pitl _ gitl b
= — , VieZ\{-1 ) 1 =log—,
¢ 1 i \{—1} c-1=log~
que son ficilmente computables.
Si aplicamos el Teorema II1.1.3 (pag.129) con k& = 0, obtenemos la siguiente esti-

macién de la velocidad del error del ATP en el infinito, Vz € C\[a, b]:
-1

1
. Z—a Z—a 2 2
i [ Ejg ()] < 2<b_a>—1+{<2<b_a)—1) —1} <1. (IL1.10)

3=
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z—a

Table II1.1: Error del ATP en el infinito para la funcién logZ=¢

z Boo Fiy Fow B Fow B A
0.3 .658D-05 .136 .507D-08 .148 .256D-10 175 218
0.5  .307D-04 176 .526D-07 .187 .441D-09 214  .267
0.8 .110D-02 .321 .110D-04 .319 .194D-06 .331 .420
25 .307D-04 176 .527D-07 187 .874D-08  .265 .267
5.0  .220D-08 .036 .235D-13 .043 .235D-13 —  .072
10.0  .439D-11 008 .527D-15 .029 .527D-15  —  .029
12 +0.3i .132D-02 .331 .535D-04 .373 .101D-04 439  .566
14+ 051 .333D-03 268 .279D-05 .278 .397D-06 348 572
1.8+ 1.0i .635D-05 .136 .626D-08 .151 .166D-09 .200  .296

Si escogemos [a,b] = [1,2] y para la computacién de (0/n), consideramos como de-
nominador 7, al n-ésimo polinomio de Tchebyshev de primera clase en [1,2], en esta

situacién particular (II1.1.10) se convierte en:

-1
lim [E(g(2)|7 < \22 —34((22-3)%-1)z2| =A<1 para z€C\[1,2].

n—oo

En la tabla III.1 exponemos los resultados numéricos obtenidos para esta situacién.
Como era de esperar, los mejores resultados se obtienen para aquellos z con |z

“ — 7 denotamos

grande y relativamente alejados del intervalo [1,2]. Con el simbolo
aquellas entradas que por problemas de redondeo carecen de sentido.

Anslogamente, si hacemos k = n en el Teorema II1.1.3 obtenemos la estimacién de
la velocidad del ATP en el origen, ¥z € C\[a, ] :
) -1
(i) e f(a(2) ) ) ‘

(II1.1.11)

D=

. 1
nlgfgo |E(n,n)(z)|" < ‘Z|

que al escoger otra vez [a,b] = [1,2] y por denominador 7}, al polinomio reciproco del

n-ésimo polinomio de Tchebyshev de primera clase en [0.5,1], entonces (II1.1.11) se
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Table I11.2: Error del ATP en el origen de la funcién logZ=%

2—b
T T T
z Ee.6) E(66,6) Eqo,10) E(1100,10) L) E(1144,14) A
0.3 .721D-09  .030 .633D-14 .038 .633D-14 — .048
0.5 .727D-07  .064  .249D-11 .069 .249D-11 — 101
0.8 A471D-04 190  .871D-07 195 .917D-07 — .268
2.5 .852D-03  .307  .841D-05 310 .379D-06 347 420
5.0 498D-05 130  .535D-08 148 .571D-10 185 .240
10.0 .621D-06  .092  .325D-09 112 .210D-11 .146 .200
1.2 +0.3i .192D-02 .352 .202D-04 . 339 .522D-05 419 .628
14+ 051 .259D-03 .252  .514D-05 .295 .601D-06 .359 .516
1.8+ 1.0i .691D-04 .202 .228D-06 .216 .628D-08 .220 .436

particulariza en:

-1
=A<1 para 2ze€C\[1,2].

NI

1

T [ B (2)[ 7 < ‘4 — 32+ ((22-3)* - 2?)

Los resultados ntimericos para este caso se encuentran en la tabla III.2.

En ella podemos observar que los mejores resultados se obtienen cuando z esta
proximo al origen. Ademas, las estimaciones A son bastante realistas.

Finalmente, estudiamos el ATP2 para el caso que usualmente se estudia, la situacién
“ balanceada ” (interpolacién del mismo orden en el origen que en el infinito, k(n) =
[5], siendo [] parte entera). Aplicando el Teorema III.1.3, esta nueva eleccién nos

proporciona la siguiente estimacién, Vz € C\[1,2] :

Jim (B m(@I < Jolt (122 = 34 /(22 =3 — 1] 4= 324 (22— 32 - 27

1
Escogemos como denominador a T,El(f)] . (zk(”)TIL(zi)’l]()) (donde hemos denotado por
z

=

T[La’b} al n-ésimo polinomio de Tchebyshev de primera clase en [a,b]). En la tabla II1.3

estan reflejados los resultados numéricos obtenidos para esta eleccién. Como podemos

observar, son mejores globalmente cuando usamos ATP2.
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Table I11.3: Error del ATP bipuntual de la funcién logZ=¢

z Bso By Foiw Bl Faw B A
0.3 135D-05 105 .429D-10 .091  .105D-13  .100  .102
0.5 279D-04 174 .595D-08 150  .746D-11  .160  .164
0.8  .327D-02 .385 .138D-04 326 .202D-06 .332 .335
25 .201D-02 .355 .927D-05 .313 .112D-06 318 .33
50 .190D-05 .111 .170D-09 105 .697D-13 .114  .131
0.0 .308D-07 .055 .314D-12 .056 .416D-15 .057 .076
12 +0.3i .401D-01 .585 .470D-03 464 .116D-03 .523  .596
14 +0.5i .104D-01 467 .644D-04 .380 .621D-05 .424 543
1.8+ 1.0i .438D-03 275 .635D-06 .20 .587D-08 258  .359

Nuestro segundo estudio esta dedicado a la funcién Integral Exponencial E,,, definida

por

oo ,—tw
En(cu):/1 etn dt , Rw)>0 n=1,2...

Como facilmente se puede comprobar la funcién E,(w) satisface la siguiente férmula

de recurrencia
e Y —wkE,(w)

En—l—l(w) = n

Por lo tanto, para su computacién podemos restringir nuestra atencién al computo de

o0 ,—tw
El(w):/1 it R >0

.. . . . g
Si introducimos el cambio de variable t = —, entonces
w

(o] e_O'
Biw) = [T do . JArglo) <
w O
. . . . 1 . .
y si ahora aplicamos el cambio de variable x = 1+ P tras unas manipulaciones
o—w

elementales, obtenemos que para z # 1 (ver [81]),

Bi(z) = el {E1(1) 4T (2 - Z)}

1—=2
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Table I11.4: Error del ATP en el infinito de la funcién E4

I T 1
z Eoe)  Eoe Foi  Egiy  Powy  Eouy A
0.5 .548D-06 .090 .712D-08 .096 .135D-09 .103 A71

0.7 .378D-07 .039 .114D-10 .043 .983D-12  .063 .126

0.9 .246D-12 .008 .246D-12 — .246D-12 — .026
1.1 .688D-13 .006 .688D-13 — .688D-13 — .023
1.3 .198D-09 .024 .469D-12  .028  .469D-12 — .065

1.5 .327D-08 .056 .996D-11  .042  .108D-11  .063  .101
1.7 .169D-07 .050 .925D-10 .057  .355D-12  .057  .139
1.9 .503D-07 .060 .393D-09 .067 .508D-11  .074  .159
2.1 .109D-04 .069 .111D-08 .076 .233D-10 .086  .183
2.5 .298D-06 .082  .438D-08 .090 .145D-09  .103  .225
3.0 .298D-06 .092 .119D-07 .102  .550D-09  .119  .268

5.0 .862D-06 .098 .343D-07 .116  .288D-08 .140  .381

donde T es la funcién de Markov dada por:

y E1(1) = 0.2193839343983436 - - -
A diferencia del ejemplo anterior, el calculo de los momentos {cx}rez requiere al-
gunos calculos adicionales, que desarrollaremos a continuacién.

Sea

2671i1
Cc_ = dx k>1.
k
1z

Si aplicamos el cambio de variable

1
1 =t+ 1, cuando k > 2,

o et k—2
cp = 6*1/0 (t+2)k((t+2)—1)‘ dt

2 k-2 C (e et
= e 12( ; >(—1)J/0 Wdt (I11.1.12)

J=0
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Table IT1.5: Error del ATP en el origen de la funcién Ej

I 1 1
z  EBee)  Ege Faono  Eloig  Pasiy Bl A
0.5 .663D-04 201 .359D-05  .209  .235D-06 217  .333

0.7 .443D-05 .128 .149D-06 .140 .b94D-08  .150  .256
0.9 .184D-06 .075 .374D-08 .088 926D-10 .099  .290
1.1 .216D-07 .052 .256D-09 .063 454D-11 073 .148
1.3 .620D-08 .042 .404D-10 .050 134D-11 .064  .107
1.5 .641D-09 .029 .254D-11 .035 .689D-12  .060  .072

1.7 .211D-10 .017 .386D-12 .028 .366D-12 — .040
1.9 .128D-12 .007 .109D-12 — .109D-12 — .016
2.1 .859D-13 .007 .859D-13 — .859D-13 — .012
2.5 .052D-10 .021 .243D-12 .026 .243D-12 — .058

3.0 .201D-08 .035 .118D-10 .043 .564D-12  .060  .101

5.0 .390D-07 .058 .121D-08 077 374D-10 .091 225

Si definimos,

00 —t
. B e
H(z) = By (2) _/0 —_
obtenemos, por un lado,
dk % [e's) 6*7&
y por otro (ver [1]),
d* drt (=1)*(k —1)!
() = (1) + g
de donde se sigue que
dr b (=13 —1)!

<.
I
—

Sustituyendo (I11.1.14) en (III1.1.13) obtenemos:

[e%¢] e—t _1\k k B
/0 (t+z)k+1dt:(k1) { +Z ‘7 1)} (II1.1.15)

J=1
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Table I11.6: Error del ATP bipuntual de la funcién E;

I T T
z E36) E(G:a,e') Es,10) E(150, 0) P E(174,14 A
0.5 .494D-04 .192 .221D-05 .196 .891D-07 197  .239

0.7 .123D-05 .103 .214D-07 .110 .355D-09 .113 .180
0.9 .331D-08 .038 .131D-10 .043 .366D-12  .057 .087
1.1 .736D-09 .030 .220D-11 0.034 .276D-12 .055 .059
1.3 .125D-07 .048 .649D-10 .053  .208D-12 .054 .083
1.5 .167D-07 .050 .885D-10 .055  .401D-12 .058 .085
1.7 .696D-08 .044 .269D-10 .048 .364D-12 .057 .073
1.9 .307D-09 .027 .438D-12  .028 .110D-12 .050 .051
2.1 .448D-09 .028 .824D-12  .031  .824D-12 — .047
2.5 .622D-07 .063 .563D-09 .070  .235D-11 .069 .112
3.0 .430D-06 .087 .838D-08 .098 .v13D-10 .097 .164
5.0 .235D-056 .115 .144D-06 .139  .433D-08 .146  .293

Entonces, a partir de (IT1.1.12) y de (IIL.1.15), concluimos que para k = 2, 3, - - -

R2 g o 1 L= 1 —1)!
c_kz—e-E1(2)Z%< j )M—€1{2< J >]+1'Z }

Para k = 1, se puede ver facilmente que c_; = E1(1)—e- E1(2) y para los momentos
positivos

2 1
ck:/ dhe T 1de [ k=0,1,...,
1

por el mismo argumento que en el caso anterior, se verifica:

k k [e%e) e—t
D A )
Z<J> 0 (E+17

y como consecuencia de (II1.1.15), se deduce que para k =0, 1,...,

k 1]—1-1 3-1-13‘H
Ck:El(l)Z<§>((j+)1 _IZ<]>(]+112

J=0
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Usando la misma eleccién de denominadores que en el ejemplo anterior, los resul-
tados numéricos quedan reflejados en las tablas I11.4-6.

En esta ocasion, podemos observar que en la tabla I11.4, dedicada a las estimaciones
del ATP en el infinito, los mejores resultados se consiguen para valores de z préximos a
z = 1, que se corresponden con el punto del infinito mediante la transformacion bilineal

_2—z
w = 1—5 -

Sin embargo, en la tabla II1.5 se puede contrastar que los nimeros son bastante
mejores cuando z estd relativamente cerca de z = 2 que se corresponde con w = 0
mediante la citada transformacién. Al igual que en el ejemplo anterior de la tabla IT1.6

podemos deducir que los resultados son mejores, globalmente, cuando usamos ATP2.

II1.2 Aproximantes tipo Padé en dos puntos para el caso
no clasico

En esta seccién daremos una respuesta al caso en el que los dos puntos pertenezcan a la
frontera del dominio de meromorfia. Para ello nos limitaremos a la clase de funciones
que se obtienen a partir de perturbaciones racionales de la transformada de Cauchy
de una medida compleja soportada en [0,00) = RT. Més concretamente, sea p una

medida, en general compleja, soportada en RT, verificando que las integrales

| el

son finitas para todo entero k y consideremos su transformada de Cauchy

i) = [

Z—X

P
siendo /i holomorfa en D = C\R™, y sea R = 0 una funcién racional con numerador
y denominador de grado a lo sumo m y tal que R(co) = 0. Si denotamos por Z
el conjunto de polos de R, que suponemos que estdn en D, la clase de funciones que

estudiaremos serdn las que pueden expresarse de la siguiente forma:

f(z) = p(z) + R(2), (II1.2.1)
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siendo por tanto holomorfas en D* = D\ Z.

Ahora, las funciones (I11.2.1) poseen desarrollos asintéticos:

(o)
:kazk cuando z — 0 | 2z <0,

1

ka—k cuando z — o0 2<0.

Como senalamos en el Capitulo I, el gran problema que ocasiona este tipo de desarrollos

es que, en general, los coeficientes { fx }ren v {fi }he; no determinan a la funcién f, al
contrario de lo que sucede en el caso clasico, surgiendo asi el denominado problema
“ FUERTE DE MOMENTOS ”. No obstante, en la situacion que nosotros estudiaremos,
el problema fuerte de momentos estard determinado y no ocasionara problemas.
Usaremos los mismos aproximantes tipo Padé en dos puntos, con cierto nimero
de polos libres, empleados en la primera seccién en la pdgina 133. Ahora, necesitamos

obtener una representacion integral del error. Ese es el contenido del siguiente resultado.

Lema II1.2.1 Sea f una funcién dada por (II1.2.1) y m,(f) su aproximante tipo
Padé bipuntual definido por las condiciones de interpolacion (I111.1.8) con respecto a la
sucesion {p(n)tnen y asociado a {Ty}, o, con m, =m, ¥Yn > m. Entonces,

QW dutt)

*
() zeD".

Zp(n Qn

Demostracién:

De las condiciones (III.1.8) con m, = m y denotando por Q, = Q,, la funcién
Pnfl

racional Wn(f) = W

que satisface

L. Q%EPm Qnmg_é() y Pr1€Py 1.

Qn(2)Thn-—m(2)f(2) = Pu1(2) _

2. o) =0(1) , z—0 2<0
Qm(2)Tn-m(2)f(2) = Poa(2) 1
3. () :O(zmﬂ) , z—o00 2<0.
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con 0 < p(n) <n+ m, existe y es tnica.

Se sigue que

Q(2)Qn.(2)Tn—m(2)1(2) — Sntm—1(2)

p(n) =0 2oz
2 (I11.2.2)
Q) Tn-m(2)i2) = Swim-1(2) _ Ly o,
Zp(n) 2z’ 7

donde S),+m—1 es un polinomio de grado a lo sumo n +m — 1. Por otra parte,

Qm(2)Tn-m(2)Q(2)i(2) _

2p(n)
L2 7 Qn ()T (2)Q(2) — 27 Qi () T () Q1)
— / (Z_t) o du(t) +
/ Qi ()T (HQ(E) dp(t)
z—t tp(n) -

Asi,

)

Qi (2)Tn—m (2)Q(2) (%) — Frim—1( / Q1) T (1) Q(t) dpu(t)
n) z—t

2p(n tp(n)
donde F)4,,—1 es un polinomio de grado a lo sumo n 4+ m — 1 con la siguiente repre-

sentacién integral

B 00 tp(n Qn( ) n— m(z)Q( )* zP n)Qn( ) n— m( )Q(t) d#(t)
Foim-1(z) = ’
0 2 —t tp(”)
verificando:
n Th—m 1 — Fypm—
QNI ~ FrenaD) _ ) o ; 2o,
z
(I11.2.3)
Qn (2)Th-m(2)Q(2)(2) — Fagm-1(2) _ 0(1) 7 z—00 ; 2<0
Zp(n) z
Teniendo en cuenta (I111.2.2) y (I11.2.3), por la unicidad, necesariamente Cm =
Fn+m71 e
—_— or lo tanto,
& TmQ P
. () Tn—m (t)Q(t) dp(t)
fi(z) + R(z) — 7 (f)(2) = Qn (z ) / 2 —t tp(n)
concluyendo asi la demostracion. [ |

Ahora necesitamos algunos resultados que nos proporcionardn, tras una serie de

43 9

manipulaciones, los “ candidatos ” oportunos {7, }nen para conseguir convergencia en

todo el dominio D*. El primero de ellos se debe a Rakhmanov [112, pag.157]).
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Teorema II1.2.1 Sea g una funcién peso en R* con todos los momentos positivos

finitos, verificando

R
/ ng(m)daz>—oo , YR>0
0

1
T2

y supongamos que existen dos constantes positivas vy y 9§, con y > % tales que

lim S (ln 1) =9
r—o00 Y g(;l;)

Sea Ly (z,g) el n-ésimo polinomio ortonormal con respecto a la funcion peso g. En-

tonces,
n | L, (2, 1
WLz 9l 53 ponR(v=2) ., enD,
(2n)' "%

+

\ 1I‘(’\1)i
)

El segundo resultado que necesitamos se debe a Levin y Lubinsky, ver [89, Corollary

donde \/—1 =1 y D(\) =

N> | o

1.5, pag.468|.
Teorema I11.2.2 Sea W, (z) = exp(—|z|*); € R, a > 1. Entonces
sup | Py (2, W2 )|Wa(z) ~*ns 2 |
TER
donde Py, (z, WC%) denota el n-ésimo polinomio ortonormal con respecto a W2 en R.

De estos dos resultados se puede concluir la siguiente proposicién.

—otY

e

y 0> 0. Sea Ly(t,gy) el n-ésimo polinomio ortonormal con respecto a la funcion peso

Proposicién II1.2.1 Consideremos la funcion peso g~ (t) = ,teRY, cony > %

g~. Entonces, para un n suficientemente grande, se cumple:

1
2\ 2y 11
sup |[Ln(t, g,)e ™" < A (> ” {(Qn)fli 4”
teRr+ 0

siendo A una constante positiva.

3Dada dos sucesiones {an}npen ¥ {bn}nen , decimos que “ a, ~ b, ” si existen dos constantes

positivas m y M tales que m < Z—: < M para todo n mayor que un cierto ng.
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Demostracion:

Primero vamos a comprobar que

n

. . 2\7 » 0. L
Ln(t,9,) = Pun(t.WE) = (5 ) Panl(5) 5,03,

donde si P es un polinomio, P denota al correspondiente polinomio ménico.

En efecto, usando el cambio = = ¢2, se sigue que

_ 57
6533

oz/ooxjﬁn T, gy)——dr = 2/O°t23'£n 2, g.)e " dt
0 ( 97) NG 0 (t%, 9v)

97 2 —6t2Y .
:/ t L (t*, gy)e dt ; j=0,1,---,n—1,

—00

)e—§t2’Y

como L, (2 es una funcién par, también se verifica
y n sy Yy ’

w . A
/ L, (12, g0)e " dt =03 j=0,1,--,n—1.

—00
Consecuentemente,
Ln(t2a g’y) = PZn(t’ W257)

J. 1
Ahora, usando el cambio ( 5)2% = u, se obtiene,

* iE 5y, —0t2 2,10 [0 54 A 6 \—2u?
/ ¥ Py (t, WS e dt:(g)%/ w Pon(2) %0, W )e ™™ du =0 ,

— 00 —00

SR )

para j=0,1,...,2n — 1, de donde:

5w 21 :
(5)7 Pon((3)778,W3,) = Pon(t, W3,),

0 equivalentemente
n

L

. NT .~ 6
Pon(t,W3,) = (5) Pzn((g)“@ W3,).
Entonces,
7 —OT N ot
ot e g = T et
TVt - | Lull2
> =5tV 542 R
a8, < 7)e ™ Mook || Pon(t, €9 ) e | o
[ Lnll2 | Ln |2
n al 1
2>wHPgn(t,e—%“)e—%“HmR (5)4W o
< = — = —= P, (t, e e
(5 T ) WPt 2
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N A 2. 1,4n 4
Como la norma de L, satisface que ||Ly,]|2 = (5)4v+w || Pan(t, e*2t2w)||2 , haciendo uso
del Teorema III1.2.2 se concluye la demostracién. [ |

Ahora estamos en condiciones de enunciar uno de nuestros resultados fundamentales

de esta seccién.
Teorema I11.2.3 Sea f una funcién dada por (I11.2.1) verificando:

o0 ' d|pl(t
s+ dult) C k=0,1,---.2m, (I11.2.4)
0 tp(m)

donde 6,8 > 0; 7,3 > % y {p(n)}nen una sucesion de enteros no negativos tal que

para cadan, 0 < p(n) <n+m y nlim p(n)

=60 € [0,1]. Ademds, consideremos dos
—00 N

sucesiones {k(n)tnen y {l(n)}nen de enteros no negativos verificando:
p(n)=pm)+kn), 0<kn)<n—-m vy k(n)+Il(n)=n—m, con n>m.

Si definimos Ty—m(z) = i}k(n)(z)Ll(n) (z), donde Ly, representa el n-ésimo polinomio

ortonormal con respecto a la funcion peso

e—(st"’ N
w(t) = , teR",
Vit
Yy f/k(n)(z) = zk(")ﬁk(n)(%), donde L, denota el n-ésimo polinomio ortonormal con
respecto a la funcion peso
_§'tB
¢ te R,

t) = ;
n(t) vl
en estas condiciones, {m,(f)}nen converge a f uniformemente en compactos e D* con

velocidad geométrica. Mds ain, cada polo de f atrae tantos polos de Ry, (f) como indica

su multiplicidad.

Demostracién:

Aplicando el lema III.2.1, podemos escribir

Q(2)Pr1(z ) /°° Q) Th—m(t)Q(F) du(?)
z) Jo

Q) - HE) Tk
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Q(2)Pa-1(2) _

Q) - FE
ZP(m)+k(n) oo QL (QM™ Lyy () Ly (1) dul(t)
0 Eoy (D Ly (2) Jo . TN
ZP(m) < Qn(1)Q(t) Lty (1) Luny (t) dpa(2)
Ly (2) Ly (2) Jo z—t tplm) -
Por consiguiente, obtenemos
" Q(2)Po1(2) zp(m Q¢ k(o) () L) (t) dpa(2)
Q@) TR  p T [ R
luego, para cualquier z € D*, se tiene que
n Q(2)Pn-1(2)
Q) - T <
et . Y
1B Eron (D L |/ @ ONQW L) (5 o1l 1) =iy <

N s 1
2P mayeg (| Lueny (3)le ™ ) mayegs (| Ly (8)e ™)
Iy Ly (2)]

L dlul(t)
p(m)

o 51+6' &

| 1enmiemle
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la suma de los médulos de los
coeficientes de @7, es igual a 1 y que el coeficiente director es positivo. Entonces, de

(I11.2.4) podemos deducir que existe una funcién continua M en D tal que

QP )| _ oy O ezt I (e )z

@)@ () = =5 =5 Ly (1) [ Ligny (2)]

Supongamos primero que v = (3. Entonces, haciendo uso de la proposicién I11.2.1,

[

[
|

2|
INA

(2n)

T [Qe) (@) - 21

== ()

en)' Ty

1. 1T
lim L, n)( )|<2n)1 g

n—oo

n) (Z)
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Ahora, por el Teorema III.2.1, se infiere:

L 1

| Li(n)(2)] @) o =02 DENRY2) zeD.

1

2h(n 17% =4
| L (n) (2)] @) =e

N‘H

7 D(27)R(v/2) L CeD.

de donde

T | n Pﬂfl(z)Q(Z) 2 )1_%
- 7 7 7 1(@2n <
T Qe () - 2 <
(IT1.2.5)
-D(e)[a-0) TR+ F (@) F (/D)
e :
Y teniendo en cuenta que
R 1 -1 1
0" 27 (8") 2 R( —;)4—(1—0) 279277 R(V—2) >0 VzeD,
concluimos que
" P,_1(2)Q(z
Q) - T I S0 e
Cuando v > 3, de forma similar, se deduce que
1
. P, I
i |0 ()Q(e) () — A 3
n=00 Ta-m(2) (I11.2.6)
(-0 THEEDERGTD v, e
Anélogamente, si v < (3, se sigue que
1
. T
im ‘an(z)Q(z)f(z) _ Ba(9)Q(2) e P <
n=o T (2) (I11.2.7)

_ 1 L
6_91 28 (5')28 D(QB)%(E) Y z € D.

i

En cualquier caso, se verifica que

Q) (@m)f(z) - oet®)



II1.2. Aproximantes tipo Padé en dos puntos para el caso no clasico 153

y consecuentemente,

- P,
lim HQ-Qm-f—Q “|lk =0 , VK CD compacto .
n—oo Tn—m
Sea t, = Q- Qn

e/ 1) -m(f) 2 o  {z e o/ DD, ()}

€

Koz e/l -m)@) 2 ¢ c {z e i/ I ZmDED] ), o)

[tn (f = ™ () [

€

Cap({z € K /|f(2) - m(P2)| 2} < Canl{ze i/

[tn (f =7 () 1K |2

+1
. ) m+ln

> ta(2) }

=
donde m + I,, es el grado del polinomio ¢,, que como sabemos esta acotado por 2m, se
sigue que

Ca
m(f)(z) = f(z) en D

Como consecuencia de un resultado obtenido por Gonchar en [64], la convergencia
en capacidad implica la convergencia en compactos en D*, garantizando ademds, que

cada polo de f atrae tantos ceros de @)}, de acuerdo con su multiplicidad. Entonces

lim Qn(z) =AQ(2) , A#0 . (II1.2.8)

n—oo

Ahora, usando la férmula del error dada en el lema I11.2.1, se puede escribir

Pri(2) _ ) 2 Q1) Tn—m (1)Q(¢) dp(t)
f(Z) - . )Tn—m(z) /0 .

Qm(2)T-m(z) — Q(2)Qm (2 z—t ()

Sea K un subconjunto compacto de D* (D* = D\ {{qj };”:1}, donde g; son los ceros
d
de @) y definamos d = 7K donde dx = dist(K,{{g;}jL,}). Como consecuencia de

(IT1.2.8), existe ng € N tal que para cualquier n > ng , por el teorema de Hurwitz,

se tiene que Q@ (z) #0, V z € (C\[[j A(gj,d)] y deg(Qr,) = m , donde A(gj,d) =

=1
{#z € C: |z — ¢j| < d}. Entonces, ’
Pn1(2) 2P % on 7 d|pl(t)
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Asi, procediendo de igual forma que antes, obtenemos las estimaciones (I11.2.5), (I11.2.6)
y (II1.2.7) en K, segun el caso. Del hecho de que K es arbitrario se concluye la
demostracion. ]

A continuacién, vamos a dar un resultado de convergencia para un caso particular
de las funciones que acabamos de estudiar, el de las llamadas transformadas de Stieltjes,
que se obtienen cuando en (I11.2.1) hacemos R = 0. Ello nos va a permitir establecer
un resultado de convergencia para una eleccion de ATP2, en funcién de la convergencia

de sucesiones de AP2 para una cierta medida positiva asociada a la medida en cuestién.

Teorema I11.2.4 Sea p una medida en general compleja tal que dp = p'(z)dz, y

consideremos una medida positiva de Borel finita dp(z) = p/(x)dz, verificando:

/OOO |'L;,,((Z))|2d:c =K < (I11.2.9)

y cuyos momentos dy, = [5° x*dp(x) existen V k € Z. Sea {p(n)}nen una sucesion de
enteros no negativos, con 0 < p(n) < n y supongamos que los momentos de la medida

auziliar p' (z)dz satisfacen

© 1
lim n —p(n)=00 gy Zdj Y =00 (II1.2.10)
j=1
o bien
> 4L
lim p(n) =co dod 7 =oc. (I11.2.11)
j=1

Si escogemos como denominador del ATP2 (p(n)/n); al n-ésimo polinomio ortogonal

monico T,, asociado a la funcidn peso Sp(my 2 Cntonces {(p(n)/n)u(2)}nen converge a
x

Qo uniformemente en subconjuntos compactos de C\[0,00).

Demostracién:
Denotemos por E,(z) = ji(z) — (p(n)/n)a(z) al error de aproximacién. Es facil ver, a

partir del lema II1.2.1, tomando Q(z) =1y m, =0, que

- 2p(n)  roo )\ (x
Bn(z) = Tn(z)/o j;(zé)():_( x)) dr  z€C\[0,00) : Tu(2) £0.
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Multiplicando y dividiendo por +/p/(x) y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

junto con la condicién (I11.2.9), deducimos:

© 20 T(@) VD) ple)
@)

0o Tn(z) 2P x—2 \/p
2
* o |/ (z)]?
< {/o dw} e
o To(z) /0 ()
K/O d

»p(n)
Tn(Z)I‘p(n) T —z
’z‘Qp(n) ) (Tn($))2p’(:v)
N K|Tn(z)|2 /0 2200 | — Z’de =K - Mpu(z2) . (I11.2.12)

2

En(2)]* =

T (@) /)
To(2)zP(™ z — 2z

IN

2
x‘ dz

Obsérvese que si denotamos por E,(z) = p(z) — [2p(n) / n];(2) al error de aproximacién
del AP2, entonces podemos concluir que la funcién M, (z) de la expresién (I11.2.12)
estd acotada por |F,|. En efecto, por el lema II1.2.1, tomando @ =1y m,, = n, y
escogiendo como sucesion {2p(n)}nen, obtenemos una expresién integral de F,, de la

siguiente forma:

22 1o Qu(x) p'()

En(z) = Qn(z) 0 xgp(n) 5 —

dx .

Sabemos que en este caso el denominador del AP2 coincide con el n-ésimo polinomio
p(x)
gjzp(n) ’

ortogonal moénico con respecto a la funcién peso Luego, por la ortogonalidad,

llegamos a que:

2000 o0 Q2 () /()

@@ b e ®

22p(n) oo O2( /(1
%@, s

Enl2) T@E b e C TR

y tomando moédulos,

[En(2)] =

[ B o S e dw|‘

x2P(n) |z — z|?

|Qn(2)?

Si denotamos por H, a esta tltima integral y tomamos z € C\[0, c0) tal que J(z) # 0,

entonces
»2p(n)

Q7 (2)

* Qn(x) p'(@)

0o x2p() |z — x|?

S(Ha(2)) = —S(2) (I11.2.13)
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Si hacemos T;,, = @, y teniendo en cuenta (II1.2.12) - (I11.2.13), llegamos a que

Ba(2)] < K-My(z) = KB
(I11.2.14)
< K- |§”é§f‘ < K-%, z € C\[0,00) : ¥(2) #0.
Por otro lado, si consideramos z € C\[0, c0) tal que R(z) < 0, entonces
|Z!2” _ /°° Qn(z) ()
H _
de donde se sigue que
RN = B [T - ey G L)
" [Qn(2)? 22 |z — zf?
[R(2)[[[*™) 1 Qp(x) p'()
> S0 b o (I1.2.15)
Con lo cual, teniendo en cuenta (II1.2.12) y (II1.2.15) se obtiene
Ba(2))? < K-My(z) < K-
(I11.2.16)
Hy(z En(z .
< k-l < kRS vaec\[0,00) 0 R(z) <0.

Finalmente, si denotamos por d(z) = min{R(z), 3(z)}, usando (111.2.14) y (II1.2.16)
obtenemos

| w(2)]  VzeC\[0,00) .

Como las condiciones (II1.2.10) y (II1.2.11) garantizan que el problema de momentos
esté siempre determinado, se tiene, por tanto, que la sucesién de los correspondientes

AP2 siempre converge. [ |

Observacién II1.2.1 Este resultado que acabamos de obtener es cualitativo; ahora
bien, como hemos obtenido una estimacion del error de aproxrimacion del ATP2 en
funcion del AP2, si logramos estimar la velocidad de este wltimo lograriamos lo propio
con el ATP2, obteniendo asi un resultado cuantitativo. En este sentido, podemos ofrecer
el siguiente resultado, escogiendo los pesos dentro de la familia de funciones estudiadas

por Lopez-Martinez [96].
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Corolario ITI1.2.1 Sea p una medida en general compleja tal que du(x) = p'(z)dz y

consideremos una medida finita de Borel positiva dp(z) = p/(z)dz verificando:

/Ooo “’;,((Z))de —K <o (IIL.2.17)

donde
plz)=a"e" ™ e (0,00)
con v € R y donde T es una funcién continua en (0,00), tal que existen v > % ys>0

satisfaciendo

=A>0.

. ~ IRT
t1—1>%1+(8x) ’7’(1‘) o tlgrnoo (3x>’7

Sea {p(n)}nen una sucesion de enteros no negativos, tal que 0 < p(n) <n Vn €Ny

p(n)

denotemos por § = lim ——=. Si escogemos como denominador del ATP2 (p(n) /n); al

n—oo n,
(

n-ésimo polinomio ortogonal monico T,, con respecto a la funcion peso

m 1'21’(”) ’

{(p(n)/n)p}n=y converge a i uniformemente en subconjuntos compactos de C\[0,00).

~—

entonces

Ademas,

- - - 17%% sz 17%% L
o |ﬂ(z)—{(p(n)/n)ﬁ(z)}\ﬁ§e D(2'Y)[(1 20)" 27 3(Vs2)+(20) 2 (\/;ﬂ en D

n—o0

1
1 (3>
donderzl—%yD()\): A { (i)}
2

A—1 V7T I(2)
III.3 Aproximantes de Padé multipuntuales

En esta secciéon estudiaremos la posibilidad de aproximar funciones meromorfas en
abiertos de C mediante aproximantes tipo Padé multipuntuales. De esta forma, pre-
tendemos abordar el problema en el contexto més general posible.

Concretamente, partimos de una funcién f meromorfa en un abierto D C C con

un numero finito de componentes conexas Dy, ..., Dg. Supondremos que f tiene un
m

total de m polos p1, ..., pm € D NC y denotaremos Q(z) = H(z — p;). Asumamos
j=1

que cada componente D; es un dominio regular con respecto al Problema de Dirichlet

(para lo cual es suficiente que sea de conectividad finita y su frontera carezca de puntos
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aislados, véase [137]). Consideremos dos tablas triangulares infinitas A y B de la forma:

ai,1 b1,
a2 G232 bi2 boo
a13 a3 a33 b1z bas b33

a1n A2n a3 to Qn.n bl,n bZ,n b3,n te bn,n

respectivamente, de tal forma que A C D y B C C\D. Para cada n fijo, denotaremos

a las correspondientes filas por A, = {a;n,j =1, ..., n} y B, = {bjn,j =1, ..., n}.
n n

Denotemos T, (z) = H(z —bjn)y Wn(z) = H(z —ajn) (donde, siguiendo el convenio
J=1 J=1

habitual, si alguno de los a;j, = oo o de los bj, = oo, el correspondiente factor es
omitido). Es inmediato comprobar que existirdn sendos polinomios no nulos P, ,, € Py,

Y Qnm € Py, tales que:

Qn,an—mf - Pn,m
Wn+m+1

Q( ) € H(D)

y, en el caso de que D no esté acotado,

Qn,an—mf B Pn,m
Wn+m+1

Q) () =0(3) 2e D, Je] — o0

Py (2)

En este caso, diremos que la funcién racional r, (z) = r,(f, Ay, By; 2) =

Qnm(2)Tn—m(2)
es un APROXIMANTE MULTIPUNTUAL T1PO PADE de f con respecto a A, y B, con m
polos libres. De ahora en adelante, por ser m fijo, lo omitiremos como subindice para
facilitar la notacion.

El problema que nos planteamos queda establecido en los siguientes términos: Dada
la funcién f y el esquema A, encontrar un esquema B de forma que la sucesion {ry}, o
converja uniformemente a f en compactos de D* = D\{p1, ..., pm}.

En este punto es conveniente que recordemos algunas nociones de la Teoria del

Potencial que serdan de utilidad para el estudio del presente problema (para detalles

consultar [115, 118, 127]). Sea p una medida de Borel soportada en C tal que

/log |z du(x) < oo . (IT1.3.1)
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Se define su potencial logaritmico por:

VH(z) = —/log |z — z| du(z) .

Sea K un compacto y denotemos por M(K), al conjunto de todas las medidas positivas
de Borel unitarias soportadas en K. Para cada u € M(K), consideremos la energia del

potencial logaritmico:

1(0) = [ V()= = [ [1ogla — 2l dp(@)duz)

Sabemos que si la capacidad logaritmica de K, Cap(K), es positiva, entonces existe
una dnica medida pug € M(K) (denominada distribucién de equilibrio de K) que
satisface el problema de equilibrio:

L) = inf 1) =(K) (I11.3.2)

A la constante y(K) se la denomina constante de Robin del compacto K y se tiene
que Cap(K) = e~ 75) Es bien conocido que ug estd soportada en 0o K (la frontera
de la componente no acotada de C\K) y que si C\P(K) es regular para el problema
de Dirichlet, donde P(K) es la envolvente polinomialmente convexa de K (esto es, la

¢

unién de K y sus posibles ¢ agujeros ”), entonces:

ViK(z) =~(K), z € P(K) ,

VIE(2) = y(K) — go\p(k) (25 00) , 2 € C\P(K),
donde ge\p(f) (-5 00) representa a la funcién de Green de C\P(K) con singularidad en
el punto del infinito, la cual serd continua en C y tal que ga\p(x)(2; 00) > 0 en C\P(K).
Para el estudio de numerosos problemas en teoria de aproximacién es necesario hacer

uso de una versién *

‘ponderada ” o “ pesada ” del problema de equilibrio (I11.3.2). En
este sentido, sea ¥ un subconjunto cerrado de C (ahora no necesariamente acotado) y
denotemos por M (X), al igual que antes, al conjunto de medidas positivas de Borel

unitarias con soporte en .

Sea w : ¥ — R4 una funcién que verifica las siguientes propiedades:
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1. w es semicontinua superiormente.
2. w > 0 en un subconjunto Yy de ¥ de capacidad positiva.
3. Si ¥ no estd acotado, |z|lw(z) — 0, para |z| — oo, z € 2.

Se dice entonces que w es un peso admisible en 3. Sea, asimismo, @ : ¥ — RU{+4o00},

tal que: w(z) =exp{—Q (2)}. Para toda u € M (X), consideramos la energia pesada:

10 = [ 108 | s | dut@)dnt) = 1) +2 [ Q.

En las condiciones anteriores sobre el peso w (peso “ admisible”), existe una tnica
medida p,,, que denominaremos medida de equilibrio asociada a w (o al campo externo
Q) tal que:

I, (pw) = ueEEE) L(p) = Yo -

El soporte S, de p,, serda un subconjunto compacto de ¥y de capacidad positiva. Si

definimos F,, = 7, — / Q du,, se tendra que:

(Vi +Q)(2) < Fo, 2€8,,

(Ve +Q)(2) > F, ,que. z€X,

4 b

donde la notacién “ qu.e. ” indica que la desigualdad anterior se verifica fuera de un
conjunto excepcional de capacidad nula.

El principal problema en este caso es que, en general, no se conoce de antemano el
soporte de u,,. Sin embargo, éste si es conocido en un caso particular importante, que es
precisamente el objeto de nuestro interés, el cual tiene lugar cuando el campo externo Q
coincide con el potencial de una carga negativa unitaria soportada fuera de . Ello esta
conectado con el concepto de “ balayage ” (barrido) de una medida. Concretamente,
sea G un abierto en C con frontera OG compacta y de capacidad positiva y g una

medida positiva de Borel finita con soporte compacto en G. Entonces, existen una

unica medida positiva p’ soportada en G y una constante ¢ tales que:

L[] = el
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2. V= (2) = c = [ gq (z;00) du (), que. z ¢ G.

donde €2 denota a la componente no acotada (si existe) de G (si G esta acotado, ¢ = 0).

Esta nocién de balayage o barrido de una medida juega un papel crucial en el
estudio de la convergencia de interpolantes racionales. La relacion de este concepto con
el anterior de medida de equilibrio en presencia de un campo externo se establece en
los siguientes términos. Si () = V™7, con ¢ una medida unitaria soportada fuera de ¥,
se tiene que p,, = o', esto es, la distribucién de equilibrio no es otra que el balayage de
o de C\X en 0X. En este caso, el soporte S, de y,, es conocido: S,, = IP(X).

Para concluir este breve inciso sobre algunos tépicos de Teoria del Potencial, senalemos
que para trabajar més comodamente en nuestro caso, dado que los ceros de los poli-
nomios que usaremos (y, consecuentemente, las masas de los potenciales) pueden tender
a infinito, conviene hacer uso de la normalizacion esférica de polinomios y potenciales.
En este sentido, y aunque en adelante no hagamos mencién expresa de ello, supon-

n
dremos que normalizamos cada polinomio P (z) = [] (2 —¢&;) en la forma:
j=1

P.()= I =) 11 (1—§> .
l€51<1 l€;1>1 J

De la misma forma, utilizaremos la correspondiente normalizacién esférica para los

potenciales logaritmicos. Asi, para cualquier medida u con soporte en C (sin necesidad

de imponer la condicién anterior (II1.3.1) ), definimos:

VE(z) = - /mlog o 2ldua) - [

z
log ’1 — ’ du (z) .
|z|>1 x
Obsérvese que para medidas que satisfagan (I11.3.1), Vi y V# tan sélo difieren en
una constante aditiva. Asi, si a cada polinomio P le asociamos su medida contadora

(P) " Es bien sabido (ver por

1 & 1
) _ : _ I
de ceros: p (P) = njz::ldgj , se tiene que - log |Py| = -V
ejemplo [67]) que si {Py,}, oy (con P, € Py, para cada n) es una sucesién de polinomios
normalizados como antes y denotamos u, = p(P,), entonces la convergencia de p, a

una cierta medida unitaria p (en la topologia débil*) es equivalente a la convergencia

en capacidad en C de los potenciales normalizados V'™ a V. Por consiguiente, si K
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es un compacto de C\sop (1) que no contiene puntos de acumulacién de los ceros de

{Pp},en se tendrd que:

1
fn —— 1 = |Pa|n 7 exp(=V}), uniformemente en K.

En ([126], Sect.2) se hace un estudio exhaustivo de la extensién de resultados de Teoria
del Potencial (balayage, ...) al caso en que se empleen potenciales esféricamente nor-
malizados.

Estamos ahora en condiciones de plantear adecuadamente nuestro problema.
Supongamos, pues, que la tabla A sigue una distribucién asintética conocida. Asi, si
a cada fila A, (o lo que es lo mismo, a cada polinomio W,,) le asociamos la medida

discreta unitaria (¢ contadora ”):
1 n
==Y 0a;, (I11.3.3)
j=1
asumiremos que existe una medida unitaria a soportada en D tal que o, — a (n — 00)
en la topologia débil* (por la compacidad débil*, sabemos que esto puede garantizarse

al menos para una subsucesion infinita A C N). En particular, supondremos que « es

de la forma

k
a= ijaj , con sop (oj) C D
j=1
. (I11.3.4)
aj (Dj)=1, 0<p; <1 (j=1,...k) y > pj=1.
j=1

Dada esta distribucién «, consideremos o', el balayage de o de D en 9D. Por la

unicidad del balayage (véase e.g. [118]), sabemos que o debe ser de la forma:

k
/ /
o = E P s
j=1

donde a;- es el balayage de a;; de D;j en 0D;. Dada la regularidad de los dominios Dj,
se tiene para j = 1,..., k,

Va;_aj (Z) — ’Y] = CO’)’LSt-, VIS (C\DJ ’

VU (2) = 3= Gj(za5), z€ Dy,
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siendo G (z; ) = /gD]. (2;t) daj (t), donde gp, (2;t) denota a la funcién de Green de
D;j con singularidad en ¢t € Dj, el denominado potencial de Green de o en D; (véase
por ejemplo [127]). La regularidad de D; implica que G; (z;«;) es continua en C y
positiva en D;.

A efectos de caracterizar la ratio de convergencia, introduzcamos la funcién:

k
Gp (z0) =) piGj(za) .
j=1
k
De esta forma, si denotamos v = ij'yj, se tiene:
j=1

Vaffa (Z) = v , Z € (C\D,
(I11.3.5)
VY (z) = y—Gpl(z:a),zeD.
Supongamos, finalmente, que denotamos por (8 la distribucion asintética del esquema
B; esto es, asumimos que existe una medida unitaria # soportada en @\D, tal que la
1 n
sucesion de medidas contadoras normalizadas 3, = — Z 0b,; (n € N) converge a 3 en
n 4
7=0
la topologia débil*.

Estamos ahora en condiciones de formular el siguiente resultado

Teorema II1.3.1 En las condiciones anteriores, Si 3 = o', denotando por o al
balayage de o de D en 0D, y el esquema A no tiene puntos de acumulacion en 0D,

entonces:

1. La sucesion de aprorimantes multipuntuales tipo Padé {r,}nen de la forma
P, (z
rn(2) = r (f,Ap,Bp; z) = # converge a f uniformemente en com-

B Qn(2)Th—m(2)

pactos de D* = D\ {p1,...,pm}, teniéndose ademds que si E es un subconjunto

compacto de D*,

fm_||f — rall i)y < exp{-7(E)} <1,

n

donde T7(E) = min Gp(t; a).

2. Cada polo de f “ atrae ” tantos ceros de @)y, como indica su multiplicidad.
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Demostracién:

Sea ¢ > 0 y consideremos I'. = {z € C/Gp (z;a) = ¢}. La regularidad de las compo-
nentes D; de D implica que I'; consiste en una unién finita de curvas de Jordan cuando
e estd suficientemente préximo a 0. Si elegimos € > 0 de forma que {p1, ..., pn} C
Int (T;) y n suficientemente grande para que A,, C Int (I';) y B,, C Ext (I'¢), podemos

escribir para z € Int (T'.),

Q) (Ll =B) o) = o f Qe (D=t ) 2

—Z

Witm41 2mi Jr. Witm+1

TG e P

)= Bt (S

de donde

(@uer - (I11.3.6)

Wn+m+1

Dado que con la normalizacién utilizada en las secciones anteriores, la familia {Qn},,cx
estd uniformemente acotada en compactos de C, y teniendo en cuenta que (Qf) es una
funcién holomorfa en Int (I';), al tomar raices n-ésimas en (II1.3.6) obtendriamos, por

(I11.3.5):

fin |(@uQf - 27 ) (2

n—00 Tn—m

1/n

< exp {Vﬁo‘ (2) — %Iel%n Vi« (t)}

= exp{y—-Gp(za)—(y—e)}

= exp{e —Gp(z0)} .

Como € > 0 es arbitrariamente pequeno, se tiene que para cualquier compacto K C D,

nll_)r{)lo ”QNQ (f - Tn) Hoo,K =0.

Por otro lado,

(zeC/ 1) -l 2 < {zec/ U =I5y o1,

donde hemos denotado por ¢, = @ - Q. Si K es cualquier compacto de D, se sigue

que:

Kn{zeC/|f(z) —rn(z)| > €} C {z e k1B UE) =) |tn(z)|} .

€
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Entonces,

Cap({z€ K /172) —ra2) 2 ) = Cap({z e i/ IIZI s 1y 1))

€

[tn (f —7n) HK)ﬁ
€

=
donde m + [, es el grado del polinomio ¢, que sabemos que estd acotado por 2m, se
sigue que

Ca
rn(2) jp f(z) en Q

Como consecuencia de un resultado obtenido por Gonchar en [64], la convergencia en
capacidad implica la convergencia en compactos en D*, garantizando ademads, que cada

polo de f atrae tantos ceros de ), de acuerdo con su multiplicidad. Entonces

Tim Qn=AQ, A#0, (I11.3.7)

probando asi el aserto 2 del teorema.
Una vez establecido lo anterior, es inmediato probar 1 . En efecto, si £ es un
subconjunto compacto de D*, existirdn ¢ > 0y §; > 0 (j = 1,...,m ) tales que

E C Int(T'.) y, si denotamos por U; = D (pj;6;), se tiene que:

(W) nE=0 v TinUj=0 sii#j.

Asi, de (II1.3.7), concluimos que para n suficientemente grande, todos los ceros de @,
estardn en la unién de los U; y, por tanto, existird una constante k (E) > 0 tal que
|Qn (2)Q(2)] > k(F),Vz € E. Por consiguiente, aplicando nuevamente (II1.3.6) se
tiene:

Tm ||f — | < exp{—7(E)} < 1.

n—oo
|
Con respecto a este resultado de cardcter bastante general, cabe hacer algunas
observaciones. En primer lugar, el teorema hace referencia al uso de interpolantes
racionales con polos parcialmente prefijados para recuperar a una funcién meromorfa

en todo su dominio. La utilidad de interpolantes racionales con polos prefijados para
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aproximar funciones holomorfas fue considerada exhaustivamente en el texto clasico de
Walsh [137] y en algunos trabajos posteriores de Bagby [14, 15] y, méas recientemente,
en [8, 46, 71, 72] (éste ultimo en conexién con férmulas de cuadratura), entre otros.
En cuanto a la aplicacién (con polos parcialmente prefijados) para aproximar funciones
meromorfas en un dominio, hay que destacar el trabajo de Gonchar [64], relativo al
caso clasico de aproximacién unipuntual. En el presente teorema el contexto es, en
cierta medida, el més general posible. Ademads de utilizar aproximantes multipun-
tuales, correspondientes a esquemas de interpolacién arbitrarios, el resultado es valido
en abiertos de C con un niimero finito de componentes conexas (siendo cada una de ellas
regular con respecto al problema de Dirichlet). El hecho de permitir la no conexi-
dad del abierto permite contemplar la aproximacién simultanea de funciones distintas
definidas en dominios disjuntos mediante una misma sucesién de funciones racionales,
tema de interés en las aplicaciones y practicamente no abordado hasta el momento, tal
y como senala H. Stahl en [125]. En la literatura clésica, cabe citar como antecedentes,
los articulos [58, 62], en los que se aborda la aproximacién racional de funciones del

tipo “ signo ” (que toman valores constantes distintos en compactos disjuntos).

En cada una de las componentes conexas de D, D; (j = 1,..., k), la estimacién de

la ratio de convergencia viene dada por:

Tm |(f — ) (2)|Y™ < exp{—p;Gj (z;a;)} <1 , z€D;. (I11.3.8)

n—0o0

La cota superior que figura en el miembro derecho de la desigualdad (I11.3.8) es éptima.
Para verlo més facilmente, centrémonos en el caso en que D tiene una tinica componente
conexa. En este caso, el miembro derecho de (III.3.8) vendria dado, simplemente por:
exp{—G (z; )}, donde G (z; ) denota el Potencial de Green de « en el dominio D.
Esta cota superior se alcanza tomando como distribucién asintética de los polos, tal
y como hemos visto, a o/, el balayage de o de D en el compacto dD. Sea, ahora,

otra medida positiva unitaria soportada en C\ D (no necesariamente en D). Entonces,
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!

Ve — VH es una funcién armoénica en D. Pero,
Ve — vk = (V"‘ — Va) —(VF—=-V%)
y como se tiene que

Ve —V¥=~y=const. en 0D y (VF -V (z)> tie%fD (VE—=V*)(t), para z € D,

obtenemos que

(VO‘/ - V“) (2) < y— tie%% (VE—=V*)(t), para z € 0D,

y por la armonicidad, esto mismo es valido para z € D. Por consiguiente,

(Ve V) @) =7 < (V" = V) () ~ fnt (V7 ~ V) (6). ¥z € D,

haciendo uso de (II1.3.5) se obtiene

—Gp (z;0) < VH(2)=Vz) — tie%fD(VM —VY(t) ,z€eD.

De esta forma, teniendo en cuenta el razonamiento aplicado en el teorema anterior (en
base a la expresién integral del error) quedaria probada que la cota superior obtenida
al tomar como distribucién asintética de polos a o’ es éptima. Ciertamente, tal y como
sefialan Ambroladze y Wallin [8], no es estrictamente necesario tomar o, pues basta
considerar una medida y soportada en C\D tal que su balayage ,u, sobre 0D coincida
con o (esta distincién tiene interés cuando el complementario de 9D no es conexo; por
ejemplo, cuando dD es una circunferencia). En efecto, en este caso, la cota superior
anterior tomaria el mismo valor. Sin embargo, parece claro que la elecciéon éptima es
precisamente o, ya que ésta “ dibuja ” con precisién la frontera D del dominio de
holomorfia (o meromorfia) de la funcién.

La existencia, para cada D; (j = 1,...,k), de esquemas BY) cuya distribucién
asintodtica coincida con el balayage de a;- estd garantizada: basta considerar los conjun-
tos de puntos de Fekete en 0D; correspondientes al peso w = exp (—@Q), con el campo ex-

terno @ dado, en este caso, por QQ = —V (ver [118, Theorem III.1.3] ). En este sentido,
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si w es un peso admisible en un cerrado ¥, se dice que Fp, = {210, 2205 -5 Znn} C 2
es un conjunto de n puntos de Fekete con respecto a w si el supremo:

2
n(n—1)

0y = sup H |zi — zj|lw(zi)w(z;)
215 Z2y-+-2n 1<i<j<n

se alcanza en F,,. Bajo estas condiciones, en el citado teorema ([118, Theorem III.1.3])
se prueba que la sucesién de medidas contadoras normalizadas (unitarias) de los Fp,
converge en la topologia debil* a la medida de equilibrio de ¥ = dD; con respecto al

peso admisible w, esto es,

1 & *
M(Fn) = ﬁ Z(Szj,n R O[; .
j=1 n—o00

De esta forma, combinando adecuadamente las tablas de Fekete para cada D;, de
acuerdo con los respectivos factores de ponderacién p;, obtendriamos el deseado es-
quema de polos B. Pero si bien la existencia tedrica de esquemas de polos que aseguren
la convergencia esta garantizada, otra cosa bien diferente es la posibilidad de computar
de manera efectiva tales tablas. Esto nos lleva al problema de la discretizacion efectiva
de una medida de equilibrio en un conjunto compacto, que constituye, fuera de algunos
casos particulares bien conocidos, un problema esencialmente abierto.

En efecto, el problema planteado en su forma mas general consistiria en discretizar
una medida arbitraria g (podemos suponer que es unitaria) en un compacto K de C.
No obstante, teniendo en cuenta que nuestro interés se centra en la aplicacién a la
interpolacién racional, podemos cefiirnos al siguiente caso: Dado un dominio  en C y
una medida unitaria ¢ soportada en €2, discretizar de forma efectiva la medida p = o,
esto es, el balayage de o de 2 en C\Q Sabemos que p estd soportada en 9 = K
y coincide, de hecho, con la distribucion de equilibrio de K en presencia del campo
externo creado por la carga unitaria negativa o, esto es, Q = V7. La complejidad
de esta discretizacién efectiva es consecuencia, obviamente, de la combinaciéon de dos
factores: la complejidad de o y el tipo de frontera K que tenga el compacto €.

Con respecto a la segunda de estas cuestiones, el caso més simple es aquel en que

K consiste en un intervalo de la recta real. En efecto, al ser en este caso K polinomial-
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mente convexo y con interior vacio, los polinomios ortogonales con respecto a medidas
variantes proporcionan una respuesta positiva a nuestro problema. Asi, si por ejemplo,
A = {ajn,n€N,j=1,...,n} es una tabla triangular infinita en Q que se distribuye

asintéticamente segin o, bastarfa con tomar la tabla T = {t;,, n € N,j =1, ..., n} en
n

K, de forma que para cada n, T, (x) = H (x —t;n) sea el n-ésimo polinomio ortogo-

j=1
w(x)

o )|2, donde w es
PnlT

nal con respecto a la medida o, cuya densidad viene dada por:
n
cualquier funcién peso positiva en K y p,(z) = H(m —ajpn). Esta discretizacién de
j=1
o' ha sido usada en [34, 114], entre otros. Por tanto, en caso de que K sea un inter-
valo, podemos discretizar con cierta facilidad el balayage de o, con independencia de la
complejidad de esta medida. Sin embargo, si tomamos K algo més general (un arco o

curva de Jordan), aunque el uso de polinomios ortogonales puede seguir resultando ttil

en algunos casos, en general el problema pasa a depender bastante de la complejidad

de o.
m
En este ultimo sentido, si o tiene un soporte discreto en €, esto es, do = Z &j0a;s
j=1
m
conaj €,§ >0, j=1,....,myYy ij = 1 (que se corresponde con un esquema
j=1

de interpolacion multipuntual con un ntmero finito de nodos distintos, por ejemplo, el
caso bipuntual del que nos ocupamos fundamentalmente en esta memoria), el problema
se reduce basicamente a saber discretizar la medida de equilibrio (de Robin) wy, siendo
L un compacto. Teniendo en cuenta la invariancia del problema de equilibrio frente a

transformaciones de Mobius, bastara considerar la familia de transformaciones L; (z) =
T-aj+1
a; +x

esta forma, tomando T, (z) = H t9) (z), donde tglj)(x) = (z — aj)”fig)(L»_l(m)) con
j=1

, j =1,..,my la correspondiente familia de compactos E; = Lj_1 (K). De

J

7(7)

7 el polinomio de grado n; perteneciente a cualquier sucesién de polinomios ménicos
m
extremales en £}, eligiendo de forma adecuada n; (j =1, ...,m) para que E nj=ny
i=1
nj

lim — = ¢; (siempre es posible), tendriamos resuelto el problema. Este es el enfoque
n—oo n

empleado en las secciones previas a este capitulo para el caso bipuntual.
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I11.4 Aplicaciones a formulas de cuadratura

En esta ultima seccion del capitulo obtendremos estimaciones de la velocidad de conver-
gencia para férmulas de cuadratura de tipo interpolatorias exactas para L-polinomios
(analizadas en el capitulo 2) cuando el integrando es analitico, gracias a la intima
relacién existente entre éstas y los aproximantes tipo Padé bipuntuales. Como se ex-
puso en las secciones anteriores, hemos obtenido resultados de convergencia usando
aproximantes tipo Padé bipuntuales en dos situaciones distintas. Por un lado, cuando
el esquema de interpolacién estd compactamente contenido en el dominio de holomorfia,
y por otro, cuando los puntos forman parte de la frontera de dicho dominio. Con el
fin de hacer que la lectura de esta seccién tenga cierta independencia del resto de la
memoria, introduciremos algunos conceptos necesarios.

Supongamos que pretendemos estimar

/ab f(@)w(z) dr

con 0 < a < b< oo, siendo w una funcién en general compleja de médulo integrable,
b
veriﬁcando/ 2*|w(z)|dr < oo , k€Z, y funafuncién tal que f-w sea integrable.

a
Sabemos que existen {\j,}7—; C Cy {zjn}j—y C [a,b] : x; # x; parai # j (cuando
a = 0 se exige que los x; # 0) con los cuales podemos construir férmulas de cuadratura

del tipo
Z Aj,nf(mj,n)
j=1
verificando

b n
/ L(z)w(@)de =3 AjuL(zn) » VLEA 4, (ITL.4.1)
a j=1

donde A_jj es el siguiente subespacio n dimensional del espacio vectorial de los L-

polinomios.

j=h
A gy = Zajxj/ajE(C conk,heNtalqueh+k=n—1.
j=—k
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Nuestro objetivo es estimar el error de estas férmulas de cuadratura cuando el inte-

grando es analitico en [a, b], el cual denotaremos por E,(f). Se sigue que
b n
En(f) = / f@)w(@)de =3 Ajnf(En), (I11.4.2)
a j=1

dado que f es analitica en [a, b], podemos garantizar que existe una curva cerrada de

Jordan IT" con el intervalo [a, b] en su interior, para la cual se verifica:

1) = 5 f 0

S mi Jrt—=x

dt , Vaelnt(l).

Al sustituir esta ultima igualdad en (II1.4.2) y aplicar el Teorema de Fubini obtenemos

que

1 b w(z) = 1

=1
(II1.4.3)
1 . A
= Tm.yif(t)' w(t) _]Z:;t_xj,n) dt,

donde hemos denotado por @ a la transformada de Cauchy de la medida w(z)dz.

A partir de la siguiente igualdad

1 m 1 mtl
t_x:Zxk-—i-(x) : , VmeN
k=0

y de (I11.4.1), obtenemos:

§=0 =0 \j=1

1 b phtly(z) 1 & J?;LZI
+ th+1'/ o dI—thH'ZAjmt_m

j=1 J,n
h h+1
1 T 1
_ J R
- ]gg By (a7) ti+1 + "(t _ ) th+1
h+1
T 1
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por un argumento andalogo, a partir de la igualdad:

UL t\"tt 1

— J _ .

— .Zomj“t +<$> - , VmeEN
]:

y de (II1.4.1) se tiene que:

k—1 1
= _Z En(xj"rl) v+ By (x (t—a:))'tk
§=0
= B, ! ) -tk (I11.4.5)

k- (t—x)

Asi de (II1.4.4) y de (II1.4.5), tenemos que Z

7j=1
bipuntual (k /n); de la funcién @. Si denotamos al error del ATP2 por E;, ), entonces

es el aproximante tipo Padé
Tjn

de (II1.4.3) podemos concluir que:

n QWZ%f kn)

y, por tanto,
[En()] < I/ llr - max [ Egp) (0)] -

Ahora, haciendo uso del corolario II1.1.1 de la péagina 137, obtenemos el siguiente

resultado.

Corolario ITI.4.1 Sea 0 < a < b < 00 y {L.(f)}nen la sucesion de férmulas de
cuadratura de tipo interpolatoria exacta en A_y(n) p(n), donde {k(n)}nen y {h(n)}nen

son dos sucesiones mondtonas crecientes de enteros no negativos, verificando k(n) +
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k
h(n)=n—1,VnéeNy lim ﬂ =0 € [0,1], cuyos nodos son los ceros de Q.,, donde
n—oo n
Q. es el n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a la funcion peso ];552) , siendo p
x

cualquier funcion integrable y positiva en casi todo punto. Entonces

b
lim I,,(f) :/a f(z)w(z)dx

n—oo

para toda funcion holomorfa en un entorno de [a,b]. Ademds, la convergencia es

geométrica, teniéndose la siguiente estimacion para la velocidad:

lim |E,(f)]" < e ),

con p(f) =max{p >0/ f es holomorfa en Q,} donde Q, = {z € (@/G[mb} (z;v)<p}

siendo Gap(2;v) el potencial de Green para la medida dv = 059 + (1 — 0)d en el

intervalo [a,b].

En la situacién [a,b] = [0,00) debemos imponer ciertas limitaciones para las fun-
ciones peso w y p. A partir del corolario I11.2.1 de la pédgina 157, podemos obtener el

siguiente resultado.

Corolario I11.4.2 Cuando a = 0 y b = oo, en las hipdtesis del corolario anterior

debemos exigir ademds que p tenga la siguiente forma:
plx)=a"e @ | 2 e(0,00),

1
conv € R y donde T es una funcion continua en (0,00), tal que existen vy > 3 ys>0

satisfaciendo

lim (sz)'7(z) = lim () =A>0,
z—0t T——+00 (S.CC)'y

Y que w satisfaga:

<@l
/0 ) der = K < 0.

Entonces, se tiene que:

lim I,,(f) = f(z)w(z)dx,

n—oo 0
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para toda funcion holomorfa en un entorno de [0,00] y ademds, la convergencia es

geométrica con la siguiente estimacion:

— - 1_LS sz 1_L§ L
Tim | B, (f)|7 < e pen|a-0 Hawm Fa(VE)]

1

1 IYEEORR
donderzl——yD()\):L (55)
2y A=1|v7 T(3)



Conclusiones y problemas
abiertos

A lo largo de la presente memoria, hemos abordado un conjunto de problemas relativos
al binomio interpolacién racional - férmulas de cuadratura, deteniéndonos de forma
especial en el estudio de interpolantes racionales con polos total o parcialmente prefi-
jados (Aproximantes tipo-Padé) y en las correspondientes férmulas de cuadratura de
tipo interpolatorio (con nodos prefijados). Dentro de este amplio campo de trabajo,
nos hemos centrado, de manera muy particular, en los resultados correspondientes a
interpolacién racional bipuntual (Aproximantes tipo-Padé en dos puntos, sin pérdida
de generalidad, el origen y el punto del infinito) y en sus andlogos en el terreno de la
integracion numérica, esto es, las formulas de cuadratura exactas en ciertos subespacios

de Polinomios de Laurent (L-polinomios).

Para estos problemas, se presentan resultados tanto para el caso “ clasico” o acotado
como para el “ no clasico ”, y se pone un especial énfasis en proporcionar elecciones de
polos (de los interpolantes racionales) o nodos (de las férmulas de cuadratura) de facil

computacion.

Pese a que nuestra modesta aspiracién es presentar un abanico relativamente amplio
de resultados (Capitulos II y III), asi como un compendio previo que sirva de guia y
de referencia para adentrar adecuadamente al lector en la materia (Capitulo I), es
evidente que muchos temas relacionados con los aqui expuestos han quedado fuera de
esta memoria, por limitaciones de espacio y tiempo, y habran de ser objeto de futuros

trabajos. Permitasenos exponer de forma sucinta algunos de los mas destacados.

175
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1. Aproximantes tipo-Padé y problema indeterminado de momentos.

En los capitulos anteriores, al considerar el uso de ATP o ATP2 para proporcionar
sucesiones de interpolantes racionales convergentes en el caso no cldsico (funciones
meromorfas de tipo Stieltjes, interpolando en los extremos del intervalo [0, o), para
medidas p en general complejas, hemos mantenido, no obstante, el requisito de que
el problema de momentos para p sea determinado. Sin embargo, surge de manera
natural un importante interrogante: ;puede suprimirse este requisito?, esto es, jpudiera
darse la convergencia de sucesiones de ATP aunque el problema de momentos estuviese
indeterminado?.

En la literatura clésica, los primeros ejemplos de problema indeterminado de mo-
mentos fueron proporcionados por T. Stieltjes, quién en [128] prob6 que la familia de

funciones peso:
wr(r) = 27182 (1 + Asin(2rlogx)) , para A€ [—1,1]

tienen la misma sucesién de momentos. Es bien conocido que la condicién de Carleman
es suficiente para la determinacion del problema de momentos, en tanto que, en sentido
contrario, el Teorema de Krein (ver [86]) proporciona una condicién suficiente para
garantizar la indeterminacién. Con posterioridad al trabajo de Stieltjes, pero también
basdndose en el estudio de ciertas fracciones continuas, Hamburger (ver [75]) extendi
el estudio de Stieltjes de [0,+00) a R. Trabajos posteriores de autores como Riesz o
Nevanlinna han enfocado esta teoria desde el punto de vista del andlisis funcional y la
teoria de funciones.

Stieltjes, en su trabajo original [128], comprob6 que los convergentes de ciertas
fracciones continuas (es decir, los Aproximantes de Padé), bajo ciertas condiciones
(relativas a la indeterminacién del problema de momentos) no convergian a una tnica
funcién. De hecho, estableci6 la existencia de diferentes limites en C\ [0, +00|, para las
subsucesiones de indice par e impar de los AP.

De todo lo dicho, se desprende el interés por estudiar en qué medida el uso de ATP

(o ATP2, en el contexto del problema fuerte de momentos) puede contribuir a “ resolver
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” el problema indeterminado de momentos, eligiendo una sola del conjunto de funciones
de Stieltjes cuyas medidas asociadas comparten la misma sucesién de momentos.

2. Formulas de cuadratura interpolatorias con nodos parcialmente

prefijados y cuadraturas de tipo Turan.

De forma andloga al estudio de interpolantes racionales con polos parcialmente pre-
fijados, objeto de buena parte de esta memoria, es interesante plantear en un contexto
mas amplio, el andlisis de férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio con nodos par-
cialmente prefijados. La motivacion para el uso de este tipo de férmulas de cuadratura
es variada; quizds, la utilidad més frecuente sea la de intentar adaptar el esquema de
nodos a las particularidades del integrando. En este sentido, por ejemplo, si estamos in-
tegrando la funcién f (z) = |z| en el intervalo [—1, 1] puede resultar conveniente utilizar

3

mas nodos cerca del origen, donde se produce un “ pico ” de la funcién.

El problema, planteado en un contexto bastante general, podria enunciarse de la
siguiente forma: Construir férmulas de cuadratura interpolatorias del mayor grado de
precisién posible (entendiendo por tal a la capacidad de integrar exactamente ciertas
funciones basicas, como polinomios, polinomios de Laurent o funciones racionales), en
el supuesto de que para cada n € N, una cantidad m (n) < n de nodos (posiblemente
creciente con n) estén prefijados de antemano. Este planteamiento general conlleva un
serio problema: el hecho de prefijar parte de los nodos implica que para garantizar
el mayor grado de precisiéon posible, los restantes nodos habran de ser los ceros del
polinomio ortogonal con respecto a la medida inicial © modificada por el polinomio

nodal correspondiente a los nodos prefijados, esto es:

m(n)
d,un(x) = tm(n)(l‘)dﬂ(ﬁ) , Ccon tm(n)(x) = H (.’L’ - fj) s
j=1
siendo &; (j =1,..., m(n)) los nodos prefijados.

A la vista de esto, en base a la no positividad de du,, surgen de forma natural

ciertos interrogantes:

e ; Estaran los nuevos n — m(n) nodos en [—1,1] ?
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e ; Seran estos nuevos nodos simples?

e ; Podra coincidir alguno de estos nuevos nodos con alguno de los anteriormente
prefijados? Con cardcter general, es imposible dar respuesta definitivas a estos
tres interrogantes, debiendo conformarnos hasta la fecha con algunas respuestas

parciales.

Llegados a este punto, es conveniente revisar algunos aspectos relacionados con

este tema que han sido tratados en la literatura hasta el momento actual.

— Destacamos, en primer lugar unos trabajos de G. Lépez Lagomasino y F.
Cala Rodriguez (ver [38, 39]) en los que se persigue, como objetivo funda-

mental, obtener ratios exactas de convergencia para los correspondientes

ATPM con polos parcialmente prefijados (deduciéndose, como simples coro-
larios, las correspondientes estimaciones para las férmulas de cuadratura
asociadas). Sin embargo, desde nuestro punto de vista, este enfoque pre-
senta ciertas limitaciones. En primer lugar, para preservar la positividad de
las medidas variantes, se impone que los nodos prefijados en el interior del in-
tervalo sean dobles (lo cual, ademés, obliga a considerar cuadraturas de tipo
Turén, es decir, combinaciones lineales no sélo de valores funcionales sino
también de derivadas). En segundo lugar, el afin por proporcionar ratios
exactas para los ATPM les lleva a limitar considerablemente la generalidad

de la distribucion asintotica de los polos prefijados.

— Otro enfoque interesante es el que se desprende de una serie de articulos de
T. Bloom, D.S. Lubinsky y H. Stahl, cuyo objetivo inicial es caracterizar
férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio que sean convergentes en el
espacio de las funciones continuas en el intervalo (ver [25, 26, 27]). De
aqui se deduce una sencilla via, utilizando polinomios ortogonales variantes,
para prefijar con total arbitrariedad la distribucién asintética de parte de

los nodos de integracién (aunque no permita prefijar, por supuesto, nodos
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simples).

— Otro tema relacionado con nuestro problema es el de las denominadas férmulas
de cuadratura de Gauss-Kronrod. Este esquema de cuadratura, muy usado
en la practica, surge como alternativa computacional a las usuales reglas
gaussianas. En sintesis, partiendo de una funcién peso w positiva en [—1, 1],
tomamos los 2n 4+ 1 nodos de la férmula de cuadratura I, 11 de la siguiente

forma:

* n nodos son los correspondientes ceros del n-ésimo polinomio ortogonal

P,, con respecto a w (esto es, los nodos de la férmula gaussiana I,,).

* los restantes n + 1 nodos son los ceros del correspondiente polinomio
de Stieltjes F,11, es decir, el (n 4+ 1)-ésimo polinomio ortogonal con
respecto al peso (de signo variable) w, = P, - w.

En su trabajo original, Kronrod (ver [87]), para el caso particular
de la funcion peso de Legendre, w = 1, probd que los ceros de Fp41

“ entrelazan 7 con

son simples y pertenecientes a (—1,1) y, ademds, se
los de P,; teniéndose que los correspondientes pesos de la férmula de
cuadratura son positivos (lo cual garantiza la estabilidad numérica del
método, asi como la convergencia para funciones integrables). Traba-
jos posteriores de autores como S. Ehrich, W. Gautschi, S. Notaris y
F. Peherstorfer, han estudiado la posibilidad de extender este método
para otras funciones peso, proporcionando asimismo diferentes estima-
ciones del error (véase, por ejemplo, [53, 105, 108]). No obstante, hasta
ahora, la validez de estas propiedades “ deseables ” del esquema de
Gauss-Kronrod sélo ha podido extenderse para tipos concretos de fa-

milias (modificaciones de la funcién peso de Chebyshev, funciones peso

de tipo ultraesférico, ...).

— Otro tema de interés en si mismo, y estrechamente relacionado con el uso

de férmulas de cuadratura con nodos parcialmente prefijados, es el de las
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anteriormente citadas cuadraturas de tipo Turén (que involucran valores de
las derivadas de la funcién en los nodos, véase por ejemplo [119]). Eviden-
temente, este problema estd vinculado con el estudio de la convergencia en
procesos de interpolaciéon de Hermite y Hermite-Fejer. No obstante, y al
igual que en el apartado anterior, la mayor parte de los resultados positivos
hasta la fecha se restringen al uso de familias particulares de nodos, como las
asociadas a funciones peso de tipo-Jacobi generalizadas (véase al respecto el

excelente tratado de Szabados y Vertesi [130]).

3. Férmulas de cuadratura racionales para medidas complejas.

La aproximacion de Padé multipuntual a Funciones de Markov esta estrechamente
vinculada al uso de férmulas de cuadratura exactas en ciertos espacios de funciones
racionales, tal y como puede verse en [68, 76]. Por ejemplo, si u es una medida positiva
de Borel soportada en [—1, 1], y consideramos un esquema triangular infinito de puntos:
A = {ajn,neN,j=1,..,n} compactamente contenido en C\[-1,1] y simétrico con
respecto a R (esto es, tal que A,, = A,,, paratodon € N, donde A, = {ajn,j =1,..., n}),

entonces se verifica:

1. Para cada n € N, el Aproximante de Padé multipuntual de fi(z) = /

correspondiente al esquema A viene dado por:

Pn_l(z)

[n—1/n], () = ) siendo @, el n-ésimo polinomio ortogonal con respecto
n(z
dy() -
a la medida variante du,(z) = Won (1)’ con Way,(z) = jl;[l(x — Qjn).

2. Lasucesién {[n — 1/n]a}, o converge uniformemente a ji en compactos de C\[-1,1];

teniéndose ademads que si la tabla A se distribuye asintoticamente de acuerdo con

una medida a de soporte compactamente contenido en C\[—1,1], la velocidad de

convergencia sera al menos geométrica, teniéndose que:

Tim [l — [n— 1/l % < exp{—r(K)} <1, (I11.4.6)
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para todo K compacto en C\[—1, 1], donde 7(K) = gm}r(l Gaq(t; a) es el correspon-
€

diente Potencial de Green de o en Q = C\[1, 1].

Al igual que los Aproximantes de Padé ¢ clasicos ” (unipuntuales en infinito) estén
asociados a las Férmulas de cuadratura gaussianas, exactas en subespacios maximales
de polinomios, y los Aproximantes de Padé bipuntuales a las correspondientes Formulas
de cuadratura exactas en subespacios maximales de L-polinomios, los AP multipun-
tuales llevan aparejadas familias de Formulas de cuadratura exactas en ciertos
subespacios de funciones racionales con denominadores prefijados. Asi, como puede
verse en [76], por ejemplo, si denotamos por {z;}7_; y {A;}7_;, respectivamente, a los
ceros de 0, y a los coeficientes de la descomposicién en fracciones simples de [n—1/n],

esto es, [n —1/nu(2) =

Pn_l(z) _ i )\j

Qn(z) j=1 2= Tj
[ F@)du@) =5 Fa)
j=1
. . P(x) ]
para toda funcién racional F' de la forma: F(x) = ,con P € Ily, 1. Ademas,
W2n(x>

en estas condiciones puede garantizarse la convergencia de la sucesion de féormulas de
cuadratura gaussianas I,,(F') = z”: Aj F(x;) para todo integrando F' Riemann-Stieltjes
integrable con respecto a du . j};é el caso de integrandos F' analiticos en un entorno
de [—1, 1], la convergencia es geométrica, y una estimacioén de la ratio puede obtenerse
facilmente aplicando (I11.4.6).

De lo anterior se desprende que es esencial que la medida p sea positiva, asi como
que el esquema de interpolacion A sea simétrico, para garantizar que para cada n € N
la correspondiente medida du, sea positiva, por tanto, los polos del APM (nodos de
la FC) son simples y pertenecen al intervalo (—1,1). Pero, ; qué podemos hacer si la
medida es compleja?. En la presente memoria hemos dado respuestas parciales a este
problema, sobre todo en lo relativo al caso bipuntual, mediante el uso de Aproximantes
tipo-Padé o de férmulas de cuadratura interpolatorias (prefijando adecuadamente los

¢

polos/nodos). Pero, jexisten medidas complejas “ admisibles 7, en el sentido de que

para un n € N suficientemente grande, los ceros de los correspondientes polinomios
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ortogonales tengan grado exactamente igual a n y sus ceros sean simples, y ademads se
acumulen asintéticamente en [—1,1] 7. Un paso decisivo en la busqueda de respuestas
positivas a este problema (para el caso unipuntual cldsico, de AP en el oo) lo dio
A. Magnus [98] al probar que la clase de medidas p tales que: du(z) = w(x)dz, con
w=p-gsiendop>0a.e. en|[—1,1]y g:[-1,1] — C una funcién continua que no se
anula en [—1, 1], satisface dichas condiciones. En trabajos posteriores, se han producido
otras extensiones de este tipo (clase de Nevai-Blumenthal compleja), en algunos casos
haciendo uso de la teoria espectral para perturbaciones compactas de operadores (véase,

por ejemplo, [21, 22, 95]).

Nuestro objetivo es extender estos resultados al caso de la aproximacion multipun-
tual (o lo que es andlogo, a las férmulas de cuadratura gaussianas racionales). En
este sentido, estudiaremos medidas complejas p tales que sus correspondientes medi-
das variantes (ante un esquema de interpolacién simétrico, como antes) verifiquen las

propiedades deseadas.

4. Aproximantes de Padé en dos puntos matriciales.

En los dltimos afios conceptos escalares tales como polinomios ortogonales,
fracciones continuas, funciones de Markov, aproximantes de Padé unipuntuales, e.t.c.,
han sido llevados a través de diversas extensiones y generalizaciones al campo matricial
(véase al respecto los trabajos recientes de A. Duran [50, 51] y Pedro Lépez [97] entre
otros, ademads de las referencias alli citadas). Por otro lado, el concepto de Aproximante
de Padé (y tipo Padé) bipuntual ha sido extendido por A. Draux (ver [49]) al contexto
de una &lgebra no conmutativa. No obstante, consideramos que el caso concreto del
algebra de las matrices de un determinado orden ofrece amplias posibilidades de estu-
dio. En tal sentido, sélo conocemos la referencia [70] donde se establece una primera
relacion entre ciertos polinomios ortogonales de Laurent matriciales y los correspon-
dientes Aproximantes de Padé en dos puntos. Al respecto consideramos fundamental,
como un primer paso, seria establecer la * contrapartida ” matricial del llamado

“ PROBLEMA FUERTE DE MOMENTOS ” introducido en el caso escalar por Jones, Thron
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y Waadeland en 1980 (ver [78]), el cual puede enunciarse en los términos siguientes,
(Problema de Stieltjes): “ Dada una sucesién doblemente infinita C = {C), },,cz de ma-
trices hermitianas de orden p con entradas complejas, encontrar una funcién matricial
o definida en (0, 00) simétrica y no decreciente (es decir, la matriz o(x1) — o(x2) es

definida no negativa si 1 > z2) de forma que:
o0
Ch :/ do(x) ; k=0,+1,£2,...
0

5. Convergencia en norma L, de sucesiones de polinomios de Laurent

interpolantes.

Sea w una funcién peso en [a,b] (0 < a < b < +00) de forma que los

momentos
b
Ck :/ a* w(x)dzx
a
existen para todo entero k. Al igual que en el caso polinémico, el estudio de la conver-

gencia de las férmulas de cuadratura {I,,(f)}nen dadas por I,,(f) = Z Njnf () aso-
j=1

b
ciadas a I,(f) = / f(z) w(x)dz, de forma que I,(L) = I,(L) YVLeA ,, (p+q=
a
n — 1), da lugar al problema de analizar la convergencia de sucesiones de polinomios
de Laurent interpolantes en los nodos de la férmula de cuadratura. Ya que como se ha

visto en el Capitulo II,

b
L) = 1) = [ (F@) = Lu(f.2) w(a)de

siendo L, (f,) € A_pq v tal que L,(f,zjn) = f(zjn), j =1,2,..., n. Esto clara-
mente motiva el planteamiento de la siguiente cuestién.

Para qué funciones peso w y valores de p > 1 se cumple que

b
lim / () = L(f,2)|P w(z) dz = 0

n—00
siendo {:):j,n}?:l n =1, 2,... los ceros de ciertos polinomios de Laurent ortogonales y
f en una clase de funciones lo mas amplia posible?

Obsérvese que el caso b < +00 y p = 2 fue estudiado en el capitulo IT (teorema de

tipo Erdos-Turan).
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6. Aproximantes de Padé bipuntuales y féormulas de cuadratura para

funciones pesos con propiedades de simetria.

En la memoria presente se ha hecho un estudio genérico desde el punto de
vista de la convergencia, tanto de férmulas de cuadratura exactas en subespacios de los
polinomios de Laurent, asi como de las correspondientes sucesiones de aproximantes
bipuntuales. En tal sentido creemos interesante caracterizar tanto las férmulas de
cuadratura como los aproximantes bipuntuales cuando la funcién peso satisface ciertas

propiedades de simetria introducidas por A. Sri Ranga y otros en ([28]), a saber:

52 1-p /82
tPu(t) = <t> w(=) t € (a,b) (I11.4.7)
2
con 0 < f<b<oo,a=— y 2p€Z Téngase en cuenta que la conocida

b
“ distribuciéon log-normal generalizada ” de gran importancia en ciertos problemas de

prediccién meteorolégica,
1 2
di,(t) = Vi t" exp [ <n(t)> ] dt t € (0,00)

siendo ¢ = e~ 2N , satisface (II1.4.7) con 3 = ¢qP " L.

Al respecto conviene indicar que en los trabajos [47, 48] hemos abordado ya dicho

problema para el caso particular de p = %, con resultados positivos.

7. Aproximantes de Padé simultaneos.

Durante las pasadas décadas, los llamados polinomios ortogonales multiples
se han convertido en un tépico de investigacion muy importante, especialmente en la
Europa Occidental. Al respecto, véanse por ejemplo los trabajos de Aptekarev [11], de
Bruin [43] o el capitulo 4 del monografico de Nikishin y Sorokin [103]. Tales polinomios
estdn intimamente relacionados con los llamados Aproximantes de Padé simultdneos,

también conocidos hoy en dia como APROXIMANTES DE HERMITE PADE.
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Asi supongamos dadas r funciones de Markov,

pm(z) = /A din() ;o2 €A

Z— X
d
i) = [P e,

s 2 — T

22—

() = / dpr () CLen,,
A,

4 ’

entonces, se trata de encontrar funciones que aproximen “ simultdneamente ” a estas
r funciones de modo que la aproximacién tenga un orden dado en el infinito. Uti-
lizando la notacién vectorial para r naturales ni, no,..., n, ; @ = (ni, n2, -+, n,)

y |fi| = ni +n2 + -+ 4+ n,, asi como la términologia usada por Van Assche [134], la
Aproximacion de Hermite Padé “ Tipo I” consiste en encontrar un vector de polinomios
(@i, Qi - -5 Qi) y un polinomio Py tal que el grado de Q5 ; sea menor o igual

que n; — 1, verificando:

1
2|7l

(Qitn -1+ Qi -+ + Qiy - i1r) (2) — Puar(2) = O < > z— oo (II1.4.8)

Por otro lado, en la aproximaciéon de Hermite-Padé “ tipo II ” se trata de encontrar un
polinomio Q5 de grado |7i| y polinomios Py, Py, .., Py, de grado a lo sumo |n| — 1

tales que:

Qa(z)m(2) = Paa(z) = o( L ) + oo

Qi(2)p2(2) — Pra(z) = (’)( ! ) z — 00 (I11.4.9)

Q()in(2) — Prp(z) = o(l) i

anJrl
Si suponemos que las medidas p; , j = 1,2, ..., r admiten momentos positivos y
negativos, esto es, las integrales

C]];::/ xkd,uj(:v)<oo , VkeZ y j=1,2,...,1,
A.

J

entonces las correspondientes funciones de Markov presentan desarrollos en series en

el infinito y en el origen. Cabria, pues, plantearse la construcciéon del aproximante de
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Hermite Padé bipuntuales bien del “ tipo I ” o del “ Tipo II ” repartiendo condiciones
del tipo (I11.4.8) y (II1.4.9) tanto en el infinito como en el origen, respectivamente. Ello

se traduce en el estudio de sucesiones de polinomios ortogonales de Laurent multiples.
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