UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

«Trasformaciones integrales de
tipo Laplace y Hankel>»

Autor: Domingo Israel Cruz Baez
Director: Dr. D. José Rodriguez Expésito

Departamento de Analisis Matematico



Universidad de La Laguna
Facultad de Mateméticas

JOSE RODRIGUEZ EXPOSITO, Catedratico de Andlisis Mateméatico
dela Universidad deLaLaguna

CERTIFICA:

Que la presente memoria, titulada “Transformaciones integrales de tipo
Laplace y Hankel”, ha sido realizada bajo mi direccion por € licenciado en
Ciencias Mateméticas D. Domingo Israel Cruz Béez y congtituye su Tesis

para optar a grado de Doctor en Ciencias Mateméticas.

Y para que asi conste a los efectos oportunos, firmo la presente en La

Laguna, a doce de abril de dos mil.



La sugerencia, € impulso y €l aliento de la presente investigacion se debe a Prof. Dr.
D. José Rodriguez Exposito, Catedrético de Andlisis Matemético y Director de esta
Memoria, a quien quiero agradecer sus atinadas observaciones y su permanente

seguimiento para perfeccionar este trabagjo.

Mi agradecimiento a los miembros del Departamento de Andlisis Matematico y a los
compafieros del Departamento de Economia Aplicada, por € &imo y la maxima

colaboracion que en todo momento me han prestado.

Y por dltimo, gracias a mi esposa, padres y hermano por su constante apoyo y

comprension. A ellos les dedico esta Memoria



Contenido

Prologo

I Transformaciones de Kritzel clasicas

I.1 Introduccion. . . .. .. .. ... ... .
L2 Las funciones Z;(z) y AP (). Propiedades . . ... ...
1.3 Férmulas de inversiéon . . . .. . ..o

1.3.1 Foérmula de inversiéon compleja . . . . . .. .. ..

1.3.2 Foérmulas de inversiéon reales . . . . . . .. ... ..
1.4 Teoremas de tipo Abeliano para la Ky’ ..........
1.5 Teoremas de tipo tauberiano . . . .. ... ... ... ..

1.6 La transformacion K,S” ) sobre espacios LP con pesos

)

1.7 La transformacion integral de Kratzel 5&’) .........

IT La transformacién K,Ep) en sentido distribucional

II.1 Introduccién y preliminares . . . . ... ... .. .. ...

I1.2 La transformacién generalizada K sobre Ea ...

15
15
17
21
22
24
30
42
50
61



. . . . . /
ITI Transformaciones en espacios distribuciones F, , 89

III.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . .. . ... 89
I11.2 La transformacién [,((f ) 94
II1.3 La transformaciéon Obrechkoff . . . . . .. ... ... ... 102
II1.3.1 Introduccién . . . . . . . .. .. ... .. ..... 102

I11.3.2 Método del operador adjunto . . . . .. .. .. .. 106

II1.3.3 Método del nticleo . . . . . . .. ... . ... ... 116

IV Potenciales de Hankel y espacios de funciones 135
IV.1 Introduccion y preliminares . . . . .. .. ... ... ... 135

IV.2 Espacios tipo Lipschitz, Sobolev y potenciales de Hankel . 140
IV.2.1 Espacios de tipo Sobolev y potenciales de Hankel . 140

1V.2.2 Espacios tipo Lipschitz. . . . . . .. ... ... .. 153

IV.3 Espacios de tipo Besov y Triebel-Lizorkin . . . . .. . .. 158

IV.3.1 Primeros resultados. Notacién y terminologia . . . 158

IV.3.2 Una propiedad de elevaciéon . . . .. .. ... ... 170
IV.3.3 Una caracterizacién del espacio de los potenciales

de Hankel . . . . . .. .. . .. L. 172

IV.4 Potenciales no lineales de Hankel . . . . .. ... .. ... 179

IV.5 Aplicaciones . . . . . . . . . ... 191

Bibliografia 195

ii



Prélogo

Esta Memoria consiste fundamentalmente en el desarrollo de cier-
tas transformaciones integrales en determinados espacios de funciones.
Para ello hemos dividido la misma en dos partes bien diferenciadas. Una
primera parte la dedicamos al estudio de algunas transformaciones inte-
grales que generalizan a la transformacion integral de Laplace, mientras
que en la segunda parte, se analizan ciertos espacios de funciones donde
la transformacién integral que comparece en los mismos es una transfor-

macién integral tipo Hankel.

Para la primera parte, se recuerda como una gran cantidad de autores
han estudiado generalizaciones de la transformacién de Laplace, desta-

cando por ejemplo, a C. S. Meijer [82] que definié y estudié en 1940 la
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transformacién

(Kuf) @) = [~ (o) Kolay) S )y, v = ~1/2

conocida como K- transformacién o transformacion de Meijer, donde
la funcién K, que comparece en el ntcleo, denota la funcién de Bessel
modificada de tercera especie y de orden v. Es conocido que cuando
v=+1/2,
o0 —
(Kuf) (@)= [ e f(w)dy = (£5) (@),

donde L denota la transformacién de Laplace.

Posteriormente, E. Krétzel ([67],[63]) introduce las siguientes trans-

formaciones integrales

p)f / Z,(zy) f(y)dy, >0

/ )\p)xy y)dy, x>0

donde Z7 (), A () denotan las funciones

0o oz
ZY (x) :/ t"le "% dt,
0

o) (p=1)/2 )1/2 x\Px oo o 71,
AP () = F<(a)+1 - (f/p)) <—) A (t? = 1)~ De gy 5> 0
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conp>0reCya>—-1+1/p.
Noétese que como casos particulares, tenemos
(KSVF) (@) = (Ko f) (=)
() (@) = (£f) (=)
(£27) @) =21 [ )" Kalaw) S )y =27 (Ka ) (@)

Ademas, en 1958 N. Obrechkoff [91] habia definido la transformacién

O {f(1):) = 3= [ Gt (0| m+ 1= YB)T) S0,

donde GSZQ es un caso particular de la funcién G de Meijer ([61, Def.
A.3, p. 313]). Los resultados de este autor permanecieron desconocidos
durante largo tiempo, y lo paraddjico es que esta transformacién gene-
raliza a las transformaciones de Meijer y a E&p) (61, pag. 196-197], es

decir, para f =m = 2, y1 2 = tv/2
O {f(t); 2} = 272120 C, {f(1); 21,
ysif=m,y=k/m(k=1,....m—1); ym=v—1/m

O{f(t);2} = m- £ {#mOn D=L f()sm -2
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Comenzamos comentando el contenido de la primera parte de la
Memoria, analizando sus caracteristicas, asi como los antecedentes que
nos motivaron a su realizacién. Para ello se ha dividido en tres capitulos,
en los cuales se estudian las transformaciones de Krétzel K,Sp ) , L((f ) y

la de Obrechkoff. Nuestro objetivo es completar varias cuestiones no

tratadas con estas transformaciones.

En concreto, el capitulo I estd dedicado al estudio de las transfor-
maciones de Kratzel en sentido clasico, y se desarrolla de la siguiente

forma:

Después de una breve introduccién, en el apartado 1.2 se recuerdan
algunas propiedades de estas transformaciones, que seran de utilidad en
el desarrollo de la presente Memoria. La seccién siguiente, se dedica a la
obtencién de férmulas de inversion reales para la K ,Ep ) transformacion,
ya que hasta este momento, las férmulas de inversién conocidas para la
misma eran complejas (como puede verse en [67]). Para la obtencién de
las citadas férmulas se siguen los trabajos de D. V. Widder [120]; I. 1.
Hirschman y D. V. Widder [51]; C. Nasim ([88],[89] y [90]) y J. Barrios
y J. J. Betancor [7]. Para ello, se usan operadores diferenciales de orden

infinito utilizando un procedimiento desarrollado por C. Nasim [88] para

lograr un teorema de inversién para una variante de la K-transformacién.
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En la seccién 1.4 se establecen teoremas abelianos para la trans-
formacién K,Sp ) , con ellos se consiguen condiciones bajo las cuales el
comportamiento de la transformada (Kﬁp ) f) (z) para valores grandes
(respectivamente valores pequenos) de z queda determinado por el com-
portamiento de la funcién original f(y) para valores de y pequenios (res-
pectivamente grandes). Seguidamente, se logran teoremas tauberianos
para la transformada, de forma que el comportamiento de una funcién f
en el origen y en el infinito estd determinado por el comportamiento de la
transformacién (Kl(,p ) f) (z). Para la obtencién de los citados teoremas

tauberianos nos basamos en el método dado por J. R. Ridenhour y R.

P. Soni [94] en sus trabajos sobre la transformacién integral de Hankel.

En una serie de articulos, E.A. Emara y H. P. Heining ([37],[38])
estudian varias transformaciones integrales en espacios LP con pesos.
En el apartado 1.6 se extienden y mejoran los resultados obtenidos por
estos autores para la K-transformacién. En la dltima seccién de este
capitulo, se demuestra que la funcién que comparece en el ntcleo de

&p)

la transformacion Lo’ verifica nuevas ecuaciones diferenciales de orden

fraccionario a las establecidas por J. Barrios y J. J. Betancor en [8].

Los capitulos segundo y tercero se dedican al estudio de las transfor-

maciones de Kratzel y de Obrechkoff en sentido distribucional.
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Es conocido que, el estudio de transformaciones integrales en espa-
cios de distribuciones, ha sido una activa area de trabajo de muchos
matematicos sobre todo después de la publicaciéon de la monografia de
A. H. Zemanian [127] en 1968. Cabe destacar en este campo, ademés
de los trabajos de este tltimo autor resenados en la bibliografia, los ya
cldsicos de L. Schwartz [107] en relacién con la transformada de Fourier,
L. S. Dube y J. N. Pandey [34], E. L. Koh y A. H. Zemanian [62], J.
M. Méndez ([79], [80]) y J. J. Betancor [9] sobre la transformacién de

Hankel y sus variantes.

En general, los espacios de funciones y distribuciones que deben in-
troducirse son diferentes para cada transformacién integral y dependen

esencialmente de la funcién nucleo de la transformada.

Dada una transformacion clasica genérica definida por el par

b@) = (19)(@) = [ K(@y)o(a)de (00.)
o) = (170)(@) = [ Haye@yds,

donde I y J representan subconjuntos de R (o C), es bien conocido que
existen dos vias principales de extensién a funciones generalizadas.
En la primera deben construirse dos espacios A y B Fréchet de fun-

ciones sobre I y J respectivamente, de manera que la transformacién T’
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sea continua de A en B. La transformacién generalizada T*f de una
distribucién f € B’ (dual de B), se define mediante el operador adjunto
de T, es decir,

<T*f,¢ >=< f,To >, (0.0.2)
para f € B y ¢ € A.

Este es el procedimiento seguido por, entre otros, L. Schwartz [107]
en su extension de la transformacién de Fourier a distribuciones de creci-
miento lento, y por A. H. Zemanian [127] para definir la transformacién

de Hankel en ciertos espacios de funciones generalizadas.

La segunda via de extensién, consiste en introducir un espacio de
funciones FE, definido sobre I, que contenga al nicleo K (x,y) para cada
y € § (siendo Q un subconjunto de R o C), definiendo la transformada
®(x) de la funcién generalizada f € E' mediante la aplicacién directa

de esta ultima al nicleo, esto es,
O(z) =< f(y), K(z,y) >, (0.0.3)

siendo f € E', y € Q.

Este procedimiento, conocido como método del nicleo, es adoptado

por A. H. Zemanian para efectuar las extensiones de las transformadas
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de Laplace y Mellin [127] y de Meijer [124]; por E. L. Koh y A. H.
Zemanian [62] en relacién con la transformacién compleja de Hankel, y
por L. S. Dube y J. N. Pandey [34] para la transformacién de Hankel-

Schwartz.

Esta segunda via presenta notables ventajas respecto a la primera,
ya que, por una parte resulta ser la mas natural, por cuanto si f es una
funcién clasica que genera un elemento regular en E', entonces (0.0.3)
coincide con (0.0.1); y por otro lado, la definicién (0.0.3) simplifica los
calculos en la obtencion de las transformadas de algunas distribuciones.
Sin embargo, la definicién por medio del operador adjunto (0.0.2) per-
mite analizar una clase mas amplia de funciones generalizadas a las que

es aplicable la transformacién considerada.

Hechas estas aclaraciones, el Capitulo II se dedica a analizar el com-

portamiento de la transformacién de Kratzel K,(,p )

sobre las distribu-
ciones de soporte compacto por el método del nicleo, logrando teoremas

de analiticidad, acotacién e inversion.

En el Capitulo IIT se estudia la C&p ) transformacién por medio del
operador adjunto y la transformacion de Obrechkoff por los dos métodos,

para ello se consideran los espacios Fj,,, (n € C, 1 < p < 00) y sus
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. / . . . .
espacios duales F), , siendo F}, , los espacios constituidos por todas las

7“’

funciones complejas ¢ € C*°(R™) tales que

dF
tkﬁ(t_“gp(t)) € L’(R"),Vk € N,
sil<p<oo,y
dk
tkﬁ(f“gp(t)) —0cuandox — 0 y =z — o0,VkeEN,

en el caso que p = 0. Estos espacios fueron introducidos por A. C.
McBride ([77],[78]) definiendo sobre ellos operadores de derivacién e
integracién fraccionaria de Riemmann-Lioville y Weyl ([61],[103]). La
transformacién de Obrechkoff es estudiada en el apartado 111.3.1 por
el método del operador adjunto, para luego analizarla por el método
del nicleo. Con este ultimo método son generalizados varios resultados
de la transformacién de Laplace y la K transformacién, obtienéndose

resultados inéditos para la transformacion de Kratzel L((f ) .

La segunda parte de esta Memoria, esta dedicada al estudio de varios
espacios de funciones en el marco de la siguiente transformacién integral

de Hankel,

hu(f)(y)=/ooo(wy)“Ju(xy)f(a:)a:%“dx, ye(0,00),  (0.0.4)
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donde la funcién J,, representa a la funcién de Bessel de primera especie
y de orden p, siendo 1 > —1/2 [118]. La transformacién h, es a veces
conocida como transformacién de Hankel-Schwartz o de Fourier-Bessel.
Sin que ello signifique confusién, la denominaremos transformacion de
Hankel. Podemos destacar sobre el estudio de esta transformacion, entre
otros autores a, A. L. Schwartz que obtuvo una férmula de inversién para
h, ([105]) y analizé la regularidad de la transformada h,f a partir de
las propiedades de f ([106]), a A. H. Zemanian ([127] ) que estudié esta
transformacion en sentido distribucional. También no podemos dejar de
citar los trabajos realizados por J. M. Méndez [80], A. M. Sdnchez [104],
M. Linares [72], asi como los llevados a cabo por J. J. Betancor [9], L.

Marrero [75], y L. Rodriguez-Mesa [101].

F. M. Cholewinski [20], D. T. Haimo [45] e I. I. Hirschman, Jr. [50]
abordan inicialmente el estudio de la convolucién para la transformacién
de Hankel. Estos autores definen la convolucion de Hankel # de f y g
por

(H#9) @ = [ 1) (e9) )erw), € T

x2,u+1

siendo d’)’(l‘) = m

dx y donde el operador de traslacién de Han-
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kel 7, z € (0,00), viene definido por

(r:9) @) = [ Dulav g2 (2),

La funcién nicleo D, (x,y,2), z,y, z € (0,00), viene dada por

_ 2T 1)

Dy(z,y,2) = — "~ (zyz) " A(z,y, 2)* 1, 2,y,2 € (0,00
u(,y, 2) ﬁr(1/2+u)(y) (z,y,2) Y,z € (0,00)
donde A(x,y,z) es el drea del tridngulo cuyas aristas miden z,y, z, si

este tridngulo existe, y A(z,y,z) = 0 en otro caso.

G. Altenburg [2] introdujo el espacio de funciones H, que consiste en
aquellas funciones de clase infinito f = f(z), z € I = (0, 00), tales que

las cantidades

Ymil(f) = sup |o™ (@ D)} f()| (m,k € N)

x€(0,00)

son finitas. Cuando dotamos a H de la topologia generada por la familia

de seminormas {1} (m.k) ‘H es un espacio de Fréchet. Ademas,

ENzN?
la transformacién h;, es un automorfismo de H. Como es usual deno-

taremos al espacio dual de H por H .

En [3] G. Altenburg estudia los potenciales de Bessel con la trans-
formacién hy,, los cuales denominaremos potenciales de Hankel H; de

orden s y cuya definicién para v € H viene dada por

(H3u) (2) = by (1 + ) (w)(©)) (2):
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Ademis, en [3] se definié el espacio de los potenciales de Hankel para

s e R,1 < p < oo como sigue
War =War(l) = {f e : H;°f € LL(D)},
y la norma que se le asocia viene dada por

11l e = 1f s = |[ B f

)

’pa.“

donde por L, 1 < p < oo, denotaremos el espacio constituido por las

funciones f medibles Lebesgue sobre (0,00) tales que

£l = [~ @ 2%+ de < o,

y por L* el espacio de todas las funciones esencialmente acotadas res-

pecto a la medida de Lebesgue sobre I = (0, 00), es decir,

[ lloo s = I flloo = supesen |f| < co.

Recientemente R. S. Pathak y P. K. Pandey en [92] continuan el tra-
bajo realizado por G. Altenburg sobre los potenciales de Hankel, pero
en ningin momento establecen un teorema tipo A. P. Calderén [16,
Theorem 1.2.3], ademds G. Altenburg en [3]| estudia por primera vez,

segin la literatura que obra en nuestro poder, los espacios de Besov
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con la transformacién de Hankel. Posteriormente, J. J. Betancor y L.
Rodriguez-Mesa ([12], [13]) introducen y estudian otros espacios tipo
Lispchitz y Besov. Todo ello nos ha llevado a abordar varias cuestiones
en el Capitulo IV. En concreto, definimos un espacio tipo Sobolev para
demostrar un teorema de tipo A. P. Calderén, con el cual caracteri-
zamos el espacio de los potenciales de Hankel por medio del espacio tipo
Sobolev. Ademds recordamos los espacios tipo Lispchitz estudiados por
J. J. Betancor y L. Rodriguez-Mesa en [12] y como continuacién del
trabajo iniciado por estos autores, se caracterizan dichos espacios por
medio de integrales de Poisson, siguiendo la linea dada por E. M. Stein
[111]. Inspirados en el trabajo de G. Altenburg [3] se recuerdan los es-
pacios de tipo Besov y se definen nuevos espacios tipo Triebel-Lizorkin
y Nikol’skii, para demostrar varios teoremas de embebimiento y carac-
terizar los espacios de los potenciales de Hankel por medio de un espacio
tipo Triebel-Lizorkin, resultado que en el marco de la transformacion de

Fourier puede encontrarse en [1].

También en este capitulo, definimos los potenciales no lineales de
Hankel para extender los resultados de G. Altenburg [3] y R. S. Pathak
y P. K. Pandey [92], ademds de realizar un breve estudio de la teoria del

potencial no lineal en el marco de la transformacién de Hankel.
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Por tdltimo, finalizamos este capitulo dando varias aplicaciones, prin-
cipalmente a la hora de resolver ecuaciones diferenciales que involucran

al operador diferencial de Bessel A, = 21Dy D,



Capitulo 1

Transformaciones de

Kratzel clasicas

1.1 Introduccion

Las transformaciones integrales

p)f / Zy (xy) f(y)dy, x > 0

/ AP (zy) f(y)dy, = >0
fueron introducidas por E. Krétzel en [67],[63],

15

(1.1.1)

(1.1.2)
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donde Zj (z), A (x) denotan las funciones

0o oz
Zp”(x):/o t'~le= =% dt

(p=1)/21/2 pe poo
(0) () — _(2T) P <E> / p _ 1y (1/p) —at
A (x) Ta+1=(1/p) \p . (" —1) e “'dt, >0

(1.1.3)
conp>0reCya>—-1+1/p.

Como casos particulares, tenemos que la K transformacion se re-
duce a la transformacién de Meijer cuando p = 1 y a la transformacién
de Laplace cuando p = 1,v = :t%. En 1987, J. Rodriguez, J. Trujillo y M.
Rivero [100] generalizan los resultados de Krétzel demostrando que Z)
es una solucién de una ecuacion diferencial que involucra a una derivada
fraccionaria de tipo Weyl ([61],[103]). Ademds establecen un calculo
operacional y dan aplicaciones para resolver ciertas ecuaciones diferen-
ciales y en derivadas parciales. Por otro lado, la transformacion ﬁz(lp ) fue
ampliamente estudiada por J. J. Betancor y J. Barrios en ([7],[8]).

En este capitulo estudiamos propiedades inéditas de la transfor-
macién (1.1.1) y (1.1.2) completando algunos aspectos los trabajos ante-

riores.

Para ello, inicialmente recordamos las principales propiedades de los
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nucleos Z7, )\&p ) y establecemos una importante igualdad de Parseval
para la K,gp ) transformacion, que nos serd de gran utilidad. En la ter-
cera seccién recordamos una férmula de inversién compleja dada en [67]
por E. Kratzel y logramos dos nuevas formulas de inversién reales. El
cuarto apartado se dedica a estudiar teoremas de tipo abeliano, mientras
que en la seccién quinta estudiamos teoremas tauberianos para la K ,Ep )
transformaciéon. En el sexto apartado obtenemos determinadas desigual-
dades con peso para la transformacién (1.1.1). Por ltimo, establecemos
que el nicleo que comparece en (1.1.3) verifica varias ecuaciones dife-
renciales de orden fraccionario.

I.2 Las funciones 7)(z) y AP)(z). Propiedades

(0%

A continuacién veremos algunas propiedades de las funciones Z ()
y )\&p ) (x) que nos seran utiles en el estudio abordado en los préximos
péarrafos. Las citadas propiedades fueron establecidas en [63], [67] y [59],
a los cuales remitimos para los detalles de la demostracién de cada una
de ellas.

Si aplicamos el teorema de Fubini, podemos obtener sin dificultad la
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transformacién de Mellin de la funcién Z}(z), es decir,

I(s)D (8;”) (1.2.1)

M{zi@)} ) =+

si Re s + min(0,Rev) > 0, donde
M) = [ @)

Serd de suma utilidad el comportamiento de la funcién Z}(z) frente

a ciertos operadores diferenciales

d
v+1 _ v
%ZP () = _Zp (z) (1.2.2)
y
xu—p+1Dxpqu£ Zpr/(x) — —pZ;)’(x) (1.2.3)

donde DY es la derivada fraccionaria de Weyl ([61],[103]), es decir,

(Dg f)(z) = (=D)"K"" " f(2),

siendo n =1+ [p] ( [.] denota la funcién parte entera ) y

1

el LG R O

Kf(z) =

para z > 0.

Ademsds en [63] podemos ver la siguiente propiedad
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DAP(z) = — (%)pl AP (). (1.2.4)

Recordemos que el comportamiento asintético de )\((f ) (z) viene dado
por:

Paraz — 0

c1+o(1) Rea >0
AP(z) =< eylog(x/p) +0(1) Rea=0 (1.2.5)
es(x/p)P* +0(1) Rea<0

donde c1, co, c3 son constantes,

y para & — 00

AP (z) = O(e™). (1.2.6)

Por otra parte, resulta de particular interés las representaciones

asintéticas de Z7(x) cerca del origen y del infinito

0 (2 si Rev >0
2V (z) ~ %F 2)+T(—v)a” si Rev=0,Imv #0 (1.2.7)

o P
—logx siv=>0
I'(—v)a” si Rev <0

cuando z — 01

y

Z;;(LL‘) ~ fylx(nyp)/(Qp‘i’Q)67'72$p/(p+1)’ (128)
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cuando x — oo, donde

20 \Y? ain)zore) (o)
71:<ﬁ> p 2=01+1/p)p :

(p)

A continuacién establecemos una igualdad de Parseval para la K

transformacion.

Lema 1.2.1 Si f,g € L'((0,00)), entonces

/ F(@) (EPg) (2)dz = /Ooo (KPf) ()g(x)da (1.2.9)

siempre que Rev >0 y p > 0.

Demostracién: Para demostrar (1.2.9) es suficiente observar que

/Ooo f(z) (K,Ep)g) (x)dx = / / Zy (wy)g(y)dydx =
= / / Zy (wy) f(z)dxdy =

= [ o) (K1 ) )y

Notese que el intercambio en el orden de integracién estd justifi-
cado porque la funcién Z} () estd acotada en (0, c0) por las condiciones

impuestas. m

Se pueden establecer condiciones més generales en las que la igualdad

de Parseval se verifica (véase, por ejemplo para transformada de Hankel

[94])-
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1.3 Foérmulas de inversion

En este epigrafe, logramos varias formulas de inversién para la transfor-
macién integral Kﬁp ),

Primeramente, se expone una férmula de inversién compleja para la
Kﬁp ) transformacién y luego se establecen varias formulas de inversién
reales inéditas para la K,Sp ) .

C. Nasim en ([88],[90]) demuestra algunas férmulas de inversién para
la transformacién de Meijer y otros operadores integrales que contienen
funciones de Whittaker. En el método que utiliza, emplea operadores
diferenciales de orden infinito. Aqui usamos un procedimiento similar
para obtener algunas férmulas de inversién para la Kﬁp )_ transformada
integral, y como caso especial, conseguimos una férmula de inversién
para la transformacion de Meijer. Utilizando este método, se logran dos
férmulas de inversién reales inéditas para la transformacion de Kratzel,

de las cuales, como casos particulares se obtienen férmulas para la trans-

formacién de Laplace y Meijer (K- transformacion).
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I[.3.1 Férmula de inversién compleja

E. Krétzel [67] estableci6 la primera férmula de inversién para la trans-

formacién K. Para ello, utiliza la funcién de E. M. Wright [121]

[e.9]
ZTL

(P, Bi2) =) T
donde 0 < p < 00, B € R. En el caso de que p =1, la funciéon de E. M.

Wright se reduce a una modificacién de la conocida funcién de Bessel

Jy, de primera especie y de orden v, a saber,

o (1,1/+ 1; —é) - (%) )

Las propiedades que a continuacién recogemos en los siguientes lemas
se pueden encontrar en [67] y nos seran ttiles para demostrar poste-

riormente un teorema de inversion.

Lema 1.3.1 Para Rey > —1, Rev > —1 — Re"y, se tiene

s fo (125 Y gy -1
PP p s—1

Lema 1.3.2 Sean i,y constantes positivas y = (p + 1)=°/(P+1),

entonces

b (1, V+1;Z> = .z% exp (6'Zp/(p+1)) {1+O<pr/(p+l))}+
PP
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—2v—2

+aog - (627”2) EoR) exp <6 . (eQWiz)p/(pH)) {1 + O(z—ﬂ/(p+1))}

para =27 < argz <0, y

1 1 o\ L2 , +1
o (—, s ;z) =aq - (8727(12) 2D exp <ﬁ . (eiQﬂZz)p/(p )> .
PP

p—2v—2

. {1 + O(pr/(/ﬂrl))} Tag-2 2 exp (5 . Zp/(p+l)) {1 + O(pr/(/ﬂrl))}
para 0 < arg z < 27.
Véase [67], para el siguiente:

Teorema 1.3.1 Sea F(s) una funcion compleja y holomorfa sobre el

dominio
o T 1
G:{S:Re5ﬁ+1 Zc,\args[ﬁE <1+—),p21}
P

donde ¢ es una constante adecuada. Asumimos que se satisface lo si-

guiente:

P
(i) El camino de integracion es X y viene dado por ResrT1 = ¢ con

largs| — % (1 + %) para |s| — oo.

(1) En X, F(s) converge uniformemente a 0 en args para |s| — oo y

/ Malcr.

p—2v—2
(iii) La integml/ 'a 2ot D) VF(U)’ |do| < oco.
b

existe
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Bajo estas condiciones se sigue que

-2 oo (L)
f(t)—2m,/20 F(o)® <p’ 5 ot | do,

donde F(s) = K¥) {£} (s).
Por lo tanto, la transformacién integral K,Sp ) y su férmula de in-

version compleja vienen dadas por:
F(z) = K {f} (@) = [5° 2} () f () dy
() = 2% Jy o F(0)® (L, 2 0t) do
I[.3.2 Férmulas de inversion reales

Muchos autores han establecido férmulas de inversién para una gran
variedad de transformaciones integrales empleando operadores de deriva-
ci6n infinita. Entre ellos podemos destacar a, D. V. Widder [120], I. I.
Hirschman y D. V. Widder [51], C. Nasim ([88],[89] y [90]) y J.J. Betan-
cor y J. Barrios ([7],[8]). Siguiendo un procedimiento analogo al desarro-
llado por los autores anteriores, probamos varias férmulas de inversién
reales, obteniendo como casos especiales teoremas para las transforma-

ciones de Laplace y Meijer.

En principio, se considera oportuno hacer algunas consideraciones
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d
sobre el calculo operacional del operador § = —To (véase [88]) que nos
x

seran imprescindibles en lo que sigue.

Es facil ver que sin € N
" [z =s"-a7%, seC,
y por lo tanto, si p(x) es un polinomio, se tiene
p(6) [+7°] =p(s)-x™°, s e C.

Por otro lado, si f(s) = klim pr(s), s € C, donde py es una sucesion
—00

de polinomios, podemos definir

() [z°] = klirgopk(d) [z7°], s € C,
v entonces
f(0) [z7°] = f(s)-2™*, seC.
Proposicién 1.3.1 Si f € L%((0,00)), Rev > —3 satisfaciendo
/leReV 1f(2)] dz < oo, (1.3.1)

para Rev <0,

entonces
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Demostracién: De acuerdo con [90, Pag. 140, (2.5)] tenemos

R(S) [+~°] = m . (1.3.2)

Ahora bien, como por hipétesis f € L?((0,00)) y dado que Rev > —3
(p

tenemos que el micleo Z4 € L*((0, 00)), entonces la K’ )_ transformada
existe y es absolutamente integrable ya que se cumple (1.3.1).
Ademds las transformadas de Mellin de las funciones f y Z} pertenecen

a L?(3 —ioco, 3 +i00). Por lo tanto, utilizando [35, (13), p.308] y el teo-

rema de Parseval para funciones de L?((0,00)) [115] tenemos

(&9 @ = [ z5wor

- —/_%M( V) (s)MF(1 - s)eds,

21 J1_ino

aplicando el operador R(0) se logra

RO [KPf] = RE) [i ; MM~ ] =

21 J1_i0o
_ % / "::OM(ZPV)(S)MJP(1—S)R(5) ) ds.

Usando la propiedad (1.3.2), y simplificando se obtiene
1 é+ioo

RE) [KPf] = / M1 — s)z—sds —

27i —ioco
= ;f (E) c.pt. (z >0),

ya que existe la transformada de Mellin de 1/z f(1/x). m
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Corolario 1.3.1 Sean f € L?((0,00)), Rev > —% Y

1
/ 2RV | f(z)| dx < oo
0
para Rev < 0. Si
KW@ f= Z anz” " (x> 1),
n=0

para algunas constantes r y «, entonces

i xn+o¢+1
fle)=p) a :
= "T(n+a)l(2taty)

(1.3.3)
(x > R), para cierta constante R.

Demostracién: Sea

Por la Proposicién 1.3.1 tenemos que

1 1

Zf(Z) = (P £l —

1 (3) = RO K] -
= R(9) lz anx_”_o‘] =

n=0
= Y anR(0) [27"7"] =
n=0

= Z anR(n+a)z™" % =
n=0

:L,—n—a

o
= a .
"n; "T(n+ o)l (2H2E2)

Por lo tanto se sigue (1.3.3). m
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Teorema 1.3.2 Dada f € L?((0,00)) tal que

F(s) = M{f}(s) € " (% ~ico, 7 + z'oo)

1
/ x| f(z)|dx < oo.
0

Si denotamos G(y) = ( ,(,p)f) (y), y definimos
o0 1 v+1
H(z) = ,0/0 o (—, ; ;zy> G(y)dy,

p
donde
0o N
B(p, o) =3 ——
)= 2 i+
FEntonces

s

2 Gin (g5> H(z) = f(2)

para casi todo z > 0, siempre que Rev > —1.

Demostracién: Nétese que G(y) = (K 2 f) (y) es absolutamente conver-

gente debido a las hipétesis y a los comportamientos asintéticos (1.2.7)
y (1.2.8).

Podemos reescribir H(z) como sigue
o0 1 v+1
H(z) = ,0/ o (—, ;zy> G(y)dy =
0 p P
o) ([ )
0
1 1
= / / Z, (zy) < vt y) dydzx.
p




1.3. Férmulas de inversién 29

El intercambio en el orden de integracion esta justificado por la con-
vergencia absoluta de la correspondiente integral doble.
Ahora, haciendo el cambio zy = £ y utilizando el desarrollo en serie

de la funcién de E. M. Wright se tiene
e = "
H(z) = p/ - / A Z B o Y =l dgda,
i (22
como es absolutamente convergente,

H(z) = p /O Ty /O " z5(Ce)gndgds,

— | n+l/+l)
n=0 n!l’ ( o

en virtud de [67, pag. 150] y de que Rev > —1 resulta

H(z) = /OOO x_lf(x)ri] <—§)nd:c = /OOO e f(2)k(2/x)da

donde k(u) = € L*((0,00)).

1
1+ u?
Por lo tanto, segin la conocida ecuacién de Parseval para la trans-

formada de Mellin (véase ([115, p. 60])) obtenemos

/2+i00
H(z) = — /1 P () K (s) s,

270 J1/2—ic0

siendo K (s) = M{k}(s) = Scosec(5s) [36, p. 309, (11)].

d

Consideremos el operador K () = Fcosec(56), donde § = —z 7.
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La representacion de sen z, como producto infinito nos permite definir

el operador inverso por

(1 (0) " =] = = sin (56) [~ _11m5t[< 52) .

con s € C. Luego tenemos que
1,45
H 1—-— 2z %ds.
2
k=Il+1 4k

Ahora bien, ya que F(s) € LY((3 — ioo, 3 + ic0)), podemos aplicar el

n 1 1/24i0c0
(K(8) ' H(z) = — lim F(s)

271 I—o0 1/2—ic0

teorema de la convergencia dominada y utilizando la férmula de inversién
para la transformacién integral de Mellin [115, p. 46] se logra

1 [1/2+ico

(KO HE) =g [ Pz ds = £(2)

271 J1/2—ico

para casi todo z > 0. m

I.4 Teoremas de tipo Abeliano para la Kﬁp)

Por teoremas abelianos se entienden los resultados en los que se
prueba que el comportamiento de la transformada de una funcién f
cerca de un punto dado, queda determinado por el comportamiento de

la propia funcién f.
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La denominacion de teoremas abelianos viene de que son una gene-
ralizaciéon de un conocido teorema de Abel. En éste se afirma que si

f(z) viene definida por la serie

F@) = awr, (2] < 1),
n=0

o
entonces lim f(z) = E an, siempre que la serie converja. También
rz—1—
n=0

puede encontrarse un resultado similar en forma integral, a saber, si

F(y) viene definida para cada y > 0 por la integral convergente siguiente

Fly) = [ e f(@)ds

0

entonces ylir& F(y) = [5° f(x)dz, siempre y cuando la integral converja.

Muchos autores han investigado resultados de este tipo para una
amplia clase de transformaciones integrales. Destacamos, entre otros,
los recogidos por G. Doetsch [33] y R. A. Handelsman y J. S. Lew [46],
para la transformacién de Laplace; por J.L. Griffith [43] y [44], el cual
estudia la transformacién de Hankel; por A.H. Zemanian [125] y K.
Soni y R. P. Soni [109] y [110] que consideran la K-transformacién y la
transformacién de Hankel; por R. D. Carmichael y R. S. Pathak [17],
[18] y [19], que analizan diversas generalizaciones de la transformacién
de Laplace; por J. A. Barrios y J. J. Betancor ([7],[8]), que logran impor-

(p)

tantes resultados para la transformacién integral L.
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En los epigrafes que exponemos a continuacion establecemos teore-
mas abelianos que suponen una generalizacién de los resultados obtenidos
para la transformacién de Meijer por A. H. Zemanian [125] y para la

transformacién de Laplace por G. Doestsch [33].

En el primer parrafo son presentados resultados que relacionan el
valor inicial (y — 0) o final (y — oo) de la transformada K de una

funcién f con el valor final (x — o) o inicial (z — 0) de la propia

funcién f, respectivamente.

Para nuestros propésitos, es necesario introducir la funcién G(v, p, n)

que viene dada por

1 +1+v
G, pu) = ST+ 1)T (”T) ,

Ren+min (1,1 4+ Rev) > 0,v € C.
A continuacién, vemos algunos teoremas de valor inicial y final para

la transformacién K, ,(,p ).

Teorema 1.4.1 Sean n,v € C con Ren + min(1,1 + Rev) > 0. Con-
sideremos f(x) una funcidn localmente integrable sobre (0,00) tal que

existe un numero positivo ¢ para el cual

o0
/K e~ | £(2)| dar < oo,
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donde K > 0.
Si
lim z77f(x) = « (1.4.1)

z—0t

con a € C, entonces

lim o7 (K f) (y) = aG(v, p,1).

Yy—oo

Demostracién: Haciendo uso de (1.2.1) tenemos que

Gupm) = [ w'Z(wydu.
0
Entonces, podemos escribir
v (KPF) @) = aGlopn) =y [ Fla)a ey 2 (ay)do -

— y”“/o a7 (vy)dr =

=7 T (f@)a — a) (wy)1 2 (wy)da

Por lo tanto, para cada K > 0

[y (KPF) (9) = aGlv,p,m)| <

K
<l [ (F@a - a)(ay)" 2} (ay)ds) +

+ly [ (@ - a) )2 o)
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Por otro lado

y [ (e — ) en) 2 )da| < M swp [f(@)a—al,
0

O<z<K

(1.4.2)
siendo
M= m{zZ5} i+ 1) = [ wZg(u)du < oo,
ya que Ren + min(1,1 4+ Rev) > 0.

En virtud del comportamiento asintético (1.2.8) tenemos

<

]y (@ = w2 () o

K

2v—
< My SR gma(Ky) D (o )
o0 (v—p) p/(p+1)
/ |f(x) — az| x 272 e dz
K

para cierta constante M;. Luego tomado ¢ tal que ¢ < 4o yPt1/e,

Y

y Aoo(f(x):c” —a)(zy)"Zy (zy)dz — 0, as y — oo. (1.4.3)

Combinando ahora (1.4.1), (1.4.2) y (1.4.3) podemos deducir

lim " (K f)(y) = aG(v, p,n).

y—00
[
Observando las ideas desarrolladas por J. L. Griffith [44] en su estu-
dio de la transformacién de Hankel, podemos obtener la siguiente gene-

ralizacién del Teorema 1.4.1.
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Teorema 1.4.2 Seann,v € C siendo Ren+min(2,2+Rev) >0y f(x)

una funcion n-veces diferenciable (0 < z < 00), conn > 1, satisfaciendo

- . 4 \F1
(i) St Rev > —1, lim,_,g+ (£> (f(x)) = 0;
‘ ) v [ a\k1
si Rev < —n, lim,_,g+ 2 (%) (f(z)) =0;
k—1
si3k1, 1 <ky <n:Rev+k =0, lim, o+ et (%) (f(x))=0,

para cada k =1,...,n,

k—1
(1) limy o0 g2/ Pt (%) (f(x)) =0, para k = 1,...,n, siendo
Y2 la que aparece en (1.2.8),

(iii) existe una constante ¢ > 0 para la cual (d%)n (f(z)) p—caP/ D)

localmente integrable sobre (0,00) y absolutamente integrable sobre

(K, 00), para cada K > 0,
(iv) lim, o+ 27 (£)" (f(2) = o, (@ € O),

entonces
lim "ttt (Kl(f’)f> (y) = aG(v, p,n +n). (1.4.4)

Yy—00

Demostracién: En virtud de (1.2.2) tenemos:

d k
(@) Zy (ay) = (1) 7} (wy). (1.4.5)

Consideremos ahora

b
F.a.b) = [ Z(@y)f(@)dr,
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donde 0 < a < b < 0.

De acuerdo con (1.4.5) e integrando por partes conseguimos,

Flyab) = — [y (25 w) fe)ie =

e b
= @) 2 )|y [ 25 ey S f @)

y reiterando el proceso n-veces:

n k—1 z=b
Fpat) = -Yu* (1) <f<w>>-zz+’“<a:y>] +

k=1 z=a
—-n b v+n d "
w7 [ 2 (32) flade
Recordando el comportamiento asintético de Z; ((1.2.8), (1.2.7)) y

teniendo en cuenta i) y i) conseguimos

[z s =y [~ 7 (2 (s

para y lo suficientemente grande.
Luego, en virtud de #it) y iv) podemos aplicar el Teorema 1.4.1 y

lograr (1.4.4) siempre que Ren + min(2,Rev +2) > 0. m

El siguiente resultado tiene un caracter més general que los presen-

tados en los Teoremas 1.4.1 y 1.4.2.

Teorema 1.4.3 Sean f y ¢, 0 <z < oo, dos funciones que satisfacen:
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(i) f y ¢ son continuas sobre 0 < x < K, para algin K > 0, y
¥(z) > 0 para cada x € [0, K],

(ii) f y 1 pertencen a L'((0,00)), y

(i) hm % A, para cierta constante A.

Entonces

siendo F(y) = (K £) (4) y 2(y) = (K0 ().

f(z)
()

[0, 7] para cada 0 < 7 < K, podemos aplicar el primer teorema del valor

Demostracién: Puesto que la funcién es continua y ¥(z) > 0 sobre

medio integral, obteniendo

" I L PR (P
|zt = [ 23y e = 255 [ 2@
(1.4.6)

para cada y > 0 y cierta z € (0,7), z dependiendo de y.

Definimos ahora

- [ Zi@nf@a
0

- [ Zi@yv@)s
0
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Entonces (1.4.6) toma la forma

F(y) _ f(z)
Ty~ ve) A
Por 4ii) deducimos de (1.4.7) que
Fi(y)
"I)l(y) A' < g, para todo y > 0, > 0. (1.4.8)

Por otro lado, definiendo

Fy) = [ 2}y f(a)ds,

@a(y) = [ Z(ya)ilw)da,
tenemos

By < Zy(ry)- [ 1 @) do
y

oo

a(y)| < Zy(ry) - [ (@) do

T

ya que Zy(x) es una funcién decreciente (de acuerdo con (1.2.2)) y no
negativa (véase su representacion matricial) sobre 0 < z < oo para todo
veC.

Ademas, aplicando el teorema del valor medio y que zZy (z) es una

funcién decreciente, obtenemos

T/2

w0y = [z = Gmz; (Gy),
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donde m denota una cota inferior para v sobre [E, %] Por lo tanto

25 (3v) < 201(0)/mr

Ahora, en virtud de (1.2.8) se consigue

o (T /(p+1)
o (y)| < M e 2u/D7C 16, (y)|

p/(p+1) ‘

|[Fa(y)| < Mye 20/ Fi(y)l

para M y M, constantes positivas e y suficientemente grande.

Por lo tanto

o Py) . Ba(y)

lim = lim =0, 1.4.9
P B(y) 0 Fiy) (149)

y de acuerdo con (1.4.8) y (1.4.9) podemos concluir que

(p)
lim —K,, 1) =Am

1= KPP p(y)
A continuacion establecemos otros dos teoremas para la transfor-

macion K,Sp) .

Teorema 1.4.4 Sean n,v € C tal que Ren + min(1,1 + Rev) > 0.
Consideremos una funcion f(x), 0 < z < oo, localmente integrable sobre

(0,00) satisfaciendo
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(i) Para cada K >0, f(z) € L'((0, K)), cuando Rev > 0; f(z)logx €
LY((0,K)), para v = 0; f(z)(1+a¥) € L*((0,K)), si Rev = 0,
Imv # 0; y f(z)z” € LY((0, K)), para Rev < 0.

(i) lim x7"f(z) = «, para cierta o € C.
Tr—00

FEntonces

lim 5" (KYf) (y) = aG(v, p,n).

y—07T

Demostracion: La prueba es similar a la empleada en el Teorema 1.4.1.

Para cada y > 0y K > 0, conseguimos

v (KD ) @)~ aG o) =y [ (@) - a)(ey) 25 e)da +

4 [ T (f(@)2 = o) (wy) 22 (ay) da,

con K > 0.

Por otro lado

‘y /Koo(f(«’lc):c_” _ O‘)(xy)nZZ(xy)d:c <
< Koo |f(2)z™" — af - /Ooo " ZY (u)du. (1.4.10)

Ademis, segun (1.2.7),

y /OK(f (z)2™" = a)(zy)"Z; (zy)dz| <
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K
y"“M/O |f(z) — x| dz si Rev >0

K
y"“M/ |f(z) —az| (1 +2")dz si Rev=0,Imv #0
0 (1.4.11)

IN

K
y"“M/O |f(z) — ax'|log zdx siv=0

K
y77+1M/0 |f(z) — ax| 2¥dx si Rev <0

para cierta M > 0.
Por lo tanto usando (1.4.10) y (1.4.11) obtenemos el resultado de-

seado. m

Observacién 1.4.1 Ndétese que los Teoremas 1.4.1 y 1.4.4 generalizan

a los dados por A. H. Zemanian [125] para la transformacion de Meijer.

Teorema 1.4.5 Sean n,v € C tal que Ren + min(2,2 + Rev) > 0.
Consideremos una funcion f(x), 0 < z < 0o, n-veces diferenciable, con
n > 1, tal que (%)n (f(x)) es localmente integrable sobre (0,00) y sa-

tisface

(i) Para cada K > 0, (%)nf(ﬂs) € LY((0,K)), para Rev > 0;
log (%)nf(:c) € L'((0,K)), para v = 0; (1 + z") (%)nf(x) €
LY((0,K)), para Rev = 0, Imv # 0; y 2¥ (%)nf(x) e LY((0, K)),
para Rev <0,

k—1
(7)) lim,_ o+ (%) (f(x)) =0, para cada k =1,...,n,



42 Capitulo I. Transformaciones de Krétzel clasicas

k—1
(73) limg—co P (%) (f(x))=0,parak=1,...,n, ¥y

(iv) lim z~" <di:lc)n (f(x)) =, con a € C.

Tr— 00

Entonces

lim y* 7 (KL f) (y) = aGlv, p,n+n).

y—07T
Demostraciéon: Para su demostracion se siguen los pasos del Teorema

142 m

1.5 Teoremas de tipo tauberiano

Se conocen como teoremas de tipo tauberiano para una transfor-
macién integral, aquéllos que permiten obtener el comportamiento de
una funcién f(x) a partir del de su correspondiente transformada de f.
Numerosos autores han establecido resultados de este tipo para diversas
transformaciones integrales (véanse, por ejemplo, [33], [94] y [6]). Esta
seccion, la dedicamos a obtener los teoremas tauberianos para la trans-
formacion de Kritzel K,Sp ). El método utilizado hace uso de la igualdad
de Parseval (1.2.9) y de un procedimiento similar al empleado por J. R.
Ridenhour y R. P. Soni [94] en su estudio sobre la transformacién de

Hankel. Nuestros resultados generalizan a los logrados por J. Karamata

[56] y G. Doestch [32] para la transformacién de Laplace.
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La siguiente proposicién es andloga a una establecida por J. Karamata
[57, p. 28] para la transformacién de Laplace, donde L(x) denotard una
funcién de variacién lenta en el sentido de J. Karamata [56] y £ denota

la transformacion de Laplace.

Proposicion 1.5.1 Sean v,v € R, v < 0 y v > 0. Supongamos
que f(x) es una funcion no negativa para x > 0 y f(x) pertenece a

LY((0,00)). Ademds definimos

a(u; f) = /Ou tiQV*lﬁ{xl’f(x);prQ} dt

X(s) = /0 e *“gle *")da(u; f),
donde g es una funcion de variacion acotada en [0, 1].
Si F(y) = ,(,p)f(y) ~y7L(1/y), cuando y — 0T, entonces
FA/2-7), 0y1_—1 o [ —u o —uy, —2y—
X(8) @ —F— 227 7r/2327L482/e“e“u271du,

cuando s — 0F.

Demostracién: Definimos

H(s) = [y it Pay.

De acuerdo con la igualdad de Parseval (1.2.9), conseguimos

3

H(s) = [ K {yte ) @)f @)de =
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= 27’(1/2871/)71/ 'L {7"’/”71675771/(%;9:’)} f(z)dx, (1.5.1)
0

dado que

K,Sp) {y_%e_iszyil;x} = 2#1/28_1p_1:c”£ {T”/f’_le_”fl/(?:p)':cp} )

)

Esta tltima igualdad puede ser demostrada usando [36, p. 245] é [67, p.
150].

Ademés, haciendo el cambio de variable (y~! = u) obtenemos
3 12,1
H) = [y ie iRy -
0
= L {u_l/QF(u_l); 1/482} .

Por otro lado, ya que F(y) = Klgp)f(y) ~ y7L(1/y), cuando y — 07,

entonces

wPE (Y ~ w2V (),

cuando u — 0.
Por lo tanto, utilizando un teorema abeliano para la transformacion

de Laplace (véase [32, p. 460]) conseguimos
H(s) ~T(1/2 —~)(2 1) 1 L(4572), (1.5.2)

cuando s — 0.



1.5. Teoremas de tipo tauberiano 45

Ademaés de la igualdad de Parseval para la transformacién de Laplace

inferimos de (1.5.1)

H(S) _ 271'1/28_1,0_1/ K{Tu/p—le—sq—*l/@ﬁ);xp} :Byf(l‘)dﬂf:
0

S —
_ QWI/ZS—IP—I‘/O yzx/p—le—sy 1/(20)£ {nyf(ﬂf);yp} dy,
y haciendo el cambio de variable y1/(2?) = 4, tenemos

H(s) = 22z1/2571 /Ooo e *“da(u; f) (1.5.3)

donde
a(u; f) = /Ou t=2le {:L"’f(ﬂ:)7 t_2p2} dt.

Combinando (1.5.2) y (1.5.3) deducimos
/ e~ Udo(u; f) ~ 270 T V20(1/2 — ) s¥ L(4s72),
0

cuando s — 0.
Por lo tanto recurriendo a [94, Theorem A] concluimos que, cuando

s — 0T,

-~ ['(1/2—9) —2y—1,_—1/2 2y N e A S|
X(s) ~ T(—27) 2 w4 sV L(4s )/0 e “gle™u du

siempre que f(z) > 0, para cada x > 0, Rey < 0, y siendo g una funcién

de variacién acotada en [0, 1]. m
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A continuacién, damos varios resultados, que nos van a permitir
conociendo el comportamiento de la transformada en un punto, obtener

comportamientos asintéticos para las funciones a(u; f) y f(x).

Proposicion 1.5.2 Sean v,v € R, v < 0 y v > 0. Supongamos que
f(z) 20, 2>0y f(x) € L'((0,00)). Si

F(y) = KP f(y) =y L(1/y),
para y — 0%, entonces

a(u; f) ~ m1/2 —27—1wu—27 —1,,2
(u; f) =~ 2 T 2y) L(471u?),

cuando u — oo, donde
| 2p?
a(u; f) :/ = E{x”f(:c);t_ P }dt.
0
Demostracién: Consideremos inicialmente la funcién g(u) definida por

u el <
g(u) = 0 0<u

Entonces, siguiendo la notaciéon de la Proposicion 1.5.1, la funcién

<1
1

IN &

e

X (s) se reduce a

X(s) = | ~ eSug(eY)da(u; f) = a(1/s; ).

Ademids, se tiene

oo 1 1
/ e tgle™ Yy = / u = ——.
0 0 2y
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Por lo tanto, de la Proposicion 1.5.1, se sigue que

a(u; f) = X(1/s) ~ w—1/22—2’y—17¥(11/ 2_;7; u" L4 ),

cuando u — 0.

Teorema 1.5.1 Sean v,v € R, v <0 yv >0.
Supongamos que f(x) >0, z > 0, f(z) € L*((0,00)) y se cumplen las

condiciones siguientes:

(i) ==L {x”f(:c);t_QPQ} es monotona creciente para t suficien-

temente grande,
(ii) ¥ f(x) es mondtona creciente para t suficientemente grande.

Entonces F(y) = ,Ep)f(y) ~ yVL(1/y), cuando y — 0T, implica

P VUV RPN
e T (7 RS

cuando T — 0.

Demostracién: Asumamos que f satisface (7). Por ello

p(t) = 2L (o fla)st

es una funcién mondtona creciente para t suficientemente grande.

Asimismo, por la Proposicién 1.5.2, tenemos

“ — - 77111(1/2_7) —2y7 (41
/0 p(t)dt ~ 7~ 1/2972 o) " D472, (1.5.4)
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cuando u — 0.

Comnsideremos ahora 0 < 7 < 1. Entonces

e D22
/0 p(t)dt ~ 7~ 1/2972 T —2) (w — Tu) " L4 (u — Tu)?),

(1.5.5)

cuando u — 0o0. Recordando de Karamata que L es de variacién lenta si

. L(er)
Jom, Z(r)

=1, Ve > 0.

Podemos deducir de (1.5.4) y (1.5.5) que

f;—Tup@)dt N 7T—1/22—27—1F(1/2 — ’7)

_Lu—Tu AT 2 (1 =)
w2 L4 1u2) T(1-27) (1= =7)"7),
cuando u — 0.
En tal caso, ya que p(t) es creciente conseguimos
. p(u) m 2 i T(1/2 =) —2
1 < 27— (11— (1 — 7).
el LA ee) S 7 Ti—2y) +-U=77
(1.5.6)

De una manera similar obtenemos

—1/2 .

umee wmHT LA ) T f1 oy (FTT ).

(1.5.7)
Luego, de (1.5.6) y (1.5.7) se infiere

o1 100(1/2 =) o _
~ —92~9 2y-1 1/2— 2y lL 4 1,2
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cuando u — 00, 0 en otras palabras,

_15T(1/2 —7) _

v . 21 -1/22 /2 V) (v=u)/? (41,1 PP

L fla)iu) = —22 U2 ol g
(1.5.8)

cuando v — 0.

Por tanto, procediendo como en la Proposicion 1.5.2 podemos deducir

de (1.5.8) que

x) ~ 2701712 L(1/2 —7) 2V HW=0/0% [ (4210
flz) =2 T2 (v /A" L),

cuando T — 0.
En el caso de que f satisfaga la condicién (i) en vez de (i), la

demostracién es anédloga. m

Finalmente, resultados similares a los obtenidos en esta seccién, para
los comportamientos de f(x) y a(z; f) cuando x — 0 en funcién del
comportamiento de K,, 2 f(y) cuando y — oo, pueden establecerse en

virtud del correspondiente teorema dual de J. Karamata [57, p. 28].
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1.6 La transformacién K?) sobre espacios L? con

pesos

Son numerosos los autores que han orientado su investigacion hacia el
estudio de operadores integrales sobre espacios LP con peso, por ejemplo,
P. Heywood y P. G. Rooney [49], S. A. Emara y H. P. Heinig ([37],[38]), J.
J. Betancor y C. Jerez [10]. En esta seccién nos dedicamos al estudio de
la transformacion K,gp ) sobre espacios LP con pesos cuando tales pesos
satisfacen ciertas propiedades de acotaciéon. Los resultados obtenidos

extienden y mejoran otros de S. A. Emara y H. P. Heinig ([37],[38]) para

la K-transformacién.

Nuestro estudio estd asimismo basado en los trabajos de B. Mucken-
houpt ([86], [87]) sobre la transformacién integral de Fourier en espacios

LP con pesos.

Recordemos que la Kl(,p )_ transformacién viene dada por

(K9f) @ = [ Z5(at) sy,

donde las siguientes representaciones integrales del niicleo Zj(xt), nos

seran de suma importancia, a saber,

ZV(x) = p-lav [ prle—le—Te—arTy L6l
pl@)=pa | TI e T, (1.6.1)
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oo —
Z) () :/0 TV e T g, (1.6.2)
A continuacién establecemos algunas definiciones bésicas.

En general, si X e Y son espacios de Banach y T" es un operador lineal
de X7 C X enY, diremos que T' € [X,Y], si T puede ser extendido como

un operador continuo de X en Y.

Denotaremos L al conjunto de todas las funciones f medibles Lebes-
gue en (0, 00) tales que wf € LP(0,00). El espacio LP estd dotado por la
topologfa generada por la norma ||.||,, ,, donde || f[l, , = [wfl,, f € L%,
Ademas L es un espacio de Banach. Por pl, q/ se entendera el conjugado

de py ¢, es decir, 1/p+ 1/p, =1,1/q+ 1/q/ =1.

Para una funcién g medible sobre (0,00) se define la reordenacién

equimedible decreciente g* de g por:

g (x) =inf {s:m{t:|g(t)| > s} <z},
para x > 0, siendo m la medida de Lebesgue.

Dadas dos funciones medibles no negativas U y V definidas sobre

(0,00); U* y (1/V)* las reordenaciones equimedibles de U y 1/V'; decimos
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que (U, V) € Fj,, para 1 < p,q < o0, si satisfacen:

/s 1/q s , 1/p
Sup{ 01 U*(t)th} {/0 (V) (1) dt} " oo, (16.3)

s>0

cuando 1 <p<g<ooyenelcasodel < qg<p< o0,

{ /Ooo { ( Ol/x U*(t)th) 1/q < /Ox(l/V)*(t)p/dt> 1/q']r

, 1/r
(V) ()P da:} < o0, (1.6.4)
/oo (/oo [tl/QU*(tﬂth) 1/q (/oo [t1/2<1/v)*(t)]p/ dt) l/q/
0 1/x x
’ 1/r
: [$—1/2(1/V)*(x)]” dx} < o0 (1.6.5)

cuando 1/r =1/q —1/p. Si (1.6.3), (1.6.4) y (1.6.5) se verifican para U
y 1/V, entonces se dice que (U, V) € Fp .

Puede comprobarse que (1.6.4) implica (1.6.3) para 1 < ¢ < p < 0.
Ademis, si p = ¢, (1.6.4) se reduce a (1.6.3), y en tal caso (1.6.4) implica

(1.6.5) siempre que p # 2.

El siguiente resultado recogido por S. A. Emara y H. P. Heinig [38,

Theorem 1 y Theorem 2| nos permitiré posteriormente analizar la trans-

(p)

formacién K’ sobre los espacios L.
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Proposicién 1.6.1 Si T € [L', L>®] N [L* L*] y (U, V) € F},, con

1 < p,q < oo entonces T € [LY,, L{,].

Después de esta ligera introduccién demostramos una desigualdad
normada ponderada para la Kl(,p )_ transformada integral.
Teorema 1.6.1 Sean p >0 y 1 < p,q < co. Definamos U,(x) = U(x)
y Vy(z) =V(x), siv>0yU(r) =2"Ux) y V,(z) = 27"V (z) para
v < 0, siendo U, V' funciones no negativas medibles definidas sobre
(0,00). Entonces K € (LY, L{;] siempre que (U, ,V,) € F,.

Demostracion: Para esta prueba consideraremos que f es una funcién
simple, dado que las funciones simples son densas en LY, y con un ar-
gumento estdndar de paso al limite, el resultado se prueba para f €
LY(0,00).

Primero, consideramos el caso v < 0.

De acuerdo con la representacién integral (1.6.1) tenemos
(K;Ep)f) (z) = p! /Ooo (zt)” f(t) /Ooo L P CLLE Py
= a¥p ! /OOO (/OOO T”/p_le_Tl/p_(“t)pTdT> t f(t)dt =
= 2" (A,,9) (@),
donde g(t) =tV f(t) y

(A;,pg) () = '0_1/0 g(t) /0 B e COLL A
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Nos proponemos probar que A;p € [LY, L>] N [L?, L?].
Por la desigualdad de Holder y del hecho de que f es nula fuera de

(0,a) para algin a > 0, se sigue que

(A,0) @] < 52t [Tevilsol

(Vi () / e s CO L
0
’ l/pl
/ o] _ p
/ TV/P=le=T UpdT’ dt) ;
0

como v < 0, se tiene que existe C' > 0 tal que

sumw<fwwmw

> v/p—1 7=l
/ TP e dr| < C|
0
y por tanto

|(A09) @] < 1y </0a(1/Vy)*(t)p'dt> A

ya que (U, V) € Fy .. Entonces, siempre que v < 0, se logra

|1t

Cupllglly -

IN

dt <

(N9) @)

o 1 e _
/ 7_zx/p Lo—7 pe (:rt)f’TdT
0

IN

Y por lo tanto

Mg < Clgll -
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|

A;vngz - {/000

Veamos ahora que ’

A9, < Clgls.

Por la desigualdad de Minkowski y el teorema de Fubini obtenemos

, 5 Y 1/2
A (9:)‘ da:} =

v,p9
o o v/p—=1 —1=YP _(xt)Pr o 2 2
= VP e e g(t)dtdr| dx <
0 0 0
oo ) oo 2 1/2
< C rV/p=lo=T71/P (/ / e~ @7 g (t)dt dac) dr.
0 0 0

Haciendo el cambio t” = z queda

Ademss, si utilizamos que la transformacién de Laplace es una apli-

/ o0 _ _ -1/
/\14[;9”2 - C‘/O 7_1//[) 16 T !

L {p_lzl/p_lg(zl/p); aspT}HQ dr.

cacién lineal y continua de L? en L? y deshacemos el cambio, se sigue

que existen Cy,Cy > 0 :

/ o0 1 _+—1/
Mo, <Cu [T remte ™ gllydr < Callgl,.

Luego se tiene HA;ngQ <Cy, - |9ll5, dado que

o v/p—1 —r—1/p
T e < 00,
0

para v < 0.
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Por lo tanto A;,’p € [L', L>|N[L? L?] . Ahora bien, si (U,, V,) € Ey .

por la Proposicion 1.6.1 conseguimos

{[" o (x0) <x>]"dw}”q ~{[

[e%e) 1/1’)
scy,p{ / |v,,<x>g<x>|pdx} —Clfl,y -

U,(x) (A;pg) (:c)’qu}l/q <

)

De forma que hemos probado el teorema para el caso de que v < 0.

Si v > 0, usaremos la representacién integral (1.6.2) de forma que

oo

(K F) (@) = /0 0 /0 TV e T drdt.

Seguidamente, vemos que KY € [LY, L] N [L?, L.

Procediendo como en el caso anterior podemos obtener que

&5 <l
dado que (U,,V,) € Fy,.

Por la desigualdad de Minkowski y el teorema de Fubini, logramos

oo ~ 00| [0 (an2s 2 1/2
HK,Sp)fHQSC/O T”leTp(/O /0 e 4 f(t)dt dac) dr,

y ya que en este caso la transformacién de Laplace es una aplicacién

lineal y continua de L? en L? tenemos

5], <0 [ 7 e T Wladr <Oy
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siempre que v > 0.

Entonces K € (L', L>°] N [L?, L?] . Nuevamente si (U,,V,) € Fy,

por la Proposicion 1.6.1 se consigue

[ e (x05) @ffae} " <

<c{[ \V(m)f(x)\ﬁdx}l/p =C|fll-

Con esto concluye la demostracion del Teorema 1.6.1. m

Observacién 1.6.1 Notese que hemos mejorado el Teorema 1 de [38]
puesto que en este caso se tiene para mayor numero de pardmetros v

(v € R) y para una transformacion mds general.

Por otra parte, el Teorema 1.6.1 puede ser establecido también para
0 < q<p, p>1,si hacemos uso de la siguiente proposicién que puede

encontrarse en [37, p. 37|

Proposicién 1.6.2 Dada T € [L',L>®] N [L?,L?]. Si (U,V) verifican
(1.6.4)-(1.6.5) con 0 < g <p, p>1 entonces T € [LY},, LY].

Otra version del Teorema 1.6.1 puede formularse utilizando los traba-
jos de B. Muckenhoupt ([86],[87]) en los que, en sus estudios de desigual-

dades en norma ponderadas para la transformacién de Fourier introdujo
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un tipo de funciones que denoté por Gy, 4 v que estd constituido por los

pares de funciones no negativas (U, V') sobre (0,00) verificando que si

q<p

1/q , 1/p
{/ , , U*(ac)qu} {/ V(x)™P dw} < A,
zP /4U*(z)P >Brz V(x)<r
(1.6.6)

ysig>p

/e ’ l/p,
U:qux / , 4 ].V*xpdx} SA,
{jgﬁﬂ<r ) } { zWP[U/V)%zn5:T>BmzK /V) (@)
(1.6.7)

para todo r > 0 y ciertas constantes positivas A, B. En virtud de [86,
Theorem 1] es conocido que las condiciones (1.6.6)-(1.6.7) son equiva-
lentes a (1.6.3) para 1 < p < ¢ < co. Por consiguiente, del Teorema
1.6.1 se siguequesil <p<g<ooy (U,,V,) € Gpg, donde U, y V,
vienen definidas como en los teoremas anteriormente citados, entonces

K e [Ih, LY.

Para finalizar esta secciéon damos un teorema de tipo inverso al Teo-

rema 1.6.1.

Teorema 1.6.2 Sean 1 < p < g < o0, p > 0 y U,V funciones no

negativas medibles definidas sobre (0, 00).
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(i) Dados v < 0, U,(z) = 2°U(z) , Vi(z) = a"V(z). Si K €
(LY, L] y
/ 2% (V(2)) ™7 de < 0o (1.6.8)
0

para todo s > 0, se tiene que (U,,V,) € F, 4.

(ii) Siv>0y K eI}, L] y
S ( _1) !’ 7
/ &7 (V(2) P de < oo (1.6.9)
0
para todo s > 0, entonces (U, V') € Fp,.

Demostracién: Consideremos el caso v < 0.

En virtud de la representacién integral (1.6.1) es facil ver que
Zy(xt) > Cyp - (at)” (1.6.10)
para cierta constante positiva Cy, .

Definimos fs(z) = 2*/®=DV ()P X(0.)(2), para todo s > 0, donde
X (0.0) denota la funcién caracteristica sobre el intervalo (0, s). Después

de unos simples calculos, podemos escribir que

fo(@) = 27 (V@) X, (@), > 0. (1.6.11)
Veamos que fs € L. De acuerdo con (1.6.11) tenemos
[v@ru@ra = [(@rve) -
0 0
= | @),
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esto es,
S 7 1/p
1 fsllp < (/O Vu(1)) pdt) : (1.6.12)
Entonces fs € LY, Vs, siempre que (1.6.8) se satisfaga.

Por otro lado, como K € (LY, L{;] existe una constante Cy, , > 0

tal que
|591]. < ol

para f € Lf/. En particular para f = fs, logramos que

|9

S Gy (1.6.13)

para todo s > 0.

Por definicién tenemos

HKIEp)fS qdfca

_ /0 OO‘U(:C) /O " 20 (at) fu(t)t

q,U

y utilizando (1.6.10) obtenemos

q
oz Cop [

Luego, combinando (1.6.12), (1.6.13) y (1.6.14) se consigue

/s 1/q
C, ( /0 1 (Ul,(x))qu)

de donde se deduce que (U, ,V,) € Fp 4.

&, v

(U (2))"da ( /0 S(V,,(t))_pldt>q (1.6.14)

'/Os(vy(t))_pldt =Cup (/OS(VV(t))—p’dt) 1/,;’

El resultado para v > 0 se sigue de forma similar. m
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1.7 La transformacién integral de Kritzel £

Recordemos que la transformacién (1.1.2) fue objeto de un amplio
estudio en ([63], [65] y [66]) y posteriormente por J. J. Betancor y J.
Barrios en ([7],[8]). En concreto, J. J. Betancor y J. Barrios establecieron
que la funcién que comparece en el nicleo de (1.1.2) es solucién de una
ecuacion diferencial de orden fraccionario. En esta seccion se demuestra

que es solucién de cuatro ecuaciones diferenciales de orden fraccionario.

Proposicién 1.7.1 Sip > 1 ya > —1+1/p entonces f = )\&p)(z) es

solucion de las siguientes ecuaciones de orden fraccionario
Zpa_lszlzl—pan — _f, (1.7.1)
AP Daplet )1 ppl —pap — _p (1.7.2)
ZPal (<PO¢ —1)DY D e D,zp*lzl_paD) f=17f (173)

(patp—1—2z)zP*~1 ((poz +p— 1)DZ_1271D£_1Z7W - D;zp_lzipa) =1
(1.7.4)
siendo D¥ la derivada fraccionaria de Weyl ([61],[103]).

Demostracién: Probaremos (1.7.1) y (1.7.2). Las igualdades (1.7.3) y

(1.7.4) se demuestran de forma similar.
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Por un simple calculo obtenemos

DA (2) = Cap - 2771 / (pa — zt)e (1P — 1)*~ /P gy
1

fzt

o % d
AN () = Coy [ 5 ((1 —pa)

271)(0*1)/2[;1/2*0&
P(a+1-(1/p))

N t) (0 — 1)~ 0 gy

donde Cy, , =

. Si integramos por partes resulta

7P DAP) (2) =

—zt 1 1 a_l_1
Cap/ 1—pa +te * | pt? <a—;)(t”—1) podt =

—zt
= Cap- /1 (pa — 1)

Ptp*l(a — (/o) = 1)~ -
—Cop /OO te #ptt~ (a — (1/p))(t° — 1)~ /P~ Ly,
1

de nuevo, integrando por partes,
oo
APDA(2) = Cap - (par — 1) / =710 — 1)~ WP gy
1

~Cap [t o= (1 p)) = 1),
1

Aplicando Dz_l y usando que Dg_l (e7*!) = tP~1e™*" tenemos
o0
DY DAY (2) = Cay - (pa—1) [t et (@ — 1) 00t
1

—COQ/J . /oo tpe_thtp_l(oz o (l/p))(tp . 1)a_(1/p)_1dt.
1
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Por tanto, integrando por partes el segundo sumando
1 o L
DY P DA (2) = Cop - (pa — 1) /1 tP~ e (tP — 1) P dt—

—Ca,p . / (ptpflefzt _ ztpe*zt) (tp _ 1)a7(1/p)dt _
1

= Coyp- /loo ((pa +p— 1t = ztf’) e (tP — 1) MP)gt =
= —Cop-2 <fo tPe (1P — 1)“‘*%dt - fo e #(th — 1)0‘“%dt) =
= —Cup- Z/loo et (tr — 1)*~ (/P gt

y la demostracién de (1.7.1) ha concluido.

Probemos, ahora (1.7.2).

De acuerdo con (1.7.1) tenemos que
zpo‘lez_l (zlfpo‘D)\&p)(zD = —)\gf’)(z).

Entonces por (1.2.4) se sigue que

p—1
zﬂ‘lez*l (zlpo‘ <£) )\((;(@1(2)) = \(2),

lo que nos lleva a
pl_pzpo‘_lszl (z_p(a_l))\gjll(z)) =\ (2).
Tomando o+ 1 en vez de «, conseguimos

p D (A (=) = AL (2)

(0%
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es decir,
DY (27 () = pr Al (2) = pr N (2),

luego

D (zp(a+1)_1D£_1 (z_pa)\gf’)(z))) = pp_lD)\épll(z).

Ademis, en virtud de (1.2.4) sabemos que

p—1
DA (2) = - (;) A (2),

de donde se sigue que
D (Zp(a+1)—1D£—1 (Z—pa)\((lp) (Z))) = 2, Z\P)(2),
lo que nos permite obtener

zlprzp(o‘H)71Dz_lzfp°‘)\g’) (2) = —A&p)(z).



Capitulo II

(p)

La transformacion K7/’ en

sentido distribucional

II.1 Introduccion y preliminares

A. H. Zemanian realiz6 un amplio estudio de la transformacién de Laplace
y Meijer, en espacios de distribuciones ([124],[127]). Maés tarde, E.
Kréatzel, introdujo la Ké’o ) transformacion, que generaliza a la de Mei-
jer, y en una serie de articulos, la investigé en sentido clasico ([67],[68]).
En 1985, G. L. N. Rao y L. Debnath estudiaron la K, l(,p ) transformacién
sobre ciertos espacios de distribuciones por el método del ntcleo [93].

Asimismo, J. Rodriguez [95] estudia la misma transformacién por el

65
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método del niicleo sobre otro espacio de distribuciones. Recientemente,
en [59] es tratada la citada transformacién por medio del método del
operador adjunto sobre espacios de funciones generalizadas. En este
capitulo se estudia la K ,Sp ) transformacién en espacios de distribuciones
de soporte compacto por el método del niicleo y se establecen teoremas
de analiticidad, acotacién y inversién para la transformacion de Kratzel

(p)

generalizada K.

A efectos de una mejor lectura recordamos algunas definiciones y
propiedades que nos serdn de utilidad en el trabajo abordado en los

préximos parrafos.

Por &£(I) denotaremos el conocido espacio de funciones infinitamente
diferenciables ¢(t), t € I = (0,00), tales que para todo compacto K

tenemos

para k € N. Por 5/(1) denotamos el espacio dual de £(I). Ademds por
D(I), D'(I) denotamos a los conocidos espacios de funciones y distribu-

ciones, cuyas definiciones y principales propiedades pueden encontrarse

en [107], [123] y [127].
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En [59] podemos ver que

L 2v(w) = (<12 ) (2.1.1)
dxk' p r)=|(— o T .

De acuerdo con (2.1.1) y el comportamiento asintético de Z7(x), se

deduce que para cierta constante positiva oy y k € N, se verifica:

dk

v v— —gP/(p+1)
T (Z)(@))| < a2l G, (2.1.2)

para todo x € K, K compacto y v € C.
Ademas en virtud de [67] conocemos que si p € N,
ApvZy(z) = (1) Z}(z) (2.1.3)
donde

1 d _dFf
Ap,zx:—/’ Lo pH%ﬂfp V@

Por otra parte, denotamos por B, , k, a

—pk—1 ok
Boyr=Cr-y "B,

siendo
d drf
— p—vtpt+l = v
Bpy == dr v dzxr
y
k\Pk—(2v—p)/(2p+2)=1/(p+1)+1
Cy = (ok) P (2.1.4)

(2v—p)

I (pk: — @ L + 1) T (pk— 2p+2 _#‘Hﬂ/)

2012 1 0
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Por tltimo, recordemos que por (1.2.1) la transformada de Mellin de Z e

viene dada por,

M{Z5@)) () = / C 57128 (@)de = 2T(s)T (

0 p

siempre que Re s + min(0, Rev) > 0.

I1.2 La transformacién generalizada K(?) sobre
I
E(I)

Para definir esta transformacién por el método del nicleo, vemos ini-
cialmente que Z} € ().
Lema I1.2.1 Dadas v € C y p € R se tiene que Z}(x) € £(I), x > 0.

Demostracion: La funcién Z; es infinitamente diferenciable en virtud
de (2.1.1) y la acotacién con la seminorma -y se sigue de (2.1.2). m

Una vez establecido este lema estamos en condiciones de definir la

Kﬁp) generalizada por:

Definicién I1.2.1 Sea v € C y p € R. Para cada f € £ (I) definimos
(p)

la transformacion Ky generalizada por la relacion

F(z) = (KPf) (@) =< f(t), Z} (wt) > (2.2.1)
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Ademds si f una funcion absolutamente localmente integrable, entonces

la transformada generalizada de f se reduce a la cldsica K,Sp)—tmnsformacio’n.

Proposicién I1.2.1 Sean v € C y p € N. Los operadores A, y By,

definen aplicaciones lineales y continuas de E(I) en si mismo.

Demostracién: Lo probaremos para A, ,, ya que para B, , se sigue

un procedimiento similar. Dado p € N tenemos que

d dr
— _ " Luw—p+l = pp—v 7 —
Appd(t) pt prievl)
—1v— —v— d’ —v dp+1
= —p et ((P—v)-tp 1%+tp dtﬂ“)(b(t):

v drl
. _ 1 o L 1
= =P (p=v) 55 d(t) = p o 6(1),

y aplicando la seminorma -y, k € N,

d* p+1
Vi (App®) = fg}? P (Apo())| < Cpux - Z Vit (D),
Jj=1

para cada ¢ € £(I). m

Definimos el operador generalizado Ay , sobre £ '(I) como el operador

adjunto de A, ,, este es,
<AL f 0 >=< [, Apud >, (2.2.2)

para f € £ (I) y ¢ € E(I). Esta definicién nos permite establecer:
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Proposicién I1.2.2 A7, es una aplicacion lineal y continua de E(I)

en si mismo. Notese que lo mismo ocurre para el operador B, .

Demostracién: Se sigue de (2.2.2) y de la Proposicién 11.2.1. m

Una vez visto estas proposiciones, establecemos algunas propiedades
para la transformacién K £p ) generalizada, a saber, analiticidad, acotacién

y reglas de cdlculo operacional.

Proposicién 11.2.3 Sea f € £ (I). Si F(z) denota la transformada

generalizada K,Sp) de f, entonces F(x) es infinitamente diferenciable en
(0,00) y

d" o
" F(x) =< f(1), o

Zy(xt) >, x>0,r€N.
Demostracion: Consideremos h un incremento arbitrario en z > 0.
Asumimos sin pérdida de generalidad que 0 < || < (z/2)°/(P+D).

Operando obtenemos que

F(x+h)— F(h)

(Zy @tz + b)) - Zy () > . (2:2.3)

S =

=< f(®),
Entonces debemos ver que

on(@,t) =+ (25t + ) = Z} (tw) ) — 9 70ty —0

ox

SRS
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cuando h — 0, en el sentido de convergencia en £(I), y el resultado para

k =1 se obtendra inmediatamente de (2.2.3) y la continuidad de f(?).

Para cada r € N podemos escribir

387;90}1(9: t) = h/w+h/ 0? < t’; p(y)) dydu =
- h/Hh/ < (ty)" T 2t )) dydu =
= E/;+h/z <r(r_ 1)yr—2%y)rzg(ty) n

dr+2

ar+
r—1 v ry2 v
+2ry" Tt 7d(ty)’"+1 Z)(ty) +y't 7d(ty)r+2 Zy(t )) dydu.

En virtud de (2.1.2), dada t € K, K compacto, y > /2, se deduce

que existe una constante positiva C' tal que

)

dr+j , v —(tx/2)P/P+1
|W<Zp(ty)) < O(yt)r=p)@p+2) . o=(ta/2)0/0"

para r,j € N, consiguiéndose,

ar 1
< O . 1v=p)/(2p+2) | —(tz/2)r/P T
'aﬂ"%(w t)' =Ct ’

1 z+h ru
ﬁ/ / (r(r—l)y’"‘2+rtyr_1+t2 r) (20 =0)/ (2042 gy, <
<C. 6_(m)p/p+1/2

para todat € Ky 0 < |h| < (x/2)r/(P+1),
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Luego, dado € > 0, existe tg € K = [a, ] tal que
Sren(a )| <
para t >ty 0 < |h| < (z/2)P/(P+1),

Ademids, para cada t € [a, tp] tenemos

1 z+h ru
E/ / (yr—Z +yr—1t+yrt2) dydu
T T

t
'm en(, )'
y por tanto
.
%goh(x, t) — 0,

cuando h — 0 uniformemente en t € [a, to).

Por todo ello se concluye que v,.(¢p(z,t)) — 0 cuando h — 0.

La demostracién finaliza procediendo por induccién. m
Proposicién I1.2.4 Dados f € £ (I) y F(z) = (K,Sp)f) (x) parax >0,
se tiene

|F(z)| < C - 2"+ @r=p)/Co+2)  gmaat/etD oo g

)

siendo C, « constantes positivas y r € N.

Demostracién: Sabemos por [127, Theorem 1.8-1, p.18] que existe

re Ny C >0 tal que

[P(z)] < O max w(Z;(at)),
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para todo = > 0.

Asimismo, por el comportamiento asint6tico dado en (2.1.2) logramos
que para cada K compacto,

dk:
vl At (Zp”(xt))

|F(z)] < C max sup

<
0<k<r ek

< C max sup xk(xt)(2”7”)/(2’”2)ef(ﬂ)p/(wrl)
0<k<r te j

<

<

< (C- xT+(2V—P)/(29+2) - max sup ’t(2u—p)/(2p+2)e_(zt)p/(erl)
- 0<k<rick

<C- $T+(2V_p)/(29+2)e—a:ﬂ’/(ﬂ+1)

La siguiente proposicion, permite obtener una férmula de cédlculo
operacional para la transformada generalizada K,Sp ), la cual involucra al

*

operador Apﬂ/, p € N y que sera 1til para resolver ciertas ecuaciones

diferenciales y en derivadas parciales.
Proposicién IL.2.5 Sea P un polinomio, si f € £ (I) se cumple que

(K P(As,)f) (@) = P((—2)°) (KL £) (@),

para x > 0.



74 Capitulo II. La transformacién K, ,Ep ) en sentido distribucional

Demostracién: De acuerdo con la Proposicién 11.2.1 y (2.1.3) pode-

mos escribir

(KL P(A)f) (@) = < P(A3,) F(b), Z) (at) >=
= < f(1),P(App)Z,(at) >=
= < [(), P((=2)")Z} (wt) >=

= P((-2)") (EP]) (@),
paraz > 0. m

A continuacién, establecemos un primer teorema de inversién para
la K,Sp )_ transformada generalizada usando un procedimiento similar al
empleado por S. P. Malgonde y R. K. Saxena en [74]. Para ello, pre-

viamente necesitamos obtener tres lemas:
Lema I1.2.2 Dada f € £'(I) se tiene que
oo oo
/ 170 < (1), ZU(at) > dz =< f(t), / 22 (at)de > . (2.2.4)
0 0

Demostracion: Sea N € N. En primer lugar veremos que

N —S 14 N —S 14
/O 570 < (1), ZU(at) > dw =< f(t),/o 2 (at)de > . (2.2.5)



I1.2. La transformacién generalizada K. sobre 5/(1) 75

Si {xr,l}lr:o es una particién del intervalo [0, N] siendo d; = x; — xp_1

parar=1,2, ... 1; entonces podemos escribir

N l
/0 0 < f(0), Z(at) > dw = i di- Y i < (1), Zh(wnit) >
r=0

Z:crl < f(t), Z) (wpit) >=< f(2) Z:c o (@ 1t) >

En consecuencia, establecemos (2.2.5) si demostramos

N
hm d - Za:” 2y (Tegt) = / x 7 (xt)dx (2.2.6)
0
donde el limite se entiende en el sentido de la convergencia en £(I).

Ya que la funcion

ot z) = stk (wlz)k (Z”(a:t)) sité€[a,b]yxe(0,N]
’ 0 sitela,byz=0

con0 < a < b < 00, es uniformemente continua sobre (¢, x) € [a,b] x [0, N,

tenemos que si € > 0y m € N existe [ € N tal que

N
E {dl Zx xrlt /0 xSZ;;(:ct)d:c}

para | > ly. Es decir, obtenemos (2.2.6).

sup
tek

<€

Asimismo utilizando (2.1.2), para m, k € N,

dr oo
%/N x°Z, (wt)dz
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< ¢ - t2v=r)/(2p+2) /oo g~ ResH(2r=p)/@2p+2) =)/t g0 (2.2.7)
N

uniformemente en ¢t € K,cuando N — oo , siendo C' una constante

positiva.

Ademsds de la Proposicién 11.2.4 obtenemos que

Y

[ < 10,2500 > a

o st (2v—p)/(2p+2) ,—awP! (PHD)
< C/ x5 PIEPT2) e dz
N

siendo a una constante positiva que depende de p.

Luego

oo

lim ™% < f(t), Zy (xt) > dx = 0. (2.2.8)
N—oo JN

Ahora, si combinamos (2.2.5), (2.2.7) y (2.2.8) logramos (2.2.4). m

Lema I1.2.3 Sea ¢ € D(I) y denotemos

vs) = [ Ty (y)dy.

Entonces

R . R )
/4% < f(u),u” "t > (o +iw)dw =< f(u),/ w0 4 iw)dw >,
(2.2.9)

cono >0y R>0.

Demostracion: Nétese que si ¢ > 0 se tiene que u’+~1 ¢ £(I).

Puesto que por su definicién (s) es una funcién entera en C, se infiere
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que para cada k € Ny M; > 0,

dF R .
W / Ua+lw_1¢(0 + Z'U])dw
—R

y siu € K, K compacto

dk: R .
Tk /Rua+lw_11/1(a+iw)dw

donde M es una constante que depende de K.

R
< My -u’ R / [t(o + iw)| dw,
R

R
<My [ oo+ iw) dw,

Por lo tanto, si ¢ > 0,
R )
/ u (o + dw)dw €E(I).
—R

Seleccionamos a continuacién una particiéon {yrzl}f":(] del intervalo
[0 —iR,0 +iR] de forma que y,; —y,_1; = 2R/l parar =1,2,...,1;y
escribimos
R : 2R
/ < flu),u” ™™t > (o + iw)dw = lim — Z < flw), w1t > (yn)
R I—oo 1 —o ’
l
2R
> wtn () > (2.2.10)

r=0

= lim < f(u)

l—o0 "

Luego procediendo como en [127, pp. 65-66] obtenemos

2R B iw .
e Zuy“M/J(yM) — /Ru Y(o + iw)dw (2.2.11)
r=0 -

cuando [ — o0, en el sentido de la convergencia en £(I).

Por tanto, combinando (2.2.10) y (2.2.11) logramos (2.2.9). m
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Lema I1.2.4 Dada ¢ € D(I) se sigue que

1 [ ,sen(Rlog(u/y))
= el T Ry — ()

cuando R — oo, en el sentido de convergencia en E(I), siendo o > 0.

Demostracién: Sea o > 0. Haciendo el cambio log(u/y) =ty
derivando bajo el signo integral, ya que ¢ pertenece a las funciones de

clase infinito con soporte compacto llegamos a

L[ osen(Rlog(u/y)) ,
= [ sty Sy =
= — i k Sen
= %/_oo {e(Ul)taauk (¢(u . e*t)> - _dcik (¢(u))} @dt. (2.2.12)

Luego debemos probar que

(o) k k sen
ont) == [~ {H% (ou-e™) <<z><u>>} ) gy o,

converge uniformemente para u € K, K compacto, cuando R — oco.

Para ello, dado § > 0 dividimos la integral como sigue

QR(U) = Il(u) + IQ(U) -+ ]3(’&)
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I(u) e I3(u) son la misma integral con los intervalos de integracién
en (—4,0) y (d,00) respectivamente. Para finalizar, siguiendo los pasos
dados en [127, pp. 66-67] probamos que I1(u), I2(u) e Is(u) convergen a 0
cuando R — oo, para u € K, K compacto y concluimos la demostracién.

Dados estos lemas, estamos en condiciones de enunciar y demostrar

el primer teorema de inversién.

Teorema I1.2.1 Sean f € £ (I), p € D(I), v € C y 0 > 0, se verifica

que

1

o+iR 1 00
Rh—{%o < % /o'fiR mys/o .’EiSF(fE>ded$, ¢<y) h f(t),(ﬁ(t) g

donde F(z) = ( ,(,p)f) (x), para x >0, y

K(s) = %m _ ST (ip*”) ,

Demostracién: Consideremos f € £ (I) y denotemos
Fx) =< f(t), Z,(xt) >,

para x > 0. Sea y > 0, R > 0, la funcién

1 o+iR 1 s ) *SF d d
@R(y)—%/amm'y /o T (z)dzds
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define una distribucién regular en D’(I) mediante la igualdad

o+iR 0
< er(y), o(y) 2m/ /ZR K(s /0 x °F(x)dzdsdy

para ¢ € D(I).

En virtud del teorema de Fubini podemos intercambiar el orden de

integracién obteniendo

< ¢r(Y),d(y) >=

por el Lema I1.2.2 y (1.2.1), conseguimos

o+iR )
< on). o) >= g [ s < g [Tz >
/OOO Yy o(y)dyds =

o+iR oo
= o [ <t [y oty

27 Jo—iR

De acuerdo con el Lema 11.2.3 tenemos

o+iR 0
<only) o) >=< )5 [t [Ty oy

2mi Jo—ir

Por tdltimo, intercambiando el orden de integracion y usando el Lema

11.2.4 logramos, cuando R — oo, que

< ¢r(Y),o(y) >=
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sen(Rlog(u/y))
ulog(u/y)

=< f(®), % /OOO(U/y)%(y) dy >—< [(t),p(t) > .

Demostrado este teorema, podemos deducir a partir del mismo el

siguiente resultado de unicidad:

Teorema 11.2.2 Sean f,g € £ (I) yv € C. Si (K,gp)f) (z) = (K,S%) (x),

para x > 0, entonces f = g, en el sentido de una igualdad en D/(I).

Demostracion:

Es suficiente probar que para cada ¢ € D(I), < f(t)—g(t), #(t) >= 0.

En efecto, se establece inmediatamente ya que,

. 1 o+iR s
< f(t) —g(t),o(t) >=< B}EI;O%/HR K(s)?

. OO:U_S KP7) (z) — (KPg) (z)} dxds, >=0
|7 {(508) @) = (5879) (@)} deds, 6(0)
donde 0 > 0y K(s) viene dada como en el Teorema I1.2.1. m

D. V. Widder [119] establecié una férmula de inversién real en sen-
tido clésico, para la transformacién de Laplace por medio de un operador
que se denomina comuinmente operador de Post-Widder. Posteriormente
R.P. Boas [15] generalizé la férmula de Widder probando un teorema de

inversion para la K- transformacién. Recientemente J. J. Betancor y
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J. Barrios demostraron otra férmula de inversion real para la transfor-

macioén L

(P)H

El teorema que logramos a continuacién es otra formula
de inversién, en la cual aparece una generalizacién de un operador tipo
Post-Widder. Nétese que como casos particulares se obtienen férmulas

de inversién para la transformacién de Laplace y de Meijer [15],[119].

Teorema 11.2.3 Sean f € £'(I) y Rev > p/2 — 1. Si F(x) denota la
)

transformada K(p generalizada, logramos que

lim < By, Flph/y), 6(y) >=< f(1),6(t) >

para cada ¢ € D(I), donde B}, i es el operador adjunto de By .

Demostracién: Sea f € £ (I) y F(z) =< f(t), Zy(wt) >, para z > 0.

En virtud de la Proposicién 11.2.3 y usando (2.1.3) por medio del

1

cambio de variable y~* = z, tenemos

B,k Flpk/y) = Ci-y*' < f(1), B, 2} (pkt/y) >=
= Cr-y < f(1), o (pkt)* Z} (pkt/y) >
siendo C} la constante dada en (2.1.4).

Puesto que B}, F(pk/y) define una distribucién regular en D'(I)

que viene dada por

< B F(pk /), 6(0) >= [ Bk F(ok/9)o(y)dy.
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para toda ¢ € D(I) debemos ver que

< B, F(pk/y), o(y) >= (2.2.13)
= <fw.cv | YL okt fy)ply)dy >,
0

para cada ¢ € D(I).

Para ello, consideramos 0 < a < b < oo tal que ¢(z) =0, x ¢ [a,]],
¢ € D).

Denotaremos por {yml}in:o a una particién de [a, b] siendo

di = Ym,i — Ymy—1, m=1,2,...,1, entonces

0o l
| Bk F /)y = Jim di S Bl (o ) larm) =
0 l—o0 0

= lim < f(t), 1" C1 p"(pk)"dy Z Y 28 Pkt /Y ) () > -

m=0

Por tanto para demostar (2.2.13) debemos obtener que

b
i d, z 0l 2 okt ) m) = [y 22 okt ) o)y,

en el sentido de convergencia en £(I).

Luego, si consideramos un compacto K C (0,00) y r € N, se sigue

b
e (dz Z Yl 28 (0t Yo & (Yrm.) —/a y“”“‘lZZ(pkt/y)qﬁ(y)dy) =
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= q Z i 14 o (ZZ (Pkt/ym1) ) & (ym,1) =

- /byk Lz okt ) 6w

dr
Es decir, ya que la funcién y =P~ — - (Z”(pkt/y)) #(y) es uniformemen-

dtr

te continua para (y,t) € [a,b] x K, logramos

b
i d, z 0l 2 okt ) m) = [y 22 okt ) o)y,

uniformemente en y € K. Con esto probamos (2.2.13).

1

Ahora, si hacemos el cambio de variable y = u~" conseguimos de

(2.2.13)
|7 BB ok /oty)dy =< g(6), Cot 1 [~ ur* 25 oty () du >
siendo g(t) = ¢ f(1/t) y v (u) = 1 ¢(1/u).

Para completar la demostracién debemos ver que

lim O - Pk~ /0 PR 2 (k) (u)du = (1) (2.2.14)

k—o0

en el sentido de convergencia en E(I).

Para ello, por la transformada de Mellin del nicleo (2.1.5)

0 (2v—p) _1_ (2v—p)
/0 BT T 2 (pheu ft)du = (t/ pk) PR 2eE L
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-1
o ok — _
P <p 2p+2  p+l P

y si derivamos bajo el signo integral,

2v—
(2v — p) 1 +1>F(pk—(2p+g)—ﬁ+l+u>

a (Cl L pPk=1 /OOO uP* Z (phu /) (u)du — ¢(t)) _

dt”
> _Q@v—p) 1
= C1t7pk71/0 Ve P17 (pku/t) -

2v—p | 1 d r 2v—py 1 dT
. <u2p+2+p}r1 (%%) Y(u) — t2p+2p+pi1 %17&(15)) du,
para r € N.

Asimismo, de acuerdo con (2.1.2) se verifica que para toda t € K,

K C (0,00), K compacto, existe una constante C' > 0 tal que

(e et [ 5y vin - v )| <

< Cl/ ufke=2(Pku/) | i (u, t)| du,
0

siendo

- (pk)(p+1)k+2;’;—;§+1
1= )
G+ Db
y
vep , 1 d\" vep, 1 d"
H(u,t) = 3587 (22 () — 57T 20|

Ahora dividimos la ultima integral de la siguiente formas:

Cy / uPke=o2(Pke/Y) | F (y, t)| du =
0
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upke_O‘Q(pk“/t)H(u, t) du+

(p+1)k) P (1) P+ D/Pt(pk)
e Cl . /

0

1
((pHD)k)P (1) P07 Pt(pk) =
/ uPke2(Pku/t) f (4 t) du +
(

(pH1)E) P (L—n) e+ D/ ot pl) -1

+ / 1 uke2(Phe/D) (4 ) du| =
((p+1)k) P (14n) (P 1)/ pt(pk) =1

= Il(ta k) + IZ(ta k) + I3(t7 k)a
con n > 0.

Para cada t € K, obtenemos

<pk)pk—k+1—1/(f’+1)tipkip/(p+1) p

k) <O (p+ Dk)! p+1

1 _
/((p+1)k) ? (1—n) P+ 1)/ Pi(pk)—1 ) 2p42) e—(pku/t)P/(P+1) '

0

|(3a2) vt

_ _ /(1)
wPk=1/(p+1) o= (pku/t)P 0T

du) ,

si hacemos el cambio de variable (pku/t)” ?*Y) = (p+ 1)kz y tenemos

(p+1)k) P (1—m) 4D/ Pt( k)1
du+ /
0

L )

(2v=p)/(2p+2)+1/(p+1)
dtr

en cuenta que Rev > p/2 — 1 logramos

(p+1)k+1  r1—n
’11(15, k‘)‘ < C(<p ‘("( 1)_{_{)1)k)' / x(p+1)kef(p+l)kxdaj
p : 0

siendo C' una constante positiva.
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Entonces recurriendo a [119, p. 288, Theorem 5b] conseguimos que
Li(t, k) — 0, (2.2.15)

cuando k£ — oo uniformemente en t € K.

Repitiendo el proceso seguido con I(t,k) se puede concluir para
I3(t, k) que
I3(t, k) — 0, (2.2.16)

cuando k£ — oo uniformemente en t € K.

Para acotar I(t, k), usamos el teorema del valor medio y podemos

escribir

@u—p)/@p+2)+1/(p+1) (L ANy ev—p) /et D ]
u (F2) vl - ()| <

§02|t—u|

para u,t € (0,00) y C3 una constante positiva.

Utilizando [119, p. 287, Theorem 5b] se sigue:

(p + D) Dk
(G + D)

1+n
ILy(t, k)] < Cs [ alere gy < ¢,
1

-n
(2.2.17)

para cada k € N y constantes Cs y Cy positivas.
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Combinando (2.2.15), (2.2.16) y (2.2.17) logramos (2.2.14).

Es decir,

k:lggo < C;,u,kF(pk/y)a ¢(y) >=< g(t)vw(t) >=< f(t),¢(t) >,

para toda ¢ € D(I). m



Capitulo III

Transformaciones en

o [ [ [ ) /
espacios distribuciones [, "

I11.1 Preliminares

(p)

Recientemente en [59],[60] se analizé la transformacién de K,/ por
el método del operador adjunto en algunos espacios de distribuciones.
Nuestro objetivo en este capitulo es también, estudiar otras transfor-
maciones en ciertos espacios de distribuciones F,, y Fz;u ([77]-[78]).

((f)

Comenzamos trabajando con la transformacion Ly’ por medio del ope-

rador adjunto, para posteriormente estudiar con la transformacion de

89
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Obrechkoff que como se sabe generaliza a las de Laplace, Meijer y
Kratzel L&p ) [61]. No podemos dejar de destacar que en sentido cldsico V.

Kiryakova ha estudiado ampliamente la transformacién de Obrechkoff.

Para proceder a este estudio, damos algunas definiciones prelimina-

res, que se pueden encontrar en ([77],[78]).

Por LP(R™) denotaremos al espacio de las funciones medibles Lebesgue

191, = ([T 1swpar) " <o

Por otra parte, se dice que una funcién compleja ¢ € C*°(R™) estd en

f(z) tales que

Fp, cuando 1 <p <ooy pu€ Csi

d*
tkdtk (t () € LP(RT),Vk € N,

y en el caso de que p = oo, el espacio Fi;, con p € C estd constituido

por aquellas funciones complejas ¢ € C*°(R™) que verifican

th— d"

o (t7#p(t)) —» Ocuando + -0 y z — oo,Vk e N.

Paral<p<ooypue€ C, F),, estd dotado de la topologia generada

por la familia de seminormas

th— d*

)| (¢ € s k€ N),

Y (p) =




II1.1. Preliminares 91

donde |||, denota la norma en el espacio LP(R™). De este modo [y,
es un espacio de Fréchet. En [78] podemos ver que el espacio F), , estd
intimamente relacionado con el espacio de Banach L, ,, que es el for-

mado por las funciones medibles Lebesgue f(z) tales que

£l = N5 fllp < oo

Veamos a continuacién algunos resultados que nos seran utiles en lo

que sigue (para profundizar en ellos puede verse [77]-[78]):

Lema II1.1.1 El espacio C°(R™) de funciones ¢ € C°(R™) con so-
porte compacto es denso en Fy , para cualquier 1 < p < oo y cualquier

ne C.
(Véase [77, p. 18, Corollary 2.7])
Lema IIl.1.2 Sean \,pn € C, 1 <p<ooymeN.
(i) El operador z* definido para ¢ € F,, por

(220)(x) = 2 p(x) (3.1.1)

es un isomorfismo de Fy , en Fy, .\ cuyo inverso viene dado por

ZC?)\.
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(it) El operador D™ definido para ¢ € F, , (m =1,2,...) por

(D) () = TAD) (312)

es una aplicacion lineal y continua de F, ,, en Fy, ;_p. Ademds D™

es un isomorfismo de F, , en Fy, ,,_m, siy solo si,

1
Reu#;—}—k (k=0,1,2,...m—1). (3.1.3)

(Véase [77, pp. 21-22, Theorems 2.11 y 2.13])

Lema ITI.1.3 Sean pn € C, 1 < p < 00 y K(z) una funcion definida

para casi todo punto de R™ que verifica

/ | K (2)] de < oo (3.1.4)
0

Entonces el operador integral KC definido para funciones ¢ por

(Kp) () = /0 T Kat)p(t)dt (x> 0) (3.1.5)

es una aplicacion lineal y continua de Ly, en Lp,%—,u—l y de Iy, en

FE 2 .
pp—h—l

(Véase [77, pp. 158-159, Theorem 8.1 y Corollary 8.2])

Definicion III.1.1 En lo que sigue denotaremos por f a los elementos

de FIIW y por < f, > al valor de f con respecto a una funcion prueba
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¢ € Fp . Para cualquier f € F]'W y A€ C, m €N se entenderd por x*

y D™ a los operadores definidos por
< f,o>=<f,rro> (p€ Fpu-») (3.1.6)
<D"f,p>=<[,(=1)"D"p > (¢ € Fputm) (3.1.7)
Lema IIl.1.4 Sean A, € C, 1 <p<ooymeN.

. . ! / .
(i) El operador x es un isomorfismo de F,,enF, _\ cuyo inverso

es .’E_)\.

(ii) El operador D™ es una aplicacion lineal y continua de F;,’M en

/ i

. m . ! .
F Ademds, D™ es un isomorfismo de F, , en F, ., sty

p,ptm:
sélo si,

1
Rey#;—k (k=1,2,...m). (3.1.8)
(Véase [77, p. 32, Theorem 2.22])

Lema IIL.1.5 La transformacion de Mellin M para ¢ € Fp, wviene

dada por

(M) (s) = /OOO 57 o(t)dt, Res=1/p—Rep. (3.1.9)

Si1<p<2ypeC, entonces tenemos que M es una aplicacion lineal

y continua de Fy,, en LY(R") siendo 1/p+1/q = 1.

(Véase [78, p. 531, Theorem 5.1])
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IT11.2 La transformacion [,gf’)

(p)

En esta seccién estudiamos la transformacién Ly’ por medio del método
del operador adjunto completando en parte el estudio distribucional rea-
lizado en [6]. Para ello, inicialmente definimos esta transformacién en

los espacios Ly, y Fp .

Proposiciéon I11.2.1 Sean1 <p<oo,u,a € C, p >0, 1/p+1/p/ =1

Yy
1
Rep > 7 min {0, pRea}. (3.2.1)

(p) . ., . .
Entonces Lo es una aplicacion lineal y continua de Ly, en Lyo/p_ ;1

yde Fppuen Fyom 1.

Demostracién: En virtud de (1.2.5) y (1.2.6) la integral

oo 1
/ :L_Re b=y
0

converge siempre que (3.2.1) se satisfaga. Entonces la Proposicién I11.2.1

)\gf’)(x)) dr < oo

se sigue del Lema II1.1.3. m

La transformacién de Mellin de una funcién ¢ sabemos que viene

definida por
(Mop)(s) = /Ooo 5 Yo (x)dz. (3.2.2)



II1.2. La transformacién £ 95

y la transformacién de la funciéon que comparece en el nticleo viene dada

por:
Lema II1.2.1 Sean p >0, a,s € C y
Re s+ min {0, pRea} > 0, (3.2.3)

se tiene

F(s+poz)1“(%)
r(s+a+1-1)

p—1

M) = ey

(3.2.4)

Demostracion: De acuerdo con la definicién de la transformacion integral
de Mellin (3.2.2) y la representacién integral de A (1.1.3) logramos

después de aplicar el Teorema de Fubini

M{PP @)} = /0 T ) (2)da =

o1 1/2—pa poo S
_ (271') 2 p / pstpa—1 / (tﬂ — 1)0‘*(1/p)67$tdtd$ =
r (a +1- %) 0 !

2L 1/2-pa poo o0
_ (27T> 2 p /2-p / (tp o 1)a—(1/p)/ pstpa—lo—zt 101
M(a+1-1) A 0

Por otra parte, la conocida férmula de la funcién Gamma

I'(2) :/ 77 le™"dr (Rez > 0)
0
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nos lleva al resultado
(2m)°7 p!/*7°T (s + pa)
T (a +1- %)
T (s+pa)T (2)
P(s+a+1-4)

M {)\g’) (ac)} /oo<tp — 1)a*(1/p)t*87padt —
1

= (2m)"F pV/2e

siempre que se verifique (3.2.3). m

Obtenemos ahora la transformacién de Mellin M de la transfor-

macion 5(({) )

para funciones ¢ € F, ;.
Proposicion I11.2.2 Sean 1 <p <2 p,acC,p>0y
Rep > —}% —min{0,pRea}, Res= ]% + Re p, (3.2.5)
st € Fp, obtenemos que
I'(s+pa)l ( )
r(s+a+1-1)

M{LYG} () = (2m) T p=1/2ee Mep(1 - ).

(3.2.6)
Demostracién: En virtud del Lema II1.1.5 y la Proposicion 111.2.1, los
dos miembros de la igualdad (3.2.6) son aplicaciones lineales y continuas
de Fp,, en LY(R"), siendo 1/p + 1/q = 1. Tomemos ¢ € C§°(R™), de
acuerdo con el Teorema de Fubini, tenemos que
M{ﬁ&p)go} (s) = / 5 1/ AP (zy)p(z)dady =
= [Te@ [Tr N @ydedy.
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Haciendo el cambio xy = t, y teniendo en cuenta (3.2.4) conseguimos

ML} (s) = /0 T o) da /0 T O (1)dt =
I'(s4 pa)l (%)
M($+a+1 —%)Mw(l =)

p=1 _

= (2m)7 p e

siempre que (3.2.5) se cumpla, y por tanto (3.2.6) se demuestra para
¢ € C°(R™). Asimismo como por el Lema I11.1.1, C§°(R ™) es denso en

Fp 1, logramos (3.2.6) para ¢ € F, ,. m
Teorema II1.2.1 Si1 <p<oo, p,a € C,p>0y
Rep > —% —min{0, pRea}, (3.2.7)
se tiene que
| (£05) @e@ia= [* 1) (£00) @z, (323)
se verifica para ¢ € F, ,, f € Fp’,u—1+2/p' Yo €Ly, f€ Lp/,,u,fl+2/p/'

Demostracién: En virtud de la Proposition I11.2.1, L&p ) fy L&p )go existen
para f € F u—1+2/p Y ¢ € Fpy, respectivamente, siempre que (3.2.7) se
cumpla. Inicialmente demostramos que (3.2.8) es cierto para funciones

de C&°(RH).

Si f,¢ € C§°(RT) obtenemos

| (05 @@ = [T olaide [N o) s(w)dy =
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= /oo f(y) dy/oo O (yz)p(z)dz =
Ooo 0

= [ 10 (c0%) W,
0

ya que Teorema de Fubini nos permite el intercambio en el orden de

integracion.

Por tanto, para demostrar (3.2.8) para ¢ € Fp,,, f € Fp',u—1+2/p’
yo €Ly, f€ Lp/ p—1t2/p €8 suficiente con ver que ambos miem-

bros de la igualdad (3.2.8) son funcionales bilineales y acotados sobre

Ly x Ly

o 142/ Para ello, aplicando la desigualdad de Holder y la

definicién de la norma de L, ,, logramos

L 1(00) @] de= [~ o p(@)l o (£0f) ()] o <

!

(/Ooo |z () }p dg:) v (/Ooo ’g;l‘ (ﬁz(lp)f) (g;)’pl da:) . =

= el 2]

IN

p—n
Ademds, utilizando la Proposicién I11.2.1 con p en vez de p y

w—1+2/ p en vez de 4 conseguimos

lcos||, <kl (k > 0),

/ /
o —u p,u—14+2/p
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siempre que (3.2.7) se verifique, y entonces

'/ooo (£9F) (@)¢(@)da

< il [ £ 1

P—n < K llllp o 11y 12/
Con esto queda probado que el lado izquierdo de la igualdad (3.2.8)

es un funcional bilineal y acotado sobre L, , x L Para el

pu—1+2/p"
lado derecho se procede de forma similar, con lo que se completa la

demostracién del Teorema 111.2.1. m

El Teorema II1.2.1 nos permite definir la transformacion E&p ) f gene-

ralizada sobre F;W cuando 1 <p < oo, p,aa € Cy p > 0, como sigue:

Definicion II1.2.1 Para cada f € Fz;,u la transformacion generalizada

ﬁ((xp)f viene dada a través de
<LPf o>=<f,LPp> (3.2.9)
con € Fyo/, 1

Proposicién I11.2.3 Sean 1 < p < 0o, Rep < 1/p 4+ min {0, pRe a},

)

uw e C, e C. Entonces el operador L&p es una aplicacion lineal y

. / /
continua de F,,. en Fp,2/p—u—1'

Demostracién: Se sigue por la Proposicién I11.2.1 y por (3.2.9). m

Seguidamente, investigamos composiciones de la transformacion L((f )

. . . . /
generalizada con operadores diferenciales sobre los espacios Fy,, y F}, ;.
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Proposicién I11.2.4 Si1 <p < oo, 1/p+ 1/p' =1, pu aeC, p>0,
meN y
Rep > —1/p —min {0, pRea} + pm, (3.2.10)

se verifica que

z\1 P "
(<E> D> £ {y"mo(y)} (@) = (~1)"LL), {o(y)} (),
(3.2.11)

para ¢ € I, ;.

Demostracién: Segin la Proposicién I11.2.1 y Lema I11.1.2, los dos miem-
bros de la igualdad (3.2.11) son aplicaciones lineales y continuas de F, ,
en F,o/p_,—1 siempre que (3.2.10) se cumpla. Ahora, si aplicamos la
regla de Leibniz tenemos

(<£> - D>m LO{y""e(y)} (2) =

P

_ ((%)lp D)m /0 7D (ay )y () dy =

L () b

haciendo el cambio de variable xt = z, y teniendo en cuenta (1.2.4)

logramos
m

((E)l"’ D) LY Ly o(y)} (2) =

p



II1.2. La transformacién £ 101

N /ooo (() )m{A&”)(@}«p(z/x)%:

OO

= ™ N () | o(y)dy =
0

= (- 1>m£<”>m{so< )} (@),

y por tanto hemos demostrado la Proposicién 111.2.4. m

Proposicién II1.2.5 Sean 1 <p < oo, p,a € C, p>0ym € N. Para

cada f € FZ/W se obtiene

1-p\ ™
=P Le) z () 2.
e (D(p) ) f(@) = £8,4(2) (3:2.12)
siempre que

Rep < 1/p+min{0, pRea} — pm. (3.2.13)

Demostracién: De acuerdo con la condicién (3.2.13), el Lema I11.1.4 y
la Proposicién 111.2.1, los dos miembros de la igualdad son aplicaciones

. . /
lineales y continuas de £}, , en Fp 2/ p—p—1-

Utilizando (3.2.9) y la Definicién III.1.1 conseguimos

< 2L (D (%))m f(@), () >=

—< f () ((%)1 D)mﬁgpw%(x) >,
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y segin (3.2.11) y la Definicién II1.1.1 logramos

<xﬂwﬁg)<D<%>lp>mf@%w@ﬂ>=

=< f,L9) o(x) >=< LY f,0(z) > .

De manera que concluimos la demostracién. m

I11.3 La transformacion Obrechkoff

I11.3.1 Introduccién

Esta transformacién parece ser una de las mds generales y efectivas
generalizaciones de la transformacién de Laplace, con respecto a los
operadores diferenciales de tipo Bessel (8 = m—(ag+a1+...+am) > 0,

meN, vy = (g + g1+ ...+ —m+k)/Bk=1,...,m)

B = 9:0‘06%930‘1% .. .xo‘m—ldi;xO‘W =zB ﬁ <$i + 5%) . (3.3

Como casos més simples de (3.3.1), estan incluidos el operador dife-
rencial de Bessel de segundo orden y la derivada de orden m-ésimo
D™ = (d/dx)™. Muchos autores han introducido y estudiado trans-
formadas de tipo Laplace que resultan ser casos particulares de (3.3.1).

Lo curioso fue que la transformacién mas general de este tipo habia

sido introducida en 1958 por N. Obrechkoff [91], pero sus resultados
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permanecieron desconocidos durante un lardo periodo de tiempo. I
Dimovski [30] establecié que esta transformacién puede ser usada con
éxito para construir un célculo operacional para los operadores (3.3.1) (y
sus operadores inversos por la derecha, conocidos como operadores inte-
grales “hyper-Bessel”, L). En [30], [31] algunas propiedades basicas de
la transformacién de Obrechkoff se establecen para espacios de funciones
localmente integrables con un adecuado comportamiento asintético. Un
estudio més profundo es establecido por V. Kiryakova en [61], utilizando
la funciones G de Meijer y el cdlculo fraccionario generalizado. Sin em-
bargo esta transformacion no ha sido estudiada en sentido distribucional
por lo que la definimos y estudiamos sobre algunos espacios de funciones

generalizadas.

A efectos de una mejor lectura establecemos algunas propiedades de

la transformacién de Obrechkoff.

La transformacién de Obrechkoff viene dada por

Of(z) = B /0 T BOm I K ()P f () da, (3.3.2)

K(z) = /Ooo (n:L'—‘l) /Ooo exp (—up — - — Um—1 — 2/ (U1 Um—1))
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m—1

—e—1
. H uzm T dug . dg,—1,
k=1

siendo 11 <72 < ... < Y
Otra definicién equivalente que utilizaremos a lo largo del capitulo

es

O{f(t) 2} = = 70m 041 [T G ()| + 1= BT F(t)t,
(3.3.3)

donde Gg?,’g es un caso particular de la funcién G de Meijer ([61, Def.

A.3, p. 313)).

Asimismo, podemos ver en [61, Corollary B.5, p.328] que la ecuacién

. . . . 0
diferencial que satisface la funcién Gy, es

]E[l (uc% —bj—n+ 1) (ud%lb —bj — 1) (udii —bj) Gg?;g (uﬂ|(b])’1”) =
= ()" G (W (b)), (3:3.4)
donde bj =v;+1—-1/8,5=1,...,m;yn>0.
Por otro lado denotando por
Mz, z) = 2POm =LK ((22)8),

de [61, p. 177], tenemos

A«Mam@:z%WMﬂ*W@ﬁrwﬁ4+@_nm%(mm)
k=1



II1.3. La transformacién Obrechkoff 105

siendo M es la transformacion de Mellin.
El comportamiento asintético de la funcién que comparece en el
nicleo de la transformada ((3.3.2)-(3.3.3)) es el siguiente ([61, p.176]):

2 m—1 m m
K(x) ~ L\% iy /M m )/ 2m et (3.3.6)

para x — 00, y

m—1
lim K(z)= H T(ym — k) < 0.
k=1

z—0t
Es bien conocido que la transformacion de Obrechkoff se reduce a la
transformacién de Meijer [61, pag. 195] para f =m = 2, y12 = £v/2,
es decir,

O{f(t); 2} = 27" 272K, (f(1); 23,

donde K, denota la transformacién de Meijer, también conocida como
K transformada ([82],[127]).

Ademédssi f=m, v =k/m (k=1,....m—1)y ym =a—1/m
(61, pag. 197] tenemos que

O{f(t);2} = m- LG {#mOmt D=1 (1);m - 2},
donde
L0 {f i) = [ At f(eyar
0

y AL (x) es el nucleo introducido por Krétzel ([63],[65],[66]).
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II1.3.2 Método del operador adjunto

Nuestro objetivo en esta seccién es definir y estudiar la transformacién
de Obrechkoff por el método del operador adjunto en espacios de dis-
tribuciones F}, , y FZIW ([77]-[78]).

Inicialmente, vemos una serie de resultados para definir la O-transfor-

macion sobre estos espacios.

Proposicion I11.3.1 Dadas 1 < p < oo, p € C, la O-transformacion

es una aplicacion lineal y continua de Ly, en Ly 2 /p_ 1 8(ym+1) Y d€ Fp

en Fpo/p—p—B(ym+1), Si€mpre que
Rep>1/p—1. (3.3.7)

Demostracién: Inicialmente definimos la siguiente transformacion inte-

gral
Gg(2) = B [~ K((:0)")ga)ds.
0
y nétese que si g(z) = 2O0m+tD=1f(z), entonces
Gg(2) = G {a?Cm DL f(2)} (=) =

_3 / T B Om AT K (22)P) f(2)da = OF (2).
0

Sif € Ly y—B(ym+1)+1, tenemos que gBPmI V=1 f(2) € L, , (por definicién

de L, ), es decir, g(z) = 20m+D=1f(z) € L, ,. Por lo tanto del Lema
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II1.1.3 obtenemos que Gg(z) € L 1 siempre que

P,2/p—p—
/ 2RF 5 | I ()| de < oo, (3.3.8)
0

siendo J(x) = K(2%). Y ademés (3.3.8) se cumple en virtud de (3.3.7).

El mismo resultado se sigue para los espacios de McBride. Luego con un

simple cambio de variable, la O-transformacién es una aplicacién lineal
y continua de Ly, en Ly o/p i g(ym+1) Y de Fpuen Fyom 1 8(ypmst1)- B

Seguidamente veamos como viene dada la transformada de Mellin de

la transformaciéon Obrechkoff en los espacios F) ;.
Proposicion I11.3.2 Sean 1 <p <2 pne Cy
Re,u>%—1, Re(l—s+6(7m+1)—1):%—Reu. (3.3.9)
Entonces para ¢ € Fy ,, tenemos
M{Op} (s) =

ﬁ P(ge 414 (5= B3+ 1))/B) Mol — 5+ Bl +1) 1), (3.3.10)

Demostracién: En virtud del Lema II1.1.5 y la Proposicién 111.3.1, los
dos miembros de la igualdad (3.3.10) son aplicaciones lineales y continuas
de F,, en LY(R™), siendo 1/p 4+ 1/q¢ = 1. Consideremos una funcién

¢ € C°(R™). Aplicando el Teorema de Fubini y (3.3.5), logramos

MA{Og} (s + B(ym +1) —1) =
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:/ zs+’8(7’”+1)72/ POtV K (22)) () dadz =
0 0

:/ xﬁ(vmﬂ)—l@(x)/ 21 B0m I (22)B) dzde =
0 0

k=1

- H (ve +1+ s—l)/ﬁ)/ooox_sgo(az)daz.

Entonces, reemplazando s por s — (v, +1)+1, (3.3.10) se demuestra
la proposicién para ¢ € C§°(R"). Como sabemos por el Lema III.1.1
que C§°(R™) es denso en F, ,,, la relacién (3.3.10) se sigue para ¢ € Fj, .

El siguiente teorema nos permite definir la transformaciéon de Obrechkoff

sobre FZIW
Teorema II1.3.1 Dadas 1 <p<oo, ueCy
1
Rep>—-—1, (3.3.11)
p
se verifica que

|70 @m0 (@) = [T 2800 (@) (O) (a)da
0 0
(3.3.12)

para o € Fp gy +14+1 f € Fy gy, riysop’ Y P € Lppu—Bmt1)+15

fel P u—B(Ym+1)+2/p"
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Demostracién: En virtud de la Proposicién I11.3.1 y si (3.3.11) se sa-
tisface, entonces Of y Oy existen para f € Fy B2/ Y @ €
F,

si—B(1m+1)+1, Tespectivamente. Inicialmente demostramos que la igual-

dad (3.3.12) es cierta para funciones de C§°(R™).

Si f,o € CS°(R™) obtenemos
| @5 @ g @i -

= [P @ [Ty DR () f )y =
= [Ty g dy [P K (0) el =
0
= [T ) (00) Wy,

ya que el Teorema de Fubini nos permite el cambio en el orden de inte-
gracién. Entonces, para demostrar (3.3.12) siendo ¢ € F}, ,_5(y,,+1)+1>
F e by p stz ¥ P € Lopp—stmn+s £ € Ly o giri1)2/0
es suficiente ver que ambos lados de (3.3.12) son funcionales bilineales

y acotados sobre L, ,_5(y,,+1)+1 X Ly . Aplicando la de-

P u—B(ym+1)+2/p'
sigualdad de Holder y la definicién de la norma de L, ,_g(y,,+1)+1 10-

gramos
|7 0n @am 0t do -

= /000 ‘3:_#+/3(’Ym+1)—1¢(x)) |z (OFf) (z)| da <
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IN

([ lrsomigtaf an) (1ot 00 ' ) -

1Ml 1~ s3m 1)1 1OF N -
Ademés, por la Proposicién I11.3.1 con p reemplazado por p' y [ por
t— B(ym +1) +2/p existe una constante ¢ > 0 tal que
1Oy =y = €Ay g1y 4270

lo que nos permite llegar a

/o ©F) (x)xﬁ(%ﬂ)_l(p(x)dx =¢ H‘p”pw Hf”p’,ufﬁ(vmﬂ)ﬁ/p’ :

Con lo que concluimos que el lado izquierdo de (3.3.12) es un fun-

cional bilineal acotado sobre L, ,,_g(y,,+1)41 X L /. El re-

P u=B(ym+1)+2/p
sultado para el lado derecho de (3.3.12) se prueba de una manera similar.

Con esto completamos la demostracion del Teorema I11.3.1. m

Como consecuencia de este teorema definimos la O f transformacién
generalizada sobre Fz;,u cuando 1 <p < oo, p € C, como:
Para cada f € F;w la O f-transformacién generalizada viene dada

por
<2/ 0mtVTOf (2), p(x) >=< f(y),y" "V Op(y) > (3.3.13)

conp € Fpom 1.
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Entonces, en virtud de la Proposicién I11.3.1 y la definicién (3.3.13)

logramos el siguiente resultado.

Proposicién I11.3.3 Sean 1 <p <oo, Rep < 1/p—1+B(ym+1)—1,
w € C. Entonces el operador O es una aplicacion lineal y continua de

! !
Fp,u en Fp,2/pflt+5(’7m+1)72'

Seguidamente investigamos la composicién de la transformacién de
Obrechkoff con algunos operadores diferenciales sobre los espacios de

McBride F,, y F, ..

Proposicién 1I1.3.4 Sean 1 < p < oo, u € C. Para todo ¢ € Fj, se

sigue que
POmIVTB, (1), O {p(@)} (2) =
= (—1)"gmPOmtn-10 {x”ﬁgo(x)} (2), (3.3.14)
donde
Bz,(bj),n EJH1 <Z% —b; —?7+1> (za —bj — 1) <z£ _bj> ,

siendo bj =~v; +1—-1/8,j=1,...,m, y

Rep>1/p—1. (3.3.15)
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Demostracion: De acuerdo con la Proposicién II1.3.1 y el Lema II1.1.2
ambos lados de la igualdad de (3.3.14) son aplicaciones lineales y conti-
nuas de Fy, , en F), 5/, siempre que se verifique (3.3.15). Sea ¢ € F},

entonces

POmIVTB, 1m0 {e(2)} (2) =

=5 [ BounGo ()10 +1 = 1B wl@)da,

haciendo el cambio de variable zz = u, obtenemos

POmIVTB, 1m0 {e(2)} (2) =

e} m m d
=5 [ Buon G (w10 + 1= /B /)

z

y por (3.3.4) tenemos

POm1R, (0 {p(2)) (=) =
0 . ” d
=8 [Vt Ey (w )+ 1= 1/8)) elu/) S =
= (a8 [ G ((20)" 0y + 1= BT plalde =

= (g (e @)} (2).
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Proposicién II1.3.5 Supongamos que 1 < p < oo y pu € C, entonces

para cada ¢ € F, , consequimos

0{C. @)} (2) = (157270 {aPp(2)} () (3.3.16)

siempre que

Rep>1/p—1, (3.3.17)

stendo

Coionn =11 <_Ez_bj> (_Ez_bj_Q (_E"’_bj _”H)
7j=1
ybj=v+1-1/8,j=1,...,m.

Demostracion: Si se satisface la condicién dada en (3.3.17), entonces
por el Lema II1.1.2 y la Proposicién I11.3.1, los dos lados de la igualdad
(3.3.16) son aplicaciones lineales y continuas de F, , en F), 5 Jp—p—B(ym+1)-

Sea ¢ € C5°(R™), integrando por partes y aplicando (3.3.4) logramos

O {Ce (@)} (2) = 820041 [Z 600 ()Pl +1 - /B
O (b)) P (@)de =
= 200 [ 0GR ()P + 1= 1/8)7) pla)de =

= (-ymgmangz i | T arS ()l + 1 - AT P p(a)de =
G
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= ()"0 {a ()} (2),

y como conocemos por el Lema II1.1.1, que C°(R™) es denso en F), ,, el

resultado se obtiene para ¢ € F), ;. m

Proposicion I11.3.6 Sean 1 < p < oo y u € C. Para toda f € F,
satisfaciendo

Rep <1/p+ B(ym+1) —2 (3.3.18)

tenemos que
POmiN=10 [ Bom it () ) aPOm D=L f(2)} (2) =

= (=1)"BmPlm 10 {3:’7’8 f(a:)} (2). (3.3.19)

Demostracién: Segun el Lema I11.1.4, (3.3.18) y la Proposicién I11.3.3,
los dos lados de la igualdad dada en (3.3.19) son aplicaciones lineales y
continuas de le), en F

p,2/p—p—1"

De acuerdo con (3.3.13) y la Definicién III.1.1 se tiene que
< OO fo POt IHC, ) 270D (@)} (2), () >=
= <z POt () 2P0 (2), 2P0 I Op(2) >

= < Cz,(bj),n Z,B(Wm+1)7lf(z)a OSO(Z) >=

= < f(Z), 26(7m+1)713z,(bj),77090(z) >
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entonces por la Definicién III.1.1 y teniendo en cuenta (3.3.14) se con-

sigue

< PomTO [ePOmIVHE, ) POm DT f(2) | (2), 0(2) >=
= < f(z), (-1)mgm LN [P )} (2) >=
= < (=)mBmPf(z), Om 0 faPo(@) } (2) >=
= < (-1)mpmPOnT0 L f(2)} (2), 2Pp(2) >=

= < (-mpm Pt fam f) ] (2), o(2) >
Con lo que concluye la demostracién. m

Proposiciéon II1.3.7 Consideremos 1 < p <ocoypu € C. St f € F]/W
tal que
Rep <1/p+B(ym +1) =2, (3.3.20)

entonces

B, (o3 20O (2) = (—1)mgm PO 10 [a93 f(2)) (2),
(3.3.21)

Demostracién: De acuerdo con (3.3.20), el Lema I11.1.4 y la Proposicién
I11.3.3, los dos miembros de la igualdad (3.3.21) son aplicaciones lineales

. ! /
y continuas de Fy, , en F o, ;.



116 Capitulo ITI. Transformaciones en espacios distribuciones F}; u

Para demostrar (3.3.21) debemos ver que

< B, ), 2200 (2), 0(2) >=

=< (~1)mgm om0 Lo f(a) ] (2), 0(2) >,

para toda ¢ € Fp, o/, 1.

Para ello por (3.3.13) y (3.3.16) tenemos

< B 2V TIO(2), (2) >=

= < Z’B(vm“)_lof(z),Cz,(bj),n@(Z) o

= < @), 0 IR0{C pela)} () >=

= < f(2),(~1)mprPOm 10 faP (@) | (2) >=

= < (- Lm0 e (@)} (2), o(2) > -

De este modo queda probado (3.3.21). m

I11.3.3 Método del nucleo

En esta seccién definimos la transformacién de Obrechkoff por medio
del método del nicleo sobre los espacios de funciones generalizadas
Fouy FIIW [77]. Estudiamos y establecemos teoremas de analicitidad,
acotacién e inversién, que nos permiten generalizar los resultados de A.

Baier y H. J. Glaeske [5] para la transformacién de Laplace y los de
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J. J. Betancor y L. Rodriguez-Mesa [11] para la K- transformacién, a
destacar la nueva férmula inversiéon obtenida para la transformacion de
Obrechkoff lograndose como caso particular un teorema inédito para la

C&p ) transformacion.

En lo que sigue p denotarda un niimero complejo arbitrario, S un
ntmero real positivo, 1 < p < co (mientras no se diga lo contrario), y ¢

vendra dado por 1/p+1/q = 1.

Inicialmente, recordamos algunas definiciones dadas en [78], que son

utiles para obtener la formula de inversién.

Definicién III1.3.1 Sean los conjuntos Ap ;. 5 y A;wﬁ de nimeros com-

plejos definidos por
Apys =1y i Re(By+ 1) + B4 1/p— Bl (1=0,1,2,..)}  (3.3.22)
A s={7:Re(By—p)# -1/p—Bl (1=0,1,2,...)}  (3.3.23)
(Véase [78, Definition 2.5, p.522])

Definicién III.3.2 Sean Re(Bvy+p)+5 > 1/p, ¢ € Fp . ParaRed > 0,

los operadores de Erdélyi-Kober Ig’égo vienen dados por

Iy o(t) = (D(8)) ' =15 /Ot(tﬁ — P p(u)d(u’).  (3.3.24)
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Esta definicion fue extendida para Red < 0 por medio de la formula

%0 = (y+ 6+ ) o+ 57110 6 (3.3.25)

da
dx

donde 0, = x

(Véase [78, Definition 2.6 (i), p.522])

Proposicién I11.3.8 Si v € A, , 3, entonces Ig’é es una aplicacion
lineal y continua de F,,, en si mismo. Si ademds y+0 € A, . 3, entonces

Ig’(s es un isomorfismo de F, , en si mismo y
L a0
(15 ) =17, (3.3.26)
(Véase [78, Theorem 2.7, p.523])
Ademas por [78, p. 524, Definition 2.10 (ii)] tenemos

Definicién II1.3.3 Sean f € FIIW, 1/p+1/g=1y~vye€ A; 8 defini-
A /
mos Kg’ [ €F,, por

<KMo >=< £ P05,
para toda ¢ € F,
A continuacién establecemos un resultado que nos va a permitir

. s . / 7
definir la O-transformacion sobre los espacios F), , usando el método

del nucleo.
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Lema II1.3.1 Sea 5 > 1/p. Para cada z € C verificando Rez > 0 el
nicleo \(z,t) = z’ﬁ(Verl)*lGS?;g ((Zt)ﬁ (v +1— 1/5)’1”) € Fy,, siem-
pre que

Rep<51§’1€i<nm(%+1) —14+1/p.

Demostracion: Podemos ver sin dificultad que

[k/2]

dk B(k a-sd d
- = Z i -t o , (3.3.27)
donde apr =1y a; ) son nimeros reales positivos (i = 1,...,[k/2]).

k

e d dk
2 (TFA(z, 1)) = 2 PO DT G (20)7 | + 1= 1/B)T )|

— M*/D’(%Hrl)*ltkd_k ( t)*MGm’O +)8 1-1/8)7
: L aam? (27 1w+ 1- 187 )]

Por [61, (A.14), p. 315] sabemos que

() G () [ + 1= 1/B)T") = G ((20)° |k +1 = 1/8 =/ B)T")

obteniendo
tk d" tHN(z, 1)) = 2H 5<7m+1>“t’“d Gy )8 1—1 m
5 (A=, 1) = 2 = (G (7 n+ 1= 1/8 = n/B)T")].

Ademés de acuerdo con (3.3.27) se tiene que

kdk _ —B(Ym+1)+1 WA B(k—14)
tdk(t FX(z,t)) = 2t Plm > aip-t .
=0

(5 et (07 w1 - 18— 87 ).
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haciendo el cambio de variable (2t)? = u y utilizando [61, (A.18), p.316]

logramos
tkfﬁ-@*“A(zt» =
dtk ’
S 11 1 5| 0
= H=Blm+1)+ i G t I
: Z%‘zk Lm+1<(z) ‘(7k+-1—1/6-—ﬂ/5ﬂn ki )

(3.3.28)
Ahora por el comportamiento asintético [76, pp. 9-10] de las fun-
ciones G de Meijer, tenemos que parar € Ny 3> 1/p

k

tkfi—(t_“A(z,ﬂ)

ma.
5 atk

< 00,
0<k<r

p

como querfamos demostrar. m

Seguidamente se define la transformacion de Obrechkoff por el método
del ntcleo para posteriormente establecer algunos resultados relaciona-

dos con dicha transformada.

Definicién I11.3.4 Sean > 1/p y Rep < 51£I]1€i<ﬂ (v +1)—1+1/p.
Para cada f € F];,M la transformacion genemlgz;da de Obrechkoff Of

viene dada por
Of(z) =< f(t),A(z,t) >, Rez>0.

Proposicién I11.3.9 Sean 3 > 1/p yRep < 51£I]1€1<ﬂ (v +1)—1+1/p.
SKkRSM
Si f €F,

s entonces (Of)(z) es una funcién holomorfa para Rez > 0.
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Ademds,

LHONE) =< (1),

o A(z,t)] >, Rez >0,

para cada m € N.

Demostracion: Debemos ver que

1o (Of)E+1) = (O)(2)

h—0 h

—< (), % A(2,8)] >, Rez > 0. (3.3.29)

Como f € F];M, para demostrar (3.3.29) es suficiente ver que

lim Az + h, 2 —A&Y % Az, 1), (3.3.30)

en el sentido de convergencia en Fj, ,.
Consideremos z, h € C tales que Rez > 0, Re(z+ h) > 0. Definimos

on(z,1) = 2EE R 2 — Mzt % Az 8)], t e (0,00),

entonces usando la férmula integral de Cauchy obtenemos

on(z,t) = %A o z));((zji)z 7 dn, t € (0,00), (3.3.31)

donde el camino de integracién v puede ser parametrizado por
n(0) = z+re?, 6 € [0,2n] y 7, h son elegidos tales que 0 < |h| < 7y

Rez > r.
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Sea k € N. Por (3.3.28) y (3.3.31) tenemos

kdh -
th— i (tHon(z,t)) = h / g A, 1)) dn =
dtk 2mi ), (n— 2)2(n — z — h)
h B(ym+1)+1 &
= — =P\ Ym * .
omi ; ik
m,1 B8 0
1 (“” | Or+1=1/8 = p/B)p ki ) ]
y (=220 === ) "

Si se denota por

m, 0
G(z1) = G ((zwﬁ ‘ (e +1=1/8=p/B)" k-1 ) ’

resulta

k

e d
t* dtk (t M@h(z t)) <

p

[k/2] 2 ||G(z,1)
< c|h| POmADHL Z aly / 1G(z, |h’|’p do.
,’,,_

Procediendo de una manera similar al Lema II1.3.1, tenemos que para

cadar e N, 8> 1/py Rep< 51£I}cl<ﬂ (v +1) — 1+ 1/p, se tiene
SKSmMm

dk:
th— (tHon(z,t)|| —0

max dt %

0<k<r

)

p

cuando |h| — 0.
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Con esto queda probado (3.3.30). La demostracién se finaliza por

induccién. m

La siguiente proposicién nos da una regla de calculo operacional,
que sera util para las aplicaciones de esta transformada integral en la

solucién de ciertas ecuaciones diferenciales.

1
Proposicién I11.3.10 Sean > 1/p yRep < B min (v +1)—1+-.
1<k<m P

Para cada f € lew y m € N tenemos que

B, 4y a(Of)(2) =< f(1), (~1)" TP Om D=1\ (2,1) >, Rez > 0,

siendo
= Blm+1)-1 , ‘ ‘
B bypm = 2 m+1) 1_[1 <EZ - b,) <£z —b; — 1) (EZ —bi—m— 1) _
Demostracion:

Denotemos por G*(z,t) = Ggf,gg ((Zt)ﬁ (i +1-1/8— ,u/ﬁ)T) . Segtn
la Proposicién 111.3.9 obtenemos
B wopan(OF)(2) =
i d d d
= t — —b; — —bi—1)-(z2——=b—n—1)G*(2,t) >.
<f(),i:1_[1(zdz )(Zdz ) <Zdz n )G(z)>

Entonces en virtud de [61, Corollary B.5] se tiene que

B. )y n(Of)(2) =< f(2), (1) 5™ ()P G (2, 1) >=



124 Capitulo ITI. Transformaciones en espacios distribuciones F}; u

=< f(t), (=1)"B™(2t)"BB0m+ D=1\ (4 1) >=

=< f(t), (=1)mBmPm T =1mB N (2 1) >

En esta parte final del Capitulo probamos una nueva férmula de
inversién, la cual nos servira para demostrar un resultado de unicidad y

una propiedad de acotacién.

Para ello, inicialmente damos un nuevo operador que en sentido

clasico ha sido ampliamente estudiado por Virginia Kiryakova [61].

Definicién II1.3.5 Sea ¢ € F),,,. Para Rep > 1/p — (v +1), 7 €
Apups k=1,...,m, 6 € R, la integral fraccionaria generalizada (ope-

rador mailtiple de Erdélyi-Kober) viene dada por

Ié”k)’(ék)go(t) _ Ig”“ém {Igmfl,amfl . (Igl,él(p(t))},

,m

donde Ig’é es el operador de Erdélyi-Kober dado en la Definicion I11.3.2.

Si 0 > 0, se tiene la siguiente representacion integral:

15 (t) =

1_0 Op—1 ’Yk .
/ /0 H k((;k) o(t(oy---om) /B)dal...dam =

k=1
(3.3.32)
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1 _|_5 m
- / o | o Ok 00T ) 9 = (3.3.33)
0 (ve)T"
¢ A + o)1
_ ¢h / amo, (%) Ok 00T i), (3.3.34)
0 (v)T"

Por las condiciones que se establecen, las tres representaciones inte-
grales anteriores ((3.3.32)-(3.3.34)) son equivalentes, para un demostra-
cién clasica ver [61, Theorem 1.2.10, p.30-32]. Ademads I[g?ﬁz’(é’“) son
operadores lineales y continuos de F, , en si mismo.

Por otra parte, si 1% + 0 € Ap 5, K= 1,...,m, definimos el ope-
rador lineal inverso por la izquierda de la integral fraccionaria genera-

lizada 1T [(377’;1) 08 como una derivada fraccionaria generalizada (siguiendo

un procedimiento similar al dado en [61], para el caso cldsico), como:

(I[(;Yrkn) (5k)) o(z) =

_ ﬂm’ m {(IV’” bom= 1 s [(]ghél)_l(p(x)]} N
_ _ﬂm+5m, 6m {Ivm 1H0m—1,=0m—1 {Igﬁél’*él@(@” =

(7k+5k)( k) o(z),

donde Ifg’ﬁék’*é’“ viene dada como en la Definicién I11.3.2 ([78, Definition

2.6 (i), p.52]).
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También juega un papel importante otra integral fraccionaria que

generaliza a la de Weyl ([61],[103]) y que establecemos a continuacién:

Definicién I11.3.6 Sea f € F,,,. Para Rep > 1/p — By, — 1, 3% €

Al

G- k=1,...,m, la integral de tipo Weyl generalizada viene dada

por

K/é?frz’(ék)f(t) = Kg1,51 {ng,& e (Kgma‘smf(t))} )

es decir, para cada ¢ € Fy ,, se tiene

< K[(-E:ng’(ék)f’@ S—< f, I/é’Yk—l‘H/ﬂ)a((Sk)so > .

k)5 (0k)

Bajo las condiciones anteriores, Kém es una aplicacién lineal
b

. . . ! , .
continua e inyectiva de Fp, €1 si mismo.

Ademés, si v + 0 € A:J,—uﬁ (k =1,...,m), para ¢ € Fp,, el
operador lineal inverso por la izquierda de la integral fraccionaria gene-

Vk)(0k)

ralizada K [(3 s se define como

-1
< (KDY fpome K o

-1
- < (Ié’m—l-i-l/ﬂ),(fsk)) o >=< T, I/é:YTkn"Fék)v(_ék)Sp >,

donde T év’ﬁék)’(_(s’“) viene dado como la Definicién I11.3.5.
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Definicién II1.3.7 Sean A\ = ym—yr+k/m >0, Rep > 1/p—m(y, +1) +1

Y € Appu—1m, k=1,...,m—1. Para ¢ € F,, definimos el siguiente

operador:
Te(t) =
1/t + )t
0 ()T

=1 IO L)) (1/8),

donde ¢(u) = w1+ p(1 /u).

Podemos ver que 1" es una aplicacién lineal y continua de F,, en

Fy ptm(147m)+1, ya que si p(u) € Fy ,, entonces p(1/u) € Fy .

7

En sentido clésico fue establecido un operador de tipo “Sonine-Dimovski
(ver [61]). A continuacién por medio de T" definimos un operador tipo

“Sonine-Dimovski” sobre F. ,, dado por:

Pop?

Definicién II1.3.8 Para f € Fz;u se define el operador tipo “Sonine-

Dimouvski” T™* como

ST f(1),9(t) >=< f(1), Tep(t) >,
donde ¢ € Fy | _im(14~m)—1- Es decir,

T* f(t) = tmtm) g CREE MO 1901 (1/1),
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siendo g(u) = w- f(1/u).
Por la definicion de T* se puede comprobar que es una aplicacion

lineal y continua de Fz;,u en F'

p,pu—m(1+vm)—1" Ademd87 % Ym -+ k/m (=

App—1m (para k=1,...,m —1) el operador T* admite inverso.

Para establecer el teorema de inversion necesitamos recordar el si-
guiente resultado dado en [5, Theorem 4.1, p.318] para la transformacién
de Laplace y demostrar un importante lema que garantice cierta relaciéon

entre la transformacién de Laplace y la O-transformacion.

Teorema II1.3.2 Dadas f € FI; Repu<1/p,Rez>0yec,r e (0,00),

7/1/,

se sigue que

£(t) = lim L) / +£{ F(t); 2)etdz,

r—00 (273) Je—i

entendiendo que la convergencia es en D' (I), siendo
L{f(t); 2} =< f(t),e™*" >,
la transformada de Laplace de f.
Veamos a continuacién el lema mencionado.

Lema II1.3.2 Sean 5=m > 1/p, Nk = Ym — % +k/m >0y f € Fz;,u‘

Si las siguientes condiciones
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(1) Yk € Appu—1,m cuando k=1,...,m—1;

(i) 1/p —m(y + 1) +1 < Rep < mlg]lelgl (e +1) — 1+ 1/p, para
SKRSM

k=1,...,m;
se satisfacen, entonces
L{T"f(t); 2} = c1 - O{f(1); (z/m)}  (Rez>0),
donde
(gﬂ)(l—m)/Z

CcCl =
1 ml/2—m

Demostracién: Calculemos T {e’z“_l} (1/t), es decir,

T {efzufl} (1/t) =t - 100 {u*m(”%)e’z“fl} (t) =

m—
t

_ tl—m Gmfl,O um

- 0 m—1,m—1 tm

m—1
('71@ =+ )\k)l ) u—m(1+’ym)e—zu_1d(um)‘

()"
Haciendo el cambio v = 2! resulta
T {e—zu*} (1/t) =
B 0 _ t—m ('7k +>\k)m—1 B
ti-m am 1,0 1 m(14+vym) 2T e —
-1 m—1,m—1 m (,yk)anfl x € €
—m [ - a™ | (=)t -
=t [ oGur 1 m(ltym) =27
-1 m—1m—1 t—m (1 . — )\k)71n71 €T € €L,

denotando la ultima integral por J y realizando la siguiente sustitucion,

para x <t 1,

Cax 0 0,m—1 ™ | (1 — )Pt _
e =Gy (220), G (t——m ‘ El _ ::k)i )7 ) =0,
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tenemos que

xm

tfm

J= tlfm/ m(1+'ym)G10 2210 GO m—1 B
1 ( |) m—1m—1 (1_,}%_)%

1o o

Procediendo como en [61, pp. 183-184], logramos

o) (1-m)/2 —m m m,—m m
Jz(m)lw'z Ot DL G (2/m)™ ™ (e + 1= 1/m)T) -

Por lo tanto,

_ (1-m)/2
T {e‘Z“ 1} ) = (27T)1/2_ L m(ym A1)+
m m

G0 ((z/m)™ ™ (p, + 1 — 1/m))(3.3.35)
Por otra parte, por definicién, sabemos que
L{T*f(t);2} =< T*f(t),e *" >=
=< f(t), 67 - IO furm Ot amea L (1) >=
=< f(1/t),t I('Yk (/\k){ —m(1+’ym)e—zu’1} (t) >,
y de acuerdo con (3.3.35) se sigue que
L{T*f(); 2} =

=< f(1/t),cp - 2O EDEL GEO (2 /m) ™ £ (e + 1 = 1/m)T) >=
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= < f(t);cl . Z—m(7m+1)+1 . GS?T,S <(E) tm‘("}/k +1— 1/m)£n> >=

= a < f(t),Az/m,t) >=c1- O{f(t); (z/m)}.

Una vez establecidos los resultados anteriores, podemos enunciar y

demostrar el siguiente:

Teorema II1.3.3 (Inversion) Sea B =m > 1/p, Ay = Ym — Y +k/m > 0,

e,r € (0,00) y f € FZI,’H. St las siguientes condiciones
(1) Yk € App—1m, Ym +k/m € Apy_1m para k=1,...,m—1;

(i) 1/p —m(y +1)+1 <Rey<m1g]1€i<ﬂ (v +1) =1+ 1/p, cuando
SKkRSM

k=1,...,m;

se verifican, entonces

L (et (k—1) fm+1),(= ) { /* }
(27T,L-)Km,m—1 . gb(.,z)dz (1/t)7

—ar

f@®)=t"1 lim

7—00

en el sentido de convergencia en D' (I), siendo
o(u, 2) = O{f(u); (z/m) puHrm)e /.

Demostraciéon: Haciendo uso del Teorema I11.3.2 y del Lema I11.3.2,

obtenemos

T () = Tim —— / T OLE): (2/m) et d, (3.3.36)

r—00 (27”) c—ir
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donde
T tm(1+,ym)K(’yk+11 1/m),(Ag) [uf(l/u)] (1/t>

m,m—

Luego de (3.3.36) tenemos

tm(1+’Ym)K(7k+11 1/m), () [uf(]-/u)} (]‘/t) =

m,m—

= tim o [ 00 (o pmjeta

r—00 (27'(2) c—ir
es decir,
K O fuf (1)) (1/) =
: 1 —m(14+vm) et tz
= Jim ot 0 [T T OLf(0); (2 m) e,
o también,

Kot 10 fuf ()] () =

m,m—1

: 1 m(1+ym) et z/t
= Jim gt /_ OLF(#); (z/m)}ye*/tdz,

Tr—00
dado que v, + k/m € Ap,—1,m, sabemos que el operador T admite

inverso, y por tanto,

c+ir
(10 = KGO i o 77 o, 2z o),

r—o0 (271—1) c—ir

donde ¢(u, z) = O{f(u); (z/m)}um1+Im)e/v Tuego

c+ir
f(t) —+ 1. lim L.Kr(r’z%t(ffl)/erl)v(*)\k) {/ ‘ QS(,Z)CZZ} (1/t>.

r—oo (271) —ir



II1.3. La transformacién Obrechkoff 133

Observacién II1.3.1 Ndtese que como caso particular cuando 5 = m,
Y =k/m(k=1,...,m—1) y vm = v — 1/m, obtenemos una nueva

formula de inversion para la transformacion de Krdtzel ) ([63],[65],[66])

A continuacién establecemos el siguiente resultado de unicidad.

Proposicién I11.3.11 Sean S =m > 1/p, Ak = Ym — v+ k/m >0y

fe FII),M. Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones:
(1) Yk € Appu—1,m, Ym +k/m € Ap1m cuando k=1,...,m —1;

(i) 1/p—m(y+1)+1 < Rep < mlg}clél (ve+1) —1+1/p, para
SKSmMm

k=1,...,m.
Entonces si O{f(t);z} = O{g(t);z} = f=g.

Demostracion: La proposicion se sigue si probamos que dada f € FI/,, u
y O{f(t);z} =0= f=0.
En virtud del Teorema I11.3.3, tenemos que si f € Fz;,u y O{f(t);z} =0,

entonces < f,p >= 0, para toda ¢ € D(I). Luego dado que D(I) es

denso en Fj,, [77, Chapter 2] se concluye que f =0. m

Para concluir demostramos una propiedad de acotacién:
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1
Proposicién I11.3.12 Sean > 1/p yRep < B min (v, +1)—1+-.
1<k<m P

Si f e F];,M entonces existe una constante positiva c tal que

Demostracion: Sea f € FZI,,M. Sabemos por [127, Theorem 1.8-1,

p.18] que existe ¢ > 0y r € N tal que

|O{f(t); 2} <
e (B4 gm0 s r
<c- Orélkagr t Tk (t zoovm Gom ((Zt) (e +1—1/8)1 ))

p

Entonces procediendo como en el Lema I11.3.1 resulta

|O{f(t); 2}] <
B( 1) 1[k/2]
< ¢z ;az,k OrgggrllG(z,t)llpS

S c- Zmax{/‘_ﬁ(’ym""l)""l_ﬁaﬁ(fﬂ_"Ym)}’

donde G(z,t) = G’y (Wﬁ | ?% +1=1/B—p/B) sk—i ) |



Capitulo IV

Potenciales de Hankel y

espacios de funciones

IV.1 Introduccion y preliminares

En la literatura matemadtica podemos encontrar la siguiente variante de

la transformacion integral de Hankel

hu(f)(y)Z/Ooo(fcy)“Ju(xy)f(a:)a?"“dx, ye(0,00),  (41.1)

donde la funcién J, representa a la funcién de Bessel de primera es-
pecie y de orden p, siendo > —1/2 [118]. La transformacién hy, es a

veces designada como transformacién integral de Hankel-Schwartz o de

135
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Fourier-Bessel (véase [70], [79], [80], [105], [106], [112] y [113]). Como
hemos citado en el prélogo, a lo largo de este capitulo la denominamos
simplemente transformacién integral de Hankel.
A efectos de permitir una mejor lectura, recordamos ahora la definicién
de algunos espacios de funciones importantes en las investigaciones rea-
lizadas sobre la transformacién h,, ya que nos serdn de gran utilidad en
el estudio abordado en este capitulo.

F. M. Cholewinski [20], D. T. Haimo [45] e I. I. Hirschman, Jr. [50]
estudian inicialmente la convolucién para la transformacién de Hankel.

Dichos autores definen la convolucién de Hankel # de f y g por

(F#t) @) = [ T F ) (29) W) (), w € 1,

332,u+1

T 2T (u+ 1)
kel 7, z € (0,00), viene definido por

siendo dy(x) dz y donde el operador de traslacién de Han-

(r:9) @) = [ Dula,2)g(2)en ).

La funcién nicleo D, (z,y,2), ,y, z € (0,00), viene dada por

2T 1)?

D.“(x’yaz) - ﬁf(l/? +/1') (xyz)_Q'uA(x’yvZ)Zlu_laxayaz € (0,00)

donde A(x,y,z) es el drea del tridngulo cuyas aristas miden x,y, z, si

este tridngulo existe, y A(z,y,z) = 0 en otro caso.
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Notese que esta convolucién sigue propiedades similares a la con-
volucién usual asociada a la transformacién de Fourier [50, Theorem

2.d], como por ejemplo, se puede observar con la férmula de intercambio

hu (f#9) = huf - hug (4.1.2)

valida cuando f,g € L}L y también para otros espacios de la clase LF,
([101]), donde por Lf, 1 < p < 0o, denotaremos el espacio constituido

por las funciones f medibles Lebesgue sobre (0, c0) tales que

£l = [ @ 2%+ de < oo,

y por L* el espacio de todas las funciones esencialmente acotadas res-

pecto a la medida de Lebesgue sobre I = (0, 00), es decir,

£ lloo e = [1fllo = supesen|f] < co.

Ademds escribiremos LP y ||.||, en vez de L y ||.|, ,, respectivamen-
te, cuando p = —1/2. Recordemos que C.S. Herz ([47, Teorema 3, p.
996]) demostré que h, puede ser extendida como un operador acotado
de LF en L, siempre que 1 < p < 2, donde g es el exponente conjugado
de p, esto es, g =p/(p—1), cuando 1 < p < 0o, y ¢ = 0o cuando p = 1.

También nos sera 1til la férmula de Parseval, que como se sabe es

1fllo, = 110 Sl - (4.1.3)
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La transformacién h, de Hankel ha sido definida sobre espacios de
funciones generalizadas por diferentes autores como puede verse en [2],
9], [70], [81] y [104]. Entre ellos, G. Altenburg [2] introdujo el espacio

de funciones H, que consiste en

H = {f(z): f(z) €C=((0,00)) y

Ymk(f) = sup ’xm(x_lD)kf(x)’ < oo (m,keN)}

x€(0,00)

Cuando dotamos a H de la topologia generada por la familia de semi-
normas {7m,k}(m, k)eNgN T €S un espacio de Fréchet y la transformacién
h, un automorfismo de ‘H. Como es usual denotaremos al espacio dual
de H por H'. Nétese que si f € L%, para algin p € [1,00), entonces f

define un elemento de H mediante

< fop>= /0 " Fa)p()a e, ¢ € M.

Entenderemos por A, = A, , al operador diferencial de Bessel

2241 D21 D Es conocido que si u € H' se tiene que
hy (Ayu) (z) = —22u(x). (4.1.4)

Varios teoremas de multiplicadores han sido estudiados con la trans-
formacién integral de Hankel h,. En esta memoria usaremos el dado

por J. Gosselin y K. Stempak en [42, Corollary 1.2, p. 656], que fue
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extendido por J.J. Betancor y L. Rodriguez-Mesa en [14] y para el cual,

recientemente R. Kapelko [58] ha dado otra demostracion.

Teorema IV.1.1 Sea k = [u] + 1, donde [.] denota como es usual a la
funcién parte entera. Asumamos que m € CK(I) es una funcion definida

sobre I tal que existe C' > 0 para la cual
R ) 1/2
{ /R , (@™ D) m(a) dy(:c)} < CRHHI, (4.1.5)
donde C' es una constante independiente de R > 0 y o = 0,1,...,k,

entonces se tiene

[P (m b ), < AllFllp, 1 <p <00

A continuacién comentaremos brevemente el contenido de este capitu-
lo.

Después de esta introduccién, la secciéon segunda la dedicamos al
estudio de espacios de funciones y en particular, se define un nuevo
espacio tipo Sobolev, el cual es caracterizado por medio de mddulos
de continuidad generalizados. Este espacio de Sobolev, permite carac-
terizar un espacio de potenciales [3] que denominamos potenciales de
Hankel, mediante un teorema andlogo al dado por A. P. Calderén para

los potenciales de Bessel [16]. En esta misma seccidn, caracterizamos
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los potenciales de Hankel por medio de mdédulos de continuidad modi-
ficados, siguiendo las ideas de E. Stein [111]. Finalizamos esta seccién
obteniendo varias equivalencias entre los espacios tipo Lispchitz estudia-
dos por J. J. Betancor y L. Rodriguez-Mesa [12] por medio de integrales
de Poisson [112]. En la siguiente seccién estudiamos espacios tipo Besov
([13] ¥ [3]) e introducimos nuevos espacios tipo Triebel-Lizorkin y de
Nikol’skii, para en el apartado IV.3, caracterizar el espacio de los poten-
ciales de Hankel por medio de los espacios tipo Triebel-Lizorkin. En la
seccién cuarta extendemos los potenciales de Hankel ([92], [3]) al caso
no lineal y se introducen las capacidades asociadas a estos potenciales
para estudiar el problema de encontrar una funcién extremal para estas
capacidades [1]. Finalizamos este capitulo dando ejemplos de algunas

aplicaciones.

IV.2 Espacios tipo Lipschitz, Sobolev y poten-
ciales de Hankel
IV.2.1 Espacios de tipo Sobolev y potenciales de Hankel

En 1984, G. Altenburg [3] introduce por primera vez los potenciales de

Hankel. Posteriormente, R. S. Pathak y P. K. Pandey [92] estudian una
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variante de estos potenciales. En esta seccidon continuamos los trabajos
anteriormente citados basados en las ideas de E. M. Stein [111] y M. H.

Taibleson [114]. Para ello se comienza dando la:

Definicién IV.2.1 Para f € LF, (1 <p < 00), se define

wp,u(f)<t> =||7f — f”p,;w t € (0, 00), (4.2.1)

donde wy, ;,(f)(t) se denominard médulo de continuidad modificado. Ade-
mds de ([71], [73]) se tiene el siguiente teorema de valor medio generali-

zado
T f(z) — f(z) = CEALf(x +0t), 0<O < 1. (4.2.2)
Damos a continuacién una nueva definiciéon de un espacio tipo Sobolev
Lj"P que serd el andlogo al espacio de Sobolev con la transformacién de
Fourier, para obtener nuevas caracterizaciones de estos espacios tipo
Sobolev y los espacios de los potenciales de Hankel involucrando los

médulos de continuidad modificados wy, , (Proposicion IV.2.5 y Proposicién

v.2.7).
Definicién IV.2.2 Param € N y 1 < p < co definimos L;"P como
Ly = {Te?—l' T €Ly, yATecLb0<j gm}

y lo dotamos con la norma

m .
Il = 3|20,
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Proposicién IV.2.1 5i1 < p < oo, entonces Ly"F es completo.

- ) sz m,p
Demostracion: Sea { fi;},-; una sucesién de Cauchy en LjP. Luego

. o0
{A{‘fk}k—l es una sucesion de Cauchy en L, j =0,...,m.

. ] w
Representamos por g; el limite en Lﬁ de {Aﬂfk}kzl .

Para cada ¢ € 'H se tiene que

/000 (8fe) oy — /Ooo 9j-¢dy =<9;,¢> (4.2.3)

cuando k — oo,

y ademas

| (i) edr = <Ajfio>=

= <[fr,Alp>. (4.2.4)
Entonces en virtud de (4.2.3) se sigue que

< iy A p >—< go, Ay >=< N go, ¢ > . (4.2.5)

Luego combinando (4.2.4) y (4.2.5) logramos
/0 (A1) iy =< Algo, 6 > . (4.2.6)
Por tanto, de (4.2.3), (4.2.6) y la unicidad del limite obtenemos que

< Ago, ¢ >=<gj, ¢ >,
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para toda ¢ € H
Entonces, A{Lfk — A{Lgo en L cuando k — oo, para j = 1,...,m.

Es decir, fi, — go en Lj*P cuando k — co. m

A continuacion exponemos la definicién de los potenciales de Hankel
y establecemos algunos resultados que nos serdn ttiles en las siguientes

secciones.

Definicién IV.2.3 Los potenciales de Hankel H}; de una funcion u € H

de orden s,s € R vienen dados por

(Hiu) (@) = by (1) 2(a)(©)) (@) =
= (G#u)(a),

donde # es la convolucion de Hankel y
Gsly) = 2277 (s/2) - y* P Koo (y)

(Para todo s, por continuacion analitica, ver [{, p. 417]) siendo K,,_ /511
la funcion de Bessel modificada de tercera especie y de orden j—s/2+1

(ver [118]). Asimismo, para toda v € H se tiene que
H,H *u=u. (4.2.7)

Recordemos ahora la definicién de funcién semicontinua inferior ([41],[122]).
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Definicién IV.2.4 Una funcion f : X — (—o0,00] se dice que es semi-
continua inferior si {x : f(x) > a} es abierto para todo a € R.

Ademds es conocido que toda funcion que viene definida como limite
puntual de una sucesion creciente de funciones semicontinuas inferiores

es semicontinua inferior [122, Corolario 1, p. 294].

Lema IV.2.1 Sean 1 <p<oo, p>—-1/2 yu e LF,. Entonces Hju es

semicontinua inferior.

Demostracion: Dada

(H;0) @) = (Gt (@) = [ 2 Gu@uw)ir(y),

para € > 0, definimos la funcién

K@y = [ G Dy, ) ).

Entonces

(H3w) (@) = lim Us(@) = lim [ K8, y)uly)dr(y).
e—0 e—0 Jo

Luego, si vemos que Hju viene dada como limite puntual de una sucesion
creciente de funciones continuas tenemos por la Definiciéon 1V.2.4 que
Hju es semicontinua inferior.

Por tanto, demostremos que Us ¢ es una funcién continua. Luego

’US,E(xl) - US,e(xZ)’ =
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= |7 [ 1601 1Du@1,9,2) = Duwa,, )] lu(w)] - d(2) - dr(y) =
= [ [T 16@1-1Du@1,9,2) = Dulwe,,2)| - [ulw)] - dr(w) - dr(2),
procediendo como en [50, pp. 311-312] tenemos
‘Us,e(ﬂfl) - Us,e($2)‘ <Ii-Ir

donde
=7 [T P 1041, 2) ~ Dutes )] 1) ()]

Iy = |;/6 /0 |GS(Z)|q : |D,u<$17y7 Z) - ‘D,U(:CQ?ya Z)| ' d7<y) ' d7(2>:| :
siendo 1/p+1/g = 1.

Por ultimo de

/0 |Du(xl,?/, Z) - D/L(x%ya Z)| d7<z) < 2)

o
1}13:1):2 ; |Dy(x1,y, 2) — Dy(x2,y, 2)| dy(z) =0, 0<y < oo,

y Gs € L;,(¢,00) obtenemos el resultado. m

Definimos a continuacién el espacio de los potenciales de Hankel.

Definicion IV.2.5 Para s € R y 1 < p < o0, el espacio de los poten-

ctales de Hankel viene dado por

Wir =Wir(l) = {¢ e H : H;*¢ € LE(D)} .
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La norma en W7P(I) viene definida por

18llspp = Nollyzr = |[H

([

’p7l’t

p 1/p
dfy) . (4.2.8)

siendo ¢, = 2*T'(u + 1).

Los siguientes resultados fueron establecidos por G. Altenburg en [3,
pp. 55-56].
Lema IV.2.2 El potencial de Hankel H}; es una automorfismo de 'H.

Proposicién IV.2.2 H es denso en W7P(I), 1 <p < oo, Vs € R.

Proposicién I1V.2.3 Wlf’p(I) es un espacto de Banach con respecto a

la norma |-, .-

Demostracién: Consideremos {¢; } una sucesién de Cauchy en W7 ().
Entonces por definicién del espacio de los potenciales de Hankel tenemos
que {H " Sd)j} es una sucesion de Cauchy en L. Como LI es completo,

sabemos que existe una funcién ¢ en L tal que

H,?¢; — ¢,

en L cuando j — oo.
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Si definimos u = H,;¢ y utilizamos (4.2.7) se tiene que ¢ = H, *u.
Por lo tanto H,, *u pertenece a L, es decir u € WP y ademés ¢; — u

en WiP cuando j — oco. m

Proposicién 1V.2.4 El dual de W7P es isométricamente isomorfo a

W, >4 para todo s € R, 1 <p < oo donde pg =p+q.

Demostracion:
Sea f € W, =% entonces f € H y Hjf € L]. Luego para toda ¢ € H

tenemos

)

< f,p>] = ’< H.* (ij),¢>): ’< Hyf, H ¢ >

s e .
como Hj,f € L] genera una distribucion regular se sigue que

Y

< f.6>] = ' |7 ms@ b o) s

aplicando la desigualdad de Holder obtenemos

< fo>l < g ||Eee

= ANl s g~ Nl e

’p7l’t

para toda ¢ € H y como sabemos por la Proposicion IV.2.2 que H C W7,

para 1 < p < 00, Vs € R resulta

HfH(Wi,p)' S |
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La otra implicacién se sigue de forma similar, véase [3, p. 57]. m

Una vez dados estos resultados, se establece una primera caracteri-
zacion de los potenciales de Hankel inspirada en el libro de E. M. Stein

[111].

Proposicién IV.2.5 Sea 0 < s < 2. Se tiene que f € Wj’Q(I) N Li st
y sélo si f € Li([) y

125 ? < 00.

L (129)

Demostracion:
Sea f € W/f’Q(I) ﬂLi entonces f € Li yf=H,g,9¢€ Li.

Por lo tanto

b (@) = b (H3g) (@) = (14 %)~ *hyg(z),

es decir
hug(x) = (1 + 22)*%h, f(z).

Aplicando ahora el Teorema de Plancharel para la transformacion de

Hankel obtenemos

| hg@P dy(a) = [T+ 2 hf @) P dr(a) < oo, (4210
0 0
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Veamos si se verifica (4.2.9). Para ello usamos de nuevo el Teorema

de Plancharel consiguiendo

(wo,u()? = lmf = Fl3, = W (7 f) = bufl3, =
= |len(-) " Tu (1) = 1) Bt O, =

[ ) )~ 1P I o),

siendo ¢, = 2*T'(u + 1).

De donde con un simple célculo, resulta

0 (w 2 oo o0 e (xt)™H xt) — ?
J T e Y e

t2s t t

o0 o0 |, (wt) P T, (wt) — 1|2
= st ([ AL 0y,

y si denotamos por

o ey (xt) ™M T xt)—let

con el cambio de variable xt = z logramos

[e’s) —p — 2 o0 —H - 2
[ @) Tu(at) — 1 dt _ o, / 2 "uz) =17 dz - 9 4y
0 tQS t 0 228 z

Veamos que la integral que comparece en el lado derecho de la igualdad
(4.2.11) estd acotada.

Para ello descomponemos esta integral en tres, [;° = [; —|—f€K + [
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Los puntos problematicos de esta integral serdn en el origen y en el in-
finito. Para la integral en el infinito utilizamos que |c,t™#J,(t) — 1| < C,
t € (0,00), logrando acotar la citada integral para todo s > 0. La integral
en el origen se estima utilizando el teorema del valor medio y recordando
que D(t7HJ,(t)) = —t7*J,41(t) [127, p. 129], de forma que obtenemos
lcut™#J,(t) — 1| < C -2, para toda t € (0,00). Entonces, resulta que
esta ultima integral estd acotada siempre que s < 2.

Luego, teniendo en cuenta (4.2.10) y (4.2.11) conseguimos

% (w 24 %
[Tl L <o [T s @) i) <o

para cierta C' > 0.
La otra implicacién se sigue de una manera similar. m

Nuestro préximo objetivo es demostrar un teorema de A. P. Calderén
[16, Theorem 1.2.3] en el marco de la transformacién de Hankel. Para

ello, daremos primero la siguiente proposicion.

Proposicién IV.2.6 Sean 0 < a < s/2, a € N, 1 < p < co. Entonces

(A" Hj, es una aplicacion lineal y continua de LE, en L.

Demostracion: Podemos establecerla sin mas que comprobar que

m(z) = (—1)"2*(1 + 2?) /2
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verifica la condicién (4.1.5) dada en el Teorema IV.1.1, ya que

b (D) H,f ) (2) = m(@) - b f (@),

Esta proposicién permite enunciar y demostrar un teorema tipo A.

P. Calderén, que exponemos a continuacion:

Teorema IV.2.1 Dadosm € N y1 <p < oo, se tiene que f € L"P(I)
sty solo si f € Wim’p(I).

Demostracién: Supongamos que f € ng’p (I).
Entonces f = Hﬁmg, g € Lk,

Asimismo, si o < m, por la Proposicién 1V.2.6,

(A" f = (M) Hy"g € L,

18 Fll, 0 = (A H"a| <

< Cllgly,, = € |21, = C 1l

siendo C' una constante positiva.

Luego
> A Fll, . < ClFllzmpy

0<asm
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y por lo tanto f € LiMP(I).
Para la otra implicacién, consideramos f € LL”’p(I ), es decir, se
verifica que (A,)* f € LT, para todo a € N, 0 < v <'m.

Veamos que f € W2™P(I).

Por definicién sabemos que

H*™f=(I—-A)"F. (4.2.12)

Tomando normas en (4.2.12) resulta

1 lompe = 25| = 1T = 80"l <€ 32 1AW Flle

0<asm
para cierta C' > 0. m
Este teorema nos va a permitir, caracterizar el espacio tipo Sobolev
L;P(I) por medio de wy,, en la:

Proposiciéon IV.2.7 Sea 1 < p < co. Entonces f € L};p(I) st y solo si
fe Ll ywp,(f)(t) =O0(t?) cuando t — 0.

Demostracion: De acuerdo con el la Proposicién IV.2.2 y el Teorema
1V.2.1, H es denso en pr . Luego consideremos f € H 'y Ai [ € L para
0 < j < 1. Por tanto, existe C; > 0 tal que HAMprM < (.

Entonces utilizando (4.2.2) tenemos para Cy constante

Wpu(£)() = I7ef = fllypye = C2 - P IALFC+ 0D, -
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Luego si t — 0 conseguimos

|wp,u<f)(t)| <Cy- t27

es decir wy ,(f)(t) = O(t?) cuando ¢ — 0.

Se concluye esta implicacién por densidad.

Para la otra implicacién procedemos de manera similar.
Consideremos f € H y que wp ,(f)(t) = O(t*) cuando ¢t — 0. En-

tonces, para C] constante, se tiene que

Cy-t? > e f — f”nu = wp,u(f)(¢)

cuando t — 0. Luego utilizando otra vez (4.2.2) resulta, que para t — 0,

Cr- > ||ref = fll,, = |C - BAuC+00)|

p?l’t

para cierta constante C' > 0.

< Ch.

Luego ||ALf(-+ Gt)Hp’M < (Cy para t — 0. Es decir, HA#fH]W <

Con lo que tenemos que f € L}jp y el resultado se sigue por densidad. m

IV.2.2 Espacios tipo Lipschitz

Recientemente en la tesis doctoral de L. Rodriguez-Mesa [101] fueron

introducidos nuevos espacios tipo Lipschitz. Para 0 < s < 1, el espacio
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que denominamos Lipschitz-Hankel AH; consiste en todas las funciones

f € L™ definidas sobre (0, 00) verificando que

sup t % || f — fllo < 00.
0<t<oo

En la citada tesis, varias caracterizaciones de estos espacios son obtenidas
empleado medias de Bochner-Riesz, ademas de conseguir un resultado
de aproximacion que involucra a integrales de Hankel parciales.

Se sabe que si una funcién f € L* entonces 7. f € L™, t € (0,00)
[113, p. 16]. En esta seccién se extiende la definicién de los espacios
Lipschitz-Hankel A Hg, obteniendo una nueva caracterizacién de los mis-
mos, con lo cual se completa en parte el estudio realizado en [101].
Para ello recordando la definicién de integral de Poisson con la transfor-
macién de Hankel dada en [112], podemos enunciar algunas propiedades

del nucleo de Poisson.

Lema IV.2.3 Consideremos la integral de Poisson, u(z,t) = Pi#u(z)

stendo
P(x) = :
1 =a (2 + 22) 2 +3)/2
T(2ets

el niicleo de Poisson y ¢y = K entonces para ciertas constantes

2 2
7172 T(pt+l
C1,Cy > 0 se tiene:

(i) o7 AutPi(y)dy(y) =0, t >0,
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Cq
(t2 4 y2)(2u+3)/2

i) 18P < 5
(iif) fo7y" [AuePi(y)|dy(y) < Co-t727°,0 <s < 1.
Demostracion:

Haciendo uso de que (h, ) (y) = "% [112, p. 23] puede demostrarse

sin dificultad que
/0 Py(y)dr(y) = 1.

Luego para t > 0 obtenemos

/0 h At Pi(y)dy(y) = 0.

Ademads con un simple cédlculo conseguimos

OPz) _ ,(a® = (2u+2)1?)
ot (t2 4 $2)(2u+5)/2 ’

de donde logramos (i1).

Utilizando (i) se obtiene para cierta C' >0y 0 < s < 1,

00 0o ys+2,u+1
| v 8@l < 0 [T sy <

< C-t72 . m

Seguidamente se caracterizan los espacios de Lispschitz-Hankel AH

por medio de integrales de Poisson.
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Teorema IV.2.2 Consideremos f € L*°, 0 < s < 1. Entonces f € AH;
sty solo si

1A pu(, 1)l < C -2, (4.2.13)

Notese que si C1 es la constante C' mds pequenia para la cual se cumple

(4:2.13), |flloo + C1 y [ fllag, som normas equivalentes.

Demostracién: Sea f € AH;. Sabemos que por el Lema IV.2.3 (i)

Apu(z,t) = (A P)#S) (x) =
= /O - At Pi(y)Ty f(2)dy(y) =

= [T AP (@) - 1) 1)

Luego
188l < [ AP 17 f = Pl 1 (0)
Entonces como f € AH,, existe C; > 0 :
Bt < [ Oy 18, P 1)

Y por el Lema IV.2.3 (iii)

1A eu(, ) < C- 727,

Para demostrar la implicacion inversa escribimos

nf(z) = f(z) = 1 f(x) — nu(x, t) + ru(z,t) — u(z, t) + u(z,t) — f(z),
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y aplicando normas resulta

I7ef = flloo <
< mfQ) = muls )l + lIul 1) = uls o + llul ) = FO)llo =

= L+ 1+ Is.
Por (4.2.2) y (4.2.13) conseguimos
L= |lru(,t) —u(, )| < C - [|Ayull, < C -t
Estimemos I;. Primero usamos que 7; es lineal, obteniendo
Tef(x) — reu(z, t) = 7 (f(z) — u(z,t)) .

Aplicando el teorema fundamental del cédlculo, teniendo en cuenta que

u(x, 0) = f(x)v queda

t o
Tef(x) — u(z,t) = 1 <—/ —u(x,t*)dt*) .
o Ot*
Entonces usando que 7, t € (0, 00) es un operador contractivo sobre

L*> ([113, p. 16]) logramos

L= mf() = mu(, ) < C-L‘H%u (4.2.14)

oo

y acotando la derivada parcial por el operador diferencial de Bessel te-

1nemos

H%u <Ot Al (4.2.15)
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Luego, combinando (4.2.13), (4.2.15) y (4.2.14) se consigue
L <C-t.

De manera analoga se sigue el resultado para I3. Por consiguiente la

demostracién del teorema concluye. m

Observacién IV.2.1 Ndtese que esta proposicion nos permite extender

la definicion de AHg para todo s > 0. Sin mds que considerar
AH, = {f €L |Auul b, < Ay’k“} (4.2.16)

siendo k = [s] + 1, donde [.] denota como es usual, a la funcion parte
entera. Si Ay es la constante A mds pequena que verifica la desigualdad

(4.2.16), entonces definimos la norma de AHg por || fl|xg. = |1 flloo + Ak-

IV.3 Espacios de tipo Besov y Triebel-Lizorkin

IV.3.1 Primeros resultados. Notaciéon y terminologia

En esta seccién se estudian dos tipos de espacios de Besov. Los primeros
han sido introducidos por J.J. Betancor y L. Rodriguez-Mesa en [13],
mientras que el segundo espacio tipo Besov viene definido por medio de

la convolucién de Hankel y fue tratado por G. Altenburg en [3].
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Definimos a continuacién los espacios de Besov dados en [13], que

son denominados espacios de Besov-Hankel.

Definiciéon IV.3.1 Sea s > 0. Diremos que una funcion medible f

definida sobre (0,00) pertenece a BHY), si f € LL y

/Ooo (wp,uisf)(t))qn? < oo

cuando 1 < p,r < 00; ¥y

sup t*wp u(f)(t) < o0
0<t<oo

para r = oQ.

Es inmediato ver que BHJ};,*° = AH; para 0 < s < 1. Ademds por

la Proposiciéon IV.2.5 tenemos que BHE,% = W/f’Q N Li para 0 < s < 2.

Las siguientes desigualdades de Hardy [111, Appendix A, p. 272] nos
seran utiles para dar una una nueva caracterizacién de los espacios de

Besov-Hankel BHg’;; .

Proposicién IV.3.1 Para f > 0,p* > 1 y q > 0 tenemos

</ooo e ([ “”dy)p* dt) " ([ v w sy a) "
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Exponemos, a continuacion, mediante el siguiente teorema, la citada

caracterizacion.

Teorema IV.3.1 Sean f € LI, 1 < p,r < ooy 0 < s < 2. Entonces

f € BHE) siy sdlo si

o rdt\ YT
2—s
( [ 1) 7) < oo.

Ademds, la norma de BHE, es equivalente con la norma

o0 rdt\ "
2—s
1 ([ (7 1Bl ) )

Demostracion: Procedemos de manera similar al Teorema 1V.2.2.

Por el Lema IV.2.3 (ii) obtenemos inmediatamente

AucP(y)| < Oyt (4.3.1)

|AuiP(y)] < Croy (4.3.2)

para cierta constante C7 > 0.

Entonces en virtud del Lema IV.2.3 (i) se sigue

Ay,tu(:):, t) = ((Au,tpt)#f) (gj) =
- /0 " APy, f(2)d(y) =

= [ BuPi) (f @) - S ).
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Luego
18l < [ 18P - 1 f = Fl, ).

Ahora utilizando (4.3.1) y (4.3.2) logramos
1A eull,, <

t o]
< Clt_ZM_4/() 7y f = fll,, v** dy + Cl/t Iy f = fll, -y ().

Por tanto, usando la desigualdades de Hardy de la Proposiciéon 1V.3.1 y

la de Minkowski conseguimos, para 0 < s < 2,

([ - lwat, ) 2) " <o ([ () )

Para demostrar la implicacion inversa escribimos

Tif(z) — f(x) = 1ef(z) — eu(z, t) + u(x, t) — u(z, t) + u(z, t) — f(x).
Entonces
I7ef = fll,, <

< mfC) = mu )l + lmewl, t) = wls Ol + lluls 1) = FOll,,. =

= L+ 1L+ 1.
De (4.2.2) resulta que

I = |[reu(, t) = u(, )|, < C - 8 | Apgul,, -
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Estimemos I;. Como 7; es lineal tenemos

Tof(2) —u(z,t) =7 (f(z) — u(z,1)).

Aplicando el teorema fundamental del cdlculo, teniendo en cuenta que

u(z,0) = f(x), se obtiene

Tef(z) — u(z,t) = <— /Ot %u(w,t*)dt*) ,

y usando que 7y, t € (0,00), es un operador acotado (contractivo, [101,

p. 42]) de LI, en sf mismo, se llega a que

L= mfQ) = ru(, )], < C- tH

pu—

<C-t- ||Aﬂztu||p,u' (4.3.3)
j
De manera similar se sigue el resultado para I3. Por lo tanto

vaM(f)(t) = ||th - f||p”u, S C . t2 ||A,U«:tu||p”u,’ (434)
y el resultado se alcanza por medio de (4.3.4).

Ahora se procede a estudiar varios espacios de tipo Besov. Primero

se establecen algunas definiciones esenciales.

Definicién IV.3.2 Sea s € R, para 1 < p < co definimos l; como sigue

= {€ 1= {gj}?.;07 gj complejo a||§||l5 - Z 2]Sp |§ |p p < OO}

7=0
(4.3.5)



IV.3. Espacios de tipo Besov y Triebel-Lizorkin 163

Y para p = 00 tenemos

5 = {f 1 &= {1720, & complejo , Hf”lgo = sup 278 €51 < OO} .
J
(4.3.6)
En el caso de s =0 denotamos lg por L.

Ademds, I, es un espacio de Banach (véase, por ejemplo, [1]).
Ahora procedemos a definir dos nuevos espacios que denominamos
espacios de Nikol’skii-Hankel y tipo Besov.

Definicién IV.3.3 Para s € R, 1 <p < o0, 1 < g < o0, p > —1/2,

definimos

b0y = {f:feH’, f;, 3" ai(w),
1=0

Q=

oo, = (32 ool

1=0

s

bp oo = {f feH, f by > ai(®), [{ai}lig, () = sup 2™ flas (@)l < 00}
=0 ‘

y para q = 0o, tenemos

donde sop hya; C {f s/l -1 < €< V2 — 1} para i = 1,2,... y
sop hyag C {£: € < 1}.

oo
Por f = Zai(as) se entenderd que Zai(x) converge en H a f. La
H 10 i=0

norma de by ., viene dada por

1z, = ,38E HaHlgaz -
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Definicion IV.3.4 Por ® denotaremos la coleccion de todos los sis-

temas {gpj(a:)};io C 'H con las siguientes propiedades:
(1) ¢j(x) € H, hupj(x) >0 para j =0,1,2,3,...

(i) sop h,p; C {9: V21 <z <2t —1} para j =1,2,3,...,
Y
sop hupo C {z:x < 1}.

(iii) Existe un nimero positivo ¢y tal que

(x71D>k hupj(x)| < crz™® (4.3.7)

para j=1,2,...;0<k<[ul+2yzel
o0

(iv) Zh#goj(az) =1 para cada x € I.
=0

Esta definicidn es equivalente a la dada por G. Altenburg en [3] y

por tanto el conjunto ®(I) no es vacio.

En [3] podemos ver la definicién de unos espacios tipo Besov B} o

por medio de la convoluciéon de Hankel.

Definicién IV.3.5 Dados 1 <p < 00,1 < qg<oo,u>-1/2 yseR.
Entonces para cualquier sistema de funciones {goj};ozo € ®, el espacio

de tipo Besov viene definido por

Bliq,u = {f eH : ||f||Bqu’M = H{@j#f}HlZ(Lﬁ) < OO}, (4.3.8)
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stendo

o0

4= 227 )

sy = 14112z

La siguiente inclusién puede encontrarse en [3] y la utilizaremos pos-

teriormente.

Proposicién IV.3.2 Sean s e R, 1 <p < o0,1 < g <oo,pu>—1/2,

€ > 0. Entonces

C B?

S+€ s S
HCB CcB,,,CB oo C

D00, Dsq, 1 pluCH

Con el proximo teorema caracterizamos los espacios tipo Besov por

medio de los de Nikol’skii-Hankel.

Teorema IV.3.2 Dada {p;};; € ®, s €R, 1 <p<oo, 1<g<ooy

p > —1/2. Entonces By, = b, -

., . o . S S
Demostracion: Inicialmente, probamos que By, C b . ..

Sea f € B, , ,- Dada {gpj};io € ® sabemos que
D hups)(€) =
=0

Luego

f=h huf h Zh,u()o] Zh ,uSD] Z‘p]#f-
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Por lo tanto, tomando a; = ¢;#f, logramos

1y, < Haglyupy = 1 isagy = 11l

S S
y tenemos que By, C by, .

s s
Veremos ahora que bp’q# C Bp’q”u,'

o
Sea f€by,, vy f= Zai(x) en el sentido de la convergencia de la
=0

. ’
serie en ‘H .

Consideremos {gpj};io € P, entonces

oo j+1
(pi#tf) (@) = (pi#tai)(x) = Y (pj#ai)(z),
H =0 i=j—1

ya que @;j#a; = hy(hupj-hpa;) =0, parai > j+1ei < j—1. Ademsds,

si definimos ¢; = a; = 0 para j < 0, tenemos

1
||f||B}g,q’H = H{@j#f}nlg(Lﬁ) < Z ||{‘Pj#aj+r}||lfz(Lg)- (4~3-9)

r=—1

Por otra parte, aplicando el Teorema IV.1.1, conseguimos

lpi#aj+rllpy < eillajirll s, (4.3.10)

siendo ¢ una constante positiva.
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Ahora, tomando la norma de [3 en (4.3.10) se sigue que

li#tasr gy < e lHagerdlgeur, - (4.3.11)

Entonces de (4.3.9) obtenemos

1
fllss,, = Heit#tfHiswn < e D Hajr @) <

P,qs
r=-—1

C2 ||{aj}||lg(Lﬁ) . (4.3.12)

IN

Tomando el infimo en el lado derecho de (4.3.12) resulta

1y, <eallfly, -

P91

Con esto concluye la demostraciéon del Teorema IV.3.2. m

Noétese que por el teorema anterior podemos concluir que los espacios

B} 4, son independientes de las funciones {¢;}72, € ®.

Se introducen ahora unos espacios tipo Triebel-Lizorkin que denomi-

namos espacios de Triebel-Lizorkin-Hankel.

Definicién IV.3.6 Sean 1 < p < 00,1 < g <oo,u > —-1/2ys € R.
Entonces, para cualquier sistema de funciones {goj};io € ®, los espacios

de Triebel-Lizorkin-Hankel vienen dados por

Fraw={r €M Iflgs. = oMy <o} (4313)
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donde

o0
. = |[[|- = 53(.))e
lzgag) = [ ], = l >-(270)
Jj= I
El siguiente teorema de embebimiento entre el espacio tipo Besov y
el espacio Triebel-Lizorkin-Hankel, es clasico en el marco de la transfor-

macién de Fourier.
Teorema IV.3.3 Dados 1 < p,q < oo, p>—1/2 ys R, entonces

cF’ ~CB?

B;amin{p,q},u g p,max{p,q},u (4.3.14)

donde C significa inclusion continua.

Demostracion: Debemos demostrar que

C B?

S S
B C F p,q;1

(ST X'NT (4.3.15)

parap <gq,y

B? CF?

pan © Fpan C Bp (4.3.16)

Py

para ¢ < p. Usaremos la monotonia de los espacios [7 y la igualdad trivial

s — s
prpﬂu‘ - vaphu.

Primero, probamos (4.3.15). Sea f € ;v {‘Pj};io € 9P,

1/q

1155, = Mot Mz = | 2 (27 Hei#t M) | =
=0
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_ (iwq </0°° Iw#ﬂpd,y(x))q/p) /g )

J=0

1/p

- [ etr@r ave )

lS
q/p
Luego, utilizando la desigualdad de Minkowski resulta

Il < ( L e ess@ry

J=0

o 1/q
(Z (27 |soj#f|)q> -

Kei# FH s zzy = I1F NI, -

Ahora, demostramos (4.3.16). Para f € B, , se tiene que

,q,

1/p
. d’V(iC))
q/p

©
et fH o sy = ey, < IHes# FHInas) =

169

1£llsy, . = 1@t gy = 1ot M gy < 1ot pa =

e 1/a oo 1/p
s7 q si
= | @) < (29 e @y | =
7=0 Lﬁ/q =0 Iz

= H{ei# sy = 1/l5,,-®
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IV.3.2 Una propiedad de elevacién

En este parrafo damos una propiedad que denominamos de “elevacién”
la cual nos sera 1util para las aplicaciones que exponemos en la ultima
seccion.

Recordando la definicién 1V.2.3, el potencial de Hankel H}; de una

funcién u € H de orden s, s € R, (1 > —1/2) viene dado por
(Hpu) (@) = by (14 )72 (w) (@),
y el espacio de los potenciales por
WP = WoP(I) = {(;5 eH :H,%¢c L,f;(f)} :
para s € Ry 1 <p < oo, dotado con la norma

161l e = Sl = ||

’p,u

Asimismo, se demostré que H es denso en WP (I). Todo ello nos permite

establecer lo siguiente:

Teorema IV.3.4 Seao,s e R, p > —-1/2, 1 <p< ooyl <qg< oo
Entonces H,] es un operador lineal y acotado de W7P en W/f+"’p y de

s s+o
BP#LM en BP#LM :
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Demostracion: La prueba para el caso de los potenciales de Hankel

es inmediata por definicion.
oo

Para los espacios tipo Besov, consideremos {¢; }J_O € ® y definimos

{hj};Z, como sigue
bj = @ity (1 +a%)7/7277).
Entonces puede verse sin dificultad que {wj};io € ¢ y por tanto

H,‘ff#% = hu<hu¢j : h,quf) = hu<hu¢j : (1 +€2)7U/2huf) =

= hu<2jahu%’ huf) = ZjUf#SDj-

Ahora, la demostracién se sigue tomando las normas correspondien-

tes. m

Para finalizar esta seccién, establecemos la siguiente proposicion que

llamamos de “densidad”.

Proposicién IV.3.3 (Densidad) Sea s € R, 1 < p < oo, p > —1/2

entonces:

(a) H es denso enby,, , sil<q < oo.

(b) H es denso en I, , sil<q< oco.

(c) Las funciones f € LT, con sop hy, f compacto son densas en WP y

S
en Fpop-
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Demostracién: En virtud de [3, Satz 1, p. 57] sabemos que H es
denso en By, si 1 < g < oco. Entonces los apartados (a) y (b) se

siguen por la Proposicién 1V.3.2 y el Teorema IV.3.3. Para demostrar

el apartado (c) se procede de manera similar a [3, p. 59]. =

IV.3.3 Una caracterizacion del espacio de los potenciales

de Hankel

Inspirados en la idea dada por D. R. Adams y L. I. Hedberg en [1]
caracterizamos el espacio de los potenciales de Hankel en términos de los
nuevos espacios Triebel-Lizorkin-Hankel. Para demostrar el comentado
resultado, necesitamos los siguientes resultados preliminares.
Primero, recordemos que las funciones de Rademacher {r;(t)}72,,

[128, Chapter V], vienen definidas como

ro(t) =1 para 0 <t <1/2,
ro(t) = —1 para 1/2 <t <1,
ro(t+1) =ro(t) parat e R,
ri(t) = ro(29t) paraj €N

Es conocido que las funciones de Rademacher forman un sistema

ortonormal en L? (0,1) y para cualquier constante a; se tiene

m

1 m
LI =3"1a.
j=0

J=0
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Ademas satisfacen la siguiente desigualdad que se puede encontrar

en [111, p. 104] y [128, Chapter V, Theorem 8.4, p.213].

Teorema IV.3.5 Dado 0 < p < 00 y sea Ry (t) = Y7 ga;r;(t). En-
tonces existen constantes Cy y Ca, que dependen solamente de p, tal

que

CrIBmllzr0.1) < IBRmll 12001y < C2 ([ Bmll 1o (o,1) - (4.3.17)

Sip=1, entonces Cy = /3. Ademds, se puede comprobar que

. 1/2
[ Rl 20,1y = (ZC@) :
=0

Demostramos a continuacién dos resultados que nos seran impres-

cindibles para establecer el teorema de caracterizacién.

Lema IV.3.1 Consideremos s € R, {p;};2, € © y sean {r;}}Z, las
funciones de Rademacher (véase [111, p. 104] o [128, Chapter V, Theo-
rem 8.4, p.213]).

Entonces, para cada pcon 1 < p < oo y para toda t € (0,1), existen

constantes A;, i = 1,2, tal que

[P (mi e ), < Al

stendo

ma() = 3 2 (1) (1 + 22) " hp; (a),
=0
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-1
o9

ma(x) = | Y_(hup)* ()

J=0

Demostracién: Sin dificultad podemos ver que m; satisface
’(x_lD)kmi(:c)’ < AjxF,

parak =0,1,...,[u]+2; ¢ =1,2. Entonces aplicando el Teorema IV.1.1

obtenemos el resultado deseado. m

Ahora, estamos en condiciones de demostrar la caracterizacién co-

mentada.
Teorema IV.3.6 Sisc€ R, p>—1/2 y1 < p < oo tenemos que

Fyo  (I) = WeP(I).

b,

Demostracion: Nuestro objetivo es demostrar que existen ¢y, ¢ cons-

tantes positivas tales que

- 1/2

1 fllapp < [ D 2% st f P < fllspy-  (4318)
j=0
y 2y

Ya que por la Proposicién IV.3.3 (b) y (c) sabemos que H es denso en

FS

b2 Y que las funciones f € L con sop hy, f compacto son densas en

WiPyen Fyj, ,, para 1 < p < oo, es suficiente probar (4.3.18) para
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funciones de este tipo. Nétese que en este caso la serie en (4.3.18) pasa

a ser una suma finita (véase [1]).
Inicialmente, demostraremos la desigualdad del lado derecho.

Sea f € WP entonces f = Gs#yg, es decir,

huf(€) = (1+ &) 2h,g(9).

Aplicando el Lemma IV.3.1 para my, tenemos que para todo ¢t € (0, 1)

er t)27° ©;#f = |\hu (er(t)QjShugpjhuf) =
3% J=0 P
= (Zw £)20 05 (1 + £2)7/2h g<§>) <
P

< Aullglly, = Al llsp

lo que nos lleva a
dt < Av || £

p,p

Usando el lado derecho de la desigualdad de (4.3.17) con p = 1,

Z rj(t)27°;# f (4.3.19)

Py

aj = 2js<pj# f v la desigualdad de Minkowski se consigue

- 1/2
(Z !2jssoj#f]2)
j=0

IN

£)27¢ wiFf|dt

p’l‘L p?/j/

<

dt.

p7l’t

IN

()27 p#f
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Ahora, por (4.3.19) obtenemos

- 1/2
. 2
(;}\2”%#\ ) <ellflpp
j:

p?l’t
siendo ¢ una constante positiva.

Por lo tanto, logramos que f € FJ,
Veamos ahora la desigualdad inversa. Para ello usaremos la dualidad

del espacio de los potenciales de Hankel (Proposicién 1V.2.4). Dada

feF
Z 15)? (4.3.20)
Aplicando el Lema IV.3.1 con may(z) = (Z(hugoj)Q)*l resulta
7=0
Hng,/L = ( Z HSO] Z H«SOJ ) S
=0 =0 pp
< Ap |l (D (hup)?  hug)|| = A2 [kl - (4.3.21)
j=0

Consideremos u € Lf,(I) una funcién tal que [|ul|, , = 1, con sop fy,u

compacto (1/p+1/g=1)y
0 1
/0 ul@)k(@)dy(@) = 5 K], (4.3.22)
Si definimos w por

hyw(€) = (14 &%) h,u(é),
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es decir, u = Gs#Hw; v si f = Gs#g, se tiene que
huf -hyw = h,g - hyu.
Entonces, en virtud de (4.3.20)-(4.3.22) obtenemos

[fllspy = loll, < A2llF]l,, < 2142/0 u(@)k(z)dy(z) =

— o, /0 " hyu(€)hyk(€)dr(€) =

o0

= 24 / hu(§ Z 107) g (§)dn (€) =

= 24, Z 17) i f () huw (€)dy(€) =
.

= 24, /0 S (2 £ €) () (€)) (29 () (€) () (€)) (),
§=0

Luego, por la férmula de Parseval y las desigualdades de Cauchy y Holder

conseguimos, para cierta ¢ > 0,

Ml = [ L@ (i) @) 27 (o) () (o) <
7=0

IN

1/2 1/2
e[ (Z(%ww())) (2(2 T (pyw) (@ >)2) dy(z) <

IN

o 1/2 o 1/2
c (Z22jsle#f|2) : (Z?Qjﬂsoj#wﬁ) , (4323
j=0 =0

b,y q;1
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utilizando el lado derecho de la desigualdad de (4.3.18) logramos

i=0

1/2
oo
(Za—%s m#wf) < er ol g = 2l = 2, (2320
q?l’t

y sustituyendo en (4.3.23) demostramos el teorema. m

Como consecuencia de este Teorema IV.3.6 obtenemos otra caracteri-

zacion del espacio tipo Sobolev LyF.

Corolario IV.3.1 Sis € Ny 1 < p < oo entonces F35 ,(I) = L5P(I)
donde

LZ’p(I):{TGH T €L}, yAZTeLﬁ,Ogjgs}.

Demostracion: Se sigue del Teorema IV.3.6 y de la igualdad tipo A.
P. Calderén dada en el Teorema IV.2.1, es decir, LjP = Wis’p para

l<p<oo.nm

Por 1ltimo, logramos un teorema de embebimiento que en el marco
de la transformacién de Fourier se puede encontrar en [114, Theorem

15] y [111, p. 155, Theorem 5].

Teorema IV.3.7 Para s € R, p > —1/2 y 1 < p < oo, tenemos

5721.“ - WE,P - B;,p,y,a st 2 < p < 0Q; (4325)
Bypu CWiP C By, paral <p<2. (4.3.26)
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Demostracion: Por el Teorema IV.3.3 sabemos que si 2 < p < 0o se
tiene

S S
ClpouCB

S
D,2,p DsDs 14

y ya que por el Teorema IV.3.6, F;, , = W;P; obtenemos inmedia-

tamente (4.3.25). Si 1 < p < 2 entonces por el Teorema I1V.3.3 resulta

S S S
Bp,p,u C Fp,Q,u C Bp,Q,w

y otra vez utilizando el Teorema IV.3.6 logramos (4.3.26).

IV.4 Potenciales no lineales de Hankel

Numerosos autores han estudiado generalizaciones del potencial de New-
ton y sus capacidades, podemos destacar, entre otros, a M. Riesz, N.
S. Landkof, con los potenciales de Riesz ([69]), N. Aronszajn y K. T.
Smith con los de Bessel ([4]) y a J. Rodriguez con los de Bessel-Clifford
([98],[99]). Actualmente D. R. Adams y L. I. Hedberg [1] han generali-
zado los trabajos anteriores obteniendo nuevos potenciales denominados

no lineales.

Estos autores estudian la que ellos denominan como (s, p)-capacidad

que viene dada por:
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Definicion IV.4.1 Sea K C R™ un conjunto compacto, entonces

/

Cop(K) =inf {||f|[}e, : f €C°, f 21 sobre K}

donde L*P es el espacio de Sobolev cldsico definido sobre R™ [108].

Para s = 1, p = 2, una funcién extremal en la Definicién 1V.4.1 es
una solucion débil de la ecuacion en derivadas parciales lineal de segundo
orden

—Au+u =0,

sobre el complementario de K (véase [40] y [53]), siendo A el operador

Laplaciano usual en R™.

Sin embargo, para p # 2 las correspondientes ecuaciones son no
lineales y por tanto mucho mads dificiles de manejar. En concreto, para

s = 1 se obtiene
—div (vu|vul~?) +ulul* =0,

donde div (Vu |7ul? 72) usualmente se denota por Aju y es conocido
como operador p-Laplaciano (para p = 2 se reduce al operador A).
Este germen de no linealidad en la teoria condujo a redefinir la (s, p)-
capacidad para obtener una representacién sencilla de la funciones extre-

males y dar una teorfa del potencial més rica (véase [1]).
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Seguidamente, establecemos la definiciéon de una capacidad que ju-
gard el mismo papel que la estudiada por D. R. Adams y L. 1. Hedberg

en en el marco de la transformacion de Fourier.

Definicién IV.4.2 Sea K C [0,00) un conjunto compacto y s € R. Se

denomina (s, p, pv)-capacidad asociada al conjunto compacto K, a

CopulK) = int {|If[7,,,, : f € U},

donde Qi = {f € H: f(x) > 1 sobre K}. Ndotese que , es un subcon-

junto convexo de 'H.

Esta definicién, como es natural puede ser extendida a todos los

conjuntos.
Definicién IV.4.3 Sea s € R. Dado A C [0,00) abierto, se sigue que
Cspu(A) =sup{Csp . (K): K C A, K compacto} .
Dado E C [0,00) un conjunto arbitrario, entonces
Coppu(E) =sup{Csp(A) : AD E, A abierto} .
Cuando una propiedad sea cierta para todo = excepto para un con-
junto de (s, p, u)-capacidad cero se dird que es cierta (s,p, u)-casi por

todo. Por M denotamos al espacio de todas las medidas de Radon com-

plejas sobre I y por M(K), K compacto, al espacio de las medidas de
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Radon complejas soportadas en K. Adoptaremos la préctica de denotar
a los elementos positivos en un espacio con el subindice suma. Por tanto
M es el cono de todas las medidas de Radon y M™(K) el cono de

todas las medidas de Radon positivas soportadas por el compacto K.

Los siguientes lemas son clésicos en el marco de la transformacion

de Fourier [84] y su demostracién no difiere en exceso.

Lema IV.4.1 Dados A1, As tal que Ay C As entonces

Cs,p,u(Al) < Cs,p,u(A2)-

Lema IV.4.2 Dados A;, i =1,...,n, se tiene que
o o

CS,p,,LL(U Az) S Z CS,p,‘LL(Ai)c
i=1 i=1

Una vez dada esta breve introduccion, se recuerda que nuestro ob-
jetivo en esta seccidén es obtener una caracterizacién de una funcién ex-

tremal para la Definicién 1V.4.2 y generalizar los potenciales de Hankel

al caso no lineal.

Definicién IV.4.4 Para cualquier v € M™ definimos los potenciales

~1
no lineales de Hankel de una medida v por Vy, = H (Hﬁl/)q donde

1/p+1/g=1.



IV.4. Potenciales no lineales de Hankel 183

Obsérvese que para p = ¢ = 2, VY, = HjHjv = Hﬁsl/, es el

potencial lineal de orden 2s, asociado a la medida v.

Indicamos a continuacién, algunos resultados que nos serdn ttiles

para establecer el teorema de existencia de la funciéon extremal.

Definiciéon IV.4.5 Un espacio de Banach es uniformemente convexo
si para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si ||f|| <149, |lg]| <1446, y
)’%(f+g))’ > 1, entonces ||f — g| < e.

Teorema IV.4.1 LI es uniformemente convero para 1 < p < oo.

(Ver [48, p.232])

Corolario IV.4.1 Sea B un espacio de Banach uniformemente con-

vexo, y sea {fn}7° una sucesidn en B tal que limp_o || fnl| =1 ¥y
1
lim inf '—(fn +fm)H > 1.
n,m—oo || 2

Entonces { fn}7° es uniformemente convergente en B.

Corolario IV.4.2 Si Q es un subconjunto convero de un espacio de
Banach uniformemente convexo, entonces existe un unico elemento en
Q (es decir, en la clausura de 2 en B) con norma minima; de hecho

cualquier sucesion { fn}oo | en Q que minimiza la norma es de Cauchy.
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La siguiente consecuencia del teorema de Hahn-Banach es conocida

como lema de Mazur. (Véase [102], Theorem 3.12)

Lema IV.4.3 La clausura débil y la clausura fuerte de un conjunto con-

vexo coinciden en un espacio de Banach.

Siguiendo estos preliminares, estamos en condiciones de enunciar y

poder demostrar el siguiente teoremas:

Teorema IV.4.2 Sean s € R, K C [0,00), K compacto y 1 < p < 0.
Entonces existe un unico elemento fr = H;gr en la clausura de ), en

W, tal que g2, = Copu(K). Ademds,

-1
(a) Eziste unavy € M*(K) tal que f, = H}, (Hﬁl/k)q ,1/p+1/g=1,

)
Copn(K) = / (Epv) dy = / Frdvg; (4.4.1)

(b) fr(x) <1, casi por todo sobre el sop v;
(¢) ve(K) = Cspu(K);
vk) \'
(d) Cs,p,,u(K) = sup W 2 2 0, sopv C K
(e) fr(x) >1, (s,p,p)- casi todo punto de K;

v>0,sopv C K,
(f) Copu(K) =sup ¢ v(K) : g1
H;, (HZI/) (x) <1 para todo x € sopv
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Demostracion:
Ya que sabemos que Lf es uniformemente convexo para 1 < p < oo,

tenemos que existe un tnico elemento extremal fi, = H} g en la clausura

de Qp en WSP, tal que [|fe%, , = <Pi€n§§k lolls ., = Cspu(K). Ademds
dado que por definicién conocemos que || fills,,, = lgkll,,, > 9x € LE, se
sigue

HQka,M = Cspu(K). (4.4.2)

Inicialmente, demostramos el apartado (a).
Sea ¢ = Hj;¢ una funcién no negativa en H. Como LI es unifor-
memente convexoy fr € ﬁk, entonces fr+tp € Qs para todo ¢ > 0, por

tanto
/ooo lgw + 19 dy 2 /Ooo lgkl? dy = Cpu(K), t = 0. (4.4.3)
En virtud de (4.4.3) la funcién
o) = [ lgw + el do,

es mondétona creciente en ¢ = 0. Luego, si tomamos la derivada de ¢(t)

en t = 0, resulta que

/0 |9k lP~? gribdy > 0, (4.4.4)

para todo ¢ € H tal que H;y > 0.
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Ahora, definimos h = |gg|P~2 gi. Por lo tanto

(21" = lgel "= lgs|" = loxl”
para 1/p + 1/q = 1, lo que nos permite concluir que |[A||7 , = [lgll} , -
Ademds, ya que g € L, podemos afirmar que h € L.

Como h € L, en virtud de la Proposicién IV.2.4, existe una T' € H
tal que T' = H *h, perteneciendo a W;S’q(I), y si se aplica el inverso

del potencial de Hankel logramos
h=H.T, (4.4.5)
obteneniendo

0< [l awdy = [ hvdy= [ (H;T) var.
0 0 0

Ademds, ya que H}; es una aplicacion lineal y continua de H en sf mismo,

podemos afirmar que existe ¢ € ‘H tal que
0 << HT, o >=<T,Hjp >=<T,p >
siendo < ., . > la accién de una funcién generalizada sobre una funcién

prueba.

Es decir < T, ¢ >> 0 para toda funcién prueba positiva . Luego de
[107, Ch. I, Théoreme V] y [2, Bemerkung 10, p. 204] deducimos que T’

es una medida de Radon positiva, la cual denotamos por v.
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En virtud de (4.4.5) se consigue que h = Hvg. Ademds combinando

que h = |gk|p*2 gk, h = |h| y que |h|? = |gx|? logramos que
-1
gr=hi"t = (Hivk)q .

Ahora, demostramos que sop vy, C K. Para esto repetimos el mismo
razonamiento con ¢ € H verificando que sop ¢C K¢, luego tenemos que

fr+tp €Qy paratodot € Ry
<T,o>=<vg,p>=0

para cada ¢, con lo que concluimos que sop vy C K.

Para finalizar el apartado (a) debemos ver que se verifica (4.4.1).

/fkd’/k: = /H,igkdl/k: =
- [Ctg)@an) = [aw) [ 76 o).

Teniendo en cuenta que por definicién (7, f)(y) = (1,f)(x), z,y € I, y

el teorema de Fubini se tiene

/ frdvy = / 9k(y) < /0 oo(Tsz)(fl:)gk:(y)cm) dy(y) =
= [a@CAH = [0 (Hn) wdw),

1
recordando que g = (Hﬁyk)q y de acuerdo con (4.4.2)

s q
[ i = [ ()" &= lgull, = Cop(E).
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A continuacién probaremos (b). Sabemos por el Lema IV.2.1 que
fx = Gs#gr = H gk, es una funcién semicontinua inferior, entonces por
definicién {z : fx(z) > 1} es abierto. Por lo tanto para todas las fun-
ciones ¢ con sop ¢ C {x : fr(x) > 1} tenemos que fr+tp € [o) para todo
t con |t| suficientemente pequenio. Procediendo, de nuevo, como en (a)
obtenemos < v, >= 0 para cada ¢ tal que sopvg C {x: fr(x) > 1}.

Luego fr(z) <1 casi todo punto del sop vg.

Ahora consideremos v € M*(K) y sea f = Hjg € (. Entonces

/ fdv —/ ngdy = /OO (Hﬁu) gdry,

y aplicando la desigualdad de Holder

v(K) < |[Hiv

|l

Ademis, por un paso al limite la desigualdad es cierta para todo f € Q.

En parti-cular, tomando f = fx nos da

v(K) < |Hiy||  Copu(K)MP

"1»#

y por tanto

v(K)

:v>0,s0pr C K p < Cyp u(K).
HHﬁV

sup

’q7u
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Por otra parte, eligiendo v = v, por (b) resulta que

vi(K) > /fk:de:

y de (a) obtenemos

[ fedtv = Cop(5) = [[Him || - (CopulB),

es decir, v (K) = Csp u(K), vy

w(K) )

Ve(K) = Cspu(K) = W ;
E- g

con lo que conseguimos (¢) y (d).

Para la demostracién de (e) elegimos una sucesién { f,, }o-_; en €, tal
que
ol = 8 I = CopE),

Por la convexidad uniforme de L7, { fn}oo es una sucesién de Cauchy

en WiP(I). Ademas, por la definicién de capacidad y el Lema 1V.4.2,

obtenemos una subsucesion { fp,, };o; tal que lim f,, (z) = fi(z) (s,p, p)-
1—00

casi por todo, de donde deducimos (e).

Por tltimo, para demostrar (f) consideramos una medida positiva v

con el soprC K tal que VY, ,(z) <1 sobre el soporte de v.
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Entonces

/ Vepudv < v(K).

Por definicién y usando el apartado (a) tenemos

/ SpudV:/H/i (ij)qildl/:/(H/‘jl/)qd’y,

luego combinando (4.4.6) y (4.4.7)

(v(K))"* > || Hw

|
QG

y por (d), se tiene

v(K) < |[Hiv

’q,u

Luego en virtud de (4.4.8) y (4.4.9) logramos

V() < (W(K))Y (Cspu( K))MP,

D5

es decir,

V(K) < Cspu(K).

Ademis, utilizando (¢) con vy obtenemos que se verifica

vp(K) = Cs pu(K),

por tanto queda establecido (f). m

(Cspu (K7

(4.4.6)

(4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)
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IV.5 Aplicaciones

En esta seccién establecemos algunas aplicaciones que se obtienen con
los potenciales de Hankel.
La primera aplicacién estd motivada para resolver dos ecuaciones

diferenciales en sentido generalizado.

Proposicién IV.5.1 Dada f € WP(I) = L%(I) entonces existe g € H,
tal que

I-A)"g=f. (4.5.1)
donde I es el operador identidad y A, = 721D D m e N,
m # 0.

Si f € B

; ; ;s s+2m !
g S€ tiene que existe una funcion g € B CH,

P.q 1
m € N, tal que (4.5.1) se verifica.

Demostracién: Consideremos f € WP(I) = L5(I). Queremos

obtener una distribucién ¢ € H' tal que
(I-A,)"g=f. (4.5.2)

Aplicando la transformacién de Hankel y usando la férmula (4.1.4) lo-
gramos

(1+ 52)mhug =h,f en Hl,
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es decir h,((1+€2)"h,g(€))(z) = f(z) en H , dado que h;l = hy.

Entonces de acuerdo con (4.2.8) resulta

o 1/p
lollyzer = a( [ |1 ) " =

S 1/p
o ([T1 ) = Ul

Luego hemos encontrado la solucién g € Wim’p .

Consideremos f € By Procederemos de manera similar y apli-

7q7#‘
cando de nuevo la transformacién de Hankel y usando la férmula (4.1.4)
en (4.5.2) conseguimos g = h, (1 +&2)"™h, f = Hgmf Entonces por la

Teorema IV.3.4 tenemos que la solucién de (4.5.1) es g € B;fq‘im. |

Seguidamente vemos un teorema de regularidad global:

Teorema IV.5.1 Sea P(A,.) = Y7 ga;A), ., m # 0, un operador

diferencial con coeficientes constantes a; (A, = =D D )y
m
P(¢) = a;& #0, Y€ € (0,00).
=0

Siu € Li(O, 00), P(=A )u=fyfe Li(O, 00), entonces u € WlT’Q(I),

m > 0.

Demostracién: En primer lugar veremos que |P(§)| > C¢™ para C' > 0

y V€ € (0, 00),

> |am| ™ — |amfl|€n%1 — - —|ag| =

[P =

m .
> a;€
=0
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> am| €™ = C (€™ 4+ 1),

donde C" = max (|aol, |a1|, ..., |am_1]).

Perosié > R>1yk=0,1,...,m — 1, se tiene ¥ < (1/R)&™ tal
que

PO = (Jam| —mC'/R) €.

Por lo tanto, podemos encontrar C' > 0 eligiendo R lo suficientemente

grande tal que para todo £ > R,

|P(§)] > CE™. (4.5.3)

Consideremos v € H. Luego

oy = e [ [ v = [ [+ € 0@ dr)

aplicando la féormula de Parseval (4.1.3) obtenemos

ol = [ |1+ €™ 2h @) ar(e) <

S [ 4 BOF E) +au [ 1+ @) dr(6)
0 R

donde R > 1.
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Entonces, teniendo en cuenta que, para & < R, (1+&%)™ < (1+R%)™,

que si £ > R, (14 £2)™ < 2mE2m v (4.5.3), resulta

[Tare@rme@rae < armm [ iR ae +

0

+2mc [ TP @) o).
y ya que por la férmula (4.1.4) se tiene
hy(P(Au2)0) () = P(=€) (hyw)(€),
podemos usar de nuevo la férmula de Parseval (4.1.3) y lograr
ol < € {0320 + 1P(-Au)olZap ) m >0,

donde C > 0.

Concluyendo la demostracién, dado que por la Proposicién 1V.2.2

sabemos que H es denso en WIZ”’Q. ]
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