
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Departamento de Análisis Matemático

Autor:  Domingo Israel Cruz Báez
Director: Dr. D. José Rodríguez Expósito

«Trasformaciones integrales de
tipo Laplace y Hankel»



         
Universidad de La Laguna 
Facultad de Matemáticas 
 

 

 

 

JOSÉ RODRÍGUEZ EXPÓSITO, Catedrático de Análisis Matemático 
de la Universidad de La Laguna 
 

CERTIFICA: 

 

Que la presente memoria, titulada “Transformaciones integrales de tipo 

Laplace y Hankel”, ha sido realizada bajo mi dirección por el licenciado en 

Ciencias Matemáticas D. Domingo Israel Cruz Báez y constituye su Tesis 

para optar al grado de Doctor en Ciencias Matemáticas. 

 
Y para que así conste a los efectos oportunos, firmo la presente en La 

Laguna, a doce de abril de dos mil. 

 



 

 

 

 

La sugerencia, el impulso y el aliento de la presente investigación se debe al Prof. Dr. 

D. José Rodríguez Expósito, Catedrático de Análisis Matemático y Director de esta 

Memoria, a quien quiero agradecer sus atinadas observaciones y su permanente 

seguimiento para perfeccionar este trabajo. 

 
Mi agradecimiento a los miembros del Departamento de Análisis Matemático y a los 

compañeros del Departamento de Economía Aplicada, por el ánimo y la máxima 

colaboración que en todo momento me han prestado. 

 
Y por último, gracias a mi esposa, padres y hermano por su constante apoyo y 

comprensión. A ellos les dedico esta Memoria. 

 



Contenido
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Prólogo

Esta Memoria consiste fundamentalmente en el desarrollo de cier-

tas transformaciones integrales en determinados espacios de funciones.

Para ello hemos dividido la misma en dos partes bien diferenciadas. Una

primera parte la dedicamos al estudio de algunas transformaciones inte-

grales que generalizan a la transformación integral de Laplace, mientras

que en la segunda parte, se analizan ciertos espacios de funciones donde

la transformación integral que comparece en los mismos es una transfor-

mación integral tipo Hankel.

Para la primera parte, se recuerda como una gran cantidad de autores

han estudiado generalizaciones de la transformación de Laplace, desta-

cando por ejemplo, a C. S. Meijer [82] que definió y estudió en 1940 la

1
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transformación

(Kνf) (x) =
∫ ∞

0
(xy)νKν(xy)f(y)dy, ν ≥ −1/2,

conocida como K- transformación o transformación de Meijer, donde

la función Kν que comparece en el núcleo, denota la función de Bessel

modificada de tercera especie y de orden ν. Es conocido que cuando

ν = ±1/2,
(Kνf) (x) =

∫ ∞

0
e−xyf(y)dy = (Lf) (x),

donde L denota la transformación de Laplace.

Posteriormente, E. Krätzel ([67],[63]) introduce las siguientes trans-

formaciones integrales

(
K(ρ)

ν f
)
(x) =

∫ ∞

0
Zν
ρ (xy)f(y)dy, x > 0

y

L(ρ)
α (f)(x) =

∫ ∞

0
λ(ρ)α (xy)f(y)dy, x > 0

donde Zν
ρ (x), λ

(ρ)
α (x) denotan las funciones

Zν
ρ (x) =

∫ ∞

0
tν−1e−tρ−x

t dt,

y

λ(ρ)α (x) =
(2π)(ρ−1)/2ρ1/2

Γ(α+ 1− (1/ρ))
(
x

ρ

)ρα ∫ ∞

1
(tρ − 1)α−(1/ρ)e−xtdt, x > 0
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con ρ > 0, ν ∈ C y α > −1 + 1/ρ.

Nótese que como casos particulares, tenemos

(
K(1)

ν f
)
(x) = (Kνf) (x)

(
L(1)
α f

)
(x) = (Lf) (x)

(
L(2)
α f

)
(x) = 2−α+1

∫ ∞

0
(xy)αKα(xy)f(y)dy = 2

−α+1 (Kαf) (x).

Además, en 1958 N. Obrechkoff [91] hab́ıa definido la transformación

O{f(t); z} = β z−β(γm+1)+1
∫ ∞

0
Gm,0

0,m

(
(zt)β|(γk + 1− 1/β)m1

)
f(t)dt,

donde Gm,0
0,m es un caso particular de la función G de Meijer ([61, Def.

A.3, p. 313]). Los resultados de este autor permanecieron desconocidos

durante largo tiempo, y lo paradójico es que esta transformación gene-

raliza a las transformaciones de Meijer y a L(ρ)
α [61, pag. 196-197], es

decir, para β =m = 2, γ1,2 = ±ν/2

O{f(t); z} = 2−ν+2z−1/2+νKν {f(t); z} ,

y si β =m, γk = k/m (k = 1, . . . ,m− 1); γm = ν − 1/m

O{f(t); z} =m · L(m)
ν

{
tm(γm+1)−1f(t);m · z

}
.
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Comenzamos comentando el contenido de la primera parte de la

Memoria, analizando sus caracteŕısticas, aśı como los antecedentes que

nos motivaron a su realización. Para ello se ha dividido en tres caṕıtulos,

en los cuales se estudian las transformaciones de Krätzel K
(ρ)
ν , L(ρ)

α y

la de Obrechkoff. Nuestro objetivo es completar varias cuestiones no

tratadas con estas transformaciones.

En concreto, el caṕıtulo I está dedicado al estudio de las transfor-

maciones de Krätzel en sentido clásico, y se desarrolla de la siguiente

forma:

Después de una breve introducción, en el apartado I.2 se recuerdan

algunas propiedades de estas transformaciones, que serán de utilidad en

el desarrollo de la presente Memoria. La sección siguiente, se dedica a la

obtención de fórmulas de inversión reales para la K
(ρ)
ν transformación,

ya que hasta este momento, las fórmulas de inversión conocidas para la

misma eran complejas (como puede verse en [67]). Para la obtención de

las citadas fórmulas se siguen los trabajos de D. V. Widder [120]; I. I.

Hirschman y D. V. Widder [51]; C. Nasim ([88],[89] y [90]) y J. Barrios

y J. J. Betancor [7]. Para ello, se usan operadores diferenciales de orden

infinito utilizando un procedimiento desarrollado por C. Nasim [88] para

lograr un teorema de inversión para una variante de laK-transformación.
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En la sección I.4 se establecen teoremas abelianos para la trans-

formación K
(ρ)
ν , con ellos se consiguen condiciones bajo las cuales el

comportamiento de la transformada
(
K

(ρ)
ν f

)
(x) para valores grandes

(respectivamente valores pequeños) de x queda determinado por el com-

portamiento de la función original f(y) para valores de y pequeños (res-

pectivamente grandes). Seguidamente, se logran teoremas tauberianos

para la transformada, de forma que el comportamiento de una función f

en el origen y en el infinito está determinado por el comportamiento de la

transformación
(
K

(ρ)
ν f

)
(x). Para la obtención de los citados teoremas

tauberianos nos basamos en el método dado por J. R. Ridenhour y R.

P. Soni [94] en sus trabajos sobre la transformación integral de Hankel.

En una serie de art́ıculos, E.A. Emara y H. P. Heining ([37],[38])

estudian varias transformaciones integrales en espacios Lp con pesos.

En el apartado I.6 se extienden y mejoran los resultados obtenidos por

estos autores para la K-transformación. En la última sección de este

caṕıtulo, se demuestra que la función que comparece en el núcleo de

la transformación L(ρ)
α verifica nuevas ecuaciones diferenciales de orden

fraccionario a las establecidas por J. Barrios y J. J. Betancor en [8].

Los caṕıtulos segundo y tercero se dedican al estudio de las transfor-

maciones de Krätzel y de Obrechkoff en sentido distribucional.
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Es conocido que, el estudio de transformaciones integrales en espa-

cios de distribuciones, ha sido una activa área de trabajo de muchos

matemáticos sobre todo después de la publicación de la monograf́ıa de

A. H. Zemanian [127] en 1968. Cabe destacar en este campo, además

de los trabajos de este último autor reseñados en la bibliograf́ıa, los ya

clásicos de L. Schwartz [107] en relación con la transformada de Fourier,

L. S. Dube y J. N. Pandey [34], E. L. Koh y A. H. Zemanian [62], J.

M. Méndez ([79], [80]) y J. J. Betancor [9] sobre la transformación de

Hankel y sus variantes.

En general, los espacios de funciones y distribuciones que deben in-

troducirse son diferentes para cada transformación integral y dependen

esencialmente de la función núcleo de la transformada.

Dada una transformación clásica genérica definida por el par

Φ(x) = (Tφ) (x) =
∫
I
K(x, y)φ(x)dx (0.0.1)

φ(x) =
(
T−1Φ

)
(x) =

∫
J
H(x, y)Φ(x)dx,

donde I y J representan subconjuntos de R (o C), es bien conocido que

existen dos v́ıas principales de extensión a funciones generalizadas.

En la primera deben construirse dos espacios A y B Fréchet de fun-

ciones sobre I y J respectivamente, de manera que la transformación T
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sea continua de A en B. La transformación generalizada T ∗f de una

distribución f ∈ B′

(dual de B), se define mediante el operador adjunto

de T, es decir,

< T ∗f, φ >=< f,Tφ >, (0.0.2)

para f ∈ B′

y φ ∈ A.

Este es el procedimiento seguido por, entre otros, L. Schwartz [107]

en su extensión de la transformación de Fourier a distribuciones de creci-

miento lento, y por A. H. Zemanian [127] para definir la transformación

de Hankel en ciertos espacios de funciones generalizadas.

La segunda v́ıa de extensión, consiste en introducir un espacio de

funciones E, definido sobre I, que contenga al núcleo K(x, y) para cada

y ∈ Ω (siendo Ω un subconjunto de R o C), definiendo la transformada

Φ(x) de la función generalizada f ∈ E′

mediante la aplicación directa

de esta última al núcleo, esto es,

Φ(x) =< f(y),K(x, y) >, (0.0.3)

siendo f ∈ E′

, y ∈ Ω.

Este procedimiento, conocido como método del núcleo, es adoptado

por A. H. Zemanian para efectuar las extensiones de las transformadas
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de Laplace y Mellin [127] y de Meijer [124]; por E. L. Koh y A. H.

Zemanian [62] en relación con la transformación compleja de Hankel, y

por L. S. Dube y J. N. Pandey [34] para la transformación de Hankel-

Schwartz.

Esta segunda v́ıa presenta notables ventajas respecto a la primera,

ya que, por una parte resulta ser la más natural, por cuanto si f es una

función clásica que genera un elemento regular en E
′

, entonces (0.0.3)

coincide con (0.0.1); y por otro lado, la definición (0.0.3) simplifica los

cálculos en la obtención de las transformadas de algunas distribuciones.

Sin embargo, la definición por medio del operador adjunto (0.0.2) per-

mite analizar una clase más amplia de funciones generalizadas a las que

es aplicable la transformación considerada.

Hechas estas aclaraciones, el Caṕıtulo II se dedica a analizar el com-

portamiento de la transformación de Krätzel K
(ρ)
ν sobre las distribu-

ciones de soporte compacto por el método del núcleo, logrando teoremas

de analiticidad, acotación e inversión.

En el Caṕıtulo III se estudia la L(ρ)
α transformación por medio del

operador adjunto y la transformación de Obrechkoff por los dos métodos,

para ello se consideran los espacios Fp,µ (µ ∈ C, 1 ≤ p < ∞) y sus
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espacios duales F
′

p,µ, siendo Fp,µ los espacios constituidos por todas las

funciones complejas ϕ ∈ C∞(R+) tales que

tk
dk

dtk
(t−µϕ(t)) ∈ Lp(R+),∀k ∈N,

si 1 ≤ p <∞, y

tk
dk

dtk
(t−µϕ(t))→ 0 cuando x→ 0 y x→∞,∀k ∈ N,

en el caso que p = ∞. Estos espacios fueron introducidos por A. C.
McBride ([77],[78]) definiendo sobre ellos operadores de derivación e

integración fraccionaria de Riemmann-Lioville y Weyl ([61],[103]). La

transformación de Obrechkoff es estudiada en el apartado III.3.1 por

el método del operador adjunto, para luego analizarla por el método

del núcleo. Con este último método son generalizados varios resultados

de la transformación de Laplace y la K transformación, obtienéndose

resultados inéditos para la transformación de Krätzel L(ρ)
α .

La segunda parte de esta Memoria, está dedicada al estudio de varios

espacios de funciones en el marco de la siguiente transformación integral

de Hankel,

hµ(f)(y) =

∫ ∞

0
(xy)−µJµ(xy)f(x)x

2µ+1dx, y ∈ (0,∞), (0.0.4)
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donde la función Jµ representa a la función de Bessel de primera especie

y de orden µ, siendo µ ≥ −1/2 [118]. La transformación hµ es a veces
conocida como transformación de Hankel-Schwartz o de Fourier-Bessel.

Sin que ello signifique confusión, la denominaremos transformación de

Hankel. Podemos destacar sobre el estudio de esta transformación, entre

otros autores a, A. L. Schwartz que obtuvo una fórmula de inversión para

hµ ([105]) y analizó la regularidad de la transformada hµf a partir de

las propiedades de f ([106]), a A. H. Zemanian ([127] ) que estudió esta

transformación en sentido distribucional. También no podemos dejar de

citar los trabajos realizados por J. M. Méndez [80], A. M. Sánchez [104],

M. Linares [72], aśı como los llevados a cabo por J. J. Betancor [9], I.

Marrero [75], y L. Rodŕıguez-Mesa [101].

F. M. Cholewinski [20], D. T. Haimo [45] e I. I. Hirschman, Jr. [50]

abordan inicialmente el estudio de la convolución para la transformación

de Hankel. Estos autores definen la convolución de Hankel # de f y g

por

(f#g) (x) =
∫ ∞

0
f(y) (τxg) (y)dγ(y), x ∈ I,

siendo dγ(x) =
x2µ+1

2µΓ(µ+ 1)
dx y donde el operador de traslación de Han-
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kel τx, x ∈ (0,∞), viene definido por

(τxg) (y) =
∫ ∞

0
Dµ(x, y, z)g(z)dγ(z).

La función núcleo Dµ(x, y, z), x, y, z ∈ (0,∞), viene dada por

Dµ(x, y, z) =
23µ−1Γ(µ+ 1)2√
πΓ(1/2 + µ)

(xyz)−2µA(x, y, z)2µ−1, x, y, z ∈ (0,∞)

donde A(x, y, z) es el área del triángulo cuyas aristas miden x, y, z, si

este triángulo existe, y A(x, y, z) = 0 en otro caso.

G. Altenburg [2] introdujo el espacio de funciones H, que consiste en
aquellas funciones de clase infinito f = f(x), x ∈ I = (0,∞), tales que
las cantidades

γm,k(f) = sup
x∈(0,∞)

∣∣∣xm(x−1D)kf(x)
∣∣∣ (m,k ∈ N)

son finitas. Cuando dotamos a H de la topoloǵıa generada por la familia

de seminormas {γm,k}(m,k)∈NxN, H es un espacio de Fréchet. Además,

la transformación hµ es un automorfismo de H. Como es usual deno-
taremos al espacio dual de H por H′

.

En [3] G. Altenburg estudia los potenciales de Bessel con la trans-

formación hµ, los cuales denominaremos potenciales de Hankel H
s
µ de

orden s y cuya definición para u ∈ H′

viene dada por

(
Hs

µu
)
(x) = hµ

(
(1 + ξ2)−s/2hµ(u)(ξ)

)
(x).
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Además, en [3] se definió el espacio de los potenciales de Hankel para

s ∈ R, 1 ≤ p <∞ como sigue

W s,p
µ =W s,p

µ (I) =
{
f ∈ H′

: H−s
µ f ∈ Lp

µ(I)
}
,

y la norma que se le asocia viene dada por

‖f‖s,p,µ = ‖f‖W s,p
µ
=
∥∥∥H−s

µ f
∥∥∥
p,µ
,

donde por Lp
µ, 1 ≤ p < ∞, denotaremos el espacio constituido por las

funciones f medibles Lebesgue sobre (0,∞) tales que

‖f‖p,µ =
∫ ∞

0
|f(x)|p x2µ+1dx <∞,

y por L∞ el espacio de todas las funciones esencialmente acotadas res-

pecto a la medida de Lebesgue sobre I = (0,∞), es decir,

‖f‖∞,µ = ‖f‖∞ = sup esen |f | <∞.

Recientemente R. S. Pathak y P. K. Pandey en [92] continuan el tra-

bajo realizado por G. Altenburg sobre los potenciales de Hankel, pero

en ningún momento establecen un teorema tipo A. P. Calderón [16,

Theorem 1.2.3], además G. Altenburg en [3] estudia por primera vez,

según la literatura que obra en nuestro poder, los espacios de Besov
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con la transformación de Hankel. Posteriormente, J. J. Betancor y L.

Rodŕıguez-Mesa ([12], [13]) introducen y estudian otros espacios tipo

Lispchitz y Besov. Todo ello nos ha llevado a abordar varias cuestiones

en el Caṕıtulo IV. En concreto, definimos un espacio tipo Sobolev para

demostrar un teorema de tipo A. P. Calderón, con el cual caracteri-

zamos el espacio de los potenciales de Hankel por medio del espacio tipo

Sobolev. Además recordamos los espacios tipo Lispchitz estudiados por

J. J. Betancor y L. Rodŕıguez-Mesa en [12] y como continuación del

trabajo iniciado por estos autores, se caracterizan dichos espacios por

medio de integrales de Poisson, siguiendo la ĺınea dada por E. M. Stein

[111]. Inspirados en el trabajo de G. Altenburg [3] se recuerdan los es-

pacios de tipo Besov y se definen nuevos espacios tipo Triebel-Lizorkin

y Nikol’skii, para demostrar varios teoremas de embebimiento y carac-

terizar los espacios de los potenciales de Hankel por medio de un espacio

tipo Triebel-Lizorkin, resultado que en el marco de la transformación de

Fourier puede encontrarse en [1].

También en este caṕıtulo, definimos los potenciales no lineales de

Hankel para extender los resultados de G. Altenburg [3] y R. S. Pathak

y P. K. Pandey [92], además de realizar un breve estudio de la teoŕıa del

potencial no lineal en el marco de la transformación de Hankel.
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Por último, finalizamos este caṕıtulo dando varias aplicaciones, prin-

cipalmente a la hora de resolver ecuaciones diferenciales que involucran

al operador diferencial de Bessel ∆µ ≡ x−2µ−1Dx2µ+1D.



Caṕıtulo I

Transformaciones de

Krätzel clásicas

I.1 Introducción

Las transformaciones integrales

(
K(ρ)

ν f
)
(x) =

∫ ∞

0
Zν
ρ (xy)f(y)dy, x > 0 (1.1.1)

y

L(ρ)
α (f)(x) =

∫ ∞

0
λ(ρ)α (xy)f(y)dy, x > 0 (1.1.2)

fueron introducidas por E. Krätzel en [67],[63],

15
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donde Zν
ρ (x), λ

(ρ)
α (x) denotan las funciones

Zν
ρ (x) =

∫ ∞

0
tν−1e−tρ−x

t dt

y

λ(ρ)α (x) =
(2π)(ρ−1)/2ρ1/2

Γ(α+ 1− (1/ρ))
(
x

ρ

)ρα ∫ ∞

1
(tρ − 1)α−(1/ρ)e−xtdt, x > 0

(1.1.3)

con ρ > 0, ν ∈ C y α > −1 + 1/ρ.

Como casos particulares, tenemos que la K
(ρ)
ν transformación se re-

duce a la transformación de Meijer cuando ρ = 1 y a la transformación

de Laplace cuando ρ = 1, ν = ±1
2 . En 1987, J. Rodŕıguez, J. Trujillo y M.

Rivero [100] generalizan los resultados de Krätzel demostrando que Zν
ρ

es una solución de una ecuación diferencial que involucra a una derivada

fraccionaria de tipo Weyl ([61],[103]). Además establecen un cálculo

operacional y dan aplicaciones para resolver ciertas ecuaciones diferen-

ciales y en derivadas parciales. Por otro lado, la transformación L(ρ)
α fue

ampliamente estudiada por J. J. Betancor y J. Barrios en ([7],[8]).

En este caṕıtulo estudiamos propiedades inéditas de la transfor-

mación (1.1.1) y (1.1.2) completando algunos aspectos los trabajos ante-

riores.

Para ello, inicialmente recordamos las principales propiedades de los
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núcleos Zν
ρ , λ

(ρ)
α y establecemos una importante igualdad de Parseval

para la K
(ρ)
ν transformación, que nos será de gran utilidad. En la ter-

cera sección recordamos una fórmula de inversión compleja dada en [67]

por E. Krätzel y logramos dos nuevas fórmulas de inversión reales. El

cuarto apartado se dedica a estudiar teoremas de tipo abeliano, mientras

que en la sección quinta estudiamos teoremas tauberianos para la K
(ρ)
ν

transformación. En el sexto apartado obtenemos determinadas desigual-

dades con peso para la transformación (1.1.1). Por último, establecemos

que el núcleo que comparece en (1.1.3) verifica varias ecuaciones dife-

renciales de orden fraccionario.

I.2 Las funciones Z
ν

ρ
(z) y λ

(ρ)
α
(x). Propiedades

A continuación veremos algunas propiedades de las funciones Zν
ρ (x)

y λ
(ρ)
α (x) que nos serán útiles en el estudio abordado en los próximos

párrafos. Las citadas propiedades fueron establecidas en [63], [67] y [59],

a los cuales remitimos para los detalles de la demostración de cada una

de ellas.

Si aplicamos el teorema de Fubini, podemos obtener sin dificultad la
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transformación de Mellin de la función Zν
ρ (x), es decir,

M
{
Zν
ρ (x)

}
(s) =

1

ρ
Γ(s)Γ

(
s+ ν

ρ

)
(1.2.1)

si Re s+min(0,Re ν) > 0, donde

M{f} (s) =
∫ ∞

0
f(x)xs−1dx.

Será de suma utilidad el comportamiento de la función Zν
ρ (x) frente

a ciertos operadores diferenciales

d

dx
Zν+1
ρ (x) = −Zν

ρ (x) (1.2.2)

y

xν−ρ+1Dxρ−νDρ
k Z

ν
ρ (x) = −ρZν

ρ (x) (1.2.3)

donde Dρ
k es la derivada fraccionaria de Weyl ([61],[103]), es decir,

(Dρ
k f)(z) = (−D)nKn−ρf(z),

siendo n = 1 + [ρ] ( [.] denota la función parte entera ) y

Kαf(x) =
1

Γ(α)

∫ ∞

x
(t− x)−α−1f(t)dt,

para x > 0.

Además en [63] podemos ver la siguiente propiedad
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Dλ(ρ)α (z) = −
(
z

ρ

)ρ−1

λ
(ρ)
α−1(z). (1.2.4)

Recordemos que el comportamiento asintótico de λ
(ρ)
α (x) viene dado

por:

Para x→ 0

λ(ρ)α (x) =



c1 + o(1) Reα > 0
c2 log(x/ρ) + o(1) Reα = 0
c3 (x/ρ)

ρα + o(1) Reα < 0
(1.2.5)

donde c1, c2, c3 son constantes,

y para x→∞
λ(ρ)α (x) = O(e−z). (1.2.6)

Por otra parte, resulta de particular interés las representaciones

asintóticas de Zν
ρ (x) cerca del origen y del infinito

Zν
ρ (x) ∼




1
ρΓ

(
ν
ρ

)
si Re ν > 0

1
ρΓ

(
ν
ρ

)
+Γ(−ν)xν si Re ν = 0, Im ν �= 0

− log x si ν = 0
Γ(−ν)xν si Re ν < 0

(1.2.7)

cuando x→ 0+

y

Zν
ρ (x) ∼ γ1x(2ν−ρ)/(2ρ+2)e−γ2xρ/(ρ+1)

, (1.2.8)
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cuando x→∞, donde

γ1 =

(
2π

ρ+ 1

)1/2

ρ−(2ν+1)/(2ρ+2), γ2 = (1 + 1/ρ)ρ
1/(ρ+1).

A continuación establecemos una igualdad de Parseval para la K
(ρ)
ν

transformación.

Lema I.2.1 Si f, g ∈ L1((0,∞)), entonces
∫ ∞

0
f(x)

(
K(ρ)

ν g
)
(x)dx =

∫ ∞

0

(
K(ρ)

ν f
)
(x)g(x)dx (1.2.9)

siempre que Re ν > 0 y ρ > 0.

Demostración: Para demostrar (1.2.9) es suficiente observar que

∫ ∞

0
f(x)

(
K(ρ)

ν g
)
(x)dx =

∫ ∞

0
f(x)

∫ ∞

0
Zν
ρ (xy)g(y)dydx =

=

∫ ∞

0
g(y)

∫ ∞

0
Zν
ρ (xy)f(x)dxdy =

=

∫ ∞

0
g(y)

(
K(ρ)

ν f
)
(y)dy.

Nótese que el intercambio en el orden de integración está justifi-

cado porque la función Zν
ρ (x) está acotada en (0,∞) por las condiciones

impuestas.

Se pueden establecer condiciones más generales en las que la igualdad

de Parseval se verifica (véase, por ejemplo para transformada de Hankel

[94]).
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I.3 Fórmulas de inversión

En este eṕıgrafe, logramos varias fórmulas de inversión para la transfor-

mación integral K
(ρ)
ν .

Primeramente, se expone una fórmula de inversión compleja para la

K
(ρ)
ν transformación y luego se establecen varias fórmulas de inversión

reales inéditas para la K
(ρ)
ν .

C. Nasim en ([88],[90]) demuestra algunas fórmulas de inversión para

la transformación de Meijer y otros operadores integrales que contienen

funciones de Whittaker. En el método que utiliza, emplea operadores

diferenciales de orden infinito. Aqúı usamos un procedimiento similar

para obtener algunas fórmulas de inversión para la K
(ρ)
ν - transformada

integral, y como caso especial, conseguimos una fórmula de inversión

para la transformación de Meijer. Utilizando este método, se logran dos

fórmulas de inversión reales inéditas para la transformación de Krätzel,

de las cuales, como casos particulares se obtienen fórmulas para la trans-

formación de Laplace y Meijer (K- transformación).
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I.3.1 Fórmula de inversión compleja

E. Krätzel [67] estableció la primera fórmula de inversión para la trans-

formación K
(ρ)
ν . Para ello, utiliza la función de E. M. Wright [121]

Φ (ρ, β; z) =
∞∑
n=0

zn

n!Γ(ρn+ β)

donde 0 < ρ <∞, β ∈ R. En el caso de que ρ = 1, la función de E. M.

Wright se reduce a una modificación de la conocida función de Bessel

Jν , de primera especie y de orden ν, a saber,

Φ

(
1, ν + 1;−z

2

4

)
=

(
z

2

)−ν

Jν(z)

Las propiedades que a continuación recogemos en los siguientes lemas

se pueden encontrar en [67] y nos serán útiles para demostrar poste-

riormente un teorema de inversión.

Lema I.3.1 Para Re γ > −1, Re ν > −1−Reγ, se tiene

K(ρ)
ν

{
Φ

(
1

ρ
,
ν + 1

ρ
; z

)}
(y) =

1

ρ
· 1

s− 1

Lema I.3.2 Sean α1, α2 constantes positivas y β = (ρ + 1)−ρ/(ρ+1),

entonces

Φ

(
1

ρ
,
ν + 1

ρ
; z

)
= α1 · z

ρ−2ν−2
2(ρ+1) exp

(
β · zρ/(ρ+1)

){
1 +O(z−ρ/(ρ+1))

}
+



I.3. Fórmulas de inversión 23

+α2 ·
(
e2πiz

)ρ−2ν−2
2(ρ+1) exp

(
β ·

(
e2πiz

)ρ/(ρ+1)
){

1 +O(z−ρ/(ρ+1))
}

para −2π < arg z < 0, y

Φ

(
1

ρ
,
ν + 1

ρ
; z

)
= α1 ·

(
e−2πiz

) ρ−2ν−2
2(ρ+1) exp

(
β ·

(
e−2πiz

)ρ/(ρ+1)
)
·

·
{
1 +O(z−ρ/(ρ+1))

}
+α2 · z

ρ−2ν−2
2(ρ+1) exp

(
β · zρ/(ρ+1)

){
1 +O(z−ρ/(ρ+1))

}
para 0 < arg z < 2π.

Véase [67], para el siguiente:

Teorema I.3.1 Sea F (s) una función compleja y holomorfa sobre el

dominio

G =

{
s : Re s

ρ
ρ+1 ≥ c, |arg s| ≤ π

2

(
1 +

1

ρ

)
, ρ ≥ 1

}

donde c es una constante adecuada. Asumimos que se satisface lo si-

guiente:

(i) El camino de integración es Σ y viene dado por Re s
ρ

ρ+1 = c con

|arg s| → π
2

(
1 + 1

ρ

)
para |s| → ∞.

(ii) En Σ, F (s) converge uniformemente a 0 en arg s para |s| → ∞ y

existe ∫
Σ

F (σ)

σ
dσ.

(iii) La integral

∫
Σ

∣∣∣∣σ ρ−2ν−2
2(ρ+1)

−ν
F (σ)

∣∣∣∣ |dσ| <∞.
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Bajo estas condiciones se sigue que

f(t) =
ρ

2πi

∫
Σ
σ−νF (σ)Φ

(
1

ρ
,
ν + 1

ρ
;σt

)
dσ,

donde F (s) = K
(ρ)
ν {f} (s).

Por lo tanto, la transformación integral K
(ρ)
ν y su fórmula de in-

versión compleja vienen dadas por:

F (x) = K
(ρ)
ν {f} (x) = ∫∞

0 Zν
ρ (xy)f(y)dy

f(t) = ρ
2πi

∫
Σ σ

−νF (σ)Φ
(
1
ρ ,

ν+1
ρ ;σt

)
dσ




I.3.2 Fórmulas de inversión reales

Muchos autores han establecido fórmulas de inversión para una gran

variedad de transformaciones integrales empleando operadores de deriva-

ción infinita. Entre ellos podemos destacar a, D. V. Widder [120], I. I.

Hirschman y D. V. Widder [51], C. Nasim ([88],[89] y [90]) y J.J. Betan-

cor y J. Barrios ([7],[8]). Siguiendo un procedimiento análogo al desarro-

llado por los autores anteriores, probamos varias fórmulas de inversión

reales, obteniendo como casos especiales teoremas para las transforma-

ciones de Laplace y Meijer.

En principio, se considera oportuno hacer algunas consideraciones
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sobre el cálculo operacional del operador δ = −x d
dx

(véase [88]) que nos

serán imprescindibles en lo que sigue.

Es fácil ver que si n ∈ N

δn
[
x−s] = sn · x−s, s ∈ C,

y por lo tanto, si p(x) es un polinomio, se tiene

p(δ)
[
x−s] = p(s) · x−s, s ∈ C.

Por otro lado, si f(s) = lim
k→∞

pk(s), s ∈ C, donde pk es una sucesión

de polinomios, podemos definir

f(δ)
[
x−s] = lim

k→∞
pk(δ)

[
x−s] , s ∈ C,

y entonces

f(δ)
[
x−s] = f(s) · x−s, s ∈ C.

Proposición I.3.1 Si f ∈ L2((0,∞)), Re ν > −1
2 satisfaciendo∫ 1

0
xRe ν |f(x)|dx <∞, (1.3.1)

para Re ν ≤ 0,
entonces

R(δ)
[
K(ρ)

ν f
]
=
1

x
f

(
1

x

)
, c.p.t. (x > 0)

siendo R(δ) = ρ
1

Γ(δ)Γ(δ+ν
ρ )

y δ= −x d
dx
.
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Demostración: De acuerdo con [90, Pag. 140, (2.5)] tenemos

R(δ)
[
x−s] = 1

M(Zν
ρ )(s)

· x−s. (1.3.2)

Ahora bien, como por hipótesis f ∈ L2((0,∞)) y dado que Re ν > −1
2 ,

tenemos que el núcleo Zν
ρ ∈ L2((0,∞)), entonces la K(ρ)

ν - transformada

existe y es absolutamente integrable ya que se cumple (1.3.1).

Además las transformadas deMellin de las funciones f y Zν
ρ pertenecen

a L2(12 − i∞, 12 + i∞). Por lo tanto, utilizando [35, (13), p.308] y el teo-
rema de Parseval para funciones de L2((0,∞)) [115] tenemos

(
K(ρ)

ν f
)
(x) =

∫ ∞

0
Zν
ρ (yx)f(x)dx =

=
1

2πi

∫ 1
2
+i∞

1
2
−i∞

M(Zν
ρ )(s)Mf(1− s)x−sds,

aplicando el operador R(δ) se logra

R(δ)
[
K(ρ)

ν f
]
= R(δ)

[
1

2πi

∫ 1
2
+i∞

1
2
−i∞

M(Zν
ρ )(s)Mf(1− s)x−sds

]
=

=
1

2πi

∫ 1
2
+i∞

1
2
−i∞

M(Zν
ρ )(s)Mf(1− s)R(δ) [x−s] ds.

Usando la propiedad (1.3.2), y simplificando se obtiene

R(δ)
[
K(ρ)

ν f
]
=

1

2πi

∫ 1
2
+i∞

1
2
−i∞

Mf(1− s)x−sds =

=
1

x
f

(
1

x

)
c.p.t. (x > 0),

ya que existe la transformada de Mellin de 1/xf(1/x).



I.3. Fórmulas de inversión 27

Corolario I.3.1 Sean f ∈ L2((0,∞)), Re ν > −1
2 y∫ 1

0
xRe ν |f(x)| dx <∞

para Re ν ≤ 0. Si

K(ρ)
ν f =

∞∑
n=0

anx
−n−α, (x > r),

para algunas constantes r y α, entonces

f(x) = ρ
∞∑

n=0

an
xn+α+1

Γ(n+ α)Γ(n+α+ν
ρ )

, (1.3.3)

(x > R), para cierta constante R.

Demostración: Sea

R(δ) = ρ
1

Γ(δ)Γ(δ+ν
ρ )

.

Por la Proposición I.3.1 tenemos que

1

x
f

(
1

x

)
= R(δ)

[
K(ρ)

ν f
]
=

= R(δ)

[
∞∑
n=0

anx
−n−α

]
=

=
∞∑
n=0

anR(δ)
[
x−n−α] =

=
∞∑
n=0

anR(n+ α)x
−n−α =

= ρ
∞∑

n=0

an
x−n−α

Γ(n+ α)Γ(n+α+ν
ρ )

.

Por lo tanto se sigue (1.3.3).



28 Caṕıtulo I. Transformaciones de Krätzel clásicas

Teorema I.3.2 Dada f ∈ L2((0,∞)) tal que

F (s) =M{f}(s) ∈ L1
(
1

2
− i∞, 1

2
+ i∞

)

y ∫ 1

0
x |f(x)|dx <∞.

Si denotamos G(y) =
(
K

(ρ)
ν f

)
(y), y definimos

H(z) = ρ
∫ ∞

0
Φ

(
1

ρ
,
ν + 1

ρ
; zy

)
G(y)dy,

donde

Φ(ρ, β; z) =
∞∑
n=0

zn

n!Γ(ρn+ β)
.

Entonces
2

π
sin

(
π

2
δ

)
H(z) = f(z)

para casi todo z > 0, siempre que Re ν > −1.

Demostración: Nótese queG(y) =
(
K

(ρ)
ν f

)
(y) es absolutamente conver-

gente debido a las hipótesis y a los comportamientos asintóticos (1.2.7)

y (1.2.8).

Podemos reescribir H(z) como sigue

H(z) = ρ
∫ ∞

0
Φ

(
1

ρ
,
ν + 1

ρ
; zy

)
G(y)dy =

= ρ
∫ ∞

0
Φ

(
1

ρ
,
ν + 1

ρ
; zy

)(∫ ∞

0
Zν
ρ (xy)f(x)dx

)
dy =

= ρ
∫ ∞

0
f(x)

∫ ∞

0
Zν
ρ (xy)Φ

(
1

ρ
,
ν + 1

ρ
; zy

)
dydx.
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El intercambio en el orden de integración está justificado por la con-

vergencia absoluta de la correspondiente integral doble.

Ahora, haciendo el cambio zy = ξ y utilizando el desarrollo en serie

de la función de E. M. Wright se tiene

H(z) = ρ
∫ ∞

0
z−1f(x)

∫ ∞

0
Zν
ρ (
x

z
ξ)

∞∑
n=0

(−ξ)n
n!Γ

(
n+ν+1

ρ

)dξdx,
como es absolutamente convergente,

H(z) = ρ
∫ ∞

0
z−1f(x)

∞∑
n=0

(−1)n
n!Γ

(
n+ν+1

ρ

) ∫ ∞

0
Zν
ρ (
x

z
ξ)ξndξdx,

en virtud de [67, pag. 150] y de que Re ν > −1 resulta

H(z) =

∫ ∞

0
x−1f(x)

∞∑
n=0

(
−z
x

)n

dx =

∫ ∞

0
x−1f(x)k(z/x)dx,

donde k(u) =
1

1 + u2
∈ L2((0,∞)).

Por lo tanto, según la conocida ecuación de Parseval para la trans-

formada de Mellin (véase ([115, p. 60])) obtenemos

H(z) =
1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
F (s)K(s) z−sds.

siendo K(s) =M{k}(s) = π
2 cosec(

π
2 s) [36, p. 309, (11)].

Consideremos el operador K(δ) = π
2 cosec(

π
2 δ), donde δ = −x d

dx .
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La representación de sen z, como producto infinito nos permite definir

el operador inverso por

(K(δ))−1 [z−s] = 2

π
sin

(
π

2
δ

)[
z−s] = lim

l→∞
δ

l∏
k=1

(
1− δ2

4k2

)[
z−s] ,

con s ∈ C. Luego tenemos que

(K(δ))−1H(z) =
1

2πi
lim
l→∞

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
F (s)


 ∞∏
k=l+1

(
1− δ2

4k2

)−1

z−sds.

Ahora bien, ya que F (s) ∈ L1((12 − i∞, 12 + i∞)), podemos aplicar el
teorema de la convergencia dominada y utilizando la fórmula de inversión

para la transformación integral de Mellin [115, p. 46] se logra

(K(δ))−1H(z) =
1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
F (s) z−sds = f(z)

para casi todo z > 0.

I.4 Teoremas de tipo Abeliano para la K
(ρ)
ν

Por teoremas abelianos se entienden los resultados en los que se

prueba que el comportamiento de la transformada de una función f

cerca de un punto dado, queda determinado por el comportamiento de

la propia función f .
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La denominación de teoremas abelianos viene de que son una gene-

ralización de un conocido teorema de Abel. En éste se afirma que si

f(x) viene definida por la serie

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n, (|x| < 1),

entonces lim
x→1−

f(x) =
∞∑
n=0

an, siempre que la serie converja. Tambíen

puede encontrarse un resultado similar en forma integral, a saber, si

F (y) viene definida para cada y > 0 por la integral convergente siguiente

F (y) =
∫ ∞

0
e−xyf(x)dx

entonces lim
y→0+

F (y) =
∫∞
0 f(x)dx, siempre y cuando la integral converja.

Muchos autores han investigado resultados de este tipo para una

amplia clase de transformaciones integrales. Destacamos, entre otros,

los recogidos por G. Doetsch [33] y R. A. Handelsman y J. S. Lew [46],

para la transformación de Laplace; por J.L. Griffith [43] y [44], el cual

estudia la transformación de Hankel; por A.H. Zemanian [125] y K.

Soni y R. P. Soni [109] y [110] que consideran la K-transformación y la

transformación de Hankel; por R. D. Carmichael y R. S. Pathak [17],

[18] y [19], que analizan diversas generalizaciones de la transformación

de Laplace; por J. A. Barrios y J. J. Betancor ([7],[8]), que logran impor-

tantes resultados para la transformación integral L(ρ)
α .
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En los eṕıgrafes que exponemos a continuación establecemos teore-

mas abelianos que suponen una generalización de los resultados obtenidos

para la transformación de Meijer por A. H. Zemanian [125] y para la

transformación de Laplace por G. Doestsch [33].

En el primer párrafo son presentados resultados que relacionan el

valor inicial (y → 0) o final (y → ∞) de la transformada K(ρ)
ν de una

función f con el valor final (x → ∞) o inicial (x → 0) de la propia

función f , respectivamente.

Para nuestros propósitos, es necesario introducir la función G(ν, ρ, η)

que viene dada por

G(ν, ρ, η) =
1

ρ
Γ(η + 1)Γ

(
η + 1+ ν

ρ

)
,

Re η +min (1, 1 +Re ν) > 0, ν ∈ C.

A continuación, vemos algunos teoremas de valor inicial y final para

la transformación K
(ρ)
ν .

Teorema I.4.1 Sean η, ν ∈ C con Re η + min(1, 1 + Re ν) > 0. Con-

sideremos f(x) una función localmente integrable sobre (0,∞) tal que

existe un número positivo c para el cual

∫ ∞

K
e−cxρ/(ρ+1) |f(x)| dx <∞,
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donde K > 0.

Si

lim
x→0+

x−ηf(x) = α (1.4.1)

con α ∈ C, entonces

lim
y→∞

yη+1
(
K(ρ)

ν f
)
(y) = αG(ν, ρ, η).

Demostración: Haciendo uso de (1.2.1) tenemos que

G(ν, ρ, η) =

∫ ∞

0
uηZν

ρ (u)du.

Entonces, podemos escribir

yη+1
(
K(ρ)

ν f
)
(y)− αG(ν, ρ, η) = y

∫ ∞

0
f(x)x−η(xy)ηZν

ρ (xy)dx−

− αyη+1
∫ ∞

0
xηZν

ρ (xy)dx =

= y

∫ ∞

0
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx.

Por lo tanto, para cada K > 0

∣∣∣yη+1
(
K(ρ)

ν f
)
(y)− αG(ν, ρ, η)

∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∣y
∫ K

0
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣y
∫ ∞

K
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx

∣∣∣∣ .
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Por otro lado∣∣∣∣∣y
∫ K

0
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx

∣∣∣∣∣ ≤M sup
0<x<K

∣∣f(x)x−η − α∣∣ ,
(1.4.2)

siendo

M =M
{
Zν
ρ

}
(η + 1) =

∫ ∞

0
uηZν

ρ (u)du <∞,

ya que Re η +min(1, 1 +Re ν) > 0.

En virtud del comportamiento asintótico (1.2.8) tenemos∣∣∣∣y
∫ ∞

K
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx

∣∣∣∣ ≤
≤M1y

η+1+
(2ν−ρ)
2ρ+2 e−γ2(Ky)ρ/(ρ+1)+(Kc)ρ/(ρ+1) ·

·
∫ ∞

K
|f(x)− αxη|x

(2ν−ρ)
2ρ+2 e−cx

ρ/(ρ+1)

dx,

para cierta constante M1. Luego tomado c tal que c < γ2 y
(ρ+1)/ρ,

y
∫ ∞

K
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx→ 0, as y →∞. (1.4.3)

Combinando ahora (1.4.1), (1.4.2) y (1.4.3) podemos deducir

lim
y→∞

yη+1(K(ρ)
ν f)(y) = αG(ν, ρ, η).

Observando las ideas desarrolladas por J. L. Griffith [44] en su estu-

dio de la transformación de Hankel, podemos obtener la siguiente gene-

ralización del Teorema I.4.1.
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Teorema I.4.2 Sean η, ν ∈ C siendo Re η+min(2, 2+Re ν) > 0 y f(x)

una función n-veces diferenciable (0 < x <∞), con n ≥ 1, satisfaciendo

(i) Si Re ν > −1, limx→0+

(
d
dx

)k−1
(f(x)) = 0;

si Re ν < −n, limx→0+ x
ν+k

(
d
dx

)k−1
(f(x)) = 0;

si ∃k1, 1 ≤ k1 ≤ n : Re ν+k1 = 0, limx→0+ x
ν+k1

(
d
dx

)k−1
(f(x))=0,

para cada k = 1, . . . , n,

(ii) limx→∞ e
−γ2xρ/ρ+1

(
d
dx

)k−1
(f(x)) = 0, para k = 1, . . . , n, siendo

γ2 la que aparece en (1.2.8),

(iii) existe una constante c > 0 para la cual
(

d
dx

)n
(f(x)) e−cxρ/(ρ+1)

es

localmente integrable sobre (0,∞) y absolutamente integrable sobre

(K,∞), para cada K > 0,

(iv) limx→0+ x
−η

(
d
dx

)n
(f(x)) = α, (α ∈ C),

entonces

lim
y→∞

yn+η+1
(
K(ρ)

ν f
)
(y) = αG(ν, ρ, η + n). (1.4.4)

Demostración: En virtud de (1.2.2) tenemos:

(
d

dx

)k

Zν+k
ρ (xy) = (−1)kykZν

ρ (xy). (1.4.5)

Consideremos ahora

F (y, a, b) =
∫ b

a
Zν
ρ (xy)f(x)dx,
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donde 0 < a < b <∞.
De acuerdo con (1.4.5) e integrando por partes conseguimos,

F (y, a, b) = −
∫ b

a
y−1 d

dx

(
Zν+1
ρ (xy)

)
f(x)dx =

= −y−1f(x) · Zν+1
ρ (xy)

]x=b

x=a
+ y−1

∫ b

a
Zν+1
ρ (xy)

d

dx
f(x)dx.

y reiterando el proceso n-veces:

F (y, a, b) = −
n∑

k=1

y−k
(
d

dx

)k−1

(f(x)) · Zν+k
ρ (xy)

]x=b

x=a

+

+y−n
∫ b

a
Zν+n
ρ (xy)

(
d

dx

)n

f(x)dx.

Recordando el comportamiento asintótico de Zν
ρ ((1.2.8), (1.2.7)) y

teniendo en cuenta i) y ii) conseguimos

∫ ∞

0
Zν
ρ (xy)f(x)dx = y

−n
∫ ∞

0
Zν+n
ρ (xy)

(
d

dx

)n

(f(x))dx,

para y lo suficientemente grande.

Luego, en virtud de iii) y iv) podemos aplicar el Teorema I.4.1 y

lograr (1.4.4) siempre que Re η +min(2,Re ν + 2) > 0.

El siguiente resultado tiene un carácter más general que los presen-

tados en los Teoremas I.4.1 y I.4.2.

Teorema I.4.3 Sean f y ψ, 0 ≤ x <∞, dos funciones que satisfacen:
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(i) f y ψ son continuas sobre 0 ≤ x ≤ K, para algún K > 0, y

ψ(x) > 0 para cada x ∈ [0,K],

(ii) f y ψ pertencen a L1((0,∞)), y

(iii) lim
x→0+

f(x)

ψ(x)
= A, para cierta constante A.

Entonces

lim
y→∞

F (y)

Φ(y)
= A,

siendo F (y) =
(
K

(ρ)
ν f

)
(y) y Φ(y) =

(
K

(ρ)
ν ψ

)
(y).

Demostración: Puesto que la función
f(x)

ψ(x)
es continua y ψ(x) > 0 sobre

[0, τ ] para cada 0 < τ < K, podemos aplicar el primer teorema del valor

medio integral, obteniendo

∫ τ

0
Zν
ρ (xy)f(x)dx =

∫ τ

0
Zν
ρ (xy)

f(x)

ψ(x)
ψ(x)dx =

f(z)

ψ(z)

∫ τ

0
Zν
ρ (xy)ψ(x)dx,

(1.4.6)

para cada y > 0 y cierta z ∈ (0, τ), z dependiendo de y.
Definimos ahora

F1(y) =

∫ τ

0
Zν
ρ (xy)f(x)dx

y

Φ1(y) =

∫ τ

0
Zν
ρ (xy)ψ(x)dx.
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Entonces (1.4.6) toma la forma

F1(y)

Φ1(y)
=
f(z)

ψ(z)
. (1.4.7)

Por iii) deducimos de (1.4.7) que

∣∣∣∣F1(y)Φ1(y)
−A

∣∣∣∣ < ε, para todo y > 0, ε > 0. (1.4.8)

Por otro lado, definiendo

F2(y) =
∫ ∞

τ
Zν
ρ (xy)f(x)dx,

Φ2(y) =

∫ ∞

τ
Zν
ρ (yx)ψ(x)dx,

tenemos

|F2(y)| ≤ Zν
ρ (τy) ·

∫ ∞

τ
|f(x)| dx

y

|Φ2(y)| ≤ Zν
ρ (τy) ·

∫ ∞

τ
|ψ(x)|dx

ya que Zν
ρ (x) es una función decreciente (de acuerdo con (1.2.2)) y no

negativa (véase su representación matricial) sobre 0 < z <∞ para todo

ν ∈ C.

Además, aplicando el teorema del valor medio y que Zν
ρ (x) es una

función decreciente, obtenemos

Φ1(y) ≥
∫ τ/2

τ/4
Zν
ρ (xy)ψ(x)dx ≥

τ

4
mZν

ρ

(
τ

2
y

)
,
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donde m denota una cota inferior para ψ sobre
[ τ
4 ,

τ
2

]
. Por lo tanto

Zν
ρ

(
τ

2
y

)
≤ 2Φ1(y)/mτ.

Ahora, en virtud de (1.2.8) se consigue

|Φ2(y)| ≤M e−γ2(τy/2)ρ/(ρ+1) |Φ1(y)|

y

|F2(y)| ≤M1e
−γ2(τy/2)ρ/(ρ+1) |F1(y)|

para M y M1 constantes positivas e y suficientemente grande.

Por lo tanto

lim
y→∞

Φ2(y)

Φ1(y)
= lim

y→∞

F2(y)

F1(y)
= 0, (1.4.9)

y de acuerdo con (1.4.8) y (1.4.9) podemos concluir que

lim
y→∞

K
(ρ)
ν f(y)

K
(ρ)
ν ψ(y)

= A.

A continuación establecemos otros dos teoremas para la transfor-

mación K
(ρ)
ν .

Teorema I.4.4 Sean η, ν ∈ C tal que Re η + min(1, 1 + Re ν) > 0.

Consideremos una función f(x), 0 < x <∞, localmente integrable sobre

(0,∞) satisfaciendo
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(i) Para cadaK > 0, f(x) ∈ L1((0,K)), cuando Re ν > 0; f(x) log x ∈
L1((0,K)), para ν = 0; f(x)(1 + xν) ∈ L1((0,K)), si Re ν = 0,

Im ν �= 0; y f(x)xν ∈ L1((0,K)), para Re ν < 0.

(ii) lim
x→∞

x−ηf(x) = α, para cierta α ∈ C.

Entonces

lim
y→0+

yη+1
(
K(ρ)

ν f
)
(y) = αG(ν, ρ, η).

Demostración: La prueba es similar a la empleada en el Teorema I.4.1.

Para cada y > 0 y K > 0, conseguimos

yη+1
(
K(ρ)

ν f
)
(y)− αG(ν, ρ, η) = y

∫ K

0
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx+

+y
∫ ∞

K
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx,

con K > 0.

Por otro lado

∣∣∣∣y
∫ ∞

K
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx

∣∣∣∣ ≤
≤ sup

K<x<∞

∣∣f(x)x−η − α∣∣ · ∫ ∞

0
uηZν

ρ (u)du. (1.4.10)

Además, según (1.2.7),

∣∣∣∣∣y
∫ K

0
(f(x)x−η − α)(xy)ηZν

ρ (xy)dx

∣∣∣∣∣ ≤
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≤




yη+1M
∫ K

0
|f(x)− αxη| dx si Re ν > 0

yη+1M
∫ K

0
|f(x)− αxη| (1 + xν)dx si Re ν = 0, Im ν �= 0

yη+1M
∫ K

0
|f(x)− αxη| log xdx si ν = 0

yη+1M
∫ K

0
|f(x)− αxη|xνdx si Re ν < 0

(1.4.11)

para cierta M > 0.

Por lo tanto usando (1.4.10) y (1.4.11) obtenemos el resultado de-

seado.

Observación I.4.1 Nótese que los Teoremas I.4.1 y I.4.4 generalizan

a los dados por A. H. Zemanian [125] para la transformación de Meijer.

Teorema I.4.5 Sean η, ν ∈ C tal que Re η + min(2, 2 + Re ν) > 0.

Consideremos una función f(x), 0 < x <∞, n-veces diferenciable, con

n ≥ 1, tal que
(

d
dx

)n
(f(x)) es localmente integrable sobre (0,∞) y sa-

tisface

(i) Para cada K > 0,
(

d
dx

)n
f(x) ∈ L1((0,K)), para Re ν > 0;

log x
(

d
dx

)n
f(x) ∈ L1((0,K)), para ν = 0; (1 + xν)

(
d
dx

)n
f(x) ∈

L1((0,K)), para Re ν = 0, Im ν �= 0; y xν
(

d
dx

)n
f(x) ∈ L1((0,K)),

para Re ν < 0,

(ii) limx→0+

(
d
dx

)k−1
(f(x)) = 0, para cada k = 1, . . . , n,
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(iii) limx→∞ e
−γ2xρ/ρ+1

(
d
dx

)k−1
(f(x)) = 0, para k = 1, . . . , n, y

(iv) lim
x→∞

x−η
(
d

dx

)n

(f(x)) = α, con α ∈ C.

Entonces

lim
y→0+

yn+η+1
(
K(ρ)

ν f
)
(y) = αG(ν, ρ, η + n).

Demostración: Para su demostración se siguen los pasos del Teorema

I.4.2.

I.5 Teoremas de tipo tauberiano

Se conocen como teoremas de tipo tauberiano para una transfor-

mación integral, aquéllos que permiten obtener el comportamiento de

una función f(x) a partir del de su correspondiente transformada de f.

Numerosos autores han establecido resultados de este tipo para diversas

transformaciones integrales (véanse, por ejemplo, [33], [94] y [6]). Esta

sección, la dedicamos a obtener los teoremas tauberianos para la trans-

formación de Krätzel K
(ρ)
ν . El método utilizado hace uso de la igualdad

de Parseval (1.2.9) y de un procedimiento similar al empleado por J. R.

Ridenhour y R. P. Soni [94] en su estudio sobre la transformación de

Hankel. Nuestros resultados generalizan a los logrados por J. Karamata

[56] y G. Doestch [32] para la transformación de Laplace.
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La siguiente proposición es análoga a una establecida por J. Karamata

[57, p. 28] para la transformación de Laplace, donde L(x) denotará una

función de variación lenta en el sentido de J. Karamata [56] y L denota
la transformación de Laplace.

Proposición I.5.1 Sean γ, ν ∈ R, γ < 0 y ν > 0. Supongamos

que f(x) es una función no negativa para x > 0 y f(x) pertenece a

L1((0,∞)). Además definimos

α(u; f) =

∫ u

0
t−2ν−1L

{
xνf(x); t−2ρ2

}
dt

y

X(s) =
∫ ∞

0
e−sug(e−su)dα(u; f),

donde g es una función de variación acotada en [0, 1].

Si F (y) = K
(ρ)
ν f(y) � yγL(1/y), cuando y → 0+, entonces

X(s) � Γ(1/2− γ)
Γ(−2γ) 2−2γ−1π−1/2s2γL(4s−2)

∫ ∞

0
e−ug(e−u)u−2γ−1du,

cuando s→ 0+.

Demostración: Definimos

H(s) =
∫ ∞

0
y−

3
2 e−

1
4
s2y−1

F (y)dy.

De acuerdo con la igualdad de Parseval (1.2.9), conseguimos

H(s) =

∫ ∞

0
K(ρ)

ν

{
y−

3
2 e−

1
4
s2y−1

}
(x)f(x)dx =
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= 2π1/2s−1ρ−1
∫ ∞

0
xνL

{
τν/ρ−1e−sτ−1/(2ρ)

;xρ
}
f(x)dx, (1.5.1)

dado que

K(ρ)
ν

{
y−

3
2 e−

1
4
s2y−1

;x
}
= 2π1/2s−1ρ−1xνL

{
τν/ρ−1e−sτ−1/(2ρ)

;xρ
}
.

Esta última igualdad puede ser demostrada usando [36, p. 245] ó [67, p.

150].

Además, haciendo el cambio de variable (y−1 = u) obtenemos

H(s) =

∫ ∞

0
y−

3
2 e−

1
4
s2y−1

F (y)dy =

= L
{
u−1/2F (u−1); 1/4s2

}
.

Por otro lado, ya que F (y) = K
(ρ)
ν f(y) � yγL(1/y), cuando y → 0+,

entonces

u−1/2F (u−1) � u−1/2−γL(u),

cuando u→∞.
Por lo tanto, utilizando un teorema abeliano para la transformación

de Laplace (véase [32, p. 460]) conseguimos

H(s) � Γ(1/2− γ)(2−1s)2γ−1L(4s−2), (1.5.2)

cuando s→ 0+.



I.5. Teoremas de tipo tauberiano 45

Además de la igualdad de Parseval para la transformación de Laplace

inferimos de (1.5.1)

H(s) = 2π1/2s−1ρ−1
∫ ∞

0
L
{
τν/ρ−1e−sτ−1/(2ρ)

;xρ
}
xνf(x)dx =

= 2π1/2s−1ρ−1
∫ ∞

0
yν/ρ−1e−sy−1/(2ρ)L{xνf(x); yρ} dy,

y haciendo el cambio de variable y−1/(2ρ) = u, tenemos

H(s) = 22π1/2s−1
∫ ∞

0
e−sudα(u; f) (1.5.3)

donde

α(u; f) =
∫ u

0
t−2ν−1L

{
xνf(x); t−2ρ2

}
dt.

Combinando (1.5.2) y (1.5.3) deducimos

∫ ∞

0
e−sudα(u; f) � 2−2γ−1π−1/2Γ(1/2− γ)s2γL(4s−2),

cuando s→ 0+.

Por lo tanto recurriendo a [94, Theorem A] concluimos que, cuando

s→ 0+,

X(s) � Γ(1/2− γ)
Γ(−2γ) 2−2γ−1π−1/2s2γL(4s−2)

∫ ∞

0
e−ug(e−u)u−2γ−1du

siempre que f(x) ≥ 0, para cada x > 0, Re γ < 0, y siendo g una función
de variación acotada en [0, 1].
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A continuación, damos varios resultados, que nos van a permitir

conociendo el comportamiento de la transformada en un punto, obtener

comportamientos asintóticos para las funciones α(u; f) y f(x).

Proposición I.5.2 Sean γ, ν ∈ R, γ < 0 y ν > 0. Supongamos que

f(x) ≥ 0, x > 0 y f(x) ∈ L1((0,∞)). Si

F (y) = K(ρ)
ν f(y) � yγL(1/y),

para y → 0+, entonces

α(u; f) � π−1/22−2γ−1Γ(1/2− γ)
Γ(−2γ) u−2γL(4−1u2),

cuando u→∞, donde

α(u; f) =
∫ u

0
t−2ν−1L

{
xνf(x); t−2ρ2

}
dt.

Demostración: Consideremos inicialmente la función g(u) definida por

g(u) =

{
u−1 , e−1 ≤ u ≤ 1
0 , 0 ≤ u ≤ e−1

Entonces, siguiendo la notación de la Proposición I.5.1, la función

X(s) se reduce a

X(s) =
∫ ∞

0
e−sug(e−su)dα(u; f) = α(1/s; f).

Además, se tiene

∫ ∞

0
e−ug(e−u)u−2γ−1du =

∫ 1

0
u−2γ−1du = − 1

2γ
.
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Por lo tanto, de la Proposición I.5.1, se sigue que

α(u; f) = X(1/s) � π−1/22−2γ−1Γ(1/2− γ)
Γ(1− 2γ) u

−2γL(4−1u2),

cuando u→∞.

Teorema I.5.1 Sean γ, ν ∈ R, γ < 0 y ν > 0.

Supongamos que f(x) ≥ 0, x > 0, f(x) ∈ L1((0,∞)) y se cumplen las

condiciones siguientes:

(i) t−2ν−1L
{
xνf(x); t−2ρ2

}
es monótona creciente para t suficien-

temente grande,

(ii) xνf(x) es monótona creciente para t suficientemente grande.

Entonces F (y) = K
(ρ)
ν f(y) � yγL(1/y), cuando y → 0+, implica

f(x) � 2−2γ−1π−1/2 Γ(1/2− γ)
Γ(1− 2γ)Γ((ν − γ)/ρ2)x

−ν+(ν−γ)/ρ2L(4x1/ρ
2
),

cuando x→∞.

Demostración: Asumamos que f satisface (i). Por ello

p(t) = t−2ν−1L
{
xνf(x); t−2ρ2

}

es una función monótona creciente para t suficientemente grande.

Asimismo, por la Proposición I.5.2, tenemos

∫ u

0
p(t)dt � π−1/22−2γ−1Γ(1/2− γ)

Γ(1− 2γ) u
−2γL(4−1u2), (1.5.4)
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cuando u→∞.
Consideremos ahora 0 < τ < 1. Entonces

∫ u−τu

0
p(t)dt � π−1/22−2γ−1Γ(1/2− γ)

Γ(1− 2γ) (u− τu)
−2γL(4−1(u− τu)2),

(1.5.5)

cuando u→∞. Recordando de Karamata que L es de variación lenta si

lim
r→∞

L(cr)

L(r)
= 1, ∀c > 0.

Podemos deducir de (1.5.4) y (1.5.5) que

∫ u
u−τu p(t)dt

u−2γL(4−1u2)
→ π−1/22−2γ−1Γ(1/2− γ)

Γ(1− 2γ) (1− (1− τ)
−2γ),

cuando u→∞.
En tal caso, ya que p(t) es creciente conseguimos

limsup
u→∞

p(u)

u−2γ−1L(4−1u2)
≤ π−1/2

τ
2−2γ−1Γ(1/2− γ)

Γ(1− 2γ) (1− (1− τ)
−2γ).

(1.5.6)

De una manera similar obtenemos

lim inf
u→∞

p(u)

u−2γ−1L(4−1u2)
≥ π−1/2

τ
2−2γ−1Γ(1/2− γ)

Γ(1− 2γ) ((1 + τ)
−2γ − 1).

(1.5.7)

Luego, de (1.5.6) y (1.5.7) se infiere

p(u) � −2γ2−2γ−1π−1/2Γ(1/2− γ)
Γ(1− 2γ) u

−2γ−1L(4−1u2),
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cuando u→∞, o en otras palabras,

L{xνf(x);u} � −2γ2−2γ−1π−1/2Γ(1/2− γ)
Γ(1− 2γ) u

(γ−ν)/ρ2L(4−1u−1/ρ2),

(1.5.8)

cuando u→ 0+.

Por tanto, procediendo como en la Proposición I.5.2 podemos deducir

de (1.5.8) que

f(x) � 2−2γ−1π−1/2 Γ(1/2− γ)
Γ(1− 2γ)Γ((ν − γ)/ρ2)x

−ν+(ν−γ)/ρ2L(4x1/ρ
2
),

cuando x→∞.
En el caso de que f satisfaga la condición (ii) en vez de (i), la

demostración es análoga.

Finalmente, resultados similares a los obtenidos en esta sección, para

los comportamientos de f(x) y α(x; f) cuando x → 0 en función del

comportamiento de K
(ρ)
ν f(y) cuando y → ∞, pueden establecerse en

virtud del correspondiente teorema dual de J. Karamata [57, p. 28].
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I.6 La transformación K
(ρ)
ν

sobre espacios Lp con

pesos

Son numerosos los autores que han orientado su investigación hacia el

estudio de operadores integrales sobre espacios Lp con peso, por ejemplo,

P. Heywood y P. G. Rooney [49], S. A. Emara y H. P. Heinig ([37],[38]), J.

J. Betancor y C. Jerez [10]. En esta sección nos dedicamos al estudio de

la transformación K
(ρ)
ν sobre espacios Lp con pesos cuando tales pesos

satisfacen ciertas propiedades de acotación. Los resultados obtenidos

extienden y mejoran otros de S. A. Emara y H. P. Heinig ([37],[38]) para

la K-transformación.

Nuestro estudio está asimismo basado en los trabajos de B. Mucken-

houpt ([86], [87]) sobre la transformación integral de Fourier en espacios

Lp con pesos.

Recordemos que la K
(ρ)
ν - transformación viene dada por

(
K(ρ)

ν f
)
(x) =

∫ ∞

0
Zν
ρ (xt)f(t)dt,

donde las siguientes representaciones integrales del núcleo Zν
ρ (xt), nos

serán de suma importancia, a saber,

Zν
ρ (x) = ρ

−1xν
∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ−xρτdτ, (1.6.1)
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y

Zν
ρ (x) =

∫ ∞

0
τ−ν−1e−xτ−τ−ρ

dτ. (1.6.2)

A continuación establecemos algunas definiciones básicas.

En general, siX e Y son espacios de Banach y T es un operador lineal

deX1 ⊂ X en Y , diremos que T ∈ [X,Y ], si T puede ser extendido como
un operador continuo de X en Y .

Denotaremos Lp
w al conjunto de todas las funciones f medibles Lebes-

gue en (0,∞) tales que wf ∈ Lp(0,∞). El espacio Lp
w está dotado por la

topoloǵıa generada por la norma ‖.‖p,w donde ‖f‖p,w = ‖wf‖p , f ∈ Lp
w.

Además Lp
w es un espacio de Banach. Por p

′

, q
′

se entenderá el conjugado

de p y q, es decir, 1/p+ 1/p
′

= 1, 1/q + 1/q
′

= 1.

Para una función g medible sobre (0,∞) se define la reordenación
equimedible decreciente g∗ de g por:

g∗(x) = inf {s :m {t : |g(t)| > s} < x} ,

para x > 0, siendo m la medida de Lebesgue.

Dadas dos funciones medibles no negativas U y V definidas sobre

(0,∞); U∗ y (1/V )∗ las reordenaciones equimedibles de U y 1/V ; decimos
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que (U,V ) ∈ F ∗
p,q, para 1 < p, q <∞, si satisfacen:

sup
s>0

{∫ 1/s

0
U∗(t)qdt

}1/q {∫ s

0
[(1/V )∗ (t)]p

′

dt

}1/p
′

<∞, (1.6.3)

cuando 1 < p ≤ q <∞ y en el caso de 1 < q < p <∞,

∫ ∞

0


(∫ 1/x

0
U∗(t)qdt

)1/q (∫ x

0
(1/V )∗(t)p

′

dt

)1/q
′


r

·

·(1/V )∗(x)p
′

dx

}1/r

<∞, (1.6.4)



∫ ∞

0



(∫ ∞

1/x

[
t−1/2U∗(t)

]q
dt

)1/q (∫ ∞

x

[
t−1/2(1/V )∗(t)

]p′
dt

)1/q
′


r

·

·
[
x−1/2(1/V )∗(x)

]p′
dx

}1/r

<∞ (1.6.5)

cuando 1/r = 1/q − 1/p. Si (1.6.3), (1.6.4) y (1.6.5) se verifican para U
y 1/V , entonces se dice que (U,V ) ∈ Fp,q.

Puede comprobarse que (1.6.4) implica (1.6.3) para 1 < q < p <∞.
Además, si p = q, (1.6.4) se reduce a (1.6.3), y en tal caso (1.6.4) implica

(1.6.5) siempre que p �= 2.

El siguiente resultado recogido por S. A. Emara y H. P. Heinig [38,

Theorem 1 y Theorem 2] nos permitirá posteriormente analizar la trans-

formación K
(ρ)
ν sobre los espacios Lp

w.
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Proposición I.6.1 Si T ∈ [
L1, L∞

] ∩ [
L2, L2

]
y (U,V ) ∈ F ∗

p,q, con

1 < p, q <∞ entonces T ∈ [Lp
V , L

q
U ].

Después de esta ligera introducción demostramos una desigualdad

normada ponderada para la K
(ρ)
ν - transformada integral.

Teorema I.6.1 Sean ρ > 0 y 1 < p, q <∞. Definamos Uν(x) = U(x)

y Vν(x) = V (x), si ν > 0 y Uν(x) = xνU(x) y Vν(x) = x−νV (x) para

ν < 0, siendo U , V funciones no negativas medibles definidas sobre

(0,∞). Entonces K(ρ)
ν ∈ [Lp

V , L
q
U ] siempre que (Uν , Vν) ∈ F ∗

p,q.

Demostración: Para esta prueba consideraremos que f es una función

simple, dado que las funciones simples son densas en Lp
V y con un ar-

gumento estándar de paso al ĺımite, el resultado se prueba para f ∈
Lp
V (0,∞).
Primero, consideramos el caso ν < 0.

De acuerdo con la representación integral (1.6.1) tenemos

(
K(ρ)

ν f
)
(x) = ρ−1

∫ ∞

0
(xt)ν f(t)

∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ−(xt)ρτdτdt =

= xνρ−1
∫ ∞

0

(∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ−(xt)ρτdτ

)
tνf(t)dt =

= xν
(
Λ

′

ν,ρg
)
(x),

donde g(t) = tνf(t) y

(
Λ

′

ν,ρg
)
(x) = ρ−1

∫ ∞

0
g(t)

∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ−(xt)ρτdτdt.



54 Caṕıtulo I. Transformaciones de Krätzel clásicas

Nos proponemos probar que Λ
′

ν,ρ ∈
[
L1, L∞

] ∩ [L2, L2
]
.

Por la desigualdad de Hölder y del hecho de que f es nula fuera de

(0, a) para algún a > 0, se sigue que

∣∣∣(Λ′

ν,ρg
)
(x)

∣∣∣ ≤ ρ−1 · 2−ν−1 ·
∫ ∞

0
tνVν(t) |f(t)| ·

· (Vν(t))−1
∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ−(xt)ρτdτdt ≤

≤ ‖f‖p,V

∫ a

0
(1/Vν)

∗(t)p
′

∣∣∣∣
∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ

dτ

∣∣∣∣p
′

dt




1/p
′

,

como ν < 0, se tiene que existe C > 0 tal que

∣∣∣∣
∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ

dτ

∣∣∣∣ < C,
y por tanto

∣∣∣(Λ′

ν,ρg
)
(x)

∣∣∣ ≤ ‖f‖p,V
(∫ a

0
(1/Vν)

∗(t)p
′

dt

)1/p
′

<∞,

ya que (Uν , Vν) ∈ F ∗
p,q. Entonces, siempre que ν < 0, se logra

∣∣∣(Λ′

ν,ρg
)
(x)

∣∣∣ ≤
∫ ∞

0
|g(t)| ·

∣∣∣∣
∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ

e−(xt)ρτdτ

∣∣∣∣ dt ≤
≤ Cν,ρ ‖g‖1 .

Y por lo tanto ∥∥∥Λ′

ν,ρg
∥∥∥
∞
≤ C ‖g‖1 .
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Veamos ahora que
∥∥∥Λ′

ν,ρg
∥∥∥
2
≤ C ‖g‖2.

Por la desigualdad de Minkowski y el teorema de Fubini obtenemos

∥∥∥Λ′

ν,ρg
∥∥∥
2
=

{∫ ∞

0

∣∣∣Λ′

ν,ρg(x)
∣∣∣2 dx}1/2

=

=

(∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ

e−(xt)ρτ
∫ ∞

0
g(t)dt dτ

∣∣∣∣2 dx
)1/2

≤

≤ C

∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ

(∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫ ∞

0
e−(xt)ρτg(t)dt

∣∣∣∣2 dx
)1/2

dτ.

Haciendo el cambio tρ = z queda

∥∥∥Λ′

ν,ρg
∥∥∥
2
= C

∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ

∥∥∥L{ρ−1z1/ρ−1g(z1/ρ);xρτ
}∥∥∥

2
dτ.

Además, si utilizamos que la transformación de Laplace es una apli-

cación lineal y continua de L2 en L2 y deshacemos el cambio, se sigue

que existen C1, C2 > 0 :

∥∥∥Λ′

ν,ρg
∥∥∥
2
≤ C1

∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ · ‖g‖2 dτ ≤ C2 ‖g‖2 .

Luego se tiene
∥∥∥Λ′

ν,ρg
∥∥∥
2
≤ Cν,ρ · ‖g‖2, dado que
∫ ∞

0
τν/ρ−1e−τ−1/ρ

<∞,

para ν < 0.
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Por lo tanto Λ
′

ν,ρ ∈
[
L1, L∞

]∩[L2, L2
]
.Ahora bien, si (Uν , Vν) ∈ F ∗

p,q,

por la Proposición I.6.1 conseguimos

{∫ ∞

0

∣∣∣U(x) (K(ρ)
ν f

)
(x)

∣∣∣q dx}1/q

=

{∫ ∞

0

∣∣∣Uν(x)
(
Λ

′

ν,ρg
)
(x)

∣∣∣q dx}1/q

≤

≤ Cν,ρ

{∫ ∞

0
|Vν(x)g(x)|p dx

}1/p

= C ‖f‖p,V .

De forma que hemos probado el teorema para el caso de que ν < 0.

Si ν > 0, usaremos la representación integral (1.6.2) de forma que

(
K(ρ)

ν f
)
(x) =

∫ ∞

0
f(t)

∫ ∞

0
τ−ν−1e−xtτ−τ−ρ

dτdt.

Seguidamente, vemos que K
(ρ)
ν ∈ [L1, L∞

] ∩ [L2, L2
]
.

Procediendo como en el caso anterior podemos obtener que

∥∥∥K(ρ)
ν f

∥∥∥
∞
≤ C ‖f‖1 ,

dado que (Uν , Vν) ∈ F ∗
p,q.

Por la desigualdad de Minkowski y el teorema de Fubini, logramos

∥∥∥K(ρ)
ν f

∥∥∥
2
≤ C

∫ ∞

0
τ−ν−1e−τ−ρ

(∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫ ∞

0
e−

(xt)2τ
4 f(t)dt

∣∣∣∣2 dx
)1/2

dτ,

y ya que en este caso la transformación de Laplace es una aplicación

lineal y continua de L2 en L2 tenemos

∥∥∥K(ρ)
ν f

∥∥∥
2
≤ C

∫ ∞

0
τ−ν−1e−τ−ρ ‖f‖2 dτ ≤ C ‖f‖2 ,
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siempre que ν > 0.

Entonces K
(ρ)
ν ∈ [L1, L∞

]∩ [L2, L2
]
. Nuevamente si (Uν , Vν) ∈ F ∗

p,q,

por la Proposición I.6.1 se consigue

{∫ ∞

0

∣∣∣U(x)(K(ρ)
ν f

)
(x)

∣∣∣q dx}1/q

≤

≤ C
{∫ ∞

0
|V (x)f(x)|p dx

}1/p

= C ‖f‖p,V .

Con esto concluye la demostración del Teorema I.6.1.

Observación I.6.1 Nótese que hemos mejorado el Teorema 1 de [38]

puesto que en este caso se tiene para mayor número de parámetros ν

(ν ∈ R) y para una transformación más general.

Por otra parte, el Teorema I.6.1 puede ser establecido tambíen para

0 < q < p, p > 1, si hacemos uso de la siguiente proposición que puede

encontrarse en [37, p. 37]

Proposición I.6.2 Dada T ∈ [
L1, L∞

] ∩ [L2, L2
]
. Si (U, V ) verifican

(1.6.4)-(1.6.5) con 0 < q < p, p > 1 entonces T ∈ [Lp
V , L

q
U ].

Otra versión del Teorema I.6.1 puede formularse utilizando los traba-

jos de B. Muckenhoupt ([86],[87]) en los que, en sus estudios de desigual-

dades en norma ponderadas para la transformación de Fourier introdujo
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un tipo de funciones que denotó por Gp,q y que está constituido por los

pares de funciones no negativas (U, V ) sobre (0,∞) verificando que si
q ≤ p′

{∫
xp

′
/qU∗(x)p

′

≥Brx
U∗(x)qdx

}1/q {∫
V (x)<r

V (x)−p
′

dx

}1/p
′

≤ A,
(1.6.6)

y si q > p
′

{∫
U(x)<r

U(x)qdx

}1/q {∫
xq/p

′

[(1/V )∗(x)]
q

p−1>Brx
[(1/V )∗ (x)]

p
′

dx

}1/p
′

≤ A,
(1.6.7)

para todo r > 0 y ciertas constantes positivas A,B. En virtud de [86,

Theorem 1] es conocido que las condiciones (1.6.6)-(1.6.7) son equiva-

lentes a (1.6.3) para 1 < p ≤ q < ∞. Por consiguiente, del Teorema
I.6.1 se sigue que si 1 < p ≤ q < ∞ y (Uν , Vν) ∈ Gp,q, donde Uν y Vν

vienen definidas como en los teoremas anteriormente citados, entonces

K
(ρ)
ν ∈ [Lp

V , L
q
U ] .

Para finalizar esta sección damos un teorema de tipo inverso al Teo-

rema I.6.1.

Teorema I.6.2 Sean 1 < p ≤ q < ∞, ρ > 0 y U ,V funciones no

negativas medibles definidas sobre (0,∞).
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(i) Dados ν < 0, Uν(x) = xνU(x) , Vν(x) = x−νV (x). Si K
(ρ)
ν ∈

[Lp
V , L

q
U ] y ∫ s

0
xνp

′

(V (x))−p
′

dx <∞ (1.6.8)

para todo s > 0, se tiene que (Uν , Vν) ∈ Fp,q.

(ii) Si ν > 0 y K
(ρ)
ν ∈ [Lp

V , L
q
U ] y∫ s

0
x

(ρ−1)
ρ

νp
′

(V (x))−p
′

dx <∞ (1.6.9)

para todo s > 0, entonces (U,V ) ∈ Fp,q.

Demostración: Consideremos el caso ν < 0.

En virtud de la representación integral (1.6.1) es fácil ver que

Zν
ρ (xt) ≥ Cν,ρ · (xt)ν (1.6.10)

para cierta constante positiva Cν,ρ.

Definimos fs(x) = xν/(p−1)V (x)−p
′

χ
(0,s)

(x), para todo s > 0, donde

χ
(0,s)

denota la función caracteŕıstica sobre el intervalo (0, s). Después

de unos simples cálculos, podemos escribir que

fs(x) = x
−ν (Vν(x))

−p
′

χ
(0,s)

(x), x > 0. (1.6.11)

Veamos que fs ∈ Lp
V . De acuerdo con (1.6.11) tenemos∫ ∞

0
(V (x))p(fs(x))

pdx =
∫ s

0
(x−νV (x))−p

′

dx =

=

∫ s

0
(Vν(x))

−p
′

dx,
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esto es,

‖fs‖p,V ≤
(∫ s

0
(Vν(t))

−p
′

dt

)1/p

. (1.6.12)

Entonces fs ∈ Lp
V , ∀s, siempre que (1.6.8) se satisfaga.

Por otro lado, como K
(ρ)
ν ∈ [Lp

V , L
q
U ] existe una constante C

∗
ν,ρ > 0

tal que ∥∥∥K(ρ)
ν f

∥∥∥
q,U
≤ C∗

ν,ρ ‖f‖p,V ,

para f ∈ Lp
V . En particular para f = fs, logramos que

∥∥∥K(ρ)
ν fs

∥∥∥
q,U
≤ C∗

ν,ρ ‖fs‖p,V , (1.6.13)

para todo s > 0.

Por definición tenemos

∥∥∥K(ρ)
ν fs

∥∥∥
q,U

=

∫ ∞

0

∣∣∣∣U(x)
∫ ∞

0
Zν
ρ (xt)fs(t)dt

∣∣∣∣q dx,
y utilizando (1.6.10) obtenemos

∥∥∥K(ρ)
ν fs

∥∥∥
q,U
≥ (Cν,ρ)

q
∫ 1/s

0
(Uν(x))

qdx

(∫ s

0
(Vν(t))

−p
′

dt

)q

(1.6.14)

Luego, combinando (1.6.12), (1.6.13) y (1.6.14) se consigue

Cν,ρ

(∫ 1/s

0
(Uν(x))

qdx

)1/q

·
∫ s

0
(Vν(t))

−p
′

dt ≤ C∗
ν,ρ

(∫ s

0
(Vν(t))

−p
′

dt

)1/p

,

de donde se deduce que (Uν , Vν) ∈ Fp,q.

El resultado para ν > 0 se sigue de forma similar.
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I.7 La transformación integral de Krätzel L(ρ)
α

Recordemos que la transformación (1.1.2) fue objeto de un amplio

estudio en ([63], [65] y [66]) y posteriormente por J. J. Betancor y J.

Barrios en ([7],[8]). En concreto, J. J. Betancor y J. Barrios establecieron

que la función que comparece en el núcleo de (1.1.2) es solución de una

ecuación diferencial de orden fraccionario. En esta sección se demuestra

que es solución de cuatro ecuaciones diferenciales de orden fraccionario.

Proposición I.7.1 Si ρ ≥ 1 y α > −1 + 1/ρ entonces f = λ
(ρ)
α (z) es

solución de las siguientes ecuaciones de orden fraccionario

zρα−1Dρ−1
k z1−ραDf = −f, (1.7.1)

z1−ρDzρ(α+1)−1Dρ−1
k z−ραf = −f, (1.7.2)

zρα−1
(
(ρα− 1)Dρ−1

k z−1Dρ−1
k z1−ραD −D2ρ−1

k z1−ραD
)
f = f, (1.7.3)

(ρα+ρ−1−z)zρα−1
(
(ρα+ ρ− 1)Dρ−1

k z−1Dρ−1
k z−ρα −D2ρ−1

k z−ρα
)
f = f,

(1.7.4)

siendo Dρ
k la derivada fraccionaria de Weyl ([61],[103]).

Demostración: Probaremos (1.7.1) y (1.7.2). Las igualdades (1.7.3) y

(1.7.4) se demuestran de forma similar.
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Por un simple cálculo obtenemos

Dλ(ρ)α (z) = Cα,ρ · zρα−1
∫ ∞

1
(ρα− zt)e−zt(tρ − 1)α−(1/ρ)dt

z1−ραDλ(ρ)α (z) = Cα,ρ ·
∫ ∞

1

d

dt

(
(1− ρα)e

−zt

z
+ te−zt

)
(tρ − 1)α−(1/ρ)dt

donde Cα,ρ =
(2π)(ρ−1)/2ρ1/2−ρα

Γ(α+1−(1/ρ)) . Si integramos por partes resulta

z1−ραDλ(ρ)α (z) =

= −Cα,ρ ·
∫ ∞

1

(
(1− ρα)e

−zt

z
+ te−zt

)
·ρtρ−1

(
α− 1

ρ

)
(tρ−1)α− 1

ρ
−1dt =

= Cα,ρ ·
∫ ∞

1
(ρα− 1)e

−zt

z
ρtρ−1(α− (1/ρ))(tρ − 1)α−(1/ρ)−1dt−

−Cα,ρ ·
∫ ∞

1
te−ztρtρ−1(α− (1/ρ))(tρ − 1)α−(1/ρ)−1dt,

de nuevo, integrando por partes,

z1−ραDλ(ρ)α (z) = Cα,ρ · (ρα− 1)
∫ ∞

1
e−zt(tρ − 1)α−(1/ρ)dt−

−Cα,ρ ·
∫ ∞

1
te−ztρtρ−1(α− (1/ρ))(tρ − 1)α−(1/ρ)−1dt.

Aplicando Dρ−1
k y usando que Dρ−1

k

(
e−zt

)
= tρ−1e−zt tenemos

Dρ−1
k z1−ραDλ(ρ)α (z) = Cα,ρ · (ρα− 1)

∫ ∞

1
tρ−1e−zt(tρ − 1)α−(1/ρ)dt−

−Cα,ρ ·
∫ ∞

1
tρe−ztρtρ−1(α− (1/ρ))(tρ − 1)α−(1/ρ)−1dt.
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Por tanto, integrando por partes el segundo sumando

Dρ−1
k z1−ραDλ(ρ)α (z) = Cα,ρ · (ρα− 1)

∫ ∞

1
tρ−1e−zt(tρ − 1)α− 1

ρdt−

−Cα,ρ ·
∫ ∞

1

(
ρtρ−1e−zt − ztρe−zt

)
(tρ − 1)α−(1/ρ)dt =

= Cα,ρ ·
∫ ∞

1

(
(ρα+ ρ− 1)tρ−1 − ztρ

)
e−zt(tρ − 1)α−(1/ρ)dt =

= −Cα,ρ · z
(∫ ∞

1
tρe−zt(tρ − 1)α− 1

ρdt−
∫ ∞

1
e−zt(tρ − 1)α+1− 1

ρdt

)
=

= −Cα,ρ · z
∫ ∞

1
e−zt(tρ − 1)α−(1/ρ)dt,

y la demostración de (1.7.1) ha concluido.

Probemos, ahora (1.7.2).

De acuerdo con (1.7.1) tenemos que

zρα−1Dρ−1
k

(
z1−ραDλ(ρ)α (z)

)
= −λ(ρ)α (z).

Entonces por (1.2.4) se sigue que

zρα−1Dρ−1
k

(
z1−ρα

(
z

ρ

)ρ−1

λ
(ρ)
α−1(z)

)
= λ(ρ)α (z),

lo que nos lleva a

ρ1−ρzρα−1Dρ−1
k

(
z−ρ(α−1)λ

(ρ)
α−1(z)

)
= λ(ρ)α (z).

Tomando α+ 1 en vez de α, conseguimos

ρ1−ρzρα+ρ−1Dρ−1
k

(
z−ραλ(ρ)α (z)

)
= λ

(ρ)
α+1(z),
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es decir,

Dρ−1
k

(
z−ραλ(ρ)α (z)

)
= ρρ−1z1−ρα−ρλ

(ρ)
α+1(z) = ρ

ρ−1z1−ρ(α+1)λ
(ρ)
α+1(z),

luego

D
(
zρ(α+1)−1Dρ−1

k

(
z−ραλ(ρ)α (z)

))
= ρρ−1Dλ

(ρ)
α+1(z).

Además, en virtud de (1.2.4) sabemos que

Dλ
(ρ)
α+1(z) = −

(
z

ρ

)ρ−1

λ(ρ)α (z),

de donde se sigue que

D
(
zρ(α+1)−1Dρ−1

k

(
z−ραλ(ρ)α (z)

))
= −zρ−1λ(ρ)α (z),

lo que nos permite obtener

z1−ρDzρ(α+1)−1Dρ−1
k z−ραλ(ρ)α (z) = −λ(ρ)α (z).



Caṕıtulo II

La transformación K
(ρ)
ν en

sentido distribucional

II.1 Introducción y preliminares

A. H. Zemanian realizó un amplio estudio de la transformación de Laplace

y Meijer, en espacios de distribuciones ([124],[127]). Más tarde, E.

Krätzel, introdujo la K
(ρ)
ν - transformación, que generaliza a la de Mei-

jer, y en una serie de art́ıculos, la investigó en sentido clásico ([67],[68]).

En 1985, G. L. N. Rao y L. Debnath estudiaron la K
(ρ)
ν transformación

sobre ciertos espacios de distribuciones por el método del núcleo [93].

Asimismo, J. Rodŕıguez [95] estudia la misma transformación por el

65
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método del núcleo sobre otro espacio de distribuciones. Recientemente,

en [59] es tratada la citada transformación por medio del método del

operador adjunto sobre espacios de funciones generalizadas. En este

caṕıtulo se estudia la K
(ρ)
ν transformación en espacios de distribuciones

de soporte compacto por el método del núcleo y se establecen teoremas

de analiticidad, acotación y inversión para la transformación de Krätzel

generalizada K
(ρ)
ν .

A efectos de una mejor lectura recordamos algunas definiciones y

propiedades que nos serán de utilidad en el trabajo abordado en los

próximos párrafos.

Por E(I) denotaremos el conocido espacio de funciones infinitamente
diferenciables φ(t), t ∈ I = (0,∞), tales que para todo compacto K
tenemos

γk(φ) = sup
t∈K

∣∣∣∣∣ d
k

dtk
φ(t)

∣∣∣∣∣ <∞,
para k ∈ N. Por E ′

(I) denotamos el espacio dual de E(I). Además por
D(I), D′

(I) denotamos a los conocidos espacios de funciones y distribu-

ciones, cuyas definiciones y principales propiedades pueden encontrarse

en [107], [123] y [127].
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En [59] podemos ver que

dk

dxk
Zν
ρ (x) = (−1)kZν−k

ρ (x) (2.1.1)

De acuerdo con (2.1.1) y el comportamiento asintótico de Zν
ρ (x), se

deduce que para cierta constante positiva α1 y k ∈ N, se verifica:∣∣∣∣∣ d
k

dxk
(Zν

ρ (x))

∣∣∣∣∣ ≤ α1 · x(2ν−ρ)/(2ρ+2)e−xρ/(ρ+1)
, (2.1.2)

para todo x ∈ K, K compacto y ν ∈ C.

Además en virtud de [67] conocemos que si ρ ∈ N,

Aρ,νZ
ν
ρ (x) = (−1)ρ Zν

ρ (x) (2.1.3)

donde

Aρ,ν = −ρ−1xν−ρ+1 d

dx
xρ−ν d

ρ

dxρ

Por otra parte, denotamos por Bρ,ν,k, a

Bρ,ν,k = C1 · y−ρk−1Bk
ρ,ν

siendo

Bρ,ν = x
−ν+ρ+1 d

dx
xρ+ν d

ρ

dxρ

y

C1 =
(ρk)ρk−(2ν−ρ)/(2ρ+2)−1/(ρ+1)+1ρ

Γ
(
ρk − (2ν−ρ)

2ρ+2 − 1
ρ+1 + 1

)
Γ

(
ρk−

(2ν−ρ)
2ρ+2

− 1
ρ+1

+1+ν

ρ

) . (2.1.4)
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Por último, recordemos que por (1.2.1) la transformada de Mellin de Zν
ρ

viene dada por,

M
{
Zν
ρ (x)

}
(s) =

∫ ∞

0
xs−1Zν

ρ (x)dx =
1

ρ
Γ(s)Γ

(
s+ ν

ρ

)
, (2.1.5)

siempre que Re s+min(0,Re ν) > 0.

II.2 La transformación generalizada K
(ρ)
ν

sobre

E
′

(I)

Para definir esta transformación por el método del núcleo, vemos ini-

cialmente que Zν
ρ ∈ E(I).

Lema II.2.1 Dadas ν ∈ C y ρ ∈ R se tiene que Zν
ρ (x) ∈ E(I), x > 0.

Demostración: La función Zν
ρ es infinitamente diferenciable en virtud

de (2.1.1) y la acotación con la seminorma γk se sigue de (2.1.2).

Una vez establecido este lema estamos en condiciones de definir la

K
(ρ)
ν generalizada por:

Definición II.2.1 Sea ν ∈ C y ρ ∈ R. Para cada f ∈ E ′

(I) definimos

la transformación K
(ρ)
ν generalizada por la relación

F (x) =
(
K(ρ)

ν f
)
(x) =< f(t), Zν

ρ (xt) > (2.2.1)
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Además si f una función absolutamente localmente integrable, entonces

la transformada generalizada de f se reduce a la clásicaK
(ρ)
ν -transformación.

Proposición II.2.1 Sean ν ∈ C y ρ ∈ N. Los operadores Aρ,ν y Bρ,ν

definen aplicaciones lineales y continuas de E(I) en śı mismo.

Demostración: Lo probaremos para Aρ,ν , ya que para Bρ,ν se sigue

un procedimiento similar. Dado ρ ∈ N tenemos que

Aρ,νφ(t) = −ρ−1tν−ρ+1 d

dt
tρ−ν d

ρ

dtρ
φ(t) =

= −ρ−1tν−ρ+1

(
(ρ− ν) · tρ−ν−1 d

ρ

dtρ
+ tρ−ν d

ρ+1

dtρ+1

)
φ(t) =

= −ρ−1(ρ− ν) · d
ρ

dtρ
φ(t)− ρ−1t

dρ+1

dtρ+1
φ(t),

y aplicando la seminorma γk, k ∈N,

γk(Aρ,νφ) = sup
t∈K

∣∣∣∣∣ d
k

dtk
(Aρ,νφ(t))

∣∣∣∣∣ ≤ Cρ,ν,K ·
ρ+1∑
j=1

γk+j(φ),

para cada φ ∈ E(I).

Definimos el operador generalizado A∗
ρ,ν sobre E

′

(I) como el operador

adjunto de Aρ,ν , este es,

< A∗
ρ,νf, φ >=< f,Aρ,νφ >, (2.2.2)

para f ∈ E ′

(I) y φ ∈ E(I). Esta definición nos permite establecer:
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Proposición II.2.2 A∗
ρ,ν es una aplicación lineal y continua de E ′

(I)

en śı mismo. Nótese que lo mismo ocurre para el operador Bρ,ν .

Demostración: Se sigue de (2.2.2) y de la Proposición II.2.1.

Una vez visto estas proposiciones, establecemos algunas propiedades

para la transformaciónK
(ρ)
ν generalizada, a saber, analiticidad, acotación

y reglas de cálculo operacional.

Proposición II.2.3 Sea f ∈ E ′

(I). Si F (x) denota la transformada

generalizada K
(ρ)
ν de f, entonces F (x) es infinitamente diferenciable en

(0,∞) y

dr

dxr
F (x) =< f(t),

∂r

∂xr
Zν
ρ (xt) >, x > 0, r ∈ N.

Demostración: Consideremos h un incremento arbitrario en x > 0.

Asumimos sin pérdida de generalidad que 0 < |h| < (x/2)ρ/(ρ+1).

Operando obtenemos que

F (x+ h)− F (h)
h

=< f(t),
1

h

(
Zν
ρ (t(x+ h))− Zν

ρ (tx)
)
> . (2.2.3)

Entonces debemos ver que

ϕh(x, t) =
1

h

(
Zν
ρ (t(x+ h))− Zν

ρ (tx)
)
− ∂

∂x
Zν
ρ (xt)→ 0
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cuando h→ 0, en el sentido de convergencia en E(I), y el resultado para
k = 1 se obtendrá inmediatamente de (2.2.3) y la continuidad de f(t).

Para cada r ∈ N podemos escribir

∂r

∂tr
ϕh(x, t) =

1

h

∫ x+h

x

∫ u

x

∂2

∂y2

(
∂r

∂tr
Zν
ρ (ty)

)
dydu =

=
1

h

∫ x+h

x

∫ u

x

∂2

∂y2

(
yr

dr

d(ty)r
Zν
ρ (ty)

)
dydu =

=
1

h

∫ x+h

x

∫ u

x

(
r(r − 1)yr−2 dr

d(ty)r
Zν
ρ (ty) +

+2r yr−1t
dr+1

d(ty)r+1
Zν
ρ (ty) + y

rt2
dr+2

d(ty)r+2
Zν
ρ (ty)

)
dydu.

En virtud de (2.1.2), dada t ∈ K, K compacto, y > x/2, se deduce

que existe una constante positiva C tal que

∣∣∣∣∣ dr+j

d(ty)r+j
(Zν

ρ (ty))

∣∣∣∣∣ ≤ C(yt)(2ν−ρ)/(2ρ+2) · e−(tx/2)ρ/ρ+1
,

para r, j ∈ N, consiguiéndose,

∣∣∣∣ ∂r∂trϕh(x, t)

∣∣∣∣ ≤ C · t(2ν−ρ)/(2ρ+2) · e−(tx/2)ρ/ρ+1·

·1
h

∫ x+h

x

∫ u

x

(
r(r− 1)yr−2 + rtyr−1 + t2yr

)
y(2ν−ρ)/(2ρ+2)dydu ≤

≤ C · e−(tx)ρ/ρ+1/2,

para toda t ∈ K y 0 < |h| < (x/2)ρ/(ρ+1).
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Luego, dado ε > 0, existe t0 ∈ K = [a, b] tal que∣∣∣∣ ∂r∂trϕh(x, t)

∣∣∣∣ < ε,
para t > t0 y 0 < |h| < (x/2)ρ/(ρ+1).

Además, para cada t ∈ [a, t0] tenemos∣∣∣∣ ∂r∂trϕh(x, t)

∣∣∣∣ ≤ C ·
∣∣∣∣∣1h

∫ x+h

x

∫ u

x

(
yr−2 + yr−1t+ yrt2

)
dydu

∣∣∣∣∣
y por tanto

∂r

∂tr
ϕh(x, t)→ 0,

cuando h→ 0 uniformemente en t ∈ [a, t0].

Por todo ello se concluye que γr(ϕh(x, t))→ 0 cuando h→ 0.

La demostración finaliza procediendo por inducción.

Proposición II.2.4 Dados f ∈ E ′

(I) y F (x) =
(
K

(ρ)
ν f

)
(x) para x > 0,

se tiene

|F (x)| ≤ C · xr+(2ν−ρ)/(2ρ+2) · e−αxρ/(ρ+1)
, x > 0,

siendo C, α constantes positivas y r ∈ N.

Demostración: Sabemos por [127, Theorem 1.8-1, p.18] que existe

r ∈ N y C > 0 tal que

|F (x)| ≤ C · max
0≤k≤r

γk(Z
ν
ρ (xt)),
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para todo x > 0.

Asimismo, por el comportamiento asintótico dado en (2.1.2) logramos

que para cada K compacto,

|F (x)| ≤ C max
0≤k≤r

sup
t∈K

∣∣∣∣∣xk dk

d(xt)k
(Zν

ρ (xt))

∣∣∣∣∣ ≤
≤ C max

0≤k≤r
sup
t∈K

∣∣∣xk(xt)(2ν−ρ)/(2ρ+2)e−(xt)ρ/(ρ+1)
∣∣∣ ≤

≤ C · xr+(2ν−ρ)/(2ρ+2) · max
0≤k≤r

sup
t∈K

∣∣∣t(2ν−ρ)/(2ρ+2)e−(xt)ρ/(ρ+1)
∣∣∣ ≤

≤ C · xr+(2ν−ρ)/(2ρ+2)e−αxρ/(ρ+1)
.

La siguiente proposición, permite obtener una fórmula de cálculo

operacional para la transformada generalizada K
(ρ)
ν , la cual involucra al

operador A∗
ρ,ν , ρ ∈ N y que será útil para resolver ciertas ecuaciones

diferenciales y en derivadas parciales.

Proposición II.2.5 Sea P un polinomio, si f ∈ E ′

(I) se cumple que

(
K(ρ)

ν P (A∗
ρ,ν)f

)
(x) = P ((−x)ρ)

(
K(ρ)

ν f
)
(x),

para x > 0.
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Demostración: De acuerdo con la Proposición II.2.1 y (2.1.3) pode-

mos escribir

(
K(ρ)

ν P (A∗
ρ,ν)f

)
(x) = < P (A∗

ρ,ν)f(t), Z
ν
ρ (xt) >=

= < f(t), P (Aρ,ν)Z
ν
ρ (xt) >=

= < f(t), P ((−x)ρ)Zν
ρ (xt) >=

= P ((−x)ρ)
(
K(ρ)

ν f
)
(x),

para x > 0.

A continuación, establecemos un primer teorema de inversión para

la K
(ρ)
ν - transformada generalizada usando un procedimiento similar al

empleado por S. P. Malgonde y R. K. Saxena en [74]. Para ello, pre-

viamente necesitamos obtener tres lemas:

Lema II.2.2 Dada f ∈ E ′

(I) se tiene que

∫ ∞

0
x−s < f(t), Zν

ρ (xt) > dx =< f(t),

∫ ∞

0
x−sZν

ρ (xt)dx > . (2.2.4)

Demostración: Sea N ∈ N. En primer lugar veremos que

∫ N

0
x−s < f(t), Zν

ρ (xt) > dx =< f(t),

∫ N

0
x−sZν

ρ (xt)dx > . (2.2.5)
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Si {xr,l}lr=0 es una partición del intervalo [0,N ] siendo dl = xr,l − xr−1,l

para r = 1, 2, . . . , l; entonces podemos escribir

∫ N

0
x−s < f(t), Zν

ρ (xt) > dx = lim
l→∞

dl ·
l∑

r=0

x−s
r,l < f(t), Z

ν
ρ (xr,lt) >

y

dl ·
l∑

r=0

x−s
r,l < f(t), Z

ν
ρ (xr,lt) >=< f(t), dl ·

l∑
r=0

x−s
r,l Z

ν
ρ (xr,lt) > .

En consecuencia, establecemos (2.2.5) si demostramos

lim
l→∞

dl ·
l∑

r=0

x−s
r,l · Zν

ρ (xr,lt) =

∫ N

0
x−sZν

ρ (xt)dx (2.2.6)

donde el ĺımite se entiende en el sentido de la convergencia en E(I).

Ya que la función

g(t, x) =

{
x−s+k dk

d(xt)k

(
Zν
ρ (xt)

)
si t ∈ [a, b] y x ∈ (0,N ]

0 si t ∈ [a, b] y x = 0
con 0 < a < b <∞, es uniformemente continua sobre (t, x) ∈ [a, b]× [0,N ],
tenemos que si ε > 0 y m ∈ N existe l0 ∈ N tal que

sup
t∈K

∣∣∣∣∣ d
k

dtk

{
dl

l∑
r=0

x−s
r,l Z

ν
ρ (xr,lt)−

∫ N

0
x−sZν

ρ (xt)dx

}∣∣∣∣∣ < ε
para l > l0. Es decir, obtenemos (2.2.6).

Asimismo utilizando (2.1.2), para m,k ∈ N,∣∣∣∣∣ d
k

dtk

∫ ∞

N
x−sZν

ρ (xt)dx

∣∣∣∣∣ ≤
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≤ C · t(2ν−ρ)/(2ρ+2)
∫ ∞

N
x−Re s+(2ν−ρ)/(2ρ+2)e−(xt)ρ/(ρ+1)

dx→ 0, (2.2.7)

uniformemente en t ∈ K, cuando N → ∞ , siendo C una constante

positiva.

Además de la Proposición II.2.4 obtenemos que

∣∣∣∣
∫ ∞

N
x−s < f(t), Zν

ρ (xt) > dx

∣∣∣∣ ≤ C
∫ ∞

N
x−s+r+(2ν−ρ)/(2ρ+2)e−αxρ/(ρ+1)

dx,

siendo α una constante positiva que depende de ρ.

Luego

lim
N→∞

∫ ∞

N
x−s < f(t), Zν

ρ (xt) > dx = 0. (2.2.8)

Ahora, si combinamos (2.2.5), (2.2.7) y (2.2.8) logramos (2.2.4).

Lema II.2.3 Sea φ ∈ D(I) y denotemos

ψ(s) =
∫ ∞

0
y−sφ(y)dy.

Entonces

∫ R

−R
< f(u), uσ+iw−1 > ψ(σ + iw)dw =< f(u),

∫ R

−R
uσ+iw−1ψ(σ + iw)dw >,

(2.2.9)

con σ > 0 y R > 0.

Demostración: Nótese que si σ > 0 se tiene que uσ+iw−1 ∈ E(I).
Puesto que por su definición ψ(s) es una función entera en C, se infiere
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que para cada k ∈ N y M1 > 0,∣∣∣∣∣ d
k

duk

(∫ R

−R
uσ+iw−1ψ(σ + iw)dw

)∣∣∣∣∣ ≤M1 · uσ−1−k ·
∫ R

−R
|ψ(σ + iw)|dw,

y si u ∈ K, K compacto∣∣∣∣∣ d
k

duk

(∫ R

−R
uσ+iw−1ψ(σ + iw)dw

)∣∣∣∣∣ ≤M2 ·
∫ R

−R
|ψ(σ + iw)|dw,

donde M2 es una constante que depende de K.

Por lo tanto, si σ > 0,

∫ R

−R
uσ+iw−1ψ(σ + iw)dw ∈E(I).

Seleccionamos a continuación una partición {yr,l}lr=0 del intervalo

[σ − iR, σ + iR] de forma que yr,l − yr−1,l = 2R/l para r = 1, 2, . . . , l; y

escribimos

∫ R

−R
< f(u), uσ+iw−1 > ψ(σ + iw)dw = lim

l→∞

2R

l

l∑
r=0

< f(u), uyr,l−1 > ψ(yr,l)

= lim
l→∞

< f(u),
2R

l

l∑
r=0

uyr,l−1ψ(yr,l) > (2.2.10)

Luego procediendo como en [127, pp. 65-66] obtenemos

2R

l

l∑
r=0

uyr,lψ(yr,l)→
∫ R

−R
uσ+iw−1ψ(σ + iw)dw (2.2.11)

cuando l→∞, en el sentido de la convergencia en E(I).
Por tanto, combinando (2.2.10) y (2.2.11) logramos (2.2.9).
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Lema II.2.4 Dada φ ∈ D(I) se sigue que

1

π

∫ ∞

0
φ(y)(u/y)σ

sen(R log(u/y))

u log(u/y)
dy → φ(u)

cuando R→∞, en el sentido de convergencia en E(I), siendo σ > 0.

Demostración: Sea σ > 0. Haciendo el cambio log(u/y) = t y

derivando bajo el signo integral, ya que φ pertenece a las funciones de

clase infinito con soporte compacto llegamos a

1

π

∫ ∞

0
φ(y)(u/y)σ

sen(R log(u/y))

u log(u/y)
dy =

=
1

π

∫ ∞

−∞

{
e(σ−1)t ∂

k

∂uk

(
φ(u · e−t)

)
− dk

duk
(φ(u))

}
sen(Rt))

t
dt. (2.2.12)

Luego debemos probar que

θR(u) =
1

π

∫ ∞

−∞

{
e(σ−1)t ∂

k

∂uk

(
φ(u · e−t)

)
− dk

duk
(φ(u))

}
sen(Rt))

t
dt→ 0,

converge uniformemente para u ∈ K, K compacto, cuando R→∞.

Para ello, dado δ > 0 dividimos la integral como sigue

θR(u) = I1(u) + I2(u) + I3(u)

donde

I1(u) =
1

π

∫ −δ

−∞

{
e(σ−1)t ∂

k

∂uk

(
φ(u · e−t)

)
− dk

duk
(φ(u))

}
sen(Rt))

t
dt.
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I2(u) e I3(u) son la misma integral con los intervalos de integración

en (−δ, δ) y (δ,∞) respectivamente. Para finalizar, siguiendo los pasos
dados en [127, pp. 66-67] probamos que I1(u), I2(u) e I3(u) convergen a 0

cuando R→∞, para u ∈ K, K compacto y concluimos la demostración.

Dados estos lemas, estamos en condiciones de enunciar y demostrar

el primer teorema de inversión.

Teorema II.2.1 Sean f ∈ E ′

(I), φ ∈ D(I), ν ∈ C y σ > 0, se verifica

que

lim
R→∞

<
1

2πi

∫ σ+iR

σ−iR

1

K(s)
y−s

∫ ∞

0
x−sF (x)dxds, φ(y) >=< f(t), φ(t) >

donde F (x) =
(
K

(ρ)
ν f

)
(x), para x > 0, y

K(s) =
1

ρ
Γ(1− s)Γ

(
1− s+ ν

ρ

)
,

Demostración: Consideremos f ∈ E ′

(I) y denotemos

F (x) =< f(t), Zν
ρ (xt) >,

para x > 0. Sea y > 0, R > 0, la función

ϕR(y) =
1

2πi

∫ σ+iR

σ−iR

1

K(s)
· y−s

∫ ∞

0
x−sF (x)dxds
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define una distribución regular en D′

(I) mediante la igualdad

< ϕR(y), φ(y) >=
1

2πi

∫ ∞

0
φ(y)

∫ σ+iR

σ−iR

1

K(s)
· y−s

∫ ∞

0
x−sF (x)dxdsdy

para φ ∈ D(I).

En virtud del teorema de Fubini podemos intercambiar el orden de

integración obteniendo

< ϕR(y), φ(y) >=

=
1

2πi

∫ σ+iR

σ−iR

1

K(s)
·
{∫ ∞

0
x−s < f(t), Zν

ρ (xt) > dx

}∫ ∞

0
y−sφ(y)dyds,

por el Lema II.2.2 y (1.2.1), conseguimos

< ϕR(y), φ(y) >=
1

2πi

∫ σ+iR

σ−iR

1

K(s)
· < f(t), ts−1

∫ ∞

0
u−sZν

ρ (u)du > ·

·
∫ ∞

0
y−sφ(y)dyds =

=
1

2πi

∫ σ+iR

σ−iR
< f(t), ts−1 >

∫ ∞

0
y−sφ(y)dyds.

De acuerdo con el Lema II.2.3 tenemos

< ϕR(y), φ(y) >=< f(t),
1

2πi

∫ σ+iR

σ−iR
ts−1

∫ ∞

0
y−sφ(y)dyds.

Por último, intercambiando el orden de integración y usando el Lema

II.2.4 logramos, cuando R→∞, que

< ϕR(y), φ(y) >=
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=< f(t),
1

π

∫ ∞

0
(u/y)σφ(y)

sen(R log(u/y))

u log(u/y)
dy >→< f(t), φ(t) > .

Demostrado este teorema, podemos deducir a partir del mismo el

siguiente resultado de unicidad:

Teorema II.2.2 Sean f, g ∈ E ′

(I) y ν ∈ C. Si
(
K

(ρ)
ν f

)
(x) =

(
K

(ρ)
ν g

)
(x),

para x > 0, entonces f = g, en el sentido de una igualdad en D′

(I).

Demostración:

Es suficiente probar que para cada φ ∈ D(I), < f(t)−g(t), φ(t) >= 0.

En efecto, se establece inmediatamente ya que,

< f(t)− g(t), φ(t) >=< lim
R→∞

1

2πi

∫ σ+iR

σ−iR

1

K(s)
y−s·

·
∫ ∞

0
x−s

{(
K(ρ)

ν f
)
(x)−

(
K(ρ)

ν g
)
(x)

}
dxds, φ(y) >= 0

donde σ > 0 y K(s) viene dada como en el Teorema II.2.1.

D. V. Widder [119] estableció una fórmula de inversión real en sen-

tido clásico, para la transformación de Laplace por medio de un operador

que se denomina comúnmente operador de Post-Widder. Posteriormente

R.P. Boas [15] generalizó la fórmula de Widder probando un teorema de

inversión para la K- transformación. Recientemente J. J. Betancor y
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J. Barrios demostraron otra fórmula de inversión real para la transfor-

mación L(ρ)
α [8]. El teorema que logramos a continuación es otra fórmula

de inversión, en la cual aparece una generalización de un operador tipo

Post-Widder. Nótese que como casos particulares se obtienen fórmulas

de inversión para la transformación de Laplace y de Meijer [15],[119].

Teorema II.2.3 Sean f ∈ E ′

(I) y Re ν ≥ ρ/2 − 1. Si F (x) denota la

transformada K
(ρ)
ν generalizada, logramos que

lim
k→∞

< B∗
ρ,ν,kF (ρk/y), φ(y) >=< f(t), φ(t) >

para cada φ ∈ D(I), donde B∗
ρ,ν,k es el operador adjunto de Bρ,ν,k.

Demostración: Sea f ∈ E ′

(I) y F (x) =< f(t), Zν
ρ (xt) >, para x > 0.

En virtud de la Proposición II.2.3 y usando (2.1.3) por medio del

cambio de variable y−1 = x, tenemos

B∗
ρ,ν,kF (ρk/y) = C1 · y−ρk−1 < f(t),Bk

ρ,νZ
ν
ρ (ρkt/y) >=

= C1 · y−ρk−1 < f(t), ρk(ρkt)ρkZν
ρ (ρkt/y) >

siendo C1 la constante dada en (2.1.4).

Puesto que B∗
ρ,ν,kF (ρk/y) define una distribución regular en D

′

(I)

que viene dada por

< B∗
ρ,ν,kF (ρk/y), φ(y) >=

∫ ∞

0
B∗

ρ,ν,kF (ρk/y)φ(y)dy,
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para toda φ ∈ D(I) debemos ver que

< B∗
ρ,ν,kF (ρk/y), φ(y) >= (2.2.13)

= < f(t), C1 · tρk
∫ ∞

0
y−ρk−1Zν

ρ (ρkt/y)φ(y)dy >,

para cada φ ∈ D(I).

Para ello, consideramos 0 < a < b <∞ tal que φ(x) = 0, x /∈ [a, b],
φ ∈ D(I).

Denotaremos por {ym,l}lm=0 a una partición de [a, b] siendo

dl = ym,l − ym,l−1, m = 1, 2, . . . , l, entonces

∫ ∞

0
B∗

ρ,ν,kF (ρk/y)φ(y)dy = lim
l→∞

dl

l∑
m=0

B∗
ρ,ν,kF (ρk/ym,l)φ(xm,l) =

= lim
l→∞

< f(t), tρkC1 ρ
k(ρk)ρkdl

l∑
m=0

y−ρk−1
m,l Zν

ρ (ρkt/ym,l)φ(xm,l) > .

Por tanto para demostar (2.2.13) debemos obtener que

lim
l→∞

dl

l∑
m=0

y−ρk−1
m,l Zν

ρ (ρkt/ym,l)φ(ym,l) =
∫ b

a
y−ρk−1Zν

ρ (ρkt/y)φ(y)dy,

en el sentido de convergencia en E(I).

Luego, si consideramos un compacto K ⊂ (0,∞) y r ∈ N, se sigue

dr

dtr

(
dl

l∑
m=0

y−ρk−1
m,l Zν

ρ (ρkt/ym,l)φ(ym,l)−
∫ b

a
y−ρk−1Zν

ρ (ρkt/y)φ(y)dy

)
=
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= dl

l∑
m=0

y−ρk−1
m,l

dr

dtr

(
Zν
ρ (ρkt/ym,l)

)
φ(ym,l)−

−
∫ b

a
y−ρk−1 d

r

dtr

(
Zν
ρ (ρkt/y)

)
φ(y)dy.

Es decir, ya que la función y−ρk−1 d
r

dtr

(
Zν
ρ (ρkt/y)

)
φ(y) es uniformemen-

te continua para (y, t) ∈ [a, b]×K, logramos

lim
l→∞

dl

l∑
m=0

y−ρk−1
m,l Zν

ρ (ρkt/ym,l)φ(ym,l) =

∫ b

a
y−ρk−1Zν

ρ (ρkt/y)φ(y)dy,

uniformemente en y ∈ K. Con esto probamos (2.2.13).

Ahora, si hacemos el cambio de variable y = u−1 conseguimos de

(2.2.13)

∫ ∞

0
B∗

ρ,ν,kF (ρk/y)φ(y)dy =< g(t), C1·t−ρk−1
∫ ∞

0
uρkZν

ρ (ρku/t)ψ(u)du >

siendo g(t) = 1
t f(1/t) y ψ(u) =

1
uφ(1/u).

Para completar la demostración debemos ver que

lim
k→∞

C1 · t−ρk−1
∫ ∞

0
uρkZν

ρ (ρku/t)ψ(u)du = ψ(t) (2.2.14)

en el sentido de convergencia en E(I).

Para ello, por la transformada de Mellin del núcleo (2.1.5)

∫ ∞

0
uρk−

(2ν−ρ)
2ρ+2

− 1
ρ+1Zν

ρ (ρku/t)du = (t/ρk)
(ρ+1)k−

(2ν−ρ)
2ρ+2

− 1
ρ+1

+1·
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·ρ−1Γ

(
ρk − (2ν − ρ)

2ρ+ 2
− 1

ρ+ 1
+ 1

)
Γ


ρk − (2ν−ρ)

2ρ+2 − 1
ρ+1 + 1 + ν

ρ


 ,

y si derivamos bajo el signo integral,

dr

dtr

(
C1 · t−ρk−1

∫ ∞

0
uρkZν

ρ (ρku/t)ψ(u)du− ψ(t)
)
=

= C1 t
−ρk−1

∫ ∞

0
u
ρk−

(2ν−ρ)
2ρ+2

− 1
ρ+1Zν

ρ (ρku/t) ·

·
(
u

2ν−ρ
2ρ+2

+ 1
ρ+1

(
u

t

d

du

)r

ψ(u)− t 2ν−ρ
2ρ+2

+ 1
ρ+1

dr

dtr
ψ(t)

)
du,

para r ∈ N.

Asimismo, de acuerdo con (2.1.2) se verifica que para toda t ∈ K,
K ⊂ (0,∞),K compacto, existe una constante C > 0 tal que

∣∣∣∣ drdtr
(
C · t−ρk−1

∫ ∞

0
Zν
ρ (ρku/t)u

ρkψ(u)du− ψ(t)
)∣∣∣∣ ≤

≤ C1

∫ ∞

0
uρke−α2(ρku/t) |H(u, t)| du,

siendo

C1 = C
(ρk)(ρ+1)k+ 2ν−ρ

2ρ+2
+1

((ρ+ 1)k)!
,

y

H(u, t) =

∣∣∣∣u2ν−ρ
2ρ+2

+ 1
ρ+1

(
u

t

d

dz

)r

ψ(u)− t 2ν−ρ
2ρ+2

+ 1
ρ+1

dr

dtr
ψ(t)

∣∣∣∣ .
Ahora dividimos la última integral de la siguiente forma:

C1 ·
∫ ∞

0
uρke−α2(ρku/t) |H(u, t)| du =



86 Caṕıtulo II. La transformación K
(ρ)
ν en sentido distribucional

= C1 ·

∫ ((ρ+1)k)

1
ρ (1−η)(ρ+1)/ρt(ρk)−1

0
uρke−α2(ρku/t)H(u, t) du+

+
∫ ((ρ+1)k)

1
ρ (1+η)(ρ+1)/ρt(ρk)−1

((ρ+1)k)
1
ρ (1−η)(ρ+1)/ρt(ρk)−1

uρke−α2(ρku/t)H(u, t)du+

+
∫ ∞

((ρ+1)k)
1
ρ (1+η)(ρ+1)/ρt(ρk)−1

uρke−α2(ρku/t)H(u, t)du

]
=

= I1(t, k) + I2(t, k) + I3(t, k),

con η > 0.

Para cada t ∈ K, obtenemos

|I1(t, k)| ≤ C (ρk)
ρk−k+1−1/(ρ+1)

((ρ+ 1)k)!
t−ρk−ρ/(ρ+1) ρ

ρ+ 1
·

·

∫ ((ρ+1)k)

1
ρ (1−η)(ρ+1)/ρt(ρk)−1

0
uρk+(2ν−ρ)/(2ρ+2)e−(ρku/t)ρ/(ρ+1) ·

·
∣∣∣∣
(
u

t

d

du

)r

ψ(u)

∣∣∣∣ du+
∫ ((ρ+1)k)

1
ρ (1−η)(ρ+1)/ρt(ρk)−1

0
uρk−1/(ρ+1)e−(ρku/t)ρ/(ρ+1) ·

·t(2ν−ρ)/(2ρ+2)+1/(ρ+1)

∣∣∣∣ drdtrψ(t)
∣∣∣∣ du

)
,

si hacemos el cambio de variable (ρku/t)ρ/(ρ+1) = (ρ+ 1)kx y tenemos

en cuenta que Re ν ≥ ρ/2− 1 logramos

|I1(t, k)| ≤ C ((ρ+ 1)k)
(ρ+1)k+1

((ρ+ 1)k)!

∫ 1−η

0
x(ρ+1)ke−(ρ+1)kxdx

siendo C una constante positiva.
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Entonces recurriendo a [119, p. 288, Theorem 5b] conseguimos que

I1(t, k)→ 0, (2.2.15)

cuando k →∞ uniformemente en t ∈ K.

Repitiendo el proceso seguido con I1(t, k) se puede concluir para

I3(t, k) que

I3(t, k)→ 0, (2.2.16)

cuando k →∞ uniformemente en t ∈ K.

Para acotar I2(t, k), usamos el teorema del valor medio y podemos

escribir

∣∣∣∣u(2ν−ρ)/(2ρ+2)+1/(ρ+1)
(
u

t

d

du

)r

ψ(u)− t(2ν−ρ)/(2ρ+2)+1/(ρ+1) d
r

dtr
ψ(t)

∣∣∣∣ ≤
≤ C2 |t− u|

para u, t ∈ (0,∞) y C2 una constante positiva.

Utilizando [119, p. 287, Theorem 5b] se sigue:

|I2(t, k)| ≤ C3
((ρ+ 1)k)(ρ+1)k+1

((ρ+ 1)k)!

∫ 1+η

1−η
x(ρ+1)ke−(ρ+1)kxdx ≤ C · η,

(2.2.17)

para cada k ∈ N y constantes C3 y C4 positivas.



88 Caṕıtulo II. La transformación K
(ρ)
ν en sentido distribucional

Combinando (2.2.15), (2.2.16) y (2.2.17) logramos (2.2.14).

Es decir,

lim
k→∞

< C∗
ρ,ν,kF (ρk/y), φ(y) >=< g(t), ψ(t) >=< f(t), φ(t) >,

para toda φ ∈ D(I).



Caṕıtulo III

Transformaciones en

espacios distribuciones F
′

p,µ

III.1 Preliminares

Recientemente en [59],[60] se analizó la transformación de K
(ρ)
ν por

el método del operador adjunto en algunos espacios de distribuciones.

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es también, estudiar otras transfor-

maciones en ciertos espacios de distribuciones Fp,µ y F
′

p,µ ([77]-[78]).

Comenzamos trabajando con la transformación L(ρ)
α por medio del ope-

rador adjunto, para posteriormente estudiar con la transformación de

89
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Obrechkoff que como se sabe generaliza a las de Laplace, Meijer y

Krätzel L(ρ)
α [61]. No podemos dejar de destacar que en sentido clásico V.

Kiryakova ha estudiado ampliamente la transformación de Obrechkoff.

Para proceder a este estudio, damos algunas definiciones prelimina-

res, que se pueden encontrar en ([77],[78]).

Por Lp(R+) denotaremos al espacio de las funciones medibles Lebesgue

f(x) tales que

‖f‖p =
(∫ ∞

0
|f(x)|p dx

)1/p

<∞.

Por otra parte, se dice que una función compleja ϕ ∈ C∞(R+) está en

Fp,µ cuando 1 ≤ p <∞ y µ ∈ C si

tk
dk

dtk
(t−µϕ(t)) ∈ Lp(R+),∀k ∈ N,

y en el caso de que p =∞, el espacio F∞,µ con µ ∈ C está constituido

por aquellas funciones complejas ϕ ∈ C∞(R+) que verifican

tk
dk

dtk
(t−µϕ(t))→ 0 cuando x→ 0 y x→∞,∀k ∈ N.

Para 1 ≤ p ≤∞ y µ ∈ C, Fp,µ está dotado de la topoloǵıa generada

por la familia de seminormas

γp,µk (ϕ) =

∥∥∥∥∥tk d
k

dtk
(t−µϕ(t))

∥∥∥∥∥
p

(ϕ ∈ Fp,µ; k ∈ N),
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donde ‖·‖p denota la norma en el espacio Lp(R+). De este modo Fp,µ

es un espacio de Fréchet. En [78] podemos ver que el espacio Fp,µ está

ı́ntimamente relacionado con el espacio de Banach Lp,µ, que es el for-

mado por las funciones medibles Lebesgue f(x) tales que

‖f‖p,µ = ‖x−µf‖p <∞.

Veamos a continuación algunos resultados que nos serán útiles en lo

que sigue (para profundizar en ellos puede verse [77]-[78]):

Lema III.1.1 El espacio C∞0 (R+) de funciones ϕ ∈ C∞0 (R+) con so-

porte compacto es denso en Fp,µ para cualquier 1 ≤ p ≤ ∞ y cualquier

µ ∈ C.

(Véase [77, p. 18, Corollary 2.7])

Lema III.1.2 Sean λ,µ ∈ C, 1 ≤ p ≤∞ y m ∈ N.

(i) El operador xλ definido para ϕ ∈ Fp,µ por

(xλϕ)(x) = xλϕ(x) (3.1.1)

es un isomorfismo de Fp,µ en Fp,µ+λ cuyo inverso viene dado por

x−λ.
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(ii) El operador Dm definido para ϕ ∈ Fp, µ (m = 1, 2, . . .) por

(Dmϕ)(x) =
dmϕ(x)

dxm
(3.1.2)

es una aplicación lineal y continua de Fp,µ en Fp,µ−m. Además Dm

es un isomorfismo de Fp,µ en Fp,µ−m, si y sólo si,

Reµ �= 1

p
+ k (k = 0, 1, 2, . . .m− 1). (3.1.3)

(Véase [77, pp. 21-22, Theorems 2.11 y 2.13])

Lema III.1.3 Sean µ ∈ C, 1 ≤ p ≤ ∞ y K(x) una función definida

para casi todo punto de R+ que verifica

∫ ∞

0
xReµ− 1

p |K(x)|dx <∞. (3.1.4)

Entonces el operador integral K definido para funciones ϕ por

(Kϕ)(x) =
∫ ∞

0
K(xt)ϕ(t)dt (x > 0) (3.1.5)

es una aplicación lineal y continua de Lp,µ en Lp, 2
p
−µ−1 y de Fp,µ en

Fp, 2
p
−µ−1.

(Véase [77, pp. 158-159, Theorem 8.1 y Corollary 8.2])

Definición III.1.1 En lo que sigue denotaremos por f a los elementos

de F
′

p,µ y por < f,ϕ > al valor de f con respecto a una función prueba
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ϕ ∈ Fp,µ. Para cualquier f ∈ F ′

p,µ y λ ∈ C, m ∈ N se entenderá por xλ

y Dm a los operadores definidos por

< xλf, ϕ >=< f, xλϕ > (ϕ ∈ Fp,µ−λ) (3.1.6)

< Dmf, ϕ >=< f, (−1)mDmϕ > (ϕ ∈ Fp,µ+m) (3.1.7)

Lema III.1.4 Sean λ,µ ∈ C, 1 ≤ p ≤∞ y m ∈ N.

(i) El operador xλ es un isomorfismo de F
′

p,µ en F
′

p,µ−λ cuyo inverso

es x−λ.

(ii) El operador Dm es una aplicación lineal y continua de F
′

p,µ en

F
′

p,µ+m.Además, Dm es un isomorfismo de F
′

p,µ en F
′

p,µ+m, si y

sólo si,

Reµ �= 1

p
− k (k = 1, 2, . . .m). (3.1.8)

(Véase [77, p. 32, Theorem 2.22])

Lema III.1.5 La transformación de Mellin M para ϕ ∈ Fp,µ viene

dada por

(Mϕ) (s) =

∫ ∞

0
ts−1ϕ(t)dt, Re s = 1/p−Reµ. (3.1.9)

Si 1 ≤ p ≤ 2 y µ ∈ C , entonces tenemos queM es una aplicación lineal

y continua de Fp,µ en Lq(R+) siendo 1/p+ 1/q = 1.

(Véase [78, p. 531, Theorem 5.1])
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III.2 La transformación L
(ρ)
α

En esta sección estudiamos la transformación L(ρ)
α por medio del método

del operador adjunto completando en parte el estudio distribucional rea-

lizado en [6]. Para ello, inicialmente definimos esta transformación en

los espacios Lp,µ y Fp,µ.

Proposición III.2.1 Sean 1 ≤ p ≤∞, µ, α ∈ C, ρ > 0 , 1/p+1/p
′

= 1

y

Reµ > − 1
p′
−min {0, ρReα} . (3.2.1)

Entonces L(ρ)
α es una aplicación lineal y continua de Lp,µ en Lp,2/p−µ−1

y de Fp,µ en Fp,2/p−µ−1.

Demostración: En virtud de (1.2.5) y (1.2.6) la integral

∫ ∞

0
xReµ− 1

p

∣∣∣λ(ρ)α (x)
∣∣∣ dx <∞

converge siempre que (3.2.1) se satisfaga. Entonces la Proposición III.2.1

se sigue del Lema III.1.3.

La transformación de Mellin de una función ϕ sabemos que viene

definida por

(Mϕ)(s) =
∫ ∞

0
xs−1ϕ(x)dx. (3.2.2)
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y la transformación de la función que comparece en el núcleo viene dada

por:

Lema III.2.1 Sean ρ > 0, α, s ∈ C y

Re s+min {0, ρReα} > 0, (3.2.3)

se tiene

M
{
λ(ρ)α (x)

}
= (2π)

ρ−1
2 ρ−1/2−ρα

Γ(s+ ρα)Γ
(
s
ρ

)
Γ
(
s
ρ + α+ 1− 1

ρ

) . (3.2.4)

Demostración: De acuerdo con la definición de la transformación integral

de Mellin (3.2.2) y la representación integral de λ
(ρ)
α (1.1.3) logramos

después de aplicar el Teorema de Fubini

M
{
λ(ρ)α (x)

}
=
∫ ∞

0
xs−1λ(ρ)α (x)dx =

=
(2π)

ρ−1
2 ρ1/2−ρα

Γ
(
α+ 1− 1

ρ

) ∫ ∞

0
xs+ρα−1

∫ ∞

1
(tρ − 1)α−(1/ρ)e−xtdtdx =

=
(2π)

ρ−1
2 ρ1/2−ρα

Γ
(
α+ 1− 1

ρ

) ∫ ∞

1
(tρ − 1)α−(1/ρ)

∫ ∞

0
xs+ρα−1e−xtdxdt.

Por otra parte, la conocida fórmula de la función Gamma

Γ(z) =

∫ ∞

0
τ z−1e−τdτ (Re z > 0)
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nos lleva al resultado

M
{
λ(ρ)α (x)

}
=

(2π)
ρ−1
2 ρ1/2−ραΓ(s+ ρα)

Γ
(
α+ 1− 1

ρ

) ∫ ∞

1
(tρ − 1)α−(1/ρ)t−s−ραdt =

= (2π)
ρ−1
2 ρ−1/2−ρα

Γ(s+ ρα) Γ
(
s
ρ

)
Γ
(
s
ρ + α+ 1− 1

ρ

) ,
siempre que se verifique (3.2.3).

Obtenemos ahora la transformación de Mellin M de la transfor-

mación L(ρ)
α para funciones ϕ ∈ Fp,µ.

Proposición III.2.2 Sean 1 ≤ p ≤ 2, µ, α ∈ C, ρ > 0 y

Reµ > − 1
p′
−min {0, ρReα} , Re s =

1

p′
+Reµ, (3.2.5)

si ϕ ∈ Fp,µ obtenemos que

M
{
L(ρ)
α ϕ

}
(s) = (2π)

ρ−1
2 ρ−1/2−ρα

Γ(s+ ρα)Γ
(
s
ρ

)
Γ
(
s
ρ + α+ 1− 1

ρ

)Mϕ(1− s).

(3.2.6)

Demostración: En virtud del Lema III.1.5 y la Proposición III.2.1, los

dos miembros de la igualdad (3.2.6) son aplicaciones lineales y continuas

de Fp,µ en L
q(R+), siendo 1/p + 1/q = 1. Tomemos ϕ ∈ C∞0 (R+), de

acuerdo con el Teorema de Fubini, tenemos que

M
{
L(ρ)
α ϕ

}
(s) =

∫ ∞

0
ys−1

∫ ∞

0
λ(ρ)α (xy)ϕ(x)dxdy =

=

∫ ∞

0
ϕ(x)

∫ ∞

0
ys−1λ(ρ)α (xy)dxdy.
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Haciendo el cambio xy = t, y teniendo en cuenta (3.2.4) conseguimos

M
{
L(ρ)
α ϕ

}
(s) =

∫ ∞

0
x−sϕ(x)dx

∫ ∞

0
ts−1λ(ρ)α (t)dt =

= (2π)
ρ−1
2 ρ−1/2−ρα

Γ(s+ ρα)Γ
(
s
ρ

)
Γ
(
s
ρ + α+ 1− 1

ρ

)Mϕ(1− s),

siempre que (3.2.5) se cumpla, y por tanto (3.2.6) se demuestra para

ϕ ∈ C∞0 (R+). Asimismo como por el Lema III.1.1, C∞0 (R+) es denso en

Fp,µ, logramos (3.2.6) para ϕ ∈ Fp,µ.

Teorema III.2.1 Si 1 ≤ p ≤∞, µ, α ∈ C, ρ > 0 y

Reµ > − 1
p′
−min {0, ρReα} , (3.2.7)

se tiene que∫ ∞

0

(
L(ρ)
α f

)
(x)ϕ(x)dx =

∫ ∞

0
f(x)

(
L(ρ)
α ϕ

)
(x)dx, (3.2.8)

se verifica para ϕ ∈ Fp,µ, f ∈ Fp′ ,µ−1+2/p′ y ϕ ∈ Lp,µ, f ∈ Lp′ ,µ−1+2/p′ .

Demostración: En virtud de la Proposition III.2.1, L(ρ)
α f y L(ρ)

α ϕ existen

para f ∈ Fp′ ,µ−1+2/p′ y ϕ ∈ Fp,µ, respectivamente, siempre que (3.2.7) se

cumpla. Inicialmente demostramos que (3.2.8) es cierto para funciones

de C∞0 (R+).

Si f, ϕ ∈ C∞0 (R+) obtenemos

∫ ∞

0

(
L(ρ)
α f

)
(x)ϕ(x)dx =

∫ ∞

0
ϕ(x)dx

∫ ∞

0
λ(ρ)α (yx)f(y)dy =
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=
∫ ∞

0
f(y) dy

∫ ∞

0
λ(ρ)α (yx)ϕ(x)dx =

=

∫ ∞

0
f(y)

(
L(ρ)
α ϕ

)
(y)dy,

ya que Teorema de Fubini nos permite el intercambio en el orden de

integración.

Por tanto, para demostrar (3.2.8) para ϕ ∈ Fp,µ, f ∈ Fp′ ,µ−1+2/p′

y ϕ ∈ Lp,µ, f ∈ Lp′ ,µ−1+2/p′ , es suficiente con ver que ambos miem-

bros de la igualdad (3.2.8) son funcionales bilineales y acotados sobre

Lp,µ × Lp′ ,µ−1+2/p′ . Para ello, aplicando la desigualdad de Hölder y la

definición de la norma de Lp,µ logramos

∫ ∞

0

∣∣∣(L(ρ)
α f

)
(x)ϕ(x)

∣∣∣ dx = ∫ ∞

0

∣∣x−µϕ(x)
∣∣ ∣∣∣xµ (L(ρ)

α f
)
(x)

∣∣∣ dx ≤

≤
(∫ ∞

0

∣∣x−µϕ(x)
∣∣p dx)1/p

(∫ ∞

0

∣∣∣xµ (L(ρ)
α f

)
(x)

∣∣∣p′ dx
)1/p

′

=

= ‖ϕ‖p,µ
∥∥∥L(ρ)

α f
∥∥∥
p′ ,−µ

.

Además, utilizando la Proposición III.2.1 con p
′

en vez de p y

µ− 1 + 2/p′ en vez de µ conseguimos
∥∥∥L(ρ)

α f
∥∥∥
p′ ,−µ

≤ k ‖f‖p′ ,µ−1+2/p′ (k > 0),
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siempre que (3.2.7) se verifique, y entonces

∣∣∣∣
∫ ∞

0

(
L(ρ)
α f

)
(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖p,µ ∥∥∥L(ρ)
α f

∥∥∥
p′ ,−µ

≤ k ‖ϕ‖p,µ ‖f‖p′ ,µ−1+2/p′ .

Con esto queda probado que el lado izquierdo de la igualdad (3.2.8)

es un funcional bilineal y acotado sobre Lp,µ × Lp′ ,µ−1+2/p′ . Para el

lado derecho se procede de forma similar, con lo que se completa la

demostración del Teorema III.2.1.

El Teorema III.2.1 nos permite definir la transformación L(ρ)
α f gene-

ralizada sobre F
′

p,µ cuando 1 ≤ p ≤∞, µ, α ∈ C y ρ > 0, como sigue:

Definición III.2.1 Para cada f ∈ F ′

p,µ la transformación generalizada

L(ρ)
α f viene dada a través de

< L(ρ)
α f, ϕ >=< f,L(ρ)

α ϕ > (3.2.9)

con ϕ ∈ Fp,2/p−µ−1.

Proposición III.2.3 Sean 1 ≤ p ≤ ∞, Reµ < 1/p +min {0, ρReα},
µ ∈ C, α ∈ C . Entonces el operador L(ρ)

α es una aplicación lineal y

continua de F
′

p,µ en F
′

p,2/p−µ−1.

Demostración: Se sigue por la Proposición III.2.1 y por (3.2.9).

Seguidamente, investigamos composiciones de la transformación L(ρ)
α

generalizada con operadores diferenciales sobre los espacios Fp,µ y F
′

p,µ.
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Proposición III.2.4 Si 1 ≤ p ≤ ∞, 1/p+ 1/p′ = 1, µ, α ∈ C, ρ > 0,

m ∈ N y

Reµ > −1/p′ −min {0, ρReα}+ ρm, (3.2.10)

se verifica que((
x

ρ

)1−ρ

D

)m

L(ρ)
α

{
y−ρmϕ(y)

}
(x) = (−1)mL(ρ)

α−m {ϕ(y)} (x),
(3.2.11)

para ϕ ∈ Fp,µ.

Demostración: Según la Proposición III.2.1 y Lema III.1.2, los dos miem-

bros de la igualdad (3.2.11) son aplicaciones lineales y continuas de Fp,µ

en Fp,2/p−µ−1 siempre que (3.2.10) se cumpla. Ahora, si aplicamos la

regla de Leibniz tenemos

((
x

ρ

)1−ρ

D

)m

L(ρ)
α

{
y−ρmϕ(y)

}
(x) =

=

((
x

ρ

)1−ρ

D

)m ∫ ∞

0
λ(ρ)α (xy)y−ρmϕ(y)dy =

=

∫ ∞

0

((
x

ρ

)1−ρ

D

)m {
λ(ρ)α (xy)

}
y−ρmϕ(y)dy,

haciendo el cambio de variable xt = z, y teniendo en cuenta (1.2.4)

logramos ((
x

ρ

)1−ρ

D

)m

L(ρ)
α

{
y−ρmϕ(y)

}
(x) =
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=
∫ ∞

0

((
z

ρ

)1−ρ

D

)m {
λ(ρ)α (z)

}
ϕ(z/x)

dz

x
=

=
∫ ∞

0
(−1)m

{
λ
(ρ)
α−m(xy)

}
ϕ(y)dy =

= (−1)mL(ρ)
α−m {ϕ(y)} (x),

y por tanto hemos demostrado la Proposición III.2.4.

Proposición III.2.5 Sean 1 ≤ p ≤∞, µ, α ∈ C, ρ > 0 y m ∈ N. Para

cada f ∈ F ′

p,µ se obtiene

x−ρmL(ρ)
α

(
D

(
x

ρ

)1−ρ
)m

f(x) = L(ρ)
α−mf(x) (3.2.12)

siempre que

Reµ < 1/p+min {0, ρReα} − ρm. (3.2.13)

Demostración: De acuerdo con la condición (3.2.13), el Lema III.1.4 y

la Proposición III.2.1, los dos miembros de la igualdad son aplicaciones

lineales y continuas de F
′

p,µ en F
′

p,2/p−µ−1.

Utilizando (3.2.9) y la Definición III.1.1 conseguimos

< x−ρmL(ρ)
α

(
D

(
x

ρ

)1−ρ
)m

f(x), ϕ(x) >=

=< f, (−1)m
((

x

ρ

)1−ρ

D

)m

L(ρ)
α x−ρmϕ(x) >,
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y según (3.2.11) y la Definición III.1.1 logramos

< x−ρmL(ρ)
α

(
D

(
x

ρ

)1−ρ
)m

f(x), ϕ(x) >=

=< f,L(ρ)
α−mϕ(x) >=< L(ρ)

α−mf,ϕ(x) > .

De manera que concluimos la demostración.

III.3 La transformación Obrechkoff

III.3.1 Introducción

Esta transformación parece ser una de las más generales y efectivas

generalizaciones de la transformación de Laplace, con respecto a los

operadores diferenciales de tipo Bessel (β =m−(α0+α1+. . .+αm) > 0,

m ∈ N, γk = (αk + αk+1 + . . .+ αm −m+ k)/β, k = 1, . . . ,m)

B = xα0
d

dx
xα1

d

dx
. . . xαm−1

d

dx
xαm = x−β

m∏
j=1

(
x
d

dx
+ βγk

)
. (3.3.1)

Como casos más simples de (3.3.1), están incluidos el operador dife-

rencial de Bessel de segundo orden y la derivada de orden m-ésimo

Dm = (d/dx)m. Muchos autores han introducido y estudiado trans-

formadas de tipo Laplace que resultan ser casos particulares de (3.3.1).

Lo curioso fue que la transformación más general de este tipo hab́ıa

sido introducida en 1958 por N. Obrechkoff [91], pero sus resultados
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permanecieron desconocidos durante un lardo periodo de tiempo. I.

Dimovski [30] estableció que esta transformación puede ser usada con

éxito para construir un cálculo operacional para los operadores (3.3.1) (y

sus operadores inversos por la derecha, conocidos como operadores inte-

grales “hyper-Bessel”, L). En [30], [31] algunas propiedades básicas de

la transformación de Obrechkoff se establecen para espacios de funciones

localmente integrables con un adecuado comportamiento asintótico. Un

estudio más profundo es establecido por V. Kiryakova en [61], utilizando

la funciones G de Meijer y el cálculo fraccionario generalizado. Sin em-

bargo esta transformación no ha sido estudiada en sentido distribucional

por lo que la definimos y estudiamos sobre algunos espacios de funciones

generalizadas.

A efectos de una mejor lectura establecemos algunas propiedades de

la transformación de Obrechkoff.

La transformación de Obrechkoff viene dada por

Of(z) = β
∫ ∞

0
xβ(γm+1)−1K((zx)β)f(x)dx, (3.3.2)

donde

K(z) =
∫ ∞

0
· · ·

(m−1)

∫ ∞

0
exp (−u1 − · · · − um−1 − z/(u1 · · ·um−1))
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·
m−1∏
k=1

uγm−γk−1
k du1 . . . dum−1,

siendo γ1 ≤ γ2 ≤ . . . ≤ γm.
Otra definición equivalente que utilizaremos a lo largo del caṕıtulo

es

O{f(t); z} = β z−β(γm+1)+1
∫ ∞

0
Gm,0

0,m

(
(zt)β|(γk + 1− 1/β)m1

)
f(t)dt,

(3.3.3)

donde Gm,0
0,m es un caso particular de la función G de Meijer ([61, Def.

A.3, p. 313]).

Asimismo, podemos ver en [61, Corollary B.5, p.328] que la ecuación

diferencial que satisface la función Gm,0
0,m es

m∏
j=1

(
u
d

du
− bj − η + 1

)
· · ·

(
u
d

du
− bj − 1

)(
u
d

du
− bj

)
Gm,0

0,m

(
uβ |(bj)m1

)
=

= (−1)mβmuηβGm,0
0,m

(
uβ|(bj)m1

)
, (3.3.4)

donde bj = γj + 1− 1/β, j = 1, . . . ,m; y η ≥ 0.

Por otro lado denotando por

λ(z, x) = xβ(γm+1)−1K((zx)β),

de [61, p. 177], tenemos

M(λ(z, x); s) = z−β(γm+1+(s−1)/β)
m∏

k=1

Γ(γk + 1 + (s− 1)/β), (3.3.5)
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siendoM es la transformación de Mellin.

El comportamiento asintótico de la función que comparece en el

núcleo de la transformada ((3.3.2)-(3.3.3)) es el siguiente ([61, p.176]):

K(x) ∼ (
√
2π)m−1

√
m

· x
∑m

i=1
γi/m−γm−(m−1)/2m · e−m·x1/m

(3.3.6)

para x→∞, y

lim
x→0+

K(x) =
m−1∏
k=1

Γ(γm − γk) <∞.

Es bien conocido que la transformación de Obrechkoff se reduce a la

transformación de Meijer [61, pag. 195] para β = m = 2, γ1,2 = ±ν/2,
es decir,

O{f(t); z} = 2−ν+2z−1/2+νKν {f(t); z} ,

donde Kν denota la transformación de Meijer, tambíen conocida como

K transformada ([82],[127]).

Además si β = m, γk = k/m (k = 1, . . . ,m − 1) y γm = α − 1/m
[61, pag. 197] tenemos que

O{f(t); z} =m · L(m)
α

{
tm(γm+1)−1f(t);m · z

}
,

donde

L(m)
α {f(t); z} =

∫ ∞

0
λ(m)
α (zt)f(t)dt

y λ
(m)
α (x) es el núcleo introducido por Krätzel ([63],[65],[66]).
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III.3.2 Método del operador adjunto

Nuestro objetivo en esta sección es definir y estudiar la transformación

de Obrechkoff por el método del operador adjunto en espacios de dis-

tribuciones Fp,µ y F
′

p,µ ([77]-[78]).

Inicialmente, vemos una serie de resultados para definir laO-transfor-
mación sobre estos espacios.

Proposición III.3.1 Dadas 1 ≤ p ≤ ∞, µ ∈ C, la O-transformación

es una aplicación lineal y continua de Lp,µ en Lp,2/p−µ−β(γm+1) y de Fp,µ

en Fp,2/p−µ−β(γm+1), siempre que

Reµ > 1/p− 1. (3.3.7)

Demostración: Inicialmente definimos la siguiente transformación inte-

gral

Gg(z) = β
∫ ∞

0
K((zx)β)g(x)dx,

y nótese que si g(z) = xβ(γm+1)−1f(x), entonces

Gg(z) = G
{
xβ(γm+1)−1f(x)

}
(z) =

= β
∫ ∞

0
xβ(γm+1)−1K((zx)β)f(x)dx = Of(z).

Si f ∈ Lp,µ−β(γm+1)+1, tenemos que x
β(γm+1)−1f(x) ∈ Lp,µ (por definición

de Lp,µ), es decir, g(x) = x
β(γm+1)−1f(x) ∈ Lp,µ. Por lo tanto del Lema
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III.1.3 obtenemos que Gg(z) ∈ Lp,2/p−µ−1 siempre que∫ ∞

0
xReµ− 1

p |J(x)|dx <∞, (3.3.8)

siendo J(x) = K(xβ). Y además (3.3.8) se cumple en virtud de (3.3.7).

El mismo resultado se sigue para los espacios de McBride. Luego con un

simple cambio de variable, la O-transformación es una aplicación lineal
y continua de Lp,µ en Lp,2/p−µ−β(γm+1) y de Fp,µ en Fp,2/p−µ−β(γm+1).

Seguidamente veamos como viene dada la transformada de Mellin de

la transformación Obrechkoff en los espacios Fp,µ.

Proposición III.3.2 Sean 1 ≤ p ≤ 2, µ ∈ C y

Reµ >
1

p
− 1, Re(1− s+ β(γm + 1)− 1) = 1

p
−Reµ. (3.3.9)

Entonces para ϕ ∈ Fp,µ tenemos

M{Oϕ} (s) =

=
m∏

k=1

Γ(γk+1+(s−β(γm+1))/β)Mϕ(1−s+β(γm+1)−1), (3.3.10)

Demostración: En virtud del Lema III.1.5 y la Proposición III.3.1, los

dos miembros de la igualdad (3.3.10) son aplicaciones lineales y continuas

de Fp,µ en Lq(R+), siendo 1/p + 1/q = 1. Consideremos una función

ϕ ∈ C∞0 (R+). Aplicando el Teorema de Fubini y (3.3.5), logramos

M{Oϕ} (s+ β(γm + 1)− 1) =
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=
∫ ∞

0
zs+β(γm+1)−2

∫ ∞

0
xβ(γm+1)−1K((zx)β)ϕ(x)dxdz =

=

∫ ∞

0
xβ(γm+1)−1ϕ(x)

∫ ∞

0
zs−1zβ(γm+1)−1K((zx)β)dzdx =

=
∫ ∞

0
xβ(γm+1)−1ϕ(x) · x−β(γm+1+(s−1)/β)

m∏
k=1

Γ(γk + 1+ (s− 1)/β)dx =

=
m∏

k=1

Γ(γk + 1+ (s− 1)/β)
∫ ∞

0
x−sϕ(x)dx.

Entonces, reemplazando s por s−β(γm+1)+1, (3.3.10) se demuestra
la proposición para ϕ ∈ C∞0 (R+). Como sabemos por el Lema III.1.1

que C∞0 (R+) es denso en Fp,µ, la relación (3.3.10) se sigue para ϕ ∈ Fp,µ.

El siguiente teorema nos permite definir la transformación de Obrechkoff

sobre F
′

p,µ.

Teorema III.3.1 Dadas 1 ≤ p ≤∞, µ ∈ C y

Reµ >
1

p
− 1, (3.3.11)

se verifica que

∫ ∞

0
(Of) (x)xβ(γm+1)−1ϕ(x)dx =

∫ ∞

0
xβ(γm+1)−1f(x) (Oϕ) (x)dx

(3.3.12)

para ϕ ∈ Fp,µ−β(γm+1)+1, f ∈ Fp′ ,µ−β(γm+1)+2/p′ y ϕ ∈ Lp,µ−β(γm+1)+1,

f ∈ Lp′ ,µ−β(γm+1)+2/p′ .
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Demostración: En virtud de la Proposición III.3.1 y si (3.3.11) se sa-

tisface, entonces Of y Oϕ existen para f ∈ Fp′ ,µ−β(γm+1)+2/p′ y ϕ ∈
Fp,µ−β(γm+1)+1, respectivamente. Inicialmente demostramos que la igual-

dad (3.3.12) es cierta para funciones de C∞0 (R+).

Si f, ϕ ∈ C∞0 (R+) obtenemos

∫ ∞

0
(Of) (x)xβ(γm+1)−1ϕ(x)dx =

=
∫ ∞

0
xβ(γm+1)−1ϕ(x)dx

∫ ∞

0
yβ(γm+1)−1K((xy)β)f(y)dy =

=

∫ ∞

0
yβ(γm+1)−1f(y)dy

∫ ∞

0
xβ(γm+1)−1K((xy)β)ϕ(x)dx =

=

∫ ∞

0
yβ(γm+1)−1f(y) (Oϕ) (y)dy,

ya que el Teorema de Fubini nos permite el cambio en el orden de inte-

gración. Entonces, para demostrar (3.3.12) siendo ϕ ∈ Fp,µ−β(γm+1)+1,

f ∈ Fp′ ,µ−β(γm+1)+2/p′ y ϕ ∈ Lp,µ−β(γm+1)+1, f ∈ Lp′ ,µ−β(γm+1)+2/p′ ,

es suficiente ver que ambos lados de (3.3.12) son funcionales bilineales

y acotados sobre Lp,µ−β(γm+1)+1 × Lp
′
,µ−β(γm+1)+2/p

′ . Aplicando la de-

sigualdad de Hölder y la definición de la norma de Lp,µ−β(γm+1)+1 lo-

gramos ∫ ∞

0

∣∣∣(Of) (x)xβ(γm+1)−1ϕ(x)
∣∣∣ dx =

=

∫ ∞

0

∣∣∣x−µ+β(γm+1)−1ϕ(x)
∣∣∣ |xµ (Of) (x)| dx ≤
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≤
(∫ ∞

0

∣∣∣x−µ+β(γm+1)−1ϕ(x)
∣∣∣p dx)1/p (∫ ∞

0
|xµ (Of) (x)|p

′

dx

)1/p
′

=

= ‖ϕ‖p,µ−β(γm+1)+1 ‖Of‖p′ ,−µ .

Además, por la Proposición III.3.1 con p reemplazado por p
′

y µ por

µ− β(γm + 1) + 2/p′ existe una constante c > 0 tal que

‖Of‖p′ ,−µ ≤ c ‖f‖p′ ,µ−β(γm+1)+2/p′ ,

lo que nos permite llegar a

∣∣∣∣
∫ ∞

0
(Of) (x)xβ(γm+1)−1ϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ c ‖ϕ‖p,µ ‖f‖p′ ,µ−β(γm+1)+2/p′ .

Con lo que concluimos que el lado izquierdo de (3.3.12) es un fun-

cional bilineal acotado sobre Lp,µ−β(γm+1)+1×Lp
′
,µ−β(γm+1)+2/p

′ . El re-

sultado para el lado derecho de (3.3.12) se prueba de una manera similar.

Con esto completamos la demostración del Teorema III.3.1.

Como consecuencia de este teorema definimos la Of transformación
generalizada sobre F

′

p,µ cuando 1 ≤ p ≤∞, µ ∈ C, como:

Para cada f ∈ F ′

p,µ la Of-transformación generalizada viene dada
por

< xβ(γm+1)−1Of(x), ϕ(x) >=< f(y), yβ(γm+1)−1Oϕ(y) > (3.3.13)

con ϕ ∈ Fp,2/p−µ−1.
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Entonces, en virtud de la Proposición III.3.1 y la definición (3.3.13)

logramos el siguiente resultado.

Proposición III.3.3 Sean 1 ≤ p ≤∞, Reµ < 1/p−1+β(γm+1)−1,
µ ∈ C. Entonces el operador O es una aplicación lineal y continua de

F
′

p,µ en F
′

p,2/p−µ+β(γm+1)−2.

Seguidamente investigamos la composición de la transformación de

Obrechkoff con algunos operadores diferenciales sobre los espacios de

McBride Fp,µ y F
′

p,µ.

Proposición III.3.4 Sean 1 ≤ p ≤ ∞, µ ∈ C. Para todo ϕ ∈ Fp,µ se

sigue que

zβ(γm+1)−1Bz,(bj),ηO{ϕ(x)} (z) =

= (−1)mβmzβ(γm+1+η)−1O
{
xηβϕ(x)

}
(z), (3.3.14)

donde

Bz,(bj),η ≡
m∏
j=1

(
z
d

dz
− bj − η + 1

)
. . .

(
z
d

dz
− bj − 1

)(
z
d

dz
− bj

)
,

siendo bj = γj + 1− 1/β, j = 1, . . . ,m, y

Reµ > 1/p− 1. (3.3.15)
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Demostración: De acuerdo con la Proposición III.3.1 y el Lema III.1.2

ambos lados de la igualdad de (3.3.14) son aplicaciones lineales y conti-

nuas de Fp,µ en Fp,2/p−µ−1 siempre que se verifique (3.3.15). Sea ϕ ∈ Fp,µ

entonces

zβ(γm+1)−1Bz,(bj),ηO{ϕ(x)} (z) =

= β
∫ ∞

0
Bz,(bj),ηG

m,0
0,m

(
(zx)β|(γj + 1− 1/β)m1

)
ϕ(x)dx,

haciendo el cambio de variable zx = u, obtenemos

zβ(γm+1)−1Bz,(bj),ηO{ϕ(x)} (z) =

= β
∫ ∞

0
Bu,(bj),ηG

m,0
0,m

(
uβ|(γj + 1− 1/β)m1

)
ϕ(u/z)

du

z

y por (3.3.4) tenemos

zβ(γm+1)−1Bz,(bj),ηO{ϕ(x)} (z) =

= β

∫ ∞

0
(−1)mβmuηβGm,0

0,m

(
uβ |(γj + 1− 1/β)m1

)
ϕ(u/z)

du

z
=

= (−1)mβmzηββ

∫ ∞

0
xηβGm,0

0,m

(
(zx)β |(γj + 1− 1/β)m1

)
ϕ(x)dx =

= (−1)mβmzβ(γm+1+η)−1O
{
xηβϕ(x)

}
(z).



III.3. La transformación Obrechkoff 113

Proposición III.3.5 Supongamos que 1 ≤ p ≤ ∞ y µ ∈ C, entonces

para cada ϕ ∈ Fp,µ conseguimos

O
{
Cz,(bj),ηϕ(x)

}
(z) = (−1)mβmzηβO

{
xηβϕ(x)

}
(z) (3.3.16)

siempre que

Reµ > 1/p− 1, (3.3.17)

siendo

Cz,(bj),η ≡
m∏
j=1

(
− d

dz
z − bj

)(
− d

dz
z − bj − 1

)
· · ·

(
− d

dz
z − bj − η + 1

)

y bj = γj + 1− 1/β, j = 1, . . . ,m.

Demostración: Si se satisface la condición dada en (3.3.17), entonces

por el Lema III.1.2 y la Proposición III.3.1, los dos lados de la igualdad

(3.3.16) son aplicaciones lineales y continuas de Fp,µ en Fp,2/p−µ−β(γm+1).

Sea ϕ ∈ C∞0 (R+), integrando por partes y aplicando (3.3.4) logramos

O
{
Cz,(bj),ηϕ(x)

}
(z) = βz−β(γm+1)+1

∫ ∞

0
Gm,0

0,m

(
(zx)β|(γj + 1− 1/β)m1

)
·

·Cz,(bj),ηϕ(x)dx =

= βz−β(γm+1)+1
∫ ∞

0
Bz,(bj),ηG

m,0
0,m

(
(zx)β|(γj + 1− 1/β)m1

)
ϕ(x)dx =

= (−1)mβmzηββz−β(γm+1)+1
∫ ∞

0
Gm,0

0,m

(
(zx)β|(γj + 1− 1/β)m1

)
xηβϕ(x)dx =
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= (−1)mβmzηβO
{
xηβϕ(x)

}
(z),

y como conocemos por el Lema III.1.1, que C∞0 (R+) es denso en Fp,µ, el

resultado se obtiene para ϕ ∈ Fp,µ.

Proposición III.3.6 Sean 1 ≤ p ≤ ∞ y µ ∈ C. Para toda f ∈ F ′

p,µ

satisfaciendo

Reµ < 1/p+ β(γm + 1)− 2 (3.3.18)

tenemos que

zβ(γm+1)−1O
{
x−β(γm+1)+1Cx,(bj),η x

β(γm+1)−1f(x)
}
(z) =

= (−1)mβmzβ(γm+1+η)−1O
{
xηβf(x)

}
(z). (3.3.19)

Demostración: Según el Lema III.1.4, (3.3.18) y la Proposición III.3.3,

los dos lados de la igualdad dada en (3.3.19) son aplicaciones lineales y

continuas de F
′

p,µ en F
′

p,2/p−µ−1.

De acuerdo con (3.3.13) y la Definición III.1.1 se tiene que

< zβ(γm+1)−1O
{
x−β(γm+1)+1Cx,(bj),η x

β(γm+1)−1f(x)
}
(z), ϕ(z) >=

= < z−β(γm+1)+1Cz,(bj),η z
β(γm+1)−1f(z), zβ(γm+1)−1Oϕ(z) >=

= < Cz,(bj),η z
β(γm+1)−1f(z),Oϕ(z) >=

= < f(z), zβ(γm+1)−1Bz,(bj),ηOϕ(z) >,
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entonces por la Definición III.1.1 y teniendo en cuenta (3.3.14) se con-

sigue

< zβ(γm+1)−1O
{
x−β(γm+1)+1Cz,(bj),η x

β(γm+1)−1f(x)
}
(z), ϕ(z) >=

= < f(z), (−1)mβm zβ(γm+1+η)−1O
{
xηβϕ(x)

}
(z) >=

= < (−1)mβmzηβf(z), zβ(γm+1)−1O
{
xηβϕ(x)

}
(z) >=

= < (−1)mβmzβ(γm+1)−1O
{
xηβf(x)

}
(z), zηβϕ(z) >=

= < (−1)mβmzβ(γm+1+η)−1O
{
xηβf(x)

}
(z), ϕ(z) > .

Con lo que concluye la demostración.

Proposición III.3.7 Consideremos 1 ≤ p ≤ ∞ y µ ∈ C. Si f ∈ F ′

p,µ

tal que

Reµ < 1/p+ β(γm + 1)− 2, (3.3.20)

entonces

Bz,(bj),η z
β(γm+1)−1Of(z) = (−1)mβm zβ(γm+1+η)−1O

{
xηβf(x)

}
(z).

(3.3.21)

Demostración: De acuerdo con (3.3.20), el Lema III.1.4 y la Proposición

III.3.3, los dos miembros de la igualdad (3.3.21) son aplicaciones lineales

y continuas de F
′

p,µ en F
′

p,2/p−µ−1.
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Para demostrar (3.3.21) debemos ver que

< Bz,(bj),η z
β(γm+1)−1Of(z), ϕ(z) >=

=< (−1)mβm zβ(γm+1+η)−1O
{
xηβf(x)

}
(z), ϕ(z) >,

para toda ϕ ∈ Fp,2/p−µ−1.

Para ello por (3.3.13) y (3.3.16) tenemos

< Bz,(bj),η z
β(γm+1)−1Of(z), ϕ(z) >=

= < zβ(γm+1)−1Of(z), Cz,(bj),ηϕ(z) >=

= < f(z), zβ(γm+1)−1O
{
Cz,(bj),ηϕ(x)

}
(z) >=

= < f(z), (−1)mβmzβ(γm+1+η)−1O
{
xηβϕ(x)

}
(z) >=

= < (−1)mβm zβ(γm+1+η)−1O
{
xηβf(x)

}
(z), ϕ(z) > .

De este modo queda probado (3.3.21).

III.3.3 Método del núcleo

En esta sección definimos la transformación de Obrechkoff por medio

del método del núcleo sobre los espacios de funciones generalizadas

Fp,µ y F
′

p,µ [77]. Estudiamos y establecemos teoremas de analicitidad,

acotación e inversión, que nos permiten generalizar los resultados de A.

Baier y H. J. Glaeske [5] para la transformación de Laplace y los de
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J. J. Betancor y L. Rodŕıguez-Mesa [11] para la K- transformación, a

destacar la nueva fórmula inversión obtenida para la transformación de

Obrechkoff lográndose como caso particular un teorema inédito para la

L(ρ)
α transformación.

En lo que sigue µ denotará un número complejo arbitrario, β un

número real positivo, 1 ≤ p ≤∞ (mientras no se diga lo contrario), y q

vendrá dado por 1/p+ 1/q = 1.

Inicialmente, recordamos algunas definiciones dadas en [78], que son

útiles para obtener la fórmula de inversión.

Definición III.3.1 Sean los conjuntos Ap,µ,β y A
′

p,µ,β de números com-

plejos definidos por

Ap,µ,β = {γ : Re(βγ + µ) + β �= 1/p− βl (l = 0, 1, 2, . . .)} (3.3.22)

A
′

p,µ,β = {γ : Re(βγ − µ) �= −1/p− βl (l = 0, 1, 2, . . .)} (3.3.23)

(Véase [78, Definition 2.5, p.522])

Definición III.3.2 Sean Re(βγ+µ)+β > 1/p, ϕ ∈ Fp,µ. Para Re δ > 0,

los operadores de Erdélyi-Kober Iγ,δβ ϕ vienen dados por

Iγ,δβ ϕ(t) = (Γ(δ))−1 t−βγ−βδ
∫ t

0
(tβ − uβ)δ−1uβγϕ(u)d(uβ). (3.3.24)
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Esta definición fue extendida para Re δ ≤ 0 por medio de la fórmula

Iγ,δβ ϕ = (γ + δ + 1)Iγ,δ+1
β ϕ+ β−1Iγ,δ+1

β θϕ (3.3.25)

donde θx = x
d
dx .

(Véase [78, Definition 2.6 (i), p.522])

Proposición III.3.8 Si γ ∈ Ap,µ,β, entonces I
γ,δ
β es una aplicación

lineal y continua de Fp,µ en śı mismo. Si además γ+δ ∈ Ap,µ,β, entonces

Iγ,δβ es un isomorfismo de Fp,µ en śı mismo y

(
Iγ,δβ

)−1
= Iγ+δ,−δ

β . (3.3.26)

(Véase [78, Theorem 2.7, p.523])

Además por [78, p. 524, Definition 2.10 (ii)] tenemos

Definición III.3.3 Sean f ∈ F ′

p,µ, 1/p+1/q = 1 y γ ∈ A′

q,−µ,β, defini-

mos Kγ,λ
β f ∈ F ′

p,µ por

< Kγ,λ
β f,ϕ >=< f, I

γ−1+1/β,λ
β ϕ >,

para toda ϕ ∈ Fp,µ

A continuación establecemos un resultado que nos va a permitir

definir la O-transformación sobre los espacios F ′

p,µ usando el método

del núcleo.
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Lema III.3.1 Sea β > 1/p. Para cada z ∈ C verificando Re z > 0 el

núcleo λ(z, t) = z−β(γm+1)+1Gm,0
0,m

(
(zt)β |(γk + 1− 1/β)m1

)
∈ Fp,µ siem-

pre que

Reµ < β min
1≤k≤m

(γk + 1)− 1 + 1/p.

Demostración: Podemos ver sin dificultad que

tk
dk

dtk
≡

[k/2]∑
i=0

ai,k · tβ(k−i)
(
t1−β d

dt

)k−i

, (3.3.27)

donde a0,k = 1 y ai,k son números reales positivos (i = 1, . . . , [k/2]).

tk
dk

dtk
(
t−µλ(z, t)

)
= z−β(γm+1)+1tk

dk

dtk

[
t−µGm,0

0,m

(
(zt)β |(γk + 1− 1/β)m1

)]

= zµ−β(γm+1)−1tk
dk

dtk

[
(zt)−µGm,0

0,m

(
(zt)β |(γk + 1− 1/β)m1

)]
.

Por [61, (A.14), p. 315] sabemos que

(zt)−µGm,0
0,m

(
(zt)β |(γk + 1− 1/β)m1

)
= Gm,0

0,m

(
(zt)β |(γk + 1− 1/β − µ/β)m1

)

obteniendo

tk
dk

dtk
(
t−µλ(z, t)

)
= zµ−β(γm+1)+1tk

dk

dtk

[
Gm,0

0,m

(
(zt)β |(γk + 1− 1/β − µ/β)m1

)]
.

Además de acuerdo con (3.3.27) se tiene que

tk
dk

dtk
(
t−µλ(z, t)

)
= zµ−β(γm+1)+1

[k/2]∑
i=0

ai,k · tβ(k−i) ·

·
(
t1−β d

dt

)k−i [
Gm,0

0,m

(
(zt)β |(γk + 1− 1/β − µ/β)m1

)]
,
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haciendo el cambio de variable (zt)β = u y utilizando [61, (A.18), p.316]

logramos

tk
dk

dtk
(
t−µλ(z, t)

)
=

= zµ−β(γm+1)+1
[k/2]∑
i=0

ai,k·Gm,1
1,m+1

(
(zt)β

∣∣∣∣∣ 0(γk + 1− 1/β − µ/β)m1 ;k − i

)
.

(3.3.28)

Ahora por el comportamiento asintótico [76, pp. 9-10] de las fun-

ciones G de Meijer, tenemos que para r ∈ N y β > 1/p

max
0≤k≤r

∥∥∥∥∥tk d
k

dtk
(
t−µλ(z, t)

)∥∥∥∥∥
p

<∞,

como queŕıamos demostrar.

Seguidamente se define la transformación de Obrechkoff por el método

del núcleo para posteriormente establecer algunos resultados relaciona-

dos con dicha transformada.

Definición III.3.4 Sean β > 1/p y Reµ < β min
1≤k≤m

(γk + 1)− 1 + 1/p.
Para cada f ∈ F ′

p,µ la transformación generalizada de Obrechkoff Of
viene dada por

Of(z) =< f(t), λ(z, t) >, Re z > 0.

Proposición III.3.9 Sean β > 1/p y Reµ < β min
1≤k≤m

(γk + 1)−1+1/p.
Si f ∈ F ′

p,µ, entonces (Of)(z) es una función holomorfa para Re z > 0.
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Además,

dm

dzm
(Of)(z) =< f(t), ∂

m

∂zm
[λ(z, t)] >, Re z > 0,

para cada m ∈ N.

Demostración: Debemos ver que

lim
h→0

(Of)(z + h)− (Of)(z)
h

=< f(t),
∂

∂z
[λ(z, t)] >,Re z > 0. (3.3.29)

Como f ∈ F ′

p,µ, para demostrar (3.3.29) es suficiente ver que

lim
h→0

λ(z + h, t)− λ(z, t)
h

=
∂

∂z
[λ(z, t)] , (3.3.30)

en el sentido de convergencia en Fp,µ.

Consideremos z, h ∈ C tales que Re z > 0, Re(z+ h) > 0. Definimos

ϕh(z, t) =
λ(z + h, t)− λ(z, t)

h
− ∂

∂z
[λ(z, t)] , t ∈ (0,∞),

entonces usando la fórmula integral de Cauchy obtenemos

ϕh(z, t) =
h

2πi

∫
γ

λ(η, t)

(η − z)2(η − z − h)dη, t ∈ (0,∞), (3.3.31)

donde el camino de integración γ puede ser parametrizado por

η(θ) = z + reiθ, θ ∈ [0, 2π] y r, h son elegidos tales que 0 < |h| < r y

Re z > r.
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Sea k ∈ N. Por (3.3.28) y (3.3.31) tenemos

tk
dk

dtk
(
t−µϕh(z, t)

)
=

h

2πi

∫
γ

tk dk

dtk
(t−µλ(η, t))

(η − z)2(η − z − h)dη =

=
h

2πi
· zµ−β(γm+1)+1

[k/2]∑
i=0

a∗i,k·

·
∫
γ

Gm,1
1,m+1

(
(zt)β

∣∣∣∣∣ 0(γk + 1− 1/β − µ/β)m1 ; k − i

)

(η − z)2(η − z − h) dη.

Si se denota por

G(z, t) = Gm,1
1,m+1

(
(zt)β

∣∣∣∣∣ 0(γk + 1− 1/β − µ/β)m1 ; k − i

)
,

resulta

∥∥∥∥∥tk d
k

dtk
(
t−µϕh(z, t)

)∥∥∥∥∥
p

≤

≤ c |h| zµ−β(γm+1)+1
[k/2]∑
i=0

a∗i,k ·
∫ 2π

0

‖G(z, t)‖p
r(r− |h|) dθ.

Procediendo de una manera similar al Lema III.3.1, tenemos que para

cada r ∈ N, β > 1/p y Reµ < β min
1≤k≤m

(γk + 1)− 1 + 1/p, se tiene

max
0≤k≤r

∥∥∥∥∥tk d
k

dtk
(
t−µϕh(z, t)

)∥∥∥∥∥
p

→ 0,

cuando |h| → 0.
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Con esto queda probado (3.3.30). La demostración se finaliza por

inducción.

La siguiente proposición nos da una regla de cálculo operacional,

que será útil para las aplicaciones de esta transformada integral en la

solución de ciertas ecuaciones diferenciales.

Proposición III.3.10 Sean β > 1/p y Reµ < β min
1≤k≤m

(γk + 1)−1+ 1
p
.

Para cada f ∈ F ′

p,µ y m ∈ N tenemos que

Bz,(bi)m1 ,η(Of)(z) =< f(t), (−1)mβmzβ(γm+1+η)−1tηβλ(z, t) >, Re z > 0,

siendo

Bz,(bi)m1 ,η ≡ zβ(γm+1)−1
m∏
i=1

(
d

dz
z − bi

)(
d

dz
z − bi − 1

)
· · ·

(
d

dz
z − bi − η − 1

)
.

Demostración:

Denotemos porG∗(z, t) ≡ Gm,0
0,m

(
(zt)β |(γi + 1− 1/β − µ/β)m1

)
. Según

la Proposición III.3.9 obtenemos

Bz,(bi)m1 ,η(Of)(z) =

= < f(t),
m∏
i=1

(
z
d

dz
− bi

)(
z
d

dz
− bi − 1

)
· · ·

(
z
d

dz
− bi − η − 1

)
G∗(z, t) > .

Entonces en virtud de [61, Corollary B.5] se tiene que

Bz,(bi)m1 ,η(Of)(z) =< f(t), (−1)mβm(zt)ηβG∗(z, t) >=
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=< f(t), (−1)mβm(zt)ηβzβ(γm+1)−1λ(z, t) >=

=< f(t), (−1)mβmzβ(γm+1+η)−1tηβλ(z, t) > .

En esta parte final del Caṕıtulo probamos una nueva fórmula de

inversión, la cual nos servirá para demostrar un resultado de unicidad y

una propiedad de acotación.

Para ello, inicialmente damos un nuevo operador que en sentido

clásico ha sido ampliamente estudiado por Virginia Kiryakova [61].

Definición III.3.5 Sea ϕ ∈ Fp,µ. Para Reµ > 1/p − β(γk + 1), γk ∈
Ap,µ,β, k = 1, . . . ,m, δk ∈ R, la integral fraccionaria generalizada (ope-

rador múltiple de Erdélyi-Kober) viene dada por

I
(γk),(δk)
β,m ϕ(t) ≡ Iγm,δm

β

{
I
γm−1,δm−1

β · · ·
(
Iγ1,δ1β ϕ(t)

)}
,

donde Iγ,δβ es el operador de Erdélyi-Kober dado en la Definición III.3.2.

Si δk > 0, se tiene la siguiente representación integral:

I
(γk),(δk)
β,m ϕ(t) =

=
∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0

m∏
k=1

(1− σk)δk−1σγkk
Γ(δk)

ϕ(t(σ1 · · ·σm)1/β)dσ1 . . . dσm =

(3.3.32)
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=
∫ 1

0
Gm,0

m,m


σ

∣∣∣∣∣∣∣
(γk + δk)

m
1

(γk)
m
1


ϕ(tσ1/β)dσ = (3.3.33)

= t−β
∫ t

0
Gm,0

m,m


(u

t

)β

∣∣∣∣∣∣∣
(γk + δk)

m
1

(γk)
m
1


ϕ(u)d(uβ). (3.3.34)

Por las condiciones que se establecen, las tres representaciones inte-

grales anteriores ((3.3.32)-(3.3.34)) son equivalentes, para un demostra-

ción clásica ver [61, Theorem 1.2.10, p.30-32]. Además I
(γk),(δk)
β,m son

operadores lineales y continuos de Fp,µ en śı mismo.

Por otra parte, si γk + δk ∈ Ap,µ,β, k = 1, . . . ,m, definimos el ope-

rador lineal inverso por la izquierda de la integral fraccionaria genera-

lizada I
(γk),(δk)
β,m como una derivada fraccionaria generalizada (siguiendo

un procedimiento similar al dado en [61], para el caso clásico), como:

(
I
(γk),(δk)
β,m

)−1
ϕ(x) =

=
(
Iγm,δm
β

)−1
{(
I
γm−1,δm−1

β

)−1 · · ·
[(
Iγ1,δ1β

)−1
ϕ(x)

]}
=

= Iγm+δm,−δm
β

{
I
γm−1+δm−1,−δm−1

β · · ·
[
Iγ1+δ1,−δ1
β ϕ(x)

]}
=

= I
(γk+δk),(−δk)
β,m ϕ(x),

donde Iγk+δk,−δk
β viene dada como en la Definición III.3.2 ([78, Definition

2.6 (i), p.52]).
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Tambíen juega un papel importante otra integral fraccionaria que

generaliza a la de Weyl ([61],[103]) y que establecemos a continuación:

Definición III.3.6 Sea f ∈ F ′

p,µ. Para Reµ > 1/p − βγk − 1, γk ∈
A

′

q,−µ,β, k = 1, . . . ,m, la integral de tipo Weyl generalizada viene dada

por

K
(γk),(δk)
β,m f(t) ≡ Kγ1,δ1

β

{
Kγ2,δ2

β · · ·
(
Kγm,δm

β f(t)
)}
,

es decir, para cada ϕ ∈ Fp,µ, se tiene

< K
(γk),(δk)
β,m f,ϕ >=< f, I

(γk−1+1/β),(δk)
β ϕ > .

Bajo las condiciones anteriores, K
(γk),(δk)
β,m es una aplicación lineal

continua e inyectiva de F
′

p,µ en śı mismo.

Además, si γk + δk ∈ A
′

q,−µ,β (k = 1, . . . ,m), para ϕ ∈ Fp,µ, el

operador lineal inverso por la izquierda de la integral fraccionaria gene-

ralizada K
(γk),(δk)
β,m se define como

<
(
K

(γk),(δk)
β,m

)−1
f, ϕ >=< K

(γk+δk),(−δk)
β,m f,ϕ >=

= < f,
(
I
(γk−1+1/β),(δk)
β

)−1
ϕ >=< f, I

(γk+δk),(−δk)
β,m ϕ >,

donde I
(γk+δk),(−δk)
β viene dado como la Definición III.3.5.
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Definición III.3.7 Sean λk = γm−γk+k/m > 0, Reµ > 1/p−m(γk + 1) + 1
y γk ∈ Ap,µ−1,m, k = 1, . . . ,m− 1. Para ϕ ∈ Fp,µ definimos el siguiente

operador:

Tϕ(t) =

= tm−1
∫ 1/t

0
Gm−1,0

m−1,m−1


umtm

∣∣∣∣∣∣∣
(γk + λk)

m−1
1

(γk)
m−1
1


u−m(1+γm)ϕ(1/u)d(um) =

= t−1 · I(γk),(λk)
m,m−1 {φ(.)} (1/t),

donde φ(u) = u−m(1+γm)ϕ(1/u).

Podemos ver que T es una aplicación lineal y continua de Fp,µ en

Fp,µ+m(1+γm)+1, ya que si ϕ(u) ∈ Fp,µ, entonces ϕ(1/u) ∈ Fp,µ.

En sentido clásico fue establecido un operador de tipo “Sonine-Dimovski”

(ver [61]). A continuación por medio de T definimos un operador tipo

“Sonine-Dimovski” sobre F
′

p,µ, dado por:

Definición III.3.8 Para f ∈ F ′

p,µ se define el operador tipo “Sonine-

Dimovski” T ∗ como

< T ∗f(t), ϕ(t) >=< f(t), Tϕ(t) >,

donde ϕ ∈ Fp,µ−m(1+γm)−1. Es decir,

T ∗f(t) = tm(1+γm)K
(γk+1−1/m),(λk)
m,m−1 [g(.)] (1/t),
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siendo g(u) = u · f(1/u).
Por la definición de T ∗ se puede comprobar que es una aplicación

lineal y continua de F
′

p,µ en F
′

p,µ−m(1+γm)−1. Además, si γm + k/m ∈
Ap,µ−1,m (para k = 1, . . . ,m− 1) el operador T ∗ admite inverso.

Para establecer el teorema de inversión necesitamos recordar el si-

guiente resultado dado en [5, Theorem 4.1, p.318] para la transformación

de Laplace y demostrar un importante lema que garantice cierta relación

entre la transformación de Laplace y la O-transformación.

Teorema III.3.2 Dadas f ∈ F ′

p,µ, Reµ < 1/p, Re z > 0 y c, r ∈ (0,∞),
se sigue que

f(t) = lim
r→∞

1

(2πi)

∫ c+ir

c−ir
L{f(t); z}etzdz,

entendiendo que la convergencia es en D′

(I), siendo

L{f(t); z} =< f(t), e−zt >,

la transformada de Laplace de f .

Veamos a continuación el lema mencionado.

Lema III.3.2 Sean β =m > 1/p, λk = γm− γk + k/m > 0 y f ∈ F ′

p,µ.

Si las siguientes condiciones
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(i) γk ∈ Ap,µ−1,m cuando k = 1, . . . ,m− 1;

(ii) 1/p −m(γk + 1) + 1 < Reµ < m min
1≤k≤m

(γk + 1) − 1 + 1/p, para
k = 1, . . . ,m;

se satisfacen, entonces

L{T ∗f(t); z} = c1 · O{f(t); (z/m)} (Re z > 0),

donde

c1 =
(2π)(1−m)/2

m1/2−m
.

Demostración: Calculemos T
{
e−zu−1

}
(1/t), es decir,

T
{
e−zu−1

}
(1/t) = t · I(γk),(λk)

m,m−1

{
u−m(1+γm)e−zu−1

}
(t) =

= t1−m
∫ t

0
Gm−1,0

m−1,m−1

(
um

tm

∣∣∣∣∣ (γk + λk)
m−1
1

(γk)
m−1
1

)
u−m(1+γm)e−zu−1

d(um).

Haciendo el cambio u = x−1 resulta

T
{
e−zu−1

}
(1/t) =

= t1−m
∫ ∞

t−1
Gm−1,0

m−1,m−1

(
t−m

xm

∣∣∣∣∣ (γk + λk)
m−1
1

(γk)
m−1
1

)
xm(1+γm)e−zxdx =

= t1−m
∫ ∞

t−1
G0,m−1

m−1,m−1

(
xm

t−m

∣∣∣∣∣ (1− γk)
m−1
1

(1− γk − λk)m−1
1

)
xm(1+γm)e−zxdx,

denotando la última integral por J y realizando la siguiente sustitución,

para x < t−1,

e−zx ≡ G1,0
0,1 (zx |0) ,G0,m−1

m−1,m−1

(
xm

t−m

∣∣∣∣∣ (1− γk)
m−1
1

(1− γk − λk)m−1
1

)
≡ 0,
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tenemos que

J = t1−m
∫ ∞

t−1
xm(1+γm)G1,0

0,1 (zx |0)·G0,m−1
m−1,m−1

(
xm

t−m

∣∣∣∣∣ (1− γk)
m−1
1

(1− γk − λk)m−1
1

)
dx.

Procediendo como en [61, pp. 183-184], logramos

J =
(2π)(1−m)/2

m1/2−m
· z−m(γm+1)+1 ·Gm,0

0,m

(
(z/m)m t−m|(γk + 1− 1/m)m1

)
.

Por lo tanto,

T
{
e−zu−1

}
(t) =

(2π)(1−m)/2

m1/2−m
· z−m(γm+1)+1 ·

·Gm,0
0,m

(
(z/m)m t−m|(γk + 1− 1/m)m1

)
.(3.3.35)

Por otra parte, por definición, sabemos que

L{T ∗f(t); z} =< T ∗f(t), e−zt >=

=< f(t), t−1 · I(γk),(λk)
m,m−1

{
u−m(1+γm)e−zu−1

}
(1/t) >=

=< f(1/t), t · I(γk),(λk)
m,m−1

{
u−m(1+γm)e−zu−1

}
(t) >,

y de acuerdo con (3.3.35) se sigue que

L{T ∗f(t); z} =

=< f(1/t), c1 · z−m(γm+1)+1 ·Gm,0
0,m

(
(z/m)m t−m|(γk + 1− 1/m)m1

)
>=
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= < f(t), c1 · z−m(γm+1)+1 ·Gm,0
0,m

((
z

m

)m

tm|(γk + 1− 1/m)m1
)
>=

= c1 < f(t), λ(z/m, t) >= c1 · O{f(t); (z/m)}.

Una vez establecidos los resultados anteriores, podemos enunciar y

demostrar el siguiente:

Teorema III.3.3 (Inversión) Sea β =m > 1/p, λk = γm − γk + k/m > 0,

c, r ∈ (0,∞) y f ∈ F ′

p,µ. Si las siguientes condiciones

(i) γk ∈ Ap,µ−1,m, γm + k/m ∈ Ap,µ−1,m para k = 1, . . . ,m− 1;

(ii) 1/p−m(γk +1) + 1 < Reµ < m min
1≤k≤m

(γk + 1)− 1 + 1/p, cuando
k = 1, . . . ,m;

se verifican, entonces

f(t) = t−1 · lim
r→∞

1

(2πi)
K

(γm+(k−1)/m+1),(−λk)
m,m−1

{∫ c+ir

c−ir
φ(., z)dz

}
(1/t),

en el sentido de convergencia en D′

(I), siendo

φ(u, z) = O{f(u); (z/m)}um(1+γm)ez/u.

Demostración: Haciendo uso del Teorema III.3.2 y del Lema III.3.2,

obtenemos

T ∗f(t) = lim
r→∞

1

(2πi)

∫ c+ir

c−ir
O{f(t); (z/m)}etzdz, (3.3.36)
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donde

T ∗ = tm(1+γm)K
(γk+1−1/m),(λk)
m,m−1 [uf(1/u)] (1/t).

Luego de (3.3.36) tenemos

tm(1+γm)K
(γk+1−1/m),(λk)
m,m−1 [uf(1/u)] (1/t) =

= lim
r→∞

1

(2πi)

∫ c+ir

c−ir
O{f(t); (z/m)}etzdz,

es decir,

K
(γk+1−1/m),(λk)
m,m−1 [uf(1/u)] (1/t) =

= lim
r→∞

1

(2πi)
t−m(1+γm)

∫ c+ir

c−ir
O{f(t); (z/m)}etzdz,

o también,

K
(γk+1−1/m),(λk)
m,m−1 [uf(1/u)] (t) =

= lim
r→∞

1

(2πi)
tm(1+γm)

∫ c+ir

c−ir
O{f(t); (z/m)}ez/tdz,

dado que γm + k/m ∈ Ap,µ−1,m, sabemos que el operador T ∗ admite

inverso, y por tanto,

tf(1/t) = K
(γm+(k−1)/m+1),(−λk)
m,m−1

{
lim
r→∞

1

(2πi)

∫ c+ir

c−ir
φ(., z)dz

}
(t),

donde φ(u, z) = O{f(u); (z/m)}um(1+γm)ez/u, luego

f(t) = t−1 · lim
r→∞

1

(2πi)
K

(γm+(k−1)/m+1),(−λk)
m,m−1

{∫ c+ir

c−ir
φ(., z)dz

}
(1/t).
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Observación III.3.1 Nótese que como caso particular cuando β = m,

γk = k/m (k = 1, . . . ,m − 1) y γm = ν − 1/m, obtenemos una nueva

fórmula de inversión para la transformación de Krätzel L(ρ)
α ([63],[65],[66])

A continuación establecemos el siguiente resultado de unicidad.

Proposición III.3.11 Sean β = m > 1/p, λk = γm − γk + k/m > 0 y

f ∈ F ′

p,µ. Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) γk ∈ Ap,µ−1,m, γm + k/m ∈ Ap,µ−1,m cuando k = 1, . . . ,m− 1;

(ii) 1/p −m(γk + 1) + 1 < Reµ < m min
1≤k≤m

(γk + 1) − 1 + 1/p, para
k = 1, . . . ,m.

Entonces si O{f(t); z} = O{g(t); z} ⇒ f = g.

Demostración: La proposición se sigue si probamos que dada f ∈ F ′

p,µ

y O{f(t); z} = 0 ⇒ f = 0.

En virtud del Teorema III.3.3, tenemos que si f ∈ F ′

p,µ yO{f(t); z} = 0,
entonces < f,ϕ >= 0, para toda ϕ ∈ D(I). Luego dado que D(I) es
denso en Fp,µ [77, Chapter 2] se concluye que f = 0.

Para concluir demostramos una propiedad de acotación:
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Proposición III.3.12 Sean β > 1/p y Reµ < β min
1≤k≤m

(γk + 1)−1+ 1
p
.

Si f ∈ F ′

p,µ entonces existe una constante positiva c tal que

|O{f(t); z}| ≤ c · zmax{µ−β(γm+1)+1−β,β(γ1−γm)} (Re z > 0).

Demostración: Sea f ∈ F
′

p,µ. Sabemos por [127, Theorem 1.8-1,

p.18] que existe c > 0 y r ∈ N tal que

|O{f(t); z}| ≤

≤ c · max
0≤k≤r

∥∥∥∥∥tk d
k

dtk

(
t−µz−β(γm+1)+1Gm,0

0,m

(
(zt)β |(γk + 1− 1/β)m1

))∥∥∥∥∥
p

.

Entonces procediendo como en el Lema III.3.1 resulta

|O{f(t); z}| ≤

≤ c · zµ−β(γm+1)+1
[k/2]∑
i=0

ai,k · max
0≤k≤r

‖G(z, t)‖p ≤

≤ c · zmax{µ−β(γm+1)+1−β,β(γ1−γm)},

donde G(z, t) = Gm,1
1,m+1

(
(zt)β

∣∣∣∣∣ 0(γk + 1− 1/β − µ/β)m1 ; k − i

)
.



Caṕıtulo IV

Potenciales de Hankel y

espacios de funciones

IV.1 Introducción y preliminares

En la literatura matemática podemos encontrar la siguiente variante de

la transformación integral de Hankel

hµ(f)(y) =
∫ ∞

0
(xy)−µJµ(xy)f(x)x

2µ+1dx, y ∈ (0,∞), (4.1.1)

donde la función Jµ representa a la función de Bessel de primera es-

pecie y de orden µ, siendo µ ≥ −1/2 [118]. La transformación hµ es a
veces designada como transformación integral de Hankel-Schwartz o de

135
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Fourier-Bessel (véase [70], [79], [80], [105], [106], [112] y [113]). Como

hemos citado en el prólogo, a lo largo de este caṕıtulo la denominamos

simplemente transformación integral de Hankel.

A efectos de permitir una mejor lectura, recordamos ahora la definición

de algunos espacios de funciones importantes en las investigaciones rea-

lizadas sobre la transformación hµ, ya que nos serán de gran utilidad en

el estudio abordado en este caṕıtulo.

F. M. Cholewinski [20], D. T. Haimo [45] e I. I. Hirschman, Jr. [50]

estudian inicialmente la convolución para la transformación de Hankel.

Dichos autores definen la convolución de Hankel # de f y g por

(f#g) (x) =
∫ ∞

0
f(y) (τxg) (y)dγ(y), x ∈ I,

siendo dγ(x) =
x2µ+1

2µΓ(µ+ 1)
dx y donde el operador de traslación de Han-

kel τx, x ∈ (0,∞), viene definido por

(τxg) (y) =
∫ ∞

0
Dµ(x, y, z)g(z)dγ(z).

La función núcleo Dµ(x, y, z), x, y, z ∈ (0,∞), viene dada por

Dµ(x, y, z) =
23µ−1Γ(µ+ 1)2√
πΓ(1/2 + µ)

(xyz)−2µA(x, y, z)2µ−1, x, y, z ∈ (0,∞)

donde A(x, y, z) es el área del triángulo cuyas aristas miden x, y, z, si

este triángulo existe, y A(x, y, z) = 0 en otro caso.
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Nótese que esta convolución sigue propiedades similares a la con-

volución usual asociada a la transformación de Fourier [50, Theorem

2.d], como por ejemplo, se puede observar con la fórmula de intercambio

hµ (f#g) = hµf · hµg (4.1.2)

válida cuando f, g ∈ L1
µ y también para otros espacios de la clase L

p
µ

([101]), donde por Lp
µ, 1 ≤ p < ∞, denotaremos el espacio constituido

por las funciones f medibles Lebesgue sobre (0,∞) tales que

‖f‖p,µ =
∫ ∞

0
|f(x)|p x2µ+1dx <∞,

y por L∞ el espacio de todas las funciones esencialmente acotadas res-

pecto a la medida de Lebesgue sobre I = (0,∞), es decir,

‖f‖∞,µ = ‖f‖∞ = sup esen |f | <∞.

Además escribiremos Lp y ‖.‖p en vez de Lp
µ y ‖.‖p,µ, respectivamen-

te, cuando µ = −1/2. Recordemos que C.S. Herz ([47, Teorema 3, p.
996]) demostró que hµ puede ser extendida como un operador acotado

de Lp
µ en L

q
µ, siempre que 1 ≤ p ≤ 2, donde q es el exponente conjugado

de p, esto es, q = p/(p− 1), cuando 1 < p <∞, y q =∞ cuando p = 1.

También nos será útil la fórmula de Parseval, que como se sabe es

‖f‖2,µ = ‖hµf‖2,µ . (4.1.3)
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La transformación hµ de Hankel ha sido definida sobre espacios de

funciones generalizadas por diferentes autores como puede verse en [2],

[9], [70], [81] y [104]. Entre ellos, G. Altenburg [2] introdujo el espacio

de funciones H, que consiste en

H = {f(x) : f(x) ∈ C∞((0,∞)) y

γm,k(f) = sup
x∈(0,∞)

∣∣∣xm(x−1D)kf(x)
∣∣∣ <∞ (m,k ∈ N) }

Cuando dotamos aH de la topoloǵıa generada por la familia de semi-
normas {γm,k}(m,k)∈NxN,H es un espacio de Fréchet y la transformación

hµ un automorfismo de H. Como es usual denotaremos al espacio dual
de H por H′

. Nótese que si f ∈ Lp
µ, para algún p ∈ [1,∞), entonces f

define un elemento de H′

mediante

< f,φ >=

∫ ∞

0
f(x)φ(x)x2µ+1dx, φ ∈ H.

Entenderemos por ∆µ ≡ ∆µ,x al operador diferencial de Bessel

x−2µ−1Dx2µ+1D. Es conocido que si u ∈ H′

se tiene que

hµ (∆µu) (x) = −x2u(x). (4.1.4)

Varios teoremas de multiplicadores han sido estudiados con la trans-

formación integral de Hankel hµ. En esta memoria usaremos el dado

por J. Gosselin y K. Stempak en [42, Corollary 1.2, p. 656], que fue
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extendido por J.J. Betancor y L. Rodŕıguez-Mesa en [14] y para el cual,

recientemente R. Kapelko [58] ha dado otra demostración.

Teorema IV.1.1 Sea k = [µ] + 1, donde [.] denota como es usual a la

función parte entera. Asumamos que m ∈ Ck(I) es una función definida

sobre I tal que existe C > 0 para la cual

{∫ R

R/2

∣∣∣(x−1D)αm(x)
∣∣∣2 dγ(x)

}1/2

≤ CRµ+1−α, (4.1.5)

donde C es una constante independiente de R > 0 y α = 0, 1, . . . , k,

entonces se tiene

‖hµ(mhµf)‖p,µ ≤ A ‖f‖p,µ , 1 < p <∞.

A continuación comentaremos brevemente el contenido de este caṕıtu-

lo.

Después de esta introducción, la sección segunda la dedicamos al

estudio de espacios de funciones y en particular, se define un nuevo

espacio tipo Sobolev, el cual es caracterizado por medio de módulos

de continuidad generalizados. Este espacio de Sobolev, permite carac-

terizar un espacio de potenciales [3] que denominamos potenciales de

Hankel, mediante un teorema análogo al dado por A. P. Calderón para

los potenciales de Bessel [16]. En esta misma sección, caracterizamos
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los potenciales de Hankel por medio de módulos de continuidad modi-

ficados, siguiendo las ideas de E. Stein [111]. Finalizamos esta sección

obteniendo varias equivalencias entre los espacios tipo Lispchitz estudia-

dos por J. J. Betancor y L. Rodŕıguez-Mesa [12] por medio de integrales

de Poisson [112]. En la siguiente sección estudiamos espacios tipo Besov

([13] y [3]) e introducimos nuevos espacios tipo Triebel-Lizorkin y de

Nikol’skii, para en el apartado IV.3, caracterizar el espacio de los poten-

ciales de Hankel por medio de los espacios tipo Triebel-Lizorkin. En la

sección cuarta extendemos los potenciales de Hankel ([92], [3]) al caso

no lineal y se introducen las capacidades asociadas a estos potenciales

para estudiar el problema de encontrar una función extremal para estas

capacidades [1]. Finalizamos este caṕıtulo dando ejemplos de algunas

aplicaciones.

IV.2 Espacios tipo Lipschitz, Sobolev y poten-

ciales de Hankel

IV.2.1 Espacios de tipo Sobolev y potenciales de Hankel

En 1984, G. Altenburg [3] introduce por primera vez los potenciales de

Hankel. Posteriormente, R. S. Pathak y P. K. Pandey [92] estudian una
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variante de estos potenciales. En esta sección continuamos los trabajos

anteriormente citados basados en las ideas de E. M. Stein [111] y M. H.

Taibleson [114]. Para ello se comienza dando la:

Definición IV.2.1 Para f ∈ Lp
µ (1 ≤ p ≤∞), se define

wp,µ(f)(t) = ‖τtf − f‖p,µ, t ∈ (0,∞), (4.2.1)

donde wp,µ(f)(t) se denominará módulo de continuidad modificado. Ade-

más de ([71], [73]) se tiene el siguiente teorema de valor medio generali-

zado

τtf(x)− f(x) = Ct2∆µf(x+ θt), 0 < θ < 1. (4.2.2)

Damos a continuación una nueva definición de un espacio tipo Sobolev

Lm,p
µ que será el análogo al espacio de Sobolev con la transformación de

Fourier, para obtener nuevas caracterizaciones de estos espacios tipo

Sobolev y los espacios de los potenciales de Hankel involucrando los

módulos de continuidad modificados wp,µ (Proposición IV.2.5 y Proposición

IV.2.7 ).

Definición IV.2.2 Para m ∈ N y 1 ≤ p <∞ definimos Lm,p
µ como

Lm,p
µ =

{
T ∈ H′

: T ∈ L1
loc,µ y ∆j

µT ∈ Lp
µ, 0 ≤ j ≤m

}
y lo dotamos con la norma

‖T‖Lm,p
µ

=
m∑
j=0

∥∥∥∆j
µT

∥∥∥
p,µ
.
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Proposición IV.2.1 Si 1 ≤ p <∞, entonces Lm,p
µ es completo.

Demostración: Sea {fk}∞k=1 una sucesión de Cauchy en L
m,p
µ . Luego{

∆j
µfk

}∞
k=1

es una sucesión de Cauchy en Lp
µ, j = 0, . . . ,m.

Representamos por gj el ĺımite en L
p
µ de

{
∆j

µfk
}∞
k=1

.

Para cada φ ∈ H se tiene que

∫ ∞

0

(
∆j

µfk
)
φdγ →

∫ ∞

0
gj · φdγ =< gj, φ > (4.2.3)

cuando k →∞,
y además

∫ ∞

0

(
∆j

µfk
)
φdγ = < ∆j

µfk, φ >=

= < fk,∆
j
µφ > . (4.2.4)

Entonces en virtud de (4.2.3) se sigue que

< fk,∆
j
µφ >→< g0,∆j

µφ >=< ∆
j
µg0, φ > . (4.2.5)

Luego combinando (4.2.4) y (4.2.5) logramos

∫ ∞

0

(
∆j

µfk
)
φdγ =< ∆j

µg0, φ > . (4.2.6)

Por tanto, de (4.2.3), (4.2.6) y la unicidad del ĺımite obtenemos que

< ∆j
µg0, φ >=< gj , φ >,
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para toda φ ∈ H
Entonces, ∆j

µfk → ∆j
µg0 en L

p
µ cuando k → ∞, para j = 1, . . . ,m.

Es decir, fk → g0 en L
m,p
µ cuando k→∞.

A continuación exponemos la definición de los potenciales de Hankel

y establecemos algunos resultados que nos serán útiles en las siguientes

secciones.

Definición IV.2.3 Los potenciales de HankelHs
µ de una función u ∈ H′

de orden s, s ∈ R vienen dados por

(
Hs

µu
)
(x) = hµ

(
(1 + ξ2)−s/2(hµu)(ξ)

)
(x) =

= (Gs#u)(x),

donde # es la convolución de Hankel y

Gs(y) = 2
s/2−1Γ(s/2) · ys/2−µ−1Kµ−s/2+1(y)

(Para todo s, por continuación anaĺıtica, ver [4, p. 417]) siendoKµ−s/2+1

la función de Bessel modificada de tercera especie y de orden µ−s/2+1
(ver [118]). Asimismo, para toda u ∈ H′

se tiene que

Hs
µH

−s
µ u = u. (4.2.7)

Recordemos ahora la definición de función semicontinua inferior ([41],[122]).
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Definición IV.2.4 Una función f : X → (−∞,∞] se dice que es semi-

continua inferior si {x : f(x) > a} es abierto para todo a ∈ R.

Además es conocido que toda función que viene definida como ĺımite

puntual de una sucesión creciente de funciones semicontinuas inferiores

es semicontinua inferior [122, Corolario 1, p. 294].

Lema IV.2.1 Sean 1 ≤ p <∞, µ ≥ −1/2 y u ∈ Lp
µ. Entonces Hs

µu es

semicontinua inferior.

Demostración: Dada

(
Hs

µu
)
(x) = (Gs#u) (x) =

∫ ∞

0
τxGs(y)u(y)dγ(y),

para ε > 0, definimos la función

K(ε)
s (x, y) =

∫ ∞

ε
Gs(z)Dµ(x, y, z)dγ(z).

Entonces

(
Hs

µu
)
(x) = lim

ε→0
Us,ε(x) = lim

ε→0

∫ ∞

0
K(ε)

s (x, y)u(y)dγ(y).

Luego, si vemos queHs
µu viene dada como ĺımite puntual de una sucesión

creciente de funciones continuas tenemos por la Definición IV.2.4 que

Hs
µu es semicontinua inferior.

Por tanto, demostremos que Us,ε es una función continua. Luego

|Us,ε(x1)− Us,ε(x2)| =
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=
∫ ∞

0

∫ ∞

ε
|Gs(z)| · |Dµ(x1, y, z)−Dµ(x2, y, z)| · |u(y)| · dγ(z) · dγ(y) =

=

∫ ∞

ε

∫ ∞

0
|Gs(z)| · |Dµ(x1, y, z)−Dµ(x2, y, z)| · |u(y)| · dγ(y) · dγ(z),

procediendo como en [50, pp. 311-312] tenemos

|Us,ε(x1)− Us,ε(x2)| ≤ I1 · I2

donde

I1 =

[∫ ∞

ε

∫ ∞

0
|u(y)|p · |Dµ(x1, y, z)−Dµ(x2, y, z)| · dγ(y) · dγ(z)

]1/p

I2 =

[∫ ∞

ε

∫ ∞

0
|Gs(z)|q · |Dµ(x1, y, z)−Dµ(x2, y, z)| · dγ(y) · dγ(z)

]1/q
.

siendo 1/p+ 1/q = 1.

Por último de

∫ ∞

0
|Dµ(x1, y, z)−Dµ(x2, y, z)|dγ(z) ≤ 2,

lim
x1→x2

∫ ∞

0
|Dµ(x1, y, z)−Dµ(x2, y, z)| dγ(z) = 0, 0 < y <∞,

y Gs ∈ Ls
µ(ε,∞) obtenemos el resultado.

Definimos a continuación el espacio de los potenciales de Hankel.

Definición IV.2.5 Para s ∈ R y 1 ≤ p < ∞, el espacio de los poten-

ciales de Hankel viene dado por

W s,p
µ =W s,p

µ (I) =
{
φ ∈ H′

: H−s
µ φ ∈ Lp

µ(I)
}
.
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La norma en W s,p
µ (I) viene definida por

‖φ‖s,p,µ = ‖φ‖W s,p
µ
=
∥∥∥H−s

µ φ
∥∥∥
p,µ
=

= cµ

(∫ ∞

0

∣∣∣H−s
µ φ

∣∣∣p dγ)1/p

. (4.2.8)

siendo cµ = 2µΓ(µ+ 1).

Los siguientes resultados fueron establecidos por G. Altenburg en [3,

pp. 55-56].

Lema IV.2.2 El potencial de Hankel Hs
µ es una automorfismo de H.

Proposición IV.2.2 H es denso en W s,p
µ (I), 1 < p <∞, ∀s ∈ R.

Proposición IV.2.3 W s,p
µ (I) es un espacio de Banach con respecto a

la norma ‖·‖s,p,µ.

Demostración: Consideremos {φj} una sucesión de Cauchy enW s,p
µ (I).

Entonces por definición del espacio de los potenciales de Hankel tenemos

que
{
H−s

µ φj
}
es una sucesión de Cauchy en Lp

µ. Como L
p
µ es completo,

sabemos que existe una función φ en Lp
µ tal que

H−s
µ φj → φ,

en Lp
µ cuando j →∞.
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Si definimos u = Hs
µφ y utilizamos (4.2.7) se tiene que φ = H−s

µ u.

Por lo tanto H−s
µ u pertenece a Lp

µ, es decir u ∈ W s,p
µ y además φj → u

en W s,p
µ cuando j →∞.

Proposición IV.2.4 El dual de W s,p
µ es isométricamente isomorfo a

W−s,q
µ para todo s ∈ R, 1 < p <∞ donde pq = p+ q.

Demostración:

Sea f ∈W−s,q
µ entonces f ∈ H′

y Hs
µf ∈ Lq

µ. Luego para toda φ ∈ H
tenemos

|< f, φ >| =
∣∣∣< H−s

µ

(
Hs

µf
)
, φ >

∣∣∣ = ∣∣∣< Hs
µf,H

−s
µ φ >

∣∣∣ ,
como Hs

µf ∈ Lq
µ genera una distribución regular se sigue que

|< f,φ >| =
∣∣∣∣
∫ ∞

0
Hs

µf(x)H
−s
µ φ(x)x2µ+1dx

∣∣∣∣ ,
aplicando la desigualdad de Hölder obtenemos

|< f, φ >| ≤
∥∥∥Hs

µf
∥∥∥
q,µ
·
∥∥∥H−s

µ φ
∥∥∥
p,µ
= ‖f‖−s,q,µ · ‖φ‖s,p,µ ,

para toda φ ∈ H y como sabemos por la Proposición IV.2.2 queH ⊂W s,p
µ ,

para 1 < p <∞, ∀s ∈ R resulta

‖f‖
(W s,p

µ )
′ ≤ ‖f‖−s,q,µ .
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La otra implicación se sigue de forma similar, véase [3, p. 57].

Una vez dados estos resultados, se establece una primera caracteri-

zación de los potenciales de Hankel inspirada en el libro de E. M. Stein

[111].

Proposición IV.2.5 Sea 0 < s < 2. Se tiene que f ∈ W s,2
µ (I) ∩ L2

µ si

y sólo si f ∈ L2
µ(I) y

∫ ∞

0

(w2,µ(f)(t))
2

t2s
dt

t
<∞. (4.2.9)

Demostración:

Sea f ∈W s,2
µ (I) ∩ L2

µ entonces f ∈ L2
µ y f = H

s
µg, g ∈ L2

µ.

Por lo tanto

hµf(x) = hµ
(
Hs

µg
)
(x) = (1 + x2)−s/2hµg(x),

es decir

hµg(x) = (1 + x
2)s/2hµf(x).

Aplicando ahora el Teorema de Plancharel para la transformación de

Hankel obtenemos

∫ ∞

0
|hµg(x)|2 dγ(x) =

∫ ∞

0
(1 + x2)s |hµf(x)|2 dγ(x) <∞. (4.2.10)
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Veamos si se verifica (4.2.9). Para ello usamos de nuevo el Teorema

de Plancharel consiguiendo

(w2,µ(t))
2 = ‖τtf − f‖22,µ = ‖hµ (τtf)− hµf‖22,µ =

=
∥∥(cµ(· t)−µJµ(· t)− 1

)
hµf(·)

∥∥2
2,µ =

=

∫ ∞

0

∣∣cµ(xt)−µJµ(xt)− 1
∣∣2 |hµf(x)|2 dγ(x),

siendo cµ = 2
µΓ(µ+ 1).

De donde con un simple cálculo, resulta

∫ ∞

0

(w2,µ(t))
2

t2s
dt

t
=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

|cµ(xt)−µJµ(xt)− 1|2
t2s

|hµf(x)|2 dγ(x)dt
t
=

=
∫ ∞

0
|hµf(x)|2

(∫ ∞

0

|cµ(xt)−µJµ(xt)− 1|2
t2s

dt

t

)
dγ(x).

y si denotamos por

G(x) =
∫ ∞

0

|cµ(xt)−µJµ(xt)− 1|2
t2s

dt

t
,

con el cambio de variable xt = z logramos

∫ ∞

0

|cµ(xt)−µJµ(xt)− 1|2
t2s

dt

t
= x2s

∫ ∞

0

|cµz−µJµ(z)− 1|2
z2s

dz

z
. (4.2.11)

Veamos que la integral que comparece en el lado derecho de la igualdad

(4.2.11) está acotada.

Para ello descomponemos esta integral en tres,
∫∞
0 =

∫ ε
0 +

∫K
ε +

∫∞
K .
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Los puntos problemáticos de esta integral serán en el origen y en el in-

finito. Para la integral en el infinito utilizamos que |cµt−µJµ(t)− 1| ≤ C,
t ∈ (0,∞), logrando acotar la citada integral para todo s > 0. La integral
en el origen se estima utilizando el teorema del valor medio y recordando

que D(t−µJµ(t)) = −t−µJµ+1(t) [127, p. 129], de forma que obtenemos

|cµt−µJµ(t)− 1| ≤ C · t2, para toda t ∈ (0,∞). Entonces, resulta que
esta última integral está acotada siempre que s < 2.

Luego, teniendo en cuenta (4.2.10) y (4.2.11) conseguimos

∫ ∞

0

(w2,µ(t))
2

t2s
dt

t
≤ C

∫ ∞

0
x2s |hµf(x)|2 dγ(x) <∞,

para cierta C > 0.

La otra implicación se sigue de una manera similar.

Nuestro próximo objetivo es demostrar un teorema de A. P. Calderón

[16, Theorem 1.2.3] en el marco de la transformación de Hankel. Para

ello, daremos primero la siguiente proposición.

Proposición IV.2.6 Sean 0 ≤ α ≤ s/2, α ∈ N, 1 < p <∞. Entonces
(∆µ)

αHs
µ es una aplicación lineal y continua de Lp

µ en Lp
µ.

Demostración: Podemos establecerla sin mas que comprobar que

m(x) = (−1)αx2α(1 + x2)−s/2
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verifica la condición (4.1.5) dada en el Teorema IV.1.1, ya que

hµ
(
(∆µ)

αHs
µf
)
(x) =m(x) · hµf(x).

Esta proposición permite enunciar y demostrar un teorema tipo A.

P. Calderón, que exponemos a continuación:

Teorema IV.2.1 Dados m ∈ N y 1 < p <∞, se tiene que f ∈ Lm,p
µ (I)

si y sólo si f ∈W 2m,p
µ (I).

Demostración: Supongamos que f ∈W 2m,p
µ (I).

Entonces f = H2m
µ g, g ∈ Lp

µ.

Asimismo, si α ≤m, por la Proposición IV.2.6,

(∆µ)
α f = (∆µ)

αH2m
µ g ∈ Lp

µ

y

‖(∆µ)
α f‖p,µ =

∥∥∥(∆µ)
αH2m

µ g
∥∥∥
p,µ
≤

≤ C ‖g‖p,µ = C
∥∥∥H−2m

µ f
∥∥∥
p,µ
= C ‖f‖2m,p,µ ,

siendo C una constante positiva.

Luego ∑
0≤α≤m

‖(∆µ)
α f‖p,µ ≤ C ‖f‖2m,p,µ ,
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y por lo tanto f ∈ Lm,p
µ (I).

Para la otra implicación, consideramos f ∈ Lm,p
µ (I), es decir, se

verifica que (∆µ)
α f ∈ Lp

µ para todo α ∈ N, 0 ≤ α ≤m.
Veamos que f ∈W 2m,p

µ (I).

Por definición sabemos que

H−2m
µ f = (I −∆µ)

mf. (4.2.12)

Tomando normas en (4.2.12) resulta

‖f‖2m,p,µ =
∥∥∥H−2m

µ f
∥∥∥
p,µ
= ‖(I −∆µ)

mf‖p,µ ≤ C
∑

0≤α≤m

‖(∆µ)
α f‖p,µ ,

para cierta C > 0.

Este teorema nos va a permitir, caracterizar el espacio tipo Sobolev

L1,p
µ (I) por medio de wp,µ en la:

Proposición IV.2.7 Sea 1 < p <∞. Entonces f ∈ L1,p
µ (I) si y sólo si

f ∈ Lp
µ y wp,µ(f)(t) = O(t2) cuando t→ 0.

Demostración: De acuerdo con el la Proposición IV.2.2 y el Teorema

IV.2.1, H es denso en L1,p
µ . Luego consideremos f ∈ H y ∆j

µf ∈ Lp
µ para

0 ≤ j ≤ 1. Por tanto, existe C1 > 0 tal que ‖∆µf‖p,µ ≤ C1.

Entonces utilizando (4.2.2) tenemos para C2 constante

wp,µ(f)(t) = ‖τtf − f‖p,µ = C2 · t2 ‖∆µf(·+ θt)‖p,µ .
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Luego si t→ 0 conseguimos

|wp,µ(f)(t)| ≤ C2 · t2,

es decir wp,µ(f)(t) = O(t
2) cuando t→ 0.

Se concluye esta implicación por densidad.

Para la otra implicación procedemos de manera similar.

Consideremos f ∈ H y que wp,µ(f)(t) = O(t2) cuando t → 0. En-

tonces, para C1 constante, se tiene que

C1 · t2 ≥ ‖τtf − f‖p,µ = wp,µ(f)(t)

cuando t→ 0. Luego utilizando otra vez (4.2.2) resulta, que para t→ 0,

C1 · t2 ≥ ‖τtf − f‖p,µ =
∥∥∥C · t2∆µf(·+ θt)

∥∥∥
p,µ
,

para cierta constante C > 0.

Luego ‖∆µf(·+ θt)‖p,µ ≤ C2 para t → 0. Es decir, ‖∆µf‖p,µ ≤ C2.

Con lo que tenemos que f ∈ L1,p
µ y el resultado se sigue por densidad.

IV.2.2 Espacios tipo Lipschitz

Recientemente en la tesis doctoral de L. Rodŕıguez-Mesa [101] fueron

introducidos nuevos espacios tipo Lipschitz. Para 0 < s < 1, el espacio
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que denominamos Lipschitz-Hankel ΛHs consiste en todas las funciones

f ∈ L∞ definidas sobre (0,∞) verificando que

sup
0<t<∞

t−s ‖τtf − f‖∞ <∞.

En la citada tesis, varias caracterizaciones de estos espacios son obtenidas

empleado medias de Bochner-Riesz, además de conseguir un resultado

de aproximación que involucra a integrales de Hankel parciales.

Se sabe que si una función f ∈ L∞ entonces τtf ∈ L∞, t ∈ (0,∞)
[113, p. 16]. En esta sección se extiende la definición de los espacios

Lipschitz-Hankel ΛHs, obteniendo una nueva caracterización de los mis-

mos, con lo cual se completa en parte el estudio realizado en [101].

Para ello recordando la definición de integral de Poisson con la transfor-

mación de Hankel dada en [112], podemos enunciar algunas propiedades

del núcleo de Poisson.

Lema IV.2.3 Consideremos la integral de Poisson, u(x, t) = Pt#u(x)

siendo

Pt(x) = c1 · t

(t2 + x2)(2µ+3)/2

el núcleo de Poisson y c1 =
2

π1/2

Γ(2µ+3
2 )

Γ(µ+1) , entonces para ciertas constantes

C1, C2 > 0 se tiene:

(i)
∫∞
0 ∆µ,tPt(y)dγ(y) = 0, t > 0,



IV.2. Espacios tipo Lipschitz, Sobolev y potenciales de Hankel 155

(ii) |∆µ,tPt(y)| ≤ C1

t(t2 + y2)(2µ+3)/2

(iii)
∫∞
0 ys |∆µ,tPt(y)| dγ(y) ≤ C2 · t−2+s, 0 < s < 1.

Demostración:

Haciendo uso de que (hµPt) (y) = e−ty [112, p. 23] puede demostrarse

sin dificultad que ∫ ∞

0
Pt(y)dγ(y) = 1.

Luego para t > 0 obtenemos

∫ ∞

0
∆µ,tPt(y)dγ(y) = 0.

Además con un simple cálculo conseguimos

∂Pt(x)

∂t
= C

(x2 − (2µ+ 2)t2)
(t2 + x2)(2µ+5)/2

,

de donde logramos (ii).

Utilizando (ii) se obtiene para cierta C > 0 y 0 < s < 1,

∫ ∞

0
ys |∆µ,tPt(y)|dγ(y) ≤ C

∫ ∞

0

ys+2µ+1

t(t2 + y2)(2µ+3)/2
dy ≤

≤ C · t−2+s.

Seguidamente se caracterizan los espacios de Lispschitz-Hankel ΛHs

por medio de integrales de Poisson.
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Teorema IV.2.2 Consideremos f ∈ L∞, 0 < s < 1. Entonces f ∈ ΛHs

si y sólo si

‖∆µ,tu(·, t)‖∞ ≤ C · t−2+s. (4.2.13)

Nótese que si C1 es la constante C más pequeña para la cual se cumple

(4.2.13), ‖f‖∞ +C1 y ‖f‖ΛHs
son normas equivalentes.

Demostración: Sea f ∈ ΛHs. Sabemos que por el Lema IV.2.3 (i)

∆µ,tu(x, t) = ((∆µ,tPt)#f) (x) =

=

∫ ∞

0
∆µ,tPt(y)τyf(x)dγ(y) =

=
∫ ∞

0
∆µ,tPt(y) (τyf(x)− f(x)) dγ(y).

Luego

‖∆µ,tu(·, t)‖∞ ≤
∫ ∞

0
|∆µ,tPt(y)| · ‖τyf − f‖∞ dγ(y).

Entonces como f ∈ ΛHs, existe C1 > 0 :

‖∆µ,tu(·, t)‖∞ ≤
∫ ∞

0
C1 · ys |∆µ,tPt(y)| dγ(y).

Y por el Lema IV.2.3 (iii)

‖∆µ,tu(·, t)‖∞ ≤ C · t−2+s.

Para demostrar la implicación inversa escribimos

τtf(x)− f(x) = τtf(x)− τtu(x, t) + τtu(x, t)− u(x, t) + u(x, t)− f(x),
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y aplicando normas resulta

‖τtf − f‖∞ ≤

≤ ‖τtf(.)− τtu(., t)‖∞ + ‖τtu(., t)− u(., t)‖∞ + ‖u(., t)− f(.)‖∞ =

= I1 + I2 + I3.

Por (4.2.2) y (4.2.13) conseguimos

I2 = ‖τtu(., t)− u(., t)‖∞ ≤ C · t2 ‖∆µ,tu‖∞ ≤ C · ts.

Estimemos I1. Primero usamos que τt es lineal, obteniendo

τtf(x)− τtu(x, t) = τt (f(x)− u(x, t)) .

Aplicando el teorema fundamental del cálculo, teniendo en cuenta que

u(x, 0) = f(x), queda

τtf(x)− τtu(x, t) = τt
(
−
∫ t

0

∂

∂t∗
u(x, t∗)dt∗

)
.

Entonces usando que τt, t ∈ (0,∞) es un operador contractivo sobre
L∞ ([113, p. 16]) logramos

I1 = ‖τtf(.)− τtu(., t)‖∞ ≤ C · t
∥∥∥∥ ∂∂tu

∥∥∥∥
∞

(4.2.14)

y acotando la derivada parcial por el operador diferencial de Bessel te-

nemos ∥∥∥∥ ∂∂tu
∥∥∥∥
∞
≤ C · t · ‖∆µ,tu‖∞ . (4.2.15)
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Luego, combinando (4.2.13), (4.2.15) y (4.2.14) se consigue

I1 ≤ C · ts.

De manera análoga se sigue el resultado para I3. Por consiguiente la

demostración del teorema concluye.

Observación IV.2.1 Nótese que esta proposición nos permite extender

la definición de ΛHs para todo s > 0. Sin más que considerar

ΛHs =
{
f ∈ L∞ : ‖∆µ,tu(·, t)‖∞ ≤ Ay−k+s

}
(4.2.16)

siendo k = [s] + 1, donde [.] denota como es usual, a la función parte

entera. Si Ak es la constante A más pequeña que verifica la desigualdad

(4.2.16), entonces definimos la norma de ΛHs por ‖f‖ΛHs
= ‖f‖∞+Ak.

IV.3 Espacios de tipo Besov y Triebel-Lizorkin

IV.3.1 Primeros resultados. Notación y terminoloǵıa

En esta sección se estudian dos tipos de espacios de Besov. Los primeros

han sido introducidos por J.J. Betancor y L. Rodŕıguez-Mesa en [13],

mientras que el segundo espacio tipo Besov viene definido por medio de

la convolución de Hankel y fue tratado por G. Altenburg en [3].
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Definimos a continuación los espacios de Besov dados en [13], que

son denominados espacios de Besov-Hankel.

Definición IV.3.1 Sea s > 0. Diremos que una función medible f

definida sobre (0,∞) pertenece a BHp,r
s,µ si f ∈ Lp

µ y

∫ ∞

0

(
wp,µ(f)(t)

ts

)r dt

t
<∞

cuando 1 ≤ p, r <∞; y

sup
0<t<∞

t−swp,µ(f)(t) <∞

para r =∞.

Es inmediato ver que BH∞,∞
s,µ ≡ ΛHs para 0 < s < 1. Además por

la Proposición IV.2.5 tenemos que BH2,2
s,µ ≡W s,2

µ ∩ L2
µ para 0 < s < 2.

Las siguientes desigualdades de Hardy [111, Appendix A, p. 272] nos

serán útiles para dar una una nueva caracterización de los espacios de

Besov-Hankel BHp,r
s,µ.

Proposición IV.3.1 Para f ≥ 0, p∗ ≥ 1 y q > 0 tenemos

(∫ ∞

0
t−q−1

(∫ t

0
f(y)dy

)p∗

dt

)1/p∗

≤ p∗

q

(∫ ∞

0
y−q−1 (y · f(y))p∗ dy

)1/p∗

;

(∫ ∞

0
tq−1

(∫ ∞

t
f(y)dy

)p∗

dt

)1/p∗

≤ p∗

q

(∫ ∞

0
yq−1 (y · f(y))p∗ dy

)1/p∗

.
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Exponemos, a continuación, mediante el siguiente teorema, la citada

caracterización.

Teorema IV.3.1 Sean f ∈ Lp
µ, 1 ≤ p, r ≤ ∞ y 0 < s < 2. Entonces

f ∈ BHp,r
s,µ si y sólo si

(∫ ∞

0

(
t2−s ‖∆µ,tu‖p,µ

)r dt
t

)1/r

<∞.

Además, la norma de BHp,r
s,µ es equivalente con la norma

‖f‖p,µ +
(∫ ∞

0

(
t2−s ‖∆µ,tu‖p,µ

)r dt
t

)1/r

.

Demostración: Procedemos de manera similar al Teorema IV.2.2.

Por el Lema IV.2.3 (ii) obtenemos inmediatamente

|∆µ,tPt(y)| ≤ C1 · t−2µ−4, (4.3.1)

|∆µ,tPt(y)| ≤ C1 · y−2µ−4, (4.3.2)

para cierta constante C1 > 0.

Entonces en virtud del Lema IV.2.3 (i) se sigue

∆µ,tu(x, t) = ((∆µ,tPt)#f) (x) =

=

∫ ∞

0
∆µ,tPt(y)τyf(x)dγ(y) =

=

∫ ∞

0
∆µ,tPt(y) (τyf(x)− f(x)) dγ(y).
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Luego

‖∆µ,tu‖p,µ ≤
∫ ∞

0
|∆µ,tPt(y)| · ‖τyf − f‖p,µ dγ(y).

Ahora utilizando (4.3.1) y (4.3.2) logramos

‖∆µ,tu‖p,µ ≤

≤ C1t
−2µ−4

∫ t

0
‖τyf − f‖p,µ y2µ+1dy +C1

∫ ∞

t
‖τyf − f‖p,µ · y−3dγ(y).

Por tanto, usando la desigualdades de Hardy de la Proposición IV.3.1 y

la de Minkowski conseguimos, para 0 < s < 2,

(∫ ∞

0

(
t2−s ‖∆µ,tu‖p,µ

)r dt
t

)1/r

≤ C ·
(∫ ∞

0

(
wp,µ(f)(y)

ys

)r dy

y

)1/r

.

Para demostrar la implicación inversa escribimos

τtf(x)− f(x) = τtf(x)− τtu(x, t) + τtu(x, t)− u(x, t) + u(x, t)− f(x).

Entonces

‖τtf − f‖p,µ ≤

≤ ‖τtf(.)− τtu(., t)‖p,µ + ‖τtu(., t)− u(., t)‖p,µ + ‖u(., t)− f(.)‖p,µ =

= I1 + I2 + I3.

De (4.2.2) resulta que

I2 = ‖τtu(., t)− u(., t)‖p,µ ≤ C · t2 ‖∆µ,tu‖p,µ .
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Estimemos I1. Como τt es lineal tenemos

τtf(x)− u(x, t) = τt (f(x)− u(x, t)) .

Aplicando el teorema fundamental del cálculo, teniendo en cuenta que

u(x, 0) = f(x), se obtiene

τtf(x)− τtu(x, t) = τt
(
−
∫ t

0

∂

∂t∗
u(x, t∗)dt∗

)
,

y usando que τt, t ∈ (0,∞), es un operador acotado (contractivo, [101,
p. 42]) de Lp

µ en śı mismo, se llega a que

I1 = ‖τtf(.)− τtu(., t)‖p,µ ≤ C · t
∥∥∥∥ ∂∂tu

∥∥∥∥
p,µ
≤ C · t · ‖∆µ,tu‖p,µ . (4.3.3)

De manera similar se sigue el resultado para I3. Por lo tanto

wp,µ(f)(t) = ‖τtf − f‖p,µ ≤ C · t2 ‖∆µ,tu‖p,µ , (4.3.4)

y el resultado se alcanza por medio de (4.3.4).

Ahora se procede a estudiar varios espacios de tipo Besov. Primero

se establecen algunas definiciones esenciales.

Definición IV.3.2 Sea s ∈ R, para 1 ≤ p <∞ definimos lsp como sigue

lsp =


ξ : ξ = {ξj}∞j=0, ξj complejo , ‖ξ‖lsp = (

∞∑
j=0

(2jsp |ξj|p))
1
p <∞


 .

(4.3.5)
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y para p =∞ tenemos

ls∞ =

{
ξ : ξ = {ξj}∞j=0, ξj complejo , ‖ξ‖ls

∞

= sup
j
2js |ξj | <∞

}
.

(4.3.6)

En el caso de s = 0 denotamos l0p por lp.

Además, lsp es un espacio de Banach (véase, por ejemplo, [1]).

Ahora procedemos a definir dos nuevos espacios que denominamos

espacios de Nikol’skii-Hankel y tipo Besov.

Definición IV.3.3 Para s ∈ R, 1 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞, µ ≥ −1/2,
definimos

bsp,q,µ =

{
f : f ∈ H′

, f =
H

′

∞∑
i=0

ai(x),

‖{ai}‖lsq(Lp
µ)
=

(
∞∑
i=0

(2si ‖ai(x)‖Lp
µ
)q
)1

q

<∞



y para q =∞, tenemos

bsp,∞,µ =


f : f ∈ H′

, f =
H

′

∞∑
j=0

ai(x), ‖{ai}‖ls
∞
(Lp

µ)
= sup

i
2si ‖ai(x)‖Lp

µ
<∞




donde sophµai ⊂
{
ξ :
√
2i−1 − 1 ≤ ξ ≤ √2i+1 − 1

}
para i = 1, 2, . . . y

sophµa0 ⊂ {ξ : ξ ≤ 1}.
Por f =

H
′

∞∑
i=0

ai(x) se entenderá que
∞∑
i=0

ai(x) converge en H′

a f . La

norma de bsp,q,µ viene dada por

‖f‖bsp,q,µ = inf
f=
∑

ai
‖{ai}‖lsq(Lp

µ)
.
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Definición IV.3.4 Por Φ denotaremos la colección de todos los sis-

temas {ϕj(x)}∞j=0 ⊂ H con las siguientes propiedades:

(i) ϕj(x) ∈ H, hµϕj(x) ≥ 0 para j = 0, 1, 2, 3, . . .

(ii) sophµϕj ⊂
{
x :
√
2j−1 − 1 ≤ x ≤ √2j+1 − 1

}
para j = 1, 2, 3, . . . ,

y

sophµϕ0 ⊂ {x : x ≤ 1} .

(iii) Existe un número positivo c1 tal que∣∣∣∣(x−1D
)k
hµϕj(x)

∣∣∣∣ ≤ c1x−k (4.3.7)

para j = 1, 2, . . . ; 0 ≤ k ≤ [µ] + 2 y x ∈ I.

(iv)
∞∑
j=0

hµϕj(x) = 1 para cada x ∈ I.

Esta definición es equivalente a la dada por G. Altenburg en [3] y

por tanto el conjunto Φ(I) no es vacio.

En [3] podemos ver la definición de unos espacios tipo Besov Bs
p,q,µ

por medio de la convolución de Hankel.

Definición IV.3.5 Dados 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, µ ≥ −1/2 y s ∈ R.

Entonces para cualquier sistema de funciones {ϕj}∞j=0 ∈ Φ, el espacio
de tipo Besov viene definido por

Bs
p,q,µ =

{
f ∈ H′

: ‖f‖Bs
p,q,µ

= ‖{ϕj#f}‖lsq(Lp
µ)
<∞

}
, (4.3.8)
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siendo

‖·‖lsq(Lp
µ)
=
∥∥∥‖·‖Lp

µ

∥∥∥
lsq
=


 ∞∑

j=0

(2sj ‖·‖Lp
µ
)q




1
q

.

La siguiente inclusión puede encontrarse en [3] y la utilizaremos pos-

teriormente.

Proposición IV.3.2 Sean s ∈ R, 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, µ ≥ −1/2,
ε > 0. Entonces

H ⊂ Bs+ε
p,∞,µ ⊂ Bs

p,1,µ ⊂ Bs
p,q,µ ⊂ Bs

p,∞,µ ⊂ Bs−ε
p,1,µ ⊂ H

′

.

Con el próximo teorema caracterizamos los espacios tipo Besov por

medio de los de Nikol’skii-Hankel.

Teorema IV.3.2 Dada {ϕj}∞j=0 ∈ Φ, s ∈ R, 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ y

µ ≥ −1/2. Entonces Bs
p,q,µ ≡ bsp,q,µ.

Demostración: Inicialmente, probamos que Bs
p,q,µ ⊂ bsp,q,µ.

Sea f ∈ Bs
p,q,µ. Dada {ϕj}∞j=0 ∈ Φ sabemos que

(
∞∑
j=0

hµϕj)(ξ) = 1.

Luego

f = hµhµf = hµ(
∞∑
j=0

hµϕj · hµf) =
H′

∞∑
j=0

hµ(hµϕj · hµf) =
∞∑
j=0

ϕj#f.
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Por lo tanto, tomando aj = ϕj#f, logramos

‖f‖bsp,q,µ ≤ ‖{aj}‖lsq(Lp
µ)
= ‖{ϕj#f}‖lsq(Lp

µ)
= ‖f‖Bs

p,q,µ

y tenemos que Bs
p,q,µ ⊂ bsp,q,µ.

Veremos ahora que bsp,q,µ ⊂ Bs
p,q,µ.

Sea f ∈ bsp,q,µ y f =
∞∑
i=0

ai(x) en el sentido de la convergencia de la

serie en H′

.

Consideremos {ϕj}∞j=0 ∈ Φ, entonces

(ϕj#f)(x) =
H′

∞∑
i=0

(ϕj#ai)(x) =
j+1∑

i=j−1

(ϕj#ai)(x),

ya que ϕj#ai = hµ(hµϕj ·hµai) = 0, para i > j+1 e i < j−1. Además,
si definimos ϕj = aj = 0 para j < 0, tenemos

‖f‖Bs
p,q,µ

= ‖{ϕj#f}‖lsq(Lp
µ)
≤

1∑
r=−1

‖{ϕj#aj+r}‖lsq(Lp
µ)
. (4.3.9)

Por otra parte, aplicando el Teorema IV.1.1, conseguimos

‖ϕj#aj+r‖Lp
µ
≤ c1 ‖aj+r‖Lp

µ
, (4.3.10)

siendo c1 una constante positiva.
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Ahora, tomando la norma de lsq en (4.3.10) se sigue que

‖{ϕj#aj+r}‖lsq(Lp
µ)
≤ c1 ‖{aj+r}‖lsq(Lp

µ)
. (4.3.11)

Entonces de (4.3.9) obtenemos

‖f‖Bs
p,q,µ

= ‖{ϕj#f}‖lsq(Lp
µ)
≤ c1

1∑
r=−1

‖{aj+r}‖lsq(Lp
µ)
≤

≤ c2 ‖{aj}‖lsq(Lp
µ)
. (4.3.12)

Tomando el ı́nfimo en el lado derecho de (4.3.12) resulta

‖f‖Bs
p,q,µ

≤ c2 ‖f‖bsp,q,µ .

Con esto concluye la demostración del Teorema IV.3.2.

Nótese que por el teorema anterior podemos concluir que los espacios

Bs
p,q,µ son independientes de las funciones {ϕj}∞j=0 ∈ Φ.

Se introducen ahora unos espacios tipo Triebel-Lizorkin que denomi-

namos espacios de Triebel-Lizorkin-Hankel.

Definición IV.3.6 Sean 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, µ ≥ −1/2 y s ∈ R.

Entonces, para cualquier sistema de funciones {ϕj}∞j=0 ∈ Φ, los espacios
de Triebel-Lizorkin-Hankel vienen dados por

F s
p,q,µ =

{
f ∈ H′

: ‖f‖F s
p,q,µ

= ‖{ϕj#f}‖Lp
µ(lsq)

<∞
}

(4.3.13)
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donde

‖·‖Lp
µ(lsq)

=
∥∥∥‖·‖lsq

∥∥∥
Lp
µ

=

∥∥∥∥∥∥∥

 ∞∑

j=0

(2sj(·))q



1
q

∥∥∥∥∥∥∥
Lp
µ

.

El siguiente teorema de embebimiento entre el espacio tipo Besov y

el espacio Triebel-Lizorkin-Hankel, es clásico en el marco de la transfor-

mación de Fourier.

Teorema IV.3.3 Dados 1 < p, q <∞, µ ≥ −1/2 y s ∈ R, entonces

Bs
p,min{p,q},µ ⊂ F s

p,q,µ ⊂ Bs
p,max{p,q},µ (4.3.14)

donde ⊂ significa inclusión continua.

Demostración: Debemos demostrar que

Bs
p,p,µ ⊂ F s

p,q,µ ⊂ Bs
p,q,µ (4.3.15)

para p ≤ q, y
Bs

p,q,µ ⊂ F s
p,q,µ ⊂ Bs

p,p,µ (4.3.16)

para q ≤ p. Usaremos la monotońıa de los espacios lsq y la igualdad trivial
Bs

p,p,µ ≡ F s
p,p,µ.

Primero, probamos (4.3.15). Sea f ∈ F s
p,q,µ y {ϕj}∞j=0 ∈ Φ,

‖f‖Bs
p,q,µ

= ‖{ϕj#f}‖lsq(Lp
µ)
=


 ∞∑

j=0

(
2sj ‖{ϕj#f}‖Lp

µ

)q
1/q

=
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=


 ∞∑

j=0

2sjq
(∫ ∞

0
|ϕj#f |p dγ(x)

)q/p

1/q

=

=

∥∥∥∥
{∫ ∞

0
2sjp |ϕj#f(x)|p dγ(x)

}∥∥∥∥1/p
ls
q/p

.

Luego, utilizando la desigualdad de Minkowski resulta

‖f‖Bs
p,q,µ

≤
(∫ ∞

0

∥∥∥{2sjp |ϕj#f(x)|p
}∥∥∥

ls
q/p

dγ(x)

)1/p

=

=

∥∥∥∥∥∥∥

 ∞∑

j=0

(
2sj |ϕj#f |

)q1/q
∥∥∥∥∥∥∥
Lp
µ

=

= ‖{ϕj#f}‖Lp
µ(lsq)

= ‖f‖F s
p,q,µ

≤ ‖{ϕj#f}‖Lp
µ(lsp)

=

= ‖{ϕj#f}‖lsp(Lp
µ)
= ‖f‖Bs

p,p,µ
.

Ahora, demostramos (4.3.16). Para f ∈ Bs
p,q,µ se tiene que

‖f‖Bs
p,p,µ

= ‖{ϕj#f}‖lsp(Lp
µ)
= ‖{ϕj#f}‖Lp

µ(lsp)
≤ ‖{ϕj#f}‖Lp

µ(lsq)
=

=

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

(
2sj |ϕj#f |

)q∥∥∥∥∥∥
1/q

L
p/q
µ

≤

 ∞∑

j=0

2sjq ‖|ϕj#f(x)|q‖Lp/q
µ


1/p

=

= ‖{ϕj#f}‖lsq(Lp
µ)
= ‖f‖Bs

p,q,µ
.
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IV.3.2 Una propiedad de elevación

En este párrafo damos una propiedad que denominamos de “elevación”

la cual nos será útil para las aplicaciones que exponemos en la última

sección.

Recordando la definición IV.2.3, el potencial de Hankel Hs
µ de una

función u ∈ H′

de orden s, s ∈ R, (µ ≥ −1/2) viene dado por
(
Hs

µu
)
(x) = hµ

(
(1 + ξ2)−s/2hµ(u)

)
(x),

y el espacio de los potenciales por

W s,p
µ =W s,p

µ (I) =
{
φ ∈ H′

: H−s
µ φ ∈ Lp

µ(I)
}
,

para s ∈ R y 1 ≤ p <∞, dotado con la norma

‖φ‖s,p,µ = ‖φ‖W s,p
µ
=
∥∥∥H−s

µ φ
∥∥∥
p,µ
.

Asimismo, se demostró queH es denso enW s,p
µ (I). Todo ello nos permite

establecer lo siguiente:

Teorema IV.3.4 Sea σ, s ∈ R, µ ≥ −1/2, 1 < p < ∞ y 1 ≤ q ≤ ∞.

Entonces Hσ
µ es un operador lineal y acotado de W s,p

µ en W s+σ,p
µ y de

Bs
p,q,µ en Bs+σ

p,q,µ.
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Demostración: La prueba para el caso de los potenciales de Hankel

es inmediata por definición.

Para los espacios tipo Besov, consideremos {ϕj}∞j=0 ∈ Φ y definimos

{ψj}∞j=0 como sigue

ψj = ϕj#hµ((1 + x
2)σ/22jσ).

Entonces puede verse sin dificultad que {ψj}∞j=0 ∈ Φ y por tanto

Hσ
µf#ψj = hµ(hµψj · hµHσ

µf) = hµ(hµψj · (1 + ξ2)−σ/2hµf) =

= hµ(2
jσhµϕj · hµf) = 2jσf#ϕj .

Ahora, la demostración se sigue tomando las normas correspondien-

tes.

Para finalizar esta sección, establecemos la siguiente proposición que

llamamos de “densidad”.

Proposición IV.3.3 (Densidad) Sea s ∈ R, 1 < p < ∞, µ ≥ −1/2
entonces:

(a) H es denso en bsp,q,µ si 1 ≤ q <∞.

(b) H es denso en F s
p,q,µ si 1 < q <∞.

(c) Las funciones f ∈ Lp
µ con sophµf compacto son densas en W s,p

µ y

en F s
p,2,µ.
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Demostración: En virtud de [3, Satz 1, p. 57] sabemos que H es

denso en Bs
p,q,µ si 1 ≤ q < ∞. Entonces los apartados (a) y (b) se

siguen por la Proposición IV.3.2 y el Teorema IV.3.3. Para demostrar

el apartado (c) se procede de manera similar a [3, p. 59].

IV.3.3 Una caracterización del espacio de los potenciales

de Hankel

Inspirados en la idea dada por D. R. Adams y L. I. Hedberg en [1]

caracterizamos el espacio de los potenciales de Hankel en términos de los

nuevos espacios Triebel-Lizorkin-Hankel. Para demostrar el comentado

resultado, necesitamos los siguientes resultados preliminares.

Primero, recordemos que las funciones de Rademacher {rj(t)}∞j=0 ,

[128, Chapter V], vienen definidas como

r0(t) = 1 para 0 < t ≤ 1/2,
r0(t) = −1 para 1/2 < t ≤ 1,
r0(t+ 1) = r0(t) para t ∈ R,
rj(t) = r0(2

jt) para j ∈ N

Es conocido que las funciones de Rademacher forman un sistema

ortonormal en L2(0, 1) y para cualquier constante aj se tiene

∫ 1

0
|

m∑
j=0

ajrj(t)|2dt =
m∑
j=0

|aj|2 .



IV.3. Espacios de tipo Besov y Triebel-Lizorkin 173

Además satisfacen la siguiente desigualdad que se puede encontrar

en [111, p. 104] y [128, Chapter V, Theorem 8.4, p.213].

Teorema IV.3.5 Dado 0 < p < ∞ y sea Rm(t) =
∑m

j=0 ajrj(t). En-

tonces existen constantes C1 y C2, que dependen solamente de p, tal

que

C1 ‖Rm‖Lp(0,1) ≤ ‖Rm‖L2(0,1) ≤ C2 ‖Rm‖Lp(0,1) . (4.3.17)

Si p = 1, entonces C2 =
√
3. Además, se puede comprobar que

‖Rm‖L2(0,1) =


 m∑

j=0

a2j


1/2

.

Demostramos a continuación dos resultados que nos serán impres-

cindibles para establecer el teorema de caracterización.

Lema IV.3.1 Consideremos s ∈ R, {ϕj}∞j=0 ∈ Φ y sean {rj}∞j=0 las

funciones de Rademacher (véase [111, p. 104] o [128, Chapter V, Theo-

rem 8.4, p.213]).

Entonces, para cada p con 1 < p < ∞ y para toda t ∈ (0, 1), existen

constantes Ai, i = 1, 2, tal que

‖hµ(mi hµf)‖p,µ ≤ Ai ‖f‖p,µ ,

siendo

m1(x) =
∞∑
j=0

2jsrj(t)(1 + x
2)−s/2hµϕj(x),
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y

m2(x) =


 ∞∑

j=0

(hµϕj)
2(x)




−1

.

Demostración: Sin dificultad podemos ver que mi satisface

∣∣∣(x−1D)kmi(x)
∣∣∣ ≤ Ai x

−k,

para k = 0, 1, . . . , [µ]+2; i = 1, 2. Entonces aplicando el Teorema IV.1.1

obtenemos el resultado deseado.

Ahora, estamos en condiciones de demostrar la caracterización co-

mentada.

Teorema IV.3.6 Si s ∈ R, µ ≥ −1/2 y 1 < p <∞ tenemos que

F s
p,2,µ(I) =W

s,p
µ (I).

Demostración: Nuestro objetivo es demostrar que existen c1, c2 cons-

tantes positivas tales que

c1 ‖f‖s,p,µ ≤

∥∥∥∥∥∥∥

 ∞∑

j=0

22js |ϕj#f |2

1/2

∥∥∥∥∥∥∥
p,µ

≤ c2 ‖f‖s,p,µ . (4.3.18)

Ya que por la Proposición IV.3.3 (b) y (c) sabemos que H es denso en

F s
p,2,µ y que las funciones f ∈ Lp

µ con sophµf compacto son densas en

W s,p
µ y en F s

p,2,µ, para 1 < p < ∞, es suficiente probar (4.3.18) para
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funciones de este tipo. Nótese que en este caso la serie en (4.3.18) pasa

a ser una suma finita (véase [1]).

Inicialmente, demostraremos la desigualdad del lado derecho.

Sea f ∈W s,p
µ entonces f = Gs#g, es decir,

hµf(ξ) = (1 + ξ
2)−s/2hµg(ξ).

Aplicando el Lemma IV.3.1 param1, tenemos que para todo t ∈ (0, 1)∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

rj(t)2
jsϕj#f

∥∥∥∥∥∥
p,µ

=

∥∥∥∥∥∥hµ

 ∞∑

j=0

rj(t)2
jshµϕjhµf



∥∥∥∥∥∥
p,µ

=

=

∥∥∥∥∥∥hµ

 ∞∑

j=0

rj(t)2
jshµϕj(1 + ξ

2)−s/2hµg(ξ)



∥∥∥∥∥∥
p,µ

≤

≤ A1 ‖g‖p,µ = A1 ‖f‖s,p,µ ,

lo que nos lleva a

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

rj(t)2
jsϕj#f

∥∥∥∥∥∥
p,µ

dt ≤ A1 ‖f‖s,p,µ . (4.3.19)

Usando el lado derecho de la desigualdad de (4.3.17) con p = 1,

aj = 2
jsϕj#f y la desigualdad de Minkowski se consigue∥∥∥∥∥∥∥


 ∞∑

j=0

∣∣∣2jsϕj#f
∣∣∣2

1/2

∥∥∥∥∥∥∥
p,µ

≤
√
3

∥∥∥∥∥∥
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

rj(t)2
jsϕj#f

∣∣∣∣∣∣dt
∥∥∥∥∥∥
p,µ

≤

≤
√
3
∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

rj(t)2
jsϕj#f

∥∥∥∥∥∥
p,µ

dt.



176 Caṕıtulo IV. Potenciales de Hankel y espacios de funciones

Ahora, por (4.3.19) obtenemos∥∥∥∥∥∥∥

 ∞∑

j=0

∣∣∣2jsϕj#f
∣∣∣2



1/2
∥∥∥∥∥∥∥
p,µ

≤ c ‖f‖s,p,µ ,

siendo c una constante positiva.

Por lo tanto, logramos que f ∈ F s
p,2,µ.

Veamos ahora la desigualdad inversa. Para ello usaremos la dualidad

del espacio de los potenciales de Hankel (Proposición IV.2.4). Dada

f ∈ F s
p,2,µ y

k = hµ(
∞∑
j=0

(hµϕj)
2 · hµg). (4.3.20)

Aplicando el Lema IV.3.1 con m2(x) = (
∞∑
j=0

(hµϕj)
2)−1 resulta

‖g‖p,µ =

∥∥∥∥∥∥hµ

( ∞∑

j=0

(hµϕj)
2)−1hµhµ(

∞∑
j=0

(hµϕj)
2 · hµg)



∥∥∥∥∥∥
p,µ

≤

≤ A2

∥∥∥∥∥∥hµ(
∞∑
j=0

(hµϕj)
2 · hµg)

∥∥∥∥∥∥ = A2 ‖k‖p,µ . (4.3.21)

Consideremos u ∈ Lq
µ(I) una función tal que ‖u‖q,µ = 1, con sophµu

compacto (1/p+ 1/q = 1) y∫ ∞

0
u(x)k(x)dγ(x) ≥ 1

2
‖k‖p,µ . (4.3.22)

Si definimos w por

hµw(ξ) = (1 + ξ
2)s/2hµu(ξ),
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es decir, u = Gs#w; y si f = Gs#g, se tiene que

hµf · hµw = hµg · hµu.

Entonces, en virtud de (4.3.20)-(4.3.22) obtenemos

‖f‖s,p,µ = ‖g‖p,µ ≤ A2 ‖k‖p,µ ≤ 2A2

∫ ∞

0
u(x)k(x)dγ(x) =

= 2A2

∫ ∞

0
hµu(ξ)hµk(ξ)dγ(ξ) =

= 2A2

∫ ∞

0
hµu(ξ)

∞∑
j=0

(hµϕj)
2hµg(ξ)dγ(ξ) =

= 2A2

∫ ∞

0

∞∑
j=0

(hµϕj)
2hµf(ξ)hµw(ξ)dγ(ξ) =

= 2A2

∫ ∞

0

∞∑
j=0

(2jshµf(ξ)(hµϕj)(ξ))(2
−js(hµw)(ξ)(hµϕj)(ξ))dγ(ξ),

Luego, por la fórmula de Parseval y las desigualdades de Cauchy y Hölder

conseguimos, para cierta c > 0,

‖f‖s,p,µ = c
∫ ∞

0

∞∑
j=0

(2js(ϕj#f)(x))(2
−js(ϕj#w)(x))dγ(x) ≤

≤ c

∫ ∞

0


 ∞∑

j=0

(
2js(ϕj#f)(x)

)2
1/2

 ∞∑
j=0

(
2−js(ϕj#w)(x)

)2
1/2

dγ(x) ≤

≤ c

∥∥∥∥∥∥∥

 ∞∑

j=0

22js |ϕj#f |2



1/2
∥∥∥∥∥∥∥
p,µ

·

∥∥∥∥∥∥∥

 ∞∑

j=0

2−2js |ϕj#w|2



1/2
∥∥∥∥∥∥∥
q,µ

, (4.3.23)
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utilizando el lado derecho de la desigualdad de (4.3.18) logramos∥∥∥∥∥∥∥

 ∞∑

j=0

2−2js |ϕj#w|2

1/2

∥∥∥∥∥∥∥
q,µ

≤ c2 ‖w‖−s,q,µ = c2 ‖u‖q,µ = c2, (4.3.24)

y sustituyendo en (4.3.23) demostramos el teorema.

Como consecuencia de este Teorema IV.3.6 obtenemos otra caracteri-

zación del espacio tipo Sobolev Ls,p
µ .

Corolario IV.3.1 Si s ∈ N y 1 < p < ∞ entonces F 2s
p,2,µ(I) = L

s,p
µ (I)

donde

Ls,p
µ (I) =

{
T ∈ H′

: T ∈ L1
loc,µ y ∆j

µT ∈ Lp
µ, 0 ≤ j ≤ s

}
.

Demostración: Se sigue del Teorema IV.3.6 y de la igualdad tipo A.

P. Calderón dada en el Teorema IV.2.1, es decir, Ls,p
µ ≡ W 2s,p

µ para

1 < p <∞.

Por último, logramos un teorema de embebimiento que en el marco

de la transformación de Fourier se puede encontrar en [114, Theorem

15] y [111, p. 155, Theorem 5].

Teorema IV.3.7 Para s ∈ R, µ ≥ −1/2 y 1 < p <∞, tenemos

Bs
p,2,µ ⊂W s,p

µ ⊂ Bs
p,p,µ, si 2 ≤ p <∞; (4.3.25)

Bs
p,p,µ ⊂W s,p

µ ⊂ Bs
p,2,µ, para 1 < p ≤ 2 . (4.3.26)
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Demostración: Por el Teorema IV.3.3 sabemos que si 2 ≤ p <∞ se

tiene

Bs
p,2,µ ⊂ F s

p,2,µ ⊂ Bs
p,p,µ,

y ya que por el Teorema IV.3.6, F s
p,2,µ ≡ W s,p

µ ; obtenemos inmedia-

tamente (4.3.25). Si 1 < p ≤ 2 entonces por el Teorema IV.3.3 resulta

Bs
p,p,µ ⊂ F s

p,2,µ ⊂ Bs
p,2,µ,

y otra vez utilizando el Teorema IV.3.6 logramos (4.3.26).

IV.4 Potenciales no lineales de Hankel

Numerosos autores han estudiado generalizaciones del potencial de New-

ton y sus capacidades, podemos destacar, entre otros, a M. Riesz, N.

S. Landkof, con los potenciales de Riesz ([69]), N. Aronszajn y K. T.

Smith con los de Bessel ([4]) y a J. Rodŕıguez con los de Bessel-Clifford

([98],[99]). Actualmente D. R. Adams y L. I. Hedberg [1] han generali-

zado los trabajos anteriores obteniendo nuevos potenciales denominados

no lineales.

Estos autores estudian la que ellos denominan como (s, p)-capacidad

que viene dada por:
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Definición IV.4.1 Sea K ⊂ Rn un conjunto compacto, entonces

C
′

s,p(K) = inf {‖f‖pLs,p : f ∈ C∞0 , f ≥ 1 sobre K}

donde Ls,p es el espacio de Sobolev clásico definido sobre Rn [108].

Para s = 1, p = 2, una función extremal en la Definición IV.4.1 es

una solución débil de la ecuación en derivadas parciales lineal de segundo

orden

−∆u+ u = 0,

sobre el complementario de K (véase [40] y [53]), siendo ∆ el operador

Laplaciano usual en Rn.

Sin embargo, para p �= 2 las correspondientes ecuaciones son no

lineales y por tanto mucho más dif́ıciles de manejar. En concreto, para

s = 1 se obtiene

−div
(
�u |�u|p−2

)
+ u |u|p−2 = 0,

donde div
(
�u |�u|p−2

)
usualmente se denota por ∆pu y es conocido

como operador p-Laplaciano (para p = 2 se reduce al operador ∆).

Este germen de no linealidad en la teoŕıa condujo a redefinir la (s, p)-

capacidad para obtener una representación sencilla de la funciones extre-

males y dar una teoŕıa del potencial más rica (véase [1]).
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Seguidamente, establecemos la definición de una capacidad que ju-

gará el mismo papel que la estudiada por D. R. Adams y L. I. Hedberg

en en el marco de la transformación de Fourier.

Definición IV.4.2 Sea K ⊂ [0,∞) un conjunto compacto y s ∈ R. Se

denomina (s, p, µ)-capacidad asociada al conjunto compacto K, a

Cs,p,µ(K) = inf
{
‖f‖ps,p,µ : f ∈ Ωk

}
,

donde Ωk = {f ∈ H : f(x) ≥ 1 sobre K} . Nótese que Ωk es un subcon-

junto convexo de H.

Esta definición, como es natural puede ser extendida a todos los

conjuntos.

Definición IV.4.3 Sea s ∈ R. Dado A ⊂ [0,∞) abierto, se sigue que

Cs,p,µ(A) = sup {Cs,p,µ(K) : K ⊂ A, K compacto} .

Dado E ⊂ [0,∞) un conjunto arbitrario, entonces

Cs,p,µ(E) = sup {Cs,p,µ(A) : A ⊃ E, A abierto} .

Cuando una propiedad sea cierta para todo x excepto para un con-

junto de (s, p, µ)-capacidad cero se dirá que es cierta (s, p, µ)-casi por

todo. PorM denotamos al espacio de todas las medidas de Radon com-

plejas sobre I y porM(K), K compacto, al espacio de las medidas de
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Radon complejas soportadas en K. Adoptaremos la práctica de denotar

a los elementos positivos en un espacio con el sub́ındice suma. Por tanto

M+, es el cono de todas las medidas de Radon y M+(K) el cono de

todas las medidas de Radon positivas soportadas por el compacto K.

Los siguientes lemas son clásicos en el marco de la transformación

de Fourier [84] y su demostración no difiere en exceso.

Lema IV.4.1 Dados A1,A2 tal que A1 ⊂ A2 entonces

Cs,p,µ(A1) ≤ Cs,p,µ(A2).

Lema IV.4.2 Dados Ai, i = 1, . . . , n, se tiene que

Cs,p,µ(
∞⋃
i=1

Ai) ≤
∞∑
i=1

Cs,p,µ(Ai).

Una vez dada esta breve introducción, se recuerda que nuestro ob-

jetivo en esta sección es obtener una caracterización de una función ex-

tremal para la Definición IV.4.2 y generalizar los potenciales de Hankel

al caso no lineal.

Definición IV.4.4 Para cualquier ν ∈ M+ definimos los potenciales

no lineales de Hankel de una medida ν por V ν
s,p,µ ≡ Hs

µ

(
Hs

µν
)q−1

donde

1/p+ 1/q = 1.
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Obsérvese que para p = q = 2, V ν
s,2,µ = Hs

µH
s
µν = H2s

µ ν, es el

potencial lineal de orden 2s, asociado a la medida ν.

Indicamos a continuación, algunos resultados que nos serán útiles

para establecer el teorema de existencia de la función extremal.

Definición IV.4.5 Un espacio de Banach es uniformemente convexo

si para cada ε > 0 existe un δ > 0 tal que si ‖f‖ < 1 + δ, ‖g‖ < 1 + δ, y∥∥∥1
2(f + g)

∥∥∥ ≥ 1, entonces ‖f − g‖ < ε.

Teorema IV.4.1 Lp
µ es uniformemente convexo para 1 < p <∞.

(Ver [48, p.232])

Corolario IV.4.1 Sea B un espacio de Banach uniformemente con-

vexo, y sea {fn}∞1 una sucesión en B tal que limn→∞ ‖fn‖ = 1 y

lim inf
n,m→∞

∥∥∥∥12(fn + fm)
∥∥∥∥ ≥ 1.

Entonces {fn}∞1 es uniformemente convergente en B.

Corolario IV.4.2 Si Ω es un subconjunto convexo de un espacio de

Banach uniformemente convexo, entonces existe un único elemento en

Ω (es decir, en la clausura de Ω en B) con norma mı́nima; de hecho

cualquier sucesión {fn}∞n=1 en Ω que minimiza la norma es de Cauchy.
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La siguiente consecuencia del teorema de Hahn-Banach es conocida

como lema de Mazur. (Véase [102], Theorem 3.12)

Lema IV.4.3 La clausura débil y la clausura fuerte de un conjunto con-

vexo coinciden en un espacio de Banach.

Siguiendo estos preliminares, estamos en condiciones de enunciar y

poder demostrar el siguiente teorema:

Teorema IV.4.2 Sean s ∈ R, K ⊂ [0,∞), K compacto y 1 < p <∞.
Entonces existe un único elemento fk = H

s
µgk en la clausura de Ωk en

W s,p
µ , tal que ‖gk‖pp,µ = Cs,p,µ(K). Además,

(a) Existe una νk ∈M+(K) tal que fk = H
s
µ

(
Hs

µνk
)q−1

, 1/p+ 1/q = 1,

y

Cs,p,µ(K) =
∫ (

Hs
µν
)q
dγ =

∫
fkdνk; (4.4.1)

(b) fk(x) ≤ 1, casi por todo sobre el sop νk;

(c) νk(K) = Cs,p,µ(K);

(d) Cs,p,µ(K) = sup

{(
ν(K)

‖Hs
µν‖q,µ

)p

: ν ≥ 0, sop ν ⊂ K
}

(e) fk(x) ≥ 1, (s, p, µ)- casi todo punto de K;

(f) Cs,p,µ(K) = sup


ν(K) :

ν ≥ 0, sop ν ⊂ K,
Hs

µ

(
Hs

µν
)q−1

(x) ≤ 1 para todo x ∈ sop ν



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Demostración:

Ya que sabemos que Lp
µ es uniformemente convexo para 1 < p <∞,

tenemos que existe un único elemento extremal fk = H
s
µgk en la clausura

de Ωk en W
s,p
µ , tal que ‖fk‖ps,p,µ = inf

ϕ∈Ωk

‖ϕ‖ps,p,µ = Cs,p,µ(K). Además

dado que por definición conocemos que ‖fk‖s,p,µ = ‖gk‖p,µ , gk ∈ Lp
µ se

sigue

‖gk‖p,µ = Cs,p,µ(K). (4.4.2)

Inicialmente, demostramos el apartado (a).

Sea ϕ = Hs
µψ una función no negativa en H. Como Lp

µ es unifor-

memente convexo y fk ∈ Ωk, entonces fk+ tϕ ∈ Ωk para todo t ≥ 0, por
tanto

∫ ∞

0
|gk + tψ|p dγ ≥

∫ ∞

0
|gk|p dγ = Cs,p,µ(K), t ≥ 0. (4.4.3)

En virtud de (4.4.3) la función

φ(t) =

∫ ∞

0
|gk + tψ|p dγ,

es monótona creciente en t = 0. Luego, si tomamos la derivada de φ(t)

en t = 0, resulta que

∫ ∞

0
|gk|p−2 gkψdγ ≥ 0, (4.4.4)

para todo ψ ∈ H tal que Hs
µψ ≥ 0.
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Ahora, definimos h = |gk|p−2 gk. Por lo tanto

|h|q = |gk|(p−2)q |gk|q = |gk|p ,

para 1/p + 1/q = 1, lo que nos permite concluir que ‖h‖qq,µ = ‖gk‖pp,µ .
Además, ya que gk ∈ Lp

µ podemos afirmar que h ∈ Lq
µ.

Como h ∈ Lq
µ, en virtud de la Proposición IV.2.4, existe una T ∈ H

′

tal que T = H−s
µ h, perteneciendo a W−s,q

µ (I), y si se aplica el inverso

del potencial de Hankel logramos

h = Hs
µT, (4.4.5)

obteneniendo

0 ≤
∫ ∞

0
|gk|p−2 gkψdγ =

∫ ∞

0
hψ dγ =

∫ ∞

0

(
Hs

µT
)
ψdγ.

Además, ya que Hs
µ es una aplicación lineal y continua deH en śı mismo,

podemos afirmar que existe ϕ ∈ H tal que

0 ≤< Hs
µT,ψ >=< T,H

s
µψ >=< T,ϕ >

siendo < . , . > la acción de una función generalizada sobre una función

prueba.

Es decir < T,ϕ >≥ 0 para toda función prueba positiva ϕ. Luego de
[107, Ch. I, Théorème V] y [2, Bemerkung 10, p. 204] deducimos que T

es una medida de Radon positiva, la cual denotamos por νk.



IV.4. Potenciales no lineales de Hankel 187

En virtud de (4.4.5) se consigue que h = Hs
µνk. Además combinando

que h = |gk|p−2 gk, h = |h| y que |h|q = |gk|p logramos que

gk = h
q−1 =

(
Hs

µνk
)q−1

.

Ahora, demostramos que sop νk ⊂ K. Para esto repetimos el mismo
razonamiento con ϕ ∈ H verificando que sopϕ⊂ Kc, luego tenemos que

fk + tϕ ∈ Ωk para todo t ∈ R y

< T,ϕ >=< νk, ϕ >= 0

para cada ϕ, con lo que concluimos que sop νk ⊂ K.

Para finalizar el apartado (a) debemos ver que se verifica (4.4.1).

∫
fkdνk =

∫
Hs

µgkdνk =

=
∫
(Gs#gk)(x)dνk(x) =

∫
gk(y)

∫ ∞

0
(τxGs)(y)gk(y)dγ(y)dνk.

Teniendo en cuenta que por definición (τxf)(y) = (τyf)(x), x, y ∈ I, y
el teorema de Fubini se tiene

∫
fkdνk =

∫
gk(y)

(∫ ∞

0
(τyGs)(x)gk(y)dνk

)
dγ(y) =

=

∫
gk(y)(Gs#νk)(y)dγ(y) =

∫
gk(y)

(
Hs

µνk
)
(y)dγ(y),

recordando que gk =
(
Hs

µνk
)q−1

y de acuerdo con (4.4.2)

∫
fkdνk =

∫ (
Hs

µνk
)q
dγ = ‖gk‖pp,µ = Cs,p,µ(K).
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A continuación probaremos (b). Sabemos por el Lema IV.2.1 que

fk = Gs#gk = H
s
µgk, es una función semicontinua inferior, entonces por

definición {x : fk(x) > 1} es abierto. Por lo tanto para todas las fun-
ciones ϕ con sopϕ ⊂ {x : fk(x) > 1} tenemos que fk+tϕ ∈ Ωk para todo

t con |t| suficientemente pequeño. Procediendo, de nuevo, como en (a)
obtenemos < νk, ϕ >= 0 para cada ϕ tal que sop νk ⊂ {x : fk(x) > 1}.
Luego fk(x) ≤ 1 casi todo punto del sop νk.

Ahora consideremos ν ∈M+(K) y sea f = Hs
µg ∈ Ωk. Entonces

ν(K) ≤
∫
K
fdν =

∫
K
Hs

µgdν =
∫ ∞

0

(
Hs

µν
)
gdγ,

y aplicando la desigualdad de Hölder

ν(K) ≤
∥∥∥Hs

µν
∥∥∥
q,µ
‖g‖p,µ .

Además, por un paso al ĺımite la desigualdad es cierta para todo f ∈ Ωk.

En parti-cular, tomando f = fk nos da

ν(K) ≤
∥∥∥Hs

µν
∥∥∥
q,µ
Cs,p,µ(K)

1/p

y por tanto

sup




 ν(K)∥∥∥Hs

µν
∥∥∥
q,µ




p

: ν ≥ 0, sop ν ⊂K


 ≤ Cs,p,µ(K).
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Por otra parte, eligiendo ν = νk, por (b) resulta que

νk(K) ≥
∫
fkdνk

y de (a) obtenemos

∫
K
fkdνk = Cs,p,µ(K) =

∥∥∥Hs
µνk

∥∥∥
q,µ
· (Cs,p,µ(K))

1/p ,

es decir, νk(K) = Cs,p,µ(K), y

νk(K) = Cs,p,µ(K) =


 νk(K)∥∥∥Hs

µνk
∥∥∥
q,µ




p

,

con lo que conseguimos (c) y (d).

Para la demostración de (e) elegimos una sucesión {fn}∞n=1 en Ωk tal

que

‖fn‖ps,p,µ → inf
f∈Ωk

‖f‖ps,p,µ = Cs,p,µ(K).

Por la convexidad uniforme de Lp
µ, {fn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy

en W s,p
µ (I). Además, por la definición de capacidad y el Lema IV.4.2,

obtenemos una subsucesión {fni}∞i=1 tal que limi→∞
fni(x) = fk(x) (s, p, µ)-

casi por todo, de donde deducimos (e).

Por último, para demostrar (f) consideramos una medida positiva ν

con el sop ν⊂ K tal que V ν
s,p,µ(x) ≤ 1 sobre el soporte de ν.
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Entonces ∫
V ν
s,p,µdν ≤ ν(K). (4.4.6)

Por definición y usando el apartado (a) tenemos

∫
V ν
s,p,µdν =

∫
Hs

µ

(
Hs

µν
)q−1

dν =
∫ (

Hs
µν
)q
dγ, (4.4.7)

luego combinando (4.4.6) y (4.4.7)

(ν(K))1/q ≥
∥∥∥Hs

µν
∥∥∥
q,µ
, (4.4.8)

y por (d), se tiene

ν(K) ≤
∥∥∥Hs

µν
∥∥∥
q,µ
(Cs,p,µ(K))

1/p . (4.4.9)

Luego en virtud de (4.4.8) y (4.4.9) logramos

ν(K) ≤ (ν(K))1/q (Cs,p,µ(K))
1/p ,

es decir,

ν(K) ≤ Cs,p,µ(K).

Además, utilizando (c) con νk obtenemos que se verifica

νk(K) = Cs,p,µ(K),

por tanto queda establecido (f).
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IV.5 Aplicaciones

En esta sección establecemos algunas aplicaciones que se obtienen con

los potenciales de Hankel.

La primera aplicación está motivada para resolver dos ecuaciones

diferenciales en sentido generalizado.

Proposición IV.5.1 Dada f ∈W 0,p
µ (I) = Lp

µ(I) entonces existe g ∈ H
′

,

tal que

(I −∆µ)
mg = f. (4.5.1)

donde I es el operador identidad y ∆µ ≡ x−2µ−1Dx2µ+1D, m ∈ N,

m �= 0.
Si f ∈ Bs

p,q,µ se tiene que existe una función g ∈ Bs+2m
p,q,µ ⊂ H′

,

m ∈ N, tal que (4.5.1) se verifica.

Demostración: Consideremos f ∈ W 0,p
µ (I) = Lp

µ(I). Queremos

obtener una distribución g ∈ H′

tal que

(I −∆µ)
mg = f. (4.5.2)

Aplicando la transformación de Hankel y usando la fórmula (4.1.4) lo-

gramos

(1 + ξ2)mhµg = hµf en H′

,
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es decir hµ((1 + ξ
2)mhµg(ξ))(x) = f(x) en H′

, dado que h−1
µ = hµ.

Entonces de acuerdo con (4.2.8) resulta

‖g‖
W 2m,p

µ
= cµ

(∫ ∞

0

∣∣∣H−m
µ g

∣∣∣p dγ)1/p

=

= cµ

(∫ ∞

0
|f |p dγ

)1/p

= ‖f‖
W0,p

µ
.

Luego hemos encontrado la solución g ∈W 2m,p
µ .

Consideremos f ∈ Bs
p,q,µ. Procederemos de manera similar y apli-

cando de nuevo la transformación de Hankel y usando la fórmula (4.1.4)

en (4.5.2) conseguimos g = hµ(1 + ξ
2)−mhµf = H

2m
µ f. Entonces por la

Teorema IV.3.4 tenemos que la solución de (4.5.1) es g ∈ Bs+2m
p,q,µ .

Seguidamente vemos un teorema de regularidad global:

Teorema IV.5.1 Sea P (∆µ,x) =
∑m

j=0 aj∆
j
µ,x, m �= 0, un operador

diferencial con coeficientes constantes aj (∆µ,x ≡ x−2µ−1Dx2µ+1D) y

P (ξ) =
m∑
j=0

ajξ
j �= 0, ∀ξ ∈ (0,∞).

Si u ∈ L2
µ(0,∞), P (−∆µ,x)u = f y f ∈ L2

µ(0,∞), entonces u ∈Wm,2
µ (I),

m > 0.

Demostración: En primer lugar veremos que |P (ξ)| ≥ Cξm para C > 0

y ∀ξ ∈ (0,∞),

|P (ξ)| =

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=0

ajξ
j

∣∣∣∣∣∣ ≥ |am| ξm − |am−1| ξm−1 − · · · − |a0| ≥
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≥ |am| ξm −C′

(ξm−1 + · · ·+ 1),

donde C
′

= max (|a0| , |a1| , . . . , |am−1|).

Pero si ξ > R ≥ 1 y k = 0, 1, . . . ,m− 1, se tiene ξk ≤ (1/R)ξm tal

que

|P (ξ)| ≥
(
|am| −mC′

/R
)
ξm.

Por lo tanto, podemos encontrar C > 0 eligiendoR lo suficientemente

grande tal que para todo ξ > R,

|P (ξ)| ≥ Cξm. (4.5.3)

Consideremos v ∈ H. Luego

‖v‖2
Wm,2

µ (I)
= cµ

∫ ∞

0

∣∣∣H−m
µ v

∣∣∣2 dγ = cµ
∫ ∞

0

∣∣∣hµ((1 + ξ2)m/2hµv(ξ))(x)
∣∣∣2 dγ(x),

aplicando la fórmula de Parseval (4.1.3) obtenemos

‖v‖2
Wm,2

µ (I)
= cµ

∫ ∞

0

∣∣∣(1 + ξ2)m/2hµv(ξ)
∣∣∣2 dγ(ξ) ≤

≤ cµ
∫ R

0
(1 + ξ2)m |hµv(ξ)|2 dγ(ξ) + cµ

∫ ∞

R
(1 + ξ2)m |hµv(ξ)|2 dγ(ξ),

donde R ≥ 1.
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Entonces, teniendo en cuenta que, para ξ ≤ R, (1+ξ2)m ≤ (1+R2)m,

que si ξ ≥ R, (1 + ξ2)m ≤ 2mξ2m y (4.5.3), resulta

∫ ∞

0
(1 + ξ2)m |hµv(ξ)|2 dγ(ξ) ≤ (1 +R2)m

∫ R

0
|hµv(ξ)|2 dγ(ξ) +

+2mC−2
∫ ∞

R

∣∣∣P (ξ2)hµv(ξ)∣∣∣2 dγ(ξ).
y ya que por la fórmula (4.1.4) se tiene

hµ(P (∆µ,x)v)(ξ) = P (−ξ2)(hµv)(ξ),

podemos usar de nuevo la fórmula de Parseval (4.1.3) y lograr

‖v‖Wm,2
µ (I) ≤ C

{
‖v‖2L2(I) + ‖P (−∆µ,x)v‖2L2(I)

}1/2
, m > 0,

donde C > 0.

Concluyendo la demostración, dado que por la Proposición IV.2.2

sabemos que H es denso en Wm,2
µ .
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[12] J. J. Betancor, L. Rodŕıguez-Mesa. Lipschitz-Hankel spaces, par-

tial Hankel integrals and Bochner-Riesz means, Arch. Math. 71

(1998) 115-122.
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