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CAPITULO 1.

INTRODUCCION

1.1 Descripción del problema de control multiperiodo.

Asumamos que podemos controlar una entrada k
nknn RCxxx ⊂∈= ),,( 1 K  y observar

una variable respuesta ny  tal que:

nnnn xfxy εβ += );()( , Nn ,,1 K=

con );(],|[ ββ xfxyE =  una función continua, β  el vector de parámetros sobre los que se

dispone una distribución a priori, )(0 βπ , y nε  el error con que se observa ny . En los ejemplos

supondremos que las nε  son independientes e idénticamente distribuidas según una normal con

varianza constante, 2],|[ σβε =xVar n . Sin embargo, la metodología presentada es aplicable a

otras distribuciones y consideraciones sobre la varianza, como puede ser el caso en el que la

distribución a priori es conjunta sobre β  y sobre 2σ , tal como se muestra en el capítulo 6.

Además se considerará que la región experimental C es compacta.

En el problema de control multiperiodo se desea elegir secuencialmente valores para las

variables de entrada, nx , de forma que la respuesta ny  esté siempre cerca de un valor objetivo

conocido T. Como soluciones al mismo, en principio se considerarán diseños totalmente

secuenciales, denotados por d, que seleccionan en cada estadio el punto del diseño
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kd
n RCx ⊂∈+1  dadas las anteriores entradas, =d

nX  ),,( 1
d
n

d xx K , y observaciones, =′nY

)(,),(( 11
d
nn

d xyxy K ). El objetivo es encontrar diseños secuenciales que minimicen =)(dri

]),,([ TYXLE N
d
Ni , donde ),,( TYXL N

d
Ni  es una función de pérdida que penaliza la distancia

entre NY ′  y T, y donde la esperanza es respecto a la distribución conjunta en el estadio cero de

los parámetros y de la respuesta y. Notar que a diferencia de las funciones de pérdida clásicas,

que sólo dependen del parámetro y de la decisión, en los problemas de control estocástico la

función de pérdida además depende del valor observado y.

Como casos particulares se consideran la minimización de:

]),,([] |)(|[)( 111 TYXLETxyEdr N
d
N

N
n

d
nn =−= ∑ = ,

]),,([]))(([)( 21
2

2 TYXLETxyEdr N
d
N

N
n

d
nn =−= ∑ = ,

y el problema de dos etapas

]),,([]))(())(([)( 31
2

11
2

3 TYXLETxySTxyEdr N
d
N

N
n

d
NN

d
nn =−+−= ∑ ′

= +′+′

con 0>S  conocido. Esta última función de pérdida podrá modelar la situación planteada en

muchos experimentos clínicos donde las primeras N ′  observaciones corresponden a la etapa

experimental y S al peso del valor de la decisión final adoptada. Como límite de 3L , cuando S

es mucho más grande que N, aparece el problema de estimación de la solución de Txf =);( β ,

ya que la última observación es la que tendrá todo el peso, aunque en esta memoria no se

explora esta situación. Generalizaciones inmediatas de estas pérdidas se pueden obtener

ponderando la aportación de cada observación a la pérdida global a través de un valor nα

conocido, como podría ser:

∑ = −= N
n nn

g Tydr 11 ||)( α  ó ∑ = −= N
n nn

g Tydr 1
2

2 )()( α .

En los casos en los que se quiera penalizar de manera distinta el observar por encima o

por debajo del valor objetivo T se podrían utilizar pérdidas asimétricas, tal como:

∑ = −+−= N
n nnnn

as TyTydr 11 )(||)( ξα .
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Existen muchas situaciones en las que la respuesta observada ny  en el punto nx  no será

conocida a la hora de elegir el siguiente punto a observar 1+nx . A pesar que dicho caso no se

trata en esta tesis, lo que proponemos se podría adaptar fácilmente a dicho caso a base de

restringir las soluciones a diseños solo parcialmente secuenciales.

Son muchos los ejemplos prácticos donde se deben resolver problemas de control

multiperiodo. Por ejemplo, en Economía, Ingeniería o en Experimentos Clínicos es corriente

encontrar problemas en los que conviene elegir los sucesivos niveles de las variables de entrada

de forma que las respuestas nyy ,,1 K  estén próximas a un valor objetivo conocido T, a la par

que interesa descubrir el valor de la variable x en la que TxyE =]|[  y, por tanto, estimar la raíz

θ  de Txf =);( β .

Así, problemas de búsqueda secuencial de dosis óptima, dosis letal (“LDp”) y

estimación de percentiles en curvas de respuesta cuantal, en los que no sólo interese la

estimación de la raíz sino que donde la distancia || Ty −  tiene un significado en términos de

daño potencial al enfermo, son ejemplos típicos de aplicación. Para más detalle sobre este tipo

de problemas ver McLeish y Tosh (1983, 90), Wu(1988), Efron (1971), Robbins y Siegmund

(1974) y Zacks y Eichhorn (1975). Otras aplicaciones en los que se pueda dar la misma

interpretación anterior son los problemas de calibración, resumidos en Buonarccorsi (1986), y

los problemas que intentan identificar condiciones que minimizan la variabilidad de algunas

características de calidad, como la razón señal ruido, estudiados por ejemplo en Box (1988).
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1.2 Compromiso entre aprendizaje y control.

Cuando se selecciona nx  para los problemas de control multiperiodo nos enfrentamos a

un conflicto difícil de resolver. Por un lado, se necesita elegir nx  de forma que la distancia entre

el valor observado )( nn xy  y T sea pequeño en valor esperado, pero por otro lado, se va a usar

))(,( nnn xyx  para aprender sobre );( βxf  y ayudar a mejorar el control en las fases posteriores.

Tal como se muestra en la Figura 1.1, cada uno de estos dos objetivos por separado obligarían a

situar a nx  en partes muy diferentes de la región experimental C. Si lo único que importa es

aprender sobre la superficie );( βxf , o sobre una característica de la misma, como puede ser en

el caso de 1=k  la raíz de Txf =);( β , el punto nx  deberá situarse cercano a la frontera de la

región C, de manera que los puntos ix  ),,1( ni K=  queden muy dispersos tal como dicta la

teoría clásica de diseños óptimos. Si en cambio lo que se quiere es elegir el nx  que minimice

una distancia en valor esperado entre )( nn xy  y T, se deberá situar el punto nx  cerca del valor

previsto para la raíz de Txf =);( β  en el estadio n.

Figura 1.1 Cuando se quiere aprender sobre β , lo conveniente es trabajar con diseños en los que se

experimenta en puntos muy dispersos de la región de experimentación, concentrados todos cerca de

las fronteras de la misma, como es el caso (a). En cambio, para control, como refleja el gráfico (b),

para una buena elección de 1+nx  sólo importa minimizar en promedio la diferencia entre )( 11 ++ nn xy

y T.

rturtl

);(ˆ βxfn

1+nx

rturtl

);(ˆ βxf n

1+nx

(a) (b)
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Ya en Prescott (1972) se hace referencia a este dilema existente entre la necesidad de

aprender sobre la superficie y la necesidad de evitar una pérdida inmediata excesiva para el

problema de control cuando Rx∈  y ββ xxf =);( . Este dilema es lo que en la literatura de

control adaptativo se denomina el aspecto dual del control, tal y como desarrolla el Capítulo 7

de Astrom y Wittenmark (1995).

En el caso de un único control, se asume que se puede controlar un input RCxn ⊂∈ ,

con C compacto y que existe una única raíz R∈θ  tal que Tf =);( βθ . En estas circunstancias,

el modelo lineal suele ser una buena aproximación a );( βxf  en un entorno de θ=x . Notar

además que por ser T conocido, y sin pérdida de generalidad, el problema siempre se puede

reducir al caso 0=T  a base de trabajar con Txyxy nnnn −=′ )()(  de forma que

nnnnnn TxfTxyxy εβ +−=−=′ ));(()()( . Dado que cuando se tiene más de un control, y por

tanto 1>k , la solución de TxyExf == ],|[);( ββ  no será un valor real sino una

hipersuperficie, se complica el problema y nos obliga a tratar por separado los casos 1=k  y

1>k . Aunque existe gran cantidad de referencias sobre el problema de control multiperiodo, la

gran mayoría de ellas se limitan a estudiar el caso de un único control, 1=k .

1.3 Repaso bibliográfico: Diseños de Experimentos.

En esta sección se realiza un repaso bibliográfico sobre los criterios y objetivos

perseguidos por la teoría de diseños de experimentos en diferentes problemas. La meta que se

persigue es la de clarificar y exponer la metodología, así como el fin por el que se lleva a cabo

el diseño de experimentos en distintos problemas, tal como puede ser en la teoría clásica de

diseños óptimos, y con ello comparar la metodología y el fin con que se realizan los diseños

para problemas de control multiperiodo. Esto servirá para poder contrastar con el repaso
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bibliográfico que se realiza en la Sección 2.1.1 de esta memoria sobre los diseños más utilizados

en problemas de control multiperiodo, los diseños certainty equivalence.

En la teoría de diseños óptimos, el objetivo es aprender sobre );( βxf  o sobre una

característica de );( βxf  tan eficientemente como sea posible. En este contexto los diseños son

realizados con el objetivo de aprender sobre los parámetros del modelo, y una manera de medir

esta eficiencia es en términos de la varianza de los parámetros estimados del modelo. Así, se

pueden construir diseños que observan en puntos que minimizan el determinante o la traza de la

varianza de los parámetros estimados (diseños D-óptimos o A-óptimos, respectivamente) o que

maximizan la varianza de predicción (diseños G-óptimos). Si se asume que el modelo es lineal

en los parámetros, βZ][ =YE , esto se traslada en criterios de optimalidad basados sobre

funciones de ZZ ′  muy relacionados con la matriz de información de Fisher de β . Buenas

referencias de este campo son Fedorov (1972) y Silvey (1980). Es importante destacar que en

este tipo de diseños los puntos elegidos suelen quedar repartidos a lo largo de la región

experimental, con frecuencia en la frontera, y que no tienen en cuenta para nada los valores de

la respuesta observada en dichos puntos.

Atkinson y Donev (1992), Chaloner (1989), Frees y Ruppert (1990) y Pulkelsheim

(1993) revisan de forma bastante completa los diseños óptimos no Bayesianos para modelos

lineales y Ford, Kitsos y Titterington (1989) hacen lo propio para modelos no lineales. Chaloner

y Verdinelli (1996) resumen los resultados sobre diseños óptimos Bayesianos tanto para

modelos lineales como no lineales.

En cuanto a diseños específicos para estimar la raíz θ , Wu (1988) busca

secuencialmente la dosis óptima y estima percentiles en respuesta cuantal, Buonaccorsi (1986) y

otras referencias allí citadas estudian diseños para calibración, y Box (1988), Chaloner (1989),

Frees y Ruppert (1990) y Buonaccorsi y Iyer (1986) obtienen diseños que minimizan la

variabilidad de características de control.
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En un contexto diferente, la teoría de aproximación estocástica, que parte de Robbins y

Monro (1951) y de Kiefer y Wolfowitz (1959), estudia el problema de estimar las raíces u

óptimos de funciones que únicamente pueden ser observadas con ruido. Ellos dan la solución en

términos de una secuencia recursiva de variables aleatorias nx  en el espacio de las variables de

entrada que converge casi seguro al máximo o a la raíz de la función. Estas secuencias son

definidas con el propósito de obtener normalidad asintótica y convergencia en probabilidad casi

segura hacia el óptimo y la raíz. Lai y Robbins (1979, 82), Wu (1986), Ruppert (1991), Ginebra

(1996) y otros muchos, utilizan modificaciones y casos particulares de estas secuencias.

Los problemas de estos dos últimos párrafos se distinguen de los problemas de control

multiperiodo en que en los de control se intenta que la distancia en promedio entre las

observaciones y un valor objetivo T sea mínima y, por tanto, que se realice el mayor número de

observaciones sobre la raíz de Txf =);( β . En los casos anteriores siempre se podría intentar

observar en puntos muy alejados de la raíz, aunque se empeore el control, con el fin de

aumentar la convergencia final del diseño hacia esa raíz.

La optimización de funciones con ruido, desde el punto de vista del control

multiperiodo, requieren un compromiso entre el aprendizaje sobre la superficie y el observar

tantos experimentos como sea posible en el máximo o en la raíz. En el control de procesos

estocásticos y en las pruebas clínicas existen costos e imperativos éticos que exigen seleccionar

los mejores valores para las variables de entrada para el individuo que debe ser tratado a

continuación, a la vez que se debe aprender sobre la superficie tal como describen Astrom y

Wittenmark (1995) y Rosenberger (1996). Ginebra y Clayton (1995) definen el Response

Surface Bandit (RSB) para resolver problemas donde los diseños deben ser llevados a cabo por

el costo en términos de respuesta observada y no por el conocimiento del modelo, enfocando la

atención en la maximización de la utilidad esperada que mide la cercanía entre NY ′  y el óptimo

de );( βxf .
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En general, las decisiones realizadas bajo incertidumbre requieren elegir una acción d

que maximice una utilidad esperada, la función de los parámetros y de las observaciones.

Spiegelhalter et al. (1994), Berry (1993) y Berry y Stangl (1996) discuten aspectos generales

relacionados con el uso de métodos de diseños óptimos Bayesianos en problemas de decisión en

Medicina. En muchas aplicaciones las decisiones son ejecutadas secuencialmente, y así la

política a seguir depende de las anteriores decisiones y observaciones realizadas. Tales

problemas de decisión son notoriamente difíciles de resolver. En general, el material sobre

análisis secuencial Bayes, ver por ejemplo Berger (1985), suele estar muy relacionado con otras

dos áreas extensivamente estudiadas: la programación dinámica y los problemas de parada

óptima. El enfoque del problema tratado en esta memoria no se puede catalogar como de un

problema de parada óptima, puesto que se ha considerado que el número N de pruebas a realizar

está fijo por el experimentador y que, en general, no se tratará de un número excesivamente

grande. Para ejemplos de resolución de problemas de parada óptima ver Müller et al. (1999).

1.4 Modelo lineal.

En principio, la función );( βxf  podría pertenecer a una familia cualquiera de

funciones paramétricas continuas pero, para problemas con una sola variable de control, esta

función cerca de la raíz θ=x  se podrá aproximar casi siempre por un modelo de regresión

simple. Estudiando el problema de control multiperiodo suponiendo que la distribución de y

conocidos x y β , sigue un modelo lineal se resolverá el caso en el que dicho modelo sea el más

realista y se obtendrá un buen diseño para cuando el modelo lineal sea una buena aproximación

al modelo real.
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Todos los métodos que se propondrán serán métodos Bayesianos y como tales necesitan

de la densidad de probabilidad condicional de y dado ),,( 1 ′= kxxx K , ),|( xyg β , y de una

distribución a priori sobre los parámetros β  y 2σ  que recoja la información que se dispone

sobre los mismos. Al analizar datos puede plantearse el debate sobre si tiene sentido o no

incorporar información a priori sobre los parámetros, sin embargo, en el contexto del diseño de

experimentos este debate no tiene sentido ya que al no haberse recogido aún los datos, los

observables y los parámetros están a un mismo nivel. Es lógico intentar aprovechar al máximo

toda la información de que se disponga para escoger los puntos de experimentación con todas

las garantías. Esto es especialmente relevante al diseñar experimentos para un número pequeño

de observaciones.

Sea ),,,( 21 ′= nn yyyY K  el vector de las n primeras respuestas iy  y nZ  la matriz

)1( +× kn  donde la i-ésima fila son los valores ix  para los que se ha observado iy . Para el

modelo lineal se tiene que:

ikkiiii xxxxyE ββββ +++= L1100],|[ .

A menudo la componente 0ix  es fijada a 1 para todo i, de manera que 01 ixβ  es constante y nZ

se puede escribir como ):1( nnn XZ = . En cuanto a la parte estocástica de estos modelos la

versión más utilizada es el modelo normal, en el cual la distribución de nY  dado nX  es una

normal.

Los ejemplos de esta memoria se restringen al modelo lineal normal en el que las

varianzas condicionales son iguales para todo i, 2],|[ σβ =ii xyVar , y en el que las

observaciones iy  son condicionalmente independientes. A la hora de la implementación de

estos ejemplos se ha considerado el caso particular en el que 2σ  es conocida, y aunque pueda

parecer una restricción muy fuerte, se conseguirá reducir el tiempo de computación ya de por sí

muy elevado para algunas de las propuestas introducidas. Cuando los resultados obtenidos sean

válidos para el caso en que sobre 2σ  conozca una distribución a priori se indicará. En el
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capítulo 6 se ejemplifica una situación en la que la distribución a priori es tomada sobre

),( 2σβ , con 21 σ  siguiendo una Gamma y β  una t-student multivariante a priori.

La regresión lineal se introduce en muchos libros como, por ejemplo, Weisberg (1985)

y Neter, Wasserman y Kutner (1989). Buenas referencias sobre la regresión lineal Bayesiana

son los clásicos Zellner (1971) y Box y Tiao (1973) y más recientemente Gelman et al (1995).

Son abundantes los libros donde se describen métodos computacionales para regresión lineal,

por ejemplo, Gill, Murray y Wright (1981) y Golub y Van Loan (1983). El análisis de residuos

en regresión en un contexto Bayesiano aparece en Zellner (1975), Chaloner y Brant (1988) y

Chaloner (1991). Boscardin y Gelman (1996) presentan una variedad de modelos paramétricos

para varianzas no constantes desde el punto de vista Bayesiano.

Una vez especificada la distribución a priori sobre β  o sobre ),( 2σβ , las propuestas

introducidas para el problema de control multiperiodo con una sola variable de control requieren

el cálculo de la distribución a posteriori de la raíz, del valor previsto de y en x , de una

estimación de su desviación típica y de la pendiente de ],|[ βxyE .

Para facilitar la implementación de los mismos, en los Apéndices I y II se recogerán

algunos ingredientes necesarios a la hora de calcular todos los valores listados en el párrafo

anterior para ocho prioris distintas sobre β . Las cuatro primeras contemplan las cuatro posibles

combinaciones de las distribuciones uniforme y normal sobre los parámetros 0β  y 1β . En el

Apéndice II se reparametriza ],|[ βxyE  a través de )(],|[ 1 θββ −+= xTxyE  y se asume que

las prioris sobre ),( 1 θβ  son una de las cuatro combinaciones de las distribuciones uniforme y

normal sobre ellos.

Para las implementaciones en el modelo con más de una variable de control sólo se

necesitan los dos primeros momentos de la distribución a posteriori de β . En el Apéndice I se

presentan los mismos para el caso de priori conjugada. Para otras prioris más complejas habrá
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que obtener dichos momentos generalmente utilizando técnicas de simulación de la posteriori,

tales como MonteCarlo y muestreo Gibbs.

1.5 Diseños óptimos.

El hecho de que gran cantidad de autores sigan estudiando diseños subóptimos y sus

propiedades para el problema del control multiperiodo ya indica que la obtención de diseños

óptimos debe de ser prohibitivo. Estos sólo se pueden encontrar cuando el horizonte N es muy

pequeño ( 2=N  ó 3). En principio, tal como describen De Groot (1970), Berry y Fristedt (1985)

o Putterman (1994) para el caso general del diseño secuencial, se podría utilizar la

programación dinámica para identificar diseños óptimos, pero esto requeriría la resolución de

integrales N-dimensionales muy complejas, además de minimización de funciones entre ellas.

Debido a dicha complejidad no se conoce demasiado sobre estas reglas óptimas. A propósito de

un problema de diseño similar para el que sólo se resuelven casos particulares mucho más

sencillos que el que se trata aquí, Hardwick y Stout (1998) afirman que la implementación de la

programación dinámica requiere cálculos prohibitivos incluso en el caso en el que se esté en

condiciones de programar en paralelo.

En problemas semejantes sólo ha sido posible implementar diseños óptimos cuando la

respuesta es Bernuolli (y, por lo tanto, el soporte del diseño son dos puntos), la distribución a

priori sobre los parámetros son dos Beta’s independientes y en cada estadio se elige sólo entre

dos opciones tal como aparece en Berry y Eick (1995), Ginebra y Clayton (1995) y Hardwick y

Stout (1998). Para el problema de control la respuesta es continua y el soporte del diseño

acostumbra a ser un intervalo de R, esto es, en cualquier estadio se tiene un número infinito de
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elecciones posibles. Algunas caracterizaciones parciales del diseño óptimo para control

multiperiodo para el modelo lineal simple pueden encontrarse en Prescott (1972), Berliner

(1982, 83, 87), Berger et al (1982), Srinivasan (1984) y en otras referencias allí citadas.

A continuación se presenta como se calcularía el diseño óptimo con horizonte 2=N ,

para pérdida cuadrática, )(2 dr , y modelo lineal simple

εββ ++= ii xy 10 ,

con la idea de mostrar hasta que punto estos cálculos son prohibitivos. Obtener el diseño óptimo

para este horizonte requiere calcular ),( 21
optopt xx , es decir, hay que especificar las elecciones

óptimas para cada uno de los dos estadios. El punto óptimo en el segundo estadio optx2  en

función de ),( 11 yx opt  y de la información a priori )(0 βπ  es:

],|[

],|[],|[ 
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2

1

011100111
0112

πβ

πββπβ
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= .

Notar que sustituyendo optx1  por un 1x  cualquiera se obtendrá la elección óptima en el segundo

estadio cuando se ha observado en el primer estadio en 1x . Para calcular el punto óptimo en el

primer estadio, optx1 , se debe encontrar el punto 1x  tal que minimice:

]))(())([( 2
22

2
110 TxyTxyE opt −+− ,

siendo 0E  la esperanza sobre la distribución conjunta de ),( 1 βy  en el estadio cero. Notar que

optx2  es función de 1x , 1y  y de )(0 βπ . Desarrollando los cuadrados y considerando que las iε

son independientes e idénticamente distribuidas con media cero, se tiene que para obtener optx1

hay que minimizar en 1x :
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donde ][ 2
10 βE , ][ 100 ββE  y ][ 10 βE  son los momentos de la distribución a priori )(0 βπ . En

general, el cálculo de ])[( 2
210
optxE β , ][ 210

optxE β  y ][ 2100
optxE ββ  pasa por la resolución de

integrales muy complejas calculables sólo a través de métodos numéricos.

Como caso particular, considérese el modelo lineal normal con distribución a priori

sobre los parámetros )(0 βπ  normal. Usando uso de los resultados distribucionales dados en la

Sección 1 del Apéndice I sigue que:

312
2
11

312
2
11

2
bybyb

ayaya
xopt

++
++

= ,

donde ia  y ib  para 3 2, ,1=i  son coeficientes que dependen de 1x  y de los momentos de

)(0 βπ . Así, por ejemplo, ][ 210
optxE β  será la solución de la integral doble:
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siendo )( 1εg  la función de densidad de una ),0( 2σN . La gran dificultad encontrada cuando el

horizonte es sólo 2=N  baticina el grado de complejidad que se presentará cuando el horizonte

sea mayor.

1.6 Descripción de los contenidos.

Como se acaba de comentar la implementación de los diseños óptimos para este

problema de control es prácticamente imposible incluso para modelos tan sencillos como el de

regresión lineal simple. En vez de intentar alcanzar la optimalidad, en esta memoria definimos
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familias de diseños construidas a base de perturbar los diseños más utilizados para este tipo de

problema, que ya de por sí tienen buenas propiedades. Dentro de dichas familias se buscará

aquellos diseños que minimizan el valor esperado de la función de pérdida a través de

simulación de una manera análoga a la usada en Muller y Parmigianni (1993) para problemas de

diseños óptimos no secuenciales y Ginebra y Clayton (1995) para un problema de diseños

secuenciales distinto al de control.

Esta memoria está estructurada en tres partes. En la primera, que abarca los Capítulos 1

y 2, se presentan los contenidos generales y los diseños más utilizados para resolver el problema

de control multiperiodo. En la segunda parte se proponen familias de diseños para el problema

de control con una única variable de entrada, 1=k , y abarca desde el Capítulo 3 al 5. En la

tercera parte, que coincide con el Capítulo 6, se introduce una nueva familia de diseños válida

para cualquier número de variables de control y que incluye, como caso particular, el de un solo

control tratado en la segunda parte. A continuación se describen los contenidos de cada capítulo.

En el Capítulo 2 se estudian los diseños más utilizados para el problema de control

multiperiodo. Estos son los diseños certainty equivalence y los diseños miopes, y constituirán la

base para la construcción de las familias de diseños propuestas en el resto de la tesis. En este

capítulo se resumirán las principales características de tales diseños y de los estimadores

construidos a partir de las observaciones obtenidas de los mismos. Además se exponen

versiones Bayesianas de los diseños certainty equivalence y miope para el modelo lineal

múltiple, comparando el rendimiento de los mismos.

En el Capítulo 3 se proponen los diseños Fieller, que perturban certainty equivalence

con el objetivo de mejorar las estimaciones de los parámetros en los estadios iniciales del diseño

y con ello favorecer el control en estadios posteriores. Ellos están soportados por un intervalo

que contiene la elección certainty equivalence. Este intervalo sirve para controlar la dirección y

la magnitud de las perturbaciones a realizar sobre la elección certainty equivalence. Para
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ejemplificar el uso de tales diseños se presentarán diversos ejemplos y se realizará un análisis de

sensibilidad que refleje el comportamiento de las mejoras sobre certainty equivalence en

función de la priori seleccionada, el horizonte considerado N y el tamaño de la región

experimental C.

En el Capítulo 4 se define una nueva familia de diseños que utilizan regiones creíbles

sobre la raíz para controlar el grado de desviación y la dirección de la misma respecto de la

elección certainty equivalence. En particular, ello se ejemplifica a través del uso de regiones

HPD y de intervalos centrales a posteriori. Al igual que con los diseños Fieller, las

perturbaciones de los primeros estadios incentivan el aprendizaje sobre );( βxf  y favorecen el

control posterior, reduciendo de esta manera la pérdida total esperada. Este tipo de diseños no

sólo es aplicable al problema de control. Es por ello que, además de dar ejemplos y realizar un

análisis de sensibilidad de estos diseños para el problema de control, se ejemplifica su uso sobre

el problema del Response Surface Bandit definido en Ginebra y Clayton (1995). Es un problema

similar, pero con el propósito de modelar situaciones en las que se está interesado en que todas

las respuestas Nyy ,,1 K  estén próximas al óptimo de );( βxf .

En el Capítulo 5 se define la familia de diseños san, construida sobre una modificación

de las secuencias de aproximación estocásticas definidas por Robbins y Monro (1951). Estas

aproximaciones están ligadas a convergencias asintóticas hacia la raíz y las modificaciones

realizadas están dirigidas a introducir en cada estadio la máxima cantidad de información

suministrada por los datos hasta ese momento. Dicha familia contiene como miembros a los

diseños certainty equivalence secuencial y no secuencial, y para el modelo lineal los puntos del

diseño san pueden expresarse como promedios ponderados de las distintas elecciones certainty

equivalence hasta ese momento. El capítulo finaliza con ejemplos de su aplicación y un análisis

de sensibilidad de los mismos que refleja las mejoras sobre certainty equivalence en función de



Parte I: El problema de control multiperiodo

18

la priori, horizonte y región experimental. También se apunta una posible generalización para

implementar estos diseños al caso 1>k .

Los diseños precedentes son válidos para 1=k  pero no son siempre fácilmente

extensibles al caso 1>k . En el Capítulo 6, la tercera parte de esta memoria, se propone una

nueva familia de diseños híbridos mucho más general que las anteriores propuestas, y que se

puede aplicar a problemas de control con más de una variable de entrada. Su construcción se

basa en la minimización de una combinación convexa de las expresiones que deben minimizarse

para las elecciones certainty equivalence y miope. Este hecho hace que tanto el diseño certainty

equivalence como el miope pertenezcan a tal familia, permitiendo así el poder compensar las

buenas propiedades asintóticas del certainty equivalence con las buenas cualidades del diseño

miope para horizontes muy reducidos. Una ventaja de esta familia respecto a las anteriores es

que sólo necesita un índice, lo que facilita la obtención de la estrategia óptima dentro de dicha

familia.

En el Capítulo 6 también sorprende la estrategia híbrida para el modelo lineal múltiple

en cada estadio, mostrando que se trata de una combinación convexa de la elección certainty

equivalence y de la elección miope. Se estudia también el caso particular del modelo lineal

normal con priori conjugada donde se descubre que en cualquier estadio n, tanto si 2σ  se

supone conocida o desconocida, los puntos de los diseños certainty equivalence y miope se

hallan siempre sobre una misma recta que depende únicamente de los parámetros de la

distribución a priori )(0 βπ ó ),( 2
0 σβπ  y no de las nxx ,,1 K  escogidas ni de las nyy ,,1 K

observadas. El capítulo termina comparando la implementación de esta familia en el problema

de un único control con el caso de tres controles y analizando la sensibilidad de dichos diseños

en función de los parámetros de la priori, tamaño de la región experimental y horizonte N.

Como se comentó en el epígrafe dedicado al modelo lineal, esta memoria incluye dos

apéndices en los que se presentan los ingredientes necesarios para implementar todas nuestras
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propuestas para el modelo lineal simple con ocho prioris distintas y para el modelo lineal

múltiple con priori conjugada.

1.7 Notación.

A continuación se introducen las abreviaciones y la notación más empleada a lo largo de

la redacción de esta memoria:

• A la raíz de Txf =);( β  cuando sólo existe un control lo denotaremos por θ , mientras que

al máximo de );( βxf  por κ .

• A la desviación típica de . lo denotaremos por .(.).ds .

• A la distribución a posteriori de . en el estadio n cuando se ha elegido nxx ,,1 K  y observado

nyy ,,1 K  partiendo de la distribución a priori 0π  sobre los parámetros, ),,|(. 0ππ nn XY , la

denotaremos por (.)nπ .

• A la distribución condicional a posteriori de . dado a en el estadio n, ),,,|(. 0ππ nn XYa , la

denotaremos por )|(. anπ .

• A los estimadores mínimos cuadrados del parámetro iβ  en el estadio n lo denotaremos por

ls
inβ̂ .

• A la moda, mediana, media y varianza a posteriori del parámetro iβ  en el estadio n los

denotaremos por pmo
inβ , pme

inβ , ][ inE β  y ][ inV β , respectivamente.

• A la estimación de );( βxf  que se obtiene al sustituir los parámetros por las modas a

posteriori en el estadio n la denotaremos por )();( 010
pmo

n
pmo
n

pm
n xxf θββ −= .

• A la normal de parámetros µ  y 2σ  truncada en el intervalo ],[ ba  la denotaremos por

),( 2],[ σµbaN .
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• A la función de distribución de una normal tipificada con 0=µ  y 12 =σ  la denotaremos

por )(xΦ .

• Al sumatorio de ia  para los estadios ni ,,1 K=  lo denotaremos por ∑ ia .
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CAPITULO 2.

DISEÑOS CERTAINTY EQUIVALENCE Y

DISEÑOS MIOPES.

Como ya se comentó en el Capítulo 1, la obtención de diseños óptimos para el tipo de

problemas expuestos es prácticamente imposible, aún incluso haciendo uso de grandes

supercomputadoras. Por ello, muchos investigadores utilizan diseños basados en heurísticas ad-

hoc que, sin ser óptimos, son razonablemente eficientes y mucho más sencillos de implementar

que el óptimo.

En este capítulo se consideran las versiones Bayesianas de los conocidos diseños

certainty equivalence, secuenciales y los no secuenciales, y de los diseños miopes, calculando

sus expresiones para el modelo lineal múltiple. Para entender bien su funcionamiento se

completa el capítulo comparando certainty equivalence secuencial con el no secuencial, así

como certainty equivalence con los diseños miopes.

Estos diseños serán de gran utilidad en los capítulos posteriores pues se partirá de ellos

a la hora de construir familias de diseños secuenciales en las que buscar un diseño que los

mejore y que pueda estar más cerca del óptimo. Existe gran cantidad de artículos tratando

aspectos asintóticos de tales diseños como la consistencia de los estimadores de los parámetros

del modelo obtenidos a través de dichos diseños. En este trabajo nos hemos propuesto estudiar
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el comportamiento de los mismos para problemas con un horizonte N finito, y a menudo

pequeño. Además, en este capítulo se repasará bibliográficamente tales métodos, comentando

las principales aportaciones realizadas en dichos artículos.

En las Secciones 2.1 y 2.2 se introducen los diseños certainty equivalence secuenciales

y se comparan con una versión no secuencial. Para el modelo lineal múltiple se propone una

versión Bayesiana del diseño certainty equivalence que es cotejada en la Sección 2.4 con la

versión para este mismo modelo del diseño miope dado en la Sección 2.3. En la Sección 2.5 se

argumenta el porqué de la construcción de los nuevos diseños que se definen en los capítulos

siguientes de esta memoria sobre la base de perturbar tanto a certainty equivalence como a

miope. El capítulo finaliza con un apéndice en el que se demuestran los resultados expuestos.

2.1 Diseños certainty equivalence.

Si );( βxf  fuese conocida se sabrían los ),,( 00
1

0
kxxx K=  que resuelven Txf =);( 0 β ,

y experimentar en 0xx d
n =  sería optimal para cualquier función de pérdida que penalizara la

distancia al valor objetivo T. Los diseños certainty equivalence secuenciales, denotados por

ced , son aquéllos que serían óptimos si el estimador actual fuese );( βxf . Dado un estimador

de );( βxf  en el estadio n, );(ˆ βxf n , los diseños certainty equivalence observan 1+ny  en un

punto ce
nx 1+  que resuelve Txf n =);(ˆ β .

En la literatura de control adaptativo, tal como en Astrom y Wittenmark (1995), es

habitual que )ˆ;();(ˆ
nn xfxf ββ = , y así los diseños certainty equivalence son aquéllos que

serían optimales si β  fuera igual a un estimador de β , nβ̂ . Intrínseco en esta definición está el

hecho de que existen tantos diseños certainty equivalence como posibles estimadores para la

superficie. En particular, en el caso de un único control, se podría estimar la raíz θ  a partir de la
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moda, media o mediana a posteriori, y definir a través de ellos tres diseños certainty

equivalence distintos, n
ce
nx θ̂1 =+ . En el contexto Bayesiano se considera que lo más coherente es

estimar );( βxf  a través de la esperanza de la distribución predictiva a posteriori de y,

=);(ˆ βxf n ])([ xyEn . En este caso ce
nx 1+  será un punto que resuelve 0])([ =− TxyEn  o,

equivalentemente, un punto que minimiza 2]))([( TxyEn −  en x. Otros estimadores para

);( βxf  podrían ser también utilizados.

2.1.1 Repaso bibliográfico.

Existe un gran número de referencias estadísticas sobre los diseños certainty

equivalence para el caso de una sola variable control, cuando 1=k . Prescott (1972) implementa

una regla certainty equivalence Bayesiana para el modelo lineal simple con 00 =β  y estimando

n1β  por medio de mínimos cuadrados, mostrando que tal regla no es óptima. Berliner (1982, 83,

87) expone que algunas reglas certainty equivalence no son admisibles. Anderson y Taylor

(1976) realizan un estudio experimental no Bayesiano sobre las propiedades asintóticas de la

regla certainty equivalence definida con estimadores mínimos cuadrados en el modelo lineal

simple con los dos parámetros desconocidos, probando que tal regla converge con probabilidad

uno al verdadero valor de la raíz y que es asintóticamente eficiente. Sin embargo, mientras una

combinación de los parámetros estimados en el problema de control es consistente, no existen

evidencias confirmatorias de que las estimaciones individuales por sí solas lo sean.

Lai y Robbins (1982) también estudian el comportamiento asintótico de la regla

certainty equivalence definida por Anderson y Taylor (1976) incluyendo la necesidad de que el

signo de los estimadores de 1β  fuera el mismo que el de 1β , dando una demostración

matemática más precisa de la convergencia de tal regla. Ellos ya habían propuesto un

contraejemplo de la pérdida de convergencia en el supuesto de que el signo de 1β  fuese
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diferente al de sus estimadores. Ying y Wu (1997) estudian diseños secuenciales que observan

1+ny  en el estimador máximo verosímil de θ  para el estadio n, mle
nnx θ̂1 =+ , y muestran como

éstos tiene buenas propiedades asintóticas bajo algunos modelos específicos, como modelos de

localización y de localización y escala. Recientemente Chen y Hu (1998) prueban la

optimalidad asintótica de los diseños certainty equivalence Bayes para modelos lineales

simples, además, si el coste del control total tiende a infinito, lo normal generalmente, los

estimadores Bayes para la pendiente y el término independiente son consistentes.

En el caso de más de una variable control y con un modelo de regresión múltiple,

nnkknn xxy εββ +++= L11 , ha sido de gran interés establecer la consistencia fuerte de los

estimadores mínimos cuadrados utilizando los puntos obtenidos con la regla certainty

equivalence. Lai y Wei (1982) muestran que el estimador mínimos cuadrados es fuertemente

consistente si el mínimo autovalor )(nminλ  y el máximo autovalor )(nmaxλ  de nn ZZ ′  satisfacen

∞→)(nminλ , )}({)(log nn minmax λλ o=

casi seguro. Rootzen y Sternby (1984) exponen que si las }{ nε  son independientes

normalmente distribuidas y β  sigue una distribución normal multivariante entonces el

estimador mínimos cuadrados es fuertemente consistente si ∞→)(nminλ  casi seguro. La

demostración de tal resultado requiere que la distribución a posteriori de β  sea normal con

matriz de covarianzas esencialmente la misma que 1)( −′ nnZZ . Hu (1997) amplía estos resultados

a errores aleatorios generales y usa las matrices de covarianzas a posteriori para estudiar la

consistencia fuerte de los estimadores Bayes. En el contexto Bayesiano sigue siendo un

problema abierto el hecho de que para obtener la consistencia fuerte de los estimadores Bayes

sea suficiente el que se verifique o no que ∞→)(nminλ  casi seguro.
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2.1.2 Implementación para modelo lineal.

A continuación se describe como se implementa el diseño certainty equivalence para el

modelo lineal. Es importante notar la diferencia entre el caso de una sola variable de control y el

de más de una.

Cuando hay más de una variable de control, es decir, cuando 1>k , las soluciones de

Txf =);( β  como de 0);(ˆ =− Txf n β  definen hiperplanos y no un número real. En dicho caso

y, en el contexto Bayesiano, se considerará ce
nx 1+  como la solución de 0])([ =− TxyEn  con la

mínima varianza de predicción, ])([ xyVn . Para un único control, cuando 1=k , dado el

estimador para );( βxf , el diseño certainty equivalence secuencial queda unívocamente

determinado siendo el mismo para cualquier función de pérdida. La siguiente proposición

presenta la expresión de la elección certainty equivalence para el modelo lineal múltiple:

Proposición 2.1 Sea ∑ =+= k
i ii xxyE 10],|[ βββ , 2],|[ σβε =xV  y )(~),,( 00 βπβββ kK=′ ,

independiente de ε . El diseño certainty equivalence definido como la solución de

0])([ =− TxyEn  que minimiza la varianza de predicción observa 1+ny  en
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donde ),,( 1 kI βββ K=′  es el vector de todos los parámetros excepto 0β  y ],[ 0 InCOV ββ  es el

vector 1×k  de covarianzas a posteriori entre 0β  y los k elementos de Iβ .

La demostración de la Proposición 2.1 se encuentra en el Apéndice 2.A. Notar que

dicha elección depende de los momentos de la distribución a posteriori de β  de orden uno y

dos, y que 2σ  no tiene que ser necesariamente conocida. El siguiente corolario muestra la

expresión en el supuesto de un modelo lineal simple:
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Corolario 2.1 Sea xxyE 10],|[ βββ += , 2],|[ σβε =xV , )(~),( 010 βπβββ =′ , independiente

de ε . El diseño certainty equivalence definido como la solución de TxyExf nn == ])([);(ˆ β

observa 1+ny  en el Cxce
n ∈+1  más cercano a

][

])[(

1

0
1 β

β

n

n
n E

ET
x

−
=+ .

2.1.3 Diseño certainty equivalence no secuencial.

Para implementar diseños totalmente secuenciales es necesario conocer la historia

completa de los niveles de entrada ),,( 1 nn xxX K=′  y observaciones ),,( 1 nn yyY K=′  antes de

seleccionar 1+nx . En ocasiones esto no es factible, y a veces se deben elegir todos los nx ’s

basándose en lo que se sabe de );( βxf  al principio, de forma no secuencial. Atendiendo a la

información a priori existente se definen a continuación los diseños certainty equivalence no

secuenciales, denotados por CEd .

Definición 2.1 Dado un estimador de ];|[ βxyE  basado en )(0 βπ , );(0̂ βxf , el diseño

certainty equivalence no secuencial observa ny  en el punto CxCE ∈  más cercano al 1x  que

resuelve Txf =);(0̂ β .

En particular, se puede estimar );( βxf  a través de ]);([);(ˆ
00 ββ xfExf = , donde la

esperanza es respecto a )(0 βπ , o a través de )ˆ;();(ˆ
00 ββ xfxf =  donde 0β̂  es un estimador a

priori para β . Notar que existe toda una gama de posibles diseños intermedios entre el

secuencial y el no secuencial, según se actualice el estimador mf̂  en algunos m estadios. Un

aspecto importante es determinar cómo se comporta el diseño secuencial frente a su

contrapartida no secuencial. En la siguiente sección se comparan estos dos diseños extremos.
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En el resto de este trabajo sólo se estudiará el problema totalmente secuencial con lo

que las versiones certainty equivalence que aparecerán a partir del Capítulo 3 van a ser

secuenciales.

2.2 Comparación de certainty equivalence secuencial con no

secuencial.

Para evaluar el comportamiento de la elección certainty equivalence secuencial frente a

la no secuencial se define la mejora relativa del diseño secuencial frente al no secuencial como

)(

)()(
)(

cei

ceiCEi
i dr

drdr
cerr

−
= ,

con CEd  el certainty equivalence no secuencial y ced  el secuencial y para las pérdidas

esperadas )(dri . Recordar que ]))(([)( 1
2

2 ∑ = −= N
i ii TxyEdr , que )(1 dr  es igual pero sumando

desviaciones en valor absoluto y )(3 dr  es una pérdida cuadrática en dos etapas.

La Figura 2.1 presenta los gráficos de contorno para )(cerri  tanto para la versión

conjugada como para una no conjugada del modelo lineal simple descrita en el Apéndice I y

Apéndice II, respectivamente. Las pérdidas corresponden a las tres descritas en el primer

capítulo, con 25=N , 200=S , 0=T  y 1] ,1[−=C . Los gráficos de contorno en la primera

columna son para la priori conjugada ).,0(~ 2
0 00 ββ σµβ =N , ).2.,1(~ 22

1 11
== ββ σµβ N  y 1β

independiente de 0β , con ce
nx 1+  definido como el punto en C más cercano a =+1nx

][][ 10 ββ nn EE− . Los gráficos de la segunda columna son para la priori no conjugada

),(~ rturtuU −θ , )2..,1(~ 22
1 11

== ββ σµβ N  y 1β  independiente de θ , donde ce
nx 1+  es el punto

en el soporte de θ  más cercano a pmo
nnx θ=+1 .
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 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

r1, Conjugado r1, No-conjugado

r2, Conjugado r2, No-conjugado

r3, Conjugado r3, No-conjugado

Figura 2.1. Gráfico de contorno de la mejora relativa de certainty equivalence secuencial frente a no

secuencial, )(cerri , para el riesgo )(dri , 3 2, ,1=i , con 25=N , 200=S , 0=T  y 1] ,1[−=C . La

primera columna es para ).,0(~ 2
0 00 ββ σµβ =N , ).2.,1(~ 22

1 11
== ββ σµβ N , 1β  independiente de

0β . En la segunda columna ),(~ rturtuU −θ , )2..,1(~ 22
1 11

== ββ σµβ N  y 1β  independiente de θ .
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La Figura 2.1 muestra que existen algunos casos donde mantener 0xxn =  fijo como lo

hace la elección no secuencial es mejor que ser secuencial. Para un 2
0βσ  dado, o rtu, cuanto

mayor es 2σ  más difícil es aprender secuencialmente sobre θ , y cuanto más al borde inferior

derecho de los gráficos mucho mejor es ser secuencial. Esto se debe al efecto de tener una

región C acotada, que restringe la posibilidad de que los puntos se alejen en demasía sobre todo

cuando 2σ  es relativamente grande. Por otro lado, dado 2σ , para los mayores valores de 2
0βσ ,

o rtu, es decir, cuanto menos se conoce al principio de θ , mayor ganancia se obtiene usando lo

que se aprende secuencialmente. Se ha encontrado que estas diferencias son bastante insensibles

a los cambios en 2
1βσ  y 

1βµ .

2.3 Diseños miopes.

Otro tipo de diseños secuenciales muy utilizados son los diseños miopes, que son los

que serían óptimos si quedara sólo una observación por realizar y, por tanto, sería el método a

utilizar cuando el aprendizaje no fuera necesario. Como tal, son eficientes para problemas con

horizontes N pequeños y moderados. A diferencia de los certainty equivalence, los diseños

miopes no requieren de la especificación de un estimador para );( βxf , además quedan

definidos unívocamente para cualquier k y sí dependen de la función de pérdida especificada en

el problema. En el caso particular en el que se minimiza ]))(([)( 1
2

2 ∑ = −= N
i ii TxyEdr , el

diseño miope observa 1+ny  en el punto my
nx 1+  que minimiza ]))([( 2TxyEn −  en x.

Notar que cuando para 1>k  se define ce
nx 1+  como la solución de 0])([ =− TxyEn  con

la mínima varianza de predicción, se está considerando la elección miope bajo pérdida

cuadrática de entre todas las soluciones a la ecuación certainty equivalence que satisfacen
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0])([ =− TxyEn . En el caso en que se minimice ] |)(|[)( 11 ∑ = −= N
i ii TxyEdr , la elección

miope coincidirá con la elección certainty equivalence definida como la solución de

0])([ =− TxyEn , pero para otras funciones de pérdida en general no se verificará.

Berliner (1987) y Verdinelli y Wynn (1988) muestran cómo computar la selección

miope no Bayesiana para casos particulares de modelos lineales múltiples. Prescott (1974)

realiza un estudio comparativo en un contexto Bayesiano entre las estrategias certainty

equivalence, miope (denominada por él regla de decisión adaptativa) y óptima, para un modelo

lineal simple con 00 =β  y horizonte 2=N , donde la estrategia óptima se puede obtener de

forma sencilla por backward induction y métodos numéricos.

Lai y Robbins (1982) prueban que la elección miope Bayes para un modelo lineal

simple donde la pendiente 1β  fuese una constante conocida es optimal. En ese caso, la elección

certainty equivalence tomando valor esperado también coincidirá con la miope. La siguiente

proposición muestra la elección miope en el supuesto de un modelo lineal múltiple de la forma

∑ =+= k
i ii xxyE 10],|[ βββ , utilizando el riesgo cuadrático )(2 dr .

Proposición 2.2 Sea ∑ =+= k
i ii xxyE 10],|[ βββ , 2],|[ σβε =xV  y )(~),,( 00 βπβββ kK=′ ,

independiente de ε . El diseño miope considerando riesgo cuadrático observa 1+ny  en











−

+′
−+′

=
−

−
−

+ ],[][
1][][][

])[(],[][][
][ 01

00
1

1
1 InIn

InInIn

nInInIn
In

my
n COVE

EVE

ETCOVVE
Vx βββ

βββ

βββββ
β ,

donde ),,( 1 kI βββ K=′  es el vector de todos los parámetros excepto 0β  y ],[ 0 InCOV ββ  es el

vector 1×k  de covarianzas a posteriori entre 0β  y los k elementos de Iβ .

Tanto la Proposición 2.1 como la 2.2 se obtendrán como un caso particular de la

Proposición 6.1 al sustituir el parámetro H de la misma por 0 y 1 respectivamente. Esto

convertirá su demostración en equivalente a la dada en el Apéndice 6.A.2 para la Proposición
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6.1 y no se presentará en este capítulo. A continuación se detalla la expresión de la elección

miope para el caso particular de un modelo lineal simple bajo riesgo cuadrático.

Corolario 2.2 Sea xxyE 10],|[ βββ += , 2],|[ σβε =xV , )(~),( 010 βπβββ =′ , independiente

de ε . El diseño miope considerando riesgo cuadrático observa 1+ny  en el Cxmy
n ∈+1  más cercano

a

][

][][ 
2

1

101
1

β

βββ

n

nn
n

E

EET
x

−
=+ .

2.4 Comparación de certainty equivalence frente a miope.

Por propia definición de las estrategias certainty equivalence y miope, y por las

referencias bibliográficas ya comentadas para ambos diseños, está claro que si el horizonte N es

pequeño la estrategia miope estará muy cerca de la óptima, y según aumenta N se va alejando de

la óptima acercándose hacia ésta la certainty equivalence. Como se detalló en la Sección 2.3, la

expresión de la elección certainty equivalence para el modelo lineal múltiple dada en la

Proposición 2.1 coincide con la miope que obtuvimos en la Proposición 2.2 al sustituir el uno

del denominador por cero. Como explicaremos en el Capítulo 6, este hecho será aprovechado

para crear una familia de diseños híbridos indexada por un parámetro H que contiene a ambos.

Por tanto, las gráficas presentadas en ese capítulo servirán para la comparación de ambas

estrategias para diferentes priori y distintas incertidumbres sobre el modelo, dependiendo de si

el parámetro H está más próximo a cero o a uno.

En las Figuras 6.3 y 6.4 (Capítulo 6) se observará que los diseños miope se comportan

bastante bien para horizontes pequeños, empeorando al aumentar N, con la peculiaridad de verse
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poco afectados por el tamaño de la región experimental C. En cambio, el diseño certainty

equivalence mejora según aumenta N, a la vez que es muy sensible a las modificaciones en el

tamaño de C, empeorando su eficacia según aumenta éste. También se sigue que para una N y

un tamaño de región experimental C dado, certainty equivalence mejorará cuanto menos se sepa

sobre 1β , y menor sea 2σ , aunque en general comprobaremos que el miope tendrá mejores

prestaciones que el certainty equivalence.

2.5 Necesidad de perturbar miope y certainty equivalence.

Ya se ha comentado que el diseño certainty equivalence Bayes converge

asintóticamente al óptimo y que los estimadores Bayes de los parámetros en el modelo de

regresión son consistentes. Cuando el horizonte N es de tamaño moderado o pequeño, será

necesario perturbar tales diseños con la idea de mejorar la eficiencia del diseño. Por otro lado,

cuando N es pequeño el diseño miope será prácticamente óptimo. Todas estas consideraciones

hacen pensar que es posible construir diseños con buenas propiedades de convergencia a partir

de la base de ambos diseños.

Recordemos que para resolver el problema de control hay que encontrar el justo

equilibrio entre minimizar la pérdida inmediata y maximizar el aprendizaje sobre los parámetros

que permita mejorar el control futuro. La opción miope es la que minimiza la pérdida inmediata.

Perturbando dicha opción nos permitirá inducir aprendizaje adicional. Por simulación

calcularemos el grado de perturbación necesario para nuestro problema.

Así, se podría intentar construir diseños observando en puntos que se alejan de la

elección certainty equivalence, sobre todo en los estadios iniciales del experimento, para

mejorar los estimadores intermedios de los parámetros del modelo, pero de manera que en los
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estadios finales se acerque a la elección certainty equivalence, que dará lugar a un mejor

control. El problema es decidir cuánto y hacia dónde se debe observar con respecto a la elección

certainty equivalence. En esta memoria se presentan distintas alternativas, todas ellas con la

idea de construir familias de diseños que contengan a los propios diseños certainty equivalence,

y que sepan introducir las perturbaciones ya comentadas anteriormente.

En el Capítulo 3 se definen los diseños Fieller, que permiten observar en puntos dentro

de un intervalo creíble aproximado para la raíz θ . En el Capítulo 4, se introducen familias de

diseños basadas en regiones creíbles al estilo de la propuesta del Capítulo 3, pero utilizando

regiones HPD o intervalos centrales a posteriori sobre la raíz θ . En el Capítulo 5, los diseños

san modifican las secuencias de aproximación estocástica introducidas por Robbins y Monro

(1951) para generar una familia de diseños que contiene tanto al diseño certainty equivalence

secuencial como al no secuencial, barriendo así problemas con alta incertidumbre a priori, con

necesidad de ser secuencial, o con problemas donde la incertidumbre es poca y casi con la

información a priori es suficiente. Aunque todas estas propuestas podrían intentar adaptarse a

problemas con más de una variable de control, no se ha realizado. En cambio, en el Capítulo 6

se construye una familia de diseños que contiene tanto a certainty equivalence como a miope, y

que podrá ser utilizado para problemas con más de una variable de control. El hecho de contener

a estos dos diseños permitirá abordar con efectividad problemas tanto con horizontes pequeños

así como con horizontes más grandes.
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Apéndice 2.A Demostración Proposición 2.1.

Antes de la demostración de la Proposición 2.1 presentamos un lema dado en Tewarson

(1973) que es de gran utilidad a la hora de expresar las submatrices de una matriz en función de

las submatrices correspondientes de su matriz inversa, y se utilizará también para la

demostración del Lema 6.2 en el capítulo dedicado a los diseños híbridos.

Lema 2.1 (Tewarson, 1973). Sean A y 1−A  una matriz cuadrada NN ×  y su inversa,

respectivamente. Supóngase A particionada como









=

SR

QP
A ,

donde P y S son matrices cuadradas de pp ×  y ss ×  respectivamente ( Nsp =+ ). Si la matriz

1−A  es particionada de la misma manera,
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Demostración Proposición 2.1.

Recuérdese que ∑ =+= k
i ii xxyE 10],|[ βββ , 2],|[ σβε =xV  y ~),,( 0 kβββ K=′

)(0 βπ  independiente de ε . Para calcular la solución de 0])([ =− TxyEn  que minimiza la

varianza de predicción se debe resolver el sistema

)][(][  
0][z  ..

][z 

0])([ ..

])([ 
TEzzVzmin

TEas

zVmin

TxyEas

TxyVmin
nn

n

n

n

n −′+′⇔




=−′
′

⇒




=−
−

βλβ
β

β
,

con λ  el multiplicador de Lagrange y ),, ,1( 1 kxxz K=′ . Derivando con respecto a λ  y con

respecto a ix  e igualando a cero se tiene que
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Usando los resultados de inversión de matrices particionadas dados en el Lema 2.1 se sigue que
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lo que prueba la proposición. g
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CAPITULO 3.

DISEÑOS FIELLER.

Los diseños certainty equivalence no consideran la incertidumbre en la estimación de la

superficie. En este capítulo se perturba dicha elección construyendo diseños que dependen tanto

de );(ˆ)(ˆ βxfxy nn =  como de la desviación estándar de )(ˆ xyn , denotada por ))(ˆ.(. xyds n . Cuando

al experimentar uno se aparta de ce
nx 1+  se puede incurrir en una pérdida inmediata extra que puede

contribuir a aprender más sobre θ que vía el aprendizaje accidental de certainty equivalence y así

incrementar la posibilidad de experimentar más cerca de θ en los estadios posteriores. La cuestión

es a qué distancia de ce
nx 1+  se debe experimentar y en qué dirección nos debemos mover con

respecto a la elección certainty equivalence con el fin de inducir la cantidad “correcta” de

aprendizaje “activo” sin incurrir en una pérdida inmediata demasiado grande.

Para responder a las preguntas de cuán lejos y en qué dirección debemos movernos, en la

Sección 3.2 se define una familia de diseños para el problema de control con una sola variable de

entrada, indexados a través de dos índices, K y γ. Dichos diseños, a los que llamaremos diseños

Fieller, se generarán de forma constructiva sobre dichos parámetros y el modelo considerado.

Estos están basados en unas aproximaciones Bayesianas de los intervalos Fieller que se definen

en la Sección 3.1. En la Sección 3.3 se ilustra el uso de dichos diseños sobre el modelo lineal,
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presentando gráficos de la pérdida esperada en función de los valores de ),( γK  para distintas

prioris.

En una segunda etapa se determina el mejor de los diseños Fieller dentro de la familia.

Para ello se simula el uso de los diseños para un K y un γ determinado sobre valores de la

respuesta ( xy | ), generados a partir de la distribución predictiva a priori, y se buscan los índices

),( γK  que minimizan la pérdida esperada tal como se muestra en la Sección 3.4. En la Sección

3.5 se incluyen comentarios sobre posibles mejoras y ampliaciones de tales diseños, terminando

el capítulo con un apéndice donde se recogen resultados particulares sobre el cálculo de los

intervalos Fieller para el modelo lineal.

3.1 Los intervalos Fieller.

Uno de los métodos más utilizados para construir regiones de confianza para θ  y muy

empleados en problemas de calibración, Buonaccorsi (1986), y de regresión inversa fue propuesto

por Fieller (1940) a partir de unos intervalos que llevan su nombre. Dichos intervalos están

descritos con detalle en Graybill (1976) y Brown (1966). A continuación se introduce una versión

Bayesiana de los mismos.

Dado 0≥K , se definen )(1 KU n+  y )(1 KVn+  como las raíces de

Txys.d.Kxy nn =−
∧

))(ˆ( )(ˆ

e

Txys.d.Kxy nn =+
∧

))(ˆ( )(ˆ ,

respectivamente. Esto es, )(1 KU n+  y )(1 KVn+  son las raíces de las curvas que definen los

extremos inferior y superior de un intervalo de confianza aproximado para la superficie prevista

en el estadio n. En el caso de que una de las dos ecuaciones tuviese más de una raíz, se elige la
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más cercana al 1+nx  solución de Txyn =)(ˆ . Si una de las ecuaciones, o ambas, no tiene raíz e nŷ

es creciente, se definen los )(1 KU n+  ó )(1 KVn+  correspondientes como ∞+  ó ∞− ,

respectivamente, y cuando nŷ  es decreciente como ∞−  ó ∞+ .

Cuando tanto )(1 KU n+  como )(1 KVn+  existen, el intervalo ))(),(( 11 KUKV nn ++  funciona

como un intervalo a posteriori para θ, análogo a los intervalos fiduciales descritos con detalle en

Fieller (1954), y su anchura es usada en un contexto diferente por Abdelbasit y Plackett (1983) y

Sitter y Wu (1993) para definir un criterio para diseños no secuenciales cuando el objetivo es

estimar θ. La existencia de un intervalo ))(),(( 11 KUKV nn ++  con extremos finitos para una K

determinada se puede relacionar con el rechazo de la hipótesis nula de que 01 =β .

Además se definen )(1 KU n+′  y )(1 KVn+′  como los puntos en la región experimental C más

cercanos a )(1 KU n+  y )(1 KVn+ , respectivamente. Notar que el ancho de ])(),([ 11 KUKV nn ++ ′′  es

monótonamente creciente con K y que cuando 0=K  dicho intervalo degenera en el punto ce
nx 1+ .

Los diseños Fieller inducirán una acción de sondeo entorno a la elección certainty equivalence a

base de experimentar en puntos del intervalo ])(),([ 11 KUKV nn ++ ′′ .

Las Figuras 3.1 y 3.2 ilustran todas estas definiciones para el modelo lineal simple con

]1 ,1[−=C . En la Figura 3.1 ce
nx 1+  coincide con la raíz de )(ˆ xyn , es decir, dicha raíz cae dentro de

la región C. En la Figura 3.1.a tanto )(1 KU n+  como )(1 KVn+  son finitos y pertenecen a C,

coincidiendo con )(1 KU n+′  y )(1 KVn+′ , respectivamente, mientras que en la Figura 3.1.b )(1 KU n+

está fuera de la región C y, por ello, )(1 KU n+′  coincide con el extremo de dicha región,

1)(1 =′+ KU n . En los gráficos de la Figura 3.2 se ilustran dos situaciones donde ce
nx 1+  coincide con

un extremo de la región C debido a que la solución de 0)(ˆ =xyn  no pertenece a C. en el Gráfico

3.2.a )(1 KU n+  es finito pero está fuera de la región C y, por lo tanto, 1)(1 =′+ KU n , y en 3.2.b la

ecuación 0))(ˆ( )(ˆ =−
∧

xys.d.Kxy nn  no tiene solución con lo que +∞=+ )(1 KU n  y 1)(1 =′+ KU n .
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3.2 Los diseños Fieller.

Tal como se ha descrito en la introducción de este capítulo, nuestra propuesta tiene dos

etapas muy diferenciadas. En una primera se define la familia de diseños Fieller y en una segunda

se busca el mejor diseño de la familia para un problema dado.

3.2.1 Definición de la familia Fieller.

Los diseños Fieller secuenciales estarán indexados por los parámetros ×∞∈ ),0[),( γK

1] ,1[−  y serán denotados por ),( γKd F . Ellos observan 1+ny  en un punto ),(1 γKx F
n+  en el

intervalo ))(),(( 11 KUKV nn ++ ′′ . El índice K regula el ancho del intervalo. Cuanto mayor sea K, más

lejos de la elección certainty equivalence podrá observar el diseño Fieller. El índice γ indica la

posición relativa de ),(1 γKx F
n+  en el intervalo y su signo dicta en qué dirección nos movemos

con respecto a ce
nx 1+ .

Dado que ce
nx 1+  siempre pertenece a ])(),([ 11 KUKV nn ++ ′′ , éste divide el intervalo en dos

subintervalos. Cuando 0>γ , ),( γKd F  experimenta sobre el subintervalo más ancho, a una

distancia de ce
nx 1+  igual a γ veces el largo de ese subintervalo. Cuando 0<γ , ),( γKd F

experimenta sobre el subintervalo más estrecho a una distancia de ce
nx 1+  igual a γ veces el largo de

ese subintervalo, como se aprecia en las Figuras 3.1 y 3.2. Así para un K fijo, cuanto más grande

es || γ  más lejos de ce
nx 1+  estará ),(1 γKx F

n+ . Cuando 1 || =γ , ),( γKd F  experimenta en
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Figura 3.1. Ejemplos de intervalos ))(),(( 11 KUKV nn ++ ′′  y ce
nx 1+  con 1] ,1[−=C . En el gráfico a)

)(1 KVn+  y )(1 KU n+  pertenecen a C, y en b), )(1 KU n+  queda fuera de C siendo 1)(1 =′ + KU n .

0 > γ > -11 > γ > 0

ce
nx 1+

'
11 ++ = nn UU'

11 ++ = nn VV

)(ˆ xyn))(ˆ(  + )(ˆ xys.d.Kxy nn

∧

))(ˆ( - )(ˆ xys.d.K xy nn

∧

1-1

))(ˆ( )(ˆ xys.d.Kxy nn

∧
+

))(ˆ(  - )(ˆ xys.d.Kxy nn

∧

-1

0 > γ > -1

ce
nx 1+

1'
1 =+nU

)(ˆ xyn

1 > γ > 0

1+nU

'
11 ++ = nn VV

a)

b)
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Figura 3.2. Ejemplos de intervalos ))(),(( 11 KUKV nn ++ ′′  y ce
nx 1+  cuando éste cae en un extremo de la

región 1] ,1[−=C . En el gráfico a) )(1 KVn+  y )(1 KU n+  son finitos y en b), )(1 KU n+  queda definido

como +∞  y por tanto 1)(1 =′ + KU n .

1 > γ > 0

1'
11 == ++ n

ce
n Ux'

11 ++ = nn VV

)(ˆ xyn

-1

))(ˆ( + )(ˆ xys.d.K xy nn

∧

))(ˆ( - )(ˆ xys.d.K xy nn

∧

1+nx +∞=+1nU

1 > γ > 0

1'
11 == ++ n

ce
n Ux

1+nU

'
11 ++ = nn VV

)(ˆ xyn

-1

))(ˆ( + )(ˆ xys.d.K xy nn

∧

))(ˆ( - )(ˆ xys.d.K xy nn

∧

1+nx

b)

a)
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)(1 KU n+′  ó )(1 KVn+′  dependiendo del signo de γ. La definición rigurosa de los diseños Fieller

descrita en este párrafo es la siguiente.

Definición 3.1 Dado un estimador de ];|[ βxyE , );(ˆ)(ˆ βxfxy nn =  y ]1 ,0[),0[),( ×∞∈γK , el

diseño ),( γKd F  observa 1+ny  en

,  )(

 ))(( ),(

] ||| [11

] ||| [1111

1111

1111

|x(K)Vx(K)U
ce
nn

|x(K)Vx(K)U
ce
nn

ce
n

F
n

ce
nn

ce
nn

ce
nn

ce
nn

Ix(K)V

IxKUxKx

++++

++++

−′<−′++

−′>−′++++

−′

+−′+= γγ

y para 0] ,1[),0[),( −×∞∈γK , ),( γKd F  observa 1+ny  en

,  ))(( 

 ))(( ),(

] |)(||)| [11

] |)(||)(| [1111

1111

1111

ce
nn

ce
nn

ce
nn

ce
nn

xKVx(KUn
ce
n

xKVxKUn
ce
n

ce
n

F
n

IKUx

IKVxxKx

++++

++++

−′<−′++

−′>−′++++

′−

+′−+=

γ

γγ

para 2,,1 ,0 −= Nn K  y con Cxce
n ∈+1  igual al punto más cercano al 1+nx  que resuelve

Txyn =)(ˆ . ),( γKd F  observa Ny  en ce
N

F
N xKx =),( γ .

De acuerdo con dicha definición, cuando ))(),(( 11 KUKV nn ++ ′′  es simétrico respecto a

ce
nx 1+ , ||  |)(| 1111

ce
nn

ce
nn xVxKU ++++ −′=−′ , y así ce

n
F
n xKx 11 ),( ++ =γ . Esto ocurre a menudo en el primer

estadio debido a que la información a priori, el modelo y la región C, son tales que no priorizan

ningún punto. Notar también que cuando el 1+nx  que resuelve Txyn =)(ˆ  cae fuera de C, ce
nx 1+

estará en la frontera de C y será igual a )(1 KU n+′  ó a )(1 KVn+′ . En ese caso, de acuerdo con la

Definición 3.1, cuando 0>γ , ),( γKd F  experimenta en el interior de C, y cuando 0<γ

experimenta en ce
n

F
n xKx 11 ),( ++ =γ , como se puede apreciar en la Figura 3.2.

Es importante destacar que )0,(),0( 111 ==== +++ γγ KxKxx F
n

F
n

ce
n  y así cuando 0=K  ó

0=γ , ),( γKd F  coincide con el diseño certainty equivalence. Es reseñable observar también que

cuando n aumenta, el intervalo ])(),([ 11 KUKV nn ++ ′′  tenderá a estrecharse, puesto que ))(ˆ( xys.d. n

∧

tiende a disminuir y, por lo tanto, ),(1 γKx F
n+  se acercará más a ce

nx 1+ , coincidiendo con la
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necesidad decreciente de perturbar certainty equivalence para aprender sobre θ  a medida que n se

aproxima a N.

3.2.2 Búsqueda del mejor diseño Fieller.

Para encontrar el diseño ),( ** ii
F Kd γ  que minimiza )),((),( γγ KdrKr Fii = , se procede

a través de simulación de MonteCarlo a partir de la distribución conjunta de los parámetros y de

la respuesta y tal como sigue. Para cada ),( γK  se simulan repetidamente valores de los

parámetros β  a partir de )(0 βπ  y se simula el uso del diseño ),( γKd F  sobre datos procedentes

del modelo para y conocido β , estimando su pérdida esperada a través del promedio de las

pérdidas observadas.

Entre los distintos ),( γKd F  se encuentra el ),( ** ii
F Kd γ  que se estima sea el “mejor”

para el problema, adaptando esta familia de diseños a la pérdida y al modelo considerado. Se sabe

que ),( ** ii
F Kd γ  siempre mejora a los diseños certainty equivalence. De hecho, cuando *iK  ó

*iγ  están cerca de cero el diseño certainty equivalence será el mejor de todos los diseños Fieller.

En la Sección 3.3 se estudia el comportamiento de las pérdidas esperadas, ),( γKri ,

3 ,2 ,1=i , para el modelo de regresión simple en función de K  y de γ , tanto con priori

conjugada como con una versión no conjugada. En la Sección 3.4 se efectúa un estudio de

sensibilidad del mejor diseño Fieller para una priori conjugada y pérdida cuadrática, variando los

horizontes, tamaños de región experimental y parámetros de la priori. En dicho estudio se muestra

el comportamiento de los valores de *K  y *γ , y el grado de mejora respecto de certainty

equivalence del mejor diseño Fieller, ),( ** γKd F .
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3.3 Diseño Fieller para modelo lineal.

Para ilustrar el uso de los diseños Fieller, se explora su utilización en el modelo lineal

normal con xxf 10);( βββ += . Primero se considera el caso conjugado en el que )(0 βπ  es

),( 12 −MN σµ . La superficie es estimada a través de xEExyExy nnnn ][][])([)(ˆ 10 ββ +==  y

usando la notación del Apéndice I, se tiene que )(1 KU n+  y )(1 KVn+  son las raíces de

TzZZMzKYZMZZMz nnnnnn =′+′±′+′+′ −− 11 )()()( σµ ,

con ),1( xz =′ . Para los detalles sobre la computación de )(1 KU n+  y )(1 KVn+  en el caso

particular en el que 0β  y 1β  son independientes a priori ver el Apéndice 3.A.

En la primera columna de la Figura 3.3 se muestra el comportamiento de las superficies

de contorno en función de K y γ  para las tres ),( γKri  descritas en el Capítulo 1, con 25=N ,

100=S  y 0=T , todo para esta primera priori conjugada. El gráfico ha sido construido a partir

de los valores que adoptan ),( γKri  en una rejilla igualmente espaciada de 2511×  valores de

),( γK . En esta primera columna la priori es )4..,0(~ 22
0 0

=βσβ N , ~1β  ).2.,1( 22
1

=βσN , 1β

independiente de 0β  y 22 2.=σ . Como se puede apreciar los tres gráficos de contorno

correspondientes a esta priori tienen un comportamiento similar para las tres pérdidas.

Para esta priori conjugada, =)(2̂ cedr  40531.2)0,0(2̂ === γKr , con un error estándar de

.00072, un valor típico sobre el rango de ),( γK  estudiado. Observar que los contornos para esta

priori conjugada tienen dos mínimos locales, con )12,.62(.)ˆ,ˆ( *2*2 =γK  y

17600.2)ˆ,ˆ(ˆ *2*2
2 =γKr , con un error estándar de .00070. Se conjetura que la K que separa ambos

extremos corresponde a 
11

|| ββ σµ=′K , que es la menor de las K que hace a )(1 KV  ó )(1 KU

igual a ∞+  ó ∞− , como se muestra en el Corolario 3.1 del Apéndice 3.A. Estos comentarios

también son aplicables a las otras dos pérdidas, 1r  y 3r .

El hecho de que *iγ  es positivo indica que el mejor diseño Fieller experimentará lejos de

la elección certainty equivalence hacia el lado más ancho del intervalo ))(),(( 11 KUKV nn ++ ′′ ,
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donde el conocimiento sobre nŷ  es menos preciso. Como se podrá comprobar en la Sección 3.4

dedicada al análisis de sensibilidad del diseño Fieller, este hecho está influenciado principalmente

por el valor de 2
1βσ . Para la misma 2σ , si el valor de 2

1βσ  hubiera sido menor que 1.4, la *iγ

hubiese pasado a ser negativa.

El segundo caso que se considera es en el que )),((~,| 2
1 σθββ −xNxy nn  con

),(~ rturtlUθ , ~1β  ),( 2
11 ββ σµN  y 1β  independiente de θ. Aquí la superficie es estimada por

Txxy pmo
n

pmo
nn +−= )()(ˆ 1 θβ , y para computar )(1 KU n+  y )(1 KVn+  se estima ))(ˆ( xys.d. n  como

la raíz cuadrada de )),(|)(( 1 rturtlxVar pmo
n

pmo
n

pmo
n ∈− θθβ  dada en el Apéndice II. Recordar que

),( 1
pmo
n

pmo
n βθ  es la moda a posteriori de ),( 1βθπ n .

Es importante destacar que si pmo
nθ  coincidiera con uno de los extremos de la región

experimental C, por ejemplo, si rtlpmo
n =θ , )|)(( 1 rtlxVar pmo

n
pmo

n
pmo
n =− θθβ  sería igual a

)|()( 1
2

0 rtlVarrtlx pmo
n

pmo
n =− θβ  y )(1 KU n+  y )(1 KVn+  valdrían  rtl para cualquier K, con lo que

el intervalo Fieller degenera en un punto. En ese caso lo que hacemos es calcular el intervalo

Fieller sin la restricción de que el estimador de ],[ rturtl∈θ , para luego trasladar tanto el

intervalo Fieller como el estimador de θ  al extremo del intervalo ],[ rturtl  que corresponda. Otra

alternativa sería considerar la desviación típica de la predicción de la respuesta, ))(ˆ( ε+xys.d. n ,

en vez de ))(ˆ( xys.d. n , lo que evitaría la degeneración del intervalo Fieller cuando pmo
nθ

coincidiera con un extremo.

Los gráficos de contorno de las ),( γKri  estimadas de la segunda columna de la Figura

3.3 son para la priori no conjugada )5,.5.(~ −Uθ , )2..,1(~ 22
1 1

=βσβ N , 1β  independiente de θ

y 22 4.=σ . Al igual que ocurría para el caso conjugado, los gráficos de contorno para las tres

pérdidas son muy similares y, por tanto, nos centramos en el caso de la pérdida cuadrática. Para

esta priori, =)(2̂ cedr  54111.4)0,0(2̂ === γKr , con un error estándar de .00020, ),( *2*2 γK  es

estimado a ser )125,.75.2()ˆ,ˆ( *2*2 =γK  con 48778.4)ˆ,ˆ(ˆ *2*2
2 =γKr  y un error estándar de

.00018. Destaca para  esta priori que se puede aumentar || γ  sin  decrecer  significativamente ir



Diseños Fieller

49

5.32 5.34

5.36

5.36

5.36

5.36

5.38

5.38

5.38

5.38

5.4

5.45.425.44

5.44

5.465.485.5

r1, Conjugado r1, No-Conjugado
K

r2, Conjugado r2, No-conjugado

r3, Conjugado r3, No-conjugado

Figura 3.3. Gráfico de contorno de ),(ˆ γKri , 3,2,1=i , con 25=N , 100=S , 0=T  y 1] ,1[−=C .

La primera columna es para la priori )4..,0(~ 22
0 00

== ββ σµβ N , ).2.,1(~ 22
1 11

== ββ σµβ N , 0β

independiente de 1β  y 22 2.=σ . La segunda columna es para )5,.5.(~ −Uθ , =
1

(~1 βµβ N

).2.,1 22
1

=βσ , 1β  independiente de θ  y 22 4.=σ .
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al disminuir de forma apropiada K. El *iγ  es positivo lo que indica que para estos parámeros de

la priori el mejor diseño Fieller experimentará lejos de certainty equivalence hacia el lado más

ancho del intervalo ))(),(( 11 KUKV nn ++ ′′ .

3.4 Análisis de sensibilidad.

En la Sección 3.3 hemos presentado el comportamiento de )(dr  en función de K y γ

para una priori concreta. Aquí en cambio estudiamos el comportamiento de *K  y *γ , así como la

mejora relativa de ),( ** γKd F , en función de la priori, N y tamaño de C, todo para la pérdida

cuadrática ),(2 γKr .

Para evaluar la mejora relativa del mejor diseño Fieller, ),( ** γKd F , con respecto a

cualquier ),( γKd F  se define ),( γKrr  como la diferencia relativa entre la pérdida esperada para

),( ** γKd F  y la pérdida esperada para ),( γKd F ,

),(

),(),(
),(

**
2

**
22

γ

γγ
γ

Kr

KrKr
Krr

−
= .

En particular, notar que ),0( γrr  es la mejora relativa de ),( ** γKd F  sobre el diseño certainty

equivalence.

Se estudia el comportamiento del ),( γKrr  para el modelo lineal normal con

xxf 10);( βββ +=  y priori conjugada, con )(0 βπ  tal que )5..,0(~ 22
0 0

=βσβ N , ~1β

).,1( 2
1βσN  con 1β  independiente de 0β , 0=T  y ],[ RRC −= . Para evaluar ),(2 γKr  se simulan

3.000.000 de ),( 10 βββ =′  según )(0 βπ , y para cada β  se ejecuta el diseño ),( γKd F  sobre las

)( F
ii xy ’s simuladas usando la distribución de ),|( βF

ii xy  y promediando las pérdidas

observadas. Como la desviación estándar estimada de ),(2̂ γKr  es del orden de .0004, el valor
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),( ** γK  que minimiza ),(2 γKr  se puede obtener fácilmente de forma muy precisa a través del

procedimiento dado en Nelder y Mead (1965).

La Figura 3.4 muestra como *K , *γ  y ),0( γrr  dependen de 
1βσ , de σ, del horizonte N

y del tamaño de la región experimental R. Cuando 20=N  y 10=R , *K  y *γ  dependen de σ  y

1βσ  de una forma altamente no lineal. Para la mayoría de las combinaciones de ),(
1

σσ β

utilizadas, *γ  es negativo y esto indica que el mejor diseño Fieller experimenta en el

subintervalo más estrecho de ])(),([ 11 KUKV nn ++ ′′ , perturbando la elección certainty equivalence

en la dirección en la que se encuentran la mayoría de las observaciones ya tomadas. Por otro lado,

*K  es bastante insensible a las variaciones de N, mientras que *γ  tiende hacia cero cuando N

tiende a infinito. Así, cuanto más grande es N más se acerca el diseño Fieller al diseño certainty

equivalence. Es importante remarcar que *K  es bastante sensible a los cambios en el tamaño de

la región experimental R. Cuanto mayor es R mayor es *K  y, por tanto, más lejos del certainty

equivalence puede experimentar el diseño Fieller.

La Figura 3.4 también prueba que ),0( γrr  aumenta cuando aumenta 
1βσ  o disminuye

σ . Cuanto menos se sabe de 1β  y menor es la variabilidad de y sobre su media mayor será la

mejora sobre certainty equivalence. Por otro lado, la mejora relativa sobre certainty equivalence

disminuye cuando aumenta N, hecho que es consistente con que para modelos lineales simples los

diseños certainty equivalence Bayes son asintóticamente óptimos, Chen y Hu (1998). Notar

también que ),0( γrr  crece bastante para R grande, debido al comportamiento extremadamente

pobre del diseño certainty equivalence en tales circunstancias. En general, para todos los

ejemplos que se han probado se encontró un comportamiento similar de *K , *γ  y ),0( γrr  en

función de σ , 
1βσ , R y N.



Parte II: Una sola variable de control

52

0.35 0.350.4

0.4
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0.45

0.5

0.5

0.55 0.55
0.6 0.65

0.70.75

K*; N=20 y  R=10. K*; sdb1=1  y sig=.5.
si

g

gamm*; N=20 y  R=10 gamm*; sdb1=1  y sig=.5

rr(K=0,gamma); N=20 y R=10 rr(K=0,gamma); sdb1=1 y sig=.5

Figura 3.4. Gráfico de contorno de *K , *γ  y de la mejora relativa de ),( ** γKd F  sobre c.e.,

),0( γrr , como una función de σ, 
1βσ , N y )ln(R . ),(~),|( 2

10 σβββ xNxy +  con  =
0

(~0 βµβ N

)5..,0 22
0

=βσ , ).,1(~ 2
1 11 ββ σµβ =N , 1β  independiente de 0β , ] ,[ RRC −=  y 0=T .
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3.5 Extensiones y comentarios.

Los diseños Fieller introducen una acción de sondeo entorno a la elección certainty

equivalence Bayesiana que le permite mejorar los estimadores de los parámetros β en los estadios

intermedios y así conseguir obtener un mejor control futuro, a la vez que aprovechan el que

asintóticamente los diseños certainty equivalence son óptimos. En estos diseños la acción de

sondeo se realiza sobre unos intervalos que son aproximaciones truncadas de los intervalos

Fieller Bayesianos, cuyo cálculo es relativamente fácil incluso cuando la distribución a posteriori

sobre θ  no se puede obtener de forma sencilla, aunque precisan de la estimación repetida de

))(ˆ.(. xyds n .

Si la distribución a posteriori para θ  se puede hallar de forma sencilla, es factible aplicar

esta misma idea de los diseños Fieller usando conjuntos creíbles a posteriori de θ, tales como

intervalos centrales a posteriori o regiones HPD, tal como se mostrará en el Capítulo 4.

Cuando kRx∈ , la solución a Txf =);( β  será una superficie y no un número real, lo

que hace que los diseños Fieller no puedan ser adaptados de forma directa a problemas con

múltiples variables control. Una solución al problema con kRx∈  es propuesta en el Capítulo 6.

Las mejoras relativas de Fieller sobre certainty equivalence dependerán de la información

a priori, del horizonte y de la región experimental, y así el valor de dicha mejora estará en función

del contexto particular donde se aplica. En algunos ejemplos podría ser útil adaptar nuevamente

estos diseños recomputando )ˆ,ˆ( **
mmK γ  en todos o en algunos m estadios intermedios, basándose

en la distribución a posteriori de β  en ese estadio. No obstante, esta mejora tiene un gran coste

computacional y no siempre será sustancial. Por ejemplo, la obtención de )ˆ,ˆ( *
2

*
2 γK  obligaría a

realizar todo el proceso de simulación (para las N observaciones) y minimización de la estimación

de la pérdida esperada en función de K y γ para calcular el )ˆ,ˆ( *
1

*
1 γK , que coincidirá con el
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)ˆ,ˆ( ** γK  dados en este capítulo, para nuevamente realizar todo el proceso de simulación

(hallando la primera observación haciendo uso del )ˆ,ˆ( *
1

*
1 γK ) y minimización de la estimación de

la pérdida esperada en función de K y γ para la obtención de )ˆ,ˆ( *
2

*
2 γK .

Como ya se ha indicado, )(1 KU n+  y )(1 KVn+  son las raíces de ))(ˆ( )(ˆ xys.d.Kxy nn

∧
±

T=  o, de forma equivalente, las raíces de 0))(ˆ( ))(ˆ( 22 =−−
∧

xyVarKTxy nn . Se puede

comprobar de forma sencilla que si ])([)(ˆ xyExy nn =  el x que minimiza 2))(ˆ( Txyn −

))(ˆ( 2 xyVarK n

∧
−  cuando 12 −=K , da lugar al diseño miope y cuando 0=K  al diseño certainty

equivalence. Además, en el modelo lineal esta última expresión es una forma cuadrática y, por

tanto, la minimización de dicha expresión coincidirá con el centro de dicha forma cuadrática. El

hecho de que en una misma expresión y con un único parámetro se pueda obtener tanto el diseño

certainty equivalence como el miope será aprovechado en el Capítulo 6 para la construcción de

los diseños híbridos.
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Apéndice 3.A Cálculo de intervalos Fieller para el modelo

lineal.

3.A.1 Priori conjugada con 0ββ independiente de 1ββ .

Proposición 3.1 Sean ),1(~,| 2
nnnnnn ITZNXY σββ + , ),,((~),(

10210 ββ µµβββ N=′

)12 −Mσ  con M una matriz diagonal ),( 1100 mm . Los valores de )(1 KVn+  y )(1 KU n+  asociados

al diseño Fieller ),( γKd F  se obtienen resolviendo la ecuación

0)()(2))(( 2
11

2
00

22 =+−++++− ∑∑ inninnnnn xmDaxDbaxnmDbx ,

donde nnn ZZML ′+= , ][ 0βnnn ELa = , ][ 1βnnn ELb =  y nn LKD 22σ= .

Demostración.

La solución de 0))(ˆ( )(ˆ =±
∧

xys.d.Kxy nn  coincide con la solución de −2))(ˆ( xyn

0))(ˆ( 2 =
∧

xyVarK n . Usando los resultados distribucionales dados en el Apéndice I para dicha

priori, se llega a la ecuación anterior. g

Notar que al resolver la ecuación de segundo grado de la proposición anterior se pueden

obtener dos, una o ninguna solución. En el caso de una o ninguna solución, )(1 KVn+  ó )(1 KU n+

valdrá ∞ . Cuando existan dos soluciones, habrá que comprobar si ambas contienen el punto

nnn bax −=+1 , o si se encuentran al mismo lado de nnn bax −=+1 . En este segundo caso se

considera que uno de los extremos del intervalo es ∞ y el otro la solución más próxima a 1+nx . El

siguiente corolario resuelve el problema para el estadio inicial, antes de empezar a recoger datos.

Corolario 3.1 Sean ),1(~,| 2
nnnnnn ITZNXY σββ + , )),,((~),( 12

210 10

−=′ MN σµµβββ ββ
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con M una matriz diagonal ),( 1100 mm :

a) Si 0=K  entonces 
10111 )0()0( ββ µµ−=== xUV .

b) Si 
2

2
2

1

10
β

β

σ

µ
<< K  entonces )(1 KV  y )(1 KU  tienen valores finitos y contienen a

101 ββ µµ−=x .

c) Si 
2

2

2

2
2

2

2

0

0

1

1

1

1

β

β

β

β

β

β

σ

µ

σ

µ

σ

µ
+≤≤ K  entonces ó )(1 KV  ó )(1 KU  es infinito.

d) Si 2
2

2

2

2

0

0

1

1 K<+
β

β

β

β

σ

µ

σ

µ
 entonces )(1 KV  y )(1 KU  son infinitos.

Demostración.

Como caso particular de la Proposición 3.1, )(1 KV  y )(1 KU  son la solución de la

ecuación

0 2)( 11
222

1100110000
222

1100
2

0101
=−++− mKmmmx mmKmmx σµµµσµ ββββ .

Cuando 0
0

=βµ  dicha ecuación se reduce a

0)( 11
22

00
222

1100
2

1
=−− mKmKmmx σσµ β ,

de donde se sigue que si 0)( 00
222

1100 1
≤− mKmm σµβ  entonces 222

11 ββ σµ≥K  y, por tanto, no

existe solución, con lo que −∞=)(1 KV  y +∞=)(1 KU . Cuando 222
11 ββ σµ<K  se obtienen las

dos soluciones finitas, que además son simétricas respecto a 0
101 =−= ββ µµx .

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 0
0

>βµ . Cuando 00
222

1100 1
mKmm σµβ −

0=  se tiene que 222
11 ββ σµ=K , y la solución de la ecuación en función de K es única e igual a














+=










+−=

01

10

0

1

1

0

2

2

1
00

11

2
1

2
1

ββ

ββ

β

β

β

β

µσ

µσ

µ

µ

µ

µ
x

m

m
x .

El intervalo será de la forma ),( x−∞  ó ),( +∞x  dependiendo del signo de 
1βµ . Por otro lado,

cuando 000
222

1100 1
≠− mKmm σµβ  la solución de la ecuación en función de K tendrá la forma

00
222

1100

1100

1

10

mKmm

mm
x

σµ

∆µµ

β

ββ

−

±−
= ,
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 con )( 222
11

2
001100

22
10

σµµσ∆ ββ KmmmmK −+= , de forma que:

a) Si 0=∆  se pueden dar dos casos. Cuando 0=K  entonces 
10 ββ µµ−=x  y, por tanto,

xVU == 11 , y cuando 22222
0011 ββββ σµσµ +=K  entonces )()(

0110

22
ββββ µσµσ=x  y el

intervalo es de la forma ),( x−∞  ó ),( +∞x .

b) Si 0>∆  entonces 22222
0011 ββββ σµσµ +<K  y, consecuentemente, existen dos soluciones,

aunque falta comprobar si la opción certainty equivalence está entre las dos soluciones, es

decir, si

 
00

222
1100

1100
1

00
222

1100

1100

1

10

1

0

1

10

mKmm

mm
x

mKmm

mm

σµ

∆µµ

µ

µ

σµ

∆µµ

β

ββ

β

β

β

ββ

−

+−
<−=<

−

−−
.

 

1. Si 000
222

1100 1
>− mKmm σµ β  entonces 222

11 ββ σµ<K  y, por lo tanto, se tiene por un

lado de la desigualdad, el izquierdo si 0
1

>βµ  o el derecho si 0
1

<βµ , que

00
22

01
0|| mK ββ µσ∆µ <<− , que se verifica siempre. Por el otro lado de la desigualdad

se sigue que ))((0 222
11

2
11

2
00 110

σµµµ βββ Kmmm −+< , que también se verifica, lo que hace

que















−

+−

−

−−
=

00
222

1100

1100

00
222

1100

1100
11

1

10

1

10 ,),(
mKmm

mm

mKmm

mm
UV

σµ

∆µµ

σµ

∆µµ

β

ββ

β

ββ
.

2. Si 000
222

1100 1
<− mKmm σµ β  entonces 222

11 ββ σµ>K  y, análogamente, se tiene por un

lado de la desigualdad, el izquierdo si 0
1

>βµ  o el derecho si 0
1

<βµ , que

00
22

01
|| mK ββ µσ∆µ >− , que no se verifica, lo que hace que















−

−−
∞−=

00
222

1100

1100
11

1

10,),(
mKmm

mm
UV

σµ

∆µµ

β

ββ
    ó    













+∞

−

+−
= ,),(

00
222

1100

1100
11

1

10

mKmm

mm
UV

σµ

∆µµ

β

ββ
,

según si 0
1

>βµ  o 0
1

<βµ , respectivamente.

c) Si 0<∆  entonces 22222
0011 ββββ σµσµ +=K  y no existe solución, y el intervalo es de la

forma ),( +∞−∞ . g
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A menudo el cex1  será igual a 1x  ya que al especificar la priori lo corriente será que

Cx ∈1 . Obsérvese que cuando 222
11

/ ββ σµ=K , el x obtenido como extremo finito del intervalo

( )(1 KV , )(1 KU ), es el punto medio entre el cex1  y el extremo finito de dicho intervalo para

22222
0011 ββββ σµσµ +=K .

El siguiente corolario resuelve el intervalo Fieller para el estadio 1, cuando ya se ha

observado en un punto, en el caso particular en que 0
0

=βµ  y la región C está formada por un

intervalo simétrico respecto a cero. Esto corresponde a la situación encontrada en el ejemplo de

las Secciones 3.3 y 3.4.

Corolario 3.2 Sean ),1(~,| 2
nnnnnn ITZNXY σββ + , )),,((~),( 12

210 10

−=′ MN σµµβββ ββ

con M una matriz diagonal ),( 1100 mm , 0
0

=βµ  y la región C formada por un intervalo simétrico

respecto a cero. Se verifica que 0),( 11 == ceF xKx γ  y además

a) Si 0=K  entonces 
1

)1(
)0()0(

00

1
222

βµm

y
xUV

+
−=== .

b) Si 
2

2
2

1

10
β

β

σ

µ
<< K  entonces )(2 KV  y )(2 KU  tienen valores finitos y encierran a 2x .

c) Si 
)1( 00

2

2
1

2

2
2

2

2

1

1

1

1

m

y
K

+
+≤≤

σσ

µ

σ

µ

β

β

β

β  entonces ó )(2 KV  ó )(2 KU  es infinito.

d) Si 2

00
2

2
1

2

2

)1(
1

1 K
m

y
<

+
+

σσ

µ

β

β  entonces )(2 KV  y )(2 KU  son infinitos.

Demostración.

Haciendo uso del Corolario 3.1, si 222
11

/ ββ σµ≥K , )(1 KU  y )(1 KV  serán iguales a

infinito y el intervalo Fieller truncado ))(),(( 11 KUKV ′′  coincide con C. Al ser C simétrico

respecto a 0
1011 =−== ββ µµcexx , el diseño Fieller observará en 0),( 11 == ceF xKx γ . Si

222
11 ββ σµ<K , el intervalo ))(),(( 11 KUKV  es simétrico respecto a cero, y también se obtiene

0),( 11 == ceF xKx γ .
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Si se ha observado 1y  en 01 =x , sustituyendo en la ecuación de la Proposición 3.1

cuando 1=n , se llega a la ecuación

0)1()(12)()1( 00
2
11

222
1

2
1111100

222
1111

2
00

2
11

=+−+++−+ mmKymymmxKmmmx σµσµ ββ .

El resto de la demostración es equivalente a la del Corolario 3.1. g

Notar que cuando 0
0

=βµ , tanto para ))(),(( 11 KUKV  como para ))(),(( 22 KUKV , el

primer valor de K que hace que al menos uno de los dos extremos sea infinito es 
11

|| ββ σµ=K .

Si 0
0

≠βµ  esto sólo se verifica para ))(),(( 11 KUKV .

3.A.2 Priori no conjugada.

Proposición 3.2 Sean ),)((~),,|( 2
11 σθββθ TxNxy nnn +−  con ),(~ rturtlUθ , ~1β

),( 2
11 ββ σµN , independientes y con σ conocida. Entonces el intervalo ))(),(( 11 KUKV nn ++

asociado al diseño Fieller ),( γKd F  se obtiene a partir de la resolución de

0)()(2)( 22222 =−−++−+− ∑∑ nin
pmo

nnin
pmo

nnnn LxDbxDbxnDbx θθ ,

con nn wKD 1
222

1βσσ= , 2
21

22 )2( σσ nnn wwKL += , denotando por ∑ −= 22
1 )(

1 nin xxnw βσ ,

2
2 σnw n =  y 

11

22 )()( ββ µσσ nyyxxnb ninin +−−= ∑ .

Demostración.

Siguiendo el procedimiento indicado en la Proposición 3.1 para resolver

( ) ( ) 0)(ˆ )(ˆ 22 =− xyVarKxy nn , y utilizando los estimadores de )(xyn  y de ))(ˆ( xyVar n  dados en

la Sección 1 del Apéndice II, se obtiene la ecuación expuesta en esta proposición. En el caso en

que pmo
nθ  sea uno de los extremos del intervalo ],[ rturtl  la ))(ˆ( xyVar n , según los estimadores
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del Apéndice II para esta situación, será sustituida por la que se obtiene cuando se reemplaza rtl ó

rtu en la expresión para ),( rturtlpmo
n ∈θ . g

Los dos corolarios siguientes muestran la forma del intervalo ))(),(( KUKV nn  para esta

priori en el primero y segundo estadio.

Corolario 3.3 Sean ),)((~),,|( 2
11 σθββθ TxNxy nnn +−  con ),(~ rturtlUθ , ~1β

),( 2
11 ββ σµN , independientes y con σ conocida. Entonces el intervalo ))(),(( 00 KUKV  asociado

al diseño Fieller, ),( γKd F , se reduce al único punto 2)(),( 11 rturtlxKx ceF +==γ , para todo

K y γ.

Demostración.

Al definir 2)(0 rturtlpmo +=θ  como el punto medio del intervalo soporte de una

distribución uniforme, y al tener que 
110 βµβ =pmo , se obtiene que la desviación tipo de ),;(ˆ 1βθxy

es igual a cero y, por tanto, )(0 KV  y )(0 KU  son la solución a

0)( 010 =− pmopmo x θβ . g

Corolario 3.4 Sean ),)((~),,|( 2
11 σθββθ TxNxy nnn +−  con ),(~ rturtlUθ , ~1β

),( 2
11 ββ σµN , independientes y con σ conocida. Entonces el intervalo ))(),(( 11 KUKV  cuando se

ha observado 1y  en 2)(1 rturtlx F +=  es:

a) 









±−=

||
)())(),((

11

1
111

ββ µ
σ

µ
Ky

xKUKV F  siempre que ],[
111 rturtlyx F ∈− βµ ,

b) 









±=

||
))(),((

1

11
βµ
σK

rtlKUKV  siempre que rtlyx F <−
111 βµ ,

c) 









±=

||
))(),((

1

11
βµ
σK

rtuKUKV  siempre que rtuyx F >−
111 βµ .
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Demostración.

Aplicando la Proposición 3.2 al caso 1=n  y considerando por separado el caso en que

1111 βµθ yx F −=  está dentro del intervalo ],[ rturtl  del caso en que está fuera, se tiene que

)(1 KV  y )(1 KU  son las soluciones de

0)(  2 2222
11

2
1

=−+− βµσθθ Kxx pmopmo . g
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CAPITULO 4.

DISEÑOS BASADOS EN REGIONES CREÍBLES.

Para resolver el problema de control multiperiodo, en el Capítulo 3 se introducían los

diseños Fieller construidos sobre intervalos creíbles aproximados para la raíz θ  a partir de las

soluciones calculadas de las ecuaciones TxydsKxy nn =±
∧

))(ˆ(.. )(ˆ . Dichos diseños utilizan

estos intervalos de guía para decidir cuánto y hacia dónde moverse con respecto a la elección

certainty equivalence y con ello incentivar el aprendizaje activo sobre θ  y mejorar así el control

futuro.

En el problema del Response Surface Bandit (RSB) definido en Ginebra y Clayton

(1995), el objetivo es encontrar diseños que maximicen ]),([)( N
d
N YXUEdw = , donde

),( N
d
N YXU  es una utilidad que valora la cercanía entre NY ′  y el máximo de );( βxf , como

pueden ser ∑ == N
n

d
nnN

d
N xyYXU 11 )(),( . Los diseños certainty equivalence en este caso

observan 1+ny  en algún estimador del valor κ , que maximiza en x a );( βxf , n
ce
nx κ̂1 =+ .

Ginebra y Clayton (1995) perturban certainty equivalence experimentando sobre el 1+nx  que

maximiza una cota superior de la superficie prevista, );(ˆ βxf n .

Cuando se selecciona nx  nos enfrentamos a dos metas en conflicto. Por un lado,

necesitamos que nx  sea tal que )( nn xy  sea grande (para el RSB), pero por otro lado, se debe

usar ))(,( nnn xyx  para aprender sobre );( βxf  y ayudar así a mejorar la ejecución en las
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últimas etapas. Este dilema es lo que se conoce en la literatura de control adaptativo como el

aspecto dual de control, Astrom y Wittenmark (1995).

Las dos heurísticas comentadas en los párrafos anteriores son diferentes para ambos

problemas pero tienen en común que ambas requieren la estimación de la desviación estándar de

);(ˆ βxf n . En este capítulo se proponen nuevas heurísticas basadas en la construcción de

conjuntos creíbles para θ  y κ  propiamente dichos, y que pueden ser aplicadas tanto al

problema de control multiperiodo como al RSB. En la Sección 4.1 se definirán las regiones

creíbles y los distintos elementos que la componen que serán de utilidad a la hora de la

construcción de los diseños propuestos en este capítulo. En las Secciones 4.2 y 4.3 se ilustra

nuestra propuesta implementando diseños construidos sobre regiones a posteriori de máxima

densidad sobre θ  (regiones HPD), al problema de control multiperiodo con pérdida cuadrática.

En las Secciones 4.4 y 4.5 se implementan diseños construidos sobre intervalos a posteriori

basados en los cuantiles a posteriori de κ  al problema RSB. Para ambas implementaciones se

realiza un análisis de sensibilidad.

4.1 Regiones creíbles.

En esta sección se definen las dos familias de regiones creíbles que serán la base de los

diseños implementados en este capítulo. La primera es la región de máxima densidad de la

distribución a posteriori, que será denotada por región HPD (highest posteriori density) y la

segunda es el intervalo central a posteriori. Las preferencias de una u otra región depende

muchas veces de cada autor. Robert (1994), presenta una visión general de éstas y otras posibles

regiones y revisa criterios de selección relacionados con la utilidad de tales regiones a través de

funciones de pérdida. Tanner (1996) destaca la utilización de las regiones HPD y propone
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métodos computacionales para su cálculo basados en la obtención de percentiles sobre los

valores de )(θπ n .

4.1.1 Regiones HPD.

Sea )(θng  proporcional a la densidad marginal a posteriori para θ  después del estadio

n, ),,|()( 0πθπθπ nnnn YX= . Sean además max
ng  y min

ng  los valores máximos y mínimos de

)(θng  sobre el soporte de θ . Dado 1] ,0[∈τ , la región )(τnhpd  queda definida como

)}( )(:{)( min
n

max
n

max
nnn gggghpd −−≥= τθθτ .

En particular, )0( =τnhpd  es una región que sólo contiene a la moda de )(θπ n , pmo
nθ ,

y )1( =τnhpd  coincidirá con el soporte )(θπ n . La región )(τnhpd  es un intervalo o un

conjunto de intervalos disjuntos dependiendo del tipo de modalidad que presente dicha

distribución y de τ , y el ancho de dicha región será monótonamente creciente con τ . Cuando la

distribución marginal a posteriori para θ  es unimodal, el )(τnhpd  será un intervalo para

cualquier τ . Tanner (1996) presenta herramientas útiles para el cálculo del contenido y de la

frontera de dicha región.

Dado que pmo
nθ  pertenece a )(τnhpd  para cualquier τ , éste divide la región en dos

partes. Sean sl  y il  las longitudes de la parte más ancha y más estrecha, respectivamente, con la

convención de que cuando )(τnhpd  es un conjunto de intervalos disjuntos las longitudes se

evalúan sólo considerando los puntos dentro de )(τnhpd . Las Figuras 4.1 y 4.2 ilustran todas

estas definiciones. En la Figura 4.1 se muestra el caso de una distribución unimodal y en la

Figura 4.2 el de una distribución bimodal, en la que se aprecia que )(τnhpd  puede estar

formado por intervalos disjuntos. Los diseños HPD, que serán definidos en la Sección 4.2,

experimentarán sobre los )(τnhpd  con lo que estas dos figuras también ayudarán a entenderlos.
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4.1.2 Intervalos centrales a posteriori.

Sean 2α
nq  y 21 α−

nq  los cuantiles 2α  y )21( α−  de la distribución a posteriori para el

máximo de );( βxf , κ . Un intervalo central a posteriori para κ  se define como

],[)( 212 ααα −= nnn qqcp . Notar que )1( =αncp  sólo contendrá a la mediana de la distribución

)(κπ n , pme
nκ , y que )0( =αncp  es el soporte de la densidad a posteriori de κ , )(κπ n . El

ancho de )(αncp  es monótonamente decreciente en α  y dado que pme
nκ  pertenece a )(αncp

para cualquier α , esta mediana dividirá el intervalo en dos subintervalos.

Es importante recalcar que así como las regiones HPD podrían ser conjuntos de

intervalos disjuntos, los intervalos centrales a posteriori no lo pueden ser y así como los

)(τnhpd  contienen la moda los )(αncp  contienen la mediana. Una manera de construir )(αncp

es a través de la obtención de una muestra de la marginal a posteriori de θ  ó κ  y utilizar un

algoritmo de ordenación o de búsqueda como el propuesto por Knuth (1973) para encontrar los

cuantiles.

4.2 Diseños para control multiperiodo basados en regiones

HPD.

Los diseños HPD estarán indexados por 1] ,1[1] ,0[),( −×∈γτ  y se denotarán por

),( γτhpdd . Ellos observan 1+ny  en un punto ),(1 γτhpd
nx +  del conjunto )(τnhpd . El índice τ

regula el ancho de la región. Cuanto más grande es τ , más lejos de la elección certainty

equivalence podrá observar el diseño. El índice γ  indica la posición relativa de ),(1 γτhpd
nx +  en el

conjunto )(τnhpd . Cuando 0>γ , ),( γτhpdd  experimenta en el lado de pmo
nθ  donde )(τnhpd

es más ancho, a una distancia de ce
nx 1+  igual a γ  veces la longitud de esa parte, sl . Cuando
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0<γ  se experimenta en el lado más estrecho a una distancia de ce
nx 1+  igual a γ  veces su

longitud, il . Así para un τ  fijado, cuanto más grande es || γ , más lejos de pmo
nθ  podrá observar

el nuevo ),(1 γτhpd
nx + . Cuando 1 || =γ , ),(1 γτhpd

nx +  será uno de los extremos de )(τnhpd ,

dependiendo del signo de γ .

Las Figuras 4.1 y 4.2 muestran todas estas definiciones para distribuciones marginales a

posteriori para θ  unimodal y bimodal, respectivamente. En la Figura 4.2, al ser la distribución

bimodal existen valores de τ  para los que el )(τnhpd  está formado por dos intervalos, y sl  se

calcula como la suma de la longitud de los dos segmentos de la región )(τnhpd  a la derecha de

pmo
nθ .

Notar que cuando 0=τ  ó 0=γ , ),( γτhpdd  experimenta en pmo
n

ce
n

hpd
n xx θ== ++ 11 .

Cuando n aumenta, )(τnhpd  tenderá a ser más estrecho y ),(1 γτhpd
nx +  se aproxima a pmo

nθ  de

acuerdo con la necesidad decreciente de perturbar certainty equivalence para aprender sobre θ

a medida que n se acerca a N.

0<τ<1

τ =0max
ng

τ =1min
ng

)0,(xhpd
1n

pmo
n τ=θ +

rtl rtu

)(gn θ

lsli

)1,(x hpd
1n −τ+ )1,(x hpd

1n τ+

hpdn(τ)

Figura 4.1 Ejemplo de una región )(τnhpd  y de los diferentes ingredientes que intervienen en la

definición del diseño ),( γτhpdd  cuando la marginal a posteriori para θ  es unimodal y el soporte es

],[ rturtl .
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Para encontrar el ),( ** γτhpdd  que minimiza ]))(([),( 1
2

2 ∑ = −= N
n

hpd
nn TxyEr γτ  se

procederá de forma equivalente a la utilizada para los diseños Fieller. Para evaluar ),(2 γτr  se

simulan  valores de β  distribuidas según )(0 βπ , y para cada β  se ejecuta el diseño ),( γτhpdd

sobre las )( hpd
ii xy ’s simuladas usando la distribución ),|( βhpd

ii xy . Promediando las pérdidas

observadas se obtiene el valor estimado para ),(2 γτr . Buscando entre los distintos ),( γτhpdd ,

se encuentra el diseño ),( ** γτhpdd  que se estima sea el “mejor” para el problema tratado por

ser el que minimiza ),(2 γτr . ),( ** γτhpdd  siempre mejora el diseño certainty equivalence que

experimenta en pmo
n

ce
nx θ=+1 ; De hecho, cuando los valores estimados para *τ  ó *γ  están cerca

de cero, ese diseño certainty equivalence será el mejor dentro del conjunto de todos los diseños

HPD.

4.3 Aplicación de los diseños HPD al modelo lineal.

Para ilustrar el uso de los diseños HPD, se explora su comportamiento para el modelo

lineal normal con ),(~,| 2
10 σβββ nnn xNxy + . En el ejemplo se asume que =],|[ βxyE

Figura 4.2 Ejemplo de una región )(τnhpd  y de los diferentes ingredientes que intervienen en la

definición del diseño ),( γτhpdd  cuando la marginal a posteriori de θ es bimodal y el soporte es

],[ rturtl .

)(hpdn τmin
ng

max
ng

τ =1

τ =0

rtl rtu

0<τ<1

li
ls

)(gn θ

)1,(xhpd
1n −τ+

)0,(xhpd
1n

pmo
n τ=θ +

)1,(xhpd
1n τ+
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)(1 θβ −+ xT  con ),(~)( 10 RRUT −−= ββθ , ).,1(~ 2
1 11 ββ σµβ =N  y donde 1β  es

independiente de θ . También se supondrá sin pérdida de generalidad que 0=T . La

distribución marginal a posteriori para θ  como la ecuación que verifican las modas de dicha

distribución aparecen en el Apéndice 4.A.

Para estimar ),(2 γτr  se simularán 500.000 realizaciones de ),( 1 θβ , y para cada

),( 1 θβ  se ejecutará el ),( γτhpdd  sobre las iy ’s simuladas de ),,|( 1 θβhpd
ii xy  promediando

sus pérdidas observadas. Como la desviación estándar estimada para ),(2̂ γτr  es del orden de

.000893, el )ˆ,ˆ( ** γτ  minimizando ),(2 γτr  puede ser fácilmente localizado con el algoritmo

dado por Nelder and Mead (1965).

Para evaluar la mejora relativa de ),( ** γτhpdd  con respecto a cualquier otro diseño

HPD, se define ),( γτrr  como la diferencia relativa entre la pérdida esperada bajo el diseño

),( ** γτhpdd  y la esperada bajo ),( γτhpdd ,

),(

),(),(
),(

**
2

**
22

γτ

γτγτ
γτ

r

rr
rr

−
= .

En particular, ),0( γrr  es la mejora relativa de ),( ** γτhpdd  sobre el diseño certainty

equivalence que experimenta en pmo
n

ce
n

hpd
n xx θγ == ++ 11 ),0( .

La Figura 4.3 explora como *τ , *γ  y ),0( γrr  dependen de 
1βσ , de σ , del horizonte N

y del tamaño de la región de soporte para θ , R. Si 8=N  y 5.=R , *τ  y *γ  aumentan cuando

lo hace σ , mientras son bastantes insensibles a las variaciones en 
1βσ . Para la mayoría de las

combinaciones de ),(
1

σσ β  probadas, *γ  fue positivo y esto significa que el mejor diseño HPD

experimenta en la parte más ancha de )(τnhpd .

Por otra parte, el comportamiento en función de N y R de *τ  y de *γ  son similares;

cuando N aumenta, tanto *τ  como *γ  disminuyen con lo que para N grande el mejor diseño

HPD  estará  cerca del  diseño  certainty  equivalence. Cuando  R  disminuye, *τ   y *γ  primero
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Figura 4.3. Gráficos de contorno de *τ , *γ  y de la mejora relativa de ),( ** γτhpdd  sobre c.e.,

),0( γτ =rr , cuando )(],|[ 1 θββ −+= xTxyE  con ),(~ RRU −θ , ).,1(~ 2
1 1βσβ N  y 1β

independiente de θ .
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disminuyen para luego aumentar. Este comportamiento se debe al efecto frontera. La

probabilidad de que la moda de la distribución a posteriori esté en un extremo de la región crece

cuando R disminuye, con lo que al aumentar *τ  y *γ  se fomenta la observación en puntos

interiores.

La Figura 4.3 también muestra que ),0( γrr  aumenta cuando aumenta σ  y disminuye

1βσ , siendo más sensible a las variaciones en σ  que en 
1βσ . Esto significa que cuanto más se

sabe sobre 1β  y mayor es la variabilidad de y sobre su media, mayor es la mejora relativa de

),( ** γτhpdd  sobre certainty equivalence. Por otra parte, ),0( γrr  disminuye cuando aumenta N,

como era de esperar del hecho que Hu (1997) y Chen y Hu (1998) demuestran que certainty

equivalence Bayes es asintóticamente óptimo y, por tanto, es eficiente para N muy grande. En

resumen, se ha encontrado que el comportamiento de *τ , *γ  y ),0( γrr  con respecto a 
1βσ , σ ,

N y R es similar para todas las prioris, horizontes y tamaños del soporte de θ  que se han

probado.

4.4 Diseños para el RSB basados en intervalos centrales a

posteriori.

Los diseños certainty equivalence para el RSB observan 1+ny  en algún valor estimado

para el máximo en x de );( βxf , n
ce
nx κ̂1 =+ . Ginebra y Clayton (1995) perturban certainty

equivalence experimentando sobre el 1+nx  maximizando una cota superior de la superficie

prevista, );(ˆ βxf n . En esta sección se describe la posibilidad de experimentar en intervalos

centrales a posteriori para el máximo de );( βxf , κ , perturbando los diseños certainty
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equivalence que observan 1+ny  en la mediana de la distribución a posteriori para κ ,

pme
n

ce
nx κ=+1 .

Los diseños basados en los intervalos centrales a posteriori, que a partir de ahora se

denominarán diseños CP, están indexados por los parámetros 1] ,1[1] ,0[),( −×∈γα  y serán

denotados por ),( γαcpd . Ellos observan 1+ny  en un punto ),(1 γαcp
nx +  sobre el intervalo

)(αncp . Cuanto menor es α , más ancho es )(αncp  y, por lo tanto, más lejos de la elección

certainty equivalence podría observar este diseño. El punto pme
nκ  divide el intervalo )(αncp  en

dos subintervalos. El índice γ  indica la posición relativa de ),(1 γαcp
nx +  sobre ese intervalo.

Cuando 0>γ , ),( γαcpd  experimenta en el subintervalo más ancho, a una distancia de

pme
n

ce
nx κ=+1  igual a γ  veces la longitud de ese subintervalo. Cuando 0<γ , ),( γαcpd

experimentará en el subintervalo más estrecho, a una distancia de pme
n

ce
nx κ=+1  igual a || γ  veces

la longitud de ese subintervalo. Así, para un valor de α  fijo, cuanto mayor es || γ  más lejos de

pme
nκ  estará ),(1 γαcp

nx + . Cuando 1 || =γ , ),(1 γαcp
nx +  es 2α

nq  ó 21 α−
nq  dependiendo de cual de

estos cuantiles está más cerca de pme
nκ .

Cuando 1=α  ó 0=γ , ),( γαcpd  experimenta en pme
n

ce
n

cp
n xx κ== ++ 11 . Cuando n

aumenta, ),(1 γαcp
nx +  tenderá a estar más cerca de pme

nκ , pues la distribución a posteriori estará

más concentrada entorno a pme
nκ , incorporando así la decreciente necesidad de aprender sobre

κ  cuando el valor de n está próximo a N.

Para encontrar el diseño ),( ** γαcpd  que maximiza == )),((),( γαγα cpdww

∑ =
N
n

cp
nn xyE 1 ])([  se procederá de forma análoga a la descrita en la Sección 4.2 para los diseños

HPD. Para cada ),( γα  se simula repetidamente el uso del correspondiente diseño sobre datos

del modelo, estimando su utilidad esperada, ),( γαw . Buscando entre los distintos ),( γαcpd  se

obtiene el ),( ** γαcpd  que maximiza ),( γαw , que siempre mejorará al diseño certainty

equivalence que experimenta en pme
n

ce
nx κ=+1 . Cuando *α  está cerca de 1 ó *γ  está cerca de 0,

ese diseño certainty equivalence será el mejor de la familia.
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4.5 Aplicación de los diseños “CP” al modelo lineal.

Para ilustrar el uso de estos diseños se realiza un estudio de sensibilidad para un modelo

lineal normal con priori conjugada. Las propiedades distribucionales para esta situación se

describen en la Sección 1 del Apéndice I. En este ejemplo, 2
210],|[ xxxyE ββββ ++=  y

) 2( 21 ββκ −= , con las iβ ’s independientes entre sí y .)1.,1(~ 2
0 0

=βσβ N , ).,0(~ 2
1 1βσβ N

y ~2β  )2..,1( 2
2

=− βσN . La región experimental es ],[ RRC −=  y cuando el punto en el que se

debería observar según los valores de α  y γ  cae fuera de C, se experimentará en el extremo de

C  más cercano a ese punto.

Para estimar ),( γαw  se simula 150.000 realizaciones de ),,( 210 ββββ =′  a partir de la

distribución a priori para β , y para cada β  simulada se ejecuta el diseño ),( γαcpd  sobre iy ’s

simuladas a partir de la distribución de ),,,|( 210 βββcp
ii xy , promediando las utilidades

observadas. Como la desviación estándar estimada para ),(ˆ γαw  es del orden de 0,009, el

),( ** γα  que maximiza ),( γαw  puede ser localizado fácilmente.

El gasto computacional resulta ser bastante elevado y ejecutarlo para horizontes N

superiores a 16 implicó reducir notablemente el número de simulaciones de β  y con ello la

pérdida de precisión en los valores estimados de la utilidad esperada. En cada estadio es preciso

obtener una muestra de la distribución a posteriori de κ  y calcular los cuantiles 2α
nq  y 21 α−

nq .

Para hallar estos cuantiles reduciendo el tiempo de computación se empleó un método de

búsqueda, que no requiere la ordenación completa de la muestra, dado por Knuth (1973) e

implementado en el libro de Press et al (1992).

Para evaluar la mejora relativa de ),( ** γαcpd  con respecto a ),( γαcpd , se define

),( γαrw  como la diferencia relativa entre la utilidad esperada bajo ),( ** γαcpd  y la esperada

bajo ),( γαcpd ,

),(

),(),(
),(

**

**

γα
γαγα

γα
w

ww
rw

−
= .
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En particular, ),1( γα =rw  es la mejora relativa de ),( ** γαcpd  con respecto al diseño certainty

equivalence que experimenta en pme
n

ce
n

cp
n xx κγ == ++ 11 ),1( .

La Figura 4.4 explora como *α , *γ  y ),1( γα =rw  dependen de 
1βσ , de σ , del

horizonte N y del tamaño de la región experimental R. Cuando 10=N  y .1=R , *α  y *γ

disminuyen cuando aumenta 
1βσ , mientras son algo menos sensibles a las variaciones de σ .

Para la mayoría de las combinaciones de ),(
1

σσ β  probadas, *γ  fue negativo y el mejor diseño

CP experimenta en el subintervalo más estrecho del )(αncp . Por otra parte, *α  y *γ  son

relativamente poco sensibles a las variaciones de N. Cuando aumenta R, *α  aumenta mientras

que *γ  primero aumenta y luego disminuye.

La Figura 4.4 también muestra que ),1( γrw  aumenta cuando aumenta 
1βσ  y disminuye

σ . Cuanto menos se sabe sobre 1β  y menor es la variabilidad de y mayor será la mejora sobre

certainty equivalence. Por otra parte, para el rango de N probadas ),1( γrr  aumenta cuando

aumenta N, indicando que la mejora del diseño CP respecto a nuestro certainty equivalence

aumenta al aumentar el horizonte. Este comportamiento es el contrario al que se observa al

implementar Fieller y HPD para problemas de control.

4.6 Extensiones y comentarios.

Las mejoras alcanzadas con ),( ** γτhpdd  sobre el diseño certainty equivalence que

experimenta sobre pmo
n

ce
nx θ=+1  en los ejemplos presentados en la Sección 4.3 son de orden algo

inferior a las obtenidas con los diseños expuestos en el Capítulo 3. Se ha comprobado que para

estos ejemplos este diseño certainty equivalence ya es muy bueno. Las mejoras para el caso de

los diseños ),( ** γαcpd  si son bastante más substanciales. Una forma de mejorar ),( ** γτhpdd  y
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Figura 4.4. Gráficos de contorno para *α , *γ  y de la mejora relativa de ),( ** γαcpd  sobre ),1( γcpd ,

),1( γrw , cuando 2
210],|[ xxxyE ββββ ++= , con las iβ ’s independientes y .)1.,1(~ 2

0 0
=βσβ N ,

).,0(~ 2
1 1βσβ N , )2..,1(~ 2

2 2
=− βσβ N  y con ],[ RRC −= .
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),( ** γαcpd  sería reestimar *τ  ó *α  y *γ  en algunos m estadios intermedios, basándose en las

distribuciones a posteriori para θ  y κ , respectivamente.

La principal dificultad cuando se implementan los diseños propuestos es la computación

repetida de dichas regiones creíbles para estimar ),( ** γτ  ó ),( ** γα . Usando diseños tipo HPD

se requiere de la computación repetida del perfil de la marginal a posteriori de θ  ó κ . Cuando

no se puede disponer de ese perfil, se puede implementar los diseños basados en intervalos

centrales a posteriori, donde la dificultad está en la obtención de una muestra relativamente

amplia de la marginal a posteriori y en la evaluación repetida de los cuantiles a posteriori de θ

ó κ , a través de algoritmos de búsqueda. Cuando ambas posibilidades no son factibles, podrían

utilizarse los diseños propuestos en el Capítulo 3 y los que se propondrán en los capítulos

siguientes, a la vez que los dados por Ginebra y Clayton (1995). Una buena característica de los

diseños propuestos en este capítulo con respecto a los de los capítulos anteriores es que sus

índices a parte de estar acotados de forma natural están relacionados con conceptos básicos de la

Estadística.

La misma idea usada para definir los diseños propuestos en este capítulo podría ser

generalizada a otros problemas secuenciales con una variable de entrada. Su extensión a

problemas con más de una variable de entrada no sería nada sencillo, entre otras cosas, porque

cuando kRx∈ , la solución de Txf =);( β  será un hiperplano y no un número real, y κ  un

punto en kR .

Por último notar que en este capítulo (y en toda la memoria) se seleccionan los mejores

diseños dentro de la familia usando el mismo modelo y priori que los utilizados para construir la

familia de diseños. Esto no es obligatorio hacerlo siempre. En particular, se podría utilizar el

modelo lineal para generar la familia de diseños pero simular las repuestas a partir de un modelo

más complicado, pero más realista a la hora de calcular ),( ** ατ  ó ),( ** γα . Por ejemplo, esto

podría ser adecuado para datos procedentes de estudios de supervivencia.



Diseños basados en regiones creíbles

77

Apéndice 4.A Marginal de θθ para el ejemplo de la Sección 4.3.

Para implementar los diseños HPD para el modelo lineal normal con las distribuciones a

priori usadas en la Sección 4.3, donde ),(~,| 2
10 σβββ nnn xNxy + , de manera que

)(],|[ 110 θββββ −+=+= xTxxyE , con 10 )( ββθ −= T , se utiliza la siguiente proposición:

Proposición 4.1 Sean Tyy nn −=′  con )),((~,| 2
1 σθββ −′ nnn xNxy , ),(~ rturtlUθ , ~1β

),( 2
11 ββ σµN , 1β  independiente de θ  y σ  conocida. La densidad marginal a posteriori para θ

es
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Su demostración aparece en la Sección 1 del Apéndice II. La siguiente proposición

muestra como la marginal a posteriori para θ  tiene a lo sumo dos modas.

Proposición 4.2 Sean Tyy nn −=′  con )),((~,| 2
1 σθββ −′ nnn xNxy , ),(~ rturtlUθ , ~1β

),( 2
11 ββ σµN , 1β  independiente de θ  y σ  conocida. La densidad marginal a posteriori para θ

tiene a lo sumo dos modas siendo raíces del polinomio o los extremos de ],[ rturtl

.02 1)12(

))( 1)(212 (

))( 2 3()(

222

22224222

2422422243

1

111

1111

=++−

−+++

+−−+

∑∑
∑∑

∑∑∑∑

ii

ii

iiii

yctectectectex

yctexctencten

xyyctenxnn

σσ

σσσσσθ

σσσσθσσθ

β

βββ

ββββ

con 222
1

1 σσ β += ∑ ixcte  y 
11

222 ββ µσσ += ∑ ii yxcte .

Su demostración sigue de igualar a cero θθπ dd n )(  y comprobar que se trata de un

polinomio de tercer grado. Observar que )()()( ],[ θθθπ nrturtln hI=  donde )(θnh  tiene una

asíntota horizontal en el eje de abscisas. Si  las tres raíces del polinomio fueran reales, tendrá
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dos máximos y un mínimo local entre ellos, faltando sólo por comprobar si dichos máximos

pertenecen al intervalo ],[ rturtl . Si ambos máximos pertenecen a ],[ rturtl , serán las dos modas

de )(θπ n . Si el mínimo local y uno de los máximo pertenecen a ],[ rturtl , )(θπ n  también será

bimodal, ya que una moda será dicho máximo y la otra uno de los extremos del intervalo

],[ rturtl . Si el mínimo local es el único punto crítico que pertenece ],[ rturtl , )(θπ n  también

será bimodal y sus modas coinciden con los extremos del intervalo. En el resto de los casos

)(θπ n  será unimodal.

En los ejemplos implementados en la Sección 4.3 se llegan a producir distribuciones

bimodales, es decir, situaciones para las que el polinomio anterior tiene tres soluciones reales

dentro del soporte de θ , en los primeros estadios con n pequeño. Cuando esto ocurre, una de las

modas tiende a ser de varios órdenes de magnitud mayores que la otra, por lo que a efectos

prácticos el )(τnhpd  está constituido por un único intervalo para casi todos valores de

1] ,0[∈τ .

Notar que en el estadio cero, la distribución sobre θ  es uniforme, lo que hace que el

)(0 τhpd  coincida con el soporte de θ  para cualquier τ  y, por tanto, == pmohpdx 01 ),( θγτ

2)( rturtl + . Si el soporte de θ  está centrado respecto a cero, esto hace que 0),(1 =γτhpdx  y el

polinomio de tercer grado a resolver para la obtención de las modas en el estadio uno quede

como

0))(( 1
22

1
2222

1
2243

1111111
=+−+++ yyy βββββββ µσσσµσθσµθσθ ,

con 1y  el valor observado en 0),(1 =γτhpdx .
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CAPITULO 5.

DISEÑOS QUE ADAPTAN LAS SECUENCIAS DE

APROXIMACION ESTOCÁSTICA (DISEÑOS SAN).

Como ya se comentó en los Capítulos 3 y 4, los diseños certainty equivalence no toman

en consideración la incertidumbre en la estimación de la superficie y por ello en dichos

capítulos se propuso la familia de diseños Fieller y familia de diseños HPD que perturban tal

diseño con la idea de aprender activamente sobre la superficie y conseguir así un mejor control

futuro. Los diseños Fieller obligan en cada estadio a estimar la desviación típica de los valores

previstos, ))(ˆ(.. xyds n

∧
, y al cálculo de las raíces de TxydsKxy nn =±

∧
))(ˆ(.. )(ˆ . Los diseños

HPD en cambio necesitan del cálculo de las regiones de máxima densidad a posteriori en cada

uno de los estadios. Estos cálculos no siempre son sencillos, por lo que en este capítulo se

introduce otra familia de diseños, que llamaremos diseños san, con un comportamiento similar a

Fieller pero que no obligan a calcular ))(ˆ(.. xyds n

∧
 y que incluyen como miembros de la familia

tanto al diseño certainty equivalence secuencial como al no secuencial.

La construcción de estos diseños san se basa en un procedimiento recursivo en el que

sólo es preciso obtener un estimador de la derivada de la función f en la raíz, )(θf ′ , y la

estimación de la superficie en un punto, )(ˆ xy . Esta familia de diseños es una modificación de

las secuencias de aproximación estocástica introducidas por Robbins y Monro (1951) y cuya
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definición se recoge en la Sección 5.1. En la Sección 5.2 se definirá e interpretará dicha familia

de diseños indicando además la forma de encontrar el mejor diseño dentro de la familia. En la

Sección 5.3 se ejemplifica el comportamiento de los diseños san sobre el modelo lineal y en la

Sección 5.4 se realiza un análisis de sensibilidad en el que se estudia la mejora con respecto a

certainty equivalence del mejor diseño de la familia. En la Sección 5.5 se extienden y modifican

tales diseños, indicando la posibilidad de generalización a problemas con más de una variable

de control. En el apéndice final se recogen las demostraciones de los resultados expuestos a lo

largo del capítulo.

5.1 Secuencias de aproximación estocásticas.

Robbins y Monro (1951) proponen estimar la raíz θ , a través de una secuencia

recursiva de variables aleatoria, )(1 nnnnn xyaxx −=+ , donde }{ na  es una sucesión tal que

∞<∑∞
=1

2
n na  y ∞=∑∞

=1n na . Bajo ciertas condiciones de regularidad sobre f, ε y na , que son

fáciles de satisfacer, demostraron que nx  converge casi seguro a θ  y que la distribución límite

es normal. En particular, si

0.. >→ Aan sa
n

α

para 1] ,21(∈α , entonces

( )),(,0)( 22 ασθα ANxn d
n →− .

Eligiendo nAan =  se consigue la mejor razón de convergencia para nx  y, en ese caso,

)(1 θfA ′=  minimizará la varianza asintótica de nx . Para un resumen del estado del arte de

este área ver Ruppert (1991).

Lai y Robbins (1979, 82) sugieren estimar )(θf ′  a partir del estimador mínimo

cuadrático de la pendiente obtenida al ajustar el modelo εββ ++= xy 10  a los puntos ),( ii yx ,
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ni ,,1 K= . Ginebra (1996) adapta estas secuencias a los problemas de muestras pequeñas,

definiendo el diseño sad  como el que observa 1+ny  en el punto Caxxx sa
n ∈+ ),,,( 0211 α  que está

más cerca de

)(
 ˆ

),,,(
1

0
0211

sa
nnls

n

sa
nn xy

n

a
axxxx

αβ
α −=+ ,

con 1x  y 2x  dos puntos seleccionados inicialmente. Minimizando )( sai dr  de una forma análoga

al caso de los diseños Fieller y HPD se obtiene el mejor diseño dentro de esa familia. Un

inconveniente de estas secuencias es que un resultado de Wu (1986) demuestra que la regla

certainty equivalence secuencial para el modelo lineal simple con ls
inin ββ ˆˆ = , no es un miembro

de esta familia definida en Ginebra (1996). En estas circunstancias, Wu reescribe su regla

certainty equivalence para 0=T  como

nn
i ni
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n

n

n

n
n
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1
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ˆ
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ββ

β
θ .

Cuando el segundo sumando del corchete es despreciable, certainty equivalence será un

miembro de la familia dada por Ginebra, pero para tamaños de muestras pequeños o moderados,

este término no se puede despreciar. Ya Wu indicaba que dicho término debería ser menos

dependiente de la información más antigua, cosa que se conseguiría por ejemplo, reemplazando

1−ny , 1,1
ˆ

−nβ  y ∑ = −n
i ni xx1

2)(  por versiones ponderadas que dieran más peso a las

observaciones más recientes.
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5.2 Diseños basados en la modificación de las aproximaciones

estocásticas.

5.2.1 Definición de diseños san.

Para la construcción de la familia de diseños san adaptaremos las secuencias de

aproximación estocásticas dadas por Robbins y Monro (1951), incorporando información a

priori en la estimación de );( βθf ′ , reemplazando )( nn xy  por un estimador de la superficie,

=)(ˆ xyn  );(ˆ βxf n , y considerando el rango total de diseños alcanzables con αnaan 0=  para

1] [0,1] ,1[),( 0 ×−∈aα . Notar que no se está interesado en asegurar una rápida razón de

convergencia de nx  a θ  sino en minimizar la pérdida esperada para un número de

experimentos N pequeño o moderado. Se definen los diseños ),( 0ad san α  como sigue

Definición 5.1 Dados )(ˆ xyn , );(ˆ βxf n′  y 1] ,0[1] ,1[),( 0 ×−∈aα , el diseño ),( 0ad san α  observa

1+ny  en el Cax san
n ∈+ ),( 01 α  más cercano a

))(ˆ(
 );(ˆ

),(),( 0
001 Txy

nf

a
axax san

nn

n

san
nn −

′
−=+ αβθ

αα ,                (5.1)

para 2 ...., 2, ,1 −= Nn . ),( 01 ax san α  y ),( 0ax san
N α  son los puntos en C más cercanos a 1x  y a

Nx  soluciones de Txy =)(ˆ 0  e TxyN =− )(ˆ 1 , respectivamente.

Los estimadores para );( βxf  y );( βθf ′  podrían ser ])([)(ˆ xyExy nn =  ó =)(ˆ xyn

)ˆ;( nxf β  y )ˆ;ˆ();(ˆ
nnn ff βθβθ ′=′ , respectivamente, para algunos estimadores de θ  y β, nθ̂  y

nβ̂ . Para el modelo lineal simple se puede usar xEExy nnn ][][)(ˆ 10 ββ +=  y =′ );(ˆ βθnf

][ 1βnE , aunque ésta no será la única elección posible. Cuando se tenga una mejor

aproximación de );( βxf  cerca de θ , como es el caso de las curvas de respuesta cuantal, ésta

debería usarse para estimar );( βθf ′  e )(xy .
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Notar que tanto );(ˆ βθnf ′  como )(ˆ xyn  acumulan información de todas las

observaciones, que es usada para conducir el diseño. Se podrían usar también estimadores que

sólo tuvieran en cuenta las observaciones más recientes o estimadores ponderados donde el

mayor peso estuviera en esas últimas observaciones.

Es fácil verificar que para el modelo lineal simple, )1,0( 011 === ++ axx san
n

ce
n α  y que

)0,( 01 =+ ax san
n α  es el diseño certainty equivalence no secuencial que observa todas las ny ’s en

el x que resuelve Txy =)(ˆ 0 . Así, para el modelo lineal simple, esta familia incluye el

correspondiente diseño secuencial y no secuencial certainty equivalence. En la siguiente sección

se describen detalles de los diseños san que acaban de ilustrar la relación entre dichos diseños y

los diseños certainty equivalence.

5.2.2 Interpretación de diseños san.

En la siguiente proposición se relacionan los diseños ),( 0ad san α  y el diseño certainty

equivalence para el modelo lineal simple. Su demostración se encuentra en el Apéndice 5.A,

junto con algunas consideraciones y resultados sobre la interpretación de dichos diseños.

Proposición 5.1 Sea ),( 01 ax san
n α+  definido como en (5.1), con )ˆ,()(ˆ nnnn xfxy β=  y =′ );(ˆ βθnf

)ˆ,( nnxf β′  y sea ce
nx 1+  definido con el )(ˆ xyn  calculado a partir de los datos ),( nn YX ′′  elegidos

y observados a través de ),( 0ad san α  y RC = . Para el modelo lineal simple y

2 ,2, ,1 −= Nn K ,

∑
+

=
++ =+







 −=
1

1
01

0
0

0
01 ),,(),(1),(

n

i

ce
in

ce
n

san
n

san
n xiahx

n

a
ax

n

a
ax ααα

αα
, (5.2)

con
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También

1),,(
1

1
0 =∑

+

=

n

i
n iah α .

Como se puede apreciar según esta proposición, ),( 01 ax san
n α+  es un promedio ponderado de

todas las anteriores elecciones certainty equivalence y, en particular, ===+ )1,1( 01 ax san
n α

∑ = +
n
i

ce
i nx1 1 . Bajo las condiciones de la Proposición 5.1, ),( 01 ax san

n α+  puede ser escrito como una

combinación convexa de ),( 0ax san
n α  y ce

nx 1+  y además

)(1)( 1
0

11
0

1
ce
n

san
n

ce
n

san
n

ce
n

san
n

san
n xx

n

a
xxx

n

a
xx ++++ −







 −+=−+=
αα

(5.3)

y así cuando 10 0 << αna , ),( 01 ax san
n α+  varía desde ),( 0ax san

n α  hacia ce
nx 1+ , mientras cuando

αna01< , ),( 01 ax san
n α+  se aleja de ce

nx 1+  en la dirección opuesta. Aunque en principio podría

parecer que tal proposición es demasiado restrictiva, puesto que C debe ser igual a R, no lo es

tanto, pues a menudo los x generados según (5.1) no se dispersarán demasiado.

Notar además que la Expresión (5.3) tiene muchas similitudes con la dada en el

Corolario 6.1 para los puntos seleccionados según el diseño híbrido introducido en el Capítulo

6. Estas expresiones podrían servir para construir otras familias de diseños utilizando los

mismos pesos, pero cambiando los puntos de referencia a utilizar, tal como proponemos en la

Sección 5.5 de este capítulo. Obsérvese por último que a través de (5.3) se podría extender estos

diseños a problemas con más de una variable de control ( 1>k ).
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El siguiente corolario expresa la posición relativa de ),( 01 ax san
n α+  con respecto a ce

nx 1+ ,

),( 0arn α , en función de la posición de ),( 0ax san
n α . Este resultado nos ayudará a justificar el

rango considerado para los parámetros α  y 0a , y a interpretar de forma intuitiva cuales deben

ser los mejores valores para dichos parámetros.

Corolario 5.1 Sea ),( 01 ax san
n α+  definido como en (5.1), con )ˆ,()(ˆ nnnn xfxy β=  y =′ );(ˆ βθnf

)ˆ,( nnxf β′  y sea ce
nx 1+  definido con el )(ˆ xyn  calculado a partir de los datos ),( nn YX ′′  elegidos

y observados a través de ),( 0ad san α  y RC = . Para el modelo lineal simple y

2 ,2, ,1 −= Nn K ,

αα

α
α

n

a

xax

xax
ar

ce
n

san
n

ce
n

san
n

n
0

10

101
0 1

),(

),(
),( −=

−
−

=
+

++ .

Su demostración es inmediata a partir de la Proposición 5.1, sin más que sumar y restar

),( 0ax san
n α  en el numerador de ),( 0arn α . El valor de ),( 0arn α  será siempre menor o igual a

uno y como muestra la Figura 5.1, cuando ),( 0arn α  es positivo ),( 01 ax san
n α+  pertenece al

intervalo ( ce
nx 1+ , ),( 0ax san

n α ) y cuando es más negativo se aleja de dicho intervalo en la dirección

contraria respecto de ),( 0ax san
n α .

El estudio de la función ),( 0arn α , o del cociente αna0 , nos permite entender la

evolución de ),( 01 ax san
n α+  en función de n. Para ello se consideran cuatro posibilidades distintas

atendiendo al signo de α  y el de )1( 0 −a  con la idea de justificar la necesidad de 10 <a .

Figura 5.1 Muestra la situación de ),( 01 ax san
n α+  respecto a ce

nx 1+  y ),( 0ax san
n α  según el valor de

αα naarn 00 1),( −= .

ce
nx 1+

san
nx san

nx 1+

1=nr 0=nr

−∞=nr
01 >> nr
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a) Cuando 0>α  y 10 >a , existe un n′  tal que para todo nn ′≤ , 10 >αna . Para nn ′≤ ,

)),,((),( 1001
ce
n

san
n

san
n xaxax ++ ∉ αα , aunque ),( 01 ax san

n α+ se acerca a ce
nx 1+  al aumentar n. Cuando

nn ′> , ),( 01 ax san
n α+  siempre cae en dicho intervalo y se acerca cada vez más a ),( 0ax san

n α .

b) Cuando 0>α  y 10 <a , para cualquier n, 10 <αna  y )),,((),( 1001
ce
n

san
n

san
n xaxax ++ ∈ αα . Al

aumentar n, ),( 01 ax san
n α+  se acerca a ),( 0ax san

n α .

c) Cuando 0<α  y 10 >a , para cualquier n, 10 >αna  y )),,((),( 1001
ce
n

san
n

san
n xaxax ++ ∉ αα . Al

aumentar n, ),( 01 ax san
n α+  se aleja más y más de ce

nx 1+  en el sentido contrario de ),( 0ax san
n α .

d) Cuando 0<α  y 10 <a , existe un n′ , tal que para todo nn ′≤ , 10 <αna . Para nn ′≤ ,

)),,((),( 1001
ce
n

san
n

san
n xaxax ++ ∈ αα  y la elección ),( 01 ax san

n α+  se acerca a ce
nx 1+  al aumentar n.

Cuando nn ′> , ),( 01 ax san
n α+  se aleja de ce

nx 1+  en el sentido contrario de ),( 0ax san
n α .

La opción c) no es deseable pues desde los primeros estadios ),( 01 ax san
n α+  se aleja cada

vez más de ce
nx 1+  al aumentar n, en contra del hecho de que el diseño certainty equivalence tiene

un buen comportamiento asintótico.

En el caso de la opción a), en los estadios iniciales 0),( 0 <arn α , con lo que

),( 01 ax san
n α+  queda situado fuera del intervalo )),,(( 10

ce
n

san
n xax +α , en el lado opuesto al punto

),( 0ax san
n α . Esto hace que en esos primeros estadios los puntos de experimentación queden

demasiado dispersos y tengan una contribución demasiado grande sobre la pérdida total. Esto se

ilustra en la Figura 5.2, donde se representan los tres primeros puntos que selecciona el diseño

san bajo la opción a) apreciándose la gran distancia entre ),( 02 ax san α  y ),( 03 ax san α .

Para b) y d), 0a  es negativo y el diseño san observa lejos de la elección certainty

equivalence secuencial en la dirección del último punto observado. En el límite, para −∞=0a ,

el diseño san nos lleva a observar siempre en puntos cercanos a la frontera de C, tal como lo

harían los diseños D-óptimos y G-óptimos propuestos para contextos en los que lo que importa

es la estimación de θ .
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Parece lógico pensar que el mejor diseño de entre las san sería aquel que en las primeras

etapas se alejara un poco de certainty equivalence para mejorar las elecciones certainty

equivalence posteriores y así al acercarse a las mismas garantizar un buen control. Bajo estas

consideraciones, la opción d) con 1] ,0[0 ∈a  y 0<α , parece la más acertada.

Experimentalmente se ha comprobado que para los parámetros óptimos *
0a  y *α , n′  verifica

que **
0 )( αna ′=  con ]1 ,2( −∈′ NNn . La conclusión es que es aconsejable escoger valores de

0a  y de α  tales que en los estadios iniciales se verifique que 10 0 << αna .

5.2.3 Búsqueda del mejor diseño san.

Para encontrar el diseño ),( *
0

* ad san α  que minimiza )),((),( 00 adrar sanii αα =  se

procederá de manera análoga a las descritas en las Secciones 3.2.2 para los diseños Fieller y 4.2

para HPD. Para cada ),( 0aα  se simula repetidamente β  a partir de )(0 βπ  y se usa

),( 0ad san α  sobre datos simulados de acuerdo con el modelo para ),|( βsanxy , estimando

),( 0ari α , 3 ,2 ,1=i , a través del promedio de las pérdidas observadas. Buscando entre los

distintos ),( 0ad san α  se encontrará el ),( *
0

* ad san α  que sea el mejor para el problema,

adaptando esta familia de diseños a la pérdida y al modelo considerado.

cesan xx 11 = cex2
sanx2

)(ˆ1 xy

)(|| 121
sance xxr −

cex3
sanx2

)(ˆ2 xy

)(|| 232
sance xxr −

sanx1
sanx3

Figura 5.2 Representación, en un caso hipotético, de los puntos seleccionados por el diseño san en

los tres primeros estadios, si 1 0 >a  y 0>α .
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Se sabe que ),( *
0

* ad san α  siempre mejora a los diseños certainty equivalence secuencial

y no secuencial. Cuando ),( *
0

* aα  está cerca de 1) ,0(  o de 0) ,(α , los diseños certainty

equivalence secuencial y no secuencial, respectivamente, serán los “mejores” en esta familia. A

continuación se estudia el comportamiento de las pérdidas esperadas, ),( 0ari α , en función de

α  y 0a , para el modelo de regresión simple con dos prioris concretas. Después se realiza un

estudio de sensibilidad en el que se muestra como *α  y *
0a  dependen de la priori escogida.

5.3 Aplicación al modelo lineal.

Para ilustrar el uso de los diseños san, se explora su utilización en el modelo lineal

normal con xxf 10);( βββ +=  para las mismas prioris que en la Sección 3.3. Primero se

asume una distribución a priori tal que )4..,0(~ 22
0 0

=βσβ N  y ).2.,1(~ 22
1 1

=βσβ N  con 0β

independiente de 1β . En este caso la superficie es estimada por nnnn xEExy  ][][)(ˆ 10 ββ +=  y

la derivada por ][);(ˆ
1ββθ nn Ef =′ .

La primera columna de la Figura 5.3 muestra los gráficos de contorno para dicha priori

de las ),( 0ari α  estimadas para las tres funciones de pérdida descritas en la Sección 1 del

Capítulo 1, con 25=N , 100=S  y 0=T . Recuérdese que 1=i  corresponde a la suma de

desviaciones en valor absoluto, 2=i  a desviaciones cuadráticas e 3=i  a la pérdida con dos

etapas. Estos contornos son construidos a partir de los valores de ),( 0ari α  evaluados para una

rejilla igualmente espaciada de 87 ×  valores de ),( 0aα . Para los gráficos de esta primera

columna 22 2.=σ  y 1] ,1[−=C .

El comportamiento de los gráficos de contorno para las tres pérdidas es muy similar así

que   sólo   se   comentará   el   caso   de  la   pérdida   cuadrática.   Para  esta  priori,   =)(2̂ cedr
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5.45.4

5.5 5.6 5.7 5.8 5.9

r1, Conjugado r1, No-conjugado

rat

a0

r2, Conjugado r2, No-conjugado

r3, Conjugado r3, No-conjugado

Figura 5.3. Gráfico de contorno de ),(ˆ 0ari α , 3,2,1=i , con 25=N , 100=S , 0=T  y 1] ,1[−=C .

La primera columna es para la priori )4..,0(~ 22
0 00

== ββ σµβ N , ).2.,1(~ 22
1 11

== ββ σµβ N , 0β

independiente de 1β  y 22 2.=σ . La segunda columna es para )5,.5.(~ −Uθ , =
1

(~1 βµβ N

).2.,1 22
1

=βσ , 1β  independiente de θ   y 22 4.=σ .
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4051.2.)1.,0(ˆ 02 === ar α  con un error estándar estimado de .0011, un valor típico sobre el

rango de ),( 0aα  estudiado. Se tiene que )6,.2.()ˆ,ˆ( *2
0

*2 −=aα , y que ==−= )6.ˆ,2.ˆ(ˆ *2
0

*2
2 ar α

2212.2  con un error estándar de .00056. Para las tres pérdidas 0ˆ * <iα  y 1*
0 <ia  y, por tanto,

corresponden a la opción d) descrita en la Sección 5.2.2.

También se ilustra en el supuesto de que )),((~,| 2
1 σθββ −xNxy nn , con una priori

no conjugada tal que )5,.5.(~ −Uθ , )2..,1(~ 22
1 1

=βσβ N  y 1β  independiente de θ . En este

último caso la superficie será estimada por )()(ˆ 1
pmo

nn
pmo
nn xxy θβ −=  y la derivada por

pmo
nnf 1);(ˆ ββθ =′ , tal como se detalla en la Sección 1 del Apéndice II.

Los gráficos de contorno de las ),( 0ari α  presentados en la segunda columna de la

Figura 5.3 corresponden a esta segunda priori con 22 4.=σ . Aquí el comportamiento para las

tres pérdidas sigue siendo muy parecido con lo que sólo se tratará el de la segunda. Para esta

priori, 5401.4.)1.,0(ˆ)(ˆ 022 ==== ardr ce α , con un error estándar estimado de ,00019 y

)4,.3.()ˆ,ˆ( *2
0

*2 −=aα  con ==−= )4.ˆ,3.ˆ(ˆ *2
0

*2
2 ar α  4817.4  y un error estándar de .00021.

5.4 Análisis de sensibilidad.

Hasta aquí hemos ilustrado cómo actúan los diseños para una priori determinada. En

esta sección se analiza el comportamiento del mejor diseño san en función de la priori, N y C.

Así como en la Sección 5.3 hemos considerado tres pérdidas distintas, en ésta restringiremos el

estudio al caso de )(2 dr .

Para evaluar la mejora relativa de ),( *
0

* ad san α  con respecto de cualquier otro

),( 0ad san α , se define ),( 0arr α  como la diferencia relativa entre la pérdida esperada bajo

),( *
0

* ad san α  y la pérdida esperada bajo ),( 0ad san α ,
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),(

),(),(
),(

*
0

*
2

*
0

*
202

0
ar

arar
arr

α

αα
α

−
= .

Notar que la mejora relativa de ),( *
0

* ad san α  sobre el diseño certainty equivalence es

)1,0( 0 == arr α .

El modelo escogido para el análisis es el lineal normal con xxf 10);( βββ +=  y con la

misma priori )(0 βπ  que en la Sección 3.4, es decir, que )5..,0(~ 22
0 0

=βσβ N , ).,1(~ 2
1 1βσβ N

con 1β  independiente de 0β , 0=T  y ] ,[ RRC −= . Como en la Sección 3.4, para evaluar

),( 02 ar α  se simulan 3.000.000 de ),( 10 βββ =′  distribuidas como )(0 βπ , y para cada β  se

ejecuta el diseño ),( 0ad san α  sobre las )( san
ii xy ’s simuladas usando la distribución

),|( βsan
ii xy . El valor de ),( 02 ar α  se estima a partir del promedio de las pérdidas observadas.

Como la desviación estándar estimada de ),(ˆ 02 ar α  es del orden de .0007, el valor ),( *
0

* aα  que

minimiza ),( 02 ar α  puede ser obtenido de forma muy precisa utilizando el procedimiento dado

por Nelder y Mead (1965).

La Figura 5.4 explora la dependencia de *
0a , *α  y )1,0( 0 == arr α  respecto de 

1βσ , de

σ , del horizonte N y de R. Cuando 20=N  y 10=R , *
0a  disminuye cuando aumenta 

1βσ  y σ ;

si tanto σ  y 
1βσ  son grandes, *

0a  está cerca de 0 y el diseño certainty equivalence no

secuencial es el mejor en la familia. Para σ  pequeña y 
1βσ  grande, el diseño certainty

equivalence secuencial es el mejor. Notar que para todos estos ejemplos *
00 a<  y 11 * <<− α .

Dado un R, cuando N aumenta, *
0a  tiende hacia 1 y el mejor diseño en esta familia

estará cerca del certainty equivalence, como era de esperar ya que los diseños certainty

equivalence son asintóticamente óptimos. Notar también que para R pequeño y N grande *α  es

negativo.

La Figura 5.4 también muestra que )1 ,0(rr  aumenta cuando lo hace 
1βσ , mientras es

bastante insensible a los cambios en σ . Cuanto mayor es N, menor es la mejora de ),( *
0

* ad san α

sobre  el  diseño  certainty  equivalence. Para  regiones experimentales  muy  grandes,  certainty
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 0

 0

0.2

0.4
0.6

0.8

1

a0*; N=20 y R=10. a0*; sdb1=1. Y sig=.5.
si

g

alfa*; N=20 y R=10 alfa*; sdb1=1 y sig=.5

rr(0,1); N=20 y R=10 rr(0,1); sdb1=1 y sig=.5

Figura 5.4. Gráfico de contorno de *
0a , *α  y de la mejora relativa de ),( *

0
* ad san α  sobre c.e., 1) ,0(rr ,

como una función de σ , 
1βσ , N y )ln(R . ),(~),|( 2

10 σβββ xNxy +  con 2
0 00

.,0(~ ββ σµβ =N

)5. 2= , ).,1(~ 2
1 11 ββ σµβ =N , 1β  independiente de 0β , ] ,[ RRC −=  y 0=T .
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equivalence es extremadamente ineficiente y la mejora alcanzada a través de ),( *
0

* ad san α

puede ser grande. Observar que para las prioris, horizontes y regiones experimentales utilizadas,

las mejoras alcanzadas a través de ),( ** γKd F  son ligeramente mayores que las obtenidas a

través de ),( *
0

* ad san α .

5.6 Extensiones y comentarios.

Al igual que ocurría con los diseños Fieller definidos en el Capítulo 3, los diseños san

introducen una acción de sondeo entorno a la elección certainty equivalence con el objetivo de

mejorar los estimadores intermedios de los parámetros β  y así alcanzar un mejor control

futuro. En los ejemplos presentados la computación requerida para obtener )ˆ,ˆ( *
0

* aα  no es

demasiado intensiva, pero las mejoras relativas obtenidas respecto a certainty equivalence

dependen del horizonte, del tamaño de la región experimental y de la priori, esto es, dependerá

de cada situación en particular. En algunas circunstancias, podría ser útil adaptar aún más

),( 0ad san α  al problema, recalculando )ˆ,ˆ( *
0

*
mm aα  en algunos estadios intermedios usando la

distribución a posteriori de β  en ese estadio. Estos cálculos requieren coste computacional

adicional considerable y cuando lo hemos implementado las mejoras han sido ínfimas respecto a

),( *
0

* ad san α .

En ausencia de formas de implementar los diseños óptimos, algunos métodos de

optimización estocástica generarán conjuntos de diseños que tienen miembros con pérdida

esperada pequeña. La simulación de MonteCarlo siempre será una opción a utilizar para buscar

el mejor diseño dentro de dichos conjuntos. Por ejemplo, el problema de control multiperiodo

puede reformularse como el que busca diseños d que maximizan ]))(([ 1
2∑ = −− N

n
d
nn TxyE , y
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adaptar los diseños definidos en Ginebra y Clayton (1995) a éstos. Observan 1+ny  en el

CBx hb
n ∈+ )(1  más cercano al x maximizando ))(ˆ(.. )(ˆ);( xydsBxyBxUB nnn

∧
+= . Cuando 0=B ,

se obtiene el correspondiente diseño certainty equivalence, y cuanto mayor B el diseño

favorecerá experimentar en puntos de C donde la información que se tiene de )(xy  es menor.

Algunas funciones de pérdida permitirán a las familias de diseños además adaptarse al problema

tratado. Si la pérdida es asimétrica con respecto a T, se puede extender la familia de diseños san

al caso en que la elección de 0a  dependa del signo de )ˆ( Tyn − .

Como se estableció en la Sección 5.2.2, los puntos del diseño san para el modelo lineal

simple satisfacen la relación

)(1 1
0

11
ce
n

san
n

ce
n

san
n xx

n

a
xx +++ −







 −+=
α

.            (5.3)

Inmediatamente esto ya sugiere generalizaciones del diseño san para 1>k . Otra posibilidad es

definir por analogía con (5.3) nuevos diseños construidos tomando como referencia elecciones

distintas a la certainty equivalence.

En el Capítulo 6 se comprobará que el diseño miope es a menudo más eficiente que el

certainty equivalence. Eligiendo al miope como diseño de referencia, una propuesta alternativa

será experimentar en la secuencia de puntos generada a través de

)(1 1
0

11
my
nn

my
nn xx

n

a
xx +++ −







 −+=
α

.            (5.4)

Además (5.3) mejorará poco para N grande pues el diseño certainty equivalence es un miembro

de la familia y (5.4) mejorará poco para N pequeño pues el diseño miope es miembro de ella, y

recíprocamente.

Por último notar que los diseños que se presentan en el Capítulo 6 se pueden representar

de la forma

))(,( 111
my
n

ce
nn

my
nn xxYXxx +++ −+= λ ,

es decir, se construirán adoptando a los dos diseños a la vez como referencia (ver Corolario 6.1).
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Apéndice 5.A Demostración Proposición 5.1.

La primera igualdad en (5.2) se sigue de sustituir )ˆ;()(ˆ nnnn xfxy β=  y nnf 1
ˆ);(ˆ ββθ =′

en (5.1). La segunda igualdad es probada por inducción sobre n. Para 1=n ,

∑
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1
02

0
1

0
02 ),,(

11

1
),(
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ax αα
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.

Asumiendo (5.2) cierta para 1−= rn , entonces

,),,(
),,()(
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1

1
0

101 010
01 ∑∑ +
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donde ),,()()(),,( 0100 iahrariah rr αα αα
−−= , ri  2,..., ,1= , y αα rariahr 00 )1,,( =+= .

Sustituyendo recursivamente 1−rh  en función de 2−rh , se llega al resultado final. La

demostración de que 1),,(1
1 0 =∑ +

=
n
i n iah α  también se sigue por inducción sobre n, ya que se

verifica para 1=n , y

.1),,(),,( 0

1
01

0
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1
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−
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=
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αα
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a
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i
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El siguiente corolario muestra como se puede expresar el ),( 01 ax san
n α+  cuando se utiliza

el modelo lineal simple y como estimadores de los parámetros los mínimos cuadráticos. En

general, será válido en los casos en que el certainty equivalence se pueda expresar como

nnn
ce
n yxx 11 β̂−=+ .

Corolario 5.2 Sea ),( 01 ax san
n α+  definido como en (5.1), con el modelo =+= εβ );(xfy

εββ ++ x10  y con )ˆ;()(ˆ ls
nnnn xfxy β= , ls

nxf 1
ˆ);(ˆ ββ =′  y ls

n
ls
n

ce
nx 101

ˆˆ ββ−=+ , entonces

∑
=

+ −=
n

i
ls
i

i
nn

san
n

y
iacxax

1 1

001 ˆ
),,(),(

β
αα ,

donde
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Demostración.

Se procederá por inducción sobre n en (5.1) haciendo uso de que =−=+
ls
n

ls
n

ce
nx 101

ˆˆ ββ

ls
nnn yx 1β̂− . Para 1=n , se tiene que

ls

cesan
san ya

x
xaaxa

ax
11

10
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20010
02 ˆ11

),()1(
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α
α

αα

α

−=
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= .

Asumiéndolo cierto hasta 1−= rn , y teniendo en cuenta que se verifica siempre que

nxxnx nnn ))1(( 11 ++ −+= . La hipótesis de inducción queda como
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De aquí, para n=r:
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con lo que queda demostrado.g

Nótese que la expresión de ),,( 0 iacn α  obtenida en este último corolario se relaciona

con la expresión de ),,( 0 iahn α  dada en la Proposición 5.1 a través de

)1,,(
)(

)(])!1[(
),,( 0

1 00
0 +=

−−
=

∏ += iah
n
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n!

ajia

n
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iac n

n
ij

n αα
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αα

,  para ni ,,1 K= .
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Un problema de la utilización de estimadores que no usan información a priori como los

mínimos cuadráticos, es la necesidad de especificar al menos dos puntos iniciales para poder

empezar a realizar el experimento. Según los valores iniciales escogidos, las pérdidas cometidas

en los primeros estadios pueden sobrepasar en mucho las mejoras que se obtienen sobre

certainty equivalence. Anderson y Taylor (1976) utilizan los estimadores mínimos cuadráticos

en problemas de control estudiando sus propiedades estadísticas y el efecto de la elección

arbitraria de los dos puntos iniciales.
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CAPITULO 6.

DISEÑOS HÍBRIDOS.

Aunque los diseños certainty equivalence pueden tener buenas propiedades asintóticas,

como muestran Hu (1997, 98) y Chen y Hu (1998), no tienen en consideración la incertidumbre

en la estimación de la superficie y su eficiencia puede ser muy baja para N pequeños y

moderados. Por otro lado, los diseños miopes están próximos al óptimo para N pequeña, pero su

eficacia degenera cuando ésta crece. En este capítulo se construye una familia de diseños,

indexados por un único parámetro 1] ,0[∈H  y denotados por )(Hdhb , que contienen tanto a

nuestra versión bayesiana del certainty equivalence, definida en el Capítulo 2, como a los

diseños miopes. Estos diseños híbridos incorporan la necesidad del aprendizaje activo sobre β

para disminuir la desviación futura respecto a T.

A diferencia de los diseños introducidos en los capítulos anteriores, los híbridos sólo

están indexados por un único parámetro H, frente a los dos necesarios para los diseños San,

Fieller y los basados en regiones creíbles, lo que simplifica enormemente la búsqueda del mejor

diseño en esta familia. Además, el soporte del índice H es un intervalo acotado, a diferencia del

índice K de los diseños Fieller. Por otro lado, las familias de diseños Fieller, San y HPD son

difícilmente extensibles a problemas con más de una variable de control, tanto por su

complejidad computacional como por el aumento de parámetros a utilizar. Los diseños híbridos
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en cambio permiten la generalización a más de una variable de control )1( >k  sin necesidad de

usar más que un índice de diseño. Además tiene la ventaja que para el modelo lineal el espacio

de búsqueda del punto de diseño es unidimensional para cualquier número de variables de

control k. También hay que indicar que por la propia construcción, el diseño miope forma parte

de dicha familia, hecho que no ocurre en el resto de los diseños introducidos en los capítulos

anteriores y que permite aprovechar la eficiencia de los diseños miopes cuando el problema

tiene un horizonte N relativamente pequeño.

En la Sección 6.1 se definen los diseños híbridos, en la Sección 6.2 se explora la

actuación de tales diseños para el modelo lineal y en la Sección 6.3 se estudia el caso particular

de un modelo lineal normal con priori conjugada. En la Sección 6.4 se realiza un análisis de

sensibilidad que ilustra el comportamiento del mejor diseño híbrido y la mejora relativa con

respecto a certainty equivalence y miope, dependiendo de la priori, el horizonte N y el tamaño

de la región experimental, tanto para el caso de un único control como para más de una variable

de control. En la Sección 6.5 se comentan posibles mejoras de los diseños híbridos y se discute

la aplicación de estos diseños a modelos más complicados. El capítulo incluye apéndices con las

demostraciones de los resultados presentados en el capítulo.

6.1 Definición de diseños híbridos.

Recordar que la elección certainty equivalence en el caso en el que se estima la

superficie a través de ])([)(ˆ xyExy nn = , se obtiene de resolver en x en cada estadio

0])([ =− TxyEn , que es equivalente a minimizar en x la función 2]))([( TxyEn − . Por otra

parte, para la pérdida cuadrática, la elección miope minimiza en x para cada estadio n la función
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]))([( 2TxyEn − . Los diseños híbridos definidos a continuación combinan los dos criterios

anteriores.

Definición 6.1 Dado ]1 ,0(∈H , el diseño )(Hdhb  observa 1+ny  en el punto )(1 Hx hb
n+

minimizando en x

].[ )1(])[(][ ]))([(

]))([( ]))([( )1();(

22

2
n

2
1

Ty(x)VHTy(x)ETy(x)VHTxyE

TxyEHTxyEHHxhb

nnnn

nn

−−+−=−+−

=−+−−=+

Cuando 0=H , )(1 Hx hb
n+  es la solución de 0])([ =− TxyEn  que minimiza ])([ TxyVn − .

Notar que el diseño híbrido se define a través de la minimización de una combinación

convexa entre 2]))([( TxyEn −  y ]))([( 2TxyEn − , que son precisamente los criterios que se

minimizan para calcular las elecciones certainty equivalence y miope bayesianas. Tal como se

desprende del Corolario 6.1, en el caso particular de un modelo lineal, el mínimo de esta

combinación convexa es nuevamente una combinación convexa de las soluciones certainty

equivalence y miope.

Como ce
n

hb
n xHx 11 )0( ++ == , el diseño )0( =Hdhb  coincide con nuestra elección certainty

equivalence y, al ser my
n

hb
n xHx 11 )1( ++ == , )1( =Hdhb  reproduce el diseño miope. Cuando

10 << H , el diseño )(Hdhb  perturba la elección miope incentivando la observación en puntos

)(1 Hx hb
n+  donde la varianza de predicción, ]))(([ 1 HxyV hb

nn + , es más grande que la de la elección

miope, ])([ 1
my
nn xyV + , y menor que la de la elección certainty equivalence, ])([ 1

ce
nn xyV + , tal como

se muestra en el Lema 6.3 incluido en el Apéndice 6.A.1. Al alejarse de la elección miope, los

diseños híbridos se alejan también de los puntos para los que el valor previsto de y está más

cerca de T, para aprender activamente sobre );(]|[ βxfxyE =  y así, alcanzar un mejor control

futuro, de una manera análoga a las estrategias propuestas por Lai (1987) para el problema del

bandit de dos brazos y los diseños de Ginebra y Clayton (1995) para el Response Surface

Bandit.
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Para encontrar el diseño híbrido que minimice

])))((([))(()( 1
2

022 ∑ = −== N
n

hb
nnhb THxyEHdrHr ,

denotado por )( *Hd hb , se procede a través de simulación de MonteCarlo sobre la distribución

conjunta de los parámetros y del espacio muestral como sigue: para cada H se simulan

repetidamente valores de β de acuerdo con la distribución )(0 βπ , y para cada uno de estos β, se

simula el uso del diseño )(Hdhb  sobre datos procedentes del modelo para β|y , estimando su

pérdida esperada, )(2 Hr , a través de la media de las pérdidas observadas. Buscando entre los

distintos )(Hdhb , se encuentra el )( *Hd hb  que se estima que es el “mejor” diseño híbrido para

la función de pérdida, la priori sobre β  y el modelo especificado.

Sabemos que )( *Hd hb  siempre mejora tanto el diseño certainty equivalence como el

miope. De hecho, cuando *H  está cercano a 0, el diseño certainty equivalence secuencial será

el mejor diseño híbrido y cuando *H  está cercano a 1, el mejor diseño híbrido será el miope.

Así, )( *Hd hb  ofrece un buen compromiso entre el diseño que sería optimal si el estimador de la

superficie fuera la superficie (con buenas propiedades asintóticas) y el diseño que sería optimal

si sólo quedara por tomar una única observación (que es eficiente para N pequeña). De alguna

manera, *H  puede ser entendido como una medida del grado de miopicidad requerido por el

problema planteado.

El siguiente lema facilita la computación del );(1 Hxhbn+  cuando los parámetros β son

independientes del error ε.

Lema 6.1 Cuando ε  es independiente de β, )(][ ββ x;fy|x,E =  y 2],|[ σβε =xV ,

HTxfVHTxfEHxhb nnnn
22

1 ˆ]);([ ]));([();( σββ +−+−=+

con 2ˆ nσ  una estimación de la varianza en el estadio n.
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Para modelos en los que la computación y minimización de );(1 Hxhbn+  es demasiado

complicada, una familia alternativa de diseños que aproximan a los diseños híbridos se obtiene

experimentando en los s'xn  que minimizan un estimador de );(1 Hxhbn+  como puede ser

] )(ˆ[râv ))(ˆ();(ˆ 2
1 TxyHTxyHxbh nnn −+−=+ . En un primer momento nos planteamos la

posibilidad de definir diseños que maximizacen −−−= 2))(ˆ();( TxyxUB nn β

)))((( 2Txys.d.B n −
∧

, por ser las extensiones naturales de los diseños propuestos por Ginebra y

Clayton (1995) para el Response Surface Bandit, pero de momento descartamos su

implementación dada la complejidad de cálculo de );( βxUBn . A continuación se calcula

)(1 Hx hb
n+  para el modelo lineal.

6.2 Diseños híbridos para el modelo lineal.

6.2.1 Modelo lineal de primer orden.

Para ilustrar el uso de los diseños híbridos, se explora su utilización en el modelo de

regresión lineal de primer orden para el que ))(,),(()( 1 HxHxHx nkn
hb
n K=  siempre existe, es

único y puede ser obtenido de forma cerrada en función de los dos primeros momentos de la

distribución a posteriori de β. La siguiente proposición muestra la ecuación del )(1 Hxhb
n+  para

estos modelos.

Proposición 6.1 Sean ∑ =+= k
1i i0],|[ ixxyE βββ , 2],|[ σβε =xV , y ),(~):( 2

0
2 σβπσβ ,

con ),,( 0 kβββ K=′  independiente de ε. Cuando ]1 ,0[∈H , el diseño )(Hdhb  observa 1+ny

en
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donde ),,,( 21 kI ββββ K=′  es el vector de todos los parámetros excepto 0β  y ],[ 0 InCOV ββ

es el vector 1×k  de covarianzas a posteriori entre 0β  y los k elementos de Iβ .

Notar que esta proposición no asume ninguna distribución sobre ε y que 2σ  no tiene

porque ser conocida, aunque sí independiente de x. El Lema 6.5 del Apéndice 6.A.2 presenta

una formulación alternativa de )(1 Hxhb
n+  cuando 0≠H . Como una consecuencia inmediata de

la Proposición 6.1 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 6.1 Sean ∑ =+= k
1i i0],|[ ixxyE βββ , 2],|[ σβε =xV  y ),(~):( 2

0
2 σβπσβ  con

),,( 0 kβββ K=′  independiente de ε  y ),,( 1 kI βββ K=′ . Entonces
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Por tanto, para los modelos lineales de primer orden (sin interacciones ni términos

cuadráticos), el conjunto de todos los puntos )(1 Hxhb
n+  obtenidos al variar H es el segmento de

línea recta que une ce
nx 1+  con my

nx 1+ . Del Corolario 6.1, también se sigue que cuando H varía de 0

a 1, )(1 Hxhb
n+  se mueve de forma monótona desde la elección certainty equivalence a la elección

miope, sin más que comprobar que la derivada de )(1 Hx hb
n+  con respecto a H

)(
])[][][(

])[][][](1[][][)(
1121

11
1 my

n
ce
n

InInIn

InInInInInIn
hb
n xx

EVEH

EVEEVE

H
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+ −

′+
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−=

∂
∂

βββ

ββββββ

tiene signo constante y, por tanto, cada H define de forma unívoca un diseño.

En la Proposición 6.2 se prueba además que para el modelo lineal normal con priori

conjugada esta línea recta no depende de las ))(,( d
ii

d
i xyx  seleccionadas y observadas hasta la
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etapa n, d
nX  e nY , y por ello se trata de la misma recta para cualquier estadio n. El siguiente

corolario, muestra la expresión de )(1 Hxhb
n+  para el modelo de regresión lineal simple, 1=k .

Corolario 6.2 Sean xxyE 10],|[ βββ += , 2],|[ σβε =xV  y ),(~):( 2
0

2 σβπσβ  con β

independiente de ε. Cuando 1] ,0[∈H , el diseño )(Hdhb  observa 1+ny  en

.
][][ )1(
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Su demostración sigue de forma inmediata de la simplificación de la expresión del

)(1 Hx hb
n+  dada en la Proposición 6.1. En particular, para los modelos lineales simples se tiene

que ][])[()0( 1011 ββ nn
hb
n

ce
n EETxx −== ++  y ][])[][E ()1( 2

1101n11 ββββ nn
hb
n

my
n EETxx −== ++ .

Es usual que el valor de las variables de control x esté restringido a pertenecer a una

región kRC ⊂ . Cuando el punto que minimiza )(1 Hhbn+  no se encuentra dentro de dicha

región habrá que realizar una minimización con restricciones. En los ejemplos que se exponen,

y sin pérdida de generalidad, consideramos regiones de tipo esféricas de radio R centradas en el

origen. Dado que la expresión del )(1 Hhbn+  para los modelos lineales son formas cuadráticas,

cuando el punto que minimiza )(1 Hhbn+  no pertenece a C los puntos a buscar caerán en la

frontera de dicha región. La resolución de tal problema lleva a emplear el método iterativo de

Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones no lineales. El Apéndice 6.A.4 muestra el sistema

no lineal a resolver para el cálculo del punto de la frontera y presenta la matriz jacobiana

resultante para tal método. Además se propone un punto de inicio para dicho método iterativo.
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6.2.2 Modelo lineal con priori conjugada ( 2σσ  conocida).

Un caso particular importante es el del modelo lineal normal con prioris normales sobre

los parámetros β . Para estos modelos, y por disponer de los momentos a posteriori de los

parámetros de forma cerrada, se verifica el siguiente lema.

Lema 6.2 Sean ),(~,| 2
nnnnn IZNXY σββ  con ):1( nnn XZ =  y ),(~| 12

1
−

+ MN k σµσβ  con

),,( 0 kµµµ K=′ , ),,( 1 kI µµµ K=′ , ),,( 0 kβββ K=′ , ),,( 1 kI βββ K=′  y }{ ijmM =  para

kji ,,1 ,0, K=  tales que
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Este lema nos ayudará a demostrar que en el caso del modelo lineal conjugado, el

conjunto de puntos ))(,),(()( 1 HxHxHx nkn
hb
n K=′ , obtenidos al variar H, está siempre sobre

una línea recta que no depende ni de nX  ni de nY , y que por lo tanto, es la misma línea recta

para cualquier estadio n. Este sorprendente resultado implica, que para distribuciones a prioris

conjugadas, los puntos del diseño certainty equivalence y miope en cualquier estadio n, estarán

siempre sobre una línea recta que depende únicamente de los parámetros de )(0 βπ . En la

siguiente proposición se muestra la ecuación de dicha recta en función de los parámetros de

)(0 βπ . A partir de ella se puede calcular )(1 Hx hb
n+  en función de su componente j-ésima,
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)(,1 Hx jn+ , lo que facilitará y agilizará la implementación de tal diseño, puesto que se convierte

en un problema con una única variable de control.

Proposición 6.2 Sean ),(~,| 2
nnnnn IZNXY σββ  y ),(~| 12

1
−

+ MN k σµσβ  con =′µ

),,,( 10 kµµµ K , ),,( 1 kI µµµ K=′  y sean }{ ijmM = , kji ,,0, K=  particionada como en el

Lema 6.2 y ),,( 1 jkjj mmm K=′ . Para cada kj ,,1 K=  tal que 0)( 0000 ≠′−′ IIjj Mmmm µ

j
j

jnIknn
hb
n e

m

m
HxM

m
HxHxHx  ))((

1
))(,),(()(

00

0
,10

00
,11,11 −+=′= ++++ K
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nnIIn
jnIjjn
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jn xm
nm

YMm
xYmmHL
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Cuando 0][)( 1
000

2
0000 ==′− −

IIIIIII VmMMMm µβσµ  entonces I
hb
n MmHx 0001 )1()( =+ .

La demostración de esta proposición se encuentra en el Apéndice 6.A.3. Utilizando los

resultados de inversión de matrices dados en Lema 2.1, se pueden expresar las componentes de

la matriz M en función de la matriz de varianza-covarianza a priori como

],[][],[-][ 00
1

00000

2

00
III COVVCOVV

m
ββββββ

σ
−′

−= ,

][],[ 1
000000 III VCOVmM βββ −′=′ ,

][],[],[][][ 1
00000

1
000

1
0

2
IIIIIII VCOVCOVVmVM βββββββσ −−− ′+= .

En el supuesto de que los parámetros β sean independientes entre sí, el resultado de la

proposición anterior se puede simplificar en el siguiente corolario.

Corolario 6.2 Sean ),(~,| 2
nnnnn IZNXY σββ  y ),(~| 12

1
−

+ MN k σµσβ , con 2
0 i

][ βσβ =iV

y donde M es una matriz diagonal y así 0],[0 =jiCOV ββ  para todo ji ≠ . Si 0≠jµ  entonces
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),,()())(,),(()(
22

1

2

,1,11,11

1 k

j k

j
jnknn

hb
n HxHxHxHx

ββ

β

σ

µ

σ

µ
µ

σ
KK ++++ ==′ .

Su demostración es inmediata haciendo uso de la Proposición 6.2 y teniendo en cuenta

que )0,,0(0 K=′ IM , )0,,,,0( 2 KK −=′
jjm βσ  y IIM  es una matriz diagonal kk ×  de elementos

2−
iβσ , para ki ,,1 K= . Este resultado además indica que en este caso particular, la recta donde se

encuentran todos los puntos híbridos es una recta que pasa por el origen, que además coincide

con la recta que une miope con certainty equivalence.

6.2.3 Modelo lineal con priori conjugada ( 2σσ  desconocida).

Sean ),(~,| 2
nnnnn IZNXY σββ  pero donde 2σ  es desconocida y de la que se sabe

que ),(~/1 2 τασ Ga  (o que 2σ  sigue una gamma inversa). Utilizando la formulación dada en

Bernardo y Smith (1994), el modelo lineal conjugado asume que la distribución conjunta de los

parámetros, ),( 2
0 σβπ , sigue una normal-gamma, tal que

),|1( ),|(),,,|,(),( 212
1

22
0 τασσµβταµσβσβπ GaMNMNg k

−
+== ,

lo que hace que la marginal de β  sea una t-student multivariante:

)2,,|()( 1
10 αατµββπ −

+= MStk

con µβ =][0E  y 11
0 )1(][ −−−= MV ατβ . En estas circunstancias se tiene que la distribución

marginal a posteriori de β  es nuevamente una t-student multivariante:

)2,)
2
1

)((,|()( 1
1 nnZZMSt nnnnkn ++′+= −

+ αταβββπ

con )()( 1
nnnnn YZMZZM ′+′+= − µβ  y 2))()(( µβµβττ MYZY nnnnnn ′−+′−+= , y cuyos

momentos son: nnE ββ =][  y 11 )()21(][ −− ′++−= nnnn ZZMnV ατβ . Comparando dichos

momentos con los obtenidos cuando 2σ  se considera conocida, sigue que los resultados dados

en el Lema 6.2, Proposición 6.2 y Corolario 6.2 son igualmente válidos con la única
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modificación de que la 2σ  que presenta la expresión del )(HLn  dada en la sección anterior

debe ser sustituida por 1)21( −+− nn ατ .

6.2.4 Modelo lineal de segundo orden.

En un contexto más general, se podría considerar un modelo lineal de segundo orden

con interacciones dobles, con k controles, kxx ,,1 K , y 1+l  parámetros ,,,, 10 kβββ K

kk ,112 ,, −ββ K , de la forma

∑∑
′<

∈′
′′

=
++=

jj
Kjj

jjjj

k

j
jj xxxxyE

,
,

1
0],|[ ββββ ,

con },,1{ kK K=  y no necesariamente con todas las interacciones. En la práctica, en la mayoría

de los problemas no será necesario suponer un modelo tan complejo pero de todas maneras

indicamos a continuación cómo se calcularía )(1 Hx hb
n+  en los mismos. Para este tipo de modelo

la expresión del )(1 Hx hb
n+  no se obtiene de forma cerrada y su valor pasa por la resolución del

sistema de ecuaciones no lineales que en la siguiente proposición se introduce.

Proposición 6.3 Sea el modelo con

∑∑
′<

∈′
′′

=
++=

jj
Kjj

jjjj

k

j
jj xxxxyE

,
,

1
0],|[ ββββ ,

y con 2],|[ σβε =xV , },,1{ kK K= , )(~),,,,,,(),( 0,112100 βπββββββββ kkkI −=′=′ KK ,

independiente de ε. Sean además A  y b, una matriz cuadrada ll ×  ( 1+l  número de

parámetros) y un vector 1×l , respectivamente, dados por

][ ][][ InInIn VHEEA βββ +′=

y

],[ ][)][( 00 InInn COVHETEb ββββ +−= .

Consideremos la matriz A particionada como
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submatrices de kk × , kkl ×− )(  y de )()( klkl −×−  respectivamente. Entonces el diseño

)(Hdhb  observa 1+ny  en el )(1 Hx hb
n+  que resuelve
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o, de forma equivalente, el sistema

,0)(
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iKt
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para Ki ∈ .

La resolución de dicho sistema no lineal se puede llevar a cabo utilizando el método de

Newton-Raphson descrito en el Apéndice 6.A.4. La matriz jacobiana asociada a dicho método

se encuentra en el Lema 6.6 del Apéndice 6.A.2 y una propuesta de punto de inicio para aplicar

dicho método se anota al final de este mismo apéndice.

6.3 Aplicación al modelo lineal.

Para ilustrar el uso de los diseños híbridos, se explora su utilización en el modelo lineal

normal con ∑ =+= k
i ii xxf 10);( βββ . En esta sección se representa para una priori concreta la

evolución de la pérdida esperada en función de H, tanto para un modelo lineal simple, con una

sola variable de control, como para un modelo con tres variables de control.
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6.3.1 Ejemplo para modelo lineal simple )1( ==k .

La Figura 6.1 muestra la evolución de )(2 Hr  para el diseño híbrido en función de H

cuando la priori es tal que )5..,0(~ 22
0 0

=βσβ N  y ).1.,1(~ 22
1 1

=βσβ N  con 0β  independiente

de 1β , 5.=σ  y 20=N . El gráfico de la izquierda corresponde a 1=R  y el de la derecha a

.10=R  Los valores de )0(2 =Hr  y )1(2 =Hr , en los extremos de la gráfica, corresponden a

las pérdidas esperadas del diseño certainty equivalence y miope, respectivamente.

En dichos gráficos primero se observa que el valor de *H  depende muy poco del

tamaño de la región experimental, como se volverá a apreciar de forma más general en la

Sección 6.4.

También queda patente que el valor de )0(2 =Hr  empeora sustancialmente al aumentar

la región experimental, mientras que el valor de )1(2 =Hr  y el de )( *
2 Hr  mejoran ligeramente.

H

1,00,90,80,70,60,50,40,30,20,10,00

r(
H

)

9,5

9,0

8,5

8,0

7,5

7,0

6,5

H

1,00,90,80,70,60,50,40,30,20,10,00

r(
H

)

7,5

7,4

7,3

7,2

7,1

7,0

6,9

Figura 6.1. Comportamiento de )(Hr  del diseño híbrido cuando ),(~),|( 2
10 σβββ xNxy + , con

)5..,0(~ 22
0 0

=βσβ N , ).1.,1(~ 22
1 1

=βσβ N , 1β  independiente de 0β , 0=T  y 5.=σ . El gráfico

de la izquierda para la región experimental ].1.,1[−=C  y el de la derecha para ].10.,10[−=C
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Esto indica que la eficiencia de certainty equivalence degenera mucho al aumentar el tamaño de

la región, seguramente debido a la gran variabilidad del valor ][])[( 10 ββ nn EET − , que lleva a

dicho diseño a experimentar con probabilidad no despreciable en las fronteras de la región.

Todo esto volverá a quedar reflejado con más generalidad en la Sección 6.4.

6.3.2 Ejemplo para modelo lineal múltiple )3( ==k .

Consideremos ahora un ejemplo con tres controles )3( =k . La Figura 6.2 muestra la

evolución de )(2 Hr  en función de H para la priori )5..,0(~ 22
0 0

=βσβ N  y ~iβ

).1.,1( 22
1

=βσN , 3,,1 K=i , 0β  independiente de iβ , 5.=σ , 20=N . El gráfico de la

izquierda corresponde a 1=R  y el gráfico de la derecha a 10=R . Tal y como ya observamos

en la Figura 6.1, los valores de )0( =Hr  y )1( =Hr  corresponden a los puntos en los extremos

de la gráfica. Como se aprecia, su comportamiento es bastante similar al caso de un único

control.

Figura 6.2. Comportamiento de )(Hr  del diseño híbrido cuando ),(~),|( 23
10 σβββ ∑ =+

i ii xNxy ,

con )5..,0(~ 22
0 0

=βσβ N , ).1.,1(~ 22 =
i

Ni βσβ , 3,2,1=i , iβ  independientes entre ellos y de 0β ,

0=T  y 5.=σ . El gráfico de la izquierda para la bola de radio 1. y el de la derecha de radio 10.

H
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6.4 Análisis de sensibilidad.

En la Sección 6.3 hemos presentado el comportamiento de )(2 Hr  en función de H para

una priori concreta. Aquí en cambio estudiaremos el comportamiento de *H , así como la

mejora relativa de )( *Hdhb , en función de la priori, N y tamaño de C, todo para pérdida

cuadrática. Como ejemplo del comportamiento de los diseños híbridos se usará el modelo lineal

normal con priori )(0 βπ  tal que )5..,0(~ 22
0 0

=βσβ N , ).,1(~ 2
1βσβ Ni  para ki ,,1 K= , y

donde las jβ  son independientes para kj ,,1 ,0 K= . La región experimental C es la bola de

radio R centrada en el origen y, sin pérdida de generalidad, se considerará 0=T . Cuando al

computar )(1 Hx hb
n+  éste caiga fuera de la región C se experimentará en el punto 1+nx  de la

frontera de C que minimiza )(1 Hhbn+ , tal como se detalla en el Apéndice 6.A.4.

Para computar )(2 Hr  se simulará 1.000.000 de realizaciones de ),,( 0 kβββ K=′

siguiendo )(0 βπ , y para cada β se ejecuta el diseño )(Hdhb  sobre las )( hb
ii xy  simuladas de la

distribución de ),|( βhb
ii xy , promediándose las pérdidas observadas. La desviación estándar

estimada para )(2̂ Hr  es del orden de .002 y el *HH =  minimizando )(2 Hr  puede ser

computado fácilmente utilizando el método de Brent (1973), implementado en Press et al

(1992).

Para evaluar la mejora relativa del mejor diseño híbrido, )( *Hdhb , con respecto a

cualquier diseño híbrido, )(Hdhb , definimos )(Hrr  como la diferencia relativa entre la pérdida

esperada bajo )( *Hdhb  y bajo )(Hdhb ,

)(

)()(
)(

*
2

*
22

Hr

HrHr
Hrr

−
= .

Notar que )0(rr  y )1(rr  son las mejoras relativas de )( *Hdhb  sobre certainty

equivalence y miope, respectivamente. A continuación, se ejemplifican distintas situaciones

para el caso de un único control )1( =k  y para tres variables de control )3( =k .
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6.4.1 Ejemplo para modelo lineal simple )( 1==k .

La Figura 6.3 explora como evolucionan *H , )0(rr  y )1(rr  dependiendo de los valores

de 
1βσ , de σ , del horizonte N y del tamaño de la región experimental R. Como se aprecia en

dicha figura, cuando 20=N  y 10=R , *H  aumenta cuando aumenta σ  y disminuye 
1βσ ,

aunque es algo menos sensible a las variaciones de 
1βσ . Esto se traduce en que cuanto menos

conozcamos los parámetros β  y mayor es el ruido de xy | , más nos acercamos al diseño

miope. También sigue que la elección del mejor híbrido depende mucho más de σ  que de 
1βσ .

Además, cuando N crece, *H  disminuye alejándose de 1 hacia 0. Esto es consistente

con el hecho de que por un lado los diseños miopes se deterioran cuando N crece y por otro con

que los diseños certainty equivalence Bayes son asintóticamente optimales tal como demuestran

Chen y Hu (1998). Es importante notar que *H  es insensible a los cambios en R y, por tanto, la

elección del mejor diseño híbrido está muy poco influenciada por el tamaño de la región

experimental.

La Figura 6.3 también muestra como tanto )0(rr  como )1(rr  aumentan cuando

aumenta 
1βσ  o disminuye σ ; Cuando menos se conoce sobre 1β  y menor  es la variabilidad de

y sobre su media, mayor será la mejora de )( *Hdhb  sobre certainty equivalence y miope. Más

aún se observa que la mejora relativa respecto a certainty equivalence acostumbra a ser

notablemente mayor que para miope, lo que indirectamente indica que miope acostumbra a ser

más eficiente que certainty equivalence.

Por otro lado, cuando N aumenta, las mejoras relativas de )( *Hdhb  sobre miope, )1(rr ,

aumentan, pero sobre certainty equivalence, )0(rr , disminuye como se esperaba. Las mejoras

sobre  miope  son   mucho   menos   sensibles  a  las  variaciones  de  R   que  las  mejoras  sobre
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0.2

0.3

0.4
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0.5

0.6
0.7
0.8
0.9
1

1.1
1.2

H*; N=20 y  R=10. k=1 H*; sdb1=1 y sig=.5. k=1
si

g

rr(0); N=20 y R=10. k=1 rr(0); sdb1=1 y  sig=.5. k=1

rr(1); N=20 y R=10. k=1 rr(1); sdb1=1 y sig=.5. k=1

Figura 6.3. Superficies de contorno de *H  y de la mejora relativa de )( *Hdhb  respecto a c.e. y

miope, )0(rr  y )1(rr , cuando ),(~),|( 2
10 σβββ xNxy + , con )5..,0(~ 22

0 0
=βσβ N ,

).,1(~ 2
1 1βσβ N , 1β  independiente de 0β . La región experimental es ],[ RRC −= , 0=T  y sb1 y sig

representando 2
1βσ  y σ , respectivamente.
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certainty equivalence debido a la fuerte dependencia de certainty equivalence sobre R. En

particular, certainty equivalence tiene un comportamiento extremadamente pobre para regiones

experimentales grandes.

6.4.2 Ejemplo para modelo lineal múltiple con 3==k .

La Figura 6.4 muestra como evoluciona *H , )0(rr  y )1(rr  dependiendo de los valores

de 
1βσ , de σ , del horizonte N y del tamaño de la región experimental R, de forma similar a la

Figura 6.3, pero en este caso para tres variables control. Las conclusiones y lecturas de los

gráficos son también prácticamente idénticas a las dadas para la Figura 6.3, es decir, que *H ,

)0(rr  y )1(rr  tienen un comportamiento similar a través de diferentes k’s, siendo las mejoras

relativas de )( *Hdhb  sobre certainty equivalence y miope menores cuanto más grande es k.

La mejora relativa respecto a certainty equivalence es menos pronunciada para 3=k

que para 1=k , en parte debido a que para conseguir unicidad en la elección certainty

equivalence hemos introducido la miopicidad. Para los mismos valores de N y R  ó σ  y 
1βσ  en

las Figuras 6.3 y 6.4, se observa que los valores de *H  en esta última son ligeramente

superiores a los de la Figura 6.3, lo que sugiere mayor proximidad hacia la elección miope y

quizás que la elección certainty equivalence en el caso de un mayor número de variables de

control será una buena opción sólo cuando N es suficientemente grande.
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0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1 11.11.2

H*; N=20 y R=10. k=3 H*; sdb1=1 y sig=.5. k=3
si

g

rr(0); N=20 y R=10. k=3 rr(0); sdb1=1 y sig=.5. k=3

rr(1); N=20 y R=10. k=3 rr(1); sdb1=1 y sig=.5. k=3

Figura 6.4. Superficies de contorno de ∗H  y de la mejora relativa de )( *Hdhb  respecto a c.e. y

miope, )0(rr  y )1(rr , cuando ),(~),|( 23
10 σβββ ∑ =+

i ii xNxy , con )5..,0(~ 22
0 0

=βσβ N , ~iβ

).,1( 2
1βσN , 3,2,1=i , y con iβ  independiente entre ellas y de 0β . La región experimental C  es una

bola de radio R centrada en el origen y 0=T .
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6.5 Extensiones y comentarios.

Los diseños híbridos usan el paradigma bayesiano para inducir una acción de

exploración sobre el diseño miope que ayuda a mejorar los estimadores de β de los estadios

intermedios y así conseguir un mejor control futuro. Computando *H  se encuentra un buen

compromiso entre la elección certainty equivalence y la elección miope. Para obtener mejoras

adicionales partiendo del mejor diseño híbrido siempre se puede recomputar *H  en algunos o

en todos los estadios intermedios m, *
mH , usando la distribución a posteriori de β en ese estadio.

Para el modelo lineal simple implementamos dicha alternativa actualizando en todos los

estadios así como en sólo alguno de ellos, pero las mejoras obtenidas sobre el diseño híbrido

eran mínimas, siendo el coste computacional bastante más elevado. Creemos que esa podría ser

una buena estrategia para problemas con más de una variable de control, aunque para verificarlo

es preciso contar con máquinas de computo más potentes.

Tal y como se ha descrito, cuando se selecciona el mejor diseño híbrido a través de

simulación se usa el mismo modelo y la misma priori para construir la familia de diseños

híbridos, pero en algunos contextos se podrían hacer de maneras alternativas. En particular, se

podría usar el modelo lineal para generar el conjunto de diseños híbridos, computando así

)(1 Hx hb
n+  a través de la Proposición 6.1, pero en cambio computar *H  simulando las respuestas

a partir de una familia de modelos más complicada e hipotéticamente más “realista”. Por

ejemplo, esto podría ser lo más apropiado cuando se trabaja con datos provenientes de respuesta

cuantal o modelables a través de modelos lineales con interacciones y términos cuadráticos o

modelos lineales generalizados.

Al construir la familia de diseños híbridos a través de la minimización de una

combinación convexa de los criterios de optimización que definen los diseños certainty

equivalence y miope, se incluyen en esa familia estos dos diseños. De forma análoga se podrían
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construir familias que incluyeran cualquier grupo de r diseños dados. La nueva familia estaría

indexada por un vector de índices ),,,( 121 −= rHHHH K  y computando la mejor

),,,( *
1

*
2

*
1

*
−= rHHHH K  se obtendrían diseños que mejoran cada uno de los r diseños usados

para construir la familia. Esta técnica puede ser implementada en cualquier problema de diseño

óptimo, tanto en problemas secuenciales como no secuenciales, donde la estrategia optimal es

demasiado difícil de computar.
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Apéndice 6.A.1 Varianzas de predicción.

El siguiente lema muestra la relación existente entre las varianzas de predicción en los

puntos seleccionados por los diseños híbridos, certainty equivalence y miope.

Lema 6.3 Sean )( 1
my
nm xyy += , )( 1

ce
nc xyy +=  e ))(( 1 Hxyy hb

n
H
h += . Cuando 10 << H ,

][
1

])[(])[(
][][

22
H
hn

mn
H
hn

mnmn yV
H

TyETyE
yVyV <

−
−−−

+< ,

][
])[(])[(

][][
22

cn
cn

H
hn

cn
H
hn yV

H

TyETyE
yVyV <

−−−
+< .

En particular,

][][][ cn
H
hnmn yVyVyV << .

Demostración.

Por definición de los diseños certainty equivalence y miope se verifica que, para cualquier

]1 ,0[∈H ,

])[(])[( 22 TyETyE H
hnmn −≤− ,

22 )][(])[(0 TyETyE H
hncn −≤−= .

Además, por la definición de diseños híbridos, se tiene que

][)1(])[(][)1(])[( 22 TyVHTyETyVHTyE mnmn
H
hn

H
hn −−+−≤−−+− ,

][ ])[(][ ])[( 22 TyVHTyETyVHTyE cncn
H
hn

H
hn −+−≤−+− ,

o lo que es equivalente

])[][)(1(])[(])[( 22 TyVTyVHTyETyE H
hnmnmn

H
hn −−−−≤−−− ,

])[ ][ (])[(])[( 22 TyVTyVHTyETyE H
hncncn

H
hn −−−≤−−− .

Ahora el resultado del lema se obtiene cuando 10 << H . g
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Apéndice 6.A.2 Demostración Proposición 6.1 y 6.3.

El siguiente lema presenta );(1 Hxhbn+  para modelos lineales en general con un formato

útil para poder derivar con respecto a x, que sirve incluso para modelos con interacciones y con

términos cuadráticos.

Lema 6.4 Sea IxzxyE ββββ ′+=′= 0],|[  donde ),,( 1 lxxx K=′ , 2],|[ σβε =xV

),(),,,( 010 Il ββββββ ′==′ K  independiente de ε y ),(~):( 2
0

2 σβπσβ . Entonces

( )

( ) . ˆ][ ][ 2][],[][) ][(2

][][][);(

2
0

2
00

2
00

1

HVHTT EEH COVETEx

xH VEExHxhb

nnnnInInn

InInInn

σβββββββ

βββ

+++−++−′

++′′=+

Demostración.

Aplicando el Lema 6.1 con ββ zxf ′=);( , donde ),,,1()|1( 1 lxxxz K=′=′ , se tiene que

( )  ˆ][ 2][ ][][

ˆ][ ][ 2  ][);(

22

222
1

HTzT EzVHEEz

HzVHTzT E-zEHxhb

nnnnn

nnnnn

σββββ

σβββ

++′−+′′

=+′++′′=+

y esto puede ser reescrito como está en el lema. g

El siguiente lema presenta la ecuación de )(1 Hx hb
n+  cuando 1] ,0(∈H  para un modelo

lineal de primer orden.

Lema 6.5 Sean ∑ =+= k
1i i0],|[ ixxyE βββ , 2],|[ σβε =xV  y ),,( 0 kβββ K=′  independiente

de ε y ),(~):( 2
0

2 σβπσβ . Cuando 1] ,0(∈H , el diseño )(Hdhb  observa 1+ny  en

( )],[ ][)][()][ ][][()( 00
1

1 InInnInInIn
hb
n COVHETEVHEEHx βββββββ +−+′−= −

+ ,
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donde ),,,( 21 kI ββββ K=′  es el vector de todos los parámetros excepto 0β  y ],[ 0 InCOV ββ

es el vector 1×k  de covarianzas a posteriori entre 0β  y los k elementos de Iβ .

Demostración.

El resultado sigue de derivar );(1 Hxhbn+  dado en Lema 6.4 con respecto a x e igualarlo a cero,

y resolver el sistema de ecuaciones lineales resultante.g

Cuando 0=H  y 1>k , )][][( ′InIn EE ββ  no es de rango máximo y este lema no podría

ser utilizado, pero )0(1 =+ Hx hb
n  se puede seguir calculando sin más que reemplazar la inversa

por una inversa generalizada.

Demostración Proposición 6.1.

Aplicando la fórmula de Sherman-Morrison

uAv

AvuA
AvuA

1

11
11

1
)(

−

−−
−−

′+
′

−=′+

se tiene que

])[][][( 

][][][][][
)][][][ (

II
1

I

I
1

II
11

1

βββ

βββββ
βββ

n
-

nn

-
nnnInIn

InInIn
EVEHH

VEEV

H

V
EEVH

′+

′
−=′+

−−
− .

Para 1] ,0(∈H , utilizando esta última expresión y desarrollando la ecuación de )(1 Hx hb
n+  dada

en el Lema 6.5, se obtiene la fórmula deseada.

Cuando 0=H , al sustituir H por cero en la expresión del )(1 Hx hb
n+  dada en esta proposición,

coincide con la dada en la Proposición 2.1 al definir el certainty equivalence para un modelo

lineal de este tipo. g

Demostración Proposición 6.3.

Utilizando el Lema 6.4 y descomponiendo ))(,)(( 21 ′′=′ xxx  con ),,()( 1
1

kxxx K=′  y

),,()( 121
2

kk xxxxx −=′ K , se tiene que

b}x2)()( 2){(x }2{ )};({ 2
22

21
12

21
11

1
1 ′+′+′+′=′+′=+ xAxxAxxAminbxAxxminHxhbmin n ,
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de forma que
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}{,
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Derivando con respecto a ix , para },,1{ kKi K=∈ , e igualando a cero, se obtiene el sistema no

lineal de la proposición. g

En el supuesto de utilizar el método de Newton-Raphson, introducido en el Apéndice 6.A.4,

para la resolución del sistema,

,0)(

)() 2(),,(

}{
,

}{, }{
,,

}{,
,,

}{
,,,1

=+++

+++++=

∑∑ ∑

∑∑

−∈
′<
−∈′

′
−∈

′′

−∈−∈

iKj
jjii

tt
iKtt

ttj
iKj

ttijtti

iKtj
jtiitijitj

iKt
tiititiiiiki

xbbxxxaa

xxxaaxxaaxaxxF K

(6.1)

con Ki ∈ , la matriz jacobiana asociada, }{ irJJ =  queda definida en el siguiente lema.

Lema 6.6 La matriz jacobiana }{ irJJ =  con riir xFJ ∂∂≡ , para },,1{, kKri K=∈ , asociada

al sistema 0),,( 1 =ki xxF K  dado en (6.1) es:

∑∑
−∈−∈

++=
}{,

,
}{

,, 2
iKtj

tjitij
iKj

jijiiiii xxaxaaJ ,
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.) 2(

)( 2 2|

,
},{,
,

},{ },{
,,,,,

},{
,,,,,

ri

tt
riKtt

ttttir
riKj

j
riKt

tjritiijirjriirjijr

riKj
jjririiririrrriiriririir

bxxaxxaxaaaa

xaxaaxxaaJ

++++++

+++++=

∑∑ ∑

∑

′<
−∈′

′′
−∈ −∈

−∈
≠

Demostración.

iiJ  se obtiene derivando con respecto a ix  y irJ , con ri ≠ , desarrollando los sumandos de iF

como sigue y derivando con respecto a rx :

,     )() 2()(

)()()(

},{,
,,

},{
,,,
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},{ }{
,,
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,,

}{,
,,

∑∑

∑ ∑∑∑
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−∈ −∈−∈−∈
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=+++=+

riKtj
tjiitijitjrj

riKj
iijirirjijrriiririrr

riKj iKt
tjiitijitj

iKt
triitiritr

iKtj
jtiitijitj

xxxaaxxxaaaxxaa

xxxaaxxxaaxxxaa

.   )(

)()(

},{, },{
,,,

},{ },{
,,,

}{, }{
,,

∑ ∑

∑ ∑∑ ∑

′<
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′
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′′′

−∈ −∈
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−∈′

′
−∈

′′

++

+++=+

tt
riKtt

tt
riKj

jttijrttirtti

riKt
rt

riKj
jtrijrtrirtri

tt
iKtt

ttj
iKj

ttijtti

xxxaxaa

xxxaxaaxxxaa

 g

Una posible elección del punto de inicio para el proceso iterativo del método de

Newton-Raphson en el estadio 1+n , sería considerar el punto híbrido elegido en el estadio

anterior. Otra posible elección, sería considerar la elección certainty equivalence, aunque su

cálculo precisa de la resolución de un sistema de ecuaciones equivalente, incluso para el estadio

inicial. En cuanto a la elección del punto de inicio en el primer estadio se podría simplificar el

número de parámetros del modelo y tomar sólo la parte de primer orden y obtener la solución a

partir de la ecuación de la Proposición 6.1.
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Apéndice 6.A.3 Demostración Lema 6.2 y Proposición 6.2.

Demostración Lema 6.2.

Utilizando los resultados del Lema 2.1 de inversión de matrices particionadas, se tiene que si
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Sustituyendo en la Proposición 6.1, se tiene la expresión deseada. g

Demostración Proposición 6.2.

Se procede por inducción sobre n. Asumamos que j es tal que 0)( 0000 ≠′−′ IIjj Mmmm µ . Del

Lema 6.2 se obtiene que cuando 0=n ,

.e
m

m
Hx

m

M
eMmmmHLe

m

m
emM

m

MM
m

MHLM
m

Hx

j
j

j
I

jIIjjj
j

jjI

IIIIII
hb

 ))(())(() (
1

)
1

)((
1

)(

00

0
,1

00

0
00000

00

0
00

00

00
00

00
00

1

−+=′−′++−

=′−+=

µ

µ



Parte III: Múltiples variables de control

128

Supongamos cierto hasta el estadio n, entonces jjjiI
hb
i emmHxMmHx  ))(()1()( 000,000 −+=

para todo ni ≤ . Si definimos n
jx  como la j-ésima columna de nX , ))(,),(( ,,1 ′= HxHxx jnj

n
j K ,

esta hipótesis de inducción implica que )1(1)1( 000000 ′−+′=′ mmxeMmX jn
n
jjnIn  y, por

tanto,

jj
n
jnInn emmnxMmnX )1()(1 000000 −′+=′

y

+′=′ 0001 mMYYX Innnn jj
n
jn emmxY  ) ( 000−′ .

Del Lema 6.2 se tiene que
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La primera parte de la demostración se obtiene chequeando que
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Cuando no existe },,1{ kj K∈  tal que 0)( 0000 ≠′−′ IIjj Mmmm µ , se verifica que

0)( 0000 =′− IIIII MMMm µ . Procediendo igualmente por inducción, el resultado se verifica

trivialmente para 0=n . Supuesto cierto para ni ≤ , entonces Inn MmnX 000 )(1 =′  y

Innnn MmYYX 000 )1( ′=′  y, sustituyendo en el Lema 6.2, se obtiene que I
hb
n MmHx 0001 )1()( =+ .

g

Apéndice 6.A.4 Cálculo de )(Hxhb
n  para un modelo lineal bajo

la restricción de que )(RBC == .

En este apéndice se introduce el método de Newton-Raphson usado para encontrar el

punto que minimiza el )(1 Hhbn+  bajo las restricciones de que CHx hb
n ∈)(  y para un modelo

lineal con interacciones donde C es una bola de radio R centrada en el origen. Se podrían utilizar

otros métodos de minimización o de resolución de sistemas no lineales, pero el método de

Newton-Raphson funciona bien para este problema ya que el cálculo de la matriz jacobiana es

trivial. A continuación se describe dicho método. Consideremos el problema en el que se dan N

relaciones funcionales igualadas a cero

,0),,,( 21 =Ni tttF K    con    ,N,,i K21 =   y   Rt i ∈ .

Sea ),,,( 21 Ntttt K=  y ),,,( 21 NFFFF K= . En las proximidades de t, cada una de las iF

puede ser expandida en serie de Taylor como
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) ( 
 

)() ( 2
1 tOt
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F
tFttF N

j j
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i
ii ∂+∂

∂
∂

+=+ ∑ =δ .

Denotando la matriz jacobiana con elementos

j

i
ij t

F
J

 ∂
∂

≡

por J, se tiene en notación matricial que

) (  )() ( 2tOtJtFttF ∂+∂+=∂+ .

Despreciando los términos de orden mayor o igual a dos, e igualando 0) ( =∂+ ttF , se obtiene

un conjunto de ecuaciones lineales para la corrección t ∂  igual a

-FJ =∂ t ,

y que puede ser resuelta usando la descomposición LU. La corrección será añadida al vector

solución

ttt viejonuevo  ∂+=

y el proceso será iterado hasta la convergencia.

Para nuestro caso particular de un modelo lineal de primer orden, se debe resolver el

siguiente problema de minimización:
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Si el punto que minimiza )(1 Hhbn+  cae fuera de la región )(RBC =  esto se traduce en
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,

donde λ es el multiplicador de Lagrange asociado a tal restricción, +′= ][][ ββ nn EEA

][βnH V  es una matriz )1()1( +×+ kk  y ),,,1()|1( 1 kxxxz K=′=′ . Derivando con respecto a

x y λ se obtiene el siguiente sistema no lineal (las funciones iF  del método de Newton-

Raphson):

( ) ( )
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con la matriz A particionada como sigue
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donde IIA  es una matriz kk × . La matriz jacobiana resultante para dicho sistema queda como
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Un punto inicial, ),,( 00
1

0
kxxx K= , podría ser

i
i

i x
x

R
x  

2

2
0

∑
=      para  ki ,,1 K= ,

que coincide con el punto de la frontera de la región C que se obtiene de unir con una línea recta

el punto del diseño híbrido sin restricciones, ),,( 1 kxxx K= , y el centro de la región C, que en

este caso es el origen.
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APENDICE I.

RESULTADOS DISTRIBUCIONALES:

MODELO DE REGRESIÓN SIMPLE NORMAL

CON PRIORI SOBRE 0ββ  y 1ββ .

El modelo de regresión simple normal asume que xxyE 10],|[ βββ +=  y ),|( βε xVar

2σ=  o, en forma matricial, que

),(~,| 2
nnnnn IZNXY σββ ,

con nZ  la matriz de 2×n  cuya j-ésima fila es el vector ),1()|1( jjj xxz ==′ , =′nY

),....,,( 21 nyyy , ),( 10 βββ =′  e nI  es la matriz identidad nn × . En un contexto bayesiano, se

supone una distribución a priori sobre dichos parámetros que identificaremos por )|(0 σβπ . La

elección de dicha distribución dependerá de la información inicial de la que se parta sobre el

problema.

La clave estadística del modelo lineal normal se basa en:

1. definir las variables x e y (posiblemente usando transformaciones) para que la esperanza

condicional de y sea razonablemente lineal como una función de x con errores

aproximadamente normales y,

2. fijar una distribución a priori sobre los parámetros del modelo que refleje exactamente el

conocimiento inicial; una distribución a priori que sea suficientemente informativa para los

parámetros del modelo considerado siempre que no domine a los datos de forma

inapropiada.
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El modelo lineal ordinario adopta varias suposiciones, linealidad de la esperanza

],|[ βxyE  como función de x, normalidad de los términos de error y observaciones

independientes con igual varianza, ninguna de las cuales se cumple en la práctica. La pregunta

clara es si hay demasiada diferencia entre la teoría y la práctica. Existen gran cantidad de

métodos para chequear cómo ajustar el modelo a los datos y siempre se pueden probar distintos

modelos para ver la sensibilidad de las inferencias.

En este primer apéndice se consideran cuatro distribuciones a priori, obtenidas

suponiendo 0β  y 1β  independientes, y combinando la distribución uniforme y normal sobre

ambos parámetros y bajo la suposición de que σ  es considerada conocida. Para cada una de las

cuatro distribuciones a priori se calculan las distribuciones a posteriori, las condicionales a

posteriori de un parámetro sobre el otro y las marginales a posteriori para cada parámetro,

siempre utilizando la notación dada en la Sección 1.7 del primer capítulo. Además, se calcula la

moda a posteriori, que en el caso de priori conjugada coincide con la media a posteriori, y la

varianza de predicción resultante de sustituir estos estimadores en el modelo. Estos cálculos

proporcionan algunos de los ingredientes necesarios para implementar de forma eficiente las

familias de diseños introducidas en los capítulos de esta tesis.

La primera priori que se tratará es aquella en la que 0β  y 1β  son normales, no

necesariamente independientes, correspondiente al caso conjugado. El hecho de que los

momentos de la distribución a posteriori de los parámetros se puedan dar de forma cerrada hace

a esta priori una de las más empleadas en las distintas ejemplificaciones de las familias de

diseños implementadas en esta tesis. Como última sección de este apéndice se incluyen

resultados sobre estimadores mínimos cuadrados que son de gran utilidad en el desarrollo de

éste.
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1. PRIORI CONJUGADA.

Consideremos que )|(0 σβπ  es ),( 12
2

−MN σµ , con ),(
10 ββ µµµ =′  y { }ijmM  =  una

matriz de 22 × . La densidad a priori es
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b) Condicionales a posteriori.











++

−+−+ ∑∑
nmnm

mxym
N ii

n
11

2

11

112111
10 ,

)(
~)|( 10 σβµβµ

ββπ ββ

y












++

−+−+

∑∑
∑∑

2
22

2

2
22

012022
01 ,

)(
~)|( 01

ii

iii
n

xmxm

mxyxm
N

σβµβµ
ββπ ββ .

Éstas se obtienen desarrollando la parte del exponente de )(βπ n  que depende de β, es decir,
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c) Marginales a posteriori.
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2. PRIORI NORMAL SOBRE 0ββ  Y UNIFORME SOBRE 1ββ .

Consideremos )(0 βπ  tal que ),(~ 2
0 00 ββ σµβ N  y ],[~ 111 upblbUβ  independientes. La

densidad a priori es
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b) Condicionales a posteriori.
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Éstas se obtienen desarrollando la parte del exponente de )(βπ n  que depende de β , es decir,
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c) Marginales a posteriori.
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d) Modas a posteriori.
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Estos estimadores se obtienen maximizando el exponente de la densidad )(βπ n  con la

restricción de que ),( 111 upblb∈β , lo que lleva a resolver el sistema
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3. PRIORI NORMAL SOBRE 1ββ  Y UNIFORME SOBRE 0ββ .

Consideremos )(0 βπ  tal que ),(~ 2
1 11 ββ σµβ N , ],[~ 000 upblbUβ  e independientes.

La densidad a priori es
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c) Marginales a posteriori.
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e) Varianzas y Covarianzas de las modas a posteriori.

Si ),( 000 upblbpmo
n ∈β , la matriz de varianzas covarianzas es
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De forma análoga se obtienen para 00 upbpmo
n =β .
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4. PRIORI UNIFORME SOBRE 0ββ  y 1ββ  INDEPENDIENTES.

Consideremos en este caso que )(0 βπ  indica que ],[~ 000 upblbUβ  y

],[~ 111 upblbUβ  independientes. La densidad a priori es

[ ] [ ] )(I )()( 1,lb0,0 1100
βββπ upbupblbI∝ .

La distribución conjunta de nY  y β  queda como sigue
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a) Conjunta a posteriori.
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b) Condicionales a posteriori.
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Estas expresiones se obtiene teniendo en cuenta que el exponente de )(βπ n  se reescribe como
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c) Marginales a posteriori.
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d) Modas a posteriori.

Si nn ZZ ′  es invertible:

a) Si ],[ˆ
000 upblbls

n ∈β  y ],[ˆ
111 upblbls

n ∈β , )ˆ,ˆ(),( 1010
ls
n

ls
n

pmo
n

pmo
n ββββ = .

b) Si ],[ˆ
000 upblbls

n ∈β  y ],[ˆ
111 upblbls

n ∉β  entonces pmo
n1β  es el extremo del intervalo más

próximo a ls
n1β̂  y pmo

n0β  es el punto de ],[ 00 upblb  más próximo a pmo
nnn xy 1β− .

c) Si ],[ˆ
000 upblbls

n ∉β  y ],[ˆ
111 upblbls

n ∈β , pmo
n0β  es el extremo del intervalo más próximo

a ls
n0β̂  y pmo

n1β  es el punto de ],[ 11 upblb  más próximo a ∑∑∑ − 2
0 )ˆ( ii
pmo
nii xxyx β .

d) Si ],[ˆ
000 upblbls

n ∉β  y ],[ˆ
111 upblbls

n ∉β , ),( 10
pmo
n

pmo
n ββ  será el punto que minimiza

βββββ nnnn ZYZZg ′−′′= 2),( 10  entre los dos ),( 10
pmo
n

pmo
n ββ  obtenidos en b) y c).
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Si nn ZZ ′  no es invertible y la recta nyx =+ 110 ββ  tiene intersección con el recinto

],[],[ 1100 upblbupblb × , ),( 10
pmo
n

pmo
n ββ  es cualquier punto de dicha recta que también esté en el

recinto. Si la recta no tiene intersección con el recinto, ),( 10
pmo
n

pmo
n ββ  será el punto esquina del

recinto más próximo a dicha recta.

Las modas a posteriori se obtendrán maximizando el exponente de la densidad )(βπ n

con las restricciones de que ],[ 000 upblb∈β  y ],[ 111 upblb∈β . Ello lleva a resolver el sistema
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De forma análoga se obtiene cuando 00 upbpmo
n =β  y 11 upbpmo

n =β .

En el caso de que nn ZZ ′  sea no invertible no se especifica la varianza de predicción ya que las

modas a posteriori no quedan definidas de forma unívoca.
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5. ESTIMADORES MÍNIMOS CUADRADOS.

A continuación se presentan algunos resultados para los estimadores mínimos cuadrados

que son de gran utilidad en el desarrollo de este apéndice.
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APENDICE II

RESULTADOS DISTRIBUCIONALES:

MODELO DE REGRESIÓN SIMPLE NORMAL

PARAMETRIZADO EN TÉRMINOS DE 1ββ  y θθ.

En el Apéndice I se trató el modelo de regresión simple normal parametrizado por

nnn xxyE 10],|[ βββ += . En ese caso, la raíz queda expresada como el cociente 10 ββθ −= ,

lo que lleva, en el caso de que la distribución sobre 0β  tenga soporte infinito o la de 1β

contenga el cero, a que el soporte de la distribución de θ  sea igual a R. A menudo esto no

refleja la incertidumbre sobre dicho parámetro θ  de forma adecuada y es corriente que a los

científicos les sea más fácil ofrecer información sobre la localización de la raíz y sobre la

pendiente de la curva cerca de dicha raíz. Para cubrir esta posibilidad se considera el modelo

parametrizado de la forma )(],,|[ 11 θββθ −+= nnn xTxyE  con diferentes distribuciones a

priori sobre los parámetros.

Asumamos que

)),((~,,| 2
11 σθβθβ −+ nnn xTNxy

con las ny  independientes o, en forma matricial,

),(~,,| 2
111 nnnn IZTNXY σθβθβ + ,

con nZ  la matriz de 2×n  cuya j-ésima fila es el vector ),1( jx , ),...,( 1 nn yyY =′ , ) 1 ,(1 θθ −=′  e

nI  la matriz identidad nn × , con σ  conocida y T un valor objetivo también conocido. Sin

pérdida de generalidad, supondremos 0=T , restando el valor T de iy . Como en el apéndice

anterior a continuación se presentan las distribuciones a posteriori de los parámetros, las
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condicionales a posteriori de un parámetro respecto al otro y las marginales a posteriori, todo

para cuatro distribuciones a priori formadas al combinar la distribución normal y la uniforme

sobre θ  y 1β , bajo la suposición inicial de independencia. También se indicará la moda a

posteriori de los parámetros para las dos prioris para las que ],[~ rturtlUθ . No se han

calculado las modas a posteriori para los casos en los que θ  fuese normal, porque no es posible

expresarlas en forma cerrada, ya que para ello es necesario resolver un sistema no lineal de

difícil solución. En estos casos, para el cálculo de esperanzas, modas y varianzas a posteriori, se

deberán recurrir a métodos de simulación, tales como son MonteCarlo, Rejection Sampling y

Gibbs. A lo largo del apéndice la notación empleada será la que se especifica en la Sección 1.7

del primer capítulo.

Para la parametrización de este apéndice, estimaremos );(]|[ 00 βxfxyE =  a través de

)();( 010
pmo

n
pmo
n

pm
n xxf θββ −=  donde ),( 1

pmo
n

pmo
n βθ  es la moda de la distribución a posteriori

),( 1βθπ n . A pesar de que pmo
nθ  no es el mejor estimador para θ , ya que prefiere a los valores

de rtl ó rtu sobre puntos del interior de ],[ rturtl , tiene la ventaja de que tanto pmo
nθ  como

);( 0 βxf pm
n  y la desviación estándar de éste último pueden evaluarse de forma cerrada. Esto

hace factible su utilización en los ejemplos de esta memoria y permite apreciar de una manera

sencilla la generalidad de los diseños propuestos en los distintos capítulos al ilustrar su uso

sobre distintas versiones de certainty equivalence.
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1. PRIORI UNIFORME EN θθ Y NORMAL EN ββ1.

Consideremos que la distribución a priori sobre los parámetros ),( 10 βθπ  es tal que

],[~ rturtlUθ , ),(~ 2
1 11 ββ σµβ N  y θ  y 1β  independientes. La densidad a priori es
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donde I representa la función indicatriz. La distribución conjunta de nY , θ  y 1β  queda como
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c) Marginales a posteriori.
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La derivada de la densidad marginal a posteriori de θ igualada a cero resulta el

polinomio de tercer grado
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d) Modas a posteriori.
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mientras que si ],[ˆ rturtln ∉θ , pmo
nθ  es el extremo del intervalo más próximo a nθ̂ , y si

éste es rtl,
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(de forma análoga cuando rtupmo
n =θ ).

Estas modas a posteriori se obtendrán de maximizar el exponente de la densidad ),( 1βθπ n  con

la restricción de que ],[ rturtl∈θ . Ello lleva a resolver el sistema
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De forma similar se obtiene para rtupmo
n =θ .
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2. PRIORI UNIFORME EN θθ  Y EN 1ββ .

Consideremos que la distribución a priori sobre los parámetros ),( 10 βθπ  es tal que

],[~ rturtlUθ  y ],[~ 111 upblbUβ  independientes. La densidad a priori es

[ ] [ ] )(I )(),( 1,10 11
βθβθπ ,upblbrturtlI∝ .

La distribución conjunta de nY , θ  y 1β  queda como sigue
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a) Conjunta a posteriori.
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b) Condicionales a posteriori.
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c) Marginales a posteriori.
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d) Modas a posteriori.

Si nn ZZ ′  es invertible y 
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b) Si ],[ˆ rturtln ∈θ  y ],[ˆ
111 upblbls

n ∉β , pmo
n1β  es el extremo del intervalo ],[ 11 upblb  más

próximo a ls
n1β̂  y pmo

nθ  es el punto de ],[ rturtl  más próximo a pmo
nnn yx 1β− .

c) Si ],[ˆ rturtln ∉θ  y ],[ˆ
111 upblbls

n ∈β , pmo
nθ  es el extremo del intervalo ],[ rturtl  más

próximo a nθ̂  y pmo
n1β  es el punto de ],[ 11 upblb  más próximo a

∑∑ −− 2)()( pmo
ni
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nii xxy θθ .

d) Si ],[ˆ rturtln ∉θ  y ],[ˆ
111 upblbls

n ∉β , ),( 1
pmo
n

pmo
n βθ  es el punto que minimiza

∑∑ −−−= )(2)(),( 1
2

11 θβθββθ iii xyxg  entre los puntos elegidos como en b) y c).

Mientras si nn ZZ ′  no es invertible y la hipérbola nyx −=− )( 11 θβ  tiene intersección con el

recinto ],[],[ 11 upblbrturtl × , ),( 1
pmo
n

pmo
n βθ  podrá ser cualquier punto de dicha hipérbola que
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esté dentro del recinto. En caso contrario, ),( 1
pmo
n

pmo
n βθ  será el punto esquina del recinto más

próximo a dicha hipérbola.

Estas modas a posteriori se obtienen maximizando el exponente de la densidad ),( 1βθπ n  con la

restricción de que ),( rturtl∈θ  y ),( 111 upblb∈β , lo que lleva a resolver el sistema
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De forma análoga se obtiene cuando 11 upbpmo
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3. PRIORI NORMAL EN θθ  Y EN 1ββ .

Consideremos que la distribución a priori sobre los parámetros ),( 10 βθπ  es tal que

),(~ 2
θθ σµθ N , ),(~ 2

1 11 ββ σµβ N  y θ  y 1β  independientes. La densidad a priori es
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c) Marginales a posteriori.
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La derivada de la densidad marginal a posteriori de θ  igualada a cero resulta el

polinomio de quinto grado

01 )(]2 1)21)(([ 222222
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=−+++− ∑∑ σµθσσθσ θβθ auxy auxauxauxauxxn ii

con 222 )(1
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σθσ β +−= ∑ ixaux  y 
11

22 )(2 ββ µσθσ +−= ∑ ii xyaux , lo que indica que a lo

sumo la distribución puede ser trimodal.

d) Modas a posteriori.

Las modas a posteriori se obtendrán maximizando el exponente de la densidad

),( 1βθπ n , lo que lleva a resolver el sistema
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cuya solución analítica pasa por la resolución de polinomios de orden superior.
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Una priori de características similares a la de esta sección, es la que considera que

),(~ 2],[
θθ σµθ rturtlN  y ),(~ 2

1 11 ββ σµβ N . Esta pequeña variación hace que la normalidad de

)|( 1βθπ n  se mantenga pero truncada doblemente, y en el caso de la marginal )(θπ n  aparezca

la función indicatriz de θ  sobre ],[ rturtl . Para esta nueva priori, la distribución de )|( 1 θβπ n

permanece igual salvo la restricción de la indicatriz de θ  y en la densidad marginal )( 1βπ n

aparece el factor 
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4. PRIORI NORMAL EN θθ  Y UNIFORME EN 1ββ .

Consideremos que la distribución a priori sobre los parámetros, ),( 10 βθπ , es tal que
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θθ σµθ N , ],[~ 111 upblbUβ  y θ  y 1β  independientes. La densidad a priori es

[ ]



















 −
−∝

2

,10 2
1

exp),(
11

θ

θ

σ
µθ

βθπ upblbI .

La distribución conjunta de nY , θ  y 1β  queda como sigue

[ ]






















 −
+

−′−
−∝

2

2

2
1111

1,lb01

)()()(

2
1

exp)(I ),|,,(
11

θ

θ

σ

µθ

σ

θβθβ
βπβθ nnnn

upbnn
ZYZY

XYh .

a) Conjunta a posteriori.
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c) Marginales a posteriori.
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d) Modas a posteriori.

Se obtendrán maximizando el exponente de la densidad conjunta a posteriori ),( 1βθπ n

con la restricción de que ],[ 111 upblb∈β , lo que lleva a resolver el sistema
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