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PROLOGO

La presente coleccién de problemas resueltos es una recopilacién del material de practicas
correspondiente a Matematicas |, asignatura de Formacidn Basica y de primer curso en los Grados
en Economia y en Administracion y Direccion de Empresas. La mayor parte de los ejercicios
propuestos se pueden encontrar en el libro de mis companeros: Barrios, J. A., Carrillo, M., Gil, M. C.,
Gonzalez, C., y Pestano, C. (2022), Andlisis de funciones en Economia y Empresa, Ed. Diaz de Santos,
Madrid.

Esta publicacién pretende ser una ayuda al alumnado de primer curso de los grados mencionados y
espero que sepan aprovechar todos los ejercicios resueltos de este documento.
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TEMA 1: FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE REAL
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Supdngase que el costo en euros de fabricar hasta q unidades de determinado articulo esta dado por la
funcién C(q) = q3-30q? + 500q + 200.

a) Calcular el costo de producir hasta 10 unidades del articulo.

b) Calcular el costo de producir la décima unidad.

2.a) Hallar la funcién compuesta f(x — 1) si f(x) = 3x% + i +5

b) El nimero de viviendas (en millones) construidas por afo, N, depende de la tasa de interés r de acuerdo

con la expresién N(r) = La tasa de interés estd en el 12% y se predice que disminuird en los

2(14+100r2)’
siguientes 2 afios al 8% de acuerdo con la expresion
0.08t

) = 0.12-
r(® t+ 24’

siendo t el tiempo en meses a partir de este momento. Expresar N como funcién de ty calcular su valor para
t=6.

3. La demanda x de cierto bien esta dada por x = 2000 — 15p, siendo p el precio por unidad. El ingreso
mensual obtenido por las ventas viene dado por I = 2000p — 15p2. ¢Cémo depende I de x?

4. Un estudio ambiental en cierta comunidad suburbana revela que el nivel medio diario de monédxido de
carbono en el aire serd C(p) = 0.5p + 1 partes por millén cuando la poblacidn sea p miles. Se estima que
dentro de t afios la poblacién de la comunidad serd p(t) = 10 + 0.1t% miles.

a) Expresar el nivel de mondxido de carbono en el aire como una funcién del tiempo.
b) ¢Cuando llegara a 6.8 partes por millén el mondxido de carbono?

5. Un club acepta ofrecer un banquete a los 100 primeros huéspedes que se inscriban a un precio de 15€
cada uno y a los huéspedes adicionales a 20€ cada uno. Exprese el coste del banquete en funcién de los
huéspedes.

6. Sabiendo que el equilibrio de mercado tiene lugar cuando la cantidad ofertada coincide con la demandada
(Qs = Qp), determine el precio y cantidad de equilibrio en los siguientes mercados:

a) Qs =-20+3p Qp = 220-5p.
b) Qs +32—7p=0 Qp, — 128 +9p = 0.

7. Calcular los limites de las siguientes funciones:

3xt-x? x® xt+x?
a) }cl_% (5x4—x2) b) 3}1—>oo x2+2x+1 c) 3}1—{23 eX+1
i — — 1/x
d) 11 1\/_ - e) )}1_1)'{)10\/3x +1—-+V3x—-2 f) chl_r)%e
g) lim x - In (1 + ) h) lim x(Inx—1) i) lim 1=
x—00 10" x>0+ X
- (x| six <0 . (1 \3x+2
N im s = {x?’ +1 six>0 k) lim, (1 + x+5)

8. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones clasificando sus puntos de discontinuidad:

sen x six=0
a) f(x) _x2 — b)y = f(x) = E[x] of(x)=1 «x? si—1<x<0
—2x—1 six<-1

d) f(x) =In(x? — 3x + 2)

Volver al indice I:%
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9. Calcular las derivadas de primer y segundo orden de las siguientes funciones:

a)y=5 b)y=k(keR) oJy=k-x(keR)d)y=5x>+3x+2 e)y=Cx+1)*

fly=e* gly=e™ hyy=e* i)y=el/* Dy=In@*+1)°  Ky=(x—2)e*
3 1

Ny=@+2)nx  my=g55 ny=g5 0)y=-—— ply=_—

10. Calcular la derivada de primer orden de las siguientes funciones en los puntos x=0 y x=1. Interpretar
todos los resultados.

a)y=2x+1 b) y = x? ) y=x3—-2x?+x
11. Probar que la funcién y = 3x3 — 6x? + 4x es creciente para todo valor de x € R — {2/3}.

ax+b six<0

12. Calcular los valores de a y b para que la funcion y(x) = { senx i~ Sea continua y derivable.
X

13. La funcién de demanda de cierto producto lanzado al mercado, a lo largo del tiempo, puede aproximarse
bastante bien por:

0 sit=20
D(t) ={at?+bt+c si0<t<3
_(t-3)?
9e¢ 2 sit=3

donde t viene expresado en meses y D en millones de items.
a) Calcular a, by c para que D sea continua en [0, 400).
b) Estudiar la derivabilidad de la funcién resultante.
14. Dibujar la curva dada por: (x — 2)? + y? = 9. éRepresenta dicha ecuacién una funcién? éPor qué?

15. Representar graficamente las siguientes funciones:

X

3x
- x%+1

ay=fx)=5x-3 by=fO=x*-x Jy=hxdy=fx)==— ey=fx)=

ex
1+e*

Ny=f)=>-2 gy=Ff0)=e"(x-2) hy=f()= i)y =f() =52

16. Representar graficamente la funcion ex/2, ¢Qué propiedades importantes se observan?

17. Sea la funcién f(x) = x — % . Determinar a para que:

a) f(x) posea un minimo en x = 2.
b) f(x) posea un maximoenx = —1.

18. éSon las siguientes funciones fy g funciones inversas entre si? En tal caso, representarlas en el mismo
plano coordenado. ¢ Qué propiedad se observa?

f(x) =-x*+3, x>0, gx) =V3x x<3

19. éla funcién (x) = x7 + 5x> + 2x — 2 tiene inversa global? En caso afirmativo ése puede obtener su
expresion x = g(y)? éSe puede conocer el valor de g'(—2)?

20. Razonar si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) La funcién y(x) = x> + 4x + 3 tiene funcién inversa x(y) para todo x real. Ademds, esta funcién inversa
es derivable y verifica que: x (3) = i.
b) La funcién y(x) = e?* + x-2 tiene funcién inversa x(y) para todo x real, verificando que x(-1) = 0.

/ s . . . ' 1
Ademas, esta funcion inversa es derivable y verifica que: x (-1) = e

21. Calcular el desarrollo de Taylor hasta el orden 4 de la funcién y = Vx enx = 100. Emplear este desarrollo

para calcular aproximadamente v101. Comparar el resultado obtenido con el conseguido con una
calculadora.

Volver al indice
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22. Expresar el desarrollo de Taylor de las siguientes funciones

a) senx (en un entorno de x = 0). ¢ Cuanto vale aprox. sen(0.5)?
b) In(x) (en un entorno de x = 1). ¢ Cuanto vale aprox. In(1.2)?
c)e?* (en un entorno de x = 0). ¢Cuanto vale aprox. e®2?

23. Sea p el precio de un bien y Q(p) la cantidad demandada del mismo a este precio:

a)SiQ(2) = 25,y,Q(2.1) = 22.67. Calcular aproximadamente cuanto cambia la demanda por unidad de
. ) . _
cambio en el precio (Ap) a partirdep = 2.

. L 100 . .
b) Si la funcion de demanda es Q(p) = > calcular la funcién de demanda marginal y su valor enp = 2.
Comparar el resultado con el obtenido en el apartado anterior.

24. Un fabricante puede producir radios a un costo de 10€ la unidad y estima que si se venden a x euros
cada uno, los consumidores compraran aproximadamente 80 — x radios cada mes. Expresar el beneficio
mensual del fabricante como una funcién del precio x, dibujar la grafica de esta funcién y determinar el
precio al cual el beneficio del fabricante sera mayor. Explicar las intersecciones con los ejes en términos
econdémicos.

25. Sea D la funcién de demanda de una poblacién en funcién del nivel de rentar

20y, 200
D(r) = (1——) In (10——)
r r
¢Cual es el dominio de la funcién? ¢ Cdmo se comporta la demanda en este caso para valores de renta cada

vez mayores (ilimitadamente grandes)? Esbozar graficamente la funcién a partir de r = 25.

26. Una empresa va a lanzar un nuevo producto al mercado. Un estudio indica que la demanda diaria vendra
dada por la expresién

1000000
q=D(p) = T

El coste unitario de fabricacion es de 20 € y hay un coste fijo de 2000 €. Se pide:

a) Obtener la funcion de beneficios diarios de la empresa en términos del precio de venta (entendiendo
que la cantidad diaria g que fabricara la empresa coincide con la demanda esperada)

b) Calcula el precio minimo po para el cual se puede comenzar a vender el producto con beneficios
positivos, y el precio maximo p; a partir del cual el beneficio vuelve a ser negativo.

¢) Calcula qué precio le conviene fijar a la empresa para obtener el maximo beneficio.
27. El suministro de un articulo de consumo y estd relacionado con el precio x por la ecuacién

y=a+bvx—c enlacuala>0,b > 0yc > 0son constantes determinadas. Demostrar que la curva de
suministro es creciente para todos los valores de x > c. Trazar la curva para x = c.

28. En cierta industria el costo total de producir x unidades de un producto esta expresado por la funcion

C(x) =+vax +b en la cual a,b > 0 son constantes determinadas. Demostrar que la curva del costo
4€3)
X

promedio, definida por CMe(x) = es decreciente cuando aumenta x. Trazar la curva para x > 0.

29. Sea C(x) = x3-2x% + x la funcién de costes de una empresa, donde x indica la cantidad producida,
definida parax > 1, C = 0.

a) Representa graficamente la funcidn de costes y la funcién de produccidn, x(C).
b) éSe puede obtener una expresion exacta para x(C)?
¢) Calcularx (C) y x (C).

d) Calcular una expresién aproximada para x(C) cercade C = 12.

Volver al indice
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30. Un economista que estudia varios modelos para representar la relacion entre el precio p y la demanda x
para diversos articulos de consumo obtiene lo siguiente:
Algodén en EE.UU.: p - xi= 0.11; Mantequilla en Estocolmo: x - p/# = 38

Hallar los ingresos marginales respectivos.
31. Si el costo de produccién de x unidades de un producto viene expresado por C(x) = x?z —2x+5, se
pide:

a) ¢Cual es la funcion de coste medio?

b) éCudl es la funcidn de coste marginal?

c) éSiempre que aumenta la producciéon aumenta el coste?

d) ¢Dénde se cortan las graficas de ay b?
32. Si la funcidn de ingreso total en la produccion de x unidades de un producto se expresa como:

I(x) =3+5Vx-1, 2<x<26

a) ¢Cudl es la funcidn precio-demanda?

b) ¢ Cudl es la funcidn de ingreso marginal?

c¢) ¢Para qué produccion se hacen maximos los ingresos? ¢ Qué precio se tiene en esta situacion?

33. La relacién precio-demanda de un articulo viene dada por x? + p? = 100, en la que hay una demanda
de 100x cuando el precio es p (ndtese que x no es la demanda sino el 1% de la demanda). Se pide obtener:

a) La funcion de ingreso total.
b) La funcidén de ingreso marginal.

34. Dadas las siguientes funciones de demanda de un bien, obtener las elasticidades para un precio p=5 e
interpretar el resultado:

a)q =110 — 2p — 3p® b)q:%
35. La funcién de demanda para un bien particular estd dada por la expresiéony = f(x) = /(20 — x)/2 para

0 < x < 20 donde y es el precio por unidad y x el nimero de unidades demandadas. Considérese el punto
x =12,y = 2. Si el precio disminuye en un 1%, determinar el incremento correspondiente a la cantidad
demandada y una aproximacion a la elasticidad de la demanda en el punto x = 12, y = 2. Comparar esa
aproximacién con la elasticidad exacta de la demanda en el punto indicado.

36. La demanda de margarina esta relacionada con el precio de la mantequilla por la expresiong = 5 + 2\/5
donde q es la cantidad demandada de margarina (en cientos de kilos) y p el precio de la mantequilla (en u.m.
por kilo). Calcular, sin utilizar la derivada, la elasticidad de la demanda de margarina cuando el precio de la
mantequilla varia de 0.81 u.m. a 1.00 u.m. el kilo.

2000
p3

37. La funcion precio-demanda para un bien particular estd dada por la expresion g(p) = que relaciona

la cantidad g demandada del bien con su precio unitario p. Se pide:

a) ¢Un aumento (disminucion) del precio hace disminuir (aumentar) siempre la cantidad demandada?
Justificar la respuesta matematicamente.

b) ¢éCudl es la funcidn de ingreso total I(p)? Utilizarla para calcular I(10). Interpretar el resultado.
c) ¢Cual es la funcidn de ingreso medio IMe(p)? Interpretar el resultado.

d) ¢Cudl es la funcién de ingreso marginal IM g (p)? Utilizarla para calcular la tasa de cambio de la funcién
de ingreso cuando p = 10. Interpretar el resultado.

e) Representar graficamente las funciones de los apartados b, cy d.

f) ¢Cuéntovale la elasticidad puntualenp = 10, &, (p = 10)? Interpretar econémicamente el resultado.

Volver al indice
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38. Una empresa que va a lanzar un nuevo producto al mercado estima que la funcion de demanda vendra
dada por la expresion

1
q(p) = 30p3-6,

donde p es el precio unitario del bien y g el nUmero de unidades demandadas.

a)

b)
<)

d)
e)

Estudiar dominio (matematico y econdmico), asintotas (horizontales/verticales), crecimiento/decrecimiento y
concavidad/convexidad de la funcidn. Representarla graficamente en su dominio econémico.

Calcular la elasticidad de la demanda para un precio p = 27 e interpretar su significado.

Expresar los ingresos de la empresa como funcién del nimero de unidades demandadas (I (q)) y calcular
la funcién de ingreso marginal IMg(q).

Estudiar cual es el maximo ingreso de la empresa y en qué nivel de demanda se obtiene.

¢Se puede afirmar que el ingreso marginal disminuye al disminuir la demanda del producto?

39. Silafuncién I(p) = In(—20 + 21p — p?) determina el ingreso diario en miles de € de una empresa en
funcion del precio p unitario en € del bien producido. Se pide:

a)
b)
c)

d)
e)

f)

Volver al indice

¢éCudl es el dominio de la funcién de ingresos? Calcular I(8) e interpretar el resultado.

¢Cuadl es la funcion de ingreso medio IMe(p)? Calcular e interpretar IMe(8).

¢éCudl es la funcién de ingreso marginal IMg(p)? Calcular IMg(8) e interpretar el resultado. éExiste
algun valor para el precio que hace maximo el ingreso? En caso afirmativo, écual?, éseria un maximo
global?

¢Cuanto vale la elasticidad puntual &;,p=g)? Interpretar econémicamente el resultado.

¢Un aumento (disminucion) del precio hace disminuir (aumentar) siempre el ingreso? ¢Es cierto que al
aumentar siempre el precio el ingreso marginal disminuye?

Si hoy (t = 0) se tiene un precio de 8 €, y cuando transcurren t dias el precio viene dado por la funcién
p(t) = 8 + 2t + t?, utilizar el andlisis marginal para estimar cuanto se incrementaria el ingreso mafiana.
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EJERCICIOS RESUELTOS TEMA 1

1. Supdngase que el costo en euros de fabricar hasta g unidades de determinado articulo estd dado por la
funcién C(q) = q® — 30q?% + 500q + 200.

a) Calcular el costo de producir hasta 10 unidades del articulo.

b) Calcular el costo de producir la décima unidad.

a)
€(10) =103 —30-102+ 50010 + 200 = 3200 u.m.
b)

€(10) — C(9) = 3200 — 2999 = 201

2. a) Hallar la funcién compuesta f(x — 1) si f(x) = 3x2 + % +5

f(x—1)=3(x—1)2+L+5
x—1

2. b). El nimero de viviendas (en millones) construidas por afio, N, depende de la tasa de interés r de acuerdo

con la expresién N(r) = La tasa de interés esta en el 12% y se predice que disminuird en los

1
2(1+10072)
siguientes 2 afios al 8% de acuerdo con la expresion

0.08t

r() =012-——,

siendo t el tiempo en meses a partir de este momento. Expresar N como funcién de t y calcular su valor para
t=6.

1

N = 300
© 0,12~ 208
o =e t+24

¢Cudntas viviendas se construyen el sexto mes?

0.08:6
6+24

r(6) =0.12 — = 0.104 (¢tasa de interés?)

1

N(0.104) = S s ot0ns

~ 0.2401998 — ¢Cudntas viviendas son realmente?

Expresar N como funcién de t: ¢ Qué tipo de funcion debemos utilizar?

1

2 < 1+100(0.12 - 0.08 t)2>

N(r@®)=N@®) =
t+ 24

¢Cuantas viviendas se construyen el sexto mes?

1
N(6) = ~ (0.2401998

2 ( 14100 (0.12 _0.08- 6)2>

t+24

Con los resultados anteriores, ¢ podrias responder cudntas viviendas se construyen en el décimo mes? y éien
2 afos?

Si suponemos que el comportamiento de la tasa de interés se mantiene a largo plazo, écudl serd el valor
aproximado del nimero de viviendas a largo plazo?

lim N(t) = - = 1/(2.32) ~ 0.431034
X—>00

Volver al indice
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3. La demanda x de cierto bien esta dada por x = 2000 — 15p, siendo p el precio por unidad. El ingreso
mensual obtenido por las ventas viene dado por I = 2000p — 15p2. ¢Cémo depende I de x?

Ya vimos que en general el ingreso viene dado por:

I'=1(p,x)=p-x
Igualando las dos férmulas que tenemos del ingreso: I = 2000p — 15p? = p - x
Despejando nos queda la funcion demanda-precio: x = 2000 — 15p

¢Cémo conseguimos que el ingreso dependa tnicamente de la demanda? I(x) =?

4. Un estudio ambiental en cierta comunidad suburbana revela que el nivel medio diario de mondxido de
carbono en el aire serd C(p) = 0.5p + 1 partes por millén cuando la poblacién sea p miles. Se estima que
dentro de t afios la poblacién de la comunidad serd p(t) = 10 + 0.1t miles.

a) Expresar el nivel de monéxido de carbono en el aire como una funcién del tiempo.

b) éCuando llegara a 6.8 partes por millén el mondxido de carbono?

a)
c(®)=C(p()) =C(10+0.1¢%) = 0.5(10 + 0.1t?) + 1 = 6 + 0.05¢>

b)

0.8
6.8 =6+ 0.05t> = 6.8 — 6 = 0.05t* = 005 = t2

=tl=16=t=14=t=+4

5. Un club acepta ofrecer un banquete a los 100 primeros huéspedes que se inscriban a un precio de 15€
cada uno y a los huéspedes adicionales a 20€ cada uno. Exprese el coste del banquete en funcién de los
huéspedes.

Este problema es un ejemplo de una aplicacion prdctica del concepto de funcion a trozos. éEres capaz de
completar los interrogantes?

six <100

?
Cx) = {?? six> 100

6. Sabiendo que el equilibrio de mercado tiene lugar cuando la cantidad ofertada coincide con la demandada
(Qs = Qp), determine el precio y cantidad de equilibrio en los siguientes mercados:

a)Qs=—-20+3p Qp =220 — 5p.

Igualamos la demanda con la oferta:
—20+3p =220-5p
Resolvemos la ecuacidn y obtenemos el punto de equilibrio:

240
8p =240 = p* = —~=30

Sustituimos en la funcién de oferta y obtenemos la cantidad de equilibrio:
Q" =Q4(30) =—-20+3(30) =70

Légicamente si sustituimos el precio de equilibrio en la funcién de demanda nos da la misma cantidad de
equilibrio:

Q" =Qp(30) =220-5(30) =70

Volver al indice
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Para resolver el ejercicio 8 debemos recordar:

. . . . 0
Regla de L’Hopital para funciones derivables. Indeterminaciones: - g

0
f )
lim = lim
x=ag(x)  x-agl(x)
Notas: iNo confundir con derivada del cociente!. Se puede volver a aplicar siempre que el limite que resulte

0 ,
sea otravez— 0—.
0 o3}

7. Calcular los limites de las siguientes funciones:

a) Li_r}r(l) (M) Sustituyendo
" 3x* —x3 \l/ 0
x50 \5x* —x2) ~ 0

Nota: Aunque lo vamos a resolver aplicando la Regla de L’Hopital, ésabrias resolver el limite sin
L’Hopital, es decir, sacando factor comun?

Por L’Hopital sabemos que:

Regla de L'Hopital Sustituyendo
. 3x* — x3 \l/ 1_ 12x3 — 3x? \l/ 0
im|———|=1lim|—5—
x—0 \ 5x% — x2 20x3 — 2x 0
Como sigue dando indeterminacion del tipo % volvemos a aplicar L’Hopital
Regla de L'Hopital Sustituyendo
12x3 — 3x? \l/ - [(36x?% —6x \l/ 0
m ————————— -_ —————
x-0\ 20x3 — 2x 60x2 — 2 —2
5
X
b) lrljgx +2x+1 Sustituyendo

l Py

im ——

xsox2+2x+1 oo

Como nos queda una indeterminacion del tipo ; y son funciones polindomicas, podemos resolverlo
dividiendo por la mdxima potencia, “ley de grados” o Regla de L’Hopital:

Regla de L’Hopital Sustituyendo

lim x5 \l/ ~ 5x* \l/oo
im

——— = ]im
x-ox2 +2x + 1 x—>002x+2 ()

Nos da otra vez indeterminacidn = — por lo que podemos aplicar la Regla de L’Hopital nuevamente

" 5x* " 20x3
x1—>r£102x+2 _xl—>r23 2

= O

Volver al indice




Ejercicios resueltos de Matematicas I. © 2020 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 31/08/2022

x*+x?

c) lim
xo0 gt +1]

Sustituyendo

" x4+x2\Loo
xl—{?oex+1 (o]

Vamos a aplicar la Regla de L’Hopital

Regla de L'Hopital Sustituyendo

_ x4+x2\l/_ 4x3+2x\l/00
lim ———= _— =—

x—0o eX + 1 x—00 ex S

Nos da otra vez indeterminacion gpor lo que podemos aplicar la Regla de L’Hopital nuevamente

Regla de L'Hopital Sustituyendo

_ 4x3+2x\l/ _ 12x2+2\l/oo
lim —m—=lim —=—
X—00 ex X—00 ex (0 0]

Nos vuelve a dar indeterminacion gpor lo que podemos aplicar la Regla de L’Hopital otra vez

Regla de L'Hopital Sustituyendo

o 12x%2+2 \L ~ 24x \L oo
lim —= lim —=—
X—00 e X—oo @ o0

Nos da otra vez indeterminacion gpor lo que podemos aplicar la Regla de L’Hopital nuevamente

Regla de L’Hopital Sustituyendo

T 2axV 249 24 _
lim — = lim — =—
x—o0o eX x—oo X [¢')

d) 11

1\/—1

x—1
lim

x—>1\/__ 1

Vamos a aplicar la Regla de L’Hopital (¢ da lo mismo que si multiplicas y divides por vx + 1 ?)

0
~0

Regla de L'Hopital Hacemos el cociente y luego sustituimos

x—1 \l/ 1 \l/ .
lim =1~ dm| o | = lm(2vx) =2

2Vx

e) lim+v3x+1—+v3x—2

x—00 Sustituyendo

y

limvV3x+1—-vV3x—2=00—0

X—>00

La indeterminacion es oo — oo luego no podemos aplicar L’Hopital. En este caso, es mejor
multiplicar y dividir por el “conjugado”:

lim V3x + 1 —V3x — 2 = lim (\/3x+1_\/3x_2)'(\/3x+1+\/3x—2):

x>0 x>0 (V3x+1++3x—2)
. 3x+1-0Bx-2) , 3 3
= lim = lim =—=0
oo (V3x+1++43x—2) o (V3x+1+V3x—2) @

Volver al indice
- 10
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f) lirr(l) e VX  (iexiste el limite?)
xX—

x—0 lim e~1/*

1im+e‘1/x =e ®=0
. -1/x —_ )x—0
lime = Ce® — oo
x—-0"

g) limxln(l +lj
X—>0 x

Sustituyendo

| N
11mx-1n(1+—>=00-0
X—00 X

Sabemos que las indeterminaciones del tipo o - 0 se pueden convertir en % o} g y luego aplicamos la
Regla de L’Hopital:

Sustituyendo
1
y | (1+1>_ y 1“(1+§)i0
Jm e n(1+o)= lm —r=5 =g
Aplicando la Regla de L’Hopital nos queda:
1 (_l) Simplificando
- 1 2
In (1 + %) 1 +% x|, 1
lim ————= = lim = lim ——==1

x—+00 1/x x—+00 _ 1 x—+00 1

x2 1+5
Nota: ¢ Sabrias llegar al mismo resultado, usando: b -lna = Ina® y que e = lim

1 X
lim (1+3) 7
h) lim x(Inx—1)
x—0"

Sustituyendo

lim x-(lnx—l)i

¥ 0- o
x—07t

Sabemos que las indeterminaciones del tipo 0 - co se pueden convertir en % o} g y luego aplicamos la
Regla de L’Hopital

Sustituyendo

| ~ nx—1) Vo
lim x-(Inx-1) = lim ——— = —
x—-0t

x—07t 1

4 (0]
X
Aplicando la Regla de L’Hopital nos queda: Simplificando Sustituyendo
(nx—1) :
. nx — . ox Yo
AT TR T T AR
x x?
i) lim| |
e 1 six>0
|X| B S? x>
=44 six=0
-1 six<0
I
lim —=1
x-0t X
x|
lim —=-1
x>0~ X

Volver al indice
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|x| x<0

j) im f(x); f(x)=
i) lim £ () f () {x3+1 e
. limlx| =0 six <0
}cl—I}(l)f(x)_ limx3+1=1 six>0

x—0

iNo existe el limite! Unicamente hay limite por la derecha y la izquierda, pero distintos.

k) lim (1 + ﬁ)w

X—00
3x+2
im (14 —) " =1
X—00 x+5
Indeterminacion del numero e
(3x+2)
1 (x+2—i35§+2) 1 \**5\ (x+5)
im (14 1) 7 2 (161 ) " -
xX—0 x+5 x> x+5

s lim(3x+2)
)x >x—>oo (x+5) lim (3x+2)

= px—>® (x+5) — eg

- (1455

8. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones clasificando sus puntos de discontinuidad:

x2-9
Af) =555
x2-2x—-3=0->x=-1,x=3->Domf(x) =R—{x=3,x =—-1}
Entonces f(x) es continua en todos los puntos de su dominio R — {x = 3,x = —1}. (Podrias obtener que
en x = 3 hay una discontinuidad evitable y en x = —1 la funcidn tiene una asintota?

&

____________________________________________________________________________________________

b)y = f(x) = E[x]

La grdfica de la funcion parte entera es la siguiente:

Iver al indic
Volver al indice =5
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Es una funcidn continua en todos los reales excepto los nimeros enteros: R — 7 y las discontinuidades son
de salto finito.

sen x six=0
o) fx) = x? si—1<x<0
—2x—1 six<-1

La funcion trigonométrica sen x es continua en R

Polinomio de grado dos, x? es continuo en R

Polinomio de grado uno, —2x — 1 es continuo en R

Faltaria estudiarx = 0y x = —1.

¢Es continuaenx = 0? e
i) Existe f(0) =sen0 =0 g
lim f(x) = lim senx =sen0 =10

i) lim £(x) = {27 FAPR
x=0 lim f(x) = limx“=0°=0

x—-0" x—0"

iii) lim f(x) = £(0) = 0

Por tanto, la funcion a trozos es continua en x = 0.

= 3limf(x) =0
x—0

¢Es continuaenx = —17

i) Existe f(—1)=(-1)2=1
- Jm fO) = lim x*=(-1)* =1
i) lim, f(x) = {xggll_f(x) = lim —2x-1=1
ii) lim fG) =f(-1 =1

Por tanto, la funcion a trozos es continua en x = —1.

=3 lim f(x)=1
x--1

Conclusién: f(x) es continua en todo R
d) f(x) =In(x? —3x + 2)
Sabemos que el logaritmo no puede tomar valores negativos o cero. Estudiamos primero donde se hace cero
x2 — 3x + 2 y luego veremos su signo:
x> =3x4+2=0-x=1x=2
x2=3x+2=(x—-1(x-2)
¢éSabrias estudiar el signo de x? — 3x + 2?y concluir que en el intervalo [1,2] la funcién toma valores menores

o iguales que cero y que en los intervalos (—, 1) U (2, +00) toma valores positivos.

Por tanto, la funcién In(x? — 3x + 2) no existe en el intervalo [1,2] y su dominio es (—oo, 1) U (2, +0). Podemos
concluir que la funcién es continua en (—oo, 1) U (2, +0).

H
5
4

~ 2

Iver al indic
Volver al indice =3
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9. Calcular las derivadas de primer y segundo orden de las siguientes funciones:

a) y=f)=5=y" =f'(x)=0

b) y=f)=kkeR)y =y =f'(x)=0

) y=f@) =k-x=y =f )=k

d) y=f(x)=5x243x+2 =y =f'(x) =10x+ 3
e) y=fxX)=0CBx+D*=y" =f'(x)=12-Bx + 1)3
f) y=f)=e*=y' =f'(x) =e*

8) y=f@)=e*=y =f'(x)=—e*

h) y=f@)=e" =y =f'(x)=e* -2x

] y=f@) =e* =y = f(x) = (-3)

) y=f00=I(@+1)%) =y =f(0) = 5=

K) y=f()=@x-2e* =y =f'(x)=e*(x—1)

1) y=f(x)=(x2+2)lnx=>y’=f’(x)=2xlnx+(x2+2)-%
m) y=f) =552y == (;f:)lz

n) y=f(x)=%=>y’=f’(x)=’$ﬁf:

o y=fW=1m=Y =) =g

) y=f@W ==y =) =T

11. Probar que la funcién y = 3x3 — 6x2 + 4x es creciente para todo valor de x € R — {2/3}.

Si derivamos tenemos y' = 9x? — 12x + 4

Veamos el signo de la derivada, para ello calculamos las raices

12+V144—4-4-9 12 2

9x2 —12x+4=0->x =

2:9 18 3
Obtenemos como raiz doble x = g

2
Luego si x + g, tenemos quey’ =9x? —12x +4 =9 (x - g) > 0y por tanto es creciente la funcion

(también lo podiamos obtener utilizando intervalos de crecimiento).

Iver al indic
Volver al indice T
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ax+b six<0
12. Calcular los valores de a y b para que la funcion y(x) = { senx six >0 Sed continua y derivable.
X

Vemos que en cada intervalo es continua (ya que x = 0 estd en el primer tramo)

Faltaria ver si es continua en x = 0:

y(©)=b

limax+b=5» . .

x—0~ — Por lo que b = 1, para que la funcion sea continua en x = 0.
senx

lim =1

x-0t X

ax+1 six<0
Luego la funcién queda de la forma: y(x) = { senx
X

six>0
a six <0
Ademds, en cada intervalo es derivable: y'(x) = ?? six=0

X-Cosx—sen x .
—= — Six>0

Para el caso x = 0 podriamos utilizar la definicion de la derivada o suponer que la derivada primera es
continua. Utilizaremos la sequnda opcion:

y'(07) = lim y'(x) = a
x—0~

s , .. x-cosx—senx 0
y'(07) = lim y'(x) = lim, ) =0
Aplicamos la regla de L’Hopital

Vot . X-COSX—senx . COSX—X-Senx — Ccosx ~ —senx
R 2 —p Tz 7O

Por tanto, y es derivable en x = 0 si y sélosia = 0.

Luego a = 0,b = 1 para que la funcion sea continua y derivable:

1 six<0

— Jsenx
y(x) = enx six>0

14. Dibujar la curva dada por: (x—2)2 +y2 =9. ¢Representa dicha ecuacion una funcidén? ¢ Por qué?

@

Iver al indic
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15. Representar graficamente las siguientes funciones:

a)y =f(x) =5x—-3

b)y =f(x) =x*—x

&
4
3
[A
2
1
7 % s i 3 2 11 0 1 2 5 7
-1
e o
B
¢
flz) = 52—3 Q
f) = " —a &
4
3
2
1
E 0
7 s 5 N ) i) i 0 =1 2 5 7
-1
2 e
3
Q

y=f(x) =Inx

-3

Volver al indice
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Dominio = (0, +)

In1=0
Ine=1
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') =~
HOEE

lim Inx = —o
x-0%t
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d)y = f(x) ==

Y'Zf'(x)=(2_—x)2

no__ g _ 12
y'=f (x)—m

SR N 05 - R O O OO A

v e 1=x?
y _f(x)_(xz_l_l)z
v e —6x+2x°
Y =116 = Ty

=16 -14 =12 =10 -8 -5 -4 =2 4 6 8 10
Fly = 3|z
&) 2z -2
"
-5
s
-10
x
e = X) =
)y = F(x) =
. @
s
2
e x
fe)= @ 2
ol o S
=10 B =5 22 B 2 4 [ 10
-2
" &
o &
— — |42
fly=7f() =|x* -2
flz) =\l =2 Compara con la grafica de
y=fx)=x*-2
¢Qué diferencias observas?
i) iy 2 4 6 8
-2

Volver al indice

17



Ejercicios resueltos de Matematicas I. © 2020 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 31/08/2022

gly=f(x)=e*(x-2)

@

@

-

~

Py =f@=ex-1)

yll - fll(x) =x ex

flz) = e (x—2) A
17 ,.
4
a
ex
h)y=f(x) ==
5 o
’ i
= X)) = ———
eX — p¥eX
" "
= X)) = —m™m™
y=0 _____/r‘/_—f
fla) = 'l-f =
1
Q
. x3
Dy=fl)= T+ 02
> 3x% +x3
’ i
— x) =
/l/ " fll( ) 6x
2 =f"(x) =
: Y d+x*
G
12 T iRy 15 ir 2 3% 1 1 12

s,
D T T e T B T P P
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16. Representar graficamente la funcién e x*/2, éQué propiedades importantes se observan?

5 &
s
3
2
o) = e /\
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 1
-1
.
B a
SN
-3

18. ¢Son las siguientes funciones f y g funciones inversas entre si? En tal caso, representarlas en el mismo
plano coordenado. ¢ Qué propiedad se observa? f(x) = —x? +3, x >0, g(x) =vV3—x, x <3

f(g(x)) = —(V3—x)2 +3=x
S(F)) =TT = Vi = x

Por lo tanto, son funciones inversas entre si.

2

19. éLa funcién f(x) = x7 + 5x° + 2x — 2 tiene inversa global? En caso afirmativo ¢se puede obtener su
expresién x = g(y)? éSe puede conocer el valor de g’ (—2)?

f'(x) = 7x° + 25x* + 2 > 0 - Estrictamente creciente= Existe la inversa global.

Sin embargo, no podemos obtener su expresidn analitica, aunque si podemos lograr su representacion
grafica:

4 - '{/ 4 =
Siy = —2 tendremos que x = 0 ya que:
—2=f(x)=x"+5x>+2x—-2->x"4+5x>+2x=0->x- (x®+5x*+2)=0->x=0
1 1 1
0) =y 2 0D = e =
R ITCTe)) HORE

Iver al indi
Volver al indice =5



Ejercicios resueltos de Matematicas I. © 2020 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 31/08/2022

20. Razonar si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) La funcién y(x) = x3 + 4x + 3 tiene funcién inversa x(y) para todo x real. Ademds, esta funcién inversa

es derivable y verifica que: x'(3) = %.

b) La funcién y(x) = e?* 4+ x — 2 tiene funcién inversa x(y) para todo x real, verificando que x(—1) = 0.

Ademds, esta funcion inversa es derivable y verifica que: x'(—1) = 3

a) y(x) =x3+4x +3 > y'(x) = 3x% + 4 > 0, para todo x € R ->mondtona creciente— admite inversa
global.

Siy =3tendremosquex =0vyaque:3=x34+4x+3->x(x?+4)=0->x=0
x'(3) = 1 = z
y'(0) 4
b) y(x) =e?* + x — 2 > y'(x) = 2e?* + 1 > 0, para todo x € R »mondétona creciente— admite inversa
global.
Siy = —1 tendremos que x = 0 ya que: e® + 0 — 2 = —1, por tanto x(—1) = 0.
1 1

TR

Luego son verdaderas las dos afirmaciones.

21. Calcular el desarrollo de Taylor hasta el orden 4 de la funcién y = vVx enx = 100. Emplear este desarrollo

para calcular aproximadamente v101. Comparar el resultado obtenido con el conseguido con una
calculadora.

y = f(x) =+x - £(100) = 10

() = == 2x72 > /(100) = =
e p— - = —
F=oz==3x2>/ 20
") 1( 1) _% 1 _% 1 "(100)
= —|——- = —— = = = - —
fre=3{~z)* 5" dxvx 4000
" = () (~a)x E = axE = o f(100) = o
={—=)\— = == = - = —
fr J\2) T T gan ) 8- 105
3, 5\ 7 15 7 15
My =" (-2 \xy 2=—""y2=_ v)(100) = ————
fHe) 8( z)x 16~ N RS TSy
Desarrollo de Taylor de orden 4 en un entorno del punto x = 100
1 1
= Vx ~ 10 + — (x — 100) — —100)% + ——— (x — 100)® — ——— (x — 100)*
fO) =Vx TG )~ 8ooo & TR A TR TG )

Utilizando el desarrollo de Taylor obtenido tenemos que:

v101 = 10.04987562109

Valor exacto (con 11 decimales) utilizando calculadora es:

v101 = 10.04987562112

Iver al indic
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22. Expresar el desarrollo de Taylor de las siguientes funciones
a) senx (enun entorno de x = 0). {Cudnto vale aprox. sen(0.5)?
b) In(x) (en un entorno de x = 1). éCudnto vale aprox. In(1.2)?

c)e?*  (enunentorno de x = 0). ¢{Cuanto vale aprox. e%2?

a) f(x)=senx— f(0) =sen0=0
f'(x) =cosx - f'(0) =cos0 =1
f"(x) =—senx - f"(0) =—sen0=0
f'""(x) = —cosx - f"'(0) = —cos 0 = —1
fY(x)=senx » fY(0) =sen0 =0
f(x) =cosx = f2(0) =cos0=1

Desarrollo de Taylor de orden 5 en un entorno del puntox = a
1 1 1
f) = F(@ +F (@0 = @) + 5 f (@G = )2 + 5" (@& = )° + (@ x — )
1
TRIGICEIOY
En nuestro caso, a = 0:
1 1 1
fx) = f(0)+f'(0)(x—0)+ zf”(O)(x —0)% + if”’(o)(x —0)° + Ef“)(O)(x —-0)*

1
++§f5)(0)(x—0)5
() = Ly . °
A~ x =53 Y517 3.2.1° .

f(x) = x—le +—x°
6 120

series sen x B

|
]
m
’
8
rel
&
a
3

Ifs Extended Keyboard

nput interpretation:
series sin(x)
Open code &3

Series expansion at x = 0: More terms

éCuanto vale aproximadamente sen(0.5)?

Valor aproximado utilizando el polinomio de Taylor de orden 5:
(0.5) =~ 0.5 1(0 5)3 + ! (0.5)3 ~ 0.48020
sen(0.5) = 0. ¢ (0. 120 ~ 0.

Valor exacto (con cinco decimales) utilizando calculadora: sen(0.5) = 0.47942
Error cometido=|0.47942 — 0.48020| = 0.00078

Iver al indi
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b) In(x) (en un entorno de x = 1). ¢ Cuanto vale aprox. In(1.2)?
f(x)=Inx->f(1)=In1=0

ffG)=1/x->f' (1) =1

') =-1/x* > f"(1) = -1

fr'e) =2/x* > (1) =2

) =—6/x* - fY(1) = -6

Desarrollo de Taylor de orden 4 en un entorno del punto x = a

1 1 1
f&) = f(@)+f(@x—a)+ zf”(a)(x —a)® + af”’(a)(x —a)® + af“)(a)(x —a)*
En nuestro caso, a = 1:
1 1 1
FGO = F + W=D+ (D6 = D2+ (D= D* + 5 D& - D

1 1 1
fE)~ (=D =F - D4z (- D2 =3 (e — D

series In(x) at x=1

n r
f12 Extended Keyboard * Upload

nput interpretation:

series logixy x=1

1 1 1 1 1 -
-l - -1+ cx=1P - -1+ — = 1° - e - 1+ Ofix = 1)7)
2 4 5 6 ' !

(Taylor series)

[converges when |1 =x 1)

8

f(z) = In(z)

g B . 1 : grmt mre : JL A 1
Taylor(zx) ,t.flf;lh —1) A.:;.l.trfl] *:J[Aﬁflj

é¢Cuanto vale aproximadamente In(1.2)?
1 1 1
In(1.2) = 0.2 — 5(0.2)2 + 5(0.2)3 - Z(O'Z)4 ~ 0.182267

Valor exacto (con cinco decimales) utilizando calculadora: In(1.2) = 0.18232
Error cometido=|0.18232 — 0.182267| = 0.000053.

Iver al indi
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24. Un fabricante puede producir radios a un costo de 10€ la unidad y estima que si se venden a x euros cada
uno, los consumidores comprardn aproximadamente 80 — x radios cada mes. Expresar el beneficio mensual
del fabricante como una funcién del precio x, dibujar la grafica de esta funcién y determinar el precio al cual

el beneficio del fabricante sera mayor. Explicar las intersecciones con los ejes en términos econémicos.

Primero suponemos que todo lo que se produce se vende.

Dos formas:

1) Beneficio = Ingreso - Coste

2) Beneficio = (n2 de radios vendidas) - (beneficio por radio)

De las dos formas obtendremos, como es de esperar, la misma funcion de beneficio:

Coste de producir una radio = 10

Valor de venta de cada radio = x

Beneficio por cada radio = x — 10

Cantidad de radios vendidas = 80 — x

Ingreso = (Cantidad de radios vendidas) - (valor de venta de cada radio) = (80 — x) - x

Coste = (Cantidad de radios producidas) - (coste de producir una radio) = (80 — x) - 10
1) B(x)=1(x)—C(x)=(80—x)-x—(80—x)-10 = —x? + 90x — 800

2) Beneficio = (n? de radios vendidas) - (beneficio por radio) =

=(80—x) - (x —10) = —x? + 90x — 800

é¢Beneficio maximo?
Puntos criticos:

Si B(x) = —x? + 90x — 800 entonces:

B'(x) = —2x + 90 = 0 = x = 45 punto critico.

B"(x) = -2 = B"(45) = =2 = x = 45 hay un maximo relativo (como la funcién es una pardbola

negativa es un maximo absoluto o global)

Si x = 45 entonces el beneficio méaximo sera B(45) = —(45)%? + 90 - 45 — 800 = 1225.

1600 ‘7H7

1400

(45, 1225)

1200

1000

800

600

400

200

=20 0 100

-200
~400
500

‘(0. -800)
-800

100

—12§0

Volver al indice

Puntos de corte con los ejes:

Eje X: Six = 0 = B(0) = —800, ¢qué significado econdmico
tiene este resultado?

Eje Y: Si y=0= —x2+490x —800 = 0. Resolvemos la
ecuacién de segundo grado y obtenemos las raices x; = 10,
x, = 80, dqué significados econdmicos tienen estos resultados?

23
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25. Sea D la funcion de demanda de una poblacién en funcién del nivel de renta r
20 200
D(r) = (1 ——) In? (10 - —)
r r

¢Cual es el dominio de la funcidon? ¢ Cdmo se comporta la demanda en este caso para valores de renta cada
vez mayores (ilimitadamente grandes)? Esbozar graficamente la funcién a partir de r = 25.

Dominio matematico: r # 0, 10 — @ > 0 - Dominio matematico = {r € (—,0) U (20, +x)}

Dominio econdmico: serd Unicamente si v > 20.
. 20\ 200 )
lim (1——)ln (10——) =1-1n"10 = 5.30
r—>too r T
Es decir, en D = 5.30 hay una asintota horizontal cuando r — +oo
Representacién en el dominio matematico:

o L e c @
Fla)y—= (l—?) (lu(lﬂ—?))z 10
-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-10 &
Q
-20 Q
Si nos centramos en el intervalo (20,30) vemos mejor la monotonia
03
-0:2
" (20.27, 0.05)
(22.22,0)
)y = (1 J) (ln(mf L“))
—02 f
03 Q
04 S8
26. Una empresa va a lanzar un nuevo producto al mercado. Un estudio indica que la demanda diaria vendra
. 10°
dada por la expresion g = D(p) = o

El coste unitario de fabricacion es de 20 € y hay un coste fijo de 2000 €. Se pide:
a) Obtener la funcién de beneficios diarios de la empresa en términos del precio de venta (entendiendo
que la cantidad diaria g que fabricara la empresa coincide con la demanda esperada)
b) Calcula el precio minimo po para el cudl se puede comenzar a vender el producto con beneficios
positivos, y el precio maximo p; a partir del cual el beneficio vuelve a ser negativo.
¢) Calcula qué precio le conviene fijar a la empresa para obtener el maximo beneficio.

L. 10°  20-10°
a) Beneficios = Ingresos — Costes =p -q — (20q + 2000) = --- = - — 2000

pZ

6 106
b) %— 2°p12° —2000 > 0 — 10%p — 20 - 106 — 2000p? > 0 — 1000p — 20000 — 2p% > 0 —

p% — 500p + 10000 < 0 —si calculamos las raices obtenemos: p; ~ 20.87, p, ~ 479.13

Entonces el intervalo de precios para obtener beneficios positivos es: p € (20.87, 479.13)
_ 106 106
106 | 4010

) B'(p)=—; =
B''(40) < 0 - p = 40 maximo relativo o local.

Iver al indi
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29. Sea C(x) = x3 — 2x2 + x la funcién de costes de una empresa, donde x indica la cantidad producida,
definidaparax > 1,C = 0.

a) Representa graficamente la funcién de costes y la funcién de produccién, x(C).
b) ¢Se puede obtener una expresién exacta para x(C)?
c) Calcular x"(C) y x"'(C).

d) Calcular una expresién aproximada para x(C) cercade C = 12.

a) Vamos a representarlas con el GeoGebra en todo su dominio:

: C(x)

: A+ @

-2 =1 y, 1 2 3 4 5

b)

Tanto analiticamente como graficamente vemos porque no se puede obtener una expresién exacta para
x(C). Sin embargo, ¢sabrias demostrar que x(12) = 3?

c)

Clx)=x3—-2x%+x

Derivando implicitamente C = (x(C))3 — Z(x(C))2 + x(C) obtenemos:
1

¥ (O = 3oy a0 £ 1
siempre que 3x? —4x + 1 # 0.
Si volvemos a derivar nos quedara:
X(C) = —(6x(C)x'(C) — 4x'(C))
(3(x(€))? — 4x(C) + 1)?
siempre que 3x? —4x + 1 # 0.
d) Utilizando los resultados anteriores podemos obtener: x(12) = 3, x'(12) = %, x'"(12) = —%

Si y pertenece a un entorno de C = 12, el desarrollo de Taylor de orden 2 nos dara:

(12 (12
x) > x(12) + 52 - 12) + 0P - 127
1 7
x() ~ 2(12) + £ 0 = 12) = 755 (v — 1207

donde y pertenece a un entorno de C = 12.

Iver al indic
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32. Si la funcién de ingreso total en la produccién de x unidades de un producto se expresa como
Ix)=3+5Vx—-1 2<x<26

a) ¢Cual es la funcion precio-demanda?

b) éCual es la funcion de ingreso marginal?

c) éPara qué produccién se hacen maximos los ingresos? ¢ Qué precio se tiene en esta situacion?

Ix)=3+5/x—1 2<x<26

x = numero de unidades producidas de un producto
p = precio unitario del producto

Sabemos que: Ingreso total =p - x

a) Como el ingreso total es: I(x,p) = p - x, igualamos las funciones:
3+5Vx—1=p-x
Entonces despejando el precio obtenemos la funcién precio-demanda:
3+5vVx—1
p=pl)=—"— (2<x526)

b) I6X)=3+5Vx—1 2<x<26

El ingreso marginal serd: I' (x) =

2vVx—-1

' 5 . ‘s
c) I'x)=0- PN # 0 =ino hay puntos criticos!

El Teorema de Weierstrass nos garantiza que una funcién continua en un intervalo cerrado tiene maximos
y minimos absolutos (globales) y se tienen que elegir entre los puntos criticos y los extremos del intervalo.

x = punto critico = en este caso no hay

x=2-12)=3+5/2-1=8 = x = 26 eslaproduccién que hace el ingreso maximo (I, = 28).
x=26-1(26)=3+5V26—1=28

Mira la grdfica de la funcion ingreso, éentiendes la aplicacion del Teorema de Weierstrass en este caso?

/ &
26, 28)

25

20

flz) = 345V =1

Iver al indic
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2000
p3

37. La funcion precio-demanda para un bien particular estd dada por la expresiéon g(p) = que relaciona

la cantidad g demandada del bien con su precio unitario p. Se pide:

a) ¢Un aumento (disminucion) del precio hace disminuir (aumentar) siempre la cantidad demandada?
Justificar la respuesta matematicamente.

b) ¢éCudl es la funcién de ingreso total I(p)? Utilizarla para calcular I(10). Interpretar el resultado.
c) ¢éCudl es la funcidn de ingreso medio IMe(p)? Interpretar el resultado.

d) éCudl es la funcién de ingreso marginal IMg(p)? Utilizarla para calcular la tasa de cambio de la funcién
de ingreso cuando p = 10. Interpretar el resultado.

e) Representar graficamente las funciones de los apartados b, cy d.

f) ¢Cuanto vale la elasticidad puntual en p = 10, &4, (p = 10)? Interpretar econdmicamente el resultado.

a)
, 6000
q'(p) =— = <0 (Vvp>0)

Significado del signo de la demanda marginal: p T = q 1 (bien ordinario)
b)

2000 2000

Cuando el precio del bien es 10 u.m., el ingreso total que obtenemos es de 20 u.m.

c)
I(p) p-q 2000
IMe(P)=T=—=CI= 3
El ingreso medio con respecto al precio coincide con la cantidad demandada.
d)
, 4000

IMg(p) =1'(p) = — 3
Recordemos que:

Al Al
I'(p) = Al}i)r_{lo% =1'(p) = A(;f) siempre que Ap — 0.
Es decir, la tasa de variacion media (T.V.M.) del ingreso la podemos aproximar por la derivada

Al(p)
T.V.M. =——~=~]
(V. M) == == 1'()
En nuestro caso la tasa de variacion media para p = 10 se puede estimar por medio de:
AI(10) , 4000
(T. V-M-)|p=10 = =~ [ (10) = — = —

Ap 103

Si pensamos en un incremento de precio unitario (Ap = 1), tendriamos que si el preciop = 10 u.m. aumenta
en una unidad, entonces el ingreso disminuye aproximadamente en 4 unidades monetarias.

e)

|

4000
e Q

Iver al indic
Volver al indice 55




Ejercicios resueltos de Matematicas I. © 2020 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 31/08/2022

f) La funcién de demanda es q = 22(3)0

6000 - .
Eap =9 () q(p) — ﬁ = —3.Ademds sip = 10 nos resulta también €, |p=10) = —3 .
p

Por tanto, si el precio p = 10 u.m. aumenta en un 1% entonces la demanda q disminuye aproximadamente
en un 3%.

39. Una empresa que va a lanzar un nuevo producto al mercado estima que la funcidén de demanda vendra

dada por la expresion
q(p) =30p~ "3 —6 = S
p1/3 % ’
(y = f(x) =30x"13 —6)
donde p es el precio unitario del bien y g el nimero de unidades demandadas.
a) Estudiar dominio (matematico y econdmico), asintotas (horizontales/verticales), crecimiento/decrecimiento

y concavidad/convexidad de la funcion. Representarla graficamente en su dominio econdmico.
Dominio matematico:
Dom f(x) = R — {0}
Dominio econémico:
Dom q(p) = (0,125]

Asintotas verticales (matematicamente):
AV.enx =0

30
llm fx) = llm (W 6) = 400

30 _
llm fx) = llm (W 6) = —00
Asintotas verticales (econémicamente):

AV.enp = 0cuandop - 0F

30
hm q(p) = llm (W 6) =+

Asintotas horizontales (matemétlcamente):
AH.eny=-6

30
,}I_I,gf(x) = llm ( 73 6) =—6
¢Hay asintota horizontal desde el punto de vista econémico?
Crecimiento y decrecimiento:

10
q'(p) = —10p™*/3 = — = < 0 - q decreciente en todo su dominio
p
Concavidad y convexidad:
40
q"(p) = ?p_7/3 === serd positiva siempre que p sea positivo
3Vp

Iver al indic
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Grafica dominio matematico:

Grafica dominio econémico:

307736

Q
A=(125,0) r
VAR

0 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100 110 120 130

b) Calcular la elasticidad de la demanda para un precio p = 27 e interpretar su significado.

, p
Eqp — 4 (») m
q(p) =30p~ '3 -6
q'(p) = —10p™*/3
=q'(27) 27 0.83
Ealpl(p=27) = 4 a2~

Apartirdep = 27,sip T 1% = q | aprox. 0.83%.

c) Expresarlosingresos de la empresa como funcién del nimero de unidades demandadas (/(q)) y calcular
la funcidn de ingreso marginal IMg(q).

) ) =p-q
q=30p 3—-6- p=p(q) =? (jfunciéon inversa!)
303
Despejando p de la funcién de demanda nos queda: p = p(q) = (q+—6)3
1) = 303 27000 q
RN CETO L OOk
IMg(q) = I'(q) = _ —54000- (q —3)
ST T gy e
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d) Estudiar cudl es el maximo ingreso de la empresa y en qué nivel de demanda se obtiene.

1) = 27000 - ¢q

RENCENOR

—54000- (g — 3)

I = =0 =3

(@) TRk - q
I'(q) no existe en g = —6, pero al ser un punto sin sentido econémico no lo tenemos en cuenta para el
estudio del signo:

. , >0si0<qg<3 _ L
Signo I'(q) {< 0sig>3 = ¢ = 3 maximo local

Como I(q) es continuo en el intervalo econdmico [0, ), para la obtencién de maximo global podemos
utilizar una modificacién del Teorema de Weierstrass:

e En el extremo inferior del intervalo la funcién toma el valor I(0) = 0
e En el extremo superior al ser el infinito tomamos limite: lim I(q) = 0
q—)OO

e Enel punto critico I(3) = 27000 -913 = % ~111.11

Por tanto, si la demanda es ¢ = 3 el maximo global seré I,,,,, ~ 111.11

2

140

120

(3, 111.11)

_11 40 =120 =100 =80 -G0 40 =20

e) ¢Se puede afirmar que el ingreso marginal (IM g) disminuye al disminuir la demanda (g) del producto?

/ 162000 (g — 6)
IMg) = (I =" =
(IMg)' = (I'(@)) (@ CETSE
. , . . <0si0<g<6
Singo(IMg)'(9) = Signo I"@){S g o g = ¢
Luego la afirmacidn del apartado e) es cierta, Unicamente en el caso g > 6 ya que:
(IMg)'(q) >0 —> g 1= IMg T (mismo sentido)

Luego:
(IMg)' (@) >0 - ql=IMgl (mismo sentido)

Iver al indi
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39. Sila funcién I(p) = In(—20 + 21p — p?) determina el ingreso diario en miles de € de una empresa en
funcion del precio p unitario en € del bien producido. Se pide:

a) ¢Cual es el dominio de la funcidn de ingresos? Calcular I(8) e interpretar el resultado.

b) ¢Cudl es la funcién de ingreso medio IMe(p)? Calcular e interpretar IMe(8).

c) éCual es la funciéon de ingreso marginal IMg(p)? Calcular IMg(8) e interpretar el resultado. é Existe algin
valor para el precio que hace maximo el ingreso? En caso afirmativo, écual?, éseria un maximo global?

d) ¢Cuanto vale la elasticidad puntual &, (,=g)? Interpretar econémicamente el resultado.

e) ¢Un aumento (disminucion) del precio hace disminuir (aumentar) siempre el ingreso? ¢Es cierto que al
aumentar siempre el precio el ingreso marginal disminuye?

f) Si hoy (t = 0) se tiene un precio de 8 €, y cuando transcurren t dias el precio viene dado por la funcién
p(t) = 8 + 2t + t2, utilizar el andlisis marginal para estimar cuanto se incrementaria el ingreso mafiana.

a) Dominio:
—20+21p—p?>=0-p;, =1,p, = 20
<0sip<1
Signo(—20 + 21p —p?){>0si1<p < 20
<0sip>20
Dom I(p) = (1,20)
1(8) = 1n(84) =~ 4.43082 miles de €. Para un precio de 8€ se tienen 4430.82€ de ingresos.

_ _p2 .
b) IMe( )= I(p) ln( 20+lep p):p?Q:Q

1n(84) ~ 243082 0.5538. Aun precio de 8€, en media se demandan 553.8 unidades del bien.

IMe(8) =
21-2p

C) IMg(p) —20+21p—-p

A partirdep = 8 T 1€ = Los ingresos 1 T aproximadamente en 0.05952 miles de euros, es decir,
59.52€ aprox.

21-2p
M) = 5 21p =2

Signo IMg(p) {z 8 :g i 182 — p = 10.5 maximo local o relativo.

- IMg(8) = = ~ 0.0595238

=0-p=105%€

Y ademas, sera global porque la funcion es céncava.

[z) = m(-20+ 2L}z —27)

d)

8
I a1 =1'(8) - —— ~ 0.0595238 - ——— ~ 0.107472
ep = 1'(P) - 1( )~ Eiv=e) = I'(®)- 1(8) 443082

Si a partir de p = 8€, este precio sube un 1%, el ingreso sube aproximadamente en un 0.107472%.
e) ¢Un aumento (disminucion) del precio hace disminuir (aumentar) siempre el ingreso?

En el apartado c) ya vimos que:
) >0 sip <105
Signo IMg(p) {< 0 sip>10.5
sip<105-p =11

Luego si {sip >105-5pTt=11

Iver al indic
Volver al indice 3T



Ejercicios resueltos de Matematicas I. © 2020 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 31/08/2022

¢Es cierto que al aumentar siempre el precio el ingreso marginal disminuye?

/ o2 _
Calculamos(IMg(p)) =1"(p) = Z2p"+42p—401

201210207 < 0 = IMg(p) es siempre decreciente.
f) Porlaregladelacadenal’(t) =1'(p)-p'(t)
Sabemos que parat = 0 —» p(0) = 8y que p(t) = 8 + 2t + t2.
Luegop'(t) =2+ 2t - p'(0) =2
Entonces:
I'(0) = I'(8) - p'(0) ~ 0.0595238 - 2 ~ 0.119
Luego el ingreso total mafiana (t = 1) se incrementard aproximadamente 119¢€.

Volver al indice
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TEMA 2: LA INTEGRAL DE RIEMANN
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) La primitiva de una funcion integrable es Unica.
b) Si f'(x) = g'(x) entonces f(x) = g(x).
c) f; f(x)dx es una funcién de x.
d) Si f(x) es continua en a < x < b entonces f:f(x)dx representa el area acotada por lacurvay = f(x),
elejeOXylasrectasx =a, x = b.

2. Resolver las siguientes integrales:

2_
a) [(2x* —3x2 +5x —2)dx  b) [T dx OfYGx+6ydx d)f° F—dx
e) fg/Z\/senx cosx dx f) f;f;—z g) flz Inx dx h) folxzexdx
i) f,:/zx - cosx dx i) f:%dx (cambio de variable: t = 1 + 2%)

3. Calcular el drea limitada por la curvay = f(x) = x3 — x? — 2x, el eje X, en el intervalo [—1,2].

4. Calcular el area de la regién limitada por las siguientes curvas:
a)y=4-x*y=x*-1 b)y =x% y=vx x—2y+1=0, y?=x+1
dx=y*+4y, x=0 e)y=2-x% y=—x fly=x3-2x—-2, y=x2-2
gly=1-|x,y=0,x=-1,x=1

5. a) Un negocio que no obtiene beneficios actualmente ha de aumentar sus beneficios gradualmente en los
proximos cuatro afios hasta alcanzar un ritmo de 16 millones de délares por afio. Al final del primer semestre
el ritmo ha de ser de un cuarto de millén anual y al final del segundo afo de 4 millones anuales. En general,
al cabo de t afios (0 < t < 4), su ritmo de beneficios ha de ser t> millones anuales. Estimar el beneficio total
durante los cuatro aios si el plan cumple sus objetivos.

5. b) Si conocemos que el ingreso marginal de cierta empresaes: I'(Q) = 100 — 4Q, siendo Q la produccién.
¢Cual es la variacion del ingreso total de una empresa cuando la producciéon aumenta de 5 a 10 unidades?

6. Sabiendo que la funcién de coste marginal de una empresa viene dada por C'(Q) = CMg(Q) = 12e05¢
y ademas que los costes totales cuando Q = 0 son 36, determinar la funcion de coste total.

7. Si la tasa de ventas de un producto evoluciona segun la funcién F'(t) = 10 — 7e™¢, t > 0, donde t es el
tiempo en dias desde el comienzo de cierto afio (por F denotamos las ventas totales), hallar las ventas totales
en los cinco primeros dias.

8. Si el consumo marginal es una funcion del ingreso y, como la dada por C'(y) = 0.6 + 0.1y‘1/3, y si el
consumo auténomo (C) es 45 cuando el ingreso es cero, hallar la funcién de consumo C(y).

9. La funcién de ahorro marginal viene dada por S'(y) = 0.5 — O.Zyl/2 donde y representa el ingreso. Hay

un no-ahorro (desahorro) de 3.5 u.m. cuando y = 25. Determinar la funcién de ahorro S(y).

10. Dada la funcién de coste marginal C'(Q) = 3Q? — 18Q + 30, ¢cudl es la disminucién en el coste total
C(Q) cuando la produccioén total fabricada se reduce de 12 a 3 unidades?
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11. Los costes marginales de una empresa vienen dados por la funciéon

10—% si0 < q <100
() = q
3+50 sig =100

Ademas, la empresa tiene un coste fijo de 300 u.m.

150 . -
a) Calcular fo C'(g)dq. Interpretar econémicamente y geométricamente el resultado.
b) Calcular el coste de producir 150 unidades de producto.

12. El beneficio marginal de una empresa durante un periodo de 10 afios (t € [0,10]) ha sido

10000

P0Gy

Calcular el beneficio marginal medio en el periodo [4,9].

13. Sabiendo que la tasa de ventas de una empresa es una funcién del tiempo de la forma f(t) = 10e%03¢,

donde f(t) se mide en millones de u.m. y t en meses, calcular el beneficio que se espera obtener durante
los primeros 6 meses, sabiendo que el beneficio es la diferencia entre el 10% de las ventas menos los costes,
y que los costes ascienden a 300.000 u. m. en total a lo largo de este periodo.

14. Si la tasa de ventas de un producto es F'(t) = 5(1 — e %), calcular la tasa media de ventas en el intervalo
[3,5].

15. Durante varias semanas el departamento de carreteras ha registrado la velocidad del trafico que fluye
por cierta salida del centro de la ciudad. Los datos indican que entre la 1 y las 6 de la tarde de un dia de
trabajo la velocidad del trafico en la salida es aproximadamente S(t) = t3 — 10t? + 30t + 10 km/hora
donde t es el nimero de horas después del mediodia. Calcular la velocidad media del trafico entre la 1 y las
6 de la tarde.

16. Suponer que el precio de la gasolina aumenta de acuerdo con la ecuacién p(t) = 1 + 0.1t + 0.02t?

donde p es el precio en euros por litro y t representa el tiempo en afios (t = 0 representa el afio 2013). Si se

conduce un automavil 15.000 km. al afio y recorre M km. por litro, el coste de combustible en el afio t es de:
15000 ¢+t

C == : p(uw)du

Calcular el coste de combustible anual en los afios a) 2015 b) 2020.

17. Sabiendo que la cantidad demandada y el precio de equilibrio en un mercado de libre competencia vienen
determinados, segun el caso, por las funciones de demanda y oferta respectivamente dadas por:

a)p=113—-¢q3, p=(qs + 1? b) p = 1000 — 0.4q5 , p = 424
_ _ .2 _ 1o _ 2
Op =5 P=0¢Gt1 dp=—7-Lp=4q+3

Determinar, en cada caso, grafica y analiticamente el excedente del consumidor y del productor,
interpretando econdmicamente los resultados.
18. a) Supongamos que un producto se vende a un precio de equilibrio de p, = 2€ siendo su funcién de
400 . o -
demanda q(p) = > Representar las funciones q(p)y p(q) sefialando graficamente en cada caso el

excedente del consumidor. Calcular el excedente en uno de los casos.

18. b) Las funciones de oferta y demanda de un bien son, respectivamente,

S(p) =31+2,/p D()—10001

p - ) p - p + 9

i) Comprobar que p. = 16 es precio de equilibrio y calcular el precio a partir del cual el producto deja de
tener demanda.

ii) Si el precio de venta es el precio de equilibrio, calcular el excedente del consumidor.

Iver al indi
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19. Resolver las siguientes integrales:

a) fl""d_JZC b) folj_; c) fow xdx d)f_ow cosx dx
oG @>1 ) f; e P dx, pER) g) [y = h) J! Inxdx
i) [, = (0> 1) S

20. Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) El area de la superficie encerrada por una funcién no negativa y el eje x, desde x=0 hasta infinito, es
siempre infinito.
L o1-x —
b) [, xe'*dx =1.

1 senx . . .
c) fo . dx es una integral impropia.
t

1 b
21. Sea la funcién f(t) = {;e 7 sit20 pemostrar que se verifica:
0 sit<O

a) fzz f(t)dt = 1 (se dice entonces que f(t) es una funcién de densidad de probabilidad)
b) Hallar fos f(t)dt (coincide con la probabilidad de que la variable aleatoria X esté entre Oy 5)

c) Hallar f:ooo tf(t)dt (coincide con el valor esperado de X)

22. Si el flujo de dinero pudiera existir permanentemente, el valor actual del flujo seria
VAszwI(t)e‘”dtdonde I(t) es el ritmo de flujo en el momento t y r constante (0<r<1) es la tasa nominal.

Calcular el valor actual del flujo en el caso de que I(t) = t2, r=0,3. Si la tasa nominal r fuese mayor éel valor
actual creceria o decreceria? Justificar la respuesta.

23. Sabiendo que el coste de capitalizacién de un activo C durante n afios viene dado por

n

C=C, +f C(HeTtdt
0

Donde C es la inversidn original, t el tiempo en afios, r el interés anual, y suponiendo C(t) = 250(1 + 0.8t),
r = 0.2, Cy = 6500%€, calcular el coste de capitalizacién de un activo:

a) Durante n = 5 afios.
b) Para siempre.

2
p(1+Inp)3/2
de euros. Sabiendo que para un precio de equilibrio po el excedente del consumidor viene dado por EC =

24.Sea D(p) = la funcién de demanda de un bien en funcién del precio p expresado en cientos

fp:w D(p)dp, calcular el valor de dicho excedente si el precio del bien es 100€.

25. La oferta y la demanda de un articulo viene dadas por las funciones

_ (5p?-125 sip=>5 37500
S(p)—{ 0 sip< 5 D(p) = p2
a) Comprobar que el precio de equilibrio es p* =10 €.
b) Calcular el excedente del consumidor y del productor dados por:
* +o0
EP=[J S(p)dp, ~ EC= [ D(p)dp

Iver al indi
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EJERCICIOS RESUELTOS TEMA 2

2. Resolver las siguientes integrales:

a) [(2x* — 3x? + 5x — 2)dx b”5x 341 o) [Y(GBx+6)dx d) f_zlﬁdx
e) fon/Z\/senx cos x dx ) fn//j tgz g) f12 Inx dx h) folxzexdx

i) f;/zx - cosx dx

a) Es una integral inmediata

. 5 2x%  ,  5x?
(2x* —3x° +5x —2)dx = - =g X +T—2x+C
b) Es una integral reducible a varias inmediatas,
5x2—3x+1 3 1
f—dx = =5lnx+—-———=+C
x3 x 2x?

c) Utilizando el cambio de variable: 5x + 6 =t

f Y(Gx+6)dx = = %(5x+ 6)-V5x + 6

d) Se puede resolver de forma inmediata o con el cambio de variable: x> + 1 =t

fz X dx == S In(5) — ~In(2) = ~1 (5)~045815
T R A e R V) Mt

En el caso de calcular primero la integral indefinida debemos obtener:

X 1 )
Jx2+1dx=§ln(x +1)+C

e) Con el cambio de variable: senx =t

/2

vsenx cosxdx =--=2/3

0

senx

f) Si hacemos el cambio de variable: sen x = t, teniendo en cuenta que: tgx = p—

ﬁ:...:ln(senx}-}-c fn/Zd_xz

.
= s —1n( ) ~ 0.34657

g) Deberemos utilizar integracién por partes, considerandou =Inx, dv = dx
2
f Inxdx=--=2In2—-1= 0.38629
1
h) En esta integral tendremos que hacer integracion por partes dos veces, considerando: u =polinomio
1
fxzexdx = =x2-2x+2)e*+C f x%e*dx = =e—2~ 0.718282
0
i) Debemos hacer integracidn por partes considerando: u = x

fx-cosxdx=x-senx+cosx+€

Vs
f x-cosxdx ~ —2.5708
/2
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3. Calcular el drea limitada por la curvay = f(x) = x3 — x? — 2x, el eje X, en el intervalo [—1,2].

2
Area=f |f (x)|dx
-1

Comprobemos dénde la funcién polindmica puede cambiar de signo:
fx)=0-->x=-1,x=0,x=2.

En este caso al tener tres puntos de corte debemos dividir en dos integrales para el calculo del area:

Area = +

0 37 -
X~ — X" — 4LX)ax == —— =X ). u
3 _x2 - 2x)d 3.083 u2
. 12

2
J (x3 — x? — 2x)dx
0

@&

I8 R

e

Ty =

P -4
4. Calcular el area de la regién limitada por las siguientes curvas:

ay=4-x% y=x’-1  bly=x* y=vx x—2y+1=0y?=x+1
dx=y*+4y, x=0 e)y=2—-x% y=—-x fly=x3—2x—-2, y=x%2-2

gly=1—-1x], y=0,x=-1,x=1

a)y=4—x2% y=x%-1

, +3
Area = f\/ﬁ (4 —x2 — (x? — 1))dx| = - =~ 10.5409 u?
N2
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b)y =x2, y=+/x

V'

Area = |f01(\/§— x)dx| == % ~ 0.33 u?

(L]

a=033

x—-2y+1=0, y>=x+1

0.0

05 1 15

Area = |[((2y - 1) — (2 - D)dy| = - =5 ~ 1.332

2

dx—-2y+1=0, y?=x+1

3

Area = |f_04(y2 +4y)dy| == 2 ~10.6667 u?

3

= i 5 i 3 ] &
x=ye= 4y
a=1067
-6
] 2 9
e)y=2-x%y=—x Area = |f_1((2 —x?) — (—x))dx| = =-~ 45U
ES
@) = —=x
15
EROEEEEE;
0.5
a=-45
=25 -1 =05 0 05 1 5 : 25
—0:5
<
,‘ 5
fla) =127
-2
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f) Para calcular el &rea limitada por y = f(x) = x3 — 2x — 2, y = g(x) = x? — 2, hallamos primero los
puntos de corte de las dos curvas (ndtese ademas que las dos funciones son continuas):

f(x) = g(x) > o5x=0x=-1,x=2.
Si calculamos la integral definida nos da el resultado:

2
f (f(x) —g(x))dx = --- = =225
-1

iiEl area limitada por las curvas es negativa!!

¢Qué hemos hecho mal?

| 2
firea = f F () — g(0)ldx
-1

En este caso al tener tres puntos de corte debemos dividir en dos integrales para el calculo del area:

0 2
Area=f (x3—2x—2—(x2—2)dx+f(x3—2x—2—(x2—2)dx=
-1 0
‘ 0 2 37 5
Area = f (x3 —x% = 2x)dx| + J (x3 —x%2 = 2x)dx| == 7~ 3.083 u?
-1 0
g L h H )=~ % 2
e
ED £ F

-|| 0 1
1
]

1
1
1
I
1
I
1
I
1
1
1
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
1
I
I

¢Qué pasaria si nos afiaden ademds un intervalo de integracion?
Por ejemplo:

Hallar el rea limitada por las curvas f(x) = x3 — 2x — 2, g(x) = x? — 2 en el intervalo [—0.5,1].

0
Area = f (x3 — x? = 2x)dx| +

-0.5

1
J (x3 —x? — 2x)dx| = 1.27604 u?
0

g @

N
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gly=1—Ix|, y=0,x=-1,x=1

0
J(1+x)dx
-1

Area = + =..=1u?

fol(l —x)dx

x=-1 x=1

Fa) = 1 |e]

5 b). Si conocemos que el ingreso marginal de cierta empresaes: I'(Q) = 100 — 4Q, siendo Q la produccion.
¢Cual es la variacion del ingreso total de una empresa cuando la produccién aumenta de 5 a 10 unidades?

10

10 10
1(10) — I(5) = J I'Qdo =] (100-40Q)dQ = <1OOQ —20Q2 )] = ... =350
5
5

5

6. Determinar la funcién coste total, sabiendo que la funcidn de coste marginal de una empresa viene dada
por:

C'(Q) = CMg(Q) = 12¢%5¢

y ademas que los costes totales cuando Q = 0 son 36.

c)= f C'(@)dQ = f 12950 dQ = - = 24€05Q + K
SiQ=0-C(0)=24+K=36->K=12
C(Q) = 24e%5¢ + 12

7. Si la tasa de ventas de un producto evoluciona segtn la funcién F'(t) = 10 — 7e~¢, t > 0, donde t es el
tiempo en dias desde el comienzo de cierto afio (por F denotamos las ventas totales), hallar las ventas totales
en los cinco primeros dias.

F(5) = F(0) = [T F'()dt = [ (10 — 7e )dt = - = 50 + 7e™5 — 7 ~ 43.0471

8. Si el consumo marginal es una funcién del ingreso y, como la dada por:
C'(y) =0.6+0.1y~1/3,

y ademas si el consumo auténomo (C) es 45 cuando el ingreso es cero, hallar la funcién de consumo C(y).

C(y) = f C'(y)dy = f(0.6 +0.1y"Y/3)dy = 0.6y + 0.15y%/3 + K
Como sabemos que C(0) = 45 - K = 45

Por tanto:
C(y) = 0.6y + 0.15y%/3 + 45

Iver al indi
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14. Si la tasa de ventas de un producto es F'(t) = 5(1 — e~ %), calcular la tasa media de ventas en el intervalo
[3,5]-

F5)-F(3) 1
5—-3  5-—3

5
T.V.M.= f F'(t)dt = - ~ 4.89237
3

15. Durante varias semanas el departamento de carreteras ha registrado la velocidad del trafico que fluye
por cierta salida del centro de la ciudad. Los datos indican que entre la 1 y las 6 de la tarde de un dia de
trabajo la velocidad del tréfico en la salida es aproximadamente:

S(t) =t3 —10t? + 30t + 10 km/hora donde t es el nimero de horas después del mediodia. Calcular la
velocidad media del trafico entre la 1y las 6 de la tarde.

6
Valor medio integral de S en [1,6] = S(t)dt = --- =~ 36.4167 km/hora

6—1)J;
17 d) Sabiendo que la cantidad demanda y el precio de equilibrio de un mercado de libre competencia
vienen determinados por las curvas de ofertap = g2 + 3y de demanda p = % — 1. Hallar,
d
analiticamente y graficamente, el excedente del consumidor y del productor.
Primero calculamos la cantidad de equilibrio (y el precio de equilibrio)
243 10 1 =1 =4
= 1> > =1- =
q g+ 1 q p
1 1 10
EC=J r(qq)dq —p* - q" =f ( —1>dq—4= ~++=10In2 -5~ 1.93
0 0o \qa+1
1 1
BP=p" g~ [ p(a)dg =4- [ @ +3)dq=-=2/3=067
0 0
|
1 1
p-re?ir.afie-man. T = 0 ==l preciodemanda
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18. b) Las funciones de oferta y demanda de un bien son, respectivamente,

S(p)=31+2/p D()—1000 1
i) Comprobar que p, = 16 es precio de equilibrio y calcular el precio a partir del cual el producto deja de
tener demanda.

i) Si el precio de venta es el precio de equilibrio, calcular el excedente del consumidor.

a)
Sip =16 - S(16) = 39 = D(16)

Dp)=0--->p=991
b)

991 991 1000
EC = f D(p)dp = f (—— 1) dp = - = 10001n(40) — 975 ~ 2713.88
16 16 W+9

14 Ix=16 —
i @

oferta \
20 f
h\r\ha% =9713.88 Q,
\ EEEEE ! T 1 -

e
0 120 40 60 &0 100 120 140 160 180 200 220
1
i
=20 1
s
x=18 -
: —d
i
e
demanda
i

EC, =2713.88 (991, 0)

: 100 200 300 400 500 600 700 800 900 100 ys

H

'

! N
100

: O\.

'

L}

'

L}

'

L}
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19. Resolver las siguientes integrales:

a) fwzx b)fldx c) J, xdx d)[°_cosx dx

1dx

e S (>1) f) [ e Pdx, pER) g) [, = h) f;; Inxdx

i)y S 0> 1)

b

odx _ . bdx _ 2 T, 1 _
a)fl xz_gl—rj;lofl x2 hmf x dx_hm —1]1_1}%( b+1)_
b)fld—x— lim [~—= f x~2dx = lim [le/z] c=2
€—0t "€ \/E 6—>0+ €—0%
c) foooxdx—f xdx+f xdx = lim, f xdx + llmf xdx = lim, [—] + lim —] = =00
€— —00
d) f_ cosxdx = lim_ f cosxdx = lim [sen x]) = — lim senb

¢Existe lim senb?
b——o0

e) Sip > 1 tenemos:

® dx b qx b x~p17]° 1 1 1P
J — = lim — = lim | x7Pdx = lim [ ] = lim |——- ] =
1

xP b—oo J; xP b>oo | b-o |—p +1 1 b-oo |1 —1p xb—1 L
I 1 1 1 1
T o1 — p pp-1 1-p p-—-1
f)f e PXdx = llmf e P*dx = lim [ _px]b =..=1
b-o Ll —p 1, 14
1dx _ .. 11, .. 1
0% = i [ 2ax= il = =
h) fol Inxdx = --- = —1 (ésabrias resolverla utilizando integracion por partes?)
i) Sip > 1 tenemos:
1y 14y 1 P+l 1
— = lim J — = lim | x7Pdx = lim = =00
o XP em0t ). xP es0t ), -0t [—p + 1 .
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t

1 &
21. Sea la funcién f(t) = {;e 7 sit 20 pemostrar que se verifica:
0 sit<0

a) fjooof(t)dt = 1 (se dice entonces que f(t) es una funcién de densidad de probabilidad)

[e%) 0 [e%) 0 001 _£ bl _£
f f(t)dt=f f(t)dt+J f(t)dt=J 0dt+J 7e 7dt = lim 7e 7dt =
- 00 0 —oo 0

b—+o
1 _t
—e 7dt
J 7°¢

0
Ejercicio: Resuelve la integral indefinida

para luego aplicar la regla de Barrow.

Deberds llegar a este resultado:

* b1 ¢t _t\1° b 0 b
f f(®dt = lim f —e 7dt = lim (—e 7)] = lim <—e 7—<—e 7)>= lim (—e 7+1>= 1
o b+ Jo 7 b—+o0 o botow b—+o

b) Hallar fosf(t)dt (coincide con la probabilidad de que la variable aleatoria X esté entre 0y 5)

5 51 _£ _55 _E
P(OSXS5)=ff(t)dt=J7e 7dt = —e 7] =—e 74+1=0.51
0 0 0

c) Hallar f_J:o tf (t)dt (coincide con el valor esperado de X)

+ oo + 00 1 _£ b 1 _£
E[X] =J tf(t)dt=f t -(—e 7)dt= lim t -(—e 7>dt

b—+o0
Ejercicio: Resuelve utilizando integracion por partes esta integral

[

b1 ot _to_ NP
E[X] = lim t -(7e 7)dt= lim —(te 74 7e 7)] =-.=7
0 0

Deberds llegar a este resultado:

b—+00 b—+

23. Sabiendo que el coste de capitalizacién de un activo C durante n afios viene dado por
n
C = C, +f C(t)e "tdt
0

Donde C, es la inversidn original, t el tiempo en afios, r el interés anual, y suponiendo C(t) = 250(1 + 0.8t),
r = 0.2, Cy, = 6500%€, calcular el coste de capitalizacidn de un activo:

a) Durante n = 5 afios.
5

C = 6500 +J 250(1 + 0.8t)e~%2tqt
0
Ejercicio: Resuelve la integral indefinida

j 250(1 4 0.8t)e 2 tdt

Deber3s llegar al resultado:
5

C = 6500 + f 250(1 + 0.8t)e 02tdt =
0

= 6500 + (250(—4 t 6702 — 25 ¢~020))]° = ... ~ 8611.36
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b) Para siempre.

+ 00

C=6500+f

b
250(1 + 0.8t)e%2tdt = 6500 + Jim f 250(1 + 0.8t)e%2tdt
0 —400 0

. _ _ b
= 6500 + lim (250(—4 te™%* —25¢ 2], =
= 6500 + lim (250(—4 be=02b — 25 e—°-2b)) — (250(—4- 0 7020 — 25 ¢=020)) =
= 6500 + 250 - 25 = 12750

24.Sea D(p) = la funcién de demanda de un bien en funcién del precio p expresado en cientos

2
p(1+Inp)3/2
de euros. Sabiendo que para un precio de equilibrio po el excedente del consumidor viene dado por EC =

fp+°°D(p)dp, calcular el valor de dicho excedente si el precio del bien es 100€.
0

+00 +00 2 b 2
EC = D(p)dp = ———=dp=1i ——————dp == 1.6895
fp* 2 J;00 p(1 +Inp)3/2 P b_l’To" J;oo p(1 +1Inp)3/2 P

25. La oferta y la demanda de un articulo viene dadas por las funciones

_ (5p?—125 sip=5 37500
S) = { 0 sip<5 b

a) Comprobar que el precio de equilibrio es p* = 10 €.
b) Calcular el excedente del consumidor y del productor dados por:

*

14 +00
EP =j S(p)dp, EC =f D(p)dp
0 14

*

a) Bastaria con sustituir en la oferta y la demanda, p = 10, y ver que coinciden. En caso de que no nos
dieran el precio de equilibrio podriamos igualar la oferta con la demanda para el caso p = 5, y obtener:
S(p) =D(p) = - - 5p* —125p? — 37500 = 0
Si resolvemos esa ecuacién, nos dara también que la Unica solucién vélida en nuestro problema es p = 10.

b)
p* 5 10 10
EP = J S(p)dp = J S(p)dp +J S(p)dp = J (5p% — 125)dp = -+ ~ 833.33
0 0 5 5
+oo ) b37500
EC = f D(p)dp = lim f >—dp = =3750
10 bo>toJip P
Q "
£p =833 a oY
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TEMA 3: FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES REALES
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sea la funcién de utilidad dependiendo del consumo x e y de dos bienes, definida por U(x,y) = (x + 3)2%y

a) Hallar la expresion de la curva de indiferencia que se obtiene para una utilidad U = 100. Interpretarlay
representarla graficamente.

b) Comprobar que si se consume x = 2,y = 4 unidades, entonces estamos sobre la curva de indiferencia
anterior.

c) Obtener otra combinacién de cantidades a consumir que proporcione la misma utilidad.

2. Un consumidor dispone de un presupuesto de 100 € para gastarlo en dos bienes A y B. El primero cuesta
5€/uy el segundo 12 €/u.

a) Escribir la funciéon G (x, y) que calcula el gasto del consumidor si compra x unidades de A e y unidades
de B.

b) Escribe la ecuacién presupuestaria que corresponde a los 100 € de que dispone el consumidor.
Interpretarla y representarla graficamente.

c) Obtener la expresion de la funcidn y(x) que se obtiene para un presupuesto de 100 €
d) Calcular y(8), interpretar su significado.
3. La funcién de produccion de una empresa viene dada por Q(K, L) = 10K°>12.

a) Obtener la expresiéon de las isocuantas (curva de isoproduccion) correspondientes a los niveles de
produccion Q = 10y, Q = 100. Interpretar su significado.

b) Representarlas graficamente.

4. Estudiar la existencia de limite en el origen de las siguientes funciones:

A f00Y) = 5o b) f(x,y) =x+y? o f(xy)=3y*—x* d)f(xy)=e 2
e f(xy) =x-sen(1/y)  f(0y) =1 8) f(x,y) = x—yl

5. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:
a) f(x,) = (x* - y)sen(xy) b) f(x,y) = Ix — vl c) f(x,y) = Jxy

d) f(x,y) = sen(2™)

6. Calcular derivadas parciales de primer y segundo orden de las siguientes funciones:

a)Z=3x2+4y3+10 b)Z:(x2+4xy+y2)13 C)Z=x—3y+4y3x2_2x d)2=%
e)z =In(x* +2xy —y7) f)z=x"e? g)z=xe™ h) z = In({*2 +?)

7. Calcular derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:

a)z=x-y+y-In(xy) b)z=e @)  )z=xe*Y d)z=In(x%+y?)
h)e? = (u+ DY3w + 2)V*4(w + 3)/5

- 24cz3 x+y+z
e)z=e *seny f)ju =¥tV +cz’ g p cecR g)u =22

8. Dada la funcién z(x,y) = xy(x? — y?). Calcular zy,(x, 0), z,(0, y), Zy, (0,0, zy,(0,0).
9. Estudiar la derivabilidad de z(x,y) = x3y3. éPuedes concluir algo para la diferenciabilidad?
10. Hallar la diferencial primera y segunda de las siguientes funciones:

a)z=x3-3xy+y3 b) z = sen(3x) - cos(4y) c)z=e* -cos(b-y),paraa,beR d)z = xe”*.

¢Cudnto valen cada una de ellas en el punto (0,0)? ¢Se obtiene un valor numérico?

Iver al indi
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11. Sin utilizar la calculadora calcular aproximadamente ¥/65In( 1.1). Comparar el resultado obtenido con
el conseguido con una calculadora.

12. Comprobar que para valores pequefios de x e y se puede escribir la igualdad aproximada siguiente:
2

e*In(l1+y) = y+xy-y7

Utilizar dicha expresion para calcular aproximadamente e®2 In(1.1).

13. Sea N el nimero de peticionarios de plaza en una universidad, p los costes por alimentacidn y vivienda,
, ., aN aN ,

y t el coste de la matricula. Supongamos que N es una funcidn de py t tal que % < O’E < 0..Cémo

interpreta el hecho de que ambas parciales sean negativas?

14. Dada una empresa que produce pafiuelos segun la siguiente funcidén de produccion:
MM, L

Q(MllMZIL) = M% + 2M22 + 3L2 —T.O

donde M, es el tiempo de utilizacidn de la maquina 1, M, el de la maquina 2 y L la cantidad de mano de obra,
calcular las derivadas parciales e interpretarlas en términos de las funciones de productividad marginal de
la produccidn respecto de las horas empleadas en cada maquina y respecto de L.

15. Se estima que la produccidon semanal en cierta planta (unidades) esta dada por la funcién Q(x,y) =
1200x + 500y + x?y — x3 — y?, donde x es el nimero de trabajadores cualificados e y es el nimero de
trabajadores no cualificados empleados en la planta. En la actualidad, la fuerza laboral esta conformada por
30 trabajadores cualificados y 60 no cualificados. Aplicar el andlisis marginal para calcular aproximadamente
el cambio resultante en la produccién semanal al adicionar un trabajador cualificado, si no cambia el nimero
de trabajadores no cualificados.

16. Se lanza un nuevo producto al mercado. El volumen de ventas X se incrementa como una funcidn del
tiempo t (en meses) y de la cantidad A (en u.m.) gastada en publicidad segun la ecuacion:

x = x(t, A) = 200(5-e00024)(1-¢)

ax d . .
Calcular 6_)t(' a_/)-(\' Evaluar estas derivadas cuandot = 1y A = 400 e interpretar su resultado.

17. La funcidn de costes de una empresa es C(x,p) = 600\/Eln X, donde x es la produccién y p el precio
medio de sus inputs. Se pide:

a) Calcular el dominio matemadtico y econémico de C. ¢ Coinciden?
Si la produccion actual es de 100 u. y el precio de 4 u.m.:
b) Calcular el efecto que tiene sobre el coste total un incremento unitario del precio de los inputs.

c) Calcular el efecto que tiene sobre el coste marginal (respecto a la produccién) un incremento unitario
del precio de los inputs.

Y si el precio pasara a ser p = 4.1 u.m. ( (Xo, po) = (100,4) & (x,p) = (100,4.1)):
d) ¢Cudnto aumentaria aproximadamente el coste total?
e) ¢Y el coste marginal (respecto a la produccién)?

18. La funcidn de utilidad de un consumidor respecto de dos bienes Ay B es
U(x,y) = In(1 + xy)
siendo x e y las cantidades que consume de ambos bienes respectivamente. Supongamos que el consumo
actual es (x,y) = (10,10). Se pide:
a) Obtener la utilidad marginal respecto del bien A. Interpretar su signo.

b) Justificar matematicamente esta afirmacién: “Por cada unidad que aumenta el consumo de A, la utilidad
marginal de A disminuye, es decir, la satisfaccién adicional del consumidor al aumentar el consumo de
A es cada vez menor”.
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c) Justificar matematicamente esta afirmacién: “Por cada unidad que aumenta el consumo de B, la utilidad
marginal de A aumenta”.

19. La funcién B(x, y) determina el beneficio de una empresa a partir de las cantidades producidas x e y de

. L S 92
dos articulos. ¢ Qué interpretacion tiene este resultado, a_yli (3000,1000) = —0.3?
, . \T+0.1t .
20. La demanda de un articulo viene dada por D(p,7,t) = 2 donde p es el precio, r la renta de los

consumidores y t el tiempo en afios. Razonar si D), aumenta o disminuye con el tiempo.

21. La funcién B(p, q,t) = 100e%1t(10p — 2q) representa los beneficios de una empresa en funcién del
precio p de venta de su producto, el precio g de su principal materia prima y el tiempo t en afios. En la
actualidad (t = 0) se tiene p =1,q = 2. Aproximar (sin sustituir en la funcién) el incremento que
experimentara el beneficio cuando pasen tres meses (At = 1/4)

22. Dada la funcién de produccién z = 8L%7K %3, donde L > 0 es el factor trabajoy K > 0 es el factor capital,
calcular las productividades marginales respecto a cada uno de los factores productivos y determinar si los
factores son normales, competitivos o independientes entre si.

23. Dada la funcién de produccién z = f(x,y) = Kx%y?, conx,y > 0y k, a, b constantes positivas,
determinar:

a) La productividad marginal de cada factor.

b) El caracter “creciente” o “decreciente” de la respectiva productividad marginal de cada factor cuando
cambia el propio factor, siendo el otro constante.

c) Si la productividad marginal de cada factor depende o no de las cantidades aplicadas del otro.

24. Sabiendo que la funcion de demanda de un bien X es x =\/Elnpy siendo py =4y p,=e
respectivamente el precio de los bienes X e Y, estudiar la variacidon de la cantidad demandada cuando los
precios respectivos aumentan en 0,01 y 0,002. Observar la utilidad de la diferencial como medida aproximada
de la variacién de una funcion.

25. Una empresa puede producir P unidades de su producto al utilizar L. unidades de mano de obra y K
unidades de capital con P = 100L3/% K1/4,

a) Calcular la produccién total cuando L = 81 yK = 16.

b) Aproximar el efecto de reducir L a 80 e incrementar K a 17, sin necesidad de calcular el verdadero valor de la
funcion en este nuevo punto.

26. El beneficio diario de una empresa viene dado por la funcién B(t, x) = 500e°%%!In (10 + x) siendo t el
tiempo en afios y x la produccidn diaria. Considerando que el nivel de produccién en la actualidad (t = 0) es
de 90 unidades de producto, usar el analisis marginal para estimar, sin sustituir en la funcién, el incremento
de beneficio esperado para dentro de un mes si la empresa reduce su produccion diaria a 88 unidades.

27. En cierta fabrica, la produccién diaria viene dada por la funcién £ (x, y) = 60x/?y*/3unidades, donde x
representa la inversidn de capital, medida en unidades de 1000 euros e y la fuerza de trabajo, medida en
minutos-trabajador cada dia. Si la dotacidn de capital actual es de 900000 euros y se emplean 1000 minutos-
trabajador cada dia, se pide calcular el cambio generado en la producciodn si la inversién de capital aumenta
en 1000 euros y la mano de obra en 2 minutos-trabajador.

Iver al indi
Volver al indice =3



Ejercicios resueltos de Matematicas I. © 2020 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 31/08/2022

28. Una empresa produce dos tipos de bienes (A y B). Denotamos por x el nimero de unidades producidas
del bien A ey el nimero de unidades producidas del bien B. La citada empresa consigue estimar las funciones
de coste marginal dadas respectivamente por las siguientes expresiones:

CMg, = C; = 0.08x + 0.01y + 4, CMg, = C} = 0.01x + 0.02y + 2

En la actualidad la empresa dispone en stock de 100 unidades del bien Ay 200 unidades del bien B. Para
ajustarse al mercado actual, la empresa decide aumentar en 2 unidades el stock del bien Ay reducir 1 unidad
el del bien B. ¢Como podrias calcular aproximadamente el incremento en el coste de la empresa?

29. Suponiendo que la cantidad demandada g por un consumidor de determinado bien es funcidn del precio
de dicho bien p;, del precio de un bien sustitutivo p, y de la renta disponible R dada por la expresion:

q = 500-3p% + 2p, + 0.02R

Calcular las elasticidades de q respecto a p;, p2 Y R cuando p; = 12, p, =8y R = 750. Interpretar los
resultados.

30. Las investigaciones realizadas por una empresa han permitido determinar la funcién de demanda de su
producto:

d(p,A,r) =100—2p+10InA + 8Inr

donde p es el precio unitario de venta, A las unidades monetarias anuales dedicadas a publicidad y r la renta
media de los consumidores. Hallar la expresién de las elasticidades parciales respecto a cada una de las
variables de que depende la funcion.

. 4 16 . .
31. Dadas las funciones de demanda: x=ﬁ, y=m de dos bienes cuyos precios son p y q
respectivamente, calcular las funciones de demanda marginal, las elasticidades parciales y estudiar el tipo de
relacion existente entre los bienes.

32. La empresa Apple ha calculado que, por la venta a un pequefio distribuidor de sus dos nuevos modelos
de iPhone, el iPhone Xy el iPhone 8, en funcidn de la demanda de cada uno de ellos, sus ingresos totales, en
cientos de euros, vendran dados por la funcion I(x,y) = (11 — 0.1x)x + (7.5 — 0.05y)y, siendo x e y las
unidades demandadas de cada modelo respectivamente, mientras que los costes totales serian C(x,y) =
10 + 5(x + y) en cientos de euros. Se pide:
a) Obtener la funcion beneficios en funcidn de las unidades demandadas para cada modelo. ¢ Cual es su
dominio matematico y econdmico? Justificar la respuesta.

b) ¢Cual es la expresidon que recoge las diferentes combinaciones de produccién que proporcionan unos
beneficios de 30000 €? ¢ Qué concepto matematico has utilizado?

c¢) Silademanda actual es de 10 unidades para el iPhone X y 5 unidades para el iPhone 8, decidir mediante
el analisis marginal qué le interesa mas a la empresa, aumentar en una unidad la demanda del iPhone X o
aumentar en una unidad la del iPhone 8.

d) Calcular la elasticidad de la funcién beneficios con respecto a la demanda de iPhone X para los niveles
de demanda del apartado anterior. Interpretar el resultado.

e) Supongamos que la empresa tiene dos opciones:
- Vender obligatoriamente 10 unidades del iPhone X, con libertad para vender del otro modelo
cualquier cantidad.
- Vender obligatoriamente 5 unidades del iPhone 8, con libertad para vender del otro modelo
cualquier cantidad.
¢Qué opcion le resulta mas ventajosa en términos de conseguir el maximo beneficio posible?
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33. Una empresa oferta un bien A segun la funcion

qlp) =—14+a-p, cono>0

donde p es el precio unitario de A. Un estudio de mercado permite conocer explicitamente la funcién de
demanda del bien:

d(p) =3 - -p,conP>0

a) Calcular en funcién de ay £ el precio p* de equilibrio de mercado.

op* Op* . e
b) Calcular %, % e interpretar graficamente los resultados.

34. Supongamos que la cantidad que se demanda en el mercado de un cierto bien (digamos, bien 1) cuyo
precio es p; se puede representar mediante el modelo D;(py,py) = £e3-2p1 siendo p, el precio de otro
bien ordinario (digamos bien 2). Se pide:

a) Justificar usando la derivada que para un p, fijo, un aumento de p; hace disminuir la cantidad

demandada D. Y también, que para un p; fijo, un aumento de p, hace disminuir la cantidad demandada
D;.

b) Calcular las elasticidades parciales demanda-precio en el punto (1.5, 10) e interpretar los resultados.
Justificar si ambos bienes son complementarios, sustitutivos o independientes entre si.

c) Calcular la curva de nivel que exprese la relacién entre los precios para D; = 10 y realizar su esbozo
grafico justificado analiticamente.

d) Aproximar la funcién de demanda mediante una funcidn polindmica de grado 2 cerca del punto (1.5, 10)
e interpretar el resultado.
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EJERCICIOS RESUELTOS TEMA 3

3. La funcién de produccién de una empresa viene dada por Q(K,L) = 10K%5L2.

a) Obtener la expresién de las isocuantas (curva de isoproduccidn) correspondientes a los niveles de
produccién Q = 10y, @ = 100. Interpretar su significado.

b) Representarlas graficamente.

1
a)101r<°-5L2=10—»1!(1/2L2=1—>1<-L4=1—>1r<=F

éSabrias decir su significado?

100
10K%°12 =100 » K22 =10 > K - L* =100 - K = —

L4
éSabrias decir su significado?

b)

6. Calcular derivadas parciales de primer y segundo orden de las siguientes funciones:

Recuerda las diferentes notaciones: Derivada parcial de primer orden respecto a x se puede denotar de las
siguientes formas (notaciones matemadtica y economica):
, 0z
= 2x =5y

a)z=3x*+4y3+10

0z _ 6

ox X

0z

— = 12y?

dy Y
wo_ 0(z)
XX a; - 6
n a(z;c 14
Xy 3y 0 =z,
OIS
yy — ay -
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byz=(x2+4x-y+y?)"

0z
Fie 13(x%2 +4x -y +y?)2 . 2x + 4y)

0z
3= 13(x% +4x -y +y*)12- (4x + 2y)

ZJ,C,x =13- 12(x2 + 4x - y +y2)11 . (ZX + 4y)2 + 13(X2 + 4x - y + y2)12 .2
Z,'C’y =13-12(x%> +4x -y +y*>)™* - (4x +2y) - Qx + 4y) + 13(x®> + 4x -y + y?)12 - 4
Z}Illy =13- 12(x2 + 4x - y +y2)11 . (4x + 2y)2 + 13(x2 + 4y - y +y2)12 2

©)z=x3y+4y3x? - 2x

% =-3x"*y+8y3x -2

g—; = x73 + 12y%x?

zy = a(gZx;C) = 12x7y + 8y3

Zyy = agZyJ’C) = =3x~* + 24y%x =z

d(z,
7! = (y _24y 2

yy ay x
X+
d)z= Y
X—y
oz 2y
0x (x —y)?
0z L 2x
ay (x —¥)?
g9 Ay
xx dx (x —y)3
., 0(zy) —2x — 2y .,
nyz =---=—_ 3 =Zyx
dy (x—y)
. 0(zy)  4x

zll = =
ooy (x—y)3
e)z=In(x*+2x-y—y3)

0z 2x + 2y
0x x2+42x-y—y3
0z 2x — 3y?

dy x2+2x-y—y3
Lo 0(zy) 2(xP+2x-y—y3)—(@x+2y)- 2x+2y) —2x%—4xy—2y3 —4y?
zy = = =

o ox (x2 +2x -y —y3)2 (24 2x-y—y3)2

L 0(zy) 2(x*42x-y—y3)—(2x+2y)- (2x—3y?) —2x*+4y3 +e6xy*
Zay = oy (x2 +2x -y —y3)2 T2+ 2x -y —y3)? = Zyx
. 0(zy) —6y-(x*+2x-y—y®)—(2x—3y?) - (2x—3y?) —6yx®+3y*—4x?
yy — dy - (x2 4 2x -y —y3)2 - (x2 4 2x -y —y3)2
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f)z = x*e?

0z _5 2y
Fri x-e

0
92 _ 2.0y
dy

" a(Z;C) _ 2y

XX ax -

n a(Z,) rn
xy = 0; =4x-e? =z,

a(z!

thy =20 =t e

0z _y2
ax_e
%:x.e_yz.(_Zy)z_Zx.y.e_yz
dy
n a(Z,)
Zoye = 6; =0
d(z,
=g =2y =
a(z]
Zyy = ((3;)=—2x-e_y2—2x-y-e_yz-(—2y)=—2x-e‘y2(1—2y2)
1
h)z=In (\/xz + yz) =In(x? + yz)l/2 =3 In(x? + y?)
Jz x
ox  x2+y?
oz Yy
dy xZ+y?
. 0z yr=x?
T T T T 2+ y2)2
N _a(z;c)_ 2xy

Zxy = Oy - (xz +y2)2 - ZJ,/,x

. 0(zy)  x*—y?
Zyy = (')y - (xz + y2)2

7. Calcular derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:

a)z=x-y+y-In(x-y)

0z y
a_..._y+;

02 _ ot InGry)+1
3y " =x+In(x-y
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b) z = e~ (*+")

0z

dx
0z
= )
c)z=x-e*?

= e—(x2+y2) . (—ZX)

d) z = In(x* + y*)

0z _ 2x
ox  x2 + y2
0z 2y
dy x2+4y?
e)z = e *sen(y)
0z _ x
- ¢ sen(y)
0z — e cos(y)
3y~ e *cos(y
) F(x,y,2) = emxtby’ves”
a_F =a- eax+by2+cz3
Ox
oF 24,3
— =2p- y- eax+by +cz
dy
a_F =3c-72. eax+by2+cz3
0z
xX+y+z
DUy zw) =22
w
aUu _ 1
ax w
aUu _ 1
ay w
ou 1
dz  w

ouv (x+y+z)
ow w?
h)e*=(u+1Y3. w+2)V*. (w+3)/5

1 1 1
z=§-ln(u+1)+Z-1n(v+2)+§'1n(w+3)

0z 1
au 3um+1)
0z 1
%_4(v+2)
0z 1
aw 5w+ 3)
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10. Hallar la diferencial primera y segunda de las siguientes funciones:
a)z=x3-3xy+y3 b) z = sen(3x) cos(4y)
c) z = e** cos(by), paraa,beR dz=x-e¥*

¢Cudnto valen cada una de ellas en el punto (0,0)? ¢Se obtiene un valor numérico?

dz = zydx + z,dy
d?z = zy, (dx)? + 2 - 2y, (dx)(dy) + zy),(dy)?
a)z=x3-3xy+y3
z, = 3x% -3y - z,(0,0) =0
zy, = —3x 4 3y? > 2,(0,0) = 0
Zyy = 6x = 2,,(0,0) =0
Zyy = —3 = 7;,(0,0) = =3
Zyy, = 6y — 2y,(0,0) =0
dz(0,0) = z,(0,0)dx + z,(0,0)dy =0-dx + 0-dy =0
d?z(0,0) = zy,(0,0) - (dx)? + 2 - z;),(0,0) - (dx)(dy) + z,(0,0) - (dy)?
d?z(0,0) =0-(dx)>+2-(=3) - (dx)(dy) +0- (dy)? = —6-dx -dy
b) z = sen(3x) cos(4y)
zy = (3 cos(3x)) - cos(4y) — z,(0,0) =3
zy, = sen(3x) - (—4sen(4y)) = —4 - sen(3x) - sen(4y) = z,(0,0) =0
Zyy = (—9sen(3x)) - cos(4y) = z,,(0,0) =0
zyy = (3 cos(3x)) - (—4 sen(4y)) = —12 cos(3x) - sen(4y) - z,,(0,0) = 0
zyy, = —4 - sen(3x) - (4 cos(4y)) = —16 - sen(3x) - cos(4y) — zy,,(0,0) =0
dz(0,0) = z,(0,0)dx + z;,(0,0)dy =3 -dx + 0 - dy = 3dx
d?z(0,0) = 2y, (0,0) - (dx)? + 2 - z),(0,0) - (dx)(dy) + z5,(0,0) - (dy)?
d?z(0,0) =0-(dx)?+2-0-(dx)(dy)+0-(dy)>=0
c) z = e cos(by), paraa,beR
zy =a-e*cos(by) - z,(0,0) = a
zy = —b - e**sen(by) - z;(0,0) =0
zy = a? - e cos(by) - z/,(0,0) = a?
Zyy = —a-b-e*sen(by) — zy),(0,0) = 0
zyy, = —b* - e cos(by) = zy,(0,0) = —b?
dz(0,0) = z,(0,0)dx + z;,(0,0)dy =a-dx+0-dy =a-dx
d?z(0,0) = 2, (0,0) - (dx)? + 2 - z),(0,0) - (dx)(dy) + 2,(0,0) - (dy)?
d?z(0,0) = a?(dx)? + 2 - 0 - (dx)(dy) + (=b?)(dy)? = a?(dx)? — b%(dy)?

dz=x-ev*
Zy=eY*+x-y-e¥*=1A+x-y)-e¥*>2,(00) =1
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zy = x?-e¥* - 2;,(0,0) =0

Zyw =y - *+ A1 +x-y)-y-e?*=Q+x-y)-y-e¥*>2/,(00)=0

Zyy =x-e’*+ (A +x-y) x-e?*=Q2+x-y) x-e’* > 2/,(0,0)=0

Zyy =x3-e¥* - 2],(0,0) = 0
dz(0,0) = z;(0,0)dx + z,,(0,0)dy =1-dx + 0-dy = dx

d?z(0,0) = zy,(0,0) - (dx)? + 2 - z;),(0,0) - (dx)(dy) + z,(0,0) - (dy)?

d?z(0,0) =0-(dx)?+2-0-(dx)(dy)+0-(dy)>=0

A la vista de los resultados, ¢se obtiene siempre un valor numérico?

Adicionalmente al problema inicial, supongamos que conocemos los incrementos correspondientes, por
ejemplo supongamos que: dx =~ Ax = 0.1, dy = Ay = 0.2. ¢En este caso se obtiene la misma conclusion
que la pregunta anterior?

Luego, éen qué casos sabemos con certeza que obtendremos valores numéricos utilizando la diferencial?

12. Comprobar que para valores pequefios de x e y se puede escribir la igualdad aproximada siguiente:
2

exln(1+y)zy+xy—y7

Utilizar dicha expresién para calcular aproximadamente e®2In(1.1).

Para este célculo necesitamos el Desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcién f(x,y) = e*In(1 + y) en
un entorno del (xq,yq) = (0,0):

1
f,y) = f(x0,¥0) +df (x0,¥0) + Zdzf(xo'}’o)

fley) =e*In(1+y) - f(0,0)=0
fi(x,y) =e*In(1+y) = £;(0,0) =0

X

By =135~ F00 =1

df (x,y) = f{(x,y)dx + f,(x,y)dy > df(0,0) =0-Ax + Ay = (y—0) =y
fex(x,y) = ean(1 +y) = £12(0,0) =0

e
oy (X, Y) = m - fry(0,0) =1

X

e
fyy(x,y) = —m - f5(0,0) = -1

d?*f(x,y) = fix (6, ¥)(dx)? + 2£5 (%, ¥) ([dx)?* (dy)? + fyy (x, ¥) (dy)?
d*f(0,0)=0- (Ax)*+2-1-(Ax)*(Ay)* + (1) - (Ay)?
d*f£(0,0) = 2(x = 0)(y — 0) = (y — 0)* = 2xy — y?

Luego en un entorno de (X, yo) = (0,0):
1
f(x,y) = £(0,0) + df (0,0) + Zdzf(O,O)

1
flx,y) = 0+y+§(2x-y—y2)
2

y
f(x.y)~y+2x-y—7

Si queremos calcular
(0.1)?

e%2In(1.1) = e%2In(1 4+ 0.1) =£(0.2,0.1) 0.1+ 2-0.2- 0.1 — 5

= 0.135

Iver al indic
Volver al indice T



Ejercicios resueltos de Matematicas I. © 2020 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 31/08/2022

15. Se estima que la produccidon semanal en cierta planta (unidades) esta dada por la funcién Q(x,y) =
1200x + 500y + x?y — x3 — y2, donde x es el nimero de trabajadores cualificados e ¥ es el nimero de
trabajadores no cualificados empleados en la planta. En la actualidad, la fuerza laboral esta conformada por
30 trabajadores cualificados y 60 no cualificados. Aplicar el andlisis marginal para calcular aproximadamente
el cambio resultante en la produccién semanal al adicionar un trabajador cualificado, si no cambia el nimero
de trabajadores no cualificados.

Q; = 1200 + 2x y — 3x2
Qy =500+ x% — 2y
(xo = 30, Yo = 60) = (x; = 31, y1 = 60)
Andlisis marginal:
AQ = Q(31,60) — Q(30,60) =~ Q,(30,60)Ax

Entonces:
Q,(30,60) = 2100 - x, = 30 T 1 unidad = Q T aprox. 2100 unidades
Cambio exacto:

AQ = Q(31,60) — Q(30,60) = 91469 — 89400 = 2069
Error cometido con el analisis marginal:

|Valor exacto — Valor aprox.| = |2069 — 2100| = 31

16. Se lanza un nuevo producto al mercado. El volumen de ventas x se incrementa como una funcién del
tiempo t (en meses) y de la cantidad A (en u.m.) gastada en publicidad segln la ecuacion:

x = x(t,A) = 200(5 — 700024y (1 — ¢ 1)

Calcular %, Z—j. Evaluar estas derivadas cuando t = 1y A = 400 e interpretar su resultado.
d0x dx
— =200(5 — e 00024yt _, ~ 334.82
ot 0t |(t=1,4=400)

A partir de (t = 1,4 = 400),si t T1 unidad (A constante) entonces el volumen de ventas x aumenta
aproximadamente 334.82 u.m.

dx dx
— =04e700024 (1 _ o7ty 5 — ~ 0.113612
0A ( ) 0A|(t=1,4=400)

A partir de (t = 1,4 = 400),si A T1 unidad (t constante) entonces el volumen de ventas x aumenta
aproximadamente 0.113612 u.m.
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17. La funcidn de costes de una empresa es C(x,p) = 600\/51nx, donde x es la produccién y p el precio
medio de sus inputs. Se pide:
a) Calcular el dominio matematico y econémico de C. ¢ Coinciden?
Si la produccion actual es de 100 u. y el precio de 4 u.m.:
b) Calcular el efecto que tiene sobre el coste total un incremento unitario del precio de los inputs.
c) Calcular el efecto que tiene sobre el coste marginal (respecto a la produccién) un incremento unitario
del precio de los inputs.
Y si el precio pasaraaserp = 4.1 u.m.:
d) ¢Cudanto aumentaria aproximadamente el coste total?
e) ¢Y el coste marginal (respecto a la produccién)?

a)
Dominio matematico {(x,p) € R?:x > 0,p = 0}

Dominio econémico {(x,p) € R%:x > 1,p > 0}

b)
(xo =100, po = 4) - (x; =100, p; =5)
Cambio aproximado del coste total (ante un incremento unitario del precio):
9c&p) 300, 9 ~ 690.7755
dp \/5 0P| (x=100,p=4)
Cambio exacto (dos decimales):
€(100,5) — €(100,4) ~ 6178.48 — 5526.2 = 652.28
c)
(xo = 100, pg = 4) - (x; =100, p; =5)

Coste marginal respecto a la produccidn:

aC(x,p) _ 600,/p
X

0x
Cambio aproximado del coste marginal respecto de la producciéon (ante un incremento unitario del precio):
0 <E)C(x,p)> B < 300 ) s
o 0x [(x=100,p=4) X \/5 [(x=100,p=4)

Cambio exacto (cuatro decimales):

(Crxm100p=5) = Ci(xetoopsy) = 134164 — 12 = 14164
d)
(xo == 100, Po = 4’) s (x1 == 100, P1 = 4.1)
aC(x,p) 300

—Inx

dp \/5
Cambio aproximado del coste total:
AC = (;(100,4) - Ax = C,(100,4) - 0.1 = 69.07755
Cambio exacto (dos decimales):

AC = (€(100,4.1) — €(100,4) = 5594.86 — 5526.2 = 68.66
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e)
(xo =100, py = 4) - (x; =100, p; = 4.1)
Cambio aproximado del coste marginal respecto de la produccion:

, 0 (9C(x,p)
Alx “‘(T

-Ax = 0.15
dp X

>|(x=100,p=4)

Cambio exacto (tres decimales):

ACy = (C’ ~ Cx|(x=100p=1)

(=100 p=4.1) ) =121491— 12 = 0.1491

18. La funcion de utilidad de un consumidor respecto de dos bienes Ay B es
U(x,y) =In(1 + xy)

siendo x e y las cantidades que consume de ambos bienes respectivamente. Supongamos que el consumo

actual es (x,y) = (10,10). Se pide:

a) Obtener la utilidad marginal respecto del bien A. Interpretar su signo.

b) Justificar matemdticamente esta afirmacidn: “Por cada unidad que aumenta el consumo de A, la utilidad
marginal de A disminuye, es decir, la satisfaccion adicional del consumidor al aumentar el consumo de A
es cada vez menor”.

c) Justificar matematicamente esta afirmacién: “Por cada unidad que aumenta el consumo de B, la utilidad
marginal de A aumenta”.

a)

g 2V Y010y = 22 < 0,099
- = - =—= (.
x ox 1+xy 77 101

Entonces si:
(xo =10, yo =10) - (x; = 11, y; = 10) = U 1 0.099 aproximadamente

b)

yZ

_(1+xy)2

Nota: Esta afirmacion es vdlida para cualquier punto del dominio de la funcion.

c)

d
Upx = a(U,'C) = <0- x7T (yconstante) = Uj, |

o]
Uxy = @(U,’c) = >>0-y7T (xconstante) = Uy 1

=(1+xy)

Nota: Esta afirmacion es vdlida para cualquier punto del dominio de la funcidn.

21. La funcién B(p, q,t) = 100 %1t (10p — 2q) representa los beneficios de una empresa en funcién del
precio p de venta de su producto, el precio g de su principal materia prima y el tiempo t en afos. En la
actualidad (t = 0) se tiene p =1, q = 2. Aproximar (sin sustituir en la funcidn) el incremento que
experimentara el beneficio cuando pasen tres meses (At = 1/4)

dB
B(p,q,t) = 100 e*(10p — 2q) » B; = — = 10 e*1*(10p — 2q)

at
Recordemos
B - 0B e AB
LT 90 T AtS0 At
SiAt - 0,
0B AB AB 0B At = dB
—_—=— ~—" =
Jat At at
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Luego si At — 0:
AB ~ B; - At
Estamos en la situacion de que en el momento actual es (p, q, ty) = (1,2,0) y pasamosa (p, q, t;) = (1, 2,%).
Podemos calcular el beneficio marginal respecto del tiempo en el momento actual y nos dara:
B{(1,2,0) = 60.
Entonces
AB(p,q,to) = Bi(p,q, to) - At
AB(1,2,0) = B{(1,2,0) - (1/4) = 15
El cambio del beneficio total cuando pasen tres meses sera aproximadamente de 15 u.m.

Aunque el problema no lo pide, vamos a ver el cambio exacto de pasar del punto (p, g, ty) = (1,2,0) al punto

@ at) =(123)

1
AB(1,2,0) = B (1, Z,Z) — B(1,2,0) = 615.189 — 600 = 15.189

El cambio exacto (con dos decimales) es 15.189 u.m.

El error que cometemos aproximando con la diferencial es: |15.189 — 15| = 0.189

25. Una empresa puede producir P unidades de su producto al utilizar L unidades de mano de obray K
unidades de capital con P(L, K) = 100L3/*K /4,

a) Calcular la produccién total cuando L = 81y K = 16.

b) Aproximar el efecto de reducir L a 80 e incrementar K a 17, sin necesidad de calcular el verdadero
valor de la funcién en este nuevo punto.

a) P(L,K) = 100L3/4K1/4

P(81,16) = 100(81)%(16)% =100 33 2 = 5400
b) Vamos a realizar primero el estudio con orden 1y después con orden 2:
b1) Desarrollo de Taylor de orden 1 de la funcién P(L, K) en un entorno del punto (81,16) tenemos:
dP(81,16)

P(L K) ~ P(81,16) + ——

siempre que (L, K) esté en un entorno del punto (81,16).
Nota: Recuerden quen! =n(n—1)----3-2-1yquedP(L,K) = P,dL + PxdK
En general, la coordenada inicial es (81,16) y pasamos a una coordenada proxima (L, K). ¢ Cudles son AL, AK?
AL =L-81 AK =K—-16
Concretamente el problema nos plantea (81,16) y si pasamos a (80,17).
Por tanto AL = —1, AK = 1.
Del apartado a) conocemos el valor de P(81,16) = 5400, unicamente nos falta conocer
dP(81,16) = P;(81,16)dL + Px(81,16)dK
Calculamos las derivadas parciales de primer orden y obtenemos:

33,1 11
PL(L,K) = 1004L K# = 75L73K3%

1 __1 3.3
Py(L,K) =100— L4K = 25[4K 4
Sustituimos en el punto (81,16) y obtenemos:
P;(81,16) =--- =50, Py(81,16) = --- = 84.375
Sustituyendo en la formula de la diferencial primera (tanto las derivadas parciales como los incrementos):
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dP(81,16) = P,(81,16)dL + P}(81,16)dK =
= 50AL + 84.375AK = 50 - (—1) + 84.375 - (1) = 34.375

Por lo que estamos en condiciones de aproximar el valor de la funcion en (80,17) sustituyendo en la formula
de Taylor de orden 1:

P(80,17) =~ P(81,16) + dP(81,16) = 5400 + 34.375 = 5434.375
Es decir, la produccion serd aproximadamente de 5434.375 unidades.
Vamos a realizar el estudio con el desarrollo de Taylor de orden 2:
b1) Desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcién P(L, K) en un entorno del punto (81,16) tenemos:
dP(81,16) d?P(81,16)
1! + 2! ’
siempre que (L, K) esté en un entorno del punto (81,16).
Nota: Recuerden que d*P(L,K) = P/} (dL)? + 2P/ dLdK + Py (dK)?
Nétese que hasta orden 1 ya se realizé en el apartado anterior. Unicamente nos falta el cdlculo de la
diferencial segunda.

P(L K) ~ P(81,16) +

Las derivadas parciales de sequndo orden se pueden calcular y obtener facilmente:
75

P} = = — = [TS/4K1/4
4
Pl = = 7_5L—1/4K—3/4
4
Py == _7_5L3/4K-7/4
4
Sustituyendo en el punto inicial (81,16)
P;;(81,16) = --- = —0.154321
P/%(81,16) = --- = 0.78125
Pk (81,16) = -+ = —3.95508

Luego
d?P(81,16) = P/} (81,16)(dL)? + 2P} (81,16)dL - dK + Py (81,16)(dK)?
= —0.154321(AL)? + 2(0.78125)AL - AK + (—3.95508) (AK)?
= —0.154321(—=1)? + 2(0.78125) - (—1) - (1) + (—3.95508)(1)? = —5.6719
Por lo que estamos en condiciones de aproximar el valor de la funcién en (80,17) sustituyendo en la formula
de Taylor de orden 2:
dP(81,16) d?P(81,16)
1! + 2!

—5.6719
= 5400 + 34.375 + ——— = 5431.54

P(80,17) ~ P(81,16) +

Es decir, la produccidn sera aproximadamente de 5434.375 unidades.

Taylor de orden 1y 2 (y lo haremos comparando con el valor exacto, no utilizando formulas del error)

Valor exacto (dos decimales): P(80,17) = 100(80)%(1 7)% = ... =5431.62

Valor aproximado con Taylor de orden 1: P(80,17) ~ 5434.375

Error cometido en valor absoluto con Taylor de orden 1: |5431.62 — 5434.375| = 2.755
Valor aproximado con Taylor de orden 2: P(80,17) ~ 5431.54

Error cometido en valor absoluto con Taylor de orden 2: |5431.62 — 5431.54| = 0.08
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29. Suponiendo que la cantidad demandada g por un consumidor de determinado bien es funcién del precio
de dicho bien p,, del precio de un bien sustitutivo p, y de la renta disponible R dada por la expresion:

q =500 — 3p? + 2p, + 0.02R

Calcular las elasticidades de g respecto a py, p, Yy R cuando p; = 12, p, = 8 y R = 750. Interpretar los
resultados.

q = q(p1,p2, R) = 500 — 3p? + 2p, + 0.02R

Entonces:
e 94 —6pi
W1~ 9p, q ~ 500 — 3p? + 2p, + 0.02R
~ —8.7272

£alp1|(p, =12,p,=8,R=750)
Entonces si (p; = 12 T 1%, p, = 8 const., R = 750 const.) = q | aprox.un 8.72%

.94 p2_ 2P
W2 = 9p, q ~ 500 — 3pZ + 2p, + 0.02R

~ 0.1616

€alp2|(p,=12,p,=8,R=750)
Entonces si (p; = 12 const.,p, = 8 T 1%,R = 750 const.) = q T aprox.un 0.16%
_0q R 0.02R
“aR =BR q 500 — 3p? + 2p, + 0.02R
~ 0.1515

€
IR |(p,=12,p,=8,R=750)

Entonces si (p; = 12 const.,p, = 8 const.,,R =750 T 1%,) = q T aprox.un 0.1515%

31. Dadas las funciones de demanda: x=ﬁ, y=% de dos bienes cuyos precios son p y g

respectivamente, calcular las funciones de demanda marginal, las elasticidades parciales y estudiar el tipo de
relacién existente entre los bienes.

4 16
X=—, y=—5
; . p’q Pq?
x
% = - ﬁ <0->p?T (qconst.) > x| jjel primero es un bien ordinario!!
d 32
% = _ﬁ <0—-q7T (pconst.) =yl jjelsegundo es un bien ordinario!!
Al ser los dos bienes ordinarios vamos a ver la relacion existe entre ellos:
d0x 4
% = _W <0-q?T (pconst.) = x !l jjsonbienes complementarios!
Calculemos ahora las elasticidades:
dx p
Edp = gp = T T2
s —_ a_x . z —_ = _1
xlq g x
I
Eylp = 'y T
A
€ylg = agy T 7

éSabrias dar su significado?
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34. Supongamos que la cantidad que se demanda en el mercado de un cierto bien (digamos, bien 1) cuyo
. . 10 3_ . .
precio es p; se puede representar mediante el modelo D;(py,p2) = p—e3 2P1 siendo p, el precio de otro
2

bien ordinario (digamos bien 2). Se pide:

a) Justificar usando la derivada que para un p, fijo, un aumento de p; hace disminuir la cantidad demandada
D;.Y también, que para un p; fijo, un aumento de p, hace disminuir la cantidad demandada D;.

b) Calcular las elasticidades parciales demanda-precio en el punto (1.5, 10) e interpretar los resultados.
Justificar si ambos bienes son complementarios, sustitutivos o independientes entre si.

c) Calcular la curva de nivel que exprese la relacién entre los precios para D; = 10 y realizar su esbozo
grafico justificado analiticamente.

d) Aproximar la funcién de demanda mediante una funcién polindmica de grado 2 cerca del punto (1.5, 10)
e interpretar el resultado.

a) Denotemos: D = D,

20 3_ I N
D, = —p—e3 2P1 < (0 - jjbien 1 ordinario!!
2
' 10 J3-2p ; i
Dp2 = —p—ze 1 < 0 - bienes complementarios
2
b) eppp, = Dz,h .%1 = ... = —2p, — sustituyendo en el punto solicitado nos da:

ED|py|(p1=15p,=10) = —3 — apartirde (p; = 1.5,p, = 10) sip; T 1% (p, constante) entonces D | 3% aprox.

Eplp, = Dz’72 -%2 = ... = —1 — sustituyendo en el punto solicitado nos da también:

ED|p,|(py=15p,=10) = —1 —apartirde (p; = 1.5,p, = 10) sip, T 1% (p; constante) entonces D | 1% aprox.

10 3_ _
c) p—e3 21 =10 - p, = e372P1
2

0. 20.09)

Escala 1:5 con GeoGebra

d) Desarrollo de Taylor de orden 2 en un entorno del punto (1.5,10)

1
D(x,vy) =~ D(1.5,10) + dD(1.5,10) + E0120(1.5,10)

o _ 20 3-2 ro_ 10 3.2

Dp, ==, Dy, =—7e’™h

dD(1.5,10) = D, (1.5,10)dp; + D,,(1.5,10)dp, = —2(x — 1.5) — 0.1(y — 10)
yo_ 40 3. v 20 5 o 20 5
P1pP1 Eeg 2P p1P2 — Eeg 2P D2P2 — 563 2P

d*D = Dy, (dx)* + 2 Dy, dx dy + Dy, (dy)?, sustituyendo en (1.5,10)

d2D(1.5,10) = 4(x — 1.5)2 + 2 0.2(x — 1.5)(y — 10) + 0.02(y — 10)?

Sustituyendo todo lo anterior tenemos que para cualquier (x,y) en un entorno de (1.5,10) la funcién de
demanda se puede aproximar por:

D(x,y) ~1—2(x—15)—0.1(y — 10) + 2(x — 1.5)®> + 0.2(x — 1.5)(y — 10) + 0.01(y — 10)?
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TEMA 4: FUNCIONES COMPUESTAS E IMPLICITAS
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Dadas las siguientes funciones, calcular las derivadas de la funcidn compuesta que se indica:
d
a)y = 2x*, x = 6 — t3, calcular: d—i}(t =1).

b) z = x?y — y?, x = sen(t), y=¢', calcular: %(t =0).
c)z=e",x=3t+2u,y =4t — 2u, calcular: z{(t =1, u =0),y, z,(t =1, u = 0).
2. Dadas w = f(u,v) donde u = x? + 2yz, v = y? + 2zx, calcular:

a) wy, W;, , W,

b) Primera diferencial de uy de v en funcién de x, y, z.

c) Primera diferencial de w en funcién de x, y, z.

3.Sean las funciones z = f(u,v),conu = x%2 +y, v = y — x2. Calcular dz(x,y) enx = 1ey = 1, sabiendo
que z',,(2,0) =3yz,(2,0) = —1.

4. Sea f(u, v) una funcién continua y derivable parcialmente en R? y z una funcion de las variables x, y, t
definida por la expresiéon z = f(x + 2t,y + t). Si denotamos u =x + 2t, v =y +t, y sabiendo que
f(3,2) =1, £,,(3,2) =5, f,(3,2) = —3, calcular:

a) dz(1,1,1)

b) Calcular aproximadamente z(1,1,0.8) utilizando el desarrollo de Taylor de primer grado. i Podrias conocer
su valor exacto?

5. Dada la funcién y definida implicitamente por xy-e¥ + eX*1 = 0.

a) Siguiendo el Teorema de existencia de la funcién implicita, ¢se puede asegurar que y es funcion implicita
de x en el entorno del punto (a,b) = (0,1)?

b) éSe puede despejar y en funcién de x?

c) Comprobar que aunque no se pueda despejar, se puede calcular y'(x), y (X). ¢Qué condicidn se tiene
que verificar para que estén bien definidas?

d) Calcular y (0), y (0).

e) Encontrar una expresidn explicita aproximada para y(x) en un entorno del origen a través de la formula
de Taylor.

6. Dada la ecuacién x? + 3xy + y% + 2z2 — xyz — 6 = 0. ¢{Podemos garantizar que z es funcién implicita
de x e y en un entorno del punto (1,1,1)? ¢Puedes calcular z5(1,1)?

7. Dada la ecuacién F(x,y,z) = 3x?yz-ylnx —3 = 0, estudiar la existencia de la funcién implicita
z = f(x,y) en un entorno del punto (1,1,1). Obtener, si es posible, el valor de z, (1,1).

8. Hallar z; y zy, para la funcién z = z(x, y) dada implicitamente por la expresion:
y3+2x3+2z3-3xyz—2x+3=0.
9. Sabiendo que z viene definida implicitamente por la ecuacién F(x,y,z) = x? + y? + 3z2 = 2x + 2z = 0,

calcular las derivadas parciales de primer orden en el punto (1,1).

10. Sabiendo que la ecuacion F(x,y,z) = e? + z+ xy + 2 = 0 define a z como funcién implicita de x e y,
verificando: z(x = =1,y = 3) = 0, calcular z’,(—1,3), z’y(—1,3)

11. Sea la funcién dada por z(x,y) = e¥ f (i) siendo f una funcidn derivable creciente y convexa. Estudiar
el signo de z,/, para x, y>0.

12.Sea z = f(x,y) una funcidn dada implicitamente por F(x — z,y — z) = 0 donde F es una funcién de dos
variables diferenciable. Calcular las primeras derivadas parciales de z.
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13. Una empresa estima que sus beneficios vienen dados por la funcién

B(ep) = 1102
'p - '—pz_s

donde el numerador es una estimacién de la demanda futura en funcién del tiempo t y el denominador una
correccién en funcidn del IPC (indice de precios al consumo). El tiempo actualest = 1yel IPCesp = 3 u.m.
No hay ninguna previsién fiable de la evolucion del IPC pero la empresa estima que en la actualidad p'(t)
parat = 1 es 0.2. Segun estas estimaciones ¢los beneficios de la empresa van a aumentar o a disminuir a
corto plazo?

14. La demanda de un articulo depende del tiempo t, de su precio p y de la renta r de los consumidores segun
la funciéon D(t, p,r) = 1000 -get/lo. Actualmente el precioesp = 2€ylarentar = 400 €.

a) Calcular la derivada parcial de D con respecto de t en el punto (0, 2,400) e interpretar el resultado.

b) éPodemos usar Unicamente la derivada anterior para determinar la demanda del afio préximo si sabemos
ademas que p'(t)|t=0 = 0.2 €/afio y que r'(t)|t=0 = 15 €/afio? En caso contrario, calcular la derivada que
indica realmente la demanda esperada para el afio préximo e interpretar el resultado.

15. La La funcién de costes de una empresa es C(x) = 2000 + 5x, donde x es la cantidad producida de un
articulo. Su funcién de beneficios es B(x, C,D) donde D representa la demanda. Para los valores actuales

(Xo, Co, D) se tiene que By, = 8, B'C = -3, Bp = 10.

a) Suponiendo que D no depende de x ées correcto afirmar que si la empresa produce una unidad mas
sus beneficios aumentaran en 8 u.m.?

b) Suponiendo que D = x ¢es correcto afirmar que si la empresa produce una unidad mas sus beneficios
aumentaran en 8 u.m.?

¢) Razonar si a la empresa le conviene o no aumentar su produccidn segun el caso.

16. La funcién B(p, q,t) = 1000e%1t(10p — 2q) representa los beneficios de una empresa en funcién del
precio p de venta de su producto, el precio q de su principal materia prima y el tiempo t en afios. En la
actualidad (t = 0) setienep =1yq = 2.

a) Calcular la derivada parcial de B con respecto de t en el momento actual e interpretarla.

b) La empresa ajusta el precio p en funcidn del precio q de la materia prima y del tiempo t. Sabiendo que

1 _ I} _ . . . g ..
pql(q=2't=0) = 0.1, Pti(q=2t=0) = 0.2, estudiar si estos datos modifican la previsidon del apartado a).

17. Sea Q(L,K) = 3K?L3 Ia funcién de produccién de una empresa donde K es el capital y L el trabajo.
Actualmente la empresa utiliza las cantidades (L, K) = (4,5).

a) Escribir la expresidn de la isocuanta que corresponde a la produccién actual.
b) Obtener la funcién implicita K(L) definida por dicha ecuacion.

¢) Calcular la Relacién de Sustitucion Técnica dada por RST = -K (L). Realiza el célculo a partir de la
funcién K(L) y derivando implicitamente la ecuacién de la isocuanta.

d) Calcular la RST actual e interpretarla.
18. Un consumidor adquiere dos bienes en cantidades x e y, de modo que su funcién de utilidad es
U(x,y) =Vx+ \/;I Su nivel de consumo actual es (x,y) = (9,4).

a) Calcular la utilidad actual.

b) Escribir la ecuacién de la curva de indiferencia actual e interpretarla.

c) Calcular la Relacién Marginal de Sustitucion RMS dada por RMS = -y (x). Realizar el calculo derivando
implicitamente la ecuacidn. Interpretar el valor de RMS(9).
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19. Sabiendo que la ecuacion F(q,pi,p2,y) = 10p1q + 59 — 2p, — 4y — 18 = 0 define una funcion
implicita de demanda de un bien g = q(p4,p2,y) donde p; es el precio propio, p, el precio de un bien
ordinario relacionado e y el ingreso, se pide hallar las elasticidades de la demanda respecto al propio precio
y las cruzadas en el punto (p1,p2,y) = (2,1,10). éQué clase de bienes son los bienes 1y 2? Realizar este
ejercicio también explicitamente despejando q y comparar los resultados.

20. La funcién de produccién z viene dada por la expresién z2 + 4x2? + 5y? — 12xy = 0. Calcular las
productividades marginales y estudiar si son normales o sustitutivos los factores de produccién.

21. La ecuacién 4x3 + 3y? = 500 representa la frontera de posibilidades de produccién de dos bienes en
cantidades x e y. Calcular la pendiente de esta frontera (%) y el coste de oportunidad de producir una

unidad mas de x a partir de x = 2, es decir, (Z—i)K y
x=2

22. Una empresa utiliza K = 20 maquinas y L. = 100 trabajadores para producir un articulo. La produccion
diaria que puede conseguir en general con K maquinas y L trabajadores viene dada por la funcién Q(K,L) =
K?L. El duefio de la empresa se estd planteando la posibilidad de abaratar el proceso de produccién
sustituyendo parte de la plantilla por una maquina adicional.

a) Calcular la produccidn diaria actual de la empresa.

b) Escribir la expresidn de la isocuanta actual e interprétala.

c) Representarla graficamente y localizar la situacion actual de la empresa.

d) Calcular la funcién explicita L(K) definida por la curva de nivel e interpretarla.
e) Calcular L' (K) para K = 20. ¢de qué concepto econdmico se trata y qué mide?
f) Repetir el calculo derivando implicitamente en la curva de nivel.

g) éCudntos trabajadores serdn despedidos si la negociacion sindical no lo impide?
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EJERCICIOS RESUELTOS TEMA 4

2. Dadasw = f(u,v) dondeu = x? + 2yz, v = y? + 22zx, calcular:

! ! !
a) Wy, wy, , W,
b) Primera diferencial de u y de v en funcién de x, y, z.
c) Primera diferencial de w en funcién de x, y, z.

a)
Wy = Wy, - Uy + Wy, - 2x+ f, - 2z
Wy =Wy Uy, + Wy ‘2z+f, - 2y
W, =Wy, - u, +wy - 2y +fy c 2x
b)
du = uydx + uydy + uzdz = 2x dx + 2z dy + 2y dz
dv = vydx + vydy + v,dz = 2zdx + 2y dy + 2x dz
c)

dw = wydx + wydy + w,dz

3.Sean las funcionesz = f(u,v),conu = x%2 +y, v = y — x2. Calcular dz(x,y) enx = 1ey = 1, sabiendo
que 7z',(2,0) =3y 7 ,(2,0) = —-1.

a)

2=

< |IX<|(I<| =<

dz(x,y) =z -dx + zy - dy
Calculemos primero la derivada parcial respecto a x:

Zy = ZyUy + ZyUy

z.(x,y) = z,,(u,v) - u + z,(u,v) - v,
x(%,y) (W, v) - uy v(w,v) - vy wl = 2x, vl =—2x

Sabemos queu = x% +y, v =y — x2. Luego l

zy(x,y) = z;,(w,v) - uy + z,(u, V) - vy = z,,(W,v) - 2x + z,(u, v) - (—2x)
Six=1,y=1->->u=12+1=2v=1-12=0>u=2,v=0
Sustituyendo:

Z.(1,1) = 2,(2,0) - uL(1,1) + 2,(2,0) - v (1L,1) =3 -2+ (=1) - (=2) = 8

T

7,(2,0) =3

7,(2,0) = —1
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Calculemos ahora la derivada parcial respecto a y:
o I/
Zy = ZyUy T ZyV)

zy(x%,y) = z,(w,v) - uy, + z, (W, V) - vy,

—

zy(x,y) = 2, (W, v) - uy + z,(w,v) - vy = z,(w,v) - 1+ z,(w,v) - 1

— 2 oy a2
Sabemos queu = x“+y, v =y — x“. Luego w,=1, v, =1

Sustituyendox =1,y = 1:
zy,(1,1) = 2,(2,0) + z,(2,0) =3 + (1) = 2

Por tanto:
dz(1,1) =z,(1,1)-dx+z,(1,1)-dy =8 -dx + 2 -dy

5. Dada la funcién y definida implicitamente por xy — e¥ + e**1 = 0.

a) Siguiendo el Teorema de existencia de la funcién implicita, ise puede asegurar que y es funcién implicita
de x en el entorno del punto (a, b) = (0,1)?

b) éSe puede despejar y en funcion de x?

c) Comprobar que aunque no se pueda despejar, se puede calcular y'(x), "' (x). ¢Qué condicidn se tiene
que verificar para que estén bien definidas?

d) Calcular y'(0), y"'(0).

e) Encontrar una expresién explicita aproximada para y(x) en un entorno del origen a través de la férmula
de Taylor.

a) Dada la ecuacién F(x,y) = xy —e” + e**1 = 0, ¢define a y como funcién implicita de x en el entorno
del punto (a,b) = (0,1)?

Teorema de la funcidn implicita:
i) F(0,1)=0

ii) El(x,y) =y + el Fy(x,y) = x — e” existen y son continuas en cualquier punto (por lo tanto
también lo son en un entorno del punto (a,b) = (0,1) )

iii) F(01)=-e+#0
Entones F(x,y) = 0 define a y como funcidn implicita de x en el entorno del punto (a, b) = (0,1).

b)

ecf2 -20 18 -6 -14 -2 -0 -8 5 -4 =2 0 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20 22 24

&
Jo)
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c) Derivando respecto a x en la ecuacién xy — e¥ + e**1 = 0 nos queda
d d
—(x-y(x) —e¥® 4+ X)) = —(0
o= (v ) =52

Sacando factor comun y’(x)

Y00 - (x - e¥) = —y = e
, 3 -y — ex+1 3 Fx,
Y= x—e¥ Ey

siemprequex —eY #0.
Si queremos calcular la derivada segunda, podemos hacerlo volviendo a derivar en la ecuacidn donde aparece
la derivada primera (o también en la férmula obtenida):

y(x) +Xx- y'(x) - ey(x) . y’(x) +e¥tl =
Comprueba que al derivar en esta ecuacion, la derivada segunda te dard:
_ex+1 _ 2 . yl + ey . (y)z

y'(x) = oy ;
siemprequex —eY # 0
d) y'(0)=??
! _ ( )_ x+1 14 +1
Sabemos que y(0) = 1y quey'(x) = ch_jce—y(ex) ->y'(0)=--= eT
y'"'(0) =??

e+1 "(x) = —e*tl_2.9y'1e¥.(y)2
» Y= x—eY

Comprueba que sustituyendo y simplificando nos dard: y'' (0) = eiz

Sabemos que y(0) =1, y'(0) = - =

e) Férmula de Taylor de orden dos en un entornodea =0

y"(0)

y() = y(0) +y'(0)(x = 0) +— —(x - 0)?
Luego para x en un entorno del O:
e+1 1
~ — . — 2
y(x) 1+( p ) x+2€2 x

6. Dada la ecuacién x? + 3xy + y2 + 2z2 — xyz — 6 = 0.¢Podemos garantizar que z es funcién implicita de
x e y en unentorno del punto (1,1,1)? ¢Puedes calcular z;(1,1)?

Dada la ecuacién F(x,y,z) = x% + 3xy + y? + 2z%2 — xyz — 6 = 0, ¢define a z como funcién implicita de
(x,y) en el entorno del punto (a, b,c) = (1,1,1)?

Teorema de la funcidn implicita:

i) F(1,1,1) =0

ii) E/(x,y,z) =2x+ 3y —yz, F(x,y,z) =3x +2y—xz, F;(x,y,z) =4z—xy existen y son
continuas en cualquier punto (por lo tanto también lo son en un entorno del punto (a,b,c) =
(1,1,1))

iii) F,(1,11)=-=3+#0

Entones F(x,y,z) = 0 define a z como funcidn implicita de (x,y) en el entorno del punto (a,b,c) =
(1,1,1).
EE —(2x+3y—yz)

Zx(ny)z_F_Z,z 4Z—xy )

siempre que 4z — xy # 0.

Al estar en el entorno del punto (1,1,1) sabemos que z(1,1) = 1, luego:

, 4
Zx(lpl) = _§
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9. Sabiendo que z viene definida implicitamente por la ecuacién

F(x,v,z) = x> + y2 4+ 322 — 2x + 2z = 0, calcular las derivadas parciales de primer orden en el punto
(1,1).

Tenemos dos opciones:

- Derivando directamente en la ecuacion

- Aplicando la formula:
! F-x{ : !
zy(x,y) = —m (siempre que F; # 0)
z

Hazlo de las dos formas y comprueba que te dan lo mismo:

, 2—2x 1
zx=6Z+2,51empreque6z+2¢0 <z¢—§)
, -2 ) 1
Zy=6Z+2,51empreque6z+2¢0(Z;&—g)

Como no nos dan el entorno, tenemos que calcular que dado (x,y) = (1,1), écuanto vale z(1,1)?

Sustituyendo en F(x,y,z) = 0 y resolviendo la ecuaciéon de segundo grado que resulta nos quedan dos
posibilidades: z(1,1) = 0, z(1,1) = —2/3.

Primer caso z(1,1) = 0:

z(1,1) =0

z(1,1) = -1
Segundo caso z(1,1) = —2/3:

z(1,1)=0

zy(1,1) =1

14. La demanda de un articulo depende del tiempo t, de su precio p y de la renta r de los consumidores
segun la funcién D(t,p,r) = 1000 - %et/lo
a) Calcular la derivada parcial de D con respecto de t en el punto (0, 2,400) e interpretar el resultado.

b) ¢Podemos usar Unicamente la derivada anterior para determinar la demanda del afio proximo si sabemos ademas
que p'(t)|t=o = 0.2 €/afio y que r'(t) ;=0 = 15 €/afio? En caso contrario, calcular la derivada que indica
realmente la demanda esperada para el afio prédximo e interpretar el resultado.

. Actualmente el precioes p = 2€ylarentar = 400 €.

t
a) Di(t,p,7) = 100 -%eﬁ - D}(0,2,400) = 20000

Sit=0T1unidad, p = 2 const., v = 400 const.= D T 20000 unidades aprox.
b) No podemos utilizar la derivada anterior porque los precios y la renta ho se mantienen constantes.
Regla de la cadena de varias variables:

D Pt
ro—t

=Di+ Dy, -p'(t) + Dy -7T'(D)

oD(t,p(t), r(1))
at

r t
D} (t,p,7) = —1000 - p—zeﬁ —~ D},(0,2,400) = —100000

1 ¢

D.(t,p,7) = 1000 'Eeﬁ - D.(0,2,400) = 500
p'(t)je=0 = 0.2 ' (t)je=0 = 15

= 20000 — 100000 - 0.2 + 500 - 15 = 7500

aD
0t |(0,p(0)7(0))
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15. La funcién de costes de una empresa es C(x) = 2000 + 5x, donde x es la cantidad producida de un
articulo. Su funcidn de beneficios es B(x, C, D) donde D representa la demanda. Para los valores actuales
(x0,Co, Dy) se tiene que B, =8, B = —3, By, = 10.

a) Suponiendo que D no depende de x ¢es correcto afirmar que si la empresa produce una unidad mas
sus beneficios aumentardn en 8 u.m.?

b) Suponiendo que D = x ¢es correcto afirmar que si la empresa produce una unidad mas sus
beneficios aumentaran en 8 u.m.?

c) Razonar si ala empresa le conviene o no aumentar su produccién segun el caso.

Regla de la cadena de varias variables:
0B(x,C(x),D)
dx

Sabemos que en el momento actual: By = 8, B = —3, Bp, = 10 y ademas si C(x) = 2000 + 5x —
C'(x) =5:

= B! + B. - C'(x)

0B (x0,C(0), Do)
0x

¢Es correcto afirmar que si la empresa produce una unidad mds sus beneficios aumentardn en 8 u.m.?
FALSO

=8+ (-3)-5=-7

b) SiD = x el nuevo diagrama de arbol sera:

Regla de la cadena de varias variables:
dB(x,C(x),D(x))
O0x

Del apartado a) sabemos que en el momento actual: By = 8, B = —3, Bp = 10, C'(x) = 5y ademas si
D(x)=x-D'(x) =1:

=By +B;-C'(x) +Bp-D'(x)

0B (xo,C(0),D(0))
0x

¢Es correcto afirmar que si la empresa produce una unidad mds sus beneficios aumentardn en 8 u.m.?
FALSO también

=8+ (-3)-5+10-1=3
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17. Sea Q(L,K) = 3K?L3 la funcién de produccién de una empresa donde K es el capital y L el trabajo.
Actualmente la empresa utiliza las cantidades (L, K) = (4,5).

a) Escribir la expresion de la isocuanta que corresponde a la produccién actual.
b) Obtener la funcién implicita K(L) definida por dicha ecuacién.

c) Calcular la Relacion de Sustitucion Técnica dada por RST = —K'(L). Realiza el célculo a partir de la
funcién K (L) y derivando implicitamente la ecuacién de la isocuanta.

d) Calcular la RST actual e interpretarla.

a)
40

3KZI? = 4800 - - » K = —
VI3

¢Por qué sabemos que L + 0?
b) 3(K(L))’L? = 4800 - (K(L))’L* = 1600
c) Primera forma: Derivamos respecto a L en la ecuacidn: (1’((L))2 - L3 = 1600 nos queda:

2K(L)-K'(L) - L3 + (K(L))2 32=0-2K-K'(L)- L3+ K?-31>=0

Despejando y simplificando nos queda:

3K ,
K'(L)=—— (siempre que L # 0)

2L
Segunda forma: Derivamos en la funciéon dada en forma explicita en el apartado a):
dK(L) d /40 60 )
Tza(\/?)z-"Z—m (SlemprequeL¢0)

A la vista de los dos resultados, K' (L) parece distinta, ésabrias comprobar que realmente nos da el mismo
resultado?

d)
60

RST = —K’(L) = m

En el momento actual (L,K) = (4,5) - RST = g = 1.875.

éSabrias interpretar ese resultado?
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18. Un consumidor adquiere dos bienes en cantidades x e y, de modo que su funciéon de utilidad es
U(x,y) =x + ﬁ Su nivel de consumo actual es (x,y) = (9,4).
a) Calcular la utilidad actual.

b) Escribir la ecuacion de la curva de indiferencia actual e interpretarla.

c) Calcular la Relacién Marginal de Sustitucion RMS dada por RMS = —y'(x). Realizar el calculo
derivando implicitamente la ecuacidn. Interpretar el valor de RMS(9).

a)
U94)=-=5

b) \/§+\/§=5—>--~—>y=(S—W)Z,SiemprequeOSxSZS

30

(0, 25)
5@

20

(25, 0)
°
—10 -5 0 5 10 15 20 55 30 35 40 45

éSabrias dar una interpretacion?

c)

Derivamos respecto a x en la ecuacién: vx + ,/y = 5 nos queda:

1 N
—t—y' =0y =—= x+0
AN y y m *F0
Si sabemos que (x,y) = (9,4) y RMS(x) = —y'(x) tenemos:
Vi 2
RMS(9) = —-y'(9) =—====0.66
@)=~y ="7=3

éSabrias interpretar ese resultado?
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19. Sabiendo que la ecuacidon F(q,p1,p02,Y) = 10p1q + 59 — 2p, — 4y — 18 = 0 define una funcion
implicita de demanda de un bien g = q(p;, p,,y) donde p; es el precio propio, p, el precio de un bien
ordinario relacionado e y el ingreso, se pide hallar las elasticidades de la demanda respecto al propio precio
y las cruzadas en el punto (p1,p2,¥) = (2,1,10). ¢Qué clase de bienes son los bienes 1y 2? Realizar este
ejercicio también explicitamente despejando g y comparar los resultados.

éCual es la demanda si consideramos el punto (p4,p,,¥) = (2,1,10)?

Comprueba que si sustituyes el punto en la ecuacion F(q,p41,p2,y) = 0, y despejas te queda que la demanda

es: q(2,1,10) = 15—2

Vamos calcular ahora la derivada parcial de primer orden con respecto al precio del bien (;TQ).
1
Derivemos implicitamente (con respecto a p;) la ecuacién
10p,q + 59 — 2p, — 4y — 18 = 0 y obtenemos:
dq dq dg _ —10q

10-q+10p; - =—+5=—=0-> -

=——1  (si 5+ 10p, # 0
s ap; - p. " 5+ 10p, (siempre que P1 )

Sustituyendo en (p1, P2, y) = (2,1,10) nos quedara:

dq 24
—(2,1,10) = ——=—-0.96

aps 25
Por lo que la elasticidad respecto al propio precio nos da:
09 ps ot g
fales T 3. g T Bapall@upzy)=(110) T T E TE = T

Dado el signo obtenido observamos que el bien 1 es un bien ordinario.

. . . a
Calculemos ahora la otra derivada parcial de primer orden (#).
2

Derivemos implicitamente (con respecto a p,) la ecuacién
10p,q + 5q — 2p, — 4y — 18 = 0 y obtenemos:
dq dq dq 2

10-py=—+5=—-2=0-> -

=———— (si 5+ 10p; # 0
T o, - p, - 5+ 10p, (siempre que P1 )

Sustituyendo en (p1, p2,y) = (2,1,10) nos quedara:

99110y =2
ap, 25
Por lo que la elasticidad cruzada nos da:
_9q9 p; _ 0
falpz = p, g T Calpal@upey)=@iL10} = =552

A la vista del resultado, y dado que los dos bienes son ordinarios, ¢sabrias decir qué clase de bienes son los
bienes 1y 2?
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22. Una empresa utiliza K = 20 maquinasy L = 100 trabajadores para producir un articulo. La produccién
diaria que puede conseguir en general con K maquinas y L trabajadores viene dada por la funcién
Q(K,L) = K?L. El duefio de la empresa se estd planteando la posibilidad de abaratar el proceso de
produccidn sustituyendo parte de la plantilla por una maquina adicional.

a) Calcular la produccion diaria actual de la empresa.

b) Escribir la expresidon de la isocuanta actual e interprétala.

c) Representarla graficamente y localizar la situacién actual de la empresa.

d) Calcular la funcién explicita L(K) definida por la curva de nivel e interpretarla.
e) Calcular L'(K) para K = 20. ¢de qué concepto econdmico se trata y qué mide?
f) Repetir el calculo derivando implicitamente en la curva de nivel.

g) ¢éCudntos trabajadores seran despedidos si la negociacidn sindical no lo impide?

a) Q(K,L) = K?L - Q(20,100) = --- = 40000
b) K2L = 40000

éSabrias interpretar esa isocuanta?

c)

180
160
140

120

x*y =/40000

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

d) K2L=40000 - L = 222 (K % 0)

K
e)

, 80000
LK) = =—g— = L'(20) = - = =10
RMST = —L'(K)

f) Calculemos L' (K) derivando implicitamente en: K?L = 40000

, , 2KL 2L

2K-L+K*-L'(K)=0->L'(K) = "R (siempre que K # 0)

g) Por el apartado e) sabemos que L'(20) = —10. Luego:
RMST(20) = —L'(20) = 10
Por tanto, para mantener el mismo nivel de produccion (40000 unidades), si aumentamos el numero de

mdquinas (K) en una unidad (es decir pasamos a 21), el numero de trabajadores disminuird
aproximadamente 10 unidades (pasard a 90 trabajadores).
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TEMA 5: FUNCIONES HOMOGENEAS
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Dadas las siguientes funciones, demostrar si son o no homogéneas y caso de serlo, ratificarlo por el
teorema de Euler:

_X _x 3
a) z(x,y) =7 b) f(x,y) = 5 +X+X+y
c) z(x,y) = 3e* + 3eY d)z(x,y) = xaf(g)

X
e)z(xy) = x“f(g) + x"g (;)

2. Dada la funcién z(x,y) = y™4(x™ + xy™ 1)/, se pide:
a) Estudiar su homogeneidad, calculando en su caso su grado.
b) Calcular z,. ¢ Es homogénea?

c) Determinar el valor de la expresién x - z, +y - z;,.

3. Sabiendo que f es una funcién homogénea de grado 1/3 y que f(2,4) = 6, calcular:
a)f(1/2,1)
b) f,(1,2) + 2f,(1,2)
c) Si ademas £, (1,2) = 1, calcular fu (1,2) + 2f;y(1,2)

4. Sabiendo que h(u, v) es homogénea de grado 3y que h;,(1,1) = 7y h;,,(1,1) = 6, hallar hy;,,(4,4).
5. Dada la funcién z = yf (y/x) + xg(x/y), comprobar si es homogénea y obtener el valor de la expresion

x%zyy + 2xyzy, + y?zy),, sin calcular estas derivadas parciales.

6. Dada una funcion homogénea f(x,y).
¢Es posible que fy (x,y) = 4xy, f,(x,y) = 6x* + 3y* + 2xy? Razonar la respuesta.

7.Seau(x,y) = ax?y€ (a, b, c constantes), se pide:
a) Encontrar la relacién que ha de existir entre dichas constantes para que u(x, y) sea homogénea.
b) Idem para que u(x, y) sea homogénea de grado 1.
c) Aplicar, si es posible, el teorema de Euler en ambos casos.

8. Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) Sea f:R>-> R es homogénea de grado 1, entonces x2f,, = yzf;y.

b) Sean f,g:R*>> R.Sif es homogénea de grado my g es homogénea de grado n, entonces el producto

de las funciones, f - g, es una funcién homogénea de grado m + n.

c) Sif(x,y)yg(x,y) son dos funciones homogéneas de grado 3 entonces L&Y) 4 g es homogénea de

gxy)
grado 0.

d) Siuna funcién de produccion Q = f(K, L) es homogénea entonces LQ; + KQr = KQ.
9.Dada la funcién de produccién P = TK In (g) siendo P,K,T respectivamente producciéon, capital y
trabajo, comprobar que es homogénea de dos formas diferentes.

10. Sea Q = Q(K, L) una funcidén de produccion dada implicitamente por la igualdad:
— (Lt
100 = £(L),
siendo K # 0y f(u) una funcién cualquiera derivable y tal que f, # 0:

a) Calcular las productividades marginales Q'K Y, Q'L.

b) ¢Es Q una funcion homogénea sea cual sea f(u)? Si a partir de determinado nivel de Ky L aumentamos
ambos en un 30%, équé ocurrird con la produccién?

c) Sabiendo que Q(10,20) = 520, calcular Q(10,20) y Q;.(10,20) e interpretar econémicamente el
resultado. Utilizar |a diferencial para aproximar la produccién que se tendrd cuando K = 9y L = 21 (Q(9,21)).
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11. Dada la funcién de produccion CES (elasticidad de sustitucidon constante)
Q(x,y) = (ax~¢ + by=©)~1/¢, con a, b, c constantes positivas
¢Cudl serd el efecto sobre el nivel de produccion de una variacidn proporcional en los factores
productivos x e y? ¢Qué propiedad se podria entonces atribuir a dicha funcién?

12. Dada la funcién de produccion de Cobb-Douglas Q(K, L) = A - K*L# (A, a, > 0, K=capital, L=trabajo):

a) Demostrar que es homogénea mediante el teorema de Euler
b) éPodemos afirmar que la funcién posee rendimientos a escala crecientes si la suma de las elasticidades
respecto a los factores productivos es mayor que 1?
c) En general, en una funcién tipo Cobb-Douglas, ¢{podemos deducir el tipo de rendimientos a escala
basandonos en la suma de las elasticidades?
d) ¢Se podria generalizar el enunciado anterior a una funcién homogénea cualquiera? ¢éY a una funcién
cualquiera no homogénea?
13. Sea la funcién de produccién: Q(K,L) = aL + gK — aLe~*K/L, con @, g > 0 ciertas constantes:
a) ¢Presenta rendimientos a escala? ¢ De qué tipo? Justificar econdmicamente el resultado.
b) Expresar las funciones de productividad marginal en funcion de la relacion capital/trabajo (h = K/L).
c) éEs cierto, segln el teorema de Euler, que en tal situacidn la produccion se distribuye totalmente entre
los factores productivos de acuerdo con la contribucién de cada factor a la produccion (esto es, segin Qk y
Q| respectivamente)? ¢ Por qué?
14. Sabiendo que la funcioén de oferta de un bien Aes Q= f(p,, p;) dada por la expresion:

Q = 6% — 2p§ — Pabs,

donde p,4 es el precio propio y pg el precio de un bien B relacionado, demostrar que la suma de la elasticidad
respecto al propio precio y la cruzada es igual al grado de homogeneidad de la funcién sin calcular las
elasticidades.

15. La funcién de demanda de un bien es D(r,p,p,p,) = Yrln (%) siendo 7 la renta de los

2
consumidores, p el precio de bien y p;, p, los precios de dos bienes sustitutivos. ¢COmo se comporta la
demanda ante una misma variaciéon proporcional t en todas sus variables? ¢Existe por tanto ilusidon

monetaria?

N 2 2
16. Sea Q(K,L)=% una funcidon de produccién (K y L las unidades de capital y trabajo

respectivamente).

a) ¢Presenta Q rendimientos a escala? ¢De qué tipo? Por tanto, si a partir de una cierta combinacién de
capital y trabajo, reducimos ambos factores un 25%, éen qué sentido y proporcién varia la produccién?
Justificar matematicamente la respuesta.

b) Obtener las funciones de productividad marginal. Si a partir de una cierta combinacion de capital y
trabajo, reducimos ambos factores un 25%, ¢Codmo se comportarian las funciones de productividad
marginal de los factores? Justificar matematicamente la respuesta.

c) Sin calcular derivadas parciales, é¢podemos conocer el valor de la suma de las elasticidades de Q
respecto de L, K? En caso afirmativo, calcular dicho valor. Justificar matematicamente la respuesta.

d) Considerar ahora que L, K estan en funcién del tiempo t (en meses), siendo K = 8,L = 10 los valores
correspondientes al mes actual (t = 0), con L'(0) = —1.2, K'(0) = 2.5. Utilizar el analisis marginal
para estimar cual seria la produccion del préximo mes.

17.Sea D = f(p, q) la funciédn de demanda de un bien, donde p es el precio del bieny g el precio de un
bien alternativo. Se sabe que D es una funcién homogénea de grado 1/2.
a) Sia partirde unos precios py g dados se reducen ambos un 30%, éen qué proporcién varia la demanda?

b) Sabiendo que D, (10,12) = —20y D;,,(10,12) = —10, ¢es posible obtener el valor de D,(15,18)
con los datos disponibles?

¢) Considera ahora que la demanda viene dada implicitamente por la expresidn
F (Q;#Dz) = 20, siendo F una funcién derivable con derivada no nula en todo su dominio y ademas,

q # 0,q + 2p # 0. Calcula las demandas marginales y utiliza el Teorema de Euler para confirmar el
grado de homogeneidad.
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18. La demanda D de cierto bien depende del precio de dicho bien p (distinto de cero), y del precio de otros
dos bienes relacionados, q y s, segun la expresién D(p,q,s) =s+q-F (\/:%), siendo F una funcidn
derivable con derivada no nula en todo su dominio. Sabiendo que F verifica F(1) = 1y F'(1) = 4, se pide:

a) Estudiar si D es homogénea y de qué grado.

b) Calcular las demandas marginales. ¢Como van a variar las demandas marginales si los precios de los
tres bienes disminuyen simultdneamente un 20%?
c) Calcular D(1,1,3) y haciendo uso de anélisis marginal, estimar D(1.2,1.2,3.2).

1.5-0.5s
d) Si suponemos ahora que q depende de s segun la expresién q(s) =e s , estudiar cémo varia la

demanda del bien cuando, a partir de unos precios p = 1, s = 3 se produce una disminucién del
precio s, manteniéndose p constante.
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EJERCICIOS RESUELTOS TEMA 5

1. Dadas las siguientes funciones, demostrar si son o no homogéneas y caso de serlo, ratificarlo por el
teorema de Euler:

2 2
a)z(x,y) = 5 b) f,y) =T +x+ 2

¢) z(x,y) = 3¢* + 3¢¥ d) z(x,y) = x°f ()

e)z(x,y) = x"f (%) +x"g (%)

X
a)z(x,y) =5
Por definicién: z(t - x, t-y) =--=t"1-z(x,y), V¥t >0, (t-x,t-y) € Dom z, entonces la funcién z es
homogénea de grado M = —1.

Por el Teorema de Euler:

, 1 , 2x
Zy = }7 Zy = _F
X Zy Ty 2zy =x~i2+y~(—2—§)=---=—iz= (-1)-z->M=-1,
y y y
Por lo tanto por el Teorema se confirma que es una funcién homogénea de grado M = —1.
b) f(x,y) =x72+x+%
Por definicion: f(t-x, t-y) =--=t-f(x,y) =t1- f(x,y),Vt >0
Luego f es homogénea de grado M = 1.
Por el Teorema de Euler:
G+ 7 y: o (x+y)?
2x? y2x x? 2y°x+y® x? y2x +y3

X—————— =t x t———
(x+y)2 ¥y +y)3? vy (x +y)?
Sacando factor comun en el tercer sumando y simplificando nos queda:
x? 2(x + x? 2
x~fx’+y-fy’=—+x+L};)=—+x+ 4 =1-f
y x+y)3? vy x+y

Por lo tanto por el Teorema se confirma que es una funcién homogénea de grado M = 1.

c) z(x,y) = 3e* + 3e¥
z(t-x,t-y) =3et* + 3eY # t" . (3e* + 3eY)

Por lo tanto, la funcidon no es homogénea.
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d) z(x,y) = x°f (%)
Por definicién: z(t - x, t - y) = - =t%- z(x,y),Vt > 0
Luego z es homogénea de grado M = a.

Por el Teorema de Euler:
L R R ORC
x-z,’c+y-zj’,=---=a-x“f(};,) =a-z
Por lo tanto, por el Teorema se confirma que z es una funcién homogénea de grado M = a.
&) 2(x,y) = x"f (¥) +x"g (%)

De forma parecida al apartado anterior, comprueba que es homogénea de grado n.

3. Sabiendo que f es una funcién homogénea de grado 1/3 y que f(2,4) = 6, calcular:

£ (51)
b) £(1,2) +2£(1,2)
c) Siademas £,/(1,2) = 1, calcular £5(1,2) + 2fy,(1,2)

1
af (s 1) =77
Si f es homogénea de grado 1/3, se tiene por definicidn:

ft-xt-y)=tY3 f(x,y),vt >0, (t-x,t-y) € Dom f

G1)=rG254)
g1 =13 %3
Aplicando que f es homogénea de grado 1/3, nos queda:
G1)=1G214=0)
21)=/\a234=3
b) £1(1,2) + 2£5(1,2) =??

Calculemos primero f(1,2)

Ademas como sabemos que f(2,4) = 6

F(1,2) = f(% 2%.4) _ (5)1/3 o = @)1/3 .

Por el Teorema de Euler sabemos que si f es homogénea de grado 1/3 :

1
x-frGoy)+y- fy(xy) =3 fy)

Luego sustituyendo en el punto (x,y) = (1,2) nos resulta:

1
1 A2 +2- 2 =5 f(12)
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Por tanto:

1/3

fx(1,2) +2£,(1,2) = 3 (E) 6 = .. = 22/3

c) fix(1,2) + 2f,5,(1,2) =77, conociendo que f;/(1,2) = 1.
Partiendo del Teorema de Euler del apartado anterior:
! 1A 1
Gy +y-fy) =3 f(y)
Lo derivamos respecto a x:
! rn rn 1 !
fx(x'Y) +x- fix(y)+y- fyx(er) = § S y)

Suponiendo que la funcién f cumple el Teorema de Schwarz, se tendria que f;;, = f;x , y ademds despejando
f« nos queda:

" n 2 1A
X fax(,y)+y- fxy(x:y) = _§ S y)
Luego sustituyendo en el punto (x,y) = (1,2) nos resulta:

2 2
(L,2)+ 2 f5(1,2) = =5 f1(1,2) = =5

6. Dada una funcién homogénea f (x, y).

¢Es posible que f (x, y) = 4xy, fy (x,¥) = 6x* + 3y> + 2xy? Razonar la respuesta.

Sabemos que si una funcién es homogénea de grado M, entonces sus derivadas parciales de primer orden
son homogéneas de grado M — 1.

Si comprobamos las derivadas parciales que nos dan, tenemos que:
fx (x,y) = 4xy, es homogénea de grado 2
fy (x,y) = 6x* 4+ 3y 4 2xy, no es homogénea

Por tanto, no puede haber una funcién homogénea que tenga esas derivadas parciales de primer orden.

éSabrias demostrarlo de otra forma?
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10. Sea Q = Q(K, L) una funcion de produccién dada implicitamente por la igualdad:

— (oL
100= (%),
siendo K # 0y f(u) una funcidn cualquiera derivable y tal que f,, # 0:
a) Calcular las productividades marginales Qx , vy, Q]

b) ¢Es Q una funcién homogénea sea cual sea f(u)? Si a partir de determinado nivel de K y L aumentamos
ambos en un 30%, équé ocurrird con la produccién?

c) Sabiendo que Q(10,20) = 520, calcular Q(10,20) y Q;(10,20) e interpretar econémicamente el
resultado. Utilizar la diferencial para aproximar la produccién que se tendracuando K = 9y L = 21(Q(9,21)).

a) Al ser f una funcidén de una variable directa podemos resolver el problema con derivacién compuesta de
una o varias variables.

Vamos a realizarlo con derivacion de varias variables.

. -L . . . .,
Si denotamos: u = QT, el diagrama de arbol queda de la forma (teniendo en cuenta que Q es una funcion

dada en forma implicita que depende de K y L):

K
Q
L
f u L
K
Ademassiu = %, podemos calcular su derivadas parciales:
) Q-1 , 1 1
uK=_ KZ ,UQ=E, uLz_E

Utilizando todo lo anterior, ahora podemos calcular Q.

Para ello derivamos respecto a K la ecuacién implicita: 100 = f (%), y nos queda:

5000 =3¢ (r(5) ~ o= (1 ()

y utilizando el diagrama de 4rbol para calcular la derivada parcial respecto a K de la funcidn compuesta f,
nos queda:

0=fy up Qk+fu uk
Sustituyendo las derivadas parciales que conocemos:

, (Q-1L
(Q—L)) ,_fu'—(QKZ)
-5 Q= ——

1
o=f4~E-Q;(+sz-< e P

==

Ya que sabemos que f;, # 0 obtenemos:
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Calculemos ahora Q;.

Para ello derivamos respecto a L la ecuacién implicita: 100 = f (%), y nos queda:

:—L(mo) = ;—L<f (%)) 50 = ;—L<f (%))

y utilizando el diagrama de darbol para calcular la derivada parcial respecto a L de la funciéon compuesta f,
nos queda:

0=fu-ug-Qu+fuu

Sustituyendo las derivadas parciales que conocemos:

=
==

0=fi g 0+ (~%)~ i =

]
==

Ya que sabemos que f;, # 0 obtenemos:

b) Tener en cuenta que para comprobar que Q es una funcién homogénea, no podemos hacerlo utilizando
la definicidn, ya que Q no estd dada de forma explicita.

Por lo tanto, acudimos al Teorema de Euler:

?
K-Qk+L-Q=M-Q
Sustituyendo las derivadas parciales calculadas en a) nos queda:

K-Q;(+L~Q£=K~(%)+L~1=--~=Q=1-Q

Entonces Q es homogénea de grado M = 1.

Si a partir de determinado nivel de K y L. aumentamos ambos en un 30%, ¢qué ocurrird con la produccion?

c) Si conocemos que Q(10,20) = 520, Qk = %, Q. = 1, tenemos que:

Q(10,20) 20

=150
10

Qx(10,20) =
Q,(10,20) =1
A continuacién nos piden calcular Q(9,21) =?

Sabemos por la Formula de Taylor de orden 1 que si (K, L) pertenece a un entorno de (Ky, Ly) = (10,20)

Q(K,L) = Q(Ky, Ly) + dQ (Ko, Ly)
En nuestro caso:

Q(K,L)) = Q(10,20) + dQ(10,20)
(K, L) perteneciendo a un entorno de (10,20).
Sabemos que: dQ = QxdK + Q;dL, luego:
Q(K,L) = Q(10,20) + Q,(10,20)AK + Q;(10,20)AL
Por tanto:

0(9,21) ~ 520+ 50 - (—1) + 1- 1 - Q(9,21) ~ 469.
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12. Dada la funcién de produccién de Cobb-Douglas Q(K,L) = A - K*LP (A, a, > 0, K=capital, L=trabajo):

a) Demostrar que es homogénea mediante el teorema de Euler

b) ¢Podemos afirmar que la funciéon posee rendimientos a escala crecientes si la suma de las
elasticidades respecto a los factores productivos es mayor que 1?

¢) En general, en una funcidn tipo Cobb-Douglas, ¢ podemos deducir el tipo de rendimientos a escala
basandonos en la suma de las elasticidades?

d) ¢Se podria generalizar el enunciado anterior a una funcién homogénea cualquiera? ¢Y a una funcidn
cualgquiera no homogénea?

a)
K-Qe+L-Q=M-Q

Calculamos las derivadas parciales de primer orden:
Qk =A-a-K*'LF
Q, =A-K*-B-LP1
Sustituimos en la parte izquierda del Teorema de Euler:

K-Qi+L-Q =K-(Aa-K"UPF)+L-(A-K*-B-LF ) ==(a+h)-Q
Por tanto, Q es homogéneadegradoM = a + (.
b)-c)

¢Sila suma de las elasticidades respecto a los factores productivos es mayor que 1 entonces cualquier funcion
homogénea ( posee rendimientos a escala crecientes?

Si Q es una funcién homogénea de grado M, sabemos que
EQlK + £Q|L =M

Como informacién adicional sabemos que
SQlK +EQ|L = M > 1

Luego Q es homogénea de grado M > 1 y por tanto posee rendimientos a escala crecientes.

Sin embargo, si tenemos una funcién z = z(x, y) que no es homogénea no se puede concluir esa afirmacion,
ya que:

&z1x + &y > 1 # z homogénea de grado > 1

¢Sabrias encontrar una funcion que verifique €, + €5, > 1y que no sea homogénea?
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15. La funcién de demanda de un bien es D(r,p,p1,p;) = ¥rln (%) siendo 7 la renta de los

consumidores, p el precio de bien y p;, p, los precios de dos bienes sustitutivos. éCdmo se comporta la
demanda ante una misma variacién proporcional t en todas sus variables? ¢Existe por tanto ilusion
monetaria?

D(t-r,t-p,t-py,t-py)=-+=tY5-D(r,p,p1,p2)

La demanda se ve modificada en t1/3, luego existe ilusién monetaria.

18. La demanda D de cierto bien depende del precio de dicho bien p (distinto de cero), y del precio de otros
dos bienes relacionados, g y s, segun la expresion D(p,q,s) =s+q - F(\/E—p), siendo F una funcién
derivable con derivada no nula en todo su dominio. Sabiendo que F verifica F(1) = 1y F'(1) = 4, se pide:

a) Estudiar si D es homogénea y de qué grado.

b) Calcular las demandas marginales. ¢Como van a variar las demandas marginales si los precios de los
tres bienes disminuyen simultdneamente un 20%?
c) Calcular D(1,1,3) y haciendo uso de analisis marginal, estimar D(1.2,1.2,3.2).

1.5—-0.5s5
d) Si suponemos ahora que g depende de s seglin la expresién q(s) =e s , estudiar como varia la

demanda del bien cuando, a partir de unos precios p = 1, s = 3 se produce una disminucién del
precio s, manteniéndose p constante.

a)D(t-p,t-qt-s)=t-s+t-q- F( ;:p) =t!-D(p,q,s) » D homogénea de grado 1.

. s s-q S q

S _/_ D! = .= — CE! D’—---—F( _) D! =..=1+ CE! 0
b) Siu 3p p 18p? I3Sp‘ * ? 3p p 23ps ¥ (s #0)

Si(pl20%,q120%,s ! 20%) = ilas demandas marginales no varian! (¢podrias deducirlo sin calcular las
derivadas parciales?)

c) Por el enunciado sabemos que F(1) = 1y F'(1) = 4.

p(L,L,3) =1+ 1~F<\E> =14+F(1) =2
Suponiendo (x,y, z) en un entorno de (1,1,3):

dD(1,1,3) = D,(1,1,3)dp + Dg(1,1,3)dq + Dg(1,1,3)ds = —%F’(l)(x -D+FLy-1)+ (1 + %F’(l)) (z-3)

dD(1,1,3) = —%(x— D+@-1) +§(z— 3)

Luego el desarrollo de Taylor de orden 1 nos da para (x,y, z) en un entorno de (1,1,3):
D(x,y,z) = D(1,1,3) + dD(1,1,3)
Sustituyendo en el punto (1.2,1.2,3.2) - D(1.2,1.2,3.2) = 2.4

1.5—0.55 1.5—-0.55 ( 1.5

dgis)=e s —q(s)=e =

s2

) > q'(3)=-"2~-0167

Apartirde (p = 1,s = 3,q(3) = 1) si se produce una disminucion del precio s, manteniéndose p constante,
écomo varia la demanda D?

dD(p,q(s),s) 0D(1,q(3),3) 5 1.5 13.5

il RO S (1)

=——=15

=D+ Dg-q'(s) 3

ds 3 9
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TEMA 6: INTEGRALES MULTIPLES
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Razonar si es verdadero o falso que una integral doble es el producto de dos integrales simples.

2. Calcular de dos formas diferentes las siguientes integrales dobles:

a) ffD (x2 + xy)dxdy en el recinto D limitado por lasrectasx = 0,x =3,y = ley = 4.
b) ffD (x + y)3dxdy en el recinto D limitado por el eje de abscisas y las rectas x = 1, x = y.

c) ffD x3y2dxdy en el recinto D limitado por los ejes de coordenadas y la recta x +y = 1.
d) ffD(x + e¥)dxdy en el recinto D limitado por las rectas x = 0,x = 2,y = x,y = 3x.

e) /[, y(x* + 1)dxdy en el recinto D = {(x,y) € R*:x 20,y 2 0,x* +y* < 1}.

3. Dibujar el dominio de integracidn en los siguientes casos y plantear la integral que resulta al cambiar el
orden de integracién:

a) [ [7 £ (x, y)dydx b) [ [T fwv)dvdu <) [ F(p,q)dadp (c >1)

. 2 rx (x2 4 clnx .
4. Dadas las integrales dobles [ fl/x (ﬁ) dydxy [, J, xdydx, se pide, para cada una de ellas:

a) Dibujar el recinto de integracion.
b) Plantear la integral cambiando el orden de integracién.
c) Resolverla en cualquier orden.

5. La funcién de utilidad de un consumidor viene dada por U(x,y) = x?y3, donde x e y representan las
cantidades que se consumen de dos bienes determinados, teniendo en cuenta que la suma de ambas
cantidades tiene que ser menor o igual a 1. Calcular en ese caso la utilidad media que puede recibir el
consumidor.

6. Plantear de dos formas distintas la integral ffD e"‘zdxdy en el recinto D limitado por el eje de abscisas y
las rectas y=x, x=1. Resolver una de ellas.

7. En Estadistica, dadas dos variables aleatorias X, Y y una funcién no negativa f(x,y) (que se denomina
“funcién de densidad conjunta”), la probabilidad de que el par ordenado (X, Y) esté en una regién D, viene
dada por la férmula.

P((X, Y) e D) = -HD f(x,y)dxdy = .U-D f(x, y)dydx

Supongamos que la variable aleatoria X representa el tiempo (en minutos) durante el cual una persona hace
cola en cierta entidad bancaria e Y representa el tiempo (en minutos) durante el cual una persona esta
sentada en la sala de espera de cierta gestoria. Si hemos adquirido una vivienda y para ello necesitamos ir al
banco a retirar cierta cantidad de dinero, que luego entregaremos en la gestoria para hacer una previsién de

X y
fondos, y si f(x,y) = ﬁe'ﬁ'ﬁ es la funcién de densidad conjunta para X e Y, hallar la probabilidad de que

el tiempo total de espera no sea superior a los 10 minutos.

8. Sabemos que la satisfaccidon que recibe un consumidor debido al consumo de dos bienes en cantidades x,
y puede expresarse por la funcién de utilidad U = xe?”. Por razones de salud y de disponibilidad de dichos
bienes, no le es posible consumir mds de 10 unidades del primer bien ni mas de 2 unidades del segundo
bien.

a) Dibujar el dominio D delimitado por las posibles cantidades a consumir
b) Calcular [f xe™*dxdy

c) Calcular la utilidad media que puede recibir el consumidor en dichas condiciones.

Iver al indi
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EJERCICIOS RESUELTOS TEMA 6

2. Calcular de dos formas diferentes las siguientes integrales dobles:

a) [f, (x* + xy)dxdy
en el recinto D limitado porlasrectasx =0,x =3,y =1ey = 4.

b) [[, (x +y)*dxdy
en el recinto D limitado por el eje de abscisasy lasrectasx = 1,x = y.

e) [, y(x* + Ddxdy
enelrecintoD = {(x,y) ER%:x >0,y = 0,x2 +y2 < 1}

Las dos formas que podemos utilizar son integrar por franjas verticales u horizontales.

a) Veamos cdmo seria con franjas horizontales, quedando como ejercicio realizar el calculo con verticales.
El recinto D se corresponde con la siguiente imagen (donde la linea discontinua indica que estamos
integrando por franjas horizontales):

x=0 x=3

] ff (x2 + xy)dxdy = f4 <f3(x2 + xy)dx) dy =
D 1 0

y=4 =3
J4 x3  x2 ]x 4 9
: - —+y dy=-~=f (9+—y)dy
2 D s \3 27 1 2
iaazgasseaca: _<9 42 2)]4— _ 23 _ eo7s
y=1 - y 4-y 1_ - 4 B '

-1 0 1 2 4 5

b) Este ejemplo lo vamos a realizar con franjas verticales, quedando como ejercicio el calculo con franjas

horizontales.
1/ px
Jf (x +y)3dxdy = f <f (x+ y)3dy> dx =
D o \Jo

_ 1 (x+y)4 y=x _ 1 (2x)4 x4
o AN || _f()( 4 ]_>dx_f0<4 _7>dx

y=0

_f115X4d 3 _15_34
=), & =TT

e) Veamos cémo seria con franjas verticales quedando como ejercicio realizar el calculo con horizontales.
El recinto D = {(x,y) € R>:x > 0,y > 0,x2 + y? < 1} se corresponde con la siguiente imagen (donde la
linea discontinua indica que estamos integrando por franjas verticales):

Integrando por franjas verticales tenemos que x € [0,1] y despejando de la
ecuacién, sabemos que y = +V1 — x2
Por tanto:

1 +V1-x2
ff y(x3 + 1)dxdy = f (f y(x3 + 1)dy> dx =
D o \Jo
1 +V1—x2 1 y2 +V1-x2
i = f x3+1) f ydy |dx = f x3+1) —] dx =
0 0 0 2],

—f1(3+1) 1 — x? 4 _1]1(3+1 5_x?)q 1 x4+ x® x3 1_ 3
—Ox 5 x—zox x°—xfdx ==z F+x-— 30— =3
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3. Dibujar el dominio de integracidn en los siguientes casos y plantear la integral que resulta al cambiar el
orden de integracién:

a) [ [ f(x, y)dydx

Teniendo en cuenta que tenemos x € [0,2] e Si integramos con franjas horizontales tenemos
y=x hasta y=2x, entonces estamos que dividir la integral en dos partes:

integrando con franjas verticales (linea
Cuando la y € [0,2], la x va desde x = y/2 hasta

x =y, ademas cuando la y € [2,4] vemos que la
x vadesdex = y/2 hastax = 2

discontinua) y la grafica del dominio sera:

3 8 x=y/2

Es decir, cambiando el orden de integracidn, la integral doble queda como suma de dos integrales dobles:

2 r2x 2 ry 4 2
[ | rendas=[ [ reyaray+ [ | repdady

0 Jx 0 Jy/2 2 Jy/2
5. La funcién de utilidad de un consumidor viene dada por U(x,y) = x2y3, donde x e y representan las
cantidades que se consumen de dos bienes determinados, teniendo en cuenta que la suma de ambas
cantidades tiene que ser menor o igual a 1. Calcular en ese caso la utilidad media que puede recibir el
consumidor.

Gréfica del dominio D = {(x,y) E R%:x >0,y > 0,x + y < 1}
Para calcular la utilidad media utilizamos la férmula:

1

1
{Valor medio integral de U(x,y)en D} = ——— ff U(x,y)dydx
Area(D) JJp

El area del dominio D es inmediata porque es el drea de un tridngulo de base 1y altura
1

5 .

De tal forma que: {Valor medio integral de U(x, y)en D} = 2 ffD U(x,y)dydx

; 5 ; también 1, por tanto Area(D) =

Integrando por franjas verticales nos queda:

1 ,1-x 1
{Valor medio integral de U(x,y)en D} = Zf f x2y3dydx = 2f x? <f
0 Jo 0 0

1 471-x 1
2
=2J x? [y_] dx=—f x2(1—x)*dx =
0 4 0 4 0

(Esa ultima integral se corresponde con un caso particular de la integral Beta, cuyos valores son bien
conocidos en Estadistica, aunque se recomienda utilizar la Beta, la resolvemos independientemente de este
hecho, desarrollando la potencia a la cuarta)

1-x

y3dy> dx

:1J1x2(1_4x+6x2_4x3+x4)dx=.--:Lz000476
2), 210
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7. En Estadistica, dadas dos variables aleatorias X, Y y una funcién no negativa f(x,y) (que se denomina
“funcién de densidad conjunta”), la probabilidad de que el par ordenado (X, Y) esté en una region D, viene
dada por la formula.

P((X, Y) e D) = ﬂu f(x,y)dxdy = 'UD f(x,y)dydx

Supongamos que la variable aleatoria X representa el tiempo (en minutos) durante el cual una persona hace
cola en cierta entidad bancaria e Y representa el tiempo (en minutos) durante el cual una persona esta
sentada en la sala de espera de cierta gestoria. Si hemos adquirido una vivienda y para ello necesitamos ir al
banco a retirar cierta cantidad de dinero, que luego entregaremos en la gestoria para hacer una previsién de

x_y
fondos, y si f(x,y) = ﬁe_ﬁ_% es la funcion de densidad conjunta para X e Y, hallar la probabilidad de

gue el tiempo total de espera no sea superior a los 10 minutos.

Gréfica del dominio D = {(x,y) € R?:x = 0,y = 0,x + y < 10} (con una franja vertical)

y=10—=z

Si integramos por franjas verticales nos resulta (se deja como ejercicio la resolucién por cambio de variable
de las integrales correspondientes):

10—x 1 x

10
Yy
P(0<X+Y <10) =f J — e 10 20dydx = ~ 0.154818
o Jo 200
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