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Resumen - Abstract

Resumen

La Teoria de Juegos estudia situaciones en la que determinados ac-
tores (jugadores) compiten o colaboran para consequir fines particu-
lares. Muchos de estos casos se pueden modelizar matemdticamente
precisando la resolucion de diversos problemas de optimizacion.

En este trabajo se hace un estudio de los juegos bipersonales de suma
nula y de los juegos bimatriciales. En el primer caso, cuando se
produce una jugada, la suma de la ganancias de ambos jugadores es
wgual a cero. En el sequndo caso, no existe esta condicion para las
ganancias de los jugadores intervinientes.

Nos interesa, preferentemente, la relacion de los dos tipos de juegos
con los problemas de optimizacion. En el caso de los juegos biperso-
nales de suma nula, observamos que con las herramientas que pro-
porciona la Programacion Lineal, somos capaces de determinar pun-
tos de equilibrio que proporcionan estrategias mixtas optimas para
los jugadores. En el caso de los juegos bimatriciales, su formulacion
equivalente como problemas complementarios lineales proporciona la
determinacion de los correspondientes equilibrios de Nash.

El trabajo se completa con la relacion de conceptos y propiedades que
se precisan para plasmar las ideas anteriores, introducir los métodos
de resolucion mecesarios y aplicar estos a varios ejemplos con la
ayuda de soporte computacional.

Palabras clave: Teoria de Juegos — Juego bipersonal de suma nula
— Juego Bimatricial — Programacion Lineal — Punto de equilibrio —
Estrategias mixtas — Problema Complementario Lineal — Equilibrios

de Nash
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Resumen - Abstract

Abstract

Game Theory studies situations in which certain actors (players)
compete or collaborate to achieve particular ends. Many of these ca-
ses can be mathematically modeled requiring the resolution of various
optimization problems.

In this project, a study of two-person zero-sum games and bimatricial
games is made. In the first case, when a play occurs, the sum of the
winnings of both players is equal to zero. In the second case, there is
no such condition for the winnings of the participating players.

We are interested, mainly, in the relationship of the two types of
games with the optimization problems. In the case of two-person
zero-sum games, we observe that with the tools provided by Linear
Programming, we are able to determine equilibrium points that offer
optimal mized strategies for the players. In the case of bimatricial ga-
mes, their equivalent formulation as linear complementary problems
provides the determination of the corresponding Nash equilibria.
The project is completed with the relationship of concepts and pro-
perties that are required to capture the previous ideas, introduce the
necessary resolution methods and apply these to various examples
with the help of computational support.

Keywords: Game Theory — Two-person zero-sum games — Bima-
trictal games — Linear Programming — Equilibrium point — Mized
strategies — Linear Complementary Problem — Nash equilibria
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Introduccion

La Teoria de Juegos estudia situaciones en las que determinados jugado-
res compiten o colaboran para lograr fines concretos. La consecucion de esos
logros tiene asociados, de forma natural, diferentes procesos de optimizacion.
Es, precisamente, este ultimo aspecto el que tiene interés en el presente trabajo,
concretamente cuando se estudian dos tipos particulares de juegos bipersonales:
los de suma nula y los bimatriciales.

El objetivo del Capitulo 1 es la introducciéon de los conceptos basicos de
la Teoria de Juegos, que nos serdan necesarios para la comprension de todo el
trabajo. Sin embargo, en primer lugar, se hard un breve resumen sobre los as-
pectos historicos de esta teoria para asi conocer las figuras y resultados mas
importantes que han contribuido a que esta alcance la importancia que tiene
en la actualidad. A continuacion, en la Seccion 1.3, se trabajard la terminologia
bésica de la Teoria de Juegos en la que destacan el concepto de jugadores (par-
ticipantes que toman decisiones en el juego), pagos (valoraciéon que para cada
jugador tiene las consecuencias de alcanzar un determinado resultado) o estrate-
gias (conjunto de acciones que realiza cada jugador), entre otros. En la Seccién
1.4 se hara una clasificacién de los juegos segin distintas caracteristicas, como
el nimero de jugadores, la informacion que se conozca del juego o los beneficios
que obtienen los jugadores, entre ellas. Seguidamente, en la Seccién 1.5, se rela-
cionan los tipos de estrategias que puede elegir un jugador: estrategias puras o
estrategias mixtas. Posteriormente, en la Seccién 1.6, definiremos la matriz de
pagos asociada a cada jugador. Para finalizar el capitulo, en la Seccion 1.7, se
definen las representaciones en forma extensiva y normal de un juego. Ademas,
a lo largo del capitulo se muestran algunos ejemplos para comprender mejor los
conceptos introducidos.

En el Capitulo 2 formalizaremos la definiciéon de juego bipersonal de su-
ma cero y sus matrices de pago asociadas. En la Seccién 2.2 introduciremos el
término punto de silla que, basicamente, establece limites entre las ganacias y
las pérdidas de cada jugador. Por otro lado, cuando estamos ante este tipo de
juegos, los jugadores suelen utilizar estrategias mixtas, las cuales asocian un vec-
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tor de probabilidad a cada estrategia. Este concepto se estudiard en la Seccion
2.3. Asimismo, gracias a la anterior definicién podremos introducir los conceptos
de pago esperado del juego, valor maximin y minimax, ademas de algunos teo-
remas asociados a estos. En la Seccién 2.4 se enuncia el Teorema Minimax (Von
Neumann, 1928) que establece que todo juego bipersonal de suma nula tiene un
valor de juego. Sin embargo, para la demostracion de este teorema se deben ver
dos resultados previamente. Finalmente, en la Seccion 2.5, se estudia como un
juego bipersonal de suma nula se puede reescribir en un problema de Progra-
macién Lineal. Para ello, se formulan los problemas de optimizacién asociados
a los jugadores que intervienen.

En el Capitulo 3 trasladaremos todos los conceptos desarrollados en los
dos capitulos anteriores al caso de los juego bimatriciales, que son juegos de
suma variable. En esta clase de juegos, las ganancias de los jugadores no son
opuestas. En la Seccién 3.1 se define el concepto de bimatriz de pagos, que rela-
ciona las matrices de pagos de los jugadores. A continuacion, en la Seccion 3.2,
se introducen los equilibrios de Nash para estrategias puras. En el caso de los
juegos bipersonales de suma nula, el concepto de punto de silla y equilibrio de
Nash coinciden. Ademas, se definiran dos métodos de bisqueda de estos puntos
de equilibrio: correspondencia de la mejor respuesta (3.2.1) y eliminacién itera-
da de estrategias dominadas (3.2.2). Posteriormente, trabajaremos el Problema
Complementario Lineal, que nos permitird introducir el Algoritmo de Lemke,
que es un método para resolver este problema asociado a un juego bimatricial.

En el Capitulo 4 se utilizan las ideas introducidas en los capitulos pre-
vios para resolver distintos ejemplos desarrollados a lo largo del trabajo. En la
Seccion 4.1 se resolveran los ejemplos trabajados en el segundo capitulo, jue-
gos bipersonales de suma nula, utilizando un programa desarrollado en RStudio.
Finalmente, en la Seccion 4.2, se resolveran los ejemplos del Capitulo 3, juegos
bimatriciales, haciendo uso de una implementacion computacional del Algoritmo
de Lemke en Python.
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Introduccion a la Teoria de Juegos. Conceptos
basicos

1.1. Introduccién

En la Teoria de Juegos se estudian situaciones en las que diversos agentes
(jugadores) concurren ejecutando acciones (alternativas, estrategias, etc.) que
originan determinadas ganancias (o pérdidas) que es necesario optimizar. En la
mayoria de casos, los problemas subyacentes se pueden modelizar matematica-
mente.

El término “juego” puede resultar enganoso porque generalmente se aso-
cia con entretenimiento o juegos recreativos. Sin embargo, como rama de las
Matematicas, esta teoria estudia situaciones que son dificiles de formalizar ma-
tematicamente, como el comportamiento racional en situaciones de conflicto.
Una terminologia que ilustra més claramente el objetivo de la Teoria de Juegos
es el “analisis matematico de conflictos” y la “toma interactiva de decisiones”.

El concepto de juego se define formalmente como un ejercicio recreativo
o de competicion sometido a determinadas reglas, y en el cual se gana o se
pierde. Segun estudios psicologicos, los juegos ayudan a activar procesos fisicos,
educativos, sociales y emocionales, que permiten que las personas desarrollen y
adopten una conducta resolutiva frente a situaciones de conflicto en la vida real.
Cualquier tipo de juego, ya sea de ninos, de adultos, juegos de mesa o deportivos,
se puede considerar como modelo de situaciones conflictivas y cooperativas en
las que se pueden reconocer situaciones y pautas que se repiten con frecuencia
en el mundo real.

En definitiva, un juego es una situaciéon donde dos o mas personas, deno-
minadas jugadores, compiten para conseguir un objetivo. Para lograrlo se deben
seguir una serie de reglas que se determinan con el fin de proporcionar una ga-
nacia justa para cada uno de los jugadores. Es decir, el resultado final del juego
siempre conlleva a la produccion de ganancias o pérdidas para los jugadores que
intervienen. Cada jugador intentard maximizar esta ganancia, pero esto no de-
penderd solo de él, sino que también influyen las decisiones que tomen los demas
jugadores.



2 1 Introduccién a la Teoria de Juegos. Conceptos bésicos

Actualmente, la Teorfa de Juegos tiene muchas aplicaciones. En la Eco-
nomia se utiliza para crear una buena distribucién entre ofertantes y demandan-
tes de forma que exista una competencia perfecta en el mercado. A su vez, en
Biologia se ha utilizado para comprender y predecir algunos resultados evoluti-
vos. En Politica, se pueden ver las campanas que utilizan los diferentes partidos
en las elecciones. Todas estas aplicaciones tienen en comun que los resultados
dependeran de las decisiones que adopten los jugadores.

En el presente capitulo haremos un breve recorrido por la historia de la
Teoria de Juegos y hablaremos sobre las figuras mas importantes que contribu-
yeron a que esta teorfa haya tomado la importancia que tiene actualmente. A
continuacion, introduciremos los conceptos bésicos que se utilizaran a lo largo de
todo el trabajo y que son imprescindibles para comprender las caracteristicas de
esta teoria. Ademas, estudiaremos una clasificacion sobre los distintos tipos de
juegos existentes, ya que estos se pueden clasificar por el nimero de jugadores,
seguin las estrategias que escoja cada jugador o segun el conocimiento de los
movimientos de los jugadores, entre otros. Por otro lado, daremos la definicion
de los tipos de estrategias que puede utilizar un jugador y el de matriz de pagos,
que seran totalmente necesarios para el desarrollo de los siguientes capitulos.
Finalmente, se definen las distintas representaciones de un juego.

1.2. Aspectos histéricos

Los juegos son una parte fundamental de todas las culturas y una de las
formas mas antiguas de interaccion social humana. Los juegos eran importantes
como eventos culturales, como herramientas de ensenanza y como marcadores
de estatus social. Juegos como “Gyan Chauper” o “La Mansién de Felicidad”
fueron utilizados para ensenar lecciones espirituales y éticas. Estos fueron vistos
como una forma de desarrollar el pensamiento estratégico y la habilidad mental
de la élite politica y militar.

La primera referencia a los juegos y la logica existente en estos aparece en
una de las obras filoséficas del matematico y filosofo Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716), que se titulaba “Nouwveauzr Essais sur l’entendement humain” [1]
y, aunque fue escrita en 1704, permanecié inédita hasta 1765 cuando se publico
una recopilacién de sus obras en latin y francés.

En 1713, James Waldergrave (1684-1741) dejé escrito en una carta una
soluciéon minimax de estrategias mixtas a una versiéon para dos personas del
juego conocido como “Le Her”. Sin embargo, fue en la publicacién “Researches
into the Mathematical Principles of the Theory of Wealth” [2], publicado por
Antoine Augustin Cournut (1801-1877), cuando se hablé por primera vez de
aspectos teodricos sobre la Teoria de Juegos.

No obstante, se considera que esta teoria nace propiamente en 1944 con el
matemético John Von Neumann (1903-1957) y el economista Oskar Morgenstern
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(1902-1977) con la publicacién de su libro “The Theory of Games and Economic
Behavior” [3], donde plasmaron todos los aspectos que habian descubierto y
demostrado sobre esta teoria hasta el momento. El mismo Von Neumann ya
habia puesto algunos fundamentos en una serie de articulos publicados en 1928.
Atn asi, cuando se publico el libro de Von Neumann y Morgenstern fue cuando
la sociedad comprendié lo potente que era esta teoria para el estudio de las
relaciones humanas.

THEORY OF
GAMES
AND
ECONOMIC
BEHAVIOR

JOHN VON NEUMANN

'« AND

Figura 1.1: A la izquierda, Oskar Morgenstern y John Von Neumann,
respectivamente. A la derecha, su libro “The Theory of Games and Economic
Behavoir”.

Von Neumann y Morgenstern investigaron dos planteamientos distintos de
la Teoria de Juegos. El primero de ellos fue el desarrollo del planteamiento
estratégico o no cooperativo. Resolvieron este problema en el caso particular de
juegos con dos jugadores. A este tipo de juegos se les conoce como estrictamente
competitivos, o de suma nula, ya que la ganancia de uno de los jugadores coincide
exactamente con la pérdida del otro.

El segundo fue el desarrollo del planteamiento coalicional o cooperativo,
donde intentaron describir una conducta éptima con n jugadores. Debido a la
dificultad de este problema, los resultados de Neumann y Morgenstern fueron
mucho menos precisos que en el caso anterior. Por esta razén, Von Neumann
abandono la investigacion de obtener una estrategia éptima para cada jugador
individual. En lugar de ello, clasificé los modelos de formacion de coaliciones
que son consistentes con conductas racionales.

En 1950, aparecieron las primeras discusiones sobre el “dilema del prisio-
nero”. Este es uno de los ejemplos més representativos del teorema de equilibrio
entre dos participantes, en el cual se analizan los incentivos para que dos presos
denuncien delitos a la policia para obtener beneficios propios penitenciarios. Fs-
te experimento se realizé en la corporacion de RAND, la cual estaba relacionada
con el tratamiento de las fuerzas armadas estadounidenses.
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En esta época, John Forbes Nash (1928-2015) desarroll6 una definicién de
estrategia éptima para juegos de n jugadores donde el 6ptimo no esta definido
con anterioridad. Esta estrategia es conocida como el “equilibrio de Nash”.

Gracias a John Nash, se descubrié la obra de Antoine Cournot escrita en
1713. Posteriormente, Nash publicé algunas soluciones originales para resolver
ciertos problemas de la Teoria de Juegos, para juegos cooperativos de dos juga-
dores y para reducir juegos cooperativos a marcos no cooperativos.

En 1965, Reinhard Selten (1930-2016) enunci6 su concepto de equilibrio
perfecto de subjuegos que, mas adelante, permitio refinar el de equilibrio de
Nash. En 1967, John Harsanyi (1920-2000) present6 los conceptos de informacién
completa y juegos bayesianos.

En 1994, Selten, Nash y Harsanyi obtuvieron el Premio Nobel de Economia
gracias a las aplicaciones de sus avances en la Teoria de Juegos en este ambito.
En 2005, Thomas Schelling y Robert Aumann ganaron el mismo premio. Sche-
lling estudié y trabajé los modelos dinamicos y los primeros ejemplos sobre la
Teoria de Juegos evolutiva mientras que Aumann contribuyé mas a la escuela del
equilibrio. En 2009, Elionor Ostrom y Oliver Eaton Williamson recibieron este
mismo premio por su anélisis de la gobernanza econémica, esto es, el estudio de
la organizacion de la cooperacién alli donde surgen conflictos de intereses, por
lo que se trata de un juego que presentan los denominados dilemas sociales.

1.3. Conceptos Basicos

Las situaciones de conflicto que surgen en la Teoria de Juegos se pueden
trasladar a problemas de optimizacién en los que intervienen mas de un decisor y
por lo general, estos decisores tienen objetivos contradictorios. Estas situaciones
de conflicto se denominan juegos, los cuales presentan una serie de elementos
bésicos. Esta terminologia basica es la siguiente.

» Jugadores: Participantes que toman decisiones con el objetivo de ganar el
juego.

s Acciones de cada jugador: Decisiones que toma cada jugador a lo largo del
juego que le ayudan (habitualmente) a ganar. Este conjunto puede ser finito
o infinito.

»  Resultado del juego: formas de concluir el juego.

»  Pagos: Valoracién que para cada jugador tiene las consecuencias de alcanzar
un determinado resultado. Ambos jugadores reciben un pago al finalizar el
juego. Segun este resultado, el pago puede resultar ser una ganancia o una
pérdida.

» Fstrategias: Conjunto de acciones que realiza cada jugador.

= Forma normal y forma extensiva: Distintas formas de representar y describir
el juego.
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La principal caracteristica de los jugadores es tomar decisiones que con-
vengan en determinados momentos para ganar el juego, teniendo en cuenta las
reglas y siendo conscientes de las posibles acciones que puede elegir el oponente.

Presentaremos algunos ejemplos sencillos de juegos en los cuales se ilustran
estos conceptos basicos.

Ejemplo 1.3.1 (Piedra, papel o tijera) En este juego conocido mundialmen-
te intervienen dos jugadores a los cuales denominaremos Jugador 1 (J1) y Ju-
gador 2 (J2). Ambos jugadores eligen a la vez una de las tres opciones: piedra,
papel o tijera. Se pueden dar las siguientes situaciones:

— Si J1 elige piedra y J2 papel, J2 gana.
— Si J1 elige piedra y J2 tijeras, J1 gana.
— Si J1 elige papel y J piedra, J1 gana.
— Si J1 elige papel y J2 tijeras, J2 gana.
— Si J1 elige tijeras y J2 papel. J1 gana.
— Si J1 elige tijeras y J2 piedra, J2 gana.

Esta informacion se puede resumir en la siguiente tabla:

Jugador 2
Piedra|Papel|Tijera
Piedra| 0 -1 1
Jugador 1 | Papel 1 0 -1
Tijera| —1 1 0

Tabla 1.1: Representacion formal del juego

Las estrategias en este juego seran: piedra, papel y tijera. Cada jugador
deberd tomar una decision sin conocer la que tomard su oponente. En cada
casilla, el 1 representa la ganancia para el Jugador 1, el -1 la pérdida para este
y el 0 cuando hay empate.

Ejemplo 1.3.2 (Juego de dedos) Supongamos que dos jugadores muestran
simultdneamente uno, dos, tres o cuatro dedos. Si la suma de los dedos es par,
gana el Jugador 1, pero si es impar, gana el Jugador 2.

Los resultados que se pueden obtener se resumen en la tabla siguiente:

Jugador 2
Un dedo|Dos dedos|Tres dedos|Cuatro dedos
Un dedo 1 -1 1 -1
Jugador 1 Dos dedos -1 1 -1 1
Tres dedos 1 -1 1 -1
Cuatro dedos| —1 1 -1 1

Tabla 1.2: Representacion formal del juego
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Como en el ejemplo anterior, las estrategias en este caso seran: sacar un
dedo, dos dedos, tres dedos o cuatro dedos. En la tabla, el 1 representa la ganan-
cia para el Jugador 1 y el -1 la pérdida para este.

1.4. Clasificacion de los juegos

Los juegos se pueden clasificar segin ciertas caracteristicas importantes, la
mas intuitiva es el nimero de jugadores. Asi, un juego puede designarse como
un juego de un solo jugador, para dos jugadores (juegos bipersonales) o
para n jugadores (juegos n-personales). Cada uno de estos tienen sus propias
caracteristicas. A continuacion, clasificaremos los juegos segtin las estrategias que
elijan los jugadores, los beneficios de estos, el conocimiento de los movimientos,
entre otros.

En primer lugar, se pueden clasificar los juegos segtin la informacion que
se conozca de estos. Existen dos tipos:

= Los juegos de informacion perfecta, como el ajedrez, son juegos en los
que se conoce todo sobre el juego en todo momento.

= Los juegos de informacién imperfecta son aquellos en los que los jugado-
res no conocen toda la informacion sobre el juego. Por ejemplo, en el poker,
los jugadores no conocen las cartas de sus adversarios.

Otra manera de clasificarlos es segtin la medida en que los objetivos de los
jugadores coinciden. Existen dos:

= Juegos de suma constante, también denominados juegos de pura compe-
tencia. En esta clase de juegos, la riqueza combinada de ambos jugadores
permanece constante, aunque la distribucién de esta puede variar a lo largo
del juego. Un ejemplo claro de este juego puede ser el pdker ya que la ganancia
permanece constante, aunque varia segtin el jugador que gane.

= Los juegos de suma variable se pueden dividir en cooperativos y no coope-
rativos. En el primer caso, los jugadores pueden y es conveniente que se co-
muniquen, aunque no pueden vincularse. Un ejemplo de este seria el mercado
de automéviles, un vendedor y un cliente pueden negociar y llegar a un acuer-
do para el precio. En el segundo caso, al contrario, los jugadores no pueden
comunicarse y deben jugar por si solos. El ejemplo basico seria una subasta,
en estas las personas pujan y el mejor postor se lleva el producto.

La siguiente manera de clasificar a los juegos depende de las estrategias
que escojan los jugadores.

= Un juego simétrico es un juego en el que las recompensas por jugar una
determinada estrategia dependen de las estrategias elegidas por los otros ju-
gadores. Si las identidades de los jugadores pueden intercambiarse sin que
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cambien las recompensas, entonces el juego se denomina simétrico. Los ejem-
plos més comunes en este tipo de juegos son el juego de la gallina, el dilema
del prisionero y la caza del ciervo.

= Los juegos asimétricos son los juegos donde no hay conjuntos de estrategias
idénticas para los jugadores. El juego del ultimatum o el juego del dictador
son ejemplos de este tipo de juegos.

Otra forma de categorizar los juegos es segtin el conocimiento de los movi-
mientos de los jugadores.

= Los juegos simultaneos son aquellos juegos en los que los jugadores realizan
los movimientos simultdneamente o desconocen los de los otros jugadores. Un
ejemplo basico es el juego de “piedra, papel o tijera”, pues en este, ambos
jugadores ensenan la mano a la vez.

= Los juegos secuenciales son aquellos en los que los jugadores posteriores
tienen algin conocimiento de las acciones previas de los otros jugadores.

Los juegos combinatorios son juegos de informacién perfecta, sin ac-
ciones aleatorias y sin empates. En términos basicos, se trata de un juego de
combinacion, es decir, se comienza en una posiciéon y los jugadores se turnan
para moverse y posicionarse en una nueva. Existe una posicién final donde se
convierten en ganadores. Un ejemplo simple es el ajedrez, donde cada pieza
tiene su posicion inicial y un jugador gana cuando posiciona una de sus piezas
en el lugar que ocupa el rey de su oponente, es decir, cuando hace un jaque mate.

Finalmente, los juegos se pueden clasificar segiin los beneficios que obtienen
los jugadores. Existen dos tipos:

= En los juegos de suma nula la ganancia o beneficio de uno de los jugadores
es exactamente la pérdida del otro. El ajedrez y el poker se consideran juegos
de suma nula.

= La mayoria de ejemplos reales en negocios y politica son juegos de suma
distinta de cero, pues algunos desenlaces tienen resultados netos mayores
o menos que cero. Es decir, cuando un jugador gana no quiere decir necesa-
riamente que el otro pierda.

En este trabajo haremos un estudio detallado de estos dos ultimos tipos
juegos, ademads de relacionar los mismos con los problemas de optimizacion.

1.5. Tipos de estrategias

Como vimos en la Seccién 1.3, en la Teoria de Juegos una estrategia de
un jugador es un plan de acciéon completo para cualquier situacion que pueda
ocurrir. Esta determina completamente la conducta del jugador y establece la
accion que este llevard a cabo en cualquier momento del juego.
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En ocasiones, el concepto de estrategia se confunde (erréneamente) con el
de movimiento. Sin embargo, un movimiento es una accion que toma un jugador
en un determinado momento del juego, pero una estrategia establece todos los
movimientos de cada jugador para cada situacion del juego. Existen dos tipos de
estrategias en los juegos, las cuales se pueden utilizar en solitario o combinando
ambas.

Una estrategia pura proporciona una definicién completa para la forma
en que un jugador puede jugar a un juego. En particular, define, para cada
elecciéon posible, la opcién que toma el jugador.

Una estrategia mixta es una generalizacién de una estrategia pura, esta
es usada para describir la seleccion aleatoria de entre varias posibles estrategias
puras, lo que determina una distribucién de probabilidad sobre el vector de
estrategias de cada jugador. Una estrategia totalmente mixta es aquella en la
cual la probabilidad es estrictamente positiva de cada estrategia pura.

Obsérvese que, si un jugador elige una accién con probabilidad 1 entonces
esta sera una estrategia pura. Ademas, como las estrategias puras son un caso
particular de las estrategias mixtas, estas fueron las primeras en ser estudiadas.
Antoine Augustin Cournut fue uno de los primeros en hacerlo, este encontr6 en
un modelo de competencia de empresas los equilibrios de Nash en estrategias
puras.

1.6. Matrices de pagos

Ambos jugadores, Jugador I y Jugador II, seleccionan, de forma simultanea
e independiente, una de sus estrategias puras, respectivamente, ¢ € {1,...,m}y
j €{1,...,n}, y como consecuencia, se produce un pago para cada jugador que
que denotaremos a;; en el caso del Jugador I y b;; para el Jugador II. Resultan
entonces las siguientes matrices de pago

ail ... Qip bn bln

Am1 - - Qmn bm1~--bmn

ambas de dimensién m x n. Para cada jugador, se ha de entender como ganancia
a un pago no negativo, mientras que se entiende como pérdida a un pago no
positivo.

SiVie{l,...,m}yVje{l,...,n} se obtiene

az-j + bij = O,
entonces el juego se denomina bipersonal de suma nula. Por tanto, en este

caso, la ganancia de un jugador es igual a la pérdida del otro multiplicada por
—1. Este tipo de juegos se estudiaran en el Capitulo 2.
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Por otro lado, también interesa estudiar los juegos que no son de suma
nula. Estos reciben, de forma genérica, el nombre de juegos bimatriciales que
se estudiaran en el Capitulo 3.

1.7. Representaciones de un juego

Existen dos maneras de representar un juego, forma extensiva y forma
normal. Ambas especifican los jugadores, las acciones de cada uno de ellos y los
pagos. La forma normal o forma estratégica se centra en describir las estrategias
de cada jugador mientras que la forma extensiva lo hace en forma de arbol,
resaltando la secuencia del juego. A continuacion, explicaremos con mas detalle
cada una de estas maneras de representacion.

Un juego en forma extensiva representa explicitamente una serie de
aspectos importantes, como la secuencia de movimientos posibles de cada juga-
dor, las diferentes elecciones en cada punto de decision, las imperfecciones de la
informacion que tiene cada jugador acerca de los movimientos de su oponente
cuando ¢l toma una decisién y las ganancias para todos los posibles resultados
del juego.

Esta representaciéon suele escribirse en forma de arbol (grafo) de juego
con ganancias (con informacién completa o incompleta), es decir, a lo largo del
juego se van anadiendo elementos para refinarlo. Cada vértice o nodo representa
un punto donde el jugador toma decisiones. Junto a cada nodo se muestra el
jugador correspondiente con un ntimero asociado. Las lineas que parten de estos
representan las posibles acciones para el jugador. Las recompensas se encuentran
en las hojas del arbol.

Ejemplo 1.7.1 Supongamos que se tiene el juego del grdfico que se muestra a
continuacion. El Jugador 1 comienza el juego y tiene dos opciones para elegir:

FolU.

Figura 1.2: Representacion en forma extensiva del juego

»  Si el Jugador 1 elige F, el Jugador 2 tendrd dos opciones: A o R, si elige A,
el Jugador 1 obtendrd 5 puntos y el Jugador 2 otros 5 puntos. Sin embargo,
st el Jugador 2 eligiese R, ambos jugadores obtendrian 0 puntos.
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w51 el Jugador 1 elige U, el Jugador 2 volverd a tener 2 opciones: A o R, si
elige A, el Jugador 1 obtendrd 8 puntos y el Jugador 2, 2 puntos. Si elige R,
ambos jugadores obtendrdn 0 puntos.

Por tanto, la mejor opcion para el jugador 1 es elegir la opcion U, pues
ast si el jugador 2 elige A obtiene 8 puntos mientras que, de la otra forma, el
mdzximo de punto que podria obtener son 5.

La forma normal de un juego es una matriz de pagos en la que se
muestra a los jugadores, las estrategias y las recompensas que se pueden obtener.
Hay dos tipos de jugadores: uno elige fila y otro columna. Cada jugador tiene
dos estrategias, que estan especificadas por el nimero de filas y el nimero de
columnas. Las estrategias se observan en el interior de la siguiente matriz.

Supongamos que se tienen dos estrategias: Estrategia A y Estrategia B. La
matriz de pagos estard formada por las posibles decisiones de los Jugadores I
y II respecto a estas estrategias. Como se observa, si ambos jugadores eligen la
estrategia A, se tendrd pya, prp v asi con las demas posibilidades.

Jugador I

Estrategia A|Estrategia B

Estrategia A| (pra,pria) | (pra,prr)

Jugador 1 -
Estrategia B| (prs,pi114) | (p1B,p11B)

Tabla 1.3: Representacion en forma normal

Esta forma de representacion se suele utilizar para juegos simultédneos, don-
de ambos jugadores eligen a la vez (sin saber la eleccién del otro jugador).

A continuacion veamos ambas representaciones en un mismo ejemplo, para
ello retomaremos el Ejemplo 1.3.2.

Jugador 2
Un dedo|Dos dedos|Tres dedos|Cuatro dedos
Un dedo 1 -1 1 -1
Dos dedos -1 1 -1 1
Jugador 1
teador Tres dedos 1 -1 1 -1
Cuatro dedos| —1 1 -1 1

Tabla 1.4: Representacion formal del juego de dedos
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TR T

Figura 1.3: Representacion en forma extensiva del juego de dedos

Existe una amplia gama de juegos que se pueden modelizar matematica-
mente. Entre estos, nos fijaremos en los juegos bipersonales de suma nula, que
estudiaremos en el siguiente capitulo, y los juegos bimatriciales cuyo estudio se
realiza en el Capitulo 3.






2

Juegos bipersonales de suma cero

El objetivo de este capitulo es profundizar en las caracteristicas y resulta-
dos asociados a los juegos bipersonales de suma nula. Analizaremos el concepto
de punto de silla o punto de equilibrio, y describiremos las estrategias mixtas
asociadas a estos juegos que son, en términos generales, un vector de probabilida-
des asociadas a cada fila de la matriz de pagos. Gracias a la anterior definicién,
podremos definir el concepto de pago esperado del juego, el cual nos permi-
tird hablar sobre los valores maximin y minimax, ademas de poder enunciar el
Teorema del Minimax de Von Neumann. Para finalizar el capitulo veremos que
la determinacién de estrategias mixtas éptimas para ambos jugadores se pue-
de afrontar resolviendo sendos problemas de Programacion Lineal resultando,
ademas, que los referidos problemas son duales.

2.1. Definicién y caracteristicas de un juego bipersonal
de suma nula

Como ya se ha indicado anteriormente, los juegos bipersonales de suma
cero modelizan situaciones de conflicto entre dos jugadores, en las cuales la
ganancia de uno de ellos es la pérdida del otro. El analisis de este tipo de juegos,
especialmente en su forma normal o estratégica, arroja resultados y predicciones
mas precisas que en otros juegos, y ademads, la estructura de sus soluciones de
equilibrio también es muy precisa. La estructura general de un juego de suma
cero incluye:

= Dos jugadores: Jugador I y Jugador II.
» Un conjunto de estrategias para cada jugador: S = {s1,...,s,} v T =
{t1,...,t,}, respectivamente.
= Pagos para cada jugador:
e El pago es la cantidad de beneficio o pérdida que un jugador obtiene si
ocurre un resultado en particular.
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e La ganancia de cada jugador depende de su eleccién y también de la del
otro jugador.

Un juego consiste en que un jugador intenta maximizar su recompensa
mientras que el otro toma diferentes acciones para minimizar sus posibles pérdi-
das.

Una caracteristica muy particular de los juegos de suma cero es que la
solucién de equilibrio depende en gran medida del comportamiento de cada
jugador como decisor racional independiente, sin la necesidad de elementos de
coordinacion adicionales.

Definicién 2.1.1 Sea N = {1,2} el conjunto de los jugadores del juego, S y T
los conjuntos de estrategias puras para los Jugadores I y 11, respectivamente. Un

juego bipersonal de suma cero en forma normal puede representarse por la
terna (N, S x T,u), donde

u: SxT — R?
(5,t) — (ui(s,1),ua(s, 1))

tal que ¥(s,t) € S x T, se cumple que
ul(sa t) + u2(87 t) =0

Como se explico en el capitulo anterior, este juego se puede representar en
forma de una matriz de pago A de orden m x n siendo a;; = u4(s;,t;) el pago que
le corresponde al primer jugador y —a;; = us(s;,t;) el pago que le corresponde
al segundo jugador, suponiendo que el primero de ellos escoge la estrategia i y
el segundo, la estrategia j.

ayl ... Qip

A=
Aml - -+ Amn

De esta forma, las filas de la matriz A estan asociadas a las estrategias del
Jugador I y las columnas a las estrategias del Jugador II. Es decir, en la matriz
anteriorse representa la ganancia para el primer jugador mientras que los pagos
para el Jugador II seran la matriz —A.

2.2. Puntos de silla

Definicién 2.2.1 Dado un juego bipersonal de suma nula con matriz de pagos
A = (ai;) de tamario m x n, un punto de silla para estrategias puras es un par
(1%, %), siendo i* una fila de la matriz A y j* una columna de esta, que satisface
la condicion

aij*gai*j*gai*j, \V/’i€1,...,m,Vj€1,...,n
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Un punto de silla establece limites de las ganancias y las pérdidas de cada
uno de los jugadores. Si este punto existe, verifica:

Qe j = Hl?X rrzln a;; = rn]m mzéux i
Cuando no existe punto de silla, que es lo que suele ocurrir en la mayoria de
casos, se puede intentar extender el juego, manteniendo vigentes sus reglas, a una
version mixta del mismo. En ese caso, las estrategias puras seran reemplazadas
por las estrategias mixtas y los pagos se convierten en pagos esperados. En este
juego extendido se retomara la bisqueda del correspondiente punto de silla.

2.3. Estrategias mixtas

Como estudiamos en el capitulo anterior, un jugador puede tomar la de-
cision de utilizar estrategias puras durante todo el juego, estas le permitirian
asegurar una ganancia minima o una pérdida no muy grande. Sin embargo, otra
forma de jugar es utilizando estrategias mixtas. De esta manera, cada jugador
puede manejar un vector cuyas componentes sean pesos o probabilidades asocia-
das a cada una de estas estrategias. Ademads, hablaremos de estrategias 6ptimas
cuando se consigue maximizar la ganacia esperada por cada jugador, lo cual se
definird como ganacia o pago esperado.

Definicién 2.3.1 Dado un juego bipersonal representado por una matriz mxn,
una estrategia mixta para el jugador I es un vector x € R™ de componentes
no negatias, x > 0, tal que Y. x; = 1, donde x; representa la probabilidad de
que la fila @ sea la estrategia utilizada por el Jugador I.

Andlogamente, una estrategia mixta para el jugador II serd un vector
y € R™ de componentes no negativas, y > 0, tal que Z;’:l y; = 1, siendo y; la
probabilidad de que el Jugador II eliyja utilizar la estrategia de la columna j.

En lo que sigue, denotaremos por

)_Z:{ZL’GRm:JZZO,ZZTZI"L‘Z:l"L:l?”',m}
V={yeR":y>0,>" y;=1,j=1,...,n}

a los conjuntos de estrategias mixtas para los jugadores I y II, respectivamente.
Ademas,

(@)
PN _
a; =(0,..., 1 ,...,0) € X serd la estrategia pura asociada a i,
/)

j
A~ _
Bi=1(0,..., 1 ,...,0) € Y serd la estrategia pura asociada a j.

—~
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Al utilizar estrategias mixtas, el pago que recibira el Jugador I dependera de
la combinacién de estrategias puras que se utilicen y de la probabilidad asociada
a cada una de ellas. Por esta razdn, es conveniente introducir el concepto de pago
esperado.

Definicién 2.3.2 Dado un juego bipersonal con matriz de pago A = (a;;) de
tamano m X n, si el Jugador I elige la estrategia x € X y el Jugador II la
estrategia y € 'Y, el pago esperado para el primer jugador o pago esperado del

Jjuego es
v(r,y) = Z Z i T;Y;

i=1 j=1

Matricialmente, se puede escribir como v(z,y) = rAy'. Como cabe esperar, el
pago esperado para el Jugador II serd —v(x,y).

Propiedad 2.3.1 Teniendo en cuenta la anterior definicion, se verifican las
siguientes iqualdades

v(z,y) = Za:z Z aijY; = Z%U(%‘a Y)
i=1  j=1 i=1

U(x, y) = Zyj ZaijiUz’ = Zyﬂ](iﬁ':ﬁj)
j=1 =1 j=1

Definicién 2.3.3 Una estrategia se denomina completamente mixta si y so-
lo si x >0,z € R™ Por consiguiente, A serd una matriz completamente
mixta si toda estrategia de esta es completamente mixta para ambos jugadores.

Teorema 2.3.1 Si A es una matriz completamente mixta, entonces A es una
matriz cuadrada y las estrategias optimas son unicas.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos v # 0. Sean v, y” dos
estrategias optimas para el Jugador II tales que 3’ # y”. Sabemos que, como son
estrategias éptimas, verifican

Ay =v-1y AY=v-1= Ay —y") =0,

siendo 1 un vector de unos.

De lo anterior se concluye que el rango de A serda menor que n. Dado que la
estrategia ¢y’ > 0, por el teorema de Shapley-Snow (véase en [11]), A tiene una
submatriz de orden n X n que no es singular, lo cual contradice que la matriz A
tenga rango menor que n. Por consiguiente, el rango de A es n y la estrategia
optima para el Jugador II es unica.

De manera analoga se demuestra que el rango de A para el Jugador I es m
y que las estrategias éptimas para este también son unicas. [
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Como hemos indicado anteriormente, el Jugador I pretende que “lo peor que
le pueda ocurrir sea lo mejor posible”. Por ello, elegird jugar una estrategia que
maximice su pago minimo. De la misma manera, el Jugador II también querra
asegurar que su pérdida sea la minima posible, es decir, querra minimizar el
pago maximo. Para concretar estas ideas se introducen los conceptos de valor
maximin y minimax.

Definicién 2.3.4 Sea un juego bipersonal con matriz de pago A = (a;j) de
tamano m X n. Se define el valor maximin de A para estrategias mixtas, y lo
denotamos por v, al valor

v = méx minv(z,y)
zeX yey
Se define el valor minimax de A para estrategias miztas y lo denotamos
por v, al valor
? = minmax v(zx,y)
yeY zeX

Cuando v = v, se dice v =v = v es el valor del juego.
Retomemos el ejemplo del juego “Piedra, papel o tijera” (estudiado en

1.3.1) para ver cémo se localizan estos valores maximin y minimax de un juego.
La matriz de pagos para el Jugador I era

0 —1, 1*
A= 1 0 -1,
~1, 1* 0

Se ha senalado con un asterisco como subindice a los minimos de cada fila
y con un asteristico como superindice a los maximos de cada columa, lo que
facilitarda determinar los valores maximin y minimax. De esta forma, se tiene
que

= Todos los minimos de las filas valen —1, luego el valor maximin de A; es

v =maxminv(z,y) = max{—1,—1,-1} = —1
zeX yey reX

= Todos los maximos de las columnas valen 1, luego el valor minimax de A; es

v = minmaxv(x,y) =min{l, 1,1} =1
yeYy zeX yey

Como v # v, no se puede concretar cudl es el valor del juego.
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En este juego extendido también cabe hablar sobre el concepto de punto
de silla (punto de equilibrio). En este caso, dadas z* € X e y* € Y, el par de
estrategias (z*,y*) serd un punto de silla si verifica la condicién siguiente

v(z,y*) < v, y") <vla*y), VreX,VyeyY

Sin embargo, veremos que esta condicién es equivalente a escribir lo si-
guiente

max minv(x,y) = minmaxv(z,y) = v(z*, y")
zeX yeY yeY zeX

En este caso, v(x*,y*) es el valor del juego extendido.

Definiciéon 2.3.5 Un juego, con matriz cuadrada A, es simétrico si A es an-
tisimétrica, es decir, a;; = —aj;, Vi, .

Nota 2.3.1 Recuérdese que las matrices antisimétricas cumplen que AT = —A.

Teorema 2.3.2 Sea u : S x T — R? un juego simétrico. Entonces, el valor de
Juego es nulo, v =0, y los conjuntos de estrategias optimas de ambos jugadores
coinciden, esto es, X* = Y*.

Demostracion. En primer lugar probaremos que v = (0. Consideramos A la ma-
triz de pagos del Jugador [ y x € X una estrategia mixta. Se tiene que,

rAr = 2ATy = —xAr = Az =0
Sea (x*,y*) un punto de equilibrio y v el valor del juego. Entonces,
v=2a"Ay* <a*Ay,
v =z "Ay* > x Ay,
para todo x € X,y € Y. Consecuentemente,
v<z*Ax* =0
v>yrAy* =0

Veamos ahora que los conjuntos de estrategias éptimas coinciden, es decir, que
X =Y

}:>v—0

Sea x* la estrategia optima del juego. Esta verifica 2*A > 0 y ademas,
*(=AT) > 0= 2AT <0
Por tanto,
Ax* <0

Por la caracterizacion de estrategias éptimas, se sigue que x* es la estrategia

optima para el Jugador II.
Se prueba de manera analoga.
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2.4. Teorema del Minimax de Von Neumann

La solucién del juego propuesta por Von Neumann se basa en la idea de
que cada jugador quiere maximizar su ganancia. En otras palabras, cada jugador
quiere maximizar el valor del peor resultado posible.

Teorema 2.4.1 (Minimax, Von Neumann) Sean X e Y dos conjuntos fi-
nitos no vacios y v : X x Y — R una funcién continua. Se exige que, para
cada y €Y, la funcion x — v(z,y) es céncava; y para cada x € X, la funcion
y — v(z,y) es convexa. Entonces,

max minv(z,y) = minmaxv(z, y)
zeX yey yeY zeX

Ademds, existe v(z*,y*) € X x Y tal que

v(z*,y") = méxminv(z,y) = mhmixv(z,y)
zeX yeY yeY zeX

Para la demostracion de este teorema es necesario estudiar previamente los
siguientes dos resultados.

Teorema 2.4.2 Considérese un juego bipersonal de suma nula y sea v(z,y) el
pago esperado. Los siquientes resultados son equivalentes:

1. Existe un par de estrategias (z*,y*) de equilibrio, tal que v* € X ey* €Y.
2. Los pagos esperados de los Jugadores I y II coinciden, es decir,

vr = maxminv(r,y) = minmixv(z,y) = v(z*,y") = v
rzeX yeyY yeYy zeX

3. Considerando T € X e § € Y, existe un valor v que verifica

ZaijfiZT),VjE{l,...,n} Yy Zaijy_jgﬁ,WE{l,...,m}

i=1 j=1

Demostracion. Supongamos que (z*,y*) es un par de estrategias de

equilibrio y ademads, el pago esperado para el Jugador II es min méx v(z,y). Por
yeY zeX

tanto,

vy = minméxv(z,y) < maxv(z,y*) = v(z",y") = mino(z*,y) < méxminv(z,y) = vy
yeY zeX zeX yey zeX yeYy

Y ademads, como siempre se verifca que vy < vy, se tiene la igualdad.

Sea ¥ = v; = vy, T € X la estrategia maximin e § € Y la estra-

tegia minimax. Se tiene que
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m n
E a;T; > minv(z,y) = 0 = méxv(z,y) > Zaijy_j
i=1 vey vex j=1

En la primera desigualdad se utiliza la estrategia pura asociada a j y en la
ultima desigualdad se utiliza la estrategia pura asociada a 1.

Como v(Z,y) > v > v(z,9),Vz € X,Vy € Y, eligiendo (z,y) obte-

nemos un punto de silla.
O

Teorema 2.4.3 (Punto fijo de Brouwer) Si K C RP es un conjunto convexo
y compacto, si f: K — K es continua, entonces 3¢ € K tal que f(Z) = Z.

A pesar de que Von Neumann fue el primero en demostrar el Teorema del
Minimax, posteriormente ha sido probado de diversas formas. En este trabajo
tan so6lo trataremos la demostracion realizada por John Nash.

2.4.1. Demostracion del Teorema del Minimax por John Nash

B ]é)s evidente que X x Y es un conjunto convexo y compacto. Dados (z,y) €
X x Y, definimos

' _ Jv(ag,y) —v(zx,y), siespositiva
ail,y) = { 0, en otro caso

siendo «; la estrategia pura i-ésima del Jugador I, y

' ~ Jo(z,y) —v(z, B;), st es positiva
dj(,y) = {0, en otro caso

considerando j3; la estrategia pura j-ésima del Jugador II.
A continuacién, se define T'(z,y) = (¢, '), de manera que

2 xz—i_cz(x’y) A yj+dj<x7y) > ()

) = m 2 O I y - n -
14> e, y) S D DR N E 7))

Ademas, se supone que

doimrp=1; Z;L:ﬁ/;‘ =1
Por lo tanto, T : X x Y — X x Y es continua.
Si (z*,y*) es un punto de equilibrio, se tiene que

) —v(z*,y*) <0,Vie{l,...,m}
v(z*, ) —v(a*, B;) <0,Vj € {l,...,n}
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y, por esta razon, ¢;(z*,y*) = 0,Vi € {1,...,m} yd;(z*,y*) = 0,Vj € {1,...,n},
respectivamente. En definitiva, T'(z*, y*) = (2%, y*).

Si suponemos que T'(z*,y*) = (2*,y*), es decir, suponemos que (z*,y*)
es un punto fijo para T.

Como v(z*,y*) = > xfv(a;, y*), no puede ser que v(z*,y*) < v(a;,y*)
para todo i tal que =7 > 0. Es decir, debe existir al menos un 7y tal que

Cio(x*vy*) - U<ai07 y*) - U(l‘*, y*) =0

R o
Entonces, como (z*,y*) es un punto fijo y xj = 1+@oz:m o : y) X o
k=1 CE(T", Y~

debe dar que
ch(a:*, y)=0
k=1

Por definicién, cx(z*,y*) > 0 y lo anterior hace que cx(z*,y*) = 0,Vk €
{1,...,m}. Esto significa que

v, y*) <wv(x*y*),Vie{l,...,m}

y que Vo € X,
v(z,y*) = >0 (o, y*) < v(z* y*)

De forma similar se puede demostrar que v(z*,y*) < v(z*,y),Vy € Y. Por
tanto, (z*,y*) es un punto de equilibrio.

O

El teorema anterior establece la existencia de un punto de equilibrio para
cualquier juego bipersonal de suma nula. Sin embargo, no dice cémo se determina
dicho punto de equilibrio. La respuesta la da la Programacion Lineal.

2.5. Programacion lineal

En esta seccién, veremos que un juego bipersonal de suma cero se puede
escribir como un problema de Programaciéon Lineal. En primer lugar, introdu-
ciremos algunos conceptos bésicos que utilizaremos en el segundo apartado de
la seccién, en el cual formularemos el problema de optimizacion asociado a los
Jugadores I y II.
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2.5.1. Conceptos basicos

Definicién 2.5.1 Un problema de Programacion Lineal es un problema que
consiste en optimizar una funcion lineal en un conjunto determinado por inecua-
ciones o ecuaciones lineales, es decir, un poliedro cerrado. Este problema se
puede modelizar como sigue,

min cat
sujeto a:  Ax =b (2.1)
x>0

siendo A una matriz de tamano m X n, ¢ un vector de 1 x m y b un vector de
1 xn.

El objetivo de este problema es encontrar una solucion factible x € R™ de
forma que minimice la funcién objetivo ca! dentro del conjunto de soluciones
factibles. Esta solucién se denominara solucién éptima del problema.

Definicién 2.5.2 El problema dual del problema definido anteriormente es

max by*
sujeto a: Ayt < ¢ (2.2)
y=>0

Como en el caso anterior, el objetivo de este problema es encontrar una so-
lucién factible y € R" de modo que maximice la funcién objetivo que, by’, dentro
del conjunto de soluciones factibles. Analogamente, esta soluciéon se denominara
solucion 6ptima de este problema.

El problema 2.1 es conocido como problema primal (P) y el siguiente,
2.2, como problema dual (D). Una propiedad que se utiliza para comprobar
que el problema dual esta bien formulado es “el problema dual del dual coincide
con el problema primal”.

Sin embargo, la formulacién de un problema de optimizacién para los juegos
bipersonales de suma nula conlleva a que el problema primal sea un problema de
maximo, pues los jugadores intentan maximizar su ganancia. Por ello, veamos
como se formula de forma general el problema dual asociado a un problema
primal de maximo. Si consideramos el problema primal

mAx cla
sujeto a: Az <b
x>0

su dual asociado sera
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min bly
sujeto a:  Aly > ¢
y=0

2.5.2. Programaciéon Lineal en juegos bipersonales de suma cero

La busqueda de un punto de equilibrio supone para el Jugador I encontrar
una estrategia mixta z € X tal que su ganancia esperada, Yo iy, sea mAaxi-
ma sobre todas las estrategias puras del Jugador II. Es decir, debe resolver el
problema:

max v
sujeto a: y - ax; > v, j=1,...,n (2.3)
Dimti=1
x>0

Cuyo problema dual asociado es:

min U
sujeto a: 0 ayy; +u >0, i=1,...,m
Z;’L:I —y; =1
y<0

Equivalentemente, se puede escribir:

— max (—u)
sujeto a: Y0 —ai(—y;) > —u, i=1,...,m
Z?:1 —y; =1
-y >0

Por su parte, el Jugador II pretende encontrar una estrategia mixta y € Y
tal que su ganancia esperada, Z;;l —a;;Y;, sea maxima sobre todas las estrate-
gias puras del Jugador I. Esto es, resolver el problema siguiente

max w
sujeto a: 0 —agy; > w, i=1,...,m (2.4)
Z?:1 y; =1
y=>0

El dual de este es
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min z
sujeto a: Y " —a i +2>0, j=1,....n

Z:il_xizl
<0

Anélogamente, se puede reescribir como:

max (—2)

sujeto a: y 0 —az(—x;) > —z, j=1,...,n

Se observa que, los problemas del Jugador I (2.3) y Jugador II (2.4) son
duales.

Ejemplo 2.5.1 Sea un juego bipersonal de suma nula en el que la matriz de
pagos del Jugador I es la siguiente.

1 -2 23
A=|-2 4 =35
3 -1 4 2

La matriz de pagos del Jugador II sera —A. Como hemos explicado en
esta seccion, utilizando estrategias mixtas, el Jugador I quiere maximizar sus
ganancias planteando el siguiente problema.

max v
sujeto a: x1 — 2x9 + 223+ 314 —0v >0
—2x1 4+ 419 — 323+ 524 —v >0
3r1 — X9 +4x3+ 224 —v >0
T1+ro+a3+ax4=1
x; >0, j=1,2,3,4

El dual del problema anterior es:

min w
sujeto a: Yy —2y2 +3ys +w >0
=21 +4ys —ys +w >0
21 — 3ys +4ys +w > 0
3y1 +9y2 + 2ys +w > 0
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—y1— Y —ys=1
v <0, i=1,23

Si cambiamos —y; por y; se obtiene el problema asociado al Jugador II.
Este es de la forma:

min w
sujeto a: —yi1 + 2y, — 3ys +w > 0
21 — 4y +ys +w >0
—2y1 +3ys —4dys +w >0
—3y1 =Sy —2y3 +w >0
y1+y2t+ys=1
y; >0, i=1,2,3

Si ademds, se cambia —w por w se obtiene

min —w
sujeto a: —yi + 2y, — 3ys —w > 0
2y —dyp +ys —w =0
=21 +3y2 —4dys —w =0
—3y1 —Sy2 —2ys —w > 0
Y1ty +ys=1
y; >0, i=1,2,3

Se observa que la funcion objetivo se puede cambiar por —maxw vy, por
ello, este ultimo problema es, salvo el signo menos de la funcion objetivo, el que
tiene que plantear el Jugador I para mazimizar sus ganancias.

La resolucion de ambos problemas se trabajard en el Capitulo J haciendo
uso de un programa desarrollado en RStudio.






3

Juegos Bimatriciales

En este capitulo se estudian los juegos en los que las ganancias de los ju-
gadores no suman cero. Estos son conocidos como juegos bimatriciales. Este
tipo de juegos son mas frecuentes en economia o politica, ya que en este ambito
no es habitual encontrar situaciones donde las ganacias de los jugadores sean
opuestas. Por ello, el objetivo del presente capitulo es aplicar los conceptos que
se definieron en el capitulo anterior al caso de los juegos bimatriciales. Entre
ellos, definiremos la bimatriz de pagos, la cual une las matrices de pagos de cada
jugador, y el concepto de equilibrio de Nash, que en el caso de los juegos biper-
sonales de suma nula corresponde con el punto de silla. Ademds, veremos dos
métodos sencillos para encontrar estos equilibrios. Por otro lado, introduciremos
el Problema Complementario Lineal, el cual relacionaremos con la Programa-
cién Cuadratica y los juegos bimatriciales. Finalmente, veremos el algortimo de
pivotaje complementario o Algoritmo de Lemke, que es un método que se puede
utilizar para resolver el Problema Complementario Lineal asociado a un juego
bimatricial.

3.1. Definicién y caracteristicas de un juego bimatricial

En los juegos bimatriciales los jugadores tiene intereses comunes y opues-
tos. Ademas, no todas las caracteristicas de los juegos de suma nula se verifican
en esta clase de juegos. Por ejemplo, en los juegos bimatriciales ambos jugado-
res pueden resultar ganadores, al contrario que pasaba con los juegos de suma
nula. Es decir, en ocasiones la llegada a un acuerdo por parte de los jugadores
(cooperacién) puede resultar beneficiosa para ambos. Por ello, en los juegos de
suma no nula se distingue el caso de comportamiento cooperativo.

Definicién 3.1.1 Dado el juego bipersonal

u: S xT — R?
(s,t) — (uy(s,t),us(s,t)),
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donde S = {s1,89,...,8m} yT = {ta,ta, ..., t,} son los conjuntos de estrategias
para los Jugadores I y II, respectivamente. Sean las siguientes matrices, A y B,
sus matrices de pago asociadas.

aip ... Aip b11 bln
A= : . ¢+ | yB=

Aml -+ A b1 - .- binn

Entonces el juego bimatricial se representa por una bimatriz o matriz
conjunta de ambos jugadores

(an,bn) ((1127512) (aln;bln)
J(A,B) = : : - :

(amly bml) (am27 bm2) cee (amna bmn)

Como en los juegos de suma nula, en los juegos bimatriciales también cabe
hablar de los puntos de equilibrio.

Definicién 3.1.2 Un par de estrategias (s*,t*) se denomina un punto de equi-
librio si y solo si

ur(s, t*) <wug(s*t*), s€ S y wus(s't) <ug(s*t*), teT

Ejemplo 3.1.1 Considérese el juego siquiente:

Jugador I1
Estrategial t, to

51 (2,0)((2,—1)
S9 (1,1)((3,-2)

— (27 O) (27 _1)

1.8 = (456
Si el Jugador II elige como primera estrategia t, y el Jugador I elige o,
entonces el Jugador I mo mejora su resultado pues recibe 1 en vez de 2. En
cambio, si el primer jugador elige s, y el Jugador 11 elige to, este tampoco mejora

el resultado pues recibe —1 en vez de 0. Por tanto, el punto (2,0) es el punto de
equilibrio de este juego bimatricial.

Jugador 1

La bimatriz asociada es:
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3.2. Estrategias puras

Extendiendo la definicion dada para juegos de suma cero, diremos que una
estrategia pura es, para el Jugador I, la elecciéon de una fila de la bimatriz de
pagos; y para el Jugador II, la eleccién de una de sus columnas.

John Nash demostré que todo juego finito bipersonal tiene al menos un
punto de equilibrio en estrategias puras o mixtas. Por ello, puntos de equilibrio
en los juegos bimatriciales se denominan equilibrios de Nash. Estudiaremos
mas formalmente este concepto en la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1 Dado un juego con bimatriz J(A, B) de tamano m X n, dire-
mos que (1*,7*) es un equilibrio de Nash para estrategias puras si a;;« es el
mayor pago en la columna j* de A y by;« es el mayor pago en la fila i* de B,
es decir, si

a’ij*gai*j*7 vi:1,2,...7m
Y

bi*jgbi*j*7 Vj:1,2,,n
Cuando B = —A, se tiene que

bisj < bpje € Qinj 2 Qprejr = Qjjr < Qe < Qe
Vi=12,. . .mj=12 . ..n

De lo que se deduce que en los juegos bipersonales de suma nula, un equi-
librio de Nash es un punto de silla.

A continuacion veamos dos maneras sencillas y practicas de encontrar estos
equilibrios de Nash.

3.2.1. Correspondencia de la mejor respuesta

En la definicién 3.1.2 vimos que las estrategias s* € S y t* € T forman el
punto de equilibrio (s*,t*) y estas seran las mejores respuestas mutuamente en
el sentido de que, si el Jugador I escoge su equilibrio en s*, entonces el segundo
jugador no puede mejorar el resultado si no elige t*, y lo mismo pasa al contrario.
Para entender este concepto con mas claridad veamos la siguiente definicién.

Definicién 3.2.2 Sean S y T los conjuntos de estrategias de los Jugadores I
y 11, respectivamente. Se define la mejor respuesta del Jugador I a una
estrategia del Jugador II como el conjunto:

Ri(t) ={s" € S:ui(s",t) > wi(s,t) para cada s € S}

Andlogamente, la mejor respuesta del Jugador Il a una estrategia del
Jugador I es:

Ro(s) = {t" € T : us(s,t*) > us(s,t) para cada t € T'}
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Teorema 3.2.1 El punto (s*,t*) es un punto de equilibrio si y solo si
s*=Ri(t") y t" = Ra(s") (3.1)

Demostracion. Si suponemos cierto 3.1 y teniendo en cuenta la definicién 3.2.2,
se tiene que:

s*=Ri(t") ={s" €S :u(s",t") > ui(s,t*) para cada s € S}

t" = Ro(s™) ={t" € T : ua(s*,t") > ua(s™,t) para cada t € T'}
Las cuales corresponden con la definicién de punto de equilibrio, vista en 3.1.2.

g

Ejemplo 3.2.1 Considérese el juego bipersonal con las matrices de pagos si-
guientes para los Jugadores I y 11, respectivamente.

313 132
A=[012 y B=1|210
045 243

La bimatriz del juego es:
(3,1) (1,3) (3,2
J(A,B) =1(0,2) ( (2,0)
(0,2) (4,4) (5,3)

Se observa que s* = s3 y t* = ty. Es decir, el punto de equilibrio seria
(4,4). Veamos por la estrategia de mejor respuesta que efectivamente lo es.

(3,2)

1,1
4,4

Ry(t2) = {s* € S :ui(s*, ta) > ui(s,t2) para cada s € S} = {s3} = s*
Ry(s3) = {t* € T : ua(s3,t*) > ua(ss, t) para cada t € T} = {to} = t*

Y por el teorema 3.2.1 se tiene que el punto u(ss, ty) = (4,4) es un punto
de equilibrio.

3.2.2. Eliminacion iterada de estrategias dominadas

En Teoria de Juegos, una estrategia se dice dominante cuando es la estrate-
gia 6ptima sin importar la decision de los jugadores. Este método de buisqueda de
equilibrios de Nash se basa en eliminar las estrategias que no sean dominantes.
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Definicién 3.2.3 La estrategia s, € S del Jugador I se dice dominante frente
a otra estrategia s, € S si, para una estrategia t € T del Jugador II se tiene que

U1 (Sg, ) > ur(Sy, t)

Andlogamente, para el Jugador 11, se dice que t;, € T es una estrategia dominante
frente a t, € T si, dada la estrategia s € S del Jugador I se tiene que

us (s, ty) > uo(s,t,)

Cuando se repita el proceso de eliminacién pueden suceder dos situaciones.
La primera, que quede un solo elemento y en ese caso, este serd el punto de
equilibrio. Y la segunda, que queden mas elementos. De esta forma habremos
conseguido, al menos, simplificar la bimatriz del juego.

Veamos el siguiente ejemplo para entender como funciona esta estrategia
de busqueda del punto de equilibrio.

Ejemplo 3.2.2 Considérese el juego siguiente

Jugador 11

Estrategia| t; to t3

S1 (LO) (1a3) (3a0)

Jugador 1 S9 (0,2)](0,1)[(3,0)

S3 (07 2) (274) (57 )

Se observa que la estrategia so del Jugador I esta dominada por la estrategia

s3 pues cualquiera que sea la decision del Jugador II, el primero siempre recibe

mas si elige la estrategia s3. De la misma forma, la estrategia tz del Jugador

11 estd dominada por la estrategia ty por la misma razon, este jugador siempre

recibe mads sea cual sea la decision del Jugador I. Por tanto, podemos reducir la
bimatriz del juego a la siguiente.

w

Jugador I1

Estrategia| t, to
S1 (1, O) (]., 3)
S3 (0,2)((2,4)

En este caso, la estrategia t, estd dominada por ty pues de esta forma, el
Jugador II recibe mds sin importar la decision que tome el Jugador I. Por ello,
el Jugador II elige jugar ty. Ahora quedaria decidir qué va a jugar el Jugador
L. Pero se observa que ui(s1,ty) = 1 < uy(s3, ta) = 2, por lo que el Jugador
I jugard la estrategia s3z. Por tanto, el punto de equilibrio de este juego serd
u(Sg, tg) = (2, 4)

Como en el caso de los juegos de suma nula, los juegos bimatriciales también
se pueden escribir como un problema de optimizacién. Para ello, introduzcamos
el Problema Complementario Lineal.

Jugador 1
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3.3. El Problema Complementario Lineal

En esta seccion veremos la definicién del Problema Complementario Lineal
y su resolucién utilizando el Algortimo de Lemke.

Definicién 3.3.1 Dados la matriz cuadrada M de orden p X p ,y el vector q €
RP. El Problema Complementario Lineal (PCL) consiste en encontrar los
vectores w, z € RP tales que:

w—Mz=q
UJijZO, ]:1,,]? (32)
ijO, ZjZO, ]:1,,]?

El par (wj, z;) se denomina un par de variables complementarias. Una
solucién (w, z) del sistema anterior se conoce como solucién factible comple-
mentaria. Ademas, una solucién factible complementaria es basica si una de
las variables del par (wj, z;) es bésica.

Proposicion 3.3.1 Determinar la optimalidad de un problema de Programa-
cion Lineal es equivalente a resolver un Problema Complementario Lineal.

Demostracion. Sea A una matriz de orden m x n, ¢ € R" y b € R™, el problema

min clx
sujeto a:  Ax =1b

se puede reescribir como:

min ctx

sujeto a: Axr >b

—Az > b
x>0
El problema dual correspondiente es:
max biyl — bly?
sujeto a:  Alyl — Aly? < ¢
yhy* >0

Las condiciones de holguras complementarias son:
(c— Ayt + Ayl =0
(Az — byt =0
(—Az +b)'y* =0
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Si consideramos u! = Ax—b, u?> = —Az+by v = c— Alyl + Aly?, encontrar
una solucién 6ptima al problema de Programacién no lineal es equivalente a
resolver el sistema:

v 0 —At A x c
-1 A4 0 0 ytl = -b
u? -A 0 0 y> b

vl =0

(ul)tyl_o

(u2)ty2_0

1,2 1,2
U, U, U T, Y, Y ZO

donde los 0 representan matrices cuadradas de ceros (de orden nxn en la primera
fila y de orden m x m en el resto). Finalmente, si consideramos

v 0 —At Al x
w=|lu]|, M= A 0 0| yz=|y
u? -A 0 0 y?

se obtiene un problema complementario lineal.

OJ
3.3.1. El Problema Complementario Lineal y la Programacién
Cuadratica
Consideramos el siguiente problema de Programacién Cuadrética:
min clz+ §H x
sujeto a: Az <b (3.3)

z <0

donde ¢ es un vector n—dimensional, b un vector m—dimensional, A es una
matriz de dimensién m x n y H es una matriz simétrica de orden n x n.
Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para este problema son:

c+Hr+Au—v=0
(b— Ax)'u=0
viz =0
x>0, u>0,v>0
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Siy =b— Az, el sistema anterior se puede reescribir como:

—Hrx —Au+v=c

Ar+y=>
yu=0
vir =0

>0, u>0,v>0 y>0

Podemos tomar:

= ()= ()= 0) == ()

que se sustituyen en el sistema 3.2, de forma que quedaria escrito como un pro-
blema complementario lineal.

3.3.2. El Problema Complementario Lineal y los Juegos
bimatriciales

Como hemos ya hemos comentado, en general, los jugadores no eligen al-
ternativas (estrategias puras) sino que establecen ponderaciones sobre ellas, es
decir, utilizan estrategias mixtas. Esto es, definen probabilidades sobre cada
alternativa, respectivamente:

;> 0i=1,...,m; > x=1
Yy > 055 =1,....n; 30y =1

En este contexto, una estrategia pura asignaria un 1 a una alternativa
y ceros al resto. Por tanto, en el juego, si el Jugador I utiliza la estrategia
x y el Jugador II la estrategia y, las perdidas esperadas seran z'Ay y x'By,
respectivamente, siendo A la matriz de pagos asociada al Jugador I y B la
matriz de pagos del Jugador II.

La definicién 3.1.2 de punto de equilibrio para un juego bimatricial se puede
reescribir como sigue. Sea un par (z,y) de estrategias, se dice que es un punto
de equilibrio si verifica

Ay <z'Ag, Vx>0, Y a=1
'By <3'By, Yy >0, >y =1

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que A y B son de términos
positivos. Si esto no fuese asi, se define A’ = A+ K; y B'= B+ Ks, con K y
K5 matrices de una tnica constante positiva que permita que A’ y B’ sean de
términos positivos. Es claro que si (Z, 7) es un par de equilibrio para el juego
J (A, B) también lo serd para el juego J (A’, B'), y reciprocamente.
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Si consideramos €™ € R™ y e® € R™ vectores de unos, se verifica que
Tt Aye™ < Ay v z'Bye™ < B'z. Se formula el sistema correspondiente:

u=Ay—e" >0, y>0
v=DBlz—e">0, >0 (3.4)
r'u+y'v =0

y ademas,
u*:Ay*—em y U*:th*_en
(@)u=0 "y

Teorema 3.3.1 Considerando el sistema 3.4, se tiene

* *

Y
(I*)tem’ <y*)t€n

1. Svax*, y*, u*, v* resuelven el sistema, entonces <

de equilibrio de J(A, B).

) es un punto

- _
2. Reciprocamente, si (Z,y) es un par de equilibrio de J(A, B), entonces | ———, %
T'By xtAy
es una solucion del sistema.
Demostracion. Como u* = Ay* — ™ y (z*)'u* = 0, se tiene que
(l‘*)tAy* — (l.*)tem

Se sigue que,

@) g @)

($*)t€m (:L.*)tem ye €= Yy

Multiplicando por > 0 y teniendo en cuenta que Y., x; = 1, se obtiene:

(z")’

(x*)tem

*\1
Ay*ate™ < 2t Ay* = &Ay* < 7' Ay*
(x*)tem
ya que z'e™ =Y " x; = 1.
Dividiendo ambos miembros de la desigualdad por (y*)e™ > 0, se obtiene:

(z7)’ y y
A <az'A Vo > mop=1
(z)tem (y*)tem — ! (y*)ten’ 20,300
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Considerando que (Z,y) es un punto de equilibrio, verifica:

T'Ay < z'Ay, Ve >0, > =1
T'By < 1'Ay, Yy >0, 30y =1

Asi, se tiene

TtAY’
y en particular, -
Y
<=7y
De la misma forma, ~
e t x
- TtAy
Ademas,
71‘7 Aiyi—em = —¥ :f‘ %—ftem =0
7' By Tt Ay T'By \ 7tAy
gt t T n 1 IgtBt‘f =t on
=t Aii 5 ¢ )= zias \ g — Ve ) =0
Tt Ay Tt By Tt Ay \ #'Bly

C e x Y
Por tanto, si (7, es un par de equilibrio de J (A, B), entonces | ———, ———
(z, ) p q (4, B) (:ctBy a:tAy>
es una solucién de sistema.

g

Las argumentaciones anteriores hacen que la bisqueda de un par de equi-
librio para un juego bimatricial sea equivalente a resolver el problema lineal
complementario considerando

(50 (D)o (o)

en el sistema 3.2.
Cabe destacar que el problema 3.2 es equivalente al siguiente modelo
cuadratico:

min  z/(Mz+q)
sujetoa: Mz+q >0
z>0

A continuacion, veremos un ejemplo de juego bimatricial y calcularemos su
correspondiente Problema Complementario Lineal.
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Ejemplo 3.3.1 Dado un juego bipersonal de suma no nula, en el que las ma-
trices de pagos de los Jugadores I y II son A y B, respectivamente.

020 010
A= (200 y B=|[220
202 222

Por consiguiente, la bimatriz del juego es:

(0,0) (2,1) (0,0)
J(A,B) = | (2,2) (0,2) (0,0)
(2,2) (0,2) (2,2)

Haciendo uso de las expresiones descritas en 3.5, se tiene que:

000020 ~1 w 7
000200 ~1 s s
~lo00202 -1 g e
M=1o22000 =<1 ““|u| *7|u
122000 ~1 Vs o
002000 ~1 Vs s

que se sustituyen el el sistema 3.2.

3.3.3. Algoritmo de Lemke

El algoritmo de pivotaje complementario o Algoritmo de Lemke es un méto-
do de resolucién del Problema Complementario Lineal. En este algoritmo se
generan soluciones basicas factibles casi adyacentes hasta que se obtiene una
solucién factible complementaria o, por el contrario, hasta que resulte imposible
el pivotaje. En este segundo caso, se obtiene la conocida terminacién en rayo o
semirrecta.

Considerando el problema complementario lineal que describimos en 3.2:

w—Mz=q

U)ij:O, ]:1,,p
’lUjZO, jzl,,p
2; 20, j=1,...,p

Si ¢ > 0, una solucién basica factible complementaria del problema seria
(w,z) = (¢,0). En cambio, si ¢ # 0, se introduce una variable artificial z de
forma que el problema anterior se reescribe como sigue
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w—Mz—1zg=q
wizj=0,7=1,...,p (3.6)
Zozo,jzl,...,p
UJJZO, 2]207.]:17719

siendo 1 € RP un vector de unos y w un vector de variables basicas. Trasladamos
el problema a una tabla de la forma:

w z 20
1 -M -1 q
w>0,22>0,20 >0

Sea qs = min{q; : i =1,...,p}. Si zy sustituye, como variable bésica, a ws,
se obtiene que:

1. (w, z, 29) es una solucién bésica para el sistema 3.6.

2. Las variables w, y 2z no son basicas.

3. 2p es basica y, exactamente, una variable del par (w;, z;) es bésica (se cumple
la condicién de complementariedad) para j € {1,...,p} \ {s}.

Se dice, entonces, que la anterior es una solucién basica casi comple-
mentaria (SBCC).
El esquema del algoritmo es el siguiente:

Paso 1 Determinar la SBCC indicada anteriormente haciendo y, = zs, y
posteriormente ir al Paso 2.

Paso 2 Sea d, la columna actualizada asociada a y,. Si d, < 0, ir al Paso 5.
En otro caso, hallar el indice r que verifique:

@ _ T

drs dis
Si la variable béasica en la fila r es zg, ir al Paso 3. En caso contrario,
ir al Paso 4.

Paso 3 La variable bésica en la fila r es wy, 0 2, para algin k € {1,...,p}\
{s}.
= Sies wy, hacer bésica y, en lugar de wy, y redefinir y, = 2.
= Sies z;, hacer basica ys en lugar de z; y redefinir y, = wy.

A continuacion, ir al Paso 2.

Paso 4 Hacer basica ys en lugar de zy. Se parara el algoritmo cuando se
encuentre una solucién basica complementaria.

Paso 5 Se detecta una semirrecta (w, z, z9) + vd, v > 0 de soluciones fac-
tibles del problema inicial, con d un vector de R?**! que tiene a -d,
donde estan los indices de variables basicas, un 1 en el lugar de
y ceros en el resto. Esta finalizacion del algoritmo es conocida como
terminacién en rayo.

=min{—-—:d;s >0,i=1,...,p}
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La convergencia de este método esta garantizada bajo determinadas condi-
ciones entre las que se incluyen condiciones de copositividad de la matriz M. El
estudio correspondiente se puede buscar, por ejemplo, en “Nonlinear Program-
ming: Theory and Algorithms”, Bazaraa et al. (véase enl8]).

A continuacién, veremos dos ejemplos. En el primero, aplicaremos el Al-
goritmo de Lemke al Problema Complementario Lineal asociado a un juego
bimatricial, y en el segundo, a un problema de Programaciéon Cuadratica.

Ejemplo 3.3.2 Dado el juego bimatricial con matrices de pago

a=(h) = ( )

Los datos para el Problema Complementario Lineal serdn:

0 0 -80 1
00 0 —1 ~1
M=1_149 0 0 y a=1_4
0-80 0 —1

La tabla que resulta es la siguiente:

V.Blui uz v1i v2 1 T2 Y1 Y2| 20 | ¢
ur |1 000008 0|-1|-1
u2/0 1.0 0 0 0 0 1|-1|-1
v1i |0 010100 1|-1|-1
v2 [0 0 01 0 8 0 1[—-1|-1

El objetivo es que zy entre en la base. La variable que debe salir de la base
es uy. Haciendo uso del pivotaje lo que resulta es:

V.Blui u2 v1 v2 1 T2 Y1 y2|20l|q
z0|—1 0 00 0 0 —-80(1]|1
u2 |[—1'1 0 0 0 0 -8 1|0]0
v1|-10 10 1 0-80(0|0
v2 -1 0 01 0 8 —=80/(0|0

Ademds, como la variable que ha salido es uy, debe entrar su complemen-
taria, es decir, x1. La unica candidata a salir es vy.
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V.Blui uz v1 v2 1 2 Y1 Y2|20|q
z0|—1 0 000 0 —-80|1(1
uz [—11 0 0 0 0 =81(0|0
z1|—1 01 01 0 -80(0|0
vo2 |[—1 0 01 0 8 =80(010

Como la variable que salio es vy, deberia entrar su complementaria, vy,
pero esto no es posible porque todos los elementos de la columna son negativos.
Por tanto, el algoritmo tiene una terminacion en rayo. Es decir, no se pueden
calcular ningun par de estrategias de equilibrio para este juego bimatricial utili-
zando el Algoritmo de Lemke.

Ejemplo 3.3.3 Sea el problema de Programacion Cuadrdtica con los siguientes
datos:

1 —-1-1
H=[-11-1], A=(1,0,0), c¢=(3,5-9), b=5
11 2

De lo cual se deduce que el Problema Complementario Lineal se puede
reescribir con los datos:

1 -1-1-1 3 Ul T

- -1 1 —-1-1 . 5 . U9 o )
M=t 1 90 9729 “ |uwl|l |
1 1 0 0 ) v Y

La tabla que resulta es la siguiente:

V.Bluis uz us v x1 x2 3 y| 20 | q
ur |1 000-11 1 1/-1|3
uz |01 001 -1 1 1|-1|5
uz [0 0 1 0—-1-1-20]-1|-9

00 01-1-10 0[-1|-5

v

El objetivo es que zy entre en el vector de variables basicas. Como el valor
q; mas negativo es —9, la variable que debe salir es uz. Haciendo uso del pivotaje,
obtenemos lo siguiente:
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V.Blui u2 us v 1 z2 3 y|z0| q [Min
up |1 0 -100 2 3 1/0|12] 22
uz [0 1 =102 0 3 1/0|14] &
20 0-1011 2 0|1 s
v |0 0-1100 200 3

Por el algoritmo de Lemke, como la variable que ha salido es uz debe en-
trar su complementaria, es decir, x3. Y haciendo uso de la relacion minima, la
variable que debe salir es v. Se obtiene:

V.Blui u2 us v x1 2 x3 ¥y |20|q|Min
w1 0 L2 -2020 106 ¢
u |01 2 =32 00 1|0[8 &
%[00 0 -1110 0|15
z3|0 0 -3 £ 001 0]0|2

Como la variable que ha salido es v, debe entrar la variables y. Ademds,
por la regla de relacion minima, la variables que sale es uy.

V.Blui u2 us v 21 22 x3 y|20|q|Min
y |10 L =320 2 01{0}6
up |01 0 0 2 -200/0[2 2
200 0 0 -1 1 1 00[1(5 2
z3|0 0 —3 3 0 0 10]/0(2

Como la variable que ha salido es uy, debe entrar x1. Por la regla de rela-
cion minima debe salir uy. Se obtiene:

V.Bluir u2 us v z1 x2 x3 y|z0|q|Min
y |1 0 5 -20 2 01/0[6] S
z1 |0 3 0 0 1 —100[0|1]-2
2|0 -2 0 —10 2 00[1[4] 3
3|0 0 —3 & 0 0 10/0|2

En este caso, como la variable que salio es uo, debe entrar xo. Finalmente,
por la regla de relacion minima, la variable a salir es zy por lo que se obtiene:
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V.Bluir u2 us v 1 T2 T3 Y|20|q
y |1 3 5 —-300 0112
z1 |0 2 0 -2100033
2|0 -3 0 —2 0 1 0032
z3 |0 0 -1 2 0 0 10[0|2

Como zy ha salido del vector de variables bdsicas el algoritmo finaliza. La
solucion bdsica factible complementaria que se obtiene es

($17I27x37y) = (372727 2)
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Resolucion computacional de ejemplos

En este capitulo resolveremos de forma computacional algunos ejemplos
trabajados en los capitulos anteriores y anadiremos algunos nuevos. En el caso
de los ejemplos tratados en el Capitulo 2, es decir, los juegos bipersonales de
suma nula, utilizaremos para la resolucién un programa desarrollado en R, y,
para los trabajados en el Capitulo 3, los juegos bimatriciales, usaremos una
implementacién del Algoritmo de Lemke en Python.

4.1. Resolucion de problemas de juegos bipersonales de
suma nula

En esta seccién resolveremos y analizaremos los ejemplos trabajados en el
Capitulo 2 haciendo uso de la herramienta RStudio. Para ello, hemos creado un
programa que utiliza la libreria “IpSolve” que se utiliza para resolver proble-
mas de Programacion Lineal. El programa devolvera una linea de comando que
muestra los valores que toman las variables del problema. Ademas, el ultimo de
estos valores correspondera con el valor de la funcién objetivo.

El Ejemplo 1.3.1 fue un ejemplo introductorio en el cual no calculamos
el valor de juego pues atin no habhiamos definido este concepto. Utilizaremos el
programa de RStudio para calcularlo. Los datos del problema se pueden observar
en la tabla 1.1. El problema de Programacion Lineal asociado al Jugador I es:

max v
sujeto a: To—x3—v >0
—xr1+ax3—v>0
Ty —29—v >0
T+ a0+ x3=1
x>0, Ye=1,...,3
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Y el del Jugador II es:

min w
sujeto a:  —y2 +ys+w >0
y1—yzs+w =0
-y t+y2+w=>0
ntytys=1
y; >0, Vj=1,...,3

El programa implementado en RStudio que utilizaremos para resolver este
problema y los siguientes es el que se muestra a continuacion.

library(1lpSolve)
###### Problema del Jugador I ######

#Costos de la funcion objetiwvo
f.obj <- c(0, 0, 0, 1)
#Matriz de coeficientes tecnologicos
f.con <- matrix (c(0,1,-1,-1,-1,0,1,-1,1,-1,0,-1,1,1,1,0),
nrow=4, byrow=TRUE)
#Tipos de restricciones
f.dir <- c( , s , )
#Constantes de las restricciones (recursos)
f.rhs <- ¢(0,0,0,1)
#Resolver obtener el walor objetivo

1p ( , f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)
#Resolver y obtener solucion
1p ( , f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)$solution

###### Problema del Jugador II ###H###

f.obj2 <- c(0, 0, 0, 1)
f.con2 <- t(-matrix (c(0,1,-1,-1,-1,0,1,-1,1,-1,0,-1,1,1,1,0),
nrow=4, byrow=TRUE))

f.dir2 <- c( , s s )

f.rhs2 <- ¢(0,0,0,1)

1p ( , f.obj2, f.con2, f.dir2, f.rhs2)

1p ( , f.obj2, f.con2, f.dir2, f.rhs2)$solution

Las lineas de comando que devuelve el programa para ambos problemas
son:

[1] 0.3333333 0.3333333 0.3333333 0.0000000
[2] 0.3333333 0.3333333 0.3333333 0.0000000

Es decir, las soluciones que resultan son 1 = xo = x3 = 0’3333 debido a
que la probabilidad de ganar para el Jugador I siempre es la misma y al haber
tres estrategias, la probabilidad de cada una de ellas serd 1/3. Lo mismo ocurre
con las variables del problema del Jugador II, su valor también es 0'33333.
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Ademas, el valor del juego para ambos jugadores es w = v = 0.

El segundo ejemplo que vimos en el Capitulo 1 fue el Ejemplo 1.3.2. El
juego consistia en que dos personas sacaban simultdneamente uno, dos, tres o
cuatro dedos. Si la suma de los dedos era par, el Jugador I ganaba. En caso
contrario, perdia. Los datos del problema se pueden observar en la tabla 1.4. El
problema de Programacion Lineal asociado al Jugador I es:

max v
sujetoa: x1 — 2o +x3—24—0 >0
—r1+x2—23+x4—02>0
T+ 20+ x3t+zTs=1
x>0, Vi=1,....4

En este caso, aunque las estrategias son 4, solo hay dos restricciones en el
problema que relacionen las variables con la funcién objetivo ya que la matriz
de pagos es simétrica. Lo mismo ocurre en el problema del Jugador II. Este es:

min w
sujeto a: y1 —yo +ys —ys+w >0
-ty —ys+tuyut+tw>0
Nty tys+ya=1
y; >0, Vj=1,....,4

Como en el caso anterior, introducimos los datos en el programa de RStudio
y resolvemos. Los resultados que se obtuvieron son:

1] 05 05 0.0 0.0 0.0
2] 05 05 0.0 0.0 0.0

Es decir, las variables 1 y x5 asociadas al problema del Jugador I valen 0’5
pues utilizar la estrategia x; (sacar un dedo) es equivalente a utilizar la estrate-
gia x3 (sacar tres dedos), ya que la suma de cualquiera de estas con la estrategia
que elija el jugador II va a dar un resultado par o impar sin importar cual de
estas dos sea la utilizada. Lo mismo ocurre con las estrategias x5 y x4. El mismo
razonamiento se aplica a las variables y;,Vj = 1,...,4 del Jugador II. Ademas,
el valor del juego es w =v = 0.

En la Seccion 2.5.2 trabajamos el Ejemplo 2.5.1 para ver cémo se reescribia
un juego bipersonal de suma nula en un problema de Programacion Lineal. Los
problemas que resultaban, para los Jugadores I y II, respectivamente, en el ejem-
plo eran los siguientes:
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max v
sujeto a: x1 — 2x9 4+ 223+ 314 —v >0
—2x1 4+ 429 — 323+ 524 —v >0
3x1 — 29 +4x3+ 224 —v >0
T1+rot+ax3+ax4=1
z; >0, j=1,2,3,4

min w
sujeto a: —y; + 2y — 3ys +w >0
21 —dya +ys +w >0
—2y1 + 3y —4dys +w >0
—3y1 — 5y — 2ys +w >0
ht+y+ys=1
¥, >0, 1=1,2,3

Introducimos los datos en RStudio y los resultados son:

[1] 0.0 00 03 0.7 26
2] 0.0 02 08 26

Las variables x; asociadas al problema del Jugador I valen: z; = x5 =
0,z3 = 0,3,24 = 0,7. Por otro lado, las variables del problema del Jugador II
resultan: y; = 0,92 = 0,2, y3 = 0,8. Finalmente, el valor de la funcién objetivo
esw =1v=2,0.

4.2. Resolucion de problemas de juegos bimatriciales

En la Seccion 3.3 trabajamos el Problema complementario Lineal que es de
la forma:

w—Mz=q
’ijj:O, jzl,,p
w; >0,z 20 j=1,...,p

Ademas, vimos como se podia reescribir un problema bimatricial en un
PCL. En la Seccion 3.3.3 estudiamos el Algoritmo de Lemke, que era un méto-
do para resolver este tipo de problemas. A continuacion, resolveremos ejemplos
de juegos bimatriciales tratados en el Capitulo 3 haciendo uso de una imple-
mentacion de este algoritmo en Python. Utilizaremos el coédigo realizado por
AndyLamperski, el cual se puede estudiar en [10].
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En la implementacién del algoritmo se toma el problema LC P(q, M), donde
M es la matriz cuadrada y q el vector que definimos en 3.2. Una vez se introducen
estos datos en el codigo, el programa nos devuelve una linea de comando que
puede resultar de tres maneras:

1. (wector solucion, 0, “Solution Found”): el algortimo finaliza con una solucién
bésica casi complementaria.
2. (None, 1, “Secondary ray found”): el argoritmo finaliza con una terminacién

en rayo.
3. (None, 2, “Max Iterations Exceeded”): el algortimo no finaliza en el nimero

maximo de iteraciones que, por defecto, es 100.

En el Ejemplo 3.1.1 buscamos el punto de equilibrio de un juego bimatricial.
Los bimatriz del juego era:

= (05
Para poder aplicar el Algoritmo de Lemke debemos reescribir el juego en un

Problema Complementario Lineal. Utilizando las expresiones descritas en 3.5,
se tiene que:

0 022 —1 (51 T

i 0 013 . —1 . U2 i T2
M=10 100]" =1 “uwl 7 |n
—-1-200 —1 v Y

Introducimos estos dados en el entorno de ejecucion de la siguiente manera:

import numpy as np
M = np.array([[0,0,2,2], [0,0,1,3], [0,1,0,0], [-1,-2,0,01])
q = np.array([-1,-1,-1,-1])
sol = lemkelcp(M,q)
print (sol)
En este caso, el resultado que se obtiene es (None, 2, “Mazx Iterations Excee-
ded”). Es decir, el algoritmo realiza més iteraciones de las que hemos permitido

que haga el programa.

Realizamos el mismo procedimiento con el Ejemplo 3.2.1, en el cual apli-
camos el método de la correspondencia de mejor respuesta para encontrar un
equilibrio de Nash. La bimatriz del juego se puede observar en 3.2. El Problema
Complementario Lineal tendra los siguientes datos:
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000313 —1 U 1
000012 —1 Uy Ty

. 000045 . —1 . Us . ZT3
M=1199000)" 9= 21| “=|uwl *=|a
314000 -1 Us Ty
203000 —1 v y

Los datos se introducen en el entorno de ejecucién como sigue:

import numpy as np
M = np.array([([0,0,0,3,1,3], [0,0,0,0,1,2], [0,0,0,0,4,5],
[+1,2,2,0,0,01, [3,1,4,0,0,0], [2,0,3,0,0,011)
q = np.array([-1,-1,-1,-1,-1,-1])
sol = lemkelcp(M,q)
print (sol)
La solucién que resulta es (None, 1, “Secondary ray found”), es decir, el

algoritmo tiene una terminacion en rayo.

En el Ejemplo 3.2.2 encontramos un equilibrio de Nash utilizando el méto-
do de eliminacién iterada de estrategias dominadas. Los datos del problema se
encuentran en la tabla 3.2.2. El Problema Complementario Lineal lo podemos
escribir utilizando:

000113 ~1 Uy 1
000003 1 Us 2
~|ooo0025 e s |
M=T10s0000)" 9= -1 “|uwl *~|a
210000 -1 Us s
243000 -1 v Y

Introducimos los datos en el programa:

import numpy as np
M = np.array(([0,0,0,1,1,3], [0,0,0,0,0,3], [0,0,0,0,2,5],
(0,3,0,0,0,01, [2,1,0,0,0,0], [2,4,3,0,0,011)
q = np.array([-1,-1,-1,-1,-1,-1])
sol = lemkelcp(M,q)
print (sol)
Como en el caso anterior, la solucién es una terminacion en rayo, ya que la

respuesta del programa es (None, 1, “Secondary ray found”).

En el Ejemplo 3.3.2 vimos cémo se implementaba el Algortimo de Lemke al
Problema Complementario Lineal asociado a un juego bimatricial y lo resolvimos
manualmente. Las matrices de pago del problema se pueden ver en 3.7. Los datos
de entrada del algoritmo son:
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0 0 —8 0 ~1
00 0 —1 —1
M=1_4909 0 0 Yy 4= 4
0 -80 0 —1

Introducimos los datos en el entorno de ejecucion:

import numpy as np
M = np.array(ff0,0,-8,0], [0,0,0,-1], [-1,0,0,0], [0,-8,0,011)
q = np.array([-1,-1,-1,-1])
sol = lemkelcp(M,q)
print (sol)
La solucién que resulta es (None, 1, “Secondary ray found”), es decir, el
algoritmo tiene una terminacion en rayo. Este resultado coincide con el que

habiamos obtenido cuando trabajamos el problema anteriormente.

El Ejemplo 3.3.3 se trabajo para ver cémo funcionaba el Algoritmo de
Lemke de forma manual en un problema de Programacion Cuadratica. Por ello,
los datos de entrada al algoritmo son:

1 —1-1-1 3

11 —-1-1 5
M=111 9 9] 9|9
1 10 0 _5

En el entorno de ejecucion debemos escribir:

import numpy as np
M = np.array([([1,-1,-1,-11,[-21,1,-1,-1]1,[1,1,2,0],[1,1,0,011)
q = np.array([3,5,-9,-5])
sol = lemkelcp(M,q)
print (sol)
La solucién que se obtiene es (array([3., 2., 2., 2.]), 0, “Solution Found”).

Esta solucion coincide con la que habiamos calculado.

Finalmente, en el siguiente ejemplo aplicaremos el Algoritmo de Lemke a
una matriz M de dimensién 10 x 10. Debido a las dimensiones de la matriz,
resolver este ejemplo manualmente nos llevaria mucho tiempo. Los datos del
problema son:
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1 —1-4-3610239 8 1 Uy 1
192 -1-178 359 1 4 Us To
1 20 367 18911 7 Us T3
1 2 0 4831579 2 Uy T4
1 6 2 69135009 8 us s
M=ty 735892571 973" |ul *|u
2 6 7 31789125 5 " T
13 -1-158 199 1 9 g s
1 -1-6-3613238 8 -5 o Zo
9 —1-7-3810113 9 8 6 v y

Introducimos estos datos en el entorno de ejecucion:

import numpy as np
M = np.array([[1,-1,-4,-3,6,10,2,3,9,8],
[-+,2,-1,-1,7,8,3,5,9,11, [1,2,0,3,6,7,1,8,9,11],
(+,2,0,4,8,3,1,5,7,91, [1,6,2,6,9,1,3,5,0,9],
(2,7,3,5,8,9,2,5,7,11, [2,6,7,3,1,7,8,9,12,5],
(-+,3,-1,-1,5,8,1,9,9,11, [1,-1,-6,-3,6,13,2,3,8,8],
[2,-1,-7,-3,8,10,11,3,9,811)
q = np.array([1,4,7,2,8,3,5,-9,-5,61)
sol = lemkelcp(M,q)
print (sol)

La solucién del problema es (array([0. , 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0.6, 0.4,
0.]), 0, “Solution Found”).



Conclusiones

En el presente trabajo, el objetivo principal ha sido la resolucién de los pro-
blemas de optimizacion asociados a juegos bipersonales de suma nula y juegos
bimatriciales. En el primer caso, el interés era encontrar un punto de silla en el
juego y hemos demostrado que gracias al Teorema Minimax (Von Neumann) se
puede asegurar que este punto de equilibrio con estrategias mixtas éptimas exis-
te. Sin embargo, para calcularlo debemos recurrir a la Programacién Lineal. En
el caso de los juegos bimatriciales, su formulacién como Problemas Complemen-
tarios Lineales nos permite encontrar equilibrios de Nash que se comportan como
los puntos de silla referidos en el caso anterior. En el trabajo hemos utilizado el
Algoritmo de Lemke para calcularlos.

Cabe destacar que la Teoria de Juegos es aplicable en muchos campos de
estudio. En particular, se utiliza frecuentemente en el ambito econémico pues
la mayoria de situaciones que surgen, por ejemplo, entre competidores de un
mercado, se pueden modelizar como juegos.

Finalmente, tras realizar este trabajo, se puede concluir que gracias a la
Teoria de Juegos le podemos dar un valor a cada juego. Es decir, conociendo
las estrategias de los jugadores, podriamos dejar atras a la creencia de “tener
suerte” y estudiar cudles de estas nos pemiten obtener buenos resultados.
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Game Theory studies situations in which certain players compete
or collaborate to achieve particular ends. Most of these situations
can be mathematically modeled using optimization problems. In
the present project, a study of two-person zero-sum games and
bimatricial games has been carried out. In the first case, the sum
of both players’ winnings is zero. In the second case, this condi-
tion does not exist in the game.

In particular, we are interested in the relationship of these two
types of games with optimization problems. In the case of two-
person zero-sum games, Linear Programming is used to obtain
the equilibrium points that provide optimal mixed strategies for the
players. In the case of bimatricial games, their formulation as lin-
ear complementary problems allows us to find Nash equilibria.

1. Introduction

In 1944, Game Theory was born properly with the mathematician
J. Von Neumann (1903-1957) and the economist Oskar Morgen-
stern (1902-1977) with the publication of their book "The Theory
of Games and Economic Behavior” [1]. Although some figures,
such as James Waldergrave (1684-1741) or Antoine A. Cournot
(1801-1877), had already done researches on this theory.

The concept of game is formally defined as a recreational or com-
petitive exercise subject to certain rules, and in which you win or
lose. The end result of the game always leads to the production
of profit or loss for the players. Although, the production of these
depends on the decisions of both players.

Games can be classified according to certain important charac-
teristics. For example, according to the number of players: two-
person games or n-personal games; depending on the informa-
tion that is known about it: perfect or imperfect information games,
among others.

During the game, players can use two types of strategies: pure or
mixed. In the first case, a complete definition of how the player will
play the game is provided. The second case is a generalization
of the first, it determines a probability distribution on the strategy
vector of each player.

Every player is associated with a payout matrix in which the result-
ing payouts are shown according to the strategies used by each
of them.

Then, a study of two-person zero-sum games and bimatricial
games will be made, with special emphasis on their relationship
with optimization problems.

2. Zero-sum Two-person Games

Let S and T be the pure strategy sets for Players | and Il, respec-
tively. A two-person zero-sum game in normal form, u : S x T —
R, (s,t) — (uy(s, 1), ua(s, 1)), verify that ui (s, t) + ua(s, t) = 0. For
this reason, in these types of games, the payoff matrices of the
players are opposite. That is, let Player I's payoff matrix be

aip ... Qip
A= ot i
aml --- Amn

then, Player II's payoff matrix will be —A. The goal is to find a
couple of optimal strategies that maximize each player’s profit.
The mixed strategy sets Players | and I, respectively, can be
denoted as:

X={zeR™": x>0, " z;=1i=1,...,m}
Y:{yeR”:yZO,Z?:ij:l,j:l,...,n}
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When using mixed strategies, Player I's payout will depend on the
combination of pure strategies used and the probability associ-
ated with each of them. Therefore, expected game payout is
defined as v(z,y) = 3310 X271 ajjziy;-

The Minimax Theorem ensures that in every two-person zero-
sum game there are mixed strategies that optimize the value of
the game. However, Linear Programming is used to find these
equilibrium points. The search for these means for players | and
Il to find the strategies = € X and y € Y that solve, respectively,
the following problems

max v

m
s.t: Z(li]'.'l;j >v,j=1..,n S.tz —ajjy; > w,i=1,....,m
i=1 j=1
m n

S owi=1, x>0 >yi=1,
i=1

3. Bimatricial Games

In the case of bimatricial games the winnings of players are not
opposite. For this reason, each player has an associated pay-
off matrix, A = (a;;) and B = (b;;) respectively, from which the
bimatriz of the game arises, which is
(atn, b1n)
(ammbmn)

( (a11,011)  (a12,b19) ...

J(A,B) = i i [

([lmlAbml) ((lmZAme)

The pair (i*,j*) is a Nash equilibrium for pure strategies if a;+;-
is the highest payment in column j* of A and b;+;- is the highest
payment in row i* of B, that is, if

max w

y=0

alvj*gaﬁjﬂ,w:l,...,m and bi»«jgbi*j*, ijl,‘..,n

The formulation of bimatricial games as Linear Complementary
Problems allows us to find these equilibrium points. Given a
square matrix M and the vector ¢ € RP. The Linear Comple-
mentary Problem consists on finding w, = € R such that

w—Mz=q

wjzj =0, Jj=1...,p

so that in this type of game we will consider

g (O A (=" L (w) . _ (=
S0 () (00

To solve these problems, the Lemke’s Algorithm is used. There
are computational implementations of this algorithm that are used
to solve these problems, they can be seen in [4].

Although the main focus in this project on the Linear Comple-
mentary Problem has been to relate it to bimatricial games, its
study in relation to Quadratic Programming is also interesting, and
Lemke’s Algorithm is also used to solve these problems.
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