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Introducción

Sea I un ideal homogéneo del anillo de polinomiosR = K[x1, . . . , xn] sobre un cuerpo
K, uno de los conocimientos más profundos que se puede tener del anillo cociente R/I ,
y por tanto de I , es el de su resolución libre minimal graduada. Desafortunadamente hay
muy pocos casos en los que se conoce una descripción explícita de esta resolución y aun-
que existen métodos efectivos para su cálculo, en términos prácticos es inabordable incluso
en pequeños ejemplos. Es por este motivo que muchos autores han concentrado esfuerzos
en la obtención de información parcial de la resolución sin pasar por un cálculo explícito
de la misma. Este conocimiento parcial de la resolución, además de aportar información
relevante del anillo R/I , puede ayudar posteriormente a agilizar el cálculo de la resolu-
ción. Un ejemplo es el de la regularidad de Castelnuovo-Mumford, que aporta una cota
superior sobre los grados de las sicigias y, por ende, su conocimiento a priori evita cálculos
innecesarios de sicigias de alto grado. En esta línea de investigación se encuadra el trabajo
de Bayer y Stillman [7], así como los posteriores de Bermejo y Gimenez [13], [14], [15] y
[17]. Estos trabajos tratan el cálculo de invariantes cohomológicos de ideales homogéneos
en el anillo de polinomios, haciendo especial hincapié en el cálculo de la regularidad de
Castelnuovo-Mumford. La herramienta común a los mismos es la utilización de las buenas
propiedades de la base de Gröbner de un ideal homogéneo respecto del orden monomial
lexicográfico inverso graduado.

Esta Tesis se enmarca en el mismo ámbito que los trabajos ya citados y entre las apor-
taciones que realiza caben destacar:

1. La aplicación de los resultados de Bermejo-Gimenez para el estudio de ciertos ani-
llos de coordenadas de curvas proyectivas.

Calculamos invariantes cohomológicos tales como la serie, la función y el polino-
mio de Hilbert, la dimensión proyectiva y la regularidad de Castelnuovo-Mumford
para ciertas familias de anillos coordenados de curvas monomiales proyectivas. Asi-
mismo, somos capaces de caracterizar cuándo son Cohen-Macaulay y calcular su
tipo Cohen-Macaulay cuando lo son, cuándo son Gorenstein, intersección completa
y Koszul. Como paso intermedio para obtener estos resultados, se estudia la base de
Gröbner del ideal de definición de la curva monomial correspondiente con respecto
al orden lexicográfico inverso graduado.

2. La generalización de resultados a ideales homogéneos respecto a un vector de pesos.
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Una generalización natural de los ideales homogéneos son los ideales ω-homogéneos
u homogéneos respecto a un vector de pesos ω ∈ (Z+)n. Los ideales ω-homogéneos
y sus respectivos anillos graduados cociente son el objeto principal de estudio de es-
ta Tesis. Para estos ideales y anillos obtenemos versiones análogas de los resultados
conocidos para los ideales homogéneos usuales. De forma natural, la herramienta
utilizada para generalizar los resultados es el estudio de las buenas propiedades de
las bases de Gröbner respecto del orden lexicográfico graduado respecto del corres-
pondiente vector de pesos ω.

3. La profundización en el entendimiento de las buenas propiedades de las bases de
Gröbner respecto del orden lexicográfico inverso de un ideal homogéneo respecto de
un vector de pesos I .

Sea A una normalización de Noether de R/I , demostramos cómo a partir de la base
de Gröbner de I con respecto al orden lexicográfico inverso graduado, se puede ob-
tener información interesante de la resolución libre minimal graduada de R/I como
A-módulo, que llamaremos resolución de Noether. En algunos casos que incluyen
cuando R/I es Cohen-Macaulay o tiene dimensión de Krull a lo sumo 2, veremos
cómo a partir de esta base de Gröbner se puede describir enteramente su resolución
de Noether. Dado que la resolución de Noether está íntimamente ligada con la reso-
lución usual como R-módulo, los resultados en esta línea aportan un entendimiento
más profundo de algunos resultados de Bayer-Stillman y de Bermejo-Gimenez.

4. La especialización de los resultados generales para anillos de semigrupo.

En esta Tesis se hace especial hincapié en los anillos de semigrupo y muchos de
los resultados obtenidos con carácter general se han especializado para anillos de
semigrupo. El fin de estos resultados es el de describir los invariantes cohomológicos
y las propiedades del anillo en términos del semigrupo subyacente y evitar el cálculo
de bases de Gröbner.

Todos los capítulos de esta Tesis comienzan con una sección llamada Generalidades
en la que no se aportan resultados novedosos pero se introducen las nociones, resultados y
notaciones que son necesarios para el desarrollo de las otras secciones, donde sí se incluye
material original. El esquema seguido para la redacción de esta memoria cambia según el
capítulo con el único fin de poder presentar los resultados de forma lógica y concisa. Así,
en los Capítulos 1 y 3 se ha optado por ir de lo general a lo particular. En ambos capítulos
se estudian primero los anillos gradudados respecto de un vector de pesos y posteriormente
los anillos de semigrupo. Dado el carácter más general de los primeros, los resultados que
se obtienen se aplican en el contexto de anillos de semigrupo y profundizamos en ellos a
fin de lograr que sean puramente combinatorios. Por contra, en el Capítulo 2 vamos de lo
particular a lo general. En este caso se procede de este modo porque se construyen los casos
más generales sobre los resultados obtenidos para los particulares.

Los contenidos y principales resultados de esta Tesis son los siguientes:
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El Capítulo 1 comenzamos por introducir las propiedades e invariantes que se trabajan
en el mismo. En particular, presentamos los objetos de estudio de esta tesis: los ideales ho-
mogéneos pesados, también denominados ω-homogéneos donde ω es un vector de pesos, y
los anillos de semigrupo simpliciales. En la segunda sección del capítulo consideramos un
ideal ω-homogéneo I y una normalización de Noether A = K[xn−d+1, . . . , xn] ↪→ R/I y
proporcionamos en el Teorema 1.2.3 un criterio efectivo para determinar si el anillo R/I es
Cohen-Macaulay. Dicho criterio afirma que R/I es Cohen-Macaulay si y solo si las varia-
bles xn−d+1, . . . , xn no dividen a ningún generador minimal del ideal inicial de I respecto
al orden lexicográfico inverso ω-graduado. Como aplicación de este, en el Teorema 1.2.6
caracterizamos las curvas asociadas a sucesiones aritméticas generalizadas cuyo anillo de
coordenadas es Cohen-Macaulay. Posteriormente nos centramos en los anillos de semigru-
po simpliciales y aportamos en la Proposición 1.3.3 una prueba alternativa de un conocida
caracterización de la propiedad Cohen-Macaulay para anillos de semigrupo simpliciales.
Como aplicación de estos últimos resultados, en el Teorema 1.3.6 determinamos cuándo
el anillo de coordenadas de una curva monomial proyectiva asociada a una sucesión casi
artimética de diferencia 1 es Cohen-Macaulay. En la última sección de este capítulo estudia-
mos la Macaulayficación de anillos de semigrupo. En el Teorema 1.4.3, que es el principal
de esta sección, describimos en términos combinatorios la Macaulayficación de los anillos
de semigrupo simpliciales. Como aplicación del mismo, en el Corolario 1.4.6, concluimos
que la Macaulayficación de una curva monomial lisa es la curva racional normal de igual
grado.

El Capítulo 2 está dedicado al estudio de diferentes invariantes en curvas monomiales
proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas generalizadas. Comenzamos presentando la
estrategia que usamos en el capítulo para calcular la regularidad de Castelnuovo-Mumford
del anillo de coordenadas k[C] de la curva C. Seguimos el capítulo con el estudio de los
invariantes de las curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas, que
ya probamos que son aritméticamente Cohen-Macaulay en el Teorema 1.2.6. Así en el
Teorema 2.2.2 se da una fórmula para calcular la regularidad y en los Teoremas 2.2.3 y
2.2.5 la serie y función de Hilbert del anillo, respectivamente. Además, se calcula el tipo
Cohen-Macaulay de K[C] en el Teorema 2.2.8 y se caracteriza en consecuencia la propie-
dad Gorenstein en el Corolario 2.2.9. La tercera sección del capítulo estudia los invariantes
de K[C] con C una curva monomial proyectiva asociada a una sucesión aritmética genera-
lizada. Caracterizamos en el Corolario 2.3.1 cuándo K[C] es intersección completa y en el
Teorema 2.4.2 cuándo es Koszul. Consideramos posteriormente una subfamilia de curvas
de este tipo para la que proveemos en el Teorema 2.3.12 una fórmula para el cálculo de la
regularidad del anillo y en los Teoremas 2.3.14 y 2.3.16 las series y función de Hilbert del
mismo, respectivamente. Concluimos el capítulo estudiando la propiedad Koszul del anillo
coordenado de curvas monomiales proyectivas de baja codimensión; en los Teoremas 2.4.6
y 2.4.7 listamos todas las curvas monomiales proyectivas cuyo anillo coordenado es Koszul
y tienen codimensión 2 y 3, respectivamente.

Sea I un ideal ω-homogéneo y A una normalización de Noether de R/I , en el Capítulo
3 estudiamos la resolución libre minimal ω-graduada de R/I como A-módulo, que llama-
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remos resolución de Noether de R/I . Comenzamos por explicar cómo obtener el primer
paso de dicha resolución. En la Proposición 3.2.1 y el Teorema 3.2.3 describimos cómo
hallar la resolución de Noether de R/I en términos de una base de Gröbner de I con res-
pecto al orden lexicográfico inverso ω-graduado cuando R/I tiene dimensión de Krull 1 o
2. Como consecuencia, obtenemos una fórmula para la serie de Hilbert ω-graduada en el
Corolario 3.2.4. Si el ideal es graduado (estándar), en el Corolario 3.2.6 proporcionamos
una fórmula para el cálculo de la regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/I . Posterior-
mente nos restringimos a anillos de semigrupo simpliciales y obtenemos versiones de los
resultados anteriores en términos del semigrupo. A saber, en el Teorema 3.3.1 describimos
el segundo (y último) paso de la resolución de Noether cuando d = 2 y en el Corolario
3.3.2 la serie de Hilbert de R/I . En la Nota 3.3.3 se muestra cómo calcular la regularidad
en anillos de semigrupo simpliciales homogéneos de dimensión 2. Como aplicación de este
método, a continuación nos centramos en las curvas monomiales proyectivas y aportamos
en el Teorema 3.3.5 una cota superior para la regularidad de Castelnuovo-Mumford del
anillo de semigrupo asociado a la curva. Cerramos el capítulo aportando la resolución de
Noether de las proyeccciones canónicas de las curvas monomiales proyectivas asociadas a
sucesiones aritméticas en el Teorema 3.3.15.

A lo largo de esta memoria se encuentran ejemplos que requieren del cálculo de bases
de Gröbner. Estos cálculos, salvo que se indique lo contrario, se han efectuado haciendo uso
del software SINGULAR [26]. Igualmente, dichos cálculos se pueden llevar a cabo mediante
cualquier programa especializado como CoCoA [22] o MACAULAY2 [34].

La mayoría de los resultados presentados en esta Tesis forman parte de [8] y [9]:

I. Bermejo, E. García-Llorente e I. García-Marco, Algebraic invariants of projective
monomial curves associated to generalized arithmetic sequences.

En este artículo se estudian invariantes algebraicos del anillo coordenado homogéneo
de curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas generalizadas.
Más concretamente, se caracterizan las propiedades Cohen-Macaulay y Koszul del
anillo. En los casos de codimensión 2 y 3, se listan todas las curvas monomiales
proyectivas cuyo anillo asociado es Koszul. Además en el caso Cohen-Macaulay se
obtiene una fórmula para el tipo Cohen-Macaulay. Asimismo, se obtienen fórmulas
para la regularidad de Castelnuovo-Mumford, la serie de Hilbert y la función de
Hilbert del anillo asociado a un subconjunto de estas curvas.

I. Bermejo, E. García-Llorente, I. García-Marco y M. Morales, Noether resolutions
in dimension 2.

En este artículo se trabaja bajo la hipótesis de que I es un ideal ω-homogéneo del
anillo de polinomios R = K[x1, . . . , xn] y que A = K[xn−d+1, . . . , xn] es una nor-
malización de Noether de R/I , y se estudia la resolución minimal graduada de R/I
como A-módulo. En particular, cuando R/I es Cohen-Macaualay o su dimensión
de Krull es a lo sumo 2, describimos cómo obtener enteramente la resolución de
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Noether de R/I a partir de una base de Gröbner de I respecto del orden lexicográ-
fico inverso ω-graduado. Además, cuando R/I es un anillo de semigrupo simplicial
de dimension a lo sumo 2, proporcionamos la resolución de Noether multigraduada
en términos puramente combinatorios. Como consecuencia, a partir de estas reso-
luciones obtenemos criterios para determinar si R/I es Cohen-Macaulay así como
fórmulas para la serie de Hilbert y, cuando el ideal es homogéneo, la regularidad de
Castelnuovo-Mumford. Adicionalmente, cuando I es tórico simplicial y en cualquier
dimensión calculamos la Macaulayficación del anillo de semigrupo asociado.

Los resultados obtenidos en esta tesis, tanto en sus versiones preliminares como en su
versión definitiva, han sido presentados por Eva García Llorente en los siguientes congresos
y foros de difusión científica:

Jornadas de trabajo Ideales monomiales, cálculo y aplicaciones, celebrado en Logro-
ño, España, en 2010.

Ciclo de seminarios públicos del CESGA, celebrado en Santiago de Compostela,
España, en 2010.

XII Encuentro de Álgebra Computacional y Aplicaciones EACA, celebrado en San-
tiago de Compostela, España, en 2010.

Toric Geometry Seminar, celebrado en Cáceres, España, en 2010.

EACA’s First International School on Computer Algebra and Applications, celebrada
en Tenerife, España, en 2011.

Effective Methods in Algebraic Geometry (MEGA 2011), celebrado en Estocolmo,
Suecia, en 2011.

International School on Computer Algebra COCOA 2011, celebrado en Passau, Ale-
mania, en 2011.

I Encuentro de Jóvenes Investigadores en Matemáticas de la ULL, celebrado en Te-
nerife, España, en 2011.

XIII Encuentro de Álgebra Computacional y Aplicaciones EACA, celebrado en Al-
calá de Henares, España, en 2012.

37th International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation (ISSAC
2012), celebrado en Grenoble, Francia, en 2012.

Syzygies in Berlin, celebrado en Berlín, Alemania, en 2013.

Effective Methods in Algebraic Geometry (MEGA 2013), celebrado en Frankfurt,
Alemania, en 2013.
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Jornadas de Álgebra, Geometría Algebraica y Singularidades, celebrado en Tenerife,
España, en 2013.

EACA’s Second International School on Computer Algebra and Applications, cele-
brada en Valladolid, España, en 2013.

Seminaire de l’équipe Algèbre et Combinatorire de la Université de Montpellier,
Francia, en 2013.

XIV Encuentro de Álgebra Computacional y Aplicaciones EACA, celebrado en Bar-
celona, España, en 2014.

Effective Methods in Algebraic Geometry (MEGA 2015), celebrado en Trento, Italia,
en 2015.

Congreso de jóvenes investigadores de la RSME, celebrado en Murcia, España, en
2015.

Quinto punto de encuentro de jóvenes investigadores de matemáticas, celebrado en
Tenerife, España, en 2015.

Encuentro de Álgebra Computacional y Aplicaciones EACA, celebrado en Logroño,
España, en 2016.

Effective Methods in Algebraic Geometry (MEGA 2017), celebrado en Niza, Fran-
cia, en 2017.

42nd International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation (ISSAC
2017), celebrado en Kaiserslautern, Alemania, en 2017.
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Capítulo 1

La propiedad Cohen-Macaulay en
ideales ω-homogéneos.

"Life is really worth living in a Cohen-Macaulay ring."
Hochster [40] (1978)

Este primer capítulo está dividido en cuatro secciones y está dedicado a estudiar la
propiedad Cohen-Macaulay de los anillos de la forma R/I , donde R = K[x1, . . . , xn] es
un anillo de polinomios sobre un cuerpo infinito K e I un ideal graduado respecto a un
vector de pesos enteros positivos.

En la primera sección introducimos las definiciones y resultados que consideramos bá-
sicos para la consecución del resto del capítulo. Comenzamos definiendo el concepto de
anillo Cohen-Macaulay y recordando algunos resultados relativos a estos anillos. Poste-
riormente introducimos el principal objeto de estudio de esta tesis: los ideales homogéneos
I respecto a un vector de pesos positivos ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ (Z+)n, que llamaremos idea-
les ω-homogéneos. Introducimos asimismo la hipótesis adicional bajo la que trabajaremos:
el anillo de polinomios A := K[xn−d+1, . . . , xn] es una normalización de Noether de R/I ,
donde d = dim(R/I). Finalmente, como familias interesantes de ideales homogéneos res-
pecto a un vector de pesos, consideramos los ideales tóricos simpliciales y, su subfamilia
notable, de las curvas monomiales proyectivas y recordamos algunas de sus propiedades
básicas.

El la segunda sección consideramos R-módulos R/I con I un ideal ω-homogéneo y
ω ∈ (Z+)n. Cuando A es una normalización de Noether de R/I describimos en la Proposi-
ción 1.2.2 un sistema de generadores de R/I como A-módulo. Bajo las mismas hipótesis,
aportamos en el Teorema 1.2.3 un criterio para determinar si R/I es Cohen-Macaulay. La
herramienta para obtener estos resultados son las bases de Gröbner. De hecho, el Teore-
ma 1.2.3 afirma que R/I es Cohen-Macaulay si y solo si las variables xn−d+1, . . . , xn no
dividen a ningún generador minimal monomial del ideal inicial de I respecto de un determi-
nado orden monomial; a saber, el orden lexicográfico inverso ω-graduado. Este resultado
supone una generalización natural de [14, Proposition 2.1], válido cuando I es homogé-
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neo en el sentido usual. Como aplicación del Teorema 1.2.3 obtenemos el Teorema 1.2.6,
que determina que las curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas
generalizadas que son aritméticamente Cohen-Macaulay son exactamente las asociadas a
sucesiones aritméticas. Este resultado se obtiene a su vez como consecuencia de los Teore-
mas 1.2.7 y 1.2.11. En el primero proporcionamos una familia infinita de curvas monomia-
les proyectivas que no son aritméticamente Cohen-Macaulay y, como corolario directo, se
tiene que si la sucesión aritmética generalizada no es aritmética, entonces la curva corres-
pondiente no es aritméticamente Cohen-Macaulay. En el segundo describimos una base de
Gröbner, que a su vez es un sistema minimal de generadores, del ideal de definición de una
curva monomial proyectiva asociada a una sucesión aritmética. De este se deduce que estas
curvas son siempre aritméticamente Cohen-Macaulay.

En la tercera sección consideramos los anillos de semigrupo simpliciales. En este con-
texto sacamos provecho de la estructura de semigrupo subyacente y del hecho de que A sea
una normalización de Noether del anillo. Concretamente, en la Proposición 1.3.1 describi-
mos un sistema minimal de generadores del álgebra R/I como A-módulo en términos del
semigrupo. Como consecuencia de la Proposición 1.3.1 y del hecho de que R/I es Cohen-
Macaulay si y solo si R/I es un A-módulo libre (ver Proposición 1.1.10), obtenemos en
la Proposición 1.3.3 una prueba alternativa de un conocido criterio para determinar si R/I
es Cohen-Macaulay en términos de su semigrupo asociado. Como aplicación de este resul-
tado, determinamos en el Teorema 1.3.6 las curvas monomiales proyectivas definidas por
una sucesión casi aritmética de diferencia 1 que son aritméticamente Cohen-Macaulay.

Por último, en la cuarta sección estudiamos la Macaulayficación de anillos de semi-
grupo simpliciales. El principal resultado de esta sección es el Teorema 1.4.3, donde se
describe cómo obtener la Macaulayficación de cualquiera de estos anillos. Como aplica-
ción, en la Proposición 1.4.5 se obtiene la Macaulayficación del anillo de semigrupo aso-
ciado a toda curva monomial lisa y, en consecuencia, en el Corolario 1.4.6 se llega a que
la Macaulayficación de una curva monomial lisa es la curva racional normal del mismo
grado.

1.1. Generalidades
Comenzamos este capítulo con algunas definiciones básicas (ver, e.g., [3], [20] o [27]

para un tratamiento más profundo de los conceptos aquí expuestos). Sea T un anillo Noe-
theriano y conmutativo y p ∈ Spec(T ), es decir, p es un ideal primo de T ; la altura de
p, denotada ht(p), es el supremo de las longitudes de cadenas estrictamente decrecientes
de ideales primos p = p0 ⊃ p1 ⊃ · · · ⊃ pt−1 ⊃ pt. Como T es Noetheriano, entonces
ht(p) <∞ para todo p ∈ Spec(T ).

Definición 1.1.1. La dimensión (de Krull) de un anillo conmutativo T , denotada dim(T ),
es el supremo de las alturas de sus ideales primos, es decir,

dim(T ) := sup{ht(p) | p ∈ Spec(T )}.

12
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Análogamente, dado M un T -módulo, se define

dim(M) := dim (T/Ann(M))

donde Ann(M) := {a ∈ T | aM = 0} es el ideal anulador del módulo M .

Definición 1.1.2. Sea T un anillo graduado con un único ideal maximal homogéneo m.
La profundidad de un T -módulo M , denotada depthT (M), es la longitud de cualquier
sucesión regular maximal sobre M contenida en el ideal maximal m. Es decir, es el ma-
yor entero r tal que existe una sucesión f1, . . . , fr ∈ m con fi no divisor de cero de
M/(f1, . . . , fi−1)M , para todo i ∈ {1, . . . , r}.

En general, para todo T -módulo M se satisface que depthT (M) ≤ dim(M) (ver, e.g.,
[20, Proposition 1.2.12]). Cuando esta desigualdad es, en efecto, una igualdad se dice que
M es un T -módulo Cohen-Macaulay.

Definición 1.1.3. Sea T un anillo graduado con un único ideal maximal homogéneo. Un
T -módulo finito M 6= 0 se dice que es Cohen-Macaulay si depthT(M) = dim(M). Si
T es un T -módulo Cohen-Macaulay, decimos que es un anillo Cohen-Macaulay. Además,
para I un ideal graduado de T , decimos que I es Cohen-Macaulay si T/I es un anillo
Cohen-Macaulay.

Definición 1.1.4. Sea T un anillo y M un T -módulo. La dimensión proyectiva de M ,
denotada pdT (M), es el mínimo de las longitudes de las resoluciones proyectivas de M .
Si M no admite una resolución proyectiva finita, se considera que la dimensión proyectiva
de M es infinita.

La fórmula de Auslander-Buchsbaum, que mostramos en el siguiente resultado, nos da
una relación entre la dimensión proyectiva y la profundidad de un módulo finito.

Teorema 1.1.5. [20, Theorem 1.3.3] Sea T un anillo graduado con un único ideal maximal
homogéneo y M 6= 0 un T -módulo graduado finitamente generado. Si pdT (M) <∞,

pdT (M) + depthT (M) = depthT (T )

SeanK un cuerpo infinito yR := K[x1, . . . , xn] un anillo de polinomios en n variables.
Dado un vector de pesos ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ (Z+)n, consideramos en R la estructura de
álgebra graduada inducida por la graduación degω(xi) = ωi. Entonces R =

⊕∞
i=0 Ri,

donde Ri es el K-espacio vectorial generado por todos los polinomios ω-homogéneos de
grado i. En este contexto, el Teorema de las sicigias de Hilbert nos garantiza que todo R-
módulo graduado finitamente generado tiene dimensión proyectiva finita (y a lo sumo n).
Como además la profundidad de R como R-módulo es igual a su dimensión y coincide
con el número de variables, la fórmula de Auslander-Buchsbaum para R-módulos queda

13
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como sigue: sea M un R-módulo graduado finitamente generado, entonces pdR(M) +
depthR(M) = n.

Sea I ⊂ R un ideal ω-homogéneo, en este capítulo estudiaremos la propiedad Cohen-
Macaulay para R/I . Denotamos por d a la dimensión de Krull de R/I . Como ya men-
cionamos, la profundidad de un módulo está acotada superiormente por la dimensión del
mismo. Es por ello que, a partir del Teorema 1.1.5, se tiene que

pdR(R/I) = dim(R)− depthR(R/I) ≥ dim(R)− dim(R/I) = n− d.

Observamos entonces que si R/I es Cohen-Macaulay, su dimensión proyectiva es exacta-
mente igual a n− d.

Sea:

F : 0→
βp⊕
j=1

R(−epj) −→ · · · −→
β1⊕
j=1

R(−e1j) −→ R −→ R/I → 0 (1.1)

una resolución libre minimal graduada de R/I , con βi, eij ∈ Z+ para todo i ∈ {1, . . . , p} y
j ∈ {1, . . . , βi}. Recordamos que R(−a) =

⊕∞
i=0R(−a)i, donde a ∈ N, es el R-módulo

graduado obtenido por un desplazamiento (shift en inglés) en la graduación de R; es decir,
donde la i-ésima componente graduada de R(−a) es R(−a)i = Ri+a.

Nota 1.1.6. En virtud del Teorema de Quillen-Suslin (ver [56] y [63]), todo módulo pro-
yectivo finitamente generado sobre el anillo de polinomios es libre. Por tanto, cualquier
resolución proyectiva finita de R/I es a la vez resolución libre; y como consecuencia te-
nemos que la dimensión proyectiva de R/I es p, donde p es el número de pasos de la
resolución (1.1).

Los anillos Cohen-Macaulay R/I son, pues, aquellos en los que la resolución libre
minimal graduada de R/I tiene p = n − d pasos, que es el menor número de pasos
posible. Debido a las buenas propiedades de los anillos Cohen-Macaulay, como la que
acabamos de mencionar, se han dedicado muchos trabajos al estudio de familias de ani-
llos Cohen-Macaulay y la obtención de criterios efectivos para determinar si un anillo es
Cohen-Macaulay. Este es también el objetivo de este primer capítulo.

Definición 1.1.7. La función de Hilbert ω-graduada de R/I es HFR/I : N → N definida
por

HFR/I(s) := dimK(Rs/(I ∩Rs)), para todo s ∈ N,

y la serie de Hilbert ω-graduada de R/I es

HR/I(t) :=
∑

s∈NHFR/I(s) t
s ∈ Z[[t]].

14
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Sea Fi :=
⊕βi

j=1R(−eij) el i-ésimo módulo libre de la resolución (1.1) para todo i ∈
{1, . . . , p}. Dado que toda resolución minimal graduada es una sucesión exacta graduada,
se tiene que

HR/I(t) = HR(t) +

p∑
i=1

(−1)iHFi(t).

Además, es fácil comprobar que la serie de Hilbert de R(−a) viene dada por HR(−a)(t) =
ta/
∏n

i=1(1− tωi) para todo a ∈ N y, por tanto,

HFi(t) =

∑βi
j=1 t

eij∏n
i=1(1− tωi)

.

Juntando estas observaciones se obtiene la siguiente fórmula relaciona la serie de Hilbert
ω-graduada de R/I y la resolución libre minimal graduada de R/I .

Proposición 1.1.8. Sea I ⊂ R un ideal ω-homogéneo y sea F la resolución minimal
graduada R/I dada en (1.1). La serie de Hilbert ω-graduada de R/I viene dada por:

HR/I(t) =
1 +

∑p
i=1 (−1)i

∑βi
j=1 t

ei,j∏n
i=1(1− tωi)

.

Así, conocida la resolución libre minimal graduada de R/I , somos capaces de hallar la
serie de Hilbert del mismo. En la Proposición 1.2.4 de este capítulo vamos a calcular la serie
de Hilbert ω-graduada cuando el anillo cociente R/I es Cohen-Macaulay sin necesidad de
calcular la resolución libre minimal graduada del mismo; en el Capítulo 3 (Proposición
3.1.1) veremos que este resultado es un caso particular de una situación más general.

A lo largo de esta memoria vamos a trabajar bajo la hipótesis:

A := K[xn−d+1, . . . , xn] es una normalización de Noether de R/I .

Definición 1.1.9. Sea m ∈ {1, . . . , n}, el anillo A = K[xn−m+1, . . . , xn] es una norma-
lización de Noether de R/I si la inclusión A ↪→ R/I es una extensión de anillos entera.
En otras palabras, I ∩ A = (0) y xi + I ∈ R/I es un elemento entero sobre A para
i ∈ {1, . . . , n−m}. En virtud del Teorema del ascenso (ver, e.g., [3, Theorem 5.11]), si A
es una normalización de Noether de R/I , entonces dim(A) = m = d = dim(R/I).

Notar que, por el Lema de normalización de Noether (ver, e.g., [20, Theorem 1.5.17])
estar en las condiciones que hemos impuesto no implica restricciones. En efecto, el Lema
de normalización de Noether asegura que existen h1, . . . , hd ∈ R tales queK[h1, . . . , hd] ↪→
R/I es una extensión entera de anillos. Al ser K infinito, los polinomios hi se pueden to-
mar formas lineales para todo i ∈ {1, . . . , d}. Es más, para cualesquiera h1, . . . , hd formas
lineales genéricas, se tiene que K[h1, . . . , hd] ↪→ R/I es una extensión entera. Por tanto,
bastaría con efectuar un cambio de variables lineal para conseguir que A sea una norma-
lización de Noether de R/I . Vale la pena mencionar que si bien añadir esta hipótesis no
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supone restricción teórica alguna, estos cambios de variables no son muy recomendables
en la práctica ya que destruyen la posible dispersión (sparsity en inglés) de los polinomios
involucrados en el cálculo.

El siguiente resultado relaciona la dimensión proyectiva de R/I como A-módulo y
como R-módulo. Como consecuencia directa de esta relación obtendremos que R/I es
Cohen-Macaulay si y solo si R/I es un A-módulo libre; utilizaremos este hecho en repeti-
das ocasiones a lo largo de esta memoria.

Proposición 1.1.10. Sea I un ideal ω-homogéneo y A = K[xn−d+1, . . . , xn] una normali-
zación de Noether de R/I . Entonces

pdR(R/I) = n− d+ pdA(R/I).

En particular, el anillo R/I es Cohen-Macaulay⇐⇒ pdR(R/I) = n− d⇐⇒ R/I es un
A-módulo libre.

Demostración. Por un lado, puesto que R/I es un R-módulo finitamente generado pode-
mos aplicar el Teorema 1.1.5 y tenemos que

pdR(R/I) + depthR(R/I) = dim(R) = n. (1.2)

De la misma manera, ya que R/I es también un A-módulo finitamente generado,

pdA(R/I) + depthA(R/I) = dim(A) = d. (1.3)

Además, dado que los anillos A, R/I y R tienen un único ideal maximal ω-homogéneo
y R/I es A-módulo finitamente generado, se tiene que depthA(R/I) = depthR(R/I) =
depthR/I(R/I) (ver, por ejemplo, [20, Exercise 1.2.26(b)]). De (1.2) y (1.3) deducimos
entonces que pdR(R/I) = n− d + pdA(R/I). Luego, R/I es un anillo Cohen-Macaulay
si y solo si pdR(R/I) = n − d, y esto a su vez es equivalente a que pdA(R/I) = 0 o, lo
que es lo mismo, R/I es un A-módulo libre. �

Los ideales tóricos son un caso particular de ideales ω-homogéneos. En este trabajo
trataremos en diversas ocasiones con ellos. Damos por ello una breve introducción a estos
ideales (ver, e.g., [25], [47], [62] o [66] para un tratamiento más profundo de los conceptos
aquí expuestos).

Sea I ⊆ R un ideal, decimos que I es un ideal tórico si existe un entero m ≥ 1 y un
conjunto A = {a1, . . . , an} ⊂ Nm con ai = (ai1, . . . , aim) ∈ Nm tal que I = IA; donde IA
denota el núcleo del homomorfismo de K-álgebras

ϕ : R −→ K[t1, . . . , tm]
xi 7−→ tai = tai11 · · · taimm .

Por [62, Lemma 4.2], se tiene que d = dim(R/I) = dim(QA) ≤ m. Además es fácil
comprobar que si A ⊂ Nm con m > d, existe A′ ⊂ Nd tal que IA = IA′; es por ello que a
partir de ahora supondremos sin pérdida de generalidad que m = d.
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Si denotamos S ⊂ Nd al semigrupo generado por a1, . . . , an, es decir,

S := 〈a1, . . . , an〉 =

{
n∑
i=1

αiai | αi ∈ N

}
,

la imagen de ϕ es el anillo de semigrupo K[S] := K[ts | s ∈ S]. Por el primer Teorema de
isomorfía de anillos se tiene que K[S] 'ϕ̄ R/I , donde ϕ̄ : R/I → K[S] es el isomorfismo
dado por ϕ̄(xi + I) := tai para todo i ∈ {1, . . . , n}. De [62, Corollary 4.3], se tiene que

IA =

({
xα − xβ |

n∑
i=1

αiai =
n∑
i=1

βiai

})
. (1.4)

En particular, IA es multigraduado con respecto a la graduación dada por S , es decir, la
graduación inducida por degS(xi) = ai ∈ Nd para todo i ∈ {1, . . . , n}. Esta S-graduación
nos permite definir para todo s ∈ Nd, el espacio vectorialRs engendrado por los polinomios
S-homogéneos de S-grado igual a s, la función de Hilbert multigraduada de K[S] como
HFK[S] : Nd → N definida por

HFK[S](s) := dimK(Rs/(IA ∩Rs))

y la serie de Hilbert multigraduada de K[S] como

HK[S](t) :=
∑

s∈Nd HFK[S](s) t
s ∈ Z[[t1, . . . , td]].

Dado que HFK[S](s) ∈ {0, 1} y que HFK[S](s) = 1 si y solo si s ∈ S, la serie de
Hilbert multigraduada de K[S] viene dada por:

HK[S](t) =
∑
b∈S

tb ∈ Z[[t1, . . . , td]]. (1.5)

Además, cabe destacar que IA también tiene una estructura de ideal ω-homogéneo con
ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Nn siendo ωi =

∑d
j=1 aij . A continuación vemos un resultado que

caracteriza cuándo un ideal tórico IA es homogéneo (con la graduación usual, i.e., cuando
deg(xi) = 1 para todo i).

Lema 1.1.11. [62, Lemma 4.14] IA es homogéneo si y sólo si existe un vector v ∈ Qd tal
que ai · v = 1 para i ∈ {1, . . . , n}.

Por otro lado, dado un conjunto A = {a1, . . . , an} ⊂ Nd, el cono generado por A se
define como

Cone(A) :=

{∑n
i=1 λiai |λi ∈ R≥0

}
⊂ Rd.
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La dimensión del cono de A es por definición dim(QA) que, como ya indicamos, supone-
mos sin pérdida de generalidad que es d. Es evidente que todo sistema generador del cono
de A tiene al menos d generadores. Decimos que el cono de A es simplicial si está gene-
rado por d elementos, que supondremos que son an−d+1, . . . , an; esto es, el cono de A es
simplicial si Cone(A) = Cone({an−d+1, . . . , an}). Se observa que si d ∈ {1, 2}, entonces
el cono de A siempre es simplicial.

Recordamos que las hipótesis bajo las que trabajaremos son: I ideal tórico y A :=
K[xn−d+1, . . . , xn] normalización de Noether deR/I . Un ideal que satisface estas hipótesis
se denomina ideal tórico simplicial. En el siguiente resultado damos una caracterización de
estas hipótesis en términos del cono que, a su vez, justifica su denominación como ideal
tórico simplicial.

Proposición 1.1.12. Son equivalentes:

(a) I es un ideal tórico simplicial.

(b) Existe A′′ = {a′′1, . . . , a′′n} ⊂ Nd tal que I = IA′′ y Cone(A′′) es simplicial.

(c) Existe A′ = {a′1, . . . , a′n} ⊂ Nd tal que I = IA′ y a′i = ωien−d+i para todo i ∈
{1, . . . , d}, donde ωi ∈ Z+ y {e1, . . . , ed} base canónica de Nd .

Demostración. ((a) =⇒ (b)) Sea I un ideal tórico, entonces existeA := {a1, . . . , an} ⊂ Nd

tal que I = IA. Probaremos que Cone(A) = Cone({an−d+1, . . . , an}). Por hipótesis te-
nemos que A := K[xn−d+1, . . . , xn] es una normalización de Noether de R/I , o lo que es
lo mismo, A es una extensión entera de R/I . En particular, xi + I ∈ R/I es entero sobre
A para cada i ∈ {1, . . . , n − d}. Por tanto, existe pi(t) ∈ A[t] mónico tal que pi(xi) ∈ I .
Luego pi(xi) = xrii +

∑ri−1

j=0 hjx
j
i ∈ IA ∩ K[xi, xn−d+1, . . . , xn] con hj ∈ A. Además,

I ∩K[xi, xn−d+1, . . . , xn] es un ideal tórico asociado al conjunto {ai, an−d+1, . . . , an} por
[62, Proposition 4.13.(a)]. Luego I∩K[xi, xn−d+1, . . . , xn] es binomial y primo, y por tanto
debe existir un binomio q = xsii −

∏n
j=n−d+1 x

bj
j ∈ I ∩K[xi, xn−d+1, . . . , xn] con bj ∈ N

para todo j ∈ {n − d + 1, . . . , n} y 0 < si ≤ ri. Entonces, como q ∈ IA, tenemos que
siai =

∑n
j=n−d+1 bjaj . Por tanto, ai =

∑n
j=n−d+1 (bj/si) aj ∈ Cone({an−d+1, . . . , an}).

((b) =⇒ (c)) Sea A′′ = {a′′1, . . . , a′′n} ⊂ Nd tal que I = IA′′ y

Cone(A′′) = Cone({a′′n−d+1, . . . , a
′′
n}).

Tomamos M la matriz d × n cuya i-ésima columna es ai para todo i ∈ {1, . . . , n}. Como
dim(R/I) = d = dimQ(QA) por [62, Lemma 4.2] y Q{a′′n−d+1, . . . , a

′′
n} = QA′′, se tiene

que an−d+1, . . . , an son linealmente independientes y así las d últimas columnas de M
también lo son. Sea C la matriz d× d formada por las d últimas columnas de M . Sabemos
que el determinante de C, det(C), es no nulo y suponemos sin pérdida de generalidad que
det(C) > 0. Denotamos por (C∗)t la matriz traspuesta de la adjunta de C. Entonces (C∗)t

tiene coeficientes enteros y (C∗)tC = det(C) Id, donde Id es la matriz identidad de orden
d. Si tomamos ahora A′ = {a′1, . . . , a′n} donde a′i = (C∗)ta′′i para todo i ∈ {1, . . . , n},
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entonces a′j = det(C) en−d+j para todo j ∈ {n − d + 1, . . . , n} y es fácil comprobar
usando (1.4) que IA′ = IA′′ = I pues (C∗)t es una matríz inversible.

Para tener el resultado falta probar que a′i ∈ Nd. Tenemos que, por definición, a′i ∈ Zd.
Por hipótesis a′′i ∈ Cone({a′′n−d+1, . . . , a

′′
n}), entonces a′i ∈ Cone({a′n−d+1, . . . , a

′
n}) =

Cone({det(C) e1, . . . , det(C) ed}) = (R≥0)d. Concluimos entonces que ai ∈ Zd∩(R≥0)d =
Nd.

((c) =⇒ (a)) Sea A′ = {a′1, . . . , a′n} ⊂ Nd tal que I = IA′ y a′i = ωien−d−i para todo
i ∈ {n− d + 1, . . . , n}, donde ωi ∈ Z+. Así, existe αi ∈ Q tal que a′i =

∑n
j=n−d+1 αija

′
j .

Por tanto existen ri, βij ∈ N para todo i ∈ {1, . . . , n − d} y j ∈ {n − d + 1, . . . , n} tales
que

ria
′
i =

n∑
j=n−d+1

βjia
′
ji
.

Luego, como I = IA′ , tenemos que xrii −
∏n

j=n−d+1 x
βij
j ∈ I y se sigue el resultado. �

Una subfamilia notable de ideales tóricos simpliciales es la de los ideales de definición
de curvas monomiales proyectivas. De hecho, las curvas monomiales proyectivas, sus idea-
les de definición y sus anillos coordenados son objetos centrales de esta tesis que pasamos
a definir.

Sea m1 < · · · < mn una sucesión de números enteros positivos, la curva monomial
proyectiva C ⊂ PnK asociada a esta sucesión viene dada paramétricamente por las ecuacio-
nes:

x1 = sm1tmn−m1 , . . . , xn−1 = smn−1tmn−mn−1 , xn = smn , xn+1 = tmn .

Denotamos A := {a1, . . . , an+1} ∈ N2 donde ai := (mi,mn − mi) para todo i ∈
{1, . . . , n} y an+1 := (0,mn). Al ser K infinito, el ideal tórico IA ⊂ K[x1, . . . , xn+1]
coincide con el ideal de anulación I(C) de C (ver, e.g, [66, Corollary 8.4.13]). Cabe desta-
car que:

IA = I(C) es homogéneo (basta con tomar v = (1/mn, 1/mn) en el Lema 1.1.11),

K[xn, xn+1] es una normalización de Noether del anillo coordenado de la curva
K[C] := K[x1, . . . , xn+1]/I(C) (ver Proposición 1.1.12), y

dim(K[C]) = 2.

De hecho, se tiene que un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn+1] es el ideal de definición de una curva
monomial proyectiva C ⊂ PnK si y solo si I es un ideal tórico simplicial homogéneo tal que
dim(K[x1, . . . , xn+1]/I) = 2.

A lo largo de esta tesis estudiaremos las curvas monomiales proyectivas asociadas a
varios tipos de sucesiones de enteros positivos m1 < · · · < mn particulares.

En la cuarta sección de este capítulo estudiamos la Macaulayficación de un anillo de
semigrupo simplicial. En pocas palabras, la Macaulayficación de un anillo es el ‘menor’
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anillo Cohen-Macaulay que lo contiene. En [43], Kawasaki aporta ciertas condiciones su-
ficientes para que un anillo admita una Macaulayficación. Para todo anillo de semigrupo
K[S] (no necesariamente simplicial), en [35] y [65] se demuestra la existencia de un semi-
grupo S ′ tal que S ⊂ S ′ ⊂ S̄, donde S̄ es la normalización del semigrupo S,

0 −→ K[S] −→ K[S ′] −→ K[S ′ \ S] −→ 0

es una sucesión exacta y dim(K[S ′ \ S]) ≤ dim(K[S])− 2. Este anillo K[S ′] satisface la
condición S2 de Serre, y se dice que es la S2-ficación de K[S]. Cuando esta S2-ficación de
K[S] es Cohen-Macaulay, se dice que K[S ′] es la Macaulayficación de K[S]. Cuando S es
un semigrupo simplicial, se tiene que la S2-ficación es siempre Cohen-Macaulay por [52,
Theorem 5] y por tanto K[S ′] es siempre la Macaulayficación de K[S]. Es por ello que se
define la Macaulayficación de un anillo de semigrupo simplicial como sigue:

Definición 1.1.13. Sea K[S] un anillo de semigrupo simplicial de dimensión de Krull d, el
anillo de semigrupo K[S ′] es una Macaulayficación de K[S] si:

1. S ⊂ S ′,

2. K[S ′] es Cohen-Macaulay, y

3. la dimensión de Krull de K[S ′ \ S] es ≤ d− 2.

1.2. Ideales ω-homogéneos Cohen-Macaulay

Sea I ⊂ R un ideal ω-homogéneo con ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ (Z+)n, es decir, I es
homogéneo respecto de la graduación que induce ω cuando consideramos degω(xi) =
ωi. Denotamos por d a la dimensión de Krull del anillo R/I y suponemos que A :=
K[xn−d+1, . . . , xn] es una normalización de Noether de R/I .

Una primera observación es que siA es una normalización de Noether deR/I , entonces
R/I es un A-módulo finitamente generado. Esta sección comienza con un resultado que
proporciona un sistema minimal de generadores ω-homogéneos del anillo R/I como A-
módulo. Recordamos primeramente el orden monomial lexicográfico inverso ω-graduado
ya que vamos a estudiar propiedades de las bases de Gröbner de ideales respecto de este
orden monomial (ver [1] o [24] para una explicación detallada de la teoría de bases de
Gröbner).

El orden lexicográfico inverso ω-graduado >ω se define como: xα >ω x
β si y sólo si

degω(xα) > degω(xβ), o

degω(xα) = degω(xβ) y la última entrada no nula del vector α−β ∈ Zn es negativa.
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Dado un polinomio f ∈ R, el término inicial de f , denotado in(f), es el mayor término
de f respecto a >ω. Además, el ideal inicial de un ideal J , denotado in(J), es el ideal
generado por los términos iniciales de los polinomios que pertenecen a J , es decir,

in(J) := ({in(f) | f ∈ J}).

En adelante, salvo que se diga lo contrario, tanto in(f) como in(J) harán referencia al
término inicial y al ideal inicial respecto de >ω.

En esta sección vamos a explotar las buenas propiedades del orden >ω para caracteri-
zar la propiedad de ser Cohen-Macaulay en ideales ω-homogéneos. Una de estas buenas
propiedades es la mostrada en el siguiente lema técnico, que nos será útil para el resto de
la sección y que es una generalización natural de [7, Lemma 2.2(a)]

Lema 1.2.1. Sea I un ideal ω-homogéneo y sea m ∈ {1, . . . , n}. Entonces,

in(I + (xm, . . . , xn)) = in(I) + (xm, . . . , xn)

Demostración. Sea G1 = {f1, . . . , fk} la base de Gröbner reducida de I respecto de >ω.
Observamos que como I es ω-homogéneo, fi es ω-homogéneo para todo i ∈ {1, . . . , k}.
Para obtener el resultado basta probar que G2 = {f1, . . . , fk, xm, . . . , xn} es base de Gröb-
ner de I + (xm, . . . , xn) respecto de >ω. Como G1 es base de Gröbner de I , in(I) =
(in(f1), . . . , in(fk)). Llegamos de este modo a que

in(I) + (xm, . . . , xn) = (in(f1), . . . , in(fk), xm, . . . , xn).

Veamos entonces G2 es base de Gröbner de I + (xm, . . . , xn). Es claro que G2 es un
sistema de generadores del ideal. Para probar que G2 es base de Gröbner vamos a com-
probar que los S-polinomios entre elementos de G2 se reducen a 0 módulo G2 (ver [24,
Theorem 2.3]). Observamos primero que S(fi, fj) →G2 0, para i, j ∈ {1, . . . , k} e i 6= j;
ya que G1 base de Gröbner y fi, fj ∈ G1 ⊂ G2. Además, para todo i, j ∈ {m, . . . , n} con
i 6= j, S(xi, xj) = 0. Ahora, si xj 6 |in(fi) para ciertos i ∈ {1, . . . , k} y j ∈ {m, . . . , n}, se
tiene que S(fi, xj)→G2 0 puesto que gcd{in(fi), xj} = 1. Nos queda únicamente estudiar
S(fi, xj) cuando xj|in(fi) con i ∈ {1, . . . , k} y j ∈ {m, . . . , n}. Tenemos que

S(fi, xj) = fi − (in(fi)/xj)xj = fi − in(fi).

Como G1 es base de Gröbner reducida y xj divide a in(fi), en cada monomio de fi− in(fi)
aparece xr con r ≥ j ya que fi es ω-homogéneo. Luego al dividir eliminamos uno de esos
monomios en cada paso, y llegamos así a 0. �

El siguiente resultado es fundamental en este trabajo en tanto en cuanto nos proporciona
un sistema (finito) minimal de generadores de R/I como A-módulo.

Proposición 1.2.2. Sea B el conjunto de monomios que no pertenecen al ideal in(I +
(xn−d+1, . . . , xn)). Entonces, B es finito y las clases en R/I de los elementos de B, es
decir,
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{u+ I | u ∈ B},

forman un sistema minimal de generadores homogéneos de R/I como A-módulo.

Demostración. Sabemos que B es finito por ser A una normalización de Noether de R/I .
Veamos queD := {u+I | u ∈ B} es un conjunto de generadores de R/I como A-módulo.
Si v /∈ in(I) es un monomio, entonces v se descompone como v = v1v2, donde v1, v2 son
monomios v1 ∈ A y v2 /∈ in(I) + (xn−d+1, . . . , xn) = in(I + (xn−d+1, . . . , xn)); por tanto
v2 ∈ B. Ahora bien, sea f + I ∈ R/I , basta con considerar un representante de f + I sin
monomios en in(I) y aplicar lo anterior para obtener que D genera R/I como A-módulo.

Probemos ahora la minimalidad de D. Supongamos por reducción al absurdo que v +
I =

∑r
j=1 hj(uj + I) ∈ R/I , con v, uj ∈ B, v 6= uj y hj ∈ A para todo j ∈ {1, . . . , r}.

Denotamos por cj ∈ K el término independiente de hj . Entonces v =
∑r

j=1 cjuj ∈ R/(I+
(xn−d+1, . . . , xn)), lo que es absurdo puesto que B esK-base deR/(I+(xn−d+1, . . . , xn)).

El ideal in(I) es un ideal monomial y, por ende, tiene un único sistema minimal de ge-
neradores formado por monomios como consecuencia del Lema de Dickson (ver, e.g., [24,
Theorem 5]). A continuación damos una caracterización de la propiedad Cohen-Macaulay
de un ideal ω-homogéneo en términos del sistema minimal de generadores formado por
monomios de su ideal inicial.

Teorema 1.2.3. Sea I ⊂ R un ideal ω-homogéneo, con ω ∈ (Z+)n. Entonces R/I es
Cohen-Macaulay si y sólo si xn−d+1, . . . , xn no dividen a ningún generador minimal de
in(I).

Demostración. Sabemos por la Proposición 1.1.10 que R/I es Cohen-Macaulay si y sólo
si R/I es libre como A-módulo. Por tanto, probaremos que R/I es un A-módulo libre si
y sólo si xn−d+1, . . . , xn no dividen a ningún generador minimal de in(I). Entonces, por
la Proposición 1.2.2, queremos probar que D := {xα + I | xα ∈ B} genera un A-módulo
libre si y sólo si xn−d+1, . . . , xn no dividen a ningún generador minimal de in(I), donde B
es el conjunto de monomios que no pertenecen a in(I + (xn−d+1, . . . , xn)).

Por contrarrecíproco, supongamos que existe i ∈ {n − d + 1, . . . , n} tal que xi di-
vide a un generador minimal xα de in(I). Consideramos entonces u = xα1

1 · · ·x
αn−d
n−d y

xα
′

= x
αn−d+1

n−d+1 · · ·xαnn 6= 1, así u ∈ B, xα′ ∈ A y xα = uxα
′ . Sea f ∈ R el resto de

dividir xα por una base de Gröbner minimal de I respecto de >ω. Entonces xα − f ∈ I
y ningún monomio de f pertenece a in(I), es decir, f =

∑t
j=1 cjvjx

βj con cj ∈ K,
vj ∈ B, xβj ∈ A y cjvjxβj /∈ in(I) para todo j ∈ {1, . . . , t}. Tenemos de este modo que
uxα

′ −
∑t

j=1 cjvjx
βj ∈ I con u, vj ∈ B. Luego u(xα

′
+ I) −

∑t
j=1 cjvj(x

βj + I) = 0 en
R/I con xα′ + I, xβj + I ∈ D, lo que implica que R/I no es un A-módulo libre.

Supongamos ahora que xn−d+1, . . . , xn no dividen a ningún generador de in(I) y vea-
mos que el conjunto D genera un módulo libre. Por reducción al absurdo supongamos
que

∑t
j=1 hj (xαj + I) = 0 en R/I con hj ∈ A y xαj ∈ B para todo j ∈ {1, . . . , t}. Sea

in
(∑t

j=1 hjx
αj

)
= cmxαi ∈ in(I) con c ∈ K\{0},m ∈ A un monomio y i ∈ {1, . . . , t}.
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Como xn−d+1, . . . , xn no dividen a ningún generador de in(I), tenemos que xαi ∈ in(I),
lo cual es una contradicción. �

Es interesante resaltar aquí que esta caracterización de la propiedad Cohen-Macaulay es
una generalización de [14, Proposition 2.1], que se aplica cuando el ideal I es homogéneo
en el sentido usual.

Como consecuencia de este Teorema, en la siguiente Proposición damos una fórmula
para calcular la serie de Hilbert ω-graduada de R/I cuando éste es Cohen-Macaulay. En
el Capítulo 3 veremos que este resultado no es más que un caso particular de un resultado
más general.

Proposición 1.2.4. Si R/I es Cohen-Macaulay, entonces la serie de Hilbert ω-graduada
de R/I viene dada por:

HR/I(t) =

∑
v∈B t

degω(v)∏n
i=n−d+1(1− tωi)

,

donde B es el conjunto de monomios que no pertenecen a in(I) + (xn−d+1, . . . , xn).

Demostración. Es un resultado clásico de Macaulay [46] que HR/I(t) = HR/in(I)(t);
además, al ser in(I) un ideal monomial, tenemos que:

HR/I(t) =
∑

v monomio
v/∈in(I)

tdegω(v).

Denotamos por Ji := in(I) + (xi, xi+1, . . . , xn) para todo i ∈ {n − d + 1, . . . , n} y
Jn+1 := in(I). Al ser R/I es Cohen-Macaulay, aplicando el Teorema 1.2.3, observamos
que para todo monomio v y para todo i ∈ {n− d+ 1, . . . , n} se tiene que

v ∈ Ji+1 ⇐⇒ xiv ∈ Ji+1.

Ahora denotamos por Hi la serie
∑

v monomio
v/∈Ji

tdegω(v) para todo i ∈ {n−d+1, . . . , n+1}, y

observamos queHR/I(t) = Hn+1, que Hn−d+1 =
∑

v∈B t
degω(v) y que Hi = (1− tωi)Hi+1,

ya que:
Hi+1 =

∑
v/∈Ji+1

tdegω(v) =

=
∑

v/∈Ji t
degω(v) +

∑
v/∈Ji+1
v∈Ji

tdegω(v) =

= Hi +
∑

v=xiu
u/∈Ji+1

tdegω(v) =

= Hi + tωi
∑

u/∈Ji+1
tdegω(u) =

= Hi + tωi Hi+1

.

De donde concluimos queHR/I(t) = Hn−d+1/(
∏n

i=n−d+1(1− tωi)).

Como consecuencia directa de este resultado se obtiene el hecho bien conocido de que
si R/I es Cohen-Macaulay, entonces (

∏n
i=n−d+1(1 − tωi))HR/I(t) es un polinomio de

coeficientes enteros no negativos (ver por ejemplo [61, Section 3]).
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Ilustramos a continuación el Teorema 1.2.3 y la Proposición 1.2.4 anteriores con un
ejemplo. En el mismo evidenciamos además que la propiedad Cohen-Macaulay del ideal
de definición de una variedad dada por su parametrización depende de la característica del
cuerpo K que estemos considerando.

Ejemplo 1.2.5. Consideramos la superficie en A4
K dada paramétricamente por

f1 := s3 + s2t, f2 := t4 + st3, f3 := s2, f4 := t2 ∈ K[s, t]

y denotamos por I a su ideal de definición. Usando cualquiera de los programas de compu-
tación polinomial que incluya el cálculo de bases de Gröbner, obtenemos que si K es un
cuerpo de característica 0, los polinomios {g1, g2, g3, g4} conforman una base de Gröbner
minimal de I con respecto de >ω, donde ω = (3, 4, 2, 2) y g1 := 2x2x

2
3 − x2

1x4 + x3
3x4 −

x2
3x

2
4, g2 := x4

1− 2x2
1x

3
3 + x6

3− 2x2
1x

2
3x4− 2x5

3x4 + x4
3x

2
4, g3 := x2

2− 2x2x
2
4− x3x

3
4 + x4

4 y
g4 := 2x2

1x2 − x2
1x3x4 + x4

3x4 − 3x2
1x

2
4 − 2x3

3x
2
4 + x2

3x
3
4. En particular

in(I) = (x2x
2
3, x

4
1, x

2
2, 2x

2
1x2).

Por consiguiente, atendiendo al Teorema 1.2.3, R/I no es Cohen-Macaulay ya que la va-
riable x3 divide a un generador minimal de in(I).

Por contra, si consideramos la misma superficie esta vez sobre un cuerpo infinito de
característica 2, se tiene que el conjunto {x2

1 + x3
3 + x2

3x4, x
2
2 + x3x

3
4 + x4

4} es una base de
Gröbner de I con respecto de >ω. En consecuencia, en este caso el anillo R/I es Cohen-
Macaulay. Basta observar de nuevo por el Teorema 1.2.3 que en el sistema minimal de
generadores de in(I) = (x2

1, x
2
2), no aparecen las variables x3 ni x4. Además, en este caso,

como los monomios que no pertenecen a in(I) + (x3, x4) son 1, x1, x2 y x1x2, de ω-grados
1, 3, 4 y 7 respectivamente, se tiene por la Proposición 1.2.4 que

HR/I(t) =
1 + t3 + t4 + t7

(1− t2)2
.

1.2.1. Aplicación: curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesio-
nes aritméticas generalizadas.

En esta subsección clasificamos las curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesio-
nes aritméticas generalizadas que son aritméticamente Cohen-Macaulay como aplicación
del Teorema 1.2.3 de la sección anterior. De este estudio también vamos a obtener una gran
familia de curvas monomiales proyectivas que no son aritméticamente Cohen-Macaulay.
Recordamos que una variedad V se dice que es aritméticamente Cohen-Macaulay si su
anillo coordenado R/I(V ) es Cohen-Macaulay, donde I(V ) es el ideal de definición de la
variedad.

Una sucesión aritmética generalizada es una sucesión de números enteros m1 < · · · <
mn tales que existen h, d,m1 ∈ Z+ verificando que mi = hm1 + (i − 1)d para todo
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i ∈ {2, . . . , n} o lo que es lo mismo hm1 < m2 < · · · < mn forman una sucesión
aritmética.

Es esta sección el objetivo es probar el Teorema que enunciamos a continuación.

Teorema 1.2.6. Sea m1 < · · · < mn una sucesión aritmética generalizada, entonces

K[C] es Cohen-Macaulay⇐⇒m1 < · · · < mn es una sucesión aritmética.

Comenzamos con un resultado con unas hipótesis menos restrictivas que el resto de la
sección.

Teorema 1.2.7. Sea m1 < · · · < mn una sucesión de enteros positivos que contiene una
sucesión aritmética generalizada mi1 < · · · < mil = mn tal que l ≥ 3. Sea h ∈ Z+

el entero que verifica que hmij = hmi1 + (j − 1)d para j ∈ {1, . . . , l}. Si h > 1 y
hmi1 /∈ {m1, . . . ,mn}, entonces K[C] no es Cohen-Macaulay.

Demostración. Por el Teorema 1.2.3 es suficiente encontrar un generador minimal de
in(I(C)) ⊂ K[x1, . . . , xn+1] en el que aparezca xn. Consideramos para ello el binomio
f := xhi1xn−xi2xil−1

xh−1
n+1 y observamos que f ∈ I(C) puesto que hmi1+mil = mi2+mil−1

.
Además, in(f) = xhi1xn ya que h > 1. Si xhi1 /∈ in(I(C)) existe un generador minimal
de in(I(C)) donde aparece la variable xn y hemos terminado. Supongamos entonces que
xhi1 ∈ in(I(C)). Entonces existe xα /∈ in(I(C)) donde α ∈ Nn+1 tal que g := xhi1 − x

α ∈
I(C). Afirmamos que αn+1 < h − 1. En efecto, xα tiene grado h y xα 6= xhn, por tanto
αn+1 ≤ h − 1, y si αn+1 = h − 1 tendríamos que g = xhi1 − xjx

h−1
n+1 ∈ I(C) para cierto

j ∈ {1 . . . , n}, una contradicción puesto que tendríamos que hmi1 = mj .
Consideramos ahora el binomio f − xng = xαxn − xi2xil−1

xh−1
n+1 ∈ I(C). Puesto que

αn+1 < h − 1 tenemos que g′ :=
∏n

j=1 x
αj
j xn − xi2xil−1

x
h−1−αj+1

n+1 ∈ I(C) y in(g′) =∏n
j=1 x

αj
j xn ∈ in(I(C)). No obstante, xα /∈ in(I(C)) y en consecuencia existe un generador

minimal de in(I(C)) donde aparece la variable xn y demostramos el resultado. �

El siguiente ejemplo ilustra una aplicación del Teorema anterior.

Ejemplo 1.2.8. Sea K[C] el anillo de coordenadas de la curva monomial proyectiva defi-
nida por la sucesión m1 = 2 < m2 = 4 < m3 = 7 < m4 = 11 < m5 = 15 < m6 = 16.
La sucesión anterior contiene una subsucesión aritmética generalizada m1 < m4 < m6

(subsucesión de tres términos con primer término igual a 2, h = 3 y diferencia d = 5).
Dado que la subsucesión involucra a m6, h > 1 y hm1 = 6 no pertenece a la sucesión,
se verifican todas las hipótesis del Teorema anterior y podemos concluir que K[C] no es
Cohen-Macaulay.

Observamos que, como consecuencia directa del Teorema 1.2.7, se deduce lo siguiente:

Corolario 1.2.9. Sea C ⊂ PnK una curva monomial proyectiva asociada a una sucesión
aritmética generalizada con h > 1 y n ≥ 3. Entonces K[C] no es Cohen-Macaulay.
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Para caracterizar la propiedad Cohen-Macaulay en este contexto nos queda estudiar el
caso h = 1 o, equivalentemente, que la sucesión m1 < · · · < mn sea aritmética. Para ello
vamos a describir explícitamente una base de Gröbner del ideal de definición de la curva
asociada a la sucesión aritmética y así poder aplicar el Teorema 1.2.3.

El siguiente resultado es un lema técnico que va a ser clave para el resto de la sección.
Dada una sucesión aritmética m1 < · · · < mn, le asociamos un par (α, k) ∈ N2 como
sigue:

Lema 1.2.10. Sean q ∈ N y r ∈ {1, . . . , n − 1} tales que m1 = q(n − 1) + r y tomamos
α := q + d y k := n− r. Entonces,

(a) αm1 +mi = mn−k+i + qmn para todo i ∈ {1, . . . , k} y

(b) α + 1 = min {b ∈ Z+ | bm1 ∈
∑n

i=2 Nmi}.

(c) q + 1 = min {b ∈ Z+ | bmn ∈
∑n−1

i=1 Nmi}.

Demostración. (a) es directo de la definición de α, q y k. Probemos ahora (b). Tomamos

M := min {b ∈ Z+ | bm1 ∈
n∑
i=2

Nmi}.

Por (a) se sigue que (α+ 1)m1 = mn−k+1 + qmn, por tanto M ≤ α+ 1. Supongamos por
reducción al absurdo que M ≤ α. Tenemos entonces que

Mm1 =
n∑
i=2

δimi para ciertos δ2, . . . , δn ∈ N. (1.6)

Probaremos que

(i) M −
∑n

i=2 δi > 0,

(ii) M −
∑n

i=2 δi < d, y

(iii) d divide a M −
∑n

i=2 δi,

lo que nos conduce a una contradicción y tendremos el resultado. En efecto, (i) se sigue
fácilmente de (1.6). También de (1.6) tenemos que (M −

∑n
i=2 δi)m1 =

∑n
i=2(i − 1)δid,

y por tanto se satisface (iii) pues gcd{m1, d} = 1. Usando (1.6) y la hipótesis M ≤ α
llegamos a que (

∑n
i=2 δi)mn ≥

∑n
i=2 δimi = Mm1 = Mmn −M(n − 1)d ≥ Mmn −

α(n−1)d > (M−d)mn. Así probamos (ii) y, por tanto, hemos probado (b). Un argumento
análogo sirve para demostrar (c). �

Siguiendo la notación del Lema anterior damos una base de Gröbner de I(C) en función
de los enteros que hemos asociado a la sucesión en el resultado anterior.
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Teorema 1.2.11. Sea C ⊂ PnK la curva monomial proyectiva asociada a la sucesión arit-
mética m1 < · · · < mn. El conjunto

G = {xixj − xi−1xj+1 | 2 ≤ i ≤ j ≤ n− 1} ∪ {xα1xi − xn+1−ix
q
nx

d
n+1 | 1 ≤ i ≤ k}

es una base de Gröbner minimal de I(C) ⊂ K[x1, . . . , xn+1] con respecto al orden lexico-
gráfico inverso graduado. Además G es un sistema minimal de generadores de I(C).

Demostración. Es fácil comprobar que G ⊆ I(C) usando Lema 1.2.10.(a). Veamos que
in(I(C)) ⊆ (in(G)) donde in(G) = {xixj | 2 ≤ i ≤ j ≤ n − 1} ∪ {xα1xi | 1 ≤ i ≤ k}
y (in(G)) es el ideal generado por los términos iniciales de los elementos del conjunto G.
Supongamos por contradicción que in(I(C)) 6⊆ (in(G)). Afirmamos que entonces existen
dos monomios l1, l2 /∈ (in(G)) tales que l1 − l2 ∈ I(C). En efecto, como in(I(C)) 6⊆
(in(G)), tenemos que las clases en {l | l es monomial y l /∈ (in(G))} no forman una K-base
deK[C]. Luego existen monomios l1, . . . , lt /∈ (in(G)) y λ1, . . . , λt ∈ K\{0} tales que f =∑t

i=1 λili ∈ I(C). Entonces ϕ(f) = 0 y ϕ(l1) 6= 0 donde ϕ es el homomorfismo de anillos
tal que Ker(ϕ) = I(C). Así existe j ∈ {2, . . . , t} tal que ϕ(l1) = ϕ(lj). Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que j = 2; luego tenemos que l1 − l2 ∈ I(C) y l1, l2 /∈ (in(G)).
Podemos suponer también que gcd{l1, l2} = 1 puesto que I(C) es un ideal primo. Además
in(G) = {xixj | 2 ≤ i ≤ j ≤ n − 1} ∪ {xα1xi | 1 ≤ i ≤ k}, luego podemos suponer que
l1 = xa1x

δi
i x

b1
n x

c1
n+1 y l2 = x

δj
j x

b2
n x

c2
n+1, donde:

(a) 0 ≤ a ≤ α,

(b) 2 ≤ i, j ≤ n− 1, i 6= j,

(c) δi, δj ∈ {0, 1},

(d) b1, b2, c1, c2 ≥ 0, y

(e) si a = α y δi = 1, entonces i > k (si no l1 ∈ (in(G))).

Como ϕ(l1) = ϕ(l2), tenemos que am1 + δimi + b1mn = δjmj + b2mn. Si a = 0,
entonces podemos suponer que b1 = 0 pues gcd{l1, l2} = 1. En consecuencia tenemos que
δimi = δjmj + b2mn, pero esto implica que b2 = 0 y mi = mj y, por consiguiente, l1 = l2,
una contradicción.

Sea entonces a partir de ahora a ≥ 1. Observamos primero que b1 = 0; en otro caso,
tendríamos que b2 = 0 y así am1 + δimi + b1mn ≥ mn > δjmj , lo que es absurdo. Por
consiguiente

am1 + δimi = δjmj + b2mn. (1.7)

Consideramos casos con respecto a los coeficientes en la expresión anterior.
Caso 1: Si δi = 0 entonces (1.7) queda am1 = δjmj+b2mn. Usando el Lema 1.2.10.(b),

obtenemos que a ≥ α + 1, una contradicción.
Caso 2: Si δj = 0 entonces (1.7) queda am1 + δimi = b2mn. Luego a = α por el Lema

1.2.10 y esto implica que δi = 1 y i = k, lo que es absurdo.
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Caso 3: Si δi = δj = 1, entonces de (1.7) tenemos am1 + mi = mj + b2mn. Conside-
ramos aquí distintos subcasos:

Subcaso 3.1: Si i > j, se deduce que am1 = mn−i+j + (b2 − 1)mn. Por el Lema
1.2.10.(b), esto implica que a ≥ α + 1, lo que contradice (a).

Subcaso 3.2: Si i < j, se obtiene que am1 +mn−j+i = (b2 + 1)mn, lo que implica que
a ≥ α. Por tanto, a = α y n− j+ = k, que es un absurdo por (e).

Además es fácil comprobar que G es minimal. Por último, no es complicado verificar
que además es sistema minimal de generadores del ideal. �

Nota 1.2.12. El hecho de que G es un sistema minimal de generadores del ideal I(C) ya
fue probado en [44, Remark 3.13].

Varios autores (ver, e.g. [2, 53, 54, 60]) han estudiado la curva monomial afín C ′ ⊆ An
K

dada paramétricamente por x1 = tm1 , . . . , xn = tmn con m1 < · · · < mn una sucesión
aritmética; llegando incluso en [33] a dar una descripción de una resolución libre minimal
graduada del ideal de la curva C ′. Notar que la curva C es la homogeneización de C ′. En [2]
se describe una base de Göbner minimal G ′ de I(C ′). Cabe destacar que la base de Gröbner
G descrita en el Teorema 1.2.11 coincide con la homogeneización de G ′ con respecto a la
variable xn+1.

Corolario 1.2.13. El ideal inicial de I(C) respecto al orden lexicográfico inverso graduado
es:

in(I(C)) = ({xixj | 2 ≤ i ≤ j ≤ n− 1}) + ({xα1xi | 1 ≤ i ≤ k})

Observamos que las variables xn y xn+1 no aparecen en los generadores el ideal inicial.
Así pues, por el Teorema 1.2.3, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.2.14. Si m1 < · · · < mn una sucesión aritmética, entonces K[C] es Cohen-
Macaulay.

Nota 1.2.15. El Corolario 1.2.14 es una generalización de [48, Proposition 1.2], donde
los autores obtienen el mismo resultado en un contexto más restrictivo, a saber, cuando
{m1, . . . ,mn} es un sistema minimal de generadores del semigrupo

∑n
i=1 Nmi. Cabe re-

saltar además que las técnicas que manejan para demostrar el resultado son distintas de
las nuestras.

Sea ahora m1 < · · · < mn una sucesión aritmética generalizada. Como consecuencia
del Teorema 1.2.7 y el Corolario 1.2.14 se deduce fácilmente el Teorema 1.2.6, resultado
principal de esta sección.

1.3. Ideales tóricos simpliciales Cohen-Macaulay
Sea I un ideal tórico simplicial. En virtud de la Proposición 1.1.12 podemos suponer

sin pérdida de generalidad que I = IA donde A = {a1, . . . , an} ⊂ Nd, an−d+i = ωn−d+iei
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para todo i ∈ {1, . . . , d}, y {e1, . . . , ed} es la base canónica de Nd y ωn−d+j ∈ Z+ para
todo j ∈ {1, . . . , d}. En esta sección vamos a caracterizar la propiedad Cohen-Macaulay
de IA en términos del semigrupo S generado por A. También veremos que, cuando R/IA
es Cohen-Macaulay, seremos capaces de describir su serie de Hilbert multigraduada (ver
(1.5)).

Para comenzar la sección damos un resultado conocido que determina en términos
de S un sistema minimal finito de generadores de K[S] como A-módulo, donde A =
K[xn−d+1, . . . , xn]. La Proposición 1.2.2 describe cómo obtener un sistema minimal de
generadores de R/IA como A-módulo a partir del ideal inicial de IA + (xn−d+1, . . . , xn)
respecto del orden lexicográfico inverso ω-graduado. En esta sección, bajo la hipótesis de
que el ideal es tórico simplicial, lo interesante es que este sistema de generadores de R/IA
como A-módulo se puede describir en términos de S y sin necesidad del cálculo de bases
de Gröbner.

Sabemos que IA = ker(ϕ) y K[S] = Im(ϕ) = K[ts|s ∈ S], donde ϕ : R →
K[t1, . . . , td]; xi 7→ tai = tai11 · · · t

aid
d para todo i ∈ {1, . . . , n}. Por otro lado, tenemos

que R/IA 'ϕ̄ K[S] donde ϕ̄ : R/IA → K[S];xi + IA 7→ tai . Puesto que ϕ̄ es un
isomorfismo, la aplicación que a la clase de equivalencia de cada monomio de R/IA le
asocia su S-grado es una biyección; notar además que ϕ̄(xn−d+i + IA) = t

ωn−d+i
i para

todo i ∈ {1, . . . , d}. Por tanto, como consecuencia de la Proposición 1.2.2, el conjunto
{tdegS(u) |umonomio, u /∈ in(I+(xn−d+1, . . . , xn))} es un sistema minimal de generadores
de K[S] como K[t

ωn−d+1

1 , . . . , tωnd ]-módulo. El resultado siguiente da una caracterización
de este conjunto enteramente en términos de S.

Proposición 1.3.1. Sea IA un ideal tórico simplicial y sea

S0 := {s ∈ S | s− ai /∈ S para todo i ∈ {n− d+ 1, . . . , n}} .

El conjunto
{ts | s ∈ S0} ,

es un sistema minimal de generadores de K[S] como K[t
ωn−d+1

1 , . . . , tωnd ]-módulo.

Demostración. Sea s ∈ S, vamos a ver que existen λ1, . . . , λd ∈ N tales que s −∑d
i=1 λian−d+i ∈ S0. Basta tomar λ1 = max{λ ∈ N | s − λan−d+1 ∈ S} y λi+1 =

max{λ ∈ N | s −
∑i

j=1 λian−d+i − λan−d+i+1 ∈ S} para todo i ∈ {1, . . . , d − 1}. Por
definición tenemos que s −

∑d
i=1 λiai ∈ S0 pues en caso contrario tendríamos que existe

j ∈ {1, . . . , d} tal que s−
∑d

i=1 λiai − aj ∈ S0, lo que contradice la elección de λj .
Así, tomando s′ := s−

∑d
i=1 λian−d+i, tenemos que s′ ∈ S0 y ts = ts

′
t
λ1ωn−d+1

1 · · · tλdωn1 ,
luego K[S] ⊆ ({ts | s ∈ S0})K[t

ωn−d+1

1 , . . . , tωnd ] y hemos terminado, siendo el otro conte-
nido evidente. La minimalidad de {ts | s ∈ S0} es evidente. �

En la sección anterior caracterizamos en la Proposición 1.2.3 cuándo R/I es Cohen-
Macaulay siendo A una normalización de Noether de R/I . En esta sección tratamos el
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caso particular en que I sea un ideal tórico simplicial. Haciendo uso de las Proposiciones
1.2.3 y 1.3.1 vamos a caracterizar en Proposición 1.3.3 los ideales tóricos simpliciales que
son Cohen-Macaulay. Recordar que, como se vió en la primera sección de este capítulo,
el hecho de que IA sea un ideal tórico simplicial es equivalente a que IA sea tórico y A
una normalización de Noether de R/IA. En [35, Theorem 1] (ver también [61, Theorem
6.4]), se aportan resultados equivalentes al que mostramos aquí. No obstante, incluimos su
prueba puesto que tiene ideas que serán utilizadas en secciones posteriores.

Dado S el semigrupo generado por el conjunto A = {a1, . . . , an} ⊂ Nd, con an−d+i =
ωn−d+iei para todo i ∈ {1, . . . , d}. Denotamos por ZS al menor subgrupo de Zd que con-
tiene a S y por ZS ′ al menor subgupo de Zd que contiene a {an−d+1, . . . , an} y definimos
la siguiente relación de equivalencia en ZS:

u ∼ v ⇐⇒ u− v ∈ ZS ′. (1.8)

Esta relación particiona ZS en [ZS : ZS ′] clases de equivalencia. Ahora bien, como el
grupo Zd/ZS es isomorfo a

(
Zd/ZS ′

)
/ (ZS/ZS ′), tenemos que

[ZS : ZS ′] =

(
d∏
i=1

ωn−d+i

)
/[Zd : ZS].

Se tiene el siguiente Lema:

Lema 1.3.2. Para todo x ∈ ZS existe un elemento b ∈ S0 tal que b ∼ x. En particular,
|S0| ≥ [ZS : ZS ′].

Demostración. Para todo i ∈ {1, . . . , n − d} existen αi ∈ Z+ y βij ∈ N tales que
αiai =

∑n
j=n−d+1 βijaj . Usando estas igualdades es fácil comprobar que en cada clase

de equivalencia hay un elemento de S. Como S = S0 + N{ωn−d+1e1, . . . , ωned}, se tiene
que además hay un elemento de S0 en cada clase de equivalencia.

Proposición 1.3.3. K[S] es Cohen-Macaulay⇐⇒ |S0| = [ZS : ZS ′].

Demostración. Basta probar que K[S] es un A-módulo libre si y solo si |S0| = [ZS : ZS ′]
por la Proposición 1.1.10.

Supongamos que |S0| > [ZS : ZS ′], entonces existen u, v ∈ S0 tales que u ∼ v o, lo
que es lo mismo, u +

∑d
i=1 λian−d+i = v +

∑d
i=1 µian−d+i para ciertos λi, µi ∈ N, para

todo i ∈ {1, . . . , d}. Por lo tanto, existen u′, v′ ∈ B tales que degS(u′) = u, degS(v′) = v
y u′xλ1n−d+1 · · ·xλdn − v′x

µ1
n−d+1 · · ·xµdn ∈ I y entonces K[S] no es un módulo libre puesto

que u′, v′ ∈ B.
Es fácil demostrar que el recíproco es cierto, ya que en virtud del Lema 1.3.2, por cada

clase hay un único elemento b ∈ S0 y por tanto es un A-módulo libre. �

Nota 1.3.4. Cabe resaltar en este punto que como consecuencia de la Proposición 1.3.3,
la propiedad Cohen-Macaulay en ideales tóricos simpliciales no depende del cuerpo K.
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Recordar que este hecho es particular de los ideales tóricos simpliciales, en el caso de un
ideal ω-graduado cualquiera no ocurre así como se puede observar en el Ejemplo 1.2.5.

Por otro lado, en el caso de ideales tóricos no simpliciales la propiedad Cohen-Macaulay
puede depender de la característica del cuerpo K. En [65], los autores dan un ejemplo de
este hecho.

Además, cuando K[S] es Cohen-Macaulay, como consecuencia de las Proposiciones
1.2.4 y 1.3.1, se tiene una descripción de la serie de Hilbert multigraduada de K[S] en
términos del conjunto S0. En el Capítulo 3 veremos que este resultado es consecuencia de
otro más general

Corolario 1.3.5. Si K[S] es Cohen-Macaulay, entonces:

HK[S](t) =

∑
s∈S0 t

s∏d
i=1(1− twn−d+ii )

.

1.3.1. Aplicación: curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesio-
nes casi aritméticas de diferencia uno.

Los enteros m1, . . . ,mn se dice que forman en una sucesión casi aritmética de dife-
rencia d si m1 < · · · < mn−1 son una sucesión aritmética creciente de diferencia d y mn

es un entero cualquiera diferente de los anteriores. En esta sección aplicaremos el crite-
rio aportado en la Proposición 1.3.3 para caracterizar las curvas monomiales proyectivas
aritméticamente Cohen-Macaulay asociadas a una sucesión casi aritmética de diferencia 1.
A saber, aquellas asociadas a sucesiones de enteros positivos {m1, . . . ,mn−1,mn} donde
m1 < . . . < mn−1 son números consecutivos y mn ∈ N es un entero cualquiera. Más
concretamente, el objetivo de esta subsección es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 1.3.6. Sea C ⊂ PnK la curva monomial proyectiva asociada a m1, . . . ,mn−1,mn,
una sucesión casi aritmética de diferencia 1 . Sea k :=

⌈
mn−1

mn−1−mn

⌉
, entonces

K[C] es Cohen-Macaulay⇐⇒ k ≤ 0 ó (k − 1)m1 ≤ kmn

La prueba del Teorema 1.3.6 es una consecuencia directa de la Proposición 1.3.7 que
considera la situación en que mn < m1 y la Proposición 1.3.9 que considera la situación
mn > mn−1.

Suponemos primero que mn < m1. Tomamos A := {a1, . . . , an, c} ⊆ N2 donde ai :=
(mi, n−1−i) ∈ N2, para todo i ∈ {1, . . . , n−1}, an := (0,mn−1) y c := (mn,mn−1−mn)
y S es el semigrupo de N2 generado por A.

Proposición 1.3.7. Sea C la curva monomial proyectiva asociada a m1, . . . ,mn ∈ N,
donde m1 < . . . < mn−1 son consecutivos y mn < m1. Sea k :=

⌈
mn−1

mn−1−mn

⌉
, entonces

K[C] es Cohen-Macaulay⇐⇒ (k − 1)m1 ≤ kmn
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Demostración. Sea a := m1 y b := mn. Para demostrar el resultado consideramos el
conjunto

∆ := {(λi, i) | 0 ≤ i ≤ a+ n− 3},

donde λi := mı́n{λ | (λ, i) ∈ S} para todo i ∈ {0, . . . , a+ n− 3}. Por definición es claro
que ∆ ⊆ S0. Además ∆ tiene a′ := a + n − 2 elementos. Así, como consecuencia de la
Proposición 1.3.3, tenemos que K[C] es Cohen-Macaulay si y solo si ∆ = S0. Probaremos
entonces que

∆ = S0 ⇐⇒ (k − 1)a ≤ kb.

Supongamos que (k − 1)a ≤ kb y veamos que S0 ⊆ ∆. Sea u = (u1, u2) ∈ S0 \ ∆,
entonces u2 ≥ a′ pues u /∈ ∆ y u :=

∑n−2
i=1 αj(a

′− j, j) +β(b, a′− b), con αj, β ∈ N, para
todo j ∈ {1, . . . , n− 2}. Estudiamos dos casos:

β ≥ k. Por definición de k tenemos que k(a′ − b) ≥ a′ y podemos escribir entonces
k(a′− b) = a′+ t con t ≥ 0 y t = γ(n−2)+ r, con r ∈ {1, . . . , n−2}. Así tenemos
que

k(a′ − b) = a′ + γ(n− 2) + r (1.9)

y llegamos a que

kc = an + γa1 + an−1−r + (k − γ − 2)an−1.

Afirmamos que k − γ − 2 ≥ 0. En efecto, de (1.9) se deduce que tenemos que
(k− 1)a− kb = (γ − k+ 1)(n− 2) + r. Además, por hipótesis, (k− 1)a− kb ≤ 0.
Entonces 0 ≥ (k − 1)a− kb = (γ − k − 1)(n− 2) + r ≥ (γ − k − 1)(n− 2) + 1.
Entonces γ − k − 1 ≤ −1 y, por consiguiente, k − γ − 2 ≥ 0.

De esta manera podemos escribir

u =
n−2∑
i=1

αjan−1−j + γa1 + ar + an + (k − γ − 2)an−1 + (β − k)c,

con αj, γ, k − γ − 2, β − k ≥ 0, una contradicción puesto que u ∈ S0.

β < k. Por definición de k tenemos que β(a′ − b) < k(a′ − b) ≥ a′ y u2 =∑n−2
j=1 jαj + β(a′ − b). Como u2 > a′ podemos escribir u2 − a′ = q(n − 2) + r

con r ∈ {1, . . . , n − 2}, o lo que es lo mismo u2 = a′ + q(n − 2) + r. Además, si
β = 0 es fácil probar que

∑n−2
j=1 αj ≥ q + 2 y si β ≥ 1, ver que

∑n−2
j=1 αj + β ≥∑n−2

j=1 αj + 1 ≥ q + 2. Por tanto, si tomamos δ :=
∑n−2

j=1 jαj + β − q − 2 ≥ 0,

u = (0, a′) + q(a′ − (n− 2), n− 2) + (a′ − r, r) + δ(a′, 0)
= an + qa1 + an−1−r + δan−1.

Luego, u− an ∈ S, lo que contradice que u ∈ S0.
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Hemos probado de este modo que (k − 1)a ≤ kb, entonces ∆ = S0. Veamos ahora el
recíproco. Supongamos que (k− 1)a > kb donde k = ba′/(a′− b)c y veamos que ∆ 6= S0

probando que kc ∈ S0 \∆. Por un lado, es evidente que kc /∈ ∆ pues k(a′ − b) ≥ a′ por
definición de k. Veamos que kc ∈ S0. Para demostrarlo probaremos que si

kc =
n∑
j=1

αjaj + βc, (1.10)

entonces αn−1 = αn = 0.
Observamos primero que k =

∑n
j=1 αj + β pues IA es homogéneo. De las segundas

componentes en (1.10) y teniendo en cuenta la definición de k obtenemos que αn ∈ {0, 1}.
Si αn = 0, entonces

k =
n−1∑
j=1

αj + β. (1.11)

Pero a′ − b ≥ n − 2, pues b < a, y entonces de las segundas componentes tenemos que
(k−β)(a′−b) =

∑n−2
i=1 αj(n−1−j) ≤

∑n−2
i=1 αj(a

′−b). Por consiguiente llegamos a que
k ≤

∑n−2
i=1 αj + β. Por la última desigualdad y (1.11), concluimos que k =

∑n−2
i=1 αj + β

y, en consecuencia, αn−1 = 0 como queríamos demostrar.
Si αn = 1, entonces (k−β) =

∑n
i=1 αjaj . Como αn = 1, tenemos que (k−β)c ≥ a′ y,

por la definición de k, que β = 0. En caso contrario, β > 0 implica que (k− β)c < a′, una
contradicción. Así llegamos a que kc =

∑n−1
i=1 αjaj + an. De las segundas componentes

se tiene que k(a′ − b) =
∑n−1

i=1 αj(n − 1 − j) + a′ = (
∑n−1

i=1 αj)(n − 2) + a′. Pero
por hipótesis k(a′ − b) ≥ a′ + (k − 1)(n − 2), entonces

∑n−1
i=1 αj ≥ k; absurdo ya que

k =
∑n−1

i=1 αj + αn + β =
∑n−1

i=1 αj + 1 > k. �

Ejemplo 1.3.8. Sea C ⊂ P5
K la curva proyectiva asociada a la sucesión m1, . . . ,m5 con

m1 := 17 < m2 := 18 < m3 := 19 < m4 := 20 y m5 < m1. Entonces,

K[C] es Cohen-Macaulay⇐⇒m5 ∈ {9, 10, 12, 13, 14, 15, 16}.

En efecto, si 1 ≤ m5 ≤ 10, se tiene que k = d20/(20 − m5)e = 2. Por tanto, por
la Proposición 1.3.7, K[S] es Cohen-Macaulay si y sólo si m5 ≥ 17/2, es decir, m5 ∈
{9, 10}. Por otro lado, si 11 ≤ m5 ≤ 16, entonces k = 3 y, en consecuencia, obtenemos
que la condición es m5 ≥ 34/3, o lo que es lo mismo m5 ∈ {12, 13, 14, 15, 16}.

Estudiamos ahora el caso mn > mn−1; observamos que esta condición es equivalente
a k ≤ 0. En este caso demostraremos que K[C] siempre es Cohen-Macaulay. Sea ahora
A := {a1, . . . , an, c} ⊆ N2 donde ai := (mi,mn−mi) ∈ N2, para todo i ∈ {1, . . . , n−1},
an := (0,mn) y c := (mn, 0) y S el semigrupo de N2 generado por A.

Proposición 1.3.9. Sea C la curva monomial proyectiva asociada a m1, . . . ,mn ∈ N,
donde m1 < . . . < mn−1 son consecutivos y mn > mn−1. Entonces, K[C] es Cohen-
Macaulay.
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Demostración. Sea a := m1 y b := mn. Definimos

∆ := {(γi, δi) | 0 ≤ i < b} ⊂ N2,

donde γi := mı́n{i + µib | i + µib ∈
∑n−2

j=0 N(a + j)} y δi := λib − γi tal que λi :=
mı́n{λ | λ a ≤ γi ≤ (λ+1)a}. Ya que |∆| = b, por la Proposición 1.3.3, es suficiente probar
que ∆ = S0. Veamos el doble contenido. Es evidente que para todo i ∈ {0, . . . , b − 1},
(γi, δi) ∈ S0 pues no es complicado probar que (γi, δi) − an /∈ S por definición de γi y
(γi, δi)− an+1 /∈ S por la definición de δi.

Sea s = (s1, s2) ∈ S0, y supongamos s1 ≡ i(mod b). Queremos probar que s = (γi, δi).
Por definición de γi tenemos que s1 ≥ γi. Entonces existe δ ≥ 0 tal que s1 − γi = δ b.
Por hipótesis, s ∈ S0 y podemos entonces escribir s =

∑n−1
j=1 αjaj con αj ∈ N para todo

j ∈ {0, . . . , n}. Del mismo modo, existen βj ∈ N, j ∈ {0, . . . , n}, tales que (γi, δi) =∑n−1
j=1 βjaj . Por definición de λi se tiene además que

∑n−1
j=1 βj = λi. Observamos ahora

que, de nuevo por definición de λi, s1 = γi + δ b > (λi − 1)(a + n − 2) + δ b. De donde
s1 > (λi − 1 + δ)(a + n − 2) ya que por hipótesis b > a + n − 2. Por otro lado, es claro
que s1 < (

∑n−1
j=1 αj)(a+ n− 2). De las dos desigualdades anteriores obtenemos que

n−1∑
j=1

αj − λi ≥ δ. (1.12)

Ahora, como
∑n−1

j=1 αj = (s1 + s2)/b y λi = (γi + δi)/b, usando la desigualdad (1.12)
llegamos a que s2 − δi ≥ 0; y por lo tanto existe δ′ ∈ N tal que s2 − δi = δ′ b

Hemos llegado a este modo a que (s1, s2) − δ an − δ′ an+1 con δ, δ′ ∈ N. Por consi-
guiente, puesto que (s1, s2) ∈ N, se tiene que δ = δ′ = 0 y terminamos así la prueba.
�

1.4. Macaulayficación en ideales tóricos simpliciales
Sea I un ideal tórico simplicial. En esta sección vamos a describir la Macaulayfica-

ción del anillo de semigrupo simplicial K[S] en términos del conjunto numérico S0 que
definimos en la Proposición 1.3.1.

Consideramos la misma relación de equivalencia en Zd que introdujimos en la sección
1.3, ver (1.8); sean s1, s2 ∈ Zd, se define

s1 ∼ s2 ⇐⇒ s1 − s2 ∈ Z{ωn−d+1e1, . . . , ωned}.

En el Lema 1.3.2 vimos que la citada relación particiona el conjunto S0 ⊂ Zd en D :=
ωn−d+1 · · ·ωn/[Zd : ZS] clases de equivalencia, pongamos S1, . . . , SD, mediante la rela-
ción anterior.

Definimos ahora para cada clase de equivalencia Si el vector bi de la siguiente manera.
Sea i ∈ {1, . . . , D}, consideramos Si = {s1, . . . , st} con sj := (sj1, . . . , sjd) ∈ Nd para
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todo j ∈ {1, . . . , t} y definimos bi = (bi1, . . . , bid) ∈ Nd el vector cuya coordenada l-ésima
bil es la menor l-ésima coordenada de los vectores s1, . . . , st, esto es, bil := mı́n{sjl | j ∈
{1, . . . , t}}. Denotamos B′ := {b1, . . . , bD} y

S ′ := B′ + N{ωn−d+1e1, . . . , ωned}. (1.13)

El objetivo de esta sección es probar que K[S ′] es la Macaulayficación de K[S]. El
punto clave de esta demostración es ver que dim(K[S ′ \ S]) ≤ d − 2. Para este propósito
usamos una técnica desarrollada en [51] que consiste en determinar la dimensión de un
anillo graduado estudiando su función de Hilbert. Más concretamente, si I es un ideal
ω-homogéneo, entonces, por [49, Lema 1.4], existen polinomios Q1, ..., Qs ∈ Z[t] con
s ∈ Z+ tales que la función de Hilbert de R/I satisface que HFR/I(ls + i) = Qi(l) para
todo i ∈ {1, . . . , s} y para todo l ∈ Z+ suficientemente grande. Además, en el trabajo no
publicado aún [50], el autor prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.4.1. Sean I un ideal ω-homogéneo y d = dim(R/I). Denotamos por h : N→
N a la función h(n) =

∑n
i=0HFR/I(i), entonces existen s ≥ 1 polinomios f1, ..., fs ∈ Z[t]

tales que h(ls + i) = fi(l) para todo i ∈ {1, . . . , s} y l ∈ Z+ suficientemente grande.
Además, los polinomios f1, . . . , fs tienen el mismo término inicial c td/d!, para cierto c ∈
Z+.

En la demostración del Teorema 1.4.3 describimos la función de Hilbert deK[S ′\S] en
términos de las respectivas funciones de Hilbert de varios ideales monomiales. El siguiente
resultado nos aporta información sobre la dimensión de los anillos asociados a los ideales
monomiales que utilizamos para describir la función de Hilbert.

Lema 1.4.2. SeaM ⊂ K[y1, . . . , yd] un ideal monomial. Si para todo i ∈ {1, . . . , d} existe
xα ∈M tal que xi - xα, entonces dim(R/I) ≤ d− 2.

Demostración. Basta probar que la altura del ideal I es mayor o igual que 2. Por contradic-
ción asumimos que I tiene un primo asociado P de altura uno. Puesto que I es monomial,
también lo es P (ver [66, Theorem 6.1.4]). Por ende, tendríamos que I ⊂

√
I ⊂ P = (xi),

lo que es absurdo. �

Estamos ya en condiciones de probar el principal resultado de esta sección.

Teorema 1.4.3. Sea S ′ el semigrupo descrito en (1.13). K[S ′] es la Macaulayficación de
K[S].

Demostración. Es claro que S ⊂ S ′. Queda probar que S ′ es un semigrupo, que K[S ′] es
Cohen-Macaulay y que dim(K[S ′ \ S]) ≤ dim(K[S])− 2.

Veamos primero que S ′ es un semigrupo. Sean s1, s2 ∈ S ′, entonces existen i, j ∈
{1, . . . , D} tales que s1 = bi+c1 y s2 = bj+c2 para ciertos c1, c2 ∈ N{ωn−d+1e1, . . . , ωned}.
Así s1 +s2 = bi+ bj +c1 +c2 y tomamos l ∈ {1, . . . , D} tal que bl ∼ bi+ bj . Por construc-
ción de B′, tenemos que blm ≤ bim + bjm para todo m ∈ {1, . . . , D} y, por consiguiente,
s1 + s2 ∈ S ′.
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Para probar que S ′ es Cohen-Macaulay basta observar que B′ = {b ∈ S ′ | b − ai /∈ S ′
para todo i ∈ {1, . . . , D}} y que |B′| = D, pues por la Proposición 1.3.3 deducimos que
S ′ es Cohen-Macaulay.

Veamos por último que dim(K[S ′ \ S]) ≤ d − 2. Consideramos la graduación usual
deg(ts) =

∑d
i=1 si donde s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd y observamos queK[S], K[S ′] yK[S ′\S]

son álgebras graduadas respecto a este orden. Denotamos porHF, HF ′ y ĤF la funciones
de Hilbert correspondientes a K[S], K[S ′] y K[S ′ \ S], respectivamente. Así la sucesión
exacta

0 −→ K[S] −→ K[S ′] −→ K[S ′ \ S] −→ 0

es también graduada y, por lo tanto, ĤF = HF ′ −HF . Observamos además que HF ′ =∑D
i=1 h

′
i y HF =

∑D
i=1 hi, con

h′i(r) := |{s ∈ S ′ | deg(ts) = r y s ∼ bi}| , y

hi(r) := |{s ∈ S | deg(ts) = r y s ∼ bi}| .

Para cada i ∈ {1, . . . , D} definimos un ideal monomial Mi ⊂ k[y1, . . . , yd] como si-
gue: para todo b ∈ S tal que b ∼ bi definimos el monomio mb := yβ11 · · · y

βd
d si y

sólo si b = bi +
∑d

j=1 βjωn−d+jej y Mi := ({mb | b ∈ S, b ∼ bi}). Consideramos
en K[y1, . . . , yd] la graduación degω(yj) = ωn−d+j y denotamos por HFi la correspon-
diente función de Hilbert ω-homogénea de K[y1, . . . , yd]/Mi. Tenemos la siguiente igual-
dad HFi(λ) = h′i(

∑d
j=1 bij + λ) − hi(

∑d
j=1 bij + λ) pues yβ /∈ Mi si y solo si bi +∑d

j=1 βjωn−d+jej ∈ S ′\S. Entonces, hemos escrito la función de Hilbert ĤF deK[S \S ′]
como suma de las funciones de Hilbert de K[y1, . . . , yd]/Mi, para i ∈ {1, . . . , D}. Por
construcción de M1, . . . ,MD y el Lema 1.4.2, tenemos que dim(K[y1, . . . , yd]/Mi) ≤
d − 2. Por consiquiente, por el Teorema 1.4.1, concluimos que la dimensión de K[S ′ \ S]
es el máximo de dim(K[y1, . . . , yd]/Mi) ≤ d− 2 y obtenemos así el resultado. �

A continuación ilustramos con un ejemplo el cálculo de la Macaulayficación haciendo
uso del conjunto S0. El ejemplo que trabajamos además ilustra un hecho que nos parece
interesante resaltar. A saber, puede ocurrir que el ideal asociado al anillo del semigrupo
K[S ′] no sea homogéneo con la graduación estándar, siendo K[S] = R/IA con IA un ideal
homogéneo.

Ejemplo 1.4.4. Consideramos el anillo K[S], donde S ⊂ N2 es el semigrupo generado
por A := {(1, 9), (4, 6), (5, 5), (10, 0), (0, 10)} ⊂ N2. Así, K[S] = R/IA e IA es un ideal
homogéneo de grado 10. Obtenemos que

S0 = {(0, 0), (1, 9), (2, 18), (3, 27), (13, 17), (4, 6), (5, 5), (6, 14), (7, 23), (8, 12), (9, 11)} .

Además D = 100/[Z2 : ZS] = 10, y calculamos las 10 clases de equivalencia que hay:
S1 = {(0, 0)}, S2 = {(1, 9)}, S3 = {(2, 18)}, S4 = {(3, 27), (13, 17)}, S5 = {(4, 6)},
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S6 = {(5, 5)}, S7 = {(6, 14)}, S8 = {(7, 23)}, S9 = {(8, 12)} y S10 = {(9, 11)}. Por con-
siguiente, la MacaulayficaiónK[S ′] deK[S] viene dada por S ′ = B′+N{(10, 0), (0, 10)},
donde

B′ = {(0, 0), (1, 9), (2, 18), (3, 17), (4, 6), (5, 5), (6, 14), (7, 23), (8, 12), (9, 11)}.

O, lo que es lo mismo, S ′ es el semigrupo generado por el conjunto

A′ = {(1, 9), (3, 17), (4, 6), (5, 5), (10, 0), (0, 10)}.

e IA′ es ω-homogéneo con ω = (1, 2, 1, 1, 1, 1) y sin embargo no es homogéneo en el
sentido usual.

1.4.1. Aplicación: Macaulayficación de curvas monomiales lisas

En esta subsección vamos a aplicar la construcción que hemos presentado en la sección
anterior para obtener la Macaulayficación de los anillos de coordenadas de las curvas mo-
nomiales proyectivas lisas. Más concretamente, demostramos que la Macaulayficación del
anillo de coordenadas de cualquier curva monomial lisa es el correspondiente a la curva
racional normal del mismo grado.

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. La curva monomial proyectiva C definida
por la sucesión m1 < · · · < mn de enteros primos entre sí es lisa si y sólo si m1 = 1 y
mn = mn−1 + 1 (ver, e.g., [25, Exercise 2.1.8]). La curva racional normal de grado g, que
denotamos por CRg, es la curva asociada a la sucesión 1 < 2 < · · · < g; en otras palabras,
es la la curva parametrizada por xi = sitg−i para todo i ∈ {1, . . . , g} y xg+1 = tg.

Proposición 1.4.5. Sean K un cuerpo algebraicamente cerrado y C una curva monomial
proyectiva lisa de grado g. La Macaulayficación de K[C] es K[CRg].

Demostración. Consideramos la sucesión m1 = 1 < m2 < · · · < mn = mn−1 + 1 = g
que define C. Denotamos por S ⊂ N2 al semigrupo generado por a1, . . . , an+1 con ai :=
(mi,mn−mi) para todo i ∈ {1, . . . , n} y an+1 := (0,mn); se tiene que K[C] = K[S]. Por
el Teorema 1.4.3, la Macaulayficación de K[C] es K[S ′], donde S ′ = B′ + {(g, 0), (0, g)}
y B′ es el conjunto descrito en (1.13). Para determinar B′ vamos primero a estudiar el
conjunto S0 = {s ∈ S | s − (g, 0), s − (0, g) /∈ S}. Observamos que (m1,mn − m1) =
(1, g − 1) ∈ S , por lo tanto si = (i, i(g − 1)) ∈ S para cada i ∈ {1, . . . , g − 1}. De aquí
se deduce que para cada i ∈ {1, . . . , g − 1} existe vi = (i, vi2) ∈ S0. Por otro lado, puesto
que (g−1, 1) ∈ S, podemos hacer el mismo razonamiento que antes y llegamos a que para
cada i ∈ {1, . . . , g − 1} existe wi = (wi1, i) ∈ S0. Como además

ZS = {(x, y) ∈ Z2 |x+ y ≡ 0 (mod g)}, y

para todo s1, s2 ∈ Z2, s1 ∼ s2 si y solo si s1 − s2 = λ(g, 0) + µ(0, g) con λ, µ ∈ Z;
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se tiene que vi ∼ wg−i para todo i ∈ {1, . . . , g − 1} y, por tanto (i, g − i) ∈ B′ para
todo i ∈ {1, . . . , g − 1}. El número de elementos de B′ es igual al número de clases de
equivalencia en S0, que es D := g2/[Z2 : ZS] = g. En consecuencia, B′ = {(i, g− i) | 1 ≤
i < g} ∪ {(0, 0)} y concluimos que K[S ′] = K[CRg].

Como consecuencia directa del resultado anterior obtenemos lo siguiente.

Corolario 1.4.6. Sea C una curva monomial lisa, entonces

C es aritméticamente Cohen-Macaulay⇐⇒ C es una curva racional normal.
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Capítulo 2

Invariantes algebraicos de curvas
monomiales proyectivas asociadas a
sucesiones aritméticas generalizadas

”Algebra is but written geometry and
geometry is but figured algebra."

Sophie Germain

En este capítulo estudiaremos invariantes algebraicos del anillo de coordenadasK[C] =
R/I(C) de una curva monomial proyectiva C. Recordamos que toda curva monomial pro-
yectiva viene determinada por una sucesión de enteros positivos m1 < · · · < mn como la
curva definida paramétricamente por las ecuaciones

x1 = sm1tmn−m1 , . . . , xn−1 = smn−1tmn−mn−1 , xn = smn , xn+1 = tmn .

En particular, prestaremos especial atención a aquellas curvas en las que m1 < · · · < mn

es una sucesión aritmética generalizada.
En la primera sección recordamos cómo, a partir de una resolución libre minimal gra-

duada de R/I siendo I un ideal homogéneo, podemos determinar fácilmente si R/I es
Cohen-Macaulay, Gorenstein o intersección completa y calcular la serie de Hilbert y la
regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/I . Recordamos también los resultados nece-
sarios para definir la estrategia que usaremos en el resto del capítulo para el cálculo de la
regularidad. Asimismo definimos las álgebras de Koszul e incluimos algunos resultados
básicos útiles para caracterizar las álgebras de Koszul. También incluimos en esta sección
un resultado que proporciona una expresión de la serie de Hilbert de K[C], cuando C es
una curva monomial proyectiva asociada a una sucesión de enteros positivos, en términos
del ideal inicial del ideal de definición de la curva respecto del orden lexicográfico inverso
graduado.

Una vez definida la estrategia que seguimos en este capítulo, el resto del mismo lo
dedicamos a estudiar clases de curvas monomiales proyectivas. Comenzamos en la segunda
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sección con curvas monomiales proyectivas asociadas a una sucesión aritmética (que ya
demostramos que son aritméticamente Cohen-Macaulay en el Capítulo 1). En este contexto
proporcionamos fórmulas para la regularidad de Castelnuovo-Mumford y la función y la
serie de Hilbert del anillo de coordenadas de la curva. Se obtiene también el tipo Cohen-
Macaulay y una caracterización de cuándo son Gorenstein.

En la tercera sección de este capítulo se obtienen algunos invariantes de las curvas
monomiales proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas generalizadas. En particular,
comenzamos caracterizando cuándo K[C] es intersección completa. Para una cierta subfa-
milia de sucesiones aritméticas generalizadas damos una base de Gröbner de I(C) respecto
del orden lexicográfico inverso graduado. Como consecuencia de tener esta base de Gröb-
ner, proporcionamos la regularidad y la serie y función de Hilbert de K[C]. Asimismo,
probamos que la regularidad se alcanza en el último paso de la resolución libre minimal
graduada de K[C].

Finalmente, en el último capítulo de esta sección estudiaremos la propiedad de Koszul
de K[C]. Más concretamente, caracterizamos cuándo K[C] es Koszul siendo m1 < · · · <
mn una sucesión aritmética generalizada. También listamos todas las curvas monomiales
proyectivas cuya álgebra K[C] es Koszul y tiene codimensión 2 y 3.

2.1. Generalidades

Sea I ⊂ R un ideal homogéneo y

F : 0→
βp⊕
j=1

R(−epj) −→ · · · −→
β1⊕
j=1

R(−e1j) −→ R −→ R/I → 0 (2.1)

una resolución libre minimal graduada deR/I comoR-módulo. Comenzamos esta sección
con varios resultados clásicos que indican qué peculiaridades tiene esta resolución cuando
R/I es Cohen-Macaulay, Gorenstein o intersección completa.

Sea d = dim(R/I). Recordamos que p = pd(R/I) ≥ n − d y que, como ya vimos en la
Proposición 1.1.10, R/I es Cohen-Macaulay si y solo si p = n− d. Por tanto cuando R/I
es Cohen-Macaulay, su resolución es lo más corta posible.

Definición 2.1.1. Si R/I Cohen-Macaulay, al entero βp de la resolución F (2.1) se le
denomina el tipo Cohen-Macaulay de R/I . Además, R/I se dice Gorenstein si es Cohen-
Macaulay de tipo 1.

Usualmente se toma como definición que R/I es Gorenstein si y solo si el modulo
canónico es libre de rango 1; no obstante, esta definición coincide con la aquí dada (ver,
e.g., [41, Proposition 3.2]).

Cuando R/I es Gorenstein se tiene que su resolución como R-módulo es ‘simétrica’,
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más precisamente se tiene que

βi⊕
j=1

R(−eij) '
βp−i⊕
j=1

R(−(ep1 − ep−ij)), con i ∈ {1, . . . , p− 1} (2.2)

y, en particular, βp−i = βi para todo i ∈ {1, . . . , p − 1} y ep1 = eij + ep−ij para todo
i ∈ {1, . . . , p− 1} y para todo j ∈ {1, . . . , βi} (ver, e.g., [19, Theorem 1.5]).

Una subfamilia notable de los anillos Gorenstein es la de los anillos de intersección
completa.

Definición 2.1.2. Sea I un ideal homogéneo deR. Se dice que I es intersección completa si
está generado por una sucesión regular. Además, se dice que R/I es intersección completa
si I lo es.

Al ser I homogéneo, como consecuencia de la versión graduada del Lema de Nakaya-
ma tenemos que todos los sistemas minimales de generadores homogéneos de I tienen el
mismo número de elementos y, además, que las siguientes propiedades son equivalentes
(ver, e.g., [55, Theorem 2.12]):

I es intersección completa,

I está generado por ht(I) elementos,

I está generado por ht(I) elementos homogéneos,

β1 = ht(I), y

cualquier sistema minimal de generadores homogéneos de I tiene ht(I) elementos.

Por tanto, para determinar si I es intersección completa basta con calcular un sistema mini-
mal de generadores homogéneos y comprobar si tiene h := ht(I) elementos. Cuando I es
intersección completa, el complejo de Koszul asociado a un sistema minimal de generado-
res homogéneos de I es una resolución libre minimal graduada deR/I (ver, e.g., [55, Chap-
ter 14]). Por tanto, si los grados de los generadores minimales de I son d1, . . . , dh ∈ Z+, la
resolución libre minimal graduada viene dada por

0→ R

(
−

h∑
j=1

dj

)
· · · −→

⊕
|J|=i

J⊂{1,...,h}

R

(
−
∑
j∈J

dj

)
−→ · · ·

h⊕
j=1

R(−dj) −→ R −→ R/I → 0

(2.3)
Como consecuencia, si R/I es intersección completa, entonces es Gorenstein.

El ideal I es homogéneo, lo que equivale a que I sea ω-homogéneo con ω = (1, . . . , 1).
La serie y la función de Hilbert de R/I son la serie y función de Hilbert ω-graduada
de la Definición 1.1.7 con ω = (1, . . . , 1). Más concretamente, si Rs denota el espacio
vectorial generado por los polinomios homogéneos de grado s, entonces HFR/I(s) :=
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dimK(Rs/(I ∩ Rs)), para todo s ∈ N, y HR/I(t) :=
∑

s∈NHFR/I(s) t
s son la función

y la serie de Hilbert de R/I , respectivamente.
Ahora bien, al ser I homogéneo, existe un único polinomio con coeficientes racionales

tal que P (s) = HFR/I(s) para s >> 0 (ver, por ejemplo, [3]); este polinomio P (t) se
denomina el polinomio de Hilbert de R/I . El menor entero s0 tal que P (s) = HFR/I(s)
para todo s ≥ s0 es la regularidad de la función de Hilbert de R/I .

Es bien sabido que para todo ideal homogéneo I , la serie de Hilbert de HR/I(t) se
puede expresar (formalmente) como una expresión racional con denominador (1 − t)d,
donde d = dim(R/I); es decir, existe un polinomio h(t) ∈ Z[t] tal que

HR/I(t) =
h(t)

(1− t)d
. (2.4)

Este polinomio h(t) es el denominado h-polinomio de R/I .

Como ya vimos en la Proposición 1.1.8, se puede expresar la serie de Hilbert de R/I
en términos de la resolución (2.1) por medio de la fórmula siguiente:

HR/I(t) =
1 +

∑p
i=1(−1)i

∑βi
j=1 t

eij

(1− t)n
. (2.5)

La regularidad de Castelnuovo-Mumford se puede definir vía la resolución libre mini-
mal graduada (ver [29], y también [6], para definiciones equivalentes) como sigue:

Definición 2.1.3. La regularidad de Castelnuovo-Mumford, o simplemente regularidad, de
R/I es

reg(R/I) := max {eij − i; 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ βi}.

Schenzel demostró en [58, Theorem 3.11] (ver también [13, Corollary 1.2] para una
prueba elemental del mismo resultado) que la regularidad se alcanza en la ‘cola’ de la
resolución, es decir, en alguno de los módulos libres

⊕βi
j=1 R(−eij) con n− dim(R/I) ≤

i ≤ p = pdR(R/I) y, por tanto, que reg(R/I) := max {eij − i; n − dim(R/I) ≤ i ≤
p, 1 ≤ j ≤ βi}.

En particular, cuando R/I es Cohen-Macaulay, la regularidad se alcanza en el último
paso de la resolución y reg(R/I) := max {epj − p; 1 ≤ j ≤ βp}, donde p = pdR(R/I) =
n− dim(R/I). También como consecuencia se tiene lo siguiente.

Nota 2.1.4. SiR/I es Cohen-Macaulay, la regularidad deR/I se puede obtener a partir de
la serie de Hilbert deR/I . En efecto, al alcanzarse la regularidad deR/I en el último paso
de la resolución, el grado del polinomio q(x) = 1 +

∑p
i=1(−1)i

∑βi
j=1 t

eij es exactamente
max {epj; 1 ≤ j ≤ βp} = reg(R/I) + p. Por tanto, de (2.5) se tiene que el grado de la
serie de Hilbert de R/I vista como función racional es

deg(q(x))− n = reg(R/I) + p− n = reg(R/I)− dim(R/I).

Además, de (2.4) se deduce a su vez que la regularidad de R/I coincide con el grado del
h-polinomio de R/I .
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Cuando R/I es Gorenstein, de (2.2) se deduce la siguiente igualdad para su serie de
Hilbert (ver también por [61, Theorem 4.1]):

HR/I(1/t) = (−1)d tn−ep1HR/I(t).

Como consecuencia, el h-polinomio de R/I es simétrico, es decir, si
∑`

i=0 hit
i es el h-

polinomio de R/I , entonces hi = h`−i para todo i.

En el caso particular en que R/I es intersección completa, de (2.3) se derivan las si-
guientes fórmulas para su serie de Hilbert:

HR/I(t) =
1 +

∑h
i=1(−1)i

∑
|J|=i

J⊂{1,...,h}
t
∑
j∈J dj

(1− t)n
=

=

∏h
i=1(1− tdi)
(1− t)n

=

∏h
i=1(1 + t+ · · ·+ tdi−1)

(1− t)d

y para su regularidad de Castelnuovo-Mumford: reg(R/I) =
∑h

i=1(ai − 1).

En general el cálculo de una resolución libre minimal graduada de R/I es una tarea
muy costosa computacionalmente y hay pocas excepciones (como es el caso de las inter-
secciones completas) en las que se conocen descripciones explícitas de la resolución. En
esta sección hemos visto cómo:

conocer si R/I satisface alguna propiedad algebraica como ser Cohen-Macaulay,
Gorenstein y/o intersección completa, o

conocer invariantes cohomológicos tales cómo la regularidad y/o la serie de Hilbert
de R/I ,

aporta información relevante sobre la resolución de R/I . Es por ello que han surgido mul-
titud de trabajos que buscan caracterizar estas propiedades o calcular estos invariantes sin
pasar por el cálculo explícito de la resolución. En este capítulo, seguiremos esta filosofía
para estudiar los anillos coordenados de las curvas monomiales proyectivas asociadas a
sucesiones aritméticas generalizadas. En particular, para el cálculo de la regularidad ha-
remos uso de algunos resultados que se encuentran en [15]. En este artículo se describe
un algoritmo para el cálculo de la regularidad de R/I y está implementado en la libre-
ría [16] para el software SINGULAR. En pocas palabras, la idea del algoritmo consiste en
asociar a cada ideal homogéneo I , un ideal monomial de tipo encajado J de manera que
reg(R/I) = reg(R/J); además el cálculo de la regularidad de R/J es sencillo.

Definición 2.1.5. Un ideal monomial J ⊂ R es de tipo encajado si todo ideal primo p ⊂ R
asociado a J es de la forma p = (x1, . . . , xi) para algún i ∈ {1, . . . , n}.

Recordamos que in(I) denota al ideal inicial de I respecto al orden lexicográfico inver-
so graduado.
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Teorema 2.1.6. [15, Theorem 4.1] Si in(I) es un ideal monomial de tipo encajado, enton-
ces reg(R/I) = reg(R/in(I)).

En general, la regularidad deR/I está acotada superiormente por la regularidad deR/J
siendo J el ideal inicial de I con respecto a cualquier orden monomial (ver [5]). Cuando
este orden es el lexicográfico inverso graduado, Bayer y Stillman prueban en [7] que en
coordenadas genéricas la regularidad deR/I y la deR/in(I) coinciden. Además, haciendo
uso de un resultado de Galligo [30], deducen en [7, Proposición 2.9] que en característica 0
esta regularidad coincide además con el mayor grado de un generador de in(I) menos uno.
El Teorema 2.1.6 asegura que cuando in(I) es de tipo encajado, la regularidad de R/I y la
de R/in(I) coinciden sin necesidad de efectuar cambios de coordenadas y sin importar la
característica del cuerpo. Además, en el contexto que vamos a trabajar el ideal inicial de
I es siempre de tipo encajado, como nos asegura el siguiente resultado cuya demostración
es sencilla (ver [15, Proposition 3.2] para criterios efectivos para determinar si un ideal
monomial es de tipo encajado).

Proposición 2.1.7. Si dim(R/I) = 2 y K[xn−1, xn] ↪→ R/I es una normalización de
Noether, entonces in(I) es de tipo encajado.

La regularidad de los ideales monomiales de tipo encajado es fácil de calcular. En par-
ticular, haremos uso de un resultado que se encuentra en [15] donde se calcula dicha regu-
laridad de forma combinatoria mediante la descomposición irreducible del ideal. Recorda-
mos que un ideal se dice que es irreducible si no se puede escribir como intersección de
otros dos ideales. Los ideales monomiales irreducibles tienen una estructura sencilla como
se muestra en el siguiente lema.

Lema 2.1.8. (ver, e.g., [66, Proposition 6.1.16]) Sea J ⊆ R un ideal monomial. J es
irreducible si y sólo si J se puede escribir como J = (xa1i1 , . . . , x

as
is

), donde i1, . . . , is ∈
{1, . . . , n} son todos distintos y aj ∈ N para todo j ∈ {1, . . . , s}.

Una descomposición irreducible de un ideal monomial es una expresión de dicho ideal
como intersección de ideales monomiales irreducibles. Si en esta intersección no sobra
ninguno de los ideales se dice que la descomposición irreducible es irredundante. Ade-
más un ideal monomial tiene una única descomposición irreducible irredundante (ver, por
ejemplo, [66, Theorem 6.1.17]), que llamaremos la descomposición irreducible. Los idea-
les que aparecen en una descomposición irreducible irredundante de un ideal monomial se
denominan sus componentes irreducibles. En la librería [10] para el software SINGULAR

se han implementado diversos métodos para calcular la descomposición irreducible de un
ideal monomial.

El resultado principal en el que nos apoyamos para el cálculo de la regularidad es el
siguiente.

Proposición 2.1.9. [15, Corolary 3.17] Sea M ⊂ R un ideal monomial de tipo encajado y
sea M = ∩si=1qi su descomposición irreducible. Entonces,

reg(R/M) = max {reg(R/qi) | i ∈ {1, . . . , s}}.
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Por último, dado que los ideales monomiales irreducibles son siempre intersección
completa, se tiene lo siguiente (ver [14, Remark 2.3]):

Proposición 2.1.10. Sea q = (xd1i1 , . . . , x
dr
ir

) ⊂ R un ideal monomial irreducible, entonces
reg(R/q) = d1 + . . .+ dr − r

En este capítulo consideraremos la curva proyectiva C definida por una sucesión de
enteros positivos m1 < · · · < mn y estudiaremos el anillo K[C] = R/I(C) donde I(C)
es el ideal de definición de C. Recordamos que I(C) ⊂ K[x1, . . . , xn+1] es el núcleo del
homomorfismo de K-álgebras

ϕ : R = K[x1, . . . , xn+1] −→ K[t1, t2]
xi 7−→ tmi1 tmn−mi2 para i ∈ {1, . . . , n− 1}
xn 7−→ tmn1

xn+1 7−→ tmn2

.

Nuestra estrategia para el cálculo de la regularidad de Castelnuovo-Mumford es hallar
una base de Gröbner minimal de I(C). Luego, obtener la descomposición irreducible (irre-
dundante) de in(I(C)) y a partir de esta deducir la regularidad atendiendo a la Proposición
2.1.9.

Asimismo, en virtud de un clásico resultado de Macaulay [46] que demuestra que la
serie (y la función) de Hilbert de K[C] = R/I(C) coincide con la de R/in(I(C)) para
cualquier orden monomial, también obtenemos la función y la serie de Hilbert de R/I(C) a
partir de la base de Gröbner minimal de I(C). El siguiente resultado muestra cómo obtener
la serie de HilbertHK[C] de K[C] a partir de in(I).

Proposición 2.1.11. Sea C una curva monomial proyectiva. Entonces,

HK[C](t) =

∑
xγ /∈J+(xn,xn+1) t

|γ| − t
∑

xγ /∈J+(xn+1)

xnxγ∈J
t |γ|

(1− t)2
,

donde |γ| :=
∑n+1

i=1 γi para γ = (γ1, . . . , γn+1) ∈ Nn+1 y J := in(I(C)). Además, si K[C]
es Cohen-Macaulay, entonces

HK[C](t) =

∑
xγ /∈J+(xn,xn+1) t

|γ|

(1− t)2
.

Demostración. Como la serie de Hilbert de K[C] = R/I(C) coincide con la de R/J ,
entoncesHK[C](t) =

∑
xγ /∈J t

|γ|. Observamos que

HK[C](t) =
∑
xγ /∈J
γn+1=0

t |γ| +
∑
xγ /∈J
γn+1 6=0

t |γ|.

Como estamos trabajando con el orden lexicográfico inverso graduado y el ideal I(C) es
un ideal primo homogéneo, tenemos que la variable xn+1 no aparece en ningún generador
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minimal de J . Por lo tanto se deduce que {xγ /∈ J | γn+1 6= 0} = {xn+1x
β |xβ /∈ J}.

Luego,
HK[C](t) =

∑
xγ /∈J
γn+1=0

t |γ| + t
∑
xβ /∈J

t |β| =
∑
xγ /∈J
γn+1=0

t |γ| + tHK[C](t).

Hemos llegado así a que

(1− t)HK[C](t) =
∑
xγ /∈J
γn+1=0

t |γ| =
∑
xγ /∈J

γn=γn+1=0

t |γ| +
∑
xγ /∈J

γn 6=0, γn+1=0

t |γ|.

Además, ∑
xγ /∈J

γn 6=0, γn+1=0

t |γ| = t
∑
xβ /∈J
βn+1=0

t |β| − t
∑

xβ /∈J, xnxβ∈J
βn+1=0

t |β|.

Para obtener finalmente el resultado, observamos que

t
∑
xβ /∈J
βn+1=0

t |β| = t(1− t)HK[C](t).

Por último, si K[C] es Cohen-Macaulay, por el Teorema 1.2.3 tenemos que xnxγ ∈ J
si y sólo si xγ ∈ J y sigue el resultado.

Por último, en este capítulo también estudiamos la propiedad Koszul del anilloR/I(C).

Definición 2.1.12. Sea I un ideal ω-homogéneo, R/I es un álgebra de Koszul si K tiene
una resolución lineal como R/I-módulo.

El clásico ejemplo de álgebra de Koszul es T = K[x]/(x2), ya que K tiene como
resolución minimal:

· · · → T
x−→ T

x−→ · · · x−→ T −→ K → 0,

donde T x−→ T denota el morfismo multiplicación por x.

Una de las principales propiedades de las álgebras de Koszul, demostrada por Avramov
y Eisenbud [4], es la siguiente: si R/I es un álgebra de Koszul y T es un R/I-módulo
finitamente generado, si bien puede ser que la resolución de T como R/I sea infinita, su
regularidad como R/I-módulo es finita.

Para estudiar la propiedad de Koszul nos apoyaremos las siguientes implicaciones bien
conocidas (ver, por ejemplo, [23]). Se verifica que (i)⇒ (ii)⇒ (iii), donde

(i) I(C) posee una base de Gröbner cuadrática

(ii) R/I(C) es Koszul

(iii) I(C) está generado por cuádricas.
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2.2. Curvas monomiales proyectivas definidas por suce-
siones aritméticas

En esta sección estudiaremos el anillo K[C] cuando m1 < · · · < mn es una sucesión
aritmética de números enteros positivos primos entre sí, es decir, mi = m1 + (i− 1)d para
todo i ∈ {1, . . . , n}, con d,m1 ∈ Z+ tales que gcd{m1, d} = 1. En el capítulo anterior, en
el Teorema 1.2.11, obtuvimos una base de Gröbner de I(C), el ideal de definición de la cur-
va proyectiva C que define la sucesión m1 < · · · < mn con respecto al orden lexicográfico
inverso graduado. Este es el punto clave para obtener los invariantes que en esta sección
vamos a estudiar.

El primer objetivo que nos planteamos es hallar una fórmula para calcular la regularidad
de Castelnuovo-Mumford de K[C]. Para ello, a partir de la base de Gröbner de I(C), vamos
a obtener la descomposición irreducible del ideal inicial de I(C) con respecto al orden
lexicográfico inverso graduado. A partir de esta, seremos capaces de calcular la regularidad
del mismo.

En el Lema 1.2.10 introdujimos los enteros (α, k) definidos unívocamente por la su-
cesión aritmética m1 < · · · < mn y que nos sirven para describir la base de Gröbner del
Teorema 1.2.11. Recordamos que

α = q + d y k = n− r, (2.6)

donde m1 = q(n− 1) + r con q ∈ N y r ∈ {1, . . . , n− 1}.

Proposición 2.2.1. 1. Si k < n− 1, entonces

in(I(C)) =
⋂n−1
i=2 (xα+δi

1 , x2, . . . , xi−1, x
2
i , xi+1, . . . , xn−1)

es la descomposición irreducible de in(I(C)), donde δi = 0 si i ∈ {2, . . . , k} y δi = 1
si i ∈ {k + 1, . . . , n− 1}.

2. Si k = n− 1, entonces

in(I(C)) =
[⋂n−1

i=2 (xα1 , x2, . . . , xi−1, x
2
i , xi+1, . . . , xn−1)

]⋂
(xα+1

1 , x2, . . . , xn−1)

es la descomposición irreducible de in(I(C)).

Demostración. Sea Ai := (xα+δi
1 , x2, . . . , xi−1, x

2
i , xi+1, . . . , xn−1), para todo i : 2 ≤ i ≤

n − 1, donde δi = 0 si i ∈ {2, . . . , k} y δi = 1 si i ∈ {k + 1, . . . , n − 1}; y sea también
B := (xα+1

1 , x2, . . . , xn−1). ConsideramosA :=
⋂n−1
i=2 Ai si k < n−1, oA :=

⋂n−1
i=2 Ai∩B

en caso contrario, y queremos probar que in(I(C)) = A. Por el Teorema 1.2.11, tenemos
que {xixj | 2 ≤ i ≤ j ≤ n − 1} ∪ {xα1xi | 1 ≤ i ≤ k} es un sistema minimal de genera-
dores de in(I(C)) con respecto al orden lexicográfico inverso graduado. Observamos que
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in(I(C)) ⊆ Ai para todo i ∈ {2, . . . , n − 1} y, si k = n − 1, se tiene que in(I(C)) ⊆ B.
Por lo tanto in(I(C)) ⊆ A.

Para ver el contenido recíproco, tomamos un monomio l /∈ in(I(C)). Tenemos entonces
tres posibilidades:

(a) l = xa1xix
b
nx

c
n+1 con 0 ≤ a < α, i ∈ {2, . . . , n− 1} y b, c ≥ 0,

(b) l = xa1x
b
nx

c
n+1 con 0 ≤ a ≤ α y b, c ≥ 0, o

(c) l = xα1xix
b
nx

c
n+1 con i ∈ {k + 1, . . . , n− 1} y b, c ≥ 0.

Si se verifica (a), entonces l /∈ Ai. En (b), tenemos que l /∈ An−1 si k < n − 1 y l /∈ B si
k = n−1. Por último si estamos en las condiciones de (c), observamos que k < i ≤ n−1,
y entonces l /∈ Ai. Así pues in(I(C)) = A.

Queda, para finalizar la demostración, ver que no hay ningún ideal redundante en la
intersección. Sea i ∈ {2, . . . , n − 1}. Observamos que xi ∈ Aj para todo j 6= i y xi ∈ B
si k = n − 1, pero xi /∈ in(I(C)); y por consiguiente Ai no es redundante. Si k = n − 1,
entonces xα1 ∈ Ai para todo i ∈ {2, . . . , n− 1}; sin embargo, xα1 /∈ in(I(C)), y se concluye
así que B no es redundante.

Recordamos en este punto que reg(K[C]) = reg(R/I(C)) = reg(R/in(I(C))) donde
in(I(C)) es el ideal inicial de I(C) respecto al orden lexicográfico inverso graduado ya que
in(I(C)) es de tipo encajado. Además, reg(R/in(I(C))) es el máximo de las regularidades
de las componentes irreducibles de I(C). Por tanto, a la vista de estas observaciones y las
Proposiciones 2.1.10 y 2.2.1, deducimos fácilmente el siguiente resultado que nos propor-
ciona una fórmula para el cálculo de la regularidad en términos de la sucesión aritmética
de partida.

Teorema 2.2.2. Sea C la curva monomial proyectiva definida por la sucesión aritmética
m1 < · · · < mn de enteros primos entre sí. Entonces,

reg(K[C]) =

⌈
mn − 1

n− 1

⌉
.

Demostración. Sean α, k como en (2.6). Como consecuencia directa de las proposiciones
2.2.1 y 2.1.9 tenemos que

reg(K[C]) =

{
α + 1 si k < n− 1,
α si k = n− 1.

Observamos que k = n− 1 si y sólo si mn ≡ 1 (mod n− 1). Por tanto, si k = n− 1,
entonces α = q + d =

⌊
m1−1
n−1

⌋
+ d =

⌊
mn−1
n−1

⌋
=
⌈
mn−1
n−1

⌉
. Además, si k < n − 1 se tiene

que α + 1 = q + d+ 1 =
⌊
m1−1
n−1

⌋
+ d+ 1 =

⌊
mn−1
n−1

⌋
+ 1 =

⌈
mn−1
n−1

⌉
.

Ahora explotaremos de nuevo el hecho de tener in(I(C)) para hallar la serie y la fun-
ción de Hilbert y el tipo Cohen-Macaulay de K[C]. Estos resultados se encuentran también
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en [48] en un contexto más restringido. A saber, cuando {m1, . . . ,mn} es además un sis-
tema minimal de generadores del semigrupo numérico

∑n
i=1 Nmi. Se puede demostrar

que la condición anterior es equivalente a que n < m1. Nosotros no supondremos que
{m1, . . . ,mn} es un sistema minimal de generadores del semigrupo que generan.

Por un lado sabemos que si m1 < . . . < mn es una sucesión aritmética, K[C] es
Cohen-Macaulay por el Corolario 1.2.14. Por otro, tenemos en el Teorema 1.2.11 una base
de Gröbner de I(C). Por tanto, aplicando la Proposición 2.1.11 obtenemos el siguiente
resultado que proporciona la serie de Hilbert de K[C] en términos de la sucesión aritmética
que define la curva.

Teorema 2.2.3. La serie de Hilbert de K[C] es

HK[C](t) =
1 + (n− 1)(t+ · · ·+ tα) + (n− 1− k)tα+1

(1− t)2
.

Demostración. Sabemos que K[C] es Cohen-Macaulay por el Corolario 1.2.14. Por tanto,
por la Proposición 2.1.11, tenemos que (1− t)2HK[C](t) =

∑
xγ /∈in(I(C))+(xn,xn+1) t

|γ|. Así,
usando ahora el Teorema 1.2.11 obtenemos que {xγ |xγ /∈ in(I(C))+(xn, xn+1)} = {1}∪
{xa1xi | 1 ≤ i ≤ n− 1 and 0 ≤ a ≤ α − 1} ∪ {xα1xi | k + 1 ≤ i ≤ n− 1} y se deduce el
resultado de forma fácil.

Nota 2.2.4. Como ya indicamos en la Nota 2.1.4, al serK[C] Cohen-Macaulay, a partir del
resultado anterior podemos obtener también la fórmula para la regularidad de K[C] dada
en el Teorema 2.2.2. En efecto, como reg(K[C]) coincide con el grado del h-polinomio de
K[C] que, por el Teorema 2.2.3, es 1 + (n− 1)(t+ · · ·+ tα) + (n− 1− k)tα+1. Se deduce
entonces que reg(K[C]) = α si k = n− 1 y reg(K[C]) = α + 1 si k < n− 1.

Teorema 2.2.5. La función de Hilbert de K[C] es

HFK[C](s) =

{ (
s+2

2

)
+ (n− 2)

(
s+1

2

)
si 0 ≤ s < α,

mn s+ α(2− n+ k)−
(
α+1

2

)
− (n− 2)

(
α
2

)
+ 1 si s ≥ α.

Demostración. Por el Teorema 1.2.11 tenemos que

R/in(I(C)) '
⊕

γ,β∈N

{(⊕
0≤λ≤αK{xλ1xβnx

γ
n+1}

)⊕(⊕
0≤λ<α

2≤i≤n−1
K{xλ1xixβnx

γ
n+1}

)
⊕ (⊕

k+1≤i≤n−1K{xα1xixβnx
γ
n+1}

)}
Así, llegamos a que

HFK[C](s) = HFR/I(C)(s) = HFR/in(I(C))(s) =

(
s+ 2

2

)
+ (n− 2)

(
s+ 1

2

)
,

para todo s ∈ {0 ≤ s ≤ α}. Por otro lado, para s ≥ α + 1, se verifica que

HFK[C](s) =
∑α

i=0(s+ 1− i) + (n− 2)
∑α−1

i=0 (s− i) + (n− 1− k)(s− α)
= (s+ 1)(α + 1)−

(
α+1

2

)
+ (n− 2)

(
sα−

(
α
2

))
+ (n− 1− k)(s− α)

= ((n− 1)α + n− k) s+ α(2− n+ k)−
(
α+1

2

)
− (n− 2)

(
α
2

)
+ 1.

Para finalizar, basta observar que (n− 1)α+ n− k = (n− 1)(q + d) + n− k = mn.
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Nota 2.2.6. Cabe destacar de nuevo la relación entre la regularidad de Castelnuovo-
Mumford de K[C] y la regularidad de la función de Hilbert del anillo. Recordamos aquí
que la regularidad de la función de Hilbert de K[C] es el menor entero s0 tal que para todo
s ≥ s0 el polinomio y la función de Hilbert de K[C] coinciden en s.

Como K[C] es Cohen-Macaulay, la regularidad de K[C] es una unidad mayor que la
regularidad de su función de Hilbert (ver, por ejemplo, [14, Theorem 2.5]). Por tanto, el
Teorema 2.2.5 nos permite de nuevo obtener la fórmula de la regularidad del Teorema
2.2.2. En efecto, el polinomio de Hilbert de K[C] es PK[C](s) := mn s + α(2 − n + k) −(
α+1

2

)
− (n − 2)

(
α
2

)
+ 1 y PR/I(s) = HFR/I(s) para todo s ≥ α. Además no es difícil

comprobar que PK[C](α − 1) 6= HFK[C](α − 1) si y sólo si k < n − 1. Por otro lado, si
k = n− 1, PK[C](α− 2) 6= HFK[C](α− 2); y obtenemos de este modo la regularidad.

Como K[C] es Cohen-Macaulay, el siguiente invariante que nos planteamos calcular es
el tipo Cohen-Macaulay deK[C] y para hacerlo nos basaremos en un resultado de Cavaliere
y Niesi [21].

Teorema 2.2.7. [21, Theorem 4.9] Sean los conjuntos

B := {deg(xγ) |xγ /∈ in(I(C)) + (xn, xn+1)} ⊂ N2 y

B̃ := {s ∈ B | s+ ai /∈ B,∀i ∈ {1, . . . , n− 1}},

donde ai := (mi,mn−mi) para i ∈ {1, . . . , n−1}, an := (mn, 0) y an+1 := (0,mn) y deg
denota la multigraduación en N2 inducida por deg(xi) = ai para todo i ∈ {1, . . . , n+ 1}.

Si K[C] es Cohen-Macaulay, entonces el tipo Cohen-Macaulay de K[C] es el número
de elementos en B̃.

Teorema 2.2.8. Sean c ∈ N y τ ∈ {1, . . . , n− 1} tales que m1− 1 = c(n− 1) + τ . El tipo
Cohen-Macaulay de K[C] es τ .

Demostración. Tomamos ai := (mi,mn −mi) ∈ N2 para todo i ∈ {1, . . . , n} y an+1 :=
(0,mn) ∈ N2 y consideramos la graduación en R inducida por deg(xi) := ai para todo
i ∈ {1, . . . , n+ 1}. Por el Teorema 1.2.11, tenemos que

B = {(0, 0)}∪{ba1 +ai | 0 ≤ b ≤ α−1, 1 ≤ i ≤ n−1}∪{αa1 +ai | k+ 1 ≤ i ≤ n−1},

donde k ∈ {1, . . . , n− 1} satisface que m1 + k ≡ 1 (mod n− 1). Afirmamos que

B̃ =

{
{αa1 + ai | k + 1 ≤ i ≤ n− 1} si k < n− 1
{(α− 1)a1 + ai | 1 ≤ i ≤ n− 1} si k = n− 1.

Para k < n − 1, si c = ba1 + ai con 0 ≤ b ≤ α − 1 y 1 ≤ i ≤ n − 1, entonces
c + an−i = ba1 + ai + an−i = (b + 1)a1 + an−1 ∈ B y, por tanto, c /∈ B̃. Además, es fácil
ver que αa1 + ai ∈ B̃ para todo i : k + 1 ≤ i ≤ n− 1. Para k = n− 1 se sigue fácilmente
la afirmación.
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Por consiguiente, por el Teorema 2.2.7, el tipo Cohen-Macaulay de K[C] es n − 1 si
k = n − 1, o n − 1 − k, en caso contrario; y el resultado se obtiene por la definición del
entero k.

Como consecuencia directa del resultado anterior obtenemos en el siguiente una carac-
terización de la propiedad Gorenstein de K[C] pues, por definición, solo hay que imponer
que el tipo Cohen-Macaulay sea uno.

Corolario 2.2.9. K[C] es Gorenstein⇐⇒m1 ≡ 2 (mod n− 1).

Veamos algunos ejemplos que ilustren los resultados de esta sección.

Ejemplo 2.2.10. Consideramos el conjunto {m1,m2,m3,m4,m5} con m1 := 10, m2 :=
13, m3 := 16, m4 := 19 y m5 := 22. Observamos que m1 = 2 · 4 + 2, entonces q = 2 y
r = 2 y así tenemos que α = q + d = 5 y k = 5− 2 = 3. Por el Teorema 2.2.2 obtenemos
que

reg(K[C]) = d(22− 1)/(5− 1)e = 6.

Por otro lado, como m1 − 1 = 2(n − 1) + 1, el tipo Cohen-Macaulay es τ = 1 según el
Teorema 2.2.8 y, en consecuencia, K[C] es Gorenstein.

Por otro lado, aplicando el Teorema 2.2.3, tenemos que

HK[C](t) =
1 +

∑5
i=1 4 ti + t6

(1− t)2

y por el Teorema 2.2.5 la función de Hilbert es

HFK[C](s) =

{ (
s+2

2

)
+ 3
(
s+1

2

)
if 0 ≤ s < 5,

22 s− 44 if s ≥ 5,
,

donde α = 5 es la regularidad de la función de Hilbert, pues k = 3 < n− 1 = 4 (ver Nota
2.2.6).

Ejemplo 2.2.11. Consideramos el conjunto {m1,m2,m3,m4,m5} con m1 := 4, m2 :=
5, m3 := 6, m4 := 7 y m5 := 8. Observamos que m1 = 0 · 4 + 4, luego q = 0 y r = 4, y
así α = 1 y k = 1. Obtenemos que

reg(K[C]) = d(8− 1)/(5− 1)e = 2.

Ahora, como m1 − 1 = 0(n − 1) + 3, el tipo Cohen-Macaulay es τ = 3. La serie y la
función de Hilbert son, respectivamente,

HK[C](t) = 1+4 t+3 t2

(1−t)2 and HFR/I(s) =

{
1 if s = 0,
8 s− 2 if s ≥ 1,

donde α = 1 es la regularidad de la función de Hilbert.
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2.3. Curvas monomiales proyectivas definidas por suce-
siones aritméticas generalizadas

En esta sección trabajamos con el anillo K[C] siendo m1 < · · · < mn una sucesión
aritmética generalizada de enteros positivos primos entre sí, es decir, mi = hm1 + (i− 1)d
para todo i ∈ {2, . . . , n}, con h, d,m1 ∈ Z+ tales que gcd{m1, d} = 1.

El estudio de la propiedad Cohen-Macaulay deK[C] bajo las hipótesis que hemos plan-
teado se realizó en la Sección 1.2.1 concluyendo en el Corolario 1.2.6 que solo es Cohen-
Macaulay si la sucesión es aritmética. Para estudiar el anillo en este caso vamos a hacer
uso de los resultados correspondientes para el caso aritmético de la sección precedente.

El primer resultado nos proporciona las curvas monomiales proyectivas asociadas a
sucesiones aritméticas generalizadas cuyo anillo de coordenadas es intersección completa.
Este resultado se encuentra también en [12, Theorem 6.1], donde se llega al mismo con
otra aproximación al problema.

Corolario 2.3.1. Sea m1 < · · · < mn una sucesión aritmética generalizada de enteros
positivos primos entre sí. Entonces, K[C] es una intersección completa si y sólo si n = 3,
h = 1, y m1 es par.

Demostración. Supongamos queK[C] es una intersección completa, entonces en particular
K[C] es Cohen-Macaulay y, por el Corolario 1.2.6, m1 < · · · < mn es una sucesión
aritmética. Luego, usando el hecho de que la base de Gröbner del Teorema 1.2.11 es un
sistema minimal de generadores de I(C),K[C] es intersección completa si y sólo si

(
n−1

2

)
+

k = n − 1. Esta igualdad se verifica si y sólo si n = 3 y k = 1 o, lo que es lo mismo, si
n = 3 y m1 es par.

En el resto de la sección vamos a suponer que m1 < · · · < mn es una sucesión arit-
mética generalizada de enteros positivos primos entre sí donde n ≥ 3, h > 1 y h divide
a d. Bajo estas hipótesis vamos a demostrar que el ideal I(C) está íntimamente relaciona-
do con I(C ′), donde C ′ es la curva monomial proyectiva asociada a la sucesión aritmética
m2 < · · · < mn. Equivalentemente, puesto que gcd{m2, . . . ,mn} = h, C ′ es la curva
monomial proyectiva asociada a la sucesión aritmética m2/h < · · · < mn/h que ahora sa-
tisface que son enteros primos entre sí y podemos aplicar todos los resultados de la sección
anterior para obtener los invariantes asociados a I(C ′). Por facilitar notación, suponemos
que I(C ′) ⊂ K[x2, . . . , xn+1]. El primer resultado que presentamos muestra la relación
entre los ideales iniciales de I(C) y I(C ′) con respecto al orden lexicográfico inverso gra-
duado con x1 > · · · > xn+1. Esta relación va a ser fundamental para la consecución del
resto de la sección.

Proposición 2.3.2. in(I(C ′)) = in(I(C)) ∩K[x2, . . . , xn+1].

Demostración. Es evidente que in(I(C ′)) ⊂ in(I(C)) ∩ K[x2, . . . , xn+1]. Para ver el
otro contenido consideramos el vector λ = (0, λ2, . . . , λn, λn+1) ∈ Nn+1 tal que xλ ∈
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in(I(C)) y suponemos sin pérdida de generalidad que λn+1 = 0. Entonces, existe ε =
(ε1, . . . , εn+1) ∈ Nn+1 tal que f = xλ − xε ∈ I(C) e in(f) = xλ. Consideramos dos casos:

Caso 1: Si ε1 = 0, entonces f ∈ I(C) ∩K[x2, . . . , xn] = I(C ′) y xλ ∈ in(I(C ′)).
Caso 2: Si ε1 6= 0, entonces probaremos que existe µ = (µ1, . . . , µn+1) ∈ Nn+1 tal

que µ1 < ε1 y g := xλ − xµ ∈ I con in(g) = xλ. Afirmamos para empezar que ε1 ≥ h.
De hecho, ε1m1 =

∑n
i=2(λi − εi)mi, gcd{m1, h} = 1 y h divide a mi para todo i ∈

{2, . . . , n}; por lo tanto, ε1 = hε′1. También, existe j ∈ {3, . . . , n} tal que εj > 0. En caso
contrario tendríamos que ε1m1 + ε2m2 =

∑n
i=2 λimi y m1 < m2 ≤ mi para todo i ∈

{2, . . . , n}, entonces
∑n

i=2 λi < ε1 + ε2. Esto implica que λn+1 > 0 pues f es homogéneo,
absurdo. Luego, tomamos j ∈ {3, . . . , n} tal que εj > 0 y consideramos el monomio
xµ = xεx−h1 x2xj−1x

−1
j xh−1

n+1. Asimismo tomamos g := xλ − xµ 6= 0 y es fácil comprobar
que g ∈ I(C) y xµ < xε, así in(g) = in(f), y µ1 = ε1 − h < ε1. Iterando el mismo
argumento si fuese necesario, obtenemos el resultado.

Nota 2.3.3. Cuando h no divide a d es fácil encontrar ejemplos en los que la conclusión
de la Proposición 2.3.2 no se satisfaga.

Por ejemplo, si consideramos el conjunto {m1,m2,m3,m4,m5} dondem1 := 2,m2 :=
35, m3 := 46, m4 := 57 y m5 := 68, y por tanto h = 12 y d = 11. Por el Teorema 1.2.11
tenemos que in(I(C ′)) = (x23

2 , x
22
2 x3, x

2
3, x3x4, x

2
4). Sin embargo, se puede comprobar que

in(I(C)) ∩K[x2, . . . , x6] = (x2
2, x

2
3, x3x4, x

2
4)

Incluso considerando {m1,m2,m3,m4} con m1 := 5, m2 := 26, m3 = 32 y m4 := 38,
donde tenemos que h = 4, d = 6 y por tanto gcd{h, d} = h/2 = 2 6= 1. Observamos que
in(I(C ′)) = (x10

2 , x
9
2x3, x

2
3) 6= in(I(C)) ∩K[x2, . . . , x5] = (x6

2, x
5
2x3, x

2
3).

La estrategia para hallar los invariantes tiene como punto fundamental, al igual que en
la sección anterior, obtener una base de Gröbner de I(C) respecto del orden lexicográfico
inverso graduado. Para dar dicha base introducimos previamente dos lemas técnicos.

Lema 2.3.4. Sean p ∈ N y s ∈ {1, . . . , n − 1} tales que m1 = p(n − 1) + s y sea
δ := ph+ d+ h. Entonces

(a) δm1 = ms+1 + pmn,

(b) si δm1 = mj + p′mn con p′ ∈ N y j ∈ {2, . . . , n}, entonces j = s+ 1 y p′ = p, y

(c) δ = mı́n {b ∈ Z+ | bm1 ∈
∑n

i=2 Nmi}.

Demostración. Es directo comprobar (a) y (b). Para ver (c) consideramos M := mı́n {b ∈
Z+ | bm1 ∈

∑n
i=2 Nmi} y tenemos que h divide a M ya que h divide a mi para todo

i ∈ {2, . . . , n} y gcd{m1, h} = 1. Podemos considerar entonces que M = hM ′ con
M ′ = mı́n {b ∈ Z+ | bm1 ∈

∑n
i=2 Nm′i} donde m′i = mi/h para todo i ∈ {2, . . . , n}.

Entonces, por el Lema 1.2.10 aplicado a la sucesión aritmética m1 < m′2 < · · · < m′n de
diferencia d/h, llegamos a que M ′ = p + d/h + 1. Por consiguiente M = hM ′ = δ y
hemos probado de este modo (c).
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Lema 2.3.5. Sea βj := mı́n {b ∈ Z+ | (jh)m1 + bm2 ∈
∑n

i=3 Nmi}, para cada j ∈
{0, . . . , δ′ − 1}, donde δ′ := δ/h, entonces

(a) para cada j ∈ {0, . . . , δ′ − 1}, existen únicos σj ∈ {3, . . . , n} y λj ∈ N tales que
jhm1 + βjm2 = mσj + λjmn, y

(b) tomando σδ′ := s + 1, λδ′ := p and βδ′ := 0, entonces, para todo j ∈ {1, . . . , δ′}
tenemos que:

(b.1) si σj 6= n, entonces σj−1 = σj + 1, λj−1 = λj y βj−1 = βj + 1;

(b.2) si σj = n, entonces σj−1 = 3, λj−1 = λj + 1 and βj−1 = βj + 2.

Demostración. Por definición de βj podemos escribir

jhm1 + βjm2 = mσj + λjmn,

con λj ∈ N y σj ∈ {3, . . . , n}. Supongamos ahora que existe σ′j ∈ {3, . . . , n} y λ′j ∈ N
tales que jhm1 + βjm2 = mσ′j

+ λ′jmn. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que
σj ≥ σ′j . Entonces, λ′j ≥ λj y llegamos a quemσj−mσ′j

= (λ′j−λj)mn. Por tanto λ′j = λj
y σj = σ′j , y probamos (a).

Veamos ahora (b). Consideramos primero el caso σj 6= n. Como jhm1 + βjm2 =
mσj + λjmn, entonces (j − 1)hm1 + (βj + 1)m2 = mσj+1 + λjmn, así se tiene que
βj−1 ≤ βj + 1. Por otro lado (j− 1)hm1 +βj−1m2 = mσj−1

+λj−1mn, lo que implica que
jhm1 + (βj−1 − 1)m2 = mσj−1−1 + λj−1mn y deducimos que βj−1 − 1 ≥ βj . Por tanto
βj = βj−1 − 1, σj = σj − 1 y λj = λj−1.

Queda el caso σj = n. De las igualdades jhm1 + βjm2 = mn + λjmn y 2m2 =
m3 +hm1, se deduce que (j−1)hm1 +(βj +2)m2 = m3 +(λj +1)mn, y en consecuencia
βj−1 ≤ βj + 2. Además, como (j − 1)hm1 + βj−1m2 = mσj−1

+ λj−1mn, se tiene que

jhm1 + (βj−1 − 1)m2 = mσj−1−1 + λj−1mn. (2.7)

Si σj−1 = 3, entonces βj−1−2 ≥ βj; y en caso contrario, es decir, si σj−1 > 3, tenemos
que βj−1 − 1 ≥ βj . Así pues βj + 1 ≤ βj−1 ≤ βj + 2. Supongamos que βj−1 = βj + 1,
usando (2.7) obtenemos entonces que jhm1 + βjm2 = mσj−1−1 + λj−1mn. Ahora bien,
por el apartado (a), σj = σj−1 − 1, una contradicción con la hipótesis σj = n. Concluimos
entonces que βj−1 = βj + 2, σj−1 = 3 y λj−1 = λj + 1.

Nota 2.3.6. Los Lemas 2.3.4 y 2.3.5 proporcionan una manera algorítmica de calcular los
enteros βj, σj y λj comenzando por βδ′ = 0, λδ′ = p y σδ′ = s+ 1. Sin embargo, podemos
obtener una fórmula explícita para calcularlos. De hecho se tiene que

βδ′−j = j + b(j + s− 2)/(n− 2)c,

σδ′−j es el único entero perteneciente a {3, . . . , n} tal que

σδ′−j ≡ s+ 1 + j (modn− 2),

y
λδ′−j = p+ b(j + s− 2)/(n− 2)c.
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Nota 2.3.7. Es interesante destacar que β0 = mı́n{b ∈ Z+ | bm2 ∈
∑n

i=3 Nmi}. Luego,
aplicando el Lema 1.2.10 a la sucesión m2/h < · · · < mn/h, se tiene que β0 = α + 1,
donde

α =
⌊(mn

h
− 1
)/

(n− 2)
⌋

=

⌊
mn − h
nh− 2h

⌋
.

Además, si C ′ denota la curva monomial proyectiva asociada a la sucesión aritméticam2 <
· · · < mn, tenemos que reg(K[C ′]) es β0 si σ0 6= 3, o β0 − 1 si σ0 = 3 según el Teorema
2.2.2.

Siguiendo la notación de los Lemas anteriores, somos capaces de dar una base de Gröb-
ner minimal de I(C) con respecto al orden lexicográfico inverso graduado.

Teorema 2.3.8. Sea G1 ⊂ K[x2, . . . , xn, xn+1] una base de Gröbner minimal de I(C ′) con
respecto al orden lexicográfico inverso graduado, donde C ′ es la curva monomial proyec-
tiva asociada a la sucesión aritmética m2 < · · · < mn. Entonces

G := G1 ∪ {xh1xi − x2xi−1x
h−1
n+1 | 3 ≤ i ≤ n}

∪ {xjh1 x
βj
2 − xσjx

λj
n x

j(h−1)+(d/h)
n+1 | 1 ≤ j ≤ δ/h},

es una base de Gröbner minimal de I(C) con respecto al orden lexicográfico inverso gra-
duado. Asimismo, G es un sistema minimal de generadores de I(C).

Demostración. Sean hi := xh1xi − x2xi−1x
h−1
n+1 ∈ I(C) para todo i ∈ {3, . . . , n} y pj :=

xjh1 x
βj
2 − xσjx

λj
n x

j(h−1)+(d/h)
n+1 para todo j ∈ {1, . . . , δ/h}. Por el Lema 2.3.4 tenemos que

pj ∈ I(C). Además es claro que G1 ⊂ I(C) puesto que I(C ′) ⊂ I(C).
Probemos ahora que in(I(C)) ⊂ (in(G)), donde (in(G)) es el ideal generado por los

términos iniciales de los binomios que forman G con respecto al orden lexicográfico inverso
graduado. Consideramos f = xλ−xε ∈ I(C) con λ = (λ1, . . . , λn+1), ε = (ε1, . . . , εn+1) ∈
Nn+1, gcd {xλ, xε} = 1 y in(f) = xλ. Consideramos dos casos:

Caso 1: Si λ1 = 0, entonces in(f) ∈ in(I(C)) ∩ k[x2, . . . , xn+1] y, por la Proposición
2.3.2, obtenemos que in(f) ∈ in(G1) ⊂ in(G).

Caso 2: Si λ1 > 0, entonces h divide a λ1 pues λ1m1 =
∑n

i=2(εi − λi)mi, h divide
a mi para todo i ∈ {2, . . . , n} y gcd{m1, h} = 1. Si existe i ∈ {3, . . . , n} tal que λi >
0, entonces in(hi) divide a xλ y deducimos que xλ ∈ in(G). Por lo tanto, solo queda
considerar f = xλ11 x

λ2
2 −xε22 · · ·x

εn+1

n+1 . Si λ1 ≥ δ, entonces in(pδ/h) divide a xλ por el Lema
1.2.10. En otro caso, es decir, si λ1 < δ, entonces λ1m1 + λ2m2 = ε3m3 + · · · + εnmn y
tomando j := (δ − λ1)/h se deduce que δ2 ≥ βj por la definición de βj . Por consiguiente
in(pj) divide in(f) y terminamos la prueba.

Queda probar que G es un sistema minimal de generadores de I(C). Para probarlo es
suficiente verlo cuando G1 es la base de Gröbner de I(C ′) que nos facilita el Teorema 1.2.11.
Sabemos que G1 es un sistema minimal de generadores de I(C ′). Como todos los elementos
de grado 2 de G pertenecen a G1, se sigue que los elementos de grado 2 no son redundantes.
Sea entonces f ∈ G de grado mayor o igual que 3. Si f = hi o f = pi, tenemos que in(g)
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no divide a in(f) con g ∈ G \ {f} y, por consiguiente, f no es redundante. Supongamos
ahora que in(f) = xα2xi y

f =
∑

g∈G\{f}

hg g, (2.8)

donde hg = 0 o deg(hg) = deg(f)− deg(g). Consideramos el homomorfismo τ inducido
por x1 7→ 0, xn+1 7→ 0 y xi 7→ xi para todo i ∈ {2, . . . , n}. Aplicando τ a (2.8) se deduce
que existe una forma lineal l tal que xα2 l ∈ L, donde L es el ideal (xjxk − xj−1xk+1 | 3 ≤
j < k ≤ n− 1), que es primo y binomial. Por lo tanto, l ∈ L, una contradicción. Así pues
G es un sistema minimal de generadores de I(C).

Nota 2.3.9. Teniendo en cuenta los Teoremas 1.2.11 y 2.3.8, proporcionamos una base
de Gröbner minimal de I(C) con respecto al orden lexicográfico inverso graduado. Notar
además que si tomamos h = 1 en esta base, el conjunto G obtenido no es una base de
Gröbner minimal de I(C). Es decir, el Teorema 2.3.8 no generaliza el Teorema 1.2.11.

Nota 2.3.10. Si no imponemos la hipótesis de que h divide a d, en general, no toda ba-
se de Gröbner minimal de I(C) con respecto al orden lexicográfico inverso graduado
es un sistema minimal de generadores del ideal. En efecto, si consideramos el conjunto
{2, 35, 46, 57, 68} del Ejemplo 2.3.3, se tiene que una base de Gröbner minimal de I(C)
tiene 9 elementos y sin embargo el número de generadores de un sistema minimal de gene-
radores del ideal, es 8.

Como hicimos en la sección anterior, nos servimos de la base de Gröbner de I(C)
para hallar la regularidad de K[C]. Comenzamos por dar la descomposición irreducible de
in(I(C)).

Proposición 2.3.11. Sean δ y βj como en los Lemas 2.3.4 y 2.3.5 y sean q1, . . . , qm las
componentes irreducibles de I(C). Entonces

in(I(C)) =
m⋂
i=1

(xh1 , qi) ∩

δ/h⋂
j=2

(xjh1 , x
βj−1

2 , x3, . . . , xn)

 .
es la descomposición irreducible de in(I(C)).

Demostración. SeanAi := (xh1 , qi) yBj := (xjhi , x
βj−1

2 , x3, . . . , xn) para todo i ∈ {1, . . . ,m}
y j ∈ {2, . . . , δ/h}. Por el Teorema 2.3.8 obtenemos que

in(I(C)) = in(I(C ′)) + (xh1xi | 3 ≤ i ≤ n) + (xjh1 x
βj
2 | 1 ≤ j ≤ δ/h)

es un sistema minimal de generadores de in(I(C)) con respecto al orden lexicográfico in-
verso graduado. En consecuencia, es fácil comprobar que in(I(C)) ⊂ Ai, Bj para todo
i ∈ {1, . . . ,m} y j ∈ {2, . . . , δ/h}. Para ver el contenido contrario, consideramos un
monomio l tal que l /∈ in(I(C)) y distinguimos dos casos:
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(a) l = xa1xix
c
n+1 con 0 ≤ a < h, i ∈ {2, . . . , n} y c ≥ 0, o

(b) l = xa1x
b
2x

c
n+1 con h ≤ jh ≤ a < δ, b < βj y c ≥ 0.

En (a), tomando l′ = xix
c
n+1 se tiene que l′ /∈ in(I(C ′)) y, por lo tanto, l′ /∈ qi para cierto

i ∈ {1, . . . ,m}. Luego, l /∈ Ai. Por otro lado, si se verifica (b), tenemos que l /∈ Bj+1.
Queda probar que no hay ideales redundantes en la intersección. Usando el mismo

argumento que en la Proposición 2.2.1 llegamos a que Ai no es redundante para todo i ∈
{1, . . . ,m}. Por último, Bj no es redundante para j ∈ {2, . . . , δ/h} ya que xjh−1

1 x
βj−1−1
2 /∈

in(I(C)) y, sin embargo, xjh−1
1 ∈ Bk para todo k < j y xβj−1−1

2 ∈ Bk para todo k > j.

Teniendo la descomposición irreducible de in(I(C)) somos capaces de obtener el valor
de la regularidad.

Teorema 2.3.12. Sea m1 < · · · < mn una sucesión aritmética generalizada tal que
gcd {m1, d} = 1, h > 1 y h divide a d. Sea δ := b(m1 − 1)/(n − 1)ch + d + h, en-
tonces

reg(K[C]) =

{
δ − 1, si n− 1 no divide a m1,
δ, si n− 1 divide a m1.

Demostración. Por la Proposición 2.3.11, tenemos que

in(I(C)) =
m⋂
i=1

(xh1 , qi) ∩

δ/h⋂
j=2

(xjh1 , x
βj−1

2 , x3, . . . , xn)

 ,
donde {qi}mi=1 son las componentes irreducibles de in(I(C ′)). Así la Proposición 2.1.9 nos
conduce a que

reg(K[C]) = max {h− 1 + reg (K[C ′]),maxj∈{2,...,δ/h}{jh+ βj−1 − 2}}.

Asimismo, es claro que maxj∈{2,...,δ/h}{jh + βj−1 − 2} = δ + βδ/h−1 − 2 pues h ≥ 2
y βj−1 − βj ≤ 2 para todo j ∈ {2, . . . , δ/h}. Por lo tanto deducimos que reg(K[C]) =
max{h − 1 + reg(K[C ′]), δ + βδ/h−1 − 2}. Nuestro objetivo es probar que el máximo
anterior coincide con δ + βδ/h−1 − 2. O, equivalentemente, que

reg(K[C ′])− β(δ/h)−1 ≤ δ − h− 1. (2.9)

En la demostración usamos los siguientes hechos:

(i) Por el Teorema 2.2.2 y la Nota 2.3.7, tenemos que reg(K[C ′]) ∈ {β0 − 1, β0}.

(ii) Por el Lema 2.3.5, tenemos que

β0 − β(δ/h)−1 =
∑(δ/h)−1

i=1 (βi−1 − βi) ≤ 2((δ/h)− 1) = 2(δ/h)− 2.

(iii) Como h divide a δ y m1 /∈
∑n

i=2 Nmi, por el Lema 2.3.4(c) se tiene que δ ≥ 2h.
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Dividiremos la prueba en cuatro casos:

(a) h ≥ 3,

(b) reg(K[C ′]) = β0 − 1,

(c) β0 − β(δ/h)−1 ≤ 2(δ/h)− 3, y

(d) h = 2, reg(K[C ′]) = β0 y β0 − β(δ/h)−1 = 2(δ/h)− 2.

Si se satisface (a), por (iii) se tiene que h(h−1) ≤ 2h(h−2) ≤ (h−2)δ, así 2(δ/h)−2 ≤
δ − h− 1. Por consiguiente, a la vista de (i) y (ii), llegamos a que reg(K[C ′])− β(δ/h)−1 ≤
β0 − β(δ/h)−1 ≤ 2(δ/h)− 2 ≤ δ − h− 1, y concluimos (2.9).

Si estamos en las condiciones de (b) o (c) , entonces 2(δ/h) − 2 ≤ δ − h. Por consi-
guiente, en ambos casos deducimos que reg(K[C ′])− β(δ/h)−1 ≤ 2(δ/h)− 3 ≤ δ − h− 1
haciendo uso de (i) y (ii), obteniendo de este modo (2.9).

Probemos por último que (d) no se puede dar. Supongamos, por contradicción, que se
verifica (d). Como reg(K[C ′]) = β0, por el Teorema 2.2.2 deducimos que n ≥ 4. Afirma-
mos que δ = 4. En efecto, tomando ∆i := βi−1 − βi para todo i ∈ {1, . . . , (δ/2) − 1},
observamos que ∆i ∈ {1, 2} y

∑(δ/2)−1
i=1 ∆i = β0 − β(δ/2)−1 = 2(δ/2) − 2, así ∆i = 2

para todo i ∈ {1, . . . , (δ/2)− 1}. Sin embargo n ≥ 4, luego no podemos tener dos valores
consecutivos de ∆i que sean 2 por el Lema 2.3.5. Por lo tanto llegamos a que δ = 4 y
β0 − β1 = 2; luego β0 = 3 y σ0 = 3. Sin embargo, esto implica que reg(K[C ′]) = β0 − 1
atendiendo a la Nota 2.3.7, lo que es una contradicción.

Para concluir es suficiente observar que, por el Lema 2.3.4, β(δ/h)−1 ∈ {1, 2} y que es
2 si y sólo si n− 1 divide a m1.

Como ya vimos al comienzo del capítulo, cuando K[C] es Cohen-Macaulay, la regula-
ridad se alcanza en el último paso de la resolución. CuandoK[C] no es Cohen-Macaulay, la
regularidad se puede alcanzar en cualquiera de los dos últimos pasos de la resolución. Ha-
ciendo uso de [13, Corollary 2.11], probaremos que en nuestras condiciones la regularidad
se alcanza siempre en el último paso de la resolución libre minimal de K[C].

Corolario 2.3.13. reg(K[C]) se alcanza en el último paso de una resolución libre minimal
graduada de K[C].

Demostración. Sea F el conjunto formado por γ = (γ1, . . . , γn−1, 0, 0) ∈ Nn+1 tales que
xγ ∈ in(I(C))|xn=xn+1=1 and xγ /∈ in(I(C))|xn=xn+1=0. Según el criterio [13, Corollary
2.11], una condición suficiente para que la regularidad se alcance en el último paso de la
resolución es que reg(K[C]) = max{

∑n−1
i=1 γi | γ ∈ F}. Por el Teorema 2.3.8, tenemos

que

in(I(C))|xn=xn+1=1 = in(I(C ′))|xn=xn+1=1 + (xh1),
in(I(C))|xn=xn+1=0 = in(I(C ′))|xn=xn+1=0 + ({xh1xi | 3 ≤ i ≤ n− 1})+

({xih1 x
βi
2 | 1 ≤ i ≤ δ/h}),
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donde C ′ es la curva monomial proyectiva asociada a la sucesión aritmética {m2, . . . ,mn}.
Ahora, según el Teorema 1.2.11, tenemos que in(I(C ′))|xn=xn+1=1 = in(I(C ′))|xn=xn+1=0;
y entonces llegamos a que F = {(γ1, γ2, 0, . . . , 0) | jh ≤ γ1 < (j + 1)h, 0 ≤ γ2 <
βj, for all j ∈ {1, . . . , δ/h − 1}}. Como h ≥ 2 y βj ≤ βj+1 + 2 concluimos que
max{

∑n−1
i=1 γi | γ ∈ F} = δ + βδ/h−1 − 2, que coincide con reg(K[C]) y tenemos así

el resultado.

A continuación damos sendas fórmulas para la serie y la función de Hilbert de K[C].

Teorema 2.3.14. La serie de Hilbert de K[C] es

HK[C](t) = (1 + · · ·+ th−1)HK[C′](t) +

∑δ−1
j=h t

j −
(∑h−1

j=0 t
j
)(∑(δ/h)−1

i=1 tih+βi

)
(1− t)2

,

dondeHK[C′](t) es la serie de Hilbert deK[C ′] y C ′ la curva monomial proyectiva asociada
a la sucesión aritmética m2 < · · · < mn.

Demostración. Sea J := in(I(C)). Por la Proposición 2.1.11 tenemos que

(1− t)2HK[C](t) =
∑

xγ /∈J+(xn,xn+1) t
|γ| − t

∑
xγ /∈J+(xn+1)

xnxγ∈J
t |γ|

=
∑

xγ /∈J+(xn,xn+1)

γ1<h

t |γ| + S,

donde S :=
∑

xγ /∈J+(xn,xn+1)

γ1≥h
t |γ| − t

∑
xγ /∈J+(xn+1)

xnxγ∈J
t |γ|. Observamos en el Teorema 2.3.8

que el único generador minimal de J donde aparece xn es xh1xn. Luego, para todo λ =
(λ1, . . . , λn+1) ∈ Nm+1 tenemos que

(a) xλ /∈ in(I(C)) con λ1 < h si y sólo si xλ22 · · ·x
λn+1

n+1 /∈ in(I(C ′)),

(b) si xλ /∈ in(I(C)), entonces xnxλ ∈ in(I(C)) si y sólo si λ1 ≥ h.

De (a) se deduce que

(1 + t+ · · ·+ th−1)HK[C′](t) =

∑
xγ /∈J+(xn,xn+1)

γ1<h

t |γ|

(1− t)2
.

Por otro lado, de (b) derivamos que

S = (1− t)
∑

xγ /∈J+(xn+1),

γ1≥h
t |γ|

=
∑δ−1

j=h t
j −

(∑h−1
j=0 t

j
)(∑δ/h−1

i=1 tih+βi

)
,

donde la última igualdad se deduce directamente del Teorema 2.3.8; y demostramos así el
resultado.

Directamente del resultado anterior se obtiene una expresión más sencilla de la serie de
Hilbert cuando n = 3.
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Corolario 2.3.15. Si n = 3, la serie de Hilbert de K[C] esHK[C](t) = h(t)
(1−t)2 , donde

1. h(t) = 1 + 2t+
∑h

j=2 3tj + th+1 − t2h, si δ = 2h y m1 es impar,

2. h(t) = 1 + 2t+ 3t2 +
∑h

j=3 4tj + 3th+1 + th+2− t2h− t2h+1, si δ = 2h y m1 es par,

3. h(t) = 1 + 2t+
∑(δ−4)/2

j=2 3tj − ((δ − 6)/2)tδ−1 − ((δ − 2)/2)tδ, si δ > 4 y h = 2,

4. h(t) =
∑h−1

j=0 (j + 1)tj +
∑(m3/h)−1

j=h (h+ 1)tj +
∑h−3

j=0 (h− j)t(m3/h)+j + t(m3/h)+h−2

−
∑(δ/h)−1

j=2 (tjh+βj + tjh+βj+1)− tδ, si δ > 2h, h ≥ 3 y m1 es impar,

5. h(t) =
∑h−1

j=0 (j + 1)tj +
∑(m3/h)−1

j=h (h+ 1)tj +
∑h−3

j=0 (h− j)t(m3/h)+j + t(m3/h)+h−2

−
∑δ/h

j=2(tjh+βj + tjh+βj+1), si δ > 2h, h ≥ 3 y m1 es par.

Teorema 2.3.16. La función de Hilbert de K[C] es

HFK[C](s) =
h−1∑
i=0

HFK[C′](s− i) + (n− 3)∆s + ∆s+1,

donde ∆s := #{(a, b) ∈ N2 | a + b < s y b < βj, con j := ba/hc ≥ 1}, C ′ es la curva
monomial proyectiva asociada a la sucesión aritmética m2 < · · · < mn y HFK[C′](a) := 0
si a < 0.

Demostración. La función de Hilbert de K[C] coincide con la de R/in(I(C)). Por tanto
HFK[C](s) = #{xγ /∈ in(I(C)) | deg(xγ) = s}. Podemos escribir

HFK[C](s) = #{xγ /∈ in(I(C)) | deg(xγ) = s, γ1 < h}
+ #{xγ /∈ in(I(C)) | deg(xγ) = s, γ1 ≥ h}.

Usando el Teorema 2.3.8, se obtiene que {xγ /∈ in(I(C)) | deg(xγ) = s, γ1 < h} =
{xγ11 x

γ′ /∈ in(I(C)) | γ′ = (0, γ2, . . . , γn+1), deg(xγ
′
) + γ1 = s, and γ1 < h} = {xγ′ /∈

in(I(C ′)) | s− h+ 1 ≤ deg(xγ
′
) ≤ s, γ′1 = 0}. Así

HFK[C](s) =
h−1∑
i=0

HFK[C′](s− i) + #{xγ /∈ in(I(C)) | deg(xγ) = s, γ1 ≥ h}.

Por el mismo resultado, también tenemos que #{xγ /∈ in(I(C)) | deg(xγ) = s, γ1 ≥ h} =
#{xγ11 x

γ2
2 x

εi
i x

γn+1

n+1 /∈ in(I(C))) | γ1 + γ2 + εi + γn+1 = s, γ1 ≥ h, εi ∈ {0, 1} and i ∈
{3, . . . , n− 1}} = (n− 3)∆s + ∆s+1, y terminamos así la demostración.

Asimismo, somos capaces de dar el polinomio de Hilbert de K[C] en función del
polinomio de Hilbert de K[C ′]. Recordamos que el polinomio de Hilbert de K[C ′] es
PK[C′](s) = (mn/h)s+ γ, donde γ viene dado por el valor de la Nota 2.2.6.
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Corolario 2.3.17. El polinomio de Hilbert de K[C] es

PK[C](s) = mns+mn
h− 1

2
+ hγ + (n− 2)h

δ/h−1∑
i=0

βi.

Demostración. Sea ∆ := h
∑δ/h−1

i=0 βi. Para llegar al resultado es suficiente observar que
∆s = ∆ para todo s >> 0 y que PK[C](s) =

∑h−1
i=0 PK[C′](s − i) + ∆ por el Teorema

2.3.16.

Acabamos la sección ilustrando todos los resultados que hemos obtenido a lo largo de
la misma en un ejemplo.

Ejemplo 2.3.18. Consideramos el conjunto {m1,m2,m3,m4,m5,m6} conm1 := 7,m2 :=
30, m3 := 39, m4 := 48, m5 := 57 y m6 := 66. Observamos que m1, . . . ,m6 son primos
entre sí, h = 3 y d = 9, por tanto h divide a d. Calculamos δ = b(7−1)/(6−1)c3+9+3 =
15 y observamos que n − 1 no divide a m!. Entonces, por el Teorema 2.3.12, se tiene que
reg(K[C]) = 14.

Además, como m1 = 1 · 5 + 2, p = 1 y s = 2, siguiendo la Nota 2.3.6 obtenemos que
β1 = 4+b(4+2−2)/4c = 5, β2 = 3+b(3+2−2)/4c = 3, β3 = 2+b(2+2−2)/4c = 2
y β4 = 1 + b(1 + 2− 2)/4c = 1. En consecuencia, atendiendo al Teorema 2.3.14 llegamos
a que

HK[C](t) = (1 + t+ t2)HK[C′](t) +

∑14
j=3 t

j − (1 + t+ t2)(t8 + t9 + t11 + t13)

(1− t)2
.

Por otro lado, como las sucesiones 30 < 39 < 48 < 57 < 66 y 10 < 13 < 16 <
19 < 22 definen la misma curva monomial proyectiva, podemos usar el Ejemplo 2.2.10, y
tenemos así queHK[C′](t) =

1+
∑5
i=1 4ti+t6

(1−t)2 . Por consiguiente,

HK[C](t) =
1 + 5t+ 9t2 + 13(t3 + t4 + t5) + 10t6 + 6t7 + t8 − t9 − t10 − t11 − t13 − t15

(1− t)2
.

2.4. Curvas monomiales proyectivas Koszul
El esta última sección estudiamos la propiedad Koszul de K[C]. Como ya indicamos

en la primera sección de este capítulo, haremos uso de las implicaciones (i)⇒ (ii)⇒ (iii),
donde

(i) I(C) posee una base de Gröbner cuadrática

(ii) R/I(C) es Koszul

(iii) I(C) está generado por cuádricas.
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En la primera subsección caracterizaremos cuándo K[C] es Koszul siendo m1 < · · · <
mn una sucesión aritmética generalizada. En este contexto veremos que las siguientes tres
características son equivalentes: I(C) está generado por cuádricas, R/I(C) es Koszul y la
base de Gröbner respecto del orden lexicográfico inverso de I(C) es cuadrática.

En la segunda subsección estudiaremos cuándo K[C] es Koszul para n = 3 y n = 4
(la codimensión de K[C] es 2 y 3, respectivamente). En este contexto veremos que I(C)
está generado por cuádricas si y sólo si existe una base de Gröbner cuadrática (que no
siempre será respecto del orden lexicográfico inverso, sino que en ocasiones será respecto
a un orden monomial producto que definimos a tal propósito). Este resultado junto con un
estudio exhaustivo de todos los casos en que I(C) está generado por cuádricas conducen a
las caracterización buscada.

2.4.1. Curvas monomiales proyectivas Koszul definidas por sucesiones
aritméticas generalizadas

Sea m1 < · · · < mn una sucesión de enteros positivos cualquiera y sea C su curva
monomial proyectiva asociada. Empezamos con un resultado técnico.

Lema 2.4.1. Si I(C) está generado por cuádricas, entonces para todo i ∈ {1, . . . , n − 1}
existen j, l ∈ {1, . . . , n} \ {i} tales que 2mi = mj + µml con µ ∈ {0, 1}.

Demostración. Sea w ∈ Z+ el menor entero tal que f := xwi −
∏

j∈{1,...,n+1}
j 6=i

x
αj
j ∈ I(C)

con αj ∈ N para todo j ∈ {1, . . . , n + 1} \ {i}. Ocurre que existe un sistema minimal
de generadores de I(C) que contiene a f (ver, e.g., [11, Lemma 3.1.(b)]); por lo tanto,
f es una cuádrica y w = 2. Como f es homogéneo, existen j ∈ {1, . . . , n} \ {i}, l ∈
{1, . . . , n + 1} \ {i} tales que f = x2

i − xjxl. Concluimos de este modo que 2mi = mj si
l = n+ 1, o 2mi = mj +ml en otro caso.

Ahora aplicaremos el resultado anterior junto con el Teorema 1.2.11 para caracterizar
cuándo K[C] es Koszul siendo m1 < · · · < mn una sucesión aritmética generalizada.

Teorema 2.4.2. Sea m1 < · · · < mn una sucesión aritmética generalizada de enteros
positivos primos entre sí. Entonces, K[C] es un álgebra de Koszul si y sólo si m1 < · · · <
mn son números consecutivos y n > m1.

Demostración. (⇒) Por hipótesis K[C] es Koszul, luego I(C) está generado por cuádricas.
Entonces deducimos del Lema 2.4.1 que 2m1 > m2 y, por lo tanto, h = 1. Además, si
n ≤ m1 o si d 6= 1 se tiene que 2m1 6= mj para todo j ∈ {1, . . . , n− 1} y 2m1 6= mj +ml

para todo j, l ∈ {2, . . . , n}. Así, usando de nuevo el Lema 2.4.1, deducimos que n > m1 y
d = 1.

(⇐) Observamos que m1 < · · · < mn es una sucesión aritmética, d = 1, y que
α = dm1/(n−1)e+d−1 = 1. La base de Gröbner que nos proporciona el Teorema 1.2.11
está formada solo por cuádricas y concluimos así que K[C] es un álgebra de Koszul.
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2.4.2. Curvas monomiales proyectivas Koszul de codimensión 2 y 3
Para finalizar este capítulo estudiamos la propiedad Koszul deK[C], siendo C una curva

monomial proyectiva cualquiera de PnK con n ∈ {3, 4}. En otras palabras, vamos a propor-
cionar una lista de todas las curvas monomiales proyectivas C tales que el álgebra asociada
K[C] es Koszul y tiene codimensión 2 o 3. Aunque los resultados que daremos no cons-
tituyen una aplicación directa de la caracterización de la propiedad Koszul en el caso de
sucesiones aritméticas generalizadas, lo utilizamos en algunos casos de la prueba.

Introducimos primero algunos resultados técnicos que necesitamos para las pruebas
de los resultados principales que quedan. Sea Cm la curva monomial proyectiva definida
paramétricamente por las ecuaciones

x1 = sm1tmn−m1 , . . . , xn−1 = smn−1tmn−mn−1 , xn = smn , xn+1 = tmn , y = smtmn−m,

donde m1 < · · · < mn es una sucesión de enteros positivos, gcd{m1, . . . ,mn,m} = 1
y m < mn. Así I(Cm) ⊂ K[x1, . . . , xn+1, y] es el ideal de anulación de la curva Cm.
Definimos también

Bm := gcd{m1, . . . ,mn},

con esta notación y de [11, Lemma 2.1 and Proposition 2.3] se sigue directamente el si-
guiente lema:

Lema 2.4.3. Supongamos que Bm = 2, entonces:

si 2m = mi +mj para ciertos i, j ∈ {1, . . . , n}, se tiene que:

I(Cm) = I(C) ·K[x1, . . . , xn+1, y] + (y2 − xixj);

si 2m = mi con i ∈ {1, . . . , n}, se tiene que:

I(Cm) = I(C) ·K[x1, . . . , xn+1, y] + (y2 − xixn+1).

Este lema nos será útil para probar los siguientes dos:

Lema 2.4.4. Si mi := 2i−1d para todo i ∈ {1, . . . , n} con d ∈ Z+, entonces K[C] es un
álgebra de Koszul. Además, si Bm = 2 y 2m = mi + mj para ciertos i, j ∈ {1 . . . , n},
entonces K[Cm] es un álgebra de Koszul

Demostración. Por hipótesis tenemos que mi/d = 2i−1 para todo i ∈ {1, . . . , n}. Por lo
tanto, por [11, Theorem 5.3 and Corollary 5.8], I(C) es una intersección completa y está
generado por cuádricas. En consecuencia K[C] es un álgebra de Koszul.

Observamos por último que Bmm = 2m = mi +mj . Por tanto, usando el Lema 2.4.3,
tenemos que I(Cm) = I(C) + (y2 − xixj). Por tanto I(Cm) es una intersección completa y
está generado por cuádricas; en consecuencia, K[Cm] es un álgebra de Koszul.
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Lema 2.4.5. Sea d := gcd{m1, . . . ,mn}. Si m1/d, . . . ,mn/d son números consecutivos,
n > m1, Bm = 2 y 2m = mi + µmj para ciertos i, j ∈ {1, . . . , n} y µ ∈ {0, 1}, entonces
K[Cm] es un álgebra de Koszul.

Demostración. En la prueba del Teorema 2.4.2 comprobamos que la base de Gröbner de
I(C) con respecto al orden lexicográfico inverso graduado que nos proporciona el Teorema
1.2.11 está formada por cuádricas. Observamos por otro lado que Bmm = 2m = mi +mj

si µ = 1 o Bmm = 2m = mi si µ = 0. En consecuencia, por el Lema 2.4.3, tenemos que
I(Cm) = I(C) + (y2 − xixl), donde l = j si µ = 1 o l = n + 1 si µ = 0. Probemos a
continuación que Gm := G ∪ {y2 − xixl} es una base de Gröbner de I(Cm) con respecto al
orden >y en K[x1, . . . , xn+1, y] definido por:

∏n+1
i=1 x

αi
i y

α >y

∏n+1
i=1 x

βi
i y

β ⇐⇒
{
α > β, o

α = β y
∏n+1

i=1 x
αi
i >dp

∏n+1
i=1 x

βi
i ,

donde >dp es el orden lexicográfico inverso graduado en K[x1, . . . , xn+1]. En efecto, to-
mamos f :=

∏n+1
i=1 x

αi
i y

α −
∏n+1

i=1 x
βi
i y

β ∈ I(Cm), donde αi, α, βi, β ∈ N y in>y(f) =∏n+1
i=1 x

αi
i y

α. Consideramos varios casos:
Caso 1: Si α = 0, entonces β = 0 y f =

∏n+1
i=1 x

αi
i −

∏n+1
i=1 x

βi
i ∈ I(C). Por tanto,

existe g ∈ G ⊂ Gm tal que in>y(g) = in>dp(g) | in>y(f).
Caso 2: Si α = 1, entonces β ∈ {0, 1}. Luego, si β = 1, f/y =

∏n+1
i=1 x

αi
i −

∏n+1
i=1 x

βi
i ∈

I(C). Existe entonces g ∈ G ⊂ Gm tal que in>y(g) = in>dp(g) | in>dp(f/y) | in>y(f). Por
otro lado, si β = 0, entonces f =

∏n+1
i=1 x

αi
i y −

∏n+1
i=1 x

βi
i ∈ I(Cm), y se sigue que∑n+1

i=1 αi(mi,mn −mi) + (m,mn −m) =
∑n+1

i=1 βi(mi,mn −mi),

y así m ∈
∑

i∈{1,...,n} Zmi, lo que implica que Bm = 1, una contradicción.
Caso 3: Si α ≥ 2 se tiene que in>y(y

2 − xixj) = y2 | in>y(f).
Por consiguiente Gm = G ∪ {y2 − xixj} es una base de Gröbner cuadrática de I(Cm)

con respecto a >y, siendo entonces K[Cm] un álgebra de Koszul.

Teorema 2.4.6. Si n = 3 y gcd{m1,m2,m3} = 1; entonces K[C] es un álgebra de Koszul
si y sólo si {m1,m2,m3} es una de las siguientes sucesiones

{1, 2, 3}, {1, 2, 4} o {2, 3, 4}.

Demostración. (⇒) Como I(C) está generado por cuádricas, por el Lema 2.4.1 tenemos
que 2m1 ∈ {m2,m3} o bien 2m2 ∈ {m3,m1 +m3}. Puesto que gcd{m1,m2,m3} = 1 se
deduce fácilmente que {m1,m2,m3} es {1, 2, 4}, {1, 2, 3} o {2, 3, 4}.
(⇐) Si {m1,m2,m3} = {1, 2, 4} entonces K[C] es Koszul por el Lema 2.4.4. En los otros
dos casos llegamos a que K[C] es Koszul por el Teorema 2.4.2.

Teorema 2.4.7. Si n = 4 y gcd{m1,m2,m3,m4} = 1; entonces K[C] es un álgebra de
Koszul si y sólo si {m1,m2,m3,m4} es una de las siguientes sucesiones
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{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 3, 6}, {1, 2, 4, 6}, {1, 2, 4, 8}, {2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 6},
{2, 3, 4, 8}, {2, 4, 5, 6}, {2, 4, 5, 8}, {3, 4, 5, 6}, {3, 4, 6, 8}, {4, 5, 6, 8} o {4, 6, 7, 8}.

Demostración. (⇒) Como I(C) está generado por cuádricas por ser K[C] Koszul, por el
Lema 2.4.1, tenemos que 2m1 ∈ {m2,m3,m4}, 2m2 ∈ {m3,m4,m1 + m3,m1 + m4}
y que 2m3 ∈ {m4,m1 + m4, m2 + m4}. Un análisis caso a caso de todos los posibles
valores 2m1, 2m2 y 2m3 teniendo en cuenta que gcd{m1,m2,m3,m4} = 1 prueba esta
implicación.

(⇐) Para las sucesiones {1, 2, 3, 4}, {2, 3, 4, 5} y {3, 4, 5, 6}, K[C] es un álgebra de Kos-
zul por el Teorema 2.4.2. Ahora, como consecuencia del Lema 2.4.4, tenemos que K[C] es
Koszul para los conjuntos {1, 2, 4, 8}, {2, 4, 5, 8} y {2, 3, 4, 8}. Además, para {1, 2, 4, 6},
{2, 4, 5, 6}, {2, 3, 4, 6}, {3, 4, 6, 8}, {4, 5, 6, 8} y {4, 6, 7, 8} probamos la implicación usan-
do el Lema 2.4.5. Por último, para {1, 2, 3, 6} y {1, 2, 3, 5}, calculamos una base de Gröb-
ner de I(C) con respecto al orden lexicográfico inverso graduado y observamos que está
formada por cuádricas, luego K[C] es Koszul.
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Capítulo 3

Resoluciones de Noether

"My (algebraic) methods are really methods of working and thinking;
this is why they have crept in everywhere anonymously."

Emmy Noether

Consideramos en este capítulo un ideal I ⊆ R tal que A := K[xn−d+1, . . . , xn] es una
normalización de Noether de R/I . Bajo estas hipótesis, R/I es un A-módulo finitamente
generado. Si además I es ω-homogéneo, en virtud del Teorema de las sicigias de Hilbert
la resolución libre minimal ω-graduada de R/I como A-módulo es finita. El objetivo de
este capítulo es el de estudiar y describir esta resolución, que denominaremos resolución
de Noether de R/I .

En la primera sección proporcionamos resultados generales y reescribimos algunos
de los resultados obtenidos en los capítulos precedentes en términos de resoluciones de
Noether. Comenzaremos por observar que el conocimiento de la resolución de Noether
nos proporciona información importante sobre R/I . En particular, en la Proposición 3.1.1
mostraremos cómo a partir de la resolución de Noether de R/I se puede obtener la serie
de Hilbert ω-graduada de R/I y, si I es homogéneo, podemos calcular la regularidad de
Castelnuovo-Mumford de R/I . Dado que el primer paso de esta resolución se corresponde
con un sistema minimal de generadores de R/I como A-módulo, este primer paso que-
da descrito por la Proposición 1.2.2. Asimismo, por la Proposición 1.1.10 sabemos que
R/I es Cohen-Macaulay si y solo si la resolución de Noether tiene un solo paso y, por
ende, el Teorema 1.2.3 que caracteriza cuándo R/I es Cohen-Macaulay, caracteriza tam-
bién cuándo esta resolución tiene un único paso. En segunda instancia, consideramos el
caso de anillos de semigrupo simpliciales K[S]. En este contexto, el objetivo es describir
la resolución de Noether respecto a la multigraduación inducida por el semigrupo S y sin
necesidad del cálculo de bases de Gröbner. Al igual que antes, comenzamos por describir el
primer paso de la resolución en términos del semigrupo basándonos en la descripción de un
sistema minimal de generadores como A-módulo que habíamos obtenido en la Proposición
1.3.1. Asimismo, la Proposición 1.3.3 que caracteriza la propiedad de ser Cohen-Macaulay
en términos del semigrupo S, caracteriza también cuándo esta resolución tiene un único
paso. Finalizamos esta sección describiendo la resolución de Noether multigraduada del
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anillo de coordenadas de la curva monomial proyectiva asociada a una sucesión aritmética
que, como ya vimos en el Corolario 1.2.14, es Cohen-Macaulay.

En la sección 2, comenzamos considerando I un ideal ω-homogéneo tal que R/I es de
dimensión 1 y no es Cohen-Macaulay. En la Proposición 3.2.1 describimos el segundo (y
último) paso de la resolución de Noether. Posteriormente estudiamos la resolución de Noe-
ther cuandoR/I es 2-dimensional y el ideal I es saturado; en el Teorema 3.2.3 describimos
completamente su resolución de Noether, siendo este el principal resultado del capítulo.
Además de este Teorema se desprende un método efectivo para calcular la resolución de
Noether que pasa por calcular una base de Gröbner deR/I respecto del orden lexicográfico
inverso ω-graduado.

En la tercera sección aplicamos los resultados de la segunda a los anillos de semigru-
po simpliciales K[S]. Cuando K[S] es 2-dimensional, en el principal resultado de esta
sección, el Teorema 3.3.1, obtenemos una descripción puramente combinatoria de los des-
plazamientos del segundo (y último) paso de la resolución de Noether multigraduada.

Dado que los anillos de semigrupo de dimensión 2 que son homogéneos estándar coin-
ciden con los anillos de semigrupo de curvas monomiales proyectivas, podemos dar un
método efectivo para calcular su regularidad de Castelnuovo-Mumford basándonos en los
resultados de la sección 3. Como una curva monomial proyectiva C viene determinada
por una sucesión de enteros positivos primos entre sí m1 < · · · < mn, nos planteamos
el objetivo de aportar una cota superior para la regularidad de Castelnuovo-Mumford del
anillo coordenado de la curva K[C] que dependa de esta sucesión. Este objetivo se con-
sigue en el Teorema 3.3.5, que es el principal resultado de esta sección. La prueba de
esta cota es elemental y puramente combinatoria, solo usa algunos resultados básicos so-
bre semigrupos numéricos. En este mismo contexto son clásicas las cotas de Gruson et
al. [36]: reg(K[C]) ≤ mn − n + 1 y la cota de L’vovsky [45] que mejora la anterior:
reg(K[C]) ≤ max1≤i<j≤n{mi −mi−1 +mj −mj−1} − 1, donde m0 := 0. Las pruebas de
ambas cotas usan herramientas cohomológicas avanzadas. Si bien el resultado de L’vovsky
normalmente da una mejor cota, es fácil construir familias tales que nuestra cota mejora la
de L’vovsky.

La última sección de este capítulo también versa sobre curvas monomiales proyecti-
vas. Cuando m1 < · · · < mn es una sucesión aritmética, el anillo coordenado de la curva
correspondiente ha sido ampliamente estudiado en esta Tesis. En la última sección consi-
deraremos las proyecciones canónicas de estas curvas. Como aplicación de los resultados
ya obtenidos aportaremos en el Corolario 3.3.12 un criterio para determinar cuándo es-
tas curvas son Cohen-Macaulay y, cuando no lo son, obtendremos en el Corolario 3.3.13
la Macaulayficación de su anillo coordenado. Además, en el Teorema 3.3.15 describire-
mos enteramente sus resoluciones multigraduadas. Por último y como consecuencia de lo
anterior, en el Teorema 3.3.16 damos una fórmula para su regularidad de Castelnuovo-
Mumford.
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3.1. Generalidades
Consideramos I ⊂ R un ideal ω-homogéneo, es decir, un ideal homogéneo pesa-

do respecto a un vector de pesos ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ (Z+)n. Suponemos que A :=
K[xn−d+1, . . . , xn] es una normalización de Noether de R/I donde d := dim(R/I). Esto
implica, en particular, que R/I es un A-módulo finitamente generado y, por tanto, su re-
solución libre minimal ω-graduada como A-módulo es finita. Esta sección está dedicada al
estudio de esta resolución, que llamaremos la resolución de Noether de R/I:

F : 0 −→ ⊕v∈BpA(−sp,v)
ψp−→ · · · ψ1−→ ⊕v∈B0A(−s0,v)

ψ0−→ R/I −→ 0, (3.1)

donde Bi es un conjunto finito y si,v es un entero no negativo para todo i ∈ {0, . . . , p} y
v ∈ Bi .

Como ya vimos en la Proposición 1.1.10, el número de pasos de esta resolución es p =
pdA(R/I) = pdR(R/I)−n+d, por lo que la resolución de Noether deR/I es siempre más
corta que su resolución comoR-módulo. Además, tenemos queR/I es Cohen-Macaulay si
y solo si pdA(R/I) = 0, por tanto, conocida la resolución de Noether es directo determinar
si R/I es Cohen-Macaulay, basta con observar si solo tiene un paso.

Uno de los intereses de esta resolución es que a partir de ella se pueden leer caracterís-
ticas interesantes deR/I , en particular el resultado siguiente muestra cómo obtener a partir
de la resolución de Noether la serie de Hilbert ω-graduada y, cuando I es homogéneo, la
regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/I .

Proposición 3.1.1. Sea A ↪→ R/I una normalización de Noether y sea F la resolución de
Noether de R/I dada en (3.1), entonces:

1. La serie de Hilbert ω-graduada de R/I viene dada por:

HR/I(t) =

∑p
i=0 (−1)i

∑
v∈Bi t

si,v∏d
i=1(1− tωn−d+i)

2. Si ω = (1, . . . , 1), entonces la regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/I viene
dada por:

reg(R/I) = max{si,v − i | 0 ≤ i ≤ p, v ∈ Bi}.

Demostración. La expresión (1) se obtiene del hecho de que toda resolución minimal
graduada es una sucesión exacta graduada y de que HA(−s)(t) = ts/

∏d
i=1(1 − tωn−d+i)

para todo s ∈ N. Como consecuencia de la versión graduada del Teorema de independencia
de la cohomología local (ver [18, Theorem 14.1.7] o [37, Corollary 5.7]) se tiene (2) (ver
también [64, Section 1] para una explicación más detallada).

Recordamos que en la Proposición 1.2.2 demostramos que el conjunto B de monomios
que no pertenecen al ideal in(I+(xn−d+1, . . . , xn)) es un conjunto minimal de generadores
de R/I como A-módulo. Así, el primer paso de la resolución viene dado por el conjunto
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B0 = B y que los desplazamientos en ese paso son los ω-grados de los monomios de B0,
i.e., s0,v = degω(v) para v ∈ B0. Además, el morfismo ψ0 viene dado por

ψ0 : ⊕v∈B0A(−s0,v) −→ R/I
ev 7→ v + I,

(3.2)

donde {ev | v ∈ B0} denota la base canónica de ⊕v∈B0A(−s0,v).

Si R/I es Cohen-Macaulay ya comentamos que pdA(R/I) = 0 y, por tanto, la resolu-
ción de Noether queda descrita con (3.2). Además, en el Teorema 1.2.3 se proporciona un
criterio efectivo para determinar si R/I es Cohen-Macaulay. Es fácil ver cómo la Proposi-
ción 1.2.4 que obtuvimos en el Capítulo 1 en la que se describe la serie de Hilbert cuando
R/I es Cohen-Macaulay es un caso particular de Proposición 3.1.1.(1)

En la sección 2 de este capítulo daremos una descripción completa de la resolución de
Noether de R/I cuando R/I es 1-dimensional o cuando es 2-dimensional e I es saturado.
Recordamos que la saturación de un ideal I ⊂ R se define como

Isat :=
⋃
i≥0

(I : mi),

y que un ideal I es saturado si I = Isat (o, equivalentemente, si I = I : m).

Considerando el caso en queK[S] es un anillo de semigrupo simplicial. Como ya vimos
en la Proposición 1.1.12, estos son los anillos son isomorfos a R/I siendo I = IA un
ideal tórico simplicial, i.e., con A = {a1, . . . , an} ⊂ Nd y an−d+i = wn−d+iei para todo
i ∈ {1, . . . , d}, donde {e1, . . . , ed} es la base canónica de Nd. SiK es infinito, IA es el ideal
de anulación de la variedad dada paramétricamente por xi := tai para todo i ∈ {1, . . . , n}
(ver, e.g., [66]) y, por tanto, K[S] es el anillo de coordenadas de dicha variedad tórica. En
este contexto, podemos considerar la resolución de K[S] como A-módulo con respecto al
multigrado degS(xi) = ai ∈ S , que llamaremos la resolución de Noether multigraduada
de K[S]; a saber,

F : 0 −→ ⊕s∈SpA · s
ψp−→ · · · ψ1−→ ⊕s∈S0A · s

ψ0−→ K[S] −→ 0. (3.3)

donde Si ⊂ S para todo i ∈ {0, . . . , p}. Como ya hemos mencionado con anterioridad
en el Capítulo 1, este multigrado es un refinamiento del grado dado por ω = (ω1, . . . , ωn)
con ωi :=

∑d
j=1 aij ∈ Z+; así pues IA es un ideal ω-homogéneo y podemos aplicar los

resultados obtenidos para calcular la resolución de Noether de un ideal ω-homogéneo.

El resultado siguiente muestra cómo obtener a partir de la resolución de Noether la
serie de Hilbert multigraduada y, cuando I es homogéneo, la regularidad de Castelnuovo-
Mumford de R/I .

Proposición 3.1.2. Sea K[S] un anillo de semigrupo simplicial y sea F la resolución de
Noether multigraduada de K[S] dada en (3.3), entonces:
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1. La serie de Hilbert multigraduada de K[S] viene dada por:

HK[S](t) =

∑
s∈Si(−1)i ts∏d

i=1(1− tωn−d+ii )
.

2. Sea u := (1/ωn−d+1, . . . , 1/ωn) ∈ Qd, si u · ai = 1 para todo i ∈ {1, . . . , n},
entonces la regularidad de Castelnuovo-Mumford de K[S] viene dada por:

reg(K[S]) = max{(u · s)− i | s ∈ Si, 0 ≤ i ≤ p}.

Demostración. La expresión (1) se obtiene del hecho de que la resolución de Noether es
una sucesión exacta S-graduada y de queHA·s(t) = ts11 · · · t

sd
d /
∏d

i=1(1−tωn−d+ii ) para todo
s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd. Para probar (2) primero observamos que por el Lema 1.1.11, IA es
homogéneo si y solo si existe un vector u = (u1, . . . , ud) ∈ Qd tal que u · ai = 1 para todo
i ∈ {1, . . . , n}. Del hecho que IA sea simplicial se sigue que u · an−d+i = uiωn−d+i = 1 y,
por tanto, ui = 1/ωn−d+i para i ∈ {1, . . . , d}. Ahora bien, basta con observar que a partir
de una resolución de Noether podemos obtener una resolución graduada estándar con solo
transformar el desplazamiento A · s por A(−(u · s)) y, por tanto, aplicando la Proposición
3.1.1.(2) obtenemos la fórmula para la regularidad.

Dado que los desplazamientos de la resolución de Noether vienen dados por ciertos
subconjuntos Si de S, un problema natural e interesante es el de describir la resolución
multigraduada de Noether únicamente en términos de S. Cualquier avance en esta línea
conduciría a resultados que serían independientes de la característica de K. En general,
para un anillo de semigrupo simplicial, se sabe que el número mínimo de generadores de
IA no depende de la característica de K (ver, e.g., [62, Theorem 5.3]) y, por ello, la propie-
dad de ser intersección completa tampoco. Es sabido que, por contra, las propiedades de
ser Gorenstein, Cohen-Macaulay y Buchsbaum de K[S] sí que dependen de la caracterís-
tica de K (ver [39], [65] y [38], respectivamente). No obstante, para anillos de semigrupo
simpliciales estas propiedades también son independientes de K (ver [35], [61] y [31], res-
pectivamente). Todos estos hechos dan soporte a nuestro objetivo de describir la resolución
de Noether multigraduada de K[S] en términos de S para anillos de semigrupo simplicia-
les. En este capítulo alcanzaremos esta meta cuando K[S] sea Cohen-Macaulay (en esta
sección) y también cuando d = 2 (sección 3 de este capítulo).

Para cualquier valor de d ≥ 1, el primer paso de la resolución de Noether se corres-
ponde con un conjunto minimal de generadores de K[S] como A-módulo. En vista de la
Proposición 1.3.1, este primer paso viene dado por el conjunto S0 = {s ∈ S | s − ai /∈ S
para todo i ∈ {n− d+ 1, . . . , n}} y ψ0 es el homomorfismo de A-módulos siguiente:

ψ0 : ⊕s∈S0A · s −→ K[S]
es 7→ ts,

(3.4)

donde {es | s ∈ S0} es la base canónica de ⊕s∈S0A · s.
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Cuando K[S] es Cohen-Macaulay, se tiene que pdA(K[S]) = 0 y, por tanto, la re-
solución de Noether queda descrita con (3.4). Es fácil ver cómo el Corolario 1.3.5 que
obtuvimos en el Capítulo 1 en el que se describe la serie de Hilbert multigraduada cuando
K[S] es Cohen-Macaulay es un caso particular de Proposición 3.1.2.(1).

Finalmente, para m1 < · · · < mn una sucesión aritmética, denotamos por C la curva
monomial proyectiva asociada a la misma. Estas curvas fueron ampliamente estudiadas en
la Secciones 1.2 y 2.2, donde dimos una base de Gröbner del ideal de definición de la curva,
demostramos que su anillo coordenado es siempre Cohen-Macaulay y dimos fórmulas para
su tipo Cohen-Macaulay y su serie de Hilbert, entre otros. A partir de los resultados aporta-
dos se puede deducir fácilmente el siguiente resultado (que fue anteriormente demostrado
en [44]):

Teorema 3.1.3. [44, Theorem 3.4] S0 =
{(⌈

j
n−1

⌉
mn − jd, jd

)
| 0 ≤ j < mn

}
Y, a partir de él, se puede obtener la resolución de Noether de K[C].

Corolario 3.1.4. Sea C la curva monomial proyectiva definida por la sucesión aritmética
m1 < · · · < mn. La resolución de Noether multigraduada de K[C] viene dada por:

0 −→
(
⊕mn−1
λ=0 A · sλ

)
−→ K[C] −→ 0,

donde sλ =
(⌈

λ
n−1

⌉
mn − λd, λd

)
∈ N2.

Este resultado será de utilidad en la Sección 5 de este capítulo, donde describiremos la
resolución de Noether de las proyecciones canónicas de esta curva.

3.2. Resoluciones de Noether en dimensión 1 y 2: ideales
ω-homogéneos

Esta sección está dedicada al estudio de la resolución de Noether de R/I cuando A ↪→
R/I es una normalización de Noether y la dimension de Krull de R/I es a lo sumo 2.

Comenzamos describiendo completamente la resolución de Noether cuando R/I es
1-dimensional. Una primera observación es que la profundidad del anillo 0 o 1. Si es 1,
entonces el anillo R/I es Cohen-Macaulay y la resolución consta de un único paso, que
viene dado por el conjunto B0 de monomios que no están en in(I) + (xn), ver (3.2). Si su
profundiad es 0, entonces R/I no es Cohen-Macaulay y su dimensión proyectiva como A-
módulo es 1. Bajo estas hipótesis, para describir la resolución de Noether queda determinar
B1, ψ1 y los desplazamientos s1,v ∈ N para todo v ∈ B1. En la Proposición 3.2.1 que se da
a continuación se obtienen B1 y ψ1 a partir de una base de Gröbner de I con respecto a >ω,
el orden lexicográfico inverso ω-graduado.

Consideramos χ1 : R −→ R el homomorfismo de evaluación inducido por xi 7→ xi
para i ∈ {1, . . . , n− 1}, xn 7→ 1.
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Proposición 3.2.1. Sea R/I un anillo de dimensión 1 y profundidad 0. Tomamos L el ideal
χ1(in(I)) ·R. Entonces

B1 = B0 ∩ L

en la resolución de Noether (3.1) de R/I y los desplazamientos del segundo paso de la
resolución vienen dados por degω(uxδun ), donde u ∈ B1 y δu := min{δ |uxδn ∈ in(I)}.

Demostración. Para todo u = xα1
1 · · ·x

αn−1

n−1 ∈ B0 ∩ L, existe δ ∈ N tal que uxδn ∈ in(I);
sea δu el menor de tales δ. Consideramos pu ∈ R el resto de dividir uxδun modulo la base de
Gröbner de I con respecto a >ω. Luego uxδun − pu ∈ I es ω-homogéneo y todo monomio
xβ que aparece en pu no pertenece a in(I), entonces por el Lema 1.2.1 podemos escribir
xβ = vxβnn , donde βn ≥ 0 y v ∈ B0. Además, como uxδun >ω x

β , tenemos que βn ≥ δu y
u >ω v. Por consiguiente, como pu es ω-homogéneo, podemos escribir que

pu =
∑
v∈B0
u>ωv

xδun muvv,

con muv = cx
αuv
n ∈ A = K[xn] un monomio (posiblemente 0) para todo v ∈ B0, u >ω v.

Denotamos ahora por {ev | v en B0} la base canónica de ⊕v∈B0A(−degω(v)) y con-
sideramos el homomorfismo graduado ψ0 : ⊕v∈B0A(−degω(v)) −→ R/I inducido por
ev 7→ v + I ∈ R/I . La anterior construcción nos lleva a

hu := xδun (eu −
∑
v∈B0
u>ωv

muvev) ∈ Ker(ψ0)

para todo u ∈ B0 ∩ L. Veremos que Ker(ψ0) es un A-módulo libre cuya base es

C := {hu |u ∈ B0 ∩ L}.

Primeramente observamos que el A-módulo generado por los elementos de C es li-
bre debido a que la matríz que forman los elementos de C es triangular. Sea ahora g =∑

v∈B0 gvev ∈ Ker(ψ0) con gv ∈ A, y suponemos que g ∈ ⊕v∈B0A(−degω(v)) es ω-
homogéneo, por lo tanto, gv es 0 o un monomio de la forma cxβvn con c ∈ K y βv ∈ N
para todo v ∈ B0. Tomamos ψ̄0 : ⊕v∈B0A(−degω(v)) −→ R el homomorfismo de A-
módulos inducido por ev 7→ v. Como ψ0(g) = 0, entonces g′ := ψ̄0(g) =

∑
u∈B0 guu ∈ I

y in(g′) = cxγnw para cierto w ∈ B0, γ ∈ N y c ∈ K. Como in(g′) ∈ in(I), te-
nemos que w ∈ B0 ∩ L y γ ≥ δw. Por tanto, g1 := g − cxγ−δwn−1 hw ∈ Ker(ψ0). Si
g1 es idénticamente nulo, entonces g ∈ ({hu |u ∈ B0 ∩ L}). Si g1 no es cero, tene-
mos que 0 6= in(ψ̄0(g1)) < in(ψ̄0(g)) y reiteramos el proceso con g1 para deducir que
{hu |u ∈ B0 ∩ L} genera a Ker(ψ0).

El resto de la sección está dedicada a estudiar la resolución de Noether (3.1) cuando
I es un ideal saturado tal que R/I es un anillo de dimensión 2 y no es Cohen-Macaulay
(y, en particular, depth(R/I) = 1). Suponemos además que A = K[xn−1, xn] es una
normalización de Noether de R/I . Como vimos en la primera sección de este capítulo,
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el primer paso de la resolución de Noether está determinado. Así pues queda únicamente
describir el conjunto B1, la aplicación ψ1 y los desplazamientos s1,v ∈ N para tenerla
descrita completamente. En la Proposición 3.2.2 se explica cómo obtener B1 y ψ1 a través
de una base de Gröbner del ideal I con respecto a >ω.

Notar que, puesto que K es un cuerpo infinito, I es un ideal saturado y A es una nor-
malización de Noether de R/I , se tiene que xn + τxn−1 es un no divisor de cero en R/I
para todo τ ∈ K excepto un conjunto finito. Por tanto, haciendo un pequeño cambio de
coordenadas, podemos suponer que xn es un no divisor de cero de R/I .

Consideramos ahora el homomorfismo de evaluación χ : R −→ R inducido por la
asignación xi 7→ xi para i ∈ {1, . . . , n− 2}, xi 7→ 1 para i ∈ {n− 1, n}.

Proposición 3.2.2. Sea R/I un anillo 2-dimensional, no Cohen-Macaulay tal que xn es un
no divisor de cero. Sea J el ideal χ(in(I)) ·R. Entonces,

B1 = B0 ∩ J

en la resolución de Noether (3.1) de R/I y los desplazamientos del segundo paso de esta
resolución están dados por degω(uxδun−1), donde u ∈ B1 y δu := min{δ |uxδn−1 ∈ in(I)}.

Demostración. Como xn es un no divisor de cero de R/I e I es un ideal ω-homogéneo, xn
no puede dividir a ningún generador minimal de in(I). Sea entonces u = xα1

1 · · ·x
αn−2

n−2 ∈
B0 ∩ J , existe δ ∈ N tal que uxδn−1 ∈ in(I); por definición, δu es el mínimo de ellos.
Consideramos pu ∈ R el resto de reducir uxδun−1 módulo la base de Gröbner de I con
respecto a >ω. Así, uxδun−1 − pu ∈ I es ω-homogéneo y todo monomio xβ que aparece
en pu no pertenece a in(I). Por tanto, aplicando la Proposición 1.2.2 se puede escribir
xβ = vx

βn−1

n−1 x
βn
n , donde βn−1, βn ≥ 0 y v ∈ B0. Además, tenemos que o bien βn ≥ 1, o

bien βn = 0, βn−1 ≥ δu y u >ω v. Luego,

pu =
∑
v∈B0
u>ωv

xδun−1fuvv +
∑
v∈B0

xnguvv,

con fuv ∈ K[xn−1] para todo v ∈ B0, u >ω v y guv ∈ A para todo v ∈ B0.
Denotamos ahora {ev | v ∈ B0} la base canónica de ⊕v∈B0A(−degω(v)) y conside-

ramos el homomorfismo graduado ψ0 : ⊕v∈B0A(−degω(v)) −→ R/I inducido por ev 7→
v + I ∈ R/I . La construcción anterior nos conduce a que

hu := xδun−1eu −
∑
v∈B
u>ωv

xδun−1fuvev −
∑
v∈B0

xnguvev ∈ Ker(ψ0),

para todo u ∈ B0 ∩ J . Probaremos que Ker(ψ0) es un A-módulo libre cuya base es

C := {hu |u ∈ B0 ∩ J}.
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Veremos primeramente que el A-módulo generado por los elementos del conjunto C es
libre. Supongamos que

∑
u∈B0∩J quhu = 0 con qu ∈ A para todo u ∈ B0 ∩ J y, como xn

es no divisor de cero de R/I , también podemos suponer que xn no divide a qv para algún
v ∈ B0 ∩ J . Consideramos ahora el homomorfismo de evaluación τ indudido por xn 7→ 0.
Entonces

∑
u∈B0∩J τ(qu) τ(hu) =

∑
u∈B0∩J τ(qu) (xδun−1eu +

∑
v∈B0
u>ωv

xδun−1fuvev) = 0, dada
la forma ’triangular’ de esta expresión, esto implica que τ(qu) = 0 para todo u ∈ B0 ∩ J
así xn | qu para todo u ∈ B0 ∩ J , una contradicción.

Tomamos g =
∑

v∈B0 gvev ∈ Ker(ψ0) con gv ∈ A, y sin pérdida de generalidad pode-
mos suponer que g ∈ ⊕v∈B0A(−degω(v)) es ω-homogéneo y, en consecuencia, gv es 0 o un
polinomio ω-homogéneo para todo v ∈ B0. Asimismo podemos suponer que xn no divide a
gv. Consideramos el homomorfismo inyectivo de A-módulos ψ̄0 : ⊕v∈B0A(−degω(v)) −→
R inducido por ev 7→ v. Como ψ0(g) = 0, el polinomio g′ := ψ̄0(g) =

∑
u∈B0 guu ∈ I

y in(g′) = cxγn−1w para ciertos w ∈ B0 y c ∈ K; por tanto, w ∈ B0 ∩ J . Por defi-
nición de δw obtenemos que γ ≥ δw, luego g1 := g − cxγ−δwn−1 hw ∈ Ker(ψ0). Además,
in(ψ̄0(g1)) < in(ψ̄0(g)). Si ψ̄0(g1) es idénticamente nulo, entonces también lo es g1 por ser
ψ̄0 inyectiva y g ∈ ({hu |u ∈ B0 ∩ J}). Si g1 es no nula, repetimos el proceso con g1 y
llegamos a que {hu |u ∈ B0 ∩ J} genera Ker(ψ0).

De las Proposiciones 1.2.2 y 3.2.2 y sus pruebas, podemos obtener la resolución de
Noether F de R/I a partir de una base de Gröbner de I con respecto a >ω. También
observamos que para obtener los desplazamientos de la resolución es suficiente conocer un
conjunto de generadores de in(I). El siguiente teorema nos proporciona dicha resolución.

Teorema 3.2.3. Sea R/I un anillo de dimensión 2 tal que xn es un no divisor de ce-
ro. Denotamos por G una base de Gröbner de I con respecto al orden >ω. Si δu :=
min{δ | uxδn−1 ∈ in(I)} para todo u ∈ B1, entonces

F : 0 −→ ⊕u∈B1A(−degω(u)− δuωn−1)
ψ1−→ ⊕v∈B0A(−degω(v))

ψ0−→ R/I −→ 0,

es la resolución de Noether de R/I , donde

ψ0 : ⊕v∈B0A(−degω(v)) → R/I,
ev 7→ v + I

y
ψ1 : ⊕u∈B1A(−degω(u)− δuωn−1) −→ ⊕v∈B0A(−degω(v)),

eu 7→ xδun−1eu −
∑

v∈B0 fuvev

donde fuv ∈ A y
∑

v∈B0 fuvv es el resto de la división de uxδun−1 por G.

De la resolución que nos proporciona el resultado anterior es fácil obtener la serie de
Hilbert ω-graduada de R/I .
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Corolario 3.2.4. Sea R/I un anillo de dimensión 2 tal que xn es un no divisor de cero,
entonces su serie de Hilbert ω-graduada viene dada por:

HR/I(t) =

∑
v∈B0 t

degω(v) −
∑

u∈B1 t
degω(u)+δuwn−1

(1− tωn−1)(1− tωn)

El siguiente ejemplo muestra cómo calcular la resolución de Noether y la serie de Hil-
bert ω-graduada del anillo coordenado graduado de una superficie en A4

K .

Ejemplo 3.2.5. Sea I el ideal de definición de la superficie de A4
K definida paramétrica-

mente por f1 := s3 + s2t, f2 := t4 + st3, f3 := s2, f4 := t2 ∈ K[s, t]. Si K es un cuerpo
de característica 0, los polinomios {g1, g2, g3, g4} constituyen una base de Gröbner mini-
mal de I con respecto a >ω con ω = (3, 4, 2, 2), donde g1 := 2x2x

2
3 − x2

1x4 + x3
3x4 −

x2
3x

2
4, g2 := x4

1− 2x2
1x

3
3 + x6

3− 2x2
1x

2
3x4− 2x5

3x4 + x4
3x

2
4, g3 := x2

2− 2x2x
2
4− x3x

3
4 + x4

4 y
g4 := 2x2

1x2 − x2
1x3x4 + x4

3x4 − 3x2
1x

2
4 − 2x3

3x
2
4 + x2

3x
3
4. En particular,

in(I) = (x2x
2
3, x

4
1, x

2
2, x

2
1x2).

Entonces, tenemos que

B0 = {u1, . . . , u6} con u1 := 1, u2 := x1, u3 := x2, u4 := x2
1, u5 := x1x2, u6 := x3

1,

J = (x4
1, x2) ⊂ K[x1, x2, x3, x4], y

B1 = B0 ∩ J = {u3}.

Como x3 divide a x2x
2
3, que es un generador minimal de in(I), por el Teorema 1.2.3 de-

ducimos que R/I no es Cohen-Macaulay. Calculamos δ3 = min{δ |u3x
δ
3 ∈ in(I)} = 2 y

r3 = −x4u4 + (x3
3x4 − x2

3x
2
4)u1 es el resto de dividir u3x

2
3 por G. Por tanto, siguiendo el

Teorema 3.2.3, la resolución de Noether de R/I es :

F : 0 −→ A(−8)
ψ−→ A⊕ A(−3)⊕ A(−4)⊕
⊕A(−6)⊕ A(−7)⊕ A(−9)

−→ R/I −→ 0,

donde ψ viene dada por la matríz 
−x3

3x4 + x2
3x

2
4

0
x2

3

x4

0
0


Además, por el Corolario 3.2.4, llegamos a que la serie de Hilbert ω-graduada de R/I es

HR/I(t) =
1 + t3 + t4 + t6 + t7 − t8 + t9

(1− t2)2
.
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Ahora bien, si consideramos la misma superficie paramétrica esta vez sobre un cuerpo
de característica 2, obtenemos que el conjunto {x2

1 + x3
3 + x2

3x4, x
2
2 + x3x

3
4 + x4

4} es una
base de Gröbner minimal de I con respecto a >ω, con ω = (3, 4, 2, 2). Tenemos entonces
que

B0 = {v1 := 1, v2 := x1, v3 := x2, v4 := x1x2},

y B1 = ∅, así R/I es Cohen-Macaulay. También se obtiene la resolución de Noether de
R/I:

F ′ : 0 −→ A⊕ A(−3)⊕ A(−4)⊕ A(−7) −→ R/I −→ 0

y la serie de Hilbert ω-graduada de R/I ,

HR/I(t) =
1 + t3 + t4 + t7

(1− t2)2
.

Para terminar esta sección, consideramos el caso particular de que I sea un ideal homo-
géneo (estándar), i.e., un ideal ω-homogéneo donde ω = (1, . . . , 1). Bajo estas condiciones,
obtenemos una fórmula para la regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/I en términos
de in(I) o, más precisamente, en términos de B0 y B1. Esta fórmula es equivalente a [13,
Theorem 2.7] siempre y cuando xn sea un no divisor de cero de R/I .

Corolario 3.2.6. Sea R/I un anillo graduado (estándar) de dimensión 2 tal que xn es un
no divisor de cero. Entonces

reg(R/I) = max{deg(v), deg(u) + δu − 1 | v ∈ B0, u ∈ B1}

En el siguiente ejemplo aplicamos todos los resultados de esta sección.

Ejemplo 3.2.7. Sea K un cuerpo de característica cero. Consideramos C la curva proyec-
tiva de P4

K definida paramétricamente por :

x1 = s3t5 − st7, x2 = s7t, x3 = s4t4, x4 = s8, x5 = t8.

La base de Gröbner minimal G del ideal de definición I ⊂ R = K[x1, . . . , x5] de C con
respecto al orden lexicográfico inverso tiene 10 elementos y

in(I) = (x4
1, x

4
2, x

3
1x3, x1x3x

2
4, x

2
1x2, x1x

2
2, x1x2x3, x

2
2x3, x

2
1x4, x

2
3).

Entonces

B0 = {u1 := 1, u2 := x1, u3 := x2, u4 := x3, u5 := x2
1, u6 := x1x2, u7 := x2

2,
u8 := x1x3, u9 := x2x3, u10 := x3

1, u11 := x3
2, u12 := x2

1x3}
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y el ideal J es
J = (x2

1, x1x3, x
4
2, x

2
2x3, x

2
3) ⊂ R.

Por consiguiente, B1 = {u5, u8, u10, u12}. Para cada i ∈ {5, 8, 10, 12} calculamos δi,
el menor entero tal que uixδi4 ∈ in(I) y llegamos a que δ5 = δ10 = δ12 = 1 y δ8 = 2. Si ri
es el resto de dividir uixδi4 para todo i ∈ {5, 8, 10, 12}, tenemos que

r5 = −x4x
2
5b1 + 2x4x5b4 + x5b6 + x5b7,

r8 = x2
4x5b3 + x5b11,

r10 = x2
4x5b2 + 3x4x5b8 + (x2

5 − x4x5)b9,

r12 = x2
4x

2
5b1 + x4x5b6 + x2

5b7.

Llegamos así a la resolución libre minimal graduada de R/I , que se muestra a conti-
nuación

F : 0 −→ A(−3)⊕ A3(−4)
ψ−→ A⊕ A3(−1)A5(−2)⊕ A3(−3) −→ R/I −→ 0,

donde ψ viene dada por la siguiente matríz



x4x
2
5 0 0 −x2

4x
2
5

0 0 −x2
4x5 0

0 0 0 0
−2x4x5 −x2

4x5 0 0
x4 0 0 0
−x5 0 0 −x4x5

−x5 0 0 −x2
5

0 x2
4 −3x4x5 0

0 0 x4x5 − x2
5 0

0 0 x4 0
0 −x5 0 0
0 0 0 x4


Además, la serie de Hilbert de R/I es

HR/I(t) =
1 + 3t+ 5t2 + 2t3 − 3t4

(1− t)2
.

y reg(R/I) = max{3, 4− 1} = 3.
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3.3. Resoluciones de Noether en dimensión 1 y 2: anillos
de semigrupo

El objetivo de esta sección es el de estudiar los anillos de semigrupoK[S] de dimensión
d ≤ 2 y describir su resolución de Noether multigraduada en términos del semigrupo S.
Cuando K[S] es de dimensión 1 o 2, siempre es simplicial (ver Proposición 1.1.12.(b)).
Por ende, si tomamos {a1, . . . , an} ⊂ Nd un sistema de generadores de S, el primer paso
de la resolución viene dado por el conjunto S0 = {s ∈ S | s − ai /∈ S para todo i ∈
{n−d+ 1, . . . , n}}, ver (3.4). Además, este es el único paso de la resolución cuando K[S]
es Cohen-Macaulay.

Notar que cuando K[S] es 1-dimensional, siempre es Cohen-Macaulay y además el
conjunto S0 coincide con el llamado conjunto de Apèry del semigrupo S con respecto al
elemento an (ver, e.g., [57]).

De ahora en adelante suponemos que K[S] es un anillo de semigrupo simplicial de
dimensión 2 no Cohen-Macaulay. En este contexto, consideramos el conjunto

∆ := {s ∈ S | s− an−1, s− an ∈ S y s− an − an−1 /∈ S} .

El conjunto ∆, o pequeñas variantes, ha sido considerado por varios autores (ver, por
ejemplo, [35], [61], [65]). Afirmamos que ∆ tiene exactamente |S0| − D elementos. De
hecho, si consideramos la relación de equivalencia ∼ introducida en el capítulo 1 (1.8),
entonces ∼ particiona ZS en D clases de equivalencia C1, . . . , CD y es directo ver que
|∆ ∩ Ci| = |S0 ∩ Ci| − 1 para todo i ∈ {1, . . . , D}. De ahí se puede deducir fácilmente
que |∆| = |S0| −D. Por tanto, una consecuencia directa de la Proposición 1.3.3 es que el
conjunto ∆ es vacío si y solo si K[S] es Cohen-Macaulay. El siguiente resultado muestra
cómo ∆ no es solo es útil para caracterizar la propiedad Cohen-Macaulay, sino que también
nos proporciona el conjunto de los desplazamientos del segundo paso de la resolución de
Noether multigraduada de K[S].

Teorema 3.3.1. Sean K[S] un anillo de semigrupo simplicial de dimensión 2 y

∆ = {s ∈ S | s− an−1, s− an ∈ S and s− an − an−1 /∈ S} .

Entonces, S1 = ∆.

Demostración. Sea B0 la base monomial de R/(in(IA) + (xn−1, xn)), donde in(IA) es el
ideal inicial de IA con respecto a >ω. Para todo u = xα1

1 · · · x
αn−2

n−2 ∈ B1 consideramos δu ≥
1 el mínimo entero tal que uxδun−1 ∈ in(IA). Tomamos pu ∈ R el resto de reducir uxδun−1

módulo la base de Gröbner reducida de IA con respecto a >ω. Entonces, uxδun−1 − pu ∈ IA
y, como IA es un ideal binomial, tenemos que pu = xγ para cierto (γ1, . . . , γn) ∈ Nn.
Además, la condición xα > xγ y la minimalidad de δu implica que γn > 0 y γn−1 = 0, así
que xγ = vux

γvu
n con vu ∈ B0. Como probamos en la Proposición 3.2.2, si denotamos por

{ev | v ∈ B0} a la base canónica de⊕v∈B0A(−degS(v)) y hu := xδun−1eu−x
γvu
n evu para todo
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u ∈ B1, entonces Ker(ψ0) es elA-módulo generado minimalmente por C := {hu |u ∈ B1}.
Probemos que

{degS(hu) |u ∈ B1} = {s ∈ S | s− an−1, s− an ∈ S and s− an−1 − an /∈ S}.

Sea s = degS(hu) para cierto u ∈ B1, entonces s = degS(hu) = degS(u) + δuan−1 =
degS(vu) + γvuan. Como δu, γvu ≥ 1, llegamos a que s − an−1, s − an ∈ S . Además, si
s − an−1 − an =

∑n
i=1 µiai ∈ S, entonces el binomio xδu−1

n−1 u − xµxn+1 ∈ IA, lo que
contradice la minimalidad de δu.

Tomamos ahora s ∈ S tal que s − an−1, s − an ∈ S y s − an−1 − an /∈ S . Como
s − an−1, s − an ∈ S , se tiene que s′, s′′ ∈ S0 y γ1, γ2, λ1, λ2 ∈ N tal que s − an =
s′ + γ1an−1 + γ2an y s − an+1 = s′′ + λ1an−1 + λ2an. Observamos que γ2 = 0, pues en
otro caso s−an−1−an = s′+γ1an−1 +(γ2−1)an ∈ S, una contradicción. Análogamente
λ1 = 0. Sean u, v ∈ B0 tal que degS(u) = s′ y degS(v) = s′′. Afirmamos que u ∈ J y
δu = γ1. De hecho, f := uxγ1n−1 − vxλ2n ∈ IA y in(f) = uxγ1n−1, luego u ∈ B1. Además si
existe γ′ < δu, entonces s− an−1 − an ∈ S, un absurdo.

Una de las cosas interesantes de la Proposición 1.3.3 y el Teorema 3.3.1 es que con
ellos se describe la resolución de Noether multigraduada de los anillos de semigrupo de
dimensión 2 en términos del semigrupo S y, en particular, se obtiene la resolución no
depende de la característica del cuerpo K.

Cuando d = 2, de la descripción de la resolución de Noether multigraduada de K[S] se
deriva una expresión de su serie de Hilbert multigraduada en términos de S0 y S1.

Corolario 3.3.2. Sea K[S] un anillo de semigrupo de dimensión 2. La serie de Hilbert
multigraduada de K[S] es

HK[S](t) =

∑
s∈S0 t

s −
∑

s∈S1 t
s

(1− tωn−1

1 )(1− tωn2 )

Nota 3.3.3. Sea K[S] es un anillo de semigrupo de dimensión dos y consideremos el con-
junto A = {a1, . . . , an} ⊂ N2 de generadores de S. Si tomamos ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Nn

con ωi := ai,1 +ai,2 para todo i ∈ {1, . . . , n}, entonces IA es ω-homogéneo. La resolución
de Noether de K[S] con respecto a esta graduación se obtiene fácilmente de la multigra-
duada. De hecho, viene dada por la siguiente expresión:

F : 0 −→ ⊕(b1,b2)∈S1A(−(b1 + b2))
ψ1−→ ⊕(b1,b2)∈S0A(−(b1 + b2))

ψ0−→ K[S] −→ 0.

Adicionalmente, la serie de Hilbert ω-graduada de K[S] se deduce de la multigraduada,
basta con considerar la transformación tα1

1 t
α2
2 7→ tα1+α2 .

Si se tiene que ω1 = · · · = ωn, entonces IA es un ideal homogéneo. En este contexto,
tal y como observamos en la Proposición 3.1.2.(2), la resolución de Noether con respecto
a la graduación estándar es

F : 0 −→ ⊕(b1,b2)∈S1A(−(b1 +b2)/ω1)
ψ1−→ ⊕(b1,b2)∈S0A(−(b1 +b2)/ω1)

ψ0−→ K[S] −→ 0.
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Por lo tanto, la regularidad de Castelnuovo-Mumford de K[S] es

reg(K[S]) = max

({
b1 + b2

ω1

| (b1, b2) ∈ S0

}
∪
{
b1 + b2

ω1

− 1 | (b1, b2) ∈ S1

})
. (3.5)

Además, la serie de Hilbert deK[S] se obtiene de la multigraduada considerando la trans-
formación tα1

1 t
α2
2 7→ t(α1+α2)/ω1 .

3.3.1. Una cota superior para la regularidad de Castelnuovo-Mumford
de curvas monomiales proyectivas.

Dada una curva monomial proyectiva C, su anillo coordenado K[C] es un álgebra de
semigrupo de dimensión 2 homogénea estándar y, por tanto, su regularidad de Castelnuovo-
Mumford viene dada por la fórmula (3.5) de la Nota 3.3.3. El objetivo de esta sección es
explotar esta fórmula para aportar una cota superior para la regularidad deK[C] en términos
de la sucesión m1 < · · · < mn de enteros positivos primos entre sí que define C.

Sea R ⊂ N el semigrupo (numérico) generado por m1, . . . ,mn. Al ser m1, . . . ,mn

primos entre sí, es bien sabido (ver, e.g., [32] o [57]) que el complemento de R en N es
finito. El mayor entero que no pertenece aR se denomina número de Frobenius deR y lo
denotamos por g(R). El conjunto de Apèry deR con respecto a mn es

Ap(R,mn) := {a ∈ R | a−mn /∈ R}.

Es conocido y fácil de comprobar que Ap(R,mn) es un conjunto completo de residuos
módulo mn (y, en particular, tiene mn elementos) y que

max(Ap(R,mn)) = g(R) +mn.

Para obtener la cota buscada haremos usaremos de una cota superior de g(R) que es una
pequeña variante de la que da Selmer en [59] (la cual se deduce a su vez de un resultado de
Erdös y Graham [28]). La razón por la que no usamos directamente la cota de Selmer es que
solo es válida bajo la hipótesis de que n ≤ m1. Esta hipótesis no es restrictiva si estamos
estudiando semigrupos numéricos ya que siempre que m1 < · · · < mn sea un conjunto de
generadores minimal de R se satisface que n ≤ m1. Sin embargo, estamos trabajando en
el terreno de las curvas monomiales proyectivas, donde el hecho de que m1 < · · · < mn no
sea un sistema minimal de generadores deR tiene sentido. Así pues una adaptación directa
de la prueba de la cota de Selmer permite demostrar que

g(R) ≤ 2mn

⌊mτ

n

⌋
−mτ , (3.6)

para todo mτ ≥ n. Notar que mn ≥ n y, por lo tanto, τ siempre existe.

Primero veremos un resultado que da una cota superior para reg(K[S]) cuando K[S]
es Cohen-Macaulay.

81



82 / 95

Este documento incorpora firma electrónica, y es copia auténtica de un documento electrónico archivado por la ULL según la Ley 39/2015.
Su autenticidad puede ser contrastada en la siguiente dirección https://sede.ull.es/validacion/

Identificador del documento: 1177709																Código de verificación: cLLpSpfn

Firmado por: EVA GARCIA LLORENTE Fecha: 10/01/2018 17:46:28
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

IGNACIO GARCIA MARCO 10/01/2018 17:51:54
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

MARIA ISABEL BERMEJO DIAZ 11/01/2018 11:38:10
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

ERNESTO PEREDA DE PABLO 12/01/2018 11:47:52
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electrónica

Entrada
Nº registro:  2018/833

Nº reg. oficina:  OF002/2018/691
Fecha:  11/01/2018 16:04:15

Proposición 3.3.4. Sea C la curva monomial proyectiva definida por la sucesión de enteros
m1 < . . . < mn primos entre sí y sea τ ∈ {1, . . . , n} tal que mτ ≥ n. Si K[C] es Cohen-
Macaulay, entonces

reg(K[C]) ≤
⌊
(2mn

⌊mτ

n

⌋
−mτ +mn)/m1

⌋
.

En particular, si m1 ≥ n, se tiene que reg(K[C]) ≤
⌊
mn

(
2
n

+ 1
m1

)
− 1
⌋
.

Demostración. Consideramos la relación de equivalencia sobre Zd introducida en (1.8).
Dado quem1, . . . ,mn son primos entre sí, se tiene que ZS = {(x, y) |x+y ≡ 0 (modmn)},
y que ∼ particiona el conjunto S0 en exactamente mn clases de equivalencia. Además, co-
mo K[C] es Cohen-Macaulay por hipótesis, tenemos que

cada clase de equivalencia tiene un único elemento en S0 (ver Lema 1.3.2 y Proposi-
ción 1.3.3),

S1 = ∅ (ver discusión previa a Teorema 3.3.1), y

reg(K[C]) = max
{
b1+b2
mn
| (b1, b2) ∈ S0

}
(ver Nota 3.3.3).

Tomamos (b1, b2) ∈ S0, entonces (b1, b2) =
∑n−1

i=1 αiai y (b1 + b2)/mn =
∑n−1

i=1 αi. Ade-
más, afirmamos que b1 ∈ Ap(R,mn). En efecto, en otro caso b1 − mn ∈ R y existiría
(c1, c2) ∈ S0 tal que (c1, c2) ∼ (b1, b2), lo cual no es posible. Por lo tanto, usando (3.6), se
tiene que(

n−1∑
i=1

αi

)
m1 ≤

n−1∑
i=1

αimi = b1 ≤ g(R) +mn ≤ 2mn

⌊mτ

n

⌋
−mτ +mn.

Concluimos entonces que

b1 + b2

mn

=
n−1∑
i=1

αi ≤ (2mn

⌊mτ

n

⌋
−mτ +mn)/m1.

Así, cuando m1 ≥ n, es suficiente tomar τ = 1 para obtener el resultado.

Estamos ahora en condiciones de probar el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.3.5. Sea C la curva monomial proyectiva definida por la sucesión de enteros
m1 < . . . < mn primos entre sí y sean τ, λ tales que mτ ≥ n y mn −mλ ≥ n. Entonces

reg(K[C]) ≤

⌊(
2mn

⌊
mτ
n

⌋
−mτ +mn

)
m1

+

(
2mn

⌊
mn−mλ

n

⌋
+mλ

)
(mn −mn−1)

⌋
− 2.

En particular, si m1 ≥ n y mn −mn−1 ≥ n, tenemos que

reg(K[C]) ≤
⌊
mn

(
4

n
+

1

m1

+
1

mn −mn−1

)⌋
− 4.
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Demostración. Consideramos E una clase de equivalencia de ZS inducida por la relación
∼. Suponemos primero que S0 ∩ E tiene un único elemento, sea este (b1, b2). Entonces,
S1 ∩ E = ∅, y el mismo argumento que el que se utilizó en la prueba de la Proposición
3.3.4 demuestra que b1+b2

mn
≤ (2mn

⌊
mτ
n

⌋
−mτ +mn)/m1.

Suponemos ahora que S0 ∩ E = {(x1, y1), . . . , (xr, yr)} con r ≥ 2 y x1 < x2 < · · · <
xr. Vamos a demostrar que se satisfacen las siguientes propiedades:

(a) x1 ≡ x2 ≡ · · · ≡ xr (mod mn),

(b) y1 > · · · > yr y y1 ≡ y2 ≡ · · · ≡ yr (mod mn),

(c) x1 ∈ Ap(R,mn),

(d) yr ∈ Ap(R′,mn), donde R′ es el semigrupo numérico generado por mn −mn−1 <
mn −mn−2 < · · · < mn −m1 < mn,

(e) S1 ∩ E = {(x2, y1), (x3, y2), . . . , (xr, yr−1)}, y

(f) max
{
b1+b2
mn
| (b1, b2) ∈ S0 ∩ E

}
≤ max

{
b1+b2
mn
| (b1, b2) ∈ S1 ∩ E

}
− 1.

En efecto, las propiedades (a) y (b) son evidentes. Para probar (c) y (d) es suficiente tener
en cuenta lo siguiente: S ⊂ R ×R′ y que para todo b1 ∈ R y b2 ∈ R′ existen c1, c2 ∈ N
tales que (b1, c2), (c1, b2) ∈ S. Para obtener (e) observamos primero que

S ∩ E = {b+ λ(mn, 0) + µ(0,mn) | b ∈ S0 ∩ E, λ, µ ∈ N}.

Tomamos ahora (x, y) ∈ S1 ∩E e i ∈ {1, . . . , r} el menor valor tal que (x, y) = (xi, yi) +
λ(mn, 0) + µ(0,mn) con λ, µ ∈ N; observamos que

λ > 0; en caso contrario, (x, y)− (mn, 0) /∈ S,

µ = 0; en caso contrario, (x, y) − (mn,mn) = (xi, yi) + (λ − 1)(mn, 0) + (µ −
1)(0,mn) ∈ S, una contradicción,

y ≥ yr; en caso contrario se tendría que i = r y, como (x, y) − (0,mn) ∈ S ∩ E,
µ ≥ 1,

x ≤ xi+1; en caso contrario (x, y) = (xi+1, yi+1)+λ′(mn, 0)+µ′(0,mn) con λ′, µ′ ≥
1, una contradicción, y

x ≥ xi+1; pues en caso contrario (x, y)− (0,mn) /∈ S.

Por consiguiente (x, y) = (xi+1, yi) y S1 ∩ E = {(x2, y1), (x3, y2), . . . , (xr, yr−1)}.
Sea ahora i ∈ {1, . . . , r−1}, y consideramos (xi+1, yi) ∈ S. Como (xi, yi), (xi+1, yi+1) ∈

E, xi ≡ xi+1(mod mn) y yi ≡ yi+1(mod mn), entonces (xi+1, yi) ∈ E. Además te-
nemos que existen γ, δ ∈ N tales que (xi+1, yi) − (mn, 0) = (xi, yi) + γ(mn, 0) ∈ S y
(xi+1, yi)−(0,mn) = (xi+1, yi+1)+δ(0,mn) ∈ S. Afirmamos que (xi+1, yi)−(mn,mn) /∈
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S. En caso contrario existe j ∈ {1, . . . , r} tal que (xi+1 − mn, yi − mn) = (xj, yj) +
λ′(mn, 0)+µ′(0,mn); lo que no es posible puesto que xi+1−mn < xi+1 implica que j ≤ i
y yi −mn < yi implica que j ≥ i + 1. Por tanto, (xi+1, yi) ∈ S1 y hemos probado (e). La
propiedad (f) se sigue de (e).

Asimismo, como x1 ∈ Ap(R,mn), el mismo argumento usado en la Proposición 3.3.4
prueba que

x1 + y1

mn

≤
(

2mn

⌊mτ

n

⌋
−mτ +mn

)
/m1, (3.7)

y un argumento análogo con yr ∈ Ap(R′,mn) prueba que

xr + yr
mn

≤
(

2mn

⌊
mn −mλ

n

⌋
+mλ

)
/(mn −mn−1). (3.8)

Y, como
xi+1 + yi
mn

− 1 ≤ xr + y1

mn

− 1 ≤ x1 + y1

mn

+
xr + yr
mn

− 2. (3.9)

Teniendo en cuenta (3.7), (3.8) y (3.9) se tiene el resultado. En el caso m1 ≥ n y mn −
mn−1 ≥ n, es suficiente tomar τ = 1 y λ = n− 1 para tener el resultado.

No es difícil constuir ejemplos donde la cota del Teorema 3.3.5 mejore la cota de
L’vovsky. Veamos a continuación un Ejemplo.

Ejemplo 3.3.6. Sea n ≥ 6 y consideramos mi = n + i para todo i ∈ {1, . . . , n − 1}
y mn = 3n, tomamos entonces τ = 1 y λ = n − 1 y aplicamos el Teorema 3.3.5 para
demostrar que

reg(K[C]) ≤
⌊

3n

(
4

n
+

1

n+ 1
+

1

n+ 1

)⌋
− 4 = 13,

mientras que el resultado de L’vovsky no da 2n+ 1 como cota superior.

3.3.2. Aplicación: proyecciones canónicas de la curvas monomial pro-
yectivas asociada a una sucesión aritmética.

Sea m1 < · · · < mn una sucesión aritmética de enteros positivos primos entre si y sea
C la curva monomial proyectiva asociada a esta sucesión de enteros. En el Corolario 3.1.4
describimos la resolución de Noether multigraduada de K[C], el anillo de coordenadas de
C.

En esta sección aplicaremos los resultados vistos para calcular las resoluciones de
Noether multigraduadas de las proyecciones canónicas de C. Es decir, para todo r ∈
{1, . . . , n− 1} y n ≥ 3 estudiaremos la curva Cr := πr(C) que se obtiene como imagen de
C bajo la proyección πr de PnK en Pn−1

K definida por (p1 : · · · : pn+1) 7→ (p1 : · · · : pr−1 :
pr+1 : · · · : pn+1). Sabemos que el ideal de anulación de Cr es IAr donde Ar = A \ {ar}
para todo r ∈ {1, . . . , n − 1}. Notar que C1 es la curva monomial proyectiva asociada a
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la sucesión aritmética m2 < · · · < mn y, por consiguiente, su resolución de Noether la
podemos obtener del Corolario 3.1.4. Cuando n = 3, C2 también es la curva monomial
proyectiva asociada a la sucesión aritmética m1 < m3. Es por ello que esta sección se de-
dica al estudio de la resolución de Noether multigraduada de Cr para r ∈ {2, . . . , n− 1} y
n ≥ 4.

Nota 3.3.7. Denotamos por Cn y Cn+1 a la clausura de Zariski de πn(C) y πn+1(C) respec-
tivamente. Entonces, tanto Cn como Cn+1 son curvas monomiales proyectivas asociadas a
una sucesión aritmética y se puede obtener la resolución de Noether de las mismas apli-
cando el Corolario 3.1.4.. Más concretamente, las correspondientes sucesiones aritméticas
son m1 < · · · < mn−1 para Cn y 1 < 2 < · · · < n − 1 para Cn+1, i.e., Cn+1 es la curva
racional normal de grado n− 1.

Denotamos por Pr al semigrupo generado por Ar para r ∈ {2, . . . , n− 1} y n ≥ 4. La
Proposición 3.3.10 nos indica cómo hallar los semigrupos Pr a partir de S. En la demos-
tración de este resultado usaremos los siguientes lemas; el primero es solo una reescritura
del Lema 1.2.10 y el segundo se obtiene directamente de él.

Lema 3.3.8. Sea q := b(m1 − 1)/(n− 1)c ∈ N; entonces,

(a) q + d+ 1 = min{b ∈ Z+ | bm1 ∈
∑n

i=2 Nmi}

(b) q + 1 = min{b ∈ Z+ | bmn ∈
∑n−1

i=1 Nmi}

(c) (q + d)a1 + ai = al+i + qan + dan+1 para todo i ∈ {1, . . . , n − l}, donde l :=
m1 − q(n− 1) ∈ {1, . . . , n− 1}.

Lema 3.3.9. Para todo r ∈ {2, . . . , n−1}, tenemos que mr ∈
∑

i∈{1,...,n}\{r}Nmi si y solo
si r > m1.

Antes de describir la resolución de Noether, aportamos un resultado que relaciona el
semigrupo S ⊆ N2 de la curva monomial proyectiva asociada a una sucesión aritmética
con el de sus proyecciones Pr. Este resultado, si bien es bastante técnico, será esencial para
describir la resolución de Noether de Pr posteriormente.

Proposición 3.3.10. Sean q := b(m1 − 1)/(n − 1)c y l := m1 − q(n − 1). Si r ≤ m1,
entonces

(a.1) para r = 2,

S \ P2 =

{
{µa1 + a2 + λ an+1 | 0 ≤ µ < q + d, λ ∈ N} , si l 6= n− 1,
{µa1 + a2 + λ an+1 | 0 ≤ µ ≤ q + d, λ ∈ N} , si l = n− 1,

(a.2) para r ∈ {3, . . . , n− 2}, S \ Pr = {ar + λ an+1 | λ ∈ N} , y

(a.3) para r = n− 1,

S \ Pn−1 =

{
{an−1 + µan + λ an+1 | 0 ≤ µ < q o 0 ≤ λ < d} , si l 6= n− 1,
{an−1 + µan + λ an+1 | 0 ≤ µ ≤ q or 0 ≤ λ < d} , si l = n− 1.
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Si r > m1, entonces

(b.1) para r = 2, S \ P2 = {µa1 + a2 + λan+1 | 0 ≤ µ, λ < d} ,

(b.2) para r ∈ {3, . . . , n− 2}, S \ Pr = {ar + λan+1 | 0 ≤ λ < d}, y

(b.3) para r = n− 1, S \ Pn−1 = {an−1 + µan + λan+1 | µ ∈ N, 0 ≤ λ < d}.

Demostración. Para cada s ∈ S podemos escribir s = α1a1 + εiai + αnan + αn+1an+1,
con α1, αn, αn+1 ∈ N, i ∈ {2, . . . , n − 1} y εi ∈ {0, 1}. Siempre que εi = 0 o i 6= r, es
claro que s ∈ Pr. Por lo tanto, supongamos que s = α1a1 + ar + αnan + αn+1an+1 y la
idea de la demostración es caracterizar los valores de α1, αn, αn+1 de modo que s ∈ Pr en
cada caso.

Suponemos primero que r ∈ {3, . . . , n − 2} y probamos (a.2) y (b.2). Si α1 > 0 o
αn > 0, de las igualdades a1 + ar = a2 + ar−1 y ar + an = ar+1 + an−1 deducimos que
s ∈ Pr, así es suficiente considerar el caso s = ar + αn+1an+1. Si r ≤ m1, por el Lema
3.3.9 obtenemos que s /∈ Pr pues la primera coordenada de s es precisamentemr. Con esto
probamos (a.2). Si r > m1 y αn+1 ≥ d, entonces de ar + dan+1 = da1 + ar−m1 se tiene
que s ∈ Pr. Sin embargo, si αn+1 < d probaremos que s /∈ Pr. Supongamos por reducción
al absurdo que s ∈ Pr y αn+1 < d, entonces

s = ar + αn+1an+1 =
∑

j∈{1,...,n+1}\{r}

βjaj (3.10)

para algún βj ∈ N, y así d ≥ 1 + αn+1 =
∑

j∈{1,...,n+1}\{r} βj . Además, si observamos las
primeras coordenadas en (3.10) se tiene que mr =

∑
j∈{1,...,n}\{r} βjmj . Por consiguiente,

m1 +(r−1)d =
∑

j{1,...,n}\{r} βj(m1 +(j−1)d) y, como gcd{m1, d} = 1, esto implica que
d divide a (

∑
j{1,...,n}\{r} βj)− 1, pero 0 < (

∑
j∈{1,...,n}\{r} βj)− 1 < d, una contradicción.

Así pues (b.2) está demostrado.
Como la demostración de (a.1) es similar a la desarrollada para (a.3) no la incluimos.

Probemos entonces (b.1). Supongamos que r = 2. Si αn > 0 de la igualdad a2 +an = a3 +
an−1 se obtiene que s ∈ P2, luego es suficiente considerar el caso s = α1a1+ar+αn+1an+1.
Si α1 ≥ d, la identidad da1 + a2 = a3 + dan+1 prueba que s ∈ P2. Para α1 < d, si
αn+1 ≥ d, la igualdad α1a1 + a2 + dan+1 = (α1 + d + 1)a1 también prueba que s ∈ P2.
Luego, para tener (b.1) solo queda demostrar que s /∈ P2 cuando α1, αn+1 < d. De hecho,
supongamos que α1a1 + a2 +αn+1an+1 =

∑
j∈{1,3,...,n+1} βjaj . Fijándonos en las primeras

coordenadas de la anterior igualdad, llegamos a que α1 + m2 =
∑

j∈{1,3,...,n} βjmj , pero
α1+m2 < m3 < · · · < mn, así β3 = · · · = βn+1 = 0. Pero esto implica que β1 = α1+d+1
y, por consiguiente, βn+1 < 0, una contradicción.

Supongamos ahora que r = n−1. Si α1 > 0, la igualdad a1 +an−1 = a2 +an−2 prueba
que s ∈ Pn−1. Por tanto es suficiente considerar s = an−1 + αnan + αn+1an+1. Siempre
que s ∈ Pn−1, podemos expresar s como s =

∑
j∈{1,...,n−2,n,n+1} βjaj . Teniendo en cuenta

ambas expresiones de s llegamos a que

(i)
∑

j∈{1,...,n−2,n,n+1} βi = 1 + αn + αn+1, y
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(ii)
∑

j∈{1,...,n−2,n} βjmj = mn−1 + αnmn.

Si αn+1 < d probaremos que s /∈ Pn−1. Supongamos por reducción al absurdo que
s ∈ Pn−1. De (ii) y el Lema 3.3.8 deducimos que βn < αn. Además, si reescribimos
(ii) considerando que mi = m1 + (i− 1)d para todo i ∈ {1, . . . , n} y que gcd{m1, d} = 1,
tenemos que d divide a

∑
j∈{1,...,n−2,n} βj − αn − 1 = αn+1 − βn+1, una contradicción con

0 < αn+1 − βn+1 < d.
Caso 1: m1 ≥ n − 1. Supongamos que s ∈ Pn−1. Por (ii) y el Lema 3.3.9 tenemos que
βn < αn, por tanto existe j0 ∈ {1, . . . , n−2} tal que βj0 > 0. En consecuencia, si añadimos
d−βnmn en ambos miembros de (ii) tenemos que (αn+1−βn)mn =

∑
j∈{1...,n−2} βjmj−

mj0 +mj0+1 ∈
∑

j∈{1,...,n−1}Nmj . Luego, por el Lema 3.3.8 tenemos que αn ≥ αn−βn ≥
q. Si l < n − 1, para αn ≥ q, αn+1 ≥ d la igualdad del Lema 3.3.8 (q + d)a1 + an−l−1 =
an−1 + qan + dan+1 prueba que s ∈ Pn−1. Esto demuestra (a.3) cuando l ≤ n− 1. Ahora
bien, si l = n − 1, para αn ≥ q + 1, αn ≥ d, de nuevo por la igualdad (q + d + 1)a1 =
(q + 1)an + dan+1 probamos que s ∈ Pn−1. Solo queda entonces probar que si αn = q,
entonces s /∈ P2. Asumimos por reducción al absurdo que an−1 + qan + αn+1an+1 =∑

j∈{1,...,n−2,n,n+1} βjaj . Entonces, de las primeras coordenadas en esta igualdad, mn−1 +

qmn =
∑

j∈{1,...,n−2,n} βjmj y por el Lema 3.3.9 deducimos que βn < q y, en consecuencia,
existe j0 ∈ {1, . . . , n − 2} tal que βj0 > 0. Denotamos βn−1 := 0, λj := βj para todo
j ∈ {1, . . . , n} \ {j0, j0 − 1}, λj0 = βj0 − 1, λj0+1 = βj0+1 + 1, entonces sumando d en
ambos miembros de la igualdad y atendiendo al Lema 3.3.8, tenemos que (q + 1)mn =
(q+ d+ 1)m1 =

∑
j∈{1,...,n} λjmj ∈

∑n
i=1 Nmi. Sin embargo λ1 6= q+ d+ 1, λn 6= q+ 1,

así aplicando sucesivamente las igualdades ai + aj = ai−1 + aj+1 para todo 2 ≤ i ≤ j ≤
n − 1 podemos escribir

∑
j∈{1,...,n} λjmj como µ1m1 + εkmk + µnmn con µ1, µm ∈ N,

k ∈ {2, . . . , n− 1}, εk ∈ {0, 1}. Es claro que µ1 6= q + d+ 1 y µn 6= q + 1 y uno de ellos
es no nulo; esto contradice la
minimalidad de q + d+ 1 o q + 1.

Para probar (b.3) lo único que queda es ver que si αn+1 ≥ d, entonces s ∈ Pn−1, pero
esto sigue fácilmente de la relación an−1 + dan+1 = da1 + an−1−m1 .

Usando el resultado anterior y la Proposición 1.3.1 no es difícil obtener el Corolario que
damos a continuación, que nos provee los desplazamientos del primer paso de la resolución
de Noether multigraduada de K[Pr] para todo r ∈ {2, . . . , n− 1}, sea

(Pr)0 := {s ∈ Pr | s− an, s− an+1 /∈ Pr}.

De hecho, el Corolario 3.3.11 describe (Pr)0 respecto al conjunto S0 dado por el Teorema
3.1.3.

Corolario 3.3.11. Denotamos por tµ := µa1 + a2 para todo µ ∈ N. Si r ≤ m1, entonces

(a.1) para r = 2,

(P2)0 =

{
(S0 \ {tµ | 0 ≤ µ < q + d}) ∪ {tµ + an | 0 ≤ µ < q + d} , si l 6= n− 1,
(S0 \ {tµ | 0 ≤ µ ≤ q + d}) ∪ {tµ + an | 0 ≤ µ ≤ q + d} , si l = n− 1,
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(a.2) para r ∈ {3, . . . , n− 2}, (Pr)0 = (S0 \ {ar}) ∪ {ar + an},

(a.3) para r = n− 1,

(Pn−1)0 =

{
(S0 \ {an−1}) ∪ {an−1 + qan + dan+1}, si l 6= n− 1,
(S0 \ {an−1}) ∪ {an−1 + (q + 1)an + dan+1}, si l = n− 1.

Si r > m1, entonces

(b.1) para r = 2,

(P2)0 = (S0 \ {tµ | 0 ≤ µ ≤ d− 1}) ∪ {tµ + an, tµ + dan+1 | 0 ≤ µ < d} ,

(b.2) para r ∈ {3, . . . , n− 2}, (Pr)0 = (S0 \ {ar}) ∪ {ar + an, ar + dan+1} , y

(b.3) para r = n− 1, (Pn−1)0 = (S0 \ {an−1}) ∪ {an−1 + dan+1}.

Del Corolario 3.3.11 y la Proposición 1.3.3, tenemos la siguiente caracterización de la
propiedad Cohen-Macaulay para esta familia de anillos de semigrupo teniendo en cuenta
que el entero D de la Proposición 1.3.3 en este contexto es D = mn.

Corolario 3.3.12. K[Pr] es Cohen-Macaulay⇐⇒ r ≤ m1 o r = n− 1.

Además, como consecuencia del Teorema 1.4.3 y el Corolario 3.3.11, tenemos que
cuando K[Pr] no es Cohen-Macaulay, su Macaulayficación es K[S].

Corolario 3.3.13. Para todo r ∈ {2, . . . , n− 2} y r > m1, la Macaulayficación de K[Pr]
es K[S].

Para hallar la resolución de Noether multigraduada de K[Pr] para todo r ∈ {2, . . . , n−
2} y r > m1, queda estudiar el segundo paso de la misma. Por el Teorema 3.3.1, los
desplazamientos vienen dados por el conjunto

(Pr)1 := {s ∈ Pr | s− an, s− an+1 ∈ Pr y s− an − an+1 /∈ Pr}.

Corolario 3.3.14.

(Pr)1 =

{
{µa1 + a2 + an + dan+1 | 0 ≤ µ < d} , si r = 2 y m1 = 1,
{ar + an + dan+1}, si r ∈ {3, . . . , n− 2} y m1 < r.

Como consecuencia del resultado anterior, somos capaces de dar la resolución de Noe-
ther multigraduada de K[Pr] para todo r ∈ {2, . . . , n− 1}.

Teorema 3.3.15. Sean q := d(m1 − 1)/(n − 1)e y l := m1 − q(n − 1) y sea también
sλ :=

(⌈
λ
n−1

⌉
mn − λd, λd

)
∈ N2 para todo λ ∈ {0, . . . ,mn − 1}, entonces la resolución

de Noether multigraduada de K[Pr] viene dada por las siguientes expresiones:
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Para m1 ≥ 2 se tiene que

0 −→
(
⊕mn−1
λ=0, λ/∈Λ1

A · sλ
)
⊕
(
⊕λ∈Λ1 A · (sλ + an)

)
−→ K[P2] −→ 0,

donde Λ1 := {µ(n − 1) − 1 | 1 ≤ µ ≤ q + d + ε}, y ε = 1 si l = n − 1, o ε = 0 en
otro caso.

Para r ∈ {3, . . . , n− 2} y r ≤ m1, entonces

0 −→
(
⊕mn−1
λ=0, λ 6=n−rA · sλ

)
⊕ A · (ar + an) −→ K[Pr] −→ 0

Para r = n− 1 ≤ m1, entonces

0 −→
(
⊕mn−1
λ=0, λ 6=1A · sλ

)
⊕ A · (an−1 + (q + ε)an + dan+1) −→ K[Pn−1] −→ 0,

donde ε = 1 si l = n− 1, o ε = 0 en otro caso.

Para m1 = 1, entonces

0 −→ ⊕λ∈Λ2A · (sλ + an + dan+1) −→

⊕mn−1
λ=0,λ/∈Λ2

A · sλ
⊕

⊕λ∈Λ2A · (sλ + an)
⊕

⊕λ∈Λ2A · (sλ + dan+1)

−→ K[P2] −→ 0,

donde Λ2 := {µ(n− 1)− 1 | 1 ≤ µ ≤ d}.

Para r ∈ {3, . . . , n− 2} y r > m1, entonces

0 −→ A · (ar + an + dan+1) −→

(
⊕mn−1
λ=0, λ 6=n−rA · sλ

)
⊕

A · (ar + an)⊕ A · (ar + dan+1)
−→ K[Pr] −→ 0.

Para r = n− 1 > m1, entonces

0 −→
(
⊕mn−1
λ=0, λ 6=1A · sλ

)
⊕ A · (an−1 + dan+1) −→ K[Pn−1] −→ 0.

Merece la pena mencionar que del Teorema 3.3.15 y la Nota 3.3.3, se puede obtener la
resolución de K[Pr] respecto a la graduación estándar. Adicionalmente, la descripción de
(Pr)i para todo r ∈ {2, . . . , n − 1}, i ∈ {0, 1}, permite usar la Nota 3.3.3 para dar una
fórmula para la regularidad de Castelnuovo-Mumford de K[Pr].

Teorema 3.3.16. La regularidad de Castelnuovo-Mumford de K[Pr] es:
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reg(K[Pr]) =


dmn−1
n−1
e+ 1, si r ∈ {2, n− 1} y r ≤ m1,

2d, si r = 2 y m1 = 1, y
dmn−1
n−1
e, si r ∈ {3, . . . , n− 2}, o r = n− 1 y m1 < r

Concluimos la sección ilustrando con un ejemplo los resultados de la misma.

Ejemplo 3.3.17. Consideramos la curva monomial proyectiva definida paramétricamente
por las ecuaciones:

x1 = st6, x2 = s5t2, x4 = s7, x5 = t7.

Observamos que la curva que se corresponde con C2, donde C es la asociada a la sucesión
aritmética m1 < · · · < mn con m1 = 1, d = 2 y n = 4. Luego, por el Teorema 3.3.15,
tenemos que la resolución de Noehter multigraduada de K[P2] es

0 −→ A · (10, 18)⊕A · (11, 24) −→
A⊕ A · (1, 6)⊕ A · (5, 2)⊕

A · (2, 12)⊕ A · (6, 8)⊕ A · (10, 4)⊕
A · (3, 18)⊕ A · (11, 10)⊕ A · (4, 24)

−→ K[P2] −→ 0.

Por el Corolario 3.3.2, tenemos que la serie de Hilbert mutligraduada de K[P2] es

HK[P2](t) =
1 + t1t

6
2 + t21t

12
2 + t41t

24
2 + t31t

18
2 + t51t

2
2 + t61t

8
2 + t10

1 t
4
2 − t10

1 t
18
2 + t11

1 t
10
2 − t11

1 t
24
2

(1− t71)(1− t72)

Siguiendo la Nota 3.3.3, si consideramos la graduación estándar sobre R, obtenemos
la siguiente resolución de Noehter de K[P2]:

0 −→ A(−4)⊕ A(−5) −→ A⊕ A(−1)2 ⊕ A(−2)3

A(−3)2 ⊕ A(−4)
−→ K[P2] −→ 0,

y también la serie de Hilbert de K[P2]:

HK[P2](t) =
1 + 2t+ 3t2 + 2t3 − t5

(1− t)2
.

También, reg(K[P2]) = 4.
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