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En este libro se han recopilado las soluciones de las preguntas principales de los examenes
del médulo de optimizacion en Matematicas Il, asignatura obligatoria de primer curso de
los Grados en Economia y en Administracion y Direccion de Empresas. Es recomendable
gue el alumnado intente plantear estos problemas antes de consultar el solucionario. De
esa forma el aprendizaje sera mas efectivo. Se han resuelto los problemas ya planteados
utilizando el Wolfram Alpha, para que asi dispongan de las soluciones correspondientes y
las puedan contrastar cuando realicen el procedimiento analitico completo.
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Examenes resueltos de optimizacién. Matematicas 11 ©2024 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 9/02/2024

Primer llamamiento junio 2016

3. Una compaiiia petrolifera tiene que determinar cuantos barriles de petrdleo va a extraer de los pozos
que opera en los dos préximos aflos para maximizar los beneficios. Se sabe que si extrae x1 millones de
barriles durante el primer afio, puede vender cada barril por (40 — x1) ddlares siendo el coste total de
extraccién de x1> millones de délares. Durante el segundo afio, si extrae x, millones de barriles el precio
de venta por barril es de (30— x;) ddlares vy el coste total de extraccidn seria 2x2> millones de délares. La
empresa solo tiene permiso para extraer un maximo de 10 millones de barriles cada dos afios.

a) Plantear un problema de optimizacidon que permita decidir la politica dptima de extraccién en los
préximos dos afios teniendo en cuenta las limitaciones descritas.

max B(x,,x;) = x,(40 — x;) — x% + x,(30 — x;,) — 2x5 = 40x; — 2x% + 30x, — 3x%
X1 +x3 < 10
sujeto a x1=0
Xy = 0

b) Sin resolver el problema planteado, ése puede garantizar la existencia de maximo global?

Sabiendo que se debe extraer petrdleo los dos aiios, es decir el 6ptimo no satura las restricciones de no
negatividad:

c) Escribe las condiciones de Kuhn-Tucker.

d) éCudl es el maximo beneficio que puede lograr la empresa? ¢COmo debe realizar la explotacion de sus
pozos en los préximos dos afios para conseguirlo?

. 40x-2x"+30y -3y
maximize
x+y=10Ax=0Ay=0

maxHﬂer—Ef +30y-3y, x+y=10Ax=0/Ay= D}}: 245 at (x, v) = (7, 3)

e) Debido a una politica de contencidn de costes, el gerente desea limitar a un maximo de 70 millones de
dodlares el gasto realizado en tareas de extraccion en el periodo considerado (dos afios). Sin resolver el
nuevo problema, razona si deberia modificar su politica de extraccion.
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Ex&menes resueltos de optimizacién. Matematicas 11 ©2024 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 9/02/2024
Segundo llamamiento junio 2016

3. Una empresa exporta un producto a tres paises en cantidades x, y, z, respectivamente. La empresa
tiene unos costes variables positivos de transporte de x — y u.m. por cada unidad del producto enviada
al primer pais, 3y — x — 2z u.m. por cada unidad enviada al segundo pais y finalmente 4z — 2y u.m.
por cada unidad transportada hasta el tercero. Ademas, la empresa ha calculado que sus costes fijos son
de 800 u.m. Se sabe que en total exportara 1500 unidades. Se pide:

a) Formular el modelo matematico que permite obtener las cantidades que se exportaran a cada pais
si el objetivo de la empresa es minimizar sus costes totales de transporte. Escribir las condiciones de
Kuhn-Tucker para dicho problema.

Minimizar CT=CV+CF=(x—y)x+ By—x—22)y + (4z— 2y)z + 800

sujetoax+y+z=1500,x>0,y>0,z>0

b) Obtener la estrategia de exportacion dptima que minimiza los costes totales de transporte sabiendo
gue la empresa exportard algo a cada uno de los tres paises (no utilizar el método de sustitucion)

(x—¥x+(B3y—-x-2zy+(4z-2y)z+ 800

minimize x_l_y_l_z:lSDD/\x:zD/\y-‘zD/\Z:—*D

111il1{{|;x—y}x+|;3y—x—22]y+[4z—2y}z+800,

x+y+z=lSDD/\an/\yaD/\zaD}}:

300800 at (x, ¥, =) = (700, 500, 300)

c¢) Razonar, sin resolver, cudl seria el efecto sobre el coste minimo global que tendria una disminucién
de 3 unidades en la cantidad total exportada.
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Examenes resueltos de optimizacién. Matematicas 11 ©2024 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 9/02/2024

Julio 2016

3. Una empresa produce al afio Q(x,y) = xy miles de unidades de un bien, empleando las cantidades de
x e y miles de unidades de los factores productivos capital y trabajo respectivamente. Para cumplir con
los compromisos adquiridos con sus clientes el proximo afio, la produccion tiene que ser de 3 mil unidades
(@ =3).

La empresa se plantea para el préximo afo minimizar los costes de produccion, siendo, 8 miles de € los
costes de emplear mil unidades del factor capital, y 6 miles de € los costes de emplear mil unidades del
factor trabajo.

La empresa estd limitada en los factores productivos que puede emplear, estando dicha limitacidn
representada por la condicién x? + y? < 10.

Obsérvese que en las restricciones x = 0 ey > 0, ni x ni y pueden anularse para que la produccién pueda
ser de 3 mil unidades.

a) Plantea un modelo matematico cuya solucidon permita a la empresa conocer como lograr su objetivo.

Minimizar C(x,y) = 8x + 6y
sujeto a:
x-y=3
x2+y2<10
x=>0y=>0

b) Escribe las condiciones de Kuhn-Tucker para maximo y minimo.

c) Sabiendo que la regidén factible es cerrada, acotada y no vacia, iqué puedes decir sobre los éptimos
globales?

d) Indica el caracter local y/o global de los candidatos a maximo y minimo obtenidos. ¢ Qué deberia hacer
la empresa para lograr su objetivo? ¢ A cuanto ascenderia el coste éptimo?

Bx+6y

extrema x_}f:E/\x:+fleI/\an/\_}raD

111ax{{8x+6y,xy=3/\r" +y‘" = lD/\x::D/\j*::D}}:BD (x, vI=1(3, 1)

minHSx+6y,xy:3/\r" +f = lD/\an/\yaD}}zE*’-} [x,y):(—z,E]

e) Justifica también el 6ptimo mediante Hessiano Orlado.
f) Obtener el maximo coste global por otro método.

g) Sin resolver el nuevo problema, écomo quedaria aproximadamente el coste minimo si se
incrementase 500 unidades la produccion?
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Examenes resueltos de optimizacion. Matematicas 11 ©2024 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 9/02/2024

Septiembre 2016

3. Supongamos un monopolista que vende el Unico producto que fabrica en dos mercados (1y 2). Y
supongamos que no ser posible transferir el producto entre ambos mercados, por lo que en
principio dicho monopolista puede fijar un precio diferente en cada uno de ellos. Supongamos que
los precios y las cantidades demandadas en cada mercado son p1y qi, p2 Y g2 respectivamente los
cuales se relacionan siguiendo las expresiones

p1 =100 —qy;p1 =80 —¢q;
Y la funcién de costes es C = 6(q; + g,). Se sabe que g; > 0y g, > 0.

a) Plantea el problema optimizacidn que nos permita saber cuanto debe vender el monopolista
en cada mercado para maximizar su beneficio.

Maximizar B(q4,q2) = (100 — q,)q, + (80 — q3)q, — 6(q1 + q3)

maximize (100 —x)x+(BO—y) ¥y —6(x+¥)

max{({100 —x)x + (B0 — ¥y ¥ — 6 (x + )} = 3578 art (x, ¥) = (47, 37)

b) Si el mercado 1 absorbe a lo sumo 20 u de producto y el mercado 2 necesitara abastecerse
como minimo de 50 u., plantear el nuevo problema y resolverlo completamente. ¢ Cuanto
debe vender ahora, y a qué precios, el monopolista para seguir maximizando su beneficio?
¢Como ha afectado esta nueva circunstancia a su beneficio maximo?

Maximizar B(q1,q2) = (100 — q1)q; + (80 — q2)q, — 6(q1 + q2)

q: <20

q- > 50

Del enunciado se sabe también que q; > 0.

sujeto a

(100 —x)x+(BO—yv)y—6ix+¥)
maximize
x=20A y=50

max{{{100 —x)x+ (B0 — ¥y —6ix+ ¥, x =20 A ¥ = 50}} = 2680 at (x, ¥) =
(20, 50)
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Ejercicios resueltos de sistemas de ecuaciones Matematicas 11 ©2024 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 9/02/2024

c) Partiendo del apartado a), si no estuviera permitida la discriminacion de precios, esto es, que

es necesario legalmente fijar el mismo precio en ambos mercados écomo habria que

modificar el planteamiento inicial? ¢Cudnto debe vender ahora, y a qué precios, el
monopolista para seguir maximizando su beneficio?

P1=D2=P
q=q11tq
p=280—q;

0 +q,=180—-2p =q
Maximizar B(p) =p-q—6q = (p — 6)(180 — 2p)

maximize (x—6) (180 - 2x)

max{(x —6) (180 — 2 x)} = 3528 x =48

d) Partiendo del apartado c), si las autoridades del pais 1 fijan un impuesto de t u.m. por cada
unidad de producto vendido en el mercado 1, ¢ cdmo habria que modificar el planteamiento.
Calcula de nuevo las cantidades a vender y precios para seguir maximizando beneficio.
¢Cuanto recibird el gobierno por la via de este impuesto?

Maximizar B(p) =p-q—6q —t-q, = (p — 6)(180 — 2p) — t(100 — p)
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Ejercicios resueltos de sistemas de ecuaciones Matematicas 11 ©2024 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 9/02/2024

Primer llamamiento Junio 2017

3. Sea la funcién de utilidad de un consumidor U(x,y) = 6xy + 2(y — 2) donde x e y son las cantidades

que se adquieren de dos bienes A y B, estando obligado por razones de salud a consumir algo de ambos

bienes en cantidades que podrian ser fracciones de unidad. Los precios unitarios de dichos bienes
determinados por el mercado son 4y 2 u.m. respectivamente. Se pide:

a) ¢éCudl es la elecciéon éptima del consumidor si su objetivo es alcanzar el maximo nivel de utilidad,
suponiendo que se gasta toda su renta monetaria que asciende a 8 u.m. En dicha eleccién éptima, ¢écudl
es el valor de la utilidad para el consumidor?

Maximizar U(x,y) = 6xy + 2(y — 2)
sujetoa: 4x + 2y =8,

x=0y=0.
Bxy+2(y-2)
maximize
dx+2y=8rx=z0ry=0
37 57
max{bxy+2(y-2)|4x+2y=8ax=0ny=0]= 3 [x,y}—[g, E]

b) Justificar matematicamente qué cambio puede esperar el consumidor en su nivel maximo de utilidad si
su renta monetaria disminuyeraen3um. M* ~ M+ A-Ak->M* =~ —-21/2

Partiendo del apartado a) se pide:

c) Siel consumidor estuviera obligado a consumir una cantidad menor del bien A que del bien B, ¢deberia
cambiar su eleccién para seguir obteniendo utilidad maxima? é¢en esta nueva situacion cudnto elegiria
consumir de cada bien y qué utilidad maxima alcanzaria?

Maximizar U(x,y) = 6xy + 2(y — 2)
sujeto a: 4x + 2y =8,

X<y,

x=>0,y=>0.

d) Siel consumidor estuviera obligado a consumir una cantidad del bien A al menos igual que la consumida
del bien B, ideberia cambiar su eleccion para seguir obteniendo utilidad maxima? éen esta nueva
situacidn cuanto elegiria consumir de cada bien y qué utilidad maxima alcanzaria?

Maximizar U(x,y) = 6xy + 2(y — 2)
sujetoa: 4x + 2y =8,

xX=Yy,

x=>0,y=>0.

bxy+2(y-2)
maximize
4I+2_)"— Sr'\JC:_-_)’r"\JC:_- Or'\_)’z 0

28 4 4
maxibxy+2(y-2)|dx+2y=8AxzyAx=0Ay=0]= ? [x,y}—[g, 5]

Ultima version alojada en Repositorio ULL: http://riull.ull.es/xmlui/handle/915/26428



http://riull.ull.es/xmlui/handle/915/26428

Ejercicios resueltos de sistemas de ecuaciones Matematicas 11 ©2024 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 9/02/2024

Segundo llamamiento Junio 2017

3. Una empresa aerondutica construye dos tipos de aviones Ay B. Para ello dispone como maximo de 1800
millones de euros, siendo el coste de cada avion 30 y 20 millones de euros, respectivamente. Ademas las
condiciones de mercado exigen que el numero total de aviones no sea mayor de 80. Se sabe que si se
construyen x aviones de tipo A e y aviones de tipo B la funcién de Beneficio (en millones de euros) viene
dada por B(x,y) = 3x% + y2 + 5xy, y el objetivo de la empresa es maximizar su beneficio.

a) Plantear el problema de optimizaciéon en su forma mas general, incluyendo las condiciones de no
negatividad.

Maximizar B(x,y) = 3x* + y* + 5xy
sujetoa: 30x+ 20y <1800
x+y<80
x=>0y=>0

b) Si se conoce que el éptimo no satura las condiciones de no negatividad, estudiar cuantos aviones debe
construir de cada clase para que el beneficio sea maximo. Para ello, obtener los puntos de Kuhn-Tucker y
clasificarlos, si es posible, con la matriz Hessiana y Hessiano Orlado.

c) Sabiendo que la regién factible del problema planteado es cerrada y acotada, discutir la globalidad de los
O6ptimos obtenidos en el apartado anterior y obtener el beneficio maximo.

o 3x* +_)f2 +5xy
maximlze
30x+20y =1800Ax+y =80AXx=0Ay=0

max(3x” +y* +5xy|30x+20y = 1800 Ax+y =80Ax=0Ay =0} = 11700
(x, ¥) =40, 30)
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Ejercicios resueltos de sistemas de ecuaciones Matematicas 11 ©2024 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 9/02/2024

Julio 2017

3. En una empresa se fabrican dos productos A y B en cantidades x e y respectivamente. Por la venta de
cada unidad A se obtienen 4 euros y por cada unidad de B se obtienen 3 euros. Las posibilidades de
produccién de la empresa vienen dadas tal manera que el valor de la expresién 8x2 + 3y? ha de ser como
maximo de 8000 unidades.

a)

b)

c)

Plantear el problema que permite maximizar los ingresos de la empresa en su forma mads general, es
decir, considerando las condiciones de no negatividad para las variables.
Maximizar I(x,y) = 4x + 3y

sujetoa: 8x% + 3y% < 8000
x=0,y=0

Sabiendo que el conjunto factible del problema anterior es cerrado y acotado équé se puede decir sobre
la existencia de dptimos globales?

Se sabe que el dptimo no satura las condiciones de no negatividad, es decir esas restricciones no son
activas en el dptimo buscado. Con esta informacion se pide:

c.1) Calcular los candidatos a méximo.

c.2) Utilizar las condiciones de segundo orden para determinar la solucidn del problema. ¢ Cuales son las
unidades de Ay B que se han de producir para maximizar el ingreso y cudl es el ingreso maximo?

c.3) ¢Qué se puede deducir al aplicar el criterio del Hessiano Orlado?

4x+3y

maximize
Bx'+3y* =B000AX=0Ay=0

max(4x+3y|8x*+3y* =8000AXx=0AYy =0} =200 art (x, y) = (20, 40)

d) Calcular, sin resolver el nuevo problema, cudnto varian aproximadamente los ingresos maximos si las

posibilidades de produccion se incrementan en 3 unidades.
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Ejercicios resueltos de sistemas de ecuaciones Matematicas 11 ©2024 Domingo Israel Cruz Baez. Actualizado 9/02/2024

Septiembre 2017

3. Una empresa tiene que producir en los proximos dos afios x miles de unidades de un bien el primer afio e
¥ miles de unidades del bien el segundo afio. Para cumplir con los compromisos adquiridos con sus clientes
en estos proximos dos anos, la produccién tiene que ser de 10 mil unidades. Existe la posibilidad de que parte
de la demanda del primer afio se puede posponer para el segundo y también que parte de la demanda del
segundo ano se pueda producir el primero, pero con el limite de que cada afio deben de producirse al menos
3 mil unidades del bien.

Los costes de produccién del primer afio son C(x) = 2x? + 20 cientos de miles de €, vy, tras la entrada en
funcionamiento para el segundo afio de una mejora productiva, los costes de produccidn del segundo afio
sean C(y) = 1,25 y? + 100 cientos de miles de €.

El precio de venta de mil unidades del bien producido el primer afio es de 34 cientos de miles de €. En cambio,
como promocién de la nueva versidn evolucionada del bien producido el segundo afio y tras la relativa mejora
en los costes productivos, el precio de venta de mil unidades del bien producido el segundo afio serd de 33
cientos de miles de €.

La empresa se plantea cdmo distribuir la produccion los préoximos dos afios para maximizar los beneficios.

a) Plantear un modelo matematico cuya solucién permita a la empresa conocer como lograr su objetivo.

Maximizar B(x,y) = 34x + 33y — (2x%? + 1,25y? + 120)
sujetoa: x+y=10
x=3,y=3

b) Sin emplear el método de sustitucion, obtener tanto los maximos como los minimos del problema
matematico planteado indicando el caracter local y/o global de los dptimos obtenidos, e indica la peor
decisién que podria tomar la empresa (minimo beneficio global) para lograr su objetivo.

c¢) Confirmar mediante otro método el caracter global del maximo obtenido en el apartado anterior.
d) Aplicar el Hessiano Orlado a dicho punto y extraer la conclusidon que proceda.

e) ¢Qué deberia hacer la empresa para lograr su objetivo? ¢ A cuanto ascenderia el beneficio 6ptimo?

— F4x+33y-(2x" +1.25y +120)
maximilze
x+y¥y=10Ax=3ny=3

max(34x+33y-(2x° +1.25y" +120)|x+y =10Ax=3AYy =3} =137 at (x, y) =
(4, 6)
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3. La funcién de produccion de una empresa viene dada por:

F(x,y) = 20x + 3xy — 2y?donde x ey son las cantidades utilizadas de cada factor productivo Ay B,
respectivamente. Ademas, la empresa en virtud de su contrato con el proveedor de recursos, no puede
exceder de 50 unidades de factor productivo B y tiene que utilizar como minimo el doble de unidades del
factor B que del factor A. Si la empresa se plantea como objetivo maximizar la cantidad producida, se pide:

a) Plantear el problema de optimizacidn en su forma mas general, incluyendo las condiciones de no
negatividad.

Maximizar 20x + 3xy — 2y?
sujetoa: y < 50

y=2x

x=>0y=>0

b) Calcular los niveles de ambos factores que maximizan la cantidad producida, asi como el
correspondiente nivel de produccién maximo. Para ello, obtener los puntos de Kuhn-Tucker y
clasificarlos, si es posible, con la matriz Hessiana y Hessiano Orlado, y estudiar si se puede garantizar
la caracteristica global del 6ptimo obtenido. Nota: Se conoce que el éptimo no satura las
condiciones de no negatividad.

Maximize 20x+3xy-2y*2, y==50, y==2x,x>=0y>=0 =]

o 0x+3xy-2y°
maximize

¥=50Ay=z2xAx=z0ny=0

max{20x+3x_)f—2y2|_)r550f'\yz 2xhx=0hy=0}=50 ar (x, y)=(5, 10

c) Siel proveedor de recursos nos permite aumentar la disponibilidad maxima de factor productivo B
hasta 51.2 unidades, razonar en cuanto varia aproximadamente la nueva produccién maxima.
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3. Una empresa, que produce al afio dos bienes Ay B en las cantidades respectivas de x e y miles de unidades,
se plantea maximizar los beneficios que ascienden a B(x,y) = 6x + 3y — 4x* — y? + 400 millones
de €.

Por un lado, por razones estratégicas, la empresa desea producir las mismas o mds unidades del bien A que
del B. Y por otra parte, para asegurar la venta de los bienes, la empresa estima que la produccidn total de
ambos bienes ha de ser de 10 mil unidades. Sin emplear el método de sustitucion, realizar lo siguiente:

a) Obtener los candidatos a minimo y a mdximo del problema matematico de optimizacion cuya funcidn
objetivo es la funcién de beneficios, teniendo en cuenta las condiciones mencionadas y las que se
sobreentienden (x = 0ey = 0).

No obstante, nétese que la restriccién x = 0 se puede ignorar ya que siempre se verificard si lo hacen las
restantes restricciones.

El problema que nos plantean es:

Optimizar B(x,y) = 6x + 3y — 4x* — y? + 400
sujetoa:x >y

x+y=10
x>0
y=0
Optimize 6x+3y-4x*2-y*2+400, x==yx+y=10x==0, y==0 a8

Bx+3y—4x’ -y +400
eXtrema
XzyhAx+y=10Ax=z0Ay=0

1nax{6x+3_}f—4x2—y2 +400|xzynx+y=10Ax=0Ay =0} =320 at (x, y) =
(5, 5)

min{5x+3y—4xz—yz +400|x=yAx+y=10Ax=0ny =0} =60 at (x, ¥} =
(10, 0)

b) Analizar el caracter de 6ptimo local y/o global de los candidatos obtenidos e interpretar dichas soluciones
en el contexto del problema econémico inicial.

c) En cuanto se estima que se incrementaria el beneficio 6ptimo si las unidades producidas del bien A tuviesen
gue ser no sélo las mismas o mas que las del B, sino que fuesen al menos 500 unidades mas que las de B.
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3. Una empresa produce botas y zapatos de piel asumiendo unos costes mensuales de  4x? + 6y? decenas
de €, siendo x e y el nimero de pares de botas y zapatos producidos al mes. Se sabe que la fabricacién de
un par de botas requiere 2 horas de mano de obra mientras que cada par de zapatos necesita 1 hora de mano
de obra para su produccién. La plantilla fija de empleados permite garantizar como mdéximo 40 horas de
mano de obra al mes. Ademas, la direccién quiere garantizar una produccion total minima mensual de 3

decenas de pares para poder responder a las demandas imprevistas. Con el fin de evaluar su rendimiento
real, la empresa desea conocer el mayor y el menor coste posible en las condiciones descritas.

a) Plantear el problema general de la optimizacion de los costes de esta empresa teniendo en cuenta los
requisitos sefalados y la no negatividad de la produccién.

Optimizar B(x,y) = 4x* + 6y?
sujetoa: 2x +y < 40
x+y=30
x>0
y=>0
b) Escribir las condiciones de Kuhn-Tucker asociadas al problema anterior
c) Estudiar silos puntos (10, 20), (0, 30) y (0, 40) son candidatos a maximo o minimo del problema. Aplicar
Hessiano y/o Hessiano Orlado y obtener las conclusiones que correspondan.
d) Sabiendo que no existen mas puntos de Kuhn-Tucker (salvo los obtenidos en el apartado anterior),
obtener la produccién de minimo coste y de maximo coste posible.

L

Optimize 4x*2+6y*2, 2x+y<=40, x+y==30x>=0y==0 =]

4x2+6y2
2x+y=40Ax+y=30Ax=20Ay=0

exXtrema

max-{4xz +6 37 |[2x+y=40nx+y=30Ax=0ny=0}=9600 at (x, y) = (0, 40)

111111-{43(2 +6 37 |2x+y=40nx+y=30Ax=0ny=0}=2800 at (x, y) = (10, 20)

e) Calcular el coste minimo que debe asumir la empresa en la situacion actual e interpretar el resultado.
¢Cémo variaria el coste minimo si se incrementara en dos pares la produccién total minima mensual
exigida?
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3. Una empresa zapatera estd pensando en la posibilidad de lanzar al mercado dos nuevos tipos de zapatos.
Segln un andlisis realizado, los ingresos que producirian estos nuevos productos vendrian dados por la

siguiente funcion:
I(x,y) =x>—1+4xy+y,

donde x e y representan las cantidades producidas (en miles) de los dos nuevos tipos de zapatos, mientras
que la funcién de costes generada seria:

C(x,y) = 4xy + 2x2.

Debido a exigencias del proceso productivo, las cantidades obtenidas de los dos tipos de zapatos deben
verificar la siguiente relacion:

2x% +2y%? =8.
Si la empresa tiene como objetivo maximizar su beneficio, se pide:

a) Plantear el problema de optimizacién en su forma mas general, incluyendo las condiciones de no
negatividad.

Optimizar B(x,y) = —x* —1+y
sujeto a: 2x% + 2y =8
x>0
y=0
b) Calcular las cantidades producidas de los dos tipos de zapatos que maximizan el beneficio. Para ello,
obtener los puntos de Kuhn-Tucker y clasificarlos, si es posible, con la matriz Hessiana.

Optimize -x*2-1+y, 2x"2+42y*2=8x==0, y==0 =]

X -1l+y
EXtrema
2x*+2y* =8Ax=0Ay=0

max{—xz—l+y|2xz+2yz =8Ax=0Ay=0}=1arx, y)=1(0,2)

minf-x* -1+y|2x° +2v* =8Ax=0Ay=0l=-5 at (x, y) =2, 0)
{ 3 3 3 L .

c) Si la empresa no lanzara al mercado los zapatos en el caso de que generen un beneficio maximo inferior a
2 u. m., ¢los lanzara finalmente?

d) Supongamos que las exigencias del proceso productivo varian, concretamente siguiendo la nueva relacion:
x2 +y? =4.5. iCuanto serd aproximadamente el nuevo beneficio maximo (sin resolver un nuevo
problema)?
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3. Una empresa fabrica al afio dos productos A y B en las cantidades respectivas de x e y (medidas en miles
de unidades). Por la venta de mil unidades de A se obtienen 2 u.m., y por cada mil unidades de B se
obtienen 4 u.m. La empresa esta limitada en las cantidades que puede producir, estando dicha limitaciéon
representada por la condicion x% + y2 = 5. Por otra parte, para cumplir con los compromisos adquiridos
con sus clientes, la empresa estima que la produccion tiene que verificar x + 2y > 4.

a) Plantear el problema de optimizacidn cuya funcién objetivo es la funcidn de ingresos, teniendo en
cuenta todas las restricciones (incluyendo las de no negatividad).

El problema que nos plantean es:
Optimizar I(x,y) = 2x + 4y
sujetoa: x* +y2 =5
xX+2y>4
x>0
y=0

En los siguientes apartados, utiliza la informacion de que los dptimos buscados no saturan la
condicion 'y > 0, y por tanto, no es activa:

b) Obtener y clasificar los candidatos a maximo y a minimo del problema de optimizacion matematica
planteado en a).
b1) Utilizando la matriz Hessiana, ¢ cudl es la mejor solucién que podria tomar la empresa (mayor ingreso

absoluto)?, éa cuanto ascenderia ese ingreso maximo?

b2) Si sabemos que el conjunto factible es cerrado y acotado, écudl es la peor solucién que podria tomar
la empresa (menor ingreso absoluto)? épor qué? ¢a cuanto ascenderia ese ingreso minimo?

Optimize 2x+4y, x*2+y*2=5, x+2y>=4, x>=0, y=>=0 =]

ffs Extended Keyboard * Upload 33 Examples >3 Random

2x+4y

extrema
x2+_y2 =5Ax+2y=4Ax=0Ay=0

max{2x+4y 4y =5Ax+2y=4ax=0ny=0}=10 at(x, y)=(1,2)

Global minimum:
111111{2x+4-_)’|x2 +¥ =5AXx+2y=4Ax=0AYy= Oj=8 arx, =2, 1
Local minimum

min{2x+4y K+ =5Ax+2y=4Ax=0ny=0]=8.94427 ar (x, y) =

(0, 2.23607)

c) Estima cuales serian los nuevos ingresos (tanto el minimo, como el maximo) si la restriccién de demanda
cambiaraa: x + 2y = 4.1
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3. Una compaiiia puede destinar su planta a la elaboracién de dos tipos de productos, A y B. Y obtiene una
utilidad de 4$ por cada mil unidades de A y 65 por cada mil unidades de B. La cantidad que puede producir de
cada tipo esta restringida por la ecuacion de transformacion del producto, que es x2+y?+2x+4y =8
siendo x, y las cantidades respectivas de Ay B (medidas en miles de unidades) producidas por semana.

a) Plantea el problema de optimizacion matematica cuya funcion objetivo es la funcién de utilidad, teniendo
en cuenta todas las restricciones (incluyendo las condiciones de no negatividad).

Optimizar U(x,y) = 4x + 6y
sujeto a:
x2+y*+2x+4y=8
x>0
y=0

En los siguientes apartados, utiliza la informacion de que x no puede valer 0.

b) Obtener y clasificar los candidatos a maximo y a minimo del problema de optimizacion matematica
planteado en a).

b1) Utilizando la matriz Hessiana, ¢ cuantas unidades de cada tipo deben producirse a fin de maximizar la

utilidad?
Optimize 4x+6y, x"2+y"2+2x+dy=8, x==0y==0 =]
¥ HATURAL LANGUAGE | [T MATH INPUT [ EXTENDED KEVEBOARD  :if EMAMPLES 4 RANDOM
4x+6Yy
extrema .
2x+x% 4 4¥+ )y =8AX=z0AY=0
max(4x + 6y X+ 2x+ _],-" +4y=BAxz0Ay=0}=10 at(x, y)=(11)
minf4x+6y|x*+2x+ Yy +4y=8Ax=z0Ay =0} =8 ar (x, ) = (2, 0)

min{4 x + b_v|x" +2X+ _1-" +4y=8Ax=20AY=0|=878461 at(Xx, y) =
10, 1.4641)

¢Coémo se veria afectada la utilidad maxima si la ecuacion de transformacién del producto tuviera que
modificarse a x? + y2 + 2x + 4y = 9.2? Nota: Responder sin resolver el nuevo problema.

b2) Si sabemos que el conjunto factible es cerrado y acotado, ¢écual seria la peor soluciéon que puede
adoptar la empresa?

¢Es valida la solucién obtenida en el apartado b2) para minimizar la utilidad si la empresa puede
mantener la ecuacién de transformacién inicial x2 + y2 + 2x + 4y = 8 pero, sin embargo, estd obligada
a producir un minimo de 300 unidades del bien B? En caso negativo, {cémo se veria modificada la utilidad
minima si se exige este Ultimo requisito?
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3. Una empresa planea producir durante el préximo afio x e y millones de unidades de iPhone Tipo 1y iPhone
Tipo 2. La empresa se plantea maximizar los beneficios sabiendo que, obtendra 400 millones de € por la venta
de un millén de iPhone Tipo 1y 600 millones de € por la venta de un millédn de iPhone Tipo 2. Por otra parte los
costes de la empresa al producir x e y millones de unidades de iPhone Tipo 1y iPhone Tipo 2, respectivamente,

ascienden a x2 + y2 + 380x + 580y + 100 millones de €.

El nimero total de iPhone producidos el préximo afio no puede superar los 12 millones de unidades. Por
razones estratégicas, la empresa desea que los iPhone Tipo 2 producidos sean como minimo la mitad de los

iPhone Tipo 1.

a) Plantear el problema de optimizacidon de esta empresa, teniendo en cuenta las condiciones
mencionadas y la que se sobreentiende (x = 0); pero nétese que se puede ignorar la restriccion

y = 0, pues esta ya esta incluida en las restantes restricciones.

Optimizar B(x,y) = 20x + 20y — x> — y*> — 100
sujetoa: x +y < 12

X
y=z;
x=0

=0

b) Escribir las condiciones de Kuhn-Tucker de maximo/minimo para el problema anterior.

c) Estudiar si los puntos (12, 0), (0, 10), (6, 6), (8, 4) son candidatos a éptimo del problema. Aplicar
Hessiano y/o Hessiano Orlado en los casos que corresponda y obtener las conclusiones

adecuadas.

d) Sabiendo que todos los puntos de Kuhn-Tucker son los obtenidos en el punto anterior y, ademas,
el (0,0) y (0,12), équé deberia hacer la empresa para lograr la maximizacién de los beneficios? ¢A
cuanto ascenderia el beneficio dptimo? ¢Cual es la peor solucién que podria tomar la empresa

(minimo beneficio global) si produce el maximo de 12 millones de unidades de iPhones?
e) Confirmar mediante Hessiano Orlado que el maximo global obtenido es también local.

—x*—y* +20x+20y-100

extrema ¥
x+y=12Ay= 3 Axz=0ny=0

x
max{—xz —)'2 +20x+20y-100|x+y=12n y = 5 Axz=0hy= 0} =68 (x,y)=
(6, 6)

x
min{—xz—y2 +20x+20y-100|x+y=12Ay = 3 Axz=0hy= 0}— -100
(x, y1=10, 0}
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3. Un fabricante de dos productos relacionados, de los que siempre le demandan el triple del primero que del
segundo, sabe que fabricar x toneladas del primer producto e y del segundo, conlleva unos costes totales de
C(x,y) = x% + xy + y% + 190. Los precios (unitarios) dependen de las cantidades demandadas de cada uno
de los productos segun la ecuacién p; = 4(63 —x) yp, = 3(60 — y).

a) Plantear el problema de optimizacion de dos variables cuya funcidn objetivo es la funcidn de beneficios,
teniendo en cuenta todas las restricciones (incluyendo las de no negatividad tanto para las cantidades
demandadas como para los precios).

Optimizar U(x,y) = 4(63 — x)x + 3(60 — y)y — (x* + xy + y* + 190) ]
sujeto a:

x =3y

0<x<63

0<y<60

b) Utilizando las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de dos variables, obtener y clasificar los
candidatos a 6ptimo (max y min) del problema de optimizacion matemdtica planteado en a)
(incluyendo solamente las condiciones de no negatividad para x y p;). éCual es la mejor solucién que
podria tomar la empresa (maximo global)?, équé demandas y qué precios son los 6ptimos?, éa cuanto
ascenderia ese beneficio maximo? ¢Y cudl seria la peor solucidn (minimo global)? Razona tu respuesta.

Optimize -5x"2-4y*2-x y+252x +180y-190, x=3y, x==0, x<=63 =]
ffa Extended Keyboard * Upload 331 Examples >3 Random
nput interpretation
5x*-43" —xy+252x+180 y-190
ExXtrema
x=3yAx=0Ax= 63
Global maximum
max{—5x2 ~4y’ -xy+252x+180 y-190|x =3 yAx=0Ax = 63) = 4022
x, vi=127,9
Global minimum:
min{—Sx2 —4y" -xy+252x+180y-190|x =3 yAx=0nx =63) = -3466
x, ¥ =63, 21)
c) Resolver el problema anterior sin considerar las condiciones de no negatividad y utilizando el método

de sustitucion, en vez de Lagrange.
cl) ¢las soluciones obtenidas coinciden con las del apartado b)? ¢Por qué ocurre esto?

c2) Si el segundo producto tiene cumplir 10 <y <16, ¢valdria alguna solucién obtenida
anteriormente? En caso negativo, obtener sin aplicar Lagrange nueva solucion (cantidades
demandadas y precios) para maximizar y nuevo beneficio maximo. Razona tu respuesta.
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3. Una empresa fabrica al afio dos productos Ay B en las cantidades respectivas de x e y (medidas
en cientos de unidades). Por la venta de cien unidades de A se obtienen 4 u.m., y por cada cien
unidades de B se obtienen 3 u.m., mientras que la funcién de costes generada seria C(x,y) =
0.02x2% + 0.03y2. Por otra parte, la empresa esta limitada en las cantidades que puede producir,
estando dicha limitacién representada por la condicién x + y < 100.

Si la empresa tiene como objetivo optimizar su beneficio, se pide:

a) Plantear el problema de optimizacion (maximos y minimos) en su forma mas general, incluyendo las
condiciones de no negatividad.

Optimizar B(x,y) = 4x + 3y — 0.02x% — 0.03y?
sujeto a:

x+y<100

x=0

y>0

b) Escribe la funcién de Lagrange y las condiciones necesarias de primer orden de Kuhn-Tucker.
Estudiar si los puntos (0, 100), (0, 50), (70, 30), (100, 50) son candidatos a dptimos del problema.

c) Sabiendo que todos los puntos de Kuhn-Tucker son los obtenidos en el apartado anterior y
ademas el punto (0,0), ipuedes concluir qué cantidades de A y B nos dardn el minimo beneficio?,
épor qué?
d) Utilizando la matriz Hessiana, épuedes concluir qué cantidades de A y B nos dardn el maximo
beneficio que puede lograr la empresa?, en caso afirmativo, éa cuanto ascenderia ese beneficio
maximo?

Optimize 4x+3y-0.02x"2-0.03y"*2, x+y<=100,x>=0,y>=0 B

. . - mn -
£ NATURAL LANGUAGE | Jfa MATH INPU EH EXTENDED KEYBOARD 333 EXAMPLES 32 RANDOM

Input interpretation

2 2
Inction 4x4+3y-0.02x"-0.03
extrema Y Y

domain X+y=100AX=z0Ay=0
.. is the logical AND function

Global maximum

max{4 x + 3y - 0.02x" —0.03y” [x+ y = 100Ax = 0A Y = 0) = 245 a1 (x, ) =
(70, 30)

Global minima

min{4 x + 3y - 0.02x* - 0.03 y* |x+y = 100Ax=20Ay = 0} = 0 at (x, y) =
(0,0

min{4 x + 3y - 0.02x* - 0.03 y* |x+y = 100Ax =2 0Ay 2 0} = 0 at (x, y) =
(0, 100)

e) Si nos dijeran que la limitacion de la produccion tiene que ser x + y = 100. Comprobar si por el
método de sustitucidn se llega a la misma solucién del apartado d).
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3. La funcién de produccion de una empresa viene dada por P(x,y) = x -y miles de unidades de
producto, siendo x e y la cantidad de los dos factores productivos utilizados para elaborar su
producto, expresados en miles de unidades. Durante el proceso productivo se producen emisiones
de CO; a la atmodsfera, que se estiman en 10 toneladas por cada mil unidades usadas del primer
factor productivo y 6 toneladas por cada mil unidades del segundo factor productivo empleada. Se
desea obtener al menos 60000 unidades del bien producido.
a) Plantear un modelo de optimizacion para conocer las cantidades (no negativas) de los factores
productivos que se deben emplear para minimizar las emisiones generadas garantizando los
requisitos de produccion.

Minimizar 10x + 6y]
sujeto a:
x-y =60
x=0
y=0

b) Escribir las condiciones de Kuhn-Tucker asociadas al problema anterior.

c) Sabiendo que para obtener la produccién deseada los dos factores productivos deben usarse (es
decir, en el éptimo x > 0, y > 0), obtener la solucién matemadtica del problema, indicando si se
puede garantizar o no el caracter de dptimo global de la solucion.

Matematicamente obtendremos un minimo local en el punto: x = 6, y = 10.

d) Debido a un fallo de inventario, la cantidad total de factores productivos empleados en el proceso
no podrd superar las 19000 unidades. En el problema de optimizacidén que se obtiene al afiadir al
planteado en a) esta nueva condicién, estudiar (sin resolver) si se puede garantizar la existencia
de dptimos (maximos y minimos) globales.

0 2 4 6 g 10 12 14 16 13 w 22 24

e) Sabiendo que los Unicos candidatos a maximo o minimo del problema de apartado d) son (6, 10)
y (15, 4), razonar cudl es el minimo nivel y el maximo nivel de emisiones que se genera en esa
situacion y con qué cantidades de factores productivos se alcanzan dichos niveles.
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3. Una empresa fabrica al afio dos productos A1y A; en las cantidades respectivas, que coinciden
con sus demandas previstas, de x; = 100 — 2p; + p, y x, = 100 — 2p, + p,, siendo p; y p, los
precios respectivos de ambos bienes en cientos de €. Se tienen unos costes anuales fijos de 10000€.
Ademas, por la produccién de cada unidad, tanto de A; como de A; se producen unos costes
adicionales de 1000 €.

a) Plantear el problema de optimizacién que determinen a qué precios debe vender sus productos
para obtener el mayor, y el menor, beneficio posible (maximo y minimo global), incluyendo las
condiciones de no negatividad, p; = 0, p, = 0,x; = 0 y x, > 0. Plantéalo unicamente en funcién
de los precios.

Optimizar (p; — 10)(100 — 2p; + p,) + (p, —10)(100 — 2p, + pq) — 100]

sujeto a:
r1=0
P2=0
100 -2p; +p, =0
100—-2p, +p, =20

b) Escribe la funcién de Lagrange y las condiciones necesarias de primer orden de Kuhn-Tucker.
Estudiar si los precios, (100, 100), (50, 0), (55, 55), (27.5, 0), (150, 150) son candidatos a éptimo local
del problema.

c) Sin utilizar la matriz Hessiana, ¢ puedes concluir qué cantidades de A1y A; nos dardn el maximoy
minimo beneficio posible, suponiendo que todos los puntos de Kuhn-Tucker son los obtenidos del
apartado anterior y el punto (0, 0)?, épor qué?, iqué deberia hacer la empresa? Aplica Hessiano
Orlado a los restantes puntos de Kuhn-Tucker de b) y obtener las conclusiones que correspondan.

100-2x+y=0

0 20 40 / 60 80 100 120 140 160 180 20

d) éQué concluyes al aplicar la matriz Hessiana para obtener los éptimos globales?

e) Si contratdsemos una campafia publicitaria las demandas se estiman que se modificarian,
quedando x; =100 —1,5p; +p, y x, =100 — 1,5p, + p;. Comprobar por el método de
sustitucién, pues se sabe que en el dptimo se tiene p; = p, (sélo en este apartado), si compensaria
contratar la campana publicitaria, valorada en 10000€, teniendo en cuenta los beneficios que
generarian Unicamente tras su primer afo.
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3. Una empresa desea introducir un Unico producto en dos mercados emergentes situados en dos
regiones de Europa y América respectivamente. Ambos mercados son independientes entre si en
cuanto a los precios a fijar y las cantidades a producir. Sea C = 12(qg + q4) la funcién de costes
totales (con gz >0, g4 > 0) y pg = 342 — 3qg, pa = 246 — 3q4 las funciones de demanda que
relacionan los precios y cantidades demandadas en cada mercado europeo y americano,
respectivamente (pg > 0,p4 > 0). Se pide:

a) Determinar los niveles de produccion que la empresa ha de vender en cada region a fin de
maximizar el beneficio. Calcular los precios dptimos y el beneficio maximo.

Maximizar B(qg,q4) = (342 —3qg) - qg + (246 —3q,4) - q4 — 12(qg + q4)

O lo que es lo mismo:

Maximizar B(qg,q,) = —3q% + 330q; — 3q5 + 234q,

Maximize -3x*2+330x-3y*2+234y (=) |

oA e L] - -
TF NATURAL LANGUAGE | Jfa MATH INPU EH EXTENDED KEYBOARD i3 EXAMPLES 42 RANDOM

Input interpretation
03 2 2
maximize —-3x"+330x -3y +234y
Global maximum
max{-3x” +330x -3y +234 y) = 13638 at (x, y) = (55, 39)
b) Partiendo de la informaciéon anterior, considera ahora que no existe discriminacién de precios,
por lo que el precio a fijar en cada una de las dos regiones ha de ser el mismo. Plantear de nuevo

el problema y determinar las cantidades y precios que permitirian seguir maximizando el
beneficio.

Maximizar B(qg, q,) = —3q% + 330q; — 3q5 + 234q,
sujetoa: qp — q4 = 32

Maximize -3x*2+330x-3y*2+234y, x-y=32 o

oA e ™ T P
¥ NATURAL LANGUAGE | Jfa MATH INPU A EXTENDED KEYEDARD &4+ EXAMPLES 32 RANDOM

Input interpretation

2 2
inction ~3x"+330x-3 + 234
maximize Y Y
domain X—y=32

Global maximum

max({-3x*+330x -3 " +234 y | x - y = 32} = 13254 at (x, y) = (63, 31)

c) Partiendo del apartado b), se ha de tener ademas en cuenta que la politica fiscal de la region
europea exige que por cada unidad vendida en el mercado europeo se tributen k unidades
monetarias. ¢ Cémo afecta este hecho al planteamiento del problema? Determinar cudles serian
los niveles de precios y cantidades que maximizan el beneficio neto después de impuestos.
Obtener la recaudacidn obtenida por la via del impuesto en la region europea.
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d) Partiendo de la informacion inicial del problema dada en el apartado a), considera que hay
requerimientos en ambos mercados de forma que el mercado europeo sélo permite una cuota
de produccién a lo sumo de 37 unidades y el mercado americano necesitaria una cuota de al
menos 56 unidades. Se pide plantear el nuevo problema y resolverlo para determinar las
cantidades a producir en cada regién y los precios que permitiran a la empresa seguir
maximizando su beneficio (no incluir las condiciones de no negatividad). Determinar el

porcentaje de variacion del beneficio maximo con respecto al apartado a).

Maximizar B(qg, q,) = —3q% + 330q; — 3q5 + 234q,

sujeto a:
qg < 37
qa =56
Maximize -3x*2+330x-3y*2+234y, x<=37, y>=56 B
¥ NATURAL LANGUAGE | [fa MATH INPUT EE EXTENDED KEYBOARD i3} EXAMPLES >4 RANDOM
Input interpretation

2 2
1nction =3Xx"+330x-3 + 234
maximize J Y
domain ng?‘!\_)raSB

.. is the logical AND function

Global maximum

max{-3x” +330x - 3y* +234 y|x =37 Ay = 56} = 11799 at (x, y) = (37, 56)

e) Sin resolver de nuevo el problema, analiza qué efecto tendria en el beneficio maximo obtenido
en el apartado anterior el hecho de que los requerimientos de producciéon en el mercado

americano aumentaran una unidad.
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Primer llamamiento junio 2022
4. Una empresa emplea K y L unidades anuales de capital y mano de obra, obteniendo una
produccién de un unico bien de Q(K,L) = K - L unidades.
El coste de emplear cada unidad de capital es de mil euros, mientras que el de emplear cada unidad
de mano de obra es de 10 miles de euros.
El precio de venta de cada unidad del bien producido es de 2000 euros.
Para satisfacer los compromisos con los clientes se ha de producir al menos 8 unidades anuales.
Por otra parte las cantidades de factores productivos empleados, K y L, han de cumplir que:
K%+ L* < 65.
a) Plantear el problema de optimizacion del beneficio anual (maximos y minimos) en su forma mas
general, incluyendo las condiciones de no negatividad.
Optimizar B(K,L) = 2KL — K — 10L
sujeto a:
KL>8
K*+L* <65
K>=0L=0

b) Escribe la funcién de Lagrange y las condiciones necesarias de primer orden de Kuhn-Tucker.
Estudiar si los puntos (7, 4), (1, 8), (8, 1), (6, 6) son candidatos a dptimos del problema, y cuando
corresponda, aplicar Hessiana y Hessiano Orlado (ambos) para intentar clasificar cada punto como
optimo local y/o global.

c) Sabiendo que todos los puntos de Kuhn-Tucker son los obtenidos en el apartado anterior y
ademas el punto (4V5, 2/4/5) (no es necesario comprobarlo), équé deberia hacer la empresa para
obtener el mayor y menor beneficio posible? épor qué? (no aplicar Hessiana)

|-o

=T

Optimize 2xy-x-10y, xy>=8, x*2+y*2<=65, x>=0, y>=0 =

¥ LENGUAJE NATURAL | ff5 ENTRADA MATEMATICA [ TECLADO EXTENDIDO 33 EJEMPLOS # CARGAR 4 ALEATORIO

Interpretacion de la entrada
2xy-x-10y

extremos
xy=8Ax2+y*<65Ax=20Ay=0

Méximo global

max{z.\'y—x—10y|xy::8!\x2+y2sGS/\anAyaO}=9 (x, ) =1(7,4)

Minimo global

min{2xy -x-10y|xy=8Ax*+ y* <65Ax=0Ay =0} = -65 en (x, y) =
(1, 8)
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d) Sin resolver de nuevo el problema, como varia aproximadamente el beneficio minimo si se
producen al menos 2 unidades adicionales a las 8 requeridas.

M* =M =~ py - Ak, = (—=2.03) - (=2) = 4.06

e) Un convenio entre el sector y la administracion establece que si anualmente se contrata 2
unidades de mano de obra por cada unidad de capital empleado, recibiriamos una subvencién de
0.5 miles de euros por cada unidad de mano de obra contratada.
Si nos acogemos al convenio, écudl seria el maximo beneficio posible? (aplicar el método de
sustitucidn para que el problema de optimizacién quede en funcidn del capital). ¢ COmo cambiaria
la respuesta si al aplicar el método sustitucion el capital variase en el intervalo [2, V13]?
¢Le convendria a la empresa acogerse al convenio?
Optimizar B(K,L) = 2KL — K —10L + 0.5L
sujeto a:
L =2K
2<K<V13

Segundo llamamiento junio 2022

3. Una multinacional de las franquicias desea analizar los beneficios que obtendran por la franquicia
de sus productos A y B, asi como la producciéon dptima, sabiendo que si denotamos por x e y
respectivamente la cantidad producida de dichos productos, la funciéon de ingresos viene dada por
I(x,y) = x* + y2 + 140. Por otro lado, los costes unitarios son de 8 para el producto Ay 20 para el
producto B. Ademas, teniendo en cuenta la demanda del mercado, la produccién total no puede ser
inferior a 8 unidades y por requerimientos técnicos se tiene que se debe cumplir que: 2x + y < 13.
a) Plantear el problema de optimizar el beneficio de la multinacional (incluyendo las condiciones

de no negatividad).

Optimizar B = x? + y* + 140 — 8x — 20y
sujeto a:
x+y=8
2x+y<13
x=0y=0
Sabemos que los 6ptimos buscados no saturan las condiciones de no negatividad (x > 0,y = 0 no
son activas en los ptimos):
b) Construir la funcién de Lagrange y plantear las condiciones necesarias de primer orden de Kuhn-
Tucker.
c) Obtener los puntos de K-T candidatos a mdximo y a minimo del problema. Utilizando las
condiciones suficientes de segundo orden (matriz Hessiana), iqué conclusiones podemos

obtener?
‘ Optimize x"2+y*2+140-8x-20y, x+y>=8, 2x+y<=13, x>=0, y>=0 a
¥ LEN E NATU ffo ENTRADA MATEMATICA B TECLADO EXTENDIDO 3i EJEMPLOS # CARGAR 3@ ALEATORIO
Interpretacion de la entrada
2 2
X“4+y“"+140-8x-20y
extremos N N
X+y=28A2x+y=13Ax=20Ay=20
Maximo global

max{x* + y* +140-8x-20y|x+y=8A2x+y <13AXx=0Ay = 0} = 74
x, y)=(5,3)
Minimo global

min{x® + y* +140-8x-20y|x+y=8A2X+y <13Ax=0AYy = 0} = 29
6y =29
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d) A partir de los puntos de K-T obtenidos en el apartado anterior y sin utilizar la matriz Hessiana,
¢podemos concluir qué cantidades de Ay B nos daran el maximo beneficio que puede lograr la
empresa y a cuanto ascenderia ese beneficio maximo? (Razona tu respuesta).

2x+y=13

1 0 5 2 3 4 5 6 \7 N 9 10 1

e) A lavista de los resultados anteriores, la multinacional se plantea dos opciones para un futuro:
i) Que la produccién total no sea inferior a 7 unidades,
ii) Que los requerimientos técnicos sean: 2x + y < 14.

Sin resolver los dos nuevos problemas de maximizar el beneficio, ¢ qué recomendacién le darias
ala empresa?

M; —M = p, - Ak = 30
M;—M%MZ'AI{2=16
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3. Una empresa produce un determinado bien a partir de dos factores productivos. Su funcion de
produccién viene dada por Q(x,y) = 5x + 2y. Su funcién de costes es C(x,y) = 8x? + 4y2.
Segun las previsiones de demanda, se han de producir exactamente 33 unidades de producto.

Se pide:
a) Plantear el problema completo que permite minimizar los costes para la previsién de demanda
dada.
Minimizar C = 8x? + 4y?
sujeto a:
5x+ 2y =33
x=0y=0

b) Sabiendo que en el éptimo las restricciones de no negatividad no son activas, determinar por
el método de Lagrange el nivel de utilizacion de ambos factores a fin de minimizar el coste,
teniendo en cuenta las previsiones de demanda.

Utilizando la matriz Hessiana, épuedes concluir algo sobre la globalidad del 6ptimo
encontrado? En caso afirmativo, é¢cual seria el coste minimo?

| Minimize 8x"2+4y"2, 5x+2y=33, x>=0, y>=0 =]

¥ LENGUAJE NATURAL | Jfa ENTRADA MATEMATICA BH TECLADO EXTENDIDO 33} EJEMPLOS # CARGAR 34 ALEATORIO

Interpretacién de la entrada

— 8x?+4y?
minimizar
5x+2y=33Ax20Ay=0

Minimo global

min{8x2+4y2|5x+ 2y=33Ax=0Ay=0]=264 cn(x,y)=(54)

c) Empleando el método de sustitucidn ¢obtendrias la misma solucion del apartado b)?

d) Sin resolver de nuevo el problema écomo se veria afectado el coste 6ptimo si las necesidades
de demanda se redujeran un 10%?

e) Supongamos que la empresa se plantea una nueva estrategia de minimizacion de costes, en
la que las previsiones de demanda como mdaximo sean de 33 unidades y por requerimientos
técnicos se debe verificar que 2x + y = 6. Plantear el nuevo problema de minimizacion de
costes considerando también que en el dptimo las restricciones de no negatividad no son
activas. Si nos dicen que las posibles soluciones pueden ser: (0,0) (5,4), (2,2) y (21,-36), hallar
el nivel 6ptimo de utilizacion de factores, asi como el coste minimo. Confirma el coste minimo
global obtenido por otro método.

‘ Minimize 8x"2+4y*2, 5x+2y<=33, 2x+y>=6, x>=0, y>=0

$k LENGUAJE NATURAL | [fo ENTRADA MATEMATICA A TECLADO EXTENDIDO 33}

Interpretacion de la entrada

o 8)(2+4‘y2
minimizar
S5x+2y=33A2x+y=26AXx=20Ay=20

Minimo global

min(8x” +4 y*|Sx+2y =33A2x+y=6Ax20Ay 20} =48 en(x, ) =
(2,2)
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Septiembre 2022
4. Una empresa produce un bien a partir de dos factores F1 y F2, segun la funcién de produccién
dada por P(x,y) = x -y, donde x e y son las cantidades utilizadas de dichos factores. La funcion
de costes de la empresa viene dada por C(x,y) = x? + y2. Ademads, el nivel de contaminacién
generado en el proceso productivo se puede estimar con la funcién E(x,y) = 10x + 5y.
a) Siel objetivo de la empresa fuera maximizar su produccién con unos costes no superiores a 200
u.m.:
al. Plantea el problema que permite calcular las cantidades (x,y = 0) de los factores

productivos que garantizan la maxima produccién.
Maximizar x - y
sujeto a:
x% +y% <200
x=>0y=>0
a2. Resuelve dicho problema, sabiendo que los dos factores productivos deben usarse. éSe
puede garantizar que el dptimo obtenido es global?
a3. ¢Cual es la produccidon maxima alcanzable en la situacién descrita?

‘ Maximizar x y, x*2+y*2<=200, x>=0, y>=0 a8 ‘

Tk LENGUAJE NATURAL | [fa ENTRADA MATEMATICA EH TECLADO EXTENDIDO :3: EJEMPLOS # CARGAR 34 ALEATORIO

Interpretacion de la entrada

Xy
maximizar 1 ,
X+ Yy =200Ax=0Ay=0

Maximo global

max{x y [x* + y* =200 Ax = 0Ay = 0] = 100 en (x, y) = (10, 10)

b) Si se desea obtener 50 unidades del bien producido minimizando el nivel de contaminacion
generado:
b1. Plantea el problema para determinar las cantidades (x,y = 0) de cada factor que debera
emplear para lograr dicho objetivo.
Minimizar 10x + 5y
sujeto a:
x-y=>50
x=20y=>0
b2. Resuelve dicho problema, asumiendo que los dos factores productivos deben usarse. éSe
puede garantizar que el éptimo obtenido es global?

| Minimizar 10x+5y, x*y=50, x>=0, y>=0 8|

¥ LENGUAJE NATURAL | fg ENTRADA MATEMATICA Bf TECLADO EXTENDIDO 33} EJEMPLOS ® CARGAR & ALEATORIO

Interpretacién de la entrada

10x+5y
minimizar
Xy=50Ax=0Ay=0

Minimo global

min{l0x+5y|xy =50Ax=0Ay = 0} = 100 (x, ¥)=(5,10)

b3. Estimar la variacidon que se puede esperar en el nivel minimo de contaminacién obtenido
como consecuencia de una disminucién de un 1% en la cantidad producida.
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3. Una empresa aeronautica construye dos tipos de aviones A y B. Para ello dispone de como
maximo 300 millones de euros, siendo el coste de produccion de cada avion 20 y 10 millones de
euros, respectivamente. Los beneficios estimados de la empresa vienen dados por la funcién
B(x,y) = 60x + xy + 60y — x? — 3y?, donde x e y representan el nimero de aviones de cada tipo
gue se construyen en el periodo contable. Si el objetivo de la empresa es maximizar su beneficio sin
sobrepasar su presupuesto, se pide:

a) Plantear el problema de maximizacién de beneficios en su forma mas general, incluyendo las

condiciones de no negatividad y estudiar, sin resolverlo, la existencia de maximo global.

Maximizar 60x + xy + 60y — x> — 3y?
sujeto a:
20x + 10y < 300
x=20,y=>0

b) Escribir las condiciones de Kuhn-Tucker asociadas al problema.
c) Sabiendo que lo 6ptimo es producir ambos tipos de aviones, resolver el problema y decidir la
estrategia dptima para esta empresa. ¢A cuanto asciende el beneficio maximo?

| Maximizar 60x+x y+60y-x"2-3y"2, 20x+10y<=300, x>=0, y>=0 B

£k LENGUAJE NATURAL | ffa ENTRADA MATEMATICA EH TECLADO EXTENDIDO i EJEMPLOS % CARGAR 3@ ALEATORIO

Interpretacion de la entrada

60X +Xy+60y-x>-3y>
maximizar Y Y Y
20x+10y =300Ax=0Ay =0

Maximo global
max{60x +xy + 60y - x* ~3y*|20x+ 10y =300Ax = 0Ay = 0} = 915
(X, y) = (11, 8)

d) Estudiar qué variacion cabe esperar en el beneficio maximo ante una disminucién de un 2% en
el presupuesto disponible.
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4. Una empresa produce televisores de 50 y de 65 pulgadas, si denotamos por x el nimero de televisores
vendidos de 50 pulgadas e y el numero de televisores vendidos de 65 pulgadas, el beneficio total de la
empresa serd B(x,y) = 3x2 + y? + 5xy . El proceso de fabricacién requiere que cada televisor pase por dos
divisiones distintas de la factoria (division | y Il). Los televisores de 50 y 65 pulgadas necesitan 6 y 2 horas,
respectivamente, en la divisidon |, mientras que ambos tipos de televisores requieren el mismo tiempo en la
divisién I, concretamente 1 hora. En una jornada de trabajo semanal, las divisiones | y Il trabajan un maximo
de 360 y 80 horas, respectivamente.

a) Plantea el problema de optimizacién de maximizar el beneficio de la empresa en una jornada de trabajo
semanal, afiadiendo todas las restricciones posibles en el planteamiento (incluyendo las de no negatividad)
Maximizar 3x? + y* + 5xy

sujeto a:

6x + 2y <360

x+y<80

x=0,y=0
Si conocemos las condiciones de no negatividad no son activas en el dptimo buscado, resolver las siguientes
cuestiones:
b) Resolver el problema de optimizacién de maximizar el beneficio de la empresa. Para ello, obtener los
puntos de Kuhn-Tucker y clasificarlos, si es posible, con la matriz Hessiana.

‘ Maximizar 3x*2+y*2+5xy, 6x+2y<=360, x+y<=80, x>=0, y>=0 = ‘

Bk LENGUAJE NATURAL f}';‘a ENTRADA MATEMATICA EH TECLADO EXTENDIDO :ii EJEMPLOS # CARGAR 4 ALEATORIO

Interpretacion de la entrada

o 3x2+y2+5xy
maximizar : -
bx+2y=360Ax+y=80Ax=z0Ay=0

Maximo global
max|3x2 +_y2 + Sx_y|6x +2y=360AXx+y=80AXx=0AYy=0}=15900
(x, ¥) = (50, 30)

c) Estudiar qué conclusiones se obtienen utilizando el Hessiano Orlado.
d) Discutir la globalidad de los éptimos obtenidos en el apartado b) y obtener el beneficio maximo.

20 0 20 40 ey 8N 100 120 140
e) Bajo las condiciones iniciales, si la empresa pudiera aumentar una hora de trabajo en la jornada de trabajo
en solo una de las divisiones que tiene, écual debe elegir?
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4. Una empresa quiere diversificar su produccion, introduciendo en el mercado una nueva bebida
refrescante en dos versiones: light y cero. Segun estudios de mercado, los costos de introduccién
vendrian dados por C(x,y) = 4xy + 2x2, los ingresos por I(x,y) = x? + 4xy + y — 1, siendo x,y
las cantidades producidas (en cientos) de cada versidén respectivamente. Los requerimientos de
produccién exigen que se cumpla la relaciéon 2x2 + 2y? = 8. Se pide:

a) Plantear el problema de optimizacidén en su forma mas general, incluyendo las condiciones de no
negatividad, a fin de maximizar el beneficio.

Optimizar B(x,y) = —x* +y —1
sujeto a: 2x* + 2y? = 8

x=0
y=>0
b) Resolver el problema, obteniendo los candidatos a éptimo y clasificandolos.
\4 Optimizar x*2+y-1, 2x"2+2y*2=8, x>=0, y>=0 =1
£¥ LENGUAJE NATURAL | J§o ENTRADA MATEMATICA f# TECLADO EXTENDIDO 33 EJEMPLOS # CARGAR 2@ ALEATORIO

Interpretacién de la entrada

-x*4 y-1
extremos
2,\'2 + 2}’2 =8Ax=z=0A Y= 0

Méximo global

max{—x2+y— 1\2,\'2+ 2y2 =8AXx=0Ay=0{=1cn(x,y)=1(0,2)

Minimo global

r'nil'l{—Jr2 +y- 1|2J:‘2 + 2_‘;2 =8AXxz20AYy =2 0] =-5 (x,y)=1(2,0)

c) Si la empresa decidiera no apostar por crear esta nueva linea de negocio si el beneficio maximo
es inferior a 3 u.m. éseguiria adelante?

d) Si se plantease un nuevo escenario en el que los requerimientos de produccion verifican la
relacién x2 + y? = 3.5. écuél seria el nuevo beneficio maximo aproximadamente? (responder sin
resolver de nuevo el problema)
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