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Resumen - Abstract

Resumen

Los grupos de homologia son un invariante algebraico que permite
distinguir espacios topologicos. Su estructura estd generada a partir
de ciclos que se pueden definir en cada dimension del espacio. Por
otra parte, el grupo fundamental de un espacio proporciona otro in-
variante a partir de lazos en dimension uno. Parece natural intentar
extender este concepto de lazo a dimensiones superiores, y esto es lo
que desarrollaron, a partir de 1932, Eduard Céch y Witold Hurewicz,
definiendo los grupos de homotopia de orden superior, y estudiando
la relacion entre estos y los grupos de homologia.

En esta memoria se pretende mostrar dicha construccion y sus prin-
cipales propiedades, haciendo uso de fibraciones y sucesiones exactas
para el estudio de los grupos de homotopia de las esferas.

Palabras clave: Grupos de homotopia - Grupos de homotopia de
las esferas - Fibracion de Hopf - Grupos de homotopia estables.

Abstract

Homology groups are an algebraic invariant that allows us to distin-
guish spaces. Its structure is generated from cycles that can be defined
in each dimension of the space. On the other hand, the fundamental
group of a space provides another invariant from loops in dimension
one. It seems natural to try to extend this concept of loop to higher
dimensions, and this is what Eduard Céch and Witold Hurewicz de-
veloped, starting in 1932, defining the higher order homotopy groups,
and studying the relationship between these and the homology groups.
This memory intends to show this construction and its main proper-
ties, making use of fibrations and exact sequences for the study of
the homotopy groups of the spheres.

Keywords: Homotopy Groups - Homotopy Groups of Spheres -
Hopf Fibration - Stable Homotopy Groups.
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Introduccién

Uno de los problemas bésicos de la topologia es el de determinar cuando
dos espacios son o no homeomorfos. No hay un método general para resolver este
problema, pero existen técnicas que se pueden aplicar en casos particulares. La
rama de la topologia algebraica busca usar herramientas algebraicas para contes-
tar esta pregunta. El objetivo es definir invariantes que nos permitan diferenciar
espacios entre si.

La nocion de grupo fundamental de un espacio fue introducida por Poincaré
en 1895. Entre los anos 1925 y 1930 se reformulan las propiedades combinato-
rias desarrolladas por Poincaré, dando origen a la teoria de la homologia tal
y como la conocemos actualmente [5, cap. 50]. La versatilidad de los grupos
de homologia en el estudio de los espacios topolégicos motiva la extension del
grupo fundamental a otras dimensiones, materializada en 1932 por el matemati-
co Eduard Cech. Este propuso una definicién para los grupos de homotopia de
orden superior empleando aplicaciones cuyos dominios eran esferas de dimen-
sién n. A Witold Hurewicz se le atribuye también, casi en paralelo (en 1935),
la introduccién de los grupos superiores de homotopia, ademés de la sucesion
exacta larga de homotopia de una fibracion, y el teorema que lleva su nombre: el
teorema de Hurewicz, que como veremos al final de este trabajo, establece una
relacion entre los grupos de homotopia y de homologia.

Los objetos geométricos de interés en topologia algebraica se pueden cons-
truir “pegando” esferas de diferentes dimensiones. Construcciones celulares como
los CW-complejos permiten aproximar cualquier espacio topoldgico de esta ma-
nera. Por tanto, el conocimiento detallado de los grupos de homotopia de las
esferas es relevante, y su estudio ocupa la parte final de esta memoria.

En el primer capitulo se recordaran algunos conceptos y resultados conoci-
dos, ademas de introducir una serie herramientas basicas de teoria de categorias.

En el segundo capitulo se dardan tres definiciones equivalentes de grupos
superiores de homotopia. A continuaciéon mostraremos que estos grupos son con-
mutativos para 6rden estrictamente mayor que uno. Finalmente, se probara que
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espacios homotopicamente equivalentes tienen grupos de homotopia isomorfos
en cada dimension.

El tercer capitulo esta dedicado al cédlculo de los grupos de homotopia de
las esferas. Se definird el concepto de fibracién y la sucesién exacta que esta
genera. Se aplicara a la fibraciéon de Hopf para obtener ciertos casos particulares
de grupos de homotopia de las esferas. Con este mismo objetivo se enunciaran sin
demostracion tres teoremas clasicos: teorema de Hurewicz, teorema de finitud
de Serre y teorema de la suspensién de Freudenthal, siendo este ultimo clave
para el estudio de los grupos de homotopia estables.
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Teoria de Categorias y Homotopia

En este primer capitulo se introducirdn conceptos y resultados de teoria
de categorias, en particular de categorias homotdpicas. Para ello en la primera
seccién recordaremos algunos teoremas clasicos de topologia general, asi como
algunas herramientas que usaremos a lo largo de esta memoria.

1.1. Preliminares

En esta seccion se comienza recordando conceptos basicos de topologia asi
como resultados generales sin exponer las demostraciones.

Definicién 1.1.1 Un espacio topologico X se dice localmente compacto si todo
punto admite una base de entornos compactos.

Lema 1.1.1 (Lema de continuidad) Sea X un espacio topoldgico tal que X =
FyU...UF,, donde F; es un subespacio cerrado de X, para todo i,...,n. Se
suponen continuas las aplicaciones f; : Fy =Y con fyrnr, = [j\rnr,, para todo
i,j=1,...,n. Entonces la aplicacion f : X =Y definida por f(z) = fi(x),x €
F; es continua

Definicién 1.1.2 Sea f : X — Y wuna aplicacion entre un espacio X y un
conjunto Y. Se define en Y la topologia imagen por:

7 ={ACY : fT(A) es abierto en X} .

Luego, una aplicacion continua f : (X, 7x) — (Y, 7y) se dice una identificacion
st es sobre y Ty = 7.

Proposicién 1.1.1

1. Toda aplicacion continua, sobre y abierta (o bien cerrada) es identificacion.

2. Toda identificacion biyectiva es homeomorfismo.

3.8 f: X =Y es una identificacion y g : Y — Z una aplicacion, con Z un
espacio, entonces g es continua st y solo si gf es continua.
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4. 51 f: X =Y es continua y sobre, entonces la relacion xRx' si y solo si
f(x) = f(2') es de equivalencia. Ademds, si [ es identificacion, eziste un
homeomorfismo f: X/R =Y definido por f([z]) = f(z), tal que fr = f

5. Sea R una relacion de equivalencia en el espacio X. Dada f : X — Y
continua, existe f' : X/R — Y continua tal que f'm = f siy sélo si
(xR’ <= f(z) = [ ().

6. Si f: X — X' es una identificacion e Y es un espacio localmente compacto,
entonces f X 1y : X xY — X' XY, es identificacion.

Proposicion 1.1.2 Sea X un espacio topologico y sea R una relacion de equi-
valencia en X. Sea m : X — X/Y la proyeccion en el cociente, y sea Y un
espacio localmente compacto. Entonces,

» Tx1ly : X XY — (X/R) XY es una identificacion.
s Si consideramos la relacion de equivalencia R' en X x Y dada por

(z,y)R' (¢,y) <= xRz’ y =/,
entonces existe un homeomorfismo
61 (X x Y)/R = (X/R) x Y,
tal que o7’ =7 X 1y

Proposicién 1.1.3 Sea C un subespacio compacto de X y 7 : X — X/C la

proyeccion canonica. Entonces, para todo espacio topologico Y, mx 1y : X XY —
(X/C) xY es una identificacion.

Teorema 1.1.1 Un espacio Hausdorff X es localmente compacto si y solo si
todo punto tiene un entorno compacto. [10]

Definicién 1.1.3 Sea [=/0,1], el intervalo unidad cerrado. Se denomina n-cubo
al producto I" =1 x Ix -*+ xI. Se denota 6I™ a la frontera del n-cubo.

Definicién 1.1.4 Dados X, Y espacios topoldgicos, se define el espacio de fun-
ciones de Y en X como:

XY ={f:Y = X/f es continua}

Se tomard la topologia compacto-abierta en XY, es decir, aquella que tiene como
subbase todos los subconjuntos de XY de la forma (K,A) = {f € XY : f(K) C
A}, donde K CY es compacto y A C X es abierto.

Definicién 1.1.5 Se define la aplicacion evaluacion como

e XY XY = X
(fy) ~elf,y) = fy)
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Proposicién 1.1.4 Si Y es localmente compacto entonces la aplicacion evalua-
cion es continua.

Demostracion. Sea (fo,y0) € XY x Y. Veamos que e es continua en el punto
(fo,%0) : Sea V un abierto en X tal que e(fo,v) = fo(vo) € V. Como fy es
continua e Y localmente compacto, existe un entorno compacto de yo, W, tal
que fo(W) C V. Por tanto (W,V) es un entorno abierto de fy en XY. Sea
U= (W,V) x Int(W). Entonces U es un entorno abierto de (fo, o) en X¥ x Y,

e((W, V) x Int(W)) C V. Por tanto e es continua en ( fo,4o)- O

Definicién 1.1.6 Dado un espacio topolégico X, se dice que un par (X,p) es
un espacio recubridor de X cuando:

. X es un espacio topologico conexo por caminos.

s p: X — X es continua y sobreyectiva.

» Todo punto © € X tiene un entorno abierto U tal que p~'(U) es una union
disjunta de subconjuntos abiertos de X,p ' (U) = Uic; Ui, de forma que las
restricciones pyy, : Uy — U son homeomorfismos.

La aplicacion p se denomina proyeccion recubridora, un entorno del tipo des-
crito en el punto anterior se llama entorno admisible de x, y los abiertos U; se
denominan hojas.

Proposicién 1.1.5 Toda aplicacion recubridora es abierta, y por tanto una
identificacion. Ademds, todo espacio que tiene un recubridor es conexo por ca-
minos.

Teorema 1.1.2 (Teorema de elevacidn de caminos) Si (X,p) es un espacio
recubridor de X y f : (1,0) — (X, zo) es un camino, entonces para todo Ty €

p~ Y (x0) existe un unico f: (I,0) — ()?,fo> tal que p}v: f.

Teorema 1.1.3 (Teorema de elevacién de homotopias) Sean (X,p) espacio re-
cubridor de X, e Y otro espacio topologico. Entonces, dado un cuadrado con-
mutativo del tipo

i

Y X
| 7]
10 p
Y x I X

existe una aplicacion continua F . Y XTI — X haciendo conmutar todo el
diagrama, esto es, tal que pF Fy on = f Ademds, si Y es conexo entonces
F es unica.

Si se define g - Y — X por g(y) = F(y,1), y§: Y — X por §(y) = F(y,1),
entonces pg = gy F f ~ ¢. Por tanto, si f ~ g, entonces sus respectivas
elevaciones f y g son también homdtopas.
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Teorema 1.1.4 (Teorema de elevacion de aplicaciones arbitrarias a un espacio
recubridor) Si (X, p) es un espacio recubridor de X, e Y es un espacio topoldgico
conezxo por caminos y localmente conezxo por caminos. Dado f : (Y, yo) — (X, zo)

y &y € p~t(x0), entonces existe f : (Y, yo) — (X,%) tal que pf = f si y sdlo

st fo (m1 (Y, 90)) < pa <7r1 (X,%)). Ademds, en caso de existir la elevacidn es
tinica. [6, Teorema 21.2]

1.2. Teoria de categorias

En esta seccion se introduce la teoria de categorias y se muestran algunos
ejemplos, como sus principales propiedades. Una categoria se podria entender
como la formalizacién de una estructura matematica especifica.

Definicién 1.1. Una categoria C consiste en la siguiente estructura:

1. Una clase Ob(C), cuyos elementos se denominan objetos de la categoria.

2. Para cada par de objetos X,Y, un conjunto Homa(X,Y), cuyos elementos
se denominan morfismos de X a Y.

3. Para cada terna de objetos X,Y,Z, una aplicacion llamada composicion:

o:Home(X,Y)x Hom (Y, Z) — Hom.(X, Z)
(f.9) ~ gof=gf
Para cada objeto X, un morfismo 1x:X —X llamado identidad de X, el cual
satisface dos axiomas:

= Azioma de asociatividad: Dados X L v & 72 W, se verifica h(gf) = (hg)f
= Agzioma de identidad: Dado X L5 ¥ se verifica 1yf = f = flx

Si fe Home(X,Y), se dice que X es el dominio de f (dom f = X), y que Y es
el codominio de f ( codom f =Y )

Algunos ejemplos:

= La categoria de conjuntos, Set, con las aplicaciones de X en Y .

= La categoria de espacios topoldgicos Top formada por los espacios topolégicos
y las aplicaciones continuas, y de forma analoga la categoria Top, de espacios
topoldgicos basados y aplicaciones punteadas.

» La categorfa de parejas de espacios, Top?, que tiene por objetos los pares
de espacios (X, A) con A C X, y los morfismos f : (X,A4) — (Y,B) son
aplicaciones continuas f : X — Y tales que f(A) C B.

= La categoria de grupos, Grp, con los homomorfismos de grupos.
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= La categoria de grupos abelianos, Ab, con los homomorfismos de grupos.

Definicién 1.2.1 Dada una categoria C se define la categoria opuesta de C,
C°P, como la que tiene por objetos los mismos de C'y como morfismos los de C,

pero permutando dominios por codominios y el orden de las composiciones. Es
decir, Hom¢(X,Y) = Home,,(X,Y)

Definiciéon 1.2.2 Se dice que un cuadrado conmutativo

B —— Z
!

| 7
es un pull back cuando para todo par de morfismos Y <~ T = Z tales que fr =
gs, existe un dnico morfismo h : T" — B, que se denota < r,s >, verificando
g<r,s>=ryf<rs>=s.

El concepto dual al de pull back es el de push out. Fxplicitamente, se dice

que un cuadrado conmutativo

|7
Yﬁp

g

es un push out cuando para todo par de morfismos Y - T & Z tales que
rf = sg, existe un unico morfismo h: P — T, que se denota {r, s}, verificando

{T‘, 3}57 =r Y{Tu S}f: S.

Ejemplo 1.2.1 Sean Y L x4z aplicaciones continuas en Top. Sobre la
union disjunta Y UZ = (Y x{0})U(Z x{1}) se define la relacion de equivalencia
generada por las relaciones elementales (f(x),0) ~ (g(x),1), y se tiene que

YUx Z=YUZ/ ~

con inducidas definidas por f(z) =[(z,1)] v g(y) = [(y,0)]. Este cociente define
el push out de f y g en esta categoria.

Definicién 1.2.3 Un funtor F de una categoria C' en otra D, denotado por
F:C—D, consiste en:

1. Una aplicacion F:0b(C) — Ob(D)
2. Para cada par de objetos X,Y de C una aplicacion

F:Home(X,Y)— Homp(F(X),F(Y))

que preserva las composiciones y las identidades, es decir:
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- Flgf) = F(g)F(f), para X 5 Y % Z.
» F(1x)= Ipx), para todo objeto X de C.

Proposicién 1.2.1 Sea F' : C' — D un funtor. St f : X — Z es isomorfismo
en C, entonces F(f) es isomorfismo en D. En particular, F(f)~' = F(f™1).

Algunos ejemplos:

» Funtor cilindro: denotado I : T'op — Top se define
- Para objetos: I[(X) =X x 1
- Para morfismos: f: X =Y I(f)=f x1;
= Funtor suspension: X' : Top, — Top, se define, de forma clésica, como
- Para objetos: ¥X = (X x I)/ (X x {0,1}) U ({zo} x I)) donde {x} =
m (X x{0,1}) U ({zo} x 1)).
- Para morfismos: Sea f : (X,z9) — (X', () es una aplicacién continua
punteada, entonces se induce de forma natural X'f : Y X — XX’ como

Lf({a,0)]) = [(f (), 1)]

Proposicion 1.2.2 Fijado un espacio topolégico X, las siguientes construccio-
nes definen un funtor:

» —X : Top — Top, definido para objetos como —*(Y) = YX y para

morfismos f : Y = Y, como —X(f) = f. : YX = (Y")* con f.(h) = fh.
» X~ :Top " — Top, definido para objetos como X~ (Y) = XYy, para morfis-
mos f:Y' = Y,como X~ (f) = f*: X¥ = XY, con f*(h) = hf.
Demostracion.

» Sea f:Y — Y’ continua, entonces :

(f) (K U)={9eY"/fge (K,U)} ={geY"/fg(K) CU}
={geY"/g(K) C fI(U)} = (K, f7(U))
donde K es compacto en X, y f~}(U) es abierto en Y por ser f continua.
Luego, f, : YX = (Y')¥ es continua.
Ademas, conserva la identidad y composicion:
- _X(lY) = lyx
- SeaY L Y'Y tenemos que g« f«(h) = g«(fh) = (gfh) = (gf)«(h).
= Sea f:Y’ =Y es continua entonces f* : XY — XY es continua: Si(K,U)
es abierto subbésico en XY, entonces:

() K ) ={ge X /gf € (K.U)} ={ge X" (¢f)(K)C U}
={ge X" g(f(K)) CU} = (f(K),U).
Como f es continua y K compacto entonces f(K) es también compacto en

Y, por lo que f* es continua. De manera similar al apartado anterior tenemos
que X~ conserva identidades y composicion, luego se concluye que es funtor.
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O

Nota 1.2.1 Consideremos la notacion exponencial para parejas de espacios en
Top @ :
(X, AYB =1fe XV f(B)C A}

En concreto, para el caso punteado, dados (X, zo),(Y,yo) espacios punteados,
se denota

(X, $0)(Y’y0) = {f e XV f(y)= 55'0} = Hommy, ) (Y, yo; X, o)

Este espacio es punteado, con punto base la aplicacion constante en xy, que
denotaremos por ¢z, 1 Y — X.

Proposicién 1.2.3 De manera andloga a la definicion en Top de la proposicion
anterior, se pueden definir también los funtores en Top® :

—Y: Top® — Top®  y  (X,Y)™ : Top™?) — Top®

Corolario 1.2.1 Por lo que en particular, tenemos los funtores de caminos,
espacio de caminos punteados y espacio de lazos:

» —!1:Top — Top definido por —1(X) = X! y —1(f) = f..

» —!:Top, — Top, definido por ! (X, xq) = (Xl,cxo) v —1(f) = f..

» P=—-UY":Top, — Top, definido por P ((X, o)AV ,cm) y P(f) = f..

= 2:Top, = Top, definido por 2 (X, o) = ((X,20) W e, ) y (f) = .
Nota 1.2.2 Definimos las aplicaciones evaluacion en 0 y 1 respectivamente co-

mo:
eg,e1: XTI — X,ej(a) =a(j),j=0,1

Definimos la inclusiones en las tapas del cilindro como:
io,il X = IX,ZJ(.CC) = (27,]),] = O, 1

Definicién 1.2. Una transformacion natural entre dos funtores F,G : C' — D
consiste en una coleccion {ax : F(X) — G(X)/X € Ob(C)} de morfismos en D,
tal que para todo morfismo f : X — Y en C el siguiente cuadrado es conmutativo
en D :

F(X) 25 G(X)

F(f)l LG(f)
FY) -2~ G(Y)

Denotamos por a . F' — G la transformacion natural.
Si cada ax es isomorfismo, entonces a se denomina equivalencia natural o iso-
morfismo natural
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Definicién 1.3. Dados dos funtores F: C — D y G: D — C', se dice que (F,G)
es un par adjunto de funtores cuando existen una equivalencia natural:

¢ : Homp(F—,~) = Home(—,G ~)

Definicién 1.2.4 Se define el producto wedge de dos espacios punteados (X, zg)
e (Y,yo) como X VY = (X x{yo}) U ({xo} xY) C X XY, espacio punteado
con punto base (o, Yo)-

Definicién 1.2.5 Dados dos espacios topoldgicos punteados (X, xg) e (Y, v0), su
producto smash se define como el espacio punteado (X NY,*), donde X NY =
(X xY)/(XVY) y{s}=n(XVY), siendom: X XY — X AY la proyeccion
candnica. Dadas [ : (X,x9) — (X',20) v g : Yiw) — (Y, y)), se define

fAg= f/;/g inducida de f x g en el diagrama siguiente:

XxY -2 x «y

X\/Y?X’\/Y’
Ixg

Proposicion 1.2.4 FEl funtor suspension se puede definir de otra manera natu-
ralmente equivalente:

- Para objetos: X ((X,z0)) = (X A St )
- Para morfismos: Sea f: (X, x0) — (Y, o), entonces X(f) = f A lg1.

Donde S' es la circunferencia.

Demostracion.

Sea m : I — I/{0,1} la proyeccién canoénica. Entonces, al ser {0,1} compacto,
Ixm:XxI— X x(I/{0,1}) es una identificacién por la proposicién 1.1.3
apartado 4

Por otro lado, como I/{0,1} = S' por la aplicacién exponencial exp
1/{0,1} — S exp([t]) = (cos(2nt),sen(2t)), entonces se induce una identi-
ficacién (1 x exp)(1 x m) : X x I — X x S'. De esta forma, la composicién
h=n'(1xexp): X x [ — X AS!, esidentificacién, donde ' : X x ST — X AS?
es la proyeccion canonica. Tenemos la siguiente relacion de equivalencia en X x [

(x,t) ~ (2',t") siysblosih(x,t)=h(zt).

Entonces, por proposicién 1.1.1 se tiene el homeomorfismo.

h:X XTI/~ XAS
[z,t]  ~ [z, cos((27t), sen(27t))]
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Tenemos que, h(x,t) = h(2/,t") siy sblo si (x,t) = (2/,t') o bien (z,t), (2, t') €
(X x{0,1}) U ({xo} x I), por tanto

X XTI/ (X x{0,1)U({zo} xI)) = X A S
El anterior homeomorfismo induce una equivalencia natural, puessi f : (X, z¢) —

(X', xf) es un morfismo en Top, entonces el siguiente cuadrado es conmutativo:

YX S X AS!

ul |

Sea z = (cos(27t),sen(27t))

- (FADA(z,t]) = (f AD([2, 2]) = [f(2), 2]
- hEf([z,1]) = h([f(2),1]) = [f(2),2]. 0

Teorema 1.2.1 (Ley exponencial). Dado un espacio K localmente compacto, el
par de funtores (— x K, —K) es adjunto.

)h

Demostracion. Sean X, Y espacios, entonces definimos H como:

H : Homrop(X x K,Y) — Homrop (X,YK)
f ~  H(f)=f*

donde f#(x) : K — Y esta definida por la aplicacién continua f#(x)(k) =
f(x, k). Veamos que H es una biyeccién natural:

» Bien definida: Sea z € X, f#(z) es la composicién de aplicaciones continuas

f#(@) = fia |
KL xxrd v
ko~ (x, k) ~ f(x,k)

» Continuidad: Sea 7y € X y sea (C, U) abierto subbdsico de f# (zg) en Y. En-
tonces sabemos que f ({xo} x C') C U, Como f es continua, para todo k € K
existen entornos abiertos Ay de xgy By de k tales que f (Ay x By) C U, sien-
do Ay, x By, entorno abierto de (xo, k) en X x K. Entonces C' C e Brr ¥
como C' es compacto, existe un subrecubrimiento finito C' C | J_, By,. Toma-

mos V' = (i, Ay, entorno abierto de xo,y entonces f(V x C) C U, luego
f#(V) C (C,U). Es decir, f# es continua en z.

» Inversa: Definimos la inversa de H como:

H~': Homr,,, (X,Y ) — Homr,, (X X K,Y)
g ~  H ' g)=¢"
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donde ¢°(z, k) = g(x)(k) para todo (z,k) € X x K, continua por ser compo-

sicién de aplicaciones continuas.

Veamos que efectivamente es la inversa:

- H'H = 1tomyp,yxxxy: Sea f € Homre, (XX K,Y), entonces H'(H(f)) =
H=Y(f*),sedefine V(z, k) € X xK como H* (f#) (z, k) = (f#)° (x, k) =
f#(@)(k) = fjo(k) = f(z,k).

- HH ' =14, :Sea g € Homrp (X,YX), entonces H (H™'(g)) se

define Vo € X como H (H™'(g)) (z) = (¢°)% (z), que, a su vez, para cada
k € K se define como (¢°)7 (2)(k) = (¢°) ju (k) = (9°) (. k) = g() (k).

Top(X,Y K

» Equivalencia natural: Veamos que dadas f: X' — X y h: Y — Y aplicacio-
nes continuas, el siguiente diagrama conmuta:

H
Hompoy(X x K,Y) . Hompo (X, YE)
(fle)*h*l lf*h*
Homroy(X' x K,Y') — Homgop(X', Y'K)
Xy’

Sea g : X x K — Y continua, tenemos:

- ffhe(Hxy(9)) = f*h. (g#) = hg” f, que viene definida por hg” f (z') (k) =
hgjsay(k) =hg (f (2) k) €Y', Vk € K.

- Hys (F X 10)" halg) = Hxor (hg (f X 1x)) = (hg (f X 15))* que viene
definida por hg (f X 1k) ju (k) = hg (f X 1) (', k) = hg (f ('), k), Vk €
K. ad

Teorema 1.2.2 Dados los espacios punteados (X, o) e (Y,yo), y el espacio
punteado localmente compacto (K, ko). La biyeccion H de la ley exponencial
induce una biyeccion natural

(X,xo)
H - (Y, yo)(XxK,XvK) 5 <(Y, yo)(K,kO) ?Cyo) )

Proposicién 1.2.5 Si (Y, A) una pareja de espacios, entonces la proyeccion
canonica Y — Y /A induce, para todo espacio punteado (X, xo), una biyeccion
en Top @ 7+ (X, 20) Y = (X, 2) VY.

Demostracion. Dado que (X,z0)” : Top?® — Top® es un funtor y 7 :
(Y, A) = (Y/A, %) es continua en T'op®, se tiene que 7* es continua. Se prueba
facilmente que 7* es biyectiva. O

Proposicion 1.2.6 Si en el enunciado de la proposicion anterior se exige,
ademds, que el espacio Y sea compacto, y que Y/A sea Hausdorff, entonces
la biyeccion 7 : (X, x0) Y = (X, 20)"? es un homeomorfismo.
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Demostracion. Veamos que ademas 7% es abierta:

Dado que todo abierto en la topologia compacto-abierta de (X, :BO)(Y/ A4)
es union de interseciones finitas de elementos de la forma (C,U) con U abierto
en X y C' compacto en Y/A, basta ver que 7* es biyectiva, ya que esta conserva
uniones e intersecciones:

Sea (C,U) un abierto de la subbase de la topologia compacto-abierta de

(X, xo)(y/ A4 entonces U es abierto en X y C' es compacto en Y/A. Por lo que,

m((C,0) = {7 (/1 € (X.a0)¥"* f(0) c U} =
{fr:(Y,A) = (X,z) /f(C)CU}= (71(C),U).

Dado que Y/A es de Hausdorff e Y compacto, entonces 7~ (C) es compacto en
Y. Luego 7*((C, U)) es abierto en (X, z)"%. O

Corolario 1.2.2 El funtor cilindro I es adjunto por la izquierda del funtor es-

pacio de caminos —!.

Proposicién 1.2.7 El funtor suspension X es adjunto por la izquierda del fun-
tor espacio de lazos (2.

Demostracion. Dado un espacio punteado (X, z) tenemos que X (X, zg) =
(X x S*/X Vv S' %), existe una biyeccién

(Y yO)Z(X,xo) i (Y yo)(Xxsl,Xvsl)
Por tanto, se tiene una biyeccién natural
Homqy@ (X (X, 20); (Y, 90)) = Homp,y @ ((X x S', X VS5 (Y, )

Ademas, por el teorema 1.2.2 ;| existe una biyeccién natural

Hom, ) (X xShXVSY);(Y.w) — Homyp, ((X7 To) ; ((Y, y0)<3171) ,Cyo>)

y dado que 2 (Y, yo) = ((Y, yo)(5171) ,cyo>, tenemos que el funtor suspensién X

es adjunto por la izquierda del funtor lazos (2. O

1.3. Categoria Homotdpica

En esta seccién presentamos la categoria homotopica, sobre la cual se defi-
niran, en el siguiente capitulo, los grupos de homotopia. Para ello recordaremos
algunos conceptos y propiedades basicos de homotopia, ademas de introducir
nuevas propiedades. Concluye la seccién con la prueba de que la adjuncién entre
los funtores suspension y lazos se da en esta nueva categoria.
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Definicion 1.3.1 Si f,g: X — Y son aplicaciones continuas y A C X, se dice
que f es homdtopa a g relativamente a A (denotado f ~ g rel A ) si existe una
aplicacion continua H : X x I — 'Y tal que H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(z) y
H(a,t) = f(a) = g(a), para todo v € X,a € A yt € I. La aplicacion continua
H se denomina homotopia relativa de [ a g relativa a A, y se denota H : f ~ g
rel A (Tomando A = se tiene la homotopia no relativa en Top).

Proposicion 1.3.1 Dados dos espacios topolégicos X e Y | y un subconjunto A
de X, la homotopia relativa a A es una relacion de equivalencia en el conjunto
de las aplicaciones continuas de X en Y .

Proposicion 1.3.2 Sean dos aplicaciones continuas f, f' : X — Y y un sub-
conjunto A de X. Si f ~ " rel A entonces:

»  Para toda aplicacion continua g : Y — Z se verifica que gf ~ gf" rel A.
» Para toda aplicacion continua h: Z — X y todo B C Z tal que h(B) C A se
verifica que fh ~ f'h rel B.

Definicién 1.3.2 Una aplicacion continua f : X — Y se dice nulhomdtopa si es
homatopa a una aplicacion constante. Una homotopia F' entre f y la aplicacion
constante se denomina nulhomotopia.

Sea f: (X,x0) = (Y,y0) una aplicacion continua punteada. Se dice que f es
nulhomaotopa, y se denota por f ~0, si f ~ ¢, rel {zy}.

Proposicién 1.3.3 Si f: (X, x9) — (Y, v0) es continua punteada entonces f es

nulhomdtopa si y solo si existe una aplicacion continua punteada F : (X, zg) —
(PY,cy,) tal que e1F = f.

Demostracion. Si f ~ 0, existe una homotopia H : X x I — Y verificando
H(z,0) = ¢y, (2),H(x,1) = f(x) y H (x0,t) = yo paratodo t € I. Como el funtor
caminos —! : Top, — Top, y el funtor cilindro I : Top, — Top, forman un par
adjunto, usando el isomorfismo de adjuncién (proposicién 1.2.1) se obtiene una
aplicacién continua F : X — Y7, definida por (F(z))(t) = H(z,t), para todos
r € X,tel. Ademss, e; F' = f, pues 1 F(z) = F(z)(1) = H(x,1) = f(x), para
todo z € X.

Reciprocamente, si existe una aplicacién continua punteada F': (X, xg) —
(PY,c,,) tal que e1F' = f, se puede considerar F' : X — Y’ y usando de
nuevo el isomorfismo de adjuncién, se obtiene H : X x I continua definida por
H(x,t) = (F(x))(t), que es la homotopia que estdbamos buscando. O

Definicién 1.3.3 Sean X, Y espacios topolégicos. Se dice que la aplicacion con-
tinua f: X — Y es equivalencia de homotopia si existe alguna aplicacion con-
tinua g 'Y — X tal que gf ~ 1x y fg >~ 1y. También se dice que X es
homotopicamente equivalente a'Y o que X e Y son del mismo tipo de homo-
topia, lo cual se denota por X ~Y .
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Definicién 1.3.4 La categoria homotopica, denominada hTop,, es la categoria
cociente de los espacios topoldgicos punteados con la relacion de equivalencia
dada por la relacion de homotopia relativa al punto base. Esto es,

~ Ob(hTop .)=Ob( Top,)

- Homugup. ((X,20), (Y, 30)) = {1/ € Hom 1y (X,0),(Y,50))}, siendo
[f] la clase de homotopia de f. Este conjunto se suele denotar [X, xq,Y,yo] 0
incluso [X,Y] cuando no hay posibilidad de confusion de los puntos base.

Andlogamente se define la categoria hTop de espacios topoldgicos y clases
de homotopia de aplicaciones continuas no basadas.

Teorema 1.3.1 Sea (X, xy) un espacio punteado definimos el funtor
(X, xo; —] : KT op, — Set,

donde:

. Objetos: [X7 Zo; _K(Y? yO)) = [X7 xOv}/ayO]
»  Morfismos: Sea [g] : (Y,y0) = (Z, z0) en hTop,, se define [ X, xo; —]([g]) = g«
donde

g« [ X, 203 Y, 0] = [X, 203 Z, 20
[h] -~ lgh]
Demostracion. Veamos que esta bien definida para morfismos:

= Veamos que no depende del representante. Sea [g] = [¢] € [Y, yo; Z, 20], luego
g ~ ¢ rel {yo} entonces, gh ~ ¢'h rel {x¢} luego, g. = ¢.

» Veamos que estd bien definida sea [g] € [Y,y0; Z, 20] v [h] = [W] € [ X, x0; Yy0]
luego h =~ h' rel {x¢} por lo que gh ~ gh’ rel {z}. Por lo que, g.(h) = [gh] =
[gh'] = g.(I').

Veamos que conserva las identidades y composiciones.

» Identidad: Sea 1y la identidad en (X, zg) luego,

(I1x)«: [ X, z0; Y, 0] = [X, z0; Y, vo]
[h] ~ [h]

» Composicién: Sea [g] € [Y,v0; Z,20] v [f] € [Z, 20; K, ko] luego, (fg).([h]) =
[fgh] = fi([gh]) = f.g:([h]) para todo [h] € [X, z0; Y, yo]. O

Teorema 1.3.2 Sea (X, x¢) un espacio punteado definimos el funtor
[—; X, zo] : RTop? — Set.,

donde:
= Objetos: [—; X, xo]((Y,90)) = [V, yo; X, o]
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» Morfismos: Sea [g] : (Z,z0) — (Y, yo) en hTop., se define [—; X, zo|([g]) = g«

donde
g* : [Y7y0 :7X7$0] — [Z7 20 - X7 l’o]
[h] ~ [hg]

A continuacion extenderemos la construccion del funtor espacio de lazos y sus-
pension a la categoria hTop

Proposicion 1.3.4 (2 : hTop, — hTop,, definida para objetos como en Top, v,
para morfismos, mediante ([ f]) = [f«], es un funtor.

Demostracion. Dado que ya demostramos que (2 es un funtor en la categoria
Top, basta ver que {2 esta bien definida sobre los morfismos, es decir, que no
depende del representante:

Sean f, f': (X, zo) — (X', xy) tales que f ~ f" rel {zo}. Luego, existe H :
X x I — X' homotopia relativa a xg tal que Hig = f, Hiy = f'y H (x¢,1) = xy,
para todo ¢ € I. Sea G-

G:2(X,z0) xI xI— (X' z))
(e, t,8) ~ H(a(s),t)

continua al ser composicion de aplicaciones continuas

OX X IxT 250X xIxT 25 X x 15 X
donde T : I x I — I x I es el homeomorfismo dado por T'(t,s) = (s,t), y
e es la aplicacion de evaluacién continua por proposicién 1.1.4. Luego, por la
proposicién 1.2.1 existe una aplicacién continua, adjunta G de G tal que

G: (X, z0) x I — (X
(a,t) ~ G(a,t)

definida por G(a, t)(s) = G(a, t, s).
Ademés, G cumple que G(a,t)(0) = G(o,t)(1) = xp,Va € 2(X,x0),Yt € 1.
Esto nos permite considerar G' como:

G:02(X,x0) x I — 2(X' xp)
(a,t) ~ G(a,t)
Ademds, G (e, 1) () = o4, Vt s € 1,G(a,0)(s) = fa(s), y Gla,1)(s) =
f'a(s),Vs € I. Por tanto, G : f, ~ fl rel {cg }- 0

Proposicién 1.3.5 Eriste un isomorfismo natural (—)1-{01) 5 (—)(Sl’so), tan-
to en la categoria hTop, como en Top.(Consecuencia de la proposicion 1.2.5)

Proposicion 1.3.6 Y : hTop, — hTop, definido para objetos como en Top, y
para morfismos por X([f]) = [Xf] es un funtor.
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Demostracion. Como ya demostramos que X' es un funtor en la categoria Top,
basta ver que X estd bien definida sobre los morfismos, es decir, que no depende
del representante:

Sea f,f" : (X,z0) — (X' xp) tal que f ~ f’ rel {xp}, entonces existe
F : X x I — X' homotopia relativa a {z¢} tal que F(z,0) = f(x), F(z,1) =
fl(x), Ve e X,y F(xo,t) = x(,Vt € 1.
Definimos H : ¥ X x I — Y X' como H([(x,t)],s) = [(F(x,s),t)]. Veamos que
F es una homotopia relativa respecto {x} tal que H : X f ~ X f’

- H esta bien definida: basta con comprobar casos, por ejemplo:
Stz =xoy ' =xo: H([(«,1)],5) = [(F(xo, 8), )] = [(20, )] y H([(z,1)],5) =
[(F(z0,5),t)] = [(zg,t)]. Ademads, H([x,t],s) = H ([2/,t],s).

- F es continua: Como [ es localmente compacto, por la proposicién 1.1.2, se
tiene el homeomorfismo

~

p (X I x )/~ — (X X D)/((X x{0,1}) U ({ao} x 1)) x I
(2,1, 5] ~ ([z,1],5)

Sea 7 la proyeccién en el cociente
T XXIXI—(XxIxI)/~
Entonces, H continua <= Hy continua <= He7 continua. Pero,
Hor: X xIxIT— (X'"xI)/(X' x{0,1} U ({xo} x I))

Hom = w(F x17)(1x x T') es composicién de aplicaciones continuas, por
tanto también continua.

- Veamos que H : X f ~ X f" rel {x} : Tenemos que H(([z,t],0) = [F(z,0),t] =

= Xf. Ademas

(F@), )] = Zf ¥ H(([2,8),1) = [F,1),8] = [(f'(x), 1)
H(([m()?ﬂas) = [F(:L‘O,S),t] = [(:Eé)at)] 0

Teorema 1.3.3 Si (Z, zg) es un espacio punteado localmente compacto entonces
—NZ : hTop, — hTop, es un funtor adjunto a izquierda de (—)%#) : hTop, —
hT op,.

Demostracion. Sean (X, ), (Y, o) espacios punteados. Entonces se define

T [X A Za *3 Y7 yO] — |:X7 Zo; (Y7 yO)(Z’ZO) 7Cyo]

como T([f]) = [f], donde f : (X, zo) — ((Y, yo) &) ,cy0> se define, a su vez

por f(x)(z) = f([(z,2)]),Vz € X,z € Z. En primer lugar veamos que f €
HomTop(2> (Xa Zo; (K y0>(Z7ZO) 5 Cyo)

- Bien definida: f (z0) (2) = f ([0, 2]) = f([*]) = yo V2 € Z, luego f (z0) = ¢y
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- Continuidad: La ley exponencial nos da un isomorfismo de adjuncién
H : Homypy o) (X X Z, X'V Z); (Y, 1)) — Homp, ) ((X, To) ; ((Y yo) %) cy0>>

Definimos F1(XxZ,XVZ)— (Y,y0) como f(x, z) = f([z,2]) tenemos que
J = fmy dado que [ es continua, se concluye que f es continua, luego por
adjuncion se tiene la continuidad de f.

T se define a través de f , v hasta aqui se ha estudiado la buena definicion de f .
A continuacién se prueba que 7" es isomorfismo de adjuncién.

T esta bien definida: Sea [f] = [f'] € [(X A Z,*), (Y, yo)] entonces existe F'
s f >~ flrel {x}. Porloque F/ = F(n x1;)(1x XT): X X I X Z =Y,
continua por ser composicion de aplicaciones continuas. Entonces se induce,
por la ley exponencial, una aplicacién H (F') = (F’)# X x I — (Y, yo)(Z’ZO)

continua, dada por ((F’)#( t)) (2) = F'(z,t,2) = F([(z,2)],t), tal que

(F)* (=, )( ) = f(@)(2), (F)*(2,1)(2) = '(2)(2) v (F)#(20,)(2) = ¢y,
luego (F')* : fo ~ fi rel. {xo}.

» 7 inyectividad: Sean f, f' : (X A Z,x) — (Y,yo) tal que existe F' : (X x
I{zo} x1I)— <(Y, yo)(Z’ZO) : cy0> homotopia tal que F : f ~ f rel {z,}. Por
laley exponencial, F : X x Zx I — Y definida por F(x, z,t) = F(z,t)(2), y es
compatible con la relacién en el cociente (X X Zx I/ ~) Z (X xZ/XNVZ)x1.
Por tanto, se induce por proposicién 1.1.1, a su vez, una aplicacion continua
(FY : (X x Z/XVZ)x 1 =Y tal que (F) (m x 1;) = F. Sabemos que viene
dada por (F)([z,2],t) = F(z, z,t). Ademas, (F) : f ~ g rel {x}.

= 7 es sobreyectiva: Sea g : (X, z9) — ((Y Yo )(Z =) 0). Se induce, por la ley

exponencial, una aplicacién continua de parejas, §: (X X Z, XV Z) — (Y, yo),
dada por g(z,z) = g(z)(z). Por lo que § es compatible con la relacién del
cociente X x Z/X V Z. Entonces se induce proposicién 1.1.1 una aplicacién
continua (§)" : (X x Z/X V Z,%x) — (Y,y) tal que g = (g)'w, donde 7 :
XxZ— XxZ/XVZ=XAZ laproyeccién canénica. Luego, 7([(9)'] = [g]

» 7 es natural: Sean f: (X', z() — (X, z0) v f': (Y,v0) — (Y, (). Basta ver
que el siguiente diagram conmuta:

Txy

[X A Zv*;Y7 ?JO] [Xa Zo; (K yO)(Z7ZO)7Cy0]
LA jfif*

T / !
(X' A Z,% Y ) s (XY @l (V) B, ey ]

ea [h] € [XAZ,*;Y,yo]
- LR = [0
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- T (F A L2)" JI0] = T [0 (f A 12)] = [FR(FATD)].
Luego, dado 2’ € X' y dado 2 € Z,
- (f'hf) (@) (z) = ['R(f (=) (z) = f'R([f (), 2]).

L

- A A 1z> (@) (2) = ['h (f N1g) ([2, 2]) = f'h([f ('), 2]). O

Corolario 1.3.1 FEl funtor espacio de lazos {2 : hTop, — hTop, es adjunto a la
derecha del funtor suspension X : h'T'op, — hTop,

Proposiciéon 1.3.7 X (S™) = St en Top,

Demostracion. La (n + 1)-esfera ST = {z € R"*?/||z|| = 1} es un subespacio
de R"*2. Adem4s, también podemos considerar los siguientes espacios en R"*? :

S"={z e R"?/||z]| = 1,242 =0} D""'={z € R"?/||z|| < 1,2,42 =0}
HI ' ={z e R"?/||z| = 1,242 > 0} H"' = {2z e R""?/||z|| = 1,242 < 0}

Tomando como punto base para estos espacios sy = (1,0,0,...,0) € R"™2 se
tienen los homeomorfismos

py: (D™ S™) — (HYM, ™) p-: (D", S") — (H™*,5™)

definidos por:

Pt (1,22, .., Tpy1,0) = | T, 20, ..., Tpeq, £

Definimos h : X(S™) — S™*! como:

~ (2t + (1 —2t)s0), 0<t<1
i) = L D Y e S 2 214

Se puede comprobar, sin dificultad, que h es el homeomorfismo buscado. O
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Grupos de homotopia

El grupo fundamental de un espacio proporciona mas informacién que su
primer grupo de homologia, ya que este estda completamente determinado por el
grupo fundamental, teorema como el de hurewicz pone esto de manifiesto . Por
ello surge la necesidad de extender la definicion del grupo de homotopia, estas
fueron dadas por Eduard Cech y Witold Hurewicz en los anios 1932-1935.

2.1. H-espacios y co-H-espacios

En esta seccién veremos bajo qué condiciones podremos dotar al corchete
de homotopia punteada [Y, yo; X, zo] de estructura de grupo. A lo largo de esta
seccion trabajaremos en la categoria Top,, luego al referirnos a una aplicacion
continua, entenderemos que se trata de una aplicacion punteada.

2.1.1. H-espacios

Definicién 2.1.1 Sea ¢y, : (K, ko) — (K, ko) la aplicacion constante en ko € K.
Un H-espacio es un espacio punteado (K, ko) junto con una aplicacion continua
m: (K x K, (ko, ko)) = (K, ko) llamada multiplicacion tal que el siguiente dia-
grama es conmutativo salvo homotopia punteada:

K
K Kx K K
<Cpgy1> <1,cp>

Es decir, m < 1,¢p, >~ 1>~m < ¢y, 1 > rel. {ko}.

En adelante usaremos la notacion f x g para representar la composicion
m < f,g >, donde f,g : (X,z0) — (K, ko) son morfismos, con (X,zq) un
espacio punteado cualquiera. Por lo que, la definicion de H-espacio es equivalente
a:
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Twep, =1 ~cp 1 rel {ko}
Denominamos a cy, neutro homotdpico.

Proposicién 2.1.1 Dado un espacio (K, ko) y una aplicacion continua m :
(K x K, (ko, ko)) — (K, ko), se tiene que (K, ko) es un H-espacio con multi-
plicacion m si y solo si para cualquier espacio (X, zo) y toda f : (X, xo) —
(K, ko) se verifica que

frey = f=cy « frel. {zo}
donde ¢y = co f + (X, 20) = (K, ko) es la aplicacion constante.
Demostracion.

- Supongamos que (K, ko) es un H espacio f * ¢ = m < f,cp >=m <
frewf >=m < 1,cp, > f = (1%¢c,) f = 1f rel {zp}. De manera similar
cuox [ 1f rel {zo}.

- Reciprocamente, Basta tomar f = 1 : (K, ko) — (K, ko). O

Definicién 2.1.2 Un H-espacio se dice homotopicamente asociativo si el si-
guiente diagrama es conmutativo salvo homotopia punteada:

mx1

KxKxK Kx K
1><mL mL
K x K — K

Es decir, m(m x 1) ~m(1 x m) rel {(ko, ko, ko)}.

Proposicién 2.1.2 Un H-espacio es homotopicamente asociativo si y solo si
para cualquier espacio punteado (X, o) y para todas f,g,h : (X, z9) — (K, ko)
se verifica que

(f*g)*xh=~fx(gxh)rel {xo}

Demostracion. En primer lugar, sea (K, ky) un H-espacio con multiplicaciéon m.
Por la propiedad universal de los pull back:

(fxg)xh=(m< fig>)xh=m<m< f,g>h>=m(mx1) << f,g>h>
fx(gxh)=fx(m<g,h>)=m< fm<gh>=m(lxm)<f<gh>>
Ademds X XY x Z=(X xY)x Z =X x (Y x Z), luego < f,g,h >=< f, <
g,h >>=<< f,g>,h>.

- Supongamos que es un espacio homotépicamente asociativo, luego dado que
m(1 x m) ~ m(m x 1) rel {(ko, ko, ko)} componiendo por la derecha:
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m(m x 1) << f,g>h>=m(m x1) < f,g,h >y m(l x m) <
f,g,h>=m(lxm) < f,<gh>>

Por lo que, (f*xg)*xh~ fx(g=h) rel {zq}.

- Reciprocamente, Sean p; : K x K x K — K las proyeccciones i-ésimas. Por
la propiedad universal del pull back, 15« xxx =< p1, P2, P3 >.
Sabemos que p; * (pa*p3) =~ (pix pa) * p3 rel {(ko, k1, ko)}. Entonces,
pLx (p2xp3) = m < pi,m < pa,ps >>= m(lg xm) < p1,< pa,pg >>=
m(1x X m) < p1,pa,p3 >=m (1x x m). Ademés, (p; *pa) xps =m < m <
p1,p2 >,p3 >=m(m X 1) << p1,p2 >,p3 >=m(m x 1lg) < p1,p2,p3 >=
m(m x lg).
Luego, m (1 x m) ~m (m x 1) rel {(ko, ko, ko)} 0

Definicién 2.1.3 Un inverso homotopico para un H-espacio (K, ko) es una
aplicacion continua punteada h : (K, ko) — (K, ko) haciendo conmutativo, salvo
homotopia punteada, el siguiente diagrama:

K
Cko T Cko
m
K K x K K
<h,1> <1,h>

Es decir, h+ 1~ ¢y, ~ 1% h rel {ko}.

Proposicién 2.1.3 Una aplicacion continua punteada h : (K, ko) — (K, ko)
es un inverso homotdpico en un H-espacio (K, ko) si y sdlo si para cualquier
espacio punteado (X, xqg) y todo f: (X, x0) = (K, ko) se verifica que

hf*fcy~fxhf rel {0}

Demostracion. De manera similar a la proposicion 2.1.1

Definicién 2.1.4 . Diremos que un H-espacio es homotépicamente conmuta-
tivo si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia punteada, donde T =<
p2,p1 >: KX K — K X K, con p; la proyeccion i-ésima.

KxK T Kx K

N

FEs decir, mT ~ m rel {(ko, ko)}, obsérvese que T' viene definido explicitamente
por T'(x,y) = (y,x)
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Proposicién 2.1.4 Un H-espacio es homotdpicamente conmutativo si y solo si
para todas f,q: (X, xg) = (K, ko), con (X, xo) un espacio cualquiera punteado,
se verifica que

fxgogx forel {ao}

Demostracion.

- Supongamos que H es un espacio homotépicamente conmutativo, luego fxg =
m < f,9 >el ooy MT < f,g>=m < g, f>=gx* f.

- Reciprocamente, sean p; : K x K — K,i7 = 0,1, las proyecciones i-ésimas.
Luego, p1 * pa =~ po x py rel {(ko, ko)}, equivalentemente, m < pj,ps >o~
m < pa,p1 > rel{(ko, ko)}. Por lo que, m < py,ps >~ mT < py,py > rel
{(ko, ko) }, luego m ~ mT rel {ko, k1} ya que < p1,ps >= lgxk. O

Definicién 2.1. Un H-grupo es un H-espacio (K, ko) con inverso homotdpico y
homotopicamente asociativo.

Teorema 2.1.1 Sea (K, ko) un H-grupo entonces |—; K, ko| : hTop’ — Grp
es un funtor.

Demostracion.

- Veamos que dado un espacio punteado (X, zg) el corchete [ X, zo; K, ko| tiene
estructura de grupo, para ello definimos la operacién [f] - [g] = [f * g].
Bien definida: F': f ~ f' rel {xo} y G : g ~ ¢ rel {xo} entonces < F,G >:<
f,9>=<f' g >rel {(xo,20)}, de donde [f]-[g] = [f*g]=[m < f,9g>] =
m < flg' > =1f"*g]=1f1-1lg].
La existencia de elemento neutro, existencia de inversos y la asociatividad es
consecuencias de las proposiciones 2.1.1, 2.1.1 y 2.1.1

- Dado [t] : (X, z9) = (Y, yo) morfismo en hTop{® | entonces t* : [ X, zo; K, koy| —
Y, yo; K, ko] por el teorema 1.3.2 es homomorfismo de grupos ya que:

t([f1-lg) = t°([fxg]) = t7(Im < f,9 >]) = [m < f,g > 1] = [m < ft, gt >] =
[ftx gh] = [ft] - [gt] = *([f]) - " ([g])-

Ademas es independiente del representante que tomemos, ya que si [t] = [t'] :

(X,2z9) — (Y,y0) en hTop.® entonces t* = t'*. O

Nota 2.1.1 Obsérvese que, si ademds (K, ko) es homotépicamente conmutativo
entonces, por la Proposicion 2.1.1, se tiene [—; K, ko] : hTop? — Ab.

Corolario 2.1.1 Si f es equivalencia de homotopia punteada entonces f* es
isomorfismo de grupos.

Proposicién 2.1.5 Para todo espacio punteado, (Y,yo), su espacio de lazos
(2Y, cy,) es un H-grupo.
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Demostracion. Definimos la operacion

m: 2V x QY — QY
(Oé,/B) ~ 04'6

donde,
~ Ja(2t) si 0<t
a-plt) = {5(21&—1) si <t

Aplicacion continua, ya que por la ley exponencial basta ver que su adjunta:

1
2
1

IAIN

- a(2t) si 0
(e, 1) = {5(%— 1) si 1

es continua. Pero m es continua ya que estd definida por partes a través de
dos aplicaciones continuas, que se pueden ver como composicion de aplicaciones
continuas:

QY x QY x [0,4] — QY x [ — QY x [ Y

(@, 8.5~  (at) ~ (0,2) ~ a(2t)

QY x QY x [21] - 2V x [ — QY xI = Y
(a,B8,t) ~  (B,t) ~ (B,2t=1)~ B2t —1)
Por proposicién 1.1.4 la aplicacion evaluacién es continua.
Por otra parte, definimos el inverso homotépico como:

v: Y = QY

a ~

donde a(t) = a(l —t).
continua, dado que su adjunta, por la ley exponencial, es composiciéon de apli-
caciones continuas:

QY x I — QY x1 - Y
(o, t) ~ (a,1—=1) ~ a(l—1t)

Ademas la aplicacién evaluacién es continua por el mismo argumento que en el
caso anterior.
Veamos ahora ahora que (£2Y, ¢,,) es un H-grupo:

- H-espacio: Consideramos la aplicacion:

1+r 2

a(2L) si 0 <t < LT
H t) = ey
(o 7:7) {yo si B <t<1
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La cual es continua por el lema de continuidad, ya que H esta definida por
partes a través de dos aplicaciones continuas, que se pueden ver como com-
posicién de aplicaciones continuas:

Luego, por la proposicién 1.2.1 y por proposicién 1.1.4, H(a, 7)(t) = H(a, 7, t)
es continua y define una homotopfa H : 1oy * ¢, ~ 1oy rel {¢,,} De manera
analoga tomando,

) t
G(OZ)Ta t) = {ZO(QtlJrr) ; 1lor -

Tenemos que G : ¢y, * Loy =~ Loy el {¢,,}, donde G(a,7)(t) = G(a,7,1).
Asociatividad homotépica: Consideramos la aplicacién H : 2Y x 2Y x 2Y x
I x I —Y, definida por:

4 1+4+s
a(gs),  0<t<ip

H(a, 8,7,t,5) = 6(%_—_52— 1), ?: <t < s
(M), st

aplicacion continua por el lema de continuidad. Luego, por la ley exponencial,
H(a, B,7,s)(t) = H(a, 3,7,t,s) es continua, y define una homotopia H :
m(m X lgy) ~m(lgy x m) rel {(ccyo,ccyo,ccyo)}.
Inverso homotoépico: Consideramos la aplicacién H : 2Y x I x1 — Y, definida
por:

~ Ja2t(1—1)) si 0

Ha,rt) = {a((Z — o) (1—1)) si

continua. Luego, por la ley exponenical, H(a,r)(t) = H(a,r,t) es continua y

define una homotopfa H : 1oy * v =~ ¢, rel {cy,}
De manera analoga tomando, G : 2Y x I x [ — Y, definida por:

al((2=20)(1—1)) si 0<t<
G(O"T’t):{ag;t(l—ig) )52' %Stﬁ

— D=

t
t

INIA

<
1
5=

1
2
1

Tenemos que G : v * 1y ~ Ce,y T€l {cy, }, donde Gla,r)(t) = Gla,r,t). O

2.1.2. Co-H-espacios

Veamos ahora el concepto dual

Definicién 2.1.5 Un Co-H-espacio es un espacio punteado (K, kg) junto con
una aplicacion continua punteada, llamada comultiplicacion, p : K — KV K
tal que el siguiente diagrama es conmutativo salvo homotopia punteada:

K

K KV K K
{Ckovl} \/ {]wcko}
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esto es, {cny, L} 1= 1ic rel {ko} y {1k, i} = 1x el {ko}.

En adelante usaremos la notacion f * g para representar la composicion
{f(z),9(x)}p, donde f,g : (K,ko) — (X,x9) son morfismos, con (X, xq) un
espacio punteado cualquiera. Por lo que, la definicion de Co-H-espacio es equi-
valente a:

Cho * 1 ™ 1j¢ =~ 1 ¢y, el {ko}

Y por ello llamaremos a c, neutro homotopico

Proposicién 2.1.6 Dado un espacio punteado (K, ko) con una aplicacion con-
tinua p: (K ko) = (K V K, (ko, ko)), se tiene que (K, ko) es un co-H- espacio
si y sdlo si para cualquier espacio punteado (X, o) y toda f: (K, ko) — (X, x0)
se verifica que

Cxo*fzfzf*caro rel {kO}

donde ¢ = (K, ko) = (X, x0) es la aplicacion constante.

Definicién 2.1.6 Un co-H-espacio (K, ko) es homotdpicamente asociativo si el
guiente diagrama conmuta salvo homotopia punteada:

K - KVK
lu llxvu
KVEK MK KVKVEK

es decir, (WV 1g)p~ (1x V ) rel {ko}.

Proposicién 2.1.7 Un co-H-espacio es homotopicamente asociativo si y sélo si
para cualquier espacio X y para todas f,g,h : (K, ko) — (X, x0), se verifica que

(hx fyxg>~hx*(fx*g) rel {ko}

Definicién 2.1.7 Un inverso homotdpico en un co-H-espacio (K, ky) es una
aplicacion continua punteada v : K — K haciendo conmutativo salve homotopia
punteada el siguiente diagrama:

K
Cko L Cko
I
K ] KV K ] K

es decir, ux 1y >~ cg rel {ko} y cpy = 1 xu rel {ko} .

Proposicion 2.1.8 Una aplicacion continua punteada v : K — K es un in-
verso homotdpico en un co-H-espacio (K, kgy) si y solo si para cualquier espacio
punteado (X, xg) y toda f: (K, ko) — (X, x) se verifica que

fux f~cy = fx furel {ko}
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Definicién 2.1.8 Diremos que un co-H-espacio es homotopicamente conmuta-
tivo si el siguiente diagrama es conmutativo salvo homotopia punteada, donde
T ={a,a0} : KV K — KV K, con a; la inclusion en la i-ésima componente.

KVK T KVK

N

K

esto es, Ty ~ prel{ko}. Obsérvese que T wviene definido explicitamente por

I([(z,y)]) = [(y, 2)].

Proposicion 2.1.9 Un co-H-espacio es homotopicamente conmutativo si y sélo
st para cualquier espacio punteado (X, xg) y para todas f,q: (K, ko) — (X, xg),
se verifica que

frg=gxfrel {k}

Definicién 2.1.9 Un co-H-grupo es un co-H-espacio homotopicamente asocia-
tivo y con inverso homotopico.

Teorema 2.1.2 Si (K, ko) es un co-H-grupo entonces K, ky; —| : hTop, — Grp
es un funtor.

Nota 2.1.2 Obsérvese que, si ademds (K, kg) es homotdpicamente conmutativo
entonces, por la proposicion anterior, se tiene [K, ko; —| : hTop, — Ab.

Corolario 2.1.2 Si f es equivalencia de homotopia punteada entonces f, es
isomorfismo de grupos.

Proposicién 2.1.10 Para cada espacio punteado, (X, xg), su suspension (XX, x),
es un co-H-grupo.

Demostracion. Se da un esbozo de la demostracién:

- Definimos la comultiplicacién y el inverso homotépico respectivamente como

i EX 5 YXVEX

([(x, 20)], %), OStS%
w0 ={ (8 T, 4 25
yv: XX — ¥X se define por v([(z,t)]) = [(z,1 —1)].
- Co-H-espacio: Definimos F : Y X x [ — XX
%, 0<t< 452
Fllle.0)) = { iy 2y 0 £ 2

F:c,x1>~1rel {+}. De manera andlga, 1% c, >~ 1 rel {x}.
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- Asociatividad homotoépica: Definimos G : XX x [ — Y X V XX vV Y X dada

por:
([ 55)]w),  0<t<i

Gl )] 5) = [l 4 — s = 1)],4]), H2 <1< 22
(o [(2,45552)]), B2 <t<l

G:(uV D=~ (1Vpu)urel {x}.
- Inverso homotopico: Definimos define H : XX x I — X' X como

[(Z‘, 2t(1 - 5))]7
H([(z,t)],5) = { [(z, (2 —2t)(1 — 5))],

y se verifica que H : 1 x v ~ ¢,, rel {x}. De manera anédloga se tiene que
vl ~c, rel {x}. O

2.1.3. Equivalencia entre los grupos obtenidos a través de lazos y la
suspension

Existen dos formas posibles de dotar de estructura de grupo al corchete
(XX, *; £2Y, ¢y,], la inducida por el co- H-grupo (XX, *) y la inducida por el
H-grupo (£2Y,¢,,). Veamos que estas coinciden.

Proposicién 2.1.11 7 : [XX, %Y, yo] — [X, z0;2Y,¢y] es isomorfismo de
grupos.

Demostracién. Sabemos que T, definido por Y ([f]) = [f] con f()(t) = f([(z,t)])
es un isomorfismo natural, por lo que basta ver que es homomorfismo de grupos.
Sea f,g: (X¥X,*) = (Y,y0) denotamos por f ¢ g la composicién {f,g}u y sea
¢ (X,z) = (£2Y, ¢y,) denotamos f’ o ¢’ la composicién m < f’, ¢’ >. Por lo
que,

(TN = ooy = { w20 0=
mientras que,
(o D@0 = (m(Fhaen)o = {1060 =152
_{Hn, 0zi<d
g([(z,2t = 1)]), L <t <1

Luego, f/@ = fo g, en particular m ~ fogrel {zo}. Porlo que T([fog]) =
T([f]) o T(lg)). O

*

Lema 2.1.1 Sea X un conjunto con dos operaciones ¢ y * satisfaciendo las

siguientes propiedades:
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1. Eziste un neutro e comun para ambas operaciones:
roe=xxe=x=eoxr=cexx,Vre X
2. Las operaciones ¢ y * son mutuamente distributivas, es decir:
(woa’)x(yoy) = (xxy)o (@ xy), Vo,a'yy € X
Entonces, o = x. Ademds, esta operacion es asociativa y conmutativa.

Demostracion. Veamos en primer lugar que las operaciones coinciden:
Sean z,y € X. Entonces,

rxy=(xoe)x(ecy)=(rxe)o(exy) =x0y.
Veamos que es conmutativa:
zxy=(eox)x(yoe)=(exy)o(r*xe)=yoxr=yxzx
Veamos la asociatividad:
rx(y*xz) =xx(yoz) = (voe)*(yoz) = (xxy)o(exz) = (xxy)oz = (v*y) * 2.
O

Proposicién 2.1.12 Si (K, ko) es un co-H-espacio y (L,ly) un H-espacio, en-
tonces las dos operaciones inducidas en el conjunto [K, ko; L, ly] coinciden y son
conmutativas.

Demostracion. Se considera p la comultiplicacion en K y m la multiplicacién en
L, siendo ¢ la operacion inducida por K y o la inducida por L.
Veamos que se cumplen las hipotesis del lema 2.1.1:

» Neutro comin: [¢;,] es el neutro comun para ambas operaciones.

» Mutuamente distributivas: sean f, g, f', ¢ : (K, ko) — (L,lp) veamos que
(1o 1) o (gl o [9) = ([ o g o ([T [9).
Se observa que < {f, /' 40,9’} >= 1< f.g =< f1g >} + (K ko) V
(K, ko) — (L,1lo) x (L,ly), debido a la unicidad inducida desde el push out:

{K}

|

(K, ko) — (K, ko) V (K, ko) — (L, o) V (L, lo)

(K7 kO)

Por lo que tenemos que,

(fog)o(ffog) = {fog flogtn = {m<fig>m<f.¢d>tp =
m{< fig><fg>tp=m<{f, [} {99} >p=m<{f f}u{gg}tn>=
m< fofigog >=(fof)ol(gogd)

Entonces, al pasar a clases de mantiene la igualdad.
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Luego, por el lema anterior, ambas operaciones coinciden. O

Corolario 2.1.3 Si (X, xg), (Y,v0) son espacios punteados, las operaciones de-
finidas en [Y X, x; 02Y, ¢, ] coinciden.

Corolario 2.1.4 Si (X, xg) es un espacio punteado yn > 2, entonces [X" X, x; Z, 2]
es grupo conmutativo. Andlogamente, si (Y, yo) es un espacio punteado yn > 2,
entonces [Z, zg, 2", cyo] es un grupo conmutativo.

~

Corolario 2.1.5 Si (X, xq) es un espacio punteado entonces [X" X, *; 287 c,, ]
(Dm0 X, w; Qe ]

2.2. Distintas definiciones de grupos de homotopia

Si consideramos los posibles métodos para definir el segundo grupo de ho-
motopia my(X, xg), teniendo en cuenta que (X, zg) es el grupo formado por
las clases de homotopia de los 1-lazos basados en zy, debemos definir en primer
lugar a que denominaremos 2-lazo. De manera intuitiva podemos pensar en tres
posibles definiciones, una aplicacién continua 3 : I x I — X que manda el borde
del cuadrado a xg, una aplicacién continua 3 : S? — X que manda el 1 a 2 o
bien podriamos pensar que un 2-lazo deberia ser un lazo de lazos, es decir, una
aplicacion  con dominio en I, la cual para cada valor §(t) tenemos un lazo en
X, ademds de cumplir que 5(0) = 5(1).

Probaremos que estos tres enfoques conducen al mismo grupo ma (X, xo).
La siguiente secciones presentaran las definiciones basadas en estas tres ideas
generalizando para dimensiones superiores y probando su equivalencia. Ademas
de algunas propiedades andlogas al grupo fundamental.

Sea X un espacio topolégico podemos definir en él la relacién de equivalencia
~ dada por:

x ~ g siy solo si existe un camino en X de x a y.

El conjunto cociente X/ ~ estd formado por las componentes conexas por
caminos que contienen a x y se denota por [x]. A este cociente le denotare-
mos por m(X). Luego sea f : X — Y aplicacién continua podemos definir
mo(f)([z]) = [f(x)], por lo que se puede comprobar que 7 : hTop — Set es un
funtor.

Si (X, ) es un espacio punteado, mo(X) se puede considerar la construc-
cién analoga para espacios basados y aplicaciones punteadas.

Veamos ahora que podemos dar otra definicién para 7y ya sea en el caso
no punteado como en el punteado.

Proposicion 2.2.1 Si denotamos por * el espacio unipuntual, existe una equi-
valencia natural entre los funtores [, |, mo : hTop — Set
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Demostracion. Basta tomar la aplicacion:

a: [x, X]| = m(X)
]~ [F(%)]

O

Proposicién 2.2.2 §i consideramos la la 0-esfera, con punto base s = +1,
existe una equivalencia natural entre los funtores [S°, so; ], o : hTop, — Set.

Demostracion. Veamos que existen biyecciones dadas por
a:[SY s0; X, o] — mo(X, x0)
/] ~ [f(=1)]
» Bien definida: Sean f,g : (S s9) — (X, z0) tal que [f] = [g] entonces IH :

f ~ g rel{x}. Luego, v : I — X definido por v(t) = H(—1,t) es un camino

entre f(—1) y g(—1). Entonces, [f(~1)] = [g(~1)]
» Inyectiva: Sean f,g : (S° s9) = (X, z0) tal que [f(—1)] = [g(—1)] entonces
existe v camino en X tal que v(0) = f(—1) y 7(1) = g(—1). Por lo que,

) siox=1
H(I’w_{xo six=—1

define una homotopia entre f y g, es decir, H : f ~ g rel{s}
» Sobreyectiva: sea [z] € mo(X, ), consideramos f : (S, s9) — (X, xo) defini-
dica como f(1) = x¢y f(—1) = z. Entonces a([f]) = [z].

Sea f: (X,z0) = (Y,40), la naturalidad es consecuencia de la conmutatividad
del siguiente diagrama

[SO, S0, Xa l’o] a_>7T0(X7 l'o)
f*L Wo(f)l
15°, 50: Y, yo] =m0 (Y, %0)
O

Por ahora hemos visto que tan solo podemos asegurar que 7 tiene estructura de
conjunto. Sin embargo, dado que los espacios de lazos y las suspensiones tienen
estructura de H-grupo y co-H-grupo, podemos hablar de grupos de homotopia.

Definicién 2.2.1 Sea (X,zq) un espacio punteado y n > 1. Se define el n-grupo
de homotopia de (X,x¢) como:

ﬂ-n(X7 xO) = [Sn7 550; X7 IO]
Tenemos que es un grupo para n > 1, pues S™ es la suspensién de S*!. Adema4s:

S = $(Sn1) = (S = . = Xn(SY)
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Teniendo en cuenta esto y que el par (X, (2) es adjunto, obtenemos la
siguiente definicién alternativa:

(X, o) = [S™, s0; X, wo] 2 [S™7Y, 505 02X, 0] = ... 2[S9, 50; 27X, 4]
Por lo que, 7,(X,x0) & m, 1(02X, ¢pp) = ... (271X ) = mo(27X, ¢y

Nota 2.2.1 Para n > 1 se tienen homeomorfismo 1" /61" = S™ en Top.. En
adelante los denotaremos como:

O : I["/0I" — S™
Lema 2.2.1 Para cada n>1 existe un homeomorfismo en Top,:
Op 2 T[0T — (ST
tal que @, ([(t1, s t0)]) = [(On_1([(t1, s tn1)])s tn)]
Demostracion. Consideramos las siguientes aplicaciones:
= La siguiente identificacién:
y=ax1;: 1" = (I"Y6r ) x I
(tr, oo tn) ~ ([(t1y ey ta1)]s )

» El homeomorfismo punteado 6,,_; x 17 : (I"71/61" 1) x I — 8"t x I
» La proyeccién canénica p : S x [ — X (S"1)

Componiendo obtenemos la siguiente identificacion,

h=p0, 1 x1)y: I" — (s
(t1y ooy tn) > [(Ona ([(E1y ooy tne1)])s )]

Por lo que tenemos el homeomorfismo ¢, : (I"/61") — X (S™!) que hace con-
mutar el siguiente diagrama:

" —L ysnt
A
i | Pn
|
/o1
con 7 la proyeccién candnica. O

Lema 2.2.2 Para todo espacio punteado (X, ), se tiene una biyeccion
¢+ Hompaya ((I",61"), (X, 20)) = Homerep, (I"/01", ), (X, 20))
f ~ f

con f([(ty, s t)]) = flt1,.itn). Ademds, dadas f,g: (I",01") — (X, 1), se
verifica que f~ g rel §I"™ si y solo si f ~ g rel {x}
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Demostracion. Sea w : I™ — I™/§I™ la proyeccién candnica , por la proposicién
1.2.6 sabemos que m* : (X, o) T"/%1"*) — (X 2)I"*1") es un homeomorfismo
punteado con inversa ¢, en particular ¢ es una biyeccion. Por otro lado, tenemos
el siguiente push out.

C*><1[

oI x I {x} x 1

o[

I" x ITXEI"/(SI" x I

Por lo que si H :f ~ g rel 1" entonces se induce H : I"/6I™ x I, una tnica
aplicacién continua tal que H(m x 1) = H, que cumple H : f ~ g rel {x} O

Definicién 2.2.2 Todo morfismo de la forma f: (I",01") — (X, x,) en Top®
se denomina lazo n-cibico en (X, xg).

Definicién 2.2.3 Dados f,g: (I",61") — (X, x,) lazos n-cibicos en (X, zq) se
define fo g: (I",01") — (X, x,) como

(fog)ty,....tn) = {g(tl, ey 2ty — 1) si % <t,<l1

Ademds, si [f],[g] € [I™, 61™; X, xo] podemos definir [f] < [g] = [f ¢ ¢]

De manera andloga a como se realizé con el grupo fundamental, podemos com-
probar que esta operacion dota de estructura de grupo al corchete de homotopia
[I™,01™; X, x]. Obteniendo que el elemento neutro del grupo es [c,,] v el inverso

de [f] € [I",61™; X, o] es [f]7F = [f] con f(z1,...;xn) = f(x1, .oy Tn1, 1 — 21).
Teorema 2.2. La aplicacion b: [I",61"; X, o] — [(X(S™Y), *; X, xg] definida
como b([f]) = [fe,}] es isomorfismo de grupos.

Demostracion.

» Bien definida:Si f ~ g rel 61" entonces f ~ § rel {x}, por lo que fgo;l ~ gp, !

rel {}.
= Inyectividad: Sea [f], [g] € [I™, 01" X, zo] tales que fo, " ~ g, * rel{*} te-

nemos que f = fr = (f(p,jl)@nﬂ ~etsr (G, )onT = gT =g
= Sobreyectividad : Sea [f] € [X(S™ 1), x; X, x|, consideramos h = fo,m €

[1",01"; X, wo]. Entonces, b([h]) = [g;, '] = [(fenm)en '] = [(fen)er '] = [f]
» Homomorfismo de grupos: Usaremos el isomorfismo de grupos (capitulo 1)

T [Z(8"), % X, wo) =[S, 503 02X, €
/] ~ /]
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con (f(x))(t) = f([(x,1)]).

Veamos que dados [f], [¢g] € [I",d]™; X, xo] tenemos que T (b([f]) - b([g])) =
Y(b([f]olg])) v dado que T es inyectiva equivale a b([f]) i([g\]) = b([/f]\o[g]
Tenemos que, T((LF) - b(a1)) = TO(S1) = (o)) = L] i 1) =

[(Fort) * Gpa)] = [m < Fort), Gt >]
Como 6,1 : I"1 /61,1 — S™! es homeomorifismo punteado, tenemos que
Vi € Sl =6, 1([(tr, - tan)]) con (tr, . tnr) € "1 Tuego (m <
FenD)gent)(@) = m((Feg))
Por lo que, Ve, € I, (fer?) - (G39n ) Ot (s st 1)) (E0) =
— (f/gp;\l)(én_l([(tl, s tn-1)])(2t0) 510 < 1p, < %

(G2 ) Ona([(tr, oo tn)]) (2t — 1) 575 <, <1

(

( )
([(6n— [(tl, o tn-1)
( -1)

D)) si0<t, <1
1) (2t )])sz—<t<1
f(te, .. tn_1, 2ty siogtn§;
:{g((tl, ..,tn_1,2tn)— sit<t,<l1 = (fog)(ts, .. 1)
Ademés, T((1f] o [g))) = TO(Lf o g1)) = [(Fo 9)) ). Pero
(FogNE ) Oor (11 o ta () = (FO D@ O ([(F1s s b)) )]
= (f<>9>(t17 "-atn)

O

Resumiendo, hemos visto que las tres definiciones conducen a grupos isomorfos
por lo que a partir de ahora usaremos la definicién de grupo de homotopia que
mejor convenga en cada caso.

2.3. Propiedades de los grupos de homotopia

Ya definidos los grupos de homotopia, podemos cuestionarnos si estos cum-
plen propiedades andlogas a las que posee el grupo fundamental. En esta seccién
veremos que muchos de los teoremas existentes para el grupo fundamental se
pueden generalizar para grupos de homotopia de orden superior.

En primer lugar, veamos que los grupos de homotopia de espacios conexos
por caminos son independientes de la eleccién del punto base.

Definicién 2.3.1 Sea F : [" x I — X una homotopia. Si ¢ es un camino en X
y F(u,t) = ¢(t) para todo w € 0I™ y todo t € I, se dice que F' es una homotopia
por niwvel a lo largo de .

(O (81, ey tams)])) (9900 D) Onr ([(Er oo tn)])
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Lema 2.3.1 (I" x {0}) U (6™ x I) es un retracto de I"™ x I [1, pdg 9]

Nota 2.3.1 Dado un camino de xo a x1 en un espacio X, vamos a usarlo,
junto con la retraccion estereogrdfica, para obtener un lazo n-cubico basado en
x1 a partir de un lazo n-cibico basado en xy.

Sip: I — X esun camino en X dexy ax1 y o € (X, xo)(ln’ﬂn), entonces

L, (I x {0} U (T x T) — X

definida por
, Ja(w), (u,t) e I" x {0}
Loalu,t) = {@(t), (u.t) € 61" x I

continua por lema 1.1.1. Ademds, definimos la aplicacién continua Ly, o = L], ,r
I x I — X, donde r es la retraccion del lema 2.3.1, y resulta que

- Lyo(u,0) = L:a’a(u, 0)
B L%a(uv t) = pra(u,t)

a(u)
o(t),Y(u,t) € 61" x I

Luego, L, ., es una homotopia por nivel a lo largo de ¢ desde « hasta Ly, o(—,1) €

(X, xl)(ln"”n), por lo que es un lazo n-cibico basado en xy.
Luego, fijado un camino ¢ : I — X de xg a x1, podemos definir la aplicacion:

QO# . ()(7 xo)([",(SI") N (X, xl)([",5l")
a ~ Lpa(—,1)

Lema 2.3.2 Sean o, : (I",01™) — (X, xq) lazos n-cibicos, sea p un lazo en
X basado en xg, nulhomdtopo relativamente a {0,1},y sea F : o ~ [ una
homotopia por nivel a lo largo de p. Entonces o >~ [ rel d1™.

Demostracion. A continuacién se da un esbozo de la demostracion.
Sea p: Ix1 — X tal que pu: ¢ ~ ¢,y el {0,1}. Se considera h : (I"™ x I x {0})U
(0I™ x I x I) — X definida por

[ F(u,t), (u,t,s) € I" x I x {0},
hu,t,5) = {u(t, s), (u,t,s) € 0I™ x I x I.

Continua por lema 1.1.1

Consideramos R : I"™ x I x I — (I"xIx{0}) U (0" xIx1I) da-
da por R(z,t,s) = (pir(z,s),t,pa(z,s)) la retraccion obtenida a partir de
la retraccién estereografica r, siendo p; : (I" x{0}) U (0" x 1) — Iy
pa: (1™ x {0}) U (6I™ x I) — I las proyecciones en la primera y segunda coor-
denada, respectivamente. Por lo que tenemos la aplicaciéon continua

H=hR:I"xIxI—X
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Luego, tomando la aplicacion K : I"™ x I — X, definida como

H(u,0,4t), 0<t<s:
K(u,t) =4 H(u, 4t —1,1),1 <t <2
H(u,1,2-2t), 5 <t<1

tenemos que K : o >~ (3 rel 41" O

Lema 2.3.3 Sean ¢, ¢’ caminos en X de x¢ a x; tales que p ~ ¢’ rel {0,1},y
sea F': o >~ [ una homotopia por nivel a lo largo de ¢'. Entonces

pul(a) ~ 3 rel 0I".
Demostracion. Se define G : I" x I — X como

[ Loa(u1—26),0
Glu,t) = {F(u,?t ~1), 1

Se tiene que G : px(a) ~ B es una homotopia por nivel a lo largo de ¢ * ¢'.
Luego, como @ * ¢’ ~ ¢, rel {0,1}, por el lema 2.3.2 se concluye, 4 (a) =~ [ rel
orm. O

Definicién 2.3.2 5i X es un espacio, un sistema local de grupos, T', es una

familia de grupos {T'(z)/x € X} junto con una familia de homomorfismos de

grupos {T () : T(p(0)) = T(p(1))/¢ € X'} verificando las siguientes propie-

dades:

w St~y rel {0,1} entonces T'(p) =T (¢').

» Sic, denota el camino constante en x € X, entonces T (¢;) = L@ -

» Si @, son caminos en X con ¢(1) = ¥(0) entonces T(p 1) = T (V)T (p)
De las propiedades del sistema local de grupos se deduce inmediatamente que,
para todo ¢ € X!, T(yp) es isomorfismo de grupos con inverso T'(p)™t = T(p).

Teorema 2.3.1 Si X es un espacio topoldgico y n > 1, entonces existe un sis-
tema local de grupos T, tal que T'(x) = m,(X,x),Vx € X.

Demostracion. Definimos la familia de grupos {T'(z)/x € X} como T'(z) =
7, (X, x). Ahora , para cada ¢ € X', con zg = ¢(0) y 21 = (1) definimos

T(g@) : ’7Tn<X, .ZC()) — 7Tn(X, .1’1)
o]~ oy ()]

» T(p) esta bien definida: Supongamos que F' : o ~ [ rel 6I". Entonces F es

una homotopia por nivel a lo largo de ¢,,. Consideramos la homotopia G:
| F(t,2s), si 0<s<1
GW)‘{ Los(t2s—1), si 1<s<1
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G : a >~ puf3 es una homotopia por nivel a lo largo de ¢, * ¢ entre a 'y w4 (f).
Ademés como ¢, *p =~ @ rel {0, 1} por el lema 2.3.3, pu(a) >~ @u(f) rel 61™.
T'(¢) es homomorfismo de grupos: Veamos que pu(a * 3) >~ pu(a) * pu(f)
rel 61", Yo, B € (X, 29)T" "), Definimos G : I" x I — X como:

bos) = Lot oy tuot, 2t,, S) si0<t,<3
TS Lpg(thy e b, 2ty — 1,8) si <6, <1

Entonces G es continua y G : a * =~ pu(a) * px(f) es una homotopia por

nivel a lo largo de . Luego por lema 2.3.3 se concluye el resultado.

Veamos que T verifica las tres propiedades de sistema local de grupos:

1. Sean ¢ =~ ¢’ rel {0,1} entonces para a € (X, x0)!" ") tenemos que
Lyo ta =~ ¢y(a) es una homotopfa por nivel a lo largo de ¢'. Luego
por lema 2.3.3 py(a) = ¢y (a) rel §1™. Por lo que T(p)([a]) = [px(a)] =
[y (@)] = T(¢")([a]), V]a]. Es decir, T(p) = T(¢).

2. Sea ¢, : I — X el camino constante zo. Entonces, Le o @ @ = (¢)2()
rel 01", porque L., o es una homotopia por nivel a lo largo de ¢,,. Luego
T(Cwo) = 1ﬂ-n(X7x0).

3. Sean ¢, 1) caminos en X, con ¢(1) = 1(0).Consideramos L, : o > @4 ()
una homotopia por nivel a lo largo de ¢ y Ly, (a) : P#(a) = ¥y (psu(a))
una homotopia por nivel a lo largo de 1. Luego,

G(t, ..

_ J Ly a(u,2t) 510 <
Glu,t) = {Lw,w#(a)(u, 2% 1) si

IAIN
— N[

t
ey
es una homotopia G : a =~ 9x(px(a)) por nivel a lo largo de ¢ * 1.
Entonces, por el lema 2.3.3, (¢ * ¥)x(a) =~ Yu(pu(a)) rel 6I™. Es decir

T(pxy) =TW)*T(p). 0

Corolario 2.3.1 Sea X un espacio y ¢ un camino en X de xy a x1. Entonces,
T(p) : (X, x0) = (X, 1) es isomorfismo de grupos para n > 1.

Corolario 2.3.2 Si X es conexo por caminos, para todo n > 1 y para todo
xo, 1 € X se tiene que m, (X, xo) = m, (X, 71).

Veamos ahora que espacios homotopicamente equivalentes y conexos por cami-
nos tienen grupos de homotopia isomorfos.

Lema 2.3.4 Sean f,g : X — X continuas y F : f ~ g una homotopia. Si
o € X, se considera el camino ¢ = F(xg,—) : [ — X, de f(xg) a g(x).
Entonces, para cada n el siguiente diagrama es conmutativo:

(X, 20) —2 10 (X, f(0))
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Demostracion. Ver que el diagrama es conmutativo es equivalente a ver que
wu(fa) >~ ga rel 61" para todo [a] € 7, (X, xp).

Consideramos G : I"™ x I — X la homotopia definida como G(u,t) = F(a(u),t).
Entonces, G : fa ~ ga es una homotopia por nivel a lo largo de ¢. Por lema
2.3.3, tenemos que px(fa) ~ ga rel §I™. O

Definicién 2.3.3 Sea f : X — Y un aplicacion continua. Se dice que f es una
equivalencia débil de homotopia, o equivalencia débil, si m,(f) : T (X, z) —
(Y, f(x)) es biyectivo para todo n > 0 y todo x € X

Teorema 2.3.2 Sea f: X — Y una aplicacion continua. Si f es una equivalen-
cia de homotopia entonces f es una equivalencia débil.

Demostracion. Sea g : Y — X un inverso homotépico para f, es decir, fg ~ 1y,
gf =~ 1x. Consideramos, por una parte, la homotopia F' : ¢gf =~ 1x, y
¢ = F(xg,—) el camino entre gf (zg) y zo. Por el lema anterior, el siguien-
te diagrama es conmutativo:

(X, 20) — 2, (X, gf (20))

%lT(w)
7T?’L()(a 370)

(1X)*

Como (1x), = 1, entonces (gf). = g.fs es un isomorfismo, luego f, :
T (X, 20) — 0, (Y, [ (20)) es inyectivo y g, : m, (Y, f (z0)) — 7 (X, gf (z0))
es sobre.

Por otro lado, sea G : fg ~ 1y la homotopia correspondiente y 1) = G (f (x0) , —),
camino de fgf (xg) a f (xo). Se tiene entonces el diagrama conmutativo:

(Y, F(@0) ~L 7, (Y, Fof (z0))

k NlT(w)

(Y, f(20))

Razonando de forma similar, g, : m, (Y, f (z0)) — m (X, 9f (x0)) es inyectivo
con lo cual es biyectivo. Como T'(¢)g.f« = 1, se concluye que f, : m, (X, x¢) —
mn (Y, f (z0)) es biyectivo. 0

Corolario 2.3.3 Sean X, Y espacios conexos por caminos, del mismo tipo de
homotopia. Entonces m,(X,x) = 7,(Y,y), para todo x €,y € Y,n >0

Corolario 2.3.4 Si X es un espacio contrdctil, entonces m,(X,z) = 0, para
todo x € X,n > 0.
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Veamos ahora una propiedad muy 1til para los espacios recubridores. Sabe-
mos que dada p : X — Y aplicacién recubridora entonces tenemos que
s - (X, o) — m(Y,p(x)) es un monomorfismo. Por lo que la generaliza-
cion de este resultado es

Teorema 2.3.3 Sea p : X — X una aplicacién recubridora. Entonces, fijado
Ty € X, se tiene p, = T(p) : 7rn(X Zy) — m (X, p(@y)) es isomorfismo para
n > 2 y monomorfismo para n = 1.

Demostracion.

» Veamos que si n > 2, entonces 7,(p) es epimorfismo. En este caso, si
xo = p(Zo) v [f] € mn(X, x0), tenemos la siguiente situacién:
S™ es conexo y localmente conexo por caminos. Ademas, como n > 2, la
esfera S™ es simplemente conexa, por lo que f.(m(S™, s0)) = f«(0) =0 C
po(m1(X, Zo)). Entonces, por el teorema de elevacién de aplicaciones arbitra-
rias a un espacio recubridor Teorema 1.1.4, existe f : (S™, s0) — T (X, &o),
elevacién de f por p.

(Snv SO) —f> (Xv $0)

Asi, [f] € mo (X, Zo) v ma(p)([f]) = [pf] = [f]. Por tanto m,(p) es sobre.

» Veamos ahora que 7,(p) es inyectivo para n > 1. Sean [fi], [f2] € m. (X, %)
tales que existe una homotopia H : pf; =~ pfs rel {sq}. Se considera el
siguiente diagrama conmutativo:

X
l )
SnXIH—>X

Entonces, por el teorema de elevacion de homotopias Teorema 1.1.3, existe
H : S"x I — X continua tal que pH = H y Hio = f;. El siguiente diagrama
es conmutativo:

(1,0) — (X, 0)

Luego cz, v H (s0, —) son elevaciones de ¢,,. Por la unicidad de elevacién de
caminos Teorema 1.1.2, tenemos que debe ser H (sg, —) = ¢z,, y por tanto H
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es una homotopia punteada.
Por otro lado, el siguiente diagrama también es conmutativo:

(X'a ~0)
Hip t
f2 P
(Snvs())p—h)( 7I0)

De donde Hiy y fa son elevaciones de pfy. Ademés, como (pfa), (w1 (S™, s0)) =
Pe((f2)u(m1(S™, 50)) C pu(mi(X, i), podemos aplicar de nuevo el teorema
1.1.4, por tanto Hi; = fo. Es decir, H : f; ~ f, rel {so}, y por tanto p, es
inyectiva. O

Proposicién 2.3.1 Sean (X, xg), (Y, yo) espacios punteados. Entonces, existe
para cada n > 1, un isomorfismo de grupo tal que:

7"'n(‘Xv X Ya ($07y0)) = 7Tn<X7 :EO) X 7Tn(Yr: yO)

Demostracion. Denotamos por px : X XY — X ypy : X XY — Y a las
proyecciones candnicas sobre el primer y segundo factor, respectivamente. En-
tonces obtenemos los homomorfismos (px), : m, (X X Y, (2, y0)) — 7, (X, x0)
v (py), : ™ (X X Y, (20, 90)) = mn (Y, y0). Asi, definimos

@ (X XY, (20,40)) = Tn (X, 20) X 7, (Y, 90)

como ¢ = ((px), , (pv),)- Bs decir, o([f]) = ((px), ([f]), (o), ([F]) = (lpx f1. [y 1),
VIf] € mn (X XY, (20, %0))-

= Evidentemente, ¢ es homomorfismo de grupos.

» o es sobre: Si[f1] € m, (X, x0) y [f2o] € mn (Y, o), sean f1 : (S™,s0) = (X, xo)
v fo (8" s0) — (Y,y0) los correspondientes representantes. Entonces,
por la propiedad universal del pullback, existe f =< fi, fo >: (S™, s0) —
(X %Y, (z0,Y0)), Gnica aplicacién continua punteada tal que pxf = fi y
pyf = far Por tanto, ([f]) = (Lfi], [fa]).

» o es inyectiva: si [f], [g] € T, (X XY, (z0,%0)) cono([f]) = ¢(lg]), entonces
existen homotopias punteadas F : pxf ~ pxg rel {so} v G : pyf =~ pyg
rel {so}. Es sencillo comprobar que H = (F,G) : S" x I — X x Y es una
homotopia punteada tal que H : f ~ g rel {sg}. O



3

Grupos de homotopia de las esferas

Pese a que el concepto en origen es sencillo, el calculo de grupos de ho-
motopia de un espacio es en realidad una tarea compleja. Incluso para el caso
de la esfera S? se desconocen muchos de sus grupos de homotopia, lo cual es
indicativo de la dificultad que encierra el tema en el caso general.

Comenzamos el capitulo definiendo el concepto de fibracién. Las fibraciones
son una herramienta imprescindible para el calculo de los grupos de homotopia
de varios espacios, a través de la sucesion exacta larga de grupos que generan.
En el caso concreto de la conocida como fibracion de Hopf, esta sucesién se usara
para obtener ciertos casos particulares de grupos de homotopia de las esferas.

3.1. Fibraciones

En los cursos de topologia es habitual estudiar el problema del levanta-
miento de funciones continuas en el contexto de los espacios recubridores. El
concepto de fibracién generaliza el de aplicacion recubridora, y sera clave para
introducir sucesiones exactas de grupos de homotopia.

Definicién 3.1.1 Se dice que una aplicacion continua p : E — B wverifica la
propiedad de elevacion (o levantamiento) de homotopia (PLH) respecto de un
espacio X st para toda aplicacion continua f : X — E y toda homotopia G :
IX — B verificando Giy = pf existe una homotopia F : IX — FE tal que
Fig=f ypF = G, donde iy denota la inclusion en la tapa inferior del cilindro.

Definicién 3.1.2 Se dice que p : E — B wverifica la propiedad de elevacion
de homotopia absoluta (PLHA) cuando p verifique PLH respecto de cualquier
espacio X.

Definicién 3.1.3 Una aplicacion continua p : E — B se dice fibracion (o fi-
bracion de Hurewicz) cuando verifica PLHA.

Si B es un espacio punteado con punto base by, el espacio F' = p~'(by) es
denominado fibra de p. La fibra se puede obtener mediante el siguiente pull
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back:

P
|
{bo} ——

Cbo

E
|
B

Definicién 3.1.4 Una fibracion de Serre es una aplicacion continua que verifica
la propiedap (PHL) respecto a los discos D™, ¥n > 0.

Proposicion 3.1.1 La inducida p en un pull back por una fibracion p es también
una fibracion.

Demostracion. Sea A xg E el pull back de una aplicacion continua f: A — B
y una fibracion p : E — B. Si nos ponemos en las hipétesis de PLH para p,
tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

X— 9 AxpE

X x1I A

H

Componiendo el anterior cuadrado con el correspondiente al push out A xg F,
se obtiene un nuevo cuadrado conmutativo que permite usar PLH para p :

fg E

X
’iol / p
G/

XXIfT>

Y usando la propiedad universal del pull back A x g E/, se obtiene la homotopia
G = (H,G"), que es la buscada

X x 1

G/
X ,
Axz EL>E
H
A

p

B

f

Corolario 3.1.1 Las proyecciones p1 : X XY — X ypy: X XY — Y son
fibraciones.
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Demostracion. Toda aplicacién continua cuyo codominio es un espacio unipun-
tual es fibracién, ya que el siguiente diagrama es conmutativo

A—2 X
iol jj*x
A % ]— JxAxT %

donde j.ax71, J+x denotan las aplicaciones constantes.
Tenemos que G : A x I — X, definida por G(a,t) = g(a), es una aplicacién
continua que hace conmutar los dos tridngulos Gig = g ¥ JuxG = Jeaxy-

En consecuencia, teniendo en cuenta que el producto X x Y coincide con
el pull back X x, Y y por la proposicion 3.1.1 se concluye el resultado. O

Proposicién 3.1.2 Si denotamos por (PX, c,,) el espacio de caminos puntea-
dos de un espacio punteado (X, xg), la aplicacion e; : PX — X es una fibracion
con fibra 2X.

Demostracion. Consideremos un diagrama conmutativo:

f

g

YxI—9 . X

Definimos H : Y x I x I — X por:

f( )(s(t—{—l)), 0<s
H(y.t,5) = {Gé,s(t+1) 1), 747 <

Continua por lema 1.1.1. Por la proposicién 1.2.1 tenemos que H:Y xI— X!
definida por H(y,t)(s) = H(y,t,s) es también continua. Ademas H(y,t)(0) =
H(y,t,0) = f()(0) = xo, de donde H(Y xI) C PX y H:Y x I — PX es
continua y cumple que elfl =Gy H io = f. Ademads, tenemos que

e ({zo}) = {w € PX/w(1) = 2o} = {w € X' /w(0) =w(l) =20} = X

3.2. Sucesiones exactas

En primer lugar daremos la nocién de sucesion exacta en la categoria T'op,
y a través de una fibracion podremos construir sucesiones exactas de espacios
topoldgicos que bajo ciertas condiciones, daran lugar a sucesiones exactas de
grupos de homotopia.
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Definicién 3.2.1 Una sucesion (A, ag) EN (B,by) 2 (C,co) en Set,, se dice
ezacta cuando Im(f) = Ker(g), donde Ker(g) = g7 ({co}).

Nota 3.2.1 Si A, B,C' son grupos, con neutros los puntos base, y f,qg son ho-
momorfismos, entonces esta nocion de exactitud coincide con la usual de grupos.

Se dice que una sucesion larga

Jr<1
A (Ak_l,ak_l) k—> (Ak,ak) & (Ak+1,ak+1) — ...
en Set,, es exacta cuando Im (f;—1) = Ker (f;) para todo i.

Definicién 3.2.2 Una sucesion (X, xq) EN (Y,y0) % (Z,2) en Top. se dice
exacta si la sucesion de conjuntos punteados

(W, wo; X, 2] tit (W, wo; Y, yo] 5 [W,wo; Z, 20)

es exacta, para todo espacio punteado (W, wy).

Definicién 3.2.3 Sea f: (X, z0) — (Y, y0) continua punteada. Se define la fibra
homotdpica de f, Py, mediante el pull back en Top,:

(va *) mer (PY7 Cyo)

| f |

<X7 xO) (Y7 yO)

Donde, Py = {(z,w) € X x PY/f(x) = w(1)}, siendo el punto base x =
(20, ¢yy)- Las inducidas en el pull back son las proyecciones en las respectivas
componentes.

Proposicién 3.2.1 Sea f : (X, z9) — (Y, yo) una aplicacion continua punteada.
Sig:(Z, 2z) — (X,x0) es también continua punteada entonces fg ~ 0 si y sdlo
si existe F': (Z, z9) — (Py,*) en Top., tal que fiF = g.

Demostracion. Supongamos que fg ~ 0. Entonces existe H : (Z, z9) = (PY, ¢y,)
tal que fg = e H. Entonces, existe F' =< g, H >: (Z, z9) — (Pf,*), que viene
dada por F(z) = (¢(2), H(z)). Evidentemente, f1F = g.

Reciprocamente, sea F' : (Z,z9) — (Py,*) tal que fiFF = g. Se define
H =ppyF : Z — PY. Entonces et H = e1ppy F = ffLF = fg. O

Proposicién 3.2.2 Si f : (X,z9) — (Y,y0) en Top., entonces la siguiente
sucesion es exacta: ; ;
(Pf, *) $ (X, l’o) - (YvyO)
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Demostracion. Veamos que la sucesién

(1), ;
[W) Wo; Pf7 *] — [W7 Wo; Xa IO] f—> [M/a Wo; )/07 ?JO]

es exacta para cualquier espacio punteado (W, wy).

- ker (f.) Cim((f1),): Si [h] € ker (f.) entonces fh ~ 0. Por proposicién 3.2.1
existe F': (W,wy) — (Py,*) tal que f1F' = h. Asi, (f1), ([F]) = [fiF] = [h].

- im(( f1),) C ker (f.): Como ffi = eippy, por la proposicién 1.3.3 se tiene
que ff1 ~ 0. Se sigue que (ff1), = fu (1), = O

Corolario 3.2.1 Si f : (X,z0) — (Y,y0) es continua punteada, la siguiente
sucesion es exacta en Top,:

o= (P) B (P B (P B (X 20) L (Y w0)

Veremos que es posible expresar esta sucesién en Top, sélo considerando X, Y,
Py y sus espacios de lazos.

Lema 3.2.1 Sea f : (X,z0) — (Y,yo0) en Top. Entonces la aplicacion v :
(2Y,c50 ) — (Py, %), definida como v(B) = (x0,5,¢s,), €5 una equivalencia
de homotopia punteada.

Demostracion. Se da a continuacién una idea_de la demostracion. Se definen
m: (Py,,*) = (£2Y,¢y,) por m(z, f,a) = B* (fa), y H: 2Y x I — Y como

B(E%), 0<s <t

H(/B’t)(S):{y()? %SSSQ]-

Se comprueba facilmente que H : mv =~ id rel {c, }. Finalmente, se define
K : Py, xI — Py, como K(z,3,a,t) = (a(t),v(5,a,t), ), donde ay(s) = a(ts)

)
Bls2—=1),  0<s<gh
V(B t)(s) = {fQ(S(t —2)+2), 5= <s

Por el lema de continuidad y la ley exponencial, v es continua, y se comprueba
que K :vm ~ id rel{x}. O

Nota 3.2.2 Si en el lema anterior se sustituye la aplicacion f por fi : P — X,

se obtiene una equivalencia de homotopia punteada (£2X, c,,) KN (Py, *).

Proposicién 3.2.3 Si f : (X, x9) — (Y,y0) es una aplicacion continua y pun-
teada, la siguiente sucesion es exacta en Top,:

(02X, ¢a0) Z 02V, ¢0) & (Pr %) L5 (X, 20) L (Y, 10)

donde p = fov : (2Y,¢y,) = (Py, %).
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Demostracion. Obsérvese que p() = (zo, 3), para todo § € 2Y. Tenemos que
el siguiente diagrama conmuta homotopicamente:

f f
(sza*) - (Pf17*) : (Pfa*)

v/uTN NTv NTlpf

2f
(QXa Cﬂﬁo) (“QYv Cyo) - (va*)

donde u : 2X — (2X es el inverso homotépico del H-grupo §2X, definido
por u(a) = @ tal que u® = 1, por lo que u es un isomorfismo en T'op,, con inverso
u Tt = u.
El cuadrado de la derecha del diagrama conmuta trivialmente. Ademés v{2f ~p
fsv'urel {cy, }, donde F' : 2X xI — Py definido por F(a,t) = (a(1 —t), foq_y, (@):),
con ay(s) = a(st) Finalmente, la exactitud en la fila inferior es deducida de la
exactitud de la fila superior. O

Lema 3.2.2 Si la sucesion (X, xg) EN (Y, o) ER (Z,29) es exacta, entonces
también lo es

(X, ) H (2, ¢,) 2L (022, ¢,,)

Demostracion. Dado un espacio punteado (W, wy), la conmutatividad del si-
guiente diagrama y la exactitud de la fila superior implica el resultado:

[EW,*,X, .’]70] ! [2W7*7Y7 Z/O] £ [ZW *7Z7 ZO]
W, w0 22X, ] —— 2o (W, ;Y €] —— o (W, w5 27, )

O

Corolario 3.2.2 Si f : (X,z9) — (Y,yo) es continua y punteada, entonces la
siguiente sucesion es exacta en Top, :

L (22Y) B (2P %) (00X o) H (Y, 0p) B (Pr) D (X 20) D (Yy0)

A esta sucesion se le denomina sucesion exacta de Puppe asociada a f.

A continuacién veremos que toda fibracion origina una sucesién exacta de grupos
de homotopia.

Lema 3.2.3 Sip : (E,e0) — (B,by) es una fibracion, entonces la fibra F =
p ' ({bo}) vy la fibra homotdpica P, = {(z,w) € E x PB/p(x) = w(1)} tienen el
mismo tipo de homotopia.
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Demostracidn. Observamos que F' = p~! ({by}) C E. Considerando las aplica-
ciones 7 : ' — FE la inclusion y wg : F — PB el camino constante en by en el
pull back de la fibra homotopica P,, se obtiene la aplicacién continua y punteada
A : ' — P, definida por A(z) = (z,wp). Vamos a buscar un inverso homotdpi-
co para A. Definimos G : P, x I por G(z,w,t) = w(l —t), que es continua.
Consideramos el cuadrado conmutativo:

1

P, x1I

Como p es fibracién, existe una elevacién G : P, x I — E. En particular,
pG(z,w,1) = G(7,w,1) = w(0) = by. Se define la inversa homotépica v = G,
Se tiene que G()\ X z'd) :1 >~ ~v\, y ademas se define la aplicaciéon H' : P, x [ —
P, como H'(z,w,t) = (G(x,w,t),J(z,w,t)), donde J(x,w,t)(s) = w(s(l —t)).
Finalmente, H' : id ~ \y. O
Teorema 3.2.1 Para toda fibracion p : (E,eq) — (B, by) con fibra F existe una
sucesion ezxacta:

LT (E,eo) i) 1 (B, b(]) i> 0 (F, 60) Z—*> 0 (E, 60) i) 0 (B,bo)
donde 1 : F' — E es la inclusion

Demostracion. Como A : F' — P, definida en la demostracion del lema 3.2.3, es
una equivalencia de homotopia, se tiene que

A DT (Fv 60) = [(Sna 80) ) (F’ 60)] — T (va *) = [(Sn’ 30) ) (Pp’ *)]
es un isomorfismo para todo n > 0. Consideramos ahora la sucesién exacta de

Puppe Corolario 3.2.2 asociada a la fibracién p :

— 0P, NS YOI Lo p, BB

Aplicamos el funtor [S°, sg, —] : hTop, — Set,, generando grupos de homotopfa,
y como la fibra F' y la fibra homotépica P, tienen el mismo tipo de homotopia, se
obtiene la sucesion del enunciado del teorema, con § = ()\*)_1 p. 1. La exactitud
se prueba teniendo en cuenta el siguiente diagrama:

[SO, S0, .QnB,CUQ] (m_lp)*[s S0, (i 1P ](Qn I [S S0; 2 1E OJQ]
gTT'nl gTT'nl _TTH 1
[Snila s0; 2B, wo) e [Snilﬁ so; Py, (€0, wo)] (p1—*> [Snila s0; 2, €]
%Tff %T/\* 2T1
[S™, s0; B, b (5™, 503 F, eq] (5™, 503 B, eq
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3.3. CW-complejos

Un CW complejo es un espacio Hausdorff construido pegando celdas suce-
sivamente en distintas dimensiones. Todo poliedro es un caso particular de CW
complejo; ademas, en la mayoria de los casos, se puede obtener el CW complejo
con un nimero menor de celdas que de simplices.

En esta seccion se introducira el concepto de CW-complejo y se enunciara
algunas de sus propiedades basicas, las demostraciones de estas se pueden en-
contrar en [1, seccién 1.5]. Ademéds se verd que la esfera S™ es un ejemplo de
CW-complejo, crucial para poder aplicar en la siguiente seccién el teorema de
Hurewicz.

Definicién 3.3.1 Un C'W complejo X es un espacio Hausdorff junto con una
sucesion de subespacios de X, llamados esqueletos, cuya union es X :

xX'cxtcx?c...cx"cxmtc...
verificando dos condiciones:

1. El n-esqueleto X™ se define inductivamente de la siqguiente manera: Sea X°
una union discreta de puntos no vacia, llamados vértices. Suponemos la exis-
tencia de X" 1, obtenemos el espacio X" de la siquiente forma:

Sean las aplicaciones i : [[5.5 Sg_l — HﬁeB E% la inclusion de la union dis-
junta de esferas en la union disjunta de discos y ¢p : Sg_l — X" donde
B es un conjunto de indices, y donde ngl = Sty Ef = E". Luego, la
aplicacion pegamiento ¢ : HﬁeB Sg_l — X"t Se obtiene el diagrama push

out:
[sen 5271 : X
Zl jnfl
n n—1 n
HﬂeB Eﬁ 3 X U HBEB Eﬁ

y se define X" = X" U, HﬁeB E%. También se denota la aplicacion de
pares ®f (EE,SE’I) — (X", X", llamada aplicacién caracteristica, que
es la composicion de la inclusion Ej — ]_[ﬁeB E% y la aplicacion cocien-
te [1sep B3 — X1y, [ses E5- El subconjunto & (Eg) C X» C X
se denomina n-celda cerrada o n-celda y se denota por €, y a la ima-
gen Pg (E[QZ - ngl), denotada por ej, se le llama n - celda abierta. Note-
se que j : X" 1 — (X" es un homeomorfismo, es decir, X"t =
(XY € X", de este modo se puede interpretar que X" 1 C X",

2. ELCW complejo X =, X" se le dota de la topologia débil con respecto a la
familia {eg} de todas las n-celdas. Por tanto, U C X es abierto (respectiva-
mente, cerrado) si y solo st U N es es abierto (respectivamente, cerrado) en
€s, para cada celda cerrada ej.
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A continuacién se enuncia algunas propiedades basicas de los CW-complejos
Proposicién 3.3.1 Sea X un CW-complejo. Entonces,

- X es umion disjunta de todas sus celdas abiertas.

- Si C es un subconjunto compacto de X, entonces C' estd contenido en una
union finita de celdas abiertas.

- 51 Y es un C'W-complejo, entonces X x Y es CW-complejo.

Veamos ahora algunos ejemplos de CW-complejos:

Ejemplo 3.3.1 Un CW complejo 1-dimensional es un grafo no orientado. En
X se tienen los vértices, y a través de ¢ : Jzep Sg — X° se consigue trazar
segmentos entre los vértices como uno desee.

Ejemplo 3.3.2 La esfera S™ es un CW complejo donde se toma un vértice y una
tinica n-celda, es decir, S™ es el push out de los morfismos E" < S"™ 1 — {x}

Ejemplo 3.3.3 Otra posible estructura de CW-complejo sobre la esfera S™ es
la obtenida inductivamente por el siguiente push out, tomando X° = {*}

S;z—l H S{‘L—l L[]1 anl — Snfl
BB X = gn

Ejemplo 3.3.4 Una estructura de CW-complejo para el toro ST x S puede ser la
siguiente: Se toma una 0-celda X° = {*} y se toman dos 1-celdas con aplicacién
de pegamiento constante, para obtener X' como el wedge de dos circunferencias,
y una tnica 2-celda, con aplicacién de pegamiento ¢ (S*) — X' definida de
la siquiente manera: se divide S' en cuatro partes separadas por los dngulos:
0,7/2,7,(37)/2 y se rellena X' en el orden a, l;, 6*1,6*1. El resultado es X? =
St x St

3.4. Grupos de las esferas

En esta seccion utilizaremos algunos de los resultados anteriores para abor-
dar uno de los objetivos de este trabajo, los grupos de homotopia de esferas.
Toda esfera de cualquier dimension es conexa por caminos, por lo que dados dos
enteros positivos n, k los grupos 7, (S™, s) y m(S™, §) son isomorfos para todo
s,5 € S™. Es por esto que para simplificar la notacién de ahora en adelante
escribiremos 7 (S™) para referirnos al k-ésimo grupo de homotopia de S™.

Para empezar con el estudio de los grupos de homotopia en esferas tra-
taremos primero el caso sencillo 7, (S™) para k < n, apoyandonos en algunos
resultados vistos anteriormente.
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Definicién 3.4.1 Sea (X, z¢) un espacio punteado. Se dice que X es n-conexo
sim (X,20) =0Vre{l,2...,n}.

Nota 3.4.1 X es 0-conexo si y solo si X es conexo por caminos.

Teorema 3.4.1 (de Hurewicz). Si X es un CW-complejo (n-1)-conexo entonces
el homomorfismo de Hurewicz hx : m,(X) — H,(X) es isomorfismo para 2 <
q < n y epimorfismo para ¢ =n+ 1. Para ¢ =1 se tiene un isomorfimo

m(X)/ [m(X), m(X)] = Hi(X)
donde [m1(X), m(X)] es el conmutador de m (X).

Sabemos que (R, exp), recubridor universal de la esfera S, es contrictil.
Aplicando el teorema 2.3.3 se concluye que:

ﬂn(Sl):ZSin:1 Wn(Sl):Osi#l

Para el siguiente lema haremos uso de algunos resultados de homologia
simpicial.

Lema 3.4.1 Si k < n entonces m, (S™) =0

Demostracion. Sea [a] € 7 (S™, s0) = [Sk, S0; 9™, so}. Si consideramos que K y
L son triangulaciones de S* y S™, respectivamente, es decir, |K| = S*,|L| = S",
entonces existe una aproximacién simplicial o : K — L. desde una subdivisién
baricéntrica de K, tal que o/ es hométopa a @ como aplicacién S* = |K| — S™ =
|L|. [7, Teoremas 16.1 y Teorema 19.4]. Al ser simplicial, no puede llevar simplices
de dimensién k en simplices de dimensién mayor, luego o/ : S* — S™ no puede
ser sobre. Sea p € S™ tal que p ¢ o/ (Sk). Entonces o/ (Sk) C S™ — {p}. Pero
S™ — {p} es contractil. Luego o/ (Sk’) es contractil en S™, es decir, o/ ~ cte. Se
concluye que [o] = [@/] = | cte. |, y en consecuencia my (S™, s9) = 0. 0

Corolario 3.4.1 La esfera S™ es n - 1-conexa.

Corolario 3.4.2 Para todo entero q entre 1 y n se tiene que

Z,qg=n

m (s =, sn = {42

La conjetura de Poincaré es quiza uno de los problemas méas famosos de
clasificacién topoldgica, ademas de ser el tinico problema del milenio que ha sido
resuelto hasta la actualidad. En 1904, Poincaré realizé la siguiente conjetura:

Toda variedad topologica M tridimensional, cerrada y simplemente conexa es
necesariamente homeomorfa a la esfera S3.
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El planteamiento de este resultado surge a raiz de la siguiente caracteriza-
cién de S? : la esfera S? es la tinica variedad cerrada bidimensional con grupo
fundamental trivial. Teniendo en cuenta que la esfera S® también posee grupo
fundamental trivial, tenfa sentido plantearse la misma pregunta para dimensién
3. La prueba de esta conjetura es relativamente reciente, y fue dada por Gri-
gori Perelman en el ano 2003. En vista de que existen n-variedades cerradas
y simplemente conexas con n > 3 que no son homeomorfas a la esfera S™, en
dimensiones superiores no podemos enunciar el analogo de dicha conjetura. Por
ejemplo, sea X = S? x S? una variedad de dimensién 4, compacta y conexa,
luego es cerrada. Por el corolario anterior, el grupo fundamental

m(X) =m (5? x §%) =27 (5%) x m (S%) =0x0=0,

luego X es simplemente conexa. Sin embargo, X no es homeomorfa a la esfera
S*, pues poseen grupos de homotopia de orden 2 distintos

m () =0 , m(X)=m (5*x5%) 2m (S%) xm (S°) XZXZ

La conjetura de Poincaré generalizada establece que toda variedad topoldgica
M de dimension n cerrada y homotdépicamente equivalente a la esfera S™ es ho-
meomorfa a dicha esfera. En 1961 Smale probd que la conjetura es cierta para
variedades de dimensién n con n > 4, y en 1982 Freedman probé la conjetura
para n = 4. Los autores citados recibieron la Medalla Fields: Smale en 1966,
Freedman en 1986 y Perelman en 2006.

A continuacién se introducira el concepto de fibrado localmente trivial,
ademas de enunciar algunos teorema clasicos, de los cuales se omitiran sus de-
mostraciones ya que excederian el proposito de esta memoria.

Definicién 3.4.2 Un fibrado localmente trivial con fibra F', es una aplicacion
continua p : E — B tal que existe un recubrimiento abierto de B,V, y homeo-
morfismos py : V x F — p Y (V),V €V, con ppy(v,x) =v,V(v,2) €V x F.

Proposicién 3.4.1 Toda fibrado localmente trivial es una fibracion de Serre.
[2, Teorema 4.1, pdg 65]

Proposicion 3.4.2 En los espacios de CW-complejos la fibracion de Serre y la
fibracién de Hurewicz son conceptos equivalentes. [1, Proposicion 3.3.5]

Teorema 3.4.2 (de la suspension de Freudenthal [1, pdg 181]). Si X es un
espacio (n — 1)-conexo, con n > 2, entonces existe un homomorfismo F

F:m(X) = 7 (XX)

tal que F' es un isomorfismo para r < 2n — 1 y un epimorfismo para r = 2n — 1.
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Al comienzo de este capitulo comentamos algunos resultados bésicos sobre los
grupos de homotopia 7 (S™). En el caso k < n, como hemos mencionado ante-
riormente, todos estos grupos son conocidos. Sin embargo cuando k > n esto no
ocurre, y solo se ha llegado a conocer una cantidad finita de ellos. En este tltimo
caso se llegd pensar que los grupos de homotopia son triviales, como ocurre con
los grupos de homologia, pero gracias a Heinz Hopf se supo que esto no es asi, ya
que en 1935 demostré que el grupo 73 (S?) no es trivial definiendo una aplicacién

h:S%— S?
que no es nulhométopa. Dicha aplicacién recibe el nombre de fibracién de Hopf,
y estd definida de modo que cada punto de S? proviene de una circunferencia
especifica de S®. En primer lugar, identificamos el espacio euclideo R* con el
plano complejo C2. Con esta identificacién podemos redefinir la esfera como

53 ={(21,22) eCx C: |21 + |22]* = 1}.

Por otro lado, podemos identificar S? como la recta proyectiva CP! [1,
pég 96, Lema 3.4.4], es decir, el par de ntimeros complejos [z1, 23] no nulos
simultdneamente, con la relacién de equivalencia, [z1, z5] ~ [wy,ws] si y solo si
[21, 22] = [Awy, Adws] con A # 0. Luego la fibracién de Hopf se define como

h (Zl, Z2> = [Zl, ZQ]

Evidentemente es continua, ademés de que su imagen estd contenida en
S2. Antes de probar que h es fibracién, veamos que estd bien definida. Para
ello consideramos las esferas S? y S3. Veamos ahora que efectivamente es un
fibrado localmente trivial. Para ello, identificamos S! con el conjunto de ntimeros
complejos de modulo 1, es decir, podemos redefinir la circunferencia como

St={2eC:|z|=1}

Luego tomamos los punto x = [1,0] y y = [0, 1] de la esfera S? y consideramos los
abiertos U = S?\{z} y V = S?\{y}. Por lo que U y V forman un recubrimiento
finito por abiertos de S?. Ademds todo punto de U se puede representar como
el par [z, 1] con z € C. Por lo que podemos definir la aplicacion,

SOU([Z,l],)\):< Az A )

Vez+1 ez +1

con [z,1] € U y XA € S'. Ademss, se verifica que ¢y es un homeomorfismo de
UxS'en h™1(U) y hipy(u, d) = u para todo u € U y d € S*. De manera andloga
se prueba con el abierto V' tomando,

<PV([1,Z],/\):( A Az )

Vaz+1 Vzz+1
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Por lo que tenemos que h es un fibrado localmente trivial. Aplicando las
proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 tenemos que h es una fibracion de Hurewicz.

Cabe destacar que dados dos puntos (21, z2) , (wy,wy) € S* se cumple que
si h(z1,22) = h(wy,wy), entonces (21, 22) = X (wy,wy), donde |A> = 1,\ € C.
La idea intuitiva de la implicacion que tiene este hecho en el calculo de las
fibras de h es la que comentdbamos anteriormente, cada punto de la esfera S?
proviene de una unica circunferencia de S3, es por eso que puntos de una misma
circunferencia tienen la misma imagen. Asi,

h (Zl, 22> =h (/\ (wl,wg)) =h ()\’LUl, )\wg) = [)\wl, )\U)Q] = [wl, U}Q] = h(wl,wg)

En el siguiente enlace se muestra una animacion para GeoGebra que desarrollé
en la 3-esfera como una coleccién de circunferencias (las fibras) sobre puntos que
describen una cierta trayectoria en el espacio base S2.

https://www.geogebra.org/m/gtbs3u8f

Si construimos la sucesion exacta de homotopia de esta fibracion obtenemos
... T3 (Sl) — T3 (83) — T3 (52) — o (Sl) — Ty (Sg> — ...

y teniendo en cuenta que m; (S') = 0 para todo i > 1, obtenemos, para ¢ > 2,
fragmentos exactos del tipo

0— m (Sg) — T; (52> —0
Lo cual significa que 7; (S®) = m; (S?) Vi > 2.
Corolario 3.4.3 El grupo de homotopia w3 (S?) es isomorfo a Z

Ademas, existen dos fibrados mas en los que la fibra, espacio base y espacio
total son esferas. Junto con el ya mencionado, forman lo que se conoce como
fibraciones de Hopf:

Sty 83 — 52 Sy 87 — 54 STy 1P o8

Por lo que podemos dividir los grupos de homotopia de las esferas m;(S™)
en tres grandes bloques:

- Caso k < n: los grupos de homotopia son todos triviales.

- Caso k = n: los grupos de homotopia son todos isomorfos a Z.

- Caso k > n: En este tltimo se encuentran los resultados mas complicados de
calcular. Entre ellos 73 (S?), que como hemos visto, se pudo obtener a través
de la fibracion de Hopf que este grupo no era trivial.


https://www.geogebra.org/m/gtbs3u8f

52 3 Grupos de homotopia de las esferas

A pesar de la complejidad que presenta el caso k > n en general, se han po-
dido hallar resultados parciales importantes, como el siguiente, conocido como
teorema de finitud de Serre [8].

Si k es distinto de 2n — 1, entonces 1 (S™) es finito salvo cuando k=n, o
cuando n par y k = 2n — 1. En este ultimo caso, m(S™) es suma directa de Z
con un grupo finito (véase por ejemplo 77(5%) en la tabla 3.1).

El Teorema de suspensién de Freudenthal permite vincular esferas de di-
mensiones distintas. La tabla 3.1 que aparece a continuacién refleja este hecho.
Todos los grupos 7 (S™) que se encuentran justo por debajo de la linea negra
irregular son constantes a lo largo de las diagonales, y esto se debe a que todos
ellos cumplen la relacién k < 2n — 1, y por tanto m (S") = 741 (S"). Estos
grupos reciben el nombre de grupos de homotopia estables.

m LY 3 ™y g g 7 Trg
50 0 0 0 0 0 0 0 0
s Z 0 0 0 0 0 0 0
s2 Zy Z;
s z, L,
2
st 0 0 0 7 Z, Z, ZxZy Z,
85 0 0 0 0 Z Z, Z, N
S8 0 0 0 0 0 Z Z, Z,
s7 0 0 0 0 0 0 Z Z»
s8 0 0 0 0 0 0 0 Z

Tabla 3.1. Imagen de Wikipedia: Grupos de homotopia de las esferas

En concreto, se define el grupo de homotopia estable de orden k de la esfera
S™ como 7,1, (S™), paran > k+ 1. Los grupos estables presentan caracteristicas
estructurales adicionales en relacién con los inestables, y juegan un papel rele-
vante en la clasificacién de estructuras diferenciables en las esferas de dimension
superior a 4 [4].

Actualmente se han podido calcular los grupos de homotopia estables para
valores de k menores de 62, y se ha podido obtener informacién bastante exhaus-
tiva de la estructura de los mismos para 62 < k£ < 90. La complejidad que surge
al estudiar estos grupos ha requerido del uso de técnicas como teoria de homo-
topia motivica o la sucesion espectral de Adams. Abordar estos desarrollos con
detalle excede del objetivo de esta memoria, aunque sin duda puede servir de
motivacién para seguir profundizando en el estudio y comprensiéon de los grupos
de homotopia de las esferas. Como referencia para este estudio citamos el libro
de Ravenel [9] asi como el trabajo de Isaksen, Wang y Xu [3].
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Henri Poincaré defined the fundamental group in 1895 in his pa-
per "Analysis situs” which lately started an impressive develop-
ment of algebraic topology in the XX century. In this memory |
intended to introduce an extension of the previous notion given by
Cech and Hurewicz between 1931 and 1935, the higher homo-
topy groups, proving relevant properties of them.

1. Homotopy Gorup

Definition
Let be (X,z() a based topological space and n > 1. Then the n-th
homotopy group at z is the set of homotopy classes,
(X, w) =[S, 503 X, 2]

or equivalently we have the following definitions:

(X, m0) = (I, 01 X, 2] (X, 20) = [S°, 50; "X, e
where 41" denote the the boundary of I" and 2 the loop space
functor.

Properties
= 7)(X, zp) can be identified with the set of all path components
of X, with the component containing z, as the basepoint.
n 1, (X, zg) is conmutaive for n > 1.
m (X X Y, (20, 90)) = mn(X, 20) x (Y, 90) forn > 1
n Letbe X ~ Y then m, (X, zg) = m, (Y, yp) forn > 1
= [f X is contractible then 7, (X, z) = 0 forn > 1
Zif i=n
" (5" 50) = { 0 i; i<n

2. Poincaré conjecture

In its original form, the Poincaré conjecture states that every
simply connected closed three-manifold is homeomorphic to the
three-sphere . The above results allow us to prove that this con-
jecture is false in dimension 4. Let be the four-manifold $2 x $2.
Furthermore, it is simply connected:
(5% x §2) = 71(8%) x 71(S?) =0 x 0 =0,
However, it cannot be homeomorphic to S* because
mo(SY) = 0 and m(S? x §?) = my(5%) x my(S?) X Z x Z

3. Hopf fibration

In 1931, Heinz Hopf described a continuous mapping from S3 to
52 in which each point of 52 comes from a different circumference
(the fiber) of S3.This fiber bundle structure is denoted:

St s 82

Figure 1: Hopf fibration

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de junio, 2022

A consequence of this is the following exact sequence:

m (sl) g, (s‘) -, (52) g, (sl) S (53) S

Then, we have that:

Tn(S%) 2 1 (S?), 0 > 2
So that

(5% = Z

In particular, the Hopf fibration belongs to a family of three fiber
bundles in which the total space, base space, and fiber space are
all spheres:
R

Sl g?—g? B’ gt

4. Homotopy groups of spheres

As a consequence of the Freudenthal suspension theorem, the
homotopy groups 7,1 (S") are independent of n for n > k + 2.
These are called the stable homotopy groups of spheres and have
been computed for values of k up to 61.

Ly L) ] s s g Liy/ T8 Mo | ™o | ™1 | M2 | Tha ™a
L o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
sz o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2
2, 2, 7 7 2 2 2 B 2pa,

2 2
% 2, 7 7 2z 2 2 B 2pa, E

3
2 29202,

Table 1: Wikipedia: Homotopy groups of spheres

The first two rows of this table are straightforward. The homotopy
groups ;(SY) of the 0-dimensional sphere are trivial for i > 0.
Similarly, the homotopy groups ;(S!) of the 1-sphere are trivial
for i > 1. Beyond these two rows, the higher homotopy groups
(¢ > n) appear to be chaotic, but in fact there are many patterns,
some obvious and some very subtle.

Recent developments [3] based on motivic homotopy theory and
the Adams spectral sequence describe a computational method
to calculate the stable homotopy groups. This yields a stream-
lined computation of the first 61 stable homotopy groups and gives
information about the stable homotopy groups in dimensions 62
through 90.
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